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ccr1tro e-JE~ edl_Jcaciór--~ cor1tiriLJa (/ ;~ ;·) 
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A LCS ASISTENTES A LOS CUf\SOS DEL CENTRO !)E EOUC'\CION 
CONTINUA 

r ,,1$ [H!tr)rÍ;.~éJ.j,~s de 1a Faculrad de Jng.:;niería, .por conducto dei Jefe del Ce:m-ro 
d.? Educ<lc),'•¡) Cvminua, Dr. P.::dro Manír,ez Per'=:da, otorgan una c:on~~8tKi~ de 
:1 siscencia J (1uienes e~ m plan con lus requi.:;itGs es~:Jblecidos para cada curso. 
Las personas que deseen que apar8Z(¿'1 su título profc.s:onal pr2cer~ ienf~O a su 
:lomln-e en el dip!oni<t, dcbén1n entregar copia del rnisrno o de .su (:édula p:rofe·· 
sionnl a rnLt~J tardar el SEGUNDO DlA de clasc3, en las oficinas cl,:l Cemro, -
c.cn ~a. s~l'l..;:t!t:l Ba:rrazag encargada de insc.:ipciones, de lo contl'Ario NO sez,i 

., . 
¡)C Jl'J le.:~. 

¡:::1 co:1;· 1·ol de ssisrencia se efertlla.rá a t:·.avés de la pe1·sona encargada Je ;:;nrre--
0éir nor2s, en la mc.sa de entn:.ga <.~~material n,e;diante 1it:t.1S esp.::ciales. ~as 
~.t:se:ncius SeL·án compurt1das por las autoridades del Centro . 

Se recomier.da a ]os nsi.stentes participar acrivo.rneute con sus irleas y ex pe d;-('r 
cias, pues los cursos que ofrece el Centro están planeá.dos para que los prof~so 
:ces expongan una tesis', pero sobre todo, para cpe coordinen l8s c~in~ones de te· 
cos los imer-esados constituyendo verdaderos seminarios. -

Es muy imponante que to..-ios les asistentes llenen y entreguen su hoja de ínscr:p_ 
ción al inicio del curso. Las persor.as co~nisionadas por alguna instituci5n del:~~ 
rtin pasar a inscribirse en las oficinas del Centro en la misma fcnTllil que lus de­
(Jlt!s asist..:::nt es. 

con objeto de mejorar los servicios que el Centro de Educución Cr;ntinua ~")fr.:::cJ, 
se h&rá una evaluación del rmsmo a tr:tvé8 de un cuestionario dit:,¿iiado paré .. er.""i· 
n.c juicios anGnimos por parte de l.::is ::L>istcm¿;s; esto Ee hará al fi;ulizar el c.u:-...·-

so. 

}'. T ENT A M ENTE 

) l,NG. SALVADOR MEDT~ ~cvr:f\0 
cOO.G-Di>JADOR DE ~URSOS /.BlEF.TOS 

' r1.tr-
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111 CURSO INTERNACIONAL-DE INGENIERIA SISMICA 

• 

DI NAMICA ESTRUCTURAl 

INTRÓDUCCION 
VIBRACION DE SISTEMAS DE 
UN GRADO DE LIBERTAD 

Julio de 19n o 
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o 
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o 

o 

1 -- . 

VI NAMT CA ESTRUCTURAL 

VEFINTCION. 

GRADOS DE LIBERTAD= NUMERO DE COORDEN~DAS GENERALIZADAS (DESPLA-' 

ZAMIENTOS O GIROS) QUE SE REQUIEREN PARA DEFINIR LA POSICION DEL 

SISTE~ffi EN CUALQUIER INSTANTE. 

EJEMPLOS 

UN GRADO DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

n GRADOS DE 
LIBERTAD 

DOS GRADOS DE 
LIBERTAD 

INFINITO NUMERO DE 
GRADOS DE LIBERTAD 

o,-# 

,,, 
! .... 

",_:;.,\ :J 

~! 



METOVOS VE VISCRETIZAC!ON VE S ISTEM~ CONTINUOS 

l. POR CONCENTR~CION DE MASAS 

tvlflSli. POR UNIDAD 

DE LONGI'l'f'O = m 

2. EXPRESANDO LA CONFIGURACION DE VIBRACION DE LA ESTRUC'I'UPJl, Cüi\'H) 

UNA SERIE DE FUNCIONES ESPECIFICADAS. 

FUNCIONES SON A~MONICAS: 

-----~x 

N 
Z(x,t) = 

i=1 

N 
z(:x:.t) ""' E 

i=l 

inx 
bi sen ---y;-

z. (t)lj;. (x) 
]. l. 

MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS 

POR EJEMPLO, SI ESTAS 

-+---- !- --- --+ 

------ ----------- ------ ~--

o 

o 

o 



o 

o 

o 

AL PLANTEAR LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE CUERPOS RIGIDOS ES A MB~ 

' J 
¡l /~ 

m = lllil\SA POR UNIDAD DE ~.::JNGI'fUD 

l 
' 

'L -+-+--~ m: m L 

I0 = rn L/n 
LJ 

BARRA UNIFORME 

' 
t __ =- ~~' -~,·--~ \~\ 

6 
2 

f 
b -2 

+ 
b 

1 
t 

PLACA UNIFORME RECT.AJ\lGO'L""-'R 

\ 
\ 

m~ 
1 \ 

; Ic~ ~" J?;~--( :J:.: ~ H-~ 
lO \. ' ·' 

- -> 
¡ V ' l rr, = ... !o' 1T e;~~· 

PLACA UNIFORME ELX:í?TIC;.... 



RESPUESTA VINAMICA VE SISTEMAS ELASTICOS LINEALES VE UN GRAVO VE L1 fERTAV 

CON AMORTIGUAMIENTO VISCOSO 

M -- ...... va2~ ~' t --~.l_;_flj 
¡- ' ) ! 

: ,; r ¡ .~ ~ L 
1 

1 
<==> 

/ 

~ K , ------

a==;~~·~}PctJ 
) ¡·¡·J7TT/7/777/tll! 7ll 

"'"15 ' "'"' 1 
frkc.fÓr1 nuL.':I 

m7rm !TTl7ll 
-.:~ )(o(t) 

t = TIEMPO 

M = -MASA 

K = RIGIDEZ 

C = AMORTIGUaMIENTO 

f(t) =FUERZA EXTERNA 

X (t) = DESPLAZAMIENTO DEL SUELO 
o 

··•~ J\.J,10RTIGU_A.MIENTO VISCOSO ES TAL QUE PRODUCE UNA FUERZA DE RESTAD-

~~:1\CION PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA :r.-t.ASA RESPECTO AL 

;··-¡:__, AHORTIGUANIENTO SE DEBE PRINCIPAL.'II.iENTE A LA FRICCION INTERNA 

~.:;:n'RE LOS GRANOS O PARTICULAR DEL MATERIAL DE LA ESTRUCTURA,. Y A 

· 'o".ICéiON EN LAS JUNTAS Y CONEXIONES DE LA ~HSHA. ES EL ELEMENTO 

iJ8L 'SISTEMA QUE DISCIPA ENERGIA. 

'"L,J:I. R1'2IDEZ DE CAMBIO DEL MOMENTUM DE CUALQUIER r..W.SA, m, ES IGUAL 

·. -;:.A 2UER~A QUE. JltCTU.ll. SOBRE ELLA" 

o 

o 

o 



o p (t) 
,-'1 J.x d • 

= dt (mdt} = dt (mx) 

~=" ~ t) = FUERZA ACTUANTE 

t = T. E~!PO 

" o 
ll!t }7;5 CC:1S':'J".N'l'E ~ p ~ t) :: m."'l;. 

FiO VE V' ALAMIEfRT 

SI JCA 2a. LEY DE NEWTON LA ESCRIBIMOS COfJ:lO 

p(t) - mx = O 

AL SEGUNDO TERMINO DE LA ECUACION SE LE CONOCE COMO FUERZA VE INERC1A~ 

E:JG CONCEPTO DE QUE UNA MASA DESARROLLA UNA FUERZA DE INERCIA PROPO.R~ 

o ClONAL A SU ACELERACION Y QUE SE OPONE A ELLA SE CONOCE COMO PRIN~· 

CIPIO DE D' ALAMBERT, Y PERMITE QUE LAS ECUACIONES DE l/iO\I'Il:HEI;:J'lC'O -sE 

o 

EXPRESEN COMO ECUACIONES DE EQU1L1 FRIO VINAMICO. 

ECOACION DE EQUILIBRIO 

PlL) 

EQUILIBRIO: fe + fa + 

~~-'¿l~~\ UN SISTEMA ELASTICO: f = K(x 
e . 

- ,)_-=-\ A'l.:tv.lO~~TIGU]':.J.•!IENTO VISCOSO: fa = c(x 

r - - ' 

+« ' 
<1-- ~~4-,{t\ 

fQ f;. r "t.) 

DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE 

fi = p{t) 

- X ) = k y 
o 

= xo) , Cy 

(1~ 

l 
: 
l 
.v ( 2 ~ 
1 

i 
í 

~ ¡ 
¡ 

) 

' J 
i 



SUSTITUYENDO LAS EC& 2 EN LA EC.l SE OBTIENE: 

+ x ) + cy + ky = p1t) 
o 

~---"--~- =------ -~---~ -~-,-~~-~J<..-...--~L- -----~ 

My + cy + -Y= p(t) - r..;.x·o l 
_____ j 

"'"'J'ILXENDO ENTRE H MflBOS I<'!IEMBROS DE LA EC. 3: 

.. p (t) 
-M--- xo 

(3) 

SI 
e K 2 M = 2h, y M = w ~ DONDE w = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, EN 

RAD/SEG: 

1 ~· + 2h Y + w¿~-~--~)-- ~J ( 4) 

CUANDO SE TIENEN EXCITACIONES EN EL SISTEMA SE TRATA DE UN PROBLEMA 

JE VIBRACIONES FORZADAS; EN CASO CONTRARIO EL PROBLEMA ES DE VIBRA-

,:;rONES LIBRES. 

l' t ?Rfl.C10NES L 1 ~ES 

, :~:: :S":;:'E CASO LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO RESUL'rA SER 

2 
y+ 2hy+wy=O 

sen w1 t + c
2 

cos w't) (5) 

1 2 2 1 . 
·- / ¡¡¡ = h e= FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL Mt\ORT'IGUADA 

v C =~ Y c 2 SON CONSTANTES QUE DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES 

o 

e 



\~- - - ---------

o (EN t=O) DE DESPLAZAMIENTO Y VELOCIDAD QUE,:rTENGA_ ,LA l''lASA DEL SIS-
-~ }."" _•!:..._ 

' 1tEI .. 1A., 

' ESTAS RESULTAN SER 
' / 

= y (o) + hy (o) 
w' 

>-

y --·c;·~~---Y ( OJ 
1 

,( 6) 

LA EC (5) SE PUEDE ESCRIBIR TAMBIEN COMO: 
'¡' 

'.' o~ ., ... / 
V é ~ ( . \ ·.~ 

' -ht 
y(t) = A e cos (w 1 t - (7) 

': '/2 
c2 -1 DONDE A = /el -1- y 9 = tan 2 ANGULO DE FASE 

o 
'¡ 

-¡ 

-- . ·. 

:::: PERIODO NATURAL ANORTIGUADO; SEG 

1 ~ • 

= FRECUENCIA NATURAL AMORTIGUADA,~ -cps_ 
,-- 1 ' 

--- -· _, 1 

VE.ll..MOS EL ·cASO' ESPECIAL-_DE_. LA '·EC. (5) EN QUE h-+w. EN TAL CASO, 
' 1 2 '~-2 7 ' 

w' = 1 w - h. +~O, co"s w 1 t-+1 Y sen w 1 t-+w 1.t) -CON LO CUFL LA EC. ( 5) SE 

, R~EYJUCE A 
-1 

Y <tr = ~-wt {[(~(O)+ hy(O))/w'] (w't) +. y (o) } 

--:1 , ... 

o 



LA GRAFICA DE ES'f.:'. .ECUACION ES 

Y =JnV:Al''.íENTE NO REPRESENTA UN r40VIMIENTO OSCILA'l'ül~F'. '-'fiSÓ I..O CUAL 

S T. kl ..-. :u SE r>ICL QUE SE TIENE .<\1'-'liORTIGUNli!IENTO CRITICO. EN TAL CJ:,:?'O: 

DE DONDE 

h cr = w = 

e = 21 K.."1 1 
cr ( 8) 

A LA RELACION z;; = C/C SE LE LLA..~ ~RACCION DEL -~10RTIGUAMIENTO cr 

o 

CRITICO. e=) 

DESPEJl\NDO A M DE LA EC. ( 8) Y SUSTITUYENDOLA EN LA EC. h ~ C/ (2M) 

SE OBTIENE: 

h e = = 
c2 

2 cr 
4K 

e 
e-cr 

2 
- e; 

2K --
2/KM' 

= ¡-;;· 
z;; M = z;;w 

(9) 

'JJ:J:; Vi-oLORES USUALES EN ESTRUCTURAS QUE ASUME z;; VARIAN ENTRE 2 Y 5%. 

E~\i E:::;~rE INTERVALO w' Y w SON CASI IGUALES; VEAMOS, POR EJEMPLO, 

o 



o 

o 

-'----~-----

-
j ' 

:· - . ,...,~ \: ~"'; / ! 

OT~ FOID".A, ÓE ME~-¡~(, E~-,_ G~~·· D~ ~JLMORTIGUAMIENTO QUE TIENE. UNA ES-

- ( ' 

TRUCTURA ES MEDIANTE EL DECREf.iENTO L00ARITMICO', EL CUAl.J SE DBF2:NE 

COMO EL LO(;~ ;.RITMO DEL COCIENTE . DE;-c_;DOS (Lr.tPIJITtfQES- CONSECUTIVAS 

' :r 

;. 

SI s ES PEQUE'f.lO, · 

t -· ~ 

i ' l ~ 
-;;J 

_/ L- -;, 2 1r l; 1 

! ( ~ ~ ~~.- ~. ~~ -

' ' 

-·· 

~ ~. -•"'-'\ 
ECUACION DE MOVIMIENTO GENERALIZADA • 

- '"'"' -· i ._• 

' ' 

(10) 
¡- ' ' 

(11) 

: •• "t 

. HAY PROBLEMAs ouE APARENTÉMÉNTEi':·cb:R:RÉsPoNoE: A:-vrsRAc~íoNEs _DE srs-
- ~ ' .r"'-, ~ - u \. ; 

¡rEl\11\S DE VARIOS GRADOS DE -LIBERTAD PERO Q~E EN REALIDAD SON DE UN 
' ;- : ' -

GRADO SOLAMENTE.· 

-!, 



o 
EJEMPLO 

• 1 .. ~ 

ex e ,7.3c! :Jn • 

! r::o 1 ' ; • , , ¡ -, 

o' o 
B 

f Di ~lf .f"1 j + 02 v r12 f 2.'2. 
·:Ot~SIDEREHOS PRIMERO EL CASO SIN LA FUERZA NOIDmL, N. 

T<WiANDO COI-iO COORDENADA GENERAL! ZADA A Z ( t ) . 

(ª-no') 
1 

. 
f ,~ == el = el 4 z (t) ; fD2 = c

2
z(t) 

(,iL dt 

1 
.. 1 

f - ml 2 
z (t) = mL 2 z (t) = 2aiñz (t) 

: I1 

2 
~ m Z 2 3 

(t) 

o 



o 

o 

1 
I - '! (t) 

O 4a. 

p
1 

= 8pa?;;(t) 

= •) 
mL L~ 4 :2-·· = ~(t) = -3 a mZ(t) 
4a T 

LA ECUACION 'E ~10VIl\UENTO DEL SISTEMA SE PUEDE ESTABLECER IGUALANDO 

. 
oW =-k

1 
~ Z(t) (¡ oZ)-K2 ~ Z(t) (~ oZ) -c1 Z~t) (~~ l ~ 

SIMPLIFICANDO SE OBTIENE 

{A) 

( 'ú~10 lSL DZSPI.AZAMIENTO VIRTUAL eS Z NO ES CERO, SE DEBE CUMPLIR QUE 

2L TERMINO ENTRE PARENTESIS ES CERO. EN TAL CASO: ¡ 
1 

1 
~ 

\1 



~ 

4 - 4 '-'1 
m = 3 m a + 9 m2 e = 16 + c2 

o 

?? 9 
kl + 

k2 
p(t) 16 p2t,:{t) ~ 

16 9 - -~ -:·-e 

ESTOS PARAMETRO~ SE DENOMINAN MASA, AMORTIGUAMIENT0 1 R1GIDEZ Y FUERZA 

/ ~ -- - - --- -~f¿ 
/ ' 

// ----------~~ -- - --- -- . - -·-- ·-- -- )!-\' 

. .. . -<>lde.l- ·~. 
·,,~ N 

-·-·- ,¡;m n9n ~ . 
4a - ---~ '>!-:: ------ '3a. -+-~e t-

o 
\ 

~-

DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL DEBIDO AL GIRO DE LA BARR~ ~ 

óe
1 

z 
óZ oe 2 

z óZ -4a = 3a 

o óe 7 z óZ V " = 12 a 

EL "Ji"RABAJO VIRTUAL ES: 

(Hv No e 7 NZ 
(o z) = = 

12 a 

C·0:' 1~«Y :SL :':HSTE~1A ES LINEAL SE PUEDE Sm1AR ESTE TRABAclO VIRTUAL AL DE o 



o 

o 

1-

\-

. \ ' ... ~ 
1 ' \¡\" 

13. 

pE ESTA RIGIDEZ SE PUEDE SACAR; DÉ PÁSO, LA CARGA CRITICA DE PANDEO 
' .~ ~ ~ ~ ' 

' HACIENDO k = 0: 

~- -\. 1 

1 - - ' ' 1 

VETERMI.~JACION EXPERIMENTAL VE¡;; EN ESTRUCTURAS REALES O EN MOVELOS 

SI SE REALIZÁ UN EXPERÍMENTO EN'EL CUAL SE SACA A LA ESTRUCTURA DE 
. . . 

$u PbSICION SE SACA A L~ ESTRUCTURA DE SU POSICION DE EQUILIBRIO 

ESTATICO Y SE DEJA VIBRANDO LIBRE~!ENTE, EL REGISTRO DE LAS ACELERA-
1 

\=IONES QUE,- SE. REGISTREN EN LA MASA TENDRA. LA '~1IS~-1A FORMA QUE LA GRA-
' -
fiCA DE LA EC. 7. 

í1T1177 

1 

1 

/71177 

,, 

' 

· ·g\t+T)) 

-g ctJ 

i 

g¡ DE DICHO REGISTRO SE ~IDEN y(t + T.' )y 'y(t) SE PUEDE OBTENER L Y, 

o PE LA EC. ( 11} ' DESPEJAR A ¡;; . ' ' 

/ L 
¡;; = -27T ' 

'S\,''~0 

!! 
"'"V .. ' 
l."U ~'" • 

,_..,; 

~...:.\-

- '' 

. :· 
'· 

• ' ' r 

• 1 ~-,. 

'.' 



.<.o 

o 
EJEMPLO 

A UNA ESTRUCTURA DE UN PISO SE LE APLICA UNA CARGA HORIZONTAL DE 

20 TON EN SU MASA, OBSERVANDOSE UN DESPL1\ZJ'~,.':\UEN'TO i::ST.t',.'i"ICO J_;:f': :1.2 

DE O. 2 SEG, Y QL:.: LA M1PLITUD EN EL SEGUNDO CICL-~: r: S D.t, O. 14 C!Yi. 

CALCULAR ~' w~f~L y ~ 

~ DE T' 
. 21T 1T2 21T IW" 

0.2 y J... = = = w /K' IKg 
o K= 2.0 = 100 TON 

0.2 CM 

M 

SE OBTIENE 

0.04 X 100 ~{ 981 
4 9.87 

r:J o:: 9 9 • 4 TON 

2" 
2ro 2n 

10'Tf 
RAD f' 1 1 5 t•) . ' = 0":"2 = SEG = T' = 

0.2 = cps 

'} 1, ln 0.2 ln l. 43 0.357 _, ' - o. 1-;r :::: = 

L 0.357 
0.0568 o 5.68 % ( -- "" :::: ~ = 271' 2n o 

~:;2/"KM' = '' '- :C = 0.1132 /
1
100 X 99. 4798i' '' , cr 

! , 2.32 x e. 318 ~- o V 36 ToN SEG/CH 
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() 

o 
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SOLUCLON AL PROBLEMA VE VIBRACIONES FORZAVAS 
'-

h. FUERZA EXTERNA 

VEAMOS PRIMERO EL CASO EN QUE .t.i~ISTE p (t) Y QUE ::_ t} t e, 

~IENDO p(t} ARBITRARIA 

-·---i --~t 
h 

PUESTO QUE dT<<T, LA FUERZA APLICADA EN t= G PRODUCIRA UN INCREMENTO 

INSTANTANEO EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A 

y 

.", UN INCREMENTQ INSTANTANEO NULO EN EL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR, y=O~ 

'\.)!>ANDO ESTOS INCREMENTOS COMO CONDICIONES INICIALES EN t==~j, LA EC. 5 

Po::\ ,_;Qt-10 RESULTADO 

y(t) = p{T)dT 
Mw' 

-h(t-T) 
sen w' (t-T) e 

1-· :;ESTO QUE EL SISTEMA ES LINEAL ES POSIBLE SUPERPONER LOS EFECTOS 

:r; :.:'AS :!:0Ni1.DOS POR LOS Ir•1PULSOS APLICADOS EN CADA T QUE fíAYAN OCURRIDO 

1~.:'-J'l'ES DEL INSTANTE t DE' INTERES ~ ES DECIR, 



1 t -h{t-T) 
y(t) = -- J p{T)e senw 1 (t-T)dT 

M10' 
(12) 

-oo 

LA FUNCION l e-h{t-T)senw' (t-T), QUE ES LA RESPUESTA A UN IMPULSO 
Mw' 

SISTEMA.. 

~ ' 1\1 
i.,. JL\. 
\.. \ .. ' 

ry' \ 

~--- - T' ----71 

~,l_ '.:~\í 
1 - -- ---

=="'~~- 4 :,¡_Jl 
\._ 

LA SOLUCION DADA EN LA EC. (12) SE DENOMINA INTEGRAL DE DUHAMEL. ESTA 

CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI-

LIBRIO; LA SOLUCIO~ GENERAL ES: 

¡-
1 y (t) 
1 
L 

= Ae-ht cos(w't-9) +M~' 7 p(T)e-h(t-T)senw' (t-T}dT 
-oo 

Er~ DONDE A y 9 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMIENTO 

't: VELOCIDAD, y(O) Y y(O), RESPECTIVAMENTE. EN GENERAL LA PARTE DE 

LA RESPUESTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES .LA MAS IMPORTANTE, 

'li:.. QUE LA OTRA PARTE SE A_MOR'IIGUA RAPIDAMENTE. 

PAnA ESCRIBIR LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE 

n: :'=.tiHO PJ\RA EL CASO DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTO DE LA 

B!.,,S~~ DE LA ESTRUCTURA, BASTA CN'lBIAR p (T) /1'~ DE LA EC. ( 12) POR -x 
o 

\¿p. ,¡:jE l'~N DICHA ECUACION APARECE EN EL MIErtBRO DERECHO p (t) /M CUANDO 

~ir}; ~-·_~:"'7~ITACION ES P (t) Y APARECE X CUAr-1DO LP. EXCI~ACION ES PO~ 
o 

EN ESTE CASO 

o 

o 

o 



o LA SOLUCION ES, 'ENTONCES: 

r - ----- --- -- - -- --
j 
1 

¡ y(t) = 
-oo 

EJEMPLO 

TIGUAMIENTO NULO, CUANDO LA EXCITACION ES LA SIGU IEN'l'.~.:., 

l; = o 

X (t) = a, SI /)~t.;;' 
o 

X (t) == o 1 SI t<O ó t>t o o 

CONSIDERESE QUE y(O)=O Y y(O)=O. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES 

o GON NULAS SE TIENE QUE A=O (UTILIZANDO LA EC. (13) Y LA SOLUCION PAR­

TICULAR QUE SIGUE, EC. (A)): 

ü 

t -1 
y(t) = J a senw(t-T)dT = -a 

ú; 
-oo 

= -a_ = (1- coswt) 
2 

w 

w 

SI 

t 
J sen w(t-T)dT 
o 

O<t<t 
- - o 

(A) 

U\RA FINES DE DISEÑO ESTRUCTURAL ES IMPORTANTE CONOCER LA RESPUESTJI. 

i:t~Xll"!A; ESTA OCURRE CUANDO coswt =-1, O SEA, CUANDq_ 

o rr 1r T 
t=w=~=2 

T 



/ 

v VALE 

HAX { 1 y (t) } = 2a = a T2 SI 2 --2 ~ 
w 2'1í 

O~T.:::2t 
o 

l?A'l'A t>'c , O SEF> PARA 'I'/2>t ES NECESARIO v-'.,TENEF. LA RESPUESTA EN VI-o o 

BRACION LIBRE CON LAS CONDICIONES INICIALES DE VELOCI:ll~D Y DESPL~ZA-

~'L!:E~J:,-..._) CORRESPOl~DIENTES A t=t : 
o 

y(t ) 
o 

-a 
= w senwt

0 

APLICANDO LAS ECS. ( 5) Y ( 6) OBTENETvl.OS: 

y(t) -a !senwt senwt' (1 coswt ) coswt' j = 2 - -o o w 

lsen2wt 

- - ---- --------- -- 1 

-a (1 2 (wt' -- 2 + - coswt ) sen -o o w 

y(t) -2a senwto sen{wt' 91> = 2 -
w 2 

-1 1-coswt 
t' 9f o 

DONDE = t -t y = tan ( 
o senwt

0 

EL VALOR !>1AXU10 DE LA RESPUESTA EN ESTE INTERVALO ES 

r-1Jl-.X{ i y (t) 1} = 2a ~~,sen wto 
2 2 

ul 
SI t>t 

o 
o T>2t 

o 

9f) 

o 

o 

o 



o 
CONSIDEREMOS hHORA EL CASO EN QUE LA 'ESTRUCTURA ES EXCITADA POR LA 

FUERZA ARJ'10NICA 

i,A SOLDClOrJ DE ESTE PROBLE!Iffi SE PUEDE ENCONTRAR SUS"fl'1'UYZ~lDO l~ 

p (t) -== p senQt EN LA INTEGRAL DE DUHA~EL Y OBTENIENDO SU SQ't.UCION", 
o 

SIN EMBARGO, EL RESULTADO LO OBTENDRE~10S DE LA CONSIDER.i\CION DE QUE 

PARA QUE EL ~UE~1BRO DERECHO DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIB.RIO 

APAREZCA UN TERMINO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDO SE 

TENGAN COr-.1BINACIONES DE TEIDAINOS TAM.BIEN ART\10NICOS. CONSIDEREf.lOS, 

e=> POR LO TANTO, LA SOLUCION 

y(t) =A sennt + B cosnt (14~ 

,, .:JETER'I!{INEMOS LOS VALORES QUE DEBEN TENER A Y B Pl'"Rh SA'l'I":'E'ACiT LA 

BCUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR 

;.,, y(":j, y(t .. ) Y y(t) EN LA ECUACION DI"?ERENCIAL. HACIENDO ESTO Y FAC-

P.í;RA QUE ESTA IGUALDAD SE CUHPLA SE REQUIERE QUE 

-An 2-2hQ8 + w2A = p: 
(_) -BQ

2 
+ 2h0A + w2B = O 



1 ' 

RESOLVIENDO ESTE SiSTEr1A DE ECUACIONES SE OBTIENE: 

Po 
(S12 2 

r;r -w ) 
A = 

(w 2 -¡]2/+ 4h2n2 

Po 

B 
-2hS1 foil 

·- -· ~ 2 " 4h2S12 ' 
¿. 

-Q }t~ + t ~~ 

SOS'~,lTUYEl'JDO A Y B EN LA EC. (141
): 

Po 

y(t) = ~ 

O, '!'AHBIEN 

~ = ANG TAN (-B) 
A 

= TAN-1 2hQ -
w2 -¡]2 

ANGULO 
DE FASE 

_ _,'_! ,-

{15} 

(16) 

(17) 

2 
DIVIDIENDO NUHERADOR Y DENOMINADOR DE LAS ECS. (16) Y (17) ENTRE w 

SE OBTIENE: 

::.:; ~-S]¿) + (2¡;;-) 2 
/ (l - w2 

S] 
2¡:­

w 

1 sen(Slt - ~) (18) 

(19) 

o 

o 

o 



) 

o 

o 

o. 

... ' , 

.SI ~E TIEN~ EXCITACION ARMONISA EN LA BASE DE LA ESTRUCTURA 

. X (t} 
o 

' , 2' = asenQt~ O SEA, x = aQ senQt, BASTA Ck~BIAR A p /M EN 
0 - --···v·- Q • .-r•-·r-:t q ·• ¡fl:- ··;;cr;::--1.~) '~;o_ ·.J, • ··• · 

LA . ,. 
EC. (16} POR -aQ~ ~. -HACI~NDO ES;~~~SE, .OBT-IENE .,, -- -· ·-

.} , ~,. r~<-~ .,J .. • ~·~~~t·i-\~~j .~~)",f.~. {. t;:s. ~-,-1>--.ty:T'i'G: ... -\_'~,., / 

Jt' 

y(t) (:20) 

CURVAS DE AMPLIFICACION DINAMICA PARA EL CASQ_ ·DE> FQ~RZA 
EXTERNA \ •• " '-' ~ 

' - 1 

1 ( 21) 

~1- +- < 2t:: n) 2 • 1'};- ;,o 
w 

SL 
w 

LOS FACTORES DE AMPLIFICACION DINAMICA. DE .,VELOCIDAD, .Y ACELERACION, S,E, . 
. _:-.._'.;r.~r ~f)~) ¿,,"\J ~ .. ~~~ t)~~)~t~t\ ~ { 1" 1.~ .. !~'"--l : r·;A> \,'L ... · ~·~·~ " _.. " 

1 r 

SB ;:?UEDEN OBTENER DERIVANDO RESPÉCTO A t ,_LA -EC. ( 16) O LA ( 2 O) , SEGUN 

SÉA EL CASO. 
\ 1 -~ ... \r~ •' (~!"" -, 

LOS· RESULTADOS ~ON, RESPECT-1-YAHENTE-, 
,' ~ r- ~ J 3 r: f, ~ ( - .. ' 

re .~ ,. 
l.: o \ e 

m 

'\,, 

-
y B a 

(22) 

. 
/ 

•-' 

\ 
. .1 

1 

' -- 1 -. 
'J ,, 

' q 



22 . 

EJE~PLO 

CON UNA MAQUINA VIBRATORIA PORTATIL QUE PRODUCE FUERZAS Aru10NICAS 

SE PROBO UNA ESTRUCTURA, AJUSTANDO LA MAQUINA EN LAS FRECUENCIAS 

RAD RAD 
SJ 1 = 16 SEG Y SJ 2 = 25 SEG' CON UNA FUEP?.A f-1..AXIHA DE 500 LB EN CADA 

CASO. LAS ill4PLITUDES Y ANGULOS DE FASE DE LA ~ESPUESTA QUE SE MIDIE-

RON FUERON: 

-3 pl = 7.2 x 10 in, ~1 = 15° (cos~1 = 0.966 ; sen~ 1 = 0.259) 

-3 
p 2 = 14.5 X 10 in, ~2 = 55°(COS~2 = 0.574; sen~2 = 0.819) 

EVALUAR LAS PROPIEDADES DINAMICAS DEL SISTE~ffi. 

HACIENDO: 

o 
k - k 2 

8 = 

1 { 1 } 1/2 

1- 8
2 

1 + [2~8/(1-8 2 >] 2 
i 

8 = rl/w 

2 = k-n m 

-- -v 
cos~. 

l. 

( 2 3) 

SUSTITUYENDO LOS VALORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PRUEBAS: 

k- (16) 2m 

2 
k - (25) m 

= 500 (0.966) 1 
7.2 X 10

3 ~xk 
= 500 (0.574) J m 

14.5 X 10-3 

= 100 000 ~ 6 J.n 

2 = 128 • 5 16_SEG 
~ J.n 

. /1;' RAD 
w =1 ~ = 27.9 SEG 

o 

o 

o 



o 

USANDO LAS ECS. ( 17) Y ( 2 3) 'SE OBTIENE: 

p sen{K .. -o 1 
z;, = 

2 f\ kpi 
DE DONDE z;, = 500 (0.259) 

-..,.,_,e,---'--~-"---~~-._,--;;' "" 
2,:.:'.)0 100 000(1.2 :X 10 ~¡ 
~ 1 • " 

CUANDO LA EXCITACION TIENE FRECUENCIA IGlJ.!I~ "~' I ... A [~J:..?\J;;t;\L DEL SlS-

1'E:M...I\, SE DICE QUE SE PRESENTA EL CASO DE RESm·rz~;:;c _· ·," 

l:;s EVIDENTE QUE SI 8""Q/w=l SE TIENE 

y(t) .!___ (g_) 2 a sen(~t-~) 
1 

sen(Qt-~) = = -a 2r; w ~ 
Bd 

o (Bd)res 
(~/w)2 1 

EN CASO DE MOVIMIENTO DEL SUELO, = = 2z;, 2¿" 
/ 

y (Bd)res 
1 

EN CASO DE FUERZA EXTERNA. = 22" ' 

SIN EMBARGO, AUNQUE ESTA RESPUESTA ES CASI IGUAL A LA ~ffiXII~, ESTA OCU-
/ 2 1 

RRE CUANDO ~ = w/1-2 • EN EL CASO DE y (t) Y y (t) BL I•iAXlHO OCURRE, 

f~ZSPECTIVA!v1ENTE, CUANDO 

Q y Q 
w 

SI z;~20%, LOS VALORES DE ESTAS n NO = w = 
/1-2z;, 

2 f 

DIFIEREN EN MAS DE 2%. 

EL !!AXIMO VALOR DE Bd (PARA Q= wh-2 z; 2
) 

1 

ES 

o (Q/w)2 
= 

2r;h-r;
21 

t~I SE TIENE FUERZA EXTERNA O MOVIMIE~1TO DEL SUELO, RESPECTIVAl'fENTE. 

:~B OBSERVA DE ESTAS ECUACIONES QUE SI z;=O, (Bd) MAX = oo 

1 
¡ 

1 
-' 



SI SE ANALIZA LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DIFERE~CIAL DE 

~OVH~IENTO P.l>.RA EL CASO DE CONDICION:2S INICIALES NULAS Y 8=1 TIENE 

y(t) 

(O) ~ B - p /(2sk) ~ o 
o 

OB DONDE, HACIENDO y(O)=O Y y(O)~O, SE OBTIENEN: 

POR LO QUE 

1 Po [ -ht r,; 
y(t) = 22'" k e <¡ 2' senw't + cosw't) - coswt] 

1-t,; 

PARA AMORTIGUAMIENTOS PEQUE~OS: 

__ yj~.l_ • 1 (e-ht_l}coswt 
p":J/ k ~ 

+~~:{,~ 
1 Po/,;-_<·"--'-·-- r\- --- T i 

k(l l-_¡_~~-----1 ?_?; --

1
1 -.v \ i \ 1 i t 
' ' ---. \ / \ 1 1 z. -.: 
¡ - ~~-- -- - - _"-.,¿- _t_ ,/ 

.... / \ i • • -

_i 1·' 3' 0=1. 
~l 0~0, APLICANDO LA REGLA DE L'HOSPITAL, SE OBTIENE: 

/ 

.· ~:;.\\, E.L 1>'11\.XIMO DE LA RESPUESTA TIENDE A INFINITO GRADUALMENTE. 

() 

o 

o 



1 -

o 

o 

o 

------"- -~- --- --------~~- ---

\ 

-
CARACTfRISTICAS VINAMICAS VE LOS REGISTRAVORES VE SISMOS. 

SI lA ACELERACION DE LA BASE DE UN INSTRUMENTO ES ARMONICA v DADA POR LA 

EéUACION 

x
0

(t) = a sennt 

EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER 
' 

B ' ' 1 d' 
2=2 
w w 

PUESTO QÚE LA FIG I CORR~SPONDE A Bd' Y EN ELLA SE OBSERVA QUE PARA 

~ ~ 0.7 SE TI~NE Bd ~ 1 PARA O~Q/w ~ 0.6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLA­

ZAMIENTO DE LA ~1ASA DE- UN SISTEHA ES PROPORCIONAL A LA ACELERACION- DE 

SU BASE, SI ESTE TIENE AMORTIGUN~IENTO DEL 70% Y SI LAS EXCITACIONES 

QUE SE TRATAN DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCI!\S INFERIORES AL 60% DE 

LA FRECUENCIA NATURAL DEL SISTEMA. SI ESTO SE CUMPLE, EL APARATO-

HE:S:DJLT.A SER U~ ACELEROMETRO • 

.EN ,lNG~NIERIA SISUICA LA ~1AXIMA FRECUENCIA DE H1TERES ES DE;L ORDEN DE 

10 CPS {T = O .1 -SEG·) -. POR LO QUE LOS ACELER0~1ETROS TIENEN FRECUENCIA 

NATURAL DE 16 A 120 CPSo 



o 

o 
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EJEMPLO 
' 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE uN GRADO DE LIBERTA~)'SUJETO 

A LA SIGUIENTE EXCITACION: 

kiF1 

p ~--· ----------- ... 
'(J 

\ 
_____ 1 ____ ·----- ----------------~ 

1 t 

CON C = O 

mx + kx = p o 

SI EN t = O, x = O Y x = '0: 

Po 
X :: k e1 - COStJJt); 

B = FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA = k 

BMAX = 2, EN t = T/2, 3T/2 ... 

p e _Q_) 
k 

AHORA, SI LA EXCITACION ES DE DURACION t · o· 

p 
O r 1 X = k\. 

= e 1 - C O S w t-) 

- coswt) 

. Po 
xet) = ~ senwt 

EN t = t o· 
1 

o 

o 

xet
0

) = 
Po 

( 1 k - coswt
0

) 

f 
CONDICIO-
NES INICIA, . - Po x(t

0
) --k senwt 1 LES PARA o 1 

J t>t o 

o 



o 

o 

o 

SI t>t , o x =A coswt 1 + B senwt 1 

141 1 

CON t 1 = t - t 
' o 

EN t 1 ~O ( t = t ),SE DEBEN CUMPLIR LAS CONDICIONES INICIALES AN­
o 

TERIORES, LO CUAL CONDUCE A 

p 
A = ~ (1 - coswt ) 

k o 
y B 

Po p 
POR LO QUE X = (1 coswt

0
) coswt 1 + o sen1ut senwt 1 -k -k o 

------~-

Po /c1 2 2 sen(wt 1 e = k - coswt
0

) + sen wt -
o 

o 

CUANDO 
,-t 

o 
-y-

X = 

TI = 2 

cos 

wt o (2 sen--
2
-) sen(wt' - 8) 

B= FACTOR DE AMPLIFICACION 
wt t 

B 2 o ~ ( o) MAX = sen--2- = L sen nlf 

' B~.1AX = 2 

- - ,......:::;---t --· ---------
/" 1 

1 / 1 

) 

-t-. •1 
·--.L. _______ __.__ -- -----L----------::;;> f;; /T 

~~ fO ~~ 

EL MAXIMO +EL 
OCURRE DES-

MAXIMO OCURRE DURANTE LA EXCITACION 

PUES DE LA 
EXCITACION 

SI t
0

/T ES MUY P~QUENO, 
nt 

sen--0 = nt /T T o 

o 

o 

o 

e 



() 

o 

Y x~1AX 
-m 

I 
mw 

EN DONDE I = p t = AREA BAJO LA EXCITACION o o 

EJEMPLO 

141 1 1 

SEA UN IMPULSO APLICADO DURANTE UN INTERVALO DE TIEMPO lit MUY PEQUE­

~0, TAL QUE llt/T << 1: 

1'/t)f 
(1, 1 

6 
af 

h>?j>U1 _, 0 = J ~ j j;(¿ )d'f 
o 

PQR EL PRINCIPIO IMPULSO - MOHENTO SE TIENE QUE 

l'lt 
I = f p(t)dt = mx 

o 

\ 

EN DONDE x ES LA VELOCIDAD QUE EL IMPULSO LE IMPRIME A LA MASA DEL 

SISTEMA. DESPUES DE l'lt EL SISTEMA QUEDA VIBRANDO LIBREMENTE CON 

VELOCIDAD INICIAL x(O) = l , MIDIENDO EL TIEMPO EN LA ESCALA DE m 
t 1

, Y CON DESPLAZAHIENTO INICIAL NULO, DEBIDO A QUE EN EL CORTO 

INTERVALO DE TIEMPO lit LA MASA ADQUIERE UN DESPLAZAMIENTO DE MAG­

NITUD DESPRECIABLE. EN TAL CASO LA RESPUESTA RESULTA SER 

. 
x(t') = ~ senwt = ~ senwt' w mw 

SI EL SISTEMA TIENE AMORTIGUM.UENTO, 
I - rwt x(t')- e "' senw't' mw 



() 

/ o 

e 
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26. 

/ 

POR OTRA PARTE SI LA EXCITACION DEL SUELO ES x = a senS2t, O SEA, - o 
.. 2 
x =-a rtsenrtt, ENTONCES EL FACTOR DE 1\...N[PLIFICACION RESULTA SER EL 

SEflALADO EN LA ECUACION (20), E~ iDECI-R, 

B' 
d 

= (0../w) 2 

{<1-(Ww)
2

) + (2¡;;rt/w)
2 1 

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERVJI. QUE SI ¡;;=O.~~ Y D>w EL DES-

PLAZAMIENTO DE LA MASA ES PROPORCIONAL AL DEL SUELO; SI ESTO SE 

CUMPLE, EL APARATO, CONSTITUYE UN DESPLAZ0~1ETRO, CONOCIDO TkMBIEN 

COMO 

s' d 

1 
3 
~ il./w 

DETERMINACION EXPERIMENTAL DEL AHORTIGUA~UENTO DE UNA ESTRUCTUR..J\. ME-

DIANTE VIBRACIONES FORZADAS ARMONICAS 

o 

o 
o 

: ! 

Po . 
~' 

f'c, = l>t=SPLAZA/rfllNTD ESTIJTIC'!J 

=~ 
z 

C'!IRYL1 DE .IJMf>Lil'/(IJCI0/1/ :: YPEPIMt=NTJL 
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27. 

SI SE DETEP~HNA Bd EXPERIMENTAIJ1ENTE MEDIANTE UNA SERIE DE PRUEBAS 

DE VIBRACION FORZADA CON FUERZAS AID10NICAS, Y ADEMAS SE DETERMINA 

ENTONCES 

(24) 

OTRO METODO PARA DETERMINAR '¡;; CON BASE EN LA CURVA EXPERH1ENTAL DE 

Bd SE CONOCE CON EL NOMBRE DE ;'METODO DEL ANCHO DE BANDA DE LA MITAD 

DE POTENCIA". ESTE SE BASA EN DETERMINAR LAS FRECUENCIAS QUE CORRES-

PONDEN AL VALOR rrns DE LA AMPLITUD EN RESONANCIA, EL CUAL VALE 

SEAN B2 y B1 ESTAS FRECUENCIAS. DE LA ECUACION DE Bd 

A 

(Bd)MAX//2; 

SE OBTIENE: rrns = -- = MIZ 
~ 

CUADRADA DEL VALOR MEDIO CUADRATICO 

( F-~i:í 'V 'V t) 
P ¡/(1-S2)2+ 

·- :1 

= (2z;S) 2 
o 

ELEVANDO AL CUADRADO AMBOS MIEMBROS: 

1 1 

ss- 2 = 
(1-S2)2 (2z;S) 2 + 

o 

DE DONDE B2 1 - 2z; 2 2z;/1 
21 

= + +z; -

2 DE AQUI, DESPRECIANDO EL TERMINO z; DEL RADICAL, :SE OBTIENE 
' 

" • 2 1:;2 B¿, 1 2z; . = 2z; B1 = 1 1:; 1 
B2 • 2 . 1:;2 -- 1 + 2z; 2z; s2 1 + 1:; 2 

B2 - 131 
• = 2z; 



DE DONDE 

EJEMPLO bl 
}.;' 1 ,:_, 

~ N 
1 
o 1 , 
)( 4-l-

<! 1 

~ 1 x L <! 
2: , , 
..::¡ 

z! 1-
¡f) r l.W 
~ 

0... 
Vl 
uJ 

¡------------- --

t,; s2 -sl 
2 1 

~---- --- _____ ¡ 

2 
5.f.7xiO¡n 

_ . ...­---

1 1 

n1 +..íl. 2 __ 2 __ _ 

"' 7 1 -C. -..... ~ x .a ."V'\ 
·----l.,;,c 

/Y 

r ¡;,.: 
o 

1 , 

L---------L---- __ __'_ _ _Lj_ 
15 

DE LA EC (25) 

. 
¡;; 

~ 20 \_ -
.0 ... 1 : 1'3. 'SS ~((., 2 - 20.4'2 

Ml=n -n 2 1 
n2 ¡-¿ 1 n _n__:, __ 
res res 

= 
2 

= R.A.D 
0.87 SEG 

0.87 
39.97 

28. 

( 2 5) 

-2 
4.0lxl0Un. 

= 2.18% 

HETODO NUMERICO B DE NEt'VHARK PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE VIBRACIONES 

FORZADAS. 

EL METODO QUE A CONTINUACION SB DESCRIBE ES ADAPTABLE A SISTEMAS NO 

LINEALES CON VARIOS GRADOS DE LIBERTAD. 

PROCEDil'UEN'rü: 

l. SEAN yi' yi,~yi, CONOCIDOS EN EL INSTANTE ti' y ti+l=ti + ~t~ 

SUPONGAMOS EL VALOR DE yf+l 

2. (26) 

o 

o 

o 



29.1 

Y + v.Llt + 
J. -J. 

1 • • 2 
(--S )y. (Lltl 2 J. 

. 
CALCULEMOS yi+1 

3. + SYi+1(L'.t) 

4. CALCULEHOS UNA NUEVA Al?ROXIHACION PARA yi+
1 

A PARTIR DE LA 

ECUACION DIFERENC¡AL DE EQUILIBRIO: 

. 
y i+1 ~- 2 l;wy i+1 (28) 

(27) 

S. REPITN10S LAS ETAPAS 2 A.4 E~PEZANDO CON EL NUEVO VALOR. yi+
1 

HAS'I'A QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE TENGAN VALORES DE y i + 
1 

CASI IGU.n,,LE3. 

SE RECO.HIENDAN VALORES DE S DE 1/6 A 1/4 Y L'.t~O .1T PA.RA ASEGURAR 

~ CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD. 

(J 

\ 



30. 

EJE~WLO 
~ = 0.2 1 0.-1 

M = 4 l1r Se~{j!HL 

,- -- --- - -¡ -----
.___j_ - i 2. 

CALCUL~R LA RESPUESTA DE LA ESTRUCTURA APLICANDO EL METODO 8 DE 

NEWMJl.RK 

w = 

h = sW = 0.2 X 3 = 0,6 

3 RAD 
SEG 

27T 
T = :f = 2.09 SEG 

TOMAREMOS 8=0.2 Y 6t = 0.2 (~ o.lT) SUSTITUYENDO EN LAS ECS. ( 26) , 

(27) y (28): 

EN t=O SABEMOS QUE SE TIENE y=O, y=O Y y=O 

2 
EN t=O + llt = 0.2 SEG; SUPONGAJ'.10S yi+l = 5.0 IN/SEG ; x

0 
=-6 

Y = o i 

Y = o 
i 

o 

o 

o 



() 

o 

o 

31, 

~ { ~ i+1 

~~ 
....., yi+1 

= 0 + 0.1 (O + 5) = 0,5 ; yi+1 = 0 + 0 + 0 + 0.008 x 5 = 

=-1,2 X 0.5 - 9 X 0,04 - (-30 X_0.2) = 5,04 

0.04 

yi+1 ' O + 0.1 (O + 5,04) = 0.504 • 0+ O + O + 0.008 x5.04 = 
o 
-' 
u 
u 

= 0.04032 
.,, 
l\1 yi+1 =-1.2 X 0.504 - 9 X 0.4032 - (-6) = 5.033 IN/SEG

2 

ESTOS CALCULOS SE PUEDEN ORGANIZAR HEDIANTE UNA TABLA COMO LA SIGUIENTE: 
~~-~- ~-0 ------ --- -r--- ---;-------T--- ----;----- -------------; ------1 
~--+_r~s~r~ . ; I~G~SE~ 1---~G~SE:___ _ ___ I_N --~ 

~- 1 _: --t s.:ooo --k~~:o---¡--·o.o~:~ 
1

1 

u,¿ 1 \ 5.040 ¡ 0.5040 ¡ 0.04032 ¡ 

' 5 0'"~3 1 0.5033 1 0.04026 1 

1 1 ¡ 5:0;4 . 0.5034 ¡ 0.04027 1 

~-~+------t--- 1 
1 0.4 -12 1 8.0000 1.8078 1 

1 ¡ 7.442 1.7510 

1
, ¡ 

í 7.534 1.7602 
1 f 

¡ ! 7.533 l. 7601 

0.26536 

0.26079 

o. 261 63 

0.26162 

0.4+ 
-------~------------------~---------------~-----------~ 

j 

l o 
r 

-4.467 l. 7601 0.26162 

1 
1 o. 6 o 
! 1 

l 
-6.000 0.7134 

-5.464 0.7670 

0.51204 

0.51633 

-5.550 0.7581 0.51564 1 

¡__ --·--- ___ ! ·-· ________ 1__ ________ _J___ _____ _J_ ____ : _j 
EN t = 0.2 + &t = 0.4 SEG: X

0 
= -30 X 0,4 = -12 

yi = 5.034, yi = 0.5034, y. = 0.04027 
1 



SUPONIENDO 

o 
yi+l = -' 

u 
c..J 

yi+l = 
~1 
__; 

yi+l = 

EN 

8,000 SS OBTIENE: 

0.5034 + 0.1-(5.034 + 8.000) = 1.8068 
' 0.04027 + 0.2 X 0,5034 + 0.012 X 5.034 

-l. 2 X 1,8068 - 9 X 0,26536 (-12) 

SOLO CMmiA y Yo.4+ = Yo.4- + X o 

32. 

+ 0.008 X 8 

7.442 IN/SEG 2 

= 7.533 - 12 

EN t = 0.6, v. =-4.467) y. = 1 ~601· y= 0.26162 - l l • , .. 

o 

= 0.26536 

-4.467, 

o 

o 
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\ ' .. - 33. 

}SPECT~9~ ·VE RESPUESTA ESTR(.lCTURAL -. . . . . ' \,.-
').... ' \ 

ÍmcbR_DEMOS QU_E LA soi~ciON .DEL PROBLE~ DE ~IBRACIONES FORZADAS CON 
. / - ' / - '' ' 1- - • -

EXCITACION -SISMÍCA ·fis' 
í- .. , 

-1 y (t) = _¡;;T 

( ' 

_, 

w, POR EJ}:~·~PLO~~d'.1 ,~--o~ _2 ,: ~o .-3T'--ETC1,.:...-!:I_Ás.TA-· cu~13-·rR"~u'N ·):·N:T~B.vA.r::o~·DÉ~tNT.E-
~ ""•- :1 ~· ; ' - ~ ,- 1 ----~~~· •• ,. ....... • • '{,~!1 ~ ~.)' -- - 'J' ' ' .. ;. 

( e '\ -" ~ ~ 

RES, Y, PARA CADA, CASO." CALCULEMOp LA FUNCION RESULTANTE_ DE APLICAR LA 
~ ~ 1, -.¡ 

1 
-~..1 ,r , _ 

-~ / ~-! 

y 
2 

(t >. = f 
2 

< t , q • 2 , o.r = f 2 e t) 

y 3 ( t ) = f 3 ( t , o . 2 ' o ) = f 3 ( t )_ 

-sEAN Dl = Ml\X 1- y 
1 

( t ) 1 = D ( w·
1

, z_;) 

• 
D2 = MAX 1 y:? (t) 1 = D(w

2
,z_;) 

\ D3 - MAX'I y 3~{_t) _1 = D(w
3

,z_;) 

. -
o 

• 

/ 

'\' e 

' ' 

>. 

' ' -

\ 



Oesplozorniento relativo, 
X(t), pulg 

3 - . 

2 

34. 

MÓx { lx (t) 1} = 3.28 pulg . ..: 8· 3 5 Cf'Yl 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 (J~~_.~t~~·~·~~~~~~~~I-J 
o 5 10 15 20 25 

Tiempo,t,seg 

Respuesta de un sistema amortiguado simple 
con T1 = l. O seg y ~ =0.10, al sismo de 
El Centro, Cal., 1940, componente N -S 

CJ 

2 

-2 

-J 

o 

o 



o 

o 

35. 

EN TAL CASO, LA.G~~ICA 

! D ~=o 
D4 - ---

' 
._o--,,---":-----"'--~· -----~~=- (¡_J 

. 2 ;..) . 4 

,, 
ES EL ESPECTRO VE RESPUESTA VE VESPLAZA.MIEt-.JTOS PARA ~=O. SI ESTE PROCESO DE 

REPITE FIJANDO·OTROS VALORES DE~· POR EJEMPLO, 4=0.02, 0.05; 0.1, 

0.2, ET2, SE OBTENDRAN LOS ESPECTROS DE DESPLAZMHENTOS COR~ESPONDTENTES. 

DE f1ANEP~ ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTROS PARA OTROS TIPOS DE 
/ 

RESPUESTA, TALES COMO VELOCIDAD RELATIVA, ACELERACION ABSOLUTA, ETC, QUE SON, 

RESP.ECTIVA!'1ENTE 

V= ~1AX!y(t) 1 .¡;;, w 
A 

PSEUDO - ESPECTROS 

E:STADISTICAMENTE SE HA ENCONTRADO QUE 

.. 
S = wD = V 

V 
2 o • 

SA =.w D =A wv 

A Sv Y SA SE LES LLAMA PSEUVOESPECTROS. 

( 2 9) 

(30) 

( 31) 

DE LA ECo (30): log D = lo~ V - log w= log V + log T - log 2n 

DE LA ~C.(31): log A= log V+ log w= log V- log T + log 2n 

ES'I'l\.S ECUACIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARITMICO; 

LA PRIMERA CON PENDIENTE -1 Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1 



36. 

V A 

A D 

·~--~ 

T 

EJEMPLO 

CALCULAR EL ESPECTRO CORRESPONDIENTE A LA EXCI~ACION (CONSIOERESE ~=O) 

j_ ~-----1(!!1;:- t 
o t 0 

EN UN EJEHPLO ANTERIOR SE OBTUVO 

y 

CASO 

-a y(t) = --
2 

(1 - coswt), SI O<t~t 
w - o 

O= MAX\Y(t) \ = :; 
T ; 0<-
2

<t , (O<T<2t ) 
- - o o 

S 
V 

2a 
=wD = -­

w SA = wV = 2a 

2a wt 
o ~1AX \ y ( t ) \ = 

o SI = 2 sen -2-
w 

2a wt 
S = wO = \sen -TI ' SA = wV 

V w t w o 

S 
LI~1 {at 

sen-2-
} -= at LIM = o 

w-+0 V w-+0 o wt o 
--2-

PARTICULAR: SI t = 1 SEG y a = 
o 

sv 
2 X lOO 100 

T SI O < T < 2 = = 21T 'iT 

T 

T>2 t 
o 

wt 
= 2a\senT\ 

lOO IN/SEG 2 

SEG 

o 

o 

o 

1: 
i 
1 



' ' 

o 

o 

o 

2n 
lOOT ~xl = --

71
--jsen 2 i= 

= lOOT·¡sen ~~ SI T>2 SEG 
TI T 

LH1 SV = 100 Il\!/SEG 
T-+ ,_., 

37. 

/ 

1, 

. \ 

\ 



> 
"O 
o 

"O 
u 
o 
11) 

> o 
"O 
:;:) 
(].) 
en 
n. 

1 

10 -
.5 

o 

38. 

Periodo na1 uro 1 T, en &eg 

Espectro no amortiguado correspondiente a un pu !so rectangular 
de aceleraciones o Según N. Newmark y E. Rosenblue th, ref 1 

o 

o 



o 

o 

o 

./' ' 

E 
u 
e: 
Q) 

t Componente N- S 
~ 

o 
o 
.~ 
)( 

'O 
E 
o -e: 
(¡) 

E: 
o 
N 
o 
a. 
e;, 
Q) 

o 

Periodo nat u rol T1 , en seg 

Espectro de desplazamientos. Sismo de Tokachi -Oki, Japón 
(1968). Según H. Tsuchida, E. i<urafa y K. Sudo, ref 4 

~·' 



O> 
Q) 
Ul 

........ 
E 
~ 200 --
<IJ -> 
E 15o~ 

.. ~ ~ 

E ' 
~ lool-

1 

...... 
o 

l 

-g 501--
"0 ! 
u l 

-~ 
> 

A 

2.0 

1.0 

1 

40. 

Componente N- S 

1 & 

1.0 :;.o 4.0 
Pedo do natural T 1 , en seg 

Componente N-S 

0 1~ __ ._ __ ~'--~----·~'---· -1~---~'----~~--~'---e-o 1.0 2.0 3.0 4,0 . 
P~riodo natural T1 , en seg 

\ 

Espectros de velocidades y de oce!ercc¡c~es. Sismo de Tokachi­
O k i , Japón ( 1968) . Según H. Tsuchida , E. Ku,·ata y K. Sudo, 
ref 4 

o 

o 

o 



e o 

Ace!erogram . as ongin 1 ll-V-'9~ a es del ·e l.o2 e 1 sr"mor. 1 n a ALAMEDA egrstrado el 
CENTRAL M , , ex.O.F 

------==-~---- -- -- ~- -..:... --- -- - ~ --
-



DISTRIBUCION DE LAS FUERZAS COR'l'AN'T'ES EN UN ENTREPISO 

rxi ~------1\~----~rl~t 
1 "- ~---\/vV----~ 1 \ ! 
1 ! ' 1 ~Y-z. i 

Xv 1 : 1 1<1 ~ l 1 ! 
1 1 1 · [---.,f.J,J\r--·· ~---'\ · 
, : 1 - 1/ X 

O L: K. --
1 

¿ K 
eq 

42. 

K o eq 

l il¡ V. " 

J J " 1 · e :n-J~\-~ ~ i ~ 1 ~ 
1 Y.,l,-1 V J 
¡----M '\t---~ --+-

11 ¡ "'~ r ---n--

-¡ 

l_ 

X 
V 

= 

1 Kn 

1

1 K = E K. \ 

1 ~---e-q ___ 1_·=_1 ___ 1~1 ,X 
n 
¿ 

i=l 
n 

K.X. 
1 1 

E K. 
i=l 1 

EM. = LF.X. = EK.oX. = oEK.X. = VX = K oXif 
1 1 1 1 1 1 1 ·v eq 

i ¡ ~-= _.., POSICION DEL CENTRO DE RIGIDECES 

o 

o 

o 



ce0+ro de 
:3 ('avedad --~--y--........ 

(C .. G) 

ca.nTro de 
ri~idec<Z-5 ---/-~-~~--

Q(C. R.)_ 

o + 

' -

/ 

/ 
, / 

42' 
\ 

/. 

/ 



D 

o 

o 



o 

o 

'() 

1 
43. 

V~AMOS COMO SE DISTRIBUYEN LAS FUBRZJI_S CORTAN'!'ES EN LOS ~.AR.COS 

r--- F n-1 Kn--1 
--- 4.1.]=- -- ---1 

L_ ____ _ K / l 
Fl'k n , _,1 

DF. DONDE 8 = 

POR LO QUE 

l<' 
'·x. 

l 

~1 
T 

c5 

EK X' 
2+ 

X. l 
l 

K y~2 
y. l 

l 

F == i 

EF. = 
l 

F 

F 
xi 

F 
X. 

l 

K. c5 

i 

l 

EK. 8 = V o = 

K 

K 

l X 

K. 
l 

= V n 
X 

E K. 
i=l l 

8 K X! 8 
X. X. x. l 

l l l 

8 K y~ 8 
yi v. yi l 

~ l 

== EF X~ +EF Y~ 
xi l yi l 

V 
X 

í:K. 
l 



41. 

SISTEMAS NO LINEA.i.ES DE WJ GRADO VE LIBERTAD 

ECUACION DE 11.10VIHIENTO · 

nx + Q(y,y) p (t) 

SI Q (y' y) KY + C~ 

y x-x 
o 

DESPLAZAl'UENTO RELATIVO 

SE TIENE EL SISTEMA ELASTICO LINE~L 

MODELOS PARTICULARES 

l. 

2. 

RIGIDQ-PLASTICO Q ~ 
1 

-· ----p--

Q =-Ql + Cy, SI y< O 

Q == Q2 + Cy, SI y< O EN DONDE C = CONSTANTE.SE HA EMPLEADO COMO 

JIIIODELO EN EL ANALISIS DE TALUDES Y CORTINAS DE PRESAS DE TIERRA 

y ENROCMHENTO 

_______ /¡ ~e 
l ~-r--: ---; 
'/ ' 

ELASTO-PLP.,STICO 

Q = Ql(y) + Cy 

SE EMPLEA COMC HODELO EN EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS DUCTILES. 

~A~TOR DE DUCTIBILIDAD = u = yu/ye 

y = DESPU\.ZNUE~-JTO ~'l.AX:UIO QUE PUEDE SOPOR'T'AR EL SISTEMA SIN 
u 

F;;LLAR. 

o 

o 

o 



() 

o 

ü 

3. 

4. 

45. 

SIS'::'EJ'.'\A BILINEAL 

-----_y 
CON ENDURECIMIENTO CON ABLANDfu~IENTO 

SE Uf;ll. COMO MOD:CLO PARA ANALISIS SE USA ~~mm MODELO DE SISTEMAS 

DE PUEN'::'ES COLGANTES QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA-

~1IENTO (HUROS DE MAMPOSTERIA, 

POR EJEH). 

TIPO MASING 

(ItJCLUYE A LOS ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALES) 

y - y 
= Ql ( 2 o) 

y
0 

== DESPLAZJL1'1IENTO EN EL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO 

DF. SIGNC') POR üL'rif.'lJI. VEZ 

CASO PARTICULAR DEL ESQUELETO 

(r10DELO RAJ'1BER - OSGOOD) 

DONDE y
1

, Q
1

, a y r SON CONSTANTES POSI~IVAS 

~! 
l 

' 
, , , "'"e- 0(.:: o 



46. 

o-
CASO BILINEAL 

o 
EJEHPLO CASO ELASTOPLASTICO 

1 

t 

PARA EL ANALISlS DE SISTE1\1AS NO LINEALES SE PUEDE USAR EL 1'1ETODO S 

DE ~Evl!'-1ARK DESC"Q.ITO ANTE"RIOK,1ENTE. 

o 



o 

o 

ü 

EJEMPLO -

M - ? _¡.. - .-:: '1 "?. - 1 
, 1 1 r - - • 0 t 1 :;: "-" ,e_ H\ 

p ("t )f2ZZL IZZZ'""771~· . ---~(¡ 1 1! 1 / 
1 -'--'- -- 1 
' . 1 1 
' ! 
1 l 

J l 
Pd:) icns 

50 

1 1 
1 

5~---------r-­ot-------- o.c-- ---· --~ t 

ECUACION DE EQUILIBRIO DIN~UCO , HY + Q (Y) = P (t) 

y :!='(t) Q(Y) p ( t) - J (y,) 
2 

( I) 

PARA U\ AP.LICACION DEL HEri'ODO DE NET-'Jl\1ARK SE TIENEN LAS SIGUIENTES 

EXPRESIONES: 

ti+1 = t. + At 
l 

yi+1 = V + (Y. + y. 1) 6t/2 -i l l+ .. 
( 6 t) 

2 .. 
(6 t) 2 

V. 1 = Y. + y At + {0,5 - G) yi + S yi+1 -l+ l l 

COi\ISIDEPJ'.NDl: llt = O. lO SEG. Y S -= 1/6 SE PUEDE ESCRIBIR; 



EL 

48. 

' 
yi+1 

V + .l. 
(Y. V ' (II) -i 20 + .. +1 ) 

l l -

yi+1 Y. + Y. (0.10) + 1 
(2Y i + y i+1) (III) 

1 1 600 

PROCEDIMIENTO DE CALCULO ES COHO SIGUE: 

r SE ASUME yi+l 

SE CALCULA yi+l CON LA ECUACION ( I I) 

) 
SE CALCULA .y CON LA ECUACION (III) 

i+l 

SE CALCULA UN MEJOR VALOR DE Yi+l CON LA ECUACION (I)> 

ETC. 

PARA LA FUNCION DE RESISTENCIA Q SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASOS: 

l. 

2. 

3. 

Q 6r---_____ Gm•>
1 

o ~o 

COMPORTA...M lENTO ELASTICO 

CAfliBtC DE PIGIDEZ 

DESCARGA Q = (l -
-~mdx 

~ 

1 r 
1 

Q = 32 

Q = 30 

3 2 ( y ~iffiX-y ) TONS 

_y mO,)t. 

y TONS 

+ 18 (Y-Y ) 
o 

TON 

ESTA U~TIHA EXPRZSION MAN~IENE SU VALIDEZ HASTA QUE, \YMAX-Y) :2Y
0 

• 1 

' 

o 

o 



o 

o 

o 

PARA t =O, 

y 
o 

y 

0.9375 CHS 

p 50 ::::: 25 H = 2 

P 1> RA t = O . l () , y i_ = y J_ - O 

1er, CICi.O 

/ 

Qo 30.0 TON 

y o ¡ y = o 

yi ?5 

SBA Yi-~.-l = '20 COi'•lO PRIMER TAN'l'EO, EN TAL CASO 

2o. CICLO 

y i + 1 = o + }
0 

( o + 2 ::. ; 2 • 2 s 

yi+l = ü + 1 
0~10 X Ü + GOÜ {2 X 25 + 20) = 

Q ~2 X 0.1167:::: 3,7330 

i+1 

y 
i+1 

= 
50- 3.733 - -

2 
23.134 

= 23.134/2 = 16.567 

yi+1 = 73.134/600 0.1219 

Q 32 X 0,1219 = 3.9000 

... 
yi+l = (50 - 3,9)/2 = 23.050 

3er. ClCLO 

49. 

0.1167 



/ 

4o. CICLO 

yi+l = 23.052 

yi+l = 23.052/2 = 2.4026 

yi+l = 73.052/600 = 0.12175 

Q = 32 X 0.12175 = 3,8960 

y = ( 5 () - 3. 8 9 6 O) /2 = 2 3. O 52 . • . ETC. 

50. 

o 

o 

o 



¡. • 

.O 

o 

e 

51. 

LOS CALCULOS Bl\SIC0S SE ~mESTR....A..N EN LA 'l'A3LA SIGUIENTE: 

i ----- ---¡----------------------- ---:·:·----- ---~------~--- ---¡-- ---~-----.---

y Q 
'l'ONS 

1 t p 
1 SEt-:;S i TONS ¡ - --- ---- ___ ¡ -- - --
:- - o . o 5o • ') o 
, 0.10 :JG.OO 

0.20 50.00 

----0-~30 ----¡-~-0-.0-~------

1 

1 ----- --t----------
0.40 1 50.00 

1 

1 ---- --- ~ -¡---
0.50 ¡ 50.00 

1 

i ------------+------
0.50+ 1 5.00 

y -? 
CH SEG . 

?.5.ooc, 

y 1 
· CH SEG 

o.oo 

c~s 

' o. ()Ü 
-1 

20.000 2,2300 0.1167 

1 
i ---r 
l 0,00 

3.7330 
i /\.134 "1 2,4070 0.1?19 3.9000 : 

23.050 2.4025 0.12175 3.3960 ' 
23.052 ' 2.4026 ¡ 0.1217:; 3.8960 ¡ 

- --- j ___ ------ -- ---- ------- ---- ---- ______ _, ____ - ------ -- --· 

20,000 
17.445 
17.513 
17.511 

10.000 
9.560 
9.569 

0.00 
4.0750 
4.0141 
4.0150 

0.00 
-1.9230 
-1.9000 
-1.8944 

4.5552 
4.427n 
4.4310 
4.43075 

- -l, --- - --- -- - ' 
1 
1 

' 
5.8060 
5.7840 

¡ ' 5. 7848 

0.4722 
0.46793 
0.46804 
0.46204 

0.98610 
: 0.98540 
' 0.98543 

------ ·---- - - - l--

6.2630 
6.4670 
6.4640 
6.4640 

-1~ --~ -- --- -

' 
6.6650 

6.56975 

J 

l. 5958 
1.6026 
1.6025 
1.60250 

2.2623 

2.2591 

1 

-- --- .J 
1 

1 
--- - -1--

15.110 
14.970 
14.977 
14.977 

--- ·--t 

30.8750 
1 

30.8620 
30.8630 

41.849 
41.972 
41.970 
41.970 

53.846 

53.789 
: 
1 

-1.8946 6.5700 2,25912 53.789 ; 
1 

-24.3946 6,5700 
-- ----- ... -~-- -------- -·~-- f 

2.25912 53.789 
- , ___ ------- ---- , ____________ _ 2. ~-8-4~-------: --- 6-;~-;-~-;----¡ 

0.60 ' 5.00 -30.000 
-29.126 
-29.136 
-29.138 

--- --- ----- ---- ¡--- - -- --
0.70 s.oo -32.000 

-31.289 
-31.320 
-31,299 
-31.301 

~-- -----------'--
1 

0.7278 5.00 -31.620 
-31.409 
-31.420 
-31.4093 

1--

3.8503 
3.8940 
3.89347 
3.89347 

0.83657 

0.87057 

2.78626 63.278 1 

2.78624 63.277 
2.78624 63.277 

3.025127 67.577 

3.02626 67.598 

0,87147 3.02641 67.600 -- -- ------------ -¡------ -------- - -
-0.00313 2.03850 67.818 

-0.000352 
-0.000205 

3.03853 
3.03853 

1 

67.818 
67.818 

En t=O.S + SEG, 6Y =-45/2 = -22.5 .: -22.5 - 1.8946 = -24.3946 



52. 

CONTINUACION DEL CUADRO ANTERIOR 

------- -;·-- ------------ r--- - ----- -- --------- --T -- --------- ----~-
! 1 .. i • i 

't! p ! y 1 y 1 y i Q ; ' - f 1 1 

¡-0~~~-T-~:-;;----.- -~8.0~~ --;-·~;.-~449-r2:9~9~~1- -,1---65-.293-

; 1 ·-30.146 í 1 
~ -3c~.ooo ; -2.21708 2.9578?4 ¡ 65.237 

' -30.118 1 1 
1 -30.117 1 -2.22127 2.95777 65.234 

-- ~---'-------- ----f-- -- "----- ----------- +----- ----- ---- ---------- -------!--------- --- ---
0.90 ~ 5.0 1 -27.00 -5.07712 2.59025 1 53.473 

1
1 -24.236 1 

-25.00 -4.97712 2.59358 53.580 
1 -24.290 1 
1 -24.294 1 -4.94182 2,59476 

___ , _______ --ti_ ·--= ~-4' ~o 8~----=~-~~2 4 2- 2 . 59 4 7 4 ¡ 
-- -¡ 

5,0 l -14.00 -6,85782 1.99614 
¡ -14.7305 1 

i 1 -14.7200 1 
1 1 -14.7120 

______________ .1_ ______________ l _____ ----- ' 

1. 00 

-6.89382 1.99494 
-6.89342 _L 1.99495 

53.617 
53.617 

34.461 

34.423 
34.423 

EN ESTOS CALCULOS SE INTRODUJO t = 0.50 Y 0,50+ PORQUE PARA ESTE 

INSTANTE SE PRODUCE UN CN1BIO BRUSCO EN LA CARGA P(t) DE 50.00 TONS 

A 5.00 TONS, CON LO CUAL SE pqoDUCE UN CA~BIO BRUSCO EN LA ACELERA-

CION DEL SISTF_MA Y. EN ESTE INSTANTE N"O SE PRODUCEN CM1BIOS EN Y 

Y Y. EL TIEMPO t = 0.7273 SE~. SE INTRODUJO POR LA NECESIDAD DE 

~ALCULAR LOS VALORES DE Y Y DE Q, PUES A PARTIR DE DICHO INSTANTE 

SE INICIA LA DESCARGA DEL S ISTm·fA. ESTA CONDICION SE ENCONTRO SOBRE 
• 

LA BASE DE APROXI~ffiR Y A CERO, OBTENIENDOSE Y~~X= 3 • 03853 CMS y 

Qf·1AX = 67.818 TON. 

EN EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS. 
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o 

o 
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o 

--- ------- -- ·¡-- -- ---- ---- -- -; ' -, 
t ¡ Y(supuesta) 1 P 1 Y 1 

-- ---- :--------------- -- -- -¡-- ---------

Q 1 Y. (calculado) j Y 

-----------------¡ 

¡ 
l 
1 
~ 

' 

Seg. 

o. o 
0.10 

0.20 

0.30 

0.40 

0.50 

0.50+ 

0.60 

0,70 

0.7278 

0.800 

0.90 

l. 00 
'---------

1 -2 1 ' 1 

1 

- ~~-Seg ~---r-::~o~L~:~--l~~::~---
23.0520 5o.ooj 0.12175 3.896 

17.5110 50.00¡ 0.46804 14.977 

9.5690 5o.ooj 0.98543 30.863 

4.0150 50.0011.60250 41.970 

-1.8946 50.00 2.25912 53.789 

-2 1 -1 1 
Cm Seg ¡ Cm Seg 1 

-- ·-·-t -----·---- -¡ 

25.00 ! 0.00 1 

23.0520 ¡ 2.40260 1 

17.5110 4.43075 1 

9.5690 5.78480 ~CAMBIO.DE 
4.0150 6.4640 

-1.8946 6.5700 

N O T A S 

RIGIDEZ 

:.... 5.00 2.25912 53.789 -24.3945 6.5700 CAMBIO DE CARGA 
-'29.1380 s.oo 2,786:24 63.277 -29.1380 3.89347 
-31.3010 5.00 3,02641 67.600 -31,3010 0.87147 
-31.4093 5.00 3,03853 67.818 -31.4093 -0.000205 Qmáx, Ymáx. 

-30.1170 5.00 2.95777 65.234 -30.1170 -2.22127 
-24.3080 5.00 2.59474 53.617 -24.3080 -4.94242 
-14.7120 s.oo 1.99495 34.423 -14.7120 

1 
-6.8934? 

-~~--------- - - -- -- - -~-- --· ___ , ____ 

RESPUESTA HAXIMA t ::: == 3.03853 eros 

67.818 tons 

o o 

1 

l 
.1 
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CRIY: RIOS PA;(A TRAZAR ESPECTROS VE VISE/ilO ELAsTOPLASTICOS A PARTIR VEL ELASTICO 

1. CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO M \XIMO DEL S ;_S TEMA ELASTICO 

Y EL ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIOJO: 

Qe ~~- - - - - - - - - - _. 
/ 1 

/ 
/ 1 

// 1 

/ 1 
:-:1:.. ~/:______--1 
~1-' _, 

Yrv1AX = 

1 

D = p ~~ t ~ 
~m~x"'~~~ 

D = e 

De -
]J 

--= 
]J 

JJYy = 

() 
·e 
11 

JJD p 

2. CRITERIO DE IGUAL ENERGIA ABSORVIDA POR LA ESTRUCTURA: 

Ky y Kv y e e . y y = 2 2 

2 2 

!' Q 
v \1 
1\. Je_ ------~ 

/~ 

o 

+ Kyy(Yp -

2 

Y y) 

- -~ 

1 
1 
1 
l 

2 
~ Y e = Y' y + YyYp Y y YyYp -
2 

1 y '") ~ 1 
2 (~)'" = - 2 = ]J - 2 Yv V 

1 
,¡ ' y ' 

Y e 
v'2)1- 1 -- 1 

Y y 

55 
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POR LO TANTO 

D = p 

D = D !12;-:-T 
p e 

YJHAX 

¡z~-.:.---:¡· 

y 

1 

12 - 1 1 

AMORTIGUAMIEWTO HISTERETI CO 

SI SE CUENTA CON EQUIPO PAPA MEDIR EL A~GULO DE FASE ENTRE LA RJERZA DE EXC I -

TACION Y EL DESPLAZA~1IENTO RESULTANTE, SE PUEDE EVALUAR EXPERIMEN­

TALMENTE EL AMORTIGUA~fiENTO DEL SISTEMA CON UNA SOLA PRUEBA DE 

VIBRACION ARMONICA EN RESONANCIA. ESTA SE LOGRA CUANDO SE AJUSTA 

LA FRECUENCIA DEL EXCITADOR DE TAL MANERA QUE EL ANGULO DE FASE SEA 

90°, YA QUE: 

56 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

EN ESTAS-CONDICIONES LA FUERZA DE EXCITACION QUEDA EN FASE CON 

LA VELOCIDAD DE LA MASA YA QUE 

y = A sen(wt - A) "" -A coswt, SI 8 

y y = Awsenwt 
.. 2 
y = Aw coswt 

Y DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO: 

2 MA(¡) coswt + CAwsenwt + K( -A coswt) = p senwt 
o -

SE VE QUE SE DEBE CUMPLIR QUE: 

CAw DE DONDE lc· Po 
= Po ' Aw 

o 

DE LAS ECUACIONES ANTERIORES SE DEDUCE QUE: 

2 A2 2 2 2 2 . y__ ::: y = ·COS w 
A 2 , 

cos wt 

y 

2 ,, 
2 2 2 "' wt 2__ = p = Po sen sen wt 2 

Po 

SUMANDO: 2 2 
L+ .2_ 2 2 
A2 2 == sen wt + cos wt 

Po 

" 

(I) 

57 
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QUE ES LA ECUACION DE UNA ELIPSE CON LOS EJES COORDE 1-.[ADOS y Y p, 

ASI (f; g 1): 

FIG 2 
FIC, 1 

SI EL AMORTIGUAHIENTO NO ES EXACTAMENTE VISCOSO, LA GRAFICA QUE SE 

OBTENDRIA DE p CONTRA y NO SERIA EXACTAMENTE ELIPTICA, SINO ALGO 

COMO LA LINEA PUNTEADA AHI MOST~DA. EN ESTE CASO SE PUEDE UTI­

LIZAR UN AMORTIGUAMIENTO VISCOSO EQUIVALENTE, DE TAL MANERA QUE EL AREA 

Wd, DE ESTA CURVA SEA IGUAL A LA DE LA ELIPSE EQUIVALENTE, W =nAp , eq o 
ES DECIR 

POR LO QUE, DE LA EC. (I) 

ADEMAS, Ccr = 2/KM'= 2K/w 

• e 
=~ 

ccr 

DE FIG. 2 

( I I) 

2ws ... 
= 2 (-2) 1 w, DE DONDE 

A 

(II') 

o 

o 

o 



o 

o 

o 
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DE LAS 'ECS. (I) Y (II) SE CONCLUYE QU ~ EL FACTOR DE Al'10RTIGUAMIENTO 

VISCOSO ES FUNCION DE LA FRECU~~CIA, o. 

EXJ STE OTRO TIPO DE r.J.'10RTIGUAHIENTO Q JE ES INDEP~:NDIENTE DE LA l~RE-

PRC·:YJCE UNA FUERZA EN Fli.SE CON LA VEL·)CIDAD RELA':i'IVA DE LA ~~ASA,. 

PER'1 PROPORCIONAL AL DESPLAZAJUENTO, ~S DECIR 

f = a 
nkly(t) 1 y(t) 

i y (t) 1 

( III) 

DONDE n ES EL COEFICIENTE DE ]l._:'lf0RTIGUA1UENTO HISTERETICO. EL DIA-

GPJ\MA DE fa DURANTE UN CICLO ES 

3 PARA 
2 

PAAA 

f¡¡ ..{' 
1 'a. 
1 

o 
y 

PARA 

1. 

SI SE CONSIDER]I._ QUE LA ENERGIA PERDIDA POR HISTF,RESIS SE PUEDE REPRE-

SENTAR HEDIANTE UN A.r,~QRTIGUADOR. VISCOSO, ENTONCES, DE LA EC. ( II') Y 

FIG 2: 

2 2A nk n 
rr sl (IV} s = = e n = ? 1r 

KA~ 

An-r 
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YIBRACION DE SISTEMAS niSCRETOS DE VARIOS 

GRADOS DE LIBERTAD 

Ejemplos de sistemas de n.SL 

- nasas 

' 

Ca:ract~:risticas: 

conc~nt:rada s 
:r íg i .ia s 

- columnas solo se deforman 
lateralmente 

- con una coordenada por ma­
sa queda definida la confjr.-·, 
naci6n del sistema 

- equivale a/: 

Además, la consideramos elástica,lineal 

11'1 F.I 

¡;=======:!Z:::~====-=-:. ~===:;¡~ 
Supongamos: 

W'l¡ rt-1 z ~'V!..:;!. 

~~---+C>~·~é)=r~¿)~--~ 

,X 1 _!¡.!.-- \z. ___ -- Y..il /- -masas concentradas 

lil:-_/ -----16~---,o=A: -~er~------~--h 

1
1 

P
1 
(t) r P 2 (t} Al P 3 {t) fuerzas concentradas exte­

riores 

aislemos una masa: 

(1 
fc;>t 
i P.(~) 

= 2 fuerzas :resistencia elásti­
ca a la defo:rmaci6n 



LaE: ecuaciones condensadas de movimiellto serán: 

Fl3 + Fr3 = P3(t) 

:_.-J 

1'-------
Fuerzas asocia<:as al desplazamientd, 
NO al movimiento 

. la determinación de estas fuerzas es un problema 

estático. 

Coeficientes de influencia 

1. De flexibilidad 

f .. = 
l] 

despl. 
coord. 

de la coord. i debido a una carga unitaria en 
j (desplazamiento y fuerza en = dirección) 

Por superposición 

,.. 
L • 

K •• 
J...] 

x1 = f11 Q1 + f 12 Q2 + f 13 Q' 
3 

x2 -=- f21 Q1 + f22 Q2 + f23 Q3 inv. ( 1) 

x3 = f31 Q1 + f32 Q2 + f33 Q3 
• 

De rigidez: .t1 k,, 
i j kzl 

e /1 
Xy= 1 

i 

= fuerza en coordenada i por un desplazamiento unitario 
en coordenada j. 

.., . 
.::. .. 

o 

o 

o 



o 
Por superposición 

- f 

( 2) 

Desde luego K .. = K .. (y f .. = f .. ) (Maxwell-Mohr) 
lJ Jl l] Jl 

La ecuación 2 también puede escribirse: 

K •• X. 
l J J 

o bien, en notación matricial 

/ 

o (Q1 1 r-
K12 K13 r x1 K11 

! Q2 \ 
::: K21 K22 K23 

f :: l lQ3) K31 K32 K33 

matriz de ri-
gideces 

Ponemos: 

{Q] [K] 
r ) 

= 'X> ~ l 
¡ 

Claro•que [KJ-1 = ; -r-1 = [f ij] :._~ -
Sustituyendo ( 2) o (3) en ecuaciones de movimiento: 

.. 
m1X1 + K11x1 + K12~2 + K13 x3 = P

1
(t) 

.. 
m2X2 + K21x1 + K22x2 + K23 x3 = P

2
(t) 

, , 
m3X3 + K31x1 + K32x2 + K33 x3 = P

3
(t) 

o 



o bien: 

o 
rK11 K12 

~ K21 K22 

o 1 
! K31 K32 
1 -

o t:lmbién: 

+ 

1. VIBRACION LIBRE 

K13 
l 

K23 

K33 

xL( (P 1 Ct>/ 
J 

: :j ~ 1:: : : ; j 1 
1 
1 
\ 

= ~P(t)? (vibración 
t J forzada) 

, -¡ 

= Jot (vibración 
libre) 

/. 

[!J íxl [K] 
, ., 

jo l + ix J = 
é ~ 

( 1. 1) 

' 
Supongamos la solución 

fx~ = Ji. (A sen pt 

constante 
con t 

tenemos: 

fx} = fr} (A sen pt 

( . 1 
l X) = [ rj (Ap cos pt 

[x] (' o 7 
(-Ap 2 = t rj sen 

+ 

-

pt 

+ B sen pt) = f rl 
y (t) 

define: 
- variación armónica 
- amplitud 

B cos pt) = r Y(t) 

B p sen pt) ( 1. 2) 

B 
2 

pt) p2 Sr] Y(t) p cos = -

Sustituyendo 1.2 en 1.1 y dividiendo entre Y(t) nos queda: 

o sea: 

( 1. 3) 

---..r--· ·- __ __.., 

{[:] 

4. 

o 

o 

o 



\ 

'O 

o 

e 

[K] f r} 
2 tMJ ( --, 

~K] .{r} 2 .- ., 
= p ~r¡ = r LMJ 

\., ~ 

[MJ-1 J -:1 1 pre x pre X [K • 2-
p 

{Ml- 1 [K] {r{ 2 . .._, 1 
{ r_} [ 7-1 = p ?r; = K_¡ - ~ 1 ..J p2 

En las dos formas llegarnos a un pJ·ob-lema de VAC 

.- l 
! LJ 
L 

r ) 

~u_\ = 

Problema de valores característicos: 

(' ) 
{r J 

(M~ {rl 

- Dada una matriz cuadrada de orden (nxn) [1], que representa-

una transformación lineal de vectores n-dimensionales, debe 

encontrarse un vector [u! que transformado por ~1} resulte 

eri otro vector ) fu\ en la misma ''dirección". O sea, CL} solo 

cambia la magnitud de ~ui sin cambiar la dirección. 

El vectcr es un vector característico (o eigenvector) de LL_. 

).(escalar) representa la relación entre las "longitudes" an-

tes y después de la transformación y para llegar a los VEC de-

be tomar valores de un conjunto de valores característicos 

(VAC) (o eigenvaloresl. 

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales puede 

con&iderarse un problema de VAC. - (STD) 

Tenemos 

( -
¡X'(( 
l' 

= (1.3) 



Si en el sistema de ecuaciones 
' 

= 

(A] es no singular, la soluci6n Gnica es la trivial 

S Ín,>';Ulill'. En 

r 7 
fO(, de d,)nde; nos interesa 
' ) / 

d • ' 1~, r.--A este caso la a ]Unta" 
... . 

el caso en que [A] ~s 

existe y puede pre X 

por ella, con el resultado 

lA l ixr = ~o} 

porque \A] [A J = 1 A 1 [r] f[}J (nxn) 
L 

Puesto que )A\ = o ' (X~ no necesariamente es nulo, pero si 
1 l ) 

se asigna un valor dado a uno de sus elementos los demás qu~ 

dan determinados en forma Gnica. 

También notamos que si es soluci6n de [A] {x~ = 
y o< es un a e o n s tan te , entone es t7f {x} es también solución. 

Por lo tanto, hay un número infinito de soluciones. Todos es-

tcts se considerarán junta.s y hablaremos de una "soluci6n" co-

mo un conjunto de relaciones entre los elementos de 5 x}. 
-

Volvemos a [[_K l.~-=--::P,J~ [M~] 5r3 
lE 
L 

= ( 1. 3) 

o 

Al desarrollar \E) = O llegamos a una ecuaci6n de grado n 

2 
en p , cuy~s raíces son los VAC. 

- Como y [M] son ~imétric~s y positivas definidas*, 

*Transpuesta de la matriz de cofactores. 

·'··'·'Al .... .... l 1 
~ j 

es POS . fq' ( DE F. si l J [A J f q l >O para todo 

o 

o 

o 



o 

o 

ü 

puede demostrarse que las raíces de la ecuaci6n característicá 

A:. 2 2 
son reales y ~ositivas. Las llamamps ~ 1 , p 2 

2 
' •.• ' p n 

Las n frecuencias naturales son 

los t~~minos positivos de las raíces y la m§s baja es llama-

da frecuencia fundamental. 

- Para la gran mayoría de los caso3 de inter~s las frecuencias 

son diferentes entre sí. 

- Para cada frecuencia p. existe una VEC asociado: 
J. 

= 2 
p. 

l 
i=1, ... ,n 

o sea para cada pi existe una soluci6n fri no trivial 
..____ .. ~----

- Normalizaci6n (solo conveniencia, sin significado físico) 

Varias formas: 

51------
2 

1 

(modos normales) 

------ ~...----~~--- -· ---
- Los modos y frecuencias naturales del sistema son propiedades 

características derivados de las propiedades de inercia y ri-
o 

gidez expresadqs por los elementos de [M] y [K]. 

- Llamaremos matriz modal [R] a la que tiene los VEC, o vecto-

res modales, como co~umnas. 



ORT:)GONALIDAD DE MODOS DE VIBRACION 

S e , i i e e que' do s ve e t ore s 
( 7 
! a r 
í ) y ibf son ortogon~les con res 

pec--o a la matriz simétrica LJJ si 

,· l 
¡J 1 
!.. ..J. 

( -. 
.>,a = o 

Demc,stremcJs que dos vectores modales y 5r'\ . , asociados a 
( ) J 

frecuencias diferentes ( li :f r j ) Son orto.gona le S con respecto a 

las matrices de inercia y elástica. 

- Cada uno de estos vectores satisface la ecuaci6n 1.3 

2 -¡ r ~) ,-K·¡ ~r ~ [M] Sr? ~ 2lKJ 
e -

p f M J 5r'? = = <rf 
.... - / ~ .J 1 J L ) 

es de e ir : 

2 rMJ r • ,-K] 
frt · [M] ?rJ i 

1 - fr( p. ir': . = = -2LKJ l :.. ) l L - ~ l Pi 
i 

[M] fr~ . CJ(l ) ~ rM' ~ -.. 1 ·- ·, 
P...: = 'r~ . >r$ . = -LK - r . 

J J J ' J 
L J l J p j 2 _J .' J 

pre X i y j por 
r ") 1 > 1 

?rl j 
r ) 

respectivamente y ) rs . ? l 

' 
1 1 ]' -·>¡ 1 

?r{j [K] {ri i 
2 ¡M! ' ) tHilMJHi 1 

p. r' . ir· .. =5r .(KJ¡r . = 
l ~ J ¡_ -' ~ 1 l 2 J - - l 2 

Pi 

2 .. ~., r 

[M] S i' = {r>'. -., 'iJ 1 
{r} ~[K] {r} j ' r ¡H J"J frJ i p . (r { . 1 r t • [K 1 ¡ .. 

Pj2 J 1 l ·- _1 J / J _J L ) J 

e 

pero como [MJ y íK l L__. son simétricas: 

Ír? ~ 
1 J 
( 7 1 
¿ r¡ . 
l ) J 

. , restando miembro a miembro en ecuaciones (a): 

( a ) 

o 

o 

o 



o 
2 2 ( ( i 1 [M_] 7 ) (p. p. ) fr . ;r~ = o l J \. - l < . J o o(>' 

l 

2 
-:1 

2 y como p. pj l 

...... ------- .... ••" 
-~ m -_ __ --~-_..-.._ --~- ,...-----

--~-.. 
---~ -- -· ~ ~- .... 

¡ ¡ 
') r-~~-~ )? 

{ r; j L M_j ~rJ ~ = O / r/ i · K 
' ~------- ~- ...... ..,...- ....., ___ -.. - -------------------....__. ______ --~ -~- •-.,., - --... ---'·-. ....,.,_.- ,.__, ... ~---

= o 
( ( 
..:r~~ . 

) J 

Tenemos ecuaciones de ortogonalid¿d: 

) r~ r~ M') ( ) 
= o 1 j i L . ..) rr, . 

' .) J 
) 1 si i :1 j [K] r f f r) . {r) . = o ! ~ l J 

La ec 

o r ' ) .. { 
/X J + 

(a) 

y la matriz modal [R] 

Hagamos: 

S X~ = ¡ / 
-- 1 
LRJ 

• 1 

'y~ 
L ) 

y sustituyendo en (a): 

,-J r.., LN .... RJ r '' ) 

~y~ + 

premultiplicando por • {Rj 1 

= 
( ) 
) y( 
l I 

+ 
(b) 

....... -- - ~ 

diagonal~ s _..-1· 

() 
( 1' .,r. 

'l. 11, K 
i "# j 



Ll2memos 

[R] 
, ,-- .., 

(R] ' ;.; ::-~ 
L!iJ = 

[RJ r·KJ rRl " 1: .... = L.. .1 ... .... 

la ec (b) (p. 14) puede ponerse: 

( ... ! 

~Y e' 
( .J 

que e'quivale a: 

m nn 

de las que 

+ 

+ 

+ 

+ 

"¡': 

k 
nn 

= 'i: ' • • • • ' 

= o 

= 

= 

o 

o 

~·: 

k nn 
=---¡¡-

m m n nn 
o - e:;> --

b. 

= 

Recordar que para t-'v\A.- ----{ ~J 
---- _______ ::?~~--

mx + kx = o 
.. 2 o 2 k 
X + p X = y p = m 

o 

o sea, con la transformación 

rx~ = CRJ ~y 1 

aplicada a la ecuación 

CMJ (• • ,J n(l { -, - ) 

¿Xl + ~XI = ;, o> 
1 . - -' t 1 ¡ -' -

10., 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

\ 

hemos descompuest-o un sistema de 1GL en n si:~temas de 1GL in-

dependientes. 

Consideremos el producto 

,- ~·:-1 -1 
~M j 

[ .•. , 
K .. j = 

= 

= 

([RJ '[11] [RJ)- 1 

[R] -1 ÍMl-"1 
L -' 

L-R] - 1 .--- l - 1 
LN~ 

~ 

[~ 

['(] 
1 

[K] [RJ [_K~·d = _, 

-1 
1 

[~u 1 [K] 1-R-; 
¡_; -·· 

= [fJ 

11. 

conLiene las frecuencias naturales en la diagonal principal 

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales equ~ 

vale al de encontrar la matriz [R] que diagonalice [M] y 

de acuerdo con 

[R] 1 [_'M] {R] 

L KJ {R] 

= 

= 

Las frecuencias naturales se obtendrán de 

= 

Veámoslo en otra forma 

-, 
+ K __j 

= L~J ' Sustituyendo jx\ 

+ 

( ' _)X 
\ j 

<y\ 
/ 

= 5P(t)~ 
! J 

= 



prE. multiplicando por· 

r:;Rl 
L cJ + 

r ., 1 
)r> 

j 

- o 
) ' r¡-. 
' _, J 

'- -· ' - 1 , K 1 1 R · 
~- -- ..... .. ---- -- ·-~ -· ---~ ~- ' 

(b) 

¡ / ' ' ' = '> r > • (\ p ( t ) r 
) J ,' J 

'---~--- ___ ::. ........ 
escalar 

En los productos (a) y (b) solo queda (por ortogonalidad): 

,. . -. ( ..... ' 
L-KJ /r'· . y. = (r~ • 

7>.] J :}] 
y. 

J 

M ":t': 

J 

'2 ' '---.,,-
=p. M'~: i· =- r P.. - Pi ·. J J J L. l] 

K~': 
J 

y para el modo j tenemos: 

-¡': oo 

M. y. 
J J 

o bien 
... 

2 
+ p. 

J 

M·: y. 
J J 

-;': 
M. y. 

J J 

K. y. 
J J 

= 

= 

'1: 
p. ( t) 

J 

'-J': 
p. ( t) 

J 

L 

análoga a la ecuación de movimiento para 1 GL: 

m x + k x = P(t) 

En (1.5) tenemos: 

• 
n ecuaciones· independientes para nGL 

1 ecuación independiente para cada modo 
' 

Para vibración libre (1GL~ 

•• 2 
X + p X = 0 

z 
p = k 

m 

( 1. 5) 

12. 

o 

o 

o 



' ~ l ' 1 

'~ 1 1 

; ' 

' ' 
-_;.. '. ~- ... 

. , 
(-: ~ 1-

' 1 1' 

;'la._,s.olución· és :· .. 
'. 

\ 1.' 

:'·, ¡ ' . 
' ..... _' ........ ,_ 

-·y p·a::ra el -modo r tendreri;os 

llegamos a 

y 
·, 

en-(d): 

e¡.:.\··' - .,~ 

= A. cos 
J 

x(t) = 

X 
o 

y. = y ;j CQS 
J 

,."',, 

( 

p.t 
J 

--"'-:..., 

+ 

-· J 

o) 

>en.·P .. t 
J 

• 
XI 

o 
p sen 

/ 

(d) 

pt 

Cua'Íq uier ; . \' ·:.. '' ,, 
configuracl6n del s~stema ~U:ede expresarse como una 

suma de formas modales. multiplicadas por ci·ertós coeficientes. 
b 

Esquemáticamente: 

l. 

fx} = 
estática· 

• r~ '..:::O {• -~ .q ,2: .. : ~-'- .-~ .) _: 
d'J.nam~ ca. 

4-

= if( e t -)f) 
/ . 

' 1' 

' . 

1 ~} 2 

+ + ' • 1 

,Y2 + ~r? 3 y3 + ••.• 

'' 
r' (y = Y(t))-

' 1 

1 J. 

/ 

< -, 
\ 

•, 

' 
" 



En nuestra expresión 

= 1.4 

Í < puede no ser' función de t, po" ejemplo: 
) 

= 
1 

1 (~) 
!' 

donde fe} es el 
1 

vector de constantes 

que prex 
. - -, 
LR_: nos da la configuración <1J 

De la ec. (e}: 

= 

En 1 .. 4 también podríamos hacer 

"¡ 

;y: 
) = ( ' 

(X.~ 
1 ) 

. ' 1 
pero sigamos otro camino, premul·tiplicando por ,r( j 

.- ' ; K, 
\.. ""' 

., 1 
,--M-~ > > i CM] [R] fYl 

• 1 

r( . 'X. = r? . = 5r? . 
J J i ~ _¿ 

! / 1 J ~ ~ J 

- 11 + ) r . 
' J 

. ' + ~ f 1 < r j 

Por ortogonalidad todos estos productos 

término 
( -~ ' 
'r(. 
' } J 

( ., 
L
: Ml ¿ r(. 

... 1 ) J 

LM] {rf 1 

f' - - " . M, ~r '; 2 '- - ' . 

rMl l·r,] y 
... - ~ :n n 

son nulos 

y . 
J 

y1 + 

y2 + , .. , ) . 

excepto el 

o 
' 

o 

o 



o 

o 

(j 

de donde tenemos 

( 7 1 
)r( . 
¡ ) J 

de donde: 

Jr} : 
~ J y. = 
fr( ~ J 

,.. J 

(M] fxt 
- e -" 

LM] ~r] j 

= 

) r ( 

= { rJ j [M]~ Xj 
~': 

M. 
J 

(coeficiente de participación) 

------ ----· - - -- ~ - ~-- - . - -
1 

Ejemplo (vigas rígidas) 

VI·'?:/. o 
r·--- -----l 
¡- -----:-¡ 
, 1 t -- - --·60 T/cm 

< -/ 1 

LK] ixJ 'Ír 1' • ) J = ;': 
K. 

J 

p-~ _!_._? -i .' 
1 1 ) 
1 1 .' · · - · 12 O T 1 cm 
1 vY1 , -~_l..:_=± o__ _ ._ 

[M] = 
~ . ---~-- - ~ 
¡ 1 --- ----J.80 T /cm 

--~T~-'"7'"--

Matriz de rigideces 

¡t---~ K31 = o ~ K32 = -60 

\L. ---'7 +~ K21 = -120 X=/- -'' K = 180 ! ", .z ' 28 
)i=l~ -~~ f'" 1 ) "'"· K = 300 K12 = 120 

• 11 
--1~-- ~ 
------·18o . [K] r3oo -120 o'~ )s . . = 

1 
¡ 

l: t1:0 180 -6J = 60 

- 60 60 

15. 

y. 
J 

~r~ j [K] f x? 
·- 2 1~ 

p. M. 
J J 

o 

1 . 5 

o 
:lj_t_o_n_s_e~g 2 

1. O cm 

y:3.::1-¡ 

~ ·~3 = 60 

·~K = -60 ¡j 2 3 
q 

~ = o i· K13 
----,--~? ,.... 

-2 o 

3 -1 (T/cm) 

-1 1 



("2 
-, 

~K] CMJ] 
¡·, o \ 

[E] 2 1 

o \ = - ¡;;:> M = ! " 1.5 
1 lo 1j t/ 

1 -

60 ( 5 2 p 2} -2 o'l -- 60 

- 2 (3-~ p2) 

:+J 60 

o ' 1 -11(1--
- 60 

r¡ 

si d = p"-/60 

[EJ = 6 O [ 5- 2d l 
-, 

-2 o : 

- 2 ( 3-1 . 5 d) - 1 1 

\ 
o -1 ( 1- d) J 

fE} = O = 60 (d
3 

- 5.5 d
2 

+ 7.5 d - 2) = O 

,f2 = 60 d: 
1 

Modos: 

3.~85 r-- ----; 
1 / 

¡ z,. '-~-!!f/ 
. / 
\ !_._()f) / 
1 

l·. 
t1 = 4.58 

d1 = 

d2 = 

d3 = 

1'1 
2 

f2 
2 

13 
2 

o. 35 

1. 61 

3.54 

21. o t1 = = 4.58 

9 6. 5 ~r 3 
frecuencias = = 9.82 ¡ naturales 

212.4 f3 = = 14.56 

1 • 
~--13 = 14.56 

o 

o 

o 



' " 

- : - .: ~ ' -'-
rl. ,~ ':- ... ' 

-r-·1 

'' ' "--..·.,.6~ 

' '· :',e- ~ 

'" 
'· 1 
. ~ ~ 

'1 

,\ 

,· 

\ -

1 • 

cQ 

-\,. ~· 

\. ~ ,•.__- ' 
'-- >-

Éj: 
\,~- -

19.6296 

1-. _,' 

--,-~ • 1 

) ·.. ' ) ~ 1; 
\ 

-' 
.3.285 \ 

[I(J [~J = 

Comprobación con 

= 412.209 

', 
-·--.~ 

"" ''1- "' 
"i. o_oa~ - ... ·~ 

-.' o ~ 8 g·"g· 
'· '. 

19.6.29 
_¡ 

0.006 

¡. 

60 6.899 

o. 042-

0.034 

= t 2 '~~] p M -
~ 

\, 

o o 

o 519.749 o 

o-
• 

413~940 

Ü'" 

o.~ ... 

,-' 

' ' 

) 

o 807.970 

Ü'"' 
\ - O·_·' 

519 .• o 6 o o,., 

O·.' ·aa8.380 

- ' 

1 '='" 

1' 

-' 
'. :¡,. 000· ' 

'.0 .,411 

0~038 ., 

5.386-

-o .. o 14' 

= 

m. 
~ 

0.042 

8.651 

= 

\ ,, 

'' 

o. 00 7-

3. so 4 

0.034 

1.3'. 473 

' : 
_/ 

/ 

/ 1 
' 

/ -

- 1 

_-_ .. 
, ~~ ~~, r 

_'\' ..-

.-
"" 1!., 

• 1 

' '• 
e -~·.¡ 

--· ~~ 
'~ '¡ 
• '1 



Modo 

En p. 

IP 

r----t-- ~----
1 

.x3Q 
1 

x2o 

xj_O 

r-' 
1 

[M] fxol = fr] 1 
y01 = )'; 

M1 

~rl2 [M] feo]_ 
y02 = 

* -
M2 

- {r) 3 [M] ~xo} = 
Y03 M1: 

3 

Y
1
(t) 

Oo930 cm 

Oo051 cm 

Oo026 cm 

= 3 cm 

= 2 cm fx } 1 o 

= 1 cm 

2o0 + 6.405 + 9.855 

19o629 

2o0 + 2.697 - 4o422 

5o 3 86 

2o0 - 3o132 + 1o233 

3o804 

son ~mplitudes de los 
modos 

"i8o 

o 

(1 ( 
= ~ 2 1 

3 J 

= o o 9 30 3 cm 

= Oo0511 

= Oo0266 

o 
p1 = 4o58 

p2 = 9o82 

p3 = 14.56 

o 



o 

o 

o 

Para obtener los desplazamientos ele las masas debemo,s multipl.i-

car por las configuraciones modal~s: 

{rf 1 
(:1 • G 

xi1 = Y
1
(t) =¡2. 13 5 ~· 

3. 2 8 5) 
0.93 cos 4.58 t 

( 1. o '¡ 
1 

~r ,' ' xi2 = Y2(-c) =,0.899( 1 \ 2 
,'-1.474J 

0.05j cos 9.82 t 

' 

~rJ 3 
f 1. 00 ; 

xi3 = Y
3
(t) -1.044[ 

0.411 
0.0266 cos 14.56 t 

y sumar. O sea los desplazamientos x.(t) de las masas serán 
l 

Otro ej~:p~-

La ec: 
o 

2 
X + p X = 

+ r22 Y2(t) + r23 Y3(t) 

+ r32 Y2(t} + r33 Y3(t) 

P(t) 
= m 

p 
o 
m 

p(é.) 

o 

y para cr = o la solución 

X = 
p 

o 
K ( 1 - cos -pt) 

/ 



Tenemos ahora el problema de encontrar la respuesta de 

Para el modo j : 

•• ~2 Y. + Y. = 
J J 

* P. 
(1 Y. = ~ -

J ~': 

K. 
J 

* Cálculo de p . 
J 

* f ) 1 P. = rJ j J 

modo 

~ 
<a': 

11 p1 = P1r11 + 
l 

:1 

.•. • 
" p2 = P1r12 + 

* p3 = P1r13 + 

Ahora bien, 

* P. ( t) 
J 

~; 

M. 
J 

\ 
cos pjt) 

{P(t)} 

P2r21 + 

P 2r 22 + 

p2 r23 + 

= 

Pl+) 

tl~-_-rr_o._ )--!-

-.·~ 
p . 

= JO 
-r cuya solución es: 
M. 

J 

* p . 
= --.12.... 2 ... 

p. M:· 
J J 

~r~ ~ to• = 120: 
60) 

p3 r31 = 360+256.2+197.1 = 813.3 

P3 r32 = 360+107.88-88.4 = 379.48 

p3 

,'; 
p . 

J 

r33= 360-125.28+24.66 =259.98 

= -2 ... '{ 
k>, M. 
t J J 

20. 

o 

o 

o 



1-

-o. 

o 

-\ 

·. 

' / 

! 

/ -

l' 

' ,. 

'~· .. -. ' 

·' 1 

-- 1 

: -;--.-: 1 

'' ' ~ ' 

-- ' 

y e ">':;:·:-Sl3-.3d~ .. • ~-
1 ( S :t ) - -21 X 1 ~-:· -.6 2 9 

/ y ( -) '- 2' st 

{_.2) : 

\ 

,. 

'379 .'48. 
--965 X 5 ~.3'86 

.1 ' 1\¡ ' -
\ -

y ,.. . :. 
·-· -, ,3(st) 

\ 

F 
. / -

f· 

' ' 

= . 1.973 
\ 

= o . 730 

.. \' ~;-¡ 

= o . 321 
r:; 

·-

·, 1 

p.t--~S 

cm __;,-::, -- :·: ¡ 
¡ 

. ' ' - / 

cm ! 
i -:-1 '; 

; y. 
- J 

* P. 
J 

2 ~~ 
P .. 'M. 

. ( 1 - e os P j t ~) d tenemos:: J ~ ¡; 

J J 
• ,> 

' _l 

: ( ) ~ 

- 1 ._ e. 

,_- ¿:.~~ef7~-').t --n:(f~:J-.q~tn,o 0~;: ~l¿·l-~.: ... ¡ 

'Y"2 ( t) _-=7~ : 2( st) (_ 1 -._cos 'r 2 \) 
- - - ...,\ 

\.. ~ E) ~) ·: t:. 0~: ;;J.,~ ~r ~ .. .-.:'.!.O,_ 

·: 

,-, 

- ,• 

' •,;' 

- \ 

' • < ,_ 

' . '' 

, __ 

\ .· 



EXCITACION SISMICA 

Par.:1. 

x(t) 

P{t) cualquiera y 
• X o = xocos pt + ¡-

•• 
m x + kx + P(t) (a) 

para CI ~ O la solución de (a) es: 
(~ . 

sen pt + ~p / P(g) sen p(t-~)d~ 
.. /() 

Para excitación sísmica: 

m(~ + Ü) + k x = O 

o sea, 

.. 
m x + k x = - mü o ( b) 

De la comparación de Ca) y (b), la solución completa de -ésta 

es: 

x(t) = X 
o 

ces pt + 

B. Sistemas de nGL: 

• 

• 
X o 

p 

~t 
/ 

sen pt - ~ / Ü(,?,) sen p(t-Z,) dZ 
Jo 

P1 (t)'-l¡ 
p2(t) 

p. ( t) 
n 

= 
-m Ü 

1 

-m' Ü 
n 

m 
n 

22~ 

.o 

o 

o 



0/ 

,_ 

o 

o 

Es decir, tenemos: 

[M] JxJ + [K] ~xJ 

sust. ~xJ 

(MJ [RJ ~y] + [K] 

1 

pre x trJ j 

= ~p ( t )} = - f m] 

= [R]ryJ 

[R] iyJ = ~P(t ~ = 

4 .. 

u 

- ~m} i:i'(t) 

~~· 
Ir/' 

-~.._ ¿ ----
por ortogonalidad: - r *"" u. 

fr} ~ [M] {r] .. 
y. + 

J 

y queda: 

¡te .. '!' M. y. + K. y. 
J J J J 

la solución 

i' 
Para P. 

• J 

y. ( t) = 
J 

;'t¡ 
Para u J: 

y. ( t) = 
J 

ir}; [K_] ir] j 

* * = P. = u. 
J J 

{ CI = o} de esta 

jt. 1 + 1: 
P. (~) 

jMj 
. J 

j) 

jt· 1 u. (_~ ) .f 1: J .M. 
J J 1) 

y. = 
J 

* P. 
J 

--u* - . 

= 
~~ 

m. 
J 

ecuación 

J 

~· u 

es: 

sen f.Ct-"G)d¿ 
J 

sen fjCt-&)dl. 

J 

23o 

'-' 



que puede escribirse: 

y.(t) = 
J 

* m. 
J 

* f .M. 
J J 

+ y . cos f. t + 
O] J 

sen t. t 
J 

término...J a 
para 
CI 1- O 

Una vez obtenidos los elementos de 1y} solo falta premul­

tiplicar por [R] para obtener fx/ 

GENERALIZACION DE LAS CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD 

Tenemos la ecuación: 

que convenimos en escribir en la forma: 

2 
(K - p M) X = o 

como los vectores modales la satisfacen: 

y 

o K r. = f~ 
J J 

1 

premultiplicando por: r. 
J. 

' r. 
J. 

K r. 
J 

' 2 = p. 
J 

M r . 
J 

MM-i tenemos: 

(a} 

-0 

o 

o 



o 

o 

o 

que puede escribirse 

1 

r. 
l 

M (M- 1 Jn 2 r. = O 
J 

/ 

y así podría seguirse para llegar a: 

-1 R {¡J entero 
r. M 01 K) r. = o - g_ 

l J -oo< e:::~ 

1 
(M-1 i.. 

r. M K) r. = o 
l J 

en forma análoga podemos obtener 

1 12. 
r . (MF) M r . = O 

l J 

o 

1 -1 p_ 
r. (K M ) K r. = O 

l J 

En Cb): 

~ = - 2 

(en (e), con .i=2) = M K- 1 M K- 1 M = M F M F M 

Q =-1 M(M- 1 K)- 1 M -1 = K M = M F M 

¡¿=-b (M- 1K) 
o 

M = M 

.f_-::::.1 M (M- 1K)1 M -1 K = M = K 

f..=Z M (M-1 K} 2 N 
-1 -1 -1 = M K M K = K M K 

Q.=-~ M (M-1K)3 = M M 
-1 K M 

-1 K M-11(= K M -1 
K 

(b) 

(e) 

M -1 
K 



26 ... 

VIBRACION LIBRE Y rORZADA DE SISTEMAS DE N GL CON AMORTIGUAMIENTO 

Las ecuaciones de equilibrio dinámico son: 

Ya ·tenemos:· 

= [M] ¡x] 

= [KJ {x} 

y ahora hacemos 

donde 

[e J 

y c .. =fuerza de amortiguamiento en la coordenada i debido a 
l.] 

una velocidad unitaria en la coordenada j. 

J: L. ,.;:e; ·········· 
~~~ 

¿ r--·- --- - • ......_.... 
t· - . ---, 

- cjk = ckj 

indica 
acoplamiento 

e •. = e .. 
l..] ]l.. 

La ecuación de movimiento es 

= 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

Hagamos: {x} = [ R] {y} premul tiplic~.1do por {rj .; 
' ' 

Ír} j {!1J[R] {Y}+~}; [CJ ¡R] {yJ + {rj; ~K_] [RJ {Y]' {r]; fct1 

Para desacoplar estas ecuaclones debemos tenEr 

J ~ j 

~ r} ~ [KJ{rJi = o l ~ J 

{ 7 1 
rj j [e] 11 i = o l -f j 

10 admitamos que se cumple: 

Ya definimos 

~rJ ~ [M] fr} j = M'{: 
J 

~rj~ [KJ 
( l K~~ ) r . = ' _; J J 

y ahora 

J'r·~ ~ [cJ Sr(. ==e~: = 2S .f .M~! 
, JJ 1 _,J J J J J 

y nuestra ecuación para el modo j queda: 

o bien: 

Y ••. +2 (3 .b.y • . +L~y. 
J JT J J r J. J 

cierto por: 

ortogonalidad 

¿pero ésta? (a) 

27. 



28. 

Conco las soluciones para un sistema d·~ 1:GL (cu'ya ec. es o 
''+"o ·+ 2 _ P(t)) 
X ·~PX p X- -m-- ya las conocemos, 3olo nos falta saber 

cÓIIlO debe ser [e] para que se cumplci 

l f. j (a) 

además, claro, de 

~r)~ [M] {rJ j = o 

l' 
y l f. J 

' 
~rJi [K] {rjj = o 

La ec. (a) se satisface S J... o 
i) [e] es proporcionala [MJ o a [K] 

ii) [e] es una combinacion lineal de [M] y [K] , o 

sea: 

esto es mvy restringido. 

iii) En forma más general: 

[e] = E [e;J 
l 

(38.1) 

pues ya sabemos que todas las posibles formas o 
[M] rM-1K] l son satisfactorias y (38.1) es 

una c. L de ma-trices de este tipo. 



o 

o 

o 

L~ selección adecuada de dará é [e] las propiedades de~ 

s~adas, o seaJpodrernos dar valores Específicos a los elementos 

[é] ¿Cuáles le damos? 

A.>ignamos un cier·to 

e:: = {r J ~ íc l 5r f . 
L' - 1 ) J 

'--- ----~ ---- ______ _.../ 

A 

valor de S a cada modo. 
1 

= i[r]j [e1J {rJj = 

\"~ 
......._ .. ........._--------- ---- -------~ De 38.1 y A 

e·'· ]1 = Sr? 1 .-L '1l (_ jj l_j 

Por otra parte, para vibración libre: 

(K-t~H)r. 
J J 

Kr. t2 1 = .Mr. +t- f2 J J J ' 
J 

premultiplicando por r!M: 
] 

= o 

r. = FMr. 
J J 

1 1 ' E2r .Mr- = r.MFMr. 

• o 
es declr 

't -; J J 
J 

J J 

y así podrÍ&mos llegar a que, para cualquier 1: 

(38.2) 

(38.3) 



De 39.1: 

e··· 
]l = 

e··· 
]l = 

cf~) lM~~al 
J J 

cf~) 1M~~a 1 J J 

= Cjl 
a l 
~-~ 

por 38.3 

y sumando sobre 1: 

pero ya teníamos que 

de donde: 

---~-------
o _ 1 ct2) 1 S. - ~ L: • a 1 J '-f j l J 

---------~ 

39,1 

Con los n valores de S. para los n modos podemos resol­
] 

ver para los n valores de a
1 

y formar nuestra [e] con 

la ecuación 

30. o 

o 

o 

o 



o 

o 

o 

[e] 
1 

Íl -1/1 , LM, SJ . 

Por ejemplo para nuestra estructura de 3GL as~gnernos: 

s2 = o.os, 

3 0.10 1 \a Cf2) -1+a Cf2) o+·t Cf2) 1] -:: = 2'F 1 1 L1 1 O 1 c1 1 

B') = 0.05 = 1 
la -1 Cf~) -1+ao Cf~) o +a1 (~~) ~ 2f; 

!33 ::: 0.02 = 1 
ra _1 Cf~) -l +a 0 ct~) 

0+a1 ct~) ~ 2
f3 

o, en forma rnatricial: 

{D.1o¡ 1 1/t~ 11f1 t1 a_1 
-'- l o. os \ = 2 1/f~ 11-.P 12 o. 02) 

1 2 a o 
1!.P3 ' 3 11f3 t3 \al 

al r~solver para res'.llta 

En p. 

sísmica 

o 

...____.------~..._-------~----

tenernos que para CI = o y S = o, para excitaci6n 

o 

y. (t) 
J 

m t'; 
tü P .~;~J0 u (t')) sen P. (t- :·.)dl' 

J J J 
coeficiente de participaci6n 

31 o 

\ 



= 

m 
r Jll.r .. 

i=1 l l] 

m 
L T·l .r~ . 

i=1 l l] 

y podemos poner: 

en la que c. 
J 

C.z.(t) 
J J 

está definida arriba y 

(y semejante si S ~ O) 

Además, tenemos 

o sea 

(X1 

lJ-2 
. x. 

l 

X 
n 

..... 
' 

' 

1 

r1:i 

r21 

= 

l' n1 

y.(t) = C.z.(t) 
J J J 

r12 •••• 11111 r1j o o o o orln l 
r22 ..... r2j · · · · .r2n 

r . ..... r 
TI] nn 

y1 

y2 
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X. = 
l 

n jl 

-~ r .. e.z.(t'! 
j :1 l] J J 

De aquí (sin sumar para todos los :;nodos) 

1 
í{ •• 1 lJ max = r .. c.¡z.(t)/ lJ J J max 

S = pS a v 
= r .. e. 

lJ J tj 

De esta ec. pasamos a: 

lx.¡ , 
l max 

ABS 
= 

n 
¿; r .. e. sd = 

j = 1 lJ J 

lx.¡ 1 =lfflx .. ¡ )2 l max lJ max 
PROB 

n S 
a r r .. e. A;2 

j=1 l] J fj 

33. 
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' VIBRACION DE VIGAS EN FLEXION 

V + pdz - (V + ~~ dz) - fidz = O (1) 

EN DONDE fidz = mdx (2) 

SUSTITUYENDO (2) EN (1) Y SIMPLIFICANDO: 

av a2 
= p - m~ az at 2 (3) 

M + Vdz (M + aM dz) o a M V - = --az az (4) 

(DESPRECIANDO LOS TERMINOS DE SEGUNDO ORDEN DE LOS MOMENTOS 

DE p Y fi) 

SUSTITUYENDO (4) EN (3) SE OBTIENE 

TOMANDO EN CUENTA QUE M 
2 

= ~ SE OBTIENE FINAU1ENTE 
a z. 2 

e 4, J 

(S) 

.... :C"_.;;;. 
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M~ORTIGUAMIENTO VISCOSO 

- FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR 

VELOCIDAD TRANSVERSAL = c(z) ax 
at 

1 

2. 

(6) 

FUERZA DE AMORTIGUM~IENTO POR DEFORMACION DE LA YIGA. 

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE NAVIER DE DEFORMACION PLANA 

+-el~--+ 

cd= AMORTIGUAJ1IENTO 
POR DEFORMACION 

= Joyda 

INCORPORANDO EL MOMENTO DEBIDO AL AMORTIGUAMIENTO-EN tA 

EC. (5) 

(6) 

\ 

SI LA EXCITACION ES POR MOVIMIENTO DE LOS APOYOS, SE PUEDE 

DEMOSTRAR (CLOUGH Y PENZIEN, PAG 303) QUE: 

02 2 3 2 
(EI o X 

+ cdi ()2 X ) + mox + cox = 
Pefect. -2 -2 ()t2 ot oz oz az c:>t 

EN DONDE 

-a2 
2 a3xs a2xs ax 

(EI 
a xs 

Cdi ) S (7) Pefect = 
az 2 --+ 

az 2at 
m-- - e 

az 2 at 2 at 

x(z,t)= x t(z,t) + x(z,t) 
tüt es 

xt(z,t) = xs(z,t) 
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3. 

x
5 

= DESPLAZAMIENTO PSEUDOESTATICO OCASIONADO POR EL MOV. DE 

LÓS APOYOS DE MANERA ESTATICA 

x = DESPLAZA.,\HENTO DINAMICO 

SI SE TIENE UNA ROTACION Y UNA TRAS­
LACION POR APOYO: 

1 
h, 

4 
X =E ~.o.(t) (8) 

S . 
1 

1 1 
1= 

l Ó¿¡= ~ L --"'---+--:,..--=-----:---,.!" Ó3 0. (z) = CONFIGURACION DE LA VIGA 
1 

Xs = des~l.azarnlenlo 
pseudoes-la7!/co 

DEBIDA A e.= 1 
1 

INCORPORANDO (8) EN (7): 

4 
Pefect =l:1{rn0ici(t) + e 

2 • a2 a 0i(z) 
0.c.(t) + - 2 [cdi(z) 2 c

1
.(t)]} 

1 1 az az 
(9) 

EN LA MAYORIA DE LOS CASOS EL M·10RTIGU~~IENTO INFLUYE POCO EN LA FUERZA 

EFECTIVA Y LA EC. (9) SE SIMPLIFICA A 

4 
Pefect = - ¿ 

i=1 

.. 
rn0.(z)c.(t) 

1 1 

DN EL CASO DE UN VOLADIZO 

0
1 

( z) = 1 

y .. 
Pefect rn(z) ?1 (t) 
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ANALISIS DE VIBRACIONES LIBRES 

CONSIDEREHOS UNA VIGA DE SECCION Co'NSTA_NTE (El= CONSTANTE 

POR UNIDAD DE LONGITUD). 

DE LA EC.(S): / 

4 - 2 
()X_ m oX_ 
oz 4 - ET at 2 -

o 

RESOLVIENDO LA EC. (10) POR SEPARACION DE VARIABLES: 

x(z,t) = 8(z) Y(t) 

-
e1v (z) Y(t) + _B!_ 8(z) Y(t) = o El 

POR LO QUE 

8 IV ( z) + m .I_C!l = 
8(z) El Y(t) O 

8rv (z) = 

8(z) 
yr(+"' ' 4' -~ ~ = C = a ( C = CONSTANTE) El Y(t) 

4. 

m=MASA 

(10) 

POR LO TANTO OBTENEMOS DOS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS: 

9 IV ( z) - a 4 8 ( z ), = O 

Y(t) + w2Y(t) = O DONDE 2 
w = 

o a4 = 

LA SOLUCION DE 1A SEGUNDA DE ESTAS ES: 
. 

Y(t) = Y(o) senwt + Y(o) coswt 
w 

4 
a El 
-m 

2-
w m 
El 

( 11) 

. \ 
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S. 

~A SOLUCION DE LA PRIMERA ES: 

9 (z) = A1 sen az + A2 cos az + A3 senhaz. + A4 cosha~ (12) 

EN DONDE LAS Ai SE CALCULAN EN FUNCION DE LAS CONDICIONES DE FRON-
, 

TERA DE LA VIGA EN AMBOS EXTREMOS. 

EJEMPLO 

VIGA SIMPLEHENTE APOYÁDA 

LAS CUATRO CONDICIONES DE FRONTERA SON: 

11 

en z=O: 9(o)=O, M(o)= EI 8(o) = O 

en z=L: 9(L)=O, M(L)= EI8"(L) = O 

SUSTITUYENDO 8(o)=O Y 8"(o)=O EN LA EC. (12) Y SU SEGUNDA DERIVADA: 
-

8(o) 

,, 
= A

22 
+ A4 cosh O - O l 

::::)> A2 = A4 -= O 

9(o) = a (- A2 + A4 cosh O) = O 

HACIENDO Ld MISI10 CON 8(L) = O y 8"(L) = 0: 

9(L) = A1 sen aL + A3 senh aL = o.' 
, 

a2 (-A 9(L) = sen aL + A3 senh aL) 1 

POR LO TANTO, 8(L) = Al sen aL = o 

PUESTO QUE A1=0 ES LA SOLUCION TRIVIAL, SE DEBE TENER QUE A1 SEA 

ARBITRARIA Y QUE 

sen aL = o ~ aL = n 7T ; n = o' 1 ' 2»''''oo 
\ 

POR LO TANTO, a = n1r/L. RECORDANDO QUE 

a4 = 2-
w rn/EI, SE TIENE QUE 
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1 SON LAS FRECUENCIAS CIRCULARES NATURALES DE VIBRACION DE LA VIGA. 
'. 
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1. Elementos de dinámica estructural 

4.0. Definiciones 

4 .O J. Grados de libertad. Considérese una es­
tructura constituida por masas concentradas liga­
das entre sí por elementos elásticos ( fig 4.1 ) . 

Se entiende por número de grados de libertad 
del sistema el número de datos que es necesario 

FIG.4.1 

fijar para definir una configuración cualquiera del 
mismo. 

Cuando sólo se permiten desplazamientos en una 
dirección, el número de grados de libertad es igual 
al número de masas de la estructura. 

4.02. Matriz de rigideces. Se entiende por ma­
triz de rigideces el conjunto ordenado de los valo­
res de las fuerzas que se ejercen estáticamente 
sobre cada masa, en la dirección del grado de 
libertad correspondiente. cuando se producen suce­
Sivamente desplazamientos unitarios según cada 
grado de libertad, impidiendo el desplazamiento 
según los demás. Las rigideces se designarán con 
el símbolo K,,, que representa la fuerza exterior 
que actúa sobre la masa i cuando se produce un 
desplazamiento umtano de la masa j. 

4.03. Matriz de flexibilidades. Se entiende por 
atriz de flexibilidades el conjunto ordenado de 

os valores de los desplazamientos de todas las 
asas debidos a la acción de una fuerza umtaria 
plicada sucesivamente a cada una de ellas. Las 
lexibilidades se designarán con el símbolo o,,, 
Iendo o,, el desplazamiento de la masa i debido 
una fuerza umtaria aplicada en j. 

4.04. Vibraciones libres. Se llaman vibraciones 
·.bres de una estructura las que ésta experimenta 
m que actúe sobre ella ninguna fuerza exterior. 

_. 

-- '" -/OP7&~ c:l.e: _¡::::-~__¿; ~ 

/~.-~~ 
e&_ ~ '¡ ¡'?~ ~- ~-

~ _?~E~A;;¡~z) 
~~_.,. u/IJAJV. 

4.05. Períodos 9 modos naturales. Toda es­
tructura elástica no amortiguada con vanos grados 
de libertad puede vibrar libremente en tal forma 
que el desplazamiento de cada una de sus masas 
con respecto a su ¡posición de eqUihbno estático es 
igual al producto de una función de la masa con­
side_rada por una función del tiempo. Interesa el 
caso en que esta función es la misma para todas 
las masas, es decir 16

•
17

• 18 , 

donde 
.r¡ ( t) = X ,o ( t). ( 4.1) 

x, = desplazaiD..riento de la masa i con respecto 
a su posición de equilibrio, en el instante t, 

X¡ = función que depende únicamente del pun­
to considerado, 

(} = función del tiempo, independiente de í. 

A estas maneras de vibrar se les llama modos 
naturales. Al conjunto ordenado de valores X, 
se llama forma del modo. y el periodo de fJ, en 
caso de que exista. se llamil período natural. 

Por el teorema de d'Alembert, designando con 
Q, a la fuerza que la estructura ejerce sobre la 
masa i, puede escdbirse 

M,x¡ =o .. 
Por la definición de matriz de rigideces, 

n 

Q, = }; K,,x1 • 
i=l 

Sustituyendo las ecs. 4.1 y 4.3 en la 4.2, 

separando, 

•• n 

M ;)(,O = o }; K, 1X, . 
1=1 

g _ };K,;X; 
-rfJ-- M,X¡ . 

( 4.2) 

(4.3) 

( 4.4) 

( 4.5) 

El primer miembro de ( 4.5) es independiente 
de i y el segundo de t: por tanto ambos deben ser 
constantes para qllle la igualdad subsista. Si este 
valor constante se llama - p'. se obtiene 

O + p20 = O, 

cuya solución es 

(} = a sen p ( t - T) . ( 4.6) 

De acuerdo con lo anterior existen modos de 
vibración que satisfacen las condiciones de la ec. 
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4 .l. Estos son tales que el movimiento de cada 
masa es armómco Simple de periodo T = 2-;r/p; 
p se llamará frecuencia natural circular. 

Q- 4.06. Cálculo de los modos naturales de vibra­
ión. Sustituyendo las ecs. 4.1 y 4.6 en la 4.4. y 

Simplificando se lle_ga a la sigUiente expresión. 

n 
M,p~X, =}; K,,X3 • ( 4.7) 

J=l 

SI se plantea una ecuación semejante a la 4.7 
para cada una de las n masas. se establece un 
sistema de n eeuac10nes homogéneas con n incóg­
nitas. (Las mcógnitas son X,. siempre que se 
conozca p2

.) Para que existan soluciOnes de X, 
diferentes de cero, p~ tiene que ser tal que se anule 
el determmante de los coefiCientes de las X,. Esto 
da lugar a una ecuaoón de grado n en p2

, con n 
raíces reales, que correspondep a otros tantos pe­
ríodos naturales de vibración. Por otra parte, el 
sistema no tiene soluCión única para los valores 
absolutos de las X,, sino úmcame.nte para sus valo­
res relativos; es decir, en un modo de vibración no 
están deftmdas las amplttudes de Jos desplazamien­
tos de las masas, smo la relaoón entre todas ellas. 

Otra alternativa para obtener los períodos y 
formas de los modos naturales es establecer las 
ecuaciones de desplazamiento de ~ada masa en tér­
mmos de los elementos de la matriz de flexibilidad, 
lo que da lugar a lo sigUiente, 

Q 1 n 
-

2 
x, = }; M,a,,xJ . 

p J=l 
( 4.8) 

4.07. Principales propiedades de los modos na­
turales 

l. Ortogonalidad de los modos con respecto a 
las masas. Se demuestra :fácilmente que 

n 

}; M,X,.X,s = O .sir=/= s 
t=l 

donde Xw X, 8 representan las amplitudes 
de la masa i correspondientes a los modos 
naturales r y s. 

n 

2. ~ M,X2 .. es igual a una <eonstante arbitra-
1.=1 

ria, cuyo valor depende de: ]a escala a la que 
se tome cada modo. Si dicha constante es 
obligada a tomar el valor cJ.e la unidad modi­
ficando la escala del modo, se dice que éste 
se ha normalizado con respecto a las masas. 

En todo lo que antecede se P:nan supuesto para 
la estructura condiCiones de frontera que implican 
que el terreno sobre el que se apoya es fijo e inde­
formable. Tratándose de estructuras reales los 
modos naturales se ven afectados por la deforma-o btlidad del terreno y por la masa de éste que está 
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sujeta a aceleraciones. En tales casos el problema 
se complica por la existenc:J de amortiguamiento 
de Cierta importanCia. El tomar en cuenta la con­
tnbución del terreno en los modos de vibración 
puede ser fundamental en algunas estructuras.19 

C> 

4 .J. Métodos iterativos para el cálculo de los 
períodos naturales 

Los métodos directos que se han descrito en el 
Art. 4.06 son en general laboriosos e imprácticos. 
Por ello se han desarrollado métodos de aproxima­
CIOnes sucesivas que se presentan a contmuación. 

4.11. Método de Stodola-Vianello 20 

Considérese el sistema de ecuaciones ( 4.7) del 
cual se tratan de determinar: 

a) Los valores característicos de p2 que hacen 
que eXISta SOlUCIÓn no tnvial para las Xj. 

b) Los valores de las X, correspondientes a 
cada p 2

• 

Pueden obtenerse ambos resultados simultánea­
mente por aproximaciones sucesiVas SI se procede 
en la forma siguiente: 

1. Supóngase arbitrariamente un conjunto de 
valores para las· X 1 • sustitúyanse los valores 
en el sistema descnto y calcúlese en cada 
ecuaCión el valor de p2

• Si la forma supuesta 
es correcta, los valores de p 2 así calculados 
serán iguales entre sí. 

2. SI lo anterior no sucede es necesario mejorar 
la hipótesis mioal mediante ciclos sucesivqs 
de Iteración. Para ello obténgase una nueva 
aproximación a la forma de los modos. Esto 
se logra calculando los valores de los se­
gundos miembros de las ecs. 4.7 o 4.8 y divi­
diendo entre un m1smo valor arbttrano de 
<f¡ 2 en todas las ecuaciones. 

3. Con la nueva aproximación a la forma del 
modo obténgase el valor de p2 en cada ecua­
Ción. El proceso se repite hasta lograr la 
Igualdad con el grado de aproximación que 
se desee, entre los valores de p2 detenm­
nados en cada una de las ecuaciones. 

El mismo método puede aplicarse partiendo del 
sistema 4.8, en función de la matnz de flexibili­
dades. En el primer caso el método converge al 
modo de vibración de máxima frecuenCia, mientras 
que en este último la •convergenCia es hacia el 
modo de mímma frecuenCia, es deor el modo fun­
damental. Dados los períodos dommantes de los 
temblores y los valores usuales de períodos natu­
rales de estructuras, generalmente son de mterés 
los modos infenores, o de frecuenCias menores. 

El procedimiento puede contmuarse para el 
cálculo de otros modos diferPntes del primero o 
el último reduCiendo el número de ecuaciones ori­
gmal. El número de mcógmtas puede reducirse 

1 
1 

si se ap 
modo e; 

expresar 
guiente 
mismo. ' 
ecuacion, 

En el 
iterativo 
ciendo su 
ta llegar 
que todo~ 

Como< 
dos de v 
fig. 4.2. 

La matr 
a continua 

ó 
o 
o.l 

Supónga 
sus modos 
del modo , 
masas 1, ij 
m1ento de 
(pt + a), 
como -p"J. 
Cia como p· 
tivamente. 
námico son 

I 
---zxt = p 

1 
--"t"2 =· pl 

I 
-x3 =­p2 

g Sustitúyal 

---:;xl == 80 XI p-
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1 problema 
iguamiento 
1ta la con­
. vibración 
tructQ.a 

'.JlO de los 

f "" aplica la condidón de octogonahdad entce el 
rnodo calculado y otro cualqUiera. Esto periT1ite 
expresar una cualquiera de las amplitudes del SI­
guiente modo en función de todas las demás del 
mismo. Queda por tanto, un Sistema de n- 1 
ecuaciones homogéneas con n - 1 mcógmtas. 

scrito en el 
m prácticos 
~aproxima. 
mtin uación. 

o 

S (4.7) del 

! que hacen 
ralas X¡. 
ondientes a 

simultánea-
1 se procede 

conjunto de 
e los valores 
ese en cada 
:ma supuesta 
sí º~dados 
sano mejorar 
los sucesivos 
>e una nueva 
modos. Esto 
s de los se· 

0 4.8 y divi· 
arbitrario de 

En el nuevo s1stema se rep1te el procedimiento 
Iterativo descrito. El proceso se contmúa, redu­
ciendo sucesivamente el número de ecuaciOnes has­
ta llegar al cálculo del último modo, en caso de 
que todos sean de mterés. 

Como ejemplo de aplicación obténganse los mo­
dos de vibraCión de la estructura descnta en la 
Íig. 4.2. 

! ="" 
w3 =50 ton 

3m 
I = oo 

W2 =801on 

3m 
I = oo 

R2= 50 Ion /cm 

W1 :~SO ton 

4m R 1 = 100 Ion/cm 

7." ¡¡¡:¡¡; 

EDIFICIO CON TRES GRADOS DE LIBERTAD 

FIG,4.2 

La matriz de flex1bdldades es la que se indica 
a contmuación. 

0.01 
0.01 
0.01 

0.01 
0.03 
0.03 

0.01 
0.03 
0.08 

Supóngase la estructura vibrando en uno de 
sus modos naturales. Sean p la frecuenCia Circular 
del modo y x 1 , x~. x 3 los desplazamientos de las 
masas 1, 2 y 3 respectivamente. S1endo el movl­

la forma de' :niento de las partículas de la forma x, = a, cos 
~n cada ecu~- (pt + a), las aceleraCiones pueden expresarse 
st.a log_rar ' como -p2x 1 , -p 2x 2 , -p1x 3 y las fuerzas de mer­
>Xl!~ac:on quJc1a como p 2 W 1x 1/g. p 2 W 2x 2 /g. p 2 W 3x/g respec­
~ f?" aeterm·¡ tivamente. Las ecuac10nes de desplazamiento dl-
aCiones. . námico son entonces: 

partiendo de 1 wl w2 w3 
z de flexibdit p" X¡ = -- OnXr + -- 012X 2 +- o1"X3 , 

) converge a g g g 
ncia, mientr<1~ 1 W W 

h 1 2 w3 
l es aCia p" X2 = -g Ú21Xr + -g Ú22X 2 + -g oz,x., , 
el modo funj 

nantes de lo¡ 
)eríodos natL1' 
;on de mterc 
cias menore 
1arse para Sustitúyase y multiplíquese por g. Resulta: 
del primero 

~cu.aciondes or.~r·~;x, = 80 X 0.01 X¡+ 80 X 0.01 Xz +50 X 0.01 x3. ¡o re uClf-

1 

~x2 = 80 X 0.01x1 + 80 X 0.03x2 +50 X 0.03x3 • 
p· 

8_, x 3 = 80 X 0.01 X 1 + 80 X 0.03x2 + 50 X 0.08.XJ. 
p-

Efectuando operaciones, 

~ X 1 = 0.8 Xr + 0.8 x2 + 0.5 X3 • 
p 

En forma matricial 

[

0.8 
0.8 
0.8 

0.8 
2.4 
2.1 

El procedimiento iterativo para determmar la 
forma y el período del modo fundamental se pre­
senta en las columnas ( 1) a ( 11) de la siguiente 
tabla de operac10nes. 

(1) (2) (3) 

0.2216 
0.5739 
1.0000 

(1) 
1.1364 
3.0516 
5.5546 

(5) (6) 

1.1036 
2.9834 
5.4834 

1 
2 
3 

3.9 
10.1 
17.6 

(7) (8) (9) 

o 2016 
0.5499 
1.0000 

fl_, = 5.1834. p· 

( 10) (11) 

0.2013 1.0963 0.2005 1.0946 0.2404 
0.5411 2.9669 o 5427 2.9627 2 9629 
1.0000 5.4669 1.0000 5.4629 1.0000 

JL = 5.1669 . gl = 5.1629 . 
p~ p 

La columna ( 1 ) es una primera hipótesis sobre 
la forma del modo. 1La columna (2) es el cálculo 
de los pnmeros miembros a partir de esta pnmera 
cstimaoóp. La columna ( 3) es Igual a la ( 2) di­
vidida entre 1 7.6. L¡¡ ( 4) es una nueva apro·uma­
ción a los primeros miembros. Dividiendo cada 
término de la columrua ( 1) entre el correspondien­
te de la (3) se obbiene el valor g/p2

• 

En este caso se Gonsigna el valor de g/p2 obte­
nido a partir de los, valmes del tercer renglón. El 

· procedimiento termi:'Uil.a cuándo los valores de q/ p~ 
en dos c1clos consecrutivos son Iguales. y cuándo la 
forma del modo ob:tenida en dos ocios consecu­
tivos es la misma. 

De la columna q 1 1 ) se obt;ene la forma del 
modo fundamental y el parámetro g/p~. 

Aprovechando la ortogonalidad entre el p1imer 
modo y otro cualquñera, 
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0.2004 X 8 x1 + 0.5424 X 8x2 + 1.000 X 5x3 = O, 

de donde,- x1 = 2.7066 x 2 + 3.1188 x 3 , 

e"::-. f-:- x1 = 0.8 (- 2.7066 X 2 - 3 1 i88 xJ) + 
p· 

+ 0.8 x2 + 0.5 X3 , 

g2 X2 = 0.8 (- 2.7066 X2- 3.1 bS8 x3 ) + 
p 

+ 2.4 x2 + 1.5 x 3 , 

.fLx3 =0.8 (-2.7066x2-3.lll88x3 ) + p2 
+ 2.4 x2 + 4.0 X3 ; 

de la segunda- y tercera ecuaciones, 

Q 

g
2 

X2 = 0.2347 X~- 0.'9950 x 3 , 

p " 

g" X3 = 0.2347 X2 + 1 .5050 X 3 • 
p· 

Rep,tiendo el proceso de iteraoón, 

( 1 ) (2} (3) 

o 2347 -0.9950 -1 -1.2297 -0.9680 
0.2347 1.5050 +1 1.2703 1.0000 

1.2703 

(4) (5) (6} ( 7) 

-1.2223 -0.9566 -1.2195 -0.9524 
1.2778 1.0000 1.2805 1.0000 

1.2778 1.2805 

1.2805x1 = 0.8(2.5778-3.118)-0.7619 + 0.5, 

X¡=- 0.5425; 

por la primera condición de ortogonalidad, 

-x1 = 2.7066 x 2 + 3.11.88 x2, ( 1) 

]a segunda condición de ortogonalidad será 

-0.5425 X 8 X¡- 0.9524 X 8 .x; + 5 X3 = o 
-4.34 X¡-7.6192 x2 + 5 Xs =O 

-X¡= 1.7556 x2 -1.1521 X 3 ; (2) 

de (1) y (2) 

2.7066x2 + 3.1188 Xs = 1.7556x2 - 1.1521 x 3 , 

0.951 O x2 = -1.2709 x 3 ; 

si x 3 = 1 

x2 = -1.191, Ü x; = 12.1553-3.1188 = 9.0365, 
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---¡---­
-0.2347 X 4.491 -0.995 =- 4.491 g2 . p 

4.12. Método de Newmark. 21 Tanto este mé­
todo como el de Holzer se aplican en los ejem­
plos que siguen a casos en que puede expresarse 
la ng1dez de un p1so como independiente de la 
forma del modo. Sm embargo, en su forma más 
generaL el método de Newmark puede aplicarse 
a cualquier estructura lmeal con acoplamiento en­
tre las diferentes masas. Al pnmer caso corres­
ponde la estructura que se usó para el ejemplo 
antenor, ]a cual se puede Idealizar como se indica 
en la f1g. 4.3. 

"-'ETODO DE NEWMARK 

FIG.4.3 

El método propuesto por N. M. Newmark para 
obtener el modo fundamental se Ilustra en la tabla 
4.1 y es el que se descnbe a contmuación. 

l. Supóngase una cforma para el modo. Esta 
forma es la que aparece en el renglón IJ• 
de la tabla. 

~ METODO DE NEWMARK TABLA Nt 41 

1---- ~r ~r 50T 

IOOTicrn 50Tfcm 20T/crn 

1 '· 
2 fyo 0.0 18 OJ 36 0.1529 

3 
o 

- 03993 --'-Pl 

J. 
03165 - - o 1529 ,...._ 

4 ~ 0003993 01 o 006330 0.00764~ 

~ ~ 001 313 001 959 

6 ••• t 1 9 7 

,. 
'• IOr 17 96 

2' l-,, o ,5 o.ao O.ll 

3' o - z 078 01 ~¡- 1753 - - o 913 ..,..__ 

4' ~ 
0.02079 p1 003506 0.04565 

5' 
,. 

0.0 079 Pl 00 594 

T &" •• 11 1 5 1 7 z 

,. 
'• ZJ 8 

5.! ~· ·o.r9 

2' :,. 0.1 o 0.4 5 o. 19 

3'. o - 114] Ol - - 0.973 +-- - 0518 ,..._ 

4" 6 
pi 0.01143 0-01946 0.02590 

5' •• o. o PI 43 o.o 099 0.0 69 

6' 0: 1 2 1 o 1 9 

,. •• 02t' 
0.5 1 ·~pe 

¡ 
' ;l 

1 
! 
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lada 
6. 6'" 
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suf1c· 
p2 == 
5.584 

4.13. Ñ~ 
tener vano} 
car el sigu. 

l. Sup0J 
mayc] 
nido 

2. Supó~ 
mOV1.1 
del e: 

3. Calcúl 
la fur 
(ambj 
puestJ 

4. Sat;,f1 
en el 

5. Obtén 
y la ar 

6. 
calcúl] 
Satisf2 

za en 1 
7. c;ontm 

tima m 

la fue~ 
;ne<e>aj 
gida y 
un mo 
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Lo, cakufJ 
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;~nto este 11-,~. 
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de e.0s.11 •4 

ndiente de ;, 
;u forma rnA, 
cde aplican.. 
plamiento rr,. 
caso corrn. 

·a el ejemrlo 
Jmo se ind 1c.a 

W•50T 

ftm 

~wmark para 
a en la tablJ 
letón. 

modo. Esta 
renglón y, 

1529 ;.__ 

0764S 

001 958 

1 7 

17.96 

o. " 

13ooO-

0.11149 

1 7 

·Or9 
o. 18 

8 ..,_ 

90 

o.o 69 

1 9 

1 00 

o 

rí 
-~ i: 
~ 2. Obténgase la fuerza de inercia, F = p"yo 
~ W 1 g. para cada masa. Como p 2 se desco-
j noce, se tabula Yo W / g. que es Igual a la 
~ fuerza de inercia dividida entre p~. 
~ J, Con estas fuerzas de inercia, por equilibrio 
" dmámtco, calcúlense las fuerzas c:1 los re~ tl 
~ sortes divididas entre p": Q/ pJ. 

'

f., 4. A partir de las rigideces y de las fuerzas en 
~ los resortes obténganse las deformaciones 
f, de los mismos y una pnmera aproximaCión 
·t a la forma del modo y 1pz. 
~ 5. Obténgase p2 para cada masa, dividiendo 
l (y./y1 )/p2 • Si la configuraCión arbitrana~ 

l
f··. mente supuesta es la correcta. se obtendrá 

el mtsmo valor para todas las masas. En 
caso contrario es necesano efectuar nuevos 
ciclos partiendo de la configuraCión calcu~ 

~ lada en primera aproximación. Los renglones 

1 

6, 6'. 6" muestran el cálculo de p 2 en vanos 
' ciclos sucesivos. Se consideró el último 

suficientemente aproximado. adoptándose 
p 2 = 180. y la forma del modo ( 2.078. 
5.584. 10.149) o (0.201. 0.541. 1.000). 

~ 4.13. Método de Holzer. Cuando interesa ob­
f rcner varios modos supenores es convemente apli~ f car el siguiente procedimiento deb1do a Holzer. 20 

l 

1 

1 

l. Supóngase arbitrariamente un valor de p 2
• 

mayor que el del modo fundamen~al obte­
mdo por cualqwer método. 

2. Supóngase arbitranamente la amplitud del 
movimiento de la pnmera masa a partir 
del apoyo. 

3. Calcúlese la fuerza en el pnmer resorte y 
la fuerza de inercia de la pnmera masa 
(ambas son función de la amplitud su~ 
puesta). 

4. Satisfaciendo el equillbrio calcúlese la fuerza 
en el siguiente resorte. 

5. Obténganse la deformaCión de este último 
y la amplitud de la siguiente masa. Con ésta 
calcúlese su fuerza de inercia. 

6. SatisfaCiendo el eqw!Ibrio obténgase la fuer­
za en el siguiente resorte. 

7. Continúese el proceso hasta llegar a la úl~ 
tima masa. Si se ~at1sface el eqwlibrio entre 
la fuerza del último resorte y la fuerza de 
inerCia de la última masa. la frecuencia ele­
gida y la forma calculada corresponden a 
un modo natural de vibración. Por lo general 
se obtendrá un residuo. Represéntense en 
una gráfica estos residuos contra el valor 
de las p 2 supuestas Se obtendrá una curva 
cuyos ceros corresponden a las frecuencias 
naturales. 

Los cálculos descntos se presentan en la tabla 
4.2. La representaCión gráfica de los resultados 
se hace en la fig. 1.4. 

La utilidad del método de Holzer se ve grande~ 
rncnte mcrcmcntada s1 se k combma con un mé~ 

~TODO DE HOLZER TABLA Nt 4,2 
pi supuesta SOT BOT ~OT 

OOTicm 50T /cm 20Ttem 
Res•duo 

, ~ z 35 1,87 
400 

6 1 1 T 1.3~ -o.•e 
1 -+47 7 

F - tOO - 67. -7 -- 9.5 -¡ 
F• -fp:zy 32_5 76~9 ~z 

1 ., -+ z..bz -0.37 

1 ¡ + L02 
1 

-2 39 1 
600 -¡-

1 +36 6 - tOO ~·o 
_,_ 

47.9 -1 -' 
49.)() ~ 11~3 

~ t,i69 - 2Jro 

1 ' 069 1 -3 79 1 800 -9 e - tOO -1- 34.7 -1- 75 e -! 
6~ 3 11015 es.6 

" 1137 -329 

1000 
1 J o 37 1 -<4.66 1 

" 
-74.9 - 100 -- te 3 - - 93-2 -1 -

8~7 11115 168 

~ o i55 -l..'93 

1500 
1 j -0.45 -4.48 1 -21l3 - 100 -3- Z2 5 - - 89 7 -¡-

122: ~~ 67 2 301 ,, 
+Or~ 

-3.175 

1 i -o.7e -3.47 -1-~ 1700 - 100 

, __ 
39 69.5 

'-
tl-<;1 305 zet 

~ -0.26 -129 

2000 
1 j -1 26 -103 

1 -111. - tOO -·- 63 o - - zo 6 -1-
1&3 42,4 132 

-=-
ti -ol•z -o ~9 

2100 
1 l _, 42 1 -0.06 1 -52 • - lOO -i- 71.0 -1- 1.1 -1 __.!...-

17t..S U'' 51 3 

~ -o;6o oeo 
1 ' -l60 -1- +1.40 1 

2ZOO -\+~ - tOO -~---- 80 ze 

i!:,.'tl ~ ~ 

todo de upLoximac:oncs sucesl\ras, como el consis­
tente en igualar las energías máximas cinética y 
potencial- del sistema. 20 Sea p una frecuencia 
circular natural supuesta para llevar a cabo un 
ciclo del método de Holzer. Se encuentra que, 
si p se halla suficientemente cerca de una de las 
frecuencias circulares naturales, p 1 constituye una 

R 

20 o 1\ 
1 \ 

t---~----
1 -, 

1 \ f---~ 

-f 1 
o 10 

'-----------

o 

-lO 
000 

/~ 
1 J 

\ 1 l 
\ 1 ....... 

-
1000 

1\ 
t 

2000 
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3000 
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aproximación más precisa a dicha frecuencia si 
se t"!l>a 

" 2 ~Q~v¡ (1.9) Pt" == p L.Fl_T 

O donde F son las fuerzas de ine.:rcia y Q las fuerzas 
en los resortes, ambas calcubdas en el ciclo de 
que se trata. 

Q 

o 

En el e¡emplo de la tabla 4: 2 se consignan los 
valores empleados para calc_:¡;Jar las sumas que 
intervienen en la ec. 4.9. La tabla 4 3 presenta 
el proceso de aproximaciones .sucesivas para refi­
nar el valor de la segunda fr<:.cuencia Circular na­
tural a partir del valor aprox1mado p 2 == 800. Se 
han aumentado dos reng lone;; en cada ciclo para 

TABLA N!. 4 3 

p2 supue~lo OCT e0" sor 

~~~ ~ IOOT/cm 1 50T/cm 1 Z~. 
r0l 1 1 f9 -2,10 

·¡ ' 1 .... ~ 
eoo o~ -1- 34 9 -\- 75 e -¡ 
F•fP'rl * * -~ -98 -

FO 100 239 '2870 1 

Qy sb 
1 

186.8 
1 

¡Jg 

-1 
11 1 6 -lpo i 

i 1 0.76 -3.56 1 

- lOO - -37.9 - ...._ :71.3 -761 
6 1 1 9 2 * 1.8 - __._,_ -

lOO 28.8 254 l: 382.8 

6 1 1~2.1 1z'.5.o I = 379.2 

1 1~5 1 -1 5 

1 0.75 -3.60 

-.. 100 ..,._ --... 37.4 .._ ...._ 72.0 _,.. 

767 
6; 6 109.4 7!.2. -0.2 ...,... - - -

1 

1 

1 
100 1 281 2S9 I = 387,1 

1---·--- --- -

! 626 19f.4 133.3 I • 3873 
1 

p2• 7G1 
1 

p~•767 

p~: 7b6.8 

efectuar las sumas. En el extremo derecho se 
anota el valor mejorado, p 1

2
• 

La convergencia del proceso reqmere que el va­
lor de que se parta no difie-...ra en exceso de la 
frecuencia natural a la que se desea aproximarse. 

4.2. Amortiguamiento 

4.20. Generalidades. Los ronceptos que se han 
presentado se basan en la hipótesis de que la 
energía mecánica de un sistema vibratorio no se 
altera mientras no actúen en él fuerzas exteriores 
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o sufra desplazamiento de sus apoyos. En la rea­
lidad. fnccwne~ mtenores, fricciones en los apoyos. 
comportamiento melástJco y otros fenómenos dan 
lugar a pérdidas de energía. Su efecto es oponer 
resistenCia al movimiento y reduCir la amplitud de 
las oscilaciones. 

Varios de los fenómenos enumerados no pueden 
incluirse dentro del concepto usual de amortigua­
miento. No obstante. todos ellos tienen efectos 
seme¡~ntes en cuanto a la limitaCión a la respuesta 
máxima de una estructura. 

l 
1 

se llega a 

ecuación qu 

r satisface 1 

1 
i 
j 

¡ 
! 

4.21. Tipos de amortiguamiento. Para fines de 
análisis, el efecto del amortiguamiento puede re­
presentarse por mediO de una fuerza que se opone 
al movimiento. S1 d1cha fuerza varía proporCJO!!al­
mente a la velocidad de la masa en mov1mientv- se 
tiene amortiguamiento lineal o viscoso. S1 es mde­
pendiente de la velocidad, como es el caso de una 
masa v1bratona sujeta a una fuerza de fricción 
paraiela ai movimiento se tiene amortiguamiento 
constante. también llamado del tipo de fricción 
seca o de Coulomb. Y han reCibido atención otros 
varios t1pos de amortiguamiento. 

Matemáticamente es más fácil de analizar el 
efecto de amortiguamiento lmeal. Cuando el amor­
tiguamiento de una estructura sigue otra ley pue­
den estudwrse sus efectos mediante la mtroducoón 
de uno VIscoso eqUivalente, tal que la pérdzda de 
energía por ciclo sea igual a la p:oducida por el 
amortiguamiento real. 18 

1 

1 
i 

l 
f 

4.22. Vibración libre de estructuras de un grado 
de libertad amortiguadas linealmente. Considérese 
una estructura de un grado de libertad como la 
descnta en la fig. 4.5; Sea k la constante del resort~ 
y -ex la fuerza proveniente del amortiguamiento 
Si no actuan fuerzas extenores y la base permanece 
fija, la ecuación de movimiento, tiene la forma 

~ 

Mx + ex + kx == O . 
Si se hace 

t 
( 4.10) i 

~ 

p2 == k/M y 2n == c/M, f 
1 f 

e 

~»1 1 : ' 

X 

, -, 7 

- _ _¡_¡_._ ~ 
M \ / il 

' .. , f 
~ 
~ 
4 

f 
1 
¡ 
¡ 

! 

SISTEMA SIMPLE CON AMORTIGUAMIENTO l 
FIG. 4.5 f 

! 
~' ji, . .,. 
¡¡, 
~~ 
~· .1 
~ 
!),. 

es decir, 

en la forma 

y la expresi · 

x· 

es decir, 

X= A, e-n• ( 

+ A2e-'1 
( 

== e-~t ( ¡\. 

haciendo A. 
obtiene 

x::: 

o bien 

La ec. •1.12 
rs penódrco. 
rud decreczc:: 

·1.23. Amv 
n'-pr =O 
zonces de b t 

lt cual no co: 
En este c;:-zsa 
<w'ln de cq1:": 
A 1 valor J d-:-­
C(Itldznones .,, 

Para esrn:. 
C<:>t marcos .:­
•1 'lalor del " 
•ProximlltÍY 
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,yos. En la rease llega a 
·s en los apoyo~ 

d ' x + 2nx + p2x =O. -fenómenos ai 
Jedo ~~ opone¡ . _ 
r la olitud drcuac!On que tiene soluciones de la forma 

rados no puede x = Ae' ; 
11 de amort1gua 
; tienen efecti' sat1sface la ecuación característica 
)n a la respues 

r 2 + 2nr + p2 =O 
s decir. 

:>. Para fmes 
1iento puede r~ r=-n-+-Yn2 -p2

• (.JI) 
:za que se opo~ 
ría proporciona¡ Si n 2 - p2 < O. r = - n -+- i y' p2 

- n2 
, 

·n movimiento j 
-coso. Si es ind\aciendo y p 2 - n 2 = p 1 , las raíces de r quedan 
:s el caso de u~ 
erza ~e fri~ci~ la forma 
amorttguamten¡ . 
tipo de fricet1 rl = - n + plz ' 

:lo atención otr . 
r 2 = -n-p11, 

1 de analizar . . . 
Cuando el amQ la expres10n para x sera 

¡ue otra ley PJ x = A
1
e<-n+P••ll + A

2
e<-n-p,•JI 

te la introducCll 
ue la pérd1da 1 d . 

'd ~ CCir 
produCI a por\ ' 

= A 1e-n 1 ( cos p1t + i sen p1t) + 
turas de un~ra A nt( · ) 

t 
,----.-~, e'r(· + 2e_ cos p 1t- 1 sen p 1t = n :\_ ,OnSI 

l!Dl•,,-c~d como\= e-ni (A 1 + A~) cos p1t + (A 1 - A 2 ) i sen p1t; 
1stan\C: del reso\ 
2mortJguam1eJ13ciendo A 1 + A 2 =A y (A1- A2) i =B. se 
a base perman~tiene 
tene la forma 

x = e-nt(A cos p¡{ + B sen p¡t) 
o. 

c/M. 
(

4

.l[en x = e-" 1 Ccosp¡(t-r) (4.12) 

a ec. 1.12 implica que el mov1miento de la masa 
1 ) periódico, de frecuenCia Circular p1 y de ampli­

~-..;x:..--t>l d decreciente, según el factor e-nt. 

1 :..L~.23. Amortiguamiento crítico. S1 en la ec. 1.1 1, B-__ _{_I_,L p 2 =O resulta r =- n. La soluCJón es en-J M \ )e" de la locma 

--~ ual no cocmpon:~a ~::ov•moento peúódoco _ f este caso la masa vuelve sin oscdar a su posi-
n de equibbno después de un tiempo mfmJto. 

------valor del amort1guam1ento que da lugar a estas 
ldiciones se denomma amortiguamtento crítico. 
?ara estructuras usuales de edlf1cJOS formados 

.MORTJGUAMIEN1' marco<> con muros estructurales y de relleno. 
yalor del amort1guam1ento puede suponerse de 
roximadamente 10 por Ciento del crítKO 
1 

(n/p = 0.10). Los t>.spectros de diseño propues­
tos para el reglamento incluyen de por sí el efecto 
de este valor del arno.rtJguam1ento. Por este mot1vo 
no debe considerarse exolícitamente el amorti­
guamiento al efectuar el ánálisis dmámico de un 
edificio. 

5. Análisis sísmico dinámico 

5.0. Características de los temblores 

5.00. Generalidades. Siendo los fenómenos sís­
micos complicados e- irregulares, para el mgentero 
resulta de interés la presentac1ón de sus caracte­
rísticas en forma de permitir la aplicación mme~ 
diata al anális1s. 

Durante un temMor el movimiento del terreno 
tiene componentes de rotaCJón y traslación en tres 
dirección perpendtctdares. y la trayectoria de un 
punto es una curva en el espacio. Conv1111endo 
en que se puede idenhzar un s1srno como un movi­
miento horizontal dd terreno en una sola dJrecCJÓn, 
y que este movimiento está descnto por el acelero­
grama registrado p¿ea la d1recCJón en estudiO, es 
posible, si se conoc·.2n las características de una 
estructura, calcular la respuesta de la misma al 
movimiento de la base. 22

•
23 Es decir. es pos1ble 

tener la historia de cualquier elemento mecánico 
desde la inic~ación del movimiento. 

Este cálculo es b~onoso e impráct1co: Al di­
señar una estructu;a interesa conocer la fonna 
en que se compon:::.ra ante temblores futuros. 
cuyos acelerogramas mdudablemente d1fenrán de 
los registrado~. Dr::bdo a ello los mérodos que 
usan el concepto d':' espectro han tenido élcepta­
ción universal., Poseer1 ese enfoque los métodos que 
trata el presente e u ;~;tulo. 

5.01. Espectros de un temblor. Considérese una 
estructura elástica cc>J1 amort1guam¡ento lmeal. de 
un grado de hbertad, cuya base descnbe el movi­
miento definido por :::! acelerograma de un temblor 
en una dirección da..-i d. Sea a ( r) la aceleración de 
la base en funCión é,J t1empo r; la ecuaCión dife­
rencial del mov1m1n.~o es 

en la cual 
ii + 2nú + p2u = -a ( r) ( 5.1 ) 

u = desplazamié'm. ,, de la masa relat1va a la 
base; 

p = frecuencia' I~;,, ·.1ral circular de la estructura 
no·amortigua· .. ,_¡; 

n = fracción del <-c-:ortiguamiento crítico. 

La solución de la ce. 5.1 está dada por la si­
guiente expresión, q<Je proporciona el valor de u 
en el mstante t.u 

1 t 
u= r a(,)e-n(t-·nx Yp2 -n2 o 

( 5.2) 
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Llamado Sv al maximo valor V"l)soluto que ad~ 
qtJlere la mtegral del segundo r.nzembro de la 
(~5.2 durante el temblor, pueden escnbirse las 
\__,t.llentes expres10nes 

( 5.3) 

( 5.4) 

Umax. Ümáx· Xrnáx· son, respect¡vamc:;Jte, los máximos 
valores absolutos del desplazamJco,nto relativo, de 
la veloCidad relativa y de la aceleración absoluta 
de la masa. 

El valor Sv es función d'e las o,;racterísticas del 
temblor, y de la frecuencia n:1tura~ y amortigua~ 
m1cnto de la estructura. S1 para ua valor constante 
del amortiguamiento se trazan grát.icas que tengan 
como absosas el período natural de la estructura 
y como ordenadas Uw:íx· Ümáx· Xm••· se obt1enen los 
llamados espectros de desplazamientos, de velo~ 
CJdades y de aceleraciones, respectivamente, para 
el temblor cons1derado. 

Para un temblor registrado (el de Helena, Oct. 
31, 1935), en estructuras sin amortiguamiento. 
estos espectros tienen la forma .!ind1cada en la 

Q'• 5.1.25 
De acuerdo con las ecs. 5.3~5.5 es pos1ble trazar 

k13 tres espectros en una gráfica única con rayado 
logarítmtco en cuatro direcciOnes. según se hace 
en la f1g. 5.2. Este tipo de gráhca se debe a F. 
Neumann 26 y ha sido usada en varias publicado~ 
nes rec1entes.27

•
31 

' 

Cualquiera de los espectros de un temblor pro~ 
porciona los datos necesarios pal!'a el d1seño de 
estructuras con un grado de lib-ertad, con sólo 
conocer el período natural y el amortiguamiento de 
la misma. 

5.02. Espectros de diseño. Dada la irregulari­
dad en la forma de los espectros, que presenta 
vanac10nes bruscas en la magmtudl de la respuesta 
máxima en función del período natural, es pos1ble 
que dos estructuras que tengan prácticamente las 
m1smas características respondan i!lle manera total­
mente distinta a un sismo. 

En el aspecto práctico este hecho tiene menor 
1mportancm de la que se le podrFa dar a primera 
vista. gracias a la mfluenCJa del amortiguamiento 
y a fenómenos tales como la van~ción del período 
natural por trabaJO en el intervalo. inelástico. 

Para fmes de dis~ño. por tanto. no se emplean 
espectros de forma tan irregular como los de las 
f1gs. 5.1 y 5.2. St se. desea proyectar una estruc­
tura para un temblor part1cuiar, puede adoptarse 
un espectro obtenido como la curva media o en­
volvente del teónco. S1 en una región son frecuen-c;s temblores cuyas curvas med1as tienen d1ferentes 
características. es razonable trazar la curva media 
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de cada uno de ellos, reducir todas a una inten- ~ 
s1dad común (por ejemplo haCJendo que el área ~ 
bajo la curva del espectro medio de velocidades ,

1 sea la m1sma) y adoptar para d1seño la envolvente 
de todos los espectros med1os reduc1dos, multipli­
cada por un factor que tome en cuenta la inten· 1 
sidad esperada, las consecuenCias de la falla de 
la estructura, su importancia, etc. 

El criterio anterior es el que se siguió en la 
adopción del espectro de d1seño propuesto para J 
estructuras sobre terreno firme en el capítulo so· ~ 

bre anáhsis dinámico del reglamento. DICho espec· ,¡:1 

tro se modlftcó con base en observaciones de 
campo para establecer el correspondiente a terreno 
blando. 

5.1. Análisis sísmico de estructuras con varios 
grados de libertad 

5.11. Estructuras no amortiguadas de varios 
grados de libertad, sin torsión. Si una estructura 
de vanos grados de hbertad como la que se mues· 
tra en las f1gs. 4.1 y 4.2 está sujeta al movimiento 

1 .. 
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de su base, sus masas sufrirán desplazamientos. 
Estos serán función del tiempo y de la aceleraCión 
de la base. 

En un instante dado el desplazamiento de una 
cualquiera de las masas puede expresarse como la 
suma de los desplazamientos de la misma deb1dos 
a la part1C1pac1ón de cada uno de los modos natu­
rales en el movimiento: 

" u¡{t) = ¿, cf>;(t)c1x;;. (5.6) 
i=l 

En esta expresión, 

u, ( t) = desplazamiento relativo a la base de la 
masa i en el mstante t; 

x,1 = amplitud del desplazamiento de la masa 
i en el modo j. 

Para determinar el valor del coeficiente de par­
ticipación de un modo cualqUiera, m. cons1dérese 
que la base sufre una vanaCJón en su veloc1dad 
igual a Xb. Todas las masas tendrán entonces una 
velocidad relativa a la base 

. . 
U¡= -Xb 

que puede expresarse como 

" . 
¿, p¡(O)c1x, 1 = -xb. 

i=l 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 f 2 3 4 5 10 

Pe nodo natural Stn amor ltguamiento, seg·mdos 

FtG.5.2. ESPECTROS PARA SISTEMAS ELASTICOS. EL CEN-frW, CALIFORNIA 1940 

cf> 1 ( t) = funCión que expresa la variación con 
respecto al tiempo de la part1cipac1ón 
del modo j. El valor máximo de cf> 1 ( t) 
.para cada modo puede obtenerse del 
espectro de desplazamientos como la 
ordenada que corresponde a una estruc­
tura de un grado de hbertad y de igual 
período que el modo j; cf>¡( t) tiene uni­
dades de longitud; 

· c1 =coeficiente de participación que defme 
la escala a la que mterviene el modo j 
en el movimiento; 

Teniendo en •·~•~nta que ~~ (O)= - Xb. 
n 

}: c,x,, = 1 ; 
i=l 

multiplicando por M,x,m resulta 

" ¿, c¡lv!,x, 1x,m = IV!,x,m. 
/=1 

Formando tén~-.inos análogos al anterior para 
los d1vcrsos wdot es de i y sumando. se obt1ene 
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n n n. 

L ~ c 1M,x,,x.,m = 2: Zit'ft~'"<~m • 
1=1 ¡=1 ·~' 

, , Invirtiendo el orden de las st· ~n~!S y aprovechan­
oo la prop1edad de ortogonaltd,d 

" ~ M,x,,x,m == O parc1 j =f=. m, 
l::;l 

queda finalmente 

de donde, 

" n 
Cm~ M,x,n/ =}; ]\;',x,., 

1::;1 ' 1:::1 

n 

~ M,x,"' 
1=1 e"' == .;_n__:_ __ _ 

~M,X,m2 

1=1 

( 5.7) 

Sustituyendo en la ec. 5.6 y escnb1endo j en 
vez de m: 

" 
1J 2: MlXij 

u,(t) == ~ cp1 (t) •;. 1 -----x,¡. 
Fl ::E M,x,,2 

1..:;1 

( 5.8) 

Q La ec. 5.8 indica que el despbz<uniento relatiVO 
n un instante t de la masa i rh:b1do a la contri­

~uc1ón del modo j se obt1ene como e1 producto 
de ]a amplttud de d1cha masa en el modo j. a una 
escala arb1trana. por un coebetente de participa­
ción, c1 y por una función del tiempo. cf> 1 ( t) que 
es la m1sma que proporetona el desplazamiento 
relativo de la masa de una estructura de un grado 
de ltbertad y de 1guaJ período que el modo en 
cuestión. 

5.12. Est:ucturas no amortiguadas de varios 
grados de libertad, SUJetas a tors!ÓTZ dinámica. En 
Ciertas estructuras ·no es adm1s1ble la h1pótesis de 
que el movimiento de todas las masas está conte­
nido en un plano vert1cal. En tales casos se tienen 
tres grados de l1bertad por planta (dos de trasla- -
ción y uno de rotaoón) y 3n modos de v1bración 
acoplados. 

Los modos están defmidos por los valores x, 1, 

y, 1, 8,1 que SOn respectivamente los desplazaiJ!Ien­
tOS del centro de gravedad paralelos a las d1s­
posic1ones x. y. y la rotac1ón honzontal de cada 
nivel. El coeficiente de partiopac1ón del modo m 
debido a la acc1ón de un movumento paralelo a la 
d1recCJón x es entonces: 

n 

~M,x;m 
Cm ~ ----------~·=~1---------------­

n 

~ (M,X,m2 + M,y,m2 + /;8,m2
) 

1=1 

( 5.9) 

En esta ecuac1ón l. es el momento polar de iner­
Cia de la masa total del nnel i con respecto al 
centro de masa. 

5.13. Estructuras amort1guadas. Tratándose de 
estructuras con un grado de l1bertad el concepto 
de espectro es apltcable según expresa la ec. 5.2 y 
los párrafos subsecuentes. De acuerdo con ello 
están trazados los espectros amortiguados de la 
Ílg. 5.2. 

En general. en estructuras amort1guadas con 
vanos grados de l1bertad no existen modos natu­
rales Por tanto no pueden utd1zarse con rigor los 
conceptos expresados en los párrafos 5.11 y 5.12. 

En algunos casos, y para ciertas relaoones entre 
los valores del amortiguamiento en los d1ferentes 
mveles es pos1ble encontrar modos de v1brac1ón 
en que las masas se muevan sat1sfaciendo la ec. 
4.1. Estos mov1mientos constituyen modos natu­
rales y puede apltcarse lo hasta aquí d1cho. Como 
e¡emplo de estructuras que t1enen estas caracterís­
ticas están aquellas en que el coef1oente de amorti­
guamiento en funCJón de la velocidad relat1va entre 
dos mveles consecut1\·os es proporCional a la rigi­
dez del entrep1so correspond1enteY En el caso más 
general las relaCiones planteadas son suficiente­
mente aprox1madas s1empre que se trate de amorti­
guamientos pequeños. 

5.14. Conside1c1ciones para el diseño. Teórica­
mente las ecs. 5.8 y 5.9 resuelven el problema 
del anáhs1s sísm1co dmám1co de estructuras con 
vanos grados de libertad. Ellas perm1ten obtener · 
su con f1gurac1ón deformada CII cualqUier instante 
y por lo tanto los máx1mos elementos mecámcos 
en las seccwnes crít1cas Por rgzones seme¡antes a 
las expresadas en el Art. 5 02. el valor máx1mo 
de cp 1 (t) se obtendrá a part1r de un espectro de 
desplazamientos adoptado pard el d1seño. Esto 
pernute conocer la respuesta má:x.1ma de la estruc­
tura por efecto del modo j. 

Una cota supenor a la respuesta de la estructura 
por la partiCipación de todos los modos puede ob­
tenerse como la suma de las respuestas máximas 
de todos los modos: 

Este valor es siempre conservador, ya que las 
respuestas máximas de todos los modos no son 
simultáneas. Con base en estudios probabdístJCos 
se demuestra que en estructuras elásticas de varios 
grados de bbertad es más reahsta est{mar la res­
puesta total de acuerdo con la s1guiente expresión. 

En la práctica se parte en general de espectros 
de aceleraCiones, por lo que, utd1zando la ec. 5.8. 

(5.10) 

donde 

l. 

2. 

3. L 

4. L 



'' ,-, 

'\ 

.i 

tJ,, 

' ( }¡, 

1 ? ' 

,, 

1 

o 
11-' 

.Q 
' ' 

,'1'r 

ljl ( 

'J 

o 



. 
~nto polar de iner­
' con respecto al 

s. ~Tratándose de 
:rtad /'~concepto 
presa\ Jec. 5.2 y 
tcuerd'o con ello 
)rtiguados de la 

nortiguadas con 
t.en modos natu­
rse con rigor los 
fos 5.11 y 5.12 
telaciones entre 
n los diferentes 
JS de vibraCJón 
>faciendo la ec 
n modos nat~ 
uí dicho. Como 
:stas caracteris­
ente de amortJ­
d relativa entre 
wnal a la ngl­
En el caso más 
son suflciente­
rate de amortl-

<>ño. Teórica­
! el problema 
;tructuras con 
miten obtener 
quie_r-\nstante 
:os( )cániCos 
see,l(¡cmtes a 

ralo1 -máximo 
1 espectro de 
d1seño. Esto 
de la estruc-

la es ti uctura 
)S puede ob­
tas máx1mas 

ya que las 
dos no son 
)babdístJCOS 
1s de varios 
mar la res­
. expresión 

: espectros 
la ec. 5.8. 

(5.10) 

o 

donde 

A; = ordenada del espectro de aceleraCJones 
para el modo j; 

5.1 5. Ejemplo de análisis dinámico. Considé­
rese la estructu¡-.a de la fig. 4.2 cuyos modos y pe­
ríodos naturales se determinaron en el capítulo 4 
y supóngase que representa una construcCJón del 
grupo B con estructuraCJón tipo 1 y que se locali­
zará en la zona compres1ble. Se trata de oótener 
los elementos mecámcos de d1seño sísmiCo de 
acuerdo con el criteno dmámico. 

u,,máx = desplazamiento máximo de la masa 

en el modo j. 

1. A contmuación se resumen las características de los modos. 

modo fundamental 

0.2004 

0.5424 

1.0000 

segundo modo 

-0.5425 

-0.9524 

1.000 

tercer modo 

9.0365 

-4.4910 

1.0000 

g" = 5.4629 cm; p 2 = 195.575 seg-2
; T = 0.4689 seg; 

p-

: 2 = 1.2805 cm; p2 = 766.107 seg-2
; T = 0.2270 seg; 

: 2 = 0.4563 cm; p2 = 2149.901 seg-2
; T = 0.1355 seg. 

2. Haciendo e = 0.06, de acuerdo con la tabla del Art. 5 del capitulo de d1seño sísm1co del regla­
mento propuesto, las ordenadas del espectro para cada mo.<do son 

A1 = 981 X 0.5 X 0.06(1 + 0.4689)= 43.233 cm/seg 2 

A2 = 981 X 0.5 X 0.06( 1 + 0.2270) = 36.11 I <em/seg 2 

A3 = 981 X 0.5 X 0.06( 1 + 0.136) = 33.432 cm/seg 2 

3. Los coefJCientes de participaC1ón, divid1dos entre p/. de los P1odos son 

80 X 0.2004 + 80 X 0.5424 + 50 X 1.0000 
C¡ = -=1:-;::7=9 .-;:5=7 5=-(;-;.870-x--c:o--:::. 2--:c-oo~1:-:-2 -+~8 o~x-o-=-_-=s 4-,-2:..-4cc-2 .::..+...:_:__') o;.:__:_x.::..I:_:. o-o~üo2 ) = 0 · 00 79 3 9 

80(-0.5425) + 80(-0.9524) +50 X 1.0000· 
766.107(80 X 0.5425 2 + 80 X 0 9524 2 +50 X 1.00-¡_'l\.V) = -0.0006217 

80 X 9.0365 + 80(-4.4910) +50 X 1.0000 
c3 = 2149.901 (80 X 9.0365 2 + 80 X 1.49102 +50 X J.OG)Q2 ) = 0.00002347 

4. Los desplazamientos de cada masa en cada modo serán, por tanto, 

U 11 = 0 2004 X 43.233 X 0.007939 = 0 0688 
U 2 , = 0.5424 X 43 233 X 0 007939 = 0 1862 
uj, = 1 0000 X 43 233 X 0.007939 = 0 3432 
U 12 = (-0 5425) X 36 111 X (-0.0006217) = 0 0122 
u22 = (-09524)X 36111 X(-00006217)= 0.0214 
UJ2 = 1.0000 X 36 111 X (-0 0006217) = -G 0225 
U¡J = 9.0365 X 33.432 X o 00002347 = o 007~ 
U23 = (-4.491) X 33 432 X 0.00002347 = -0 0035 
U33 = 1.0000 X 33 432 X 0.00002347 = 0.000.-.iiS 
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S. Las fuerzas cortantes ·= ·s•nie<Js en cada entrepiso pueden obtenerse como el producto de su 
rigidez por el desp!dr.anento relativo de los dos mveles qu~ lo limitan: 

Modo 

2 

3 

Entreptso 

3 
2 

3 
2 

3 
2 

Cortante 

(0.3422- o 1862)20 = 3.14 
(0.1862- o 0688)50 = 5.87 
0.0688 X 100 = 6.88 

(0.0225 + 0.0214)20 = 0.87 
(00214- 0.0122)50 = 0.46 
0.0122 X 100 = 1.22 

(o 00078 + 0.0035) 20 = 0.086 
(0.0035 + 0.0071 )50= 0.53 
0.0071 X 100 = 0.71 

6. Las fuerzas cortantes .-]~ diseño debidas a la superposicion de los modos se obtienen en la 
tabla siguiente de acuc:rdo con el entena de la suma de los máximos absolutos y con el de 
la raíz cuadradd de la suma de los cuadrados de los máximos. 

Enft2ptso --------------------------------
3 
2 
1 

3.14 + 0.87 + 0.086 = 4.10 
5.87 + 0.46 + 0.53 = 6 86 
6.88 + 1.22 + 0.71 = 8.81 

R = V2.R, 2 

3 \13.14 2 + 0.872 + 0.0862 = 3.26 

2 v 5.872 + 0.46" + o.sy = 5.91 

i1 \/6.88 2 + 1.222 + 0.7P = 7.07 

7. En la tabla que sigue .se calculan las cortantes estáticas y el 60 por ciento de las mismas. 

Nivel VíV, h, W,h, Fi 

3 5<0 10 500 4.57 
2 8f() 7 560 5.12 
1 810 4 320 2.92 
o 

Sumas 21(0 1380 

F W,h, W . = 2. W,h, CL i 

F, = 0.00913 W,h, 

8. Las fuerzas cortantes de diseño serán, por tanto, 

Entreptso 

3 
2 
1 

Cortante 

3.26 
5.91 
7.57 

v. 0.6V¡ 

4.57 2.74 
9.69 5.81 

12.61 7.57 

i 

1 
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EJEMPLO 

METODO S DE NEWMARK PARA SISTEMAS LINEALES DE VARIOS 

GRADOS DE LIBERTAD 

... 

:] I: ~] l1,0 K = M = c. = o para todo 1 

.. .. 

i 

L\t 
x. 1 = x. + (X. + xi+1) 2 PARA 1+ 1 1 CADA 

MASA O GRADO 
'u 

xi+1 x. + X.L\t + 
1 .. 2 . . 2 

DE LIBERTAD = Cz--S)Xi(L\t) + S xi+1(L\t) 1 1 

L\t = 0.2 S = 1 /6 
' 

MOVIMIENTO DEL SUELO: X o = 1. 2t (X o EN CM y t EN SEGUNDOS) 

SI O<t <2 SEG, -
y X = 4.8-1.2 t SI 0<2 <4 SEG o 

y X o 
r. SI - u t<O o t>4 SEG 

SI y1 = V -X "1 . o 

M Y + K Y = O + M_ Y + Q = Q .; 

(PUESTO QUE X = O) o 

m1 y1 + Q1 = o + y1 = -Q1/!fl1 

m2 Y2 + Q2 = o + Y2 = -Q2/m2 . 
EN t=O, Y.=O, Y.=O, Y. =O 1 1 1 

.. 
EN t=0.2, SUPONGAl'v!OS x1=1.35 y 

X
0 

= 1.2 X 0.2 = 0.24 
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()PARA LA MASA 1 : 

x, = 

x1 = 

y1 = 

o 
~ 

u PARA LA MASA 2 : 

1-f 

u 
x2 = 

'"' Q) 

x2 -,..... 

Y2 : 

() 

[~:J = 

-.., 

o 

o + (1. 3S + O) o. 2 0.13S -2--

o + o + 1 
Cz- -

1 2 6)(0.2) X o 

0.009 - 0.24 = - 0.231 

o (1. S O) 0.2 + + -z-- o. ts 

o . o o 1 2 + + + 6 X 1.S(0.2) 

0.01 - 0.24 = -0.23 

[

1 o 
-º = 

1 
1] ¡-0.231]= 
S ·0.23 

'· "' .. / ' 

+ !x 
6 

1. 3S 

= 0.01 

\' 
\ 

1 
1 1 ,, 1 
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o 

METODO DE ANALISIS POR ELEMENTOS FINITOS. 

INTRODUCCION. 

El ingeniero en -la busca de los valores numéricos adecuados para descri-

bir su proceso de diseño, se encontraba generalmente con formulaciones mate_ 

máticas difíciles. Por ejemplo, considerando el simple caso de teoría de ---

flexión de placas, bajo las hipótesis de pequeñas deformaciones y que las sec-

ciones planas permanecen planas después de la deforn1ación, la ecuación di fe-
1 

rencial que gobierna el análisis para un material elástico lineal homogeneo e 

isotrópico es 

+ 
q 

= 
D 

(1) 

donde w es la deflexión en el punto ( x, y ), q es la intensidad de la carga en el 

Eh 
3 

punto ( x, y), y D = 
12 

( 
1

_ v 2 } es la rigidez flexionan te de la placa la 

cual depende del modulo de elasticidad E, el espesor de~la placa h y la rcla-

ción de Poisson v En la Fig. 1 se presenta un elemento diferencial de 

la placa y las accio11es y. reacciones sobre él. Combin.émdo· la flexión simple -

en dos direcciones se obtiene para los momentos y cortantes por unidad de Ion-

gitud de placa lo siguiente: 
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Fig 1 Placo rectangular o b . Fuerzas y momentos unitarios sobre 
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2 2 

= - D ( 
aw aw ) Mx a x2 +V a Y2 

2 a2w 
=- D ( 

a w _ v ) M y a y2 a xz 

a
2

w 
(2) 

Mxy = -0 ( l - V ) 
ax ay 

2 iw 
Ox =-0 __Q__( aw + ) ax u a y2 

2 
a

2
w 

O y =-o-a-(~+ 
ay a x2 a y2 

Para el caso particular de la placa libremente apoyada, y rectangular, -

cuyas condiciones en la frontera ( Fig. 2 ) son: 

2 2 

( ) _ ( aw + V a W ) _ Q 
W x=G - ---a? iJ l X=O - (3) 

X 

Fig 2 Condiciones en lo frontero x =o de uno 
placa librernente o~;oyodo 
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,\ 

Navier en 1820 presentó a la Academia Francesa de Ciencias, la solución 

Ü representando la carga q ( x, y), por medio de una serie trigonométrica doble 

o 

ro ro m7T n7T 
q = x , y ) = ¿ ¿ a mn Sen - 0 - x Sen -b- Y ( 4) 

m~ 1 n=-1 

substitutye (4) en (1) y considerando las propiedades de ortogonalidad de las 

series trigonométricas obtiene la solución de la ecuación diferencial bi-armónica 

(1) como 

l w(xy)=--
, 7T4D 

x Sen n 7T Y 
b 

en donde el coeficiente mn viene expresado por 

o = ~ JaJb q ( x,y) Sen ma7T x Sen ..!2_!!_ Y dx dy 
mn ab b 

o o 

(5) 

( 6) 

El procedimiento de Navier consiste en lo siguiente: Conocida la función de 

carga q (x, y), se substituye en (6) y se obtiene el coeficiente amn el cual -

nuevamente se substituye en (S) y se obtiene la deflexión w (x, y), y por medio 

las ecuaciones (2) se obtienen los momentos y cortantes 

Es importante observar que las limitaciones de Navier se refieren a una placa -

rectangular libremente apoyada y con una función de ca·rga q (x, y) impar con -

respecto a x, y con respecto a y, es decir, q ( x, y) = - q (- x, y ) y 

q ( x,y) =-q ( x,-y) Si la función fuese par, la representación de -

O q (x, y) sería mediante una serie de cosenos, y si q (x»· y ) fuese una función cua!_ 
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quiera, se representaría mediante una serie trigonométrica doble completa 

Ü de senos y cosenos, y se tendrían problemas en satisfacer las condiciones en 

la frontera. Generalmente la convergencia de la serie (S) es lenta, y en algu 
' -

nos casos es necesario considerar más de 500 términos para asegurar la solu 
' -

ción correcta. 

Posteriormente en 1900 M. Levy cambia de posición los ejes coordenados 

{ Fig. 3 ) y utiliza una serie trigonométrica simple de la forma 

ro 
w (x,y) = ¿ fm ty} Sen ma7T x 

m= 1 
{7) 

El procedimiento de Levy consiste en substituir (7) en (1) obteniendo una 

ecuación diferencial lineal de cuarto orden en fm(y). con coeficientes constan­

O tes no homogenea con la cual ya es posible satisfacer cHferenLes condic.i.unes eü 

o 

la frontera ·b 
y=±-2- , pero continua limitado a una placa rectangular 

libremente apoyada en las fronteras x = o y x = a. 

b/2 

X 

X 

W { X ,y } 

t--0%__ ___ a 
y 

Fig 3· .. Posición de eJes en lo solucion de M. Levy ( 1~00) 

5 
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6 

Las limitaciones de análisis tan restringidas, como los ejemplos anteriores, 

o aparecían en innumerables problemas de ingeniería, lo cual originó el principio 

de los métodos numéricos, el cual presenta dos etapas de desarrollo. Antes 

de la época de las computadoras, donde representa un importante papel el Prof. 

Southwell del Colegio Imperial de Inglaterra, desarrollando y aplicando los mé-

todos numéricos de relajación y diferencias finitas, superando las limitaciones 

restringidas de los métodos analíticos de solución. 

' 
Durante la era de las computadoras digitales, el método de análisis por ele_ 

mentas finitos ha obtenido gran popularidad, puesto que en este procedimiento 

como resultado de la discretizacióiJ del medio por anaHzar, se obtienen sistemas 

grandes de ecuaciones algebraicas lineales simultáneas, lo cual actualmente su 

solución no representa ningún problema. Por ejemplo, en el caso de análisis -

o elástico lineal de placas, podemos tener cualquier condición de apoyo, de geom~ 

tría y de cargas, prácticamente se eliminan la mayoría de las restricciones de 

las soluciones analíticas mencionadas, el problema más importante es verifiar 

adecuadamente su convergencia. 

El primer trabajo referente al método se debe a Hrenikoff Ref. 1 pu-

blicado en 1941, y el segundo a McHenry publicado en 1943 en ambos trabajos 

( Fig. 4 ) se verifican soluciones de problemas de elasticidad bidemensional en 

estado plano de esfuerzos, discretizando el medio y buscando la analogía con la 

solución estructural. 

Posterjormente en 1949 Newmark, en su libro de Métodos Numéricos 

Re f. 3 , presenta los métodos de Hrenikoff y McHenry. Sin embargo, el 

o 
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Fig. 4 Primera soluc~ón presentada por Htenikoff en 1941. 

crédito de aplicarlo a medios continuos es de Turner, Clough, Martín y Topp 

o Ref. 5 , y no es, sino hasta 1960 con Clough, Ref. 6 nace por primera-

vez el nombre mágico de "Elemento Finito" , derivando más correctamente las 

propiedades básicas del elemento triangular y el rectangular, y el hecho de que 

en el mismo tiempo la computadora comienza a ser una herramienta muy efect~ 

va, conduce rápidamente a la solución numérica de problemas elástico lineales 

complejos, en los cuales una solución analítica no era 110sible. 

Se inician la derivación de las propiedades de rigidez de los elementos finitos, 

el campo de desplazamientos en el medio se expresa en función de los desplaza-

mientos nodales del elemento, satisfaciendo continuidad, las fuerzas internas se 

definen aplicando el principio del trata jo virtual, la identidad de este proceso con 

el de minimizar la energía potencial total, o sea, el proceso de Rayleigh-Ritz 

Ref. 7 es obvia. El desarrollo anterior se acentúa en el campo de la Mecá-

o nica de Sólidos y posteriormente Zienkiewic7 Ref. 13 y Wilson Ref. 14 lo 

aplican en Mec:í·1ica de fluidos y en problemas de análisis de conducción de calor. 
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/ 

O Se presenta al final una Usta de referencias de importancia del método del ele-

o 

o 

mento finito. 

Al iniciar la determinación de esfuerzos y desplazamientos en cierto proble-

ma de diseño, las ecuaciones que gobiernan el problema en cualquier forma de-

ben satisfacer equilibrio y continuidad. 

El Método del Elemento Finito es un procedimiento analítico, y cuando se 

aplica a un medio continuo, éste se modela analíticamente sulxlividiéndolo en -

sub- regiones ( los elementos finitos ) en los que el comportamiento de cada uno 

es definido ¡:xJr grupos separados de funciones que supuestamente definen esfuer-

zos y desplazamientos en esa región, las funciones se seleccionan en forma tal 

que se satisfaga la condición de continuidad a través de todo el medio, por lo -

tanto, el método del elemento finito en común con las soluciones por series y di-

ferencias finitas representa una aproximación a la solución del problema 

z 
y 

t 8z 

t 
+ w 
1 
1 
1 ---u 

a ) Elemento estructural 

JI' 
,' V , 

" 

zk5:/S-~ 

b ) Esfuerzos planos 

-----
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e ) Elementos sólidos 

----~•¿ zk!' 6 ' ~ 
1 X 
lw 

d ) SÓlidos axisimetrico 

z 

e ) Flexión de placas 

y 

1 
1 :w 

_u ___ -----o.t-C--------&-----
.;t1 

X 

;" •W 
V/ 1 

/ f ) Cascarón delgado axisimétrico 

w: ,z{/-Yxz 
---~ 1 "---9--u 

Yyzj z 

w f ¡fv 
• O:~Yxz 
1 ,'\.) 

1;"; 9 
---- ----.u 

~Yyz 
X 

g ) Cascarones delgados curvos 

F~g 5 Tipos de elementos finitos 
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TIPOS DE ELEMENTOS. o .) 

Elementos que son usados comunmente en la práctica son ilustrados en la 

Fig. S. 

El elemento estructural simple, Fig. S (a), es un miembro de la familia -

total de elementos finitos. Cuando se usa con elementos del mismo tipo descri 

be armaduras y estructuras espaciales. Cuando se combina con elementos de 

tipo diferente, especialmente con elementos de placa generalmente se describen 

miembros de rigidez. 

Los elementos básicos en análisis por elementos finitos son placas delgadas ~ 

con cargas contenidas en su plano ( condición de esfuerzos planos ), triangulares 

o y cuadriláteros se ilustran en la Fib Sb. Se denominan básicos porque,lc:·s pri-

meros desarrollos concernientes con el método se refieren a ellos. 

Los elementos sólidos, Fig. S (e), son la generalización tridimensional de 

los elementos de esfuerzos planos. El tetrahedro y el hexaedro son las formas 

más comunes y son esenciales para modelar analíticamente problemas de mecá 

nica de suelos, rocas y estructuras nuclea:ces. Es convE:niente r11encionar que 

la única forma práctica de resolver problemas tridimensionales prácticos, es 

el método de elementos finitos. 

Uno de los campos más importantes de aplicación del método de .elementos 

finitos es en el análisis de "sólidos axisimétricos ", Fig. S (d). Una gran varie -

dad de problemas de ingeniería caen en esta categoría, incluyendo concreto, tal2_ 

Q ques, recipientes nucleares, rotores, pistones, flechas de motores, y la cabeza 

de los roquets. GeneralmenLe son medios de carga y geometría axisimétric:a. 
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o En la Fig. 5 (d) se muestra el elemento triangular, también se usan secciones 

cuadriláteras. 

Elemento de placa plana en flexión es empleado no solo en conección con el 
1 

comportamiento de placas planas, sino también en cascarones y miembros de -

pared delgada. Fig. 5 (e). 

Estructuras de cascarón delgado axisimétticas, Fig. 5 (f), tienen el mismo 

rango de significado en la aplicación práctica que los sólidos axisimétricos. Sin-

embargo, las relaciones gobernantes se derivan de la reoría de cascarones delg~ 

dos. 

Cuando una estructura de cascarón delgado que de hecho es curva, es .prefe-

rible emplear elementos de cascarón curvos delgados para el modelo analítico, 

o tienen la ventaja de describir más aproximadamente la ,superficie curva del case~ 

rón, y la apropiada representación del acoplamiento de deformación y equilibrio 

entre cada elemento. Elementos típicos de cascarones de doble curvatura se mue~ 

tran en Fig. 5 (g). Gran número de formulaciones para este elemento existen. 

ALGUNAS APLICACIONES DE ELEMENTOS FINITOS" 

Examjnaremos algunas aplicaciones delmétodo de eLementos finitos en diseño 

estructural con el objeto de ilustrar la forma en la cual se usan los elementos -

de la Fig. 5, y·la escala y complejidad de los problemas. 

o El desarrollo del método del elemento finito se debe a los investigadores re-

lacionados con la industria aeronáutica. La P~gura 6 n·1uestra la forma en que -
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Q se aplicó el análisis por elementos finitos de una porción del avión Boeing 7 47. 

La estructura del fuselaje de un avión consiste de laminas de alumLVIio ligadas 

a una estructura interna formada por armaduras y atiezadores. La experien-

cia ha mostrado que los efectos locales de flexión en el cascarón son despreci~ 

bies, por lo tanto, se supone que consiste de elementos en condición plana de -

esfuerzos Fig. S(b). El análisis de elementos finitos del Boeing 7 47, de la -

parte achurada, región que conecta el cuerpo o Cascarón Monocoque con las alas, 

área achurada en Fig. 6, consiste de 7000 incógnitas. Por lo ta11to, es común 

en la práctica dividir la estructura en regiones, o subestrucruras, y analizar -

cada una por elementos finitos con el objeto de produci:rr un superelemmto. L'ls 

superelementos se ligan entre sí por medio de un procedimiento convencional -

O que determina la fase final del análisis. 

~1 esquema de subestructuración del Boeing 7 47 es mostrado en la Fig. 6 

y los detalles son listados en la Tabla l. 
-----------

------ ---- - -
- -~--

·- Sub- Descri¡x: ión Nodos Condición Elemento Elemento Grados hber Grado de 
Estr-Uctura Carga Viga Placa -rad mterac- ltbertad 

ción elemen- ro tal. 
tos. 

1 Ala 262 14 355 363 104 796 
2 Ct~ntro ala 267 8 414 295 198 880 
3 Cac,carón 

Monocoque 291 7 502 223 91 1,026 
4 Cascarón M 213 5 377 185 145 .820 
5 Cascarón M 292 7 415 241 200 936 
6 CaJa Tren 

AterrizaJe 170 10 221 103 126 686 
7 Cascarón i\1 285 6 392 249 233 909 
8 CaJa Tren 

AterrizaJe 129 10 201 93 148 503 
9 Cascarón M 286 7 497 227 92 1,038 

TOT,\L 2,195 63 3,374 1,979 555 7, 594 

o 
Tabla l Esquema de subestructu ro~:ón del Boeing 747 
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o Como es usual en el diseño de aviones, se hicieron pruebas en el prototipo 

y los resultados se compararon con la solución por elementos finitos, coinci -

diendo como se muestra en la Fig. 7 

-4 -2 o 2 4 

o DEFORMIMETRO AXIAL 

o DEFORMIMETRO BIAXIAL 

Boenig 747- 4 

'~~ Boeong 745 - 5 

--t--

0
-- _WL 300° 

--- WL 240° __ o ______ _ _________ ______ _ _____ _- -- WL 1 8 0° 80 

o 

Linea de agua ( Water l1ne ) 

Fig. 7 Comparación entre análisis y experimentación del Boing 747 

Es importante agregar que la respuesta dinámica de ~n avión es muy impor 

tante, así como su inestabilidad elástica es una forma importante de falla. Nin 

g~no de estos fenómenos puede tratarse por los métodos simplificados, pero su 

análisis usando el método de elementos finitos ha probado ser muy aceptable . 
• 

Problemas similares se encuentran en Arquitectura Naval. Figura 8 una 

porción de una estructura de un transbordador. La parte plana es representada 

por elementos en estado plano de esfuerzos, Fig. 5 (b). Elementos estructu -

rales, Fig. S (a), son empleados en la representación de la est-ructura iJLc.:l-na. 
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/ 

O El número total de incógnitas para definir las partes importantes de un barco 

es del orden de SOJ OOOJ y de nuevo se subdivide el problema en subestructuras 

obteniendo menos incógnitas. 

o 

Elemento estructural ( o ) 

( (Jl ) 

CL. 

1 
b) Esfuerzos planos 1 

1 

o 

Fig. 8 An..~1í:,is }_X)r elemento finito de { p1rucrura de un transbordador 
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1 . 

o 

( b ) 

o ( a ) w~ ¡fv 
1 ' 

,~- z 

( e ) 

X 

Elementos sólidos 

Fig 9 Analisis por elementos finitos de un recipiente reactor de concreto presforzado 

Requerimientos de seguridad en el diseño estructural de los reactores nu-

cleares han causado que la industria use ampliamente el análisis por elementos 

finitos. Figura 9 (a) un recipiente reactor de concreto presforzado. Debido a 

la simetría es posible analizar solamente un doceavo de la estructura toe al, - -

Fig. 9 (b). Su volumen se modela analíticamente en un ensamble de elementos 

tetaedrales y hexaedrales, Fig. 5 (e). En problemas de este tipo, el número de 

o incógnitas es del orden de 20,000, y muy común hacer el análisis en condiciones 

no lineales en :11aterial y geometría. 
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No todos los problemas de aplicación del método de elementos finitos son 

de proporciones monumentales. Las figuras 10 y 11 muestran aplicaciones -

básicas a ciertos problemas de ingeniería civil. Una forma de incrementar 

la eficiencia de diseño en secciones roladas de acero estructural es cortando 

el alma en la forma dentada mostrada en la Fig. 10 (a), colocando una sección 

sobre la otra y soldándolas, Fig. 10 (b). Y se obtiene una viga más aperalta-

da reduciendo el acero en el alma, y por supuesto que en este problema rutina 
' -

rio de diseño, no es necesario el uso del método de elementos finitos. 

Area B 

1 

1 1 1 J 

..,.~ción por elemento f 

' 
1 1 1."'-~ f-(. J 
1 1 1 1 J 

V V \¡¡ f\ ~ . mito 

\ 1/ "\ 1 V 1 ., ¿ 
V r/ ~ , / SoluciÓn por leona de VIgO 

\. V 
V ~ \ ~k( 

¡o 10.0 20.0 
2 

k1ps 1 pul 

Fig. 10 Análisis de elementos finitos de una viga aperaltada en celosía. 

Un problema todavía más común es el de una viga de concreto reforzado, 

Fig. 11, para el cual se conoce muy poco respecto a ]a adherencia entre el 

acero de refuerzo y el concreto, y la formación y crecimiento de las grietas 

al aumentar la carga. La Figura 11 (a) lT!uestra el modelo analítico de .:::'-> 

lo 
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mentas finitos y la descripción de las trayectorias de grietas y las gráficas de 

esfuerzos se muestran en la Fig. 11 (b). 

Los ¡x>cos ejemplos mostrados muestran que el método de elementos finitos 

puede ser usado ventajosamente en cualquier situación que se requiera la pre=--

dicción de esfuerzos y deformaciones internas, desplazamientos, v!braciones, 

inestabilidad elástica, mecánica de fluidos, transferencia de calor. Situaciones 

que se levantan de diversos campos que tradicionalmente han sido considerados 

como disciplinas ingenieriles separadas. Ejem., Ingeniería Civil, Mecánica, -

Aeroespacial, Arquitectura Naval. El método del elemento finito prop'Jrciona . 
una tecnología unificada de análisis en casi todos los c;ampos. 

Es nuestro intento en este curso desarrollar los conceptos teóricos básicos 

y estudiar problemas específicos de carácter práctico. Un compendio de tales 

problemas llenaría muchos volumenes, por lo tanto es recomendable consultar 

las 1nemorias de congresos y publicaciones periódicas correspondientes. 

PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES. 

Se ha indicado que las ecuaciones del método de elen1entos finitos son de una 

forma tal que su carácter &eneral permite teóricamente escribir un solo progr~ 

ma de computadora que resuelva la mayoría de los problemas que se presentan 

en la Mecánica de Medio Continuos. Programas de cmnputadora con este obje-

Q tivo, aún en escala restringida, son llamados prograrr1as "de propósitos genera-

les". La ventaj;:;. r:le programas de propósitos generalef; no es sólo su capacidad, 
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Fig. 11 Análisis oor eJe mentas fjni tos de una ·.'-iq<l de c:onc;cro 
~ ~' 

reforzado. 
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Q sino también en la instrucción de los probables usuarios respecto a la inter­

pretación de la documentación, los datos y procedimientos de entrada y sali-

da de resultados. 

El costo de desarrollo de un 1 programa de propósitos generales es usual-

mente muy alto por lo que la amortización de la inversión es esencial. Cier-

tos programas de propósitos generales son codificados en un lenguaje compu-

tacional que permite operar el programa a muchas organizaciones diferentes 

localizadas en grandes separaciones geográficas. Otros programas de propó 

sitos especiales de limitada capacidad se usan en organizaciones industriales 

y gubernamentales con un costo menor en su desarrollo y operación. 

Las cuatro componentes mostradas en el diagrama de flujo de la Fig. 12, 

Q son comunes en el desarrollo de programas de propósitos generales, fase de 

datos de entrada, requiere del usuario información del medio o mateúll, des-

cripción geométrica de la representación por elementos finitos y las condicio-

nes de carga y de frontera. Los programas de propósitos generales más so-

fisticados facilitan el proceso de entrada como propiedades constitutivas del 
' 

material, almacenados previamente, esquemas de mocT;-:}¿_r analíticélmente el 

medio, trazar esterográficamente la idealización por elc;mentos finitos en for-

ma tal que los errores pueden detectarse antes de efecwar los cálculos. 

La fase de biblioteca de elementos finitos es de interés primordial en el -

curso. En ella se tienen los procesos de codificación formulativos para los 

elementos individualmente. La mayoría de los programas, de propósitos ge-

Q nerales contienen todos los elementos de la Fig. S, asJ como ciertas otras al­

tel'Tiativas de formulación para un tipo dado de elemei¡~·.:::., por ejen1plo el trian-
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Fig. 12 Diagrama de flujo computacion.::<J en 
Análisis Estrucrural. 
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Q gulo en fle-xión. Teóricamente el elemento biblioteca es de extremos abiertos 

y capaz de acomodar cualquier nuevo elemento de cualquier grado de comple-

o 

jidad. 

La fase elemento de blibioteca recibe los datos almacenados y establece las 

relaciones algebráicas del elemento por medio de la aplicación de los procesos 

formulativos relevantes de codificación. Esta fase del programa de propósitos 

generales también incluye todas las relaciones algebráicas para interconectar 

los elementos vecinos y la conección del pro~eso en sí. Las operaciones poste-

riores producen un conjunto de ecuaciones algebráicas lineales simultáneas para 

representar la estructura completa por elementos finitos. 

La fase so lución del programa de propósitos generales opera .sob:e las ecu~ 

ciones del problema formadas en la fase anterior. En el caso de un problema -
,-' 

de análisis estructural solo significa la solución de un conjunto de ecuaciones li-

neales algebráicas. Soluciones para respuesta dinámica requerirán computacio-

nes más extensas sobre la historia-tiempo de las cargas aplicadas. En algunos 

casos hay que operar en regiones subdivididas como en el caso del análisis del 

Boejng 7 47, o efectuar operAciones especia les en J as ecu :1.ciones construidas ori-

ginalmente. Incluidas en esta fase están las operacioneG necesadas de substitu-

ción para obtener todos los aspectos deseados de la solución. 

21 

La fase salida de resultados presenta el análisis con un registro de la solución 

sobre la cual se pueden tomar decisiones respecto al dirr1ensionamiento estructu-

ral o diseño. El registro comunmente es presentado mediante una lista impresa 

Q de esfuerzos y desplazamientos de los respectivos elemc:1tos. As_í. como en la -

fase de entrada existe una fuerte tendencia a la represeí-.t;,r:ión gráfica de da.~os, -
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Q tales como gráficas de trayectorias principales de esfuerzos o modos de pandeo 

y vibración. 

o 

o 

ALGUNOS PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES. 

ICES-STRUDL II, Integrated Civil Engineering System, (ICES), MIT, Maneja 

problemas de deformación y esfuerzos planos, cascarones rebajados, sólidos tr.!_ 

dimensionales, flexión de placas con y sin deformación axial. Su uso en proble­

mas muy especializados resulta caro. ASKA, Automatic System for Kinematic 

Analysis. Desarrollado por]. H. Argyris, H. A. Kamel y otros en Ja Universidad 

de Stuttgar. Sistema general muy potente el cual incluye una bibliotec2 de 42 

elementos diferentes. Puede ser costoso para un usuario especializado. SAP, 

A General Structural Analysis Program, elaborado por E" L. Wilson deJa Univer:.. 

sidad de California. Incluye análisis lineal estático y dinámico de estructuras elá~ 

t icas, estructuras tridimensionales, sólidos axisimétricos, sólidos tridimensiona­

les, esfuerzos y deformación plana, placas y cascarones. 

Zienkiewcz, O.C., programa desarrollando en la Universidad de Wales, 

Swansea. Incluye lo de los programas anteriores y problemas de Mecánica d~ 

Fluidos y transferencia de calor. 

NASTRAN, NAsa STRuclura] ANalysis. Desarrollado por U. S. National -

Aeronautical and Space Administration para análisis elástico de varias estructuras 

incluye, análisis de expansión térmica, respuesta dinámjca a cargas transitorias -

y exitaciones random, cálculo de valores característicos reales y complejos, esta 

bilidad dinámjca. Ofrece capacidad limj tad2 n.-lra análisis no lineal. 
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Ü SAMIS, Structural Analysis and Matrix Interpretarive System. Desarrollado 

o 

o 

por Jet Propulsion Laboratory, y Manned Spacecraft Center. Contiene un ele -

mento unidjmensional general y elementos triangulares para deformaciones por 

flexión y membrana. 

ELAS y ELAS 8~ Equilibrium Problems of Linear Structures. Desarrollado 

por el Jet Propulsion Laboratory. Incluye una biblioteca de elementos unid_¡'mt~n 

sionales, triangulares, cuadriláteros~ tetaedros, hexaedros, cónicos, sólidos -

axisimét::-icos de secciones cuadriláteros y triangulares. 

MARC~ elaborado por P. V. Marcal, incluye análisis lineal y no lineal de pr5:: 

blemas de Mecánica de Medios Continuos. 

Z3 
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FINITE ELE~lliNT METHOD 

THEORY AND APPLICATION 

l. INTRODUC7ION 

1.1 HISTORICAL BACKGROB~D 

The finite element method (FEM) has become a powerful numerical 

techni_que for solving compiex problems in science and er.gineering, 

mainly due to the advances made earlier in the nrn~eric~l methods 

particularly in matrix methods as well as due to the rapid 

introduction of high speed computers in the market. However, 

the introduction of concepts and applications of FEN dates back 

to the era of mathematicians who tried to calculate the perimeter 

and area of a circle by idealizing it as a regular polygon. It 

is also interesting to note that lhe bound so~utions which are 

often discussed in FEL·l can be traced back t.o t.he solu-Lion of the 

area of a circle. If the circle is modelled with an inscribed 

polygon, a lower bound solution is obtained whereas an upper 

bound solution is obtained by replacing the circle by a circuros 

c:::::-ibcd polygon. E\ren though the basic c,)flcc:pts of FE!-1 exis teCl 

for over two thousand years, for all practjcal purposes, one can 

only say that these concepts were actually used for solving 

- physical problems in 1950s by the aeronaulical engineers. 

In 1956, Turner et al (Ref 1) presented the stiffness analysis 

for the complex structures, which is the starting point in the 

rediscovery of FEM. Nevertheless, Clough (Ref 7) was the one 

\'lho actu"~--~: .. y u sed the terrn FEH in 19 6 O. S: nce i:hen, a tre-

rnendous a."no;_mt of research has been done a ··~­_,u 
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quite a large number of papers have been published in almost .all 

the journals related to all fields of engineering as well as sorne 
1 

in the fields of mathematics and science. In addition, several 

conferences have been held all over the world and hundreds of 

papers have been presented in each. The theory and application 

of FEM have also been presented in numerous text books {Ref 3-22) . 

In order to help the research workers in tracing the references 

required for their particular work several bibliographics have 

either been published or under preparation, among them notably 

Ref (23) is a good source of information. 

1.2 APPLICATIONS OF FEM 

The FEM is applicable to a variety of boundary value and initial 

value problems in engineering as well as applied science. So~e 

-of these applicatiuns are: 

l. Stress Analysis of Structures, Stabilj_~-y of Structures, 
Dynamic response of structures, Thermal Stress Analysis, 
Torsion of prismatic members 

2. Stress Analysis.of Geomechanics proble:ns, Soil-Structure 
Interaction, Slope Stability problems; Soil Dynarnics and 
Earthquake Engineering, Seepage in soi::.s and rocks, Con­
solidation settlement 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

Solutions in Fluid Mechanics, Harbour oscillations, Pollution 
Studies, ·sedirnentation 

Analysis of Nuclear Reactor Structures 

Stress Analysis and Flow Problems in B~omechanics 

Characteristic Study of Composites in Pibre Technology 

Wave Propagation in Geophysics 

Field Problems in Electrical Engineering 



'' o 

/ -, ( 

o 

o 



o 

o 

o 

3 

Apart from the above mentioned areas, the FEM is also applicable 

to any other problem as long as the analyst rnakes certain that 

the problem is amenable to solution based on the assumptions 

introduced in ~he formulation of FEM and appropriate material 

properties can be provided in a realistic manner. 

1.3 METHODS OF ANALYSIS 

In general, there are four basic rnethods of analysis in FEM­

displacement method, equilibrium method, mixed method and hybrid 

method. The field variables or unknown quantities in each of 

these rnethods are as follows. 

Displacement method - displacements and their derivatives 

Equilibrium method - stress components 

Mixed method - sorne displacements and sorne stress components 

Hybrid method - displacements or boundary forces 

In the displacement method, srnooth displacement distribution is 

assurned wi thin an element, interelement ct~mpatibili ty of displa-

c2m2nt is gc::nerally ::J.ssured and minimu_rn pt:·tentia.l energy crj terion 

is used in the formulation. 

In the equilibrium method, the interior sii:ress distribution is 

assumed to be smooth, the equilibrium of boundary tractions is 

maintained and the minimum complimentary energy is the basis 

for the formulation. 

In thc mixed method which is generally uscó for plate and shell 

problemsr both displacements and stresses o.re assumed smooth 
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o in the interior, the displacement components and the equivalent 

stress components are considered to be continuous at the ínter-

element boundaries and the formulation is based on Reissner's 

principle. -

In the hybrid method, depending on whether the model is dis-

placement type or equilibrium type, the distribution of dis-

' placements or stresses within the element is considered to be 

smooth and along the interelement boundary either asswned 

compatible displacernents or assumed equilibrating boundary 

~ractions are ensured and either modified complementary energy 

or modified potential energy principle is adopted for the for-

mulation. 

o lunong these four methods, the displa_cemeni.~ !!lethod is the ::r:ost 

widely used approach. However, for plate i1ending problems 

either the equilibrium or mixed method is preferred and for 

sorne field problems hybrid method is more suitable. 

1.4 DESCRIPTION OF FEM 

A structure, continuum or a domaj_n is di vü'3ed into a number of 

arbitrary shaped parts or regions known a~ ~lement~. These 

elements are interconnected at joints knm"n as node_~. The 

principal unknown is termed as the 61eld ya~iable. This field 

variable can be displacement, temperature, pore-pressure or 

stress. The distribution of the field variable within an 

o element is approximated by the use of cert,in polynomial 

functions. Variational methods or residu:1.l methods are C:J''vloyed 



o 
o 

o 

'" 
: •' 

t;í 
·' 

" 
1 

L 
·, ' 

( 
,, 

., 
,'j 

.. ¡-
; 

~· 
; 

-. 
'/ 

:1) 

-,-
-. 

:::-
_, 

.
~
 

'; : 
e;, 

__ , 
i 

'· 



o 

o 

o 

1 
1 

5 

to develop the finite elernent equations wh~ch relate the field 

variables at the nades to the corresponding action vector at the 

nades of the elernent. This relationship is provided by the so 

called property rnatrix which is based on the material and the 

geornetric properties of the elernent. Finally these finite 

elernent equations are assembled to form a ~ystern of algebraic 

equations for the entire dornain. The unkna1~.'.'n field variable 

is obtained by solving this systern of algebraic equations. 

1.5 BASIC STEPS IN FE ANALYSIS 

The basic steps in the finite elernent anal~sis of general 

problems are as follows. 

1. The continumn is di vided into fini te e 1 ements of any 
arbitrary shape. 

2. A suitable polynomial is chosen to repr2sent the distribution 
of the field variable within an element. in terms of its 
nodal values. Thus, the field variablrs at the nades become 
the primary unknowns. 

3. Using variational methods or residual ~2thods, the finite 
element equations are formulated. 

4. The individual finite element equations obtained in step 
3 are assembled to forrn a set of algeb1·.aic equations for 
the overall continuum. 

5. The solution of the algBbraic equations obtained in step 4 
yields the val ues of the field variables: at the nades. 

6. Frorn the field variables at the nades, the secondary 
variables such as stress, strain for a~ elernent can be 
obtained. 
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