‘e "
oS

AR P
\mEAZ contro de educacion continua

divisidn de estudigs superiores

n.‘.. " /
R A faculitad de Ingenlarfia, unarm . % ‘\;{,
R N \‘

A LLCS '\8151 ENTES A [.LOS CURSOS DEL CENTRO DE EDUCACION
CONTINUA

\

f.as autorivades de 'a Faculrad de Ingenieria, .por conducto dei Jefe del Ceitro
de IZducaci'm Continua, Dr. Pedro Martinez Pereda, otorgan una constancia de
asistencia a quienes cuemplan con lus requisitos esrablecidos para cada curso.
l.as personas que deseen que aparezca su titulo profesional precedienao a su
aombre en el diploma, deberdn entregar copia del mismo o de su cédula profe-
sjonal a mds tardar el SEGUNDO DIA de clascs, en lus oficinas do:l Centro,
ccn la seduvita Barraza, encargada de inscripciones, de lo contyario NO sari
nosilie, : T

18 4
I

131 coni vol de asisrencia se efectuard a t2avés de la persona encargada de gnrre~
yar notes, enla mesa de enirega ¢e material mediante listag espaciales. Las
.usencias serdn computadas por las autoridades del Centro,

Se recomienda a los asistentzg participar activamente con sus ideas y expe: j
cias, pues ios cursos que ofvece el Centro estdn planeados para que los mmeno
res expongan una tesis, pero sobre todo, para gue coordinen las cpiniones de ic
cos los interesados constituyendo verdaderos seminarics.

Ts muy importante que todos los asistentes llenen y entreguen su hoja de inscrip
c:6n al inicio del curso. Las persoras comisionadas por alguna institucidn debe-
rin pasar a inscribirse en lag oficinas del Centro en la rnisma forma que os de-

e s asistentes.

. . . s ' .- . b]
Con obieto de mejorar los servicios que el Centro de Educiacidn Continua ofre :e
se hard una evaluacién del mismo a través de un cuestionario dicenado para end
{1c juicios anénimos por parte de los asistentes; esto ce hard al finalizar el cux-
s0.

ATENTAMENTE

NC SALVADCR MCDIN,Q RIVERO X
(JOO'\QLNADOR DE CUR 505 ABIEETOS






<>,

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE INGENIERIA

DIVISION DE ESTUDIOS SUPERIORES

CENTRO DE EDUCAGION CONTINUA

DIRECTORIO GENERAL

REGISTRO DE ASISTENTES Y PROFESORES.

MBRE DEIL CURSO: FOLIO CLAVE ASCC|
1 5 ' 6 7
13. 14 NOMBRE(S)  APELLIDO PATERNG AFiiiiuQ MATERNO 41
G. FED. CAUS. CED. PROF.
) 51 52 58
L. PARTICULAR TEL. OFICINA EXTENSION
. 59 65 &6 72 ¢ 73 76
IARQUE CON UNA CRUZ
ASISTENTE D PROFESOR D L i 11 \
. 77 BT
‘ Ooowcuuo PARTICULAR ( CALLE. NUMERO Y No. INTERIOR ) 41
/ Z.P, ‘
COLONIA 71 7273
ESTADO 74 75
TITULO PROFESIONAL 76 77 ESPECIALIDAD 7879 80
DOMICIUG DE OFICINA ( CALLE, NUMERO Y No. INTERIOR ) 3 ;
: ' ZePc ,
COLONIA : 7 7273
i t
' 3
ESTADO D

74 75

_)CIACIONES A LAS QUE PERTENECE.

-
]







2

DIRECTORIO DE PROFESORES DEL CURSO DINAMIGCA ESTRUCTWRAL 1977

DR, PORFIRIO BALLESTEROS BAROCIO
DIVISION DE ESTUDIOS SUPERIORES,

_FACULTAD DP - INGENIERIA ,UNAM

TEL.: 548.09.50

DR. LUIS ESTEVA MARABOTO
INVESTIGADOR

INSTITUTO DE INGENIERIA
UNAM

TEL.: 548.97.%4

M. EN C. JORGE PRINCE ALFARO
SUBDIRECTOR

INSTITUTO DE INGENIERIA, UNAM
TEL.: 548.11.35 , :

DR. OCTAVIO A. RASCON CHAVEZ

JEFE DE LA DIVISION DE ESTUDIOS SUPERIORES
FACULTAD DE INGENIERIA,UNAM

TEL.: 548.09.50

'edes. 21,VII.77.




OJ




| C@mt@ d@ educa@ @m corbnua
'—devssnéw_ de estudios upgmo'«*a—;:-’\"

facultad de ingenieria,  Vaam

11 CURSO INTERNACIONAL DE INGENIERIA SISMICA

DINAMICA ESTRUCTURAL
. INTRODUCCION

. VIBRACION DE SISTEMAS DE
UN GRADO DE LIBERTAD

~

DR. OCTAVIO-A; RASCON CHAVEZ

Julio de 1977,







O

DEFINICION,

GRADOS DE LIBERTAD

DINAMICA ESTRUCTURAL

NUMERO DE COORDENADAS GENERALIZADAS (DESPLA-"

ZAMIENTOS O GIROS) QUE SE REQUIEREN PARA DEFINIR LA POSICION DEL

SISTEMA EN CUALQUIER INSTANTE.

EJEMPLOS
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METODOS ©DE DISCRETIZACION DE S ISTEMAS CONTINUOS
1. POR CONCENTRACION DE MASAS
ASHA POR UNIDAD
DE LONGITUD = m m,
. 7

m, m m
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Rt ol /‘*%5/'5”“ »

EXPRESANDO
UNA SERIE DE FUNCIONES ESPECIFICADAS

FUNCIONES SON ARMONICAS:

LA COFIGURACION DE VIBRACION DE LA ESTRUCTURA
POR EJEMPLO, SI ESTAS

COMO
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Al, PLANTEAR LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE CUERPOS RIGIDOS

nS A ME-

NONO NECESARIO COWOCER LOS MOMENTOS DE INERCIA DE MASA., L COXNYTI-

NORCION SE PRESENTAN ALGUNOS CASOS
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m = MASA POR ONIDAD LE LONGITUD
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RESPUES TA DINAMICA DE STSTEMAS ELASTICOS LINEALES OE UN GRADO DE LI ERTAD
CON AMORTTIGUAMIENTO VISCOSO

M
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t = TIEMPO
M = - MASA
K = RIGIDEZ
C = AMORTIGUAMIENTO

f(t) = FUERZA EXTERNA

Xo(t) = DESPLAZAMIENTO DEL SUELO

i AMORTIGUAMIENTO VISCOSO ES TAL QUE PRODUCE UNA FUERZA DE RESTAU-
TACION PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA RESPECTO AL |
L UBLO,

UL AMORTIGUAMIENTO SE DEBE PRINCIPALMENTE A LA FRICCION INTERNA
Z¥TRE LOS GRANOS O PARTICULAR DEL MATERIAL DE LA ESTRUCTURA, Y A

. ICCION Enl LAS JUNTAS Y CONEXIONES DE LA MISMA. ES EL ELEMENTO

<

5L SISTEMA QUE DISCIPA ENERGIA,

7n. LeV DE NEWTON:
‘LA RAPIDEZ DE CAMBIO DEL MOMENTUM DE CUALQUIER MASA, m, ES IGUAL

. LA TUBRZA QUL ACTUA SOBRE ELLA"
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ook _ A,
pl(t) = 3 (m~d—€) = 3t (mx)

wit) FUERZA ACTUANTE

B

=  DESPLAZAMIEWNTO .
t = T. 2MPO

v B

w RS JOOSTRENTE:  plt) = mx

PRINCEY L0 DE D' ALAMEERT
8% La 2a. LEY DE NEWTON LA ESCRIBIMOS COMO

p(t) -~ mx = 0
AL SEGUNDO TERMINO DE LA ECUACION SE LE CONOCE COMO FUERZA DE TNERCIA:
EY, CONCEPTO DE QUE UNA MASA DESARROLLA UNA FUERZA DE INERCIA PRCOPCR-
CICNAL A SU ACELERACION Y QUE SE OPONE A ELLA SE CONOCE COMO PRIN-
CIPIO DE D'ALAMBERT, Y PERMITE QUE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTC oh

EXPRESEN COMO ECUACIONES DE EQUILTBRIO DINAMICO,

SUOKRCION DE EQUILIBRIO
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\ DIAGRAMA DE CUERPO LIBRT
EQUILIBRIO: £, + £, + £, = p(t) {1)
cawd UN SISTEMA ELASTICO: £, = K(x = x) = ky 3
r A BMORTIGURMIENTO VISCOSO: £, = clx - x) = Cy Y (23
d
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SN PRINCIPIO DE DYALAMBERT: £ = mx = m{y + %)
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SUSTITUYENDO LAS %CS, 2 EN LA EC. 1 SE OBTIENE:

miy XO) + cy + ky = pit)

U5 TONDE

B U

| e . .o (3)
My + cy Yy = pit) =~ Mx_
{ '!

L YVTOIENDO ENTRE M AMB0OS MIEMBROS DE LA EC, 3:

c K. _ pfey _ o
YAZY YT RY T %5
C _ K 2 _ 5
ST M= 2h, vy MT W DONDE w = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL, FN
RAD/SEG:
E § + 2h § + w'y = plt) _ X (4)
M o

CUANDO SE TIENEN EXCITACIONES EN EL SISTEMA SE TRATA DE UN PROBLEMA
JE VIBRACIONES FORZADAS; EN CASO CONTRARIO EL PROBLEMA ES DE VIBRA-

CIONES LIBRES.

vt ZRACTONES  LIBRES
Ll S5TE CASO LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER

- o 3
v o+ Ziny t ey =0

SUYr SOLUCION ES

yvit) = eunt(cl sen w't + Cz cos w't) {5}
P T i u - / 2 2 — 3 -
DNLE w' = YeT= hT = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL AMORTIGUADA

RO 4 C2 SON CONSTANTES QUE DEPENDEN DE ﬁAS CONDICIONES INICIALES

C
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(EN t=0) DE DESPLAZAMIENTO Y VELOCIDAD QUE,TENGA LA MASA DEL SIS-
-, . - P \’:*A, . (R ‘ . ¥ ERANY .
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ESTAS RESULTAN SER
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LA EC (5) SE PUEDE ESCRIBIR TAMBIEN COMO:
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DONDE A = /ci + cg Y 6 = tan~
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PERIODO NATURAL AMORTIGUADO, SEG

T
i —_

*fﬂ‘=:%7 = FRECUENCIA NATURAL AMORTIGUADA, cps

VEAMOS EL CASO ESPECIAL.DE.LA'EC, (5) EN QUE h»w. EN TAL CASO,

w' = /u® -~ h?s0, dos w't>1 Y sen w't>w't;-CON LO CUA LA EC. (5) SE

CREBUCE A . ' s = Ty
e - [P S /

C o y(e) = et {[(y(0) + hy(0))/w'] (u't) + y(0))

I

TGO £ 1 ety (0)]
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LA GRAFICA DE EST. ECUACION ES

e o R

¥ OANIAMEWNTE NC REPRESENTA UN MOVIMIENTO OSCILATCGRIC, o0t LO CUAL

ST o+« w SE DICE GUE SE TIENE AMORPTIGUAMIENTO CRITICO. EN TAL ChIG:
h -:.w:?——c_;_:?.l_(.
cr 2M M

2/ KM (8)

DE DONDE C
cr

& LA RELACION ¢ = C/Ccr SE LE LLAMA YRACCION DEL AMORTIGUAMIENTO

CRITICO,

DESPEJANDO A M DE LA EC. (8) Y SUSTITUYENDOLA EN LA EC.h = C/{2M)

SE OBTIENE:

Y
~ C C 2K //K _
ho= 5 = T =y Tt
Ccr cr 2vKM
2 K

e /ﬁz_ AVAR wzgz‘ _ m,ﬁ_zz
' o= pdl - cz . (9)

Lo YLTORES USUALES EN ESTRUCTURAS QUE ASUME ¢ VARIAN ENTRE 2 Y 5%.

U N

XN E37TE INTERVALO w' Y w SON CASI IGUALES; VEAMOS, POR EJEMPLO,

27 CREO EN QUE ¢ = 0.1




FT R sy /“‘“‘6‘611 = 0.995¢
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O'T‘RA FORM_A DE MEDIR EL GRADO DE AMORTIGUAMIENTO QUE TIENE UNA ES-
~ EPUCTUWA ES MEDIA\ITE EL DECREMENTO L rH’%RI’I“E\'][IC(‘);, EL CI-UAL SE DEFINE

COMO EL LOG. 1RITMO DEL COCIENTE DE. 'DOS AMPLITUDES CONSECUTIVAS y

¢

Y 7

R 2 ( J Ea I A Aethcoé(é,t,§); o 7
o = ) L |
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§ = 24 . N P
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51 ¢ ES PEQUENO, - .. .5

~

L = 2n¢ (11)
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BCUACION DE MOVIMIENTO GENERALIZADA, -~

_HAY PROBLEMAS QUE APARENTEMENTE CORRESPONDE A-VIBRACTIONES.DE SIS-
. i O ¢ s

TEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD PERO QUE EN REALIDAD SON DE UN

GRADO SOLAMENTE.-




EJEMPLO
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(Di 14 %Q1 12 FQ?.
S TOEREMOS PRIMERO EL CASO SIN LA FUERZA NORMAL, N.
FOMANDO COMO COORDENADA GENERALIZADA A Z(t)
f = k. (EE') = k2> B(t) ; fEpp= Kp(GGT) = K L g(e)
Rl 1 17 i fgoT K2 2 3
¢ =c. Gop) =cC Looieys £ = C7(E)
P 1 (G% 13 i £p2 2
f =m L) =ML L %e) = 2amz (t)
X 1 2 2 .
2y
gy =My § 3T
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p, = 8pac (t)

LA ECUACION :E MOVIMIENTO DEL SISTEMA SE PUEDE ESTABLECER IGUALANDO

POOURS ELOTRABAJO VIRTUAL REALIZADG POR TODRARS -0 J1U7000 f DALY
S0, 81ISTEMA UN DESPLAZAMIENTO VIRTUAL EN EL PUNTO B ICG AL A ¢, 5UF

3

— 3 oviw
§W = kl I Z(t)(E 52) K,

1 2(e) 67
Z(t)(g §2) —Cl 2 (ﬁ@ )

L) s

: - §2 22 (t) ,2
- CZZ(t)(GZ) ~ 2am z(t)(—:z-)—m2 3 (isz)

-4 .28 Jw (%—z-) + 8Pac (t) (%asz) =0

[9%]

SIMPLIFICANDO SE OBTIENE

. oy ‘f"!m ©e C ® 3
am o+ 3R+ ) 2(e) + (gp 4 Cy) Z(E) + (5 Ky + <2) z{E) -
9
_1__?_ pgg(t)] 82 = 0 ()

Cgey B DESPLAZAMIENTO VIRTUAL §2 NO ES CERO, SE DEBE CUMPLIR QUE

2L TERMINO ENTRE PARENTESIS ES CERO. EN TAL CASO:

.

s ~ =
gty + € 2{e) + % z(t) = E(t)\




. el UTemLam amadol o e e T

- 4 - 4 . - _ Cl F
m = —3— ma + -9- Ifl2 7 c = 16 + C2
k
~ 9 2 ", 16 — 2
o= iE kl + 5 ; p(t) = 5 paglt)

ESTOS PARAMETROZ SE DENOMINAN MASA, AMORTIGUAMIENfé; R“GIDEZki_%UERZA

CENERFLIZADAS, RESPECTIVAMENTE.

CJORSIDEREMOS AHORA EL CaS0 DE LA FUERZA NORMAL N SOLAMENTE:

- = = N~ Tt m - = -k
de= cepde M Y:

T e 2 R LN OE

v ! — S — - i

N - = e

/ //,.' ! 6 \\: ‘

. —o({eam——— = « -

A Ny N ;
_ o S

Ao - 4a - e - A —————at
—Féefl-
S . = DESPLAZAMIENTCO HORIZONTAL DEBIDO AL GIRO DB LA BARRA 1
“i
_ 2 . = 2
691 =1a 82 ; Gez = 33 8§72
_ 1 v/
v o e = 7 a 87
wL TRABAJO VIRTUAL ES.
3W = Nfe = —Z- E]—Z— (82)
12 a

COrey u S3iSTEMA ES LINEAL SE PUEDE SUMAR ESTE TRABAJO VIRTUAL AL DE
W TTON (A), CON LO CUAL LA RIGIDEZ GENERALIZADA SE MODIFICA,

R LT TR LA FORMA:

O



o - 1’ ~
t - cmee v v 2 R :7 - kY - !
. i 13.
- . ,J K-
N N -
| o= 9, 1

DE ESTA RIGIDEZ SE PUEDE SACAR, DE PASO, LA CARGA CRITICA DE PANDEO
; p - ;o Lot e o

HACTENDO k = O:

. Nor = (Ggky * 31%l)a SR

DETERMINACTON EXPERIMENTAg‘DEc EN‘ESTRUCTURAS REALES O EN MODELOS
51 SE RQALIZA UN EXPERiMﬁNTO EN 'EL CUAL SE*SACA A LA ESTRUCTURA DE
SU POSICION SE SACA A LA ESTRUCTURA DE SU POSICION DE EQUILIBRIO
ESTATICO.Y SE 6EJA~VIBRAN§O LfBREMENTE, EL REGISTRO DE LAS ACELERA-
gIONEé QUECSE,REGISTREN EN LA MASA TENDRA LA 'MISMA FORMA QUE LA dRA-

FICA DE LA EC.7.

. _ _ ’ .
Acelerdmates b= {Amphificador ad qufe;'%‘reéw’

777777 ‘» [77777 | .
A (S :
/\\ﬂf’ //»\\ X
~g({+‘r’) C e —\-/ e
e |

£Y DE DICHO REGISTRO SE MIDEN y(t + T')y y(t) SE PUEDE OBTENER L Y, .

<:> 0% LA EC. (11), DESPEJAR A ¢

Ve
C =

e

8]0 e

T
heek® oy
; B




EJEMPLO

A UNA ESTRUCTURA DE UN PISO SE LE APLICA UNA CARGA HORIZONTAL DE
20 TON‘ EN SU MASA, OBSERVANDOSE UN DES?L?&ZZ‘MIE[ TO SSTAYICC oy 0.2 2.
4% S0LTAR SUBITAMENTE L2 PUERZA 8F REGISTHA UN PLRICDE HE GECILACIONW

DE 0.2 SEG, Y Ol & LA AMPLITUD EN EL SEGUNDO CIZL: ©5 Dr ¢G.14 CM.

= kN7
rayd >
R/ VA
3 (Cl rada )
: f e=Tat:"an + nie O .= O4

CALCULAR 4, wLE'L y ¢

i. DE T' 2 %} - /%ﬁ = i;/ﬁ’= 0.2 Y K= %f% = 100 28
SE OBTIENE
w1 ? Rg/an® = (0.2)% x 100 x 981/4n° = %00 ¥ 100 x 222
W = 9.4 TON

2. ot s %E 2T = 10n i f' == 55 = 5 cps

3. e in 2o = In 1.43 = 0.357
- 0:357 = 0.0568 O ¢ = 5.68 %

o oz = r2/RM = 0.1132 ;100 x 99.4/981"

£,5232 x® C.318 = (.36 TON SEG/CHM
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SOLUCION AL PROBLEMA DE VIBRACIONES FORZADAS

b, FUERZA EXTERNA
VEAMOS PRIMERO EL CASO EN QU& EAXISTE p(t) ¥ QUE wx 't} L
SLENDO p({t) ARBITRARIA
pe-d
-} ;
- ’ ’ } ~ e T
! s
. Lt

PUESTO QUE d7<«<T, LA FUERZA APLICADA EN t='C PRODUCIRA UN INCREMENTO

INSTANTANEO EN LA VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL A
. piridr
y =5

Y UN INCREMENTO INSTANTANEO NULO EN EL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR, y=0.
© 306aNDO ESTOS INCREMENTOS COMO CONDICIONES INICIALES EN t=')5, LA EC.5
O COMO RESULTADO |

-h(t-1)

—il%él sen w' (t-1) e ;o t>v

- P
y(t) = MG
PUESTO OUE EL SISTEMA ES LINEAL ES POSIBLE SUPERPONER L0OS EFECTCS

S CASTONADOS POR LOS IMPULSOS APLICADOS EN CADA t QUE HAYAN OCURRIDO

ANTES DEL INSTANTE t DE INTERES; ES DECIR,



t

y(t) = ﬁﬁ% J p(r)eﬁh(t_T)senm‘(t—r)dT (12)
LA FUNCION M—wl,— e Pt"T genu! (t-1), QUE ES LA RESPUESTA A UN IMPULSO

THETAITANES DE FUERZA, SE LE CONOCE COMO  FUNCTOM DE TRAHSFEREWTIA DE!

SISTEMA.

_va ‘r'
:\L\)

.
W
3
|
E

LA SOLUCION DADA EN LA EC. (12) SE DENOMINA INTEGRAL DE DUHAMEL. ESTA
CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI-

LIBRIO; LA SOLUCION GENERAL ES:

t o

! v(t) = Ae % cos(uw't-0) + 2o f p(r)e P{ET)
l (s 0]
1

!

—_— ' - -
Mo® senwe' {t-t)dr

'
¢
i

{
[

filv DONDE A y 6 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMIENTO
¥ VELCOCIDAD, yv(0O) ¥ y(O), RESPECTIVAMENTE, EN GENERAL LA PARTE DE
e

LA RESPUESTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES .LA MAS IMPORTANTE,

YA QUE LA CTRA PARTE SE AMORTIGUA RAPIDAMENTE.

2 MOVIMIENTO DEL SUELO

Ben st ram .

PaRl#4 ESCRIBIR LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE

DOOTETRRIC PARA EL CASO DE VIBRACION FORZADA POR MOVIMIENTO DE LA

BrpSZ DE LA ESTRUCTURA, BASTA CAMBIAR p(t)/M DE LA EC. (12) POR --Xo

14

YA jk BN DICHA ECUACION APARECE EN EL MIEMBRO DERECHO p(t)/M CUANDO

T 2 CEXTRCION ES P(t) Y APARECE XO CUANDO LA EXCITACION ES POR

MO TERTS DEL SUELO., EN ESTE CASO



O

O

LA SOLUCION

y(t) =

EJEMPLO

TALCOLAR LA

TIGUAMIENTO

¥4

ES, *ENTONCES :
t ..

-1

-L:J—'_ ;C XQ(T)e

RESPUDSTA DE UN SISTEMA OF

~h{t-1)

sene' (t~1)drT

UN GRaADCO

(14

YD [ M
RN AN LGOS R A S )

NULO, CUANDO LA EXCITACION ES LA SIGUIENTn:

s
S et

4
xo(t)

xo(t)

]

CONSIDERESE QUE y(0)=0 Y y(0)=0. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES

SON NULAS SE TIENE QUE A=(0 (UTILIZANDO LA EC. (13) Y LA SOLUCION PAR~

TICULAR QUE

y(t) =

SIGUE, EC. (A)):

t

-
7f J a senpl{t-t)dx

- 00

:% = (1- cosut)

w?

t

-a -
= J sen w(t-t)drx

0

ST 0stst

FARA FINES DE DISERNO ESTRUCTURAL ES IMPORTANTE CONCCER LA RESPURSTA

#uxima; ESTA OCURRE CUANDO coswt =-1, O SEA, CUANDO

S S
0 t= =
T




PATA t>*t , O SEA PARA T/2>to ES NECESARIOC UL TENER LA RESPUESTA EN VI-
BRACION LIBRE CCN LAS CONDICIONES INICIALES DE VELCCITAD Y DESPLAZA-~

HYELWYS CORRESPOKDIENTES A t=t0:

y = 22 - . - -a
y(to, 2 (1 coswto) ;o y(t ) s o senwt

APLICANDO LAS ECS. (5) Y (6) OBTENEMOS:

y(t) = :% lsenwto senwt' - (1 - coswto) coswt ' |
K
2 T
-a
= _ + - LI
wz sen wto (1 coswto) sen (wt 7
yi{t) = ‘1% senwte sen(wt' - @)
w 2
-1 l—coswto
DONDE t' = t -t Y @ = tan (—————m—-—)
- o) senwto

L YALOR MAXIMO DE LA RESPUESTA EN ESTE INTERVALO ES

MAX{ |y (£) ]} = y SI t>t_ O T>2t

Carly BF EXCITACION ARMONICA.



5

CONSIDEREMOS5 AHORA EL CASO EN QUE LA -ESTRUCTURA ES EXCITADA POR LA

FUERZA ARMONICA

<. DURACION INDEFINIDA.

Li SCGLOCLOH DL ESTE PROBLEMA SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITOYZNDD 2

p(t) = Py senQt EN LA INTEGRAL DE DUHAMEL Y OBTENIENDD S SOLUCION,
SIN EMBARGO, EL RESULTADO LO OBTENDREMOS DE LA CONSIDERACICGN DE QUE
PARA QUE EL MIEMBRO DERECHO DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO
APAREZCA UN TERMINO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDO SE
TENGAN COMBINACIONES DE TERMINOS TAMBIEM ARMONICOS. CONSIDEREMOS,

<i> POR LO TANTO, LA SOLUCION

y(t) = A sen@t + B cosqt (14Y

7 O SETERMINEMOS LOS VALCRES QUE DEBEN TENER A Y B PARL SATISWATLF L2
ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO, PARA LO CUAL HAY QUE SUSTITUIR

“« v(t), y(£) ¥ y(t) EN La ECUACION DIFERENCIAL. HACIENDO ESTO Y FAC~

TORIZANDO

2

{(~a0" - 2h0B +w2A) senQt +

2 2 Py
+ 2hAQ +w‘B) cosfit = —~ senft + 0 x cosQt

-Bn
(-B2 M

PARA QUE ESTA IGUALDAD SE CUMPLA SE REQUIERE QUE

P
~A92~2hQB + mzA = T%

VA -392 + 2hGA + sz = 0

C




l
5
I
|
i
\

RESOLVIENDO ESTE SiSTEMA DE ECUACIONES SE OBTIENE:

o
2 (2% ~?)
A= :
(wz -92)2+ 4h292
pO
I3 AL
(e ~Q25L+ 4h292

SUSYLTUYEMDO A Y B EN LA EC. (14):

yl{t) = >

O, TAMBIEN
Po
M

y(t) = ‘
/sz —92)2 + 4h292

sen(Qt - )

1 ~£p9
w2 —92

TN DONDE  #

= ANGULO

ANG TAN (Zg) = TAN™
DE FASE

DIVIDIENDO NUMERADOR Y DENOMINADOR DE LAS ECS, (16)Y (17) ENTRE o

GE OBTIENE:

L) = —j—=———————5— sen (2t - §)
‘ V/Ql -5+ (2002
w2

a = !

TAN

(15}

(16)

(17)

2

(18)

(19)



3 SE TIENE EXCITACION ARMONIFA EN LA BASE DE LA ESTRUCTURA g
(t) = aseth 0 SEA X, = énzéenﬂt, BASTA CAMBIAR A p /M EN LA
- 2 C R AT LECRAS ALAS TREYT aQie T T

\EC (16) POR -aq“; HACIENDO ESTO 'SE OBTIENE

S Ry St 2P A0 5 TR L Al e
ey o v T 2 c s L':’(;{ Coe Q:‘;**:,r‘ P - .
y(t) =— ,'(Q/w) " a sen(Qtﬁﬂﬁg T .12}
~T3E L / DR 2“\\"" YRS, PRI S M [
. Q°.2 Q.2 .
. ) w '
¥FACTOR DE AMPLIFICACION.DINAMICA DE DESPL MAX ‘ L_.‘
pre.a : \
o3
TETEY : . notin
2
'

O

CURVAS DE AMPLIFICACION DINAMICA PARA EL CASO DE> FUERZA
EXTERNA e ERE

1 ’ o
By = ciwe 5 (2D

< C L - .
(e /- 82 v @ihf = e o

w By

N

LOS FACTORES DE AMPLIEICACION DINAMICA DE-NELOCIDAD Y ACELERACION SE,

VoY o

......

SE PUEDEN OBTENER DERIVANDO RESPECTO A t, LA EC. (16) O LA (20), SEGUN

el

‘ a
N aw

SHBA EL CASOQ. LOS»RE?QL?%DOS SOy, RESPECTIVAMENTE - *“'/,
. crosude L= Y L 1
8 e e s )
.. “\“_r‘, ;\: . Ty ) o s e
wax | LEL) LT RB35 vy o ()25 =uax| L) (22)
- w dal- o —da

v ) ‘x\«i 2 g . |{- v - \“‘ = )

R

-



22,

EJEMPLO -

CON UNA MAQUINA VIBRATORIA PORTATIL QUE PRODUCE FUERZAS ARMONICAS

SE PROBO UNA ESTRUCTURA, AJUSTANDO LA MAQUINA EN LAS FRECUENCIAS

RAD RAD
— A g -— ——— * (]
Ql 16 SEC Y 92 25 SEG’ CON UNA FUFPFA MAXIﬂA DE 500 LB EN CADA

CASC. LAS AMPLITUDES Y ANGUILOS DE FASE DE LA T"ESPUESTA QUE SE MIDIE-

RON FUERON:

py = 7.2 x 10 %in, g, = 15° (cosp, = 0.966 ; senf, = 0.259)
o, = 14.5 x 10 in, §, = 55°(cosf, = 0.574; senf, = 0.819)
EVALUAR LAS PROPIEDADES DINAMICAS DEL SISTEMA.
HACTENDO:
o, = Ps B _ Py 1 { 1 1/2
i "% Ba. T % 77
Lok 7y kg g% s [2c8/(1-8%)]7
— -
cosﬁi
p_ cosf.
L= > 1 8 =9/u
1 -8
o Pq cosﬂ1 2
k- k2 = 2——2 = ko (23)

SUSTITUYENDO LOS VALORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PRUEBAS:

2 500 (0.966)
k - (16)%m = _ 16
7.2 x 10° ; k = 100 000 73
2
D
v~ (25)2m = 500 (0’57f; - 1285 16i:EG
14.5 x 10

=/ k. RAD
w =/ == 27.9 SEG



USANDO LAS ECS. (17) Y (23) '‘SE OBTIENE:

p_ send.
r = 5%__E__£ ; DE DONDE £ = 16500 (0.239) -5 = 15,74
1 Kpy 25525 100 000(7.2 ® 107}

CUANDO LA EXCITACION TIENE FRECUENCIRA TGURL 5 LA RATURAL DEL 3iS5-
TiMA, SE DICE QUE SE PRESENTA EL CASO DE RESCOHANC .. O La BT {!

25 EVIDENTE QUE SI 3=Q,/w=1 SE TIENE

y(t) = 2'-—-(g)z a sen{ot-g) = L a sen(Qt-9@)
Z w 2
Bg
0 (B.) | = iﬁéﬂlﬁ = l— + EN CASO DE MOVIMIENTO DEL SUELO
d’'res 2z 2t . ’
-
Y (B.) = i— EN CASO DE FUERZA EXTERNA.

SIN EMBARGO, AUNQUE ESTA RESPUESTA ES CASI IGUAL A LA MAXIMA, ESTA OCU-
RRE CUANDO @ = /1-2 2. EN EL CASO DE y(t) Y y(t) EL mMAXINMO OCURKRE,

BESPECTIVAMENTE, CUANDO

Q = w Y @ = ;r———fw ST r<20%, LOS VALORES DE ESTAS { NO

DIFIEREN EN MAS DE 2%,
L MAXIMO VALOR DE Bd (PARA Q= le—Zcz) ES

- (Q/w)2

(B,) —
d’"MAX -y
2¢ 1-;2

1
(Ba)max = 5 °
2;/{~;

5T SE TIENE FUERZA EXTERNA O MOVIMIENTO DEL SUELO, RESPECTIVAMENTE.

~% OBSERVA DE ESTAS ECUACIONES QUE SI =0,

@

(Ba)yay = -

- -



O

SI SE ANALIZA LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE
MOVIMIENTO PARA EL CASO DE CONDICION=S INICIALES NULAS Y g=1 TIENE

L

»
-ht, , X o
y{t) = & ""({A sen w»'t + B cos w't) - ﬁg ?2&?

0) = B - B,/ (2tk) = 0

DE DONDE, HACIENDO y(0)=0 Y y(0)=0, SE OBTIENEN:

P p p
-2 _o ‘o 1 . p=-2 L
A= k w' Tk T ! B =

POR LO QUE

y(t) =

~h

T,
<
o~
i?w
ile
Nl =
ol
)
=t
1
[W
Q
o
[47]
€
(43

9]
(=
A

’ G R
[// \ ’; R 77
{(U {\ ’;' ) M? i ) MJL
:'I ;\" > ‘/ __iy[}_‘?;

i /> 1 y P=4

51 6 =1, APLICANDO LA REGLA DE L'HOSPITAL, SE OBTIENE:

ot

2l

{senwt - wt coswt)

N

90 j

o
P

Pooin, EL MAXIMO DE LA RESPUESTA TIENDE A INFINITO GRADUALMENTE. <;>



'™
(&
e

| ,’}/C\ /
N </\‘ . _4\_% . e e e e e m e - - - [
. ~ A i ‘ 4

~

~
~
-\

CARACTFRISTICAS DINAMICAS DE LOS REGISTRADORES DE STSMOS.

5I LA ACELERACION DE LA BASE DE UN INSTRUMENTO ES ARMONICA, DADA POR LA

£CUACION

a senft

xo(t)

EL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER

' R S
5, 1 : 1 fa
I 2" 72
‘UJ w
/41———) + (2c )
PUESTO QUE LA FIG I CORRESPONDE A Bd' Y EN ELLA SE OBSERVA QUE PARA
;= 0.7 SE TIENE By = 1 PARA 0<9/w < 0.6, SE CONCLUYE QUE EL DESPLA-

ZAMIENTO DE LA MASA DE-UN SISTEMA ES PROPORCIONAL A LA ACELERACION DE
5 BASE, SI ESTE TIENE AMORTIGUAMIENTO DEL 70% Y SI LAS EXCITACIONES
QUE SE TRATAN DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCIAS INFERIORES AL 603 DE
LA FRECUENCIA NATURAL DEL SISTEMA. ST ESTO SE CUMPLE, EL APARATO -

RESOLTA SER UN ACELEROMETRO.

4

EN,INGENIERIA SISMICA LA MAXIMA FRECUENCJA DE INTERES ES DEL ORDEN DE
10 CPS (T = O.IASEGJa POR LO QUE LOS ACELEROMETROS TIENEN FRECUENCIA

WATURAL DE 16 A 20 CPS.

2’
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0

B = FACTOR DE AMPLIFICACION DINAMICA =

14"

EJEMPLO

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD SUJETO

A LA SIGUIENTE EXCITACION:

LON g
CON C =0
] :' o . =
| mx + kx P,
e ey x = Cy senwt + C, cosuwt + p_/k

STENt =20, x=0Yx =

CZ
B
2.

IVAVANY

X = 7?'(‘ - coswt);

= -F /k Y c, =0

p = (1 - coswt)

()

B =2, ENt =T/2, 3T/2...

MAX

AHORA, SI LA EXCITACION ES DE DURACION t

/4?)¢ SI t<t,
|
l
|

Y =9
x(to) =% senwt0

L N

>t

CONDICIO-
NES INICIA.
LES PARA
t>to

O



O

l4ll

ST t>t0, X =Acoswt' + B senwt' , CON t' = t - to ’ <i)

ENt' =0 (t-= to),SE DEBEN CUMPLIR LAS CONDICIONES INICIALES AN-
TERIORES, LO CUAL CONDUCE A

P p

A = 7? (1 - COSmtoj Y B = »f—senwto
. P, Py
FOR LO QUE X = 5 (1 - COSwtO) COSmt"F-E-Senmto senwt’
p —
= 7? /QT - COSwtO)Z + senzmtO sen(wt' - 8 )
0
P ~
X = T? /%(1 - cos to) sen{wt' - 8)
P wt
= ig (2 senwfg) senf{wt' - 8)
N N s b
<:> B= FACTOR DE AMPLIFICACION <:>
wto to
BMAX = 2 sen—— = 2 sen(wvrﬂ
1T1:O i
CUANDO = 3 BMAX = 2
&%Mt¢
L N — SR —
7
li . ./
] i o Y g
0'5 /'0 /15 9 T
EL MAXIMO EL MAXIMO OCURRE DURANTE LA EXCITACION
OCURRE DES-
PUES DE LA
EXCITACION
mt
SI t_ /T ES MUY PEQUENO, sen—z=> = wt /T ~

()



l4lll

Y x - 0 0 o _ o _ ‘oo _ 1
MAX k T mk 2 Mw mw
m
EN DONDE I = p t = AREA BAJO LA EXCITACION
EJEMPLO

SEA UN IMPULSC APLICADO DURANTE UN INTERVALO DE TIEMPO At MUY PEQUE:
RO, TAL QUE At/T << 1:
) 0 \
aft
Tompirso = L= / Ple)

= Al ‘.‘g" - ﬂ"f ’

e o -

POR EL PRINCIPIO IMPULSO - MOMENTO SE TIENE QUE

At .
I = [/ p(t)dt = mx
0

EN DONDE i ES LA VELOCIDAD QUE EL IMPULSO LE IMPRIME A LA MASA DEL
SISTEMA. DESPUES DE At EL SISTEMA QUEDA VIBRANDO LIBREMENTE CON
VELOCIDAD INICIAL i(O) = % , MIDIENDO EL TIEMPO EN LA ESCALA DE
t', Y CON DESPLAZAMIENTO INICIAL NULO, DEBIDO A QUE EN EL CORTO
INTERVALO DE TIEMPO at LA MASA ADQUIERE UN DESPLAZAMIENTO DE MAG-

NITUD DESPRECIABLE. EN TAL CASO LA RESPUESTA RESULTA SER

x{(t') = X_‘gg_l senwt =H£— senwt'

SI EL SISTEMA TIENE AMORTIGUAMIENTQ,

x(t") TI“)— e 9 senuw't!



O
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26.

POR OTRA PARTE SI LA EXCITACION DEL SUELO ES XO = a senfit, O SEA,
X =-a 2Qseth, ENTONCES FL FACTOR DE AMPLIFICACION RESULTA SER EL

SENALADO EN LA ECUACION (20), ES IDECIR,

ar - to/w)?
d V’Tl—(sz/w)z) ¥ (2z0/w) ?

EN LA GRAFICA CORRESPONDIENTE SE OBSERVA QUE SI ¢=0.5 Y Q>w EL DES-
PLAZAMIENTO DE LA MASA ES PROPORCIONAL AL DEL SUELO; SI ESTO SE
CUMPLE, EL APARATO, CONSTITUYE UN DESPLAZOMETRO, CONOCIDO TAMBIEN

COMO SISMOMETRO.

DETERMINACION EXPERIMENTAL DEL AMORTIGUAMIENTO DE UNA ESTRUCTURA ME-

DIANTE VIBRACIONES FORZADAS ARMONICAS

By A (Byq) 2 2% 5 €= DESPLAZAMENTD £sTamiCs
° 36 - "%
(By) man
V7
2R —

NOT4 = o= PE: ILTADOS DE 143 PPUEBLS

CUBYA DE AMPLIFILACION =YPEBRIMENTAL







<i> Si SE DETERMINA Bd EXPERIMENTALMENTE MEDIANTE UNA SERIE DE PRUEBAS

DE VIBRACION FORZADA CON FUERZAS ARMONICAS; Y ADEMAS SE DETERMINA

o+ ENTONCES ‘ .

"o (24)
2By yax }

Y
I-

OTRO METODO PARA DETERMINAR c CON BASE EN LA CURVA EXPERIMENTAL DE

B, SE CONOCE CON EL NOMBRE DE "METODO DEL ANCHO DE BANDA DE LA MITAD

d
DE POTENCIA". ESTE SE BASA EN DETERMINAR LAS FRECUENCIAS QUE CORRES-

PONDEN AL VALOR rms DE LA AMPLITUD EN RESONANCIA, EL CUAL VALE

7 E
(Bd)MAX//E’ SEAN 82 Y Sl ESTAS FRECUENCIAS. DE LA ECUACION DE Bd
SE OBTIENE: rms = Ao RAIZ CUADRADA DEL VALOR MEDIO CUADRATICO
V2
4

O A t

p 3
1 e} / 2.2 2
—~ = 1~ + 2
S5 T T R/meN) T (2u8)

ELEVANDO AL CUADRADO AMBOS MIEMBROS:

I S 1
872 (1-8%)°

DE DONDE 82 = 1 - 272 + 2¢/1 +¢°

+ (2@8)2

DE AQUI, DESPRECIANDO EL TFRMINO Qz DEL RADIéAL,"SE OBTIENE
2 e 2 . 2
Bl = 1 - 2C - ZC ; Bl = 1 -~ r - ¢
2 . 2 ° 2
62 =1+ 2¢ - 2¢ : 62 =14+ -z )

(:) By = By = 2¢




S
‘%
% B, ~B
DE DONDE PG = 22 1 (25)
EJEMPLO %_
b 2
ot
¥t
' -2
2 n = 4.0 x16f,
4
=2 !
=
d ‘_
= ;
2 |
2
w
)
% [‘ :
e
g [ e o ]
1 S R [ o
5 XO\\— 25 a tad
Sly = 19.85 Q, > Sy
= - = @2
DE LA EC (25) AQ = @, 2y 0.87 e
P
. = By 7 By ___Qres Yres ___92_91 _0.87 5 183
2 2 Qz + Ql 39.97 ) °

METODO NUMERICO 8 DE NEWMARK PARA RESOLVER EL. PROBLEMA DE VIBRACIONES

FORZADAS.

EL METODO QUE A CONTINUACION SE DESCRIBE ES ADAPTABLE A SISTEMAS NO

LINEALES CON VARIOS GRADOS DE LIBERTAD.

PROCEDIMIENTO:

1. SEAN y,, y,,yY;, CONOCIDOS EN EL INSTANTE t,, y t, ,=t, + At.

SUPONGAMOS EL VALOR DE Yie1

2. CALCULEMOS v, 4 = y; * oy, + oy, )at/2 (26)



! 29.

O - L ) l [ X ] 2 L 2
3. CALCUTLEMOS y, 4 =y, + v;at + (5- s)yi(at) + 3yi+l(At) (?7)
4. CALCULEMOS UNA NUEVA APROXIMACION PARA vy, , A PARTIR DE LA -

ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO:

Vi1l T T200Yi4q "o (Vigg T Yeer) T (Xii4g (28)
DONDE y,__, = bt )/k
5.  REPITAMOS LAS ETAPAS 2 A 4 EMPEZANDO CON EL NUEVO VALOR y .,

HASTA QUE EN DOS CICLCS CONSECUTIVOS SE TENGAN VALORESDE Yisq

CASI IGUALES.

!

SE RECOMIENDAN VALORES DE 8 DE 1/6 & 1/4 Y At=0.1T PARA ASEGURAR

<:> CONVERGENCIZA Y ESTABILIDAD.

O




30,

Zo,&n/Egg
M=4 Ur&@i@n
EJEMPLO OO, £=0.2
ap b
T -

CALCULZR LA RESPUESTA DE LA ESTRUCTURA APLICANDO EL METODO 8 DE

NEWMARK i

_ = = RAD
w= JRM = /36/4 = 3 =

P
h=—¢te =0.2%x3=20.,6 ; T= ;} = 2,09 SEG
TOMAREMOS 8=0.2 Y At = 0,2 (£ 0.1T) SUSTITUYENDO EN LAS ECS, (26),

(27) y (28):

Yigy = Yy ¥ 01 (yy vy

Yig1 = Yy + 0.2yi + 0.012yi + 0.008yi+1

Vier = "1:2Y¥549 © 9Y549 - X5

EN t=0 SABEMOS QUE SE TIENE y=0, y=0 Y y=0

EN t=0 + st = 0.2 SEG; SUPONGAMOS y. , = 5.0 IN/SEGZ; X, =-6
y; =0
vy, =0



O

+ 0.1

e
o

(]

o | . - _

Y Yit1 (0 +3) =05 7 v;,,=0

U . a

Ef = - — _

' yi+l 1.2 x 0.5 9 x 0,04 - (-30 x 0.2)
..

o Yi+1 = 0+ 0.1 (0 + 5,04) = 0.504 ; Y1

- | .

S = 0.04032

(W)

ofs .

[\V] —_ - - - =

_ Yin 1.2 x 0.504 = 9 x 0.4032 = (-6)

31,

~—

+ 0+ 0+ 0.008 x5

0.04

= 5,04

0+ 0 + 0 + 0.008 x5.04

5.033 IN/SEGZ

ESTOS CALCULOS SE PUEDEN ORGANIZAR MEDIANTE UNA TABLA COMO LA SIGUIENTE:

7 pEbiaulbal

t X5 j Y Y y
SEG IN/SEG2 i ING/SEG2 ING/SEG IN
e A TSI - 4, . —_ . e e~ ]
0 0 ; 0 0 0
— . 1
¥ ( YT '
0.2 -6 ‘ 5.0000 0.5000 | 0.04000
% 5.040 [ 0.5040 0.04032
| 5.033 % 0.5033 0.04026
§ 5.034 i 0.5034 0.04027 |
R 1
n.4 — -12 } 8.0000 1.8078 0.26536
| 7.442 1.7510 0.26079
|
4 i 7.534 1.7602 0.26163
| ; § 7.533 1.7601 0.26162
| i f
L0.a" 0 ~4.467 1.7601 0.26162 -
0.6 | 0 -6.000 0.7134 0.51204
: f -5.464 0.7670 0.51633
: ) -5.550 0.7584 0.51564
i
: i
R B e A
EN t = 0.2 + At = 0.4 SEG: X, = -30 x 0.4 = -12
y; = 5.034, y, = 0.5034, y, = 0.04027




SUPONIENDO
o =
V.

Cji i+l

J -
Y. =

5| . ‘1+1

-'—4 ——
Yigr ©

EN t = 0.

EN t = 0.

vi,q = 8.000 SE OBTIENE:
0.5034 + 0.1-(5.034 + 8.000) = 1.8068
0.04027 + 0.2 x 0,5034 + 0,012 x 5.034 + 0.008 X 8 = 0.26536
-1.2 x 1,8068 - 9 x 0,26536 -~ (~12) = 7.442 IN/SEG>
47 SOLO CAMBIA Y : yy .. = yy , + x_ = 7.533 - 12 = -4.467,
. . |
6, v; =-4.467) y. = 1,7601; y = 0.26162 |



T - . TS ’ i \ . v,\"
©T s (- T, - o 33, -
| ESPECTROS E RESPUESTA ESTRUCTUPAL -
> - \x ) oy
RECORDEMOS OUE LA SOLUCION DEL, PROBLEMA DE VIBRACTONES FORZADAS cow
EXCITACION SIsmica BS EE o
- - ) v - ~ (. ]
‘f\l‘i/ R ) -1‘> t .. i \w(t-—-—f) . - i
R : Y(£) = 2% 4 x_(t- T)e TEOlET  sen w! (tmT)dT

!

. ~
; - -~

‘DE LA OBSERVACION DE ESTA ECUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZAMIENTO

}\ . 3, § . l 5; ..{?'
P ; 3
RELATIVO Y (t) ’ ES FUNCION DEL TIEMDO t EL AWORTTCUAMIEN?’C?, g, 'Y
A
LA FRECU{ENCL\A{__CIRCULAR; NATU\}{AL’* (0 FDEL PERIOD{O N\P;TURA‘L) s
) . i; JT ‘\, r.‘_’. 5}& '\ “'J ‘H*, NN TR ‘ H A :'”‘1 S
. ' . 3 - W . P T D T SR B ol @
y(t) = %(t Ju¥r) . Cr S R
i s W V I
;‘ "o \ g ‘ - \‘y ] ! : §C

PIJF‘MOS 'UN VALOR DE C,\POR EJEMPLO C O“*/V LUFGO ASIGNEMOS VALORES A’ N

w, POR EJE"iPLO»O l 0 2. -«0 A3 wETC”»HASTA CUBRIR*UN INTERVALO“DE INTE-—

RES, Y PARA CADA CASO CALCULEMOS LA FUNCION RESULTANTE DE APLICAR LA

Yl(t)' =

v, (£). = £,(t, 0,2, 0) = £,(t) )
ya(t) = £5(t, 0.2, 0) = £,(¢) ‘ S
sl’SEAN} D, = mxl,yl(t)l =‘D(url,_c) /
D, = MAXIyZ(t)I = D(wy,t) )
\ Dy = 'M‘AX‘]y:,‘;(i:‘)‘l = D(uwq,2)




@

Desplozamiento reigsivo,
X(t), pulg

|

-2
35 J - ' J-a
-~ — —VU mdx{|x(t)]| }=3.28 pulg. = B35 cm :
SN O ST VUNR VRN DU WU YERNOY SN YUY ASUNNY VAT YUY U VU IVUUE TNt SHUT WY WU VS VA VU S VA DU SN ST
5 10 15 20 25
Tiempo,t,seg .

Respuesta de un sistema amortiguado simple
con T,=10seg y & =0.10, al sismo de
El Centro, Cal., 1940, componente N-S
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EN TAL CASO, LA GRAFICA
iD

)

!
|
'3 z;. IS )

|
i
2

ES EL ESPECTRO DE RESPUESTA DE DESPLAZAMIENTOS PARA (=0, SI ESTE PROCESO DE

REPITE FIJANDO OTROS VALORES DE ¢. POR EJEMPLO, £=0.02, 0.05; 0.1,

0.2, ETC, SE OBTENDRAN LOS ESPECTROS DE DESPLAZAMIENTOS CORRESPONDIENTES.

DE MANERA ANALOGA SE PUEDEN CBTENER LOS ESPECTROS PARA OTROS TIPOS DE
RESPUESTA, TALES COMO VELOCIDAD RELATIVA, ACELERACION ABSOLUTA, ETC, QUE /SON,

RESPECTIVAMENTE

vV = MAxly(t)L;,m ;A = MAX|X(t)[C’w (29)

PSEUDO - ESPECTROS
ESTADISTICAMENTE SE HA ENCONTRADO QUE

S = gD = v (30)

SA =.w2D = A < wv (31)

A Sv Y Sp SE LES LLAMA PSEUDOESPECTROS.

]

DE LA EC-. (30): log D log V - log w= log V + log T - log 27

DE LA BC.(31): log A

log V + log w= log V - log T + log 2n

ESTAS ECUACIONES CORRESPONDEN A LINEAS RECTAS EN PAPEL LOGARITMICO;

LA PRIMERA CON PENDIENTE -1 Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +1
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b v

ALTERNSTIVAMERITE o EN
TEEMINOS DEL PERIODD,

.

, 0
/ﬁw‘f A5° { 45° "A%°
A - - o e ————————

EJEMPLO

i
T

CALCULAR EL ESPECTRO CORRESPONDIENTE A LA EXCITACION (CONSIDERESE =0)

o by,

e

B S S

0 to \
EN UN EJEMPLO ANTERIOR SE OBTUVO

- 2 - <
y(t) = o5 (1 coswt), SI 0<t tg

D = MAX|Y(t)]| = %% ; 05§5t0, (0<T<2t )
2a
SV =wD=T ’ SA= wV = 2a
t
2a “Yo
Y D = MAX|y(t)|= ;5 sen —— , SI T>2 t_
wt wt
_ _ 2a “To . _ _ o
Sv—wD—:—;—[sen 2[ SA—mV—Zalsenzl
_ LIM | sen®; - at
LIM S = g lat ) — }
w0 o)
2
5 ,

CASO PARTICULAR: SI to = 1 SEG y a = 100 IN/SEG

=



| sen —,ITf—i SI T>2 SEG

100 IN/SEG

37,
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w s
XA
ST
v //M%W/ﬁ”“\
LT
| /\,A SO/
/N g 2N
X/ A m\%y
%\m, 25
SRR
N 4 N
7N ﬂ N \/p N
aPaN)’ N¥
//\ i # > /y \v4 —-
NS
p C 9,
/ \\\_w \7 /\\A/ \ \
s g 5 s ;

50 100

Periodo nafural T,en seg

10

N.Newmark y £.Rosenblueth ref 1

Segun

Espectro no amortigucdo correspondiente a un pulso rectangular
[

de aceleraciones.




’

Desplazamiento maximo D,en cm

o

80}
60 |~
40}-

20—

Componenie N~S |
AVa
£=0.05 \>//"\//\

e ~-[=0.10
£ v s

OMIIJLLII

1.0 2.0 3.0 4.0
Periodo natural T, , en seg

Espectro de desplazamientos.Sismo de Tokachi~Oki, Japdn
(1968) . Segun H.Tsuchida,E.Kurata y K. Sudo, ref 4
§
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o
g 4
£ Compounente N-S
o 200}
o
>
£ 150 £=0.05 \
) =0, = / .
:g | "‘!\“\_‘.%‘7; \\ / \0..*
£ ~ o
o PN
I 160 1— A“‘j*\ \/ \W\a_\" g
z /
e &,\
o 50k /N =0.10
©
‘S
2
> | L | J ot i L
0 1.0 .0 3.0 4.0
Peciode notural T, , en seg
A
Méx {] %o ()]} &

Componente N-
3.0 o

Max{|¥%5(11]} = 207.67 em/seg?

2.0
P £=0.05

AN
\"‘\\\’// \ .

1.0 . .
[=0.10 -/%'A\\

0 J. ! i o i i ! .
Y 1.0 2.0 3.0 4.0 .
Pericdo natural T, ,en seg

Espectros de velocidades y de oceierccicnes. Sismo de Tokachi-
Oki, Japon (1968) . Seqin H.Tsuchide, E.Kurata y K. Sudo,
ref 4
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Acelerogramas originales del sismo registrado el
11-V-1362 ,en la ALAMEDA CENTRAL, Mex.D.F.
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DISTRIBUCION DE LAS FUERZAS CORTANTES EN UN ENTREPISO

R L N —
4 Y4 | P, =K, 8§+ K, 8+...+ K 8=V =K &
PN SN é < 1 2 n eq
l {' %Y1 |
‘ v ‘
Xy | Ko i; 5 8T Ky = & Ky
o A
i } | . X“
o P 0
‘+~J > | ;A = — NAVAY
. v g
: N .
| r---——x/\/\’\/—~-¢[2
Pl
i
l ﬁﬁﬁr Eé - [ n
' Kr\ I K = z K., !
eqg . 1
é | 2 e
hie
IM, = IF_X. = IK 6X. = 6IK.X. = VX,= K__ 68X,
n i it i 71 i1 eq
I K.X.
i=1 * 17 t O
X, = —/—— | <=—=——=—=— 2 POSICION DEL CENTRO DE RIGIDECES
T K, ‘
i=1 *
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VEAMOS COMO SE DISTRIBUYEN LAS FUERZAS CORTANTES EN LOS MARCOS

B =
Fl Kl ( " K.$§
e Ve
| P = = 7 =
F, K, ' IF, = IK 8 =V e
e e e — - 1
F ; !
Fz %5 .
e e I
F, K, | K.
1 i
L e ] o=y
v C.R.: | i X ?K
S O . i
| i=1
|
Fo-1 ¥n-1 !
- T
|
F L '
l D 1
)
K’Xm —t 6Xm
{——v—-——‘—,_ F T
, ! m 3 F, =K 8 =K X!B9
__E‘l‘mzi_.,@_.._- S R 1 i 1 1
I : ¥xm-i )
) b . F, =K 8§ =K V!GO
Ty T AT =17 - i Yi Y3 i
*— - NQ& C.r. ? c 85
| =< ) 4L M 33 = w v '
éyﬂ: 5 33 g \:\4, T {2 !x " Mo p = I Xlxl +ZFin.
o - , i A v .
R S ey 1] 2 2
-ty A ¥ = 9(ZK_ X!° + IK_ ¥Y!7)
! : Ao ! “ Jyn X, 1 ;1
K)(‘ | 771:7\ ) ?_x
x =M
1 kg éx4 Tx
M
T
DF DONDE @ = 5 5
K x'"+ K Y!
. x.71 Yy
POR LO QUE
K X]'_ KY v
¥ =M i _ i
%5 TX W =i B, T My ) 2
K X!+ XK Y i K X! 4+ K vy!
; 1 Yi %71 y; 1

O




SISTEMAS NO LINEALES DE UM GRADO DE LIBERTAD

ECUACION DE MOVIMIENTO-

Mx  + 0(y,y) = P(t) ; vy = x-x_ = DESPLAZAMIENTO RELATIVO
SI O(y, y) = KY + CV  SE TIENE EL SISTEMA ELASTICO LINEAL

MODELOS PARTICULARES

1.  RIGIDO-PLASTICO Q &
™
| Qo
: . G N g
7]
0 ==, + Cy, ST y<0
Q =0, + Cy, SI y<0 EN DONDE C = CONSTANTE.SE HA EMPLEADO COMO

2
MODELGC EN EL ANALISIS DE TALUDES Y CCRTINAS DE PRESAS DE TIERRA

Y ENROCAMIENTO

2. ELASTO-PLASTICO Q
B
T
a o
o 32 9u 3

Q= Ql(y) + Cy |
SE EMPLEA COMC MODELO EN EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS DUCTILES,
TATTOR DE DUCTIBILIDAD = py = yu/ye

Yo © DESPLAZAMIENTO MAXIMO QUE PUEDE SOPORTAR EL SISTEMA SIN

FALLAR.



O

CASO

SISTEMA BILINEAL

Q

;
/

BN

CON ENDURECIMIENTO

! /’
“
]

SE US2 COMC MODELO PARA ANALISIS

DE PUENTES COLGANTE

TIPO MASING
Q4

// /% / i
VY j<\ Y
L’-’—“/ Esq-Je‘q,“'o de
la curva

™ n —
o FUERZA EN vy Vs

o]
]

N
i

D& SIGNC) POR ULTIMA VEZ

K N
CON_ABLANDAMIENTO
SE USA ZOMO MODELO DE SISTEMAS
QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA-
MIENTO (MUROS DE MAMPOSTERIA,

POR EJEM),

(INCLUYE A LOS ANTERIORES COMO CASOS ESPECIALES)

DESPLAZAMIENTO EN EIL CUAL EL PROCESO SE INVIRTIO (y CAMBIO

PARTICULAR DEL ESQURLETO
Y . 9 + a(g——-)r (MODELO RAMBER - 0OSGOOD)

DONDE Yqr Ql’ o Yy ¥ SON CONSTANTES POSITIVAS

Q4

I/"“c.— d: (@)

— 0(=O.",I':4—

NS

J
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EJEMPLO: CA50 BILINEAL ‘ !

%

EJEMPLO CASO ELASTOPLASTICO
Q
YN0
Jr-?? - e
?_ *7{ 5 // ;7
. 1 g VAR g_
CIQ /«4(0
1 /
4 e N
R____|

PARA EL ZNALIS1S DE SISTEMAS NO ILINEALES SE PUEDE USAR EL METODO B

DE NEWMARK DESCRITGC ANTERIORMENTE,



2 -4
O S{0.65¢m
¥

ZZLZ ZZQZZZZZ
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™S

-

|

s

L _QZ"—;T_ K: 32— 1(0r\//Cm5
| Y

0.8279 cmig

JTTT JTi7
Pty tens
50 ]
| |
S ————————————
o ) 0.5

ECUACION DE EQUILIBRIO DINAMICO , MY + Q(Y)

vo.Re) -om P

~— 1 512G,

P(t)

(1)

M

PARA LA APLICACION DEL METODO

DE NEWMARK SE TIENEN LAS SIGUIENTES

EXPRESIONES:
= + -
tiyg T 5 T AL
= Vv + 3 2
Yigr = ¥y b (Y F YL g0 Ar/2
v = Y. + & At + (0,5 - e); (At)2 + B ; (At)2
Yit1 i . At 2 Y5 i+1
CONSIDERANDC At = 0.10 SEG. Y g = 1/6 SE PUEDE ESCRIBIR;




. 1 .
Yivr T Y v 3m (Y F Vi) (11)
~ . ', 1 .o ..
Yo = Yy F Y, (0.10) + gay (2Y, + Y. ) (II1)

EL PROCEDIMIENTO DE CALCULO ES COMO SIGUE:

PN

SE ASUME Yi+1

SE CALCULA Y "CON LA ECUACION (1)

i+l

SE CALCULA - Y CON LA ECUACION (III)

i+1
SE CALCULA UN MEJOR VALCR DE Yi+l CON LA ECUACION (I%

ETC.

PARA LA FUNCION DE RESISTENCIA Q SE TIENEN LOS SIGUIENTES CASOS:

Q 4 Qmayx
Qo
O Jo 3 Ymax
1. COMPORTAMIENTO ELASTICO ’ Q = 32 Y TONS
2. CAMBTC DE RIGIDEZ ’ Q = 30 + 18 (Y—YO) TON
S I = - 32 =X
3. DESCARGA p Q dex 3 (YMAX Y) TONS

ESTA ULTIMA EXPRESION MANTIENE SU VALIDEZ HASTA QUE,(YMAX—Y) iZYo



\ ~
p
¥ = 0.9375 CMs ; 94, = 30.0 TON
PARA £ =0, v =o=22_21925, yv=0,y=0
L M 2 g
PARA t = 0.1i0, v, = v_ =0 .= 75
i -3 21
ier, CICLO
SEA i+ = 20 COMO PRIMER TANTEQ. FN TAL CASO
v = 0 + i& (0 + 25y = 2,25
i+l 20 = <
Vl =0 4+ 0,10 x 0 + —E;-(Z x 25 + 20) =0
Yi+1 : 600 - e
O = 52 x 0.1167 = 3.733¢C
Y 50 - 3,733
it = 5 = 23,134
20. CICLO
y = 7 o= 567
it1 23,134/2 16.567
s - 4 =
Ji+l 73.134/600 0.1219
0 = 32 x 0.,121% = 3.9000
yi+1 = (50 - 3,9)/2 = 23.050

lzr., CiCLC
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CICLO

il

= (50 - 3.8960)/2 = 23.052

23.052

23.052/2 = 2,402¢6

= 73.052/600 = 0,12175

®x 6.12175 = 3,8960

ETC.

50.
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L0S CALCULOS BASICNS SE MUESTRAN EN LA TABLA SIGUIENTE:
A ; '
! t ! D Y o, Y -1 Y i Q !
{ SEGS i TONS CM SEG -~ - CM SEG - CcMS ! TONS
D B - i
. 0.0 . 50.90 25,600 .00 L 0.00 } 0.00
Fe e e - -4 ' P —
0.10 5G.00 26.000 2.2500 0.1167 ; 3.7330
71,134 2,4070 ; 0.1219 , 3.9000 |
23.050 2.4025 0.12175 3.3960
, 23.052 2.4026  : 0.12175 ! 3.8960
e O T U SO
0.20 ' 50.00 20,000 | 4.5552 ' 0,4722 | 15.110 |
: 17.445 | 4.,4270 1 0.46793 | 14.970
| 17.513 | 4,4310 ° 0.46804 , 14.977 |
| 17.511 ! 4.43075 | 0.46204 ;14,977
0.30 50.00 10.000 | 5.8060 0.98610 | 30,8750 |
; 9.560 ' 5,7840 0.98540  + 30.8620 .
9.569 | 5.7848 0.98543 |  30.8630 °
S - - D e H
0.40 50.00 0.00 6.2630  1.5958 L 41,849
4.0750 | 6.4670 1.6026 L 41,972 |
! 4.0141 "' 6.4640 1.6025 i 41,970 |
| 4.0150 ' 6.4640 1.60250  :  41.970 |
R s T mm e e s T
0.507 | 50.00 .00  5.6650 2,2623 © 53.846 |
! ~1.9230 ‘ [
| -1.9000  6.56975 2.2591 ' 53,789 |
| ~1.8944 ! :
| -1.8946  6,5700 2,25912 ' 53.789 |
e e e
0.50+ | 5,00 ~24,3946  6,5700 2.25912 53.789 |
- R o ke R - sl - R et sl et e o,
0.60 | 5.00 ~30.000  3.8503 2.7848 63.251 |
| -29.126 3.8940 2.78626 63.278 |
| ~29.136 3.89347 2.78624 63.277 |
; -29.138 3.89347 2.78624 63.277
e , ,
0.70 ! £.00 ~32.000 0.83657 3,025127 67.577
E . =31.289 ;
; . =31.320 0.87057 | 3.02626 67.598
: | -31,299
! | -31.301 0.87147 3.02641 67.600
—~ R __.;,_.._ R - i, - - P e U S - - - - - -
0.7278  5.00 i =31.620 -0.00313 2.,03850 67.818
| . =31.409 _
: ' -31.420 -5.000352 | 3.03853 67.818
. 0] -31.4093 -0.000205 | 3.03853 67.818
En t=0.35 + SEG, Ay =-45/2 = -22,5 ,.-22.5 - 1.8946 = -24.3946




CONTINUACION DEL CUADRO ANTERIOR

- R A e Rt .= "‘:" - TR e N - TTTTe e T "“

ot ! ° } .

t | p Y ! Y Y E 0 g

S - SRS S SO .

0.80 | 5.¢ -28.000 | -2.1449 2,959611 65.293 |
: ~30.146 |

; -30.000 ; -2.21708 | 2.957874 65.237

; ~-30.118 %

x ~30,117 ~2.22127 | 2,95777 65.234 |

e e UL S e

0.90 ! 5.0 ~27.00 -5.07712 | 2.59025 53.473 |

' -24.236 |

~25.00 -4,97712 | 2.59358 53.580 |

~24,290 !

: b -24.294 ~4.94182 | 2,59476 53.617 |

! -24,308 ~4,94242 | 2.59474 53.617 |

1.00 | 5.0 | =-14.00 ~6,85782 | 1.99614 . 34.461

g -14.7305 | l

i -14.7200 -6.89382 | 1.99494 | 34,423 |

| ~14.7120 ~6.89342 | 1.99495 | 34.423 |

ST R - . . I !

EN ESTOS CALCULOS SE INTRODUJO t = 0.50 Y 0.50+ PORQUE PARA ESTE
INSTANTE SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA CARGA P(t) DE 50.00 TONS
A 5.00 TONS, CON LO CUAL SE PRODUCE UN CAMBIO BRUSCO EN LA ACELERA-
CION DEL SISTFMA y. EN ESTE INSTANTE NO SE PRODUCEN CAMBIOS EN é

Y Y. EL TIEMPO t = 0.7273 SEC. SE INTRODUJO POR LA NECESIDAD DE
‘CALCULAR LOS VALORES DE Y Y DE O, PUES A PARTIR DE DICHO INSTANTE

SE INICIA LA‘DESCARGA DEL SISTEMA. ESTA CONDICION SE ENCONTRO SOBRE

[ N4 KN
LA BASE DE APROXIMAR ¥ A CERO, OBTENIENDOSE YMAX=3.O3853 cMS v

Opax = 67.818 TON,

EN EL CUADRO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RESUMEN DE LOS RESULTADOS.



1.0

R
DA

————————

/‘>/\

D

2 (=
~

A R

x

3.0

seq




—+- CAMBIO DE RIGIDEZ

NOTAS |

— CAMBIO DE CARGA

— Omax, Ymax.

. B T
t y(supuesta)% P i Y I Q g(calculado)l i
Seqg. Cm Seg_2 Ton 5 Cm. Ton Cm Seg‘2 Cm Seg_
0.0 - = . 50.00| 0.00 0.00 25.00 0.00
0.10 23.0520 50.001 0.12175| 3.896 23.0520 2.40260
0.20 17.5110 50.00,; 0.46804} 14.977 17.5110 4.43075
0.30 9.5690 50.00) 0.98543| 30.863 9.5690 5.78480
0.49 4.0150 50,00 1.60250| 41.970 4.0150 6.4640
0.50 -1.8946 50.001 2.25912| 53,789 ~-1,8946 6.5700
0.50+ - = 5.00} 2.25912 | 53.789 -24.3945 6.5700
,  0.60 -29,1380 5.00| 2,78624 | 63.277 -29.1380 3.89347
2 0,70 ~31.3010 5.00¢ 3,02641 | 67.600 -31,3010 0.87147
§ 0.7278 ~-31.,40093 5.00) 3.03853 ] 67.818 -31.40093 -0.000205
| 0.800 -30.1170 5,00 2.95777 | 65.234 -30.1170 ~2.,22127
% 0.90 -24.3080 5.00| 2.59474 | 53,617 -24.,3080 ~-4.,94242
i 1-00 | -14.7120 | 5.00]1.99495] 34.423 | -14.7120 ~6.89342
Y mdx = 3.03853 cms —
RESPUESTA MAXIMA
0 mdx = 67.818 tons

2]
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CRIT'RIOS PARA TRAZAR ESPECTROS DE DISENO ELASTOPLASTICOS A PARTIR DEL ELASTICO

CRITERIO DE IGUAL DESPLAZAMIENTO MA\XIMO DEL S:.STEMA ELASTICO

Y EL ELASTOPLASTICO DE TGUAL PERIO)O:

G _ Yyvax e
W =Ky = =
Ret-—-=------ ;f
// ! = — =
Qb""'" d ! YMax T Ye uyy qu
! !
! ] | De
— lw_ D = =X
Yy { J D
Y= My
CRITERIO DE IGUAL ENERGIA ABSORVIDA POR LA ESTRUCTURA:
iaq
—
A
=
|
{
i
o Qe b ]
P I I ] 7
N I
0 H SR | =
0 Yy Y Ip
Ky .y Ky y
e’e / i
T = 3t Ky, Oy -y
y2
2 2 ‘y
= 4 - = -
Yo =Yy Y YV, T Yy =Yy, - 3
Ve 2 y 1
-;— ( e) == —R - _;_ = u - .5.
Y\ly y P
7 y M
Y.
)—fE— = V2u- 1




e

y = Je
Yo e T
vel
y 7 L p - _SMAX
_!'IAX p /ZU_ .lt
POR LO TANTO
Dp = De//2u- 1 Y

/2 - 1

Qp = Qe//fﬁ- i

AMORTTIGUAMTENTO HISTERETICO

SI SE CUENTA CON EQUIPO PARA MEDIR EL ANGULO DE FASE ENTRE LA FUERZA DE EXCI-

TACION Y EL DESPLAZAMIENTO RESULTANTE,

VIBRACION ARMONICA EN RESONANCIA.

SE PUEDE EVALUAR EXPERIMEN-

TALMENTE EL AMORTIGUAMIENTO DEL SISTEMA CON UNA SOLA PRUEBA DE

ESTA SE LOGRA CUANDO SE AJUSTA

LA FRECUENCIA DEL EXCITADOR DE TAL MANERA QUE EL ANGULO DE FASE SEA

90°, YA QUE:



ANGULO DE FASE,®

g3
A=

EN ESTAS.CONDICIONES LA FUERZA DE EXCITACION QUEDA

LA VELOCIDAD DE LA MASA YA QUE

y A sen{wt - 8) = -A coswt, SI 6 = 90°

Awsenwt Yy = sz coswt

Y oy
Y DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO:

MAwZCOSwt + CAwsenot + K(-A coswt) = posgnwt

SE VE QUE SE DEBE CUMPLIR QUE:

| e
CAw = p_ , DE DONDE [ = 1o

L3

DE LAS ECUACIONES ANTERIORES SE DEDUCE QUE:

y2 = A% cos?u? s Xf = cos’ut

A .
Y

p2 = p; senzmt ) R; = senzwt

Po
SUMANDO: ©  y° . p? 2 2
i > = sen"wt + cos”wt

A P

EN FASE CON

(1)

57




QUE ES LA ECUACION DE UNA ELIPSE CON LOS EJES COORDENADGCS y Y p,

ASI (fig 1):
( g ) %/P -F A A/EEA=Wc:—KAZ
(3 - ® 2
= G <3
‘ ./?'\"( RN K;l;><} ka TEYS
; , \ - \ ~xZ
| ‘ﬁ | SN A
v BREL T Wy 3 3
N
| Flg 2
FiG 1

SI EL AMORTIGUAMIENTO NO ES EXACTAMENTE VISCOSO, LA GRAFICA QUE SE
OBTENDRIA DE p CONTRA y NO SERIA EXACTAMENTE ELIPTICA, SINO ALGO
COMO LA LINEA PUNTEADA AHI MOSTRADA. EN ESTE CASO SE PUEDE UTI-
LIZAR UN AMORTIGUAMIENTO VISCOSO EQUIVALENTE, DE TAL MANERA QUE EL AREA
Wd’ DE ESTA CURVA SEA IGUAL A LA DE LA ELIPSE EQUIVALENTE, Weq=nApO,

ES DECIR
Wd
Wd = ﬂApO , DE DONDE Py T TA
POR LO QUE, DE LA EC. (I)
- W
d
C —_ (I1)
€q TrwAz ’
st,, ,
ADEMAS, C = 2V/KM'= 2X/w ; DE FIG. 2 C = 2(—%)/w, DE DONDE
cr . cT A2
E = .Cﬂ
ed CCr
= '
Ceq wd/(4nws) (11




(;)
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DE LAS ECS. (I) Y (II) SE CCONCLUYE QU:I EL FACTOR DE AMCRTIGUAMIENTO

VI&COSO ES FUNCION DE LA FRECUENCIA, .

EX1STE OTRO TIPO DE AMORTIGUAMIENTO QJE ES INDEPUNDIENTE DE LA FRE-
CUFNCIA, QUE SE CONOCE COMO AMORTIGUAMTENTO HISTHRETICO, EL CUAL
PRCDUCE UNA FUFRZA EN FASE CON LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA MASA,

PER? PROPORCIONAL AL DESPLAZAMIENTO, i3S DECIR

h
it
3

by
N

t
3

' (III)

DONDE n ES EL COEFICIENTE DE AMORTIGUAMIENTO HISTERETICO. EL DIA-

GRAMA DE fa DURANTE UN CICLO ES
k£
(#3
PARA §'W<t<7ﬂ y

3 pRE I p

PARA Oftf%

m

PARA >

<t<

PARA n<t<%n

— e e —

A x nkA

W. o=y 5 - 2a%0k

SI SE CONSIDERA QUE LA ENERGIA PERDIDA POR HISTRRESIS SE PUEDE REPRE-

.~

SENTAR MEDIANTE UN AMORTIGUADOR VISCOSO, ENTONCES, DE LA EC. (II') Y

FIG 2:
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VIBRACION DE SISTEMAS DISCRETO0S DE VARIOS
GRADOS DE LIBERTAD

Ejemplos de sistemas de n .GL )

Caracteristicas:

concantradas

- masas s
47 , rigidas
] - columnas solo se deforman
Py lateralmente
' ‘
f ! - con una coordenada por ma-
sa queda definida la confie:
2 racidn del sistema
- equivale a:
/ ’ e
! A m, my, W ¥
‘ G e T R T
- T T T / 0 e 55 >
[

Ve
A Y

Adem3s, la consideramos eldstica,lineal

-, EZ
d/ VVI] niz w1z
w: £ P S
E A A > v g 7\
Supongamos:
X— XI }(‘2 )‘{_a
/ ) ~i1:”“ T - "— .--—masas concentradas
lPi(t) P,(t) Pa(t) fuerzas concentradas exte-
1 riores
aislemos una masa: -
= Fri = ijuerzas resistencia elédsti-
I ca a la deformacidn

(e

7



o

Las ecuaciones condensadas de movimiento serdn:

FI1 + Fri = Pl(t)

FI2 + FPQ = P2(t)

Fl3 + Fra = P3(t)
Lt . . . |
(.- Fuerzas asociacas al desplazamiento,

NO al movimien<o

. la determinacidn de estas fuerzas es un problema
astdtico.

Coeficientes de influencia

1. De flexibilidad 4 lel

Do
A ' Al
fi' = despl. de la coord. i debido a una carga unitaria en
] coord. j (desplazamiento y fuerza en = direccidn)

Por superposicidn

Xy = Fq0 Q) v £, Qy + £,50Q

Xog 7 Fpy Qp + Toy Qy + £54 Qy inv. (1)
Xg = £40 Qp v £, Q) + £44 Q,

2. De rigidez:

4k,
Xw‘? ‘i /Liﬂ\\j}\\\:;;fzzzéz
ks,

Kij = fuerza en coordenada i por un desplazamiento unitario
en cocrdenada j.




3o

7

Por superposicidn

= K 3
Q = Kyy Xy + Kyp Xy + K g Xy

Q, = Kyy Xy ¥ Ky Xy + Kyg Xg .2

Qg = Kgy Xy *+ Kgo X5 4 Kyq X4

Desde 1 K.. = K.. (y £..
esde luego 13 i y 15 j

1]

Hh
.

N’
~~
=
jol)
w
£
o
=
._.l

1
=
o}
P
B,
N’

La ecuacidn 2 también puede escribirse:

o bien, en notacidn matricial

(Qq) (Kyq Kyp Ky (Xl ?
%Qzé = Ko Koo Kog %, 4
[Qs/ K31 K32 K33 %3 3
matriz de ri-
gideces
Ponemos:
fof = i
Claroe°que [K]_i = LFI = [fij]

Sustituyendo (2) o (3) en ecuaciones de movimiento:

m Xy + KXot K12%2 t Kyg X = P (t) .
mX, + Kpy Xy + KooXy + Ko Xg = P,(t)
maXg + KogXy + KooX, + Koo X = Py(t)




~

o kien:
r T = Ty ) D
00 1 [¥i1 Xpp Kig) (%) (Pi(t) /
0 m, 0 % K., K. K X P JP.(t))
2 2/t | "21 “22 23 =) 2
/
L4 J P
0 0 mSJ 3} K31 Kap g | X, ( 5 (t)
o también:
Ful” 5X} P _ P(t)z (vibracidn
| N () L l i j forzada)
- §07 (vibracidn
{ libre)
1. VIBRACION LIBRE .
- ) N .
: ] g SN g )
]ijl jx\ + [K X 30 (1
Supongamos la solucidn
57 _ ) _
$X( = %r (A sen pt + B sen pt) = gr Y (t)
constante o i 7 _—2> define:
escalar .— . . a P
con t - variacidn armdnica
- amplitud
tenemos:
/ ~ -
;X( = {gf (A sen pt + B cos pt) = r Y(t)
{&f = grf (Ap cos pt - B p sen pt) ‘ (1.
{% = {5? (—Ap2 sen pt - B p2 cos pt) = - p2 {r} Y(t)
Sustituyendo 1.2 en 1.1 y dividiendo entre Y(t) nos queda:
2 T T -
- P fMi ér} + LK_—]\Erj = {OE
o sea:
T - 52y i -
!/[KJ 2 [Mﬁr c = dof (1.

1)

2)

3)



O

O

[ §=f = o (] fof ) fep =62 [n] fe)

pre X EM_]-:L ‘ Pre x EK]—:! . 1—-

2
)t 0 fe = e? e Lorp o= [Tl ff

-
B
.l

En las dos formas llegamos a un piroblema de VAC

- ), 3
A :

o Aon
=
e
]

S

1
L

Problema de valores caracteristicos:

Dada una matriz cuadrada de orden (nxn) [LJ, que representa-
una transformacidon lineal de vectores n-dimensionales, debe

resulte

[

- .

encontrarse un vector ;ug que transformado por (L
\ . (7 . "as st r

en otro vector juj en la misma "direccion". O sea, L|{ solo

cambia la magnitud de gug sin cambiar la direccidn.

El vectcer es un vector caracteristico (o eigenvector) de LLd
k(escalar) representa la relacidn entre las "longitudes" an-
tes y después de la transformacidn y para llegar a los VEC de-
be tomar valores de un conjunto de valores caracteristicos
(VAC) (o eigenvalores).

\

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales puede

considerarse un problema de VAC. - (STD)

Tenemos

[a -t £

{h} (1.3)



Si en el gistema de ecuaciones

W W o- 9

es no singular, la solucidn finica es la trivial

food

[a

A,(\_J
!

- ¢ 7 -
Xroo= 305 de donde: nos interesa el caso en que ‘A] es

4

-

. . ., [ .
singular. En este caso la adjunta® {A existe y puede pre X
Lo

por ella, con el resultado

¢ _ ¢ 2
|al fx? = 50§
/\ —~—
porque LA] A} = !Ai‘ [I] ‘VLB;] (nxn)
Puesto que !A{ = 0, EXE no necesariamente es nulo, pero si

se asigna un valor dado a uno de sus elementos los demis que
dan determinados en forma {nica.

. . . ( . °
También notamos que si 5X} es solucion de [A X = ;0

- {

y ¢X es una constante, entonces M{Xf es tambié&n solucidn.
Por lo tanto, hay un niimero infinito de soluciones. Todos es-
tds se consideraran juntas y hablaremos de una "solucidn" co-

. . . 2
mo un conjunto de relaciones entre 1os elementos de éxs.

- p’ Dﬂ] =0 = o} (1.3)

Al desarrolilar lE’ = 0 llegamos a una ecuacidn de grado n

Volvemos a [Bﬂ

9

2 -
en p , cuyas raices son los VAC.

- Como fKI \% [MJ son simétricas y positivas definidas¥*,

*Transpuesta de la matriz de cofactores.

w7 7 . ’ r \) ’ e
“n}Aj es POS. DEF. si {qi LAJ {q >0 para todo {qf no nulo

O



@,

puede demostrarse que las raices dz la ecuacidn caracteristica

2 2

S 2
son reales y positivas. Las llamamps ¢1 > Py seces P

~

Las n frecuencias naturales son

los términos positivos de las ralcss y la mds baja es llama-

da frecuencia fundamental.

- Para la gran mayoria de los cascs de interés las frecuencias
son diferentes entre si.
- Para cada frecuencia P; existe una VEC asociado:

[K] fq?i = pi2 (fyl {rgi i=1,..., n

»

o sea para cada 1 existe una solucidn j E no trivial

T e

- Normalizacidn (solo conveniencia, sin significado fisico)

Varias formas:

5 - 1.0 7t
2 0.4 | ///
1 . —_—
7
1 4 0.2 4o,
i
7} — = o
?rsi LMJ %rfi = 1 (modos normales)

e e ™ e T ot = s e

- Los modos y frecuencias naturales del sistema son propiedades
caracteristicas derivadas de las propiedades de inercia y ri-
°

gidez expresadqs por los elementos de [M] y [K].

- Llamaremos matriz modal (Rj a la que tiene los VEC, o vecto-

res modales, como columnas.




ORTO)GONALIDAD DE MODOS DE VIBRAC;ON

ay
3

gbg son ortogonales con res

. <
Se Jdice guer dos vectores ¢ y
{
pecvo a la matriz simétrica [J| si
Satr 3] = bl (0] fa -
az JJ b: = <bi 1J <a = 0
= [ L4 p
. 7 (3 .
Demestremns que dos vectores modales fpi. y <r: ., asociados a
. /

i (74

frecuencias diferentes (F} # Fj) son ortogonales con respecto a
1
las matrices de inercia y eldstica.

- Cada uno de estos vectores satisface la ecuacidn 1.3

b

2 IR R 1 4,7 <7
[ U = ) r Z = — ;l
p° M|t K rj LM] {r) pQLKJ s

Lo H -~

1~

2 roo _ ¢ ; _ 1 "
P [M] il")‘. i [K:} 21"5 : [M] ;I’ i p—i-2 LK] ?S'PP :
} hel _ - 5 r = ¢ 7 - 1 - »
pj [M] Z?EJ = [KJ )rij [ My ?rgj ;;ELKJ r)j
pre X 1 y J por EPZ; vy ér}é respectivamente
) |
7 B A R O M R Y (g v 1 ~
P; T 3 (Ml 714 ‘51”} 3 g_KJ Zr)gi %rz i M] {r) i~ .2 %PE 3 [K]{érj i
Pi (a)
1

%@é@ﬂfﬁj

il
oJ
~ e

H
N =S
He -

=
b
o~

3
(S

1)
(\_/\v,.\

s
AN}
o —

= i
[ —
r‘\/_q
N~
[

e r— -
~AA
e
e -

r_\z P
| N}

f\.’»»\.

I

(-}

N

1] g :; B R 1 -y ?
eofy O jefy = gepy [K]gely

t —~ ¢ 2 { LS N y
Sep g Dl defy = gy il el

., restando miembro a miembro en ecuaciones (a):



@

(p? - p]?) /frf;_ EMJ

1 \

PR

.?
L
N e T e e

1

fri. Ml $o. = o
la(l. -~ j:]

S sV I -
{r? : LK~1 (r)j = Q
lLa ec

¥y la matriz modai

(r]

Hagamos:

Yy Sustituyendo en (a):

- =N ';u}
(e IR} ¥,

premultiplicando por

-

(107 ]

[onlan) Ia
gr.?_ M| »_)?J S

e e e o et o e

si i # 5§

1
o~y
()
—

c IR

LR]' :
609 ]

A diagonales Lz

J( yf\. = ;0

N
14

N

i

Z

i

(a)

(b)




Llememos

[R] "

(R}

-

la ec

o™ e

[m] [Rr]
7 TR
tx] R

(b) (p. 1u) puede ponerse:

m
117 7
F33 Y}

m
22 Y
E .

m
nn y

de las que

Py =

Recordar qu

0 sea, con

aplicada a

=.l

Cael
¥ +
c -4
e d4a.:
1 T Ky
&
LY.
+ k
n nn
%
1
s eee e s
e para -
= 0
= 0 vy p

la ecuacidn

T Ca s
MJ \)X! +

Py ¢ 3 _
TKl zyf =

y, = 0
Yo = 0
y, = 0

2 an

p n ]
m

nn
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\

hemos descompuesto un sistema de 1GL en n sistemas de 1GL in-

dependientes.

Consideremos el producto

- .
o

M

s

\m:.

i

Rl x] - [R]

Y= (e )t (2

p 1 | -
SR E AR s SEY

\?; contiene las frecuencias naturales en la diagonal principal

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales equi

vale al de encontrar la matriz [R]

de acuerdo con

I (R

[ X1 [R]

It

[R]"

[R]

Z:‘:M :':;?

Ik

que diagonalice

Las frecuencias naturales se obtendrin de

N e e

VedmesSlo en otra forma

e

20 ]

!

ey

ul g

Sustituyendo {x% =

Dl IRl 4y, o+ DGR

N

) ™ )
X + K. Sx: = gP(tU

e < ped [l -

= pCe)

[l vy X

-




premultiplicando por .grij

. [ r. ] " S"? ) - T I . e g > 1 " ™

‘v, M R ¢ + i K1 {R: = . P

\___A_" j_ L . AF -] ?YJ X r'(} 3 _:“—:__::__,- %Y/ \)r)}—l 5 (t ))f'
(a) (b) escalar

En los productos (a) y (b) solo queda (por ortogonalidad):

. - S . . s _ <! ),
’ré. LM] {éfj yj +;érjj LKJ{raj yj = ér}j %PSt)ij

] .
M':': o K'.': B % ﬁ\;: = e r
3 j 7P ] P32 Pi Tig
y para el modo j tenemos:
¥ 4 2 % \ :':(
M + . M . = P.(t)
] y] p] ] Y] ]
o bien (1.5)
ML V. o+ K. = P.(t)
J y] . J y7 3

andloga a la ecuacidn de movimiento para 1 GL:

e

mx + k x = P(t)

En (1.5) *tenemos:

®
n ecuaciones independientes para nGL

1 ecuacidn independiente para cada modo
N\

Para vibracidn libre (1GL)

'}£+sz=0 p =



. J / R
. Tl e ‘ N N “ S < |
T . - J — - s ~ ,‘) R - g _ oo -
\', ) —‘- f :i ) - ~ 7 - = N - > i
S - - S0 S <
- R “ . N - / -4 -3 s 5 N
) ECN . . L = ;"\.(\: - 13, )
,;_' B " 3 ‘ - ) "/’ ~
| L R K (. . \
- f S N - 3 : N . "
e 4 . - - - p . - - ' \ s _
JLQ \Y L’-\‘ o '/', N £ - \ - \
- ) 'la.solucidn' és: e N -
REEN o - o . ,»»’ - - - Ot
. < Lo X-= A'cos pt + B sén pt. L (c) S
N a1 - R AN s :
T vSN L e 5 N - N SR
~ . ¥ pdra el modo j-tendremos QPj(t) =.0) - ) —
e T - =TT e AR . : .
- _ \ i -~ - : o [/fft_ PR T : & *.- - B . ~ , »
- . = - . ¥Y: = A, cos p.t+ B, sen P.t (d) ' -
. - 3 IS I it .
W~ A - ‘ ' ! i .
N —_ ~ - - {77
. ~8i en.(c) hacemos | ’ . ~ N .
- ~— \m’ . - N s \E_ S ;“ . ' ' ’_
Y e At ron T ']'T" T“= X‘ )‘(' = X‘ L
5 ] i ~>i t=0 fo) S xt=0.-. .70 R
R c I T T [ - ! t " ~
llegamos a . \J
. . -
- ; X ' )
. o P
: . x(t) = X cos pt + -2 sen pt
‘ A o °08 Pt * D : i
- TR _ Lo S - - ) ¥
] Yy «'. Ten-(d): ) S
. .. . . ~y
) -y L
. - o - . - n
<:> X Y, =y . cos p.t + =21 5-7fﬁf i T
Coa J oJ - J - P, g
~ - o ] * - ~ :
~. 5 ~ T ; o J RN . . \1-
. TN . ] ' N
- . | . -l
R ) ~ " L . \ I S N DR . .
had - . - L) Folg & i . - -
/ Cualquier configuracidn del sistema bPuede expresarse como una \
suma de formas modales multiplicadas por ciertos coeficientes. >
- ~ . b ' id
: Esquemdticamente: ,
R > N N - .
., } - s
/ _ \
<y ] - N "
ii + N ’ h
- t
) ;
Y * -
- 1 [y N \
, Y(t))
N . S \
~7 - N\ ‘ .-s
~Cr o = e »
. 1 } 2\/ ) - .
. N - .




- L
En nuestra expresion

r _ ."""'; .
X§ = R eyj 1.4
§< puede no ser funcidn de t, po» ejemplo:
17/ |
L Ly ) A RN (
A ai} = PR qe \.ﬂ)
, . k v !;
v/ ¢ |
i donde §c§ es el vector de constantes

l/ ).‘ 1
i// que prex fR? nos da la configuracidn {{5

De la ec. (e):

=

LRI Y (fRJ N?/gING>

- 1-1 ¢ 3
Y = Rj o}
; [R P
N B
pero sigamos otro camino, premultiplicando porjrgj LM§
. 1 4
O por 4r; K-

51 VT _ PO - S P
rgj LMJ WX grgj LM]{R] éyj = ;rgj LM] {?fl v, t
’ t o oo
trfs (Maoeriy ¥, e

Por ortogonalidad todos estos productos son nulos excepto el

término , - .
(r§. r U] Sr;
3 j -~ B

N
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de donde tenemos

Ao~
s
=]
J
!
=
[naYe
w
eV
i
ATAVAY
b
e
L
T
=
LV
N
]
[
(St %
<
o

de donde:
7 u] Sxi oSkt Sw K
.. Ef} / M]?x( _{?}JLM]ng _ §Tf < LK]%X} 4 %r?] LKJ éx\
3 1 3 B 2 3
r / M K . M
§ (5 [M])dr) ] ] Py 3
(coeficiente de participacidn)
Ejemplo (vigas rigidas)
M"5:, o
F;:;._w‘:z
 mpzps (¢ 7 780 T/cm 2.0 0 0
bR - : :
iz- ---- 12Q T/cm M| = 0 1.5 0 jton seg2
w220 | LM : J“‘“—cm eg
- {;~«4—~—180 T/cm ° 0 1.0
A RO
Matriz de rigideces
‘ )(3:"_1'
g~~:» Kgg =0 %<e, Ky, = ~60 ; ’r‘K§3 = 60
: PN
! ——
k« a8 = - /47 = tL__—_7 = -
S, Ky, 120 )3/ f’, K,g 180 ] K,g 60
X:J¢V\ K., = 300 > K. . = 120 b K. =0
| L 12 V 13
T g o R
[x] = [300 -120 o\f -2 0

-

-120 180 -60 = 60 2 3 -1 (T/cm)
{ 0 - 60 60 0 -1 1




5 ('2 ) 0-1
(] = (EK]—F TM]] M o= {0 1.5 6|
, ' o v 1]
_ 1 2 2 _
= 60 (5 - 50 p7) 2 0
1.5 2
-2 (egg ) -1
. 2
0 -.:U(i-ga'p )

[E] = 60 (5-24) -2 o
-2 (3-1.5 d) -1
|
0 -1 (1-d) |
{B) =0 =60 (d° - 5.5 a2 + 7.5 4 - 2) = 0
d, = 0.35
d, = 1.61
d, = 3.54
2 2
A7 = 60 d: £,° = 21.0 f, = b4.58
2 _ ] frecuencias
/FQ 36.5 IFS = 9.82 naturales
2 _ ., _
/f3 = 212.4 4>3 = 14.56
Modos:
3.285 -1.474
CTTTT ST e
: / T~ ! 2,897
, zi3s )/ P
! / i
!19:// ;_L,_oo
{ - . -
I L”
191 = 4.58 4>2 = 9,82
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e P - ! -4 . PR 2 7 EAR S
M SNl A U A . ST e
PSR T .- . - - N X .
"‘ﬂ - NIEaa v o i L. B A L
R ! . R . . B e
N R ’ I - - ‘ B S = x\“‘.
N ~ L [ B i
I N . : _ N ,
™ ! L - AT - L
-~ S~ R - — . » o=
. - - I 3
Rl ~ - - A i
~ N g ~ 4 N
5 M ‘ - e -~
‘<:>‘“ ) LTy .- ey
R [ P . .
~ T el T P . .
R vt :
¢ - - v
. . N N P
- N - - z
- e ER:] = 1.0Q0
- - . . N o
= ! \ s _ Rt —
~ y NI
, , -
s \ 12,135
(& A 4 b -
~ ., . , ) .
- v ' .. =~
IR R 3.285.
- - R ‘ .
L Cn
1
P _ .

s s iy [
fx [RI! K] ERJ

e
&
3
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O.n.

TR

0
519.749

|
/

0

N
\00..h

‘ 519.060 .
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- S —
—7 XBQ = cm s
: > { (1 {
! X,y =2 cm 2xo§ = %jf
|
!——————' on = cm
i
1]
v}, [M] J 2.0 + 6.405 + 9.855
o1 j}i *{XO = = 0.9303 cm
M 19.629
1
, _gr}z (] ;"o}_ 2.0 + 2.697 - 4.422 oses :
02 - M* 5.386 :
2
={r}3 (] gxo}_ 2.0 - 3.132 + 1.283  ones
03 M3 3.804 oo
Modo Yl(t)
. P, = 4.58
\
P, = 9.82
h P, = 14.56

En p.
0.930 cm
0.051 cm
0.026 cm

son amplitudes de los

modos



O

\

*i3 T %#}3

Y sumar. O sea los desplazamientos xi(t) de las masas serian

Para obtener los desplazamientos d

1.00
Y (t) 5-1.084
0.411

#0&}= @j{ﬂtd

La ec:
. 5 P(t)
x + P x = =
m
y para CI = 0 la solucidn
P
X = —O
K

€ las masas debemos multipli-

car por las configuraciones modales: -
, 1.0
., = Jdr Y, (t) =¢/2.135/7 0.93 cos 4.58 t
id g él 1 53.285/
o (1.0 7 -
.y = o Y (t) = 0.839/ 0.051 cos 9.82 t
; /
i2 N2 2 ~1.n74)

0.0266 cos 14.56 t -

—

Xi(t) = v,y Yi(t) + ryo, Ya(t) + rg Ys(t) ,
= Y
x2(t)\ oy -1(t) tr,, Y2(t) + L Y3(t)
xs(t) TE vy Yi(t) T, Y2(t) trag Y3(t)
/_‘\/\/\_"—\__\“‘—‘_\/_\—— //

Otro ejemplo
Para 1GL tenlamos P(e)

N L2

AAAA JSJ““““” F*~m~~"$?;

T “79~§L7ﬁﬂ e -~° - e
o e
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Tenemos ahora el problema de encontrar la respuesta de

} ) =40 Tow Pt
| !
L .
! = |
i (B 20T, L ?L(‘f)i
! s
| -
— ——
A
Para el modo j:
. ) Pj“(t) P'.'o
Y. + $° v, = —y— = —%— cuya solucidn es:
] ] M, M,
] J
P. N 2
Y. = —%— (1 - cos p.t) = ~1——& (1 - cos p.t)
i % i 2 %
K p. M.
J J ]
. %
Cidlculo de P,
% ' , (360"
P, = {r}. P(t)} = ;rg 120
modo
‘ e
1{ P1 = Pir'11 + P2r21 + P3 r31 360+256.2+197.1 = 813.3
i 2 ¢
2, P = P1r12 + P2r22 + P3 r32 = 360+107.88-88.4 = 379.48
" .
% P3 = Pir13 + P2 r23 + P3 r33— 360-125.28+24.66 =259.98
Ahora bien, P? P?
Y, S
j(st) ,;,2 M K,.
3 ] J
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- - ) . S - N ~ - .
* - ~ ~ - o -
B | . ' - v g < e N B ' o
- . N v - . ’ L 7
v * A IS
N % ! - R N . _
A ~ , LY - 2,1a
\' t ey . N ‘. - v
) ~ / -~ - |
S i R e B b ' \ . . b —
-, '. n v - - i - g
’ Lt ‘—\
s [ . - B ’ N
PR R 819,900 L0 4.678 epitAdniernit )
- T1(st) 21 X 19.629 . cm - -
o . Tl o . . L
- , “ 5 R . - ! . R AT g e i - -
- T LT N S . . e v ’ LT
. Y = 379 .48, _ 0 730 Rt 4,5 , LT
.- 27 2(st) - T 965 x 5.386 em i ITRTIT . o
et | Co Lo, R : 3 .- ) "
. - . - o e ‘- P S| . - T " 4 )
S { ;} S N ; Lo o _ Y

. 'y . .. _259.38. . : e
T m3(st) 7 212.4%3.804

|
o
w
N
e
0
=]

= . } - "
- ; N - 3 M - f ~
2wk, - - -~ - ot P g N . [ ~ © o M . -
S S N N ARt Fo ) L ’ N
-~ ~ - -~ .
- - -t
2. s . - - AN - R - (= .
e J 3 ¥ N - 4 < hy i <5 .-
de donde- - s v ) A
'{ - \ i
' ~
i

1 v s - 2
ST > Ta min
. \ o ) ,
3 o : LT ot
Y, (e) = ¥ 1 --883 > ' o -
1 1(st) 05" Pyt A |
' N : - - ~ o B

- »» A .
-nTeSv ol csrenlginon i VL L) wn p&IagTerrer st il . .
Y (t) = Y 1- -co f ’ 0 , o
20500 Ta(st) s \ o S -
V N - -~

N .- - “‘\ P ’

i ca - N . I . -0 i _ . oo h :
Sbh {(F=gvg - oos R T R v . Fx ‘. /
Y. (t) 1 \

- S l ~ A

3 3(S't) ( co %31: ‘ o ' " . i . :

, . ) ~

_ ' . . :
Lo er ! ~/ 3 .
- ! N - P ' s -

TEae L R N S T = N S ) .

Vs flnalmegtéaP \ CoT . T R

. ‘o ! ~ 1 - N ‘; ! ! &
1 - .

b o Yoo ot
~§Xft)?f= ’1§“Y (t) + éf}?—Yz(f)‘+ grsiYS(t) =L 3 {{, ) .
’X<(t)7 1‘000)m > . 1.000 ‘ \ /‘1:j
X500 (= 1 973 (1 cosfit)+...+ -1.044/0. 321(& cosf t) e
xa(to : ’

0.411) : -




EXCITACION SISMICA

A. Sistemas 41GL

Para P(t) cualquiera y para CI # 0 la soiucién de (a) es:

x(t) =

Para excitacidn sismica:

De la comparacidn de (a) y (b},

es:

x(t) =

;-".’H’K 'M.

T L. e

X

F

X _cos pt +
o p

X
)
X cos pt + ) sen pt -

B. Sistemas de nGL:

[M] {x'} +[k] ;xj =

sen pt +

mx + kx + P(t)

'l

T
/

(a)

> (b)

u(z) sen p(t-g) 4aZ

% |
5 / P(B) sen p(t-2)az

3

la solucidn completa de “ésta

22,



<:> Es decir, tenemos:

[ &+ [x] 8
%x} =

-

sust.

] [R1 35+ [ (&)

;r}j

Pre x

por ortogonalidad:

e} e

3]

syf = gP(t%f = - %m} U(t)

J
\_/;/—v \‘I ———
; L.__/?-——Y "—“‘/
A
J

ebs BI85 v fefs [ 3oy v Py o=l

Y queda:

la solucidn (CI

%
Para P. :
A 3

= 0) de esta ecuacidn es:

[
1 ® .
M% %Zin (Z) sen fj(t 2)dai

yj(t) = %
i
Para UJ: # B
- 1 * -2)d 7
yj(t) = 7 -3 Uj () sentfj(t £)d:Z
13 I

23,




que puede escribirse:

% t
m,
yj(t) = - —d T (Z) sen /Fj(t-Z) az
M.
}F] il
v . términod a
oj
+ y . cos %.t + sen %.t para
3l J Fj L CT # 0

Una vez obtenidos los elementos de gy} solo falta premul-

tiplicar por [R] para obtener ;x}

%x(t)}= [Rj gy(t)}

GENERALIZACION DE LAS CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD

Tenemos la ecuacidn:

U’K] - p? [M]] éx} = fo}

que convenimos en escribir en la forma:

(K-pQM)x=o

como los vectores modales la satisfacen:

2
o Kr. =%, Mo, (a)
] %] ]
. ! -1
y premultiplicando por: r. MM tenemos:
] - . - -
r, MM 1 Kr, = p2 MM 1 Mr, = p% MM 1K r.=0
= ] ] ] ] ]



gque puede escribirse

y asi podria seguirse para llegar a:

' 1 4 ,ﬁentero
r, M (M 7K) r; =0 —{,004 { < oo
- ks
r;M(MiK)lrj=O (&

en forma andloga podemos obtener

r; (MFY M rj = Q (e)
Q
[ -1 Q h
r. (KM ™) XKr. =0
i j
En (b):
Q: -2 M (MK)? = u (v~ 1)1t O
(en (c), con 4=2) =Mk Ik I N=MFHNMTFN
0 == M(M-iK)—i - MK 1IN =M F M
J=o TGRS M M
Q= wtiot = o wwt ko=
J=2 Mt st kw ks n? ok
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VIBRACION LIBRE Y FORZADA DE SISTEMAS DE N GL CON AMORTIGUAMIENTO

Las ecuaciones de equilibrio dinédmico son:

IR S I
5 5
[

(<] 2%

N AN
._s"".’ m
-
h 1t

~ AN
L
o
v
1}

s
L
"

[e1]

13 fuerza de amortiguamiento en la coordenada i debido a

<
(@]
1]

una velocidad unitaria en la coordenada j.

J/E‘—J‘—-44 indica

; :fﬁ acoplamiento
] ‘ Ces ¥ Cu.
FooTo=T = Jj1

La ecuacidn de movimiento es

[] {x * (<] {x} +  [x] {x} = ;P(t)}
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Hagamos: {%} [R]fxipremultlpllcando por ;%f

gr’jjﬂM][Rjgyj *$el VR fof 4 ;}t r_-KJ@jgyje/{r]jtgp(t)}

Para desacoplar estas ecuaciones debemos tener

L o f . . - |
grjj LM] ?Ei =0 i £ clerto por
R ] .
ép}j LK] {r}i =0 i #3 ortogonalidad
pd. (el S, = o i # 1 ; ésta?  (a)
| 5 L ?_}i = i# 7 ¢pero ésta? a

1° admitamos que se cumple:

Ya definimos

BEREINLS 3
b D9 -

i [bl %rj ==C f = Bj@jM;

1]
=
1

rj]' {b(t)} = Pt -

y ahora

Yy nuestra ecuacidn para el modo J queda:

R +28'{3M:y +¢JJ R TR

o bien:

. % P%
V.t28.P.y.+P2y. = L
Y 6J'FJYJ b M
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Como las séluciones para un sistema de &GL (cuva ec. es
“ ° 2 _ P(t) - -
YBPX+tPex = fa——) ya las conocemos, 30lo nos falta saber

cbmo debe ser [C] para que se cumpla

fefi (el §e]s =0 i#3 (a)

ademis, claro, de

1
[am]

Se3; M) §e] S

y li#j

fe)s B

1]
[wn]

La ec. (a) se satisface si
i) [C] es proporcionala [MJ o a [k]

ii) [c] es una combinacion lineal de [M] y [K] 5 O

sea.

—

c] = ay (M) +a, (]

esto es mpy restringido.

iii) En forma m&s general:
NSV e B | ~
[c] = [ ,%al Mk] * = § (e ] ‘ (38.1)

Pues ya sabemos que todas las posibles formas

[Nﬂ [h_ikll son satisfactorias y (38.1) es

‘una C. L de matrices de este tipo.



O

La seleccidn adecuada de a, dara ¢ [Q] las propiedades de-

s=2adas, o seda,podremos dar valores especificos a los elementos

de [&] . ¢Culles le damos?

— T N, —— e ——

Asignamos un clerto valior de B a cada modo.

M = Y ' a §.7 = P ' Y~ 75 ‘f' - %
o = i g?] dris = 2Pt = igr}j [e,d {xfy = T3y e
' AT . e
De 3.1 y A I g
1
13 - R —} -1 1 4
ety = {rf (i) (M {rﬁjal 8.

Por otra parte, para vibracidén libre:

K-P2M)r. = O .
( %j )rj

S I
Krj = bjMLj<ﬁ-?§ rj PMrj

premultiplicando por réM:

? 1
Ly Mp. = p,MFMp. -
PITT T T ]

. o
es decir

~
>
[N
-
=
|
]
(U
=
~
ZI
[EN
=~
1
s

y asi podriamos llegar a que, para cualquier 1:

29,
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Cc¥
- ¢S = eomorlioln, - 31 29, 1
A T ] a, o
w-/""‘)
por 38.3

De 39.1:

C%l = ng)lMgal
C-']::l = (/ﬁﬁ)lM‘E]?al
y sumandc sobre 1:
/ IC%, = z(/t: ) VI ra

pero ya tenlamos que

™
a
|
()
w
=

de donde:

Con 16s n valores de Bj para los n modos podemos resol-

ver para los n valores de ‘al y formar nuestra [C] con

la ecuacidn



Por ejemplo para nuestra estructura de 3GL

f, = 0.10,

oo
il
(e

. 1
1 .10 = 5%;

w
i
()

.05 =

(93]
1!
o

.02 =

31,

asi.gnemos:

o, en forma matricial:

O

N ks

R

0.02)

W SRRV, S 3 a_,
1R 1k, A, a,

3
(0 SV SR a

L 4 1
al resolver para a; resulta
- [c] = [NPM_) | *a (] +a1 [x]

En p.

sismica

(;) yj(t)

tenemos que para

CI=0 y B =0, para excitacibn

m % .
- pfﬁzﬁflf(iasen Pj(t-iodg
373

coeficiente de participacidn




m
" B¢ I m.r..
L R e
“5 T ME ISR m
] %f}j CMJ Sk )X mir;.
¢ i=p b Y

y .. podemos poner:
(1) = C.z.(t
yj( ) jzj( )
en la que Cj estd definida arriba y
z.(t) = 1ftﬁ(Z)sen? (t-2)dz
» ——'O « \ L™
3 Ps j
(v semejante si B8 # 0)
L(t) = C.z.(t)
y5 (€)= Cyz,

Ademids, tenemos

o sea
-~ [ . ] \
(Xl : r.: r, C Ty e ry Yy
%2 / T T T r
: 21 22 ooooo 2j ooooo 2n Y2
Xi = . >
Xn rog Pig coee- nj vt rnn Yn}

32.



T :

I r..C.z.(t)
jlljjj

.
>~
“

1 L7

De aqui (sin sumar para todos los modos)

X.. = r..C.lz.(t) = r..C.S
’ 1jlmax 1] ]I J lmax 13 3°d
S Sa T pSv
" ri3%5 pE
#3

De esta ec. pasamos a:

n n Sa
X:| 4+ = Ir..C.S.= £ p..C. :
| 1'21;; je1 137374 7 42 TI3V T

=/T(]X.

ij

| ax’?

X .
| ' 1lméx max

FROB

33.







a.

VIBRACION DE VIGAS EN FLEXION

AMORT IGUAMIENTO NULO M,V ;
e - 3

VA7 /4 -

/Y /= L—-—-<ﬂz —

ﬁﬁLﬁ§4 N\awxm&)

V + pdz - (V + %%-dz) - £dz = 0 1)
2%x :
EN DONDE f.dz = mdx °-X , (2)
1 ) _

SUSTITUYENDO (2) EN (1) Y SIMPLIFICANDO:

2
3
ﬂ:p-m_._)zc. (3)

3z 5t

oM

Mo+ vdz - M+ az) = 0

(DESPRECIANDO LOS TERMINOS DE SEGUNDO ORDEN DE LOS MOMENTOS

DE p Y £)

SUSTITUYENDO (4) EN (3) SE OBTIENE L

3%M s ,
S+ m—5 = p , (4")

- 2
TOMANDO EN CUENTA QUE M = é——)ZS-SE OBTIENE FINALMENTE
3%

2 2

2
3 34X 3°x
(EI ) +m—5 =7p (5)
572 377 312







AMORTIGUAMIENTO VISCOSO
- FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR

VELOCIDAD TRANSVERSAL = c(z) %%
oV 2%x | ax )
57 = p - m -;? - C -5— - (6)

- FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR DEFORMACION DE LA VIGA.

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE NAVIER DE DEFORMACION PLANA
0= C E‘é" A

. XL
;7/ Moort = Joyda = c41(2)

Cq= AMORTIGUAMIENTO
POR DEFORMACION

o
INCORPORANDO EL MOMENTO DEBIDO AL AMORTIGUAMIENTO EN LA
EC. (5) |

2 2 3 2

3 3 X 97X 3 X 3X
—5 (EI —= + C,I ) + m—F + ¢/ =p (6)
822 322 d Bzzat at2 ot

J

SI LA EXCITACION ES POR MOVIMIENTO DE LOS APOYOS, SE PUEDE

DEMOSTRAR (CLOUGH Y PENZIEN, PAG 303) QUE:

c)z azx 63)( azx X
—5 (EI + C,I ) + m=5 + c= =p
b22 5z d 325t atz at efect.
EN DONDE
a2 azxs asxs azxs AX
P = — (EI + C,1I ) - m - ¢ —= (7)
efect BZ2 az2 d azzat atZ st

X(§6§)= X st (2,t) + x(z,1)

x, (z,t) = x_(z,t)

3

37X

BZZBt







DESPLAZAMIENTO PSEUDOESTATICO OCASIONADO POR EL MOV. DE

Xs =
- LOS APOYOS DE MANERA ESTATICA
x = DESPLAZAMIENTO DINAMICO

SI SE TIENE UNA ROTACION Y UNA TRAS- -
LACION POR APOYO:

\ 4
X, = £1¢iﬁi(t) - (8)

1

l; -
; h 8\, - S5 #(z) = CONFIGURACION DE LA VIGA
4~ R ‘ ‘ 3 .=
}/Q,%: Obsp lozarm;ents DEBIDA A §,=1

. psevdoes’o?sco )

"INCORPORANDO (8) EN (7):

4 329, (2)

.. . 2 .
Pefect =;£1{m¢idi(t) + c ﬂidi(t) + gzi[cdl(z)——;ij—— di(t)]} (9)

EN LA MAYORIA DE LOS CASOS EL AMORTIGUAMIENTO INFLUYE POCO EN LA FUERZA

EFECTIVA Y LA EC.(9) SE SIMPLIFICA A

4 .
Pefect - ~.F mf; (z)8; (1)

i=1

ZN EL CASO DE UN VOLADIZO

Pl ER
_ §=1 3 1
#,(z) =1 b4 +

Pefect = m(é) 31(t)







ANALISIS DE VIBRACIONES LIBRES
Ol
CONSIDEREMOS UNA VIGA DE SECCION CONSTANTE (EI= CONSTANTE ; m=MASA

POR UNIDAD DE LONGITUD).

- a4x - azx .
DE LA EC. (5): EI +m—== 0
4 2
9z ot
, 4 .2 .
s E 3= 0 - (10)
0z ot .

RESOLVIENDO LA EC. (10) POR SEPARACION DE VARIABLES:

Cx(z,t) = 8(z) Y(t)

; . v oo
olViz) Yet) + & 6(z) Y(t) = 0 ; &-(2) ., m §E

EI 8(z) T ET

,<:> POR LO QUE

olViz)y  m Y 4

6(z) - TEI Y(©) ~ C=a

( C = CONSTANTE)

POR LO TANTO OBTENEMOS DOS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS:

0lViz) - a% 0(z) = 0

.. 4
Y(t) + w?Y(t) = 0 DONDE o2 = &EI

\ m

2—.

4 _w

0 2 T TEI

LA SOLUCION DE LA SEGUNDA DE ESTAS ES:
. Y(o)
Y(t) = " senwt + Y(o) coswt (11)







<j> <[.A SOLUCION DE LA PRIMERA ES:

8(z) = A1 sen az + A, cos az + A; senhaz. + A, coshaz (12)

EN DONDE LAS Ai SE CALCULAN EN FUNCION DE LAS CONDICIONES DE FRON-
TERA DE LA VIGA EN AMBOS EXTREMOS.

EJEMPLO

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA

LAS CUATRO CONDICIONES DE FRONTERA SON:

en z=0; 8(o0)=0, M(o)= EI 5(0) 0

! \
i

]
<

en z=L: 8(L)=0, M(L)= EI8"(L)

SUSTITUYENDO 8(0)=0 Y 8'"(0)=0 EN LA EC.(12) Y SU SEGUNDA DERIVADA:

8 (o) A2 + A

4 cosh 0 = 0

DA, = A= 0

6'(0) = a®(- A, + A, cosh 0) = 0

HACIENDO LO MISMO CON 8(L) = 0 y 8" (L) = 0:

It

8 (L)

A1 sen alL + A3 senh aL = 0.°
—+A3
0

!
d(L) az(—A1 sen alL + A3 senh alL) =

POR LO TANTO, 6(L) = A1 sen al = 0

PUESTO QUE A1=O ES LA SOLUCION TRIVIAL, SE DEBE TENER QUE A1 SEA

ARBITRARIA Y QUE
sen aL. = 0 — al = nmt;, n=20, 1, 2,...,

POR 1O TANTO, a = nn/L. RECORDANDO QUE

at = wlH/EI, SE TIENE QUE







2 2
0l = (an/L)EI/M 0 w = 1" AI/m

O = n n L2

SON LAS FRECUENCIAS CIRCULARES NATURALES DE VIBRACION DE LA VIGA.

LAS CONFIGURACIONES MODALES SON

= nmw
Gan) A1 sen - z

2
0, = sen == =1 JEI/m"
I "2 1er. MODO
_ 21z
| 92—A1sen I
/Z\r\é i 4'72 /
i t —e wz = ‘2 EI/m
\\\\5_,//; Z L
| 20. HODO
l 2 -
(:> \ “ 9.,= sen STZ DW= v JI/m
’ 3 L 3 L2

N z : 3er. MODO
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4. Elementos de dinamica estructural
4.0. Definiciones

4.01. Grados de libertad. Considérese una es-
tructura constitutda por masas concentradas lga-
das entre si por elementos elasticos (fig 4.1).

Se entiende por nimero de grados de libertad
del sistema el numero de datos que es necesario

N

F16.4.1

fijar para definir una configuracién cualquiera del
mismo.

Cuando sblo se permiten desplazamientos en una
direccién, el nimero de grados de libertad es igual
al nimero de masas de la estructura.

4.02. Matriz de rigideces. Se entiende por ma-
triz de rigideces el conjunto ordenado de los valo-
res de las fuerzas que se ejercen estaticamente
sobre cada masa, en la direccién del grado de
Iibertad correspondiente. cuando se producen suce-
sivamente desplazamientos unitarios segin cada
grado de hbertad, impidiendo el desplazamiento
segiin los demas. Las rigideces se designaran con
el simbolo K,,, que representa la fuerza exterior
que actiia sobre la masa i cuando se produce un
desplazamiento unitario de la masa j.

4.03. Matriz de flexibilidades. Se entiende por
matriz de flexibilidades el conjunto ordenado de
los valores de los desplazamientos de todas las
masas debidos a la accién de una fuerza unitaria
pplicada sucesivamente a cada una de ellas. Las
{lexibilidades se designaran con el simbolo 8,
plendo 8., el desplazamiento de la masa i debido
una fuerza unitaria aplicada en j.

~1.04. Vibraciones libres. Se llaman vibraciones
ibres de una estructura las que ésta expertmenta
In que actde sobre ella ninguna fuerza exterior.

&W/ VNG A,

4.05. DPeriodos y modos naturales. Toda es-
tructura eldstica no amortiguada con varios grados
de libertad puede vibrar libremente en tal forma
que el desplazamiento de cada una de sus masas
con respecto a su posiciéon de equilibrio estatico es
igual al producto de una funcién de la masa con-
siderada por una funcién del tiempo. Interesa el
caso en que esta funcién es la misma para todas
las masas, es decir 187,18, -

n x;(t) = X.0(¢t), {4.1)

donde

x, = desplazamiento de la masa i con respecto
a su posicién de equilibrio, en el instante ¢,

X = funcién que depende tnicamente del pun-

to considerado,
6 = funcién del tiempo, independiente de i.

A estas maneras de vibrar se les llama modos
naturales. Al conjunto ordenado de valores X,
se llama forma del modo, y el periodo de 6, en
caso de que exista, se llama periodo natural.

Por el teorema de d'Alembert, designando con
Q. a la fuerza que la estructura ejerce sobre la
masa i, puede escribirse

Mx =Q,. (4.2)
Por la definicién de matriz de rigideces,
Q. =3K.,x . (4.3)
j=1
Sustituyendo las ecs. 4.1 y 4.3 en la 4.2,
M:X.5 = 03K, X, , (4.4)
=1
separando, ’
@. _ 3K, X;

El primer miembro de (4.5) es independiente
de i y el sequndo de ¢; por tanto ambos deben ser
constantes para que la igualdad subsista. Si este
valor constante se llama — p*, se obtiene

6 + pd =0,

cuya solucién es

= asenp(t—r). (4.6)

De acuerdo con lo anterior existen modos de
vibracién que satisfacen las condiciones de la ec.
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4.1. Estos son tales que el mowvimiento de cada
" masa es armoénico stmple de periodo T = 2x/p;
p se llamara frecuencia natural circular.

=\ 4.06. Calculo de los modos naturales de vibra-
¢ion. Sustituyendo las ecs. 4.1 vy 4.6 en la 4.4, y
simplificando se llega a la siguiente expresion.

M.p*X, = 2 K., X; . (4.7)
1=1 )

S1 se plantea una ecuacién semejante a la 4.7
para cada una de las n masas, se establece un
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incég-
nitas. (Las incégnitas son X,. siempre que se
conozca p*.) Para que existan soluciones de X,
diferentes de cero, p® tiene que ser tal que se anule
el determinante de los coeficientes de las X,. Esto
da lugar a una ecuacién de grado n en p? con n
raices reales, que corresponden a otros tantos pe-
riodos naturales de vibracién. Por otra parte, el
sistema no tiene solucién dnica para los valores
absolutos de las X,. sino iinicamente para sus valo-
res relativos; es decir, en un modo de vibracién no
estan definidas las amplitudes de los desplazamien-
tos de las masas, smno la relacién entre todas ellas.

Otra alternativa para obtener los periodos y
formas de los modos naturales es establecer las
ecuaciones de desplazamiento de cada masa en tér-
minos de los elementos de la matziz de flexibil:dad,
lo que da lugar a lo siguiente,

Q Lx =sms,x,. (4.8)
i P 7=1

4.07. Principales propiedades de los modos na-
turales

1. Ortogonalidad de los modos con respecto a
las masas. Se demuestra facilmente que

gM.X,,X,s =0sirs£s

1=1

donde X,. X., representan las amplitudes
de la masa i correspondientes a los modos
naturales r y s. .

n
2. =M, X2, es igual a una constante arbitra-
1=1

ria, cuyo valor depende de la escala a la que
se tome cada modo. Si dicha constante es
obligada a tomar el valor de la unidad modi-
ficando la escala del modo, se dice que éste
se ha normalizado con respecto a las masas.

En todo lo que antecede se han supuesto para
la estructura condiciones de fromtera que implican
que el terreno sobre el que se apoya es fijo e inde-
formable. Tratandose de estructuras reales los
modos naturales se ven afectades por la deforma-
bilidad del terreno y por la masa de éste que esta
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sujeta a aceleraciones. En tales casos el problema

se complica por la existenc.y de amortiguamiento

de cierta importancia. El tomar en cuenta la con-

tribucién del terreno en los modos de vibracién

puede ser fundamental en algunas estructuras.'
o

4.1. Métodos iterativos para el calculo de los
periodos naturales

Los métodos directos que se han descrito en el
Art. 4.06 son en general laboriosos e impracticos.
Por ello se han desarrollado métodos de aproxima-
clones sucestvas que se presentan a continuacion.

4.11. Msétodo de Stodola-Vianello ?°

Considérese el sistema de ecuaciones (4.7) del
cual se tratan de determinar:

a) Los valores caracteristicos de p? que hacen
que exista solucién no trivial para las Xj,

b) Los valores de las X, correspondientes a
cada p*.

Pueden obtenerse ambos resultados simultanea-
mente por aproximaciones sucesivas st se procede
en la forma siguiente:

1. Supéngase arbitrariamente un conjunto de
valores para las-X,. sustitiyanse los valores
en el sistema descrito y calctilese en cada
ecuacién el valor de p?. Si la forma supuesta
es correcta, los valores de p? asi calculados
seran iguales entre si.

2. Si lo anterior no sucede es necesario mejorar
la hipétesis inicial mediante ciclos sucesivgs
de iteracién. Para ello obténgase una nueva
aproximacién a la forma de los modos. Esto
se logra calculando los valores de los se-
gundos miembros de las ecs. 4.7 0 4.8 y divi-
diendo entre un mismo valor arbitrario de
¢? en todas las ecuaciones.

3. Con la nueva aproximacién a la forma del
modo obténgase el valor de p* en cada ecua-
ci6n. El proceso se repite hasta lograr la
igualdad con el grado de aproximacién que
se desee, entre los valores de p? determi-
nados en cada una de las ecuaciones.

El mismo método puede aplicarse partiendo del
sistema 4.8, en funcién de la matriz de flexibili-
dades. En el primer caso el método converge al
modo de vibracién de maxima frecuencia, mientras
que en este ultmo la :convergencia es hacia el
modo de minima frecuencia, es decir el modo fun-
damental. Dados los periodos dominantes de los
temblores v los valores usuales de periodos natu-
rales de estructuras, generalmente son de interés
los modos inferiores, o de frecuencias menores.

El procedimento puede continuarse para el
calculo de otros modos diferentes del primero o
el altimo reducitendo el nimero de ecuaciones ori-
gmnal. El nimero de incogmitas puede reducirse

si se ap
modo ¢
expresar
guiente
mismo.
ecuacion.
En el
iterativo
ciendo sy
ta llegar
que todo:
Como «
dos de v
fig. 4.2.

La matr
a continua

¢
0
0.

Supénga
sus modos
del modo
masas 1, 2]
miento de
(Pt + a),
omo —p-a
€1a como p
tivamente.
nédmico son

1
?x

1

3%
=
~N
[l

'c:l...

1
— x5 =

p
Sustittyas

%-’QZBOX




o
:
-~y
o
.
-
.
A
2
B
,
RN
2
[
.
e
i
:
.
! '
f
IR
v :
oAl ®
[T
5 A
4,0
? :
)
I
S
-
L PR
- 2
oy -y

"




.

problema
juamiento
a la con-
vibracion

lo de los

crito en el
npracticos

aproxima-
ntinuacion.

. (4.7) del

que hacen
a las X,.
ondientes a

simultanea-
 se procede

conjunto de
e los valores
ese en cada
‘ma_supuestd
. ~N lad

Si 11lados

sario mejorar
los sucesivos
;e una nuevad
modos. Esto
s de los se
048y divr
arbitrario de

la forma de
>n cada ecud
sta lograr &
ximaciéon quf
> p* determi
aciones.

partiendo de
z de flexibih
5> converge &
ncia, mientra
1 es haaa
el modo fun
nantes de lo
seriodos natt
son de inter¢
cias menores
jarse para ¢
del primero

«cuaciones or{l_
-y reducirt)”

g se aplica la condicién de ortogonalidad entre el
modo calculado y otro cualquiera. Esto permite
expresar una cualquiera de las amplitudes del si-
quiente modo en funcidon de todas las demas del
mismo. Queda por tanto, un sistema de n—1
ccuaciones homogéneas con n — 1 incognitas.

En el nuevo sistema se repite el procedimiento
gerativo descrito. El proceso se continda, redu-
aendo sucesivamente el nimero de ecuaciones has-
a llegar al calculo del dltimo modo, en caso de
que todos sean de interés.

Como ejemplo de aplicacién obténganse los mo-
dos de vibracién de la estructura descrita en la

fig. 4.2.

=00
P W3 =50 ton
3|m R3=2
I e 3% 20 ton /cm
W,=80 ton
3im R,= 50 ton/cm
1=z
W, =80 ton
4lm Ry=100ton/cm
=TT Tz 7%

EDIFICIO CON TRES GRADOS DE LIBERTAD
FIG. 4.2

La matriz de flexibihdades es la que se indica
a continuacion.

0.01 0.01 0.01
0.01 0.03 0.03
0.01 0.03 0.08 |

Supéngase la estructura vibrando en uno de
sus modos naturales. Sean p la frecuencia circular
del modo y x;, x., x; los desplazamientos de las
masas 1, 2 y 3 respectivamente. Siendo el movi-
miento de las particulas de la forma x, = a, cos
(pt 4+ «), las aceleraciones pueden expresarse
como —p*x,, —p*x:, —p’x; y las fuerzas de mer-
ta como p*Wix,/g, p*Wex./g, p*Wyx,/g respec-
vamente. Las ecuaciones de desplazamiento di-

{hamico son entonces:

1 w w

Fxl = _g—l 8nix: + 92 8iox: + W 81X,
1 w

X = — 8mx1 + W, 8202 -+ W, 82,5,
P g g

1 w w w

[T;xa = —gl 83,x, + gz 83002 + 93 833x3 .

Sustitiyase y multipliquese por g. Resulta:

x, = 80 X 0.01x, -+ 80 X 0.01x, + 50 X 0.01 x;,

%xz =80 X 0.01x, + 80 X 0.03x, + 50 X 0.03 ..

%xa = 80 X 0.01x, + 80 X 0.03x, + 50 X 0.08 ..
Efectuando operaciones,

%n =08x, +08x +05x;,

g,,x220.8x1 +24x,+15x,,

%xs =08x,+24x, +40x;.

En forma matricial

08 08 057 x x,
08 24 15|{ x }:%{ % }
08 24 40flx]) P lx

El procedimiento iterativo para determmar la
forma y el periodo del modo fundamental se pre-
senta en las colummas (1) a (11) de la siguiente
tabla de operaciones.

(1) (2)  (3)
1 39 02216

(4) (5)
1.1364 02046

(6)
1.1036

'2 101 05739 3.0546 0.5499 2.9834
3 17.6 1.0000 5.5546 1.0000 5.4834
b — 555496, L =54834,

P p
(7) (8)  (9)  (10) (11)
02013 1.0963 02005 1.0946 0.2404
0.5441 2.9669 05427 2.9627 29629
1.0000 5.4669 1.0000 5.4629 1.0000
g = 5.4669, %:5.4629.

La columna (1) es una primera hipotesis sobre
la forma del modo. T.a columna (2) es el calculo
de los primeros miembros a partir de esta primera
estimacién. La columna (3) es igual a la (2) di-
vidida entre 17.6. La (4) es una nueva apro\ima-
cién a los primeros miembros. Dividiendo cada
término de la columma (4) entre el correspondien-
te de la (3) se obtiene el valor g/p*.

En este caso se consigna el valor de g/p* obte-
nido a partir de los valoies del tercer rengléon. El

- procedmmiento termima cuando los valores de g/p®

en dos ciclos consecutivos son 1guales. y cuando la
forma del modo obtenida en dos ciclos consecu-
tivos es la misma. .
De la columna {11) se obtiene la forma del
modo fundamental v el parametro g/p*.
Aprovechando la ortogonalidad entre el ptrimer
modo y otro cualquiera,
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0.2004 X 8 x, + 0.5424 X 8x» -+ 1.000 X 5x; = 0,

de donde, — x; = 2.7066 x, + 3.1188 x,,
X

Cg__,x, = 0.8 (— 2.7066 x,— 3 1188 x,) +

+08x 4+ 05,

g—xz = 0.8 (— 2.7066 x, — 3.1188 x;) +

2

+2.4X2 + l.5x3.

g;xa = 0.8 (— 2.7066 x, — 3.1188 x,) +

4+ 24x, +40x;;

de la segunda-y tercera ecuaciones,
I x, = 0.2347 x, — 0.9950 x, , -

re

9 x, = 02347 x, + 1.5050 x; .

2

Repitiendo el proceso de iteracion,

(1) (2) (3)

02347 —0.9950 —1 —1.2297 —0.9680

0.2347  1.5050 +1  1.2703  1.0000
1.2703

(4) (5) (6) (7)

—1.2223  —09566 —1.2195 —0.9524

1.2778 1.0000 1.2805 1.0000
1.2778 1.2805

1.2805 x, = 0.8(2.5778 — 3.118}}—0.7619 + 0.5,
x, = —0.5425;

por la primera condicién de ortegonalidad,
—x; = 2.7066 x, + 3.1188 x,, (1)
la segunda condicién de ortogonalidad sera
—0.5425 X 8 x;,—0.9524 X 8x: +5x: =0
—4.34x,—7.6192x, 4+ 52, =0

—x; = 1.7556 x, — 1.1521 x;, ; (2)
de (1) y (2)
2.7066 x> + 3.1188 x; = 1.7556 x, — 1.1521 x5,
09510 x, = — 4.2709 x, ;
sixs =1
X = —4491,
x; = 12,1553 —3.1188 = 9.0365,

O
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—0.2347 X 4.491 —0.995 = — 4.491 5;72- )

4.12. Método de Newmark.?* Tanto este mé-
todo como el de Holzer se aplican en los ejem-
plos que siguen a casos en que puede expresarse
la nigidez de un piso como independiente de la
forma del modo. Sin embargo, en su forma mas
general, el método de Newmark puede aplicarse
a cualquier estructura Iineal con acoplamiento en-
tre las diferentes masas. Al primer caso corres-
ponde la estructura que se usé para el ejemplo
anterior, la cual se puede idealizar como se indica
en la fig. 4.3.

w=80T w:=80T

. w=50T

K=100T/cm Kz50T/cm K=20T/cm

METODO DE NEWMARK

FIG.4.3

El método propuesto por N. M. Newmark para

obtener el modo fundamental se ilustra en la tabla
4.1 y es el que se describe a continuacién.

1. Supéngase una forma para el modo. Esta
forma es la que aparece en el renglén y,

de la tabla.
—— METODO DE NEWMARK TABLA Nt 41
P T [\ soT
100 T/em 50T/cm 20T/cm
b |
2 % 0.0pi8 04536 0.1529
Q
3 Tt |~ 03983 =— ! —= 03165 ~— | —~= 01529 =-—
L} —‘:1 0003983 0006330 0.007645
s | 0005383 00i0313 ooiT9ss
6 ot zLo 198 7
r " 3/98 1031 1796
. w
2 Tn 0328 o.p0 adiy
3 —2, —— 2078 *— | —# [753 w*—| —= 09I3 w—
q —‘p‘, 0.02078 003506 0.04565
5 Y
-t 0.02078 009584 0.10149
3 o} [k ] 13s 1nr
" v 278 S.584 10,149
2" w
Tk a7 0.455 asia
Q
3 BT | T 1143 *e— | —= 0973 w— | —s 05/8 -—
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Obténgase la fuerza de inercia, F = p*y,
W/g. para cada masa. Como p* se desco
noce, se tabula y,W/g. que es igual a la
fuerza de inercia dividida entre p®.

Con estas fuerzas de inercia, por equilibrio
dinamico, calciilense las fuerzas en los re-
sortes divididas entre p*: Q/p’.

A partir de las rigideces y de las fuerzas en
los resortes obténganse las deformaciones
de los mismos y una primera aproximacion
a la forma del modo y,p®.

Obténgase p? para cada masa, dividiendo
(yo/y.)/p*. Si la configuracién arbitraria-
mente supuesta es la correcta, se obtendra
el mismo valor para todas las masas. En
caso contrario es necesario efectuar nuevos
ciclos partiendo de la configuracién calcu-
lada en primera aproximacién. Los renglones
6, 6/, 6” muestran el calculo de p* en varios

ciclos sucesivos. Se consideré el tltimo
suficientemente aproximado, adoptandose
p* = 180, la forma del modo (2.078,

5.584, 10.149) o (0.201, 0.541, 1.000).

4.13. Meétodo de Holzer. Cuando interesa ob-
rener varios modos superiores es conveniente apli-

ar el siguiente procedimiento debido a Holzer.

1.

20

Supéngase arbitrariamente un valor de p?
mayor que el del modo fundamental obte-
mido por cualquier método.

Supéngase arbitrariamente la amplitud del
movimiento de la primera masa a partir
del apoyo.

Calcitlese la fuerza en el primer resorte y
la fuerza de inercia de la primera masa
(ambas son funcién de la amplitud su-
puesta).

Satisfaciendo el equilibrio calcilese la fuerza
en el siguiente resorte.

Obténganse la deformacién de este ultimo
y la amphtud de la siguiente masa. Con ésta
calciilese su fuerza de inercia.
Satisfaciendo el equilibrio obténgase la fuer-
za en el siguiente resorte.

Contintiese el proceso hasta llegar a la ul-
tima masa. Si se satisface el equilibrio entre
la fuerza del altimo resorte y la fuerza de
inercia de la ultima masa, la frecuencia ele-
gida y la forma calculada corresponden a
un modo natural de vibracién. Por lo general
se obtendrd un residuo. Represéntense en
una grafica estos residuos contra el valor
de las p? supuestas Se obtendrd una curva
cuyos ceros corresponden a las frecuencias
naturales.

Los calculos descritos se presentan en la tabla

4.2. La representacién grafica de los resultados
se hace en la fig. 4.4.

La utilidad del método de Holzer se ve grande-

mente imcrementada s1 se le combima con un mé-

METO00 DE HOLZER TABLA Nt 4.2
pt supuestcg 60T 80T soT
T otar OO TR0 Resdwo
100 y 4 2435 187
[ X - .
a +1.35 048 l 77
F| —= 100 - ' 674 -—T as ._.} —
w
Feply 325 76.9 382
Yy +2002 -0.37
1 f -
00 ! +L02 i 239 | w36
— 100 .—l-—. 51D - [ = a8 _.l —
i
420 98.9 )
g 1469 - 240
[ Z
800 069 379 o8
—- 100 - —e 347 - |- 758 — -—
=3 nols 85.6
& 137 -329
! 037 z
1000 f 466 -74.8
— 100 -—.—= 183 - | - 932 — -
[T53 1 s 168
g 0is5 -393
1 -045 -
1500 4.48 -2iL3
—e  j00 e} =— 225 - |~ 897 —a| -—
122.'5 67]2 301
[Y +0.22 ~3l75
T
! -0.78 ~347
1700 : -21Ls
- 100 == 39 e |~ 695 =] -
139 305 281
U] - 0.[26 -1 29
T
] -126 -
2000 ! z 103 -1 4
—= 100 =—|~=— §30 — |~ 206 —
€2 a2 32
i -0la2 -0lsg
i 1 - -
2100 ! 142 .06 -52.4
—= 100 -t = 7o — -——
i) 2 k!
¥ ~0.60 0 BO
1 i Z
2200 : L60 +1.40 +569
- 00 e 80 —e|—= 28 w—| —=
1eo [ .
= 08 861

todo de apioximacioncs sucesivas, como el consis-
tente en igualar las energias maximas cinética y
potencial - del sistema.? Sea p una [recuencia
circular natural supuesta para llevar a cabo un
ciclo del método de Holzer. Se encuentra que,
si p se halla suficiecntemente cerca de una de las
frecuencias circulares naturales, p, constituye una

R
200 7/"‘3
7 \
P —T
?’{_ ‘[
/)
N — —
\_7 |

000
METODO DE HOLZER

FiG,4.4
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aproximacién mas precisa a dicha frecuencia si
se t'ma
. Qg

SFy (4.9)

pf =p

O donde F son las fuerzas de inezcia y Q las fuerzas
en los resortes, ambas calculzdas en el ciclo de
que se trata.

En el ejemplo de la tabla 4 2 se consignan los
valores empleados para calcular las sumas que
intervienen en la ec. 4.9. La tabla 43 presenta
el proceso de aproximaciones sucesivas para refr-
nar el valor de la segunda frecuencia circular na-
tural a partir del valor aproxunado p* = 800. Se
han aumentado dos renglonez en cada ciclo para

TABLAN®E 4 3
p2 supuesto acT ent 50T
/ AAAAA ~ ()_I\/\/\/\f\,-—( }-e\, Residuo
/] 100 T7cm | 50T/cm 20T7em
Yo [] 163 -2—l10
a ' 0.69 ~3,79
800 Qi-—= 100 w—|-—w 399 w—} - 758 —
=¥ 2, 653 1os 856 ~98
9 —_— —— - -
Fa 100 239 2870 £:400.9
p2 764
Qy 63.3 |a|s.a 1739 £:=432.0
1 llrs ~180
1 0.76 ~3,56
= 100 <— |- 379 <— A~ 73 —+
761
621 1a92 635 1.8
—— -— e —
100 288 254 2 :3828
[—w pl:767
6o to2.1 259 £=379.2
1 ILIS =185
[ 0.75 ~-3.60
— 100 =+— | 37.4 a— | 4— 72,0 —>
767
626 109.4 72 -0.2
—- —— -y ——
i .
100 | 281 259 Z=3871
_ ! pf: 706.8
&26 1914 1333 123873

efectuar las sumas. En el extremo derecho se
anota el valor mejorado, p,%

La convergencia del proceso requiere que el va-
lor de que se parta no difiera en exceso de la
frecuencia natural a la que se desea aproximarse.

4.2. Amortiguamiento
4.20. Generalidades. Los conceptos que se han
presentado se basan en la hipétesis de que la

energia mecanica de un sistema vibratorio no se
altera mientras no actien en &l fuerzas exteriores
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o sufra desplazamiento de sus apoyos. En la rea-
Iidad, friccrones mteriores, fricciones en los apoyos,
comportamiento tnelastico y otros fendémenos dan
lugar a pérdidas de energia. Su efecto es oponer
resistencia al movimiento y reducir la amplitud de
las oscilaciones.

Varios de los fenémenos enumerados no pueden
incluirse dentro del concepto usual de amortigua-
miento. No obstante, todos ellos tienen efectos
semejantes en cuanto a la limitacion a la respuesta
maxima de una estructura.

4.21. Tipos de amortiguamiento. Para fines de
anahsis, el efecto del amortiguamiento puede re-
presentarse por medio de una fuerza que se opone
al movimiento. St dicha fuerza varia proporcional-
mente a la velocidad de la masa en movimients se
tiene amortiguamiento lineal o viscoso. St es inde-
pendiente de la velocidad, como es el caso de una
masa vibratoria sujeta a una fuerza de friccion
paraiela al movimiento se tiene amortiguamiento
constante, también llamado del tipo de friccidn
seca o de Coulomb. Y han rectbido atencién otros
varios tipos de amortiguamiento.

Matematicamente es mas faal de analizar el
efecto de amortiguamiento lineal. Cuando el amor-
tiguamiento de una estructura sigue otra ley pue-
den estudiarse sus efectos mediante la introduccién
de uno viscoso equivalente, tal que la pérdida de
energia por ciclo sea igual a la p-oducida por el
amortiguamiento real.!8

4.22. Vibracién libre de estiucturas de un grado
de libertad amortiguadas linealmente. Considérese
una estructura de un grado de libertad como la
descrita en la fig. 4.5: Sea k la constante del resorte
y —cx la fuerza proveniente del amortiguamiento
Si no actiian fuerzas exteriores y la base permanece
fija, la ecuacién de movimiento tiene la forma

Mi+cx+kx=0. (4.10)§‘

Si se hace

pt=k/M y 2n=c/M,

| |
—_—x )
| I
k ! -
\
(I N /vl
- !
AN
i
:
It ;
c kX
._4’

SISTEMA SIMPLE CON AMORTIGUAMIENTO

FIG. 4.5
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s. En la rea, Jlega a

en los apoyos . ) )

,némenos da X+ 2nx+pix=0, -
cto €S opone B ) )

a 2 3litud decuacién que tiene soluciones de la forma

dos no puede x = Aet;
de amortigug
tienen efectq satisface la ecuacién caracteristica
ues
" a la respues Pt 2nr b pt= 0
Para fines ¢° decir,
ento puede r¢ r=—n=Vn—p*. (.11)
a que se opow
a proporciond §j p?—p? < 0, r=-—n=iVp*—n*,
. movimiento {
oso. Si es indj, iondo Vp?— n* = p,, las raices de r quedan
el caso de ug
rza de [ricci
ymortiguamien
ipo de fricat
o atencion otr

n la forma
rn=-—n-+pi,

r, =-—n-—pi,

de analizar
“uando el am¢
ue otra ley pu
e la introducal
se la pérdida
producida por

la expresién para x sera
x == Aeln+adt 4 A el-n-p)t

decir,

t: Ase™t(cos p,t + isen pt)+
ruras de unéyra + Aje"(cos prt — i sen put) =

nte’  Considér
lxbb.fczl}d como! =e (A, + A,)cos pit + (A, — A,)isen pit;
istanye del reso
amortiguamietyciendo A, + A, = A y (A, —A;)i=B, se
a base permanitiene

lene la forma
x = e (A cos pit + Bsen pit)
0. (4.1
bien

c/M, x=e" Ccosp, (t—7) (4.12)

L.a ec. 4.12 implica que el movimiento de la masa
| | periédico, de frecuencia circular p, y de ampli-

}-—-—5-—‘—94' d decreciente, segtn el factor e ™.
|

! ‘,LF?.23. Amortiguamiento critico. S1en la ec. 4.11,
I {_|t—p? =0 resulta r = —n. La solucién es en-

x = Ae™

ual no corresponde a un movimiento periédico.
este caso la masa vuelve sin osalar a su posi-
n de equilibrio después de un tiempo mfinito.
= v;alor del amortiguamiento que da lugar a estas
|diciones se denomina amortiguamento critico.
Para estructuras usuales de edificios formados
MORTIGUAMIENT marcos con muros estructurales y de relleno,
yalor del amortiguamiento puede suponerse de
O toximadamente 10 por cento del critico

(n/p = 0.10). Los espectros de disefio propues-
tos para el reglamento incluyen de por si el efecto
de este valor del amortiguamiento. Por este motivo
no debe considerarse explicitamente el amorti-
guamiento al efectuar el analisis dindmico de un
edificio.

5. Analisis sismico dinamico
5.0. Caracteristicas de los temblores

5.00. Generalidades. Siendo los fenémenos sis-
micos complicados e irregulares, para el ingeniero
resulta de interés la presentacidn de sus caracte-
risticas en forma de permitir la aplicacién 1nme-
diata al analisis.

Durante un temblor el movimiento del terreno
tiene componentes de rotacién y traslacion en tres
direccion perpendiculares, y la trayectoria de un
punto es una curva en el espacio. Conviniendo
en que se puede idezlizar un sismo como un movi-
miento horizontal de} terreno en una sola direccién,
y que este movimiento estd descrito por el acelero-
grama registrado para la direccién en estudio, es
posible, si se conocen las caracteristicas de una
estructura, calcular ia respuesta de la misma al
movimiento de la kase.®»?® Es decir, es posible
tener la historia de cualquier elemento mecanico
desde la iniciacion dcl movimiento.

Este calculo es Iuborioso e impractico: Al di-
seflar una estructura interesa conocer la forma
en que se comporizra ante temblores futuros,
cuyos acelerogramas indudablemente diferiran de
los registrados. Deb.do a ello los métodos que
usan el concepto d= espectro han temido acepta-
ci6n universal. Poseen ese enfoque los métodos que
trata el presente caritulo.

5.01. Espectros de un temblor. Considérese una
estructura elastica con amortiguamiento lineal, de
un grado de libertad, cuya base describe el movi-
miento definido por =l acelerograma de un temblor
en una direccién daca. Sea a(r) la aceleracién de
la base en funcién -] tiempo 7; la ecuacién dife-
rencial del movimieiio es

u + 2n -k pPu= —alr) (5.1)
en la cual

u = desplazamieni, de la masa relativa a la
base;

p = frecuencia nr.ural circular de la estructura
no-amortigua..i;

n = fraccién del = :ortiguamiento critico.

La solucién de la cc. 5.1 estda dada por la si-
guiente expresién, que proporciona el valor de u
en el instante ¢.2¢

¢

1
’ _”;z‘_“;?joa(-)e-"”-” X

X sen Vol —n?(t—r)dr. (5.2)
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T A AL LT T U B, v

Llamado S, al maximo valor absoluto que ad-
were la integral del segundo miembro de la

15.2 durante el temblor, pueden escribirse las
Q,mentes expresiones

1
mix — ’—:__'_—Sv » (53)
Urmdx, \/pz__nz
i‘l}mdx - Sv N (5‘1)
L.l.méx -V P2 _nz S'-' ®

Umaxs Umdx Xméz, SON, respectivamente, los maximos
valores absolutos del desplazamiemto relativo, de
la velocidad relativa y de la aceleracion absoluta
de la masa.

El valor S, es funcién de las cazacteristicas del
temblor, v de la frecuencia natural y amortigua-
miento de la estructura. Si para un valor constante
del amortiguamiento se trazan graficas que tengan
como abscisas el periodo natural de la estructura
v como ordenadas iz Umsx, Xmaex S€ Obtienen los
llamados espectros de desplazamientos, de velo-
cidades y de aceleraciones, respectivamente, para
el temblor considerado.

Para un temblor registrado (el de Helena, Oct.
31, 1935), en estructuras sin amortiguamiento,
estos espectros tienen la forma indicada en la

v. 5.1.%

QDe acuerdo con las ecs. 5.3-5.5 es posible trazar
fos tres espectros en una grafica dnica con rayado
logaritmico en cuatro direcciones, segtin se hace
en la fig. 5.2. Este tipo de grafica se debe a F.
Neumann ** y ha sido usada en varias publicacio-~
nes recientes.?’»*

Cualquiera de los espectros de un temblor pro-
porciona los datos necesarios para el disefio de
estructuras con un grado de libertad, con sélo
conocer el periodo natural y el amortiguamiento de
la misma.

5.02. Espectros de disefio. Dada la irregulari-
dad en la forma de los espectras, que presenta
variaciones bruscas en la magnitud de la respuesta
maxima en funcién del periodo natural, es posible
que dos estructuras que tengan practicamente las
mismas caracteristicas respondan de manera total-
mente distinta a un sismo.

En el aspecto practico este hecho tiene menor
importancia de la que se le podria dar a primera
vista, gracias a la influencia del amortiguamiento
y a fendmenos tales como la variacién del periodo
natural por trabajo en el intervalo inelastico.

Para fines de disefio, por tanto, no se emplean
espectros de forma tan irregular como los de las
figs. 5.1 y 5.2. St se_desea proyectar una estruc-
tura para un temblor particular, puede adoptarse
un espectro obtenido como la curva media o en-
volvente del teérico. Si en una regién son frecuen-

>s temblores cuyas curvas medias tienen diferentes
Caracteristicas, es razonable trazar la curva media
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Fis. 5.1 .ESPECTROS DE LA COMPONENTE ESTE-QESTE
DEL TEMBLOR DE HELENA, MONT,, OCT. 31 DE 1935

de cada uno de ellos, reducir todas a una inten-
sidad comiun (por ejemplo haciendo que el area
bajo la curva del espectro medio de velocidades
sea la misma) y adoptar para disefio la envolvente
de todos los espectros medios reducidos, multipli-
cada por un factor que tome en cuenta la inten-
sidad esperada, las consecuencias de la falla de
la estructura, su importancia, etc.

El criterio anterior es el que se sigui6é en la
adopcion del espectro de disefio propuesto para
estructuras sobre terreno firme en el capitulo so-
bre analisis dinamico del reglamento. Dicho espec-
tro se modificé con base en observaciones de
campo para establecer el correspondiente a terreno

blando.

5.1. Analisis sismico de estructuras con varios

grados de libertad

5.11. Estructuras no amortiguadas de varios
grados de libertad, sin torsidn. Si una estructurd
de varios grados de libertad como la que se mues
tra en las figs. 4.1 y 4.2 esta sujeta al movimijento
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de su base, sus masas sufriran desplazamientos.
Estos seran funcién del tiempo y de la aceleracion
de la base.

En un instante dado el desplazamiento de una
cualquiera de las masas puede expresarse como la
suma de los desplazamientos de la misma debidos
a la participacién de cada uno de los modos natu-
rales en el movimiento:

i () =£§l¢i(f)C;xu : (5.6)

En esta expresién,

x,; = amplitud del desplazamiento de la masa
i en el modo j.

Para determinar el valor del coeficiente de par-
ticipaci6n de un modo cualquiera, m, considérese
que la base sufre una variacién en su velocidad
igual a x,. Todas las masas tendran entonces una
velocidad relativa a la base

- 0= —x

que puede expresarse como

u,(¢) = desplazamiento relativo a la base de la ]Elqﬂg(O)C]x,, =—%.
masa i en el mnstante ¢
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Fi16.5.2 . ESPECTROS PARA SISTEMAS ELASTICOS. EL CENTRO, CALIFORNIA 1940

¢, (£) = funcién que expresa la variacién con
respecto al tiempo de la participacién
del modo j. El valor maximo de ¢,(t)
para cada modo puede obtenerse del
espectro de desplazamientos como la
ordenada que corresponde a una estruc-
tura de un grado de lhibertad y de igual
periodo que el modo j; ¢;(¢) tiene uni-
dades de longitud;
" ¢; = coeficiente de participacién que define
la escala a la que interviene el modo j
en el movimiento;

Teniendo en crenta que ¢,(0) = — %3,

n
Yex, =1
=t
multiplicando po: M, x,, resulta
7
S eiMxxm = M .

1=1

Formando términos analogos al anterior para
los diversos valoies de i y sumando, se obtiene
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n

C)Mlxuxnn =3 "5""“1; .
e

L

1=1

Invirtiendo el orden de las sv:nns v aprovechan-
Yy ap

@o la propiedad de ortogonalida.i

n
I Mx,xm = 0 paraj#~m,

=1

queda finalmente

'
W

n n
Cm 2 M,x,m“’ =2 A”yxx:m
4 1=

1=1 1
de donde,
n
SM.xim
Cm = .
S Maxim?
=1

Sustituyendo en la ec. 5.6 y escribiendo
vez de m:

n
M,

1=1

e X

"

1 -
= M.x,,?
1=1

(5.7)

j en

(5.8)

Zn un instante ¢ de la masa i debido a la contri-
kucién del modo j se obtiene como el producto
de la amplhtud de dicha masa en el modo j, a una
escala arbitraria, por un coeficiente de participa-
cién, ¢, y por una funcién del tiempo, $,(¢) que
es la misma que proporciona el desplazamiento
relativo de la masa de una estructura de un grado
de libertad y de igual periodo gque el modo en

Q La ec. 5.8 indica que el desplazamiento relativo

cuestidn.

5.12. Estructuras no amortiguadas de varios
grados de libertad, sujetas a tors:én dinamica.
crertas estructuras-no es admisible la hipotesis de
que el movimiento de todas las masas estd conte-

nido en un plano vertical. En tales casos se t

En

ienen

tres grados de libertad por planta (dos de trasla-
cién y uno de rotacidén) y 3n modos de vibracién

acoplados.

Los modos estdn definidos por los valores x,,
Y1y, 8,, que son respectivamente los desplazamien-

tos del centro de gravedad paralelos a las dis-
posiciones x, y, y la rotacién horizontal de cada
nivel. El coeficiente de participacién del modo m
debido a la accié6n de un movimtento paralelo a la

direccién x es entonces:

n
S M. Xim

=1

2": (nggmz + nylmz + Iioimz)
=1

Co

Cpm =

(5.9)

En esta ecuacion I, es el momento polar de iner-
ca de la masa total del imvel i con respecto al
centro de masa.

5.13. Estructuras amortiguadas. Tratandose de
estructuras con un grado de hibertad el concepto
de espectro es aplicable segun expresa la ec. 5.2 y
los parrafos subsecuentes. De acuerdo con ello
estan trazados los espectros amortiguados de la
fig. 5.2

En general, en estructuras amortiguadas con
vanos grados de libertad no existen modos natu-
rales Por tanto no pueden utihzarse con rigor los
conceptos expresados en los parrafos 5.11 y 5.12.

En algunos casos, y para ciertas relaciones entre
los valores del amortiguamiento en los diferentes
niveles es posible encontrar modos de vibracién
en que las masas se muevan satisfaciendo la ec.

Estos movimientos constituyen modos natu-
rales y puede aplicarse lo hasta aqui dicho. Como
ejemplo de estructuras que tienen estas caracteris-
ticas estan aquellas en que el coeficiente de amorti-
guamiento en funcién de la velocidad relativa entre
dos niveles consecutivos es proporcional a la rigi-
dez del entrepiso correspondiente.?? En el caso mas
general las relaciones planteadas son suficiente-
mente aproximadas siempre que se trate de amorti-
guamientos pequenos.

5.14. Consideraciones para el disefio. Teérica-
mente las ecs. 5.8 y 5.9 resuelven el problema
del anahlisis sismico dindmico de estructuras con

varios grados de libertad. Ellas permiten obtener

su configuraciéon deformada cu cualquier instante
y por lo tanto los maximos elementos mecanicos
en las secciones criticas Por razones semejantes a
las expresadas en el Art. 502, el valor maximo
de &,(¢t) se obtendrd a partir de un espectro de
desplazamientos adoptado para el disefio. Esto
permite conocer la respuesta maxima de la estruc-
tura por efecto del modo j.

Una cota superior a la respuesta de la estructura
por la participacién de todos los modos puede ob-
tenerse como la suma de las respuestas maximas
de todos los modos:

n
R ==R;.

=1
Este valor es siempre conservador, ya que las
respuestas maximas de todos los mcdos no son
simultaneas. Con base en estudios probabilisticos
se demuestra que en estructuras elasticas de varios
grados de libertad es mas realista estimar la res-
puesta total de acuerdo con la siguiente expresion.

quéaa

En la practica se parte en general de espectros
de aceleraciones, por lo que, utilizando la ec. 5.8,

. = A, %x.; (5.10)
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e SO

donde

A; = ordenada del espectro de aceleraciones
para el modo j:

Uiy = desplazamiento méaximo de la masa i

1.

en el modo j.

5.15. Ejemplo de analisis dinamico. Considé-
rese la estructura de la fig. 4.2 cuyos modos y pe-

riodos naturales se determinaron en el capitulo 4
y supbéngase que representa una construccidn del
grupo B con estructuracién tipo 1 y que se locali-

zara en la zona compresible. Se trata de obtener

acuerdo con el criterio dinamico.

A continuacién se resumen las caracteristicas de los modos.

modo fundamental

0.2004
0.5424 ; % =5.4629 cm; p* = 195.575 seg’?; T = 0.4689 seg;
1.0000
segundo modo
—0.5425
—0.952¢ ; g-,‘,— = 1.2805 cm; p? = 766.107 seg?; T = 0.2270 seg;
1.000
tercer modo
9.0365
—4.4910 % =0.4563 cm; p* = 2149.901 seg?; T = 0.1355 segq.
1.0000

A; =981 X 0.5 X 0.06(1 -+ 0.4689) = 43.233 cm/seg?
A; =981 X 0.5 X 0.06(1 + 0.2270) = 36.111 <m/seg?
A; =981 X 0.5 X 0.06(1 + 0.136) = 33.432 cra/seg?®

3. Los coeficientes de participacién, divididos entre p,?, de los modos son

&

80 X 0.2004 + 80 X 0.5424 + 50 X 1.0000

© = 770575 (80 X 0.2004° 1 80 X 054247 F 50 % 1.0000%) — 0007939
B 80(—0.5425) + 80(—0.9524) + 50 X 1.0000 3
2 = 7610780 X 0.54257 + 80 X 0 95247 + 50 % 1.00007) — —0:0006217
80 X 9.0365 + 80(—4.4910) -+ 50 X 1.0000 — 0.00002347

€ = 2149.901 (80 X 9.03657 + 80 X 4.4910% + 50 X 1.00:307)

4. Los desplazamientos de cada masa en cada modo seran, por tanto,

uy; = 02004 X 43.233 x 0.007939 = 0 0688
u,, = 0.5424 X 43 233 X 0007939 = 0 1862
u,, = 10000 x 43 233 x 0.007939 = 0 3432

. = (—05425) X 36 111 X (—0.0006217) = 00122
s = (—09524) X 36 111 X (—00006217) = 0.0214
u,. = 1.0000 X 36 111 X (—0 0006217) = —O 0225
u,; = 9.0365 X 33.432 X 000002347 = 0 0071

1, = (—4.491) X 33 432 X 0.00002347 = —0 0035
1, = 1.0000 X 33 432 X 0.00002347 = 0.00078

los elementos mecanicos de disefio sismico de

2. Haciendo ¢ = 0.06, de acuerdo con la tabla del Art. 5 del capitulo de disefio sismico del regla-
mento propuesto, las ordenadas del espectro para cada mado son
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5. Las fuerzas cortantes -'smicas en cada entrepiso pueden obtenerse como el producto de sy
rigidez por el desplaz.iento relativo de los dos niveles que lo limitan:

O Modo Entrepiso Cortante

3 (0.3422 — 0 1862)20 == 3.14
1 2 {0.1862 — 00688)50 = 5.87
1 0.0688 X 100 = 6.88
3 (0.0225 + 0.0214)20 = 0.87
2 2 (00214 —0.0122)50 = 0.46
I 0.0122 X 100 = 1.22
3 {0 00078 + 0.0035)20 = 0.086
3 2 (0.0035 -+ 0.0071)50 = 0.53
1 0.0071 x 100 = 0.71

6. Las fuerzas cortantes iz disefio debidas a la superposicién de los modos se obtienen en la
tabla sigutente de acu=zrdo con el criterio de la suma de los maximos absolutos y con el de
la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los maximos.

Entizpiso R =3R:
3 3.14 + 0.87 + 0.086 = 4.10
2 587 + 046 + 053 =686
1 6.88 + 1.22 4+ 0.71 = 8.81
R =V ERIZ

V3.142 4+ 0.872 + 0.086% = 3.26
V5.872 + 0.46° + 0.532 =591
V6.88% + 1.222 + 0.712 =7.07

o | Lo

=

7. En la tabla que siguez se calculan las cortantes estaticas y el 60 por ciento de las mismas.

Nivel W7, h,  W.h, F; v, 0.6V, =

3 50 10 500 4.57 4.57 2.74
2 89 7 560 5.12 9.69 5.81
1 80 4 320 2.92 12.61 7.57
0

Sumas 2190 ‘ 1380

W.h,
F; - ET/VTET ZW,

, = 0.00913 W, A,

8. Las fuerzas cortantes de disefio seran, por tanto,

Entrepiso Cortante
3 3.26
2 591
1 7.57
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METODO g DE

NEWMARK PARA SISTEMAS LINEALES DE VARIOS

PARA CADA
MASA O GRADO

DE LIBERTAD

GRADOS DE LIBERTAD
EJEMPLO -
10 1 2 0
K = M= ; C. =0 para todo i
1 5 0o 1 1
. _ : At
Xie1 = %5 ¥ (X5 * X5.4) 3
X = X, + X At + (l-s);{ (At)2 + B X (At)2
i+1 i i 27 P04 i+1
At = 0.2 ; B = 1/6
MOVIMIENTO DEL SUELO: X = 1.2t (X, EN CM Y t EN SEGUNDOS)
SI 0<t<2 SEG, Y X_ = 4.8-1.2 t SI 0<2<4 SEG
Y X, = G SI t<0 0 t>4 SEG
ST Y= XX, Y Y, =X, - X
Q
MY+KY=0 » MY+Q=20; Q =[ ]
- = —_ - — = QZ
(PUESTO QUE X_ = 0)
mp Yyt Q=0 > Yy = -Qy/my
my Yp Q=0 > Yy, = -Qy/my
EN t=0, Y.=0, Y.=0, Y.=0
1 1 1

EN t=0.2,

X =
o

1.2 x 0.2 =

SUPONGAMOS X.=1.35 Y

1

0.24

X.=1.50 M __

SEG
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S
<j)pARA LA MASA 1:

k1 =0 + (1.35 + 0) 953 = 0.135

X; =0+0+ (3-8(0.2)%x0+ % x 1.35 10.2)% = 0.009 CM

Y, = 0.009 - 0.24 - 0.231

PARA LA MASA 2:

kz =0+ (1.5 + 0) 822 - ¢.15

1

X, =0 +°0 + 0+ & x 1.5(0.2)% = 0.01

.01 - 0.24

-0.23

Q] 10 1][-0.231] [2.54] X, =-2.54/2 = 1.27 Y,
= Q= = N ..+ETC.
Q, 1 5]|-0.23 4.38) X, =-1.381/1 = 1.381 = Y,

4
]

"

o

, e N
j ]
i
2 {
\ o
hY 4 - '
\> 1 ,
AN
N
N
\
PR
.
-
. oy .
& e K
i G o
s g R N
) : R H L
R ! ’).’v\
o )
i a4 ¥ ]
4 " N ’
. it r

R e ey
[}

e o






D et sk i D S s M B T

TABLA 2.1, EXEMPLD ==L

] @y X, X, |/ X X1 X0 Q, X, X, X2 X27Xo | *o

wet tan rm/vec? !l fmm/oeg ¢cm ~m tor rmfseet | em/qne ‘m rm r

0 O o 0 0 0 0 0 0 0 O

a0 2840 ] 1880 0.0¢h0leg 2310 380 | 1500 | 0.150 | 0.0100}-c.2300| 024
ozl 2546 | 1200 vonas| oesis | 3ae | 380 | 0138 | oconz|-0.2308 1zc
re|l eosa | vera forar | oonas|-a.23is | 1,386 | 1.38¢ | 0,138 | 0.009¢|-0.230%| 0.24
Cal asar [+2 30 0484 |+0066c|-0.4138 | 2.968 | 2.100 | 0.486 |+0.0693|-0.41C7| 0.48
oal 4548 | 2.274 | 0481 | 0.0660[-0.a140] 2.455 | 2.468 | 0.523 | 0 0718|-0.4082] 0.4%
nal a.548 | 2274 | 0.481 | 0.0650(|-04140| 2.45% | 2.455 | 0.522 | 0 07i7]-0.408%] 0.40
0,4 asag fzm 0.481 | 0.0660]-0,4140| 2.455 | 2.455 | 0.522 | 0.0717|-0.4083} 0 ax
,6| 5585 | 2.700 | 0.978 | 0.2105{-05095| 2.960 | 3200 | 1.088 | 0.2301 |-0.4839] V.72
nel 5581 | 2.793 | 0.987 | 0.2111 |-05089| 2.967 | 2960 | 1.064 | 0,2285(-0.4915] 0.72
ve| 5580 | 2.790 | 0.987 [ 0.2111 {-0.5089] 2.966) 2.967 | 1,065 | 0.2286-0.4914| 0.72
06| 5580 | 2.790 | 0.987 | 0.2111]| 05083 2.966 | 2.966 | 1.065 | 0.2286(-0.4014 | 0.72
oal 5409 | 2.900 | 1.556 | 0.4650(-04950] 2.790| 2.980 | 1,660 | 0.5010(-0.4570| 0 9%,
0.8) 5.423 | 2.704 |-1.536 | 0.4637|-0.4963} 2.798 | 2790 | 1.64) | 0.4997{-04603| 03¢
0.81 5.422 | 2.711 | 1.537 | 0.4638|-0.4962| 2.797 | 2.798 | 1.642 | 0.499e|-0 4602 | Cf
o8| 5422 | 2.711 | 1,537 | 04638|-0.4962| 2.797{ 2.797 | 1.642 | 0.4998|-04602 | 095
1.0] 4104 | 2.150 | 2.023 | 0.8216(-0.3784| 1.977| 2200 | 2,142 | o.8RCC|-0.3198] (.27
tol 4111 | 2,052 | 2013 | 08210)-0.3790| 1.985] 1,977 | 2.120 | 0.8787{-0.3213 {1 20
1ol aii) ['2.055 | 2.01a | 0.8210{-0.3790| 1985 1.985 | 2,121 | 08787 [-0 3213 |1 20
1.0 4.1 | 2055 | 2.014 | 0.8210(-0.3790] 1.985| 1.985 | 2.124 | 08787 {-03213{)2C
.2{ 1.931 | 0.950 | 2.315 | 1.2575(-0.1825| 0.712 | 0.700 |, 2.390 | 1.3341-0.1059{ 1.44
12| 1.930 | 0965 | 2.316 | 1.2576|-0.182a| 0.712 | 0.712 | 2.391 | 1.3341 {-0.1059 | 144
1.2 1930 | 0.965 | 2.316 | 12576l-0.1824| 0.712 | 0.717 | 2.39) | 1.3341 [-0,1059 | i.44
l.af-0.653 |-0.320 | 2.384 | 1.7316] 00516}-0.735 |-0.800 | 2.382 | 1.8165| 01365/ 1.68
1.4 |- 0.652 |-0.326 | 2380 | 1.7315] 0.0515|-0.735 {~0.735 | 2.388 | 1816G9| 01369 I.6E
14 |- 0.652 |-0.326 | 2.380 | 1.7315| 0.05i5}-0.735 |-0.735 | 2.388 | 1.8/69| 0.1269 | 1.68

1,G1-3.083 |-1.5C0 | 2,197 | 2.1932| ¢ 2732{- 2.026 |[-2.100 | 2.104 | 2.2707| 0.3507| 1.9~
leof- 2080 (~1.8a1 | 2193 | 2.1929] 0.2729}- 2,029 |-2.026 | 2,111 | 227i1c{ 03512) .00

16 |- 3.060 |~1.540 | 2,193 | 2.1929] 0.2729|- 2.029 [-2.029 | 2,111 | 2.2712| 0.2512 .92 |
18]-4830 |-2500 | 1.789 | 2.5943| 04343|-2.869 {-2.900 | 1.618 | 2.6471{ c.a871 | 2106

1.8 |- 4836 |-2.415 [ 1.797 | 2.5949| 04349|-2.871 |-2.869 | 1.621 | 2.6473| 04873 ]| 2 1c

1.2 [-4836 [-2.418 | 1.797 | 2.5949| 0.4349)-2.871 |-2.871 | 1.621 | 26473| 04873 |2 ¢

2.0 |- 58547 [-2.800 | 1.275 | 2.9034] 0.5034}|- 3.069 |-2.000 | 1.034 | 2913, 05137 | ¢
2°]1-5549 |-2772 | 1.278 | 29036| 05036(-3.068 {-3.069 | 1.027 | 2.91c7| 0.5127 | <.
2,0{-5549 |-2774 | 1,278 | 2.9026| 0.50%6|-3.068 |-3.068 | 1,027 | 2.9t12"| 05127 ] . -

N C
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']ABLE z ', EXAMPLE 2:’*& e brnun tong
: Wi % x x| XX Q> X X X0 Yy xol Xo
[ 100 tm/sec?| em/sec om rm ton cm/neclt ca/soc cm om trm
P2t 190 =8 200 ] 0.481 | 3.08°9)1 0.9275|-5.332|-5460 | 0. 174 | 3.0408]| 0.un98] 2.16
S letoten f-rorR | 0,493 | 30ora3l 092a3l-5.337 |-5.332 0,187 { 3.0417}1 0388171 2.106
3
s =100 0y [-5.083 | 0.493 | 3.0883] 0.9203}-5.337 ]-5.337 [ 0.186 | 30417l uegi7 ]| 2.6
i_a -7 578 1-6.900 -0.705 | 3.0731 1L1531{-6.386 |-6.200 |-0 968 | 2.9665| 1.0465 | 1,92
22617 1-6.289 |-0.644 | 30772 1.15721-6.383 -6.386 |-0.987 | 2.9652] 1.0452 | 1.92
1 . . 3 h;
24{12.6195 [-6.209 {-0.646 | 30770} 1.1570}- 6.3083 |-6.383 [-0.986 | 2.9052) (.0452 | 1.92
241-12.615 |-6.308 |-0.646 | 3.0770| 1.1570(- 6.383 {-6.383 [-0.986 | 2.9652| 1.0452 | 1.92
2.6{-12.388 |-6.200 [-1.897 | 2.8225| 1.1425|-5.958 |{-6.000 |-2.224 | 2.6429| 0.9629 | I.68
26 |-12 388 |-6.194 |- 1896 | 2.8225| 1.142%]1-5,959 [-5.958 [-2.220 | 2.6422{ 0.9632 | I.68
Tal-12 388 |-6.194 1-1.896.) 2.8225] 1.1425]-5.959 |- 5,959 |-2.220 | 2.6432] 09632} I.68
M -9.573 [-4.300 |-2.945 | 2.3320| 0.8920 -4,15% |- 4.100 [-3,206 [+2.0925] 0.65251{ 1.44
281-954 -4 787 |-2.994 | 2.3288| 0.8888]|-4.150 |-4.155 [-3.212 | 2.092!]| 0.6521 | 1,44
o5 l-a'sar |-4.770 |-2.992 | 23289 0.8889|-4.150 |- 4.150 |-3.2 11 2.0921{ 0.6521 | 1,44
chl-9541 [-4,770{-¢.992 | 2.3289| u.nes9l-4.150 |-4.150 {|-3.211 | 2:0921) 06521 | 144
50]-4.687 |-2,500 [-3.719 | 1.6502] 0.4502}- i.376 |- 1.400 |-3.766 1.3853] 0.1853 | .20
20]- 4698 {-2 343 |-3.703 | 1.6513] 0.4513)- 1.378 |- 1.376 |-3:764 | 1.3n54 o.uesa%f:.zo
10{- 4698 |-2.349 |-3.704 | 1.6513] 0.4513 |- 1,378 [~ 1.378 [-3.764 | 1.71854 0.1854° 1.20
32 1,090 | 0800 |-3.859 | 0.8845-0.0755| 1.748| 1.700 |-3.732 | 0.6255|-0.334% | 0.96
32 i.106 | 0.545 |-3.884 | 0.8828|-00772) 1,748 | i.748--3.727 | 0.6259|-0.3341 | 0.95
52 i.105 | 11.553 —3.“,’é83 0.8829]-0.0771| (.7a8| 1.748 |-3.727 | 0.6259 -0.334{: 0.96
iz I 105 | 0.553 [“3 883 | 0.8829]-0.0771| 1.748 | 1.748 |-3.727 | 0.6252}-0.3241"] 0.96
341 6.608 | 3.600 |-3.468 | 0.4377]-0.5823| 4.506) 4.700 |-3.082 {-0.0649}-0.7849 } 0.72
34 6.629 3.304 |-3.438 | 0.1357|-0.5843| 4.515| 4.506 [-3, 101 [-0.0662|-0.7862'|0.72
X 628 3314 |-3.439 | 0.1258]-0.5842] 4.515| a.515 [-3.100 [-0.0661]-0.7861 |0 72
34| 6.6¢8 3.214 -7 439 | 0.12%8/-0.5942[.,4.5(5 | 4,515 |~3. 100 |-0.0661[-0.7841 | 0.72
361 10578%| 5.400 |-2.568 [-0.4718]|-0.9518 % 6. 251 | 6.900 |-1.958 |-0.5799 |- /0599 | 0.48
. d 79
26 [10.589 | 5.289 .,-2,579 |-0.4725|-0.9525| 6.277 | 6.251 |-2.023.{-0.5842]-1.0642 | 0.48
) w;‘,' tL L I “ ; R RS . PN
L0589 | 5.299 (-2.577 |-0.4725(-09525] 6.277 | 6,277 |-2,020 |-0.5841|-1.0641 | 0.45
361105439 5.299 [-2.577 |- 0.4725|-0.9525]| 6.277 | 6.277 [-2.020 |-0.5841|-1.0641 | 0.48
3el e 257 € 700 -1".427 ~0.8760|-1.1160) 6.612]| 6.800 |-0.712 |-0.659! [-1.0991 {0.24
38} .2.264 6.130 |- 1,434 |-0.8764(-1,.1164]| 6,618} 6.612 [-0,?731 [-0 8603{-1.1003]|0.24
381 j2.264 | 6 132 [~1,434 |[-0.8764|-1,1164] 6,614 | 6.618 |-0.730 |-o8f03l-1.1002]0.24
40| 1222 | 5.600 1-0.260 [-1.0441|-1.0441}| 5,454} 5400 | n.472 [-0.882:|-0.882 1 O
401 1L | 566 1-0.255 |-1 0437{-1.0a%7{ 8,4%3| 5454 | 0.477 |-0.6%.7)-088:17 Y
401 Jl.%19 D660 § 0.255 |-1.04371-1 0427 5 anv | 5,453 0,477 |-0.r817(-08817 O
4.2 10.70% | 5 35¢ 0.846 [-0.9836(-0.94%6] 5,330 5. 300 | 1.949 [~0 061 |-086 2
4.2 10,705 5.352 j N.B46 |-0.9836}-0387%( ., 3¢9 | 5.330 | (.55 2 [~c.g6t -0 B0y 0
o, - w . [ C t
!:.,"l. u,‘.l} \i ’ “.{~l.{,t Ij v" ! :tl '-I ! N
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~

METODO DE ANALISIS POR ELEMENTOS FINITOS.

INTRODUCCION.

El ingeniero en la busca de los valores numéricos adecuados para descri-
bir su proceso de disefio, se encontraba generalmente con formulaciones mate
maticas dificiles. Por ejemplo, considerando el simple caso de teoria de ---
flexién de placas, bajo las hipdtesis de pequefias deformaciones y que las sec-
ciones ~plsmas permanecen planas después de la deformacién, la ecuacién di fe-
rencial que gobierna el anilisis para un maferial elastico lineal homogéneo e
isotrdpico es

2w 42 0% w N d%w __q (1)

9 x* 9 x20y® dy*® D

donde w es la deflexién en el punto ( X, y ), q es la intensidad de la carga en el
En’

12 (1-v?)

cual depende del modulo de elasticidad E, el espesor de.la placa h y la rela-

punto(x, y),y D = es la rigidez flexionante de la placa la
cién de Poisson v . Enla Fig. 1 se presenta un elemento diferencial de

la placa y las acciones ¥ reacciones sobre é1. Combinando la flexién simple -
en dos direcciones se obtiene para los momentos y cortantes por unidad de lon-

gitud de placa lo siguiente:
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O My =-D ( 32:’2+” 22\;’2)
My =-D I 32‘;’2-” 32\;’2 )
My =D (1~ ) a‘f“gy *
Ax ==D aax ( 32\:,“ aazy2 )
oy <05 (P2

Para el caso particular de la placa libremente apoyada, y rectangular,

cuyas condiciones en la frontera ( Fig. 2 ) son:

O

W
aXZ a yZ)X:G (3)

AN

\\@\\

NN v
O

Fig 2 Condiciones en la frontera x=a de una
placa libremente apoyada
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AN

Navier en 1820 presentd a la Academia Francesa de Ciencias, la solucién

representando la carga q ( X, y), por medio de una serie trigonométrica doble

© © mir nw '
q=1(x,y) = 2 X 9mn Sen—g— X Sen—p—y (4)
~ m;‘l n:]

substitutye (4) en (1) y considerando las propiedades de ortogonalidad de las

series trigonométricas obtiene la solucidén de la ecuacién diferencial bi-arménica

(1) como
RO amn m nw
wix,y) = Y Y ——=5—52S%n ——x Sen y
K 74D m=1 n=) (_rGL22_|_ _DEZZ) a b (5)
en donde el coeficiente mn viene expresado por
4 a .b m nw
Omn = ff q (x,y) Sen X Sen y dx dy (6)
ab 2

El procedimiento de Navier consiste en lo siguiente: Conocida la funcién de
carga ¢ (X,y), se substituye en (6) y se obtiene el coeficiente amn el cual -
nuevamente se substituye en (5) y se obtiene la deflexién w (X,y), y por medio
las ecuaciones (2) se obtienen los momentos y cortantes .

Es importante observar que ias limitaciones de Navier se refieren a una placa -
rectangular libremente apoyada y con una funcién de carga q (x,y) impar con -
respecto a X, y con respecto a y, esdecir, q{( x,y) =—ql{—x,y) y

g {x,y) ==q (x,—y ) , Silafuncién fuese par, la representacién de -

g (X,y) seria mediante una serie de cosenos, y si q(x, y ) fuese una funcién cual
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quiera, se representaria mediante una serie trigonométrica doble completa
de senos y cosenos, y se tendrian problemas en satisfacer las condiciones en
la frontera. Generalmente la convergencia de la serie (5) es lenta, y en algu_
Nnos Casos €s nece§ario considerar més de 500 términos para asegurar la solu_
cidén correcta.

Posteriormente en 1900 M. Levy cambia de posicién los ejes coordenados

( Fig. 3 ) y utiliza una serie trigonoméftrica simple de la forma

-

(¢ 0]
wix,y) = > fmly) Sen movr X (7)
m= 1

El procedimiento de Levy consiste en substituir (7) en (1) obteniendo una
ecuacion diferencial lineal de cuarto orden en fm(y) con coeficientes constan-
tes no homogenea con la cual ya es posible satisfacer diferentes condiciones en

la frontera y = * - , pero continua limitado a una placa rectangular

libremente apoyada en las fronteras x=0 y X = a.

77

- — o wixy) <

we )
1

Yy

Fig 2..Posicion de ejes en la solucion de M. Levy (1%00)
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Las limitaciones de analisis tan restringidas, como lps ejemplos anteriores,
aparecian en innumerables problemas de ingenieria, lo cual origind el principio
de los métodos numéricos, el cual presenta dos etapas de desarrollo.  Antes
de la época de las computadoras, donde representa un importante papel el Prof.
Southwell del Colegio Imperial de Inglaterra, desarrollando y aplicando los mé-
todos numéricos de relajacién y diferencias finitas, superando las limitaciones
restringidas de los métodos analiticos de solucién.

Durante la era de las computédoras digitales, el método de anélisis por ele
mentos finitos ha obtenido gran popularidad, puesto que en este procedimiento
como resultado de la discretizacion del medio por analizar, se obtienen sistémas
grandes de ecuaciones algebraicas lineales simultaneas, lo cual actualmente su
solucién no representa ningln problema. Por ejemplo, en el casc de analisis -
elastico lineal de placas, podemos tener cualquier condicion de apovo, de geome.
tria y de cargas, practicamente se eliminan la mayoria de las restricciones de
las soluciones analiticas mencionadas, el problema méas importante es verifiar
adecuadamente su convergencia.

El primer trabajo referente al método se debe a Hrenikoff Ref. 1 pu-
blicado en 1941, y el segundo a McHenry publicado en 1943 en ambos trabajos
( Fig. 4) se verifican soluciones de problemas de elasticidad bidemensional en
estado plano de esfuerzos, discretizando el medio y buscando la analogia con la
solucién estructural.

Posteriormente en 194§ Newmark, en su libro de Métodos Numéricos - -

Ref. 3 , presenta los métodos de Hrenikoff y McHenry. Sin embargo, el
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Fig. 4 Primera solucion presentada por Hrenikoff en 1941,

crédito de aplicarlo a medios continuos es de Turner, Clough, Martin y Topp

Ref. 5 , y no es, sino hasta 1960 con Clough, Ref. 6 nace por primera
vez el nombre magico de "Elemento Finito" , derivando mas correctamente 1as
propiedades basicas del elemento triangular y el rectangular, y el hecho de que
en el mismo tiempo la computadora comienza a ser una herramienta muy efecti_
va, conduce rapidamente a la solucién numérica de problemas elastico lineales
complejos, en los cuales una solucién analitica no era posible.

Se inician la derivacién de las propiedades de rigidez de los elementos finitos,
el campo de desplazamientos en el medio se expresa en funcién de los desplaza -
mientos nodales del eleménto, satisfaciendo continuidad, las fuerzas internas se
definen aplicando el principio del tral jo virtual, la identidad de este proceso con
el de minimizar la energia potencial total, o sea, el proceso de Rayleigh-Ritz

Ref. 7 esobvia. El desarrollo anterior se acentla en el campo de la Meca-
nica de S6lidos y posteriormente Zienkiewicz Ref. 13 y Wilson Ref. 14 lo

aplican en Mecaaica de fluidos y en problemus de analisis de conduccién de calor.
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Se presenta al final una lista de referencias de importancia del método del ele-
mento finito, )

Al iniciar la determinacién de esfuerzos y desplazamientos en cierto proble-
ma de disefio, las ecuaciones que gobiernan el problema en cualquier forma de-
ben satisfacer equilibrio y continuidad.

El Método del Elemento Finito es un procedimien;o analitico, y cuando se
aplica a un medio continuo, &ste se modela analiticamente subdividiéndolo en -
sub-regiones ( los elementos finitos ) en los que el comportamiento de cada uno
es definido por grupos separados de funciones que supuestarhente definen esfuer-
zos y desplazamientos en esa region, las funciones se seleccionan en forma tal

que se satisfaga la condicion de continuidad a través de todo el medio, por lo -

tanto, el método del elemento finito en comiin con las soluciones por series y di-

ferencias finitas representa una aproximacién a la solucién del problema

4 92

a ) Elemento estructural

Ju ov
Xy 3

~<
Q
>

b) Esfuerzos planos
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TIPOS DE ELEMENTOS.

Elementos que son usados comunmente en la prictica son ilustrados en la
Fig. 5.

El elemento estructural simple, Fig. 5 (a), es un miembro de la familia -
total de elementos finitos. Cuando se usa con elementos del mismo tipo descri
be armaduras y estructuras espaciales. Cuando se combina con elementos de
tipo diferente, éspecialmente con elementos de placa generalmente se describen
miembros de rigidez.

LLos elementos basicos en analisis por elementos finitos son placas delgadas
con cargas contenidas en su plano ( condicién de esfuerzos planos ), triangulares
y cuadrilateros se ilustran en la Fib 5b. Se denominan basicos porque,lcs pri-
meros desarrollos concernientes con €l método se refie_aren a ellos.

Los elementos sélidos, Fig. 5 (c), son la generalizacién tridimensional de
los elementos de esfuerzos planos. El tetrahedro y el hexaedro son las formas
més comunes y son esenciales para modelar analiticamente problemas de meca
nica de suclos, rocas y estructuras nucleares. Es conveniente mencionar que
la Gnica forma practica de resolver problemas tridimensionales préacticos, es
el método de elementos finitos.

Uno de los campos més importantes de aplicacidén del método de elementos
finitos es en el analisis de "s6lidos axisimétricos", Fig. 5 (d). Una gran varie -
dad de problemas de ingenieria caen en esta categoria, incluyendo concreto, tan
ques, recipientes nucleares, rotores, pistones, flechas de motores, y la cabeza

de los roquets. Generalmente son medios de carga y geometria axisimétrica.
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En la Fig. 5(d) se muestra el elemento triangular, también se usan secciones
O .
cuadrilateras.

Elemento de placa plana en flexién es empleado no solo en coneccion con el
comportamiento de placas planas, sino también en cascarones y miembros de -
pared delgada. Fig. 5 (e).

Estructuras de cascarén delgado axisimétricas, Fig. 5 (f), tienen el mismo
rango de significado en la aplicacién practica que los s6lidos axisimétricos. Sin-
embargo, las relaciones gobernantes se derivan de la teoria de cascarones delga
dos.

Cuando una estructura de cascarén delgado que de hecho es curva, es brefe-
rible emplear elementos de cascarén curvos delgados para el modelo analitico,
tienen la ventaja de describir méas aproximadamente la superficie curva del casca

O / <
rén, y la apropiada representacion del acoplamiento de deformacion y equilibrio
entre cada elemento. Elementos tipicos de cascarones de doble curvatura se mues

tran en Fig. 5(g). Gran nimero de formulaciones para este elemento existen.

ALGUNAS APLICACIONES DE ELEMENTOS FINITOS.

Examinaremos algunas aplicaciones delmétodo de ekementos finitos en disefio
estructural con el objeto de ilustrar la forma en la cual se usan los elementos -
de la Fig. 5, y'la escala y complejidad de los problemas.

El desarrollo del método del elemento finito se debe a los investigadores re-

O

lacionados con la industria aeronautica. La Figura 6 muestra la forma en que -
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Q se aplicé el analisis por elementos finitos de una porcién del avidn Boeing 747.

O

La estructura del fuselaje de un avién consiste de laminas de aluminio ligadas

a una estructura interna formada por armaduras y atiezadores. La experien-
cia ha mostrado que los efectos locales de flexién en el cascarén son desprecia
bles, por lo tanto, se supone que consiste de elementos en condicién plana de -
esfuerzos Fig. 5(b). El analisis de elementos finitos del Boeing 747, de la -
parte achurada, regién que conecta el cuerpo o Cascarén Monocoque con las alas,
area achurada en Fig. 6, consiste de 7000 incégnitas. Por lo tanto, es comin
en la practica dividir la estructura en regiones, o subestructuras, y analizar -
cada una por elementos finitos con el objeto de producir un superelemato. Los
superelementos se ligan entre si por medio de un procedimiento convencional -~
que determina la fgse final del anilisis.

El esquema de subestructuracién del Boeing 747 es mostrado en la Fig. 6

y los detalles son listados en la Tabla 1.

.. Sub- Descripcion Nodos Condicién Elemento Elemento Grados liber Grado de
Estructura Carga Viga Placa tad interac- libertad
. cién elemen- otal.
tos.
1 Ala 262 14 355 363 104 796
2 Ceniro ala 267 8 414 295 198 880
3 Cascardn
Monocoque 291 7 S02 223 91 1,026
4 Cascarén M 213 5 377 185 145 -820
5 Cascarén M 292 7 415 241 200 936
6 Caja Tren
Aterrizaje 170 10 221 103 126 686
7 Cascarén M 285 6 392 249 233 909
8 Caja Tren
Aterrizaje 129 10 201 93 148 503
9 Cascarén M 286 7 497 227 92 1,038
TOTAL 2,195 63 3,374 1,679 555 T 7,594

Tabla 1 Esquema de subestructuracion del Boeing 747
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Como es usual en el diseflo de aviones, se hicieron pruebas en el prototipo

O

y los resultados se compararon con la solucién por elementos finitos, coinci -

diendo como se muestra en la Fig. 7 .
-4 -2 )
I B A
o DEFORMIMETRO AXIAL 320
0 DEFORMIMETRO BIAXIAL
280

Boenig 747 - 4

22& Boeing 745 -5

160

- Q e L= — —~ L 180° 80 e o

Linea de agqua { Water line )

Fig. 7 Comparacién entre analisis y experimentacién del Boing 747

Es importante agregar que la respuesta dindmica de un avién es muy impor
tante, asi como su inestabilidad eldstica es una forma importante de falla. Nin
guno de estos fenémenos puede tratarse por los métodos simplificados, pero su
e.mélisiS usando el método de elementos finitos ha probado ser muy aceptable.

Problemas similares se encuentran en Arquitectura Naval. Figura 8 una -~
porcion de una estructura de un transbordador. La parte plana es representada
por elementos en estado plano de esfuerzos, Fig. 5(b). Elementos estructu ~

rales, Fig. 5 (a), son empleados en la representacion de la estructura in.crna.
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El nimero total de incégnitas para definir las partes importantes de un barco

es del orden de 50,000, y de nuevo se subdivide el problema en subestructuras

obteniendo menos incognitas.

b) Esfuerzos planos

Elemento (b)

Fig. 8 AnAlisis por elemento finito de ¢ #iructura de un iransbordador
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Elementos solidos

Analisis por elementos finitos de un recipiente reactor de concreto presforzado

Requerimientos de seguridad en el disefio estructural de los reactores nu-
cleares han causado que la industria use ampliamente el anilisis por elementos
finitos. Figura 9 (a) un recipiente reactor de concreto presforzado. Debido a
la simetria es posible analizar solamente un doceavo de la estructura total, - -
Fig. 9 (b). Su volumen se modela analiticamente en un ensamble de elementos
tetaedrales y hexaedrales, Fig. S(c). En problemas de este tipo, el nimero de
incognitas es del orden de 20,000, y muy comin hacer el anilisis en condiciones

no lineales en niaterial y gecmetria.
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No todos los problemas de aplicaciéon del método de elementos finitos son
de proporciones monumentales. Las figuras 10 y 11 muestran aplicaciones -
basicas a ciertos problemas de ingenieria civil. Una forma de incrementar
la eficiencia de disefio en secciones roladas de acero estructural es cortando
el alma en la forma dentada mostrada en la Fig. 10 (a), colocando una seccéién
sobre la otra y soldandolas, Fig. 10 (b). Y se obtiene una viga méas aperalta-
da reduciendo el acero en el alma, y por supuesto que en este problema rutina

rio de disefio, no es necesario el uso del método de elementos finitos.

Soluridn per teorio de elasticidad

T ‘ \ /
I
it P a Solucion por elemento finito
N ! = )
\ F Solucion por teoric de viga

1
|o 10.0 20.0

kips / pul2

Fig. 10 Analisis de elementos finitos de una viga aperaltada en celosia.

Un problema todavia mas comin es el de una viga de concreto reforzado,
Fig. 11, para el cual se conoce muy poco respecto a la adherencia entre el
acero de refuerzo y el concreto, y la formacién y crecimiento de las grietas

al aumentar la carga. La Figura 11 (a) muestra el modelo analitico de zie-
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mentos finitos y la descripcidn de las trayectorias de grietas y las grificas de
esfuerzos se muestran en la Fig. 11 (b).

L.os pocos ejemplos mostrados muestran que €l métwdo de elementos finitos
puede ser usado ventajosamente en cualquier situacion que se requiera la pre=-
diccién de esfuerzos y deformaciones internas, desplazamientos, vibraciones,
inestabilidad elastica, mecanica de fluidos, transferencia de calor. Situaciones
que se levantan de diversos campos que tradicionalmente han sido considerados
como disciplinas ingenieriles separadas. Ejem., Ingenieria Civil, Mecénica, -
Aeroespacial, Arquitectura Naval. El método del elemento finito proporciona
una técnolog:[a unificada de anilisis en casi todos los campos.

Es nuestro intento en este curso desarrollar los conceptos tedricos basicos
y estudiar problemas especificos de caracter practico. Un compendio de tales
problemas llenaria muchos volumenes, por lo tanto es recomendable consultar

las memorias de congresos y publicaciones periddicas correspondientes.

PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES.

Se ha indicado que las ecuaciones del método de elementos finitos son de una
forma tal que su caracter general permite tedricamente escribir un solo progra.
ma de computadora que resuelva la mayoria de los problemas que se presentan
en la Mecanica de Medio Continuos. Programas de computadora con este obje-
tivo, aln en escala restringida, son llamados programas "de propdsitos genera-

les”. La ventaja de programas de propdsitos generales no es s6lo su capacidad,
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sino también en la instruccidén de los probables usuarios respecto a la inter-
pretacién de la documentacion, los datos y procedimientos de entrada y sali-
da de resultados. .

El costo de desarrollo de un !programa de propdsitos generales es usual-
mente muy alto por lo que la amortizacién de la inversién es esencial. Cier-
tos programas de propdsitos generales son codificados en un lenguaje compu-
tacional que permite operar el programa a muchas organizaciones diferentes
localizadas en grandes separaciones geograficas. Otros programas de propd
sitos especiaies de limitada capacidad se usan en organizaciones industriales
y gubernamentales con un costo menor en su desarrollo y operacion.

Las cuatro componentes mostradas en el diagrama de flujo de la Fig. 12,
son comunes en el desarrollo de programas de propdsitos generales, fasc de

datos de entrada, requiere del usuario informacién del medio o materal, des-

cripcidon geométrica de la representacién por elementos finitos y las condicio-
nes de carga y de frontera. Los programas de propdsitos generales mas sa-
fisticados facilitan el proceso de entrada como propiedades constitutivas del
material, almacenados previamente, esquemas de modzlar analiticamente el
medio, trazar esterograficamente la idealizacién por eiementos finitos en for-

ma tal que los errores pueden detectarse antes de efectuar los calculos.

L.a fase de biblioteca de elementos finitos es de interés primordial en el -

curso. En ella se tienen los procesos de codificacion formulativos para los
elementos individualmente. La mayoria de los programas de propdsitos ge-
nerales contienen todos los elementos de la Fig. 5, as?como ciertas otras al-

ternativas de formulacion para un tipo dado de =lemenic, por ejemplo el trian-

19
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o

1. Entrada de datos

Definicién del material, geometria,
cargas y condiciones en la frontera
del modelo fisico del medio.

v

2. Elementos de bilbioteca.

Generacidon de los modelos matematicos
para los elementos estructurales y las

cargas aplicadas.

v

3. Solucidén

Construccién y solucién del modelo

matematico para el sistema estructural

v

4, Salida de resultados

Obtencidén de esfuerzos y

desplazamientos.

Fig. 12 Diagrama de flujo computacionz! en
Anéalisis Estructural.
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gulo en flexion. Tedricamente el elemento biblioteca es de extremos abiertos
y capaz de acomodar cualquier nuevo elemento de cualquier grado de comple-
jidad.

La fase elemento de bijibjoteca recibe los datos almacenados y establece las
relaciones algebriicas del elemento por medio de la aplicacién de los précesos
formulativos relevantes de codificacién. Esta fase del programa de propdsitos
generales también incluye todas las relaciones algebraicas para interconectar
los elementos vecinos y la coneccién del proceso en si. lL.as operaciones poste-
riores producen un conjunto de ecuaciones algebraicas lineales simultineas para

representar la estructura completa por elementos finitos.

La fase solucion del i)rograma de propdsitos generales opera .sobze las ecua
ciones del problema formadas en la fase anterior. En €l caso de un problema -
L
de anilisis estructural solo significa la solucién de un ceojunto de ecuaciones li-
neales algebréaicas. Soluciones para respuesta dindmica requerirdn computacio-
nes més extensas sobre la historia-tiempo de las cargas aplicadas. En algunos
casos hay que operar en regiones subdivididas como en el caso del anélisis del
Boeing 747, o efectuar operaciones especiales en las ecuaciones construidas ori-
ginalmente. Incluidas en esta fase estén las operacioneg necesarias de substitu-

cioén para obtener todos los aspectos deseados de la solucidn.

L.a fase salida de resultados presenta el analisis con un registro de la solucién

sobre la cual se pueden tomar decisiones respecto al dimensionamiento estructu-
ral o disefio. El registro comunmente es presentado mediante una lista impresa
de esfuerzos y desplazamientos de los respectivos elemoentos. Asicomo en la -

fase de entrada cxiste una fuerte tendencia a la represernincién grafica de daws, -~

21
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O tales como graficas de trayectorias principales de esfuerzos o modos de pandeo

y vibracidn.

ALGUNOS PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES,

ICES-STRUDL II, Integrated Civil Engineering Sysltem, (ICES), MIT, Maneja
problemas de deformacion y esfuerzos planos, cascarones rebajados, sélidos tri
dimensionales, flexion de placas con y sin deformacién axiall. Su uso en proble-
mas muy especializados resulta caro. ASKA, Automatic System for Kinematic
Analysis. Desarrollado por ]J. H. Argyris, H. A. Kamel y otros en la Universidad
de Swttgar. Sistema general muy potente el cual incluye una biblioteca de 42
elementos diferentes. Puede ser costoso para un usuario especializado. SAP,

A General Structural Analysis Prégram, elaborado por E. L. Wilson de Ja Univer-

sidad de California. Incluye anilisis lineal estatico y dindmico de estructuras elas
ticas, estructuras tridimensionales, sélidos axisimétricps, s6lidos tridimensiona-
les, esfuerzos y deformacién plana, placas y cascarones,

Zienkiéwcz, 0.C., programa desarrollando en la Universidad de Wales, -
Swansea. Incluye lo de los programas anteriores y problemas de Mecénica dz=
Fluidos y transferencia de calor.

NASTRAN, NAsa STRuctural ANalysis. Desarrollado por U. S. National -
Aeronautical and Space Administration para andlisis elastico de varias estructuras
incluye, anilisis de expansién térmica, respuesta dindmica a cargas transitorias -
y exitaciones random, célculo de valores caracteristicos realcs y complejos, esta

bilidad dindmica. Ofrece capacidad limitade nara analisis no lineal.
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SAMIS, Structural Analysis and Matrix Interpretarive System. Desarrollado
por et Propulsion Laboratory, y Manned Spacecraft Center. Contiene un ele -
mento unidimensional general y elementos triangulares para deformaciones por
flexién y membrana,

ELASy ELAS 8, Equﬂibrium Problems of Linear Structures. Desarrollado
por el Jet Propulsion Laboratory. Incluye una biblioteca de elementos unid# men
sionales, triangulares, cuadriliteros, tetaedros, hexaedros, cénicos, sélidos -~
axisimét-icos de secciones cuadrilateros y triangulares.

MARC, elaborado por P. V. Marcal, incluye andlisis lineal y no lineal de pro

blemas de Mecanica de Medios Continuos.
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FINITE ELEMENT METHOD
THEORY AND APPLICATION

1. INTRODUCTION

1.1 HISTORICAL BACKGROUND

The finite element method (FEM) has become a powerful numerical
technique for solving complex problems in science and engineering,
mainly due to the advances made earlier in the numerical methods
particularly in matrix methods as well as due to the rapid
;ntroduction cf high speed computers in the market. However,

fhe introduction of concepts and applications of FEM dates back
to the era of mathematicians who tried to cazlculate the perimeter
and area of a circle by idealizing it as a regular polygon. It
is also interesting to note that the bound solutions which are
often discussed in FEM can be traced back o the solution of the
area of a circle. If the circle is modelled with an inscribed
polygon; a lower bound solution is obtained whereas an upper
bound solution is obtained by replacing the circle by a circums
cribed polygon. Even though the basic c&nscpts of FEM existeqd
for over two thousand years, for all practical purposes, one can
only say that these concepts were actually used for solving

physical preblems in 1950s by the aeronaulical engineers.

In 1956, Turner et al (Ref 1) presented the stiffness analysis
for thé complex structures, which is the starting point in the
rediscovery of FEM. Nevertheless, Clough {kef ?) was the one
who actually used the term FEM in 1960. &:nce then, a tre-

mendous anount of rescarch has been done in this ficld anc







quite a large number of papers have been published in almost all
the Jjournals related to all fields of engineering as well as some
in the fields of mathematics and séience° In addition, several
conferences have been held all over the world and hundreds of

papers have been presented in each. The theory and application

of FEM have also been presented in numerous text books (Ref 3-22).

In order to help the research workers in tracing the references
required for their particular work several bibliographics have
either been published or under preparation, among them notably

Ref (23) is a good source of information.

1.2 APPLICATIONS OF FEM

The FEM 1s applicable to a variety of boundary value and initial

value problems in engineering as well as applied scienca. Sone

-0f these applications are:

1. Stress Analysis of Structures, Stability of Structures,
Dynamic response of structures, Thermal Stress Analysis,
Torsion of prismatic members

2. Stress Analysis. of Geomechanics problemns, Soil-Structure
Interaction, Slope Stability problems; Soil Dynamics and
Earthquake Engineering, Seepage in soils and rocks, Con-

solidation settlement

3. Solutions in Fluid Mechanics, Harbour «scillations, Pollution
Studies, Sedimentation

4. Analysis of Nuclear Reactor Structures

5. Stress Analysis and Flow Prxoblems in Eiomechanics

6. Characteristic Study of‘Composites in #¥ibre Technology
7. Wave Propagation in Geophysics

8. Field Problems in Electrical Engineering
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Apart from the above mentioned areas, the FEM is also aprlicable
to any other problem as long as the analyst makes certain that
the problem is.amenable to solution based on the assumptions
introduced in the formulation of FEM and appropriate material

properties can be provided in a realistic manner.

1.3 METHODS OF ANALYSIS

In general, there are four basic methodé of analysis in FEM-
displacement method, equilibrium method, mixed method and hybrid
method. The field variables or unknown quantities in each of

’these methods are as follows.

Displacement method - displacements and theilr derivatives
Eguilibrium method - stress components
Mixed method -~ some displacements and some stress components

Hybrid method - displacements or boundary forces

In the displacement method, smooth displacement distribution is
assumed within an element, interelement cumpatibility of displa-
cement is generally assured and minimum petential energy criterion

is used in the formulation.

In the equilibrium method, the interior stress distribution is
assumed to be smooth, the equilibrium of boundary tractions 1is
maintained and the minimum complimentary energy is the basis

for the formulation.

In the mixed method which is generally us«d for plate and shell

problems; both displacements and stresses are assumed smooth
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in the interior, the displacement components and the equivalent
stress components are considered to be continuous at the inter-
element boundaries and the formulation is based on Reissner's

principle.

In the hybrid method, depending on whether the model is dis-
placement type or equilibrium type, the distribution of dis-
placements or stresses within the element is considered to be
smooth and along the interelement boundary either assumed
compatible displacements or assumed equilibrating boundary
tractions are ensured and either modified complementary energy
or modified potential energy principle is adopted for the for-

mulation.

Among these four methods, the displacemenit method is the most
widely used approach. However, for plate ihending problems
" either the equilibrium or mixed method is preferred and for

some field problems hybrid method is more szuitable.

1.4 DESCRIPTION OF FEM

A structure, continuum or a domain is divided into é number of
arbitrary shaped parts or regions known as efements. These
elements are interconnected at joints know: as nodes. The

principal unknown is termed as the {{efd vardlable. This field

variable can be displacement, temperature, pore-pressure or
stress. The distribution of the field variable within an
element is approximated by the use of cexi-~in polynomial

functions. Variational methods or residuul methods are wrployed
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to develop the finite element equations whiich relate the field
variables at the nodes to the corresponding action vector at the
nodes of the element. This relationship is provided by the so

called property matrix which is based on the material and the

geometric properties of the element. Finally these finite
element equations are assembled to form a mystem of algebraic
equations for the entire domain. The unknown field variable

is obtained by solving this system of algelraic equations.

s

1.5 BASIC STEPS IN FE ANALYSIS
The basic steps in the finite element analysis of general

problems are as follows. |

1. The continuum is divided into finite elements of any
arbitrary shape.

2., A suitable polynomial is chosen to reprssent the distribution
of the field variable within an element in terms of its
nodal values. Thus, the field variables at the nodes become
the primary unknowns. -

3. Using variational methods or residual methods, the finite
element equations are formulated.

4. The individual finite element egquations obtained in step
3 are assembled to form a set of algebiraic equations for
the overall continuum.

5. The solution of the algebraic equations obtained in step 4
yields the valuesof the field variables: at the nodes.

6. From the field variables at the nodes, the secondary
variables such as stress, strain for arr element can be
obtained.
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