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cLaprlTHULOD 1.

ESPACIG EUCLICIAND E INTROGUCE IOH AL ESTUDID DF WFETOREE.
1

1.1, PUNTO EW Ep ESFACIC DE n DiWMENSIDNES.

DefinimoS 8 un punts en £} espacit da o diment fopes, comg un confunto-
.
ordenads de n momercy Feales, Asl, yn punte I oen un ripacfo da n dimens|onrs

eoid represeniade port

Poa [pppye Py vaneiee, NS (O P I P PEPTRRY

3

domde los nomeras & ¢ B e Flaman “egordenadas del punge's

Er wn aspacia de r dimensiones, coalqular punio cerdrd cxpcCamonte & -

coordenadas.

En este curso, trabaaresgs con puntor en espag|os hasea Ja trey Jleen

siones. »
k.2, S{STEWMAS DE REFEREWCIA , AEPRESEATAC1OM LECHETRICA DE L4 PUNTQ.

51 sobre una recte (cmamod W punt® Cuslquieta g comg orfgen g wlegl
mor wpa fomgltud arbicearfa que valga ™ unidad, la coal Vievargmor 8 par=-
tir de "0 bagpd atboy lados sucesivamer e, lot puntes de divisidn asf marce

dos net representin |ps Mimeros enteros, 104 poaftivos en un tengfde. ¢ qua

resgrren rlijamos, o Mos negatives en sentida contrarlo. Mas aun, Lodo punte
de la FECOH rPRredcnta 4 un nimero real, segin sea se dlitancia ol origen me
dlge con Ya unided prevismente elegide, A tal rects te Mo cOfuce comp “Ejm -
numfr 1co™. '

Inversamente, {odo iimert poslofvo O necgtive, quida representado geda-
mErlicaments pof on puito de 18 recta, A £5toy PaMergs 105 1lamaremos en lo-
suces Ive escafares. Por costumbFe, e] ele numdrice suste dibujarze horizen-

ry lments, comy 42 muestrd an la Tigura 1.1

- -3 -3 -1 -] 1 x 3 4

Flgura |.1

Dado que 135 ¢oordenadas ton ndmeros resles fescalares], pueden repre=-
sgntarSe geomatritamente PURLOL €0 Un eSPecio de una dimens| e, come puntos-
tokre un a)=, de .cu.grdu con 3y ¢lstancia al orfgen y ¢on la direcc [&an de) -

a)m.

&3] por efempla, los puntos P o (b}, @ - (=5), A = (2.7}, pueden repra

yeafad vk goomEtricasente come s [ndica en 1a Figura 1.2,

< ks »
[ M N PP [ L | L
) & 3 -z -1 O 1 F 3 * 3

Figura 1.2



En vn espaclo d¢ dos dimendlones [n=Z), les puntos 3180 definidos --
pol wni parefa erdenata de njmeros realas; ticnen do: coordenadas, Fueden -
representarss geometr icaments en un plane determinade par dos e]es 1lamados
‘'Coordensdas''s que ge COFtam en UM of igen camin. Por  facilidad, se ucostumi
bra tonsr e|es perpandfculares entre sl con divecclones horirontal ¥ wer =
tical, hacia la derecha y hacls #rriba respectivamente, Esros &jzs divlden-
al espacfg bidimensicnal i:‘n cratrg ragiones |lemades ceadrantes. De acverdo
con las dfsgancies de los  puatos del plans a cads wno de tos dos ejcs, pue
de establecerse entonces vra cofrevpondencla enbrm dichos puntos, v las pa-
ra[ay ardenadas de \l’ﬂl-ﬂl‘t" fu.y}. dande _x representa la dlstancla sobre e
ele horironeal medlda o partir del crigen, lampda absciza y _¥ represen
ta 1a distancla sobre £1 g)e vertical e=dida también a paredr dal grigen, =
Tiamada ordenada. & cada punto, pusde hacerie correspondar una pargja orde-
tafa de valores {u,¥) v & cada parefa ordenada de valorss [x,y] purde hacer
s carrcsponder wn punto dal plano, AsT por elemplo, Tga puntas P o= [n,3l.-
Q- §~2,00, R = {-1,=4) pueden reprosentarse goométricamente Como se Migs=-

tra en da figura 1.3.
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Figura 1.3

A exle sistema de representac |dn, lo [lamaremos "sistema carlesiang -=

rectangutar en &1 gspaclo de dos o legnsiones™,

En el aspacio de trpy dimenslones (nmd) susle ptilizarse comc Sfstema
de refarencia, el deffnide por tres cjas perpendiculares entre sT [eads uno-
de elfos parpendicular a las otros dos), que se cortan eh un origen Comin,=
A pste slspema se |e etmoce comd " 5lsppma carteslans rectanguiar 'f. los e--
jes se llaman coardemados y se designan Rormaltmente con bas Tetras A, ¥ ¥ To

Les e]es = y_y Sutlen dlbufarse en un planohorizoetaly el 2le z queda, par-

tanto, wertical.

51 Jas dlrecclones positivad de |05 ejed coOrdensdos coOfrespirnden o --
1as mMostradas ev la Figura 1.%, 1 sfsiema se |lame derecho. Eata terminolo-

glfa, deriva det hecho de que sl cofocames |a mano derecha, de tal mancra que

&l dede mefic apunte en la dfrecclén posdtiva del eje _x , &l pulgar en. la =
direco [on positiva del #]e _y . entonees =l dedo Trdice ahpul'll.al‘i en la direc
cifin positiva del gle _z . &1 el deds Thdice apunta hecia la direccidn nega-
tive del ofe 2, entomces &1 Slstema coordenado fe 1lama fsquicrde. Lo figy
ra |.5 muestta un slstems jzqulerde. En generdl ytl17zaremos slstemas cmrdi

rados dergchos.

! ¥

N
Figura |.5, Sistema lzgquierdo.

Figura 1.%. Sistems Deracha



Loy tras ejey drflpen tras planes, Namador ‘Flanes Conrdensdos™, gue-
dividen al wipsc|o Eridimgnifanal an ocho subespaslas, FHlamados "octsntes'’, -
£l plang ay contlane & ot wjes o ¥ v, el plane =z contlens & Jog w]Ba s g

y | plano yz contlenw & lon a)es ¥ v 2, [Figurs 1,6].

§

hxal
=

Flgura 1.BE

Un puntoy cuslgulara de| sepaclo Leldimensional queda definfda, %/ sa -
conoter sus distare lay divigiday a oz tres plenss coordenados, La distancia
dol punto a1 planag yz e 1lama abiclisa o :mrd.nld.f_u_; tu distamc [a al pla
no 2z t4 llama crdermda & coordenads _y ;i por dtima, su distascia al planc-
ay b Tlama cots o coordenads i, Pueds astablecerss una corraspondencia o

Tus antra witas distancigs y loy cernsn ordenadss de ndmercs reales (4, ¥, z).

AT por gfjempla, |8 reprosentacibn germdirles dul punto P de coordeniday ===

{2.1,3], pueds hacarse com y¢ mucdtra en Fa flours ¥,
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Figura 1.7

Farn sapaclos de mis du tres dimenslones, 'o3 puntos Ao pueden represen

tarte georabr [caments, . p

I3, ISUALBAD DE PUNTOS, SUKA DE PUNTOS. MULTIPLICACION BE LN ESCALAR
FOR UN PUNTD. '

Caan |09 puntgr A - {-I‘. TR an} y b= Byr trge oo hn }, w sen

A - {{ﬂi]]'l' B= “hIJ] =12, o, 0 w0 un espacio de n dimenslones.

3¢ dlce que dos puatod en un stpecio ¢& N di-mnslones son iguales,

sl y sdlo sl sus coardangdsd coreespondientes son iguales, Es declr:

lz'bz es dacir a; = b ¥



For definicibn, al rasulinde de la sume de dos puntol cf oiro punLs ==

cural coordenedss sa obt lanan sumando |as cacrdenadan correnpond |entes de -~

las dew puntos dadon. Ev dacir;

[ N H-‘fhl]l} - f[:']']' y P 1,2,

El rovultado da ln sulelaVicacltn de un wacalar {n{swrc real) par un -
PURLD, #1 ofro puAld Curdd Coordensdes s obtiensn sultlpliceds o) ascalsr-
por cade yna de las coordesddis del punto. Ulsmprdc 3 51 escalar, Soede es--

erliblrse:

L-J..l.-{{a.r;] .{[:[}}. =10, 2, ...n

Poho ESPACID TUCLIOiMMG, PRDPIEDADES

Un eonfunte cuyos «lemantos 3on puntos, ¥ en 4] gqua estdn deflnldas =
Ty cperaclones de juse da dap cunlesquiers de sug oTumentios v da multiplics
ciin de un escalar pov wno curlquisry de sus elexwntos, constltuye un "Expa-

cio Euclléiang,

El Expacfe Ewciidltnd b m dimenslones, que Indlcaremos por ;“. estd -

Forsado por puniom de & coordchades.

Seen los puntos A+ {(a ]} , g = T}« 1=, 2, ... yunes

cular cualqulers A Do scusrds con la definlcldn dr Copacio Buglidiana, =
i
podemod escriblr!
Aebo[laysn ]}

y AA = {0}

10

1
*u

Estay dos opwraclones, cumplen con Jas proplededrs que w0 Enunclan g—

cont | nuacidn:

Seen A e ({n]1 0= [0y t—[f:}}ll R B O P

tret puntes cudlstqulera en [n ¥ 0¥ B dox escalaras conbasquiers: entonces:

Yoo ArBmbe (Fropledsd conmutativa} -

.- (hs B} s 0= A (242} {Fropiedsd apeletlve resgecto s
1 tyma de punios].

Y=3e=0(00, ..., 0, ¢ £ (A 1ol clemenio 1o lismaramos ==
Ll que Dok = pagt - A reutro sdivlve},
h.- Dado A, pxlste wn punto == {A egtw rinmento lo | )ameremos -
A - ”'lr”lﬂf que A+{-A]  nyerso adltIwa),

-0

5. of{keb) =gkt ak (Fropladed distrlbut lve de |a --
mltiplfeae [Bn da un escalar so-

bra la sung da puntos).

-
'

forp) Amak+ B (¢ropledsd distritutiva de 1a --
Pl EFplicacldn de un sscalar por
un punls dobre o sume de escala
res).

(aB] &= aiBa) {Propledad seoc lativa respecto a

~
r

la multiplicac | por c-.:::;ahr.:s}
.- 14 =4 (El gacalar 1, representa al ele

MEnEd neutra multlplicative).

L¥s wcho proplededes dnceriores, purdon demosteacsn part|ende de que --

GO



las ¢cocrdensdas da 1oy puntos son nieeros reales y que #3tos cumplen con <-- talueiéin:

ciartas propledadey que e Lrstan con detalle wn ol Capltuls ¥ del curso de- AsB-Cep = {1 o) + [n, -2, 3] 9.0.2) ¢
» L + T - ) e (=), 0, ) -

Algebra.
= i th-0-3, -1 -2 -0+7, L IEN S SR

Acontinuse [0 gu pravanca 14 dwrmsstracldn de yne de las propledades - -

eruntladas. S dals a1 alumo, la verificac [Sa de lws propledaduy restantes.

N b] Calcular =l valer dal arcelar Gpare qua se g In g
Fropledad ascciatlva respecto & la suma da puntos; Hey qua demostrar--
L a0 -5{a)=(0 0,0}

que { Bl + Com A+ (8],

Soluglén:
Calculemes primuramente Ath; por deflnlciln de tunma de pmtos tenemos- al=3, 1, -4) ~5 (-3, 1, -0} = {0, 0,0)
Ae = ”i,*h.ll- L w8, 2, ceer fla.a,-va)-[=15 5 -0)=(0, 0,8}
wmarda a1 ponto (D) sl ponto ¢, 59 tlene: {wellsC s (00, 2 b )+ c 1 1 For la definlciin da Igualded entre punton podemos oucrIbir;

ohreryd que Fa coordenads 1Es(ma de {AHB)HE e | 'F ¥ hl 1 + £y -ja + 15 -0

fade que LTI £ ERy cumplen con la propiadsd apecfatlva raspecto a- 3 -f _.

# la suma, pusds conclulrse: hl + er T LT bF re mA “‘r + '-'1]' 4o + 20409

R L R LT Elemplo 1.2

'n Tqualdad anterior a4 villiday [, por Yo gue pubde wicrfbirsa:

Qbtenar las coordenadas dal punta M al: oM = & ¢ H = |, gienda & = (2,

[asatscanein+i] |
B, 3, 4, n=~[1. -2, 2,11, -y, - -
con 1o que queds domcatrady esta propledsd. ' : ‘Tt %ot 5t yes3
S luglfn:
Elemle 1.1
3Em‘inzlmssnﬁ}-t:lsq-1-i]+{Tl-2,1|1]-I-ji-lp-!.s}
Gados los puntos A= (1, =1, G ), B= [ &, =3, 3}, €= 0,02y~

LR TR fdmg=2 + 1, 3m,6-2, Jmed o 2, Jug =b+ 1) = (=3, -1, 2, 5)
Y

a) Qbtenmr A+ 8 ~C + ff ! r]""I'i" h?-ﬁ. hﬂ'i' hl"“ SRS MU NS B

0b

n




Par la definlc[8n de Igualdpd podesos sserihir:

maer - aek
_hj—'l-: e -)-j‘
m -31=5 . . =2
/1 LT .

Por lo tamto:

sip={® 2/, <1 )y Q=d{ 1, =%, 1), ohenar P + 20,
Salucldn-

PFow ]m
CIE O MO 20 Y B B I PO A

- [{_n 2, 240 -k, g ,‘r_]

{n, 272", -t ye201,-2,131)

1-5. VECTORM EM UW CSFACIO BE TRES [IHENS |OMES. CARACTERIGTICAS. SEGMEN

TO05 DIKIGIQDS,

il

En Ingeniarfa, ey Fracumnte gncontrarye con cant fdades que posesn mag-
nitud ¥ direccifn; entre Extex tonemes Tucrze, welopldad, ace|eracifn, des--
plazamientn, #re. A epte tIpo de conpidadet b2 1oy donoming cantidsdes wectp

riales. Asl que, sunque Com M virf €0 el fored de Algebra, exisieh mchos-

12

rrtes mabewdt [cos que s¢ pueden claslflcar comn veclorrd, famb|fn a1 cantl-
dades que tiwnen magnltud v direcc lon pueden clar[ficarse <omo tales. En €$-
te curso tomarsios loe vetlores oo aste 3entldo ¥ cxtudlarems princlpslmen-

L& jus propfedades goomEiricds,

Exlsten tres formas de Inproducir #1 Toocepio de vector, feoms b {cmmen
te, graliticamente ¥ aulosit [campnte, Ceorir lcomenie lon veclores sy repee=
ientan mediante iegmentos dlrigldcs, con lon Gue Puiden afetiuarie opyraclo-
nes de somg, redts y yltlplicesln por wscalar: snallticamente v satudlan-
dichat pperaclones y 16 gaducen bus propledades, [0 Erodo fend & Marvds COncEp
ton, COMG Produchos entre vactores. Bo g | lagerd an g1i0s dpuntes &) traga=

nieape axjomdtlco, el cuoal 3o eitudlh an 2] curio de Alpebra,

Fumde representarse groméfr[carenia & un wector, medignie un segmento-
de rectd entre dos puntos, Al que o@ Asjgre un gantido de recorrido y e Ic-

|lama "Segmenta diriglda™.

Sea el sepmento dielgide do |a flgura 1.8, pntre o4 puntor F oy Q7 & -
este segmenta dirdglfdo se Ye desfgna ceomo FO, en donde la primera legra Indl
ci ¢l puntg Injcidal dlamadés arlgen, v la segunds al punto Firal |lemado ep-

. trema. £5 TAz 11 ver que lou srgmenlor dirigi-
.
.
.

dos preseotsn las garaelerToEices de un veotor
& sabrr! direce idm, dada nor e dlreccidn do-
la recia y por of wentbdo @& recoecldn § e -

flehe J v magnltud, daca por la Tompized del

SR
-

,“’ segmento. Otra formy o¢ representar ef yector
Figura [.B FE, o1 la slgulenie; Sea P = CFP T Pl} el-

—
-}



origen del cegmanto diefglido y § = fq1, T el aztramo da dlcho taymenfng

Qg+ Ay
Il amaremes cu-pul'll!ﬂt-ﬂ de exts wector a Fos glamentos da 14 terna ordentig ==
SRyt

[rl. Fye r3}' donda T =q - Py Ty ™oy =ay - Py Ant pues, fg =-

3

Tlamaremas T ot yactor { en ganersl sa ulardn latray minatculan eon uma eaye-

erclima para deslgnar g Jos wvecrgres] dy componantes {rl, r!. r!],

La Interpratacign geométrica de Tyy componentes gyl vector v, w8 tug==-

tra an 1a figura 1.9,

Figura 1.3,

1.6, IGOALDAD, SUaA ¥ DIFEREW, (A DE VECTOAES, mULTIPLICACIGY POR UN ESCALAR

INTEAPRETACICN GECMETRICA,

1.6.1. Igualdad de vegtores.
tonslderemys al wvector 3 = {I.I, ¥y a]} regraventado por al segEento d_t_
righda FQ, y ¢l vectar b = {bi' L b}I representade par A5 (Flggra 1.10}; -

duclmos que @ = B, o0 v ¢6lo ol Jas ===

¢ ¥ Componant et correepomdientet 100 [gul==
lea, w3to =4: a - h.l'. - hzr_ a - 5!.
en genecsl n, = hl' =1 1, % por ==
L ”
Figura 1.10

13

tantg, &1 wegmante TG endrf La mivse mageltud v direcel® gue af segnente -
148

D% sxto ad puede conclulr que on yectar no 3¢ mod [flea 3§ e Eraslada pa
ralelamenty & +F minao; por eatd razdn g wstos wactores lxcx | lamaresos ] 1bres,
Conviene sclarar que salsten tambldn vectores desflzantes, © sca aquillos qua
4o tlenan Pibartad de danllzar 4 To largo da av 'inaa de acclSa contervanda
i npgrliud ¢ du diveceldn, ¥ vectores Fllos, que son aguellos que sdemds da-
tener magnitud ¥ direce(8n, yatdn Tigadoy 4 un punto dg aplicaclSn: an mage =

curen Cratprgmed axclyslvebents OA waclores §IEres,
Pob. 2. Sumd du vertores.
L}
31'
e, 141,13, L

]
La vums g4 103 wactores 2 = h‘. e 13] y = “"I' by te deflne =

mglvutnrz-:+i-{:l. c:.c].'!tﬂﬁtmﬁcl-al

La Inpnrpracacifn gromitrics ¢ 14 sumy do dosyectores st {lustrz o L2 flgu

ra .11,

Flgurs 1,11
1.8,13, E_!flrin:rl de vactol€s.

1
tan #l yuctor B o= { b Boy By ];'p al vecror [ = byy - B

1 qus llamaremas -|F,

I

= b] } ¥y al cyal =g deflna  como wl -




“invmrag #dlnlve del veetor b

F] ]J_‘fb-{hlnb?r
b} ] ¢mactada T - T, w4 define coms wl wector que ya obt lare &) Bumar x -

Lo difersncla entre los vectorgd a = [ll. P

-— L ]
el Irvarsg aditlyt da bt

G R R R T e R N PR

- hil

T . (e cpeegliosdeclre ma by, i=1,3,3
entonces: @ - b * [ll "‘!-'1'3'3"3'5‘3}

Ly Interprytac {&n geométr lca de la diferencle da vectoren, du ilustry

wn 1a Flgurs [.T1.

QOtra marerg du Intarpracar la d'”erer_-r,[a Jde vactores, kM ypstry ~n 12
frgura 1.13, en donde, comy 4o ve. foE wectgres - ¥ E ae dibujgd con oFlgan-
coman v Ia dfferencle T = B s ¢l vector quz wa del axtremo da b 2l de .

Ea dJaclr, pe hace la duma 'I; - [: - ;] -;, S¢ phyervs qua el woctor

13

o b ode o Figura 1, 1% eatd trastada
do gon respecto al da  la Figera |11, -
le cual %o gaplica por tratarsc de vec-

tores |[bres.

Figura 1. 1}

E. 4, PultlpllcariSn por wun eseslar
Sea b un xscalar y 0 wn vettor de componentes (a4, -J'H dafinlremos el -~
producta du un wacldr por un pxcalar, (ndlclndalo A, comn ] wector cuyss -=-
Comppnentes Bon AE = ”‘"'I’ “1" Jul]] - da, }1 , 4 =1, &, 1. Sv Ineerpre-

tacPSn geomdleics o mueltrs an [a figury 1,104

; s, /

xé 74, '
.y A¢Re0 LEaL
ta) Is) ia}

Flgyra 1. 1k,

Es [wportenia hdcer notar que ge ha hpblado del producto de un vecfor

por un recalar  miy sdelente s Eratardn los productod entrd vagbired .
1.7, VECTOH OF POSICAON DE wN PUNTO. RELAC 10w EMTRE PUNTOS ¥ VECTORLS,

Sea &l punta F an []. Euysd coardenadas son (K, v, 713 llamsromos veL -

tor de posfeldn de 240w PURLS 5l Fepresentado por &1 segmanto dirigldo que-



va del orlyen el siytema a dicha punta.

Perlgrandy por B oal segmente dicfalde, 1us Comgonentes son: OF = R =
[! =0y -0 = 0) = e, v, 2). Como i wr, |85 componentes del vector des
poicibn son wiewgre fguales & las cparderides dnl punto, colo se Flusira en

L

la Tlgura 1.15.

P s ra}

FeBein p,xt

-

om0 ¥

] Figura 1.1%,

Fusds evtablecerse uns relaclin de (ertqvpondencia una 2 uno entre 1=
Espaeia Euclldiang v £l conjunts dé vectores con la misma dimensidn, Fo dosa
cir, # cuda punta de I:'3 le evrresponde pag v v&1o un vector de tres o Imen-

sicres ¥ wicaveraa (Flgura 1.16,]
El conteplo da vector, puede exlendarys
e
a wi4lomit con mis da tres dimentlones,
e akl o represantacior geomdirlcs, A=

hora Blan, la correspondenciz entre pun

tos ¥ vagtores de posicibn esiste cual-

ESPACI COMJUNTO DE quiers que Sea la dimensiGnm en gua ae -
EUCLIDIANG YECTORES DE FOSICION
trabs]e.
Flqure 1.16

=
wer

—

=1

13

En generat, podemos duflnlr w un wector en un +l4tore de n dlimenslo-

nes, come aguel represeftadd por 3 oo [ﬂlq &z. .

a

e della) Te 2
- aom, mndoeda lag & £ B orepresentan lad comenontes del vecler a. B
:D-nctlplo de vetror serd el punto de apoyo para devarrollar 1ot cuibro prime

o capitulos de e¥toL SPpuniles.
!;'Egla 1.

Sean los puntes A = (=7, 5, 6}, &= 1, =2, &), € = {5, -h, -2): encon

trar Ilas componentss de 1oy segmentos dirigidos ﬁ. -ITN. a ¥ L,
1

Sotucildn:
L

:.é-{lo?,-:-s.!-lil-[a.-?.:l
ﬁ"'t"’?"-s“h"all 'i'afh'!'l
Ch=(-7-5 $+4 622 % =i-12, 58}

|
-0 -5, -2 +h, 0 +31 =1-h % 10|
E]emple V. 5.

bados Moy vectores's = [=1, 0, 1}, b= 0 2, =1, 4] y7& = {0, 4, 4], an

contear: @ - 3+ —é— £

Solucidn:

s-3§++:‘-l~3.0.11—1t1.—l.i1-+ {o, b 4}

= [+ 0,1 )-416 -3, 12)+«{0D 2, ¥}
'I*ﬂ.i.*&'.ll

Dados los puntes A= [ 2. [-1 3} yB = {0, ~&, =k } y Ilgs vestaras -




F-{I,l.‘l1\"5-1'?.ﬂ;]'i.ancnntrar:EF-EEI'+5FF*35-E-- Liempla 1.7
emp .7,

wiendo & ¢ b los vaotores de ponlcién de los puntos Ay 8, refpectivamenie. '

fran Tos veetores a = {2, 1, 1), bmd3, =1, =) vy T = t=1, &, 8], Fn-

Solucldn: . contrer a.B, 3.5, T.7 ¥ 1b. 1.

W6 6 -]
!d't"hn;"}

Selucldn:

B 02,4, 705 (10, 20,35 R N} I N A I LR R R

]-E'[n-'15."|11 -.[,-T-'_t._L
e b, -2,6) @ e 2,1, 0] . L -1, &, 1= 02) (1) « (1)th) +{0)[5) = -2
t h+ 5w
3ﬁ'lﬂ+5ﬂr]'ﬁ-li-tﬁih-3}-(."';',5';.{]0.:&.351 _ 2
e om0,k 5) 02,1, 0 - [-phiz) o+ fR{1] o+ (EXLI] = -2
*0g, 715, -1z ) = (h, -2, 6) =
+i-5u_L

L6 Mt 1040 - b €-020-15432, -3 -6+ 3512 -6)
=4 16, 11, 2 3. 20 - £330, -0, -2 ). [ ter, b, 53 ) = (5, -3 -6} . 02,
.10 ) = (83 20« (-33(8) » [-61010) = =18 - 3N - 40
1.8, MODUCTO ESCALAR DE DO% YECTORES. WObwLT DE UW VECTOA.
= =107

1.8.7. Prpdut Lo tacalar de dou vectores.

1 i 1 I Igui !
El producto escaler #a dod vadiofey ¥ o A I b= {by Byeonn ot ET preduces efcalar tiane las prepfedpdes 4lguientes

0]
denotado per 1.5, que 10 lee ' & punto B e define coma: . T t-%: (Propiedad commsiativa)
zZ.-a (b+g)=ab+ac vPropladad disiclbutivae respaia
—_— n 4 Iz vwme da wectowrwi).
.l.b-h:.'- | b oma L oy By v . - .. e b 1.« 10315 =0 a.b ), 4¢k (Propiedsd asmiativa)
€l resultado dal prohtto abcalar de dod vetlores 5 preelisamenls wn - 4= 3.3 f0; 5.5 = Oawa = B, sicndo O £l vector cera.

excalar {nlmmre real J ¥ ne um vector,
Pencstremos 1o sequrda propicdad, Las demds pusden demestrarse on for-

Al produwcio sicalar también 4o Ie conoce cion "produte interns” o - ma anklogs, quetando este Lrabajo park o1 aiumng.

“producto puniall. - — e em =
¥ _ {v+rc)ma, b+1.¢

16

18!



Expresands ics vectores an funcién de sus componenies:

R N N LR IR P

. [hntcn}]

A U R Y "’z'“:}* ..... sl ove)
-a1b]ra1:1'a2hi+azczl ..... +a b + 5 6
L]
-[a1b|+azb2+ .unh]'{ﬂfl’":‘z'
* a 1:-"}
- " - -

T T TR T T I A

T {F+Tlax . BFea. ¥
con 1o que queda demcatrads esta propiedad.

1.8.2. Midulo de wn vecror.-

Llsmaros mbdulo, norma o magnitud de un vector w, qua denotamoy [a] al ndmere

|7 = 5%

Comy X .3 * Olpropledad &), Siempre e podible extraer la raiz cys=--

drada.

[n fyn:ide de lay componentes podemos escriblr:

1Yy Bt

n 141
) [kII 'E ]

Fara un nipacio du tres dimansdiones:

- 1 1 X
| &l =+Fa .+nn;n--f';|1+.:+..“-.tn

lo que cofreide con 1 nocidn de 1ongltud dedusida de! recrems da Flilgorns,

ol

como sa ltustra &n Ta Figura sfpulence.

E 1o 1.8

Sean los vectorws T = {3, 0, 5] y b= (2, -1, -3). Culculer &} |7 |,

1 B +E
I PIRNLEE SR S I

¥
Solucidn;
= t?t-/[n"tnfus_]’_'-m.dg
b} n-303, g 5.)=1{9 0, 15)

|.'.i|- At @ husn? - AT T ET- /30 - 3 ST

7

e s e emmmm = EEEEEEE -



&) Fe—Fe 3,08 =02 -1, =30 = {3, 0, 5} + {1, 3~

S |
IR S
]T+—11—-.E]- "*'1—'*—*‘3—'."2— T
'”__ET' 2, 1,1 L P P 1,3
I AT 1)+ I:‘!]rI AT AN
1 ol | -3 "

;
Tel C’TI"'JTP'-’TI‘

ST ] e

el F+B= (3,00, 50 +f2, -1, -2) = (5, -1,

a+h

_[5: 'l. IL
Bl A9, -0f an?

FEsT+h AF

)

En 1 ¢jempla snter(of, podemot obsefvar varias cosd nteresantes-

1] Comparando Los ratuliades de los frcisos s} y b} podesor ver que ===
Ba] - ¥3|: para ¢l vecior ¥ dado; $x supierc a) alusng que propongs uns do-

moptrac|6n general dr o Tgualdad |37] = 37| , donde Jas um eaceler cunl---

qulera y F = [ri_ ":.- r:].

-

2] Gbaervamod tamblén que wf resultado de 102 dnclson d) y ) 20 ambys

cador s fgual & 1. Loy weclores cuyn mbdolo as dgual a Ia unlded 38 1laman -

30

b T e A

18

b
lygtlores Unltarios'': sntonces, pare nuestro &jemplo 1o westores I‘=-| ¥

»+ b

r: +'E] non unltarics. Se propone a1 ¢ lumno qua demusstre 18 {gus ldad ’1—2—!{' I,
Fir

donds b {p|. Py 2y )

3) Em los dos LTtFmes Imgispt, wa plantes gl coclente de un vaCLor #n-
tra wn aschlar iguat 8t pbdulo de wh vector, Ooperdfifa gque hasts shoss no ba
biamos definldo, pero gque ot wgulvelonie 2l productn del wecior por ol (hver
bo de! mSguic [multiplicac|fn g4 on vector por up =icaTar) que of podemos e-
fwcluar ¥, de bocho, &7 1o hiclmah; we declr, para les yectores 3 =[g;. 95

QSJ Y= ft,. 8 tj_]' se tlens gues

2
..-t_.... 1—._|: - _____,_‘_,__’._ h! t!' t}I-
& ja- ST
i vec k-
1 tl" 1 t
= - - 3
qt *ﬂ."_:_ﬂ-r-' q, *4a *14 r * " * ""
1 ] I 3 H ;]
2 2
. h 2 2
T s LI T R
1+q1‘“3 '/qq,*q:+n3 xn1'ﬂ *nj
1.8.3. Disrancia entre doy  puntoy. =

tpan doi puntos A & (11. LI ij} ¥ 0= by by, h]:l. cuyd vactores de posl
cln pon, retpectivemente, ¥ = fe). ay, 11]' B o-by, by h]]. £l mfdylp dal
vailer (B - :] serk Tguat & I distancly entred v B, como pueds apreciarie

en la flgora |8

£1



| ¥ .
T ﬁ"‘lﬁ -3]: L D:I ‘1 Y '3}1 ~ 27 RFY 8 e e 2?
h _
= 4 . - r'
"\. o oi Tl B3 49 Yt w7

& . I
P ua—q-.jm— S s tn- et e ey o LT e
_ & . - -d-
T = . ’l’lﬁ e "nq
. L. q, u. d.
o " .

(.9 PERPEND [CULANIQAD.

Sman dot vectores a y B, Qua forman Tos lados de un paralatogremo, co-
Flgurs 1 . 13 ooty va ph le Tlgurs 1-19, I:H!l\i'l:rlmnh podesmsy d6Cic que 8 ¢ B 4on per-
pendiculares ol Tap dflagonales del parafalogramo (lenen 1s mfve longlitud, ©
Peduncy «scr lble: ica, 3] a! paralalogrems resuled ser wn ractiagula.

. g +{5-d- pETECT |

En Fyne [Gn :f; Tog comporenied 48 1os yeclnres: i

] -.f[b1 ma by A byt ad LMy ma byt byt ay)

F] F L1
IE - ‘,r' thy = o0+ by = 80" #(by 2

LY
1
L]

quie, Como womod, coblneide con la deflniclén J¢ distancla entre dos punteos, -

&,
—_— e
o,

deducida dal Teorwem de Pitdgoras. H

ETempla 1. Flogurs | . 1%

Bemorbrar aur Jos.puntos P = (3, 0, 9], 9 = (-3, 0, =3} y m = (-3 /10, La condicldn de Derpendicuillruld v Hgusidad de las disgonales en el --
jﬁl aon wdrticet du un tridrculo equllicaro, fengualy algabraleg puede expredarss comg:

Saluc[dn|
%3 - s/t-x B TN (R LR T TN Fre = 1{5_‘

-

1% a=v |ieb| Ji-5]

s, por ajemplo, podemos sfirmar que 108 vectores 3 = (§, <0, )} y ==

M
=i




b (2, 5, 10} son purpendiculares, porgue sa cumple que €1 m8dulo de [a sume
b
de dos vectores a5 1guel &l mfduTo de sy dffecencis, como $w fust[fICh srge--

pulda:
Seb =5, B, M e L2, 5, 10) - {7, -3, M)
[Fesh /e (0t e ts Vop
i-F-HE4.n-tL5.mJ-u.4L*H
II - ‘6,-/31 TR {-?Iz'- Va7
sdivEle|a-Haals

Tocwreim F.1. 1
Doy ¥ectores § ¥ B aon perpesdiculares ol y #8lo ol 3 .8 = g,

Damontrac | dn
Sean los vectorns T = {9, 25, -]]' B b b, 8] Besos vlats --

oot 3 By E son parpesdiculares 3u cumple gus

[% +3)=|7 - %

Cxprafando esto 0 FunciSn de Tas conponantes podesct ascrfbir:

Ji[_.l * b,lz +* t't * uzjz «-I:..3 + 53}1 - f{.l-hiaz + {"z'h:}z + (.,-h!ﬁ
Elavands ol cusdrado a amboy .!smbros:
(o, * b fuy * bllr’ (ay ¢ blll' fa, - l"|"=* (sy - 2% {ay - h;lz

Dasarrollarmde oo blamiog:

T H 1
iy, Zalh‘ * h.r *a, Iy

2 1
* 2 ¥
.!hl b, - .]

X
Pt
- el 1 ?_ 1 H 2

. ?.l.rh.l * b+ . hzhl + h: +ay - h]hl + bj

Concelando lps tirmings swemelontes:

hh.li-hh + lab - Ta b, = 1mb

1 ™ 3 Bl 2" 1%y

20

[y declr:
hib'l + hzbz + h].bj Ll
Ofwldigndo entre h:

b
LR AR S

El primar miombro de esls scubcldn o5 precitamenta ;.-b, por lo que po-

demoy wecribir:

con la gwr 8 Leorsma quieds Jesoatreda.

Pa stuerda CON ity teorams podemcy antorcet gphorlbic:

$1b 9=t §.b=10
o5 daglr, 'a condicldn nececaria y sufleients para gqun dos vocbores fean per

pendicularel v qui SO profucto sscalar w4 fgual a garo,

Elwple 1,10

Datatmingr culiles de 1o8 Hgufentes pares de wactoras som perpendicula
res:

s = (-2, 6, 0, b={3,172, 1) .

B a=lz.-5.1),5=021,08)

¥ = (3.-1}, B=Ch -2}

50 wcldn:
o) F.obwl=2, 6 01, (8 1/, 1 Jmg+34snlmt O

., o exfste perpandicuinridad,




) 3.bB={32, -5, t).0(-1, 0, h)=m-betasb=0

e

chm . b= (3, =11 . (b, ~12 ) =12+ 12« 2b w @

. o exlyte perpendicular idad.

P

Elemplo 1,11

Encontrar el walor det stcalar 0, de wmrera que 1oy wactorey & = [, ==

.21y b= (=2, 1) 2esn parpandiculares,

$oluclbn;
Categlomgs el producto wicalar:
b=, 1, . (e, I =S e, g

More bien, a . : deba sar fgual & cerc. Entborces:

a-h =0
. _-#

1.0 IATERFRETACION EECAITRICA DEL PRODUCTOD ESCALAR. PAOTECCIOM (RTDCD

WAL, COMPOMEMTES. AMCULO ENTRE 08% YECTDALS.

Smdn deA wecktores combvsbquiara 3 ¥ B oun un avpacio de bres dimenslomes,
Fasemos por ol erigen del vector & uma recte paralelaa Ty eracemncs una per-

pendicular o dicha recia desde wl extroms flnal de &, tal Como se Sueiira an

Ta flgura 1 - 20.

n

El vactor & fovss lo hlpotenuss dal trlfingulc rectimgyie ABE ¥y ) gy

meato dirfgide Al pueds axprasarug como ¢ AL = kb, slenda k v etcalar.
El sagmantc dirigldo I8 apth dedo entomcet pore CB = 2+ WA,

Abory blen, By OB son perpendfculeray, por . lo sus duba cumpllirsa qua-

b. TH = 0, 44 daeir: -
P.(a-Eh=0
L]
desarral fanda:
P.a-k . F=0 . .
s decir:

a .‘-I;'ll.:.;

Flasimpnte »! whior dat wrcater B astn dpdo por:

ha BB Al ty
E.b  |b

El vactor kb, alojado sobru al catato AL dal trMngulo rectdngule de -
In fi.gurt 120, 1w 1Tame "provecclén nrtn;nml da & sohre ', ¥ ka reprusen
L Colas Frc-fsi'; da scusrdo con (la ampraslén [t] podescs wseribir:
’e FIE —‘-‘-F—-‘-';T 3
que tamt [ podws “p”::i:{": A :
Sk
b

M | -
&3 un vector unitarioc en la dirsccisn de b; o] 23catar

El wvactor =
— - []
4.b mn rwﬁnu wrionces 1o megniiwd dirfgide del vector Fm-rt-.l' , A
[

& L
"i[; "Componants de §_uobre By s denors I‘.-:w—hi; v dacir:
Corng = oo
| o

T ,




For otrs parte, volviando & la Flgura 1-20, wtllTzands releclonss tri

gonmdLricasy wn atb trilingulo A3C podemus “.-,.rbrr

|| _‘[ _'slﬂ ]IE:U.L_F

. :uif'lnl IF

&3 decirs

¥ . b

La axpresln goterior s petmlts caloular 2] cosenc del dogglo que =
forman Jou vettores # ¥ b. De scuerdo eon ssis wcuaciBn, oire marers de re=r
presenzar a1 producte escalar enges lop veactores & .y E g
B = i,i- ”EI co *l

lo 1. 13 -

R tads ud de Vi casos ziguionted caledlwye Cop Ay ?rqrsl

al &= [-5, 8} W -1, 2}

b: '_' t‘u :r '!] H i {ﬂ, ﬂ."”

tolugifin:
=, d., b {5 8" 0 =5 +8 1
al L{omppd & —oi oy -
b |5 eyt T ¥Iooyr
Froych = 5 B _ .3 L,0_ 6,0 {172, /7
HRO R R
- y . B ft, 2, -3 . to, 8, 1) 0D -

] Cowmp-d = R ____,._._}_.,_j
& I ot o+ ot T
-'P'roya;-'—'_— —b_— -3 .._'L-L_L.-_!-..[un-]

51 |3} ’
Eiﬂln 1. 1% .

Calcular el Engulo que formen los vectares & = (3, 0, -1} ¥ & = {6,-2, @)
1

Solucldn: .
Lo ﬁ - -{é—l--. -}——{_Lp—.l__l 13 - ]B - -I..H_--—E-
F’||EI ﬂ . [ 2]!_2 r"'lﬁ‘r"#ﬂ SEO0 moow
§ = ang oo —Fﬂ_

1.1 WECTOAES UNITARICS |, J. k. FORMA TRINCHICA BE UN VECTOR.

En alpunny ocasfones 05 convenients caprebdt yn vector @ = ‘1"z="_|"
en funcifn de los wectorws unlierios [, J. &, qua & muesiran un la Figura -
1«21; estoy yectorgs Ilonen la direccifin de oy e)es ¢oordenadas, su mbdulo-

£F dgual & 1, ¥ no 3w inE RSO Cubra poner ume rdyl anc (o,
-

I1‘

Figura I . Xl

En funclén da sud componenies, Ins vectiored unlgarion &, |, & pueden -
eyCrlbirse comp:
i=m [t 0,0)
J={o 1, 0]
k=1foQ, 2,11}



Mhvors bien, ¢! wector 5= LI l3} Pusdl EEFTESAT LD Coamp:

0,a) + 190, Lo e e, 2, o,

it,n,ﬂ}rlz

a={a

TR L U

-3 Y, 0 + a2

(o, 3

I (o, a1

-yl *hzj *a}h {1}

La acuac |&n {1] deflne al vector 3 an la 11smadaforma br (ndmica™. Aaf

por #)emle, la forma irlnimica de boa vectores § = (7, =1

=k} terk, retpectivemente, § = 2§ -], G = 247 |+ I - k. Da aqui en ade tan

te wxpresaremos Indlst Inimente 2 un vector cualqulers 7, como v irl.rz-rj.'!

oblen F=r 1+ r!j + r k. Mmbay notac lores son squive lentas,

] ¥

b, 12, ANGULDS ¥ COSEWOS DIRECTORES.

LY
Sus un veckor culqulers © o= {r.l- Mgt r3"- A lov dingulos qua forma el=--

vectoF T conm la part® poll{lve de cada yne de fop a4 coordetadoy $= Tes 1la

ma krgules directoryd del vector ¥ 8 105 cosencs de dfchos dngulos se les 1la

ma cOsancs directores dal weetor,

Mora bien, 1ou dngulos que fomma el vector r con e parte posftive de-

lot Bjes n, ¥ y x, $om fguales, respectivamenta, o 1o% dingulos entre 7 oy Toa
yectores unltarios 1, J ¥ W. Recordando 1a axpragifn pere caloular &1 cossno-

del Srgula enire dog vectores podemos eseriblr:

r
cos O . f.trl' r:iil (e " l A
Tl el )t rf”:.r;
e Eed lrys fgrrg b -0, 1, 00 (2}

NERT AT /—‘_'

15

L 0), §= (2920 3m,

T . i1, IR N ()
|FLiu] /‘— /;‘_‘g—f

dowafe Iy Lewrd ordanads [ cot 0, cos B, cos Y] mes raprasanta toy cosenon df
L]

fos =

Fecfores del vector 7, siwngd o , 8 .y 105 Sngulos directoras.

Eltv-:'b:l-l} at cusdrado las exprestones {11, (2) ¥ (3)

2
2 "1
cosa = =g 7
r! tr, + '|'3
3
con’B = T y 5
rt ¥roox r]
2
¥
cos’y = ¥ i T
I‘t rz + r!I
Sumando miambra o miombrd: : 5 .
T r
cos?a + cos?d + coa’ v = —!—‘!-_ _.!____!_1,___1_ ;
v *ry Pty

L]}

T:mzn - :m: B :uz T -_II

La eeusclén [8) nos axprata la relaciSn entra 104 tras cosanod directe

el de un vector amoun aipac la Ej‘

Vs~ a continuas Sn comt podesor calcular al figuie entra dos vecto-~
ren, conocldos 3t cosenoy directores. Sean 1ot vectoras & = fa). . .3] ¥
F= (k. byo by} segln hemos vlsto, el corenc da? fagulo entrs oy boasti -

dado por:

3



, omom ik /{: 2'.;‘;“2'%] '
A . ah s LN
1
. lh*-!bt*ljb] N
*‘1*':*':/“3_’::'_‘:1
2,

I+I

. b .
Iy !+hi¢h}, fliﬂ!ﬂ f’hin-b +I:-I |f'| A '!" ;I’b b 'b%
i)

Llswmnde cot Ay eon '1"“ Tya low cosance diractorns dal vpctor a y-

tosay, cosbs, cOLTy & lga €otence direccores del victor b, Cenemgs guei

» b

O )W e r——— - toLoy - —_—
f.‘!+l=+l: .f'b1 }hz +b]!
1
[ ] hz
wor Fum r""“ﬁ"? b e
. . 'I"]*'] biihz'l'b}

2 b
T _rlﬁ_ Rl ";_'_i_'?"'
ll’-a-lj i b‘+b1ib;

Sustltuyando sftas scuaciones en la wepranidn (S} prtemes excrlbir #5-

nalrente:

cos B=  codaced ok cOuf, cov By ¢ £% 1 E0L T

. (6}

24

La rcuscifn (6] nos sirve parg calcular ¢l dngula Bentre dop vectored™

cuyos casency diraciorey son { cos oy, co% By, eoaty ) oy { cotay , eovB: | -

COs Yil-

Efemplc 1,1k

bado ) yackor r = [, -2, 1} encontrar sus Cotencs directorel.

Saluc 1in
r 1

LUs O w ! - £ - ] —— = &

-"(I * r:* 2 el )t A6+ b ___'E'

"2

-I -
.f * r§+ r .-{: «{=2) rlz

r

.2 . ?
./_;;-r'ul E_

-'_."'-LE ———

: YA .f‘:ss+l.4 ./_

cok Y -

VAR

HEE“’ I.1E
N H 1
bes de low conenos direc tores de un vactor gon: :o;uwi-*; cop B == 5
Hallar gl valor de cos 7.
Sl 18
2 2
tcop B+ e ra |

H
coa @

{—;~]:4I‘+}I+tml'r -1

+
cnsz‘f-!-{-;— +%}~I--§--—;— .
T rer
!iﬂtﬂ-..'!

Hallar low comanes directores de un vicbor gue Torma Irgulos Tguales -

.ﬂ,T



o ey w]ed goordinades.

Soluchén:

a=f =y

]r.m.‘:: *l;eoag = :%-:{-{--:m B " uosy

1.1}, PRODUCTD YECTGRIAL BE BOS WECTORES. APLICAL {DHES,

El producte vactorlat 4 dos Vel Lores @ = [;]. ", 13} yo=[b

v, B

h}]. denotasdo por § X B, que sa Ies ™ & cruz b su daf (ng camo:

Aibe{u b, -a

: 5 3 ]l"{-th'lb]j+{.|h

- 1:b1] k (1)
Y
El rasultado det producto vectorisl de dos yeclorak w3 preclsamente un

vaLLor y Comed; )

EOR I R R R A N Y
- |l|2b! - al']bz + o4 l - AN, h + .a]- b: - -1.1b1
- q )
¥ pdeamly:
B.(Wx B = b lah, - -} B} 2 byfegt ‘ - -1n!} . hJ[llb:_ o) -
= byaydy - byaghy ¢ batyb, - "z't 1t “byby g

oo s B
Uns representacidn mfs Picl) dn recordar del producto vectorfal 3 X6

results qua wl vectar & 3 B &y parpendleuTar Eantn &

es por medlo de un deferminanta de tercer orden. La scwacféa (1) puede re=

presentgrinw comblEn en la alguiente Forma:

) ] k
arbh = ol '2 |3
bl b: b]

Lat propledades bS4lces dal producto vectorlal sont
l.-3x2F--F 1% (At Feonmutatlvidad) .

2V

Lo g LA B =03 ) 1B =30 (AR 3 0c®  (eacclutivideg}

Lo N lb+d)=arEegE {dlanr It ividad}
¥ ] d-w’trnlﬁn de lan proptedades antarloras pondy sfactuarie fhcll--

wanis & pArtls de la deflolclén de producto vectoriel, traba]o que Iw reco--

miends 5] o lumes,

Calculemos o contimecifn ef sidulo dal vector 3 I}, De acusrds con -

Ils scuacifn (1) y xon ta deflnicifn de midulo de un vacior, purde .urlhlru:

Ialj /;.'I

32 "I'}h "‘Ib],2+[l1h —lb!}

2
n./ b + |3b1 - h1b3'3h! A b + ||

2.2 1.2
bl h]bl'lbj * 'Th2 + l!h1
L]
' In byry8,
LIS B % L % S 1.2
"’{1'1 O T S I Tt B o b Tl
- h:l1b153
FI:
Sumandeo y restands dentro del radical .‘ hf . Wy h: ¥ .; b; i
- - S 12 22 132 112 1 A FAF) 11 1.1
I3 2 8= agb) « g Cagby Taghy v aghy v agdy - aghl s aghy + myby - ajby
X2 11 —t
'Izbz 1353 - hl'lhlhl hi‘ihlhj I.]blhl
N O N SR N R | i, L1, t2 ot
N 4:‘ *ag o+ 'j.”bi +hby + b}! {l|h1 .‘,b 3 3+ I bb, ¢ h‘l}

—— e,
b‘b3 + hz'jhlb -

A1, hpz. 2. 2 2
hi*":“;”‘l‘bz‘hjl'{'1h1+'1h:"]b3]

RN 5 L cor g

OECLHETTES
o
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- "'1;|2 i_E-l-r_"lz.]!iEiz iVl iﬁ = ll'r’r_;[l [Ef f1- tnsq;
=552 ses®s =[a][8] sen o
~JF % Ti=[3IfE] sen o] (2)

nia:'n

Fard tener tobylmente definidy el prnd'u:Eq vac Lo [al it' X B, aflp —
nos Falca mem [onar quat s sentide ex thl que ) llovamas el wector T hae 1.
al yecior 3 girande o] meror fngula posibla. este glro s& ve desdea & B en-
el mlsmo sentido que x®f glro de las Hnac.rllaﬁ del .rglgj.,-l:'l;-l:l se [Justre -

en k& Flgura 1 . IZ. s

Figura 1 . 22,

Ennsi_dere-ns a conginuec 18R wn paralelogramc que aluja en Jos de Sus =
Fadok concurrentes a 169 vectorss & y B, tal como Sz muestra en la Flgurs |.

3.

A D pin B

1

By

-

Frgura 1 . 23-

26

Obserwamos que la altyra del pa_ralelngramo esth dada por ﬁrr gen G, -
e Lamtc Qua Su base es lgual w [2l E1 Srea del paratelogramo serd entonces
lugel & |?| HT: r sen ﬂ 0= acuerda con fa wepresidn (2] se deduce que el mddy
fa dei prodycto vutnrla'I KD oes igual al Erea del paralalograma en cuyos-

lados s aloJan los vectores r ¥ b, & dechr:

El preducto vectorda| también &5 Gtll para eagudiar &1 paraletismo en=
tre dos Vector=s, Em &fecto, de wcuerdo con 1g eceacidn (2], podeosos af frear
gue dos vectores 8 ¥ B en un edpacio tridlmensionat, son parajelos sl y géln
sf 5w products vectoriel & ¥ b es [gual a cerg; esta afirmec 10 5 wilidn, -
purs sl consideramct an 18 ocuseidn (2] que [od wectores % ¢B no soh miltos,
para quc|'.-i X 51 resultat® cern, la dmica pos(bi1Tded es que aend Fuera [-

guel B cero, ¢on la que 8 vy b serTar parale|os.

Ejemplioc 1.17
Calcular &1 frea ded tridbngulo coyos Vértifces son: Am {1, =1, 2}, B~
i, 5, =7} y O = {-1,2,1} '

Soluc(bn:

-

P BB (1, 51,-7-2) = (3, 6, 9

B= R = -l 21, 120 = (o203, 1)

2 x B3 B -89 =21 07«31 ]+21

T2

t

,
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_— — -
FaF oo Joie e n? - St - ng3

trigngulo es Tqual & la mitad del dres del paraleto

A= L:IZ— un|dades cuadradas. l .

Come z]1 area del

grama prdemos conc lu e

Soluc|dn:

$Tad b=0, loy vectored a ¥ b son para!erm.'

I

lo 1.18

Un vector £ Lieng como mAdule 52 y es perpesdlcular comin a 105 vecto=

resa = 41 - 3] y b= -4 + 6] + k. Determinar gys componentea.

Solucldn:
1 ] k
. Frkbuh -1 0| =3 o-Af e 12K
. w61

Oeterminaremos un veckor uynftario an Ia dlreccidn dw 2 % 4 este vector

sard axk ’
EIEE !
]
1::5[-; Se 16 - 180 = f163 =13

ath __ 3 . _ & 12
-l—.-ﬂ: -umI3 f T}-ji-—-——.ljk
y ealances:
T.oRER . sal o, 1207
13 11 17
0 sead:

T o= -120 - 16] + MK [ i

E]empio 1.1%

Utando wl producto wectorfal demoalrar gue Jo5 vectorss & = 37 - ] - 2k

yho=wogf+ 3] ¢ Gk son pacalulos.

b
o

¢

¢

T obos vectores som paraleles .

N

1.18. PRODUETA MIATO, APLICAL IDNES,

Oados gfes vecbores cealesgulers 4 - A, a!‘,l, [ [b.l. By h!:l =
em e, . € - -
1 2' "1] |, podenos Tarmar &1 producte 800 o o) que d3 come resulta-

do un =scalar, PUss A ¥ Ib x5} son vectorme Que As mubtiglcan ewcalarmente .

A ayte preducto le 1lamaremes products mixto.|

-
-

Nitpse que &l cuslcybar 8l producio midbo debemos primero efectuar al-

producto b a ©, vo gue sl aseclamos (5.5} = Z'ln cxpresifa ne tlena slgnlf[-

caso mlguno, Puds 3 . b ex un'ascalar y el producte weerorinl s8lo escd defl

nlfdo para dos wecbores, |

Eftriple producto escalar 3 . B x € puedt tapresarse &n thrminos de un

derermlnante de tercer ordan. En efecto, veamos:

{bz:1

a. b x E..- { Ay, a3:| . - bjci.bf] - hl‘}" bye, - b1:1:| S
. I '
IJ:2 bl b.l b] bl h:‘u
-a L ] L]
1 Ey c3 4 < |:!I 1 5y 5y '
a, a, 33
= . , o
= bl I::1 t:n3 (1]
P " gy Ty |:3I . f

27
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‘
Madsnty sl cdlzule directa pusde demostrarks que: Blato, para lo que cons[dersremos tres vectoran cudfeiquiers ;" [ ¥ T' nle-
- e - - fadaos en tre3 arlstas concurrentes da un paratelupipedo, coma e muesits ene
s+ brxe = b.candk = ¢.ankh !
1s Figurs 1.25.
En afeclo, poca colculer B2 2 T usarfsmes vl determinants do la gx--—- ,
praslén {11 Intarcamblando dos veca® sur ranglongs, [o fusl nca |?“‘I al miy * : '
mo retulted), tasbifn obtenemor Tguil resulisdo 4l [etarcamslar -du:i ¥Yiacas - =
mnis ey renglones del determ[nants pere calcutar © . % # B, Erte qulore decir
gua of rasuitado del products mixto no s altars ol camblar elel lcaments o1-
orden de 103 vactoren, Goig e [lustes on ta Flgurs 1. 24, ) R
Y
L
Flguora | . Z¥.
Coug #] products atcelar 51 conmutat fvo, podumcs ucrfblr: Como ys vimag, ef fraa del perglelograms o cuyay ..rI:.:.n. concurrantes
s .bkE =bmc. 8 [F3] se dlogjan Tos wvectorat v -p-l:_ﬂ Iguat = [F; EI‘ E1 volimen dal parslalepips
Loty (ando ¢t ] lcampnte ..I orden $¢ 10w wecroras: , 40 pucdd caloularse entoncas syltlpiicanda ol frea del paralelogress que 4o
T: l: ) : ‘: ...‘ ._h .3 <3 —; 1) Ja wn syt aristas a b 'r;_', por la #ltere, medids pyrpand fcularsedis 5 sitogs

dos wet[ores.

G dan wweciores (2) ¥ (1) pubde conclulres qua:
R e LR Ge la figurs puede ppreciarie que o sltura o8 Ipupl » l:n-p(i.;']i_» por

1 | Ly | [ H
1 decir, wn vl producto ®lcto S& pusdan (ptarcashiar al pmto ¥ la == ° Gue 2] vo det paralelenl queds finelrente coms

Cruz, Lin qua 3+ alters ol rawitsdo. For 31k razln, en ocasiomas iv utill- ¥ -]3 ] EI Comp (1) N -
—— - - . L]
s I notulﬂ-n[-. b r.] pars Indicar 41 produeto minto de lon wctores ¥, B ¥ €, ¥ - | Boac I_!].r-“;_.'élf_ .

LA H .

H.“i:’]-;,:.:-.‘.l.:j "'"v'“?'[”E]

La wxpresiSn snterfor g Frdica gue et resultedo det prndt;:tn mlate-

Yosmos o conginupc [8n cusl &3 la InTerprotec |dn geomitrics del profato

28
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[:: ] E] c% fgual al,volumen dul paralelepTpado en (rop dn Cuysd ur [4tsl LA

Frentes 38 alojan 1o vectores ;, b ¥ t.

miymas arlsems, hagames:

L2 -1, -1 -0 = (2, 1,000)

La interprates1&n geombirica antarfor now 1leve & In conebonl8n de gue . b= Ei {-3-1, 1 =1, 1 - @] ={-y, @, 1} .
n cendicidn mecasarin ¥ suffciante pars que Erea vsctorss |levadot & un or [ == {2 =1, -1 -1, 0=-0) = {1, -2, 0
den Comin estln en oun mises plane &3 que 3o oroducto wmizto sen igual & caro, s 1 )
Elemplo 1,20 - Ve abaie 4 = BICIRE EE SN CTHE
Bados los pumtos A= (=1, 0, 2), B =0, 2, 3}, €= (t, 0, t) y b= {-1 1 =} 0

3, 1), aeontrad ¢l voloman dal paraletepipedo tran do cyyas arlatas won ;._I.F,

Ay AD. .
Soluwclon:
Mg =
s=Melo+r,2-1,3-H0=0,0, 1
W= ALl 1 e, 71, 1-21 = {2, 0, —|}_
c=R={-1+1,3-1,3-21={0,2, 1)
L
| 1 1
V=a. baced2 O -1]|=h
o2 1 .
¥ o= b gnidades cdblcas,
Elewpla 121 ‘
Caleglar &l volumen del tetrasdro de vlrticas A= (1,1, Q), B w (1, 2, '

S) e={-2, 1, 1) y0= (2, -1, 0)

Soluelfn:

Como el voluman dal tetrasdre cuyas erlsths concurrsntes son AB, AC ¥

5

wf fgual a Ta sexts parte dal voTusen dal pratnlapipeds qua tlena Tas -~

24

wk

29

LN

T
v

¥ = + unidaday chhlcan.

En sxta u]emplo, »l vnln.-n'rnulll-.ntl astuva afac tade por wh + lgmo r

gativh. 5S¢ suglers que +¢ discuts an <lape lu fAterprotetisn da anta slgna.

Eiﬂln 1,22
Camctrrar que los puntos A= (2, 1, 3h, 0= (3, -5, -1}, (= {-6, 7, -%}

{-£, h, -1] son coplanares.

Solucisn:

[Tep——

FmiEe -2, 51, 01 Y (1, 4, )
b= = [-&-2,7-1,-%-1) =[-8 & -12)
e W= (-2 -2, b=, =3 -3 )= -4, 1, -E)

L]

1 =5 -k
T.Exe--8 & -12]=¢
4 3 b ’

For o tanto lod cuatro puntod dadow soff copTemares,

lg 1.2

h]c;;ljr #l volumen dal prizes Criaogular, oA tred di cuyas arlstas =



concurrentes fe alojan loy vectores 8 = 2 + j, b= 3i - 2] ¢+ k, c = 3] + 3]

- bk,
SolucTdn:

L

I
El volumen del prisma trlangulér, serd dgual a 1a mitad dal volumen -

del paraleleplpeado Que Elena las miymas arfstas concurrentes, por 1o quve pa-

demess escribir: Ll
2 1 Q| Y
Ve /23 bx€ =142 3 -F o1 = 142 (24} =12
2 3 -4 '

¥ = 17 unldades cdblcas.

L 15, DOBLE PRODUCTD VECTOR|AL.

Langideraremos los vectores a = [!1. L lJ]n ' “’I" by, ‘1‘3]' ¥ =iy,

g cs}l. Fodemas formar el producec # % (B x e ). Ey Importante hater notsr=
gue &1 reayitade, en general, no a5 &l misme que 61 se consldera &l producto

fa x B} » %

Coboylemos ] doble produsto veckarlal: 3 a b x'g)
Tard retaa
bxcmw I bztj- - hf!“ « [ hicl - b1c3 o+ {1:1:2 - hzr_l] k
1 J k
x [ b=e) 1 a, 4,
- - -h
bgmbiy Bt hyey Boehey

oy

x {Bzg)= |;:2 (byey - hz':]}_ 43!b3t1 - bIES:I} i

+ [33 {bzc] - bfz:l -a ih11;1 - bzcl’ij I3

30

-

+*

+

+

+

+

- {alc

+ L=
1 A%

D maners

y fa » B} xe.

LolucifSn:
ax

fa.

4
[a] l_blc‘ - hl:S} -8y {h1c3 - bfz]]k
'[’Ibfz - “1"2';1 - a3b3c1 + a3b1c3:| i
{a3b2c3 - ajbjcz - a1h1r_1 + albzcl} J
ok '

- - b
Ea!h3c1 a1h1r.3 ‘beS + 8.bae,

lagbyey ¢ abe, =abyr, -abge

{azbzcl + 53b2c3 - a3b3:2 - ﬂibic

!ujhacj + a]bf'l - alhlcj - azbzl;

-

+

H
+

]

aj.b'lcl - ﬂ1|>1t.1] i

abyey - azbzcz} i

uzb3£2 - ajbjr'j:l K

Uaﬁ * Ay + 13:3]- b, - {albl LU '3-':'3} "-'IJI i

1[.51:1 *agty aJcJ] b, - {a.lb] + a2h2 +a]b3] :2] i

[{i]c1 + eyt 331'-31 by = (2, by + agby + asb!'l :3} k

+ ascjl{blr +* bz-] * hjkj-talhl + &

2b2

ax[bredela . ctb-1(a.

slmilar podemos demostrar que:

(axBF)zc={a.TVE~-(F,
Ejemplo 1.24

sia~ (2,1, 30, b=[1,8 2} vy~ {1, 2,

{Bxch=1Ia.ctb-(3.6l¢

+ '3b3”¢1i * r'?'j + ¢3k]

ol

1 1}

3 [2]

1] enlevlar 3 2 (b wgl==

e p{B e (23] -6 23 -]

TIB 101, B, -2 g, B,

-17)

G4
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N | a.Bm 2] e (0} 32 =240 -6 = -k
. T =41, 2, 1] = [-12, -§, -¥)

S B0, 0, -22) - (12, 8, -k} = {2}, 8, -IB)

17!
. R .
{;,ijf.{i_z}i_-_[1‘€}1 . L BEMLIODECRAF | A . .
(% . )18 (2,00, 22}, , - . : 0 -
! L
b.c=13)+af) -200 e3¢0 -2 CALCULD " )
- e - . Apoitol,
' l’[Jb -:1] l.. - l-": c‘ VL AR B B [diterial Revertd - &
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