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Resumen

Una problematica frecuente en la explotacion de los yacimientos de petréleo pesado y
extrapesado radica en los valores extremos de viscosidad que este tipo de fluidos suelen
presentar en algunos casos. En este escenario, resulta conveniente la implementacion
de procesos térmicos de recuperaciéon mejorada para reducir su viscosidad y favorecer
la movilidad del fluido en el medio poroso. Entre los métodos térmicos pueden
mencionarse la inyecciéon de vapor, la combustién in-situ y el drene gravitacional asistido
por vapor (SAGD, por sus siglas en inglés). Este ultimo, ha sido implementado
exitosamente en yacimientos de Canada, y podria constituir una opcién en algunos

campos de México.

Ahora bien, para estudiar y simular computacionalmente el comportamiento de este tipo
sistemas, es importante conocer, ademas del modelado de flujo de fluidos en medios
porosos, los fundamentos de la transferencia de calor en este tipo de sistemas. Al
respecto, es pertinente mencionar que en la carrera de ingenieria petrolera se aborda
extensivamente el modelado analitico y numérico del flujo de fluidos en medios porosos
en condiciones isotérmicas. De esta manera, el estudiantado no esta familiarizado con
los procesos de transferencia de calor. Este aspecto constituye una primera motivacion

para el desarrollo del presente trabajo.

Por otra parte, con relacion a la simulacion numérica de yacimientos en ingenieria
petrolera, es conveniente mencionar que tradicionalmente esta basada en el método de
diferencias finitas. No obstante, en otras disciplinas existen diversos métodos numéricos
para simular el flujo de fluidos; entre ellos, puede mencionarse el método de elemento
finito, el cual permite capturar con mayor aproximacién geometrias complejas, como
seria el caso de los yacimientos petroleros. Este tema no es abordado en el plan de
estudios vigente de la carrera de ingenieria petrolera, por lo que constituye una segunda

motivacion en esta tesis.



Con base en lo expuesto, el presente trabajo tiene como objetivo aplicar el método de
elemento finito para resolver problemas de conduccion de calor y de flujo de fluidos en
medios porosos en régimen transitorio, en una y dos dimensiones. En el documento,
primeramente, se abordan las problematicas en la explotacion de los yacimientos de
petréleo pesado y extrapesado. Se presenta un panorama de los métodos de
recuperacion existentes, con énfasis en los métodos térmicos de recuperacion mejorada
y, en particular, el drene gravitacional asistido con vapor (SAGD). Se abordan las
ecuaciones de difusividad térmica y de difusividad hidraulica en medios porosos.
Posteriormente, se presentan los fundamentos del método de elemento finito.
Finalmente, se ejemplifica y discute la resolucion de problemas de conduccién de calor

y de flujo de fluidos en medios porosos mediante el método de elemento finito.



Prefacio

Una problematica de actualidad en la industria petrolera de México radica en que los
grandes campos que sostuvieron la produccién de petroleo convencional en las ultimas
décadas se encuentran en su etapa de declinacion. Por lo tanto, para sostener la
plataforma de produccion, los esfuerzos se han orientado en la explotacién de los
yacimientos de petréleo pesado y extrapesado, cuya extraccion resultar mas compleja
debido a que, entre otros aspectos, pueden ser extremadamente viscosos. Como
referencia, la viscosidad puede alcanzar valores del orden de decenas de miles de

centipoises en algunos casos.

Por lo tanto, los yacimientos que presentan esta problematica demandan Ia
implementacion de métodos térmicos de recuperacion mejorada, cuyo objetivo es abatir
la viscosidad del aceite para favorecer su movilidad en el medio poroso. Entre ellos,
pueden mencionarse la inyeccion de vapor, la combustion in-situ y el drene gravitacional
asistido por vapor (SAGD, Steam Assisted Gravity Drainage, por sus siglas en inglés).
Este ultimo ha sido utilizado exitosamente en Canada, y podria constituir una opcién en

algunos campos de México.

El sistema SAGD esta conformado por dos pozos horizontales paralelos, uno por encima
del otro a cierta distancia; el superior opera como pozo inyector de vapor, en tanto que
el inferior es el productor. En el proceso se forma una camara de vapor que calienta el
aceite en el yacimiento, reduciendo asi su viscosidad; como resultado, el aceite se
desplaza hacia el pozo productor por efecto de la gravedad. Como puede intuirse,
durante la implementacion de este sistema ocurren procesos complejos de conduccion

y conveccion de calor en sistemas multifasicos.



En este contexto, es claro que la ingenieria detras de estos métodos térmicos requiere
conocimientos solidos en temas de transferencia de calor y de flujo de fluidos en medios
porosos. Al respecto, es pertinente mencionar que en la carrera de ingenieria petrolera
se aborda extensivamente el modelado analitico y numérico del flujo de fluidos en medios
porosos, pero en condiciones isotérmicas. De esta manera, el estudiantado no

necesariamente esta familiarizado con los procesos de transferencia de calor.

Ahora bien, con relacion a la simulacion numérica de yacimientos en ingenieria petrolera,
es conveniente destacar que tradicionalmente esta basada en el método de diferencias
finitas. No obstante, en otras disciplinas existen diversos métodos numéricos para
simular el flujo de fluidos; entre ellos, puede mencionarse el método de elemento finito
(FEM, Finite Element Method, por sus siglas en inglés), el cual permite capturar con
mayor aproximacién geometrias complejas, como seria el caso de los yacimientos
petroleros. Este tema no es abordado en el plan de estudios vigente de la carrera de
ingenieria petrolera, por lo que constituye una motivacién adicional para el desarrollo de

esta tesis.

Reconociendo la complejidad de los procesos fisicos que ocurren durante la
implementacion de los métodos térmicos de recuperacidn mejorada, los cuales
demandan conocimientos avanzados de transferencia de calor y flujo multifasico en
medios porosos, asi como de métodos numéricos para simularlos, este trabajo de
licenciatura esta acotado a presentar conocimientos introductorios para resolver
problemas de conduccién de calor y de flujo en medios porosos mediante el método de

elemento finito. Los objetivos y contenido de la tesis se indican a continuacion.

Objetivo general

Aplicar el método de elemento finito para resolver problemas de flujo de fluidos y de
conduccion de calor en condiciones transitorias en medios porosos, en una y dos

dimensiones.



Objetivos especificos

e Documentar los fundamentos de los temas siguientes: a) flujo de fluidos en medios

porosos; b) conduccién de calor; y ¢) método de elemento finito.

e Obtener la formulacion requerida en el método de elemento finito para resolver
problemas de conduccion de calor y de flujo en medios porosos, en una y dos
dimensiones, en condiciones estacionarias y transitorias, con diferentes tipos de

condiciones de frontera.

¢ Implementar computacionalmente el método de elemento finito para resolver los

problemas de transporte planteados.

o Verificar los resultados del programa computacional desarrollado.

Contenido de la tesis

En el capitulo 1, se presenta un panorama general de produccion del petréleo pesado y
extrapesado en México y el mundo, y se abordan los retos técnicos en su explotacion.
Asimismo, se describen los principales métodos térmicos utilizados en la industria para
recuperar este tipo de fluidos, destacando el sistema de drene gravitacional asistido por

vapor.

La deduccion de la ecuacién de difusividad hidraulica en medios porosos se aborda en
el capitulo 2. Se discute cdmo puede linealizarse en el caso de un fluido ligeramente
compresible y, como caso particular, se presenta una solucion analitica para una
condicion de flujo en régimen estacionario, util para verificar los resultados del programa

computacional desarrollado en este trabajo.

El capitulo 3 esta orientado a presentar fundamentos de transferencia de calor,
abordando los modos en que ocurre y sus respectivos mecanismos fisicos y leyes

fenomenoldgicas. Posteriormente, se presenta la deduccién de la ecuacién que gobierna



la conduccion de calor en régimen transitorio. Se presenta una solucién analitica para

régimen estacionario, la cual se utiliza en desarrollos posteriores.

Una introduccion al método de elemento finito se presenta en el capitulo 4. A lo largo
del capitulo, se explica detalladamente cémo se obtiene la formulacién requerida en el
método de elemento finito para resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden en
una y dos dimensiones, en condiciones estacionarias y transitorias. Se mencionan los
tipos de mallas numéricas y se explica como se construye la matriz de rigidez y el vector
de fuerza para elementos finitos triangulares. Finalmente, se describe el programa

computacional desarrollado en el marco del presente trabajo.

En el capitulo 5, se presentan diversos problemas de conduccién de calor y de flujo en
medios porosos, explicando el procedimiento para resolverlos mediante el método de
elemento finito. Se consideran problemas en 1D y 2D, en regimenes estacionario y
transitorio, y con condiciones de frontera de tipo Dirichlet y Neumann. En cada caso, se
discute la verificacion de resultados de las simulaciones realizadas en el programa de

cémputo desarrollado.

Finalmente, se presentan las conclusiones y recomendaciones del presente trabajo.

Vi
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Capitulo 1

Antecedentes

En este capitulo se presenta un panorama general de la produccién del petréleo pesado
y extrapesado en México y el mundo, y se menciona el reto que representa su explotacion
debido a que puede ser extremadamente viscoso. Posteriormente, se describen los
principales métodos térmicos utilizados en la industria para recuperar este tipo de fluidos.
En particular, se describe el método de drene gravitacional asistido por vapor, el cual ha

sido aplicado exitosamente en yacimientos de arenas bituminosas en Canada.

1.1 Petréleo pesado/extrapesado: produccién y problematica

En esta seccion, se presentan algunos datos estadisticos de la produccién petrolera en
Meéxico y el mundo, destacando la relevancia del petroleo pesado y extrapesado.
Asimismo, se describe una de las problematicas mas comunes en la explotacion de los
yacimientos que contienen este tipo de fluidos, y que ha motivado la realizacién de este

trabajo.
1.1.1 Panorama de la produccion de petréleo pesado/extrapesado

En México y el mundo existen reservas importantes de hidrocarburos en el subsuelo. Al
respecto, las reservas mundiales de petroleo en anos recientes se estimaron del orden
de 13 billones de barriles, divididas por tipo de recurso en: convencional (30%), pesados
(15%), extrapesados (25%), y bitumen/arenas bituminosas (30%), como se ilustra en la
Figura 1.1 (Schlumberger, 2016). De acuerdo con estos datos, el 40% corresponde a
crudos pesados y extrapesados, los cuales son de dificil extraccién, como se describe

mas adelante.



En México, la produccién petrolera en el ano 2024 fue de aproximadamente 1,820 MBD
(CNH, 2024), distribuidos en (Figura 1.1): super ligero (19.8%), ligero (20%), mediano
(21%), pesado (33.4%) y extrapesado (5.7%). De esta manera, aproximadamente casi

el 40% de la produccion correspondio a los tipos pesado y extrapesado.

Produccion en México (2026)

Reservas mundiales (2016) * Extra Pesado

7%

Ligero
Convencional

* Pesado I@I
* Sduper ligero

21%

Bitumen

*  Extra Pesado

*  Mediano

Figura 1.1 Produccién en México y reservas mundiales por tipo de petréleo crudo
(CNH, 2026; Schlumberger, 2016).

En la actualidad, los grandes campos petroleros del México se encuentran en su etapa
de declinacion. Como puede observarse en la Figura 1.2, la produccion petrolera ha
estado soportada desde principios de la década de los afios 70 por los campos de las
cuecas del sureste, representando hasta el 90% del total. En particular, el campo super
gigante Akal (del complejo Cantarell), aport6 en el afio 2004 casi el 60% de la produccion
nacional (3,400 MBD), alcanzando su pico de produccion del orden de 2,000 MBD
(CONAHCYT, 2024). Cabe resaltar que el crudo producido en este campo es de tipo
pesado.

A partir del comienzo de la declinacion del campo Akal, la produccion nacional comenzé
a disminuir progresivamente; sin embargo, con la incorporacién de otros campos costa
afuera, la producciéon se ha mantenido en los ultimos afios del orden 1,700 MBD. Es claro
que la explotacion de estos recursos continuara siendo de relevancia para el pais en los
proximos lustros. Cabe resaltar que mas del 60% de las reservas de crudo son del tipo

pesado/extrapesado.
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Figura 1.2 Produccion diaria por provincia petrolera en México (modificado de
CONAHCYT, 2026).

1.1.2 Problematica en la extraccion de petréleo pesado/extrapesado

Una problematica frecuente en la extraccion del petroleo pesado y extrapesado radica
en que suelen ser muy viscosos. Para visualizar la relacion entre la densidad API del
petréleo crudo y su viscosidad, se presenta la Figura 1.3 (Alvarado y Manrique, 2010).
Como puede observarse, la viscosidad del crudo se incrementa exponencialmente
conforme el aceite es mas pesado (menor °API). Para los aceites pesados (22 =°API >
10), la viscosidad puede variar de 10* a 10? [cp]; en el caso de los aceites extrapesados

(°API < 10), observar que la viscosidad puede alcanzar valores hasta de 10° [cp].

Por lo tanto, la explotacion de este tipo de recursos demanda la implementacion de
procesos especiales de recuperacidon mejorada. En particular, los métodos térmicos
constituyen la mejor opcion debido a que la viscosidad del aceite es una propiedad
termodinamica que depende fuertemente de la temperatura, como se muestra en la

Figura 1.4.
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Figura 1.3 Variacion de la viscosidad del petréleo con la densidad APl (modificado de

Alvarado y Manrique, 2010).

Como se indica en la Figura 1.4, la viscosidad del aceite no representa un impedimento
para que fluya si se mantiene en valores del orden de 102 [cp], o menores. En
contraparte, a valores mas grandes, sera cada vez mas complicado su extraccion del

medio poroso.
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Figura 1.4 Variacion tipica de la viscosidad del petréleo con la temperatura (Oil Sands
Magazine. 2024).



1.2 Métodos térmicos recuperacion mejorada

Antes de abordar los métodos térmicos, es importante diferenciar las caracteristicas de

los métodos primarios, secundarios y terciarios de recuperacién de hidrocarburos en

yacimientos (Green D.W., 1998), como se indica en la Figura 1.5:

1)

2)

3)

Los métodos primarios se caracterizan porque la producciéon se sostiene por la
propia energia natural del yacimiento; los principales mecanismos de empuje son
por gas en solucién, casquete de gas, expansion roca-fluido, acuifero, y/o drene

gravitacional.

Los métodos secundarios consisten en la inyeccion de agua y/o gas en el medio
poroso con el objetivo de mantener la presion del yacimiento, sin alterar las

propiedades fisico-quimicas del sistema roca-fluido.

Finalmente, los métodos terciarios o de recuperaciéon mejorada (EOR, por sus
siglas en inglés, Enhanced Oil Recovery), se caracterizan porque modifican las
propiedades del sistema roca/fluido para facilitar el flujo de fluidos en el
yacimiento; pueden modificar la mojabilidad de la roca, reducir la viscosidad del
aceite y/o reducir las fuerzas interfaciales, entre otras. Se diferencian los métodos
térmicos y aquellos en que se inyectan sustancias miscibles (p.e., CO2 o gas

hidrocarburo) y/o productos quimicos (p.e., polimeros, solventes y surfactantes).

En el caso de los métodos térmicos de recuperacion mejorada, el objetivo es reducir la

viscosidad de los aceites pesados y extrapesados, favoreciendo asi su movilidad en el

medio poroso (Figura 1.6). Los principales métodos en este rubro son los siguientes:

1
2

4

)
)
3)
)

Inyeccion ciclica de vapor.
Inyeccion continua de vapor.
Combustion in-situ.

Drene gravitacional asistido por vapor (SAGD).

A continuacion, se describen sus principales caracteristicas.
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Figura 1.5 Clasificacion de los métodos de recuperacion del petréleo (Green D.W.,

1998).
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Figura 1.6 Procesos de recuperacion mejorada recomendados de acuerdo con la

viscosidad del petréleo (modificado de Dong, Liu y Chen, 2020).



1.2.1 Inyeccion continua de vapor

En este método de recuperacién térmica (CSl por sus siglas en inglés, Continuous Steam
Injection), como su nombre lo indica, se inyecta vapor de agua a altas temperaturas al
yacimiento con el fin de reducir la viscosidad de los petréleos pesados y extrapesados.
La inyeccion se realiza a través de pozos acondicionados para tal efecto. En el proceso,

se diferencian tres regiones (Figura 1.7):

a) Region 1. El vapor calienta la zona alrededor del pozo inyector. En esta region,
parte de petroleo se destila, liberando sus fracciones mas ligeras. Los fluidos

comienzan a desplazarse hacia los pozos productores.

b) Regién 2. El vapor se condensa, generando un banco de agua caliente que

desplaza al petrdleo corriente abajo.

c) Regioén 3. Corriente abajo del banco de agua caliente, el aceite se desplaza hacia
los pozos, perdiendo parte del calor que tenia. Su movimiento se debe

principalmente al avance del frente de agua caliente.

Pozo productor

Pozo inyector A
C — — —

—_—

Region 1
—

Figura 1.7 Etapas de la inyeccion continua de vapor (Vishnyakov. V ,2019).



Conforme continda la inyeccion, las regiones correspondientes a las fases 1 y 2 crecen,
en tanto que la zona de aceite corriente abajo disminuye. El proceso de inyeccion termina
cuando se alcanza el limite economico del proyecto o cuando el corte de agua en los

pozos productores se acerca al 80%.

1.2.2 Inyeccion ciclica de vapor

Este método se caracteriza porque un mismo pozo opera como inyector y productor en
diferentes etapas. Su implementacion esta recomendada en yacimientos capaces de
producir aun bajo un mecanismo de empuje natural (p.e., con la accién de un acuifero o
un casquete de gas), con permeabilidades de tres o mas darcies, y en los que la
viscosidad del aceite esté en el rango de 100 a 10,000 [cp] (Green D.W., 1998).

El proceso comienza con la inyeccion del vapor durante un periodo de 2 a 4 semanas;
en esta etapa, la region del yacimiento cercana al pozo se calienta; alli, la viscosidad del

aceite disminuye por el incremento de la temperatura, favoreciendo su movilidad.

Terminada la inyeccion, el pozo se abre a produccién luego de un periodo de remojo; la
produccion inicial es alta debido al abatimiento de la viscosidad. Conforme transcurre el
tiempo de produccion, la temperatura del aceite disminuye y su viscosidad tiende a
incrementarse nuevamente. Por lo tanto, la produccién comienza a declinar; es entonces
que puede resultar necesario implementar un nuevo ciclo de inyeccion/produccién. Al

respecto, en algunos campos se ha reportado hasta 20 ciclos (Green D.W., 1998).

1.2.3 Combustion In-Situ

Este método tiene como objetivo el craqueo del petrdleo a través de un proceso de
combustién en el propio yacimiento. Como resultado, las moléculas mas pesadas del
aceite se rompen, resultando en la disminucién de su viscosidad y densidad. La
combustién en el medio poroso se lleva a cabo mediante la inyeccion de aire en pozos
acondicionados con calentadores en el fondo, los cuales generan la ignicion del petroleo.
En estas circunstancias, se genera un frente de combustion que se propaga a lo largo

del yacimiento, como se muestra en la Figura 1.8. Este método puede aplicarse en



yacimientos de aceite con una densidad de 9 a 40 °API, y es factible incluso en

formaciones profundas y con altas presiones (Green D.W., 1998).

Frente de avance

Figura 1.8 Proceso de combustion in-situ (El Petréleo y sus Avances, 2016).

1.3 Drene gravitacional asistido con vapor

El método de recuperacion térmico denominado drene gravitacional asistido por vapor
(SAGD por sus siglas en inglés, Steam Assisted Gravity Drainage) fue desarrollado por
Butler en el 1980, como una alternativa en la explotacién de arenas bituminosas. Fue

hasta el afio 2001, que se implementd comercialmente por primera vez en Canada.

El SAGD consiste en dos pozos horizontales paralelos entre si, separados por una
distancia de 5 a 7 metros (Figura 1.9); el superior se utiliza como inyector de vapor de
agua a alta temperatura, en tanto que el inferior sera el pozo productor. Como principio
de operacion, se considera que el vapor caliente asciende en el yacimiento, formando
una camara. En esta region, luego de cierto periodo de tiempo, la temperatura del aceite
se incrementa, derivando en la reduccion de su viscosidad y favoreciendo su movilidad
en el medio poroso. Aunado a esto, el aceite se desplaza hacia el pozo productor por

efecto de la accion de la gravedad.



Pozo Productor Pozo Inyector
]

Produccién de aceite

Figura 1.9 Esquema del sistema SAGD (modificado de Singfield, 2016).

En los procesos SAGD se diferencian dos etapas. La primera corresponde al
calentamiento de la formacién con la inyeccion del vapor durante un periodo aproximado
de tres meses; en esta etapa, la produccion de aceite es minima o practicamente nula.
En la segunda etapa, el pozo productor se abre a produccion cuando el aceite alcanzo
la temperatura suficiente para fluir en el medio poroso y alcanzar el gasto de produccion

esperado.

Las condiciones recomendadas para implementar este método de recuperacién son las
siguientes (Dong, 2020): el yacimiento tiene que ser homogéneo verticalmente, con un
minimo de 10 metros de arenas continuas, permeabilidad de 1 darcy, y menos del 10%
de arcillas, de 75% a 85% de saturacion de aceite (de 6 a 15 °API). Finalmente, debe

evitarse que la camara de vapor se forme cerca de un acuifero.
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1.3.1 Ventajas y desventajas

Ventajas

El sistema opera con presiones relativamente bajas en comparacion con los
procesos convencionales de inyeccion de vapor. Por lo tanto, se tiene un mejor

control del pozo, y no esta sometido a altas presiones.

La segregacién gravitacional es un proceso estable, lo que facilita la operacion del

sistema.

Puede implementarse en yacimientos de lutitas, siempre que el espesor sea 3 a 6
[m]. En conjunto con el fracturamiento, pueden alcanzarse factores de

recuperacion de 60% a 70% en este tipo de sistemas.

Desventajas

No es recomendable para profundidades mayores de 1000 m debido a que el
vapor no podria formar la camara (el vapor pierde aproximadamente el 4% de su

energia térmica cada 100 m).

Debe mantenerse un equilibrio riguroso en los ritmos de extraccion e inyeccion de

materia para que el efecto de segregacién gravitacional domine en la produccién.

No es recomendable aplicarlo en formaciones de espesores pequefios, debido a
que el crecimiento lateral de la camara de vapor es de aproximadamente cuatro

veces el espesor de la zona vertical.

1.3.2 Caso de aplicacion exitoso

La empresa Cenovus Energy comenzo la implementacion del SAGD para la explotacion

de arenas bituminosas en Canada con el proyecto Foster Creek en el afio 1997 (Figura

1.10), estimado un volumen de 1.5 mil millones de barriles de bitumen de alta calidad.

Luego de cuatro afios, en el 2001 se obtuvo la primera produccion comercial. Ya para el

afno 2015, se registraron producciones mayores a los 30 MBD. De acuerdo con “Qil

11



Sands Magazine”, la produccion promedio al finalizar el afio 2023 fue de 190 MBD, y se

espera mantener producciones de este orden en la siguiente década.

Es importante destacar que el SAGD no ha sido utilizado como método térmico de
recuperacion mejorada en los campos de aceite pesado/extrapesado de México. Al
respecto, cabe mencionar que unicamente se ha implementado la inyeccion de vapor,
obteniéndose resultados exitosos en el campo Samaria-Luna (PEMEX,2020). De esta
manera, considerando los avances en la ingenieria de perforacion horizontal y de los
sistemas SAGD, convendria considerar y evaluar su implementacién en campos de

México que presenten condiciones favorables para su implementacion.

Canada

ALBERTA
MANITOB

Cenovus Energy
Foster,Creek
SASKATCHEWAN

@ Edmonton |

Figura 1.10 Proyecto SAGD en Foster Creek, Canada (Cenovus Energy,2013).

1.3.4 Motivacion

De acuerdo con lo expuesto en este capitulo, es importante que los estudiantes y
profesionales de ingenieria petrolera y areas afines consoliden sus conocimientos en
temas relacionados con el flujo de fluidos y transferencia de calor en medios porosos. En
particular, si se pretende profundizar en el modelado y simulacién numérica de procesos

de recuperacion térmica en yacimientos de aceite pesado y extrapesado.

En este contexto, una motivacion para el desarrollo de este trabajo se derivé de conocer

el método SAGD vy los procesos térmicos que involucra, como es la conduccion y

12



conveccién de calor en medios porosos. Como primer paso en el camino para
comprender este tipo de sistemas, en este trabajo se abordara la resolucion numeérica de
problemas independientes de flujo de fluidos y de conduccion de calor en un disco

poroso, dos dimensiones, en régimen de flujo estacionario y transitorio.

Como segunda motivacion, se aplicara el método de elementos finitos para resolver
numéricamente los problemas planteados. Al respecto, se espera que este trabajo
resulte también de utilidad, en otros aspectos, para que los estudiantes de ingenieria
petrolera conozcan los fundamentos de este método numérico, ampliamente utilizado en

otras disciplinas.
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Capitulo 2

Flujo de fluidos en medios porosos

El este capitulo se presenta la deduccion de la ecuacidon de difusividad hidraulica en
medios porosos, a partir de un balance de materia y la ley de Darcy. Se discute como
puede linealizarse en el caso de un fluido ligeramente compresible. Como caso particular,
se presenta su solucién analitica en coordenadas radiales para una condicion de flujo en

régimen estacionario.

2.1 Ley de Darcy

En 1856, Henry Darcy estudio experimentalmente el flujo de agua en empacamientos de
arena. A partir de sus resultados, determin6 que el gasto volumétrico era directamente
proporcional al gradiente hidraulico y al area transversal al flujo. La constante de
proporcionalidad resulté ser dependiente del tipo de fluido y de una propiedad del medio
poroso, aun no reconocida en ese entonces. Con los desarrollos posteriores de otros
investigadores, tal propiedad del medio poroso se denominé permeabilidad. La forma

mas general de la ley de Darcy establece que:

u=-

==

(Vp+03), e (2.1)

donde u es el vector velocidad, Vp es el gradiente de presion, g es el vector de

aceleracién gravitacional, p y u son la densidad y viscosidad del fluido, y k es el tensor
de permeabilidad. Es importante destacar que, para que la ecuaciéon 2.1 sea valida, el
régimen de flujo debe ser laminar; por otra parte, el fluido debe ser homogéneo,

monofasico, newtoniano y saturar al 100% el medio poroso.
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En cuanto a la permeabilidad, su unidad de medida es el darcy. Se dice que un medio
poroso tiene una permeabilidad de 1 darcy, si el gradiente de presion es de 1 atm/cm
para un gasto volumétrico de 1 cm?®/s, para un fluido con una viscosidad de 1 cp, y el

area transversal al flujo del medio poroso es 1 cm?.

Como se menciond anteriormente, la permeabilidad es un tensor de nueve componentes
en un sistema de referencia; ahora bien, considerando que se trata de un tensor
simétrico, en un sistema cartesiano se identificaran entonces tres: componentes: k,, k,,
y k,. Si la permeabilidad es la misma en todas las direcciones, se dice que el medio es

isotropico; en caso contrario, se denomina anisotrépico.

2.2 Ecuacion de balance de materia

El primer paso para modelar el flujo de fluidos en un medio poroso comienza con el
planteamiento de un balance de materia. Para tal efecto, considerar el volumen de control
mostrado en la Figura 2.1. A continuacion, por brevedad, se desarrolla el balance de
materia solo en la direccidn x; posteriormente, se generalizaran los resultados para todas

las direcciones.

De esta manera, el balance de materia establece que el ritmo con el cual se acumula la
materia en el volumen de control es igual la diferencia de los gastos masicos a la entrada
(en x) y salida (en x+Ax) a través de las superficies de control, mas cualquier otro término

fuente o sumidero de materia. Por lo tanto, debe cumplirse que:

0
AV [E (p(p)] = Ohely = elern) £G7AV. e, (2.2)

21

En la ecuacion 2.2, p es la densidad del fluido,¢ es la porosidad de la roca 'y ¢'’ es un
término fuente/sumidero segun sea el caso, e indica el ritmo de entrada o salida de
materia del volumen de control, por unidad de volumen de roca. En simulacion numérica

de yacimientos, corresponderia a la presencia de pozos inyectores/productores.
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Figuras 2.1 Volumen de control para plantear el balance de materia.

Ahora bien, los gastos masicos a través de las superficies de control, m,, pueden
expresarse en términos de la densidad del fluido, el area transversal al flujo y la

velocidad, como:

m, = pAu, . e (2.3)

Por lo tanto, la ecuacion 2.2 queda como:

0
AV [E (p¢)] = (pAtyly — pAtiylysa) £G"AV . oo, (2.4)

Dividiendo la ecuacién 2.4 entre AV = AAx, resulta que:

_ puxlx _pux|x+Ax nr

P
— = F+ 0" i 2.5
o (p9) ix +q", (2.5)

Tomando el limite de la ecuacién 2.5 cuando Ax — 0, y aplicando la definicion de

derivada, se obtiene que:

) )
hd -_2 A 2.6
o (pe) o (puy) £ q (2.6)



Aplicando el mismo procedimiento de analisis en las otras direcciones, resulta que:

opu apu apu
Plle _OPUy _OPYzy g
dx oy 0z

d
&(mp) = -

La forma mas general de la ecuacion 2.7, independiente del sistema de referencia, es

la siguiente:

%(pq,) FVm) = £0" . e, (2.8)

2.3 Ecuacién de difusién hidraulica en medios porosos

La ecuacion de difusividad hidraulica describe el movimiento de un fluido en un medio
poroso, y se obtiene al sustituir la ley de Dacy en la ecuacion de balance de materia. Por

lo tanto, de las ecuaciones 2.1 y 2.8, en coordenadas cartesianas, se tiene que:

0 o (pk, 0p d (pk, op
t dx\ u Ox dy\ u dy

2 [ pk, <6p )
_ N + 'III.
+az< u 0z SN

Con relacion a la ecuacion 2.9, observar que se trata de una ecuacion no lineal en

derivadas parciales, de segundo orden. Por lo tanto, debe linealizarse para obtener una

solucion analitica o resolverse numéricamente.

2.3.1 Simplificacién para un fluido ligeramente compresible

La ecuacion 2.9 puede simplificarse considerando que el fluido es ligeramente
compresible. Para tal efecto, el coeficiente de compresibilidad del fluido se expresa
como:

1 0p,
Po Op T.

Co
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En el caso de la compresibilidad de la formacién, se tiene que:

1ad¢p

Cr=——
! @ opl;

Por otra parte, considerando que la densidad es funcion de la presién, entonces:

ox " op ax Poqy e (2.12)
y

apo_apo ap_ ap

ot ap ot PoCo ot e (213)

Similarmente, en el caso de la porosidad, se tiene que:

d¢ _0d¢ dp Jp
.................. 2.14
ot _op ot T (2.14)

Por lo tanto, de las ecuaciones 2.12 a 2.14 en 2.9, luego de un desarrollo algebraico se

obtiene que (en la direccidn x, por brevedad):

p pocok (6p> (k ap>
—— ). 2.15
PoCr - L \ax) TP\ e (2.15)

donde cr =c¢, +¢cf.

Si se considera que los gradientes de presion durante el flujo de fluidos en medios
porosos son “pequefios”, entonces el término cuadratico de la ecuacion 2.15 puede

despreciarse. Por lo tanto:

op k., 6p>
.................. 2.1
$erae T ax(,u o (2.16)

La ecuaciéon 2.16 puede linealizarse si se considera que la viscosidad del fluido es
constante y que el medio es isotropico, de permeabilidad constante. De esta manera, se

tiene una ecuacion lineal en derivadas parciales en términos de la presién:
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lop 9°p

—— =, i 217
nat ox%’ ( )
donde n se denomina coeficiente de difusividad hidraulica:
k
= 2.18
1 QUCT e ( )

Observar que la ecuacion 2.17 es de tipo parabdlico y que para resolverla es necesario

especificar dos condiciones de frontera y una condicion inicial.

2.3.2 Ecuacioén de difusion en coordenadas radiales
Para un sistema de coordenadas radiales, la ley de Darcy se expresa como:

kop
Ur——‘l—la. .................. (219)

o bien, en términos del gasto volumétrico:

2mkhr dp
Q=== e (2.20)

Ahora bien, siguiendo un procedimiento similar al utilizado en la seccion 2.3.1, puede
demostrarse que la ecuacién de difusividad hidraulica linealizada para un fluido

ligeramente compresible queda como (Aziz y Settari, 1979):

16p_16< ap>

nat_;a_r rar

a) Solucioén analitica en régimen estacionario

En este apartado, se presenta la solucion analitica de la ecuacidon 2.21 en condiciones
de régimen estacionario, ya que sera utilizada en capitulos posteriores para verificar

resultados de simulaciéon con el método de elemento finito.
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Primeramente, en régimen estacionario no hay variacion de la presion en el tiempo, por

lo que:

Observar que la ecuacion 2.22 se transformd en una ecuacion diferencial ordinaria, de
segundo orden y lineal que puede resolverse analiticamente. Por lo tanto, integrandola

dos veces, se obtiene que:

p(r)=CIn(r)+C,. (2.23)

Para determinar las constantes de integracion, C; y C,, deben establecerse dos
condiciones de frontera; en este caso, se especificaran las presiones p,(r=r) vy
p,(r = r,). Luego de un desarrollo algebraico se obtiene que:
(P2 —p0), (T
p(r) =p, + 2—1,211n (—)
In (—) L6}

r

De acuerdo con la ecuacion 2.24, observar que la presion varia de manera logaritmica

en la direccion radial (Figura 2.2).
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Figura 2.2 Perfil de la presién en un sistema de coordenadas radiales.

20



Por otra parte, expresando la ecuacion 2.19 en términos del gasto volumétrico a
condiciones estandar, Q,, y el factor de volumen, B,, y el espesor del medio poroso, h,

se tiene:

_ 2mkhrdp
°" u,B, dr’

donde se ha adoptado la convencion de signos con relacion a que el gasto de produccion

se considera positivo. Ahora bien, integrando la ecuacion 2.25, entre los limites de

integracion p,(r =) y p,(r = r,), se obtiene que:

. 2ntkh(p; — p1)

o~ P 2.26
UoB, In (ﬁ) (2.26)
Finalmente, de 2.26 en 2.24, puede demostrarse que:
QotoBo r
p(r) =p; +—————=In (—) :
1 omkhln (:_2) r) T (2.27)
1
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Capitulo 3

Conduccion de calor

En este capitulo, se abordan fundamentos de transferencia de calor. En particular, se
describen los modos de transferencia de calor y sus leyes fenomenoldgicas
correspondientes. Posteriormente, se presentan las deducciones de la ecuacion de
balance de energia y de difusividad térmica, requeridas para analizar como se propaga
el calor en un cuerpo solido. Finalmente, se presenta la solucion analitica para un
problema de conduccion de calor en régimen estacionario y coordenadas radiales, la
cual se utilizara en capitulos posteriores para verificar resultados numéricos obtenidos
con FEM.

3.1 Modos de transferencia de calor

El calor es energia térmica que se transfiere debido a una diferencia de temperatura
entre dos puntos, y siempre ocurre en la direccion en que la temperatura disminuye
(Incropera et al., 2004; Zedillo, 2010). Se manifiesta en tres formas o modos: conduccion,
conveccion y radiaciéon. A continuacion, se abordan sus respectivos mecanismos y leyes

fenomenoldgicas.

3.1.1 Conduccién

Este modo de transferencia de calor ocurre en sdlidos y fluidos en reposo, y tiene como
mecanismo fisico la difusion de energia térmica a nivel molecular. Al respecto, es
conveniente mencionar que la energia cinética de las moléculas esta asociada a
movimientos de traslacion, rotacion, oscilacion y vibracion. Asi, la energia se transmite

de unas a otras al momento de colisionar, de tal manera que las moléculas de mayor
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energia impactan a las de menor energia. En el caso de los metales, la transferencia del
calor se debe principalmente al movimiento de electrones libres; en los solidos no
metalicos, se atribuye a las vibraciones en sus arreglos cristalinos. Cabe destacar que la
energia cinética de las moléculas aumenta conforme se incrementa la temperatura,

estableciéndose asi una relacion directa entre ambas.

La ley fenomenoldgica asociada a la conduccion de calor es la ley de Fourier, la cual
establece que el flujo de calor, q"'[W /m?], es directamente proporcional al gradiente de

temperatura VT[°C], en la direccion en que ésta disminuye:

g'= —kVT, e (3.1)

Donde, k[W/m - R] es una propiedad del material que indica qué tan facil conduce el
calor, y se denomina precisamente conductividad térmica; en general, se trata de un
tensor simétrico, por lo que esta propiedad puede variar en las tres direcciones. Si no
depende de la direccidn, entonces se dice que el medio es isotropico; en caso contrario,
es anisotropico. Por otra parte, siendo una propiedad de la materia, en general es funcion

de su composicion, asi como de la presion y la temperatura.
En coordenadas cartesianas, la ley de Fourier se expresa como:

oT oT .

o oT | .
q' = (kxaxl+kyay]+kZaZk), .................. (3.2)

mientras que, en coordenadas cilindricas (Figura 3.1), se tiene que:

oT ko oT oT
g = — b 4+—=__5 — &) 3.3
1 (krar er+r6069+kzazez>' (3:3)

donde é,, éy y é, son los vectores ortogonales unitarios en las direcciones radial, angular

y axial, respectivamente.
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q.

Figura 3.1 Volumen de control en coordenadas cilindricas (Incropera et al., 2020).

3.1.2 Conveccion

La conveccion se refiere al transporte de calor mediante el flujo de un fluido en contacto
con una superficie que se encuentra a una temperatura distinta. Sus mecanismos fisicos

son la difusién molecular y la adveccion (movimiento macroscépico).

En un proceso convectivo se desarrollan dos regiones en el seno del fluido que presentan
gradientes importantes de velocidad y temperatura. En el primer caso, se habla de una
capa limite hidrodinamica; en esta region, la velocidad varia desde cero en la superficie
de contacto (condicién de no deslizamiento) hasta un 99% del valor de velocidad que el
fluido tiene “lejos” del efecto de la presencia de la superficie, u.,,. En cuanto a la capa
limite térmica, en ella la temperatura del fluido varia desde la correspondiente a la

superficie, T hasta un valor de 99% de aquella que tiene “lejos” de esta zona de

up»

influencia, T,.
La conveccion se clasifica en natural y forzada:

e Natural: Cuando el movimiento del fluido se genera por cambios locales de
densidad y un efecto de flotacion, resultado de gradientes temperatura.
e Forzada: Cuando el movimiento del fluido se origina por un medio externo; por

ejemplo, una bomba o un ventilador, por mencionar algunos.
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Ahora bien, la ley fenomenoldgica que gobierna la conveccion es la ley de enfriamiento

de Newton:
" =h (Top —T) , . (3.4)

donde h[K - W /m?] es el coeficiente de conveccién de calor, el cual depende de las

propiedades fisicas del fluido, la geometria de la superficie de contacto y la velocidad.

3.1.3 Radiacién

La radiacion es la energia térmica que se transmite en forma de ondas electromagnéticas
o fotones, como resultado de cambios a nivel molecular o atdmico en la materia cuando
se encuentra a una temperatura diferente al cero absoluto. Como rasgo caracteristico,
este modo de transferencia de calor no necesita la presencia de un medio material, por
lo que puede llevarse a cabo en el vacio. La ley fenomenoldgica relacionada con la

radiacion es la ley de Stefan-Boltzmann:

E,=0xT&, (3.5)

la cual describe la maxima potencia con que un cuerpo negro emite radiacion térmica por
unidad de area; E, [W /m?]; T;[K] es la temperatura absoluta de la superficie y 0 = 5.67 *
1078 [W/K* - m?] es la constante de Stefan-Boltzmann. Al respecto del cuerpo negro,
éste es un sistema ideal capaz de absorber toda la radiacién térmica que incide sobre él,
en todas las longitudes de onda y direcciones; y, a su vez, es un emisor perfecto (Soto
et al., 2023). En el caso de los cuerpos no ideales, en la ecuacion 3.5 se introduce una
propiedad del material, la emisividad, «:
E=cxoxT&, .. (3.6)

donde 0 < e <1.

Ahora bien, del mismo modo en que la materia emite radiacion térmica, también puede
absorberla. De esta manera, la energia que incide sobre un objeto por unidad area, G, ,

con respecto a la de un cuerpo negro, G, esta dada por:

Gabs = a6 s i eea e (37)



donde «a es la absortividad, y 0 < a < 1.

Considerando que la materia emite radiacion térmica, pero también la absorbe, entonces

el flujo neto de calor puede obtenerse mediante la siguiente expresion:
! q 4 4
Qrad = Z = €k (Ts) —aG = gU(Ts - Tsur); .................. (38)

donde, T, es la temperatura de la superficie, Ty,,- s la temperatura de los alrededores y
se ha considerado que € = a. Finalmente, de la ecuacién 3.8, se obtiene que el rimo

neto de transferencia de calor por radiacion, Q,.q.4[W], puede expresarse como:

Qraa = (T =Ty, e (3.9)
donde

hy = €0(Ts + Tour)(TE —T20). e, (3.10)
La Tabla 3.1 presenta un resumen de las leyes fenomenologicas y mecanismos

correspondientes a los tres modos de transferencia de calor.

Tabla 3.1 Modos de transferencia de calor con sus mecanismos y leyes

fenomenoldgicas.

Fenémeno Leyes fenomenolégicas Mecanismos
Ley de Fourier
B . dT Difusion molecular
Conduccion x = —k—
dx
Ley de enfriamiento de Newton Difusion molecular y
Conveccion q" = h(Ts — Ty) adveccion
o Ley de Stefan - Boltzmann Ondas electromagnéticas
Radiacion
E,=0x*Tg o fotones

26



3.2 Ecuacién de balance de energia

A continuacion, se presenta la deduccion de la ecuacion de energia para el caso de la
propagacion de calor en un cuerpo solido. Para tal efecto, se considera el volumen de

control mostrado en la Figura 3.2, en un sistema de coordenadas cartesianas.

- ~
anh! el
B B

A -
1| 1 ] .
\IrJJ,J, k A i s
sl s ] Y, ¢ I
- - P s I
! 1 I I
I 1 1d:
I I 2 I
I ] I
1
1
1
F

Figura 3.2 VVolumen de control en coordenadas cartesianas (Incropera et al., 2020).

De acuerdo con la primera ley de la termodinamica, la energia no se crea ni se destruye.
Por lo tanto, debe cumplirse que el ritmo con que cambia la energia total, E,, del sistema
en el volumen de control es igual al ritmo con que la energia entra a través de las
superficies de frontera, menos al ritmo con que ésta sale, mas/menos la generacién de

energia dentro del mismo, E;:

OE,

E = Eentra - Esale + Eg + SQneto- .................. (311)

En el caso particular de problemas de conduccion de calor en sdlidos, se tiene que:
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0E, T
ar PP

dxdydz, = (3.12)
Donde se ha considerado que la densidad, p, y la capacidad térmica especifica, c,, son

constantes. Es importante notar que, al tratarse de un sélido, la unica contribucién a la

energia total del sistema esta asociada a la energia interna, la cual depende de ¢, y T.

Por otra parte, el término de generacion puede expresarse como:

Ey=q"dxdydz . e (3.13)

donde q'" es un término fuente/sumidero de energia térmica por unidad de tiempo, por
unidad de volumen; por ejemplo, podria estar asociado a energia eléctrica, energia
nuclear, energia quimica, entre otras. Cabe agregar que, cuando se trata de problemas
de propagacion de calor en un solido, no se considera la realizacion de ningun tipo de

trabajo. Con relacién al signo que debe asignarsele en la ecuacién 3.11, se considera

positivo cuando se adiciona energia al sistema; si se extrae energia, sera negativo.
En cuanto a los términos de entrada y salida de energia a través de las superficies de

control, considerando unicamente energia en forma de calor, se tiene que:

Eppirg = q¥ dy dz + qy dx dz + q; dx dy,

. . aqll
Esqle = — <qx + a—;dx> dy dz

v, 04y
- <qy + Wdy) dx dz

L
— <qz + Fp dz> dx dy .
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donde q"' es el ritmo de transferencia de calor unidad de area en la direccion respectiva.
Por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones 3.12, 3.13 y 3.14 en 3.11, luego de simplificar

términos, la ecuacion de balance de energia se expresa como:

aT = n
pcpaz—v-q +q", (3.15)

donde se observa el caracter vectorial del flujo de calor, g"':

a 144 a n a n N
g = _< Ix 5 25 Sz k). .................. (3.16)

d0x dy 0z

3.3 Ecuacion de difusividad térmica

Para obtener la ecuacién de difusividad térmica, primeramente, el flujo de calor debe
expresarse en términos de la ley de Fourier. Por lo tanto, al sustituir la ecuacion 3.2 en

3.16, se obtiene la ecuacioén de difusividad térmica en un medio sélido:
aT_(’)(k E)T)_l_a(k 0T>+0(k 6T)+ " 317
pcpat—ax * 3 oy v 5y) Taz\k g, q”. (3.17)

Observar que, en general, la ecuacion 3.17 es no lineal debido que la conductividad
térmica, k, depende de la temperatura. Ahora bien, cuando ésta se considera constante,

la ecuacién se linealiza, obteniéndose que:

10T 09?T 0T 09°T
———=——t——+
adt 0x? 0y? 0z?

qlll
TP 3.18
+ (3.18)

donde a = k/pc, se denomina coeficiente de difusion térmica. En coordenadas radiales,

se tiene:

10T 19/ dT\ gq
—— ==+ — 3.19
a ot r6r<r6r>+ ' ( )
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3.3.1 Tipos de condiciones de frontera

Debido a que la ecuacién de difusion es de segundo orden en espacio y de primer orden
en el tiempo, es necesario establecer condiciones de frontera y una condicion inicial para

resolverla. A continuacién, se mencionan las condiciones de frontera mas comunes:

1. Tipo Dirichlet. Se establece la temperatura en la frontera:

TO,6)=Ty. e, (3.20)

2. Tipo Newmann. Se establece el flujo de calor en la frontera:

T
ko= a5 (3.21)

3. Tipo Robin. Se considera el efecto de la conduccion y la conveccion en la frontera,

de tal manera que debe cumplirse que:

aT

—ka|x=0 =hlT, =T, 0)]. (3.22)

4. Si la superficie de frontera es adiabatica, entonces:

oT

P o =0. (3.23)

3.3.2 Solucién analitica en régimen estacionario en coordenadas radiales

30



En este apartado, se presenta la solucidén analitica de la ecuaciéon 3.19 considerando una
condicién de régimen estacionario, ya que sera utilizada en capitulos posteriores para

verificar resultados de simulacion con el método de elemento finito.

Considerando régimen estacionario y que no hay términos de generacién, entonces:

1d/ dT
——r—)=0. i 3.24
rdr (r dr) 0 ( )

Siguiendo un procedimiento similar al indicado en la seccion 2.3.2, puede demostrarse

que la solucion es:

T,-T
T(r)=T; + gln (1) .
1
En la Figura 3.3, se ejemplifica un perfil de temperatura calculado con la ecuacion 3.25.
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Figura 3.3 Perfil de temperatura en régimen estacionario en coordenadas radiales.
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Capitulo 4

Meétodo de elemento finito

En este capitulo se presentan los fundamentos del método de elemento finito.
Primeramente, se ejemplifica cdmo aproximar la solucion de una ecuacion diferencial
ordinaria mediante funciones de interpolaciéon con informacién en puntos discretos del
dominio. Posteriormente, se aborda la formulacion integral de la ecuacion diferencial y
se describe el método de Galerkin. Se mencionan los tipos de mallas numéricas y se
explica como se construye la matriz de rigidez y el vector de fuerza para elementos finitos
triangulares. Se mencionan los esquemas explicito e implicito para problemas que
dependen del tiempo. Finalmente, se describe el programa computacional desarrollado

en el marco del presente proyecto.

4.1 Preliminares

El método de elemento finito (FEM, Finite Element Method, por sus siglas en inglés) es
una técnica numérica que permite aproximar la solucion de ecuaciones diferenciales con
valores en la frontera, y que resulta particularmente util en sistemas de geometria
irregular o medios anisotropicos. Para tal efecto, el dominio de integracidn se discretiza
en elementos geométricos “sencillos”, en los cuales se formula la integracion de la
ecuacion diferencial de interés utilizando funciones de peso convenientes que dependen
de la posicion y que dan origen a diferentes esquemas de solucién. Como resultado,
luego de la integracién por elemento, se realiza su acoplamiento obteniéndose un
sistema de ecuaciones algebraicas que dan solucion al problema en puntos discretos o
nodos. Como elementos, comunmente se utilizan triangulos y cuadrilateros en 2D, y

tetraedros en 3D.
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4.1.1 Generalidades

Para ejemplificar la metodologia del elemento finito, se optd por una ecuacién diferencial
ordinaria genérica de segundo orden, tal que:

d?*T
dx(ZX)-I_f(x):O' en0<x <1, e 4.1)

con valores en la frontera y(0) = ¢;, y y(1) = ¢,. Primeramente, el dominio se particiona
en segmentos. Como ejemplo, en la Figura 4.1, se consideran cinco elementos de

longitud Ax; de esta manera, resultan seis nodos que conectan cada par de elementos.

ol
— 4 B

S
k. B
— e
— e —

Figura 4.1 Discretizacion de un sistema 1D en cinco elementos y seis nodos.

Ahora bien, la funcién y(x) se aproxima de la siguiente manera:

n+1

T(x) = Z TN;(x), e 4.2)
i=1

donde n indica el numero de elementos, las T; corresponden a valores de la funcion en
los nodos, y N;(x) son funciones de interpolacion, forma o prueba para cada elemento.
Estas funciones de prueba tienen la caracteristica de reducir las dimensiones del
sistema, buscando obtener un unico valor por funcién; entre las mas elementales, se

tienen las de interpolacion lineal:
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X = Xi—1 .
Ny(x) =——— six;_; <x<x;,
Xi — Xi—1
Xiy1 — X .
N;(x) =~ SI Xy <X < Xippy, e (4.3)
Xi+1 — Xi
N;(x) =0 SIX <X, X = Xijpq -
La visualizacion de estas funciones de prueba se presenta en la Figura 4.2.
1
0.8
5=
w Z 0.6
GJ -~
s 3
S 0 0.4
c >
2 8 02 \ \
0 AN
0 0.2 0.4 X 0.6 0.8 1
Figura 4.2 Visualizacion de funciones de peso en 1D.
De esta manera, la ecuaciéon 4.2 puede expresarse para un elemento como:
T(X) — TiNi(x) + Ti+1Ni+1(x) LR LLETEETERT R (44)

Por otra parte, observar que se generara un residuo al aproximar la solucion de la

ecuacion diferencial, de tal manera que:
RO) =D TGO+ FO) 0, e (4.5)

2
donde D, = %, es el operador diferencial asociado al problema y R(x) es la funcién de

residuos; observar que si R(x) = 0, la solucién es exacta. Por lo tanto, para evaluar el
error global en el elemento, debe realizarse la integracién de la funcion de residuos; al
respecto, en el método de elemento finito se busca hacerlo cero mediante la introduccion

de funciones de peso convenientes, W;(x), tales que:
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J mR(x)Wi(x)dx =0. e, (4.6)

X

Cabe mencionar que a la ecuacion 4.6, se le denomina formulacién “débil” del problema,
y, dependiendo de como se construyen las funciones de peso, surgen diferentes
esquemas de solucidén. A continuacion, se describe el correspondiente al método de

Galerkin.

4.2 Método de Galerkin

En el método de Galerkin, se utilizan las funciones de prueba, N;(x), como funciones de
peso, W;(x), en la integral de la ecuacion 4.6. Como condicionante, las funciones de peso
deben ser ortogonales a la funcién de residuos. Para describir el método, considerar la
ecuacion diferencial 4.1; en este caso, considerando las ecuaciones 4.5 y 4.6, para el

elemento correspondiente a los nodos 1y 2, se tiene que:

X2 dZT
fxl (W +f(x)> OO R— 4.7)
o bien,
Xy 42 X2
Ll %-Ni(x)dx = —fxl FOO-N(Gdx. (4.8)

Integrando por partes la integral de lado izquierdo de la ecuacion 4.8, se tiene que:
f"z d?T N = (N dT)
. ldx2] = \Nx

Considerando las funciones de peso, N;, definidas en la ecuacion 4.3, se tiene que:

X2 XZdT led . _12
Cdx T PP RE (4.9)

X1 X
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dN1 _ _1

- )
dx x, —x;

dnN, 1

dx x; —x1

Luego de la integracion y evaluacion correspondientes en la ecuacion 4.9, tanto para N;
y N,, se obtienen las siguientes dos ecuaciones, una para el nodo 1y otra para el nodo

2, respectivamente:

! T ! T, = ar " N, d
X=X b xp—x 2__ax1+jx1f(x) pdx
.................. (4.11)
T — A [P Ny d
xZ_X11 X2—X12_dxx2 Llf(x) 24X,
o bien, en forma matricial:
Ty
[Kel] ( ) = [Fel] .................. (4 12)
T,
donde
1 1 -1
[Kel]—xz_xl(_]L D (4.13)

se denomina comunmente como matriz de “rigidez”, con referencia a los términos
utilizados en la mecanica de so6lidos donde el FEM tuvo sus primeras aplicaciones. El
subindice e; se agrega para diferenciar a qué elemento corresponde; en este caso, el

elemento 1. Por otra parte, [F,,] es el vector “fuerza”:
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Finalmente, la ecuacion matricial 4.12 se aplica para todos los elementos del sistema, de
tal manera que los elementos quedan acoplados y hay continuidad en las soluciones de
los nodos. Como resultado se genera un sistema de n ecuaciones algebraicas. Para el

caso analizado, donde los nodos estan equiespaciados una distancia Ax, se tiene que:

1/Ax —1/Ax 0 0 0 Ty
(—1/Ax 1/20x —1/Ax 0 0 \‘ T,
0 -1/Ax 1/2Ax —1/Ax 0 T,
0 0 —1/Ax 1/28x  —1/Ax || T,
0 0 0 —1/Ax  1/Ax
TS
ary, -\ (4.15)
—— +1
dxly,
21
= 21 )
21
dT
e

X5

donde las [ corresponden a las integrales de la ecuacion 4.14. Observar que las
condiciones de frontera deben sustituirse en la primera y ultima ecuaciones, segun se

especifique en el problema.
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4.3 Mallado y elementos finitos en 2D

En esta seccion, se describen los tipos de mallas y el procedimiento para calcular

elementos finitos de forma triangular.

4.3.1 Mallado del dominio

La discretizacién del dominio de integracidon en el espacio queda definida mediante la
construccion de una malla de simulacion. Al respecto, se busca que la mallas preserven
los rasgos esenciales de la geometria del sistema analizado, y que el numero y forma de
los elementos discretos resultantes resulten convenientes para resolver numéricamente

el problema de interés. Pueden clasificarse en dos grandes rubos:

1) Mallas ortogonales: Se caracterizan por presentar lineas de cuadricula rectas y
perpendiculares en el sistema coordenado de referencia, resultando en una
estructura regular (Figura 4.3). Esta regularidad facilita la discretizacion y resolucion
numerica de las ecuaciones diferenciales del problema. Por otra parte, los mallados

ortogonales tienden a ser mas estables numéricamente (El-Zafrany, A,2014).

—9

®

NN

{: ):

lﬁ*‘

Figura 4.3 Ejemplo de una malla ortogonal. (EI-Zafrany. A, 2014)

2) Mallas no ortogonales: Presentan lineas de cuadricula que no son perpendiculares
entre si, lo que les confiere una mayor flexibilidad geométrica para adaptarse a
geometrias irregulares o complejas (Figura 4.4). Estos mallados pueden concentrar

mas puntos en areas de interés especificas, lo que mejora la precision de la solucion
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en esas regiones. Ahora bien, debido a su estructura no regular, los calculos
asociados con los mallados no ortogonales suelen ser mas complejos y pueden

requerir mas recursos computacionales.

=

Wi\

o i

i
s D77
-“ //

Figura 4.4 Ejemplo de una malla no ortogonal.

Es conveniente mencionar que se utilizaran mallas no ortogonales en el presente trabajo,
como elementos finitos triangulares. La geometria del sistema analizado es similar a la
que se ejemplifica en la Figura 4.4, excepto que se considera una distribucién logaritmica

en la direccion radial, como se describe en el siguiente capitulo.

4.3.2 Elementos finitos triangulares

En el presente trabajo se consideran elementos triangulares en la aplicacién del método
de elemento finito para resolver los problemas de conduccion de calor y flujo de fluidos
en medios porosos. Como referencia para los siguientes desarrollos, considerar el

elemento triangular mostrado en la Figura 4.5.

Con referencia a la Figura 4.5, una funcién de dos variables en el espacio, T = T(x, y),
puede aproximarse a partir de los valores de T en los nodos 1, 2, 3, conforme a la

siguiente funcion de interpolacion lineal:

T,y) =a; +ax +agy. e
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T3(x3,¥3)

T, (x2)2)

Ty (xq. 1)

Figura 4.5 Ejemplo de un elemento finito triangular.

Por lo tanto, en los vértices del triangulo, debe cumplirse que:
T1 = aq + a2 X1 + aszyq,
TZ = aq + ArXp + A3Y2, e (417)

T3 = a1 + ayx3 + azys .
Luego de resolver el sistema de ecuaciones algebraicas lineales en 4.17, se tiene que:

1
a; = 24 [Cxays — x3¥2)Ty + (x3y1 — %1Y3)To + (x1Y2 — x2y1) T3],
1
@2 = 24 [((v2 = y3)T1 + (3 =y )Tz + (1 — y2)T5], .. (4.18)

1
=757 [Grs = %2)Ty + (r1 = 30Tz + (%2 — x1)T5],

donde A es el area del elemento triangular, tal que:

24 = (x]_yZ - xzyl) + (X3y1 — x1y3) + (x2y3 — X3y2) e easasaeraraaaaas (419)

Ahora bien, sustituyendo los coeficientes «,, en 4.17, se obtiene que:

41



T = N1T1 + N2T2 + N3T3 = [N1 NZ N3] TZ ) earaaassssarasaaas (420)

donde:

1
N, = ﬂ(al + byxy +¢1v1),

1

N, = ﬂ(az + byx, + C2y2) L i (421)
1

N; = 24 (az + b3x3 + c3y3) ,

y los parametros b y ¢ se calculan como:

by =y,—y3 , ¢1=X3—X3,
by =y3—Y1 , C2=X1—X3, e (4.22)
bs=y1—y, , C3=%X3—X1.

Ahora bien, considerando los resultados previos, entonces la matriz de rigidez asociada

a un elemento finito triangular puede expresarse como:

b12 bib, bibs Cf C1Cy  C1C3
[ke] = a kx b1b2 b% b2b3 + ky C1C> C% CoC3| |, e (423)
bibs  bybs bsg C1C3 CC3 C32

donde h es el espesor, k, y k, corresponderian a las conductividades térmicas o las
permeabilidades en las direcciones x-y, en problemas de conduccion de calor o de flujo
de fluidos en medios porosos, respectivamente. Cuando el medio es isotropico,

entonces:

b?+c?  byby +cic; bibs +cic3
bib, + cic; b2+ c2  bybyt+cycs|. . (4.24)
bib;s + cic3  bybs +cic5 b3+ 2

_h*k

xy
lee] = —
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En cuanto al tratamiento de las condiciones de frontera en los elementos triangulares,
considere la Figura 4.6. Al respecto, éstas pueden incorporarse a traveés del vector fuerza
asociado al problema, o bien pueden modificarse los coeficientes de la matriz de rigidez

correspondiente, como se indica a continuacion.

Y

Figura 4.6 Arista de un elemento triangular en la frontera.

Considerando que la arista definida por los nodos n; — n; del elemento mostrado en la
Figura 4.6 esta sujeta a una condicion de frontera de tipo Neumann, el vector fuerza

puede expresarse como (Lewis,2004):

1
[F,] = —% H S (4.25)
1

donde gq" es el flujo que incide hacia el elemento y [;; es la longitud de la arista. Por otra

parte, el vector de 1x3 esta asociado a los tres nodos que conforman el triangulo; se
asignara un valor 1 unicamente en las posiciones correspondientes a los nodos que

definen la arista en la frontera.

Ahora bien, si la condicion de frontera es de tipo Dirichlet, la matriz de rigidez debe

modificarse, de tal manera que (Hutton,2004):
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1 0 0
hk hk hk
[k.] = 4—;‘1y(b1b2+c1c2) 4—f(b§+c§) 4—f(b2b3+c2c3), ... (4.26)
0 0 1

donde se le colocara el valor de 1 en la posicion correspondiente al nodo donde se

conoce la variable, mientras que los demas coeficientes seran cero.

Para finalizar, se construyen la matriz de rigidez y el vector de fuerzas para todos los
elementos del sistema, siguiendo el procedimiento expuesto en la seccion 4.2. Como
resultado se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas lineales que debe resolverse

para el vector de incégnitas [T].

4.4 Discretizacion en tiempo

En problemas que involucran la evolucion de un sistema en el tiempo sera necesario
capturar los cambios con el cual se acumula materia, cantidad de movimiento o energia
en el volumen de control correspondiente, en pasos de tiempo preestablecidos; para tal
efecto, en el método de elemento finito se define una matriz de capacitancia, [C,], que

puede expresarse para un elemento en dos dimensiones, como (Lewis,2004):

C,] = j CINTINIAA, e (4.27)

A

donde [N] es el vector de funciones de forma (p.e., ecuacion 4.21), y c es el coeficiente
de capacitancia, el cual esta relacionado con las propiedades del material que resulten
pertinentes para representar el ritmo con el que se acumula la variable de interés en el
elemento, por unidad de volumen; por ejemplo, en problemas de conduccién de calor
corresponderia al producto de la densidad del material por su capacidad térmica

especifica. Para un elemento triangular, se tiene que (Lewis,2004):

al2 11
Cl=201 2 1. e (4.28)
1 1 2
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Conjuntando los resultados obtenidos al momento, la formulacion FEM que describe la

evoluciéon de un sistema en el tiempo puede expresarse como:
[CAT,] + kT = [Ee], (4.29)

donde [Te] es el vector que aproxima las derivadas de la propiedad de interés en los

nodos con respecto al tiempo, como diferencias finitas:

IR

1 = Tl Gt BT (430

Con relacion a la ecuacion 4.30, observe que la incognita del problema sera el vector
[T.(ti+1)]. Al respecto, es importante mencionar que si la matriz de capacitancia, la matriz
de rigidez y/o el vector de fuerza dependen de T,(t;;1), la ecuacidén puede resultar en su
sistema no lineal. En este sentido, considerando los alcances del presente trabajo, se

considerara que los tres son constantes, de tal manera que el problema es lineal.

Ahora bien, dependiendo del nivel de tiempo en el que se evalle el vector [T,] que

multiplica a la matriz de rigidez, se diferencian dos esquemas de solucion:

a) Esquema explicito

El vector [T,] que multiplica a la matriz de rigidez en la ecuacién 4.29 se evalta en el

tiempo t;. Por lo tanto, la solucién del sistema al tiempo t;,; puede expresarse como:

[CAITe(tix )] = [CllTo(t)] = [k [To(t)] At + [Fye] At  woereereeeneees: (4.31)

Con respecto a este esquema, puede mencionarse que es condicionalmente estable, y

puede requerir pasos de tiempo prohibitivos dependiendo de la naturaleza del problema.

b) Esquema implicito:

En este caso, el vector [T,] que multiplica a la matriz de rigidez en la ecuacién 4.29 se
evalua en el tiempo t;,,. Por lo tanto, se genera un sistema de ecuaciones algebraicas

lineales en términos de los elementos del vector T,(t;,,). De esta manera, se tiene que:
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[(Ce] + [ke] Ae] [Te ()] = [CAT (D] + [Fpe] At voveveeneeenee (4.32)

Cabe destacar que este esquema es incondicionalmente estable, y es el utilizado para
los fines de este trabajo. Para finalizar la formulacion de la solucién, se aplica la ecuacion
4.32 en todos los elementos que conforman el sistema, resultando en un sistema de

ecuaciones algebraicas lineales.

4.5 Implementacién computacional

Conforme a lo objetivos de este trabajo, se desarrollé un programa computacional para
resolver problemas de conduccion de calor y de flujo en medios porosos aplicando el
método de elemento finito, como se describe en el siguiente capitulo. Para tal efecto, se
escribieron subrutinas computacionales en lenguaje de programacion en macros de VB
para Excel. En cuanto a la visualizacion de resultados, se utilizaron librerias de Python.

A continuacion, se describen las caracteristicas generales del programa.

4.5.1 Estructura del programa computacional

El programa computacional en macros de VB utiliza hojas de Excel como interfaz grafica
para la entrada de datos, asi como para la impresién de resultados numéricos en archivos
de texto plano (Figura 4.7). Cabe destacar que se utilizaron macros con la finalidad de
que el programa pueda ejecutarse en practicamente cualquier computadora de escritorio

que tenga instalado Excel.

Eﬁ\'ﬂ{] ’::4 Fa rﬁj {O} F EH @ EH @P”’JE“'VBAP“’JE“ x| |(Genem\] v| |(Der:lamimns]
= ol JEE2] - | o il = = s potion Explicic
Visual Macros Add-  Excel COM  Insert Design Sourcg — = B Ppcion Explici . -
Basic i ins  Add-ins Add-ins  ~  Mode [E| T & Solver (SOLVERXLAM) Sub TransitorioPresionPresion ()
o ) =88 VBAProject (P_PCTransitorioxdsm
Cod Add-ins Control v rosoft Excel Obiects Dim rho, Cp, t, kxy As Double
| Hosaz (cstaconario P-5) Dim MatrizPuntos() As Double
16 ~ fx = i i ngulos() As Double
A B C D E F G e
rio
Curvas | Nodos ffri holke/m"deplikg°cl|  tf] | k[w/mec] &) Sheets (Sheet Dim MatrizXrigidez() As Double

10 9 162 | 30 | 12 | 30 |237E-10 &) Sheet4 (Sheet2)
4] Thisworkbook Dim porosidad, permeabilidad, viscocidad, Bo As Double

TempObt |rad_efft] poflbm/ft*3] £33 Modules Dim compresibilidad, difusividaddidraulica As Double
1352 65 1 | -+ ATransitarioPPens Dim factorVol, factorHidraulico As Double
Q TransitorioPP
9 ~+42 ATransitorioPresionCorrec
| 5.32E-05] 4.35E-07 e} Can
o Ml
jor

Dim eta As Double

radio | Analitica| Posicien| Radios | Presion | Error | A{E‘" Dim fuerzaG() As Doubls

s
1 6565 13789500 2000 5.04E-07 & EstaconaricPPravedad Dim fuerza() As Dowble

2 66.08427 18386000 2666.867 5.01E-07 -+ EvalTiempo Dim datos, curvas hs Integer

2 AR RNRRAR 779R2ANN 3333 333 4 QRF_NTI -8 gausgaus Dim TriangulosReajuste() As Integer

Figura 4.7 Programa computacional en macros de VB para Excel.
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El programa esta construido en forma modular, agrupando acciones en los siguientes

rubros:

1)

Subrutina principal, “Main”. Se encarga de la declaracion de las variables principales
y de la lectura de los datos de entrada, asi como de la impresion de resultados en
hojas de calculo y en archivos de texto plano. En esta subrutina principal se invoca a

las subrutinas que realizan los calculos numéricos.

Construccion del mallado. En este mdédulo se construye la malla de simulacion. Para

los sistemas analizados, y que se describen en el siguiente capitulo, el programa
construye una malla no ortogonal 2D (x-y) sobre una corona circular, con elementos
finitos triangulares distribuidos logaritmicamente en la direccion radial. Como datos,
se especifican el numero de curvas concéntricas y el nimero de nodos por curva.
Después de generar la distribucion de los nodos, las coordenadas de los vértices de
los elementos triangulares se guardan en una matriz, siguiendo una secuencia

antihoraria.

Construccion de las matrices de rigidez y de capacitancia. En este médulo se calculan

y guardan las matrices totales de rigidez y capacitancia.

Subrutinas para la incorporacion de las condiciones de frontera. Dependiendo del tipo

de condicién de frontera en el problema, se modifica la matriz de rigidez o el vector

fuerza, de acuerdo con lo expuesto en la seccion 4.3.2.

Resolucion del sistema de ecuaciones algebraicas lineales. Se cuenta con un moédulo

con subrutinas para resolver el sistema de ecuaciones algebraicas resultante de la
aplicacion del método de elemento finito. Para tal efecto, se incorporé una libreria que

utiliza el método de Gauss-Jordan.

Simulacion en tiempo. El programa cuenta con subrutinas para resolver problemas

que involucran cambios en el tiempo, utilizando una formulacion implicita.

Generacion de archivos de resultados. Los resultados numéricos del programa se

imprimen en hojas de Excel y en un archivo de texto plano.
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8) Visualizacién de resultados. Para visualizar resultados, se desarrolld codigo en el

entorno de Python. Para tal efecto, se utiliza el archivo de texto generado con el

programa de macros, y se utilizaron las librerias numpy, matplotlib.pylot, imageio y os
(Figura 4.8).

rvasEstaconaroPP_TT.py X  EstaconarioCurvaDeNivelpy X  TranguosTess.py x | cuvasdenvelpy x | 4 P

np
b.pyplot as plt

r Plots Files

Figura 4.8 Codigo de visualizaciéon de resultados en el entorno de Python.

Los algoritmos para realizar los calculos correspondientes a las simulaciones en régimen

estacionario y en transitorio se muestran en las Figuras 4.9 y 4.10, respectivamente.
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Datos de entrada:

* Propiedades del material
* Nodosycurvas deseadas
* Condiciones de Frontera

Construccion de la distribucién
nodal del mallado.

¥

Triangulacion del mallado en
sentido horario.

¥

Calcular matriz de rigidez
[k.]

Acoplar las condiciones

X de frontera S
Tipo Frontera adiabatica

Dirichlet o cerrada al flujo

Tipo Neumann

A 4 v

Asignar el dato de C.F. en el
vector T o P en los nodos
correspondientes, [T,(t;)] o

Calcular elvector fuerza

Calcular el vector fuerza
[F;] =0

[P,(t;)]. Sustituir por 1, los
elementos de la diagonal
principal, y por ceros el resto de
coeficientes en las filas
correspondientes a los nodos
frontera, en la matriz [k,] .

I5] - **E]

Construir el sistema
(k[T ()] = [Fye] ©
(kI[P ()] = [Fye]

A 4

F Y

A

y

Resolver el
ecuaciones

sistema de
algebraicas

lineales

Se alcanzd la

condicion del

estacionario.

!

Figura 4.9 Algoritmo de simulacion en régimen estacionario.



Datos de entrada:

» Propiedades del material
* Nodosy curvas deseadas
* Condiciones de frontera

* Atytiempo de simulacion

v

Construccién de la distribucién
nodal del mallado

¥

Triangulacion del mallado en
sentido horario

¥

Calcular matriz de rigidez [k, ]

¥

Calcular matriz de capacitancia

[Ce]

y

Calcular el vector de variables
conaocidas, To P.

+¢

Calcular:
[[C] + [k] At], [CIT. (t)]

s}
[[Ce] + [ke] At], [Ce][Pe (ti)]

v

( Acoplar las condiciones \

v

de frontera /
Tipo Tipo
Dirichlet Neumann

Asignar el dato de C.F. en el

vector T o

correspondientes, [T, (t;)] o
[R.(t;)]. Sustituir por 1, los

elementos

principal, y por ceros el resto de

coeficientes

correspondientes a los nodos
frontera, en la matriz [[Ce]+

[k.] At].

Frontera adiabatica
o cerrada al flujo

v

P en los nodos

de la diagonal

Calcular el vector fuerza

-

2

1

en las filas

Calcular el vector fuerza
[Fg] =0

Figura 4.10 Algoritmo de simulacion en

A\ 4

Construir el sistema
[[€.] + [k, ] at] [T (:41)]
= [CT(t)] + [Fe] At

(o]
[[Ce] + k] At] [Po(tis1)]
= [CIIP(t)] + [Fe] At

régimen transitorio.
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Resolver el sistema de
ecuaciones algebraicas
lineales

l

Calcular

g ) —T@Il
et T (tesp)l

g NP - PN
et [IP(t )l

E,..; < tol

rel /

Si

4

Actualizar vector
[Te(ti)] = [Te(ti+1)] o
[Pe(ti)] = [Pe(tiJrl)]

Se alcanzaron
las
iteraciones
maximas?

Se alcanzé la condicion del

estacionario.

No se llego al estacionario,
errar en calculo.

Figura 4.10 (cont.) Algoritmo de simulacion en régimen transitorio.

F Y
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Capitulo 5

Problemas de aplicacion

En este capitulo se aborda el procedimiento de resolucion de diversos problemas de
conduccion de calor y de flujo en medios porosos, mediante el método de elemento finito.
Se consideran problemas en 1D y 2D, en regimenes estacionario y transitorio, y con
condiciones de frontera de tipo Dirichlet y Neumann. En cada caso, se ejemplifica como
se construyen las matrices de rigidez y capacitancia, asi como el vector de fuerza, con
la finalidad de obtener un sistema de ecuaciones algebraicas lineales que permita
calcular la distribuciéon de temperaturas o presiones en el medio, segun corresponda.

Asimismo, se discute la verificacidn de resultados de las simulaciones desarrolladas.

Antes de continuar, es conveniente destacar el modelado numérico de los métodos
térmicos de recuperacién mejorada, como el SAGD, es complejo y esta fuera de los
alcances de este trabajo, como se menciond en el capitulo 1. Ahora bien, los problemas
que se presentan a continuacion pueden servir como base para desarrollos posteriores

mas avanzados.

5.1 Problemas de conduccion de calor

En esta seccion, se presentan problemas de conduccién de calor. Para tal efecto, se
resuelve la ecuacion de difusividad térmica, tanto en condiciones estacionarias como

transitorias, mediante FEM. Los problemas considerados son los siguientes:

1. Conduccion de calor 1D en régimen estacionario.
2. Conduccion de calor 2D, con condiciones de frontera Dirichlet-Dirichlet.

3. Conduccion de calor 2D, con condiciones de frontera Neumann-Dirichlet.
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5.1.1 Conduccién de calor 1D en régimen estacionario

En este problema se busca determinar el perfil de la temperatura, T(x), en una barra
sujeta a condiciones de frontera Dirichlet en sus extremos (Figura 5.1), aplicando el
método de elemento finito. La ecuacién que describe la conduccién de calor con un

término fuente, f(x) = —10, esta representada por la siguiente ecuacion:

dZT/de — _10’ .................. (51)

donde la temperatura esta en [°C], y la distancia en [cm]. Como datos, la longitud de la

barra es de 10 [cm], y las condiciones de frontera son: T;(0) = 40 y T,(10) = 200.

- fx)
Tl @ . @ @ @ . @ T2
| 1 | 1 |
| | | |
Elemento 1 Elemento 2 Elemento 3 Elemento 4
0 > X

Figura 5.1 Conduccion de calor en una barra en condiciones de régimen estacionario.

Resolucion

Para efectos de ilustrar la aplicacion del método de elemento finito, se considera la
discretizacion de la barra en cuatro elementos, como se ilustra en la Figura 5.1. De esta
manera, resultan cinco nodos, dos de los cuales incluyen las fronteras; por lo tanto, las
incognitas del problema son las temperaturas en los nodos 2, 3 y 4, y las derivadas de la
temperatura en los extremos. El procedimiento para formular el problema en términos de

elementos finitos es el siguiente.
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1) La matriz de rigidez y el vector fuerza para el elemento 1 (definido entre x; = 0y x, =

2.5), se expresan, conforme a las ecuaciones 4.13 y 4.11, respectivamente, como:

1 _ 1 _
[k61]=x2_x1[_11 11]=E[—11 11]'

dT
dx
dT
dx

*2 X, — X

+J 10 * ( )dx
X1 X1 X2 — X1
*2 X — X

+f 10 = ( )dx
x;  Ixg X2 — X1

Resolviendo las integrales en el vector de fuerza para el elemento 1, se tiene que:

[Fel] =

X2

T x, x — 0.5x2
+10( 222
x4 X2 — X1

dx .
[Feil = e
ot dT 0.5x2 — x; x\| "2
—| +10|——
dxly, Xy — Xq x
por lo que:
—-—| +12.5
dx
[Fel] = =
— 12.
I +12.5

X2

2) Para los tres elementos restantes, se repite el proceso del paso 1. Posteriormente, se

procede a construir la matriz de rigidez y el vector fuerza totales:

[kT] = [kel] + [kez] + [ke3] + [ke4-] ’
obteniéndose que:

1-1000 00 00O 000 0O 0000 O
—11000\ [01—100\ /00000\ [0000 O\
25lk;]={ 0 0000 j+{0-1 100 |+{001-10}4+70000 0 {,
\0 0000/ \00000/ \00—110/ \0001—1/

0 00O0O 00 00O 000 0O 000-11
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de donde:

1 -10 0 0
1[-12-10 0
[k;]=—| 0-12-10
25\ 0 0 -1 2 -1
00 0-11

En el caso del vector fuerza total, se procede de manera similar:

[Fr] = [Fe1] + [Fe2]l + [Fes]l + [Feal,
de tal manera que:

dT 0 0 0
——| +125 T 0 0
Ay, - +125 dT 0
dT Xlx, —-— +125 dT
[Frl=| —| +125(+]| qar +|  dxly +| ——| +125],
dxly, —| +125 T dxlx,
0 Ax lx, —| +125 dT
0 0 dxly, —| +125
O 0 0 dx X5
de donde:
_E . + 125
2-12.5
[F] = 2-125
2-12.5
— 12.5
dx *

X5

3) De esta manera, la ecuacion matricial para el sistema de ecuaciones algebraicas

lineales resultante es:
[kt] [Tt] = [Ft] .

Ahora bien, se procede a sustituir las condiciones de frontera conocidas, sea en el vector
[T,] o en [F;]. Como en este caso se conocen las temperaturas en los extremos de la

barra, entonces:
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T, T,
[Tt]— Tz | = T3
Ty Ty
Ts 200
Por lo tanto:
-— +12.5
1 -10 0 0y /40 dxly,
1/—12—100\ T, 25
—1 0-12-10 T; | = 25
2-5\0 0—12—1/ T, 25
0 0 0-11 200 dT
—| + 125
dxly,
4) En consecuencia, el vector de incognitas queda como:
dTr
1-10 0 0 dxly, —40 +12.5
1[-12-10 0 T 25
—{ 0-12-10 T3 = 25
25\ 0 0 -12-1 T, 25
0 0 0-11 dT —200 + 12.5
dx

X5

5) La solucioén al sistema de ecuaciones algebraicas lineales es la siguiente:

dT

dx X1 X5

dT
=66, T,=17375, T;=245, T,=25375 y —| =-34.
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Verificacion de resultados

Puede demostrase faciimente que la solucion analitica para el problema es: T(x) =
—5x2 + 66x + 40.De esta manera, en la Figura 5.2, se comparan los resultados

numeéricos con la solucion exacta. Como puede observarse, se verifica que son correctos.

300
250

200

o
2.
©
E 150
©
= ® FEM
2 100
£ ——5ol. exacta
50

0

0 2 4 6 8 10

x[em]

Figura 5.2 Comparacion de resultados con FEM y

la solucion exacta para el problema 5.1.1.
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5.1.2 Conduccién de calor 2D, con condiciones de frontera Dirichlet- Dirichlet

El sistema analizado se muestra en la Figura 5.3. Consiste en la mitad de un disco de
arenisca con las siguientes condiciones de frontera: tipo Dirichlet en los radios interno y
externo; en las superficies verticales, se tienen condiciones de frontera adiabaticas.
Como condicidn inicial, se considera que la temperatura es la misma en todo el dominio.

Las propiedades del sistema se indican en la Tabla 5.1.

Figura 5.3 Sistema analizado para el problema 5.1.2.

Ahora bien, aun cuando el problema originalmente es de conduccion de calor en régimen
transitorio, es interesante notar que el sistema eventualmente alcanzara una condicion
estacionaria debido a la naturaleza de las condiciones de frontera establecidas y a que
no se consideran términos de generacion. Por lo tanto, este problema se utilizara para

simular dos casos: 1) en régimen estacionario y 2) en régimen transitorio.

Para resolver ambos escenarios mediante el método de elemento finito, se utilizoé el
programa computacional desarrollado en este trabajo. Al respecto, la malla de simulacion
utilizada se muestra en la Figura 5.4; como puede observarse, los nodos en la direccion
radial se encuentran distribuidos logaritmicamente. Se consideraron 15 curvas, con 15

nodos en cada una de ellas. De esta manera, la malla esta conforma por 392 elementos.
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Tabla 5.1 Datos de entrada para el problema 5.1.2.

Variable Valor

Radio interior 0.2 [m]
Radio exterior 10 [m]
Espesor 30 [m]
Temperatura en el radio interior 340 [K]
Temperatura en el radio exterior 370 [K]
Temperatura inicial del dominio 340 [K]
Conductividad térmica 29 [W/mK]
Capacidad térmica especifica 745 [J/kg K]
Densidad 2150 [kg/m3]

Malla de simulacion

200

175

> 10.0

15

50

25

0.0

=5 0 5 10 5

Figura 5.4 Malla generada para el problema 5.1.2.
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a) Simulacion en régimen estacionario

Para ejemplificar como se construyen las matrices de rigidez y el vector fuerza para un
elemento genérico, considere el elemento 25; para esté, sus veértices corresponden a los
nodos 13, 12 y 28 (en sentido antihorario). Las coordenadas x-y correspondientes se
indican en la Tabla 5.2. Es importante notar que, aun cuando el sistema tiene una
geometria radial, el programa computacional cuenta con funcionalidades para la

transformacion de coordenadas a cartesianas, x-y.

Tabla 5.2 Datos de los nodos que conforman al elemento 25.

Nodo Abscisa Ordenada
13 8.677 - 1072 10.1801
12 0.1246 10.1563
28 0.114747 10.238

El procedimiento es el siguiente:

1) Mediante la ecuacion 4.19, se calcula el area del elemento 25:

1
A= > le1 (y2 — ¥3) + 22(y3 — y1) + x3(y1 — ¥2)l,
1
A= 3 |—7.09- 1073 4+ 0.0072 + 0.0027| = 1.43-1073[m?].
2) A continuacion, se calcula la matriz de rigidez para el elemento 25, [k;s], con la
ecuacion 4.24:

w
29 [mK
4 %1.43-1073 [m?]

]*30[m] 6.81-10"2 —4.48-10"% —2.33-1073
—448-10"% 4.16-1073  3.23-107% |.
—233-10"% 3.23-107*  2.01-1073

[kzs] =

3) Los pasos 1y 2 se repiten para todos los elementos de la malla para obtener su
respectiva matriz de rigidez [k;]. Posteriormente, se procede a su acoplamiento para

generar la matriz de rigidez total, [kr]:
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r 103.2 —67.92 0 0 0 0
—-67.92 20646 —67.92 -- 0 0 0
0 —67.92 206.46 0 0 0
lkr] = : :
0 0 0 156.1 —42.75 0
0 0 0 - —42.75 156.128 —42.75
0 0 0 0 —42.7 78.0 -

4) En la malla de simulacion, los nodos que coinciden con el radio interno del sistema
son los correspondientes del 1 al 15; en ellos se asigna el valor de la temperatura T,; =
340 [K]. En el radio externo, los nodos frontera van del 211 al 225, a los cuales se les
asigna el valor de la temperatura T,, = 370 [K]. Asi, el vector de temperatura toma la
forma siguiente, observando que la temperatura en el resto de los nodos es desconocida.
13407

340
340

370
370
370

5) En cuanto al vector de fuerza, es interesante destacar que corresponde al vector nulo,
[Fr] = [0]. Esto se explica porque no hay términos de generacion de calor en el sistema
y a que las fronteras verticales son adiabaticas (dT/dn = 0). Por lo tanto, la ecuacién

matricial correspondiente al problema es:

[K][T7] = [0].

6) Ahora bien, considerando que se conocen las temperaturas en los nodos que
coinciden con las fronteras en los radios interno y externo, la matriz de rigidez debe
modificarse para resolver el sistema de ecuaciones algebraicas resultante. Para tal

efecto, todos los elementos de la matriz de rigidez en las filas correspondientes a los
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nodos donde la temperatura se conoce se hacen cero, excepto aquellos en la diagonal

principal, los cuales toman un valor de 1:

S O o O O
_ O O o O O

coco0o°S ocoomr
co oo r o
oo o - o O

En las filas donde se desconocen las temperaturas, es importante mencionar que se
conservan los elementos calculados luego del acoplamiento de las matrices de rigidez

por elemento. Valores iniciales y finales mostrados por limitacién de espacio.

7) El programa computacional desarrollado cuenta con funcionalidades para construir
automaticamente la matriz de rigidez y el vector de temperatura, asi como para resolver

el sistema de ecuaciones algebraicas resultante.

Verificacion de resultados

Para verificar los resultados del programa, primeramente, se calculé la distribucion de la
temperatura en la direccion radial con la solucion analitica presentada en el capitulo 3
(ecuacion 3.25). Posteriormente, las temperaturas calculadas mediante FEM para un
conjunto de nodos distribuidos sobre un mismo radio, se compararon con los resultados
exactos. Los resultados obtenidos se presentan en la Tabla 5.3 y la Figura 5.5. Como
puede observarse existe un buen acuerdo de los resultados numéricos y la solucién

exacta (error relativo menor de 0.04%).
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Tabla 5.3 Comparacién de las temperaturas calculadas con FEM

y con la solucién analitica para el problema 5.1.2.

Temperatura [K] Error
Radios [m] relativo

Sol. Exacta FEM [%]

0.2 340.0 340 ---
0.26 342.0 342.1 0.03
0.35 344.3 344.3 0.00
0.46 346.4 346.4 0.00
0.61 348.6 348.5 0.01
0.81 350.7 350.7 0.01
1.07 352.9 352.8 0.02
1.41 355.0 355 0.01
1.87 357.1 357.1 0.01
2.47 359.3 359.2 0.02
3.27 361.4 361.4 0.01
4.32 363.6 363.5 0.02
5.72 365.7 365.7 0.00
7.56 367.9 367.8 0.01

10 370.0 370 ---

370

365

360

355

= S0|. Exacta
350 ® FEM

Temperatura[K]

345

340
0 2 4 6 8 10
Radio[m]
Figura 5.5 Comparacion de las temperaturas calculadas con FEM y

con la solucion analitica para el problema 5.1.2.



b) Simulacién en régimen transitorio
El procedimiento es el siguiente:

1) Para construir la matriz de rigidez del problema, se sigue el mismo procedimiento que

se describio para el escenario en régimen estacionario, pasos 1 a 3.

2) Una vez obtenida la matriz de rigidez, se procede a calcular la matriz de capacitancia
por elemento. Para dar continuidad a lo ejemplificado para el escenario de régimen
estacionario, considere el elemento genérico 25. Con base en la ecuacién 4.28, se tiene

que:

_ kg J

. 3 2

1.43 - 1073[m?] * 2150[ 3] * 745 [kg K]
12

[Cs] =

2 1 1
1 2 1].
1 1 2

3) Luego de calcular las matrices de capacitancia correspondientes a todos los

elementos, se procede a su acoplamiento para generar la matriz de capacitancia total,

[C,], obteniéndose que:

r 383 1915 0 0 0 0
1915 1779 1915 - 0 0 0
0 1915 766 0 0 0
[Cr] = : :
0 0 0 1448182 362045 0
0 0 0 - 362045 2543319 362045
L0 0 0 0 362045 724091

4) A partir de la ecuacion 4.32, se construye el sistema de ecuaciones algebraicas

lineales:

[A] - [T (¢ )] = [Cr]- [T@DI,

donde

[A] = [[C7] + [kr] At]
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y se ha omitido el vector fuerza por la naturaleza de las condiciones de frontera del
problema, como se explicé en el escenario estacionario. Por otra parte, el coeficiente de

difusividad térmica se calcula como:

w=— 29[%g%| =iL8-10‘6I%?].

pC, kg ]
™ 0B 7ss[ L]

Considerando que el proceso de difusion de calor en el sistema es relativamente lento

por su bajo coeficiente de difusividad, el paso de tiempo se establecié en At = 2.3 dias.

5) En cuanto a la construccion de los vectores de temperatura a los tiempos ¢; y t;,1, €n
ambos se sustituyen los valores establecidos como condiciones de frontera del problema,
T,; =340 [K]y T, = 370 [K], en los nodos que coinciden con los radios interno y externo
del sistema, segun corresponda. Ahora bien, para el resto de los elementos del vector
T(t;) en el primer paso de tiempo, se sustituye el valor de temperatura establecido como
condicién inicial del problema, T, = 340 [K]; posteriormente, se iran actualizando
conforme la simulacién avance en tiempo. Con respecto al vector T(t;,,), los elementos
restantes constituyen las incégnitas del problema, y corresponderan a la solucion de

sistema al finalizar el paso de tiempo. De esta manera, se tiene que:

3401 13407
340 340
340 340
[T(t)] =340 y [T D] = [T 2|
370 370
370 370
370 1370

6) De manera similar a lo explicado en el tratamiento de la matriz de rigidez en el caso
estacionario, inciso 6, se asignan valores unitarios en los elementos de la diagonal
principal que corresponden a los nodos frontera en la matriz [C;] y en la matriz [A]; otros

elementos en la misma fila tomaran el valor de cero. Por ejemplo, para [A], se tiene que:
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1 0 0 0 0 01
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[4] = : : .
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
L0 0 0 0 0 14

Los elementos calculados en las filas donde se desconoce la temperatura se conservan
en ambas matrices. Por restricciones de espacio, se incluye una seccion representativa

de la matriz.

7) Una vez construidas las matrices [A] y [Cr], asi como los vectores de temperatura,
T(t;) y T(t;+1), se procede a resolver el sistema de ecuaciones algebraicas lineales del
paso 4. El programa computacional desarrollado construye automaticamente las

matrices de rigidez y capacitancia, y resuelve el sistema.

8) Una vez obtenida la solucién para el vector T(t;,), el vector T(t;) se actualiza en la
siguiente iteracion con estos valores nuevos calculados en las posiciones
correspondientes a los nodos internos del sistema; asi, el algoritmo de calculo se repite
hasta alcanzar el tiempo total simulado o cuando se alcanza una condicion estacionaria.
Los resultados obtenidos se presentan la Tabla 5.4 y las Figuras 5.6 y 5.7. Al respecto,
considerando la naturaleza de las condiciones de frontera del problema, se determiné

que se alcanza una condicidn estacionaria luego de aproximadamente 21 dias.

Verificacion de resultados

Para verificar los resultados de la simulacion en régimen transitorio, primeramente, es
importante destacar que el programa computacional desarrollado captura correctamente
la propagacion del calor en la direccion radial, como puede observarse en los mapas de
contorno de la Figura 5.7. Por otra parte, se comparé un perfil de temperatura en
direccién radial luego de alcanzar una condicion estacionaria (21 dias), y se comparé
con los resultados calculados en el inciso a) del problema 5.1.2 (Tabla 5.3). Los
resultados de la simulacién transitoria reprodujeron correctamente los obtenidos para el

escenario estacionario.
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Tabla 5.4 Perfiles de temperatura a distintos tiempos para el problema 5.1.2.

Radio

o | s [ e [ 2 [ 16 | o2 |

Temperatura [K]

[m]

m dias dias dias dias dias
0.2 340 340.0 340.0 340.0 340.0 340.0
0.26 340 341.3 341.9 342.0 342.1 342.1
0.35 340 342.5 343.8 344.0 344.2 344.3
0.46 340 343.8 345.7 346.0 346.3 346.4
0.61 340 345.1 347.6 348.1 348.4 348.5
0.81 340 346.3 349.5 350.1 350.5 350.7
1.07 340 347.6 351.4 352.1 352.7 352.8
141 340 349.0 3533 354.1 354.8 354.9
1.87 340 350.4 355.2 356.2 356.9 357.1
2.47 340 351.9 357.2 358.2 359.0 359.2
3.27 340 353.6 359.3 360.3 361.1 361.4
4.32 340 355.8 361.5 362.5 363.3 363.5
5.72 340 359.0 364.0 364.8 365.5 365.7
7.56 340 363.5 366.8 367.3 367.7 367.8
10 370 370.0 370.0 370.0 370.0 370.0

*Solucién luego de alcanzar una condicién en régimen estacionario.

o7 21 Dias

Temperatura[K]
[) [) [)
o [5)] @
[=] [&)] o

B

3.5 Dias\

0.5 Dias

2

Perfiles de temperatura cada 0.5 Dias

4

Radio[m]

6

8

10

Figura 5.6 Evolucion temporal de los perfiles de temperatura para el problema 5.1.2.
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Evolucion del campo de temperatura

0 dias 5 dias
370.00
20.0 370.00
366.67
17.5 366.67
363.33
150 k 363.33
_ 360.00 :
E < _ 360.00
e 356.67 8 E 125 <z
o 2 > ©
g & . 356.67 ©
@ a o 2
© 353.33 & 2 10.0 3
8 5 ] 35333 &
Q L 5] £
350.00 S 15 @
350.00
346.67
5.0
' 346.67
343.33
25 343.33
340.00
5 0.0 4 - 340.00
Coordenada X[m] 0 5
Coordenada X[m]
12 dias 21 dias
20.0 370.00 )
20.0 370.00
366.67
17.5
175 366.67
363.33
15.0 363.33
360.00
T 125 ol = 360.00
s =l £ 5
=
T 356.67 B 356.67 B
€ 10.0 e E 2
3 33338 | 8 353.33 &
I} £ s U E
g 75 i) 8 @
350.00 350.00
5.0
346.67 346.67
2.5 343.33 25 343.33
0.0 : 340.00 0.0 - - 340.00
5 0 5

Coordenada X[m]

Coordenada X[m]

Figura 5.7 Mapas de contorno con la distribucién de la temperatura en el sistema a

diferentes tiempos para el problema 5.1.2.



5.1.3 Conduccién de calor 2D, con condiciones de frontera Neumann-Dirichlet

El sistema analizado es el mismo del problema 5.1.2, excepto que se modificé la
condicion de frontera en el radio interno, estableciendo en este caso el flujo de calor en

la direccion radial (condicion tipo Neumann), como se indica en la Figura 5.8.

Figura 5.8 Sistema analizado para el problema 5.1.3.

Es importante destacar que, por las condiciones del problema, es de esperar que el
sistema alcance eventualmente una condicidon estacionaria después de cierto tiempo.
Por lo tanto, se consideraron dos casos: 1) en régimen estacionario y 2) en régimen

transitorio.

Cabe resaltar que el valor del flujo de calor se establecié considerando los resultados
obtenidos en la simulacion en régimen estacionario del problema 5.1.2, obteniéndose
que q"" = 111 [W/m?]. Esto con la finalidad de verificar que las temperaturas calculadas
en el radio interno (ahora desconocidas) al alcanzar la condicion estacionaria
correspondan con las establecidas como condicion de frontera en ese problema (T,; =
340 [K]).
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a) Simulacion en régimen estacionario

De la misma forma que en el ejercicio 5.1.2, a continuacion, se ejemplifica como se
construye la matriz de rigidez y el vector fuerza. Para tal efecto, se toma como referencia
el elemento identificado como 34: en la Tabla 5.5, se indican los nodos que lo conforman,

con sus respectivas coordenadas Xx-y.

Tabla 5.5 Datos de los nodos que conforman al elemento 34.

Nodo Abscisa Ordenada
20 —4.857 -107° 10.26447
19 0.090451 10.24852
29 0.119610 10.32864

El procedimiento es el siguiente:

1) A partir de la ecuacién 4.19, se calcula el area del elemento 34:
1
A= > lx1 (72 — ¥3) + %2 (y3 — ¥1) + x3(y1 — ¥2)I,

1 -7 -3
A= > |3.89 - 1077 + 0.0058 + 0.0019| = 3.86 - 10>[m?].

2) Posteriormente, con base en la ecuacion 4.24, se calcula la matriz de rigidez del

elemento 34:

w
mK
4 % 3.86 - 1073[m?]

) 29|

]*30 [m] [0.00726 —0.0086  0.00135
[k34] =

—0.0086 0.018425 —0.00979|.
0.00135 —0.00979 0.00843

3) Las matrices de rigidez para todos los elementos [k;] se calculan como se indicé en
los pasos 1y 2, y éstas se acoplan para obtener la matriz de rigidez total, [kr]. Como

resultado, se tiene que:
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- 103.9 —48.67 0 0 0 0
—48.67 207.85 —48.67 - 0 0 0
0 —48.67 207.855 0 0 0
lkr] = : :
0 0 0 157.183 —23.335 0
0 0 0 - —=23.33 157.183 —23.335
0 0 0 0 —23.335 78.59 -

4) A diferencia del problema 5.1.2, en este caso el vector fuerza es diferente de cero
debido a que se tiene una condicion de frontera tipo Neumann. De esta manera, el dato
de flujo de calor se asigna en las posiciones correspondientes a los nodos que coinciden
con el radio interno. Para ejemplificar como se construye el vector fuerza por elemento,
considerar el elemento 1 (coincidente con la frontera interna); los nodos que lo

conforman, con sus respectivas coordenadas x-y, se indican en la Tabla 5.6.

Tabla 5.6 Datos de los nodos que conforman al elemento 1.

Nodo Abscisa Ordenada
11 2.9144 -107° 9.7355
2 6.84 - 1072 9.812
1 2.203-107° 9.80

La arista del elemento 1 afectada por el flujo de calor esta asociada a los nodos 2 y 1.

Por lo tanto, de acuerdo con la ecuacién 4.25, su longitud se calcula como:

lLyont = \/|(2.203 -107° - 6.84 - 107%)2 + (9.80 — 9.812)%| = 6.9 - 1072[m],

por lo que:

14
30[m] * 111 |—| * 6.9 - 1072[m] [0
[F] = - [m;] [1

1

Fll
=|F,

Fy

0
= [—111.45] (w].
—111.45
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5) El paso 4 se aplica para el resto de los elementos cuyas aristas estan en la frontera
interna del sistema, sujetas al flujo de calor. Posteriormente, se realiza su acoplamiento
para generar el vector fuerza total. Cabe destacar que se asigna un valor de cero en las

posiciones correspondientes al resto de los nodos. De esta manera, se tiene que:

(—111.457
—222.91
—222.91

0
0
0

6) Para construir el vector de temperatura se considera lo siguiente. A los nodos que
coinciden con el radio externo del sistema se les asigna el valor establecido como
condicion de frontera, T,, = 370[K]. La temperatura en el resto de los nodos son

incognitas. Por lo tanto:

— . 7
(T,

; ?
(T,

; ?
i T4?

[TT] = é'i"i? .
370
370
[370.

7) Debido a que se conoce la temperatura en los nodos que coinciden con el radio
externo del sistema, solo se modifican las filas respetivas de la matriz total de rigidez

[Kr], como se indico en el problema 5.1.2. De esta manera:

r 103.9 —48.67 0 0 0 07
—48.67 207.85 —48.67 0 0 0
0 —48.67 207.855 0 0 0

[kr] = : .
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
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8) De esta manera, se construye el sistema de ecuaciones algebraicas lineales:

[KT][TT] = [FT] .

- 103.9 —48.67 0 0 0 01r¢ 71?71 1—111.457
—48.67 207.85 —48.67 0 0 0| T2? —22291
0 —48.67 207.855 0 0 0l];T5? —22291
0 0 0 1 0 0|l 370 0
0 0 0 0 1 011370 0
0 0 0 0 0 13701 L 0

La construccion del sistema de ecuaciones anterior se realiza de manera automatica en

el programa computacional desarrollado, el cual cuenta con una libreria para resolverlo.

Verificacion de resultados

Con base en los resultados del programa computacional desarrollado, las temperaturas
calculadas en nodos distribuidos sobre un mismo radio se presentan en la Tabla 5.7 y la
Figura 5.9. En ambas, se compara la solucion numérica con la solucion analitica en
régimen estacionario. Se observa que el programa reproduce los valores exactos con un

error relativo menor del 0.2%.

Con relacion a los resultados obtenidos, es importante destacar lo siguiente; como se
indico en la descripcion del problema, la temperatura en los nodos distribuidos en el radio
interno del sistema debe corresponder a T,; = 340 [K], ya que el flujo de calor establecido
como condicion de frontera fue establecido considerando este valor. En esto nodos, la
maxima diferencia de temperatura que se determin6 fue menor de 0.6 [K], por lo que los

resultados del programa computacional son correctos.
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Tabla 5.7 Comparacién de las temperaturas calculadas con FEM

y con la solucién analitica para el problema 5.1.3.

Error
relatlvo

Temperatura [K]

0.2 340 | 34056 @ 0.16
0.26 342 342.66 0.19
0.35 344.3 344.77 0.14
0.46 346.4 346.87 0.14
0.61 348.6 348.97 0.11
0.81 350.7 350.07 0.18
1.07 352.9 352.18 0.20
1.41 355 355.28 0.08
1.87 357.1 357.38 0.08
2.47 359.3 359.49 0.05
3.27 361.4 361.59 0.05
4.32 363.6 363.69 0.02
5.72 365.7 365.79 0.02
7.56 367.9 367.9 0.00

10 370 370 me

370

365

360

=
£ 355
2
o
g 350 = Sol. Analitica
€
@ @ Sol.FEM
F a5

340

0 2 4 6 8 10
Radio[m]

Figura 5.9 Comparacion de las temperaturas calculadas con FEM y con la solucién

analitica para el problema 5.1.3.



b) Simulacién en régimen transitorio

El procedimiento es el siguiente:

1) Para construir la matriz de rigidez total se siguen los pasos 1 a 3 descritos para el caso

de la simulacion en régimen estacionario.

2) Para este problema, se procede a calcular las matrices de capacitancia por elemento.
El procedimiento correspondiente se ejemplifica para el elemento 34. De esta manera, a

partir de la ecuacion 4.28, se tiene que:

1.43-10‘3[m2]*2150[1{—‘93]*745[%] 2 1 1

_ m gk

[c34] = 12 1 2 1],
11 2

3) Una vez calculadas las respectivas matrices de capacitancia para todos los elementos,

se procede a su acoplamiento. El resultado es el siguiente:

[ 588.7 294.34 0 0 0 0
294.34 27343 29434 - 0 0 0
0 294.34 1177.38 0 0 0
[Cr] = : :
0 0 0 2225891.6 556472.9 0
0 0 0 -+ 556472.9 3909143.13 556472.9
0 0 0 0 556472.9 1112945.8-

4) En cuanto a los vectores de fuerza por elemento, estos se construyen como se indico

en el inciso a) del problema. Luego del acoplamiento, se obtiene que:

(—111.457
—222.91
—22291

0
0
0
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5) Para construir los vectores de temperatura a los tiempos t; y t;.;, en ambos se
sustituye el valor establecido como condicion de frontera en el radio externo, T,, =
370 [K]. Para el resto de los elementos del vector T(t;), se sustituye el valor de
temperatura inicial, T;,;ciq0 = 340 [K], en el primer paso de tiempo; posteriormente, estos
se actualizaran en cada paso de tiempo. En cuanto al vector T(¢t;,;), los elementos

restantes constituyen las incégnitas del problema. Por lo tanto:

3401 eI
340 ¢Ty?
340 ¢T3?
[T(t)] =|340 y [T(ud] =], 12|
370 370
370 370
1370 370

6) De acuerdo con la ecuacion 4.32, el sistema de ecuaciones algebraicas lineales

correspondiente al sistema analizado es:

[A] [T (tir)] = [CIT (D] + [Fr] At
donde

[4] = [[CT] + [kr] At] .
El paso de tiempo se estableci6 en At = 0.38 [Dias].

7) Posteriormente, se procede a modificar las matrices [A] y [C;] en las filas
correspondientes a los nodos coincidentes con el radio externo del sistema, ya que en
ellos se conoce la temperatura (condicién de frontera tipo Dirichlet). Por lo tanto,
siguiendo el procedimiento descrito en el escenario de régimen estacionario, en el caso

de la matriz [Cr], se tiene que:
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1 588.7 294.34 0 0 0 07
294.34 2734.3 294.34 0 0 0
0 294.34 1177.38 0 0 0

[Cr] = : .
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

Los elementos calculados en las filas donde se desconoce la temperatura se conservan

en ambas matrices. No se muestran por aspectos de espacio.

8) Después de resolver el sistema de ecuaciones lineales referido para el vector T(t;,;)
en el primer paso de tiempo, se procede a actualizar el vector T(t;) con estos valores
nuevos calculados en las posiciones correspondientes a los nodos internos del sistema.
El algoritmo se repite hasta alcanzar una condicion estacionaria o el tiempo total de la
simulacién. En las Tablas 5.8 y 5.9, y las Figuras 5.10 y 5.11 se presentan resultados
del problema, calculados con el programa computacional desarrollado. Se determiné que

se alcanza una condicion de régimen estacionario luego de aproximadamente 22 dias.

Verificacion de resultados

Los perfiles de temperatura calculados a diferentes tiempos para un mismo radio
mediante el modelo de simulacién transitoria en la Tabla 5.8 y la Figura 5.10. Como
puede observarse, los perfiles convergen a una condicibn estacionaria en
aproximadamente 22 dias. Para verificar restos resultados, en la Tabla 5.9, se compara
el perfil a 22 dias, contra los obtenidos con la solucién analitica y la simulacién en estado
estacionario con FEM (Tabla 5.7). Al reproducir el perfil estacionario, se concluye que

los resultados del modelo transitorio son correctos.

Como discusion adicional, es interesante observar en los mapas de contorno mostrados
en la Figura 5.11 que el sistema se enfria inicialmente en las cercanias del radio interno
por la extraccion de calor en esta frontera. EI medio estaba inicialmente a una
temperatura de 340 [K], pero disminuye hasta alcanzar valores de aproximadamente

320 [K]. Por otra parte, en la region cercana a la frontera externa se tiene el efecto
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contrario; esto es, el calor comienza a propagarse radialmente hacia el interior debido a

que la temperatura en esta frontera se establecié en 370 [K].

De esta manera, luego de transcurrido cierto tiempo, la temperatura en la vecindad del

radio interno comienza a incrementarse por el efecto del calor proveniente de la frontera

externa. Una vez que se alcanza la condicidén estacionaria, la temperatura en el radio

interno se establece en 340.6 [K]; esto es correcto, ya que el flujo de calor establecido

como condicién de frontera se calculd considerado en un valor de 340 [K].

Tabla 5.8 Perfiles de temperatura a distintos tiempos para el ejercicio 5.1.3.

Radio
0.2 340

0.26
0.35
0.46
0.61
0.81
1.07
141
1.87
2.47
3.27
4.32
5.72
7.56
10

340
340
340
340
340
340
340
340
340
340
340
340
340
370

320.8
322.9
325.0
327.1
329.2
331.2
333.3
335.3
337.3
339.3
341.5
344.2
348.4
356.3
370.0

Temperatura [K]

322.9
325.0
327.1
329.2
331.3
333.5
335.6
337.8
340.2
342.7
345.6
349.2
354.0
360.8
370.0

329.1
331.2
333.3
335.4
337.6
339.7
341.9
344.1
346.4
348.9
351.7
355.0
359.0
364.0
370.0

338.4
340.5
342.6
344.7
346.8
348.9
351.0
353.1
355.2
357.4
359.7
362.0
364.5
367.1
370.0

340.6
342.7
344.8
346.9
349.0
351.1
353.2
355.3
357.4
359.5
361.6
363.7
365.8
367.9
370.0

*Solucion luego de alcanzar una condicién en régimen estacionario.
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Tabla 5.9 Verificaciéon del perfil de temperatura a 22 dias.

Temperatura [K]

| Radio[m] | g, FEM e Error
exacta | estacionario transm’)rlo a| relativo
22 dias [%]
0.2 340 340 340.6 0.179
0.26 342 342.1 342.7 0.175
0.35 344.3 344.3 344.8 0.143
0.46 346.4 346.4 346.9 0.14
0.61 348.6 348.5 349 0.138
0.81 350.7 350.7 351.1 0.106
1.07 352.9 352.8 353.2 0.104
1.41 355 355 355.3 0.073
1.87 357.1 357.1 357.4 0.072
2.47 359.3 359.2 359.5 0.07
3.27 361.4 361.4 361.6 0.042
4.32 363.6 363.5 363.7 0.042
5.72 365.7 365.7 365.8 0.017
7.56 367.9 367.8 367.9 0.021
10 370 370 370 0

*Solucion luego de alcanzar una condicion en régimen estacionario.

370 -
22 Dias

360 -
5.3 Dias

<
® 350
= \
et
m '3
o 0.38 Dias
2 340
E
L
'—

330 0 Dias

Perfiles de temperatura cada 0.38 Dias
320
0 2 4 6 8 10

Radios [m]

Figura 5.10 Evolucién temporal de los perfiles de temperatura para el ejercicio 5.1.2.
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Evolucién del campo de temperatura

0 dias 1 dias
10.0 370.00
370.00
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10.0 370.00 )
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364,53
754 | | 364.53
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g 33.60 353.60
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£ = £ 25 <z
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Coordenada X[m] 0.0 2.5 5.0 75
Coordenada X[m]

Figura 5.11 Mapas de contorno con la distribucion de la temperatura en el sistema a

diferentes tiempos para el problema 5.1.3.
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5.2 Problemas de flujo de fluidos en medios porosos

En esta seccion, se presenta la formulacion y resolucion de dos problemas relacionados
con el flujo de un fluido ligeramente compresible en un medio poroso. Para tal efecto, se
resuelve la ecuacién de difusividad hidraulica en dos dimensiones mediante el método
de elemento finito, tanto en condiciones estacionarias como transitorias, y con diversas
condiciones de frontera. En cada caso, se ejemplifica cdmo se construyen las matrices
de rigidez y de capacitancia, asi como el vector fuerza y el vector de incégnitas. Los

problemas que se abordan son:

1. Flujo de un fluido en un medio poroso 2D, con condiciones de frontera Dirichlet-
Dirichlet.

2. Flujo de un fluido en un medio poroso 2D, con condiciones de frontera Neumann-
Dirichlet.

5.2.1 Flujo de un fluido en un medio poroso 2D, con condiciones de frontera
Dirichlet- Dirichlet

En la Figura 5.12, se muestra el sistema analizado. Se trata de la mitad de un disco
poroso de arenisca en el cual fluye un fluido ligeramente compresible. Las propiedades
del fluido y del material se indican en la Tabla 5.10. El problema consiste en determinar
el campo de presion en el disco en funcion de las condiciones de frontera e inicial. En
este caso, se establecen las presiones en los radios interno y externo; por otra parte, las
superficies verticales se encuentran cerradas al flujo; en cuanto a la condicién inicial, se

considera que la presion es la misma en todo el dominio.

Es importante comentar que, por la naturaleza del problema, eventualmente se alcanzara
una condicién estacionaria. Por lo tanto, se consideran dos escenarios: 1) régimen
estacionario y 2) régimen transitorio. Para resolverlos, se utilizé el programa
computacional desarrollado. La malla de simulacion utilizada se muestra en la Figura
5.13; esta conformada por 30 curvas y 30 nodos por cada una de ellas, distribuidos

logaritmicamente en la direccion radial.
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Figura 5.12 Sistema analizado para el problema 5.2.1.

Tabla 5.10 Datos de entrada para el problema 5.2.1.

Variable
Radio interior

Radio exterior

valor

0.65 [ft] / 0.198 [m]

500 [£t] / 152.4 [m]

Espesor

100 [ft] / 30.48 [m]

Presion en el radio interior

7,500 [psi] / 5.17 - 107 [Pa]

Presioén en el radio exterior

8,000 [psi]/ 5.51-107° [Pa]

Presion inicial

7,500 [psi] / 5.17 - 107° [Pa]

Viscosidad

Permeabilidad

0.5 [cp]/5-107* [Pa.s]

200[md] / 1.973 - 10713 [m?]

Compresibilidad total

5-1076 [psi~1] / 7.39 - 1010 [Pa~1]

Porosidad

12%
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Malla de simulacion
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Figura 5.13 Malla generada para el problema 5.2.1.

a) Simulacion en régimen estacionario

Para ejemplificar como se construyen las matrices de rigidez y el vector fuerza para un
elemento genérico, se considera la solucion para el elemento 1368. Las coordenadas los

nodos que lo conforman se indican en la Tabla 5.11.

Tabla 5.11 Datos de los nodos que conforman al elemento 1368.

Nodo Abscisa Ordenada
708 37.13 162.71
738 46.69 165.36
739 45.018 170.33
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El procedimiento de resolucion es el siguiente:
1) Calcular el coeficiente de difusividad hidraulica, 7:

ko 1.973 - 10" °[m?]
¢p*uxc, 0.12%0.0005[Pa * s] *7.25 - 10~10[Pa~1]

= _as528|™
n= = 4528|—|.

2) Mediante la ecuacion 4.19, se calcula el area del elemento 1368:

1
A= > lx1 (2 — ¥3) + %2(y3 —y1) + x3(y1 — ¥2)1,

1
Azgs =5 |~184.5+355.7 — 119.3| = 25.97[m?].

3) Calcular la matriz de rigidez para el elemento 1368 [k134g] con la ecuacion 4.24:

2
(4.528) [’%]*9.144[m] 1305 —94 —365
[k1368] = 2 —-94 91.2 —2.86].
25.97[m?] _365 —2.86 336

4) Las matrices de rigidez de todos los elementos restantes, [k;], se determinan siguiendo
los pasos 1 a 3, explicados arriba. Posteriormente, se procede a acoplarlas para construir

la matriz de rigidez total [kr]:

12935 —2.45 0 0 0 0 1
—245 587 =245 0 0 0
0 —245 587 0 0 0
[kr] = s :
0 0 0 4.66 —1.85 0
0 0 0 —1.85 4.66 —1.85
L 0 0 0 0 —1.854 2.33

5) En la definicion del vector de incognitas, primeramente, se identifican los nodos de la
malla de simulacién que coinciden con las fronteras: nodos 1 a 30 sobre el radio interno,

y nodos 871 al 900 sobre el radio externo. A continuacion, se asigna el valor de las

84



presiones conocidas en estas fronteras, P,; = 5.17-10" [Pa] y P., = 5.51-107 [Pal],
respectivamente:

[5.17 - 1077
5.17 - 107
5.17.-107
[Pr]l=| ¢P? |[[Pa].
5.51- 107
5.51-107
[5.51 - 10-

6) Respecto al vector fuerza [F;], debido a que no hay términos fuente al interior del
dominio y que las condiciones de frontera en la direccién vertical son cerradas al flujo
(dP/dn = 0), entonces [F;] = [0]. De esta manera, el sistema de ecuaciones algebraicas

lineales asociado al problema es:
[K71[Tr] = [0].

7) Para el tratamiento de las condiciones de frontera en la matriz de rigidez, se sustituyen
por ceros todos los coeficientes de la fila correspondientes a los nodos coincidentes con
los radios interno y externo, a excepcion del término diagonal principal, el cual se
reemplaza por el valor de 1. Fuera de esos casos, se conservan los elementos calculados

previamente.

oo Rr OO0OO
OR OO O o
PO o ©Oo0oOo

oo ocor
COoCTomro
coo ROO

Es conveniente destacar que, en las filas donde se desconocen las presiones, se deben
conservan los elementos calculados luego del acoplamiento de las matrices de rigidez

por elemento. Por restricciones de espacio, se incluye una seccion representativa.

8) Finalmente, para dar solucién al sistema de ecuaciones algebraicas resultante, se

implemento el programa computacional desarrollado.
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Verificacion de resultados

Para verificar los resultados del programa, se compararon valores de presion calculados
mediante FEM y con la solucién exacta al problema de flujo de un fluido ligeramente
compresible en un medio poros en régimen estacionario (ecuacion 2.24). Los resultados
(en unidades de campo) se presentan en la Tabla 5.12 y la Figura 5.14. Como puede
observarse, existe un excelente acuerdo de la solucidon numérica con la solucidon exacta,

con un error relativo menor del 0.01%.

8000
7900

7800

7700

Presién [psi]

e S0|. Analitica ® FEM

7600

7500

0 100 200 300 400 500
Radio [ft]

Figura 5.14 Comparacion de presiones calculadas con FEM y con

la solucion analitica para el problema 5.2.1.
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Tabla 5.12 Comparacion de las presiones calculadas con FEM

y la solucion analitica para el problema 5.2.1.

. . Error
. Presion [psi] .
Radio [m] relativo
Sol. Exacta FEM [%]
0.65 7500 7500
0.82 7517.2 7517.2 1078
1.03 7534.5 7534.5 2-1078
1.29 7551.7 7551.7 3-1078
1.63 7569 7569 5-1078
2.04 7586.2 7586.2 6-10"8
2.57 7603.4 7603.4 7-1078
3.23 7620.7 7620.7 8-1078
4.07 7637.9 7637.9 9-10"8
5.11 7655.2 7655.2 1077
6.43 7672.4 7672.4 1077
8.08 7689.7 7689.7 1077
10.17 7706.9 7706.9 1077
12.78 7724.1 7724.1 1077
16.08 7741.4 7741.4 2-1077
20.22 7758.6 7758.6 2-1077
25.42 7775.9 7775.9 2-1077
31.97 7793.1 7793.1 2-1077
40.2 7810.3 7810.3 2-1077
50.56 7827.6 7827.6 2:-1077
63.58 7844.8 7844.8 2-1077
79.95 7862.1 7862.1 2-1077
100.54 7879.3 7879.3 2-1077
126.43 7896.6 7896.6 2-1077
158.99 7913.8 7913.8 2-1077
199.94 7931 7931 2-1077
251.43 7948.3 7948.3 2-1077
316.18 7965.5 7965.5 1077
397.6 7982.8 7982.8 8-1078
500 8000 8000




b) Simulacién en régimen transitorio

El procedimiento de resolucion es el siguiente:

1) La matriz de rigidez total, [k;], del problema es la misma que la del caso estacionario.
Por lo que deberan seguirse los pasos 1 a 4 del inciso a) del problema 5.2.1.

2) A continuacion, se procede a construir la matriz de capacitancia total, [C;]. Para

ejemplificar, se calcula la matriz de capacitancia para el elemento 1368, [C136g]:

12 11
[c1368l =<1 2 1

1 1 2

3) Tras generar las matrices de capacitancia individuales de cada elemento, [(;], se

procede a acoplarlas para obtener la matriz de capacitancia total [Cy]:

[9.1-107> 4.5-107° 0 0 0 0
45-107° 4.1-107* 45-107° 0 0 0
0 45-107° 1.82-107* 0 0 0
[CT] = : :
0 0 0 85.71 21.42 0
0 0 0 21.42 153.86 21.42
0 0 0 0 2142 42.85/

4) Posteriormente, se construye el sistema de ecuaciones algebraicas lineales asociado

al problema, de acuerdo con la ecuacion 4.32:

[A][P(ti+)] = [CrI[P(t)] + [Fr(t)]At,
donde

[A] = [[CT] + [kr] At] .

Cabe destacar que, debido a que no hay términos fuente en el dominio y a que se
consideran fronteras cerradas al flujo, el vector de fuerzas [F;] es nulo. Por otra parte, el

paso de tiempo se establecié en At = 40s.
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5) En el sistema de ecuaciones previo, se presentan dos vectores de presiones: [P(t;)]
corresponde a las presiones conocidas, y [P(t;,,)] al vector de presiones futuras. Al
respecto, en los nodos que coinciden con los radios interior y exterior se les asignan los
valores de presion en las fronteras, P,; = 7500 [psi] y B.. = 8000[psi], respectivamente.
Para el vector [P(t;)], se asigna el valor de presion inicial, Piy;ciq = 7500 [psi], en las
posiciones correspondientes a los nodos internos del dominio; en el caso del vector

[P(t;+1)], en esas posiciones se tendran las incégnitas del problema. De esta manera,

se tiene que:
[5.17 - 1077 [5.17 - 1077
5.17 - 107 5.17 - 10’
517 - 107 517 - 107
[P(t)] =|5.17-107|[Pa] y [P(tir)]=| ¢P? |[Pa].
5.51- 107 5.51-107
5.51- 107 5.51- 107
[5.51-107- [5.51 - 107-

6) Para el tratamiento de las condiciones de frontera en las matrices [C;] y [4], se
procede como se discutié en el paso 7 del escenario estacionario. Como ejemplo, para

la matriz [4], se tiene que:

1 0 0 0 0 01
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[A] = : :
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
L0 0 0 0 0 1-

Los coeficientes de las matrices [C;] y [A] correspondientes a los nodos internos no se

ven afectados por este tratamiento. No se muestran por cuestiones de espacio.

7) A continuacion, se procede a resolver el sistema de ecuaciones algebraicas lineales
asociado del problema. Para tal efecto, se utilizo el programa computacional

desarrollado. Ahora bien, con los valores calculados de [P(t;,,)], se procede a avanzar
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en un nuevo paso de tiempo; previamente, el vector [P(t;)] debe actualizarse con los

datos recién calculados en los nodos internos.

8) El proceso descrito se repite hasta alcanzar un perfil de presiones estacionario o
cuando se alcanza el tiempo total de simulacion establecido. Los resultados obtenidos
se presentan en la Tabla 5.13, y en las Figuras 5.15 y 5.16. De acuerdo con la
simulacion, el sistema evoluciona a una condicion estacionaria después de

aproximadamente 87 minutos.

Verificacion de resultados

En la Figura 5.15 se muestran perfiles de presion calculados en la direccion radial a
diferentes tiempos. Como puede observarse, todos convergen correctamente a los
valores de presion establecidos como condiciones de frontera. Por otra parte, al
comparar el perfil de presién calculado a 87 min (Tabla 5.13), contra el obtenido con la
solucion analitica correspondiente a flujo en régimen estacionario (ver Tabla 5.12), se
concluye que el programa reproduce correctamente la condicidon estacionaria.
Finalmente, los mapas de contorno (Figura 5.15) permiten identificar que el programa

captura correctamente la propagacién de la presion en la direccion radial.

Presion[psi]
~J
~J
[=]
[==]

~J]
@
[=]
[=]

7500

Perfiles de presion cada 0.5 minutos

7400
0 100 200 300 400 500

Radio[ft]

Figura 5.15 Evolucién temporal de los perfiles de presion para el gjercicio 5.2.1.
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Tabla 5.13 Perfiles de presion a distintos tiempos para el problema 5.2.1

Presion[psi]

Radios
[ft]
0.65 7500 7500.0 = 7500.0 | 7500.0 | 7500.0 7500.0
0.82 7500 7501.3 7507.3 7513.5 7516.7 7517.2
1.08 7500 7502.5 7514.5 7526.9 7533.4 7534.5
1.29 7500 7503.8 7521.8 7540.4 7550.2 7551.7
1.63 7500 7505.1 7529.1 7553.9 7566.9 7569.0
2.04 7500 7506.3 7536.3 7567.4 7583.6 7586.2
2.57 7500 7507.6 | 7543.6 @ 7580.8 | 7600.3 | 7603.4
3.23 7500 7508.9 7550.8 7594.3 7617.0 7620.7
4.07 7500 7510.1 7558.1 7607.8 7633.8 7637.9
5.11 7500 7511.4 7565.4 7621.2 7650.5 7655.2
6.43 7500 7512.7 7572.6 7634.7 7667.2 7672.4
8.08 7500 7514.0 7579.9 7648.2 7683.9 7689.7
10.17 7500 7515.2 7587.2 7661.7 7700.6 7706.9
12.78 7500 7516.5 7594.5 7675.2 7717.4 7724.1
16.08 7500 7517.9 7601.9 7688.7 7734.1 7741.4
20.22 7500 7519.2 7609.2 7702.2 7750.8 7758.6
25.42 7500 7520.7 7616.7 7715.7 7767.5 7775.9
31.97 7500 7522.2 7624.3 7729.4 7784.3 7793.1
40.20 7500 7524.0 @ 7632.2 | 7743.1 | 7801.0 7810.3
50.56 7500 7526.1 7640.5 7757.0 7817.8 7827.6
63.58 7500 7528.8 7649.5 7771.1 7834.6 7844.8
79.95 7500 7532.5 7659.6 7785.7 7851.5 7862.1
100.54 7500 7538.0 @ 7671.6 | 7801.1 | 7868.5 7879.3
126.43 7500 7546.5 7686.6 7817.7 7885.6 7896.6
158.99 7500 7560.5 | 7706.6 | 7836.2 | 7903.1 7913.8
199.94 7500 7584.5 7734.3 7857.6 7920.9 7931.0
251.43 7500 7626.9 7773.7 7883.5 7939.3 7948.3
316.18 7500 7701.5 7829.6 7915.5 7958.6 7965.5
397.60 7500 7825.4 | 7906.0 | 7954.7 | 7978.9 | 7982.8
500.00 8000 8000.0 8000.0 8000.0 8000.0 8000.0

*Solucion luego de alcanzar una condicidn en régimen estacionario.
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Evolucién del campo de presion
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Figura 5.16 Mapas de contorno con la distribucion de la presion en el sistema a

diferentes tiempos para el problema 5.2.1.



5.2.2 Flujo de un fluido en un medio poroso 2D, con condiciones de frontera

Neumann-Dirichlet

El sistema analizado es el mismo del problema 5.2.1, con la diferencia de que aqui se
establece una condicion de frontera tipo Neumann en el radio interno del sistema, como

se muestra en la Figura 5.17.

Figura 5.17 Sistema analizado para el problema 5.2.2.

Considerando la naturaleza del fendmeno y las condiciones de frontera establecidas,
observar que el sistema alcanzara un régimen de flujo estacionario. De esta manera, se

simularan dos escenarios: 1) régimen estacionario y 2) régimen transitorio.

Con relacién a la condicion de frontera tipo Neumann del problema, el flujo volumétrico
(gasto volumétrico por unidad de area transversal al flujo) se establecid en q" =
1,722 [m/s]; este valor se calcul6 en funcién de las condiciones de frontera establecidas
en el problema 5.2.1. Esto con la finalidad de verificar que la simulacion transitoria
reproduzca aquella condicion estacionaria, de tal manera que la presién en el radio
interno resulte en un valor aproximado de P,; = 5.17-107 [Pa] (7,500 [psi]). Como

condicion inicial, la presidn se establecio en Pj,;iq; = 5.51 107 [Pa] (8,000 [psi]).
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a) Simulacion en régimen estacionario

De manera analoga que en el gjercicio 5.2.1, se ejemplificara el desarrollo de la matriz
de rigidez para un elemento genérico al interior del dominio. Se considera el elemento

23, cuyas coordenadas x-y se indican en la Tabla 5.14.

Tabla 5.14 Datos de los nodos que conforma al elemento 23.

Nodo Abscisa Ordenada
24 0.268 —0.825
13 0.128 —0.394
12 4.56-107° —0.414

El procedimiento es el siguiente:

1) El area del elemento 23 se determina con base en la ecuacion 4.19, de tal forma que:
1
A= > lx1 (2 = ¥3) + x2(y3 — ¥1) + x3(y1 — ¥2)I,

1 -6 2
A=3 |0.00536 + 0.0526 — 1.9 - 10~°| = 0.0289[m?].

2) A partir de la ecuacion 4.24, se procede a calcular la matriz de rigidez del elemento

23, [ko3]. Para tal efecto, el coeficiente de difusividad hidraulica se calculé en el problema

5.2.1 como n = 4.528 [mTZ] . Por lo tanto, se tiene que:

2
4,528 [mT] *30.48[m] 0.0167 —-0.026 0.0092
[k34] =

—0.026 02407 —0.214].
2
0.0289[m?] 0.0092 —0214 0205

3) Siguiendo los pasos 1 y 2, se calculan las matrices de rigidez para el resto de los
elementos del dominio, [k;], y se procede a su acoplamiento. Como resultado, se obtiene

que la matriz de rigidez total, [kr], es:
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r 267.58 —233.07 0 0 0 0
—-233.07 535.16 —233.07 -- 0 0 0
0 —233.07 535.16 0 0 0
k] = : :
0 0 0 255.75 —93.36 0
0 0 0 -+ —=93.36 255.75 -—-93.36
0 0 0 0 —93.36 127.87-

4) Considerando la condicion de frontera tipo Neumann del problema, se procede a
calcular el vector fuerza. Para tal efecto, debe asignarse el flujo volumétrico en las
posiciones correspondientes a los nodos que coinciden con el radio interno. A modo de
ejemplo, a continuacién, se muestra como se construye el vector fuerza para el elemento

1, [F,], cuyos nodos con sus respectivas coordenadas se presentan en la Tabla 5.15.
Tabla 5.15 Datos de los nodos que conforma al elemento 1.

Nodo Abscisa Ordenada

11 0.175 152.30
2 2.142-1072 152.20
1 2.183-107° 152.20

Para el elemento 1, los nodos que coinciden con la frontera con flujo volumétrico son el
1y 2. Por lo tanto, antes de construir el vector fuerza, se procede a calcular la longitud

de la arista respectiva mediante la ecuacion 4.25; de esta manera:

lyon1 = J|(2.142 1072 - 2.183 - 107°)2 + (152.20 — 152.20)%| = 6.88 - 107%[m]

por lo que:

[Fi] = —

1722.3[%]*6.8840—2[ ] * 30.48[m [
2

F11
181 103 [—
—-1.81-10°
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5) El paso 4 se replica para el resto de los elementos cuyos nodos coinciden con el radio
interno del sistema. Posteriormente, se procede al acoplamiento de los vectores fuerza

por elemento, obteniéndose el vector fuerza total, [Fr]:

—1.81 - 1037
—3.61-10°
—3.61- 103

0
0
0

6) Para construir el vector de presiones, en las posiciones correspondientes a los nodos
coincidentes con el radio externo, esto es del 91 al 100, se sustituyen los valores de

presion conocidos en la frontera, 5.51 - 107. Por lo tanto:

LP?
LP?
LP?

; [Pa] .
5.51-107
5.51-107
[5.51 - 10"

7) Por otra parte, considerando la condicion de frontera tipo Dirichlet en el radio externo,
se procede a modificar la matriz de rigidez en las filas correspondientes a los nodos que
coinciden con éste. Por lo tanto, todos los coeficientes en esas filas se hacen cero,

excepto los de la diagonal principal, los cuales toman el valor de uno. De esta manera,

se tiene que:
[ 267.58 —233.07 0 0 0 0
—233.07 535.16 —233.07 0 0 0
0 —233.07 535.16 0 0 0
lkr] = : :
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
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8) Finalmente, se obtiene el sistema de ecuaciones algebraicas lineales para

problema:

[ 267.58 —233.07 0
—233.07 535.16 —233.07
0 —233.07 535.16
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Verificacion de resultados

Con el objetivo de validar los resultados del programa desarrollado, primeramente, se

[KT][PT] = [FT] ’

S O o O o

= o o o o o

(P.?
(P?
LP?

5.51- 107
5.51-107

-3.61

[5.51- 1074

[—1.81 -

1037
-103
—3.61 .

103

el

obtuvo la solucion exacta para el flujo de un fluido ligeramente compresible en régimen

estacionario, en coordenadas radiales (ecuacion 2.24). Posteriormente, se comparo el

perfil de presion obtenido mediante la simulacion con FEM, contra la solucién exacta.

Los resultados se presentan en la Tabla 5.16 y la Figura 5.18. Como puede observarse,

el error relativo en el calculo numérico de las presiones es menor al 0.6%. La presion

calculada en el radio interno fue de 7545 [psi], la cual es muy cercana al valor esperado

de 7500 [psi]. De esta manera, se concluye que el programa computacional calcula bien

los campos de presion en régimen estacionario con condiciones de frontera Neumann-

Dirichlet.
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Tabla 5.16 Comparacion de las presiones calculadas con FEM

y la solucion analitica para el problema 5.2.2.

Radios [ft] relativo |
e
0.65 7500 7545.45 6.1- 1071
1.36 7555.6 7596 1.9-1073
2.85 7611.1 7646.54 4.7-1071
5.96 7666.7 7697.09 9.7-107°>
12.46 7722.2 774764 = 3.3-107!
26.08 7777.8 7798.18 1.5-107°
54.57 7833.3 7848.73 2.0-1071
114.19 7888.9 7899.25 1.5-107°
238.94 7944.4 7949.71 6.6- 1072
500 8000 8000

8000

7900

~
[o]
o
o

7700

Presién[psi]

7600

7500

0 100

200

e S0l. Analitica

@® Sol. FEM

300

Radio[ft]

400 500

Figura 5.18 Comparacion de las presiones calculadas con FEM

y con la solucién analitica para el problema 5.2.2.
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b) Simulacién en régimen transitorio:

El procedimiento es el siguiente:

1) La matriz de rigidez total se construye siguiendo los pasos 1 a 3 del inciso a) del

problema 5.2.2.

2) A continuacion, se procede a calcular la matriz de capacitancia por elemento, [C;].

Como ejemplo, para el elemento 23, se tiene que:

2 1 1
[623]=_1 2 11,
1201 1 »

3) Después de calcular las matrices de capacitancia de todos los elementos, se procede

a su acoplamiento. De esta manera, la matriz de capacitancia total, [C;], queda como:

[9.107 -10™°> 5.67-107° 0 0 0 0
5.67-10"> 7.02-10"* 5.67-107° 0 0 0
0 5.67-107> 2.27-107* 0 0 0
[CT]_ : :
0 0 0 64.21 16.054 0
0 0 0 16.054 94.90 16.054
0 0 0 0 16.054 32.1094

4) En cuanto a la construccién de los vectores fuerza por elemento, estos se construyen
como se describid en los pasos 4 y 5 del inciso a) de problema 5.2.2. Por lo tanto, el

vector fuerza total es [Fr|:

—3.61

0
0
0

'—1.81 -
103
~3.61-

103

103
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5) Para la construccion de los vectores de presion a los tiempos t; y t;,;, €n ambos se
sustituye el valor establecido como condicion de frontera en el radio externo, B., =
5.51-107[Pa] (8,000 [psi]). Por otra parte, en el primer paso de tiempo, se sustituye el
valor de presion inicial, Pj,;.iq = 5.51- 107 [Pa] en el resto de los elementos del vector
P(t;). En el caso del vector P(t;;,), los elementos restantes constituyen las incognitas

del problema. De esta manera, se tiene que:

5.51 - 107] [ P?
5.51-107 Py
5.51.- 107 (P?

[P(t;)] =|5.51-107|[Pa] y [P(tiv D] =| ;P2 |[Pal.
5.51- 10; 551 - 107
5.51-10 5.51 - 107
L5.51 - 107— 551 - 107_

6) De acuerdo con la ecuacion 4.32, el sistema de ecuaciones algebraicas lineales

correspondiente al sistema analizado es:

[A] [P(tis+1)] = [CP[P(t)] + [Fr] At,
donde

[A] = [[CT] + [kr] At] .
El paso de tiempo se establecié en la simulacién en At = 1.4 [min].

7) Antes de resolver el sistema de ecuaciones algebraicas lineales anterior, es necesario
modificar las matrices [A] y de capacitancia [C;], por el efecto de la condicidn de frontera
tipo Dirichlet en el radio externo. Para tal efecto, todos los coeficientes de las filas
correspondientes a los nodos coincidentes con el radio externo se hacen cero, excepto
los que estan en la diagonal principal, los cuales se sustituyen por un valor unitario. Por

ejemplo, en el caso de la matriz de capacitancia total, [C.], ésta queda como:
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[9.107 - 10> 5.67-107° 0 0 0 01
567-10"> 7.02-10"* 5.67-10° 0 0 0
0 567-10"%> 2.27-107% 0 0 0

[CT] = : .
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1-

Es conveniente resaltar que el resto de los coeficientes calculados para las matrices [A]

y [Cr] se conservan sin modificacion. La matriz se trunca por razones de espacio.

8) Después de resolver el sistema de ecuaciones lineales para el vector P(t;,,) en el
primer paso de tiempo, se procede a actualizar el vector P(t;) con base en los valores
calculados en las posiciones correspondientes a los nodos internos del sistema. Asi, esta
secuencia de pasos se repite hasta alcanzar una condicion estacionaria o el tiempo total

de la simulacioén.

Los perfiles de presiéon en la direccién radial que se obtuvieron con el programa
computacional desarrollado se presentan en las Tablas 5.17 y 5.18, y la Figura 5.19. La
evolucion temporal del campo de presiones se puede visualizar en los mapas de
contorno mostrados en la Figura 5.20. De acuerdo con los resultados obtenidos, se
determind que el sistema se establece en una condicién de régimen estacionario luego

de aproximadamente 90 minutos.

Verificacion de resultados

Para verificar los resultados de la simulacion transitoria, se comparé el perfil de presion
obtenido a los 90 minutos contra la solucion analitica del problema en régimen
estacionario; como puede observarse en la Tabla 5.18, el error relativo en el calculo
numérico del perfil de la presion en la direccion radial es menor de 0.5%. En el caso de
la presién calculada en el radio interno, P,; = 7529 [psi], cabe resaltar que es bastante

proxima al valor esperado de P,; = 7500 [psi].
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Continuando con la verificacién de los resultados, en la Figura 5.19 se observa que los

perfiles de presion convergen correctamente a los valores establecidos como

condiciones de frontera. Por otra parte, en los mapas de contorno de la Figura 5.20, se

verifica que el programa computacional captura correctamente la evolucién temporal del

campo de presion en el sistema.

Por lo tanto, con base en lo expuesto anteriormente, puede concluirse que los resultados

del programa computacional para resolver los problemas planteados para el flujo de un

fluido ligeramente compresible en un medio poroso 2D, mediante la aplicacion del

método de elemento finito, son correctos.

Tabla 5.17 Perfiles de presion a distintos tiempos para el ejercicio 5.2.2.

54.569
114.188
238.944

500

7862.00
7909.75
7952.30
7983.57
7998.06
8000.16
8000

Presion [psi]

7600.43
7650.98
7701.53
7752.06
7802.55
7852.85
7902.39
7948.95
7985.58
8000

7575.91
7626.46
7677.00
7727.54
7778.06
7828.49
7878.54
7927.07
7970.23
8000

7559.12
7609.66
7660.21
7710.75
7761.29
7811.78
7862.10
7911.74
7958.93
8000

7529.24
7581.58
7633.92
7686.26
7738.60
7790.94
7843.28
7895.60
7947.87
8000.00

*Solucion luego de alcanzar una condicién en régimen estacionario.
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Tabla 5.18 Verificacion del perfil de presion a 90 min.

Presion [psi]

Sol. | FEM FEM | Error
Radio [ft] o
. . Transitorio .
exacta Estacionario . (S EL)
a90 min
[%]
0.2 7500 7545.45 7529.24 0.39
0.26 7555.6 7596 7581.58 0.34
0.35 7611.1 7646.54 7633.92 0.3
0.46 7666.7 7697.09 7686.26 0.26
0.61 7722.2 7747.64 7738.6 0.21
0.81 7777.8 7798.18 7790.94 0.17
1.07 7833.3 7848.73 7843.28 0.13
1.41 7888.9 7899.25 7895.6 0.08
1.87 7944.4 7949.71 7947.87 0.04
2.47 8000 8000 8000

*Solucion luego de alcanzar una condicion en régimen estacionario.

8000

7900

7800

7700

Presion [psi]

7600

Perfiles de presion cada 1.4 minutos

7500
0 100 200 300 400 500

Radio [ft]

Figura 5.19 Evolucién temporal de los perfiles de presion para el ejercicio 5.2.2.
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Evoluciéon del campo de presiones

0 min 3 min
7975.4 7975.4
400 400 1
7925.8 7925.8
7876.3
7876.3
200 A 200 -
7826.7 7826.7
f =
N 177718 ' 7777.1%
i 0 4
77275 © £
. 77215
7678.0
-200 A
200 7678.0
7628.4
7628.4
-400 - 7578.8
—400 - 7578.8
7529.2
0 200 400 ! ! 7529.2
0 200 400
10 min 90 min
7975.4 7975.4
400 A 400
7925.8 7925.8
7876.3 7876.3
200 - 200
7826.7 7826.7
c
, ' 7777.1 0 77718
g
77215 77215 =
200 4 7678.0 | —200 7678.0
7628.4 76284
400 - 7578.8 | —400 rres
[ | ! 7529.2
| | 7529.2
0 200 400 0 00 A0

Figura 5.20 Mapas de contorno con la distribucién de la presion en el sistema a

diferentes tiempos para el problema 5.2.2.
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Conclusiones y recomendaciones

Conclusiones

1.

Se revisaron y documentaron los fundamentos de los temas siguientes:

a)

b)

Flujo de fluidos en medios porosos. Se presentd la deduccion de la ecuacion de
difusividad hidraulica en medios porosos, a partir de un balance de materia y la
ley de Darcy. Se discutio su linealizacién en el caso de un fluido ligeramente
compresible, incluyendo una solucion analitica para flujo en régimen

estacionario.

Conduccién de calor. Se describieron los modos de transferencia de calor y sus
leyes fenomenologicas. Se desarrollaron las ecuaciones de balance de energia
y de difusividad térmica para analizar la propagacién del calor en un medio saélido.
Se presentd la solucion analitica para la conduccion de calor en régimen

estacionario.

Método de elemento finito. Se ejemplific6 como aproximar la soluciéon de una
ecuacion diferencial ordinaria mediante funciones de interpolacion con
informacion en puntos discretos del dominio. Se abordo la formulacién integral
de la ecuacion diferencial y se describié el método de Galerkin. Se mencionaron
los tipos de mallas numéricas y se explic6 cdmo se construyen la matriz de
rigidez y el vector de fuerza para elementos finitos triangulares. Se mencionaron
los esquemas explicito e implicito para problemas que dependen del tiempo.
Cabe destacar que las mallas de elementos triangulares en FEM, a diferencia de
las mallas ortogonales caracteristicas del método de diferencias finitas, permiten

una mejor representacion de sistemas con geometrias irregulares.

2. Se describié detalladamente el procedimiento de resolucidén de diversos problemas

de conduccion de calor y de flujo de fluidos en medios porosos, mediante el método

de elemento finito. Se consideraron problemas en una y dos dimensiones, en
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4.

régimen estacionario y régimen transitorio, y con diversas combinaciones de

condiciones de frontera (tipos Dirichlet y Neumann).

Se desarrollé un programa computacional en macros de VB de Excel para resolver
diversos problemas de conduccion de calor y de flujo de fluidos en medios porosos,
mediante el método de elemento finito. Entre las caracteristicas principales del

programa, pueden mencionarse:

a) Genera una malla de simulacion 2D con elementos finitos triangulares, con
nodos distribuidos logaritmicamente en la direccion radial.

b) Cuenta con funcionalidades para calcular de manera automatica las matrices de
rigidez y de capacitancia, asi como los vectores de fuerza y de incognitas,
considerando las condiciones de frontera e inicial, segun corresponda.

c) Resuelve el sistema de ecuaciones algebraicas lineales mediante un método
directo de eliminacion.

d) Utiliza un esquema implicito para resolver problemas en régimen transitorio.

Adicionalmente, se desarrollé cdédigo computacional en Python para visualizar los

resultados de las simulaciones en régimen transitorio mediante mapas de contorno.

Los resultados del programa computacional se verificaron exitosamente
comparandolos con las soluciones analiticas en régimen estacionario para los

problemas planteados.

Recomendaciones

1.

Extender los alcances del presente trabajo, considerando la resolucién de problemas
de flujo de calor y de flujo en medios porosos en 3D, en condiciones estacionarias y

transitorias, utilizando tetraedros como elementos finitos.

Investigar la implementacion del FEM para modelar celdas de conveccion en medios
porosos, lo cual requiere el acoplamiento y resolucién simultanea de las ecuaciones

de energia y de difusividad hidraulica, considerando en esta ultima la componente
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gravitacional. Para tal efecto, convendria explorar la aplicacion de la aproximacion
de Boussinesq, ampliamente utilizada en herramientas de la mecanica de fluidos

computacional.

Investigar el modelado computacional de los sistemas de drene gravitacional asistido
con vapor, SAGD, lo cual demanda una compresion profunda de los complejos

procesos fisicos de transferencia de calor y de flujo multifasico en medios porosos.
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