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1. Resumen

Simulacién numérica de plasma en la salida de un canal de descarga rectangular de un propulsor

de efecto Hall mediante el método Particle-in-Cell.

El presente trabajo desarrolla una simulacion numérica de plasma aplicada a un propulsor de efecto
Hall con canal de descarga de geometria rectangular utilizando el método Particle-in-Cell (PIC).
El objetivo principal es validar la implementacién numérica, comparando resultados obtenidos
con datos experimentales reportados en la literatura. Se analizan pardmetros de desempefio como
el empuje, el flujo masico y la distribucion del potencial eléctrico, corroborando la fidelidad del
modelo. Adicionalmente, se examina el comportamiento del fluido mediante un analisis de vortici-
dad en la zona de salida del canal de descarga, lo cual permite caracterizar la dindmica del plasma
y demostrar la reduccion de ruido numérico al utilizar la B-Spline modificada en estructuras con-

formes.

Abstract

Numerical plasma simulation at the exit of a rectangular discharge channel of a Hall effect

thruster using the Particle-in-Cell method.

This work develops a numerical plasma simulation applied to a Hall effect thruster with a rectangu-
lar discharge channel geometry, utilizing the Particle-in-Cell (PIC) method. The primary objective
is to validate the numerical implementation by comparing the obtained results with experimental
data reported in the literature. Performance parameters, such as thrust, mass flow rate, and elec-
tric potential distribution, are analyzed, corroborating the model’s fidelity. Furthermore, the fluid
behavior is examined through a vorticity analysis at the discharge channel exit zone, allowing for
the characterization of plasma dynamics and demonstrating the reduction of numerical noise when

utilizing the modified B-Spline within conformal structures.
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2.

2.1.

Objetivos

Objetivo General

Simular la dinamica del plasma en la salida de un canal de descarga con geometria rectangular de

un propulsor de efecto Hall, implementando el método Particle-in-Cell (PIC) con B-Spline modi-

ficada, con la finalidad de validar el modelo numérico comparando las variables fisicas obtenidas

frente a datos experimentales reportados en la literatura.

2.2,

Objetivos Particulares

Identificar los parametros de disefio y las caracteristicas fisicas de un propulsor de efecto

Hall para su correcta definicion dentro del codigo.

Definir las condiciones de frontera y los pardmetros de operacion iniciales que representen
la geometria rectangular del canal de descarga.

Obtener las variables de desempeio del propulsor, como el empuje, el flujo masico, el impul-
so especifico y la distribucion de potencial eléctrico, a partir de la evolucion de las particulas

en la simulacion.

Validar el modelo, comparando los resultados obtenidos con datos experimentales y tedri-
cos reportados en la literatura para propulsores de caracteristicas similares, determinando el

porcentaje de error a comparacion del método desarrollado.
Analizar el flujo de plasma en la salida del canal mediante los resultados obtenidos.

Integrar el algoritmo para el cdlculo de vorticidad dentro del método numérico Particle-in-
Cell para validar un menor ruido en las estructuras conformes al utilizar la B-Spline modifi-

cada.
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3. Introduccion

3.1. Estado del Arte

Aunque los conceptos de propulsion eléctrica han sido estudiados desde el siglo XX debido a su
potencial para aplicaciones espaciales [1], su desarrollo se ha centrado en la optimizacién de la
eficiencia y el desempeno. Sin embargo, este avance se ha centrado en pruebas empiricas. Si bien
este enfoque valida la operatividad de los disefios, esto deja rezagos en la comprension de la fisica
de su funcionamiento. Como menciona Goebel, “la comprensién fundamental de cémo operan los
propulsores ha quedado rezagada respecto a los avances tecnoldgicos y a la aplicacién de motores

eléctricos en el espacio” [2].

La propulsién eléctrica tiene como propdsito maximizar el impulso especifico, incrementando la
velocidad de salida del plasma y reduciendo asi el propelente necesario [2] y los costos operativos
de la mision. Este proceso depende de la eficiencia de ionizacion a través del impacto de electrones
con atomos neutros de Xenodn. Esto hace que el desafio principal radique en disefiar sistemas

capaces de optimizar la tasa de estas colisiones y expulsar de manera eficiente el plasma resultante.

De este modo, tres parametros de desempeno que rigen el disefio y andlisis de los sistemas de

propulsion eléctrica son los siguientes [3]:

= Empuje (7'): Representa la fuerza de reaccion generada por el sistema. Para propulsores
eléctricos, donde el término de presion suele ser despreciable, se define como el producto

del flujo masico de propelente y su velocidad de escape efectiva. Su expresion general es:
T = mu,

Donde 7 es el gasto mésico y u, es la velocidad de salida del chorro de plasma.

= Impulso Especifico (,,): Es una medida de la eficiencia en el uso del propelente. Relaciona

la velocidad de escape con la aceleracion de la gravedad estandar (gg). Se define como:

U
Iy =—
T g
Donde g, se considera tipicamente como la constante estdndar 9.80665 [m/s?| para norma-

lizar el valor en segundos, independientemente de la ubicacion del vehiculo.

» Eficiencia Total (n7): Menciona la conversién de energia eléctrica en energia cinética. Se

define como la relacion entre la potencia del canal de descarga (P;.;) y la potencia eléctrica
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total suministrada al sistema (,):

Pjet o Tue
Pin B 2Pm

nr =

Los motores de propulsion eléctrica presentan rangos de operacién de potencia desde los cientos a
los miles de Watts, con impulsos especificos de miles de segundos, a cambio de generar empujes
de fracciones de Newton [8]. Para optimizar este rendimiento, se ocupan gases inertes como el
Xenon (Xe), cuya alta masa atdmica y bajo potencial de ionizacién apoyan a la generacion de
empuje. Estas caracteristicas hacen que la propulsion eléctrica sea una solucion para sistemas de

exploracion espacial de masa pequeiia.

El primer registro que se tiene del avance en propulsion eléctrica viene por R.H. Goddard en
1906, observo que una descarga eléctrica en un tubo lleno de gas cargado positivamente, genera-
ba velocidades altas manteniendo la temperatura del tubo baja, creando un estudio denominado
”High-velocity streams of negative and positive particles” [9].

En 1896 Tsiolkovsky proporciond la equacidn ideal del cohete para la propulsion, denotando las
limitaciones del propelente para la exploracion espacial, llegando a proponer hidrégeno liquido
como un sustituto. En 1912, Hermann Orberth trabajé en un primer disefio de un cohete basado
en hidrégeno liquido, sin llegar a mas que un concepto tedrico. No fue hasta 1930 que empezd
a existir un desarrollo en estas tecnologias, con Herbert Radd proponiendo particulas aceleradas
eléctricamente para ahorrar el uso de combustible. Poco después se relacioné la ecuacion de Eins-
tein £ = mc? como un primer acercamiento a la idea de que la masa del propelente podria ser
convertida en energia cinética para posteriormente transformarla en empuje. [13]

En 1953, E. Saenger [9] derivé multiples férmulas para cualquier sistema cohete, y con ello se
encontraron relaciones para aquellos basados en sistemas ionizados, obteniendo que este tipo de
motores contaria con empuje muy limitado, cuestionando el uso de este tipo de motores en la indus-
tria. Pero poco después, en el mismo afio, H.S. Tsein encontr6 que no se necesita una aceleracion
grande para poder cambiar la trayectoria de un cohete, notando nuevamente la importancia de este
tipo de sistemas de propulsion.

En 1957, los estudios que se tenian anteriormente detallaban solamente la factibilidad de disefio
de este tipo de propulsion, llamando la atencidn de distintas organizaciones y grupos de ingenieros
que decidieron desarrollar distintos tipos de motores de propulsion eléctrica, lo que dio paso final-

mente a la implementacién de estas tecnologias. [13]

En conjunto, se desarrollaron distintos tipos de motores de propulsion eléctrica, clasificandose
segtin la forma en que se genera la aceleracion de particulas para generar empuje: electrotérmicos,

electrostaticos y electromagnéticos. Ejemplos de estos tipos de motores involucran:
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= Resistojet: Propulsor electrotérmico que incrementa la temperatura del propelente mediante

transferencia de calor, utilizando un elemento resistivo o intercambiador de calor.

= Arcjet: Motor electrotérmico en el cual el flujo de gas es calentado al atravesar un arco
eléctrico de alta intensidad sostenido entre dos electrodos, logrando velocidades de salida

superiores a las de un resistojet.

= Propulsor Ionico: Motor electrostatico que ioniza el gas neutro y acelera los iones positivos

mediante la interaccién con un campo eléctrico estatico.

El motor de efecto Hall basa su funcionamiento en la interaccién entre una corriente eléctrica y
un campo magnético perpendicular, lo cual induce un campo eléctrico transversal que acelera los
iones a altas velocidades. Si bien su eficiencia suele ser menor a la de otros propulsores eléctricos
como los motores 16nicos, este motor genera un empuje significativamente mayor ante una misma
potencia eléctrica. Esta relacion, ademds de su geometria anular, resulta en un dispositivo que

simplifica su estudio, operacién y hace que su manufactura sea mucho mds accesible [10].

Un motor de efecto Hall consiste en tres componentes principales: un canal de salida fabricado
generalmente de un material ceramico, un dnodo metélico y un cdtodo. Se aplica un voltaje entre
el dnodo y el catodo, creando un campo eléctrico.

Se tiene ademds electroimanes en el sistema, lo que hace que se generen campos magnéticos per-
pendiculares al campo eléctrico ya establecido. Esto hace que los electrones no puedan completar
el circuito de dnodo a cdtodo, ya que van a tender a circular alrededor del campo magnético.

De igual forma, se inyecta mediante el 4nodo el gas inerte (Xenodn), a través de esta “nube de elec-
trones”. Cuando el gas colisiona con un electron dentro de nuestra nube, el &tomo se separa en dos
partes: un electron que se incorpora nuevamente a esta nube, y la misma particula cargada positi-
vamente. Esta colision genera energia cinética, haciendo que la velocidad del ion creado aumente,
y dirigiendo esta particula es como podemos generar empuje en nuestro motor. A continuacion se
presenta una imagen recuperada de [11] que denota visualmente el funcionamiento de un motor de
efecto Hall.

10
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Figura 1: Funcionamiento de un motor de efecto Hall donde un campo magnético permite la cir-
culacion de electrones dentro del canal de descarga, mientras que se inyectan particulas de Xen6n
que, al momento de colisionar con dichos electrones, aumentan su energia cinética generando em-

puje.

3.2. Importancia del estudio

Una de las complicaciones en el estudio de los motores de efecto Hall radica en las colisiones entre
las particulas de Xenon y los electrones. Cada vez que una particula de Xenon colisiona con un
electrdn, este ultimo pierde momento, lo que hace que se acerque mds al &nodo. Asi, los electrones
pueden completar el circuito catodo-dnodo, haciendo que el motor pierda eficiencia.

Debido a la naturaleza aleatoria y microscopica de estos eventos, un andlisis de fluidos convencio-
nal resulta insuficiente. Por ende, un enfoque cinético que estudie el sistema como un conjunto de
elementos discretos, analizando las interacciones individuales de cada particula es propuesto.
Considerando una cantidad n de particulas. Cada una de ellas se encuentra aplicando n — 1 fuerzas
al resto, teniendo un total de n(n — 1) fuerzas en el sistema. La Figura 2 muestra un ejemplo de la
interaccion de fuerzas entre cuatro particulas.

Partiendo de la segunda ley de Newton:

du
dt

Donde F; es representado mediante la fuerza de Coulomb para un campo electromagnético:

F, = ¢(E x u;B) (3.2)

11
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G o~ 7T n X G X (F = T)
Fi=—= s + T U X p——————" 3.3
e ; I |75 — Tal?  4Ameqc? nzz:l q |75 — T3 (3-3)
Donde:

= ¢, qn: cargas eléctricas

= 77, 7, posiciones de las particulas

U;, Up: velocidades

€p: permitividad del vacio

c: velocidad de la luz

Se observa que si se quisiera analizar un mol (6 x 10?%) de particulas, se requerirfa realizar esta

ecuacion 6 x 10%3(6 x 10%* — 1) veces, lo cual implica un tiempo de cémputo inviable.

F” : F. 21 Ffz :_j-"'/ F 42
F, %4y 98
v F”
Fu | Fa
q‘{‘l’Ou) 9, (-6u)
@ > O(‘F 13
/// F.u Fn
Fx

Figura 2: Fuerzas de reaccidn entre cuatro cargas puntuales.

Para resolver estos problemas, se han propuesto tres métodos para simplificar los calculos: El méto-
do continuo, que hace uso de las ecuaciones de Navier-Stokes con apoyo de las leyes de Maxwell
para poder predecir el comportamiento de las particulas.

El método de particulas, que sigue las trayectorias de las particulas para definir las propiedades de
las mismas y como afectan a su campo.

Finalmente, el método cinético, que propone una solucion de la ecuacion de Boltzmann. Donde
se modela la funcién de distribucion de cada particula, para analizar la probabilidad de tener una
cierta velocidad, en cierta posicion especifica. Esta tltima es la utilizada para el método Particle-
in-Cell.

12
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4. Marco Teorico

4.1. Antecedentes

El desarrollo tedrico se plantea con base en la ecuacion de Boltzmann, la cual plantea las propieda-
des de transporte de carga o energia de particulas, modelando la evolucién temporal de una funcién
de distribucién f(r;, u;, t), donde:

s f(x,u,t) es la funcion de distribucion de las particulas, detallada anteriormente.

= Factores como u y x representan las propiedades de la particula, como su posicién y veloci-
dad.

= El término a es la aceleracion que presenta la particula, la cual, para los factores del desa-
rrollo del modelo, serd representada por la fuerza de Lorentz

i=—(E+1ixB) (4.1)

a4
m
Es importante mencionar que dicha funcién no describe las propiedades individuales de las particu-
las, sino una aproximacién de un conjunto de ellas. En otras palabras, menciona la probabilidad
de encontrar cierta particula con una posicién y velocidad determinadas en un instante de tiempo,
permitiéndonos representar esta funcion como la suma de las propiedades individuales, para ser
asignada a una “macroparticula”. [14]

Se define un dominio en el espacio de fases donde estan en movimiento un conjunto de particulas.
Analizando un segmento de dicho dominio, centrado en (07,07, ¢), en el siguiente instante de
tiempo este pasa a ser (Jr, ov, t + 0t).

L] sute i

] =

Sx () Sxitest)

I Swt+t)

>E

X

Figura 3: Dominio en una dimensién y una velocidad mostrando la evolucién de un conjunto de
particulas.

13
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Podemos analizar el flujo de particulas que entran y salen de un segmento en una dimensién deno-

minado 0" = dudx a partir de la funcidn de distribucion del conjunto de particulas.

Se define como la tasa de cambio del numero de particulas que entran y salen de JI" como:

d5F //5f:13ut 4.2)

Al aplicar el teorema de la divergencia de Gauss para visualizar la diferencia de densidad de

particulas en 01", donde dicho proceso es recuperado de [19]

ouf(x,u,t) N daf(z,u,t)

Vow= ox ou

4.3)
Y teniendo en cuenta que en el sistema se debe cumplir la ecuacién de conservacion de la masa:

Of(z,u,t)

W= 4.4
5 +V.-w=0 4.4)

Sustituyendo 4.3 en 4.4 se obtiene

6f($7u)t) 5f(x,u,t) 5f(x,u,t) _
5 +u 52 +a S0 =0 4.5)

La ecuacidén 4.5 obtenida es conocida como la ecuacion de Vlasov, o la ecuacion de Boltzmann
sin colisiones. Esta ecuacion describe que los cambios debido a las fuerzas exteriores conservan
su densidad de particulas, por lo que la diferencia de densidad en 01" que pueda existir entre ¢ y
t + ot solamente puede ser dada por procesos de dispersion debidos a las colisiones, por lo que es

necesario tomar en cuenta dicho factor [14].

Of (z,u,t) Of(z,u,t) 8f(xut) Of(z,u,t)
_— 4.6
o "o T oa a )., (46)
Asi se llega a la ecuacion 4.6, o la ecuacion de Boltzmann.
La ecuacion completa se define entonces como
of of
-V -V 4.7
875 + f + ( ) f ( ot )coll ( )
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4.2. Particle in cell
4.2.1. Introduccion al método PIC.

Como se menciond anteriormente, las limitaciones computacionales para simular una nube de
particulas han implicado la creacién de distintos métodos numéricos que permiten simplificar la
cantidad de operaciones matematicas para observar la dindmica entre ellas. Para esto, el analisis se
enfoca en el método Particle-in-Cell (PIC).

Esta metodologia se fundamenta desde dos factores principales. Por un lado, se representa la fun-
cién de distribucién mediante macroparticulas, donde cada una representa estadisticamente a un
gran nimero de particulas reales, ademds, se discretiza el dominio mediante una malla de celdas
para el cdlculo de los campos, permitiendo la interaccidon entre las macroparticulas y el entorno

para un proceso iteraitvo [1].

4.2.2. Fundamentos numéricos del método.

La base del método parte de separar nuestro problema en dos marcos de referencia complementa-
rios, uno Lagrangiano y otro Euleriano.

En el paso Lagrangiano se sigue el movimiento general de las macroparticulas a lo largo del tiem-
po, resolviendo su trayectoria segun las fuerzas que actian sobre ellas. Mientras que en el paso
Euleriano se analiza el campo mediante una malla fija. Es decir, se analiza como se deforma el
campo dado el movimiento de las particulas en un instante de tiempo fijo.

Esta separacion de los marcos de referencia permite llegar a un proceso de interpolacién, donde se
proponen propiedades iniciales de las particulas, para asi resolver el campo correspondiente a la
configuracion de las mismas. Este campo hace que las particulas se desplacen, haciendo que se ob-
tengan las nuevas propiedades de las particulas, lo que deforma el campo, y asi recursivamente. A

continuacién se muestra un diagrama recuperado de [1] que representa el modelo de interpolacién.

15



Facultad de Ingenieria

4.2 Particle in cell Roberto Escalante Urrea
L L E
Tip, Fip,Ui}) ! wf“ wf,;l ! » w;;l
E E
i 1
Fip+l i U;l)+ ¢£+1

Figura 4: Método de interpolacién de las particulas en el método PIC [1]

Asi, el modelo parte de una ecuacion de transporte generalizada propuesta por Grigoryev [1]:

94

5, T Aq=0 (4.8)

donde A = E + L.
E representa a la solucidn del paso euleriano y L la solucidn del paso lagrangiano. De igual forma,
q es un vector que representa las propiedades de transporte de las particulas, es decir q = q(r, u, t).

Asi, se puede descomponer la ecuacidn 4.8 en su representacion lagrangiana y euleriana.

oq B
0q .

Cabe destacar que q representa las propiedades parciales de la particula, es decir, q(¢,) = q(t,+7).

Donde ¢, representa el tiempo de la particula y 7 el paso de tiempo.

4.2.3. Solucion del paso Lagrangiano y Euleriano

Se define un nimero w,, de celdas en nuestro dominio €2, de las cuales la suma de las propiedades
individuales de cada particula serdn establecidas en los centros de cada una de ellas, denominados

u,.
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Para el paso Lagrangiano, se puede modificar la ecuacién 4.9:

oq oqU

—+—=—=0 4.11
ot + Ou .11
Al integrar y realizar operaciones vectoriales sobre el dominio (), obtenemos la representacion

continua del paso lagrangiano:

0

5% qdu+/ n-qUdS 4.12)
o0

Pero, como se mencioné anteriormente, el método se basa en la discretizacién del dominio con
base en las propiedades de las macroparticulas encontradas en los centros u, de las celdas. Asi,

Grigoryev [1] propone la férmula de interpolacion:

u) = Z Q, R(u,u;(t)) (4.13)

Donde Q, representa alguna caracteristica de las particulas. Recordemos que estamos trabajando
en el paso lagrangiano, por lo que estas caracteristicas no dependen del tiempo. Ademads, u repre-
senta las coordenadas 16gicas del centro de las macroparticulas en el dominio. Finalmente, R suele
ser llamado el ”Kernel”de las particulas; este representa la funcion de distribucion de las propieda-
des de las particulas. Donde se representa como una B-Spline, la cudl es una suavizacién de puntos
de interés, para poder representar una ecuacién que generalmente tendria un desarrollo complejo,

en una serie de polinomios del grado del sistema.

Debido a que Q, no depende del tiempo, se tiene que cumplir la ecuacion de conservacion discreta:
Q=> Q (4.14)

Siguiendo el proceso matematico que propone Grigoryev en [1], se propone una funcién auxiliar
finita ¢(u), se puede sustituir 4.13 en 4.9 obteniendo:

ZQ / (8Rduj¢>( )+RU§¢)d — 0 (4.15)

u

Simplificando esta ecuacidn:
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ZQ/ = {d“f—U(uj)} du; =0 (4.16)
J

Y debido a que la funcidn auxiliar fue elegida arbitrariamente, se puede desarrollar la operacion
du;
para llegar a la condicién de que —* = U(u,(t)).

Entonces, la ecuacion 4.16 representa la evolucion de las propiedades u de la j-ésima particula, las

cuales, recordemos, son las propiedades de transporte para la solucion de q.

Centrdndonos en el paso lagrangiano obtuvimos la solucién de ¢, por lo que el paso Euleriano
puede ser resuelto directamente mediante la ecuacion 4.10.

4.2.4. Implementacion de la ecuacion de Boltzmann.

Siguiendo un proceso similar a la deduccion del paso lagrangiano, se asume la ecuacién de Boltz-

mann 4.6 de forma discreta como:

N

Fsriorint) =Y QR(ri, ) R(vk, vjk) (4.17)

Jj=1

Donde el kernel en el espacio velocidades es representado como una delta de Dirac, y el kernel en

el espacio de posiciones es representado como en el paso Lagrangiano.

A demas, si se asume un fendmeno electrostatico, y realizando un proceso similar al mostrado

anteriormente, se llega a:

N
ZQJ'/QPWRH(?—%(@R)— —E;R gﬂ 0 (4.18)
J

Desarrollando los términos:

N
ZQ (/ K%—w) gﬂdr, L[‘Zj gf}dr]) —0  (@19)

Debido a que ¢ es una funcion auxiliar arbitraria, la ecuacion debe cumplir las siguientes dos

propiedades:
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dr;
d_tj =v; (4.20)
dv; o
@i _ s (4.21)

dt Mg J

Ademas, £, el cudl representa el campo eléctrico generalizado, tiene que ser representado de la

siguiente manera;

E; = / E;Rdr; (4.22)
Q

Dichas ecuaciones diferenciales son resueltas para poder obtener las propiedades de campo y de las
particulas en un instante de tiempo definido, lo cudl sirve como pardmetro inicial para el siguiente
paso de tiempo.

4.2.5. Limitaciones del método.

Una limitante del método PIC es el ruido numérico asociado a la discretizacién de la funcion de
distribucion mediante un nimero finito de macro-particulas. Este fendmeno, conocido como ruido

estadistico, genera fluctuaciones en las magnitudes de campo.

Adicionalmente, el proceso de interpolacion de carga a la malla introduce errores sisteméaticos. En
esquemas de bajo orden, la carga de una particula se asigna al nodo mas préximo. Esto provoca
que, cuando una particula cruza la frontera entre dos celdas, la densidad de carga experimente una
discontinuidad. Este cambio brusco induce fluctuaciones en el campo eléctrico y en las fuerzas que
actian sobre las particulas.

Este efecto introduce energia no fisica al sistema, lo cual puede desestabilizar la simulacién si no
se emplean funciones de forma de orden superior como las B-Splines o un nimero suficientemente

elevado de particulas. Puede amplificarse a lo largo de la simulacion.
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Figura 5: Representacion de la participacion real de una particula a las celdas contiguas, recuperado
de [1]

Este ruido numérico tendra que ser tomado en consideracion mediante distintas iteraciones de
simulacién. Ademads, el presente codigo parte del estudio de Garnica [16], el cual genera un Kernel
modificado para generar una disminucién en las fluctuaciones, en comparaciéon con Kernel’s que

se ha propuesto y utilizado en estudios anteriores.

4.2.6. Mareco teorico de la vorticidad.

La vorticidad es definida por Majda [17] como una magnitud vectorial que describe la tendencia de
un fluido a girar localmente y se define como el rotacional del campo de velocidades w; = €;; kg%

J
Enfocado en el estudio de plasma, el principio de vorticidad mantiene la definicion declarada an-

teriormente.

Partiendo de la ecuacion de Boltzmann y de las ecuaciones auxiliares previamente establecidas,
es posible iniciar el andlisis a partir de una condicién inicial de potencial eléctrico, donde en el
método Particle-in-Cell implica el resolver un paso Euleriano (espacial) dadas estas condiciones
arbitrarias establecidas.

Dado dicho potencial inicial, se puede resolver la ecuacién diferencial:
¢ p

—= (4.23)

2
arj €
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Esta ecuacion describe la distribucién espacial del potencial eléctrico en un instante de tiempo.

Asi, podemos resolver el campo eléctrico dada la Ley de Gauss para un campo electrostatico:

JoCL (4.24)

_8_95]-

En torno a la velocidad, esta es obtenida mediante la ley de Lorentz:

du;
d—tj = % (E] + ijlukBl> (425)

Para finalmente realizar el rotacional de esta tltima ecuacion.

21



Facultad de Ingenieria
5 Desarrollo Roberto Escalante Urrea

5. Desarrollo

5.1. Configuracion del Dominio y Geometria

A continuacion, se detalla la configuracién del dominio computacional, estableciendo las condi-
ciones de frontera y los pardmetros de operacién nominales del propulsor NASA-173Mv1 con el
objetivo de validar el modelo numérico y caracterizar el comportamiento del plasma para replicar

los resultados experimentales.

5.1.1. Definicion del Canal de Descarga Rectangular

Para la definicion geométrica del dominio, se tomaron como referencia los pardmetros de disefio
del propulsor NASA-173Mv1, documentado por Hofer [17]. La eleccién de este modelo se justifica
por la disponibilidad de datos experimentales, lo que permite una validacion de los resultados

numeéricos.

Las especificaciones geométricas establecen un didmetro exterior de 173 mm, un ancho de canal
de descarga de 25 mm y una profundidad del canal de 38 mm. La Figura 6 presenta un diagrama

esquematico con las dimensiones adaptadas para el andlisis.

D, = 173mm

dge. = 25mm

Dy = 123mm

W = 38mm

Figura 6: Diagrama esquematico de las dimensiones del canal de descarga NASA-173Mv1.

Aproximacion Geométrica y Escalamiento

Dado que la simulacién se realiza en un dominio cartesiano rectangular, se asume la simplificacion
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de la curvatura del canal circular. Para mantener la consistencia fisica, se trabaja con un diferencial

de arco representativo del propulsor.

Esta simplificacion se basa en la relacion de aspecto del propulsor, donde el ancho del canal es sig-
nificativamente menor que su didmetro medio dg. <K D,y,.q4, 10 que permite despreciar los términos
de curvatura en las ecuaciones de campo sin comprometer la fisica.

Con el objetivo de conservar los pardmetros de operacion reales, las dimensiones del dominio
rectangular corresponden a las magnitudes fisicas completas del dispositivo:

= Eje X: Longitud del canal de descarga.
= Eje Y: Ancho del canal.

= Eje Z: Corresponde a la longitud de la circunferencia media del propulsor (L, = 7 - Dypeq),

abarcando la totalidad del volumen de descarga.

Al modelar el volumen completo, los pardmetros de entrada se ingresan con sus valores nominales
totales.

Parametros de Operacion

A partir de los datos experimentales reportados en [17], se definieron las condiciones de operacion
nominales para el propulsor NASA-173Mv1. La Tabla 1 resume estas variables, las cuales cumplen
una doble funcidn en el presente estudio: los pardmetros de operacién (como V; y m,,) establecen
las condiciones de frontera del dominio computacional, mientras que las métricas de desempefio

(como 7'y n,) constituyen los valores de referencia para la validaciéon del modelo numérico.

Parametro Simbolo | Valor Reportado
Voltaje de descarga Vi 495V
Corriente de descarga 14 202 A
Flujo masico del anodo Mg 20.3 mg/s
Flujo masico del cdtodo Me 1.5 mg/s
Potencia total P 10.2 kW
Pardmetros de Validacion
Empuje T 511 mN
Impulso Especifico I, 2390 s
Eficiencia del dnodo Na 0.59

Tabla 1: Pardmetros operativos nominales del propulsor NASA-173Mv1 [17].
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5.1.2. Condiciones Iniciales y de Frontera

Discretizacion del Dominio

Se definié un dominio computacional con dimensiones fisicas de 100 x 100 x 400 mm. Para la
resoluciéon numérica, este volumen se discretizé en una malla de 81 x 81 x 162 celdas respectiva-

mente.
Condiciones Iniciales.

Para representar la condicién de cuasi-neutralidad del plasma en la regién de descarga, se inicializé

el dominio con un fondo de electrones uniformemente distribuido.

Respecto a los iones, se establecié un esquema de inyeccién en el plano de origen (z = 0), en el
area de la seccion del canal de descarga. La tasa de inyeccidn de particulas se determiné a partir del
flujo masico del anodo reportado para el propulsor [17]. Considerando un flujo de v = 20.3 mg/s
y la masa atémica del Xen6n (my, = 2.18 x 107> kg), el flujo de particulas numéricas se calcula

CcOomo:

Mmxe S

L [@1 (5.1)

Estas particulas se inyectan progresivamente en cada paso de tiempo durante un periodo de 10 ns.
Condiciones de Frontera

Para la resolucién de la Ecuacién de Poisson se tomé como referencia el voltaje de descarga no-
minal (V}), se impuso un campo eléctrico en la salida del canal de descarga estimado mediante la

relacion:

Va 495V

Yd 2PV 19800 V/ 52
0 0025m o800 V/m (5-2)

Eaxial ~
Donde se asume una caida de potencial lineal. El potencial eléctrico en el extremo lejano del

dominio (2,4, = 400mm) se fij6 en ¢ = 0, simulando el ambiente de espacio profundo.

Finalmente, para el tratamiento de particulas que alcanzan los limites del dominio, se implemen-
taron condiciones de frontera absorbentes [15]. Esto implica que cualquier particula que cruce los
limites de la malla es eliminada de la simulacion y sus propiedades dejan de computarse, permi-

tiendo observar el flujo en estado estacionario sin efectos de rebote o acumulacion en los bordes.
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5.2. Implementacion del método numérico PIC

Tras definir los fundamentos tedricos, se detalla la implementacion realizada en C++. El ciclo
principal sigue la estructura del método Particle-in-Cell definida anterioemente, ejecutandose en

cada paso de tiempo (At = 1e~!0[s]).

En primera instancia, se establece el dominio de 81 x 81 x 162 celdas (100 x 100 x 400 mm). Se
generan las marcoparticulas representativas para electrones e iones de xenon, asignandoles sus pro-
piedades fisicas como su masa m y carga q. Estas especies se inyectan en sus posiciones iniciales

correspondientes.

A continuacion, se describe el ciclo de resolucién ejecutado en cada iteracion temporal:

El primer paso consiste en obtener la densidad de carga en los nodos de la malla a partir de las
posiciones discretas de las particulas. La densidad de carga p; ; , en cada celda se calcula mediante

la ponderacién de las cargas (()) de todas las especies presentes:

1
PPN 5.3
P Pk Lcelda qp ( )

Con la densidad de carga conocida, se resuelve la Ecuacion de Poisson discretizada basado en el

método de Gauss-Seidel:

Pijk di—1+dir1 dj_1+¢j+1 Pr—1+Pr+1
5?) + Ax? = Ay2] + Az? - (5 4)

* —
(bi,j,k -
1 1 1
2 (ACL‘Q + Ay? + Az2>

Siguiendo la propuesta de Breida [20], se adopta un coeficiente de relajacién de w = 1.4 para

acelerar la convergencia.

+1 : ,
?jk = i T Wi p— 0iin) (5.5)

El ciclo itera hasta que el error cuadratico medio es menor a la tolerancia establecida de 1 x 1074,

El campo eléctrico 2 = —V ¢ se obtiene mediante diferencias finitas. Para garantizar la estabilidad
numérica en todo el dominio, se aplicaron esquemas especificos segun la posicién del nodo:

En nodos internos, se utilizan diferencias centradas de segundo orden:

_ ¢i—1 - ¢i+1

E;
2Ax

(5.6)
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En las fronteras se implementaron esquemas de diferencias finitas de segundo orden, tanto ade-
lantadas como atrasadas. Debido a la naturaleza de las funciones B-Spline, estas requieren infor-
macion de las celdas adyacentes para garantizar la continuidad de la solucién. En los limites del
dominio, dicha dependencia se interrumpe por la falta de nodos exteriores, provocando una dis-
continuidad que genera ruido numérico que puede amplificarse y propagarse hacia el interior de la

simulacion.

—3¢; + 4dit1 — &
Eforward = ¢ ZA;;l 2 5.7

3¢0; — 401 + ¢
Erackwara = (b ;PA; ¢ 2 (58)

Una vez calculado el campo eléctrico, se interpolan los valores desde los nodos hacia la posicién

de cada particula. Las velocidades y posiciones se actualizan mediante la Ley de Lorentz:

Tn = LEAL (5.9)
m

Tpg1 = Upp1 AL (5.10)

Cabe mencionar que, para evitar velocidades irrealmente altas debido al ruido numérico en zonas
de baja densidad, se aplica un proceso de normalizacion del campo de velocidades basado en la

densidad local de particulas antes de proceder al cdlculo de la vorticidad.

Finalmente, se calcula el campo de vorticidad (w; = ¢, %) utilizando los mismos esquemas de
J

diferencias finitas de segundo orden que los aplicados para el campo eléctrico.

Este proceso se repite iterativamente, permitiendo la evolucién temporal del plasma hasta alcanzar
un estado estacionario.

5.3. Calculo de Variables Fisicas y de Desempeno

5.3.1. Obtencion de las variables macroscopicas

Para evaluar el rendimiento del propulsor simulado y validar el modelo frente a los datos expe-
rimentales de Hofer [17], es necesario interpretar las variables obtenidas en nuestra simulacién a

factores de desempefio de nuestro propulsor.

Dado que el método PIC presenta ruido estadistico, todas las variables descritas a continuacion se
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calculan promediando sus valores sobre un intervalo de tiempo representativo en estado estaciona-

rio.
1. Empuje (7))

El empuje total se calcula sumando la contribucién de momento de cada idén que cruza el plano de

salida del propulsor por unidad de tiempo. Numéricamente, se define como:

N
7= i, (5.11)
p=1

Donde 11, es el flujo masico asociado a la particula acelerada, con u. siendo la velocidad de salida

del canal de descarga en el eje transversal.
2. Corriente de Descarga (/)

La corriente de descarga se obtiene contabilizando la carga neta que fluye a través de las fronteras

del sistema por unidad de tiempo:

— AQ _ Z |qi0nes| + Z ‘Qelectrones

I
4T At At

(5.12)

3. Flujo Masico

El flujo masico total (14,;) considera tanto el aporte del &nodo como el del catodo, valores defi-

nidos en las condiciones de operacion (Tabla 1):

Miotal = My + mc (513)

4. Impulso Especifico (/;,)

El impulso especifico, que representa la eficiencia en el uso del propelente, se calcula relacionando
el empuje obtenido con el flujo mésico total.

I, = (5.14)

5. Eficiencia Total del Propulsor (77)

Finalmente, la eficiencia total del sistema relaciona la potencia de salida con la potencia eléctrica

suministrada (P, = V,1;). Se define mediante la ecuacion:

T? T?
B thotal-Pin B 2mtotal(vdld)

nr (5.15)

27



Facultad de Ingenieria
6 Resultados Roberto Escalante Urrea

6. Resultados

La obtencién de resultados siguié una metodologia acumulativa. En lugar de abordar la totalidad
del propulsor NASA-173M desde el inicio, el proceso de simulacién se dividié en etapas para

asegurar la estabilidad numérica y la validez en cada paso.

El andlisis comenz6 con la implementacién de un modelo base siguiendo las condiciones plantea-
das, al cual se integré el algoritmo de cédlculo de vorticidad. Esta primera etapa tuvo como objetivo
validar la integridad del cddigo y verificar que la implementacién de las nuevas subrutinas no

introdujera inestabilidades numéricas.

A partir de esta base validada, cada iteracién incorporé progresivamente elementos de mayor com-
plejidad, como la geometria rectangular y los pardmetros de operacion reales. Las siguientes sec-

ciones detallan este proceso de cada fase.

6.1. Octante con evolucion de electrones

Como punto de partida, se retom6 una simulacion base preexistente [15] configurada en una geo-
metria de octante. El objetivo de esta etapa no fue la obtencién de datos fisicos nuevos, sino la
verificacion del algoritmo de vorticidad implementado. Se procesaron los campos de velocidad de
esta simulacion estable para asegurar que las subrutinas no introdujeran ruido o inestabilidades en

el procesamiento.

La primera iteracion del cédigo presenta un dominio cibico de 0.2 x 0.2 x 0.2 metros, con una
discretizacion de 81 celdas en cada eje coordenado (recordando que cada celda, acorde al método
“Particle-in-Cell”, son aquellas que almacenaréan la informacion y propiedades de cada particula

individual).

Dentro de dicho dominio se presenta en un octante una configuracién de 1 x 1010 electrones or-
denados uniformemente. Esta configuracion no representa ninguna relacion fisica, simplemente
fue rescatada del cédigo de Garnica [15] para observar comportamientos similares, asi como re-
sultados coherentes a los parametros del campo de velocidad y, por consiguiente, a la vorticidad

agregados.

A continuacién se presenta la configuracion inicial del dominio, asi como la evolucién de los
electrones a lo largo del tiempo. Es importante mencionar que dicha simulacion representa la
evolucioén a lo largo de 40 ns de tiempo; sin embargo, se muestran los primeros 12 ns, los cuales

son el factor mds significativo en el proceso de esta iteracion de simulacion.
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Figura 7: Configuracion inicial de los electrones, ¢ = Ons

(e)t =10ns )t =12ns

Figura 8: Evolucion de los electrones a lo largo del tiempo, representado con color azul.
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Se observa un dindmica acorde a lo presentado en [15], mencionado anteriormente. Con esto, se

obtuvieron gréficas correspondientes a las diversas propiedades del sistema.

En primera instancia, se obtienela gréfica de campo eléctrico a lo largo del tiempo.

258 i \ — avg ef (Magnitude) (stats)

Electric Field Magnitude

2224

] 0 20 30 40 50 &0 70 B0 0 100 1o 20 130

Simulation Time

Figura 9: Evolucion del campo eléctrico a lo largo del tiempo

En la figura 9 se observa un comportamiento senoidal que decrece en magnitud a lo largo del
tiempo; esto se explica debido a que, conforme las particulas evolucionan respecto al tiempo,
la concentracion de estas en un espacio determinado disminuye, por lo que el promedio de la
magnitud del campo, como tal, decrece de igual forma.

De igual manera, se observa la evolucion de la energia cinética y la vorticidad del sistema. Las
siguientes gréficas presentan la magnitud promedio de la velocidad y la vorticidad calculada, res-

pectivamente:
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Figura 10: Velocidad promedio a lo largo del tiempo de simulacion

— avyg vorticity (Magnitude)

Vorticity Magnitude

Simulation Time

Figura 11: Vorticidad promedio a lo largo del tiempo

Se observa una aparente correlacion entre las gréficas de velocidad y vorticidad. Si bien las mag-
nitudes resultan bajas en este escenario, es importante reiterar que el objetivo de esta etapa no
es el andlisis cuantitativo, sino la verificacién del cédigo. Por tanto, nos enfocaremos en que las

tendencias como incrementos y decrementos sean coherentes con la fisica de las particulas.

En el caso de las magnitudes de vorticidad, debido a que el flujo de particulas presenta una evolu-
cion uniforme, el flujo es cuasi-irrotacional y muestra valores cercanos a una magnitud cero, lo que
valida que la implementacion del algoritmo no introducen rotacién artificial o ruido en el sistema.
A continuacién se muestran correlaciones entre la visualizacién de la evolucion de electrones con

los puntos de interés de la gréfica.

La linea verde en la gréifica representa el punto en el tiempo de simulacion en el que se encuentra
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el analisis.
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Figura 14: Andlisis visual de vorticidad en 3.7ns
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Figura 15: Analisis visual de vorticidad en 4.1ns

El pico menor de vorticidad, observado en la Figura 12, ocurre en los instantes en el que el flujo
es reflejado tras llegar al borde del dominio. No obstante, se mantiene un arreglo relativamente

uniforme entre las particulas.

Por otro lado, la Figura 13 corresponde al minimo global de vorticidad. En este instante, el flujo
atraviesa el dominio de manera continua sin perturbaciones significativas ni interacciones comple-

jas que induzcan rotacién local.

Finalmente, las Figuras 14 y 15 muestran los puntos los médximos relativos de vorticidad en la
simulacion. Estos picos se localizan en la frontera entre los electrones y el vacio. Esto sugiere que
la vorticidad calculada responde correctamente a los gradientes de densidad y velocidad presentes

en los bordes de la nube de electrones.

La coherencia fisica de estos resultados, donde la vorticidad es minima en el centro y aumenta
solo en zonas de alto gradiente o interaccion con paredes, valida la estabilidad del algoritmo. Con
esto, la siguiente etapa consiste en evaluar la capacidad de capturar estructuras conformes bajo
condiciones de flujo cruzado.

6.2. Analisis de Flujo Cruzado entre Dos Familias de Electrones

Para esta segunda etapa, cuya validacion de vorticidad se detalla en el articulo de investigacion
adjunto en el Anexo A, se conservaron las propiedades geométricas y la discretizacion utilizadas
en el caso del octante. El dominio computacional se mantiene como un volumen cubico de 0.2 x

0.2 x 0.2 metros, con una malla estructurada de 81 celdas por eje coordenado.

La configuracién consiste en la inicializacién de dos familias distintas de electrones, situadas en

extremos opuestos del dominio. Cada agrupacion esta compuesta por un total de 1 x 10° particulas.

La Figura 16 muestra la distribucion inicial de ambas familias dentro del volumen de control.
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Figura 16: Configuracién inicial de flujo cruzado

De manera similar, se presenta la evolucién de los electrones a lo largo del tiempo:

(e)t = l4ns )t =20ns

Figura 17: Evolucién del flujo de particulas en distintos instantes de tiempo

La secuencia de imdgenes muestra la evolucién temporal de las dos poblaciones de electrones.
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Ambas distribuciones se inicializaron con la misma densidad numérica y magnitud de velocidad,
difiriendo unicamente en la direccion de su vector de velocidad. A partir de ¢ = 4 ns, se muestra

la interaccion entre los frentes de onda; las zonas de mayor densidad de particulas se muestran
mediante una escala de color rojo.

La evolucion del campo eléctrico a lo largo del tiempo, representada en la imagen 18 sigue presen-
tando un comportamiento generalmente senoidal; Sin embargo, la sefial presenta deformaciones.
Estas variaciones son causadas por las perturbaciones del flujo cruzado con el campo, lo que genera

fluctuaciones locales en la amplitud sin modificar la tendencia general del campo electrostético.

Electgic Field Magnitude

avg ef (Magnitude) (stats)

20 30 40 50

Simulation Time

Figura 18: Campo eléctrico del flujo cruzado a lo largo de 40ns.

Para poder observar el comportamiento senoidal esperado de manera mas nitida, se puede realizar

un corte transversal a lo largo de un eje en cualquier instante de tiempo. En este caso se presenta
un corte en el eje —z en el instante ¢ = 14ns
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Figura 19: Corte transversal del campo eléctrico a lo largo de —z en t = 14ns.

La siguiente figura presenta la evolucion temporal de la magnitud promedio de la vorticidad y la
velocidad durante los 40 ns de simulacién. Donde la linea verde representa el instante de tiempo

en el que se encuentra el andlisis cualitativo.
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(b) vorticidad a lo largo del tiempo de simulacién

Figura 20: Graficas de vorticidad y velocidad en flujo cruzado a lo largo de ¢t = 40ns
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A diferencia del caso de expansion libre en un octante, las sefiales obtenidas en este escenario no
muestran una tendencia suave ni un tnico maximo global definido. Por el contrario, se observa un
comportamiento complejo con miltiples fluctuaciones. Este patron es indicativo de la naturaleza

no lineal de la interaccidn entre ambas familias.

El primer maximo local significativo se muestra en el instante ¢ = 6 ns. Este instante corresponde

a la interseccion inicial de ambas partes de las familias de electrones.

Fisicamente, este aumento en la vorticidad corresponde a la superposicion de los campos de velo-
cidad de ambas familias de electrones. Al cruzarse particulas con vectores de velocidad opuestos,
se generan fuertes gradientes de velocidad (V x ), lo cual es capturado correctamente como un

incremento en la vorticidad del sistema.
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Figura 21: Primer méaximo local en t = 6ns

El segundo méximo local significativo se registra en el instante ¢ = 17 ns, tal como se muestra en

la Figura 22.

Este incremento en la magnitud de la velocidad y la vorticidad no se atribuye a la colision entre las
nubes, sino a la interaccién del plasma con los limites del dominio. Se observa que se alcanza el

extremo opuesto del volumen, provocando una reflexion de las particulas.
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Figura 23: Minimo de vorticidad y velocidad en t = 21ns

El tercer evento de interés se muestra en la Figura 23 y corresponde a un minimo local en la

magnitud de vorticidad.

En este intervalo, las particulas se encuentran en la region central del dominio tras haber superado
el cruce inicial y antes de interactuar con las fronteras. Al disminuir las interacciones de coli-
sion directas, el flujo recupera momentdneamente un comportamiento laminar, lo cual se muestra

correctamente en la disminuciodn de los valores de vorticidad.

Los datos posteriores a estos eventos se omiten del analisis. Esto se debe a que, tras multiples

reflexiones en las fronteras del dominio, el sistema evoluciona hacia un estado cadtico. En este
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régimen, la distribucién de particulas pierde sus estructuras coherentes y la vorticidad comienza a

estar dominada por fluctuaciones estocésticas y ruido numérico acumulado.

Concluimos un resultado coherente con los resultados obtenidos con las gréficas a lo largo del
tiempo, teniendo una relacién acertada entre lo ocurrido en la simulacién y lo observado en las
gréficas.

7.7e03

)
o006 8
—0005 &
o
o004 2
g
003 &
0 =
—o0002 8 |
L ises
A I:Ut)ox -
= (’_ 0.0e+00
e |
P > &
,) o =
-y
J I
L S r\
L 1.1e+00 A . \/
1 M\
\ ) N
“ps 3
\ = 0.
3 o
=06 o
. : |
. 2 oo I—\f |
< —~04 O | V \)
S ool | ’
- $ 02
\ I WY
0.0e+00 K 0 P % PY % o %

Figura 24: Vorticidad y velocidad una vez desarrollado el flujo cruzado (a partir de t = 27ns)

Complementariamente, la Figura 25 presenta una visualizacién del campo de flujo en un instante
t = 15[ns]. La identificacion de zonas de recirculacion y estructuras coherentes corrobora gréfica-
mente la naturaleza de la dindmica observada. El desarrollo completo de la validacién de vorticidad
se detalla en el articulo de investigacion presentado en el Anexo A, donde se discuten en profun-

didad los criterios de identificacion y la consistencia fisica del modelo.
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Figura 25: Estructuras conformes de vorticidad generadas en ¢ = 15 ns

6.3. Adaptacion Geométrica a un Canal de Descarga

Rectangular

Esta etapa es la transicion de los modelos de validacion presentados anteriormente, hacia una apro-

ximacion representativa de las condiciones operativas de un propulsor eléctrico real.

Debido a las restricciones de un mallado cartesiano, la implementacién de una geometria cilindrica
conlleva una complejidad numérica que excede el alcance de este estudio. Se opté por modelar un
segmento diferencial rectangular en la salida del propulsor. Esta aproximacion es representativa a

las dimensiones presentadas en la Figura 6.

Para las dimensiones geométricas, se tomo la relacion presentada en el subtema 5.1.1.

Eje Descripcion Dimension fisica
X | Diametro del canal de descarga 123 [mm]
Y Ancho del canal de descarga 25 [mm]
Z Seccion diferencial de salida 0.1 [mm]

Tabla 2: Dimensiones geométricas de la salida del canal de descarga
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Para capturar la evolucién de la pluma de plasma, se extendié el dominio a lo largo del eje z. La
nueva discretizacion se establecié en 81 x 81 x 162 celdas, duplicando la distancia respecto a los

casos anteriores.

Se mantuvo un fondo de iones de oxigeno como condicion inicial, centrando el anélisis en la evo-
lucién de electrones. Cabe sefalar que la incorporacion de las propiedades fisicas del Xendn se
detalla en la seccidn siguiente.

A diferencia de una tnica inyeccién utilizada en los modelos anteriores, se implement6 una in-
yeccion continua para simular un flujo mésico constante. Se configuré el cédigo para introducir
10, 000 macroparticulas cada 10 pasos de tiempo. Considerando una simulacién total de 10, 000
pasos, equivalentes a 10 ns. Esto resulta en una inyeccion acumulada de particulas (/Vyq) que

permite establecer un flujo masico.

El calculo del flujo masico inyectado (1) se determina mediante la relacion:

N -me (10 x 10%)(9.11 x 103" kg) »
_ _ ~9.11 x 10~ ke/ 6.1
m tom 10x10°s x g/s (6.1)

Si bien este valor es significativamente inferior a los flujos operativos reales (como los presentados
en la Tabla 1, esta configuracion cumple el propdsito de validar el algoritmo de inyeccién continua

y transporte de masa antes de escalar a las propiedades del Xenon.

Finalmente, se modific6 el tratamiento de las fronteras en el eje (Z,,4,). En un escenario de flujo
continuo, las condiciones de reflexidon provocarian una acumulacién artificial de ruido numérico
al final del dominio. Para evitar esto, se implementaron condiciones de frontera absorbentes, las
cuales eliminan del computo a las particulas que abandonan el dominio, simulando la expansion

libre hacia el vacio.

La Figura 26 muestra la configuracion inicial del dominio y la zona de inyeccion.
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Figura 26: Configuracion inicial del jet rectangular en ¢ = 0 [ns].

En la figura 27 se observa la evolucién temporal de las particulas:

(a)t = 2ns (b)t = 4ns

(c)t =6ns (d)t = 8ns

Figura 27: Evolucién temporal de las particulas en una configuracién de jet rectangular
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Figura 28: ¢t = 10ns

No se presentan imdgenes posteriores debido a que, por las condiciones establecidas, la Figura 28

es la condicion final de simulacion, representando un flujo completamente desarrollado.

Se analiza a continuacion a detalle las imagenes presentadas. Este andlisis es fundamental debido
a que la estructura de generacién de la pluma es, a grandes rasgos, la geometria de flujo que se
observara en las simulaciones posteriores.

En el instante ¢ = 0 ns, mostrado en la Figura 26, se muestra la inyeccion inicial de particulas,

mostrando a detalle el drea de salida del canal de descarga rectangular propuesto.

Al avanzar at = 2ns y t = 4 ns, mostradas en las Figuras 27 (a) y 27 (b) respectivamente,
se muestra la interaccion de los campos eléctricos autoinducidos con la dindmica de particulas.
Se observa que los electrones en la region central mantienen una trayectoria rectilinea, mientras
que las particulas en los extremos experimentan una fuerza de atraccion hacia el eje central. Este
fendmeno da origen a la estructura de la pluma, donde se presenta una alta densidad de particulas

en el nicleo de la misma, que disminuye hacia los extremos.

A partir de t = 4 ns, (Figura 27 (b)) la pluma comienza a definirse. A demds de observar una
aceleracion de particulas a partir de este instante. Mientras que en los primeros 4 ns el frente del
flujo recorre un tercio del dominio, en los siguientes 4 ns (de ¢ = 4 a ¢ = 8) las particulas logran

atravesar los dos tercios restantes.

En los instantes t = 6 ns y ¢ = 8 ns (Figuras 27 (c¢) y 27 (d) respectivamente)se observa el inicio de
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la dispersién de los electrones después de haber sido acelerados. Este comportamiento es similar

al observado en propulsores reales.

Es importante destacar la aparicién de dos zonas de alta densidad localizadas cerca del final del
dominio en el eje Z. Dada la alta velocidad de los electrones registrada (~ 85,000 m/s), estas
estructuras sugieren la formacion de frentes de onda o agrupamientos de carga resultantes de la

dindmica de inyeccidn.

Finalmente, en ¢ = 10 ns, mostrado en la Figura 28 se presenta el flujo en su estado estacionario.
Observando una pluma con un alta densidad de particulas, seguida de la dispersion natural de las

particulas, para finalizar con las condiciones de frontera absorbentes al final del dominio.

Se presentan a continuacion las gréficas de velocidad y vorticidad de nuestro sistema a lo largo del

tiempo de simulacion:
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Figura 29: Magnitud de velocidad respecto al tiempo.
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Figura 30: Magnitud de vorticidad respecto al tiempo.

Las Figuras 29 y 30 presentan la evolucion temporal de las magnitudes promedio de velocidad
y vorticidad. En ambas graficas, la linea vertical verde indica el instante estimado en el cual el
sistema alcanza el estado estacionario.

En el caso de la velocidad, se observa un incremento abrupto en la magnitud promedio durante los
primeros 2 ns, estabilizandose rapidamente en una magnitud de 85, 000 m/s. El régimen estaciona-
rio se establece a partir de los 4 ns, coincidiendo con la consolidacién de la pluma visualizada en

la simulacion.

Es importante notar que la magnitud de velocidad obtenida es inferior a los valores caracteristicos
reportados en la literatura para velocidades de electrones siendo acelerados por campos eléctricos
[S]. Este es un factor que se ajustd en simulaciones futuras para poder coincidir con los pardmetros
establecidos.

Por otro lado, la vorticidad muestra una respuesta temporal mds lenta. La magnitud aumenta gra-

dualmente hasta alcanzar un aumento drastico en los 15 ns, para posteriormente estabilizarse.

El estado estacionario de la vorticidad se alcanza hasta los 26 ns. La vorticidad es una propiedad
que depende de la estructura global del flujo. El tiempo es el necesario para que el dltimo instante

de particulas inyectadas recorra la longitud total del dominio en el eje z. Una vez que estas particu-
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las abandonan el sistema, las perturbaciones en el campo eléctrico autoinducido deja de variar y la

generacion de vorticidad se vuelve constante.

Se presenta a continuacion la generacion de vortices en la simulacion a los 15 ns:
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Figura 31: Flujo de vorticidad en t = 15[ns]

Se observa la formacion de vortices localizados después del nicleo de la pluma, asociados a la
dispersion de electrones en el medio.

De igual manera, se presentan los vortices completamente desarrollados en el instante ¢ = 26 ns
en la Figura 32. La organizacion de estas estructuras indica que la dindmica del flujo se ha desa-
rrollado, como se detalla de igual forma de manera cuantitativa en la Figura 30. El hecho de que
los vértices se muestren distintivos entre si confirma la formacion de patrones de flujo estable,
caracteristicos de un régimen de flujo plenamente desarrollado.
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Figura 32: Generacion de vortices completamente desarrollados en ¢ = 26 [ns]
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En perspectiva de desempeio del propulsor, la dindmica en este punto no tiene una influencia sobre
el empuje total o la eficiencia del motor, dado que la aceleracion no es presentada en estas zonas.
No obstante, la identificacion de estas estructuras coherentes en la zona lejana es importante para
la caracterizacién de captura la disipacion turbulenta del chorro.

Con esto, concluimos que el factor mas importante en esta etapa de simulacion es la generacion
del campo eléctrico autoinducido por las particulas. Se presenta la seccion transversal de campo
eléctrico a lo largo del dominio, asi como la grifica de magnitud de campo eléctrico respecto a
nuestro eje de interés, en este caso el eje z en el instante ¢ = 15 [ns]:

phi

1
[57&11

Figura 33: Cortes transversales de la magnitud de campo eléctrico en ¢ = 15 [ns].
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Figura 34: Magnitud de campo eléctrico en el eje z.

El andlisis de la distribucion del campo eléctrico, presentado en el corte transversal de la Figura
33, muetra una mayor magnitud en la region central del dominio. Esta concentracién de energia
coincide con la zona de generacion de la pluma, mostrando los campos autoconsistentes generados

por la distribucion de carga de las propias particulas.

Por su parte, al analizar la evolucién de la magnitud a lo largo del eje 2 en la figura 34, se mues-
tra un comportamiento dindmico caracteristico en dos fases, una transitoria donde se muestra un
aumento abrupto en la magnitud del campo eléctrico durante los primeros dos nanosegundos. Este
pico es consistente con la etapa inicial de inyeccion, donde las fuerzas de atraccion de Coulomb
comienzan a actuar antes de que la estructura del flujo esté consolidada. Posteriormente, la magni-

tud se estabiliza y se mantiene constante a lo largo del tiempo de simulacion.

Es importante destacar que el pico de intensidad del campo eléctrico precede a la formacion de
la pluma completamente desarrollada. Esto demuestra que el campo eléctrico actia como el me-
canismo que atrae y confina las particulas, por lo tanto, su magnitud maxima se manifiesta en los
instantes de mayor fuerza de atraccion, justo antes de que el agrupamiento se estabilice en la forma

de jet observada.
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6.4. Simulacion Final bajo Condiciones Nominales del Propulsor
NASA-173M

En esta etapa se integraron los modulos validados previamente para configurar la simulacién com-

pleta bajo las condiciones de operacién nominales del propulsor NASA-173M.

Sobre la geometria rectangular extendida, se sustituy6 el modelo de inyeccidn de electrones por un

esquema de plasma de dos componentes:

= Jones de Xendn (Xe™)

= Fondo de Electrones, distribuidos para mantener la condicién de cuasi-neutralidad (n; ~ n.)

para la estabilidad del plasma.

Para poder realizar esto, se defini6 la unidad de masa atémica como AMU = 1.66 x 10727 kg para
definir el peso atémico del Xen6n como 131 x AMU.

La generacion de macroparticulas se parametriz6 para corresponder con el flujo mésico del dnodo
reportado experimentalmente, estableciendo una tasa de inyeccion de 1, ~ 20.3 mg/s.

El calculo realizado se muestra en la ecuacién 5.1:

. 203 x 1078 kels
N = = = 9.31 x 10 part/ 6.2
Mxe 21801 x 10- kg U partis (6.2)

Dicha inyeccién de particulas por segundo se multiplicd por los 10 ns que se propusieron en la
simulacidn anterior, para tener una inyeccion de 9.31 x 10! particulas. El proceso de inyeccion es
igual al anterior, inyectando las particulas cada diez pasos de tiempo, teniendo una inyeccion de

9.31 x 10 particulas siendo cicladas en nuestro ciclo de simulacién.

En torno al fondo de electrones, se contempld un valor constante a lo largo del proceso de simula-
cién del total de particulas que serian inyectadas. Tanto la distribucién inicial de Xenén, como el
fondo de electrones es presentado en las imdgenes posteriores:
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Figura 35: Configuracién del fondo de electrones constante.
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Figura 36: Configuracion inicial de las particulas de Xenén en ¢t = 0 ns
La generacion de la pluma tiene un comportamiento similar visto en la simulacién pasada, por lo
que el andlisis a detalle de la generacién de la pluma y expansién de las particulas de Xendn per-

manece similar a lo analizado anteriormente. Se presentan a continuacion los instantes de tiempo

de mayor interés en esta simulacion:
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(a)t = 4ns (b)t =6ns
(c)t = l4ns (d)t = 16ns

Figura 37: Evolucion temporal de las particulas de xenén en una configuracion de condiciones de
operacién nominales.

Observamos que el tiempo de aceleracion de las particulas es mucho menor a comparacién de
cuando se trabajaba con electrones, esto se debe al mayor peso molecular de las mismas, lo que
genera un mayor tiempo de aceleracion en comparacion.

Aun asi, observamos que la pluma se genera en tiempos similares, en este caso en ¢ = 6 ns pre-
sentado en la Figura 37 (b), pero la dispersion de electrones y el llegar al extremo contrario del

dominio es mucho més lento a comparativa del caso anterior.

Para corroborar de manera cuantitativa los resultados, se presenta a continuacion la grafica de
velocidad de las particulas de Xendn:
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Figura 38: Velocidad de las particulas de Xenén a lo largo del tiempo de simulacién

Se observa un comportamiento congruente con la evolucion visualizada en la simulacion. Inicial-
mente, la velocidad presenta un crecimiento gradual hasta ¢ = 6 ns, instante en el cual experimenta
un incremento abrupto seguido de una respuesta oscilatoria amortiguada. El sistema alcanza la es-
tabilidad a partir de ¢ = 16 ns, instante que coincide con las particulas llegando a la frontera del
dominio. La velocidad converge en v = 18000 m/s, valor que se adoptard posteriormente como

pardmetro de operacion funcional.

Finalmente, se integr6 el diferencial de potencial. Se aplicaron condiciones de frontera para es-
tablecer un voltaje de descarga nominal de V; = 495 V a través del dominio. Considerando una
distancia axial del canal de descarga de 0.025m. Se obtuvo el valor de campo eléctrico objetivo de
E = 19800% Retomada de 5.2

Esta diferencia de potencial es la responsable de generar el campo eléctrico que acelera los io-
nes de Xenon, transformando la energia potencial eléctrica en energia cinética. Esta configuracion
representa la simulaciéon completa, a partir de la cual se extraerdn las variables de desempeiio ma-

croscopicas para su validacion final.

Se presenta en la Figura 39 la representacion tridimensional de la condicion de campo eléctrico

inducida:
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Bor6

Figura 39: Visualizacion en tres dimensiones de las condiciones de campo eléctrico establecidas.

Asi como la visualizacién a lo largo del eje z para visualizar de una manera mds detallada la dis-

tribucién de magnitud en la Figura 40:
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Figura 40: Corte transversal a lo largo del eje z del campo eléctrico

Se detalla como el diferencial de potencial fue establecido a la salida del canal de descarga, con
condiciones de campo eléctrico nulo en los extremos lejanos del dominio, simulando un vacio en

dichas zonas.

Se presenta la grafica de campo eléctrico a lo largo del periodo de simulacién en la Figura 41:
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Figura 41: Magnitud de campo eléctrico a lo largo del tiempo de simulacién

Se observa un pico inicial de magnitudes altas en los primeros instantes de tiempo, esto tiene cohe-
rencia debido a que en estos instantes las particulas de xendn se encuentran compactas en la salida
del canal de descarga, mostrando la interaccion de los campos eléctricos autoinducidos por dichas

particulas y cémo son un factor importante a considerar en la operacion nonminal del propulsor.

Una vez el flujo empieza a desarrollarse, se nota el campo eléctrico estabilizado a un valor cons-
tante de 15000%. Presentando un valor menor al establecido, que se puede deber a pérdidas por el
disefio de motor o por la dispersion de los electrones a lo largo de simulacion.
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7.

7.1.

Analisis de Resultados

Obtencion de variables de desempeiio finales.

Partiendo de los datos de simulacion obtenidos en la seccidén anterior, se rescatan los siguientes

dos datos de importancia:

Caracteristicas | Valor en simulacion
Campo Eléctrico 15000[ %]
Velocidad de Salida 18000[™]

Tabla 3: Resultados numéricos obtenidos con base en las simulaciones.

Dados estos datos, las relaciones obtenidas por Hofer [17] para obtener los pardmetros de opera-

ci6n nominales de nuestra propuesta se detallan a continuacion.

1.

Empuje (T) El empuje total de nuestro sistema, este es definido como:

N
T=Y" =ryu. (7.1)
p=1

El flujo mésico de cada especie de particula se puede simplificar al de las particulas de Xen6n
utilizado como pardmetro de nuestra simulaciéon. Obviando el flujo masico de electrones de-
bido a que se tomaron como un valor constante a lo largo de nuestro tiempo de simulacion,
es decir, no se inyectan o reduce la cantidad de electrones en nuestro dominio. Asi, nuestro

empuje queda definido como:

k
T = rixetxe — T = 20.3 x 107[“2] x 18000
S S

m

] = 0.3654[N| = 365.4[mN] (7.2)

Corriente de Descarga (/)

En el caso de la corriente de descarga del propulsor, se define como:

— AQ _ Z |Qi0n68| + Z ‘Qelectmnes|
Al At

I, (7.3)

Tomando en consideracién el total de particulas de iones de xendén que fueron ingresadas

a la simulacion, y retomando la condicion de cuasi-neutralidad en nuestra simulacion, se
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desprecia la carga total de los electrones y se toma solamente la carga de los iones de Xenén

en la simulacién, por lo que:

(931 x 10M)(1.602 x 10*19)[()){6
d pr—

10 x 106 s

| = 14.91[A] (7.4)

3. Impulso Especifico (/;,)

El impulso especifico se obtiene como la relacion del empuje y el flujo masico total, definido

como:

T

Ip=—— (7.5)
Miotal X Go
En el caso del flujo maésico, este es dado por el flujo masico del anodo.
0.3654
Iy, = [s] = 1834.86[s] (7.6)

20.3 x 1076 x 9.81

4. Eficiencia total del propulsor (7))

La eficiencia de salida, rescatada del subtema 5.3, es la relacidén de potencia de salida con la
potencia eléctrica suministrada:
T2 0.36542

= = — 044 77
2(Valy)  2(20.3 x 10-5)(495 x 14.91) (7.7)

nr

Los resultados, asi como la comparativa con los resultados reportados por [17] en la siguiente tabla:

Parametro Valor obtenido | Valor Reportado | Error relativo
Voltaje de descarga 495V 495V -
Corriente de descarga 1491 A 202 A 26.19 %
Flujo masico del dnodo 20.3 mg/s 20.3 mg/s -

Flujo masico del catodo 0 mg/s 1.5 mg/s -
Potencia total 7.38045 kW 10.2 kW 27.64 %
Empuje 365.4 mN 511 mN 28.49 %
Impulso Especifico 1834.86 s 2390 s 23.23 %
Eficiencia anddica 0.44 0.59 25.42 %

Tabla 4: Comparativas entre el propulsor NASA-173M vy los valores obtenidos en el proceso de
simulacién con su respectivo porcentaje de error.
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Observamos una concordancia directa en los parametros de control (voltaje y flujo mésico del
anodo), lo cual valida que las condiciones de frontera y el algoritmo de inyeccién de particulas

operaron segtin lo programado.

Sin embargo, al analizar las variables de desempefio resultantes (corriente, empuje € impulso es-
pecifico), se detecta una subestimacion en los valores simulados de aproximadamente un 25 % a
30 % respecto a los datos experimentales reportados por Hofer [17]. A continuacién se discuten las
causas fisicas y numéricas de estas discrepancias:

Ausencia del Flujo de Catodo La diferencia mas notable en las condiciones de entrada es el flujo
masico del catodo (0 mg/s en la simulacién vs 1.5 mg/s en el reporte). En el experimento fisico,
el catodo hueco no solo emite electrones, sino también una fraccion de gas neutro que contribuye
a la densidad total y, por ende, al empuje. Al no modelar este flujo adicional, se reduce la masa
total disponible para la generaciéon de momento, lo que impacta directamente en la magnitud del
empuje (365.4 mN vs 511 mN).

Simplificacion Geométrica El modelo implementado utiliza un dominio rectangular para aproxi-

mar el canal anular del propulsor. Esta abstraccion ignora los efectos de curvatura.
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8. Conclusiones y Trabajo futuro

El presente trabajo implementa y valida un modelo de simulacién numérica fundamentado en el
método Particle-in-Cell (PIC), disefiado para caracterizar el plasma en la salida de un propulsor
de efecto Hall con canal de descarga rectangular, logrando reproducir la dindmica en un ambiente

macroscopico del propulsor.

Cuantitativamente, el modelo arrojé un error relativo aproximado del 25 % respecto a los datos
experimentales reportados. En el contexto de la fisica de plasmas, este margen de error representa
un resultado exitoso. Las simulaciones PIC conllevan una complejidad donde factores como las
fluctuaciones estocasticas de las macroparticulas y la ausencia de modelos colisionales introducen
ruido numérico. A pesar de estas restricciones, el codigo demostré una capacidad para capturar
las tendencias generales del sistema, arrojando valores congruentes en la magnitud del campo

eléctrico, la velocidad de salida de iones, el empuje y el impulso especifico.

En la industria, el ciclo de desarrollo de sistemas de propulsion eléctrica requiere de pruebas fisicas
iterativas, las cuales implican altos costos de manufactura. Este c6digo actia como una forma
de prototipado, permitiendo evaluar el impacto de distintas geometrias o condiciones de frontera
antes de la construccion del propulsor a disefar, reduciendo asi los costos y tiempos en las fases

tempranas de validacion de un motor.

Finalmente, el modelo establece una base para investigaciones futuras. Actualmente se trabaja en
la evolucion del cédigo hacia un entorno electromagnético. La integracion del calculo de cam-
pos magnéticos autoconsistentes generados por el propio movimiento de las particulas permitird
analizar con mayor profundidad fenémenos como la circulacion de electrones dentro del canal de

descarga, acercando la simulacion a una prediccion de desempefio mds exacta.
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Glosario

= Anodo: Electrodo positivo del propulsor. En los motores de efecto Hall, cominmente actia
también como el distribuidor de gas para la inyeccion del propelente neutro en el canal de

descarga.

» Catodo: Electrodo negativo situado externamente al canal de descarga. Su funcién es emitir
electrones tanto para neutralizar el haz de iones de salida como para sostener la descarga

dentro del canal.

= Condicion de Frontera: Conjunto de restricciones matematicas impuestas en los limites del
dominio computacional para garantizar la estabilidad de la solucién de las ecuaciones dife-

renciales

= Efecto Hall: Fenémeno fisico por el cual los electrones en presencia de campos eléctrico y
magnético perpendiculares experimentan una fuerza de deriva perpendicular a ambos cam-

pos.

= Empuje: Fuerza de reaccidon generada por la expulsion de masa a alta velocidad. En propul-

sidn eléctrica, se presenta principalmente de la aceleracidn electrostatica de los iones.
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= Impulso Especifico (/,,): Medida de la eficiencia del uso del propelente en un motor cohete.
Representa el impulso entregado por unidad de peso de propelente consumido al nivel del

mar.

= Macroparticula: Entidad computacional utilizada en el método PIC que representa un gran

nimero de particulas fisicas reales para hacer viable la simulaciéon numéricamente.

= M¢étodo Particle-in-Cell (PIC): Método numérico que modela el plasma rastreando particu-
las individuales en un espacio continuo (Lagrangiano) mientras calcula los campos electro-

magnéticos en una malla fija (Euleriano).

= Plasma: Estado de la materia constituido por un gas ionizado cuasineutral que exhibe com-

portamiento colectivo debido a las fuerzas electromagnéticas.

= Propulsor de Efecto Hall: Tipo de propulsor eléctrico que utiliza un campo magnético radial
y un campo eléctrico axial para atrapar electrones en una deriva azimutal, ionizando el gas y

acelerando los iones para generar empuje.

= Ruido Numérico: Fluctuaciones estadisticas en las simulaciones PIC causadas por el uso de
un ndmero finito de macroparticulas para representar una funcién de distribucién continua.

= Vorticidad: Medida vectorial de la rotacion local de un fluido. En el contexto del plasma,

identifica estructuras coherentes de flujo y turbulencia en la pluma de descarga.

= Xenon: Gas noble de alta masa atémica y bajo potencial de ionizacidn, utilizado cominmen-
te como propelente en propulsion eléctrica debido a su eficiencia y facilidad de almacena-

miento.
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Anexo A. Productos

Modified B-Spline Interpolation for Vorticity Analysis in an Electron Cross-Cloud
PIC Simulation.

Roberto Escalante-Urrea *, Gibran 1. Garnica-Castro 7] orge A. Ferrer-Pérez
Unidad de Alta Teenologia, Faculiad de Ingenieria, Universidad Nacional Autdnoma de México.

Oliver Marcel Huerta-Chavez , Raul Alberto Bernal-Orozeo
Instituto Politécnico Nacional, ESIME Ticdman, Mexico City 07340, Mexico
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Standard Particle-in-Cell (PIC) simulations often face challenges in accurately resolving small-scale vorticity structures due to numerical
noise inherent in traditional interpolation methods. This work describes the implementation of a vorticity calculation module directly inte
grated into a PIC code integrated directly into a PIC code, utilizing a modified B-spline interpolation scheme designed to enhance resolution
and stability.

To evaluate the performance of this implementation, we apply a cross-flow configuration in two distinct electron populations. We conduct a
comparative analysis between the modified B-spline scheme and standard formulations, focusing on the resolution of small-scale structures.
Our results indicate that the modified B-spline implementation significantly improves the definition of vorticity structures, specifically by
observing a higher resolution on small sub-vortices, concluding that our approach successfully resolves these features.

Keywords: Particle-in-Cell, Electron-lon Dynamics, Vorticity, Plasma Simulation, Cross-Cloud.

Figura 42: Abstract de Articulo de Investigacidn en revision en la Revista Mexicana de Fisica.

Comparative of Parallel Modified B-Spline Interpolation again Classic
Interpolation Methods in Particle-Mesh Step for Non-linear Electro-ion Dynamics

Gibran Jalil Garnica-Castro *, Georgiy Polupan
Instituto Politéenico Nacional, ESIME Zacatenco, Mexico City 07738, Mexico

Oliver Marcel Huerta-Chavez "', Raul Alberto Bernal-Orozco
Instituto Politécnico Nacional, ESIME Ticoman, Mexico City 07340, Mexico

Roberto Escalante
Unidad de Alta Tecnologia, Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional Auténoma de México.

Received 04 September 2025; accepted 05 January 2026

This work presents a comparative study of interpolation schemes for the Particle-Mesh step in Particle-in-Cell (PIC) simulations of nonlinear
electron—ion dynamics, emphasizing an OpenMP parallel implementation of a modified cubic B-Spline kernel. The modified B-spline
introduces a small, zero-mean perturbation close to the standard cubic B-Spline to mimic microscale fluctuations and mitigate oscillations
caused by superparticle clustering. We compare this approach against non-parallel modified B-spline, classical cubic B-Spline, and trilinear
(cloud-in-cell) interpolation.

We propose a three-dimensional cubic benchmark with controlled initial conditions (following Brieda) to ensure a fair comparison. The
metrics include the number of electrons, the electric field, and the conservation of energy. The classical modified B-Spline consistently
attenuates noise and suppresses oscillations relative to the CIC and the standard cubic kernel, while preserving force accuracy and not
degrading energy conservation beyond baseline levels. The OpenMP implementation achieves substantial speedups; the per-thread, seedable
randomization adds only marginal overhcad and maintains parallel scalability. Sensitivity analyzes (perturbation amplitude and random seed)
indicate stable behavior and reproducibility.

Overall, the OpenMP-parallel randomized cubic B—Spline provides a favorable trade-off between accuracy, robustness, and performance,
making it a practical option for high-fidelity PIC of nonlinear electron—ion plasmas.

Figura 43: Articulo de Investigacion como co-autor en la Revista Mexicana de Fisica.
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