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Prologo de la primera edicion

Nuestra intencidn al realizar esta obra es la de contribuir a la formacién de los
futuros ingenieros, presentando un material que sea de utilidad tanto para los
estudiantes como para los profesores de ingenieria y que puedan usarlo como
libro de texto o de consulta. El libro contempla lo relacionado con las funciones
escalares de variable vectorial y con las funciones vectoriales de variable escalar
y vectorial. El desarrollo de los temas se presenta de una manera sencilla, ilus-
trando los conceptos con diversos ejemplos y aplicaciones.

Las funciones escalares que se tratan tienen dos o mas variables indepen-
dientes, mientras que las funciones vectoriales se estudian con una o mas varia-
bles independientes.

Se recomienda a todo aquél que desee estudiar este material, que tenga cono-
cimientos previos de cédlculo diferencial e integral de una sola variable, que esté
familiarizado con los conceptos fundamentales de dlgebra y geometria analitica
(tanto plana como en el espacio) y que posea conocimientos elementales de alge-
bra vectorial.

El libro consta de seis capitulos en donde la distribucién de los temas es
como sigue: En el primer capitulo se estudian las funciones escalares de variable

vectorial, sus caracteristicas, su clasificacidn, su generacién y su formulacion.
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También se ve el tema de superficies. En el segundo se abordan los conceptos de
limite, derivada y diferencial de esas funciones y en el tercero se estudia como
determinar sus valores extremos. En el cuarto capitulo se presentan las funcio-
nes vectoriales incluyendo su derivacion y sus aplicaciones. En el quinto se tratan
las integrales curvilineas y se discute ampliamente su relacidon con el concepto
de tra bajo. Por ultimo, en el sexto capitulo se estudia la integracién multiple,
principalmente las integrales dobles, triples y las de superficie asi como sus apli-
caciones. Se discuten también los teoremas de Green, Gauss y Stokes.

Es el deseo de los autores que esta obra sea de lectura accesible y clara para

los alumnos y que un buen nimero de ellos salga beneficiado al recorrer estas
paginas.
A lo largo del desarrollo de este libro hemos recibido las opiniones y sugeren-
cias de muchos colegas y estudiantes. A todos ellos deseamos hacerles patente
nuestro agradecimiento. En especial a nuestro gran amigo Eduardo Belaunzaran
cuyas grandes imaginacion y creatividad han quedado plasmadas en varios de
los problemas y ejemplos discutidos en estas paginas. También a la sefiora Irma
Orozco Garcia, que capturd el manuscrito original, y a los M. en C. José Manuel
Alvarez Tostado y Antonio Garcia Centeno, que con su gran habilidad contribu-
yeron de manera muy importante en el procesamiento del material, queremos
agradecerles su valiosa participacién.

G. M. desea agradecer también a J. L. Fernandez Chapou el tiempo que

dedic6 a discutir con €l algunos temas del texto.

Octavio Estrada
Pablo Garcia y Colomé

Guillermo Monsivais
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Prologo de la edicion digital

La primera edicién de este libro de Célculo Vectorial data de 26 afios y tiene una
singular historia de la cual se hard un efimero relato. Sucede que, después de
surgir a la venta, resulté muy dificil y mds tarde imposible, contactar al editor.
De terceras voces nos enteramos de que, durante un gran periodo de tiempo, fue
vendido en diversas librerias, y por lapsos cortos, de México y de algunos paises
de América del Sur. Al “desaparecer” la editorial se llevd consigo los documen-
tos relacionados con los derechos de autor, cosa que nos imposibilité para hacer
reimpresiones y una segunda edicion.

En ese interludio, seguimos nuestra vocaciéon docente y de investigaciéon en
nuestra bella e insigne UNAM, no sin recordar, con pesadumbre e inquietud inte-
rior, que debiamos hacer algo para rescatar los derechos de este libro que tanto
trabajo nos habia costado. Valga decir que reunir a tres universitarios atiborrados
de trabajo en esta afamada casa de estudios, sabedores que las reuniones para el
libro considerarian —como lo hicieron— horas de cavilacién profunda para con-
ceptualizar e ilustrar la teoria en la materia con ejercicios y aplicaciones varias,
constituy6 una ardua tarea.

Hace tres afios, en una coincidencia con sabor a casualidad, en un festejo al

cual uno de nosotros asistio, no como invitado sino como acompafiante, aparecid

.
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el editor —la casa editorial ya no existia— y se logré que dias mas tarde nos entre-
gara los derechos del libro.

A partir de esa circunstancia fortuita emprendimos la tarea de revisar, de
manera exhaustiva todo el libro, incorporando nuevas y novedosas series de ejer-
cicios al final de la mayoria de las secciones con sus respectivas respuestas. Al
mismo tiempo ampliamos y/o modificamos varios contenidos con objeto de mejo-
rar su exposicidn y hacer mas asequible su comprension y aprendizaje.

Se trata de un libro que considera con profundidad y una gran cantidad de
ejemplos y ejercicios de aplicacion, las funciones escalares de variable vectorial y
las funciones vectoriales de variable escalar y vectorial.

El lenguaje del libro es comprensible y cada conocimiento vertido, invariable-
mente va acompaifiado por ilustraciones analiticas y graficas.

Es de los pocos libros de cédlculo superior que al hablar de funciones escalares
de variable vectorial incluye las superficies, su discusidn, andlisis y clasificacidn.
Ademads, contiene problemas relativos al planteamiento o formulacién de funcio-
nes —modelos matematicos— lo que en muchas ocasiones constituye el principal
obstaculo al configurar situaciones de optimacion.

Es una obra que no “se salta” la nocion del limite de una funcién escalar de
variable vectorial, sino que la aborda con hondura y formalidad, incluyendo ejer-
cicios diversos y considerando los teoremas de continuidad.

El libro contiene una interpretacién geométrica de la diferencial total y trata
diversos casos de derivaciones explicita e implicita de las funciones escalares de
variable vectorial. Analiza y detalla, de forma clara y entendible, al estudiar aplica-
ciones de las integrales dobles y triples, los conceptos fisicos de trabajo, energias
potencial y cinética, la ley de la conservacién de la energia, los primeros momentos
(estaticos), los momentos de inercia, el clculo de la masa y del centro de masa y el
centroide, tanto en distribuciones planas de materia como en cuerpos solidos.

Es notorio el nimero de ejercicios y aplicaciones de las integrales multiples,
sobre todo en aquellos casos en los que su resolucién se simplifica notablemente
mediante la utilizacion de un determinado sistema curvilineo ortogonal como el
cilindrico, el esférico o bien, otro disefiado exprofeso para un problema especifico
a través de una integral multiple.

El propdsito de los autores es que profesores y estudiantes de Calculo Vecto-

rial, encuentren en este libro, todo aquello relacionado con el calculo superior
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que se considera necesario para sus estudios de ingenieria, tanto en el trata-
miento de los conocimientos que abarca por parte de los docentes como en los
estudiantes, que complete lo tratado en el aula y que les permita apropiarse del
conocimiento, esto es, hacerlo suyo, reconstruirlo, edificarlo y utilizarlo para
transformar y transformarse.

Lo vertido en esta obra es sencillo para que un profesor se adentre en este
fascinante mundo del cdlculo superior y sea capaz de impartir sus contenidos a
los estudiantes y para que estos estudien, practiquen, comprendan y aprendan,
y asi estar en la plena disposicidn y posibilidad de adquirir aprendizajes signifi-
cativos, al hacer suyo lo visto en el aula y poder después aplicarlo en asignaturas

propias de la carrera.

Los autores
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Queremos agradecer a la Facultad de Ingenieria de la UNAM
y en particular al Dr. Leopoldo Adridn Gonzdlez Gonzdlez,
Secretario General de la Facultad, por el respaldo que nos
brindaron para que esta obra fuera generada en la Unidad
de Apoyo Editorial y que pudiera ver la luz en el afio 2025.

Finalmente deseamos agradecer de manera muy especial

al Fis. Miguel Navarro Saad que con sus grandes habilidades
y conocimientos proceso y creo los Macros que le dieron
forma a todo el material del libro, tanto de la primera
edicion como de la actual.

Agradecemos también a la LDG Nismet Diaz Ferro

por su trabajo para que esta obra tomara su forma final.

Los autores
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A mi MADRE SARA por todo lo que hizo para sacar adelante a
sus siete hijos, ejemplo de teson, de integridad y de vida, y por
la herencia mds valiosa que recibi de su parte: EDUCACION.

A mi esposa Carolina, a mis hijas Carolina y Mariana,

y a mi adorado nieto César Octavio. A mis hermanos Maria
del Consuelo, Sara Luisa, José Joaquin, Jorge Alberto,
Guillermo y Luis Antonio. A todos los demds seres queridos

que me rodean y que forman parte de mi felicidad.

Octavio.

A Rosy, Samari, Ana Paula, Priscila, Bruno y Marco, con
toda la magia del amor. A mi madre por hacer que amara las
matemdticas. A mi Facultad por su cobijo intelectual. A mis
comparfieros profesores, por nuestro trabajo noble y cotidiano.
A mis alumnos, por su energia, libertad y espiritu.

Pablo.

A todos mis seres queridos, recordando los momentos de
felicidad y el carifio que hemos compartido.

En especial a mi Erika, a mi madre, a mis hijos

y a la memoria de Maria y de mi padre.

Guillermo.
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Existe un sinnimero de problemas en matemadticas, fisica e ingenieria en donde
una variable depende de otras; asi por ejemplo, el voltaje V en una resistencia
eléctrica esta sujeto a la ley de Ohm: V' =RI, expresion en la que se observa que
dicho voltaje depende, tanto de la resistencia R del resistor, como de la corriente
eléctrica I que fluye por él. La expresion V =RI es un ejemplo simple de una fun-
cién que tiene dos variables independientes (la R y la I) y una variable depen-
diente (la V). Por ello se hace necesario el estudio de funciones de varias varia-
bles. En este capitulo se trataran dichas funciones, sus operaciones elementales
y cémo generarlas. También se tocaran algunos aspectos sobre superficies. Se
analizaran principalmente las funciones con dos variables independientes ya
que, por un lado, tienen una representacion geométrica muy simple, y por otro
son suficientes para ejemplificar las propiedades y conceptos mas importantes
asociados a las funciones de varias variables. De esta manera, los métodos que
aqui se discutiran para funciones con dos variables, seran facilmente aplicables
al caso de funciones con tres o mas variables. En este libro sélo se estudiaran los
casos en los que tanto las variables dependientes como las variables indepen-
dientes toman valores reales. Los casos mds generales en donde las variables
toman valores complejos quedan fuera del alcance de este libro.
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1.1 Funciones escalares

1.1.1 Conceptos fundamentales

Para principiar se dard un repaso muy breve de varios conceptos preliminares
y se estableceran algunas convenciones. Cuando se tenga una expresion mate-
matica, por ejemplo el producto matricial ABC, y se desee denotarlo abreviada-
mente con algiin simbolo, por ejemplo D, se escribira D=ABC envezde D=ABC.
La expresion D=ABC indica que D se ha definido como dicho producto. Esto por
supuesto implica la igualdad entre ambos miembros pero esta igualdad es sim-
plemente por definicidn. El conjunto de los nimeros reales se denotara con el
simbolo R y para indicar que x es un nimero real se escribird x € R, lo cual se
lee como: “x es un elemento de los nimeros reales” o bien como: “x pertenece a
los reales”. A los nimeros reales se les denominarad también escalares. Se llamara
vector de ene componentes bien vector enedimensional o simplemente vector) a un
arreglo ordenado de n numeros reales de la forma

(xl, KXoy oy xn)

Al ntimero x; se le llamard componente i-ésima del vector o bien compo-
nente numero i del vector. Cuando n es igual a 2 o0 3 se usaran también los nom-
bres de pareja o terna ordenada de numeros reales, respectivamente. En estos
casos, en vez de usar los simbolos x;, X, y x; para las componentes de vector se
utilizaran los simbolos x, y y z. Para denotar abreviadamente a los vectores se
usaran letras negrillas, por ejemplo v, x, a, etc. Frecuentemente se sigue la con-
vencion de utilizar la misma letra para denotar al vector y a sus componentes.
Asi, el vector anterior se puede denotar como x, es decir,

X= (xl, Xy o xn).

Sin embargo, esta convencién no es una regla absoluta y ocasionalmente encon-

traremos expresiones de la forma

r=(x, v, 2); r=(x, % ~,x,); a=(x,y); etc.
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El conjunto de todos los vectores con n componentes se denotara como R"
y se le llamara espacio euclidiano enedimensional o simplemente espacio R" y para
indicar que x es un vector de R" se escribird x € R", lo cual se lee como: «x es un
elemento de R"» o bien como: «x pertenece a R"». La multiplicacién del nimero
real a por el vector x= (xl, Xyt xn) y la suma de los vectores x= (xl, Xyt xn) y
y= (yl, Yos s yn) se denotan respectivamente como ax y x+y y estdn dadas por

ax = (o, 0y, , ax,,)

Xt+ty= (x1+y1’ Xyt Yps s xn+yn)'

En los casos en los que n=2 o n =3 se puede tener una imagen grafica de cada
vector. Considérese por ejemplo el caso de n=2. Una representacion geométrica
del vector v=(v,, v,) se obtiene si sobre un plano con ejes coordenados perpendi-
culares entre si se dibuja un segmento de recta dirigido (una flecha) que parte del
origen al punto de coordenadas (v;, v,). Ver figura 1-1(1'). De esta forma cada vec-
tor de R tiene asociado al mismo tiempo una flecha y un punto del plano y vice-
versa. Debido a esto se acostumbra identificar indistintamente al vector v con su
flecha asociada o con el punto de coordenadas (v,, v,). Asi mismo, se identifica
indistintamente a R* como el conjunto de parejas de niimeros reales {(xl, xz) |x1,
X, € R}, o como el plano coordenado. En ocasiones conviene considerar también
a cualquier otra flecha que sea paralela a la anterior y que tenga la misma longi-
tud pero que no necesariamente parta del origen como una representacion del
mismo vector v. De este modo el vector v puede estar representado por un sinnu-
mero de flechas. Se asigna el nombre especial de radio vector ala flecha que parte
del origen. Entonces, la expresion (vl, vz) puede identificarse como un vector, un
radio vector o un punto. No obstante, cuando se quiera indicar explicitamente
que (xl, xz) debe considerase como un punto se utilizard una letra mayuscula,
por ejemplo, P=(x,, x,). La longitud de la flecha asociada a un vector v= (v, v,)
estd dada por (utilizando el teorema de Pitdgoras en la figura 1-1(i)): \/V2+v2 y
se le llamara norma o magnitud de v. La norma de v se denota como |v| o bien,

cuando no haya lugar a confusién, simplemente como v. Es decir,

V= |v| =\/Vi+vi.
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A los vectores que tengan norma igual a 1 se les llamara vectores unitarios
y para denotarlos se colocara una tilde de la forma " sobre la letra que denota al
vector. Es claro que al dividir un vector arbitrario v entre su norma se obtiene un
~/ A\ . . .
nuevo vector v =[yy duees unitario. Es decir,

1

[v]

Al |V _

v]

A este procedimiento se le denomina normalizacién del vector v. Cuando dos vec-
tores unitarios son ortogonales (o perpendiculares) entre si se dice que los vec-
tores son ortonormales.

Por otro lado, cuando un vector es perpendicular a un plano se dice que el
vector es normal al plano, independientemente de que el vector tenga magnitud
igual o diferente de uno. Notar la diferencia entre las frases «vector normali-
zado» (que significa que el vector se ha construido de manera que tenga mag-
nitud igual a uno) con la frase «vector normal a un plano» (que significa que el
vactor es perpendicular al plano).

La representacién geométrica de la suma de dos vectores de R” es la bien
conocida ley del paralelogramo que se estudia en Geometria Analitica. En la
figura l-l(ii) se ilustra la suma de los vectores a y b. El paralelogramo tiene por
lados las flechas de a y b. La suma a+b es la flecha sobre la diagonal que va de
la esquina del paralelogramo que esta en el origen hacia la esquina opuesta del
paralelogramo. La otra diagonal es la resta b—a que es la flecha que va desde el
punto final de a hacia punto final de b. En la figura se observa que al sumar las
flechas a y (b—a) se obtiene b.

L —— ;" FIGURA 1.1. (i)
o Representaciéon
) ® .,r': geométrica de un vector
/ en el plano. (ii) Ley del
paralelogramo para la

X a x suma de vectores.
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Si Ay B son los puntos en donde terminan la flechas de a y b respectivamente
entonces A= (al, a,)yB= (bl, b,) y se tiene que el vector que va de A a B es el
vector b—a. La magnitud de este vector es igual a la distancia que hay entre Ay
By estd dada por

|b—a| =\/(b1—a1)2+(b2—a2)2.

Por otro lado, la imagen geométrica de la multiplicacién del nimero a por el
vector v es una nueva flecha paralela a la flecha asociada a v pero cuya magnitud
esigual ala norma de v multiplicada por a. Cuando a >0 ambas flechas apuntan
en la misma direccién pero cuando a<0 la nueva flecha apunta en direcciéon
contraria a la direccién de v.

Estas ideas son igualmente aplicables para el caso n=3y en general para n
arbitrario aunque nuestra imagen geométrica se pierda para n>3. Siempre que
en este libro se discuta el sistema tridimensional se considerara que el sistema
de ejes es levogiro, el cual es tal que si se apunta con el dedo indice la direcciéon
del eje Zy con el dedo pulgar la direccidn del eje Y entonces el dedo medio puede
apuntar en la direccién del eje X.

Para finalizar esta parte conviene mencionar que existen muchos otros
espacios vectoriales y que son mas generales que los espacios R". Esos espacios
se estudian en los textos de algebra Lineal. Pero en este libro se consideraran
unicamente los espacios R", principalmente R*y R>.

A continuacidn se definirdn algunos conjuntos particulares de puntos en R".

é Definicion. Se llama vecindad o entorno del punto (xo, yo) € R? al conjunto
de puntos que se encuentran en el interior de una circunferencia de radio
§ y cuyo centro es (x,, o). Esto es, al conjunto de todos los puntos (x, y) que

satisfacen la desigualdad
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(x—x0)2+ (y_yo)z <8

A § se le llama radio de la vecindad.
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Si se excluye al punto (x,, yo) se habla entonces de una vecindad (o entorno)
reducida o agujerada en (x,, y,). Nétese que si se hace r=(x, y) y r,= (x,, ¥o), 12

desigualdad anterior se puede expresar como
lr—r,| <8,

lo que permite extender facilmente la definicidn al espacio de n dimensiones

como sigue.

é Definicidn. Al conjunto de puntos r= (xl, Xy e s xn) € R™ que satisface la
desigualdad |r—r,| <§ se le denomina vecindad o entorno del punto

— n
r,= (xov Xo2s Xo3s """ xOn) ER".

1.1.2 Regiones

é Definicion. Sean P un punto y S un subconjunto de R". Entonces:

i) P es un punto interior de S si todos los puntos de al menos una de sus
vecindades estan contenidos en S.

ii) P es un punto exterior a S si todos los puntos de al menos una de sus
vecindades no pertenecen a S.

ii1) P es un punto frontera de S si en cualquiera de sus vecindades existen
puntos que pertenecen a Sy puntos que no pertenecen a S.

iv) P es un punto singular de S si todos los puntos de al menos una de sus
vecindades, estan contenidos en S con excepcién del mismo punto P.
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é Definicion. Sea S un subconjunto de R". Entonces:

i)  Ses cerrado si contiene puntos interiores y contiene a todos sus puntos fron-
tera.

ii) Ses abierto si contiene puntos interiores y no contiene puntos frontera.

iii) S es semiabierto o semicerrado si contiene puntos interiores y algunos

puntos frontera.

)

iii)

El conjunto S= {(x, y) |x+ys 1; x=0, y=0; x, ye ﬂ'\”} cR? es un conjunto
cerrado. Ver la figura 1.2. En este ejemplo S es el conjunto de todos los
puntos que estan en el tridngulo sombreado, incluyendo a su perimetro.
De acuerdo con la definicion de punto frontera dada arriba los puntos del
perimetro son precisamente los puntos frontera ya que cualquier vecindad
que se construya alrededor de cualquiera de ellos contiene puntos que per-
tencen a la regién sombreada y puntos que no pertenecen a ella. Entonces,
como S contiene a sus puntos frontera es un conjunto cerrado.

El conjunto S= {(x, y) |x+y< 1; x>0, y>0; x, ye R} cR* es un conjunto
abierto y se ilustra en la figura 1.3. En este ejemplo el perimetro estd trazado
con lineas punteadas para indicar que no forma parte de Sy por lo tanto S
es abierto.

El conjunto S= {(x, y) |x+y< 1; x=0, y=0; x, y€ ﬂ'\"} cR?* es un conjunto
semiabierto como se ve en la figura 1.4.

FIGURA 1.2. FIGURA 1.3.
Conjunto cerrado. Conjunto abierto.
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FIGURA 1.4.
Conjunto
semiabierto.

) El conjunto S:{(x, y) |x+y<l; x=0, y=0; x, yed,?}cll'\\"2 (donde Q repre-
senta a los racionales) es un conjunto que no satisface ninguna de las defi-
niciones anteriores ya que no contiene puntos interiores y sé6lo contiene
puntos frontera. En efecto, este conjunto consiste de todos los puntos del
triangulo considerado en el ejemplo anterior pero cuyas coordenadas son
numeros racionales. Y como cualquier vecindad que se construya alrededor
de cualquiera de esos puntos siempre va a contener puntos cuyas coordena-
das son racionales y puntos cuyas coordenadas no son racionales entonces

todos los puntos son puntos frontera.

é Definicion. Sea S un subconjunto de R". Si cualquier par de puntos Py Q de S
se pueden unir mediante un segmento de curva tal que todos sus puntos per-
tenezcan a S se dice que S es un conjunto conexo. Si ademas, dicho segmento

es recto, entonces S se denomina convexo.
Aunque el siguiente concepto es posible definirlo en R" aqui sélo se definird en R.

é Definicién. Sea S c R*> un conjunto conexo con la propiedad de que todos los
puntos encerrados por una curva cerrada cualquiera contenida en S, también
estan contenidos en S. Entonces se dice que S es simplemente conexo.
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i) El conjunto S={(x, y)|x*+y?<16; x*+y*=1; x*+(y—-2)?="} es conexo
como se ve en la figura 1.5. Sin embargo, S tiene dos hoyos, y por lo tanto
cualquier par de puntos de S que se localicen en lados opuestos de alguno
de esos hoyos no se podran unir mediante una recta que quede totalmente
contenida en S. En consecuencia, S no es convexo. Ademas, si consideramos
una curva C dentro de S que rodee a los hoyos, entonces habra puntos dentro
de C que no pertenezcan a S. Asi, S tampoco es simplemente conexo.

FIGURA 1.5. Conjunto
CONEeXO Pero no CONvexo.
Tampoco es simplemente
conexo.

ii) El conjunto S= {(x, Y) |a <x<b,c<ys=d;x,ye R} es convexo y simplemente
conexo como se ve en la figura 1.6 izquierda.

iii) El conjunto S={(x, y)|x*+y?<2; (x-2)*+y?=1} es simplemente conexo
pero no convexo. Ver la figura 1.6 derecha.

é Definicion. Una region es un conjunto conexo de puntos que puede ser
cerrado, abierto o semicerrado.
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a)

FIGURA 1.6. (a) Conjunto
simplemente conexo y convexo. (b)
Conjunto simplemente conexo pero
N0 CONvexo

Hacer un trazo aproximado del siguiente conjunto e indicar si se trata de una
regién. R= {(x, Y) |y2x2; xX*+y*<4; x, yeR}.

Solucion: Si en vez de tomar desigualdades se toman las igualdades, las curvas
serfan: y=x7, que es una pardbola que abre hacia arriba con vértice en el origen, y
x*+y* =4, que es una circunferencia de radio 2 con centro en el origen. El conjunto
se muestra en la figura 1.7. Como se puede apreciar, el conjunto es conexo y conse-
cuentemente se trata de una region. Vemos ademads que es cerrada y convexa.

FIGURA 1.7.
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Realizar un croquis del conjunto definido por R={(x, y)| |x| <y< - x*+4; x, ye R}
e indicar si se trata de una region.

Solucion: Si se toman igualdades en vez de desigualdades se obtiene: y= |x| s
que es la funcién valor absoluto, y y=-x"+4, que es una pardbola vertical con
vértice en (0,4) y que abre hacia abajo. El conjunto se muestra en la figura 1.8.
Como es conexo se trata de una region, la cual es abierta y convexa.

FIGURA 1.8.

1.1.3 Funcion escalar de variable vectorial (Campo Escalar)

Como ya se menciond, existen conceptos fisicos y/o matemdticos representados
por expresiones en las que mas de uno de los pardmetros que intervienen en
ellas puede cambiar durante un determinado proceso. A estas expresiones, en
las que la variable dependiente esta en términos de dos o mas variables inde-
pendientes, se les llama funciones escalares de variable vectorial, o bien, campos
escalares. También se utilizan los nombres de funciones reales de variable vectorial

o funciones escalares de varias variables.

é Definicion. Una funcidn escalar de variable vectorial es una terna formada
por un conjunto llamado dominio, D;c R", un conjunto llamado codominio,
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Cs=R, y una regla de correspondencia f que asocia a cada elemento r del
dominio uno y sélo un elemento del codominio denotado como f (r). Se acos-
tumbra escribir f: R"— R para indicar que f es una funcién que asigna valo-
res en R a los elementos de R"™.

De acuerdo con esta definicién, el simbolo f(r) representa el valor que toma
la funcién fal evaluarla en r. El dominio de fes el conjunto de vectores r de R" a
los que se les asocia un valor real del codominio. A las componentes de r se les
acostumbra llamar variables independientes o argumentos de la funcién y a la
variable z definida como z=£(r) se le llama variable dependiente. Asi, si r=x,,
Xy, X3+, X,) las variables independientes son x;, x,, X3, , X,,, y en vez de escribir
f (r) se puede escribir f (xl, Xy» X305 Xp). Al conjunto R¢ de valores que toma la
variable z se le denomina recorrido, imagen o rango de la funcién. Asi, R;c C;=R.

En este libro, para indicar que el simbolo f representa a una funcioén, se dira
indistintamente que: “fes una funcién” o bien que “f (r) es una funcién”. Pero debe-
mos aclarar que rigurosamente solo la primera forma es la correcta. La segunda
forma es un abuso de la notacién porque f (r) es un numero (el valor que toma f
en r) no una funcién.

A continuacién se ilustra este concepto para el caso que mas se estudiara
aqui, que es el de las funciones escalares que sélo dependen de dos variables

independientes.

FIGURA 1.9. Dos formas de visualizar el
concepto de una funcién escalar de dos
variables f:R*>R.
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En la figura 1.9 izquierda se muestra el concepto de funcién como una caja
negra. La sefial de entrada de esta caja proviene del dominio de la funcién y la
sefial de salida va hacia el recorrido de f. En la figura 1.9 derecha se observa el
concepto de funcidn, presentando el dominio en el plano XYy el recorrido en el
eje Z donde se ubican las imdgenes de los puntos del dominio.

Determinar el dominio de definicién de las siguientes funciones y representarlo
graficamente.

D) f(xy)=In[(16-x*-y*) (x*+y*-4)]

i) f(x,y)=++/6-(2x+3y)

-5
i) £ (e y) =2
24y—x

iv) f(x,y)=angsen(¥/2)+ \/x_y
Solucion:
i) f(x, y)=In[(16 —x*~y*) (x*+y*~4)]. Se sabe que el dominio de la funcién
logaritmo son los reales mayores que cero, por lo que
(1-x*-y?) (x*+y*-4) >0,

lo que implica la existencia de dos casos

Primer caso Segundo caso
16 -x"-y*>0 16 —x"-y*<0
=x*+1y*<16 =>x*+y*>16
y  x*+y*-4>0 y  x*+y*-4<0
=>x*+y°>4 =x*+y’ <4
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Como x*+y” no puede ser al mismo tiempo menor que 4 y mayor que 16, el
segundo caso no tiene solucion. Entonces el dominio estda determinado uni-
camente por el primer caso, del que se obtiene (ver figura 1.10):

Ds={(x, y)|[4<x?+12<16; x,yeR}.

FIGURA 1.10. E1
dominio es una
region abierta.

ii) f(x, y) = +4/6—(2x+3y). Se sabe que el radicando en una raiz cuadrada
debe ser positivo, por lo que

6—(2x+3y)=0
de donde (ver figura 1.11)

Df={(x, y)|2x+3ys6; X; yell'\"}.

FIGURA 1.11. El dominio es una
regidn cuya tnica frontera es

la recta 2x + 3y = 6; la cual esta
incluida dentro del dominio.
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i) f (x, y) = (xy—S) / 2(1/ y—xz). Por la misma razén que en el caso anterior,
pero tomando en cuenta que el denominador no puede ser igual a cero, se

tiene que (ver figura 1.12):

y-x*>0 = y>x* y Df={(x,y)|y>x2;x,yeR}.

FIGURA 1.12.
El dominio es una
regién abierta.

iv) f(x,y)=angsen(¥/2)+4/xy. Se sabe que el argumento de la funcién inversa
del seno varia de —1 a 1y que el radicando de una raiz cuadrada debe ser

mayor o igual a cero; por lo que

12X <1 = Z2sx<2
2
y
x=0 x<0
xy>0 = 0
y=0 ys<

de donde (ver figura 1.13)
Df={(x, y)| -2=<x=<0,y=<0; x, yeﬂ'\"}u

{(x, y)|OSx52,y20; x,yell{?}.
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FIGURA 1.13. El dominio

es la unién de dos regiones
cuyas fronteras son
respectivamente las rectas
x=-2;y=0; x=0y las rectas
x=0;y=0:x=2.

1.1.4 Representacion grafica de una funcién f : R* > R

Una funcidn real de dos variables independientes f (x, y) puede representarse

graficamente en dos formas:

1) Por medio de una superficie
2) Utilizando curvas de nivel

é Definicion. Una superficie es el lugar geométrico de todos los puntos que satis-
facen una ecuacion del tipo F(x, Y, z) =0, de tal forma que al despejar una de
las tres variables sea posible conformar una funcién escalar de dos variables.

FIGURA 1.14.
s={(x.y. 2)lz=f(x. 9); x, y, z eR}.

En la figura 1.14 se representa graficamente una funcién escalar f(x, y)
mediante la superficie S que se construye dando valores a las variables indepen-
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dientes xy y, calculando el valor de z=f (x, y) y graficando las ternas (x, y, z) en
el espacio tridimensional R®. Este método, que en el pasado era muy laborioso,
en la actualidad se ha vuelto mas sencillo con el auxilio de las computadoras.
En la figura 1.15 se muestra como ejemplo la grafica de la funcién 2/(y—x?).

FIGURA 1.15. Gréaficade la
funcién 2/(y—x?).

Llamaremos superficie cerrada a una superficie que encierra completamente
a un volumen. Un ejemplo de una superficie cerrada es aquella que estd formada
por una superifie superior, descrita por una funcién escalar fs(x, y), una superfi-
cie inferior descrita por una funcién escalar f,-(x, y) y una supficie lateral vertical
la cual, en algunos casos, puede consistir simplemente en una curva que une a la
superificie superior con la inferior.

Por otro lado, el método de las curvas de nivel (o lineas de contorno) consiste

en trazar curvas del tipo

f(x’ y):C1
f(x’ y)=C2
f(x’ y):C3

donde C;, C,, C;, -+ son constantes. El conjunto de puntos que satisfacen la ecua-
cién f(x, y) = C; es una curva en el plano XY que estd asociada al valor de z igual
a C;. Al hacer el trazo de curvas para diferentes valores de z se obtiene una fami-

lia de curvas como las mostradas en la figura 1.16.
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FIGURA 1.16. Un
ejemplo de curvas
de nivel.

Sea la superficie de ecuacidn z=xy. Trazar algunas de sus curvas de nivel asocia-

das y con base en ellas, inferir la forma de la superficie.

Solucion: Si se dan diferentes valores a z y se grafican las curvas resultantes, se
obtienen las curvas mostradas en la figura 1.17, estas son hipérbolas que para
valores negativos de z estan en los cuadrantes 2 y 4 del plano XY y que para valo-
res positivos de z estan en los cuadrantes 1y 3. Entonces la superficie es tal que
al cortarla con planos horizontales que estan abajo del plano XY se obtienen las
hipérbolas de los cuadrantes 2 y 4, etc. La forma de la superficie aparece en la
figura 1.18.

FIGURA 1.17. Curvas de nivel de
la funcién f (x, y) = xy. La grafica
de esta funcion se muestra en la
figura 1.18.
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FIGURA 1.18. Gréfica de la funciéon
f (x, y) =xy. Sus curvas de nivel
son las mostradas en la figura 1.17.

Esta superficie es un ejemplo de
un paraboloide hiperbdlico.

A continuacidén se presentard un problema tipico de aplicacién de este tipo de

conocimientos.

Dado el conjunto de puntos de la figura 1.19, donde cada uno tiene asociado un
numero que puede representar, por ejemplo, el valor de un potencial eléctrico,
magnético, gravitacional, etc., se desea trazar las curvas de nivel de dicho poten-
cial. En estos casos las curvas se llaman curvas equipotenciales.

FIGURA 1.19. Valores de un
potencial en una red de puntos
del plano.

Solucion: Para trazar las curvas de nivel se toman los puntos que tengan el
mismo potencial. Y si dicho potencial cae entre dos puntos, se efectiia una inter-
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polacidén para calcular la posicion del punto por donde pasa el potencial conside-
rado. El mapa con las curvas equipotenciales quedaria aproximadamente como
se muestra en la figura 1.20. Cabe hacer notar que en este tipo de problemas
puede resultar muy dificil hallar la expresién matematica de la funcién escalar
f (x, y) que corresponda a las curvas de nivel del potencial tratado, pero el traba-
jar con dichas lineas de nivel puede simplificar en gran medida los problemas.

FIGURA 1.20. Curvas de nivel
construidas con los datos de la
figura 1.19.

Existe una generalizacion de las curvas de nivel que sirve para representar
geométricamente una ecuacion del tipo w=f (x, Y, z) con tres variables inde-
pendientes. En este caso no es posible dibujar la grafica de tal funcién porque se
requieren cuatro dimensiones. Sin embargo, tales graficas se pueden visualizar
mediante las superficies de nivel. Considérese el siguiente ejemplo.

Trazar algunas superficies de nivel de la funcién escalar cuya ecuacion es

w=x+y+2.

Solucion: Si se dan diversos valores a w se obtiene una familia de planos parale-
los, como se muestra en la figura 1.21, que son las superficies de nivel del campo

escalar considerado.
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11.

FIGURA 1.21. Superficies de nivel
de la funcién w=x+y+z.

Hacer un trazo aproximado de las siguientes regiones e indicar si son abier-

tas, cerradas o semicerradas. Indicar también en cada caso cudles son el

interior, el exterior y la frontera de la regién.

x, |a E<x<a+&;b- 8<y<b+8}

b) x, ||x a|<§ —x<y<x}
y|53enx}
O {9 5] <1 o] <yI% |o] syT-77]

2 {(
{
) (e y)] || =sen /s
{
o {(x

)| [l <15 Jy] = |«]}.

Solucion: a) Rectangulo sin fronteras. Conjunto abierto limitado por:
x=ax*f, ye [b—S, b+8]; y=bx§, xe [a—g, a+£]. b) Trapecio semia-
bierto con fronteraseny=*x, x€ [a—g, a+<§]; x=a-§, ye[—a+§, a—&];
x=a+§, ye [— a-§, a+ E,]. Conjunto cerrado limitado por las rectas ver-
ticales: x= %1, y limitado inferior y superiormente por las funciones: y

= * [sinx/|, respectivamente.
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Obtener los valores que toma la funcién

x*+2x*y*+yt
Floy) =22 d Y

1 —x?— yz
en los puntos que satisfacen la ecuacién x*+y* =4.

Solucién: Hay un solo valor y es igual a: —216/3

Definir y representar graficamente el dominio de las siguientes funciones.
a) flx,y)=+/16-x"-9*

b) flx y)=

X+y* -4
o) f(u,v)=In(4-u>-v?)+/u-v
) f(x y)=In(y*-4x)

e) arcsen(uv)+In(uv)
f) \Jx*+yP+27 -1
g) flx,y)=4/4-x" -y +In(x*+y*-1); y—x<0; y>0.

Solucion: a) Dominio: circulo cerrado de radio 4; b) Dominio: circulo
abierto de radio 2; c) Dominio: Parte del circulo abierto de radio 2 tal
que v=<u; d) Dominio: Todo el plano XY excepto la regién que esta a la
derecha de la pardbola x=y*/4; e) Dominio: Interseccién del primer cua-
drante con la parte inferior de la grafica de v=1/u m4s la interseccién del
tercer cuadrante con la parte superior de la graficav=1/u.
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1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Trazar las curvas de nivel correspondientes a =0, 1, 2, 3 para las siguien-

tes funciones:

a) f(uv)=q/x"+y

b) f(wv)=416-u?~v?
o) (x+y)”

Solucion: a) Circulos concéntricos centrados en el origen de radios 0, 1,
ﬁ y \/5 ; b) Circulos concéntricos centrados en el origen de radios 4,

A/15,4/12y \/g; c) Rectas de ecuacién y=—x+2°.

La férmula v(x, y) =4/4/4 - (x*+y*) representa el valor del potencial eléc-
trico v (en volts) en un punto (x, y) del plano XY. Trazar las lineas equipo-
tenciales parav=2, 4, 6, 8, 10, 1000. Describir la superficie.

Solucion: Las lineas equipotenciales en el plano XY son circulos que van

derar,conrl=d—4/2; 12=3;r2=4--2; t2=4- |1, ;24 [2,
) 2 NG 2 5
re=4-—

\/1000

Trazar las superficies de nivel correspondientes a w=0, 1, 2, 3 para la fun-

cién w(x, y, z) =4x"+y*+42%
Solucion: Elipsoides centrados en el origen con ejes principales a) (0,0,0),

b) (1, 1,%), o) (Y7, V2 Yz )y ) (3/,,43,Y3/,)

La magnitud F de la fuerza de atraccion ente dos cuerpos, uno en el origen
y el otro en el punto (x, y, ) #(0, 0, 0), de masas m y M, est4 dada por
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GmM

F=————
x2+y2+Z2

donde G es una constante positiva (La constante de gravitacién universal).
Describir las superficies de nivel de F.

l 1.2 Operaciones elementales entre funciones

—4 Definicion. Sean las funciones escalares f:R">R y g:R"—> R, con domi-
nios D;c R" y D,C R" respectivamente, y sea a un escalar. Entonces:

1) Se define la multiplicacién de f por el escalar a como
(af)(r)=af(r) con Dy=D; y reDscR"

i1) Se define la adicion de funciones escalares como
(f+8)(x)=f(r)+g(x) con D, ,=DsnD, y reDs cR"

ii1) Se define la multiplicacién de funciones escalares como
(f-g)(r)=f(r)-g(r) con Df.,=D¢nD, y reDys ,cR"

iv) Sea h una funcién real de variable real h: R - R; entonces la composi-
cién de h con fse define como

(hef) (x) =h(f(r))

y su dominio son los elementos del dominio de ftales que sus imagenes

estén en el dominio de h.

Teorema 1. (Propiedades de la adicién y multiplicacién de funciones escala-

res de n variables).

i) La adiciéon cumple con la cerradura, asociatividad, conmutatividad,
existencia de idéntico (que es la funcidn cero) y la existencia de inver-
sos (dada f(r) su inverso es —f(r)).
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i1) La multiplicacion cumple con la cerradura, asociatividad, conmuta-
tividad, existencia de idéntico (f(r) =1) y la existencia de inversos,
excepto sif=0 (dada f (r) su inverso es 1/f(r) con tal de que f(r) #0.

Las demostraciones de estas propiedades se omiten y se dejan como ejerci-
cio para el lector. No6tese que la division de funciones escalares se puede definir
como una multiplicacién a partir del inverso multiplicativo y la resta como una

adicién del inverso aditivo.

Sean las siguientes funciones definidas por medio de conjuntos de ternas orde-
nadas, en donde los primeros dos elementos de cada terna representan un punto
del dominio y el tercero su imagen:

fi={(0,0,-1), (0,1,0), (1,1,-3), (0,-1, 5)}
y £=1(0,0,2),(0,1,3), (-1,1,4), (1. 1,0)}.

Calcular:a) =2f); b)fi+fy; o fo—fi; D fifas e)%

Solucion: Los dominios de las funciones son
D,={(0.0). (0.1). (1.1). (0.-1)}
D,={(0.0). 0.2), (1.1). (-1, 1}

luego

D;,nD;,=1(0,0), (0, 1), (1, 1)}
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por lo que

a) -2£,={(0,0,2),(0,1,0),(1,1,6), (0, -1, —10)}
b) fi+f,=1(0,0,1),(0,1,3), (1,1 - 3)}

) f,-£=10.0.3).(0,1,3), (1. 1, 3)}

d fi-f,={(0,0, -2),(0,1,0), (1, 1,0)}

e) fz/f1={(0, 0, _2)’ (l’ 1, 0)}

} Ejemplo 10.
2

Sean las funciones f;(x, y) =xy, fo(x, y) =x sen(x*+y?) y g(x) =4/1 - x*.
Calcular: a) 3f,; b) 3f,~f,; ©) fo/fi; d) gofi.

Solucion: Como se observa, Dy =Dy = R?; D,= [— 1, 1]; entonces:
a) (3f1)(x, y)=3xy; Dy =R
b) (3fi=f) (X, Y) =3xy~-x sen(x’+y*) =x[3y—sen(x*+y*)]: Dy, = R?

’ (?)(x’ y)zw Dy, =100 9)|y#0; x yeRr}

d) (gofy) (x,y)=g(fi(x, y)) =+/1-(xy)* ;

Dgoflz{(x, y)|-1=xy<1; x yer}.
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} Ejemplo 11.

Sean las funciones f: R >R y h: R—> R, definidas como

f=1(0,0, 1), (0,1,0), (1,1, -3), (0, -1,5), (1, 2, 2)}
h=1{(0,2), (-1,3), (1, -1), (3,2), (2, 10)}.

Calcular: hof'y su dominio.

Solucion:

D;={(0,0), (0,1), (1,1), (0.-1), (1, 2)};

Ry={-1,0,-3,5,2}; D,={0,-1,1,3,2}.

Vemos que el —3y el 5 estdn en el rango de f pero no estan en el dominio de h.

En consecuencia h no puede evaluarse en esos dos valores. Y como ellos pro-

vienen respectivamente de (1,1) y (0,—1) entonces el dominio de hof no puede

contener a (1,1) y (0, —1).

Por lo tanto,

Drop=1(0.0), (0.2, (L2} hof={(0.0.3), (0.1.2). (1.2, 10)}

1.8.

Sean las funciones f,(x, y) =x*+y% fo(x, y) =xy; folx, y) = (x+y)/(x-y) y
g(u) =1/ ﬁ . Realizar las siguientes operaciones entre dichas funciones y

determinar su dominio.

a) fi-2f,
b) (f1_2f2)°f§
c) (f1+2f2)/f§
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d) gef;
e) g°(f1_2f2)'

Solucién: a)(x-y)?, dominio=R? b)(g”-h)? dominio=R; c)(x-y)?

dominio =R? menos las rectas y =—x y y =x; d) /;C;g, dominio = R?

menos las rectasy=—x y y=x;e) _1 _, dominio=R? menos la recta y=zx.
xX+y

19. Sean las funciones f,, f, y f; de R* a R, definidas como

fi=1(0,0,0), (-1,-1,2), (1,0, 1), (1, 2, 5),
(2,3,13),(-3,0,9), (1,-2,5)}

f={(0,1,-1),(1,0,1), (1,2,-1), (-3, 0,-3),
(1,-2,3), (4,5,-1), (3,-2,5)}

fo={(0,1,0), (-1,-1,1), (1,0,0), (2.3, 6),
(-3,0,0), (1,-2,-2), (3,-2,-6)}

Realizar las siguientes operaciones entre dichas funciones y determinar

su dominio.

a) fi—2f; b) fyofs c) (f1—2f3)/f22.

110. Sean las funciones f,:R* >R, f,:R*> R y g: R - R definidas como

f=4(0,0,0), (-1,-1,2), (1,0, 1), (1,2, 5)
(2,3,13), (=3,0,9), (1,-2,5)}

f={(0,1,0), (-1,-1,1), (1,0,0), (2,3, 6)
(-3,0,0), (1,-2,-2), (3,-2,-6)}

g={(0,0), (1,1), (2.+/2), (3,4/3), (4, 2)}.
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Calcular el resultado de las siguientes operaciones y determinar el dominio.

a) gof,
b) gef,
c) g°(f1_2f2)'

Solucién: a) gof, ={(0, 0, 0), (-1, -1, 2), (1, 0, 1)}; Dominio: {(0, 0), (-1,
-1),(1,0)};b) gof,={(0,1,0), (-1, -1,1), (1,0, 0), (-3, 0, 0)} Dominio: {(0,
D, (-1, 1), (1,0), (-3, 0} &) g fi-2£) ={(~1, ~1,0), (1,0,1), (2.3, )}
Dominio: {(-1, -1), (1, 0, (2, 3)}

1.3 Clasificacion de funciones

Las funciones escalares se pueden clasificar de acuerdo con su expresién mate-
matica, como se muestra a continuacion. No se profundizard en el tema porque
la clasificacion es esencialmente la misma que se estudia en el calculo de una

variable independiente.

polinomiales
algebraicas racionales
irracionales
. . trigonométricas
Tipos de funciones d &
trascendentes logaritmicas
exponenciales
mixtas

Las funciones algebrdicas son aquellas que se obtienen como resultado de un
numero finito de operaciones elementales entre las variables independientes
(adicién, multiplicacién, potenciaciéon y radicacion). Un ejemplo de funcién alge-
braica es
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flx,y)=x \/§+5x2y—y3\/;

y de una funcién trascendente es

f(x,y)=In %+ e**—sen(x+y).

1.4 Analisis de la ecuacion de una superficie

Asi como ocurre cuando se desea graficar una funcién real de un argumento, para
graficar una funcién de dos variables es conveniente analizar primero algunas
caracteristicas importantes de la funcién. Las caracteristicas que se analizaran

son las siguientes:

1) Simetria

2) Intersecciones con los ejes coordenados y trazas

3) Secciones planas paralelas a los planos coordenados
4) Extension de la superficie

Aunque usualmente para hacer un esbozo simple de la gréfica sélo se requiere
saber una o dos de estas caracteristicas, en lo que sigue se discutirdn con detalle
todas ellas. ;Cudles de ellas son mads utiles para construir la grafica? La respuesta

depende de la situacion especifica.

1.4.1 Simetria

é Definiciones

«  Dos puntos son simétricos con respecto a un plano si y solamente si
el plano bisecta perpendicularmente al segmento de recta que une
dichos puntos.
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«  Una superficie S es simétrica respecto a un plano T si el simétrico de
cada punto de la superficie, respecto a T, es también un punto de S.

«  Dos puntos son simétricos respecto a una recta L si el segmento que
une dichos puntos es bisectado perpendicularmente por la recta L.

« Una superficie S es simétrica respecto a una recta L si el simétrico de
cada punto de la superficie, respecto a L, es también un punto de S.

«  Dos puntos son simétricos respecto a un punto P si el segmento que
une a los dos primeros es bisectado por el punto P.

«  Una superficie S es simétrica respecto a un punto P si el simétrico de
cada punto de S, respecto a P, es también un punto de S.

Para analizar la simetria de una superficie conviene utilizar el siguiente teo-

rema, que se dara sin demostracion.

Teorema 2.

«  Una superficie es simétrica con respecto al origen si su ecuacion no
se altera cuando sus tres variables cambian de signo.

«  Una superficie es simétrica con respecto a uno de los ejes coordena-
dos, si su ecuacidn no se altera cuando se cambian de signo las dos
variables no correspondientes al eje analizado.

«  Una superficie es simétrica con respecto a uno de los planos coorde-
nados si su ecuacion no se altera cuando se cambia de signo la varia-

ble no contenida en dicho plano.

Estudiar la simetria de la superficie de ecuaciéon z=xy.
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Solucion:

a) Con respecto al origen: se cambian x por —x; y por —y y z por —z, con lo
que se tiene —z=(-x)(-y)=> —z=xy.
Como la ecuacidn si se alterd, no existe simetria con respecto al origen.

b) Con respecto a los ejes coordenados:
+ ejeX:secambian y por —yy z por —zy se tiene que
—z=x(~-y)=2z=xy. Como no hay alteracién si existe simetria.
+ ejeY:secambian x por -xy z por —2y se tiene que
—2z=(-x)y = z=xy. Como no hay alteracién, hay simetrfa.
« ejeZ:se cambian x por —xyy por —yy se tiene que
z=(-x)(-y)=2z=xy = sf hay simetria.

c) Con respecto a los planos coordenados:
« plano XY : se cambia z por —zy se tiene —z=yx = z=-Xxy; por lo
tanto hay alteracion y no existe simetria.
+ plano ZX: se cambia y por —y y se tiene z =x( —y) = z=-xy, luego
no hay simetria.
« plano YZ: se cambia x por —x y se obtiene z= ( - x) Yy = Z=-XY; por

lo que no hay simetria.

Las otras caracteristicas de esta superficie se analizardn en los ejemplos de las
secciones que siguen y el procedimiento para construir la grafica se pospone
hasta entonces. Por lo pronto conviene sefalar que la grafica de esta funcién ya
fue mostrada en la figura 1.18.

1.4.2 Intersecciones con los ejes coordenados y trazas
Dos de las partes mds importantes de la discusion de una superficie, son la deter-

minacién de las intersecciones con los ejes coordenados y la determinacién de

sus trazas con los planos coordenados.
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é Definiciones.

« Lainterseccion de una superficie con un eje coordenado es el punto
en el que se intersecta el eje con la superficie.

« Latraza de una superficie sobre un plano coordenado es la curva de
interseccidn de la superficie y el plano coordenado.

Para poder analizar estas intersecciones se puede utilizar la siguiente tabla

Intersecciones
X Se hacey=z=0
Con el eje Y Sehacex=2=0
Z Se hace x=y=0
XYy Se hacez=0
Con el plano (traza) zX Se hace y=0
YZ Se hace x=0.

Calcular las intersecciones con los ejes y las trazas con los planos coordenados
de la superficie S, definida como

(x-3)° ¥

S=4(x, y, 2) 5 p

=1;x,Y,2€eR

Solucioén:
Con los ejes:

« EjeX:
_ 2
y=2=0 :’(x9_3)=l = (x-3)*=9
= x=3%3

por lo que los puntos de interseccién con el eje X son (6, 0, 0) y (0, 0, 0).
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« EjeY:
_32 2
x=2=0 :—( )=l=l
9 4
2 2
= l—i=1 :L:O = y=0.
4 4

Como se puede apreciar, el Unico punto de intersecciéon con el eje Y es el

origen.

« EjeZ:
x=y=0 = 1=1

como esta ecuacion se verifica para cualquier valor de z, entonces los pun-

tos de interseccion con el eje Z son todo el eje Z.

Con los planos (trazas):

+ Plano XY: 2=0 :>(x—;3)2—%2 =1, que es una hipérbola con centro en (3, 0, 0),
ejes de simetria paralelos a los ejes coordenados X'y Y, semieje conjugado 3,
y semieje transverso 2. Vértices en (0, 0, 0) y (6, 0, 0).

« Plano ZX: y=0=x =313, que son dos rectas paralelas al eje Z y que pasan

por los puntos (0, 0, 0) y (6, 0, 0), respectivamente.

e Plano YZ:
0_32 2
x=0 =>( ):lzl
9 4
2
Y
> ——=0 = y=0.
4 Y

Como estas ecuaciones se verifican para cualquier valor de z, entonces la

traza es todo el eje Z.
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La construccion de su grafica se hara una vez que se hallan analizado sus otras
caracteristicas. No obstante podemos adelantar que la grafica resultante es la
mostrada en la figura 1.22.

Figura 1.22

X

Aqui cabe aclarar que la superficie tratada no es la grafica de ninguna fun-
cion f (x, y) ya que —como se ve en la figura— para cada par de valores de las
@37 ¥

9 4

variables x y y que satisfagan la ecuacion =1 existe un nimero infi-

nito de valores zy por tanto no cumple con la definicién de funcién dada en la sec-
cién1.1.3. Como se ve en la figura, se trata de una superficie vertical; sin embargo,
el método de analisis es valido para todo tipo de superficie, independientemente
de que describa o no una funcién.

1.4.3 Secciones planas paralelas a los planos
coordenados

Sea la ecuacién de una superficie F(x, Y, 2)=0. Es posible obtener una buena
idea de la forma de esta superficie estudiando la naturaleza de sus secciones
planas. Tales secciones se determinan al cortar a la superficie por una serie de
planos paralelos a los planos coordenados. Asi, por ejemplo, los planos paralelos
al plano XY pertenecen a la familia cuya ecuacién es z=K, en donde K es una

constante arbitraria (parametro); de esta forma, las ecuaciones:

F(x,y,K)=0
z=K
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representan a la curva de interseccion del plano z=K con la superficie. A cada
valor de K corresponde una curva determinada y, como cada curva estd en un
plano z=K, puede estudiarse su naturaleza utilizando los métodos de la geome-
tria analitica plana.

} Ejemplo 14.

Identificar las secciones planas paralelas a los planos coordenados de la superfi-

cie del ejemplo anterior.

@-3) ¥

=1; x,y,z2€eR ¢.
4 Y

S=§(x, Y, z)

Solucion:
+ Parael caso de planos paralelos al plano XY, se hace z=K:

(x-3)* ¥
9 4
z=K

=1

las ecuaciones representan una familia de hipérbolas todas iguales, con eje

focal paralelo al eje X y con centros en (3, 0, K).
«  Para el caso de planos paralelos al plano ZX, se hace y=K:

(x-3)> K? 3 =
——=1 = x=3%—4/K*+4
9 4 2

y=K.

Las ecuaciones representan dos rectas paralelas al eje Z y que pasan por los

3 5 3 5 .
puntos (3 + VK4, K, 0)y (3—? K*+4, K, 0) respectivamente.
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« Para el caso de planos paralelos al plano YZ, se hace x=K:

_o)2 2
(K93) —%:1 = y= i% (K-3)%-9

x=K paratoda K=6 o K=<0

las ecuaciones representan dos rectas paralelas al eje Z y que pasan por los puntos

(K% ((K—3)2—9),0) y (K—% ((K—3)2—9),0>

respectivamente, cuando K=6 o K<0.

1.4.4 Extension

La extension de una superficie es el conjunto de valores reales que puede tomar
cada una de las variables que intervienen en su ecuacién. Para determinar la
extension de cada variable, se despeja una de ellas y se obtiene el dominio de

definicion de la funcidn resultante.

} Ejemplo 15.

Determinar la extension de la superficie del ejemplo anterior.

=1; x,u,2€eR ¢ .

Solucion:
« Sisedespejax
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Noétese que para cualquier valor de y existe x. Por lo tanto, la extensiéon de y

es todos los reales, esto es, y € R.
« Sisedespejay

y2 (x—3)2 2 2
A— -1 = =+ -3)°=9.
4 9 Y 3 (x )

Para que y exista se requiere que (x—3)>-9 =0, es decir, (x—3)*=9
x—-3=<3
= < obien
x-3=<-3
por lo que la extensién de x es x € (— oo, 0] U[6,00).
« Como z no aparece en la ecuacién puede tomar cualquier valor real.
Finalmente, la extension de S queda como

{(x,y,2)|xe (=00, 0]u[6, ); y, zeR}.

Una vez que se ha analizado asi una superficie, se puede trazar su grafica con
facilidad.

} Ejemplo 16.

Analizar la superficie del ejemplo anterior y graficarla.

(x-3)* ¥
4

=1, x,9,2€R ¢.

S=§(x, Y, 2)
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Solucion: Las intersecciones con los ejes coordenados, las trazas, las secciones
planas paralelas a los planos coordenados y la extension ya fueron discutidas en
los ejemplos de las secciones 1.4.2, 1.4.3 y 1.4.4; por lo que Unicamente se anali-

zard la simetria.

+  Conrespecto al origen; se cambia z por —z; X por —x y y por —y

(=8 ¥ _.. N (x+3)* ¥
9 4 7 9 4

=1

por lo tanto la ecuacion si se altera y no hay simetria.

. (x_3)2 y2
« Con respecto al eje X; y por -y; 2 por —2 = 9 4—= 1, por lo tanto la

ecuacion no se altera y si hay simetria.

2 2
+ Conrespectoal ejeY; x por —x; 2 por —z = @— %:1, por lo que la

ecuacion si se altera y no hay simetria.

. (x+3)% ¢
« Conrespecto al eje Z; x por —x; y por —y = o 4" 1, por lo tanto, la
ecuacion si se altera y no hay simetria.
(x=3)* ¥ .
« Con respecto al plano XY ; z por —z =>T— 4—=l. La ecuacion no se

modifica, por lo que si hay simetria.

(x—3)2 v
«  Conrespecto al plano ZX; y por —y = 9 - 4—= 1, por lo tanto la ecua-
cién no se modifica, por lo que si hay simetria.
(x+3)* ¢ L
+  Con respecto al plano YZ; x por —x = 9 T:l' La ecuacion si se

altera, por lo que no hay simetria.

Grafica. Con las caracteristicas discutidas se procede al trazo de la grafica
(figural.22). En particular los resultados del ejemplo de la seccién 1.4.3, en donde
se determinaron las secciones planas paralelas al plano XY, proporcionan infor-
maciéon muy valiosa para esta construccion. Aqui cabe aclarar que para facilitar
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el dibujo y la comprensiéon del lector, algunas graficas no se han trazado comple-

tas sino sélo ciertas zonas.

Como se puede apreciar en la figura, para cada pareja (x, y) que satisfagan la

(x-3)° ¥

ecuacion Ty T4 T 1, existe una infinidad de valores de 2, por lo que no se

trata de una superficie descrita por una ecuacién de la forma z=£(x, y) como ya

se habia mencionado.

} Ejemplo 17.

Analizar la superficie de ecuacion z=xy y hacer un trazo aproximado de su grafica.

Solucion:

La simetria ya fue analizada en el inciso 1.4.1 y qued6 como sigue:

Origen — no hay
Eje X — sihay
EjeY — sihay

Eje Z - sihay
Plano XY - no hay
Plano ZX — no hay
Plano YZ - no hay.

Intersecciones con los ejes

Eje X; y=z=0. Se satisface la ecuacion z=xy para cualquier valor de x, y por
lo tanto, la interseccién es todo el eje X.

Eje Y ; x =2=0. Se satisface para cualquier valor de y, por lo que la intersec-
cibnestodoelejeY.

EjeZ; x=y=0 = z=0y lainterseccién con el eje Z es Unicamente el origen
(0, 0, 0).
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Trazas

+  Conel plano XY; 2=0 = xy=0 = x=0 o y =0, luego la traza con el plano
XY son los ejes coordenados Xy Y.

« Conelplano ZX; y=0 = z=0; el eje X.

+ ConelplanoYZ; x=0 = z=0;eleje Y.

Secciones planas paralelas a los planos coordenados

+  Planos paralelos al XY. Se toma z=K = xy=K, que son hipérbolas equildte-
ras (para K =0 son los ejes coordenados X y Y). Ver figura 1.17. Cuando K>0
los valores de x y y deben tener el mismo signo, lo que implica que las hipér-
bolas estan en los cuadrantes 1 y 3. En cambio cuando K <0 las hipérbolas
estan en los cuadrantes 2 y 4.

« Planos paralelos al ZX; y=K = z=Kx; rectas que cortan al eje Yeny=K.

« Planos paralelos al YZ; x=K = z=Ky; rectas que cortan al eje X en x=K.

Extension
+  Como la expresion z=xy es polinomial, x y y pueden tomar todos los valores
reales y, por otro lado, es evidente que z también abarca todo el eje Z.

Grafica. La representacion gréafica de esta funciéon se muestra en la figura 1.18.
En este ejemplo las secciones planas paralelas al plano XY son particularmente

utiles.

} Ejemplo 18.

2 six#
Analizar la superficie de ecuacién z=f (x, y) = Y

0 six=y.

Solucion:

Simetria.

« Origen: x por —X, Yy por —yy 2 por —2; la ecuacidn se altera y por lo tanto
no hay simetria.

« EjeX:ypor —yyzpor —z;laecuacion se altera, luego no hay simetria.

« EjeY:xpor-xyzpor —z;laecuacidn se altera, por lo que no hay simetria.
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« EjeZ:xpor —xyypor —y;laecuacion no se altera, luego si hay simetria.

« Plano XY : z por —z; la ecuacion se modifica por lo que no hay simetria.

+  Plano ZX; y por —y; la ecuacidon se modifica ya que cambia la forma de
f(x, y); luego no hay simetrfa.

«  Plano YZ; x por —x; la ecuacién se modifica ya que cambia la forma de

f(x, y); luego no hay simetria.

Intersecciones con los ejes

+ EjeX;y=2=0 = x=0; origen.
+ EjeY;x=2=0 = y=0; origen.
+ EjeZ;x=y=0 = z=0; origen.

Trazas
« Plano XY; z2=0 = y=x; recta que pasa por el origen.

0 six=0

+ PlanoZX; y=0 = z= .
2 six#0,

que es una recta horizontal con una discontinuidad en x =0.

0 siy=0

« PlanoYZ;x=0 = z= .
2 siy#0,

que es una recta horizontal con una discontinuidad en y=0.

Secciones planas

« Paralelas al plano XY: Sélo existen dos secciones planas; en z=0 la recta
x=1v,yenz=2todos los puntos (x, y) con excepcion de x =y; es decir, todos
los puntos que satisfacen x #y.

2 st x#K
« Paralelasal plano ZX:y=K = z= .

0 six=K.

2 siy#£K
+ Paralelasal planoYZ:x=K = z= .

0 siy=K.
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Extension

+ Eje X = extensidn infinita; x € R.
+ EjeY = extension infinita; y e R.
- EjeZ = z={0,2}.

Grafica. Con estos datos, principalmente con la forma de las secciones planas

paralelas al plano XY, se procede al trazo de la grafica. La figura 1.23 muestra el

resultado.

Figura 1.23

111.  Analizar la simetria, las intersecciones con los ejes coordenados, las sec-

ciones planas paralelas a las planos coordenados y la extensiéon de las
superficies cuyas ecuaciones se muestran a continuacion.

a) 2x*+y°+32°=1

b) 2x*+y* - 2*=1

c) x*=4y

d) z—exp[ 1/z x +y ]

e) z=[sen(x*+y?)]/(x*+y?)
f) z=4/lxyl
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112.

1.13.

g) =z=senxseny

h) z=log(x+y).

Solucion: a) Es simétrica con respecto al origen, a los ejes y a los pla-

. . /1 /1 .
nos. Las intersecciones son x=z= oY= +1,z=1% 3 Las inter-

secciones por planos XY:-2x’+y* =1-3k> (Hipérbola), YZ: y*+32?
=1-2k* (Hipérbola), XZ: 2x*+3z°=1-k* (Hipérbola). Extensiones:

xe <__ _> ye(-1,1), e(__ _)

El comportamiento de una pieza de acero al calentarse, estd regido por la

ley de temperaturas

T=5000-30[z+4 (x*+y*)]
donde T estd en grados Celsius (°C) y x, y, z estdn en centimetros (cm).
Discutir y dibujar la superficie definida por todos los puntos cuya tempe-
ratura es de 3290°C, si se sabe que la pieza de acero esta limitada por las
superficies x*+y*=25, z=57 y z=—43.
Solucion: No hay ningin punto en la barra que alcance esa temperatura.
Determinar e identificar las secciones por planos paralelos a losplanos
coordenados del paraboloide eliptico de ecuacién

3x%+2y* —6x+8y—12z=13.

Obtener la ecuacion de su eje de simetria y las coordenadas de su vértice.
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1.14. Tres personas se encuentran sobre una superficie cuya ecuacion es

4/ Y+z —x=0 (siendo z la cota)

y las proyecciones, sobre el plano XY, de los puntos donde estdn situados
son (2, -1), (2, 1) y (3, 0). Si dichas personas estan unidas por tres cuer-
das perfectamente estiradas, indicar cual de las cuerdas corre paralelaala

superficie y decir por qué.

1.5 Superficies cuadricas

Uno de los temas mas importantes de la geometria analitica en tres dimensiones

es el analisis de la superficie de ecuacion
Ax*+By’*+ Cz*+ Dxy + Exz+ Fyz+Gx+ Hy+Kz=L (1)

donde por lo menos uno de los coeficientes A, B, C, D, E o F debe ser diferente
de cero. A la expresion (1) se le denomina ecuacion general de segundo grado en
tres variables y a la superficie cuya expresion matemadtica es la ecuacion (1) se le
llama superficie cuddrica.

Si en la ecuacidén (1) se efectiia una rotacion de ejes apropiada (ver seccién

1.5.10) es posible eliminar los términos en xy, x2'y yz, obteniéndose
A, (x")*+By(y')*+Cy(2")*+ Dyx'+ E,y '+ F,2'=G, ()

donde los nuevos coeficientes A,, B;, -+, G, se obtienen a partir de los coeficientes
originales A, B,--, L, siguiendo el procedimiento que se discutird en la secciéon
1.5.10. Cuando la expresién de la cuddrica tiene la forma (2), los ejes principales de
la superficie son paralelos a los ejes coordenados X', Y'y Z', como se podrd compro-
bar en los ejemplos siguientes. En las siguientes nueve secciones se considerara

solo la ecuacidn (2), dejando para la secidn 1.5.10 el analisis de la ecuacién (1).
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Si en la ecuacidn (2) se tiene que A; #0, B, #0y C,#0, y se efectia una tras-

lacién de ejes apropiada (ver ejemplos siguientes) la ecuacion se reduce a
Ay(x")2+By(y")*+ Cy(2")* =G, 3)

Se sugiere al lector obtener la expresion (3) a partir de la (2) mediante una tras-
lacién de ejes y considerar también los casos en los que A;, B, o C, son iguales a
cero. A continuacion se analizaran algunas superficies cuadricas que aparecen

muy frecuentemente.

1.5.1 Esfera

Una esfera es el lugar geométrico de todos los puntos del espacio tridimensional
que equidistan de un punto fijo comun C llamado centro. Su ecuacién es

(x=h)*+(y—k)*+(2-1)*=a’ (4)

donde a es el radio de la esferay h, k y I son las coordenadas del centro, es decir,

C=(h, k, 1). Si se efecttia una traslacién de ejes:
xX'=x-h; y=y-k '=z-1,
la expresidn (4) se convierte en
x?+y?+2%=a (5)

que es la ecuacion de una esfera con centro en el origen. Su grafica se muestra
en la figura 1.24. Esta superficie es simétrica con respecto a los tres nuevos ejes,
simétrica con respecto a cualquier plano que pase por su centro y simétrica con
respecto al nuevo origen.

Sus intersecciones con los ejes coordenados son los puntos (+a, 0, 0),(0,
+4a,0)y (0,0, *a). Sus trazas con respecto a los planos coordenados son circun-
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ferencias de radio a y sus secciones planas paralelas a cualquier plano coorde-

nado son circunferencias.

FIGURA 1.24. Esfera con
centro en el origen.

} Ejemplo 19.

Determinar la ecuacion de la esfera con radio igual a 5y centro en el punto
(]-; 2;_1)-

Solucion: Si se sustituyen estos datos en la expresion (4) se tiene
(x-1)*+(y-2)*+(2+1)*=25

y desarrollando y simplificando queda:
X+y*+27 —2x-4y+2z=19

que tiene la forma de la ecuacion (2).

} Ejemplo 20.

Obtener el radio y las coordenadas del centro de la esfera cuya ecuacién es

2x*+2y*+22° -8x—20y+122-22=0.
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Solucion: Si se divide entre dos toda la expresion, se agrupan los términos que

contengan las mismas variables y se completan cuadrados perfectos, se tiene
(x®—4x+4)+(y*—10y+25)+(2°+62+9) =11+4+25+9,

o bien,
(x=2)*+(y—5)*+(z+3)*=49,

por lo que su centro es (2, 5, —3) y el radio 7.

} Ejemplo 21.

Obtener la ecuacién de la superficie esférica que pasa por los puntos (— 4,3, 2) y
(2, 6, —l) y cuyo centro estd sobre el eje Y.

Solucién: El centro de la esfera es (0, k, 0) y por lo tanto su ecuacién es
x*+(y—k)*+2°=d>.
Légicamente los puntos dados satisfacen la ecuacion, por lo que se tiene

16+(3-k)*+4=a K—6k+ 9-a*=-20
4+(6-k)*+1=a’ K*—12k+36-a*=-5.

Restando una ecuacion de la otra se llega a
6k—27=-15 = k=2.
Sustituyendo este valor en cualquiera de las ecuaciones y despejando a

a’=(6-2)*+5=21
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= a=4/21,

por lo que la ecuacidn de la esfera pedida es
x*+(y-2)*+z7=21
o también,

X+y*+ 2t —4y=17.

1.5.2 Elipsoide

La gréafica de la ecuacion

x—h)> (y-k)* (z-1)
A

donde a, b y ¢ son nimeros reales positivos, se conoce como elipsoide. El punto
C de coordenadas (, k, 1) es el centro del elipsoide. Nétese que la esfera es un
caso particular del elipsoide, ya que cuando a=b=c, la ecuacion (7) se convierte
en la de una esfera. Cuando sé6lo dos de las longitudes de los semiejes son igua-
les, la superficie se denomina elipsoide de revolucion. Si se trasladan los ejes de
manera que el nuevo origen quede en el punto C, lo cual se logra mediante el

cambio de coordenadas
x'=x-h; y'=y-k z2'=z-1,

la expresién (6) queda

x/2 y/2 ZIZ
+to+—=1

a> b c

y su grafica se muestra en la figura 1.25.

(6)

(7)
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FIGURA 1.25. Elipsoide. Cuando
a=b=cel elipsoide se convierte
en una esfera y esta figura se
reduce a la figura 1.24.

La superficie de ecuacion (7) es simétrica con respecto al nuevo origen, los
nuevos ejes y los nuevos planos coordenados. Sus intersecciones con los nuevos
ejes son los puntos (+a, 0, 0), (0, +b,0) y (0, 0, ¢). Sus secciones planas para-
lelas a los planos coordenados son elipses. Sus trazas con respecto a los planos

coordenados son también elipses. Su extension es

Los ejes principales de un elipsoide son los ejes de simetria y se ve que
cuando su ecuacién estd dada en la forma (7) dichos ejes coinciden con los ejes
de coordenadas. A los puntos mas alejados del centro en la direccién de estos
ejes se les llama vértices y, a partir de (7), es facil ver que estan en las interseccio-
nes del elipsoide con los ejes X, Y'y Z', es decir, en (*a, 0, 0), (0, £b,0) y (0, 0,
+¢). Ademds, las longitudes de sus semiejes son respectivamente a, b y c.

Obtener las coordenadas del centro y de los vértices, asi como las longitudes de

los semiejes, del elipsoide de ecuaciéon

4x*+9y°+362°+8x—18y—144z+121=0.
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Solucion: Si se agrupan variables y se completan cuadrados perfectos se tiene
4(x*+2x+1)+9(y*—2y+1)+36 (2 —4z+4)+121-4-9-144=0,

de donde

(x+1)? . y(y-1) . (z-2)? 1
9 4 1

Luego las coordenadas del centro son (— 1,1, 2) y las longitudes de sus semiejes
a=3,b=2yc=1.
Para obtener las coordenadas de los 6 vértices, que se denotan por V;; i=1,

2, -+, 6, basta sumar y restar a las coordenadas del centro las longitudes de los

tres semiejes. Es decir,
Vi,=(hta k 1); Vuu=(h ktb,1); Vie=(h k 1£c).
Para este caso,
Vi=(-4,1,2), V,=(2,1,2), V,=(-1,-1,2)
V,=(-1,3,2), V;=(-1,1,1), V,=(-1,1,3).
Conociendo estos vértices se puede hacer facilmente un trazo aproximado de la
superficie elipsoidal.
1.5.3 Hiperboloide de una hoja

La grafica de la ecuacion

—-h)? -k)? -1)?
CE NN N
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donde a, b, ¢ son numeros reales positivos, se llama hiperboloide de una hoja, y
el punto (h, k, ) es su centro. Si se trasladan los ejes de manera que su centro

coincida con el nuevo origen:

7\2
GO )

Su grafica se muestra en la figura 1.26. La superficie de ecuacidn (9) es simétrica
con respecto al nuevo origen, a los nuevos ejes y a los nuevos planos coordenados.
Sus intersecciones con los nuevos ejes coordenados son (*a, 0, 0)y (0,%b, 0); no
hay interseccién con el eje Z'. Sus trazas con los planos Z’' X'y Y’ Z’ son hipérbolas
y con el plano X’ Y'una elipse. Sus secciones planas paralelas a los planos coorde-
nados son elipses e hipérbolas.

FIGURA 1.26. Hiperboloide
de una hoja con eje principal
paralelo al eje Z'.

En este caso el eje principal del hiperboloide es el eje Z', pero pueden pre-

sentarse también los casos:
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o bien

@)

4
a’ b?

2 7\2
RCO
c
en donde el eje principal de la primera es el eje Y'y el de la segunda el eje X

Identificar y trazar la grafica de la superficie cuya ecuacién es
36x%—9y* —42°+162-16=0.

Solucion: Si se agrupan términos en torno a x, y y 2, se completan cuadrados
perfectos y se realizan simplificaciones, la ecuacién queda como

(v (@2
1/4 1 9/4 '

Como se puede apreciar, se trata de un hiperboloide de una hoja y su grafica se

presenta en la figura 1.27.

FIGURA 1.27.
Hiperboloide de una hoja
con eje principal paralelo
al eje X'.
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1.5.4 Hiperboloide de dos hojas

El lugar geométrico de los puntos que satisfacen la ecuaciéon

N »
a? b? c?

se conoce como hiperboloide de dos hojas con centro en (h, k, I). Trasladando

los ejes esta ecuacion se transforma en

EF W) @F_, -

Su grafica se muestra en la figura 1.28. La superficie es simétrica con respecto
al nuevo origen, los nuevos ejes y los nuevos planos coordenados. Sus intersec-
ciones con el eje X" son los puntos (*a, 0, 0) y con los ejes Y’y Z' no tiene. Sus
trazas con los planos X' Yy Z’ X" son hipérbolas y con el plano Y’ Z’ no tiene. Sus

secciones planas paralelas al plano Y’ Z" son elipses.

FIGURA 1.28.
Hiperbolide de
dos hojas.

En el caso analizado, el eje del hiperboloide es el eje X'. El eje estd dado por
la variable a la que le precede el signo positivo. Los vértices de un hiperboloide
son los puntos mds cercanos al centro de dicha superficie y estan sobre su eje
principal.

-

3D1AaNI

0
[=)
b
=
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]
54




} Ejemplo 24.

Obtener las coordenadas del centro y de los vértices del hiperboloide de dos
hojas dado por la ecuacion

4x°-9y*+162° —4x+6y—8z+2=0.
Solucion: Agrupando y completando cuadrados, se llega a

G2 (5m1/3° -1/

1/2 1/9 1/16

de donde las coordenadas del centro son (1/2, 1/3, 1/4). Sus vértices estdn

sobre su eje principal y estdn dados por V; , = (h, kxb, l), por lo que
N ot 21
T\ ) Y T s

1.5.5 Cono

La gréafica de la ecuacion

CED U C -
a b c

se conoce como cono recto de dos hojas o simplemente cono. El punto C=(h, k, [)
es el centro del cono. Trasladando los ejes, la ecuacion es

), W) (13)

en donde ahora su centro esta en el origen. Su grafica se muestra en la figura 1.29.
Esta superficie es simétrica con respecto al nuevo origen, los nuevos ejes y los
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nuevos planos coordenados. Sus intersecciones con los ejes coordenados ocu-

rren Unicamente en el origen. Sus trazas con los planos Z’' X'y Y’ Z’ son rectas
/

que se cortan en el origen. Sus secciones planas paralelas a los planos Z' X'y Y
Z'son hipérbolas y con el plano X’ Y son elipses.

FIGURA 1.29. Cono
cuyo eje estd sobre
eleje Z".

Para este caso el eje del cono es el eje Z'. Dicho eje estd definido por la variable a
la que le precede un signo diferente al de las otras dos en la ecuacién.

Identificar la superficie de ecuacién
4x* - 4y*+2*+8x+8y=0.

Solucion: Realizando operaciones como en ejemplos anteriores se tiene
2

(x+ 1)2—(y—1)2+% =0

y se trata entonces de un cono con centro en (— 1,1, 0) y cuyo eje es paralelo

alejeY.
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1.5.6 Paraboloide eliptico

La grafica de la ecuacion z—z +% =cz (14)
se conoce como paraboloide eliptico. En la figura 1.30 aparece su gréfica. Es simé-
trico con respecto al eje Z y a los planos YZ y ZX. Su unica interseccién con los
ejes coordenados es en el origen. Su traza con el plano XY es el origen y con
los planos XY y ZX son parabolas. Sus secciones planas paralelas al plano XY
son elipses (si a=b, son circunferencias). Cuando ¢ >0 el paraboloide abre hacia

arriba y lo contrario cuando ¢ <0.

z
z

FIGURA 1.30.

Paraboloide eliptico de ecuacion
2 2

x
a b

El eje de este paraboloide es el eje Z. Por otro lado, si el eje fuerael Yo X, la
ecuacion respectiva seria
x2 ZZ y2 ZZ

+=cy 0 T +——=cx.
a>  b? a?  b?

El vértice del paraboloide de la ecuacion (14) es el origen. Pero si dicho vértice

estuvieraen V= (h, k, l) su ecuacion seria

(x—zh) . (y—f) — ¢(2-1). (15)
a b
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} Ejemplo 26.

Obtener las coordenadas del vértice y el eje del paraboloide de ecuacién
16x*+9y* —96x—72y—720z+ 3888 =0.

Solucion: Si se realizan las operaciones correspondientes se llega a

@;®2+(ﬁﬁy:5@—®.

Por lo tanto el vértice de este paraboloide es (3,4,5) y su eje es paralelo al eje Z.

1.5.7 Paraboloide hiperbdlico
La superficie de ecuacién

x2

yZ
a>  b?

se conoce como paraboloide hiperbdlico. Su grafica se muestra en la figura 1.31.
Su Unica interseccién con los ejes coordenados ocurre en el origen. Es simétrica
con respecto al eje Zy a los planos YZ y ZX. Sus trazas con los planos YZ y ZX son
parabolas y con el plano XY son dos rectas que se cortan en el origen. Sus seccio-
nes planas paralelas al plano XY son hipérbolas y las secciones planas paralelas
alos planos YZ y ZX son parabolas.

Como se observa, el minimo de su traza con el plano YZ es el origen pero
este punto es el maximo de su traza con el plano ZX. Por ello, en ocasiones, a
este tipo estos puntos se les denomina minimdximos, o puntos silla por la forma
parecida a una silla de montar que tiene la superficie alrededor de esos puntos.
Cuando el punto silla no est4 en el origen sino en el punto (h, k, l), entonces la

ecuacion del paraboloide hiperbdlico con eje de simetria paralelo al eje Z es

E\
S
(@)
m
0
[=)
b
=
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]
58




(y=h)?*  (x=h)*
e 2 =c(z-10). (17)

Si el eje de simetria fuera paralelo a X o a Y la expresidn respectiva seria

0 [—

b ey o Dy

Es interesante comentar la relacién que hay entre las figuras 1.18 y 1.31.
Analizando con cuidado ambas graficas se puede apreciar que para transformar
1.18 en 1.31 habria que girar la primera 45° alrededor del eje Z en sentido contra-
rio al de las manecillas del reloj. Este giro se logra haciendo en la ecuacién de la

primera superficie, es decir en z=xy, el cambio de variable

x=-x"cos 45°+y sen 45°= —x")

1
;E?(y

y= x"sen45°+y’ cos 45°= . (y'+x")

V2

2=z,

2 2
X

con lo que se obtiene y? -, 2’, que es la ecuacion (16) cona=b= ﬁ yc=1.

FIGURA 1.31. Paraboloide
hiperbdlico de ecuacion y2/a? -x2/
b2 = cz. Esta figura es semejante
ala dela figura 1.18 pero sus
orientaciones son diferentes. La
figura mostrada aqui es simétrica
respecto a los planos YZy ZX.

En cambio la de la figura 1.18 es
simétrica respecto a los planos

y=Xyy=-x.
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En este ejemplo fue relativamente facil deducir como se debia girar la figura
para lograr que sus ejes de simetria apuntaran en la direccién deseada. Sin
embargo, en general es muy dificil saber, con sélo mirar la grafica, que cam-
bio de coordenadas debe hacerse. Para resolver este problema existe un método
muy poderoso que sera discutido en la seccién 1.5.10. Notar también que mate-
maticamente el resultado de haber hecho este giro fue que el producto de varia-
bles diferentes xy, desaparecid y fue sustituido por una suma de dos términos

con una sola variable.

} Ejemplo 27.

Identificar la superficie de ecuacion
4x*—-92°-8x—72y+362+184=0.

Solucion: Si se completan cuadrados y se realizan operaciones se tiene

(xg—l)2 ~ (z;2)2 _2(y-3)

por lo que se trata de un paraboloide hiperbédlico con eje de simetria paralelo al
eje Yy con punto silla en (1, 2, 3).
1.5.8 Superficies degeneradas
Consideremos nuevamente la expresion (2) que por comodidad se reproduce a
continuaciéon omitiendo las primas en las variables y redefiniendo a los coefi-

cientes.

Ax*+By*+Cz*+ Dx+Ey+Fz+G=0. (18)

0
[=)
b
=
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]
60




Ocurre en ocasiones que el lugar geométrico de los puntos que satisfacen esta
expresion se reduce a un solo punto. Puede suceder inclusive que no exista nin-
gun punto que la satisfaga. Se dice entonces que se trata de una superficie degene-
rada. Considérese por ejemplo el caso

X+yP+zi=—1.

Se ve que no existen valores de x, y y z que la satisfagan ya que el cuadrado de
cualquier nimero real siempre es un numero positivo.

1.5.9 Clasificacion de las superficies cuadricas no rotadas

En lo que sigue se consideraran unicamente superficies no degeneradas. Enton-
ces se puede resumir lo visto hasta ahora diciendo lo siguiente: si A=B=C, la
expresion (18) representa una esfera. Si A, By C son diferentes pero tienen el
mismo signo, se trata de un elipsoide. Si sélo uno de los coeficientes A, Bo C es
cero, se trata de un paraboloide y los signos de los otros dos coeficientes servi-
ran para concluir si es eliptico o hiperbdlico. Si dos de los coeficientes A, B, C
son cero la superficie se denomina cilindro parabdlico recto. Si los tres coeficien-
tes son cero, la superficie ya no es cuadrica y se trata de un plano. En general,
para poder hacer un andlisis mds detallado de la expresion (18), se hace una
traslacidn de los ejes de manera que quede en una de las dos formas siguientes:

I) Kx*+Ly*+Mz*=N
1) Kx*+Ly*=Pz (con P#0)

la primera forma recibe el nombre de cuddrica con centro y la segunda, cuddrica
sin centro. La segunda no siempre se presenta asi, el término no cuadratico
puede corresponder a x o a y.

En el caso I se presentan a su vez los siguientes subcasos:

1) Si N=0y dos de los otros coeficientes son nulos, el lugar geométrico es

alguno de los planos coordenados.
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Si N=0y alguno de los otros coeficientes es nulo, el lugar geométrico es un
plano perpendicular a alguno de los planos coordenados.

Si N=0 y todos los coeficientes tienen el mismo signo, el lugar geométrico
es el origen de coordenadas.

Si N=0 y dos coeficientes tienen el mismo signo, el lugar geométrico es
entonces el cono eliptico.

Si N>0 y dos coeficientes son nulos, el lugar geométrico son dos planos
paralelos a los coordenados.

Si N> 0y un coeficiente es nulo, el lugar geométrico es un cilindro paralelo
a alguin eje coordenado.

Si N >0y todos los coeficientes son positivos, el lugar geométrico es un elip-
soide.

Si N>0 y dos coeficientes son positivos y el otro negativo, el lugar geomé-
trico es un hiperboloide de una hoja.

Si N>0 y dos coeficientes son negativos y el otro positivo, el lugar geomé-

trico es un hiperboloide de dos hojas.

Para II, los subcasos son:

1)

Si K y L son nulos, el lugar geométrico es el plano XY. Siendo rigurosos, en
este caso la expresion II no es cuddrica, pero para efectos del andlisis se
tomara como tal.

Si K o L es nulo, el lugar geométrico es un cilindro parabdlico.

Si Ky L tienen el mismo signo, el lugar geométrico es un paraboloide eliptico.
Si K y L tienen diferente signo, el lugar geométrico es un paraboloide hiper-
balico.

1.5.10 Superficies cuadricas rotadas

Para terminar el analisis de las superficies cuadricas se estudiard el caso cuando

estan rotadas. El procedimiento a seguir sera el de hacer una cambio de coorde-

nadas (una rotacidn) para eliminar los términos que contienen a los productos
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xY, xz'y yz. Como hemos visto, la ecuacion general de una superficie cuddrica es

(ecuacion (1))
Ax*+ By’*+ Cz*+ Dxy + Exz + Fyz+ Gx+ Hy+ Kz=L. (19)

Esta ecuacién se puede representar en forma matricial como

X X

y |+[G H K] | y|=L

Nim oW N
O N|m N

z V4

A
D
ky |2
E
2oz G 7

Se sugiere al lector que realice las multiplicaciones matriciales aqui indicadas y
compruebe que el resultado es la ecuacién (19). Si se definen

_ oo _
A - R
2 2
uz[xyz]; M= 22 B g y nE[G H K];
E F
— — C
2 2

la ecuacién (19) queda escrita en forma matricial compacta como
uMu”+nu’ =1L, (20)

donde u” es la matriz transpuesta de u. Es importante notar que M es una matriz
simétrica.

Por otra parte, existe un teorema del dlgebra lineal denominado teorema
de los ejes principales, que establece que dada una matriz simétrica M, siempre
existe una matriz P tal que el producto P"MP resulta ser una matriz diagonal D
de la forma
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siendo A, A, y A, los valores caracteristicos de la matriz M. La matriz P se cons-
truye colocando en sus columnas los vectores caracteristicos normalizados de M
asociados a los valores caracteristicos A;, A, y A,. La matriz P construida de esta
manera resulta ser una matriz ortogonal (una matriz ortogonal es aquella que su
inversa es igual a su traspuesta, es decir, P~'=P’, lo que implica que PP” es igual
a la matriz identidad I).

Como P"MP =D, entonces M= PDP”. Sustituyendo esto en la ecuacién (20) e

introduciendo la matriz identidad I=PP" entreny u’ , se tiene
u(PDP") u"+nPP" u"=(uP) D (uP)"+(nP)(uP)" =L.

Si se define u’=uP, lo cual es en esencia un cambio de coordenadas de u= (x, Y, z)

4 V4 4 4 ./ . . .
au'=(x,y’, 2’), la expresién anterior se puede escribir como
uDu"+nu'"=L, (21)

donde n’=(G’, H', K’)=nP. Entonces,

uDuT+nu =[xy ]| 0 A, O]y
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0 sea
A x 2+ A,y A2+ G'x'+ Hy +K'z' = L. (22)

Esta ecuacion es en lo que se ha transformado la ecuacién original (19) después
del cambio de coordenas (x', Y, z') = (x, Y, z) P, en donde se ve que ya no apare-
cen términos que contengan productos de la forma x%’, x’z'y yz". A partir de la
ecuacion (22) ya es muy facil determinar de qué tipo de superficie se trata; basta
trasladar los ejes y utilizar la clasificacion vista en la secciéon 1.5.9. Los ejes prin-
cipales de la superficie analizada son paralelos a los nuevos ejes de coordenadas
y éstos a su vez son paralelos a los vectores caracteristicos de M. Ademads, como
P es una matriz ortogonal el cambio de coordenadas es en realidad una rotacion
en el espacio R®. Se sugiere al lector consultar algin libro de dlgebra lineal para
profundizar en estos temas.
Para ilustrar estas ideas, se resolveran los siguientes dos ejemplos.

} Ejemplo 28.

Identificar la superficie de ecuacién 2 xy =1.

Solucion: La forma matricial de esta ecuacidén es

[x Y z] 1 0 0 y | =1
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se tiene que A1 0
det(M—AI) | 1 - 0 |=-A’+A=A(1-2)(1+1)=0
0 0 -A

Por lo tanto, de la expresion (22), se tiene que la ecuacién de la superficie rotada
es (x')z—(y')2=l, que corresponde a un cilindro hiperbdlico perpendicular
al plano X'Y’. Para saber su orientacién es necesario determinar los vectores

caracteristicos asociados a sus valores caracteristicos:

—Para i, =1,
-1 1 0 v, 0 -v;+v,=0
(M-AD)v=0=| 1 -1 0| [v,| =] 0|=| v-v,=0
0 0 -1 Vs 0 -v3=0

de donde v, =v,=k y v;=0, siendo k una constante arbitraria. En consecuencia
el conjunto de todos los vectores caracteristicos asociados a A, es {(k, k, 0)|k=0;

ke R} y la norma de estos vectores es

|v| =2+ K= \[2 k.

Entonces el primer vector caracteristico normalizado es

&= = (1,1,0)
vl N2
—Parad,=-1
1 1 o0 2 0
vi+v,=0
(M-A,)v=0=>|1 1 0| |v|=|0]|=
0 0 1] v 0 Vs =0
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Asi, el conjunto de todos los vectores caracteristicos asociados a A, es {(k, -k,
0)|k#0; ke R}. La norma de estos vectores es

v| =2+ K= \[2 k.

Consecuentemente el segundo vector caracteristico normalizado es

&= -1 1,-10)
Yovl A2 T
— Para;=0,
o 1 ol |w 0 v,=0
(M-A,)v=0=>| 1 0 0 Vol =| 0= | v,=0
0 0 0 | 0 vi=Fk

y, en consecuencia, el conjunto de todos los vectores caracteristicos asociados a
Ases {(0, 0,k)|k#0; ke R}, cuya norma es

o] = R

y el tercer vector caracteristico normalizado es

é,=— =(0,0,1).
|v]

Estos tres vectores caracteristicos forman la nueva base en el sistema rotado, de

modo que si se trazan los nuevos ejes en las direcciones de €,/, &,/, y €./, se puede

construir la grafica de la superficie rotada. Esta se muestra en la figura 1.32.
Silos valores caracteristicos se hubieran tomado en otro orden, por ejemplo

A;=0; A,=—1; A;=1, la expresion matematica seria

SCORICORS!
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que obviamente también es un cilindro hiperbdlico pero con sus ejes principa-

les orientados ahora en las direcciones de los vectores:

(1,-1,0); &,=-1(1,1,0).

Jz

FIGURA 1.32. Cilindro hiperbélico
rotado perpendicular al plano
X'Y' Los nuevos ejes X, Y'y Z’
apuntan en las direcciones de los
vectores unitarios €./, &,y &,,
respectivamente

} Ejemplo 29.

Identificar la superficie cuya ecuacion es
5x°+8xy+5y*+4xz+4yz+22°=100.

Solucion: La forma matricial de esta ecuacidn es

[x y 2|4 5 2|y |=100
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Si se calculan los valores caracteristicos de la matriz

se obtiene

det(M-AI)=(1-1)*(10-1)=0
A =A,=1; A=

luego, la ecuacién de la superficie rotada es

7\2 7\2 7\2
Mew (5o 10( o100 » S0 L W LB
(") (y)*+20(=) 00 100 | 10

Como se puede apreciar en esta ecuacidn, se trata de un elipsoide de revolucion.
Ver figura 1.33. Los vectores caracteristicos, asociados a los valores caracteristi-

cos forman los siguientes conjuntos
Cy={(0,~k k) |k#0; keR}
Cy={(~4k k K)|k=0; keR}
Cy.={(k. 2k, 2K)|k=0; KeR}.
Y, en consecuencia, los ejes principales estan en las direcciones dadas por

(0,-1,1); &= —=(-4,1,1); &=~ (1,2,2).

i Jis ! ;

~ 1
é.=—
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1.15.

1.16.

117.

FIGURA 1.33. Elipsoide de revolucion.
El eje de revolucién es el eje Z'. Los
nuevos ejes X', Y'y Z’ apuntan en la
direccion de los vectores unitarios é,./,
&,/, y &/, respectivamente.

Determinar si la expresién 36 x*+36y°+362° —108x+48y —72z+138=0

define a una esfera. En caso afirmativo, indicar cudnto mide su radio y dar

las coordenadas de su centro.

Solucion: (6x—9)%+(6y+4)*+(62—6)*=—-5, No es esfera pues 1/ —5 ¢ R.
Dada la ecuacién Ax’+ Ay°+ Az*+ Bx+ Cy+ Dz+E =0, decir que condicién
deben cumplir los coeficientes A, B, C, D, E, para que represente una esfera.
Solucion: Los coeficientes A, B, Cy D son arbitrarios, pero E debe satisfa-
cer: E<[B*+C*+ D?]/4A.

Obtener, en caso de que exista, la ecuacion de la esfera que pasa por los
puntos P,=(1, 5,5), P,=(0,1,0), P,=(3,-1,2) yP,=(2, 9, 10).

Solucion: No existe una esfera que pase por esos puntos.
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1.18.

119.

1.20.

1.21.

Si las coordenadas x, y, z del punto P en R® estdn dadas por

x=rsen¢ cosb+x,
y=rsend senb+y,
z=rcos¢+z,

demostrar que P pertenece a la esfera de ecuacion
2 2 2 2
(x_xo) + (y_yo) + (Z_Zo) =r.

Solucién: Al calcular (x—2x,)*+(y—y,)*+(2—2,)* se obtiene r*, por lo
tanto, dichos puntos estan sobre una esfera.

Dada la ecuacién de un elipsoide 2 x°+3y*+2* —8x -6y —4z—3=0, obte-
ner las coordenadas de su centro, sus semiejes y las coordenadas de sus

vértices.

Solucion: Centro: (2, 1, 2); Vértices: v, ,= (2 +3,1, 2), Va4= (2, 1+ \/g, 2),
Vse= (2,1,2% \/E), Longitud de los semiejes:a=3, b= ﬁ, c= \/1_5

Obtener la ecuacion del Velipsoide con centro en el origen que pasa por
los puntos (-1 -1, 3 /\/E), (Y5 ,-4/3, 2), y que tiene como uno de sus
vértices el punto (0, 0,-3).

Solucién: x*/a*+y*/b*+2*/c*=1dondea=1,b=2yc=3.
Demostrar que si la suma de los cuadrados de las distancias del punto P a
los ejes X y Z es igual a la constante k, entonces P pertenece al elipsoide de

ecuacion

X*+2y*+ 2" =k,
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1.22.

1.23.

1.24.

Discutir, identificar y trazar la grafica de la superficie cuya ecuacién es
3x*-2y°+42°-12x-12y—8z-14=0.

Solucion: Hiperboloide de una hoja con centro en (2,-3, 1) y cuyo eje es la
recta paralela al eje Y que pasa por el centro.

Obtener la ecuacion del hiperboloide eliptico de una hoja con centro en el
origen y cuya interseccion con el plano z=K es la elipse de ecuacion

. X
Solucién: ?+y2—z2: 1

Dada la ecuacion de la cuadrica rotada
—16x*+9y°+162° —242x—36Yy+24z+72=0.

a) Escribirla en forma matricial como se muestra abajo de la ecuacién (19)

b) Hacer una rotacién de ejes de manera que la matriz que se obtuvo en
el inciso a) resulte una matriz diagonal.

¢) Reescribir la ecuacion de la cuadrica en términos de las nuevas coor-
denadas, como se muestra en la ecuacién (22) y comprobar que la
nueva ecuacion no tiene términos cruzados.

d) Obtener las coordenadas del centro y de los vértices. Hacer un trazo

aproximado de su gréfica.

Solucion: a) La ecuacion de la cuadrica en el nuevo sistema de coorde-

nadas es 9(x'—2)%+20 (y'+12/54/10)*~2(2'++/8/125)*=—25.76, a partir
de la cual se obtienen los valores de los pardmetros pedidos.
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1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

2 2 2
Sea _i+i——=1; a>0 'y c>0

a 16
la ecuacion de un hiperboloide de dos hojas.
a) Obtener la distancia mas corta entre los dos mantos del hiperboloide.
b) Sise sabe que la interseccién de dicho hiperboloide con el plano y=8

es una circunferencia de radio 3, determinense los valores de a y c.

Solucién: a) Los vértices de los mantos son: (0,-4, 0) y (0, 4, 0) y la dis-
tancia entre ellos es 8; b) a= ﬁ yc= \/5

Sea 4x*-16y°+252°+8x+64y+1502—165=0
la ecuacion de un cono eliptico recto. Obtener sus trazas con los planos

XY, YZ, ZX, y las coordenadas de su vértice.

Un cono eliptico recto tiene como centro el punto (1, 0,—1). Sus trazas
con el plano ZX son las rectas 5x =22 -7=0y 5x+2z-3=0y sus inter-
secciones con el plano x=1 son las rectas 5y -3z2-3=0y 5y+3z+3=0.
Obtener la ecuacién del cono.

Obtener la ecuacién del paraboloide circular recto con eje de simetria el

eje Zy cuya traza con el plano YZ es la pardbola

y*=12(z-1).

Discutir, identificar y trazar la superficie de ecuaciéon

3x*-2y*—6x+8y-12z=13.
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1.30. El paraboloide hiperbdlico de ecuacién z=

1.31.

1.32.

2x-3y—8=0

contiene alarecta R=
3z=2x+ey-8.

Obtener los valores h, ky b.

(x=n)* _(y-h)?
9 b?

Correlacionar los nombres de la columna de la izquierda, con las ecuacio-

nes de superficies que estdn en la de la derecha:

1) Esfera a)
2) Elipsoide b)
3) Hiperboloide de un manto c)
4) Hiperboloide de dos mantos d)
5) Cono eliptico e)
6) Paraboloide eliptico f)
7) Paraboloide hiperbdlico g
8) Plano h)
9) Cilindro eliptico i)

10) Cilindro hiperbélico )

11) Cilindro parabdlico k)

X' -y -z"=1
4x*+8y*=64
3x*-4y*+3y—-22=0
x*+y*-102°=10
2x*+3y*+2°~8x+122=0
3x*+2y°-12z-6x=13
y’=4(z-1)
2x*+2y*+22°~4x-2y=0
4x*+8Y°+92°=0
2x+3y—-2=35
-8x*-4y*=16
x*-4=16

Mediante una rotacién de ejes adecuada determinar el tipo de superficie

de que se trata, para las siguientes ecuaciones:

a) 2r=x*-2xy+y?

b) x*-2xy+y*+2°=16

c) x*—4xy-y*+2xz—-2"=0
d) x*+2xy+xz+yz+z°=4

e) x*-2xy+y*—4xz+4z°—4yz=0.
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1.33. Mediante rotacion y traslacidon de ejes adecuadas, determinar el tipo de

superficie descrita por la siguiente ecuacion

X =2y +32°—4xy—6xz-12yz+12x-16y+242—64=0.

1.34. Considérese la ecuacién del cono circular recto z2=a(x2+ yz) y la ecua-

cién del plano P
z=1+my.

Efectuar una rotacién de ejes de modo que el plano P resulte horizontal.
Obtener la ecuacién del cono en este nuevo sistema y la ecuacién de la
curva de interseccién de ambas superficies. Analizar qué tipo de curvas

resultan cuandom=0o; m<o; m>a y m=0.

1.6 Generacion de superficies

En este subtema se estudiara la forma de generar superficies mediante una curva
que se mueve en el espacio (denominada generatriz). Usualmente, para indicar
que trayectoria debe seguir la generatriz se utilizan una o varias curvas auxilia-
res (llamadas directrices). No obstante, en casos muy simples, como se vard mas
adelante, no es necesaria ninguna directriz).

Si se elige arbitrariamente y sin ninguna restriccién un punto en el espa-
cio R?, esa eleccién implica dar tres valores x, ¥, z que son las coordenadas del
punto. Como se ha tenido libertad de elegir arbitrariamente cada uno de esos
tres nimeros, se dice que un punto en el espacio R® tiene tres grados de liber-
tad. En cambio, para el caso de una superficie de ecuacién F (x, Y, z) =0, solo se
pueden dar arbitrariamente dos de las coordenadas del punto, ya que la tercera
estd obligada a satisfacer la ecuacién F(x, y, z) =0. Asi, se ha tenido la libertad
de elegir s6lo dos de los tres numeros x, ¥, 2, y por lo tanto se dice que un punto
sobre una superficie tiene dos grados de libertad. En el caso de una curva en el
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espacio R®, la expresién matemadtica consiste en un par de ecuaciones asociadas

a dos superficies de la forma
G,(x, ¥, 2)=0
Gz(x, Y, z) =0.

La curva se determina mediante la interseccién de las dos superficies. En este
caso solo se pueden dar valores arbitrarios a una de las variables, ya que al fijarla
las otras dos quedan en funcién de ella mediante el par de ecuaciones anterio-
res. Por tanto, un punto sobre una curva sélo tiene un grado de libertad.

Siguiendo con el caso de una curva en el espacio R?, considérese el sistema

G, (x, y. 2, @)=
Gy(x,y, 2, a)=

donde a es un parametro real.

Al dar un valor particular al parametro o se tendrd una curva asociada a ese
valor de a y al ir variando a, se tendran diferentes curvas que se pueden inter-
pretar como una sola curva que se mueve al ir variando a. Si las funciones G, y
G, son continuas con respecto a a, la totalidad de las posiciones de esta curva
mévil (llamada generatriz), constituyen una superficie.

Cuando en el sistema de ecuaciones anterior se elimina el parametro a, se

obtiene una ecuacién de la forma
F (x, Y, z) =0

que es la ecuacion cartesiana de la superficie.
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) Ejemplo 30.

Obtener la ecuacién de la superficie cuya generatriz es

x+a=5
y+o=35.

Solucion: Se observa que estas dos ecuaciones representan dos planos paralelos
a los planos coordenados YZ y ZX, respectivamente. Asi, por ejemplo, si a=0 se
tienen los planos x=5y y=5; si a=2, los planos tendran por ecuaciones x=3y
y=3, etc. Notese que la interseccion de los respectivos planos para cada valor del
parametro a, define una recta perpendicular al plano XY, o lo que es lo mismo,
paralela al eje Z. La totalidad de las posiciones de esta recta representa la superfi-
cie buscada, la que —de acuerdo a lo analizado— es un plano de ecuacién y=x.
Efectivamente, si se despeja al parametro de la primera ecuacion se tiene que

a=5-x
y si se sustituye este valor en la segunda se obtiene
y+(5-x)=5.

Por tanto, y =x, que es la ecuacion de la superficie buscada. Ver la figura 1.34.

FIGURA 1.34.
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Obtener la ecuacién de la superficie cuya generatriz esta dada por

2
y —4xa=0
G:

3z+5xa+ay=0.

Solucion: Se observa que la primera ecuacién corresponde a un cilindro para-
bélico perpendicular al plano XYy la segunda a un plano que pasa por el origen.
Como ocurri6 en el ejemplo anterior, para cada valor del parametro a se ten-
dra una curva como resultado de la interseccidn de las dos superficies. La totali-
dad de las posiciones de esta curva mévil conformard la superficie requerida.

2

Si se despeja o de la primera ecuacién: a= %
X

y se sustituye en la segunda, se obtiene

2 2
S (y_) R (-L) )0
4x 4x

por lo que la superficie pedida tiene por ecuacién
12xz+20xy°+y*=0.

Considérese ahora una generatriz con dos parametros dada por el siguiente

sistema de ecuaciones a y 3.

Gl(x, Y, 2, a, B) =0
G,(x, y, 2, a, B)=0.

Este sistema no da lugar a una superficie ya que con este par de ecuaciones sélo
se puede eliminar uno de los parametros y no es posible obtener una expresion
de la forma F(x, y, 2) =0. Entonces hace falta una ecuacién extra que relacione

0
[=)
b
=
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]
78




a con By que permita eliminar a ambos pardmetros. Esta ecuacién extra, cono-

cida con el nombre de ecuaciéon de condicidon, sera de la forma

C(a, B)=0.

En la siguiente seccidn se vera como obtenerla.
Siguiendo con este esquema, si el sistema de ecuaciones cuenta con tres

parametros a, By y, esto es, si es de la forma

G,(x, ¥, 2, &, B,y)=0
Gy(x,y, 2 a, B,y)=0

entonces, para eliminar los parametros, haran falta dos ecuaciones de condicion

Cy(a, B, v)=0 y Gyl Bry)=0.

En general se puede afirmar que para un sistema con n parametros se necesita-
ran n—1 ecuaciones de condicién para eliminarlos y llegar a la ecuacién de la

superficie buscada
F (x, Y, z) =0.

De acuerdo con esto se concluye que cuando hay un sélo parametro (n= l) no
se necesita ninguna ecuacién de condicidn (como ocurrié en los dos ejemplos
anteriores). Salvo estos casos simples, las ecuaciones de condicién juegan un
papel de primera importancia en este tipo de problemas y una vez conocidas el
problema estd practicamente resuelto.

1.6.1Generatriz, directrices y ecuaciones de condicion
Se ha visto que una superficie puede ser generada por el movimiento de una

curva generatriz que se apoya en curvas fijas llamadas directrices. Ahora vere-

mos que las ecuaciones de las directrices dan lugar precisamente a las ecuacio-
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nes de condicién que se requieren para eliminar a los parametros. Veremos ade-
mas que el numero de directrices necesarias es igual al nimero de ecuaciones

de condicién que se requieren, el cual, como ya se dijo, es igual a n—1.

Considérese la siguiente generatriz con dos parametros

Gl(x, Y, 2, a, B) =0
G,(x, y, 2 a, B)=0

que se desplaza apoyandose en la directriz

Dl(x, Y, z) =0

D,(x,y,2)=0

Es Claro que cualquier terna de valores x, y, z que satisfaga la ecuacién de la
directriz debe satisfacer también las ecuaciones de la generatriz. Es por ello que
se pueden resolver simultdneamente las ecuaciones de la generatriz y las de la
directriz para eliminar a las variables x, y y z. De esta manera queda una ecua-
cién en términos Unicamente de los parametros a y B que es precisamente la

ecuacién de condicién buscada. ésta serd de la forma
C(a, B)=0, (23)
donde C(a, B) es una funcién escalar de dos variables. Una vez obtenida se uti-

liza junto con las ecuaciones de la generatriz para eliminar los parametros y lle-
gar asi a la ecuacion de la superficie:

F (x, Y, z) =0.
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Hallar la ecuacidon de la superficie generada por la curva

+y’=2

z=p
al apoyarse sobre la directriz

x=4z
y=0.

Solucion: Dadas las ecuaciones que aparecen en la generatriz, se ve que se trata
de una circunferencia con centro sobre el eje Z, de radio variable y situado en
planos paralelos al plano XY con cotas variables. Como la directriz en la que se
apoyan estos circulos es una recta situada en el plano ZX, que pasa por el ori-
gen, se intuye que la superficie que se forma es un cono con vértice en el origen
(su grafica es semejante a la de la figura 1.29, pero los cortes horizontales son
elipses en vez de circunferencias). Asi que utilizando las expresiones dadas para
eliminar a x, y y 2, se tiene que

x=*4/a’~y* ycomo y=0 = x=za.

Sustituyendo en la ecuacion de la directriz se obtiene la ecuacion de condicién

buscada:
C: ta=4p, (24)
en donde se ha logrado eliminar x, y, z. Al sustituirla en la generatriz queda
x*+y*=1627

que es la ecuacién de la superficie buscada, la cual como se habia intuido, es un
cono circular recto con su eje sobre el eje Z.
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Si el sistema posee tres parametros se necesitaran dos directrices para obtener

dos ecuaciones de condicién. En efecto, supdngase la generatriz siguiente

G, (x, Y, 2 a,pB, y) =0

G: G,(x,y, 2, a, B, y)=0,

que se desplaza apoyandose en las directrices D; y D, cuyas ecuaciones son

D.: Dl(x,y,z)=0
Y[ Dy(x, y,2)=0
y
. Dy(x,y, 2)=0
2 [ Dy(x,y,2)=0

Resolviendo simultdneamente las ecuaciones de la generatriz y las de la direc-
triz D, se eliminan las variables x, y y 2 y con ello se obtiene una ecuacién en
términos Unicamente de los pardmetros o, B y y, que es la primera ecuacion de
condiciéon. Haciendo lo mismo con la otra directriz se tienen ya las dos ecuacio-
nes de condicién y se pueden eliminar los tres pardmetros de la ecuaciéon de la
superficie. Obteniéndose

F (x, Y, z) =0.

Hallar la ecuacién de la superficie generada por la familia de elipses

ax?+ By*=1

=Y
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que se apoyan sobre las directrices

’=4pz; p>0
D,: gy pz p
x=0

S yx'=4gz g>0
2 (y=0.

Solucion:
— Se eliminan x, y, 2 de Gy D;:

1
x=0 = By’=1 = y°= F=4pz

y como z =Y se sigue que

C,: ! 4py
1, =
B
que es la primera ecuacién de condicion.
— Se eliminan x, y, zde Gy D,:

1
y=0 = ax’=1 = x’=—=4gz
a

y como zZ =Yy entonces

que es la segunda ecuacion de condicion.

— Ahora se eliminan a, B, y de G, (25) y (26):

1 1
aqa= —-

B=—3
4py 48y

(25)

(26)
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Sustituyendo en G:

2 2 2 2
e

49z 4pz q p

que es un paraboloide eliptico con eje de simetria sobre el eje Z.
Tomando como base la forma en que se pueden generar las superficies,

éstas se pueden clasificar como sigue:

cilindricas
regladas conicas
Tipos de superficies de revolucién de otro tipo

de otro tipo

1.6.2 Superficies regladas

Una superficie que es generada por una familia de rectas se denomina superficie
reglada.

} Ejemplo 34.

Obtener la ecuacion de la superficie reglada generada por la familia de rectas.

4x-2y+oz=0
20x+oy—8z=0.

Solucion: Si se despeja o en la primera ecuacién y se sustituye en la segunda, se
obtiene la ecuacion de la superficie reglada buscada. Asi,
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2y—4 2y—4 2y—4
oo 294 Zx(u}, y(u) 4e0
Z zZ zZ

= 4x*+428=17,

que es un cono con vertice en el origen, y eje de simetria, el eje Y .

Demostrar que la ecuacién xz+2y—2z=0 representa una superficie reglada.

Solucion: si se hace z=a, entonces se tiene una generatriz de la ecuacion con-

siderada:

Z=a
oax+2y—2a=0.

Como se puede apreciar, cada una de estas ecuaciones representa un plano que
al intersectarse con el otro produce una recta. Al ir variando o se obtiene una
familia de rectas. Por lo tanto se trata de una superficie reglada. Para determinar
la direccién de la recta que en su movimiento genera a la superficie, se efecttia el
producto vectorial de las normales de los dos planos. El plano z=a es un plano

horizontal y por lo tanto un vector normal a él es
N,=(0,0,1).

Por otro lado, la ecuacién del segundo plano se puede escribir como (a, 2, 0) . (x,

Y, z) =2a, lo que implica que un vector normal a él es

N,=(a, 2,0).
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Entonces,

K

2
=

X

2
N

Il

o >
[

1 |=-2i+aj+0k
a 2 0

Por lo tanto, la direccion de la recta generatriz esta dada por el vector unitario

L (-2.a0).
a*+4

} Ejemplo 36.

Demostrar que un paraboloide hiperbdlico es una superficie reglada.

o>
I

Solucion: Por facilidad se tomara la ecuacién del paraboloide hiperbdlico con

punto silla en el origen y con planos de simetria el YZ y el ZX. Su ecuacién esta
dada por la expresién (16), que por comodidad se repite aqui

2 2

y x

? - ? =CZ.

Las figuras 1.18, 1.31 y 1.35 muestran tres hiperboloides parabdlicos, pero sélo
los de las figuras 1.31 y 1.35 tienen la orientacién que estamos considerando en
este ejemplo. En la figura 1.35 se ha graficado una regién mas pequena alrede-
dor del punto silla. Si se factoriza el miembro izquierdo de la ecuacién anterior

como una diferencia de cuadrados se tiene

()=

. Y X )
Haciendo a= ; - ? se obtiene
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que son las ecuaciones de la generatriz que, como se aprecia, se trata de una
familia de rectas que al variar o genera al paraboloide hiperbdlico. En conse-
cuencia se trata de una superficie reglada. A la misma conclusion se llega si se

hace g= % + % , lo que dalugar a la generatriz

X
+ — =
, P

B

— — X=CZ.
I

8w 8 e

En la figura 1.35 se han dibujado dos familias de rectas contenidas en la superfi-
cie. Una de estas familias estd asociada a la primera generatriz y la otra por la
segunda. La figura muestra claramente que esta superficie es reglada.

FIGURA 1.35. Porcién del
paraboloide hiperbdlico
de la figura 1.31.

} Ejemplo 37.

Obtener la ecuacidn de la superficie reglada generada por rectas perpendicula-
res al eje Yy que se apoyan en las directrices D, y D, mostradas en la figura 1.36.
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FIGURA 1.36

Solucion: Se ve que las directrices D, y D, estan situadas en planos paralelos
al plano YZ y que la generatriz esta situada sobre planos paralelos al ZX. Por lo
tanto las ecuaciones paramétricas de la generatriz son

z=0x+f

y=v,
que tiene tres parametros. Se deduciran ahora las ecuaciones de las dos directri-

ces. Se tiene que D, es una recta paralela al eje Yy que pasa por (5, 0, 0). Enton-
ces sus ecuaciones son

x=5
D;: 3
z=0.

D, es una parabola sobre un plano paralelo al plano YZ con vértice en (1, 0,
1) y que pasa por el punto (1, 2, 3). Por lo tanto la parabola estd sobre el plano
x=1. Ademds, sabemos que en general la ecuacién de una parabola que esta

colocada sobre el plano YZy que abre hacia arriba es

(y-k)*=4p(z-2),
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siendo ky /Z las coordenadas del vértice en el plano x =1. En nuestro caso k=0y

Z =1. Entonces

D, x=1
2 [y =4p(z-1).

Como (1, 2, 3) es un punto de la pardbola se tiene que 2°=4p(3-1) = p=1/2
por lo que las ecuaciones de la segunda directriz son

D, x=1
2 [y*=2(z-1).

A continuacidn se obtendrdn las ecuaciones de condiciéon. De D, y G se llega a

C,: Sa+B=0. (27)
Y de D, y G resulta
C,: y*=2(a+B-1). (28)

Trabajando con estas dos ecuaciones de condicién se llega a

5a+B=0 R y+2
20+ 2B =y*+2 8

; B=%(y2+2)

y sustituyendo en G se obtiene finalmente la ecuacién de la superficie reglada

(y*+2)(5-x)-82=0.
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1.6.3 Superficies cilindricas
Una superficie cilindrica es la generada por una recta generatriz paralela siem-

pre a una direccién dada, que se mueve apoyada en una curva directriz. Asi, las
superficies cilindricas son casos particulares de las superficies regladas.

) Ejemplo 38.

Obtener la ecuacion de la superficie reglada que se genera por rectas perpen-
diculares al eje Z, paralelas a la recta y=x y que se apoyan en la curva directriz
(x=2)*+(2—-2)*=4; y=0 (Ver la figura 1.37).

FIGURA 1.37.

Solucion: Las ecuaciones de una recta perpendicular al eje Z son

donde a y b son numeros fijos debido a que la generatriz tiene direccion fija. En
cambio x,, Y, ¥ 2, son parametros variables. Como las rectas son paralelas a la
recta y=x se puede tomar a=b=1, por lo que las ecuaciones de la generatriz
quedan como
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G: Z=2,
o bien
) x=y+a
g' Z:B;

en donde se han hecho las sustituciones B =z, y a=—y,+xX, ya que x, -y, equi-
vale a un solo parametro. Las ecuaciones de la directriz son

(x—2)*+(2-2)*=4
y=0.

Combinando G con D para eliminar x, y, 2 se obtiene la ecuacién de condicién
(a - 2)2+ (B - 2)2= 4. Al sustituir en ella los valores de a y 3 dados en las ecuacio-

nes de G se llega a la ecuacién buscada:

(x-y-2)*+(2-2)*=4.

Ejemplo 39.

Sea la recta generatriz dada por la direccién v= (a, b, c) y que se apoya en una
curva directriz que estd en un plano paralelo al plano XY. Entonces las ecuacio-
nes de la generatriz son

X=X Y=Yy 2—2

- )

a b c

donde a, by c son numeros fijos. Si por comodidad se despejan x y y en términos
de 2, las ecuaciones de esta recta generatriz se pueden escribir como

x-x 2-2 a a
= X=—g— — 2 +X
g a C g C C
: .
Y= 2—% _ b
= Yy=—"=2= —ztY.
b c c c
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. a .
Y si se hace a=- htag B= —% 2, +Y;, la generatriz queda como

a
x=—2z+a

c

G b
y=—=z+p.

c

Por otro lado, como la directriz es paralela al plano XY, sus ecuaciones seran de

la forma

fley)=0

D:
z=k.

Con D y G se obtiene una ecuacién de condicién, la que junto con G, determi-
nard la ecuacion de la superficie.

} Ejemplo 40.

Determinar la ecuacion del cilindro cuya generatriz es paralela al vector
v=2i-j-2ky cuya directriz esta dada por y*=8x; z=1.

Solucion: Las ecuaciones de la generatriz son

X=X Y=Yy 2=z

2 -1 -2

Si se despejan x y y se tiene

X=—2+z,+X

1 1 N
=—z-—z
Y 5 5 A U

G:

ysisehace a=z,+x; B= —% z, +,, entonces
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X=-z+a

1
=—2z+
y=- B

Por otro lado
y*=8x
z=1.

Relacionando G y D se obtiene la ecuacién de condicién

C: (B+§)2= 8(a-1) (29)

y finalmente, sustituyendo en (29) los valores de a y B dados en las ecuaciones

de G sellegaa

1 1)?
(y +—z+?) = 8(x+2-1),

2

que es la ecuacién de la superficie cilindrica buscada.

} Ejemplo 41.

Obtener la ecuacion de la superficie cilindrica con generatriz paralela al vector

v=i+j-2ky directriz

g x?—z2=1
D:
y=0.

Solucion: Las ecuaciones de la generatriz son

X=X% _Y7Uh _ "5

1 1 -2
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Despejando x y z:

X=Y—Y,+x

z=—2y—2y1+z1.
Haciendo a=-y,+x;; B=—2Yy,+%2,

x=y+a
= G:
9 Z==2y+p.

De G y D se obtiene la ecuacién de condicién
C: a*-B*=1. (30)
Ahora, con Gy (30) se llega a la ecuacién de la superficie cilindrica:
(x-y)*-(z+2y)*=1.

Aqui cabe hacer notar que cuando la generatriz de una superficie cilindrica es
una recta paralela a alguno de los ejes coordenados y su directriz esta alojada en
un plano perpendicular a dicha generatriz, la ecuacién de la superficie es igual a
la ecuacién de la curva directriz en el plano coordenado perpendicular a la gene-
ratriz. Se deja como ejercicio al lector probar esta afirmacién.

1.6.4 Superficies conicas
Las superficies conicas son las que se generan con un conjunto de rectas que

pasan por un punto fijo llamado vértice y se apoyan sobre una directriz. Por lo

tanto también son superficies regladas.
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} Ejemplo 42.

Supdngase que el vértice de una superficie cénica es el punto (x;, y,, 2;) y que la
curva directriz esta dada por

fx y)=0

z=0.

D:

Las ecuaciones de la generatriz son

X=X _ Y=Y _F-%

a b c

En este caso a, b y ¢ son parametros variables puesto que cambian al ir variando
la orientacidn de la recta generatriz. En cambio ahora x;, y, y 2; son fijos. Como
la directriz estd en el plano XY, conviene escribir las ecuaciones anteriores como

xX—=x;, a
Z2—2 c
y-u _ b
Z2—2; c

ysisehacea=a/cyB=b/c setiene

x=a(z-2z)+x

g: y=B(Z_Z1)+y1-

Con Gy D se obtiene la ecuacién de condicién que al combinarla con G da lugar
a la ecuacion de la superficie cénica buscada.

} Ejemplo 43.

Determinar la ecuacién de la superficie cénica con vértice en (6, 6, 0) y directriz
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2 2
l+i=l
4

D,: ?
) x=1.

Graficar también la superficie.

Solucion: Las ecuaciones de la generatriz son

y como la directriz estd en un plano paralelo al YZ conviene escribir las ecuaciones

anteriores como

y—-6
' x_6—a y=a(x—6)+6
G: 2z = G: z=B(x-6)
2 -
x—6

donde a=b/ayB=c/a.Con GyD se obtiene la ecuacién de condicién

c. (Z5a+6)*  (-5P) =1, (31)
9 4

que al combinarla con G se llega a la ecuacién de la superficie conica buscada:

) )

9 4

=1,

o bien,

4(6x-5y—6)*+2252"=36 (x—6).
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Su grafica se muestra en la figura 1.38.

FIGURA 1.38.

} Ejemplo 44.

Obtener la ecuacién de la superficie cénica con vértice en (0, 0, 0) y directriz

x2+z2=1

y=3.

Solucion: Las ecuaciones de la generatriz son

donde a, by c son los parametros. Como la directriz esta en un plano paralelo al
ZX conviene escribir

x=ay a c
z=By b b

Con G y D se obtiene la ecuacién de condicién

C:9a’+9p%=1, (32)
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que al combinarla con G se llega a

9x*+92” —y*=0.

1.6.5 Superficies de revolucion

Las superficies de revolucion se generan cuando una curva plana gira alrededor
de un eje que esta contenido en el plano de la curva, y que se le conoce con el nom-
bre de eje de revolucion. Estas superficies también se pueden generar mediante
una circunferencia de didmetro variable cuyo centro estd en el eje de revolucién
y que tiene a la curva plana como directriz. A tal curva se le llama meridiana.
Supdngase, como se observa en la figura 1.39, una superficie de revolu-
cién que se genera al hacer girar una curva del plano ZX alrededor del eje Z.
Esta superficie también se podria generar con una circunferencia paralela al
plano XY, cuya directriz sea la curva meridiana del plano ZX. En este caso las

ecuaciones de la generatriz y de la directriz son

x*+y*=a’ y D fx, 2)=0
z=p y=0,

siendo f (x, z) =0 la ecuacion de la meridiana en el plano ZX.

FIGURA 1.39. Superficie
de revolucion. La
directriz (meridiana) es
la curva del plano ZX
cuya ecuacion es

f(x, z)=0.
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Con G y D se obtiene la ecuacién de condicién
C: (ia, B):O, (33)

que al combinarla con G se llega a la ecuacidn de la superficie de revolucién. Asi,

2 2
X=EVEy > f(#P i 2)=0.
B==z
En la expresidn anterior se ve que la ecuaciéon de toda superficie de revolucion
que tiene como eje uno de los ejes coordenados, con una meridiana alojada en
uno de los planos coordenados, se obtiene de la siguiente manera. Se sustituye
en la ecuacion de la meridiana en dicho plano coordenado, la variable de nom-

bre distinto al eje de revolucién, por la raiz cuadrada de la suma de los cuadra-
dos de las variables distintas a la del eje.

Ejemplo 45.

Obtener la ecuacion de la superficie de revolucidn cuya directriz (meridiana) es

y’=2z
x=0

y su eje de revolucion es el eje Z.

Solucién: En este caso la ecuacién depla meridiana es y>=2z. Sustituyendo en
ella a la variable y por *./x°+y” se tiene

xX*+y*=2z,

que es un paraboloide con vértice en el origen.
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} Ejemplo 46.

Obtener la ecuacién de la superficie de revolucién cuya directriz es

y cuyo eje de revolucion es el eje Y. Graficar la superficie.

. . . .o 0%
Solucién: Se sustituye en la ecuacién de la meridiana— x°/1+y?/4=11a x por

i«/x2+z2

ysellegaa
2+2 2 2 2 2
xre +i=l =>—+l+—=l,
1 4 1 4 1

que es un elipsoide de revolucion, con centro en el origen y cuyo eje de revolu-
cién es el eje Y como se muestra en la figura 1.40.

FIGURA 1.40.
Elipsoide de
revolucidn.
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} Ejemplo 47.

Obtener la ecuacion de un toroide.

Solucion: Un toroide es una superficie en forma de dona, como la que se mues-
tra en la figura 1.41. También se le conoce con los nombres de superficie térica
o toro. En la figura se puede apreciar que si se toma una circunferencia de radio
r sobre el plano YZ, con centro en (0, R, 0), y se la hace girar en torno del eje Z,
se genera la superficie en cuestion. Sin embargo, también se puede generar con
circunferencias horizontales que se apoyan sobre la circunferencia de radio r
tomada como directriz. De esta forma, la directriz es

(y-R)*+2%=r"
x=0

cuyo eje de revolucidn es el eje Z. Sustituyendo y por

en la ecuacion de la meridiana se obtiene

(iW—R)2+z2=r2

o bien

(x2+y2+z2+R2 —7’2)2:4R2(x2+y2),

que es la ecuacion del toroide.

FIGURA 1.41.
Toroide o Toro.
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1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

Hallar la ecuacidn de la superficie cuya generatriz es la familia de rectas

2x-20y—-z2=0
20x+2y—o0z=0.

Identificar la superficie.

Obtener la ecuacion de la superficie cuyas directriz y generatriz tienen las

siguientes ecuaciones:

xX’+4y*=a® x=z
D:
Z:B y=0,

Determinar la ecuacién de la superficie denominada “salto de esqui”, que

se forma con la generatriz

x*=4p(z-a)
y=B

y se apoya en la directriz

1
z=—o1y°
D: 4q —a<ys<b; a y beR.

x=0

Hacer un trazo aproximado de su grafica.

Dadas la generatriz y las directrices que a continuacién se muestran, obte-
ner la ecuacion de la superficie que se genera, e identificarla y graficarla.
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1.39. Una generatriz de ecuaciones ax’+ By*=1y z=y se apoya en las

directrices
2 2
X
g=—— Z= i
D, 4 D,: 9

y genera un paraboloide hiperbdlico. Se desea saber cual es la ecuacién de
la recta sobre el paraboloide hiperbdlico que pasa por el punto (2, 3, 0) de

la superficie.

1.40. Demostrar que la ecuacién x°+2° —2xz —y+2z=0 representa una superfi-

cie reglada.

1.41. Obtener la ecuacién de la superficie reglada que genera una recta que
se mueve de manera que se mantiene siempre paralela al plano XY, y se

apoya en las curvas
2 3
=z Z2 =X
D;: g Y ; D,: %
x=0 y=0.
1.42. Demostrar que un hiperboloide de revolucién es una superficie reglada.

1.43. Hallar la ecuacion de la superficie reglada generada por una recta que se
mueve de modo que se mantiene siempre paralela al plano XYy cortaala
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1.44.

1.45.

1.46.

1.47.

En cada uno de los incisos siguientes se da la directriz y un vector para-
lelo a la generatriz de una superficie cilindrica. Obtener la ecuacion de la
superficie y hacer un trazo aproximado de su gréfica.

xX*+y*=4

a) D: f,=(1,-1,1)

z2=0
by D §y=senz 0<z<2m  d,=(1,0,0)

x=0

o x2/3+z2/3=l X (0 . 0)
. U= P
c) y=1 G
2 2 _

d) D: g:_+_21xy+y - i;=(1,-1,1).

Demostrar que la ecuacion 2 xy+xz—1=0 representa una superficie cilin-
drica. Obtener las ecuaciones de su directriz, su generatriz y hacer un

trazo aproximado de su grafica.

Demostrar que la ecuacién Ax*+By*+Cz°=0 representa una superficie
conica si y sélo si todos sus coeficientes son diferentes de cero y no son
todos del mismo signo. En este caso, su eje de simetria esta sobre el eje
coordenado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es de signo
contrario al de los otros dos coeficientes.

Obtener la ecuacién de la superficie cénica con vértice en el punto (3, 1,
4), que tiene por directriz una elipse paralela al plano ZX con centro en el
punto (0, 2, 0) y que contiene a los puntos (0, 2, 1) y (3, 2, 0). Sus semiejes
son paralelos a los ejes coordenados. Graficar dicha superficie.
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1.48.

1.49.

1.50.

Demostrar que el lugar geométrico de un punto que se mueve de manera
que la suma de sus distancias a los planos coordenados es siempre igual a
su distancia al origen, representa un cono circular rotado.

En cada uno de los incisos siguientes se dan las ecuaciones de una curva
plana y el eje sobre el cual gira de modo que genera una superficie de
revolucién. Obtener la ecuacién de la superficie generada y hacer un trazo
aproximado de su grafica.

x+2=0 .
eje Z
y=0
Exz—%:l )
b) eje X
y=0
3
y=x .
ejeY
c) §z=o ]
d) e=tny 0 eje Z
>U;
x=0 Y !
=4(x-1
e) gy (x-1) x>1; eje X.
z=0

Una fabrica de vidrio requiere construir bombillas para quinqué que ten-
gan la forma mostrada en la figura EJ-1-50. Como quiere hacer las bombi-
llas en forma exacta, solicita que se le proporcione la ecuacién de la forma
de las bombillas. Obtener dicha ecuacion.
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1.51.

1.52.

1.53.

FIGURA EJ-1-50.

Demostrar que la ecuacién x*y*+x°z*=1 representa a una superficie de
revolucion. Obtener su eje de revolucion y las ecuaciones de la generatriz
en uno de los planos coordenados que contenga al eje.

Obtener la ecuacidn de la superficie que se genera cuando una circunfe-
rencia de radio r contenida siempre en un plano vertical que contiene al
eje Z se rota alrededor del eje Z. La rotaciéon de dicha circunferencia se
hace de tal forma que su centro estd siempre en el plano XYy su punto
mas cercano al origen decribe una elipse de ecuacion

2

=1.

2
Y
t 3

b

8,8

Suponer que r<ayr<b.

Hallar la ecuacién de la superficie generada por una familia de elipses
horizontales con centro sobre el eje Z que se apoyan sobre dos circunfe-
rencias verticales de radio r. Una contenida en el plano ZX cuyo centro
estd en (a+r, 0, 0) y la otra contenida en el plano YZ cuyo dentro estd en
(0, b+7,0). Suponer que r<ayr<b.
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1.54. Demostrar que la ecuacién de la curva que describe el extremo B de un
segmento de recta de longitud 2r contenido en el plano XY y que se des-
plaza apoyando su extremo A sobre la elipse de ecuacién x*/a*+y*/
b*=1 de manera que la direccién AB pasa por el origen, no es una elipse.
Utilizando este resultado, ¢podria explicar porqué las ecuaciones de las
superficies de los ejemplos 1.52 y 1.53 no son iguales?

1.7 Formulacion de funciones

En la practica, uno de los pasos mas importantes al enfrentar un problema es
la representacion del sistema en estudio mediante un modelo matematico. Este
modelo es dtil como simulador del sistema de manera que se pueda conocer su
comportamiento variando las condiciones del problema. Las razones de utilizar
el modelo matematico en vez de interactuar directamente con el sistema son
muy simples: optimacién de recursos, tiempo y esfuerzo, asi como la posibilidad
de hacer pruebas sin perturbar al sistema real.

En este subtema se obtendran funciones escalares que representan el com-
portamiento de ciertos sistemas, los cuales —aunque son casos particulares—

ilustran la forma en que se debe proceder en general.

Ejemplo 48.

Obtener la expresion del volumen de un paralelepipedo rectangular que esta
inscrito en el elipsoide x*+9y*+42”=36 en funcién de sélo dos de sus lados.

Solucion: El primer paso serd hacer un modelo geométrico del problema. Ver
la figura 1.42.
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FIGURA 1.42.
Paralelepipedo inscrito
en un elipsoide.

Como el elipsoide esta centrado en el origen el paralelepipedo también lo estara.
Las longitudes de los lados del paralelepipedo son 2x, 2y y 2 2, respectivamente.

Por lo cual su volumen es igual a

V= (Zx) (Zy) (Zz) =8xyz.
Al estar inscrito dentro del elipsoide, las esquinas del paralelepipedo estan con-
tenidas en la superficie de dicho elipsoide. Por lo tanto, las coordenadas de las
esquinas deben satisfacer la ecuacion del elipsoide. Asi,

X*+9y*+42°=36.
Despejando a x

x=%4/36-91>—42
y sustituyendo en la expresidon del volumen se obtiene

V=8yz+/36-9y°-4z%,

que es lo que se queria obtener.
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} Ejemplo 49.

Los cursos de dos rios estdn dados aproximadamente por la pardbola y=x?y la
recta y=x—2 (ver figura 1.43). Estos rios se deben unir por medio de un canal
rectilineo. Obtener la expresion matemadtica de la longitud de dicho canal en

funcién unicamente de dos variables.

FIGURA 1.43. Forma
del cauce de dos rios.

Solucion: La distancia entre los puntos (xl, yl) y (xz, yz), que en este caso es la

longitud del canal, es igual a

d=\/(x2_x1)2 +(%-w)*

que estd en términos de cuatro variables. Para expresarla en funcién de sélo
dos variables se utilizaran las ecuaciones de los cursos de los rios. Como (xl, yl)
pertenece a la pardbola se tiene que y; = x%. Ademds, (x,, yz) pertenece a la recta;

por tanto y, =x, — 2. Finalmente la longitud del canal sera

d=\/(x2—x1)2 +(x,—2-x3)% .

) Ejemplo 50.

El material con el que se construyen los lados de una caja abierta cuesta k pesos
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material de los lados. Si se dispone de una cantidad fija de dinero C,, obtener
una expresion para el volumen de la caja, en funcién inicamente de las longitu-

des de los lados de la base.

Solucion: El modelo geométrico del problema se muestra en la figura 1.44.

FIGURA 1.44.
Caja sin tapa.

El volumen de la caja esta dado por
V=xyz

y para escribirlo en funcién de sé6lo x y y se utiliza la ecuacién del costo. Asi,
como el costo de los lados es k $ /m?, y el de la base, 1.5k $ /m?, el costo total es

(2xz+2yz) k+1.5kxy =C,.
Si de esta ecuacidn se despeja z y se sustituye en el volumen se obtiene

_ Cy—15kxy Ve Co—1.5kxy
~ 2k(x+y) Y - 2k(x+y) |

que es la funcién pedida.

Notar que al igual que en los dos ejemplos anteriores el resultado fue una funcién
escalar con dos variables independientes, y una pregunta que podria hacerse
ahora es ;qué valores deben tener dichas variables independientes para lograr
que el valor de la funcidn sea mdximo o minimo segun se requiera? La respuesta
se pospone hasta el capitulo 3.
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1.55. Expresar el drea del tridngulo de la figura EJ-1-55 como funcién de las varia-
bles x, ¢ y 0.

FIGURA EJ-1-55.

x* tan 0 tan ¢

Soluciéon: Area= —————
2(tanB-tan )

1.56. En la placa de la figura EJ-1-56, la temperatura en un punto es proporcio-
nal a la distancia de ese punto al origen. Expresar la temperatura de un

punto cualquiera como funcién de sus coordenadas.

FIGURA EJ-1-56.

Solucién: T= K+/X?+Y2
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1.57. Una ctpula se construye apoyada en dos pardbolas, como se mues tra en la
figura EJ-1-57. Si la base de la ctipula, asi como cualquier seccién horizon-
tal de la misma, deben ser elipses, ;cudl es la ecuacién de la cipula?

FIGURA EJ-1-57.

1.58. En un cuarto de mdquinas, el eje de una tuberia de agua pasa por los pun-
tos (3,2,0)y(3, 5, 4), donde x, y, = estdn expresadas en centimetros. Si el
didmetro de la tuberia es de 40 cm, ¢cudl es la ecuacion de la superficie del
tubo?

1.59. Un alfarero hard una pieza de barro, para lo cual coloca en el torno una
tarraja hiperbdlica como se muestra en la figura EJ-1-59. Calcular la
superficie exterior de la pieza de alfareria con respecto a los ejes indica-

dos en la figura.

FIGURA EJ-1-59.
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1.60.

1.61.

1.62.

A un empleado de seguridad municipal le piden que determine la zona de
riesgo de unas sillas voladoras cuya estructura tiene 5m de altura y 4m de
radio, como muestra la figura EJ-1-60. Para ello solicita que se le propor-
cione la ecuacion de la superficie que generan las cadenas que soportan a
las sillas. Estas cadenas tienen una longitud de 4.2m y al girar forman un
angulo de 45° con la vertical. Obtener la ecuacion de esa superficie consi-

derando al eje de la estructura como eje Z y al suelo como plano XY.

FIGURA EJ-1-60.

Una ldmpara se encuentra en el punto (2, 2, 8). Entre ella y la superficie de
una mesa colocada en el plano z=2 se coloca un objeto que produce una
sombra cuyo contorno tiene por ecuacién y=2x’. Obtener la ecuacién de
la superficie que se genera con los rayos de luz tangentes al objeto inter-

puesto.

Cuando el Sol esta al SE y a una elevacion (angulo de la visual con el plano
horizontal) de 60°, se coloca una placa eliptica en posicién horizontal a 4m
del suelo. éste coincide con el plano XY que esta orientado de manera que
el eje Y apunta en la direccidn Nortey el eje X apunta en la direccién Este. El
centro de la elipse estd en el eje Z, su semieje mayor mide 2m y es paralelo
al eje Y. Su semieje menor es de 1 m. Definir analiticamente la region som-

breada en el suelo.
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1.63. Expresar la altura h del triangulo de la figura EJ-1-63 como funcién de las

variables ¢, 6.

FIGURA EJ-1-63.

6 tan¢ tan 6
tan¢ +tan6

Solucion: h =

1.64. Expresar la abscisa del punto P de la figura EJ-1-64 como funcién de las

variables uy v.

FIGURA EJ-1-64.

u?=v*+100
20

Solucion: x =

1.65. Hallar la expresion del radio del arco circular de la figura EJ-1-65 como
una funcidn de las variables x y y.

oy 3 4 :
Solucion: r=—+ =
8y 2 FIGURA EJ-1-65.
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El objetivo de este capitulo es estudiar la derivada y la diferencial de las fun-
ciones escalares de variable vectorial, es decir, funciones de la forma f:R" - R.
Estos conceptos son de maxima importancia en el analisis de estas funciones y
son aplicables a funciones con un nimero arbitrario de variables independien-
tes. Sin embargo, aqui nos enfocaremos principalmente a los casos de dos y tres
argumentos, pero las ideas esenciales son facilmente generalizables a cualquier
numero de variables.

Para iniciar este estudio se abordara primero un concepto fundamental del

calculo diferencial e integral que es el de limite.

2.1 Limite de una funcion escalar de variable

vectorial. Continuidad

En el estudio de las funciones escalares f (x, y) frecuentemente se desea saber
si existe algin nimero L al cual se aproximan los valores de la funcién f cuando
sus variables x y y se aproximan a dos valores dados x, y y,; y en caso afirmativo,
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determinar dicho nimero. Lo que va a interesar en lo que sigue no es el valor
que tiene la funcidén exactamente en X, y, (el cual puede inclusive no existir)

sino los valores de f en los puntos muy cercanos a (x,, Y,)-

é Definicion. Sea la funcién f(x, y) definida en un cierto dominio D c R* que
no necesariamente contiene al punto (x,, y,). Se dice que el limite doble de
f ( , y) cuando (x, y) tiende a (x,, y,) es igual a L, lo cual se escribe como

lim f(x, y) =L,

x>,
Y=Y

si para cada numero € >0 tan pequeflo como se desee, siempre existe otro

numero § >0 tal que

|f(x,y)-L|<e
para todo (x, y) que este contenido simultdineamente en D y en un entorno

reducido de radio 6 alrededor de (x,, y,). Esto es, para todo (x, y) # (%o, Yo) €n
la interseccion de Dy el interior del circulo centrado en (xo, yo) de radio 6.

Por brevedad, con frecuencia al limite doble se le llama simplemente limite.

FIGURA 2.1. Ilustracién del
concepto de limite.

0
[=]
©
HIY
0
[=)
©
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
M
o
X
<
(=
.
>
(2]

[y
=
(o)}




Una representacion grafica de este concepto se tiene en la figura 2.1, en donde

se ilustra que

|(x,y)—(x0,y0)|<6 = |f(x,y)—L|<€.

Si se hacer= (x, y) y o= (xo s yo) la definicién de limite doble también se puede

enunciar como

limf(r)=L & |f(r)-L|<e

r—r

siempre que 0< |r—r0| <6 y reD. En lo que sigue se usaran indistintamente

ambas notaciones:

lim f(x, y)=L
x—>x0
¥=>Yo

)
lim f(r)=L
r—r

y se lee diciendo que f tiende a L cuando r tiende a r,;,, o bien, en forma simbé-
lica, que f— L cuando r->r,,.

Ahora se enunciaran algunas de las propiedades de los limites. Como sus
demostraciones resultan semejantes a las vistas en el estudio de las funciones

con una variable independiente no se incluiran aqui.
Teorema 1. Sean las funciones escalares de variable vectorial f,(r), f,(r), -,
fa(r), definidas en una regién R y sea r, un punto contenido en R. Entonces:

i) Siexiste el limite doble lim fj(r) este es tnico.
r—>rg
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ii) Ellimite doble de toda funcién constante f (r) =c es el propio valor de la

constante c, esto es

lim f(r)=c.

r—>rg

iii) Siexisten
limfl(r); llmfz() S limfn(r);

r—->r, r—>rg r—>rg

se tiene que

lim [£,(r) +£,(r) + = +£,(r)] = lim £,(r) +1lim £,(v) + - +lim f,(r).

r—r r—r,

iv) Siexisten

limfi(r);  limfy(r); ~; lim f,(r);

r—r, r—r, r—r,

se tiene que

hm[ (1) fule) - ful)] = [hm fi(©)] [hmfz( )]+ [lim £,(r)].

r—>rg r—>rg r—>v r—>rg

v) Siexisten

hmfl() y hmfz()

r—rg r—r,
se cumple que

lim f,
lim () _ rf}of (x)

=10 f,(r) ~ lim fz(r)

l'l'o
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Vi)

Vii)

Sea fl(r) = fz(r) para todo r en R y supdngase que existe el limite doble

lim f,(r).

r—r

Entonces también existe el limite doble

lim f,(r)

r—r

y ambos limites son iguales.

Sif,(r)=0yf,(r)<0 paratodo r en R, y existen los limites dobles de f,(r)
y f>(r) cuando r - r,,, entonces

limf,(r)=0 vy lim f,(r) <0.

r—>rg r—or,

viii) Sif,(r)= f,(r) paratodo r en Ry existen los limites dobles

lim f,(r) y lim f,(r)

r—r r—or,

se cumple que

lim £,(r) = lim f,(r).

r—>rg r—>rg

Sif,(r) < f,(r) < f,(r) para todo r en R, y ademds los limites dobles de f;
y f5 existen y son iguales a un determinado valor a, esto es,

lim f,(r) =a= lim f,(r)

r—>rg r—>r

entonces el limite doble de f, existe y

lim £,(r) =a.

r—>r
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En el tratamiento de las funciones continuas con una sola variable indepen-
diente los limites se evalian por medio de la sustitucion directa de la variable en
la funcién. En este caso el limite siempre existe. Pero si la funcién es disconti-
nua este método no sirve y se procede en otra forma. Usualmente lo que se hace
es analizar el comportamiento de sus limites laterales. Sin embargo, esto no
siempre es posible, como ocurre por ejemplo cuando la variable independiente
tiende a * oo, 0 bien, cuando tiende a un valor de la frontera del dominio de la
funcién; en ambos casos no es posible definir un entorno V del punto donde se
pretende calcular el limite de manera que V pertenezca al dominio. Por otro
lado, cuando el limite existe, pero se presentan indeterminaciones, estas se eli-
minan mediante artificios algebraicos.

Para las funciones escalares de variable vectorial se hardn consideraciones
parecidas, pero tomando en cuenta que ahora el dominio no es un subconjunto
de los nimeros reales sino una regién de R", siendo n el nimero de variables.
Por ejemplo, si la funcidn tiene dos variables, el dominio serd una region del

plano R?, y si tiene tres, una regién en el espacio R, etc.

211 Limites reiterados

Aunque lo que se trate aqui se puede hacer extensivo a funciones escalares con
cualquier numero de variables independientes, en lo que sigue (salvo excepcio-
nes) sélo se estudiardn funciones con dos argumentos ( f: R*-> R). Para calcular
el valor numérico del limite doble de una funcién de este tipo, frecuentemente
se utiliza un procedimiento conocido como “limites reiterados”, que consiste en
evaluar por separado y reiteradamente el limite de la funcién para cada una de
las variables independientes. No obstante, este procedimiento no siempre es
valido. Mas adelante se enunciard un teorema que da las condiciones segun las
cuales el limite doble es igual a los limites reiterados. Por lo pronto se verd un
ejemplo de como calcular los limites reiterados.
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Calcular los limites reiterados de la funcién f (x, y) =x+y cuando (x, y) > (1, 1).

Solucion: Primero se calcula el limite con respecto a una de las variables consi-
derando a la otra como constante. Después se evalua el limite con respecto a esta

otra. Es decir

lim [ lim(x + y)} .

y=>1| x>1

El limite que se encuentra dentro de los paréntesis rectos se obtiene como en el
calculo con una variable independiente. En este caso a la variable y se le toma
como constante. Después de evaluar este limite se calcula el limite indicado fuera
de los paréntesis rectos. Asi,

lim [1im(x+y)]=lim(l+y) =1+1=2.

y=>1| x>1 y=>1

Si se calcula el limite utilizando el orden contrario, es decir, primero con res-

pecto a y tomando a x como constante y después con respecto a x:

lim [lim(x+y)]=lim(x+l) =1+1=2.

x->1| y—>1 x->1

Como se observa, los dos limites reiterados fueron iguales, sin embargo, en
general esto no siempre es asi. A continuacion, se enunciaran algunos teoremas
al respecto que no se demostraran aqui (El lector interesado puede encontrar
demostraciones de ellos en Andlisis Matemdtico 2, de N. B. Hauser, J. P. La Salle
y J. A. Sullivan).
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Teorema 2. Si:

i) ellimite doble lim f(x, y) existe.
X—> X,
y—>y3

it) limf (x, y) existe Vy de algin entorno reducido de y,:
x—>x0

Entonces se tiene que el limite reiterado lim | lim f(x+y)| existey
Y=o | x=>xg

lim f(x, y) = lim [limf(x+y)].

X%, Y=Yo | XX
Y=Y

Este teorema no implica que si se cumplen i) y ii) entonces existe hmy_>y0

f (x, y). De hecho, mas adelante veremos un ejemplo en el que efectivamente
lim,,, f (x, y) no existe (ejemplo 7 de la seccién 2.1.2). Obviamente se tiene un

teorema analogo al anterior en donde a x hay que sustituirla por y, y viceversa.

En los casos en los que tanto lim f(x, y) como lim f(x, y) existen se tiene el
- . - ¥y
siguiente corolario. TR ’

Corolario. Si:
i) ellimite doble lim f(x, y) existe,

=
Y=Yo

i) lim f(x, y) existe Vx de algun entorno reducido de x, y
Y=Y

iii) lim f(x, y) existe Vy de algtin entorno reducido de y,.
x—>x0

Entonces los limites reiterados lim [ lim f (x+ y)] y lim [ lim f (x+ y)]
¢ x=>%g | Y=>Yo Y=Yo [ ¥~ %o
existen, y
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lim f(x, y) = lim [ limf(x+y)-

x—>xq X=Xy [ Y=>Yo
Y=Yo

= lim [ lim f(x+y)].

y%yo x—)xo

En general, la existencia del limite doble

lim f (x, )

x=>x
Y=Y

no garantiza la existencia de los limites reiterados. Mas adelante se verd un
ejemplo. Tampoco la existencia e igualdad de los limites reiterados garantiza
la existencia del limite doble lim ’;f)’;g f(x, y). También mds adelante se verd un
ejemplo de esto.

En el cédlculo con una variable independiente, la existencia del limite en el
punto x, se poda probar mediante la igualdad de los limites laterales (derecho e
izquierdo). En este caso sélo existan dos caminos por los cuales era posible apro-
ximarse al punto x,. En cambio, para funciones con dos o mas variables inde-
pendientes existe una infinidad de caminos y con formas muy diversas mediante
los cuales uno se puede aproximar al punto en cuestion. Para que exista el limite
doble de una funcién f(x, y) cuando (x, y) tiende a (x,, y,), el valor del limite
debe ser el mismo independientemente del camino que se escoja para llegar al

punto (x,, yo). Ver la figura 2.2.

FIGURA 2.2, Para que exista
el limite éste debe ser
independiente de la forma de
acercarse al punto (x,, y,)-
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Teorema 3. Sea f (x, y) una funcién escalar definida en un dominio D. Enton-
ces, la condicién necesaria y suficiente para que el limite doble de f (x, y)
cuando (x, y) tiende a (xo, yo) exista, es que el valor del limite asociado a las
distintas formas de aproximarse al punto (xo, yo) dentro del dominio D sea
siempre el mismo.

Como una consecuencia de este teorema se tiene que, si los limites de una
funcién son distintos a lo largo de dos trayectorias diferentes dentro del domi-
nio, el limite doble de la funcidn no existe. Cabe enfatizar aqui que para poder
asegurar que el limite doble existe, deben considerarse todas las formas posi-
bles de aproximarse al punto (x,, yo) dentro del dominio D y no Unicamente
mediante lineas rectas. De hecho, hay casos (véase el siguiente ejemplo) en los
que al aproximarse mediante cualquier linea recta el limite es el mismo pero
que al aproximarse segun otras trayectorias, el limite es distinto.

Elegir tres trayectorias para verificar que el siguiente limite no existe

2
. )
lim "
x=>0 X t+VY
y—>0

2

Solucion: Si se calcula primero el limite cuando se aproxima uno por la recta
x=0 (eje Y) se tiene

: 0
lim[ fyzl - lim(—z) = lim (0) =0.
y=>0 | X' +Y x=0 Y20\ Y y—0

Si ahora se calcula aproximandose por la recta y=0 (el eje X) se obtiene

2 0
liml ic y2] = lim (—4) =lim (O):O,
x=>0| X' tY 0o x>0\ X x—>0
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de hecho, si la aproximacion es por cualquier recta y=mx, se obtiene que el
limite también vale cero. Y lo mismo sucede para los limites reiterados. Se pro-
pone al lector que verifique estas afirmaciones. Sin embargo, como se men-
ciond, esto no es suficiente para concluir que el limite doble existe, ya que si se
escoge por ejemplo la trayectoria y=x” entonces

2 4
x x 1 1
lim | —Y ||  =lim S =lm [ —|=—,
x=>0| X' tY 2 x>0 2X x>0\ 2 2

Yy=x
resultado que hace ver que el limite doble no existe y que la igualdad de los limi-
tes reiterados no es suficiente para asegurar que exista el limite.

A fin de demostrar la existencia del limite de una funcién f (x, y) cuando (x,
y) - (%o, yo) siguiendo el procedimiento anterior, habrd que hacer tender (x, y)
al valor (x,, ,) por todos los caminos posibles y obtener en todos los casos el
mismo resultado. Sin embargo, en la préctica este tipo de demostraciones son
muy laboriosas y frecuentemente se hacen de otra manera recurriendo a los
teoremas que se veran mds adelante. Otra forma de demostrar su existencia es
recurrir a la definicion, pero este proceso en general también se complica. No
obstante, para ejemplicar, a continuacion, se demostrara la existencia

de un limite a partir de la definicion.

Demostrar a partir de la definicién que el limite de f (x, y) =xy/(|x| + ly|) cuando
(x, y)—> (0, 0), existe y es igual a cero. En este caso el dominio de la funcién es
todo el plano R?, excepto el origen.

Solucion: Se tendra que

X
m —y =
x>0 |.XI| + |y|
y—>0
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si para toda € >0 tan pequefla como se quiera, existe 6 >0 tal que

XYy

— 0
|| + 1yl

<€

siempre que
0<|(x, y)-(0,0)| <8.
A continuacidn, se investigara si efectivamente existe esa §. Se tiene que

xy | |yl
7 _o|== .
|| + |yl x| + [yl

Ademas, se sabe que
f =y = ||y
y[=vy" = [y]=xP+y?

y que
2 2 2 1 l
— = .
|x|+|y| \/(|X|+|y|) ] \/x Y || + [yl ) x*+y°
Luego

Xy || [yl sz_'_yz ‘\/x2+y2 2..2
—-—0 = < = = 3 —0,0 .
+1yl ‘ EnRriE L R

De esta expresion se sigue que sea cual sea el valor de €, se puede lograr que

Xy

— 7 _0l<e
lxc| + |yl

con tal de que x y y sean tales que |(x, y)-(0, 0)| < €. Por lo tanto, dada cual-
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A/x* + y*<§& se cumple que |xy/(|x| + |y|)—0| <€, lo cual demuestra que el
limite existe y es igual a cero.

21.2 Continuidad de una funcion escalar

é Definicién. Una funcién escalar de variable vectorial f (r) es continua en un
punto r, de su dominio, si se cumplen las siguientes tres condiciones:

i) Elvalorf(r,) existe

ii) lim f(r) existe

r—r,

iii) f (ro) = lim.f (r).

Asi, una condicidn necesaria para que una funcién sea continua en un punto
P es que su limite exista en P. En consecuencia, si por algin medio se logra
saber que una funcién es continua en un punto, automaticamente se sabra que
en ese punto el limite existe. Una funcién puede presentar discontinuidades no
solamente en puntos aislados. Puede ser discontinua, por ejemplo, a lo largo de
curvas o de regiones completas.

Los teoremas sobre continuidad para las funciones escalares de variable vec-
torial son analogos a los tratados en el calculo con una variable independiente.

Por ello se enunciardn sin demostracion.

Teorema 4. Si dos funciones escalares de variable vectorial, f (r) y g(r) son
continuas en un punto r, de la intersecciéon de sus dominios, entonces su
suma, diferencia, producto y cociente (exceptuando el caso g(r,) = 0) son fun-
ciones continuas en dicho punto.
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En este punto conviene enfatizar que el cociente f (r) / g(r) de dos funciones
continuas en un punto r, no necesariamente implica que f (r) / g(r) sea conti-
nua en r, puesto que si g(ro) =0 el cociente no existe en r, y en consecuencia el
cociente no es continuo en el punto r,,.

Teorema 5. Las funciones escalares de variable vectorial polinomiales son
continuas para todo valor real de sus variables independientes.

Teorema 6. Las funciones escalares de variable vectorial algebraicas, trigo-
nométricas, logaritmicas y exponenciales son continuas en sus respectivos

dominios.

Teorema 7. Sea f:R"—> R, sea r,= Xy, Xg2, ", Xon) Un punto de R" y sea g;:
R — R definida como gl(x) = (x, Xo2y s xOn). Si f es continua en r, entonces

g, es continua en x,,. Un resultado analogo se tiene para la funcién g; definida
en términos de f manteniendo constantes todas las variables excepto x;.

Corolario. Si f (x, y) es continua en (xo, yo) entonces el limite doble lim,
f(x) y los limites lim, ol (x,y) y lim,_,, f (x, y) existen y por lo tanto

f(ro) = limf(r) :}Cif}cf(x’ yo) = iif)r;f(xm y)-

r—r,

Ya que la continuidad implica necesariamente la existencia del limite, se
pueden aprovechar los teoremas anteriores para verificar la existencia de los
limites de muchas funciones escalares de variable vectorial. A continuacion, se

consideraran algunos ejemplos.
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Calcular el valor del limite

lim (x*~5xy+6y>).
x—>1
y—>-2

Solucion: En este caso se trata de una funcién polinomial por lo que es continua
para todos los valores reales de x y y. Luego el limite existe en el punto (1,-2)
y para saber su valor bastara con evaluar la funcién polinomial en ese punto o

calcular uno de los limites reiterados. Asi

lim [ lim (x2—5xy+6y2)]=lim (1-5y+6y°)=35
Yy—>-2

y—>-2| x—>1

o bien

lim [ lim (x*-5xy+6 yz)] =lim (x*+10x+24)=35

x->1| y>-2 x->1

por lo que el valor del limite es 35.

Calcular el valor del siguiente limite

lim 4/4-x+y
x—>1
y—>1

Solucion: Se observa que se trata de una funcién algebrdica cuyo dominio esta

dado por (Ver figura 2.3):
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como el punto (1, 1) esta en el dominio de la funcidn, ésta es continua en dicho
punto, por lo que su limite existe. Para calcularlo bastard evaluar la funcién en
(1, 1) u obtener alguno de los limites reiterados. Asi, se tiene que

lim[lim1/4—x+y ]: lim A3 +y=2
y—>1

y—=>1| x—>1

o bien

lim {lim AA—x+y ]z lim 4/5—-x=2

x->1| y=>1 x—=>1

por lo tanto, el valor del limite doble es 2.

FIGURA 2.3.
Dominio de la

funcidén /4 -x+y.

Determinar el valor del limite

2 2
. sen{x +
lim M .
x—>0 x2+y2
y—>0

Solucion: En este caso la funcién no existe en r= (O, 0) y en consecuencia no es
continua en ese punto. Si se calculan los limites reiterados se tiene que (aqui con-

viene recordar el importante limite del calculo con una variable: lim Senx —1j).
x—>0 X
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2, .2\ ] 2
. sen(x+ . seny
lim llm# =lim =1
y=>0 | x>0 X"+Y y—>0 Y
y - -
_ sen (x*+y?) senx”
lim hmﬁ =lim — =L
x>0 | y=>0 X"+y x=>0 X

Sin embargo, como la funcién no es continua en r, no se puede garantizar que
el limite exista. Habrd que demostrar su existencia a partir de la definicién, o
bien, demostrar que su valor es independiente de la forma de aproximarse a
(0,0). Procediendo en esta ultima forma y cambiando a coordenadas polares,

con r=+/x*+y?, se tiene

. sen(x’+y*) . senr?
x—>0 X +y r—>0 r
y—>0

El hecho de haber cambiado a coordenadas polares y haber obtenido una expre-
siéon que depende Unicamente de r y no de 6 significa que sea cual sea la forma
en que uno se aproxime al origen, la funcién sélo depende de r. Como en este
caso el limite existe se sigue la existencia del limite doble y su valor es 1.

Ahora se verd el caso del limite de una funcién f(x, y) cuando (x, y) tiende a
un punto frontera del dominio de la funcién. Se vera que a pesar de que existe el
limite doble, los limites reiterados no son iguales (uno de ellos no existe).

Calcular, si existen, el limite doble y los limites reiterados en el punto (0, O) de

xsen| —
Y

la funcion

flx,y)= Vx eR*U {0} y VyeR".
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Solucion: Se observa que el punto (0, 0) donde se pretende evaluar el limite, es
un punto frontera del dominio D que consiste inicamente del primer cuadrante
del plano XY con excepcién del eje X. Ademds (0, 0) ¢ D. Si se intentan calcular

los limites reiterados, se tiene que

1
limllim xsen — ] = 1im(0)=0
y=>0 | x>0 Y y—=0
en cambio
. . 1
lim [hm X sen — ]
x>0 | y=>0 Y

no existe, ya que lim, | x sen(l /) | no existe. Ahora se demostrara la existen-
cia del limite doble a partir de la definicién.

Para que exista el limite se debe demostrar que dado cualquier € >0, existe
6>0tal que

l‘
xsen—|-0|<e
Y

siempre que

0<+/x*+y*<6 y (x,y)eD.

Como

1
X sen — ‘ =|x|
Y

1 |
sen —
Yy

| =
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entonces

< A/xP+y°

1
X sen —

l ‘
sen —
y

y como |sen(l / y)| <1 cuando y#0, se puede asegurar que Ve >0 existe 6>0

(en este caso & = €) tal que

< A/X+yY* <e

l |
xsen—| -0
Y

siempre que

0<+/x*+y’<6=€ 'y y=#O0.

Esto nos indica que el valor de f (x, y) puede hacerse tan préximo a cero como
se desee, con tal de tomar a (x, y) dentro del dominio suficientemente cercano
a (0, 0). Por lo tanto la funcién f(x, y) tiende a cero y su limite doble en (0,
0) existe. Nétese que como limr_>0|x sen(l/y)l y limx_>0|x sen(l/y)| existen,
el primer teorema de la seccién 2.1.1 asegura que lim, _>O[limx Solx sen(l / y)l]
existe y es igual a lim, _>0|x sen(l / y) |, como puede comprobarse con los resul-
tados de arriba.

Por otro lado, el hecho que lim, ,, f (x, y) no exista no significa que haya una
trayectoria hacia el punto (0, 0) dentro del dominio para la cual el limite de f no
exista. La no existencia de lim,_,, f (x, y) sélo indica que los valores de f(x, y)
sobre trayectorias paralelas al eje Y no tienden a un valor definido.

Si en vez de trabajar con la funcién anterior se trabajara con la funcién f (x,

y) definida como

xsenl si y#0

flwy)= § g0
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y cuyo dominio fuera todo R?, el punto (0, 0) ya no serd un punto frontera. Sin
embargo, los resultados de los limites serdn exactamente los mismos. Se sugiere
al lector que compruebe esta afirmacion.

Investigar si la siguiente funcién es continua en el punto (1, 3).

Yy x*+2y  si (x, y)#(1, 3)
fley)= i (oy)-(L3)

5 s1

Solucion: Se analizan las condiciones de continuidad

i f(1,3)=5

ii) Como x°+2y es una funcién polinomial para calcular su limite basta
sustituir lo valores a los cuales tienden las variables x y y.

Ast, lim f(x, y) =7
x—>1
y—>3

iii) £(1,3) # lim f(x, y),
y—>3

por lo tanto, la funcién no es continua en (1, 3).

Ahora se estudiara el caso de una funcién que es discontinua a lo largo de toda una
recta (no s6lo en puntos aislados).
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Estudiar la continuidad de la funcién

si x#0

flxy)=

O Rlw

si x=0.

Solucion: Se analizara primero lo que ocurre sobre la recta x =0. Considérese el
punto (0, b) con be R

i) f(0,b)=0.

ii) Ellimite doble lim x—o f (x, y) no existe. Esto es asi porque el limite
y=>b
lim, Lu(y/ x) = (b / x) existe y si el limite doble existiera se tendra (por el

teorema de la seccion 2.1.1) que el limite reiterado

lim {lim (y/x)]

x=>0| y=>b

existird, pero esto es claramente falso porque

lim [um <y/x>] =lim [(b/x)]

x=>0| y—>b

no existe.

iii)) Como no se puede cumplir la igualdad entre f (0, b) y el limite doble
entonces f(x, y) no es continua a lo largo de la recta x=0.

Se analizard ahora lo que ocurre fuera de la recta x=0. Considérese el punto
(a,b) cona#0

) fla b)%
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b

i) limf(x,y)=—
x—>a a
y—>b

iii) f(a, b)=lim x>a f(x, y), por lo que f(x, y) es continua en (a, b), con a#0.
y=>b

Luego la funcién sélo es discontinua a lo largo de la recta x=0.

} Ejemplo 10.

Demostrar que la siguiente funcién es discontinua en el punto (0, 0) a pesar de
que f(x, b) y f(a, y) (con a#0y b+#0) son continuas en x=0y y=0, respectiva-
mente:

xzf’; i (x9)#(0,0)
fe.y)= 0 si (x9)=(0,0).

Solucion: Paray=>b, b#0 se tiene que

f(:@):% > f(0,6)=0 'y limf(x,b)=0

x—>0

Por lo tanto la funcién f(x, b) es continua en x =0. De manera semejante, para
x=a,a#0:

2ay
a’+y?

flay)= = f(a,0)=311i§(}f(a,y)=0

es decir, f (a, y) es continua en y=0.

Se demostrard ahora que f (x, y) no es continua en (O, 0). Calculando primero los
limites a lo largo de las trayectorias y =0y x =0, respectivamente, se tiene que
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lim £(0, y)=0.

y—>0

Sin embargo, para la trayectoria y =x:

21.

2.2,

2 2
lim= ( xz) =1im (1) =1.
x—>0 2x x—>0

Por lo tanto el limite de f (x, y) no existe y no es continua en (0, 0).

Verificar mediante limites reiterados y la trayectoria y =2 x que el siguiente
limite no existe
3y°-x*

lim= — 5
(%y)=>(0,0) X" +3x

.. 3y*—x’ 3y*—x* 11x* | 11
Solucién: limglimy—ngﬂ; lim glimu §=—1,- limg x g

y>0 [ x>0 X*+3y x>0 y=o x7+3y° x>0 13x*) 13

Son tres resultados diferentes. Por lo tanto, el limite no existe.

A partir de la definicién de limite demostrar que el siguiente limite no existe
en el punto dado:

lim= (x—y) .
x—=>0 x+y

y—>0

Solucién: limglim ﬂ% =-1; lim glim ’ﬂg -1,

y=>0 ( x>0xX+Y x>0 ( y>0X+Y

Son dos resultados diferentes. Por lo tanto, el limite no existe.
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2.3.

2.4,

2.5.

¢Se puede decir que el siguiente limite existe? Si es asi, explicar por qué.

lim=+/(1-x)(2-y) -

y—=>2

Solucion: Nétese que si x>1yy<2lafuncién no existe y tampoco si x<1
y y>2. Por lo tanto, el limite no existe.

Calcular, si existe, el valor de los siguientes limites.

a) lim  (x’y—2xy+xy?)
(%y)—>(4,2)

b fim (2
(@)1, -2) (x=1) ly+2]

2 4.2
o lim Y74
(xy)=>1,2) Y -8x

_ _ar2,,2
d) lim 8 —4/100 —x"y

(oy)>(32)  xy*-36

Solucion: a) Si existe y su valor es 32; b) No existe; c) Si existe y su valor
es 1/3; d) Si existe y su valor es 1/16.

Determinar los siguientes limites.

a) lim  (x*+y*+ xy+1n xy).
(%y)—>(1,1)

b) lim ch b yz) .
(2,9,2)—>(1,0,0) Xy

c) lim (tan Y xy).
(%,y,2)—>(3,2,1) X

Solucion: a) 3; b)1; c) —1.0049.
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2.6.

2.7.

2.8.

29.

Demostrar que

lim [f(r) —f(ro)] =0 &< f(r) escontinuaen r=r,.

r—>rg

Solucion: La igualdad de la izquierda implica que el limite existe y que
es igual a f (ro ). Por lo tanto, f (r) es continua. El razonamiento inverso

también es valido.

Demostrar el corolario del teorema 7, el cual afirma que si f (x, y) es conti-
nua en r, = (x, , y,) entonces el limite doble lim, ,, f(r) y los limites

lim, . f (x, y) y lim v S (x, y) existen y por lo tanto:

£(r) = tim £(6) =1im £ (. %) = lim £ ().

r—>rg X=X, Y=Y

Determinar si la funcidén

8 —4/100 —x*y*
xy—=6

3/4 si (x,y)=(2,3)=6

si (x, y) # (2, 3)
fley)=

es continua en el punto (2, 3).

Solucion: Al calcular el limite lim, ,)_,(, 3 de la funcién se obtiene el

valor 3/4. Por lo tanto, la funcién es continua.

Obtener los valores de a y b tales que la funcién

2,2
*Y si xX# =Y
x+y
flxy)= .
ax+by S1 x=-Y

sea continua en su dominio de definicidn.

Solucion:a=0y b=-2.
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2.10. Graficar la region de continuidad de las siguientes funciones

a) f(x,y)=In(x+y+1)+4/x*+y’—4
b) f(x, y)=angsen/xy.

l 2.2 Concepto de derivada direccional

El andlisis se realizara para funciones de dos variables, pero la formulacién se
puede generalizar sin dificultad para el caso de n variables. Supdéngase que en la
funcién f(x, y) se efectdia un cambio arbitrario en los valores de sus dos varia-
bles independientes de manera que pasen de tener el valor (x, , y,) al valor (x, y)

y se quiere responder a las preguntas:

a) ¢Qué cambio experimenta la funcién cuando se efectia el mencionado cam-
bioenxyy?

b) :Cual es el valor del cociente (o razén) que resulta de dividir el cambio en
f (x, y) entre la distancia D que hay entre (x, Y)Y (X, Yo)?

c) ¢Cuanto vale el limite de esta razén cuando D tiende a cero?

A este limite se le conoce como razén de cambio de f(x, y). Fisicamente el pro-
blema podria ser por ejemplo el de un lago en el cual se conoce la ecuacién que
describe el lugar geométrico de su fondo y una persona en un bote desea saber
coémo varia su distancia al fondo al remar una cierta distancia en una cierta
direccidn.

Para plantear estas ideas con mas precisién considérese la figura 2.4. En ella
se muestra un vector unitario v en el plano XY que se apoya en el punto P, = (xo,
Yo)- Se desea determinar cémo varia la altura de la superficie de ecuacién
z=f (x, y) cuando, partiendo del punto P, se efectda un desplazamiento en la
direccién de v. Mds precisamente, se desea determinar la razén de cambio de
f(x, y) en P, en la direccién ¥. Si se denota con a al 4ngulo entre ¥ y el eje X

entonces (ver figura 2.5)
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= (vy vz) = (cosa, sena)
y la recta £ que pasa por P,y es paralela a v tiene por ecuaciones paramétricas

X =X,+S§ CoSa=X,+SV;
L.
Y=Y, +Ssena=y,+sv,,

siendo s el pardmetro. El plano vertical definido por la direccién de v corta a la
superficie en la curva C, la cual es una curva plana.

Al desplazarse P, en la direccién de v se va moviendo a lo largo de la recta £
y las coordenadas de su posicién ( , y) sufren respectivamente los incrementos
Ax=x-x, y Ay=y—Y,. Ladistancia desplazada D es igual al parametro s ya que

D=~/Ax+ Ay =/ (x—2x,)* + (y—y,)* = 4/s” cos’a +s°sen’a =s.
El incremento de z=f (x, y) debido a los incrementos Ax y Ay es igual a
Az= f(x, y) ~f (x> Yo)
= f (% + A%, Yo+ Ay) =1 (%, o)

=f(x0 +scosa, Y,+ s sen a) —f(xo, yo)-

FIGURA 2.4. La superficie de
ecuacién z= f(x, y) es cortada por
el plano vertical que pasa por el
punto P, = (x,, y, ) y es paralelo al
vector V.
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FIGURA 2.5. El vector
unitario V se apoya en el
punto P, = (x,, Y, ) y apunta
hacia el punto (x, y).

Ahora se construye el cociente de Az/s y se calcula su limite cuando s— 0. Esto
dala razén de cambio de z en el punto P, en la direcciéon del vector v. Esta razén
de cambio es lo que se llama derivada direccional.

é Definicion. Se llama derivada direccional de la funcién f en el punto (x, , y,)
y en la direccién ¥, denotada como Dy f (x, , ¥, ), al limite

Dy (g yy) =lim T E0* S €05% Yo +s sena) = (xy yo)
v 0 Yo)=

s=>0 S

_lim f(x0+sv1, y0+sv2) _f(xo’ yo) .

$s—>0 S

Los siguientes simbolos se utilizan también para denotarla

Def(l‘)|r=r0; D;z; ;‘f ; obien %
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Observando la expresién para Dy f(x, , yo) se puede apreciar la estrecha
semejanza con la definicién usual de la derivada ordinaria. La tnica diferencia
es que en vez de que en el numerador aparezca algo de la forma f (xo + s) -f (xo)
aparece f (x,+5 cos a, Y, +5 sen a) —f (%, , y,)- Esto nos lleva a concluir que para
calcular la derivada direccional bastara con:

1) Sustituir las ecuaciones paramétricas x=x,+scosa y y=y,+ssena en la
expresion para z=f (x, y), con lo que se obtiene una expresion de la forma

2=G(s) =f (xg + vy, Yo +5,)

2) Derivar con respecto a s, y por ultimo,
3) Evaluar en s=0. Asi,

oG

D‘“rf(xo’ yo) :g

_0f (o + 5v5, Yo+ 5v,)

§=0 9s $=0

Hallar la derivada direccional de la funcién f(x, y) =2xy/(x*+y?) en el punto
P=(2,1)yenladireccién del vector unitario ¥=(3/5)i+(4/5)j.

Solucion: En este caso las ecuaciones paramétricas son
2+ > 1+ 4
x=2+—s y y=l+—s
5 5

de donde

3ot
33

2=G(s)=
2
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Simplificando,

_ 100+110s+245"
© 125+100s+255°

G (s)

derivando con respecto a s se tiene:

125+100s+1255%) (110 +485) — (100 + 1105 +245?) (100 + 50 5)
(125+1005+255%)*

6/(s)= ¢

y finalmente, haciendo s=0,

G'(0)=0.24.
Luego

dz

—| =0.24.

av | @

2.21. Derivadas parciales

Cuando el vector Vv apunta en la direccién de alguno de los ejes coordenados, a
la derivada direccional se le llama derivada parcial y su cédlculo es considerable-
mente mas simple. Se partira de la definicién de derivada direccional:

D, z =lim f(x0+s cosa, Y, +$ sena) —f(xo, yo)

s=>0 N

y se consideraridn los casos particulares en los que a=0 y a=m/2. Cuando
a=0 se tiene que Ax=scos0°=sy Ay=ssen0°=0y por lo tanto la y permanece
constante (ver figura 2.6). Entonces, la expresion para la derivada direccional

adquiere una forma mds simple y se tiene la siguiente definicion.
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FIGURA 2.6. El vector v
indica la direccion de la
derivada direccional.

é Definicion. Se define la derivada parcial de f con respecto a x en el punto
(%, , Yo), denotada como 3f/dx, mediante la expresién

i:ﬁm f(x0+s, yo) _f(xo’ yo)

ax s—>0 S

o bien
i: lim f(x0+Ax, yO) _f(xo’ yo)
0X Ax—0 Ax

cuando el limite existe.

Cuando a=1/2 se tiene Ax=s cos 90°=0y Ay =s sen 90°=s. Por lo tanto, la

X permanece constante y se tiene la definiciéon

é Definicion. Se define la derivada parcial de f con respecto a y en el punto
(%, , Yo), denotada como df /9y, mediante la expresién

o . £l 9t 9)~f (o )
oYy >0 S

o bien
%z lim f(xo’ y0+Ay) _f(xo’ yo)
oYy Ay-—>0 Ay
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Estas dos definiciones nos hacen ver que para calcular las derivadas par-
ciales basta mantener constante una variable y derivar en el modo usual con

respecto a la otra.
Las derivadas parciales se denotan con cualesquiera de los simbolos siguientes:
a) Parala parcial respecto a x:

oz of 3

a3 flwy): alwy): obien o,

b) Parala parcial respectoa y:

oz of 9 .
a_y ; a; ; @f(x, v); fxy); z(xy); obien 9,

2.2.2. Interpretacion geométrica

Principiaremos recordando del Calculo Diferencial con una sola variable que si
se tiene una curva descrita por la funcion f (x) entonces la derivada de esta fun-
cién evaluada en x, es igual a la tangente trigonométrica del angulo a entre el eje
horizontal y la recta tangente a la curva en el punto x,. Es decir, df/dx =tana.
Ademads, a dicha tangente trigonométrica se le llama pendiente. Regresemos
ahora al caso de una funcién con dos variables. Como el concepto de derivada
parcial es un caso particular de derivada direccional la interpretacién geomé-
trica de ambos conceptos es exactamente la misma. Considérese la figura 2.7. La
grafica de la superficie de ecuacién z=f(x, y) es cortada por un plano y =y, , lo
cual da lugar a la curva de interseccién mostrada en la figura. La pendiente de
la recta tangente a dicha curva en el punto (x, , y,) es precisamente el valor de la
derivada parcial de f con respecto a x.

En la figura 2.8 se muestra la situacion correspondiente a la derivada parcial
respecto a y. En este caso el valor de la derivada parcial de f con respecto a y es
igual a la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccién del plano ver-
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tical de ecuacion x = x, y la superficie. Cuando la direccién del vector v es arbi-
traria la situacion se mostré en la figura 2.4. El valor de la derivada direccional
de f en la direccion de V es igual a la pendiente de la recta tangente a la curva de
interseccidn del plano vertical paralelo al vector v y la superficie.

FIGURA 2.7. El punto

P=(x,, Yo, ) € R® estd sobre la
curva de interseccién entre la
superficie de ecuacién z=f(x-y) y
el plano vertical. La pendiente de
dicha curva en el punto P es igual
al valor de la derivada parcial de
2=f(x, y) con respecto a x en el
punto (x,, yo) € R.

FIGURA 2.8. La pendiente en el
punto P=(x,, ¥, , 2) eR* de la
curva de interseccion entre la
superficie de ecuacién z=f (x-y)
y el plano vertical es igual al
valor de la derivada parcial de
z=f(x, y) con respecto ay en el
punto (x, , y,) € R%.

Por lo visto en esta secciéon podemos concluir que la derivada direccional de
una funcién f(x, y) en la direccién del vector i tiene una doble interpretacién.
Por un lado es la razén de cambio de f (x, y) en la direccién de @y por otro es la
pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion de la superficie descrita
por z=f(x, y) con el plano vertical paralelo a i.
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} Ejemplo 12.

Si se tiene la funcién f (x, y) =x/(x*+y), calcular e interpretar sus derivadas par-
ciales en el punto (2, 1).

Solucion:
i) Primero se calcula 9f/dx.

oz (P+y)(1)-x(2x)  y-x

ax (x*+y)? (x*+y)?
oz __3
X |y 25

Si se corta la grafica de la funcidén con el plano y =1 se tendrd una curva de
interseccién con dicho plano. La pendiente de la recta tangente a la curva,

cuando x=2 es iguala—-3/25.

ii) Ahora se calcula of/dy.

2 (P+y)(0)-x1)  «
gy  (aP+y)?  (x*ry)?
%= __2

3 |y 25

Si se corta la grafica de la funcidén con el plano x =2, se tendra una curva de
interseccién con dicho plano y la pendiente de la recta tangente a la curva,

cuando y=1, es iguala —2/25.
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} Ejemplo 13.

Para el paraboloide de ecuacién z=2x?+ 5y hallar la pendiente de la recta tan-
gente a su curva de interseccion con el plano y=3 en el punto en el que x=4.

Solucion: Lo que se pide es la derivada parcial de z con respecto a x en el punto

(4,3):
oz oz
— =4x; — =16.
dx ox (4,3)
} Ejemplo 14.
0z 0z . ) )
Demostrar que x — +y — =2 si z=In(x*+xy+y).
ox oY
Solucion:
oz 2x+y 9z x+2y
ox  x*+xy+y? dy  xP+xay+y?

oz oz 2x+y x+2y
SX—tYy—=X—F— 5 |tY|——
ox oY X“+xy+y X“+xy+y

2 (P+xy+yP)
Xy -+

} Ejemplo 15.

Siz=ye*/¥ demostrar que
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Solucion:
oz
ox

oz

X
- x/y+ x/y
3 e e

=S xz,+yz,=x(eY) +y (— had ex/y+e"/y)
Yy

_yex/y

} Ejemplo 16.

Seaz=f (x, y) =x*+2xy+y°. Calcular sus derivadas parciales en el punto (2, 3).

Solucion: El problema se resolvera en dos formas diferentes: Si se calculan las
derivadas parciales y después se hacen las sustituciones respectivas, se tiene que

oz ) oz

— =3x"+2y = — =18
ox 90X |(2,3)

oz oz

— =2x+2y = — =10.
9y Y |(2,3)

Ahora se procedera en otra forma. Para calcular 3z/9x primero se sustituye el
valor fijo de y y se deriva respecto a x. Y para calcular 9z/3dy primero se sustituye
el valor fijo de x y se deriva respecto a y. Asi
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df (x, 3)

flx, 3)=x*+6x+9 = =3x"+6
dx
dz
— =18
dx (2,3)
df (2,
f(2,y)=8+4y+y* = ¥:4+2y
Y
dz
> — = 10.
dy (2,3)

que son los mismos resultados obtenidos anteriormente. En esta ultima forma
de calcular las derivadas parciales es importante observar que sé6lo se puede sus-
tituir por adelantado la variable con respecto a la cual no se va a derivar.

2.2.3 Derivadas parciales de 6rdenes superiores.
Teorema de Schwarz

Considérese la funcién f(x, y). Si se calculan las derivadas parciales 3f/dx y of
/3y, se obtendran a su vez dos funciones de x y y, que son susceptibles de ser deri-
vadas nuevamente respecto a x y a y, obteniéndose asi cuatro segundas deriva-
das. Estas a su vez pueden derivarse de nueva cuenta y asi sucesivamente. Las dis-
tintas notaciones que pueden utilizarse para las cuatro segundas derivadas son:

f _ofof\_o . _ B
9x? B o0xX (ax> - axfx_(fx)x_fxx
f _0(f\_ 0 . .\ _
oy ox —ay(ax)—ayfx_(fx)y“fxy
f _o(f\_ 3 . _
axay _ax(ay)_axfy_(fy)x_fyx
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O _ (N3, py_
a_y2 _ay (ay) - ayfy_(fy)y_fyy'

Y algunas de tercer orden son,

-2 (ﬂ) =2 fo=fun

ax® ox \ox?) ox
% o [ 3f \ 0 foof
0x9oYyox  ox \ 9y ox ax Y Y
o°f o [ 9%f )
Porrusraniie bl s ool it IO
0xoyody ox \ 9y ox

A las derivadas parciales de orden superior del tipo fyy, fysxs fayx frxy €1C., s€ lES
conoce como derivadas parciales mixtas.
Bajo ciertas condiciones (ver teorema siguiente), en las derivadas mixtas se

puede intercambiar el orden de derivacidn, lo cual significa por ejemplo que

o (ofy\_9 (o

ox \ 9y _ay ox

QO (N (3F\_2 i(%
oy \ax? ) ax*\dy) ox\oy\ox/) )

Teorema 8 (Teorema de Schwarz). Sea f un campo escalar con dos varia-
bles independientes, tal que sus derivadas parciales mixtas existen en una
vecindad de (xo , yo) y son continuas en (xo , yo) , entonces se cumple que

fxy(xw yo) =fyx(x0’ yo)- (1)
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Demostracion: Sean Ax y Ay suficientemente pequefios y considérese el rectdn-
gulo con vértices (xo 2 %) (xo +AX, Yy (xo, Yot Ay), (xo +Ax, Yo+ Ay), ver figura
2.9.

(Xo, Yot+Ay) (Xg+AX, Yo+Ay)

(X5, ¥2)

[

(XO/ YZ)

FIGURA 2.9.

9 (X1/ YT)

(Xo, YO) (X1 ’ YO) (XO+AX/ YO)

Se comenzara partiendo de la siguiente expresion:
E = f(x,+ Ax, Yo+ Ay) —f (x5 + Ax, Yo) (2)
~f (%o Yo+ 8Y) +£ (o Yo)
que se puede expresar como
E=[f(xy+ D%, Yo+ AY) —f (0 + AX, )] (3)

- [f(xo’ Yot Ay) _f(xo’ yo)]‘

Ahora se define la funcién de una sola variable (la cual es derivable puesto que f

lo es)

F(x)=f (2, yo+ Ay) —f (. yo) )
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donde y, y Ay se mantienen fijas. De lo que se desprende que
F(xo) = (20> Yo + 8) ~f (%> o)
F(xo+ Ax) =f (g + Ax, Yo + Ay) —f (30 + Ax, o)
Sustituyendo en (3) se tiene que
E=F(x,+ Ax)—F (x,)-

A continuacidn, se aplica a la funcidon F el teorema del valor medio del cdlculo
diferencial para funciones con una sola variable independiente, el cual asegura
que dada cualquier funcién g derivable en (a, b) siempre existe un valor ¢ tal que

glc)= ‘% con ce(a, b),

siendo g’la derivada de g. Entonces, existe x,;, € (xo, X+ Ax) tal que

F(xy+ Ax) —F (x,)
Ax

F /(xl) =

= AxF'(x,)=F (xo+Ax) = F(x,)
luego

E=AxF(x,). (5)
Derivando respecto a x la expresion (4) y evaluando en x;,

F/(xl) :fx(xl’ Yot Ay) _fx(xl’ yo)~

Al sustituir en (5) se obtiene

E=Ax [fx(xl’ yO + Ay) _fx(xl’ yo)] (6)
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Como f(x;, y) (considerada como funcién unicamente de y) es diferenciable, se

le puede aplicar nuevamente el teorema del valor medio del cédlculo diferencial

y asi:

X Yo+ AY) —f g,
fxy(xp yl)zf( SEL Ayy) f( - yO) con yle(yw yo"'Ay)

= Ay fxy (xv yl) :fx(xv Yot Ay) _fx(xl’ yo)-

Finalmente, si se sustituye este resultado en (6),

E=Ax Ay fxy (xl, yl).

De manera semejante se procedera ahora con la funcién de una variable
G(y)=f(xo+Ax, y) =f (x5 ¥)
donde x, y Ax se mantienen fijas. Reescribiendo (2) se tiene
E=[f (oo + Ax, Yo+ AY) —f (%o, Yo+ AX)]
= (o + 5, o) = (0 90)]
y de (8),
G(yo) = f (o + A, o) =f (0> Yo)
G(yo+Ay) =1 (o + A, Yo+ Ay) ~f (o, Yo + AY)-
Sustituyendo en (9):
E=G(y,+Ay)-G()-

Aplicando el citado teorema,

(7)

(8)

9)
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, Gly,+Ay)-G
G'(y,) = (%o Ayy) (y"); Y>€(Yo» Yo+ Ay)

= Ay G'(y,) =G(yo+Ay) -G(yo)
luego
E=Ay G (y,), (10)

que es el andlogo a la ecuacion (5). Derivando respecto a y la ecuacion (8) y eva-

luando en y=y,

G/( yz) =fy (xo +Ax, yz) ~fy (xo’ yz)

y, al sustituir en (10),

E= Ay [fy (xo +Ax, yz) _fy(xo’ yZ)]

Como fy(x, yz) (considerada como funcién de x Unicamente) es diferenciable, se

puede aplicar de nuevo el teorema y obtener:

)= fy(xo +Ax, Y,) _fy(xO’ V)

~ ;2 € (x50, 20+ AX)

fi yx(x2’ Y2

= Axfyx(xz’ yz) :fy(xo +Ax, yz) _fy(xO’ yz)-

Por lo tanto,
E=Ay Axfyx (xz, yz). (11)

Por ultimo, de las expresiones (7) y (11):

fxy(xl’ yl) =fyx(x2’ yz)
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Ahora, si se hacen tender a cero Ax y Ay, el rectdngulo se contrae hacia el punto
(xo , Yo), ¥ cuando esto pasa, es claro que (xl, Y)Y (x2 , yz) tienden a (xo , Yo), lo
que demuestra finalmente que

fxy (xO’ yo) :fyx (xo’ yo)'

} Ejemplo 17.

Sea la funcién f (x, y) =e™* cos 3y.

1) Verificar que cumple la hipétesis del teorema de Schwarz para cualquier punto.

it) Mostrar que satisface la ecuacion diferencial.

Pf O _

0.
ox* 9y’

A esta ecuacion se le llama ecuacion de Laplace.

Solucion:
i) Se evaluan las derivadas parciales mixtas

I _

~ —3e7** cos 3y
az
ay;; =9¢7** sen 3y
9
ai =-3e**sen3y
Y
az
- ;Cy =9¢™* sen 3y.
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Como estas derivadas son continuas para todo (x, y) se verifican las hipotesis del

teorema. Por tanto, se debera cumplir que

o°f 3 o°f
oy ox - 0x oY '

lo cual efectivamente se ve que es cierto.

i) Como
aZ
a]Z =9¢**sen3y
x

y
aZ
a]: =-9¢** cos3y
Y

se tiene que

o’ 9°

a]z+ aj; =9¢7** cos3y— 9e ** cos3y
X Y

=0.

2.2.4 Algunas aplicaciones de la derivada parcial

Hemos dicho que, de manera andloga a como ocurre con las funciones de una
sola variable independiente, en las funciones escalares de variable vectorial la
derivada parcial f,(x, y) es la razén de cambio de f en la direccién paralela al
eje X. En este caso la y permanece constante. De manera similar, f, (x, y), con x
constante, es la razén de cambio de f en la direccién paralelaal eje Y.
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} Ejemplo 18.

La distribucién de temperatura de un plato caliente localizado en el plano XY
esta dada por la funcién

T(x, y)= (lll;)ln (®+y?);  1sx’+y*<4

n
donde x y y estan dadas en centimetros y T (x, y) en grados centigrados.

i) Mostrar que T (x, y)=0six’+y*=1y T (x, y) =200 si x*+y*=4.

ii) Hallar la razén de cambio de T (x, y) en una direccién paralela al eje X en el
punto (1, 0) y en el punto (0, 1).

iii) Hallar la razén de cambio de T (x, y) en una direccién paralela al eje Y en el

punto (2, 0) y en el punto (0, 2).

Solucion:
) Six*+y*=1

S T(rny)= (@)m (1)
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9T (100 2x
ox In2 ) x*+y*

oT 200
ox (1,0) In2
oT
— = 0.
9X |(0,1)
ii1)
oT (100 2y
dy  \In2 ) x%+1?
oT
el =0
9X |(2,0)
oT _ 100
ay (0,2) In2

} Ejemplo 19.

Por el punto M =(1, 2, 14) de la superficie z =2 x*+ 3y se han hecho pasar pla-
nos paralelos a los coordenados, YZy ZX. Determinar los dngulos que forman las
tangentes a las curvas de interseccion asi obtenidas con los tres ejes de coorde-
nadas en el punto M.

Solucion: Con y=constante se tiene el plano paralelo al plano ZX, que al cortar
la superficie define una curva. La recta tangente a esta curva de interseccion
tiene una pendiente que es igual a la derivada parcial de z respecto a x. Luego,

0z . 0z
— =4x = pendiente = — =4,
ox ox (1,2)
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Por otro lado, sabemos que la pendiente de una recta es igual a la tangente trigo-
nométrica del dngulo o que forma dicha recta con el eje X. Asi,

a=ang tan 4,

lo que implica que cosa S (ver la figura 2.10).
417
Para calcular el angulo entre esta recta y los otros dos ejes coordenados
observamos que el plano en cuestién es perpendicular al eje Y por lo que el
dngulo entre la recta tangente y el eje. Y es B =90°. Aplicando la identidad cos’a
+cos’B+cos’y=1, siendo y el 4ngulo con el eje Z, se tiene que

cos’y=1-cos’a—cos’f

) 1 16
cos’y=1- — -0=—
17 17
4
cosy=——
A/17
FIGURA 2.10. FIGURA 2.11.

Por lo que y=ang tan (%) (ver la figura 2.11).

De manera semejante, con x =constante se tiene el plano paralelo a YZ, el
cual define con la superficie una curva de intersecciéon. La tangente a tal curva

-

3D1AaNI
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tiene una pendiente que es igual a la tangente trigonométrica del dngulo B’ que

forma la recta con el eje Y . Por tanto,

0z . oz ’
— =6y = pendiente = — =12 = ['=angtan (12),
oy %Y |2

1

(ver la figura 2.12).
4/145

lo cual implica que cosp’=

El plano en cuestién es perpendicular al eje X por lo que a’=90°. Y mediante
la identidad cos®a’+ cos®B’+cos’y’=1 se llega a

4

cos’y’=1-cos’a’—cos*p

., 1 144
- 145 145
cosy’'= 12
A/145
FIGURA 2.12. FIGURA 2.13.

Por lo que (ver la figura 2.13)
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Los dangulos y y y’ se pudieron haber calculado simplemente como complemen-
tos de a y B/, respectivamente, ya que las curvas en cuestién se hallan sobre pla-
nos paralelos a los coordenados.

Ejemplo 20.

Hallar un vector normal a la superficie cuya ecuacién es z =x*—4xy—1°, en el
punto (3, 2).

Solucion: Si se calculan las derivadas parciales y se evalian en el punto, se
obtienen las pendientes de dos rectas perpendiculares entre si y tangentes a la
superficie, las que a su vez definen dos vectores tangentes a la superficie. Su pro-
ducto vectorial dard un vector perpendicular a dichas direcciones, y por lo tanto,

a la superficie. Asi,

oz oz

— =2x-4y — =-2
ox ox (3,2)

0z 0z

— =—4x -2y — =-16
o] Y |(3,2)

y los vectores tangentes a la superficie son: sobre el plano y=2

el .
v1=(1, 0,2 )=i—2k
ax (3’2)
y sobre el plano x=3
o .
VZ:(O, 1, % ):j—l6k.
Y |(3,2)

Su producto vectorial es
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s

que es el vector normal a la superficie buscado.
En este punto es interesante observar que si en el ejemplo anterior se escribe

la ecuacion de la superficie como F=F (x, Y, z) =0, se tendra que
F=-x*+4xy+y°+z

Al calcular las derivadas parciales de F con respecto a x, y, 2 y evaluarlas en el

punto se obtiene lo siguiente:

oF oF

— ==-2x+4y — =2
ox ox (3,2)

oF oF

— =4x+2y — =16
oy Y |(3,2)

oF oF

— =1 —_ = l’
0z 92 |(3,2)

que son las componentes del vector N normal a la superficie que se obtuvo antes.

Cabria la siguiente reflexién: ;Siempre se cumple que

es un vector normal a la superficie F(x, y, 2) =0?

La respuesta es afirmativa, Sin embargo, en esta seccién sélo se demostrara
para cuando F es de la forma F(x, y, z) =z—f(x, y). El caso més general en el
que F no es asi sera demostrado en la seccién 2.6.
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Teorema 9. Sea f (x, y) una funcién continua con primeras derivadas parcia-
les continuas en una region R del plano XY. Si S es la superficie descrita por la
ecuacién z=f (x, y), entonces un vector normal a dicha superficie en el punto
(%0 » Yo » zO)ESes

of

- 2L

(%0 Yo) ay

of
ox

=

N= j+

(%0 Y0)

donde F (x, Y, z) =z—f (x, y) y sus derivadas deben evaluarse en (x, , Y, , zo).

En realidad, como para este tipo de funciones las derivadas parciales de F no
dependen de z basta decir que las derivadas de f deben evaluarse en (x, , ).

Demostracion: La derivada parcial de f (x, y) con respecto a x en el punto (x,,
Y,) representa la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion entre

la superficie z=f(x, y) y el plano y=y,. La ecuacién de la recta es

Z—2, X—X,
z=m,(x—x,)+2, =
L: 1( 0) 0 = m, 1
Y=Y
Y=Y
con
0z
m, =8_ :fx(xO’ y0)~
x (xOryO)

Asi, la direccidn de la recta [, esta dada por el vector

u, = (l, 0, ml) = (l’ O’fx(xO’ yO))
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En la misma forma, la recta tangente a la curva de interseccion de la super-

ficie y el plano x =x, en el punto (x, , y,), tiene por ecuaciéon

Z—2Z, Y-y
) Z=m2(y_yo)+zo t= T2
l: = m, 1
x=x,
xX=x,
con
oz
My=_— :fy(xO’ yo)-
ay (*0, Yo)

De este modo, la direccion de la recta [, estd dada por

u,= (l’ 0, mz) = (l’ O’fy(xo’ yo))-

Como los vectores u, , y u, son tangentes a la superficie en el punto (xo, Yo,
zo). Un vector normal a la superficie se obtiene al calcular el producto vectorial

u; X u,; en consecuencia,

i j K
wxu=| 1 0 fixp )

0 1 fy(‘xO’ yo)
= —fx(xO’ yo) i—fy(xo’ yo) j+K.

Por lo tanto, un vector normal a la superficie en el punto (x, , Y, , 2,) €s

of

i— L

(*0,¥0) ay

of
ox

N= j+K.

(%0, Y0)

Como F(x, Y, z) Ez—f(x, y) se tiene que
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oF of

9y Y
y

oF

- =1

0z

y la expresion para N se puede escribir como

oF , oF , OoF _.
N=—1i+—j+— K.
ox oy oz

Para este tipo de superficies, en donde la funcién F es de la forma F(x, y, 2) =
z—f(x, y), siempre se tiene que 9F /9z=1y la expresién anterior podria escribirse
mas simplemente. Pero se prefiere escribirla con 9F/9z en vez de 1 porque de esa
forma la expresion sigue siendo valida aun para el caso mds general en donde la
funcidn F ya no tiene esa forma tan simple (esto se demostrard mds adelante).

En el caso de curvas en R* ocurre algo semejante. Se puede demostrar que
si se tiene una curva plana de ecuaciéon y=g(x), siendo g una funcién real de
variable real y G(x, y) =y- g(x), entonces

es un vector normal a la curva en el punto de coordenadas (x,, y,) = (x,, g(2))-

2.2.5 Plano tangente y recta normal a una superficie

Sea la superficie S de ecuacién z=f (x, y)yP= (xo, Yo» %) Un punto de ella. Se
pretende obtener las ecuaciones del plano tangente y de la rectanormala Sen el
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punto P (ver la figura 2.14).
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FIGURA 2.14. Plano tangente
y recta normal a una
superficie.

En los cursos de geometria analitica en el espacio se demuestra que la ecuacion
de un plano que pasa por el puntor,, y es perpendicular a un vector N = (a, b, c),

esta dada por
N- (r— rl) =0
o, equivalentemente, por
a(x—xl) + b(y—yl) + c(z—zl) =0.

Entonces, como un vector normala S en P es

of
ox

o]
.
P Y

N= j+K.

P

la ecuacion del plano tangente a la superficie en P esta dada por

_

ox (x—xo) - i

P L1 (v (a2 =0

P

Para el caso en el que S esté dada mediante una expresion de la forma F (x, Y, z) =0,

la ecuacién del plano tangente a S en P es
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o bien

oF

oF
P, Y

b
p 0%

oF
ox

Por otra parte, una manera de definir una recta es mediante sus ecuaciones

) < (=20, Y= Yo» 2—20) =0.

P

paramétricas:
x=x,+at; Y=Y, +bt; Z=2,+ct

en donde t es el parametro, (x,, Y, , Z,) €s un punto de la rectay (a, b, c) un vec-
tor que indica su direccidn.

Por lo tanto, como la direccidn de la recta normal a la superficie de ecuacién
z=f (x, y) esta dada por el vector N anteriormente citado, las ecuaciones de la
recta normal a S en P estan dadas por

9

of
5 Y=Yo— -

t; z=g,+t.
P 9y

P

Y para el caso de una superficie de ecuacion F (x, Y, 2) =0, las ecuaciones de
la recta normal a S en P son

t.
P

t; Z=2y+ —
p oz

x—x+aF £ ymy o
=%t o s Y=Y 3y

} Ejemplo 21.

Obtener las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la superficie de

ecuacién

x4+ y2/3+ 23=9
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en el punto P=(1, 8,-8).
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Solucion:
F=x"P+y P+’ = -9

Asi,
OF _ 2 -y OF| _2
ox 3 oX |p 3
oF 2 _yy OF|
3y 3 Ty |p
oOF 2 -y OF|
oz 3 "ozl 3
y entonces

K.

w |

2 1.
N=—1+—3-
3 3
Por lo tanto, la ecuacién del plano tangente en (l, 8,— 8) es
2 1 1
“(x-1)+ = (y-8)- = (2+8)=0 = 2x+y-2z-18=0
3 3 3
y las ecuaciones paramétricas de la recta normal son

2 1 1
x=1l+—1t; y=8+—1t; Z=-8-——1;
3 3 3

Obtener las coordenadas de los puntos de la superficie de ecuacion
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para los cuales el plano tangente a dicha superficie es paralelo al plano de ecua-
cién

+z T(—O
Y 5 .

Solucion:
F=—-e¢*cosy+z

oF oF oF
— =—-¢e*cosy; — =eseny; — =1
ox oy oz

= N=-¢*cosyi +e*senyj+K.

Este vector normal N debe ser paralelo a la normal del plano y+z—(m/2)=0,
que es N'=(0, 1, 1). Ahora bien, si dos vectores son paralelos, uno debe ser pro-

porcional al otro, por lo que
N=AN" = -—e*cosyi+e’senyj+K=01+Aj+AK
Por igualdad de vectores se tiene que

— e*cosy=0
. Y — e*cosy=0
e*cosy=A =

e*seny=1.
1=1 Y

Al resolver este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas resulta

(2n—l)7r
x=0 vy yzz—; n=0, £1, £2,--

y sustituyendo en la ecuacion de la superficie
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Por lo tanto, los puntos para los cuales el plano tangente a la superficie es para-
lelo al plano y+z—(m/2)=0son:

(e

2.2.6 Relacion entre la continuidad y las derivadas parciales

n=0, 1, £2,--

Cuando se estudi6 el calculo diferencial de funciones de una sola variable inde-
pendiente, la existencia de la derivada en un punto implicaba necesariamente
la continuidad de la funcién en dicho punto. En funciones escalares de variable
vectorial esto no es necesariamente cierto, es decir, que la existencia de las deri-
vadas parciales no implica la continuidad. Considérese el siguiente ejemplo de
una funcién con dos variables independientes.

Sea la funcién

2
flx, y)= x2fz2 si (x,y)#(0,0)

0 si (x, y) = (0, 0).

Como se vio en el estudio de la continuidad (seccion 2.1.2, ejemplo 10), esta fun-
cién es discontinua en (0, 0). Calculemos ahora sus derivadas parciales en el
origen. Para calcularlas no es valido en este caso derivar directamente la expre-
sién 2xy/(x*+y?) porque la funcién f (x, y) no es igual a dicha expresién en (0,
0). Lo que debe hacerse es recurrir a la definicién de derivada parcial basada en

los cuatro pasos usuales, manteniendo constante alay en un casoy ala x en el
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—lim f(x+Ax, 0)=f(x, 0) - lim f(ax,0)
Ax—>0 Ax x=o Ax—0 Ax
y como
f(ax,0)=0 = L/ -,
09X |(0,0)
De manera semejante,
of d
| =—f0y
Y | (0,0 dy ( ) y=0
Ay—>0 Ay y=o Ay0 Ay
y como
f(0,ay)=0 = I -,
Y (0,0)

Como se observa, las derivadas parciales existen a pesar de la discontinui-
dad de la funcién en (0, 0). Esta funcién es un claro ejemplo de algunas de las
caracteristicas que pueden presentar las funciones escalares de variable vecto-
rial. En la figura 2.15 se muestran dos secciones de la grafica de esta funcion.

En la siguiente seccidn se estudiara el concepto de diferencial que es una
propiedad mds exigente que la simple existencia de las derivadas parciales y la
continuidad. La funcién analizada arriba no es diferenciable. En el ejercicio 2.11
se analiza una funcién parecida. Dicha funcidn si es continua y tiene derivadas

parciales, pero tampoco es diferenciable.
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2xy
= x2+y2 .

FIGURA 2.15. Dos secciones de la gréfica de la funcién f (x, y)

En la figura (a) el dominio de la funcién se tomd igual al conjunto {(x, y)|-1<x<1; -1<y
< - x} mientras que en la figura (b) el dominio se tomé igual a {(x, y)|-1sx<l;x<y<1j.

La grafica completa es simétrica con respecto los planos verticales y=—x y y=x. En las dos
gréficas la variable dependiente z=f (x, y) varfade-1a 1.

211. Demostrar que la siguiente funcion tiene derivadas parciales en (0,0) y es
continua en dicho punto.

_ Xy .
fog=) Yooy B 9200
0 si (x,y)=(0,0).
o) | ooy .0
Solucmn.T x=0—1A1316r_1>OEC—0, % y=0—1Alyr£1>0A_y—0’

Al calcular el limite de la funcién se obtiene que vale cero. Por lo tanto

f (x, y) es continua.
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212.

213.

214.

2.15.

A partir de la definicién, calcular las derivadas direccionales en la direc-
cién del vector (-1, 2), de las siguientes funciones en el punto (1, —2).

2 flxy)=a+ Y
X

b) f(x, y)=4/25-4xy.

Solucién: a) D, , f(r) |r=(1, ) =—4; D) Dy, f(r) |r=(1,_2) =8.

Indicar analiticamente las regiones para las cuales las siguientes funcio-

nes son continuas y derivables.
a) f(x,y)= sen(x-y) b) f(xy)=In(x-y)

¢) flx.y)=e? d) f(x, y)= cot(x-y).

Solucién: a), ¢) {(x, y)| —o0 <x< c0; —c0 <y< oo }; b) {(x, y)|x—y>0};

d) {(x, Y) |x —y#Nrm, siendo N un entero arbitrario}.

A partir de la definicidn, calcular la derivada direccional de la funcién
X 2
fle,y, 2)= 16 — —+ 4/z°~xy
y

en el punto (4, 9, 10) y en la direccién del vector (1, 0, 1).
o 83
Solucion: D(lyo,l)f(r) |r=(4,9,10) —m .

Calcular todas las derivadas parciales de primer orden de las siguientes
funciones. En los incisos donde se indique, evaluarlas en el punto dado.
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a) f(x,y)= angtan (%)

b) flx.y)= J%

o) f(x,y)=xye /¥

A f(x y, z)=xyze ¥V

e) f(x,y)=senxy® en (mw/2,1)

f) w(x, y) = ln(m) en (l, 0, 1).

Z

Solucion:
0z 9z _ cos’z
a —_— = = :
) 3 —%cos z; ay ;

b) 9%_ senxcosy+senycosx—1. 9z_ 1-senx cos—seny cosx

9x 2z(senx—cosy)* "3y 2z(senx—cosy)?
0z _ -x/ _ .92 x/
c) o =xye Y(1/x-1/y); 5y = Y(1+1/y)

d) g{c=f(x’ Y, z)(1/x-2x/2%); g{}=f(x, v, 2)(1/y+2y/2°);
of =f(x, y, 2)(1/2+(x*-y?)/22%)

oz
6] 0
e) 5%; (n/z,1)=§§ (n/21)= 0
f) 5‘£ (1,01)= "f (1,01)= é‘£ (1,0,1)=l

2.16. Demostrar que la funcién f(r, 6) =re”("/®) satisface la siguiente expresion.

i+%+£f= 0.
00 or r
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217.

218.

2.19.

2.20.

Hallar la derivada direccional de

a) en(0,0)yenladireccién @ =£ i+ @j.

N‘%’ N
o >
+

e

S >

b) en(1,1)yenladirecciéna =

c) en(1,1)yenladireccién it =1.

Solucion: @) D (372 a2 2| 00) = 03 D) Dz a2 2l 0y == V2
¢) D(y,0) Z| (1.1) =—1/\/?

Calcular la derivada direccional de la funcién multivaluada f (x, y, 2) =
zangtan (y/x) en el punto (1, 1, 3) y en la direccién del vectora=1+j— K.

Solucion: D (1,1,_1)f| (113)=" (m/4+ nk), siendo k un entero arbitrario.

Demostrar que la derivada en la direccidn radial de la “funcién” multiva-
luada f(x, y) =ang tan(y/x), cuya gréfica es la superficie mostrada en la
figura2.30, es siempre igual a cero y que por lo tanto la superficie en las

direcciones radiales es constante.

Solucién: La derivada direccional en la direccién arbitraria u = (u,, u,)

_ 1
es Dy, u,) f |(x,y) T ooyt

apunta en la direccién radial (x, y).

(-yu, +xu,), lo que se reduce a cero cuando u

En un cierto instante el lado de un rectdngulo mide 20m y aumenta con
una rapidez de 5m/s. En el mismo instante el otro lado mide 30 m y dismi-
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2.21.

nuye con una rapidez de 4m/s. ;Con qué rapidez variaran el perimetro y el
area de dicho rectangulo?
dA

===70 m?/s.

Solucion: dp _ 2 m/s; it

dt

Supdngase que un vehiculo A se mueve en la direccion este, hacia un cruce,
con una velocidad de 5m/s y que un vehiculo B también se dirige hacia el
cruce en la direccién sur. Si en el instante en el que A y B estdn a 3m y 4m,
respectivamente, de la interseccidn, los dos se aproximan entre si a una
velocidad de 10m/s; ¢a qué velocidad se aproxima al cruce el vehiculo B?

Solucion: % = % m/s

2.22. Sea una superficie definida por

z=4/4-x" -1

Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la superfi-
cie en el punto (1, 1, 4/2).

Solucion: La ecuacién del plano tangente es x +y++/2z =4y la de la recta
normal esr= t(l, 1, ﬁ)

2.23. Determinar el punto P sobre la superficie

z=3x"—4xy+2y*

tal que el vector normal a la superficie en P tenga componentes iguales a
-16 y 2, en x y z respectivamente. Y ademas, que la pendiente de la recta
tangente a la curva de interseccion entre la superficie y el plano 4x—-3y=5
seaigual a 8/5.
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Solucién: En todos los puntos del plano XY que satisfacen y=3x/2-2 el
vector normal tiene componentes -16 y 2. Por otro lado, la pendiente de la
recta tangente es igual a 22x/15 lo cual debe ser igual a 8/5. Combinando
estos datos se obtiene que el punto es P=4/11(3, —1, 200/11).

2.24. Sean las superficies S, : x>+ y*+2°=9,y S, : x+2y+22=6.
a) Determinar la curva de interseccion entre S; y S, y comprobar que el
to P=( 2[2£+/24], 1, £[8£+/24]) pert dich
punto P =( {2+ 1, 7|82 pertenece a dicha curvay a

ambas superficies.

b) Calcular las dos derivadas parciales de ambas superficies en el punto
dado.

Solucion: Unas ecuaciones paramétricas de la curva son:
1 1
x=5(6-2y2/-9y"+24y+9;y; 2= (12— 4y*+/-9y* + 24y +9.

2.25. Obtener la ecuacion del plano tangente a la superficie z=f (x, y) en el

punto de coordenadas x=ayy=>.

2.26. Hallar las ecuaciones de la recta normal a la superficie

z=x’y* en P=(3,2,72).

2.27. ;Qué angulo agudo forma con el eje z la tangente comun a las superficies
S, :2=x*+y%yS,: x*+2°=5, enel punto P=(1, 1, 2)?

2.28. Sea la superficie z=y Inx y el punto de coordenadas x=3, y=2. ;Con qué
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3x+y=11?; ;con qué plano vertical se debe cortar la superficie para que
la curva de interseccién en ese punto suba con la méxima pendiente posi-
ble?; ;cudnto vale esa pendiente?; ;con qué plano vertical se debe cortar la
superficie para que la curva de interseccidn en ese punto:

a) no suba ni baje?
b) subaarazén de 481 mm/m?
c) baje arazéndelcm/cm?

2.29. Sea el canal de la figura EJ 2-29. Calcular las variaciones del radio hidrau-
lico con respecto a x, y, 8, respectivamente. El radio hidraulico se define

como

R Area hidraulica A

2 Perimetro mojado P

FIGURA EJ-2-29.

2.30. Suponga que z=xy>. ¢En qué direccién(es) a partir del punto (-1, l) debe-

mos caminar para que la razon de cambio de z sea igual a 2?
Solucién: En la direccién u=(2+2b)i+bj

2.31. La temperatura en cualquier punto de una bola solida de metal, definida
por la expresién

X*+y*+2° <1,
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esta dada por
T(x, y, z) =100~ **+¥*+=)
donde T estd medida en grados Kelvin y x, y y z en metros.

a) ¢En qué lugar T es mayor y cudl es su valor?

b) ¢En qué lugar T es menor y cudl es su valor?

c) ¢Cudl es la rapidez de cambio de T en el punto M= (0.2, 0.2, 0.45) en
la direccién que va del origen al punto (0.5, 0.5, 0.7071)? ;Aumenta o
disminuye la temperatura?

d) ¢En qué direccidn aumenta mas rapidamente la temperatura a partir
del punto M?

e) Dar un vector normal a la esfera en el punto (0.5, 0.5, 0.7071).

Solucién: a) T es maxima en x’+y°+2°=0y su valor es 100; b) T es minima
en x’+y*+z*=1y suvalores 100/¢; ¢) D5 s 7071 T| (2..2,.45 = —108 (Dismi-
nuye); d) En direccién del gradiente; e) | VF | M=1+]+ ﬁ K.

2.3 Diferencial total. Funciones diferenciables

Como recordara el lector, en el calculo diferencial de funciones con una sola
variable se estudia la nocidn de funcion diferenciable que, por conveniencia, se

reproduce a continuacion.

é Definicion. Sea f una funcion real de variable real con dominio Dy. Se dice
que la funcién es diferenciable en x, € D si su derivada f” existe en x,.
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Nuestro objetivo es ahora generalizar este concepto para funciones con dos o
mas variables. Sin embargo, para la generalizaciéon es més conveniente tener a
la mano una forma diferente de definir a las funciones escalares diferenciables
con una sola variable y es la siguiente (esta segunda definicién es por supuesto
equivalente a la primera y se deja como ejercicio al lector demostrar su equiva-
lencia): se dice que f es diferenciable en x, si el incremento de la variable depen-

diente y=f(x), denotado como Ay, se puede expresar como
Ay=AAx+nAx (12)

donde A es independiente de Ax y n— 0 cuando Ax— 0.
Ademds, si (12) se cumple se demuestra que A =f"(x). El primer sumando de
(12) es la parte del incremento de y que depende linealmente de Ax. Se le llama

diferencial de 1a funcién f(x) y se denota como df o dy, es decir:

df=dy = f'(x)Ax.

Puesto que el incremento Ax se puede elegir de manera totalmente indepen-
diente del valor de x la diferencial df depende de dos variables independiente: la
x y la Ax. Debe notarse ademds que Ax no tiene por qué ser pequeiia. La defini-
cion de df es independiente de que Ax sea chica o grande.

Pasaremos ahora a analizar la situacién para el caso de funciones con dos o

ma4s variables. Considérese la siguiente funcion escalar con dos argumentos
o y) =207 -y,

El incremento de la variable dependiente z=f (x, y) estd dado por
Az=f(x+Ax, y+Ay)—f(x, ).

Luego
Az =[2(x+8x)* - (x+ Ax) (y+ Ay)*] - (2° - x”)

=4x Ax+2(Ax)* - 2xy Ay —x(Ay)? —y*Ax — 2y Ax Ay — Ax(Ay)*.
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Si se agrupan los términos en relacién con los incrementos se tiene

Az=(4x-y*) Ax+(-2xy) Ay

+(2Ax -2y Ay) Ax + (—x Ay— Ax Ay) Ay,
lo que se puede escribir como
Az=(4x—y*) Ax+(—2xy) Ay+n, Ax+ n, Ay

donde n;=2Ax-2yAyyn,=—xAy—AxAyy son tales que se aproximan a cero
cuando Ax y Ay tienden a cero. Nétese que los términos que contienen an, y n,
podrian haberse definido de otra manera, por ejemplo:

n1=2Ax; ny=—xAy-2yAx—AxAy

y aun hay otras formas posibles. Las expresiones para n, y n, dependen de la
eleccion de la persona que resuelve el ejercicio, pero en cualquier caso son tales
que se aproximan a cero cuando Ax y Ay tienden a cero.

Si se observan los dos primeros coeficientes de Ax y Ay, se vera que son
respectivamente las derivadas parciales con respecto a x y con respecto a y de la

funcién original. Luego,

o )
Ae=22 px+ 22 Ay+n,Ax+n,Ay. (13)
ox oY

De esta manera se ha logrado escribir el incremento de la funcién dada en una
forma que es la generalizacion de la ecuacién (12). En general no cualquier funcién
tiene esa propiedad, pero todas las que la tienen reciben un nombre especial:

é Definicion. Se dice que una funcién f (x, y) es diferenciable en (xo , yo) si el
incremento Az de la variable dependiente z=f (x, y) se puede escribir como
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donde n, y 1, tienden a cero cuando (Ax, Ay) tiende a 0= (0, O) y A,y A,son
independientes de Ax y Ay.

Lema Fundamental. Si f es una funcién continua cuyas derivadas parciales
fx (x, y) yfy (x, y) existen y son continuas en una vecindad del punto (xo, yo) g
incluyendo a este, entonces f es una funcién diferenciable con A, =f, (xo , yo)
y A, =f,(x,, o). Es decir, el incremento de la variable dependiente z=£ (x, y),
denotado como Az, puede expresarse como

Az =fx(x0’ yo) Ax +fy (xo > yo) Ay+n, Ax+n,Ay
donde n, y n, tienden a cero cuando (Ax, Ay) tiende a 0 = (0, O).
Demostracion: Se analizara el incremento Az en dos etapas, primero incremen-
tando a x y luego a y (ver la figura 2.16).

Si se mantiene fija y en el valor y, y se va de (xo, Yo) @ (xo +Ax, y,), entonces
£ (x4, yo) sufre un incremento A, f(x,, y,) igual a

Axf(xo ) yo) :f(xo +Ax, yo) _f(xoa yo)

FIGURA 2.16.
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y se le llama incremento parcial con respecto a x de f(x, , yo). Si se divide entre
Ax y se obtienen limites cuando Ax—> 0 se tiene

im M =1lim f(x0+Ax’ yo) —f(xo ’ yo) )
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Pero como f, (x, y) existe en una vecindad de (xo, yo) se cumple que

f(xo +Ax, yo) _f(xo > yo) .

fx (xo > yo) = lim

Ax—0 Ax
Entonces
A X,
fo )= tim Befbronse),
Ax—>0 Ax

De aqui que la cantidad n, definida como

N, = —Axf(xo’yO) —fx (x, ¥y) con Ax#0

Ax

tiende a cero cuando (Ax, Ay) tiende a 0. Reescribiendo esta expresion se tiene

Axf(xo ) yo) = fx (xo’ yo) Ax+n, Ax.

Si ahora se mantiene x fija en el valor x,+ Ax, y se incrementa y de y, a y,+ Ay,
lo que significa ir de (x,+Ax, y,) a (x,+ Ax, y,+Ay) (ver figura 2.16), se tendra

el incremento
Ayf(xo +Ax, yo) :f(xo +Ax, Yo+ Ay) _f(xo +Ax, yo)

y se le llama incremento parcial con respecto a y de f (x0+Ax, y). Dividiendo
entre Ay y tomando limite cuando Ay — 0 se tiene que

lim Ayf(xo"'Ax’ Yo) - lim (oo + A%, Yo+ Ay) —f (% + Ax, Yo)
Ay—>0 Ay Ay—>0 Ay
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Pero como f, (x, y) existe en una vecindad de (x, , yo):

£ (o + Ax, Yo + AY) —f (360 + Ax, Yp) .
Ay

o+ b )= fim,

~ im Ayf(x0 + Ax, yo) .
Ay—>0 Ay

Resulta asi que la cantidad n, definida como

A, f (xo + Ax, yo)
Ay

> - fy (xo ) yo)

tiende a cero cuando (Ax, Ay)->0 (N 6tese que si Ax— 0, y las derivadas parcia-
les son continuas, entonces f, (xo+ Ax, y,) es igual a Iy (xo » Yo))- Asi, de la defini-
cioén de n, se tiene que

Ayf(xo +Ax, yo) :fy (xo ) yo) Ay +n,Ay.

Finalmente, si se suman las expresiones que definena A, f (x0 s yo) yA,f (xo + Ax,
Yo), lo cual es el valor total del incremento Az, se tiene

Az= f, (xo ) yo) Ax"'nle"'fy(xo’ yo) Ay+ 1, Ay

= fx (xo ) yo) Ax"'fy (xo’ yo)Ay‘Hh Ax+ m,Ay

o bien

oz oz
Az= —Ax+ — Ay+n,Ax+n,Ay,
ox oY

lo que prueba este lema fundamental.
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Se puede generalizar, tanto la definicién como el lema anterior, para el caso

de nvariables: Se dice que una funcidn escalar de n argumentos f (x1 L Xy s Xp)
es diferenciable si el incremento Au de u=f (x1 ) Xy oy xn) puede expresarse
como

n n
Au:Z AiAxi+ZniAxi

i=1 i=1

donde las n;— 0 cuando (Axl, Axy, -, Axn) —> 0y las A; son independientes de las

Ax;. Ademis, se puede demostrar que una funcién f(x, , x, ,~, x,) con deriva-
das parciales continuas en una vecindad del punto (x10 s Xy 2™ xno) es diferen-
ciable en dicho puntoy que A; =, (%, » Xy, 5 %), CON =1, 2, 1.

} Ejemplo 24.

Investigar si la funcién de tres variables
flx, y, 2) =x*+xyz”
es diferenciable.
Solucion: Si se calcula su incremento
Af=f(x+Ax, y+ Ay, z+Az)—f(x, y, 2),
se tiene que

Af=[(x + 8x)* + (x + Ax) (y + Ay) (2 + A2)?] - (x* + xy2?)
=x+ 2x Ax + (Ax)*+ xyz® + 2xyz Az + xy (Az)* + x2° Ay

+2xzAYyAz + xAy(Az)2+ yz* Ax + 2yz Ax Az + yAx(Az)2
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Sise agrupan los términos alrededor de los incrementos de las variables y de sus

productos, se llega a
Af =(2x+yz®) Ax +(x2®) Ay + (2xyz) Az + (Ax+2yzAz+2z Ay Az) Ax
+(2xzAz+xA’2+2°Ax) Ay + (xyAz+yAxAz+AxAyAz) Az

n n
=2, A Ax; + 2, 0y Ax;,
i=1

i=1

donde
A, =2x+yz? M =Ax+2yzAz+2zAy Az
A,=x2" n,=2xzAz+x Az> +2*Ax
A;=2xyz N;=xYAzZ+yAx Az+Ax AyAz

con n;—> 0 cuando (Ax, Ay, Az) ->0= (0, 0, 0). Entonces, como el incremento de
la funcién se pudo escribir en la forma requerida, la funcidn es diferenciable.

Como se ha mencionado, las n; se pueden formar de diversas maneras, pero
la agrupacion de las A; es Unica y, como se observa, corresponden a las derivadas
parciales de la funcidn con respecto a las variables x, y, z respectivamente. Esto es,

=2x+y2%; = =x2%

=2XYz.
oY oz Y

of
ox
Ahora se vera una funcién que no es diferenciable.

Demostrar que la funcién f (x, y) =4/ lxy| no es diferenciable en el origen.
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Solucién: Sea z=f(x, y). Se tiene que
Az=f(0+Ax, 0+ Ay)-£(0,0)

pero como f(0, 0)=0y f(0+Ax, 0+ Ay) =+/| Ax Ay| se sigue que Az =+/|Ax Ay,

que también puede ser escrito como

A/ |Ax A
Az = MA)C

Ax
Si ahora se define
| Ax Ayl
=X - =0
m Ax N,

se tiene que Az=n; Ax+1, Ay. Ademas, como

£(.0)=0 g £(0.4)=0

entonces

f(0,0)=0 y  f,(0,0)=0.
Luego el incremento de z queda como
Az= £,(0,0) Ax+ £,(0,0) Ay+ n, Ax+ n, Ay.

Al comparar con la definicién de funcién diferenciable se podria llegar aparen-
temente a la conclusion de que esta funcién es diferenciable. Sin embargo, el

limite

. . |Ax Ayl
lim np,=1lim Y——~
Ax—0 Ax—0 Ax
Ay—>0 Ay—>0
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no existe y por tanto la funcién considerada no es diferenciable en el origen. Se
puede ver que efectivamente este limite no existe observando que el limite de n,
alolargo de rectas de la forma Ay =m Ax tiene un valor distinto para cada valor
de m. En la figura 2.17 se muestra una gréfica de esta fu?cién. Las derivadas par-

ciales de f valen cero en el origen, pero, por ejemplo, g_x no estd definida en los
puntos del eje X que estan en una vecindad reducida del origen.

FIGURA 2.17. Grafica
de la funcién f (x, y) = \/|xy| .

Si una funcién f (x, y) es diferenciable, es decir, si

oz oz
Az= — Ax + — Ay + n; Ax + n, Ay,
ox oY

siendo z=f (x, y) , los dos primeros sumandos son lineales en Ax y Ay respecti-
vamente; en cambio, los dos tultimos dependen doblemente de los incrementos,
como se puede apreciar en los ejemplos anteriores. Por lo tanto, al aproximarse
a cero los incrementos, los dos primeros términos son mucho mas grandes que
los otros dos. Entonces puede decirse que cuando Ax y Ay son pequefios el incre-
mento Az de la funcién es aproximadamente igual a

oz oz
Az = — Ax + — Ay.
ox oY

A esta expresién se le conoce como la diferencial de la funcién escalar z=f (x,y).
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é Definicion. Sea la funcién escalar diferenciable f: R* >R y sea z=f(x, y). A
la suma de los productos de las derivadas parciales de f por los incrementos
de sus respectivos argumentos se denota como df, o como dz, y se le conoce
como diferencial total, o simplemente diferencial de la funcidn f. Asi,

Puesto que los valores de Ax y Ay pueden elegirse de manera totalmente inde-
pendiente de x y y, la diferencial df depende de cuatro variables independien-
tes: x, Yy, Ax y Ay. Ademds Ax y Ay no tienen por qué ser pequeiias. Es decir, la
ecuacion anterior tiene validez independiente de los valores de Ax y Ay (esta
observacidn es la generalizacidn de la que se hizo abajo de la ecuacion (12)).
Aqui se puede introducir el concepto de diferenciales parciales de la funciéon

escalar f (x, y). Estas serfan:

oz oz
dyz=—Ax ; dyz=_— Ay
ox oY

y entonces dz=d, z+d,z.
Es facil ver que los incrementos de las variables independientes son iguales
a sus diferenciales. Es decir, Ax=dx y Ay=dy. En efecto, si se toma f (x, y) igual

a la primera funcién identidad (o sea z=x) entonces
dz=dx

pero por otro lado
dz=d,z+d,z

= Ax+0
= Ax
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y asi

Ax=dx.
Procediendo en forma semejante pero ahora con z=y se llega a
Ay=dy.

Por lo tanto la diferencial total de z=f (x, y) se puede expresar como

3 5 of 9
de= 2 dx+ = dy:(l , i) - (dx, dy).
ox oy ox 9y

Definiendo respectivamente dr y el nuevo simbolo Vf como

dr = (dx, dy),

_(F
WZ(M’@)

se tiene que
dz=Vf-dr.

El simbolo Vf no debe confundirse con el simbolo Af que se estd utilizando para
denotar al incremento de f.

La expresion Vf se llama gradiente de f y para muchas aplicaciones conviene
definir por separado también el simbolo V = (3/3x, 3/3x, 3/3x) llamado opera-
dor nabla. Tanto Vf como V serian estudiados con detalle en la seccidn 2.6.

De acuerdo con la discusidén previa, dz representa la contribucién mads
importante al valor de Az cuando Ax y Ay son pequefios. Por lo tanto para el
célculo aproximado del incremento de z=f(x, y) se puede emplear la expresién

o e}
Afzdf:aldx+l dy =Vf - dr.
X oY
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Sila funcioén f tiene n variables independientes: x;, x,, -, X, se acostumbra
definir los simbolos dr y Vf respectivamente como

dr=(dx,, dx,,-, dx,)

sz(i i,...,i),

ox, , 0X, ox,

En este caso la diferencial total estd dada por

n n

df: Z i Axi = Z i dxi
i=1 0X; i=1 0X;
= Vf-dr,

en donde vemos que sea cual sea el valor de n la expresion Vf - dr tiene la misma

forma.

2.31 Interpretacion geométrica

Considérese la figura 2.18 en donde se muestra la grafica de una cierta funcién
f (x, y) y un plano tangente a ella en el punto P = (xo » Yo s zo). La curva punteada
que va de P a T es la interseccion de la superficie con el plano vertical que pasa
por los puntos (x,, ¥o) ¥ (%, + Ax, y,+Ay) del plano XY. La distancia del punto
Q= (xo +Ax, Yo+ Ay, zo) al punto T es igual al incremento Az de la funcién. La
distancia de Q al punto R perteneciente al plano tangente se ha denotado como
kAz para indicar que es una fraccion de Az.

FIGURA 2.18. Plano tangente a la
superficie de ecuacién z=f (x, y)
en el punto P.
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Se demostrara a continuacién que kAz es la diferencial dz de la funcién f (i, y).

Para ello se partird de la ecuacién del plano tangente
N- (r - ro) =0,

o bien,
(Ny. Ny, N3 {(x=2,). (y=30). (2-20)} =0
N, (x—2,) + No(y—1,) + Ny(z—2,) =0. (14)

Para el caso que nos ocupa se tiene que si definimos F=z—f (x, y), entonces

(N, N, N,)= OF OoF OoF
voees ox ~dy oz
y
oF oF oF
- = s 5 - = ) 5 —=1.
S (x,y) > fy (% y) ~
Ademas

X—Xy= (x0+Ax) —X,=Ax
y=1o= (Y +8y) -y =4y
Z—2y= (zo +kAz) —2Zy,=kAz.
Por lo tanto, sustituyendo en (14), se obtiene
—feloe, y) A —f(x, y) Ay + k Az =0.
Luego

kAz=f(x, y) Ax+f,(x, y) Ay
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y como el segundo miembro es igual a la diferencial de z se sigue que dz =k Az.
En la figura se observa claramente que mientras menores sean los valores de Ax
y Ay, el valor de la diferencial dz se aproxima cada vez mas al valor del incre-
mento Az. En estos casos la diferencial es la fracciéon mayor del incremento de

la funcion.
2.3.2 Incremento total e incrementos parciales
En la demostracién del lema fundamental de la seccidén 2.3 se definieron los

incrementos parciales respecto a x y respecto a y de z=f (x, y) mediante las

expresiones
AszAxf(x? y) :f(x-"Ax’ y) _f(x’ y)
Ayz=A, f(x, y)=f (6 y+ 2y) £ (x, ).

Sif (x, y) es una funcidn con derivadas parciales continuas f,. (x, y) y fy (x, y),
entonces las funciones de una sola variable g(x) =f (x, cte) y h(y) =f(cte, y) son
funciones derivables y por tanto diferenciables. En consecuencia, se cumple que

Acz=f(x, y) Ax+p, Ax

Ayz=f, (x, y) Ay + 1, Ay

donde p, y 4, tienden a cero cuando Ax y Ay tienden a cero respectivamente.
Ahora se verd la relacion entre Az con A, zy A 2. Por definicion

Az=f(x+Ax, y+Ay) —f(x, y).

Si se resta y se suma f (x + Ax, y), se tiene que

Az=f(x+Ax, y+Ay) —f (x+Ax, y) +f (x+ Ax, y) —f (x, )
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pero
flac+Ax, y+Ay)—f(x+Ax, y) =4, f(x+Ax, y)
floc+nx, y)=f (x, y) = Ac f (. y)-

Por lo tanto,
Az = Axf(x, y) +Ayf(x+Ax, y).

De manera andloga, Az también puede ser escrito como
Az=A, f(x, y+Ay)+ A, f(x, ).

Como puede apreciarse,
Az# A f (o y) + 4, f ()

o lo que es lo mismo

Az=Af(x,y) # A2+ Ayz.

(15)

Ademds, la diferencia entre Az y A,z+A,z es en general distinta para cada

funcién.

Considérese por ejemplo la funcién f(x, y) =xy, cuyo dominio se ha grafi-

cado parcialmente en la figura 2.19. El incremento total Az de la variable depen-

diente z=f (x, y) difiere de la suma A,z + A,z en la magnitud Ax Ay. En efecto.

Az=(x+Ax)(y+Ay)—xy

= yAx+xAy+AxAy.

E\
=
0
m
0
=)
IS
HIY
0
[=)
2
N
0
=)
=
w
0
Q
=
o
0
=)
=
n
0
Q
=
=)}
-n
o
X
=
Cc
—
>
(7]

[y
O
o




FIGURA 2.19. Porcién del
dominio de la funcién

f(x, y) =xy. En este ejemplo
Ay z=yAx, Ayg=xAY y
Az= A z+ A 2+ Ax Ay.

Por otro lado
Az= (x+Ax)y—xy =yAx
Ayz=x(y+Ay) —xYy=xAy.
En consecuencia, se sigue que
Az=Az+ A 2+ Ax Ay,

lo que comprueba la expresion (15). Ver figura 2.19.

2.3.3 Error absoluto y error relativo

El error absoluto E, establece la diferencia, en valor absoluto, entre el incremento

de la funcién y el valor que se obtiene por medio de la diferencial. Esto es,

E,=|af-dfl.

El error relativo (en porcentaje) E, se obtiene dividiendo el error absoluto entre el

incremento de la funcién y luego multiplicando por 100. Es decir,

E
E,=—%x100.
Af

-

3D1AaNI

0
[=]
©
HIY
0
[=)
©
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

=
O
N




-

3D1AaNI

En ocasiones es mas conveniente definir el “error relativo” en otra forma (para

no confundirlo con el anterior se denotara aqui con minuscula):

e, = x100,

df
f
el cual es util principalmente cuando no se conoce Af.

} Ejemplo 26.

Calcular los valores exacto y aproximado del volumen del material necesario para
fabricar un vaso cilindrico cuyo radio interior es de 5cm, altura interior 16cm,
y espesor del fondo y paredes de 0.1cm. Calcular también los errores absoluto
E, y relativo E, que se cometen al utilizar la diferencial en lugar del incremento

exacto.

FIGURA 2.20. Corte lateral
de un baso cilindrico.

Solucion: Una seccion del vaso se ilustra en la figura 2.20. El volumen exacto
del material requerido, que se denotara por AV, es igual a la diferencia entre el
volumen exterior y el volumen interior V. Si x representa el radio interior y y la
altura interior, se tiene para el volumen interno que V =mx*y. Por lo tanto
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AV=m(x+Ax)* (y+Ay) - mx’y
=n(5.1)* (16.1) - (5)* (16)
=58.94cm’.

Para calcular AV en forma aproximada se evalta la diferencial total de la fun-

cién volumen. Asi,

=2mxy dx+mx*dy

=2m(5)(16)(0.1) +(5)* (0.1)
=58.12cm?.

Finalmente se obtienen los errores absoluto E, y relativo E, que se cometen al
utilizar la diferencial en lugar del incremento exacto:

E,=|av-dv|
= |58.94-58.12|

=0.82cm?

Ea
E.= x 100
AV

0.82
 58.94
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} Ejemplo 27.

Calcular un valor aproximado de 1.02*

utilizando el concepto de diferencial.

Solucion: Considérese la expresion z=x? con los siguientes valores
x=1; y=3; Ax=0.02; Ay=0.01.

El valor de z en (x, y) =(1, 3) es z=1%=1, y a este valor se le sumara la diferen-

cial como una aproximacion del incremento. Luego

=yx¥dx+x¥1Inx dy
=3(1)? (0.02) +(1)® In 1(0.01)
=0.06

y por lo tanto

1.02°°* = 1+0.06 =1.06.

Por otro lado, si se utiliza una calculadora se puede obtener un resultado mads
exacto expresado hasta cuatro cifras decimales. El resultado es 1.0614. Por lo
tanto, con la diferencial se obtuvo un resultado bastante cercano. {14 diezmilési-

mas de diferencia!

} Ejemplo 28.

Calcular un valor aproximado de

sen 32° cos 59°
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Solucion: Considérese la expresion z=senx cosy, con los siguientes valores:
s
x=30°=—rad y=60°:£rad
6 3
dx=2°=0.035rad dy=-1°=-0.017rad.
El valor de z en (x, y) =(30°, 60°) es
z=sen 30°- cos 60°
z=(0.5)(0.5)

z=0.25

y el valor de la diferencial de la funcién es

=Co0sx cosy dx + senx( - seny) dy
=c0s30°- cos 60°(0.035) +sen 30°( —sen 60°) (—0.017)
=0.0152+0.0074
=0.023.
Sumandole este valor a z
2+dz=0.273.
Luego,

sen 32° cos 59°=0.273.
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} Ejemplo 29.

La aceleracién de la gravedad, g, se puede determinar por medio de la férmula
s= (l / Z)gtz, donde s es la distancia recorrida por un cuerpo en caida libre y t es
el tiempo de recorrido. Determinar el error relativo, e,, al calcular g, si al medir

syt se han cometido pequefios errores.

o 2s
Solucion: Como g:t—2
d 0 2 4s
dg= % d4s+°8 dt="_ds-"> at
as ot t t
entonces
2 4s
— dS— —3 dt
t ds 2dt
e,= x 100=| — - — 100.
2s S
?

} Ejemplo 30.

El calor H dado por un calentador eléctrico esta determinado por la férmula

donde V es voltaje aplicado; R, la resistencia eléctrica y K una constante. Si en
cierto momento se tenia V=110volts y R=12ohms, y repentinamente el voltaje
decrece a 103volts, ;cudnto deberd decrecer la resistencia para que se mantenga

el mismo valor de H?
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Solucion: La diferencial de la funcidon calor esta dada por

oH oH 2KV KV?
dH=w dV+—dR="—dv-

dR.
dR R R?

Como el voltaje cambia de 110 a 103 volts se tiene que dV =—7volts y dH =0, ya
que se pretende mantener constante la cantidad de calor. Luego

o 2K (110)

—7) - Y/
12 (=7) (12)
de donde

dR = —1.53 ohms.

2.3.4 Diferenciales sucesivas

Sea f (x, y) una funcién escalar y sea z=f (x, y). Su diferencial total est4 dada por

la expresion

Si se considera a su vez a dz como una funcién diferenciable, tomando a los
incrementos dx y dy como constantes (ya que son variables independientes de
X y y como se coment6 abajo de la definicidn de la diferencial df), su diferencial
total d (dz) estard dada por (la cual se denota también como d”z)

a(d a(d
d(dz) =d?z= (92) 4y 292 4,
ox oY
9z 9z 9% gy 402
a(ax dx+ay dy) ] a(ax dx+ay dy) ]
= +
dx * dy Y
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como dxy dy son independientes de x y y, al efectuar las derivadas de la expre-

sién anterior se toman como constantes. Asi,

y finalmente

Ch ch
c dxdy + ZZ (dy)?,
ox oY oY

2
d2z= z—xzz(dx)z+2

lo que se conoce como la segunda diferencial de la funcién z =f(x, y). Si esta es
a su vez otra funcion diferenciable se podria calcular la tercera diferencial de z,

obteniéndose

° o° 0° 0
c + & — (dx)*dy+3 & — dx(dy)* +
ox 0y ox 9x Y 0

3
zZ
" (dy)®.

Al observar estos resultados se nota que los coeficientes, los 6rdenes de deri-
vacion y los exponentes de las diferenciales son analogos a los coeficientes y
exponentes del desarrollo del binomio de Newton. Se puede demostrar que esto
siempre es cierto para diferenciales de cualquier orden (la demostracién, aun-
que sencilla, no se dard aqui). Entonces, las expresiones para las diferenciales de

6rdenes 1, 2,---, n se pueden escribir como

1 1
dz:(idx + idy) Z=[(dx, dy)(i:i)] z=(dr-v)'z
ox dy ox 9y

2 a a ’ 2
d’z=| —dx + —dy| z=(dr-V)’ 2z
ox oy

0 o] n
d”z=<— dx + —dy) z=(dr-V)”z.
ox oy
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} Ejemplo 31.

Comprobar que las dos expresiones para dz dadas arriba son equivalentes.

Solucion:

) ) . o ) o o
d’z=| —dx+ —dy| = | —dx+ —dy|=| —dx+—dy|z
ox oY ox oY ox oY
) ) ) ) ) ) ) )
=|—|dc—dx|+—|dx—dy| +—|dy—dx|+—|dy—dy]| |z
ox ox ox oY oY ox oY oY

pero como los incrementos dx y dy se toman como constantes

2 2 2 2
dzzzl(dx)zaa?+dxdy 0 +dy dx 0 +(dy)2:?]z

ox oY oY ox
ch o Ch
=(dx)? z2 +2dxdy —— +(dy)? f :
ox 0x Y oY

Por lo tanto

9 ) 2 CR 9° CR
L dxt—dy | 3= —— (dx)*+2 ——— dx dy+ — (dy)?,
ox oY ox ox oY oY

coémo se queria comprobar.
En general, para n arbitraria se tiene

) ) A ) "z
—dx+—d = — = (dx)"* (dy)*.
ety =5 () s @ @
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Calcular las tres primeras diferenciales totales sucesivas de
z=2x"y*-3x*y".

Solucion:

6] )
dz:—zdx+a_zdy: (6x*y? —6xy4) dx+ (4x3y—12x2y3) dy
Yy

ox
3%z 3%z 3’z

d*z= dx)* + dxdy+ dy)?
ox? ( ) 9x 9y Y ayz( y)

=(12xy* -6y*) (dx)* + (24 x*y — 48 xy*)dx dy + (4x° - 36 x*y*) (dy)?

3%z 3%z 3%z %z
ABz=—"-\dx)*+3 dx)?dy+3 dx (dy)* +—(dy)?
=2 05 T (a3 2 el + 2 o)

=24y% (dx)® +(72xy - 72y°) (dx)* dy + (36 x* — 216 xy*) dx (dy)* — 72 x*y (dy)°.

2.32. Se desea construir un tanque cilindrico que tenga 2m de radio interior y

6m de altura interior, el espesor del material es, en la tapa y la base, de
6cm y en la superficie lateral de 4cm. Utilizando el concepto de diferen-
cial calcular el costo aproximado del material empleado si el precio por
metro ctibico es de 1250.00 pesos/m?

Solucion: El precio aproximado es $ 5654.86.
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2.33. Obtener la diferencial total de las funciones:

a) f(xy)=1n(y/x)
b) f(x,y)= e*cosy+e *seny.

Solucion:

(a) df=- %+ iy?i ; (b) df=(e"cosy—e *seny)dx+(—e*seny+e *cosy) dy.

2.34. Estimar el incremento en drea de un tridngulo si su base es incrementada
de 2.0 a2.05cm y su altura se mantiene constante en el valor de 3cm.

3
Solucion: dA=—.
uet 40

2.35. El “peso especifico” de un objeto se define como p=a/(a-w), donde a es
el peso del objeto en aire y w es el peso en el agua. Si a es igual a 61b, con
un error posible de 1%, y w es igual a 51b con un posible de error de 2 %,

¢Cual es el maximo error en dicho “peso especifico”?

(-5)(£0.06)+(6)(+0.1)
(6-5)°

.. , . 9
Solucion: d = ; = Error maximo=—.
pesp 10

2.36. Un tanque, como el mostrado en la figura EJ.2-36 fue medido, dando un
radio de 5m y una longitud de 14 m. Sin embargo, el dispositivo usado para
medir presenta un error de 1% ¢Cual es el maximo error en el volumen del

tanque?

FIGURA EJ-2-36.
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2.37. Dada la funcién f(x, y), demostrar que si sus derivadas parciales f y f,
son continuas en el punto (a, b), entonces f (x, y) es diferenciable en ese

punto.
2.38. Para medir el ancho x de un rio se miden los dngulos ¢, 8 y la distancia u
(ver figura EJ-2-38), obteniéndose los siguientes resultados y precisiones
p=15°+1’
6=75°+1"

u=20m=0.2m

Calcular aproximadamente el maximo ancho posible del rio.

FIGURA EJ-2-38.

2.39. En un banco se funden lingotes de oro como el que se muestra en la figura
EJ-2-39. Si el precio del oro es $20, 000.00/cm® y las dimensiones de los

lingotes son

H =6.05cm
B, =5.01cm
B,=7.98cm
L =20.02cm

hallar aproximadamente cudnto se gana o se pierde al comprar un lingote
si el volumen se calcula con medidas aproximadas al centimetro.
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2.40.

2.41.

2.42,

-
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FIGURA EJ-2-39.

Se vende un terreno en una avenida a $60, 000.00/m?, con las dimensio-
nes aproximadas de la figura EJ-2-40. Para concretar el precio total, debe
hacerse un levantamiento. Un topdgrafo cobra $50,000 por hacerlo con
teodolito y cinta, garantizando un error no mayor de 10cm en las longi-
tudes, y no mayor de 1’ en los dngulos; o bien, cobra $10,000 por hacerlo
con estadia, garantizando un error no mayor de 1 m en las longitudes y no
mayor de 1" en los dngulos ;Qué conviene m4s?

FIGURA EJ-2-40.

Se desea saber la cota aproximada de la superficie 2x +y*+2° —xz°=8 en
el punto en que x=2.96, y=2.05, si se sabe que el punto (3, 2, 1) esta en la

superficie.

Calcular la diferencial de cada una de las siguientes funciones:

a) f(x,y)=xy+cosxy
b) flxy)=x*+y’

o) flx y z)=x"+y
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1

e) f(x,y 2)=In (xyz).

d) flx,y 2)=

2.43. Calcular las derivadas parciales de primero y segundo orden de las siguien-

tes funciones:
a) fxy)=A2"+y

b) f(x v 2) =4/t
¢) f(x,y)=sen (x*+y°)

d) fxy)=In(x/y)

2.4 Distintos casos de derivacion explicita

y regla de la cadena

En esta seccién y en la siguiente lo que se ha venido llamando simplemente deri-
vacion se le llamard, cuando sea necesario, derivacion explicita para distinguirla
de la derivacion implicita que se estudiara mds adelante. En estas dos secciones
se veran respectivamente las distintas posibilidades de la derivacién explicita
y la derivacién implicita con ejemplos. Los casos que se veran en esta secciéon
incluyen la derivada de funciones escalares de variable escalar ( f :R%R), la
derivada de funciones escalares de variable vectorial ( f:R"— R) y la derivada de
la composicion de funciones. En este ultimo caso, como es de esperarse, hard su
aparicion la regla de la cadena. Se veran conceptos tales como derivada ordinaria,
derivada parcial, derivada total y diferencial total.
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Para comenzar se dara un breve repaso sobre la regla de la cadena para fun-
ciones de una sola variable. Cuando se tiene que la variable z es funcién de la
variable x, y a su vez la variable x es funcidn de la variable s, es decir,

z=f(x) vy x=g(s)

entonces,

z=f(g(s)).

Esta expresion define una nueva funcién, llamada composicion de las funciones

fygydenotada como fog, que al evaluarla en s nos da el valor de z. Esto es,

z=(feg)(s) =f(&(s))-

En estos casos se tiene que la derivada respecto a s de la funcién compuesta
h(s)=(fog)(s) se puede calcular de dos formas distintas: (1) determinando expli-

citamente h (s) y derivando respecto a s, o bien, (2) aplicando la regla de la cadena

dn(s) _df(e(s)) _df@)|  dg(s) (16)
ds ds dx

)
x=gly) 48
lo que frecuentemente se escribe en forma abreviada como (omitiendo los argu-

mentos de las funciones)

dfogzﬁd_g o bien @=£d—g (17)
ds dx ds ds dx ds

Si en lugar de las funciones f, gy h se escriben las variables dependientes que

representan sus valores se tiene

ds _ dz dx as
ds  dx ds
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Las expresiones (17) y (18) son muy utiles, pero para usarlas correctamente
siempre hay que tener en mente que su significado preciso es el indicado en
la expresion (16). En estas tres expresiones se ve que la derivada de la funcién
compuesta es igual al producto de las derivadas de las funciones que la forman.

Ahora bien, existe un resultado andlogo para funciones escalares de varia-
ble vectorial llamado también regla de la cadena y que se discutird a continua-
cién. Para este tipo de funciones existen varias combinaciones de las funciones
involucradas ya que en general una funcién f puede depender de n variables
X, Xy, , X, las cuales, a su vez, pueden depender de m variables u,, u,, -, u,,.
En este capitulo sélo se consideraran las combinaciones mas simples, dejando
para el capitulo 4 otros casos. El siguiente Teorema considera sélo el caso de una
funcién con dos variables las cuales, a su vez, dependen de otras dos variables.
Posteriormente se resolveran algunos ejemplos que incluyen otras combinacio-

nes simples cuyo tratamiento se puede hacer sin dificultad.

Teorema 10. Sea la funcién escalar f (x, y) en donde x =g; (s, t), y=g (s, t).
Sea h la composicién de f con (g;, g,) (que se denota como h= fo(g, , g,)); es

decir (s, t) =[ fo(g, , &)](s. t) = fg (s, t), & (s, t)). Si las derivadas parcia-
les f, y f, son continuas, entonces se cumple que

9s 0x 0s JYy 0S

ot ox ot o9y ot

o0, en notacion de variables dependientes,

0z 9z ox 239y o
0s 0x 90s Oy Os

0z 0z 0x 0z 9Y
— +— 2

: (22)
3t 9x dt dy ot

siendo z=£(x, y).
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Puesto que en todo lo que sigue usaremos preferentemente la notacion abre-
viada antes de dar la demostracion del teorema conviene insistir un poco mas
sobre su significado. En todas estas expresiones el lado izquierdo representa la
derivada de una funcién compuesta. Por ejemplo, 3z/ds es una abreviacién de
dh(s,t)/as=9f (g,(s. 1), g, (s, t))/ds. En cambio, en el lado derecho sélo aparecen
derivadas de funciones respecto a sus propias variables. Por ejemplo, 9z/3x es
una abreviacién de df (x, y) /3x y si se desea que el resultado final este todo en tér-

minos de (s, t), esta expresién debe evaluarse en x=g, (s, t) y y=g, (s, t). Es decir,

of (x,y)

O |(x,y)=(g1(5 1) ga2s 1)

En la mayoria de los casos la notacién abreviada es suficientemente clara.
Sin embargo, cuando haya lugar a dudas (ver por ejemplo el caso 7 discutido mas
adelante y los ejercicios 2.43—-2.47) conviene escribir la regla de la cadena con
las funciones en vez de con las variables dependientes.

Demostracion: Tenemos que

z=f(x, y)

con
x=g (s t) y y=g,(s, 1)

Sit permanece fijay s cambia a un valor s+ As entonces las variables x y y sufren
un incremento Ax y Ay respectivamente, por lo que z cambiaa f (x +Ax, y+ Ay).

Entonces se puede escribir,

Az fx+bx,y+Ay)-f(x, y)
As As '

Sise sumay resta f (x, y+Ay) en el numerador, se tiene

Az _ f(x+ A y+Ay) —f (o, y+ Ay) + (6, y + Ay) = f (x, )
As As
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que también puede escribirse como

Az _ flaraxy+ay) - floy+ay) | floy+ay) - fxy)

As As As

En el segundo miembro se observa que, en los numeradores de los dos suman-
dos, cambia una sola variable; en el primero la x, y en el segundo la y. Por ello se
puede aplicar en ambos el teorema del valor medio del célculo diferencial para
funciones de una sola variable. Entonces, para el primer sumando se tiene que
hay al menos un valor x; dentro del intervalo [x, X+ Ax] tal que

df (e, y+ay) | _ fle+dx, y+ay)—f(x y+Ay)
dx . Ax

lo que también se expresa como

flx+ax, y+Ay)—f(x, y+Ay) = fi(x,, y+Ay) Ax ;s x,€(x, x+Ax).

Analogamente

fley+ay)—f(xy)=f, (. v)Ays  ye(y y+Ay).

Por tanto,
Az Ax Ay
A_S :fx(xl’ y+Ay)A_S +fy(x’ yl)A_S .

Cuando As se aproxima a cero, Ax y Ay se aproximan a cero y como f, y f,
son continuas, entonces f, (x, , y + Ay) se aproxima a f, (x, y) y Ty (x, y,) se apro-

xima a f, (x, y). Por lo tanto
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Igualmente se puede demostrar que

o0z .. Az _ ox %
ot " im o =fx(x.9) at (o y) ot

Finalmente, ambas expresiones pueden escribirse como

Jdz 0z ax+az oY

ds 0x 9s Oy Os

0z 0z 0x 0z Y
j— +__

3t 9x dt dy ot

quedando demostrado el teorema de la regla de la cadena para este caso. El mismo
tipo de argumentacion se utiliza para demostrar las distintas variaciones de dicha
regla. Mds adelante se veran algunos ejemplos.

Las propiedades de la diferencial de una funcién compuesta estan descritas

en el siguiente teorema.

Teorema 11. La forma de la diferencial de una funcién escalar de variable
vectorial compuesta se conserva. Es decir, dada la funcién

f(xl » Xg 5ty xn)

en donde
X =81 (ul s Up sy um)
X, = 8 (u1 P ) um)
Xn= 8&n (ul s Up sy um)
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y en donde en general m es diferente de n, su diferencial estd dada por

a a
f——f dx, +—f dx, + - —f dx,
5% 90X, )

n

o bien por

9 9
f——f du +—f du,+ -+—f du,,.
U, ou, )

m

En este punto es importante hacer notar que, al contrario de lo que pasaba
cuando las variables x; eran independientes y se tenia que Ax; =dx; , ahora se
tiene que Ax; # dx; y son precisamente las dx; las que deben aparecer en la expre-

si6én anterior.
Demostracion: La demostracion se hard sdlo para el caso particular en el que f

depende de dos variables x, y y a su vez estas dependen de otras dos variables u,
v.Sea z =f(x, y) con x =g(u, v) yy=h(u, v). Entonces

0z 2
de="2dx+ 2 ay
ox

9y
pero como
) )
dx = —xdu + —xdv
ou v
y
dy= —ydu + —ydv
ou ov

se sigue que
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do= 2 Zaus L av)+ [ Hgur P ay
ox \ ou oV oy \ ou oV

02 0x 0% 0 0z o 0z 0
_(9zdx 9zdy), (dzdx 9zdy)
ox ou 9y Ju 9x ov 9y ov

) )
_ %2 du +_z dav.
du oV

Como se queria demostrar.
Habiendo visto los aspectos formales de la derivacién y diferenciacién de las
funciones compuestas se pasaran a ver un resumen de los casos de derivacién

explicita mas frecuentes.

1) Secomenzard por la situacién mas simple. Sea y=£ (x); entonces su derivada es

T
a—f (x)

y su diferencial, dy=f"(x) dx.

d
Siy=e” senx obtener su derivada d_y y su diferencial dy.
x

Solucion:
Y _  x x
— = e*cosx+e*senx
dx

dy = e*(cosx+senx)dx.

2) Seaz=f (x, y); entonces sus derivadas parciales son
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y la diferencial total es

dz= dz dx + e dy.
dx dy

} Ejemplo 34.

Siz=2x?y—-xy® calcular sus derivadas parciales 9z/9x y 92/ 9y asi como su dife-

rencial total dz.
Soluciodn:
oz oz
— =4xy-1y°; — =2x*-3xy°
o y-y 3 Y
dz=(4xy—y®)dx+(2x* - 3xy*) dy.
3) Seaz=f (x, Y, u) entonces sus derivadas parciales son

dz 0z 0%
ox ay’ ou

y la diferencial total es

Si z=x"+y”2+u" calcular sus derivadas parciales dz/dx, 3z/dy y 9z/du asi

como su diferencial total dz.
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Solucion:
a_Z: Ex_l/z; a_zz £y_1/2; a_zz lu_l/z
ax 2 y 2 u 2
d d
dz X u

= +dy+
2Jx 2y 2Ju

4) Seaz=f(x,y)conx=g(u, v) yy=h(u, v). Entonces las derivadas parciales
9z/0u y 3z/dv se evaluan mediante

0z 0% ax+az oy
du  dx du oy du

Jdz 0% ax+az oy
ov. dx ov 9y oV

y la diferencial a partir de

) )
dz="% dx+ 2% ay
X Y
o bien de
)
= —zdu+a—zdv
ou v

} Ejemplo 36.

Si z=x*-xy+y® con x=uvyy=u’+v? calcular las derivadas parciales 3z/du y

9z/9v y la diferencial dz.

Solucion: Utilizando las expresiones anteriores:
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oz

a—:(2x—y)v+2(—x+2y)u
u
0z
5:(2x—y)u+2(—x+2y)v

dz=(2x-y)dx+(2y-x)dy

o bien
dz=[(2x-y)v+2(-x+2y)u]du+[(2x-y)u+2(-x+2y)v]dv.

Sustituyendo los valores de x, y, dx y dy, se obtiene todo en términos de u, v, du

y av.

5 Seaz=f(x)yx=g(s, t). Entonces, las derivadas parciales dz/3s y 92/t se
obtienen a partir de las expresiones

az_dzax_ az_dzax
ds dxds ot dx ot

d
y su diferencial, por dz= % .

dx
} Ejemplo 37.

Siz=5x-6y x=stant+scott, calcular las derivadas parciales 9z/9s y 9z/dt y
la diferencial dz.

Solucion: Utilizando las expresiones correspondientes se tiene que

a—Z=5(tant+cott); a—z=53(sec2t—csczt)
as ot
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dz=5dx
=5[(tant +cost) ds +s(sec’t—csc?t) dt|.

6) Seaz =f(x, Y, u) con x =g(r, s), y= h(r, s) yu= k(r, s). Entonces las deriva-
das parciales 9z/3ry 9z/3s se determinan con las expresiones

az_azax+8zay+azau
or 0x or 0y or Juor

az_azax+az ay+azau
ds  9x ds oy 9s Oouos

ademads

2 fe) 0
dz=Lax+ Lay+ 2 du
ox oY u
0 0
=% ar+ s,
or as

} Ejemplo 38.

Siz=x"+2xy+3u, yademds x=2r+s,y=r"+s>y u=3r+5s’, calcular las deri-

vadas parciales 9z/dry 9z/ds.

Solucion: Al aplicar las ecuaciones anteriores se tiene que

oz oz
a—=4x+4y+4xr+9; a—=2x+2y+4xs+303
r S

dz=2(x+y)dx+2xdy+3du
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Sustituyendo a x, y, u, dx, dy y du por sus expresiones en términos de r y s,

queda todo Unicamente en funcién de rys.

7) Seaw=f (x, Y, z) y2= g(x, y). Se va a demostrar que las derivadas parciales
dw/dxy dw/dy se determinan con las expresiones

ow _of of 3

(23)
oX 0x 0z ox
ow _ f of og (24)
ay ay az oY
y la diferencial como
)
dw= f dx+ = of dy+— of dz, (25)
ox o] oz
o bien como,
)
dw="" ax+ 2 ay. (26)
ox oY

Este caso es muy interesante porque la variable w depende de las variables x y
y en una forma complicada: x y y entran directamente como variables de f pero
también indirectamente a través de g. En estos casos es muy util introducir ele-
mentos adicionales para hacer mas clara la formulacién. Asi, el problema es equi-
valente a suponer que se tiene la expresion w=f (r, S, t), donde r=g; (x, y) =X,
s=8(x. y)=yyz=g(x y).

Ahora se procede con la demostracidn. Sea h la funcién compuesta definida

como

h=fo(g, 8 8)
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0, lo que es lo mismo,
h(x,y)= f& (e ), 8:(x.y). g(x,y))

= f(x v 8(x )

y por la regla de la cadena (ecuacién (19) adaptada al caso en el que f tiene tres

variables)

oh _of 9  9f 98  of %8
dx dxdx Jdydx 9z ox

Pero dg,/9x=1y dg,/dx=0. Por lo que dh/3x = (3f /9x) + (3f/3z) (3g/3x). Como
w= h(x, y)=f (x, Y, g(x, y)) se puede utilizar la notacién ow/dx para denotar la
derivada parcial con respecto a x de h(x, y). Entonces,

aw_ah_alJrala_g

5_ ox ox 0z 0x

que es la ecuacion (23) que se deseaba obtener. Obsérvese que en este desarrollo
of / 3x es la derivada parcial con respecto a x de la funcién simple f. De la misma
forma se demuestran las expresiones (24)-(26).

Si se usara la notacién de variables dependientes. La regla de la cadena que-

daria (ecuacion (21) adaptada al caso en el que f tiene tres variables)

ow  ow dx +aw oY +8w oz
ox dx ox oy ox 0z ox

que se reduce a

ow B ow N ow 9z
ox ox 9z dx
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En esta expresién el simbolo dw/dx aparece tanto en el primer miembro como
en el segundo, pero tiene significados diferentes. En el lado izquierdo representa
la derivada de una funcién compuesta y en el derecho la derivada de una funcién
simple. Esta situacién fue contemplada en el acuerdo que se tom¢ al principio de
esta seccidon. Recordando dicho acuerdo este doble significado no deberia cau-
sar confusiones. No obstante, para evitar ambigiiedades, en general no es conve-
niente usar el mismo simbolo para conceptos diferentes. Por lo tanto, en este tipo
de problemas, no es recomendable usar la notacién de variables dependientes.

} Ejemplo 39.
ow

0
Siw=2x"+3y*+42°-12 y z=x"+y" caleular 2, 7 y dw.
ox 9y

Solucion: De las ecuaciones (23), (24) y (26) se tiene que

a_W:4x+(8z)(2x) —4x+16xz
ox

ow

a—=6y+(3z) (2y)=6y+16yz
Y

dw= (4x+l6xz) dx + (6y+l6yz) dy.

Esta expresion para dw también se puede obtener usando (25). En efecto, de (25)

se sigue que
dw=4x dx+6ydy+8zdz

d d
=4xdx+6y dy+8(x2+y2)( a—z dx + a—z dy)
X )

=4x dx+6y dy+8(x*+y?) (2x dx+2y dy)

= (4x+16xz) dx + (6y + 16 yz) dy.
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8) Seanz =g, (x, y), x=g (t) VY=8 (t) En este caso la derivada de z con res-
pecto a t no es parcial, sino ordinaria, ya que se trata de una sola variable
independiente. Por lo tanto, debe escribirse dz/dt en vez de 9z/9x y se le
denomina derivada total. Esta dada por

dz 0z dx+az dy
dt ox dt 9y dt

y la diferencial total es

doe Z gy By [ B, =W, By,
ox o] ox dt ody dt dt

} Ejemplo 40.

Siz=4x-y’yademds x= ﬁ yy=t>—t+1, calcular la derivada total dz/dt y la

diferencial total dz.

Solucion: Se mencion6 al principio de esta secciéon que una forma de calcular
derivadas que involucran funciones compuestas sin utilizar la regla de la cadena
es obtener explicitamente la funcién compuesta y derivarla. Este ejemplo se
resolvera en las dos formas. Sustituyendo primero x= \/? yy=t’—-t+lenla

expresion para z y derivando directamente respecto a t, se tiene

z=4x"—y*=4t— (-t +1)

Z—j=4—2(t2—t+l)(2t—l)

=6-6t+61>—41%

Apliquemos ahora la regla de la cadena. En muchas ocasiones este método es
mas conveniente que el anterior. Esto ocurre por ejemplo cuando la relaciéon
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Procediendo se tiene

dz 0z dx 9dz dy
f— +__

dt ox dt oy dt’

de manera que

Z—j’ (2[) 2y(2t-1)

_8[([) (-t+1)(2¢-1)

=6-6t+61* 41>
que es lo mismo de antes. Ademds, la diferencial estara dada por
dz=8xdx—2ydy,
o en términos de t,
dz=(6-6t+61*—4t%) dt.

9) Seanz =f(x, Y, u), x =f(t), Y =g(t), U= h(t). También en este caso la deri-
vada de z respecto a t es total y esta dada por

dz 9z dx 9z dy 9z du

(27)
dat ox dt ay dt du dt

La diferencial total es

dz =—dx+—dy+—du,
ox oY ou
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o bien,
d
dz="2 a1,
dt
ya que

0 6] 0 oz d oz d oz d
B e+ ay+ L = g B 4 By
ox oy ou ox dt oy dt ou dt

oz dx 9z dy oz du
= — —t— —+—— |dt
ox dt 9dy dt oJu dt

S
dt

} Ejemplo 41.

Siz=xy+yu+xuyademés x =e’; y=sent y u=cost, calcular la derivada total
(dz/ dt), asi como la diferencial total dz.

Solucion: De la regla de la cadena (ecuacién (27))

dz _ y+u)e'+(x+u)cost—(x+y)sent
dt

= 2¢‘cost+cos2t
y la diferencial total es
dz=(y+u)dx+(x+u)dy+(x+y)du,

o bien, en términos de t,
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2.4.1 Aplicaciones de la derivada total

Se ha visto que la derivada es la razén de cambio (o de variacion) de la varia-
ble dependiente con respecto a la independiente. Esto por supuesto sigue siendo
valido para el caso de la derivada de una composicién de funciones. Por ejemplo,
si se tiene una funcién z=f (x, y), en donde x =g(r) yy= h(r) , su derivada total

dz dz dx 9dz dy
- 4+ — 2

dr  ox dr oy dr

es la razon de cambio de z con respecto a r. En este caso dicha razén depende a
su vez de la razon de variacion de x y de y con respecto al mismo argumento .
Cuando la variable independiente es el tiempo se usan mas frecuentemente los
nombres de rapidez de variacion, rapidez de cambio o velocidad. A continuacion, se
presentan algunos ejemplos.

} Ejemplo 42.

La presion P, el volumen V'y la temperatura absoluta T de un gas perfecto en
un sistema cerrado estdn relacionados por la ecuaciéon PV=KT, donde K es una
constante. En un cierto instante, cuando P=25kgf/cm?, V=40cm?®y T=250 gra-
dos absolutos, el gas se esta comprimiendo de tal forma que el volumen decrece
un cm® por minuto y la presién aumenta a razén de 3kgf/cm? por minuto. ¢Cudl
es la rapidez de cambio de la temperatura en ese instante?

Solucion: De la ecuacién que relaciona a las variables se tiene que

luego, la rapidez de cambio de la temperatura es igual a
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dT 3T dP 3T dV

dt  oP dt 9V dt
av (28)

En esta ecuacién vemos que efectivamente la razén de cambio de T depende a su
vez de la razén de cambio de P y de V respecto a t. Con los datos del problema se

tiene que K es igual a 4, ya que

PV  25x40
K=—= =4

T 250

y ademas Z—IZ= 3y ‘Z—‘t] =-1. Sustituyendo en (28) se llega a

dT 40 25
—=— -1
dt 4()+4( )

=23.75

lo que quiere decir que la temperatura aumenta a razén de 23.75 grados absolu-

tos por minuto.

} Ejemplo 43.

Las ecuaciones del movimiento de una particula son

x=t; y=t*; z=13

¢Con qué velocidad aumentara la distancia del punto (x, Y, z) al origen de coor-

denadas?

Solucion: La distancia del punto al origen estd dada por la expresién

D=./x*+y*+2".
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Aplicando la derivada total se tendra la velocidad con la que aumenta dicha dis-

tancia. Asi,

a_spdr o> dy oD ds
dt 9x dt 9y dt 09z dt

x y z )
= 1)+ 2t)+ — (3¢t

£ Py 2P @) N s (21) N KPP+ 2P (36
_ t(1)+22(20)+£°(37)

Por lo tanto, la rapidez con la que aumenta dicha distancia es

dD  1+2t*+3t* -

dt A L+2+t*
} Ejemplo 44.

En un instante dado, la longitud de un cateto de un tridngulo rectangulo es de 8 cm
y crece a razon de 2cm/min, y la longitud del otro cateto es de 10cm y decrece
a razoén de 3cm/min. Calcular la razén de cambio del dngulo agudo opuesto al
cateto de 10 cm en el instante dado (ver la figura 2.21).

=} FIGURA 2.21. Triangulo cuyo

y cateto horizontal en un cierto
instante tiene una longitud de
10cm y el cateto vertical de 8 cm.

Solucion: La relacion del angulo con los catetos esta dada por
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de donde la derivada total serd

d9 26 dx 90 dy
dt ox dt oy dt

por lo que

a y dx x dy
dt  x*+y? dt x*+y? dt

En el instante considerado x=10cm, y=8cm, (dx / dt) =-3y (dy / dt) =2, de modo
que la razén con la que decrece el dangulo considerado es

o . —0.268 rad/min.
dt

2.44.Siz=y/x donde x=rsyy=r/s, calcular 9z/3ry 9z/ds.

.. oz 1\1 oz 1 r
Solucion: Z=-(L)s+(2)2; E=—(L)r (=) L.
or X X/ s as X X s

2.45. Si B=x"-2y* +xyz, con x=uvw, y=u’+v*+w’ y 2=, calcular las deriva-
das parciales (8B/au), (8B/av), (8B/dw) y la diferencial dB.

Solucién: 2 =(3x"+y2) (vw) + (- 8y*+x%) (2u) +xy;

P (Ba+ye) (uw) + (- 8y*+x?) (2v);
:Ti = (3x*+yz) (uv) + (- 8y*+x?) (2w);

dp=" du+L ay+ P gy,
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2.46.Siz=2x"-3y% con x =u+v+wyy=u’v’w?, calcular las derivadas par-
ciales (3z/0u), (92/0v), (8z/8w) y la diferencial dz.

.. 0z oz
Solucién: —=4x-18 yuviw?; 5= 8xuv’ w? — 18 y*u’vw?;
oz oz oz oz
— =4x-18y*u*v*w; dz=— du+— ov+ — dw.
ow ou v ow

2.47.Sim=x"ycon x=tyy=1t"+1t>, calcular la derivadas dm/dt y la diferencial dm.

.. d
Solucién: d—"; =41%+5¢%; dm=(4£°+5¢*) dt.

2.48. Suponiendo que y=x’¢* y que x=2s+t?, calcular las derivadas parciales
(3y/3s), (3y/at) y 1a diferencial dy.

Solucion:

g—‘z =2(2+2s+1%)(2s+1%) 25t i—z =2t(2+2s+1%)(2s+1%) 25t

dy=2ds+ 2 dt.

2.49. Sim=x"+y%" con x=2zy y=2"+2, calcular la derivada (dm/dz), la deri-
vada parcial (9m/8z) y la diferencial dm.

2.50. Sea r=(xy/zw) con x=z +w y y=2"w*. Evaluar las derivadas parciales
respecto a wy z de la funcién compuesta r(x(z, w), y(2, ), 2, w), y de la
funcién simple r(x, y, 2, w). Determinar también dr.

2.51. Sir=cosxz*+sen yzw, conz=x+Yyy w=xy, calcular las derivadas parcia-
les respecto a x y y de la funcién compuesta r(x, y, z(x, y), w(x, y)), y de
la funcién simple r(x, y, 2, w). Calcular también la diferencial dr.
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2.52. Sea s =2x*y*+xt con x=costy y=sent; calcular la derivada total (ds/dt),

la derivada parcial (3s/9t) y la diferencial ds.

2.53. Si s=xyt, con x = ﬁ y y=cost, calcular la derivada parcial (as/ at), la
derivada total (ds/dt) y la diferencial ds.

2.54. Sea m = x*+y*+2°+w? con x=z+wyy=2"w. Determinar las derivadas par-
ciales respecto a zy w de la funcién compuesta m(x (z, w), y(z, w), 2, w) y
de la funcién simple m(x, y, 2, w). Calcular también la diferencial dm.

2.5 Derivacion implicita

Cuando se tiene una expresion de la forma F (x, Y, z) =0, siendo F (x, Y, z) una
funcidén de x, y y 2, a veces ocurre que esta ecuacion define una o varias funcio-

nes de x y de y. Asi por ejemplo, si se tiene la expresion
X+y*+22-1=0
al despejar a z se obtiene
z=+4/1-x*~3y* obien z=—/1-x"-y*
y si x y y son tales que x’+y°<1 entonces estas dos expresiones definen dos
funciones de x y y. Se dice entonces que estas funciones esta implicitamente

definida por la ecuacién

X*+y*+ 2 =1.
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Como se observa, se trata de la ecuacién de una esfera y las dos funciones impli-
citas expresadas definen sus dos hemisferios, norte y sur. Sin embargo, no toda
ecuacién F(x, y, ) =0 define una funcién implicita de la forma f(x, y). Consi-
dérese la ecuacién anterior pero ahora con un signo + en el 1: x*+y*+2°+1=0.
Como el cuadrado de todo nimero real es siempre un numero real positivo esta
ecuacion no tiene solucién. En todos los ejemplos que se discutiran abajo se
supondra que las ecuaciones analizadas si definen funciones implicitas.

Un problema de interés es evaluar (az/ ax) y (az/ ay) sin necesidad de despe-
jar a z de la expresion F (x, Y, z) =0y utilizar inicamente las derivadas parciales
de F. En esta seccion se estudiarda como resolver este tipo de problemas. En gene-
ral, hay varias combinaciones posibles que dependen del numero de variables
y del nimero de funciones igualadas a cero que se tengan. En lo que sigue se
veran unos cuantos casos que nos permitiran tener una idea de cémo proceder

en general.

1) Se principiara considerando el caso mds simple: una ecuacién con dos incég-

nitas
F(x,y)=0,

en donde se supone que existe una funcién f(x) definida implicitamente tal

que F(x, f(x)) =0. Se va a demostrar de dos formas diferentes que

& _

&
dx F, ’
donde y=f(x).

Primera demostracién: Calculando la diferencial de F(x, y) =0 se tiene

E
F,dx+F,dy=0 = dy=-—dx.
v

Comparando esto con la expresién que define la diferencial de y=f(x):
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dy
dy=ad
se ve que
oF
dy  F. ax
- R oF
EY

Segunda demostracion: Calculando mediante la regla de la cadena la derivada
respecto a x de h(x)=F(x, y(x)) =0 se obtiene

oF oF d
+——y—0

ox 9y dx -

de lo cual resulta

oF
dy ax
dx  9F

Ay

} Ejemplo 45.

d
Sea F(x, y) =x*+y*—1=0. Calcular d_y .
x

Solucion: El problema se resolvera de dos formas. La primera es utilizando la

formula obtenida arriba:

5
N

La segunda es utilizando uno de los casos mds simples del método de derivacion
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donde la derivada de la funcién y(x) sélo se deja indicada (ya que la forma explicita

de y(x) puede no conocerse). Por ejemplo, la derivada de yz(x) se escribe como

dy?(x) dy(x)
o e

De esta manera se obtiene

dy
2x+2y —=0,
dx
que al despejar % se obtiene lo mismo que antes. Este método es en esencia la

aplicacion de la regla de la cadena. En efecto, consideremos nuevamente la fun-
cién y*(x). esta es la composicién de la funcién f (1) = u® con la funcién y(x) y al
aplicar la regla de la cadena se obtiene

dfey  du® dy dy dy

= — =2u— =2y —.
dx du dx dx dx

} Ejemplo 46.

d
Seae*lny-— Y 0. caleular ..
x dx

Solucion: Utilizando la férmula.

y _ _E
dx F,
x )
e*lny+ =
dy It
dx ex_l
y X

A continuacidn, se van a deducir férmulas para las derivadas implicitas de
casos mucho mas generales. Todas ellas se pueden demostrar utilizando la regla
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2) Considérese el caso de la expresién F(x, y, z) =0, la cual se supondra que
define una funcién z=f(x, y) en una regién del plano XY. Si se calcula la
diferencial de la igualdad anterior se tiene

dF=F dx+F,dy+F,dz=0

F, F,
=>dz=—"dx --2d 29
BE- L ax - ay (29)

z z

donde F, = (3F/ox), F,=(9F/dy) y F,=(0F/9z). Se ve ademds que para que
exista dz se debe cumplir que F, #0.

Por otro lado, comparando (29) con la expresidon que define la diferencial
total de z=£(x, y):

dz=—dx+—d 30
o F o W (30)
se ve que
oF
oz  F, ox
ox F,  OF
oz
y
oF
oz  F, oY
dy F,  OF
oz

que son las expresiones que se querian obtener.
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} Ejemplo 47.

Si se tiene xyz + xy°z + xyz* — 1 =0 calcular % y %
ox 09z
Solucion:
oy  F  2xyz+y’z+ye’
ox F, xX*z+2xyz+x2°
oy F,  xX’y+xy’+2xyz
oz F, iz +2xyz+xz°

} Ejemplo 48.

Sea la funcién u definida mediante la expresion

sen X +x?y’zu —ang tan (zy) =1.
Y

Obtener las derivadas parciales ou s ou ou

ox 3y " 3z
Solucion: Aqui, en vez de utilizar directamente las férmulas obtenidas arriba,
se aplicara la derivacion implicita (o equivalentemente la regla de la cadena) ala
ecuacion sen %+ x*y’zu (x, Y, z) —ang tan(zy) =1. Asi, derivando implicitamente

respecto ax

Los™ +x*y°z ou, 2xy°zu=0
Y Y 0x
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Derivando implicitamente respecto a y

x X , 3 OU s o z
- — cos —+xYz — +3x"Y - ——5 =0
Y Y oY 1+y°z
x
=>au_ 1 cosy 3u

SRS —
oy 1+ xy’z oy

y derivando implicitamente respecto a z

=0

ou
2,3 2,3
XYz—+X u-—
y y 1 2 2

N ou 1 u
oz xyz(1+y*e?) =

3) Sean ahora F (x, Y, U, v) =0yG (x, Y U, v) =0 dos ecuaciones tomadas como
simultaneas. Si el sistema formado por F y G define dos funciones implicitas

de manera que x y y queden expresadas en términos de u y v, es decir,

x=f(w,v) vy  y=gluv)

un problema de interés es evaluar las derivadas (8x/au), (ox/av), (3y/au)
y (3y/3v) a partir de las derivadas de F y G. Si se determinan las diferencia-

les de F y G se tendra
F.dx+F,dy+F,du+F,dv=0 (31)
G,dx+G,dy+G,du+G,dv=0 (32)

que son dos ecuaciones con cuatro incégnitas: dx, dy, du, dv. Si se considera
a uy v como independientes, se puede expresar dx y dy en términos de du
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F.dx+F,dy=-F,du-F,dv
Gdx+G,dy=-G,du—G,dv.
Si se resuelve este sistema por la regla de Cramer:

—-F,du - F,dv F,
-Gydu - G, dv Gy

dx=
F, F,
G, G
F, —F,du—F,dv
G, -G, du-G,dv
dy=
F, F,
G, G,

Por propiedades de los determinantes:

Por lo tanto,

F, F, F, F,

G, Gy, G, G,
dx= du— dv

F, F, F, F,

G, G, G, G,

~Fdu - Fdv F, | _ |F F |, |F F |
~G,du - G,dv G, G, G, G, G,
F, -Fdu-Fdv|_ |F F |, _|E FR|
G, -G du — G,dv G, G, G, G,
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F. F, F. F
G, G, G, G,
dy= du-— dv
F, F, F, F,
G, G, G, G,

donde para que existan dx y dy se debe cumplir que

F, F,

#0.
G, G,

Los determinantes que se tienen aqui estan formados de un modo especial. Son
las derivadas parciales de las funciones F y G con respecto a dos de sus variables.
Tales determinantes se conocen como determinantes jacobianos, o simplemente

jacobianos, y se denotan como sigue:

Para el denominador de los segundos miembros de dx y dy se utiliza

)

y se le llama jacobiano de F y G con respecto a x y y. En ocasiones también se

F, F,
G, G,

usan las notaciones

F, ,
]( ) o bien a(F G) .
X,y 3(x, y)

Asimismo, se definen los siguientes cuatro jacobianos

JE:Fqu_ JEzFVFy
uw) |G, G, vw) |G, G,
JEzFxFu. ]EzFva
xu G, G, xv G, G,
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Continuando: utilizando esta notacion se puede escribir

G ()
o oAy (33)

u
FG FG
() (6
(FG) (FG)
T\ T\
dy=-— du - dv. (34)
FG FG
& (6

Por otra parte, comparando (33) y (34) con las expresiones que definen a las dife-

renciales totales de x=f(u, v) y y=g(u, v):

3
de=% au+ %% 4y
ou oV

o
dy=a—ydu+—ydv
ou ov

se tiene que

que son las cuatro derivadas parciales de interés cuando u y v son las variables
independientes. Notese que en el denominador siempre va el jacobiano de las
funciones con respecto a las variables dependientes y en el numerador uUnica-
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mente se sustituye la variable que se deriva por la variable con respecto a la cual
se deriva.

Andlogamente se tiene que, si el sistema formado por F y G se puede resol-
ver de tal forma que uy v queden en funcién de x y y, o sea

u=h(x, y) y V=p(x, y),
un problema de interés es calcular las derivadas (3u/3x), (du/dy), (6v/0x) y
(9v/dy) a partir de las derivadas de F y G. Partiendo nuevamente de las ecuacio-
nes (31) y (32):

F.dx+F,dy+F,du+F,dv=0

Gydx+G,dy+G,du+G,dv=0.

Al considerar a x y a y como variables independientes se expresan du y dv en

términos de dx y dy Asi,
F,du+F,dv=-F,dx-F,dy
G,du+G,dv=-G,dx-G,dy

y otra vez, utilizando la regla de Cramer, las propiedades de los determinantes y

la definicién de jacobianos se obtiene
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Comparando con las diferenciales totales de u=h(x, y) y v=p(x, y):

duza—udx+a—udy

ox oY
0
dv= a_v dx + o dy
ax oy

en donde, para que existan estas derivadas parciales, se debe cumplir que

FG
(2] w0
uv
Nétese por ejemplo que
FG
ox I (u_y>
- == y
ou FG ox FG
J xy J uv

por lo que en general

QU
<
-
—

ou 1

—F—.

ox ox
ou
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} Ejemplo 49.

Sean F=u’-v"—x*+3y=0
G=u+v-y*-2x=0

Determinar 2% ’a_u a_v a_v a_x a_x ay 9%y

ox 9y ax ay au av au v

Solucion: Como

se calculan los jacobianos

FG F, F, 2u =2v
J|—|= = 2u+2v
uv G, G, 1 1
y
FG -3x? -2v )
J|— 1= =-3x"—4v.
xv -2 1

Por lo tanto,

ou —3x2—4v_ 3x%+4v

ox 2u+2v 2(u+v)

Se puede comprobar este resultado derivando implicitamente respecto a x las

ecuaciones para F y G. Esto da

ou ov
2u— —2v— —-3x°=0
ox ox
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ou . .
que al resolverlas para ™ se obtiene el resultado mostrado arriba.
x
Continuando se tiene

FG
au_ ]yV

3y J(FG> T 2(u) _2(u+v)

FG
v J ux

dx s (FG) 2(u+v) 2(u+v)

FG
ov I uy

dy s (FG) 2(u+v)  2(u+v)

7 2u 3
ox J(u_y) o1 -2y | 4uyes
ou ]<F_) _3x2 3 6x°Y+6
XY
-2 =2y
FG —-2v 3
ox I ) 1 -2y 3-4vy
v s (E) 6(x*y+1) 6(1+xy)
Xy
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-3x* 2u
~ -2 1|  3x’-4u
ou s (FG) 6(L+x"y+1)  6(1+x%)

xy
FG —3362 —2v
oy T\ - -2 1 _ 3x*+4v
v s (E) 6 (1+x%) 6(1+x%)
Xy

4) Considérese ahora el caso de dos ecuaciones con tres incdgnitas:

F (x, Ys z) =0

G (x,y, 2)=0.
En este caso s6lo una variable puede tomarse como independiente.
Témese por ejemplo a x. Entonces,

F.dx+F,dy+F,dz=0

G,dx+G,dy+G,dz=0

F,dy+F,dz=—F,dx
G,dy+G,dz=—G,dx.

Resolviendo por la regla de Cramer

]<g\) (-dx) dz ]G_f) (-dx)

y

F.G F.G
J Y.z J Y.z

dy =
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de donde

F, G
oy _ (E)

@ ey
J v,z

F,G
o 7 (—)

dx FG)
J vz

De manera semejante se llega a (tomando a z 0 a y como independientes)

o bien

) Ejemplo 50.

Sean las ecuaciones

F=xyz—-1=0

G=xy+yz+xz—-3=0.

Determinar d_y y d_z
dx’
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Solucion:

dy
dx

dz
dx

F. F, Yz Xy
F,G
N %z G, G, y+z y+x
F,G - F, F, B Xz xy
J vz
G, G, X+z y+x

—y'z—xyz+ayrayz | yi(x-2)

xyz+x’z—x"y—xyz  x*(z-y)

F, F X2 Yz
F, G
J(y—x) G, G, x+z y+z
J(E) F, F, Xz xy
Y, %
G, G, xX+z ytx
—xyz—x2+xyz+yzt 2(y-x)
xyz+x’z—x*y-xyz  x*(z-y)

5) Se verd ahora el caso de tres ecuaciones con cinco incégnitas:

F(x, Y, 2, U, v) =0; G(x, Y, 2, U, v)=0; H(x, Y, 2, U, v) =0.

En este si

stema solo se pueden tomar dos variables independientes y las otras

tres como dependientes. Tomando diferenciales en ambos miembros de las tres

ecuaciones consideradas:

F.dx+F,dy+F,dz+F,du+F,dv=0
G,dx+G,dy+G,dz+G,du+G,dv=0

H,dx+H,dy+H,dz+H,du+H,dv=0.
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Si se consideran u y v como variables independientes, el sistema anterior se
puede resolver para las incégnitas dx, dy y dz en términos de du y dv. Asi,

F.dx+F,dy+F,dz=—F,du—F,dv
G,dx+G,dy+G,dz=-G,du—G,dv
H,dx+H,dy+H,dz=-H,du—-H,dv

de donde, si se resuelve por la regla de Cramer, se aplican las propiedades de los
determinantes y se comparan los resultados con las diferenciales de x=f(u, v),
y=g(u, v) y z=h(u, v). Se obtiene que

F,G, H F,G, H
(557) (557)
ox _ u,yz . ox v,Y, 2
ou F,G H) v F,G, H
J XY,z J XY, 2

y del mismo modo

ox __ 0z
Evaluar — y — para
ou ov

F=x"+y*+z—uv=0

G=x2—y2+%:0
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Solucion:
-v 2y 1
1y =2y 0
5 F,G,H
Ox 0y 2 1 xz xy
ou F,G,H\ oy 2y 1
A x 2y
2x =2y O
Yz X2 Xy
.  XZ 2xy? , Xz 2xy*
2xy°v + — + 2y— 2xy“v + — + 2y —
_ v v 3 v v
[-4x?y®+ 2x%2 + 23%2 — 4x%y?] 8x%y" —22(x*+y?)
y
2x 2y -u
2x =2y U/

Yz Xz 1

—8x%y*+ 2z (x*+y?)

2 2

2y ) ) X° ZU
axy + —— + 2x" 2u+2y° 2u - —— +4xy

% %

- - 8x"y*+22(x*+y?)
22U 5 2, .2

8xy + — (y* —x%) +2zu(x*+1?)

v

- —8x*y*+22(x*+y?)

6) Elmismo tipo de desarrollo se puede hacer para un sistema de tres ecuacio-
nes con seis incognitas.
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F(x,y, 2 u,v, W)=O

0

G (x, Y 2 U, v, w)

0.

H(x, Y 2 U, V,y w)

Si se considera que x, y y 2z son las variables independientes, se puede resolver
el sistema formado por F, G, H de tal forma que u, v, w queden en funcién de x,

Y, 2, es decir,

u=p(x,y, 2); v=4q(x,y,2); w=r(x, y, 2).
Al calcular las diferenciales de F, G y H se tiene

dF=F,dx+F,dy+F,dz+F,du+F,dv+F,dw=0
dG=G,dx+G,dy+G,dz+G,du+G,dv+G, dw=0
dH=H,dx+H,dy+H,dz+H,du+H,dv+H,,dw=0
que es un sistema de tres ecuaciones con seis incognitas, del cual —al despejar
du, dvy dw en términos de dx, dy y dz—, se obtiene
F,du+F,dv+F,dw =-F,dx-F,dy-F,dz
G,du+G,dv+G, dw=-G,dx-G,dy—G,dz
H,du+H,dv+H,dw =-H,dx-H,dy-H,dz.

Si se resuelve este sistema por regla de Cramer, se aplican las propiedades de los
determinantes y se utiliza la definicién de jacobianos se obtiene que

J(FGH) J(FGH) J(FGH)
XVvw y’VW ZVvVWwW

-~ 7 =——~ 7 dy=-_>__ 7 dz
FGH FGH
] uvw ] uvw

FGH
J uvw
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Al comparar esta expresién con la diferencial de la funcién u=p(x, y, 2):

De la misma forma,
( ) (i)
uxw oV uyw )
oY FGH
uvw ] uvw
J(FGH) ](FGH>
uv ow uvy )
FGH ox FGH) oz FGH
] uvw J uvw J uvw

Por otra parte, si se hace el mismo analisis, pero ahora tomando

como variables independientes a u, vy w se obtiene

FGH FGH
J J
ox uyz ox vYyz
— = ; —=-———; etc.,

ou FGH\ v FGH\
T\ xy= T\ xyz

Con esto se termina nuestra lista de casos de derivacion implicita, aunque es claro

que existe un sinnimero de otras situaciones posibles. Se espera, sin embargo,
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que se haya logrado dar una idea general de cdmo proceder en cualquier otro
caso. Nuevamente vale la pena hacer notar que en el denominador siempre va
el jacobiano de las funciones con respecto a las variables dependientes y en el
numerador Unicamente se sustituye la variable que se deriva por la variable con
respecto a la cual se deriva.

Para finalizar esta seccion se presentard un ejemplo en donde se aplica la

regla de la cadena y la derivacién implicita.

Dos barcos que salieron al mismo tiempo de un cierto lugar, uno va hacia el
norte y el otro hacia el noreste con velocidades de 20 km/h y 40 km/h, respectiva-
mente (ver la figura 2.22). ;Con qué velocidad aumentara la distancia entre ellos
en el instante en el que han pasado 2 horas de viaje?

FIGURA 2.22. Trayectorias
rectas de dos Barcos. La
distancia entre ellos esta
dada por la variable z.

Solucion: De acuerdo con la ley de los cosenos tenemos que
2*=x*+y* —2xy cos 45°

y una forma de resolver el problema seria: expresar a x y y en términos del
tiempo t, sustituir en la ecuacion anterior, sacar raiz cuadrada para obtener z'y
derivar respecto a t. Aqui sin embargo se seguira otro camino que evitard hacer
esas operaciones. Por la regla de la cadena tenemos que la derivada total de z
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dz_azdx+az dy

dt ox dt oy dt

en donde, para obtener (az/ ax) y (az/ ay), se deriva implicitamente la ley de los
cosenos respecto a x y respecto a y, obteniéndose respectivamente

0z x_\/zy y 0z y_ﬁx
ox -4 2z oY 2 2z )

Por lo tanto,

d_<_@)d_(1£)d_y

dt z 2z dt 2 2z dt

Para evaluar estas expresiones hay que determinar los valores de x, y y z cuando
han transcurrido 2 horas de viaje. Se tiene que x=40km, y=80km y

z= \/ 40°+80”-2(40)(80) @ = 58.95 km.

Luego

dz _(4_0 _ M} (20) + (ﬂ - M) 40 = 29.4 km/h,

dt \ 5895 117.9 5895  117.9

que es la rapidez con que se alejan uno del otro.
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2,55,

2.56.

Dadas las ecuaciones

u+2v-x"+y*=0
2u-v-2xy=0,
0 5]
caleular 2 y Y
ou = ov

.. ) x+ 9 —-2x+
Solucién: =2 =— 2—y2 ; S 2—y2 .
ou 2x°+2y ov 2x°+2y

Este ejercicio consiste en completar la formulacion que se desarroll en el
caso 6 de la subseccion 2.5 dedicada a la derivacién implicita. En ese caso

se discutid el sistema de ecuaciones
F(x, Y, 2 U, V, w)=0
G (x, Y, 2 U, Vv, w) =0 (S)
H(x, Y, % U, V, w)=0

las cuales definian implicitamente a las funciones:

u=p(x,y, 2); v=4q(x,y,2); w=r(x, y, 2).
y se obtuvieron las expresiones para du/dx, du/dy, du/dz, etc. El pro-
blema consiste ahora en considerar nuevamente el sistema (S) pero

tomando a las variables u, v y w como independientes y a x, y y 2 como
dependientes de manera que se tengan las funciones implicitas

x=o¢(u, v, w); y=v(u, v, w); z=§(u, v, w)

y hay que obtener con detalle las expresiones para dx/du, dx/dv, 3x/dw, etc.
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2.6 Definicion de gradiente y su relacion

con la derivada direccional

En este subtema se definird una de las operaciones vectoriales mas importantes:
el concepto de gradiente que ya fue mencionado brevemente en la seccion 2.3.

Se principiard considerando el caso de tres variables independientes.

é Definicién. Sea ¢(x, y, z) una funcién escalar con primeras derivadas parcia-
les continuas en una regién R del espacio R®. Se llama gradiente de ¢, y se

denota como grad(¢), a la expresidn vectorial

grad(¢) = %i - %j+ @K
ox oY oz

o lo que es lo mismo

grad(¢) = (@ % @)

ox 9y 9z )

Noétese que el gradiente es una operacion que involucra a la derivacién respecto
a las tres componentes del vector r= (x, Y, z) Noétese también que la operaciéon
gradiente se aplica a una funcién escalar de variable vectorial ¢ : R*>R y da
como resultado un conjunto de tres funciones escalares de variable vectorial:
g%%ﬁ, las cuales aparecen formado el arreglo vectorial de tres componentes

(g%%) Este arreglo vectorial es un ejemplo de una funcién vectorial de

variable vectorial de la forma F : R® - R® (que ser4n estudiadas con detalle en el
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Ahora, definimos el operador vectorial

- . 0 .
1i—+j) —+KkK—
ox oy oz

o equivalentemente

9 9 9
ox 3y oz)’
d

al cual se le llama operador nabla y se representa mediante el simbolo V o bien dr

Es decir,

d ,9 .90 .0 0 o0 0
V=—-=1—+)] —f+Kk—=|—,—,— |.
dr ox oy 0z ox Qdy oz

Entonces, el gradiente de ¢ también se puede expresar en las siguientes formas:

grad(¢)= V¢
_db_4d
~dr  dr ¢

El simbolo V no debe confundirse con el simbolo A que se utiliz6 para denotar

: . , d d
incrementos. Tampoco debe confundirse el simbolo — con o
r r
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Calcular el gradiente de la funcién escalar

(1) = (x, y, 2) =In (xyz).

Solucion:
o0 yz 1

ox XYz X

00 xz 1
oy  xyz Y
@_ xy 1

0z XYz Z

Por lo tanto,
1
Vo= —1+
x

ol (111
Jz x 'y z

Al final de la seccién 2.2.4 se demostré que si la funcién F(x, y, 2) tiene la

§Q||—n

forma particular z—f (x, y) entonces un vector normal a la superficie F(x, v,

z)=0es

OF OF OF
ox 9y 9z )’

el cual ahora vemos que es precisamente el gradiente de F. A continuacidn, se

dard un teorema que considera el caso mas general en donde F no tiene necesa-

riamente esa forma particular.
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Teorema 12. Sea F(x, Y, z) =0 la ecuacion de una superficie S con primeras
derivadas parciales F,, F,, F, continuas en un entorno del punto P. Entonces
el gradiente de F(x, y, 2) valuado en P, es un vector normal a la superficie en
el punto P. Simbdlicamente

VF|PJ_S en P.

FIGURA 2.23. Significado geométrico
del gradiente en tres dimensiones:
VF es ortogonal a la superficie S de
ecuacion F(x, Y, z) =0en (Xy, Yo » Zo)-

Demostracion: Si a partir del punto P se efectia un desplazamiento D sobre
la superficie S las variables x, y y 2 sufren incrementos dx, dy y dz, tales que
F(x+dx, y+dy, z+dz) =0, lo que implica que el incremento de F es cero:

AF=0

(nuevamente recomendamos no confundir VF con AF). Si el desplazamiento D
sobre S es infinitesimal, pero de direccién arbitraria, el vector dr =(dx, dy, dz)
tiene también direccidon arbitraria, pero es tangente a S (ver figura 2.23). Ade-
mas, como F tiene primeras derivadas parciales continuas en P, se tiene que

oF oF oF
AF=dF=| —dx+—dy+—0z |=0
ox oy dz

en donde las derivadas de F estan evaluadas en P. Esta expresion se puede escri-
bir en las siguientes formas
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oF OoF OoF
AF = , , . (dx, dy, dz) =0
ox 9y 0%

dF

=— - dr

dr
=VF - dr
=0.

Por lo tanto VF y dr son ortogonales en el punto P. Ahora bien, como dr es arbi-

trario y es tangente a S, se sigue que el vector N definido como

oF OoF OoF
N=VF= , , (35)
ox 9y 0z

es normal a S. Adem4s, cuando la superficie estd dada como z=f(x, y) la fun-
cién F es de la forma F(x, y, 2) =z —f (x, y) =0 y la ecuacién (35) se reduce a

N:(—if,—a—f,l) (35"
ox oY

Un resultado semejante se tiene para curvas en R”. En efecto, se puede demos-
trar que si h(x, y) =0 es la ecuacién de una curva plana C, entonces el vector

oh , oh ,
Vh= —1+ —]
ox Y

evaluado en el punto P= (x, y) es perpendicular a la curva C en ese punto (ver la
figura 2.24).

Se continuara ahora con el caso de una superficie. Se vio en la definicién
de la seccidn 2.2, que la derivada direccional de una funcidon f (x, y) en la direc-
cién del vector unitario @y en el punto (x,, y,) se podia calcular sustituyendo las
ecuaciones paramétricas de la recta paralelaati: x=x,+scosay y=y,+ssena,
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en la funcién f (x, y) y derivar respecto a s. Sin embargo, en la préctica las deri-
vadas direccionales se acostumbran a calcular con el procedimiento que se dis-

cutird a continuacion.

FIGURA 2.24. Significado
geomeétrico del gradiente

en dos dimensiones: Vh es
ortogonal a la curva C de
ecuacién h(x, y) =0en (x,, Yo)-

Teorema 13. Sea f(x, y) una funcién diferenciable y sea el vector unitario
u= (u1 , uz) = (cos a, sen oc). Entonces la derivada direccional de f en la direc-

cién de @ en el punto (x, y) estd dada por

D; f=Vf-iL

Demostracion: De acuerdo con lo tratado anteriormente, se construye la funcién
G(s)= f (x+scosa, y+ssena)

= f (o, ¥)

endonde p=x+scosay ¥=y+ssena. Entonces la derivada direccional de f esta

dada por
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Usando la regla de la cadena se obtiene

G(s)=YL Y % N
Cds dy ds Ay ds

of of

= ——cosa+——sena
oy o¥

y como p=xy ¥ =y cuando s=0, se sigue que

) )
Daf=G'(0)= é cosa+a—£ sena=Vf-,

como se queria probar.

En este punto vale la pena comentar la relacidon que hay entre esta expresion
y la de la diferencial total de f (x, y), que escrita en términos del gradiente es (ver
secciones 2.3y 2.3.4) df =Vf-dr. Sila derivada direccional se calcula en la direc-
cién de dr entonces el vector unitario @ es paralelo a dr y se tiene que dr=dru,
donde dr= |dr| . Por lo tanto

df=dr-Vf
=dru-Vf donde w1 es paralelo a dr (36)
=dr [u . V]lf
=dr Dy f.

} Ejemplo 54.

Sea la funcioén f (x, y) =x"y* - 12xy y @ un vector unitario con a= (Tr / 6). Hallar
Dy f (x, y) y comentar el significado de Dy f ( -2, l).
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Solucion: De la funcidn se tiene que

o =2xy*-12y; ai=4x2y3—l2x
ox o

Y
y ademas
X V31
i=(cosa, sena) = ,— |-
2 2
Luego, por el teorema anterior,
) 2
Dyf= of cosa+—f sena
ox ox

=(2xy*-12y) @ +(4x% y* - 12x) %

=/3xy* - 64/ 3 y+2x%y° — 6

y evaluando en el punto (-2, 1) se tiene que

Daf (2. 1)=4/3 (<2) (1) =6 4/3 (1) +2(~2)* (1) ~6(~2)
= 6.14.

Este valor es igual a la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion
entre la grafica de f'y el plano vertical que tiene la direccién @ en el punto (-2, 1).
Ese resultado expresa que la funcién crece a razén de 6.14 unidades por unidad

de longitud sobre la direccién dada.
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2.6.1 Generalizacion al espacio R"

El gradiente de una funcién escalar f con n variables independientes x; , X, , -,
x, (denotado indistintamente con grad f, (df /dr), (d/dr)f o Vf), estd dado por

d of . of .
() =Vf(r)= fez "+ien
dr axl axz ox,,
of of o
axl ax2 ’ 0xX,
en donde los vectores €, , €, , -, €, son los vectores unitarios en las direcciones
de los ejes X;, X, ,-, X,, del espacio R", respectivamente, y r=(x, , %, , %5 , ",

xn) En este caso el operador (d / dr) =V tiene la forma

V= 0 €+ ° &+ -+ o é
- 0x; ! 90X, 2 X, "
of of . of
ox, dx,  ox,
Ademis, dada la ecuacién ¢ (x, , x, ,~, x,) =0 de una hipersuperficie en el espa-

cio R", se tiene que V¢ es un vector normal a dicha hipersuperficie.
Por otro lado, la derivada direccional de f en la direcciéon w queda expresada

como
D f (015 %5 505 50) = VF (15 5 5000, )+ (W s w50, W)
()W
o bien
Dy flo, 2,0, x,) = S—iw1+:—j;w2+ +§—i;wn
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en donde w, , w, ,-, w, son las componentes del vector unitario w que espe-
cifica la direccidn sobre la que se pretende determinar la derivada direccional.

Calcular la derivada direccional de la funcién f(x, y, z) =2x*y+yz* —3xz en el
punto P=(1,-1, 2) en la direccién del vector a=21+2j— K.

Solucion: El gradiente es
Vf=(4xy-3z2)i+(2x°+2°) j+(3yz*-3x)K
y calculado en P:

vf(1,-1,2)=-10i+10j-15K.

Como |a| =4/ 22+ 22+ 1% =3 entonces el vector unitario @ en la direccién de a es
L 2. 2,1 .
u=—1+—j-—Kk
3 3 3
por lo que

Daf=Vf(1,-1,2)-d

2 2 1
=(-10, 10,-15) -(—,—,——)
33 3

=35.
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2.6.2 Interpretacion geométrica del gradiente y su relacion
con la derivada direccional

Partiremos de la expresion para la derivada direccional de f (x, y) en el punto
P=(x,, yo) y en la direccion del vector unitario w:

Dy f=Vf - W.

Como el producto escalar de dos vectores es igual al producto de sus mddulos
por el coseno del dngulo que forman, se tiene

Dy f= |Vf| |v”v| cos®
y como el médulo de w es igual a 1,
Dy f= |Vf| cos 6,

lo cual nos indica que la derivada direccional es la proyeccidn del gradiente en la

direccion del vector w. Ver figura 2.25.

FIGURA 2.25. La derivada
direccional en la direccion del
vector w es la proyeccion del
gradiente en esa direccién.

Existen dos casos de mucho interés:

i) Cuando el angulo es cero. Aqui la direccién de w es la del gradiente, el
coseno toma su maximo valor y en consecuencia la derivada direccional es
maxima e igual a | Vf| (ver la figura 2.26).
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FIGURA 2.26. En este caso
la direccién de la derivada
direccional es paralela ala
direccién del gradiente.

ii) Cuando el angulo es de 90° (ver la figura 2.27). Aqui la direccién de W es
ortogonal a la del gradiente y la proyeccién de Vf sobre w vale cero, por lo
que la derivada direccional es nula. En esta direccién la funcidén no aumenta
ni disminuye y por lo tanto es la direccién de la curva de nivel en ese punto.

FIGURA 2.27. En este caso

la direccion de la derivada
direccional es perpendicular a la
direccién del gradiente.

En resumen, se puede decir que el gradiente es un vector cuya direccién es la de
la méxima derivada direccional de f, es decir, la de la maxima razén de cambio de
la funcién y es ortogonal a la curva de nivel de f en el punto en estudio. Ademas,
su magnitud es la de ese valor méximo. En la figura 2.28 se muestra una situaciéon
intermedia en donde la direccién de w y la direccién del gradiente (que es per-
pendicular a la curva de nivel) forman un dangulo 8 cuyo valor estd entre 0 y m/2.

FIGURA 2.28. El gradiente Vf
es perpendicular a la curva

de nivel en cada punto. La
proyeccion del gradiente
sobre el vector unitario W es la
derivada direccional de f en la
direccion de w.
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) Ejemplo56.

Hallar la derivada direccional de la funcién u(x, Y, z) =x*—3yz+5 en el punto
M= (l, 2,- l) en la direccién que forma angulos iguales con todos lo ejes coor-
denados. ¢;En qué direccién y qué valor tiene la maxima derivada direccional?

Solucion: El gradiente de la funciéon u(x, Y, z) =x*-3yz+5es

=2x1-3zj-3ykK
y evaluado en el punto M,
Vu|y=21+3j-6K=(2,3,-6).
El vector unitario w, que forma angulos iguales con los ejes coordenados, tiene
cosenos directores tales que cos a=cos B=cosy ya que o= =y. Por otro lado,
se sabe que debe cumplirse la igualdad

cos’a+cos’B+cos’y=1.

Por lo tanto

1
3cos’a=1 = cosa=_—_>*

. Aplicando la férmula de la derivada direccional,

porloquev“v=(\/l§,\/l§,\/l§>

Dgu=Vu-w
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1

(2,3,-6) -

(
L
\/E 3

La direccion de la méaxima derivada direccional es la del gradiente evaluado en
M, es decir, (2, 3,- 6) y su valor es igual al médulo del gradiente:

Dy max = |Vu| =7.

} Ejemplo 57.

Lasuperficie de una montafia estd dada porlaecuacién z=1550—0.03 x* —0.02y?,
en donde el eje Y apunta al norte y el eje X apunta al este. Todas las distancias
estdn en metros. Supdngase que un montafiista se encuentra en el punto A de
coordenadas (45.9,-60.5, 1413.6). Entonces:

1) ¢Asciende o desciende cuando se mueve en direccion noroeste?

ii) ¢Con qué razén de cambio desciende si se mueve en la direccién i—3j?

iii) ¢En qué direccién se debe mover para ascender mas rapidamente y cudl es
el valor de esa maxima rapidez de ascenso?

iv) ¢En qué direccion se debe mover para no variar su altura?

Solucion: Primero se calcula el gradiente en el punto considerado.

Vz=-0.06xi—0.04yj
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y en el punto A:

Vz|,=—2.7541+2.42].

La direccion noroeste esta dada por el vector a=—1+]j; luego el vector unita-

rio en esa direccidn serd

R -1 . 1
W= —1+—
NERMN

por lo que

j

5 11
Dvnvz:Vz|A'w:(—2.754,2.42)-(— : )

J2 2
= 3.66>0.
Por lo tanto, el montafiista asciende

Sila direccion es b=1-3j, entonces el vector unitario en esa direccién es

. 1 .
V= — 1-
10

S >

ﬁw
o

Luego

Dyz=Vz|, « ¥=(-2.754, 2.42) - (\/l_ Ji)
10 +/10

=-3.17.

En este caso el montafiista desciende a razén de 3.17 metros por cada metro

en la direccion considerada.
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iii) La maxima rapidez de ascenso se presenta en la direccion del gradiente, es

decir,
—-2.7541+2.42j

y su valor serd el moédulo del gradiente, esto es,

\/( - 2.754)2+ (2.42)2 = 3.67 metros por cada metro.

iv) Para que su altura no varie se debe mover en direccidon perpendicular a la
del gradiente, es decir, en la direccién de los vectores

2.421+2.754] o bien -2.421-2.754]

ya que

(-2.754,2.42) - (2.42,2.754)=0

(-2.754,2.42) - (-2.42,-2.754)=0.

2.6.3 Segunda derivada direccional

Considérese la derivada direccional de la funcién escalar de dos variables f (x, y)

en la direccién del vector unitario W= (w,, w,):

Dy f (%, y) = Vf (x, y) - W

o bien
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Como esta expresion es también una funcion escalar de dos variables se puede
calcular nuevamente su derivada direccional, obteniéndose asi la segunda deri-
vada direccional de f:

D% f(x, y) =Dy, [Dy f]

9 2
= Dv'i,(_f W1+l W2>
ox oY

o [ of of o [ of of
=— | —wt+t—w, Iwp+ — | —w+—w, |w,
ox \ ox oY oy \ ox oY

:fxx Wi + 2fxy Wi W, +fyy W%

lo que se puede escribir como el producto de matrices

D%?vf(x’ y):[wl ) Wz] l ;xx ;xy] l Kll .
yx Yy 2

En la ecuacion (36) se establecid la relacién que hay entre la diferencial y la
derivada direccional. Ahora veremos que existe una relacion parecida entre la
segunda derivada direccional y la segunda diferencial que se estudi6 en la sec-
cién 2.3.4 y que por comodidad se reescribe aqui:

df*=[dr-V]*f

azf azf 82f
=(dx)* —% +2dxd dy)* —=.
( ) ax2+ yaxay+( y) ay2

Sila direccidon de la segunda derivada direccional se toma igual a la direccién de
dr entonces W es paralelo a dr y se tiene que dr=w dr=(w,, w,, W3) dr, donde

dr= | dr| . Entonces
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Comparando la expresion dentro del paréntesis cuadrado con la expresién para
segunda derivada direccional dada arriba se concluye que

df*=[dr-V]* f
= (dr)z[v“v . V]Z f donde w es paralelo a dr (37)
= (dr)* D% f(x.y).

En forma semejante existe una relacién entre la emé-sima derivada direccional

y la emé-sima diferencial. Esta es
df"=[dr-v]" f
= (dr)m [v“v . V]m f donde w es paralelo a dr (38)
~(ar)" D% £ (x,9).
Estos conceptos se pueden generalizar para el caso de funciones con mas de

dos variables. Asi, para la funcién escalar de variable vectorial f(x;, x,, ", X,),

la derivada direccional en la direccion del vector unitario w= (w1 s Wy, oo, wn) es
D f o5 560 50+, ) = VF (o5 260 00, 0) - W
:fxlwl"'fxzwz"' +fxnwn
y la segunda derivada direccional sera

D% f (%, %, -+, x,) =Dy, (Dg ) =Dy, [Vf- W]
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= Dy(fe Wt fuyWart =+, Wn)

= (fry Wi+ feeWa b = + oy, Wn) W

+ (fxlxzwl + g, Wat +fxnxzwn) Wyt ==
+ (fxlxnwl +fx2on2+ +fxnxnwn) Wn

=fx1x1 W§+ 2fxlx21'vl1'1/2+ +fxnon2n .

Esta expresion en forma condensada se puede escribir como

non
D%‘vf(xl » Xy ’""xn)zz foixj (xl » Xy ’""xn)wi Wi,
i=1 j=1

o en forma matricial,

fxlxl fleC2 o fxlxn Wl

D%"vf(xl y Xy ,"',xn):[wl, Wy, Wn] X2 X1 X2 X2 X9 Xp 2

fxnxl fxnxz fxnxn Wn

Se sugiere al lector que compruebe esta expresion.

} Ejemplo 58.

Calcular la segunda derivada direccional de la funcién f (x, y) = x° — 2x%y + xy*+1
en el punto P=(1, 2) y en la direccién del vector a=31+4j.

Solucion: La expresion que define a la segunda derivada direccional es
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Como

fe=3x"—dxy+y’

fy=—2x2+2xy

fry=—4x+2y; Feglp=0
fex=6x—-4y; fex|p=—2
fyy=2% fyy|P:2

y como el vector unitario en la direccion dea=3i+4jes

se tiene

2.57. Calcular cuando sea posible Vfy df para cada uno de los casos siguientes:

a) flx,y)= \/x—y enx=(1,1)ydx=(0.1,0.2)
b) f(x y 2)=+/xyenx=(1,1,1)ydx=(0.1,0.2,0.1)
¢) f(x,y,2)=angsen(xyz) enx=(1,1, w/2) ydx=(0.1, 0.1, 0.1)
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d) f(x vy, 2) :3@ enx=(1,1,1)ydx=(0.1,-0.1,-0.1)

e) flx v z)=$ enx=(0,0,0)ydx=(1,1,1).

2.58.La presién en el punto de coordenadas x, y y z de un yacimiento esta dada
por la funcién P=x-3xz +2yz. Para un entorno del punto Q=(1, 3, —5)

definir el conjunto de puntos que tienen mayor presion que Q.

2.59. El potencial eléctrico en una placa estd dado por la funcién V=x” —xy+3y?,
donde V estd en volts, y x y y en cm. Si se sabe que las particulas de carga
negativa son atraidas hacia la direccion de maximo crecimiento del poten-
cial, determinar en qué direccién se movera un electron que esta situado
en el punto (1, 2). ;Con qué razén de cambio aumentara el voltaje en esa
direccién? Si se considera un protén (cuya carga es opuesta a la del elec-
trén) en el punto (2, 3), sen qué direcciéon se movera?

2.60. Una placa metdlica plana esta situada en un sistema coordenado que tiene
una fuente de calor en el origen. En cierto momento la temperatura en el
punto P de coordenadas (x, y), estd dada por T=100/(x*+y*+1). ¢En qué
direccién a partir del punto P,= (4, 3) se presenta el maximo cambio de

temperatura? ;Cual es el maximo cambio de temperatura en este punto?
Solucion: La direcciéon de maximo cambio es—41-37];
Méximo cambio=1000/26.

2.61. El potencial eléctrico V en el punto de coordenadas (x, Y, z) respecto a un

sistema coordenado rectangular, estd dado por

V=x"+4y°+92".
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2.62.

2.63.

a) Hallar la rapidez de variacion del potencial en el punto P de coordena-
das (2,-1, 3) en la direccién del vector que va de P al origen.

b) Hallar la direccién que produce la maxima rapidez de variacién del
potencial en P.

c) ¢Cudl es la maxima rapidez de variacidn del potencial en P?

d) ¢En qué direccidn no hay variacién del potencial en P?

e) Sila rapidez de variacion del potencial en P en una cierta direccidon
es igual a 40, ;cual es el valor del angulo entre el vector normal a la
superficie V=cteen Py la direccidén en la cual se calculo dicha rapidez
de variacion?

av
Solucion: a) g¢ |,-o=178; b) VV=4i-8j+54K; c)|VV|=432.018;
d) En cualquier direccién perpendicular al gradiente.

ax+by+es o5 siempre paralelo al

Demuestre que el gradiente de F; (x, Y, z) =e
gradiente de F, (x, Y, z) =ax+by+czy, por consiguiente, siempre apunta
en la direccién del vector constante ai+ bj + cK.

ax+by+cz(

Solucién: Como VF,=e ai+bj+cK) y VF,=ai+bj+cK es claro

que son paralelos.

Determinar la relacién que deben guardar entre si las coordenadas x, y, 2
de los puntos para los cuales el gradiente de F (x, y, z) =x’+xy-z*+4x-3z
forma el mismo angulo con cada uno de los tres ejes coordenados.

Solucion: x+y=-4; x+2z=-3.
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2.7 Diferencial exacta y su integracion

Si se tiene una expresién de la forma M (x, y) dx + N (x, y) dy, cabria preguntarse
si existird una funcidn tal que esta expresion sea su diferencial total. Es decir, si

existira una funcién f (x, y) tal que

df(x, y)=af(ax3; y) dx+af(a§ y) dy=M( , y) dx+N(x, y) dy

y que en consecuencia se tenga que

afgi’ D wa(sy)
y
af(;;’ D _n(x.y)

La respuesta es que no siempre existe tal funcion. El objetivo de esta seccion es
estudiar las condiciones necesarias y suficientes para que exista dicha funcién y
como proceder para obtenerla cuando exista. Se principiard dando una definicidn.

é Definicién. La expresién

M(x, y) dx+N(x, y) dy (39)

se llama diferencial exacta sobre un conjunto abierto £ c R* si existe una
funcién f:R* - R tal que

_(of of
(M. N)= (ax ’ay)
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v (x, y) € €. En estos casos la diferencial total de f es igual a la diferencial exacta
(39). Es decir,

df=M(x, y) dx+N (x, y) dy.

Aqui es conveniente enfatizar que f(x, y) debe ser una funcién tal y como se
definieron en la seccién 1.1.3. Es decir, que asigne un y sélo un valor a cada
pareja de valores de x y y. Una expresion de la forma ang tan(y / x) no es una
funcién ya que es multivaluada.

A continuacién se dard un teorema que hace referencia sélo a regiones rec-
tangulares en R”. Posteriormente se verdn teoremas mas generales que se apli-

can a otro tipo de regiones.

Teorema 14. Sean las funciones M (x, y) yN (x, y) tales que tienen primeras
derivadas parciales continuas en un rectdngulo abierto R c R con lados para-
lelos a los ejes coordenados. Entonces

M(x,y) dx+N(x, y) dy
es una diferencial exacta en R siy sélo si

oM(x,y) _ oN(x,y)
dy  ox

(40)

en todos los puntos de R.

En otras palabras, este teorema nos dice que dadas las funciones M y N
existe una funcion f tal que M dx+ ndy es su diferencial total en el rectangulo R si
y s6lo si 9M /9y =0N/dx en todo R.
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Demostracion:
i) Primero se demostrard que si M dx + N dy es una diferencial exacta entonces
OM/3x=0N/ay.

Si la expresion es una diferencial exacta existe una funcién f tal que

df:ﬂf dx+al dy=M dx+N dy
ox oY
consecuentemente
ox oY

y al calcular las derivadas mixtas se tendra que

°f _ aM(x,y) % _ aN(x,y)
0y ox - oY Y 0x 9y - ox

Pero por el Teorema de Schwarz,

OM(x,y) _ 9N(x,y)
oy o x

ii) Ahora se partird de suponer que se cumple (40):

oM (x, y) 3 oN (x, y)
oy o

en Ry se debe demostrar que existe una funcién f(x, y) tal que

=M (x, y) (41a)
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y

(v y) =N(x, y). (41b)

oy

Integrando (40) con respecto a x de x, a x, manteniendo constante a y, se

tiene que

X" oM (x, y) dx:r ON(x,y)
X, Y X ox

=N (x, y) =N (% y). (42)

Como la region es rectangular, entonces, para cualquier valor de y dentro de
los limites de R, se puede ir de x, a x sin salir de R. Por lo tanto, la igualdad
anterior se verifica para todo par de puntos dentro de R. Integrando ahora
respecto ay de y, a y se tiene

X y !
jyj Mm@:j N(x, y) dy—j N(xo, y) dy.
vy 5, ay Y% Yo

Intercambiando el orden de integracién en la integral del miembro izquierdo
(en el Capitulo 6 se verd que en estos casos es valido hacer dicho intercambio):

* Y oM (x, y y
Xop YYo y Yo Y%

Efectuando la integral sobre y en el primer miembro:

Xx M (x, y)dx —Jx M (x, y,) dx :Xy N (x, y)dy —r N (x, , y) dy. (44)
Yo

X0 X0 Yo

Reagrupando términos se obtiene la igualdad siguiente, la cual, a su vez, nos

permite definir una funcién f(x, y) como
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x Yy

M(x, y) dx+j N(x0 , y) dy
Yo

f(x,y)EJ

X0

:r M(x, y,) dx+jy N(x, y) dy. (45)

%o Yo

Sélo falta verificar que esta funcién satisface (41a) y (41b). En efecto, deri-
vando respecto a x los miembros primero y segundo de (45) se obtiene (41a),
y derivando respecto a y los miembros primero y tercero de (45) resulta

(4lb), lo cual prueba el teorema.

A continuacidén se enunciaran sin demostracion dos generalizaciones del teo-
rema anterior para regiones planas mds generales que rectangulos Para este fin
es necesario recordar que en el Capitulo 1 se definié un conjunto convexo R c R"
como aquél en donde cualquier par de puntos de R se pueden unir mediante un
segmento de recta totalmente contenido en R, y un conjunto simplemente conexo
E c R? como aquél en el que todos los puntos del interior de cualquier curva cerrada
de E estdn también contenidos en E (ver la figura 2.29). Nétese que en R* los rectan-
gulos abiertos son casos particulares de conjuntos abiertos convexos y que estos a

su vez son casos particulares de conjuntos abiertos simplemente conexos.

FIGURA 2.29. (a) Convexo y
simplemente conexo. (b) No
convexo, pero simplemente
conexo. (c) No convexo y no

simplemente conexo

Teorema 15. Sean las funciones M(x, y) y N(x, y) tales que tienen primeras
derivadas parciales continuas en un conjunto abierto convexo R c R*. Enton-
ces M(x, y) dx+N(x, y) dy es una diferencial exacta en R si sélo si:

oM(x,y) _ aN(x,y)
dy ox
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Teorema 16. Sean las funciones M (x, y) yN (x, y) que tienen prime ras deri-
vadas parciales continuas en un conjunto abierto simplemente conexo E c R?.

Entonces M(x, y) dx+N(x, y) dy es una diferencial exacta en E si sélo si

oM (x,y) _ N (x,y)

V(x, I8,
5 o Y®ye

Las demostraciones de estos dos teoremas pueden verse en Andlisis Matemd-
tico2, de N. B. Hauser, J. P. La Salle y J. A. Sullivan, y en Cdlculo Avanzado, de W. Fulks.

Basados en estos teoremas vemos que si se desea investigar si existe una fun-
cion f (x, y) definida en un conjunto abierto R, ya sea simplemente conexo o bien
convexo, para la cual la expresion (39) sea su diferencial total, se debe investigar
silaigualdad (40) se cumple en todo R.

Ademas, para hallar dicha funcién, cuando existe, se puede utilizar la ecua-
cion (45), o bien, hacer lo siguiente. Como

af(;i;y) =M(x,y) ¥y af(’;;jy) =N(x, v)

entonces, integrando una de las dos, se obtiene la funciéon f indeterminada hasta
una “constante” que depende de la variable no integrada. Derivando e igualando a la
otra expresion, se obtiene finalmente la funcién buscada (ver ejemplos siguientes).

Notar que si R, y R, son dos regiones simplemente conexas su unién R, UR, no
necesariamente es una region simplemente conexa. Por ejemplo, Si R, es la parte
superior de la figura 2.29¢c y R, es la parte inferior de dicha figura entonces R; y
R, son simplemente conexas pero la figura completa no es simplemente conexa.
Como consecuencia de esto y del teorema anterior tenemos que si M (x, y) yN (x,
y) satisfacen lo que exige el teorema en las regiones simplemente conexas R; y R,
entonces M (x, y)dx+N (x, y)dy es una diferencial exacta en R; y en R, por sepa-
rado, pero si la unién R, UR, no es simplemente conexa puede suceder que M ( ,
y)dx+N (x, y) dy no sea una diferencial exacta en R, UR,. Mds adelante, en uno
de los ejemplos que siguen y en la seccién 5.3 del capitulo 5, se discutird con mas

detalle esto.
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Si el conjunto R sobre el que estan definidas las funciones M(x, y) y N(x, y)
no satisface las condiciones pedidas en ninguno de los tres teoremas anteriores
no significa necesariamente que Mdx+ N dy no es una diferencial exacta en R.
Lo unico que se puede concluir en este caso es que los teoremas no dan informa-
cion al respecto y habra que recurrir a otro método para determinarlo (ver los

dos ultimos ejemplos de este capitulo).

} Ejemplo 59.

Investigar si las siguientes expresiones son diferenciales exactas sobre algun
conjunto abierto simplemente conexo R y en caso afirmativo hallar las funcio-

nes de las que son su diferencial total.

2) X ax+—9 ay.

e e

b) xdx+senxy dy.

Solucion:

a) Tenemos que

X
M:— y N:L.
/x2+y2 /x2+y2
Como
oM xy ON

V(x, y) #* (0, 0)

dy - (x2+y2)3/2 = ™

la expresion dada es una diferencial exacta en cualquier conjunto abierto
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funcién f de la cual (x/+/x*+y* ) dx+(y/+/x*+y* ) dy es su diferencial total.

Esta funcién debe ser tal que

9 9
S e * oy Ty Y
o0x /x2+y2 oY x2+y2

Para determinarla se integra M con respecto a x:

e y)=X%+cl<y>

= \Jx*+y* +Cy(y)

donde Cl(y) es una “constante” de integracién respecto a x que puede
depender de y. Notese que para que se cumpla la igualdad (af / ax) =M, la
“constante” C, (y) debe ser tal que al derivarla respecto a x se obtenga cero,
lo cual es claramente cierto porque Cl(y) no depende de x. Derivando con

respecto a y e igualando a N se tiene

of (xy) .y dC(y)
oy *+y° dy

siendo C una constante independiente de x y y. Por lo tanto,

flx,y)=4/x*+y* +C
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c)

En este caso M(x, y) =xy N (x, y) =senxy. Entonces

oM oN
—=0#—=ycosxy

oy %y
Por lo tanto, no es una diferencial exacta y no existe una funcidn f tal que

df=x dx+senxy dy.
Para resolver este ejemplo se necesita una generalizacion para el caso de n
dimensiones de los teoremas anteriores. Como la definicién del concepto de
conjunto simplemente conexo en R" es complicada, aqui inicamente se dara
la generalizacion del teorema que hace referencia a conjuntos convexos. Sea
la expresion

M, (x1 ) Xy sty xn) dx, + M, (xl y Xyttt xn) dx, + -

+Mn(x1 s Xy sty xn) dx,

la cual sera una diferencial exacta en un conjunto abierto y convexo Rc R"

si las funciones escalares
Ml (xl’xz’...’xn); M2 (xl’xz,...’xn)’ e MTL (xl,xz’...’xn)

cumplen, para todas sus parejas posibles, la tesis del teorema de Schwarz en
R. Es decir,

oM; oM,

. ij=1,2,+,n
axi J

El numero total de parejas posibles es, de acuerdo con el andlisis combina-

torio, (n!/2(n-2)!)=(n(n-1)/2).
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Ahora se continuara con la solucién del problema. Se tiene que

1 1 1
de+Ndy+sz=(— - %) dx + (— - 12) dy + (— - %) dz
y x z Yy x 0z

3(2)

En este caso hay - = 3 parejas posibles y son
oM 1 oN oM 1 0P ON 1 0P
Ay v 9x oz x? 9x’ oz Z* dy

Estas igualdades se cumplen en cualquier conjunto abierto y convexo que
no se intercecte con los ejes coordenados. Se trata entonces de una diferen-
cial exacta en dichos conjuntos. Luego, existe una funcidn f tal que

o)
—'f=P= i—i
3z x 2

Integrando M respecto a x se tiene:

Yy X

)= (L5 a2 - 2 va )

donde C,(y, z) es una constante de integracién respecto a x que puede
depender de y y de z. Derivando con respecto a y e igualando a N,
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donde Cz(z) es una constante de integraciéon respecto a y. Luego

X z Y
» Y =TT C .
fland)=2rEeLac,)

Derivando con respecto a z e igualando a P resulta que

of 1 y dCy(2) 1
—:———2+ 2 :P:———

oz x =z dz x 2

= dCZ—(z)=0 = C,(z)=C,
dz

siendo C una constante independiente de x, y y z. Por lo tanto, la funcién es

flx v, z):£+E+E+C
y x z

que esta definida en cualquier conjunto abierto y convexo que no intersecte
a los ejes coordenados.

Una diferencial exacta también puede ser escrita en términos del gradiente
de la funcién escalar f. Consideremos el caso de tres variables independientes. Si

Mdx+Ndy+Pdz
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es una diferencial exacta, entonces existe f tal que

w2, nZ Y

Cox _ay ’ oz
es decir
) 2 )
df:l dx+l dy+—f dz
ox oy oz

que puede ser escrita como

6] 6] of .. A - -~
df:(l i+a—f j+l k)-(dx1+dyj+dzk)
Yy

ox oz
—
 ——~V—
vf dr
=Vf-dr
=al - dr.
or

Partiendo de esto se puede decir que la expresién F=Mi+Nj+PK es el gra-
diente de una funcidén escalar f definida en un rectangulo abierto tridimensional

R, siy sélo si F-dr es una diferencial exacta en R. Es decir, siy sélo si

oM oN oM  oP ON 0P
= ; =— = V(x,y,2)eR.
oY ox oz ox oz oy

) Ejemplo 60.

Sea la expresion
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Si se sabe que la direccién de F representa la direcciéon de maxima variacion de
una funcién ¢(x, y, 2) y que |F| es el valor de dicha maxima variacién en cada
punto del dominio de ¢ (x, Y, z), obtener la expresion general que representa a ¢.

Solucion: De acuerdo con el enunciado del problema F es el gradiente de ¢, pero

conviene comprobar que efectivamente F proviene de un gradiente. En este caso

M=2x; N=-3z; P=-3y

y

oM oN oM oP oN opP
oY ox oz  ox 0z oY

en todo el espacio R®. Por lo tanto, efectivamente F es el gradiente de alguna
funcién ¢ definida en R®. Es decir,

0 &) o .
=—¢i+—¢j+—¢k=F

\Y
¢ ox oy 9z

y en consecuencia (3¢ /9x)=M=2x, (3¢ /3y)=N=-3zy (3¢ /3z)=P=-3y. Al
integrar M con respecto a x

o(x, ¥, z) =Sde =S2xdx
=x*+C, (v, 2),

donde C, ( Y, z) es una constante de integraciéon en términos de las variables y y 2

unicamente. Derivando esto respecto a y se obtendrd N; por lo que

o0 o ., 3C, (y, 2)
i AR C,(y,2))=N = =LV% -
3y (x*+Cy(y, 2)) 3

-3z.
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Si se integra con respecto a y,

XM

3 dy:Cl(y,z)=—3yz+C2(z)
Y

donde C, (2) es también una constante de integracién en términos de la variable

z Unicamente. Si se sustituye en la expresion de ¢ obtenida antes
¢(x, y, 2)=x*-3yz+C,(2).

¢
Pero —=P, por lo que
oz

0 0
—¢=—(x2—3yz+C2(z))=P =  -3y+ =-3y
0z 0% dz

2 =  C,=C

dz

siendo C una constante independiente de x, y y z. Por lo tanto,
¢(x, y, 2) =x*>-3yz+C.

Antes de finalizar el capitulo es conveniente llamar la atencién del lector
sobre un punto muy importante. Si las funciones M y N que aparecen en la
forma diferencial Mdx+ N dy satisfacen la igualdad (40) en todos los puntos de
un conjunto abierto simplemente conexo R, excepto en el punto x, € R (es decir,
si (40) se cumple s6lo en el conjunto agujerado R'=R — {xo}) entonces no necesa-
riamente existe una funcién f definida en todo Rtal que (M, N) = (3f/ax, of/y)
para todo (x, y) € R. La posibilidad de que exista o no una tal funcién f depen-
dera de cada caso particular. En los dos ejemplos que siguen veremos un caso en
el que no existe f y otro en el que si existe.

En algunos casos puede ocurrir que, aunque se puedan integrar las expre-
siones para My N en todo R’, lo que resulta no es una funcién propiamente
dicha, como se verd en el siguiente ejemplo.
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} Ejemplo 61.

Investigar si la siguiente expresion es una diferencial exacta en algin rectangulo

agujerado en el origen:

Y e xzdy.

2 2 2

M=—" N=—>
- x2+y2 y - 2+ yz
Entonces,
oM y*-x*

a - (x2+y2)2
y

ﬁ ~ y2 _ x2
ax  (x*+12)?

oM OoN
oy ox

en todo el plano XY excepto el origen. Esto implica obviamente que Mdx+ N dy
no es una diferencial exacta en dicho punto. Analicemos, sin embargo, si
Mdx+Ndy es una diferencial exacta en algun rectdngulo R’ al que se le ha
extraido el origen, es decir, en un rectdngulo agujerado en el origen (R"ya no es
ni simplemente conexo ni convexo y por lo tanto no son aplicables los teoremas
anteriores). Si se integran M y N se obtiene la expresion f (x, y) =ang tan( y/ x) y
es tal que Vf (x, y)= (M, N) V(x, y) # (0, 0). Esto aparentemente nos lleva a con-

E\
=
0
m
0
=)
IS
HIY
0
[=)
2
N
0
=)
=
w
0
Q
=
o
0
=)
=
n
0
Q
=
=)}
-n
o
X
=
Cc
—
>
(7]

cluir que si existe la funcién buscada y que por lo tanto Mdx + N dy si es una dife-
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rencial exacta en R'. Pero esto no es asi, ya que ang tan(y/x) no es una funcién
propiamente dicha; en realidad es una funcion multivaluada y este simple hecho
hace toda la diferencia. Una grafica de ang tan( y/ x) se muestra en la figura 2.30,
en donde se ve que es semejante a una resbaladilla de caracol y que para cada par
de valores de x y y existe una infinidad de valores de ang tan(y / x) Por lo tanto
Mdx+Ndy no es una diferencial exacta en R’. Si se restringe el codominio al
intervalo [O, 27) para tener una funcién univaluada, la funcién tiene una discon-
tinuidad sobre el eje X. Por lo tanto, no existe su gradiente para todo (x, y) eRy
nuevamente concluimos que Mdx+ N dy no es diferencial exactaen R’.

FIGURA 2.30.

Mas adelante, en el Capitulo 5, se veran las implicaciones que tiene el que
ang tan(y/x) sea multivaluada. Por lo pronto bastara decir que en cualquier otro
rectangulo (incluyendo subrectdngulos del rectdngulo anterior) que no rodee al
origen es posible trabajar con una sola rama de f (x, y), y de esta manera conver-
tirla en una funcién univaluada y continua en dicho rectdngulo.

} Ejemplo 62.

Investigar si la siguiente expresion es una diferencial exacta en algin rectangulo
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X Y 4
+ .

(x2+y2)3/2 g (x2+ y2)3/2 Y
Solucion: Se tiene que

M= (x2+y2)3/2 y N= (x2+y2)3/2 :
Entonces,

oM _ yx

ay - (x2+ y2)5/2

y

oN yx

oM  ON
oy ox

en todo el plano XY excepto el origen. Asi, Mdx+Ndy no es una diferencial
exacta en el origen. Analicemos sin embargo su comportamiento en los rec-
tdngulos agujerados en el origen. Si se integran M y N se obtiene f (x, y) =
—(1/4/x*+¥?), que es una funcién bien definida y tal que Vf (x, y) = (M, N) ¥ (x,
y)#(0, 0). Por lo tanto, Mdx + N dy si es una diferencial exacta en cualquier rec-

tangulo agujerado en el origen.
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2.64. Obtener la diferencial total de las siguientes expresiones.

2.65.

a)

b)

d)

h)

Probar que la siguiente expresion es una diferencial exacta, obteniendo la
funcién de la cual es su diferencial total.

P+ y’+ 22+ xy*+y2t+ Pzt .

XY +c.

e Y+l

£ In(xy) +e¥*+c.
xy

3 3 3
Wy o
3 3

sen (x+y)—cos(x—y)+c.
senxy+ cosxy+c.

3x%—In (xy) +e¥*—z+c.

(2x+eY¥)dx+xe¥dy.

Solucion:
£ (x, y) =xe? + x>+ cte.
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2.66. Investigar si la siguiente expresion es una diferencial exacta y, en caso de
serlo, encontrar la funciéon de la cual es diferencial total.

1 1
(4x3'y3 + —) dx+ (Bx“y2 - —) dy.
X Y
4.3

Solucion: Sies una diferencial exactay proviene de la funcién f (x, y) =x"y

+ ln(x) —In y+cte.
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En numerosas aplicaciones se presentan problemas de optimizacién en los que
se pretende determinar valores extremos de funciones con dos o mas argumen-
tos. Este tipo de problemas aparecen, por ejemplo, cuando se quieren determi-
nar utilidades maximas, volimenes méaximos, dreas minimas, costos minimos,
distancias minimas, etc. En este capitulo se estudiara como determinar los extre-

mos de estas funciones y se daran diversos ejemplos.

3.1Conceptos fundamentales

é Definicion. Sea f: R* - R una funcién con dominio D c R®. Entonces:

i) Se dice que f tiene un maximo relativo (o local) en un punto (x,,
Y,) € D si existe una vecindad V' de (x,, ), tal que f(x, y) < f(x, » Yo)
para todo (x, y) e V'nD.
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ii) Se dice que f tiene un minimo relativo (o local) en un punto (x,,
Y,) € D si existe una vecindad V" de (x,, y,), tal que f (x, y) = £ (%o, ¥o)
para todo (x, y) € V'nD.

Si alguna de las dos desigualdades anteriores se cumple para cualquier (x,
y) € D, entonces f tendra respectivamente un maximo absoluto (o global) o
un minimo absoluto (o global) en (xo, Yo)- Si ftiene un maximo o un minimo
en el punto (x,, y,) € R? se dice que (x,, Yo, £ (%o, Yo) ) € R® es un punto méximo
o minimo, respectivamente, de la grafica de f. También se dice que f(x,, y,)
es el valor maximo o minimo de f, respectivamente. A los maximos y mini-
mos de f en D se les denomina extremos de f en D. Es claro que geométrica-
mente el maximo (minimo) representa el punto mas alto (bajo) de la superfi-
cie z=f(x, y). A continuacién, se veran algunos ejemplos.

FIGURA 3.1.

Sea la funcion

_Yacos (2x*+ 1)

flx )=

1+2x*+y°

Como se muestra en su grafica (figura 3.1), esta funcidn tiene un maximo abso-
luto en el punto (0, 0), ya que en (0, 0) la funcién vale Y2 y es tal que f (x, y) < Y2
=£(0,0) V(x, y) € R*. En efecto,
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cos(2x*+y?)<1
= Yacos(2x*+y?) <

Y cos(2x* +y7)

1+2x"+y°

La funciénf(x,y)=(x—1)*+(y-1)* graficada en la figura 3.2, tiene un minimo abso-
luto en el punto (1, 1), ya que V(x, y) € R* se tiene que (x—1)*+(y—1)*=0=f(1, 1).

< V(x, y)#(0, 0).

FIGURA 3.2. Grafica de la funcién
(x-1)*+(y-1). Se trata de un
paraboloide de revolucién cuyo
eje de revolucion es el eje vertical
que pasa por el punto (1,1) del
plano XY.

En estos dos ejemplos se tenia a la mano la grafica de la funcién y fue relati-
vamente facil identificar sus valores extremos, pero en general el problema no
es tan facil y conviene desarrollar herramientas matematicas especificas para
este fin. En esta y las siguientes dos secciones se considerarian inicamente fun-
ciones continuas cuyo dominio de definicidn sea una region abierta, dejando
para el final del capitulo otros casos.

Cuando el dominio es una region abierta puede ocurrir que la funcién no
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tenga ningun valor extremo en dicho dominio. Considérese, por ejemplo, la fun-
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cién real de variable real f (x) =x, definida sobre el intervalo abierto (0, 1). Obvia-
mente, si el intervalo fuera cerrado los valores maximo y minimo de la funcién
serian respectivamente 0y 1, pero en el intervalo abierto (0, 1) no existe ni maximo
ni minimo.

En los casos en los que si exista un valor extremo de la funcién f dentro
de una region abierta entonces sus derivadas parciales se comportarian de una

manera muy especial como lo indica el siguiente teorema.

Teorema 1. Sea f(x, y) una funcién escalar continua en una regién abierta
RcR’y sea (xo, yo) €R. Si esta funcién presenta un extremo relativo para
X=X, Y Y =Y, entonces es condicion necesaria que las derivadas parciales
de primer orden f, y f, se anulen o no existan en (xo» Yo)- Ademds, cuando
estas derivas existen el plano tangente a la superficie z=f(x, y) en el punto
(%0s Yor £ (% » Yo )) €s horizontal.

Demostracién: Si se fija el valor de y =y, la funcién f(x, yo) dependeria sélo
de la variable x. Dado que la funcién tiene un extremo (maximo o minimo) en
X =x,, entonces, de acuerdo con lo estudiado en el cdlculo con una variable, la

derivada

df (x, 4o) of (x, y)

dx ox

X=Xg (%0s Y0)

es igual a cero o no existe. De modo semejante se puede demostrar que

f (x,y)

ay (x0s yo)

es cero o no existe. Ademas, si las derivas existen, un vector normal a la superfi-

cie en el punto extremo es (ver ecuacién (35") del capitulo 2)
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0 ol
N=V(Z—f(x, y)) |(x0,y0) = (_ %C, - ai;’l)

(%0» %0)

=(0,0,1)

y por lo tanto el plano tangente es horizontal.

Considérense nuevamente las funciones de los dos ejemplos anteriores y com-
probar que en los puntos extremos analizados el plano tangente es horizontal.
Para la primera funcidn se tiene que un vector normal a la superficie es

N=9(z—F (. 9) |00 = ( g, - Zi; 1)

(0,0)

[ —2xsen(2x*+y?) (1+2x*+2y") - 2x cos (2x°+y?)

B ( (l+2xz+yz)2

—ysen(2x*+y?) (1+2x*+2y?) —ycos (2x*+y?) )
(1+2x%+y?)? '

(0,0)
= (0,0, 1),

lo que significa que en el punto maximo el plano tangente a la superficie es hori-

zontal. Para la segunda se tiene
N= V(Z—f(x1 y)) |(1r 1)
=(~2(x-1), ~2(y-1), 1)y

= (0,0,1)
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y por lo tanto el plano tangente es horizontal.
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Como consecuencia de este teorema se tiene que los valores extremos de
las funciones definidas en regiones abiertas sdlo pueden ocurrir en los puntos
donde las derivadas parciales valen cero o no existen. Este tipo de puntos reci-

ben un nombre especial.

Definicién. Sea f: R*— R una funcién continua en una regién R. A los pun-
tos (x, y) € R en donde el gradiente de fse anula o no existe, se les denomina
puntos criticos o puntos estacionarios de f.

Determinar los puntos criticos de la funcién
flx,y)= y*-3yx®-3y*-3x°+ 1.

Solucion: Se calculan las derivadas parciales y se obtienen los puntos para los
cuales ambas se anulan o no existen. Asi,

oz

—=—6xy—6x
ox
g —6x(y+l)=0 = x=0 obien y=-1
:—z= 3y’-3x’-6y 3(y*-x’-2y)=0.
Y

Six=0; y’~2y=y(y-2)=0 = y=0o0y=2.Ysiy=-1;3(1-x’+2)=0 =
x=t4/ 3. Entonces los puntos donde se hacen cero las derivadas parciales son

(0.0). 0.2). (/3. ~1). (~y/3. -1)

Como se puede apreciar, las derivadas parciales son continuas y siempre exis-

ten, por lo tanto, los Unicos puntos criticos son

(0.0). 0.2). (/3. ~1). (~y/3. -1)
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Determinar los puntos criticos de la funcién

o y)=(c-1)" (5-4).

Solucion: Si se calculan las derivadas parciales se tiene

= ’—=2y

2—
% 2(y 42 , oz (x_l)z/s.
ox 3(x-1) /3 oy

Como se observa, los Unicos puntos que anulan o hacen que no existan ambas
derivadas parciales son todos aquellos en donde x=1. Nétese que (az/ ax) no
existe para x =1. Entonces el conjunto de puntos criticos es

{1 y)lyer}.

Determinar los puntos criticos de la funcién
flx, y)= In(x*+y?).

Solucion: Como se sabe, la funcién logaritmo es continua en todo su dominio, el
cual, en este caso, estd constituido por el conjunto de puntos tales que x*+y”>0.

Las derivadas parciales son

of  2x ) of 2y
ax  x+yt 3y xP+?

y como se aprecia, no existen valores de x y y en el dominio que anulen o que
hagan que no exista el gradiente de f (x, y) ; por lo que se concluye que esta fun-
cién no tiene puntos criticos. Notese que las derivadas no existen en el origen;
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Parafraseando al teorema anterior se puede decir que si una funcién conti-
nua f definida en una regién abierta tiene un valor extremo relativo en el punto
P= (xo, yo) entonces es condicién necesaria que P sea un punto critico. No obs-
tante, esta condicién necesaria no es suficiente, ya que puede ocurrir que una
superficie tenga un punto critico en algun lugar (por ejemplo, un punto donde
sus derivadas parciales valgan cero) pero que no tenga un valor extremo ahi.

Considérese como muestra de esto a la funcién estudiada a continuacién.

Analizar el comportamiento de la funcién f (x, y) =¥ cerca del origen.

Solucion: Sea S la grafica de esta funcion (ver la figura 3.3). La traza de S con el
plano YZ (x = 0) es la recta z=1, por lo que no presenta variacién en esa direc-
cién. Un resultado similar se obtiene para la traza con el plano ZX (y=0). La
interseccién de la superficie S con el plano y=x es la curva z= e"z, que presenta
un minimo en el punto (0, 0, 1). La interseccién con el plano y =—x es la curva
z=e—x2, que presenta un maximo en (0, 0, 1). En resumen: en el punto (0, 0, 1)
hay un méaximo en la direccién y=—x, un minimo en la direccién y =x, y no hay
variacién en las direcciones x =0 y y=0. Ademads, en este punto la superficie S
tiene un plano tangente horizontal, ya que un vector normal a la superficie es

N =V(z-e*) |(0, 0)

(~ye™, 2, 1))

(0,0,1).

FIGURA 3.3.

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=)
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
M
o
X
<
(=
.
>
(2]

w
o
(V]




El punto (0, 0, 1) de esta superficie es un ejemplo mas de los llamados minimaxi-
mos o puntos silla parecido al de la figura 1.31 que se discuti6 en la seccién 1.5.7.

Una de las caracteristicas fundamentales de estos puntos es que, aparte de
tener un plano tangente horizontal, el incremento de la funcién tiene distintos sig-
nos en las distintas direcciones. Por lo tanto, la funcién no tiene un valor extremo
en ese punto.

Otro tipo de puntos que también tienen estas caracteristicas son los puntos de
inflexién con primera derivada igual a cero. Por ejemplo, del calculo diferencial
con una sola variable se sabe que la funcién x* tiene un punto de inflexién comun
en el origen con primera derivada igual a cero. Entonces la funcién f: R* - R, defi-

nida como
flx, y)=x

(que representa una superficie cilindrica cuya traza con el plano ZX es la curva x®)
tiene puntos de inflexién a lo largo de todo el eje Y (o sea en x=0). Todos estos
puntos tienen un plano tangente horizontal y se tiene que el incremento de f (x,
y) es positivo en la direccién 1, negativo hacia —1y nulo hacia +j.

De acuerdo con el teorema 1 los valores extremos de una funcién cuyo domi-
nio es una region abierta s6lo pueden ocurrir en sus puntos criticos. Por lo tanto,
para hallar los puntos en donde ocurren los valores extremos hay que buscarlos
s6lo entre los puntos criticos. Sin embargo, acabamos de ver que no necesaria-
mente en cada punto critico hay un valor extremo. Surge entonces la pregunta:
¢Como saber si en un punto critico dado la funcién tiene un valor extremo? La
respuesta la dan parcialmente los siguientes dos teoremas. (notar que si la fun-
cién no tiene puntos criticos entonces no tiene valores extremos).

3.2 Criterio de la segunda derivada para determinar

maximos y minimos

En la seccidn anterior se encontraron las condiciones necesarias para la existen-
cia de extremos en regiones abiertas ahora se daran condiciones suficientes. Tam-
bién se daran criterios para distinguir entre maximos, minimos y puntos silla.
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Teorema 2. Sea f:R*— R, una funcién cuyas segundas derivadas parciales
existen en una region abierta R del plano XY; sean (xo, Y,) un punto critico
contenido en R; ti= (1, u,) un vector unitario en el plano XY; y D3 f (xo, y,) la
segunda derivada direccional de fvaluada en (xo, yo). Entonces:

i) f (xo , yo) es un valor maximo relativo si D} f (xo, yo) <0 Vua
ii) f(x, ,y,) es un valor minimo relativo si D} f (xo, ¥) >0 Vit

iii) ftiene un punto silla en (xo, yo) siD5 f (xo, yo) cambia de signo para
diferentes direcciones de 1.

iv) El criterio no decide si D} f (xo, yo) no cambia de signo pero existen

vectores i tales que D3 f(x,, yo) = 0.

Demostracion: Se partira del criterio de la segunda derivada del calculo diferen-
cial con una sola variable independiente. Como se ha visto, la derivada direccio-
nal es la razén de variacién de la funcién f(x, y) en la direccién @=(u,, u,), la
cual puede calcularse mediante la expresion

d
Dy f(xo’ yo) = E f(xo +uyt, Yot uzt)

t=0

que como se observa, si 1 se mantiene constante, es una derivada ordinaria en

términos de t. Asimismo, la segunda derivada direccional

2

D3 f(xo’ yo) = P f(xo tut, Yot uzt)

t=0

es una segunda derivada ordinaria y debe cumplirse que f(x,, y,) es un valor
méximo relativo de f en la direccién de @ si D% f(x,, y,)<0. Por el contrario,
f (xo, yo) es un valor minimo relativo de f en la direccién de tisi D5 f (xo, yo) >0.
Y el criterio no decide si D% f (xo, yo) =0. Si al variar el vector t1en todas las direc-
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ciones posibles las desigualdades anteriores se conservan, entonces se cumple
lo que establecen los incisos (i) y (ii) del teorema, pero si las desigualdades
cambian al cambiar @, entonces se trata de un punto silla.

Puesto que en la practica puede resultar muy laborioso analizar el compor-
tamiento de D} f (xo, yo) en todas las direcciones posibles este teorema es poco
utilizado. En cambio, el siguiente teorema es mucho mads util porque establece
condiciones que no dependen explicitamente del vector @. La razén de haber
dado aqui el teorema 2 es que la demostracion del siguiente teorema esta basada
en la validez del teorema 2.

Teorema 3. Sea f : R*—> R una funcién con segundas derivadas parciales con-
tinuas en una region R del plano XY; sea (xo, yo) un punto critico en R; y sea
g(xo, yo) definida como

g(xo’ yo) S§ (xo’ yo) fyy (xo’ yo) -f chy (xo’ yo)- (1)

Entonces:

i) Sig(x Yo) >0 fex(o Yo) <0 (0 bien Ty (x» Yo) <0) se tiene que
f (x4, yo) €s un valor maximo relativo.

it) Si g(xo, yo) >0y fxx(xo, yo) >0 (o bien f, (xo, yo) > 0) se tiene que
f (xo, yo) es un valor minimo relativo.

iii) Sig(x,, y) <0 entonces f tiene un punto silla en (x,, y,)-
1v) El criterio no decide si g(xo, yo) —ill

Primera Demostracion: Como las segundas derivadas parciales son continuas

se tiene que f,, = f,, y la segunda derivada direccional estd dada por
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= uifxx+2u1u2fxy+u§fyy (2)

Sise hace A=f,,; B=f,,y C=f,,, se puede escribir
Dif (xo, Yo) =Aui+2Bu, u, +Cuj
y también
g = g(x yo) = AC-B. 3)

Si se completan cuadrados y se factoriza:

y sustituyendo A, By C:

Dlz'if(xO’yO)=fxx[(ul'i'uz;x_y)z"' u} ] (4)

XX XX

Esta expresion se cumple siempre y cuando f,, #0. Si en lugar de factorizar
A=f,., sefactoriza C =f,,, la expresion adquiere la siguiente forma (suponiendo

que fyy #0)

Df‘uf(xo’ yo) = fyy [ (uz"' Uy ]];jj) 2 + flng/ g] . (5)
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Si se observa detenidamente la expresion (4) se notara que sea cual sea el vector
a= (ul, u,) el signo de la segunda derivada direccional depende de los signos
de gy f,.. (si por el contrario se observa la expresion (5) se notara que el signo

depende de los signos de gy f,,). Se tiene entonces lo siguiente.

Si g(xo, yo) >0, el signo de D3 f (xo, yo) depende directamente de fxx(xo, yo) (ode
fyy(xo, yo) si se utiliza la expresion (5)). Por lo tanto, aplicando el teorema 2 se

concluye que:

i) Sific(xe ¥o) <0 (0 bienfyy(xo, Yo) <0) = D3 f(x,, yo) <0y por lo tanto
f (xo, yo) es un maximo relativo.

ir) Si fxx(xo, yo) >0 (o bienfyy(xo, yo) > 0) = D%,f(xo, yo) >0y por lo tanto
£ (0, yo) es un minimo relativo.

i11) Si g(xo, Yo) <0 existen direcciones para las que Dj f (xo, Yo) <0 (por
ejemplo cuando u,+ uz( Sy / fxx) =0y f,>0) y direcciones para las
cuales Df«,f(xo, yo) >0 (por ejemplo cuando u,=0Yy f,, >0) por lo que
en (xo, yo) existe un punto silla.

) Si g(xo, yo) =0, el signo de D3 f (xo, yo) depende unicamente del signo
de f, o de f,, pero hay cuando menos una direccién en donde se anula
el término u, +u,( fi,/fy) de la expresion (4) (o bien u,+u,( fry/f,y)
de la expresién (5) ). Esto hace que en esa direccién D f(x,, y,) sea
igual a cero y por lo tanto el criterio no decide.

De esta manera el teorema queda demostrado.

Como se puede apreciar, este teorema es util cuando la segunda derivada
direccional es distinta de cero, pero si esta se anula para una o todas las direccio-
nes que pasan por (xo, yo), debera pasarse a derivadas direccionales de 6rdenes
superiores (como se hace en el caso de las funciones con una sola variable). En
este sentido es conveniente dar una segunda prueba del teorema anterior ya que
al involucrar a la tercera derivada proporciona orientacién de que hacer en los

casos en los que se anula la segunda derivada direccional.
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Segunda Demostracion: Se partira de la férmula de Taylor para analizar el com-
portamiento del incremento de la funcién a partir del punto (x,, y,). Si el incre-
mento resulta negativo en cualquier direccién el punto (x,, Yo, (%o Yo)) serd
un maximo relativo, y si resulta positivo, el punto serd un minimo relativo. Esta
prueba se aplica solamente a funciones que tienen terceras derivadas parciales
continuas en una vecindad del punto critico examinado. Afortunadamente esto
incluye a un buen niimero de funciones de las que se encuentran en la practica.

La férmula de Taylor en dos dimensiones para una funcidn que tiene deriva-
das de orden N alrededor del punto (xo, yo) es

N-1

fley)=2

]:

1

o Lae IV F 0 * FOleee)  ©

(=]

siendo dr=r-r, =(x—x,, y—¥,) y ¢=(c;, ¢,) un punto que se encuentra en la

linea que unear,= (xo, yo) conr= (x, y), 0 sea
c=r,+ t(r—ro)
=ro+t|dr|ﬁ 0<t<1,

r-r L.
€s un vector unitario.

donde ti=

r-r,

Si ftiene derivadas de orden 3 continuas alrededor de (xo, yo) ( = N= 3) y se

desarrolla la suma indicada en (6) se tiene

£ 3)= £ (e 30+ -1 (r)

r=(xg, Yo)

1
+E [dr- V] f(r)| =(x0» Yo)

1
+a [dl" v]af(r) |r=(C1: ca)’

Tomando en cuenta que si (xo, yo) es un punto critico las derivadas f, y f, se anu-
lan en (xo, yo) y que, en consecuencia, el segundo término del miembro derecho

también se anula entonces se tiene que
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8f = f(€)~f ()= [ar- VT £ ()| emry - [dr- VT £ (0) e

Utilizando las ecuaciones (36) y (37) del capitulo 2 la expresion anterior se puede
poner en términos de las derivadas direccionales y escribir

8= (@) D f(r)+ (a7)° D} £ ().

Como las terceras derivadas parciales de f son por hipdtesis continuas en
una vecindad de r,, cada una de ellas es finita en esa vecindad y por lo tanto,
D? f(c) también es finita. En consecuencia (dr)® D} f(c) puede hacerse arbi-
trariamente pequefia y despreciarse en comparacion con (dr)szA, f (ro) (ya que
(dr)®<<(dr)?). Por lo tanto, existe una vecindad de r, en la cual el signo de Af
estd completamente determinado por el signo de D f (ro). Esta derivada esta

dada por (ver ecuacion (2)).

Df“nf(xo’ yo) = 1] fret+2u, Uy fry+ u%fyy'

El resto de la demostracion consistiria en analizar los cambios de signo de esta
expresion. Sin embargo, esto ya se hizo en la primera demostracién (a partir de
la expresién (2)) y no se repetiria aqui. Entonces las conclusiones (i), (ii), (iii) y
(iv) a las que se lleg6 alld son las mismas aqui y el teorema queda demostrado.

No obstante, esta segunda demostracidn sugiere que se pueden ampliar las
herramientas de analisis utilizando la tercera derivada. De esta manera, existe el
criterio de la tercera derivada que es totalmente analogo al de la segunda derivada
y que se reproduce a continuacién en forma abreviada.

Se principiaria haciendo notar que si g(xo, yo) vale cero pueden ocurrir dos

cosas:

1) Dif (xo, yo) es igual cero en algunas direcciones y diferente de cero en otras.
Esto ocurre cuando f,, o bien f,, es diferente de cero (ver ecuaciones (4) y
(5)), pero hay cuando menos una direcciéon en donde se anula el término
Uy + 1y fry/frr) de la expresion (4) (o bien u,+uy( fy/f,,) de la expresién
(5)). En estas direcciones el término que involucra a las terceras derivadas
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no es despreciable y proporciona informacién sobre el comportamiento de
Af. En el ejemplo (10) se analiza una funcién que cae dentro de este caso.

2) Dif (xo, yo) vale cero en todas las direcciones. Esto ocurre cuando todas
las segundas derivadas parciales son cero (ver ecuacidn (2)). En este caso el
signo del incremento Af de f queda determinado siempre por la tercera deri-
vada. En el segundo caso del ejemplo (11) se analiza una funcién con estas

caracteristicas.

Criterio de la tercera derivada.- Si f tiene derivadas continuas de orden 4 alre-
dedor de (xo, yo), se desarrolla la suma indicada en (6), se supone que (xo, yo) es
un punto critico y que por lo tanto D f(x,, y,) =0 Vit y se supone también que
DS (%, yo) =0 en alguna o en todas las direcciones @, entonces,

1. o L o
Af_z[dr VP ()] pmr, + i [de-V]* £(r)] e

para toda @i en donde la segunda derivada vale cero.

Utilizando las ecuaciones (36) y (37) del capitulo 2 la expresion anterior se puede

poner en términos de las derivadas direccionales y escribir

Af=-2 (dr)” Dy (r)+- (ar)* DS (e)

para toda @i en donde la segunda derivada vale cero.

Como las cuartas derivadas parciales de f son por hipétesis continuas en una vecin-
dad de r,, cada una de ellas es finita en esa vecindad y por lo tanto D} f(c) también
es finita. En consecuencia (dr)“D‘fAl f (c) puede hacerse arbitrariamente pequeia
y despreciarse en comparacion de (dr)3Dfll f(x,) en las direcciones en donde la
segunda derivada vale cero. Por lo tanto existe una vecindad de r, en la cual el signo
de Af estd completamente determinado por el signo de D} f (ro) en dichas direccio-

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=)
©
w
0
[
e
o
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
M
o
X
<
(=
r
>
(2]

nes. La tercera derivada esta dada por (ver ecuacion (37) del capitulo anterior)




D%f(xo’ yo) = [ﬁ' v]gf
_ .3 2 2 3
= ulfxxx+3u1 uzfxxy+3u1u2fxyy+u2fyyy'

SiD}f (xo, yo) cambia de signo en las direcciones mencionadas (pero no se hace
cero), inducira cambios de signo en Af, y por lo tanto habr4 un punto silla en (x,,
Yo)- SiDLf (xo, yo) no cambia de signo en esas direcciones y su signo es igual al de

Af en las otras direcciones habra un extremo relativo.

Determinar si en los puntos criticos de la siguiente funcién, hay maximos, mini-

mos o puntos silla:
fx,y)= y*-3yx®-3y*-3x°+ 1.

Solucion: Los puntos criticos de esta funcidn ya se habian determinado en el

ejemplo 4y son:

(0.0 (02 (-4/3.-1) vy (V3 -1).

Ahora se calculan las derivadas parciales de segundo orden (incluyendo la mixta):

az

como a—Z=—6xy—6x=—6x(y+l) = S —6(y+l)
Ay 9x?
% 3y-3xiog = o 6(y-1)
como —=3y"-3x"- — = -1);
3y Yy y 9 Yy
o’z
=—6x.
0x 9y
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Esto implica que
8=fexfyy=f %y
=[-6(y+1)][6(y-1)]-[-6x]
=-36(y*-1)-36x"
=36 (1-x"-y?).

A continuacién se evaldan las segundas derivadas parciales y la g(x, y) en cada
punto critico

— Para (0, 0):

g(0,0)=36>0 y  f.(0,0)=-6<0

por lo tanto (0, 0, 1) es un méximo relativo.
— Para(0,2):

g(0,2)=-108<0

por lo tanto (0, 2, —3) es un punto silla.
— Para (- \/5, -1):

g(-+4/3,-1)= -108<0

por lo tanto (~+/3, -1, —3) es un punto silla.
— Para (\/_3, —1):

g(/3, —-1)=-108<0

y por lo tanto (\/_3, —1, —3) también es un punto silla.
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La grafica de esta funcion se muestra en la figura 3.4. Notese que la funcion
no tiene extremos absolutos debido a que no esta acotada. Una condicién nece-
saria pero no suficiente para que una funcién tenga extremos absolutos es que

sea acotada.

FIGURA 3.4. Grafica de la

funcién y*-3yx*-3y*-3x*+1
del ejemplo 8.La funcidn tiene
tres puntos silla y un maximo.

Determinar las caracteristicas de los puntos criticos de la funcién f (x, y) =xy -
x°y—xy® definida sobre la regién abierta

Ry={(x.y)|0<x<1;0<y<1l;x yeRr}.

Solucion: La grafica de la funcién se muestra en la figura 3.5. Si se calculan las
derivadas parciales, se igualan a cero y se resuelve el sistema, se llega a

fe=y-3x"y-y° = y(l—3x2—y2)=0

0.

a3 2 a2 .2
fy=x-x"-3xy = x(l 3y x)
Estas ecuaciones se satisfacen en cualesquiera de los siguientes casos:
Primer caso: x=y=0.

Segundo caso: 1-3x*-y*=0
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Tercer caso: 1-3y*~x*=0
= x=z1
y=0
Cuarto caso:
1
1-3x*-y*=0 x=x -
=
2 2 1
1-x"-3y°=0 y:iz.

Asi, los puntos que anulan las derivadas son

(0,0); (0, -1); (0,1); (-1,0); (1,0);

) en) Ga) G

Si se eliminan todos aquellos que estan en la frontera de R, o que quedan fuera
de R, sélo queda un tnico punto critico dentro del dominio, el cual es (Y2, ¥2).
Ademds, el valor de la funcién en dicho punto es 1/g. Ahora se aplica el criterio
de la segunda derivada:

fxx=—6xy
=> fyy=—6xy
fry=1-3x*-3y*

fe=y-3x"y-y’
fy=x-x°-3xy?

de donde

g(x, y)=(-6xy)(-6xy)-(1-3x"-3y%)?

=6(x’+y*)-9(x*-y?)*-1.
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por lo que el punto (%2, %2, ¥s) es un maximo relativo. M4s adelante, en el ejem-
plo 3.19 de la seccidn 3.4, se volvera a tratar esta misma funcién, pero entonces

el dominio sera una region cerrada.

} Ejemplo 10.

Determinar si el punto (0, 0, 1) es un punto silla de la funcién f (x, y) =3x%*y-9y°

—x*+1.

FIGURA 3.5. Grafica de la funcién
xy —x%y —xy® del ejemplo 9. Hay
un maximo relativo en el punto
(Y2, Y2 ) eR,.

Solucion: Primero se investiga si (0, 0) es un punto critico. Para esto se calcula
fe= 6xy—2x=2x(3y-1)
fy= 3x*=27y*=3(x*-9°).

Como f, (0, 0) = fy (0, 0) =0 se concluye que (0, 0) es un punto critico.

Ahora se aplica el criterio de la segunda derivada:
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fw=—"54y; f,y(0,0)=0

Jey=6% fiy(0,0)=0
y se tiene que

g(0,0)=(-2)(0)-(0)*=0.

Como g(0, 0)=0, no es posible concluir nada con el criterio de la segunda deri-
vaday se procede a analizar el comportamiento de la tercera derivada. La segunda
derivada direccional es

D} f=-2uj,

la cual vemos que es distinta de cero excepto cuando u, =0, es decir, se anula en
las direcciones jy —J. Por otro lado, como

Janx =0 fow=0 fuy=6 Yy Sy =54
la tercera derivada direccional es
D3 £=18 (uy )(1,) ~54 (uy)* =181, [(11,)*-3 (u,)?],
por lo que el incremento queda como
Af:%(dr)z D} f+%(dr)3 D} f= (dr)? [ - () 3u, [ () - 3(u,)* | dr]

En las direcciones en las que se anula la segunda derivada se tiene que u; =0y

por tanto

Af<0 para dy>0
Af>0 para dy<O0

y f tiene un punto silla en (0, 0, 1).
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} Ejemplo 11.

Calcular los maximos y minimos relativos de la funcién
z=f(x,y)=senx+seny+sen (x+y)

en la region abierta definida por
O0<x<2m; O<y<2m.

Solucion: Las derivadas parciales igualadas a cero son
fre=cosx+cos(x+y)=0
f,=cosy+cos(x+y)=0

si se restan las dos ecuaciones se tiene
COSX =COSY

y como X y y estan restringidas al intervalo abierto (0, 27T) se sigue que y=x 0
bien y = 2r —x. Sustituyendo y=x en f, (o enfy):

fr=cosx+cos2x=0.
Aplicando la identidad trigonométrica: cos2x=2cos* x—1, se llega a
2 cos’x+cosx—1= 0.

Y, mediante la férmula general para la solucién de las ecuaciones de segundo

grado se obtiene

—1+4/1+8 -1%3 \+%

cosx= ——m—— =
4 4 ~1.
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El primer caso implica

1 T 5T
cosx=+— = x=—,—
2 3 3
y el segundo
cosx=-1 =4 X=T.

Por otro lado, sustituyendo y =2m —x en f, (0 en fy):
fx=cosx+cos(x+21r—x)=cosx+l=0 = X=T.

Entonces los puntos criticos son

y todos quedan en el interior del dominio. Ahora se calculan las segundas deri-

vadas yla g(x, y):
fux=—senx—sen (x+y)
fyy=—seny—sen (x+y)
fry=—sen (x+y);
g(x, y)=[—sen x—sen(x+y)] [~ sen y—sen (x+y)]-[ - sen(x+y)]’
_ senx seny+ (senx+seny) sen (x-+y).

Al aplicar el criterio de la segunda derivada:

T T
— En| —,— |5
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T T 9 T T
—,— |=—>0 x| ooy |7V 3 <0
g(3 3) 4 y f (3 3) \/—

T T 34/3 .. .
por lo tanto, el punto ? s ? '3 es un maximo relativo.
— En (n, 7r) ;
g(m, m)=0,

por lo tanto, el criterio de la segunda derivada no decide en el punto (Tl', T, 0)
y serd necesario aplicar el criterio de la tercera derivada (ver mas adelante).

5T Sm 9 S5m S5m
—— |=—>0 w | o, T3>0
g(S 3) 4 y f; (3 3) \/—

, 5m 5m 343 . ,
y en consecuencia el punto 530 es un minimo relativo.

3

Ahora se aplicara el criterio de la tercera derivada en el punto (n, Tr). Como

sen(n) =0y sen(27r) =0 entonces

fxx(n, n) =0
fyy(n, TL') =0
fxy(Tr, n) =0

y por lo tanto la segunda derivada direccional se anula en todas direcciones. Las

terceras derivadas en ese punto son
Feee(m, ) = [~ cos(x) ~cos(x+)] . = 0

Frey(10 ) = [ ~cos(x+1)] | r.my=—1
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Fywy(m0, ) =[ —cos(y) —cos(x+y)] |(n,n) =0
fyyx(n" 7T) = [—COS(x+y)] |(n_n) =—1
y

D3 (m, m) == 3[u? up, + u,u?].

Esto implica que en una vecindad suficientemente pequefia alrededor de (, ) la
cuarta diferencial puede despreciarse y que el incremento de la funcién es igual a

Af= —% [u? w,+w,u] (dr)?.

Como esta expresion puede cambiar de signo al cambiar los valores de u, y u,
entonces el punto (7, 7, 0) es un punto silla. La grafica de esta funcién se mues-
tra en la figura 3.6.

FIGURA 3.6. Grafica

de la funcién

sen x+sen y+sen(x+y) del
ejemplo 11. El dominio de la

funcidn es la region abierta
definida por 0<x<2my
O<y<2m.

34. En una fébrica de cajas cubicas de carton se desea determinar el nimero
N de cajas y el tamafio de la arista T mas apropiados para que el costo por
caja C sea minimo. Se sabe que la relaciéon entre C, Ty N esta dada por

(T-2)*-1+(4/(N-3)*+(Cc-9)*-5)*=0.
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3.2.

3.3.

3.4.
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a) Utilizando los métodos vistos en este capitulo, determinar los valores
de T, Ny C que resuelven el problema.
Sugerencia. Aunque la variable N sélo toma valores enteros, considére-
sele inicialmente como variable continua, y luego elijase el valor entero

mas préximo al valor hallado.

b) ;Podrian darse algunos argumentos que permitieran resolver el pro-
blema sin utilizar los métodos vistos en este capitulo? En caso afirma-

tivo, scuales son?

Solucion:a) C=3, T=2, N=3. b) Al graficar la ecuacién se ve que el valor

minimo de C se encuentra en el punto T=2, N=3.

Considérese nuevamente el problema 1, pero ahora con la restriccion de
que T debe estar entre los valores 3 y 4. Determinar nuevamente los valo-
res de Ty N que hacen minimo a C.

Solucion: C=4,T=3, N=3.

Considérese el elipsoide dado por

(x-h)?*  (y-g)?* (2-k)?
) + 2 + 2 =1.

Utilizando la formulacién discutida en este capitulo, demostrar que la altura

maxima del elipsoide esta sobre el punto x=h, y=g, y vale z=k+c.

Sea el plano de ecuacién x+2y+3z-4=0yseael puntox,=(-1,-1,-1).

a) Obtener la expresidn que da la distancia de x, a un punto arbitrario del
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3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

b) Determinar la distancia minima entre x, y el plano.

Sea la pardbola dada por la ecuacién y=4x” y sea el punto x, = (0, 5).

a) Obtener la expresion que da la distancia D entre X, y un punto arbitra-
rio de la parabola.

b) Determinar la distancia minima entre x, y la parabola.
Solucién: a) D*=16x*-39x°+25. b) D, =25-39%/64.
Se desea construir una caja cuyas caras son de forma rectangular. El drea

de su superficie total tiene un valor fijo A. Determinar las dimensiones de
los lados de la caja de volumen maximo.

Solucién:x=y:ﬁ/2; z:3ﬁ/4.

Se desea construir una caja sin tapa cuyas caras son de forma rectangular.
El volumen tiene un valor fijo V. Determinar las dimensiones de los lados

de la caja de superficie minima.

- 1 , . 2
Solucién: x=y=2z=V /3; Area minima=5V"3

Obtener los puntos criticos de las siguientes funciones, indicando en cada
caso si en ellos ocurre un maximo, un minimo o un punto silla:

a) f(x,y)=ax+by+d

b) fxy)=(x-2)*-(y-3)*
¢) f(x,y)=cosx+cosy.
d) f(x,y)= cosx.
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3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

Solucion: a) La superficie es un plano y no tiene puntos criticos; b) Punto
critico es (2,3,0) en el que hay un punto silla; c) Hay un nimero infinito
de puntos criticos en (mk, Tk, 2(—1)¥). Si k es impar hay un minimo y si
k es par hay un maximo; d) Hay un nimero infinito de puntos criticos en
Tk, y,( - lk) con y arbitrario. Si k es impar hay un minimo y si k es par hay
un maximo.

Calcular los maximos, los minimos y los puntos silla de la funcién

4x°-12xy+9°.

Solucion: No hay puntos silla ni maximos. El origen es un punto minimo.

Determinar los méximos, los minimos y los puntos silla de la funcién

(x-y) (1-xy).

Solucion: Hay dos puntos silla: el (—1,1,0) yel (1,1,0).

Determinar los médximos y minimos de la siguiente funcién

%\/ x(2+/2-x) -y (y+24/2).

Solucién: El punto (1/2,-4/2, 1) es un méximo.

Analizar los extremos relativos de la funcion
x*+y*-6y.

Solucién: El punto minimo relativo es (0, - ﬁ, -4 \/? ), El punto maximo

relativo es (0, ﬁ, 4\/?)
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3.13. Comprobar que la funcion
f(x,y)=(1+e¥)cosx—ye?
tiene un conjunto infinito de maximos y ningin minimo.
Solucion: La funcién es méxima en y=0 y decae hacia —co siy—>o0 y
tiende a 1 si y—=> —o0, por lo que no tiene minimo. Entonces los maxi-

mos estan sobre el eje x (es decir, cuando y=0) y son los puntos en donde
x=27N, siendo N un entero arbitrario.

3.14. Considérense la parabola P y la recta R dadas por las ecuaciones paramé-

tricas
x=u
P: < y=2u’+5
z=2
XxX=v+2
R:Qy=-v
z=v-38.

a) Obtener la expresion que da la distancia D entre un punto arbitrario
de P y un punto arbitrario de R en términos de los parametros u y v.

b) Demostrar que en el punto de la parabola mas cercano a la recta el
valor de pardmetro u esta dado por las raices de la ecuaciéon

l6u+6u+74u-9= 0.

Solucién: a) D*=(u-v-2)*+(2u*+5+v)*+(10-v)*
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3.15. Considérense los aros A; y A, dados por las ecuaciones

x=5
A,: { y=cost
z=sent

x=1+coss
A, q y=4
z=1+sens.

a) Obtener la expresion que da la distancia D entre un punto arbitrario
de A; y un punto arbitrario de A,.

b) Demostrar que los valores de los parametros sy t en los puntos de dis-
tancia minima satisfacen las ecuaciones
(4-cost) sent+(sent—sens—1) cost=0
(4 —coss) sens-— (sen t—sens—l) coss=0.

Solucién: D*=(4—coss)*+(4—cost)*+(sent—sens—1)

3.3 Generalizacion del criterio para el caso

de mas de dos variables

En esta parte se generalizara el criterio de la segunda derivada para el caso de

una funcion escalar con tres o mas variables.

é Definicién. Sea f (r) =f (x,, %, -, x,,) una funcién escalar con n variables con-
tinua en una regién R de R™. Se dice que f(r) tiene un maximo relativo en
ro =(x 3 x5, x%,) € R" si existe una vecindad V" de r,, tal que f (r,) =f(r) para
todoreV'nR. Si f (ro) <f (r) para todo re V'nR se dice que hay un minimo

relativo en r,.
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Teorema 4. Sea f (r) una funcién escalar continua en una regién abierta R en
R". La condicién necesaria para que exista un valor extremo de f en un punto
r, de R es que sus derivadas parciales sean cero o no existan en dicho punto,
es decir, si en r, existe un extremo de f entonces

9 _

axi

0 0 no existe Vi=1,2,-,n.

La demostracion se omite por ser semejante a la del caso de dos dimensiones.

é Definicion. Sea f:R"— R una funcién escalar continua en una regién R de
R™. A los puntos r, € R donde el gradiente (9f/dx,, 3f/dx,, -, 8f/dx,) se hace
cero o no existe, se les denomina puntos criticos de f.

Teorema 5. Sea f:R"— R una funcién cuyas segundas derivadas parciales
existen en una regién abierta R del espacio R"; sean r, un punto critico conte-
nido en R; @ un vector unitario en el dominio de f; y D f (r,) la segunda deri-
vada direccional evaluada en el punto r, y en la direccién i, entonces:

i) ftiene un maximo relativo en r, si D} f (r,) <0 Vi

ii) ftiene un minimo relativo en r, si D3 f (r,) >0 Vi

ii1) ftiene un punto silla en r, si D3 f (ro) cambia de signo para diferentes
direcciones i

) SiDif (r) no cambia de signo, pero existen direcciones i tales que D}
f(r)=0 el criterio no decide.

También se omite la demostracién de este teorema.
Para mostrar cémo se determina el signo de D3 f (ro), se considerara nueva-
mente el caso de dos dimensiones y a partir de alli se extendera el razonamiento

para el caso de n dimensiones. Se vio en la seccién 2.6.3 del capitulo anterior que
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si f(x, y) es una funcién con segundas derivadas parciales continuas entonces
la segunda derivada direccional de f (x, y) en la direccién del vector @=(u,, u,)

evaluada enr, esigual a
Df‘uf(xo’ yo) = uifxx(xoa yo) +2uy uzfxy(xO’ yo) + u%fyy(‘xO’ yo)-
El segundo miembro puede expresarse matricialmente como sigue

fxx fxy][ul — I"JTHI"L

fxy fyy Uy

D3 (5030~ |

donde el simbolo U representa al vector unitario @ escrito como una matriz

columna, es decir,

U= Uy ~T ‘
= y U a su traspuesta. Ademas,
Uy
po| fo fay ]
_f xy f, vy

la cual es una matriz simétrica (denominada matriz hessiana en honor del mate-
matico aleman Ludwig Otto Hesse, 1811-1874). Como H es simétrica tiene la pro-
piedad de que se puede escribir como un producto de la forma

H=PDPT,

siendo P la matriz ortogonal que se construye poniendo como columnas a los
vectores caracteristicos de H normalizados, y D es la matriz diagonal

A, 0
D= ,
0 A,

donde A, y A, son los valores caracteristicos de H (se recomienda al lector que
no esté familiarizado con el procedimiento para diagonalizar una matriz y con
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los conceptos de valores y vectores caracteristicos, que consulte algin libro de
algebra lineal).
Sustituyendo la ecuacién H=PDP” en la expresién matricial de D f se llega a

~n

Di f (%o y,) =0T PDP" U= (P"0)" D(P"0).

. % N
Si se definev= [ 11=PT U entonces

Vs

D;f=v'Dv

Por lo tanto,

Dif=A Vi+A, V5.
En esta expresion se ve que el signo de la segunda derivada direccional depende
de los signos de los valores caracteristicos A; y A,. Se tiene asi otro método para

determinar la naturaleza de los puntos criticos de una funcién. Para ilustrar su
aplicacion, considérese el siguiente ejemplo.

} Ejemplo 12.

Determinar los extremos relativos de la funcién f(x, y) =x*-3xy+y°.
Solucion: Se obtienen primero sus puntos criticos:

fe=3x*-3y=3(x*~y)=0 = y=x’
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x=0 =0
> xt=x > y
x=1 y y=1
En consecuencia, los puntos criticos son (0, 0) y (1, 1).
La matriz hessiana es

fxx:6x 6 3
fyy=6Y = H:l x ]
foo3 -3 6y
Xy~

Al evaluarla en el primer punto critico (0, 0) se obtiene

0 -3
H= .
-3 0
Ahora bien, para calcular sus valores caracteristicos se debe calcular el determi-
nante de la matriz H —AI e igualarlo a cero, es decir,

-A -3
-3 -A

det(H-AI) = ‘ =1*-9=10

Por lo tanto,
D3£(0,0)=3v2-3v3,

en donde se ve que el signo de la segunda derivada direccional varia segiin los
valores que tomen v, y v,; por lo que el punto (0, 0, 0) es un punto silla.

Al evaluarla en el punto (1, 1) se obtiene
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Por lo tanto,
D3if(1,1)=9v2+3v3.

Aqui, el signo de D} f siempre es positivo, por lo que el punto (1, 1, 1) es un
minimo relativo.
La generalizacidn de este método para el caso de n dimensiones se describe

en el siguiente teorema.

Teorema 6. Sea f: R" - R una funcién con primeras derivadas parciales con-
tinuas en una regién R del espacio n-dimensional R"; sea r, € R un punto cri-
tico tal que f, (r,)=0 Vi=1,2,-, n;y sea H la matriz hessiana definida por

f11 f12 fm
f21 f22 fzn
H=
_fnl fnz fnn_
en donde
o°f
fij_axiax i

parai,j= 1, 2,--, n. Entonces:

i) f(r,) es un maximo relativo si la matriz hessiana valuada en r,, es una
matriz negativa definida, lo cual significa que todos sus valores carac-
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A <0 Vi= 1,2, n

ii) f(r,) es un minimo relativo si la matriz hessiana valuada en r, es una
matriz positiva definida, lo cual significa que todos sus valores carac-
teristicos son positivos, es decir,

A >0 Vi=1,2,-,n.

iii)) Hay un punto minimaximo, o punto silla, en r, si existen valores carac-
teristicos diferentes de cero de la matriz hessiana valuada en r, con sig-
nos diferentes.

iv) El criterio no decide si todos los valores caracteristicos de la matriz
hessiana valuada en r, tienen el mismo signo, excepto uno o varios de

ellos que son iguales a cero.

Demostracion: Sea i = (ul, Uy, un) un vector unitario en R". En la seccién 2.6.2
se mostré que la segunda derivada direccional de fvaluada en r, en la direccion @

esta dada por
Df‘nf(ro) =u -V (ﬁ : Vf(ro)) = Z Z T (ro)ui U;
i=1 j=1

o bien

fu fio v fi Uy
fa foo v fam Uy

Il
(@)
~
)
\.c)

Dj f(ro) = [uluz un]

fnl fnz fnn Up

donde U es la matriz columna cuyas componentes son las del vector @, U” su

traspuesta, y H la matriz hessiana:
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_ f11 f12 fln_

92 Ja foo v S
Hz[fij]_[ax gx-lz : : . :
1 9X; : : :

_fnl fnz fnn_

Como H es una matriz simétrica (ya que f tiene segundas derivadas parciales
continuas y en consecuencia se cumple el teorema de Schwartz: f;;= fﬂ) se tiene

que H es igual a un producto de la forma
H=PDP’,

siendo P la matriz ortogonal que se construye poniendo como columnas a los vec-
tores caracteristicos de H normalizados y D una matriz diagonal. Asi, la segunda

derivada direccional queda como
D3 f(xr,)=U"PDP" U=(P"U)" D(P" U).

Si se define v="P" U se tiene que

A, O 0 141
0 A = 0 ||

Di fe) =v'Dv=[v,v,v,] | |
i O O An i Vn

lo cual es igual a
2 2 2 2
Dif(ry) =M vi+ A, vi+ - + 4, Vi
Analizando esta expresion se concluye que:

i) SiA<0 Vi=1,2,-, n, entonces D f(r,) <0 Vi, y se tiene un méximo rela-
tivoenr,.
ii) SiA;>0 Vi=1,2,-, n, entonces D f(r,)>0 Vi, y se tiene un minimo rela-

tivoenr,.
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1i1) Si para alguna iy alguna j#1i, A; y A; tienen signos contrarios con A;#0 y
A;#0, entonces el signo de Dif (ro) cambia al cambiar i1, y por lo tanto en r,,
hay un punto silla 0 minimaximo.

iv) Sitodos los A; tienen el mismo signo excepto uno o varios que valen cero, no
se puede asegurar nada ya que la segunda derivada direccional se anula en

al menos una direccion.

Asi termina la demostracién del teorema.

Si las segundas derivadas parciales se anulan, lo que se hace es (igual que
antes) analizar el comportamiento de las derivadas de érdenes superiores. Para
ilustrar la aplicaciéon de este teorema se resolverdn los siguientes dos ejemplos.

Verificar que el campo escalar
U=x*+y*+z*-4xyz

tiene un punto critico en (1, 1, 1) y determinar la naturaleza de dicho punto ana-

lizando los valores caracteristicos de la matriz hessiana.
Solucion: Las derivadas parciales son
U,=4x’-4yz;  U,=4y’-4xz; U,=42z"-4xy
y como U,(1, 1, 1)=U,(1, 1, 1)=U,(1, 1, 1)=0 se concluye que (1, 1, 1) es un
punto critico. Se calculan ahora la matriz hessiana y sus valores caracteristicos

en el punto (1, 1, 1):

Ug=12x* U,= -4z

Uy = 12y U,,= -4y
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12 4 4

=> H=| -4 12 -4

-4 -4 12
124 -4 -4
det(H-AI)= | -4 12-1 -4
-4 -4 12-A

=—A%+36A%-3841+1024=0,
de donde los valores caracteristicos son
A= 4 A,=A;=16.

Como todos son positivos se concluye que el punto (1, 1, 1, —-1) es un minimo
relativo.

} Ejemplo 14.

Analizar la naturaleza de los puntos criticos de la funcién
V(x, Y, 2, w) =4 —w’-x—y*~ 2.
Solucion: Calculando las primeras derivadas e igualando a cero se tiene
Vey=—2x=0; V,=-2y=0; V,=-22=0; V,=—2w=0.

Claramente se ve que el unico punto critico es (0, 0, 0, 0). Ahora se calculan la

matriz hessiana y sus valores caracteristicos en dicho punto:

E\
=
0
m
0
=)
IS
HIY
0
=)
IS
N
0
[=)
1
w
0
Q
=
o
0
=)
=
n
0
Q
=
=)}
-n
o
X
=
Cc
—
>
(7]

Vxx=_2 sz=_2
Vy=—2 Vi =—2 V,.=0 1%

w
W
~




de donde

H= = det(H-AI)=(A+2)*=0

= A=A =A,=A,=-2<0.

Como todos los valores caracteristicos son negativos, el punto (0, 0, 0, 0, 4) es un
maéximo relativo.

Frecuentemente, en vez de calcular explicitamente los valores caracteristi-
cos de H para determinar sus signos, lo que se hace es recurrir al siguiente crite-
rio desarrollado por James Joseph Sylvester. Sean

fu fi fis
fu fu
H,= f),, H,= yHy=| for fao fas |ssH,=H,
fa fa
far fa fas

las submatrices superiores izquierdas de la matriz hessiana H. Entonces, si los
determinantes de las submatrices H; son todos positivos los valores caracteris-
ticos de H son todos positivos y por lo tanto ftiene un minimo relativo. En cam-
bio, si dichos determinantes van alternando sus signos, empezando con det (H,)
que es negativo, entonces los valores caracteristicos de H son todos negativos y f
tiene un méaximo relativo.

Este criterio tiene la ventaja que es mas rapido que el del calculo de los
valores caracteristicos, pero tiene la desventaja de que s6lo da informacidn util
cuando todos los terminantes son positivos o cuando van alternado sus signos
como se indicd. En los otros casos el criterio no decide.
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3.4 Optimizacion de funciones con restricciones

Con el método visto anteriormente se puede resolver en principio cualquier pro-
blema de méximos y minimos relativos en donde las variables independientes
puedan variar libremente sobre una region abierta. Sin embargo, todavia no se ha
discutido cdmo encontrar los valores extremos de funciones en donde sus varia-
bles independientes ya no pueden variar libremente, sino que estan sujetas a res-
tricciones. Esto incluye, entre otros, los casos en donde las variables varian dentro
de regiones cerradas. En la prictica ocurre por ejemplo que se desean minimizar
costos, espacio, mano de obra, etc., 0 maximizar ganancias, estabilidad, durabili-
dad, etc. pero en donde las variables estan sujetas a restricciones. En ciertos casos
la expresién matemadtica de las restricciones es suficientemente sencilla y permite
despejar algunas de las variables y ser sustituidas en la funcién a optimizar, con lo
cual se reduce el problema a uno de los ya estudiados. Sin embargo, en otros casos
la expresién matematica de las restricciones es complicada y se requiere de un
trabajo muy laborioso para aplicar el procedimiento anterior. En otros casos mas,
dicho procedimiento definitivamente no es aplicable. El objetivo de esta seccién

es estudiar como proceder cuando hay restricciones.

é Definicion. Sea
f(r) =f(x1’ X7 xn) (7)

una funcién escalar con dominio D c R"y sea el problema de optimizar (maxi-
mizar o minimizar) la expresion (7), donde f (r) estd sujeta a las condiciones

& (xl, Xps s xn) <0 (o bien = 0; obien=0)
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2 (xl, Xps s xn) <0 (o bien = 0; obien=0) (8)

IA
=

S0, X5+, %) (obien = 0; o bien=0).
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Entonces:

i) En general, al problema representado por las expresiones (7) y (8) se
le denomina problema de optimizacion con restricciones.

ii) A la expresién matemadtica que se quiere optimizar, (7), se le llama
funcion objetivo.

iii) Se denomina region factible (o permisible) al conjunto R c D de todos
los puntos que cumplen con las restricciones (8).

iv) f(r) tiene un maximo relativo condicionado en r,€R, si existe un
entorno V' de r, para el cual f(r,) =f(r) Vre V'nR. Si f(r,) =f (r) se
cumple Vre R entonces se dice que f (r) tiene un maximo absoluto
condicionadoenr, .

v) f (r) tiene un minimo relativo condicionado en r,€R, si existe un
entorno V de r, para el cual f(r,) <f(r) Vre V'nR. Si f(r,) <f(r) se
cumple Vre R entonces se dice que f (r) tiene un minimo absoluto
condicionado enr, .

vi) A los maximos o minimos condicionados (ya sean absolutos o relati-
vos) se les llaman valores extremos condicionados o, por brevedad y
cuando no haya lugar a confusién, simplemente valores extremos.

vii) En general, si f(r) tiene un minimo condicionado (ya sea relativo o
absoluto) en r, € R, 0 bien, un maximo condicionado (relativo o abso-
luto) en r,€R, se dice que (r,, f(r,)) es un punto éptimo. Evidente-
mente r, es la proyeccion del punto 6ptimo sobre la region R.

Las restricciones que aparecen en (8) incluyen como casos particulares a
igualdades exactas de la forma g; =0 y desigualdades estrictas de la forma g;<0 o
g;>0. En este caso se les llama alternativamente inecuaciones. En general puede
haber puntos dentro del dominio de fen donde f(r) sea mayor que el méximo
relativo condicionado pero que no satisfagan las restricciones (8), es decir, que no
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pertenezcan a la region permisible. Estos puntos, por supuesto, no son soluciones
del problema. Un comentario semejante puede hacerse para el caso del minimo.
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FIGURA 3.7.

A continuacidn, se veran algunos ejemplos sencillos para ilustrar la situacidn.

Obtener el maximo condicionado de la funcién
fle y)=x"+y?
sujeta a las restricciones
-x+y<1; x+2ys<8; y=1/8x% x=0; y=0.

Solucion: Estas restricciones definen la region cerrada R que se muestra en la
figura 3.7 (area sombreada). En ella también se muestran las curvas de nivel de
z=f(x, y) =x*+y°. La gréfica de esta funcién es un paraboloide de revolucién
semejante al de la figura 3.2 pero el de la figura 3.2 tiene su vértice en el punto
(1,1) y el que se esta considerando aqui tiene su vértice en el punto (0,0).

En este tipo de problemas a las curvas que forman la frontera de R se les
llama parte activa de las restricciones. Nétese que el punto maximo estd en la
frontera de la regién permisible, (en la curva de nivel z=20). Cualquier otro
valor z, mayor que 20 no puede ser el maximo buscado porque para que f (x, y)
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fuera igual a 2, se requeriria que (x, y) estuviera fuera de R. Por ejemplo, el valor
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Z,=25 se da s6lo a lo largo de la curva de nivel z =25 la cual nunca corta a R. El
punto 6ptimo, de acuerdo con la figura, es entonces (4, 2, 20). Se puede compro-
bar, sin embargo, que las derivadas parciales de la funcién no se anulan en ese
punto. Este ejemplo muestra que los valores extremos de las funciones definidas
sobre regiones cerradas R no unicamente pueden ocurrir en los puntos criticos
interiores a R sino también en la frontera de R.

} Ejemplo 16.

Obtener el maximo y el minimo condicionados de la misma funcién del ejemplo

anterior:
2 2
fley)=x"+y’,
pero ahora sujeta a las restricciones

-x+y<1l; y*+1=x; x=0; y=0.

FIGURA 3.8.

Solucién: En la figura 3.8 se muestran las curvas de nivel de f (x, y) =x*+y* y las
curvas asociadas a las igualdades de las inecuaciones. Obsérvese que la region
permisible R no es cerrada y no estd acotada. Entonces los valores de x*+y” tam-
poco estan acotados superiormente, y la funcién no tiene méximo finito. Por
otro lado, el valor minimo si existe y ocurre en el punto (0, O) €R. En este caso
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las derivadas parciales si se anulan en dicho punto.
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} Ejemplo 17.

Considérese nuevamente la funcién de los dos ejemplos anteriores

flx, y)=x"+y
sujeta ahora a las restricciones

-x+y=1;  y’<x-1; x=0; y=0.

Obtener el minimo condicionado.
Solucion: Los puntos que satisfacen —x+y =1y x>0 se muestran en la figura3.9
mediante la regién sombreada adyacente al eje Y, en tanto que los puntos que
satisfacen y*<x—1y y =0 se muestran mediante la regién sombreada adyacente

al eje X. Se ve que no existen puntos que cumplan las 4 restricciones simultanea-
mente. Por lo tanto, no existe regién permisible y no hay solucién.

FIGURA 3.9.

En estos tres problemas se pudo llevar a cabo con relativa facilidad el analisis
de las funciones porque tanto la funcién objetivo como las restricciones tenian
una representacion grafica sencilla; pero cuando las expresiones son complicadas
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o no tienen representacion grafica como es el caso, por ejemplo, de las funciones
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con mas de tres variables se requieren métodos especiales para resolver tales pro-
blemas, y el objeto de esta seccidn es presentar un breve panorama de ellos.

En lo que sigue conviene tratar por separado los casos en los que las expre-
siones (8) son desigualdades de la forma < o bien =, de los casos en los que son
igualdades exactas. Se comenzara con el primer caso. Este incluye a las funciones
definidas sobre regiones cerradas ya que las expresiones que definen a los limites
de las regiones cerradas tienen la forma de desigualdades como las de las expre-
siones (8). Asi, el problema de hallar los valores extremos relativos de una funciéon
f (r) sobre una region cerrada es un problema de optimizacion con restricciones.

Para las funciones con dos variables definidas sobre regiones cerradas existe
un teorema que, bajo ciertas condiciones, afirma la existencia de méximos y
minimos absolutos. A continuacién, se dara este teorema sin demostracion.

Teorema 7. Sea f: R*— R una funcién escalar continua en una regién cerrada
RcR® Entonces f tiene un méximo absoluto f(a,b) y un minimo absoluto
f(c,d), con (a, b) y (c, d) € R. Esto significa que

m = f(c,d)<f(x,y)<f(a, b) = M

para toda pareja (x, y) enR.

En cambio, como se mencion6 arriba del teorema 1, silaregidén no es cerrada
la funcién puede no tener ni maximo ni minimo. El teorema 7 es la version en
dos dimensiones del Teorema de Weierstrass que se aplica a las funciones con
una sola variable.

Cuando los valores extremos relativos ocurren sobre la frontera de R, los
criterios de las derivadas parciales deben modificarse, porque, como se ha visto,
no necesariamente se anulan en esos puntos. Lo que se hace primero es reali-
zar el analisis en el interior de R con el método que se discutié en las secciones
anteriores. Después se analiza el comportamiento de f(r) sobre la frontera de
la regién R (la cual se denotard con el simbolo dR) mediante la sustitucion de la
o las ecuaciones de R en f (r) (una frontera a la vez). Las ecuaciones de 9dR se
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obtienen tomando el signo = en las inecuaciones (8). De esta manera se obtie-
nen los puntos r,=(x?, x5, -+, x3) € 3R sobre los que la funcién f(r) restringida
a la frontera alcanza valores extremos. Finalmente, para determinar si el punto
P =(ry f(r)) = (20, 29, 2%, f(x0, x3,+, x7)) también es un extremo relativo
sobre la regidon completa R, se analiza el comportamiento del incremento de f
en r, (por ejemplo, mediante la derivada direccional) en todas las direcciones
1 tales que partiendo de r, van hacia R. Si todos estos incrementos resultan ser
negativos, el punto P es un méaximo relativo condicionado; si son positivos, un
minimo relativo condicionado, y si hay cambio de signo, P no es un extremo. El
procedimiento se ilustra en los siguientes dos ejemplos.

Con este procedimiento se pueden determinar todos los extremos relativos
condicionados de funciones continuas y acotadas definidas sobre regiones cerra-
das R. Sin embargo, si lo que se desea es Unicamente determinar el mdximo y
el minimo absolutos condicionados no es necesario recurrir al analisis de las
derivadas direccionales. Sélo se requiere valuar la funcién en los puntos criticos
interiores a R y en los puntos de la frontera de R donde f alcanza valores extre-

mos y comparar los valores.

} Ejemplo 18.

Sea

z=f(x,y) =4/ 16—y"—x"~6x-1

definida sobre la region cerrada

R={(x,y)|— lSSySﬁ;OSxS«/24—y2—3}. 9)

Determinar los valores extremos de fsobre R e indicar los puntos donde ocurren.
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Solucion: Una grafica de la funciéon se muestra en la figura 3.10, en donde se
puede ver que se trata de una porcidn de la superficie esférica de radio 5 cuyo
centro estd en (-3, 0, —1). Dicha porcidn es la parte de la superficie esférica que
queda arriba del dominio de f (regién R mostrada en la figura 3.11). Por comodi-
dad en la figura 3.11 el eje X se ha dibujado apuntando hacia abajo. La regién R
estd en el primero y cuarto cuadrante del plano XY.

FIGURA 3.10. La parte
sombreada de la superficie
esférica es la grafica de la
funcidn de la que se desean
hallar sus valores extremos.
La proyeccién sobre el
plano XY de dicha parte
sombreada es la regiéon R
de la expresion (9) y que se
muestra en la figura 3.11.

FIGURA 3.11.

Los valores extremos de f sélo pueden ocurrir en sus puntos criticos o sobre

la frontera de R. Se determinaran primero sus puntos criticos:

1

A/ 16 —y*—x*—6x

Vf= (-x-3, -y).
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Se ve que el inico punto donde el gradiente se anula es (-3, 0) que cae fuera de R.
Por otro lado, los puntos donde el gradiente no existe son aquellos que satisfacen

la ecuacion

\16-y*-x"-6x =0 = x=4/25-y* -3. (10)

En la expresion anterior no se ha tomado en cuenta la raiz negativa porque los

valores negativos de x caen fuera de R. Ademas, como
24—y* -3 < 4/25-y* -3

y como los puntos de R satisfacen x < 4/24 —y* —3 entonces todos los puntos de
R son tales que x<4/25-%y* —3 y la ecuacién (10) no puede satisfacerse. Por lo
tanto, los puntos que satisfacen (10) también caen fuera de R. Se concluye enton-
ces que esta funcién no tiene puntos criticos en R. Se analizara ahora el com-
portamiento de f sobre la frontera de R. De acuerdo con la figura 3.11 se ve que
dicha frontera es la unién de las curvas C, y C, cuyas ecuaciones son, respectiva-

mente, x=+/24-y* -3y x=0.

— Sobre C, la funcién vale

fx, y)|n_:c1 =4/16-y*~x*-6x -1

/16—y (/24— -3)*-6(,[24—7-3) -1
=0.

Entonces fes igual a la constante cero sobre toda la curva C; y como f siem-
pre es mayor o igual que cero sobre R, se concluye que todos los puntos de

C, son minimos absolutos iguales a cero.

— Sobre C, se tiene que f(x, y) se reduce a una funcién que depende sélo de y,

dada por

h(y) = f(x=0,y)=+/16-3"-1.
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Como

dy 16-y°

los puntos criticos de h(y) son y =0y y=£4. Sin embargo, cuando y = 4, el
punto cae fuera de R. Por lo tanto, el inico punto de C, en donde puede haber
un extremo de h(y) es P=(0, 0) y es facil ver que corresponde a un maximo de
h(y). (Nétese que no es necesario analizar los extremos de C, porque coinciden
con los de C, que ya fue analizada.) Para saber si P también es un maximo de
f (x, y) sobre R, se calcula la derivada direccional de f en P en todas las direccio-

nes que partiendo de P van hacia R. Se tiene que

Daf |p=Vfp -t

T

siendo @i =(cos0, sen®) con B e [— ) ] (ver la figura 3.11). Entonces

1
A 16-y*—x*~6x

. (cos 0, sen 6)

P

Dﬁf|1>:" (x—S,y)

= —% cos 0.
Como en el intervalo [— /2, m/ 2] el coseno siempre es mayor o igual a cero,
la derivada direccional es menor que o igual a cero para toda @ que va hacia R.
Por lo tanto el punto (0, 0, (0, 0)) es un méximo relativo condicionado y vale
z=£(0, 0) =3. Adem4s, es también un méximo absoluto condicionado pues no
hay otros maximos relativos condicionados mayores. En la figura 3-10 se puede
apreciar que el punto (0, 0, 3) es en efecto un méximo de la porcién de la super-

ficie considerada.
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} Ejemplo 19.

Considérese nuevamente la funcién del ejemplo 9 (figura 3.5):
fley) =xy—xy—xy’,

pero ahora definida sobre la regidn cerrada R dada por 0<x<1; 0<y<1. Deter-

minar sus valores extremos.

Solucion: Notar que el interior de la regién cerrada R es la regién abierta R, con-
siderada en el ejemplo 9. Como se ha mencionado, los extremos de una funcién
solo se pueden presentar en los puntos criticos del interior de su dominio o en los
puntos de la frontera. En el ejemplo 9 se analizé el comportamiento de esta fun-
cién en el interior de R y se vio que el iinico punto critico era (Y2, Y2) que corres-
ponde a un maximo relativo cuyo valor es Y. De esta forma, sélo resta analizar el
comportamiento de fen la frontera de R. En la figura 3.12 se muestra la regiéon R
en donde se ha dividido a su frontera en los cuatro segmentos de recta C;, C,, C,

y C, cuyas ecuaciones son respectivamente y=0, x=1, y=1y x=0.

FIGURA 3.12.

— Sobre C, se tiene que f (x, y) se reduce a la funcién h,(x) dada por

hl(x) Ef(x,y=0)=0.

Por lo tanto, f (x, y) es una constante sobre todos los puntos de C,, los cuales
a su vez son puntos criticos de h, . Se calcula ahora la derivada direccional D,
f ( , y) sobre C,, siendo ti= (cos 0, sen 6) un vector unitario que partiendo de
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C,, 8 varia en los intervalos cerrados [0, m/ 2] y [Tr /2, Tr], respectivamente,

mientras que en sus otros puntos varia de 0 a . Se tiene entonces que
Daf (x,y)=Vf(x,y)-&
=(y-3x°y-y°®, x—x*-3xy®)- (cos0, senB)
y evaluando sobre C,

Daf (%, y) | (60) = (x—x°) sen®.

Si se excluyen por un momento los extremos de C, se tiene que si 0<x<1
entonces 0<x—-x°<1y la derivada direccional anterior es rigurosamente
mayor que cero, excepto en 6 =0 o 1 que vale cero, lo cual era de esperarse
puesto que para 6 =0 o 7 se esta sobre el eje X y ahi la funcidn es igual a la
constante cero. Por lo tanto, el incremento de f hacia adentro de R es posi-
tivo, y el segmento de recta abierto C, es un minimo relativo. En los extre-
mos (0, 0) y (1, 0) de C, el gradiente vale ceroy, en consecuencia, Dz f=0 Vi

y se necesita recurrir a la segunda derivada direccional que estd dada por
DG f =1 fx+ 2Ully fry+ Uy foy
=ul (-6xy)+2uu, (1-3x"-3y%) +u} (- 6xy).
Al evaluarla:
en (0, 0) se obtiene
Dif=2u,u, =2cos6 sen donde  0€lo0, /2],
que es positiva para toda 8 en el intervalo abierto (0, 7/ 2). Por lo tanto Af es posi-
tiva en esas direcciones. Para 8 =0 o /2 (que corresponde a direcciones sobre

los ejes x y y respectivamente) la funcién es igual a la constante cero. Se sigue
entonces que el origen también es un minimo relativo y la funcién vale cero ahi.
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en (1, 0) se obtiene
Dif =—4u,u,=—4cos6sen 0 donde 0e[m/2, ]

que es positiva para toda 0 en el intervalo abierto (n /2, Tr). Por lo tanto Af es
positiva en esas direcciones. Para 0 = (que corresponde a la direccién —x)
la funcién es igual a la constante cero y Af =0. Sin embargo, para 6 =7 /2
(que corresponde a la direccion sobre C,) la funcidn f (x, y) se reduce a —y°
lo cual implica que en esa direcciéon Af <0y, en consecuencia, el punto (1, 0)

es un punto silla.

Sobre C, f (x, y) se reduce a la funcién , ( y) dada por

ho(y) = flx=1,y)=-¢°

lo cual implica que el punto critico de hz( y) es y =0, que corresponde al
punto (1, 0) que ya fue analizado. El otro punto de C, en donde puede haber
un maximo o un minimo es en su otro extremo, es decir, en el punto (1, 1).
En este punto la derivada direccional esta dada por

D f (x y)| o, = Vf (. )| o, -8
=(y-3x"y-y® x—x*-3xy°) | (1) * (cos®, send)
=-3 (cose+sen9)

confe [Tf,(3/2)71’]. Como cos 0 +sen 6 es menor que cero para todos los valo-
res de 0 en el intervalo cerrado [n,(S / 2)7T], esta derivada es positiva para
todos los vectores @ que partiendo de (1, 1) van hacia R. Se sigue entonces
que en el punto (1, 1) hay un minimo relativo cuyo valor es f (1, 1) =—1.
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— Sobre C,.— Sustituyendo la ecuacién de C, en f(x, y) se obtiene

ho(x) = f (2, y=1) =-2°

que es esencialmente lo mismo que se obtuvo para C, (basta cambiar x por
y). Por lo tanto, se concluye que el punto (1, 1) es un minimo relativo y (0, 1)

un punto silla.
Sobre C, .- Sustituyendo la ecuacién de C, en f(x, y) se halla que

hy(y) = £(0,y)=0

que es esencialmente lo mismo que se obtuvo para C,.

Se concluye el analisis resumiendo lo siguiente:

1)
2)
3)

4)
5)
6)
7)

En el punto (%2, ¥2) hay un maximo relativo y vale %s.

En el punto (1, 1) hay un minimo relativo condicionado y vale -1.

En los segmentos de rectas C; y C, (tomados como intervalos abiertos) hay
minimos relativos condicionados cuyo valor es cero.

En el punto (0, 0) hay un minimo relativo condicionado y vale 0.

En los puntos (1, 0) y (0, 1) hay puntos silla y su valor es cero.

El punto (Y2, Y2, %) es un méximo absoluto condicionado.

El punto (1, 1, -1) es un minimo absoluto condicionado.
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3.41 Multiplicadores de Lagrange
Cuando las restricciones (8), tienen la forma de igualdades del tipo
3 (xl, xz,---,xn)=0; k=1,2,--,m

con m<n, lo que se acostumbra a hacer es utilizar el método de los multiplicadores
de Lagrange que se discutira a continuacién. En principio un método alterna-
tivo consistiria en resolver el conjunto de las m ecuaciones g (xl, Xy ey xn) =0
para expresar m variables en términos de las n—m restantes y sustituirlas en
f(r), obteniéndose asi una funcién con n—m variables cuyos valores extremos
se obtienen con el procedimiento ya visto. Sin embargo, esta segunda opcién no
siempre es conveniente o posible y es entonces cuando el método de los multi-
plicadores de Lagrange es sumamente valioso. Los siguientes dos ejemplos desa-
rrollan la formulacién de este método basados en argumentos geométricos. Se
comenzara con el caso de una funcién con tres variables y una sola restriccion.

Ejemplo 20.

Sea g(x, Y, z) =0 la ecuacién de una superficie S que no pasa por el origen. Deter-
minar los puntos de S que estdn mas préoximos al origen.

Solucién: Un punto (x, y, 2) en R® estd a una distancia r del origen si y sélo si
pertenece a la esfera x*+y*+2* =r?. Esta esfera es una superficie de nivel de la

funcién

f(x, Y, Z) _ (x2+ yz+zz)1/z

que es la expresion por minimizar (funcién objetivo).

Si se comienza con r=0 y se va incrementando su valor, el primer punto
de contacto entre la esfera y S, serd el punto mds préximo de S al origen. La
ecuacién g(x, y, 2) =0 que representa a la superficie S, es la “parte activa” de
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la restriccidn. Si S tiene un plano tangente en el punto de contacto, este plano
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debe también ser tangente a la superficie de nivel de f. Por lo tanto, el vector
gradiente de la superficie g(x, Yy, 2) =0, debe ser paralelo al vector gradiente de
la superficie de nivel f (x, Y, z) =r. Entonces Vfy Vg son proporcionales y existe
una constante A tal que Vf+AVg=0. Es decir,

(fel+f, 3+ 1K) +A (g i+g,j+8,K)=0i+0j+0K,
de donde
fetAg,=0
fy*+1g,=0 (11)

fz+Agz:0

con la restriccion

g(x, Y, z) =0.

Si se resuelve este sistema de cuatro ecuaciones para despejar a x, y, 2 y A se
obtienen los puntos de S cuya distancia al origen es minima. Nétese que el sis-
tema (11) esta constituido por las derivadas parciales respecto a x, y y 2z de la
funcién L=f+Ag igualadas a cero. A la funcién L se le conoce con el nombre de
funcién de Lagrange. Por lo tanto, el sistema (11) se puede abreviar como VL =0.
Ademas, se puede notar que (aL /1) =g, lo que permite escribir la ecuacién de
la restriccién en la forma LA = (3L /31) = 0. Entonces, las cuatro ecuaciones ante-

riores son equivalentes a las siguientes cuatro igualdades:
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y al resolver este sistema lo que se estd haciendo es determinar los puntos criti-
cos de la funcién de Lagrange L, que por lo discutido arriba son los puntos que
minimizan la distancia de S al origen.

Ahora se verd el caso de una funcién con tres variables y dos ecuaciones de
condicidén.

} Ejemplo 21.

Siv=f (x, Y, z) denota el voltaje en el punto (x, Y, z), determinar el valor maximo

y minimo de Vsobre una curva dada C de R® .

Solucion: Considerando a la curva C como la interseccién de dos superficies no
paralelas, gl(x, Y, z) =0y gz(x, Y, z) =0, el problema a resolver es el siguiente:

Optimizar V=f(x,v,2)

sujeto a: & (x, Y, z) =0
2 (x, y, 2) =0.

Noétese que como C esta dada por la interseccién de dos superficies no paralelas
sus normales Vg, y Vg, no pueden ser paralelas.

A continuacién, se mostrard que Vf es normal a la curva C en un punto
extremo. Supongase que C es una curva continua. Entonces se puede representar
en forma paramétrica por medio de una funcién vectorial « (t) definida en un
cierto intervalo [a, b]. Es decir,

C: < (t)=x(t)i+y()j+z(t)K viela, bl.

Sobre esta curva C, el voltaje V es una funcion del parametro t. Denotando por ¢

a dicha funcidn se tiene que

() = f(x(1), y(1), 2(1)) =V.
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Si f(x, y, 2) tiene un extremo relativo en (x(t,), y(t,), 2(t,)) con t,€(a, b), se
debe cumplir que

L1r0.90.50)]| =0

t=t0

pero por la regla de la cadena
[ Fe(e) 900, )] =V ((0) (0), 40) - < (1)

yen consecuencia

vf(x(to)’ y(to), 2(t,)) - o (to) =0.

Esto implica que Vf es perpendicular a o'() en t=t,, y como o'(t,) es tangente
a C en t,, entonces Vf es perpendicular a C en t=t,. Es decir, el gradiente de f se
encuentra en el plano normal a C en el punto (xo, Yos zo) , tal como se muestra en
la figura 3.13.

FIGURA 3.13.

Por otra parte, los vectores gradiente Vg; y Vg, son normales respectiva-
mente a las superficies g; vy g,, por lo que son también normales a la curva de
interseccidn C (ver la figura 3.14). Esto significa que en los extremos relativos el
gradiente Vf estd en el plano formado por Vg, y Vg, (recordar que Vg, y Vg, no
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son paralelos). Por lo tanto, Vf, Vg; y Vg, son linealmente dependientes, esto es,

existen coeficientes A, y A, diferentes de cero tales que

Vf+A,Vg, +1,Vg,=0.

FIGURA 3.14.

Esta ecuacidn vectorial es equivalente a las tres ecuaciones escalares
Sat Ay 8ty 8, =0
Syt A Gy tA; gy =0 (12)
et A8z +A; 8,=0
con las restricciones
gl(x’ Ys Z) =0
&%y, 2) =0.
Por lo tanto, para hallar los valores extremos basta resolver el sistema de las

cinco ecuaciones anteriores para despejar a x, Y, 2, A, y A,. Obsérvese que, en
forma semejante a lo que ocurrié en el ejemplo previo, el sistema de ecuaciones
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(12) esta constituido por las derivadas parciales respecto a x, y y z de la funcién

w
v
~N




de Lagrange L = f+A, g, +A,g,igualadas a cero, y en consecuencia, (12) se puede
abreviar como VL =0. La funcién L de este problema tiene un término mas que
la funcién L del ejemplo anterior porque ahora hay una restriccion mas. Ade-
mas, es claro que (8L / 87\1) =g,y (aL / 87\2) =g,, lo que permite escribir las ecua-
ciones de las restricciones en la forma LA, = (8L/d},)=0y LA, = (3L/a1,) =0.

Entonces, las cinco ecuaciones anteriores quedan asi,

L,=0

Al resolver este sistema lo que se esta haciendo es determinar los puntos criticos
de la funcién de Lagrange L, que son los puntos que maximizan o minimizan a la
funcidn f. Esto es el método de los multiplicadores de Lagrange.

En general, dada una funcién f(x,, x,,, x,,) y m ecuaciones de condicién
gk(xl, Xyt xn) =0, se llama funcién de Lagrange (denotada por L) a la expresiéon

L=f (o0 20) + 25 A g0 %) (13)
k=1

que, como se observa, incluye como casos particulares a las expresiones f+Ag
y f+A,8 +A,8, que aparecieron en los dos ejemplos anteriores. A los escalares
Ay, con k =1,--, m, se les denomina multiplicadores de Lagrange. El siguiente
teorema formaliza estas ideas y establece un resultado general valido para un
numero arbitrario de variables y un nimero arbitrario de restricciones con tal

de que m<n.

Teorema 8. Sea Rc R" la regién permisible de una funcién escalar f: R" - R
continua y diferenciable en un entorno de r, € R, sujeta a las m restricciones
g(r)=0conk=1,2,-, m<n.SeaLla funcién de Lagrange definida en (13).
Si existe un extremo relativo de fen r, =(x}, x, -, x), entonces VL =0, es
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decir,
IL .
—-=0 V=152,
ox;
y ademas
oL
—=gr)=0 Vk=1,2,~, m<n.
oA

Estas dos expresiones forman un sistema de n+m ecuaciones, a partir del
cual se pueden determinar los valores de A, A,, -+, A,,, y de las coordenadas x?,
x9,++, x del punto r, en donde puede haber un extremo condicionado.

Demostracion: En realidad, el proceso seguido en la solucién de los dos ejem-
plos anteriores es en esencia una demostraciéon geométrica del teorema. No
obstante, a continuacion, se da una segunda demostracién mas formal y menos

geométrica. La demostracion se hara para casos particulares:

Caso 1. Sea z =f(x, y) la funcién a optimizar, continua y diferenciable en (x,,
yo) ; v sea la restriccién g(x, y) =0, también continua y diferenciable en (xo, yo).
Se supondra también que no todas las derivadas parciales de g se anulan en (xo,

yo) (en particular se supondrd que g, (xo, yo) # 0). Entonces
dz=f, dx+f, dy
dg=g, dx+g, dy.

Como g, #0 la expresion g(x, y) =0 define una funcién ¢ tal que y = Lp(x), por lo
que dy = (p'(x) dx. Luego, las expresiones anteriores quedan como

dz=f, dx+f,¢'(x)dx
dg=g, dx+g,¢'(x)dx=0,

en donde se ha usado el hecho de que dg =0 debido a que g(x, y) =0 V(x, y).
Ademas, como por hipdtesis en (xo, yo) existe un extremo relativo, la diferencial
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de la funcién f (x, p(x)) también es cero en x,. Asi, dividiendo entre dx, las dos

ecuaciones anteriores quedan como
fx (xO’ yO) +fy (xO’ yo)tp’(xo) =0

8x (xO’ yO) +gy (xos yo)(P/(xo) =0.

Si se multiplica la segunda ecuacién por un escalar arbitrario A y se suma a la

primera, se tiene:

[fx (xo’ yo) +f, (xo’ yo)(P/(xo):l +A[ 8x (xo’ yo) +8y (x0> yo)(P/(xo)] =0

o bien

[fx (xo’ yo) A, (xo’ yo)] + [fy (xO’ yO) +Ag, (xo’ yo)]@/(xo) =0.

Si ahora se escoge A de tal forma que

fy (xm yo) + Agy (xo’ yo) =0 (14)
entonces
S (xo’ yo) +Agy (xo’ yo) =0. (15)

Como

L=f(x, y) +Ag(x, y)

las ecuaciones (14) y (15) son equivalentes a

L,

(o) =0 (16)

Ly (0 =05 (17)

que pueden ser escritas en una sola:

VL

(xoryo) =0.

E\
S
(@)
m
0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=)
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

w
(=N
o




Noétese ademas que (aL/ai\) =g(x, y), y como g(x, y) =0 entonces
(ar/31) =g(x. y) =0, (18)

lo que demuestra el teorema para el caso considerado (n =2, k= l). Esta demos-
tracion se basd en la hipdtesis de que no todas las derivadas parciales de g se anu-
laban simultdneamente en el punto en estudio.

El hecho de que las derivadas parciales deban ser diferentes en este punto,
garantiza que el conjunto de ecuaciones formado por (16), (17) y (18), sea un sis-
tema determinado. Si esto no ocurriera, A podria tomar cualquier valor y la solu-
cion del sistema no daria los puntos en donde pueden ocurrir los extremos de f.

Caso 2. Sea f(r) =f(x,, x,, %5, x,) la funcién a optimizar con cuatro variables,
continua y diferenciable en la regién permisible R dada por las restricciones
g (%1, %, 25, %,) =0y g, (%, %, X, x,) =0, también continuas y diferenciables
en R. Se supondrd que no todas las derivadas parciales de g, y g, se anulan en el
punto (x}, x5, x3, x3) (en particular supéngase que el jacobiano 3 (F, G)/3 (x,, x,)

es diferente de cero). Entonces:
df =fx, dx, + fx, dx, + fx, dx,+ fx, dx,

Ag1=81x, A%+ 81y, AXp+ Gy, A%+ &1, A%, =0

A8y =8ox, A%y + Zox, AXy+ Zoy, AN+ 85, dx, =0. (19)
3(F,G) : : _ _
Como o #0, el sistema de ecuaciones g; (xl, Xp»r X x4) =0,8, (xl, Xp»r X3 x4) =0
X15%X

define a dos funciones ¢ y ¥ tales que x; = Lp(xl, xz) y x, = (0, xz), por lo que

&) 0
dx, 29 dx, + . dx,

9x; 0X,
y
0 0
dx, = i dx, +_1P dx,.
0x; 9x,
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Luego, las expresiones (19) quedan como

d d o )
af= (fxl o2 £, 20 ) dxy + (fxz *fostafo o ) dx, (20)
1 2

1 2

d d d d
dg, =\ 8ux, +g1x3_(P + 8ix, w dx; +| 8, + g1x3_(p +8ix, w ) dx,=0 (21)
9x; 0x; 90X, ox.

2

0 oY 0 oY
dg,= 8ox, +g2x3_‘~P + 8o, dx, + 8ox, +g2x3_(P + 8o, T dx,=0. (22)
0x; 0x; 90X, 9x,

Ademds, como por hipétesis en (x3, x5, x3, x) existe un extremo relativo, la dife-
rencial de la funcién f(x;, x,, ©(x;, x,), P(x,, x,)) también es cero en (x}, x7).

Si las expresiones (20), (21) y (22) igualadas a cero se multiplican por las
constantes 1, A; y A,, respectivamente (siendo A, y A, arbitrarias), y se suman, se
obtiene

(fx1 +A 8ix, T A, gle) dox, + (fx2 +A 8ix, T A, gzxz) dx,

o )
+ (fx3+hl Bix, F Ay g2x3) (a—(p dx, + Al dxz)

X, 90X,
0 0
# (et i, Ao ) (—"’ ar+ 20 dxz> 0. (29)
! ! Lox, 0%,
SiA; y A, se eligen de tal forma que
S, * Ay i, A5 850, =0 (24)
y
fx4+A1 g1x4+A2 8o, =0 (25)

entonces la ecuacion (23) se reduce a

(fx1 +A, 8ix, T A, gle) dx, + (fx2 +A 8ix, T A, g2x2) dx,=0. (26)
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Como dx; y dx, son arbitrarios, se sigue que
S, ¥ A1 8ix, Ay 8oy, =0 (27)
Ja, 7 A1 &1x, A2 8ox, =0 (28)
Las cuatro ecuaciones (24), (25), (27) y (28) se pueden escribir como
VL=0,

donde L =f+A,g,+A,8,. Ademas, (aL/alk) =g, con k=1,2 y como gk(r) =0
entonces

oL

a_M(_gk (r)=0, (29)

lo que demuestra el teorema para el caso analizado (n =4k= 2).

Determinar el rectangulo de drea méxima que se puede inscribir en una elipse

de ecuacion

FIGURA 3.15.
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Solucion: Por la simetria del problema, el area total es igual a cuatro veces el
area contenida en el primer cuadrante, la cual esta dada por el producto xy, con
x>0yy>0 (verlafigura 3.15). Por lo tanto, el problema a resolver es el siguiente:

Maximizar A=4xy
) . x2 +y2 L
sujeta a: —t==
J a2 b2
x>0,y>0.

En este caso la funcién de Lagrange es

P
L=4xy+A (a—z*'?—l)

y sus derivadas parciales igualadas a cero son

21
L,=4y+— x=0
a

2\
Ly:4x+— y=0

b2

2 2

XY
Ly=—+-—-1=0.

A a2 b2

Resolviendo el sistema se llega a

que determinan un valor extremo. Para saber si se trata de un minimo o un

maximo, se podria analizar (3°L/3x} ). Sin embargo, en la mayoria de los proble-
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cual es el caso. Para este ejemplo el punto (a/ ﬁ ,b/ ﬁ ) corresponde a un area
méxima cuyo valor es 4(a/ ﬁ )x(b/ ﬁ ) =2abu?, donde u representa la uni-
dad de longitud. El rectdngulo buscado tiene por lados (2a/ ﬁ Juy(2b/ ﬁ ).

Hallar tres nimeros positivos cuya suma S sea igual a 12 y cuyo producto P sea

maximo.
Solucion: El problema a resolver se plantea como:
Maximizar P=xyz
sujeta a: x+y+z=12
x=0, y=0, z=0.
La funcién de Lagrange es
L=xyz+A(x+y+z-12)
que al derivarla se obtiene el sistema
L.=yz+A=0
Ly=xz+A=0p = yz=xz=xy
L,=xy+A=0
Ly=x+y+z-12=0.
Una solucién de este sistema es cuando dos de las variables son cero y la otra
12. Otra solucidn es cuando x =y =z. Para la primera solucién el producto es un

minimo, ya que vale cero. Por lo tanto, el maximo ocurre cuando x =y =z, de
donde
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3x=12 = x=4

y el valor del producto maximo es 64.

} Ejemplo 24.

Calcular la distancia minima que existe entre el origen y la recta de interseccién

de los planos x+2z=4y x+y=38.

Solucién: La funcién objetivo es la expresion d = 4/ x*+y*+ 2%, que es la distancia
del origen al punto (x, Y, z) Para facilitar el desarrollo se utilizara el cuadrado

de la distancia. El problema a resolver es entonces:

Minimizar d* =x*+y*+2*
sujeta a: x+2z=4
x+y=8.

La funciéon de Lagrange es
L=(x+y*+2%)+A, (x+22-4)+}, (x+y-8).
Derivando se obtiene el sistema

L,=2x+A,+A,=0
Ly=2y+A,=0
L,=22+21,=0
Ly =x+22-4=0

L), =x+y—-8=0.
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Si se resuelve el sistema se obtiene

A,=0
A,=-8
x=4
y=4
z=0,

por lo que la distancia es minima en (4, 4, 0) y vale 4/ 32. Este valor no puede

ser maximo, puesto que la distancia entre un punto y una recta no estd acotada

superiormente.

3.16. Obtener los puntos criticos de la funcién de Lagrange para cada una de las

3.17.

siguientes funciones sujetas a las restricciones indicadas:

a) flx,y)=x*+y*; cosx—y—5=0.
b) f(x,y, 2)=x’+y"+2% x-y—5=0.

o) f(x, y,2)=sen xyz; x*+y*-2*=0.
d) f(x,y 2)=sen xyz; X+ y*+2*=0.
e) f(x,y,2)=senx+sen y+sen 2; x*+y?—22 =0.

Determinar el maximo valor de w =xyz con la restriccion de que el punto
(x, Y, z) pertenezca a la recta de interseccién de los planos x+y+2z=30y

x+y—z=0.

Solucion Punto critico (7.5, 7.5, 15, 843.75) y es un maximo.
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3.18.

Expresar al nimero 9 como la suma de tres niumeros tales que su producto
sea maximo (usar multiplicadores de Lagrange).

Solucion: x=y=2=3.

3.19. Utilizando el método de multiplicadores de Lagrange determinar la dis-

3.20.

3.21.

tancia minima entre el punto (1, 2, 0) y el cilindro eliptico recto con eje de
simetria sobre el plano XYy paralelo al eje Y. Sus semiejes en las direccio-
nes X y Z son iguales respectivamente a 1y 2 y contiene a los puntos (2, 0,
0)y (4,0, 0).

Observacion.- Este problema se puede resolver por simple inspeccion de
la configuracién geométrica. Se sugiere realizar un esbozo geométrico

para comprobar la solucién.

Solucion: El punto del cilindro més cercano al punto dado es (2,2,0) y la

distancia entre ambos es igual a 1.

Obtener la ecuacién del plano que contiene al punto (1, -2, 3) y que junto
con los tres planos coordenados forma en el octante al que pertenece
dicho punto un tetraedro de volumen minimo.

Solucién: 3x-2%/3 y+z=9.

Hallar la minima distancia del origen a la recta de interseccién de los pla-
nosx+y+z=8y 2x—-y+3z=28.

.. .. . [ 331
Solucion: La minima es igual a -
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3.22. Calcular el méximo absoluto y el minimo absoluto de f(x, y) =2x -3y

en la region Yax®+y*<1.

Solucion: La funcién no tiene méximos ni minimos relativos en nin-
guna region abierta. Sus extremos absolutos los alcanza en la frontera de
la regién dada. El punto minimo absoluto es (—8 /5,3/5, —5) y el punto
méximo absoluto es (8/5,-3/5,5).

3.23. Determinar la distancia minima del origen a la superficie cilindrica de
ecuacién x*+2xy+2y”> =100. ¢En qué punto o puntos de la superficie ocu-

rre dicha distancia minima?

Solucion: Los puntos mas cercanos al origen son dos. Sus coordenadas

son /10 4/5-+/5 (Y2(4/5-1), 1, 0= +(3.2491, 5.2573, 0)y su distancia al
origen esigual a 6.18027.

3.24. Determinar los valores méximos de la funcién F (x, y, 2) = x>+ y*+ 2% sujeta
a la restriccion x—y—5=0.

Solucién: Hay un punto minimo en (5/2,-5/2,0,25/2). No existen pun-
tos maximos relativos ni absolutos.
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4.1 Conceptos fundamentales

En todo este capitulo, excepto en la ultima seccidn (seccion 4.8), se supondra
que los sistemas de referencia utilizados son sistemas cartesianos rectangulares.
Cuando los sistemas de referencia sean bidimensionales serdn como los utiliza-
dos en las figuras 4.1(7) y 4.1(ii) y cuando sean tridimensionales seran sistemas
derechos como los utilizados en las figuras 4.1(iii) y 4.1(iv). Cuando los sistemas
sean de dimensiones mayores no tendran una representacion geométrica, pero
se seguira suponiendo que son cartesianos rectangulares.

Supdngase que en un laboratorio se desea llevar el registro de la trayecto-
ria de una nave desde el instante en que inicia su vuelo hasta el momento en
que llega a su destino. Su posicion se puede describir, por ejemplo, mediante las
coordenadas (x, y, 2) de la punta de la nave respecto a cierto sistema de referen-
cia. Se tiene entonces que en cada instante de tiempo t existe uno y s6lo un vec-
tor de posiciéon r= (x, Y, z) que varia al ir transcurriendo el tiempo. Una relaciéon
como esta, que asocia a cada valor de t (numero real) uno y sélo un vector r, es
un ejemplo de las llamadas funciones vectoriales de variable real (o escalar).
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é Definicion. Una funcion vectorial de variable escalar (o real) es una regla
que asocia a cada numero real t de un conjunto Dc R uno y sélo un vector
F(t)eR™ lo cual se indica como

F: D c R>R™

Al conjunto D c R se le llama dominio de la funcién F.

Supdngase ahora que se desea estudiar el viento en una region de la Tierra.
Para esto se mide la magnitud y la direccién de la velocidad del viento colocando
aparatos de medicién en diferentes puntos de la regién. En general resultara
que la velocidad en cada punto es diferente. Nétese que a cada punto r le corres-
ponde una y sélo una velocidad v, y que tanto r como v son cantidades vecto-
riales puesto que para que estén completamente determinadas se necesitan su
magnitud y direccién. Una regla como esta, que asocia a cada vector r una canti-
dad vectorial v, es un ejemplo de las llamadas funciones vectoriales de variable

vectorial.

é Definicion. Una funcion vectorial de variable vectorial es una regla que aso-
cia a cada vector r= (xl, Xy 50ty xn) de una regién D c R", uno y s6lo un vector
F(r) € R™, lo cual se indica como

F: DcR"—>R™.

Al conjunto D c R" se le llama dominio de la funcién F.

Se ve que la segunda definicién incluye como un caso particular a la primera;
basta hacer n=1, que corresponde al caso en el que la variable r tiene una sola
componente, y que por lo tanto la funcidn tiene sélo una variable independiente.
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Cuando n=1 se usa preferentemente el nombre indicado en la primera defini-
ci6on. Sin embargo, cuando no es importante enfatizar la diferencia se usa sim-
plemente el nombre abreviado de funcion vectorial. En lo que sigue siempre se
considerard que n puede tomar cualquier valor entero positivo, incluyendo el 1, a




menos que se indique lo contrario. Al conjunto de valores que toma F (t) oF (r) se
le llama recorrido, imagen o rango de F.
A las funciones vectoriales se les conoce también con el nombre de

a) Campos vectoriales de variable escalar (cuando n=1)
b) Campos vectoriales de variable vectorial (cuando n > 1),

pero cuando no es importante senalar la diferencia se usa simplemente el nom-
bre de campos vectoriales.

Asi, un campo vectorial de variable escalar F: R—> R™ es una funcién vecto-
rial con dominio en los reales y se acostumbra a representarla como un vector

rengldon de la forma

F(t)=(7, (6), F, (1), F5 (1), Fu(1))

0 como un vector columna de la forma

donde F,(t), F,(t), son las componentes de F(t). Cada una de estas compo-
nentes es una funcién escalar de una sola variable como las que se estudian en
el Calculo Diferencial e Integral de una sola variable. Por razones de espacio es
mas comun representar a estas funciones como vectores renglén. No obstante,
maés adelante se verd que en ciertos casos es mas conveniente representarlas
como vectores columna. En el caso particular en el que m =2 se usan también

las notaciones
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y cuando m=3
F(1)=F,(0)i+F,(0)j+ F,(0)R
=F(t)i+F,(t)j+F,(t)K,

donde F,, F, y F, son las componentes de F en la base {i, 3, 13} Estas componen-
tes se denotan alternativamente como F,, F, y F,. Algunos ejemplos son

i) F(t)=ti+%].

ii) F(0)=a(0+senB)i+a(l-cosh)j.

iii) F(t)=(xo+at) i+ (yo+bt)j+ (2o + ct) K= (xo, Yo» 2) +t(a, b, €).
iv) F(v)=acosvi+bvj+asenvk.

La gréfica del recorrido de estas funciones se muestra en la figura 4.1.

FIGURA 4.1.
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En forma semejante, un campo vectorial de variable vectorial F:R" — R™ se

puede escribir como un vector renglén o como un vector columna:

F(r)=(Fy(r), Fy(x), Fy(x), -, Fn(r)),

Fule)]
en donde ahora la variable independiente r es un vector de R", es decir, es un
conjunto de ene variables independientes, y donde F,(r), F,(r),F,,(r) son las
m componentes de F(r). Cada una de ellas es una funcién escalar de n varia-
bles F; : R" - R como las que se estudiaron en los primeros tres capitulos de este

libro. En el caso particular en el que m =2 se usan también las notaciones

siendo F,=F,, F,=F,y F;=F, las componentes de F en la base { Lj, R}

Otro nombre que se utiliza para nombrar a las funciones vectoriales de varia-
ble vectorial es el de transformaciones. Este nombre es usado principalmente en
Algebra Lineal. Algunos ejemplos son
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i) F(t s) = (xo s Yo s zo) +s(ay, by, cl) + t(a,, by, cz).

ii) F(u,v)=ucosvi+usenvj+u’k
iii) F(u,v)=senucosvi +senusenvj +cosuk
1 4 u
) F(u, v)=
-3 8 %

La grafica del recorrido de las funciones de los incisos (i), (ii), (iii) se muestra
en la figura 4.2. La funcién del inciso (iv) es una funcién lineal (transformacién
lineal) ya que satisface las condiciones

F(ul+u2 , v1+v2) =F(u1 , v1)+F(u2 , vz)

F (au, av) =aF (u, v).

Las otras tres funciones (transformaciones) no son lineales.

(XosYor 20)

FIGURA 4.2.

-

3D1AaNI

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
»
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

W
(9,




41. Cuando dos particulas cargadas eléctricamente se encuentran cercanas,

se crea una fuerza F cuya magnitud |F| es directamente proporcional al
valor de sus cargas, q;, ¢,, € inversamente proporcional al cuadrado de
la distancia d que las separa. Expresar la magnitud de la fuerza como fun-

cién de q,, g,y d.

419>

Solucion: |F|=K yE

4.2. De los siguientes conceptos fisicos indicar los que puedan ser represen-
tados por funciones vectoriales, y los que puedan ser representados por
funciones escalares.

a) Velocidad de un punto material.
b) Cantidad de movimiento.

c) Intensidad de campo eléctrico.
d) Rapidez de un punto material.
e) Masa.

f) Temperatura.

g) Carga eléctrica.

h) Fuerza centrifuga.

i) TrabajoT=F-d.

j)  Volumen.

4.3. Representar graficamente el campo vectorial definido por
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l 4.2 Limites y continuidad de funciones vectoriales

é Definicién. Sea una funcién vectorial F(r) definida en un cierto dominio
D c R". Entonces L es el vector limite de F (r) cuando r tiende a r,, y se expresa

como
lim F(r) =L,
r—>rg

si para cada numero real € >0, existe un numero real § >0 tal que

[F(r)-L| <e siempreque 0<|r - r)|<§ y reD.

Teorema 1. Sea F: R" - R™ definida por
E(6) = (Fy(x). Fa(x). Fy(6). o o)
y sea el vector
L=(L,,L,, Ly, L)
Entonces:
lim F(r)=Lsiysélosi lim F;(r)=L; Vi=1,-, m.

r—)ro r—)ro

Demostracion: Si lim,,, F (r) =L, entonces, de acuerdo con la definicién ante-
rior, para cada € >0 existe un 6 >0 tal que |F (r) —L| < €, siempre que

0< |r—r0| <8 yreD. Por otra parte, como

B(r) ~ L= (By()~ Ly Fult)~ Ly -, Flt)~ L)
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se tiene que
|Fi(r)_Li| s |F(r)—L|<e; i=1,-,m
siempre que 0<|r—r,[<§ y reD. Por lo tanto

lim F;(r)=L;; i=1,-,m.

r—r

Reciprocamente, silim,_,, F;(r)=L;; i=1,--, m entonces para cada € >0 existe
una §>0 tal que |F;(r)-L;| <(e/m) siempre que 0< |r- r,| <8 y reD. Utili-
zando la desigualdad del tridngulo se tiene que

|F(r)—L| = |(F1(r)—L1, Fz(r)_Lz’"" Fm(r)—Lm)|

IA

|F1(r)—L1|+ |F2(r)—L2| toet |Fm(r)—Lm|

Por consiguiente,

lim F(r)=L,
r—>r
con lo que finaliza la demostracidn.
De acuerdo con este teorema, el limite de una funcién vectorial (cuando
existe) se puede calcular a partir de los limites de sus componentes. Es decir,

lim F(r)= (ﬁm Fy(r), im Fy(r), -, lim Fm(r)> .
r—>rg

r—r r—r r—r

Teorema 2. Propiedades de los limites de funciones vectoriales. Sean
F:R">R™y G:R"—>R™. Entonces, silos limites A=lim,,, F (r)y
B=lim,,, G(r)existen se tiene que
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i) AyBson tnicos.
i) lim,., [kF(r)+G(r)]=kA+B; keR.
iii) lim,,, [F(r)-G(r)]=A-B.

iv) Param=3,lim,, [F(r) x G(r)]=AxB.

v) lim,.,,. F(r)l = |A|

La demostracion de este teorema se deja como ejercicio al lector. Considé-

rense ahora los siguientes ejemplos.

Calcular el limite, cuando ¢t tiende a 1, de la funcién vectorial:

sen(™)t . t*-1, -1
F()= g ) T

Solucion: En este caso la variable es escalar (es decir n=1) pero, como se men-
ciond al principio de este capitulo, se pueden utilizar sin restriccién los resul-
tados de los dos teoremas anteriores, basta sustituir r por t. Asi, calculando los

limites de las componentes se tiene

lim L Se0 ()t _ L
t>1 t

. ( ﬂ—l)
hm: — =2
t—=>1 1-—t
1

lim= e_ﬁ =0.
t—>1

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
»
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

w
N
O




Por lo tanto,

T 2 _ 1
lim=(sen(/2)ti ! lj+elf-lll€>:i+2j.

11 t 1t

Verificar que

lim [F () xG(¢)] = lim ¥(¢))x( lim G(¢))

t—>0

cuando F(t) y G(t) estan dadas por
F(t)=e"Vi+(t-2)j-K

y
In(t+1)
t

G(t)=costi+(*~5t+2)j+ K

Solucion: Se calculan primero los limites de las funciones:

. T (t+1) 2 : _92)% i — <
limF(¢) = lime 1+11_r)1;1(t 2)j +11_r>n( 1)K

t—>0 t—=>0 t 0

=ei-2j-K
. ) e .. In(t+1)
lim G(t) = lim costi + lim (£*~5¢t+2)j + lim K

t—>0 t—>0 t—>0 t—>0 t

=1+2j+K

y se realiza su producto vectorial:
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i j K
(11_r)1(}F(t))x(11_r)1;1(;(t))= e -2 -1 |=-(1+e)j+2(e+1)K.
1 2 1

Por otra parte, F (t) x G (t) esigual a

)
>
~

- (ef“ In{t+1) (T— D +cos 9j

+(et+1 (?-5t+2)—(t-2) cost) K.

El limite de cada una de las componentes es

lim [(t—z)@ +t2—5t+2]=0

t—>0

t—>0

—lim let”ln(i—_ﬂ) +cost] =— (e+l)

lim [ ™ (2 ~5t+2)—(t-2) cost|=2(e+1)

t—>0
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por lo que

lim[F(t) x G(¢)]=-(e+1)j+2(e+1) K

t—>0

y se verifica la igualdad pedida.

Calcular lim, . F (r) si

2 2
F(x,y):xarctan(xy)iﬂn(%)j+xxz;—iq;ylg y r0=(1,l).

Solucion: Se calculan los limites de las componentes

lim xarctan(xy)= %

(xy)>(11)
lim In[X)=0
(,y)~>(1,1) Y
2_ 2 _
X o2xy*tyT 7Y )

lim = =7
(oy->11)  x*y-1y° (xy)>11) y(x+y)

por lo tanto

. n- ~
o JFoy)=7 1

é Definicion. Sea F: R"— R™ una funcién vectorial. Se dice que F es continua
enr,€ R" si se cumplen las siguientes tres condiciones

i) Elvector F(r,) existe

i) Ellimite lim F(r) existe
l'-)l'o

iii) F(r,)= lim F(r).
r—)ro
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Es facil demostrar que si F es continua en r, entonces se debe cumplir la

siguiente igualdad en términos de incrementos

lim AF=0,

Ar—>0

o bien
lim AF| =0,
|Ar|=>0

donde AF=F(r)—F(r0) y Ar=r-r,.

Como puede observarse, estas expresiones tienen esencialmente la misma

forma que las que se dan para la continuidad de las funciones escalares.

4.4. Determinar los limites de las siguientes funciones cuando t— 2.
a) f(t)=2costi-3tantj
b) f(t)=3tan(t-2)i-4cot(t+2)j+In(t-2) K

o) f(t)=+/4-1" i+sec(t-2)]

d) f(t)=3senti+ T2 j-In(t) K
t t+2
f(t)= i- j
o () csct tan (t-2) .

f) f(t)=41+3j+8K.

Solucioén:

a) lim,_,, f(f)=-0.8321+6.555j, b) No existe, c)lim,_,, f(t) =],
d) lim,_,,f(t)=2.7271-0.25j-0.693 K, e) No existe,

f) lim,,f(t)=4i+3j+8K.
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4.5. Calcular el limite de las siguientes funciones vectoriales.

sen x o
Kk, cuando x—0.

i+cotxj —

i) u(x)=

sen x

5x2 y3
3 i+ 3
3x°—2x+3 3y’ —2y+3

i) wix,y)= j, cuandox—>o00; y—>oo.

4.6. Determinar el limite de la siguiente funcién cuando x>co y y—> 0.

5x2 y3
=—7 i+t — ]
3x+2x+3 3y°—-2y+3

w(x, y)

4.7. Calcular el limite de la siguiente funcién vectorial cuando ttiende al valor 1.

1-4/t -1 .
ft)=—Y i1+ ——j+(*+1) K.
(¥ t—1 2r2t-3 7 (F+1)
4.8. Determinar el siguiente limite.

lim
xX—>a

£(x)-g(x)|

i limf(x)=L, y limg(x)=L,.

Xx—>a Xx—>a

49. Dadaf(t)=¢,(t)i+d,(t) j+ ¢,(t)K, demostrar que para que sea continua
en t=t,, es necesario que sus tres componentes sean continuas en el punto
considerado.
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4.10. A continuacion, se presenta una lista de funciones vectoriales de variable

escalar. Determinar si las funciones son continuas o discontinuas en t=2.
1) f(t)=+/4-t"i+sec(t-2)j
2) f(t)=4i+3j+8K

3) f(t)=3tan(t-2)i+4cot(t+2)j+In(t-2)K

~ j-In(H) K

4) f(t)=33enti + 2

t t+2
5) f(t)= i- j
) () csct ' tan(t—2) .

6) f(t)=2costi- 3tantj

411. Demostrar que para quer (t) =f (t) i+ g(t)j sea continua en el punto t=¢,,
es suficiente que lim,, ,, Ar=0, donde Ar=r (t0 + At) -r (to).

412. Analizar la continuidad de las siguientes funciones vectoriales.

3 2 2 3 4 .
) vy z)= o Yis 222 j+(&—2>k.
x y z

ii) r(t)=1/t+4i+%j+“6t—5 K.
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l 4.3 Derivadas y diferenciales de funciones vectoriales

é Definicion.
i) SeaF:R—>R™una funcién vectorial de variable escalar t. Se define la

derivada de F en t (denotada dF (t)/dt o F'(t)) como

dF(t) . F(t+At)-F(t)
dt A0 At

cuando el limite existe, en cuyo caso se dice que la funcién es derivable.

ii) Sea F:R"—>R™ una funcién vectorial de variable vectorial r=(x;, x,,
-, X,), es decir F(r) =F (x,, x,, -, x,). Se define la derivada parcial de
F con respecto a x; enr=(x;, %,, -, X,) (denotada 9F (r) /dx; 0 F,.(r))

como
A G e e e I G s )
axi Ax;—>0 Axi

cuando el limite existe. Si este limite existe paratodai=1, 2,-, n, se dice
que la funcién es derivable.

Teorema 3.

i) Sea F una funcidn vectorial derivable de variable escalar definida por
F(t) = (F,(t), Fy(t),, F,(t)). Entonces

dz_ft): (Fi(£), Fy(1), -, Fn(2)).
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i) Sea F una funcién vectorial derivable de variable vectorial definida
por F (r) = (Fl(r), Fz(r), 000 ¢ Fm(r)). Entonces

oF (OF, oF, 0F,
axi - axi’ axi’ ’ axi ’

Demostracion: Se demostrard (i) mientras que (ii) se deja como ejercicio al lector.
i) ParaF(t)=(F(t), Fy(t),, F,(t)) se tiene que

F(1)= lim (F, (t+At), -, F(t+ A1) = (Fy(t),~, Fn(t)
At—0 At

T (Fy(t+At)=F,(t),~, Fo(t+At) = F,(t))
At—>0 At

F,(t+At) = F,(t)

(Fl(t+At)—F1(t) . L Fm(t+At)—Fm(t)>

At At—>0 At At=>0 At

= lim
At—=>0

= (F(2). F{(8). . Fa(2)).

Este teorema nos dice simplemente que para derivar una funcién vectorial F
basta derivar cada componente de F en la forma usual (derivada ordinaria o deri-

vada parcial segtn sea el caso).

Calcular la primera y la segunda derivadas de la funcién definida por

F(t)=tInti+costj—arctant’ kK
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Solucion: Si se deriva una vez se obtiene
F(t)=(1+Int) i—sentj—ik
1+t

y si se vuelve a derivar

2
Calcular a_F, oF y oF

ox 0dy  Jx 9y

para la funcién:

F(x,y)=e™i+txInyj+sen xyk

Solucion: Se calculan las primeras derivadas

a_F:ye"yi+1n yj+ycosxy K
ox

OF o™i+ £j+x cosxy K
oy Y

y se vuelve a derivar

o°F A .
=(xy+1)e™ i+ — j+(cos xy—xy sen xy) K.
ox oy Y
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Teorema 4. Sean F:R"—>R™ y G: R"—> R™ dos funciones vectoriales deriva-

bles con respecto a x;, x, , -, X,, . Entonces:
i) 2 (kF+6)=k°F + 96, keR
axi axi axi
i) O (£-6)=F.g+F.%C
axi axi axi
ii1) i(FxG)za_F x G+F x %G para m=3.

axi axi axi

Demostracion: Solo se hard la demostracion de (ii) dejando las otras para el lec-
tor. Por la definicién de producto interno:

m
FoG:(Fl,FZ’...,Fm).(Gl’Gz,...’Gm):Z F, G,

k=1
por lo que
5] 0 & " 9F,G, & (OF oG
—(F-6)=—— 2 FiG=), — = (_k G+ Fy —k)
ox; 9X; k=1 k=1 9%; k=1 \ 9X; 0x;
n OF = oG oF oG
3 PGy g0 o F gy
k=1 OX; k=1 OX; ox; ox;

Verificar que se cumple el inciso (iii) del teorema anterior para el caso de las

funciones
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y
G(t)=ti-e"j,

las cuales tienen una sola variable, es decir n=1.

Solucioén:
1 ] K
FxG = tint cost —arctan
t —et’ 0

——¢ arctant?i — tarctant®j — (te' Int+tcost) K

[ 2tef?
1+t

d
= E(FXG)=— +2tet2arctant2]i

212
1+t

+arc tan t2] j

_ [et2+ e Int+212 ¢ Int—tsent+ cost] K.

Por otra parte,

E=(l+1nt)i—sentj— 2t K

dt 1+t*
y

aG R

—=1-2te J.

dt
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Entonces,
1 j Kk
F x o =| tInt cost —arctan t?
t —2tet 0
=—2te" arctant’i—arctant®j—(2t%" Int+cost) K
y
1 j K
dF (l { ) -2t
—XG= +Int —sent
dt 1+t
t —2e" 0

2
2tet 2¢? 2 2 R
- 1- j— (' +¢' Int—tsent) K.
1+t 1+t4'l ( )

Sumando estos dos productos vectoriales

r 2

dF dG 2te’
— X G+F x —
dt 1+t*

+ 2te’ arctan t2] i

2t R
- +arctant” (]

1+t

t, 2t ~
- [e +e" Int—tsent+2t°e 1nt+cost]k.
Comparando con el resultado anterior se ve que

d dF aG
— (FxG)= — x G+F x —
dt dt dt

como se queria verificar.
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Ahora se definira el concepto de diferencial de una funcién vectorial de
variable escalar. Se procedera de manera semejante a como se hace para las fun-

ciones escalares de variable escalar.

é Definicion. Sea F:R—>R™ una funcién definida en un entorno del punto
t=t,. Entonces, F(t)=(F,(t), F5(t),, F,(t)) es diferenciable en t=t, si su

incremento puede escribirse como

AF= % | Arinar 1)
dt "

t=t0
o en forma desarrollada
AF=(F;(t,) At + 0, At, F,(t,) At + n,At, -, Fr(t,) At+ n,,At),

donde n= (r;l s Mg sty r)m) - (0, 0,-, 0) cuando At—0.

Al primer término del miembro derecho de (1):
dF 4 4 4
dF = EAt=(F1(t), Fy(t),, Fp(t))At 2)

se le llama diferencial de la funcion vectorial F. Puesto que el incremento At puede
elegirse de manera totalmente independiente del valor de ¢ la diferencial dF
depende de dos variables independientes: la t y la At. Ademas, la definicién (2)
es independiente de que At sea chico o grande, es decir, en la definicién (2) At
no tiene por que ser pequeno.

Frecuentemente, cuando se desea saber si una funcién de este tipo es diferen-
ciable o no, en vez de investigar si se cumple la igualdad (1), 1o que se hace es utilizar
el inciso (1) del siguiente teorema que es mas facil de aplicar. Ademas, el teorema
muestra que toda funcién diferenciable es derivable pero que no toda funcién deri-
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Teorema 5. Sea F: R — R™. Entonces:

i) SiF esdiferenciable en un conjunto abierto E entonces F es derivable
en E.

ii) SiF es derivable en un conjunto abierto E y las derivadas de todas las
componentes de F son continuas sobre E entonces F es diferenciable

enE.

Demostracion: Slo se demostrara el inciso (7)

De acuerdo con la definicién (1), si F es diferenciable existe dF y por lo tanto F
es derivable. di

Para el caso de las funciones vectoriales de variable vectorial la forma de la
diferencial es semejante, pero antes de presentarla es necesario ver los siguien-

tes conceptos.

é Definicion. Sea F: R"— R™ una funcién vectorial cuyas derivadas parciales
de cada una de sus m componentes con respecto a cada una de las n variables
existe en una regiéon RcR". Se define la derivada de F con respecto al vec-

torr, y se denota como ‘(ii—F, o bien como VF, a la matriz
r

| 9F, 9F, aF, |

0x; 90X, X,

oF, OF, oF,

0x; 0X, 0x,,
¥ _op= : ®3)
dr . . } .

oF, oF, oF,,

0x; 90X, 0x,

donde F= (Fl, F,,, Fm) y r= (xl, Xy sy xn)
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A esta derivada se le conoce como gradiente generalizado o matriz jacobiana
deF,,F,,, F, conrespectoax,, X,,, X, (0 simplemente derivada de F con res-
pecto a r); para denotarla se usan también los simbolos 4F/4y 0 grad (F) Noétese
que el renglén nimero i de esta matriz es el gradiente de la componente F; de F,
y que la columna numero j es la derivada parcial de F con respecto a x;. Notese
también que si en la definicidn de matriz jacobiana se considera el caso n=1, la

expresion se reduce a

Car. )\ ( N
— | | E®
dF, ,
. dx ) F z(x)
dx B ’
dF,, ,
e | | Fn)
. / . /

lo que indica que en los desarrollos algebraicos en los que estén involucra-
das matrices jacobianas los vectores 4¥/j, y F deben tomarse como vectores
columna, a diferencia de lo que se utiliz6 anteriormente (ver por ejemplo el teo-
rema 3). Por otra parte, para el caso m =1, F resulta ser una funcién escalar, que

si se denota con ¢, la expresion de la matriz jacobiana se reduce a

4 _gg-(2.20 . 20)

dr ox, ox,  ox,

que es un vector rengldn y coincide con lo que se ha usado antes (recuérdese que
el operador V=4/4; se introdujo en el Capitulo 2 mediante la expresién (a/axl,
9/3x, s a/axn)). La convencidén que seguiremos es entonces la siguiente: siem-
pre que se utilice la notacién matricial, se considerard a los vectores r, dr y F
como columnas, y a V como renglén a menos que se diga lo contrario.

Al utilizar esta convencion debe tomarse también la convencién de que el
simbolo para la matriz jacobiana dF/g, (o bien VF) es un solo simbolo, cuyo sig-
nificado esta indicado en la ecuacién (3), y no un producto de la matriz renglén
d/ 4y por la matriz columna F ya que el producto 4/4y por F es igual al escalar
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9/ax, F1+9/ax, Fo+ - +9/3x, F, y no ala matriz jacobiana de la ecuacién (3). Con
estas convenciones se tiene la ventaja de que la diferencial y la regla de la cadena
para las funciones del tipo F : R"—> R™ tienen esencialmente la misma forma
que la que tienen para otro tipo de funciones. Ver ecuaciones (5)-(9) y ecuacio-
nes (10")-(17).

Como informacion adicional a continuacion se escribe la relacién correcta
entre las matrices dF/gy d/4y y F:

-y

Sin embargo, esta expresion es muy incomoda y no se usara aqui.

Obtener la matriz jacobiana de la funcién

F(x, y, 2) =2ze™ i+1n(xyz) j +sen(x*+y*+2°) K.
Solucion: Se obtienen las derivadas parciales de F y se colocan como columnas
de la matriz buscada.

dF

.1 .
d—x:yze"y 1+— j+2x cos(x*+y*+2°)K
x

dF . 1, -
d—=xze"y1+—J+2ycos(x2+y2+z2)k
Y

dF . 1, R
—=e"¥i+— j+2z cos(x’+y’+2°)K.
dz Z

Por lo tanto,
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ax_ grad (F)
dr

yze™’ xze*y ey

| —
SEE

1
b4

N

2x cos(x*+y’+2")  2ycos(x’+y’+2%) 2z cos(x*+y’+2’)

Para el caso especial en el que n=m, la matriz jacobiana es cuadrada y se

puede calcular su determinante.

é Definicién. Sea F: R"—> R", definida por F (r) = (Fy(r), Fz(r), e Fn(r), donde
r= (x1 » X 5007, xn) En este caso su matriz jacobiana es una matriz cuadrada y
a su determinante se llama jacobiano de F,, F, ,--, F,, con respecto a x;, X,, **,

F,F,-,F .
X, ,y se representa por J [ —r -2 ~n ). Es decir,
xl’ xz’ ey, xn

oF,  oF, oF,
9x; 90X, 9x,
9F,  dF, 9F,
dx ox. ox

Fy Fpors By 1 2 n

J xl’ xz’ ey xn -

oF, oF, oF,
9%, 9%, 9x,

Cabe recordar que este concepto ya se habia utilizado en el caso 3 de la seccién 2.5
al estudiar la derivacion implicita. Se vio también que otra forma de denotarlo es

o(F,, F,,~, F,)

a(x1 y Xy 5ty xn) '
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Los nombres de matriz jacobiana y de jacobiano se han puesto en honor del
matematico germano Carl G.]. Jacobi (1804-1851), quien fue el primero en ana-
lizar este tipo de determinantes. El siguiente teorema, que se dara sin demostra-
cion, establece algunas propiedades de los jacobianos.

Teorema 6.Sea U: R"— R" definida por U(v) = (u,(V), u,(V), -, u,(v)), donde

V= (vl o Vg 05 vn). Entonces:

. ul’ uz’ O /] Vl’ VZ”“’ V.
) J = | T L l=1.
vl’ Vz’ cee y Vn ul’ uz, eee ’un

ii) Silas variables v; dependen a su vez de las variables (x, , x, , -, xn) , 0sea

v;=V, (x1 » Xy 5oty xn); i=1,2,-, n, entonces

ul’ uz’ ey un ul’ uz,... y un vl’ VZ’ ey Vn
xl’ xz’...’ le Vl’ vz’... ’vn xl’ xz’...’xn

siempre y cuando los jacobianos sean diferentes de cero.

. . Ugy Uy, ey U . P
Cuando el jacobiano J (M) asociado a la funcién U(v) (que trans-
10 Voo™ Vg

forma el vector v, en el vector u0=U(v0)) evaluado en v, es distinto de cero,
entonces existe la inversa de la funcién U, denotada por U™}, la cual transforma
. .y -1 . .
el vector u, en el vector v, mediante la expresion v,=U (uo). En el jacobiano
Uy, Uyy ey Uy o . . .
T\~ 5. | las variables dependientes son uy, u, ,--, pero la propiedad ()
12 Vo s Vi
. o . Vi Vosot*y Vn .
permite calcular el jacobiano J|{——— | en el cual u,, u, ,--, son las varia-
. . . u u ee u .
bles independientes. Basta calcular el inverso de J (M) Obviamente
Y2 > 'n

otra posibilidad seria despejar u,, u,, -, u, en funcién de v,v,, -+, v,, pero esto no

siempre es posible o conveniente.
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Verificar que

7 (u, v) _ 1 (4)
v (u)

u,v

para el caso

r(w, v)=x(u, v)i+y(u, v)j=u cosvi+usenvj.

- ” . . X,
Solucion: Primero se obtiene ]( y)

u,v

; (u, v) Xy X, cosv —usenv
= = =Uu.
X,V Yo Yo senv U COSV
Ahora se obtiene J (ﬂ) , para lo cual hay que despejar antes uy v.
X,y

De las ecuaciones anteriores se tiene
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X=UCOoSV Y sen v y
=== =tanv = v=arc tan > .

y=usenv X  cosv .
Ademas

x*+y*=u’cos’v+u’sen’v=1u’ = u= ¥+
por lo que

x Y
J(u, v) RECE N \/x2+y2 \/x2+y2
©Y U v, —y/x* 1/x
1+(y/x)?* 1+(y/x)*

W
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_ 1 x2 . y2
Tl A

Y, como se puede ver,

f(”::}@

que es la ecuacion (4).
Habiendo visto el concepto de matriz jacobiana se procedera a definir el
concepto de funcién vectorial de variable vectorial diferenciable.

é Definicion. Sea F: R" - R™ una funcién vectorial de variable vectorial defi-
nida en una regién R c R" que contiene al punto r,=(x?, x5, -, x9). Se dice
que F es diferenciable en r, si su incremento puede escribirse como

_ dF

Nd
= — Ar+n Ar (5)
dr

AF

r=r;

donde AF y Ar son los vectores columna

IVE Ax,

AF, Ax,
AF = 5 Ar= ;

AF,, Ax,

(d¥/dr) |r=r0 es la matriz jacobiana de F evaluada en r, y?es una matriz de

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
»
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
M
o
X
<
(=
.
>
(2]

orden m x n que depende de Ar pero que tiende a la matriz cero cuando Ar— 0.

w
O
O




De esta definicion se sigue que el segundo término de la ecuacion (5) depende
doblemente de Ary que, en cambio, el primer término sélo depende linealmente
de Ar. Como x;, X,,-, X, son variables independientes, Ax;=dx;, y también
Ar =dr (ver el Capitulo 2). Entonces la ecuacion (5) se escribe como

_ dF

AF = —
dr r=r,

dr +<5) dr. (5"

Usando notacién més explicita la expresién (5') se escribe como

AF, oF, OF, oF, dx, dx,
oy 21 n n n
AFZ axl axz axn dxz H 1 o dxz (5")
= : : : + : : :
oF  oF oF :
_m _m oo _m r)ml r)mz nmn
AF,, ox;, 09X, 0x, dx, dx,

El término que depende linealmente de dr se denota como dF y se le llama dife-

rencial de F, es decir

dF = E dr=VF dr (6)
dr

(no confundir los simbolos AF y VF).
También para este tipo de funciones existe un teorema que permite investigar
mas facilmente si una funcién es diferenciable o no.

Teorema 7. Sea F (r) una funcion vectorial de variable vectorial F: R"—> R™.

Entonces:

1) SiF es diferenciable en un conjunto abierto E entonces F es derivable en E.
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i1) SiF es derivable en un conjunto abierto E y todas las derivadas parciales
de cada una de las componentes de F son continuas en E (es decir, si la
matriz jacobiana es continua sobre E), entonces F es diferenciable en E.

A continuacidn, se presenta un resumen de las definiciones del concepto de

diferencial para los distintos tipos de funciones

d
Si f:R->R df = —f dx (Cap. 2 Sec. 2.3) )
. df
Si f:R">R af = dr=Vf-dr (Cap. 2 Sec. 2.3) (8)
r
. dF
Si F:R->R™ dF EE dx (Cap. 4 Ec. (2)) 9)
. dF
Si F:R">R™ dF Ed— dr=VF dr (Cap. 4 Ec. (6)). (6)
r

En ninguna de estas cuatro definiciones hay indicacién alguna de que dx o dr
deban ser pequeiias o grandes. Ademas, las variables dxy r son totalmente inde-

pendientes de x y r respectivamente.

4.31Regla de la cadena

Sea la funcién vectorial de variable vectorial G (u)=(G,(u), G,(u),, G,(u)):
R™->RP con u=(u,, u,,~, u,,) y dominio Dgc R™, y supéngase que los valo-
res del vector u estan dados por la funcién vectorial de variable vectorial F (r) =
(Fy(r), Fy(x),, Fn(r)): R">R™, es decir u=F(r), con r=(x;, x, -, x,)€
DycR" de forma tal que el dominio Dg de G contiene a la imagen de Dg bajo
F denotada como Ry (ver figura 4.3). La composiciéon H de G con F, expresada
como H=GoF, es la funcién vectorial de variable vectorial definida como

H(r)=(GoF)(r) = G(F(r)): R">RP.
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La componente ide H (coni=1,2,, p) es la funcién escalar de variable vectorial

H;(r)=(GoF); (r) = G, (F(r)).

Supdngase ahora que F y G son diferenciables y que se desea calcular la deri-
vada parcial de H=GoF con respecto a x;. Obviamente una manera de calcular
dicha derivada es sustituir F en G y derivar, pero lo que nos interesa es ver como
hacerlo sin esa sustitucién. De acuerdo con los incisos (ii) del teorema 3 y el
(i) del teorema 7 de este capitulo se tiene que si H es diferenciable, su derivada
respecto a x; es un vector cuyas componentes son las derivadas de las compo-
nentes de H, es decir (usando notacién matricial y omitiendo por brevedad el

argumento r),

FIGURA 4.3. La composicién de la funciéon
G:R™— R? con la funcién F: R"— R™ da
como resultado la funcién H: R"— RP.

El rango Ry de la funcion F debe ser un
subconjunto del dominio Dg de G.

oH,

i
oH,
aH 0X

oH
ox
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dH
Nétese que este vector es la columna nimero j de la matriz jacobiana .
r

G, oF
ox;
0G,oF

. 7 . 0GoF ,
Esta ecuacién es equivalente a = %

3G, oF

ax]-

lo que indica que la componente i de 3GoF/ ox; es la derivada parcial de G;oF con
respecto a x;. Ahora bien, como H;=G;°F es una funcion escalar de variable vec-
torial, se puede aplicar el teorema 10 del Capitulo 2 (en realidad lo que se requiere
es aplicar una generalizacidn trivial de dicho teorema porque alld el teorema se
escribié para el caso en el que las funciones tenian sélo dos variables y aqui lo
que se tiene son n variables). De esta manera se concluye que cada componente
de GoF es diferenciable en Dy y que por ejemplo la derivada parcial de H; =G, oF
con respecto a x, esta dada por (ver ecuaciones (19) y (20) del capitulo 2)

oH, aG oF _dG, oF, aG1 oF, R oG, oF,
axz axz aul axz ou, 0x, ouU,, 0X,

™ 3G, dF,

o1 OUg 0X,
y que en general la derivada parcial de H;=G;F con respecto a x; esta dada por

o0H; aG oF = 9G; oF,

ax]- X E ouy ax

Entonces, la derivada parcial de H=GoF con respecto a x; es igual a

s 3G, oF,
k=1 duy 0x;

9H 9GoF | Y 2% %%

= = k=1 du, ax;

sm 26, O
k=1 duy 0x;
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y como 0H/x; es la columna j de la matriz jacobiana (dH/dr) = (dGoF/dr), la
matriz completa consistira en n columnas de este tipo. Es decir,

5 3G, oF, 3 3G, 3F, 5 3G, 3F,
k=1 3u, ax k=13, ox, k=13u, ax,
3G, oF m 3G, 3F, m 3G, 3F,

dH  dGoF oy R
B = 2k duy, Ix, 2k duy %, 2k du;, o,

dr dr

sm 26, 9% m 26, O sm 26,
k=1 3u, ax =13y, ax, k=1 3y, ox,

y es facil comprobar (ver el caso particular considerado abajo) que esta matriz es
igual al producto de la matriz dG/du por la matriz dF /dr. Es decir,

dH _dGoF _dG dF
dr  dr  dudr’

(10)

que es la regla de la cadena.

Como comprobacion de lo afirmado arriba considérese el caso particular
endonde F: R*>R?, G: R*>R* r=(x, , x,)=(x, y) y u=(u, u,, u,). Entonces
GoF: R*—> R*yla pentltima ecuacién se escribe como

513 3Gy 3F 53 3G, OF,

=150, ax =150 ay

3 3G, dF, 3 0G, oF,

dGoF Zk:l duy, 9x Zk:l duy, Ay
dr 5 3G, oF, N 3G, 9F,
=1 ou, ax =15, oy

513 3G, 3 53 3G, O

=150, ox =130, ay

y es facil comprobar que si se efectiia el producto
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3G, G, 9G,

ou, ou, duy | [ 9F, OF, |

3G, 9G, dG, ax  dy
dG dF ou, Ju, OJuy oF, OdF,
du dr | 9G, 3G, 9G, ax oy

ou; Ju, Ol oF, OF,

3G, 0G, oG, ax

ou; 0u, Ol i _

se obtiene la matriz anterior. Por lo tanto

dGoF _ dG dF
dr  dudr

que es la ecuacién (10).
Como es usual, siempre que una variable y (ya sea escalar o vectorial) es
igual al valor de una cierta funcién f evaluada en algtin valor de su argumento,

if dy

por ejemplo y=f(x), entonces se escribe indistintamente Z—x o - . Entonces la

ecuacion (10) se puede escribir como

dH dGoF dG du 10
dr = dr T dudr 1o
Usando la forma abreviada dG/dr en vez de dGoF/dr la regla de la cadena queda

escrita finalmente como

dG dG du .
—=— —, (10"
dr du dr

en donde, para una interpretacidn correcta de la férmula, hay que enfatizar que
la derivada que aparece en el lado izquierdo es la derivada de la funcién com-
puesta GoF. En cambio, en el lado derecho aparecen derivadas de las funciones
simples G y F respecto a sus propios argumentos.
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Noétese que esta expresion tiene la misma forma que la regla de la cadena

para funciones escalares de variable escalar, excepto que ahora se trata de

matrices. Como referencia, a continuacion, se presenta una tabla con 8 casos de

regla de la cadena. Se utilizan letras minudsculas para representar a las funciones

escalares fy gy letras mayusculas en negrilla para representar a las funciones

vectoriales F y G. Ademads, se utiliza minusculas para representar a la variables

escalares x y u y letras en negrilla para representar a las variables vectoriales

r y u. El miembro izquierdo siempre representa a la derivada de una funcién

compuesta. En cambio, el miembro derecho siempre representa derivadas de

funciones simples respecto a sus propios argumentos.

Si iR->R y

Si frR>R y

Si fifR">R 'y

Si f:R">R 'y

Si

Si

Si

Si

F: R>R™ y

F: R>R™ y

F: R">R™ y

F: R">R™ y

g:R—>R

G: R—> R?

g R—>R

G: R—> R?

g R">R

G: R"—> RP

g R">R

G: R"—> RF

dg _dg du
dx du dx
d6 _dedu
dx du dx
dg _dg du
dr du dr
d6_d6 du
dr du dr
dg _dg du
dx du dx
46 _dG du
dx du dx
dg _dg du
dr du dr
d6_dG du
dr du dr

(con u=f(x))

(con u=£(x))

(con u=£(x))

(con u=£(r))

(con u= F(x))

(con u= F(x))

(conu=F(r))

(con u=F (r))

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(10")
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Sean las funciones F:R? - R?; G:R*—> R®, H:R*>— R?, definidas como

F (xl, xz) = (x1 +x,, xz)
G (ul, uz) = (l, Uy — Uy, ul)

H=GoF

Calcular % por dos métodos distintos. El primero es obteniendo explicitamente
la funcién Hy después derivandola respecto a x. El segundo es utilizando la regla
de la cadena.

Solucioén:
ler método. Utilizando las notaciones x = (xl, xz) yu= (ul, uz), las definiciones
de F y G se pueden escribir como

F (x = (x1+x2, xz)

G(u) = (l’ Uy = Uy, ul)

y la funcién H=GoF evaluada en x se obtiene evaluando G en F(x), es decir,
haciendo u=F(x) en G(u). Asf,

H(x) = (G<F)(x) =G(F(x))

= G(x1+x2, xz) = (l, X+ X, —X,, x1+x2) = (l, Xy x1+x2)
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0x; 90X, 0 0
dH _|9H, OH, | _| 0
dx ox, X,
9H, 3H, L1
L 0x; 90X, )
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2do método. Por la regla de la cadena se tiene que dH_dG du_dG dF . Asi,
dx du dx du dx

N
(3G, aG,
ou, du, oF, OoF,; 0 0 0 0
dH ox ox. 1 1
_— = ﬁ @ 1 2 = l —]_ = l O
dx ou, du, oF, OF, 0o 1
3G, 9G, ox; 90X, Lo tod
L ou; du, )

que coincide con el resultado del primer método.

413. SeaF= (Fl, F,, F,, F4) : R* > R*, donde las expresiones para estas compo-
nentes estan dadas abajo. Calcular la razén de cambio de las funciones F,
y F; cuando varia la variable x y la de las funciones F, y F, cuando varia la

variable y.

i) F,(x,y)=xycos(x+y)

i) F, (v y)=

Y
iii) Fy (x,y)= |22

iv) F, (x,y)=a*'?, siendo a una constante.

Solucion:

) %=y cos(x +y) —xy sin(x+y)

.., OF, 4

T

ooy OF; 1 2 4.2
111) E_z(m(yz—zx)e'“) (4xy 4x 2y)
i) 2o qfs e

9y Yy
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414. Calcular Z—: sir(t)=o(t)u(t).

@) | 0 du?)

Solucién: d—r:u(t) o

dt

4.15. SeaF:R*—>R? definida como F(r)=(4xy, x+y+2z)

.. . dF
calcular su matriz jacobiana =

416. Obtener la diferencial de la funcidn vectorial

u(x, y)=x’seny i+z°cosyj—xy* K.

Solucion: 2xsiny x’cosy 0 dx
0 -2 2zcosy| - | dy
- -2xy 0 dz

417. Seala funcién vectorial f(u, v) =2u’vi —4uv*j+uvk
Calcular su diferencial.

Solucion: Auv Ay +2 W2AY

df= | —4v*Au-12 uv*Av

VAU + pAY

418. Dadala funcion
F(x, y)=xy’i+x"y*J+ 2’y K

donde x y y estan dadas en metros. Determinar, de manera aproximada, el
incremento de la funcion en forma matricial. Tdmese como referencia el

punto P=(10, 10) y un incremento de un milimetro.
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Solucion:

N

AF|, =

X

N

419. Considere la funcién
G(x, y) = (x sen®y, seny, sen’x),

Obtener el valor aproximado de G en el punto (1.51, 1.52). Témese como

referencia el punto P= ("/2 , "/2).

4.20. Sea v=(2xy—x*) i+ (e*Y~y senx) j +x’cosy K. Hallar 3°v/3xdy y verifi-
car el teorema de Schwarz.

2

.. v
Solucion:

=4xi+ Y+ ™Y — j— iny K
3%y 4xi+(xye™ +e*¥—cosx)j—2x siny K

4.21. Sif:R—>R? g:R—>R®y ¢: R—>R, calcular cada una de las siguientes

derivadas:
a) df-g e) dlofxg) (Lpdfx 8)
t
b) d’(f-g) f) d(ef-g)
dt? dt
C) @‘ g) d (f ° (p)( ) .
dt dt
d) d (f X g)
dt
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Solucion:
dg df af
a) f-—+5- d) fx— + X8

g df dg a*f dg daf de
by £e+25 a8 @ of x4 +eg xg+y fxg

af d d; daf d
) eutgf f) of - FrpS g+ fg

4.22. Si f:R®*—> R® est4 dada por f(x): (x, x, xyz), y g:R°—> R® estd dada por
g(u) = (ul’ U,ylls, uzul), obtener

ofieg  ofog  ofeg
ou, ’ ouy ’ ou,

a) usando la regla de la cadena.
b) sin usar dicha regla.

Solucion:

d ofo of

/108 —1; £°8 =(1,1, 2u, udu,); °8 =(0,0, 2ulu,u,)
ou, ou, ou,

4.23. Si F: R*—>R? estd dada por F(r)=6yi+8xj y G:R*—> R’ estd dada por

G (u) = (uz, Uy, Uy uz) , obtener

d (GOF)
du

a) Usando la regla de la cadena
b) Obtener la expresion explicita de GoF

c) Obtener d(GeF) 5in usar la regla de la cadena.
du
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4.24. Si f:R*>R estéd dada por f(x, y)=2xy+1 y G: R—>R* estd dada por
G(1)=(t t+2),
a) Obtener @ usando la regla de la cadena
X

b) Obtener la expresion explicita de Gof

c) Obtener M sin usar la regla de la cadena.
X

d) Obtener @ usando la regla de la cadena
e) Obtener la expresion explicita de f oG

f) Obtener @ sin usar la regla de la cadena.

4.25. SiF:R*—>R* G:R*~> R*yH:R®—> R?, ;Qué forma tiene la regla de la cadena
parala derivada de HoGoF?

4.26. SiF:R*- R? ;Qué forma tiene la regla de la cadena para la derivada de FoF?
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4.4 Curvas en el espacio R* y sus ecuaciones vectoriales

Una curva en el plano XY puede describirse en muchos casos por medio de
una expresién de la forma y=f(x). Esta descripcién tiene algunas desventajas
debido a que no permite representar curvas que tomen dos o mas valores de y
para un valor dado de x, como es el caso por ejemplo de una curva cerrada. Otra
forma es mediante una relacién implicita como F( , y) =0. Sin embargo, una
expresion de este tipo no siempre representa a una curva. Por ejemplo, la expre-
sién x*+y*+1=0 es tal que no existen valores reales de x y y que la satisfagan. En
otros casos no se sabe si estd representando a toda la curva o a una parte deellay
puede resultar complicado el tratar de especificarlo. En esta seccion se estudiara
como describir curvas mediante una funcién vectorial y se vera que con este
enfoque se evitan esos problemas. Se tratard principalmente el caso de curvas
en el espacio R® aunque el estudio en R? es totalmente analogo.

Sea F (t) una funcion vectorial de variable escalar t de la forma

~

F(1)=F,(1)i+F,(t) j+F(1)K

donde F,, F, y F, son funciones escalares de t. Entonces, para cada valor de t,

existe un vector de posicion
r= F(t)

que especifica un punto P del espacio. Cuando ¢ varia, P se mueve siguiendo una
cierta trayectoria o curva C (ver figura 4.4). A la expresion anterior se le conoce
con el nombre de ecuacién vectorial paramétrica de la curva C, y equivale a las tres

ecuaciones escalares

que se denominan ecuaciones escalares paramétricas de la curva C en el espacio R®
o simplemente ecuaciones paramétricas. En este tipo de ecuaciones a la variable ¢

-
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se le llama parametro. Para indicar que la curva C se va generando a partir de
las ecuaciones escalares paramétricas conforme el pardmetro ¢t variade aa b se

utiliza la notacion

x=F(t)
C: y=F2(t) te(a, b)
z=F3(t)
o bien
C:r=F(t); te(a, b).

FIGURA 4.4.

} Ejemplo 10.

Trazar la curva en el espacio R3 representada por la funcién vectorial
F (t) =acost1+bsentj con0<t<2m,yobtener su ecuacion cartesiana.

FIGURA 4.5.
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Solucion: Las ecuaciones escalares paramétricas de la curva C son
x=acost;  y=bsent; z=0.

Para obtener la ecuacion cartesiana es necesario eliminar al parametro t. Para

esto se despejan costy sent, se elevan al cuadrado y se suman, obteniéndose

x
* Y =cos’t+sen’t=1

a? b

que es la ecuacién de una elipse en el plano XY con centro en el origen y semie-
jes ay b. Ademas,

t=0 = x=a; y=0; z=0
T

= — = x=0, y:by z2=0
2

t=Tm = xXx=-a; y=0; z=0
31

t=—2 = x=0; y=-">; z=0.

Por lo tanto, cuando t cambia de 0 a 27 la elipse se va trazando comenzando en
el punto (a, 0, 0,) y terminando en ese mismo punto. Su grafica se muestra en la
figura 4.5.

Cuando las funciones F,(t), F,(t), F,(t) son continuas en un intervalo [a, b]
se dice que la curva es continua en dicho intervalo. Para excluir el caso en que la
curva degenere en un punto no se admite que simultdneamente las tres funcio-

nes anteriores sean constantes.

FIGURA 4.6
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En la figura 4.6 aparecen las gréficas de tres curvas para las cuales los puntos
F(a)=(F,(a), Fy(a), Fy(a)) yF(b)=(F,(b), F4(b), F4(b)) representan los puntos
inicial y final de cada una.

Las curvas ilustradas en las figuras 4.6a y b se cruzan consigo mismas en el
punto P. Cuando una curva no se cruza en esa forma, se denomina curva simple.
SiF(a)=F(b) paraa#b, se dice que la curva es cerrada, como se muestra en las
figuras 4.6by c. Si la curva C no se toca a si misma en ningun punto, excepto en
sus extremos, o sea F () =F (b), como se ilustra en la figura 4.6c, entonces a C se
le conoce como curva cerrada simple, o bien, curva de Jordan.

FIGURA 4.7.

Por otra parte, si C es la curva mostrada en la figura 4.7 con ecuacién vecto-
rial paramétrica r=F(t), donde P y Q, son los puntos que corresponden a
F(t) y F(t+At), respectivamente, entonces (F(t+At)—F(t))/At es un vector

“secante” a la curva Cy por lo tanto

(18)

dt t At—>0 At

es un vector tangente a la curva C en P, el cual apunta en el sentido en el que se
va trazando la curva al ir aumentando la t. Ademas, el vector

dr
— At 19
dt (19)
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con At—0, es un vector infinitesimal tangente a la curva. Un punto P,=F (to) =
(Fy(t,), F,(t,), F4(t,)) de una curva se llama punto singular, sila derivada F/(t,) es
igual a cero o no existe; de otro modo, se denomina punto no singular. La direc-
cién de la curva C en el espacio R® en un punto no singular P se tomara como la
del vector tangente a C en P.

Sea t; el valor del pardmetro correspondiente a un punto P,. Se dice que P,
es un punto ordinario de la curva C si P, es no singular y las tres derivadas f 'l(tl),
f 'z(tl) vf ;(tl) son continuas en t;. Una curva constituida inicamente por puntos
ordinarios se conoce como curva lisa o suave. Si la curva esta formada por una
union de curvas suaves se denomina curva seccionalmente lisa o lisa a trozos.

Las ecuaciones paramétricas, ya sean escalares o vectorial, de una curva no

son Unicas, como lo ilustra el siguiente ejemplo.

Obtener algunas representaciones paramétricas de la mitad superior de la elipse
2 2
x
S Y (20)
a b

Solucion: Si se hace x =t, se sustituye en esta ecuacidn y se despeja y, se obtiene
una representacion paramétrica de la elipse (en y se toma el signo positivo pues
se requiere la mitad superior de la curva):

b?t? b
x=t = — +y’=b’ = Y=+ — 4Ja’-1%
a a
Por lo tanto,
x=t
C: te|—-a,a
y=% a’—t [ ]
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Otra representacion paramétrica de esta elipse se puede obtener mediante el
dngulo que forma el vector de posicién del punto P’ con el eje X (ver la figura 4.8).

FIGURA 4.8.

De la figura se tiene que x=acosf y y=bsen0. Para la mitad superior de la
elipse: 0= 0 <. Por lo que la representacion paramétrica queda como

x=acosb
C: 0<0<m
y=bsenB

o en forma vectorial
C:r(0)=acosBi+bsendj

y se puede comprobar que se satisface la ecuacion (20). Esta representacion tam-
bién se hubiera podido obtener haciendo t=acos8 en las ecuaciones de la pri-
mera representacion paramétrica que se dio.

Otra forma mas es a partir de las ecuaciones paramétricas anteriores defi-
niendo u= tan(G / 2). En efecto, por identidades trigonométricas se tiene

0 1-cosH
u=tan — = _
2 1+cosB

y como x=acosf

-

3D1AaNI

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
»
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

g
fury
oo




-

3D1AaNI

X
, l—cos® 1-7 a-x

1+cosH 1+*  a+x
a

_ a(l—uz).

= au*+ulx=a-x = x >
1+u

Sustituyendo esto en la ecuacidn (20) y despejando a y se obtiene

3 2bu
y= 1+u?’

por lo que otras ecuaciones paramétricas escalares de la mitad superior de la

elipse son
a(1-u?)
xX= ——7=
1+u?
C u=0
_ 2bu
T

En general hay un numero infinito de representaciones paramétricas. Sin
embargo, para poder reparametrizar es necesario tomar en cuenta algunas con-
sideraciones. En el siguiente teorema se vera cuando es posible cambiar de un

parametro a otro.

Teorema 8. Sea C una curva lisa representada por las ecuaciones paramétri-
cas escalares.

Esta curva puede ser reparametrizada en términos del pardmetro u que varia
en el intervalo [a, B] definido mediante la expresién t=(u) si ¢ es una fun-
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i) a=¢(a)yb=0(B).
i) ¢'(u)>0o0bien p(u)<0 Vuela, B].

iii) ¢'() es continuaen a<u<p.

Demostracion: El pardmetro u que representara a C debe ser tal que para cada
valor de u exista uno y s6lo un valor de t y viceversa. Para que esto se cumpla,
la relacion entre u y t debe ser biunivoca, lo que implica que (p(u) debe ser cre-
ciente o decreciente y, del cdlculo diferencial e integral, se sabe que para que
una funcidn sea creciente su primera derivada tiene que ser mayor que cero.
Cuando la funcién es decreciente, su primera derivada es negativa.

Por otra parte, como C es una curva lisa, las tres derivadas F'l(t), F'z(t) y

F’(t) son continuas en el intervalo analizado y como

dFl dFl dt 4 7 dFZ / 7 dF3 ’ 7
o= o =Few) —E=Fi(f)e’(w): = = Fi(t)e'(w)

y ¢'(u) es continua, entonces dF,/du, dF,/du y dF,/du también son continuas

en a<u<f. Por lo tanto, la curva parametrizada por u resulta ser una curva lisa.

4.4 Longitud de arco como parametro de una curva

Con el objeto de simplificar la formulacién que se va a desarrollar, en esta sub-
seccion y en la seccidon 4.5, se usard frecuentemente la notacién siguiente: para
indicar que las variables r, s, x, y y z son funciones del pardmetro ¢ se escribira
r:r(t), s=s(t), x:x(t), etc. en vez de r= F(t), S§= (p(t), szl(t), etc., como se
habia venido haciendo hasta ahora. Desde un punto de vista matemdtico riguroso
la nueva notacién que estamos proponiendo no es correcta por la razén que se da
a continuacion. De acuerdo con la notacidon que estamos usando en este libro una
expresién de la forma r=F (t) significa que la funcién vectorial F al evaluarla en ¢
se obtiene el vector r. Los tres conceptos que aparecen en esta ecuacion son esen-
cialmente diferentes y pertenecen a diferentes conjuntos: teR, re R"y FeF,
siendo F el conjunto de las funciones vectoriales de variable escalar. Entonces,

-

3D1AaNI

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
o
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
M
o
X
<
(=
r
>
(2]

N
N
o




al escribir relajadamente r=r(t) se est4 utilizando el mismo simbolo r para dos
conceptos totalmente distintos. jEn matematicas no es correcto que un mismo
simbolo tenga dos significados diferentes! No obstante, esta notacion es utilizada
con frecuencia por muchos otros autores y para nuestros fines resultara muy
conveniente y no causara problemas. En la seccidn 4.6 se hara algo parecido ya
que se escribirdn expresiones de la formar=r (u, v), etc.

En los textos de Calculo con una variable independiente se deduce una expre-
sion para calcular la longitud de arco s de una curva lisa plana dada por la grafica
de la ecuacién y=£(x) en el intervalo [ , b]. En el plano XY, la expresion es

b
S=X 1+f"%(x) dx. (21)

a

Sila ecuacién de la curva estd dada en forma paramétrico o en coordenadas pola-
res, la expresion anterior no es aplicable. Ademas, tampoco es aplicable para
curvas en R>. En esta seccién se desarrollard una férmula que puede aplicarse
para calcular longitudes de curvas mas generales. Se supondra que las curvas
estan descritas por funciones en donde el parametro t varia en forma creciente
sobre un intervalo [to, tF] con t,<t,. Cuando se tengan curvas en donde el para-
metro t decrezca sobre el intervalo [to, tF] siempre se podra hacer la sustitucion
T=—tYy entonces T variara en forma creciente sobre [— tpy— to] con —tp< —t,.

FIGURA 4.9.

r(t)=x(t)i+(t)j+=() ¥

Considérese una curva suave C en R® sin intersecciones descrita por las

ecuaciones escalares paramétricas
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x=x(t)
C: y:y(t) te[a, b],
z=z(t)

o, equivalentemente, por la ecuacién vectorial paramétricar=r(t) = (x (1), y(t),
2(t)) mostrada en la figura 4.9. Al efectuar una particién P de [a, b] suficiente-
mente fina dada por a=t,<t; < - <t;< - <t,=Db, se obtiene un conjunto de n
arcos de tal manera que la longitud As; del i-ésimo arco es aproximadamente
igual a la distancia Ar; entre sus puntos extremos. Esta distancia estd dada por
el mddulo de la diferencia de los vectores de posicidn de dichos puntos, esto es,

Ary=r (1) —r (t) = (e (1) % (ti0), y(8) —y(tioy), 2(t) -2 (1))
por lo que
As; = |Ari|

= L (1) = (o) T2+ [y () = (tica) P+ [z (1) ~2 (11,) 2

Como C es una curva suave, entonces x(t), y(t) y () son derivables y por lo
tanto, para cada una se cumple el teorema del valoR™edio del calculo diferencial,
es decir, que existen niimeros €;, p; y n; en el intervalo abierto (t,_,, t;) tales que

x(t) - x(t_) =x"(€;) A
y(t)-y(t-) =y (o) Aty
2(t) ~2(tir) =2 (ns) At

Sustituyendo las expresiones anteriores en As;, se tiene

Bs; = AT ()4 [y (o) ]+ [ (n) ? ot
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y la longitud s de la curva completa esta dada por la suma de las longitudes de

arco de cada subintervalo. Asi,

S= Zn: \/[X/(ei)]z“L [y (p) P+ [ ()] At

La longitud de arco serd mejor aproximada por la suma anterior en la
medida que cada uno de los subintervalos sea mas pequefio. Entonces, para toda
particion cuya normal| Al tienda a cero se obtiene la longitud de arco exacta, en
cuyo caso la suma se convierte en una integral definida. Asi,

s=tim 5 (el eI+ F0F

_ r JEOF O FOF . (22

a

Cuando la curva estad contenida en el plano XY la formulacién anterior sigue
siendo valida, basta hacer z=0. Ademas, si se toma como pardmetro a x, o sea
x=tyy=f(x), la expresién (22) se reduce a la expresién (21).

Calcular la longitud de arco de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son

C: g x=a (6 Tsen 9) en el intervalo [0, Tr].

y=a(l-cosh)

Solucién: La grafica de esta funcién se muestra en la figura 4.1.(ii). De acuerdo

a las ecuaciones paramétricas se tiene que

x'(6)=a(1+cosh)
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de donde

T s
s:j AJa*(1+cos0)*+a’sen’d do :aj 2(1+cos0) db.
0

0

Usando la identidad trigonométrica 1+ cos 8 =2 cos” (g\) resulta que

s=aj / 4cosZg de
0 2

=2al23eng]
2

0

=4q (unidades de longitud).

La expresion para la longitud de arco (ecuacién (22)) también puede ser escrita
como

5= r r'(¢)| dt (23)

a

ya que

r(0)] =4/ O+ [y ()] + [2()]?

Por otro lado, si el extremo final de la curva se deja variable, entonces el
limite superior de la integral depende del parametro ty se tiene que la longitud
de arco de una curva es funcion de la variable escalar t, o sea,

o]

Entonces s= s(t) define un nuevo parametro para C al que se denomina pardme-

r'(7) | dr.

tro de longitud de arco. Para ver que s satisface efectivamente los requerimientos

para describir una curva nétese que
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ds d (|t , R
E=EX £(0)|de=|r'(0)] >0

a

y que por lo tanto existe una relacién biunivoca entre s y t. Ademas, si se con-

. . . . ds
sidera que C es una curva lisa, |r(t)’| es continua en [a, t]. En consecuencia, —
también es continua. Cuando t variade aa bla s variade 0 a Z, siendo / la longi-

tud total de la curva. Por lo tanto, la curva se puede parametrizar con s.

Cabe enfatizar que la expresion anterior establece que

ds_
dr

dar

Ademas, vemos que la diferencial de longitud de arco ds es igual a

dr

&)%)
) Ejemplo3. |

Parametrizar en funcién del parametro de longitud de arco a las curvas defini-

d
P
it

9z \?
BE .

ds= dt=

r/(t)|dt= = |dr|

das por

i) r(6)=acosfi+asend]j.
ii) r(t)=acosti+btj+asentKk.

Solucioén:

i) La curva que corresponde a esta ecuacion vectorial ya fue analizada en el
ejemplo (11) cuya gréfica se muestra en la figura 4.8 (haciendo a="b). Se vio
que corresponde a una circunferencia situada en el plano XY con centro en
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tor de posicion del punto (x, y) con el eje X como se muestra en la figura4.8.

La longitud de arco s(8) se calcula mediante

0
s(e):j \Ja*sen’t+a’cos’t dr=ab
0

por lo que se llega a
S ~ S ~
r(s)=acos—1 +asen—]j.
a a

ii) La ecuacién vectorial dada representa una curva llamada hélice circular. Su
grafica se muestra en la figura 4.1(iv). Se obtiene primero s (t) por medio de

t
s(t)= I \Ja*sen’t+b’+a’cos’t dr=+la’+D’ ¢t

0

N

ara

y sellegaa

s s s N
r(s)=acos (ﬁ) i+b (W)Jﬂz sen (ﬁbz)k.

4.27. Dadas las siguientes aseveraciones, indicar cudles son verdaderas y cuéales

falsas.
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4.28.

1) Unasecuaciones paramétricas de la curva 25x°+9x*—100x—72y+19=0
son: x—2=3cos0, y—4=>5 sen®.

2) Unas ecuaciones paramétricas de la curva x> —y> — 16 =0 son:
x=2senh6, y=cosh®.

3) Unas ecuaciones paramétricas de la curva x> —4y°+4=0 son:
x=2senh6, y=cosh®.

4) Sitrasladamos los ejes al punto (2, 4), desaparecen los dos términos en
primer grado de la curva x*+y* —4x—-8y—5=0.

5) Sitrasladamos los ejes al punto (1, 3), desaparecen los dos términos en
primer grado de la curva 2x* -9y —4x+29=0.

6) Sigiramos los ejes un angulo de 73° 44, desaparece el término en xy de
la curva 16 x>+ 24 xy+9y*—15x+20y=0.

Solucion: 1)V, 2)F, 3)V, 4V, 5F 6)F

Identificar la curva que se forma por la interseccién de las superficies
Z
S;:—+y—-—-=-1 y S,:z=k

¢Qué condicidn debe cumplir necesariamente k para que la curva exista?

(Elegir la opcidn correcta).

a) |k|>%
b) k>1

c) -1<k<1
d k>-1

e) |k| >\/7.

Indicar también las coordenadas del centro y las dimensiones de los

semiejes.
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4.29. Una particula se encuentra en el punto (5, 0) cuando t =0y se mueve sobre
una circunferencia con centro en el origen, con una velocidad angular
constante de 60 rev/min en sentido antihorario. Obtener la expresion del
vector de posicion de la particula en cualquier instante.

Solucién: r(t) =5(cos 27t, sin 2mt)

4.5 Aplicaciones de la derivada de funciones

vectorialesde variable escalar

Tal y como fue mostrado en la seccién anterior (ver ecuacion (18)), si C es una

curva representada por la ecuacion vectorial paramétrica

r(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)K

entonces

o () i+y(t)j+2(H)K

representa un vector tangente a la curva C en todos los puntos ordinarios y apunta

en la direccién en que crece t. Entonces, el vector

= ar
F= dt _ x(t)i+y () j+2 (K _ dt
‘d_r V@@ 0P &
dt dt

representa un vector unitario tangente a la curva C en todos los puntos ordina-
rios y apunta en la direccién en que crece t. Por la regla de la cadena se tiene que

dr dr ds
—_—=— — (26)
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y por lo tanto

r 27)
ds

Ejemplo 14.

Obtener el vector tangente unitario y las ecuaciones de la recta tangente a la
curva C definida por

r(t)=t1+sen 2tj+cos 2tK 0<t<2m
m
en el punto donde t=: .

.. . . , . s .
Solucion: Si se deriva y se evalua la derivada en t=? se obtiene un vector tan-

gentea C.

r )—1+2 cos 2tj—2sen 2t K

()
()

por lo que el vector tangente unitario es

n 1
T

Para obtener la ecuacion de la recta tangente a la curva se necesita conocer

su direccién y el punto donde es tangente. Su direcciéon puede especificarse
mediante el vector T, o bien mediante el vector u= \/5— T=(1,0,-2). El punto de
tangencia es (1/4, 1, 0) que se obtiene evaluando r (t) en t =1 /4; por lo tanto, la
ecuacion de la recta tangente en su forma simétrica es

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
»
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

; y=1.

i
N
O




Antes de continuar con otras aplicaciones se enunciara el siguiente Teorema.

Teorema 9.

)

La condicién necesaria y suficiente para que un vector u(t) sea de

magnitud constante es que:

. du
es decir, queuy —, sean ortogonales.

La condicién necesaria y suficiente para que un vector u(t) perma-
nezca siempre paralelo a una direccién dada es que

u(t) x du_(t) =0

dt

)

. du
es decir, queuy —, sean paralelos.

Demostracion:

i) Seau (t) de magnitud constante k. Luego,

lu(t)| =k = u()-u()=K-

Si se deriva esta ecuacidn se tiene

d(u(t)-u(t)) —u(f) - du(t) du(t) cu(t)= dk*

+ —_——
dat dt dat dt
= 2u(?) -du—(t):o = u(t) -du—(t)=0.
dt dt
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De lo anterior se ve también que si |u(t)| no fuera constante, entonces
u(t)-(du(t)/dt)#0, lo que comprueba que la condicién es necesaria y sufi-
ciente.

Si u(t) tiene direccién constante paralela al vector unitario constante €,

entonces

u(®)=u()

é

y al derivar esta expresion resulta

du(t) d(|u(t)|e) =d|u(t)|é+|u(t) dé .
dt dt dt

) dt

~

A de
Como € es constante, entonces - 0 por lo cual

du(t) _ d | u(t)
dat dat

~

du(t)

at se obtiene

si se efecttia el producto vectorial u(t) x

du(t) R d|u(t) n
u(t)x7_| (t)]ex L
a0l gy s

Por otra parte, si u(t) no tuviera direccién constante, entonces

du(t) _ d | u(t)
dat dat

donde ahora € seria un vector unitario, pero no constante y
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pero como &(t) es de magnitud constante, entonces (por el inciso anterior)
y dé/dt son ortogonales y por lo tanto este producto vectorial seria diferente
de cero; es decir, u(t) x (u(t)/dt) #0, lo que comprueba que la condicién es
necesaria y suficiente.

Si se tiene una curva dada por sus ecuaciones paramétricas escalares x = x(t) s
y=y(t) yz=2(t), y se desea obtener la ecuacién del plano IT normal a la curva en
el punto P, —es decir, el plano perpendicular al vector T (ver figura 4.10)— se
hace lo siguiente:

FIGURA 4.10.

Considérese un punto arbitrario P del plano II, con coordenadas r = (x, y, z)
y férmese el vector r —r,, donde r,, = (xo, Yo» zo) es el vector de posicidn del punto
P, que también pertenece al plano. El vector r —r,, debe ser perpendicular al vec-
tor T tangente a la curva en P,; por lo tanto, la ecuacién del plano normal a C es

~n

(r—ro)-T=0.
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T= (x/(to)’ y'(%)s Z,(to))
N [ (o) 2+ [y (1) P+ [2(10) )

entonces

(r-r1,) - T= x(to) (2 =x0) +y/(t0) (¥ =30) +2'(t) (2~ 2,) -0
o B )]+ [y (1) + [0

lo que implica que

x(t,) (= x0) +y'(t0) (¥~ o) +2(25) (2~ 2,) =0

que es la ecuacion del plano normal IT buscada.

} Ejemplo 15.

Obtener la ecuacidn del plano normal a la curva cuyas ecuaciones paramétricas son

X=t—cost
y=3+sen 2t
z=1+cos3t

s
en el punto en que t=> .

- - . 7 . . Tr .
Solucion: El punto en cuestion se obtiene sustituyendo t=-en las ecuaciones

de la curva. Asi,

Para obtener el vector tangente se derivan las ecuaciones de la curva y se eva-

, s
ldan en t—?:
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r’(§>=2i—2j+31€.

Por lo tanto, la ecuacion del plano normal serd

2( —g) — 2(y-3)+3(z-1)=0

2x-2y+3z+(3-m)=0.

4.51 Formulas de Frenet-Serret

En la primera parte de esta seccion (hasta el ejemplo 17) principalmente se utili-
zara el parametro s. Sea C una curva parametrizada por r (t) y sea s el parametro
de longitud de arco. A cada punto de C se asocian tres vectores unitarios muy
importantes: el primero es el vector tangente unitario T que ya se introdujo (ver
ecuacion (27))

dr

g dr _ar
dr ds
dt

El segundo es el vector normal unitario N que se definird a continuacién.
Como T es unitario, entonces su magnitud es constante y su derivada, como ya se

probd, sera perpendicular a él, es decir,

. dT
T. —
ds

Esto permite definir un vector unitario N perpendicular al vector T (y por lo
tanto perpendicular a C), denominado vector normal, mediante la expresion

ar .
— =kN 28
I (28)
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que se conoce con el nombre de primera férmula de Frenet-Serret. Al numero

at
I 29
k=17 (29)
se le llama curvatura de Cy a su reciproco
1 1
p=— = — (30)
K lat
ds

se le denomina radio de curvatura.

} Ejemplo 16.

Hallar el radio de curvatura de la curva cuya ecuacidn vectorial es
r(t)=acosti+asentj; 0<t<2m.

Solucion: Se ha visto que esta ecuacion representa a una circunferencia con

centro en el origen de coordenadas y con radio a. También se parametriz6 en

términos del pardmetro longitud de arco s como

S . S .
I'(S)=Cl cosa—1+a Sel’la—J

luego
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El radio de curvatura es,

p=— = p=a.
K
Por lo tanto, para el caso de una circunferencia, lo que se ha llamado “radio de
curvatura” coincide precisamente con el valor de su radio geométrico, lo que
justifica el nombre asignado a p.

El tercer vector unitario se define como

~

B=TxN (31)

y se le llama vector binomial. Debido a las propiedades del producto vectorial, B
es perpendicular a Ty a N (ver figura 4.11). Los vectores T , N y B constituyen
un sistema coordenado ortogonal local en cada punto de la curva C. Al plano
que contiene a los vectores T y N se le denomina plano osculador y siempre es
perpendicular al plano normal a la curva C en cada uno de sus puntos (ya que el
plano normal es perpendicular a T). Nétese que de la ecuacién anterior se sigue
que N=B x Ty T=N x B. Al circulo de radio p que se encuentra sobre le plano
osculador que toca a curva C en el punto r y cuyo centro se encuentra a una dis-
tancia p sobre el vector normal N se le denomina circulo osculador.

Como B es un vector unitario entonces dB/ds, en caso de ser diferente de
cero, debe ser perpendicular al vector B. Ademds, si se deriva la ecuacién (31)
respecto a s se tiene que

dB dT . . dN
— = —XxN+Tx —
ds ds ds

y como
at . at .
—=«kN = — xN=0,
ds ds
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entonces,
dB . dN
—=Tx —.
ds ds

Por lo tanto, dB/ds también es perpendicular a T y en consecuencia debe ser
paralelo a N. Luego, se puede escribir

dB .
- _1N 32
FA (32)

que es la segunda férmula de Frenet-Serret, donde

~

|t |= : (33)

ds

FIGURA 4.11.

Este concepto, t, recibe el nombre de coeficiente de torsion o torsion. Al reciproco
de la torsion se le llama radio de torsion, y se denota con
1

t

o= (34)

El signo menos en la ecuacién (32) tiene el siguiente propdsito: en primer
lugar se nota que si B sufre algtin cambio al irse recorriendo la curva (o sea,
si dB/ds#0), el cambio sélo puede ser en su direccién (ya que |l§| =1), la cual
siempre es ortogonal a T. Es decir, B gira alrededor de la curva en un plano per-
pendicular a T. Por otro lado, se observa que si se multiplica vectorialmente la
ecuacién que define a B por -N se obtiene
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que nos indica que si B se girara hacia el vector —N avanzando de acuerdo con
un tornillo de rosca derecha, se obtendria el vector T. Ahora falta determinar
hacia donde gira B conforme va creciendo el pardmetro s. Supéngase que >0,
entonces dB/ds y AB tienen la misma direccién que — N (ver ecuacién (32)) y
por lo tanto B va girando alrededor de hacia —N, es decir, en el mismo sentido
que un tornillo de rosca derecha. Lo contrario ocurre cuando 7<0.
Si se multiplica vectorialmente la ecuacién (31) que define a B por T se
obtiene N=B x T. Derivando esta expresién respecto a s
dN dB . . df
—=— XT+B X —.
ds ds ds

El uso de la primera y segunda férmulas de Frenet-Serret en esta ecuaciéon da
como resultado

dN C e
— =—1tNxT+«kB x N,
ds
pero como NxT=-B y B x N=-T entonces
— =tB-«T (35)

llamada tercera formula de Frenet-Serret.

El conjunto de las tres férmulas de Frenet-Serret:

atr .

—=kN 28
= (28)
dB .

—=—1N 32
= (32)
d—=—K'i‘+rf3 (35)
ds
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son fundamentales en una rama de las matematicas llamada geometria diferen-

cial. En todas ellas se esta derivando respecto al parametro longitud de arco.
Como k = |d'i‘/ds

Por lo tanto, T es un vector unitario con direccién constante y la curva es una

, la curvatura nunca es negativa. Si k es cero, dT/ds=0.

linea recta. Inversamente, para una recta, T es constante y dT/ds = 0; luego k =0.
Por lo tanto, las Gnicas curvas con curvatura cero son las lineas rectas.

La torsién t puede ser positiva o negativa y —como ya se explicd, depen-
diendo de su signo—, conforme se va recorriendo la curva en sentido positivo,
el vector B (y con él el sistema T N B) va girando alrededor de T en la misma
forma que un tornillo de rosca derecha (si T>0) o de rosca izquierda (si T<0).
El signo de t es independiente de la eleccion del sentido positivo en la curva. Si
=0, dB/ds=0y B es un vector constante lo que implica que los vectores Ty N
permanecen siempre sobre un plano fijo cuya normal es el vector constante B.
Inversamente, para una curva plana, T sélo puede variar sobre un plano fijo y por
lo tanto Ty su derivada (que es proporcional a N) siempre estin en un plano cuyo
vector normal unitario B es constante; por lo tanto, dB/ds =0 en todos los puntos
para los cuales N estd definido (k;ﬁO) y, en consecuencia, de (32), se sigue que
7=0. Esto implica que las tnicas curvas que tienen torsion nula son las curvas

planas. El plano que contiene a los vectores T y B se denomina plano rectificador.

} Ejemplo 17.

Calcular T, B, N, k, p, Ty o para la curva definida por la ecuacién vectorial
r(t)=acosti+btj+asentk.

Solucién: En el ejemplo 13 (ii) se analizé esta curva y se parametrizé en térmi-
nos del parametro de longitud de arco. La ecuaciéon quedé como

s bs s
r(s)=acos | —— |1+ —— ) j+asen| ————|K
Q (1/ a’+ bz) («/ a’+b? ) ! («/ a’+ b2>
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y por lo tanto

T="
ds

Si se deriva con respecto a s

@— ¢ cos s i ¢ sen 5 K
ds a’+b? A A+ b? a’+b? £/ A+ Db?

y

a s 2 a s 2
- COS | —— + |- sen
[ a2+b2 (/a2+b2>] [ a2+b2 (/a2+b2)]

a 1 a’+ b?

a’+b? K a

Ademds, de la primera férmula de Frenet-Serret

at

. ds s s 3
N= =— cOS| —|1—-sen| — |k
K («/ a’+b? ) («/ a’+ b? )

y como B=T xN, se tiene que

E\
S
(@)
m
0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
»
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

>
H
o




1 ] K
X a S b a S
B=| 2, 12 sen 2, 1.2 2, 1.2 2, 12 cos 2, 12
a‘+b \/a+b \/a+b \/a+b a‘+b
— cos 5 0 — sen 5
A a*+b? A a’+ b?
b S a a
=— sen 1- ]
a’+ b? ( a’+ b? ) a’+ b?
b s i
’ a’+b? o8 A/ a*+b?
y

@— b cos 5 1 b sen 5 K
ds a’+b? a’+ b? a’+ b? A/ a’+b? '

Como se puede ver

dﬁ_ b X
ds | a2+p? '

Comparando esto con la segunda férmula de Frenet-Serret se concluye que

b 1 a*+b?
T, > 0=—= .
a‘+b T b

T=

En muchas ocasiones, la parametrizacion mediante la longitud de arco no es

tan facil, por lo que la determinacién de algunas magnitudes como la curvatura
puede complicarse mucho con el método anterior. Es por ello que a continuacién
se deduciran férmulas para calcular la curvatura y la torsion a partir de las ecua-
ciones parameétricas de la curva en estudio, cuando t es un parametro arbitrario.
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Sea C una curva descrita por la ecuacion vectorial paramétrica r(t) =x(t)i
+y(t)j +z(t) K. Sustituyendo (27) en la regla de la cadena (26) se obtiene

r'=s'T (36)

donde la marca con “prima” indica la derivada con respecto a t. Si se deriva esta

ecuacion se tiene

7 d /e 17 & /d'i‘ 778 ,dT dS
r’=—(s'T)=s"T+s'— =s"T+s'— —
dt dt ds dt
5 A
pero — =kN por lo cual
ds
r’=s"T +(s')2 kN .
Si se deriva nuevamente
" "7 V4 dT d / o ’ dﬁ
r”=s"T+s" ==+ = [(s")k] N+ (s") 2k —
dt dt dt
T di‘ dS TN/ 7 7% / dﬁ ds
=s"T+s"— —+25"s"kN+(s")k'N+(s")’k — —
ds dt ds dt

usando la primera y la tercera férmulas de Frenet-Serret se sigue que
r”=s"T+ks's"N+2ks's"N+(s")2k'N = (s')°* T +(s")°kcB
=(s""=k*(s)*)T+(3ks"s"+(s") k)N +(s") k7B .
Si se efectda el producto r’ x r” se tiene

r'xr”=(s"T)x (s"T+(s")?kN) = (s")kB . (37)
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Tomado su magnitud y despejando k, se llega a

~ |r'><r”|

K —_—

il

(38)

lo que permite calcular k a partir de r (t) El valor de s’ se obtiene de la ecuacién

(24) o tomando la magnitud a cada miembro de la ecuacién (36), con lo que se

/

obtiene s'= |r

De la misma forma, si se calcular’xr”-r”’ se obtiene

y si se sustituye el valor de k se obtiene

/ a3
r/xrll_rlllz(sl)6: % = |r/><r
de donde
r/x r//. rl//

//|2
T

(39)

Si la direccién positiva de la curva es en el sentido en que crece t, entonces

s’=ds/dt>0y las ecuaciones (27) y (37) muestran que T y B tienen las direccio-

nesder’yr”x r’”, respectivamente. Por lo tanto:

.r r
T: , =_/
r S
R r/x r//
B= 4 14
rxr
. (r'xr")xr
N=

(40)

(41)

(42)
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Otra expresion util para evaluar k se puede obtener a partir de la ecuacion

dt dt ds . ds
N

ar
dt r//S/_r/S//
k: S/ = S/3
/ 24
, Ter
ycomos = —— entonces
S
/ 77\ 2
"o r-r
"]~ z (43)

= 3’2

y es inmediato comprobar que (38) y (43) son equivalentes.
Es interesante observar que para el caso de una curva plana dada por y=f (x)
y 2 = cte las expresiones discutidas arriba se reducen a

r'=(Lf(x), 0)

= (0. (). 0)
s'=/1+f7(x)

=1(0,0, ()| =f ()

r/ X r//

lo que implica que

y// .
(1+y™)"

Ademids, como r"’=(0, f"(x), 0) entonces
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y por lo tanto la torsién t vale cero, lo que era de esperarse ya que la curva es

plana.

} Ejemplo 18.

Obtener T, N, B, k, p, T y 0 para la curva cuya ecuacién vectorial es
r(t)=costi+sentj+sentK.

Solucion: Si se calculan las derivadas se obtiene
r'(t)=—senti+costj+cost K
r’(t)=—costi-sentj—sentK
r"(t)=+senti-costj—cost K

de donde

/

s'= |r/(t)| =/ sen®t+cos?t +cos’t

=4/ 1+cos’t

por lo que

r (40)

sent N cost ” cost K

] 1+cos?t " +/ 1+cos’t " A/ 1+cos’t
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Al determinar r’ X r” se obtiene

i i K

N
N
>

r'xr”’= | -sent cost cost | =-j+K

-Ccost —sent -—sent

N 1 1 .
=42 = B=— — j+— K
Jz Eir

Nétese que B es constante, lo que implica que la curva estd situada en un plano

r/ X 1.//

fijo cuya normal es B. Esto a su vez implica que la torsién es nula, como se verd

explicitamente mas adelante.

r/ X 1'//

(s)?

Ahora se calcula la curvatura mediante k=

ﬁ (1+ coszt)s/2
— - = p="r— 7.
(1+cos’t) /2 ﬁ

K=

Para obtener N se calcula

b >
L)

j
(r'xr”)xr'= 0 -1 1

-sent cost cost

=—2costi—sentj —sentKk

=ﬁ /1 + cos’t.

| (r’x r”) xr’
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Asi, de (42), se tiene

(I'/X r//) % r/

/

N=
|

(r/x r//) XTr

2cost sent sent

=— i- - K.
\/_21/l+coszt ' \/_21/1+coszt ! \/_21/l+coszt

Para calcular la torsién se determinar’'xr”-r"”":

r'xr”’-r"= (0, -1, 1)- (sen t, —Ccost, —Cos t)=0.

Por lo tanto

’ "o

rxXxr -r

T=—=0 = 0—> 00,
ro |2

r Xr

lo que comprueba que se trata de una curva plana (sin torsion). La grafica de esta
curva se muestra en la figura 4.12. Es una elipse situada en un plano perpendicu-

lar al vector B=—(—2 ) j+(—1) K v cuyo centro es el origen.
(ﬁ)J (ﬁ) i ;

FIGURA 4.12.
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4.5.2 Cinematica de una particula

Sear(t)=x(t)i+y(t) j+2(t)K el vector de posicién en el tiempo t de una parti-
cula en movimiento con respecto a algtin sistema de referencia. La velocidad v
y la aceleracion a de la particula con respecto a dicho sistema se definen como
la primera y la segunda derivadas de r(t) respecto al tiempo, respectivamente.

Es decir,
d
v=é=x'(t)i+y’(t)j+z(t)l€
y
av er 7 N 7 N " ~
a=E=F=x (t)1+y (t)_]+z (t)k.

} Ejemplo 19.

Una particula se mueve sobre la curva de ecuacién r(t)=2t1-t*j+(t+1)°K.
Calcular su velocidad y su aceleracién cuando pasa por el punto P= (2, -1, 4).

Solucion: Primero se comprobard que efectivamente la curva pasa por el
puntoP. Igualando las primeras componentes de r () y P se tiene 2¢*=2, lo que
implica que t= *1. Sustituyendo este valor en la segunda y tercera componentes
der (t)se obtiener ( * 1) =21 Fj+ ( 1+ 1)2 K. Vemos que para que esto sea igual
a P se debe tomar el signo positivo de t. Por lo tanto, la curva pasa efectivamente
por P cuando t=1. Ahora se deriva r(t) y se tiene

r'(t)=4ti-32j+2(t+1) K
r'(t)=4i-6tj+2 K.

Evaluandoent=1
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Al médulo de la velocidad |v| = |%| se le llama rapidez y se denota como v.

Usando la ecuacion (24) se obtiene

ds
v=—.
dt

Para este ejemplo

v=|v|=4/16+9+16 =4/ 41.

En ocasiones es util escribir la velocidad y la aceleracidn en términos de los
vectores T y N como se verd a continuacién. Usando (24), (26) y (27) se tiene que

dr
dt

dr_dr ds_dr

V= = — — = — =yT
dt ds dt ds

lo que implica que el vector velocidad siempre es tangente a la curva y tiene la
direccién del movimiento. Derivando nuevamente,

dv d(vt) dv, 4t dv . dfds
a = T

dt dat dt dt dt ds dt

pero de acuerdo con la primera férmula de Frenet-Serret (ecuacion (28))

Esto nos indica que la aceleracion es un vector situado en el plano que contiene
a Ty a N (plano osculador) con componentes tangencial a, y normal a, dadas
por dv/dt y v’/p, respectivamente. La aceleracién serd tinicamente tangencial
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cuando el movimiento sea rectilineo (p—>o0) y serd tinicamente normal a la
curva cuando la rapidez sea constante (dv/dt=0). La aceleracién tangencial a,
y la aceleracién normal a, se definen como a,=a,T y ay=ayN

} Ejemplo 20.

Obtener las componentes tangencial y normal de la aceleracién en el tiempo
t=1 del ejemplo anterior.

Solucion: Se tiene que

av d
dr dr [v|

:%Jl6t2+9t4+4(t+1)2

d 4 2
=—/9t*+201°+81+4
dt

B 181°+20t+4
Aot +20t°+81+4
dv 42
= a;=—| =7 = 6.5593.
dt |,_, 41
Ademas,
v=|v|=1/ 41 => V=41
y
1 (s)® Ve
p_ = 4 14 = 4 14
K |t'xr rxr
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donde i j K
r<xr’=| 4 -3 4
4 -6 2
= 18i+8j-12K
y

4/ 532

Por lo tanto, la componente normal es ay =414/ 532/(«/ 41)3 =3.6022 y en con-
secuencia

a~6.5593 T+3.6022 N.

Cabe notar que las férmulas para la curvatura y la torsién (ecuaciones (38) y

(39)) en términos de la velocidad y la aceleracién quedan como

|v><a| vxa-a . da
= s T=7""712 donde a=—-.
|v| dt

K
|v><a|2

Un caso particular de movimiento es el movimiento circular que es cuando la

particula se mueve sobre una circunferencia. A continuacién, se hara un breve

andlisis de él.

FIGURA 4.13.

Sea Cla curva mostrada en la figura 4.13, y sea 0 el angulo que forma con el
eje X el vector de posicion de la particula. La rapidez angular w y el médulo de la
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aceleracion angular o de una particula en movimiento circular, se definen res-
pectivamente como la primera y la segunda derivadas de 6 respecto al tiempo:

de dw d*0
w= — y 0= — = —2 .
dt dt dt

Por otra parte, del ejemplo 13(i), se tiene que la relacion entre el angulo 0 y el

parametro de longitud de arco es
s=R0O

donde R es el radio de la circunferencia. Derivando en ambos miembros con res-

pecto a t,

ds do

at = dr

ds dao
peroE:v y w= ym , por lo que

v=Rw.

Si se vuelve a derivar con respecto al tiempo,

dv dw
— =R—.
dt dt

Como dv/dt es la magnitud de la componente tangencial de la aceleracién y
dw/dt es la magnitud de la aceleracién angular, se sigue que

ar=Ra.

Ademas, la componente normal de la aceleracion estd dada por
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Luego, la aceleracién para este tipo de movimiento es igual a

a=(Ra)T+(Rw?)N.

} Ejemplo 21.

Un nifio juega con una pelota que estd unida a un hilo. El nifio hace girar la pelota
con una velocidad constante (velocidad angular) de 3 radianes por segundo y el
hilo tiene una longitud de 0.5 m. Considerando que la pelota tiene una masa de
0.3 kg y que tanto la masa del hilo como la aceleracién de la gravedad son des-
preciables, calcular la fuerza ejercida por la pelota sobre el hilo.

Solucion: La fuerza que actia sobre la pelota estd dada por la segunda ley de

Newton: F =ma. Se calculara entonces la aceleracion de la pelota
a=(Ra)T +(Rw?)N

con

dw
— -0
dt

w =3 rad/s; R=0.5m; vy o=
por lo que

a=(0.5)(3)’N

a=4.5N

luego la fuerza que ejerce el hilo sobre la pelota es
F=ma=135N.

Esto es, el hilo tira de la pelota con una fuerza de 1.35 kg m/s” en direccién de
la normal, o sea hacia el centro del circulo. Ahora bien, se sabe de las leyes de
Newton que a toda fuerza de accién corresponde una fuerza de reaccién igual
en magnitud y de sentido contrario. Por lo tanto, la fuerza ejercida por la pelota
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4.30. Calcular la longitud de arco de las siguientes curvas.

4.31.

a) x=cost; y=sent; 0<t<2m
b) Cardioide r=a(l+cose); a>0
2\ 2 8 3/ A
c) f(t)=(2t—t)1+?t 2] entre t=1yt=3.

Solucion:a) S=2m; b)S=8a; ¢)S=12

a) Demostrar que la curva descrita por

f(t) = % (1+cos t, sen t)

es una pardbola que abre hacia el eje x con foco en (F, 0).

b) Sean P un punto cualquiera sobre la parabola, [, una recta que va del
foco F a Py I, una recta paralela al eje de la pardbola y que pasa por P
(ver figura EJ-4-31). Demostrar que las rectas [; y [, forman el mismo
angulo con la normal a la curva en el punto P. Esta propiedad de la
parabola es fundamental en los espejos y las antenas parabdlicas.

FIGURA EJ-4-31.
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Solucion:
a) x=—- - F y® por lo tanto se trata de una pardbola que abre hacia el eje x
con vertlce en el origen y foco en (F,O)
b) Elangulo entre Ny L, esta dado por

N-1
cos ¢, = ———— =cos;,
IN] 3]

por lo tanto, ¢;; = ¢y,

4.32. Determinar la longitud de cada una de las siguientes curvas.

a) C: f(t) ( ) e[—l l]
C:f(t)=(5 cost, 5sent), te[0, 1]
c) c:f(t)=(1,2,3)+t(2,1,0), te[ -1, 2].

4.33. Un avion parte del origen de un sistema coordenado y empieza a acelerar
uniformemente a razén de 5 m/s® en una pista orientada de tal manera
que forma —60° con la direccidn este. Rueda hasta recorrer una distancia
de 1 kmy empieza a despegar en la misma direccién, levantandose con un
dngulo de 30°y acelerando a razén de 10 m/s” hasta que alcanza una altura
de 5000 m. Determinar la(s) expresion(es) del vector de posicion del avidn
en cualquier instante considerando que el eje x se dirige al este, y el eje y

al norte.

Solucion:

1 ) .

7(2.5, -4.33,0)t si 0<t<20

r(t) =

(500, - 866, 0) +5(0.433,-0.75, 0.5) (t - 20)* si t220
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4.34. Hallar la ecuacion de la curva que pasa por (0,0) y cuya pendiente en cual-

quier punto estd dada por

_2y2-3x%y
x*—4xy+6y°

Solucién: y(x*-2xy-2y*)=cte

2

72| en t=0.

4.35. Sir=(*+21)1-3e > j+2 sen 5¢ K, calcular

2

|, =12

Solucion:

4.36. Dibujar la curva descrita por cada una de las siguientes funciones.

a) f(t)=(t,t,t), tefo,1]

b) f(t)=(t 1), te[-1,1]

c) f(t)=(5,tcost, 5sent), te [0, 27r]
d) f(t)=(5,5cost, 10 sent), te [0, 21r]
e) f(t)=(5,54)+t(1,1,1).

4.37. El operador de la torre del aeropuerto detecta un avién a una distancia de
80 km en la direccidon norte que se acerca con una velocidad de 1 000 km/h.
Detecta también otro avién a la misma altura que el primero a 60 km al NE
acercandose con una velocidad de 800 km/h. ;Con qué rapidez disminuye
la distancia entre ambos aviones?

Solucion: La distancia decrece a razén de 713 km/h

4.38. Una particula se mueve con velocidad uniforme igual a 15 m/s en direc-
cién NE, formando 60° con el plano horizontal. Si la particula esta en el
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quier instante. Considérese que el eje x se dirige al este y el eje y al norte.
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4.39. Dadala funcion

2 (cos(t+91/4), sin(t+91/4)) si te[-m, 0]
ﬁ(ﬁ+cos(t—5n/4),ﬁ—sin(—t—Sn/4)) si te(0, m]

determinar los valores de

f(t)=

. . . df . df
(O G| B0 Mmf@ Mmo. lmo

s g .o df .
y con base en los resultados indicar sify , son continuas en el punto en donde

t es igual a cero. Hacer una grafica aproximada de la funcion.

4.40. Cuando t=0la “nariz” de una avioneta de hélice se encuentra en el origen
de un sistema coordenado, y su hélice, de 2m de didmetro, se encuen-
tra en posicion vertical. Sea M el punto extremo de la hélice que en ese
momento se halla arriba. La avioneta se mueve en direccidn del eje y con
una velocidad constante de 300 km/h y su hélice gira a razén de 6 000 rev/
min. Escribir la expresion del vector de posicion de M en cualquier ins-
tante. Considérese que |r| estd en metros y que la hélice se mueve en sen-

tido antihorario.
Solucion:
r(t)=| 2sin(2007t), ?t, 2 cos(200mt) |,
donde t estda dado en segundos y |r| en metros
4.41. Con referencia al ejercicio 29, se desea conocer la velocidad v y acelera-
ciéna de la particula en t=7/6 segundos

Solucién: v=-57+/3i+51f; a=-10m*i-10m%/3 j-10m%/3K
a;=0; ay=-107"1 —lOnz\/gj
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4.42. Con referencia al problema 40, se desea conocer la velocidad y la acelera-

cién del punto M cuando t=4/3 segundos

4.43. Con referencia al problema 60 del Capitulo 1, se desea saber cudnto tarda
una silla en dar una vuelta completa. Para esto considérese el diagrama de
fuerzas de la figura EJ-4-43, donde T es la tensién en la cadena que sostiene
ala silla, F, y F;; son las componentes vectoriales (vertical y horizontal res-
pectivamente) de la tension, W el peso de la silla (incluido el peso del ocu-
pante), ay la aceleracion normal de la silla y g la magnitud de la aceleracién
de la gravedad. De acuerdo con el diagrama, analicense las siguientes ase-

veraciones.

FIGURA EJ-4-43.

D |Fy| =Wl
i) W)= a7l
g
iii) Fy=-W
y elijase la(s) opcidn(es) correcta(s).

a) solo (i) es correcta

b) solo (ii) es correcta

c) solo (iii) es correcta

d) sélo (i) y (ii) son correctas
e) solo (1) y (iii) son correctas
f) sodlo (i) y (iii) son correctas
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4.44,

Si se denota con w a la velocidad angular y con p al radio del circulo oscu-

lador, se tendra que (elijase la opcion correcta):

a) |aN| =w2p

2

wp

NE

c) ay=w’m (pi+j)

b) ay= (i+j+K)

d) |aN| =w’ Tp

e) aN:% (i+j+K).

Finalmente, el tiempo pedido en segundos vale (elijase la opcién correcta):

2)9.8 b3 )42 d)53 e 7.

Solucion: Las opciones correctas son F,=-W ; |aN| =w’p; t=5.3.

Un moévil describe una trayectoria dada por las ecuaciones paramétricas

X=CO0St
y=sent
z=t

Si el movimiento se inicia en ¢t =0, hallar las coordenadas del primer punto
que alcanza el mévil en el cual la direccién de su movimiento forma un
angulo de 45° con el vector u= (-1, 2, 1/ 2/12).

Solucién: t=45°; = x=4/2/2; y=4/2/2, z=m/4
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4.45. Un avidn de fotografia aérea que lleva su camara exactamente al frente,

tiene una trayectoria dada por
r=(*-41)i+(t-3)j+(£*-5)K

donde t estd en minutos, y |r| en kilometros. Se desea saber en qué instante
debe ser disparada la camara para fotografiar de frente un objeto situado en
P,=(-4,2,39).

Solucioén: t=2
4.46. Dado un movil que se desplaza con velocidad v y aceleracion a, se desea

calcular la torsién de su trayectoria. Para esto es conveniente referir vy a
al sistema TNB. Correlacionar los cuadros con las letras siguientes.

ds d’s ds '\’

— b — — d o
2) Kdt )P dat* ) (dt) )

ds \’ d*s ds ds

= f) —— - h) —
K K(dt) ) e T ) @t

v= T+ IN+[]B
a=[]T+[IN+[]B.

Obténgase ahora a'(t) referida al mismo sistema (correlacionar):

3
ds d’s
0 B [ =) t-k—
Y : (dt) BT
ds d>s (ds\' d Bs (ds\
0 o LB X ) -2
dt dt dt dt dt dt
42 s\’
e) ﬁK—‘L’K f) (d—i) KT
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4.47.

Efectuando v x a se obtiene k que estd dada por (elegir la opcién correcta):

a) |v><a| b) |v><a| c) |v><a|2
By as e
dt dt® dt?

d) |vxa| e) |v><a|

d’s a2\’
dt® a2
Finalmente, T estda dada por:

a) (vxa-a')|v><a| b) |vxa| c) |v><a|2
vxa-a’ vxa-a’

vxa-a’

) vxal? ¢) (vxa-a’)|vxal®
Solucion:v=hT+dN+dB, a=fT+eN+dB, a’=dT+cN+fB,

lvxal

ds 39
(&)

K= inciso b).

Seay=f (x) la ecuacion de una curva en el plano XY. Se desea calcular su

curvatura en el punto x=x,: El vector r estd dado por (escoger la opcién

correcta):
a) solo (i) es cierta
i) r=01i+f(0)j b) sélo (ii) es cierta
i) r=ti+f(t)] c) sélo (iii) es cierta
i) r=xi+f (x)j d) sélo (1) y (ii) son ciertas

e) solo (1) y (iii) son ciertas
f) sdlo (ii) y (iii) son ciertas
g) Todas son ciertas.
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4.48.

Sus dos primeras derivadas en el punto son (correlacionar):
a) f(x,) b) f(t) c) £(8) d) 2 e) £(6)
£) £(¢) g) 0 h) 1 ) fle) ) -3

r/(xo) =i+
r’(x,) =0 1+1].

Finalmente, la curvatura pedida es (elegir la opcidn correcta):

a) f(x) b) f '(xo)l o |f ’(x0)|
[l +f ”(xo)]3 {1 + [f ’(xo)]z}s/z [l +f ”(xo)]s
a_ f(1) e) f(6)
[1+£7(0)]7? 1+£7(6)

Solucion: Las tres expresiones para r son correctas, por lo tanto el inciso

correcto es g); t'(x,) = hi+ij; r'(x,) =g i+aj;

/)| 3, » inciso b).

{l + [f/(xo)]z}

Calcular la curvatura de la elipse 4x*+9y°=36 en x=0.

f/(xo) | =£
SR A CHS K

Solucion:
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4.49. Calcular la curvatura de

x*+y*-2z=0 1 2 1
C: en P=(—-,-—,—
x+y+z=0 5 S 5

17 250

Solucion: k= /== ==,
43 129

4.50. Calcular la curvatura y torsién de la curva dada por

3

x=3send

C: yzﬁsend) en ¢=g
z=2 cos ¢.
.- 3

Solucion: K=7 -

4.51. Un candn estd apuntando hacia el rumbo N60°W, formando un angulo de
45° con el plano horizontal, y sus obuses salen con una velocidad de 400 m/s.
Si el eje y apunta al norte, el eje x al este y el eje z hacia arriba, hallar la
ecuacidn vectorial de la trayectoria de los obuses. Nétese que la aceleracién
estd dada por — gK (en donde se ha despreciado la resistencia del aire).

Solucién: ¢ (£)=1004/2 (= /3, 1, 2) 15 2(0, 0, 1).

4.52. Una particula se mueve a razén de 30 rev/min sobre la curva

O\ 4P+ 9y + 722 =7
" ( 36-2x=0

donde x, y, z estan en metros. Se sabe, ademas, que z2=0y x>0 cuando
t=0, y que a partir de ese momento se mueve hacia arriba. Hallar en qué
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instantes dentro del intervalo 0 <t<1, son maximas la rapidez y la magni-

tud de la aceleracion. Calcular dichos valores maximos.
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4.53.

Una particula se mueve en el primer octante sobre la interseccién de la
esferar=4sen ¢ cos0i+4 sen ¢ senBj+4 cosdK, con el cilindror=4 cos6
senfi+4sen’0j+zK(donde | r| estd dado en metros). Si su cota desciende
arazon de 1 m/s y se sabe que en t=0 seg, z es igual a 4 metros. Calcular
la velocidad, la aceleracidn, la aceleracion tangencial y la aceleracidn nor-

mal de la particula en el instante en que t =2 seg.

4.54. Hallar las componentes tangencial y normal de la aceleracién para cada

4.55.

4.56.

4.57.

uno de los vectores de posicion siguientes que define el movimiento de

una particula.
a) r=(cos 2t)i+(sen 2t)]j b) r=ti+t’j,ent=1

o) r=(*~3t)i+(>-1)j,ent=0 d) r=t*i+1%j, ent=4/5/3.

Dada la curva: x=3 cost; y=3 sent; z=4t, hallar: T,N, B, k, p, Ty ©.

Determinar los vectores tangente unitario, normal unitario, binormal y la
curvatura, el radio de curvatura, la torsion, el radio de torsién y las ecua-
ciones de los planos tangente, oscilador y rectificarte de la curva de ecua-
ciones x=3t; y=3sent;z=3cost.

Una particula inicia su movimiento en el origen de acuerdo con la siguiente
ley
r = (5%"-5)i + 10sen 2tj + (5t+41*)K

donde ¢ estd en minutos. Determinar, de manera aproximada, su posicién
al cabode 1.2s.
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4.58.

4.59.

4.60.

4.61.

4.62

Hallar las componentes tangencial y normal de la aceleracién de una par-
ticula que se mueve en la hélice de ecuacién

r(t)=(cost)i+(sent)j+t K.
Hallar la fuerza que actia sobre un objeto de masa m que se mueve en la
trayectoria eliptica:

r(t) = (a cos wt)i+ (B sen wt) j; 0st<2m.

La trayectoria de una particula estd dada por la expresion
ft)=t"i-tj+k.

Calcular su aceleracidén normal y su aceleracién tangencial en el punto
correspondiente a t=1.

La trayectoria de una particula estd dada por la ecuacién r(t)=(2t*, 4t,
sen t), siendo ¢ el tiempo medido en segundos. Determine su posicion, su

velocidad y su aceleracion en el tiempo t =5seg.
Obtener el vector tangente unitario y la ecuacion de la recta tangente para
cada una de las siguientes funciones en los puntos indicados.

a) f(0)=(4cos0,-4 cos 0) en 0 arbitrario
b) f(e) = (4 cos 6,—4 sen 6) en 0 arbitrario.
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4.63.

4.64.

4.65.

4.66.

4.67.

Determinar T, N, B, k, p, Ty 0 para las siguientes curvas en los puntos indi-

cados.

a) C:Hf(t)=(t, *); t=1
b) C: f(t) (5 cost, 55ent) t=0
o) C:f(t)=(1,2,3)+t(2,1,0); t=2
d) C:f(t)=(5cost? 5sent?); t=0
e) C:f(t)=(e‘cost, e'sent); t=1
f) c:f(t)=(t % 1); t=1

g) C: f(t) = (t cost, t sent, t) (hélice conica), en t=1.

Demostrar que si el movimiento de una particula es tal que ? =0, enton-
2

cesa-v=0.

Obtener la ecuacion que describe la trayectoria de una particula si se sabe

que su velocidad esta dada por

v(t)=(2t,—t,sent) y que r(t)=(l,l,l) en t=0.

a8
ds

dt

ds

dt

Dada r(t) =3ti+3sentj+3costK, calcular T, — , B

El campo de velocidades de un fluido estd dado por v=3x1-2y j, donde
|v| estd en metros por segundo y x y y en metros. Calcular v - T sobre la

elipse

X
—+l=l; z=3.
16 9
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4.6 Ecuacion vectorial de una superficie

En forma semejante a lo que se vio para el caso de una curva, en esta seccion
se vera la representacion vectorial de una superficie. Se ha visto que bajo cier-
tas condiciones una superficie en el espacio puede representarse mediante una
ecuacion explicita de la forma

z=f(x,y) donde (x,y)eR?

o también por una ecuacién implicita como F(x, y, z) =0, donde F es una fun-
cién definida en alguna regién del espacio R®. Estas representaciones tienen, sin
embargo, desventajas similares a las que se analizaron para curvas y debido a
eso es necesario recurrir a otra forma para representarlas.

Sea F (u, v) una funcién vectorial de variable vectorial de la forma
F(u,v)=F(u,v)1+F,(u, v)j+Fy(u, v) K

donde F;, F, y F, son funciones escalares de u y v. Entonces, para cada valor de u

y v del dominio de F (denotado como Dy), existe un vector de posicién dado por
r=F(u,v) (44)
F ) 4 By ) 4y () B (@)

que especifica un punto r= (x, Y, z) del espacio. Cuando u y v varian el punto (x,
y, z) se mueve de acuerdo con las tres ecuaciones

x=F1(u, v); y=F2(u, v); z=F3(u, v) (45)
generando una superficie. Las tres ecuaciones (45) son llamadas ecuaciones

escalares paramétricas de la superficie y la ecuacion (44) (o la (44”)) ecuacion vecto-
rial paramétrica de la superficie. Para indicar que una superficie S esta generada
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mediante las ecuaciones paramétricas (45) conforme los parametros u y v varian

sobre una cierta region R,,, c D se utiliza la notacion

o bien
S:r=F,(u,v)i+F,(u, v)j+Fy(u, v) K (u, v) €Ry,.

Si se fija la variable v al valor C, las expresiones anteriores tendran un solo
parametro y describiran una curva en el espacio a lo largo de la cual varia u. Esta
curva se designa con v=C. Asi, para cada valor de C existe una curva en el espa-
cio (ver figura 4.14). El conjunto de todas estas curvas forma una superficie en
R®. De modo similar, si se fija u=K y se varia v, se obtendra una curva designada
por u=K, y para cada valor de K existird una curva. De esta manera se obtiene
también una superficie. Obviamente ambos procedimientos dan lugar a la misma
superficie, puesto que, de acuerdo con las tres ecuaciones escalares paramétricas,
para cada par de valores de u y v existe un solo punto (x, y, 2). Las curvas v=C'y
u=K se llaman curvas parameétricas. Los parametros u y v se conocen también con
el nombre de coordenadas curvilineas del punto (x, Y, z) sobre la superficie.

FIGURA 4.14. Superficie
arbitraria cuya ecuacion
vectorial paramétrica tiene la
forma de la ecuacién (44'):
r(u, v)=F,(u, v) i+ F,(u, v)]
+F,(u, v)K.

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
»
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

End
(o))
(]




Como al mantener constante uno de los parametros en la ecuacién vectorial
de la superficie (por ejemplo, a v), se obtiene la ecuacién de una curva, de acuerdo
con lo visto en la seccion 4.4, 81'/ ou es un vector tangente a la curva v=C, y por
lo tanto, es tangente también a la superficie. Ver figura 4.14. Y lo mismo puede
decirse para dr/dv. En consecuencia, el producto vectorial de ambos:

N=—x— (46)

es un vector normal a la superficie. Este vector serd utilizado frecuentemente en
todo el resto del libro.
Antes de seguir adelante se haran las siguientes dos aclaraciones respecto a

la notacion utilizada.

1) En todo este libro se denota con N” al vector normal a una superficie defi-
nido en la ecuacién (46) y con N al vector normal a la superficie definido
en la ecuacién (35) del capitulo 2, que se obtiene a partir de N=VF(x, y, z),
siendo F (x, Y, z) =0 la ecuacién que describe a la superficie. Estos dos vecto-
res son por supuesto paralelos, pero en general son diferentes. S6lo cuando
F tiene la forma F(x, y, z) =2 —f(x, y) y se toma como ecuacién paramétrica
de la superficiea r=xi+yj+f (x, y) K ambos vectores coinciden y son igua-
les a (ver ecuacion (35') del capitulo 2 y ecuacion (61) de este capitulo)

, oz 0z
N=N={ - —,-—,1|.
ox Yy

En los demas casos sdlo son proporcionales. Ademas, cuando se requiera
normalizar a estos vectores de manera que se obtengan vectores unitarios

estos se denotaran como

=3
1l
7|z

>
X
Z
1

1

z
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Ninguno de estos cuatro simbolos debe confundirse con la notacién N utili-
zada para el vector normal unitario asociado a una curva que se definié en la
ecuacion (28) en relacion con las férmulas de Frenet-Serret.

2) En forma semejante a lo que se hizo en las secciones 4.4 y 4.5, en vez de
escribir por ejemplo r=F(u, v), se escribird en ocasiones r=r(u, v). Aun-
que esta notacién no es rigurosamente correcta por las mismas razones que
se comentaron en la seccidn 4.4, para nuestros fines es muy conveniente y
no causara ninguin problema. Otros ejemplos de esto serdn escribir x=x(u,
v) envezde x= Fl(u, v) yv=v (x, Y, z) envezdev=F (x, Y, z), etc.

Analizar qué tipo de superficie describen las siguientes funciones vectoriales de

variable vectorial.

i) F(u,v)=acosui+bsenuj+vk
ii) F(p,0)=p cosBi+p senBj+3K.

Solucion:
i) Sisefijav=_C se obtiene la funcién
f(u)=F(u, C)=acos ui+bsen uj+CK

que es la ecuacién de una elipse con ejes a y b, situada en el plano z=C, y con
centro en el eje Z. Al dar otros valores a v se obtiene exactamente lo mismo,
pero a otras alturas. Por lo tanto, para todo valor de 2z se obtienen elipses idén-
ticas. Se trata entonces de una superficie cilindrica con eje paralelo al eje Z
y cuyas secciones transversales son elipses. Por otro lado, si se fija u=K se

obtiene la funcién
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g(v)=F(K,v)=acosKi+bsenKj+vK
=K,i+K,j+vKk

siendo K; y K, dos constantes. Esta expresion es la ecuaciéon de una recta
vertical que pasa por el punto (Kl, Kz) del plano XY y es facil ver que este
punto pertenece a la elipse que esta sobre dicho plano. Al dar otros valores
a u se obtienen nuevamente rectas verticales pero que pasan por los otros
puntos de la elipse mencionada. De esta forma se obtiene de nueva cuenta
el cilindro anterior.

ii) En este caso z permanece constante y por lo tanto se trata de un plano hori-
zontal cuya cota es z = 3. Este plano se puede considerar como generado por
la familia de circunferencias concéntricas centradas en el origen y diferen-
tes radios descritas por la funciéon

F.(0)=F(C,0)=Ccos8i+Csen0j+3K
en donde al variar C se obtienen las distintas circunferencias. Se puede con-
siderar también generado por la familia de rectas que parten del origen,
pero con distintas orientaciones descritas por la funciéon

Gy(p)=F(p,K)=p cosKi+psenKj+3K

en donde al variar K se obtienen las distintas rectas.

Trazar la grafica de la superficie definida por la ecuacién

r=r(u, v)=acosusenvi+asenusenvj+acosvk
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Solucion: Si se fija v al valor constante v,, entonces sen v,=a;, y COS v, =Q,, por

lo que r representa a la curva
r(u, 1/0) =aa, cosui+aa, senuj+aa,k

que es una circunferencia horizontal situada en el plano z=aa, de radio R=aa,
y con centro sobre el eje Z. Ademds, como se cumple que z°+R*=a’ el radio de
estas circunferencias horizontales varia al variar la z de acuerdo con la ecua-
cién de una circunferencia vertical de radio a con centro en z=0. Por lo tanto, la
superficie es una esfera centrada en el origen y las curvas v=1v, son los circulos
llamados paralelos.

Por otro lado, si se fija u al valor constante u,, entonces cos u, = 3; y sen u, = 3,,

y r representa a la curva
r(uo, v) =ap, senvi+af, senvj+a cosvk
que puede escribirse como
r(ug, v)=a(B,i+B,]j) senv+a cosvk
=asenv é+a cosvk

siendo €=p3,1+f3, j un vector unitario horizontal. Al estar expresada en esta
forma se ve de inmediato que se trata de una circunferencia de radio a situada
en el plano vertical definido por € y K, y con centro en el origen. Al cambiar u,,
el vector € gira horizontalmente, pero la curva generada sigue siendo una cir-
cunferencia de radio a. De esta forma se genera nuevamente la esfera de radio a
con centro en el origen. Las curvas u=u, son los circulos llamados meridianos.
En realidad, como 0<u<2m y 0<v< 7>, la superficie es la mitad de una esfera,
como se ve en la figura 4.15

Para obtener la ecuacion cartesiana de la superficie se elevan al cuadrado x,

Yy 2y se suman
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x*+y*+2°=a” cos’u sen’v+a’ sen’u sen’v +a® cos*v
=a’(cos’u+sen’u) sen’v+a® cos’v
=a B

lo que prueba que se trata de una esfera.

FIGURA 4.15.

Si una superficie S esta definida por la ecuacién
r(u, v)=F,(u, v) 1+ F,(u,v) j+F,(u, v) K (47)

donde u y v varian en una regién R, del plano UV, entonces se dice que S es
continua en R, siy sélo si F;, F, y F, son continuas en R,,. Para excluir el caso
en el que la superficie degenera en una curva (o en un punto) no se consideraran
los casos en los que las tres funciones F;, F, y F, dependan de un solo parametro.
Una manera equivalente de excluir esto es considerar sélo los casos en los que
por lo menos uno de los jacobianos J; EJ(%), J, E](Z’x) o bien J, 51@@ sea

u,v
diferente de cero en la regién R,,,. Si en algin punto P los tres jacobianos ante-

riores se hacen cero o no existen, a P se le denominara punto singular. En caso

contrario se le llamara punto no singular.
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De la ecuacidn (46) se tiene que

1 ] K
ox Jdy 0oz
ar 0 34 3u 3y
N'=—><—r= ou oJu du
u  ov
ox 0dYy 0%
v ov oV
oy 0z 9y 9% \. 0z dx 0%z 0x \.
(e _ o), (esox b5 ; as)
ou ov  ov ou ou ov 9V du

donde

Y,2\ 0y oz 9y oz
]1 = ] = — - — —
ou 9v oV 9x

[ ]<z,x>_a_z 9x 9z ox (49)
2 “du v 9v du

_ (xy) ox9dy Ox dy
]3 = ] =  — - — — .
ouov oV du

La ecuacidn (48) implica que los puntos singulares son aquellos en los que
N’ no existe o vale cero y los no singulares aquellos en los que N'#0. Si P es un
punto no singular en donde las derivadas dr/du y r/dv son continuas, enton-
ces N es continuo y a P se le llama punto ordinario. Cabe notar que como N’ es
un vector normal a la superficie, la condicién N'#0 significa que existe plano
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N’ de manera continua, implica que la superficie no tiene esquinas. Asi, a una
superficie formada Unicamente por puntos ordinarios se le conoce como superfi-
cie lisa (o suave).

La diferencial de area sobre una superficie generada por los parametros u 'y
v mediante la ecuacién vectorial paramétrica (47) estd intimamente relacionada
con el vector N’ como se verd a continuacién. Esta diferencial de drea se denota
como do y se le llama diferencial de drea de superficie. En la figura 4.14 se muestra
una seccion de una superficie de este tipo. También se muestran algunas curvas
u=constante y v=constante, asi como los vectores no paralelos % y %que son
tangentes a las curvas u=Fk; y v=C, respectivamente. Si las curvas estdn “sufi-
cientemente cercanas” entre si, la porcién AS de la superficie limitada por las
curvas u, u+Au, vy v+Av, es aproximadamente un paralelogramo donde dos

de sus lados son los vectores (ver expresion (19))

or or
—Au 'y —Av,
ou ov

los cuales son tangentes a la superficie. Entonces el area Ac de AS estd dada
aproximadamente por el valor absoluto del producto vectorial de ambos vecto-

res. Asi,

or
Ao = | —Au x —Av

or or ,
= | —x — AuAv=|N
ou ov

AA,,

siendo AA,,=Au Av. En el limite cuando Au—>0y Av—>0 el area del paralelo-

gramo es igual a do. Es decir,

or or
do=|—x — |dudv= |N’
ou ov

dudv (50)

y como
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N

=BT
se tiene

do=+/ J3+T3+7T5 dudv

- (12) o (22) o (24) e -

En general la magnitud del vector normal N’ es distinta de 1 y por lo tanto

do#dudv. El 4rea de la superficie completa A(S) se obtiene integrando do con el
método que se verd en el capitulo 6. La diferencial do es una diferencial de segundo
orden como las que se discutieron en la seccion 2.3.4 del capitulo 2, en cambio las
diferenciales de las ecuaciones (6)-(9) son diferenciales de primer orden.

Al igual que para el caso de una curva, las ecuaciones paramétricas de una
superficie no son Unicas y para poder reparametrizarla se deben satisfacer las con-
diciones que menciona el siguiente teorema que se enunciara sin demostracion.

Teorema 10. Sea una superficie suave representada por las ecuaciones paramé-

tricas

S:< y=Fy(u,v) V(u, v) eR,, c R

Esta superficie puede ser reparametrizada en términos de los pardmetros s y
t, mediante las expresiones u= (s, t), v=9(s, t), siempre y cuando

i) J(%”—),#O en R,

ii) a_(P, op 9% y 9% sean continuas en Ry,

as’ ot oas ot
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} Ejemplo 24.

Obtener una ecuacion para el plano tangente a la superficie siguiente en el punto
especificado y determinar si dicha superficie es suave.

r(u, v)=(2—cosv) cosui+(2—cosv) senuj+senvk
para —m<u<m; —m<v<T;en el punto donde u="-2yv=0.

Solucién: Como se sabe, ar/du y ar/3dv son vectores tangentes a la superficie y
N'= (ar/au) X (ar/av) es un vector normal. Asi,

or N -
—:—(2—cosv)senu1+(2—cosv)cosu_]
ou
or . - -
—_=senvcosui+senvsenuj+cosvk
ov
Y 0 d
N':_rx_r
ou v
i j K
=|—-(2-cosv)senu (2-cosv)cosu 0
senv cosu senvsenu cosv

(2—cosv)(cosu cosvi+senu cosvj—senvK).

Como se observa, N’ es una funcién continua y distinta de cero para todos los

valores de u y v, lo que demuestra que la superficie es suave. Si
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y
r (g,o):(o, 1,0).

Por lo tanto, la ecuacion del plano tangente a la superficie en el punto (0, 1, 0)

esta dada por

0(x-0)+1(y-1)+0(2-0)=0 = y-1=0 = y=1.

Sea la ecuacidn vectorial del cono
r(u,v)=ucosvitusenvj+uK donde u=0.

Determinar los puntos singulares de esta superficie y obtener una reparametri-

zacion de ella en la region donde sea suave.
Solucién: Se determina el vector normal N’ de esta superficie:

or " n
—=cosvi+senvj+k
ou

or . R
— =—usenvi+u cosvj
oV
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1 ] K
= cos Vv senv 1
—usenv 1L COSV 0

—ucosvi—usenvj+uk.

Se ve que N'=0 cuando 1 =0, lo que implica que en u=0 existe un punto singu-
lar. Para determinar sus coordenadas se sustituye u=0en (u, v). Asi,

r(0,v)=0i+0j+0K.

Este punto es el origen y en la figura 4.16 se ve que es una “esquina” de la superficie.

FIGURA 4.16.

Para reparametrizar a la superficie, considérense por ejemplo las siguientes

expresiones:
u=s cosv=t
v=ang cost senv=4/1-cos’v =4/ 1-1°.
Como
ou ou oV ov 1
a9s ot s ot 1-¢2
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las derivadas son continuas V | t| <1y setiene que

]<M)= Lol ——x0 vt <1.
. -

Por lo tanto, la superficie puede ser reparametrizada en términos de las varia-

bles sy t, obteniéndose

r(s, t)=sti+s/1-t* j+sK; v|t|<1.

Con base en el teorema anterior se puede asegurar que esta nueva para-
metrizacion es correcta en todos los puntos de la superficie excepto en el ori-
gen (que es un punto singular). Para este punto el teorema no afirma nada; sin
embargo, en este ejemplo la nueva parametrizacién también describe bien al
origen, ya que si s=0 se tiene r(O, t) =0. Si se calcula (ar/as) X (ar/at) en el ori-

gen se obtendra cero, ya que es ahi en donde estd la “esquina”.

4.68. Sean las superficies
Siir(u,v)=(u+v)i+(u-v)j+4uw K
S, r(w, 9)=wi+qgj+8K
y sea C su curva de interseccién. Identificar las superficies S; y S,, y deter-

minar las ecuaciones del plano normal y la recta tangente a C en el punto
(3, -1,8).
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4.69.

4.70.

4.71.

4.72.

4.73.

Sean las superficies S,:r (s, t) =4sti+(s+1)j+(s—t)K, y S, :r(u, v)=ui+
vj+2k

a) Identificar las superficies.
b) Determinar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la
curva de interseccidn entre S; y S, en el punto P= (— 4,0, 2).

Sea la superficie S: (2t+s?) 1+ (2¢%s%) j+(3¢—2)K. Obtener la ecuacién
del plano tangente a la superficie S en el punto P=(3,-2, 1).

Considerar la superficie cilindrica
S: f(u, v) = (u+2 cosv,2u+2 senv, u)
con ue[—oo,oo] y ve[O, 27r],

a) ¢Qué tipo de curvas son generadas por u cuando v=cte.?
b) ¢Qué tipo de curvas son generadas por v cuando u=cte.?

Obtener dos representaciones paramétricas distintas, para cada una de las

siguientes superficies:
2 2 2
DX y Z
a) Elipsoide 2 + W + ?:1
b) Paraboloide z=x"+y?
c) Cono x*+y*-2*=0

d) Cilindro x*+y*=2.

Calcular J,, J, y J; para cada una de las superficies del problema anterior
correspondientes a la primera parametrizacion elegida.
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4.7 Divergencia, rotacional y laplaciano

En gran parte de las ecuaciones diferenciales que aparecen en la descripcién de
fenémenos mecanicos, electromagnéticos, dindmica de fluidos, etc., intervie-
nen los operadores diferenciales que a continuacién se van a estudiar. Muchos
de ellos tienen interpretaciones fisicas importantes que se sefialaran conforme
se presenten.

Sea el campo vectorial F dado por

F(r)=F,(x, y, 2) i+ F,(x, y, 2) j+ F5(x, y, 2) K

la matriz jacobiana de este campo es

oF, 0oF, O0F,
oy Az
oF oF, 0F, OF,
or ox a_y oz
oF, 0F; OF,
w9y oz

Con los elementos de esta matriz se forman dos importantes combinaciones
que son la divergencia y el rotacional, conocidos también como invariantes de pri-
mer orden de esta matriz. La razon por la que se les llama invariantes es porque el
valor de dichas combinaciones no se altera al efectuar un cambio de coordena-
das. La demostracion de esta propiedad no se dara aqui.

i) Ladivergencia de F, denotada por div (F), se define mediante la expresién

oF, ©OJF, OF
div(F)= —+ —2+ —2.
ox dy oz
Se puede ver que es igual a la suma de los elementos de la diagonal princi-
pal; es decir, es igual a la traza de la matriz jacobiana de F. La divergencia

-

3D1AaNI

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
»
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

D
(o]
N




es un campo escalar ya que al sumar las derivadas se obtiene una tnica fun-

cién escalar de la variable vectorial r=(x, y, 2).

ii) El rotacional de F denotado como rot(F) es un campo vectorial y se define
como

oF oF,\ . oF oF,\ ., [OF oF; \ ..
rot(F)=| — - 2 ]i-| - |j+|—2- = |k
oY oz ox 0z ox Y
Y se ve que las componentes del rotacional son las diferencias de los ele-
mentos situados simétricamente respecto a la diagonal principal.

} Ejemplo 26.

Obtener la divergencia y el rotacional de la funcién vectorial

F=3x*yi+5xz°j-y°K

Solucion: Se evalua la matriz jacobiana de F:

6xy 3x* 0
52° 0 15xz?

0 -2y 0
y se obtienen la divergencia y el rotacional
div (F) =6xy
rot (F) =— (2y+15x2%)i+(52° - 3x°) K.

Se ve que efectivamente la divergencia es un campo escalar y el rotacional un
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La definicion de la divergencia puede darse también en términos del opera-

dor nabla V que se introdujo en el Capitulo 2:

En efecto, si V se toma como un vector cualquiera y se “multiplica escalarmente”

por el vector F se obtiene

d d o .. " . "
V-F=[ —i+—Jj+—K '(Fll +F,] +F3k)
dx  0x ox

_ oF, N oF, N oF,
ox oY oz

que es la expresidon que define a la divergencia y por lo tanto se puede escribir
V-F=div(F),

notacién que permite recordar mads facilmente la definicién y ayuda a manipul-
rar mas comodamente la operacion.

Se debe advertir, sin embargo, que V-F no es un producto escalar usual ya
que V no es un vector de R® y que por ejemplo dF,/dx no es el producto de d /dx
por F;, etc. En este sentido, V - F no tiene el mismo significado que el producto
escalar G- F entre las funciones G y F.

También el rotacional puede expresarse en términos del operador nabla
como sigue: se vio que el rotacional esta definido como

oF, OF oF, OF oF oF; \ ..
rot(F)=| — - 2 ]i-| - |j+|—2- = |k
oY oz ox 0z ox oY

en donde F=F,i+F,j+F, k. Comparando con el “producto vectorial”
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1 j K

3 a3 2
VXF=15¢ 3y oz

Fl FZ F3

oY 0z ox oz ox oY
se ve que son idénticos, y por lo tanto rot(F)=V xF. Aunque nuevamente se
debe advertir que no es un producto vectorial en el sentido usual.

4.71 Propiedades e interpretacion fisica de la divergencia

Teorema 11. (Propiedades de la divergencia). Sean F y G funciones vectoriales
de R®*— R® y ¢ una funcién escalar de R*— R, tales que son diferenciables

en una regién Rc R®. Entonces, V(x, Y, z) € R se cumple que:

i) div(F+G)=div(F)+div(G)
ii) div(¢F)=¢div(F)+(grad ¢)-F
i11) div (F X G) = [rot (F)] ‘G-F- [rot (G)]

Demostracién: Se probari el inciso (ii) dejando como ejercicio para el lector la
demostracién de (i) y (iii).

Sean

¢ (r)=4(x, 9, 2)

F(r)=F, (x,y,2)1+F, (x, 4, 2) j+F, (x, y. 2) K
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:div(¢F)=\7-(¢F)—@ > az) ($Fy: §F,. OF,)

a(d)Fl) + a(d)FZ) + a(¢F3)
ox oY 0z

3¢ 9

— +F,—
¢az 0z

aF oF op 9¢ o
_¢ 2 + 3 ¢ ¢ d) . (F19 F29 Fs)
ax ay oz ox ay "z

=¢ div(F)+(grad ¢)-F

¢ai ad’ ¢_

Se vera ahora como se interpreta el concepto de divergencia en la mecanica
de fluidos. Denétese con v (x, y, 2) el campo de velocidades de un fluido en movi-
miento (por ejemplo un gas). Se va a mostrar que la divergencia de v es igual ala
“cantidad total de fluido que sale de una vecindad del punto (x, y, z) por unidad
de volumen y de tiempo”; es decir, que V - v representa la razén de expansion del
fluido por unidad de volumen.

Considérese un elemento de volumen (en forma de paralelepipedo) en un
sistema cartesiano ortogonal, con aristas Ax, Ay, Az, cuyo centro es el punto P
de coordenadas (x, y, z) como se ve en la figura 4.17. El campo de velocidades

del fluido en cuestién estd dado en forma general, como

v(x, ¥, 2)=v(x, y, 2) i+v,(x, y, 2) J+vs(x, v, 2) K

en donde v, v, y v, son funciones escalares continuas.
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FIGURA 4.17.

Se analizard primero el movimiento en la direccién del eje Y y se supon-
dra que v, evaluada en el punto (x, y+(ay/ 2), z) es positiva. Considérese ahora
la porcién del fluido que se encuentra entre y y y+Ay/2 y que va a salir en la
direccién de v por el plano vertical que contiene a la cara EFGH. Es facil ver
que el volumen de esa porcién de fluido es igual a Vol= AxAz(Ay/2) indepen-
dientemente de que v sea o no paralelo al eje Y (aunque es mucho mads simple
deducir esta afirmacion suponiendo que v es paralelo al eje Y). Después de un
cierto intervalo de tiempo At toda esa porcidn del fluido habrd cruzado el plano.
El intervalo At se puede aproximar mediante la expresién At=(Ay/2)(1/v,),
siendo v, el valor de v, en el punto (x, y+(Ay/ 2), z). Por el teorema del valor
medio del cdlculo diferencial se tiene que

1 d 1
v, (x, y+— Ay, z) =v, (%, y, 2) +—v, (x, 1, 2) (— Ay)
2 3y 2

Ay
con y<n<y + 5

en donde 1 es el valor de y para el cual se cumple el teorema. Entonces, la por-

-, . . A
cion del fluido que sale de la region que se encuentraentrey y y+ ?y
por dicho plano por unidad de tiempo, es decir Y0, es aproximadamente igual a

At

cruzando

vz(x, Y, z) +i Vy (x, n, z) iAy AxAz.
oY 2

Procediendo en forma similar se tiene que la porciéon de fluido que entra a la
.y A . .

region que se encuentra entre y — 7y y y por el plano vertical que contiene a la

cara ABCD, por unidad de tiempo es aproximadamente igual a
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v,(x, y, 2) - a% v, (x, 1/, 2) %Ay] AxAz.

La fraccidn total del fluido que sale por las caras del paralelepipedo perpen-
diculares al eje Y por unidad de tiempo se obtiene como la diferencia de lo que

sale por la cara EFGH con lo que entra por la cara ABCD, es decir,

wlen2)e 2 v (o)

AV

Fluido que sale por unidad
de tiempo por caras ~ % [

perpendiculares al eje Y

donde AV = AxAyAz es el volumen del paralelepipedo. Siguiendo el mismo razo-

namiento sobre los ejes X y Z se obtiene:

0

—v,(x, & 2)+ 9 v (%, &, 2) | AV
ox ox

Fluido que sale por unidad )
de tiempo por caras ~ 5 [

perpendiculares al eje X

AV.

Fluido que sale por unidad
de tiempo por caras p = % [

3 d ,
_Vs(x’ Y, 4)) TV (x’ v, ¢ )
. . oz 0z
perpendiculares al eje z

Por lo tanto, la cantidad total de fluido que sale por las caras del paralelepipedos

por unidad de tiempo sera

Fluido que sale por 1|0 0 /
~—|—v&yz)+—v, (& y 2)|AV
unidad de tiempo % 2 [ ox (E" Y ) ox (E" Y )

+
N |-

ivz (x, 1, 2)+ i1/2 (x.n',2)|AV
%y %y
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Al dividir entre AV = AxAyAz y calcular el limite cuando Ax—0, Ay—>0y Az—>0
se obtiene la cantidad total de fluido que sale por unidad de volumen y por uni-
dad de tiempo en el punto (x, Y, z) Hay que notar que si Ax—>0, Ay—>0, Az—>0,
entonces § y &' tienden a x; nyn'tiendena y,y ¢ y ¢’ tienden a z. Por lo que

queda
Fluido saliente por
unidad de tiempo y
de volumen _ 2 vi(r)+ 9 v,(r)+ 2 vy(r)
ox oY 0z
=div (v)

De esta forma, si div (v) >0 en un punto P, significa que hay flujo neto saliente en
Py lo inverso si es negativa.
Con base en el concepto de divergencia se van a definir a continuacion tres

conceptos.

é Definicién. Sea F un campo vectorial. Si div(F) es positiva en el entorno de
un punto P, a este punto se le llama surgente, fuente o manantial. Si div (F)
es negativa en el entorno de P, se le llama sumidero. Si en una regién no
hay manantiales ni sumideros, entonces div (F) es cero y se dice que F es un

campo solenoidal.

La razon por la cual a los campos vectoriales con divergencia igual a cero
se les llama solenoidales es porque el campo de densidad de flujo magnético B
producido por un solenoide o bobina siempre satisface V- B=0 (ver ejemplo 29).
Consecuentemente, por extension, a cualquier campo vectorial F que satisfaga

V -F=0 se le llama solenoidal.

} Ejemplo 27.

Supdngase que R es el radio de la Tierra, M su masa, O su centro y G la constante
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respecto a O de P. A la longitud |r| del vector r se le indica simplemente con r.
Por la fisica cldsica se sabe que el campo vectorial V (r) debido a la gravedad (lla-
mado campo de fuerzas gravitacional de la Tierra y que da la fuerza por unidad
de masa) esta dado para r> R por la expresion

GM

V(r)=— ?r.

Demostrar que para r> R dicho campo es solenoidal.
Solucion: Para que el campo sea solenoidal debe cumplirse que
V-V=0.

Por propiedades de la divergencia, se tiene (ver inciso (ii) del teorema 11)

GM GM
V°V=——3 Ver+V -3 - T.
r r

Noétese que como 7> R entonces r#0 y las derivadas anteriores existen.
. ~ ~ ~ 1 ,
Sir=xi+yj+zK =>r=(x*+y*+2%)?yasi

GM
v (— r_3> =—GMV [(x*+y*+ zz)—s/z]

3\ 2xi+2yj+2zK
2 (x2+y2+ z2)5/2

GM PN
=3W(x1+yj +k)

=-GM
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Por lo tanto,

Por otra parte, V- r=3y entonces

GM _GM
V.V=-3-—7 +3—7 =0
r r

por lo que queda demostrado.

} Ejemplo 28.

En la mecénica de fluidos la divergencia tiene grandes aplicaciones. Considé-
rese, por ejemplo, la ecuacién de continuidad de la dinamica de fluidos:

V- (pv) + % _y

ot

donde p es la densidad y v el campo de velocidades. Si el fluido es incompresible,
la densidad es constante y, por lo tanto, el campo v es solenoidal. En efecto, como
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} Ejemplo 29.

Cualquier distribucién de cargas y corrientes eléctricas dan origen a un campo
electromagnético. Este campo puede caracterizarse en general por medio de las
siguientes cuatro funciones vectoriales.

E: Intensidad de campo eléctrico
H: Intensidad de campo magnético
D: Densidad de flujo eléctrico

B: Densidad de flujo magnético

y las leyes que rigen el comportamiento de estos campos son las ecuaciones de
Maxwell, que escritas en el sistema de unidades MKS son,

1) V-B=0
2) V:D=p
3) VXE:—a—B
ot
oD

4) VxH=—+],
ot

siendo p yJ las densidades de carga y corriente, respectivamente. Estas ecuacio-
nes son tan fundamentales en el electromagnetismo cldsico como las leyes de
Newton en mecanica clasica. Cualquier fendmeno eléctrico, magnético o elec-
tromagnético se puede deducir de ellas. Ellas lograron resumir en sélo cuatro
ecuaciones los cientos de fenémenos eléctricos, magnéticos y electromagnéti-
cos que se habian observado a lo largo de mas de 2000 afios sin una compresion
satisfactoria. El gran avance se debi6 al genio de James Clerk Maxwell en (1873)
cuyos descubrimientos son comparables a los de Newton y Einstein. Estas ecua-
ciones son mucho menos conocidas que la famosa ley de Newton F = ma debido,
en parte, a que son mucho mds complicadas por la apariciéon de divergencias y
rotacionales. Sin embargo, con lo estudiado en este capitulo ya se pueden apre-
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En las dos primeras aparece una divergencia. La primera expresa que la den-
sidad de flujo magnético siempre es un campo solenoidal. Se puede mostrar que
esto implica que las lineas de campo magnético son cerradas y que, por lo tanto,
los polos magnéticos aislados no existen. La segunda ecuacién expresa que la
divergencia de la densidad de flujo eléctrico es igual a la densidad de carga eléc-
trica. Esta expresidn da origen a la conocida ley de Gauss que mas adelante se

describira y a la aiin mas conocida ley de Coulomb.

} Ejemplo 30.

Determinar la constante a de forma que el vector v=(x+3 y) i+(y-2 z)j + (x -

az) K sea solenoidal.
Solucion: Se calcula la divergencia y se iguala a cero

0 d d
v.v=£(x+3y)+@(y—2z)+£(x+a )=0 =2+a =0

= a=-2.
4.7.2 Propiedades e interpretacion fisica del rotacional

Teorema 12. (Propiedades del rotacional). Sean F y G funciones vectoriales
de R®*—> R®y ¢ una funcién escalar de R® - R, tales que son diferenciables en
una regién R c R®. Entonces, V(x, Y, z) € R se cumple que:

i) rot (F + G) =rot (F) +rot (G)
ii) rot(¢pF)=(grad ¢)xF+¢(rotF)
iii) rot(FxG)=(G-V)F~-(divF)G- (F-V)G+(divG)F
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donde

oF oF oF
(G-V)F=G, —+G, —+G,; —

0x oY oz
y

3G _ 3G _ oG
(F-V)G=F,—+F,— +F, —.

0x oY oz

Demostracién: Se demostrard sélo el inciso (ii) dejando los otros al lector. Sea
F=F,i+F,j+F,K; entonces

rot (OF) =rot (¢F, i+ $F,j+ dF,K)

:(ﬂww_a@ngi(gw@_awagj+cwa»_xwo>ﬁ

oY 0z ox oz ox oy

[ oF, _ 0 oF, _ 3¢
= ¢_3 +F3—¢— 2 Fz—d) i
| 9y oY oz 0z |

- — tF - 1
i ox ox 0z az_

oF, 3¢  9F 3¢ ;

[ oF, 0 oF, _ 3¢
+|o—2 +F2—¢ -~ L Fl—d)
| ox ox oY Y |

= (Fsﬁ —F2%> i —(ﬂﬁ -F, %)j+(F2@ -F, %)12]
i oy 0z ox oz ox oY

AN EC AN A ATV AR
oY oz ox oz ox oY

=(grad ¢) x F+ ¢(rot F)

=~
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En el estudio de los fluidos, ademas del campo de velocidades, existe otro
campo vectorial derivado de él: el rotacional de la velocidad que, como se vera a
continuacion, es una medida de la rotacion o vorticidad local de una particula den-
tro del flujo. Por esta razdn, al rotacional se le conoce también como campo vorticoso.

Considérese una particula que se encuentra dentro de un fluido en movi-
miento. Se supondra que la particula es lo suficientemente pequefia para poder
considerar que la velocidad del fluido en cada punto es igual a la de la particula
cuando estd en ese punto. En general, el movimiento del fluido puede producir
rotacion local ademas del movimiento de traslacion. La rotacidon pura se puede
estudiar localmente prescindiendo de la traslacién, mediante el giro alrededor
de un eje instantdneo de rotacién que pasa por el centro de gravedad de la par-
ticula. Se analizara el movimiento de las dos rectas perpendiculares, definidas
por los puntos (P, R)y (Q, S) que giran con la particula (ver figura 4.18).

FIGURA 4.18.

El punto P, se localiza mediante el vector de posicion r, referido a un sistema
de coordenadas con cualquier orientacidn, pero cuyo origen, por comodidad, se
encuentra en el eje instantdneo de rotacién. El punto P estd en una vecindad de
P, y se localiza mediante el vector de posicidn r de manera que el vector que los
une esr—r,=Ar.

La velocidad v, tangencial a la trayectoria circular en el punto P, corres-
ponde a la de traslacién propia de ese punto y en general es distinta de la que
corresponde a P,. Se puede demostrar muy facilmente que el vector v se puede
expresar en términos de la velocidad angular w y del vector unitario & paralelo
al eje instantdneo de rotacién (ver figura 4.18), mediante el producto vectorial
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v=weé XAr=w x Ar, donde w=wé, y se le conoce como vector torbellino. Apli-

cando el rotacional a esta igualdad,
Vxv=Vx(wxAr)
y utilizando la propiedad (iii) del teorema 12:
Vxv=(Ar-V)w-(divw) Ar—(w- V)Ar +(div Ar) .
Si se supone que w es constante,
(Ar-V)w=0 y div(w)=0.
Para el tercer término se tiene que

(- V) Ar=—co, 2 (AF) = w, > (Ar) - w, —-(Ar)

ox oY 0z
donde
s} AT a
—(ar)= — [(x—x,) i+ (y-yo) j+ (2~ 2) K] =i
ox
Similarmente
) 0
—(Ar) =3 —(Ar) =K.
ay( =iy (ar)
Luego

~(w-V)Ar=-w,1-w,j-w, K =—w.
Finalmente, el cuarto término vale
div(ar) =div[(x—x,) i+ (y—y,) j+ (z2—2,) K] =3.

Sustituyendo estos resultados en la expresion para el rotacional de v se obtiene
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De acuerdo con esta igualdad, el rotacional de la velocidad de un flujo es igual a
dos veces la velocidad angular con la que gira una particula diminuta dentro del
fluido. Si el movimiento del fluido es tal que V xv=0, se tiene lo que se conoce
como flujo irrotacional. En general, se define un campo irrotacional como aquél

que satisface la ecuacion
VxF=0.

Maés adelante, en el capitulo 5, se demostrara que si F es un campo irrotacional

arbitrario, existe una funcion escalar ¢ tal que F es el gradiente de ¢, es decir,
VXxF=0 = d¢  talque F=V¢.

También la afirmacidn inversa es cierta con tal de que la funcién ¢ satisfaga una
condicidn extra sobre sus derivadas. Es decir, si F es el gradiente de una funcién

escalar ¢ que tiene segundas derivadas parciales continuas, entonces,
VxF=0,

lo cual nos indica que el rotacional de cualquier gradiente que tenga primeras
derivadas parciales continuas es nulo. En efecto, sea F = V¢, entonces

:%- F :%- F :%

F ; ;
Yox 2 oy * ox

y como por hipétesis F tiene primeras derivadas continuas se sigue que ¢ tiene
segundas derivadas continuas. Asi,

oF, OF oF, OF oF, O0F,)\..
rot(F)=| —2 - =i+ —= - 2 ]j+ — - 2K
oz oy ox oz oy ox

0° GR GR 0° 0° GR R
(o e, (e e, (e e,
0zoy  0Yoz 0x90z 020X oyox  0xoy

=0,

en donde en la tltima igualdad se ha usado el teorema de Schwarz.

-

3D1AaNI

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
»
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
M
o
X
<
(=
.
>
(2]

o
©
~




-

3D1AaNI

En mecdnica clasica las fuerzas irrotacionales desempefian un papel muy
importante. En estos casos se puede demostrar que la energia se conserva y por
tal razdén a las fuerzas irrotacionales se les llama también fuerzas conservativas.
Si F representa una fuerza conservativa, a la funcién ¢, tal que F=-V¢, se le
llama energia potencial o simplemente potencial.

La ley de Hooke establece que una fuerza elastica F es directamente proporcio-
nal al vector desplazamiento r=xi+y j+ 2K de la particula sobre la cual actia,

es decir, F=—Fkr. Verificar que esta es una fuerza conservativa.

Solucion: Si se aplica el rotacional a F:

i j K

o 9 0
VxF=Vx(-kr)= | 3 3y oz |=0i+0j+0K=0

Chx —hy —kz

Por consiguiente, la fuerza elastica F es conservativa.

Obtener los valores de a, b y c de manera que el siguiente campo sea irrotacional.

v=(x+2y+az) i+ (bx-3y-2)j+(4x+cy+22) K.
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Solucioén:
i j K
rot(v)=V><v= i i i
ox oY 0z
x+2y+az bx-3y—-z 4x+cy+2z
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=(c+1)i-(4-a)j+(b-2)k.
Como rot (v) debe ser cero se sigue que

c+1=0 = c¢=-1

-(4-a)=0 = a=4

b-2=0 = b=2

Después de esta breve discusion sobre el rotacional regresemos a las ecua-
ciones de Maxwell. Se vio que las dos ultimas ecuaciones son

oB
VXE=——
ot
y
oD
VxH=—+],
ot

en donde aparecen los rotacionales del campo eléctrico E y del flujo magnético B.
Se ve que cuando la densidad de flujo magnético no varia con el tiempo (es decir,
cuando 9B/dt=0) el campo eléctrico es irrotacional y que por lo tanto existe una
funcidn escalar ¢ tal que — V¢ =E, a la que se le llama potencial eléctrico. En el
capitulo 6 se discutira con mas extension el significado de estas ecuaciones.

Para finalizar esta seccién se presenta la siguiente tabla que indica a que
tipo de campos se aplican los operadores gradiente, divergencia y rotacional y el

tipo de campos a los que dan lugar.

Operador Se aplicaa: Da por resultado:
gradiente campo escalar campo vectorial
gradiente campo vectorial matrizt
divergencia campo vectorial campo escalar
rotacional campo vectorial campo vectorial

1 la matriz que resulta en este caso es la matriz jacobiana y es una funcién matri-
cial de variable vectorial. Se le puede llamar también campo matricial.
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4.7.3 El laplaciano y otros operadores de segundo orden

Asi como div (F) y rot (F) son invariantes de primer orden de la matriz jacobiana
dF / dr; existen los llamados invariantes de segundo orden:

Divergencia de un gradiente: V- (V) (llamado laplaciano de ¢)
Rotacional de un gradiente: V x (V)

Gradiente de una divergencia: V (V- F)

Divergencia de un rotacional: V - (V x F)

Rotacional de un rotacional: V x (V X F)

Entre estos invariantes el mds importante es el laplaciano de ¢ que se define
como la divergencia del gradiente de ¢ y que a continuacién se estudia con mas
detalle. Sea d)(x, Y, z) una funcion escalar con segundas derivadas parciales defi-
nidas en una regién de R®. La matriz hessiana de ¢ con respecto a x, y, z estd

dada por
% %6 9% |
0x®> Jydx 0zdx
’¢  9*p 9%
H= 9xdy 9y> 0929y
’¢  9*p 9%
9xdz 0ydz 0z

Se puede ver que su traza es igual al laplaciano de ¢. En efecto

ERERWETETEY
V°v¢= ax’aysaz ° ax’ay’az
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Al operador

0° 09°

aZ
V.V= — + + —
ox*  9y® 97’

se le llama laplaciano y se representa generalmente con el simbolo V? y al lapla-
ciano de ¢ como V?¢ olap(¢). Ademds, cuando estd igualado a cero da lugar a la

llamada ecuacion de Laplace:

aZ aZ 2
o 2% 9 _
ox*  9y® a7’

\&0) 0

que surge en problemas, por ejemplo, de acustica, determinacion de temperatu-
ras, potencial gravitacional, potencial electrostatico, mecénica de fluidos, elasti-
cidad, sismologia, etc. Si una funcidn satisface la ecuacién de Laplace se le llama

funcién armonica.

Probar que la funcién 1/ |r | , siendo |r| =+/x*+y*+2°, es una funcién arménica
para todo valor de |r| #0.

Solucién: 1/ |r| es continua siempre que r#0. Si se calcula su laplaciano se

tendra que:

(A1
|r| X2+ Y+ 2

Coox | () | oy | (PHr+d) 2 | vz | (Pryte?) T

~ _(x2+y2+zz)3/2 +3x2 (x2+y2+zz)1/2
B (x*+y*+2°)°
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_ (xz_|_y2_|_zz)3/2 +3y2 (x2+y2+z2) s
(x2+y2+ zz)s

_ (x2+y2+z2)3/2 +3Z2(x2+y2+z2) 1,
i (x2+y2+ zz)s
-3 (x2+ y2+z2)3/2 +3 (x2+y2+z2) (x2+y2+z2)1/2

(x2+y2+z2)3

y por lo tanto, la funcién 1/ |r| es armonica en todos los puntos r#0.
Nétese que cuando las segundas derivadas parciales mixtas de ¢ son conti-
nuas, los elementos simétricos respecto a la diagonal principal de H son iguales

entre si, debido al teorema de Schwarz.

} Ejemplo 34.

Demostrar que si F es una funcién con segundas derivadas parciales continuas,

entonces
V-(VxF)=0.

Solucion: Sea F=F,i+F, j+F;K, donde F,, F, y F, tienen segundas derivadas

parciales continuas. Por definicién

oF, OF,\. (oF; OF,\, (0F, OF;\.
VxF=| — - —|i+|— - —|j+| — - — |k
oY oz ox oz ox oy

Entonces,

o0 (0F; OF, 0 (0F; OoF,\ o (oF, OF,
Vo (vxF)= (&2 9%2) 9 (%% 9}, 9 (972 9%
ox \ oy oz oy \ 9x oz ) 0z \ ox ]
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_82F3 9°F, 82F3+82F1+82F2 9°F,
0x0y 0x0z 0Yyox 0JYyoz 0zox 0zZdY

_ [ 9’F;  0%F, . 9°F, 9°F, . 9°F, 09°F,
- 0x0y  0Jyox 0zZ0x  0x0% oyoz  0z9Y

y al aplicar el Teorema de Schwarz:

V- (VxF)=0.

Por lo tanto, queda demostrado.

Aunque originalmente se ha dado la definicidn de laplaciano como un ope-
rador que actiia sobre una funcion escalar ¢, se puede extender la definicién y
aplicarlo a un campo vectorial F. En esta breve discusion sélo se extendera la
definicion para el caso en el que F esté expresado en coordenadas cartesianas

como
F(r)=F,(r)i+F,(r) j+ F,(r)K,
donde r=(x, y, 2). La definicién es
V?F = (V°F,, V’F,, V°F,).

Los cuatro operadores: grad, rot, div y lap estan relacionados entre si mediante

la siguiente identidad
rot (rot F) =grad (div F) — V°F.

Su demostracion se deja como ejercicio al lector.
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4.74. Dado el campo vectorial v(x, y, 2) =xyi+yzj+xK, calcular su gradiente,

su divergencia y su rotacional. Calcular asimismo el gradiente de la diver-
gencia, el laplaciano de la divergencia, y la divergencia del rotacional.
4.75. SeaF(u,v)=P(u, v)1+Q(u, v)jy sea la transformacién

x:x(u, V)
y=y(u, V)

Calcular V-F y V xF.

4.76. Calcular el rotacional del campo gravitacional

Fi)=-6M~5  (r=|r|)

4.77. Investigar sila siguiente funcién es armoénica

1 1
= + .
2/ XP+yP+2’ 4 37+ 3y7+ 32

A(x, y, 2)

4.78. Comprobar que si F(r)=(4xy, 2xz, x +yz) la divergencia de su rotacional

es igual a cero.
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4.79.

4.80.

4.81.

4.82,

4.83.

SiA(x, y, 2) =4/x*+y*+ 27 y B(x, y, 2) =x’2y 1+xy’2j + xyz°K, determinar:

a) VA,V’AyV-B
b) div(AB)yrot(AB)

en el punto P= (l, -1, 3).

Calcular rot (rot v) para la funcién

v(x, ¥, 2)=321+2x%y2j +3x°2°K.

Si el campo de velocidades de un fluido estda dado por
v(x,y,2) =" 1+ j+x%2° K
determinar si el fluido es incompresible y si las trayectorias que siguen sus

particulas son rectilineas.

Comprobar si se satisface la ecuacién de continuidad para un flujo cons-
tante respecto al tiempo e incompresible, cuando las componentes de la
velocidad, en cada una de las direcciones x, y, 2z, estan dadas respectiva-

mente por

Ve=2x2—xy+2" vy=x"—dxy+y’; v,=—-2xy-yz+y’

Se desea construir una pila que genere un campo eléctrico dado por

K

X R -1 R zZ
E= 1+ J+ -2+3z
N NP+ i+ 2t Ny 2t
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4.84.

4.85.

4.86.

4.87.

4.88.

a) Demostrar que si es posible producir tal campo. (Nota, todo campo
eléctrico producido por una pila cuyo voltaje no varia con el tiempo
debe satisfacer la ecuacion VxE=0.)

b) ¢Cuadl es la diferencia de potencial en volts, entre los bornes de la pila,
si estos se encuentran en los puntos (1, 1, 1) y (2, 2, 2)?

Obtener el laplaciano de r=+/a’x*+ b*y>.

Dos campos vectoriales estdn dados por

F(x,y,2)=3y"1+2]+2yK y G(x,y,2)=yzi+xzj+xyk.
Determinar si tales campos son los gradientes de campos escalares.
Demostrar que cuando existe una funcién escalar A:R*— R diferente de
ceroy tal que AF sea irrotacional, entonces:

F-VxF=0.
El campo de velocidades de un fluido se encuentra definido por V(x, Y,

z)=(2xyz?, 2xy’, —x*yz). Determinar el punto P=(0, b, 1) en el que el
fluido es incompresible y el campo de velocidad irrotacional.

Sean fy g dos funciones reales de variable vectorial. Demostrar las siguien-

tes igualdades.

a) V(f+g)=Vf+Vg
b) V(fg)=fVg+gVf
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0 v(i): gi;ng
4 g

dh
d Vv [h( g(x))] = d—Vg, siendo h una funcidn real de variable escalar
g
e) V(x -x) =2X.

4.89. Sean ¢ y ¥ dos funciones reales de variable vectorial y sean F y G dos funcio-
nes vectoriales de variable vectorial. Demostrar las siguientes igualdades.

a) V-(¢F)=(Vo)-F+¢V-F

b) VxVd=0
1 r
C) V— =3
r r

d) Vx(FxG)=FV-G-GV-F+(G-V)F-(F-V)G

e) V-Vxf=0.

4.8 Coordenadas curvilineas

En muchos fenémenos fisicos no es conveniente la formulacién matemadtica en
términos de los sistemas coordenados cartesianos. Considérese por ejemplo la
siguiente situacion: se tiene un material isotrépico y homogéneo al cual se le va
a inyectar corriente eléctrica mediante una varilla clavada en este (Un material
es isotrépico cuando tiene las mismas propiedades en cualquier direccion y es
homogéneo cuando todas sus partes estan hechas del mismo material y por lo
tanto tiene las mismas propiedades en todos sus puntos). En el momento en el
que se inyecta la corriente se crea un campo eléctrico como el que se muestra en
la figura 4.19.
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FIGURA 4.19.

Las lineas que salen radialmente del punto donde se aplica la corriente eléc-
trica son las lineas de campo eléctrico. Las lineas que se muestran como semicir-
cunferencias en la figura son en realidad semiesferas, ya que la figura representa
solo una seccidn plana del sistema. Estas semiesferas son superficies equipoten-
ciales (con igual potencial eléctrico). En este fenémeno fisico el potencial eléc-
trico U en un punto P situado dentro del material es proporcional a la corriente
eléctrica inyectada I e inversamente proporcional a la distancia d que hay entre P
y el punto donde se aplica dicha corriente; matemdticamente se tiene que

I
U=K d

siendo K una constante de proporcionalidad.
En coordenadas cartesianas, y situando el origen en el punto donde se aplica
la corriente, la distancia d estaria dada por

d=+/x*+y*+2*
siendo (x, y, z) las coordenadas de P. Entonces el potencial eléctrico en P es

KI

N XY+ 2P

En cambio, en coordenadas asféricas el potencial eléctrico en el mismo punto P,

U(x, y, 2) =

cuyas coordenadas esféricas son (r, ¢, 8), es simplemente

KI
U(r, P, 6) =r—.
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Nétese la ventaja de utilizar el sistema esférico.

En esta seccion se desea exponer brevemente la forma en que se pueden
expresar algunas importantes operaciones diferenciales utilizando sistemas coor-
denados generales. La teoria se desarrolla para el caso de tres dimensiones, pero
los resultados se pueden adaptar facilmente para el caso de dos dimensiones.

Un cambio de coordenadas es una transformacion de las variables u, vy w a

las variables x, y y z de la forma
szl(u, v, w); yze(u, v, w); zst(u, v, w) (52)

donde u, v y w son las nuevas coordenadas del punto r=xi+yj+2zKa las que se
les llama coordenadas curvilineas. Se debe tener ademas que las funciones Fy, F, y
F, sean diferenciables y que la transformacidn sea invertible. En forma vectorial

las ecuaciones (52) se escriben como
r=F,(u, v, w) 1+ F,(u, v, w) j+F,(u, v, w)K
=F(u, v, w), (52"

donde F=F,i+F, j+F,K y si se denota con u a la terna (u, v, w) entonces la

ecuacién (52”) se escribe simplemente como
r= F(u). (52")

El pedir que la transformacién sea invertible significa que existen funciones

diferenciables G,, G, y G, para las cuales
u= Gl(x, Y, z); V= Gz(x, Y, z); w= Gs(x, Y, z) (53)

y tales que la transformacidn sea tnica. Esto implica que para cada terna (x, Y,
z) debe existir una y sélo unaterna (u, v, w) y viceversa. Se puede demostrar que
esto es equivalente a exigir que el jacobiano de la transformacién de (u, v, w) a
(x, y, z) no se anule, es decir, que

-

3D1AaNI

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
»
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
M
o
X
<
(=
.
>
(2]

(%3]
(=}
O




-

3D1AaNI

X, Y, 2
7 2¥E) L.

u,v,w

Cuando J (m) >0 el sistema (u, v, w) es un sistema derecho al igual que el sis-

u,v,w

tema (x, Y, z) Las ecuaciones (53) en forma vectorial se escriben como

u=6G(x,y, 2) (53"
o
u=G(r) (53")

donde G=(G,, G,, G,). Puesto que G est4 asociada a la transformacién inversa se
le denota también como F~'.

A pesar de que la introduccién del simbolo u en esta formulacion parece
muy natural, debemos advertir, sin embargo, que debe utilizarse con restriccio-
nes ya que la terna u=(u, v, w) no es necesariamente un vector en el mismo
sentido que el vector r. Por ejemplo, si se tienen las ternas u, = (rl, ¢, 61) y
w,= (7, 0, 62), siendo r,, ¢,, etc., coordenadas asféricas, no tiene sentido el
sumar u, +u, en la forma usual. En el caso del vector r se tiene la igualdad (x, v,
z) =x1+y]J+zK pero para el caso de las variables u, y, w el hecho de escribirlas

como (u, v, w) no significa que esto sea igual a ui+vj+wk

Determinar si las ecuaciones de transformacion siguientes definen un sistema
de coordenadas curvilineas.

x=2u+3v; y=4u’+12uv+9v?% Z=Ww.

Solucion: En primer lugar se observa que las funciones F,, F, y F, son diferen-
ciables y para ver si la transformacién de (u, v, w) a (x, y, 2) es invertible se
evaltia el jacobiano J (M>

u, v, w
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2 3 0
X,y,Z
J = | 8u+12v 12u+18v 0 |=0.
u,v,w
0 0 1

Como el jacobiano es cero, no es posible definir un sistema de coordenadas cur-

vilineas con las ecuaciones de transformacion dadas.

} Ejemplo 36.

Determinar si las ecuaciones de transformacion siguientes definen un sistema

de coordenadas curvilineas.
x=rseny cosf
y=rseny senf

Z=T1CoSy,

donde r=0; 0<6<2m y 0<@<m.

g . . . . . XY &
Solucion: Las funciones F;, F, y F, son diferenciables y el jacobiano J (r o 9) es

cosBsenyp rcosBcosp —rsenfsenp

XY, 2 2
J — = |senfOsenp rsenBcosyp rcosbBseny |=r" seny.

cos —rseny 0

Este jacobiano es distinto de cero en todos los puntos de R* excepto sobre el
eje Z. Por lo tanto, si se exige que r>0y 0<@ < el jacobiano es diferente de
cero y las ecuaciones dadas arriba definen un sistema de coordenadas curvili-
neas en todo R® excepto sobre el eje Z. Este sistema de coordenadas es el sistema
de coordenadas esférico y sera discutido con detalle en la seccién 4.8.2 y en la
figura 4.29.
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Antes de seguir adelante conviene mencionar algunos conceptos acerca del
significado geométrico de los sistemas de coordenadas. Considérense primero
las coordenadas cartesianas. En este caso, a cada una de las coordenadas x, y
y 2 de un punto se le puede asociar un plano. Por ejemplo, a la coordenada x
corresponde un plano paralelo al YZ y que corta al eje X en el valor x, etc. De
esta manera, al conjunto de coordenadas de todos los puntos del espacio estan
asociadas tres familias de planos mutuamente perpendiculares: x =constante,
y=constante y z=constante. Ahora imagine el lector que se sobreponen en este
sistema, otras tres familias de superficies. Las superficies de cualquiera de estas
nuevas familias no tienen porque ser paralelas entre si, ni planas.

Ahora bien, cualquier cambio de coordenadas tiene definidas implicita-
mente tres familias de superficies de este tipo, ya que sir=r(u, v, w) es un cam-
bio de coordenadas, al fijar una de las variables u, v o w en las expresiones

x=F1(u, v, w); yze(u, v, w); z:F3(u, v, w)

se obtienen las ecuaciones paramétricas de una superficie. Por ejemplo, si w=k,,

se tiene
x=F1 (u, v, k3), y:F2 (u, Vv, kg)s Z:F3 (u, v, kg); (54)

que son las ecuaciones paramétricas de una superficie con pardmetros u y v. Si
a k, se le dan diferentes valores las ecuaciones anteriores definen una familia de
superficies. Cada uno de los miembros de esta familia queda definido a partir
de un valor particular de k,. Este valor de k; puede determinarse conociendo un
punto P=(x, y, z) de dicha superficie mediante la transformacién inversa

w=G,y(x, y, 2) =k, (55)

Noétese que esta ecuacion es otra forma de representar a la superficie k, cuyas
ecuaciones paramétricas son las ecuaciones (54), ya que la ecuacion (55) tiene la
forma que se utilizo en el capitulo 2 para representar a una superficie.

De la misma forma, otras dos familias de superficies coordenadas son
u=G, (x, Y, z)=l~z1 y v=G, (x, Y, z)=k2. A estas familias se les denomina

-

3D1AaNI

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
o
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
M
o
X
<
(=
r
>
(2]




superficies coordenadas. Cualquier punto P=(x, v, z) se puede describir como la
interseccion de tres planos (usando coordenadas cartesianas), o bien como la
interseccidn de tres superficies (usando coordenadas curvilineas). Ver figura 4.20.

Otra forma de interpretar un cambio de coordenadas es como una intersec-
cién de curvas en vez de una interseccion de superficies. Por ejemplo, en el sis-
tema cartesiano cada punto del espacio puede definirse como la interseccién de
tres rectas paralelas a los ejes coordenados. Asi, el punto de coordenadas (xo, Yos

zo) es la interseccién de la recta paralela al eje X de ecuaciones
Y=Yo y Z=2,

con la recta paralela al eje Y de ecuaciones
X=X, y 2=12,

y con la recta paralela al eje Z de ecuaciones

X=Xy y Y=Yo-

Estas rectas se denominan en general curvas coordenadas y como se ve, cada
una queda definida fijando dos de las variables. Para el caso de un cambio de
coordenadas curvilineo dado porr=r (u, v, w), al fijar dos de las variables, por
ejemplo, v=C, y w=C,, se obtiene la curva coordenada de ecuaciones paramé-

tricas
x:Fl(u, C,, C3); y:Fz(u, C,, C3); z:F3(u, C,, C3).

A esta curva se le llama curva u. Si C, y C, toman diferentes valores, estas ecua-
ciones definen una familia de curvas coordenadas u. Asimismo, otra familia de
curvas coordenadas se obtiene al fijar u y w a las cuales se les llama curvas v. La
tercera familia se obtiene al fijar u y v dando lugar a las curvas w. Entonces, el
punto P se puede describir como la interseccion simultdnea de una curva u con

una curva vy con una curva w. Ver la figura 4.21.
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En resumen, se tiene que un punto en R® puede quedar definido a partir de

la interseccion de las tres superficies coordenadas:
Gl(x, Y, z) =k,; Gz(x, Y, z) =k,; G3(x, Y, z):k3
o a partir de la interseccién de las tres curvas coordenadas:

L Gy(x,y,2)=C, . Gy(x,y,2)=C, » G,(x, ¥, 2)=C,
Gy(x, y, 2)=C, Gy(x, y, 2)=C, G,(x,y, 2)=C,.

Cuando se tiene una funcién escalar de variable vectorial ¢:R*—> R, dada en
coordenadas cartesianas x, y, 2, y se desea obtener su expresion en un nuevo sis-
tema u, v, w, bastard sustituir en ¢ (x, y, z) las variables x, y y z por sus expresiones
en términos de las nuevas coordenadas y el problema queda resuelto. Recuérdese
por ejemplo el caso de la funcién escalar U= K(I/+/x*+y+2 ) vista anteriormente,
que en coordenadas asféricas quedé simplemente como U=K(I / r). En cambio,
cuando se tiene una funcion vectorial de variable vectorial F = (Fl, F,, F3) R > R®,
dicha sustitucién sélo resuelve el problema a medias porque aunque después la
sustitucion las funciones F,, F, y F, queden en términos de u, v y w, estas tres
funciones siguen siendo las componentes de F en las direcciones de los vectores
i, J, K del sistema cartesiano original. En general, cuando se efectia un cambio
de coordenadas es mds conveniente expresar al vector F(r) en términos de sus
componentes respecto a unos nuevos vectores que estan intimamente relaciona-
dos con el cambio de coordenadas y que se discutiran a continuacién. En primer
lugar, recordemos que en Algebra Lineal se demuestra que existen muchas posibi-
lidades de descomponer a un vector arbitrario (de hecho, existe un nimero infinito
de posibilidades) y que por supuesto una de esas posibilidades es en términos de la
base candnica B, = {i,j, 13}, que es una base ortonormal. Pero lo que interesa aqui
es descomponer a F(r) en términos de unas bases especiales que, como se dijo,
estan intimamente relacionadas con el cambio de coordenadas. Estas bases espe-

ciales son dos y estan formadas con los siguientes conjuntos de vectores:

a) El conjunto de vectores unitarios tangentes a las curvas coordenadas.
b) El conjunto de vectores unitarios normales a las superficies coordenadas.
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Ahora se vera como obtenerlos.
Tres vectores tangentes a las curvas coordenadas u, v y w son respectiva-
mente (ver figura 4.21)

y debido al hecho de que el jacobiano asociado al cambio de coordenadas es
diferente de cero se sigue que los tres vectores anteriores son linealmente inde-
pendientes. Por lo tanto, el conjunto {Eu, E, Ew} es una base de R® a la que se
le llama base covariante. Entonces, los vectores unitarios tangentes a las curvas

coordenadas u, v y wson respectivamente

N E, 1 or
é = -
“ |E,| h,ou
. E, 1 or
e = = —
vV |E| h, ov
. E, 1 2d
ewz—:— _—

Asi, la base mencionada en el inciso a) de la pagina anterior es {éu, é, éw}, donde
h,= |8r/au|; h,= |8r/av
Por otro lado, tres vectores normales a las superficies coordenadas u=Fk;,

s hy,= | or/ 8w| y se les llama factores de escala.

v=k, y w=Fk, son respectivamente (ver figura 4.20)

E,=Vu= a_u
or

E,=Vv= a_v
or

E,=V _ow
or
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y nuevamente, debido a que el jacobiano asociado al cambio de coordenadas es
diferente de cero, los tres vectores anteriores son linealmente independientes.

FIGURA 4.20.

FIGURA 4.21.

Por lo tanto, el conjunto {EU, E,, EW} es una base de R? a la que se le llama base
contravariante. Entonces, los vectores unitarios normales a las superficies coor-

denadas u=k,, v=k, y w=Fk, son respectivamente
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ey= =—Vu=— —

|EU| hU hU dr
. E, 1 1 dv
e,= = —Vyv=— —
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y en consecuencia la base mencionada en el inciso b) de la pagina 512 es {éU, é,,
éw}, donde hy = |Vu
Como se puede apreciar, tanto los factores de escala hy, hy, hy, by, b,y h,,

s hy= |Vv| s hy= |Vw| y se llaman también factores de escala.

como los vectores de las bases definidas arriba dependen en general de la varia-
ble r y son diferentes de cero. Esto significa que en cada punto del espacio la
base es diferente.

Las bases covariante y contravariante tienen la caracteristica de ser recipro-

cas entre si.
é Definicion. Dos conjuntos de vectores: {al, a,, as} y {bl, b,, bs} son recipro-
cos o duales entre si, cuando
a,-b,=6,, Vm,n=1,2,3,
donde el simbolo §,,, se define como

1 si m=n
Smnz .
0 st m#n

y se le llama delta de Kronecker.

Para conjuntos reciprocos se demuestra ademads que

a, Xa a. xXa a, xXa
b. = 2% d3 . b,= 37 d . b= 17
1 |[a1, a,, a3]| ’ |[al,a2,a3]| ’ |[a1,a2,a3]|

b, x b, b, x b, b, x b,
= A= A= —————
T bubanl " Tbuban]l " by b b

y que
1
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donde |[al, a,, a3]| =a;ra,xa; y |[bl, b,, b3]| = b,-b,xbh,.

Para demostrar que las bases covariante y contravariante son reciprocas debe

demostrarse que

or or or
—-Vu=1; —-Vv=1;, — -Vw=1
ou oV ow
y que
or or or or
0= — -Vv=—  -Vw=— - Vu=—-Vw
ou ou ov ov
or or
=—: Vu=—-Vv
ow ow

En efecto, como u=G,(x, y, 2) =G, (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) al derivar

con respecto a u por la regla de la cadena se tiene que

1o ou 0G; ox N oG, ay+ oG, oz
“du  9x ou oy ou oz ou

que también se puede escribir como

Pero

or 9x, dy., 09z . 3G, . 9G,, dG,

—=—1+_ — y Vu= 1+ ]+ Kk

ou du ou ou ox oy oz
por lo tanto P ‘Vu=1. De manera similar se demuestra que

u

or or

—Vv=—--Vw=1

oV w
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Ahora se deriva u con respecto a v (como u y v son independientes esta derivada

vale cero)

0= ou 9G, ox N oG, ay+ oG, 0oz
v 9x v dy Ov  dz v

lo que implica que

or
—Vu=0
v

y de manera semejante se demuestra que

y por lo tanto las bases {Eu, E, EW} y {EU, | D EW} son reciprocas. Ademas, de las
igualdades anteriores de desprender que % es perpendicular a Vv y a Vw. Esto
implica que Vv x Vw es paralelo a % , es decir,
or
VyxVw=a —
ou
para algun valor de a. Para determinar este valor se multiplica escalarmente
esta igualdad por Vu con lo que se obtiene a=Vu-:-VvxVw = |[Vu, Vv, Vw] | .

De esta manera se demuestran las siguientes igualdades.

or 1 or 1 or 1
— = —VvxVw; — = —VwxVu; —= —VuxVvy
ou a ov a ow a

1( or or 1( or or 1( or or
Vu=—| —x — |; Vv=—| —x — |[; Vw=—| —Xx —
B\ ov ow B\ ow odu B\ ou ov

donde B=(or/ou)-(or/ov)x(ar/aw)=1/a.

Las bases covariante y contravariante {Eu, E, EW}, {EU, E,, EW} son de primeri-

sima importancia en algunas areas de las matematicas como el Calculo Tenso-
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rial y el Analisis Tensorial. No obstante, en todo lo que sigue ya no se discutirian
estas bases y s6lo estaremos interesados en las bases normalizadas {éu, e, éw} y
{&y, &, &4}

Se considerard que una funcién  (u) estd expresada totalmente en la nuevo

sistema de coordenadas si tiene la forma

T(u) = Tu(u, v, w)éu+ F, (u, v, w)év+ .‘Fw(u, Vv, w)éw
o bien

F(u)=Fy(u, v, w)éy+ Fy(u, v, w)é, + Fy(u, v, w)éy,

donde F,, F,, F.,» Fu» Fv ¥ Fw son funciones escalares de las nuevas variables u,
vy w. Se les llama componentes de la funcién F en la base {éu, é, éw}, o bien, en
la base {éu, é,, éW} segun sea el caso.

Es ilustrativo comparar la estructura de las dos ultimas ecuaciones con la de
la ecuacién (52'). En las tres ecuaciones las variables de las componentes son las
coordenadas nuevas u, v y w. Sin embargo, en las dos ecuaciones anteriores las
componentes estan referidas a las bases nuevas {éu, e, éw} o bien, {éu, ey, éW}
mientras que en (52') las componente estan referidas a la base original {i, 1, R}
Esta diferencia debe ser asi porque las dos ecuaciones anteriores son las expre-
siones para una funcién F (u) expresada totalmente en el nuevo sistema de coor-
denadas y en cambio (52') es la expresion de una funcién F(u) que define un
cambio de coordenadas a través de sus componentes cartesianas F,, F, y F; que
dan los valores de x, y y z en funcién de u, vy w.

En general, los vectores €,, €,, €, pueden no ser mutuamente ortogonales,
ni tampoco los &, &, €. Pero cuando si lo son los desarrollos matematicos se

simplifican considerablemente, como se podra ver en el teorema que sigue.

é Definicion. Se dice que un sistema coordenado curvilineo es ortogonal si las
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curvas coordenadas u, v y w son ortogonales en cada punto. En este caso es
claro que los tres vectores €,, €,y €, son mutuamente ortogonales en cada

punto; esto es,

éu - év=eu - éw=ev - ew=0.




Teorema 13. Si un sistema de coordenadas curvilineas es ortogonal, entonces:

~ ~

i) é,=e,; €,=€,; &,=6,

1

] a or n
) eu=hua =h,Vu=¢,

a or 2
e =hy P h,Vv=¢,

& or &
eW:hWa_w =h,Vw=¢,.

Demostracion:

Vv C or or or {VVV} i ;
1)y i1) Como S’ v 9w y 1Vu, Vv, Vw{ son reciprocos, entonces:

or or

Exaw

Vu=
‘ar oar or

— ¢« — X
ou oV  ow

P . or or or .
y como €,, €,y €, son ortogonales se tiene que — , — y — también son
ou oV ow
ortogonales. Entonces
or or or or | | or | | or
—_— —x _— — —_ —_— —_
ou ov oW ou| |ov| | ow
por lo que
or or
1 ov ow
or or or
ou ov ow
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pero or or
or v ow
hy=\371; é=7""; €,=——F y €;=—Vu
u ou v a_l' w E U hU
L% ow

por lo tanto

~

1. .
Vu=—¢&,x€,=hy é,.
hy

Como los vectores €, €,y €, son ortonormales se tiene que

donde el signo depende de si el sistema es derecho o izquierdo. Si se consi-
dera que es derecho, el jacobiano de la transformacién es mayor que ceroy

éuxAv:éw’ éwxéu:Av’ évxéw:éu
por lo cual

1 . n n n 1

P eu:hUeU = €y=¢€, y hu:_

hy, hy

ya que los vectores son unitarios. De la misma forma se demuestra que

>
=

N hw = L
hy hw

o>
<
1l
<
o>
=
Il
o>
3
>
<
Il

y en consecuencia, la base {éU, ey, éW} también es ortogonal.
iii) Por otra parte, como €, €,y &, son ortogonales, entonces

|Vu-Vv><V| = |Vu| |Vv| |Vw|=hU hy hy
y como

hu:_ 5 h‘V=_ 5 hW:i
hy hy hw
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se sigue que

1

|Vu-vaVw = .
hUthW

. . A a 1 - A a
) El uso de las igualdades €,=€,y h,=-— en las definiciones de €, y &, con-

duce a v

éu=hU%=huVu=éU

or

év:- hva—v =hVVv=éV

n o n
ew=hwa—; =h,Vw=ey.

Teorema 14. Sea un sistema coordenado curvilineo ortogonal en R® definido
por la expresién (52"): r=F (u) =F,(u, v, w) i+ F,(u, v, w) j+ F,(u, v, w))K.
Sis,, s,V s, representan longitudes de arco a lo largo de las curvas u, vy w,
respectivamente, y s representa la longitud de arco de una curva arbitraria en
R®, entonces:

_ ax\* [y ) [9z)
1) ds,=h,du= ae | *\ 345 *\ 35 du
a_x 2 dy 2 32 \2
ds,=h,dv= vl I (vl I e dv
a_x 2 Y 2 32 \?
ds,, =h,, dw= 3w | T\ 3 ] T\ 50 dw.

ii) (ds)*=(h, du)®+ (h, dv)*+(h,, dw)>.

ii1) La diferencial de area sobre una superficie coordenada generada por

las curvas u y v esta dada por
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do=ds, ds,=hy,h, dudv=|N'|dudv
Y, 2 7, 5% XY
=\/J'2( )+Jz( )+J’2 (—> dudv.
u,v u,v u,v

siendo N'= (ar / au) X (ar / av) el vector ortogonal a la superficie definido en

la ecuacién (46).

Para el caso de una superficie coordenada generada por las curvas vy w
se tienen expresiones semejantes en donde lo Unico que cambia es la pareja
u, v por la pareja v, w. Lo correspondiente puede decirse para una superfi-

cie generada por las curvas wy u.

iv) Ladiferencial de volumen en una region del espacio XYZ definida por

las curvas u, u+du, v, v+dv, wy w+dw esta dada por

dv=ds,ds,ds,=h, h, h, dudvdw

J(x, y’ Z)
u, v, w

dudvdw.

Demostracion:
i) Como se recordara, la diferencial de longitud de arco de una curva arbitraria
descrita por r=r(t), siendo t el parametro, esta dada por la ecuacién (25).

En el caso particular de una curva u se tiene que
r=xi+yj+zR=F,(u, vo, wy)i+F,(u, vy, wy) j+Fa(u, v, wo) K.
Como v, y W, son constantes esta expresion tiene un sélo pardmetro y se

puede aplicar la ecuacién (25). Asi, la diferencial de longitud de arco sobre la

curva u, denotada por ds,,, esta dada por

; a_x 2 Jy 2 3z \?
S, = 3 + 3 + o du

-

3D1AaNI

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
o
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
M
o
X
<
(=
.
>
(2]




y como

or

h il
" ou

JE)-G-)

se demuestra la expresion para ds,,. De la misma forma se demuestran las de

ds,y ds,,.

ii) Se tiene que ds= |dr| (ver ecuacion (25)) y por la definiciéon de diferencial
total

dr= or du+ or dv+ or dw
ou v ow
=h,dué,+h,dve,+h, dwé,,.
Esto implica que
(ds)*=dr-dr=(h, dué,+h,dvé,+h, dwé,)
- (h, dué,+h,dvé,+h, dwé,)
y como €,, €,y &, son ortogonales:
ds®=(h, du) *+ (h, dv) >+ (h,, dw)?=(ds,)*+ (ds,)*+ (ds,,)?

como se queria probar

iii) En general la diferencial de area de superficie de una superficie arbitraria
descrita por la ecuacion vectorial paramétrica (47) esta dada por la ecuacion
(50). Para el caso particular de una superficie coordenada generada por los
parametros u y v se tiene que X, y, 2 estdn dadas por las ecuaciones (54) lo

que implica que su ecuacién vectorial paramétrica es

r=x(u, v, k) i+y(u, v, ky) J+2(u, v, ky) K, (56)
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cuya grafica se muestra en la figura (22). Como k, es una constante esta ecua-
cién tiene la forma de la ecuacién (47) y por lo tanto se puede usar la ecua-
cion (50). Asi, la diferencial de area de superficie estda dada por

do=|N'| dudv. (57)
donde
IN'| =/ 2+ 2+ T2 (58)

FIGURA 4.22. Superficie coordenada
descrita por la ecuacién vectorial
paramétrica r="F,(u, v, k3) 1+ F,(u, v, k3)
j+Fy(u, v, ky)K, siendo k, una constante.

Como en general, la magnitud del vector normal N’ es distinta de 1 se tiene
que do #dudv. El uso de las ecuaciones (49) y (58) en (57) da como resultado

, 2 2, X X,
dc7=\/J2 C/‘ V)+J2 (u 1/)+]2 (u_i) dudv. (59)

Ademas, como

or

or
ou

ou
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entonces
do=|h,8,xh@,| dudv
=hyh,|é,x8&,| dudv="h,h,dudv
=ds, ds,, (60)

lo que demuestra este caso. Las expresiones correspondientes a los otros
dos tipos de superficies coordenadas se demuestran en la misma forma.

Asi como la diferencial de superficie do resulta ser un paralelogramo debido
a que las curvas u y u+du (y también las v y v+dv) estdn muy cercanas
entre si, el elemento diferencial de volumen dV resulta ser un paralelepi-
pedo, como se puede apreciar en la figura 4.23, donde tres de sus lados son
los vectores

FIGURA 4.23.

) n
o du= h,due,
ou

0 A
o v= h,dué,
ov

0 A
or dw=h,, due,,.
ow
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Entonces su volumen es igual a

av= a—rdu-a—rdvxa—rdw
ou ov ow
= a_ra_rxa_r du dv dw
ou odv ow

hy by by |8, 8,%8,| dudvdw

por lo que
dv =h, h,h, dudvdw =ds,ds,ds,,.

Por otro lado

ox oy oz

u ou ou

or or oOr
. X

ox oy oz
ou oV ow

g/ oV g/

ox oy oz
ow ow ow

Al transponer los renglones y columnas, el determinante no se altera; por

lo tanto
ou oV ow
qVe % 9y 9% dudvdw= | J *Y 2 dudvdw
ou oV ow u, v, w

0z 0z 0z
ou v ow
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Es facil comprobar que si una superficie S estd dada en la forma z=f(x, y)

entonces

+K (61)
IN'| = LANEA (61"
=1t 5 )t -
RN EAWE 0
do= [1+ |+ - dx dy. (62)

En efecto, si se toman a x y y como parametros, las ecuaciones paramétricas de

la superficie son
xX=u y=v zzf(u,v)

y utilizando las expresiones (49) se obtiene que los jacobianos se reducen a

s oz s 0z 11
17 ax’ 27 ax’ s

Al sustituir esto en (48) se demuestran las ecuaciones (61), (61') y (62).

Como se menciond al principio de esta seccion, las propiedades de los sis-
temas de coordenadas curvilineas en tres dimensiones se pueden adaptar facil-
mente al caso de dos dimensiones. A continuacion, se dara sin demostracion la

versidon en dos dimensiones del teorema anterior.

Teorema 15. Dado un sistema coordenado curvilineo ortogonal en R” defi-
nido por la expresién r=F (u, v)=(F, (u, v), F, (u, v)), si s, s, representan
longitudes de arco a lo largo de las curvas u y v respectivamente, y s repre-
senta la longitud de arco de una curva arbitraria en R?, entonces:
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)

ax \> [ay
ds,=h,=du= — ==

ax \* [oy \
i, = i, = i = - -

ii) (ds)*=(hy, du)>+(h, dv)>.

ii1) Ladiferencial de drea en una region del plano XY definida por las curvas
u, u+du, vy v+dv estd dada por

dA =ds, ds,

= h,h,dudv
u,v
} Ejemplo 37.

Calcular el area delaregion R del plano XY limitada por las curvas (ver figura 4.24):

dudv.

2

y2=8x; Yy =x; x2=8y; x“=y.

Solucion: Para resolver este ejemplo se considerara el cambio de coordenadas

al sistema u, v definido mediante las ecuaciones

y=ux; x*=vy (63)
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FIGURA 4.24. FIGURA 4.25.

en donde se ve que las curvas y*=8x y y°=x se transforman en las curvas u=8
y u=1,y que las curvas x*=8y y x*=y se transforman en las curvas v=8 y v=1.
Por lo tanto, la region R del plano XY se transforma en un simple cuadrado R'en
el plano UV (ver figura 4.25).

Ahora se calculara el jacobiano. De las ecuaciones (63) se tiene

2 4 ., x=v B
y=— = S =ux = Xx'=vu = v, 2
v v y=v3u’.
Por lo tanto,
a_x a_x 1 - B
S (x y) ou v 3 3 1
uv % % 2 VB oy 1 v=73 3 3
u ov 3 3

ydA=(Y3) dudv.

Como el jacobiano resultd ser una constante, las diferenciales de drea dA
y dudv de los planos XY y UV, respectivamente, siempre guardan la misma pro-
porcidén en todas las regiones del plano. Entonces, cualquier region en el plano
XY siempre sera un tercio menor que su correspondiente imagen en el plano

UV'y, por lo tanto,
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siendo A(R) y A(R’) las 4reas de R y R/, respectivamente. Como A(R") =49 se
tiene que

A(R)= 4?9 =16.33.

En los casos en los que el jacobiano no es una constante el procedimiento
anterior no es valido y lo que debe hacerse es una integral doble como se discu-
tira en el Capitulo 6.

) Ejemplo 38.

Utilizando coordenadas curvilineas, determinar el valor del drea delimitada por
las siguientes rectas y calcular los jacobianos de la transformacién inversa y

directa.

2x=3(2—y); x= %6 X

; =—— — 0.5; =x-4.
Y 3 Y

Solucion: Una grafica de regién considerada se muestra en la figura 4.26. Las

ecuaciones de las rectas se pueden reescribir como

2x+3y=6; 2x-Yy=6; 2x+3y=-1.5; x—-y=4
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lo cual nos sugiere utilizar el siguiente cambio de coordenadas

u=2x+3y

v=x—-1
_u+3v

N 5
_u+3v
"5

Entonces los limites de la regién R en el plano XY se transforman en los siguien-
tes limites en el plano UV:

1U=6; u+8v=30; u=-1.5; v=4

los cuales limitan la regién R’ mostrada en la figura 4.27.

X,y u,v
Los jacobianos J yJ valen
u,v x, Y

dx  dx 1 3
I X, Y B au ov S S _
u, v dy oy | |1 2 5
ou v S S
FIGURA 4.27.
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y
Ju oJu
u, v dx  dYy 2 3
] = = =->5.
X, Y v 9V 1 -1
ox 9y

Entonces dA = (Y5) dudvy se comprueba que J(£) es el inverso de J (;—yv) En conse-
cuencia, por la misma razén que en el ejemplo anterior, se tiene que A(R) =A(R') /5.
El 4rea A(R’) se calcula mediante la integral simple (ver figura 4.27)

por lo tanto

A(R) = 0.796875.

A continuacion se obtendran las expresiones en coordenadas curvilineas
ortogonales de las operaciones vectoriales gradiente, divergencia, rotacional y
laplaciano. Se enunciardn como teoremas y seran demostradas utilizando las
propiedades que se estudiaron en coordenadas cartesianas. Estas propiedades,

sin embargo, no dependen del sistema de coordenadas utilizado.

Teorema 16. (Gradiente en coordenadas curvilineas ortogonales). Sea
¢ =¢(u, v, w) una funcién escalar diferenciable definida en un sistema coor-
denado curvilineo ortogonal de vectores base €,, €,y €,. Entonces, el gra-
diente de ¢ en este sistema esta dado por

1096, 19op,. 1 09,

= e,+t——e+——e 64
h, ou “ h, ov ' h,ow " (64)
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Demostracion: Por definicidn, el gradiente de ¢ en coordenadas cartesianas es

0 0 o .
ch):—(1> i+ij+i K
ox 9y oz

en donde 3¢ /dx es la razén de cambio de ¢ debido a la variacién de x, y algo
semejante puede decirse para los otros términos. Ahora bien, los cambios que
induce x sobre ¢(u, v, W) ocurren en forma indirecta a través de los cambios que
induce x sobre las variables u, v, w mediante las ecuaciones de transformacion

inversa del sistema de coordenadas curvilineas:
u= Gl(x, Y, z); V= Gz(x, Y, z); w= Gs(x, Y, z)

De esta forma se tiene que ¢ depende de x, y, z de acuerdo con la expresion

¢(w, v, w)=(Gy(x, ¥, 2), Golx, 3, 2), Gslx, ), 2))-

Entonces se pueden calcular las derivadas que aparecen en el gradiente utili-

zando la regla de la cadena. Asi.

a¢_a¢au+a¢av+a¢aw
dX Ou dx OJV 90X OWwW 0x

9 _2gou b av 3¢ ow
oy Juody oJv oy oway

a¢_a¢au+a¢av+a¢aw
0z Oudz 0V 9z Ow oz

por lo que

o ) ou _, ov., oV, oV
Vd):@ —ui+—uj+—uk +ﬁ —Vl+—vj+—vk
ou \ox 9y~ 09z ov \0x 9dy "~ o0z
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Vd):% Vu+% Vv+% Vw.
ou ov ow

Pero si el sistema es ortogonal,

Teorema 17. (Divergencia en coordenadas curvilineas ortogonales). Sea
F=F,(u, v, w)é,+F,(u, v, w)é,+F,(u, v, w)é,

una funcidn vectorial diferenciable definida en un sistema curvilineo ortogo-
nal derecho de vectores base €,, €,y &,, siendo F,, ¥, y F,, las componentes

de ¥ en dicho base. Entonces, la divergencia en este sistema es

1
2 (b P+ (b B+ (b ) (69)
v

VeF=——
hy by by |OU w

Demostracion: En esta prueba se va a utilizar el resultado del teorema anterior.
Para esto primero se expresara la divergencia de F en términos de los gradientes
de ciertas funciones. Como el conjunto €, €,, &, forma una base ortogonal dere-

cha, entonces (por el inciso (iv) del teorema 13)
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De esta forma,
F=F,€é,+F¢e+F, e,
=F, h, h, (VvxVw)
+F, hy by, (Vwx Vi)

+¥F, h, h, (Vu X Vv)

V-F=V-:[h,h, F, VvxVw]|
+V-[hu h, F, waVu]

+V+[hy b, F,, VuxVv].
Por propiedades de la divergencia el primer término es igual a
V[, h, F, VvxVw| = b, h, FV - (VvxVw)
+(Vvxvw) - V(h, h, F,)
y nuevamente por propiedades de la divergencia
Vv - (Vuwa)=Vw . (Vva)—Vv . (Vwa)=0

debido a que Vx Vf=0 Vf. Ademas,

(66)
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lo que ha reducido el problema al cdlculo del gradiente de (h, h,, .‘Fu). Utilizando
el teorema 16 se tiene:

| -

1 0 0
v(hvhw Tu)zh_a(hvhw Tu) é,+ g(hvhw "Fu)év
u

=

+ii(h h,, F,)é
hwaW kuew

ycomo é,-é,=1yé,-&,=8é,-é,=0, el producto punto entre &,y V(h, h,, F,) es

&y V(I by F,) = ai (hy by 7).
u

)
hy

Por lo tanto, para el primer término de (66) se tiene que

v - [hy, by, F, VvxVw]= Fhh 5 (h, by, F)
y de modo similar se llega a
V - [hy hy, F, Vwx Vu]= 0 (hy by, F)
hy by B, OV
1

d
v - [huhv.'vauXVV]= ma} (huthw)-

Sumando las tres ultimas expresiones se obtiene el resultado buscado:

1 )

VeF=— | —
= 5

d 0
hvhw Tu)"' a_v(hu hw g:‘v)"' a_w(h” thw)] .
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Teorema 18. (Rotacional en coordenadas curvilineos). Sea nuevamente la

funcion considerada en el teorema 17:
F=F, (u,v,w)é,+F, (u, v, w)&,+F,(u v, w)é,.

Entonces, el rotacional de F en este sistema es

VxF= — :—V (h,F.) (h, ﬂ)] é,
o :%(hum— aa—u(hwfw)] é, (67
; hulh : ::—u(hva)— :—V(hufu) é,.
Demostracion:

F=F6 +Fe +F,e, =hFVu+hFVv+h,F,Iw
Entonces,
VxF=Vx(h, F,Vu)+Vx(h, F,Vv)+Vx(h, F,Iw). (68)
Por propiedades del rotacional, el primer término es
V% (hy Fu Vi) = hy Fo(V x V) +V (b, F,) x Vi
=V (h,F.) x Vu

ya que V x Vu=0. El uso del teorema 16 conduce a

1 o . 1 o o
v(huj:‘u): h_ a (huTu)eu-l' h_ a_ (hu}-‘u)ev (69)
u

y OV

1 o n
+ h_ %(hu}"u) €y

w

E\
S
(@)
m
0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
»
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

(%]
W
O




y como Vu= (L) €,, se tiene que

h,
V(hF) x Vu= 1 2 (hF)e,x e+ —L— 2 (h,F,) &,x8
uv u hi au uvu u u huhv a'V uvu v u
+ 1 (h,F,)é, xé
huhw uvu w u
Finalmente, como
éu X éu:(); évxéu:_éw; éwxéuzl\v
el primer término de (68) es
Vx(hF V)=~ 2 (h,F)e, - —— 2 (h,F,)e
uvu huhw aW uvu v huhv av uvu w
y de modo similar,
Vx(hF, )= -1 2 (h,F)6, - 2 (hF)é
vy v huhv au vy v w hvhw aW vy v u
_1 o . 1 0o .
vx(h,F, Yw)= T 3 (h, F.,)é, o 3 (h,F,)é,

Al sumar las tres ultimas igualdades se obtiene la expresion (67) que se queria
demostrar.
Analizando la forma de la expresion (67) se deduce que el rotacional en coor-

denadas curvilineas ortogonales también se puede expresar como

1 ) 0 )
Uxfo_+ | & 9 2 (70)
h,h,h,, ou 9V ow
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Teorema 19. (Laplaciano en coordenadas curvilineas ortogonales). Sea
¢ =o¢(u, v, w) una funcién escalar dos veces diferenciable, definida en un sis-
tema coordenado curvilineo ortogonal. Entonces el laplaciano de ¢ en este sis-
tema esta dado por

) 1 o( h,h, 0¢ o ( hyh, 9¢ o ( h,h, 9¢
Vip= — — |+ —— |+ —— || (71)
h,h, h,|ou\ h, ou ov\ h, ov ow\ h, ow

Esta expresidn se obtiene del gradiente y de la divergencia, sustituyendo

1 o0
_i; Tv_

10 10
h, ov

Fu= e .
“ h,, ow

_hu ou

Se deja como ejercicio para el lector comprobar esta afirmacion.

A continuacidn, se estudiaran explicitamente varios de los sistemas coorde-
nados ortogonales mas frecuentes después del cartesiano. Principiaremos con-
siderando detalladamente los dos mds importantes: el sistema coordenado cilin-

drico circular y el sistema coordenado esférico.
4.8.1Sistema coordenado cilindrico circular
El sistema de coordenadas cilindricas se define por la transformacién
x=p cosB
y=p senb con p=0, 0<6=<2m.
2=z
Este sistema es invariante respecto a traslaciones a lo largo del eje Z. En cada

plano horizontal se tiene el sistema de coordenadas polares bidimensional. La

transformacion inversa esta dada por

p=4f X*+Y°; 6 =ang tan (%), z=2z.
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FIGURA 4.28. En ambas figuras se muestra el significado de las coordenadas cilindricas del
punto P. Las coordenadas cartesianas de P son x, y, 2y las coordenadas cilindricas son p, 6, 2.
En la figura (b) se ha afiadido el primer octante de una porcién de cilindro de radio p y altura z

El significado de p, 8 y z se muestra en la figura 4.28. Las superficies coordena-
das correspondientes a

p =4/ x*+y* =constante

son cilindros circulares que tienen a z como eje comun. Las superficies coorde-

nadas correspondientes a
0 =ang tan (%) = constante

son semiplanos verticales que pasan por el eje Z y las correspondientes a
z=constante

son planos paralelos al plano XY.

Se puede ver en la figura que se trata de un sistema ortogonal. Se sugiere al
lector que lo compruebe matemadaticamente. El jacobiano de la transformacién y
los pardmetros de escala se obtienen a partir de las derivadas der=xi+y j+zK,

or o " or
— =cosf1i+senfj = h,= =1

dp P |ap
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or or
—=—-psenfBi+pcosf] = ho=| — |=
30 p p J 871 3 p
L S o i
0z 0z
y
cos 0 sen 0 0
XY, 2
J 0,0,z = | -psenB pcosH 0 |=p.
0 0 1

La diferencial de longitud de arco en este sistema estd dada por

(ds)*=(dp)*+p*(d6)*+ (dz)".

La diferencial de area de la superficie generada por las variables p y 6 (tomando

Z=cCte) es

Ji+T5+7T5 dpdb=pdpdd

Z, X

donde J; =J@%§); J, =](pf9) yJ, =J'C:%‘Z) (si z=0 se tiene el sistema ortogonal
plano denominado sistema coordenado polar). Para la superficie generada por las

variables p y z (6 = cte) se tiene que

do=+/J3+J3+J5 dpdz=dpdz

donde J; =](%Z) 3T, =J(%) ; ]3=](;%) ,y para la generada por 0y z (p = cte)
la expresién para do es

do=+/ J2+T5+J3 dBdz =pdzdb
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donde J,=J (9 z) s J,=T (z x) ; Jg=J (%) La diferencial de volumen estd dada

POT dV=pdpd0Bdzy los operadores vectoriales son

Gradiente: Vo= —é&,+— — €+ —é€
radiente ¢ ” P 28 ot 5, &
1|0 0 oF
Divergencia: V-F= ? [ % (pr) +£ (Te)] + a;
ép Pée éz
. 1|0 o9 o0
Rotacional: VXF=— | — — —
p | dop 06 oz
'(Fp Pfe Tz
1 o 1 9% GR
Laplaciano: Vi = p _¢ - _(f + _(21)
P 89 ) p 00*] oz

donde ¢=¢(p,0,2) y F=F,&,+Fs&+F,¢&,.

} Ejemplo 39.

Obtener la longitud de arco de la espiral de Arquimedes de ecuacién polar p =ab,

en el intervalo [O, 271'].

Solucion: En general la diferencial de longitud de arco en el sistema polar plano
(2=0), est4 dada por la expresién

(ds)?*=(h,dp)*+ (hedb)?,

donde h,= d— |(cosG sen6)|=1yhe— j— p|(—sen9 cose)|—
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Por lo tanto
(ds)*=(dp)*+p?(d0)".
Para el caso particular de la curva dada p =af se tiene
dp=a db = (ds)*=a*(d0)*+a’0%(de)?
=a*(1+6%) (d6)? = ds=a+/1+6%de

por lo que

s=ar" 1+6%d0 = al%«/l+92+%ln (6++/1+62 )]

21
0 0

=a[7r NJ1+4m?+ %m (2m+4/1+4m° )] ~ 21.2563 a.

} Ejemplo 40.

Calcular el gradiente de la siguiente funcién en coordenadas cilindricas.
¢ (p, 0, 2)=p*(sen®0+9 cos’0) — 42>

Solucion: El gradiente esta dado por

por lo que

Vé=2p(sen’0+9 cos’0) é

2

+ i(2 senf cos@—18 send cosf) &, —82&,
P

p
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} Ejemplo 41.

Demostrar que el siguiente campo dado en coordenadas cilindricas es un campo

conservativo.
F (p,0,2)=18p €,—8z¢€,.

Solucion: Un campo F es conservativo si V x F =0, por lo que se determinara el

rotacional de F :

ép Pée éz
VxFo | 22 ° 1(0“ 08 +08&,)=0
xF=—|— —= = |=— (0e,—0ey+0e,)=
plop 30 oaz| p P O
18 0 -8,

y queda demostrado.

} Ejemplo 42.

SeaF(p,0)=F »€,+ Fg € un campo vectorial dado en coordenadas polares. Deter-
minar las condiciones necesarias que deben satisfacer las derivadas de ¥,y Fy

para que F sea un campo gradiente.

Solucion: F sera un campo gradiente si existe una funcién escalar tal que su

gradiente sea igual a F. Es decir, si existe ¢ tal que

Esta igualdad implica que

d
£=hpfp=fp
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CLo
£=he Fo=pFq

y también que

2 o
303p =5 (%)
¢ 0o

Por otro lado, del teorema de Schwarz sabemos que

b %
dp3d 963p’

Por lo tanto, si existe la funcion ¢ se debera cumplir que

6] 0
—(F,)= —(pF

que es la relacion pedida. Este resultado nos dice que una forma de investigar si
un campo vectorial en coordenadas polares es un campo gradiente, es verificar
si se satisface la ecuacion anterior. Otra forma podria ser por ejemplo verificar si

su rotacional es igual a cero.
4.8.2 Sistema coordenado esférico
El sistema de coordenadas esféricas se define por la transformacién
x=rcos0 senp
y=rsenb senp
Z=TCOSY
conr=0;0=0<2my0=<y<=<m. Estas ecuaciones se deducen de la figura 4.29. Al

angulo ¢ se le llama colatitud y al angulo 8 azimut o angulo azimutal (algunos
autores usan 0 para denotar a lo que aqui hemos denotado con ¢ y viceversa.
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Esta observacién es importante tenerla en cuenta cuando se consulten otros tex-
tos para las formulas del gradiente, divergencia y rotacional). Las ecuaciones de

transformacidn inversa son
r=af XP+yP+7°

= [x2+ 2
p=angcos| ————— |=angtan NXTY
A XYz b4

- y
0 =ang tan (E)

a) b)

FIGURA 4.29. En ambas figuras se muestra el significado de las coordenadas esféricas del
puntoP. Las coordenadas cartesianas de P son x, y, 2y las coordenadas esféricas son r, ¢, 6.
En la figura (b) se ha afiadido el primer octante de una porcién de esfera de radio r.

Las superficies coordenadas correspondientes a

r=constante

son esferas concéntricas con centro en el origen. Las superficies coordenadas

correspondientes a
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son conos circulares centrados en el eje Z con vértice en el origen, y las corres-

pondientes a
0 = constante
son semiplanos verticales que pasan por el eje Z.
Como en el sistema cartesiano el vector de posiciéon de un punto P de coor-
denadas (x, y, 2) es
r=xi+yj+zK
entonces

r=rcosf sen@i+rsenbsengj+rcospk

y sus derivadas parciales son

or A

5 =cosf senpi+sen6 senpj+cospk
-

or . N A

P =rcosO cospi+rsend cospj—rsenpk
P

or - -

39 =—rsenf senyi+rcos6 senyj,

lo cual nos permite comprobar facilmente que el sistema coordenado esférico es

un sistema ortogonal. Ademas, los factores de escala son
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h,= ‘z—r =[(cose sen (p)2+ (Sene sen (P)2+ (COS (P)z] h_q

r

or , 2 .
hy= a_(p =[(TCOSG costp) +(rsen9 cos<p) +(—T’S€n(p) ] _,
hg= :—; =[(—rsen6 Sen(P)2+(rcose Sen(P)Z]l/2=rsen(p.
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El jacobiano de la transformacion es

cos O sen r cos B cos g —rsenf sen
X, Y, 2
J r o0 =| senfseny rsenf cosy rcosf seny
cos —rseng 0
=7’ sen¢

que es diferente de cero en todos lados, excepto en el eje Z. El orden en el que se
presentan r, @, 0 se debe a que de esta forma el sistema es derecho; si se tomara

el orden (7, 6, ¢) el jacobiano J @ g Z ) seria negativo.

La diferencial de longitud de arco en este sistema esta dada por
(ds)?=(dr)*+r*(dy)*+1* sen’p (d0)*

y la diferencial de volumen por
dV=r*seny drdedo.

Las expresiones para los operadores vectoriales en este sistema son

0 1 0 1 0
Gradiente: Vo= % é.+ — o e, + 4 €
rsen 96

Divergencia: V-:F=-———/|sen (p+i(r23'" )+ ri(f sen ) + ri(ﬂ)
or O T R 30
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é ré€, rsengé
. 0 0 0
Rotacional: VxF=- - - il
resen or op o0
7,

rF, rFgsene
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. ) 1 o ([ ,9¢ )\ o 00 1 9%
Laplaciano: V°p= 5——senp —|r — |+—| senp — |+ — |
r'seny or or op op )/ senyp 96

donde ¢=¢(r,9,0) y F=F &+F,&,+Fy&.

} Ejemplo 43.

Determinar el gradiente de la funcién
¢(r, 9, 0)=1"sen .
Solucion: Utilizando la expresion listada arriba se tiene

or’seny . 1 or’seno . 1  or*seny .
_or seng o+ hi é,+ ki é
or r oy rsenyp 99

v

= 2rsenype, + rcospe,.

} Ejemplo 44.

En el ejemplo 27 de este capitulo se demostr6 que el campo gravitacional de la
Tierra es un campo solenoidal en todo el espacio exterior a ella. Su expresién

parar= |r| >Res

V(r)=— G—Mr

r3

siendo R y M el radio y la masa de la Tierra, respectivamente; G la constante de
gravitacion universal y r el vector de posicién respecto al centro de la Tierra,
Demostrar nuevamente esa afirmacion, pero ahora utilizando coordenadas esfé-

ricas.
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Solucion: Como el vector r en coordenadas esféricas estd dado por

r=re,
entonces

GM , . GM .

V(r)=- 7(rer):— &

y por lo tanto

1 o |, GM
VeV=—"———9senp_—|r| ——-
r'sen or T

1

r2

(-GM)=0 Vr#0

)
*E|Q)

y queda demostrado.

} Ejemplo 45.

Demostrar que el campo gravitacional V(r) del ejemplo anterior, es un campo
conservativo.

Solucion: Para que sea conservativo su rotacional debe ser igual a cero. Se cal-

cula entonces VxV.

é, ré, rsen @,
VXV = —— o — 92 =0
~ r’sen¢ or o 00 ’
GM
- 0
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} Ejemplo 46.

En la introduccién de esta seccién se menciond que cuando se inyecta una
corriente eléctrica en un material isotrépico y homogéneo mediante una varilla
introducida en él (ver figura 4.19), el potencial eléctrico en un punto P de coor-

denadas esféricas (7, ¢, 8) estd dado por

en donde se esta suponiendo que el origen de coordenadas estd en el punto en
donde se inyecta la corriente y r es la distancia de origen al punto P. Demostrar
que este potencial es una funcién armoénica Vr #0.

Solucion: Por definicién una funcidén es armonica si satisface la ecuacion de
Laplace: V?U=0. Se calcula entonces el laplaciano del potencial U

) 1 o ( ,0U E) oU 1 U
VU= 5——|senp —| r"— |+ — | senp — |+ —
reseny or or oy op seny 96
KI o ([ ,0 1 E) 9 1 1 3% 1
= |senp —|1r"—— |+— | senp — — |+ — —
r’sen ¢ or or r CI0) op r ) senp 96° r

i sen 0 rz 1
r’sen @ (Par 2

y queda demostrado.

A continuacidn, se presentaran brevemente algunos otros sistemas de coor-
denadas ortogonales.
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4.8.3 Coordenadas cilindricas elipticas
(también llamadas elipticas cilindricas)

Los simbolos que se utilizan son u, v, 2y se toman en ese orden. Las ecuaciones

de transformacién son
x=a coshu cosv

y=asenhusenv

Este sistema es invariante respecto a traslaciones a lo largo del eje Z. En cada
plano horizontal se tiene el sistema de coordenadas elipticas bidimensional.
En la figura 4.30 se muestran las trazas de las superficies u=cte y v=cte con el
plano z=0. Las dos familias de superficies son cilindros paralelos al eje Z. Los
cilindros de la primera familia son cilindros elipticos y los de la segunda cilin-

dros hiperbdlicos. Los factores de escala son
h,=a(senh’u+sen®v)”2
h,=a(senh’u+ se1121/)1/2

h,=1.

FIGURA 4.30. Coordenadas
cilindricas elipticas. 0Sv<2m;
0Su<oo; Ta<v,<V,<V,<T
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4.8.4 Coordenadas bipolares

Los simbolos que se utilizan son &, n, 2y se toman en ese orden. Las ecuaciones

de transformacién son

a senhn

coshn—cos§

aseng

B cosh n—cos§
Z=2.

Este sistema es invariante respecto a traslaciones a lo largo del eje Z. En cada
plano horizontal se tiene el sistema de coordenadas bipolares bidimensional. La
figura 4.31 muestra las trazas de £ =cte y n=cte con el plano z=0. Sus factores

de escala son

a
hg= ————
coshn—cosé
h,= o
coshn—cosé
h,=1.

FIGURA 4.31. Coordenadas
bipolares. Trazas de los
cilindros circulares con el
plano z=0. Las ecuaciones de
estos cilindros circulares son
(x—acothn)?+y*=a? csch?p
y x*+(y—acotf)*=a’csc’E.
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4.8.5 Coordenadas parabdlicas (también llamadas paraboloidales)

Los simbolos que se utilizan son &, n, ¢ y se toman en ese orden. Las ecuaciones
de transformacion son

x=E&ncosy

y=E&nseny £20; n=0; 0<sp<2m
1 2 2

z=—(n"-&°).
5 (-8

La figura 4.32 muestra las trazas de £ = cte y n = cte con el plano ¢ =1 /2. Los fac-

tores de escala son
he=(E+n)"

hy = (E2+n?)"2

La grafica tridimensional correspondiente a este sistema se obtiene rotando al
rededor del eje Z la gréfica plana mostrada aqui. Este sistema es izquierdo.

FIGURA 4.32. Coordenadas
parabolicas. Al hacer &= constante
se obtienen pardbolas que abren
hacia +zy al hacer n = constante
se obtiene parabolas que abren
hacia -=z.
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4.8.6 Coordenadas biesféricas

Los simbolos que se utilizan son &, n, ¢ y se toman en ese orden. Las ecuaciones

de transformacién son

a sené cos

coshn—cosé

J SNBSS pn 0sps2m  —co<n<oo
coshn—cosé§

a senhn

coshn—cosé .

La figura 4.32 muestra las trazas de £ =cte y n=cte con el plano ¢ ="2. Los fac-
tores de escala son

a
hg = ————
coshn—cosé
B a
n coshn—cos§
aseng
So:

coshn—cosé '

La grafica tridimensional correspondiente se obtiene girando alrededor del eje Z

la grafica plana mostrada aqui
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FIGURA 4.33.

Coordenadas biesféricas.

Trazas de las superficies
coordenadas con el
plano ¢ =m/2.

4.8.7 Coordenadas esferoidales prolatas o alargadas

Los simbolos que se utilizan son u, v, ¢ y se toman en ese orden. Las ecuaciones

de transformacién son

x=asenhu senv cosy
y=asenhu senvseny

z=a coshu cosv.

Los rangos sobre los que verian las variables son
0<u<oo; O<v=m; O<p=2m

La figura 4.34a muestra las trazas de las superficies coordenadas con el plano
¢ ="T"/. La grafica tridimensional correspondiente se obtiene girando alrededor
del eje Z la grafica plana mostrada en la figura 4.34a, con lo que se obtiene la

figura 4.34b. Esta figura muestra las superficies u=cte, v=cte y p =cte
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Al tomar u=cte se obtienen elipses verticales.
Al tomar v=cte se obtienen hiperboloides verticales de dos hojas
Al tomar ¢ =cte se obtienen semiplanos verticales que contienen

al semi eje Z.

Los factores de escala son

h,=a(senh’u+sen®v)”2 = a(cosh?u — cos?v) "2

1
h,=a(senh’u+sen’v) /2

hq, =a senhu senwv.

FIGURA 4.34a.
Coordenadas esferoidales
prolatas o alargadas.
Trazas con el plano
W=T/2;v, < v, < Vs
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FIGURA 4.34b.
Coordenadas
esferoidales
prolatas. Gréfica
tridimensional

4.8.8 Coordenadas esferoidales oblatas o achatadas

Los simbolos que se utilizan son u, v, ¢ y se toman en ese orden. Las ecuaciones

de transformacién son

Xx=a cosh u cosv cos @
y=a cosh u cosv sen @ 0<u; — T <Y< T, 0<éd=<2m

z=a senh u senv.

La figura 4.35 muestra las trazas de las superficies u=cte y v=cte con el plano

¢ ="). Los factores de escala son
1 1
h,=a(senh’u+sen®v)”2 =a(cosh’u - cos?v) "2

1
h,=a(senh’u+sen’v) /

hq, =a coshu cosv.
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La grafica tridimensional correspondiente se obtiene girando al rededor del ejeZ

la grafica plana mostrada aqui. Este sistema es izquierdo, ya que J (xyz) <0.Un
u,v, P

sistema derecho serfa (v, u, ¢).

FIGURA 4.35. Coordenadas
esferoidales oblatas o achatadas.
Trazas con el plano ¢ =m/2 .
0<v,<V,<v,<m/2.

4.8.9 Coordenadas cilindricas parabdlicas

Los simbolos que se utilizan son &, n, 2y se toman en ese orden. Las ecuaciones
de transformacién son

Si se toma n <0 se tiene un sistema equivalente.

Este sistema es invariante respecto a traslaciones a lo largo del eje Z. En cada
plano horizontal se tiene el sistema de coordenadas parabdlicas bidimensional.
La figura 4.36a muestra las trazas de las superficies coordenadas n=cte y
&=cte La figura 4.36b es una grafica tridimensional que muestra las superficies
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coordenadas n=cte (cilindros parabdlicos paralelos al eje Z que abren hacia el
eje Y); E=cte (cilindros paralelos al eje Z que abren hacia -Y ); y z=cte (planos
horizontales). Los factores de escala son:

he = (E24+9%) 72
h’) = (€2+ 02)1/2

h,=1.

FIGURA 4.36a. Coordenadas
cilindricas parabdlicas. Las
parabolas mostradas son

las trazas de las superficies
coordenadas con el plano z=0.

FIGURA 4.36b. Coordenadas
cilindricas parabdlicas. Grafica
tridimensional
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4.8.10 Coordenadas toroidales

Los simbolos que se utilizan son &, n, ¢ y se toman en ese orden. Este sistema es

izquierdo Las ecuaciones de transformacién son

_asenhncos¢
- coshn—cos§

_asenhnsen¢ 0<£<2m; 0<np<oo; 0=<@E=<2m.

coshn—cosé

asené

coshn—cos&

La figura 4.37a muestra las trazas de las superficies coordenadas con el plano
¢ ="y la figura 4.37b muestra las superficies £ =cte, y n=cte. Los factores de

escala son

a

hg = ———
coshn—cosé

a

7 coshn—cos&

a senh&

® coshn—cos& '

FIGURA 4.37a. Coordenadas toroidales. Trazas de
las superficies coordenadas con el plano @ =1/2.
0<m<n,<n;<o0;0<E,<E,<E,<2m.
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FIGURA 4.37b. Coordenadas
toroidales. Superficies
coordenadas.

4.90. Dada ¢ =p?0, calcular:

o,
a) V¢ = a—x + a—_]
x Y

b) V¢
en el punto p=>5; 6 =120° si se sabe que
x=p cosB
y=p senb.
4.91. Dada la transformaciéon x=2u+v; y=u—3v:

a) Dibujar la regién R’ del plano uv en la cual se transforma la regién R

del plano xy limitada por x=0, x=1, y=0, y=1.

b) Calcular J (x, y).
u,v

c) Comprobar el resultado de b) con la relacién entre las dreas de Ry R’.
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4.92. Sea la funcién ¢(p, 8) =p6°+p dada en coordenadas polares. Calcular V¢
y V*$, en el punto p=1, 8=90°.

4.93. Dada ¢(u, v)y la transformacién
x=x(u,v) y=y(u, v)

se desea calcular Vo = (3¢ / ax) i+ (a¢ / ay)j. Para calcular estas derivadas
se requieren (elegir las opciones correctas):

o o o¢ o o¢ o
o 0 p Jpou 0o
ov ox ou ox 9V ox
o¢ o o¢ o o¢ o
o 20 99 AR
oy ou  9x ou ov 9y
o o o¢ o o¢ o
o 009x 390y Hoo %o
ox oV 9y oV ou oy
op ou 9P v o ou
,  dbau spav S X1
ouody ov oy ou ox

Sumando (vectorialmente) miembro a miembro las opciones correctas, se obtiene:

or or or or

a) — x Vu+ — x Vv b) —-Vu+ —-Vv
ou ov ou oV
2 2 0 2

) g%y, d) LN
ou v ou v
or or

e) —Vu+ —Vv
ou ov

4.94. Calcular la divergencia y el rotacional para r<a del campo de velocidades
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que se forma al girar un cilindro sélido de radio a, alrededor del eje z, con

velocidad angular w.
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4.95.

4.96.

4.97.

4.98.

Dadas las siguientes curvas en el plano XY

C;: 2x*+6x+4y—28=0 C,: Y=

B 10-3x—x°

5 C,: x*+2y=10

Cy: Y

a) Graficar la region R limitada por ellas.

b) Definir un sistema coordenado curvilineo u=f (x, y) ] v=g(x, y), y
dibujar la nueva regién R en el plano UV.

c) Hallar el valor del drea entre las curvas a partir de R" y uno de los jaco-

bianos de la transformacidn.

Dada la transformacion

u=x>—y?

v=2xY,

dar las componentes de los vectores unitarios &, y €, referidos al sistema

xy,enel puntox=1,y=2.

Sean las ecuaciones de transformacion x=2u+6v y y=—4u+3v. Obte-
ner la expresién que determine el gradiente de la funcién f (u, v) =2u+v?

referida al sistema xy en el puntou=1, v=2.

Sean las ecuaciones de transformacién u=x*+2y*y v=y/x?% y la funcién
fu, v)=2u—uv++>

a) Determinar si el sistema uv es ortogonal.
b) Establecer la expresion que define el gradiente de f.
c) Obtener el gradiente de f valuado en el punto x=—-1; y=2.
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4.99. Para efectuar una transformacién de coordenadas ¢sera posible utilizar el

sistema curvilineo dado por las siguientes expresiones?

u=2x-3y; v=—4x+y-2; w=2x-8Yy—=2

X,y

u,v

4.100.Calcular el jacobiano J asociado a la transformacion

e
v=4/ (x-a)’+y°.

. . x? y . . .
4.101. Calcular el jacobiano J (ﬁ) asociado a cada una de las siguientes trans-
formaciones y determinar en cada caso los puntos en los que no existe

una transformacién uno a uno.

x=alogu

=
~

y=blogv

X=au

y=av

X=Uucosa — vsena
y=usena+vcosa

Indicar cuales de estos puntos son puntos singulares de estas transforma-

ciones.

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
=
»
0
[=]
©
wn
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

ni
o
~




En este capitulo se tratara un tipo de integrales muy importantes que tienen un
sin numero de aplicaciones en matematicas, ingenieria y fisica. Se trata de las
integrales de linea llamadas también integrales curvilineas. Para mencionar sélo
uno de sus multiples usos, citaremos el del calculo del trabajo realizado por una
fuerza cuando actia sobre una particula que se desplaza de un punto a otro.
Existen varios tipos de integrales de linea y en este capitulo se estudiaran
varios de ellos. La idea fundamental en todos los casos consiste en una generali-

zacion de la integral unidimensional comuin

r £) dx,

a

que se estudia en los cursos elementales de Cédlculo Integral. Para lo que sigue
es util repasar brevemente una de las formas en que se puede definir la integral
anterior. Principalmente conviene resaltar que lo que se utiliza como punto de

partida es una suma de la forma

n

2. f(E:) ax;, (1)

i=1

N

=
=
(@)
m

s'db)

wn
(o))
(]



donde Ax; es la longitud de un pequeio intervalo sobre el eje X numerado con
el indice iy f(&;) es el valor que toma la funcién de una variable f en el punto ;
perteneciente al intervalo i. Pues bien, para definir las integrales de linea que se
estudiaran a continuacion se parte de sumas semejantes a (1), pero ahora en vez
de que aparezca f (&;) aparece f (r;) que es el valor de la funcién de varias varia-
bles f evaluada en el punto r; de una curva C. Ademads, en vez de que aparezca
la longitud Ax; del intervalo i sobre el eje X aparece una longitud AZ; que puede
ser por ejemplo Ax;, o Ay;, o lalongitud del segmento nimero i de una curva C,
o bien la proyeccién de dicho segmento sobre una direccidn particular, etc. En
todo este capitulo, cuando se haga referencia a una curva en la que se conoce su
punto inicial y su punto final, se usara con frecuencia el nombre de trayectoria

como sinénimo de curva.

y sz(gi/ r.]I)
C
Yi
t=b

N
Vi

Vi FIGURA 5.1.

Yo

t=a
X
Xo X1 X1€ X Xn

5.1 Integrales de linea

Se definira primero el tipo de integrales en donde A/; es igual a Ax;. Considé-

rese una curva C en el plano XY con ecuaciones paramétricas

x=u(t); y=v(t); te[a, b].
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Se define ahora una particion del intervalo [a, b], denotada como P, tal que

a= ty<t,<t,< - <t;_;<t;<--<t,=b.

Esta particion induce dos familias de puntos sobre los ejes X y Y, dadas respecti-

vamente por
Xos X1s Xog 505 Xjqs Xy oty Xy

Yoo Yo Y255 Vi Yis s Yo

donde x; = u(ti) VY =v(ti) Vi=0, 1, 2,-, n. Por simplicidad se supondra que
estas dos familias son secuencias montonas crecientes o decrecientes. No obs-
tante, cuando esto no se cumple basta subdividir la curva en secciones en las
que la suposicidn si se cumple. La particion P también induce una particion

sobre la curva C dada por los puntos
I'O, I'l, 1‘2 PR ri_ly rl’ ) rn’

siendo r;= (xi, yi) Vi=0, 1, 2,--, n. Al intervalo que tiene como extremos a t;_,
y t; se le llamara subintervalo niimero i, y se usaran las siguientes notaciones.
Ati = ti— ti—l
Axi = xi_xi_l
AY; = Yi=Yia
Ari = ri — ri_l = (Axl , Ayl)
As; = longitud de la curva entre los puntos r;_; y r;.
Al méximo valor de At;coni=1, 2, -, n se le llamara norma de la particion y se

le denotara con el simbolo || A||. Sea t; un valor arbitrario en el i-ésimo subinter-
valo de la particion P; es decir,
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y definanse ;= u(ri) y n;=v(t;). Entonces t; define al punto P;=(&;, n;) sobre la
curva C, como se observa en la figura 5.1. Considérese ahora una funcién esca-
lar de dos variables f (x, y) definida en el plano XY cuyo dominio incluya a la
curva C. Multiplicando la longitud Ax; por el valor que tiene f en el punto P; y

sumando sobre todos los valores de i se obtiene

n n

2. f(P) A=) f (& my) Ax; (2)

i=1 i=1
Es claro que conforme se van tomando particiones cada vez mds finas de manera
que || Al tienda a cero se tiene que n—> oo y que P; tiende a r;.

Bajo estas circunstancias pueden ocurrir dos situaciones excluyentes. La
primera es cuando al ir considerando particiones cada vez mas finas el valor
de la suma (2) no se va acercando a ningun valor fijo. Esto ocurre por ejemplo
cuando f es la funcidn de Dirichlet (se invita al lector interesado a consultar las
caracteristicas de esta funcidn). La segunda es cuando el valor de la suma (2) si
se va acercando a un valor fijo L el cual es independiente de la forma en que se

elijan los valores de t;. En este caso se tiene la siguiente definicion.

é Definicion. Se dira que existe la integral de linea de la funcién f con respecto
a x a lo largo de la curva C, denotada como XC f (r) dx, siy sélo si existe un
numero L con la propiedad de que para todo € >0 existe una 6 >0 tal que

<e (3)

Zn:f(Pi)Axi -L

para cualquier particién P con || A| <8 y cualquier eleccién del conjunto {ri}
con T; € At;. En este caso se dice ademas que el valor de la integral de linea es

L, es decir,
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L f(r) dx=L.




También se dice que el limite de la suma (2) cuando la norma de las particio-

nes tiende acero es igual a L y se escribe

L=1lim Zf()

NG

o bien

J‘Cf(r)dx =lim Zf( .) Ax (4)

lall-o

Una definicién andloga se tiene para el caso en el que A/; se toma igual a Ay;.

Asi, en vez de la expresion (2) se tiene

J f(r) dy = lim Z f(®;) Ay

all—o

lo cual da lugar a

Lf()dy—hm Zf( i) AY;. (5)

lall—o

Aunque estas definiciones en términos de limites parecen muy naturales
vale la pena sefialar que el tipo de limite involucrado aqui es mas complejo que
el concepto de limite usual: lim,_,, f (x) en donde la variable x aparece explici-
tamente en f (x). Ahora la suma no tiene como variable explicitaa || A]l.

En muchas aplicaciones de las integrales de linea aparecer los dos tipos de
integrales anteriores combinadas en una suma de la forma

L M(x, y) dx + L N(x,y) dy (6)

que se puede expresar también como
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J\ M(x, y) dx + N(x,y) dy (6)
c

o bien, escribiendo el integrando en forma de producto escalar, como

L (M(x, y), N(x, y)) - (dx, dy). (6")

Si se definen r = (x, y), dr = (dx, dy) y F = (M, N), la expresién (6") se escribe

como

L F(r)- dr. (6"

Si se quieren especificar los puntos extremos de la curva, estos pueden indi-
carse arriba y abajo del simbolo de integral. De esta manera, en vez de usar sim-
plemente el simbolo XC se usa

(xn’ yn) Pl
o también .
(xm yo) P,

9 9

5.2 Condiciones para la existencia de la integral

de linea y su evaluacion

A continuacidn, se verd un teorema que establece las condiciones bajo las cuales
el valor de la suma (2) se va acercando a un valor fijo L. Es decir, las condicio-
nes bajo las cuales existe el limite que define a la integral de linea. El teorema
proporciona ademas informacién de cdémo deben evaluarse estas integrales. El
teorema sélo se dara para las integrales del tipo jc Mdx+ N dy, pero se hara evi-
dente que también es valido para las integrales del tipo jc Mdx y XC Ndy.
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Teorema 1. Sean M y N funciones continuas cuyos dominios incluyen a la

curva suave C descrita por

x=u(1); y=v(t); t € [a, b]

con las derivadas de u y v continuas en [a, b]. Entonces la integral curvilinea
J Mdx+Ndy
C

existe y su valor esta dado por la expresion

LMd“Ndy: X lM(u(t), v (®)) Z—?+N(u(t), V(1) Z—:] it @)

a

0, usando otra notacion,
b
a a
| re-ae=] [eton s 2 e w0 Eae
(¢ a

o también

dr(t)

r
dt

dt. 9)

LF(I-).dr{F(x(t),y(t)) :

Demostracion: La demostracion se hard sélo para la funcién M, siguiéndose un
procedimiento semejante para la funcién N. Considérese la particion del inter-
valo [a, b]:

a=t,<t,<t,< - <t;<-<t,=b

1

y definase la funcién
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H(t) = M(u(t), v(t)),

4
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que es continda puesto que M, u y v son continuas. Si se escoge un punto arbitra-

rio t; sobre el intervalo [ti_l, t,-] entonces

n n

ZM(‘Si’ n;) AX; = EH(Ti)[u(ti) ~u(tiy)],

1=1

donde §;= u(ri) yn;= v(ri). De acuerdo con el teorema del valor medio del cal-

culo diferencial, existe un valor ¢; € (ti_ 1 t;) para el que se cumple que

du|  _ u(t;) - u(ti-1) o bien du :u(ti)_u(ti—l)
dt |, t—ti, dt |, At
de donde
du

Si se sustituye esto en la sumatoria anterior se obtiene

Z M(‘gi’ Ui)Axi =§ H(Ti) Z_?

At

1=1

tec;

en donde, si |A| >0, se tiene que ¢;>t; y T, t;.

El miembro derecho tiene esencialmente la misma forma que la expresion
que aparece en el Célculo Integral usual (ver por ejemplo la ecuacion (1)), en
donde ahora la variable independiente es t y no x. Entonces, haciendo uso de las
propiedades demostradas en el Calculo Integral usual, se concluye que como H

es continua, y u y v son diferenciables, el limite

lim ZH(ri)d—u At;

lall>0 ;= dt e

existe. Por lo tanto el limite del miembro izquierdo de la igualdad anterior tam-
Ny . . d . .

bién existe y las integrales SC M(x,y)dx y XZ H(t) d—?(t) dt existen y son iguales;

es decir,
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LM(x, ) di= r H() ar

a dt
b du
= X M(u(t), v(t)) —(t)dt
a dt
De la misma manera se llega a que

| Wy o= wa0) L an

Uniendo ambos resultados:

b

L M(x, y)dx+N(x, y)dy= j [M(u(t), v(1)) Z—?+N(u(t), v(t)) Z—: ] dt.

a

Si en lugar de usar la notacién x= u(t) y y=v(t) para las ecuaciones paramé-
tricas de la curva C, se usa la notacién x=x(t) y y=y(t), la expresidn anterior

queda como

b

LM(x,y)dx+N(x,y)dy=j l M(x(t), y(t))—+N(X(t) y(t))d—y] dt,

a

lo cual termina la prueba.

Notese que en las integrales de linea los valores de x y y no varian de manera
independiente, puesto que la pareja (x, y) siempre debe estar sobre la curva C.
Ademas, puede suceder que la familia de puntos {xl} sobre el eje X inducida
por la particién del parametro t no sea una secuencia creciente ni decreciente.
Inclusive puede ocurrir que los subintervalos [xi_l, xi] y [xi, xiﬂ] se traslapen.
Y lo mismo puede decirse para la familia {yi}. Por lo tanto, para evaluar las inte-
grales de linea, en general no es correcto integrar en forma usual respecto a la
variable que aparece en el simbolo de la diferencial y considerar a la otra varia-

ble como constante.
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El procedimiento correcto para evaluarlas estd indicado en las ecuaciones
(7), (8) 0 (9) del teorema anterior. Consiste en sustituir a x, y, dx y dy por sus
valores dados por las ecuaciones paramétricas de la curva C, y poner como
limites de integracion a los valores extremos del intervalo sobre el que varia el
parametro t. Después de estas sustituciones, la expresidn resultante es una inte-
gral ordinaria que depende sdlo de la variable t y puede evaluarse con los méto-
dos comunes de integracion. La posibilidad de usar este método depende por

supuesto de que la integral exista.

Teorema 2. Considérese la integral de linea

X F(r) - dr
c
y supongase que se ha evaluado utilizando para la curva C la parametrizacion
x=ult
C: ( ) t e [a, b].
y=v(1)

Si se hace una reparametrizacién de C mediante la expresién t=p(t) de

manera que

) g x=u(p(2) = V()

y=v(p(1))=V() v € o, B]

en donde a =9 *(a), B=¢p () y las funciones Uy V son las composiciones
uo y vo respectivamente. Entonces, el valor de XC F(r) - dr no cambia al
utilizar la nueva parametrizacion, Es decir,

L F(r) - dr= X F(u(t), v(2)) - Z—;’ dt= r F(U(c), V(1)) - % dr.
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Demostracion: Por hipdtesis se tiene que

L F(r) - dr= r F(u(0), A1) - o dt.

a

Haciendo el cambio de variable t= ¢(r) en el miembro derecho y tomando en

dt dr _ dr dt .
cuenta que dt—d—r dt y que o = 4 a0 Setiene

L F(r) - dre r F(u(o(e) v(o(e)- & I 9 4

s ve) e

lo que demuestra el teorema.

Evaluar la integral de linea

3
X y—dx+ey dy
c X

donde C es la curva dada por
x=t%; y=t; 2<t<3.

Solucion: Como las funciones M y N son continuas y la curva C es suave el teo-
rema 1 garantiza que la integral de linea existe y que su valor esta dado por la
expresion (9). De las ecuaciones paramétricas se tiene que dx=3tdt y dy=dt.

Sustituyendo esto en (9) se tiene:
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La integral sobre la variable ¢ es una integral comun que al evaluarla resulta
[£2+e'], = 20.725.

La definicion de integral curvilinea puede ser generalizada al caso de n dimen-

siones. Su expresion es la siguiente:

j Ml(xl,xz,---,xn)dx1 +j Mz(xl,xz,-",xn)dx2 + o
c c

+ j M, (x;, x, o, x,) dx,,
c

y el procedimiento para evaluarlas es exactamente el mismo que se uso6 en el
ejemplo anterior.

En ocasiones lo que interesa no es la integral del producto de f por dx o
dy, sino la integral del producto de f por la diferencial de la longitud de arco
ds=+/dx*+dy’ , 1o que da lugar a otro de los tipos de integrales de linea. En estos
casos la sumatoria de partida es

i;lf(gi ) Ui) As;,

en donde, si la particién es suficientemente fina, se tiene que As;=|Ar;|=
+/Axi+ Ay? . Si el limite de esta suma existe cuando ||A|| = 0 se dice que la inte-
gral de linea XC f(x, y) ds existe. Su valor es igual al valor de dicho limite, es decir,

| reyyas=m S=rtem)as

lall=0 ;=

A este tipo de integral se le llama integral de linea (o integral curvilinea) de la fun-
cién f respecto a la longitud de arco.

Para esta clase de integrales se tiene un teorema (semejante al teorema 1)
que indica cuando la integral existe y proporciona un método para evaluarla.
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Por su semejanza con el teorema 1 solo se enunciara brevemente. El teorema
afirma que si la funcidn f es continua y la curva C es lisa entonces la integral de
linea XC fds existe y que para evaluarla hay que sustituir en SC f(x, y) dslos valo-
res de x, Yy ds por sus expresiones en términos de las ecuaciones paramétricas:

x=u(t)

y=v(t)

du\’ (dvY
ds= i + it dt

y poner como limites de integracion los valores de a y b. Es decir,

b du\? dv \?
[ ewas-[ sowre () (&)« o

Este tipo de integrales también se pueden generalizar a n dimensiones. Asi, en

el espacio R® se tiene

b du\> [(dv\* [dw)?
FRR PN o e

Evaluar la integral curvilinea

X xy ds
C

donde la curva C tiene como ecuaciones paramétricas
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x=3 cost; y=2sent; 0<t< .

Solucion: Como la funcién xy es continua y la curva es suave, la integral existe
y su valor esta dado por la ecuacién (10). De acuerdo con las ecuaciones paramé-

tricas

dx dy
dr = —3sent =2 cost

dx \? dy \?
(E) =9 sen’t (d%) =4 cos’t

y sustituyendo en (10)

/2
j xyds:j 6sentcost/ 9 sen’t+4 cos’t dt
c

0

/2
=j 6 sentcost+/5sen’t+4 dt

0

/
:%[5 sen’t+ 4]3/2 "

0

38

5.2.1Propiedades de la integral de linea

Al igual que las integrales usuales, las integrales de linea tienen varias propieda-
des importantes. A continuacion, se enunciaran algunas de ellas. Por brevedad
solo se daran las propiedades de las integrales de linea respecto al arco ds, pero
existe propiedades idénticas para las integrales de linea respecto a x y y.
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Teorema 3

— Si k es una constante, entonces

J kF(x, y) ds=kj F(x, y) ds (11)
c c
— Si F, y F, son funciones continuas en C,
j F, (x,y) ds+ j‘ F, (x, ) ds=j [F1 (x,y)+ F, (x, y)] ds (12)
c c c
— Si — C denota a la curva C recorrida en el sentido opuesto, se cumple que
J F(x, y) ds = — j F(x, y) ds (13)
-C c
— Si C esla unién de un numero finito de curvas suaves C,, C, , -, C,,, entonces

F(x,y)ds + -+ X F(x,y)ds.  (14)

Cn

L F(x,y)ds =LF(x, y)ds +‘Y

Cz

La importancia de la tltima propiedad radica en que para calcular una inte-
gral sobre una curva que no es suave, esta se puede descomponer en segmentos
de curvas suaves, integrar por separado sobre cada segmento y al final sumar
los resultados parciales. La demostracion del teorema 3 es bastante sencilla y se

deja como ejercicio al lector.

Evaluar la integral

j x*y*dx +xy dy
c

del punto (-1, 1) al punto (2, 4) a lo largo de cada una de las siguientes curvas:
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a) Larecta que los une.
b) La pardbolay=x’.
c) Lasrectasquevande(-1,1)a(2,1)yde(2,1)a(2,4).

Trazar la grafica de la trayectoria en cada caso.

Solucion:

a) En este caso la ecuacion de C es y=x+2, por lo que (ver fig. 5.2):

x=t; y=t+2 con a=-1 y b=2

Luego

2

jc x*y® dx+xy dy =j [£2(t+2)%(1) +t(t+2)(1)] dt

-1

2
:X (t*+41°+5¢2+21) dt

-1

xX=t; y=t con a=-1 'y b=2
d d
= ; —y=2t.
dt dt
Luego

2

jc x* y? dx+xy dy =j [£2(£2)*(1) +¢(¢2) (2¢)] dt

-1
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2
:X (t°+21*) dt

-1

7 2¢
= _—t —
7 5

= 31.6.

2

-1

FIGURA 5.2. FIGURA 5.3.

FIGURA 5.4.

c) Eneste caso la curva completa C no es suave, pero esta formada por la union
de dos trayectorias suaves o lisas C; y C, (ver fig. 5.4). Para la trayectoria C, la

ecuacion es y=1 por lo que
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x=t; y=1 con a=-1 'y b=2
d
_le; d_y:
dt dt

De modo que

Il
—
|
~

N
~~
'_\
N—r
~
'_l
N—r
+
~
~—~
=
N—
~~
(e}
N—
| E—
QU
o~

X x* y?* dx+xy dy
C1

Para la trayectoria C, la ecuacién es x =2, por lo que

x=2; y=t con a=1 y b=4
d
_x= ; d_yzl.
dt dt
Luego

4

jc x* y? dx+xy dy =j [412(0) +2¢(1)] dt

1

y finalmente

x>y dx+xydy + j x*y* dx+xy dy
C2

j X*ydx+xydy = J
c

C1

=3+15
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Noétese que aunque la funcién por integrar es la misma en los tres casos, los
resultados fueron diferentes. Es decir, al seguir distintas trayectorias de integra-
cion entre los dos puntos dados, los resultados fueron distintos. Solamente para
funciones muy especiales, que luego se estudiaran, las integrales curvilineas son
independientes de la trayectoria.

Evaluar la integral
j yz dx+ zx dy+ x*y*dz
c

donde C es la hélice cuyas ecuaciones paramétricas son (ver figura 5.5):

X =Co0St; y=sent; z=? con 0=1t<=<2m.
Solucion:
X =CO0St; y=sent; z:?
a=0; b=2m
N dx , dy . dz 1
——=-sent; —_=cCO0St; =0
dt dt dt 2
y
j yz dx +zx dy+x*y* dz
C

ot t 1, 5
= Esent(—sent)+ Ecost(cost)+ Esen tcos°t |dt

0

on t 2 t 2 l 2 2
= — —sen‘t+ —cost’+ —sen“t cost |dt
2 2 2

0

21 t l
=j —cos2t+ —sen’t cos’t | dt.
0 2 2
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FIGURA 5.5. Curva de ecuaciones paramétricas x=cost; y=sent; z=t/2.

Resolviendo la primera integral por partes y utilizando en la segunda las identi-

dades trigonométricas

,, 1 1 ,, 1 1
sen“t = — — —cos 2t y cos’t = — + —cos 2t
2 2 2 2
se llega
tsen2t cos2t t sen4t|*
j yz dx+zx dy+x*y*dz= + +— -
C 4 4 16 64 |,

8
Evaluar la integral
cos 2 sen z
j X+ dy+zdz
c X

si las ecuaciones paramétricas de la trayectoria C estan dada por (ver figura 5.6)

7T

x=cos’t; y=sen’t; z=t; 05ts7.
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FIGURA 5.6.
Solucion: Como
x=cos’t; y=sen®t; z=t
dx ) dx ) dx
= —=-3cos’tsent; —=3sen"t cost; —=1;
dt dt dt
7T
a=0; b=—
2

En este ejemplo la curva C no es una curva suave sino la unién de 7 curvas sua-
ves. Sin embargo, las ecuaciones paramétricas son las mismas en cada tramo y
por lo tanto no es necesario separar la integral en 7 integrales como lo indica la
ecuacion 14 del teorema 3. Entonces,

0

j coszdx+ Senzdy+zdz— r"/z cost(—3cosztsent)
c X y cos’t

2
N sent(B selz t cos t) +t(l)] gt
sen’t

/2
=X (—3 sent+3003t+t) dt

0

0

2 J7m/2
=l3cost+3 sent+2—] = 54.45.
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5.2.2 Trayectoria cerrada

Cuando la trayectoria C es una curva cerrada simple como la mostrada en la
figura 5.7, esto se indica con un pequertio circulo a la mitad del signo de integral
y en ocasiones sobre dicho circulo se indica el sentido del recorrido mediante

una pequefia flecha.

FIGURA 5.7.
G
Asi, se escribe
%» M dx+N dy (15)
C
0
3E,«de+N dy. (16)
Cc

Evaluar la integral

b

(f,(my) dx—(x—y) dy

x*+y?

donde C es la circunferencia x°+y*=a® recorrida en sentido positivo (el contra-
rio al de las manecillas del reloj como lo estd indicando la pequefia flecha).
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Solucion: De la ecuacion de C se tiene que
X=acost; y=asent t e [O, 21r]
x dy
—=-—asent; ——=acost.
d dt

Al efectuar las sustituciones correspondientes la integral queda como

acost+asent

—asent)— acost)|dt
0 azcoszt+azsen2t( ) azcoszt+azsen2t( )

r” l acost+asent

21
=j (—sent cost—sen’t—cos’t+sent cost) dt

5.1. Evaluar la integral .YC xy dx+x’dy alo largo de la trayectoria mostrada en

la figura.

FIGURA EJ-5-1.

23

Solucion: Xc =3
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5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

Evaluar la integral de linea
j (y cosx+2xeY) dx+(senx+x%e¥+4) dy
c
del punto (O, 0) al punto (n/z, 1) sin utilizar ninguna trayectoria
Solucién: XC =-11.7
Calcular | F-dr donde F=2xy%i+2(x?+y)j, desde (0,0,0) hasta (2,
4, 0) alo largo de cada una de las siguientes trayectorias

i) parabolay=x’

il) rectay=2x

2 2
(x;Z) +y_=1.

111) elipse
) elip 16

Solucion: i) ¢, =80; i) ¢, =80; iii) =80,

SiT es el vector unitario tangente a la curva C, demostrar que

X F-dr=j F-Tds.
c Cc

Solucion: La integral de ambos miembros es igual a XCFldx+dey+F3dz

Evaluar la integral

j F-dr
c

donde F(r)=(x, x, x) y C es el segmento de recta de ecuaciones x=2t;
y=t+2; z=2, que va del punto (0,2,2) al punto (6,5,2).
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5.6.

5.7.

5.8.

Evaluar las siguientes integrales a lo largo de las trayectorias indicadas.

1) jc [xyzdx+x2z dy— (y —x)dz], siendo C la trayectoria de ecuacio-
nesx=t;y=t>z=t% 0<t<Ll.

.. S‘ ydx x dy . . . _ .
) Je Ty + Ty siendo C la trayectoria de ecuaciones x =cost;

x*+y* )’

y=sent; —m=I{=T.

.- . 253 .
Solucion: 1) SC =00 W Sc =0.

Evaluar Xc (x2+ y) ds si C es la recta que une a los puntos (0, 0) y (1, 2),

parametrizada como:

) x=t y=2t
il) x=sent; y=2sent.

Solucién: i) | =$; i) J. =$.

Calcular <X> oI x dr alrededor de una seccién de una circunferencia de radio
a centrada en el origen que se encuentra en el plano XY y comprendida
entre los angulos 6, y 0,.

Solucién: <§> =a*(6,-6,)K
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5.3 Independencia de la trayectoria

En esta seccion se estudiard la relacién que existe entre las integrales de linea
y las diferenciales exactas estudiadas en el Capitulo 2. Se vera que la integral de
linea de una diferencial exacta no depende de la trayectoria que se utilice para
efectuar el recorrido. Esta propiedad es muy importante en las aplicaciones fisi-

cas. Para entrar en materia considérese el siguiente ejercicio.

Evaluar la integral de linea
X e’cosx dx+eY senxdy
C

del punto (O, O) al punto (7r /2, l) sobre cada una de las siguientes tres trayecto-

rias:

a) Larecta que une los dos puntos.
b) La trayectoria formada por dos rectas que van de (0, 0) a (/2, 0) la pri-
mera, y de (1/2,0) a (1/2, 1) la segunda.

FIGURA 5.8.

c) Sobre la trayectoria y =senx.

E\
S
(@)
m
0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=)
©
(9}
0
=)
2
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

(%4
O
w




Solucion:

a) Laecuacionde Cesy= % x (ver figura 5.8). Luego

X=t; y=—t
dx _ dy _ 2
dt dt

y los valores inicial y final de £ son =0y b="/2. Entonces

j e cosxdx+e’senxdy
C

/2
=j le”/" cost(1)+e*/™sent (3) ] dt
T
0

/2
:j (e”/" cost+ 2 et/ sen t) dt
T

0

resolviendo por partes ambas integrales se llega a

27 ?
l— e?/mcost + — /T gent

4+1° 4+m?
4 2 /2
b0 et/mgent— ST p2t/m gt
4+T7 4+ 0

/2
= [e”/" sent] =e.

0

b) En este caso la trayectoria C estd formada por las rectas C; y C,. La ecuacién

de la recta C, es y=0 (ver figura 5.9). Luego

x=t; y=0 con a=0; b=—72T
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/2
j e¥ cosx dx+e¥ senx dy=j [¢° cost(1) +e° sent(0)] dt
C1

0

/2
=j costdt= [sen t] :/2 =1.

0

Ny s ,
La ecuaciéonde C, es x= 75 Asique

x=g, y=t con a=0; b=1
dx d
= —=0; —y=l
dt dt
FIGURA 5.9.

1
j e¥ cosx dx+e¥ senx dy=j
Cy

0

let cos % (0)+ etseng (1)] dt
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Luego, al sumar se obtiene

X e’ cosx dx + e’ senx dy +j e’ cosxdx + e’senx dy = e.
C1 Cs

FIGURA 5.10.

c) Laecuacion de C es y=senx (ver figura 5.10), por lo que

x=t; y=sent con a=0; b=%
= x_ 4y t

—=1; ——=cos

dt dt

/2
X e¥ cosx dx+e¥ senx dyzy [ cost+e* " sent cost | dt
C 0

0

Al resolver las dos integrales el resultado es

/2

X e¥ cosx dx+e? senx dy =l esnt sent] =e.
C 0

/2
=j\ [ese“tcos t+e*"'sent cost ] =dt.
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Se observa que en los tres casos se obtuvo el mismo resultado. De hecho, si
se evaluara la integral siguiendo cualquier otra trayectoria, siempre se llega-
ria al mismo resultado. En estos casos es posible utilizar la notacién

(%299,
X M(x,y) dx+N(x, y) dy

(%129y)

en donde no es necesario indicar la trayectoria C sino inicamente sus pun-

tos extremos (xl, yl) y (xz, yz).

Cabria ahora la pregunta: ;qué caracteristica tiene el integrando de este
ejemplo que hace que el valor de la integral de linea sea el mismo sin importar la
curva que se uso en el recorrido? La respuesta esta en el siguiente teorema.

Teorema 4. Sean M (x, y) y N (x, y) dos funciones continuas en una regién
abierta R del plano XY y sean (xl, yl) y (xz, yz) dos puntos arbitrarios de R.
Entonces el valor de la integral de linea

L M(x, y) dx+N(x, y) dy

es independiente de la trayectoria C c R que se utilice para unir dichos puntos
siy solo si M(x, y)dx+N (x, y)dy es una diferencial exacta sobre R. En este

caso la integral de linea es igual a

(%229,)
L )M(x, y) dxc+N(x, y) dy = (x,5 ) — 0 (1 1) (17)
*1Yy

siendo ¢ la funcidén escalar cuya diferencial total dy es igual a la diferencial

exacta, esto es

do=M(x, y)dx+N(x, y)dy V(x, y) eR.
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Demostracion: (=) Supdngase que la integral

| ey areney e

es independiente de la trayectoria. Entonces, si se parte de un punto fijo arbitra-

rio (x1 , yl), la expresion

(x9)
J M(x, y) dx+N(x, y) dy

(%129y)

s6lo dependerd del punto final (x, y) y, por lo tanto, la expresién anterior define

una funcion Lp(x, y) dada por

(2:y)

Lp(x,y)=L )M(x,y) dx + N(x,y) dy V( ,y)eR
X1Y;

donde la integracion debe realizarse sobre cualquier curva C con la tnica res-
triccién de que C sea una curva suave y que sus puntos extremos sean (x,, y,) y
(x, y). Ahora se aplicara a esta funcién la secuencia de pasos de la definicion de

derivada parcial respecto a x. Como

(x9)
(p(x, y) =X Mdx + N dy
(%19)

entonces

(x+4x,y)

o(x+Ax, y)=X M dx + N dy
(%191)

(x+4x, y) (x,y)

de+Ndy—X Mdx + N dy

o(x+Ax, y)—(x, ) =J -
XY

(%*1294)
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pero

(x+Ax, y) (x5y) (x+Ax, y)
Mdx +Ndy = Mdx +Ndy + M dx + N dy
(xl’yl) (xl’yl) (x,y)

y por lo tanto

(x+Ax, y)

Lp(x+Ax,y)—(p(x,y)= X Mdx +N dy V( ,y)eR.
(*y)

Como en la integral del miembro derecho la variable y permanece constante,
dy=0. Ademds de acuerdo con el teorema del valor medio del cdlculo integral

se tiene que

x+Ax
o(x+Ax, y)-o(x, y) = X Mdx = M(c, y) Ax

X

donde ce [x, x+ Ax]. Si se divide entre Ax y se toman limites cuando Ax — 0:

o(x+Ax, y) - o(x, y)

T e amMey
op
= —=M(x, y) V(x,y)eR.
ox
En forma semejante se llega a
a—(p=N(x, y) V(x, y)eR.
oy

Esto prueba que existe una funcién escalar ¢ definida en R tal que su diferencial
total dg =Zf$dx+zf$dy es igual a Mdx + Ndy y que por lo tanto Mdx + Ndy es

una diferencial exacta en R.
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Supdngase que Mdx + N dy es una diferencial exacta en R. Esto implica que

existe una funcién ¢ cuya diferencial total es
do=M(x,y)dx + N(x, y)dy.

Considérese ahora como trayectoria una curva suave que va del punto (xl, yl) al
punto (x,, y,) y cuyas ecuaciones paramétricas son

Luego
x1=x(t1); y1=y(t1); x2=x(t2); y2=y(t2)-
Evaluando la integral de linea
f2 dx y
M(x,y)dx+N(x,y)dy= M(x,y)E+N(x,y)E dt.
c

Como

|||
<
Z
®
N
|||

M(x,y)

entonces

2090 dx 9y dy

Por la regla de la cadena se tiene que el integrando del segundo miembro es la

derivada total de la funcién ¢ con respecto a t. Asi,
t2 d
M(x,y)dx+N(x,y)dy= t E(p(x(t),y(t)) dat
c 1

=¢ (x(tz)’ y(tz)) _‘P(x(tl)’ y(tl))

=9 (xz’ yz) - (P(xl ) y1)~
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Se ve que el lado derecho depende Uinicamente de los valores de ¢ en los puntos
extremos. Por consiguiente, la integral es independiente de la trayectoria y se

puede escribir que

(%2:9,)
J M(x, y)dx+N(x, y)dy = ¢(x y,) = (1, ).

(%129y)

Asi concluye la demostraciéon de este importante teorema. Se veran ahora algu-

nas consecuencias.

Sea M(x, y) dx+N (x, y) dy una diferencial exacta en una regioén R del plano XY,

entonces:

i) SiCesunatrayectoria arbitraria en R seccionalmente lisa o suave, que va del

punto P, = (x;, 3,) al punto P, = (x,, y,)

Py
j M(zx, y) dx + N(x, y)dy=x Mdx + N dy
C

Py

=0 (Pz) -¢ (Pl)‘

i1) Si-Ceslatrayectoria C recorrida en sentido contrario

P Py
J 2M(x, y) dx+N(x, y) dy = — X M(x, y) dx+N(x, y) dy.
P

P, 2
c e

i11) Si C es una curva cerrada en R seccionalmente suave

§M(x,y)dx+N( ,y)dy=0. (18)
C

Vale la pena enfatizar lo que indica esta expresion: la integral de linea de
una diferencial exacta a lo largo de una curva cerrada siempre vale cero.
El teorema 4 puede ser generalizado al caso de tres o mas dimensiones. Considé-
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rense como ilustracion los siguientes ejemplos.

Sea la integral curvilinea

X xdx+ydy+zdz
Cc

donde C es una trayectoria que va del punto (l, 0, 0) al punto (3, 4, 5).

a) Verificar que el integrando es una diferencial exacta.

b) Obtener su valor sin utilizar ninguna trayectoria.

c) Calcular la integral utilizando la trayectoria formada por los segmentos de
recta C,, C,y C, que van respectivamente de (1, 0, 0) a (3, 0,0), de (3,0,0) a
(3,4,0)yde(3,4,0)a(3,4,5) (ver figura 5.11).

Solucioén:
2) j xdx+ydy+zdz =j x dx + Yy dy
T

[x2+y2+z2
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z

[x2+y2+z2

P=

Entonces, como

oM xy oN

y  (Pryead)h ox

oON Yz op

oz (x*+y*+ zz)% - a_y

oM Xz oP

0z (x*+y*+ zz)% ox

en todo el plano excepto el origen, podemos asegurar (usando el teorema
15 del capitulo 2) que el integrando es una diferencial exacta en cualquier

conjunto abierto y convexo que no contenga al origen.

Como los puntos extremos (1, 0, 0) y (3, 4, 5) quedan contenidos en un sinnu-
mero de conjuntos abiertos y convexos, en donde el integrando es una dife-
rencial exacta, se puede evaluar la integral sin utilizar ninguna trayectoria.
Para esto se debe determinar primero la funcién ¢. Se sabe que ¢ es tal que

Mo 9% _ x .
ox L\ x*+y*+2? ’
Ny
oy Jerye e
y
p=2 =

Sz A X+ YR+ 2P '

Si se integra M con respecto a x:
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=X’ +y*+2* +K(y, 2)

xdx
o(x, y, 2) =X

donde K( Y, z) es una funcién que depende sélo de y, z. Asi,

a—(P = ++Ky(y, Z)

dy /x2+y2+z2

donde K, ( Y, z) denota a la derivada de K ( Y, z) respecto a y. Si se iguala a N:

ﬁ +K,(y, 2)= ﬁ
= Ky(y,z):O = K(y, 2)=H(2)

siendo H(2) una funcién que depende sélo de 2. Luego
ol 3. 2) =5y 2 4 H ().

Si ahora se deriva con respecto a z:

y seigualaa P

Z , Z
2 2 2 +H(Z)= 2 2 2
A X+ Yz A X+ Y+

= Hz)=0 = H(z)=cte
donde cte es una constante arbitraria. Por lo tanto,
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o(x, y, 2) =[x +y*+ 27 +cte

y el valor de la integral estd dado por
(3,4,5)

l«/x2+y2+z2+cte] =542 -1

(1,0,0)

c) Lasecuaciones de C;sony=0yz=0 (ver figura 5.11); luego

x=t; y=0; z=0; con a=1; b=3
dx dy —0: dz
at at dt

FIGURA 5.11.

= dt

j‘ xdx+ydy+zdz [ t(1)+0(0)+0(0)
C;

M3
=| dt=t|=2.
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x=3; y=t; z2=0; con a=0; b=4
= d—x=0; d—y—l, d_z=0
dt dt dt

xdx+ydy+zdz [* tdt — ¢
= = 9 t =2_
LZ £ X+ Y2t L«/ 9+ ¢t? [ " ]0

Las ecuaciones de C, son x=3, y=4. Por lo que

x=23; y=4; Z=t; con a=0; b=5
d d
= Zoo Y _o, dz _,
dt dt dt
y
xdx+ydy+zdz |° tdt \/—2 5
= =|4/25+1 =54/2 =5.
«L, NESETs L«/25+t2 [ ]0
Finalmente,

J +X +X =2+2+54/2 -5=5,/2 -1
¢ Jde, Je

en donde se observa que es el mismo resultado que el del inciso b) como
debia ser.
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Dadas las funciones

M (x, y) =sec’x secy+cosx cos y

N(x, y) =tanx secy tany—senx seny

s T T
y los puntos P= 0,% y Q= 32 4

a) Evaluar XC M (x, y) dx+N (x, y) dy si C consta de dos segmentos de recta C, y
C,quevande (0, w/6)a(n/3,m/6),yde (n/3,7/4)a(n/3, 7/4).

b) Verificar que Mdx + N dy es una diferencial exacta.

c) Encontrar (,o( , y) tal que dp =Mdx + Ndy.

d) Evaluar sC Mdx+N dy mediante la evaluacién de ¢(r/3, /4) - (0, 7/6).

Solucion:
a) ParaC;:
T
x=1 y=—; con a=0; b=—
6 3
d d
> Zo 1; % _o
dt dt
y

/3 d
J\ M (x, y)dx+N(x, y)dy =j Kseczt sec —+cost cos E) mad
o : 6 6 ) dt

T T T\ dy
+| tantsec — tan — —sentsen — |— | dt
6 6 6

dt
/3 2 /3
=j (—seczt + Y= cost) dt
o \4/3 2
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2 \/? /3

— tant+—— sent
/3 2

0

1
Para C,:
T T T
xX=—; y=t; con a=—; b= —
3 6 4
d d
dt dt
y

M( y) dx+N x, dy l(sec — sect+cos£ cos t)d—x
Cs 3 dat

3
( 3 secttant — £2 sent) dt

/4

7r dy
+ tan — secttant—sen — sent dt
3 dt

3
3 sect + —— cost]
/6

_We_u
4

2

Por lo tanto,
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oM oN

b) — =sec’x secy tany—cosx seny = —

oY ox

excepto cuando x=1/2 o bien y=7/2. Sin embargo, los puntos Py Q que-
dan contenidos en un sin nimero de conjuntos abiertos simplemente cone-
X0S que no se intersectan con las rectas x=1/2 y y=m/2. Por lo tanto, utili-
zando el teorema 16 del capitulo 2, se concluye que trata de una diferencial

exacta en cualesquiera de esos conjuntos.

Como Mdx + N dy es una diferencial exacta se debera tener que existe una

p tal que
) d
ox oY

Integrando M con respecto a x:

o(x, y) =X (sec’x secy+cosx cosy) dx
=tanx secy+senx cosy+K(y)

siendo K( y) una funcién arbitraria de y pero independiente de x. Si se deriva

con respecto a y y se iguala a N:

op _ () =
— =tanx secytany — senxseny+K(y)=N

%y
=tanx secy tany — senx seny

= K'(y)=0 =  K(y)=cte

donde cte es una constante arbitraria. Por lo tanto,
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¢(x, y) =tanx secy+senx cosy+ cte.

T T T
d Mdx+Nd — — |- 0, —
)L y‘”(s 4)“’( 6)
Vs

T T T
=tan — sec — +sen — C0S —
3 4

T T
—tan0 sec — —sen0 cos —
6 6

a2

6+\/g=5\2/g,

que es el mismo resultado que el del inciso a) como debia ser.

Discusion Complementaria

Dada la expresion Mdx + N dy totalmente arbitraria y de la cual no se conoce
de antemano si existe una funcién ¢ tal que dp = Mdx + N dy, no existe ningun
método general (excepto la integracion) que permita determinar por antici-
pado si dicha expresion es una diferencial exacta. Sin embargo, en la mayoria
de las aplicaciones los teoremas 14, 15 o 16 del capitulo 2 son suficientes para
determinarlo. Desafortunadamente no siempre son aplicables. Estos teoremas
aseguran que existe la funcién ¢ si se verifica la igualdad dM/3y=0N/3x en
toda una region abierta completa R que tenga al menos una de las caracteris-
ticas especificadas en esos tres teoremas. En general basta con que la igualdad
OM/3dy=0N/dx no se verifique en un sélo punto x, de R, para que los teoremas
ya no sean aplicables y que por lo tanto no se pueda asegurar que existe la fun-
cién ¢ definida en R, ni siquiera en la regién agujerada R'=R - {xo}. En estos
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casos todavia es posible que exista ¢ pero es necesario investigarlo de otra forma
y su existencia depende de cada caso particular. Como muestra de esto a con-
tinuacién se discuten dos ejemplos. En ambos ejemplos se cumple la igualdad
dM/3y=0N/dx en todo el plano excepto en el origen y por lo tanto los teore-
mas mencionados no dan informacién de si Mdx + N dy es o no una diferencial
exacta en regiones agujeradas que rodeen al origen. Sin embargo, recurriendo
a la integracion explicita se encuentra que en el primer caso Mdx + Ndy no es
una diferencial exacta en dichas regiones y en el segundo caso que Mdx + Ndy
si es una diferencial exacta en esas regiones. El ejemplo 10 muestra claramente
que cuando se tiene la integral jc Mdx + N dy no es suficiente verificar que la
igualdad 9M /9y =0N/3x se cumple a lo largo de la curva C para asegurar que el

integrando es una diferencial exacta.

} Ejemplo 10.

Calcular la integral

Y ke dy
c x2+y2 x2+y2

a lo largo de las siguientes trayectorias:

a) Una circunferencia de radio 1 que rodea al origen en sentido positivo.

b) Una media circunferencia de radio 1 que rodea al origen por arriba y que va
del punto P=(-1, 0) al punto Q=(1, 0).

c) Lo mismo que en b), pero que ahora rodea al origen por abajo.

Solucion:

a) Antes que nada conviene recordar que en el ejemplo 61 del capitulo 2 se
analizé este integrando, y se vio que aunque 9M /3y =0N/dx V(x, y)#0, la
expresion M dx + N dy no era una diferencial exacta en ningun rectangulo R
que contenga al origen y ni tampoco en ningun rectangulo agujerado en el
origen R’. Por consiguiente, la integral de linea sobre cualquier trayectoria
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cerrada que rodee al origen no satisfacera la ecuacion (18). En efecto, unas

ecuaciones paramétricas de la circunferencia son

X =CO0St; y=sent; con te[O,Zn]
x dy
= =-sent; —— =cost;
dt dt
entonces
o sent cost
5. . (—sent)+ﬁ cost | dt
o cos“t+sen’t cos“t+sen’t

2m

=21 #0.

2m
=X dt=t
0

b) Para la semicircunferencia superior se tiene que

X=CO0Sst; y=sent; con a=m y b=0
x dy
= — =-— sent; —— =cCost;
dt
y
0 2 2 0 0
sen“t cos“t
3 oo+ 3 = |di=| dit=t| =-m.
» LCOst+sen’t  cos“t+sen’t . "
c) Paralasemicircunferencia inferior se tiene
X=cost; y=sent; con a=T; b=2m
dy
= — =-— sent; —— =Co0st,;
dt dt
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cos’t+sen’t

2T 2 2 21
sen“t+cos’t
X —dt:J dt=m

™

que es distinto del resultado del inciso b), lo cual era de esperarse porque
el integrando no es una diferencial exacta en ninguna regidon abierta que
rodee al origen, a pesar de que en todos los demds puntos se cumpla que
OM/dy=0N/dx. Sin embargo, todas las trayectorias que vayan de P a Q
rodeando al origen por arriba daran como resultado el valor de —m, y todas
las que vayan por abajo, el valor de 7. Esto se debe a que si por ejemplo C,
y C, son dos trayectorias de P a Q que rodeen al origen por arriba, siempre
existird una region abierta simplemente conexa R que contenga a C;ya C,
pero no al origen, y en donde dM/3dy=0N/dx. Por lo tanto, usando el teo-
rema 16 del capitulo 2, se concluye que M dx + N dy es una diferencial exacta
en R. Por lo tanto, existe una funcién ¢ en R tal que dp=Mdx+ Ndy y la
integral SC Mdx + N dy es independiente de la trayectoria VC c R. Sobre esta

region R se tiene que

P

erX+Ndy=¢(Q)—¢(P)

siendo ¢ =ang tan(y/ x) [la expresion ang tan( y/ x) definida en todo el
plano no es una funcién propiamente dicha, ya que es multivaluada, como
lo muestra la figura 2.30 del capitulo 2, pero al restringir su domino al inter-
valo —7/2 a 37m/2 se convierte en una funcién univaluada]. Como $(Q)=0
y ¢(P) =T (ver figura 2.30 del capitulo 2) el resultado es efectivamente — .

En general podemos decir que siempre que M(x, y)dx+N (x, y)dy sea una
diferencial exacta en una regién simplemente conexa Re R* y C, y C, sean dos
trayectorias que van de un punto P; a un punto P,, de tal forma que ambas tra-

yectorias estén dentro de R, entonces las integrales

Py Py
L M(x, y)dx+N(x, y)dy y L M (x, y)da+N (x, y)dy
2 2
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seran iguales. Pero si C; y C, estan en diferentes regiones simplemente conexas
R,y R, de manera que R; UR, no sea simplemente conexa y de manera que M (x,
y)dx+N (x, y)dy sea una diferencial exacta en cada una de ellas por separado
pero no en la unién, entonces las dos integrales anteriores pueden ser diferentes.

Evaluar la integral

xdx+ydy
c (x2+y2)3/2

del punto (-1, -1) al punto (1, 1).
Soluciodn:

Este integrando fue analizado en el ejemplo 62 del capitulo 2. Se vio que no se
podian aplicar los teoremas 14, 15 o 16 para determinar si Mdx + Ndy era o no
una diferencial exacta, Sin embargo, mediante un simple calculo, se mostré que

existe una funcién ¢(x, y) dada por

¢(x, y)= %= -—
AJXT+Y r
que est4 definida en todo el plano excepto el origen y tal que Vo =(M, N) V(x,
y)¢0. En consecuencia se puede afirmar que Mdx + Ndy es una diferencial
exacta en todo el plano con excepcién del origen y que para calcular la integral
de linea bastard evaluar la funcién ¢(x, y) en los extremos dados. O sea que

(11) 1 1
j Mdx+Ndy=— — + —=0.

(-1,1) V22

Si se evaluara la integral mediante cualquier trayectoria que no pasara por el
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Ahora bien, si se toma como trayectoria la recta que une los puntos en cues-
tidn, es decir, la recta y=x, se tendra que (ndtese que esta recta si pasa por el

origen):
x=t; y=t a=-1 b=1
= d_xz ; d_yz
dt dt
y

1 1
J de+Ndy=\“ %dlﬁLJ d—f
c o (272 V2 Jat

Como era de esperarse, esta integral no existe, ya que la funcién 1/¢* diverge en
un punto dentro del intervalo de integracién [— 1, l]. Por lo tanto, no es valido

aplicar las reglas usuales de integracion.

5.3.1Laintegral de lineay el gradiente

Otra forma de expresar una integral de linea cuando su integrando M dx + N dy
es una diferencial exacta, es mediante el concepto de gradiente. En efecto, por
un lado, se tiene que la diferencial total de una funcién diferenciable arbitraria
f: R* - R se puede escribir como

df=di[ dx+d—f dy=Vf-dr,
dx dy

donde dr= (dx, dy). Por otro lado, se sabe que si Mdx + Ndy es una diferencia
exacta existe una funcion o tal que su diferencial total es dp = M dx + N dy la cual,
por supuesto, se puede escribir como se indic6 arriba, es decir como V¢ - dr. Por
lo tanto, la integral de linea de una diferencial exacta se puede expresar como

J de+Ndy=X Vo - dr.
C C
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La generalizacion al espacio de n dimensiones es

J‘ M, dx;+M, dx,+ - + M, dxnzj Vo - dr
C C

donde

(p=cp(x1 Xy yoer xn) y dr= (dx1 , dxy o, dxn).

1
5.9. Calcular la integral de linea o X xdy—ydx
c

a lo largo de las curvas cerradas mostradas en la figura EJ-5-9. Discutir los
resultados obtenidos. ;Qué se ha calculado en cada caso?

Solucién: a) ¢ =m, b) [¢,=2, o) [¢.=8.

5.10. Probar que la siguiente integral de linea es independiente de la trayectoria
y calcular su valor utilizando el concepto de diferencial exacta.

(1:74)
e*seny dx+e*cosy dy.
(0,0)

FIGURA EJ-5-9.
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5.11.

5.12.

(-2,-1)
Sea la integral de linea j\( : (4x +y) dx+ (x -6y) dy
1,1
i) Demostrar que es independiente de la trayectoria
i1) Evaluar la integral por medio de una trayectoria
ii1) Evaluar la integral utilizando la diferencial exacta.

Solucion: La integral es independiente de la trayectoria y su valor es 7.

3

Evaluar la integral X x*y dx +:— dy:

C

i) Alolargo de la trayectoria mostrada en la figura EJ-5-12

i1) Sin utilizar ninguna trayectoria.

FIGURA EJ-5-12.

. 32 .. 32
Solucion: 1) Xc:§5 11) Sc:?'
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5.4 Otro tipo de integrales curvilineas de funciones

vectoriales

Se principiara definiendo la integral vectorial de una funcién v:R — R®. Consi-

dérese la funcidén vectorial de variable escalar

v(t)=v,(t) 1+v,(t) j+v,() K.

Se observa que cada una de sus componentes es una funcién escalar con una sola
variable independiente ¢. Entonces, cuando existen las tres integrales comunes

rvl(t) dt rvz(t) dt rvs(t) dt,

a

cuyos valores son respectivamente I;, I, e I,, se define la integral vectorial de
v(t), que se denota con el simbolo

Jbv(t) dt,

a

mediante la expresion

rv(t)dt = irvl(t) dt+jrv2(t) dt+1€rv3(t) dt

a
=il +jL,+KI,, (19)

lo que puede escribirse también como

o [ornf a0

=(11’ I, Is)’ (19"
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siendo

vo=v(a)=(v:(a), v,(a), v5(a)) y vy =v(b) = (v1(b), vo(b), v5(b)).

De acuerdo con esta definicidn se tiene que si cada una de las componentes de
V(t) es integrable la integral vectorial existe. Ahora bien, de los cursos elemen-
tales de Célculo Integral con una sola variable se sabe que si las funciones v,(t),
v,(t), v4(t) son funciones acotadas de ¢ con un nimero finito de puntos de dis-
continuidad, entonces su integral definida comun existe. Por lo tanto, la integral
vectorial de v= (vl s Voo v3) también existira.

Las integrales de funciones vectoriales se pueden generalizar al espacio de n

dimensiones. Asi, para la funcién vectorial

v(t)=(va(), vo(t) ., vi(1))

se define

r’ v(t) dt = rvl(t) dt, rvz(f) dt, -, r"n(t) at

a a

Considérese ahora el caso en el que v sea una funcidn vectorial de variable vec-
torial v(r) =v(x, y, z). Las integrales curvilineas

j:jv(r) dx Ll: v(r) dy Ll: v(r) ds

C C

de la funcién v(r) sobre la trayectoria C que va del punto P, al punto Py, se defi-
nen respectivamente como

Py B ’ dx
j\P v(r) dx = j\av(u(t), v(t), w(t)) o dt

a

-
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Pb()d—b(t t t)dydt
v(r)dy = avu(),V(),W()E

jpbv(r) ds = j v(u(t), v(t), w(t)) \/(%>2+(%>2+<%)2 dt,

donde u, v y w son las funciones que describen a la trayectoria C mediante las
ecuacién paramétricas r(t)=(u(t), v(t), w(t)), con P,=r(a) y P,=r(b). Se
observa que al hacer la composicién de v(r) con las ecuaciones paramétricas de

C, estas tres integrales se reducen a integrales vectoriales con una sola variable

independiente parecidas a la que se defini6 en la expresidén (19).

} Ejemplo 12.

Encontrar la funcién vectorial r(t) que define la posicién de una particula, si su

velocidad esta dada por
r'(t)=e'i-Intj+2tK

y se sabe ademads que cuando t=1 su posicién es
r(1)=j-K.

Solucion: De acuerdo con la definicidn de la integral vectorial (expresion (19))
se tiene que

Kr’(t) dt = (Ex’(t) t, Ey’(t) dt, Xzz'(t) dt)

(o (1), y (1), (1)),
= r(t).
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Por lo tanto, para hallar la posicién de la particula basta integrar r’. Asi,

r(t)=X(eti—lntj+2tl€) dt

:ijetdt —jjlntdt + RXtht

=(e'+C,) 1 —(tint —t+C,) j+(£*+C,y) K.

Para evaluar las constantes de integracion se utiliza la condicién dada para t=1.

Si se sustituye t=1 en la expresion de r (t)
r(1)=(e+C)i-(C,-1)j+(1+CyK.
Al igualar a la condicién dada
(e+C)i-(C,-1)j+(1+C,) K =j-K
se sigue que
e+C;=0 = C,=-e
1-C,=1 =  C,=0
1+Cy==1 =  Cy=-2
y finalmente

r(t)=(e'-e)i-(tlnt—1)j+(*-2)K.

E\
=
0
m
0
=)
IS
HIY
0
[=)
IS
N
0
=)
=
w
0
Q
=
o
0
[=)
i
(9}
0
Q
=
=)}
-n
o
X
=
Cc
—
>
(7]

o
N
=




-

3D1AaNI

} Ejemplo 13.

Sea el campo vectorial

v(xy) =y yi+x/yj

y la trayectoria C dada por
x=t; y= £7s,

Investigar si la integral curvilinea

(8,4)
j v(x, y) dx
(1,1)

c

existe, y en caso afirmativo, calcularla.
Solucion: Se sustituye x y y en términos de t,

v(x(1), y(£)) =Bt i + 14/17 §

=ti+ t753].

Como las componentes son funciones continuas la integral pedida existe y antes
de evaluarla se va a comprobar que efectivamente la curva C pasa por los puntos
(l, l) y (8, 4). De las ecuaciones paramétricas se tiene que:

si x=1 > t=1 y y=1;

si x=8 = t=8 y y=4.

Por lo tanto, la curva pasa por esos dos puntos y los valores extremos de ¢ son 1
y 8. Asi,
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(8,4) 8 8
v(c t)dt =i| tdt+j | tV2de

(1,1) 1 1

c
—| +j] =
2 1 7 1

63 ., 381,
—i+—]
2 7

b >

} Ejemplo 14.

Considérese el campo vectorial

u(r) = (y-2) i+ (z-x) j+ (x-1) K
y la trayectoria C definida por

x=acost; y=asent; z=Dbt,

donde te [O, 27r]. Investigar si la integral XC u(r) ds existe y en caso afirmativo

calcularla.

Solucién: Se expresa u(r) en funcién de t mediante las ecuaciones paramétricas
u(r(t))=(asent-bt)i+(bt—acost)j+(acost—asent)K.
Se ve que las componentes son funciones continuas. Por lo tanto, la integral

existe y es igual a

M 21 2m

J u(r)ds =1| (asent-bt)ds +jj\ (bt—a cost) ds
c

J o 0

M 2m

+ K| (acost—asent)ds
J o
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donde

dx \* [(dy \° [dz )\’
ds= ax + 9 + 4z dt =/ a®+ b? dt.
dt dt dt

Entonces

bt2 2m btz 2m
j u(r)ds=| i| —acost— — +j| — —asent
c 2 Jo 2 0

2T
+K [a sent+a cost] ) a’+ b?

0

S >

=2m%b o) A+ b (=i +]).

5.43. Lavelocidad de una particula estd dada por la expresion
v(t)=61"1+4e*j+6 cos3tK donde t es el tiempo. Determinar la posi-
ci6n $(t) de la particula en el instante ¢=1 si se sabe que la posicién en el

tiempo t=0 estd dada por el vector 21 + j — 3K.

Solucién: §(1)=41+13.78j - 2.72K

5.14. Seael campo v=x"1i+xzj+x’yK ylatrayectoria dada por x=21t%
y=4/2t; z=4t. Determinar si existe la integral

(L1,4/4/2)
vdt

(0,0,0)
C

y en caso afirmativo calcularla.

J2

PR P I .
Soluclon.5ﬁ1+;_|+ o K
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5.45. Hallar la funcion vectorial r(t) que define la posiciéon de una particula,

cuando su velocidad estd dada por

r'(t)=t\/1-1* 1 —Intj +4/t+8K
y se sabe que cuando t=1 su posicidn estd dada por el vector
r(1)=i+j - K.

Solucién: r(t) (— wﬂ) i-(tlnt—t)j+ (Z(tgis)% - 19) K

3

5.5 Laintegral curvilinea como trabajo

Se menciond al principio de este capitulo que el concepto de trabajo es una de las
aplicaciones fisicas mds importantes de las integrales curvilineas. Se comenzara
esta seccidn discutiendo la configuracion mds simple en donde aparece este con-
cepto y progresivamente se irdn considerando configuraciones mds generales.
Cuando un cierto objeto es desplazado a lo largo de un segmento recto de
longitud L por una fuerza de magnitud constante F que actua en el sentido del
movimiento, el trabajo W realizado por F estd dado por la expresiéon

W=F L.
Sin embargo, si dicha fuerza es de magnitud variable a lo largo de la trayectoria
como podria ser el caso de un resorte (ver figura 5.12), pero el movimiento sigue

siendo sobre una linea recta paralela a la direccién de la fuerza, el trabajo reali-

zado por F esta dado por la integral

X1

W:Xx2 F(x) dx,

donde se ha supuesto que la fuerza es paralela al eje X.
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FIGURA 5.12.

Para el caso en el que F es constante y la particula se mueve sobre un seg-
mento de recta I que no necesariamente es paralelo a F, el trabajo realizado por
F es igual al producto de la proyeccién de F en la direccién de I por 1], o sea es
igual al producto escalar

W=F-1=|F||l] cos®,

donde 0 es el angulo que forman las direcciones de F y I.

En el caso mds general, tanto F como la direccién de la trayectoria pueden
variar de punto a punto y el objetivo de lo que sigue es ver como calcular el tra-
bajo en estas circunstancias. Supéngase que sobre una particula estd actuando
una fuerza F representada por la funcién vectorial F: R* - R® dada por

F=M(x,y,2)i+N(x,y,2)j+0(x, y, 2) K,

en donde M(x, Y, z), N (x, Y, z) y O(x, Y, z) son funciones escalares continuas en
cada punto de la trayectoria. Se considerara que la particula se mueve de una
manera cualquiera del punto A al punto B siguiendo una curva suave C definida

por el vector
r(t)=x(t)i+y(t)j+z(H)K; asts<bh.

El movimiento de la particula puede deberse tinicamente a la accién de F o a su
inercia modificada por la accién de F o a la accién de F combinada con algunas
otras fuerzas, etc. Pero lo que interesa aqui es el trabajo realizado por F cuando

la particula efectiia ese movimiento.
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FIGURA 5.13.

Si se divide a la curva C en subarcos de longitudes
ASy, ASy 0, AS;, e, AS,

mediante una particiéon del intervalo [a, b] (ver figura 5.13) de modo que la
norma de la particién ||A| sea suficientemente pequefia, entonces el trabajo
realizado por F cuando actua sobre la particula que se mueve a lo largo del sub-
arco As;, es aproximadamente igual al trabajo realizado por la fuerza constante
F (Pi) cuando la particula se mueve a lo largo del segmento recto Ar;, siendo P,
un punto arbitrario del subarco As;. Este trabajo es igual a

F(P,) - Ar;.

Asi, un valor aproximado del trabajo total realizado por F a lo largo de C desde
t=ahastat=bes

Si la particion se hace cada vez mds fina la aproximacidn sera cada vez mejor y
en el limite, cuando || A|| = 0, se obtendra el valor exacto de W. Asi,

n

W=1lim », F(P;)- Ar,.

llall>o i
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Ahora bien, por definicion el segundo miembro es la integral de linea SC F-dry

por lo tanto

W:\Y F-dr
c

que al sustituir las ecuaciones paramétricas queda

w=| F(r(1))- % dt
- etonv. 20 - (20, 20, =),
= M0y (0, 20) G N0y (0 50)

+0 (x(2), y(8), (1)) ‘;—ﬂ .

En ocasiones el parametro que mas conviene usar es el asociado a la longi-
tud de arco s medida a partir del punto inicial r (a) (ver figura 5.14). En este caso

siendo s, la longitud total de la curva. Como se sabe (ver ecuacién 27 del Capi-
tulo 4), el vector tangente unitario esta dado por

= &
ds

por lo que el trabajo también se puede expresar como

W=LF-dr :L(F . %)ds :L (F-T) ds,

E\
=
0
m
0
=)
IS
HIY
0
[=)
IS
N
0
=)
=
w
0
Q
=
o
0
[=)
i
(9}
0
Q
=
=)}
-n
o
X
=
Cc
—
>
(7]

(o))
N
0




-

3D1AaNI

en donde se muestra explicitamente que la integral que define al trabajo involu-
cra s6lo a la componente tangencial de F a lo largo de la curva C.

El trabajo realizado por F a lo largo de una pequefia seccién de la trayecto-
ria puede ser positivo si F actia en la direccién del movimiento, y nulo si dicha
fuerza es ortogonal a la direccién del movimiento.

FIGURA 5.14.

Utilizando la expresion XC (F-T) ds determinar el trabajo que produce una fuerza
que acttia sobre una particula de masa m en contra de la fuerza de gravedad,
cuando la particula se mueve a lo largo de la curva C dada por

X=cost; y=sent; z=t

del punto A=(— 1, 0, m) al punto B= (0, -1, 37”), en donde se esta suponiendo
que la direccidn del eje Z apunta hacia arriba.

Solucion: Esta curva es practicamente la de la figura 5.5; la tnica diferencia es

que en la figura los puntos de la curva van creciendo a lo largo del eje Z como
t . .

z=- en cambio en este ejemplo van como z=t.
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El trabajo esta dado por

W=L (F-T)ds,

siendo F el negativo de la fuerza de gravedad, porque lo que se quiere es calcular
el trabajo hecho por la fuerza que actia contra la fuerza de gravedad — mgK. Asi,

F=mgk.
Por otro lad trd po e/ i
or otro lado, recuérdese que T'= 17777 = i uego, si
r(t)=costi+sentj+tK
se tiene que
r'(t)= —senti+costj+K
y
r/(t)| = /sen’t+cos?t +1
=4/ 2.
Por lo tanto,
1 ,\ A n
T=—(—sent1+cost_|+k).

/2

Ademas,

2 2 2
ds= ad + & + = dt
dt dt dt

=+/(—sent)’+(cost)’+1 dt

=2 dt.
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Y para hallar los extremos de integracién se ve que
si x=-1 = t=r y si x=0 = t:2—

(lo mismo podria hacerse con y y z). Sustituyendo en la integral se llega a

(-senti+costj+K) ﬁdt

resultado que indica que el trabajo realizado por F cuando la particula se mueve
del punto (—l, 0, Tr) al punto (0, -1, 31/ 2) (los cuales difieren en altura la
cantidad h=m/2) es igual a lo que se conoce como energia potencial, que vale
mgh=mg(m/ 2) y que sera discutida con mas detalle posteriormente.

} Ejemplo 16.

Se tiene una carga eléctrica ¢, situada en el origen de coordenadas. Si sobre el
plano XY se coloca una segunda carga g, en el punto (x, y, 0) la carga g, ejercerd
una fuerza sobre la carga g, dada por la ley de Coulomb

91 9>

2

%‘bﬁzk

F=k
r? r

r
r

siendo ﬁ=$ el vector unitario que apunta desde la posicion de ¢, (el origen)
hacia la posicién de g, (el punto (x, y, 0)) y k una constante de proporcionalidad
que para nuestros fines no es necesario indicar su valor. Si los valores de las car-
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Foo r 2x - 2y "
I T e

a) ¢Qué trabajo serd efectuado por la fuerza F si la carga g, se mueve del punto
A= (3, 1, 0) al punto B= (4, 6, 0), alolargo de la recta que une a estos puntos?

b) :Qué trabajo serd realizado por F si ¢, se mueve a lo largo de la semicircunfe-
rencia x*+y?=4; y=0 en el sentido de las manecillas del reloj?

Solucion: a) Se puede comprobar facilmente que esta fuerza es el gradiente de
la funcién —2/r, 1a cual estd definida en todo el espacio R*® excepto en el origen,
pero este defecto no afecta a la solucién de nuestro problema porque los punto A
y B estan ambos hacia la derecha del origen. Por lo tanto, se podria evaluar facil-
mente la integral de linea sin utilizar ninguna trayectoria; se sugiere al lector
que realice esa evaluacion. Sin embargo, aqui se evaluara usando la trayectoria
indicada en el enunciado. La ecuacién de la recta que une a los puntos Ay B es

y=5x—-14; con z=0.
Utilizando como ecuaciones paramétricas a
x=t; y=>5t-14; z=0,
se tiene
dx=1dt; dy=>5dt; dz=0
y dr=dxi+dyj = (i+5j)dt. Por otro lado, al expresar F en términos de t se obtiene

2t . 2(5t-14)
2 _ 23/, 1+ _ 213/, J
[+ (5t-14)%]% [t2+(5t-14)%]%

B 2t . 10t-28 ;
 (2612-140t+196)% (2612 -140t+196)%2 "
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Para determinar los extremos de integracion se observa que
si x=3 = t=3 y si x=4 = t=4

Entonces, como W= \YC F-dr, se tiene que

. 2t )+ -2 o,
s | (2612 -140¢+196)% (2612~ 140t +196)%2
[ s2t-140 ]
)L (2612-140t+196)%

=[-2(26¢-140¢+196) ]’
=0.355.
b) En este caso, conviene calcular primero S_C F-dry al final utilizar en igualdad

XC F-dr= —S_C F-dr. Las ecuaciones paramétricas de la trayectoria —C son

(ver figura 5.15):

Xx=2 cost; y=2sent; z2=0; O<st=sm
de donde

dx=-2sent dt; dy=2 cost dt; dz=0
y entonces

dr=(-2senti+2costj) dt.
Por otro lado

B 2 (2 cos t) it 2(2 sen t)
(4 cos’t+4 sen’t)% (4 cos’t+4 sen’t)%2 !

cost, sent,
—1+ —]
2 2
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de donde, al sustituir en F - dr, se tiene

F-dr=&28t (—2 sent)+&2nt (2 cost)

=—sentcost + sent cost

=0.

FIGURA 5.15.

Este resultado era de esperarse ya que la fuerza F y la direccién de la curva
al r
T=

Irl 2
en la direccidon del movimiento es cero. Asi,

J F-dr=—\[ F-dr=0.
C -C

} Ejemplo 17.

Evaluar el trabajo realizado por el campo de fuerzas

son ortogonales en cada punto y por lo tanto la componente de la fuerza

F(x,y 2)=y2* 1+2xyz* j+4xy*2° K

que actua sobre un objeto que se traslada del punto A= (O, 0, O) al punto B= (2,
4, 8) por cada una de las siguientes trayectorias:

a) Lalinea recta que une a los puntos A y B.

b) La pardbola z=y?/2 del punto A al punto (0, 4, 8) , y de este punto hasta B,
en linea recta.

c) Del punto A en linea recta al punto (2, 4, 0), y de él también en linea recta
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FIGURA 5.16.

Solucion: Nuevamente se tiene que este campo de fuerzas es el gradiente de
una cierta funcién escalar. En consecuencia, F - dr es una diferencial exacta y la
integral se podria calcular a partir de dicha funcién escalar. Esta situacién sera
discutida con detalle en la siguiente seccion, pero aqui, para ejemplificar, se uti-

lizaran las trayectorias indicadas.

a) Laecuacion de la recta que une a los puntos A y B es (ver figura 5.16)

=  dx=dt; dy=2dt; dz=4dt

dr=(1+2j+4K) dt.
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Adem3s

F=(21)% (4t)*1+2(t) (21) (41)*+4(1) (21)*(41)°K
=1024t°1 + 1024t°j + 1024°K.

Para obtener los extremos de integracion se ve que

Por lo tanto, el trabajo realizado es

N

W=| F-dr
Jc

N2

=| [10241°(1) +1024¢°(2) +1024°(4)] dt

Jo

2
X 71681t° dt

=131072.

b) En este caso la trayectoria consta de dos partes que se denotaran por C, y
C, (ver figura 5.17). Para la trayectoria C, se tiene que z=y°/2 y se pueden

tomar como ecuaciones paramétricas a

t2
:0’ =t, =—
X ] z 5
=> dx=0; dy =dt; dz=tdt

E\
=
0
m
0
=)
IS
HIY
0
[=)
IS
N
0
=)
=
w
0
Q
=
o
0
[=)
i
(9}
0
Q
=
=)}
-n
o
X
=
Cc
—
>
(7]

(o))
W
(=)}




>
9
o
m
de donde I
dr=(j+tK)dt. o
s
=
Ademas,
t2 4 t2 4 t2 3
F=(t)*| — | i+20)()| — | J+40)(@®)*| — |K
(= i+ 200( 5] 5+ 4007 5 .
2
N
10
=—1
16 I
0
[=]
©
w
0
o
FIGURA 5.17.
0
)
tn
0
=]
2
()]
Entonces I
W=X F-dr=0. o
c P
! <
Cc
>
Para la trayectoria C,: ©w
x=t; y=4; z=8 E
= dx=dt; dy=0; dz=0

637




por lo que
dr=1dt.
Por otro lado,
F=(4)%(8)* i+2(t)(4)(8)* 5 +4(1)(4)* (8)° K
=655361+32768t]+32768tk

y el trabajo sobre C, queda como

M2

=| 65536 dt

Jo

2

W= l65 536 t]

0

=131072.

El trabajo pedido se obtiene de la suma en las dos trayectorias. Asi,
W=X F-dr+ j F-dr =0+131072
(o8 Cy

=131072.

Noétese que este resultado es igual al del inciso anterior, lo cual era de espe-
rarse ya que F-dr es una diferencial exacta.

E\
=
0
m
0
=)
IS
HIY
0
[=)
IS
N
0
=)
=
w
0
Q
=
o
0
[=)
i
(9}
0
Q
=
=)}
-n
o
X
=
Cc
—
>
(7]

(o))
W
[*]




c) Nuevamente en este caso hay dos partes (ver figura 5.18). Para la trayectoria

Ciiy=2x;2=0y

x=t; y=2t; z=0
=  dx=dt; dy=2dt; dz=0

de donde dr= (i + 2j) dty el campo de fuerza es

F=(21)%(0)*1+2(t)(21)(0)*j+4(t) (21) (0)* K

[
e

Por lo tanto,

W:\[ F-dr =0.
C

FIGURA 5.18.

Para la trayectoria C,:
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porlo que dr=K dt y la fuerza es
F=(4)(0)*1+2(2)(4) () §+4(2) (4)°(1]° K
=16t*i+16t*j+128° K.
Para determinar los extremos se observa que:
cuando z=0 = t=0 y cuando z=8 = t=8.

Por lo que la integral queda como

8
sz F-dr :X 128¢% dt
Co

0
llzs £ ] 8
4 0

=131072

Finalmente
W=X F-dr+X F-dr=131072,
Cy Cy

que nuevamente es igual al resultado del inciso (a).

5.5.1 Campo de fuerza conservativo
El hecho de haber obtenido el mismo valor del trabajo en las tres trayectorias
que unen los puntos A y B del ejemplo anterior se debe, como ya se menciond, a

que el campo de fuerzas

F(x,y 2)=y*2* 1+2xyz* j+4xy’2* K
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es el gradiente de un cierto campo escalar ¢. En este caso

o(x, y, 2) =xy”2*.

En efecto,

0 0 0
ch:—(p"+—(pj+—(pk“

=y’z* i+2xyz* j+4xy’2* K
=F(x, y, 2)

y por lo tanto F-dr es una diferencial exacta y la integral de linea es indepen-

diente de la trayectoria. Su valor esta dado por

B
W=X Ve-dr

A

=¢(2,4,8)-0(0,0,0)

(2,4.8)

o

(0,0,0)

=131072,

que es el valor antes obtenido.

En los casos en los que la funcién F representa un campo de fuerzas y es
igual al gradiente de alguna funcidén escalar ¢, se acostumbra a decir que F es
un campo conservativo (mas adelante se vera como estd relacionado esto con el

concepto de conservacion de la energia.

En estos casos se cumplen las siguientes tres propiedades
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siendo A y B dos puntos arbitrarios a lo largo de C.

B A
ii) \Y Ve-dr +X Vep-dr=0

A B

i11) Si C es una curva lisa cerrada,
§ Ve-dr =0.
c

5.5.2 El trabajo y la energia cinética
Como se ha visto, el trabajo realizado por una fuerza F que actiia sobre un cuerpo

que se traslada a lo largo de una curva suave C descrita por la ecuacién paramé-

trica vectorial r=r(t) con te [a, b] , esta dado por

= [F . r’(t)] dt.
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Esta ecuacion es valida sea cual sea el parametro que se utilice para describir a
C. Sin embargo, en lo que sigue se supondra que t es el tiempo y que la acelera-
cion de la particula esta producida inicamente por la fuerza F. Entonces, de la
segunda ley de Newton sabemos que si m es la masa del cuerpo y r” su acelera-

cion se tiene que
F=ma=mr" (t)

independientemente de que la fuerza sea conservativa o no. Luego

b
a

r'(1)|°

1
—m
2

pero r'(t) =v(t) (la velocidad), por lo que finalmente
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Este resultado muestra que el trabajo hecho por la fuerza aceleradora F (sea o no
conservativa) al mover una particula sobre una curva suave C de t=a a t="b equi-
vale al cambio en la energia cinética mv*/2 entre los puntos extremos t=ay t=b.

5.5.3 Ley de la conservacion de la energia

Por un lado, en la subseccion anterior se acaba de obtener la expresion que da el
trabajo efectuado por una fuerza, conservativa o no, en términos de las energias
cinéticas final e inicial de la particula sobre la que actta la fuerza. Por otro lado,
si el campo de fuerza es conservativo, se sabe que existe una funcién escalar
(p(x, Y, z) tal que F= V. No obstante, por conveniencia se acostumbra a trabajar
con la funcidn f definida como el negativo de ¢ y escribir

F=-Vf.

A la funcién f la llamaremos aqui energia potencial, funcién potencial o simple-
mente potencial (vale la pena aclarar que esta nomenclatura puede diferir por un
signo o un factor multiplicativo de la que usan otros autores. Por ejemplo, algu-
nos llaman potencial a la funcién ¢. Ademads, en electromagnetismo se le llama
potencial eléctrico a la energia potencial por unidad de carga, es decir, a f/qy
algo semejante ocurre en mecénica, en donde el potencial estd definido como

f/m). Entonces, se tiene que

Wz\[ F-dr —X Vf-dr
= ~[F(6)-f(a)]
f(a)-(b).

Si ahora se igualan las dos expresiones del trabajo, una en términos de la
energia cinética y la otra en términos de la energia potencial, se llega a

fla)-f(p)=

m|v(b)|? - % m|v(a)|?

N | -

-
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Reordenando,

2
’

F@)+ 5 mv@|*=f (0)+ - m|v(2)

igualdad que expresa que la suma de la energia potencial mas la energia cinética
en uno de los extremos de la trayectoria es igual a la suma correspondiente en
el otro extremo de la trayectoria y que, por lo tanto, la energia se conserva. Esto
explica por qué a este tipo de campos de fuerza se les llama conservativos. iNo se

pierde ni se gana energia!

5.16. Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerza

F(x,y)=xyi+ye*]

que actda sobre una particula que se mueve sobre las trayectorias rectas
que van de (0, 0) a (2, 0), de (2,0) a (2, 1), de (2, 1) a (0, 1) y de (0, 1) a (0, 0).

Solucién: XC F-dr=1.1945

5.17. Calcular el trabajo realizado por la fuerza F=3x"y* i+ 3x°y*j a lo largo de

la trayectoria de ecuaciones

x=2cost; y=3sent+1; z=0,
y que va del punto (0, 0) al punto (3, 2).

Solucion: Este cdlculo no puede efectuarse porque los puntos no pertene-

2 2
cen a la trayectoria dada: % + (yg;l) =1.
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5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

La fuerza actuante en el punto (x, y) del plano XY esta dada por
F(x,y)=4r/|r|® donde r=x1+y j. Determinar el trabajo hecho por F a lo
largo de la mitad superior de la circunferencia

xX*+y*=a®> de (-a,0) a (a,0).

.. 8
Solucion: W= - —
a

Sea el campo de fuerzas
F=(2x cos xy° — x°y® sen xy°) 1- (3x°y* sen xy*) j,

donde F estd medida en newtons y las coordenadas x y y en metros. Calcu-
lar el trabajo que realiza F a lo largo de la curva que va del punto P, = (0, 0)
al punto P, = (1, l) y cuyas ecuaciones paramétricas son

n 3
x=sen7t y=t".

Solucion: W=1.46

Sean las superficies x*+y°+2°=2 y x*+2z°=y. Si por su interseccién se
mueve una particula sobre la que acttia el campo de fuerzas F=z1+ (x +62) K,
calcular el trabajo desarrollado por F desde el punto (1, 1, 0) hasta el punto
(0,1,1).

Solucion: W=3.
Se sabe que la potencia promedio desarrollada por una fuerza F es igual

al trabajo realizado por F dividido entre el tiempo invertido para efectuar
dicho trabajo. Calcular la potencia promedio desarrollada por un avién al
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5.22.

5.23.

5.24.

moverse por la curva xy=4, del punto (1, 4) al punto (4, l) en 23 segun-

dos. La fuerza que imprime el avion estd dada por

x . . z .
F=|6x+4xz+ i- Y j+ |26+ — | K.
x*+ 22 x*+ 22

Solucion: P = 2,

Calcular el trabajo realizado por la fuerza F=2xy” i+2x” yj cuando actda
sobre una particula que se mueve del punto (-2, 1, 0) al punto (0, 4, 0)

siguiendo la trayectoria de ecuaciones
x=2cost; y=3sent+1; z=0.
Solucion: W = —14.67
Determinar el trabajo que efecttia el campo de fuerzas F = (x, Y, z) al mover
una particula a lo largo de la trayectoria recta que va del punto (0, 0, 0) al
punto (1, 2, 3).
La trayectoria de una particula en funcién del tiempo t esta dada por
r(t)=64+/3 ti+ (64t-161)],
donde t varia de 0 a 4. Si la particula estd bajo los efectos de un campo de
fuerza F cuya magnitud es directamente proporcional a la de la velocidad
de la particula y la direccién de F es la misma que la de la velocidad, pero

de sentido contrario, hallar el trabajo realizado por esta fuerza.

Soluciéon: W=-581.6 k
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5.6 Campos irrotacionales y campos conservativos

Si al campo vectorial del ejemplo 17 que se ha venido discutiendo se le calcula el

rotacional se obtiene

rot F=AXxF=VxVf

i ] K
0 0

vzt 2xyzt 4xy’d

= % (4xy?2®) - %(nyz“)] i

resultado que era de esperarse, ya que F=Vfy en el Capitulo 4 se vio que el rota-
cional de un gradiente siempre es cero. Por lo tanto, se tiene en general que el
rotacional de un campo conservativo es cero. Es decir, que se trata de un campo
irrotacional.

A continuacidn, se presenta un resumen en el que supone que F satisface las
condiciones requeridas en todos los puntos de un conjunto abierto y convexo. La
funcién F no es necesariamente una fuerza a menos que se indique lo contrario.
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Resumen

Las siguientes cinco afirmaciones son equivalentes:
1) XC F-dr esindependiente de la trayectoria

i) F-dr esuna diferencial exacta

iii) F es irrotacional (VxF=0)

v) Existe ¢ tal que F=V (si F es un campo de fuerzas, — ¢ es la energia

potencial)

v) F esun campo conservativo.

Ejemplo 18.

Dado el campo de fuerza
F=e¢*sen yzi + ze* cosyzj + ye* cosyz Kk
y los puntos A=(0,0,0) y B=(1, 7, 5/2):

a) Calcular el trabajo que realiza este campo cuando una particula se trans-
portade A aBalolargo delas rectas C; y C,, que van de (0, 0, 0) a (0, 0, %),
y de (0,0, %2) a (1, m, 2), sin investigar si el campo es conservativo.

b) Comprobar que F es un campo conservativo a partir de la diferencial exacta.

c) Comprobar que | F-dr es independiente de la trayectoria a partir del cél-
culo del rotacional de F, y evaluar el trabajo mediante la energia potencial.

Solucion:
a) Paralatrayectoria C, (ver figura 5.19):
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FIGURA 5.19.

porloquedr=Kdt y

F=¢"sen(0)(t) i + te’ cos(0)(t)j + (0)e’ cos(0)(t) K

Il
~
i >

Por lo tanto,

W1=J‘ F-dr=0.
c

Para la trayectoria C,:
x=t; y=mt; 2=5/2;
= dx=dt; dy=m dt; dz=0
lo que implica que

dr=(i+mj) dt.

te[O, l]
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Ademas,

ST . . 5 Swt . STt ..
F=efsen 2t ti+ — el cos| 20 j+mte’ cos S 7S
2 2 2 2

Entonces el trabajo es

1
ST 5 5
W2=X Fodr=| | efsen—t+ 2" ¢t cos 2~ ¢ | dt.
C, 0 2 2 2

Si se resuelven por partes ambas integrales, se tiene que

0s — t+

[ 10 7et 51 4¢t 5m |!
Wy=|-——=—¢ —— . sen—t
251°+4 2 251+ 4

57 10 e’ 51T 4et 51 !
+ | — —zsen—t+—2cos—t
2 \25m°+4 2 25+ 4 2 o

4de 10w ST 10me 4
- 4T 24 T 24 2 =e
25m+4 25m+4 2 \25t°+4 25T +4
Sumando la contribucién de ambas trayectorias se obtiene el trabajo total:
W=W,+W,=e.

b) Como F es un campo conservativo siy sélo si F - dr es una diferencial exacta,
bastara verificar esto tltimo. Asi, de la expresiéon

F-dr=e¢" senyz dx + ze* cosyz dy + ye* cosyz dz
se ve que

M=¢e” senyz; N=2ze" cosyz; P=ye” cosyz.
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Si se calculan las respectivas derivadas parciales cruzadas:

oM . oN

— =ge” cosyz=—-o

oY ox

M _ e* cosyz= op

0z / / ox

oN . .

— =—yze  senyz+e’ coOsSYz=—om.
oz oy

Como estas igualdades se cumplen en todo el espacio R®, F-dr es una dife-

rencial exacta en R® y F es un campo conservativo.

c) XF- dr es independiente de la trayectoria si y so6lo si F es irrotacional, es

decir, si y sélo si
VxF=0.

Calculando el rotacional se tiene que

1 ] K
d
rot F=VxF = 3 3y 3z = 0.

e*sen(yz) =ze*cos(yz) ye*cos(yz)

Por lo tanto, F - dr es independiente de la trayectoria. Para determinar la funcién

¢ se parte de las funciones M, N y P obtenidas arriba

0P _ »
M=—=¢"senyz
ox
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d
N=2 _ e cosyz
oy

0
p=% =ye” cosyz.

oz
Si se integra M con respecto a x:
) =\[ e* sen yz dx
= e*senyz + K(y, 2).

Ahora se deriva con respecto a y y se iguala a N:

% =ze” cosyz + K,(v, 2)
0z

x X
ze cosyz+Ky(y, z)=2e* cosyz

= Ky(y,z)=0

K(y, z) =H(z)

Luego, p=¢* senyz+H (z) Ahora se deriva con respecto a z y se iguala a P:

% =ye”* cosyz+H'(z)
oz
=ye” cosyz
= H'(z)=0
H(z) =cte

y finalmente, ¢ =e* sen yz+ cte. Entonces, la funcién potencial es

f(x,y, 2) =—e” senyz—cte.
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Para terminar, se evalta esta funcion en los puntos extremos A = (0, 0, 0) yB= (l,

7, °/2) y se calcula la diferencia:

5
W=\[ F-dr = £ (0,0, 0)—f<1, m, 3)

= [— e* senyz— C] (0,0,0) ~ [— e* senyz— C] (1, m,5/2).

Il
®

Resultado que era de esperarse, ya que es el valor que se obtuvo en el primer

inciso.

3
5.25. Sea el campo de fuerzas F=x"y i + %j

i) Hallar el trabajo realizado por F cuando actiia sobre una particula
que se mueve sobre una trayectoria C que consiste en la unién de los
siguientes tres segmentos de recta: el primero va de (0, 0) a (2, 0), el
segundo de (2, 0) a (0, 2) y el dltimo de (0, 2) a (0, 0).

ii) Mostrar que F es un campo conservativo utilizando el concepto de
rotacional.

iii) Calcular el trabajo realizado cuando la particula se mueve del punto
(0, 0) al punto (3, 3) utilizando la funcién ¢ tal que F=V.

Solucion: 1) W=0; iii) W=-729.

5.26. Sea el campo de fuerzas dado por F=e¢* sen yi+e* cosyj:

i) Mostrar que F-dr es una diferencial exacta
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ii) Calcular el trabajo realizado cuando la particula se mueve de (0, 0) a
(1,0)yde(1,0)a(1, %)

iii) Calcular el trabajo del inciso anterior a través de la funcién potencial
ftal que F=—Vf.

Solucion: ii)) W=e; iii)) W=—e.

5.27. Sea el campo de fuerza F=y i+xj.

a) Verificar que es conservativo:
1) Mediante el rotacional
it) Probando que F-dr es una diferencial exacta
iii) Encontrando la funcién potencial f tal que F =— Vf.

b) Utilizando la funcién potencial f calcular el trabajo W realizado por F al
actuar sobre una particula que se mueve del punto (l, l) al punto (2, 2).

Solucion: ai) F es irrotacional; aii) F-dr es diferencial exacta;
aiii) p=—xy+C; b) W=-3

5.28. Mostrar que un vector constante a tiene una funcién potencial f dada por

f=-a-r.

Solucion: f=—-a,x-a,y—a, 2

5.7 Laintegral curvilinea en otros sistemas coordenados

A menudo los sistemas bajo estudio tienen simetrias que facilitan sustancial-
mente su descripciéon. Por ejemplo, puede ocurrir que se desee calcular una
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mucho mas facil calcularla si se utiliza un sistema de coordenadas apropiado
distinto del cartesiano original. En esta seccion se obtendra una expresion que
permita evaluar integrales curvilineas en otros sistemas coordenados. El trata-
miento se restringird a sistemas de coordenadas ortogonales.

Sean u, v, w las coordenadas de un sistema curvilineo ortogonal cuyas ecua-

ciones de transformacion son

u=G, (x,y, 2) x=F, (u, v, w)
v=G, (x, Y, z) o bien y=F, (u, v, w)
w=G, (x, Y, z) z=F, (u, v, w).

La diferencial del vectorr=xi+yj+zK es
dr=dxi+dyj+dzK.

Pero como x, y, z dependen de u, v, w, entonces

6] 5] )
dr= "5 du+ = dv+ - dw
ou oV ow

0 0
dy="" qu+¥ av+ ¥ qw
ou ov w
0z 0z 2
dz=2 au+Z av+ 2Z gw
u ov w

Sustituyendo estas diferenciales en la expresion para dr y agrupando términos
se obtiene que

donde (ver seccion 4.8 del capitulo 4),
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or . or . or .
_:hueu' _=hvev' _=hwew’

ou ’ ov ’ ow

siendo €, €,, €, los vectores unitarios asociados al nuevo sistema de coordena-
das. Si se sustituyen estas igualdades en la expresion para dr se obtiene

dr = h,due, + h,dvé, + h,dwé,,.
Por lo tanto, el producto escalar de
.‘F(u, v, w) =Tu(u, v, w)éu+ Tv(u, v, w) e, + .‘Fw(u, v, w) é,
con dr esigual a
hy Fu(w, v, w)du + h, F, (u, v, w) dv + h, F,(u, v, w) dw,
en donde se ha utilizado el hecho de que el nuevo sistema de coordenadas es

ortogonal. Entonces, la integral de linea de F-dr a lo largo de la curva C esta

dada por
X T-dr:[ huTu(u, v, w) du + hvjf‘v(u, v, w) dv + hwﬂ’w(u, v, w) dw. (20)
C C

Para evaluar la integral se deben sustituir las variables u, v y w por sus expresio-
nes dadas por las ecuaciones paramétricas de la curva.

La formulacién que se ha presentado arriba esta desarrollada para el caso de
sistemas de coordenadas en el espacio tridimensional, pero los resultados son
facilmente adaptables para el espacio bidimensional. En este caso la ecuacién

(20) se reduce a

J F.dr :j hy Fu(w,v)du + h, F,(u, v)dv, (21)
C C
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donde

or

or
v

ou

.

huz ; hvz

A continuacidn, se veran con mas detalle los tres sistemas de coordenadas
curvilineas mas comunes: el sistema de coordenadas polares, el sistema cilin-

drico y el sistema esférico.

1) Para el sistema de coordenadas polares se tiene que
x=p cosB h,=1
y=p senB he=p.

Por lo tanto, en este sistema la integral curvilinea se expresa como

X rr-dr:y F,(p,6) dp+pFq(p, 0) db.
C C

2) Para el sistema cilindrico se tiene

x=p cosb h,=1
y=p senB = he=p
2=z h,=1

Por lo tanto, en este sistema la integral curvilinea se expresa como

J .‘T.dr:“\ Fo(p:0,2)dp + pFo (p,6,2) d0 + F, (p, 6, 2) dz.
C C
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3) Para el sistema esférico se tiene

x=rcos0 senp h.=1
y=rsenf senp = ho=r
Z=TCOSY he=r1sen.

Por lo tanto, en este sistema la integral curvilinea se expresa como

X T-dr:j\ Fo(r, 9, 0)dr+ 1 F,(r, 9, 0)dg + rseng Fy (1, 9, 0) d6.
C C

} Ejemplo 19.

Un campo de fuerza bidimensional esta dado en coordenadas polares por la

ecuacion

F(p,0)=(—4senb cosf+4sen’0) é,+(4sen’® + 4senb cosh) &,.

Calcular el trabajo realizado por esta fuerza cuando actia sobre una particula

que se mueve del punto A al punto B, de coordenadas polares (1, 0) y (0, o) res-

pectivamente, a lo largo de la espiral cuya ecuacién polar es p=e~°.

Solucion: Las componentes de F son
F,(p,8)=—4senb cosd+4 sen’d

Fo(p, 8)=4sen’0+4 senf cosb.

Como la ecuacién polar de C es p=e~® se puede tomar a 6 como pardmetro y

usar como ecuaciones paramétricas a

p=e 6=6; con 0 e [0, )
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De manera que

J .‘F-dr=j Fo(p,0) dp+pFq(p, 0) db
C C

=J‘°°[_4 senf cos0+4 sen’8] (—e ®d6)

0

+ (e‘e) [4 sen’0 +4 sen B cos 6] de,

expresion que al desarrollarse y simplificarse da

j F-dr =8 X ¢ ¥senb cosh db
c

0

=4X e ®sen20 do

0

= [—%e‘e (2 cos20+sen20) | = —.

8
Por lo tanto, el trabajo pedido es W=E.

} Ejemplo 20.

Supdngase que en una cierta region del espacio existe un campo eléctrico dado por

R R . newtons
E=10e.+ 4e,+ 7€ en ————-
coulomb

Calcular el trabajo realizado por la fuerza que acttia sobre un electrén en contra
del campo eléctrico, cuando el electrén se mueve desde el punto de coordenadas
esféricas (20, 0, 7/9), hasta el punto (20, 21t/9, 7/9), a lo largo de trayectoria
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r=20 metros

o=_".
9

Solucion: Se sabe que la fuerza que ejerce un campo eléctrico E sobre una carga
eléctrica de magnitud g, es igual a gE. Por lo tanto, el trabajo pedido esta dado por

W=—qX E-dr.
9

Aqui las componentes del campo son Er(r, ®, 6) =10; Eq,(r, ®, 6) =4y Ee(r, P,
6) =7. Ademas, como r=20y 8=1m/9 la inica coordenada que varia es la . Asi,

se pueden tomar como ecuaciones parame éticas de C a

r=20
0 21
p=9 Pelby
0= —
9
=  dr=0; dp=dy; do=0.

Entonces,

20,2m/9,1/9)
L E-dr :j( 10(0) +(20) (4) do+(20) (sen ) (7) (0)

(20,0,m/9)

dp= metros.

_ 50 2m/9 3 160 newtons
B 0 9 coulomb
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Por otra parte, como la carga eléctrica de un electrén es
g=-1.6x10""° coulombs
entonces
W=-¢q J E-dr
c

160w

=—(-1.6x107") (9—) newton — metro

=8.93x107'% joules.

5.29. Calcular <§>c dr alo largo de la circunferencia representada por

xX*+y*=a*; z=0.

Solucion: <§)C dr = —4ai+4aj

5.30. Si ¢ =xy, calcular XC ¢ dr desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 0) a lo largo de:

i) Lacurvay=x%z=0
i1) Larecta que une (0, 0, 0) y (l, 1, 0).

Solucion: i) (¢ gdr="41+%J; i) [c ddr="1+%j]
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Uno de los conceptos fundamentales del calculo con una sola variable indepen-
diente es el de integral. Este concepto tiene ademds una gran cantidad de aplica-
ciones. Basta citar, por ejemplo, el calculo de areas de figuras planas, longitudes
de arco de curvas planas, volumenes de solidos de revolucion, areas de superfi-
cies de revolucién, problemas fisicos de trayectorias, trabajo, energia cinética,
presion de un liquido, etc. Sin embargo, existen muchos otros problemas en los
que aparecen varias variables y que involucran también el concepto de integral
pero que no pueden tratarse con la integral de una sola variable.

En el presente capitulo se verda como extender este concepto para funciones
con mas de un argumento y ampliar asi el nimero de problemas que se pueden
resolver con los métodos del calculo integral: determinacion de 4reas de super-
ficies no planas, calculo de volumenes, evaluacién de las llamadas integrales de
superficie y, en fisica, calculo de masa, densidad, momento estatico, momentos
de inercia, campo electromagnético, energia electromagnética, etc. Por breve-
dad el tratamiento se concretara en los casos de dos y tres variables, ademas
de que en la mayoria de las aplicaciones sélo aparece ese nimero de argumen-
tos. No obstante, la extensién de estos conceptos a dimensiones mayores es
directa. También se veran los teoremas integrales de Green, Gauss y de Stokes
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con aplicaciones y ejemplos. Para finalizar se tratardn las integrales impropias
dobles que son una extension de las tratadas en el calculo con una variable.

l 6.1 Laintegral doble

La forma mas sencilla de introducir este tipo de integrales es por medio de un
procedimiento similar al visto en el caso de una variable. Se comenzara defi-
niendo cierto tipo de regiones, después se definird una funcién sobre una regién
y se construird una particiéon. Finalmente se formard una suma de Riemann y se

tomara su limite.

a) SiR esunaregién plana cuya frontera C es una curva lisa por tramos (o sec-
cionalmente suave) y se puede circunscribir dentro de algun rectdngulo de
lados finitos se dira que R es una region acotada. Si ademas R contiene a
todos sus puntos frontera se dird que R es una region cerrada y acotada (ver
pag. 7 del capitulo 1).

b) Sellama region tipo I (o regién x), denotada como R, a un conjunto de pun-
tos del plano definido como (ver figura 6.1a):

R.={(x.y) | asx=b; g (x)<y=g(x); x.yeR},

donde a y b son nimeros reales y g; y g, son dos funciones de la variable x.
Como puede verse, en este tipo de regiones la variable x varia entre dos nime-
ros fijos (la a y la b) mientras que la variable y varia entre los valores de las fun-
ciones g, y g, cuyas graficas estdn mostradas en la figura 6.1a. En este caso toda
recta paralela al eje Y corta a C en cuando mas dos puntos. Como los limites de
las variables estan indicados mediante el simbolo < y no mediante desigual-
dades estrictas con el simbolo <, este tipo de regiones son regiones cerradas.

c) Sellama region tipo II (o region y), denotada por R,, a un conjunto de puntos

de plano definido como (ver figura 6.1b):
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donde ¢ y d son numeros reales y h; y h, son dos funciones de la variabley.
En este tipo de regiones la variable y varia entre dos nimeros fijos (la c y la
d) mientras que la variable x varia entre los valores de las funciones h, y h,
cuyas graficas estan mostradas en la figura 6.1b. En este caso toda recta
paralela al eje X corta a C en cuando mas dos puntos. Este tipo de regiones

también son regiones cerradas.

FIGURA 6.1. La figura de la izquierda es una region tipo I (regioén x) porque toda recta
vertical corta a la frontera de R en cuando mads dos puntos. La regién de la derecha es una
region tipo II (regién y).

En las definiciones (b) y (c) se estd suponiendo que las funciones g, g, h;
y h, son funciones reales acotadas (una funcién real f de una variable es aco-
tada sobre un intervalo I,, contenido en su dominio cuando los valores de f(x)
siempre estan dentro de algun intervalo de longitud finita I Vx € I,). En conse-
cuencia toda regién del tipo I o del tipo II puede circunscribirse dentro de algun
rectangulo de lados finitos y por lo tanto es acotada. Asi, toda regidn del tipo I 6
IT es una region cerrada y acotada.

Es importante notar que no toda regién cerrada y acotada es del tipo I 6 II.
Por ejemplo, la regidn cerrada y acotada de la figura 6.2b no es del tipo I ni del II.
Ademas, no toda region del tipo I es también del tipo Il y viceversa. Sin embargo,
hay regiones que si son de ambos tipos simultdineamente, por ejemplo, un cir-
culo o la region mostrada en la figura 6.2a. La region de la figura 6.1a es una
region tipo I pero no puede ser una region tipo II porque hay rectas horizontales
que cruzan a su frontera mas de dos veces.

A una regién que sea simultaneamente del tipo I y del tipo II se le llamara

region regular o region estandar.
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FIGURA 6.2. En la figura de la izquierda toda recta paralela al eje X o al eje Y corta a C en
cuando mds dos puntos. En cambio, en la de la derecha existen rectas paralelas a los ejes
coordenados que cortan a C cuatro veces.

FIGURA 6.3. Grafica de la
funcién f(x, y) definida
sobre la regién R

Considérese ahora una funcién f (x, y) cuyo dominio contiene a la regién cerrada
y acotada arbitraria R (por el momento no es necesario pedir ademas que sea del
tipo I 6 II). Ver figura 6.3. Supéngase por lo pronto que f(x, y) es positiva en R
y que nos interesa calcular el volumen del solido limitado hacia arriba por la
superficie S de ecuacién z=f(x, y), hacia abajo por la regién R, y lateralmente
por la superficie cilindrica vertical cuya seccidn transversal es R.

Se puede intentar obtener un valor aproximado de dicho volumen con el
siguiente procedimiento. Primero se divide la regién R en subregiones no super-
puestas de forma arbitraria, lo que definira una particién P de R. Como resultado
de esta division en “rejillas” se obtiene un conjunto de pequeilos pedazos acota-
dos por una curva cerrada seccionalmente lisa (ver figura 6.4a). Usualmente una
de las formas mds convenientes de dividir la region es mediante rectas paralelas
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alos ejes X y Y (sobre todo cuando se estdn utilizando coordenadas rectangula-
res) con lo que se obtienen celdas rectangulares (ver figura 6.4b). En este caso
puede haber rectdngulos que no estén totalmente contenidos en R, pero con-
forme se tomen particiones cada vez mds finas el drea de dichos rectangulos
se hara cada vez mas pequena hasta que llegue a ser despreciable. Se usard el
indice i para numerar a las subregiones de la particién y a la subregién niamero i
se le denotara como R;. Al area de R; se le denotara con AA;. En el caso en el que

la subregidn sea rectangular se tiene que AA; = Ax; Ay;.

FIGURA 6.4.

Ahora sobre cada subregion se escoge un punto arbitrario. Asi, para la subre-
gién R; se tiene el punto P;=(x;, y;) y al evaluar ah{ la funcién f se obtiene el valor
z=f (xi, yi) que es la altura del elemento cilindrico cuya base es la mencionada
subregién R; y cuya tapa superior es el plano z =z;. En las figuras 6.5a y 6.5b se
muestran ejemplos de dichos cilindros. Existe una infinidad de criterios para
escoger a P; dentro de R;. Por ejemplo, se puede tomar a P; como el punto en
donde f alcanza el valor maximo dentro de R;, o el valor minimo, o bien escoger a
P; de manera que x; sea racional o bien o irracional, o bien escogerlo al azar, etc.

El volumen AV, del i-ésimo elemento cilindrico, esta dado por

AV;=f(x;, y;) A4,
o bien, si la particién es rectangular,

AV;=f (xi’ yi) Ax; Ay;.
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y FIGURA 6.5.

Como la tapa superior del volumen contenido entre S y la subregién i no es
plana, sino que es una porcién de la superficie de ecuacién z=f (x, y), las expre-
siones anteriores no determinan con exactitud el volumen entre la superficie Sy
R;. Sin embargo, conforme se tomen particiones cada vez mas finas puede espe-
rarse que la diferencia entre ambos volumenes se haga despreciable.

Ahora se construye la suma de Riemann asociada a la particién considerada

n

n
> f (i y;)AA, o bien > (% y;) Ax; Ay
i=1 i=1
Se define el didmetro de la subregidn R; como la mayor de las distancias posibles
entre dos puntos cualesquiera de R; y se define ademas la norma ||A|| de la par-
ticién como el mayor de los didmetros de las subregiones inducidas.

En esta discusion se ha supuesto momentaneamente que f es positiva con el
objeto de tener una imagen geométrica de las sumas de Riemann como un volu-
men. Sin embargo, las ideas principales son igualmente validas para cualquier
funcién acotada, sea negativa, positiva o que cambie de signo dentro de R (una
funcidn f de dos variables es acotada sobre un conjunto R;, contenido dentro de
su dominio cuando los valores f (x, y) estdn siempre dentro de algn intervalo I
de longitud finita V(x, y) € R, Notar que esta definicién es totalmente analoga a
la que se dio previamente para las funciones acotadas con una sola variable).

Ahora es de esperarse que al tomar particiones cada vez mas finas el valor
de la suma de Riemann se vaya acercando cada vez mas al valor exacto del volu-

men (o bien, en el caso de una funcién no necesariamente positiva, a un valor
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fijo I). Sin embargo, esta esperanza no siempre se cumple y pueden ocurrir dos
posibilidades excluyentes. La primera es cuando al ir considerando particiones
cada vez mas finas el valor de la suma de Riemann no se va acercando a ningin
valor fijo. Esto ocurre por ejemplo cuando f es la funcién de Dirichlet que ya
fue mencionada en el capitulo 5 arriba de la definicién de integral de linea. La
segunda posibilidad es cuando el valor de la suma de Riemann si se va acer-
cando a un valor fijo I (que en el caso de las funciones positivas es el valor exacto
del volumen) que es independiente del criterio que se utilice para escoger a los
puntos P;. En este caso la diferencia

n

> fx, ) AA— T

i=1

puede hacerse tan pequefia como se desee con tal de que se utilicen particiones
suficientemente finas de manera que su norma ||A| sea menor que un cierto
valor 6 >0. Las funciones para las que ocurre esto reciben un nombre especial
como lo indica la siguiente definicion.

é Definicion. Se dice que la funcién escalar f (x, y) es doblemente integrable
con respecto a las variables x y y en una regién R, si f es acotada y existe un
numero real I con la propiedad de que para cualquier € >0 siempre existe un

numero 6§ >0 tal que

<€ (1)

> floy) DA - I

i=1

o bien

n

Z f(xi’ yl) Ax;, Ay; -1

i=1

<€ (2)
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para cualquier particiéon P cuya norma sea menor que & y para cualquier
eleccién del conjunto {Pi = (xi, yi)} con P; € R;. Al nimero I se le llama inte-
gral doble de f (x, y) sobre R y se denota como ”R f (x, y) dA o bien como

“ < f (r) dA; es deci,

I- HRf(r)dA= HRf(x, y) da

y en forma breve se dice que f es integrable en R. También se dice que el
limite de la suma > ", f (xi, yi)AAi cuando la norma de las particiones

tiende a cero es igual a I, lo cual se escribe como

n

I= lim D, f(x;,y) DA, 3)

lal>o o

o bien

HR flx. y)da :HR f(r)dA= lim 5" Fls ) A4, "

INE I

Algunos autores escriben la integral doble con el simbolo dxdy en vez de
dA. Sin embargo, aqui la integral doble siempre se escribird con dA, reservando
el simbolo dxdy para utilizarse en las integrales reiteradas que se definirdan mas
adelante.

En este punto vale la pena mencionar que la discusion, que se dio en el capi-
tulo 5 (después de la definicidn de la integral de linea), es igualmente aplicable
para los limites involucrados en (3) y (4).

En la practica, para saber si una funcién es integrable, no se investiga si el

E\
S
(@)
m
0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
e
o
0
[=]
©
wn
0
[=)
i
(o)}
M
o
X
<
(=
r
>
(2]

limite anterior existe, sino que se recurre al siguiente teorema que se dara sin

demostracion.




Teorema 1. Si f(x, y) es una funcién continua en una regién cerrada y aco-
tada R c R?, entonces f(x, y) es integrable en R.

A continuacién, se enuncia un teorema que enlista algunas de las propieda-
des de estas integrales que, como se puede ver, son semejantes a las de las inte-

grales con una sola variable.

Teorema 2. Si f(x, y) y g(x, y) son funciones escalares integrables en una
region cerrada y acotada R c R?, y k es una constante en R, se cumple que:

i) HR kf(x,y)dA =k HR flx, y)dA (5)

ii) HR (f(x,y)+g(x,y))dA = HR flay)da+ HR g(x, y) dA (6)

iii) SiR se divide en un numero finito de subregiones R;, R,, -, R, que no
se traslapan (excepto posiblemente en sus fronteras), entonces

|| s wyan= || sy

+ HRZ f(x,y)dA

+ ..

+ \H f(x, y) dA (7)
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w) Sif (x, y) >0 V(x, y) € R, se tiene que

H flx,y)dA=0 (8)

v) Sif(x,y) = gx,y) V(x.y)eRr,

HR flx,y)dA = HR g(x, y) dA 9)

vi) Sif(x,y) tiene un maximo absoluto M y un minimo absoluto m en R,

entonces

m A(R) < HR f(x,y) dA < M A(R) (10)

siendo A(R) el area de R.

vii) H dA=A(R). (11)

6.1.1Teorema del valor medio para integrales dobles

Teorema 3. Sea f : R>— R una funcién continua en una regién cerrada y aco-
tada R y sea A(R) el 4rea de dicha regién. Entonces existe al menos un punto
(5, 9) en R tal que

|| ) as=ste ) aco @)
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el valor f (£, 8) es conocido como valor medio (o valor promedio) de fen R y se
acostumbra denotarlo como { f ). La ecuacién (12) se puede escribir como

HR]C(x’ y) dA .

JJaa

(f)= (12')

Demostracion: Como f es continua en R y ésta es cerrada y acotada, entonces f
es acotada en R y existe un valor minimo m y un valor médximo M de f en R, tales

que (ver figura 6.6)

m<f(ey) <M V(x,y)eR

FIGURA 6.6.

Integrando las funciones m, f (x, y) y M, y de acuerdo con la ecuacién (9) se tiene

.mmmsﬂfwwmsmym

pero de las ecuaciones (5) y (11) se sigue que

HR mdA=m HR dA=mA(R)

que
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HRM dA=M HR dA=MA(R).

Por lo tanto,
mA(R) < H f(x,y) dAa < MA(R).
R
Dividiendo entre A(R):

< HRf(x’ y) dA <
< A(R) <

Como f(x, y) es continua en R, f (x, y) debe tomar todos los valores comprendi-

dos entre m y M, y como

XS‘Rf(x’ y) dA
A(R)

es uno de dichos valores, debe existir por lo menos un punto (E, 9) € R tal que

”R flx,y) dA

f(&0) = A®)

b

con lo que queda demostrado el teorema.

Se ha visto que si f (x, y) es positiva en la region cerrada y acotada R del
plano XY, el valor de la integral doble nos da el volumen de la regién tridimen-
sional comprendida entre la superficie de ecuacién z=f (x, y) y R. En este caso
el teorema 3 dice que dicho volumen es igual al producto del area A(R) de la
regién R por el valor medio (f ) de f(x, y). Considérese el siguiente ejemplo

como ilustracion del Teorema.
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Determinar el valor promedio de f(x, y) =1-x—y, en la siguiente regién del
plano XY

R={(x, y)| y<l-x; x=20; y=0; x,yeﬂ'\"}.
Indicar en qué puntos de la region se presenta dicho valor promedio.

Solucion: De acuerdo con la ecuacidon (12') el valor promedio de f esta dado por

[ y) aa

(fr= f(g’ 6)= A(R)

Aunque todavia no se estudiado de manera general como calcular una inte-
gral doble, en este caso se puede aprovechar el hecho de que f (x, y) es posi-
tiva y calcular la integral doble mediante el calculo del volumen comprendido
entre la superficie y la regiéon R. En la figura 6.7a se muestra una gréafica de
z=f(x, y) =1-x-yendonde se ve que efectivamente es positiva. Enla figura 6.7b

se muestra la region R. Asi,

\%4
= 3w

Como se observa, el volumen considerado corresponde al de una piramide de

base triangular y esta dado por

V=A(R) - % (altura)
Ix1 1
- =1
2 3 ( )

1
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Entonces

(fr=

I\Dll—l‘c\lb—l
|

FIGURA 6.7.

FIGURA 6.8.

Si ahora se desea determinar en qué punto (o puntos) de R se presenta tal valor
. . . 1 .
medio se iguala la expresion de f (x, y) a~; ysetiene

1 2
]__x_yzE = y:g—x Vx €

>  (50)= (x%—) Vx €
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Vemos que el conjunto {(E, 9)} es un segmento de recta. En la figura 6.8 se mues-
tra dicho segmento. Aunque en general el punto (g, 8) no es tinico el valor  f)
siempre es Unico y esta dado por la ecuacion (12'). En la figura 6.9 se muestra el
volumen que resulta de multiplicar el 4rea de la regién A(R) por el valor medio
(fr= (6, 6) = % que, de acuerdo con el teorema 3, es igual al volumen de la pira-

mide de la figura 6.7.

FIGURA 6.9.

6.1.2 Calculo de la integral doble

Se ha visto que la integral doble es el limite de una suma de Riemann, pero en
la préctica, si se intenta calcular una integral doble mediante el calculo de ese
limite resulta en general un procedimiento muy complicado y por lo tanto se
hace necesario tener un método mas eficiente para calcularla. En lo que sigue
va a jugar un papel esencial un nuevo concepto que es el de la integral reite-
rada. Se principiarad entonces estudiando este concepto. Para ello considérese el

siguiente problema.

Problema. Se desea calcular la integral doble de la funcién f (x, y) =2 definida
sobre la region triangular del plano XY comprendida entre los ejes X, Y y la recta
3x+2y=6. Ver figura 6.10
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FIGURA 6.10.

Solucion: Como f es positiva el valor de esta integral es igual al volumen del
solido limitado arriba por la superficie z =2, y abajo por la region triangular

mencionada. Este volumen es simplemente el producto del drea de la region
(basexaltura _ 2x3 _ 3)
2

plana triangular multiplicada por la altura (2). Es decir, el
volumen es igual a 6 y se podria decir que el problema ya esta resuelto. Pero lo
que interesa ahora es calcular dicho volumen mediante un método que involucre
el concepto de integral reiterada. Para esto considérese la familia de secciones
planas verticales paralelas al plano ZX. Una de ellas se muestra en la figura 6.10.
Se ve que el drea de cada seccion depende del valor de y, es decir, el area es una
funcién de y. Se usard el simbolo A(y) para representar a esta funcién.

La base de esta seccién plana es el intervalo horizontal que va del eje Y a la
recta de ecuacidn 3x+2y=6. Por lo tanto, la longitud de la base es (6 - 2y)/3 y
su area es A( y) = (2 -3 y)2 =4—4/3y. Alternativamente para calcular A( y) se

puede utilizar la integral definida

(6-2y)/3
A(y){ "2 dx,

0

en donde los limites de integracién de la variable x van desde cero hasta la recta
x=(6-2y)/3, es decir, dependen de y en correspondencia con el hecho de que
la base de cada seccion plana varia al variar la y.

Para calcular el volumen pedido se multiplica A(y) por la diferencial dy y se

integra con respecto a y desde 0 hasta 3, o sea
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X?’ j\(é—Zy)/s
= 2dx |dy. (13)

0 0

Este resultado es una expresion que involucra una integracién primero respecto
a x y luego otra respecto a y. A este tipo de integrales se les conoce con el nom-
bre de integrales reiteradas (o iteradas) de segundo orden. Evaluando las integrales
se obtiene

N (6-29)/3
V= 2dx |dy.

como se habia anticipado. De la misma forma se hubiera podido trabajar con
secciones paralelas al plano YZ.

Como conclusién se puede decir que se ha evaluado la integral doble de la
funcién constante f(x, y) =2 mediante el cdlculo de una integral iterada. Mds
adelante (Teorema 6) se vera que este procedimiento sigue siendo valido para
integrar funciones més complicadas. En general existen dos tipos de integra-
les reiteradas en el plano XY. En el primer tipo se integra primero respecto a y

tomando a x como constante y luego respecto a x. Tienen la forma

b 82(x)
f(x, y) dy |dx, (14)

a gl(-x)
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siendo gl(x) y gz(x) dos funciones de x que indican los limites de integracion de
la variable y. En el segundo tipo se integra en orden inverso y tienen la forma

d hay(y)
flxy) dx | dy, (15)

c hl(y)

donde hl(y) y hz(y) son dos funciones de y que indican los limites de integra-
cion de la variable x.
En la practica se acostumbra a omitir el paréntesis que encierra a la integral

que se evalua primero y se escribe simplemente

b ga(x)
f(x, y) dy dx (141)
a 81\x
o bien
4 [*hy(y)
flxy) dxdy (15
c hl(y)

segun sea el caso. Sin embargo, al usar esta notacién, hay que tener cuidado de
escribir en el orden correcto las diferenciales dx y dy en correspondencia con
el orden en que aparecen los limites de integracién. Por ejemplo, en el primer
caso los limites de la integral interior son dos funciones de x y los de la exterior
dos numeros reales. Ademas, el orden de las diferenciales es dydx. Se puede ver
también que los limites de las integrales reiteradas de la forma (14) (o (14')) defi-
nen una region R, y las de la forma (15) (o (15') una region R,,.

Ahora se enunciardn algunas propiedades de estas integrales que, como se
podra apreciar, son semejantes a las de las integrales dobles. Sélo se enunciardn
las propiedades de las integrales reiteradas del primer tipo, siendo semejantes a

las del otro tipo.
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Teorema4.Sif (x, y) es una funcién continua en una regién R, c R* del tipo I

limitada pora<x<b;y gl(x) <ys< gz(x), la integral reiterada

b gz(x)
j j (e y) dyd

a Jailx)

existe.

Teorema 5. Sean f (x, y) y h(x, y) funciones escalares continuas en una
region R, del tipo I'y sea k un escalar real. Entonces:

[t [ga(x) b [ gy(x)

i) kf(x,y) dydx = k f(x, y) dydx
Ja J§; x) a 81 x)

[P [ N \PAE)

ii) " [f(x, y) +h(x, y)] dydx = f(x, y) dydx
Ja J&\x a 81\x

E 82(x)
+ h (x, y) dydx

a g1(x)

ii1) Si se efectiia una particién del intervalo [a, b] en subintervalos no

superpuestos x,=a, X, , X, ,, X, = b, se cumple que
7 &a(x) x1 ["ga(x)
fxy) dydx = e y) dydx
a g1(x) Xy J 81\X

x2 | ga(x)
5 f(x, y) dydx

J X gl(x)

(%0 ['g2(x)
+ f(x, y) dydx

JXp—q gl(x)
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iv) La propiedad anterior se puede generalizar para el caso en que la
region R, se divida en n subregiones del tipo I': AR, , AR, ,~, AR, .
Ver por ejemplo la figura 6.11. Asi,

b gz(x) g1r(x
f(x, y) dydx = (x, y) dydx
a gl(x) g” x)
gZF
( y) dydx
g21

&nr(x)
X X £, y) dydx

gnI x)

siendo x;;, X;p, gi1(%) ¥ gix() los limites de la regién AR, , osea

Ain { |x11 =X E x1F’ gzI(x) y glF( )}

FIGURA 6.11. Se muestra una region del tipo I definida por la expresiéon
{(x, y) | as<x=<b gl(x) Sys gz(x)}, la cual se ha dividido en las subregiones
Ry Ry R también del tipo I
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v) Si f(x,y)=0 V(x,y) € R,,
b [gax)
f(x,y) dydx = 0
a 81 x)

vi) Si f(x,y) = h(x,y) V(x,y) € Ry,

E 82(x) J 82(x)
f(x,y) dydx = h(x, y) dydx

a J&i\x a J8&i1\X

b [eax)
Vii) K X dydx=A(R,), siendo A(R,) el 4rea de la regién R,..

a J81\¥

viii) Sif (x, y) tiene un maximo absoluto My un minimo absoluto m en R,

E 82(x)
m A(R,) Sj X f(x,y) dydx < MA(R,)

a J8&i1\X

ix) Teorema del valor medio para integrales reiteradas. Bajo las mis-
mas condiciones que las del teorema de valor medio para integrales
dobles existe al menos un punto (e, r;) € R, tal que

b [ea(x) b [ gy(x)
J] f(x’y)dydx=f(e,n)jj dydx

a J&i\x a J8i1\x

= f (e, n) A(R,).

A continuacién, se vera un teorema muy importante y util. Es el teorema

que establece la relacion precisa entre las integrales dobles y las integrales rei-
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Teorema 6. La integral doble de una funcién continua f (x, y) en una region
tipo [, limitada por x=a, x=b, y= gl(x) yy= gz(x), es igual a la integral rei-
terada de segundo orden del primer tipo de la funcidn f sobre dicha region,
es decir,

o]

De la misma forma, si la region de integracion es tipo II limitada por

8a(x)
f(x, y) dy | dx. (16)

81\X

UiSiE, )=k = hl( Y) y x= hz(y), entonces

[ rerone]

En los casos en los que la regién de integracion es regular, es decir indis-

hz(y)
f(x, y) dx | dy. 17)

hy(y)

tintamente del tipo I o del tipo II se puede utilizar (16) o bien (17), siendo el
resultado exactamente el mismo.

Demostracion: Se probara el teorema para el caso de una region del tipo I. El caso
de una region del tipo II es exactamente igual y se deja como ejercicio al lector.

Si se efectia una particion de R, de manera que quede dividida en n subre-
giones del tipo I: AR, , AR, ,-, AR, (ver por ejemplo la figura 6.11), al aplicar

la propiedad (iv) del teorema 5 se tiene que

b &a(x) x1r | g1p(x)
JX f(x,y)dydx—X X f(x, y) dydx

a gl(x) gu

8ar(x
X j‘ £, y) dydx
g1lx

8nrlx
f (x, y) dydx
gnilx

zzy rw F(x, y) dydx,

i=1
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siendo como antes, X;;, X;p, gi,(x) y giF(x) los limites de la regién AR, o sea,

Ain:{( ) y)| Xip S X = Xip; 8ir (x) SY S8 (x)}

Usando la propiedad (ix) del teorema 5 (teorema del valor medio para integrales

reiteradas):

XiF gir(x)
J X f(x,y) dydx=f(e;,n;) AA; Vi=1,2,-,n

Xir giI(x

donde (ei, r)i) €AR, y AA;es el drea de AR, .. Por lo que

b gz(x) n
X X f(x,y) dydx:Zf(ei, Ui) AA;.

a J8i1\x i=1

A la derecha de esta expresion se tiene la suma de Riemann asociada a la parti-
cién considerada. Como f es continua, al tomar particiones cada vez mds finas
de manera que su norma tienda a cero, el limite de la suma anterior existe y es
igual a la integral doble de f(x, y) sobre R,. Ademds, como la igualdad ante-
rior es valida para toda particién y el miembro izquierdo no depende de ella, al
tomar el limite en esa igualdad se obtiene la ecuacién (16):

r rsz(x, y) dydx= HRxf( y) dA,

a gl(x)

lo que prueba el teorema 6. Como consecuencia de este teorema se tiene el siguiente
corolario cuya demostracién es inmediata y se deja como ejercicio al lector.

Corolario. Sea f una funcién continua en una regién del tipo I. Entonces, el
valor medio f (&, 6) mencionando en el teorema del valor medio para integra-
les dobles es igual al valor f (e , n) mencionado en el teorema del valor medio
para integrales iteradas del primer tipo. Ademas, el conjunto {(5, 9)} es igual
al conjunto {(e ; r))} Un resultado similar se tiene para el caso de las regiones
del tipo II.
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Aunque el teorema 6 establece la igualdad numeérica entre la integral doble
y la integral reiterada, conceptualmente no son lo mismo. Una integral doble es
un nimero asociado a una funcién integrable f (x, y) sobre una regién R y este
numero existe y tiene un significado independientemente del método particular
de calcularlo. Por otra parte, una integral reiterada es un proceso que involucra
dos integraciones como las que se estudian en el Calculo con una variable y en
donde, al final, se obtiene un valor numérico. Asi, toda integral reiterada define
una integral doble, pero no toda integral doble puede definir a una integral reite-
rada (por ejemplo, cuando la regién de integracidon no es una region regular, etc.).

De acuerdo con la propiedad (vii) del teorema 2, cuando el integrando es

igual a 1, la integral doble es igual al 4rea de R. Es decir,

A(R)= HR dA. (18)

Por otro lado, del calculo integral con una sola variable, se sabe que para cal-
cular el area comprendida entre las curvas gl(x) y gz(x) en el intervalo [a, b] se
debe evaluar la integral (ver figura 6.2a)

X (g(x) - gi(x)) dx. (19)

a

Es facil ver que las expresiones (18) y (19) no son dos métodos diferentes de cal-
cular areas, en realidad (19) es una consecuencia de (18). En efecto, si la region
R c R? estd limitada por las curvas gl(x) y gz(x) en el intervalo [a, b], como se

muestra en la figura 6.1a, entonces R es de la forma

R:{(x, y) | a<x<b gl(x) sys gz(x)}

y la integral doble (18) es igual a

b 82(x) b
A(R)=H dA=j X )dydx=j (8(x) —gi(x)) dx

a 81\x a

que es la expresion (19).
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Dadas las siguientes regiones del plano, que se pueden expresar indistintamente
como regiones del tipo I o del tipo II, escribir la integral doble “ <f(x,y)dAen
términos de sus dos integrales reiteradas asociadas. Graficar las regiones.

i) R:tridngulo con vérticesen A=(1,0),B=(3,0) y C=(3, 3)

i) R={(x.y) |*x*<y<4 xyer}

FIGURA 6.12.

La franja vertical sombreada de la figura 6.12a representa al intervalo sobre el que
toma valores la variable y en la integral interior de la integral iterada del tipo I.
Claramente se ve que la longitud de ese intervalo cambia al variar la variable x.
La figura 6.12b muestra lo correspondiente para el otro tipo de integral iterada.

Solucion:

i) Primero se expresard la region como una region del tipo I (ver figura 6.12a).
En este caso los limites de integracion para la variable x son constantes y
estan dados por las abscisas de los puntos A y B, es decir, x=1y x=3. En
cambio, los limites de integracion de y son variables y, para obtenerlos, se
necesita determinar la ecuacion de la recta AC. Utilizando la ecuacién gene-
ral de la recta:
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se obtiene => y=0+ — (x - l).
3-1
3x-3
De modo que y= 5 :

3 [M(3x-3)/2
Por lo tanto ‘H\ f (x, y) dA =j X f (x, y) dydx.
R

1 0

Ahora se expresa a la regién como una region del tipo II. Ver figura 6.12b. En
este caso los limites de integracion para x son variables y van desde la recta
AC hasta la recta BC. En el caso anterior la ecuacién de AC se expresd en fun-
cion de x, en cambio ahora se debe expresar en funcion de y, obteniéndose
x =(2y +3)/3. Ademds, los limites de integracién para y son constantes y
estan dados por las ordenadas de los puntos A y C, es decir, y=0y y=3. En

consecuencia,

X[ flx, y) da ZX X f(x, y) dxdy.
R 0 J(2y+3)/3

Como la integral doble es igual a ambas integrales reiteradas se concluye
que el valor de estas debe ser el mismo. Se observa, sin embargo, que sus
limites de integracion son muy distintos.

En las figuras 6.13a y 6.13b se muestra la regidn. Se puede apreciar que la
region esta limitada superiormente por la recta y=4 e inferiormente por la
paréabola y =x*. Los puntos de interseccién entre estas dos curvas son (— 2,
4)y (2, 4). Al considerar a la regién como tipo I se obtiene que los limites de
integracién para x son x=—2y x=2.Y los de y van desde la pardbola y = x?,

hasta la recta y =4 (ver figura 6.13a) Por lo tanto,

H Sy it X;f (%, y) dydx.
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FIGURA 6.13. La franja vertical sombreada de la figura 6.13a representa al intervalo sobre
el que toma valores la variable y en la integral interior de la integral iterada del tipo I. La
figura 6.13b muestra lo correspondiente para el otro tipo de integral iterada.

Al considerar a la regiéon como una del tipo II se encuentra que la variable y
tiene limites constantes y=0 y y=4.Y que la variable x varia desde la rama
izquierda de la pardbola x =— ﬁ , hasta la rama derecha de dicha pardbola
x=+ ﬁ, tal y como se muestra en la figura 6.13b. Asi,

HRf(x’ y) dA i‘: ji f(x,y) dxdy.

Nuevamente vale la pena observar que, aunque ambas integrales reiteradas

tengan el mismo valor, sus limites son muy distintos.

Calcular el area de la region limitada por las curvas

2+ 2:3 =—
Xty y Y 9

Solucion: Esta region es la de la figura 6.14.
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Por ser simétrica respecto al eje Y, se puede calcular sdlo la mitad del drea y
después multiplicar por 2. El punto de interseccion de las curvas, en el primer
cuadrante, corresponde a x =4/ 2. De manera que

V2 3-x2
A(R)= || dA=2 dydx
R 0 x2/2

FIGURA 6.14.

Calcular el volumen del sélido limitado por los cilindros x*+y*=4 y x*+z°=4.
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Solucion: En la figura 6.15 se ha graficado la parte del solido que queda en el pri-
mer octante. Su forma en los otros octantes es la misma. Por lo tanto, el volumen

pedido es igual a ocho veces el volumen indicado en la figura. Asi,

V=8 ”R f(x,y)da

donde, de acuerdo a la figura 6.16, la funcién por integrar es

z=f(x,y)=+/4-2*

FIGURA 6.15.

y la regién de integracidn esta limitada, como se observa en la figura 6.16, por
un cuarto de la circunferencia de ecuacién x*+y* = 4. Entonces el volumen total

del sdlido considerado esta dado por:

FIGURA 6.16.
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(2 (a2
V=38 X A 4-x* dydx
JodJdo
2 4—x2
=8 4—x2X y dydx
Jo 0
2 4—x2 2
=8 l 4—x2y] dx=8X (4-x2) dx
Jo 0 0
372
:8l4x—i]
3 0
128

6.1.3 Integrales dobles en otros sistemas coordenados

Las integrales dobles también se pueden expresar en otros sistemas coordena-
dos. En el inciso (iii) del teorema 15 del capitulo 4 se vio que la diferencial de
area dA en el plano XY, al hacer una transformacion de coordenadas al sistema

coordenado curvilineo ortogonal uv, esta dada por

u,v

donde dudv esla diferencial de drea en el plano UV'y que denotaremos por dA,,.

dA =

dudv,

En este caso la integral doble quedara como

I, s (z)

siendo R’ la transformacién de la regién original R al plano UV. Si R’ es una

dA,,, (20)

region tipo R, esta integral doble se puede calcular mediante una integral reite-

rada como sigue
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dvdu (21)

I b (29 16

y si R" es una regién tipo R, la integral doble se puede calcular mediante

Vo 4’2(")
I] (28 anu] 2 st (22)

Los limites de dichas integrales son, por supuesto, los limites de R’ en cada caso.

dAw=ju2 j%(u)f(u, v)

Uy IP1(u)

dudv. (22)

Por ejemplo, para el sistema polar el jacobiano es igual a 7y si R’ es una regién

Ry se tiene que
0, | ¥a(6)
f(r,0)rdA,e= f(r,8)rdrde. (23)
N

6, Jv,(0)

Calcular las integrales reiteradas

O I I |
’ H Grgy Y

2 g
ii) ]‘ j rdrd6
0 asen®

3 [V9-22 1442442
iii)X X SPXY gy,

-3 Jo NE
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Solucion:

)] 3 M2 1 3 1 2
——— dydx = - dx
2J1 (x+y) 2L x+y

i) pomp, ol 27a
X X rdrdf =j‘ l—] do
0 asen® 0 2 asen 6

2
= —j cos’8 do
2 0

2m

a’| 8 sen20
= | = +
2 2 4

0

FIGURA 6.17.
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iii) También para esta integral reiterada es conveniente utilizar coordena-
das polares. De acuerdo con los limites de integracion, la region es la de la
figura 6.17. Para cambiar a coordenadas polares, se multiplica el integrando
por el factor de cambio |J(x, y/r, 8)| =r. Ademds, para fijar los nuevos limi-
tes de integracion, se coloca el polo en el origen y se ve que rvariade0a 3,y

0 de 0 a 7. Asi se tiene que

3 9—x2 1 2 2 m (*3 2
J X ﬂdydx:j X 147 drdo
-34J0 1/x2+y2 odo T

Determinar el volumen del sélido que se encuentra abajo de la superficie z=3+
cos (x*+y?) y arriba de la regién R del plano XY limitada por las circunferencias
X+y’=4y x*+y*=9.

FIGURA 6.18.
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Solucion: La region R considerada se muestra en la figura 6.18. Para evaluar
la integral doble que da el volumen buscado, es conveniente hacerlo en coor-
denadas polares. Ademas, como la funcién por integrar es igual en los cuatro
cuadrantes, se puede calcular sélo la integral sobre el primer cuadrante y multi-

plicar por 4. Entonces

P, 3
V= jj [3+cos(x*+y?)] dA= 4 J\ (3+cosr?) rdrdd
R

Jo 2

("ol 32 1 ’
=4 [—+?senr2 o

Jo 2 2

[30 + 2(sen9 —sen 4)] [9] :/2

m(15+sen9 - sen4).

Calcular el volumen del sélido limitado arriba por la superficie de ecuacion
z=x"+y?, y abajo por la regién R en el plano XY que se encuentra entre las curvas

xX*-y*=1; x*-y*=16; xy=1; xy=6.

FIGURA 6.19.
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Solucion: La gréfica de R se muestra en la figura 6.19. Para simplificar el pro-
blema se acude al sistema coordenado curvilineo dado por las ecuaciones
de transformacién u =x*-y* y v=xy ya que entonces las curvas x*~y’=1y
x*—y?=16 se convierten en las rectas u=1y u=16, y las curvas xy =1 y xy=6 en
las rectas v=1y v =6, respectivamente. De esta manera la regidon R se convierte
en la region R’ del plano UV mostrada en la figura 6.20.

FIGURA 6.20.

Ahora es necesario calcular el jacobiano J (x, y/u, v). Sin embargo, en este
ejemplo es m4s f4cil calcular primero J(u, v/x, y) y luego utilizar la relacién J(x,
y/u,v)=1/J(u, v/x, y). Procediendo:

2x =2y
y X

=2 (x*+y?)

] %Y\ 1
wv ) 2(x*+y?)

Este jacobiano debe ser expresado en términos de 1 y v, ya que en la nueva inte-
gral las variables son u y v. De las ecuaciones de transformacion se tiene

_ _V 4 2 2 _
X=— = u=— -y = Yy +uy -v =0
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de donde

I+

%1/u2+4v2

_u
Y775
y por lo tanto,
u 1
= — + —.JuP+4v?
2 2

entonces

x,Y 1 1
J = = .
u, v 2(x2+ yz) NV

Luego el volumen buscado se obtendrd a partir de

V= H (x*+y?) dA =H u?+4v? J (x’ y) dA,,
R R’ u,v
X J A U +4v? dudv
u +4v

1 N6 16
= — dudyv
2 Jl1 1

6 16
u] dv
1
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6.1.

6.2.

6.3.

Calcular la integral doble de la funcién f(x, y)=10-x sobre la regién

triangular comprendida entre los ejes X, Yy larectax+ y=3.

.. 81
Solucion: o

Dadas las siguientes regiones del plano, que se pueden expresar indistin-
tamente como regiones del tipo I o II, escribir la integral doble

HA f(x, y) dA

en términos de sus dos integrales reiteradas asociadas.

i) R=triangulo con vértices en (2, 1), (4,1)y (4, 5).
ii) R={(x, y)|2x2+1 <Sy<5; x yeR}.

Solucion: i) R,:{(x, y)|25xs4; lSySZx—3};

Ry={(x, y)|1sy=5; (y+3)/2=x=4};
i) Ry ’y)|05xs 2; 2x2+15y55};

={(
Ry={(x.y)|1sys5; 0=sx< [

Calcular las integrales reiteradas.

M5 (2
1) X (x+y?) dydx.

Jy3dil

M2
i) rdrdo.

Jo Jcos@

Solucién: i) 53/3; ii) 7m /4.
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6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

x2 2

Calcular el area de la region limitada por las curvas ry + 25 = 3y y=3x"

Solucién: A(R) =8.224 u*.

Calcular el volumen del solido limitado por los cilindros z*+y* =25 y
X’ +2°=25.

Solucion: V=666.67 u®.

Calcular el volumen del solido que se encuentra abajo de la superficie
2z =x+20 y arriba de la regiéon del plano XY limitada por las parabolas

y=-x*+5y y=x*-5.

Solucién: V=800 1/ 5/3 u®.

Calcular el volumen del solido limitado a la derecha por la superficie de
ecuacién y =x* +2z° y a la izquierda por la regién R del plano ZX, que se

encuentra entre las curvas x> —2°=4 y x=5.

Soluciéon: V=2 4/ 21 u>.

R

Evaluar la integral doble H (x-y) dA donde R esla regién

{(x, Y00<sx<2; x?<ys 4}. Trazar su grafica.

Solucién: HR (x-y)dA=- %

Determinar el drea limitada por x*+y>=4; x’+y*-4y=0 y x<0.

Solucion: 4 angsen /% —ﬁ.
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6.10. Obtener el area delimitada por las curvas
-y’ =4
x*-y*=9
xy=1
xy=2

Para resolver este problema se sugiere trazar una grafica semejante a la de
la figura 6.19 y hacer un cambio de coordenadas semejante al del ejemplo 7.

Solucién: V=10 u?
6.11. Determinar el valor medio de f (x, y) =1-2x en la regién R ={(x, y)|
x<1l-y; y=0; x=0; x,yeR}.

Solucion: 13

6.12. Evaluar la integral
j\3ﬁ/2 j«/9—x2
x/\3

usando coordenadas polares.

1
Solucion: E 1- —
6 e

6.13. Calcular el 4rea interior a las circunferencias x*+y°=4 y x°+y’=4x en

e~ (¥2+¥?) dy dx

0

coordenadas polares.

Solucién: A(R) =7.653 u”.
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6.2 Aplicaciones de la integral doble en la mecanica

En diversos problemas aparecen distribuciones planas de cantidades tales como
masa, carga eléctrica, etc., en donde, a partir de ellas, es necesario calcular la
masa total, la carga total, los momentos estaticos o los momentos de inercia, etc.
Estos conceptos constituyen algunas de las aplicaciones mias comunes de las

integrales dobles y seran explicados brevemente en esta seccion.

6.2.1Densidad y masa

Si se tiene una placa plana y homogénea, es decir, con densidad constante p,

entonces la masa de dicha placa esta dada por:
M=pA
en donde A representa al drea de dicha placa.
Sin embargo, si la placa plana no tiene una distribucién homogénea de
masa, la densidad serd diferente en cada punto de la placa y estara expresada

por medio de una funcién p (x, y). De esta forma, dado un elemento diferencial
de area dA, su diferencial de masa dM estara dada por

dM=p (x, y) dA.

Si se pretende calcular la masa total de la placa plana, entonces se debe integrar
esta ecuacién mediante una integral doble, es decir,

M= HRp (x,y) dA,

donde R es la region definida por la forma de la placa.
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6.2.2 Primeros momentos (0 momentos estaticos)

é Definiciones

a)

Sea dM un elemento diferencial de masa situado en el punto ( , y). Se
llama primer momento (o momento estdtico) de dM con respecto al eje
X, denotado como dM,, al producto de dM por la coordenada y de su

vector de posicidn, es decir,
dM, =y dM=yp(x, y)dA.

Sea P una placa plana colocada sobre el plano XY y cuya densidad
de masa es la funcion p (x, y). Se llama primer momento (0 momento
estdtico) de la placa con respecto al eje X, denotado como M,, a la
expresion.

Wlx=HRyp(  y) dA.

De manera semejante, el momento estatico de la placa plana con res-

pecto al eje Y, denotado por M,, es

M, = HR xp(x, y) dA.

Si la masa total M estd concentrada en el punto (x, y) los momentos
estaticos estan dado por

M.=yM
M,=x M.
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También es util definir el momento estatico de una placa plana con res-
pecto a un eje cualquiera que se encuentra en el mismo plano que la placa. Para
hacer esta generalizacion conviene observar que en la integral del inciso (b) que
define a M, la y puede ser positiva o negativa y que por lo tanto el integrando
no se puede definir simplemente como el producto de p (x, y) por la distancia
(que siempre es una cantidad positiva) entre el punto (x, y) y el eje X. Es nece-
sario tener identificado un “lado del eje”. En el caso del eje X se puede utilizar
al vector j para identificar uno de sus lados. Entonces, el integrando de la inte-
gral que define a M, se puede escribir como el producto de p( , y) por el pro-
ducto punto entrejy (x, y). Es decir, el integrando del inciso (b) se podria haber
escrito como p (x, y) [j . (x, y)] Después de esta observacion se procede a dar la

siguiente definicion.

é Definicion. Sean una placa plana localizada en el plano XY. Sea L un eje loca-
lizado también en el plano XY y cuya orientacién es arbitraria y tal que no
pasa necesariamente por el origen. El primer momento o momento estatico
de la placa con respecto al eje L, denotado por M, , se define como

M, =JJR [Y (x’ y) fi- ((x’ y) - (xo’ yo)) dA,

siendo f un vector unitario perpendicular al eje Ly (x,, y,) un punto arbitrario
de é1, de manera que la magnitud de i+ ((x, y) — (x,, ¥,)) es la distancia de punto
(x, y) al eje. Notar que de acuerdo con esta definicién el signo de M, depende
de la eleccidon del vector n. Si la ecuacion del eje es Ax + By +C =0 el vector i1 se

puede tomar como

(4, B)

+/ A%+ B2

Ademis, como (x, , y,) satisface la ecuacién del eje se tiene que

n=
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Ax+ By+ C

+JA%+ B?

fl - ((x’ ¥)— (%, yo)) =

6.2.3 Segundos momentos (0 momentos de inercia)

é Definicion. El segundo momento (o momento de inercia) de una placa plana
con respecto al eje X, denotado por 7, se define como la integral del pro-
ducto de la diferencial de masa p(x, y) dA por el cuadrado de la distancia

minima del punto (x, y) a dicho eje. Esto e,

T,= HR v p(x.y) dA

y de manera similar

T,= ”R x* p(x, y) dA.

é Definicion. El segundo momento (0o momento de inercia) de una placa plana
con respecto a un eje L, denotado por 7;, se define como

T, = HR d(x,y)" p (x,y) da,

, siendo Ax +Bx +C =0 la ecuacion del eje L.
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En mecdnica se demuestra que el momento de inercia de una placa plana
con respecto a un eje L es una medida de la capacidad de la placa para oponerse

a aceleraciones angulares con respecto a ese eje.

é Definicion. El segundo momento polar (0 momento polar de inercia) se define
como la integral del producto de la diferencial de masa p (x, y) dA por el cua-

drado de su distancia al origen. Es decir,

o= (x*+y?) p(x, y) dA.

R

Resulta evidente de la comparacion entre estos resultados que

To=T,+ T,

Las definiciones anteriores de momentos asociados a cuerpos con masa
son conceptos fisicos. No obstante, existen también los conceptos puramente
geométrico de momentos asociados a figuras geométricas. Las definiciones de
estos momentos son en esencia iguales a las dadas arriba. La Gnica diferencia es
que en los conceptos geométricos no aparece nunca la densidad de masa p(x, y).
A continuacioén, se presenta un breve resumen de ellos y para diferenciarlos de

los anteriores se usara un superindice G como sigue.

«  Primer momento (geométrico) de la diferencial de area dA situada en el
punto (x, y) con respecto al eje X

dMi=ydA.
«  Primer momento (geométrico) de la region R con respecto al eje X

MS=|| ydA.

R
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«  Primer momento (geométrico) de la region R con respecto al eje Y

«  Primer momento (geométrico) de la regién R con respecto a un eje arbitrario L
Ax+By+C
MS = H AXTBYTL g4,
R 4 A*+B?

+  Segundo momento (geométrico) de la regién R con respecto al eje X

T$ = jj y* dA.
R

«  Segundo momento (geométrico) de la regién R con respecto al eje Y

+  Segundo momento (geométrico) de la regién R con respecto a un eje arbi-

trario L
2
76 :Jj (Ax+By+C) JA.
R A%+ B?

+  Segundo momento polar (geométrico) de la region R

T$6= \H (x*+y?) dA.
R

A continuacién, se dan las definiciones de centro de masa y centroide. El
centro de masa es un concepto fisico asociado a un cuerpo masivo, en cambio el

centroide es un concepto geométrico asociado a un cuerpo geométrico.

a) El centro de masa de una distribucién plana de materia cuya masa total es M

se define como el punto de coordenadas (xcm, Yem ) dadas por

M, “Rxp(x, y) dA

T M [Jxp(x. ) da
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Yem - M ﬂRyp(x,y)dA.
M ([ p(x.y) da

b) El centroide de una figura plana se define como el punto de coordenadas (xc,

yc) dadas por
X, _ ME _ “Rdi
A ([raa
y

Estas expresiones indican que si x,, 0 y,,,, son cero (lo que significa que el eje X,
o el eje Y, pasa por el centro de masa) el momento estatico M, o M, es cero. De
hecho, se puede demostrar que el momento estdtico con respecto a cualquier
eje que pase por dicho punto es igual a cero. Nétese que el centro de masa y el
centroide son Unicos. Ademas, si la densidad p ( , y) de la placa es constante, es
decir, si su masa esta distribuida uniformemente, se dice que la placa es homo-
génea. En estos casos la densidad sale de las integrales y las expresiones para el
centro de masa se reducen a

Xcm—m =M y ycm:ywx XXRydA,

"M [xda M ([ aa

lo que indica que en estos casos el centro de masa coincide con el centroide. En
general, sin embargo, estan en distintos lugares.

Es interesante observar que la coordenada x, del centroide de una regiéon R
es el promedio de la coordenada x. Es decir, x, es el valor promedio de la fun-
cién f (x, y) =x tal y como se definié en la ecuacién (12). En efecto, haciendo
f(x, y)=x en (12" se tiene

E\
S
(@)
m
0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
[=)
i
(o)}
M
o
X
<
(=
.
>
(2]

~
(=]
(]




-

3D1AaNI

(x)= “Rdi ’

JJras

que es la expresion que define a x,.. Un comentario semejante se tiene para la

coordenaday,.

Se tiene una placa plana cuya forma y localizacién esta dada por la regién R:

R= (x,y)|y$x; yS@; y=0; x,yeR

Si su densidad esta dada por la expresion p (x, y) =2x+ 3y, determinar su masa,
el valor de su densidad promedio y los puntos donde se presenta ese valor:

Solucion: La forma de la placa se muestra en la figura 6.21. Su masa estd dada

por la integral doble

M= HR p(x,y)dA= HR (2x+3y) dA.

FIGURA 6.21. Las ecuaciones de las rectas que limitan a la regién sony=xy y= (— 3x+ 15)/5.
Al resolverlas simultdneamente se obtiene su punto de interseccién: (x, y)=(15/8 , 15/8).
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Tomando a la regiéon R como una region tipo II:

M15/8 [((15-5y)/3
M= (2x+3y) dxdy
J o Y
v "15/8[ " ](15—5y)/3d
-—L i A xy y y
15/8
56 , 5
= - — Yy '——y+25 |d
Jo ( 9 Y 3y ) Y
56 , 5 , 15/8
=| - — - — Yy +25
27 Y 6 Y Y .
3875
- 128

De acuerdo con el teorema del valor medio se sabe que el valor promedio {p) de

la densidad est4 dado por

|| o ar=oraw

Entonces, como

se tiene que

3875 (o) 75
128 “Wl16) "
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De donde

155
<P>— E .

Finalmente, para saber ddnde se presenta este valor medio, se le sustituye en la

funcion densidad:

155
—= 2x+3y,
24

que es la ecuaciéon de una recta. El valor medio se presenta en todos los puntos

que la satisfacen dentro de R.

Una ldmina tiene la forma y localizacién mostrada en la figura 6.22. Su densidad
en cualquier punto es igual a la distancia de este al eje X. Hallar los momentos
estdticos de la ldmina con respecto a los ejes X y Y, asi como las coordenadas de

su centro de masa.

FIGURA 6.22. La
distancia del punto
P=(x,y)alejeX
esy.

Solucion: De acuerdo con el enunciado se tiene que p(x, y) =y. La masa y los
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M= j p(x,y)dA=H\ ydA
JJUR R
2 4—x2

= ydydx
JodJo
*2 2| \Ja-x2
= [i] dx
Jo 2 0
'\2 2
_ 4—-x dx
Jo 2
3 2
= le —il = E
6 |, 3

Para M, se tiene

M, = X yo(x, y) dA=H y* dA
JJR R

Jo
*2 3| Ja-x2

= i] dx
Jo _3 0

M2

1

== | (4-x®)"dx
3 Jo

1 2
=?[6angsen§+ 2x1/4—x2+%1/4—x2 (2-x%)| =m
0
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Por lo tanto, las coordenadas del centro de masa son

M
y
M, 3m
ST

} Ejemplo 10.

Calcular los momentos de inercia con respecto a los ejes coordenados y con res-
pecto al origen de la 1dmina homogénea de densidad p(x, y) =1, cuya forma y
localizacién es la de la regiéon limitada por la curva xy=3 y larecta x +y=6.
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FIGURA 6.23.

Solucion: En la figura 6.23 se muestra la forma de la lamina. Como se observa,
la placa mostrada es simétrica con respecto a la recta y =x lo cual nos induce a

pensar que T, = T,. A continuacion, se vera explicitamente que esto es cierto.

Como la densidad es igual a 1 las integrales requeridas se reducen a lo siguiente:

5.45 | 6-x
T,.= Yy dA = y* dydx
R 0.55  3/x

Jd 0.55 3/x
['5.45 [(6—x)3 — (3/x)? ]

= dx
J 0.55 3 3

1 5.45 27
=— 216 -108x+18x* —x* — — |dx
3 0.55 X

1 x4 27 5.45
= — | 216x—54x"+6x°— — + —
3 4 2xX7 |55

= 58.8
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5.45
= (6x*—x*-3x) dx
J 055
x4 3x2 5.45
= 2x3— -+ —
4 2 0.55
= 58.8.

Por lo tanto, la conjetura inicial fue verdadera. Finalmente,

Ty=T,+T, = 117.6.

6.14. Setiene una placa plana cuya forma esta dada por la region R que se indica

a continuacion. Si su densidad es p(x, y) =2x+3y, determinar su masay
el valor de la densidad promedio.

R= (x,y)|y$x; ysﬁ; y=0;, x,yeR

155

.2 125 . .
Solucién: Masa=31,.; Densidad promedio ==~
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6.15. Calcular los momentos de inercia con respecto al origen y los ejes coorde-
nados de una ldmina homogénea de densidad p (x, y) =1, y cuya forma y
localizacién es la de la region limitada por la curva x (y - l) =2y larecta
x+y=_8.

Solucién: T,=484.104, T, =242.052, T,=242.052.

6.16. Evaluar la masa de una distribucion plana de materia cuya forma es la de
un circulo unitario, sabiendo que la densidad de masa en un punto arbi-
trario de coordenadas (x, y) es proporcional al cuadrado de la distancia

del punto (x, y) al origen.

o T
Solucion: M= 7

l 6.3 Teorema de Green en el plano

Tres de los teoremas mias importantes del calculo vectorial son el teorema de
Green, el teorema de Stokes y el teorema de Gauss (también llamado teorema de
la divergencia). Estos teoremas tienen un sinnimero de aplicaciones en diver-
sos campos de la ciencia: matemadticas, ingenieria, fisica, biologia, etc. Por esta
razon en este capitulo se ha dedicado una seccion especial a cada uno de ellos.
Se principiard estudiando el teorema de Green. Este teorema establece una rela-
cién fundamental entre una integral doble sobre una regién R y la integral de
linea sobre la curva que rodea a R.

Teorema 7. (Teorema de Green). Sea R una region regular (es decir, es indis-
tintamente del tipo I y del tipo II), cuya frontera es la curva seccionalmente
lisa C, recorrida en sentido positivo (o sea en sentido contrario al de las mane-
cillas del reloj). Y sean las funciones escalares M (x, y) y N(x, y) con deriva-
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§ [de+Ndy]:H (g—%)m. (24)
Cc R

FIGURA 6.24.

Demostracion: Aunque desde un punto de vista formal basta dar una sola
demostracién general, por cuestiones didacticas se ha preferido principiar
demostrando el teorema para un caso simple y posteriormente considerar el
caso general. Asi, se comenzard suponiendo que R es simplemente un rectan-
gulo. Por comodidad se denotara a % como N,y a % como M, (No hay que
confundir la derivada M, con el concepto de momento estatico respecto al eje Y,
que fue denotado por M,). Se demostrard por separado que

§> Mdx = —H M, dA (25)

y que

§ N dy =H N, dA (26)

después simplemente bastard sumar ambos resultados. Considérese entonces la

region rectangular

R={(x,y)|a$xsb, c<y<d; x,yelR}.
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En este caso se tiene que

b [d
- ‘”R M, dA=—X J\ M, dydx.

Utilizando el teorema fundamental del célculo integral en el miembro derecho:

- XL M, dA =- 1b[M(x, y)]jdx
=— [M(x, d) - M(x, c)] dx

Ja

Mb b
=| M(x,c)dx —X M(x, d) dx

Ja a

M b

= M(x, c) dx +j‘ M(x, d) dx. (27)
b

a

Ja

Por otro lado se calcula § M (x, y) dx. Para esto se divide a C en los cuatro seg-
mentos de recta C;, C,, C,y C, que se muestran en la figura 6.24 (nétese que cada
uno es una curva lisa). De esta forma se tiene que

§C M(x,y) dx =LM(x, y)dx+| M(x,y)dx

JCy

n

+j M(x, y) dx + M(x, y) dx
C3
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donde
para C;: Scl M(x, y) dx= XZ M(x, c) dx; ya que sobre C; y=c
para C,: \YCz M (x, y) dx=0; ya que sobre C,, x=cte = dx=0
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para C;: Xcs M(x, y) dx= X‘; M(x, d) dx; ya que sobre C, y=d
para C,: XC4 M(x, y) dx =0, ya que sobre C,, x=cte = dx=0
por lo que

a

§C M(x,y) dx=rM(x, ¢) dx +J M(x, d) dx (28)

a b

y por lo tanto, comparando (27) con (28),

§ de: _j\j\ MydA’
C R

que es la ecuacién (25) que se deseaba demostrar. Procediendo en forma seme-
jante, pero ahora integrando primero respecto a x, se llega a

§ Ndy = H N, dA. (29)
9 R

Sumando (25) y (29) se obtiene

§C (M dx+N dy) = HR (N,—M,) dA,

lo que demuestra el teorema para el caso particular de regiones rectangulares.

FIGURA 6.25.
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A continuacidn, se considerara una regiéon mas general. Se demostrara primero
la ecuacién (25). Sea R una region regular. Considerdandola como del tipo I se
puede expresar como (ver figura 6.25):

R={(x, y)lans by o(x)sy<od,(x); x, yeR}.

Entonces,

b [ 9a()
- M,dA= - M, dydx.
R a J¢1(%)

Utilizando el teorema fundamental del cédlculo integral en el miembro derecho:

b $(x)
- M, dA = - lM(x, y) dx
R a 1(x)

| oot 002t o0

a

a

X M(x, ¢,(x)) dx +X M (x, §,(x)) dx. (30)

a b

Para calcular § M (x, y) dx se separa nuevamente la integral de linea como sigue

§ M(x,y)dx =| M(x,y)dx+| M(x,y)dx
c Jc, JCy
+ M(x, y) dx + M(x, y) dx
JC3 JCy
b
para C;: SCIM (x,y) dx= L M (x, ¢,(x)) dx
para C,: SCZM (x, y) dx=0; ya que sobre C, dx=0
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para Cy: ScsM(x, y) dx= X‘; M(x, ¢,(x)) dx
para C,: SC4M (x, y) dx=0; yaque sobre C, dx=0,
por lo que

a

§ M(x,y) dx=j\ M(x, ¢,(x)) dx +J M(x, §,(x)) dx (31)

a b

y por lo tanto, igualando (30) con (31) nuevamente se llega a la igualdad

§ de = _]‘X MydAs
C R

que es la ecuacion (25).

En forma semejante, pero ahora considerando a R como del tipo II, se
demuestra que § ¢ Ndy= ” r N,dA. Después simplemente se suman ambos
resultados y se obtienen la igualdad (24), lo que demuestra el teorema.

Ahora bien, el teorema de Green también es valido en regiones simplemente
conexas, aunque no sean regulares; véase, por ejemplo, la de la figura 6.26. Para
demostrar la ecuacion (25) en este caso se divide la regién R en subregiones R,
R, ,-, R, mediante lineas verticales, de forma que cada subregién sea del tipo I,
como la de la figura 6.25. Entonces se puede proceder en cada subregién como
se hizo en los dos casos anteriores. De modo que se obtiene para cada subregiéon
R;laigualdad

§ Mdx=-— H M, dA, (32)
Ci R;

siendo C; la frontera de R;.
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FIGURA 6.26.

Es importante notar aqui que la frontera comun entre dos subregiones que se
tocan (por ejemplo, las regiones 1y 2 de la figura 6.26) es un segmento de recta
vertical, que considerado como parte de la frontera de la regidn de la izquierda,
se recorre de abajo hacia arriba, mientras que considerado como parte de la
region de la derecha se recorre de arriba hacia abajo. Entonces, si se suman
las igualdades de la ecuacion (32): § o Mdx= —“Ri M,dA correspondientes a
las subregiones R, y R,, la suma de las integrales de linea sobre ese segmento
comun se anula y sélo queda una integral de linea sobre la curva C,, que rodea a
la unién de ambas subregiones. La suma de las integrales dobles da una integral

doble sobre la unién de las dos regiones. Se tiene asi que

§ M dx= —H M, dA.
C12 RjUR,

Repitiendo este razonamiento para todas las subregiones que forman a R, se

prueba en general que

§ Mdx= —H M, dA,
C R

que es la ecuacion (25). Si se procede de manera semejante, pero ahora subdivi-
diendo en subregiones a base de lineas horizontales, se prueba que

§ Ndy= \H Nx dA.
C R
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Finalmente, sumando las dos expresiones anteriores, se demuestra el teo-
rema para regiones simplemente conexas, como la de la figura 6.26.

Considérese ahora una regién ain mas general. Por ejemplo, la mostrada
en la figura 6.27 que tiene hoyos, y que por lo tanto no esta limitada por una
sola curva cerrada simple, sino por varias de ellas. A este tipo de regiones se les
conoce con el nombre de regiones muiltiplemente conexas (se recomienda al lector
recordar la definicién de conjunto simplemente conexo dada en la seccién 1.1.2).

FIGURA 6.27.

Dicha regién puede separarse en un nimero finito de regiones regulares si se
hacen los cortes ee’, ff'y g¢’, que unen a la curva C con las curvas C,, C, y C,, res-
pectivamente. Recorriendo la nueva frontera como indican las flechas (pasando
por cada corte dos veces) se realiza el trayecto en sentido positivo. Bajo estas con-
diciones se puede aplicar el teorema de Green para los casos ya demostrados.
En el segundo miembro de (24), 1a integral doble cubre la regién interior a C y
exterior a C;, C, y C,. En el primer miembro, la integral de linea est4 constituida
unicamente por las integrales de linea sobre las curvas cerradas C, C;, C, y Cs,
pero no sobre los cortes ee’, ff'y gg’, ya que las integrales sobre dichos cortes se
cancelan al ser recorridos primero en un sentido y luego en el otro. Por lo tanto

nuevamente se cumple la ecuacion (24):

§C [Mdx+Ndy]= HR @% - %/I) dA
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en donde R es la regiéon multiplemente conexa y su frontera la curva que con-
siste en la unién de la curva C y las curvas que rodean a los hoyos (recorridas
como se muestra en la figura).

Se puede demostrar que el teorema también es valido para el caso en el que

My N sean funciones vectoriales de la forma
M=M, i+ M,j+ M, K
N=N,i+ N,j+ N, K

donde M;, M,, M,, N;, N, y N, satisfacen los requisitos pedidos en el teorema.

Es ilustrativo observar la similitud entre el teorema de Green (ecuacion (24))
y la expresion del teorema fundamental del calculo integral (abreviado como
TFCI) para funciones de una sola variable independiente:

b
0 - 50=| & a
. dx
tanto en esta como en (24) el numero de integrales en el miembro derecho (abre-
viado MD) se reduce en 1 en el miembro izquierdo (MI) debido al efecto de las
derivadas que estan en el integrando. Es decir, en el MD de (24) hay dos integra-
les y en el MI solo hay una. Similarmente, en el MD del TFCI hay una integral y
en el MI no hay ninguna. Ademads, ambas ecuaciones muestran que al efectuar
la derivacion y la integracidn indicadas en los miembros derechos se obtiene
como resultado una expresion evaluada en la frontera de la region de integra-
cion. En el caso del TFCI en el miembro izquierdo aparece la funcién evaluada en
los puntos a y b que son la frontera del intervalo de integracién. En cambio, en la
expresion (24) la region de integracién es R y su frontera es la curva C que es en

donde se realiza la integral de linea.

-

3D1AaNI

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
[=)
i
(o)}
M
o
X
<
(=
.
>
(2]

~
N
i




6.3.1Corolarios del teorema de Green
(Formas alternativas de expresar el teorema de Green)

é Corolario 1. Sea R una regién regular del plano XY cuya frontera es la curva
plana C recorrida en sentido positivo, T el vector unitario tangente a C, y ds la
diferencial de longitud de arco. Si F=F,(x, y)i+F,(x, y) j es un campo vecto-

rial continuamente diferenciable definido en R entonces

CF- r = L "oy (33)

y también

. dF, oF,
F-Tds= ~ - |dA, (33")
c R\ 0X 9y

que son dos formas alternativas de expresar el teorema de Green.

La expresion §C F-T ds (o equivalentemente, §CF-dr) es la integral de la
componente del campo en la direccién tangente a la trayectoria C y se le conoce

como circulacion de F alrededor de C.

Demostracion: Si en el teorema de Green (ecuacion (24)) se hace M=F, y N=F,

se tiene

JF, OF
§ [F, dx+F, dy] = XX (—2 ——1> dA
c R\ OX  9Y

El integrando del miembro izquierdo de esta ecuacion se puede escribir como

F,dx+F,dy = F-dr,

E\
S
(@)
m
0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
e
o
0
[=]
©
wn
0
[=)
i
(o)}
M
o
X
<
(=
r
>
(2]

~
N
(9, ]




lo que demuestra la ecuacién (33). Ademas, como C es plana la tercera compo-

nente de T vale cero y estd dada por

Tds= dxi+dyj
=dr

> F-dr=F-T ds.

Al sustituir esto en (33) se obtiene la ecuacién (33").

é Corolario 2. Sean R, C, T y F como se definen en el corolario 1. Entonces,

§ F-dr:H (VxF)-KdA (34)
(9 R

y también
§ F-Tds:“ (VxF)-KdA, (34"
@ R

que son otras dos formas de expresar el teorema de Green. En estas expre-
siones el rotacional de F se calcula considerando a F de la forma
F=F,i+F,j+0k

Demostracion: Si se calcula el rotacional de F se tiene que

j K
o o0 0
- = = oF, OF
VXF: s ~ 2 _ 1 A~
ox oy oz | =01+ 0+ (_ax _ay )k
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9F, OF.

y por lo tanto K - (V X F) = <7 _9F,

ox 9y
(34) y (34"). Estas ecuaciones tienen la misma forma que un caso particular de un

). Sustituyendo esto en (33) y (33') se demuestran

teorema mas general llamado teorema de Stokes y que se vera mas adelante.

A partir de la ecuacidn (34) o (34') se puede derivar una interpretacion muy
importante del concepto de rotacional de una funcién. Supéngase que R es una
region suficientemente pequefia centrada alrededor del punto (x, y). Entonces
el rotacional se puede aproximar por una constante y sacarse de la integral:

§CF-Tds= (VxF)-K HR dA

= |vxF| A(R)

§c (F- 1) ds
A(R)

)

= |V><F|=

lo que muestra que la magnitud del rotacional es una circulacidon por unidad de

area.

é Corolario 3. Sean R, C, Ty F como se definen en los corolarios 1y 2. Y sea fi
el vector unitario normal a la curva plana C que apunta hacia el exterior de

R. Entonces,

§F'ﬁds=J\J\V-FdA, (35)
c R

que es otra forma de expresar el teorema de Green.

Demostracion: Si en el teorema de Green (ecuacion (24)) se hace M =-F, y
N =F, se tiene

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
[=)
i
(o)}
M
o
X
<
(=
.
>
(2]

~
N
~




§C[—F2 dx+ F, dy] = HR(ax "o ) dA
= ” V-FdA (36)

en donde, en este contexto, el operador V sélo tiene dos componentes. No obs-
tante, se puede considerar a F definido en un espacio tridimensional con tercera

componente igual a cero, de la forma
F = F|i+F,j+0K

=(F,, F,, 0)
y entonces

9F, OdF,

ax oy _(ax’ay’az

, ) ) oF, OF,
Asi, en cualquier caso, se tiene que —— + — =V-F.
ox 9y
Por otro lado, como C estd recorrida en sentido positivo el vector fi se puede

obtener girando —90 grados al vector tangente unitario T =(9x/3s)1 + (3y/ds)J,

obteniéndose
A= d_yi _ d_x i,
ds ds

en donde vemos que efectivamente T - i=0. Entonces el integrando del miem-
bro izquierdo de la ecuacidn (36) se puede escribir como
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—-F,dx+ F,dy = (Fl, FZ) . (dy, - dx)

(F. F,) - (d_yi - d_xj> ds

ds ds

F-nds

(al mismo resultado se llega si se considera que F=F,1+F,j+0K ya que fi es de
la formafi =n, 1 +n,j). Sustituyendo esto en (36) se demuestra el corolario. Esta
forma de expresar el teorema de Green es un caso particular del teorema de la
divergencia que también se vera mas adelante.

Como F - fi representa la componente de F en la direccién normal a C, a la
integral de linea é; F - n ds se le conoce como flujo del campo a través de C. Esta
magnitud da informacién acerca de la “cantidad” de campo que “sale” a través de
C desde el interior de R. Si se considera el caso en el que R es suficientemente
pequefia se puede derivar una interpretaciéon muy importante del concepto de
divergencia de una funcién. En este caso la divergencia que aparece en la inte-
gral del miembro derecho de la ecuacién (35) se puede aproximar por una cons-
tante y sacarse de la integral. Entonces, se puede escribir

%:F'ﬁ ds=V - F H dA
R
=V -FA(R)
= V.p= §;(F-ﬁ)ds ’
A(R)
que expresa a la divergencia del campo F como el flujo del campo por unidad de area.

} Ejemplo 11.

Se va a realizar una comprobacion del teorema de Green para el caso en el que
2
M(x,y) =-XY; N(x,y) :% y R eslaregion triangular
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La comprobacion consistird en mostrar explicitamente que el valor de la integral

ON oM
doble “R (ax - ay) dA esigual al valor de la integral de linea <§C Mdx+ N dy.

Solucion. Para la integral doble se tiene

H(% '%)dfbr X:_l(xm)dy dx = zX x(x—1)dx =§

1

Para calcular la integral de linea se debe notar que la curva C que rodea a R debe
recorrerse en sentido positivo y que consiste en tres segmentos de recta cuyas

ecuaciones paramétricas son:

«  Parael cateto horizontal Cy: r(t) = (t, 0) conte [1, 2]
+ Para el cateto vertical Cy: r(t) = (2, t) conte [O, l]

+ Paralahipotenusa H: r(t)=(—t,—t—l) con te[—z,—l].

Entonces,

" 2
de+Ndy:X (—xydx+x2/2dy)=j\ (-t-0-dt+*/2-0)=0

JCp Cp 1

" 2
de+Ndy=X (—xydx+x2/2dy)=j (-2t-0+2dt)=2

JCy Cy 1

N -1 l
de+Ndy=X (—xydx+x2/2dy)=J (t(-t-1)(-dt)- t2/2dt)=—§

JUH H -2

La integral de linea &CM dx+Ndy eslasuma de las tres integrales de linea ante-
riores. Asi, <§CM dx+Ndy=2- %z g, que es igual al valor de la integral doble.

Por lo tanto se comprueba el teorema.
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} Ejemplo 12.

Utilizar el teorema de Green para calcular el trabajo realizado por el campo de

fuerzas
F=(y+2x) i+ (Sy—x)j

cuando actdia sobre una particula que se mueve sobre la elipse (x*/9)+ (y*/4) =1,
en el sentido de las manecillas del reloj.

FIGURA 6.28.

Solucion: La gréfica de la trayectoria C se muestra en la figura 6.28. Como se

sabe, el trabajo se obtiene a partir de

W:§CF cdr = {:[M(x, y) dx+ N(x, ) dy),

donde, de acuerdo con el enunciado del problema, C estd recorrida en sentido
negativo. Entonces, para poder utilizar el teorema de Green se necesita modifi-
car su expresion para el caso en el que la curva esté recorrida en sentido nega-
tivo. Es facil ver que esto se logra cambiandole el signo a la integral de linea de la
ecuacion (24) (ver teorema 3 del capitulo 5). Asi, se tiene que
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donde R es la region cuya frontera es C. Como

M=y+2x; N=5y—-x
My=l y N,=-1
entonces

Ademas, se sabe que el 4rea de la elipse es mab = 7r(3) (2) =61, y por lo tanto,
w=2(6m)

=12m.

} Ejemplo 13.

Evaluar la integral de linea

3
J (—xy+; yz—xyz) dx+(2x*+3xy—x%y) dy
C

utilizando el teorema de Green cuando C es la trayectoria mostrada en la figura 6.29.
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Solucion: De acuerdo con el teorema de Green:

§ Mdx + N dy= H (N,—M,) dA
C R

FIGURA 6.29.

donde

M=—xy+%y2—xy2; N=2x"+3xy—x"y

M,=—x+3y—2xy; y N,=4x+3y—-2xy
por lo que

N,—-M,= 4x+3y—-2xy+x—-3y+2xy

= 5x.

Luego

§ Mdx+N dy =j Sx dA
C

JR

=5 Xdi.
JJUR
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La integral ” r X dA es muy facil de evaluar directamente; sin embargo, aqui se
va a evaluard en forma indirecta utilizando el teorema del valor medio. El teo-

rema afirma que

e

= (x) A(R)

donde {x) es el valor promedio de x. Se vio ademds que este valor es igual a
la coordenada x, del centroide de la regién R. Es evidente que para el caso del
cuadrado de la figura 6.29 su valor es igual a 1 (se deja como ejercicio al lector la
comprobacién). Ademds, como A(R) =4, se llega finalmente a

§ N dx+N dy=5(1)(4)

=20,

lo que termina el ejemplo 13.

Como se vio, el drea de una regién R estd dada por

A(R)= HR dA,

entonces, si en el teorema de Green la expresion N, — M, es igual a uno, se ten-

il Mdx+N dy= XX dA
C R

=A(R).

dra que

Ahora bien, para que N, — M, =1 se pueden tomar a M'y a N como
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1 1
M(x,y)=- Z¥ Y N(x,y)= 5%
ya que

1
My==—.  Ny= = N,-M,=1

Por lo tanto, una expresion para calcular el drea de una regién en términos de

una integral de linea es

AR)= = § —ydx+x dy.
9

} Ejemplo 14.

Verificar que el drea encerrada dentro de una circunferencia de radio 2 es igual
a 4m.

Solucion: Sea R el circulo de radio 2 mostrado en la figura 6.30 y sea C su fron-
tera. Se utilizara la expresion recién obtenida. Como en este caso C es una cir-

cunferencia de radio 2 se tiene que

x=2cosb; y=2senb con 96[0,27‘[]

= dx=-2sen0 db; dy=2cosb db.

FIGURA 6.30.
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Luego

A(R) = %Jzn(—Z senf) (-2 senB db)+(2 cosh) (2 cosh db)

0

= 2rnde= 2[6]

0

= 4.

} Ejemplo 15.

Sea el campo vectorial

F=Mi+Nj
Y X
_x2+y2 x2+y2 :

i) Probar que V(x, y) # 0, el rotacional de F es cero.
it) Probar que §C (F - T) ds # 0 tomando como trayectoria la circunferencia de

radio 1 centrada en el origen y cuyo sentido es el de las manecillas del reloj
(ver figura 6.31).

FIGURA 6.31.
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iii) Explicar por qué los resultados de los incisos (i) y (ii) no contradicen al teo-

rema de Green expresado en la forma:

§ (F-'i‘)ds =H‘ K - rot F dA.
C R

Solucion:
i) Sise calcula el rotacional de F, se tiene

i ] K
d 0 d
rotF=| 3y 5 3z =0 V(x,y)#0
Yy X
x2+y2 _x2+y2

lo cual implica evidentemente que “R K - rotF dA =0 para toda R que no

contenga al origen.

i1) Para esta trayectoria:

x=cosf y=senf
dx=-senb db dy=cos6 db
por lo que

§ (F-T)ds= i; Mdx+N dy
9 Cc

o senf cos®

- —  _ (—senB)- 8)|do
J on Len29+c0329 (=sené) sen’0 +cos’6 (cost)
'\0 0

= |, (1= 2[e].

=2m.
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iii) Los resultados de los incisos (i) y (ii) indican que

§ (F-T)ds=2m=0= \U k - rot F dA
C R

pero esto no contradice al teorema de Green:

§C(F-'i‘) ds= HRk-rothA

porque en este caso no puede aplicarse, ya que M, N y sus derivadas no son
continuas en el origen. El teorema se establecié sélo para funciones con
derivadas parciales continuas en toda la region R que tiene como frontera
a la curva C. Si se considerara, por ejemplo, la regién R'= R-Q, siendo Q
un pequertio circulo alrededor del origen, entonces las derivadas de My N
ahora si serfan continuas en R’y el teorema si seria aplicable, pero habria
que tomar en cuenta que la frontera de R’ ya no serfa simplemente C, sino
que habria que agregar la circunferencia que rodea a Q. Notese también
que como V xF no es cero en toda la region R, no se puede asegurar que
Mdx+ N dy sea una diferencial exacta en R’y, en consecuencia, su integral

de linea no tiene por qué ser igual a cero.

6.17. Utilizar el teorema de Green para calcular el trabajo que realiza el campo
de fuerzas F(x, y) =(3y+x) i+ (y—2x) j, cuando acttia sobre una parti-
cula que se mueve alrededor de la circunferencia x°+y*=36 en direccién

de las manecillas del reloj.

Solucion: Hay que mostrar que el trabajo pedido esta dado por la integral
doble -5 “ r AA y que el valor de esta integral es 180 .
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6.18.

6.19.

6.20.

Utilizando el teorema de Green verificar que el area de un cuadrado de

lado igual a 2 es igual a 4.

Solucion: El Teorema asegura que el area pedida estd dada por la inte-
gral de linea XC F - dr siendo F cualquier funcion vectorial tal que oF, /dx—
oF, / oy=1. Entonces hay que proponer una funcién con estas caracteristi-

cas y evaluar la integral de linea.

Sea el campo vectorial

F=Mi+Nj
donde

M=2xy+y*
y

N=2xy+x>

i) Probar que el rotacional de F es cero.

ii) Calcular la integral de linea § (F - T) ds tomando como trayectoria al
circulo unitario centrado en el origen y cuyo sentido es el de las mane-
cillas del reloj. T es el vector unitario tangente a la trayectoria.

ii1) ¢Como estd relacionado el resultado del inciso (i) con el del inciso (ii)?

1v) Comprobar el resultado del inciso (ii) mediante el teorema de Green

Solucion: i1) é; (F -T) ds =0. iii) Utilizando el Corolario 2 del teorema de
Green se puede responder el inciso (iii).
Calcular el 4rea de la regién limitada por y=x> y x =y utilizando el con-

cepto de integral de linea.

Solucién: A =4Y3 u?
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6.4 Integrales de superficie

Estas integrales tienen cierta similitud con las integrales curvilineas analizadas
en el Capitulo 5. En las integrales de superficie, como su nombre lo indica, la
integracidn tiene lugar sobre una superficie, mientras que en las integrales de
linea la integracion tiene lugar a lo largo de una curva.

Para definir este concepto se procedera de la siguiente manera: supongase
que se tiene una funcién f(x, y, z) definida sobre una regién tridimensional R
que contiene a una superficie S y que se construye una particion P sobre S de
tal forma que quede dividida en n subsuperficies no superpuestas AS;, AS, , -,
AS,,, cuyas areas son respectivamente Ac;, A, , -, Ac,. Se define el diametro de
la subsuperficie AS; como la mayor de las distancias posibles entre dos puntos
cualesquiera de AS; y se define ademds la norma || Ag| de la particién como el
mayor de los didmetros de las subsuperficies. Después se escoge un punto arbi-
trario P;= (xi, Yi» zi) de la subsuperficie AS; y, en forma semejante a lo que se hizo

en la integral doble, se forma la sumatoria siguiente
n
2. f(xi’ Yir zi) Ao;.
i=1
Si existe el limite

lim 37 f(x v 2) Aoy

lasll=0 ;-

a éste se le llamar4 integral de superficie de f (x, y, 2) sobre S, y se le denotara con
el simbolo Hs f (x, Y, z) do o bien ”S f (r) do. Asi,

Hs f(xr) do= Hs f(x,y,2) do

= lim > f(x, v 2)Ao;. (37)

lasll=>0 ;25
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En la préctica, para calcular una integral de superficie no se efectua el calculo
del limite anterior. En lo que sigue se va a desarrollar un método mucho mas
conveniente. Supéngase que S es una superficie suave en R* con ecuacién vec-

torial paramétrica

r=r(uv)

~

= x(u,v)i+y (v, v)j+2 (u, v) K,

donde x, y y z son funciones escalares de u y v, continuas y diferenciables.
Supdngase, ademas, que las variables u y v toman valores sobre una regiéon R,
del plano UV. La particiéon P de S induce sobre la regién R,, una particién P,,,.
Se denotard con AR; ala subregion de R,, que se mapea en la subsuperficie AS;
y se denotard con AA; asu drea. El area de la subsuperficie AS; (ver figura 6.32)
estd dada aproximadamente por (ver ecuacion (50) del capitulo 4 y su inmediata

anterior)
or or
Ao; =| — x — | Ay; Ay
ou ov
= |N’ AAiuv s (38)
donde N’=(ar/ou) x (or/av)=(J, J,, J,)-
Por otro lado, si se denotan con u; y v; los valores de u y v tales que
x;= x (w v;)
Yi Yy (ui’ Vl)
z = 2 (u, v;)
entonces,
[y z)=f (x(ui’ vi)sy (i), 2 (ws Vi)) (39)
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y al sustituir (38) y (39) en la definicion (37) de la integral de superficie se tiene

lyy*®

Hsf(r)do= lim Zf( (0 v2), 3 (%), % (1 )

las]—

Es claro que si se toman particiones de S cada vez més finas de manera que
la norma de esas particiones tienda a cero, lo cual se escribe como | Ag| =0,
entonces la norma de la particién inducida P, sobre el plano UV también ten-
derd a cero, lo cual se escribe como || A|| =0, y la expresién anterior se convierte
precisamente en la definicién de la integral doble en el plano UV de la funcién

£ (et vy (v, = ()

FIGURA 6.32.

Asi,

Hsf(r)do= Il £l v), y(u,v), z(u, v))|N'| d (40)

JJ Ryy

or or
— x —

| dAu

=\ e v)y(uv) 2w v)

JJ Ryy
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De esta manera el cdlculo de las integrales de superficie se efectiia en forma
semejante al calculo de las integrales de linea, es decir, se sustituyen las ecuacio-
nes paramétricas de la superficie en la expresién para f (x, y, z) y se sustituye la

diferencial do por

or or
X

— | dA
ou oV

do=

uv:*

En ocasiones conviene expresar el integrando en otra forma. Del algebra vecto-
rial se sabe que

or or or or
— e — = — — | cosB
ou ov u v
y que
or or or or
— x— | =|— || —| senBb.
ou ov ou v

Si se elevan al cuadrado ambas expresiones y se suman:

2

or or 2 or or or or
O — + | — X — _ — R
ou dv ou ov ou ov
de donde
2 2
or or or or or or
—_— X — —_ - —_ —_ e —
ou ov ou oV ou ov

por lo que la integral de la superficie queda como

Hs f(x,y,2)do=

HRJ (e, ), y(w. ), 2(u, v))

v

or
ov

or

2 2
or or
- —-— ] dA (41)
ou (au v ) w
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en donde

2 2 2 2
or ox oY oz
ou ou ou ou

or or 2_ axax+ayay+azaz ’
du ov ) \ouov duov odu v

Se pueden obtener expresiones alternativas en términos de los angulos directo-
res como sigue. Sea fi un vector unitario normal a la superficie. Si se denota con
cosa, cos Py cosy a sus cosenos directores entonces

N’ (T, T T5)
n=(cosa, cospycosy)=1t —-= 7
( By cosy)=* 10 N

I+

en donde el signo depende de si N’y n tienen o no la misma direccién. De esta

igualdad se sigue que
IN'|=+J, seca=+J,secB=+£J,secy
y como siempre es mayor o igual que cero se puede escribir:
IN|=|J, secal =|J,secB |=|J;secy]
y por lo tanto, al sustituir en (40) estas tres posibilidades de |N'[, se obtienen

las tres siguientes expresiones para la integral de superficie que son igualmente

validas

Hsf (9, 2) do= ﬂwa(x(u, v), y(. ), 2(w. v)) |7, secal da,, (42)

E\
S
(@)
m
0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
[=)
i
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

N
>




f(x,y,2)do= XX £ (s v), y(u, v), 2(u, v)) |7, secB| da,, (43)

v

NN

f(xy,2) do H £ (), y(wv), 2(w,v)) |7 secy| da,,. (44)

Jds

En los casos en los que la ecuacién de la superficie es de la forma z = F(x, y)
o bien x =G(y, z) o bien y=H (z, x), las expresiones anteriores se simplifican
como se vera a continuacion.

Se considerara primero el caso z=F (x, y). La superficie S est4 definida como

S= {(x, Y, z) |z=F(x, y); X, yeR}.
Utilizando a x y a y como parametros la ecuacion vectorial de la superficie queda:
r (u, v) = (u, v, F(u, v))

= ui+vj+F(u, v)K,

donde, como se observa, x=uy y=v. En este caso se tiene que

2
KL S N R o
au ou ou au
) ) 2
_1' =| 0,1, _Z = a_l' =1+ az s
ov ov v av

lo que implica que J;=1y

G 2)-GE)

Entonces, al sustituir en la expresion (41) se obtiene
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Hsf(x,y,z) d0=HR fx . Fx, ) l+(§) (%) dA,, (45)

Por otro lado, como J, =1 se tiene
|N'| = |secy|
y en consecuencia

do=|N'| da

=|secy| dA.

Entonces, la ecuacidn (44) se convierte en

[ | ewrmbertin, o

La expresion do = |secy | dA, o equivalentemente dA = |cosy | do, tiene una
interpretacién geométrica muy simple: como do es el drea de una porcién muy
pequena de superficie, se le puede considerar como el drea de una regién plana
que forma un angulo y con el plano XY (ya que el vector n, que es normal a do,
forma un dngulo y con el vector K, que a su vez es normal al plano XY; ver, por
ejemplo, las figuras 6.48 y 6.54). Entonces, la proyeccion de do sobre el plano XY
es precisamente cosy do.

Las ecuaciones (45) y (46) son las dos férmulas simplificadas que se desea-
ban obtener para el caso z =F(x, y). Las expresiones correspondiente para los
otros dos casos se obtienen de manera semejante. El resultado es:

+  Silasuperficie estd dada como x=G (y, z):

XX f(x,y,2)do= H‘ f(G(y.2),y,2) [ 1+ (z—G> 2 (E) 2 dA,,. (47)
N Ryz Y oz
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H‘Sf(x, Yy, z) do= HR f(G(y, 2), v, 2) | sec a| dA,,.

Z

+  Silasuperficie estd dada como y=H(z, x):

XLf(x, Yy, z) do= XL flx, H(z x),2) | 1+ (%) (%)2 dA,,.

Hsf (. ) do= HR F(x, H(z, x), 2)| secp| da,..

X

Cuando f (x, Y, z) =1 la suma de Riemann se reduce a

n
2. Aoy
i=1
y como Ao; es el area de AS; entonces el limite

n
lim Z Ao;
1

lagi>o £

ser4 el valor exacto del drea de S, denotada por A(S). Asi,

A(S)=Jj do
N
'f [ar or i
= — X —
JJr, | Ou OV w
T or or ’ or or 2
= — | |=| -z =] 4
JJ Ry ou oV ou v

y si por ejemplo S estd dada en la forma z=F(x, y),

A(S)= Hny 1+ @_j)z@_j)z dA,,

(48)

(49)

(50)

(51)

(51
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o bien

A(S)= H |secy]| dA,,. (51")
Ryy

} Ejemplo 16.

Comprobar que el drea de la superficie de una esfera de radio a es igual a 4 a®.

FIGURA 6.33.

Solucion: Para calcular A(S) se calculara el area del casquete superior de la
esfera y se multiplicara por 2. Para el casquete superior se tiene que

z=+4/a’*—x*—y?% lo que implica

oz X 0z Y

Entonces, usando (51')

* x2 y2
A(S)=|| do=2 1+ + dA
Js R az_xz_yz az_xz_yz

a
=2 — dA
“L /az_xz_yz
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siendo R el circulo de radio a sobre el plano XY (ver figura 6.33). Dada la simetria
del problema conviene transformar la integral anterior a coordenadas polares,
aunque por supuesto también se podria evaluar utilizando coordenadas cartesia-
nas. Se sugiere al lector que lo haga y que compare las ventajas de usar un sistema
de coordenadas apropiado. Procediendo en coordenadas polares se tiene que

A(s)=zynxa% rdrd®

} Ejemplo 17.

Calcular el 4rea de la porcién del cilindro y*+ 2* =4 que se encuentra en el primer
octante y que estd limitada por los planos x=3y 2x+ 3y =12 (ver figura 4.34).

FIGURA 6.34.
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Solucion: Utilizando como parametros a x y y la ecuacion del cilindro se puede

escribir como

Z2=4/ 4=y
de donde

:_jzo Y S—jz— 4i/y2 '
Por tanto,

Y 6 [(12-2x)/3 2
A(S)= 1+ —— dA= —— dydx
R R 34Jo 4-y°

6 y | (2-22)/3
=2 ang sen Py dx

3 0

} Ejemplo 18.

Evaluar la integral “S (x +2y+ Sz) do, en donde S es la porcién del plano
x+y+2z=23, limitado por los planos coordenados en el primer octante.

Solucion: Una grafica de la superficie se muestra en la figura 6.35.
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FIGURA 6.35.
Tomando a x y y como parametros se tiene que
3 N oz 1 oz
Z=0—X— —_— = —_— =
Y ox y oY

-G -

La region de variacion de x y y se muestra en la figura 6.36. Entonces,

3 M3-x

Hs(x+2y+3z) do:ﬁj [x+2y+3(3-x—y)] dydx

0Jo

N3 M3-x

=4/3 (9—2x—y) dydx

M3 yz 3-x
=4/3 l9y—2xy—?] dx

0
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FIGURA 6.36.

} Ejemplo 19.

Se tiene una ldmina en forma de superficie crénica S cuya ecuacion es

| K

2 2
LY

Z2
- — =0 con 0<z<2.
9 4

\O

Su densidad estd dada en términos de las variables x y y mediante la funcién
p(x, y) =4/ x*+y’. Determinar su masa M si se sabe que esta es igual a la integral
de superficie ﬁsp (x, y) do.

Solucion: Las graficas de S y de su proyeccion R sobre el plano XY, son las de

las figuras 6.37 y 6.38, respectivamente. Si se utilizan como parametrosaxyayla

expresion para la masa es

M:HSp(x,y)do: H o(x, ) 1+(Z_§)@_§> 4

donde

FIGURA 6.37.
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FIGURA 6.39.

Si se cambia a coordenadas polares, en donde la diferencial de drea es dA =r dr df,
se tiene (ndtese que como 0 < z < 2, el radio de R es 3):

_\/ﬁ 2T 3 ,
M=-"1— r* drd0

3 0 0
\/1—3 21 r33
= — — | de
3 o 3 |,
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6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

Suponga que una esfera de radio igual a 2 colocada en el origen de coorde-
nadas es cortada por el cono z =64/ x*+y. Calcular el drea de la porcién
de la superficie esférica que queda dentro del cono.

Calcular el 4rea de la superficie cilindrica de ecuacién x*+y*=9 en el pri-

mer octante, limitada por los planos =50 y z=y.

Evaluar la integral ”S y* do en donde S es el cilindro de ecuacién x*+y*=1

limitado por los planos z=0 y z=1.

Considere una lamina en forma de superficie crénica S de ecuaciéon
2 2
x Yy
— +— - 2"=0; 0<z<1
4 4

y cuya densidad es p(x, y) =+/x*+y". Si se sabe que sumasa M es igual a la
integral de superficie “s p(x, y) do, Calcular M.

Hallar el drea de la superficie de la parte del paraboloide z=1—x*—y* que
esta sobre el plano xy.

Solucion: A(s) =5.33 u*.

Evaluar Hs (F . ﬁ) do en donde
F=(x,-y+2, 2)

y S esla porcion del plano z=y+ 10 comprendida entre 0 <x<2y0<y<2.

Solucion: 4.

E\
S
(@)
m
0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
[=)
i
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

o
S




6.5 Laintegral triple

Sea S una superficie cerrada, es decir una superficie que encierra totalmente a
una regién R en el espacio R® y que es seccionalmente suave. Supéngase ade-
mas que, al trazar cualquier recta paralela a alguno de los ejes coordenados a
través de R, se corta a dicha superficie en a lo mds dos puntos y tal que la pro-
yeccion de R sobre el plano perpendicular a ese eje resulta ser una region plana
del tipo I o II. A este tipo de regiones se les denominara regiones tridimensionales
proyectables sobre dicho plano.

En la figura 6.39a, se muestra una regién que al cruzarla con rectas parale-
las al eje Z pueden ocurrir cuatro cortes con su superficie, pero que al cruzarla
con rectas paralelas al eje Y nunca ocurren mas de dos cortes. Por lo tanto, esa
region es proyectable sobre el plano ZX. Por otro lado, la figura 6.39b muestra
una regién que no es proyectable sobre ningun plano. En el espacio R* existen

seis tipos de regiones proyectables.

FIGURA 6.39.

FIGURA 6.40.
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Supdngase primero que la regién Rc R® es tal que toda recta paralela al eje Z
corta a su frontera S en a lo mas dos puntos. Por lo tanto, se trata de una region
tridimensional proyectable sobre el plano XY. Supéngase también que esa pro-
yeccién sobre dicho plano XY es una regién plana R’ del tipo I limitada por las

curvas (ver figura 6.40)

y=g&lx) vy y=g)

donde x varia de x; a x,. En estos casos se dice que R es del tipo xy y se denota
como R,,. Entonces, la region se puede expresar como

ny={(x, Y, z) | X S X S Xy,

g(x)<y=g,(x); ,(x.y)sz<e,(x.y); xy zeR).

Aqui cpl(x, y) y (pz(x, y) representan los limites para zy son, como se puede ver en
la figura, la parte inferior y superior respectivamente de la superficie cerradas.
En todo lo que sigue se considerara que las funciones que limitan a las regiones
son acotadas. De esta manera las regiones que se consideraran seran siempre
cerradas y acotadas.

Por otro lado, si la proyeccién de la regién R c R* sobre el plano XY es una

regién plana R’ del tipo II, limitada por las curvas

x=hy(y); x=hy(y); Y=y Y=Ya
se dice que la region R es del tipo yx y se denota por R,,. Aqui nuevamente se

esta proyectando sobre el plano XY, pero ahora es la y la que tiene limites fijos.

La region quedaria expresada como
Ry={(x.y.2) | pusy=ys

h(y)<x<hy(y); o.(xy)<z<e,(x,y); x y z€ R}.
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Si en lugar de tener la proyeccion de R sobre el plano XY se tiene sobre el
plano ZX, la region puede ser del tipo xz o zx. Estas regiones se denotan respec-

tivamente con R, y R,,, ¥ se definen como
Ryz= {(x, Y. 2) | XSXSX )

sl(x) <z< sz(x); tpl(x, z) sy< q)z(x, z)}

R, .= {(x, Y, 2) | 2 <2<2y;

tl(z) =x= tz(z) 5 lpl(x, z) sys zpz(x, z)}

En R,, los limites de la variable z son las curvas z=5,(x) y 2=s,(x), en cambio
en R, los limites de x son las curvas x =t,(z) y x=1,(2).

Para el caso en el que la proyeccidn se hace sobre el plano YZ, la region
puede ser del tipo zy (denotada por R,,) o del tipo yz (denotada por R,,), las cua-

les estan definidas como
Ry, ={(x.y.2) | zysz<2y
w(z)sysuy(2);  Ei(y, 2)sx=<Ey(y 2)}
Ry.={(x.9.2) | msysys;

Vl(y) 5Z5V2(y)§ ‘gl(y’ z) stgz(y’ Z)}

Sea ahora f (x, y, ) una funcién acotada definida en una regién cerrada y aco-
tada arbitraria R c R® e introddzcase una particién de R dividiéndola con planos
paralelos a los planos coordenados. De esta manera se obtienen subregiones que
se denotaran con AR;. Cada subregion AR; tendra un volumen AV, y dentro de
cada una se tomard un punto arbitrario (ei, N ui). Noétese que todas las subregio-
nes tendran forma de paralelepipedo, excepto aquellas que queden en la fron-
tera de R pero mientras mas fina sea la particidon el volumen de estas subregio-
nes puede despreciarse. Se forma ahora la suma de Riemann )| f ((—:i, n; ui) AV,
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y se toman particiones cada vez mds finas de modo que el maximo de los didme-
tros | A|| de todas las AR, tienda a cero. Entonces, cuando existe el limite

lim Z flenns w) AV,

Ial>o i

el cual debe ser independiente del modo de dividir R y de la manera de elegir los
puntos (€;, 1;, 1;), se dice que f es integrable en R. Este limite se designa por el

simbolo

s

y se le llama integral triple. Se tiene entonces que

\HL flx,y,2)dv= hm Z flen s w) AV,

lall-

En forma semejante a lo que ocurre con las integrales dobles, algunos auto-
res acostumbran denotar las integrales triples sustituyendo el simbolo dV por
dxdydz. Sin embargo, aqui se usara siempre el simbolo dV para las integrales
triples y se reservara la notacidon dxdydz para las integrales reiteradas que se
veran mas adelante.

Como era de esperarse, las integrales triples tienen propiedades semejantes
a las de las integrales que se han estudiado previamente. Los siguientes teore-

mas que se daran sin demostraciéon enuncian algunas de ellas.

Teorema 8. Sif(x, y, z) es una funcién continua en una regién cerrada y aco-
tada R c R?, entonces f(x, y, z) es integrable sobre R.

Teorema 9. Sean f (x, y, ) y g(x, y, 2) funciones escalares integrables en una
region cerrada y acotada R de R® y sea k una constante en R. Entonces:

-
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i) kf(x,y,2)dV = k m flx,y, 2) dv

ii) [f(x v, 2)+8(x, y, 2)] AV =H§ flx,y,2) dv

R

JLerom

iii) Si R se divide en un numero finito de subregiones R;, R,,, R, que
no se traslapan (excepto posiblemente en sus fronteras), entonces se

cumple que

mR flx,y,2)dv= lef(x, Yy, 2) dV
Jsesae

4k aoc

+ mR flx,y, 2) dv

i) Si f(x, Y, z) 20 V(x,y, z) €R, se cumple que

I ssarss

v) Si f(x, Y, z) > g(x, Y, z) V(x, Y, z) €R,

I stsars[]] stsres
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vi) Si f(x,y, z) tiene un méximo absoluto M y un minimo absoluto m en

R,y si el volumen de R es V(R), se cumple que

mV (R) < mR f(x,y,2) dv < MV (R)
Vi) mR dv=V (R).

6.5.1 Teorema del valor medio para integrales triples

Teorema 10. Sea f : R® - R una funcién continua en una regién cerrada y aco-
tada Rc R, y sea V(R) el volumen de la regién. Entonces, existe al menos un
punto (5, 0, e) en R tal que

mR Fx. y. 2) dV=£(E, 0, €) V(R).

Al valor f (5, 0, e) se le llama valor medio o valor promedio de f (x, Y, z) en

Ry sele denota con { f ). Asi,

s £y 2) av
Meav

(f)=

La demostracion de este teorema es similar a la del caso de las integrales dobles.

6.5.2 Calculo de la integral triple

Para las integrales triples también existe el concepto de integral reiterada (o ite-
rada) de tercer orden. En este caso existen seis tipos de integrales reiteradas depen-
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Considérese primero la integral reiterada de tercer orden
X2 8(x) ‘Pz(x,y)
f(x v, z) dz |dy |dx,
X1 &1(x) ¢1(xy)
que por brevedad se escribe simplemente como

X2 gz(x) ‘Pz(x,y)
J f(x, y, 2) dzdydx,

21 d g1x) J i)

en donde la secuencia dzdydx en la que aparecen las diferenciales indica que
primero debe integrarse respecto a 2z, luego respecto a y, y finalmente respecto a
x. Ademds, los limites de integracién para z deben ser dos funciones de x y y (los
cuales estan indicados por las funciones cpl( , y) y (pz( , y), los de la integracion
respecto a y dos funciones de x (los cuales estan indicados por las funciones
gl(x) y gz(x)), y los de la integracién respecto a x dos constantes (la x; y 1a x,). Al
integrar respecto a 2y sustituir los limites (pl(x, y) y Lpz(x, y) se obtiene una inte-
gral reiterada de segundo orden en las variables x y y como las que se estudiaron

anteriormente.

} Ejemplo 20.

Evaluar la integral reiterada

1 1—x2 1
I= J xyz dz dy dx.
—1do V(= -y?)/2

E\
S
(@)
m
0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
[=)
i
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

o
-




Solucion: Se integra primero con respecto a z, considerando a x y a y como

constantes:

1]
c—>
.L [
(=]

=

|

%

N
N|$é
| p— |

'—l

|

&
N

N

N
| P

Q.

N

Qu

x

]. 1 1-—x2 3 3
(xy— XY, )&) dydx.
2 1., ], 2 2

Ahora se integra con respecto a y considerando a x como constante

1 2 3 4 | V1-x2
Izi“ﬁ_xh&] B
0

2 4 8
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Noétese que los limites de integracion de una integral reiterada de este tipo
definen una regién xy como la que se mostré en la figura 6.40. De hecho, los
otros cinco tipos de integrales reiteradas tienen asociados los otros cinco tipos de
regiones proyectables que se han definido. Asi, los limites de la integral reiterada

Y2 [ hay) [ @alxy)
f(x, Y, z) dzdxdy

y1 J ) J e1(xy)

definen una regién R,,, y los de las integrales

(x, [Pso(x) [ walx2)

f(x,y, 2) dydzdx
Jx Jdsix) Jpa(ez)

(2, [t2() [ walx2)

f(x, Y, z) dydxdz

d oz J t1(z) J pi(x2)

(2, [use) [E2(y2)
f(x,y, 2) dxdydz

£1(%2)

J 21 J ul(z)

y2 | valy) | Ea(y2)
f(x, vy, z) dxdzdy

y1 Jn(y) £1(%:2)

definen respectivamente regiones de los tipos R,,, R, R,, y R,. Obsérvese que
en cada integral los limites de integracion son distintos, asi como el orden de
las diferenciales dx, dy y dz. Como ya se indicé, la diferencial que va primero
de izquierda a derecha debe ser la de la variable respecto a la que se integra pri-
mero y sus limites son los de la integral interna, etc.

Las integrales reiteradas de tercer orden tienen las mismas propiedades que
las integrales triples y, como en el caso de dos dimensiones, existe un teorema

que establece la relacion entre ellas:
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Teorema 11. La integral triple de una funcién continua f (x, Y, z) en una region

Ry, limitada por x =a; x =b; y =g,(x); y =g,(x); 2=p:(%, ¥) y 2=1p,(x, y), es
igual a la integral reiterada de tercer orden asociada a dicha regidn, es decir,

b 82(x) 94(x,y)
\[\H f(x, Y z) dV=X g X l X f(x, Y, z) dz] dyg dixc.
. o (Ja [ d oty

La demostracién es igual a la de la integral doble.

En realidad, existen seis versiones de este teorema. Una por cada uno de
los seis tipos de regiones proyectables que existen en R®. Cuando la regién es
indistintamente una regioén proyectable de los seis tipos entonces se dice que R
es una region tridimensional regular (o estdndar) y la integral triple es igual a
cualquiera de sus integrales reiteradas asociadas. Esto a su vez implica que los
valores de las integrales reiteradas son iguales entre si.

Considérese la integral reiterada

6 [(6-x)/2 [(6-x-29)/3
xyz dzdydx.

0 0 0

Mostrar que sus limites de integracién definen una region regular y cambiar el
orden de integracion para obtener las otras cinco formas de integrales reiteradas.

Solucion: Los limites de integracion definen la regién R comprendida entre

0<x<6; 05y56;x; OSZS@'
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La forma en que estan expresados corresponde a considerar a la regién como
una regién del tipo xy. Es decir, la region se estd proyectando sobre el plano XY
y los limites de x son fijos; ademas, el orden de las diferenciales es dzdydx. Con
ayuda de estas desigualdades se construye la figura 6.41, en donde se ve que la
region R estd limitada por los cuatro planos

x=0; y=0; z=0 y x+2y+3z2=6.

2y+3z=6

x+3z=6

6 X+2y =6
FIGURA 6.41.

Esta region es efectivamente una region regular ya que se puede tomar indistin-
tamente como cualquiera de las seis formas vistas y, por lo tanto, la integral tri-
ple se puede expresar en cualquiera de las otras formas de integrales reiteradas.

Para obtenerlas es necesario dar los limites de las variables de manera dis-
tinta. Proyectando todavia sobre el plano XY, pero ahora dando los limites de y
fijos, se obtienen las siguientes expresiones (ver figura 6.41):

6—x-2y
0<y=<3; 0<=x=<6-2y, OSzST,

que corresponde a considerar a R como region tipo yx. En este caso el orden de
las diferenciales dentro de la integral debe ser dzdx dy. Asi, la integral iterada es

3 [6-2y [(6-x-2y)/3
j j j\ xyz dzdxdy.
0 0 0
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Proyectando R en las otras cuatro formas posibles se obtiene:

a) Considerandola como regidn xz los limites son

6—x—-3%2
< - =

0<x<=<6; 0<z= 3

; 0<y

b

6—x
3
y el orden de las diferenciales es dydzdx. La integral iterada asociada es

6 [(6-x)/3 [(6-x-32)/3
J\ j\ j\ xyz dydzdx

0 0 0

b) Considerdndola como region zx los limites son

6—x—-3%
< =

0<z=<2; 0<x=<6-3z; 0=y 5

b

y el orden de las diferenciales es dydx dz. La integral iterada asociada es

2 6-3z [‘(6-x-3z)/2
j X j\ xyz dydxdz
0 Jo 0

c) Considerandola como region zy los limites son

6-32
0=sz=2 0=sys=s 5 ; 0=x=6-2y-3z

y el orden de las diferenciales es dx dydz. La integral iterada es

2 (M(6-32)/2 [‘6-2y-3z
j X X xyz dxdydz
0 0 0

d) Considerandola como regién yz los limites son

0<sy=3 0=z=< ; 0<x=6-2y-3z

y el orden de las diferenciales es dx dzdy. La integral iterada es

3 [(6-2y)/3 [(6-2y-3%
xyz dxdzdy.
0 0 0
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Como se indicd, el resultado de todas estas integrales debera ser el mismo. Es
decir, el resultado no dependera del orden de integracién, con tal que se mane-
jen correctamente los limites de integracién. Se propone al lector que com-
pruebe esta afirmacién. Aqui sélo se calculard la dltima integral:

(3 [ (6-2y)/3 j\e—Zy—sz

I= xyz dxdzdy

Jodo

¢ \(6—2]})/3 3 9 3 2 2 2.2
= 18yz+2y z+?yz —-12y°z—-18yz"+6y°z" |dzdy

Jodo

"3 [(6-2y)/3 9
= (18y+2y3—12y2)z+(—18y+6y2)z2+?yz3 dzdy

Jodo

N3 9 (6-2y)/3
- l(9y+y3—6y2)z2+(—6y+2y2)z3+?yz“] dy

J o 0

M3 _ 2 _5.0)\3
_ (9y+y3—6y2) ( y) +(—6y+2y2) ( 2y)

Jo 27

4
9 (6-2y) ]d
81
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En este ejemplo fue posible expresar a la region R en las seis formas estudiadas,
pero esto no siempre es posible. Puede ocurrir, por ejemplo, que una regiéon R
se pueda expresar como una region R, pero no como una unica regién R, sino
como dos o mas de ellas, etc. Considérese por ejemplo la regién mostrada en la
figura 6.42a.

FIGURA 6.42.

La proyeccién de R sobre el plano XY es la region R’ que es del tipo R,. Sin
embargo, R’ no se puede expresar como una Unica regién del tipo R, o sea

R’ ¢Ry:{(x’ y) | Y1 SY S Y hl(y) sxs hz(y)}

ya que hay rectas paralelas al eje X que cortan a la frontera de R’ en m4s de dos
puntos (ver figura 6.42b). Si se puede, sin embargo, expresar como la unién de

dos o mas regiones del tipo R,.

6.5.3 Integrales triples en otros sistemas coordenados

La integral triple también puede expresarse en otros sistemas coordenados. En
el inciso (iv) del teorema 14 del capitulo 4 se vio que la diferencial de volumen
dV expresada en términos de las coordenadas de un sistema curvilineo ortogo-
nal uvw, esta dada por

X, Y, 2%
u,v,w

av=

AV
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donde dV,,,, =dudvdw es la diferencial de volumen en el espacio de las varia-
bles uvw. En este caso, la integral triple, junto con una de sus integrales reitera-

das asociadas, se expresa como

7 X, Y,z
Rf(u’ v, W) u, v, w quVW
w. vo(w) | ta(v,w)
:j 2\[2 X 2 f(u"v,w) J(x’y’Z)
wi Vl(W) ul(V,W) u’ V, w

Por ejemplo, en el sistema cilindrico circular una posibilidad de integral reite-

dudvdw.

rada es

2 [0, [Pa®2)
jzjz J £(p,0,2)p dpdbdz

21 J 01(2) J pi(6,2)

y para el sistema esférico:

02 ["92(6) | ra(9:0)
f(r, 9, 0)r* senp drdedo.
61 J ¢1(8) J ri(p,8)

A continuacidn, se veran algunas aplicaciones.

6.5.4 Calculo del volumen de un cuerpo

De acuerdo con el inciso (vii) del teorema 9, cuando el integrando de la integral
triple es igual a 1 esta es igual al volumen de la regién Rc R?, o sea

Se puede comprobar que esta integral da lugar a la expresion que se utiliza para
calcular volimenes por medio de la integral doble que se discuti6 anteriormente.

E\
S
(@)
m
0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
[=)
i
(o)}
-n
o
X
<
(=
.
>
(2]

a
©




En efecto, supdngase por ejemplo que la region tridimensional R estd limitada
por arriba y por abajo, respectivamente, por las funciones d>2( , y) y d)l(x, Y)
definidas sobre una regién plana R’ dada por

R'={(x, y)|x1 sx<x; hx)sys hz(x)}.

Esto implica que R es de la forma

R:{(x’ Y Z)|x1 S XS X5 hl(x) sys hz(x)§ ¢1(x’ y) sz= ¢2( ’y)}

y entonces

oo

N

%y [ha@) [ 0200 y)
dzdydx

d1(%, y)

J X1 J hl(x)

i 92 y)
dydx

¢l(x’y)

Xo '\hz(x)
- V4
Jx J m(x)

x5 [Mhy(x x ho(x
_| | d,(x.y) dydx—J ’ X ) ¢, (xy) dydx

Jx1 J () X1 hq(x)

n

= L' b,(x, y) dA - HR b,(x, ) dA,

U

que es la expresion que se utilizaria para calcular el volumen con la teoria de las
integrales dobles, como se queria demostrar. En este desarrollo se supuso que
R era del tipo R,,, pero es claro que el argumento sigue siendo valido para los
otros tipos de regiones.

En los ejemplos que siguen se utilizara la integral triple para calcular algu-

nos volumenes.
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Calcular el volumen de la cufia mostrada en la figura 6.43, limitada por el plano
vertical x +y =3, el paraboloide x*+y>=9 -z y el plano z=0.

FIGURA 6.43.

Solucion: Para obtener el volumen pedido, se considerard a la regién ocupada por
la cufia como una region del tipo xy. Entonces la region se puede expresar como

R={(x,y,z)|0$xs3; 3-x <y <4/9-x%; Ost9—x2—y2}.

De modo que

M3 W 9—x2-12
V= X dzdydx

Jo
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3

W

3
2 4
= — (9—x2)3/2— —x*+ 6x°-18 |dx
NEE 3
243 1
[%(45—2x2)«/9—x2+? ang sen (%)] - ?x4+ 2x3—18x§
0

81m

— =27 = 4.8086.
8

Calcular el volumen del sélido limitado superior e inferiormente por el cono

z? =x’+y’ y lateralmente por la esfera x*+y*+2° =a’.

Solucion: La gréafica del s6lido se muestra en la figura 6.44. Por simetria con-
viene utilizar coordenadas cilindricas y considerar sélo la octava parte del volu-
men pedido. En estas coordenadas la ecuacién del cono es z°=p? y la de la esfera
p’+2* =a’. El camino que seguir sera primero obtener el volumen V;,, que estd
simultdneamente dentro de la esfera y del cono. Después se restard este volu-
men al volumen de la esfera.

El valor de p en la interseccién de cono y la esfera se obtiene resolviendo
simultdneamente las ecuaciones p*+z” =a’ y 2° =p°*. Asi, p =£. Entonces la
region interior al cono y a la esfera es (la octava parte):

R= (p,e,z)|OSGS§; OSPS%; p<z< az_ng.

FIGURA 6.44.
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Por lo tanto, el volumen V;,; esta dado por la integral reiterada:

Yy (‘a/y2 [ a2-p2
Vg = 8 p dzdpdb

0 0 P

(% [a/v2
=8 X p[+/a>~p*~p] dpdt
Jo 0
[, 3 | a/y2
=8 l—%(az—pz)% —g—] dae
Jo 0
[y 1 a2 3 a2
=8 l—?(a —'?) 3(2)3/2 + 3 a3 de
Jo

El volumen pedido V se obtiene como

3

4ra®  4nd® 1
V:Vesera_vintz—_ 1-—
3 3 ﬁ

4ma®

o

6.5.5 Calculo de la masa, el centro de masay los momentos

Una util aplicaciéon de las integrales triples es la determinacién de la masa, el
centro de masa y los momentos estaticos y de inercia de un cuerpo tridimensio-

nal. Como estos conceptos son semejantes a los tratados en integrales dobles,
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La masa M de un cuerpo tridimensional con densidad volumétrica de masa

p=p(x,y,2)es

[ v

donde R es la regién del espacio que ocupa el cuerpo y x=(x, y, z) El primer
momento (0 momento estdtico) de dicho cuerpo con respecto a un plano P,
denotado como M,, se define como

m”sz p(x)n - (x—x,)dV,

siendo fi un vector unitario perpendicular a la plano P y x, un punto arbitrario
de él, de manera que la magnitud de 1 - (x—xo) es la distancia de punto x al
plano. Si la ecuacién del plano es Ax+By+Cz+ D =0 se puede tomar a i como

] -_@Wno y entonces

A/ A%+ B*+C?

szjjj p(x) Ax+By+Cz+D av.
R

A/ A%+ B?+C?

El segundo momento (o momento de inercia) del cuerpo con respecto al plano

P, se define como

T”:X“‘ o(x) (Ax+By+Cz+D)? v

A’+B*+C?

De estas expresiones se sigue que los momentos estdticos y de inercia del cuerpo

respecto a los planos coordenados son

My = mR p(x) z dV; Tyy= ”L p(x) 2* dV
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M, = p(x) x dVv; Ty, = p(x) x* dV
JJdJdR JJJdR

M,y = p(x) ydv; T,x= p(x) y* av.
JJJR JJJR

El segundo momento (0o momento de inercia) del cuerpo con respecto a una

recta L, denotado como 7;, se define como

o[ ewoer

donde d(x) es la distancia entre el punto x y la recta L. Es facil demostrar que
esta expresion es equivalente a 7, =T, + I}, siendo P, y P, dos planos perpen-
diculares cuya interseccion es la recta L.

Para cada uno de los conceptos fisicos definidos arriba existe su correspon-
diente concepto geométrico. Sus definiciones son muy parecidas a las dadas
arriba. La unica diferencia es que en los conceptos geométricos no aparece la

densidad de masa p(x, y).

+  Primer momento (geométrico) de la region tridimensional R con respecto a

un plano P

.‘M,GFH\j Ax+By+Cz+D av.
R

2/ A%+ B%+C?

«  Segundo momento (geométrico) de la region tridimensional R con respecto

al plano P

2
TG=XH (Ax+By+Cz+D) v
R

A%+ B*+C?

«  Momentos estaticos y de inercia (geométricos) de la region R respecto a los
planos coordenados
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§Y=\H\[ zdv;  T5,= 2?2 dV
R JJUJR
NON NN
M, = xdv;  T5,= x* dv
JJdJdR JJdJdR
nEeN nEeN
M= ydv; T5.= y*>dv.
JJdJR JJJR

+  Segundo momento (geométrico) de la regién R con respecto a una recta L,

76 =HX d*(x) dv=_0% +T§.
L

El centro de masa del cuerpo es el punto de coordenadas (xcm, ycm, zcm)
dadas por

X =-7VIYZ_ y =-7wzx. 7 =-7VIXY
cm M 4 cm M ) cm M

y su centroide el punto de coordenadas (xc, Yer zc) dadas por

G G G
My . _mzx . My

X ; ; z

C V YC V C V

Y es facil ver que cuando p(x, y, z) es constante el centro de masa coincide con el
centroide. Ademas, las coordenadas X, y. y z. del centroide de una region tridi-

mensional R son iguales, respectivamente, a los promedios de las coordenadas
x, Yy 2. Es decir,

x.={x); ye={y); z.=(2),

donde el simbolo { ) denota el promedio tal y como se definié en el teorema 10.
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} Ejemplo 24.

En el cuerpo semiesférico de ecuacién x*+y*+z 2 < a*; z = 0, la densidad en el
punto P=(x, y, 2) es proporcional a la distancia desde el punto P al centro de la
esfera. Obtener el centro de masa de este cuerpo.

Solucion: Por la simetria del problema se usaran coordenadas esféricas. En este
caso la densidad esta dada por la expresion p =kr, donde k es la constante de
proporcionalidad. Primero se calculard la masa:

ot (™ [Pa
M= (kr)r* sen drdypde

0 0

o (VY5 e
=k —| seny dypdb
0 0 4 0

4k [ 2n b3
_ 2k [—coscp] de

Jo 0

4k 21
_ 0

En coordenadas esféricas se tiene que x =7 cos0 sen; y=rsenbseny y
z=r cosy. Entonces,

ot (™ [Pa
My, = J X X (r cos0 sen ) (kr) (r* sen d) dr d db.

0 0

Para evaluar esta integral iterada conviene integrar primero respecto a 6 puesto
. . ZTr ’
que es bien conocido que So cos0d6=0. Asi,
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a "™ [Fon
My, =X j ZX (r cos 0 sen cp) (kr) (r2 sen cp) dBdypdr

Ma [T 21
=k r* sen’p cos0dO|dedr
Jodo 0

N a N "'[/2

=k r* sen®p[0] dyp dr

JodJo

Por lo tanto, x.,, =0. De la misma forma:

2 (Pa
yv]ZX=X J zj (rsenf seny) (kr)(r* seny) drdyp do

0 0 0

=0

Y Yem = 0. Por lo tanto, el centro de masa esta sobre el eje Z, lo cual era de espe-
rarse dada la simetria. Finalmente,

1 2 ("% (fa
Zo=— (r cos kp) (kr) (r2 sen (p) drdepdf

M 0 0 0

L0 e N " 4o d6
= — — COS (P sen
v 5 cospsene| dy

0 0
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2a
De esta forma, el centro de masa es (O, 0, ?)

Obtener el momento de inercia con respecto al eje Z, del sélido de densidad
o(x, v, z) =1, situado en el primer cuadrante y limitado por los cuatro cilindros
hiperbélicos x*—y*=2; x*—y*=4; xy=1; xy=2 y los planos z=0y z=3 (ver
figura 6.45)

FIGURA 6.45.

Solucion: Por la forma del sélido es conveniente usar un sistema curvilineo. El
sistema de coordenadas que se utilizara estd definido mediante las expresiones

1
u=?(x2—y2); v=xy |y @ 2=%

que, como es facil demostrar, es ortogonal. Ademas, las ecuaciones de las super-
ficies que limitan al solido son

X -y*=2u=2 = u=1
X —y*=2u=4 = u=2
xy=v=1
xy=v=2

z=0
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La forma de la regién R’ en el espacio UVZ se muestra en la figura 6.46

FIGURA 6.46.

Una vez determinada la forma de la region en el nuevo sistema se transformara

el integrando. Debido a que el momento de inercia estd dado por

T,= HLd(x, Y, 2)” p(x, y, 2) dV

y p(x, Y, z) es igual a 1, sélo es necesario transformar d(x, Y, z)2 y dV. Como se
pide el momento con respecto al eje Z, la distancia a dicho eje esta dada por

d(x, y, 2) =r=q/x*+y%

Ademis
X, Y,z av
dv = J( Y ) dv,,,= e
u,v, =z u,v, 2
X, Y, 2
donde
x -y O
u, v,z
]( >= y x 0 |=x*+y
XY, 2
0 0 1
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qu’V
por lo que dV=W
av,
d(x,y, 2)? dV=(x*+y?) ——= =dV,,,.
(0. = (o)

Entonces

6.27. Evaluar la integral reiterada

1 2 3
I=X X j (x+y*+xyz) dedydx

Solucién: 32/3.

6.28. Cambiar el orden de integracién en

16 [8-.5x [*4-.25x—.5y
I=K j\ j‘ f(x,y, 2) dzdydx

0 0 0

para obtener las otras cinco formas de las integrales reiteradas.
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6.29.

6.30.

6.31.

6.32.

6.33.

6.34.

Calcular el volumen del tetraedro limitado por los planos coordenados y el

planox+2y+4z=16

Solucién: 64/3.

Utilizando la integral tripe calcular el volumen del elipsoide de ecuacién

xZ y2 z2
_+_2+_

=1
a? b c?

s 41
Solucion: 3 abc.

Suponga que el tetraedro limitado por los planos coordenados y el plano
x+2y+4z=16 es un cuerpo cuya densidad de masa en el punto (x, Y, z) es
igual a x. Obtener las coordenadas del centro de masa del cuerpo.

Obtener el momento de inercia con respecto al eje z, del sélido de den-
sidad p(x, Y, z) = situado en el primer octante y limitado por los cua-
tro cilindros hiperbélicos x> —y*=4; x* —y*=18; xy=1; xy =4y los planos
2z =57y 2 =10. Se sugiere utilizar un cambio de coordenadas semejante al

utilizado en el ejemplo 7.

Hallar el volumen del sélido limitado por el plano z=0y los cilindros para-

bélicosy=x>y y=4-2".

Solucion: V=4m.

Determinar el volumen limitado por los planos coordenados y por la
superficie x +y+2z=1 por medio de una integral triple.

1
Solucion: V= E .
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6.35. Calcular el volumen del sélido limitado arriba por el paraboloide z=x"+y?,
y abajo por la regién del plano xy limitada por el cuarto de circulo x*+y* <4
en el primer cuadrante.

Solucion: V=2m.
6.36. Determinar con integracion triple el volumen del sélido limitado por

z=x+y% x*+y*=4y2=0

L 16
Solucion: V= ?n.

6.6 Teorema de Stokes

Este teorema es una extension directa del teorema de Green en el plano que,
como recordard el lector, una de las formas que adquiere el teorema es (corola-

rio 2 ecuacion (34))

§CF-dr :HR(VxF) - KdA.

En la generalizacién que se dard a continuacidn (ecuacion (52)) en vez de la
regién plana R aparece una superficie alabeada en el espacio R®, en vez de la
diferencial de drea dA aparece la diferencial de drea de superficie do y en vez del
vector constante k aparece un vector unitario variable fi que es perpendicular a

la superficie en cada uno de sus puntos.

Teorema 12 (Teorema de Stokes). Sea S una superficie suave en el espacio R3
que esta limitada por la curva cerrada simple C, de manera que la proyecciéon
de S sobre los planos XY, ZX y YZ sean regiones limitadas por curvas planas
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cerradas simples (ver la figura 6.47). Sea F= Fl(x, Y, z)'i+ Fz(x, Y, z)j +
F4(x, y, 2) K un campo vectorial con derivadas parciales continuas. Entonces,

§ F-dr:H (VxF) - fido, (52)
@ S

donde i es un vector unitario normal a la superficie S en el punto (x, y, 2) y
do es la diferencial del area de superficie sobre S. En esta expresion la curva
C se recorre en sentido positivo respecto a una persona que observa a C
desde la direccidon positiva de 1.

FIGURA 6.47.

Demostracion: Si se expresa a F en términos de su componentes la ecuacion

(52) queda en la forma

§CF1 dx+F, dy+F, dz :Hs {(vx[F,1])+ (v x[F.]])

+(Vx [Fsk“])} - fido.

La demostracidn se restringira inicamente a probar que

§ F, dx=j] (V X [Fli]) - fido (53)
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ya que con los otros términos se trabaja en forma semejante. Supdngase que la
superficie S esta dada por z=£(x, y) (ver la figura 6.48).

z
C

S

FIGURA 6.48.

X CX

Y

Entonces, el vector N'normal a S es igual a (ver ecuacién (61) del capitulo 4)

y el vector normal unitario fi se puede tomar como

N/
IN’I

n=

(nétese que N’y fi tienen componente positiva en la direccién K ). Ademsds, la

diferencial de area de superficie esta dada por (ver ecuacién (50) del capitulo 4)

d0=|N'

dA,

siendo dA la diferencial de area en el plano de los parametros. Entonces,

LR OR

Vx[Fli]— az‘] 2

y el integrando de la integral de superficie de la ecuacion (53) es
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Ahora se va transforma la integral de superficie en una integral doble. Para esto
se debe evaluar la expresidon (V X [Fl i]) -fido en las ecuaciones paramétricas

x=x, y=y, 2=f(x, y). Es decir,

(vx[F,])-fido=- (aFl(x’ y.2) %  9F(x.y 2) )

oz oy oY

dA
Z=f(x,y)

Xy

y de acuerdo con la regla de la cadena se ve que el miembro derecho es la deri-
vada respecto a y de la funcién Fl(x, Y, f(x, y)) Denotando con G(x, y) a esta
funcidn se tiene que

(VxF,i)-Ado = - gdAxy,

en donde las Unicas variables de esta expresion son la x y la y. Entonces

R oG
H‘ (Vx[Fl 1])-ndo=—“‘ —dAxy=—JX G, dA,,,
s Sxy OY Sxy

donde S, es la region de variacion de los pardmetros x y y y es claramente el
resultado de proyectar S sobre el plano XY. Como i tiene componente positiva
en la direccion de K, al recorrer la frontera de S en sentido positivo se induce
sobre la frontera de S, un recorrido también positivo.
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Ahora se va a hacer uso del teorema de Green en su forma usual (ecuacion (24)):

§C[M dx+N dy| = HR@—Z - %) dA.

Haciendo R=S,,, C=C,,, N=0 y M=G se obtiene
—jj G, dA,, = % G dx
Sxy ny
y por consiguiente,
X[ (V X [Fli]) -fido= il G dx.
N ny

Sila curva C,, se parametriza mediante unas ecuaciones de la forma

x=¢(0)  y=8(  telad]

la expresion de la integral de linea del miembro derecho en términos del para-

metro tes

§ de=§ G(,y)dx
Cxy Cxy

I’ )
- | aG(d)(t), 0(t)) v dt
Nb

o COLONCOR D) =22

Ja

Por otro lado, se escribird la expresion para la integral de linea §C F, dx en térmi-
nos del pardmetro de la curva. Como la proyeccién de C sobre el plano XY es la
curva C,,, para parametrizar a C se pueden utilizar las ecuaciones
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x=¢():  y=6(t)  ==f(¢(1).8(x)):  telfaD]

en donde se ve que las dos primeras ecuaciones son iguales a las de C,,. Entonces,

§ F,dx= § Fy(x, y, 2) dx
9 9

- X F,(6(2), 6(2), £(4(2), 8)1)) gdt.

a

Comparando con la integral de linea anterior se ve que

§ de=§ F,dx
Cxy c

y por lo tanto queda demostrado que

Hs (v x [F,i]) - ﬁdo.=§cFl N

} Ejemplo 26.

Verificar el teorema de Stokes cuando
F=(x+2y)i+3zj+yz K

y S es la superficie de la mitad superior de la esfera x*+y°+2*=1. Témese a fi
como un vector unitario exterior a la esfera.

Solucion: La gréfica de la superficie S, asi como la de su proyeccion en el plano
XY, se muestra en las figuras 6.49a y 49b, respectivamente. Primero se obtendra
la integral de linea sobre la trayectoria que limita a la superficie S. En este caso,
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la trayectoria es una circunferencia de radio unitario (notar que en este ejemplo
la curva C y su proyeccion C,, sobre el plano XY coinciden). Sus ecuaciones

paramétricas son

x=cost
C: y=sent con te [0, 27r]
z2=0

FIGURA 6.49.

= %l F -dr:% (x+2y) dx+3z dy+yz dz
C C

21
= (cost+2 sen t)(—sen t) dt + 3(0) (cos t) dt+sen t(O) (O)
Jo
21 2m
=| -—sentcostdt - 2[ sen’t dt
Jo 0

sen?t |*" 1 o
= - —|t——sen 2t
2 0 2 0

=—2T.
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Ahora se calculara la integral de superficie. Se tiene que

i ] K
d d 3 o
VXF =| - > =(2-3)1-2K
x+2y 3z Yz
Ademas,
do= |N'| dA
ndo=+-
IN|
= N'dA.

Usando a x y y como parametros, la ecuacién de la superficie se puede escri-
bir como z =4/1-x*-y* y la regién de variacién de los pardmetros es

—1sys<l;—=4/1-y*<x < ?. Entonces,

N'= % 9= ,1
ox 9y
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= x(é)—Z dA
| z

= (x—2 - ﬁ]dA
| z

En consecuencia, la integral de superficie queda como

H (VXF) - fi do = H l(x—z)— %

1 iy
= \[ (x—2) dxdy

dA

1 l—y2 x
-3 — dxdy.
-1 =T 41Xy

Al evaluar las integrales se tiene:

« Parala primera

! 1-y2 1 22 1-y2
(x—Z) dxdy= — - 2x dy
-1 J-yi-y? L2 —Vi-y?

1
=—4j A 1-y*dy
-1

1_2
-y,
2

l—yzldy
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1
-1

=_2[ 1—y2+angseny]

=-2T
« Paralasegunda
vofVi-g2 x
-3 —————dxdy
1 152 A 1-xP-1?

1 1-y2
=—3X [— 1-x"-y° ] dy
-1 —J1-y2

Sumando ambas integrales resulta

HS(VxF) -fido=-2m.

Por lo tanto, se verifica el teorema de Stokes:

Hs (VXF) - ﬁdo=<§cF-dr.

En el caso del teorema de Green se sefial6 que existe una cierta similitud entre
dicho teorema y el teorema fundamental del calculo integral. Pues bien, también
para el caso del teorema de Stokes se puede observar esa similitud. Tanto en el
teorema de Stokes como en el TFCI el numero de integrales en el miembro dere-
cho se reduce en 1 en el miembro izquierdo debido al efecto de las derivadas que
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derivacion y la integracién indicadas en los miembros derechos se obtiene como

resultado una expresion evaluada en la frontera de la region de integracion.
6.6.1 Corolarios del teorema de Stokes

é Corolario 1. Sea F como se define en el teorema de Stokes y sea S una super-
ficie cerrada. Entonces,

ﬁ (VXF) - ido=0,
S]

donde es un vector unitario normal y exterior a la superficie S en el punto
(x,y, 2) y do es la diferencial del 4rea de superficie sobre S. El simbolo (ﬁs se
utiliza para indicar que la integral es sobre una superficie cerrada.

é Corolario 2. Sean S, C y F como se definen en el Teorema de Stokes. Entonces,

§ der:XX (ﬁ X V) x F do,
@ S

donde fi es un vector unitario normal a la superficie S en el punto (x, Y, z)
En esta expresion la curva C se recorre en sentido positivo respecto a una

persona que observa a C desde la direccidn positiva de fi.

Corolario 3. Sean Sy C como se definen en el Teorema de Stokes y sea
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¢(x, y, z) una funcién escalar. Entonces,

§ d)dr:jj i x V¢ do.




Corolario 4. Sean Sy C como se definen en el Teorema de Stokes y sean
o(x, y, 2) y ¥(x, y, ) dos funciones escalares. Entonces,

§ OVY -dr:H (Vo x Vy) - f do.

} Ejemplo 27.

Demostrar el corolario 1 del teorema de Stokes.

Solucion: Supdngase que la superficie mencionada es la de la figura 6.50. Dicha
superficie se muestra cortada por el plano arbitrario II que la divide en dos
superficies abiertas S, y S,. La curva cerrada formada por la interseccion del
plano IT con S, estd situada sobre el plano IT y limita simultdneamente a S; ya S,.
Aplicando el teorema de Stokes a ambas superficies se tiene que

NN

V xF - ﬁdo=£ F -dr

Jd S c

NN

VxF - ﬁd0=§; F -dr.

Jd S2 -C

FIGURA 6.50.
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Noétese que C tiene distintos signos en las integrales de linea anteriores. Esto se
debe a que sobre S, el vector fi exterior a S tiene componente positiva en la direc-
cién K, y por lo tanto C debe recorrerse como lo indica la flecha de la figura6.51.

FIGURA 6.51.

En cambio, sobre S, el vector fi apunta hacia abajo y C debe recorrerse en sen-

tido contrario. Sumando las dos ecuaciones anteriores se tiene

ﬁs(VxF) : ﬁdo=HSI(VxF) : ﬁda+Hsz(V><F) - fdo
=<§CF-dr +<§_CF -dr.

Ahora bien, por las propiedades de las integrales curvilineos se sabe que

§ F -dr=—§ F -dr
-C C

y por lo tanto,

ﬁ (VxF)- ndo=0.
N
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} Ejemplo 28.

Evaluar ”S (VxF)- fido donde
F =(x’+y+2)i+ 2xyj-(3xyz+2°)K
y S es la superficie de la semiesfera (ver figura 6.52)

X+ y*+22=9; z = 0.

FIGURA 6.52.

Solucion: Es mas facil obtener &C F-dr que la integral pedida, por lo que se
usara el teorema de Stokes. En este caso, la curva C que limita a la superficie S es
la circunferencia contenida en el plano XY (z = 0) dada por
X =23 cost; y=3sent; z=0 con te[O, 21T]
= dx=-3sentdt; dy =3 cost dt; dz=0.
El campo vectorial evaluado sobre C es

F =(x*+y+2)i+2xyj-(3xyz+2°)K

=(9 cos’t+3sent+2)i+18 sent costj+0 K
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Entonces la integral queda como

H(wF) : ﬁdo=i¥;cF~dr

M 21

= §l9 cos’t + 3sent + 2} (-3 sent)dt

Jo

+ |18 sent cos t] (3 cost) dtz

MNom
= (27 cos’t sent—9 sen’t—6 sen t) dt
Jo
[ 27 cos’t t 1 2n
=|—-——-9| ———sen2t |+6cost
3 2 4 .
=-9m.

Utilizando el teorema de Stokes en las ecuaciones de Maxwell es posible deducir
algunas propiedades importantes del campo electromagnético. En efecto, en el
Capitulo 4 se vio que dos de las ecuaciones de Maxwell para el caso de campos
estdticos son

V xE=0
V xH=]J,

donde E y H son, respectivamente, los campos eléctrico y magnético, y J es la
densidad de corriente. Integrando sobre una superficie arbitraria S se tiene:

NN

(VXE)-fdo=0

Jd s
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siendo I la corriente total que atraviesa dicha superficie. Si se aplica el teorema
de Stokes a los miembros izquierdos de ambas expresiones, se obtiene:

§ E -dr=0

C

§ H -dr=1.
C

La primera expresion establece que el trabajo realizado por el campo eléctrico
estatico E cuando actia sobre una carga eléctrica que se mueve sobre una tra-
yectoria cerrada C es cero. La segunda expresion se conoce como ley de Ampere,
y establece que la integral de linea del campo magnético H alrededor de una
trayectoria cerrada cualquiera, es igual a la corriente encerrada por esa trayec-
toria. Por lo tanto, si se miden los valores del campo magnético H que rodea a
un conductor eléctrico y se integra la cantidad H -dr a lo largo de una trayectoria
cerrada cualquiera que rodee al conductor (por ejemplo, laa,labolac, dela
figura 6.53 o cualquier otra mucho mas caprichosa) el resultado serd siempre

igual a la corriente que circula por dicho conductor.

FIGURA 6.53.

6.37. Comprobar el teorema de Stokes para el caso en el que

F=xi+(2z-x)j+yK

y S es la mitad superior de la esfera x*+y°+2° = 1. Tomar a fi como el vec-

tor exterior a la esfera.
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6.38. Demostrar la identidad

%(V x F) - ido=0
N

donde ﬁs es una integral sobre la superficie cerrada arbitraria S y 1i es el
vector normal unitario exterior a S.
6.39. Calcular la integral Hs (V X F) -1l do para el caso en el que
F=(y-4)i+2xj-3xyK
y S es la porcién del plano x+y+2z =1 contenida en el primer octante.

Solucion: 1/2.

6.7 Teorema de la divergencia

El teorema de la divergencia, también conocido como teorema de Gauss, es de gran
importancia en las matematicas, la ingenieria y la fisica. Sin el conocimiento de
este teorema el electromagnetismo, la mecdnica de fluidos, etc. no estarian tan
desarrollado como hasta la fecha. El teorema relaciona una integral de volumen
con una integral sobre la superficie que rodea a dicho volumen.

Antes de entrar en detalles conviene advertir que en electromagnetismo
existe una propiedad llamada “ley de Gauss” que no debe confundirse con lo que
en cédlculo vectorial se llama “teorema de Gauss” aunque, como se vera mas ade-
lante, se puede establecer una cierta relacién entre ambos. Para evitar posibles
ambigiiedades aqui, para referirse al teorema de Gauss, se usara sdlo su primer
nombre, es decir, teorema de la Divergencia.
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A manera de presentacién, conviene recordar nuevamente el teorema de
Green en el plano. Cuando se vieron sus formas alternativas (corolario 3) se

menciond que podia ser expresado como

§ F-ﬁdsz““V div F dA.
c R

Pues bien, el teorema de la divergencia extiende esta relacion a tres dimensio-
nes (ver ecuacion (54) abajo). En vez de que aparezca una integral doble sobre
una region plana R ahora aparece una integral triple sobre una regién tridimen-
sional R y en vez de que aparezca una integral de linea sobre una curva cerrada
C ahora aparece una integral de superficie sobre una superficie cerrada S.

Teorema 13. (Teorema de la Divergencia). Si la funcidn vectorial
F(x,y,2)=Fy(x, y, 2) i+ F,(x, y, 2) j+ F5(x, y, 2) K

tiene primeras derivadas parciales continuas en una region regular R del
espacio R®, rodeada por una superficie cerrada S, entonces la integral de
volumen de la divergencia de F es igual a la integral de superficie de la pro-
yeccidn de F sobre la normal externa de S; es decir,

ﬁ F:-ndo= HK divF dVv (54)
S R

siendo 1 la normal unitaria en el punto (x, Y, z) de la superficie, que apunta
hacia afuera de R. Si se expresa a fi en términos de sus cosenos directores:
f=cosai+cosfj+cosyK, el teorema se puede escribir como
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Demostracion: En esta prueba se supondra que R es regular (es decir, que es
proyectable sobre los tres planos coordenados). Cuando esto no es asi el teorema
aun puede seguir siendo vélido, pero no se demostrara aqui. Como R es proyec-
table sobre el plano XY se tiene que al pasar cualquier recta paralela al eje z a
través de R se corta a la superficie en sélo dos puntos. Si se denota con R’ la pro-
yeccidn de R sobre el plano XY, entonces, la integral triple del tercer término de

la ecuacién anterior:

I, 2

esigual a la integral iterada

g>(%y)
R 0% R L J gy 0%

siendo gl(x, y) y gz(x, y) las funciones asociadas a las superficies S; y S,, que son

las partes de S que limitan por abajo y por arriba respectivamente a la regién R
(ver figura (6.54)). Utilizando el teorema fundamental del calculo integral se tiene

M 82(%y)
\H\[ OF dv = lFs(x, Y, 2) ] dA
R 0%Z JUR 21(xy)

nE

= ,Fs(x’ Y, &(x, y)) dA

JJR

- ,Fs(x’ Y gl(x’ y)) dA. (55)

JJUR

Ahora bien, de la ecuacién (46), se tiene que dada una superficie S de ecuacién
z=g(x, y), donde las variable x y y varfan sobre la regién plana R,y que es la pro-
yeccién de S sobre el plano XY, la integral de superficie Hsh(x, Y, 2) do de una
funcién arbitraria h, es igual a la integral doble H Ry h(x, v, g(x, ) | sec y| A,
siendo y el angulo entre el eje Zy el vector normal a la superficie fi. En consecuencia,
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FIGURA 6.54.

haciendo

h(x v, z)=% . $=S; R,
secy

en la ecuacion (46), se tiene

H Fy(,y,2) 5 _ H Fy(x, y, £(x, ) [secy| da

$2 |secy| |secy|

= X\[ ,Fs(x’ Y 8o, y)) dA.

Y en forma semejante,

Xj Fs(x, Y, Z) do = XX Fs(x, Y, gz(x, y)) |SeCy| dA

|secy| |secy|

= \[\L,Fa(x’ Y, gl(x’ y)) dA.

dA

Xy

=dA
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Como en S, la tercera componente de i es positiva (ver figura 6.54) se tiene que

1
|secy|

= |cosy| =cosy=K-fi.

En cambio, en S; la fi apunta hacia abajo y en consecuencia su tercera compo-

nerte es negativa. Por lo tanto

1
|secy|

= |cosy| =-cosy=—-K-fi.

Entonces,

H Fy(x, y, g,(x, y)) dA = \H Fy(x,y,2) K- fido (56)
R’ Sy

H /Fg(x, v, gi(x,y)) dA =— j:[ Fy(x,y,2) K - i do. (57)
R S1

Sustituyendo (56) y (57) en (55) se obtiene

C—>
C—>
Y
Q| Y
S

QU

<

I
—
N

!

w

o

=

Q.

Q

+
C—>
1%}

=

w

b

=

QU

Q

Jd S1Usy

Por otra parte, la superficie S, que limita lateralmente a R, tiene un vector nor-

mal fi siempre ortogonal a K lo cual implica que
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Sumando esto al resultado anterior:

oF ' o o
X\H —2dv= F3k-ndo+H\ F,k-ndo
Raz ggslu.gz S3

NN

= F,K-fido

JuJ SlUSZUS_g

=ﬁ;p3ﬁ-ﬁdo (58)
S

ya que S=S,US,US,. En forma semejante, si se proyecta R sobre los otros pla-

nos coordenados, se obtiene:

oF, o
HK — dV= ﬁ Fi-ndo (59)
R OX s
F
m % gy Eﬁ) F,j-ndo. (60)
R OV s

Sumando (58), (59) y (60) se llega a

oF, OF oF A\
t+—2+— | dV= (] (F,i+F,j+F,K) - fido
rR\OX 0V oz s
L -rer- s
R N

y queda demostrado el teorema.

o bien
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} Ejemplo 29.

Verificar el teorema de la divergencia para
F(x,y,2)=(2x-y)i-(2y-2)j+zK

en la region limitada por los tres planos coordenados y el plano de ecuacién
2x+4y+2z=12.

FIGURA 6.55.

Solucion: La regidn se muestra en la figura 6.55. Primero se evaluard la integral

de volumen
6 [M(6-x)/2 M6-x-2x
Hj (V-F) dV=X J (1) dzdydx
R 0Jo 0

M6 [(6-x)/2

= (6—x—2y) dydx
JodJdo
3 (6-x)/2

= l6y—xy—y2] dx
Jo 0
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’\6 xz
= (9—3x+—)dx
Jo 4

1]

N

&

|

| w

XN

+

|5,
—_ 1

(=)}

=18.

Por otra parte, para calcular la integral de superficie se dividira la superficie
total en sus cuatro caras planas:

ﬁ F-ndo = j\j\Cara F-ndo+ \[\YCara F-ndo
s AOC AOB
+ XXCara F-ndo+ XjCara F-ndo.
COB ABC

« Para la cara AOC: Se pueden tomar como ecuaciones paramétricas x =X;
y=yy 2=0. Ademds, i =—K. Por lo tanto, y=0y do=dA,,. Asi,

K[Cara F-fdo= H [(2x-y)i-(2)] - (-K) dA,,=0.

AOC

« Paralacara AOB: Se toman como ecuaciones paramétricas x=x; y=0y z==z.
Ademas, i =—jy do=dA,,:

HCara F-fido= XX [2xi+ 2]+ 2K] - (-])dA,,

AOB
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+ ParalacaraCOB: x=0,i=-1y do=dA,,:
XXCara F-fido= XX[—yi—(Zy—z)j+zR] : (_i) dAyz

COB
M6 [(6-2)/2
= j ydydz

Jo 0

f6 [, 2] (6-2)/2
= ll] dz
2

Jo 0

« Para la cara ABC: Se toman como ecuaciones parametrizas x =x; y =y;

2=6—-x—2Y, lo que implica que fi =(l, 2, l)/\/g y do=\/g dA,y.
Entonces

XXCara F-ndo
ABC

E\
=
0
m
0
=)
IS
HIY
0
=)
IS
N
0
=)
=
w
0
Q
=
o
0
=)
=
n
0
[=)
=
<)}
-n
O
X
=
Cc
—
>
(7]

L)
o
<




= H (2x-y)i-(2y-6+x+2y)j+(6-x-2y)K [ (l\’/_%l)]'\/gdAxy

B N3 X6—29(2x_y—2x_8y+12+6_x_2y)»\/EdXdy
oo Vs

c

n

3 M6-2y
= \Y (—x—lly+18) dxdy
0 0

N 6-2y

= [———llxy+18x] dy
0 2

0

N3
=| [-18+12y-2y7—66y+22y>+108-36y] dy

Jo

N3

=| (90-90y+20y?) dy

De esta forma

ﬁ (F-n)do = 0-36+9+45
N

18,

que es lo que se obtuvo para la integral de volumen y, por lo tanto, el teorema se

verifica.
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} Ejemplo 30.

Evaluar la integralﬁ (F- 1) do, donde
N
F=(x+y” cosz)i-(e™ cosxz—2y)j+ang tan (x’y) K
y S es la semiesfera x*+y°+2° =1; z=0.

Solucion: La integral de superficie pedida es bastante laboriosa. Sin embargo, si
se utiliza el teorema de la divergencia la evaluaciéon es mucho mds simple. Como
se puede apreciar, F es diferenciable en el interior de la semiesfera, por lo tanto,

se puede aplicar dicho teorema En este caso V-F=1+2+0=3, luego

s [oom

siendo V el volumen de la semiesfera. Por lo tanto,

2
ﬁ F-ndo= 3(—7T) =2m.
s 3
} Ejemplo 31.

Usar el teorema de la divergencia para calcular el volumen del elipsoide de ecua-
cién:

x2 y2 Z2
? + F + ? =1.

Solucion: Si en el teorema de la divergencia se hace F=x1 se obtiene

HL(V - [xi)) dV=HLdV= V=§Sxi - fido
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y como fi=cos ai+cos Bj+cosyK se sigue que

V= x cosa do.
S

De manera semejante se demuestra que

V=(_) ycosBdo y V=() zcosydo.
N N

Sin embargo, para resolver el ejemplo basta usar solo una de dichas integrales.
Aqui se usard la ultima. Ademds, se calculard unicamente la octava parte de
volumen (ver figura 6.56) y el resultado se multiplicara por 8.

FIGURA 6.56.

Entonces se tiene que

V= ﬁ zcosydo
S
=8 Cara 2 COSY do + Cara 2 COSY doO
AOC AOB
+ jCara zcosydo+ superficie 2 COSY do
BOC elipsoidal
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Para las caras AOC y BOC; cosy=0 ya que y es el dngulo entre fi y K. Mientras

que en la cara AOB el integrando vale cero ya que la coordenada z vale cero. Por

lo tanto, sélo sobrevive la integral sobre la superficie elipsoidal. Asi,

V=8 H superficie Z COS Y do=38 H z dA,,,
elipsoidal elipse

en donde se ha utilizado la igualdad do = . Entonces,
cosy
b [y yp2-y2
V=8 z dxdy
0dJo
Kb Xa/bm A2 2
=8 =lc|[l-5—-— dxdy
o Jo a a
b
4c 2a?
_ac —| az—yf 2
a J, b
= 2(12
2 2
e a - x" - 2
- | a—=5— |angsen
b 2.2
2 Yya
a - 2

] a/lf/bz_yz
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Como es de esperarse, también para el caso del teorema de la divergencia
existe una cierta similitud entre dicho teorema y el teorema fundamental de cal-
culo integral. En ambos teoremas el nimero de integrales que hay en el miembro
derecho se reduce en 1 en el miembro izquierdo debido al efecto de las deriva-
das que estan en el integrando. Ademas, ambas ecuaciones muestran que al efec-
tuar la derivacién y la integracién indicadas en los miembros derechos se obtiene
como resultado una expresién evaluada en la frontera de la regién de integracidn.

6.71 Corolarios del teorema de la divergencia

é Corolario 1. Sean ¥(x, v, z) una funcién escalar y F(x, y, z) una funcién vec-
torial continuamente diferenciables en una regién Rc R® rodeada por una
superficie cerrada S, entonces

a) ledV=ﬁ Y i do
R S)

b) (VxF) deﬁ (ixF) do.

é Corolario 2. Sean R, Sy F como se definen en el corolario 1. Si la funcién F
siempre es normal a S entonces

HL(V xF) dV=0.

é Corolario 3. Sean R, S y F como se definen en el corolario 1. Si la funcién F
es igual al rotacional de alguna funcidn vectorial diferenciable arbitraria T, es

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
e
o
0
[=]
©
wn
0
[=)
i
(o)}
M
o
X
<
(=
r
>
(2]

decir, si existe T tal que F =V x T, entonces




é Corolario 4. Sean R, S y F como se definen en el corolario 1. Y sean § y ¢ dos
funciones escalares con segundas derivadas parciales continuas en R, entonces

nNEeN

2) [9V2¢+ (V) (Vo)] dV= ﬁ PV - i do

pneN

b) (Vo -$Vp) =§ (WVo-¢Vy) - fi do.

UvuJuuyu

Estas dos igualdades se llaman respectivamente “Primera igualdad de
Green” y “segunda igualdad de Green”. Haciendo en cualquiera de ellas ¥
igual a una constante se obtiene

c) XXX \40) dV=§ Vé - do,

y haciendo F =V ¢ en la primera se obtiene

d) m 1pV-FdV+HX F-Vy deﬁ YF - fi do.

En el ejemplo 28 del Capitulo 4 se mencion6 que dos de las cuatro ecuaciones de
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V:D=p
V-B =0.




La primera establece que la divergencia de la densidad de flujo eléctrico, D, es

igual a la densidad volumétrica de carga p; y la segunda dice que la induccion

magnética B es un campo solenoidal.

Si a estas expresiones se les aplica el teorema de la divergencia se tiene:

Para la primera,

ﬁsn n do=mv(v D) dvzmvp &

pero como la integral de la densidad de carga es igual a la carga eléctrica

total Q contenida en V, o sea

[l

entonces

B o-aio-{[] sor=c

A esta igualdad se le llama ley de Gauss, y establece que: “El flujo eléctrico
que atraviesa una superficie cerrada: ;D-ndo,es igual a la carga eléctrica Q
encerrada por dicha superficie”. Por ejemplo, si se rodea a un electrén aislado
mediante una superficie S, el valor de @S D - n do serd exactamente igual
al valor de la carga del electrén. En cambio, si se rodea a un electrén y a un
proton el valor de la integral sera igual a cero, ya que el protén y el electréon
tienen cargas iguales, pero de signos contrarios por lo tanto la carga total del
par es igual a cero.

Esta ley es una de las mds importantes de la electrostatica y se puede
demostrar que es equivalente a la ley de Coulomb. Sin embargo, aqui no se
hara esa demostracion, sino que Unicamente se enfatizara que ambas leyes
(la de Coulomb y la de Gauss) se pueden ver como consecuencias del teo-
rema de la divergencia aplicado a la ecuaciéon de Maxwell, V - D=p.

-

3D1AaNI

0
[=]
©
HIY
0
[=)
2
N
0
[=]
©
w
0
[
°
o
0
[=]
©
wn
0
[=)
i
(o)}
M
o
X
<
(=
.
>
(2]

0
ety
i




-

3D1AaNI

« Paralasegunda

[ (R

Esta ley establece que: “El flujo magnético que atraviesa cualquier superficie
cerrada: ﬁs B - ndoesigual acero”. Comparando con el resultado para el campo
D: ﬁs D - n do=Q, vemos que en el caso magnético no existe el analogo de
las cargas eléctricas aisladas; es decir, no existen “cargas magnéticas” ais-
ladas. Cualquier cuerpo con propiedades magnéticas se comportara de tal
manera que su polo positivo (o sea su carga magnética positiva) siempre va
acompanado de su polo negativo (su carga magnética negativa), y viceversa.
Por lo tanto, la carga magnética total siempre vale cero. En otras palabras,
jamas se podra aislar el polo norte de un iman; si dicho imén se parte en dos
pedazos, los pedazos resultantes seran otros dos imanes (bipolares) a su vez,
de manera que la “carga magnética” total siempre es cero.

Supdngase que en un sistema de coordenadas esféricas la densidad volumétrica

. . . . 3 ,
de carga en una cierta regién del espacio estd dada por p=p, r %, ¢Cudnta carga

se encuentra dentro de una esfera de radio a?

Solucion: La carga esta dada por

oo

donde en coordenadas esféricas dV =r" sen @ drde d6. Entonces
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2T T a 3
Q:J‘ \Y J 0o 772 12 sen drdy dd
0

fom m a
=P, sencpj\ /2 drdydb

Jo Jo 0

Mo (P

= p, (sen (p)l%r%] dyp db

9 Jo 0
Nom
~2Po g% | 2 4g
9 Jo

Ademas, usando la ley de Gauss: Q= ﬁs D - ndo se sigue que

ﬁ D ndo= 8—Trp0a9/2.
s 9

lo que indica que el flujo eléctrico que atraviesa la superficie esférica de radio a
es (81/9)p, a’2.
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6.40.

6.41.

6.42.

Comprobar el teorema de la divergencia para el caso en el que

F(x,y,2)=(x, 2 2)

y R es la region limitada por los tres planos coordenados y el plano
2x+4y+2z=12.

En el ejercicio 6.30 se pidi6 utilizar la integral triple para calcular el volu-
men del elipsoide de ecuacion
2 2 2
x Z
— y—z +—=1
a~ b°
Ahora se pide nuevamente calcular este volumen, pero usando el teorema
de la divergencia aplicado a la funcién F = (0, Y, 0). Se sugiere al lector

consultar el ejemplo 31 discutido en la seccién 6.7.

Supéngase que la densidad de masa p de una esfera sélida de radio a esta
dada por p = Kr, donde K es una constante y r=x"+y*+z°. ;Cudl es la masa
M de la esfera? Se sugiere utilizar coordenadas esféricas y la férmula

o]

siendo V el volumen de la esfera.
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6.8 Integrales impropias

Para finalizar se estudiara muy brevemente el concepto de integral doble impro-
pia. También existen integrales triples impropias y de dimensiones mayores,
pero aqui se restringird el estudio inicamente al caso de dos dimensiones. Este
concepto es semejante al que se estudié en el cdlculo integral de funciones de
una sola variable. Es decir, son integrales en donde la region de integracion R es
infinita, o en donde la funcién por integrar f diverge en uno o mas puntos de R.
Estas integrales se representan igual que las integrales dobles usuales, es decir
con los simbolos HR f(x, y) dA o bien HR f(r) dA. Cabe recordar que, tanto en
el caso de integrales simples como en el de las dobles, la definicién de integral
se da a partir de una suma de Riemann que involucra una funcién acotada defi-
nida sobre una region finita. Si alguna de estas dos condiciones no se cumple, el
concepto de integral usual no esta definido. En lo que sigue se mostrara como
generalizar la definicién cuando una o ambas de las condiciones anteriores no
se cumple.

El nimero de casos de integrales dobles impropias es mucho mayor que el
de las integrales de una sola variable, pero aqui se estudiaran sélo dos de ellas.
Considérese primero un caso en el que la funcién no estd acotada.

Sea f: R* - R una funcién continua y acotada en una regién R, excepto en el

punto r,€R (ver la figura 6.57a).

FIGURA 6.57.

-
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Considérese ahora una regién R’ que también contiene a x,, y cuyo tamafio se
har4 tender a 0. El tamafio de R’ se puede definir mediante el didmetro D dado por

M

D=sup |r1—r2

donde r, y r,e R". Supéngase también que ” rAA Y ” r' dA existen en el sentido
usual. Entonces, si el limite

I=lim j\j ,f(r) dA

existe (siendo R—R’ el conjunto diferencia de R y R’; ver figura 6.57b), se dice
que f es integrable impropiamente sobre R, y que el valor de la integral es I.
También se acostumbra a decir que la integral doble impropia es convergente.
En caso contrario se dice que es divergente.

} Ejemplo 34.

Dada la funcién f(r) = , ylaregion

1

R={(xy)|-1sx=s1,-1=sy=1}

investigar si f es integrable impropiamente sobre R. En caso afirmativo calcular

el valor de la integral.

Solucion: Se ve que la funcién f es continua y acotada en todos los puntos del plano
excepto en las vecindades del origen, y que éste esta contenido en R. Conviene
entonces tomar como regién R’ un pequefio cuadrado dado por (ver figura 6.58)

R={(x,y)|-e<x<e;-e<y<e}

donde se ve que D= Zﬁ € . Ademds, la regién R — R’ se puede expresar como la
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R-R'=R,UR,UR, UR,,

donde
R={(x.y)|e<x =< 1;-x<y=<x} (regién tipo R,)
Ry={(x.y)|-1sy<-e;y<x=-y} (regiéntipoR,)
Ry={(x,y)| -1 < x<-e;x sy<-x} (regiéntipoR,)
{ (

R,= (x, y)|e< y<l;-ysx< y} region tipo Ry)

FIGURA 6.58.

Para determinar si la funcidn es integrable impropiamente, se debe investigar si

el siguiente limite existe:

lim H‘H, f(x)dA= lim g ”Rl f(r)dA+ HR2 f(r)da
+ HRS f(r)dA+ HR4 f(r)da g

_ H‘l (% dydx X Y dxdy
=11m —— + ——
€0 e J-x 4/ X*+Y? 1 dy /XY

X_e -~ dydx X Y dxdy z
+ —_— + — .
-1 Jx 4/ x2+y2 e J-y 4/ x2+y2
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Como la tercera integral es igual a la primera (basta cambiar en la tercera x
por —x) y la segunda es igual a la cuarta (cambiando en la segunda y por—y) se
puede escribir que

N T N
1m X =z 1lim - + p——
D=0 | |g-gr’ €—>0 e Jox x2+y2 e J-y x2+y2

Ademas, si se intercambian las variables x y y en la Gltima integral, se obtiene la
primera, que es la que corresponde a R;. Por lo tanto,

1i (x) dA =41] Ty
) R_R,fx -t e doenfaty?

N

1 x
=41im [1n(y+«/x2+y2)] dx
€—=>0 c —x
!
=41lim [ln(x+ 2x% ) =In(-x+ ZxZ)]dx
€_>0L €
M1
=41im [ln(x(ﬁ+l))—ln(x(ﬁ—l))] dx
€—=>0 c

M1
=41lim In (\/_i> dx
€0 ﬁ—l

1
=41In ﬁ lim dx
ﬁ_l €—>0 €

=4In(y/2+1)%1lim (1-¢)

€—>0

=81In(y/2+1).
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Por lo tanto, el limite si existe y el valor de la integral es

HR f(r) dA=81n(y/2+1).

Es ilustrativo evaluar nuevamente la integral sobre la regidon R, pero ahora utili-
zando coordenadas polares.

La region R, considerada en coordenadas polares como region Ry, se puede
expresar inmediatamente si se observa que el valor maximo de r es tal que
r cos =1, y el valor minimo es tal que r cos 8 = € (ver también la figura 6.58).

Asi, 1, =secB, r,,;, =€ secB, ylaregion R, es

R,= (r,9)|—£s6<£; €sech < r < sech
4 4

Entonces

L7 sech 1 L7
U‘ f(x) dA=X J —rdrdej‘ r
Ry -y Jesecd T -4

a
= J\ secO(1-€) de

~T4

sec

de

esech

a
=(1-€)In(secO+tanb)

w-m{ED

=2(1-¢)In(4/2+1)

y al tomar el limite € - 0y multiplicar por 4, se obtiene el resultado anterior.

A

Se sugiere al estudiante que resuelva nuevamente este ejercicio, tanto en
coordenadas cartesianas como polares, pero ahora considerando como regiones
Ry R’alos circulos de radios iguales a 1y €, respectivamente.
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Por ultimo, se consideraran las integrales dobles impropias cuando la region de
integracion no esta acotada. Se discutiran inicamente los casos en los que la region
se puede expresar como una region del tipo R, o bien R, y en donde uno o varios de
los limites de las variables x o bien y son infinitos. Para calcular estas integrales lo
que se hace es realizar la integral reiterada asociada asignando a los limites de inte-
gracion valores constantes finitos pero indeterminados. Después se efectua la inte-
gracion y se evalda el resultado en esos valores finitos indeterminados. Finalmente
se calcula el limite cuando dichas constantes tienden a infinito. Si el resultado de
esto es un valor finito se dice que la integral doble impropia existe o que es conver-
gente, pero si el limite no existe se dice que la integral impropia no existe.

Evaluar la integral doble impropia

1), e

donde R es el conjunto {(x, Y) | 0<x<oo;x=<y< oo}.

Solucion: En vez de escribir oo en los limites superiores de la integral iterada
correspondiente se escriben dos constantes indeterminadas m y n que se con-
sideran como finitas y se escriben los simbolos lim,,, , y lim,_,  para indicar
que después de integrar se debe evaluar en dichos limites. Asi,

m Mn
) ) ) )
———dA= —— 0 dyd
H (1+ ) ,%E‘;L im | ey Y
'\m B l n
= lim lim | — 5 dx
m—)ooh 0 n—-oo 2(l+y) x
'm 1 1
= lim lim l— 3 5 ]dx,
moe |, moe | 2(1+n%)  2(1+x?)
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tomando el limite n— oo

Y e
H (T+y d““riliitj , 2ee) &

;s " dx
moeo |, (1+22)

1
2 0

= : lim [angtanx]m
m->o0 0

1
= — lim [angtanm—angtano]
m—> oo

_l T\ T
2\ 2 ) 4

Por lo tanto, la integral doble impropia es convergente.

} Ejemplo 36.

Calcular el volumen en el primer octante del solido que esta limitado por los

planos coordenados y la superficie de ecuacién

1
(2+4x+6y)*

Solucion: Esta superficie siempre estd por encima del plano XY y por lo tanto
nunca lo corta. En consecuencia, la region es infinita y esta dada por

R={(x,y)[0sx<co; 0=y<oco; x yeR}.
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La integral doble impropia es

o dA
x (2+4x+6y)*

fm n 1
= lim lim T, dydx
m—>oo | o n>oo |, (2+4x+6y)

Nm i 1 n
= lim lim | — 3 ] dx
m->co | n—>oo 18 (2+4x+6y) 0

Nm -
= lim lim | - ! + ! dx,
m->oo | n->oo 18(2+4X+6n)3 18(2+4X)3

tomando el limite n— oo

Nm
1
V = lim — - |dx
moe || 18(2+4x)

— 1’ | l "
e | 144(2+4x)* |,
=1 -— 1 + ! dx
e | 144(2+4m)®  144(2)? ’
1
 144(2)?
" 576
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6.43. Sea R la zona del primer octante que estd limitada superiormente por la

superficie de ecuacion

1

°s (x+y+1)°.

i) Identifique la forma de R y escriba su expresion analitica.
ii) Escriba la integral impropia que da el volumen de R y calctlela.

6.44. Sea R el conjunto {(x, y) | 0<x<1; 0sy< o0 } Calcule la integral impropia

I o
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Formulas

IGUALDADES VECTORIALES
a-b=b-a
axb=-bxa
a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axh)
ax(bxc)=b(a-c)-c(a-b)
(axb)xc=b(a-c)-a(b-c)
(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)-(a-d)(b-c)
V(e +p)=Ve+Vy
V-(a+b)=V-a+V-b
Vx(a+b)=Vxa+Vxb
Vx V=0
V-(Vxa)=0
Vx(Vxa)=V(V-a)-V.(Va)=V(V-a)-Va
V-(ya)=a-Vyp+yV-a

Vx(pa)=Vpxa+pVxa

827



V(a-b)=(a-V)b+(b-V)a+ax(Vxb)+bx(Vxa)
v.(axb)=b-(Vxa)-a-(Vxb)
Vx(axb)=a(v-b)-b(V-a)+(b-V)a—(a-V)b

V(py)=pVy+pve

Six representa el vector de coordenadas entonces:

en cartesianas: X=x&,+Yé, +2¢é,
en esféricas: x=r1é,, siendo r=4/x* +y* +2°
en cilindricas: X=pé,+2é,, siendop=4/x*+y’
Ademas,
Vex=3
Vxx=0
2 i X
Ven=—, siendon=—
r r
Vxn=0
1 a
(a-V)n=—[a-n(a-n)]==
r r

a, esla componente de a perpendicular a n.
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ALGUNOS OPERADORES DIFERENCIALES EN LOS TRES SISTEMAS
DE COORDENADAS MAS COMUNES

A. CARTESIANAS

oA oA oA 0A 0A oA
VxA:éx -4 +éy = - = +éz —4 - —=
oy oz 0z ox ox oy

o'y 'y
=+
ax* 3y 92°

)

B. CILINDRICAS

1 oA 0A 0A oA 1/( 0 0A
VxA=¢,| —— -t |+e| B - = +e—| —(p4,)- =
p op 09z 9z  9p p\op " ¥ Qg

, 12 E}) 1 % %y
Vp=—"—|p |+ 5335
p op ap p° 9y 0z
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C. ESFERICAS
(¢ es la colatitud, es decirz = r cos ¢ y 6, el angulo azimutal)
yp . 13y 1 3y

Vyp=e +e,— _——+te
v or *r3p °rsenyp 3z

1 0 1 d 1 O0A
VeA= - —(PA,)+—————(senp4a,) + —L
r* or rsenyp 3¢ rseny 90

1 0 d0A

VxA=é, — (sengpA,) —*

rseng | 99 o6

i 1 04, 1 9 L1 2 A,
+8,)| ——— - — —(r4y) |+ ¢ rA,) -
rsengp 060 r or 9P

, 1o (o 13 a 1y
le—rZar<r2 ) 7 seng acp( %0 ) 7* sen’p 06°

_ia_z( )+ 1 9 a_‘p 1 %
=22\ 2 senp ¢ 950 )T Psen 20 962

TEOREMA DE GREEN

En lo que sigue A es una regién en %%; dA, la diferencial de 4rea; c, la curva que
rodeaa A; d/ = | dr | , diferencial de longitud de arco con dr =1dx +jdy; n, un vec-
tor unitario normal a ¢ y exterior a A; Py Q, dos funciones escalares de variable
vectorial: %% - %;y N un vector unitario normal a la regién A.

N

EE):
la. forma —— — |dA=| Pdx+Qdy
J ox ay Jc

3Q oP

2a. forma ——— |dA=| F-dr conF=1P+]
JA (ax ay) Jce ( Q)
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N

3a. forma (VxF)-N’dA=§ F-dr
A

U C

N

4a. forma (v T)dA=J\ F-dr  (con F=iQ-jP).
A C

u

TEOREMA DE GAUSS O DE LA DIVERGENCIA

En lo que sigue V representa una regién en %°%; dV, la diferencial de volumen; S,
la superficie que rodea a V; do, la diferencial de area superficial; y n un vector

unitario normal a S y exterior a V.

Teorema V-F dV=j‘ F-:-ndo
JVv S
Corolario A2 dV=X Yyndo
Jv S
Corolario V xF dV=j\ n x Fdo.
JVv N
IDENTIDADES DE GREEN
la. identidad j (V2P + Ve - th)dV=X pn - Vi do
v s
Corolario § F(G - n)dcf:j‘ FdideV+J (G-V)Fav
s v v
2a. identidad X (V2 —ypV2p) dV=X (VY —yVo) - ndo
v s
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TEOREMA DE STOKES

En lo que sigue S representa una superficie abierta en %°; N, un vector unitario
normal a S; y ¢ la curva que rodea a S recorrida en sentido positivo de acuerdo
con un observador que estd del mismo lado de la superficie que el vector N.

"

Teorema (VxF) . Z\Aldo=§; F . dr.

Jus C

N

Corolario NxVjdo= § Ydr.

Jus C

ALGUNOS EJEMPLOS DE INTEGRACION POR PARTES

N

V- (lpF)dV—J F - Vypdv

\%4

j@V-FdV=
v

Jv

N

=| YF- do—j F .- VydVv
N v

J F-Vypdv=| V- (lpF)dV—j\ oV« AdV
14 JVv 14
= th-do—j\ YV - FdV
Js v
TEOREMA DE HELMHOLTZ

Todo campo vectorial F(r) suficientemente bien comportado se puede descom-
poner como la suma de una componente FL(r) de rotacional nulo mas otra com-
ponente FT(r) de divergencia nula dadas por
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FORMULAS DE DIFERENCIACION DE INTEGRALES DEFINIDAS
QUE DEPENDEN DE UN PARAMETRO

1 Regla de Leibnitz

d [e® b(t) af(t,x) W "
ﬂ o (t”“)d’“j e e () g = (eal) g

2 Si C(t) es una curva suave a trozos en %°

d

d_X F(t,r)°dr=X [a—F—vx(VxF)+V(v-F)]-dr.
t c e ot

3 Si S(t) es una superficie suave a trozos en %°

d

—X G(t,r)-dt)':J [aﬁ +(V - G)v-Vx(vxG)|- do.
dt ot
S() S()

4 Teorema de Reynolds. Si V(¢) es una regién en %°

d
d—X p(t,r)dV=X [Q&+V-(pv)]dV.
Edve vy L 9
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A

aceleracion
de una particula: 448
de la gravedad: 202
normal: 449 y ss
tangencial: 449 y ss
Ampere
ley de: 798
analitica
geometria: 4, 36, 45, 168
angular
modulo de la aceleracién: 451, 452
rapidez: 451, 452
velocidad: 428, 459, 495, 497, 565
angulo entre dos vectores: 267, 268, 626
aproximacion poligonal:
véase longitud de arco
area
de un paralelogramo: 475
de una esfera: 748
de una region plana: 530 y ss
de una superficie: 523, 524, 543, 747
diferencial de: 523-528
area de superficie
de la grafica de una funcion: 747 y ss
en términos de sumas de Riemann: 742
y ss
Arquimedes, espiral de: 544
asociatividad: 24-25

B

base: 67

base canonica 514 y ss

base contravariante: 516-520
base covariante: 515-520

indice alfabético

C

campo
conservativo: 641, 648-649
de fuerza conservativo: 640 y ss
de velocidad de un fluido: 486-489
eléctrico: 492y ss
electromagnético: 492, 493, 755
escalar: 11, 20, 151, 336-338
magnético: 492 y ss, 798

vectorial o de vectores: 371, 372, 376, 378,

489, 726
vorticoso: 495
irrotacional: 497 y ss, 648 y ss
solenoidal: 489, 813
centro de masa: 707, 708, 773
centroide: 708, 773
cilindro: 61, 92, 749
eliptico recto: 74, 379
parabdlico recto: 61y ss
cinematica de una particula: 448 y ss
circulacion: 725-727
circulo meridiano: 472
osculador: 436, 459
paralelo: 472
circunferencia: 10, 46, 58, 425, 472, 435,
439, 589, 612, 691, 695
codominio: 11
componente
de un vector: 2, 265-268
normal: 450
tangencial: 450
composicion de funciones: 24, 210-227, 236
conjunto
abierto: 7, 285-289, 393y ss,
603, 609, 648
agujerado: 292
cerrado: 7
conexo: 8, 283, 609, 722
convexo: 8, 283, 288
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de vectores: 514
reciproco: 517
simplemente conexo: 8
cono: 55, 62y ss, 80-84
conservacion
de energia: 641-644
constante de proporcionalidad: 508
constante gravitacional: 551
continuidad: 115, 127 y ss, 172, 377 y ss
convexo: 8, 283, 603
coordenadas: véase también sistemas
de coordenadas biesféricas: 557
bipolares: 555
cartesianas: 507, 508, 821
cilindricas: 541
cilindricas elipticas: 554
cilindricas parabdlicas: 561
curvilineas: 468, 507 y ss, 520
esféricas: 508, 509, 547 y ss
esferoidales prolatas o alargadas: 558
esferoidales oblatas o achatadas: 560
parabdlicas: 556
polares: 131, 749, 822
sistema de, ortogonal: 520 y ss
toroidales: 563
cosenos directores: 269, 744, 800
Coulomb
ley de: 631, 814
Cramer: véase regla de Cramer
curva
de Jordan: 416
lisa: 417, 664
simple: 416, 664
curvas: 413-417
arbitraria: 523-526, 529
cerrada simple: 416, 589
coordenadas: 513
de nivel: 16-20, 85, 342
equipotenciales: 19
paramétricas: 468
plana: 98, 140, 167, 261
curvatura: 435
radio de: 435

D

densidad: 491 y ss, 702
densidad de flujo eléctrico: 814

derivada: 386 y ss
definicién de: 386
direccional: 140y ss, 257, 261-272, 307 y ss,
332, 344, 348 y ss
total: 210 y ss
derivada parcial: 144-146, 150-158, 164, 172,
210, 222, 280, 301y ss, 329y ss, 354 y ss, 386 y s,
mixta: 152, 157
determinante jacobiano: 241 y ss
Vease también jacobiano diferencial: 181y ss,
392y ss, 678y ss, 693, 702, 725, 738, 743, 753,
761y ss, 768, 783y ss
de longitud de arco: 424, 523, 544
exacta: 278, 279
geometria: 439
total: 191
dimension: 311, 329
directriz: 75y ss
distancia de un punto a
un paraboloide: 325
un plano: 324
una recta: 366, 367
divergencia: 482 y ss, 536
dominio: 11y ss, 321, 371

E

ecuacion de continuidad: 491
ecuaciones de Maxwell: 491, 492, 499, 797,
813, 814
ecuacion del plano: 74
ecuacion vectorial de una superficie: 467 y ss
ecuacion de una recta vertical: 471
electromagnetismo: 492, 499, 798
electrostatica: 814
elipsoide: 49, 77
energia

cinética: 642

potencial: 498, 631
error

absoluto: 198

relativo: 199
escala, factores de: 515-517
esfera: 46, 346, 353
espacio n-dimensional: 333
espiral de Arquimedes: 544
extremo

condicionado: 359
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local o relativo: 318, 355, 362
maximo: 298 y ss
minimo: 298 y ss

extremos: 298-306, 316, 331, 340y ss
puntos: 301, 349

F

factores de escala: 515, 517
flujo: 495y ss, 730
eléctrico: 492, 814, 815
irrotacional: 497
magnético: 492, 814
formulas de Frenet-Serret: 434y ss
primera: 434
segunda: 437
tercera: 438
frontera de un conjunto: 6-8
fuerza elastica: 498, 499
funcion
acotada: 316, 342, 343, 367, 619, 665 y ss, 824
armonica: 501
compuesta: 210 y ss, Véase composicion de
funciones continua: 120, 127 y ss, 301-323,
358-361, 382y s5, 392, 400, 415y s5, 424, 425,
452,473y ss, 487,497, 501, 574y ss, 597, 622
y s, 671, 673, 680-686, 738, 739, 758, 760,
764, 784, 800, 812, 813, 818, 819
derivable: Véase derivada y derivada parcial
diferenciable: 173, 181, 182, 203, 262, 358-361,
393, 399-403, 485, 493, 509, 510, 534-536, 541,
725, 809, 812
Vease también diferencial.
escalar: 1y ss, 115y ss, 301, 328, 336, 344,
358, 372, 374, 394, 401-403, 482-485, 493,
497, 499, 503, 506, 514, 534, 541, 546, 571,
597y ss, 618, 635, 641, 644, 669y ss, 812
integrable: 619, 670, 686, 758, 759, 819, 820
inversa: 15
objetivo: 340, 343, 353, 366
polinomial: 129
real: 11, 16, 30, 167, 181
vectorial: 257, 355, 370-393, 399-428, 467 y
ss, 482 y 55, 485-499, 509-514, 525, 526, 534,
536, 544-546, 618-626, 642, 648, 716-725,
736-745, 784, 796, 799, 812
funciones: Véase funcién

G

Gauss
ley de: 799, 814
teorema de : 685 (A este teorema también
se le llama teorema de la divergencia)
generatriz: 75
geometria diferencial: 439
gradiente (grad): 192, 257-272, 289-294, 303,

304, 329, 347, 350, 354, 356, 394, 497, 499, 534,

538, 541, 544, 550, 615 y s5, 632, 641, 648
grafica: 16
de una funcidn: 16, 17, 146, 299, 300, 317,
323, 341
Green: 663
identidades de: 697

teorema de: 712, 721-733, 734, 737, 738, 783,

787, 792, 800

H

hélice: 586
circular: 426
conica: 466
Hesse, Ludwig Otto: 330
hessiano: 330
hiperboloide de revolucion: 103
de una hoja: 51-55, 62
de dos hojas: 54, 62
Hooke, ley de: 498

I

identidad de Green: Véase Green

imagen: 12, 372

induccion magnética: Véase magnético(a)
incremento: 141, 182-187, 195-200, 203, 204,

213, 258, 260, 306, 311, 313, 319, 323, 345, 350,

383, 392, 399, 409
integral
curvilinea: Véase integral de linea
de linea: 568-662, 669, 670, 720, 722, 724,
729-731, 735, 738, 787-791, 795, 798, 800
propiedades: 581
de superficie: 740-744, 752, 785, 790, 791,
799, 801, 806
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definida: 619, 678
del campo vectorial: véase integral vectorial
doble: 664, 670, 674, 677-679, 684-688, 692,
693, 699, 702, 709, 722, 740, 760, 764, 770,
786, 800, 801, 818, 823, 824
impropia: 783
iterada: (También llamada reiterada) 670,
679, 680, 683-689, 693, 695, 758, 760, 761-765
769, 773, 777, 801, 823
reiterada:Véase integral iterada
triple: 754, 758, 763, 765, 768, 770, 801
vectorial: 618-620
integral de Riemann: Véase Riemann
intensidad: 376, 492
intervalo: 214, 294, 349, 355
abierto: 301, 320, 350, 353
cerrado: 350-351
invariantes: 482, 500, 541, 554, 555, 561
de primer orden: 482
de segundo orden: 500
inverso: 24, 25
aditivo: 24, 25
multiplicativo: 25
irrotacional: 497-499, 648, 649
campo: 497
flujo: 497

J

jacobiano: 241-245, 252, 254, 359, 394, 395, 396,
399, 403, 404, 409, 473, 482, 483, 499, 509, 510,
515, 522, 529, 531, 532, 542, 550

K

Kronecker, delta de: 517

L

Lagrange
funcién de: 354, 355, 358-367
multiplicadores de: 353, 358
Laplace
ecuacién de: 501, 553
laplaciano: 482, 500, 501, 534, 541, 544, 551, 553
ley de conservacion de energia: 664

ley de Hooke: 498
limite: 115, 377 y ss
definicién de: 116 y ss
de una funcioén: 378 y ss
doble: 116-127, 131y ss
lateral derecho: 123
lateral izquierdo: 123
presentacién €-6: 117
longitud de arco: 420-425, 434, 435, 439, 452,
524, 529, 543, 544, 550
parametrizacién mediante: 441
parametro de: 424, 434, 439, 452
como parametro de: 420

M

magnético(a)
campo: 373-476, 764,797
carga: 815
flujo: 492, 493, 512, 815
induccion: 814
magnitud
de la aceleracidon: 452
de la fuerza: 453
de la velocidad: 371
de un vector: 429-432, 434, 475, 522
manantial
punto: 489
masa: 453, 489, 490, 551, 663, 702-713, 752,
773-779
total: 702, 704
matriz
columna: 330, 334, 395
diagonal: 63, 330, 335
hessiana: 330-338, 500
identidad: 64
jacobiana: Véase también determinates
jacobianos 393, 397, 399
negativa definida: 333
ortogonal: 64, 330
positiva definida: 334
renglén: 394
simétrica: 63, 335
valores caracteristcos de: 64, 65, 67, 69,
330y ss
maximo: 298 y ss
absoluto: 299 y ss
condicionado: 340
finito: 342
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local: 298

relativo: 298, 310,338, 339, 351, 352
Maxwell: Véase ecuaciones de Maxwell
mecanica de fluidos: 486
meridiana: 98
minimo: 299 y ss

absoluto: 299 y ss

condicionado: 340

local: 299

relativo: 299, 310, 337, 338, 350, 351
minimaximo: 58, 306 Véase también punto silla
momento de inercia: 705, 774, 775
momento estatico: 702, 773
movimiento circular: 451
multiplicadores de Lagrange: Véase Lagrange
n-dimensional: 333

N

nabla: véase operador nabla
Newton

leyes de: 453
norma

de la particién: 570, 627
normal

a la superficie: 259

0

operador
nabla: 258 y ss, 484
optimizar: 389
operaciones entre funciones: 24
origen: 366, 603, 611
ortogonal: 4, 64, 260, 261, 268, 330, 514y ss, 768
ortonormal
base: 514

P

paraboloide: 149

de revolucién: 57 y ss

eliptico: 57

hiperbélico: 19, 58, 86
paralelepipedo: 107, 486, 488, 527
paralelogramo: 475, 527

parametrizacion: 413 y ss
parametrizacion por la longitud del arco: 420,
434, 441
parametros de escala: 542
parte activa: 341
particion: 422 y ss, 569 y ss, 664 y ss, 739 y s,
757y ss
particula
cinematica de una: 448
plano
normal a una curva: 356
osculador: 436, 449
rectificador: 439
plano tangente: 353, 760
a una superficie suave: 167 y ss, 193
plano XY : 34, 415, 423, 471, 664
plano ZX o bien, plano XZ: 34
plano YZ: 34
polinomio cuadratico: 113
potencial: 498, 649
eléctrico: 499
primer momento: Véase momento estatico
primeras derivadas parciales: 290 y ss, 333y ss
producto
escalar (o prodcto punto): 267, 484, 573
vectorial o cruz: 85, 163, 166
punto
critico: 303 y ss, 345, 346 y ss, 358 y ss
de inflexién: 306
entorno del: 5, 6
exterior: 6
frontera: 6, 131, 349
fuente: 489
interior: 6
manantial: 489
no singular: 417, 473
ordinario: 417
silla: 58, 86, 306, 308 y ss, 332, 336, 351y ss
singular: 6, 417, 473
surgente: 489

R

radio hidraulico: 180
rango: 12, 373
rapidez: 228, 449
recta
normal: 167 y ss
tangente: 146 y ss, 160
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rectangulo
agujerado: 292y ss
recorrido: 12, 373
region: 7-10
abierta: 9-11, 316, 320, 339
acotada: 666, 673, 756, 758, 823
agujerada: 599y ss
cerrada: 318, 339, 341y ss, 666
factible: 340
multiplemente conexa: 635, 636
permisible: 340 y ss, 358
regular: 664, 755
simplemente conexa: 721
region: xy, yx, Xz, 2Xx, 2y, yz: 756
regla de Cramer: 240 y ss, 250 y ss
regla de la cadena: 210y ss, 356, 395, 401y ss,
428, 518, 535
reparametrizacion: 478
restricciones: 339 y ss, 353
Riemann, suma de: 664, 668 y ss, 685,
747,757, 818
rotacion: 495
rotacional: 482 y ss, 493 y ss, 539
propiedades: 493y ss
magnitud del: 727

S

Schwarz: véase teorema de Schwarz
segmento de recta: 349 y ss

segundas derivadas: 151y ss, 307 y ss, 329 y ss,

502

segundo momento: Véase momento de inercia

silla de montar: 58, 306
simetria: 30 y ss
sistema coordenado
cilindrico: 541, 658, 768
esférico: 547, 659, 768
polar: 546, 658, 692
sistema de coordenadas: 508 y ss, 656
solenoidal
campo: 489, 813
Stokes
teorema de: 716, 783
suave: Véase curva suave subconjunto
abierto: 7
cerrado: 7
semiabierto (semicerrado): 7

suma de Riemann: Véase Riemann sumidero
punto: 489
superficies: 16, 30 y ss, 467 y ss, 512y ss
cerrada: 17, 755, 756, 793
cilindrica: 90, 306
conica: 94
coordenadas: 512
cuddrica: 45y ss
de nivel: 20, 30, 353
de revolucion: 98 y ss
degeneradas: 60
lisa: 475
reglada: 84y ss
suave: 475
surgente
punto: 489

T

tangente
plano: 167y ss, 305, 353
recta: 146, 264, 416, 417, 429
vector: 255, 417, 428 y ss,
Taylor
férmula de: 311y ss
teorema
de Gauss o de la divergencia: 716, 799 y ss,
812
de Green: 716 y ss, 787
de la divergencia: Véase teorema de Gauss
de Stokes: 716, 783
de Schwarz: 151y ss, 157, 281, 287, 497, 502
y ss, 547
de Weierstrass: 344
del gradiente en coordenadas
curvilineas: 534
del gradiente como vector normal: 259, 261
del laplaciano en coordenadas
curvilineas: 541
del rotacional en coordenadas
curvilineas: 539
de la divergencia en coordenadas
curvilineas: 536
teorema del valor medio para integrales
dobles: 672
para integrales iteradas de segundo
orden: 683
para integrales triples: 760
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terceras derivadas parciales: 312, 313
torsion: 437 y ss

coeficiente de: 437

radio de: 437
toro (o toroide): 101, 563
trabajo: 642 y ss
transformacion lineal: 375
trayectoria: 569, 587

cerrada: 589y ss, 642, 643

V

valor
maximo relativo: 298 y ss
minimo relativo: 299 y ss
valor maximo: 299 y ss, 306
valor medio: 672, 633, 760
valores caracteristicos (también llamados
valores propios): 64-69, 330-338
vecindad: 5, 184, 299 y ss, 312, 328
agujerada: 6
radio dela: 6
vector: 2
binormal: 436
de posicién: 370 y ss
gradiente: 257, 354, 356
normal: 4, 85, 163-171, 178, 259,
261, 265, 295, 301, 305, 356, 434-437, 439,
446, 449-454, 458, 469, 474, 479, 514-516,
522, 526, 727, 728, 744, 746, 784 y ss, 793,
800y ss, 812
tangente: 147, 165, 515
torbellino: 496
unitario: 143, 261, 266, 268 y ss,
307, 329, 334, 349, 628
vectores caracteristicos (también
llamados vectores propios): 64-70, 330-338
duales: 517
ortogonales: 430, 520
reciprocos: 517
vectorial
campo: 372, 499
ecuacion: 413, 466
funcién: 371
suma: 561
velocidad: 371y ss
angular: 493, 495
tangencial: 411, 495

volumen: 677y ss, 769 y ss
volumen de un paralelepipedo: 486
vorticidad local: 495
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