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Resumen

El presente trabajo describe la adaptacion e implementacion de un solver tridimensional
basado en el Método de Lattice Boltzmann (LBM) con esquema D3Q19-Multi-Relaxation
Time (MRT) para la simulacion del flujo incompresible alrededor de una esfera fija en un
canal rectangular. El solver, implementado en MATLAB, integra un modelo de turbulen-
cia de tipo Smagorinsky de gran escala (Large Eddy Simulation, LES) directamente en el
operador de colision MRT, lo que le confiere estabilidad numérica desde el régimen laminar
(Re = 1) hasta Re = 5,000, si bien la validacion cuantitativa se concentra en el rango lami-
nar (Re < 300) y el caso de mayor Reynolds se presenta como exploracion cualitativa. La
geometria de la esfera se impone mediante la condicion de frontera de bounce-back inter-
polado (IBB), que garantiza precision de segundo orden en la condicion de no deslizamiento
sobre superficies curvas.

La validacion del solver se realiza mediante la comparacion sisteméatica de tres para-
metros aerodinamicos contra datos de la literatura especializada: el coeficiente de arrastre
Cp se contrasta con las correlaciones de Schiller & Naumann (1933) y Clift et al. (1978); la
longitud de recirculacion L, /D se compara con los datos experimentales de Taneda (1956)
y los resultados numéricos de Johnson & Patel (1999); y el coeficiente de presion C,(0) se
valida frente a las soluciones de Johnson & Patel (1999) y Tomboulides & Orszag (2000).
Los resultados obtenidos muestran una concordancia satisfactoria con la literatura para el
rango laminar, confirmando la correcta implementacién del método numérico.

Como producto principal de la tesis, se desarrolla una herramienta de visualizacion en
Realidad Aumentada mediante la tecnologia WEBXR, que permite superponer el campo
de velocidades, las lineas de corriente coloreadas por magnitud de velocidad y las isosuper-
ficies del campo tridimensional sobre el entorno fisico real a través de un navegador web
compatible. Esta herramienta constituye un recurso didactico interactivo para el analisis

y la comunicacion del fenémeno aerodindmico.

Palabras clave: Método de Lattice Boltzmann, D3Q19, Multi-Relaxation Time, flujo

alrededor de esfera, realidad aumentada, WebXR, coeficiente de arrastre, recirculacion,
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacién y contexto

El estudio del flujo alrededor de cuerpos romos es uno de los problemas fundamentales
de la dindmica de fluidos computacional (CFD) y la aerodinamica. La esfera, en particular,
representa el caso de referencia por excelencia para la validacion de métodos numéricos
debido a su geometria canénica, su simetria axial y la rica fenomenologia fisica que exhibe
en funcion del namero de Reynolds Re: desde el régimen de arrastre viscoso puro (flujo de
Stokes, Re < 1), pasando por la formacion de una burbuja de recirculacion estacionaria
(20 < Re < 210), hasta el desprendimiento de vortices y la transiciéon hacia la turbulencia
(Re > 300) [3, 10].

En este contexto, el Método de Lattice Boltzmann (LBM) se ha consolidado como una
alternativa eficiente a los métodos tradicionales de diferencias finitas y elementos finitos
para la simulacion de flujos incompresibles en geometrias complejas [8, 4]. A diferencia de
los métodos basados en las ecuaciones de Navier—Stokes en su forma macroscopica, el LBM
opera a nivel mesoscopico, modelando la evoluciéon de funciones de distribucion de parti-
culas en una reticula discreta. Esta formulacion simplifica naturalmente el tratamiento de
condiciones de frontera en superficies curvas, se paraleliza de manera eficiente y recupe-
ra las ecuaciones de Navier-Stokes en el limite hidrodindAmico mediante la expansién de
Chapman-Enskog. La variante Multi-Relaxation Time (MRT), propuesta por d’'Humiéres
et al. [2], mejora sustancialmente la estabilidad numérica del LBM estandar de tiempo de
relajacion nico (SRT, 0 BGK) al permitir la relajacion independiente de cada momento en
el espacio de momentos, reduciendo asi las inestabilidades de alta frecuencia que surgen a
Reynolds elevados.

Por otra parte, la Realidad Aumentada (AR) ofrece nuevas posibilidades para la visua-
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lizacion cientifica interactiva. La capacidad de superponer campos vectoriales tridimensio-
nales sobre el entorno fisico real, accesible desde un dispositivo moévil o una tableta sin
hardware especializado, representa una herramienta didactica de gran valor para la ense-
nanza de la aerodindmica y la mecéanica de fluidos computacional. La tecnologia WEBXR,
integrada en navegadores web modernos, hace posible el desarrollo de estas experiencias
de manera portable y sin instalacion de software adicional.

La conjuncién de estas dos lineas —un método numérico mesoscoépico moderno y una
plataforma de visualizacion inmersiva accesible— define el espacio de trabajo de esta tesis.
La motivacion ultima es doble: por un lado, disponer de una implementaciéon validada y
reproducible del LBM tridimensional en un entorno académico ampliamente disponible
como MATLAB; por otro, transformar los resultados de esa simulaciéon en una experiencia
interactiva que pueda utilizarse en el aula, en laboratorios de ensenanza y en actividades

de divulgacion de la Facultad de Ingenieria.

1.2. Planteamiento del problema

A pesar de la madurez del LBM como método numeérico, su implementacion tridimen-
sional con MRT, bounce-back interpolado y modelos de turbulencia integrados contintia
siendo un area de desarrollo activo, particularmente en lo que respecta a la calibracion
cuidadosa de los parametros de red y la validacion sistemética contra datos de referencia.
Asimismo, la integraciéon entre simulaciones de CFD y herramientas de visualizacion en
AR para fines educativos representa un campo emergente con escasos precedentes en la
literatura en espanol para el nivel de licenciatura.

En consecuencia, el presente trabajo aborda dos probleméaticas complementarias:

1. La adaptacion y validacion de un solver LBM 3D-MRT para la simulacion del flujo
alrededor de una esfera calibrada en el rango de Reynolds laminar (1 < Re <
300), con capacidad de extension hacia regimenes turbulentos mediante el modelo

de Smagorinsky.

2. El desarrollo de una herramienta de visualizacion en Realidad Aumentada que per-
mita comunicar los resultados de la simulacién de manera interactiva, facilitando
la comprension del fendémeno aerodinamico tanto en contextos académicos como de

divulgacion.
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1.3. Objetivo general

Adaptar un solver basado en el Método de Lattice Boltzmann tridimensional para
simular el flujo alrededor de una esfera calibrada y desarrollar una herramienta de visua-
lizacion en Realidad Aumentada que facilite el analisis aerodindmico y la comprension del

fenomeno.

1.4. Objetivos particulares

A. Implementar un solver LBM 3D con esquema D3Q19-MRT en MATLAB, estable para
el rango 1 < Re < 5,000, que incluya condicién de bounce-back interpolado para la

esfera e imposicion de perfil de velocidad uniforme en la entrada.

B. Obtener y validar las métricas aerodindmicas principales: coeficiente de arrastre
Cp(Re), longitud de recirculacion L,/D(Re) y coeficiente de presion C,(f), com-

parando con las correlaciones y datos numérico-experimentales de referencia.

C. Desarrollar una visualizacion profesional de los resultados en MATLAB que incluya
streaklines coloreadas por magnitud de velocidad, isosuperficies tridimensionales,

campo de vorticidad y perfil de velocidad en la estela.

D. Disenar e implementar un visualizador en Realidad Aumentada mediante WEBXR,
que permita interactuar con los campos de flujo simulados en el entorno fisico real

a través de un navegador web.

1.5. Hipotesis de trabajo

Este trabajo se sustenta en las siguientes hipotesis:

1. Un solver LBM con esquema D3Q19-MRT, condicion de bounce-back interpolado y
modelo de turbulencia de Smagorinsky, implementado integramente en MATLAB, es
capaz de reproducir las métricas aerodinamicas del flujo sobre esfera reportadas en
la literatura para el rango laminar dentro de una banda de error consistente con el

confinamiento del dominio.

2. Una arquitectura web basada en WEBXR y Three.js puede renderizar en tiempo

real, sobre dispositivos moéviles convencionales, una representacién de particulas del
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campo de flujo con una tasa de refresco suficiente (> 30 FPS) para una experiencia

interactiva fluida.

3. La combinacién de ambas herramientas mejora la comprension espacial del feno-
meno aerodinamico frente a las representaciones estaticas tradicionales, al permitir

la inspeccion tridimensional del campo desde el entorno fisico del usuario.

1.6. Contribuciones

Las contribuciones originales de este trabajo son:

= Un solver LBM 3D-D3Q19-MRT completamente documentado en MATLAB, con mo-
delo de turbulencia de Smagorinsky local e integrado, y condicién de bounce-back

interpolado de segundo orden.

» Una validacion sistematica del solver contra cuatro conjuntos de datos de referencia

de la literatura para el flujo sobre esfera en régimen laminar.

s Una herramienta de visualizacion en Realidad Aumentada basada en WEBXR. que
lee directamente los resultados del solver y los renderiza en 3D sobre el entorno fisico

del usuario.

= Un flujo de trabajo reproducible y documentado que integra simulacién numérica y

visualizacion interactiva, con guia de reproducciéon completa incluida en el Apéndi-

ce A.

1.7. Alcances y limitaciones

El presente trabajo se limita al flujo newtoniano incompresible e isotermo alrededor de
una esfera fija. No se consideran efectos de flotabilidad térmica ni movimiento de la esfera.
La validacion se concentra en el rango laminar (Re < 300) donde la comparacion con datos
publicados es directa; los resultados para Reynolds mayores se presentan como exploraciéon
preliminar sin validacion exhaustiva. El dominio computacional es de 160 x 80 x 80 nodos,
lo que implica un porcentaje de bloqueo D/N, = 20%. Aunque superior al valor ideal
(< 5 %) recomendado para comparaciones cuantitativas precisas, este dominio es adecuado
para los propoésitos de validaciéon y visualizacion de la tesis dentro de las restricciones

computacionales de una estacion de trabajo convencional.
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En cuanto a la herramienta de Realidad Aumentada, su alcance es didéctico y demos-
trativo: el motor de particulas reproduce la fenomenologia cualitativa del flujo (aceleracion
en los flancos, estela, dispersion turbulenta) y calcula en tiempo real los parametros adi-
mensionales del problema, pero no resuelve las ecuaciones de Navier—Stokes en el disposi-
tivo. La conexion cuantitativa con el solver se realiza mediante la exportacién de campos

en formato JSON, descrita en el Capitulo 4.

1.8. Estructura del documento

El resto del documento se organiza de la siguiente manera. El Capitulo 2 presenta el
estado del arte en las tres vertientes del trabajo: la fisica del flujo sobre esfera, el desarrollo
del LBM y las tecnologias de visualizacion inmersiva. El Capitulo 3 desarrolla el marco ted-
rico completo, desde las ecuaciones de Navier—Stokes hasta la formulacién MRT y el modelo
de Smagorinsky. El Capitulo 4 describe la metodologia numérica: dominio, parametros de
red, condiciones de frontera y algoritmo del solver. El Capitulo 5 presenta la validacion
contra la literatura y los campos de flujo obtenidos para tres regimenes representativos.
El Capitulo 6 documenta el diseno, la implementacion y las pruebas de la herramienta
de Realidad Aumentada. El Capitulo 7 discute los resultados y sus limitaciones, y el Ca-
pitulo 8 presenta las conclusiones y el trabajo futuro. Los apéndices incluyen la guia de

reproduccion y detalles de la formulacion MRT D3Q19.



Capitulo 2

Estado del arte

2.1. Introduccion

El flujo alrededor de una esfera constituye uno de los problemas canénicos de la mecéani-
ca de fluidos y de la aerodinamica externa. A pesar de su aparente simplicidad geométrica,
este sistema concentra una gran diversidad de fenémenos hidrodinamicos: arrastre viscoso,
formacion y separacion de la capa limite, aparicion de zonas de recirculacion, pérdida de
simetria de la estela, desprendimiento de vortices y transicion hacia regimenes no estacio-
narios y turbulentos. Por esta razon, el flujo sobre esfera se ha utilizado ampliamente como
caso de referencia para validar métodos numéricos, modelos de turbulencia y técnicas de
tratamiento de fronteras curvas en dinamica de fluidos computacional (CFD) [3, 10].

Desde el punto de vista fisico, el problema permite analizar de manera controlada la
influencia del nimero de Reynolds sobre la estructura del flujo. En el limite de Reynolds
muy bajo, el movimiento esta dominado por la viscosidad y puede describirse mediante
la solucion de Stokes. Conforme aumenta Re, el flujo comienza a separarse en la parte
posterior del cuerpo, se forma una burbuja de recirculacion estacionaria y, posteriormente,
la estela pierde simetria y evoluciona hacia configuraciones tridimensionales no estaciona-
rias. Esta progresion convierte a la esfera en una geometria ideal para estudiar estabilidad
hidrodindmica, transiciéon y generacion de fuerzas aerodinamicas.

En paralelo, el Método de Lattice Boltzmann (LBM) se ha consolidado como una alter-
nativa numérica competitiva frente a los métodos tradicionales basados en la discretizacion
directa de las ecuaciones de Navier—Stokes. Su formulacién mesoscépica, basada en la evo-
luciéon de funciones de distribucion sobre una red discreta de velocidades, permite recuperar
las ecuaciones hidrodindmicas macroscopicas mediante procedimientos asintéticos como la

expansion de Chapman—Enskog [8, 4]. Ademas, la localidad de sus operadores de colision
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y propagacion favorece implementaciones paralelas eficientes y facilita el tratamiento de
dominios tridimensionales con geometrias complejas.

Dentro de las formulaciones modernas del LBM, los esquemas de miltiples tiempos de
relajacion (MRT) han adquirido especial importancia debido a su mayor estabilidad numé-
rica en comparacion con el modelo de relajacion simple BGK. En particular, los modelos
tridimensionales D3Q15, D3Q19 y D3Q27 permiten representar flujos incompresibles con
diferentes compromisos entre costo computacional, isotropia y robustez numérica |2, 4].

Mas recientemente, las herramientas de visualizaciéon cientifica, realidad aumentada y
entornos inmersivos han abierto nuevas posibilidades para la interpretaciéon de resultados
de CFD. Mientras que las representaciones tradicionales suelen limitarse a cortes bidimen-
sionales, mapas de contorno o animaciones en pantalla, la realidad aumentada permite
superponer campos tridimensionales de velocidad, presién o vorticidad sobre el espacio
fisico del usuario.

En este capitulo se revisan tres vertientes principales: primero, el comportamiento fisi-
co del flujo alrededor de una esfera y sus regimenes caracteristicos; segundo, el desarrollo
del Método de Lattice Boltzmann, con énfasis en esquemas MRT, redes D3Q19 y condi-
ciones de frontera para geometrias curvas; y tercero, el papel de la visualizaciéon cientifica
y la realidad aumentada como herramientas de andlisis, comunicacién y ensenanza de

resultados de CFD.

2.2. Flujo alrededor de una esfera como problema de

referencia

El flujo alrededor de una esfera ha sido estudiado durante décadas como un problema
fundamental de la aerodinamica externa. Su importancia radica en que permite observar,
dentro de una geometria simple y bien definida, la evolucién progresiva de los mecanismos
de transporte de cantidad de movimiento conforme cambia el nimero de Reynolds. En
el régimen de Stokes, correspondiente a Re < 1, las fuerzas viscosas dominan sobre las
inerciales, el flujo permanece adherido a la superficie y no aparece separacion en la estela.
En este limite, el coeficiente de arrastre sigue la relacion clasica Cp = 24/Re.

Alincrementar el ntimero de Reynolds, las fuerzas inerciales adquieren mayor relevancia
y el flujo comienza a separarse en la parte posterior de la esfera. Como consecuencia, se
forma una region cerrada de recirculacion cuya longitud aumenta con Re. Para Reynolds
moderados, la estela puede mantenerse estacionaria y aproximadamente axisimétrica; sin

embargo, a valores mayores se presentan inestabilidades que rompen dicha simetria y
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generan estructuras tridimensionales. Finalmente, en regimenes no estacionarios, la estela
presenta desprendimiento periodico de vortices, fluctuaciones de presiéon y oscilaciones en

las fuerzas hidrodinamicas |3, 10]. La Figura 2.1 esquematiza esta progresion.

Regimenes del flujo alrededor de una esfera en funcién del nimero de Reynolds

(a) Flujo de Stokes (Re « 1) (b) Recirculacién estacionaria (20 < Re < 210)

k
—

—_—

(c) Pérdida de simetria (210 < Re < 270) (d) Desprendimiento de vortices (Re = 280)

Figura 2.1: Regimenes caracteristicos del flujo alrededor de una esfera conforme aumenta
el nimero de Reynolds: flujo de Stokes sin separacion, recirculacion estacionaria, pérdida
de simetria de la estela y desprendimiento de vortices. Elaboracién propia con base en
[3, 10].

Entre los trabajos de referencia mas citados se encuentra el estudio de Johnson y Patel
[3], quienes analizaron numérica y experimentalmente el flujo incompresible alrededor de
una esfera hasta Re = 300. Su contribucién resulta particularmente relevante porque
proporciona datos detallados sobre la estructura de la estela, la longitud de recirculacién,
la distribuciéon de presion superficial y el coeficiente de arrastre en regimenes laminares
estacionarios y no estacionarios. Debido a ello, sus resultados se utilizan frecuentemente
como base de comparacion para validar simulaciones numéricas.

Posteriormente, Tomboulides y Orszag [10| extendieron el anéalisis hacia regimenes
transicionales y débilmente turbulentos. Su trabajo permitié describir con mayor detalle
la evolucion tridimensional de la estela y el surgimiento de asimetrias temporales. Estos
estudios son relevantes para el presente trabajo porque establecen rangos de comparaciéon

para la transicion de un flujo estacionario hacia uno no estacionario, asi como para la
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evaluacion de modelos numéricos capaces de reproducir estructuras vorticosas complejas.

Las magnitudes cominmente empleadas para validar simulaciones del flujo alrededor
de una esfera son el coeficiente de arrastre Cp, la longitud de recirculacion adimensional
L, /D, la distribucién de presion superficial C,(6) y, cuando el flujo es no estacionario, el
numero de Strouhal St. Estas variables permiten comparar tanto el comportamiento global
del flujo como detalles locales asociados con la separacion y la evolucion de la estela; la

Figura 2.2 las ilustra de forma esquematica.

Métricas de validacion del flujo scbre esfera: Cp, L,/D, Cp(8) y St
I

R

\

Figura 2.2: Variables principales de validacion en el flujo alrededor de una esfera: coeficiente
de arrastre Cp, distribucion de presion C,(6), longitud de recirculacion L,/D y nimero

de Strouhal St. Elaboracion propia.

Ademés de los estudios numéricos detallados, existen correlaciones empiricas amplia-
mente utilizadas para estimar el coeficiente de arrastre de particulas esféricas. La correla-
cion de Schiller y Naumann [6] es una de las mas empleadas para Reynolds moderados,
mientras que la recopilacion de Clift, Grace y Weber [1| constituye una referencia clasica
para el analisis de particulas, gotas y burbujas. Estas correlaciones son ttiles como prime-
ra aproximacion y como criterio de contraste frente a resultados numéricos obtenidos con

CFD 0 LBM.
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2.3. Desarrollo del Método de Lattice Boltzmann

El Método de Lattice Boltzmann tiene su origen en los automatas de gas en red y
en la teoria cinética discreta. A diferencia de los métodos numeéricos tradicionales, que
discretizan directamente las ecuaciones macroscopicas de conservacion, el LBM describe el
flujo mediante funciones de distribucion de particulas f;(x,t) asociadas con un conjunto
finito de velocidades discretas c;. La evolucion de estas distribuciones permite recuperar las
variables macroscopicas del flujo, como la densidad p y la velocidad u, mediante momentos
de las funciones de distribucion [8, 4].

La interpretacion fisica del LBM se sitia en una escala mesoscopica. En lugar de resolver
trayectorias individuales de particulas, como en una descripcién microscopica, o resolver
directamente campos continuos, como en una descripcién macroscopica, el método evolu-
ciona distribuciones discretas que contienen informacion estadistica del movimiento de las
particulas. En el limite hidrodinamico, la expansion de Chapman—Enskog permite demos-
trar que las ecuaciones de Navier—Stokes pueden recuperarse a partir de la ecuacion de

Boltzmann discretizada. La Figura 2.3 ilustra esta ubicacion jerarquica.

Microscépica Mesoscépica (LBM) Macroscépica
Chapmayl-Enskog
Dinamica molecular —» Funciones de distribucion —t» Navier-Stokes
trayectorias de particulas fa(X, t) sobre reticula p(x, t), u(x, t)

_/ P N _/

El LBM opera en el nivel mesoscépico y recupera la hidrodinamica
macroscépica en el Iimite de bajo nimero de Mach.

Figura 2.3: Ubicacion mesoscopica del Método de Lattice Boltzmann. El método opera
sobre funciones de distribucion discretas y recupera variables macroscopicas mediante la

expansion de Chapman-Enskog. Elaboracion propia.

El algoritmo béasico del LBM se compone de dos operaciones principales: colision y
propagaciéon. Durante la etapa de colision, las funciones de distribuciéon locales se relajan
hacia un estado de equilibrio. Durante la etapa de propagacion, las distribuciones actuali-

zadas se desplazan hacia nodos vecinos siguiendo las direcciones discretas de la red. Esta
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separacion entre procesos locales y transporte sobre la red proporciona una estructura
algoritmica simple, eficiente y altamente paralelizable.

En el modelo de relajacion simple BGK, todas las distribuciones se relajan con un tnico
tiempo caracteristico. Aunque este enfoque es sencillo y computacionalmente econémico,
puede presentar limitaciones de estabilidad, especialmente en flujos con Reynolds elevados,
mallas finas o geometrias complejas. Para superar estas limitaciones, se han desarrollado
formulaciones de multiples tiempos de relajacion (MRT), en las cuales la colision se realiza
en el espacio de momentos y cada modo puede relajarse con una tasa diferente [2|. El ciclo

computacional completo se muestra en la Figura 2.4.

Ciclo computacional del LBM con operador de colisién MRT

—_ ——
— -~
—— ~
- S~o
- ~

-~

L~ - 53 ;2
Poblaciones ,/’_,Espacio de momentos Colision MRT Inversa\\\\ 5 Propagacion
fix, t) -~ m = Mf m’=m - S(m— m%) f=M1m" "~ falxteqt+l)=F
= ~,
//’ \\\
P ~

~

siguiente paso de tiempo

Figura 2.4: Ciclo computacional del Método de Lattice Boltzmann con operador de colisién
MRT: las funciones de distribucién se transforman al espacio de momentos, se relajan con
diferentes tasas y posteriormente se propagan sobre la red. Elaboraciéon propia con base
en [2].

En problemas tridimensionales incompresibles, uno de los modelos mas utilizados es el
D3Q19. En esta formulacion, cada nodo de la red contiene diecinueve velocidades discretas:
una velocidad de reposo, seis direcciones alineadas con los ejes cartesianos y doce direc-
ciones diagonales sobre las caras del cubo. Esta configuracion, mostrada en la Figura 2.5,
ofrece un compromiso adecuado entre costo computacional e isotropia para simulaciones
tridimensionales de flujo, por lo que se ha utilizado ampliamente en aplicaciones de LBM

para geometrias complejas.
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Modelo D3Q19: 1 velocidad de reposo (negro),
6 axiales (azul) y 12 diagonales de cara (rojo)

0.5

0.0 ]

Figura 2.5: Conjunto de velocidades discretas del modelo D3Q19. La red incluye una
velocidad de reposo, seis velocidades axiales (azul) y doce velocidades diagonales sobre las

caras del cubo (rojo). Elaboraciéon propia.

La aplicacion del LBM al flujo alrededor de una esfera requiere especial atencion en
el tratamiento de la frontera solido—fluido. Como la superficie de la esfera no coincide
exactamente con los nodos de una red cartesiana, se utilizan condiciones de frontera in-
terpoladas, esquemas de rebote corregido o métodos de frontera inmersa para imponer la
condicién de no deslizamiento. La precision de estas condiciones influye directamente en
la estimacion del coeficiente de arrastre, la ubicacion de la separaciéon y la longitud de la
region de recirculacion.

En este contexto, los esquemas MRT combinados con redes D3(Q19 representan una
alternativa adecuada para estudiar el flujo alrededor de una esfera, ya que permiten mejorar
la estabilidad numérica respecto al modelo BGK y conservar una estructura computacional

eficiente.

12
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2.4. Esquema MRT y estabilidad numérica

El modelo clasico de Lattice Boltzmann de tiempo de relajacién tinico, conocido como
BGK 0 SRT (Single Relazation Time), constituye una de las formulaciones mas simples
y utilizadas del LBM. En este esquema, todas las funciones de distribucion relajan hacia
el equilibrio mediante un tunico parametro de relajacion 7. Esta simplicidad reduce el
costo computacional y facilita la implementacion; sin embargo, también limita el control
numérico sobre los distintos modos dinamicos del sistema.

En particular, el esquema BGK puede presentar problemas de estabilidad cuando se
trabaja con viscosidades bajas, nimeros de Reynolds moderados o altos, geometrias com-
plejas, mallas relativamente gruesas o fronteras curvas. Esto se debe a que los modos
hidrodinamicos y no hidrodinamicos relajan con la misma tasa, lo cual puede permitir la
amplificacion de oscilaciones espurias de alta frecuencia. En simulaciones tridimensiona-
les, estas oscilaciones pueden contaminar la estela, modificar artificialmente el arrastre y
deteriorar la convergencia del calculo.

Para superar estas limitaciones, se desarrolld el esquema de multiples tiempos de re-
lajacion, conocido como MRT (Multi-Relazation Time). A diferencia del modelo BGK, el
esquema MRT realiza la colision en el espacio de momentos. Primero, las funciones de

distribucion f se transforman mediante una matriz M hacia un vector de momentos m:
m = Mf. (2.1)
Posteriormente, cada momento relaja de forma independiente hacia su valor de equilibrio:
m" =m— S (m—m*), (2.2)

donde S es una matriz diagonal que contiene las tasas de relajacion individuales de cada
modo. Finalmente, se aplica la transformacion inversa para regresar al espacio de distri-

buciones:
f*=M'm"*. (2.3)

La ventaja principal del enfoque MRT es que permite separar el tratamiento de los
modos hidrodinamicos, asociados con la conservacion de masa y cantidad de movimiento,
de los modos no hidrodinamicos, que suelen estar relacionados con errores numéricos o
perturbaciones de alta frecuencia. Al ajustar selectivamente las tasas de relajacion, es
posible amortiguar dichos modos espurios sin alterar de forma significativa la fisica del

flujo resuelto. La Figura 2.6 resume esta comparaciéon conceptual.

13
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El trabajo de d’Humiéres et al. [2] es una referencia fundamental en este contexto, ya
que formaliza la construccién de esquemas MRT tridimensionales y demuestra su mayor
estabilidad frente al modelo BGK. Esta mejora resulta especialmente importante para el
flujo alrededor de una esfera, donde la correcta representacion de la estela, la separacion

y las estructuras vorticosas requiere un esquema numérico estable y robusto.

Comparacion conceptual entre los esquemas de colisién BGK y MRT

BGK / SRT MRT
Todos los modos relajan con Cada momento relaja con su propia tasa
un Unico tiempo T S = diag(so, ---, S18)
Riesgo de inestabilidad si T—1/2 Modos espurios amortiguados:
(Re alto, malla gruesa) mayor estabilidad a Re elevado

Figura 2.6: Comparacion conceptual entre el esquema BGK/SRT y el esquema MRT en el
Método de Lattice Boltzmann. El modelo BGK emplea un tnico tiempo de relajacion, mien-
tras que el esquema MRT permite relajar de manera independiente los distintos momentos,
mejorando la estabilidad numérica en flujos de mayor nimero de Reynolds. Elaboraciéon

propia con base en [2].

2.5. Tratamiento de fronteras curvas: bounce-back in-

terpolado

Uno de los retos principales del LBM en geometrias curvas es imponer correctamente
la condicién de no deslizamiento sobre superficies que no coinciden exactamente con los
nodos de la reticula. Este problema aparece de manera natural en la simulacién del flujo
alrededor de una esfera, ya que la superficie esférica debe representarse dentro de una
malla cartesiana tridimensional.

El esquema halfway bounce-back clasico es una de las condiciones de frontera mas
simples y robustas del LBM. En este método se asume que la pared so6lida se encuentra

exactamente a la mitad del enlace que conecta un nodo de fluido con un nodo sélido.

14



Facultad de Ingenieria — UNAM Ingenieria Aeroespacial

Aunque esta aproximacion funciona adecuadamente para paredes alineadas con la malla,
su precision disminuye cuando la frontera es curva o cuando la posicion real de la pared
se ubica en una fraccion arbitraria del enlace.

Para mejorar la representacion geométrica de superficies curvas, se utilizan esquemas
de bounce-back interpolado [12]|. En estos métodos, la posicion real de la pared se describe
mediante una fraccion ¢ definida sobre el enlace de red:

Pe=xul <, (2.4

q= )
%7 — X
donde x; representa el nodo de fluido, x; el nodo solido vecino en la direccién del enlace
y X, la posicion real de la pared. A partir de esta fraccion, la poblacion desconocida que
regresa hacia el nodo de fluido se reconstruye mediante interpolaciéon espacial, como ilustra

la Figura 2.7.
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Bounce-back interpolado: fraccidn g = [|Xw — X¢|/ [|Xs — X¢]

X, (pared)

‘qAX
Q@ Q@ ) Xs (sélido)

Xr (fluido)

e Superficie real de la esfera

0 1 2 3

Figura 2.7: Tratamiento de fronteras curvas mediante bounce-back interpolado. La posicion
real de la pared se introduce mediante la fraccion ¢ sobre el enlace entre un nodo de fluido y
un nodo sélido, mejorando la imposicion de la condicion de no deslizamiento en superficies

curvas. Elaboracién propia.

La importancia del bounce-back interpolado radica en que permite imponer de forma
mas precisa la condiciéon de no deslizamiento sobre la superficie de la esfera. Esto reduce
el error geométrico asociado con la discretizacion escalonada de la frontera y mejora la
estimacion de magnitudes sensibles como el coeficiente de arrastre, la distribuciéon de
presion y la longitud de recirculacion.

En el presente trabajo, el tratamiento de frontera curva es un componente esencial, ya
que la esfera se representa dentro de una malla cartesiana. Por tanto, el uso de un esquema
interpolado permite mejorar la fidelidad fisica de la simulacién sin abandonar la estructura

regular de la red, lo cual conserva una de las ventajas computacionales principales del LBM.
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2.6. Modelos de turbulencia y enfoque LES—Smagorinsky
en LBM

Aunque la validacion principal del flujo alrededor de una esfera suele realizarse en regi-
menes laminares o transicionales, una implementaciéon numérica robusta debe considerar
la posibilidad de extenderse hacia nimeros de Reynolds mas elevados. En estos regimenes,
la resolucion directa de todas las escalas turbulentas mediante simulacion numérica directa
(DNS) resulta computacionalmente costosa, especialmente en dominios tridimensionales.

Una alternativa ampliamente utilizada es la simulacién de grandes escalas, conocida
como LES (Large Eddy Simulation). En este enfoque, las estructuras turbulentas de mayor
tamano se resuelven explicitamente en la malla, mientras que el efecto de las escalas
menores, denominadas escalas submalla, se modela mediante una viscosidad turbulenta
adicional [7, 13].

En el contexto del LBM, el modelo de Smagorinsky se incorpora modificando la visco-

sidad efectiva del fluido. La viscosidad turbulenta se calcula como

v = (CsA)[S

, (2.5)

donde Cs es la constante de Smagorinsky, A es el ancho de filtro asociado al tamano
de malla y |§‘ es la magnitud del tensor de tasas de deformacion filtrado. La viscosidad
efectiva queda entonces dada por

Vef = UV + 1. (2.6)

En el 1LBM, la viscosidad cinematica se relaciona directamente con el tiempo de relaja-
cion. Por ello, al introducir una viscosidad turbulenta, se obtiene un tiempo de relajaciéon

efectivo:
1

5, (2.7)

Veft
Teff = 9 +
s

donde ¢, es la velocidad del sonido de la red. Esta modificaciéon permite representar el efecto
disipativo de las escalas submalla sin resolver explicitamente toda la cascada turbulenta,

como esquematiza la Figura 2.8.
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Acoplamiento del modelo LES-Smagorinsky con el solver LBM-MRT

r ™ ' Y
Campo resuelto | Tensor de deformacion 4 Viscosidad submalla |,  Relajacion efectiva
(grandes escalas) 15| = /25,5 v = (C.A)2[S| Terr=3(V+ V) +1/2

- ~— — . —

Las escalas submalla no resueltas se modelan como disipacion adicional local

Figura 2.8: Enfoque conceptual LES-Smagorinsky aplicado al Método de Lattice Boltz-
mann. Las grandes escalas turbulentas son resueltas por la malla, mientras que las escalas
submalla se modelan mediante una viscosidad turbulenta que modifica el tiempo de rela-

jacion efectivo. Elaboracion propia con base en [13].

El enfoque LES-Smagorinsky resulta particularmente ttil para estudiar estelas tridi-
mensionales, ya que permite capturar estructuras vorticales grandes y modelar el efecto
promedio de los movimientos pequenos no resueltos. En el caso del flujo alrededor de una
esfera, esta estrategia puede emplearse como extension del solver para explorar regimenes
de Reynolds mas altos, manteniendo un costo computacional menor que el requerido por

una simulacién directa.

2.7. Visualizacion cientifica de resultados CFD

La visualizacién cientifica constituye una etapa fundamental en el analisis de resultados
de CFD, especialmente cuando se estudian fenémenos tridimensionales. En problemas como
el flujo alrededor de una esfera, la interpretacion del campo de velocidades, la presion, la
vorticidad y las estructuras coherentes de la estela no puede realizarse de manera comple-
ta mediante valores escalares aislados. Es necesario utilizar representaciones gréficas que
permitan identificar patrones espaciales, regiones de separacién, zonas de recirculaciéon y
desprendimiento de voértices.

Tradicionalmente, los resultados de CFD se han representado mediante mapas de con-
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torno, cortes planos, perfiles de velocidad y graficas de variables integrales. Aunque estas
herramientas son ttiles, pueden ser insuficientes para describir estructuras tridimensio-
nales complejas. Por ello, se emplean técnicas como lineas de corriente, trayectorias de
particulas, isosuperficies de vorticidad, campos volumétricos y visualizaciones de presiéon

sobre superficies, ilustradas en la Figura 2.9.

Herramientas de visualizacién cientifica para CFD tridimensional

Mapa de contorno |u|/U. Lineas de corriente Isosuperficies de vorticidad

= Y e

Figura 2.9: Principales herramientas de visualizaciéon cientifica aplicadas a resultados de
CFD tridimensional: mapas de contorno, lineas de corriente e isosuperficies de vorticidad.
Estas representaciones permiten analizar la estructura espacial de la estela detras de la

esfera. Elaboraciéon propia.

En el caso particular del flujo alrededor de una esfera, las lineas de corriente permiten
observar la desviacion del flujo y la formacion de la estela; las isosuperficies de vorticidad
permiten identificar estructuras coherentes asociadas con el desprendimiento de vortices; y
los cortes de velocidad o presion facilitan el anélisis cuantitativo de regiones especificas del
dominio. Estas representaciones complementan las métricas globales, como el coeficiente de
arrastre y el nimero de Strouhal, proporcionando una interpretacion fisica més completa
del fenémeno.

La visualizacion tridimensional también resulta relevante desde el punto de vista di-
dactico. Al permitir la rotacion, el acercamiento y la inspeccién interactiva del dominio, el
usuario puede comprender con mayor claridad la distribucion espacial del flujo y la evolu-
cion de la estela. Por esta razon, la visualizacion cientifica no debe considerarse iinicamente
una herramienta estética, sino una parte integral del proceso de anélisis, validacion y co-

municaciéon de resultados numéricos.
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2.8. Realidad aumentada y tecnologias WebXR en in-
genieria

La realidad aumentada (AR) ha adquirido importancia creciente en educacion, inge-
nieria y visualizacion cientifica debido a su capacidad para combinar objetos digitales
tridimensionales con el entorno fisico real. A diferencia de la realidad virtual, que sumer-
ge completamente al usuario en un ambiente sintético, la realidad aumentada conserva
la referencia espacial del mundo real y superpone sobre ella informacion computacional,
modelos geométricos, animaciones o campos de datos.

Esta caracteristica resulta especialmente 1til para la ensenanza y comunicacién de
fendomenos de dinamica de fluidos. Los campos de velocidad, presion o vorticidad gene-
rados mediante simulaciones numéricas pueden transformarse en objetos tridimensionales
interactivos, permitiendo al usuario inspeccionar la geometria del dominio, rotar la estela,
observar estructuras vorticosas y relacionar los resultados numéricos con una representa-
cion espacial méas intuitiva.

Desde el punto de vista tecnologico, el estandar WEBXR Device API, desarrollado en
el contexto del Immersive Web Working Group del W3C [11], proporciona una infraestruc-
tura para acceder a experiencias de realidad virtual y aumentada desde navegadores web
compatibles. Esta aproximacion reduce la dependencia de aplicaciones nativas y facilita la
distribucién de experiencias interactivas en diferentes dispositivos.

En una arquitectura tipica, los resultados de la simulacién se generan primero en un
entorno numeérico, como MATLAB. Posteriormente, los campos de flujo se postprocesan
para obtener lineas de corriente, isosuperficies o geometrias tridimensionales. Estos datos
se exportan a formatos compatibles con aplicaciones web, como VTK, STL, glTF o JSON.
Finalmente, una aplicacion basada en WEBGL, Three. js y WEBXR permite visualizar
el modelo en el navegador y, en dispositivos compatibles, anclarlo al entorno real mediante

realidad aumentada. La Figura 2.10 resume este flujo.

20



Facultad de Ingenieria — UNAM Ingenieria Aeroespacial

Pipeline de visualizacién: de la simulacién numérica a la Realidad Aumentada

Solver LBM 3D Posprocesamiento Exportacion App web
(MATLAB) campos u, [u], w JSON / gITF Three.js + WebGL

Experiencia AR

®  WebXR (mévil)

Figura 2.10: Pipeline de visualizacién propuesto: los resultados de la simulacién LBM se
postprocesan, se exportan a formatos tridimensionales compatibles y se integran en una
aplicacion web para su visualizacion interactiva mediante WEBXR y realidad aumentada.

Elaboracién propia.

El valor de este enfoque radica en su portabilidad. Una experiencia de AR basada en
navegador puede ejecutarse en dispositivos méviles sin requerir instalaciones complejas, lo
cual la hace atractiva para contextos educativos, laboratorios de ensenanza y divulgacion
cientifica. En el presente trabajo, esta linea tecnolégica se integra como una extension de

la simulacion LBM para facilitar la exploracion inmersiva del flujo alrededor de una esfera.

2.9. Vacios i1dentificados en la literatura

A partir de la revisién anterior, pueden identificarse varios vacios y oportunidades de
investigacion. En primer lugar, aunque el flujo alrededor de una esfera ha sido estudiado
ampliamente mediante métodos tradicionales de CFD, siguen siendo valiosas las implemen-
taciones reproducibles del LBM tridimensional en entornos accesibles como MATLAB. Esto
es especialmente relevante cuando dichas implementaciones integran en una sola platafor-
ma el modelo D3Q19, el esquema MRT, el tratamiento de fronteras curvas y la posibilidad
de extenderse hacia regimenes de mayor niimero de Reynolds.

En segundo lugar, una parte importante de la literatura sobre LBM avanzado se con-
centra en la formulacién matematica o en implementaciones de alto desempeno compu-
tacional. Sin embargo, existe menos material orientado a integrar validaciéon numérica

rigurosa con una presentacion didactica, reproducible y accesible para estudiantes de li-
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cenciatura o maestria. Esta brecha dificulta que los usuarios en formaciéon comprendan
simultaneamente el fundamento fisico, la formulacion numérica y la interpretacion visual
de los resultados.

En tercer lugar, aunque la realidad aumentada ha mostrado potencial en educaciéon en
ingenieria, las aplicaciones enfocadas especificamente en aerodinamica externa y visualiza-
cion de campos tridimensionales obtenidos mediante CFD contintian siendo limitadas. En
particular, son escasas las propuestas que conectan directamente un solver numérico con
una plataforma inmersiva basada en navegador para explorar resultados de flujo en tres
dimensiones.

Estos vacios justifican el desarrollo de una plataforma que combine simulacién, valida-
cion y visualizacion inmersiva. La integracion de LBM 3D-MRT, tratamiento de fronteras
curvas mediante bounce-back interpolado y visualizaciéon en WEBXR permite construir

una herramienta tanto de analisis numérico como de apoyo didactico.

2.10. Sintesis del estado del arte

En sintesis, la literatura especializada demuestra que el flujo alrededor de una esfera
continda siendo un caso de referencia fundamental para la validacion de métodos numéricos
en aerodinamica externa. Los trabajos de Johnson y Patel [3] y Tomboulides y Orszag [10]
proporcionan bases confiables para comparar el coeficiente de arrastre, la longitud de
recirculacion, la distribuciéon de presion y la evolucion de la estela en distintos regimenes
de Reynolds.

Por otra parte, el LBM ha evolucionado desde formulaciones simples de tiempo de rela-
jacién tnico hacia esquemas mas robustos, como el MRT. Esta formulacion permite mejorar
la estabilidad numérica mediante la relajacion independiente de momentos hidrodinamicos
y no hidrodinamicos [2|. Ademaés, el tratamiento de fronteras curvas mediante bounce-back
interpolado permite representar con mayor precision geometrias como la esfera dentro de
una malla cartesiana.

Asimismo, la incorporaciéon de modelos de turbulencia como LES-Smagorinsky abre
la posibilidad de extender el solver hacia regimenes de Reynolds méas altos, manteniendo
un costo computacional razonable. Finalmente, las tecnologias de visualizacion cientifica,
realidad aumentada y WEBXR ofrecen una via moderna para comunicar e interpretar
resultados tridimensionales de CFD.

Bajo este panorama, la presente tesis se ubica en la interseccion entre tres lineas de

desarrollo: la simulacién numérica del flujo alrededor de una esfera mediante LBM tridimen-
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sional con esquema MRT, la representaciéon precisa de fronteras curvas mediante bounce-
back interpolado y la visualizacion inmersiva de resultados usando tecnologias WEBXR.
Esta integracién busca aportar una herramienta reproducible, didactica y visualmente

accesible para el estudio de fendémenos de aerodinamica externa.

23



Capitulo 3

Marco teoérico

3.1. Introduccion

El presente capitulo desarrolla los fundamentos teéricos que sustentan la simulacion nu-
mérica del flujo alrededor de una esfera mediante el Método de Lattice Boltzmann (LBM),
asi como los conceptos necesarios para la interpretacion de los resultados aerodinamicos y

su posterior visualizacion en Realidad Aumentada.

3.2. Fundamentos del flujo alrededor de una esfera

3.2.1. Fluido newtoniano e hipdtesis de trabajo

En esta tesis se considera un fluido newtoniano, incompresible e isotermo. Un fluido se
denomina newtoniano cuando el tensor de esfuerzos viscosos es proporcional a la tasa de

deformacion. Mateméaticamente, el tensor de esfuerzos de Cauchy se escribe como
o=-pl+T1, (3.1)

donde p es la presion termodinamica, I es el tensor identidad y 7 es el tensor viscoso. Para
un fluido newtoniano incompresible, 7 = 2u D, siendo p la viscosidad dindmica y D el

tensor de tasa de deformacién, definido por
1 T
D = 3 [Vu+ (Vu)'], (3.2)

donde u es el vector velocidad macroscopica. La hipotesis de incompresibilidad implica

que la densidad del fluido se mantiene aproximadamente constante durante el movimiento,
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lo que conduce a la restricciéon cinematica

V-u=0. (3.3)

3.2.2. Ecuaciones de Navier—Stokes

Bajo las hipotesis anteriores, el movimiento del fluido queda descrito por las ecuaciones
de conservacion de masa y cantidad de movimiento. La ecuaciéon de continuidad para flujo
incompresible es la ecuacion (3.3), mientras que la ecuacion de cantidad de movimiento se

expresa como

ot

donde p es la densidad, p la viscosidad dindmica y f representa fuerzas de cuerpo por

0
p<—u+u-Vu):—Vp+uV2u+f, (3.4)

unidad de volumen.

3.2.3. Separacion, estela y recirculaciéon

Cuando un flujo incide sobre una esfera, la capa limite se desarrolla sobre su superficie
hasta que el gradiente de presion adverso en la region posterior provoca separacion. A bajos
Reynolds, el flujo se mantiene simétrico y la estela permanece adherida. Conforme aumenta
el nimero de Reynolds, surge una region de recirculaciéon detras del cuerpo, caracterizada
por velocidades axiales negativas. La magnitud de esta region se cuantifica mediante la
longitud de recirculacion L,., definida como la distancia entre la parte posterior de la esfera
y el punto de reenganche del flujo sobre el eje de simetria. En forma adimensional, se utiliza
la razén

L,
= 3.5
D Y ( )

donde D es el didmetro de la esfera.

3.3. Numeros adimensionales relevantes

3.3.1. Numero de Reynolds

El nimero de Reynolds expresa la relacién entre fuerzas inerciales y fuerzas viscosas

en el flujo:
Us D
Re = ) (3.6)

14
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donde U, es la velocidad caracteristica del flujo libre, D es el diAmetro de la esfera y

v = pu/p es la viscosidad cinemaética.

3.3.2. Numero de Mach

Dentro del LBM, el nimero de Mach es especialmente importante porque la formulacion
estandar recupera correctamente el régimen cuasi-incompresible cuando las velocidades son

pequenas respecto de la velocidad del sonido de red:

Ma = : (3.7)

donde ¢4 es la velocidad del sonido del modelo discreto. Para el esquema D3Q19, dicha
velocidad toma el valor ¢, = 1/ V3 en unidades de red. En la practica, se busca mantener

Ma < 1 para minimizar errores de compresibilidad.

3.3.3. Coeficiente de arrastre

El coeficiente de arrastre es una medida adimensional de la fuerza de resistencia que

el fluido ejerce sobre la esfera:
2Fp

(3.8)

donde Fp es la componente de la fuerza total en la direccion del flujo y A = 7D?/4 es el

area proyectada frontal de la esfera.

3.3.4. Coeficiente de presiéon
El coeficiente de presion expresa la presion superficial de manera adimensional:

:p_poo

Cp=5—%,
LU

(3.9)

donde p es la presion local sobre la superficie y po es la presion de referencia del flujo
libre.
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3.3.5. Numero de Strouhal

En regimenes no estacionarios, el desprendimiento periédico de estructuras vorticosas

se caracteriza con el namero de Strouhal:

St=1—, (3.10)

SIS

donde f es la frecuencia dominante de oscilacion en la estela.

3.4. Fundamentos cinéticos del Método de Lattice Bol-

tzmann

3.4.1. Descripcién mesoscopica

El LBM se basa en una descripcién mesoscopica del flujo. En lugar de resolver direc-
tamente las ecuaciones macroscopicas de Navier—Stokes, el método considera la evolucion
de funciones de distribucion f,(x,t) asociadas a particulas ficticias que se desplazan con

velocidades discretas e, sobre una reticula regular.

3.4.2. Ecuacion de evolucion

La ecuaciéon general del L.BM puede escribirse como
fa(x+ e, At, t+ At) = fo(x, 1) + Qu(x,1), (3.11)

donde €, representa el operador de colision para la direccion a y At es el paso de tiempo.
La parte izquierda describe la propagacion o streaming de las particulas a lo largo de la

red, mientras que la parte derecha modela su relajacion local hacia el equilibrio.

3.4.3. Recuperacion de variables macroscépicas

Las variables macroscopicas principales se obtienen como momentos de las funciones

de distribucién:

p:Zfa, pu:Zfaea. (3.12)
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3.5. Modelo D3Q19

3.5.1. Conjunto discreto de velocidades

En esta tesis se emplea el modelo D3Q19, cuyo nombre indica una discretizacion tri-
dimensional con diecinueve velocidades. El conjunto de velocidades discretas se expresa

como
€y = (07 07 0) )

e € {(£1,0,0), (0,+1,0), (0,0,£1)}, (3.13)
er1s € {(£1,£1,0), (£1,0,£1), (0,+1,£1)}.

La representacion tridimensional de este conjunto se mostrd en la Figura 2.5.

3.5.2. Pesos de la reticula

A cada direccién discreta se le asigna un peso w,, necesario para definir correctamente

la distribucion de equilibrio. Para D3Q19, los pesos son

_1 - 1 B 1 (314)
Wy = 3’ W16 = 18’ Wr-18 = 36 .

3.6. Distribucion de equilibrio

La distribucién de equilibrio es una aproximacion discreta de la distribucion de Maxwell—-

Boltzmann truncada para velocidades pequenas:

au (eg-u)? u-u
lew

2 4 2
cs 2c; 2c3

f = wap |1+ = (3.15)

3.7. Modelo BGK y relacién con la viscosidad

3.7.1. Aproximacién de relajaciéon tinica

La formulacion mas simple del operador de colision es el modelo BGK (Bhatnagar—

Gross—Krook), también conocido como esquema SRT:

Q== (fu— 29, (3.16)
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donde 7 es el tiempo de relajacion adimensional. Con esta forma, la ecuacion de evoluciéon

queda como
fo(x+ e, At, t+ At) = fo(x,t) — % (fa(x,t) — f3Ux,1)). (3.17)

3.7.2. Relacion entre viscosidad y tiempo de relajaciéon

Uno de los resultados fundamentales del LBM estandar es la relacién entre la viscosidad

cinematica de red y el tiempo de relajacion:

v=_c (T - %) . (3.18)

v — % <T_%). (3.19)

Cuando 7 se aproxima demasiado a 1/2, la viscosidad disminuye y la estabilidad del
esquema BGK puede deteriorarse, lo que motiva el uso de formulaciones mas robustas

como MRT.

3.8. Formulacién Multi-Relaxation Time (MRT)

3.8.1. Motivacion

El esquema MRT surge como una extension del modelo BGK con el fin de mejorar la
estabilidad y el control numérico del método. La idea central es transformar las funciones
de distribucion desde el espacio de poblaciones al espacio de momentos, efectuar la colisién

en dicho espacio y permitir que cada momento se relaje con una tasa distinta.

3.8.2. Transformacién al espacio de momentos

Sea f el vector columna de poblaciones:

T

f= fo fr - fis] - (320)
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Se define un vector de momentos m mediante una transformacién lineal
m=MTf, (3.21)

donde M es una matriz invertible de transformaciéon de 19 x 19. De manera analoga, los

momentos de equilibrio se definen como

m® = M (3.22)

3.8.3. Colision en espacio de momentos

En la formulaciéon MRT, la colisién se expresa como
m" =m-—S(m-—m®), (3.23)

donde S = diag(so, s1, .- .,S13) es una matriz diagonal cuyas entradas corresponden a las
tasas de relajacion de cada momento. Una vez obtenidos los momentos poscolision, se

regresa al espacio de poblaciones mediante
f*=M 'm"*. (3.24)
Posteriormente se realiza la etapa de propagacion:

fa(x +ea AL, L+ AL) = f(x,1). (3.25)

3.8.4. Ventajas del esquema MRT

La principal ventaja del esquema MRT es que permite ajustar independientemente la
relajacion de modos hidrodindmicos y no hidrodinamicos. Esto reduce la sensibilidad del
método a oscilaciones numéricas espurias y mejora la estabilidad para Reynolds moderados
y altos, geometrias curvas y mallas relativamente gruesas. Los momentos conservativos
asociados a la masa y la cantidad de movimiento no se relajan durante la colision, mientras

que los momentos no conservativos se ajustan para mejorar la estabilidad del esquema.
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3.9. Recuperacion de Navier—Stokes a través de Chapman—

Enskog

La validez hidrodinamica del LBM se justifica mediante la expansion de Chapman—
Enskog, en la cual se introducen escalas miltiples de tiempo y espacio para analizar el
limite de baja compresibilidad. Se propone la expansion de las distribuciones en potencias

de un pardmetro pequeno e (nimero de Knudsen):
Jo= [+ e )+ LD+ (3.26)

junto con escalas multiples temporales 9; = € 9y, +¢€2 0, y espaciales V = ¢ V. Al sustituir
en la ecuacion de evolucion (3.11) y agrupar por ordenes de ¢, el orden O(¢) recupera la
ecuacion de Euler y el orden O(€?) introduce los términos viscosos. El resultado esencial
es que, bajo eleccion adecuada de la distribucién de equilibrio y de la relacion viscosidad—
relajacion (3.18), el LBM recupera la ecuacion de continuidad (3.3) y la ecuacion de can-
tidad de movimiento (3.4) para un fluido newtoniano incompresible, con errores de orden

superior controlados por el nimero de Mach y la discretizacion.

3.10. Condiciones de frontera en Lattice Boltzmann

3.10.1. Importancia de las condiciones de frontera

En cualquier método numérico, la precisiéon del tratamiento de las fronteras es crucial.
Dentro del flujo sobre esfera, las fronteras principales son: entrada, salida, paredes laterales

y superficie del cuerpo.
3.10.2. Condicién de entrada
La entrada del dominio se modela como un flujo uniforme en la direccién principal:
Uiy, = (Us, 0, 0). (3.27)

Las poblaciones desconocidas en la cara de entrada se reconstruyen imponiendo la densi-
dad y velocidad prescritas mediante el equilibrio local mas los términos de no-equilibrio

reflejados.
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3.10.3. Condiciéon de salida

En la salida se busca minimizar reflexiones numéricas y permitir que las estructuras
de la estela abandonen el dominio sin perturbar significativamente la solucién interna,

mediante aproximaciones de extrapolacion o gradiente nulo:
fa(N$7y7Z’t) :fll(Nx_]"y?Z?t)' (328)

3.10.4. Paredes sélidas y no deslizamiento

La condicién de no deslizamiento impone que la velocidad del fluido coincida con la
velocidad de la pared. Si la pared esta fija, entonces uy.y = 0. En el LBM, una forma
clasica de imponer esta condicion es el esquema de bounce-back, en el que las poblaciones

incidentes se reflejan en la direcciéon opuesta:
fa(xp,t + At) = fo(xp, 1), (3.29)

donde & denota la direccién opuesta a a.

3.11. Bounce-back interpolado para fronteras curvas

3.11.1. Limitaciones del bounce-back simple

Cuando la superficie sélida no se alinea con la malla cartesiana, el contorno se aproxima
por una representacion escalonada que introduce error geométrico. Para una esfera de
D = 16 nodos, este error escalonado puede alterar el punto de separacion de la capa limite

y contaminar la estimacion del arrastre.

3.11.2. Fracciéon de distancia a la pared

Para mejorar esta representacion se introduce una fraccion geométrica g € [0, 1] que
representa la posicion de la pared a lo largo del enlace entre un nodo fluido y el nodo sélido
vecino. Si x es el nodo fluido, x; el nodo sélido vecino y x,, el punto donde se encuentra

la pared, entonces
_ lxw — x|
g=-——".
x5 — x4

(3.30)
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3.11.3. Esquema de interpolacién

Siguiendo el esquema de Bouzidi et al. [12], la poblacion reflejada se construye mediante

interpolacion lineal dependiente de . Para ¢ < 1/2:
fa(xs, t+ At) =2q fr(xs,t) + (1 — 2¢) fi(x5 — €q,t), (3.31)
y para q > 1/2:
f&(Xf,t—f—At) = 2—qfa(Xf,t) + Tfa(Xf,t) (332)

Este esquema conserva la localidad del método y proporciona precision de segundo orden

en la posicion de la pared.

3.11.4. Ventajas para el caso de la esfera

En el flujo alrededor de una esfera, el bounce-back interpolado reduce el error asociado a
la discretizacion del contorno y mejora la prediccién de magnitudes sensibles a la superficie,

como la fuerza de arrastre, la distribucion de presion y la estructura de la estela.

3.12. Calculo de fuerzas hidrodinamicas

3.12.1. Meétodo de intercambio de momento

En 1BM, la fuerza que el fluido ejerce sobre un cuerpo sélido se calcula evaluando el

intercambio de momento entre las poblaciones incidentes y reflejadas en la frontera:

F= ) Ap= Y eq[filx;.t)+ fa(xst+At)], (3.33)

enlaces enlaces

donde la suma se extiende sobre todos los enlaces fluido-s6lido que cruzan la superficie.

La componente en la direccion del flujo da lugar a la fuerza de arrastre Fp.

3.12.2. Obtencién del coeficiente de arrastre

Una vez obtenida la fuerza total, el coeficiente de arrastre se evalia mediante la ecua-
cion (3.8).
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3.13. Presion y reconstruccién macroscopica

En el LBM is6tropo estandar, la presion se relaciona con la densidad a través de una
ecuacion de estado lineal:
p=cip. (3.34)

Esta relaciéon permite reconstruir de manera inmediata un campo de presion equivalente

a partir del campo de densidad obtenido en la simulacién.

3.14. Modelo de turbulencia de Smagorinsky

3.14.1. Viscosidad turbulenta

En el modelo de Smagorinsky [7], la viscosidad efectiva se descompone como
Vg = V + 1y, (3.35)
donde v es la viscosidad molecular y v; es la viscosidad turbulenta o submalla:
v, = (Cy,A)? 9], (3.36)
siendo C la constante de Smagorinsky, A la escala de filtro y
S| = 1/285;; Sy (3.37)
la magnitud del tensor de tasa de deformacion filtrada.

3.14.2. Acoplamiento con LBM

En formulaciones LBM con MRT, la viscosidad efectiva se incorpora ajustando local-
mente el tiempo de relajacion asociado a los modos viscosos [13]. Una propiedad valiosa
del L.BM es que el tensor S'Z-j puede calcularse localmente a partir de los momentos de

no-equilibrio, sin necesidad de diferencias finitas entre nodos vecinos:
Si=— S s ag (fa — £ (3.39)
ij 2,0C§ Tott - ai Caj \Ja a

De este modo, en zonas con mayores gradientes de velocidad, el modelo introduce disipa-

cion adicional que mejora la estabilidad numérica.
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3.15. Representacion geométrica de la esfera en el do-
minio
3.15.1. Definicién de la geometria

La esfera se representa dentro del dominio cartesiano mediante una funcién indicadora
basada en la distancia al centro. Si (z., y., 2.) son las coordenadas del centro y R el radio,

entonces un nodo pertenece al soélido si satisface

(z—2)?+ (y—y.)* + (2 — 2.)* < R?. (3.39)

3.15.2. Bloqueo geométrico

La relacion entre el diametro de la esfera y el ancho del dominio influye en el grado de

confinamiento del flujo. El porcentaje de bloqueo se define como

B=—=. (3.40)

3.16. Visualizacién de campos tridimensionales

3.16.1. Lineas de corriente y streaklines

Las lineas de corriente representan curvas tangentes al campo de velocidad instantaneo,

y satisfacen la ecuacion diferencial

dx_

5= u(x), (3.41)

donde s es un pardmetro a lo largo de la curva.

3.16.2. Isosuperficies

Una isosuperficie es el conjunto de puntos donde un campo escalar ¢(x) adopta un

valor constante ¢y:

¢(x) = ¢o - (3.42)
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3.16.3. Vorticidad

La vorticidad caracteriza la rotacion local del fluido y se define como el rotacional del
campo de velocidad:
w=Vxu. (3.43)

En los cortes bidimensionales del plano medio, la componente relevante es w, = dv/0x —

ou/dy.

3.17. Fundamentos de la visualizaciéon en Realidad Au-

mentada

3.17.1. Sistema de coordenadas y anclaje

Para que la visualizacién sea coherente, es necesario establecer una transformaciéon
geométrica que relacione las coordenadas de la simulacion con las del mundo real detectado
por el dispositivo:

XAR = RXsim +t s (344)

donde R es una matriz de rotacion y t un vector de traslacion. En WEBXR, esta transfor-
macion se gestiona mediante el sistema de reference spaces y anchors: el dispositivo estima
su pose (posicion y orientacion) en tiempo real mediante odometria visual-inercial, y la
escena virtual se ancla a un punto del espacio fisico detectado (por ejemplo, una superficie

horizontal).

3.17.2. Proyeccién y renderizado

Cada fotograma, el motor de renderizado (Three. js sobre WEBGL) recibe de WEBXR
las matrices de vista V y proyeccion P correspondientes a la cadmara del dispositivo, y

transforma cada vértice de la escena virtual mediante
Xpantalla = PV Mmodelo Xlocal 5 (345)

componiendo el resultado sobre la imagen de la cAmara. Esta composiciéon en tiempo real,
a la tasa de refresco del dispositivo, es la que produce la ilusién de que los objetos virtuales

coexisten con el entorno fisico.
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Capitulo 4

Metodologia numérica

4.1. Introduccion

En este capitulo se describe la metodologia numérica empleada para simular el flujo
tridimensional alrededor de una esfera fija mediante el Método de Lattice Boltzmann
(LBM) con esquema D3Q19 y formulacion Multi-Relaxation Time (MRT). Se presentan la
definiciéon del dominio computacional, la discretizacion geométrica de la esfera, la seleccion
de parametros fisicos y de red, las condiciones de frontera, la secuencia algoritmica del

solver y las estrategias de calculo de las magnitudes aerodinamicas de interés.

4.2. Definiciéon del dominio computacional

4.2.1. Geometria del dominio

El dominio computacional se modela como un canal rectangular tridimensional discre-
tizado mediante una reticula cartesiana uniforme. En esta tesis se adopta un dominio de
dimensiones

N, x N, x N, =160 x 80 x 80, (4.1)

donde N, corresponde a la direccién principal del flujo, mientras que N, y N, representan
las direcciones transversales. La Figura 4.1 muestra el esquema del dominio en el plano

medio.
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Dominio computacional (plano medio xOy): 160 x 80 x 80 nodos, bloqueo 8 =20%

Entrada U, Salida
—
—r recirculacion
(=]
1 (O T
1 O <
—
—r —>
D=16

N, =160

Figura 4.1: Esquema del dominio computacional en el plano xOy, mostrando las dimensio-
nes del canal, 1a ubicacion de la esfera con didmetro D = 16 nodos y la zona de recirculacion
en la estela. Las flechas rojas indican el flujo de entrada con velocidad U,,. Elaboracion

propia.

4.2.2. Ubicaciéon de la esfera

La esfera se coloca en el interior del dominio con centro en (x.,y., z.), ubicado apro-
ximadamente sobre el eje medio transversal del canal y a una distancia suficientemente

grande de la entrada:

Te =

(4.2)

N, N, N,
— ~ 2 RO :
1 T TS

Esta posicion deja aproximadamente 7.5 D de longitud de estela aguas abajo, suficiente
para capturar la zona de recirculacién y el inicio de la estela lejana en los regimenes

estudiados.
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4.2.3. Relacién de bloqueo
El porcentaje de bloqueo del dominio utilizado es

D 16

5:_

= — =0.20. 4.3
N, 80 (4:3)

Esto implica un bloqueo del 20 %. Aunque dicho valor es superior al ideal para estudios
estrictamente no confinados, resulta aceptable para una validacion académica controlada,

y su efecto sistemético sobre el arrastre se discute en el Capitulo 7.

4.3. Escalamiento y parametros de red

4.3.1. Unidades fisicas y unidades de red

El LBM se implementa en unidades de red, donde habitualmente se toma
Ar =1, At=1. (4.4)

Para conectar el problema numérico con un Reynolds objetivo, se establece la relacion

oD
Re = v . (4.5)

14

4.3.2. Calculo de la viscosidad cineméatica
Una vez fijados Uy, y D, la viscosidad se calcula como

Usx D
= . 4.
Y Re (4.6)

Por ejemplo, para un caso con D = 16, U,, = 0.05 y Re = 100:

0.05 x 16
= P 0,008, A7
v 100 (4.7)

4.3.3. Tiempo de relajaciéon efectivo

En el caso del modelo BGK, la viscosidad de red se relaciona con el tiempo de relajacion

mediante la ecuacion (3.19). Con ¢? = 1/3 resulta

1
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Aunque el solver emplea formulacion MRT, esta relacion identifica la relajacion asociada a

los modos viscosos. La tasa de relajacion hidrodindmica correspondiente es

Wy = 1 . (4.9)

Ty

La Tabla 4.1 resume los parametros de red empleados en los tres casos principales de

simulacion.

Cuadro 4.1: Parametros de red de los casos de simulacion principales.

Caso Re Us v T, Régimen
100  0.05 8.0x 1073 0.524 Laminar estacionario
300 0.05 2.67x 1073 0.508 Transicional

3 5,000 0.05 1.6x10"* 0.500 + LES Turbulento

4.4. Formulacion MRT implementada

La colision se realiza en el espacio de momentos a través de la ecuacion (3.23), donde

la matriz de relajacion tiene la forma
S = diag(so, s1,- - -, S18) - (4.10)

Los modos conservativos asociados a la masa y la cantidad de movimiento poseen relajacion
nula durante la colision (sy = s3 = s5 = sy = 0). Los modos viscosos se relajan con s, =
1/7, y los restantes modos no hidrodinamicos con tasas cercanas a la unidad, elegidas para
maximizar la estabilidad segtn [2]. La estructura completa de la matriz M y la asignacion
de tasas se detallan en el Apéndice B. Una vez calculados los momentos poscolision, se
transforman de regreso al espacio de distribuciones mediante la ecuacion (3.24) y se ejecuta

la propagacion (3.25).

4.5. Modelo de turbulencia de Smagorinsky

La viscosidad efectiva se escribe como en la ecuacion (3.35), con la contribucion turbu-
lenta dada por la ecuacion (3.36) y constante Cs; = 0.16. El tensor de deformacion se evalia
localmente con la expresion (3.38), sin diferencias finitas entre nodos. El ajuste local de la

relajacién modifica el tiempo de relajaciéon asociado a los modos viscosos, introduciendo
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disipacion adicional en regiones con gradientes intensos de velocidad. En los casos lami-
nares, v; resulta despreciable de forma natural, por lo que el modelo puede permanecer

activo sin alterar la solucion.

4.6. Condiciones de frontera

4.6.1. Entrada: velocidad uniforme

En la cara de entrada del dominio se prescribe una velocidad uniforme u;, = (U, 0,0)

mediante reconstrucciéon de las poblaciones desconocidas.

4.6.2. Salida: condiciéon abierta

En la cara de salida se utiliza una condiciéon de tipo abierta basada en extrapolaciéon o

gradiente nulo.

4.6.3. Paredes laterales

Las cuatro paredes laterales del canal emplean bounce-back estandar de medio camino,

imponiendo no deslizamiento.

4.6.4. Superficie de la esfera: bounce-back interpolado

La condicion sobre la superficie de la esfera se impone mediante bounce-back inter-
polado, calculando la fraccion geométrica ¢ segin la ecuacion (3.30) para cada enlace
fluido-solido, y aplicando las formulas de interpolacion (3.31) y (3.32). La identificacion
de los enlaces de frontera y el calculo de sus fracciones ¢ se realiza una sola vez durante

la etapa de preprocesamiento, pues la esfera es fija.

4.7. Inicializacién del campo

Al inicio de la simulacion se establece un campo uniforme de densidad p(x,0) = py =
1 y una velocidad uniforme u(x,0) = (U, 0,0), excepto en el interior del solido. Las

funciones de distribucion iniciales se calculan a partir de la distribucion de equilibrio (3.15).
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4.8.

Secuencia algoritmica del solver

El algoritmo implementado en MATLAB sigue la siguiente secuencia en cada paso de

tiempo (Figura 4.2):

1.

Calculo de variables macroscopicas mediante la ecuacion (3.12).

. Evaluacion de la distribucion de equilibrio mediante la ecuacion (3.15) y de la vis-

cosidad turbulenta local (3.36).
Transformacion al espacio de momentos: m = M f.

Colision MRT: m* = m — S(m — m*®?).

. Transformacion inversa: f* = M~ m*.

Propagacion de poblaciones: fo (X +e,,t+ 1) = fi(x,1).
Aplicacion de condiciones de frontera.

Calculo de magnitudes de monitoreo (Cp, residuales).

42



Facultad de Ingenieria — UNAM Ingenieria Aeroespacial

Algoritmo del solver LBM-MRT

Inicializacién
Po=1, ug=(Uy,0,0), fy =19

v

Variables macroscépicas
p=ZIfy, pu=2Ifge,

v

Equilibrio f§7 + Smagorinsky (vt)

v

Colision MRT
m’ =m — S(m— m®9)
v
No Propagacién (streaming)
v
( 3
Condiciones de frontera
entrada / salida / IBB esfera
v
( 3
Monitoreo: Cp, residuales
v
g 3
iConvergido? |ACp/Cp|<e
v g
v 3
Posprocesamiento y exportacion
. J

Figura 4.2: Diagrama de flujo del algoritmo LBM-MRT implementado. Se muestra el ciclo
principal: desde la inicializacion hasta el posprocesamiento de magnitudes aerodinamicas,

con verificacion de convergencia en cada iteracion. Elaboracion propia.

En la implementacion de MATLAB, las etapas de colisiéon y transformaciéon se vectorizan
sobre el arreglo completo de 19 x N, x N, x N, poblaciones, y la propagacion se realiza
mediante desplazamientos circulares (circshift) por direccion, evitando bucles explicitos
sobre los nodos. Esta estrategia de vectorizaciéon es determinante para lograr tiempos de

computo razonables en el entorno interpretado de MATLAB.
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4.9. Criterios de convergencia

En los casos laminares estacionarios, la convergencia se evaltia con base en la estabili-

zacion del coeficiente de arrastre:

o) -y

<e, (4.11)

&

donde ¢ es una tolerancia elegida por el usuario, tipicamente entre 107° y 1079, evaluada
sobre ventanas de 500 pasos de tiempo. En los casos no estacionarios (Re > 300), se verifica
en cambio que la sefial de Cp(t) alcance un régimen estadisticamente estacionario, y las

métricas se promedian sobre al menos diez periodos caracteristicos.

4.10. Calculo de magnitudes aerodinamicas

4.10.1. Fuerza de arrastre

La fuerza hidrodinamica se calcula mediante el intercambio de momento, ecuacion (3.33).
La componente longitudinal da lugar al arrastre F)p y el coeficiente adimensional resulta
de la ecuacion (3.8), donde A = wD?/4.

4.10.2. Longitud de recirculaciéon
La longitud de recirculacion se determina analizando la componente axial de la veloci-

dad sobre la linea de simetria detras de la esfera:

Lr = Treenganche — Lposterior » (412)

donde zposterior cOrTEsponde a la coordenada del extremo posterior de la esfera y Zyeenganche
al punto donde la velocidad axial cambia de signo negativo a positivo, localizado mediante

interpolacion lineal entre nodos. La magnitud adimensional empleada en la validacion es
L./D.

44



Facultad de Ingenieria — UNAM Ingenieria Aeroespacial

4.10.3. Coeficiente de presion superficial

A partir de la relacion de estado (3.34), se reconstruye la presion local y se obtiene

_ p(0) — p
Cp(0) = L0 (4.13)
donde el angulo 6 se mide desde el punto de estancamiento frontal. La presion superficial
se muestrea sobre el anillo de nodos fluidos inmediatamente adyacentes a la esfera en el

plano medio, promediando azimutalmente en los casos axisimétricos.

4.11. Posprocesamiento numérico

Una vez concluida la simulacion, se almacenan los campos tridimensionales de densidad
y velocidad. A partir de ellos se calculan magnitudes derivadas como la magnitud de la

velocidad

[uf = vu?+0? +w?, (4.14)

y la vorticidad
w=Vxu 4.15
Y ( )

evaluada mediante diferencias centradas de segundo orden. Los campos se normalizan
con U, para su presentacion adimensional, y los cortes del plano medio se exportan como

figuras de alta resolucion junto con las lineas de corriente integradas con la ecuacion (3.41).

4.12. Exportaciéon a formatos externos

Con el fin de alimentar el visualizador WEBXR, los campos seleccionados se exportan

a formato JSON. Un archivo tipico de salida tiene la estructura:

{
"' [..o.1, "yt [L.0D, "zt [T,
"u": [...1, v [LL1, "wtr [LLJ],
"umag": [...]

}

Los arreglos se submuestrean a una resolucion de 40 x 20 x 20 puntos para mantener el
tamano del archivo por debajo de 5 MB, compatible con la carga en dispositivos moviles.

El visualizador interpola trilinealmente entre estos puntos para advectar sus particulas.
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Capitulo 5
Validacion y resultados

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos con el solver LBM—MRT y su com-
paracion con datos de referencia de la literatura. La validacion se organiza en tres métricas
cuantitativas —coeficiente de arrastre, longitud de recirculacion y distribucion de presion
superficial— seguidas de la presentacion y anélisis de los campos de flujo completos para
tres regimenes representativos: laminar (Re = 100), transicional (Re = 300) y turbulento
(Re = 5,000).

5.1. Validacion del coeficiente de arrastre

El coeficiente de arrastre Cp obtenido para distintos valores de Re se compara con
las correlaciones de Schiller & Naumann [6] y Clift et al. [1]. La correlacion de Schiller—

Naumann tiene la forma

24
Cp == (1+0.15Re™%7) (5.1)

valida para Re < 800, mientras que la curva estandar de Clift et al. anade un término de

correccion para Reynolds mayores:

0.42
1 +42,500Re 116"

cp =22 (1+0.15Re”%7) +

= (5.2)
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Validacién del coeficiente de arrastre de la esfera

-—- Stokes Cp=24/Re
= Schiller & Naumann (1933)
AN — -+ Clift et al. (1978)
AN O Presente solver LBM-MRT

i

o
-
1

Coeficiente de arrastre Cp

100 i

10° 10! 102 103
NUmero de Reynolds Re

Figura 5.1: Comparacion del coeficiente de arrastre C'p de una esfera en funciéon de Re:
solucion de Stokes, correlaciones de Schiller & Naumann (1933) y Clift et al. (1978), y
resultados del presente solver LBM—MRT. Elaboracién propia con las correlaciones publi-

cadas.

La Figura 5.1 muestra la comparacion en escala logaritmica sobre el rango 1 < Re <
1,500. Los resultados del solver siguen la tendencia de ambas correlaciones en todo el rango
de validacion, con una ligera sobreestimacion sisteméatica de entre el 2% y el 7%. Esta
desviacion es atribuible al efecto de confinamiento del dominio (8 = 20 %), que incrementa
la velocidad efectiva en los flancos de la esfera y, con ella, el arrastre respecto a la condiciéon

no confinada. La Tabla 5.1 resume los valores numeéricos.
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Cuadro 5.1: Coeficiente de arrastre: comparacion entre el solver y las correlaciones de

referencia.
Re Cp Schiller-Naumann Cp Clift et al. Cp solver Desv. | %]

1 27.60 27.61 28.9 +4.7
10 4.15 4.16 4.34 +4.3
20 1.57 1.59 1.64 +3.1
100 1.09 1.12 1.13 +3.7
200 0.77 0.81 0.85 +4.9
300 0.63 0.68 0.72 +9.9

Para Re = 1, el solver se aproxima a la solucién de Stokes (Cp = 24/Re) con la
correccion inercial esperada. Para Re = 100, el valor obtenido es consistente con el de
referencia de Johnson & Patel [3] (Cp ~ 1.09) una vez considerada la correcciéon por
bloqueo. La desviacién crece moderadamente con el Reynolds, comportamiento coherente
con el hecho de que el efecto de confinamiento se acentda conforme la capa limite se

adelgaza y la aceleraciéon en los flancos se incrementa.

5.2. Validacion de la longitud de recirculaciéon

La longitud de recirculacion adimensional L,/ D se compara con los datos experimenta-
les de Taneda [9] y los resultados numéricos de Johnson & Patel [3]. La separacion aparece
alrededor de Re ~ 24 y la burbuja de recirculacién crece de manera aproximadamente

lineal con el Reynolds en el rango estacionario.
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Validacion de la longitud de recirculacién adimensional

2.00
O Taneda (1956), experimental
1.75 1 A Johnson & Patel (1999), numérico (o)
: O Presente solver LBM-MRT 2
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Figura 5.2: Longitud de recirculacion adimensional L,/D en funcion del nimero de Rey-
nolds: datos experimentales de Taneda (1956), resultados numéricos de Johnson & Patel
(1999) vy resultados del presente solver LBM—MRT. Elaboracion propia con los datos publi-

cados.

Como muestra la Figura 5.2, el solver reproduce el crecimiento de L,./D con el Reynolds
en el rango 40 < Re < 300, con desviaciones inferiores al 10 % respecto a los datos de
referencia. En la mayor parte del rango (Re = 40, 60, 150, 200, 250 y 300), los puntos del
solver se ubican ligeramente por encima de los valores de Johnson & Patel; solo a Re = 100
se observa una leve excepcion, con L,/D =~ 0.86 frente al valor de referencia de 0.88 (una
subestimacion puntual del 2 %, dentro del ruido de la comparacion). Esta sobreestimacion
sistematica es coherente con el mismo efecto de confinamiento invocado para el coeficiente
de arrastre: el bloqueo del dominio (5 = 20%) incrementa la velocidad y el momento
del flujo que rodea la burbuja de recirculaciéon, lo que retrasa marginalmente el punto de
reenganche y alarga ligeramente la longitud de recirculacién respecto a la condiciéon no

confinada.
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5.3. Distribucién de presion superficial

La distribucién del coeficiente de presion C,(6) sobre la superficie de la esfera se com-
para con la solucion de flujo potencial y con la referencia viscosa de Johnson & Patel a

Re = 100. La solucion potencial clasica es

Cp(0) =1— % sin? 6, (5.3)

que por construccion es simétrica entre la cara frontal y la trasera y no captura la separa-

cion.

Distribucién del coeficiente de presidn sobre la superficie de la esfera

) --- Flujo potencial C,=1-(9/4)sin?6
1.0 +~_0 —— Referencia viscosa (Johnson & Patel, Re = 100) -
~ O Presente solver LBM-MRT, Re = 100 R
0.5
& 0.0 1
—0.5 1
_10 m
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Angulo desde el punto de estancamiento 8 [°]

Figura 5.3: Distribuciéon del coeficiente de presion C,(0) sobre la superficie de la esfera,
comparando la solucién de flujo potencial con la referencia viscosa de Johnson & Patel

(1999) y los resultados del solver LBM-MRT a Re = 100. Elaboracion propia.

La Figura 5.3 muestra que el solver reproduce correctamente los tres rasgos carac-
teristicos del perfil viscoso: el punto de estancamiento frontal (C, = 1 en 6 = 0°), la
caida de presion hacia el ecuador (con minimo menos profundo que el potencial, debido
al espesor de la capa limite) y la meseta de presion casi constante en la region separada
trasera (6 2 120°), rasgo completamente ausente en la solucion potencial. Las pequenas

discrepancias en la region trasera son atribuibles al confinamiento y a la resolucién finita
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de la esfera (D = 16 nodos), que limita la precision con la que se resuelve la posicion del

punto de separacion.

5.4. Régimen laminar Re = 100: campo de velocidad y

vorticidad

La Figura 5.4 muestra el campo de magnitud de velocidad adimensional ||ul|/Us y
la distribucién de vorticidad w, en el plano medio del dominio para Re = 100, una vez

alcanzada la convergencia estacionaria.

i Jupu_ — Re=100 N Vorticidad — Re=100 109

18 100
90 16 90 [t
80 14 80
70 - 70 "
60 _— 60 )
( ——— i
- Mo i
40 40 .
30 o 30 -
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- 0
0 e
x

20 8 100 120 140 160 180 200 40 80 80 100 120 140 160 180 200
X

Figura 5.4: Campo de magnitud de velocidad adimensional ||u||/Us (izquierda) y vortici-
dad w, (derecha) en el plano medio para Re = 100. Se observa la burbuja de recirculacion
estacionaria (contorno amarillo) y la distribuciéon antisimétrica de vorticidad en la estela.

Resultados del presente solver.

En este régimen laminar se observa una burbuja de recirculaciéon estacionaria y cerrada
inmediatamente detras de la esfera, delimitada en la figura por el contorno de velocidad
axial nula. La estela es estrictamente simétrica respecto al eje y el déficit de velocidad se
difunde lentamente aguas abajo. El flujo se acelera en los flancos de la esfera alcanzando
magnitudes de hasta 1.8 Uy, valor superior al maximo teoérico no confinado (1.5 Uy de la
solucion potencial) precisamente por el efecto de bloqueo del canal.

El campo de vorticidad muestra concentraciones antisimétricas de signo opuesto gene-
radas en la capa limite y transportadas hacia la estela, con magnitudes maximas del orden
de 1.5 x 1073 en unidades de red. La ausencia total de oscilaciones en la estela lejana con-

firma tanto la naturaleza estacionaria del régimen como la estabilidad del esquema MRT
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con la resolucion empleada.

5.5. Transicién inicial Re = 300: inicio del desprendi-

miento de vortices

La Figura 5.5 ilustra el caso Re = 300, correspondiente al régimen de transicion docu-
mentado por Johnson & Patel [3] y Tomboulides & Orszag [10].

Transicion inicial — Re = 300

|ul/U_, — Re=300 Vorticidad — Re=300 o

2.0 100 20
1.8 90

1.5
1.6 80

1.0
1.4 70
162 60 | ‘ 0.5
10 2 s . @ &
ek >
0.8 40 = -0.5
0.6 30

1.0
0.4 20
0.2 10 L=
0 0 — 2.0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 8 100 120 140 160 180 200
X X

Figura 5.5: Campo de magnitud de velocidad adimensional ||ul|/Us (izquierda) y vorti-
cidad w, (derecha) para Re = 300. Se aprecia el inicio del desprendimiento periddico de

vortices y la pérdida de simetria en la estela. Resultados del presente solver.

A este nimero de Reynolds, la estela pierde la simetria estricta y se observan las pri-
meras manifestaciones del desprendimiento periddico de estructuras vorticosas. El campo
de vorticidad revela alternancia de signos en la estela lejana, con estructuras que se pro-
pagan aguas abajo con una longitud de onda caracteristica, en acuerdo cualitativo con las
observaciones de la literatura para este régimen. La zona de recirculacion inmediata se ha
alargado notablemente respecto al caso Re = 100, y su frontera oscila débilmente en el
tiempo. El campo de velocidad muestra el ondulamiento de la estela y la persistencia del

déficit de velocidad a lo largo de todo el dominio.
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El coeficiente de arrastre presenta en este caso oscilaciones de pequena amplitud al-
rededor de su valor medio, comportamiento esperado en el régimen de desprendimiento
incipiente, y las métricas reportadas en la Tabla 5.1 corresponden al promedio temporal.

5.6. Reégimen turbulento Re = 5,000: estela cadtica

La Figura 5.6 presenta los resultados para Re = 5,000, donde el modelo LES—Smagorinsky

es plenamente activo.
Caso 3: Turbulento — Re = 5000

|ul/u_, — Re=5000 Vorticidad — Re=5000 %1072

100 20

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
X X

Figura 5.6: Campo de magnitud de velocidad adimensional ||ul|/Us (izquierda) y vorti-
cidad w, (derecha) para Re = 5,000 con modelo LES-Smagorinsky activo. Se observa la

estela turbulenta con estructuras de miltiples escalas. Resultados del presente solver.

El campo de magnitud de velocidad muestra una estela extensa con fluctuaciones de
alta frecuencia y estructuras de multiples escalas coexistiendo, desde los vortices de tamano
comparable al didmetro de la esfera hasta las escalas proximas al filtro de malla. El campo
de vorticidad revela la cascada de estructuras caracteristica de la turbulencia desarrollada,
con una zona de mezcla que se ensancha progresivamente aguas abajo.

Desde el punto de vista numérico, el resultado més relevante es la estabilidad: con
una viscosidad molecular de v = 1.6 x 10™* (es decir, 7, ~ 0.5005), el esquema BGK

puro serfa inestable con esta resoluciéon; la combinacién MRT -+ Smagorinsky introduce la
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disipacion selectiva y submalla suficiente para mantener la simulacién acotada sin destruir
las estructuras grandes. Estos resultados se presentan como exploracion cualitativa: la
validacion cuantitativa en régimen turbulento (espectros, estadisticas de segundo orden)

queda fuera del alcance del presente trabajo.

5.7. Sintesis de la validacion

En conjunto, las tres métricas de validacion muestran concordancia satisfactoria con

las correlaciones y datos de la literatura en el rango laminar:

= FEl coeficiente de arrastre sigue las correlaciones de Schiller-Naumann y Clift et al.

con desviaciones del 3—6 %, sistematicas y del signo esperado por el confinamiento.

= La longitud de recirculacion reproduce los datos de Taneda y Johnson & Patel con

errores inferiores al 10 %.

» La distribucion de presion captura los tres rasgos cualitativos del perfil viscoso:

estancamiento frontal, minimo ecuatorial y meseta de base.

Los campos de flujo reproducen ademas la fenomenologia esperada en cada régimen: bur-
buja estacionaria a Re = 100, desprendimiento incipiente a Re = 300 y estela turbulenta a
Re = 5,000. Estos resultados confirman la correcta implementacion del esquema D3Q19-
MRT, del bounce-back interpolado y del modelo LES-Smagorinsky, y habilitan el uso de
los campos simulados como insumo del visualizador de Realidad Aumentada descrito en

el siguiente capitulo.

o4



Capitulo 6

Visualizacion en Realidad Aumentada

6.1. Introduccion

Este capitulo documenta el diseno, la implementacion y las pruebas de la herramienta
de visualizacion en Realidad Aumentada desarrollada como producto principal de la tesis:
el Tinel de Viento RA. La herramienta transforma la fenomenologia del flujo alrededor
de cuerpos aerodindmicos en una experiencia interactiva superpuesta al entorno fisico del

usuario, accesible desde el navegador de un dispositivo movil sin instalacion de software.

6.2. Arquitectura de la herramienta WebXR

La herramienta se basa en el estindar WEBXR Device API [11] y estd4 implementa-
da integramente en JavaScript, HIML5 y Three. js sobre WEBGL, siguiendo el pipeline
descrito en la Figura 2.10. La aplicaciéon se aloja en un servidor web estatico y es acce-
sible desde cualquier dispositivo movil con soporte WEBXR, (Safari en iOS o Chrome en
Android) mediante una URL, sin necesidad de instalar aplicaciones nativas.

La arquitectura integra tres componentes principales:

1. Motor de simulacién en tiempo real. Calcula, a cada fotograma y a partir de
los parametros seleccionados por el usuario (velocidad del viento U y didmetro ca-
racteristico D del objeto), el nimero de Reynolds Re = UD /v, el ntumero de Mach
Ma = U/a, la presion dinamica ¢ = %pUQ, una clasificacion heuristica del régimen de
flujo (laminar/turbulento segin un umbral interno de Re) y una estimacion simplifi-
cada del coeficiente de arrastre dependiente del régimen. Es importante senalar que

esta estimacion tiene fines ilustrativos e interactivos, no de prediccion fisica rigurosa:
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como se documenta en la Seccion 6.5, no reproduce fielmente la curva Cp(Re) real
de una esfera —que se mantiene aproximadamente constante (Cp ~ 0.47) a lo largo
de todo el régimen subcritico, hasta la crisis del arrastre cerca de Re ~ 3 x 10°— y

en las pruebas mostr6 variabilidad apreciable para un mismo Re nominal.

2. Sistema de particulas. Un conjunto de 8,000 particulas activas se advecta a través
del campo de velocidades sintético alrededor del objeto. Las trayectorias se colorean
por magnitud de velocidad local y su dispersion lateral se modula con la intensidad
de turbulencia seleccionada, de modo que el patréon visual transita de lineas rectas

y paralelas (baja turbulencia) a nubes caoticas y ensanchadas (alta turbulencia).

3. Interfaz de usuario. Segin el estado de la aplicacion, la pantalla muestra la vista de
camara con la superposicion de RA junto con un panel lateral de controles (velocidad,
turbulencia, tamano del tiinel, seleccion de objeto, ficha de propiedades y anélisis de
flujo), o bien una vista compacta de solo cdmara con un recuadro de depuracion en

la esquina inferior derecha.

6.3. Funcionalidades implementadas

La herramienta ofrece las siguientes funcionalidades interactivas:
» Control deslizante de velocidad del viento en el rango 1-200 m/s.
» Control de intensidad de turbulencia, desde flujo laminar hasta muy turbulento.

= Control de tamano del ttnel virtual, para adaptar la escena al espacio fisico dis-

ponible.

= Seleccion de objetos aerodindmicos: esfera, cilindro, perfil alar, toroide y tiinel

Venturi.

= Ajustes rapidos preconfigurados: Baja Velocidad, Crucero, Alta Velocidad y Su-

personico.

= Panel de anélisis de flujo con nimero de Reynolds, régimen, nimero de Mach y

presion dindmica actualizados en tiempo real.

= Anclaje espacial con deteccion de superficies del entorno para posicionar el tinel

virtual.
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» Indicadores de rendimiento (FPS, uso de CPU y RAM) para monitoreo durante

las pruebas.

6.4. Capturas de la herramienta en dispositivos moviles

Las Figuras 6.1 a 6.14 documentan pruebas de la herramienta realizadas en los pasi-
llos de la Facultad de Ingenieria, con un iPad y un iPhone. Los pies de figura reportan
exactamente los valores mostrados en pantalla en cada captura, leidos directamente de los

recuadros de depuracion y del panel de Andlisis de Flujo de la aplicacion.

< m :‘ lue-rail-808398.hostingersite.com C)) @ + @

E] No se puede abrir la pagina © H Simulador de Tinel de Viento RA - Aerodin... [l

= Actva e =" [e] HAAcuva

Numero de Reynolds: 50,000

Tipo de Flujo: Laminar

Particulas Activas:

Coef. de Arrastre:

Figura 6.1: Vista compacta de la herramienta (solo cdmara con recuadro de depuracion):
lineas de corriente convergiendo hacia la esfera. Valores mostrados por la aplicacion: Re =

50,000, régimen clasificado como Laminar, Cp = 0.14.
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Figura 6.2: Vista de panel completo, con la esfera renderizada con sombreado de presion
(rojo en la cara de incidencia, azul en la estela) y el panel de Controles de Simulacidn a
la derecha (velocidad = 50 m/s, turbulencia = 20 %). Valores mostrados: Re = 50,000,
Laminar, Cp = 0.81.
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< m ;@ lue-rail-808398.hostingersite.com C)) @ + @
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Namero de Reynolds: 50,000
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Coef. de Arrastre:

Figura 6.3: Segunda captura en vista compacta, con el mismo encuadre y los mismos
valores que la Figura 6.1: Re = 50,000, Laminar, Cp = 0.14.
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Coef. de Arrastre:

Figura 6.4: Nube de particulas densa y difusa alrededor de la esfera. Valores mostrados:

Re = 87,000, régimen clasificado como Turbulento, Cp = 0.10.
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Figura 6.5: Vista frontal del cono de particulas convergiendo hacia la esfera, con un niicleo
de mayor densidad visible en el centro. Valores mostrados: Re = 50,000, Laminar, Cp =
0.20.
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Figura 6.6: Vista compacta con trayectorias densas y paralelas. Valores mostrados: Re =
13,000, Laminar, C'p = 0.91.
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< m — lue-rail-808398.hostingersite.com 6 @ + @
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Figura 6.7: Nube de particulas turbulenta superpuesta sobre el entorno fisico real de la
Facultad de Ingenieria. Valores mostrados: Re = 87,000, Turbulento, Cp = 0.10 (misma

condicion que la Figura 6.4).
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Figura 6.8: Panel completo de la herramienta con velocidad = 150 m/s y turbulencia =
50 %. El panel de Andlisis de Flujo reporta Re = 150,000, régimen Turbulento, Ma = 0.437

y presion dinamica = 13,781.3 Pa; el recuadro inferior muestra C'p = 0.36, mientras que

la ficha de referencia del objeto (estatica, independiente de Re) indica Cp = 0.47.
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Figura 6.9: Panel completo con velocidad = 100 m/s y turbulencia = 20%. El panel
de Andlisis de Flujo reporta Re = 100,000, clasificado por la aplicacién como Laminar,

Ma = 0.292 y presion dindmica = 6,125.0 Pa; el recuadro inferior muestra C'p = 0.63.
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Figura 6.10: Panel completo con velocidad = 25 m/s y turbulencia = 5 %, mostrando dos

nubes de particulas separadas por la estela de la esfera. Valores mostrados: Re = 25,000,

Laminar, C'p = 0.42.
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Figura 6.11: Panel completo, mismo ajuste que la Figura 6.10 (velocidad = 25 m/s, tur-
bulencia = 5 %). El panel de Andlisis de Flujo reporta Re = 25,000, Laminar, Ma = 0.073

y presion dindmica = 382.8 Pa; el recuadro inferior muestra Cp = 0.11.
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Figura 6.12: Panel completo con velocidad = 50 m/s y turbulencia = 20 %, mostrando
dos nubes de particulas alrededor de la esfera. Valores mostrados: Re = 50,000, Laminar,
Cp = 0.54.
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w Activa [0 HAActva

Namero de Reynolds: 13, 060

Tipo de Flujo: Laminar

Particulas Activas:

Coef. de Arrastre:

Figura 6.13: Vista compacta con trayectorias densas y paralelas, idéntica en contenido a
la Figura 6.6. Valores mostrados: Re = 13,000, Laminar, Cp = 0.91.
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Figura 6.14: Panel completo con velocidad = 50 m/s y turbulencia = 20 %, mostrando una

unica nube de particulas continua. Valores mostrados: Re = 50,000, Laminar, Cp = 0.57.

En las capturas con panel completo, el recuadro superior izquierdo registra en todo
momento la velocidad, la turbulencia y el objeto activo; el panel derecho concentra los
controles deslizantes y, cuando estd visible, la seccién de Objetos Aerodindmicos con la
ficha de propiedades del objeto seleccionado (coeficiente de arrastre de referencia, area
superficial y tipo de flujo esperado) o el panel de Andlisis de Flujo; y el recuadro inferior

derecho o central presenta las métricas calculadas para el instante de la captura.

6.5. Comportamiento reproducido y limitaciones del mo-

delo interno

Las capturas anteriores muestran que la herramienta responde de manera consistente a
los controles del usuario, pero también evidencian que su motor de calculo aerodindmico es
una heuristica simplificada y no una prediccion fisica rigurosa. Es importante documentar

ambos aspectos con honestidad.
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6.5.1. Lo que la herramienta reproduce correctamente

= Respuesta visual a la turbulencia. Al incrementar la intensidad de turbulencia,
el patron de particulas transita de trayectorias ordenadas y paralelas (Figuras 6.6

y 6.13) a nubes mas densas y difusas (Figuras 6.4 y 6.7).

= Consistencia interna de Ma y presioén dinamica. Para una velocidad y densidad
de aire dadas, los valores de Ma = U/a y q = %pU2 mostrados son numéricamente
correctos entre si; por ejemplo, para U = 100 m/s la aplicacién reporta Ma = 0.292

y ¢ = 6,125 Pa (Figura 6.9), consistente con aire en condiciones estandar.

= Sombreado cualitativo de presién. La esfera se renderiza con un gradiente rojo—
azul (incidencia—estela) que comunica visualmente la asimetria de presién respon-
sable del arrastre (Figura 6.2), aunque sin corresponder a un campo de presion

calculado.

6.5.2. Limitaciones identificadas

Al contrastar los valores mostrados en las capturas con la aerodindmica real de una

esfera, se identifican discrepancias que deben senalarse explicitamente:

» Clasificacién de régimen incorrecta. La aplicacion etiqueta como Laminar con-
diciones con Re de hasta 100,000 (Figura 6.9), y solo 150,000 aparece como Tur-
bulento por superar cierto umbral interno. Fisicamente, la estela de una esfera ya
es turbulenta desde Re ~ 10%; el término correcto para todo este rango (10-10°)
es régimen subcritico, con capa limite laminar y estela turbulenta, y coeficiente de
arrastre aproximadamente constante. La etiqueta binaria laminar/turbulento de la
herramienta es, por tanto, una simplificaciéon heuristica sin correspondencia fisica

estricta, y asi debe entenderse.

= Coeficiente de arrastre no fisico. Para una esfera lisa en el régimen subcritico
(10* < Re < 3 x 10%), el coeficiente de arrastre real permanece aproximadamente
constante en Cp ~ 0.47, y solo cae abruptamente (a valores de 0.1-0.2) en la crisis
del arrastre, cuando la capa limite transiciona a turbulenta cerca de Re ~ 3 x 10°.
Las capturas muestran, en cambio, valores de Cp tan bajos como 0.10-0.20 ya desde
Re = 50,000-87,000 (dos ordenes de magnitud por debajo del Reynolds de crisis

real), lo cual no es fisicamente correcto.
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= Variabilidad no determinista. Para un mismo Re = 50,000 nominal, las distintas
capturas registran Cp entre 0.14 y 0.81 (Figuras 6.1, 6.2, 6.5, 6.12 y 6.14), lo que
confirma que el valor mostrado no proviene de una correlaciéon determinista evaluada

de forma consistente, sino de un calculo simplificado con una componente variable.

En consecuencia, los valores numéricos que despliega la herramienta deben interpretarse
como elementos narrativos e interactivos orientados a que el usuario relacione, de
manera aproximada y cualitativa, la velocidad del viento con nociones generales de régimen
de flujo y arrastre —mo como una simulaciéon aerodinamica validada. El tinico vinculo
cuantitativamente riguroso entre la aplicacion y la fisica del problema es el modo de carga
de campos LBM descrito en la Seccion 6.7, donde las particulas se advectan con datos

numéricos reales del solver. Esta limitacion se retoma en el Capitulo 7.

6.6. Rendimiento computacional

Durante todas las pruebas, la herramienta mantuvo 60 fotogramas por segundo
estables con 8,000 particulas activas, con un uso de CPU del 15% y aproximadamente
1.2 GB de RAM, como registran los indicadores visibles en todas las capturas, indepen-
dientemente del dispositivo o el modo de interfaz. La Tabla 6.1 resume las mediciones.
Estos resultados confirman la viabilidad de la visualizaciéon en tiempo real sobre hardware
movil convencional, sin hardware especializado de realidad aumentada, y con margen para

incrementar la densidad de particulas o la complejidad geométrica.

Cuadro 6.1: Rendimiento medido de la herramienta de RA en los dispositivos de prueba.

Dispositivo Particulas activas FPS CPU [%] RAM [GB]
iPad (Safari) 8,000 60 15 1.2
iPhone (Safari) 8,000 60 15 1.2

6.7. Conexién con el solver LBM

Ademés del motor sintético de particulas descrito en las secciones anteriores, la he-
rramienta puede cargar los campos exportados por el solver LBM en formato JSON (Sec-
cion 4.13). En ese modo, las particulas se advectan interpolando trilinealmente el campo
(u,v,w) simulado, de manera que la estructura de la estela visualizada corresponde cuan-

titativamente al resultado numérico y no a la heuristica fenomenologica documentada en

69



Facultad de Ingenieria — UNAM Ingenieria Aeroespacial

la Seccion 6.5. Esta via de integracion cierra el pipeline simulacion—visualizacion planteado
en los objetivos y se propone como linea principal de desarrollo futuro para extenderla a los
casos no estacionarios, y para eventualmente sustituir por completo el modelo simplificado

de Cp y régimen por valores derivados directamente del solver validado en el Capitulo 5.
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Capitulo 7
Discusion

7.1. Validez de la implementacion LBM-MRT

Los resultados de validacion presentados en el Capitulo 5 demuestran que el solver
LBM 3D-D3Q19-MRT implementado en MATLAB reproduce satisfactoriamente el compor-
tamiento aerodindmico de la esfera en el rango laminar. La concordancia con las correla-
ciones de Schiller & Naumann y Clift et al. para el coeficiente de arrastre, asi como con los
datos de Taneda y Johnson & Patel para la longitud de recirculacion, confirma la correcta
implementacion del método numérico y de las condiciones de frontera.

Las desviaciones observadas, tipicamente entre 3% y 6% en el rango laminar (Ta-
bla 5.1), son atribuibles principalmente al efecto de confinamiento del dominio (5 = 20 %).
El confinamiento acelera el flujo en los flancos de la esfera por conservacion de masa, lo
que incrementa los esfuerzos cortantes superficiales y la asimetria de presion, y por tanto el
arrastre, respecto a la soluciéon no confinada. Este efecto es conocido y estd documentado

en la literatura mediante correcciones semiempiricas del tipo
C«g)rr _ Cgedido (1 —cp 53/2) : (71)

donde el coeficiente cg depende de la geometria del confinamiento. Es importante notar que,
para el bloqueo empleado en este trabajo, %2 = 0.20%2 a~ 0.089 (8.9%): un coeficiente
cg del orden de la unidad sobrecorregiria el resultado, ya que produciria una correcciéon
mayor que la desviacion de 3-6 % que se busca explicar. La consistencia con lo observado
exige, en cambio, un coeficiente cg ~ 0.3-0.6, sensiblemente menor a la unidad —un valor
razonable si se considera que $%? sobrestima el efecto de bloqueo real en un canal de

seccion finita frente a los desarrollos tedricos para un tubo infinito—. Con cg en ese rango,
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la ecuacion (7.1) reduce el residual a aproximadamente 1-2 %, magnitud ya comparable con
el error de discretizacion de la esfera (D = 16 nodos), lo que confirma que el confinamiento
explica la mayor parte de la desviacién observada sin necesidad de invocar un coeficiente
andmalamente grande.

Un segundo factor de error es la resolucion de la superficie. Con 16 nodos por diame-
tro, la capa limite laminar a Re = 300 (§/D ~ Re™'/? ~ 0.06) se resuelve con apenas
un nodo, lo que limita la precisién del punto de separacion. El bounce-back interpolado
mitiga parcialmente este efecto al posicionar la pared con precision subreticula, y la buena
concordancia del perfil C,,(0) en la region frontal asi lo refleja; las discrepancias residuales

se concentran, como es esperable, en la region de separacion.

7.2. Capacidad y limites del modelo LES—Smagorinsky

La integracion del modelo de Smagorinsky directamente en el operador de colision MRT
proporciona estabilidad numérica hasta Re = 5,000, muy por encima del limite de estabili-
dad del esquema BGK puro con la misma malla. Los resultados cualitativos para Re = 5,000
muestran una estela turbulenta con estructura coherente, ensanchamiento progresivo y au-
sencia de inestabilidades numéricas, lo que valida la robustez de la implementaciéon para
aplicaciones exploratorias en regimenes de transicion y turbulencia incipiente.

No obstante, deben senalarse dos limites claros. Primero, la constante de Smagorinsky
fija (Cs = 0.16) introduce disipacion excesiva cerca de las paredes, donde el modelo estan-
dar no se anula como deberia; formulaciones dindmicas o funciones de amortiguamiento de
pared corregirian este comportamiento. Segundo, la resoluciéon de 160 x 80 x 80 nodos sitta
el filtro de malla en una zona relativamente alta del espectro turbulento para Re = 5,000,
por lo que la separacion entre escalas resueltas y modeladas es modesta. Ambas razones

justifican que los resultados turbulentos se presenten como cualitativos.

7.3. La herramienta de Realidad Aumentada como re-

curso didactico

La herramienta WEBXR desarrollada cumple los objetivos didacticos planteados. Tres
aspectos merecen discusion:
Accesibilidad. La decision de construir sobre WEBXR en lugar de motores nativos

(Unity /ARKit/ARCore) eliminé por completo la barrera de instalacion: cualquier estu-
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diante con un teléfono compatible accede a la experiencia mediante una URL. El costo
de esta decision es un techo de rendimiento méas bajo que el de una aplicacion nativa; sin
embargo, las mediciones del Capitulo 6 (60 FPS sostenidos con 8,000 particulas y 15 % de
CPU) demuestran que dicho techo no fue limitante para los propésitos del proyecto.

Fidelidad fisica. El motor de particulas de la herramienta es puramente fenome-
nologico y asi debe entenderse: reproduce de forma cualitativa la respuesta visual a la
turbulencia (dispersion de trayectorias) y calcula correctamente las cantidades puramen-
te cinematicas (Ma y presion dindmica, que dependen solo de U). Sin embargo, como se
documenta en detalle en la Seccion 6.5, su clasificacion de régimen (laminar/turbulento)
y su estimacion del coeficiente de arrastre no corresponden a la aerodindmica real de
una esfera: la herramienta etiqueta como laminares condiciones de hasta Re = 100,000
y despliega valores de Cp tan bajos como 0.10 en un rango de Reynolds donde el valor
fisico real es Cp ~ 0.47, ademés de mostrar variabilidad no determinista para un mis-
mo Re. Esta discrepancia no invalida el valor didactico de la herramienta como medio
de exploracion interactiva, pero si exige que sus lecturas numéricas se presenten como
ilustrativas y no como una simulacién aerodinamica validada. El calculo riguroso reside
exclusivamente en el solver LBM; el modo de carga de campos JSON (Seccion 6.7) es el
inico puente cuantitativamente correcto entre ambos, y su generalizaciéon a campos no
estacionarios —incluyendo, idealmente, la sustitucion del heuristico de C'p y régimen por
valores derivados del solver— es la extensiéon natural del trabajo.

Valor pedagégico. La posibilidad de recorrer fisicamente la estela, observarla desde
cualquier &ngulo y manipular el nimero de Reynolds en tiempo real ofrece una comprension
espacial del fenomeno que las figuras estaticas de un texto no proporcionan. Aunque la
evaluacion pedagogica formal (con grupos de control) excede el alcance de la tesis, las
demostraciones informales realizadas en la Facultad de Ingenieria mostraron una recepciéon

muy favorable entre estudiantes y profesores.

7.4. Limitaciones identificadas

En sintesis, las principales limitaciones del trabajo son:

1. El dominio computacional de 160 x 80 x 80 nodos limita la resoluciéon espacial, y el
bloqueo del 20 % introduce correcciones de confinamiento no triviales en las métricas

cuantitativas.

2. La validacion cuantitativa se restringe al rango laminar (Re < 300) por disponi-
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bilidad de datos de referencia directamente comparables; el régimen turbulento se

explora solo cualitativamente.

3. El visualizador WEBXR  utiliza por defecto un modelo de particulas fenomenologico
cuya clasificacion de régimen y estimacion de C'p no corresponden cuantitativamente
a la aerodinamica real de una esfera (Seccion 6.5); sus valores numéricos deben in-
terpretarse como ilustrativos, no como una simulacion validada. La carga de campos
LBM reales estd implementada para casos estacionarios pero no para la evolucién

temporal completa.

4. La herramienta AR requiere un dispositivo con soporte WEBXR, lo que excluye

equipos antiguos o navegadores no compatibles.

5. El tiempo de computo en MATLAB (del orden de horas por caso en una estacion de
trabajo) restringe los estudios paramétricos extensos; una implementacion en GPU

reduciria este tiempo en uno o dos 6rdenes de magnitud.
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Capitulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

8.1. Conclusiones

El presente trabajo alcanzo6 satisfactoriamente los objetivos planteados. Las conclusio-

nes principales son las siguientes:

1. Se implement exitosamente un solver LBM 3D-D3Q19-MRT en MATLAB con modelo
de turbulencia LES-Smagorinsky integrado en el operador de colisién y condicién de
bounce-back interpolado de segundo orden para la superficie de la esfera. El solver
es estable en el rango 1 < Re < 5,000 y computacionalmente viable en una estacion

de trabajo convencional, cumpliendo el objetivo particular A.

2. La validacion sistematica de las tres métricas aerodinamicas (objetivo B) confirma
la correcta implementacion del método: el coeficiente de arrastre sigue las correla-
ciones de Schiller-Naumann y Clift et al. con desviaciones del 3-6 %; la longitud de
recirculacion reproduce los datos de Taneda y Johnson & Patel con errores menores
al 10 %; y la distribucion de presion superficial captura los rasgos caracteristicos del
perfil viscoso. Las desviaciones son sistemaéticas, del signo esperado, y consistentes

con el efecto de confinamiento del dominio (5 = 20 %).

3. Los campos de velocidad y vorticidad obtenidos (objetivo C) reproducen cualitati-
vamente los tres regimenes estudiados: burbuja de recirculacion estacionaria y estela
simétrica a Re = 100; pérdida de simetria y desprendimiento incipiente de vortices
a Re = 300; y estela turbulenta con estructuras de miltiples escalas a Re = 5,000,

esta 1ltima estabilizada por el modelo submalla.

7



Facultad de Ingenieria — UNAM Ingenieria Aeroespacial

4. La herramienta de Realidad Aumentada Tinel de Viento RA (objetivo D), desarro-
llada sobre WEBXR y Three.js, proporciona una experiencia de visualizacion inter-
activa accesible desde dispositivos mdviles convencionales mediante el navegador, sin
instalacion. Las pruebas en iPad y iPhone registraron 60 FPS sostenidos con 8,000
particulas activas y un consumo moderado de recursos (15% CPU, 1.2 GB RAM),

confirmando la viabilidad del enfoque.

5. La herramienta reproduce cualitativamente la respuesta visual del flujo a la turbu-
lencia y calcula correctamente los parametros puramente cinematicos (Ma, presion
dindmica), constituyendo un recurso didactico original para la ensenanza de la ae-
rodinamica en el nivel de licenciatura. Sin embargo, su clasificaciéon de régimen y
su estimacion del coeficiente de arrastre son una heuristica simplificada que no re-
produce fielmente la aerodinamica real de una esfera (Seccion 6.5), por lo que sus

valores numéricos deben presentarse siempre como ilustrativos.

6. El flujo de trabajo integrado simulacién—exportacion—visualizacion AR, documenta-
do y reproducible (Apéndice A), constituye un aporte metodologico transferible a

otras geometrias y problemas de aerodinamica externa.

8.2. Trabajo futuro

A partir de los resultados obtenidos y las limitaciones identificadas, se proponen las

siguientes lineas de trabajo futuro:

= Reduccion del confinamiento. Ampliar el dominio computacional a 320 x 160 x
160 nodos o superior para llevar el bloqueo a 8 < 5% y realizar una validacion

cuantitativa fina, incluyendo estudios de convergencia de malla.

» Aceleracion por GPU. Portar el solver a CUDA u OpenCL (o a la gpuArray de
MATLAB) para reducir los tiempos de simulacion en uno o dos érdenes de magnitud

v habilitar estudios paramétricos extensos.

» Validacién en régimen transicional. Extender la comparacion al rango 300 <
Re < 1,000 mediante el nimero de Strouhal y las estadisticas de la estela, contras-

tando con Tomboulides & Orszag.

= Modelo submalla mejorado. Sustituir la constante fija de Smagorinsky por una
formulacion dindamica o con amortiguamiento de pared, para mejorar el comporta-

miento cerca de la superficie.
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» Integracién cuantitativa completa con AR. Generalizar la carga de campos
LBM en el visualizador a secuencias temporales, de modo que la evolucién no es-
tacionaria de la estela (desprendimiento de vortices) sea reproducible en Realidad

Aumentada.

s Correccién del heuristico de arrastre y régimen. Sustituir la clasificacion
binaria laminar/turbulento y la estimacion simplificada de C'p del motor sintético
por la curva estandar de arrastre de una esfera (p. ej. Clift et al., ecuacion (5.2)), con
los umbrales de régimen subcritico, critico y supercritico correctamente ubicados, de
modo que los valores desplegados en tiempo real sean fisicamente consistentes incluso

cuando no se cargue un campo del solver.

= Nuevas geometrias. Extender el visualizador y el solver a perfiles aerodindmicos

NACA, fuselajes de revolucion y configuraciones multicuerpo de interés aeronautico.

= Evaluacién pedagégica formal. Disenar un estudio con grupos de control para
cuantificar el impacto de la herramienta AR en la comprension de los conceptos de

aerodinamica externa.

= Extension fisica. Incorporar transporte de calor o de especie al solver, ampliando

el alcance hacia problemas de interés en ingenieria aeroespacial y ambiental.
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Apéndice A

Guia de reproduccion

Este apéndice documenta los pasos necesarios para reproducir las simulaciones y la

visualizacién en Realidad Aumentada presentadas en la tesis.

A.1. Requisitos de software

= MATLAB R2021a o posterior (sin toolboxes adicionales obligatorios).

» Un navegador con soporte WEBXR: Safari (i0S 15+) o Chrome (Android 10-+).

» Un servidor web estatico con HTTPS para alojar la aplicacion de RA (requisito de

WEBXR para acceso a la camara).

A.2. Estructura del codigo del solver

El solver se organiza en un script principal y funciones auxiliares:

solver_lbm/
main_lbm_d3ql9_mrt.m
init_dominio.m
equilibrio_d3ql9.m
colision_mrt.m
smagorinsky.m
fronteras.m
fuerzas.m
postproceso.m

exporta_json.m

b
b
h
b
b
h
h
b

script principal

geometria, mascara de la esfera, fracciones q
distribucion de equilibrio

transformacion a momentos, S, colision
calculo local de nu_t y tau_eff

entrada, salida, paredes, IBB esfera
intercambio de momento, CD

umag, vorticidad, cortes, figuras

submuestreo y exportacion para AR
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A.3. Parametros de entrada

Los parametros editables al inicio de main_lbm_d3q19_mrt.m son:

Nx = 160; Ny = 80; Nz = 80; % dominio

D = 16; % diametro de la esfera (nodos)
= 0.05; % velocidad de entrada (unidades de red)
Re = 100; % Reynolds objetivo
Cs = 0.16; % constante de Smagorinsky
tol = le-6; %» tolerancia de convergencia de CD

La viscosidad y el tiempo de relajacion se calculan automéaticamente como nu = U*xD/Re

y tau = 0.5 + 3*nu.

A.4. Ejecucion de un caso

1. Fijar Re al valor deseado (100, 300 o 5000 para reproducir los casos de la tesis).
2. Ejecutar main_lbm_d3q19_mrt.m. El script reporta Cp y el residual cada 500 pasos.

3. Al alcanzar la convergencia (o el nimero maximo de pasos en los casos no es-
tacionarios), se generan automdaticamente las figuras de los campos y el archivo

campo_ReXXX. json.

Los tiempos de referencia en una estacion de trabajo convencional (CPU de 8 niicleos) son

de 2 a 6 horas por caso segtin el Reynolds.

A.5. Despliegue de la herramienta de Realidad Aumen-
tada

1. Copiar el directorio tunel_viento_ra/ (HTML, JavaScript y activos) al servidor
web con HTTPS habilitado.

2. (Opcional) Colocar los archivos campo_ReXXX.json exportados por el solver en el

subdirectorio datos/ para habilitar el modo de campos simulados.

3. Acceder a la URL desde el dispositivo movil, conceder el permiso de cdmara y tocar
Iniciar AR.
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4. Apuntar la caAmara hacia una superficie horizontal; al detectarse el plano, tocar la

pantalla para anclar el tinel de viento virtual.

A.6. Verificacién rapida

Para verificar una instalacion correcta del solver se recomienda el caso Re = 100: al
converger, deben obtenerse Cp ~ 1.13 y L,/D = 0.86 con los parametros por defecto.
Cualquier desviacion mayor al 2% respecto de estos valores indica un error de configura-

cion.
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Apéndice B

Detalles de la formulacion MRT D3Q19

B.1. Momentos del modelo D3Q19

En la formulacion de d’'Humiéres et al. |2], el vector de momentos del modelo D3Q19

es

. . . T
m = <p> €, &, Jx, Qu, jya qya Jzy 4z, 3pzx: 37T:rxa Puww; Tww, pzya pyza Prz, My, mya mz) ’

(B.1)
donde p es la densidad, e la energia, ¢ el cuadrado de la energia, (jy,7jy,J.) las compo-
nentes de la cantidad de movimiento, (¢, gy, ¢.) los flujos de energia, p,., Puwws Day, Pyz, Pas
las componentes del tensor de esfuerzos viscosos, 7., Tww momentos de cuarto orden y

(myg, my, m,) momentos de tercer orden antisimétricos.

B.2. Matriz de transformacion

La matriz M de 19 x 19 se construye por ortogonalizaciéon de Gram—Schmidt de los
polinomios de las velocidades discretas. Sus filas corresponden, en orden, a los momentos

listados arriba, evaluados sobre el conjunto de velocidades (3.13). Las primeras filas son:

My, =1, (B.2)
M o =19 |le,||* — 30, (B.3)
Moo = 3 (21 ||leal|* — 53 [lea]* +24) , (B.4)
Ms o = €ens, Ms.o = eqy, Mz = €z, (B.5)
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y asi sucesivamente para los momentos de orden superior. La matriz completa y su inversa
se generan una sola vez en la etapa de inicializacién del solver y se almacenan como

constantes.

B.3. Momentos de equilibrio

Los momentos de equilibrio relevantes, a orden O(u?), son:

19 ,. . .
e =llp+ - Gz+ii+72), (B.6)
0
eq __ 3p — 11 -2 -2 -2 B.7
e =3p— 5 2+ 42+ 42), (B.7)
Po
9 9 9
= —= ."177 === 3 A= .27 B8
p 57 q, 5T q; 57 (B.8)
1, . S U
3t = — (252 —j2—i2), S, =—(il—-j2), (B.9)
Po L0
eq __ ]x]y eq __ jyjz eq __ ]x]z
ea — J2Jy e Judz eq — Jo)z B.10
Y Po Y Lo Lo ( )

con los momentos de tercer y cuarto orden de equilibrio nulos (7°4 = m® =0) y po = 1

la densidad media.

B.4. Tasas de relajacion empleadas

La matriz de relajacion utilizada en el solver es

S — dlag<07 S1, S2, 07 Sy, 07 S4, 07 S4y, Sy, 5105, Svy S105 Svs Svy Svy S16, S16, 816)7

(B.11)
con los valores
s1=119, sy=14, s,=12, s9=14, s16=1.98, (B.12)
recomendados por 2| para estabilidad 6ptima, y la tasa viscosa
s, = = ! (B.13)

:—17
Ty 3Veff+§

que es la tnica entrada modificada localmente por el modelo de Smagorinsky. Los ceros

corresponden a los momentos conservativos (densidad y cantidad de movimiento), que no
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se relajan.

B.5. Recuperacion de la viscosidad

Con esta eleccion, la expansion de Chapman-Enskog del esquema MRT recupera las

ecuaciones de Navier—Stokes incompresibles con viscosidad cinemaética

1/1 1
v=—-|——=1, (B.14)
3\s, 2
y viscosidad volumétrica controlada independientemente por s, lo que constituye preci-

samente la ventaja del esquema frente al BGK: la libertad de amortiguar los modos no

hidrodinamicos (ss, 4, S10, S16) sin alterar la fisica viscosa del flujo.
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