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Energia Elastica de Deformacion por Esfuerzo Normal ~

, oX :
. PR PN : -
X Sz T /

y dx

U = energia elastica interna

dU =1/20 xdydz x €, dX = 1/20xsxdxdydz(1)

N ~— AN -_J

Fza. promedio Distancia
-
~— ~

TRABAJO

Energia complementaria

+——— Energia de deformacion por unidad de volumen

>
»

Ex

Para un cuerpo elastico perfecto no hay disipacion de energia y el trabajo hecho por un
elemento es almacenado como energia de deformacién intema recuperable de (1) la

densidad de energia.
My, =2x 2

_=U0_T



_Energia elastica de deformacién por esfuerzo cortante.

Densidad de energia complementaria

dy \ .

: - Energia
; Unitaria
Ll 4 \
dVCORTE = 1/2 txydxdz =~ yxydy = 1/2 txy yxy dxdydz (3)

La densidad de energia por esfuerzo constante es .

[E) = W21, 1, (4)'

dV corle -



Aceptando el principio de superposicion para un estado multiaxial de esfuerzos.
La densidad de energia de deformacion es: [ o]

1. O TexTay

X
TXY
TX2
v 1120, + 112 112 112 112 5
'5\7 : UO = ‘”2 Ok, * 0,&} + 9.8 * Tyl Taly * r’:"y”‘_——( '

Expresando ( 5 ) matricialmente se obtiene



Uy = 112 0,0, 0, T Ty Tax | J “bo= 12[0] {¢) (6)

Sustituyendo en ( 5 ) 1a ley generalizada de Hooke ( 7))

o, o, o _ Ta
£ = — - ¥Y— -— —L Y =

x I3 Y [.: Y ]_‘: AY G
Ty g, g, Tyz

€ = ‘Y‘!_. + 7 Y—"—E Yz = G
o, o, o, T,
£, = =-yY— - - 4+ — . = =
’ 5T T E TG

- B , J

(7)

r 3

Se obtiene ;

2. 2 2 2 2 ‘.
Yo =y2 E(ox tay +az )— -é— (nan 4 ayty + UZOX)"’% G(IXY +Tyz +TZX2) (8)

Para maleriales elasticos lineales homogéneos e isotropicos se puede obtener una expresion
similar a (8) en términos de las deformaciones en lugar de los esfuerzos, la energia total se

obtiene de ;
U = jﬂ’ U, dx dy dz (9)

La ecuacion (5), es importante al establecer las leyes de plasticidad y (8) es importante en
analisis de esfuerzos por métodos energeticos.

Substituyendo (6) en (39) se obtiene :



U = 1/2-”‘-’-" (U"E‘ + UYEV + 0,;E, + T:y?xy + tyzsz + szTu)dV

- 1/2J’J'jv[o] {e}dxdydz (10)

Para barras axialmente cargadas, con flexion y cortante (10) queda:

U= 1/2 m‘ (0,8, + TuyViy) dxdydz (11
0!
£, = —
E

Para materiales elasticos lineales:
Yoy =

(12)

ol

de (12) y (11) se obtiene que :

2 2
_ Ox Ty
u={f o dxdydz + I Soddydz (13)
_ S o
Para carga axial, Para cortante

y flexion en vigas en vigas

Energia de deformacién para barras cargadas axialmente

N CARGA AXIAL 4 = J‘Ld},dz ______ (14)

O« = 4 T SECCION IRANSVERSAL'

Ny A son funciones de “ x * Unicamente.



y

Por lo tanto {13) se reduce a:

'2 2 2 i ' NZ
e = I 25 dv = [[[ e bt = [2_3’25[\ f] otz |t =

NZ
Uy = jL—--dx (15)
Energia de deformacion en flexion en este caso

o, ==Y (16)

M
|

De (16) y {13) se obtiene:



- (1] -2) anayee

2 2
M 2 M
= —{ dydzidx= [ —d

U =[] S5

M2
Un = Lﬁ dx (7)

Energia de deformacién para secciones circulares en torsion.

Para este caso.

y

D T= Aj’ ————— (18)
-~ —“ =E

- Ca e N

5{/’ P \

| .

\

\ ;.

| |
Subsmuyendo (18) en (13):

u, = fff ‘—g%dxc{rd == 20( ) dxdyds = | GJ’ [ I p’d}d.]dr

U= J‘ZGJ



Energia de deformacion por cortante

vQy'™
bt

En este caso 1, =

V= Cortante en la seccion
QY™ = | YMyda = momento estatico de y a ym

b= Ancho a la altura y de los ejes centroidales xy

I = Monmtento de inercia de la seccién.

Substituyendo (20) en (13)

oo = 1 g o (] (25 oo

ym i .
Y E A

La expresion total de la energia de deformacion sera:




U=U,+Up; +U; +U, Osea:

N M M¢?
V = +— dyd dx 2

Vit mt ot 2G|2 H( J yee 22)
Desplazamientos

El principio de conservacion de energia ( la energia no puede ser creada ni destruida ), puede
adoptarse para calcular deformaciones en sistemas elasticos debidos a ias cargas aplicadas.
La primera ley de la Termodinamica expresa este principio como:

Trabajo realizado = Cambio de Energia
Para un proceso adiabatico ( no se agrega o substrae calor al sistema ) y cuando no se genera
calor en el sistema, y cuando las fuerzas aplicadas se aplican en forma estatica ( las fuerzas

se aplican tan lentamente que se desprecia la energia cinética ¥ mv? ), el caso especial de
esta ley para sistemas conservativos se reduce a :

We=U

Donde: We = trabajo hecho por las fuerzas extemas durante el proceso de carga.
U = Energia total de deformacion almacenada en el sistema.

Similar a decir que la suma de! trabajo externo We y el interno Wi deben ser cero:
We + Wi=0

U = - Wi, las deformaciones siempre se oponen a las fuerzas intemas. Es importante
considerar la aplicacion gradual de las cargas de cero a su valor total, por lo tanto We sera Y2
Fuerza total por el desplazamiento.



Ejemplos: a) Determine la deflexion de la viga mostrada.

LSS S

L . A
_.‘_ H o
A
pI
W, = 1/2PA
y de (22)
L 1 (N2dx o PP gy o PIL
U = gz IN*dx = 5e=5=[idx = 7F%
P2L

DE (23): V2PA= ——
2EA

A=PL/AE Ley de Hooke

b) Determine la rotacion en e! extremo de una flecha de seccidn circular.

‘P\ |
.\K‘

&
*

L
El trabajo exi. Ne =% TQy el interno de (22):

10



P T
- [dx= L de (23
v ZGJLX 55, 9 @)

L TL
T = — = —
% TR oY

que coincide con los valores de ios textos de Mecanica de materiales.

c¢) Determinar ia deflexion maxima en la viga mostrada considerando el efecto del cortante y
de flexién.

P ) b/
| ; y ( . g
o rd /
—‘|'- A T ' / As 2
y h V=P I*\ M=-Py |/ Z
T l g /
. £ /

. e
b ) L ] e 76

L

Trabajo externo We = ¥: P, la energia interna consta de dos partes una debida a los esfuerzos
de flexion y otra a los esfuerzos de corte (17) y (13). ,

_ i Yz _ L '-__ bl _ P:L:
Unexon = 5 ], M'dx = 2EI-L( RYox = o5

Yo H B )
El esfuerzo de corte: 1 = VQt:[r = %[(2—) - y’] que sustituido en {a segunda parte de (13) se

obtiene:

Ucorte = Hj-é% dxdydz = %ﬁ; {':'1[%, - y’]}szdy

11



_Plb_n’ P’Lbh’( 12]’ _3PL

T 8GI 30 240G \bh') _ SAG

donde A = bh seccion transversal. Enlonces:

W.= U= UrLexion + Uconte

Py PL 3

— = — de donde :
2 6Ll SAG
_PL L‘S—Pll (24)

" 736 5AG
FLEXION CORTE

El término debido al cortante se puede inlerpretar:

v

1 = P = v Corlante promedio.
A A

Puesto que t varia parabolicamente 6/5 representa un factor de correccion numerico, por o
tanto:
I'. 6 7rl.

T
N, =¥ s0—EL = —==—
Lr(h?l. Y ) (’, AG 5 A(;

E! valor a depende de |a forma de la seccion en general, puede variar con x de (24)

r RYD N
A= --’_—(1 L -f.—) (25)
RIY] ey I,
Suponiendo acero estructural;
I .
= =2(t+y)=25
G
Y la ecuacion (25) queda:
<y
A= (14 0.75-“ ) 1. Y (26)

12



De (26) se observa que para una viga corta sea h= L ia deflexion total €s A = 1.75 A pexien pOr IO
cual la deformacion de corle es muy importante para una viga fiexible es L = 10 h.

A= (1 +0.75 —h_JFLEme

(10n)’

A =10075A

FLEX30N

5

La defiexion debida al corte se puede despreciar, no siempre es posible considerar lo anterior.

Comparando las expresiones (1.1.b.1C) (1.1.6.2C) y (1.1.6.2¢) paraun claro igual a 5.00 m. y
un peralte h=30 cm se obliene:

U, = 0.00286 Un
(a)
Un = 0.0008 Uy

En la mayoria de los problemas estructurales elasticos lineales, la energia de deformacion
debida a la carga normal N y cortanle V es despreciable respeclo a la energia de deformacion

debida a! momento flexionante M.

Cuando existe momento torsionante My ( vigas en balcon, etc. ), su energia de deformacion es
considerable y debe tomarse en cuenta su valor.

~.
NN
ot

K

]I

il

|1
\\\\\:\\

=3

R

L
o«
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1.2 Principio de Superposicion

1.2.1- lntroducciér_\

En los sistemas de cargas en los que las deflexiones son funciones lineales de las cargas, se

puede obtener la deflexion en un punlo cualquiera, mediante la suma de las deflexiones
producidas individualmente en dicho punto por cada una de las cargas

1.2.2- Casos en gue no rige el principio.

0= bcr
6 = oc

Pcn

Fig. 1.2.2a

Ctro ejemplo en el cual el principio de superposicion no rige, seria el sistema mostrado en la
fig. 1. 2. 2 b, formado por dos barras articuladas, bajo la accién de pequenas deformaciones

(lan, =« }.

14 -



N
N
I i N
E 2cx ‘P
A" B :
N
\ s, =
N\
oP=P, .
p & v
l d
dpP
P
=by
, v | | | | ‘
0 +
- . b
pequeinas deformaciones: a = T 12.2b
. P
Equilibrio. S=— 122¢
2a

Compatibilidad geométrica: la deformacion axial unitaria es:

15



o 12.2d

T S /2y
Ley de Hooke
)
E=— =~ 1.22e¢
AL
dc 1.2.2 c. d v ¢ sc obticne:
5 = 13 p - BAE  iaa¢
AE ' 13 .

De nuevo se observa que la deflexion no es funcion lineal de P aunque el material cumple
enteramente con la ley de Hooke y larelacion entre y  es representada por la curva de la
figura 1.2.2.b. Elarea o a b represenlta el trabajo efectuado por durante la deflexibn  y
es igual a la energia de deformacion almacenada en las barras AC y CB. , lacual esigual a:

U= jpda = %fs—‘a& -

0

ALS*

m 1.2.2.9

6 u=—P 12.2 h.
4 YAE

Es muy importante observar que en los ejemplos anteriores no es funcion de segundo grado
de d o P, como se obtiene en los casos que el principio de superposicion rige.

En los ejemplos anteriores, se observa que la accion de las fuerzas exteriores es

considerablemente afectada por las pequerfias deformaciones del sistema, en el primer
ejemplo hay una flexién adicional S a la compresion S y la barra trabaja en flexocompresion.

16



1.2.3 Ecuaciones generales de superposicién

1.2.3.1 Introduccién *!

El analisis de esfuerzos en estructuras estaticarmente indeterminadas no solamente hay que
considerar la geometria’y estatica, si no también las propiedades elasticas tales como moédulo
de elasticidad, momento de inercia, etc. Generalmente para llegar al dimensionamiento final
de la estructura, se suponen dimensiones preliminares de los miembros y se efectua su
analisis correspondiente, ciclo que puede repetirse en algunos casos hasta ilegar al disefo
final. En general los esfuerzos desarrollados en estructuras hiperestaticas son debidos no solo
a las cargas, si no también a cambios de temperatura, asentamiento de apoyos, errores de

fabricacion, etc.

Es importante observar que la estructura este en condiciones de equilibrio estable. Con el
propdsito de ilustrar el uso de las ecuaciones generales de superposicion de causas y efectos,

consideramos el siguiente ejemplo, viga con carga uniforme o.

Empotrada en a y libremente apoyada en b.

/ (Y

Estructura actual. : b
Ab = Deflexion de el punto b en la estructura a/
debida a todas las causas. /
Ma/ ®
o ‘ : : 7
Estructura primaria 3
Seleccion de redundante, Xb
I Va I Xb

Condicidn de equilibrio  Xb =0 ;‘
abo = Deflexion en direccion de la redundante b
conXb=o0 7
7/ \4
Abo

T Xb

*' En ambos métodos de rigidez y fexibilidad debe regir el principio de superposicién

17



Abb = Deflexion en direccion de la redundante bb
debida a con a
b

Xb=1
s bb = Deflexidon en direccién de la redundante
debido a una fuerza unitaria a Shb
) b

La ecuacidén de superposicion, si el principio es valido

Ab = Abo + Abb =Abo + Xbsbb =0 (a)
de donde :
A ho
Xp=-
8 bb

( 8bb . dbb es llamado coeficiente de flexibilidad )

1.2.3.2 Ecuaciones generales de superposicion en anélisis de estructuras
indeterminadas de grado n.

Supomendo que la estructura es hiperestatica de grado n, se seleccionan Ias redundantes X‘l
X2,..... Xn, en una forma tal que la estructura primaria en condicion de equilibrio.
Xi = 0 sea estable o isostatica, aceptando la siguiente notacion:
= Deflexion total del punto i debida a todas las cargas y efectos.

Aio = Deflexion del punto i en direccion de ia redundante. Xi en condiciones de
equilibrio estable isostatica Xi = 0.

‘4 it = Deflexion del punto i debida a un cambio de temperatura T,

Aia = Deflexidn del punto i debida a asentamientos de apoyo.

18



A ie = Deflexiones en el punto i debido a errores de fabricacion.
3 i1 = Deflexiéon en el punto i debida a la condicién X1 = 1.

5 i2 = Deflexion en el punto i debida a la condicién X2 = 1.

-~

& in = Deflexion en el punto i debido a la condiéién Xn=1.

Cualquier redundante puede suponerse que actaa arbitrariamente en cierto sentido. Cualquier
deflexion del punto de aplicacion de |la redundante debera ser medida a lo largo de su linea de
accion y sera positiva cuando el sentido es el mismo que el supuesto para la redundante.

Por lo tanto usando la notacion y convencién de signos mencionada, las ecuaciones generales
de superposicion en sistemas estructurales coplanares y espaciales son:

A = At At Aiat A + Xibin# X282 + .. XnO1n
By = Agg + Byt + Aza + Aoe + Xibay + Xaboat ... Xoz2n
(a)

An = Ape *ApT + Apa + A + Xada + X25n2 + Xnann

Expresando (a) matricialmente se tiene

(Ae_Aw_An_Au_A15)
8,05, ... x: _ (A!—AN_AJT_AIA_ARE)

19



e

1.2.3.3 Ejemplos que ilustran ef uso de las ecuaciones/e’superposicién.

Antes de estudiar los ejemplos es conveniente observar fo siguiente:

1.- Nunca seleccionar como redundante una reaccién estaticamente determinada, ello
conduciria a una estructura pnmaria en equilibrio inestable en condicién Xi = 0.

2.- El sentido positivo de la redundante se puede seleccionar arbitrariamente, y su
deflexion sera positiva si tiene el mismo sentido.

3.- Debe observarse que Aij, deflexidn total del puntc de aplicacion de la redundante Xi
debida a todas las causas es casi siempre cero.

Estructura actual

k’ Constante elastica resorte (L /F )

Estructura primaria
Al1= Xik1 (c)

Condicion Xi=0

20



Condiciéon X1 =1
De Ec. ( a) se tiene

A1 =A10- X1811 (d)
de (c) y (d) se obtiene
X1=A10/S11 + k-1 (e)

Estructura actual:

Arco coplanar con tirané-AB bajo un sistema de
cargas Pn

Estructura primaria:
Seleccidn como redundante la tensiéon en

el cable, X.

Condicion X=0
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X=1 Sa1

Condicion X=1
Aas =Aap +Aso f / =
An =dng* X8a () B 5 1

Ag= A.BO + Xég1  (h)

Sumando (@) y (h)

AA+AB=AA;)+ABo+X(5A1+(SA2)=O

De donde despejando la redundante X se tiene

-

X - AAO + ABO ( i )
Sa1 + Oy
BARRA PLANA EMPOTRADA
Problema hiperestatico de Orden 3
P,
Py
\ * P ESTRUCTURA PRIMARIA
X3 < Seleccion de redundantes
2
X 1 X1, Xz, Xa y condicién de
- empotramiento Ay = A; =A;3 =0
Py,
Azg

22



A

Ao

623

(M)
Condicion X =0

(my)  Condicién X = 1

(m;} Condicion X; =1

( m3 ) Condicion X3 =1

Las ecuacie]nes aplicando el principio de superposiciéon son :

23



81 = Ag + Xibri+ Xpbiz + Xidas
Ay =Axpt+ Xib2q + >(261'2 + X3623 (J )
A3 = Azp+ XyB31 + XoBaz + X38a3

Expresando () en forma matricial se tiene

§,,6,,0,; [[4, Ay,
6216::523 Xop=1944 . (k)
53l532331 /"J A‘O

Aplicando el teorema de Castigliano y la expresion de la energia de deformacién por flexion,
tos coeficientes de flexibilidad sonigual a

Mm, Mm, _
{3,0— -—-E]—ds'Am:J‘_E—IdS'A”—I

Mm,
El

1

d d g
:-[TETE'S" - Jmrsls"s” =-[mE|S

mm, mm, m.,m,
§,=8,= l:_"__E—I_dSJ-'Su: 0, = ,.._Ei_ds'ﬁﬂ =9, = El ds

Marco continuo rectangular bajo la accion de una carga p

i Ely

El;
Estructura actual

Xa X3A f(z

——— e a e o



X4 "~ X ESTRUCTURA PRIMARIA
,___.‘W e
X2 Seleccion de redundantes
En este caso las ecuaciones de superposicion
son:
™ amP -
- Ay =8qp + Xd1y + X8z + X383 =0
Aot Ay =49 +X|521 +X2522 + X3523 =0 (n)
» Aoz + Ay =430 +X183) + X2837 + X3833 =0
o~ 1 ‘
\\ ‘r\ﬁoz
X; =0 o
a|P
l 811812813 || X4 Ayp
821822823 [{ X2 ¢ = —q420 (D)
831532833 (X3 Az )
] e e .
(Sj‘ \‘L Xi=1 Del teorema de Castigliano y la energia
elésticé/ Qeformacion se obtienen los
T I coeficientes de flexibilidades &; y Ao
Satl O1g
m,
Xy=1
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D_=j—1ds D_=[2 o =M
612 01-.[ E| S (2_.[ EI (h CB"I El

po

532

_—y

Xz =1

012 = 821> 813= 831, d23= O3



Viga continua de 7 apoyos

ESTRUCTURA ACTUAL Y PRIMARIA iy

Condicion X1 =0 A Az Asg Aao A

Xq=1
Condicion X, = 1 /1/’17 ﬁ

Condiciéon X; = 1

Condicion X; = 1 T /ﬂ— \[\Z’)

Condicion X4 = 1 T /[/’r \l\
A B1a 520 B34 Bas B4 })
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=1

Condicién Xs = 1 T

615 525 ) 35 545 555
1™ 2da 31 4ta 5[3

ECUACION

A=A + X1611 + X2512 +X3613 +X4614 +X5515 =0
Az = Asp + X1521 + X2622 +X3523 +X4624 +X5625 =0
Ax = Aag+ X1831 + X282 +X3633 +X4834 +X5835=0
As = Aag + X 1841+ X284 +X3843 +X 4844 +X5845 = 0
As = Asp + X1651 + X285, +X3053 +X4554 +X5855 = 0

v-[5 U]{X.f} + {Ajo } =0

AP REIATEYT TTY v



1.3 | (Generalizacidn de la energia de deformacion

La energia de deformacién de una barra elastica puede representarse como una funcién de
segundo grado de la carga o la deformacion.

. . x /.. . -~ . s PPN .
La misma conclusion eS'va!zda para cualquier estructura dentro del regimen elastico, siempre y

cuando el principio de superposicion pueda aplicarse, en la Fig. 1.3.1 suponiendo que las
fuerzas se aplican simultdneamente e incrementan graduaimente hasta su valor final.

P,

Fig. 1.3.1

El principio de superposicion rige, los desplazamientos seran funciones lineales de las cargas.

Las fuerzas externas es igual a la energia interna de deformacién almacenada en el cuerpo
elastico de la figura 1.3.1 y sera

1o 1
U= —xPs5, =-2-(P,6,+P262+...:.Pn8,,) (1.3.4)

[P
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1.3.1 Ejemplo, viga libremente apoyada cargada como se indica en la fig. 1.3.1a

' 6a P 6b s :
o] [N
Maf - T mb
5
I/ /2
P/ ' e P/2
La energia de deformacién es:
L= %(PE + Ma6a + Mb6b) (a)
De la curva elastica de |a viga se demuesira que :
Pl Mall MbI')
0= —= -+ + -
48L7 16EI  16L
PrE Mal  Mbl
ar = + +— (D)
1641 3LI  OL]
Pr Mal  MbI
&) = — + + -
16L1  6L1  3I]
Substituye (b) en (a) se obtiene:
3
U= | (P’+$PMa+]§PMb+-1I-2§Ma2+%§Mb2+1l—26-MaMb)....(c)

96EI

en (c) se observa que U es una funcion de segundo grado de las fuerzas y momentos P, Ma y
Mb.

Tarea

En el ejemplo de la viga de la fig. 1.3.1 a demostrar:
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it U ol/
.5 = 6a =
oP T aMA " oMb

a) 8b

b). De (a) y (b) obtener U en funcién de los desplazamientos 6 ,8a, b

¢) Demostrar que: .

U, U

B Ry ¥/
96 ' o6a’d6b

Caicular la energia de deformacion de las siguientes vigas de seccion transversal

114 174 1712

El=cte

&
T
) ]

1.4 Teorema de Castigliano

Suponiendo que el principio de superposicion rige y que U se expresa en funcion de las
fuerzas externas se tiene que: LA DERIVADA DE LA ENERGIA DE DEFORMACION CON

RESPECTO A UNA DE LAS FUERZAS O MOMENTOS EXTERNOS DA EL
DESPLAZAMIENTO O EL GIRO DE LA FUERZA O MOMENTO CORRESPONDIENTE

i
—_—= 1.4.1
aln & ¢ )
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Considerando el cuerpo elastico bajo la aplicacién de P1,P2,...Pn . Durante la aplicacion de Pi
se producen deformaciones y se almacena cierta energia de deformacién dentro del cuerpe
( Fig. 1.3.1 ). Si subsecuentemente a Pn se aplica un incremento APn , la energia U

incrementara.
U AUu=U +—ay—APn. {14.2)
oPn
Si en vez de aplicar A Pn después de las-cargas se aplica antes se tiene:

U+ AU =U+ APn{dn + Adn) = U + APnaon {14.3)

igualando { 1.4.2. ) con{ 1.4.3.) se demuestra ( 1.4.1.)
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1.4.1 Ejemplos de aplicacion

La variacion de M(x) es -
M=Ma-Px . (a)

L a energia de deformacion por flexion

PR
M dx
U:j YR

0

..{h)

‘Del teorema de Castigliano

oM
—_— = = § —— (LS
ar El
o= (M s (o)

sustituyendo.(a).en.(c)

P
S = ]L] J; FMa — PY)(=x)dx

_pl' Mal’
El - 2E]

De nuevo del teorema de Castigliano

oM

dMa 5
Substituyendo ( a) en (e ) se obliene

oU Y Wa M
———=ea=j—gﬂ¢r:£ i

El
3 B \ _ aq
+ .
- .
x b
3 (m1) 1
2 >
-
X
=
=
]
o~
+1

(mg)

Ma= 1

L

-

i3



Mal —PI !
Bl 2

j (Ma — Px)(1)dx =

En el ejemplo anterior-no se calculd en funcion de las fuerzas extemnas, sino se utilizo la
energia de deformacion por flexion y se derivo’ bajo el signo mtegral

Es importante observar que las derivadas corresponden a la variacion de momento flexionante
debido a causas unitarias Py Ma.

4 A |
\C_”——// P, :
| | M=x+Ix_

2 2 2

—
-l

Y

[ o~y l =1

i m=x/2 (g)
Y Ya

x/2

De la energia de deformacion por flexion y el teorema de Castigliano.

5= 2j—-dx (h)

Substituyendo (f) y (g) en ( h ) se obtiene:

-

1
q. ox’ PP 5 g
s=2/E{Prax+Ix.- L h
!( X G ) 2 T3saE
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f
s

En los casos en los cuales es necesario determinar los desplazamientos en un lugar donde no
hay fuerzas o momentos, se agrega al sistema actual de fuerzas, una fuerza ficticia de
magnitud infinitesimal, tal que no afecta al sistema actual de fuerzas y se obtiene el
desplazamiento derivado con:

1/2 /2 :
| .
M=Ma-PX 0 <x</¢/2
#
1 ", M=Ma-PX-Q(x-1/2)
4
Q ; Para £/2 < X £ ¢

Px U

— > x- /12 ]‘_

Y

oM
p
X o=~ [11 E1(Ma - PxY X - p/ 2)ds

n

au o
=)

En conclusion se observa que la derivacion del teorema de Castigliano, fue basada en el
pnncipio de superposicion.

De alli que Ia energia de deformacion U debe ser una funciéon de segundo grado de las
fuerzas actuales. Si el principio de superposicién no rige y U no es funcién de segundo grado
de las fuerzas, el Teorema de Castigliano no es aplicable, lo anterior se ilustro” mediante
ejemplos.
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Ejemplos de tarea

a) Utilizando el teorema de Castigliano determinar los angulos en los extremos de una viga
libremente apoyada con carga uniforme q, claro |, y rigidez flexionante Ei = Constante

b) Determinar los desplazamientos horizontales y vertical de la viga curva mostrada en A.

A)

P r =cte

" 1S e

c) Determinar el desplazamiento horizontal en ¢ y el vertical en B en la estructura mostrada.




d) Determinar los desplazamientos horizontal y vertical de A’y B en la estructura mostrada.

Cc

Y

'y

! El=cte
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1.5 Teorema del trabajo minimo

Se han considerado aplicaciones del teorema de Castigliano a sistemas de fuerias

estaticamente determinados.

Aplicandolo a sistemas estaticamente indeterminados se concluye que la derivada de |3
energia de deformacion con respecto a cualquier redundante debera ser cero si su accion es
la de prevenir desplazamientos en su punto de aplicacion, de alli que las magnitudes de las
acciones redundantes en sistemas hiperestaticos seran tal sistema en dicho punto sera
maxima o minima, lo anterior es el método del trabajo minimo para calcular redundantes. En

una estructura hiperestalicaude grado "n'se tiene:

A L

Lo, 0 (1.5.1)
Y, o, ox,

1.5.1 Ejemplos

a) Viga empotrada en un extremo con carga uniforme ( grado n=1)

.l 1 \ ¢ Y v ié )Mb

.%i |
;

Y

X o
Ya

La energia de deformacion del sistema es:

M’ dx
u=] 2EI

Del teorema de! trabajo minimo
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U a[Mzdx] 17 oM

—— =0=—| | —|=—=— | M —dx...(0)
dy, o¥a|’ 2LI Lry  dia
ax’
M = YaX — —
. @ 2 (c) R
oM
MYa % (@

Sustituyendo (c )y (d)en({b) se tiene

r 2 3 2
j Yax = L b, LAV
2 3 8

r

de donde
Ya=3/8ql

En el sistema se tienen 3 reacciones Ya Yb Yc y 3 ecuaciones dog de estatica y una del
teorema de Castigliano.

En el ejemplo anterior, se considera como redundante Mb se tiene

=

U a[de] 1jMade=0 "

aMb  aMb|4 281 |~ OMb

el momento flector es

q Mb gx’
M= 2o -2
[2 I ) > (9

M _ X )
Mb ]

Sustituyendo (g) y (h) en (f) se tiene
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I[(E_ME)X_SX_::Ide:O
277 2 |1

Integrando (i} y despejéndo Mb se obtiene

®
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METODOS MATRICIALES DE ANALISIS ESTRUCTURAL

2.1~ Métodos de fuerzas y deformaciones

En los métodos de analisis de sistemas estaticamente indeterminados , primero se seleccionan
jas redundantes, y sus-magnitudes se determinan mediante el teorema del trabajo minimo,
‘considerando la energia de deformacion del sistema. Este procedimiento general es llamado el

Metodo de Fuerzas.

HCOST,

Fig. 2.1, ( Para ilustrar en un mismo ejemplo)
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La distincion entre los dos métodos, consideremos la estructura estaticamente indeterminada
coplanar mostrada en la fig 2.1 bajo la accién de dos fuerzas aplicadas con n barmas, el
numero de redundantes X1,X2,....Xn-2, se determina la energia de deformacion del sistema
en funcion de las fuerzas y usando el teorema del trabajo minimo se obtienen las ecuaciones

necesarias.

W o _o W
ax,  oX, TTTox_,

Lo anterior es el método de las fuerzas. Para resolver el mismo problema, Navier’ suqirio el
metodo de desplazamientos. L2 deformacion del sistema de la fig. 2.1 estara completamente
determinado si conocemos las componentes horizontales y verticales u y v respectivamente.
Suponiendo que los desplazamientos son pequenos.

La deformacion axial de cualquier barra i sera
Al =Usenoi-pcosoi {b)

y de ia ley de Hooke su fuerza axial corresponde sera

X = —E—F—'(Usenui—u cos oi) (c)
i

de la figura 2.1.

(d)

sustituyendo (d) en ( ¢ ) se obtiene

EAI

X, = - (Usenai - 1 cos ui)senoi....... (e)

De las condicicnes de equilibrio se obtiene

?"Navier'resume des lecons “2de., p.345
Paris, 1833
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Z Xicosai=Px

> Xisenai=P,
sustituyendo (e)en( f') y (g ) se obtiene:
=~ g . . N . Pxh
U Aisen’aicosi-pY  Aicos® aisenai = = (i)

: " . P,h .
US_ Aisen’ai- > Aisen’aicosai= E ....... 0

de (i) y (j) se determinan u y v las cuales substituidas en ( e ) obtenemos la fuerza Xi en
cualquier barra del sistema. Se observa en esle caso que [a consideracion de las
deformaciones directas del sistema resulta en una simplificacion substancial, especialmente si
" el nimero de barras n es grande, puesto que solo tenemos que resolver dos ecuaciones con
dos incognitas que son las deformaciones u y v. En el caso del método de las fuerzas
tendremos que resolver n -2 ecuaciones con n-2 incognitas. Es conveniente observar que el
método de las deformaciones involucro’3 etapas basicas que son:

Ecuacion (b)) : Compatibilidad geométrica de deformaciones, u, vy Al 1.
Ecuacion ( e ) : Ley de Hooke

Ecuacion () y ( g) : Equilibrio

| F (1

/'3r=1l 4

NUDOS 7—___, @
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Barras

nb = numero de barras = 4
nN = numero de nudos = 2
k = fuerzas axiales.( P)

e = alargamiento { S)

fuerza axial E Ai

Rigidez de barra ki = P
e

alargamiento i

A) Continuidad

15

@ o

e {et=1 "
e‘

v
P + alargamiento
- acortamiento
{

d +
dl =¢ '} = {despl i dal
{d} {d} {desplazamientos no ales) {_ ?

2

de la figuras

e, =d,

e, =+,

e;=-d; +d; .

e;=-di+d;

* | = [Deformacion o alargamiento de las 4 cuatro barras} _

|
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[ 10]

“ 01
. {dl}
U B

"3{ ~11

| 0
[n] = | o 10 matriz de continuidad

-1

Observar que para una barra i cualquiera

dA A ) ei =dB - dA
dA = desplazamiento del nudo superior
‘J dB = desplazamiento del nudo inferior
dB

1

B) Ley de Hooke
D
P

Py
Py

Sea {k} =



Fuerzas axiales en las barras + tension, - compresién
Py = K€y
‘ P2 = Ka€2
| p3 =kie

Ps =kaBy4

A .
ki = -—i rigidez barra y

fi
(] [k, 0 0o 0lle)
p:L llo k: 0 0 Uez
n 710 0k 0le 6 {p)= K e}
th Lo o o kJJIeJ
{p} =1[k] {e}

{ k }matriz de rigidez de las barras

c) Equitibrio; 5 fy = 0 en cada nudo

I
Sea: {I} = {['} P,

Nudo 1 - 81)
Jol

Fi

Fi=pi+0-p;3-pe

Nudo 2 IF’:. I P, T P,

(2)
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Fa=0+P;+ P+ Py

o {7} = [ T{P}

—Pe,
s
\_—v_..._._.l
t
| S—
o
— <
{
—
— |
(I

donde: [a] ' = matriz de equilibrio

observar: matriz de equilibrio es la transpuesta de la matriz de continuidad.

Solucién del problema anterior por el método de desplazamientos ( rigideces ).
Incognitas: {e},{d},{p }

Datos: [a], [a] . [K], {F }

Substitucion { 1)en(2)

p}=[k] [a] {d} - (4)

Substitucion (4 ) en (3)
| {F}=[a] " [k] [a] {g}.......(5)
Fl=[k]{a}...ccccon.. (5a)

La matriz [a)" [k] [a] es cuadrada
Ejemplo; Suponiendo

ki=k,=ks=kq=1ton/cm. F,=10ton. y Fz = 5 ton.



[<]=[a] (][]

1.0 0 0][1 o
10 -1 -l 1 0 ofjo 1
“lo 1 1 1fjo o 1 of[-1 1
0 0 0 1[-1 1

Observar que [k] es simétrica de ( 5a)

d,

=512 S

8 cmn
} sustituyendo en (1)

H
despejando {d} = {‘1' } = {
[£

3 7 cm

) (1 0 R

e, 0 1118 7 :
PARRY = sustituyendo en (2)
e, -1 1 {7} -~

¢ -1 1 -1

” 1 0 0 0] 8 8

i 0O 1 0 017 7

1o "o 0 1 o]|-1] " -1

I 0 0 0 1j|-] -1

8
I (r o -1 - 7 10 on.
5% (N I TS S T I DS} (R (X oy
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Método de las fuerzas ( flexibilidad )

Usando los tres principios fundamentales en e! orden inverso Equilibrio, Ley de Hooke y'
Continuidad.

a) Equilibrio -
=R~k -R

Iy = P+ R+ R,

|5
;[ o -1 -1 |- [A]
2% N N0 B S N B IV A
R &
* v x>
]J
1=l 1
=ual p, +apR 1 P 9
BT T 7
Fy
R1 Rz PZ
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despejando a Py
{n}y=[al] " {FY-ar] " [ar] (K]

en nuestro ejemplo

#Jlo Weeals
eilo s S me e s

o bien

ISR I R

ademas setliene P;=R,, Py4=R;

Por lo tanto

’P, 10 11

P, — 0 1,“:1 + SUHRA a
P, 0 0||F, 1 0(|R,

P, 00 0 1

| S e s
bo br

P = F,- R -R,

J B=F +R, +R,
P, = R
P, = R,

( @) se puede escribir
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(p ) =[] 1F)+[] t20) .

b{):{(ag)"'} b {(-’a‘f)" aq

0

Ley de Hooke

F) = e}
(e} = [I'fp) oo

sustituyendo (b) en (c}

fe}. = [l b {F) + (0] {b ] IR} ..ol d

CONTINUIDAD.- Considerando los desplazamientos relativos de llamados

I
12 {ul={ ’}
Ha

d;=ey
d; = e;
i1 =e,-e;+e;

Mz = €¢-€; tey

1 0 0 0
G| [T 0 o) [o 1.0 0]_[%]
d O 1 0 Of |®
m2 = e2 pero )
m1 _11 - ; ? 93 1 -1 1 0 —[b ]T
2 - 4 1 -1 0 1 LR

Por lo tanto



{u} = [of)e}....... f

(Los Larores de ( ) deberan anularse ) sustituimos d en f

{n} = [pa]JFIbo] {F} + [oa i Joa R}
como {u} = se despeja {R}
R} = -[bf ER]_‘[ SENEG

(h) nos da los redundante {R} sustitucion (h) en (b) se obtiene {P}

{/’} = b= b (b7 f by)” (]’::f ho) I

- [;,0 ~b (b3 1 b, Y BT S ]u }= [b]{F}

sustituimos (i) se obtiene {e}

(i) {e} =[] [b] {F}

sustituyendo ( 1) en ( e ) se obtiene

=10 10] )
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2.5 Aplicaciones de métodos matriciales a armaduras planas.

Para ilustrar el uso de métodos matriciales en el anadlisis de armaduras articuladas en los
nudos, comenzaremos un problema de deflexiones. En la figura 2.3.1. se tiene una armadura
con miembros sujeta a sistema externo de cargas, y se requiere determinar la flexiéon vertical
del nudo j debida al sistema de cargas . Si Xi representa las fuerzas axiales en la estructura
real las fuerzas axiales en [a estructura bajo la condicidn de carga unitaria en j.

Estructura real o actual P4 P2 : Pq
A ]
1 3
5 X
2
A 4j n+1

S

Carga infinitesimal Q
Condicion Q = 1

=1 4

il
C

~

1 Xij

-Xij

Fig. 2.3.1

Del teorema de Castigliano y la energia de deformacion por carga normal se tiene
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o XTI
U—':leAE ............ (a)
gl moxixijli &
@:Ai:—;%f;ﬂnj o, SN (7))
li

donde pr = ——=
onde pi 1T

es el faclor de flexibilidad de la barra i.

Si se desean calcular las n deflexiones verticales de nudos seleccionados debemos calcular
los valores Xij para una fuerza vertical unitaria aplicada en cada uno de los nudos.
Supongamos que han sido calculados y que acomodamos los numeros de influencia en al
forma de una matriz de orden m x n como sigue:

x11 XIZ et x1n

[Xij] =

arpiadora.

¢) Se denomina matriz de geometria de la armada-acomodando los factores de flexibilidad en
forma de una matriz'diagonal de orden m x m.

(d) ‘»

py, 0 0O...... 0
0..... 0

[I)i] = 0 P2
0O 0 0..... Pin

la cual es llamada matriz de flexibilidad de la armadura.

Finalmente, suponiendo que las fuerzas axiales Xi producidas por el sistema de cargas han
sido calculadas y son arregladas en la forma de una matriz vector columna.
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(e)=[Xi]=

xﬂ‘l

la cual es llamada matriz de carga. Ahora de acuerdo con las reglas de rultiplicacion de
matrices las m ecuaciones ( b ) pueden expresarse matricialmente.

A, ] - - o o -
A1 x11 x21 ...... xm1 p11 0 0 ...... 0 X1

2 x12 x22 ------ xmz O pzz 0 ------ 0 X2 (f)
A _x1n in . xmm_]_ 0 0 0 pmnd_xm_

LU

¢ sea con notacion inicial
[af] = [ X][PI][Xi} o (@)

Como un ejemplo numérico, se considera la armadura mostrada en la fig. 2.3.2 la cual tiene
m= 9 miembros. Supongase que se requiere determinar la deflexidn vertical de los nudos
superiores a y b, bajo la accion de dos condiciones separadas de carga como se indica. La
numeracion de los miembros se muestra en la figura, asi como sus dimensiones. Cada barra
liene una seccion transversal Al = 1pul2 y un médulo de elasticidad E = 30 x 103

Q = 10 kips

%}‘ 407 40" 40~
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l a 1 Kp. ‘ : l 1 kip

Y B Y

E! procedimiento a sequir es el siguiente:

Sustituyendo (h ), (i)y{(j)en {g) se obtiene

(3= [Xioix]

. 408 -10 -3 4 5 -8 0 4 -5
All= = ) SO
(41 9El4 -5 3 8 -5 -4 0 8 -10 (@)

[4 0 0 0 0 0 0 0 0]
©o 5 0 0 ©0 ©0 0 ©O0 O
©o 0 3 0. 0 0 D0 0 O
O 0 0 4 0 0 O©0 0 O
x'o o o o 5 0 0 0 0l (k)
0o 0 0 0 0 4 0 0 0
o o o ©0 0 ©0 3 0 O
o 0 0 ©o o0 0 0 4 ©
o o 0 o0 ©0 0 0 0 5]
[ 4 10]
-5 0
30
1032 -50 -9 16 25 -32 o 16 -257| ° ' ... "
=E[m -25 9 32 -25 -16 0 32 -50] >0
4 0
) 9 0
8 10
[-10 0




N oW
[— I —]

~ %

a) Se calculan las fuerzas axiales en los nueve miembros bajo las dos condiciones de carga
obteniendo la matriz de fuerzas

[Xi]= -5

.. (k)

b) Similarmente se calculan las fuerzas axiales debido a las condiciones de fuerzas verticales

en los puntos a y b respectivamente obteniendo la matriz.

| Xij] =
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¢ ) Se calculan los coeficientes de flexibilidad obtenrendo la matniz de ﬂexlbmdad escrity
diagonaimente.

[4 0 0 0 0 0 0 0 O]

0 5 0 000 0 0 0 O

0 0 3 0 0 0 0 0 O

0 0 0 4 0 0 0 0 O
Pl1=2lc 0 0 0 5 0 0 0 of.() ‘
1o 0 0 0 0 4 0 0 0 ‘

0 0 0 0 0 0 3 0 O

0O 0 0 0 0 0 0 4 0O

0 0 0 0 0 0 0 0O 5/
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ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS

1.- INTRODUCCION.

El analisis estructural tiene como objetivo calcular el estado de esfuerzos y
deformaciones en cualquner punto de una estructura.

Para el analisis de una estructura se tendran como datos la geometria y las cargas que
actuan sobre ella, calculandose las fuerzas intemas y los desplazamientos.

En todo proceso de analisis estructural deben considerarse los tres conceptos
fundamentales:

1.1 Concepto de equilibrio.

Toda estructura sometida a un sistema de fuerzas externas, debera estar en equilibrio
con las fuerzas internas en todos y cada uno de los miembros de dicha estructura,
siendo las expresiones vectoriales que cumplan esa condicién:

{1} =10} (1.1

i{F}{r;}+};{M}={0} (1.2)

en las cuales:

M; y F; son los veclores que indican los pares y fuerzas actuando en la estructura y ri los
vectores de posicion con respecto a cada uno de los ejes coordenados.

Estas ecuaciones de equilibrio se pueden expresar escalarmente como sigue:

en el espacio:

en un plano

IFx=0 LFx=0 IMix=0
ZFiy'—"O EFiy=0 . }:Miy=0
M =0 IFz=0 IMz=0

1.2.- Concepto continuidad (o compatibilidad)

Al aplicar las fuerzas externas, la estructura se deforma pero conserva las caracteristicas
de continuidad iniciales, siendo los desplazamientos finales compatibles con las

condiciones de deformacion de los apoyos.
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El concepto de continuidad o compatibilidad establece que los desplazamientos son
funciones continuas y derivables, por lo tanto una vez conocidos los desplazamientos se
pueden conocer las deformaciones. Expresado en ecuaciones, se tendria:

£=£'i Y =ﬂ+ﬂ u vywlas3
x dx x dy dx . !
' componentes de
€. = av Y. = du + dv desplazamiento.
" ay S dr dx
£ = hy y. = ﬂ +ﬂ
P Yoodz dy

En forma matricial:

(€, (1 -v -v 0 0 0 o,

£, -v 1 -v 0 0 0 o,

3 11-v —-v I 0 0 0 o,
Trla o {7l (1.3)

Yo N0 0 0 2(+v) 0 0 Ty

Y. o 0 0 0 20+v) o ||,

Y. 0 0 0 0 0 20+v)] |7,
{e} = [¢]{o} . [e] = matriz cuadrada simétrica que representa la flexibilidad

del elemento.

1.3.- Relaciones fuerza desplazamiento.

En el analisis estructural es indispensable para cualquier estructura de geometria dada
conocer las relaciones entre las fuerzas y los desplazamientos.

Sillamamos (F} al vector de fuerzasy {D} el vector desplazamientos, sus componentes
seran de acuerdo con la fig. 1 1



Fri @(—’Nh \ 'LV'lz (:2 Fhz

.Y X2
X4
(75, [ Y4
Im X4
M, (<)
{F}=x . (D)= >
iy | Y2
Lo X2
M, (-)2)
y la relacidn entre ellos sera: {F} = (K; (D) (1.4)

La matriz [K) se determina a partir de la geometria de la ‘estructura y de las
caracteristicas mecanicas del material.

Si la variacion entre ellas es lineal, la matnz [K) es una constante, y ias estructuras que
cumplen esta condicion se les llama lineales { Ley de Hooke ) es aplicable el principio de
superposicion de efectos.

2.- ENERGIA DE DEFORMACION.

Si una fuerza F, se aplica a una estructura produce un desplazamiento D; en la direccion
en que se aplica la fuerza, ésta efectua su trabajo, que se manifiesta por un incremento
de la energia cinética de la masa, si ésla adquiere una aceleracion o bien, en energia
potencial si modifica su posicion respecto al campo gravitacional.

Un sistema de fuerzas exiernc provoca un estado de deformaciéon en una estructura,
realizando un trabajo cada una de las fuerzas aplicadas que se permanece en la
estructura bajo la forma de energia de deformacion o energia interna. Si el sistema es
perfectamente elastico el fendmeno eg reversible (fig.2.1b).
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1 oF 7
Fyfmeeemree E A :
4] Di D Dl
' AD;
(a) fig. 2.1 (b)

El trabajo hecho por un incremento de carga ser&: W=F; AD,

El trabajo total efectuado sera:

3]
W= [rda (2.1)
(4]

Cuando se trata de un material elastico lineal, el trabajo hecho por la fuerza F, es:

w=L1rp
2

Cuando un sistema de fuerzas se aplica gradualmente a la estructura y provocando

desplazamientos en la direccion de las fuerzas aplicadas, el trabajo total externo o la
energia de deformacién sera: W=U=1/2 (FID1+ F2D2+ .. FnDn)=1/2XZ FD; (2.2)

La ecuacidn anterior puede escribirse como:
W] = l{F} ! D}nx1 - (2.3)
2 nx1
Enla cual {F) T es el transpuesto del vector {Fj que representa las fuerzas.

E! drea que se encuentra en la parte superior de la curva OA se le llama energia
complementaria de deformacion.

}.a expresion de igualdad del trabajo externo W y la energia de deformacion o energia
Interna U, puede utilizarse para calcular defiexiones.

1 .
U= [o.e.dt (Ref. 1) (2.4)
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Cuando se trata de una sola fuerza virtual aplicada para calar el desplazamlento D; enla
coordenada j, la ecuacion anterior se escribe:

I1xD, = [ {5, } {e} av (2.11)

D, =[ {o, ) {e}dv (2.15.)

/

siendo {o } los esfuerzos virtuales correspondientes a la fuerza virtual unitariaenjy {e
} la deformacion real debida a la carga real.

Las expresiones del trabajo virtual en axial, flexién, cortante y torsién se indican a
continuacion.

Tipo de deformacion Componente de Componente del Trabajo
la fuerza virtual desplazamiento virtual
real interna
P P
Axial p dL = - dx - fp — dx (2.13)
AE AE
M M
Flexion m d® = —— dx fm — dx (2.14)
E! El
Y \"’
Cortante v dy = —— dx fev——-dx (2.15)
AG AG
T - T
Torsion t dp = - dx ft—dx (2.16)
GJ GJ

De ia tabla anterior, para evaluar la integral de flexion m M / El dx, para elementos de
seccidon transversal constante se utiiza para los casos mas comunes de cargas, la
multiplicacion directa de diagramas de momentos flexionantes.

Calculo de deflexiones por el método de los trabajos virtuales.

1) Armaduras

En armaduras, la expresion para el célculo de deflexiones es:

= Pi
D, = Z| | T (2.17)
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1 & PIL ' .
Axial: U =— 2.5
. 22 I (2.5)
. 2
Flexion: Uf =l i\-‘!—-d.\r (2.6)
24 LI
1 V3
Cortante: U, = —Cj—d.r (2.7)
.2 AG
.. 1 77 .
Torsion: U, == —=—dx (2.8)
27 GJ
Z = Ua + UI’ + Ur +U| (29)

2.1.- Teorema de {os trabajos virtuales.

Ei nombre de virtuai, se deriva del hecho de que un sistema ficticio ( virtual } de fuerzas
en equilibio o un pequenc ‘desplazamiento virtual se' aplica a una estructura,
relacionandolo con fuerzas o desplazamientos reales.

El método de los desplazamientos virtuales consiste en aplicar desplazamientos ficticios
(virtuales) de cuerpo rigido en una estructura y calcular las reacciones reales, mediante

el método energético.

Una variante seria la de calcular desplazamientos reales a través de fuerzas virtuales,
como se indica a continuacion.

Si en una estructura real, en equilibnio y deformada bajo un sistema de fuerzas reales
aplicadas y llamando ¢ la deformacion actual en cualquier punto y sus correspondientes
despfazamientos en los puntos D1, D2, . . ., Dn, se introduce un sistema de fuerzas
virtuales F1, F2, . . ., Fn en las coordenadas 1, 2,... , n, provocando esfuerzos o en
esos puntos.

El principio del trabajo virtual establece que el producto de los desplazamientos reales y

las fuerzas virtuales correspondientes es igual al productc de los desplazamientos
internos y las fuerzas intermas virtuales correspondientes, por lo tanto;

<D, = [{o} {e}dv
en la cual: ’

o = esfuerzos debidos a fuerzas virtuales F

e = deformaciones reales compalibles con desplazamientos reales {D}
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Un resultado igual se lograra si multiplicamos matrices tales que:
D, = {p}rm x Y M }m x m{p}m x1 (2.18)
en la cual:

{p}" es la transpuesta de la matriz {p}, siendo esta Gltima las fuerzas en los elementos
debidas a una carga virtual unitaria actuando en la coordenada comrespondiente.

{p} son fas fuerzas en los elementos debidas a las cargas reales.

_L1r 0 0
L2
Y fmi= 0 —_— 0
0 0 —_—n__
i An Enp |

siendo los elementos de ia diagonal principal la flexibilidad por deformacién axial de los
elementos aislados. A esta matriz se le conoce como la matriz de_flexibilidades de la
estructura no ensamblada. (ref. 2)

Cuando se desea calcular las deflexiones en diferentes puntos de la estructura, a2 carga -
virtual debera aplicarse por separado en cada una de las coordenadas deseadas y. que
corresponde al conjunto de fuerzas determinadas, la ecuacion tendra [a forma:

D] vsr = [P]ava [Fa] oem [Pl men | (2.20)

P = fuerza en un elemento debido a la carga virtual actuando en las coordenadas. Los
elementos de la matriz {p) son las fuerzas debidas a cargas unitarias aplicadas en las

coordenadas correspondientes.
L

fu = la flexibilidad del elemento = -----
AE

p = fuerza en un elemento debido a la carga real. Cada columna de la matriz {p) son
las fuerzas correspondientes a un caso de carga.

m = numero de elementos.
n = numero de coordenadas en las cuales se desea conocer el desplazamiento.
p = numerc de casos de carga.

El ejemplo No. 1 muestra la aplicacién del calculo de deformaciones en armaduras por
irabajos virtuales.
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2.2.2.- Calculo de deflexiones por trabajos virtuales en vigas y marcos.

En una estructura formada por varios miembros y sujeta a una carga cualesquiera en un
miembro, de tal forma que los momentos extremos intemos sean M1, M2, Si se quieren
calcular los desplazamientos en un extremo, se aplicaran momentos virtuales unitarios
en los extremos para.calcular fos giros debidos a flexion.

M,
(2

Fy

M, A
- T
/’ Mz

I

Ve

EIl

-

143 [aY

(c)

Nota - si se considera efectos de axial:

r -

11
3 6E)
T I DL N I
gn 6El 3EJ
o o L
L AE..

67



Por trabajos virtuales la contribucion de desplazamientos por flexion en j sera:

D, = Jm—dx = %(ZMlml +M1m2+ M2ml + 2M2m2)

y:expresandolo matricialmente:

AD, = {nm}r[fM]{M} en la cual: 2.21
_jm A '
), = {1} ()= o
2 1 |
[/u] = GEI[ 2} en la cual: 221A

Los elementos de [ i ] son los giros izquierda y derecha debidos a momentos unitarios
en un extremo de la viga. En forma semejante a la mencionada en ammaduras, [ fu ] es la
matriz de flexibilidad en flexion del elemento.

El desplazamiento en J sera la sumatoria de todos los elementos:

= zm: {mn}:m”[_f“ J;,,;..,{A'f }2mxl 2;22.

el

en la cual:
(mAj M1
m2j sz [fm,] © 0
muh={ 1 M= 2 [fm]=]. 0 [fm,] O | 223
Lmnj Mn

A la matriz | fix ) que contiene las matrices de flexibilidades separadas de todos los

miembros se {e llama malriz de flexibilidades no ensamblada.

Cuando se requiere conocer los desplazamientos de n coordenadas, la carga virtual
unitaria debe aplicarse en cada una de las coordenadas separadamente para determinar
los momentos en los extremos, arreglandolos en tal forma que:

~{mhy {m}h2 (),
[M]2mxa = | {m}yy (M), {m}y,
{m}rm {m}nz {m}nn
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en la cual los elementos de cada submatriz son los momentos extremos en los
elementos. El primer subindice indica el momento y el segundo la coordenada en la cual
se aplica el momento unitario.

Cuando se trata de varios casos de carga, los desplazamientos se calcularan:

[[)]n.rP = [ﬂl.!'"]:mx"[f” ]2m12m[M]1ur:P . 224

\

Ejemplo No. 1. Calcular el desplazamiento horizontal en el punto C y el movimiento
relativo entre los nudos B y E de |la armadura siguiente:

- 10ton
10 (E) L(o) . barras 1,2, 3, 4y 5 = AE
E 7 6 375 m barras 6y 7 = 1.25 AE

4] -
(¢!

®) (®
v 5m v 5m %
7 7]

(1)
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10

-10 v
—
-14.58
-2.08 0
+ 11.67 + 1'1.67
Q.125 P 0.875P
(2)
0
0.
0 0
D,
el -l &> <+ I > l
{(3) D,
,-08 |
I \
D,
-06 +1 06 0
14
[ < Dz: 0
-08 7777
(4)

[P] 7e1 =

(1167 )
11.67

-10
~1458

[P] 722 T

S O © O O

| -2.08

-1 -0287

-0.6
-0.6.
-0.8
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[s 0 0 0 0 0 0]

0 5 0 0 0 0 O

Lo 37 0 0 0 O
[fﬁf]?.tT:_Eo 0 0 375 0 0 O
0 0 O 0 5 0 O

fo 0 o0 0 0 5 0

0 0 o 0 0 0 5]

r ; [-116.5

01 = L0, = 227

Matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura.

Esta matriz puede determinarse a partir de las flexibilidades de cada uno de los .
elementos usando la ecuacion 2.24. Los elementos de la matriz de flexibilidades puesto
que los desplazamientos en las coordenadas correspondientes debidos a una fuerza
(o momento ) unitaria actuando separadamente en cada una de esas coordenadas; la
carga real y la carga virtual son las mismas, por lo que |3 ecuacion 2.24 quedara:

T

1[m u]s [fm ] [mu] 2.?5

1=

S

(g

en la cual [ f ] es |a matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura y e! subindice s
se refiere a las cuatro causas que pueden provocar deformacion: flexiéon, axial, cortante
y torsidn.

Cuando solo se considera flexion la ec. 2.25, quedaria:

f] .. =[mu} 5. [f] o Imu] 2.26

en la cual:
m = numero de elementos
n = de coordenadas

El ejemplo 2. En al marco indicado se pide.
a} Calcular los desplazamientos en D, debidos a flexion.

b} Calcular Ia matriz de flexibilidad.

a) ’ ‘ El = cte.
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P B lJ L (s V2 —m—w2
L2 T

- (-I-

B X 4

L P <IN N
0 . by w1 \o o
ST
o e + 2 L L2
A 1
1 1
1
L (')
Il { )
HPL 4PL ¢ @ —/ 1
LY e ri raw .l
T i add
0 \a |l ue 1
S ~
{-) M virtuales
Voo raa
M  reales
[ L -L/2 -1 ' (—0.5)
L -l72 -05
L LI1?7 - -05
= = >
[mn] 6r 3 0 172 | [M] P 1L4—0.5P
0 L2 - -0.5
[ 0 0 o ' 0 |




2 1i0 0:0 0]
1 2:0 0:0 0
] L0 0:i2 1:0 0
[/ S*¢ T GEI|O 0:i1 2:0 O
0 0i0 0i1 0S5
(0 0{0 005 1 |
P -0.75
{‘U}.ul = [m "]:xl[f” ]ns[‘” ]sn = T -0.29
) +l12/L
b) Calculo de la matriz de flexibilidad
- T
[]‘ ]]x3 = [’" l’]ﬁx)[-fr”]&rﬁ [’””]613
(L -12 -11f2 1i0 0:i 0 oL -L/2 -T
L L/2 =-1{f1 2:0 0:0 O [-L -L/2 1
[l__]__L L/i2 -1flo 0i2z 1:0 o0 |l L L/i2 -l
“lo -L/2 -1ffo 0i1 200 0|0 -Li2 -}
0 -L/2 -1{|0 0:0 0: 1 00S5||O0 L/2 -1
0 0 -1jy|[0 0.0 0005 1 jf0O O 1

81> 15L -9/
7 1517 2251 =375/
“l-oL -=375I. 15

’ _

o
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2.3 Teorema reciproco de Maxwell-Betti.

Siun sistema de fuerzas F,, F,, ..., F_ se aplica a una estructura en las coordenadas 1,2 '
n provocan desplazamientos D,F, D,F, ..., D, F. Manteniendo el sistema de fuerzas'j
F,.F,,.. F,, se aplica otro sistema de fuerzas Q,,Q,..., Q,, provocarin
desplazamientos D, Q, D, Q, ..., D, Q, y ademas desplazamientos D, F, D,F, ..., D, F ep

los puntos donde actua el sistema ¥, , F,, ..., F .

E! trabajo externo total sera:

W,.°=1Fl0.+~1-F,D.Q+ 1Q'D|Q (2.27)
2 2 2
invirtiendo:
wQ+F=%zaio-.m%za-,oin%zmni; (2.28)

como W, =W, .

";"ZFIDIQ=-;—20|D|F (2.29)

Esta ecuacion es el teorema reciproco de Betli cuyo enunciado seria que el trabajo extemo
hecho por un sistema de fuerzas a través de desplazamientos debidos al sistema Q j es igual

al trabajo externo hecho por el sistema de fuerzas Q; a través de desplazamientos
provocados por el sistema F ;.

El teorema de Maxwell, consiste en apiicar el principio anterior a las deflexiones y haciendo

que Fj = 1 enlacoordenadaien el sistema de fuerzas Fy Q j = enla coordenada j:
D,Q=D,F
que se puede escriubircomo f = f (2.30)

Estos desplazamientos se les llama coeficientes de flexibilidad como se vio en los ejemplos 1Y
2 y para una estructura de "n" coordenadas, estos coeficientes se arreglaran para formar una
matriz de flexibilidades. Esta matnz debera ser simétrica debido al teorema reciproco de

Maxwell-Betti.

74



3. METODOS GENERALES DE ANALISIS.

Existen basicamente dos métodos generales, para la resolucion de estructuras hiperestaticas
principalmente y que son el metodo de las flexibilidades ( 6 de las fuerzas ) y el método de las
rigideces ( 6 de los desplazamientos ) que se describen en los parrafos siguientes.

Mas adelante se analizan con detalle cada uno de estos métodos.

3.1 Método de las flexibilidades.

A

En el inciso 2.2 al hablar de .calculo de deflexiones, se introdujo el concepto de matriz de
flexibilidades de una estructura. A continuacién se definira el método de las flexibilidades.

En este método las incognitas son las fuerzas redundantes que se calcuian superponiendo
desplazaminetos de estructuras isostdticas y planteando las ecuaciones para resolver las
incégnitas con base en la compatibilidad de deformaciones de la estructura.

Las ecuaciones de compélibilidad son del tipo:

o}« [r}{F}={o}: (31)

enla cﬁuai‘

D = vector columna de los desplazamientos debidos a cargas extemnas.

F = vector de |las fuerzas redundantes.

f = matriz de flexibilidades. Sus elementos representan desplazamientos debidos a fuerzas
unitarias.

Ejemplo No.3 Calcular las reacciones resolviendo por e! Método de las flexibilidades.

El=cte

© @ O
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a) Estructura Primaria

®
_A
©

R

b) Desplazamientos debidos a las cargas.

- 540

El

- 144
El

-

c) Desplazamientos debidosa R 4 = 1

® 9

(F=[f ]| 5 F
f?! frz 9 4

EI EI




Ecuacién de Compatibilidad de deformaciones:

(o} < [F1{ o} = to)

d) Desplazamientos debidos a R 2 =1

e

R, 13.71
= ton
{R, } { 514 }

f'22 f]
A A
R2=1

" La secuela de calculo sera entonces:

1} Determinar el grado de hiperestaticidad.

2) Plantear la estructura primaria isostatica.

3) Determinar los desplazamientos debidos a {as cargas en los puntos liberados.

4) Determinar los desplazamientos debidos a cada una de las redundantes supuestas con
valores unitarios, que son los coeficientes de flexibilidad.

S) Sumar los desplazamientos debidos a las cargas y a-cada redundante con base en
condiciones de compatibildad de deformaciones.
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3.2 METODO DE LAS RIGIDECES, : :
En este método, las incognitas son los desplazamientos nodales y los elementos mecénicm:
se calculan superponiendo una estructura a la cual se restringen los desplazamientos nodale;
calculando las fuerzas que provocan estas restricciones. :

Posteriormente se van permitiendo uno a uno los desplazamientos en los nudos, calculandg
los coeficientes de rigidez correspondientes.

Finalmente con base en ecuaciones de equilibrio se calculan los desplazaminetos y con estos
se determinan los elementos mecanicos por superposicion.

Las ecuaciones de equilibrio son de la forma:

{F}+[x]{D}={0} (32)
en la cual
{ F | = vector columna que depende de las cargas externas

[ K] = matriz de rigideces cuyos elementos representan fuerzas ( 6 momentos ) debidas a
desplazamintos unitaros.

No depende de las cargas.

{ D } = vector que representa las incdgnitas que son los desplazamientos.

La secuela de calculo sera:

1)  Encontrar el numero de desplazamientos nodales posibles.

2)  Fijar los desplazamientos posibles calculando las fuerzas nodales de fijacion
correspondientes

3) Ir permitiendo desplazarse uno a uno los desplazamientos unitarios
inicialmente impedidos, calculando las fuerzas correspondientes {coeficientes

de rigidez).
4) .Con base en las ecuaciones de equilibrio, calcular-los desplazamientos.

5) Los elementos mecanicos se obtendran de superponer la estructura impedida
de desplazarse en (2) con las correspondientes liberadas una a una.

A continuacion el ejemplo 4 muestra Ia aplicacidn de este método.
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Ejemplo No. 4 Calcular reacciones por el método de las rigideces.

1 jon/m
Mwwk

em _A  8m K\

A Bm_A_
® © ©

1) Incégnitas ©, y O.

2) fuerzas nodales de fijacion.

A B C D
M, = -3 M, = +3
Mg = -M_, = +Mg = -M_ = -533 ton
3.1)@3:-}1
_ _11
K, = 4Bl AET o 26
‘ 6 ¢ 8 8

[K]

f
[ —
-
£
P
L
——)
=
4
n
N
m
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I/A \/I
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NN

KAB':EE—I.
6

32) ©, = +1

k= 2BL = 4BL = 2B ¢
8 8 _ 8

A

N

\I\N/I

4) Ecuacion de equilibrio: }: M, =0

{F}=[Kr]{D}

e

n| A
@ N +
o IS

o] &
+ w| N

‘o &
F e
o w)

)

80



D 21
‘ El
=[K]"{-F)=y |
-0.53
.D: —J

4. PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y DE RIGIDECES.

. La relacion entre la matriz de flexibilidad y la de rigidez se establecera a traves del siguiente
ejemplo ( Figura 1a).

Los desplazamientos { D } se pueden expresar en términos de desplazamientos de cada una
de las fuerzas actuando y superponiendo, Figura (1.b).

D,=f,F, +f_ F, + ... +f_ Fn

1 1 12 F n

D,=f,F, +f_F,+. +f_Fn

2 21 1 z

D

(f]... {F}...={D}...  (41)

resolviendo 4.1:

{F} o =[f] o {D} o (42)

La ecuacion 4.2 puede usarse para determinar las fuerzas formando los elementos de la
matnz de rigidez de la misma estructura.

oo
- o (a)

\ I

H

f F,+f,F_ +.. +f_Fn
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le Fj =1

~— ..
\
N

&

f2 by oy

D=1

\ Fii=Ky Fa1 = Kz LFit = Ky |
!_’/’ ] (c)

Fa1= Kz Far = Kay
Fi2 = Kiz J'Fsz=k32 J'Fiz=k12 J’
P ——
F22 = ka2
Fiy = kj Foj = Kej
Fq= Ky D=1
FIG. 6.1
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Si la estructura es deformada por fuerzas F 44, F 21, ..., Fn1. a través de coordenadas
tales que el desplazamiento D4 =1, mientras que D2 = D3 =..Dp =0
(Figura 1c)

[ F.. ] (1]
F. 0
Fll -1 O

A IR
F. 0

En forma similar, las fuerzas requeridas para conservar la estructura deformada tal que
Do =1 mientrasque D 4 = D3 =..Dpn=0(Figuraid)

" (0]
F.. 1
<_F”?:[f]"<:0r
;FI\J .04

En el caso general, si D ; = 1, mientras todos los otros desplazamientos son cero, las
a j P

ecuaciones seran:

w Fu F. 10 0
F, F F 0 0
A L
F, F, : F. 0O 0 . 1

siendo las fuerzas F ij de la izquierda en esta ecuacion los elementos de la matriz de

rigideces, por lo tanto:
[K]=[f]" o

(K]~ ={f]  (a3)

83

’



La malriz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades y v;!ceversa teniendo el lTlISmo
sistema de coordenadas para fuerzas y desplazamientos.

Sin embargo en el anélisis por flexibilidad se transforma la estructura en isostatica y el sistem,
de coordenadas representan la localizacion y direccion de las restricciones y en cambio gp
rigideces, se agregan fuerzas para restringir desplazamientos de nudos, siendo su sistema dg
coordenadas la localizacién y direccion de los desplazamientos incégnitas; por lo tanto la
inversa de la matnz de flexibilidad utilizada en el método de las fuerzas es una matriz, en |3
cual los elementos son coeficientes de rigidez, pero no los que se utilizan en el analisis del
método de rigidez y visceversa.

Propiedades de Simetria.

Como se demostrd en el teorema reciproco de Maxwell-Betti y con relacién a la matriz de
- flexibilidades, hace que esta matriz sea simétrica. Como la ecuacion 4.3 indica que la matrz
de rigideces es la inversa de la matriz de flexibilidades, sera fambién simétrica, es decir que

los coeficientes de la matriz de rigideces seran entonces:

K, =K, (4.4)

Otra propiedad importanle es que jos coeficientes de la diagonal principal f jj ¢ K ;. deben

ser positivos ya que para el calculo de f jj el desplazamiento ocurrira en la coordenada ‘i

debida a una fuerza unitaria en “i", teniendo ambos la misma direccion y en forma semejante
para K jj. la fuerza necesaria en la coordenada "i" que provoca un desplazamiento unitario

en "i", tendran I1a misma direccion.

Si en la ecuacién ( 2.3 ) se sustituyen los desplazamientos expresados en la ecuacion 4.1, se
tiene:

{F}h™ [1]... {F} (4.5)
y por otro lado, substituyendo la ecuacion (3.2) de nuevoenla (4.1)

[W].. = s {0} [K]{D} [r] [K]  (48)

De las ecuaciones (4.5 )y ( 4.6 ), los miembros de la derecha tienen forma cuadratica de las
variables F 0 D y ésta es positivamente definida si tiene valores positivos para cualquier valor
no nulo de la vanable y sera cero si F 6 D son cero.

Por lo anterior, las ecuaciones 4.5 y 4.6 representan el trabajo externo de fuerzas a través de
desplazamientos y esta cantidad debe ser positiva en una estructura estable, deduciendo que
en esa forma cuadratica, las matrices [ f ] y [ K ] son matrices posmvamente definidas, siendo

los determinantes de [ f ] y [ K ] mayores que cero.
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Seleccion del método de las flexibilidades 6 de las rigideces,

Para seleccionar cualquiera de los dos métodos generales, es necesario haberse familiarizado
con ellos,para poder decidir en cada caso cual seria de aplicacion mas sencilla.

Sin embargo se pueden adelantar algunos comentarios:

1. El numero de incognitas es en general mayor en el método de las rigideces que en
flexibilidades, pero la formulacion de las ecuaciones es mas sencilla y de mas facil
aplicacién para programas de computadora, debido principalmente a la dificultad de
programar la estructura primaria.

2. Cuando el trabajo se hace con calculadoras y para sistemas relativamente pequeios, la
seleccién dependerd de comparar el grado de hiperestaticidad en flexibilidades con el
numero de grados de libertad en rigideces. '

5. METODO DE LAS FLEXIBILIDADES.

En el inciso 3 'se describié este método. A continuacion se analizan en detalle la aplicacion de
matrices para su resolucion. '

5 1 Matriz de transformacion de fuerzas.

En una estructura estaticamente delerminada cada una de las fuerzas internas de sus
elementos puede expresarse en funcidon de las fuerzas externas nodales, por medio de la
ecuacién de equilibrio:

p,=b,F,+b, F, +..+b_F

n n

b, F,+b, F,+..+b, F,

P,

P.=b_ F +b F,+ .. +b_F

en fa cual “p” son las fuerzas internas y “F" el conjunto del sistema de cargas aplicadas a la
estructura.

No existe relacién entre los subindices de F y P,

En forma matricial:
{P}=[0]{F}  (51)

en la cyal
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] bn b12 : bln ] - é-ﬂ

!

b, b, b, ;

b= (5.2)
| b, b, b.. | .

[ b] es la matriz_de transformacion de fuerzas que relaciona las fuerzas internas con lag

externas.

La matriz [ b] es una malriz rectangular y el elemento b ij representa el valor de Ia

componente de p j de la fuerza interna, producida por la fuerza externa Fj de valor unitario, |

Cuando la estructura es hiperestatica, las fuerzas intemas no pueden determinarse en funcién
de las cargas externas aplicando solamente ecuaciones de equilibrio. Sin embargo, haciende
la estructura isostatica, que llamaremos primaria, suprimiendo las redundantes, como se hace
en el metodo de las flexibilidades, se considera la estructura primaria sujeta primeramente a
las cargas reales aplicadas y posteriormente a las redundantes. En esta forma, se pueden
expresar las fuerzas internas de los elementos en funcion de las cargas externas F y de las
redundantes 6 hiperestaticas R, como sigue:

{p}={b,]F+[b,]R (5.3)
¢ utilizando la propiedad de subdivisién de matrices:

F

{p)={b, | b]{ -~ (54)
R

Enla cual:

[ b, j = Matriz de transformacion de fuerzas externas en la que cada columna representa los

valores de "p" producidos por las fuerzas extemas unitarias aplicadas a la
eslructura primaria con redundantes nulas.

[b,,] = Matriz de transformacion de fuerzas redundantes en la que cada columna

representa los valores de "p” producidos por redundantes unitarias aplicadas a |a
estructura primaria con fuerzas extermas nulas.
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5.2 Solucién Matricial generalizada por el método de las flexibilidades.

Considerando un elemento aislado, despreciando los efectos de fuerza axial

v

(a) ' (b)

ey 1 [a2LT 3L
[f"]_éﬁ[u 6]

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones se pueden expresar ;

quedando cada componente del vector desplazamiento con la misma componente del vector
carga.

La matriz de flexibilidades de la barra sera como se indicé anteriormente:
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1= eml %]

y la relacion con las deformaciones es :

{Q}=[f]{pr} . (655 < |

. ! r 3t -,
et gLy b A N g 2"y 8

IR

Los vectores de fuerzas intemas y deformaciones quedaran como sigue: #

P, D,.
(p}=1" (oy=1{
P. D.

Los subindices se refieren a la designacién de cada elemento en que se ha descompuesto [a
estructura,

- En la ecuacion ( 5.4 ) se puede ver por el prinCipio de contragradiencia, tal y como se verd
para el calculo de los desplazamientos; que:

_______ {p} (5A.6)

Siendo D, los desplazamientos debidos a { F } y D, los desplazamientos debidos a las

redundantes { R }, obteniéndose:

(e ] {P} 57
[b,]'{p} (5.8)

Para calcular las redundantes, se substiluye el valor { p } de la ecuacion de equilibrio (5.3)
en la ecuacion que relaciona deformaciones y fuerzas, expresada en la ecuacién {55 ).

{p }=[’~]{p}=[_fu][b']{F}+[f.][5.]{R} (5.9)

Por ultimo, si substituimos el valor de las deformaciones obtenidas en ( 5.9 ), en la ecuacién de
continuidad ( 5.8 ), se tendra:

(o.)=(0.] {P}

—— ———
O o
Nt Lo
1] 1l
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=6 ] [ (e DY+ [0 ] (] (o] (R} (510

y debido al principio de compatibilidad de deformaciones, las discontinuidades impuestas para
obtener la estructura primaria isostatica no existen realmente, los valores de { D, } deben

ser nulos:
(b )7 [ J{Fh+[b. ] [fL][BL]{R}=0 (511

Ecuacion que permite calcular los valores de las redundantes.

El producto de las tres primeras matrices del primer miembro de la ecuacion ( 5.11 )} y que
estan premultiplicando al vector F, representan |a aplicacion del principio de trabajos virtuales
tal y como se expuso anteriormente en la ecuacidén { 2.18 ). Este primer término da como
resultado un vector de nR x 1 y representa los desplazamientos debidos a las fuerzas

aplicadas a la estructura.

En forma semejante, las tres primeras matrices del segundo término { 5.11 ) y que estan
premultiplicando a las redundantes, representan {a matnz de flexibilidades ensamblada de la
estructura, tal y como se expresd en |a ecuacion ( 2.25 }. Esta matriz sera siempre cuadrada,
simétrica, no singular y de orden nR x nR. ‘

Este segundo término del primer miembro de la ecuacion ( 5.11 ) representa fisicamente los
desplazamientos debidos a las redundantes.

La forma mas genera! de la ecuacion ( 5.11 ) se escribe de la manera siguiente:
(b )" [fu][b ) {F}+[b.) [fu])[p.]{R}={D, }(512)

El vector D 5 indica los desplazamientos reales que ocurren en las coordenadas

seleccionadas en la estruclura primaria, siendo iguales a cero generalmente en la practica 6
iguales a los desplazamientos reales impuestos D 5, como serian asentamientos de apoyos,

giros, efectos de temperatura, resortes elasticos, efc.
De la ecuacion (5.11):
R=-[r]"[e ] [ra]le. J{F}  (518)

Con las redundantes R obtenidas, aplicando el principio de superposicidon se obtienen los
elementos mecanicos:

{p} =[b,]{F}+[b.]{R} (5.3)
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Las ecuaciones anteriores son validas para cualquier tipo de estructuras armmaduras, v|g
marcos, etc., tomando Ias flexibilidades correspondientes de axial, flexion, etc.

Para el caso de armaduras, es conveniente aplicar la ecuacion equilibrio:

{p} = [bF] {F} = {po}

. P TRy o ﬂ o
HTh e T s ar e BT

siendo {po} el vector de fuerzas inlernas en las barras debidas a fuerzas externas {F} aphcada
en la estructura primaria, quedando la ecuacion 5.11

[br]" [ful {po} + [bsl" (Wl bR}{R} = O (5.20)
ecuaciones en las cuales no sera necesario calcular [be]

Para calcular los desplazamientos, la ecuacion 5.3 puede escribirse:

{p}=[e:M0,] {%} (5.4)
{g%} [g:”{p} (5.21)

Enlacual: {Dg} desplazamientos debidos a {F}

{Dgr} = desplazamientos debidos a las redundantes

Por el principio de contragradiencia:
{Dr} = [bel {p} (5.22)
{Dr} = [brl'{p} (5.23)

Pero por continuidad o compatibilidad, dado que los elementos de la estructura no estan
realmente “cortados”, los valores de Dg deben ser nulos.

Por otro lado como:

{p} = [l {p} (5.24)

que es la ley de Hooke al revés, sustituyendo en 5.22

{D} = [bel"{p} = [be)" [fuiip} _ ' (5.25)
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Esta ecuacién permite calcular los desplazamientos aplicando una fuerza unitaria en la
estructura primaria isostatica.

521 Caso de fuerzas aplicadas en los elementos

La solucion matricial generalizada requiere que las fuerzas estén aplicadas en los nudos, lo
cual supone que en el caso de vigas y marcos que el momento flexionante entre nudos varia
linealmente y que los desplazamientos entre nudos son nulos.

Sin embargo como en la praclica las cargas se aplican en cualquier punto, habra que
transladarias a los nudos previamente seleccionados, calculando ademas los desplazamientos
locales debidos a estas cargas en los nudos externos del elemento considerado.

Las deformaciones locales deben tomar en cuenta las condiciones de frontera, establecidas

para cada barra, cuando se subdivide la estructura en elementos. La expresion para obtener
los desplazamienios segun el sistema de redundantes basada en el teorema de trabajos

vituales, sera:
{Di} = [bel’ {D}
en la cual {D} es e! vector de desplazamientos impuesto a cada elemento debido a las cargas
aplicadas sobre él. )
53 RESUMEN DE APLICACION DEL METODO DE LAS FLEXIBILIDADES |
5.31 Estructuras isostaticas _
a) Las fuerzas intemas se obtienen con la aplicacion de la ecuacién de equilibrio:
® = (el {F)
b) Los desplazamientos nodales se calcularan:
O} = [brl" [l (e F} = I1F}
(Nota.- En e} caso de vigas © marcos cargados en los elementos deberan transladarse
las cargas a los nudos).
El ejemplo No. 5 muestra la aplicacion del método a una armadura isostatica.

5.32.- Estructuras hiperestaticas.

a) Definir l1a estructura primaria y por lo tanto especificar cuales son las
redundantes
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b)  Calcular vectores de fuerzas y la matriz de transformacién de redundanteg’
[br] y la asociada a las cargas [be]. \

-~
1

c)  Calcular la matriz de flexibilidad no ensamblada en los elementos [fu]

d)  Calcular el producto [brl" [fu] [bF] que es la matriz de flexib. asociada a las;
cargas.

e) Calcular la matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura
[frr) = [Br]" {fml[br]

f) Plantear y resolver las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones:
Da = [Defl{F} + [DrrIR = Dx 6 O

g) Si se desea calcular los desplazamientos.

Da = [bel" (fwl {P)
Los siguientes ejemplos itustran la aplicacion de la secuela mencionada.

5.4 Variante propuesta para el cdlculo de la matriz de flexibilidades en el caso de flexidn
(ref. 3) ’

En el caso en vigas y marcos, ia matriz de flexibilidades de cada elemento esta formada por
cuatro términos, como se vié en la ecuacion 2.21A

[f_L 2 1
MIT6ET]1 2

Para lograr que la matriz de flexbilidades sea diagonal, como sucede en el caso de las
armaduras, debido a la forma de mulliplicacién del producto:

jm%—dx

si en una estructura de n elementos, se llama {p} a las fuerzas intemas, y definimos tres
ordenadas por elemento, en tal forma:
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Ma

que pi = <Mb;, sean los momentos flexionantes de acuerdo con la Fig. 3,'1
Mc ‘
Ma Mb Mc ma mt mc
L2 \
)’ L2 ¥ v Vv L2 V. W2 |74
7l 7 71 7 7T 7T

Integrando un polinomio de grado 2, de la forma Y = AX + Bx + C, la integral sera una
funcién lineal de las ordenadas Ya, Yb y Yc. :

4

En el caso de carga uniformemente repartida la variacion de M sera parabdlica y como la
variacion de m siempre_es lineal, la integracion del producto m M sera:

L 1 0 0
f = — 1|0 4 0 2.21B
[M]u 6E | 0 0 ; ) ( )

que es semejante a la formula de Simpson. (Ref. 5), esta matriz serd de la misma forma si se
integra el producto M lineal multiplicado por m.

Se puede también diagonalizar la matriz de flexibilidad para el caso de variacion de M en
tercer o cuarto grado, integrando la ecuacion de una conica de 3° 6 4° grado, debido a la

variacion lineal de m.

Por tratarse de matrices diagonales, la ecuacién 3.10 se puede almacenar en un vector de la

forma:
1

) .
(M} = 557 ‘1* (2.21C)

La ecuacion 2.21C, presenta ventajas importanies con relacion a la matriz de flemb:hdades en
flexion de la forma (2.21A):

a) La matriz es diagonal, por lo tanto de mas facil manejo operativo, a pesar de tener un
renglén mas.
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b} En el caso de cargas uniformemente repartidas, utilizando la matriz diagonal, ng Q
necesario pasar las cargas a los nudos y luego transponerlas como se indico en
pag. 35, simplificdndose en forma considerable el trabajo.

HACL it

hi
K]
-
¥

El ejemplo No. 12 muestra la forma de aplicar la secuela de calculo asi comoh"'
variante mencionada, para resolver un marco rigido mediante el método de [y

flexibilidades.

EJEMPLO No. 5

-4

Calcular las fuerzas en las barras resolviendo por flexibilidades y los desplazamientos
correspondientes en la direccidén de Fy y F.

Fy
L ] F?
(2] 7
5
[1] (3] L
4
4
L 7
|V [V
A )
L
AE = constante
1.- La armadura es isostatica
2.- La ecuacion de equilibrio es {p} = [br]{F}
Calculo de be :
Fi=1 F;=1 Célculo de {F}
f+1 0 ]
0
0 s
[Pe)sia= | O -1 : {F} = .
0 J2 2
L 0 0 -
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1) -1 0] -F,
2 0 O 0
—_ ' F1
{p} - {3 = 0 -1 {F} = ¢ —F2 >
4 0 V2 )| 2F,
5) L0 O | 0 |
3.- Calculo de desplazamientos
g -
. 1 0
T
© = [br]"[fm] [oF]F} [tnlscs = -
(1] 0 1‘1
1 1[-1 0]
1 0 O
[l = 100 O O ; 0 1| - 11 0
(T=10 0 -1 vZ 0 ] o J5| AELO 3
i 1, 10 0
-F
’D} D, 1 1 Of -F{ _ }é
' D, ~ AE|0 3J| F, %
F4
Ejemplo No. 6
Resolver la armadura por flexibilidades.
4am A E =cle.

i i
10 ton
—t_4m % 4m

-
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Solucion: .

1.- La estructura es hiperestatica en 2° grado y la estructura primaria seleccionada sera la
siguiente:

El vector de fuerzas internas

0
09'] Po = [br] {F)

Kl vector Po =y 0 ¢
11x1
+7.01

0
+7.01
0
0




Obtencion de b, ],

12 columna de [bR]

-0.707 ’
- . » b ° /)
~ 2 l/—\ 3 //
‘ +1 1
0.707
-0.707 [ 1 ! 8 91} 11 4
1 4 N
| R 4 // \ ) 0
//
/
\ 10 3 1. 5 \
Ly
2° columna de [b ]
0 B -0 707 .
» '_ ) 3 {"‘ )
0 : +1
+1
10 11
-0.707 //
I/ 4
= = ‘ +1
) -0.707
0
6 , 5
{ + + - |h'T_ "':)
/ 0 ‘0.707 ,'//I.':/

Il "
————

P E
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(0707 0
-0.707 0

0  -0.707

0 -0.707

0  -0.707
[ba]=l-0707 0
+1! 0

-0.707 -0.707
0 +1

a1 o

. 0 +1 ]

Calculo de [f]

[4

4

I
N N S

1119 ‘ 5.65 5.65

5.65 5.65
5.65 565
5.65 ] | 5.65]

r————

Calculando el producto [ ba]* [ ] [po]



(4] [ =57 [-20]
4 -5 ~20
4 -5 -20
4 -5 ~20
4 0 0
[£] [p,) =] 4 755 0 I=l o0
5.65 +7.07 +40 \
4 0 0 \
5.65 +7.07| |+40
5.65 | 0 0
s65] | o ] | o]

[-0.707 -0.707 0 0 0 0707 +1 -0.707 ©0 +1 0]

[bu)’ “q[p“]zL 0 0 -0707 -0707 0707 0 0 -0.707 4l 0 +l} o

6328} 1

“1”p"}:{6828 AL
——
DxF

Ahora calculando el producto [bp]rlf,u”bn]
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[ 4 T-0707 o0 7 [-28 o
4 1-0.707 0 -283 0
| 4 0 -0.707 0 -283
4 0 -0.707 0 -283
141 o -0707 0 -283
[f'\‘Jnm[bR]“x;j—‘ 4 1-0.707 0 =|-2.83 0
565 41 0 +5.65 0
4 1-0.707 -0.707| | -2.83 -2.83
5.65 0 ] 0 565
565 +| 0 565 0
-5-651 0 +1 J | 0 565

H . : ; ]{h ] 0707 -0 o O 0 0707 41 0707 0 +
IR M RI] o 0707 ~0707  -0.707 0 0 0707 +1 o +1 ]

1932 2 7
[f]= 2 1932|AE

La ecuacion de compatibilidad de deformacién sera:

\DxF}+{f}{R} = {0} .

08.28 ] 1932 2 R, R, 32
X - + = {0}; =
6828] Al 2 1932 R, R, 32

Las fuerzas de las barras seran;

{n] = {pn}+[t_>nnm = {0)

-283
~283

Yo
-2.83
+5.65
-283
0
5.65
_‘ 0

0

-283
-2.83
-2.33

-283
565
0
565 |
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-5] [-0.707
-5 -0.707
-5 0
-5 0
0 0
0 ¢+!-0707
7.07 +1
-0.707
7.07 0
0 +1
o) L o

0 |

0
-0.707
-0.707
-0.707

0

0
-0.707

+1

0

+IJ

"144.52

(-2.73
-2.73
-2.73
-2.73
+2.73
+2.73¢
+3.81

+3.81
-3.2

-32

-2.73

STT 7 /9;0 .
5
5 .
+ = tensién
- = compresion

Fuerzas finales en las barras [ ton ]
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Ejemplo No. 7.- Resolver la armadura por flexibilidades y calcular P, Dy, Day ]

J20ton
10 ton @
. “ S
. T Z
A =30 cm? : \\
E=21X10° kg/em? 7 N
/\ o
.'/ : // \\\ 5
- Va
() <y ——
RO 1 » 0)\,
’ 15 ton
3m 3m |

Solucién: 1) CALCULO DE FUERZAS

La estructura es hiperestatica en tercer grado y se relacionard en tercer grado y se
seleccionara la siguiente estructura primaria.

20

102
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[0
-15
—-45
Caélculo de p, =1+49.5¢
: 0
0
0o
Obtencidon de [ bg };
1) 1a columna de [bg]
-0.71 p Ri=1
ENUREE ;/ i 0.71
+ -0.71
| 7 Ra= -0.71
R +1
07172 +1
7 0
R1=1 4 0
6 /l'<
______ -0.71 ~
2?columnade [ br] ; Ry =1
0 -
.._..\': 1
, 0
tlb . 0 0
‘\‘ 0
0 0
. 1
o § \\0 0
‘\\
N 42
> - » p < —‘.\ z
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32 columna de ( bg J;

[—0.71 1
071 0
-071 0
[bR] = -1 0
1 0
0 ]
L 0 0
Calculode () :
3
3
;
|
f,]=— 4.24
[ ”] AE
0
13 01

11 = o t11fu,] -

4.24

4.24 |

~2.13 -7.24]

2.13 0
I-? 24 i4.44J




Calculando ahora :
342.18

[T 0P} =55
+400

La ecuacion de compatibilidad de deformaciones sera :

{D}+[f]{R}={0}

—51 0 —71-213 6 0 fR,
i [+4oo J ”*j1-724 0 1444 [RSJ

Jk,l j-l&94l
SR, =% -585¢ ton.

R, +1943J

134218l [1301 213 -724 ]ql
1 1
+ = {0}

Los valores de las fuerzas en las barras sera :

[0 ) [+565) [ +565]
| =15 AT -3.30
~45 39.09 -5.91
{p} =4 +49.5¢44-3592} =4 +13.58¢
0 ~16.49 -16.49
0 -585| | -585
o [1943) (41943
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‘ 17.61

——+* 1525

2) CALCULO DE DESPLAZAMIENTOS

Como se obtuvo directamente { p, } del equilibrio de ia armadura bajo las cargas, se tendra
que calcular | bg ]

Fxi=1 Fyi=1 Fx=1  Fy=1

[-1 0 ¢ 0 ]
0 -1 0 0
S N
[op]=[ 0__x1a1 141 +1a1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 |

.106



Como {D} = [bF]T[r]{P}

[+16.95)

-9.90

. -17.73

D,={-1 0 ¢ 000 O}”S?'SHEIEZ%
~69.91

-17.55

182,38

= 0.00027m

_”'73} 12890 00157
+57157/AE- AE " m

D, ={0 0 -1 4141 0 © o}{
Ejemplo N° - 8
Resolver la viga siguiente por el método de la flexibilidad:

3 ton/m "~ 3ton/m

- ("

Y Y YTY™N E!=cte
A

A 6m. A A 6m.

® G O

Solucion -

El grado de hiperestaticidad es dos y se seleccionara la siguiente estructura primaria:
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o s N [N [

Mas Mas Msc Mg Mceo Moc

Los vectores de fuerzas correspondientes y desplazamientos sera :

My Dp4
.M 1 Prc
Fay, A n=4 50

My cB

Mp Dep

M) Ppc)

Como el sistema de fuerzas no esta aplicado en los nudos, habra que trasladarlo a los apoyos

y calcular los giros en los extremos de las barras.

Al
"= IIHT(I,\'
‘ EN
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9 9

9

9

/\
_/_\_5. 6m. .:L_\. 6m

AT

El vector de carga sera .

3 ton/m

LYY

3 ton/m

A A A A

O AB © BA OCD

©AC

OAB= OBC=0CD=0ODC=13LK=27/El

El vector desplazamiento serad .’

[27)

{’)1} =1 g
27

Célculo de matrices de transformacion de fuerzas.

27

127| B

1
‘L..._..
o)

/\ :

Trazando los diagramas de momentos debidos a fuerzas unitarias y redundantes unitarias:
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0O Q (@]
FAN AN PARN LN

Para [as condiciones F» =1, F3 = 1y F, = 1 tampoco producen momentos flex:onales por |°
tanto ia matriz {be) sera;

[br] =0

Calculo de [bgr])

Ri=1 Rz=1

D A )
2 SN A |

La matriz de transformacion de redundantes sera:

0 0
M, O 0O |f ]I
-1 0
M, -1 0 %1 0}
’b"]s —A'!nc’ -1 0 :1 0 _1|
M, O -1 IIO _1[|
AL o -1
(%3] [_O O_|
A'{ir 0 O

Calculo de [fu)

La matriz de flexibilidades no ensamblada sera:
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12 6 0 0 0

. 6 12 0 0 0

7w 0 0 1{0 0 12 6 ©

[-fM]': 0 [fnc] 0 ='6E]_ 0 0 6 12 0
0 0 Vol 0 0 0 0 12

0 0 0 0 6

El producto [bg]" [fm] (br] =0

Catculo del producto (br]" [fm] [br]. que es la matriz de flexibilidades énsamblada

-l Udnl= 515 4]

Los desplazamientos debidos a !as cargas en las barras, referidas al sistema general seran:

PR

]
]

) [0 -1 -1 0 0 olo| 27

=il =1g 6 0 4 oJ’o“E{

1

1

SO O O O

12

Por lo cual los desplazamientos totales debidos a las cargas seran:

27 27 |-1
(Dxiy = [ £} D) = 0*‘_{-1}= 7-;7{—1}

y 1a ecuacidon de compatibilidad de deformaciones sera:

(DxrFY + [ f]ER) = (0}

AR SRS
i | -1 +L1 a\r, =0 dedonde: R, = 54 ton-m
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10.8 10.8

(+) +)

54 5.4

Diagrama de momentos flexionantes { ton-m)

Ejemplo No @.- Resolver la misma viga dei ejemplo anterior por flexibilidades, utilizando otra
estructura primaria.

dton/m El=cle. Jton/m

-/
A NATN %

A 6m B C 6m D

Solucién:

1) Grado de hiperestaticidad = 2 y se selecciona la siguiente estructura primaria

TN NN NS N
A T ™ Fm
A B C D

ﬂ 1 1 H‘h
| N

MAB ‘ DAB
Mga Oaa
/"':'J Mac ’ . D= Occ 3
MCB DCB
MCD DCD
MDC J DDC
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Como el sistema de fuerzas exlernas no esta aplicado en los nudos, habra que trasiadarlo a
ios apoyos y calcular los gires en los extremos de la barra.

Igual que en el ejemplo anterior
JS l 9 19 J 9
NN TN LN TN TN

AA B | C D[‘H‘I

El vector de carga sera:

j]l JgL Y © C 0) o 27
l J \9} AP a1 o e I
9

27]

27

{ Valores ya calculados ) D= «8 f

27

L274

Calculo de tas matrices de transformacion de fuerzas.

JF,= ‘ F2=l1 F3=II | F4=11

Sy M=0 D A B c B“aA B C D A w0 D

0 |

0 2
(} " [-f“] =

0 2 1
0 1 2]

S NN R Lo

[br]=],
)
0

S B BN

Calculo del [ ba ]
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>
C

R2=1
T, )
R;=1 Rs=]
0 o
4 -2
4 -2
)=, 4
22 -4
-U 0-
calculo de [f]=[b:] [%] [b.] [frl=ﬁ[g :2 ffé g}

. l.os desplazamientos debidos a las cargas seran : los nodales + debidos cargas repartidas.

(27)
-9 217
0 96 84 0]-9| [0 -4 -4 -2 -2 0} 0

et a1 = —
71+ [a ] {01} 1:'1[0 8496 o} ~9 +[o -2 -2 -4 -4 0} 0

-9 27

h274
| {-1620 L -162) 1 [-1782
Erl-1620  Er|-162| " Er)-1782
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L/] =.[bn]T[fu][bR] = %{23 S;]

La ecuacién de compatibilidad de deformaciones sera :

{DxF }+ {DxR } = ‘0}
"9 {-1782} 1 [96 84]{1«,}
T \-1782) T Trlea g6 ln, = 1O

{R,} {9.90}
R,] ~losof '™

Ejemplo N° 10.- Resolver la viga de los dos ejemplos anteriores, sabiendo que en C hay un
apoyo elastico,

3';on 3ton/m
A 6m B 6m C 6m D
K rte El
resorte = —
2D

Solucion:

1) Los calculos seran idénticos a los del ejemplo, salvo las ecuaciones de compatibilidad de
deformaciones que seran:

AB
{[).\‘I‘}+{l).\‘n}={A("}
1 {—1782 1 [96 84}{1'(‘ 72
i1 |-1782] T Eilea esllr,[ 7|7+
{R,} {13.98}
R, T 1524
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Ejemplo No. 11

Resolver por flexibilidades considerando efectos de flexidon y calcular los desplazamientos de
los nudos.

1.0 ton. .
8 . 3m l C E! = 6600 ton-m’
-x
3m ©Op =+ 0.002 rad.
oD 5m
51ion
Vo ror a3
4.5 25m
W e
A
7 6 m J
i 1

Solucion.,

La estructura es hiperestatica en tercer grado y se seleccionara la siguiente estructura
primaria:

s ° N
A s "

Sistema de redundantes
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[Mm

/:—‘r (Ff

(b4

T
Mrs

Los vectores de fuerzas inlermas y desplazamienlos seran:

rA’I.m‘ 'I)Ab"
/Uu.l 'Ds.n
{‘.,,}:Jl”.ru:> {),)}=4D.«c>
Al D,
Al D,
Ay Dy |

Como el sistema de fuerzas externas no esla aplicado en jos nudos, habra que trasladarlos a

jos apoyos, para hacerlo se aplicaran las ecuaciones de estatica.

Jo o

—_
—
o
T
N
H
w

2 Az_'/f»

El veclor de carga sera:
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Ademas del sistema exlerno de cargas por estar aplicado en las barras impone deformacione.
que se calculan con la expresion de trabajo virtuales.

M : E
©_=tlm—drx . ]
=] El S

Diea Haciendo uso de las tablas para multiplicar diagramas
3 15.75
» Ding = =-’
5 ton. El
45 18
‘ Diag = -—-mormr
Dian EIl
10
22.5
B _C Disc = Dicp =~
N ' El
Dipe Dica
[1575]
18
225 1
D=4
225 | IK1
0
0

Para poder calcular las matrices de transformacion de fuerzas, se calcularan los diagramas
debidos a fuerzas externas unilarias y los de redundancia unitarias.
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(+)

La matriz de transformacion de carga sera:

M oy

Al
A
M

mi

fe

et

A,

Al

e’

nn © O C

)

{}
Y

P = [h e

[ba] =

O 0O 0O o oo

C O oo o

{+)
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La matriz de transformacion de redundantes: _

R, R; R

M 1 0 0
Mg, 0 1 0
M. o . 0
My -2/3 2/3 1
M., -2/3 273 1
1

My 0 0

Calculo de [fu]

La matriz no ensamblada de la estructura sera:

[15 75 0 O

(7] 11
’f-\r] :| [fBC] = "'1_
|L [fle oM

o O O o

Calculo del producto [b,]'[f,] [p.}=1t]

7333 0 O
[b.][f] [bo]=[-10333 0 © é%
135 0 O

Caleulo del producto| b 1"l t Il br |. que es la matriz de flexibilidad ensamblada.

2478 -62.78 -18
[f]=]|-62.78 44.78
-18 .24 42

15 0 O
0 12 &
0O 6 12
0 0 O
0 0 O

24 Ix L
6Ei

[bR] =

0O O O

10
5

[

GO O O O

10

1
0
0

0

0
1
1

273 2/3
_2/3 2/3
0.

- . A O 0O 0O
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A los desplazamientos producidos por el sistema de carga en los nudos, debera sumarse al ;
las cargas aplicadas en las barras y que referido al sistema general, mediante la ecuacion:

0.75
{D.} =[b.]J{D} ={55.50 1
; 22.50

_‘F'v‘.:_.-f‘.. o

Por lo tanto los desplazamientos totales debidos al sistema de carga externa sera:

o R

D} =[] {F}+{D\}
1
7333 0 0] Ja 0.75
_ 1140333 0 ollst+L{s550
®Ell 135 o oJls 22.50
36.67 075 37.42
1517l Lisssol=L] 301
-67.50 2250 E'|.45.00

Las ecuaciones de compatibilidad de deformacion seran:

{Dxp}+ {HR}= {0}

37.42 2478 .6.28 -18][R, 0
E1i 3.97 +-—E—|-5.28' 4478 +24[{R,}=1{0
-45.00 18 + 24 42 ||R, -0.002
R, -7.60
R, =14-3.21
R, +3.20
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—

AYE - 2.58
u 7.60
5.95

4.05

21 /;)\ 8.8
\ NT\NT—
' 3.20

{+)

71

3 7

—_—

7.60
Diagrama de momentos finales las fuerzas intemas se obtienen calculando por superposicion

los efectos debidos a cargas externas y por redundantes:

{P}=[b.{F}] + [oa]{R)
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Ejemplo No.12

Analizar el marco siguiente utilizando el método de las flexibilidades.
1) Sin diagonalizar la matriz de flexibilidades.

2} Diagonalizandola { variante propuesta ).

. Tt ¥ Y Y Y ¥ 4

\___~ 2ton/m 3
1m B C :

2EI
—
10 ton
El El
3m
FFZI% D
A

ALTERNATIVA 1

La estructura es hiperestatica en segundo grado y se eligira la siguiente estructura primaria,
isotatica

\
1™
/L—-q
W /4»
237

Estructura isostatica y sistema de redundantes,

;]

Como el sistema de cargas no se encuentra aplicado en los nudos, habra que calcular las
deformaciones angulares en los extremos y se trasladaran las cargas a los nudos.
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(-) BA
25

- 2El

7.5/El (-) AB p
' () BC -) CB

Por el método de trabajos virtuales:

(oAB) 6.25 )
8.75
1A Janed]
LT [41.66
©CB 0
|OCD) 0

Los signos positivos indujcan que el sentido supueslo a los momentos virtuales aplicados
fueron del mismo sentido que los desplazamientos. .

El sistema de fuerza equivalente aplicado en los nudos se presenta en la figura, provocando
efectos de flexion solo la fuerza de 7.5 ton.

| 10 } 10 .

4

1

oA, A N

Sistemas de cargas equivalentes y diagramas de momentos

La matriz de transformacion de fuerzas sera:



[F1=0 F2=1  F3=1]
0 0 0
0 0 0 7.5
[be]=] © 0 0 | F=4-5
-4 0 0 -5
-4 0 0
| 0 0 0 |
[0
0
0
be{F =4~
[oe]F }=1 5,
-30
[ 0]
Calculando ahora la matriz de redundantes bg
/ 1
f 1
MA = 1
N | RA = 1 RB =1
d | C -1 07
0 -1
0 -1
bg|=
[eR]=) -1
1 -1
| © 0]
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7>

1 a matriz de flexibilidad no ensamblada de la estructura sera:

-

8 4
4 8

1
fiw 5l

La matriz de flexibilidades ensambladas sera:

(1=l )= o 3o a)

Refiriendo los desplazamientos angulares debidos a las cargas intermedias, al sistema general

de coordenadas mediante la ecuacion:

[ 6.25)
1001 10 1-8'7‘5
D,=[br]'{D }=| — 14166} =
R 0-1 -1 -1 -1 0] Ell,
0

.

35.41
-92.07

Finalmente, calculando el primer término de la ecuacion de compatibilidad de deformaciones
(3.8) y sumandole los desplazamientos debidos a las cargas intermedias se tendra:
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et [ (7 elng{o =g 0 1 o ]

El seéundo miembro de |la ecuacion ( 3.8 ) sera:

BT AT I

Por lo tanto:

1/ -5459 ] 1[26 -19]MA {0} MA =3.166 ton-m
El] +2291 6El|-19 46 {MB [ "IMB = 14.9ton-m

3.166 /]”r—- [ T~ 1828
{

5.43 \
.~ T 14.9 I S A o ey e 4.57

E——

8.48 ’ 11.62
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ALTERNATIVA 2

2ton/m

] [ L] Y Y ¥

B c

-+ —_— 2El
10 ton
3m 4m
El El| .
A D’
T 7777 =7
10m

f

Seleccionando la misma estructura isostatica que el caso 1: y debido a la presencia de la

carga concentrada, se tendran 4 elementos:

L0

Y

C

B \ Msg
Mo P2]
B/
—_ 4
3m
1
Ma
N
i -

Resolviendo la estructura isostatica y calculando los momentos en los extremos y al centro de
cda elemento, se obtiene el vector de cargas.

3.75
7.5

3.75

AN

e
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Obtencicn de la s redundantes | br |

MA =1

2

1
(1] 1

N_~— 925

L3

La]

—
0.25 4

0.1

.....

0.5 (+)

0.1251

0.25

0.625

(+)
0.5
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Es evidente que para caicular P° y bg .

momentos.

[ br]=

se puede presindir del trazo de diagramas de

La matriz de flexibilidad no ensamblada, de acuerdo con la ecuacion 3.11, es una matriz

diagonal.
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L o

Nota: El elemento 3 aparece dividido entre 2 porque la inercia de la viga es 2!

La matriz de flexibilidad ensamblada sera:

v 11 26 -19
={b = —_—
[f1=[o (8] (] 6El[-19 46]
Calculando ahora el producto:

DOIES ESEP= bl

Las ecuaciones de compatbilidad seran:
1 { -325.54} 1[26 -iS}JMA}
+ l =0

6EI| 137.50 BEI[-19 +26]|| MB

De donde MA = 14.91 tm y MB = 3.16 tm
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Comentarios:

1) Las operaciones matriciales son mas rapidas en esta segunda alternativa, debido a la
diagonalizacién de la matriz de flexibilidades no ensamblada, como sucede en el caso de

armaduras.

2) El resultado es directo sin necesidad de usar matrices d transformacion de coordenadas
locales a generales como en la alternativa 1.
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INTERACCION ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA Y DISENO ESTRUCTURAL DE
CIMENTACIONES

Agustin Deméneghi Colina

Profesor del Departamento de Geotecnia, Facultad de Ingenieria, UNAM

RESUMEN: Se presenta una breve descripcién de los métodos de interaccion estatica
suelo-estructura que se han desarrollado en la Republica Mexicana hasta la fecha. Se
comenta sobre la necesidad de tomar en cuenta la variacion de las propiedades de los
materiales que forman la estructura y el terreno de cimentacion. Se ‘presentan algunas
aplicaciones de la interaccion estatica suelo-estructura.

1. INTRODUCCION.

La cimentacion de estructuras sobre suelos de mediana a alta compresibilidad plantea el
problema de determinar los hundimientos totales diferenciales, asi como los elementos
mecanicos ( momento flexidonante , fuerza cortante y fuerza normal ), tanto en la
estructura, ocasionada por los hundimientos del terreno de cimentacion. Estos valores
dependen por un lado de |a compresibilidad del subsuelo y por otro lado de la rigidez de
la estructura . Tomando en cuenta que con frecuencia en los analisis estructurales se
considera a la estructura empotrada o articulada en su cimentacidn, ¢ si se trata de una
losa de apoyo se supone una presion de contacto uniforme, o que el calculo de
hundimientos del terreno de cimentacién se realiza considerando la estructura de
cimentacion totalmente flexible, lo cual suele distar bastante de |a realidad, se ve clara la
necesidad de desarrollar métodos que tomen en cuenta los efectos de los hundimientos
y que, al mismo tiempo, permitan caicular los valores de estos tltimos. A estas técnicas
es lo que se denomina interaccidn estatica suelo-estructura.

Por lo tanto, el propdsito de la interaccion estatica suelo-estructura es lievar a cabo un
analisis estructural tomando en cuenta el efecto de la rigidez del terreno de cimentacion.
La interaccion suelo-estructura proporciona los diagramas de hundimientos diferenciales
y de reaccidn del terreno de cimentacion ( véanse las fig. 11 y 12 ), lo que permite
determinar los diagramas de momento flexionante y fuerza cortante en la estructura de
cimentacion, considerando la infiuencia de la rigidez del suelo de cimentacion, o que
conduce a un diseno racional de dicha subestructura. Algunos procedimientos de
interaccion consideran también el efecto de'la superestructura, con lo que se conoce
ademas el efecto de la rigidez del terreno en los elementos mecanicos de toda la

estructura.

En este trabajo se presenta una breve descripcién de los métodos de interaccion
eslatica que se han desamollado hasta la fecha en la republica Mexicana, asi como
algunas de sus aplicaciones: El lector que tenga interés en estudiar al detalle uno de los
procedimientos de interaccion puede consuitar las referencias que se incluyen al final del
texto.

Las caracteristicas de |la compresibilidad de los sedimentos del subsuelo de la ciudad de
Meéxico ha dado lugar a que se desarrollen un buen nimero de métodos de interaccién
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suelo-estructura, teniendo la mayoria de ellos una buena dosis de mérito. Se puede
afirmar que nuestro pais es inclusive uno de los pioneros en este campo de estudio,

En el inciso 2 se trata el problema de la interaccién suelo estructura en cimentaciones
someras, mientras que en el inciso 3 contiene algunas técnicas para cimentaciones :
profundas. En el inciso 4 se comenta sobre la importancia de considerar en [a forma mas °
realista posible las propiedades mecanicas a los materiales de estructura y terreno de
cimentacion. El inciso 5 trata de ciertas aplicaciones de la interaccion estatica suelo.
estructura. Finalmente, en el inciso 6 se presentan las conclusiones de este trabajo.

Cabe aclarar que no en todas las cimentaciones surge el problema de considerar ig
rigidez del suelo. Por ejemplo, para niveles de carga medianos y suelos muy rigidos, los
hundimientos de! suelo son muy pequeios y no se requiere tomarlos en cuenta en el
anatisis -estructural. En el diseno estructural de zapatas de dimensiones usuales, la
diferencia entre una reaccién uniforme y la reaccién real es pequena y queda cubierta
por los factores de seguridad empleados para el disefio estructural. En consecuencia, la
interaccidon se aplica sobre todo a estructuras cimentadas sobre suelos de mediana a
alta compresibilidad, en los que los asentamientos diferenciales tienen importancia en el

comportamiento de dichas estructuras..

2. INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTACIONES SOMERAS

2.1 Mélodos de interaccion suelo-estructura

Existen varios métodos para llevar a cabo la interaccion estatica suelo-estructura. A
continuacién describimos brevemente algunos de ellos.

En 1956, Samuel Chamecki, profesor de ingenieria estructural de la Universidad de
Parana, en Brasil, presenta uno de los primeros procedimientos para tomar en cuenta en
forma racional la interacciéon suelo-estructura, aplicable a vigas y a marcos estructurales
( Chamecki, 1956 ) . trata el caso de una viga con tres apoyos, desplantada en un suelo
con estrato de arcilla compresible, resuelve el problema utilizando unos coeficientes de
transferencia de carga ( que equivalen a la matriz de rigideces de la estructura ) en la
viga, y considerando una arcilla normalmente consolidada, en la que se conoce su indice
de compresibilidad. Estableciendo la compatibilidad de deformaciones entre viga y suelo,
resuelve el problema en forma explicita. A continuacion trata el caso de marcos
estructurales, y debido a que las relaciones esfuerzo-deformacion unitaria en los suelos
son no lineales, propone un procedimiento iterativo para la solucidén del problema,
usando los coeficientes de transferencia de carga en la estructura y calculando los
hundimientos del suelo por procedimientos usuales. Los valores de los asentamientos en
las aproximaciones sucesivas oscilan alrededor de un valor medio y tienden a €l. Para
evitar un gran numero de iteraciones, se aplica una correccion después de la primera
iteracion, calculando las cargas en las columnas con un promedio de los asentamientos
obtenidos. En la mayoria de los casos practicos no hay necesidad de correcciones
adicionales para alcanzar la convergencia del procedimiento ( Chamecki, 1956 ).

: £
Otro procedimiento es el de Kores Victoria ( 1968 ), en el que para resolver e! problema
de la interaccion suelo-estructura se establece la siguiente ecuacién matrcula-

mq]}n‘: IGI
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K6=P+E P, -EQ (M

donde: ,
K = matriz rigidez del conjunto superestructura cimentacion.

&_= vector de asentamientos de los nudos de la cimentacion, los cuales deben
ser iguales a los de las bases de las columnas inferiores de Ia
superestructura.

E. = matriz de transmision de peso propio de trabes a cargas en nudos.

P. = cargas dehidas al peso propio de trabes.

E = matriz de transmision de cargas del suelo a los nudos de la cimeﬁtacic’m.
Q = cargas que la cimentacién aplica al suelo.

Los movimientos del suelo estan dados por

Fe Q=0 (2)
donde:
Qs = cargas aplicadas al suelo.
F. = matriz de flexibilidad del suelo, que es funcidn no lineal de Q.
& = vector de movimientos verticales de la superficie del suelo.

Suponiendo que la cimentacidon no se despega de! suelo, las cargas Q sobre la
cimentacion deben ser iguales a las cargas Q,. Los hundimientos § de la cimentacion
deben ser iguales a los del suelo, por lo que la ec. 2 puede escribirse

F.Q =%
En la superestructura y cimentacion de la ec. 1'debe tenerse
K§=P-EQ 3)

donde
Pr=P+E P

Son las cargas de! edificio sobre los nudos de la cimentacién, junto con su peso propio.
Las ecs. 2 y 3 dan un planteamiento que en forma directa permite obtener como solucién
los asentamientos § del suelo y cimentacion juntos, asi como las fuerzas de contacto Q.
Para ello se requieren como datos las matrices K y E, y el vector Py, junto con las
propiedades del sueio, localizacion y tamafo de las areas rectangulares asociadas a



cada Q. Para conocer momentos, cortantes, fuerzas normales en columnas, etc, faltara
calcular el efecto que producen § y Q en el edificio y sumarlo con el efecto de las cargas
verticales P y P.. :

La solucion del problema se leva a cabo sustituyendo la eé. 2enlaec. 3
KE.Q =Pr-EQ

de donde )
(E+KF.)Q=Pr

Finaimente '

Q=

Conociendo Q , con la ec. 2 se obtiene 6. No e posible despejar_§ de la ec 3 porque no
existe la inversa de K.

+KEs)"' Py

Irn

Flores Victoria seriala que la matriz E; es funcion no lineal de Q, lo que no permite
resolver el problema directamente, sino que se requiere acudir a méetodos iterativos.

Operando con las ecuaciones matriciales anteriores, el metodo iterativo tiene la
interpretacion fisica de aplicar una distribucion de presiones al suelo Q™ y calcular
asentamientos del suelo, con esos asentamientos determinar el estado de cargas que
deben tener la estructura como reaccién del suelo. Esa reaccion se vuelve a aplicar al
suelo, y asi sucesivamente , hasta lograr la convergencna esta interpretacion es debida a

Chamocki ( 1956 ).

De acuerdo con Flores Victoria ( 1968 ), este procedimiento es divergente para suelos
compresibles, como el de la Ciudad de México, 0 para cimentaciones excesivamente
rigidas. Esto lleva a usar un criterio de interpolacién para Iograr y acelerar la
convergencia, el cual se basa en el concepto fisico de permlt:r que Q™ se modifique en
un porcentaje razonable en cada ciclo, y difiera de Q

El método de Flores Victoria se aplica con 'un programa de computadora, el cual
proporciona los elementos mecanicos correspondientes.

En un trabajo posterior ( Flores Victonia y Esteva, 1970 ) presentan ademas un
procedimiento simplificado en el que se considera o siguiente:

- El suelo es un medio elastico lineal semiinfinito.
- Cimentacion rectangular con una red ortogonal de trabes
- No se toma en cuenta la rigidez de la superestructura

Para las  condiciones mencionadas, y empleando valores normalizados, los autores
proporcionan los valores de los asentamientos de la estructura y de las reacciones del
terreno sobre la misma. Estos resultados los presentan en forma tabular.

Los resultados del trabajo de Flores Victoria y Esteva ( 1970) son los que se emplean en
las Normas Técnicas complementarias para Disefio y Construccion de Cimentaciones del
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la

Reglamento de construcciones para e! Distrito Federal de 1976 y el manual de Disefio de
Obras Civiles de la Comision Federal de electricidad de 1980. Sin embargo, en las
primeras no se incluye el calculo de la magnitud de las reacciones del suelo de

cimentacion.

Para tomar en cuenta el comportamiento no lineal del suelo, Damy et al ( 1977 )
presentan un método incremental, que consiste en suponer que el vector de cargas se
aplica gradualmene al conjunto en incrementos, siendo los incrementos suficientemente
pequefios para que el sietema responda linelamente, con rigideces iguales a los valores
tangentes que corresponden al estado de esfuerzos existentes al iniciar la aplicacion de
los incrementos. Al aplicar el ultimo incremento deben satisfacerse las ecuaciones de
equilibrio y de compatibilidad de deformaciones entre estructuras y suelo. '

Por su parte, Esteva et al ( 1877 ) proponen dos procedi}(mientos de interaccion. El
primero es a base de aproximaciones sucesivas, y consiste en suponer inicialmente que
Al distribucién de presiones en el terreno es igual a la de las cargas aplicadas sobre el
sistema estructural; con las reacciones y la correspondiente matriz secante de
flexibilidades del suelo se obtiene una estimacion de los desplazamientos del suelo, y
una estimacion de las deformaciones de la estructura, empleando matrices secantes de
rigideces de la estructura y de flexibilidades del suelo. El proceso se repite un numero de
veces tal que los valores de los desplazamientos del suelo sean suficientemente
parecidos en dos estimaciones sucesivas. El segundo método es un procedimiento
incremental aproximado, que consiste en aplicar gradualmente la carga total en
incrementos,; en cada mcremento se efectua un ciclo semejante al del procedimiento de
aproximaciones comentado ante, Sel resultado de dicho ciclo iterativo se toma como punto
de partida para la aplicacion de otro incremento de carga. Los autores proponen dos .
criterios alternativos: en el primero se logra el equilibrio al final de cada ciclo, pero no se
logra la compatibilidad entre las deformaciones de la estructura y las del suelo; en-el
segundo se alcanza dicha compatibilidad, pero & costa de un desequilibrio: Por lo
anterior, en ambos casos debe hacerse una correccion en el siguiente ciclo ( Esteva et

al, 1977 ).

Ei Dr. Leonardo Zeevaert ( 1973, 1980, 1983 ) ha trabajado profusamente en el
desarrollo de métodos de interaccion suelo-estructura. El método que utiliza consiste en
formar la ecuacion matricial de asentamientos o hundimientos ( EMA ), que relaciona los
asentamientos del suelo en funcién de cargas aplicadas en la superficie:

0=Dg

donde:
d = vector de asentamientos en le contacto cimentacion suelo.

D =matriz de asentamientos ocasionados por presiones unitarias.

q = vector de cargas aplicadas en el contacto cimentaciéon-sueio.
Para la formacion de la matriz D se emplea el concepto de valor de influencia, que es el
esfuerzo ocasionado por una presion unitaria en la superficie, lo que facilita de manera
importante la determinacion de los elementos de la matriz D.
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A continuacion se forma ia ecuacion matricial de interaccion ( EMI)8 , que relaciona las
deformaciones de la estructura con las cargas que le transmite el suelo:
SX=A

donde;
= matriz de flexibilidades del suelo

S
X = vector de cargas del suelo sobre la estructura
A = vector de deformaciones de la estructura

La interaccién de la estructura de cimentacién con el suelo depende del valor de modulo
de cimentacién por area tributaria K, definido como el cociente de la carga sobre el suelo
( en unidades de fuerza ) entre la deformacién que produce. Debe notarse en la
ecuacion EMI que los valores del vector de deformaciones de la estructura A son funcion
detf moédulo K por area tributaria ( Zeevaert 1980 ). Si los valores de k fuesen
independientes entre si, la ecuacién matricial EM! daria los resultados definitivos de las
reacciones incognitas. Sin embargo, !a hipotesis anterior no es exacta porque la masa
del suelo debe considerarse como un medio continuo, donde los valores de K, para los
diferentes puntos considerados no son independientes entre si y dependen de la
distribucién de esfuerzos de contacto con la estructura de cimentacién. La interaccion
correcta entre la estructura de cimentacion y la masa del suelo se obtiene utilizando las
reacciones X; obtenidas por EMI, en la ecuacion matricial de hundimientos EMA,
obteniéndose los desplazamientos verticales & que proporcionan valores de! médulo de
cimentacién iguales a los usados en la ecuacion matricial de interaccion EMI, K, = X; /6, .
Si los valores encontrados en esta forrna no concuerdan con los utilizados inicialmente,
no se tendra la interaccion correcta, ya que los modulos de cimentacion no fueron
correctamente elegidos, por lo cual serd necesario utilizar la ecuacion matricial EMA
para conciliar este problema: Asi pues, se deduce que las ecuaciones matriciales EMA y
EMI quedan ligadas por los valores de K;, los cuales son unicos para la solucién de cada
problema en particular y dependen de la distribucién de las reacciones del suelo sobre la
estructura de cimentacion, rigidez de ésta y la de posicion de las cargas que actuan
sobre ella ( Zeevaert, 1980 ).

Es posible hallar una matriz unica de interaccion para resolver el problema sin realizar
iteraciones y obtener los resultados mas precisos ( Zeevaert, 1983 ). La nueva ecuacién
matricial se denomina ecuacion matricial de interaccion suelo-estructura ( EMISE ),
mediante el empleo de la cual no se necesitan iteraciones para resolver el problema de
interaccion.

El procedimiento de Zeevaert ( 1980 ) se puede aplicar a cimentaciones compensadas,
tomando en cuenta el efecto de las condiciones hidraulica en la interacciéon suelo-

estructura.

Otro procedimiento “de interaccion estatica suelo-estructura es el que propone
Deméneghi ( 1979,1983, 1985) , el cual considera a ias reacciones del terreno como un
sistema de cargas sobe la estructura, asemejandolas durante el proceso de andlisis
como incognitas. Ei analisis estructural se lleva a cabo empleando el método de
rigideces, pero el problema no se puede resolver en esta etapa porque sobran
incégnitas, ya que se estan agregando al vector de cargas las reacciones del suelo que
no se conocen: las ecuaciones faltantes las proporciona el andlisis de hundimientos del
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terreno de cimentacion, en el que se obtienen las deformaciones del suelo en funcion de
las cargas sobre el mismo ( estas cargas son iguales y de sentido contrario a las
reacciones del suelo sobre la estructura, por Ia tercera ley de Newton ), en esta etapa se
hace uso del concepto de valores de influencia de Zeevaert ( 1980 ), lo que facilita la
determinacién de los hundimientos del suelo en funcién de las cargas sobre el mismo (
recuerdese que las cargas sobre el suelo no se conocen ). Las deformaciones del suelo
se sustituyen en las ecuaciones obtenidas inicialmente con el método de rigideces, lo
que permite resolver. el problema en forma directa, sin necesidad de iteraciones. Con
este procedimiento se obtienen los diagramas de deformaciones y de reacciones de!
suelo, en el contacto entre este y la estructura de cimentacién. Este procedimiento tiene
la ventaja de que se puede tomar en cuenta el nimero de pisos que se desee de la
.superestructura, asi como de que se puede programar en una computadora con relativa

facilidad.

El método de Sanchez Martinez y Enriquez ( 1982 ) se emplea en cimentaciones
someras y consiste en realizar un analisis del conjunto suelo-estructura como un sistema
estructural anico que se resuelve utilizando el método general de las rigideces. Cabe
aclarar que es un método no iterativo.

El procedimiento consiste en considerar al suelo sustituido por una serie de resortes, en
los que el modulo de reaccion o la constante de cada resorte depende de toda la masa
del suelo, es decir, no se consideran los resortes independientes entre si, como se vera

mas adelante.

Se establece pnmero la matriz de rigideces de la estructura a partir de | de sus
miembros. A

Las reacciones del suelo se toman en cuenta a traves de resortes que se conectan con
la camentacnon de la estructura.

A continuaciéon se obtiene la matriz de rigideces del suelo. Esta se determina dando
desplazamientos verticales con valor unitario a cada uno de los resortes que lo idealizan
y calculando las fuerzas que aparecen por este efecto en todos ellos. Al dar un
desplazamiento unitario en un resorte aparecen fuerzas no solo en el propio resorte, sino
también en todos los demas, ya que ellos deben considerarse ligados de alguna forma
por pertenecer a un medio continuo. Lo mismo sucede al aplicar sucesivamente
desplazamientos unitarios en los demas resortes. El calculo de la matriz de rigideces de!
suelo es en general laborioso y algo complicado; sin embargo, se puede determinar
dicha matriz en forma indirecta, teniendo en cuenta que la matriz de rigideces es la
inversa de la de flexibilidades.

Las expresiones generales que se usan son:

8= ST A (4)

donde:

O = vector de desplazamientos desconocidos
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A = vector de acciones

S'T1 =Inversa de la matriz de rigideces del sistema

Ademas
Sr= Se+Ss

siendo )
- Se = matriz de rigideces de la estructura

Ss = matriz de rigideces del suelo

La matriz de rigideces se obtiene en funcion de las de sus i miembros, como es usual en
el analisis estructural usando computadoras.

La matriz de flexibilidades del suelo puede calcularse faciimente determinando los
hundimientos del terrerio debidos a la aplicacion de fuerzas unitarias: Sanchez Martinez
y Enriquez emplean el procedimiento de Zeevaert { 1980 ) para alcanzar este proposito.
Llamando Fs ala matriz de flexibilidades, la matrz de rigideces del suelo vale

Ss=Fy
La;. matriz global del sistema estructura-suelo’ vale
Sv=5e +'_S_;
Aplicando la ec 4 se deterr‘ninan los desplazamientos de la estructura y del suelo.

Los elementos mecanicos en los miembros se hallan a partir de sus matrices de rigidez,
mientras que las fuerzas en el suelo se obtienen empleando la matriz de rigideces del

suelo. -

Para utilizar el procedimiento anterior los autores han desarrollado un programa de
computadora.

El! método Sanchez Martinez y Enriquez es general, como lo es el método de las
rigideces del analisis estructural en que se basa. Se puede considerar no solo la
estructura de cimentacion, sino también la superestructura total del edificio, sin mas
limitaciones que la capacidad de la computadora que se emplee.

También el procedimiento se puede aplicar a la soluciéon de estructuras de reticulas de
cimentacién, constituidas por trabes horizontales -en dos sentidos perpendiculares: el
area de cimentacion se divide en una serie de areas tributarias que corresponden a las--
columnas y se considera en el centro de cada una de ellas los resortes que idealizan al
terreno, y con cuyo comportamiento se establece la matriz de flexibilidades del suelo.

Los autores comentan que el problema podria atacarse utilizando algunos de los
programas conocidos de analisis estructural, tomando del programa la matriz de
rigideces de la estructura en estudio, modificandola para incluir los términos que
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representan el comportamiento del suelo e insertando nuevamente en el programa la
matriz corregida,

Una propuesta de colaboracién geotecnista estructurista en el calculo de interaccion
suelo-estructura es la que presentan Ellsteiny Granados { 1988 ), que deja a cada
especialista la labor que le corresponde. El ingeniero de geotecnia obtiene la matriz de
deformaciones del suelo en funcion de las caracteristicas geométricas del proyecto y de
un vector cualquiera de cargas bajadas por las columnas; la matriz de influencias en el
suelo es invariable, asi como el conjunto de curvas de compresibilidad; al variar ef vector
de cargas cambian los asentamientos, pero el nuevo calculo se lleva a cabo con las
mismas matrices de caracteristicas del subsuelo. La estructura se representa mediante
una parrilla de contratrabes, con las cargas y reacciones perpendiculares a su plano; su
rigidez es la propia de las contratrabes de la subestructura, mas un cierto incremento
calculado o estimado de la contribucion de la estructura a tal rigidez. Se conocen las
cargas en las columnas y con ellas se calculan los asentamientos S, de! suelo,
suponiendo una rigidez nula de la estructura, de tal manera que pueden calcularse las
constantes K; de unos resortes virtuales localizados bajo los nudos de ia parrilla; estos
- resortes son de Winkler en apariencia, pero en realidad estan relacionados entre si al
tomar en cuenta la influencia de los asentamientos del suelo en los valores de K; . Con la
ayuda de un programa de computadora se aplican las cargas sobre la estructura,
colocandose los resortes virtuales bajo los nudos para proveer las reacciones. El analisis:
arroja como resuitado las fuerzas en los resortes contra los nudos, R; , y sus
deformaciones s; ; se especifica la diferencia maxima permisible entre s, (suelo )y s
(resorte ), por ejemplo 5%; si no se cumple esta diferencia, hay que calcular nuevos
asentamientos s; , utilizando un nuevo vector de presiones determinado con los valores
de las reacciones R; y con ellos establecer los nuevos valores de las constantes K, ,
iterando para obtener las nuevas deformaciones de los resortes s; , y asi hallar las
diferencias s; - s; . El proceso debe ser rapidamente convergente para la mayoria de los'
casos, obteniéndose finalmente ta configuracion real de asentamientos por efecto de la-
rigidez de Ia estructura. El geotecnista proporciona al estructurista los archivo de datos
con las matrices de propiedades del suelo y coeficientes de influencia, para que éste
pueda llevar a cabo las iteraciones necesarias entre estructura y suelo ( Ellstein y

Granados, 1989 ).

Un enfoque novedoso que trata la interaccion suelo-estructura en sus etapas de analisis
y disefio ( Moreno, 1990 ) comprende una serie de opciones como considerar las
caracteristicas del suelo a partir de!l modulo de cimentacion, caracteristicas de la
estructura, determinacion de los elementos mecanicos ( deflexiones, momento
flexionante, giros, fuerza cortante 9, presentando éstos en forma de graficas en pantalla
0 en impresora a escala. La ventaja de este enfoque es que se simplifica la presentacion
de resultados, y que comprende en forma integra! las etapas de analisis y diseno de la
estructura de cimentacién, ahorrando considerable tiempo al ingeniero que realiza el
cdlculo correspondiente ( Moreno, 1990 ).

La interaccion suelo-estructura se puede atacar utilizando el método del elemento finito
( Zienkiewicz , 1977 ) en el terreno de cimentacién. El inconveniente de esta técnica es
que es muy alto, y usualmente se requiere el uso de computadoras de gran capacidad.’
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2.2. Interaccion suelo-estructura considerando el asentamiento y el giro de zapatay
aisladas. ‘ o

El método de rigideces del analisis estructural establece que se debé satisfacer ef
equilibrio de momentos flexionantes en los nudos y el equilibrio de fuerzas cortantes en
los ejes de las barras de la estructura. Esta condicién se puede poner en forma matricig

de [a siguiente forma
Ko+ Po+P.=0 (5)
El significado de las canlidades de la ec 5 se presenta en los siguientes parrafos.

K es la matriz de rigideces de la estruclura, dada por la suma de las matrices de rigidez
de cada una de las barras, es decir

K=%K (86)

donde K es la matriz de rigidez de cada barra. A manera de ejemplo, en una barra con
apoyos continuos ( fig. 1), la matriz de rigidez vale

6 0, 5 s
L om0 —ees MY e
k=| EVL4EUL -eEIL SEI/L" | 8, 7
eEI/ —sEI/L 12En U S
lee eEL —1zEi/C 1200 |8

0 es el vector de desplazamientos de la estructura, y esta formado por los
desplazamientos angulares ( giros ) de los nudos de la estructura y los desplazamientos
lineales de los ejes de la estructura.

Pe es el vector de carga de empotramiento, formado por los momentos y cortantes de
empotramiento que transmiten las barras sobe los nudos de la estructura.

P. es el vector de cargas externas concentradas, formado por los momentos

concentrados sobre los nudos de la estructura y las fuerzas concentradas que actuan
sobre los ejes de la estructura.
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FIG.1 GRADOS DE LIBERTAD DE UNA BARRA
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FIG 2 CARACTERISTICAS DE LA ESTRUCTURA

Cuando una estructura a base de zapatas aisladas sufre desplazamientos debidos a la
deformabilidad del terreno de cimentacion se generan en ta cimentacidn acciones que se
pueden determinar usando los conceptos rigidez angular K, y rigidez lineal K del terreno
de cimentacion. Se define la rigidez angular como e! cociente del momento M que actua
sobre una zapata y el giro en radianes 6 que sufre esta zapata:



K:=M/0 (8)

La rigidez lineal se define como el cociente entre la carga vertical Q que actua sobre una
zapata y el desplazamiento vertical 3 que sufre |3 zapata:

K=%/% (9)
Los valore{de K y K dependen de las propiedades de deformacion del suelo.

De las ecs 8 y 9 se obtienen en el momento y la carga vertical debidas a |a reaccion del
suelo sobre [a estructura:

M=K, 8 (10)
Q=K 0 (11)

Conociendo los valores de K, y K; de un suelo, se pueden calcular los giros y los
desplazamientos verticales que sufre una estructura cimentada sobre zapatas aisladas, s
a la deformabilidad del terreno se pueden incorporar, con relativa facilidad, en el vector
de cargas concentradas sobre la estructura P

Este procedimiento lo vamos a ilustrar mediante un ejemplo muy sencillo, como el
mostrado en ia fig 2, en el que vemos que las cargas sobre |a estructura son la repartida
de 1.54 tm, las concentradas sobre las columnas de 1.2 t y las debidas a la rigidez
angulary lineal de las zapatas de cimentacion. En la estructura:

Modulo de elasticidad del concreto 2214000t/ m?
Momento de inercia de las columnas 0.000675 m*
Momento de inercia de las trabes 0.0054 m*

En el terreno de cimentacion

Ki= 1880t/ m K,=720tm/rad

A continuacion presentamos el analisis detallado de la estructura.

Iniciamos numerando las barras y los grados de libertad de la estructura, los cuales se
muestran en la fig 3. Las cargas sobre la estructura, comrespondientes a los grados de
libertad definidos, se aprecian en la fig 4. Con estos datos podemos formar las
cantidades que aparecen en la ecuacion matricial 5. '

a) Vector de desplazamientos

El vector de desplazamientos vale ( fig 3)
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b) Matriz de rigideces \
para formar la matriz de rigideces de la estructura usamos la ec 6. Empezamos por
visualizar los grados de libertad de cada barra

Barra % 04 5 Ss
1 s 0, - -
2 06 G4 - -

3 05 B¢ 01 O3

A continuacion, aplicando la ec 6 formamos la matriz de rigidez de‘cada barra:

Os

K = [129952 649.7618
Ki = | 64976 129952

Os

« = [1299.52 649.76 19
£27 ] 649.76 1299.52

05

7970.4
K. = | 39852
B3 = 119926
19926

63
9,

04

0,

Bs o 32

39852 -19926 1992.61%
7970.4 -1992.6 19926 |8
19926 6642 -6642|5
19926 -664.2 664.2 5‘

N
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147



&4 o2 8, D4 s Os
: ) 5
6642 -664.2 0 0 -19926 -19926 5
-664.2 664.2 0 0 1992.6 19926 | 2
k=] © 0 129952 0  649.76 0 19
A 0 0 0 1299.52 0 649.76 {0
-1992.6 19926 649.76 0 9269.92 3985.2 94
-1992.6 19926 0 649.76 3985.2 9269.92 9s
’ 6
c) Vector de cargas de empotramiento
wL/2) ([-482
wl /2 -462
Pc = < 0 > = < 0 >
= 0 0
wl? /12 462
w P /12 {-4.62

d) Vector de cargas concentradas

-1.2 + 1880 3,]
-1.2 + 18805,
720 6,
7200,

0
0

\ F;

o
0
0

Sustituyendo valores en laec 5

664.2 5, - 664.28 5, - 1922.6 05 - 1992.6 Og
-462-12+18805, =0

-664.2 §; +664.2 5, + 1992.6 05 - 1992.6 B¢
-462-12+18806; =0

1299.52 0, + 649.76 05+ 0+ 7206; =0
129952 0, +649.76 0+ 0+ 7200,= 0

-1992.6 §, + 1992.6 §;, + 649.76 0, h
+9269.92 05 + 398520, +4.62+0=0

-1992.6 §, + 1992.6 &; + 649.76 6
+ 3985205+ 9269.920-462+0 =0 /
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Por simetlria
8 =8 ,03=-64 ,05=-6¢
Por fo tanto

-5.82 + 1880 6;=0
2019.52 6, +649.76 65 =0
649.76 0, + 5284.7265; + 462 =0

Resolviendo el sistema

8 = 0.003096 m
0; = 0.0002929
0s = - 0.0009102

El momento que llega a la cimentacion se puede obtener multiplicando el giro respectivo
por su rigidez angular

My =K, 8;,=720(0.0002929)=0.211tm
La carga vertical sobre la zapata es igual al desplazamiento vertical por la rigidez lineal
Py= K;8 =1880(0.003096)=582t

También se pueden hallar las acciones que transmite la estructura a la zapata,
empleando las siguientes expresiones, que proporcionan ios e!ementos mecanicos que
transmite una barra sobre el nudo

M,=M,, +4E16, /L +2Elg, /L
-6EIS /LP+6EI8 /L2 (12)

Mq=M, +2El6, /L+4El0, /L
-6EI3 /ILP+6EIS/LE (13)

V. =Ve,-6El 8, /L2-B8Elg, /L’
+12Ei§ /LP-12E18 /L7 (14)

V, = Ve +8EI8,/L2+6EI, /L’
-12 EI‘S,IL3+12 Ei & /L° (15)

donde M,,,, . Meq ¥ Ves SON l0s momentos y cortantes de empotramiento de barra sobre
nudo.

Sustituyendo valores en las expresiones anteriores, para la barra 1 se halla el momento
sobre la zapata ( ec 13)

Mg = Mg=-0.211 tm
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Con la barra 3 se obtiene el cortante sobre el nudo de la izquierda ec (14)
V1 = 462 t

La carga vertical sobre la zapata sera la suma del cortante anterior y de la carga
concentrada de 1.2 t. En consecuencia, la carga vertical sobre la zapata vale

xQ=2582t

El momento y la carga vertical sobre la zapata se emplean para la revision de estabilidad
por mecanica de suelos y para el disefio estructural de la zapata.

3 INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTACIONES PROFUNDAS

3.1 Cimentaciones profundas sometidas a cargas verticales

Para el caso de cimentaciones profundas Zeevaert ( 1980 ) trata los dos siguientes
casos:

Cimentaciones en que la punta de los pilotes o pilas queda firmemente apoyada en un
dep05|to de muy baja compresibilidad y gran espesor { fig 5 ).

l. Cimentaciones en que la punta de los pilotes o pilas queda firmemente apoyada en
un estrato resistente de espesor limitado de baja compresibilidad, pero bajo el cual se

localizan estratos compresibles { fig 6).

El caso | se puede resolver considerando que cada pilote tiene un modulo de reacciéon K; -
constante e independiente de los demas pilotes. Asi, el problema se reduce al de una
cimentacion apoyada sobre resortes ( uno por cada pilote ), en que la constante de cada
resorte es independiente del resto de los resortes. Ademas, si todos los pilotes tienen la
misma seccién y longitud, su niimero es igual en cada linea, y se considera un valor del
médulo de deformacion constante para el estrato resistente de apoyo de la punta de los
pilotes, entonces K; es igual para todos los pilotes { Zeevaert, 1980 ).

Cuando existe un depédsito compresible subyaciendo al estrato resistente de apoyo (
caso ll. Fig 6 ), el valor de K; no se puede considerar constante para cualquier punto, ya
que en este caso interviene la deformacion de los estratos compresibles que suprayacen
al estrato resistente donde apoyan los pilotes. Por lo tanto, sera necesario emplear el
procedimiento indicado en el inciso 2.1, es decir, determinar Jas ecuaciones matriciales
EMA y EMI, con la consideracion adicional de que el médulo de cimentaciéon K; hay que
tomar en cuenta la deformacidn del estrato de apoyo del pilote ( Zeevaert, 1980 )



[

0
©

Py k_

Po

Columnas |

El Viga d{a cimentacion

+ + +

X; 2

1
3 £ R

Estrato resistente

; E—

Pilotes

vd

FIGS5 CIMENTACION CON PILOTES. CASO|

( ZEEVAERT, 1980)

'
e etk AR AARS,

151



iw

Columnas B

El ~ Viga defz cimentacion
= * + L1 + 1

g 4

X3

Estrato resistente
M

Estrato compresible

FIG6 CIMENTACION CON PILOTES. CASO Il
( ZEEVAERT, 1980)

189



3.2 Pilas o pilotes sujetos a cargas laterales

La construccion de estructuras marinas fuera de la costa ( offshore structures )requiere ¢}
uso de cimentaciones profundas a base de pilas o pilotes, y ha propiciado el desarrollo
de métodos de andlisis para estos elementos. Sobre todo cuando estan sometidos a
fuerzas laterales debidas a atraque de embarcaciones o efectos de oleaje. Uno de los
primeros trabajos en este sentido es el de Matlock y Reese ( 1961 ), en el que
establecen que para una solucion racional de la interaccion suelo-estructura es
necesario que tanto las condiciones de equilibrio estatico como la compatibilidad de
deformaciones se deben cumplir en todas las partes del sistema estructura-suelo,
Usualmente tratan la estructura y los pilotes como elementos linealmente elasticos, pero
comentan que las caracteristicas del suelo son marcadas no linealmente; ia solucion al
problema se alcanza mediante repetidos calculos con la teoria de la elasticidad, con los
valores de la rigidez del suelo ajustandolos a cada iteracion.

Las caracteristicas fuerza-deformacion del suelo se tratan con una familia de curvas del
tipo " p-y” , como las mostradas en la fig 7, las cuales se obtienen a pariir de las

propiedades de cada suelo.

Matlock y Reese ( 1961 ) consideran al pilote como una viga, en la que se debe de
cumplir |a ecuacion diferencial

Eld*/dx! =p (16)

En el suelo se requiere un médulo secante de deformacion E; ( correspondiente al nivel
de esfuerzo con el que se esté trabajando ), el cual esta dado por

E.=-ply (17)

donde p es la reaccion del suelo sobre el pilote, por unidad de longitud ( ¢m, por
ejemplo ), y “y " es el desplazamiento lateral del pilote. Combinando las ecs 16 y 17 se

obtiene |a siguiente expresidn
dy/dx*+(E./El)y=0 (18)

La solucion de la ec 18 se lleva a cabo con dos procedimientos. El primero consiste en
suponer que E; es proporcional a la profundidad E, = k X. Mediante sucesivas soluciones
de la ecuacion diferencial se va logrando que la elastica de viga se asemeje lo mas
posible a la curva p-y determinada a partir de las propiedades del suelo. Esto es
necesario debido a las caracteristica no lineales de deformacién del suelo. Estas
solucién se lleva a cabo con el auxilio de tablas y graficas construidas ex-profeso para el
caso.

El segundo procedimiento se emplea cuando se encuentran variaciones importantes en
las propiedades del suelo, y cundo se requiere tomar en cuenta cambios en |a rigidez de!
pilote, para lo cual se requiere el empleo de una computadora. Mediante soluciones
sucesivas de |a ecuacion diferencial del pilote, haciendo repetidas referencias a la curva
p-y del suelo, la computadora determina cada tramo elegido del pilote el valor del médulo
de deformacion del suelo que satisface las condiciones de compatibilidad y de equilibrio
entre suelo, pilote y superestructura. Se toman en cuenta variaciones en las condiciones
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de apoyo del pilote y el efecto de la posible socavacion que se pudiera presentar en la
parte superior del pilote. En la fig 8 se presentan los resuitados de la aplicacion de los
métodos usados por Matlock y Reese ( 1961 ).

Profundidad L
" (plg)
edcCcC.

2 / 1\ M;
del < br={150000.1b ) :
: / 1504”

suelo //)/ -— F"
90
Ib / plg / A /:
// //69// ]
20 ’
7“"" -]

1

y, defexion lateral del pilote, plg

FIG7 CURVAS TIPICAS p-y . DETERMINADAS PARA EL SUELO A DIFERENTES
PROFUNDIDADES ( MATLOCK Y REESE, 1961)

Momento flexionante, 10° pig.lb

-20 -10 0 - +10

. Elc Lmm:—lr te )

solycion 3

sdlucion 3 [T——J; 7"

{ cpnsiderandg socgvacia
A fsolucion d mang .

ﬁ congsidergndo §, O kx y
HlLconstantel )

FIG8 COMPARACION DE DIAGRAMAS DE MOMENTO FLEXIONANTE, DE LA SOLUCION A
MANO CON: (a) SOLUCION 1, CON COMPUTADORA, AJUSTANDO LOS VALORES DE E,
CON LA PROFUNDIDAD, y (b) SOLUCION 2, TOMANDO ADEMAS EN CUENTA LA VARIACION
DE LA RIGIDEZ DEL PILOTE CON LA PROFUNDIDAD (MATLOCK Y REESE, 1961)

Debido a las cargas laterales sobre los pilotes , en la parte superior se alcanza con
frecuencia el rango de comportamiento plastico de! suelo en las curvas p-y, razon por la
cual se han desarrollado los métodos para tomar en cuenta el comportamiento del suelo



cerca de la falla, tanto para arcillas blandas { Matlock, 1970 ), como para arenas
Reese et al, 1974 ). En ambos casos se has comparado los resultados de las teorias cop
mediciones de campo y de laboratorio, obteniéndose en general acercamientos bastante
satisfactorios a la realidad, sobre todo para fines practicos.

También se ha empleado e] método del elemento finito para tomar en cuenta, entre otros
efectos, el desplazamiento relativo que puede ocurrir entre pilote y suelo durante |a
deformacion lateral del elemento ( Yegian y Wrigth, 1973 ). También se puede tomar en
cuenta la influencia de dos o de tres pilotes cercanos entre si ( Yegian y Wright, 1873 );
el numero de pilotes a considerar es pequeino, dada la gran cantidad de elementos que
se tendrian que trazar para un numero mayor de pilotes,

Por su parte, Zeevaert ( 1980 ) presenta un método muy compieto para el analisis de
pilas o pilotes sujetos a cargas laterales. Considera cinco casos principales de analisis

de una pila o pilote:

i. Pilote libre de girar en sus extremos

Il. Pilote empotrado en la estructura de cimentacion y libre de giraren al  punta
. Pilote libre de girar en la cabeza y empotrado en la base

IV, Pilote empotrado en ambos extremos con giro en la base

V. Restriccion parcial del giro en los extremos de una pila

Para la solucion de estos problemas se emplea la Ecuacion Matricial de Interaccion
Horizontal ( HEMI ), la cual depende de las condiciones de apoyo y de las caracteristicas
estructurales del pilote. Por otra parte, se obtiene la Ecuacion Matricial de
Desplazamientos Horizontales ( HEMA), la cual es funcidn de las propiedades de
deformacion del suelo, considerando la influencia entre las diferentes reacciones- del
suelo considerando la influencia entre las diferentes reacciones del suelo sobre el pilote
con fa masa de suelo, para lo que se emplea el modulo horizontal de cimentacion K; ,
definido de manera andloga a como se hizo en el inciso 2.1 de este trabajo. El
procedimiento de Zeevaert ( 1980) para pilas o pilotes sometidos a cargas laterales es
similar al descritc en el inciso 2.1, en el que se varian los valores de K; mediante
iteraciones hasta que se cumple la condicién de compatibilidad de deformaciones entre

pilote y suelo.

También se pueden combinar las matrices HEMI y HEMA, para hallar la matriz HEMISE,
que permite resolver el problema de la interaccidn suelo-pilote sin necesidad de recurrir a
iteraciones ( Zeevaert, 1980). En las figs 9 y 10 se presenta la aplicacion sometida a una
carga lateral de 10 ¢. '

La publicacién del Manual de Disefio y Construccion de Pilas y Pilotes ( 1983 ), de la
Sociedad Mexicana de Mecanica de Suelos, contiene los valores de coeficientes de
reaccion horizontal K, dados por Terzaghi ( 1955), para suelos sin y con cohesion, asi
como un procedimiento aproximado, tomado de la Sociedad Geotécnica Canadiense {
1978 ), que proporciona en forma grafica las magnitudes de la flexion y del momento
flexionante en funcion de la profundidad a lo largo del pilote., haciendo uso de la rigidez
relativa del sistema pilote - suelo
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El = 6.441 x 10* tm
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FIG 9 PILA SUJETA A FUERZA HORIZONTALES (ZEEVAERT, 1980)

4. PROPIEDADES DE LOS MATERIALES QUE FORMAN LA ESTRUCTURA Y EL TERRENO DE
CIMENTACION

Como se ha podido observar en los incisos anteriores, al trabajar con la interaccion suelo
- estructura se toma en cuenta tanto la estructura como el terreno de cimentacién, por lo
que es necesario conocer las propiedades de ambos medios.

En estructuras de concreto reforzado se acepta el modulo de elasticidad del concreto
tiende a disminuir con el tiempo. Asi Flores Victoria { 1968 ) senala que.en edificios de
concreto, el médulo de elasticidad puede tomarse del orden de 3000 Jf’ al tener en

cuenta que los asentamientos totales suceden a largo plazo. Notese que este valor es
bastante inferior al 10000 J']_ que usualmente se toma para calculos a corto plazo.

Por su parte, Elistein y Granados ( 1988 ) comentan que la magnitud de los
asentamientos que determinan corresponde al 100 % de consolidacidén primaria, misma
que tardara un cierto tiempo en ocurrir. Las deformaciones de ia estructura no son
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instantaneas sino diferidas y por tanto las propiedades elasticas de los materiales
estructurales no son las medidas de los maleriales estructurales no son las medidas cop
las pruebas rapidas usuales; para el caso del concreto armado en al ciudad de México, e
componente diferido puede ser tomado en cuenta por un factor menor de uno,
probablemente del orden de 0.2 6 0.25 ( Elistein y Granados, 1988 ).

Puede observarse que en general existe coincidencia en sefialar que el médulo de
elasticidad del concreto se debe reducir en forma importante cuando se lleva a cabo Ia
interaccion suelo - estructura a largo plazo. La variacion de los modulos de deformacion
es todavia mas importante en el terreno de cimentacion, sobre todo si se trata de suelos
plasticos saturados, en los que la deformabilidad depende no sélo del nivel de esfuerzos
sino también en forma importante del tiempo. En consecuencia, los modulos de
deformacion deben seleccivnarse acordes con ambos factores: nivel de esfuerzos y

tiempo.

E! hecho de que el suelo tenga un comportamiento no lineal ha sido tomado en cuenta
por la mayoria de los investigadores de la interaccion suelo - estructura. Asi, Chamecki
{ 1956 ) trabaja con el indice de compresibilidad en una arcilla normalmente consolidada,
al cual toma como una constante. Ademas, senala que el médulo de deformacion de un
suelo es funcidn del estado de esfuerzo, siendo la derivada de la curva esfuerzo -
deformacion unitaria, con respecto al esfuerzo. Debido a que las relaciones esfuerzo -
deformacion en los suelos son no lineales, Chamecki ( 1956 ) propone un método
iterativo para la resolucion de la interaccién suelo - estructura. § en cm x 10"

8 6 4 2 0

0 10

iCortantg en t

2.5 N
Espesor Momentd en
del estrato 25 LN tm
en m. 20 C esplazamierg

—
2.0% horizgntales én cm.
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e SEGUNDO CICLO

TERCER CICLO

FIG 10 CORTANTES Y MOMENTOS FLEXIONANTES, Y DESPLAZAMIENTOS
HORIZONTALES DE LA PILA (ZEEVAERT]1980)
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Varios autores toman en cuenta el comportamiento no lineal de los suelos, proponiendo
métodos iterativos para considerar este efecto ( Flores Victoria, 1968; Flores Victoria y
Esteva, 1970 ), en los que utilizan criterios para acelerar la convergencia de los métodos.

El comportamiento no lineal del tereno de cimentacién es considerado por Damy et al
(1977 ) y Esteva et al ( 1977 ), al ulilizar matrices secantes de rigideces en la estructura
y de flexibilidades en el suelo, para cada iteracion, .

Zeevaert ( 1980 ) senala que las reacciones efectivas en la orilla de la cimentacion
pueden resultar altas, lo que origina un fiujo viscoplastico, y consecuentemente un
relajamiento del esfuerzo de reaccion bajo deformacion constante en esos lugares. El
esfuerzo limite efectivo o respuesta maxima que puede admitirse en condiciones
estaticas en la orilla de la cimentacién es igual a la resistencia de material, cuando se
inicia un flujo viscoplastico incipiente ( sin necesariamente alcanzar la capacidad de
carga ultima en el borde de la cimentacion ). En suelos de alta sensibilidad podria
establecerse la condicion de que el esfuerzo maximo en el borde de la cimentacion, en
condiciones estaticas, no rebase el esfuerzo critico ( o de preconsolidacién )
correspondiente al quiebre de la curva de compresibilidad ( Zeevaert, 1980 ).

En pilotes sujetos a cargas laterales el suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a la
falla: véanse las curvas p- yde la figura 7.

Inclusive, existen técnicas para tomar en cuenta el comportamiento plastico del terreno
en estado de falla, tanto para suelos cohesivos { Matclok, 1970 ) como para suelos

friccionantes ( Reese et al, 1974 ).

5. APLICACIONES

Presentamos en este inciso algunas de las aplicaciones de la interaccion estatica suelo -
estructura.

En la fig. 11 se presenta una estructura reticular con una cimentacion a base de una
zapata corrida. ( Pozas, 1980 ). Empleando interaccién suelo - estructura se obtiene los
resultados mostrados en la fig. 12. Es interesante comparar estos resultados con los
obtenidos suponiendo una reaccion uniforme, los cuales se muestran en la fig. 13. Como
se puede observar los momentos en todos los nudos de |a estructura difieren comparado
ambos casos. En el nudo central inferior e momento con reaccidon uniforme es 31 %
mayor que el que se obtiene tomando en cuenta la interaccién suelo - estructura. En el
nudo inferior izquierdo el momento es 320 % mayor con el primero que con el segundo
método. Aun en la estructura se deja sentir el efecto de la rigidez de la estructura: el
momento sobre el nudo de la izquierda del primer piso, debido a la columna inferior,
cambia inclusive de sentido ( figs. 12 y 13 ). En resumen, los momentos flexionantes
determinados con reaccién uniforme difieren de los momentos obtenidos tomando en
cuenta fa interaccion, tanto en la superestructura como en la subestructura. Esta
variaciéon ocurre tanto en la magnitud como en el sentido de los momentos, pues en uno
de los nudos estos llegan a cambiar de signo, tal como puede verse comparando las figs.

12y 13.
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Otro caso real de aplicacién de la interaccion suelo - estructura es le correspondiente a
zapatas corridas que se emplean para tomar fuerzas laterales debidas a sismo a través
de muros de cortante que se unen a las zapatas en diferentes tramos. En la fig. 14 se
muestran los resultados de un andlisis de interaccion suelo - viga flotante para una
zapata de concreto reforzado. El médulo de elasticidad del concreto utilizado fue de
1,581,000 t / m? y los momentos de inercia en los diferentes tramos se indican en la fig.
14, También pueden observarse las cargas que actuan en la zapata, asi como la
estratigrafia y propiedades del subsuelo. En-la misma figura estan graficados los
diagramas de reacciones y de hundimientos del terreno, sirviendo el primero de ellos
para la determinacion de los elementos mecanicos y del disefio estructural de la zapata y
el segundo para el conocimiento de los asentamientos totales y diferenciales de [a
cimentacion ( Deménghi, 1990 ). Puede observarse que en el contacto del terreno de
cimentaciéon con ias zapatas se presentan, tedricamente, esfuerzos de tension, es decir,
se oblienen reacciones negativas, fendomeno debido a los momentos que transmiten los
muros de cortante a la cimentacion en uno de los extremos de las zapatas.
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Otro ejemplo de interaccion suelo - estructura consiste en el andlisis de un margg ':
estructural en el que se considera que sus apoyos tienen una rigidez al desplazamientg
vertical y otra al giro; es decir, se considera por ejemplo un marco estructural cimentadg |
en zapatas aisladas que pueden sufrir tanto un hundimiento vertical como un giro. Ep
este sentido, este analisis es un poco mas general que los andlisis convencionales que
"suponen que los apoyos del marco estructural estan empotrados o articulados en gj
terreno de cimentacion. La forma de llevar a cabo el anadlisis de interaccién suelo .
estructura para este caso se presentd ene | inciso 2.2 de este trabajo. En la fig. 15 se
presenta la aplicacion esta técnica a una estructura real, la cual esta formada por una
trabe de concreto reforzado de 0.5 m de ancho y de 2 m de peralte, apoyada sobre unas
pilas de cimentacién de concreto reforzado de didmetros de 1.12, 1.48 y 1.74 m. Las
cargas que actuan sobre el marco se indican en la fig. 15. Las pilas tienen los siguientes

diametros.

Pila Diametro, m
1 1.12
2 1.48
3 1.74

Efl terreno de cimentacion es una toba de origen volcanico que se encuentra al poniente
de la ciudad de México, que tiene un modulo de deformaciéon del orden de 8,000 a
10,000 ¥m*. El material comprendido entre la trabe superior y el nivel de desplante de las
pilas es un relleno suelto cuya rigidez se desprécia para fines de analisis.

En la fig. 15 se muestran los momentos flexionantes en los modulos de elasticidad del
concreto reforzado de 2,214,000 tm? y un module de elasticidad del terreno de
cimentacion de 8,000 t¥m® Se pueden observar las altas magnitudes de las fuerzas
cortantes y en la fig. 17 las de las fuerzas normales en las pilas. Notese la fuerte
redistribucion de cargas debido a la interaccion suelo - estructura. Asi, en la parte central
de la estruclura de la- carga en un nudo es de 150 t, mientras que por el efecto
combinado de rigidez de estructura y suelo la carga en la pila que estid bajo el nudo
aumenta hasta 302 t ( fig. 17 ); en el nudo vecino la carga concentrada es de 480 t,
' mientras que la carga en la pila de abajo disminuye a 350 t. Un fenomeno similar se

presenta en el resto del marco.

Con el propdsito de observar la influencia de un aumento en la rigidez del terreno y una
disminucién en la rigidez de la estructura, se llevé a cabo un segundo analisis
incrementando el modulo de elasticidad del suelo del concreto a 1,265,000 t/m?. Los
resultados se muestran en las figuras 18 a 20, para los momentos flexionantes, fuerzas
cortantes y fuerzas normales, respectivamente. Como era de esperarse, {a redistribucion
de carga es menor; asi, en la fig. 20, en el nudo donde la carga concentrada es de 150 t,
en la pila aumenta a 253 t 8 en el primer analisis aumenta hasta 302 t. ). En ele nudo
vecino la carga concentrada de 480 t disminuye a 389 t. ( en e primer analisis disminuyo
a 359 t). De todas formas, el efecto de la interaccién suelo -estructura en este caso

también es importante.
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Se han llevado a cabo mediciones en campo, en las cimentaciones reales, para verificar

la validez de los andlisis de interaccion suelo - estructura. Mayerhof { 1979 ) presenta log

resultados que se escriben en los siguientes parrafos.

Las observaciones indican que en zapatas rigidas uniformemente, con la excepcion dg *

arena suelta, la presién de contacto es mayor en ia esquina y menor en el centro, comp

era de esperar de acuerdo a la teoria ( fig. 21; Meyerhf, 1979 ) . Las medlcaones k

anteriores también han mostrado que la heterogeneidad local de las propiedades de| -

¥
]
3

4
J;
f
1

suelo cerca de la base tiene una influencia considerable en la distribucién de la presion
de contacto (sobre todo se deja sentir el efecto de la falta de confinamiento del suelo -
cerca de los exiremos de la zapata ). Por ofro lado, las mediciones indican que ¢

maximo momento flexionante puede ser hasta 30 % mayor que el obtenido con g
método de analisis convencional. '

En la fig. 22 y 23 se presentan resultados ( Meyerhof, 1979 ) de mediciones en
estructuras reales de gran tamarno ( en el primer caso se trata de un edificio de 52 pisos
y en el segundo de otro de 15 pisos 9. El analisis de las dos figuras permite afirmar que
los valores tedricos determinados empleando los métodos de interaccion suelo -
estructura, es decir, considerando la rigidez de la estructura, son muy similares a los
valores medidos en el campo (asentamiento, presion de contacto, momento flexionante
y fuerza cortante ).
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6. CONCLUSIONES

En relacién con la interaccion estatica suelo - estructura se puede concluir lo siguiente:

a) Existe un buen numero de métodos que tratan el problema, En términos generales, I3
mayoria deellos determinan las deformaciones del terreno de cimentacién utilizando i3 .
matriz de flexibilidades del suelo. En cambio, en el analisis de la estructura, alguncs
procedimientos emplean la matriz de rigideces, mientras que otros usan la matnz de
flexibilidades de la estructura. Cabe aclarar que practicamente todos los métodos
resuelven el problema, es decir, todos ellos obtienen los diagramas de jasentamientos
diferenciales del suelo y de reacciones del mismo, tomandec en cuenta la rigidez de I3
estructura de cimentacion. Inclusive, algunos de los procedimientos toman en cuenta g|
efecto de la superestructura ( con todos sus pisos ) en el analisis de interaccion.

b) La mayoria de los procedimientos de interaccion se presentan en forma bidimensional,
en el plano ( quiza por facilidad de exposicion ), pero se pueden extender en forma
relativamente sencilla a tres dimensiones. El principal inconveniente de tratar el problema
en el espacio es que el nimero de operaciones es elevado, lo cual cae fuera del alcance
de la mayoria de |as oficinas del céiculo estructural o de mecanica de suelos.

c} La solucion de! problema de interaccion se puede realizar haciendo un analisis de fa
estructura y un andlisis de deformaciones del suelo, y llevando a cabo después una
combinacién adecuada de ambos, que de hecho es lo que hacen la mayoria de los
métodos presentados en los incisos anteriores. Se observa que el ingeniero de
cimentaciones, al dedicarse ala interaccion suelo -estructura, debe manejar en la forma
mas clara posible sus conceptos de analisis estructural y de mecanica de suelos.

d) Dada la gran cantidad de operaciones a realizar, la resolucion de un problema de
interaccién suelo - estructura se lleva a cabo en general con el auxilio de programas de
computadora, los cuales, actualmente, se pueden correr en una microcomputadora
(o PC), con las que se cuenta en la s oficinas de calculo.

e) Un aspecto importante de la interaccidn suelo - estructura es el relativo a las
propiedades de la estructura y el suelo. En al estructura el modulo de elasticidad del
concreto, para fines de calculo, disminuye con el tiempo. En el terreno de cimentacién, 1a
deformabilidad es funcion del nivel de esfuerzos, ya que el comportamiento de los suelos
es no lineal. Ademas, en los sedimentos plasticos saturados la deformabilidad del suelo
depende del tiempo. Por lo tanto, en lps calculos de interaccion se debe tomar en cuenta
en forma apropiada en cambio de las propiedades de los suelos con las variables
mencionadas. Inclusive, en los extremos de una estructura de cimentacion, o en pilotes
sujetos a cargas laterales, el suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a la falla, por lo
que hay que considerar en estos casos el comportamiento plastico del terrenc. Por lo
anterior, conviene trabajar con los médulos secantes de deformacion del suelo, acordes
con e nivel de esfuerzos'y, en caso de suelos finos saturados, con el tiempo.

f) Algunos procedimientos empiean el médulo de reaccion K en la interaccion suelo -
estructura. Dado que K depende de las propiedades del suelo, es valido expuestos en el
inciso ( e ) anterior respecto a la variabilidad de las propiedades de los suelos. Pero,
ademas en una cimentacion continua el modulo K depende de la reaccion del suelo y de
las deformaciones de la cimentacion, por lo que no se conoce a priori, sino que solo con
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iteraciones es posible determinar su valor. En consecuencia, en cimentaciones continuas
no es posible asignar valores de K en funcion del tipo de suelo, como se pretende hacer
en ocasiones en al practica. :

g) En cimentaciones a base de zapatas aisladas, cuando no existe influencia de un

cimiento sobre otro, ya sea por el tipo de terreno o por que estén las zapatas

suficientemente separadas, se puede realizar la interaccion suelo - estructura

considerando modulos de reaccion al desplazamiento vertical y al giro. En el inciso 2.2

~ se presentd un procedimiento que resuelve este caso, considerando las reacciones del
suelo como cargas sobre la estructura,

h) La comparacidon de resultados entre considerar una reaccion uniforme y tomar en
cuenta la interaccion suelo - estructura exhibe diferencias notables en los diagramas de
hundimientos diferenciales, reaccion del terreno y elementos mecénicos ( momento
flexionante y fuerza cortante ), en la mayoria de los casos. Se puede presentar inclusive
en algunos casos cambio de sentido en los momentos flexionantes de la estructura de

cimentacién o de la superestructura.

i} En cambio, la comparacion entre observaciones de campo en estructuras reales con
los métodos que toman en cuenta la rigidez de la estructura de cimentacion, ha dado
resultados promisorios, pues los valores determinados con los métodos de interaccion
son similares a los valores medidos en campo.
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UN METODO PARA EL ANALISIS TRIDIMENSIONAL
DE LA INTERACCION ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA

Agustin Deméneghi

Facultad de Ingenieria, UNAM. México

RESUMEN

Se presenta un procedimiento para el analisis de interaccion estatica suelo-estructura en tres
dimensiones, el cual toma en cuenta toda la estructura y todos los estratos del subsuelo. Esta
técnica permite ademas de conocer los elementos mecanicos en cualquier nudo de la
estructura, incluyendo desde luego la estructura de cimentacion. con el propoésito de ilustrar el
empleo del método, se presenta un ejemplo sencillo de aplicacion resuelto paso a paso.

ABSTRACT

A method for the dimensional analysis of static soil-structure interaction is presented, in which
the whole structure and all the subsoil strata are considered. With this technique we can
determine the mechanical elements in each node of the structure, including the substructure. A
simple illustrative example is presented for the explanation of the method.

1. INTRODUCCION

Se han desarrollado hasta la fecha técnicas de interaccion estatica suelo-estructura bastante
utiles la mayoria de ellas; sin embargo, muchos de estos métodos estan elaborados para
"aplicarse unicamente en dos dimensiones, de manera que el analisis de una estructura se
realiza en un plano, lo cual hace que se pierda la visualizacion del fendmeno tridimensional.
Se puede intentar hacer analisis en dos direcciones ortogonales y superponer los efectos, para
representar el fendmeno tridimensional, pero aun asi el procedimiento es aproximado, y
ademas no es posible conocer los elementos mecanicos en las vigas intermedias de la
estructura de cimentacion. Por lo tanto, es necesario desarrollar procedimientos que tomen en
cuenta el efecto tridimensional en la interaccidn suelo-estructura.

En este articulo se presenta un método de interaccion tridimensional que toma en cuenta toda
la estructura y todos los estratos del subsuelo.

La técnica de interaccién que se propone (Deméneghi 1983) consiste en considerar las
reacciones del terreno de cimentacion como cargas sobre la estructura, manejandolas como
incognitas. Después se calculan los hundimientos del suelo en funcion de las cargas sobre él
(éstas cargas iguales en magnitud y de sentido contrario a las reacciones, por.la tercera ley de
Newton). Finalmente se establece la compatibilidad de deformaciones entre estructura y suelo,
lo que equivale a igualar los desplazamientos entre ambos medios; con esto se resuelve el
problema, ya que se obtienen los hundimientos del suelo y las reacciones sobre la estructura.
Como previamente se realizd el analisis estructural, es posible determinar ademas los giros en
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los nudos de la estructura. con eslos resultados se pueden calcular los elementos mecémcw
en toda la estructura, incluyendo desde luego a la estructura de c:menlac:on :
i

2. ANALISIS ESTRUCTURAL

Para fines de interaccién es conveniente utifizar el método de rigideces del analisis estructurg’
en el que la ecuacién general de equilibrio de una estructura esta dada por (Beaufait et

1970)
K§+Pe+Pe

donde
= matriz de rigideces de la estructura

K

& = vector de desplazamientos

P. = vector de cargas de empotramiento
E = vector de cargas concentradas

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la suma de las matrices de
rigidez de todas y cada una de las barras que forman |a estructura. Para la determinacion de
los vectores de empotramiento en las vigas de la estructura de cimentacion, debido a la
reaccion del terreno, consideramos una carga repartida de un extremo hasta la mitad de una
barra y otra carga repartida de la mitad hasta e otro extremo de la barra. La convencién de
signos utilizada es la siguiente; los giros se consideran positivos-en sentido antihorario y los
desplazamientos lineales son positivos si van hacia abajo en una barra horizontal (o hacia la
izquierda en barra vertical). Los momentos flexionantes son positivos en sentido horario, y las
fuerzas cortantes son positivas si van hacia arriba en barra horizontal (o hacia la derecha en
barra vertical). A continuacion presentamos las matrices de rigidez y los vectores de
empotramiento para las siguientes condiciones de apoyo:

a) Barra con una articulacion a la izquierda y un apoyo continuo a la derecha  (fig. 1)

La matriz de rigidez esta dada por:

3EHL -3EI/P 3E/LE| e,
“3EI/L2 3ENE -SRI §, (2

| 3E/12 31713 3EI/13) 8,

El vector de cargas de empotramiento vale

—wl2/8 + (7/128)% r, + (9/128)2r,
Pem= | -3WL/8 + (41/128)Lt, + (7/128)Lr, 3)
t-SwLIB +(237128)Lr, + (57/128)L,
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b) Barra con una articulacién a la derecha y un apoyo continuo a la izquierda  (fig. 2)
La matriz de rigidez esta dada por:

8 S 5
3EWL -3EILE 3EI2 |8,
Km= | -3EI/12 3B/ 3B S,
|32 3| 3R] s,

(4)

El vector de carga de empotramiento vale

wi?/8 - (9/128)LF r, — (T/128)L7r,
Pem= |-SwL/8 + (57/128)Lr, + (23/128)L1,
3wL/8 + (7/128)Lr, + (41/128)Lr,

La matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento para una barra con dos apoyos
continuos se obtiene en forma similar a la de las barras anteriores {véase Beaufait et a/ 1970).

Como indicamos antes, la matriz de rigideces de toda la estructura es |la suma de las matrices
de rigidez de todas y cada-una de las barras de la estructura. El vector de cargas'de
empotramiento de toda la estructura se obtiene sumando-los vectores de cargas de
empotramiento de todas y cada una de las barras. el vector de cargas concentradas se
determina asignando a cada grado de libertad la carga concentrada que actua sobre él. con
esto se realiza el analisis estructural de toda |a estructura. v

Por falta de espacio no presentamos las expresiones para ta determinacion de los elementos
mecanicos, pero, a manera de ejemplo, para una barra con una articulacion a la izquierda y un
apoyo continuo a la derecha (fig. 1)

My =-wl2/8 + (7/128) r, + (9/128)1%r, + (3EI/L) 0,
-(3EI/L) §, + (3EI?) 5, - (®)

Vi=-3wL/8 + (41/128)Lr. + (7/128)Lr, — (3EI/ [}) eq'
+ (3E1/1) 6§, - (3EL/L) 4, )

3. HUNDIMIENTOS DEL TERRENO DE CIM’ENTACION

En este inciso consideramos las cargas que transmite la estructura sobre el terreno de apoyo,
las que son iguales en magnitud y de sentido contrario a las reacciones del suelo sobre la
estructura, por la tercera ley de Newton. Calculemos los asentamientos del terreno en funcién
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de estas cargas; consideremos una reaccion r, actuando en la superficie (fig. 3); la presior
vertical vale r, di / a,, donde d, y a, son la longitud y el area en las que actua la carga,
respectivamente. La deformacion del estrato de espesor H;, debida a la carga r, vale

S = My Hyop,
Pero Ozix = ha T G /@

donde I es el valor de influencia. el cuatl esta dado por el esfuerzo normal vertical en el punto
ij, producido por una presion unilaria actuando en el area a, (Zeevaert 1973).

M,; modulo lineal de deformacion, el cual se define como el cociente de la deformacion unitaria
que {a ocasiona.

Enconsecuencia 5y = M, H;ly i &/ &

La deformacion del estrato, debida a todas las cargas vale

n .
o = Mzi,- H; i b B O /3y

i=1
donde n, = numero total de cargasr,

El asentamiento bajo el punto i vale
Na n
61 = }%‘1 Mzi] l—{ll ki1 lqk T dk / a,

donde n. = numero total de estratos.

En ia ec. 8 los hundimientos del terreno quedan en funcion de las cargas r,.

4. COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES

En esta etapa se establece la compalibilidad de deformaciones entre estructura y suelo de
cimentacion, lo que equivale a considerar que tanto los desplazamientos de la estructura como -
los de! terreno son iguales, es decir, que el suelo no se despega de la estructura.
Analiticamente esto se alcanza sustiluyendo los valores dados por la ec. 8 en la ec. 1. De esta
manera desaparecen como incognitas los giros en los nudos y las reacciones del terreno. Es
facil ver que el numero de ecuaciones es el mismo que el de las incognitas, con io que se
. puede resolver el sistema de ecuaciones y despejar los giros y las reacciones. Empleando ia
ec.8, ya conocidas las reacciones, se pueden determinar también los hundimientos del terreno

de apoyo. .
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5. EJEMPLO ILUSTRATIVO.

Presentamos en este inciso un ejemplo muy sencillo resuelto paso a paso, con el proposito de
que el Jector visualice las etapas requeridas para el analisis de interaccion.

Se pide determinar las reacciones y los hundimientos del terreno, para la estructura mostrada
en la fig. 4, cuya cimentacion es a base una losa corrida. Se piden también los elementos
mecanicos. La estratigrafia y propiedades del subsuelo se muestran en la fig.5.

a) Analisis estructural
Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de la estructura, como se indica

en la fig.6. Dada la simetria de la estructura, presentamos a continuacion los de la barra 1
(articulacién a la izquierda) y la barra 7 (articulacion a la derecha). Cabe aclarar que se
desprecian los efectos de torsion en las barras.

Barra B 8q Or Bs
1 - B0 O &
7 910 - 62 53

A continuacién hallaremos las matrices de rigidez y los vectores de empotramiento de las
barras 1 y 7. Las demas matrices y vectores se obtiene en forma similar. Aplicando la ec. 2

para ta barra 1:

O10 O o2
[1786.898 -415558 415.558] Bro
K, =] 415558 96641 -96641 §,
L415.558 ~96641 96641 J 5,

Aplicando la ec.4 para la barra 3

B0 & 03

[1786.898 -415558 415558 | 6,4

57=|l—415.558 96641  -96.641 J 5,

415558 -86641 96.641 O3

La matriz de rigideces de toda la estructura es la suma de las matrices de rigidez de todas y
cada una de las barras de la estructura (el rango de cada matriz se toma de 15 por 15). A
manera de ejemplo se presenta a continuacion la matnz de rigidez de la estructura para los
primeros 5 grados de libertad. )
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Ot 62

63 64
| 193282 -96641 0 -96.641
-96.641 214.937 -96.641 0

« 0 -96.641. 193.282 0
= 7196641 0 0 214.937

El vector de desplazamientos, para los primeros cinco grados de libertad, vale

0 -21.655 0

[ 5,

L]

55\.

0
-21.655
0
-21.655
-21.655 86.620

Determinemos a continuacion el vector de cargas de empotramiento. Aplicando la ec. 3 para /-

barra 1;

Em: -1.29
-2.15

-1.849 +1.011r, +13rn,

+0.7727 1, + 1.9148 1,

+ 1377 +0.2352r;

GL = grado de libertad

Aplicando la ec. 5 para la barra 3.

1849 -13r;
-215 +1915r, +07727 1
-1.29 +02352r; +13773 14

ns)
o,
|

-1.011n,

GL
10
1

2

GL
10

Como ejemplo presentamos a continuacion el vector de cargas de empotramiento de la
estructura para los primeros 5 grados de libertad.
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-2.25+ 275461, + 0.2352 1, + 0.2352 14

-6.88+0.7727 1, + 52069 r; + 0.7727 13+ 0.2352 15
-2.58 +0.2352 7, + 27546 13 +0.2352 1¢ :
Pe = -6.88+07727 7+ 52069 r,+ 023525+ 0.7727 1, 4
-17.2+ 077271+ 0.7727 14+ 7.6592 15+ 0.7727 1 + 0.7727 18| 5

WGNaD

GL = grado de libertad

El vector de cargas concentradas, para los primeros 5 grados de libertad, esta dado por:

— —

GL
-96 1
0 2
-96 3
Pc = 0 4
0 5

— —J

Sustituyendo valores en la ec. 1, y tomando en cuenta que, por simetria:
O =0=8=8& 0y =0, = 8 = g
M=r3=r7=rg 7 =04=Tg =Tg

8m=9|1 =9|2=8|_\=9|4=0|< =0

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones (que representan el equilibrio de cortantes o de
momentos en el grado de libertad correspondiente):

Grado de libertad 1
193.28 6, + 19328 5. +2.7546r,+ 04704, -258-96 =0 {a)
Grado de libertad 2
- 193.28 §, + 214.937 6, -21.655 &« +1.5454 r, +5.2069 1, + O.ZSSé -6.88=0 (b)

Grado de libertad 5
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-B6.62 5, + 86626, +3.0896r,+76592r5-17.2=0 . (c)

b) Analisis de deforrﬁaciones del terreno de cimentacioén Haciendoi=1enlaec. 8

2 9
51=z M HUZI nod, la
1= =1y

k=1 jk

= M., H;([m dynla+ [, dynlat. + [ 115 ds r9/a9)\

+ M .- Hz(]md, rla + ] donast + [ 04 b /ag) (d)

Como se indico en el inciso 3, el valor de influencia |y representa el esfuerzo en e! punto 1j
debido a una presién unitaria colocada en el area k. Calculemos como ejemplo un valor de
influencia, digamos en Y5 en la fig. 7 se muestra {a planta del area 5 y del punto 1.
Colocamos una presién unitaria en el area 5 y calculamos el esfuerzo bajo el punto 1, a la
mitad del estrato 1, es decir, a una profundidad de 1.2 m. Aplicando la ecuacién de
Boussinesq, se obtiene un esfuerzo vertical de 0.002988. Los demas valores de infiuencia se
obtiene en forma simitar. Sustituyendo valores en la ec. {d).

51 = 0.0154 (2.4) [0.2274(4 3r,) / 4.6225+0.009375 (6.45r,) / 9.245
+0.0001528 (4.3r3) / 4.6225 + 0.009375 (6.45r4) / 9.245
+0.002988 (8.6rs) / 18.49 + 0.0001625 (6.45r5) / 9.245
+0.0001528 (4.17) / 4.6225 + 0.0001625 (6.45r3) / 9.245
+0.0002824 (4.3r0) / 4.6225
+0.0222 (2.0) [0.1139 (4.3r1) / 4.6225 + 0.04407 (6.45r,) / 9.245

+0.002284 (4.3ry) / 46225 + 0.04407 (6.45r,) / 9.245
+0.028026 (8.6r5) / 18.49 + 0.002638 (6.45r¢) / 9.245
+0.0022836 (4.3r7) / 4.6225 + 0.002638 (6.45r5) / 9.245
+0.0005157 (4.3ry) / 4.6225]
Sabemos por simetria
M=r=r=r fa=T4=Tg=Tg
Sustituyendo valores y haciendo operaciones
& =0.012733 r, + 0.0033854 r; + 0.00063012 rs (e)

En forma andloga se obtienen &'y &

& = 0.0036877 ry + 0.020326 r, + 0 0021424 15 (f)
os = 0.0028714 r, + 0.010629 r, + 0.025023 15 ‘ (g)

¢) Compatibilidad de deformaciones
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La compatibilidad de deformaciones entre la estructura y el terreno de cimentacion se logra
sustituyendo las ecs. (e), (f) y (g) en las ecs. (a), (b) y (¢); asi, se obtiene:

Grado de libertad 1
4.5029 1, -2.8039r; - 0.2923 15 - 12.18 =0 : (@)

Grado de libertad 2

-0.1852r,+86912r,+ 0.03202r;-6.88=0 (b")

Grado de libertad 5

-0.07071r,+ 224961, +9.6411r5-17.2=0 ()]

Resolviendo el sistema de ecuaciones
rn=3.343 t/m r,=0.8569 t/m rs= 1.609 t/m

Los hundimientos del terreno de cimentacion se cobtienen sustituyendo los valores de las
reacciones en las ecs. (e), (f) y (9)

&= 0.0465m 0,;=0.0332m &s= 0.0590 m

Para ilustrar |a determinacion de elementos mecanicos, utilizamos paralabarra1lasecs. 6y 7
Mip=-2.88tm _ V=48t

6. CONCLUSIONES

Como se puede apreciar en los incisos anteriores, es posibie en forma relativamente sencilla
llevar a cabo el andlisis de interaccion suelo-estructura en el espacio, sin necesidad de hacer
iteraciones. Ademas se toma en cuenta toda la estructura y todos los estratos del subsuelo.
Uno de los aspectos importantes es que para aplicar esta técnica en la practica profesional, es
necesario elaborar programas de computadora, los cuales utiiizan grandes cantidades de
memoria, ya que en tres dimensiones el numero de grados de libertad es mucho mayor que el
gue se utiliza en analisis bidimensional
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Figura 3. Calculo de los hundimientos del terreno

Vi
¥ =3/ ¥/ =3/
M, =0.0154 mit 2 4 m Estrato 1
M,=00222 m 2 0 m Estiato 2

Roca

Figura 5. Estratigrafia y propiedades

(Ejemplo)
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FIGURA 7. Determinacion de los valores de influencia
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1. INTRODUCCION.

El analisis estructural, a través del método de rigideces, resuelve el problema del analisis de
sistemnas estructurales, mediante la solucion de la ecuacion general {F} = {k] { d }, en donde
el tamano de [a matriz de rigideces de la estructura [k], mantiene una relacion directa con el
numero de grados de libertad angular y lineal del sistema estructurat.

En un planteamiento tradicional, el analisis estructural concibe como nudos de una estructura
a todos aquellos puntos en que concurren dos 0 mas elementos de la misma.

Es posible, a través de un planteamiento mas elaborado reducir el numero de nudos de una
estructura si solo se consideran como tales a los puntos en que concurren tres © mas
elementos de esta, lo cual reduce considerablemente el tamarno de la matriz de rigideces de la
estructura [k} , siendo esto ventajoso desde el punto de vista de la solucion matematica y
sobre todo de la aplicacion de computadores al analisis estructural.

Este planteamiento es de interés particular cuando se aplica al anélisis estructural del sistema
de tuberias en dos c tres dimensiones, debido a que en estos sistemas estructurales existe:
por io general un numero suficientemente grande de puntos en que concurren solamente dos:
tramos de tuberia {guiebres), como para pensar en un tratamiento especial para elios, sin
considerarlos como nudos.
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2. CARACTERISTICAS

1.- NUDOQO.- Se consideraran como nudcs solo aquellos puntos de ia estructura en gue
concurran tres o mas tramos de barra y a los apoyos incompletos.

2.- TRAMO DE BARRA - Se llamara asi al tramo recto comprendido entre dos quiebres
adyacentes a una barra. ‘

3.- BARRA - Se entendera por barra, a la parte de tuberia comprendida entre dos nudos.

4 -SECCION TRANSVERSAL.- La Seccion Transversal de cada barra, sera un anilio circular
constante en toda su longitud.

A
y
/?
Ix:=J
ly : iz, = Y
Ac, = Ac, = Ac

FIGURA 1. Propiedades de la seccion transversal y ejes locales de referencia (S. L.)
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3. DEFINICIONES

A).- Para analisis en dos dimensiones.

)

(¥

£S
ANNNNN

ARG
=
(&)
(a2}
NN S\N_

AN
B

*

S G

FIGURA 2 - Tuberia en el plano ['] Barra

Notese que en un nudo pueden

concurrir barras con diferentes

seccion transversal S.G. = Sistema global de
referencia.

A.1.).- Matriz de transformaciéon de coordenadas T para un tramo de barra.

y cos B | -sen®b 0]
oy
5 = seno cos 6 0]
7
0 0 1
quiebre
tramo

FIGURA 3.- Tramos de barra y angulo 0
para la barra 1 de la figura 2.
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donde 0 = inclinacién del tramo de barra j referido al eje positivo en el S.G. medido en senti’
contrario al de las manecillas dei reloj.

A.2.).- Matriz de transporte entre los puntosy @referidos alS.G.

[HB|]= 0 1 0

(Ye- V) [ (Xe=X) 0
AN /

Referido al tramo@ds: la barra 1
(fig. 3), B es el nudo y jesel

quiebre @

Notese que para el tramo adyacente a un nudo , la matriz de transporte [Hg,] toma la forma dr ~
la matriz identidad [ Y ].

A.3) Matriz de flexibilidad del tramo E en su extremo@ referido al S.L. de referencia. (ver

Fig 1)
\
/—L- 0 0
EA
3
L“(1+C L2
[Fee) i] =| © (3E| ) =
» .
{en S.L.) 0 L L
2EI El /
\
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donde: C=G (1+P) X:I

P = Modulo de Poisson del material.

Ac = Area de cortante de la seccion
transversal.

B).- Para analisis en tres dimensiones.

-

FIGURA 4 .- Tuberia en el espacio
" Nétese gue en el nudo pueden
concurrir barras con diferente seccion

transversal.

() nudo

@ barra

S.G. Sistema global
de referencia.
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B.1.).- Matriz de transformacion de coordenadas [ T ) para un tramo de barra.

0
T3] =
M3
Cx’ x Cy' x Cz'x
donde: [A3) = Cx'y Cy'y Cz'y
Cx'z Cy'z Cz'z

En la matriz [~ 3] los elementos de las columnas 1,2 y 3 son los cosenos direclores de x', y' y
Z' respectivamente, del tramo E) en la barram en el S.L., con el respecto al S.G. {fig. 1y
fig. 4).

B.2.} - Matriz de transporte entre los puntos B y j referidos al S.G.

[ 0
fHa] =
| o 0 Zs-2) | (Ya-Y)
donde [h} = [ (Zs- Z) 0 [ -(Xa-X)
-(Ys-Y) | (Xg-X) 0

FIGURA 5.-Tr s de barra y quiebres
para la barra(?ode la figura 4 (para el tramol_x—_l
y

B es el nudo j es el quiebre )
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Notese que para el tramo adyacente a un nudo, ia matriz de transporte [ Hg; ] toma la forma de
la matriz identidad [ Y }.

B.3).- Matriz de Flexibilidad del tramo [I’ en su extremo ()) referido al S.L. de referencia (ver
fig. 1)
|

donde C=G(1+P)
AcL?

P = Modulo de Poisson del material

Ac = Area de cortante de la seccién
transversal.

/ L 0 0 0 0 0 \
EA
L3{1 + C) L2
0 0 0 0 L
3El 2E)
3 2
L3(1+¢) T
o |-L 0
© 0 3E] %E|
, L
[Fes][[] = 0 0 0 5 0 0
2
0 0 _ L 0 L 0
2E Ei
2
0 L 0 0 0 L /
\ 2E| El
{enS.L.)
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4. PLANTEAMIENTO GENERAL

La solucion de la ecuacion general planteada en el analisis estructural a través del método de
rigideces :

{F} = [k] {d} (1

comprende {as siquientes etapas.

A - Formacion de la matriz de rigideces [k]
B.- Calculo del vector de fuerzas {F}
C - Obtencion de! vector de desplazamientos mediante la solucidn de la ecuacién

general (1).
D - Obtencion de los elementos mecanicos en los extremos de cada barra, calculados a
partir del vector de desplazamiento {d}. .

Se trataran aqui solamente los puntos A y B. Los puntos C y D corresponden a un
planteamiento tradicional del analisis estructural.

A.- Formacidn de la matriz de rigideces [k]

1).- Formacion de la matriz [k] en forma topoldgica

Se entiende por forma topologica de la matriz K a la representacion matricial de la retacién que
guardan los extremos de las barras con los nudos de la estructura.

La matriz topologica [k] para las estructuras de las figuras 2 y 4 es idéntica y tiene la siguiente
forma, si el extremo B de las barras coincide con et nudo 1, 4 0 3.
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/ - \

(Ksel [+ [Keslg [Kea] [3 0 0 [Keal [
+[Kee] [4
[(Kas] Knalg) * (Kl [] [KAB]H [Kee) [q 0
+[Kanl 3] '
0 [Kea) [Kes] [4 +[Kegs] 0 0
K] = ' i 4 L
+[Kas] Ij +[Kag)
0 [Keal E] 0 [KBB]El"’[KBB] H 0
(Keel ] 0 0 0 [Kanl[d
(en 5.G)

Nétese que puede pensarse en una reordenacion de ia nomenclatura de los nudos a fin de
obtener un menor ancho de banda de la matriz [k}, io cual es conveniente desde el punto de
vista de la aplicacion de computadores.

2) - Obtencion de las matrices [Kaa]. [Kasl, ¥ [Kes] para cada barra en S.G.

Estas matrices estan relacionadas enlre si através de las siguientes expresiones:
(Kaa] = [Haa] [Kas] [Haa]’

(Kas) = -[Haa] [Kee]

[Ksa] = -[Kes] [Heal" donde A y B son ios extremos de la barra (ver figura 3 y 5).

Por lo que sélo sera necesario calcular [Kgs] de cada barra, y aplicar las expresiones anteriores
para calcular [Kaa], [Kas] ¥ [Kga).
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Para calcular [Kgg) se procede de la manera siguiente:

Recuerde que [Kgs] = [fes])”, por io que el problema se reduce a calcular [fgg] en S.G., la cual
se obtiene a partir de la siguiente expresion: ( Verfiguras 3y 5 ).

Ne tramox

[.fﬂ'ﬂ]; = %:] [HBJ]T[fEB]j[HBJ]
(en 8.G.)

donde [f—bJ] y [fBBkj] se encuentran referidas al S.G. de referencia.

La matnz de fiexibilidad del tramo ; en el extremo B, referida al S.G. puede calcularse con la
siguiente expresion.

(Pl = [T]]j [ BB]U] u [Ti]

(en S.G))

3).- Tratamiento de apoyos incompletos.

Un apoyo incompleto puede no ser considerado como nodo, si se empiean las rigideces

modificadas del tramo de barra que ocurre en él.
A continuacion se enlistan las matrices de rigideces modificadas para dos casos de

interés practico:

9 - (9 0 (9

! L . I L .
I (M -
(B2 | o o (B2 | o |0 )
] ' 1
[Kasl = | © 35—' -35' Kesl = [K'aa] = | © o |o
enSL) | 0 0 0 enSL) 0 0 %
\ / \ /
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\
/ EA o 0 /-E 0 0 \
L L
Keel = | O %? '%1 Kul=Ked= | 0 | 0 | 0
3E1 aEl El
{en S.L) 0 L_2 T) (en_ S.L.)' _ 0 0 T /
\ \ \

Para obtener [k] en 5.G. se emplea Ia siguienie expresion:
[K1=[T k1) "

Con [ T ] tai como fue definido en llI

B.- Calculo del vector de fuerzas {F}

Las cargas que pueden presentarse en un sistema de tuberias como el de las figuras 2y 4,
son las siguientes:

1.- Fuerzas externas aplicadas en:

- los nudos de |a estructura
- los quiebres de las barras
- ios tramos de cada barra

Considérese la barra 1 de la fig 2, cargada como se muestra en la figura 6

{F} No. de tramos

@ fR)

{Fa}  F3)

FiG. 6.- Barra cargada y fuerzas de fijacion {7 }v {r, )
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{Fi} = Fuerzas quiebre
- Fuerzas fijacion.

FIG. 7.- Barra E] en cantiliver.

Las fuerzas de fijacion en el extremo B de la barra [ﬂ se obtienen a partir de la siguiente
expresion:

{Fe} = - [Kes] {ds")

donde {dg*} es la matriz de desplazamientos del extremo B considerando a la barra en
cantiliver ( ver fig. 7 ) y se calcula con la siguiente expresion:

{dB‘} _ No .tgmos [HBj] [?j] (Fi)
j=1

En la expresjon anterior, {F} es el vector resultante de restar las fuerzas externas aplicadas en
el guiebre ({Fheoee {F} No tramos en la figura 6 ) menos las fuerzas de fijacion
producidas por las cargas externas aplicadas en los tframos adyacentes al quiebre ambas ~

Teferidas al S.G.

El vector {F }, tiene la forma siguiente para el casc de sistemas de tuberias en dos o tres

dimensiones,
[ e )

r . FIV
F
Fp
TR (F) = <
M,
M,
& MIV
(S.F. 2D) (S.G. 3D)
M
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|
i e j ; ! Convencion positiva del

vector {F}}.

> ¥

La matriz [Hg] se aplica tal como fue definida en lll.

La matriz [E]es la matriz de flexibilidades del segmentclde barra comprendido entre el
extremo origen @ y el quiebre@ respecto al extrem destino@ y esta definida mediante

la siguiente férmula de recurrencia.

[ = 1]+ [H o) T3] o]

1 < j < (No. tramos - 1)

en donde [H g.yp] se aplica tal como fue definida en Il y [f ] se obtiene por un
procedimiento similar al descrito en A.2.

Notese que en la ecuacion anterior se tiene que:

[7) =t} "
y [-f'No. lramos] = |feg] 4 | -

Mediante el procedimiento descrito. se obtiene {dg*} se calcula {FB} y se le suman las fuerzas

de fijacion en el extremo @ de la barra producidas por las cargas aplicadas en el tramo
adyacente a él, obteniendose asi el vector {EB }deflnitivof

Una vez conocido el vector de fuerzas {FB } de la barra |:| se calcula con el vector de fuerzas

{FA } de ta misma barra con la siguiente expresion

{Fal = {Fa]" - (Han} {Fe)

donde: {fA}' es el vector de fuerzas en e! extremo @ de la barra D producido por las

cargas actuantes en ella considerandola en contiliver, (ver fig. 7) y [Hea] Se aplica tal como
fue definida en lll,
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Los vectores de fuerzas {Fn} y {Fg}si obtenidos constituyen el estado | de cargas (fuerz.
de fijacion).

Al aplicar vectores de carga en sentido contrario a los del estado I, y sumar los que concurren
en un nudo mas el vector de cargas aplicado en el mismo, se constituye el estado !l de

cargas.

La forma Topologica del vector de cargas {F} en la ecuacion (1) para tas estructuras de las
figuras 2 y 4, siendo nudos destino el , o . es la siguiente:

/

+

{—EB}l + {F_a}z {FB}3 + {F}

) = Fds+ Fae + Fs + Fae

{ﬁa}s+ {Fs}-s + {Fs}i' + {Es}a + {F}s

\ {Fela + {Fe}ls + {F}.4 /
—_—
0
Convencidn positiva para los
componentes de| vector {F}. NUDOQ i

Estamos ahora en posibilidad de resoiver la ecuacion general {F} = [K}{d} y obtener los
desplazamientos de los nudos de la estructura y calcular a partir de ellos los elementos
mecanicos que se generan en |os extremos de las barras (inciso IV.C), lo cua! puede hacerse
a traves de un planteamiento tradicional de analisis estructural.

A los elementos mecanicos asi obtenidos, se les suman los vectores de fuerzas de fijacion
que constituyen el estado t de cargas para obtener los elementos mecanicos definitivos en los

extremos de cada barra de {|a estructura. -
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2.- Fuerzas Producidas por Cambios_c_ie Temperatura

Es aplicable todo lo estipulado en B.1, pero ahora el problema es mas sencilio, ya que la
unica diferencia con lo visto alla, es que fa matriz d ahora se calcula de la manera siguiente:

o= Coeficiente de lineal del material

At = Cambio de temperatura

Para « = cte.
At = cte.
65(87— OCAI(XB—XA)
{dsf = dygp = =At(ys- xa)
Dzg =0
(S.G.2D)
(d*B= ocAl(XB—xA)
dyg = o:At(yB—xA)
9= { 928 = =at{2-za)
@Oxg=0
Oyg=0
@zg= 0
\
{S.G. 3D)
Para » cte
{ At )y = variable para cada tramo [j]
f No tramos A ) \
dxg = oAl X
e
< No tramos
{d°g)= dyg = < AIM(Ay)m
p=1
@Gzg=0
\ ) (8620
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( 43 No tramt:xsA (A )
xg = 3 e Aty (AX
PRt Rl
) No tramos
{d"g} = dyg = p ocAt[j] (Ay)[j]
j=1
. No tramos )
dzpg = = ’IL\I[I](AZ)“]
\ .

\

> (S.G. 3D)

@xg=10
©Qyg=10
@zg=10

J

3.- Fuerzas producidas por desplazamientos impuestos a los apoyos

Es aplicable también ahora todo lo estipulado en B.1. y el problema resulta ser mas sencillo
gue los planieados en B.1y B.2. puesto que ahora {FB} se calcula directamente a partir de la

siguiente expresion:

{?B} = {Kea} {EA}

donde {HA} es el vector de desplazamientos impuestos a la estructura en el apoyo A.

197



STy L ] . . s - ' _ . . .
] = a = : i i TS e . g
T r I.': ey = —tnreanr~ R LLys LR X -“. (L MR Asiii = iu*nmn‘ 3 '

FACULTAD DE INGEN’IERI'A N AM
DIVISION DE EDUCACION CONTINU A

“Tres décadas de orgullosa excelencia" 1971 - 2001

" CURSOS ABIERTOS

DIPLOMADO EN DISENO DE ESTRUCTURAS
Y CIMENTACIONES

MODULO I: ANALISIS ESTRUCTURAL

TEMA

ANALISIS DE DEFORMACION DE SUELOS

EXPOSITOR: M. EN |. AGUSTIN DEMENEGHI! COLINA
' PALACIO DE MINERIA
FEBRERO DEL 2001

Palacio de Mineria, Calle de Tocuba No 5, Prmer piso, Delegacién Cuauhtémoc, CP 06000, Col Centro, México D.F.
APDO Postal M-2285 e Tels 552140210l 24, 5623.2910y 5623 2971 » Fax: 5510.0573



3. ANALISIS DE DEFORMACIONES EN LOS SUELOS

AGUSTIN DEMENEGHI! COLINA "
3. 1: Determinacion de deformaciones en los suelos.

3.1.1 Deformacién de un suelo en el campo.

Para ilustrar ia forma de determinar las deformaciones del terreno de cimentacion,
consideremos un eiemento que por peso propio - esta sometido al estado de esfuerzos
mostrado en la fig. 3. 1a.

Consideremos que este estado de esfuerzos se puede sustituir por una presion de
confinamiento equivalente al esfuerzo normal en el plano octaédrico p, , dada por el promedio
de los tres esfuerzos normates

Pe= (1/3)(p:+Pxtpy) _ (3.1)

Supongamos que las presiones horizontales p, y p, son iguales entre si y proporcionales a la
presién vertical p,. :

Pe=p,= ko Pu
donde k, es el coeficiente de presion en reposos del suelo.

Sustituyendo enlaec. 3 . 1.

Po=(1+2Kk,)p./3 (3.2)

La fig. 3 .1 muestra al elemento de suelo sometido a una presion de confinamiento equivalente
Pc

Supongamos ahora que se construye una cimentacion y ésta ocasiona incrementos de
esfuerzo normal o, , o, y o, en el elemento ( fig 3 .2 ).

Estos incrementos de esfuerzo producen deformaciones verticales y horizontales en el
elemento. En cimentaciones es usual que la deformacion que interesa al ingeniero sea la
deformacion vertical 5, del elemento Existen varios métodos para determinar esta
deformacion; uno de ellos trata del empleo de la ley de Hooke, que consiste en lo siguiente:

E=|o,-v(o,+a,)|/E
=, H

" Profesor del Departamenio de Geolecnia. Facultad de Ingenieria
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donde : £, = deformacion unitaria del elemento
'E = modulo de elasticidad del matenial
v = relacion de Poisson
H = espesor del eiemento

Los esfuerzos o, , 6, y 0, se pueden obtener con la teoria de Boussinesq, empieando las
ecuaciones que se presentan en el inciso 3 . 4 de este capitulo.

3.1.2 Propiedades de deformacion de los suelos. '

En los suelos ocurren diversos tipos de deformaciones : elastica, plastica, elastoplastica,
viscosa, etc. Por lo que el valor de E se tiene que tomar de acuerdo con el tipo de suelo y el
fenomeno que se esté estudiando. Cabe aclarar que, dado que las relaciones esfuerzo -
deformacion en los suelos son no lineales, conviene con frecuencia trabajar con el maodulo
secante de deformacion para determinar el valor de E correspondiente, utilizando niveies de
esfuerzo lo mas cercanos a (a realidad.

A continuacion veremos ia forma de determinar los diferentes valores de E.

. La determinacidén de las propiedades de deformacidon para el analisis de movimientos en una
cimentacion, se puede ilustrar considerando un elemento de suelo en una prueba de
compresion triaxial, sometido al estado de esfuerzos que se muestra en la fig. 3 .3 ;
consideremos adicionalmente que se trata de una arcilla saturada. Suponiendo que la probet
de sueio tiene un esfuerzo de confinamiento p. y un esfuerzo desviador o, iniciales,
primeramente se reduce el esfuerzo o, a cero ( para representar la descarga por excavacion,
decremento de carga, etc.), con io que se obtiene el modulo de rebote elastico E. del suelo
( fig. 3. 4 ). A continuacion, manteniendo aplicado el confinamiento p. , se vuelve a aplicar el
esfuerzo o, , con lo que se determina el modulo de compresidén E.. ( fig. 3. 4 ). Aplicando un
esfuerzo de compresion o, se presentara un asentamiento adicional debido a! incremento neto
de carga ¢, = 0; - 6, , donde ¢, es el esfuerzo normal debido a la carga total de la estructura; a
esta deformacion se le puede denominar asentamiento por compresion; el modulo de
deformaciéon correspondiente sera E. ( fig 3 . 4 ). Tenemos entonces tres moédulos de
deformacion, a saber :

EC):Ur!tc E";:G.I'E..c : Ec=onlﬁc

Dependiendo del tipo de deformacion que se esté delerminando, se emplea alguno de los
modulos E. , E,. 0 E. en la ley de Hooke de la ecuacion 3 . 3.

Finalmente, y dado gue el suelo es una arcilla saturada, manteniendo el esfuerzo o, constante
se presentara una deformacion a largo plazo ¢, { fig 3 .4) .

Vemos entonces que las propiedades de deformacion para una cimentaciéon se pueden

determinar todas ellas en una prueba de compresion tuiaxial. Sin embargo, este tipo de ensaye
resulta dificil de realizar en arcillas saturadas, debido fundamentalmente a que la deformacion
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diferida &, toma mucho tiempo en esta prueba; por esta razén, las deformaciones debidas al
incremento neto de carga, entre las que se encuentra {a deformacion a largo plazo, se
determinan a partir de los resultados de una prueba de consolidacidn. Ademas, se ha
observado que los modulos E. y E. se pueden obtener a partir de una prueba de compresion
no confinada, debido a que el esfuerzo efectivo cambia poco al ser extraida una muestra de
arcilla saturada del terreno natural, es decir, se hace la consideracion de que él esfuerzo
efectivo en una prueba descompresion no confinada es aproximadamente igual al esfuerzo
efectivo de campo. Con el modulo E. se obtiene la componente elastica de ta deformacion
debida al incremento neto de carga.

En resumen, la expansion por descarga y el asentamiento por recompresion de determinan
con los modulos de rebote elastico y de recompresidon respectivamente, ambos obtenidos en
una prueba de compresion no confinada. Con el module de rebote elastico de determina
ademas la componente elastica de la deformacion debido al incremento neto de presion de la
cimentacion. La componente plastica de la deformacion instantanea, y la deformacion diferida,
ocasionadas por el incremento neto de carga de la cimentacion, se determinan a partir de los

resultados de una prueba de consolidacion.

Las propiedades de deformacion para ia determinacién de movimientos de la cimentacion
debidos a acciones sismicas se oblienen a partir de ensayes de tipo dinamico como el péndulo
de torsidn { Zeevaert 1973 ) , la columna resonante ( Jaime et al 1987 ), etc.

En suelos friccionantes se sigue un procedimiento similar al de las arcillas, con |a diferencia de
que el efecto de la presion confinamiento es mayor y que el efecto del tiempo es mucho menor.
en estos materiales. Para suelos granulares existen procedimientos que toman en cuenta en- -
forma explicita el efecto del confinamiento y que la relacion esfuerzo - deformacion en elios es
del tipo no lineal, una de estas técnicas se presenta en el inciso 3 . 7 de este capitulo

( Demeéneghi 1989 ). ) . .

3.2 Deformaciones permisibles

Las formaciones calculadas deben compararse con las deformaciones permisibles de una

cimentacion, las cuales deben determinarse para cada estructura en particular. Por ejemplo, el

asentamiento total y los asentamientos diferenciales de una cimentacion dependen de la

opinion de las siguientes personas involucradas en el diseno de la cimentacion ( Zeevaert
1991 ).

a) Propietario del nmueble
b) Inquilino

c) Ingeniero estructurista
d) Arquitecto

e) Autoridad municipal

fy Compania de seguros
g} Opinidn publica
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Por to tanto, con el concurso de opinidn de las personas mencionadas, se llegan a definur |
movimientos permisibles de una cimentacion.

Sin embargo, para que el lector se dé una idea de los asentamientos permisibles, y
unicamente para fines de anteproyecto se presentan los valores de la tabla 3 . 1 { Sowers

1962 ).

3.3 Estados limite de servicio

Los reglamentos de construccion especifican los diferentes movimientos que se deben revisar
en una cimentacion, los cuales dependen de cada caso particular. Por ejemplo, las Normas de
cimentaciones del Distrito Federal establecen gue para una cimentacion compensada se
deben revisar los estados limites de servicio que se indican a continuacion. Cabe aclarar que
" este cniterio se puede aplicar en general a cimentaciones superficiaies, profundas, etc. Con las

modalidades propias de cada cimentacion.
a) Desplazamientos instantaneos del suelo de cimentacion.

Los desplazamientos instantaneos en suelos finos saturados se pueden caicular utilizando la
ley de Hoooke ( ec. 3 . 3 ), considerando que la deformacién de! suelo ocurre a volumen
aproximadamente constante. Véase el ejemplo 6 . 1, donde se trata el calculo de expansiones
y asentamientos por recompresion, considerandolos como movimientos instantaneos.

Los suelos granulares, debido a su permeabilidad relativamente alta, experimentay,
movimientos instantdneos de magnitud alta comparados con los desplazamientos diferidos. L7
determinacion de deformaciones en suelos granulares se puede ver en los ejemplos 3. 1,5.

4y5.5
b} Deformaciones transitorias y permanentes del terreno de cimentacion.

Las propiedades de deformacion para la determinacion de deformaciones transitorias de la
cimentacion debidas a acciones sismicas se oblienen a partir de ensayes de tipo dinamico
como el péndulo de torsion ( Zeevaert 1973 ), la columna resonante { Jaime et al ), etc.

En la obtencion de las deformacienes permanentes de un suelo ocasionadas por un sismo, el
fenomeno de la repeticion de carga es importante; por |o tanto, deben determinarse, en
muestras en el laboratono. las deformaciones permanentes acumuladas por la repeticion de
cargas. En forma aproximada y unicamente para fines de anteproyecto, se pueden emplear las

siguientes expresiones

Spn =6, {1 +10gN)

donde
deny = deformacion permanente debrda a N repeticiones de carga
0, = deformacion pern Inente correspondiente a la primera aphicacion de carga
N = numero de repeticiunes de carga
a = coeficiente que depende del tipo de suelo. Para suelos graniares a = .25
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log = logaritmo decimal ( base 10)
c) Asentamiento diferido debido al incremento neto de carga

Considerando que la presion efectiva en una arcilla saturada no cambia en forma importante
por una excavacion, el asentamiento a largo plazo se calcula entonces empleando el
incremento neto de carga, el cual es el resultado de sustraer de la presion o carga total
transmitida al suelo por una subestructura o un elemento de ella, la presion o carga total
previamente existente en el suelo al nivel de desplante ( RCDF 1976 ). Ademas, si el terreno
de cimentacién consistente en arcila, el asentamiento debido a cedencia lateral de suelo es
usualmente peguefo en comparacion con el asentamiento total, por esta razon, aun- el
asentamiento de cimentaciones en estratos de gran espesor de arcilla puede ser evaluado por
métodos basados en deformacion unidimensional ( Terzaghi y Peck 1967, art. 41 ) ; es decir,
para calcular los asentamientos diferidos unicamente hay que utilizar el esfuerzo normal

vertical a, .

En el ejemplo 6 . 1 se presenta la valuacion del asentamiento a largo plazo en una
cimentacion compensada. Cabe aciarar que si se desea abtener adicionalmente la evolucion
del hundimiento, se puede emplear la teoria de la consolidacion de Terzaghi - Zeevaert que
considera adicionaimente la componente de deformacion de viscosidad intergranular
( consolidacion secundaria’); véase para esto Zeevaert ( 1985).

3.4 Incrementos es esfuerze en la masa de suelo ocasionados por una carga repartida.
aplicada en la superficie -

.

3.4.1 Carga uniforme

A continuacion se presentan las expresiones para determinar los esfuerzos normaies verticales
bajo la esquina de un rectangulo sometido a una carga uniforme ¢ aplicada en la superficie
(fig 3.5).

Para g, ( Ijamy 1985)

- ] i X1 xy
o.=— n -+ — — |—— +angtan — (3.6)
x*+z° oyt <A

g (|7 T e y A
O, =—|| = =57 —angtan — + (| = 2v}angtan = — angtan — (3.7)
il 2 (x‘ +z° )A xy x Xz
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-9 £-~——~-—-~£)~:————cm‘{,n'.smﬁ+(l—21!)(cm.§,nrau£—a‘rt‘g,fz'cm—)-ci (3.8)
2r || 2 ( 2 v) 4 xy ¥y yz

[

Yo+

A= (X 4y  +27)7 (3.9)

3.4.2 Cargatriangular.

Cuando la carga que se aplica en la superficie es de tipo triangular ( fig. 3 . 6 ), se pueden
utilizar las formulas de Hamilton Gray ( Juarez Badillo y Rico 1980 }.

Bajo ¢l punio A

INU+ B +Z° z +(B/1)angsen L (3.10)

1./{(27R
= [l 2aB)) == ez JBL2+ B2+ 170+ 7¢)

Bajo cf punto B

z' .
= [/ (2a8 (3.11
. = lekran) JL w7 (B ez (B 2 )

donde L es la longitud de la carga tnangular.

3.5 Cimientos sujetos a carga vertical y momento.

3.5 Reaccion del terreno trapecial.

En numerosas ocasiones en la practica un cimiento se ve sometido a carga vertica! y
momento. Por ejemplo, una columna le trasmite usualmente a una zapata aislada carga
vertical y momento. El efecto de un sismo se traduce en fuerzas cortantes y momentos al nivel
de cimentacion; asi, un edificio alto desplantado sobre una losa de apoyo o0 un cajon de
cimentacion, en una region sismica trasmite al terrenc de cimentacion un fuerte momento de
volteo, el cual ocasiona deformaciones en dicho terreno que pueden llegar a ser muy
importantes. Por lo tanto, se hace necesario determinar las deformaciones del suelo
ocasionadas por una fuerza vertical y un momento de volteo, tema que trataremos en este

inciso

Consideremos un cimiento sometido al sistema de cargas de ia fig. 3 . 7,y supongamos que la
reaccion del terreno es la suma de una reaccion uniforme debida a la carga Q, y a una

reaccion debida al momento M.
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La reaccion uniforme se obtiene del cociente Q / A, siendo A el area del cimiento, mientras que
la reaccion provocada por el momento se obtiene en forma aproximada utilizando la formula de
la escuadria: Ao = (M /1) . Observemos que la reaccion de! suelo se calcula entonces con la

siguiente expresion:
c=Q/AE(M/I]) y

donde

| = momento de inercia de la planta de la cimentacion
y = distancia del centroide del area de la cimentacion a la fibra donde se

esté calculando el esfuerzo
En los puntos extremos A y B del cimiento los esfuerzos se calculan:
c.=Q/A+(M/I)B/2 (3.12)
co=Q/A- (M/1)B/2 (3.13)
Si el cimiento es reciangular de ancho By longitud L
Ga=Q/BL+6M/LB? (3.14)
o= Q/BL- BM/ LB’ (3.15)

Por |a tercera ley de Newton, |a carga sobre el terreno es la de la fig. 3 . 7, pero con sentido de
arriba hacia abajo (fig. 3.8).

Por-lo tanto, para determinar las deformaciones del suelo provocadas por un cimiento con
carga verlical y momento, es necesario determinar el estado de esfuerzo dentro de la masa de

suelo ocasionado por la carga de tipo trapecial de lafig. 3. 8 .

Cuando solo se desea determinar el esfuerzo normal vertical en la masa de suelo, el problema
se puede dividir en el de una carga rectangular ¢, y de una carga triangular o, (fig. 3.8) .
El esfuerzo normal ocasionado por la primera se calcula con la formula de Damy (ec. 3 6),
mientras que para la carga tnianguiar se puede empiear las formulas de Hamilton Gray

{fig. 3.7, ecs.3.10y3 .11}

Cuando se requiere conocer ademas del, esfuerzo normal vertical o, , los esfuerzos normales
horizontales o, y o, , el problema se puede resolver dividiendo la carga trapecial en un numero
n de cargas uniformes como se llustra en la fig. 3 . 9. Los esfuerzos buscados se obtienen
aplicando las ecs. 3 . 6 a 3 . 9, para cada una de las cargas uniformes en las que se dividio la
carga trapecial.
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3.5.2 Reaccién Triangular

Cuando el momento de volteo es alto, puede ocurrir que se presenten en un extremo
esfuerzos tedricos de tension entre cimiento y terreno ( fig. 3 .10 ). &n la realidad !a resistencia
a la tension entre estos dos materiales es practicamente nula, por lo que no existe dicha zona
de tension. Por lo anterior, se requiere determinar la reaccion del terreno ignorande esta zona

de tension.

Supongamos una reaccion triangular como la indicada en la fig. 3 .11.
Por equilibrio de fuerzas verticales : \

6. C/2=Q = Area del triangulo (3.16)
Tomando momentos con respecto a un eje que pasa por el punto A :

IMa=-QC/3+QB/2-M=0

C=15B-3M/Q (3.17)

.Delaec 3 .16 c.=2Q/C (3.18)

En consecuencia, dado un cimiento en el que las cargas Q y M ocasionan esfuerzos tebricos.
de tension en el contacto entre terreno y sueio, la reaccion de este, suponiéndola triangulz
(fig. 3.11 ), se obliene utilizando la ec 3 .17 para determinar la distancia C, y la ec. 3 .1b

para obtener el esfuerzo o, .

Los esfuerzos en el interior del medio eldstico, ocasionados por la carga triangular se hallan
empleando las ecs. 3. 10y 3. 11 delinciso 3 .4 .2 anterior.

3.6 Formulas para deformaciones elasticas.

3.6.1 Rectangulo cargado.

Las deformaciones instantaneas en los suelos se pueden calcular de manera aproximada
utilizando las expresiones que proporciona la teoria de la elasticidad.

El asentamiento de la superficie de un medio semiinfinito, homogéneo e isotropo, bajo la
esguina de un rectangulo sometido a carga uniformemente repartida q, esta dado por

{ Terzaghi 1943 ) ‘
pefis ) 1+ (e n)
B

+ 4 1n

S=|g(t=1" )/(7[]',')]( Lln

donde.
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B = ancho del rectangulo

L = longitud del rectanguio

E = modulo de elasticidad del medio
F = relacion de Poisson del medio

Cuando el medio. elastico tiene un espesor D, el asentamiento bajo la esqdina de un
rectangulo sometido a carga uniforme q esta dado por ( Juarez Badilio y Rico 1980 ).

L L+ (1} +BWB* +7?
(B+J1+ B +Bln( J( )

& =[g(1=v*)/ (rE] (L in L(B+A) B(L+A)

. ’ 5
+(q/2nl) (I—v—2r‘):angtan£’;1— (3.20)

A= (U +B>+27) (3.21)

Cuando existe un medio estratificado como el de la fig. 3. 12, formado por n estratos de
propiedades elasticas E y v, el asentamiento de la superficie se puede calcular utilizando la ley
de Hooke para cada estrato: ’

& =(1/E)[ox-v(c.+0ay}| (3.22)

donde o, , 6, ¥y ©, son los esfuerzos normales vertical y horizontales ocasionados por la carga
aplicada en la superficie de! medio, y ¢, es la deformacion unitaria del estrato. La deformacion,
en unidades de longitud, dei estrato esta dada por :

d=¢&H (3.23)
donde H es el espesor del estrato
La deformacion de la superficie sera la suma de las deformaciones de cada estrato.
3.6.2 Circulo cargado

En un circuto de radio R sometido a carga uniforme g en su superficie, el asentamiento bajo el
centro esta dado por ( Zeevaert 1973 ).

d=[r(1-V)RQq|/2E (3.24)

El giro del circulo ocasionado por un momento M vale ( Richardt el al 1970 )
8=[3(1-v)M]/8GR? (3.25)
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en que G=E/2(1+v) (3.26)

Con fas expresiones anteriores se pueden obtener las ngideces lineal y angular de un cimiento
de planta circular. La rigidez lineal se define como la carga vertical entre el asentamiento que

se produce :
Ki=Q/8=2ER/{(1-V) (3.27)
La rigidez angular se define como el cociente del momento entre el giro que produce :

K,=M/8=8GR(1-v) (3.28)

3.6.3 Girode unrectangulo sometido a momento.

El giro de un rectangulo sujeto a un momento M ( fig. 3 . 13 ) se puede calcular determinando
la carga de tipo trapecial (ecs. 3 14y 3 .15) o triangular (ecs. 3 .17 y 3 . 18 ) que actua sobre
el terreno. A continuacién se divide la carga en un numere n de cargas uniformes ({ fig. 8 ) y se
determinan los esfuerzos normaies ¢, , 0, y 6, con las ecs. 3 .6 a 3 .9, a la mitad de cada uno

de los estratos del subsuelo.

La deformacion unitaria de cada estrato se obtiene aplicando la ley de Hooke (ec. 3 .22 ) y la
deformacion en unidades de longitud utiizando la ec. 3 . 23. Esta operacion se realiza bajo lo
puntos A y B de la fig. 8, con lo que se determina, mediante la suma de las deformaciones de
cada estrato, la deformacion en la supericie. Con estos resultados se puede calcular el giro
del rectangulo sometido a momento. En el ejemplo 6 .1 se presenta una aplicacion de este
procedimiento. -

En forma simplificada, se puede usar el siguiente artificio. se obtiene el momento de inercia del
rectangulo |, en el sentido que se esta analizando, y se obtiene el radio equivalente a un
circulo { Normas de Sismo 1987 ) -

R=(41/n)" (3.29)

Con el radio equivalente R se emplea la ec 3 . 25 para determinar el giro de la cimentacion
deplanta rectanguiar.

Esfuerzos bajo el centro de un circulo sometido a una sobrecarga uniformemente repartida g
{ Yoder 1959 ) ‘

o.=q[1-2'/(R*+ 27y
6.=(Q/2)[1+2v-2(1+v)z/ (R + 2 )"+ 221 (R?+2%)"?

R = radio del circulo
Formula de Frohlich para la determinacion del giro de un cimiento corrido, apoyado sobre un

medio elastico semnnfinito ( Zeevaert 1973 )
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8=angtan[16 (1-V )M /(s EB?)]

E = modulo de elasticidad v = relacion de Poisson
B = ancho del cimiento M' = momento por unidad de longitud

La férrmula de Frshlich se recomienda cuando la longitud del cimiento es mayor o igual que tres veces el ancho del mismo.

Desplazamiento lateral producido por una fuerza lateral { horizontal )

S - (7_8v)Qh
T 320~ WGR

R = radio del circulo.

TABLA 3.1
ASENTAMIENTOS PERMISIBLES

Asentamiento total permisible de la Cimentacion de una estructura, de tal forma que no se
presente dafio funcional en las siguientes instalaciones o elementos :

QObras de drenaje 15a 30 cm.

Accesos a Ia estructura 30 a 60 cm.

Muros de mamposteria 25ab5cm. ¥
Marcos estructurales de concreto o acero 5a10cm.

Losas o cajones de cimentacion 7.5a 30 cm.

Los valores mayores son para asentamientos en terenos de cimentacion homogéneos y
estructuras de buena calidad en construccion. Los valores mencres son para asentamientos’
en terrenos de cimentacion con estratigrafia erratica y estructuras de regular calidad de

construccion,

Tomado de Sowers ( 1962 )
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ANALISIS SISMICO DE CIMENTACIONES

Agustin Deméneghi Colina

1

Cuando se realiza el analisis sismico de una cimentacion, es usual que se cuente con un
coeficiente sismico para la region en cuestion, dado por el cddigo del Estado donde se
construira la estructura correspondiente. Con este coeficiente sismico se procede al analisis y
diseno de la estructura, incluyendo desde luego en este al de la estructura de cimentacion.

Sin embargo, cuando el subsuelo del sitio estd formado por sedimentos de consistencia
blanda, se presenta un fenomeno de amplificacion de las ondas sismicas que llegan al lugar,
el cual consiste en gque, en la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta
aceleracion, mientras que en la superficie del suelo blando, la aceleracién puede ser vanas
veces mayor que la del terreno firme (figura 1).

El compaortamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en forma parcial, la resonancia
del suelo blando. Para ilustrar este fenémenc consideremos un sistema de un grado de
libertad como el mostrado en la figura 2, en el que |la base se somete a un movimiento dado

por :
x, = al2sen(t

{a velocidad de ia base vale 2., = aQ2cos Qt

y la aceleracion Xo = -af2? sen(t
La respuesta de |la masa esta dada por { Newmark y Rosenblueth 1976)

Desplazamiento relatve  y = aB, sen({t - ¢)

Velocidad relativa y = aB, cos(Q - ¢)

Aceleracion relativa .
y = aB, cos({! - ¢)

£n ias expresiones anteriores
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2L —
bl
& = angtan 5
9]
1 - | —
W
w 4 es |a frecuencia circular del sistema wy = JK/M

Los desplazamientos absolutos estan dados por:

Desplazamiento: X =x_+Yy
Velocidad: X=Xty

Aceleracion: X=Xx,+y

Definimos el factor de amplificacion de la aceleracion como el cociente entre la maxima
aceleracion abscluta de la masa y la maxima aceleracion de la base;

f, =max x | max x,

En la fig 3 se muestra la varnacion de f, con ef cociente T, / T, para amortiguamientos de 2 y
10 % del amortiguamiento critico.

Recordemos que los periodos estan dados por
Ti=2n/em (masaquevibra) vy T=2n/ (base)
Se observa en la figura 3 que la amplificacion de la aceleracion depende del cociente T,/ Ty

del amortiguamiento. La maxima amplificacién se presenta cuando T, / T; al aumentar el
amortiguamiento decrece el factor f, Para T,/ T — = la amplificacion de la aceieracion es

nula.
Un fenomeno similar sucede en el suelo blando, en el que éste hace las veces de !a masa del

ejemplo anterior. Consideremos un estrato de espesor H como el indicado en la figura 1, y
supongamos que el desplazamiento de la base rigida esta dado por
Xo(ty=Cexp(ifdt)= (cosQt+isent)i=v(-1)

o que mplica que la base tiene un movimiento armonico de frecuencia §).
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La solucién del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el campo de los numeros
complejos, lo que conduce a que haya un cambio tanto en la amplitud como en la fase del
movimiento. Definiendo la funcion de ampilificacion f, = A ( Q) como valor absoluto del
cociente de la maxima aceleracion en la superficie del estrato entre la maxima aceleracion en
la base rigida, se obtiene { Roesset 1969 )

A(Q) =11 [(cosh’acos® B+ senh? a)sen B (1)

donde

o = HQ\/H{h + Q1 G =] [1+ (! G)’]}]/JﬁcS (2)

g = HQ\/[\/{[1 + (101 G)? +1]I[1+(nQIG)2]}] [vJ2C, ‘(3)

donde : (T, = G/ p = velocidad de la onda de cortante en el suelo blando.

£

1 = amortiguamiento del suelo blando
Q) = frecuencia circular natural de la base rigida

H = espesor del suelo blando

G = moéduio de rigidez al cortante dinamico del suelo blando

p = masa especifica del suelo biando

La respuesta depende de la hipotesis que se haga respecto al amortiguamiento. Se puede
considerar que la viscosidad es inversamente proporcional a la frecuencia, de tal modo
que nQ2 /G = 2 { sea una constante. Aplicando fas ecuaciones 1 a 3 se obtiene la respuesta

del estrato.

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del estrato se hallan con las
siguientes expresiones

m = frecuencia circular del modo * n " de vibrar.

W= (2n-1)nN(G/p)}/2H=(2n-1)rCs/2H

Para pequenos valores de {142/ G). la funcion de amplificacion, para los modos naturales de
vibrar, vale aproximadamente ( Roessel 1969 ) ;
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Alw,)=4/(2n-1)n(2C) . (5)
¢ = fraccion del amortiguamiento critico.

En la figura 4 se muestra la vanacion de la funcidon de amplificacion con la frecuencia de
" vibracion de la base firme, para un estrato de espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la
onda cortante en el suelo blando C, = 229 m/s’y un peso volumétrico del sueloy =2t/ m?>,

La funcion de ampiificacidén se obhene empleando las ecuaciones 1 a 3, considerando que
nQ/IG=2¢C

Vemos que la maxima respuesta se presenta cuando el terreno firme vibra con una frecuencia
igual a la frecuencia corespondiente al pnmer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa
que si la frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sitio coincide o esta
cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de un estrato de suelo blando, la aceleracion
en la superficie de éste puede ser varias veces superior a la aceleracion en el terreno firme. En
este ejemplo la amplificacion de |a aceleracion es de 3.18, para un amortiguamiento del suelo

blando de 20 % de! critico.

En forma. aproximada se pueden- calcular las frecuencias de vibracidon y los valores
correspondientes a los * picos " de la funcion de amplificacion ( figura 4 ), empleando las
ecuaciones 4 y 5. En |a tabla 1 se presentan los resultados para los primeros cinco modos de
vibrar, considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico.

TABLA1
VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION AMPLIFICACION A ( o, )

e T
- 11.78 ’ 1.875_.
‘2 3534 5 625
..3. 58.30 :.9.375,
"4 8247 13.125.
'§  106.3  16.875.
" -
Wa=(2n-1)nCy/2H O A(wa)=4/(2n-1)n(2C)

f=w,/2n . :, Ten = 21/

Desafortunadamente, no se puede controlar ia frecuencia dominante de vibracion de las ondas
sismicas que Hegan a un sibo. en todo caso, es conveniente observar las frecuencias
dominantes de los temblores que llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los
que se puede presentar el fenomeno de amphfucacuon de aceleracion que hemos comentado

en los parrafos anteriores.
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El razonamiento anterior es valido también en términos de los periodos de vibracion de ondas
y suelo blando. Vemos que la maxima respuesta de aceleracion se presenta cuando el periodo
de vibracion de la base firme coincide con el periodo natural del primer modo de vibrar, siendo
esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo ( figura 4 ). Es decir, 1a aceleracion en la superficie
. del terreno blando sera 3.18 veces mayor que la aceleracion en la base, si el amortiguamiento’
del suelo es de 20%. Vemos entonces que la aceleracion en la superficie del suelo blando
depende fundamentalmente del cociente T,/ T, donde T, es el periodo natural de vibracion
del estrato blando y " T " es el periodo dominante de vibracién de las ondas sismicas.

Para un estrato de suelo homogéneo ( figura 1), los periodos de vibracion estan dados por

T =4HN(p/G)/(2n-1);, n=12, ... (6)
n=1,2, ..
donde p = masa especifica del suelo.

G = modulo de rigidez al cortante dinamico del suelo.
El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene paran=1. T =4HV(p/G)

Para la estimacion del periodo natural de vibracion de un suelo estratificado vease Zeevaert
(1973, 1980 ).

El periodo de vibracion de la estructura se halla con los métodos usuales del andlisis
estructural. Sin embargo, cuando el terreno de cimentacion esta formado por un suelo blando,
es importante considerar ademas el efecto de balanceo y de traslacion horizontal de |la
cimentacion. Ast, el periodo de vibracion acoplado de una estructura vale { Normas de Sismo

1987 ) .

donde

T. = periodo fundamental que tendria la estructura si se apoyara sobre una
base rigida ( este periodo se debe a la flexibilidad propia de la
estructura ). '

T, = periodo natural que tendria la estructura si fuera infinitamente rigida y su
base sélo pudiera trasladarse en la direccion que se analiza.

T, = periodo natural que tendria la estructura si fuera infinitamente rigida y su
base solo pudiera girar con respecto a un eje horizontal que pasara por
el centroide de la superficie de desplante de la estructura y fuera
perpendicular ala direccién que se analiza.

Para el calculo de los periodos de vibracion anteriores, véase el Apéndice de las Normas de
Sismo ( inciso A7, interaccion suelo - estruclura).

Una vez que se conocen |os periodos de vibracion del suelo T, y de la estructura T,, se

puede emplear el espectro de respuesta sismica de Zeevaert ( 1980 ) para la determinaciéon
del factor de ampilificacion f, { figura 5 ), definido como el cociente de la maxima aceleracion en
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el centro de gravedad de la estructura entre la maxima aceleracion en la superficie del terre
blando. ’

Vemos en el espectro que la maxima respuesta se obtiene cuando T, / T,y. Por lo visto
anteriormente, no se puede evitar la amplificacion de la aceleracién de un suelo blando, pero
si es factible evitar que coincidan el periodo natural de vibracion del suelo con el periodo

natural de vibracion de una estructura.

La aceleracion en la superficie del terrenc la proporciona, en la Ciudad de Mexico, el

Reglamento de Construcciones en las Normas de Sismo. Asi, en el inciso 3 de éstas se sefala

gue " la ordenada del espectro de aceleraciones para disefo sismico " a " , expresada como

fraccion de la aceleracion de la gravedad, esta dada por la siguiente expresion :
a=(1+37T/7,)C/4,, siTesmenorque T,

La aceleracion en la superficie del suelo se obtiene haciendo T = 0 en esta expresidén ( pues

para T = O la estructura vibra igual que la superficie del terreno ), porlo tantc a=C,=C /4 en

la supertficie.
-

Las aceleraciones para las diferentes zonas estratigraficas del Distrito Federa! se presentan a
contmuacion ( articulo 206 del Reglamento ) :

Coeficiente Sismico ¢ Coeficianta: ;s -Aceleracion
uperficie ( superficie )
: cm/s’
; 0.16 39
ALY 0.32 78
CAXI 0.40 98

Vemos entonces que, g)or ejemplo, en la zona |l la aceleracidon de disefio de la superficie del
terreno es de 98 cm / s°. _

También se puede utihizar el siguiente critenio para hallar “ ¢ " (Normas de Sismo, Apéndice) :
en sitios en que se conozca ef periodo dominante del terreno Ty, Y que se hallen en las partes
sombreadas de la figura 3.1 { de esas Normas ), también se adoptara c= 0.4 para estructuras
def grupo B, y 0.6 para las del A ; fuera de |las partes sombreadas se adoptara

c=16Ta/(4+ T,)

Vemos que el coeficiente sismico depende del periodo de vibracion dominante del suelo T, .
Considerando que el coeficiente sismico en la superficie ¢, = ¢/ 4 y que |a aceleracion en la
superficie, en cm / s’ | es 1gual a ¢, por 980, en la figura 6 se presenta la variacion de esta

aceleracion en funcién del periodo T,,
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EJEMPLO

Determinar la respuesta de aceleracion de un edificio sobre un estrato de suelo blando, con
las siguientes caracteristicas :

Masa = 217.5 t.s*/m

Peso = 21331

Periodo de la estrﬁctura T,=0.3seg

Amortiguamiento en la estructura £, =5%

Periodo por rotacion T, = 0.76 s.

Amortiguamiento en el terreno de cimentacion & = 15 %
Periodo por traslacién T, = 0.22 s.

Periodo del terreno de cimentacion T,y = 2.4 s

El periodo acoplado de la estructura vale

T,=JT.+T]+T

Obtenemos el cociente T, / T, = 0.35

-

Para entrar en el espectro de la figura 5 necesitamos el amortiguamiento acoplado del.”
sistema, el cual esta dado por (Zeevaert 1980 ) :

&= \l( 1-04)
915008 (T1) /(g Ti+g To )
donde T,=V(T%+T,)=0817s
go =1 - &, =09975
g =1-¢8 =09775
Sustituyendo g, = 0.98 E,=0141

Es decir el sistemna tiene un amortiguamiento de 14.1 %.

" Entrando al espectro para disefo sismico ( figura 5, Zeevaert 1980 ), se obtiene un factor de
amplificacion f, = 1.9 . y

Considerando una aceleracion en la superficie de 98 cm / s®, la aceleracion en el centro de
gravedad de la estructura esta dado por (98 ) { 1.9) = 186 cm / s°.
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DINAMICA DE SUELOS

VIBRACIONES _ .
Agustin Deménegui Colina
Hector Sanginés Garcia

Vibraciones libres

Consideremos un sistema de un grado de libertad, como el mostrado en la fig. 1. Se trata de
un cuerpo de masa M unido a una base firme mediante una barra de cierta rigidez. La rigidez
K se define como el cociente de la fuerza horizontal aplicada en el centro de gravedad del
cuerpo, dividida entre el desplazamiento horizontal que produce dicha fuerza, es decir :

k=p/&

El amortiguamiento c toma en cuenta las perdidas de energia que se producen durante el
movimiento (fundamentalmente por friccion intema en el sistema). Se ha observado experi-
mentalimente que.la pérdida de energia se puede representar mediante una fuerza que se

opone al movimiento , la cual es proporcional a la velocidad del cuerpo; esta fuerza vale Cx.

Por el principio de D’Alambert, la fuerza de inercia es igual al producto Mx, pero tiene sentido
contrario a ia aceleracion. Esta fuerza de inercia se agrega al equilibrio dinamico del cuerpo.

Ei fenomenc fisico que estamos estudiando consiste en dar inicialmente un desplazamiento
horizontal §, al cuerpo, para después soltarlo y dejario vibrar libremente.

El equilibrio dinamico de fuerzas en el cuerpo da lugar a la siguiente ecuacion
A x+ ( x+ Ax=0 (1)
Mx+ Kx=0 . (2)

La ec. 2 es una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden. Su ecuacién diferencial
caracteristica es

MA + K2 =0 M + K =0 3)

La solucion de la ecuacion caracteristica es:

Profesor del Departamento de Geolecnia

Jefe del Departamento de Geotecnia.
Division de Ingenieria Civil. Topografica y Geodeésica. Facullad de Ingenieria. UNAM
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:

JEKIM) = J(KIM)i

A, =
A= —-\/(—A' IM)y==J{K/M)i
Denominemos a (K/ M) = w = frecuencia circular natural de! sistema.

Cuando las raices de una ecuacion caracteristica son complejas, la solucion de una ecuacion
diferencial homogénea de segundo orden esta dada por;

x = C, e” cos bt + C, e" sen bt
donde " a" es la parte real y "b * la parte imaginaria de! numero complejo. Por to tanto

x=C, cos wt + C, sen wt (4)

x = - asenwr + C,wcoswf (5)

De acuerdo con las condiciones iniciales, parat =0, 5:= 0. Sustituyendo enlaec. 5
O0=C,o{1) = Cy=0
x = C, cos wt
Parat =0, x=§,. Sustituyendo entaec 4
0, = Cy4 x =, COS wt (6)
En la figura 2 se muestra la variacion de x en funcion del tiempo t.

Se define el periodo T como el tiempo en que ia masa pasa por el mismo punto, con €l mismo
sentido de!l mevimiento. De la figura 2 se observa que

T =2r T=2n/w
Perowm =~ (K/M) . T=2nv(M/K) (7)
T se conoce también como el periodo natural de vibracion del sistema de un grado de libertad.

La velocidad se halla derivando la ec &

X =~ senox (8)

La aceleracion se halla derivan’-- ila ec. B
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x=-m'§, coswi =—-0’x (9)

Vemos que la aceleracion es igual al desplazamiento muitiplicado por el cuadrado de w, con
signo contraro. ' :

Vibraciones libres amortiguadas

Consideremos ahora que si hay pérdida de energia en el sistema, es decir, que existe
amortiguamiento : C = 0 . El movimiento queda representado por la ec. 1

M x+Cx+Kx=0 (1)
La ecuacion caracteristica es
MA +CA + KA =0 MM +CA+K=0 (10)

Las raices de la ec. 10 son

A, _—(f/2M+\/((C/zM)’-K/M)

A =-—C/2M—\/((C/2M)2 K/ M)

Las raices Ay y A; pueden ser reales o complejas, dependiendo de! valor del radical

J(cramy -k 1)

Se distinguen tres casos.

Caso 1 Dos raices reales diferentes
Si las raices son reales; { ¢ /2M )’ - k/ m > 0. La solucion de ia ec. 1 esta dada por :
X=C1e'|l"’C1’eiz' (11)

En este caso el sistema no vibra. sino gque la masa después de haber sido desplazada una
distancia 8, regresa a su posicion inicial. Este fendémeno se presenta cuando el
amortiguamiento C es alto.
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Caso 11. Una raiz real
Se presenta cuando (c/2M )’ -k/m = 0. Solo existe una raiz real que vale A = -C / 2M

La solucibn de laec. 1 es
x=C, e“ +C; te“

x=C A + C (1At + )
\
De acuerdo con fas condiciones iniciales, parat=0, x = §, , por lo tanto : C; = §,

Parat=0, x =( , por lo tanto
0=Cy2a+0C; Ca=-A 8
Por lo tanto , la solucion de Ié ec 1es
x=3.e (1-it)
x=8.e M [14(c/aM) | (12)

Enla fig 3 se muestra la variacién de x en funcién dei tiempo.

Caso 1:1. Dos raices complejas

Ahora(c/2M Y -k/m <0.y

Ay ==Crant+ K 1A= (Cr2MY

-

JL = =CI2M =K IM=(CT2MY

Cuando las raices de una ecuacion caracteristica son complejas, la solucion de una ecuacion
diferencial homogénea de segundo orden esta dada por :

x=C,e”cosbt+C,e™ senbt (13)

donde " a " esla parte realy " b " es la parte imaginaria del numero complejo. Por lo tanto

a=-C/2M, y b= JK/M-(C/2M)".

Derivando de fa ec 13

x=e®(-C, b sen bt+C, bcosbt) + ae®(C,cosbt + C,sen bt) (14)
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Parat=0, x= 3, , por lo tanto, delaec. 13. C; = d..

Parat=0, x=0. Sustituyendo en la ec. 14: C,=-ad /b
Sustituyendo en la ec. 13

x= 8, €” [cosbt-{a/b)senbt (15)

Peroa=-C/2Myb= K/M—(C/2M)

Hagamos { = C/Cqu= c/2vMK

Al coeficiente { =- C/C.qu lo denominaremos porcentaje del amortiguamiento critico:

Por otra parte w =K /M, porlotanto, fw=C/2M.

Sustituyendo en ta ec. 15

X=38, e"-“"[cosm\h—{‘;z t+(C /1-22 )senw 1-2 t] (16)

La fig. 4 muestra la vanacion de x en funcion del tiempo.

Vibraciones Estacionarias

Se denominan movimientos estacionarios cuando la accion sobre el sistema es de tipo
armonico

a) Vibracicnes Forzadas

Consideremos un cuerpo como ei de la iig 1. que se somete a una fuerza estacionaria dada
por F = F, sen Q2 t. La ecuacion de equilibrio dinamico queda

Mx+ C x+Kx =F_senut (17)

La respuesta de la masa esta dada por { Newmark y Rosenblueth 1976 )
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Mx+ Cx+Kx =F, senwt (17)

x=fK£ sen ({2t - o) (18)

(1 €5 la frecuencia circular del sistema o, = VK /M

Consideremos ahora un sistema de un grado de libertad como el mostrado en la f|g 5, en el
gue la base se somete a un mcvimiento dado por

Xo = asen )t (20)
La velocidad de labase vale x=a ) cos (2t (20")
Y ta aceleracion ' x, = -3} sen Qt | (20")

La ecuacion de equilibno dinamico esta dada por

Mx+Cy+Ky=0
Pero de lafig. 5 X=X,+Yy

M{x + y)+C y+Ky=20
My + Cy + Ky

M x, (21)
My + Cy + Ky

af’Msen Qt (22)

Vemos que la ec. 22 es similar a ta ec 17 Por lo tanto, se puede emplear la misma solucién
delaec 17, con

F.senit=a’ Msenidt

Con este cambio de vanable. la respuesta de l1a masa esta dada por

Desplazamiento Relativo y =aB,sen(Q1-¢) {23)
Aceleracion
Velocidad Relativa y =auB,cos(Qt- ¢) (23" )
relativa y=—atr B,sen(Qt - ¢) (23")
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En las expresiones anterores

]
B, = - (24).
H ’_ ._2
1 ! +{ 27 !
- -t
| Q 2
;”_1 | Uty |
or
o = angtan ———1— (25)
o)
1.1 22
i w‘

w» es la frecuencia circular de! sistema w, = VK /M

Los desplazamientos absolutos estan dados por

Desplazamiento ‘ X =x, +y (26}
Velocidad X = X,* Y {27)
Aceleracion X=X,+Y (28)

Definamos el factor de amplificacion de la aceleracion como el cociente entre la maxima
aceleracion absoluta de la masa y la maxima aceleracion de |la base:

f, = max g / max ix,
X, X!

i 1

(29)

Esdecr f, = maxisenQt + B sen(Qt - ¢)] (30)

Enla fig 6 se muestra la variacion de f, con el cociente T, / T, para amortiguamientos de 2 y
10 % del amortiguamiento critico

Recordemos que los penicdos estan dados por

Ty=2n/u(masaquevibra) yT=2n/ (base}

Se observa en la fig. 6 que la amplificacion de la aceleracion depende del cociente T,/ T y del
amortiguamiento. La maxima amplificacion se presenta cuando T, / T = 1; al aumentar el

238 -



amortiguamiento decrece el factor f, . Para T,/ T — « la amplificacion-de la aceleracion
nuia, :

Vibracion debida a rotacion

Consideremos una masa como o indica en la fig. 7, vibrando libremente. La fuerza de inercia
vale F = M x. -
Delahiguta X = 68H. x = 6 H Porlotanto F=M®6H

El momento de volteo al nivel de cimentacion, debido a la inercia de ia masa vale

O,=FH=M#6H =MH® @
Supongamos ahora que la cimentacion esta sometida a un momento estacionario dado por

Or = O, sen Q2 1. En ef diagrama de cuerpo libre de la cimentacion ( fig 8 ) se muestran los
momentos que actuan sobre ella. El equilibrio de momentos indica que

MH? 6 + C 6 + K & = O, sent (31)

La ecuacion dinamica obtenida para un sistema de un grado de libertad sometido a una fuerz:
vertical estacionariaes (ec 17 ) . -

Mx +Cx + Kx = F_senQt (32)

Las ecs 31y 32 son similares, por io que para hallar la solucién de la ec. 31 podemos emplear
la solucion de la ec. 32, cambiando M por MH’ y P, por O,. Por lo tanto, la solucion de la ec.
3les

be On __sen(uie) | ()
' . Q vy '
\/[7 (n’] + 45 U)}
donde v = angtan2{wQ / (w' - QF ) - (34)
w= JKIMH = JK 7 M/H (35)

t=C/C,=c/2K MH=C/2H K M (36)

Por lo anterior, el periodo natural de vibracion por rotacion de una masa esta dado por
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TTTTY, = 2n yMH? /K, = 2zH M / K, (37)

o T = 2rf WH' 7 K . (38)

Vibracion de un estrato de suelo

Un fencémeno similar al de vibracion de un sistema de un grado de libertad sucede en un
estrato de suelo blando, en el que éste hace las veces de la masa del sistema de un grade de

libertad.

Consideremos un estrato de suelo de espesor H, como el indicado en la fig. 9. El estudio de la
vibracion de este estrato se lleva a cabo estableciendo las ecuaciones de equilibrio dinamico
de un elemento de suelo ( fig. 10 ), considerando una onda de cortante que viaja en direccion
vertical, las fuerzas que actuan sobre el elemento son ( Roesset 1969 )
'Fuerza de inercia p 8u/ 8t
Fuerza debida a la perdida de energia n 8u /1 5t 82

Aplicando la segunda iey de Newton al elemento

T dXdZ + (T * 8 T, /82 ) dx dz + 1) SPu /-8t 827 dx dz

= (pd°u /ot ) dx dz -{ 39)
Es ‘decir p %/ Bt =81,/ 0z + 0 du/ St e’ (40)
Por la ley de Hooke | Yre = { Q) T2
y Yox S OW/ OX+ du/ 0z con5w18x=0
Yw=ou/fdz

Sustituyendo valores en la ec 40
p O/ S =G 88+ n &us bt oz (41)

Para haliar el movimiento de estrato de espesor H se tiene que resolver una ecuacion
diferencial parcial de segundo orden { ec. 41 }.

Supongamaos que el desplazamiento de la base rigida esta dado por

Xo(t)=Cexp(#2t)=C(cost+isen) , (42)
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= J-
lo que implica que la base tiene un movimiento armoénico de frecuencia (2.

La solucion del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el campo de los numeros
complejos, lo que conduce a que haya un cambio tanto n la amplitud como en la fase del
movimiento. Definiendo la funcién de amplificacion f, = A () como el valor absoluto del
cociente de la maxima aceleracion en la superficie del estrato entre la maxima aceleracion en
la base rigida, se obtienen ( Roesset 1969 )

4

A)y=1/ J cosh’ o cos® B+ senh’ o sen’ ji (43)

a=H£2\/{1+(1)£21G)—1IJI[1+(11!.21G)JI‘/2—C—5 | (44)

B=H¢ \/{n (ndd 1 G) + 1_1'/ [1»« (ni)/ G)JIJZCS (45)
donde C.= G / p = velocidad de la onda de cortante en el suelo blando

n = amortiguamiento del suelo blando
frecuencia circular natural de la base rigida

espesor del suelo blando
modulo de ngidez al cortante dinamico dei suelo blando

masa especifica del sueio blando

{2
H
G
P
La respuesta depende de la hipotesis que se haga respecto al amoertiguamiento. se puede
considerar que la viscosidad es inversamente proporcional a la frecuencia, de tal modo que

1/ G =2 % seauna constante Aplicando las ecs 43 a 45 se obliene [a respuesta del estrato.

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del estrato se hallan con las
siguientes expresiones

), = frecuencia circular del modo n de vibrar
W,=(2n-1)r JG/p/2H =(2n-1)rCs/2H (46)

Para pequenocs valores de ( 1 {2/ G ), la funcion de amplificacion, para los modos naturales de
vibrar, vale aproximadamente ( Roesset 1969 ).

Alw,)=4/(2n -1)yr(27) (47)
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E = fraccion de amortiguamiento critico

En la fig. 11 se muestra la variacion de la funcidn de amplificacion con la frecuencia de
vibracion de la base firme, para un estrato de espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la
onda de cortante en el suelo blando C, = 229 m/s y un peso volumétrico del suelo y = 2 t/m>.
La funcion de amplmcacuon se obtiene empleando las ecs 43 a 45, cons:derando quenQ/G=

2C.

Vemos que la maxima respuesta se presenta cuando el terreno firme vibra con una frecuencia
igual a la frecuencia correspondiente al primer modo de vibrar del estrato blando Esto significa
que si la frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sitio coincide o esta
cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de un estrato de suelo blando, la aceleracion
en la superficie de éste puede ser varias veces superior a la aceleracién en el terreno firme. En
este ejemplo la amplificacion de fa aceleracion es de 3.18, para un amortiguamiento del suelo

btando de 20% del critico.
En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibracion y los valores
correspondientes a los “picos “de la funcion de amplificacion ( fig 11 ), empleando las ecs. 46 y

47. En |a tabla 1 se presentan los resultados para los primeros cinco modos de vubrar
considerando un amortiguamiento del 20% del amortiguamiento critico.

TABLA 1

VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION DE AMPLIFICACION A (w, )

n w, f Ten A(w,)
g " ciclos/s s
1 11.78 1.875 0.533 3,183
2 35.34 5625 0.178 1.061
3 58.90 9.375 0.107 0.637
4 82.47 13125 C.076 0.455
5 106.03 16875 0.059 0.354
=(2n-2)rnCs/2H A{wm )=4/{2n-1)r(28)
f =w,/2n T =21/ 0,

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de vibracion de las ondas
- sismicas que liegan a un sito, en todo caso, es conveniente observar las frecuencias
dominantes de los temblores gue legan a una localidad, para reconocer los estratos en los que
se puede presentar el fendmeno de amplificacion de aceleracidén que hemos comentado en los

parrafos anteriores.

El razonamiento anterior es valido también en términos de los periodos de vibracion de ondas
y suelo blando. Vemos que la maxima respuesta de aceleracion se presenta cuando el periodo
de vibracion de la base firme coincide con el periodo natural del primer modo de vibrar, siendo
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esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo ( fig. 11 ). Es decir, |a aceleracion en la superfic
del terreno blando sera 3.18 veces mayor que 1a aceleracion en la base, si el amortiguamien.
del suelo es de 20%. Vemos enlonces que la aceleracion en la superficie de! suelo blando
depende fundamentalmente del cociente T,, / T, donde T, es el periodo natural de vibracion
del estrato blando y T es el periodo dominante de vibracidon de las ondas sismicas.

Para un estrato de suelo homogeneo ( fig.9 ), los periodos de vibracion estan dados por

Tan=4H Jp / G/ (2n-1) (48)
n=12, ...
donde p = masa especifica del suelo

G = modulo de rigidez al cortante dinamico del suelo

£l primer modo de vibrar, 0 modo fundamental, se obtiene paran=1;

Ta=4H Jp / G (49)
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VIBRACION LIBRE SIN AMORTIGUAMIENTO
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MOVIMIENTO PARA AMORTIGUAMIENTO CRITICO
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VIBRACION LIBRE CON AMORTIGUAMIENTO
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VIBRACION LIBRE SIN AMORTIGUAMIENTO
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DINAMICA DE SUELOS
VIBRACIONES

..Agustin Deménegui. Colma
Héctor Sanginés Garcia .

Amortiguamiento { Kolsky 1963 )
Durante la vibracion de un solido, se produce cierta péerdida de energia por calor, io gue se
conoce en términos generales como friccion intema en ef sistema,

La forma mas directa de definir la friccion intema es determinando el cociente de la energia
disipada durante un ciclo de esfuerzos AW entre la energia elastica W almacenada cuando la
deformacion unitaria es maxima. A este valor se denomina * amortiguamiento especifico “ o0 *
pérdida especifica de energia ", y se ha observado que depende de la amplitud y de la
velocidad del esfuerzo en el ciclo, y a menudo de la historia de cargas del espécimen.

En general se acepta que las fuerzas de restitucion son proporcionales a la amplitud de la
vibracton y que las fuerzas disipativas de energia son proporcionales a la velocidad. Cuando
esto se cumple, 1a relacion de amplitudes positivas entre los ciclos consecutivos es constante,
y el logantmo natural de esta relacion, A', se toma como una medida de la friccion interna.

Demostremos continuacion que A' es igual a ia mitad de la pérdida especifica de energia
cuando el amortiguamiento es bajo. De ta fig 1

=In (% / %)

1. El desptazamiento esta dado porla ec 16

x=(, e "'[cosmﬂ ?t + (:_ I {1 - gz)senm,h - t:! (16)

Pal'at = t_| xa = 80 e-:ml.
Parat = ll} x" - o e':'l‘(l.o i}
x, ! x, = e~

Profesor del Departamento de Geotecrua
« Jele del Departamento de Geolecrua
Division de Ingenieria Civil Topografica y Geodésica
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Pero ¢ =c¢/2MK Y w= K /M
S
A= Inix, /Iy, )= tc/ Mw = rcw /K
W N X, -\
Parotia parte A. = a —- = S
W v, vl
Pero X, = x,
x,x, + x,0 = x,7 +x,7 = 2x,7, X, (x, +x,) = 2x,°
X, *x, _ 2
x,” X,
Sustituyendo
SW 2 xs %) L g 5-&-}:2,5'
W X, X,

Por io tanto, en vibraciones libres
especifico A' .
forma de la curva desplazamiento

o~

con amortiguamiento pequefo, el amortiguamien:

Por otra parte, en una vibracion forzada, para amortiguamiento pequefo la

- frecuencia es muy aguda, mientras que para

amortiguamiento grande la curva es mucho mas tendida. Si denominamos AN a la diferencia
entre la frecuencia correspondiente a la mitad del " pico “ del lado izquierdo, y N a la frecuencia
de resonancia. el cociente AN / N es una medida de la fniccion interna, y se puede demostrar

que

En efecto. en una vibracion forzads. el

ang tan

Nooe
g =

m, €s la frecuencia circular del sistema

\\\ = N3A /n

desplazamiento esta dado por

(18 )

(19

w,=\/KII\H
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F
max x = . L pero { = C/2JK I M

F, / Cuw,

max x

La mitad del maximo de x vale F,/ 2 C w, . Porlo tanto, haciendox=F,/2 C w; enlaec. 18,
obtenemos:

2 \? ?
\/(1— Q? +(2§i] =2Cw, /K :
L, ",

2 2
[k-kA +[2<;K-‘i]=4c’+m,’

)

(111'

Pero w," = K/ M
(K- MQ*)Y + (Cuy = 4C* o}

Despejemos los valores de () de esta ecuacion

(M) +(C?-2MK) WP +K-4Cw’=0

2 rd
o (0P aMR)E \/( c? - 2KM) -4A12(K2 - 4(:2(0}2)
0 =
2l
Ry R (c2 ; 2KM) - K? + aC?w 2
. 2 laar2 M 2M
5.22 = L_ ( + I -
MM T M
Pero mlz = K/ M- ('2 /4 M2
Mee2
, l'*c : 3(“‘m|2-2K2+2KMw|2]
LA S
Mo 2 M- M
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Ne
2M

tD

| : 2
: s 30k’ - K2+2KM(%-——C2J]
S aM
oy S S Sl
M2 M2

M

. 2
g_}z_—i_ C ih\/.;(‘.ml_
N2 M2 M \

Denominando €2, y (); a las dos raices de 2

2\/§Cw,

Q- 0} = v

Como se comentod antes, AN = (), - ()3 y N=w,, por o tanto

AN - Qp (8- 05 )(Q, +43)
N w, w, { €2, + Q)
\

Para los valores bajos de amortiguamiento £, + €,

aN _ -0 JBC 3
N 2 o, M w, T

"

Propagacion de una onda de cortante en un solido viscoelastico { Kolsky 1963 )

Modelo de Voight
Voight considero que las componentes de esfuerzo en un sélido son la suma de dos términos:

el pnmero proporcional a la deformacion unitana y el sequndo proporcional a la velocidad de la
deformacion unitana En un material isotropico y elastico, las ecuaciones que relacionan los

esfuerzos y las deformaciones seran ahora

x

G,=2A+2Gg, + X (r)L‘x )

T, = Gyw + n(f)ywl ¢ )
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Estas ecuaciones conducen a relaciones similares a aquellas obtenidas para un soldo
elastico, pero el operador A+ A'(d/dt)tomaellugarded ,yG+n(d/dt)toma ellugarde
(. La ecuacion para los desplazamientos honzontales es la siguiente:

Ju dA
— = (A+G)=—=+GV?
pat2 ( )ax v

Haciendo las sustituciones antenores

Ju a4 10A b R
— = J[(A+G)+ (A — = G+n—)V
P [( )+ (A + ) E)t]ax + ne)

En una onda de cortante exclusivamente

22U

a°u du }
P ot?

= G Vz u + n Vz -_—
ot

Si consideramos una onda de cortante que se propaga en direccion vertical con movimiento de

particulas en direccion horizontal:

o'u _ d%u +n Ju
o’ 0z’ Jt 0z
Referencia

Kolsky, H, Stress Waves in Sohds , Dover | 1963
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VIBRACION LIBRE COn AMORTIGUAMIENTO

tiempo (1)

Dovwa_ anN®BE._ ¢ C -0

FIGURA 1
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TEMA: ANALISIS ESTRUCTURAL
(COMPLEMENTO)

PROFESOR: M. en I. Agustin Deméneghi Colina




" 2. ANALISIS ESTRUCTURAL

Para fines de interaccion es convenente utilizar ef, método de rigideces del analisis
estructural, en el que ta ecuacion general de equilibno de una estructura esta dada
por

{ Beaufait ef al 1970)

Ké+P.+P. =0 (1)

dondc
K = matriz de rigideces de la estructura
o = vector de desplazamientos
P. = vector de cargas de empotramiento
P. = vector de cargas concentradas

La matriz de rigideces de Ia estructura se puede obtener mediante la suma de las
matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que forman la estructura. Para
ilustrar el procedimiento de interaccion en tres dimenciones, consideramos una reticula
de barras horizontales oriogonales entre si, aun cuando esta tecnica se puede hacer
extensiva a barras inclinadas.

Sea un sistema oriogonal x-y en un piano horizontal. Veamos primeramente la obtencion
de la matriz de rigidez en direccion y (fig. 1). La convencion de signos utilizada, en una
barra horizontal, es la siguiente: los giros se consideran positivos en sentido antihorario,
los desplazamientos verlicales son positivos si van hacia abjo y los desplazamientos
horizontales son positivos si van hacia la izquierda (fig. 13). Los momentos flexionantes
son positivos en sentido horario, las fuerzas cortantes verticales son positivas si van
hacia {a derecha (fig. 1b). A continuacion presentamos la matriz de rigidez y los vectores
de empotramiento para una barra en estas condiciones (barra m):

8, 9, 3 a S, 5. 6, 0,
f‘ s . ]
AEIL 2EVL ol eFlL. O 0 0 0 0,
2EVL JENL -6EULT OBl o 0 0 0 0,
SGEVLT -0EEL B2ERLY <1261 o 00 0 S,
Ko= |6EL 6EELT S12EFLY 12ENLY O 00 0 S,
] N 0 0 AL/L -AE/L O { Oy
0 0 0 0 -AE/L AE/L 0 0 5.
0 q 0 0 {0 -0 GIVL -GlvL 0,
) { {0 0 0 ¢ -GlvYL GIvVL 0,

(2)
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Tabfa A7.1 ** Valoresde K, K, v K,

En la zona Il
Profundidad dc k. k. (2) K, K.
despianie (1) Losa y.apala
<im 11GR, 7GR’ 20GR, 12GR,
>3Im I6GR, 1IGR,’ 29GR, | 20GR,
En la zona I
Profundidad K,
de. 1
desplante (1} | K, Sobre el [ Sobre pilotes Sobre pilotes de punta K,
1erreno |de lriccidn (3) )
<1lm 7GR, | 6GR',{ 7GR'r GGR'r+___1
1/43GR'+ I/K, { 12GRx
~3m 8GR, 9GRY,  1IGR', YGRYr+ 1

143GRY + UK, 16GRx

1.

2.

3.

Para profundidades de desplante intermedias entra 1 y 3 m interpolese
finealmente entre ios valores de la tabla.

Para estructuras cimentadas sobre pilotes o pilas en la zona 1l supongase K,
infinita. ’

Si estos son capaces de resistir por adherencia con el suelo circundante, al
menos la mitad del peso bruto de la construccion incluyendo el de sus
cimientos Cuando tiene menos de esta capacidad, interpolese linealmente
entre los vatores consignados en la tabla.

K, se calculara teruendo en cuenta los pilotos de punta que contribuyan al
resistir el momento de volteo, calculando la ngidez de estos elementos ante
fuerza axtal como si su punta no se desplazara verticalmente.

** Tomado de la Gaceta Ofici. del Depaitamento ticl D, F., 5 de noviembre 1987
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TABLA 3.1

RELACION DE POISSON ( Zeevaert 1973 )

Tipo de suelo Relacion de Poisson

Poivo volcanico suelto

Limos compactos, sedimento eolicos finos.
Sediementos volcanicos semicompactos.
Aluviones finos

Arena, limos compacios, suelos aluviales.
Sediementos compactos bien graduados

Arena con grava. Sediementos aluviales
compactos, cementados y bien graduados

0.25

Valores aproximados de los modutos de deformacion de una arcilia { médule E.,

'gomados de Bowles 1968 ).

Consistencia E. Ee E.
kg/om’ kg/cm’ kg/cm’
Muy blanda 6-45 4-30 2-15
Blanda 30-60 20-40 10-20
Media 60-120 40-80 20-45
Firme 100-180 70-120 40-70
Dura 150-250 100-170 60-100

En la arcilla de la ciudad de México, ios modulos tiene los siguientes valores apropiados:

E. = 50 kg/cm’, E., = 35kg/icm’ y E, =20 kg/lem® .

Se observa experimentalmente que, con los suelos friccionantes, el médulo Eep varia en

funcion de confinamiento, de acuerdo con la siguiente expresion.

E. =KPJ°®

(35)

En la tabla 3.2 se presentan valores aproximados del coeficiente K, en funcion de la

capacidad de un suelo friccionante
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TABLA 3.2

VALORES APROXIMADOS DEL COEFICIENTE “K™ (¢c 3.5)
EN SUELOS FRICCIONANTES

Estado Densidad N Qu K K
rclativa ono (vm* " (keg/em®)**
kg/em’
Muv suelto <().2 <4 <20 < 350 <110
Suelte 0.2-04 4-10 2040 350-600 110-190
Medianamente o
compacto  0.4-06 10-30 40-120  6U0-1700 190-540
Compacto 0.6-008 30-50 120400 1700-2500 540-790
Muy compacto > 0.% = 50 > 400 > 2500 > 790

EJEMPLOS DE INTERACCION ESTATICA

SUELO-ESTRUCTURA
7L
2.0m 0.30
F
4im” 45m” 7

Mz = 0002 g

Az = 000X '

P AN 77 NN SN\

<

0.80

0.20

O8m

1.6m
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lc=1/12 030(1.0Y +1/3(2.0)(0.2) =0.025+0.0053

Ic = 0.0303 m’
E = 3000

El =34.280 t "

= 1.130.000 vym-

0,

L

5 4

ls:l

Ia‘l

94 6| 8:
~
23710 -64227.5 64275
K, = -6427.5 160688 -1606 88
64275  -1600.K88 160688
~ -
6. 5, S,
. 23710 04275 327.5
K. = 64275 1600 88 -1606 38
6427 5 -1 606 B8 1606 XX
~ -~
" e
1606 88 - [606 R 0
K = 1606 XR 213 TS L1606 KX
fh 160K XX [ty RE
~ -
-
T4 ORI L 125 0,
POy= RIS P2KE e 0.2 [X¥r- 3,
925 e O TIRSE, ¢ | 7Kll'r_-J 5
-
74"’ 'I I:;l_’-""?ﬁf: 04
pe. = 928+ | IR ¢+ O TIXE o;

L-s.ss + 0.218Ks. ¢ 1 2K12r 5,

5
6S.

8;

&
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-555 + ”2'88!’: + ITKIZr;

SSANH 1280 2r + 021885,
Pe = -18.5 4 0.7188r, + 3.5624r. + 0.7188r,

Rd +P +P =0

Porsimetria 8, =6, . 1 =11

1606 88 85, - 1606 8R &5-- 555+ 1.2812r, + 021881, -35=0

-1606 B8 &, + 321375 6- - 1606.8% &:

-18.5+0.7188r, + 3.5624r-+ 0.718Rr - 50 =0

S3213 735, +32137568:+ 143700 + 3.5024r--6853=10

5 -35
8 § = G: . =50

2

b) Teorema de cimentacion

o1 = E Mo H f.- b 1L A/ ak

1 = O JRTE
I-p = O 0DOTA6R
Ly = 000000784
li-y = 0.2904

Ly = 0021602

L= 0.0007821
12 =0.9757
l;,- = 0.0007821
b2: = 0.02385

l_~_-_‘ =0.5927
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l_-;g| = 0.0004415

PUNTO, ESTRATO,

I | ]
1 ] 2
] 1 3
] 2 |
1 2 2
] 2 3
2 ] ]
2 1 2
2 1 3
2 2 1
2 2 2
2 2 3
3 1 1
3 ] 2
3 1 3
3 2 I
3 2 2
3 2 3

1112 = 0.000007838

1.7 = 0.000736%

13;1 = (04878

||:\ =().02429

ey = 002162

I2i = 0.2964

Pt

?

= Mot X bt 1 A/ ak

l]zz = 002385

1

[,

CARGA, 'VALOR DE INFLUENCIA

0.04878484
7.820726E-04
7.8380]11E-06
0.2963525
2.385181E-02
4.414916E-04
7.368624E-04
0.9756968
7.368624E-04
2.162087E-02
0.592705
2.162087E-02
7.838011E-06
7.820726E-04
0.4878484
4.414916E-04
2.385181E-02
0.2963525

=X Makli( Ly Jay+ Lw rods 7as + Ly r3ly/ ay)
Ji

=Mz H, {1y

twhiay + L hi/7a + iy rody fag)

+ I\IZ:] }‘]2( li-v 1, d /a2, + 1;;_' T2 l:’a: +Itgx Iy 1;/33)
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S-=Mzy Hy (1 nidi/ay + 1> 2l /a; + 1 13 hh/as)

+ MzzzHz (I« nili/iay + e la/a: + s i ly fas)

§=0.002(08)( 04878 . (2)r, /4 +0.000782]1 . (4)r./ 8+ 0.0007899(2)r./4)

+0.00IRCLG)Y(02964 {2y /4 +0.02385 () /8 + 002429 (2)1:./4)
\

6: = 0.0008171 r, + 0.00003497 £, + 0.00003561 13 '

S-=0.002 (VR )Y(OOOO736R (D) /4 +09757 (A r/8+0.0007368 . (2)r; /1 4)
+ 00018 (1.6} (002162 .2y /4+ 05927 () /8+0.02162 (2)ri/4d)
S5-=0.00003172 1, + 0001634 - + 0.00003172 13
=

G, = 0.0008527 ) 4 0.00003497 r,
&= 0.00006344 1+ 0 001634 1-

Sust. ¢n las ccuacrones 1y 2

1606 88 ( 0 (UOR32T ¢ + 0.00003497 12 )
160688 ( 000006344 1 + 0001634 12)

SSSS A4 128120, P O2I8K g, - 35 =0

25405 0 - 23500 dOAS =0 (1)
S2IRT5 (00008270, 4 (1,()0(1(’)3497 1)
+323. 75 (000006344 1)+ BOD163Rd r: )

L J376 r, + 336241 -6R A =0

L0989 5 KR TON3 - GRS =0 (2°)
De 1™ 1, = 2 3500 1+ i 33
2 8405
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8
Sust cn 2~ -1.0132 7 - 174781 + 87013 r,-685=0

r-=111833t/m. r,=226213uUm

5, =0.0227d m., §&.=0.01994 m

MATRIZ DE FLEXIBILIDADES

1 I R8419154E-04
| 2 {.OR4323E-05
| 3 [.380348E-07
2 | [.QOK317E-05
2 2 1.683831E-03
2 3 1. 0083 17E-05
3 ] [.3R0348E-07
3 2 1.084323E-05
3 3 8.419154E-04

METODO ITERATIVO ( CON Kuvi)

KS+P+P =0

Ky, 6, 338328 S, - 35
K s - 233657 S, - 50
L ki s aj Lz:ss.zx 53-35J

Scan=r=r =50+70 37 (K}/8=187Um

&, =0.0165398 m, or =003 74/ m

Ky = Qv /6, =187 (2 /7001659% = 225328 t/m
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Kvy=Qv,/8:= 18.7(4)/ 0031741 = 2356.57 Um

1606 88 &, - 1606 88 &- + (-53.55) + 225328 Ky, -35=0
| ( 160688 + K\]) o = Hméi(: R8 0.+ 555+ 35
8. = (1606.8 + Kvy ) S, - 40.55 7 1606 88 .
1606 88 §, + 3213 75 &, - 1606 888 - 18.5 + 2356.57 Kv;6,-50=0
-3213.768;, +3213.760, + 2 Kv, 6, -81.1 -68.5 +
+ Kva (1606 88 + Kv, ) &,- 4035/ 1606.88 = ()
2Ky, S - Mé 64 Kv./ I(wf)%r.88 ( 160688 8, + Kv, §,-40.55)=0
4506.56 8, - 1496 + 2356 37 &, + 3304 55 8, - 59 4686 =0
O, = 0020562 m
o:= 0024161 m
Kvi=nd /8. n=kv6,/d. 1= Kv:d:/ds. Kva = 1yd: /1 0;
n=231660tm  1;= 14 2343 t/m
Suclo
G =0020250m . 6:=0024728 m
Rvy= 228800, Kyv-=320258 U;n
Estructura
457608, - 1496 - 230258 6, + 327859 5, - 58,1062 =0

0, = 0020448 m
A =004 m

_.
ll
[ )
-

F337moLr 140060 Um
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ANALISIS DE PILOTES SUJETOS A SOLICITACIONES DINAMICAS

Agustin Deménegui Colin
Facultad de Ingenieria, U.N.A.M.

1. INTRODUCCION

Durante la ocurrencia de un sismo, un edificio cimentado sobre pilotes se ve sujeto a una serie
de efectos ocasionados por el movimiento telurico. Entre las principales acciones se cuentan el
momento de volteo y la fuerza horizontal sobre la estructura, ambos debidos al efecto dinamico
del fenomeno, fig. 1.

La determinacion del momenlo de volteo My y Ia fuerza horizontal Vy sismicos se puede efectuar
por el analisis eslalico o por el analisis dinamico, tratados con amplitud en la literatura del disefio

estructural.

Zeevaert (1973) presenla un mélodo para la obtencion de las solicitaciones M; y V;, que tiene ia
ventaja de que toma en cuenta en forma integral el efecto del subsuelo y el de la estructura.
Este procedimiento se lleva acabo en condicicnes dinamicas, lo cual es otra ventaja adicional

del mismo.

Desde luego, es claro que los analisis dinamicos son recomendabies sobre los analisis
estaticos, dado que presentan de una manera mas realista el fenomeno, aun cuando su
aplicacion en la praclica resulta en ocasiones laboriosa. Por otro lado, los analisis estaticos, aun
cuando son de menor precision, son de manejo mas simplificado.

El memento de volleo M; ocasiona un incremento de carga en los pilotes de un extremo de la
cimentacion y un decremenio de carga en el otro extremo. En ocasiones, se valua este:
incremento (positivo y negativo) por medic de la formula de la escuadria.

La fuerza honizontal V, provoca un desplazamiento horizontal de la estructura con respecto al
subsuelo y genera en cada pilole fuerzas cortantes y momentos flexionantes a lo largo de toda

la preza

En este trabajo solo estudiaremos el efeclo de la fuerza cortante V;. En los siguientes incisos
comentaremos sobre los desplazamientos relativos entre pilote y suelo, lo que ocasiona una
reaccion reparhida a lo largo de todo el pilote. En el inciso 3 trataremos sobre las propiedades
del suelo que es necesario conocer, ias cuales deberan ser obviamente dinamicas. En el inciso
4 presentaremos ut» método para determinar las reacciones del subsuelo provocadas por la
accion de un fuerza corlanle en la cabeza del pilote; conociendo estas reacciones se pueden
detlermunar los desplazamientos relativos entre pilote y suelo, y obtener los diagramas de
momento flexionante y fuerza cortante, a lo largo de todo el pilote, con lo cual se puede efectuar
el diseio estructural del mismo. En la parte final de este ariculo presentaremos las

conclusiones derivadas de este estudio.

270



2. DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES DEL SUELO Y PILOTE.

Como indicamos anteriormente, la fuerza sismica horizontal V; ocasiona en fa cabeza de un
pilote una fuerza cortante que se puede valuar dividiendo la fuerza total V; entre el numero tolal
de pilotes. De esta manera, se obtiene la fuerza corante en la cabeza de un pilote individual,

que denominaremos V, {fig. 2).

Debido al sismo se presenta un movimiento horizontal del sueio con respecto a un plano de
referencia A - A’ , denominaremos &p (fig. 3a), esle desplazamiento se puede determinar
uhlzzando el metodo propuesto por Zeevaenr (1973). Por efecto de la'fuerza cortante V. el pilote
experimenta un desplazamiento horizontal 8, con respecto al mismo plano de referencia A - A’
{fig. 3a). En esta condiciones, se presenta entre el suelo y el pilote un desplazamiento relativoSg
- op = 8, lal como se indica en la figura 3a (Zeevaert 1973), el cual ocasiona una reaccion

repartida del suelo del suelo sobre el pilote (fig. 3b).

El desplazamiento horizontal relativo entre suelo u pilole depende de la magnitud de la fuerza
corlante en la cabeza de la pieza V), de la rigidez del pilote y de la rigidez del suelo.

La valuacion de V, la comentamos anleriormente. La rigidez del pilote esta dada por el producto
E |, siendo E el moédulo de elasticidad del material que forma el pilole y que para el caso de

pilotes de concreto se puede obtener como E = 10000 f'o. en kg. / cm?, siendo f ' la

resistencia en compresion no confinada del decreto a los 20 dias de fabricado, en kg fem?. les
el momento de inercia de la seccidén de un pilole, supuesto de tipe prismatico o cilindrico, es -

decir, de seccion constante en toda su Jongitud.

La rigidez del suelo debe valuarse en condiciones dmamlca Sabemos que |la deformacion de un
eslrato de suelo de espesor y esta dada por .

Siendo :
Mg = modulo longitudinal de deforinacion del suelo
A, = esfuerzo promedio aplicado a la mitad del estrato.

Desde luego. el modulo M, debe ser el modulo longitudinal dinamico de deformacion, el cual
estarelacionado con el médulo cortante de rigidez G de acuerdo con la siguiente expresion ;

en donde v = modulo de Poisson
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Para el caso de suelos finos salurados sujetos a una solicitacién dinamica ( lo gue ocurre en un
sismo }, se puede considerar
v = 0.5, alcanzando M, el valor :

1
= (3)

M, = —
3G

En términos generales, en dindmica de suelos ha resultade de mayor facilidad |la determinacién
en {a practica del moédulo cortante G, para después emplear las Ecs. 2 6 3 para valuar el modulo

longitudinal M, .

En el siguiente inciso veremos la forma de obtener el valor del médulo cortanle G en
condicionales dinamicas. : -

3. PROPIEDADES DINAMICAS DEL SUELO

Para fines de analisis de pilotes sujetos a cargas laterales por sismo, inleresa conocer
principalmente dos propiedades del suelo; el modulo corlante de rigidez G y la relacion de

Poisson v,

En general, el médulo cortante G se puede determinar en el campo y en el iaboratorio.

Dentro de ias pruebas de campo se pueden mencionar el ensaye geofisico, la prueba del
vibrador de superficie y un cierto tipo de prueba de placa de carga y descarga. Parece ser que la
principal limitacion de estas pruebas es el rango de las deformaciones que se alcanzan, ya que
se hace necesario que se llegue a deformaciones unitarias en el rango de 0.1 a 0.01 % en el
campo ( intervalo usual de deformaciones ocasionadas por el sismo) ( Wilson 1972 ).

Las pruebas de laboratorio empteadas son ia prueba triaxial ciclica, la prueba de corte ciclico y
la prueba de la columna de torsion. Aparentemente, esta ultima es el ensaye mas realista para
la deterrmnacion de G, aunque es de dificil ejecucion ( Wilson 1972 ).

Las pruebas de laboratorio empleadas son la prueba triaxial ciclica, la prueba de corte ciclico y
la prueba de corte columna de torsion. Aparentemente, esla ultima es el ensaye mas realista
para la delerminacion de G, aunque es de dificil ejecucion ( Wilson 1972 ).

La delerminacion del madulo G por medio del péndulo de torsion ha dado buenos resultados en
la practica de la ingenieria. Esta prueba consiste en hacer una pequena modificacion a la
camara triaxial convencional, 1a cual se emplea para someter una muestra de suelo a diferentes
esfuerzos de confinamiento. Al espécimen de sueloc se le da una pequeia torsion { en un plano
horizontal ). permitiendo que el sistema vibre llbremente, moviendo debido a la respuesta
eiastica de los elementos del suelo De esta manera se puede hallar el médulo de cortante G

( Zeevaert 1973).

Los resultados de pruebas con el péndulo de torsion indican que G aumenta con el
confinamiento. tanto en suelos cohesivos como en suelos no cohesivos, en estos materiales
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parece necesario determinar la variacion causada por la amplitud usada en las pruebas y por -
melodo de aplicacion del esfuerzo de confinamiento ( Zeevaert 1973 ).

Por lo que respecta al médulo de Poisson v, se puede emplear un valor de 0.25 para maleriales
granutares parcialmente saturados y un valor de 0.42 a 0.45 como limite para suelos
cohesivos no consolidados { Zeevaert 1973 ).

4 . ANALISIS DE PILOTES SUJETOS A CARGAS LATERALES

La determinacion de la propiedades dinamicas de un suelo es de gran importancia pa'rlfvaluar los
efectos de un sismo sobre un pilote. De igual importancia es la posibilidad de poder manejar los
datos de propiedades mecanicas para efectuar el analisis de los pilotes. De otra manera, ; de
que sirve oblener las propiedades dinamicas de un suelo con gran precisién - suponiendo que
logremos esto - si después no sabremos como utilizarlas y conocer el efecto que tienen sobre

un pilote 7.

En este inciso trataremos la manera de llevar a cabo el analisis de un pilote sujeto a una carga
lateral, que puede ser debida a un sismo. Como comentamos en el inciso 2, al ser cargado un
pilote con una fuerza horizontal V, en su cabeza, se produce una reacciéon del suelo por el
desplazamiento relativo § entre el suelo y pilote { Fig. 3 ). Nos inleresa conocer la distribucion de
esta reaccion para valuar el diagrama de momento flexionante y el diagrama de fuerza corlante

en el pilote.

El diagrama de presion de suelo sobre pilote esta limitado por una linea continua ( Fig. 3b ). ’
pero para fines de analisis lo podemos sustituir por cargas repartidas en tramos de longitud d.
( Fig 4a ), es obvio que a mayor precision que se desee se tendra que disminuir la longitud™ d *

de tramo y aumentar el numero * n ° de framos

En la fig. 4b se muestra la elastica del pilote, causanie de la reaccion del suelo. La posicion
original se refiere a la posicion de desplazamiento relativo nulo entre pilote y terreno.

La fig 4b muestra las propredades dinanucas del suelo en cada uno de los tramos, a saber del
moduto cortante de rigidez G y la Relacion de Poisson v.

El procedimiento que se propone para el anahsis de la interaccion suelo - pilole consiste en
términos generales en lo sigwente  manejar las reacciones r, del suelo ( Fig. 4a ) como
incognitas y mediante el anahsis estructural del pilole hallar los desplazamientos del suelo 5,
{ Fig 4b ) en funcion de las reacciones. con eslo oblenemos un sistema de ecuaciones en el
tenemos como incognitas los desplazamientos dei suelo &, y 1as reacciones 1, . A continuacion
determinamos los desplazanuentos , en funcion de las reacciones r, medianie el calculo de
deformaciones en el suelo, oblemendo olro sistema de ecuaciones en el que los
desplazamientos &, quedan en funcion de las reacciones r, . Suslituyendo este ultimo sistema en
el obtenido con la aplicacion del anahsis eslructural quedan unicamenté como incognitas las
reacciones r, ; resolvemos el sistema y hallamos ias r, . Como tenemos loss, en funcion de las 1, ,
, también podremos oblenertos De manera, al final de la aplicacion de este procedimiento se
conocen los desplazamienlos &, y las reacciones r, { Demeneghi 1979 )
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Vemos el desarrolio al detalle de lo expuesto en el parrafo anterior. Empezaremos con el
analisis estrucltural del pilote, continuaremos con el calculo de las deformaciones del suelo y
terminaremos con el establecimiento de la compatibilidad de desplazamientos.

4.1 Analisis estructural del pilote

El analisis estruclural se puede realizar utilizando el método de la viga conjugada para todo el
pilote ( Flores Ojeda 1980 ).

En nuestro caso, nos interesa determinar los desplazamientos §; del pilote en funcidn de las
reacciones r, y de la rigidez de la pieza { Fig. 4 ). Nos conviene trabajar con una sola reaccion r,
y después tomar en cuenta el efecto de todas las r,. En la Fig. 5a se muestira el inlervaio de
pilote del nudo 1 af nudo j; en una posicion intermedia se encuentra la reaccion r,. En la Fig. 5b
esta indicada la viga conjugada para esta condicion de carga, en la cual:

1nd’ 1 1

= o= == dl
3 2EI EI '8

1 =

2 I
't = ; IL(:’I— = -—1‘ I'I -1 (rjl?ljl
2 T2l EI'?2

1 r.d 1 1 2
QT P he S gy |
3270 Em'2Y

Designemos como. .

1 .3

A, = — d, T 4 )
G (
1

m:Eq% (5)

_ 2
Cll - '2 d1 I}. ( G )
#or lo tanio.

'I

M ¥
Ay- AL Ay - B Ay - C,
A A I T

Tomemos moimentos en |3 viga conjugada con respecto al nudo j :
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1 1
O Y 8= 5= Ay (5 )= Ag - Ay L =0

Es decir
, R 1 Bt Ciy
”11]_5| ! ﬁ] ’ER{A, (1"+Zdl)+—-l+——-—3 =0
1, B, Ci1,
Hagamos: D, = A1 Hd')i __%_,L + gj (7)

Por lo tanto:

- 1
()‘,1j -8y ﬁi + E_Ir' Dj1 =0

De manera analoga, para una reaccion colocada en el tramo j :

031, =8y 4 8 +

! B4EI

Para todas las reacciones r, en el intervalo 1- |
j
. = 1 1
”111 =y -t ()l -+ 'E—izoll r, +%A’ d, l} =0
-1

en donde 0), es el giro en el nudo -1 debido a la totalidad de las reacciones.

Mulliplicando ambos miembros de esta ultima ecuacion por E I

El0y1, - EI5, « EI3, o io"r‘ ' 613A' d =0 (8)

i1 2=jz n-1
Paraiareaccionr, , 1, =0y 1,=1-d, (9) i=1
Para el resto d las reaccicnes 1, -
1,,=|,-(a,+92.') (10)
2 71N

En forma similar obtenemos para el nudo n lo siyuiente:
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n-1
Elln01-EI6,+EI6H+ZDniq+%Andnrn=0 (11)
. i=1

j=n

La condicion de equilibrio de fuerzas en toda la viga conjugada permite establecer la siguiente
expresion

éz fA; +B;+ Cji}r+8,-8,=0
i=1

Pero 0, = 0, dado que consideramos que el pilote esta empotrado en su cabeza, por lo tanto:

n
EIO,+Z{A,»+B,,-+CI,}|;=O (12)
i=1

j=n

En el pilote debe haber eguilibric de fuerzas
Z dr=V, . . (13)

Cabe aclarar que las expresiones 8, 11, 12 y 13 son validas para piiotes de tipo prismatico o
cilindrico, es decir, para pitotes de seccidon constante en toda su longitud. También recordamos
que se considera que el pilote esta empotrado en su cabeza ( nudo n).

En resumen, para el analisis estructural de! pilote empleamos las Ecs. 8, 11, 12 y 13, con lo gue

tenemos como incognitas el giro en el nudo 1,0, , los desplazamientos §, y las reacciones r; . Lo
que falta ahora es obtener los §, en funcion de ias r, con un analisis de deformaciones del suelo,

io cual efectuara en el siguiente inciso.

4.2 Deformaciones del suelo

Como se comento en el inciso 3. en el campo o laboratorio se obtienen el médulo cortante G y el
de Poisson v Empleando la Ec. 2 podemos conocer el modulo longitudinal de deformacion My, .

_ hallemos ahora las deformaciones del sueio en funcion de las reacciones: la deformacién del,
“cuadro " i, j debida a una reaccion aplicada en k valdra

o, K =My, e (AT ),k

en donde:

=, k = deformaciones del cuadro i, j debida a una reaccion colocada en k
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Mv, = médulo longitudinal de deformacion del cuadro i, j
g = espesor del “estrato vertical " |

( AT ), k = incremento de esfuerzo normal horizontal en el cuadro i, .j debido a la presién
v / b en el contacto pilote - suelo

b = ancho ( o diametro ) del bilote

Pero:

f
( AT )uk = lqk ?,;‘

siendo

I, = valor de influencia en el cuadro i,j debido a una presidn unitaria colocada en k.

El valor de lik s& puede determinar calculando el esfuerzo que ocasiona una presion unitaria
colocada en el tramo k sobre el cuadro i, j ( Zeevaert 1973 ).

Con to anterior, ta deformacion del cuadro i, j debida a todas las reacciones 1, sera..
n .
1
8, —El'sllv.ril €, Z lyx i
. k=1
El desplazamiento horizontal del nudo i valdra

p
:Zﬁij
=1

siendo: p = numero de “estratos verticales "de! subsuelo

Porltanto:

ZMV,, JZI,,krk (14)
En esta ecuacion, los desplazamlentbs &, del suelo quedan en funcion de las reacciones ry .
4.3 Compatibilidad de desplazamientos

En las expresiones obtenidas del anaiisis estructural del pilote ( Ecs. 8 y 11) aparecen como
incognitas los desplazamientos &, de la pieza. Estos desplazamientos deben ser iguales a los
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obtenidos con la Ec. 14, para que haya compatibilidad entre desplazamientos del pilote y
desplazamientos del suelo. Por to tanto, hay que sustituir los valores hallados con la Ec. 14 en
tas Ecs. 8 y 11, de esta manera, desaparecen como incognitas los desplazamientoss, y quedan
por determinar solamente el giro en el nudo 1, 0,, y las reacciones r; .

La Ec 8 se aphca a los nudos 2 a n-1; contamos ademas con las Ecs. 11, 12 y 13; por
consiguiente disponemos de n+1 ecuaciones, numero igual al de valores desconocidos, por lo
gue resolviendo el sistema de ecuaciones establecido conocemos el giro 04 y las reacciones r, .
Sustituyendo estos valores en la Ec 14 determinamos los desplazamientos §, del suelo ( y del

pilote ).

E! problema ha quedado resuelto. pues obtenemos los valores de interés practico para el
ingeniero: el giro en el extremo libre del pilote ( 0, ), las reacciones del suelo r, y ios
desplazamientos hornizontales relativos del pilote con respecto al suelo §;. Con las r, podemos
obtener el diagrama de fuerza corante en el piiote, con lo que podemos disefarlo

estructuralmente.

5. CONCLUSIONES

a) Se ha presentado un procedimiento para el analisis de!l pilote en un suelo estratificado,
sujeto a cargas laterales, las cuales pueden ser debidas a2 un sismo. .

b) Ei método tiene la ventaja de gque es relativamente sencillo de aplicar: el analisis
estructural se efectua utilizando unicamente el método defa:viga conjugada.

C) La deternunacion de los desplazamientos relativos entre suelo y pilote, tomando en
cuenta la rigidez de la pieza estruclural, se lleva a cabo considerando la influencia-de las
reacciones del suelc en cualquier punto de la masa, mediante el concepto de valores de

nfluencia propueslos por Zeevaert { 1973 ).

d) Estableciendo 1a compalibihdad de deformaciones del pilote y deformaciones del suelo,
se puede resolver el problema sin recurrir a iteraciones,

e) Lo anterior se consigue empleando las Ecs 4 a 13 en la eslructura y la Ec. 14 en el
suelo Estas expresiones quedan en forma de algoritmos y pueden ser programadas

para que genere y resuelva una computadora electrénica.

f) La preciston del metodo se aumenta incrementando el numero n y disminuyendo la

longitud d de los tramos
desde juego. la aproxmmacion del analsis depende de los datos con los gue sea

g)
alimentado En esle senhido, la deternunacion de las propiedades dinamicas del suelo en
el campo o en el laboratorio es de gran importancia.

) Resulta conveniente la insirumentacion en el campo de pilotes sujelos a cargas laterales,

asi como el usc de modelos en el laboratono, para caiibrar los meétodos de analisis y
disefno que se emplean
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i) La principa!l aplicacion del anadlisis de pilotes sujetos a cargas laleraies estriba
determinacion del desplazamiento relativo entre suelo y pilote y en la oblencior.
diagrama de reaccion del suelo sobre el pilote. Con este ultimo resultado se pueden
calcular el diagrama de fuerza cortante y el diagrama de momento flextonante, y a partir

de eslos poder efectuar el disefio estructural del pilote.

j) Cabe aclarar que el procedimienlo es valido para pilotes de seccidon constante en toda su
fongitud. En el caso de que estos miembros sean de seccion varnable, se pueden
desarroliar ecuaciones semejantes a las de aqui presenladas, tomando en cuenla la

variacién de E | a lo largo del pilote.
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1. INTRODUCCION

El programa SAP90 es un programa de proposito general de elementos finitos y representa
el trabajo de investigacion realizado en la Universidad de California en Berkeley por el Prof,
Edward Wilson durante los pasados 25 aiios.

El desarrolio del programa ha sido realizado usando en ambiente ANSI Fortran 77, lo cual
garantiza su portabilidad desde el nivel de computadoras personales a grandes super
computadoras.

Esta version del programa es una version estudiantil y esta diseflada para trabajar en
ambiente MS-DOS. La capacidad maxima del problema a resolver esta restnngida a 100
juntas. La version comercial esta diseiiada para resolver problemas mas grandes. Todas las
operaciones numeéricas son ejecutadas en doble precision.

El programa tiene opciones de realizar analisis estatico y dinamico, las cuales pueden ser
activadas al mismo tiempo en la misma ejecucion. Las combinaciones de carga pueden
incluir resultados de ambos analisis.

Los datos son suministrados al programa en un formato libre y existe la opcion de
generacion de juntas v elementos por conveniencia. El programa tiene capacidad de generar
graficos de la estructura no deformada y deformada para la venficacion de los datos
geométricos y para el estudio del comportamiento estructural del sistema.

La libreria de elementos finitos consiste de cuatro elementos: un elemento FRAME
tndimensional, prismatico o no prismatico un elemento SHELL tridimensional, un elemento
ASOQOLID bidimensional v un .elemento SOLID tnidimensional. Los elementos viga y
armadura bidimensionales, membrana, flexion de placas, axisimetrico y de esfuerzo plano
estan disponibles como subconjuntos de esos elementos. Todas las opciones necesarias de
geometria y de carga asociadas con los elementos estan incorporadas en el programa. Un
elemento de frontera en la forma de resortes en los apoyos también esta incluido.

Las opciones de carga permiten condiciones de gravedad, térmicas o de presfuerzo ademas
de las cargas nodales usuales en forma de fucrzas o desplazamientos especificados. La carga
dinarmica puede ser de la forma de aceleracion de base, espectro de respuesta o cargas o
aceleraciones variables con el tiempo
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II.- REQUERIMIENTOS DEL SISTEMA Y PROCEDIMIENTOS PARA
EJECUTAR EL PROGRAMA

A . Instalacién, configuracién y pruebas

Las versiones regulares del programa SAP90, requieren que la computadora donde se
instale tenga al menos 640 Kb. en memoria RAM, un coprocesador matemdtico y disco
duro. La versién PLUS del programa requiere una computadora con un procesador
80386, un coprocesador matemético 80387, al menos 2Mb de memoria RAM y por
supuesto disco duro. Ademds se requiere de una impresora para utilizar los programas de

graficacion.

Los discos del programa contienen los programas ejecutables, archivos de ejemplos y una
base de datos para secciones de acero.

Se recomienda que antes de realizar la instalacién de los programas en la computadora, se
respalden los discos originales y se trabaje con la copia.

La instalacién del programa inicia copiando todos los discos del programa a un espacio de
trabajo ( subdirectorio ) del disco duro. En esos archivos se encuentra la base de datos F

para secciones de acero con los nombres:

AISC.MET
AISC.DAT

Estos archivos contienen informacion en dos diferentes unidades, en metros y pulgadas
respectivamente. Para hacer uso de la base de datos se selecciona uno de los dos
archivos, dependiendo de las unidades con que trabajemos y se copia a otro llamado:

AISC.DAT
Este es el archivo que consulta internamente el programa para utilizar la base de datos.

Existe ademds un programa auxiliar llamado SETUP.EXE que permite asignar un
nombre dentro del programa que se imprnimird como parte de la portada en las salidas de
resultados, asi mismo se puede seleccionar el tipo de monitor e impresora gue Se
utilizaran y especificar los programas de graficacién.

Respecto a la configuracién del sistema, SAP90 requiere que el archivo CONFIG.SYS
tenga la especificacion FILES=15 o mas

Para realizar la verificacion dei programa, se recomienda ejecutar algunos de los
ejemplos de prueba con su solucién que se anexan en los discos originales.
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El programa SAP90 podemos encontrarlo en dos versiones:

¢ Versién estudiantil. No requiere dispositivo de seg'uridad para su uso, por lo que estd
limitada a estructuras que requieren menos de 100 nudos para la generacién de su
geometria.

e Versién profesional. Requiere de un dispositivo o candado de seguridad para ejecutar,
el cual se coloca en la entrada para impresora del CPU.

B . Preparacién de un archivo para SAP90

Para realizar el andlisis de una estructura con SAP90, es necesario tener un pleno
conocimiento de las hipdtesis del programa, lo cual nos permitird modelar de manera
adecuada nuestro problema real.

La preparacién del archivo de datos se puede llevar a cabo de dos maneras
distintas :

e Mediante un editor ASCII como el EDIT del MSDOS.
» Utilizando el programa interactivo SAPIN que se ejecuta desde windows

El archivo de datos puede tener cualquier nombre vidlido en MSDOQOS pero sin extensidn,

como los ejemplos que se incluyen en los discos originales del programa para el andlisis
de diversas estructuras.

C . Ejecuci6n del programa SAP90
Supongamos que tencmos creado el archivo para analizar una estructura. Para ejecutar el
programa tenemos que estar en el directorio de trabajo o que el programa a ejecutarse se
encuentre en el PATH o ruta de la computadora.

La corrida de computadora del programa se realiza en dos fases:

e Fase de revision de datos
e Fase de solucidn

Para la fase de revisién de datos tecleamos :

C:A>SAPY0 < enter >
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Después de esta instruccién aparece una pantalla con el nombre y algunos datos propios
del programa.

Antes de introducir el archivo de datos, es necesario teclear < enter > y aparecerd un
mensaje que pide el nombre del archivo. Una vez que lo escribimos, se teclea
nuevamente < enter > para que empiece primeramente el andlisis de la informacién
contenida en dicho archivo. En esta fase de revision aparecerdn una serie de mensajes
que indican el avance en la revisién de los médulos de datos que contiene el archivo. Los

datos de los médulos son leidos y analizados para verificar que cumplen con los formatos
establecidos y se crea un archivo de salida ASCII llamado con el mismo nombre del

archivo original, pero con extensién .SAP. p ejem. EJERCICIO.SAP. Este archivo es
una copia de los datos introducidos al programa y los almacena en forma tabular, lo cual
permite hacer revisiones para corregir posibles errores. Se recomienda editar y revisar
minuciosamente este archivo antes de continuar con la ejecucién del programa.

Si en esta etapa no hubo o se han corregido los errores se continua con la fase de
solucién, que consiste en ejecutar el comando GO, que contiene una sene de programas

que se ejecutardn en la secuencia previamente establecida en el archivo de datos de la
estructura que se analiza. De igual manera que en la fase de revision, después de teclear

el comando :
C:\>G0 < enter >

aparecerdn una serie de mensaje que indican el grado de avance de la solucidn.

D . Como guardar la imagen de la pantalla
Cuando se realizan andlisis de estructuras complejas, el tiempo de computadora puede ser

considerable, por lo que resultaria imprictico estar frente al monitor para observar si se
-envia algin mensaje en pantalla. Para evitar esto se recomienda activar el modo de

impresion de pantalla tecleando las siguientes teclas :
Ctrl + PrtSc

De esta manera cualquier mensaje en pantalla, se enviard a la impresora.

E . Limpieza del disco duro
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Después de una corrida de computadora con SAP90 se crean una serie de archivos
auxiliares en la solucién que consumen gran cantidad de memoria. Estos archivos se
utilizan principalmente para graficacién de resultados. Una vez que se ha terminado con
el andlisis de la estructura o simplemente porque se requiere hacer espacio en disco duro,
se pueden utilizar tres comandos que eliminan de forma automitica esos archivos que no

necesitamos. Estos comandos de describen a continuacién :

* JUNK.

Borra todos los archivos creados por SAP90 excepto el archivo de datos, los archivos
de resultados ( ASCIL ) y aquellos archivos intermedios requeridos para graficacion

e EATOUT
Borra los archivos de resultados ( ASCII )
e EAT

Borra los archivos intermedios para graficacién dejando el archivo de datos y los de
resultados ( ASCII )

F . Utilizacién de los programas interactivos para graficacién

El programa SAP90 tiene un programa para graficacién de datos de entrada y resultados
llamado SAPLOT.

SAPLOT puede utilizarse después dc la primera etapa de ejecucion, es decir, para revisar
grificamente los datos de entrada o después de la solucién para dibujar configuraciones
deformadas, modos de vibrar y fuerzas o esfuerzos en los elementos estructurales, entre

Otros.
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III. TERMINOLOGIA DE SAP90

La preparacion de los datos para un problema de analisis estructural envuelve basicame.. .
los pasos siguientes:

I' Descripcion de la geometria de la estructura.
2. Descnipcion de las propiedades de materiales y secciones de los miembros.
3. Definicion de las condiciones de carga estaticas y/o dinamicas para las cuales se va a

analizar la estructura.

A. Juntas y Elementos.

La geometria basica de la estructura se establece colocando juntas (o nodos) y miembros
sobre la misma. Cada junta posee un numero de identificacion unico y se ubica en el espacio
por medio de coordenadas asociadas a un sistema de coordenadas giobales tndimensionales.

La geometria estructural se completa conectando las juntas predefimdas con elementos
estructurales que son de un tipe especifico: viga, armadura, cascardn, placas, etc. A cada
elemento se le asigna un niumero de identificacion unico.

Las cargas pueden ser aplicadas como cargas concentradas actuando sobre juntas especific
o como cargas distribuidas (incluyendo cargas térmicas) actuando sobre los elementos.

B. Sistemas de coordenadas local y global,

Para la definicion de todos los datos de entrada y salida asociados con las juntas, se usa un
sistema de coordenadas cartesiano, tnidimensional “X-Y-Z", el cual se conoce como el

sistema de coordenadas global.

Los siguientes datos de entrada son preparados con respecto al eje de coordenadas global:

e Coordenadas de juntas

» Restricciones de juntas (condiciones de apoyo)
» Resortes de apoyo

e (Cargas en juntas

* Desplazamientos especificados en juntas.

Los siguientes resultados estan referidos al sistema global de coordenadas:

» Desplazamientos en juntas
e Reacciones de juntas
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Para los datos asociados con cada elemento, se usa un sistema de coordenadas cartesianas
tridimensional “1-2-3". Este sistema de coordenadas es diferente para cada elemento y se
conoce como el sistema de coordenadas local del elemento.

Los siguientes datos deben prepararse con respecto al sistema local de coordenadas:

e Matenal y propiedades de la seccion transversal de cada elemento
o (Cargas sobre elementos

Los siguientes resultados estan referidos al sistema de coordenadas local:

» Fuerzas y esfuerzos en los elementos

C. Grados de Libertad.

Cada junta de un modelo estructural tridimensional tiene seis componentes de
desplazamiento: desplazamientos en las direcciones globales X, Y y Z, y rotaciones
alrededor de los mismos ejes. Las direcciones asociadas con esos seis componentes de
desplazamiento se conocen como grados de libertad de la junta. Los grados de libertad se
nombraran como UX, UY, UZ, RX, RY y RZ respectivamente a lo largo de estas pégir}{’as.

Si el desplazamiento de una junta a lo largo de cualquiera de los seis grados de libertad es
cero, como en un apoyo, entonces ese grado de libertad es’ conocido como un grado de -
libertad inactivo. los grados de libertad en los cuales no se conocen los desplazamientos se
llaman grados de libertad activos.

Generalmente el desplazamiento en un GDL inactivo es conocido, y el objeto del anilisis es
encontrar la reaccion en esa direccion Para un grado de libertad activo, usualmente se
conoce la carga aplicada (podna ser cero). y el proposito del analisis es encontrar los
desplazamientos correspondientes

El usuario deberia ser capaz de identificar los grados de libertad nulos examinando los tipos
de elementos que liegan a una junta particular La tabla IlI-1 define las componentes de
ngidez asociadas con cada tipo de elemento

Tipo de Elemento UXN Uy Uz RX RY RZ
Viga 2D (plano X-Y) 0 0 | 1 1 0
Viga 2D (plano Y-Z) ! 0 0 0 1 ]
Viga 2D (plano Z-X) ¢ ] 0 ] 0 1
Viga 3D 0 0 0 0 0 0
Armadura 3D 0 0 0 ] ] ]
Cascaron 3D 0 0 0 0 0 0
ASQLID (plano X-Y) 0 0 ] l ] |
ASOLID (plano Y-Z) 1 0 0 ! ] l
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ASQOLID (plano Z-X) 0 1 0 1 ] 1
Sélido 0 0 0 1 ] 1

donde 1 = no existe rigidez y 0 = existe rigidez

Tabla I1I-1. Términos de Rigidez para diferentes tipos de elementos

D. Condiciones de Carga y Combinaciones de Carga

Las condiciones de carga son las cargas independientes para las cuales la estructura es
analizada explicitamente.

Las combinaciones de carga son cargas formadas por combinaciones lineales de las
condiciones independientes de carga.

E. Unidades

SAP90 no cuenta con un tipo definido de unidades. El usuario debe preparar los datos en un
sistema consistente de unidades. Los resultados del programa estaran de acuerdo con el .

mismo sistema de unidades.

Las unidades fundamentales necesarias para un analisis estructural son: longitud (L), tiempo
(T), masa (M) y temperatura (). El usuario puede escoger unidades arbitranas para cada
una de esas cantidades. Las cantidades denvadas tendran unidades consistentes con estas.
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IV.- MODELADO CON SAP90

En esta parte se describe de manera general algunas herramientas que utiliza SAP90 para
la generacién del modelo analftico.

A . Generacién de coordenadas de nudos

La base de SAP30 para construir un modelo matemdtico es el elemento nudo en tres
dimensiones, es decir, un nudo es el elemento m4s pequeiio del cual parte la generacién
de elementos que definen la geometria propia de la estructura.

En estructuras complejas la generacién de una malla tridimensional de nudos que define
la geometria de un modelo resulta dificil y tardada de construir. Para esto, se ha
implementado en SAP90 una serie de herramientas que permiten generar nudos de
manera répida y eficiente, las cuales se presentan a continuacién :

o Generacidn lineal.

Con este tipo de generacidn se crean nudos intermedios entre dos nudos extremos
definidos previamente. El espaciamiento entre nudos puede ser equidistante o con un
incremento o decremento en sus espacios a lo largo de la linea recta.

e Generacién en cuadrildtero
Para esta peneracién se crea una malla bidimensional de nudos definida por sus.;'cuatr'o '
esquinas. El espaciamiento es equidistante en ambas direcciones de ja malla.

e Generacién frontal

Este tipo de generacién permite construir una malla de nudos en forma rectangular o de
paralelogramo. El espaciamiento entre nudos no necesariamente puede ser equidistante,
Esta opcidn de generacién se utiliza frecuentemente en la modelacién de edificios para la
localizacion en planta de las columnas .

* Generacién Lagrangiana

Esta opcién permite la generacién de nudos sobre una superficie compleja en el espacio,
para lo cual se requieren definir todos los nudos que forman las caras de la superficie.
Las coordenadas de los nudos generados se obtienen mediante el promedio de los nudos
que los rodean.
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e Generacién cilindrica y esférica

Este tipo de generacién permite crear nudos a lo largo de una circunferencia. El plan-
que contiene al circulo puede tener una orientacién arbitraria en el espacio. Si es.

generacién se utiliza de manera repetida, es conveniente transformar las coordenadas de
los nudos a una forma esférica. También se pueden obtener generaciones helicoidales o

en espiral.

B . Condiciones de restriccién en nudos que trabajan como apoyos.

Los nudos que sirven de apoyo a una estructura pueden tener cualquier condicion de
restriccién, es decir , que podemos modelar empotramientos, articulaciones 0 apoyos con
rigideces eldsticas ya sea lineales o rotacionales. Lo anterior se logra restringiendo los
grados de libertad de un nudo ( restriccién total ) o asignando un valor de rigidez eldstica
. en la direccién deseada ( restriccion parcial ). De esta forma, se obtendrdn fuerzas o
reacciones en direccién de la restricciones parciales o totales.

C . Nudos con desplazamientos dependientes

Cuando dos o mas desplazamiento se consideran iguales en un modelo estructural, es
recomendable indicarlo, ya que ademds de simplificar los resultados se obtiene un:
reduccién en el niimero de ecuaciones de equilibrio que forman la matriz de rigidez

global de la estructura.

En el andlisis sismico de “ edificios regulares “ comiinmente se supone que sus niveles se
comportan como diafragmas infinitamente rigidos. Esta hipdtesis es aceptable para estos
casos, ya que la fuerza sismica se distribuye de manera uniforme en toda la longitud de
las trabes. Este tipo de comportamiento puede modelarse adecuadamente asignando
desplazamientos dependientes de un grado de libertad en particular. Por ejemplo, en la
figura 4.1.a se presenta un marco plano de un edificio en el cual se desprecian las
deformaciones axiales en sus trabes, por io que el desplazamiento en direccién “ x " para

un nivel en particular, serd igual en todos los nudos.

El definir nudos con desplazamientos dependientes, también permite trabajar con modelos
separados y después unirlos para su andlisis. ( subestructuras )
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Fig. 4.1. Desplazamientos dependientes.

D . Tipos de elementos,
SAP90 maneja cuatro tipos de elementos :

FRAME
SHELL
ASOLID
SOLID :

ey

Elemento FRAME .

Este elemento permite modeiar estructuras de marcos y armaduras en el plano y en el
espacio. El elemento bdsico es un elemento prismdtico tridimensional que incluye efectos
de flexién biaxial, torsién, deformacién axial y deformaciones por cortante biaxial. Se
puede incluir vanaciones lineales, parabdlicas y cibicas del momento de inercia mayor a
lo largo de la longitud del elemento. También se permiten asignar zonas rigidas en los
extremos de los elementos para considerar la reduccién de la longitud debida a las
dimensiones propias de la seccién transversal de los miembros.

Si los momentos de inercia, las dreas de conante y la inercia torsional son cero, nuestro
elemento se convierte en un elemento armadura biarticulado en sus extremos.

Se pueden proporcionar diversos tipos de cargas sobre la longitud de los elementos :

Cargas uniformes

Cargas puniuales

Cargas gravitacionales
Cargas por efectos 1érmicos
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Para el caso de estructuras con ciertas caracteristicas de geométricas, existen comandos
para la generacidn de elementos que facilitan ia construccién del modelo. '

Las fuerzas resultantes del anélisis son obtenidas en los extremos del elemento ( en la”
cara del apoyo ) y en otros puntos de control de su longitud, pero se puede asignar un
niimero de puntos equidistantes donde se requiere obtener dichas fuerzas. Estos valores
estdn referenciados al sistema local del elemento.

Elemento SHELL
Este elemento se utiliza para modelar:

Estructuras de pared delgada ( cascarones ) tridimensionales
Sistemas de membranas en el plano y trnidimensionales
Sistemas de placas sujetas a flexién, planas y tridimensionales

La formulacién de este elemento de 4 nudos es una combinacién del comportamiento de
membrana y de placa con flexién.

La membrana es una formulacién isoparamétrica que incluye rigidez traslacional y rigidez
rotacional perpendicular al plano donde se define.

El comportamiento de placa a flexién incluye componentes de rigidez rotacional fuera del
plano de la placa y componentes de rigidez traslacional perpendicular al plano. En esta -
formulacién no se toman en cuenta las deformaciones por cortante.

Las cargas en los elementos se presentan en forma de presién normal, fuerzas por
temperatura y cargas gravitacionales.

Los esfuerzos o fuerzas resullantes y momentos se obtienen en cada nudo del elemento
refendos al sistema local. Un error aproximado en los resultados puede estimarse
obteniendo la diferencia en los valores de los elementos que concurren a un nudo. De este
andlisis se tendrd una indicacién de la aproximacién en los resultados, que puede servir
de base para la seleccién de una malla mas fina.

Existe también la opcién de usar elementos triangulares, pero solo se recomienda para
transiciones ya que el esfuerzo obtenido es pobre. .
Elemento ASOLID

Este elemento se utiliza para modelar :
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Estructuras tridimensionales con deformacién plana
Estructuras en dos dimensiones sujetas a un estado de esfuerzo plano
Estructuras tridimensionales con cargas axisimétricas.

El elemento debe ser plano y paralelo a los planos formados por los ejes globales
principales (X-Y,X-Z,Y-Z ).

La formulacién de este elemento permite definirlo con 3 y hasta 9 nudos, para cuando se
requiere hacer transiciones, pero se recomienda utilizar el elemento de 9 nudos.

Las cargas en los elementos pueden ser debido a efectos térmicos, gradientes de presiones
y gravitacionales. Para los s6lidos axisimétricos es posible aplicar cargas radiales debidas
a velocidades angulares constantes. Pueden asignarse propiedades de matenales

anisotrépicos.

Pueden obtenerse aproximaciones del error en los resultados, de manera similar a como
se hace en los elementos shell.

Elemento SOLID.

Este elemento definido por & nudos se utiliza para modelar estructuras solidas
tridimensionales. .

by i
Pueden asignarse propiedades de matenales anisotrépicos. Las cargas en los eleméntos
pueden scr debido a efectos térmicos, gradientes de presiones y gravitacionales.

E . Diafragmas de piso rigidos

La mayoria de los edificios de concreto se caractenizan por tener sistemas de piso ( o losa
) con alta rigidez en su plano. Esla condicién permite hacer simplificaciones en el andlisis
de edificios principaimente sujetos a sismos, ya que permite modelar su sistema de piso
como diafragmas infinitamente rigidos, reduciéndose el orden de la matriz de rigidez de

la estructura.

A pesar de que SAP90 es un-programa general de estructuras, tiene la opcion de modelar
el comportamiento de diafragmas rigidos de manera automdtica. Para este caso el

diafragma debe ser paralelo al plano X-Y.
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Los.nudos contenidos en el plano del diafragma no tienen desplazamientos relativos entre
si y estdn restringidos ( nudos dependientes) al desplazamiento de un nudo maestro que
define el comportamiento del diafragma. En el andlisis de edificios la ubicacién del nud~
maestro, generalmente se asignan a la ubicacién del centro de masa del nivel.

Cuando se utiliza la opcion de diafragma rigido, solo pueden conectarse elementos
FRAME a los nudos dependientes y por el contrario, no se les permite asignar un valor
de masa. -

F . Cargas producidas por un gradiente de presién.

Estas fuerzas se producen principalmente en estructuras sujetas a cargas de fluidos, donde
existen filtraciones, presién de poro, gradientes de presidn ,etc.

SAP90 tiene 1a opcién en la que se puede definir la distribucién de presiones dentro del
cuerpo de la estructura. Esto se hace asignando valores escalares de presién a los nudos
del modeio estructural . Estos valores se obtienen tipicamente de un andlisis de red de

flujo.

G . Gridficas

Para visualizar los resultados de un andlisis, SAP90 posee un médulo llamado SAPLO1.
que muestra las siguientes caracteristicas de una estructura :

Geometria original

_Cargas

Configuracién deformada resultante de un andlisis estdtico

Formas modales '

Diagramas de elementos mecdnicos ( FRAME )

Graficacion de esfuerzos para elementos SHELL, ASOLID Y SOLID

Para facilidad de despliegue SAPLOT posee algunas herramientas para observar a ia
estructura desde cualquier posicién.

La impresién fuera de pantalla de cualquier resultado, se puede direccionar a la impresora
en tamano carta o doble carta, incluso hacia un archivo con formato AutoCad.



V. ANALISIS ESTATICO Y DINAMICO

La siguiente es una descripcion breve de las opciones de analisis estatico y dinimico de
SAP90.

A. Analisis Estatico

El analisis estiatico de una estructura envuelve la solucién de el sistema de ecuaciones
lineales representado por:

KU=R

donde: K es la'matriz de rigideces,
U es el vector de desplazamientos resultantes
y R es el vector de cargas aplicadas.

La estructura puede ser analizada para mas de una condicion de carga en una misma
ejecucion.

Las cargas estaticas en las juntas pueden ser en ia forma de cargas nodales o momentos
concentrados.

Las cargas estaticas en los elementos pueden tomar cualquiera de las siguientes formas:_

A

Para los elementos viga (FRAME):

* (Cargas de Gravedad
* Cargas uniformemente distribuidas sobre el claro
e (Cargas puntuales en el claro

e Cargas trapezoidales en el claro
e (Cargas térmicas, incluyendo gradientes térmicos a través del ancho o profundidad del

elemento )
o (argas de presfuerzo, de cables de post-tensado.

Para los elementos cascaron (SHELL).

e (argas de gravedad

e (Cargas de presion de superficie

¢ Cargas térmicas, sin incluir gradientes a través del espesor del cascaron

Para los elementos solidos (SOLID y ASOLID):

¢ Cargas de gravedad
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o (Cargas de gradiente de presiones
o (argas térmicas

La opcion de analisis de régimen permanente (steady-state) no puede estar activa en ur.
ejecucion de analisis estatico; sin embargo, un analisis de valores propios y un analisis de
espectro de respuesta o un analisis de histonia en el tiempo puede realizarse simultaneamente
con un analisis estatico en la misma ejecucion. :

B. Analisis Dindmico.
Las opciones de analisis dinamico de SAP90 incluyen las siguientes:

o Analisis de régimen permanente (steady-state)
o Analisis de valores propios (Eigenvalues)

e Analisis de vectores de Ritz

e Analisis de espectro de respuesta (sismico)

e Analisis de historia en el tiempo

B.1. Anilisis de régimen permanente.
Un tipo muy comun de carga es de la forma R = sen(wt)F, donde © es la frecuencia circula
de la excitacion, de modo que R varia con respecto al tiempo; sin embargo, la distnibucion. .

espacial de la carga no varia como una funcion del tiempo. Para el caso de cero
amortiguamiento, las ecuaciones de equilibno para el sistema estructural son de la siguiente

forma:
KU + MW = R = sen(ot)F
donde K es la matriz de rigideces y M es la matriz de masa diagonal. La solucion de régimen
permanente de esta ecuacion requiere que los desplazamientos de las juntas U y las
aceleraciones W sean de la siguiente forma:
U = sen{wt)A
W = wlsen(wt)A
Por lo tanto, la amplitud de la respuesta A viene dada por la solucion. del siguiente sistema
linear de ecuaciones:

|[K-w’MJA=F
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Es de interés hacer notar que la solucién para cargas estaticas no es nada mas que la
solucién de esta ecuacion con frecuencia cero. La frecuencia de la carga es expresada en

ciclos por segundo.

los desplazamientos impresos por el programa son los valores de A (desplazamientos
maximos) que varian como sen{wt). Las fuerzas en los miembros son también valores

* maximos variando como sen(ot).

i

B.2. Analisis de Valores Propios

\

El analisis sismico por el método del espectro de respuesta o analisis de histonia en el tiempo
usando el método de superposicion modal requiere la determinacion de los modos de
vibracion no amortiguados y las frecuencias del sistema.

Esto envuelve la solucion del problema de valores propios generalizado

K® = MOQ?

donde K es la matnz de nigideces
" M es la matriz de masa diagonal
€7 es la matriz diagonal de valores propios
@ es la matnz de los vectores propios correspondientes

SAP90 resuelve este.problema para los nfq menores valores propios y sus correspondientes
vectores propios usando un algoritmo de iteracion del subespacio acelerada. b

B.3. Analisis de Vectores de Ritz.

Investigaciones recientes indican que las formas modales de vibracion libre exactas no son la
mejor base para un analisis dinamico de superposicion modal de estructuras sometidas a
cargas dinamicas. Se ha demostrado que los analisis dinamicos basados en un conjunto unico
de vectores de Ritz da resultados.mas exactos que usando el mismo numero de vectores

propios

La razén por la cual los vectores de Ritz dan excelentes resultados es porque ellos son
generados tomando en cuenta la distnbucion espacial de la carga dinamica, mientras que el
uso de las formas modales exactas desprecia esta importante informacion. El primer vector
de Ritz es el vector de desplazamientos obtenido de un analisis estatico usando la
distribucion espacial del vector de cargas dinamicas como dato. Los otros vectores se
generan de una relacion de recurrencia en la cual la matniz de masa es multiplicada por el
vector de Ritz previamente obtenido u usada como el vector de carga para la solucion
estatica. Por lo tanto, luego que la mainz de rigideces es triangularizada, es solo necesario
resolver estaticamente para un vector de carga por cada vector de Ritz requerido.
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B.4. Analisis del Espectro de Respuesta (Sismico)

Las ecuaciones de equilibrio dinamico asociadas con la respuesta de una estructura a
movimientos del terreno viene dada por:

KU+ CV+MW=MW,

donde K es la matniz de ngideces
C es la matriz de amortiguamiento
M es ia matriz de masa diagonal
Wg es la aceleracion del terreno

y U V y W son los desplazamientos, velocidades y aceleraciones estructurales,
respectivamente. ‘

SAP9Q resuelve este sistema de ecuaciones usando el método de superposicion modal
basado en el espectro de respuesta. La aceleracion del terreno es dada como una curva de
espectro de respuesta digitalizada de aceleraciones espectrales contra periodo.

La excitacion del terreno puede ocurnir simultineamente en tres direcciones X, Y y Z. Para
obtener los maximos desplazamientos y fuerzas (o esfuerzos) en los miembros, las
respuestas modales asociadas con una direccion particular de excitacion son calculadas
primero y luego combinadas usando la técnica de la combinacion cuadratica completa
(CQC) La respuesta total es entonces calculada sumando las respuestas de las tres
direcciones usando el método de la raiz cuadrada de la sima de los cuadrados (SRSS).

Para modelar estructuras sometidas a cargas dinamicas dadas por espectros de respuesta, ia
direccion positiva del eje Z debe apuntar hacia arnba.

B.5 Analisis de Respuesta Dinamica de Histonas en el Tiempo.

En general la carga que actua sobre una estructura es una funcion arbitrana de espacio y
tiempo. En forma matricial, puede ser escrita como R(s,t). Para todos los tipos de carga
R(s,t) puede ser escrita como una suma finita de senes de vectores de carga espacial Fi(s) y
funciones de tiempo T;(1) O en forma matricial:

R(s.t)= SF(s)*T\(t)

Para el programa SAP90 los vectores espaciales Fi(s) pueden definirse como las condiciones
de carga estatica, o en caso de aceleraciones de base como una funcion de la matnz de
masas. Las funciones Ti(t) pueden ser funciones arbitrarias de tiempo o funciones periddicas
como aquellas producidas por viento u oleaje.
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VI. ESTRUCTURA DEL ARCHIVO DE DATOS DE SAP90

El archivo de datos de SAP90 esta organizado en 21 distintos bloques de datos por medio
de lineas de separacion unicas (excepto en el caso de la linea de titulo, donde no existe
separador). El separador identifica el bloque de datos y es siempre la primera linea del
blogque de datos. La linea del separador puede ser escrita en mayusculas o minusculas pero
debe comenzar en la columna 1. Los datos asociados con el bloque de datos van
inmediatamente después de 1a linea del separador.

Los 21 bloques de datos se muestran en la tabla VII-1. Algunos de ellos son obligatorios; sin
embargo, la existencia de muchos de los bloques en el archivo de datos depende del
problema que esta siendo analizado. El orden en que los bloques aparecen en el archivo no
es importante; sin embargo la linea de titulo debe ser la primera linea del archivo.

BLOQUE DE DATOS DESCRIPCION OBLIGATORIO
1. Linea de Titulo Informacion del trabajo Si
2. SYSTEM Informacion de control del trabajo Si
3. JOINTS Coordenadas de las Juntas Si
4. RESTRAINTS Restricciones de Juntas Si'
5. SPRINGS : Resortes de Apoyo No
6. MASSES | Masas en las Juntas No
7. POTENTIAL = Temperaturas y Presiones en Juntas No
8. CONSTRAINTS." 'Relaciones de GDL de Juntas No
9. FRAME Datos de Elementos Viga Sit
10. SHELL Datos de Elementos Cascardn Si? .
11. ASOLID Datos de Elementos ASOLID Si?
12. SOLID ‘ Datos de Elementos Solidos Si?
13. LOADS Cargas Aplicadas en las Juntas No
14. DISPLACEMENTS Desplazamientos aplicados en las juntas No
15. PRESTRESS Cargas de Presforzado en Vigas No
16. PDELTAC Contro) para Analisis P-Delta No
17. SPEC Datos del espectro de Respuesta No
18. TIMEH Datos de Histona en el Tiempo No
19. COMBO Datos para Combinaciones de Cargas No
20. ENVELOPE Datos para Combinaciones de No
Envolvente
21 SELECT Solicitud de Salida Selectiva No

I Este bloque de datos puede ser omitido si la estructura esta totaimente soportada por

resortes
2 Al menos uno de estos cuatro bloques debe estar presente en el archivo de datos

Tabla VII-1. Bioques de datos de SAP90
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B. Formato Libre.

Todos los datos de entrada de SAP90 se preparan en formato libre. En otras palabras, los
datos en una linea especifica no tienen que corresponder con columnas preestablecidas. Los
datos son suministrados como una lista de items separados por una coma o por uno o mas
blancos. Los items pueden ser numeros o caracteres alfanuméricos. '

El formato libre puede ser de dos formas:

* Una lista de datos precedidos por un identificador y un signo igual:

X1=2000,4501
e Una lista de datos sin un identificador que los preceda:
20,45,5
Una linea de datos tipica puede ser una combinacion de los dos anteriores, como,

20,45,5 XI=1200,1500 AV=1525

C. Comentarios

Cualquier linea, excepto la primera, que tenga la letra C en la primera columna y un blanco
en la columna 2 es tratada como una linea de comentario e ignorada por el programa. Dos
puntos (:) indican el fin de 13 informacidn en una linea. Cualquier informacion a la derecha

de los dos puntos es también ignorada por e! programa.

D. Continuacion de Linea

Cada linea de datos puede contener hasta 500 caracteres. Estos pueden ser suministrados en
una sola linea en el archivo de datos, o la linea puede ser dividida en vanas lincas de texto de
menor longitud. El caricter backslash (\) en una linea particular de texto indica que la
siguienle linea es una continuacion de aquella. Se permiten multiples lineas de continuacidn,
pero la suma de todas las columnas a la izquierda del backslash (\) en cada linea de texto no
debe exceder de 500 caracteres.
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E. Operaciones Aritméticas.

Instrucciones aritméticas simples son permitidas cuando se suministran numeros reales en los
campos de formato libre. Pueden usarse tos siguientes operadores

+ para la suma

- parala resta

/ para la division

* para la multiplicacion

RION



VII. ARCHIVOS DE SALIDA DE SAP9)

Después de una corrida de computadora completa, aparecerdn una serie de archivos de
resultados en formato ASCII con el nombre archivo del problema mas una extensién qu

depende de las opciones utilizadas en andlisis. Si suponemos que nuestro archivo de datos
se designa como EJEMPLO, a continuacién s¢ muestran los nombres de archivos que

pueden presentarse :

EJEMPLO.SAP

EJEMPLO.EQN
EJEMPLO.EIG
EJEMPLO.RIT
EJEMPLO.SPC
EJEMPLO.SOL
EJEMPLO.F3F
EJEMPLO.F4F
EJEMPLO.F5F
EJEMPLO.F8F
EJEMPLO.FEF
EJEMPLO.ERR

NOMBRE

EJEMPLO.SAP
EJEMPLO.EQN
EJEMPLO.EIG
EJEMPLO.RIT

EJEMPLO.SPC
"EJEMPLQ.SOL
EJEMPLO.F3F
EJEMPLO.F4F
EJEMPLO.F5F
EJEMPLO.F8F
EJEMPLO.FEF
EJEMPLO.ERR

El contenido de estos archivos se describe a continuacion:

CONTENIDO

Datos de entrada en forma tabular
Ecuaciones que forman la matriz de rigidez

'Frecuencias y pardmetros modales. ( eigenvectores)

Frecuencias y pardmetros modales ( Vectores de Ritz )

Factores del andlisis modal espectral

Desplazamientos de los nudos y reacciones

Fuerzas en los elementos FRAME

Fuerzas en los elementos SHELL

Esfuerzos en los elementos ASOLID

Esfuerzos en los elementos SOLID

Fuerzas en los nudos

Errores y advertencias detectadas durante las corndas
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VIII. ESTRUCTURA DEL PROGRAMA SAP90

A. Moédulos del Programa SAP90

El programa de analisis estructural es una combinacion de modulos que son ejecutados en
una secuencia predefinida. Los modulos estan ligados por medio de una serie de archivos
internos que constituyen una base de datos. cada madulo realiza una serie de operaciones y
actualiza la base de datos durante ¢l proceso.

Los programas incluidos en el paquete completo de SAP90, y las funciones asociadas con
cada programa se presentan en la tabla VIII-1. Algunos de los programas crean archivos de
salida. Los nombres de los archivos de salida asociados también se muestra en la tabla.

MODULO DE FUNCION DEL MODULO ARCHIVO CREADO
PROGRAMA |
1. SAP90 Lee, Chequea y Tabula Todos los Datos EXAMPLE SAP

2. FRAME Formulacion de la Matnz de Rigideces del
Elemento Viga

3. ‘SHELL Formulacion de la Matnz de Rigideces del
Elemento Cascaron

4. ASOLID Formulacion de la Matriz de Rigideces de
Elemento ASOLID

5. SOLID Formulacion de la Matnz de Rigideces del
Elemento SOLID
6. SOLVE Ensamblaje y Reduccion de Rigideces y Cargas
7. EIGEN Analisis de Valores Propios (Eigenvalues) EXAMPLE EIG
8 RITZ Anilisis de Vectores de Ritz EXAMPLE RIT
9.~ SPEC Factores de Analisis Espectral EXAMPLE SPC
10. TIMEH Analisis de Historias en el Tiempo
11. JOINTF Salida de Formas Modales, Desplazamientos de EXAMPLE SOL
Juntas y Reacciones
12. ELEMF Salida de Fuerzas en las Juntas de los Etementos EXAMPLE FEF
13. FRAMEF Salida de Fuerzas en Elementos Viga EXAMPLE F3F

14. SHELLF Salida de Fuerzas en los Elementos Cascaron EXAMPLE F4F
15. ASOLIDF Salida de Esfuerzos en los Elementos ASOLID EXAMPLE F5F

16. SOLIDF Salida de Esfuerzos en Elementos SOLID EXAMPLE F8F
17. SAPLOT Salidas Graficas
18. SAPTIME  Salidas Graficas y Creacion de Salida para EXAMPLE HST

Analisis de Histonas en el Tiempo

Tabia IX-1. Modulos de SAP90
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B. El Comando GO

El modulo de SAP90 lee el archivo de datos y chequea todos los datos por compatibilidar
Si no se encuentra errores, el médulo de SAP90 creara un archivo por lotes GO.BAT,
cual activara el resto de los modulos de SAP90 que son necesarios para un anilisis en

particular.
El archivo GO.BAT se activa luego de la ejecucion de SAP90 como sigue:

C>G0 <CR>

C. Secuencia de Ejecucion.

El programa de analisis estructural SAP90 requiere que las operaciones analiticas se realicen
en una secuencia predeterminada rigurosa. El modulo SAP90 siempre es ejecutado pnimero.
Una ejecucion sin errores de este modulo creara el archivo GO.BAT. Para una ejecucion
normal el archivo de lotes GO.BAT contendra algunos o todos de los siguientes comandos
en ia siguiente secuencia:

OPTIMIZE
FRAME
SHELL
ASQLID
SOLID
SOLVE
EIGEN
RITZ
SPEC
TIMEH
JOINTF
ELEMF
FRAMEF
SHELLF
ASOLIDF
SOLIDF

Para el modo de ejecucion reiniciar (restan), el archivo GO.BAT contendra algunos o todos
de los siguientes comandos

SPEC
TIMEH
JOINTF
ELEMF
FRAMEF



SHELLF
ASOLIDF
SOLIDF

D. La Opcion Reiniciar (RESTART).

La opcion reiniciar de SAP90 permite al usuario cambiar ciertos bloques de datos, y obtener
resultados asociados con los datos de entrada cambiados sin realizar las fases de ensamblaje

y solucion del programa.

El modo de analisis de reinicio solo los siguientes bloques de datos pueden ser cambiados o
anadidos

» Linea del titulo
o SYSTEM

¢ SPEC
TIMEH
COMBO
ENVELOPE
SELECT

* & @
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IX. DETALLES DE LAS OPCIONES DEL ARCHIVO DE DATOS DE SAP90

Como se describié en el capitulo VII, el archivo de datos de SAP90 esta organizado en.
bloques de datos. Solamente se necesita preparar los datos asociados con los blogues de
datos que son pertinentes a la estructura que esta siendo analizada.

Cada bioque de datos, a su vez, esta subdividido en una o mas secciones de datos y las
secciones de datos estan formadas por lineas de datos. En algunos casos, ias lineas de datos
en una seccion de datos estan agrupadas en multiples conjuntos de datos. Si alguna linea de

datos no es necesaria para una estructura en particular, el usuario puede sitmplemente obviar
la lista de datos asociada.

1. Linea de Titulo.

Prepare una linea de datos de hasta 70 caracteres para el titulo de la salida. Esta informacion
aparecera en cada pagina de los archivos de salida creados por SAP90. Esta linea debe ser la

primera en el archivo de datos.

2. Bloque de datos SYSTEM.

Este bloque de datos define informacion de control asociada con el analisis estructural. Est.
bloque de datos es obligatono.

FORMATO

a. Separador

Coloque una linea para el separador en la siguiente forma:

SYSTEM

b. Informacion de Control.

A continuacion del separador SYSTEM coloque una linea de datos en la forma siguiente>
R=ropt L=nld C=ncyc V=nfq T=tol P=per W=w‘.wopt "Z=nritz _N=nid
EJEMPLO

SYSTEM
V=10 L=3
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DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcion
ropt [0] Marcadores de Reinicio: |
=0 Modo de ejecucion normal
=] Modo de reinicio
=2 Reinicio después de un analisis de transferencia de calor

nld [0] Nuimero de condiciones de carga

ncyc [0] Frecuencia de la carga para analisis de régimen permanente
nfq [0] Numero de valores propios a calcular

tol [.0001]  Tolerancia de convergencia para analisis de valores propios
per (0] Periodo de corte para anilisis de valores propios

wopt (0] Bandera de supresion de advertencia

=0 Mostrar todas las advertencias
=] Suprima todas las advertencias
nritz [0] Namero de vectores de Ritz a calcular
nid [9999] maximo numero de identificacion de juntas.

3. Bloque de datos JOINTS

Este bloque de datos define las juntas que describen la geometria del modelo estructural con
sus coordenadas asociadas. Este bloque de datos es obligatono.

FORMATO
a. Separador
JOINTS

b. Datos de Juntas

En esta seccion de datos coloque tantas lineas como se necesite para definir las juntas de la
estructura. Finalice esta seccion con una linea en ‘blanco. Prepare las lineas de datos en la

forma siguiente>

jid X=x Y=y Z=z G=glg2ir Q=q1,q2.93,q94,injn F=f,n,niajn L=Lnin
A=cl.c2.c3,n.l..a S=s

EJEMPLO

JOINTS
25 X=20 Y=20 Z=20 S=12
5 X=10 Y=10 Z=0 G=5,25.2

-
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DESCRIPCION

Identificacion de Juntas y Coordenadas

Vanable Defecto
nd :

X {pv]

y (pv]

z [pv]

Generacion Lineal

gl
g2
i [1]
T [

Generacion Cuadrilateral

ql
q2
q3
g4
In

Jn

Descripcion

Numero de identificacion de la junta
Coordenada global X de la junta jid

Coordenada global Y de la junta jid

Coordenada global Z de la junta jid

Junta 1. Generacion lineal

Junta 2. Generacion lineal

Incremento de nimero de junta

Relacion de el ultimo espacio al primer espacio para
espaciamiento diferente de juntas

Junta 1. Generacion Cuadnlateral

-Junta 2. Generacion Cuadnlateral

Junta 3. Generacion Cuadrilateral
Junta 4. Generacion Cuadrilateral
Incremento del nGmero de juntas, sobre el eje i
Incremento del numero de juntas, sobre el eje j

Generacion Frontal y Lagrangiana

f
!

Generacion Cilindrica

cl
c2
ci

Numero de junta origen para generacion frontal

Numero de junta original para generacion Lagrangiana
Numero de juntas en la direccion i, sin incluir la junta origen
Numero de juntas en la direccion j, sin incluir la junta origen
Incremento del numero de juntas sobre el eje i

Incremento del nimero de juntas sobre el gje )

Juma 1. Generacion cilindrica .

Junta 2. Generacion cilindnica

Junta 3. Generacion cilindrica

Numero de juntas cilindricas adicionales a generar
Incremento de numero de junta para generacion cilindrica de
juntas

Incremento de angulo, grados (debe ser menor de 90)
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Factor de Escala

5 [pv] Factor de escala para coordenadas de junta

4. Bloque de datos RESTRAINTS
Cada junta del modelo estructural tiene seis componentes de. desplazamiento, tres

traslaciones globales UX, UY y UZ y tres rotaciones globales RX, RY y RZ. las direcciones
asociadas con esos seis componentes de desplazamiento se conocen como grados de libertad

de la junta.

Las especificaciones de restriccion de una junta consiste de un conjunto de seis numeros (o
codigos), cada uno correspondiente a cada grado de libertad de la junta. cada uno de esos
numeros puede tener un valorde 0 o 1.

Este bloque de datos es obligatorio a menos que el modelo esté completamente apoyado en
resortes.

FORMATO
a. Separador.

RESTRAINTS

b. Datos de restriccion.

En esta seccion de datos cologue tantas lineas como necesite para definir los grados de
libertad inactivos del sistema '

J] J2 InC R=rux‘ru_\.ruz.rn.rr)‘rrl

EJEMPLO

15 25 5 R=11,1,11
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DESCRIPCION

Variable Defecto Descnipcion

11 Primer namero de junta

]2 1] Ultimo numero de junta

inc [1] Incremento en el numero de junta

Mo Codigo de restriccion de traslacion en X

Fuy Codigo de restnccion de traslacion en Y

Mz Codigo de restriccion de traslacion en Z

T Codigo de restriccion de rotacion alrededor de X
Tev Codigo de restriccion de rotacion alrededor de Y
I Cadigo de restnccion de rotacion alrededor de Z

5. Bloque de Datos SPRING.
Cualquiera de los seis grados de libertad de una junta de la estructura puede tener
condiciones de apoyo traslacionales o rotacionales de resorte. Este bloque de datos define la

ubicacion de dichos resortes de apoyo y sus valores asociados. No se permite colocar
resortes en la direccion de grados de libertad restringidos.

FORMATO

a. Separador.

SPRINGS

b. Datos del Resorte.

En esta seccion coloque tantas lineas como necesite para definir los grados de libertad del
sistema que estén soportados por resortes

iU j2inc K=K KeyKaro ke Koy Kre
EJEMPLO

SPRINGS
5 25 5 K=1000,0,0,000
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DESCRIPCION

Variable Defecto  Descripcion

jl Pnmer nimero de junta

)2 1] Numero de junta final

incr [1] Incremento en numero de juntas

kux Constante traslacional de resorte en X
Kuy Constante traslacional del resorte en Y
Ky Constante traslacional del resorte en Z
Kex Constante rotacional del resorte en X

Constante rotacional del resorte en Y
Constante rotacional del resorte en Z

-~ =
2

H

6. Bloque de datos MASSES.

En el modo de anélisis dinamico, puede ser necesario colocar masas nodales concentradas (y
sus correspondientes momentos de inercia de masas) en las juntas. Cualquiera de los seis
grados de libertad de cualguiera de las juntas de una estructura pueden tener valores de
masas traslacionales o rotacionales. Este bloque de datos define la ubicacion de dichas masas

y sus valores correspondientes. La informacion de este bloque de datos solo es usada por el
programa en el modo de analisis dinamico. No se permiten valores de masa en la direcciéon

de grados de kibertad restningidos.

FORMATO
a. Separador.

MASSES

b. Datos de masas.

jl j2 inc  M=mux,muy,muz,mmx, mry mrz
EJEMPLO

MASSES
5 25 5 M=1,1,0,0,0,1200
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DESCRIPCION

Vanable Defecto  Descripcion

j1 Primer numero de junta

)2 1] Numero de junta final

incr [1] Incremento en numero de juntas

My Masa traslacional en X
My Masa traslacional en Y
My Masa traslacional enZ
M Momento de Inercia de masas respecto al eje X
My, Momento de Inercia de masas respecto al eje Y
m,, Momento de Inercia de masas respecto al eje Z

7. Bloque de Datos POTENTIAL. -

Este bloque de datos sirve para especificar valores de temperatura o presion en juntas para
un analisis estructural.

Los valores de temperaturas en las juntas son usados si se requiere un analisis térmico. Las
propiedades de los elementos y los correspondientes valores de temperatura en juntas son
usados para generar los vectores de cargas térmicas del elemento. g

Los valores de presién en juntas son usados por los elementos SHELL, SOLID y ASOLID
para calcular los vectores de cargas de presiones.

Este bloque de datos solo es necesario si se va a efectuar un analisis térmico o de presiones.

FORMATO

a. Separador

POTENTIAL

b. Datos de Potencial

jl 2 inc T=t1,12 P=pl,p2 W=w_z
EJEMPLO

POTENTIAL
12 18 2 T=96,126 P=10,20
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DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcion

jl Numero de la junta inicial

j2 b1] Nuiamero de la junta final -

nc [1] Incremento en el numero de junta

Especificaciones de Temperatura

t1 [0] ‘ Valor de temperatura en la junta ji
12 {t1] Valor de temperatura en la junta j2

Especificaciones de Presion

pl [0] Valor de presion en la junta jl

p2 ip1] Valor de presion en la junta j2

w Peso unitario del fluido (peso/unidad de volumen)
z. Coordenada Z global de la superficie de fluido

8. Bloque de Datos CONSTRAINTS , .

Los datos definidos en este bloque de datos se usa para reducir el nimero de ecuaciones en
el sistema a ser resuelto, cuando se conoce que los desplazamientos en ciertos grados de
libertad son iguales a*los desplazamientos en ‘otros grados de libertad.

FORMATO

a. Separador.

CONSTRAINTS

b, Datos

Jl j2 inC CZC\n|Cuy.C\u.cﬂr1|cryccfl l=iwl-|uycluhir:-‘rysin

EJEMPLO

CONSTRAINTS
21 31 1 C=20,0,0,0,0,0



DESCRIPCION

Vanable Defecto  Descripcion

jl Primer numero de junta

j2 O1] Numero de junta final

incr [1] Incremento en numero de juntas

Numero de Juntas Independientes para:

Traslacion X de la junta dependiente
Traslacion Y de la junta dependiente
Traslacion'Z de la junta dependiente
Rotacion X de la junta dependiente
Rotacion Y de la junta dependientc
Rotacion Z de la junta dependientc

TILELLL

Incrementos de Numeros de juntas independientes para:

lux - Junta Cy
luy Junta ¢y
luz Junta ¢,
1 Junta ¢,
Iy Junta ¢,
Iz Junta c,

9. Bloque de Datos FRAME
Este bloque de datos define las propiedades, ubicaciones y cargas asociadas con los

elementos FRAME (viga) tridimensional que existen en el modelo. Cualquier elemento de
viga o armadura en dos dimensiones o elemento de armadura en tres dimensiones puedz ser

considerado como un caso especial de este clemento general.
FORMATO

a. Separador

FRAME P O
b. Informacion de control del bloque de datos FRAME

Coloque una linca de datos para la informacion de control en la siguiente forma:
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NM=npro NL=nbsl NSEC=nsec X=Xi,Xz,....Xad Y=Y1,¥Y2,....Yald Z=2Z1,Z3,... Znig
T=t;,t3,.. . tad P=pr|,pr2,...,prn|d ’

¢. Datos de Materiales y Propiedades de Secciones.
Coloque npro lineas de datos para definir las npro tipos de propiedades.
np A=a ]:J I=I33,In AS=a2,ag E=e @g W=w M=m Tc=alpha

d. Datos de Carga en el claro.
\

Cologue nbsl lineas de datos en esta seccion, una por cada uno de los nbsl patrones de carga
en el claro.

ns WL=w; w;,w; WG‘_‘Wx,Wy,Wz T=t,,12,ts PLD:dl,Pl,fl,dz,Pz,fzy---,d4,P4.f4
TRAP=c;,u,,vi,C2,U3,v2,C3,U3,V3,Cq, Ui, Va

e. Datos de ubicacton de los elementos FRAME.

En esta seccion provea tantas lineas como sea necesario para definir todos los elementos
FRAME en el modelo. Finalice esta seccion con una linea en blanco.

nel j, J, M=mspimsp i LP=n;,n; LR=ry 13, rr5,rs RE=T;r; RZ=2z
MS=m, m, NSL=l,1,,..,Inld G=n,,ninc,g,82,83,84
DESCRIPCION.

Informacion de Control .

Vanable Defecto  Descnpcion

npro [1] Numero de tipos de propiedades

nbsl [0] Numero de patrones de carga en el claro

nsec [0] Numero de secciones para salida de resultados de fuerzas
X1,X2,... [0] Multiplicadores gravitacionales en direccion X

Y1,¥2,.-- [0] Multiplicadores gravitacionales en direcciéon Y

Z1,2Z3,... (0] Multiplicadores gravitacionales en direccion Z

t,ta,... [0} Multiplicadores de temperatura

pPri,pra,... [0] Multiplicadores de cargas de presfuerzo

Datos de Propiedades de Matenales y secciones.

np Numero de identificacion de las propiedades
. a [0] Area
J - [O] Constante torsional
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alpha

Datos de Cargas en el claro.

[0]
(0]
[pv]
[e/2.6]
[0]
[0]
(0]

(9]

[0]
[0}
(0]
(0]

Momentos de inercia

Areas de corte

Modulo de elasticidad

Madulo de corte

Peso por unidad de longitud

Masa por unidad de longitud

Coeficiente de expansion térmica del matenal

(unidades L/L/H)

Numero de identificacion de la carga en el claro

Carga uniforme en la direccion 1 - Fuerza/longitud

carga uniforme en la direccion 2 - Fuerza/longitud

Carga uniforme en la direccion 3 - Fuerza/Longitud -

Carga uniforme en la direccion X - Proyeccion en X de
Fuerza/Longitud

Carga uniforme en la direccion Y - Proyeccion en Y de
Fuerza/Longitud

Carga uniforme en la direccion Z - Proyeccion en Z de
Fuerza/Longitud

Incremento de temperatura en la linea central del elemento
Gradiente de temperatura en la direccién 2

gradiente de temperatura en la direccion 3 .
Distancia del extremo I de p; y f,

P es la pnimera carga desde I en la direccion 2

fi es la primera carga desde Y en la direccion 3

Distancia desde el extremo I de u; y v,

u, es la intensidad de carga en la direccion 2 a una distancia c;
del extremo 1

v, es la intensidad de carga en la direccion 3 a una distancia ¢,

del extremo I.

Datos de Ubicacion de los Elementos FRAME

nel

i

)y
msp;
msp,

I'Vll'

n,n;

ipv]
[mspi]
[2]

{pv]

Nomero de identificacion del elemento

Numero de la junta en el extremo .

Numnero de junta en el extremo j.

Numero de identificacion de propiedades en el extremo L.
Numero de identificacion de propiedades en el extremo J.
Vanacion de e*133 a lo largo de la longitud de elemento:
=1 Lineal

=2 Parabolica

=3 Cubica

Numeros de junta para definir el eje local en la direccion 3
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r [0]

r

Y
T's

Fe
L1 [0]

m,, m; [pv]
1,L... [0]

ninc

10. Bloque de Datos SHELL

Cadigo de liberacion de la restriccion de momento respecto al
eje 3. Extremo L.

Codigo de liberacion de la restriccion de momento respecto el
gje 3. Extremo J.

Codigo de liberacion de la restriccion de fuerza axial.

Codigo de liberacion de la restnccion de momento respecto al
eje 2. Extremo L. '
Codigo de liberacion de la restnccion de momento respecto al
eje 2. Extremo J.

Caodigo de liberacion de fa restriccion de momento torstonal
Zona rigida en los extremos 1 y J, respectivamente

Factor de reduccion de zona rigida

Junta maestra para los extremos [ y J, respectivamente
Patrones de carga en el claro de la viga para las condiciones
de cargal; a lug

Numero de elementos adicionales a generar

Incremento para el numero de identificacion del elemento
Incremento del numero de la junta en el extremo 1

Incremento del numero de la junta en el extremo J.
Incremento en el numero de la junta maestra en el extremo 1.
Incremento en el numero de la junta maestra en el extremo J.

Este bloque de datos define las propiedades, ubicaciones y cargas asociados con el elemento
general tridimensional SHELL de 4 nodos Los elementos membrana y de flexion de placas
son considerados casos especiales de este elemento general.

FORMATO.
a. Separador.

SHELL

b. Informacion de Coutrol.

Colocar una linea de datos para la informacion de control del bloque SHELL de la siguiente

manera:

NM=nmat O=iout

X=X1.X3,. Xaid  YZYLY2,..\ ¥ Z720.2:..... 204

T=t,tz,..,tnld P=py,p2. ..pws

18



¢. Datos de Propiedades del Material

Colocar nmat lineas de datos en esta seccion para definir los nmat tipos de matenal en I
sigutente forma:

nm E=e U=u W=w M=m TA=alpha
d. Datos de ubicacion de los elementos SHELL.

En esta seccion de datos, provea tantas lineas de datos como sean necesanas para definir las
ubicaciones de todos los elementos SHELL en el modelo. Finalice esta seccion con una linea

en blanco.

nel JQ=j.j.juji ETYPE=et M=mat TZ=tz TH=th,th, LP=n G=gg:

DESCRIPCION

Informacion de Control

Variable Defecto  Descnipcion
nmat [1] Numero de tipos de material
iout [0] Control de salida:

=0 Resultantes de fuerzas y momentos
=1 Esfuerzos de superficie superiores e inferores:

X). X2, [0] Multiplicadores gravitacionales en direccion X
Yiya - [0] Multiplicadores gravitacionales en direccion Y
21.2y,... {0] Multiplicadores gravitacionales en direccion Z
tita... (0] Multiplicadores de temperatura

P1.pz.... (0] Muluplicadores de presion

Datos de Propiedades del Matenal

nm Numero de identificacion del matenal
e {pv] Modulo de elasticidad
u [pv] Relacion de Poisson
(0] Peso por unidad de volumen
m [0] Masa por unidad de volumen
alpha [0] Coeficiente de expansion térmica (unuidades L/L/H)

Datos de Ubicacion de Elementos SHELL

nel Numero de identificacion del elemento
Jidps - Numeros de las juntas del elemento
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et [pv] Tipo de elemento
=0 Cascaron (membrana + flexion)
=] Solo comportamiento de membrana
=2 Solo comportamiento de flexion de placa

mat [pv] Tipo de material del elemento

tz [0] Temperatura referencia de cero esfuerzo

thy [pv] Espesor del elemento membrana

thy [pv] Espesor del elemento de flexion

n [0] . Control para la direccion del eje local del elemento
21,82 Parametros para la generacion de elementos

11. Bloque de datos ASOLID

Este bloque de datos define las propiedades, ubicacion y cargas asociadas con el elemento
formado de 3 a 9 nudos. Cabe recordar que estos elementos deben ser paralelos a los planos
formados por los ejes principales. '

FORMATO

a. Separador.

ASOLID

b. Informacion de control para el elemento ASOLID

En esta seccidn se coloque una linea con los datos que se indican a continuacion :
NM=nmat ETYPE=et MAXN=nim

X=x1,x2,.. X4 Y=yl,¥2, . yaad=21,22,. Zyq4

T=t1.12, tas P=pl,p2.. pae R=rlr2 a4

¢. Propiedades de los materiales

En esta seccion se proporcionan “nmat” grupos de datos. Cada grupo de datos consta de
dos lineas con la siguiente infirmacion '

i ) Primera linea

nm  NUMT=nt W=w M=m B=b

120



ii) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura

T=t E=e.e,& U=uy,uz,u; G=g. A=a, 2,8

c. Localizacion de los elementos ASOLID

En esta seccion proporcione tantas lineas de datos como sean necesanas para definir el
modelo. Finalice la introduccion de estos datos con una linea en blanco. Los datos
requeridos se deben preparar de la siguiente forma :

nel  JN=Jijags..Js JQ=)ijsdrds  TS=)ijjuk

M=matTZ=tz TH=th G=g,,82 LP=n
DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcidn

nmat ] Num de tipos de materiales
et 0 Tipo de elemento

=0 Axisimétrico
=1 Deformacién plana
=2 Esfuerzo plano

ntm 1 Num. midximo de temperaturas en cualquier tipo de material
X1,Xx2,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccién ™ X para las
, “nld” condiciones de carga

y1,y2,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccion ” Y™ para las
“nld™ condiciones de carga

z1,z2.... 0 Multiplicadores gravitacionales en direcciéon ™ Z" para las
“nld™ condiciones de carga

t,t2,... 0 Multiplicadores de temperaturas para las “nld™ condiciones
de carga

p1,p2.... 0 Multiplicadores de presiones para las “nld™ condiciones de
carga

r1,r2.,... 0 Valores de velocidad angular para las “nld” condiciones de
carga.

nm identificador del nimero de material

nt ] Num de temperaturas para las que se especifican las
propiedades dependientes de este tipo de material.

w 0 Peso por unidad de volimen

m 0 Masa por unidad de volimen

b 0 Angulo de referencia de las propiedades de! material en

grados
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€r.Cs,et

ul,u2,ul

grs
ar,as,at

nel

jLj2....
i1j3....

jindin..
mat

th
gLg2

12. Blogue de datos SOLID

0
0
0

er /(2+2u1)
0

PY

PY

Temperatura asociada con la propiedad del matenal
especificado en esta Ifnea de datos.

Médulo de elasticidad en las direcciones r,s y
respectivamente.

Relacién de poisson en las direcciones 1,5, y t
respectivamente.

Mdédulo de cortante en el plano r-s

Coeficiente de expansién térmica en las dlreccxones syt
respectivamente ,

Num del identificador del elemento

Nums de nudos del elemento, para la opci6n JN

Nums de nudos del elemento, para la opcién JQ ( elemento
de 4 nudos )

Nums de nudos del elemento, para la opcidn JS ( definicién
de una malla regular }

Tipo de material del elemento

Temperatura de referencia para esfuerzo cero.

Espesor del elemento

Pardmetros de generacién de elementos

Identificador del plano donde se localiza el elemento

Este bloque de datos define las propiedades, localizacién y las cargas asociadas al
elemento tridimensional SOLID formado por 8 nudos. Los datos se preparan en el
siguiente formato :

FORMATO

a. Separador

SOLID

b. Control de informacién para el‘ elemento SOLID

Se proporciona una linea de datos con la siguiente informacidn

NM= nmat
X=x1,x2,... Xnu
Aad P=pl,p2,.. P

T=t1.12,..
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c. Propiedades de los materiales

En esta seccion se proporcionan “nmat” grupos de datos. Cada grupo de datos consta de
dos lineas con la siguiente infirmacién.

i ) Primera linea
nm  NUMT=nt W=w M=m
11) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura

T=t E=e, ¢, U=uuy,..u1s G=Ex, By, Bx A=21,32,83

c. Localizacion de los elementos SOLID

En esta seccion proporcione tantas lineas de datos como sean necesarias para definir el
modelo Finalice la introduccion de estos datos con una linea en blanco. Los datos

requeridos se deben preparar de la siguiente forma .

nel JQ_—_jl.jl’J!s-ujl JR:jhj}:ijl

M=matTZ=tz I=i G=g1.82,8

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcién

nmat ! Numero de tipos de materiales

ntm ! Num. maximo de temperaturas en cualquier tipo de material

X1,x2,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccién ™ X" para las

, “nld™ condiciones de carga

vi.y2,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccién " Y™ para las
“nld™ condiciones de carga

71.22.... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccién " Z" para las
“nld” condiciones de carga

tLe.. 0 Multiplicadores de temperaturas para las “nld™ condiciones
de carga '

pl,p2.... 0 Multiplicadores de presiones para las “nld™ condiciones de
carga

nm Identificador del nimero de material

nt l Num de temperaturas para las que se especifican la

propiedades dependientes de este tipo de material.
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0 Peso por unidad de volimen
m 0 Masa por unidad de volimen

0 Temperatura asociada con la propiedad del material
especificado en esta lfnea de datos.

ex,ey,.ez 0 Md6dulo de elasticidad en las direcciones x,y y z
respectivamente.

ul,uz,... 0 Relacién de poisson

gxy,EYZ,... 0 Médulo de cortante en los planos X-Y, Y-Z y Z-X
respectivamente

al,az,... 0 Coeficiente de expansion térmica .

nel Num de! identificador del elemento

JLj2.... Numero de nudos del elemento, para la opcién JQ
definicién general del elemento )

.l Numero de nudos del elemento, para la opcion JR(
definicién de un elemento regular )

rat pv Tipo de matenal del elemento

Stz 0 Temperatura de referencia para el esfuerzo cero.
i pv Bandera para suprimir modos de fiexién incompatibles.
g1,82,p3 Pardmetros para la generacién de elementos.

13. Bloque de datos LOADS

Una estructura pueden estar sujeta a cargas concentradas en sus nudos ( fuerzas o
momentos ). Esta seccién define los nudos cargados de acuerdo con las “ nld *
condiciones de carga que hayan sido especificadas. Las cargas deberdn estar aplicadas en
nudos con grados de libertad no restringidos.

Omita esta seccidn si no existen nudos cargados.

A continuacién se indica el formato de los datos requeridos:

FORMATO
a. Separador
LOADS

b. Datos
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Utilice cantas lineas de datos sea necesario para definir los nudos cargados que
especifican ias “ nld “ condiciones de carga. Finalice esta seccién de datos con una linea
en blanco. Los datos deberdn prepararse de la siguiente forma :

jl j2 inc  F=fx,fy,fz,mx,my,mz

EJEMPLO

LOADS
13 25 2 L=2 F=20,30,0,

DESCRIPCION
Variable Defecto Descripcion
j! Niumero del primer nudo en-la generacién
j2 jl Nimero del dltimo nudo en la generacién
Inc 1 Incremento en el nimero de nudo
l pv Numero de condicién de carga
fx Fuerza aplicada en la direccién X
fy ' Fuerza aplicada en la direccién Y

fz Fuerza aplicada en ia direccién Z
mx Momento aplicado alrededor del eje X
my Momento aplicado alrededor del eje Y
mz Momento aplicado alrededor del eje Z

14. Bloque de datos DISPLACEMENTS
En una estructura es posible ademds de aplicar cargas, aplicar desplazamientos

traslactonales y rotacionales en los nudos. Estos desplazamientos no deben ser aplicados
en grados de libertad restringidos. Esta opcién solo se permite cuando se realiza un

andlisis estédlico.

Es posible manejar cargas puntuales y desplazamientos en los nudos de una estructura,
siempre y cuando no se especifiquen a los mismos grados de libertad.

Omita esta seccion si no se tienen desplazamientos asignados a los nudos.
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FORMATO

a. Separador
DISPLACEMENTS
b. Datos

Proporcione cuantas lfneas sean necesarias para asignar los desplazamientos a la
estructura. Finalice esta seccién con una linea en blanco.

jl j2 inc U=ux,uy,uz,fx,ry,rz
EJEMPLO
DISPLACEMENTS

13 25 2 U=1,0,1,0,0,0

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcidn

jl Nimero del pnimer nudo en la generacién
j2 jl Nimero del ullimo nudo en la generacién
inc 1 Incremento en el nimero de nudo

ux Desplazamiento aplicado en la direccién X
uy Desplazamiento aplicado en la direccién Y
uz Desplazamiento aplicado en la direccién Z
Tx Rotacién aplicada alrededor del eje global X
Ty Rotacién aplicada alrededor del eje global Y
Iz Rotacidn apiicada airededor del eje-global Z

15. Blogue de datos PRESTRRESS

Esta opcién permite modelar elemenlos estructurales ( vigas ) sometlidos a cargas
“producidas por cables de presfuerzo. Pdra sumar estos efectos a las condiciones de cargas

bdsicas, es necesario activar los multiplicadores de presfuerzo que aparccen en el bloque
de datos FRAME. Omita esta seccién si no se utiliza,
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FORMATO

a. Separador

PRESTRESS

b. Datos.

Utilice tantas lineas como sea necesario para definir la geometria de los cables de
presfuerzo en las vigas. Finalice esta seccién con una linea ¢n blanco. Prepare los datos

como se indican a continuacion.

nbl nb2 ninc D=di,dc,dj T=t

EJEMPLO

PRESTRESS

1101 D=0.25,0.5,0.5 T=100

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcién

nbi Prnimer nimero de elemento FRAME

nb2 nb1 Ultimo nimero de elemento

ninc 1 Incremento en el nimero de elemento

di Distancia del eje neutro de la seccién al punto por donde
sale :
¢! cable de presfuerzo en el extremo “i™

de Distancia dcl ¢je neutro de la seccidn al punto por donde
pasa ¢l cable de presfuerzo en el centro «cl claro

dj Distancia dcl eje ncutro de la seccién al punto por donde
sale '
cl cable de presfuerzo en el extremo “5”

t Tension del presfuerzo

16. Bloque de datos SPEC

En esta seccion se definen los datos asociados con el espectro de respucsta para realizar un
analisis dinamico. Los resultados de este analisis definen 12 condicion dc carga dindmica.
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Omita esta seccion si no se pretende realizar un analisis dinamico de la estructura.
Este bloque de datos requiere que se haya especificado cualquiera de las dos vanables “nfq"”

o “nritz” en el bloque de datos SYSTEM, las cuales indican el nimero de modos de vibrar
que se consideran en el analisis de la estructura.

FORMATO.

a. Separador

SPEC \
b. Informacion de control

Prepare una linea en la siguiente forma:

A=a S=s D=d

¢. Datos de la curva del espectro

Utilice cuantas lineas sean necesarias para definir la curva del espectro de respuesta.
Finalice esta seccién con una linea en blanco. Prepare una linea de datos de la siguiente

forma:

tp sl s2 5Z

EJEMPLO.

SPEC

A =45 5=9.81 D=0.05

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcion

a 0.0 Angulo de la excitacién en grados

s 1.0 Factor de escala para los valores del espectro de respuesta
d 0.0 Relacién de amortiguamiento estructural.

tp Periodo

sl Valor del espectro en la direccién 1

52 0 Valor del espectro en la direccién 2

sz 0 Valor del espectro en la direccién z ( vertical )
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17. Bloque de datos COMBO

En esta seccion se definen las combinaciones de cargas para Ja estructura, las cualec -e
obtienen mediante combinaciones lineales de las condiciones de carga basicas, defi

previamente ( nid ).

Si no se especifican combinaciones de cargas, se obtendran los resultados correspondientes a
las condiciones de carga solamente.

Omitase esta seccion si no se desea realizar alguna combinacion de cargas.
FORMATO

a. Separador

COMBO

b. Datos de la combinacion

Se deben proporcionar tantas lineas como sean necesarias para definir las combinaciones de
carga requeridas.

K C=cl,c2,c3,....cnld D=d

EJEMPLO

COMBO

1 C=14,170

2 C=1415,1.1

3 C=1.1,1.1,0 D=1.]

DESCRIPCION

Vanable Defecto Descripeion

K Identificador del nimero de combinacién

cl.c2.... ' Multiplicadores para las condiciones de carga estéticas.
d Multiplicador para la condicién de carga dindmica .
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17. Bloque de datos ENVELOPE
En esta seccion permite obtener envolventes para las condiciones de carga estatica y

dinamica con casos de cargas moviles analizados con el modulo de SAP90 para analizar
puentes. También puede utilizarse de manera simple para cargas estaticas y dinamicas.

Cada envolvente obtiene un valor de fuerza maximo y minimo en los elementos ( FRAME )
de una estructura. Esta opcion no se utiliza para los elementos SHELL, ASOLID y SOLID.

Omita esta seccion si no se desea obtener una envolvente de cargas.

FORMATO.
a. Separador
ENVELOPE
b. Datos de las envolventes de cargas

Utilice una linea de datos para cada envolvente requerida en la siguiente forma : .

1. C=cl,c2,....cnld D=d B=bl,b2,...,bnc

EJEMPLO.

ENVELOPE

1 C=1 D=1

2 C=1,1

3 C=1.,-1

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripeidn

1 Numero del identificador para la envolvente

cl,c2.... 0 Multiplicadores para las condiciones de carga estdticas
d 0 Multiplicadores para la condicién de carga dindmica
bi.b2,... 0 Multiplicadores para los casos de cargas moéviles de puentes
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19. Bloque de datos SELECT

Cuando se analizan grandes estructuras los archivos de resultados que se obtienen -
también grandes, sin embargo en ocasiones no toda esa informacién es relevante.

El comando SELECT permite seleccionar solo la informacién que es de interés de
acuerdo con los fines que se persiguen en un andlisis.

FORMATO

&. Separador

SELECT

b. Datos

Utilice tantas lineas como sean necesarias para definir los datos que imprimirdn en el
archivo de salida. Prepare la informacién como se indica a continuacién:

NT=nt ID=11,i12,inc SW=isw

EJEMPLO

Para producir solo la salida de los desplazamientos 11 a 37

NT=1 ID=11,37 SWwW=]

Para producir solo 1a salida de las fuerzas en los miembros ( FRAME ) 25 a 45

NT =5 ID=25.,45

DESCRIPCION

Variable Defecto ' Descripcidén

nt pv Tipo de seleccién

il Primer nudo o numero de elemento

12 1 Ultimo nudo o numero de elemento

in¢ ] Incremento en el niimero de nudo o elemento
15w pv Bandera

=0 Excluye nudo o elemento de la seric
=1 Incluye nudo o elemento de la sene
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I INTRODUCCION.

SAPLOT es un postprocesador interactivo y grafico para el programa de Ana¥-s
Estructural SAP90.

El programa tiene opciones para dibujar vistas en dos y tres dimensiones mostrando alguno
de los siguientes graficos:

Geometria Estructural no Deformada

Cargas Aplicadas

Formas Deformadas y Modales

Diagramas de Momento y Fuerza en los Elementos Viga.
Contornos de Esfuerzo en Elementos Finitos

Lineas de Influencia para Elementos Viga

A R S R

Eil modelo puede ser visto desde cualquier direccidn arbitraria. El usuario localiza un punto
arbitrario con respecto al sistema de coordenadas global X-Y-Z de SAPS0. Este punto es
llamado el punto de control visual. La vista es colocada en la direccion apuntando desde el
punto de control hacia el origen global de SAP90. La ubicacion de ojo del usuario se asume

que esta en el infinito.

Una vez que se ha colocado la direccién de visualizacion, el usuario puede rotar la vista
especificando cual de los ejes globales de SAP90 (X, Y, Z, -X, -Y, -Z) tiene que apare’
verticalmente hacia arriba en la pantalla.

II. EJECUCION, PROCEDIMIENTOS y DETALLES DEL SISTEMA.

A. Ejecucion del Programa SAPLOT,

Supongamos que los datos para SAP90, asociados con la estructura a analizar, han sido
preparados y archivados en un archivo de datos llamado EXAMPLE. La ejecucién de
SAP90 con estos datos creara una serie de archivos intermedios en el disco (de la forma

EXAMPLE.?77)

Para obtener graficos de geometria sin deformar y de cargas, los archicos EXAMPLE.SYS,
XYZ, 1D, JID, MAT, P”, T3y .POT son necesarios. Estos archivos son creados por la
ejecucion de SAP90 con ¢l archivo de datos EXAMPLE y residen en el disco antes de

ejecutar el comando GO.

Para ver los graficos de formas deformadas estaticas, es necesario el archivo EXAMPLE.U
ademas de los nombrados anteriormente. Este archivo es creado durante la ejecucion de un
analisis estatico y es necesario para recuperar los vectores de desplazamiento. :
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Para obtener los graficos de las formas modales, se necesita el archivo EXAMPLE.VEC
ademés de los mencionados anteriormente. Este archivo es creado por un analisis de valores
propios y es necesario para recuperar fos vectores propios.

Para los diagramas de fuerzas o esfuerzos en los elementos se necesitan los archivos
EXAMPLE S3, EXAMPLE.S4, EXAMPLE.S5 y EXAMPLE.S8 para los elementos
FRAME, SHELL, ASOLID y SOLID respectivamente.

Formas deformadas estaticas, formas modales, diagramas de fuerza/esfuerzo de los
elementos y lineas de influencia solo pueden ser graficados luego de la ejecucion del

comando GO.

Desde el directorio donde los archivos intermedios de SAP90 estan almacenados, entre el
comando:

SAPLOT <CR>
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FRAME - EXAMPLE la - TWO-DIMENSIONAL FRAME
C FRAME HAS TWO BAYS AND SEVEN STORIES
C UNITS ARE KIP INCHES

SYSTEM

L=2 V=7 . : 2 STATIC LOAD CONDITIONS, 7 EIGENVALUES
JOINTS

1 =-360 Z=0.0 X=0.0 :LEFT FOUNDATION JOINT

7 Y=-360 Z=1324 G=1,7.3
22 Y=-360 Z=1104 G=7,22,3 : TOP LEFT JOINT
2 Y=00 Z=0.0

8 Y=0.0 Z=324 G=2,8,3
23 Y=00 Z=1104 G=8,2373
3 Y= 360 2=0.0 : RIGHT FOUNDATION JOINT
G Y=360 Z=324 G=3,9.3
24 Y=360 Z=1104 G=9,24,3 : TOP RIGHT JOINT
. RESTRAINTS
1,241 R=1,0,0,0,1,1 : TWO-DIMENSIONAL PROBLEM IN Y-Z PLANE
1.3,1 R=1,1,1,1,1,1 :FIXFOUNDATION JOINTS
CONSTRAINTS

5233 C=0,4 1=0,3 :SET AXIAL DEFORMATIONS IN BEAMS TO ZERO
6,243 (C=0,4 1=03

MASSES  : STORY MASSES IN LATERAL (Y) DIRECTION

4,223 M=0,.49

FRAME

NM=7 NL=1 : 7 SECTION PROPERTIES, | SPAN LOADING CONFIGURATION
I 1=2150 A=5117 E=29500

2 1=2670 A=062.10 E=29500

3 1=3230 A=72 30 £=29500

4 1=3910 A=84 40 E=29500

5 [=3330 A=50 00 E=29500

6 1=4020 A=5000 £=29500

7 1=5120 A=50 00 E=29500

I WL=0,-0.1/12 PLD=1200.-20.0,00,2400,-200,0.0
C COLUMNS

1, 1.4 G=2,1,33 M=3 LP=3
4.10,13 G=1,1,33 M=2
G=1,1

6,16,19 =1,1,3.3 M=}
8,25 G=2,1,3,3 M=d

11,11,14 G=1,1,33 M=3
13,1720 G=1,1,33 M=2

15,36 . G=2133 M=3
337



18,12,15  G=1,1,33 M=2

20,1821  G=1,1,33 M=l

C BEAMS

C SPAN LOADING IS STATIC LOAD CONDITION 1
22, 4,5 G=1,133 M=7 NSL=l

24,10,11  G=1,1,33 M=6 NSL=I

26,1617  G=2,1,3,3 M=5 NSL=]

29, 5,6 G=1,1,33 M=7 NSL=1

31,1112 G=1,1,3,3 M=6 NSL=I

33,17,18  G=2,1,3,3 M=5 NSL=I

LOADS :LATERAL (Y) JOINT LOADS AS LOAD CONDITION 2
22 F=0,20 L=2

19 F=0,15

16 F=0,12.5

13 F=0,10

10 F=0,7.5

7 F=0,5

4 F=025

SPEC : SEISMIC RESPONSE SPECTRUM IN LATERAL (Y) DIRECTION
A=0 5=386.4 D=05 : ANGLE, SCALE, DAMPING
C PERIOD DIRECTION 1 DIRECTION2 Z-DIRECTION

C ACCELERATION ACCELERATION ACCELERATION
.0769 0.0 505311 0.0
0795 0.0 519598 0.0
.08 0.0 .520045 0.0
0833 0.0 518093 0.0
.0870 0.0 493366 0.0
.0909 0.0 477599 00
0951 0.0 527828 0.0
0952 0.0 5300631 0.0
1000 00 S81609 0.0
1053 0.0 564412 60
BERR 00 523663 0.0
d176 0.0 572438 0.0
1190 0.0 588211 0.0
1250 0.0 627807 0.0
1333 0.0 605413 0.0
1429 0.0 636531 00
1538 0.0 905796 0.0
1602 00 804605 00
1667 0.0 787220 00
1818 0.0 943909 00

2000 0.0 1.005620 0.0

i3y



2222
2420
.2500
2857
3333
4000
4313
5000
6667
1.0000
1.2730
2.0000

COMBO
1 C=1
2 C=0,l

3 C=0,0 D=1

4 C=1,1

5C=1,0D=1
6 C=1,0 D=-1

SELECT

NT=11D=1,22,3 SW=]

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0
0.0
0.0

NT=21D=1,3,1
NT=3 ID=1,223
NT=51D=1,157

NT=51D=22297

746135
704753
1798052
718264
880624
882996
921167
1.046620
641750
482251

. 258617

160189

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

:STATIC SPAN LOADS ONLY
:STATIC LATERAL LOADS ONLY
'DYNAMIC LOADS ONLY

:STATIC LOADS COMBINED
:STATIC SPAN LOADS COMBINED WITH DYNAMIC LOADS

:STATIC SPAN LOADS COMBINED WITH REVERSED DYNAMIC L

‘OUTPUT DISPLACEMENTS ALONG ONE COLUMN LINE

:OUTPUT REACTIONS AT BASE

:OUTPUT EIGENVECTORS ALONG ONE COLUMN LINE
:OUTPUT FORCES IN BASE COLUMNS

:OUTPUT FORCES IN FIRST STORY BEAMS
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BUILDING - EXAMPLE 8 - THREE-DIMENSIONAL BUILDING

SYSTEM
V=6 :SIX MODES USED IN ANALYSIS
RESTRAINTS

1,61 R=11,1,1,1,1 :FIXBASE

7,18,1 R=1,1,0,0,0,1 :FIXDOF ASSIGNED.TO MASTER JOINT

19,20,1 R=0,0,1,1,1,0 :FIX MASTER JOINT DOF NOT ASSIGNED

JOINT
1 X=25.0
2 X=00"
3 X=00

5 X=50.0
6 X=50.0
<13 X=25.0
14 X=0.0
15 X=00
16 X=250
17 X=50.0
18 X=50.0
19 . X=250
20 X=250

8,10,16
10,11,17
12,12,18

13,78 M=I

14, 8,9
15, 9,10
16.10,11
17.11,12
18,13,14

- TO THEM

Y=0.0 Z=00
Y=00 Z=0.0
Y=25.0 Z=0.0
Y=25.0 Z=00
Y=0.0 Z2=0.0
Y=0.0 2=25.0
Y=00 Z=25.0
Y=25.0 Z=250
Y=25.0 Z=25.0
Y=25.0 2=250
Y=00 Z2=25.0
Y=12.5 Z=125
Y=12.5 £=25.0

1=0.6667,0.1667 E=432000 :BEAMS
1=0.4219,0.4219 E=432000 :COLUMNS

LP=3.0 MS=0,19
MS=0,19
MS=0,19
MS=0,19
MS=0,19
MS=0,19
MS=19,20
MS=19,20
MS=19,20
MS=19,20
MS=19,20
MS=19.20
LP=2,0 MS=19,19

LP=3,0 MS=19,19
LP=20 MS=19,19
LP=20 MS=19,19
LP=30 MS=19,19
LP=20 MS=20,20

G=3,5,1

G=1,13,6
G=2,14,6
G=3,15,6
G=4,16,6
G=5,17,6
G=6,18,6
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SHELL - EXAMPLE 18 - HEMISPHERICAL SHELL UNDER POINT LOADS
C 8 X 8 MESH USED ON QUADRANT

SYSTEM |

L=1 ‘
JOINTS ‘USE CYLINDRICAL GENERATION
I X=0Y=02Z=10 EXTRA JOINT

2 X=0Y=02Z=11 :EXTRA JOINT

3 X=10.000 Y=0Z=0.000 A=12, 3,8,1,11.25

12 X=9.877 Y=02Z=1.564 A=12,12,81,11.25

21 X=9511Y=02Z=3.090 A=12218,1,11.25

30 X=8.910 Y=0Z=4.540 A=1,2,30,8,1,11.25

39 X=8.090 Y=0Z=5.878 A=1239,8,1,11.25

48 X=7.071 Y=02Z=7.071 A=1,2,48,8,1,11.25

57 X=15 878 Y=0Z=8.090 A=1,2,57,8,1,11.25

66 X=4.540 Y=0Z=8.910 A=1,2,66,8,1,11.25

75 X=3.090 Y=02Z=9.511 A=1,2,758,1,11.25

RESTRAINTS
121R=11,1,1,1,1 FIX EXTRA JOINTS

3759R=0,1,0,1,0,1 SYMMETRY
11 83 9R=1,0,0,0,1,1 :SYMMETRY

7 R=0,0,1,0,0,0 'SYMMETRICAL Z SUPPORT FOR STABILITY

SHELL

NM=1

| E=6.825E7 U=.3

1JQ=3,4,12,13 M=1 TH=.04 G=8.8

LOADS

3L=1F=l
11 L=1F=0.-1

|
[



19,14,15 LP=3,0 MS=20,20

20,1516 LP=2,0 MS$=20,20
21,16,17 LP=2,0 MS=20,20 °
22,1718 LP=3,0 MS§=20,20
MASSES

19,20,1 M=3_88,3:88,0,0,0, 1011. :MASSES AT MASTER JOINTS

SPEC
S=32.2 A=30 D=0.05 :SPECTRUM DEFINED AT 30 DEGREES TO BUILDING AXE!

0 400 .400
0.100 581 .581
0.125 .628 628
0.167 .787 .787
0.182 .9439 9439
0.200 1.0056 1.0056
0.250 0.7980 0.7980
" 0.333 0.8806 0.8806
0431 0921209212
0.500 1.0466 1.0466
0.667 .6418 .6418
1.000 4822 4822
1.273 2586 .2586
2.000 .1602 .1602
10.00 0102 .0102
1000 0 0

m™M
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RCPLTSHL - EXAMPLE 14 - RECTANGULAR PLATE USING SHELL ELEMENTS
C QUARTER PLATE MODELED USING 6 x 6 MESH

C THIS DATA SET MODELS CLAMPED BOUNDARY CONDITIONS
C PLATEIS2x 10

SYSTEM

L=2

JOINTS

1 X=0Y=02Z=0

7 X=5Y=02Z=0

43 X=0 Y=12=0

49 X=5Y=12=0 Q=1,7.43,49,1,7

RESTRAINTS
1 491 R=],1,0,0,0,1 :MEMBRANE DOF RESTRAINED
1 7 1 R=1,1.1,1.1,1 :CLAMPED EDGE

1 43 7R=1,1,1.1,1,1 :CLAMPED EDGE
7 49 7R=1,1,00.1,1 :SYMMETRY
4349 1 R=1,1,0,1,0.1 SYMMETRY

SHELL .
NM=] Z=0,1 :UNIFORM LOAD IS LOAD CONDITION 2 APPLIED IN Z - DIRECTION

1 E=1.7472E7 U=.3 W=]
1]Q=1.2.8.9 ETYPE=2 M= TH=.0001 G=6,6

LOADS .
49 L=1 F=0,0,1E~ :CONCENTRATED LOAD IS LOAD CONDITION I
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CONCEPTOS INTRODUCTORIOS EN ANALISIS ESTRUCTURAL

El objetivo del andlisis egtructura) consiste en calcular lag -
fuerzas internas y las deflexiones en un punw cuilquiera de una egtruc

ura.

En el andllsls estructural deben tomarse en cuenta las gligulen-

tes condiclones:

.- Equilibrio entre fuerzas internas y externas en todos los -
elemenws de la estructura.

2.- Competibilidad de deformaciones de wdos Ios elemenms -
eslructurales.

3.- Relacidn fuerza-desplazamlieno.
1.- EQUILIBRIO ENTRE FUERZAS INTERNAS Y EXTERNAS

Una estructura, sujew a un slatema de acciones externas de -
finido, estard en equllibric si las reacciunes de la misma cumplen -
las condiciones de equlilibrio, que se expresan CoOmo:

En el espacio:

LFx=9¢ EMxe=(
IFy=20 EMye0
LFz=1¢ EMze=p

Cuando se trate de estructuras planas:

TF«=0 IFyz0 EM:=0

De esta forma, st se cumplen las condiciones mencionadas, bajo
la sccidn del sistema de fuerzas externo y el sistema de reacciones, la es-
tructura estwd en equilibrio, Los elementos que forman la estructura estardn
sujetos a fuerzas internas que se desarrollen en ellos, provocadas por el -
gistema de fuerzas externo aplicado.

Si se hacen dlagramas de cuerpos libres,al alslar una parte de la
estructura haciendo unc o varios cortes, Jeberdn egtar también en equlli--
brio.

Si por ejemplo,en la eatructura mostrada 4 continusclon se alsla -

el nudo indicadu, sobre el cual actdan las fuerzas externas Fp asf como las

: I §

c D 1
lF s IF '
F] i :: “‘\
\B "r' E H
% . R



fuerzaa internas desarrolladas en los planos de corte, éste nudo debers es
tar en équilibrio, porque forma parte de una estructura en equilibrio.y por
io wnt, podrdn aplicdrsele las ecuaciones generales de equilibrio; a eate -

sistema en equilibrio, se le llamard equilibrio nodal.

Moac

. Vee
Fa NIE)M.E
B
......J..\’._’.Va.
Y
M oa

Asl mismo, ai hacer un corte en un entrepiso, deberd estar en -
equllibrio la parte aislada por el corte, ya que pertenece a una estructura
que estd en equilibrio,

As{ por efemplo, sl en la estructura anterlor se corta en ¢l plano
indicado, la estructura alalada permanece en equilibrio: a este sistema

ge le llama equillbrlo de entrepiso.

Fa Fa

Fs
C D I
Fs Fe
Fa |8 E H
N N : _N
“_LJ'_VAB - Vg ""’EVH
Nll NFE Nr.u
Maia " Mee Mon

Por Jo t@anto. si una catructora estd oo equibibrie, cualguier elemen
w que se alsle tamaén lo es1ard, siends necesario para que ¢8to 8¢ cumnpls,

que cn los planos de corte de considere la o las acciones internas que la es-

truciura ejerce sohre el elemento que se af<hs.

2.- COMPA TIBILIDAD DE DETORMACIONES

Al aplicar wy sistema de fuerzas a una estructura, ésta se defor-
ma, pero conserva las condiclones de continndad imciales, As{mismo, los
degplazamientos finales en o cstractura deberdn ser compatibles con las -

condiciones de deformacidn de los difcrentes tipos de apoyos,



b i

C } . D .

En la esiructura de la figura, el nudo B al pasar a la posicidn B°, -
se desplaza y gira; 51 se (rata de una estructure en ¢ espaclo, podrd tener
lre§ compunentes de desplazamiento lineal y tres giros., En el caso de un -
nudc en ed plano, los desplazamientos serdnidos componentes de desplaza
miento lineal y un girv.

l.a condicion de compatubilidad con las condiciones de apuyo, se-
rian por ejemplo, en el caso de la higura,que los apoyos A y F por ser em-
potramientos, binpiden toda pusimhidad de desplazamienw lineal y de giro;

en cambio para el apoyo G, por ser un apoyo articuledo, no permitird des-

plazamientos lineales pero si el giro del mismo.

3. - RELACION FUERZA-DESPLAZAMIENTO

De acuerdo con los objetlvos menclonadus del andlisis eatruc-
tural, es necesaric conocer para una estructura de geometria definida,
la relacidn que existe entre las fuerzas y los desplazamientos,

51 se observa la siguiente grdfica, se deduce que la relacidn

entre fuerzas y desplazamientos puede ser lineal o no serlo,

P4 pd

A
Relacion no lineal

oy

Relacion tineal
Ln general, se¢ supone la hipdtesis Je que la relacidn entre -
fuerzas y desplazamientos es lineal, por lo que s¢ puede aplicar a las

estructuras ¢l principio de superposicidn,

Dicho principio esiablece, que log efecius que produce un sistema de

fuerzas aplicado a una estructura, sun equivalentes a la sumna de log -

efectos producidus por cada una de las fuerzas del sistema acwando -

Independientemente,



Las condiciones que debe cumplir una estructura para que se -
le aplique el principlo de superposicidn son:
a) Que ex|s a i)rémrcionalldad entre esfuerzo y deformaclones, es
decir, que se cumpla la ley de Hooke,
b} Que no haya interaccidn entre efectos debldos a fuerzas axiales y
momentos flexlonantes {efectos de esbeltez).
c) Que lag deformaciones en la estructura sean relativamente peque
has, vevimndo asl que ge afecten en forma Importante el sistema de --
fuerzas Internas y de Teacciones.

Si la estructura en eatudio cumple con las tres condiclones men

cionadas, se trata de una estructura con comportamiento eldstico y li-

neal.

caAPITULO 2

METODOS APROXIMADOS PARA DISENOS PRELIMINARES
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METODNOS APROXIMAIXE  PARA DISERGS PRELIMINARES

METOIX) DE BOWMAN

Despuds de estudiar un gran ndinero de marcos resueltos por mé-
tedos ¢xactud, se ha propuesw un méwds aproxynado gue se baga en lay
gtguientes hipdlesis:

a) L.ug puntos de inflexidn en las vigas exleriqres ge encuentran
0. 55 de Bu cl;m, ‘a pactr de yu extremo exterlor. En las vigas lateriorey
#u punt de nflexion estd al centro del claro, excepto en la crujfa central
cudando ¢l ndmero de &stos s impar, o en lasg dos centrales sl es par. En
¢llos lus puntos de inflexidn de lag vigas estard forzada por comdicivnes -
de simetria y de equililirto,

b) En las colunnas del primer entrepiso los puntos de inflexidgn -
estdn a 0.060 de su alturs a partur de la bage,

En marcos de dos o s, tres o mdy, cuatro o mds entrepisos, -
respectivamente, los puntos de joflexidn en las columnas de IOS- entrepl-
sos Gltdmo, pendlaomoe y antependltuno, respectivamente, se encuentran
a Q.65 0.60y 0.55 de la allura corres pondiente a parilr del extremo su-
perior,

En editicius de cincu v mds entrepisos, Jus puntos de Enflexion en
columnas para las cuales no s¢ ha especificado la posicidn, se encuen- -
tran al centro de su altura. Esw se dustra en la g, 1.

c)l.a fuerca cortante de cada entrepso se distribuye en la forma

siguiente.

En el primer entrepiuo:

Una fuerza corante lgual a:

Esta se distribuye entre las columnas proporcionalmente a sug -
rigldeces.

l.a fuerza cortunte Vi s ¥V ~ V¢ ge distribuye entre las crujfas
propourclonalmente u la rigldez de la viga que la llmita en la parte gupe-
riur. La cortante de cada crujle ge digtribuye en partes |guales entre lag
dusg columnas que la Hilwn.

En pisos superiorey: La fuerza corante ye = -H—;—?- v
se disiribuye direcumente entre las columnas,

l.a curtunte VI = V= Vc e distribuye entre tas crujfas como
ge hieo pars fa planta laja.

V - fucrza cortante por entrejiyo,

N = crujiuy del marco en el entrepiso cons lderado,

Iooo. Figura |
L
Puntos de inflexiin en los
! [oun diferententies entrepisos
Ioaou
) [
} r ]
0 60n
bz },; Wz




Enseguida se presenta un ejemplo numérico para mejor compren- Para el ler. emrepiso el cormnte V=8

8i6n del métdo antea expuesto. y el cortante para lescolumnas es

Se tiene un marco el cual consma de tres crujfas distribuidas co- ve » M-0.5 ., 3-0.5 ,
n0| +

mo se muestre en la figura, dicho marco es de dos niveles y esud so_ s

Para cada columna es 7 = T.25
metido a dos cargas horizontales en el 1o, ¢ Zo. nivel de 5T y 3T -
respectivamente, Determinar los momenws que ge generan €n los nu-

Para e! segundo entrepiso V=3
dos debldos a las fuerzas actuantes.

Para esas columnas
El= conslante.

ve » v s -0
0.75%
Y el cortante por columna es 4= = 0.1875
Para el primer nivel el cortante en vigas es
31 @ J ® D,
U‘ - 8 -5 = 5
3Im
3
-5_7._© Q) O] 4 Y el cortante en cada vigs es 3~ !0
am Fsa fuerza se divide entre las dos columnas nferiwres 1guabmente o -
. 1.
sea —,2 « 0.5
.0y A A Q1

om S5m &m

+

+
+
+

Lo miamo se hace para el segundy mvel

V, = 3 - 0.75 - 2.25

{



.25
Para cada vigr  —3= = 0.75

Se reparie entre las colummds interiores vecinas

8,75 . 0318

Para encomtrar los momentos se multiplicardn las fuerzas cortantes por
sus resprectivos bruzos en lag colwnnag
Poa egemplo T.7% (1.8) = 2.80

0.5625 {1.05) « 0.59

Fgubibramos los momenios en lus columnas con lua de lag viygay

vahéndonos de que comcenmos log puntos de wiflexidn de lay vigas,
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METODO DEL VOLADIZL) Cidlculo de las fuerzas axiales en las columnas.
Se hacen'las siguientes hipdiesis: Comp todas las columnas nienen la misma seccidn, el centro Jde -
a} Hay un puntor de inflexidn en ¢l centro de cada viga. gravedad Je las columnas se determina.

b) Hay un punto de inftexidn en el centro de cada columna. 4%X = 5+ 10+ 16 X= 31/4 = 7.75m o portir de AE|

¢) La ntensidad ded esfuerzo axial en cada colomna de un piso es

. 2.7%
proporcional a la distancia horizontal desde esa colwnna al centro de ¥ra ¥rx FAE
. B F
vedad de todas las columnas del piso que se considera. Y 2
, m , -2.23pac "3 e
} 7.75 + 775

Apliguemos este méodo al siguicnte epemphr

3000' 1 K L
J K L H
3000 Kg T 2000, |E F G
Im -
£ F G H d :
i
5000K ¢ . l“‘ ALL T Tzlzs FAE W 833 Fac
El » Cte. am
A |8 C of l
oorged 5209 fagad e
4B mem =B - e e BM o —+ S1ownnamos momentos cespecto al panto de inflexddn de la codum-
na DI

- 1,715 27.2%
):u < 0 5130001 ¢ 205000t - JeF,. - Y P (11 ¢ 2y Fo 16100

F“- =1374.55

« 458,45 . 399 .64 . 1465, 36
Tor Feo Fon



Para el siguiente nivel las fuerzas axiales estdn distribufdas de -

[gual mancra que para ¢l primer nivel.

3000 1 J K L
—j L l l ;
LAm
225 +
lFEl 12'.75”' fz',zg FEl T7-75 FEI

Tomando suma de momenfos con respecto a La articulaceén en el
ege L.

Mo 2.75 225
300041, 5)-18F, . - w3 FAEUD + 553 Fagg) = 0

Fepsz47.78 Fppmd1.92 Fo 07193 £ 443,76
[.as fuerzas cortantes en las vigas ve obtienen a pardir Jde luy - -
fucrzay uxiales en lug columnas de log diferentes nudos.

Por cjemplo en el nudo 1.

VHG = FOH — FHL * 1437.28 ~ 258,71 = 117857

Para el nudo E

VEF = |350.17 - 243,03 = 1}07.14
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Momentos en las vigas. - Como el momento en el centro de cada -
viga es nulo, el correspondiente a Sud extremos serd igual al coriante

en la-—v‘l.ga; por la mitad de su longitud.

Momentos en las columnas. - Se determinan en las cabesas de éa-

‘tas descendiendo hacia la base.

METONO DEL PORTAL
Este méwdo se basa en las rigulentes hipdtesis:
a) Los puntos de inflexidn de vigas y-de columnas se encuentran en
3uUs  puntos medios, A
b) LLa fuerza cortante en cada una de las columnas exteriores de -
un pisc es (gual a la mitad de ia que corresponde a cada columna interlor.
De esta manera el problema se transforma en una lsoatdtica.
Resumen de la secuencia de cdlculo;
1. Se determina la fuerza covtante en cada entrepiso.
2. Usando la hipidtesis (b) se determina la fuerzs cortante en ca-
da columna,
3. Considerando la hipdtesis (a) se determinan los momentos fle-
Xonantes en los extremos de las columnas.
1. Determinense los momentos en Jog extremos de todas las vi- -
gas equilibrando los momenies de las columnag en cada extremo. Se ne-
cesia empezar en nudos con una gola viga y conslderar que los momen

s en los extremos de una misma viga son iguales.

13

5. Obrénganse las fuerzas cortantes cn las vigas a partir de los -
momentus de sus extremos.
6. Determinense las fuerzas axiales en las colunnas a parur de

las cortantes de las vigas,

300G | J K Lo,
’ 3m
SOOO'E F . G H 4
El = Cle. 4 m
"Lﬁ_ —-J-g W-!'-E g-'- —+
-
¥ gm + ém S
El cortante en el primer enirepiso vale
Vee 21666.6 columnas «nferceres
Vees 1333.3 columnmes exferccned
Et contante en ol segunde entnepeso vale V3000 kg

Ve cofumnas (nfendones

Ve

roco

500 columnas exteadiones

Con los valores antertones se calculan Los moementos
en las columnas y por equelibnio ef de tas frabes.
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METODO DEL FACTOR

\ Se basa en las ecuaciones pendiente-deformacién haclendo mo
dificaciones bajo las sigulentes hipbtesis;
a). - Para el caleulo de los desplazamienios Hoeales y angulares enun --
piso, se consldera que el valor Y en dos entreplses consceut|vos es-
lgual. ¥ cs la diferencla de desplnzumlehto laterales Jde dos niveles ---
consecutlvos dividlda entre la altura del entreplso,
b}. - £l gire de un nudo y de los extremos opuestos de todas las barras --
que concurren al mismo son lguales,
Este método se aplica sigutendo los seis pasos slgulentes:
1. - En cada nudo se calcula el factor v de las vigas v = ZKC/ K,
):Kc es la suma de los valores K = 1/ 1. de las columnas fque concu --
reen al nudo, y ZK es la suma de los valores K para todos los elemen
tos del ni,
2. - Un cada owldo se caleula ¢! facror Code tas columnas = | - v, smien-
duo v el factor de viga del pase ), 1 I:;u bases Jde las colanmnan cmpo--
tradas del primer plso se considera ¢ - Lt
.- Hav ua ndmery, obtenldoen |y 2, vy Cen vada extremo de todos-
los elementos del marco. A cada uno de dichos namcros se le suma la -

mltad del correspondiente al orre extrenw Jdel elemento.

4. = Se nultiplica cada suma hallada en el paso 3 por el valor de K del --

elemento il que corresponde dicha suma. Para las columnas, a este pro-
ducto se le Hama factor de momento de columna, C . para las vigas, fac-

tor de momento de viga V.
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5 sigulente marco.
5. - Los factores de momento de columna C, hatlados en el pa Veamos como ejemplo el sigule N

80 4 son los valores relativos aproximados de los momentos en los extre- T 21'{_‘9 — l (Los nomeros tnter medios

mos de la columna para el piso correspondiente. ) 4m 2 3 4 son rlgideces relativas)
Por !a estitica se ve que la suma de log momentos en los ex-- 2 ""g : 0 :

tre-moa de las columnas en un piso determinado, es {gual al cortante horl- 4m 2 3 2

zontal total en ese plgo multiplicade por la altura del plso. Por lo cual, - = i) ' s) ' '

los factores de momentos en log extremos de las columnas, por propor-- 4m 3 4 3 2

cion directa, en cada plso. l y@ ’79 " T

6. - Los factores de momento de viga V¥, hallados en el paso 4

b tmom b 8m g Bm.

gon los valores relativos aproxlimados de los momentos en los extremos--

de las vlgas para cada nudo. l.a suma de log momentos en los extremos- Caleelo de Tus factores de vig de tus nudos

de las vigas en cada nudo es Igual, por la estatica, a la suma de los mo-- Por efemplo para el nudo (0)

mentos en los extremos de lag columnas en ese nudo, que pueden obtener- v = ZKC/ZK Bc : suma de rigideces de lus

: columunas
g€ en el paso 5. Por lo cual, los factores de momento de viga V se pue---

den transforimar en mementos en los extremos de éstas, por proporcidn -- ZKC *3+3+6

vo * 678 = 0.75
directa en cada nudo.

Tambiéa para ¢l nudo {7)

SKe = 3+ 4 JK+ 9 vi s %9 : 0.777

Calculo de factores de colunmng por eremplo nudos {71y (10)
C= 1=

C = 1-0777 = 0.223

C =1-075% = 0.25



g5s2 g92a 9833 ga6s Calculn de Momentos
0,666 Q600 , 0609 9566
o 333 o 400 I Por ejemplo primer cntrepiso
i3 Bt B
43
M= Vh = j0(5}= 50 T-m.
¢ 386 0450 0,366
g_gg 02%0 EEE‘E, Este momento se distribuye en las clnlunmas proparci onalmen
(| Lise LLry
oa%g 40 PERE] te a sus rlgldeces.
(0 80O G 750 ~4— 0,780 «smmiima——— 15 BOD
ozog 0250 Q200 My = M
i Bt §i4 2ec
| I 22536 = ) C
0266 0348 038
g}g 60,'2525! gs00 En el primer entrepiso
0388 o418 | o387 B8 3
SR ) p— 0 B PN ) B JEN——— 14 22.536 = 3249 + 4.444 + 3429 +2.50 +1666 + 2.358 + 2.892 + 1996
EF1] TT83| ©i3a T.102 T.047 l_b'fs—l
-%m% 9223 0288 933y 4
; IRy &5 - 2283 - = 244
Mia 55 €36 {50) 7.208 Mz7 22 535 (50) = 9.839
1.998
- T = 4, Mz = .41
L Met 55 £38 (50 430 72 6.416
S hav 5T By siie Myg= 7.607 . Mee = 3.696
1. 000 1000 1.00Q 1000
Mez = 5.231 M4s = 5.546

Para el nivel 2%

M= 5(4q) =20 4,683 = zc
Para el nivel 3o,

M= 2{4)= 6.121 =

Se han anotado los factores de vigas y columnas y a cada uno de- 2{al 8 ZC
dichos nimeros se le ha sumado la mitad del correspondiznte al otro ex-
tremo del elemento, L.os momentos en las vigas seran proporcionales a sus rigldeces



Se anoton los foctores de Momentos de columnas y vigos

y los Momenios
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LAPITULO 3

TRABAJO Y ERERGIA

PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES

PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL



2.1 TRABAJO Y ENERGIA

Si un alaterna de fuerzas externas,se aplica a un cuerpn, este
ge deformard hasta que se presente el equilibrio entre las fuerzas ex-
ternas aplicadas y las fuerzas internas del cuerpo.  Fn consecuencia,
el sistema de fuerzas externas realiza un trabajo. [Este trabajo se al
macenz en el cuerpo y es a lo que se llama “energla de deformacidn -
de! cuerpo’. ‘

El trabajo realizado por el slstema de fuerzas externas, se -
puede transformar en epergia de deformacldn y/0 energla cinética del
cuerpo. S las fuerzas se aplican gradual y lentamente,a un cuerpo -
eldstico, el trabajo exterlor se transforma completamente en energfa
de deformac!dn,

L.a energfa de deformacidn o energla interna de un cuerpo e-
ldqtico es por lo tanto, la suina de twdo el trabajo transmitldo por el
sistema para deformario con respecto a su estado natural. La ener--
gl de deformacidn almacenada se transforma en trabajo cuando el ais
tema de fuerzas es retirado. Si el cuerpo es perfectamente eldsuco -
recuperard exactamente gu forma iniclal. FEn los sistemas eldsticos -
se despreciardn las pédrdidas de energla por calor.

La energfa de deformaclén depende de las caracterfsticas de -
la curva carga-deformacion del cuerpo. Aal, por ejemplo, en la Fig. 1
el drea sombreada nog representa la energla de deformacidn de un --
cuerpo con comportamiento eldstico lineal. FI drea sombreada en la -

Fig. 2 nos representa la energla de deformacion de un cuerpo con com

portamiento eldstico no lineal.
Para el caso de la Fig. | la carga P se aplicé gradualmente -
y por lo tanto la deformacidn aumenta gradualmente. El trahajo desa-

rroflado por la fuerza P es:

W'jp-ds = energia de deformacion

P4 P

fig.!- Energla de Deformocidn fig 2- Energia de Deformacidn
Coso Lineal Caso no Lineal

El drea no sombreada marcada con C en las Figs, 1y 2, se -

denonina “energla complemeniarta de deformacion” y se calcula con -

la integral ) /g A

C= j!-dp= energio complementaria de deformacidn



L.y enerpfy de detormacitn, puede aparecer debido a fuer zus La aplicacn gradual de la carga normal N produce la detor -
axiales, de flexidn; de cortante y de torsidn, Letas fuerzas pucden pre macidn § L En la longitud dbx el trabago iterno eteciuado os;

sentarse mgladas o en determinadas combimaciones. Eo seguida ge ohen

drdp las expresiones para la energia de defurimacidn debido a los efec dw = "N?'—de
tos antes menclonadog, los cuales se consideran que actdan unu a la -
vezL, pL‘['()
a) Efecto de Fuerza Normal,
. - ) - .9 _ _N
Considérese la barra mostrada en la Fig. 3, la cual tiene su €- £ RE
drea trangversal congtante.
cnlomees
s NN
dw?® 3 A
o
b trabapo totad en La longitid 1, serd
, |
] "
W dx
24E

debido g goe el tratage cioetoade os gl o ba enet pia de deton o win

INMCENd, Cilboiees:

3 — !A-d-j
- |
y II-——’N .
? i | —
Un = -ENE-E da
P — L B S + - o
fig. 3



donde Un es I encrgia Je deformacidn interna debida a cargas axiales,
b) Efecto de Momento ¥lexionante,
Considérese que en ¢] tramo Jde viga mostrado en la Fig, 4 -

actian fuerzas que producen flexidn en él mismo.

Viqg_\ _fef -

N T ¢ " -
-

¢ y

I i .

L EE 3! -H- v

- O
Eje_Neutro —fdl 'f_

fig. 4

Uina fibra situada a una dirtBncia 'y del eje neutms tendrd co

mo deformacion en la longlnd  dx

§ =gdx

pero

20

enlonces

Debidu a ue las fuerzag que producen flexidn se aplican gra-

dualmente, el valor de la fuerza promedio que actda en ¢l drea JA, cs:

d F..%.G'di\

LRlonces

dp..% l"rL.dA

il trabajo efectuado en la fibra snallsada s

dw + SdF

O 8S¢a;
’
dw ¢ -ﬂ—-—?—l{:dldﬂ

y el trabaju para todas lag fibras ¢n la iunglm' dx acrd,
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Viga

] ~ Ele Neulrg_

n - o At D e =

~ .
£l trabajo total en toda la viga serd: + dx +
v ]
W= i-ﬁférdl fig. 5

pur lo tanw

El tralujo debido o ba fucres corwate os:

13

e oM dw= J-(EdA) (¥ ds)
ZET
o
peru
donde Uin ed la encrgla de detormacudn mterna debida o momento fle-
xlunante. G- Y
: : . T Tb
c) fecto de IFuerza Cortante,
Considérese que en el tramo de viga mostrada en la g, 5 - y

actdan fuerzas que producen esfuerzos de cortunte en élmismo. Un la
figurd sc exagera la detormacidn de la Tibranostrada, ¥ a £ . MO



donde () e ¢l momento egtdtico con respecto al ¢je neutro y b es el - por to tanto:

ity de 1a secorin, entonees;

L
cvidx

dw = XA L dx dA

donde Liv es la energia de deformacudn interna debeda o fucrzas cortan-

s,
171 trabajo quie se efectia on la longitod dx, es:

[.a constanie ¢ s ¢l Honado factor de forma y depende de la

forma de da scecndn transversal  Algunos valores Jde C se dan enseyn -

T
vide | A Q
dw - TG%"?S:"BTM s
dp, ,

50

hs .
. A .
c= L —%, dA
hy

criionces;

L ]
Bl trabajo efectundo en toda la viga seed: Aalma
) Efevtor de Momento Totsponante,
13
W a J CV'd‘u l.a viga mostrada en b Fap, 6 estd sujeta a un momento tor-
°

swnante | aplicado ¢n un extremo de la nasma,
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para tode el clemento ol trabijo serd:

v {Fa

por ly Lanto

fig. 6 Uy = j Tdx
o

i1 trabajo efectuado en el scegimento dx ed:

donde Ve os la cnergle Jde detormac i interna debida a fucesas doe b -

i ain y Joos el momento podar Joe o meecd pata anna seceidn orcualat,
dw = —2“T ¥
Valores o J puard shitegentes socviones bransyersdales seodama conie-
QUTRTATIN
preros
Soevo s s
¥ . Jdx
GJ
entoncey
{ \
a
dw = Tldx
2GJ

s-0020 T




Secciones tuccas

Ixpresion General:

24

Secciones Abierias

Expresion General: J=z = by’

T I —

[ Ry
—

ts

11

o
-
L L N e

e

En el caso general de an elemento supetor o los clementos me-
cdmcos citados anterinrmente, scobtiene gue la enerpin de deforma-

cumn tital os:

U= Un+ U + s v Ut



(L Heal .

Tt ] 2 ¥
N dx M dx T dx
+ —————
rae + | B+ |5 264
L L L L
La expresidn anterior puede usarse mbién para vigas higera
nmente curvas. b.a limliacidn para su uso se presenta cuando e] radio -
— .
de curvatura es menor que Cinco veees la dimensidn inayor de la sec-

cidn transversal,

2.2 PRINCIPIO DI LOS DESPLAZAMIENTOS VIRCTUALLS
Fate principio constituye la base pura la aplicackin dei princi
pio de Jos trabajos virwales que se verd en ¢] sigulente inciao,

Se entenderd por desplasamiento virtual aguel desplazannen-
t hipoténco de uno o varios puntos de an caerpo rigud en equibibrio,
1.45% ccuaclunes Jde cql-nllhrm y lus condwiones de geometria del cuerpo
no g¢ alteran debwdo a dicho desplazannento, el cual puede see de nag-
nitud pequena o intinresimal, Dichos desplazarmientos son producidos
por un sistema de cargas diferente ol aphicade al cuerpo rigido en equm
librio, Por lo wit, ol sistwema de cargas ongial se imueve cuand: ¢
produce e desplazamiento virtwal. El prodocto de cada carga del siste
ma original por su desplazamiento victual cespactive producitd eiton-
ces un rabajo vitnial®,

Parg demostear o) prrocipio de los desplazamiontos vil tuales

25

scusacd la g 7, en la cual se muestra un cuerpo rigids en equilibrio

bujor el sty de cargas dado.

X

Hg 7

S1eh cuerpo rigtdo estd en cguihibr debe camphiese que

=ZFx=0

=2Fy=0

SM+ =FuY+ ZFyX =20



-

Si el cuerpo se traslada una distancia pequeta &, Cuyas com

ponentes son 1y §y <o ofectuard yn trabajo que serd (Fig, Ry

W= ZFx dy+ ZFy Jy

7 3¢a

Wx Jx ZFx + dy =Fy

M
4y
o -
F
Fa
Fs
M
Sy
) [ - X
e %
Fa2
Fs

-+ . S —

fig. 8
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ya que &x y dyY  son consantes on fudos los puntos del cuerph,
Debubr a las condicinnes de equilibnio = Fu=0 y ZFy=0 .

S hene gue

We M SFu + dyEFy= 0

St el euerpo ya teagladado sulte una rotacion peguedas & con Legpecto
al orgen O, tas componentes del desplazannents de eaalguier pnto
gerhn oy parabela al e "yt oy o

paraleda al ep 'y'0 EL traba-

W electnado por el sgie i e cargas ser e

Ws ZMoc + =Frocy + 2Fy oo

1 Sedl
W: oc{ Mt ZFaY+ ZFyX)

Ya gue oC vs constante e ks los puntos, Debid o las condicin-

nes de cquilibrio

=M+ ZF2-Y + 2ZFyX=0



se liene que

Wroc{ZM+ ZFx-Y+ =FyX) = 0O

Yu que cudlguier movimento de un cuerpo puede descomponer
St en un giro y una; traslacion y se vid que en ambos casos el trabajo -
cfectuado vitle cero, se puede enunciar que:

"Sia un cuerpo rigldo en equilibrio bajo un sistema de fuerzas
dado se le despluza virtualmente, el trabajo efectuado por este sistema

durante ¢l despldzamiento virtual es cern®™.

2.3 PRINCIPIO DEL FRABAJO VER'TUAL S
Connadérese el cuerpo deformable que se muestra en la Fig.

el cuul ge encuentra en equilibrio hajo ¢l sistema de fuerzas dado.,

fig. o

Los segmentos (1) y (2) de la figura anterior s¢ muestran co-

mo cuerpas libres en fa Fig. B

Fi

b

7

Segmento {1) Segmenio (2)

fig 10

Bl sepmento (B) o5 on seginento mtenim y estd sujeta o fuersas
nueriay en wdos sus Jados, 1] sepmicnto (2) os wn segiento Jde borde
e i de sus lados y o luerzdas

y estd sujeto a una fucrza externa Fi
internas ¢n os otros,

S1Ke supone un desplazamiento virtuael del coerpo producide -
por una accidn diferente dl sistema de fuersds dado, las fuerzas exter
nuy ¢ onterngs seanoverdn y por o nonsmo ofectuardn un trabajo virual,
Por v anterior, cualguier scpimento del covrpo detormable suttied un

gL, und Draslacidn y und defonmacon virtual, 51 se pepresentd pog -
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J We al trabajo desarrollado por las fuerzas externas en el segmento

s¢ tiene que:

dWe = dWaT 4+ dWi

donde: dWer os ¢l trabojo vicwal Je rotacedn v traskicion del segmen

o tratado como un cuerpe rigido y dwWl ea el trabajo virtual de Jefor-

macdn ded segmento,

Por el principio de log desplavamicntos viztuales se sabe ques

dWrT = 0

e b tantio
dWe = dWi

El trabajo desarrollady en odo ¢] cuerpo serd,

donde Wi oy g energia de deformacidn mterna victual del cocopor v -
We roepresent el trabajo victual ol debido al sistema Jde foerzas -
externas P, ya que ol trabipo desarrollado por las fuerszas intersey-
mentales s¢amila,

tor lo visto anteriormente se puede cnunciar que

“Siuna estructura deformable en equilibrio bajo un sistema -

de fuerzas dado, s¢ supeta a un desplazamiento virtual debido a una - -

fuerza adicional, el tratajo viawal producido por las fuerzas externas,

es agual al trahaju de deformacion de las fuerzas internas™.

2.4 TEOREMA DIEEBETTL
Conswlérese el cuerpm eldsnco mersstrado en ba b 1T en el

que se aplivan dos sistemas de cargs a la vez, los cuales aparecen -

por separado.

fuerzos B

Sistemao de

Sistema de fuerras A

tig
Siose aplica o prmopio de o super pogic idn de elecing se poe
du hacer el spuente aihisis,
Si e aphea gradualimente poimero el sistema Ay Tuego ol

tema 8, ¢l trabajo cfevtuado por dichoa sistemas Jde fuerza serd:

W e _'ZF’-Ji f ,"E-FIJH Pi &ij



donde.

Si son luy desplazannentos producidos por las ferzas

Pi
Jj son los desplazamivntos prodocidos por las fuerzas

F)
Ji] sun s desplazamientos en la direccivn de lus fuei
zus Pi o debidos a la aplicacidn de las fuersas Fj
51 shora se aphica gradualmente el sistema B y luego'el sigie-

ma A, el trabajo efectuado por dichus sistemas de fuerzas serd:
W SFIS)+ J5Pidi+ )il

donde
4]l son los desplazamientos en la direccidn Jde las fuer
a;.us Fl debtdo a la aplicacidn de las fuerzas Pl
Debldo a que el orden de aplicaclsn de los slatemas de fuerzas
no afecta al t-ra-bajo externo towl, las expresiuvnes obtenidas arriba se

pueden lgualar:
FPISI+ FFIS) + PIgH +F 8y + £ PISI+ )
de.donde;
PISi = F|§)l

que es el teorema de Betti, el cual puede enunclarse como slgue:
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"El trabajo que realiza un sistema de fuerza A debndo g los -
desplazamientos gue en sus puntus Je aphicacidn le produce un si1stemad
du tucrzas B, s igual al trabajo que reahiza el sistema de fucrzus B -
debido a lus des plazamitentus que en sus pantos de aplicacion e produ-
ce el glstlama Jde fueries A,

Un enfugue mds simple pucde darse olservandoe la viga mostra
du en la g, 12, en la cual se aplican simuldneamente las fucrsas --
Pr y Ps

Pa Ps
4

| e
—-—

tig. 12

Consldérese que ge¢ aplics gradualimente prunero la fuerza Pa

la cual produce los Jdeaplazamilentos mostrades en la Fig. 13,

Pa

r.

tig. 13 ‘29,&

RSy

Considérese ashora, que se aplica gradualmente la fuerza Ps



con Pa

Si se invierte ¢l orden e aplicacidn de law cargas, se tiene -

que:

en pasicion como se ve ¢n la Fig, 14

Pa
;!

R
ettty
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El trabajo total de las fuerzas aplicadas es;

J.

Pt

da+ 8

fig.14

W s —&-PAJA+ —%—Pné‘s-‘- Pa Jan

El tratajo o) de las fuerzas aplicadas es:

"
de

B =

—%—PAJA + -lz-Pa Sa + Padan 2 -IzPa da +—%—Pné‘a + Ps Sea

de donde:

2.5

€a una carga

Caouna carga

W= —.!a—PaJ+ %PAJA + Padea

Pa

por 1o mnte, gualando Jus expresiones del oradago wotal, se tiene

PaJas = Ppdoaa

TEOREMA DEE MAXWEL

en ¢l punto A y después, al mismo marco se le apll

en el punto 8,

lp‘
A

.
i

et

AV

tig. 16

Cuongidérese el marco mostrade en lo Fig. 16 al cual se le apli
Pa

Jan

Pe



scgln la 11, 16 Jea  es el desplazamiento producido por  Pa

tiene la direccidn.de - Ps

Y dap es el degplazamiento producido por Ps  y tiene la direc

c16n de Pa

Por el teorema de Belti se tiene:

Padan = Padea

Segin Maxwel si Pa es jguala Pe | se tene:

Sanm = Jea

por lo tanto, puede enunclarse que;

"ET degplazamiento en un punto A {¢n la direccidn de la fuerss
aplicada en A) debido a la aplicacidn de una fuerza P en un punw B, -
eg igual al desplazamiente en el punto B (en la direccitn de la fuerza -
aplicada en B) dcbldu a la aplicacidn de una fuerza P en el punto A",

El teorema anterior también es vdlido pars el caso de rotacio

nes o de combinaciones entre desplazamiento lineal y rotaciones. Un -

caso como ¢l gque se muestra oo la Figo 17 aclurard lo anterior.

caso a)
caso b)
€0so ¢}

En dos casus a) y h) se tiene

villonces

En lus casus 4} v <) se flene

AN Y
ptaosadind J_'Z IJzz
N R |

fig. 7

Pdas

Ja2s

PJZI

PP

N

N
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sy Motenen la sma magnitud, entonees

Jor = S

Enlow casos by y o) se thne

Pdyi = MJis

- .
si 'y M tienen la nisma magnitud, entonces:

du - diy

2.6 MEZTODO T TRARAJO VIRITIAL
Es un método muy versatil para calcutar desplazamientns on
las estrcturas, [Estoa desplazanientos pueden ser debndos i nepas -
de cualquier tjpo, cambioy de temperalura, contracciones on el mate-
rial estructural v errures de fabyweacicn.

La expresidn bdsica para ol iméiodo del trabayo vigtual ya se
vid anteriormente y es;

Trabajo virwial externe = Frabajo virtual intermno

We = Wi

En la ecuacidn anterior sc¢ puede expresar el primer término
como el producio de una carga conocida por el desplazamienws busca-
du. El segunda térimino se puede expresar en funcidn de los elementos

mecdnicos de la estructura, lo cual s€ hard enscpuida.

Comdérese la armadura mostrada en da g 18 Lo cual estd sope
w4 on sistena Jde cargas iy en la cual se desea caleulan e desplazamien

wverneal dya

en el punto A,

LTRSS

fig.18

Condpdérese ationra la misaind aomadur g sajetid o una carga 12 en el

Svh .

punta A o la direvenin de

fig 19
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3i se¢ denominan como N las fuerzas axiales en los elementos 2.7 PRIMER TEOREMA DE CASTIGLIANO

debndag al sigtema de cargas P, ycomo 0 a lays fuerzos axiales en log - Este teorema sirve para determwar desplazanmientus en cuglyuier

clementos debidas a la carga F, se tiene, segiin Betti que, direccidn en una estructura.
. Congidérese la Fig. 20 mostrada en la cual las fucrzas Py Q se -
We =%FJVA
aplican gradual y simultdncamente,
" i)
donde el término con paréntesis es ¢l alarganuento o acoramento de cada

elemento de la estructura debido a la aplwacién de la carga F. Por lo tan-

© 2
o ¢z

. Nol
%FJVA _&2 Y

X

P Q
St eedb a {7 ¢l valor unitario (puede ser cualquier valur) se tendrd 1
' 1
que .-
22247 R l L g9 .- PRI
Sva s E-—-—-——gEL
fig 20
En forma semejante se pueden establecer las expresiones del tea
baju virtual interno para los demds elementos mecdnicos y se obtiene:
L . El trabaju efectuado por Py () es.
. I ”
Wi =% dx {ftexlon)
250 [ W s _Eéig_,_ _Q.gﬂ ce---{a)
L
; |
Wi =« 'Eg '%yﬂl ax (corrante) $1 s¢ aumenta a fuersa IPen OP (g o'y Qen post--
0
cign, el mcrementn del trabajo o energl de deformacutn islemna os,
L

W1=-'ES EJ dx (1orsign)
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P+ dpP lo desprecuando los productos diferenciales
‘\.\\‘:\\---'“ '~/ ......... e S
; rsece . Bde |, Q P 4 Pdip , Qdip ___
ty 7 s wr de 4 §5~°+522!1 + =9 4 A5 fc)
d3e déa ?
pote
fig- 21
Wr = W+ dwW
0 sea
- dw = Wr - W
dw = -b"—LEJ'—ﬁE)—z dfe + Qdde

y de lun cvnaciones (o} y () Se shbiene

Si1 se deprecian los productos diferenciales se tiene

S1ose sustituye (h) en la exproesodn anter it

dW 2 Pddr + Qddo----- (b} S gpP qw
dw * e t -
También se puede valorar dW  de la foria siguicnte: consuldére-
ge que ae aplican P+ dP y () gradual y simuldneamente, entinces ¢l tiata- M
Ju tutal efectuado es: dwW = JedP
de donde
Wr s (—’i*zﬂ’) (§r+ ddr)e BiSa + dga)

gl



que pucde escniinrse como

Lk

b

- - - 2 -
[ 1 - = i ™ E E - ) =
A4 - a . = a "o © by ~,
|, o 3 . e ° 5 ° v +
| x> = _—. g t ' * ?
. = = 4 a = 3 L] o = =
oW N Se bt e | dovt Lt o R
de = 9P - —he -! N L R L
b R

]
L

1
LY

3 L]
LLII
P
i
12
Lins 31218
! Limhk
5 Lm
R
K
_Z_ (]
3
i
3
LI
oY

Por wdo lu anterior puede emmnciarse gue:

4

Lilsegeo HE

-1 -
“La derivads parcial de la energia wal de deformacidn con res-- = = z
—— L'} -
—— - - e~ i ~a
) . bt - n E - - b
xeto a und fuerzs Pyoes gual al desplazannesto (producide por el sistema s -l -‘n - 3 * 3., 3 a - 3 :
L= I U (TS R S Al e | wje |
de fuerzas dado) medido en ba Jdireccidn de la tucrza P - . =G |n
"l':‘ =
. ) . _ 1
12} teorema amterior pucde fesumirse vn lag expresiones sipulen- © ‘_!- E
& & z E € =
tes: < ® [ H - N H - H -j - 5
Zz - - a : : 3 3 N ] v
-1 by
- -im ~i= i e | -l | e :
aye oo | ~lo L 3
Jps Jg—wp-i- {lineal) ¢ Z -in T
sz “ = - - < :
w | oz PR IS - IS S R B N
. [ ] - - - . - - " : -
awi " . ~ . i~ : : : . s | =
= = - - - - - g
Oae W {rotacidn) " a B § N . 2 a : < : 2
w 5 3 e B B 3 e 3ol e | =8
g H -~ -1e T es § - - __'1'-‘3 i N =
8 ' ' ]
X X
Ser 55 ) B - N(%B—) oy (axial) < 2 . :
- - - - £ - L] H = b
L 4 - . 3 3 - - - 5
B L T 5 -1 | o [ -t | TIY [ o
o = -le

{cortante) \

z
3
z
3
1

)
i
3

<l
]
j;
L
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<
/ﬁ\
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|
L
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lLIl
2
Lik
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Lime
Lik
% Lin
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EJEMPLOS 16,82 x 10%
lpxl

Ub = T-m

ENERGIA DE DEFORMACION

Problema 1.- Obtener la energfa de deformacidn debida a flexidn y cor La encrgla de deformacidn por corlante es

tante de la siguiente viga, y calcular la relacién ub/ts i ¢
Us « 7 G‘Wﬁrﬂ'[{' (1) dx + 2(-10)? dx:| ; Ce 2

IﬁlT TT
A B [of D 4500
9 g 40cm U. - F-m
} 3m oM 4 Jm " ’
20¢
m

Cdlculo de la relacidn yp/u,
Yor equilibrio ae tene: R, = Ry = 10 Tn

Se -k A R
L.a ecuacidn de momenwa es tene g L) omando y. 0.15
Moe 10 x |* e 1015+ xh - T0xj? ¢ 10 (5 ¢ x) - 1042 ¢ x) - 10 x 1.
. * ¢ 6. E .G 1!
I IY'y "ry

Moo 10 x % 30 [ 30 -10x

0 sea que:

La ecuacién de coriante es ' Ub 1682 x 10° x (Gl 16,87 (1, .
O " 3990« @ T Tyt

velo %o |- 0|
. ] . UbfUs = 182.511
La energfa de deformacidn se valia como
Lo anterlor Indica, que la energla de deformacidn debida a flexidn es

i ¥ ! v
Ub e g pydu; s ey Cfppdo--- (Al 162,51 veces la energfa de deformacidn debida a cortante. Por lo tan-

. . w, para fines de cdlculo, se puede despreciar Us
1. ?;— - “’—""1’”—(3:‘—’-- 0.0010T m* ; A w 0.2{0.4) = 0.08 m*;

Sustituyendo en {A)

Ube ! s
T [ 110x)? drx + {’{JOI" dr + ..r’uo - 1ox}? dx



Problema. 2. - Una columna estd gometida a una fuerza horizontal de 1
wn, y otra vertical de 3 on. como se muestra en la figura.

Sin considerar peso propio, determine la energla de deformactdn de la

eglructura,
" E=2x 10° Kg/em®
-2 x g/fem
i 23emt L Ocm
A= 175 am?
4m 20cm
* L]
s | ﬂ’, (ha"-hy*) = Hﬁ—ﬁ—”—i’—- QII4. 58 em*

La energla total €8 U « un + U

PA ., PL . P2t
Un = = i b= ¢ ilUnegr

. (300017 {400)
Un = ppcresarrs o T 3-743 kgeem
Lok I peeal1000x}? . X'x10% | was, N
uy { TEY dx « 7 0 dx _EH—E 585.14 kg-cm

*

Upe 585,14 + 5,143 = 590,28 kg - om

Problema 3.- Determinar la energia de deformacidn de la siguiente es-
tructura.
2 tvm Sta
T [ Seccidat ¢ Sece«dn 1 112" Lqviana

4m Seccion 2

gt
3

Cdlculo de mumentos

i 1
Mege "1’2‘-4 5 - 3;‘— ¢ 5000X

Mg, » 7.4 ¢ 10° kg-om

8A

l.a energin de deformacidn es

10x7 X 7.4 1 10%)7

voul
Upm [PPMUZpmo o S000X)Tgpy o [N pp

tipe 7320.57 + 340.37 = 7660.84 by-cm

Seccifn 2 Cayfn de 90x70x5 om
E - 2x10* bglem?
I, = 8582.9 em®

T » 1892499.98 cm®

da

Problema 4.- Calcular la encrygia de deformacion pare la sigulente (i

gura,
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o= 0,333

Eoe 2.0 x 10 Bgfem’

L]
L N RS ST A
L]
o - - 90686 em®

l.a energia de deformacidn vale. U - i, + tp

L 2
u-=f %d:*{L;XTﬂdx

Cdlculo de My ]

M = -10X |* crigen en B
BA .

M s 210X {? ovigen en
cB !' ;

PPN R S ¥ L A I S S ]
. Ha 444 (284 m

P N T TR
by~ 8" —r—*

o b200? 100
S S 7o R

u - ’—gg + !2‘% enengla de deformacifn total
ET « 2.1 x 10% x 45,333 x 10° « 9520 ton-m

£ 2. 1xtg
6 * Frpsuy  pTreayy) 7 0 78x totkglent

Gl = 7.08 ¢ 10'° hqg-om® « 7000 ton-m?

Sustituyendo

1700 , 800

U geap * 1pag - 074 tnom

En las sigufentes figuras se musstran los diagramas de momento [lexionante y
torsitn,

Niagrama de Momento Flexionanie

Liagrama de Momento Toraicnante



PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALLS AL CALCULO DE - Problema 2.~ Calcular en el siguiente marco el momento en el punto "C*

ELLEMENTOS MECANICOS,

4
B .
Problema 1.- Encontrar Ry,Rz, R, aplicando el principio de despla-- h/2 Introduciendo ura ] eibn en
zamientos virtuales. P el punto de interds
L et
10 Tn
l 5 Tn/m 3 :
1) (2) 6= desplazamiento virtual hs2 We Ma v (P) §/2

; oz A Ny .
o "m AT &m - Se supone que el apoye (3] se % % « « §/h

desplaza &, entonces:

) Sustituyendo en W

We Ry - [5x8) 8/2 = 0 W ok P e

Mo
Ry = I5 ton. Como debe excatin equilibrio wed
M S/h+ P §J2
5S¢ (2) se desplaza § M - Phj?
we ks ¢ tof - 130
L segno negafove (mdica que ol
Ry = 16,25 tun % ” mume
. ) . sentido det nfv es contaanio

al jupuesto

5¢ 1) ae desplaza &
W= R4 - 10136*(51!6]':'0

R,» 8.75 ton,

TTT T T




APLICACION DEL TEOREMA DI CASTIGLIANG Al CALCULO DE
SPLAZAMIENTUS,

“l.a derivada mercial de la linergla de Deformacuin, respecto a una carga

P, es igual al valor del desplazamientr bajo el punto de aplicacidn y en -

la direccidn de P,

54 - _3-#_{ =~ - {1} (desplazamiento)

ar

Problema 1.- Calcular la flecha del punto ¢ en la viga mnsatrada.

110 Ton M oM
A bs C, p or 3
60. I - d x
4 — >
Im
'.“__}lll., r— e Bm____ ——

Se puede suponen

P es ficticia y siave para hacer
ta denivacifn pancial y poster{ox
mente s¢ le da su valor nulo

CAlewto de momentos:
Tramo A-B

M= {6+P/2)X = 6X + (P/21X

M X aM Px?
3p T F {M) 567 31('*—1—

40

Tramn B-C (arigen en A)

Mox [6+ P/2) X - 10[X-4) = 6X ¢ (P/TPX - 10X ¢ 40

M= (P/T) X - 4X ¢+ 40

, aM o px?
FT A IS i

Tramo D-C (origen en 1))

M= (4 ¢ P/2) X = (P/Z) X + 4X

oM X

M
3 LT

Integranda laa cvuaciones de momentoy y sathendo que 1

5 . ,r';.'l‘,i de o 1 ,!:?."_’r;-?_‘?_“_] dx

X', Szt e nod?
“ ey | ARG

1
. [64 ¢ [-83.33 + 250 + 47,67 - 140} ¢ H.!}] 41

e & "_qgi-s-

- X7 220X

+ 7x?

k]

»

n]’

7
fy;-dx .

t se tiene
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Problana 2. - Determminar ¢l desplazdmtento horizonal del nudo B de la MO”'C"“"‘_’

esfructura mosirada Framo A-B @rigen A)

M= dp ¢ 32 - (Po8)X & Pl4-X] - 8x ¢ 32

B
T : Se considerard dnicamen’e efectos " "
de ftexin S Mg e 8XT gk e 128 P IXT - gKels
um El=zcte w = 2T/m
’ au Teamo B-C @©rigen B)
.- 5 AP 4
HE ti
sz‘}
t 2 ]

, '
Hoe [Ped]Xe P » 4K ; ip X

+
=
=]
r

M ) 2
H5P X7+ X

I'ramo G- {origen O)

Et vaton que se Le a dado a P, ¢a

Moo Pl - -7 e Pl T
arblranio g una ver que s¢ ha de
nivado hespecto a P oae fe fda dichg " "
3 K
R I N L LR VY S Y PR S I R~ P I
vafon, ap oft ¢ t

Integramdu las ecuaciones de momentos ¥y salnende que 1P = ()

Cdlculo de las reacciones y momenws en el marco. 1) 6#8 o INBXE - 4N e I243dx ¢ SN I AN L LRI R YT PIWR
L) . L

. . ,Rp=Ped,
W, = Ry ) - PR4) - 204) (2 Rem Ay

Iy | .

g R R RN N SN

Lhx = Ax - P - 2[4} ; A =P o g ‘
, X ok e peax | Jo? 67
)'M('B-HA - Ax (4} ;H*+4|Pf3| :ﬂﬁ:i._& ) 3 LS yre 27

ws " EY



Problema 3.- Calcular el desplazamicnio para la armadura moatrada en

el punto I

lsm um

e ISR R

A A B

Tsostdiica

7 P
%c

10 Tn

Se establecen las fuerzas axiales en las barras en funcidn de una carga
"I aplicada en {E) y después derivar respecto a ella,
Se tendrdn que resolver las 2 armaduras siguienies y después particula-

rizar el valor de 7P,

13.33 0.

—

%
55

13.33
_.% -13. 3

Para ¢l canso Je armaduras,

las fuerzayg axiales se consideran que san

constantes para cada una de las barras, en ese caso la inegral

Ai r!'_"_l_){il”.(?_"._'_ d

8e convierie en suma de integrales para cada harra, los cuales se pue

den sumar como:

N
Ty

fan/ ) L
/9|

-

Por superposicidn de efecios de las dos armaduras anteriores, se tiene

2N

1,73p B

Z} -1(13.372.671)
C

Para aplicar la expressin (1) es convemente dhaponer de uma wabla como

sigue

i 2 PO T S b
larra l. N 9N aN AN
bt N Nap-l.
AR 4 [T 1AaF 33 oo |7 ou
Hi: 5 1. 671 1. 67 0,0 0.0
Al S 16 6741670 .67 27. K4 139, 2
BD 3 -1 -1 (0 h{
D 4 1-1%, 312,671 -2.07 15, 59 142,36
(§]N 41 -3 -1.33 n.n 0.0
1. TRTTSS

I da columna (5) se debe consuderar ¢ valor real de 7P

fue en uvsie -
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cano vale 0 tn, PRINCIPIO DEL TTRABAKD VIR ITUAL.
Por lo wanw, el desplazamientn buscady serd Prublema 1, - Epcomirar  Avy de la giguiente viga aphicandy el principwo

del trabajo vertuel,

dw - JA!(-JIS— hacqa abajo ot
n
t 12) | “’ {3) {2) l
Xl signo de Ju sumawria eswd asociadu a la direccidn en que se supuso é Z; é; Q
pr P i L L s e V'

catrge 1eal carga virfual

Aphicando una fuerza virtual Jde L0 tn, en el punto de interés:

Cdlcule de momentos en ¢l punte Jde nterés
w w? .
“2 —?x .2-u,.tlu-51(,0sx < L/2

El trabajo eatcrmo desariollade es: e -Z',(lumv,

I} trebapo victual merno debnde a flexudn es:

v M “i"
Wy : ?FI dx

L
L/2 :
e e o TINT Wk - H/E W) 5X 1172 wtx - 172 wx*) sx
g i el dx l;‘:?----v--ui fr-— dx

e -3 e
CT o1 —;.1 Trabage (nfetne
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Aplicando el teurema de Bein se nene Problema 2.- Deteirina 2l giro relatlvo y el degplazamiento vertical
en ¢l punto C.
L]
Wi e e ;  San e 12,5 W% Ay e 3:4 ‘;7'
137 B
(tra frma de solucidn ¢s usamdo lag 1ablas de integracuin,

[os diagramas de momentos para cada una de las cargas aon,

wL PL
] T
Letructura real Fstructura virtual

Usando la columna 7 y renghin 5 de la tabla de (niegracibn,

= 7
Wi - opy l_’,um.m‘i;_ Peliase Bs=1/25;0084 112

Aplicando una carga virtual en ¢l punto €

(R} B
- L A . _ AH,lL_- o
I [a.m LIl e 0,25 0,513 W —I T Y 4 wet ‘5— ;;,E “m

—-+ ik LI e BT e O o

Seqtin Betfe Wue « Wi . A e c o
PN 1% ., 5wt mﬂmm
!,Q AVs el I we' Avy = T |
——— Wee « Tave

En los slpulentes ejercicios se suprimird el factor 1/2 que aparece

cn las expresiones de Wvd y Wve .



Usando lag tablas para el cdleulo de vy

. ! 1 ! ! g.
Wv "TT ¥ {1y 1-3) (-1] + ¥ [(4) (-3) (-1 ‘3 l‘l('”[‘”"—rr—

¢ S o § Rz ' (2 RZ €4

R2 = nrengldn 2 €2 = columna 7 ------ efc.

Como  wye - Wvi; dve = -

Ahora se aplicard un momento virtual en el mlsmo punto

“'}—_— 4m ILIm % 4m }

Usando las tablas de integracidn:

1
EL Wi = 3 (000005001 16) ¢ § 000131+ 3 I3+ 3 (0014

R} © (7 R3 * CI ez * 2 RZ " C4

ET @ve = 5.83; Bc = 2512

3
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Problema 3. -

a). -

b). -

[

Para la viga que se muesira enseguida, determinar:

El desplazamiento vertical del punto B womando en cuenta vnica- -
mente flexidn

Desplazamienwo vertical del punto B considerando los efectos de -
flexidn y cortante

Calcular el giro a la 1zquierda de la aruculacidn comsiderando log

efectos por flexidn

ST
I 12" Liviana

um —dim g
t

—t o4

[og dlagramas de fuerza cortante y momento son:

I

€1 = 179,642 10% bg-cm?



46

Aplicando uwna carga virtual en el punio i

i odesplazamenio wotal es ,-.U“ ¢ de - .68 em
1 ?
l’ n - Supomendo un nimenn wsiarss oo B
A
Y
//i am Im 25
- —+ e L5 ;r\’_lm Ao WO e e
I
L.os diagramas Je cordante y momento Som '
v o or 13187
1
+ M
Prablema 4. - Obtener ol desplazamienn horvzontal del nudo 8§
u -
5 In

a). - Integrando la ecuaciin de moments

P R | 3 TN 4 B S e
!\unl :’ o dx {——n-———- yd

X N
8 o~
f_k ME
£t RCUSy - R
L] » ‘t
7.5 x? R X"wl ! 117,33 « I10° kg.om'; [. ) Caviae r1eafl T Carar vertund
T I I 4 S 3 A R '

Femaade nsnentos en el punto A

. . . L 11733« 10Y
€1 « 179.64 x 10* hg.en® 5 Avg = prpiiyrpge * 6-53 om

HA 7.5 JR-Rersd) wa s bosar (R 5 du o= Rd0

4 25

Aoy - 0 Yvde gy res s 2us) 1. B
b). - B, ) 7 ) e i LY H ~{ )
CAG P . R (I-cusad sennde

RiCs AHB ? (1 Mom o d ey J" 7 R [T-cusd) senf
C « 2.7
A - 59,74 cm?

G = 770 000 kgjem® ; AG 246.0 [10]'ton

'Wﬂz' 6. 152 cm
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/ 5 R_‘_ f”ll Isents = senvcosul do = 67.%
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¥D 0D

ALS3) 4 150701 14) ¢ S(ST1(70) « 25038
, R+ © €3 Kkl
Problema 5.-  Determine el desplazamientr verncal e el punto (1) del
SIPULete marco Como ive = Wi, fay = gﬁg%_—i
Problema 6, - Calcular el desplazamientn vertical en la siguiente arma-

dura. las dreas de cade hdrra aparccen entre pardntesis,

2T/m
+
1 57 E 110 A [10] s 10T,
m 1
El=cte
A 119] N “, o) A {em?)
N\
m b Tensefn [+
+ 24 Carpreacdn [-]
R + -+
b m im l 19 [y E o Conslante
Diagrama de momentous
@ - s
PR . SO & SR

Aplicando una carga virwal de 10 t en (1); Woe = 102y,

Se calculan las fuerzas en WwJdas les barray en la estructuru real.

4 ¢ A 10 Blg Ip
) 10 Tn .
1 J 0 ‘\'Q )'G.r 0
Batructura real Ky
? 5 C
R~ im 3w — Zi By
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Sc aplica una carga viewwal en ol punto de interés y se calculan las fuer Problemna 7. -

Calcular ¢l desplazamicentws vertcal del nudo 5 en la ai-

zas en las harras. 2

guiente armadura. FEl drea, en m*, de cada barra aparecen entre pa-

1 Tn réntesig.
E 0 1 A0 8 10 Tn 10 In
(D o214 @ g1 @
v ,\\"\ ‘?) ¢ ”
‘ ‘Esthuctura virtuaf Nv .3m (e.r} . £ » constante

p 0.8 c ] o

“ 7w

@ i 5
El trabajo interno desarrollado en cada barra es 2
+ im Sm -

. Np Nv Np Nv
Ui = f dx =5 g v
' AF L

Se calculan las fuerzas en las barras gue componen la armadura, tanm

para condiclones reales como para la carga virtual aplicada en el nudo ¥

+

v T o T !
(5). [ [
[} -5 Q -0 5
Para facilitar el cdlculo se elabora la siguiente tabla
AL
-10 s . \
A Al v.5 o
Barra A L Np Nv NRAN" L 5 0.5
AB 10 | 300] 10 0 0 i l H1
BC 10 300 0 0 0
AE 10 300 0 0 0
ED 10 300 0 0 Q
AD 10 424, 7.05] -0.7 -2092 Eetructura Real Np Fstiwctura Virtual Nv
AC 10 424 | -7.05| -0.7 2092
cD 20 600 5 0.5 75 E]l trabajo interno desarrollado wve¢ es igual a
I =750
. Np Nv
Wu{ =L L ; Wve » T o Av
r ’ L]
Como 75.0

e = Wul ; adva = T
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s se forma la sigwiente tabla para b cdleulo de W

r-liarru A 1. N"3 Nv Np Nv | l
A
I-2 (.2 3 0 3] 0.0
2-3 (.2 3 -5 -0, 5 37.5
4-5 0.1 3 5 (.5 75.0
4-1 0.1 K} - 10 4] tht
5-2 0.5 3 -5 .5 -15.0
4-2 0.5 [ 4.23) -7.1 - 71 42.6

573 0.1 [ 4.23 7.1 0.71 213 () J

S1 e = Wu¢

’

Avs = 353.1
b

CAPITULG 4

ESTABILIDAD Y GRADO DE INUETERMINACION DE ESTKUCTURAS
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ESTABILIDATLY Y GRADO 14] INDETERMINACION DI brlo estitico,

ESTRUCTURAS

La estabilidad y el grade de andeterminacién de las vs.tr'ny:lu- Se puede tener una estructura geométricamente Inestable, o --
rag e determung por ef wmere y o disposictin de pas apovos, ele- sea aquella que tenga ¢l namero suliciente de reacciones para lograr la-
mentog y usiones,  Puede hacerse por sunple obscrvactén o por e - estabthdad pero colocadas moorrcctamente fig, 3,

dio de {érinulas.

) P gosernts

Las estructuras estgbles para casos particulares de carga, pero \[— ‘?“
inestables para coadiciones gencrales de carga <o desde licgo Inestables "fg’» 2
(fig. 1). fig. 3

Si las incOgnltas de reaccitn son menores 1 3 no se satisface el- -

equilibrio y el sistema es inestable. Por altimo, sl el pimero de jncdgnitas de reacclon es mayor que tres ¢l
sistema es estaticamente wdeterminado,  Sered estable si no hay inesta-

billdad geométrica, siendo el exceso de inclgnitas el grado de Indetermi-

Pt Pz
il fig. 1 npo se .-
L l E n cumple evqullibrio naciéa (ftg. 4).
— ! harlzontal para un sistema cualquieca- 6-3+3
2 s | :
de cargas.  Tambiéa las {ncignitas Jde- i i
fig 1 reacclones sOn mEnores yue tres. tig 4

r
Para que haya equilibrio estable en un cuerpo, come minimo se requleren - Vigas

Si E - ante Jteter T T
tres elementos de reaccion, fig. 2. Stoen una viga estable ¥y estiticamente determingda se colovd un Jispasicl

P P2 P vo Jde unitn (articulaclon interna), &sta se hard testable, Como la artd-
l l/ ?i ]P/ culaclon colocada no teae capacidad due resistir un momente este implica
H
%/’ V/Qr? “ Ieponer una condicton al sistema actuante de fucrzas, s es que el
fig 2 momente serd nulo en la articulacidn, M = O (fig. 5)

Se puede concluir que una estructura estiticamente deternnada, es ague--

lla cuyas reacciones se pueden calcular a partlr Je las ecuaciones Jde equtli



tig 5

Para hacer estable una de estas estruciuras, serd aecesario col»ar

por o menos ua elementn adicional de reacclon (fig. 6 ).

lP

filo 6

Esatablezcamos un ¢riterio pars calcular el grado de yndeétermina-

cidn y estabilidud de las vigas.

al- slr< C+3, lavigaes inestahle
b)- sl r= C+3, laviga es ertiticamente deterininada slempre y -
cuando no exista, lnestabilldad Qeomérrica,

¢h- Bl r > C+3, lavigaesestiticamente Indeterminada.
donde:

tr = nOmery de elementos de reacclon

C= pdmerv de condiciuones adicionales,
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jemplos:

{a)

(b)

{c)

2+3>4

inestoble

TER

.-

2+3=5

estdticomente delerminada

e

#

1+3 <5

estdticomentie indeterminada

%
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Armaduras peeoa

En una armadura el nimero total de Incognitns seri el mimero
de barras mfis el nimero Jde elementos de reacclon.  Cada nudo tlene -
dos ecuaclones de enuilibrio

) inestoble

Errablercamas un criterio para determinar la estabtlidad y Era 74+3=10 no hoy equilibrio
dn dJde indeterminacion, horizontal

a). - 8l bt r ¢ 2}, el slatema es jnestable

h}. - 8i hir = 2§, el RIstema e8 estiticamente determinado slem
pre y cuando aca ertable (e AT

c)-wlb+tr > 2 el sBistema es estatticamente lndeterminado--
donde: b® numera de barras, ¢ v reacciones; | * nudos

Elem:s o,

. 6+3<10
. AN Inestable i
6+3<IO . 5+3=8
inestable estdiicaments determinada .
y estoble 6+3>8 estable e indeterminoda

de * grodo




e

;: Marcos

Un marco pucde separarse cn varlos elementos.

{columnas y vigas).

4 r Talaet

En una seccitin de un elemento caxisten tres magnitudes descono
ctdis { N,V y M) S| se conncen estas cantidades ¢n ung seccloa pueden
determinurse las correspoadientes a otra secoltn cualqulera,

S1ose considera: b = nimero total de elemearod ¢ - ¢! namero--
Je elemento de reacciones,  entoaces el nimern total, de Incognitas in--
depeadientes en an maro serd (3 b+ r)

Se puede establecer que- .

a). - 8i 3b +r < 3)+C, el marco es inestable

b). - 8{3b + r = 3j + C, el marco es estaticamente determinado
stempre que sea a la vz estable, ‘

c).- 603b + r>3) 4 C el marco cs estiticamente fndeterminado
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Ejemplos:

34) £ 3< 15+ 1

inestoble

I3 +3 = 3(4)

estdticomente determinodo

3{4) + 6 > 5(3) +1

indeterminado de 2° grado



CaPlTULO 5

METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

n
v

METONO DE LAS FLEXURTIDADES

L= INTRODUCCION

1l métody de las flexibilidades (Hamado también de las fuerzas)
¢s hdsicamente o soperposicidn de desplazamionios en términos de es--
tructuras estdticamente determinadas,  Las fuerzas o momenios que son
lag tncdgnitas, se Jdeterininan a partir de desplazamlentos conocidos con
hase vn lag ecuaciones de compatibibidad de deformacionesa, que son - -
aquellas ecuaciones que garantizan los desplazamientos findles como com
patihles con las condiciones de apoyo originales de la estructura,

l.a vign modtrada en la figura 1, es tllpcresldé!ca en primer ----
grado, ya& que hay 3 reacclones verticales y sdlo se pucden ugar dos --

evuaclones de estdtica para resolverla.

O O A

A B £
e Eui /%4 ess P
b

Fig. 1

Aplicando la deflnickin del méwndo de las flexibilidades para re-
sulverlas, se escogerd como incdgnita la reaccidn vertical en el apoyo--
central, lo cual nos lleva a considerar una ’csun:clura Isosudrica que la-
maremog estructura primacia (fig. 2).

Dado que en la viga original la flecha en el appyo cenmtral -----

debe ger nula, 1o cual implica comstderar  que fa flecha debida a las



cargas en cse punin deberd mer igual y de aentido contrario a la flecha

debida a la reacciom

SN0 D WO SR D N W

al (tdatica debeda &H — ] ~— %
a carga : Tttt e T - gﬁ;

Aar r ’

p) Flastica debida a

(3

ta seaecidn B

Ftdatica {inal

o m e

|

t

'
£
A

!
I
TP SY DY B DAY SV SRS S

I.a ecuacisn ABP + ABX = 0, es una ecuacién de compatibitidad

de desplazamienma, porque garantiza el desplazamientn final come compa

title con las condiclones de apoyo originales de la estructura,

e la ecuacidn de compatibilidad se calcula el valor de la incdg-
nita y el reste de la estructura podrd resolverse aplicando las ecuaclones
de Estdtica.

Para una estructura con n redundantes, los desplazamienms debe;
rdn ser calculados para ( n + | ) sistemas de cargas:

a) Un andlisis para el sistema de cargas y

b) n andlisis para efcctos de cada redundante.

l.a aatiafaccidn de compatibilidad involucra un conjunto de n ccua
clones lineales, duonde cada ecuncidn expresa una condicidn del desplaza-

mienm final de la ertructura cargada.

Cuslquiera de las componentes de loa desplazamientos para la es

tructura primaria son medida de la flexibilldad de la eatructura, es de--

cir, que la eatructura c8 mds flexible cuanty mayores secan los valores -

de los desplazamlienton.
I, - SOLUCION PARTICULAR Y COMPLEMENTARIA

Como se menciond en la Introduccién, en el méiodo de las flexi-
bilidades, 1a solucidn de una estructura hiperestdiica se logra medlante -
la superposicidn de deaplazamientoa de estructuras isostdticas, que se les

puede llamar estructuras primarias.



La estructura primaria no es dnica ya que depende de la seleccidn
gue se haga de ey tedgnitas o redundantes y la mejor de ellas serd e que

g

involucre ¢l minimo de trabajo ndmerico. Para ohtener la estructu

"

Jra primaria, s¢ hace la supresidn de apoyog, o la transforma--
cién de un tipo de apoyo enoteo mds simple,o (or una ruptura de ta eldsrg-
ca de Ju estructura, que pucde ser angular, lateral o longitudinal,

Para aclarar lo anmterionr, vewnms Ia estructura siguivate, (hg, 3)

Fig. 3

I8 una estroctaty hiperestdtuica en wercer grado y dependlendo de
ba selecodn de incdgmias, podi B laber catre otras, las slguieniey estroe

turas primarias:

a) b}

X3

x;__;/‘

b

(Wx.

pNe

~
<

..

c)

X
o
e

Fig, 4

\)Xa
3

\/‘Xl
ENISS

Se hace notar que las condiciones que tienen es1as estructuras - -

arimaras o cualesquiera otras deben ser estabilidad v isostaticidad,

Se le llamard solucldn particular a la estructura primaria sobre

la que actdan las fuerzas externas y soluckdn complementaria a Ja estructy

ra primuria sobre la cual actian cada una de las redundantes o incdgnitas,
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5%

T.a base de la compatibilidad en la estructura real serd que el des

plazamiente vertical, horizontal y ¢l gire en I sen nulos,
L.a repreaentacisn grdfica de dichos desplazamientos se muesatra

11L. CALCULO D LAS FLEXIBILIDADES
Para iluatrar cl cdlcula de las flexibilidades y 1a formulacidn de
las covaciones de compatibilidnd, se resolverd la earrectura siguientes
a continuacidn Fig, 7
r'/m rw/m
F T F o ) i
H C R C
- - 4 RS
»F F - .. - | "
—i — : \‘ . '.
by MBLET] !
\#x; ; T
.__..‘.‘.. .g..-... LY — v g . fay
Xz 4 on | fi2 ;
‘ : = W el - b
a} Estructura  real b) Estructure primaria 1X! ' Aw b :
Fig, & -+ ¢ ta2
¥ 1 ffz;
I'w ncuerdn con la catroctura primaria, las incdgnitas serdn las
grodo da grodo de grodo de
reacciomes vertieal s oriamial en Dy o momento en [, bertod | Fig. 7 libertad 2 tiberted 3
‘g
Por b tanto, la estrctorn real se podid descomponer en 1a sima Ll primer subindice indica la correspondencia con el grado de li-.
Jde las qqpuicntes estrikturas primariae oon loe efectos indicados en la bertad y e} segundo la causa que provoca el desplazamicato, Por ejemplo,
tzs  indica el desplaramicnto horizontal debido al momento que es la
causa 3.
Las ecuaciones de compatibilidad se cscribirdn como sigue:
a) El desplazamiento vertical en 1) es nulo;
= 0

B + 0 X0 + iz X2 + fi3 Xy

hg. 6,
L) w/m
"n T
S T 1171
.
E--C- -F—-—c-
o T T & TER Oy Xs
’ X1
solucicn —— v 2
par tlcuior solucién complementario
Fig. 6
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b) El desplazamients horlzontal en 1Y es nalo:
Qe + 12 )4

+ faz X2 4+ fa3Xy = O

<) Lyl en D es nulo,

O3+ {uX) + faaXz + tuaXs = 0

el sistema anterior de ecuaciones hineales, se obtended ¢ valor

de las incdpmitas X, Xz oy X3 < Bialpunn de los valores obtenidos re
sulta con sl,,;,m negative, digatficn que acida en direceldn contraa 4 la su
puesta.

Ea conveniente Jdefinge ol etaevto e Tas fuerzaq redundantes de Ja
extructura primaria co térmnnmed de o desplazamicntos produe it por -
fuerzas (0 causas) unitanias corresfomdientes a las redundantes,

M cjpempls,

correspomde al grady Jde libertad  § cebl

do a una causa {hwerza 0 momento) unitana splicada en | . A wate valor

Hj se le llama coeficiente de tleximlidad,

[Lus coelicientes de flexibilidad, son entonces desplazamientos de
bidos a causas unitarias y dependen de lo geometrfa y propiedades eldsti-

cas de la estructura primaria y son independientes del sistema de cargas

real de la estructura real,
Asf, por ejemplo, en la estructura anterwr fo y f1iz 8son coefi
clentes de flexibilidad lincales y 113 es un coeficlente de flexibilidad -

angular, (fig. 7)

Expresando el sistema de ecuaciones del ejemplo resuelto en for-

ma matricinll

Az + fz f22 [ F3.1 X2 -— O

o

Lf!l a2 133 X3

L.ua coeliclentes de Mexibtlidad aslarregludos forman la matriz -

de flexibllidades, 1a cual es siempre simétrica, debldo al teorema recipro

co de Maxwell-Betd y s una matriz cuadrada cuya diagonal principal eg -
siempre positiva,
l.oa coeficientes de flexibllidad pueden obtenerse por cualquier -
méti; sin embargo el mds recumendable es el de trabajos virtuales,
Por ejemplo, para obtener el valor de f23

serfa; (Fig. 8) el -

desplazamieno horizonal debido al momento uniario.

il

mez

ot t

causa ?

causo 3

Fig. 8



{23 = f_l'['g_rm_? dx

enforma generol : £ 5 TETL 4y .

[.a integral anterior se resuclve rdpidamente para los casos més
comunes mediante ¢l uso de tablas,

l.a scvuela de cdlculo, para 1a aplicacidn del método de las flexi-
bilidades, puede resumnirse comn aigue:

I}  Determinar el grade de hiperestaticidad 0 de la estructura,

2} Selevclonar las 1 jocdgnitar o redendantes y por lo tanto -
la estractura pritmaria correapondiente,

3} Rewrolver las n 4 4 earructuras, calculands los desplnza--

micntos debichia a las cargnr v a cada unn Je laa redundantes,

4) Plantcar las a  econciones Je compatdlidad de deaplaza--

micnioa y resolver e} 9istema, obleniendn asrl el valor de
cada una de laa Incdgnitas.

5)  Obtencidn de los diagramas Jde elementos meocénicos,

v, ARMAI)Uih\S

Fn e} andlisis J¢ armaduras hiperestdticas, al aplicar el méwdo
de las flexibilidndes para ¢l cdlcuio de 1as fucrzas en las barras, ¢t pro--
blema se pucde presentar segin que el grado de hiperestiticidad sea exter

no, internc o0 amhos,
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Por ejemplo en la armadura de la figara 9, el grado de hiperes

mticidad es uno, y proviene de un apoyo, o Sca exterao:

- PEFE]

Fig, 9
[.a ecuacidn de compatibilided serfa, supaniendo como incognita,
la reaccidn central, que la deformacion vertical en ese punto ea nula,
[.as fuerzas cn las harras se obtendrfan, una vez calculado el valor de
la incdgnita, sumando algebrdiwcamente las fuerzan debidas a la estructu
ra primaria sometida a las cargas externas y al efecto de la redundap-
.

te. Fig. 10

..] A

Ase + fpaXe == (O

Fig. 10



L.os voeficlentes de flexitalidad debidog a efectog axtales, se deter

minan mediante la expresion:

'll = WD Li

Cuando la hiperestaticidad en las armaduras es de origen interno

como en elcasode la Fig, (1)

B C

r——.

Fig, 11
la eatructure primaria se formard “cortando”™ une de las barras
y el problema se reduce a aplicar una ecuacién de compatlbliidad del miem

bro liberado o sea:

awr + teXa = 0O é’

Paru la obtencidn de los vilores de 8wy fu |, lo mds conve- -
nicnte es el uso de tablas cemejantes a las que se atilizaron parca caleular

desplazannentos por el mdode de tralagpos virnandes eon amaaduras,

ppl
Barra | P Lo Lla Bl PBRE | Fepeox

AB
ec
cD
DA
(0]
AC

Z Awr fu

{.as fuerzas en las bartas serdn la suma de efectos Jde la estruc-

tura primacia hajo las cargas y bajo cada una de las redundantes, en
este casu solamente una,

Cuando se presente el cagso de hiperestaticidad interna y externa
simultdneamente s¢ superpondrdn Jus efectos de ambas,

Es importante sefalar que el grado de hiperesuticidad que Intere
aa es e] total de ambos: externo e Interno, Sin embargo, se hizo hincapié

en la diatincidn entre ambos para proceder al andlisis.

v. ESTRUCTURAS CON ASENTAMIENTOS DE APOYOS
Cuando las estructuras presentan hundimlentos diferenclales debi

dos & agentamientos de sus apoyos, la resolucidn de las mismas mediante



el méwdo de las flexibilidades, «e hace  eecogienio como redundan
tes las fuerzas cxictentes en los puntus en que se presentan Ins asenta-
mienms, debido a que de esta forma, tastard con igualar en In ecuacidn
de compatibllidad el valor del desplazamientn vertical al valor del asen-
tamnfentn, en lugar de igualar a cero {fig. 113).

El migno que deberd darse al desplazamienm del aegundo miem-
bro de la ecuacidn decompanbilidad v que corresponde al valor del asen
tamienn diferencial quedard definido por el sentido con el que fue su-
pueam la fuerza en el apyvo; ai colncide con el sentido de la fuerza se-
rd msitivo v on caso coniraciko negativn,

En la Fig. 13 eca evidente que en la ecuacidn de compatibilidad

de desplazamienma verticalea, deberd igunlaree a - A
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fiaXy ¢ fazXa? [ %y ¢ - A
1
! o N Rl
' -
f
f
J
1
'
i
i
X3
e HiA
77;: oseniomiento Z‘//',’r 0o
reci de la : A 1x|
astructura —-—:“_ Estructurg  primario
. o
Estructura req! onveniente
Fig. 13

El caso de mtaciones de los apoyos, deberd tratarse en forma Be
mejante, planteando la ecuacidn de compatibilidad con base en que el glro

en el apoyo er fgual a la rotacidn del mismo, aplicando la miama regla que

ae did para los signos,

Vi ESTRUCTURAS SOBRE APOYOS ELASTICOS

Cuando las estructuras estdn apoyadas en tal forma que no ge li-
mita totalmente el desplazamiento, pero que sl presentan opoalclén al des-
plazemiento llbre en esos puntos, se les llama apoyos eldsticos.

LLa restriccldn que tienen es proporcional al desplazemiento pro-

vocado y su valor es:

K-A

-
!

(Ley de Hooke)

en la cual K se le llama constante de proporcionalldad del apoyo. Dichas
constantes, tienen unidades de fuerzs entre deaplazamiento.

Los apoyos eldsticos se representan como sigue:

Fig. 14

l K
| E

‘d
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C_uandu Jas edtructuras estdn aohre apowos eldsucos, es crmvenieg FIEMPLOS
te que las redundantes sean las fuerzas on los resortes, en tal farina que MIITODO DE FLESTBILIDADES.
al plantear las ccuaciones de compatibilidad, los desplazamicntos en tos Problema No.o 1, Obtener ol diagnmya de momentos de la sigaeate -
resortes sean jguales o lu fuerza en el resorte dividido entre o constante vidu.

de rigidez del imsmo, Fl signe de este segundo niembro serd negative,

P
ya que la fuerza aplicada del resorte a la estructura ¢s de sentido contra 7
2 ) ?
rlo a su deaplazamicam, provocando un tratajo negative, ﬁz ti “
e MLt

En la figura 14, la ccuacidn Jde compatibilidad se escribirfa de

ascuerdo cun la figura 15,
l.a eatructuru ea de un grado de indeterminacidén, por lo que ase toma

t4 el apoyo en()como redundante,

Fstructura primaria,

N

==

a)
Solucidén particular,
b {argay en la vigs Homentos en la \;Igo
P
- l Y
- v () i-)
Ay ’,’—

Donde

K = constonte del resorte

Air + Xy = —J%-

Fig. 15

Solucibn complementaria.

e M

T % (1)



Feuacibn de compatibilidad, El diagrama de momentos es el Siguiente;

Ay TRy = D
— 0.1562PL = 0.3125 PL
T

dlld

CAlrulo Jde Ay« fy (por tablas)

.‘.nﬂilll""u

CAlealo de o0 (1) resl con {11 virtual

frenglon 2, columna 1)
8, C8 ¢ I!‘ o

ST R R S S IR R 0 .
. En log ejemplos siguientes anicamente se anotard para ¢l cdlculo de des -

sri’ plazamientos el ndmero de renglén y colunmna correspondiente a la wabla,

bee g
Chleulo de £y, + (11} real con (11} yirtaal
R? . C? {renglén 2, columna 2}

| !
EE At 0y - !S‘K Tyl i Problema No. 2. Determinar en la viga siguiente el diagrama de mo

mentos Tlexionanies.

1o
foorgrr
' ¥ B S ¥ SV A V] B
Sustituyendo en la ecuacidn de compntibilidad se obtiene; l
4 i
{1} l {2} (3
’ E1 El
sper ) z 2
- Ry = 0 Ry = 0,3125P A
an o a2 ) . . . .
L.as reacciones en la viga son 6 g Su grado de indeterminacibn es uUNo,
lP r > c+ 3
%)o.m PL _ 4> 3
g 7
%

IG.GI? r



ElLglremos cumo redundante el apoyo (2}

Enxtructura primatia

i {2} [

= L

e (Gaite

Soluclén particular,

N
- =

Fi

,WWWWWIM"“.

Ecuaci6n de compatibilidad = A28+ f;, Ry = @
Chlculo de deformaciones 444 ¢ f2;(por tablas)

Célculo de ;0 , {I) real con (II}) virtual

(ET1aq 1)« 20R2 . €20 ¢ (R, €2 = (fsixbt + Jai &k, #x2)2

e[ F g R ]

Bae *-0.2292 PLYVET

65

Chtculo de Faz, (I} real con (II) virtual

R?.C?:lf!lfn--;-sik RTINS

Faam L'/ 6 El
Sustituyendo en la ecuacibn de compatibilidad.
« 0.2292 PLY ¢+ LY, glR,) = 0

i Rp-1.375P

Heacclones en la viga.

e
~
ha
>—
-
[

% ;,/;4', e

0. 5115P

—

L51E5P -

Disgrama de momentos flexionantes

()

= 0.158PL

||I|ll!» |

..liIi“lHll

tr

Problema 3.- Determinar las reacciones y ¢l diagrama de fuerza cor-
tante y momentos de la viga mostrada, la cual esta sujeta a una carga

unlformemente dlstribufda,

(2)

1 tn/m (n 1Ln/m
£1 ) 3 ”
Im im

+
-
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El grado de Wperestaticidad es = 2 Chlculo de los gires Tot, for o Tir o f20 = Fugy faa

. z
Fop= Mgmye S[RS . C2) o {5 Simk} « {8 8[-1ls - 42,647
Eatructura primaria o ot e T ' i3 3

Fose Hamye(RS CZy § SemKe § B78°1 = 21.33

Y v .Y son momentos umilanios Five mamee[R10°CT) e § SiK = ; 6 [-111-11:5.333
‘{‘} ) pata preducet Los geaos
A wras r u f: ) ) ..
' farefya + mmy olR3C2le bosge o Foge 1211 1333
3 3
Soluci6n particular f,am mima=|RZ.C2) = % SiK = % BTV 2,866

Sustituyendo en las. ecuaciones de compatibilidad

42,687 ¢ 5.33%X - ],333Y ¢« 0
11,380 _ 7 333¢ & L.888Y . ¢

Solucién complementaria Remolviendo ¢ sistems anterior

L LY Koo 5.85 tem ; ¥V e -4 5T 0-m;

P e 5. G G -

‘\ 4 Z; “‘“ll‘lm Y
’, t -m uuwm Reacciones en la viga
§.85 -4.517
1t/m 1t/m %
22 l, KMW
"‘l . ’) ....nllll“““""lmm' ' A A
"y

ﬁ I S — im —f— gm ——
Ttm
0.85 0.85 T 0.78 O.MI
Ecuaciones de compatibilidad !
u u u u
for + f3, X & F Y =0 1tsm_

% %
J.N1 9.1‘41

- )4.51
far ¢ fq3 X * 3, =0 %
!.TI'I
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Ihagrama de fuersa contante El grado de hiperestalicudad va n = 2 (@, , 7,1}

Se aplhicardn muomentod umtaviog yn les apoyos (1) y {7)

Eslructura primaria

~4

T
— M

— T

thagrama de moimentos Solucidn particular

‘m - e 1t ' ) ..allﬂﬂhn ;
J

Soluclbén complementaria

f11
“mesl fny my

i W

1T-M 1
Problema 4. Obtener las reacciones y diagramaa de fuerza cortante

fiz
y momentos para la viga continua que s¢ muestra, fiz LmTT - ma
B T
1£-m 1
ET » |
Ecuaciones de compailbllidad . -
“m m am Im 5m farr £y X ¢ f,,¥ =0

fay + f“;( + fYy=0



Catenlo de los giros far, Foz, o, T2 =0y, frg,

Tor Momy = R2.07 v o7 = Laftvadir s Ve o py in
1
far= 4 (41 1Te- 50 - 7] 04) » ; (81 (100,504-1)(9) »<17,50

foy= Hemy » RIG,CZ ¢ RE.C4 » ; Sk » ; Sckm
!
fare o x 6 4100 SIET110) 4 4 8 118,75 « - 23,97

! Sk .

fyyemyoy e RIGCT « 1

; 16 ¢ {-11]-1) » 3,33

frrm Frpm oy Y02 - D s 2 R ITNTR

fore mpmy = RIOCT « 48k = L UDET] (21) o 1n

Sustituyendn #n las ecyaclonra de compatibilidad,
TS0 ¢+ 5.3 e ¥ . 0

R L T SR P L A

Henolviendo o] siatema anteron

e LEET taem, Ve &% B2 fa.m

Heacciones e 1a viga

2rn/m

68

a.w]l2

451 [ 29
l l 2tfm
.10t IS.S‘H g.44°1 IS."'
Diagrama de fuerza cortante
&1
1.67
I i
I.te [+) 1.49%
e il
Il il (=)
- (-1
coo WL 1)
5.0




Dagrama de Momentos

Problema 5,

momento flexionante del siguiente marco,

4 tn
(el
Im £1
A El
'é/.
It 3m
L e ———

Oliener lag reaccioney y diagramay de fuerea cortante ¥

69

El nidmvera de redundanies on ol narco cg oo 2

Seocliirdn como redundantes las rcacciones en ba urttculacidng o

tantao L catvuntuta eipavalente en conie e anuents g chgepunla

Fstructura Promaaca
A

-

Soducidin partioulae

I’ 4
L "'g’%s‘nf}s&
R Sl
) [-1,
S — My
[
s
,
f
. I fy;
—
. 1Y
Svl., Compfemuentfarqn
-
et \
A} )
b} A
\
plitid )
-~ “
! ] L
—
—4




‘\.t/ !
AY
B

e,

Fetacane g e compatabalidad

Faqefy 0 of ¥ -

Chleuto e dan desplacamentos 000 £y, 11, th, iz, = 3,

o prevtucio e diagramasg

foy = Mgmp = R (Y o RY C1 w | i (0pemy) o 1 4§ ®
if 7 ?

B T LT N I N T R T o

or e MR R2CE - ks

" [Ny e 20,1

189

1(6}1{-12) oot .
i el s BT A EALES LR 1D T1

R4.C3 ¢ RILCI » R2.CP - gém.x, © 260Ky ¢ DKy b oKyl 8

e,

Fiy - i

+ ok 4 ;—uK

sL4144) 4 ()14 2
g orre

2
v gpy TEDVEE « 2080040+ 12140« 90201 1

70

f[: * fap = my.my; v R1.C3 + R3,.C1 = I ¢ [kj’k:] + 1 sqK
14 ! 7

r[)- f;|' ? [6]:?“] v b5 {8 [4) = 12
AN & S S S & S

fop = myig = RECE # REC2 = siK ¢ ] 5K
R} 3

{6116} + 6 (8]116) = 108

Fipe 2
T 37Tt

Sustituyendo en las ecuaciones de compartthilidad

Ll B
18¢ 72 108

..n &Uxt.n\n'-o

Resolviendon el sistema anierior

X« - .45 ton, V= 7.05 fon.

Reacciones on el marco

lu

l.s_to.cs
0.6




Dagrama de fuerza corlanie

Al

R

N

-4
7.08 1 ,

T * e

S L1
e

Lhagrama de momenton

Problema 6. Calcular las reaccones y dibujar los diaur'amas de fuer-
za cortante y momentos flexionantes del marco mostrade en la figura,
el cun! eati restringido lateralmente por un resorte en ¢l nude C; a su
vez el apoyo D tiene un desplazamiento vertical den = § om,

Las dimensiones estéin indicadas en la miama figura.

71

5 1 T/m C
' K
i Lot 71 K« Mnjom [del rescnrte)
AN £« 200010 kg em’
- . bl

I 1 10" om

3uk 1
A
o

In-ﬁc.m

bm

P pns

=
v

El grado de [ndeterminacidn del marco es nz2 ; ge toman Ing nudra
C y I como redundantes por existir movimientos en ellos.

tatructura primaria

Xy ¥ son las nedundantes
elegidas en lod nudos C
uy [ respectivamente

Solucién particular
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Elfy) = fyy »mpryg = RECT ; sik + 4 [&)[4) « 48 Saluecidén complementonia.
?
—-_ -
- fl:l
=T 1
——y ——
Sustituyendo en lag couacionts de compatibelidad \\
!
\
31z 11,333 it =
. AL A Voe . . . . . .
Il 4 I8 L n xilo l’ rr [z.6 » 10 5,'?,7' (10" em*}) N
LY
1134 4 ‘ ! "
e I ey e 2 x 100 kaeom® <2000 £ If"
')
Regolviendo el gialema anterine
ARTH (+]
e 006K tn ¥ s 5,608 ea T ¢
‘\
Chlealo de reaceiones A
N [‘] my
\\
f
i v/m I "
- .08 Tn 5
LT e I !
Ecuacionea rde compatibihidad
For & Ty X o £,,¥ = - X/F {107%m
bospos ] + 6o é Faz + 3,5 ¢ fa3¥ ¢ = 5 |10 7 ;m
* e
13.073““'1 . -
\‘—,/385 15-515 Chlculo de los desplazamientos for, fea2, fy1, f2z, frz= fzy {por tablas)

fore Mom = RACS » RICT « 1 S{Zaky * Zisks ¢ 41 Ky + aKyb v g 5K
6

€1 Fure F 3120110360 + 204 11-48) + [11(-481» (410360 + § (h(n)t-38) - - 242

Fare Hymy = RACI + RI-C1 & RE-CL» FS[iy + 4, K + 8ik + JSiK

F1fay= 3 [-48 -36)6 + 1(6]1-381 » 6 [-38)(6)- - 1134
7 R

B10,=my, m = RZ.C7 = ; sek o+ 4 [4H(4) = 71,333
3

ETfyye mymy « RILCI ¢ RT.CZ o sik ¢ 1 sik » 4(60(6) + & (66} » 18D
‘ ’ 3 kI -



Dhageama de faerza cortante Convencidn de sipnos
Tensidn (¢} ; Compresifn |-}
Estrac fana pomd T Sofuctdn parficulan
[} 0
¢ /] —
Fy v,
”y ] ¢ fn o ol
.
Ry .
s .
fay
1]
1.7 A B -
' 8
4 2 ’ Lt
Ehagramu de momentog la .

Solucidn complementaria

0.7 Nota: [.as fuepre.ug internas on Ia
1 armadura pura cadi una de las -
-("f condiciones de carga, pueden ob-
-0.71 . o -0.71
tenerse por algin método analilti-
1
o co {por mulos o sccciones) o gri-
. Fiy
-0.71 lico.
[I'I|]
Problema 7. Calcular las fuerzas awiales de la armmdura gigmente. - 7
1Bl'n C 1]
lay reaccivnes en fos apoyos son
m A v Btn [+]; Ay = Bfn (4], ByeBtn (t)
Grado de indeterminacfn
6+ 3> 12(4) 9> 8
A
* B Fon Lo tanto hay una nedundanie
4 m >

e e ———————



A continuacidn se conatruye una tabla de cdlculo

Rarra N n I, Nnl. nnl. nit I'=N+ n R
AR & | -7 7 (-7 ] ok 4 q

[${D] 4] -0, 7 2 4] ), 98 -4 -4

AC ] -, 7 2 -il1.2 0, vy -4 4

Iy 0 -, 7 2 1] 0, 98 -4 -4

Al —_ ] 2.H5 [4) 2. K5 5.7 57
L(IH =14 1 2,85] -32. 8 2. 85 5.7 -58.7

] =549 | 962

l.a ccuacidn de compatiluiad es

far® I'”I‘ - 0

ey

N
1 j'!l 14 : fo=- T “,J.

fgy « !
Fatmden fipnl A TR o

D dn tahla s fiene

84,9 9,67
Vot - AT b - Al

Sustituvendo en la ocaacnin de comrtibitidad

4.9 | 947 o Do
SF C ar-Re 0 RSt

74

Reaccianes en [n armadura .-

] -4

Problema 8. l.a armadura que se muesira a8 coatinuacidn, estd Buje
ta a una carga vertical de 10X ton.  Derermine por el método de fle-

xibilidades, laa reaccioncs y fuerzas internas que actuan en las ha--

rras,
100 tem,
; A .

VE} () 10 exteriones
A=5 {nteriones

Rl PP () () (o)

- A 9%/

+ 20m s 20m + ?an +
Grado de indeterminacidon .- = 10 + 4 > Z(4) . 14> 12

Por lo tanto exisien 2 redundanies.



lstruwciura Primarin

w3t
<1
A B C

<

Soluctdn partcular

100

Solwciin Complemnentania

h
A
%EX
1
bo.er 0.5 |
A
S
Faat
franed s 1T

Se elegeeren come redwndante tas

seaccenes de 8t bavna B oy ef

apceur B
-8R .9
H -
oy ¢ ‘44
0 SNy
,9, Wh G W L4 WK,
TR ,-Qyﬂ,, y
0,44
N o
. A
Y . .0 Ts
-1 v
99:: -0.8% -0.80 -0, L ”;Q’
Iny}
-0.8
0, 1 n
///’-0.6 1 -0.6
-0.8

Peuacwones de Compatidalidad

Fre * TRy

fro # F,8y + 1,0 « 0

Calcule de los desplazamicnins

Nn,

fro = 1 5p

fz. . g ?1?1 1

f,, « E™MP1

Al

s [P, =0

L

fap =)

frig = foy =1 "

’

H,n

Ar

it

Nl

Ar

I

Pra, Taos fha, Fiay f2im 1y,

lLos cdloulos como las dreas y longutudes de las harras <o

muesiran ¢n la labla sigulente;

harcal W o |om [ | Al Ee R e e
Ap hh 4 -0.89 0 70 10 -79.0 o 16 0 0
BC b & -0.89 -0.8} 20 10 =19.0 -7173 t.6 | 268 0. h
[91] Bl .3 0, bt ] 20 in -78.2 o] 0.k 4] 4]
£F -88.9 0, b4 -0.8] 20 10 -18.2 th2 2t 0.k | §,28[-.0.7
b o -1.0 -0.6| 1% 5 0 1] .0 1,08 1.8
41 -33.3 -0.13 -0.6] 15 5 11.3 59.9] 0.3 ] 1.08 0.6
AF -55.6 .1 0 25 WOl -154.3 1] 3 ] 0
CF 56.6 .55 1 25 5 1543 278.0| 1.% 5 7.8
DE | -511.1 .55 0 25 10] -154,1 0 0.8 ]

1] 0 [ ' 25 5 0 0 0 5 0
L -435 4 409,101 12.7 t47.2 1 5.9




Sustitnyendo Ins valores de los desplazamicnmes en la= ecuaciones de -
eompatibihidad,  tenemos:

- #38d  J2TR ¢ B 9P - 9

097+ S.PF, 4127, - @

Cuva «wolucidn e g,

s AQEY ten,, P, e - 1135 fon,

Multiplicamdy ke fuerzae en ks larras para los diferentes esiados de
cargany ¢ arpor las reacciomes caleoludas Ry ¢ 7, respeclivamente, se

ahtiene la sigoiente abla.

ny W, n, Iy =N R mp by 1
Tan | e ) To Ty T w T
L' -6, 2 1,7 K. W
(3] -17.09 {) 1.0
I 17.9 1.7 -6
- 40, 67 N0 -32.7
Cl -13. 4 .0 SR, 7
AL 45,1 i -10. 5
CE 22. 4 13,35 64.7
DI 22. 4 0" KK, 7
KN 1 -12.15 212,15

1L.as reaccewnes funales en

fa armadura son lag amnadaa en la figura

100
F -50.3 [
&, &,
‘. A
A L3 £ -38.7
M
8,2 -
A B C 7 P
AN o, 19.9 1 %Q/Z
IE.?? IkO.ﬁ? I 53,117

76

Problema 9,

desplazamiento del nudo & [8uS].

. A (1) (2) (4)
e
2m
J' (u) (5}
7 10T
— + -+
m 2m
Grado de indeterminacidn = 2 3+ 4 > 215) 12 > 10
I:ﬂiﬂl('!urn prilnarih S lucion poarticular
P P 0 1]
e
v &
Ry -10 (2 0
i 0
Ry .
o Faa {Ho}
7 z -0 | 10T
Solucidn complementaria
¥ -1,0 -1.0 Tfn 4 -0,71 0 H
: : ! zZ . 1y
N 1T v e |
i3 &7 0,7
1.0 t, .6.71 faa e 0
v . re
A " 1
f1y
. 7.0 fn,} ,‘,//%A -0,71 (n2])

Cateular lag reacmones en tos apoyos y determinar el
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Feuaciones de companhlidad Sustituvends en s cenaciones de companibiladad

S1Te ¢ 252K, - A 84R; & O

fro FIyRy + f,R), = 0
B5.78 - & B4R, + 9,640, » 0

fro¢ TRy + TR, = 0

Resolviemdo el sistemar &) = 3,3701; Ryr - 4,65 T

l.os desplazimientos ¢ calcolan ¢o la sigumente 1abla l.as fuerzas {inales que actisn en cado harra se obtiene por superjosi-

cidn due efecios, dady por W ecuacion Iz Ho o+ nyRat ngRy

HaLRA Ng n, o . 1. n,._m_;x;_ e ML L gt Asi, mara las reacciones fTimales wenemos
1-2 " -1 T P4 " th 2 1, 44 1 .
: ‘ KAKRA "R, ik, Mo F
2-4 n -1 " s n I Ry ) ] -
4-5 - 2 LT 2 LR LI B A ] | -2 M4 | 1-2 -3.342 1,32 [} G
| 4 - | [ | 2 e, 2 -1 4 | 2-% 402 4] 1) -3.42
.5 " 1" n7i ) " fF n fh | 4-5 6. 64 3.92 =10 0
1.5 14,14 1. 41 1 2K - S 40 S -0 2 N2 P-4 3.2 3,42 - 1) -4.32
?-1 0 N ! PR B 1 ( 0 2.K82 2-5 0 3.32 0 4.32
-5 o LAl I SR 0 L L A L (} 1-5 -4, 65 -4, 65 14,14 1. 78
i I -::a.lr-r& Jh‘."\,2 AR 9. b4 2-4 n - 4. 65 0 -4.65
T Tt -5 -4.65 0 ) 4,65
e la 1abla anterior se hwne ' F<tado final
Nyn2 118 i
Fo s 3 %, I8 Po, «n Tir g, BB
Lo A ar 1 Tl A 13 A o ) 3.9 (3)
*Z
£
) & s
Nant 68,28
fog « £ 802 0548 ¢ Loy M . 1_54 _
Ar AT ¥] ! ir 3,92 3,32 3,32
“ <
l‘> »
fo, a3 Mmoo 252
Ar AT {u) a (5)
A
10T
6.68




Para calcular dve <o intepra la anmadurn organal (1Y) con la armadue
ra virtual que resulin de aphear una fuerza virtual en el pumo de in-

terée a o estroctuta primaria.

Z {1) n (7 0 131
Z
1.0 2 o
0
(4t )
* .10 1T
T j
{n)
HBARRA " L ol |
1-2 0 o 2 0
2-3 L1382 o 2 o
4.5 0 - 2 0 Como Wyr = bvi
1-4 IR N 2 .04 1 fvs = %%L
2.5 1,12 0 ] 0
bos = 25576
1-% 4.78 1.41 2.8 | 19.12
2-4 -4 . 6% 2.8 0
1.5 4.65 2.8 ¢
H 25,76
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METQDOS DE LAS RIGIDECES

Las nedgnlg o edte métado son los despluzamientos de los na-

e Jdos (lus nudos son los apayos, extremos libres en voladizos v en los pun
Al 11D | mﬁ[ﬂ][j’l‘ tos donde concurren dos o mds miembros),

Los desplazamientos de los nudos son ¢l nimero de grados de H-
bertad o el grado de indeterminacidn cinemdtica de la estructurat por -
ejemplo, la Fig. | muestra un marco que tiene 7 gradus de liberiad si se

consideran acortamientos o alargamientns de los miembros o sdlo 4 8i

nu se considergn acortamientoa o alarpeamientos,

CAPITULD ©

Axz wQ Axy # O
METUDO DE LAS RIGIDECES bye wo < fys %0
¢2#0 : ds# 0
L
X
A = Ayt = =0 Atdam Lyaw0; $amO
&I [ ] »’B @ x
,, n
fig. |

Al no considerarse los acortamlentos o alargamlentos de los miem

bros

Sr2m Ax3md, a0, 0380, $2#0, Ay2= Ay3= 0

611073

-



E! metodo requiere de los acciones de empotramiento, por lo

cud! consideremos algunos cgsos.

I~

I

e wit/m)
W %Q::mmmc% W
12 Q{ - ,)':
m—— | ——————

_\'ﬂ_f_ Y Wit/ m)
8
L

:

wL/ 4
' \4 e
+~ -+ , i
o Li2_ L2
M . Pobib + L}
FAY
. P P
oy’ (4 l r)e_o,g w4 l
(- A A s
+ - 9_._.+ ___._b . e [ p— g + .b___._...+ )

Pl

P
PL (gl
T 4 L/3 L/3
+ +

s %z

e

Yo

W =cargo total

sw/ ¥

W corga total

g0

+— L- +
MOC% \f:M: %)MI
P94, b .

Mo+ -LT-MLe -3d"- 0 i Mzio- 347

Mo « 2 (2¢ + 30"~ 6oL)

W= cargo total

s L gy

W= corga totaol

%
ot
Il
Wi,

(Froometsiond)

W ¥ corgo tolal

Me* 0D.0OB46 WL

I R

M(g 2

w (t/m)

M = -é'!E-{o‘- b+ c)'+ zﬂ:tznu)}

N T T

L] L]
7 w M = _E‘:'_{{O'FCJI— O,L.— (0+2l—n‘}
Mo Z M
Mo _‘_5_{Lu lc+;1’-o' - 2Lfa sc)= o'y 50+c!‘— a‘}




Kl primer paso del mdtodo e restringie wdos los desplazamien-
s do Junia descomocidos, Hato nes conduce a vigas doblemente cn‘u'!ltrg
das por lo cual hay que conocer las reacclones en vigas doblemente cinpo
tradas.

Fo este mérodo se utilizan acelones producidas por dcsp]azumle_r_t
tos unitnrios, estas son tramalaciones o rotaciones unitariays, y las acclo
ey serdn fuerzas o momentod,

F.aas acciones causadios por desplazamientos unitatrios se conocen
comoe righdeces’,

Rypders de o cletmeatr doebilernenie coapritradd o

‘aew

M (‘ TSI A M

»d
2]

Ve el ménmby de fa viva conjugpada:

' b Y Ma = O
. R v e
PV Mal 2 Ma
Ms - S (AR AR {ah Ll
T~

Al provocar un giro unitario en el extremo A con MA  se genera

A . s .
= Ma , es decir existe un factor Jde transporte de 1/2,
2

Mp

Kl cottamte en A es el valor del piro en cse puntos

Rz: B

Ym=0 Lo b -LafrdL+re =0

L R T

I

Si
R2 -ﬂﬁ[‘l M;-Q—EI-G.Q’-I Ma =

. Veamos lo rigidez del siguenie elemento.

A ﬂr&;ﬁ”
‘-i"---.._,”__-.u- __;‘_,.—K’
g

A

Nuevamente por viga conjupada:

LﬂTmWTIdET

Ao ] e e

ML

L= 0 5

LRz -

0 — —s’Hf—FRZL-:O

4El . .
i M =

ZEI_

M= rigidezr angular

Rz = ©

=0
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Y para las translacionea-

_ﬁ.‘él. ) :
— 3L ¢
l2€1 ., 2 "..,) Eooaz 0
? i
Jr !
' !
I’
/
rd
’f
f
12E1
L’ -.—‘r:'—--—
N ’
6L~ .
o o.ar

A s elementos s¢ les comwe Ccomnee pdeved laeales,
Basdndonos en los conceptos anferinres analicemos una catructu
ra por eate méudr B imétodo eq aphicable a estructuzas hinealinente ¢-
ldsticaa con peguenos deaplazamlenms,
L.as incdgnias son los desplazamicntos, jor lo cunl &as coinei-
den con el grade de libertad,
Para expresar claramente los conceptos  consideremos 1@ csinue
tura siguionice:
0] r’ @
M (,ﬂ . . /(é
% T2

Ri #—“ Lo— *‘---L/z-'“—%z

Su gredo de lhibertad es 1, ya que ¢l extremo

2 gira un dngulo O 5 la translacidn horizontal no &8¢ considera ya que se
desprecian lus alargamientus o acortamientos axiales.

1}, . Se obticne una estructura cinemdticamente determinada, o sea -

que se eliminan log desplazamicenos,

o s
fé*(; )%
p

L £
2 2

A esto etopa se le conoce COmO solucidn  par ticulgr

2).- El extremo 2 en el cual s€ ha restringido la rotacidn sfglm. co
my ocurre realmente, por lo tante habrd que suponer una condicisn de -
carga que considere el giro real del nudo 2,

thr comadidad se da un valor unitario al desplazamiento desco-

ok,

M es lg rigider ongular

A esta etapa se le conoce como solucidn complementorio
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3)... Ahora planteamos la ecuacitn de equilibrio (superposicién de - Tiene cuatro grados de libertad , pero si 1o fijamos
etapas), I los nudos | y 4 encontramos las Incdgnitas 83 y 63, cun lag cualeg eg -
suficiente para Jdeterminar los momentos en log nudos 2 y 3.

Se debecdn consideror pora los barros 1-2 y 3-4 |os momentos de
empotromienio y los rigideces correspondientas

2 Tm 4 Solucldn
PL 4E1 . _. e
® L e=0 9=

porticular
. w T/m ]
M. a -m.
n.=.§_+.§51.g gmn:rxn:g) zon--"aL 9T-m
P
i
v o
P PL p - Meow « ERR » 16326 (g—L——E) Myon = EFR » 4086
o= G+ ,W=T+§zp = 0.6875P u

9 —+-b-¢

w

R = 0.6875P = dbp
' 6 Haow * —"ri--z..ss(é]]jh)”
Pe
wo= -Bh 2B SL = _oaarsee ’______"m\ orel Solucidn
: 5 - — 2 lement
- \‘!.{;!_M_ z’{n : complementario

M = - 0.i875PL

. %23 B3] K33y
Considerembs lo  siguente estructurg /; ’___.......{ \
ch—

v \J z - “ B

L2 = - 4 =
kean= 3fL = 0.5€) ketle = 4EL = 0571481
kze = 1071 EI

- -z-EI- - k = ! -
k32 £l - o.28578) 23 Sil < o.2857€1
Kaay = %- 0.5714E| K3de = 3’5—'! = 0.6EI

w33 = LITIEN



Hagamons la superposicidn o ecusclén de equilibrio:

H2° + k22°2 + k230] - 0

Fio * %329 * X338, = 0

T.J674 » 1.07!18102 + 0.2857!103 -0

0.7486 + 0.28573102 + 1.1714!!03 = 0

Resoclviendn el sistema de dos ecuaciones tenemos:

6, = - 7.17249 Y e, = 1.11027

el EI

Fl algr (-) de B, significa que el sentido del giro es contrario al
AUPUERTD,

Momentos réalen:

®ar T Mgy * Maay 9
Myy =9 4 0.5 (-7.17249) = 5,417
"13 % Maoya * *3214% ¢ %%

st = 1.6326 » 0.%714 (-7.17249)

- - 5.41;75

¢ 0.28%7{1.11027)

My2 = Faox * %550, ¢ k8,

le = &£.08'6 + D.28%7 (-7.17249) + 0.5714{1.11027)
= 2.6668

"ie " Miora * X33)4%

Mig = - 1303 ¢ 0.6 (1.,1027) = - 2,667

84

Conatderanxio shora el slguiente marco:

. 23 T/m
T L2To 8E1
m 1
2El
]
im
A A
M em Sol. Complementarig
Mo Z.5¢/m M20 ;‘
| Vo
- \
Sol. Particular
o o]
22 kza
{'z_,,—- ‘‘‘‘‘ ]f:h ka2 ka8 1 -
pi 1 |/ ™ kaa2
ke J !
\ ; '
\ {c) ”
(b) ! ¢ /
ez [ kes
>
o —> va +—
Bige-BL2e 7.5 Myy v 7.5
""T‘!_" . Py .
K:]]C' 1'5‘1 = 1.5E1 xll]u '%—!—' {61e 4EI K" 5.5 El
K;qv--‘%l—él « dE1 K:zlc-g-m.- e7 Kya= 6 EI

’EI--
Kyie- g 0.75€T

ke - SEL2L L

Kyhe - %.El » - 0.75€E7

0,751

Ked = Kb = - 5—5—}}-{-’— -0, 75ET :
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OKaA, - i%i o 0, 04891

KAAg = if—},«(!—]- = 0. 3751 Kap = 04119 £l
]
PPN (1. ] {11

fcuaciones de equilibrio

Hio ¢ Kyg8, + KyoBy ¢ K, 8s0
Heo ¢ K8y # KagBy ¢ Ky A=0
Fo » KA,B, ¢ K&,0, ¢ KAA Ael

Susliluyendo valones

5.50E18, ¢ tEla, - O0.73ETA =~ 1.5

TETR, + SsE10, - O0.75ETa- - 1.8

~0.75E18, - O.7SEIO, ¢ 0. 4219Fi1a~ 1.2
Resolvitado et sidfema de ecuaciones
6, = 2,290908/¢1

T, 745458/E1

8y » -

8 = 2. 145456/E1

Momentod neales en el marco

Hyy = Kiy Jo842 Ky = 1.3ETm

Mz = Myy * K|-|fv81 + Ky,.08, e-1.82Tm

Mpy = Ny * K3u8y * Kozl By = - 5.04Tm
“|u' K‘I'CB! + K80 » - 5.09Tm

Myz = KypBy ¢ K AA= - 3.35Tm



Conslderemns la siguiente viga

El = cte.
L ks« O.3E1
+—38 4 A Sm——
P ” ;
A Voot mio * - T
ﬂ\m w2oW % m M20)a Ao
TVO Mooty = 7.8
kR a ‘____"_3_!_" ,,/-\uzm il
q ﬂﬂ} ...... £, Mola " " & "
[P oy Taorw
- - 9,178
L¥] [ ¥, ]
(Ppmezzzzo” R T
[ S o
4 OOI 1 o
. d] L] (1o 1)

-7

.5

Lz

Kysld » - — - 0.1z2e1
Kegli = %ﬁfl - 0.0555FT Kyeld= %El = 0,074E1

=T.875 ¢+ 1.2686608, ¢ 0,04686ETA= 0
14,375 + 0.0468885 + 0,379554 = ¢

1.2646 0.04666 8 1,875

0.04848 0,.5795%5 A -14,375

By  2.88385104/E7; A« - 38, 27895871/E12

Mysolly g#Kyq0peKygh o - 7.5 ¢+ 0.333% (2 888651) + 0,78566 (-38,2229)

Myge - 12,9084 T-M
Myae Mpeld ¢ Kagld By # Kyyld e 7,5 ¢ 0, 468 l!.ll;&sl +

« 0. 1866(-30, 27895} = 30543 T-M
Hyyelyold ¢ Kyabdo,sKsutdae - 9,375 & 0 412 242851 -0.12(-52.2229)

Myye - 13,0543 T-H

El dlagrama de momentos serd

qloT

3T/m

-
~m
-

[
N
5

d

t 2

Lk

-
]

“:o):

Vo - 5 + 7. 5% &
- 0.666K1 x,
- 0.621
T -6—'—; - 0.1666ET
3 L
22'a - - 0.1281
2

= BEI . 5.1666E12
L2

1.875 = 14.375

iK1

L

= 0.)32EX




Se pueden expresor matncalmente  los scuociones de equlitvio Enl | uE 1 7C 1 RE ]
. Fig = == ¢ =77 Krg = —— Kypa = - 47

Par ejamplo ' '
LUkl JE I b1 3L 1
wi !_La. K3 = -t kFay = T Krp = - 7

12 12

k. e 1281 31 b, o BE ¥, = - E!D
- 7. S TR B TR a! T AT “HY

PARTICULAR

My + ¥3,8, ¢ ¥ ,8; + kK j& =0
My + K238, ¢+ Ky28; ¢ K 38 5 0

P o+ ka0 » KA 8; ¢+ K

Kee  Bar o %4008, L

Ky Kir  Kua 8, |’ -M;

Ay Ay AA

Kd = F
¥ = Matriz de rigidez C“ad’““!“
{ simftrice
diagonal posifiva
e i K = i
—_ L
_'q.! H
H Al lsil . l.a matriz de rigidez, [i] es squells que multiplicada por el vecor de -
EEJ_ ~ 8E1 " desplazamientos {d} proporcionard el vector de fuerzau i:}
-— 3



88

FJIEMPLOS

Solucion compiemeniaria

ME O DE 1.AS RIGIDECES,

Protlema 1.

Resolver el siguiente mareo por el méodo de rgideces 0; = |

10 T

—
Y
{11} i )

¥ 61
k k'“
)t {
fm 1 r Tncfanitaa: Vp
0|, 9’ ¥ A l
!
! o«
(n] ’
A ) ’

Salucuin particular

T
Vo { 1 ‘




Loa momenms de empotrannento en los nudos 1y 2 son

Hygo o Pal? o agts)in
I LI

Myg+ Pa’ bo 10[5)7(1) » 4,944 Tom
e

los valores de las rigideces en loa nudos

de detormacidn gupucsios,

Kyode « 401 (81 = 41
[}

¥y, o 261 18] « 261 ;
[]

ko = 200 (8] » 261 ;
e

kKizdv = 461 (8) - 4E1 ;
&

- L3S Iom

"0

byyle »

LY

ka, = -

Yiale »

mara

.
4

31 -

T .
T

£ -

lox diferentes estadon

¢

0

AN

0.188 £

0. 188ET

JISET

89

MAe - MT = - 0, 188L1 ; hA e o 37 - 018801
= o

kAAL, o 3ET = 0.047 L1 ; kAA)Z - iﬂ « 0,04711
r T

Vo = ¢

Las ecuaciones de equilibrio aon:

Mg ¢k 0y ek 05 ¢+ k800

Myg # k31 0y # kzg O ¢ kA p e 0

Ve ¢ KAy Oy ¢ by Opeknp A= 0

Susfituyendo valores

-1.388 + (4 + 0,75) €10, + 2E10: - OIESELA = O
5,944 » IEI0, + (4 + D.751EJ0,- 0,188E148 = 0
0 - 0,183E10, - 0,188E10, + {0,047)2618 , 0



Rerolviendo el gistema de ecuaciones anterior,

O = JLOS2/ET 5 Dy = - L 924780 ; A = - 1. 872/11

1lna ver determindis lo giros ¥ desplazamienmns en el marco, se -

calculardn Jos momenta reales en dicho maron,

[THS

L)

Hyy

L

bogder e WA A e 075 0T ([1,052) - (0. 10801V (-1, 872) = 1 138
T m
Moy o kbt o bty e o D UIAE o 40T {10520 ¢ TETL-D.918) - 1,136
’ n o
Myge %y 0y # byphuily = 4,984 7r”_!.0'b_.’] v 4 fI[_-_[_,WI'l- 1,138
n- T

boplely o hyn Ae 075 (11-1.978) - 0188 §1[-1.477) = - 1,135
-ir T

108 reacciones y diagrnmaa de momentn, fugrza cortante y normal se

determinan como gigue,

90

Reaccionea en el marco

l’ﬂ T

'. 0,284
7

x.zn

1,647 ] 2,533
Diagrama de fuerza normal
a.0347 ’
1,667 [T T VYT i i1 Ty 8333
4 r—-—-“-'}—
{nt

Ditagrama de Fuverza Cortante

1.887

0.284

(v

8,333

0.284



Diagrama de Morre ntos,

1.134

1.199

(M}

e 1

1.13s

1138

91

Prublema 2.

Uulizando el método de las rigideces, resolver el siguiente marco el

cual esid sujeto a una carga lateral de 2T y carga distribuida de 3T/m

COmo 8€ muestra ¢

1T

n la figura,

w3 T/m

(2] (3}

1T = ete.

n
7

]
" %

El grado de indeterminacion cinemdtica es 6« 310, 8,, Al

k
N 1)y X
‘(A' \ r L}
JF T
LPYYL
r
i
Sotucidn N B Solucifn
Paxticulan A ' Complementanria
LY
it
x4
kay
o =
LI nlv " X
\_ -'-_‘-——-.F\ kﬂ { ,A { LYY
7 1 A v )y
7 LY B '
' 1
; knle ' !
; : ;
: ; A 1 ' A
\ e "' 9!
8y » I " " ’r
A L
> " — !
4 4 i\h
k., ™ AL )y
A 7 e
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Los momentes de empotramicnto en los nudos 2 v 3 sone l.as ecuacioned de equilibrio son
i ¥
Mpg mwl? o - 317 = o 4 Tem; Myg = dTem Vz=20T Map * k330,  # ¥gay # ¥pfih o @
I? T

Myg * kg0, & kg0, L]
as ripgudeces en los nudos para los difereates ecatados de deformacidn

Voa ka0, kA, +kaA-A 2 0
fupue’tng,  son:

Yagiv o AL e £ ¥oaale < 401 - 1, 3331] Sustituyendo valores
i T
-4+ [1+7,333) [10; + 05010, - 0, 667EIA » O
¥oo o 771 % 0,501 3 Yo, = THT - 0,866701
e - .
4 v 0,510, & [TeITT Oy - 0.375TTA 0 0
LTI TE B I Pode - 4T e 0T .
4 T -1 - 0.6670, = 0, 3I5E00, + [0.444 + O JE8}ETA = O
LTI & SO LY LI 1:\! = 08T Resolviendn el sistema de ecuaciones anterior
‘ .
0, » S 281JEY ; Oy = - F8IC/TT 2 A = B 159/FT
bayac - AT o - 0 AETHT ; LTSRS SR NP 8 |
{37 [4? Cdlculo de los momenma reales en el marco
[ ST NCIPY I S PPSTN N I R iy « %300 - kA A« 06870713, 8581) - 0, 847ET1(6,159) « - 1,533
' Ik 14i? : T D &

Myy = hgaletyy kA A= 1 333003 ,861) - 0, 686701)14.159) = 1,059
f.aq fucrsaa K2 yrly gon pares Jde fuerzas equilibrantes laa cunles - |41 118

Myy = = Mag # hyalvDy #kay®y = - 4 « ET{3,861) + 0, SEX(-T.81) = - 1,039
ae valuan de la sipuiente marem Y 1§

Myp o Myg # %ya0y ¢ (%)) 0¥ 0y 4 ¢ 0, 507(3,861) » %{[-I.lfl - 4020

Rl
iy o _Magle s byy v AEL/S ¢ 2MIIS « - 4L1 v - 0 667E1 My, * kyyleOy - kyA Ae ET{-1. 81} - 0,375{6,159)E1 » - 4,111
{ R 3 IT T

Moy = kuy0y = koA A= O 5TT{-1, 81} - 0,375 £116.159] = - 3,215
Kay e Byade s ko AENSE 6 TR - - 0.575ET
L T

Las reacciones y dingramag de momentys  fuerza cortante y normal

» Mt - ey ; k . . }
Ean 0.444t1 ; Lk ;%-5- 0. 18881 80N COMO 8€& muesira a continuacion



93

My 31 o Reacciones en el marco
o1 FLH s 301/
n_, I(\mo::n.mn S : o m
hy C: fy
e ]
¢y My, I ?’ J o
— . - LEY c.
7.
, m\_,r.su
¢ , 4 ’7\_‘,':’;5.?[5
My 8. 279 1534 o=
Cy b
r U,y one® 7T - 6,711
Dipgrammit de VFoersa Nonuwal
'I
aaaam 111ER000S200000
Imimte
Cy - e, o "y, - 1237 - 845 v = 2 0as Y cquircbrante) -
! 1 . -y
1k )
Cooo My oMy e LE0 — 1 e g g
T
—i
Cyo Mo v Mo e La 120 0 5000 0 6 >
. : R
6.171
3
T }'l Mg T

Py Foom Coov 820,770 « 5,229 Tou,

Foa Fpe Cpom 6+ 0,777 = 6,171 Tom.,



agrama de Fuerza Cortante

7.757
5,219 t]) " m T 'I
] .

.

(vl

1.834 «

Diagrama de Momentna

4,117

3125

94

Faobrema 3,

Resolver el siguiente morco
- --6m . . 4
6 2T/m .

T 261 TH

= = 5m - e 6m ... - 4
Me) 1Tim W7
‘E‘éﬁcm-%lz
/‘H -
MEIC
2 =™
M3s £
TN
‘ M‘]l} Mg 7-3?
My
4] —e—am
J& al
k§3
N L
¥ 14
1
\
\
ll\t!CS
|
k43
A kv Vol

Incognitos ©3, B4 y B¢

Selucédn panticulan

Setucifn compl gmentania
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7 1 prado de inderernmmacisn ciwnmifnica es o, o3 (0, 0y o)

Los moinenins de emprtramiento en bos pudos son

I !
H, . '}',; . ?_(?;. s : Melv = - 4

' 4
M,le ;[, - .?.é__’.. Py M) s 0 o 7

H H
Y,]v = Ell'-? - . “?} - 675 ML) s e 525

v 110
My) . - 3;2 . 3_(_-3_:;!4]_ =3 M) e - ?'6{ . - 3.(‘;,3,,5 LR

Las rigideces en Jus nudos son los s ntes

;,,.-f-ﬂr--o.sn H h,lcs--"-;-f-.”
. TR AN BT e - LT
h8),. e
-s)‘l. :j_____r_-—' \/\'% . N?H?I 081 . _:'g_r[?} . 08t
;“ LI I ”5”” « 1811 ko) o o 5;‘.[?_]. t1
/‘,;u Yole Jf,!' o LY ?;I- 0.5c1
i A boe s e koo 2L w10
O 2t ' b s Ao Ky - 7—21 (2) -« 0.66801
J-L Eeuaciones de Equilibrio {superposicicn)

Mo v hgyfty » 00» KO, =0

My ¢ kg0, ':k,bo. * ka0 0 g

My koy0y 0 KO, +» 0 = 9

Sustituyendo valores

L 1-6) ¢ 0.5tT0y + 0 v () » 1.3353)t]ug o @

L-1-6.25 ¢ 30 ¢ {0 0 075 o [ 61ET0s,+ C.EBETO, + 0.5010, = 0

£6.25 - 9}« 0.8LIN, ¢ (1.6 o T o )10, + g s g



Resolviendo el sistema anterwor

O, % LOG4/ET ;3 0, 0838700 ; Q. 057471

AMomenms reales en ¢l marco
Myy s My d e Ly 0eaf, s 3,638

Mag o Mide o wyJudy o b0 - 4 4]
Mg « My s o Fodeanny o by o 0,819
LS 1% IR PUTA MRS TP PUSARI B 17
Hor = e e P ey LY )

O N LTS BT Y ¥ Y

H A u_] o o i_' [l. = .47
He, o et L] |
Mew = My o0 by, = 7,300
I IR e 0.089

Las reaccuwmes y ivgramaa de momoenms,  fuerza cortanie y normal

son las mastradaa a continuacian,

Fl procadimienmy para determinar as reaceionea, ca synilar al [cygul

dor en log ejpemplos anteriores,

96

i

Moy
Mer 2 T/m c
_CIICW6 1:7)[1
. b,
Moy
€3 o™ o FoH
T
—y
. | 4HS
g o
Mye 3T fm Hyy Myy
€. | (onorrmomomoreem) | (.
b Cy
Cu
Ifﬂ-’ Fovi [F.ud
Ce Myy "
[P gy (i - S Mi
Falic ¢
L]
arT
—rreii
S ¢
'r':"" =,
[ 3

Ne la figurn anterijor ac tieng

Mer * Moy | -3.387 « 7,309 . yoe v

N T
Moy Myg , 3.382 ¢ 0.819
G, ¢ y y rost

€ - My ;H., S ; 7.844 0679



5. 345

My 0 2477
. A I T X

€y« .~_3_”1~_ .
g = H__L_"_O . Sll}?_&_ .

Fov » Fyon ':’L . ?5‘3]_. 6t

Fuli = Tuis = 1o 1

F.w.f-f-,-;-l;

0,578 + 0,749
p 2L

v 0,717

For o Fovg o 5_‘;' . 1.5

4
[,thll-.,.f

Del equilibew de lag faerzas actmaies on cady o Jde b ooy -

de ja ewtructure <o ohtuenc,

T.081 7 1jm

-— 1081

0.051

1.856 3 T/m
—

lé.lﬂ
2. 164

1093

T

r:z,m

2.0%1

-_— fﬁmzxmmT -—
A_&5%
5_,,% 5,845

2.556 3,073
-—  ——

5,179 I rs.Sais I).w:

— 0.217

I 0.217
135,583

rin.

5.073
7.598

97

Reaceiones,

1.3y

2 1/m N 7.0%7

77 Ié.n‘rS
—_—]
£§7
3IT/m
3.07s
7
41 I
- 7,596
1,09} 0.0
— —
77
s ~—r 0.289
I 17.166 IJJ.)“ .
Diwagrama de Fuersi Naornal
T T 2. 05
2,856
5. 343 IR N 5.073

12,164

13,585
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hagrama de cortante Problema 4.

S48 . . :
Determinar tas reacciones y Jdiagramas de momentos y fuerza cortan-

B [ P9 ¥ S ,J
TLOM ]mn‘r\“ ) te de la viga continua nrostrada
- iy s |
W 6.655 A () 1 Im (Y 13 L T/m g

%// :m % 71 %//‘ 1 %3.53%

5.8 o - S m g dm 3w
foildlb 5,404 ; N ; -

'”IL]U [T 2. 596
- Nuotacidn mgiruﬂ y desplazamientog
borte

11 grado de indeterminacion es 3 {0, 0,,0,)

i

vy
Sofucafn panticulan

Caguime de mompnicy
g LY \¥
4 /4
ézé%b

[N SR a W Bua B

<

(3]
. Sclucifn coemplementania

PRI ¥
L vl

T.8Cy ﬁ:- ------ __Y} \
74
0.17
T.78s . kz;]i ;)}d .
Al o
0.819 | % T %

3,610

kll]i *'Il,d

{u)
l“ " e ¥ 8, = 1

v {r
%// R Y | %

1.188
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Los momenios de empotranventy valen Cdlculo de momentos reales en la viga.
B H ¢.5EIL-1,507)
L "'l” . ”;‘! v 7.08tm - m Miar - 7.08fn-m My . Folea, s B o SRR .15 ¢t - m
Wl A , : "
Myg o PR P IJS ¢m My; = Myg e kl]]'t'H ] h“('; - 2,08 ¢ [l'_(.[”(-.j”,‘ﬁﬂ?l ’ 0,&[”!_3-&_}_
T r rr
My, » 0781
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Resolviendo el sisiema de ecuaciones
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T mr T % 7 Z
[

0.175 2.541 X 1,066 1.58s




100

Diagrama de fuerza cormante
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METODO DE CROSS

Eate es un méwdo de relajaciones y fue ideado por Hardy Cross
en 1912, Tambidn se Hama "Méwdo de disitibucion de momentos”, -
No es an méode de loa Hamados aproximados, sino un proceso de apmo
ximaciones sucesivaas que 8 permite determinar las Incdgnitas hiperes
tdncas con la precisidn deseada,

En estructuras impadidas al desplazamienm lateral el méwdo de
Cross evita ¢l tener que efectuar la solucidn de un slstema de ecuacio-
nes. Siola estructura puede desplazarse, el méwdo de Cross también
conduce a un sistena Jde ecunclones, perv ¢l mnere de dichas ecusaclo-
nes €s muy Inferior al que se obtendria wtilizando or ejemplo, el mé
ido de las flexibilidades o el méwdo general de las rigideces,:

El método de Cross puede aplicarse en estructuras con elemen-
A  de seccldn conswante o variable, as!{ como a estructuras con ele-
mentos de eje recty o curvo,

fara comprender esie méindo e necesarlo comprender perfecta

mente clers términos hdsicos, los cuales se estudiardn enseguida,

CONVENCION DE SIGNOS

Parg designar el signo de los momenios la convencidn rerd ja -
siguiente: 51 el momenm de flexidn nende a hacer glrar al apoyo- en
el sentido de las manecillas del reloj, el momenw de flexién se consi-

derars positivo,



FFACTOR T DIS TRIBUCCHIN
Considérese la Figo 1 nusirada, enla cual la estructara estd su-

jeta a la aplicacidn externa Je an momento M,

M
A m C

7 7
2] K ' ’J K2 i‘/‘z
K1
—“D
fig 1

b a eatroctura samrtard ¢ moments M jor medio de oa elrmen-
tm HA, Ry RIY | a contribe e e cada cleiment pars reaiatlr el mo-
moentn M eatard en funcido e las rigideces K|, K7 y K de cadn clemen-
e respoyctivamente. Se puede Jovin entomees que la contribac ion de cada

clemento e

M..:J%M
. K
Mac = o M
Mao = ﬁH

ZK
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donde THK= Ki+ Ka Ky

Por o tanto s¢ puede cnunciar gues

“El factor de distribueisn para un elementn de un nudo en una es-
tructura, €9 fgual a la rigides Jdel elemento dividida por la suma de las -
rigldeces de tulos los elementos gue llegan a dicho nudo™

En at, el factur de disteibucidn represents la rigidez proporcio--
nal del elemento con respecto s la rigidez del nudo.

Para e} caso analizado arriba se tiene:

IKK’ es el facwr de distribucidn para el elemenin BA
-—:5&- er ¢l facuir de distribucidn para el elementm BC
TKKL e ¢} facwr de distribucidn para €] clemento B

FACIOR DE TRANSTOUR I'E

Sc ha viato anteriormente que cuando s¢ desarrolla un momenm -
reslatente en el extrenmy de un clemento, se induce un momento en el ex-
tremo opuesin Je dicho elémento. E] momento Inducido en el extremo o-
pueato ticne giempre una refacidn con ¢l momenm resistente deaarrolla-
do en el extremo que gira o que s¢ desplaza. or lo tanm, se pucde definir
que:

“El factor de tramsporte es el valor por ¢l cual debe multiplicarse
el momenn que se desarrolla en el extremo glrado o desplazado de un -
elementn (siendo ef otro extremo empotrado} para oht.ener cl valor del -

momenm inducide en el extremo opuesto’,



In la signiente tabla se analizan algunoy casos comunes.

ESTRUCTURA FT.
||
. // R ..l_
:;E:?"-‘l.‘ 7
4E] . 2€1 | -
C C
=]
R 3
: (331
L . R A
L
C}i\-————-f:z; 0
=
L
fC—— |
3E
L?

“FT. "Factor de transporte”
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ME DO NE CROKS

a) LEstructuras sin deaplazamientos.

kn la Fig. 2 s¢ muestra un marco sujeto 8 un sistema Jde cargas

dado. Para resolver dicho marce se puede usar el principio de superposi

¢ion indicado en la figura.

o)

-\ \‘
AT T N

I

fig. 2

do
';7’Kec¢9

H

.

LYY T

L.os momentos de los elementos que llegan al nudo 8 son:

Mea = Mea + Kan@u

Mac = Mac + KeeQe

Mao = Mo + Keo (g

— (g)



Mo = Mya ‘P:\nc ‘I'Uhn eq ¢l

KaazHea *Kuc +Kap

P condiciones de eruilibrin E‘Ms: 0

[ar bo oranto

Maa ¢ Mae + Maa = O

Mu+ Kua Da - O

0 = -

Ken

siktbituvemds b en (o} s¢ tiene que

Mea =Maa Hea
_ _ HKac

Mec = Mac Koa
- R - Heo

Muao = Moo Koo

_ Km v

oo I ragnder angular del mwde 1,

Me

Mo

(b)

miorments de dewequtbhibrio del nodo 8,

(c)

104

L]
) __ Kea
des = Kao
~_ Kec
dec = Ken
~_ Koo
Qao = Kes

que sun los factores de distribucion de cada clementn que llega al nuds B

Rc austituyen en (C), sc tene que

Maa = Mea + dua Ma

Mac = Mac * dac Ma

11

Mes =Mao * dao Ma
l.as expresiones anteriores indican Gue los momentos finales on
lug clementos, ex 1a s del momentn de cpotramicnin respectivo -

mds la parte proporcional (factor de distribucion) que le correspomnie del

momentn de desequilibrio del nudo.

Los momentes en los extremos opuestos al nudo B gerfan:

Mas = Mas * ten dea Me

I

Meo = Mca + tac dec Me

Mos = Mos + teo deo Me



domde tea ‘hc yleo son s factores Je transporie Jde los elementos - [.os momens Jde enipotramiento v los factores Je distribacdn y
que Hepan al audo B, transporte serdn,

acde establecerse entomees el stguionte provedinnento para la - 2 A 2
Fagz - WL . M) - 9333 t-m

aplicacidn del maétnd de Cross, 12 12

1. Se obtienen los momentos Je ecmipotramicento Je la estowctora,

Moa= —Mas = 1.333 t-m

2. Sccalculan log factores de distribue kdn y de transporte para -

tadog loy elementod e o estomctura,

o Se distnibayen o totent s dedesequilibrio de cada nodo en 8

tendon bomt el entos o Comug Een e e i, deypin 4o Bwemr de Jis e

kea = 2EL - g
terbwcodn copeesyonlicnte, {ete penerse cncuent goe doespads de disitrd - oa = L -

Paotr se dbo b transprrtar al o xfectme rgme st sepin el factor Je tronsperie

:

El

u:nrlr.-ilnmln'nw. Kee =
4. I prowceso e g egpalihramd s dos pudos poacde termina ke se- -
pun la aprosunacidn Geeada, ZKe = 2E1

En el desarrallo de ok ejercicus syutentes paede verse ¢n mejor

forma el provedimiento Jded inéado, daa = Kea = .....EL 0.5
EJERCICHO)
Consudérese [a viga mostrado on la Fig, 3 sujetr al sistema de - dec = _L(.lc_ = .ﬂ_ = 0.5

carga dJdadn,

toa

‘ El 8 El

-4 Amo4 - 3m Tw tec

t
o



S¢ puede entonees hacer la sigutente representacidn de 1or datns

nhtenidog
11 /m
iai A X
Estructura original R £l PN E1 ¢
_1“"——‘4"\"—-——— Im ——T—-u—

1333 1333| 11123
Momentos de
empotramiente ¥ 2

0.052 0.104  0.104
Distribucion de ; 7 —,_,..4-——-—.\
mome#ntos y 3 \.—-h""—""""‘/—f\._ &
tronsporte ” ’

1.383 1 229 1.229
Momentos linales i

'lq 4

La distribuciin de momentss s efectud distribuyends el momen-
t de denequitibrio en los eletnents BA y I mmra establecer el equill-

brinencl nud B, o aca

o= Maa + Mac = 1.333 - 1125 0.208

i

deaMe=-0.5(0,208) = -0.104

dacMe = - 0.5(0.208) = -0.104
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[.08 momentos linales sc obticnen sumando los momentos Jde em-

potramiento con los momenms distribufdor y/o transportados en B.

I’] ejercicio anterior pucde también presentarse cn la forma al--

guiente:
Momento de FACTOR DE ) FACTOR DE
BARRA | potramie. |RIGIOEZ| pISTRIBUC. | TRANSPORTE
4ET.
BA 1.333 Bl 0.50 0.30
ac -112% J—E[ﬂil 0.50 0.00
x| 0.208 ET 1.00
8 I tim
A ¢
3 (37 < E1

F.D. 0.50]0.30

F.T - |}2 o —

ME[=1.333 1333 |- 28
-0.052 -0.104[-0.104

M j—1.385 1.229]-1.229

fig. 5

Factor de distribucién
Factor de transporte
Momentos de empotramiento
Distribucion y transporte

Momentos finales

Diagrama de momentos



b).  Estructuras con desplayamicntos,
Para resolver este Gpo de estructuras por meddo del méuda de -
Cross me pocde emplear el priocipio de g superposictdn, Considérese,

ror ejemplo, el marco mostrado en la Fig, 6, el cual puate desplazarae

lateralmente.

.

o 6

Por superposicidn ae poede catableer gues

¢ Fi Fy

— = —] +

=W

19 Etapa 20 Etapa

107

Lo cual quiere decir que en la primera ctipa se resuelve el imar-
co congiderandt que este nu se desplaza. Se calcula la fuerza Fao que
impude el desplazamicnto y se aplica al marco (gepunda clopa), Poede o5
tablecerse entunces el siguiente procedimiento para resolver estructuras
de este tipo;

. .
I. Resolver la estructura considerando que egta no g€ puede des-
plazar. Determinar 1a fuerza F1 que impide el desplazamiento,
2. Suponer en la estructura un desplazamients A cualquiera Im
pidiendo que los nudos giren. Con la estructurs desplazada ge permiten -
g giros en low nudos y se resuelve la estructura, Se calcula ahora’la -
fuerza F3  que produce el desplazamiento A dado,

3. Como la fuerza F nue impidié ol desplazamiento en (1) se-
rd Jiferente que la fuerza Fa calculada en (2), los resultndos del paso
(2) se deben nultiplicar por el factor de correccion Fa/Fa

4. Se suman los resulados obtenidos en {1) con lus oblentdos en

(1) y ¢aa serd la solucisn final,
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METOIXY DY CROSS

I're bletna 1. - PFoeomrar el diggrmna de fuersza cortanme y momento

Merionante de 1a viga comtinua que e muestra enacguida, in cual -

catf womenda a ua carga unmiformemente repartda Jde 2t/ y una

cnrgn Je 30 an,

lot
Ty ITim IJ|2
%
-4. x f l"

comn ae slusies en la figora,

' f, AR
"
- f- H o
L T, - - - e
[ 1y i,
Ty om 10, Ty o MWL Dy o dnh: e e,
Solueidn Considrrese goe loa nmbom (2) vy (1) eatdn eonpirados,

b Cdlcale de loa momentos de enypotramiento

z ’
= wl. 2
L ,al gt g
= . et _orny . oHu)? m(u) ; =
LI 7 n T S - NRL L Moyt TG
- wl -2ty
Myw * - ot ALY L Mer B

1.+ Yactorcs de distribucidn y transporte.

Nudo 2
RIns 3(1%0)L . WL 4
1 :Tl.l.g_u_ﬂ-. 112,55 ¢ Fyy :l{u{izh@)__'e?ouc
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Ty = {112.5 + 2000 -

¥ ¥ 700
Fbyy = b ot A
1 7t 0010 5 FlD.g Ty AT n.64
Ty - 0.0, § FTay = 0% ;
Ninkr 3
ully _ 40200
Xar F B = = Ji = 700F
Kav = .._.._"fi’ 1 - '_‘.‘.’_.___20”‘ £ 00,61 :
E ¥y * (200 ¢ 66, GTIE = 264 .67E
X 200 Kis 66 A7
l e o b - . H —_—
Fedonr s Yogsear 70T B BT WERT
F.T.4s = 0.5 F.T.an ®* 0%
El arreglo 1atulado de 1a molucidn es el siguiente
tor
{4
" ’ 3 /M
Z
d
] A ”

YZ2AE




S

(... 21 (3 {4
Fact.Dintr. ML R S0, g, Y, '
Haslaliuig.g 0 LI PR LI
Soemprr. el L

(ST

M}
F.T.11 M1
] 0.1k
T MO
M) .
(NS TS,
0ot
n DU 2N L1 P y.5a

flustrmdo comn s disirmyen b tnomen-

fra

o la tabls anmerwr e

e de desequitibinn e cants mido en bas clemens gue concurren o
Jichn runh‘m-g-in sy foctng Jde diatgibae et correspeaabiente, temendo
TN Cuenle gque se Jetwen transportar aliches nuinnentos sl exirano - -
PNt gegin v favter e transposte,

Con el fin de hacer mds clago el méuwke, <o amarfn algunas opera

cxmeg en forma detaliieda Je los eaiores obtenidos en la abla,

Renglun .~ [histoibwdn de momentos (Cqunlibrio del oudo 2)

Mz = Hay ¢ Hyy 2 u-7.66 = - 1,46

(dr1)HMy = - 0.360-3.66) = 1.37; (3,0, = - 0.64(-3.66) = 2.9

Rengidn 2. - Momento transporada

FuT.ay {day)¥, = 0.5(2.30) & 517
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Rengldn 3. - I)lsl'nlmch‘in de momenmtos (equilibrio del nudo 3)

My = My ¢ Moo ¢ T.T.290dss My = T.6b - 6 ¢ 1,17 = 2,83

(dapdMy = - 0.7542.00) 2 - 2,105 (daa My = = 00502, 83) = - 0,71

Rengldn 4. - Momentos transportados

r-T-}](dl])i‘ 2 0.5(-2.12) = - 1.06 ; rAT-lh(dll)i| = 0.5(-0.71) 3 - Q.18

1l procedumiena: se repite aterallvamente hasta obtener la precisuin
desienda.
t'na vez que se han duitribufdo y transporiado log momenms de dese

quilibrio se prucede a determinar los momnenios finales, que Jde - -

acuerdo con la tabla anmterior, tasia con sumar slgebratcane nte  los
valores ue aparceen en cada coluntog,
Calculy de rencciuncs en la viga
1o
5.7% 5. 7% l 6.7¢ 5,19 5.59
l:.u 144 ] lo.u 0.2 I To.zo 0.?91

1
IS.SG

A !

b

Ié ]
I:s.w

¥
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do- Udleuln de los factores Jde diatribucton,

Nundy 2

uil uE
ty 'T‘I.I LT "-['l—=|'.l oWy v 0T

[

1 1
iyt i 0o dpy ot ; UL

Nucks

I N TR S ey s e

Dado que Ine Isciores de distribucldn son de viml Imponancia en el
mémdn e Cross on el cdiculo de momenton, debe veriflicarse alem-
pre que a suma de dichwe faciares en cada um) de los nudna, sea -

igual & 18 windad,

Fara este prublema, puede observarse que la sums del valor de los

fackres e dimtnsbecidn oo Jon mimkw 2 y 3, ea correcta,



Los factores Jde transpotte son e todos ok casos gael o 0.5

Iin ente cpemplo se considera umd vaname del método que consasie
en equilibrar unlus los nudwe v después clectuar Ins tragusparies ¢u

rrespomsdientes o los cmpotranuentos |y 4,

El arreglo tabulada g preseoma o conhinuacedn y oo imporea el or-
den Je cgmbinm Jde ok modos, s que proaneen <¢ equilibron fdos

ellog v dewpods se powade ol transpor e Jde aunnentos,

Jimm s rams e e T
GOt RIREIRIE

- S S Jl U I R S B I

N A S 1% P R PP S I TS

L L PO P4 R O L IO Ut B IR VAL P ¥

" T S0 e AR T
th, 24 1) s . I R 1 0 IO T Y

[N P S T ez —— e e —— o

| TR R BEORT

: NP S T ol PO S BT N Ul PR

T T G e T T s e T

: w2l o0 SIS ENIH

| TR P R TR H

1| o.oal ooon IRTIININET

T T T ARTTE

[}

X bor] oo

'

)

a2 25 -2.25
0. 56 -{). 56
0, 14 -0, 14
[ENFT] -0), U4
0. -0.01
0. (0t 0.00
3.0 -3.00

1)

la secuenca gue se hik gseguido en el cdleulo amterior es comn o -

udican las flechas vy que a continuacidn s¢ expone brevemente,

De acuerdn con las ecuaciones utthizadas en este méundo vy refiven-

Gl mwmcitn gtz expuesa en la parte tedrea deoesieos apuntes,

se segulrd o secuencia Indicada con teas contimiaz,

11 momentr Jde deseqguilibrie del owdo 2 cea: -

Myy » -9 40 - %

FY snunento dhateibufibo vale  Mog- o, B, oo o 0, 80-9, 01 - 4.8

El momenio transporudo os B - o, dyy iy 2 0051405 0 7028

T,
e 1o wnte los mumemog distribufdos con el nudo 3 qon
My = d..ﬂr e - 0,882,254 & - 1,12

L]

g My e gy Mey e - 0.512.281 0 - FLIT

El momento trongportado del nado 2 al 1 caleulado antes, pasa a -
ocufer ¢l momento de desequihibrno en el nodo 3. por o que se pro

codud o la dsteibwe wha del mmiamo,

Volviendo al problema se transporia ol momento distmibufdo de -1 12
al mwlo 2:

W .

.5
' 0.56

ty: dasM .

T, 0.5 {-1.17} - -

Este momento se distribuye en Jog miembros que concurrren pl nudo

2 repiiiende nuevamente ¢l proceduniento,



112

tna ves eqnlitbrados Jos miwdos, se procede a transporir 1od momen Diagrama de fuerza corante

toa digtriboidos hacin los empotramienioa,  AsT or ejemplo para el

apoyn | ose riene,

ey o £,y iy My o Wowepate tramsportode a TF°

e 008 -9,00 ¢ 2.7% Sttenea punteada def oande Toal 1)

Mry = C.8[0.17) « 0.% ; Mry - 051,78 - 0. M4

T3 QUL = L L T

~
-3

Calewlo de reacciones on el marca

et
, Diagrama de mumenm flexionante
$ I/m

] e l_, : Lk
Al}.]-ﬂ.‘u.h_m PM, arq. e 0
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[ BTV § B i 1.75 ¢tn
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»
k=1

Boeos e 10T e 1T - V) e 2,7504)

My e 110 f.

t 1
B‘: ) (4" I f
* Mg Per sumetafa e cavaas fenemos

Ha

1\’ \‘

T
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Vise Uy v 10,0 tn; Hy oy » 2.25 tn,




Problema 3, - Fovontrar ef diosgrama de momento flexvonanie de la sigulen

te estruciula

ll) H
(1 . ) N $ori- 5o
.Jﬁ I T -Eur ! 5
P2age ! ¢ poaspci B
L]
1N
(3} Poe gy, Iy« MO ew™; 1, « 130 o
LA
B e B i s 3
Gon 1. % 1, - 1=
S limwin,

1. CAlcud de smunentiss Je singntidmicnta,

] o Pl 1o
#y, h—';- AT T AR PR "I‘L M SRR A

1
Moy o w1040 w0 - f‘” oo Lo

1 Calvuln de rigrdeves selativan

Niuky 2

o
[ SUE }:l.‘g; LI ‘;‘ D [ P [I' . 152

1Ky » 190
Nuwlo 4

N TN NI P E N LN

3. Cdlculo de facwres de ditribucnin y irasorte
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Nude 2

£ K
dyy o ppt 0 0L207; Ayl a5 e 0.700; PR £
N A YOO L ¢
Ly o+ 0 2y = 0.5 tyy = 0.5
Hudo &

K, K

PR . 617 . . R 3
doy Fie 0.517; d. ., e J.453
(%) - 0.5.' f.., « 0.5
&, Distribuci8n Je womentns de empotianiente

19,164 -2tJ) AR AR L

T To1T EYONE L 3 B S D T




Thagrama de Momentos
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1l

L

tuta La sevurls Jde cdiculo en ls Gierriducion de momentos. e la mis

me que a¢ utlhed en los problemse |y 2,
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Problema 4. - Resolver la estructura siguiente
18 Tn
17} l : ts)
+
61
Ri1 ] im
tn (4]
7273 7
i — +
im b m

Cdiculo de momentos Jde empotrmniento

3 them ; My, e - 1—‘—'?-1-?- =11 ta-m

7, . s !

Cdlculo de Jos factores de digiribuc nin

Nudy 2

P13 RS RRE 1T 511

3 . T.676% ; 1K, = 4.5701

day = T/8.67 « 0,428 ; dyy » 26774867 « 0.577

Nuda 3

Ky, » HBET) 3|
e S

26060 5 ke o B 1Ky » 3.67E]

dyy v 2.67/3.867 « 0728 ; dy = 1/3.67 - 0.272
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1 arrcglo tabulado es o gue se presena a o connnmcida, Baooel ofl- anterior (Qatnibocuin v tansporie de momemos), se tiens ek mdies

culir s¢ han cquilibrads praimers los nods v despads de iciemn los siguiente,

M (2g. ¢+ 0
ransarries l'”rrl.";‘t!“(ht‘nlt"‘. ‘ g

NN
3 <13.53 « 4.75 - 4,
13,53 .
R — S M, - 2007804 ¢ 500
0,41 [ Poa.r 0.712
- T T Y YL Ay 1T .75
4 1:.¢
7.0 | teeeo z (1) Wy, der s 0
rpors|-1s e IR s
== ===l 5. 77 1 | y 517« - 204 ¢ 4 H,
A ]
R TIEERT _ IR NY ' .
. Rt Rt Plnpe T e I L CRETEN TR WLV YR RPN S P
3 ' v )
' B T Y _ v boo, s . ’
, e e ] T T} TR . ALk ¢l cabesal, se tene
' [N I T ‘ % !
! Rl R ' " 7,93 F,
. g1y . Z
' 0.1 [ ] ' i
PRI Y &-§—
’ .07 ' * 7.14
1 e.c N s.07
' ESELAN SLELLI SR
1 [N '
0 el ' 1 a solucitn de la eviruciura requiere ol andlises de Jos marcos.
[} N +
——— ——— —— oy —m— . L
' - an ' l”
! — e RN W ] ”
. L]
] )
—|- 504 : 1.6y el -
- 0.9} 0.93
- 0.83 0.11 7 o
- 0.09 0.09 l“
- 005 0.01
- 0.0l 2.0l
- 8,75 7.84
Calculo de la fuerso que ha unpedido el desplazanuenin del cabersal,

s fa. ¢taa 2a. elapw

Del asn ),

Ne acuerdo con jus valores de los momenios obtemidos en el cdlculo



oo PASOL - Cinngr e e i anten i mente,  Se sipone un l.h'\‘p]:"!
samento B del cabesal voge caleulan los momcentos gqoe noprewdu-

cen oo b cules se obniene Lo fuerza en el cabesal gque causa -
cho dewplazanuenin,  Asi nnspn pasde saponerse el valog de Jog -

mostnentse y ecalealar 1 foersa en el cabwesal,

he 1o ot sepingase momentos de 10 t,m, en o eolomoan Jde la
weepnerda. L os momentog en la cobumon derecha e tendedn ol s

tey vabar, dnde que Tas o speatoces enoeline son distiniase,

Dot ffvetd Je vaaoder fanent

LR SIS

A
PRt |
1’

A AR

[

(21}
¢ "

) ol 40

d,,  HD . oelly C AL e,
I 180wl '

La disrritncrdin de momentoa ae realiza de igual manera como ae -

hizer en la primera ctapa.

1 orden del mbulado en csta ciapa s el que se presenta ensegui-

da.
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WA N ANRILE
10.00 5.00
4.8 | -5.17 b e3ed | 1038

B 1 B B 17 ]
vloe.re| rled| o4 | 0.7t |
et | e
o1 o4 | -0ls0| -0.38 |-0.14 | 1
T e T !
vogee | o d o e.77 | o.08 ||
L S ]
b -0.05 | 006 . | -0.04 |-0.00 ||
! AR R ey et § ik I
t o.01 | 0.1 0.07 | 0.01 | |
TR e TR
! a———— |
! I
! l
|| ro.00 5.00 | |

q -7.14 068 |
0.39 0.39
-0.72 -0.07
0.04 0.04
-0.0? 1

N1 T3t

Cdiculo de la fuerza 3 que ha productdo el desplazamiento  del cabezal.

] 5.5+ F
{ -\‘ ( )
.10 4,3 Ty, {1q. = 0
0 062 6.10 « 4ff,- 8.05
8.0y . (4
Z T ST Hy e 10574 = 354

Is.u oH, Hor $7.26
- My, den, = @

4.36 « dH - 4.68
e Hy = 9.04/4 = 2,28

Se tiene Fpr 3.54 ¢+ 2.76 » 5,80



der. PASOL - Conmn en el prmier aso se obluve am fuersza de -

2,91 won, v oen el sepumdo paso una fuersa

plicardn los resultades por el facior Jde correccsn £ /), que v -

le

C o= 2.93/5.40 « 0.505

r, = SR se mulie

Se obuienen Jos momecntoes sipients y como comprodacidn se

calcula ia fuerza on el calesad

\ Lo
e
/ L] S H‘ .
3,01 . ..'
HEF
I‘l .
‘08 T4 H, =
A PRI
4 H,
._-;__I,N o, ._|L.__.',r4-w.
'

EY.0F o 4.06)/4

1. 1¢

(P20 » 1. 341174

.14

.19 + 3 14 - 1,93

do. PASOL - Sumandao algebrficamente fos resultados Jde esta -

etapa con lus de la primera etapa, se obtiene finalmente

(1 \ lur

3
f 1

*
JIO.JS T.4?
2,69 5.0
{4}
Py 7
3.::__}_, ._T__,_,,
1z.13 . T¢

17
METODO DI KANI

Et métode de Kani es un proceso iterative, siendo el pufto de nar
tida Jel nnsmo les ceouaciones de pendiente deformacion que a continua- -
cithn 8e describen.

- [.a relucidn entre los momentos aplicados en los extremos Jde una

vign con los desplazamientos que producen, son:




CAPTTULD

FETODO UL KANI
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Los dingramas de momentos divididos enere 1, serdn

Rewalvicmds por viga runjugmh;

} k! }— L/3 #Jt— LI3 s

: lP, lE},
A e

P2

P‘- M.l' L

'F:

P,



iM

i pemdo on Yy

B.21L+8s)L-A-Maxl 1 =0 1
3 3 2E1 13

M

Pl persudor aitwar on |'|'

GalLle©s2L -8 -Mul 1L =0 2
3 3 761 3

I7L

St hncemos K-

— (3}

Man = 2EK(268. * O, '._.3_LA)

Mo = 2EK(29.*9.-_3_L£) —(4)

Ias evuiciomes 3y 1 ae Les ilama ovuaciones del m@endr pendien-
e abedarino wia

PLDoamrdienky ke Rt e bl L!‘q:ll.l_l'lj‘_l"_'il E_t_.ﬂn_;:r e Lae ecusaciomea men
crudas,

1.0 demosirac idn del i dtonko de Kan, e exproeea a continae ion:

S1 on 1as e uaciones 1y 4 e sutstitaye:

120

Se obtendr

Miy ™t m'.?
——— ey ——— ——
My 2 2K 00 * Kia D2 * Kee (5}
™ ma
Mz 2Kan D2 * Knnh + Kn ¥ —__ (8)
o en forma general:
Mii = 2m: + m; + mij + 4o — {7

cn la cual:
mi + contribwidn por giro de Ja barra ij, en el extremo esiudia- -
1
chy, [-——E—"E Gl]
mj * comribucidn por giro de la barra §j, en el extremo opuesto.
L v -
mij - contribacidn por desplazamiento lincal entre doa extremos
[sr1a
de la harra e
Ao = monentos de cmotramicnte en lns extremos Jde la barra,

producido por el sistema de carpas,
Aplicando la ecuacion de equilibrio de momentos 4 un nudo cual-

quiera en una estructura, se ohtendr4:

@

Kn

® >

K'H

®
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2: M| :. 0 Mia ma m's
) " A P ——

A ~
Fh = Ka(2$ + $a) + Kaef2@a + $r) + Hia

Kn {20+ J* K {20+ 9u) * K » )
1(20:* 0 O+ 0 (20, <0, + Kesi2 @z + Ga) + Ko2(2 93 + 02) + Kes¥y Poo 0O)

K20 D)) » KW * Ku¥Po s Mo = O —.(8) +|<I36(2®3 + de) + Kexi2 P + P3) + Kist|

(Mo = momento de desequilibrio en el nudo)

desarcollando  lg ecudcaign Qnterior, tenenemes

de donde:
st I} My Lt 1
- * K Y
.= - ) Mo * K1 Qs+ Ku@o + KOs Fh= 3{Kagh + K Pa + Kadz + Kzaths + Kaeds + Kyeda) +
20K ¢ Koy v Ko ¢ K ) 'J“.‘?L’ﬁ!‘."’!.’.’f}',_"_‘?_,
™ T e + 2V¥1 (K + Kas + K3g)---1ID
(9}
Aphwamdr aborg 1 eviac idn deoogeilibe g Je et 2av de entrepian
e tends d: de donds.
@ ) D ]L
LT Y mets mys
M L1l " [ 1]
— ,_T_‘
N . o h y s Kiaf + Kis Ps + Kasdz + Kas §s a2
l E -
’ 2K + K23 + Ksa + Kas Qs + Ksg Qs — _an_
WG R WA
mas me)
Sk=0=2F-)Yv=0
Siendo ZF = Fuerzas exteriores

ZV= Fuerzas cortontes
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D da vuacutn (9), % obtiene que: A la expresion fuera del pardatesis e le llama coeficiente de dis-
mi p tribucicn linenl,
itmg paréntesis que —_—
myy =  Kp ¢| = Kig [ {9} ] 03)
2lKe + Kis + Kt + ¥is ) lL.as ecuacwnes (13) y (18} son ta base para la aplicacidn del méw
do de Kani.
K [De acuerdo con lo mencionado, la secuela de cdicule para 1a obten
my = Ky SR TR ,iK TR mismo paréntesis que {9} q14) =
12 13 1 11
cittn del métondo de Kani serd la siguiente:
v en lortma general: 1. Obtener los coeficientes de retacisn angular en todos los nudos
) de la estrictura y los coeficlentes de distribucién lineal de wdas las co-
mij = K|‘|¢| [, 17 [mumo parénies i que [9‘] - _“_r'))
z}':u;, lumnas de la misma:
A b eapresedn fuers del paedmesis e 1e Haoe cochiciente de ro- coeficiente de rotacion angulnr = — -5— ki
[HTARTRTH] .ml'ulzu. ZKi
P Ly eviac et (12, <o obtiems gue coclici ente de distribacion Hneal = — %- Koot
ZKcols
mis = Me ¥p - - e E-;!Hu——s rarey [mnmo paréntesin Que I!?)]- {16} 2. Calcular Ina momentus de empotramiento en vigas y posterior

mente del momentm de desequilibrio en cada nudo.,
3. Si existen fuerzas horizontales, calcular la fuerza cortante en
M2y = KW = - W%ﬁnm [rmsmo paréntests que IIZ)]--(IT}
- . cade entrepino y el valor correspondicnic a Vh/3
4. Recorrer wodoa los nudos de la estructura aplicando las ecua-
y en forma general: . ciones (13} y (18), haclendo las iteraciones suflcientes hasta lograr que

la Gluima iteracldn sea igual a 1a precedente. El orden para recorrer la

cstructura €8 arbltrario; pero s conveniente que una vez sclecclonado -

mil = Kij¥ o= 3Kij [rmsrno paréntesls gque “2)]'“8)

2 2 Kcols. entrepiso algin orden, se repita en la misma forma. El método de Kanl es autoco-

rrectivo, es dechr, sl ae cometid algin error numérico, &ste se corregl
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ré en la sigulente iteracion. METONY DE KANI
.08 momentos finales en las barrag, se obtendrdn como sigue: l.as siguiented ccuaciones constituyen la base del Namado Méwdo
Jde Kani

Mij= L + 2m + mj + my

mij--?—;(k-(ﬁlntfm]lvilllfl - {1}

Wi = - -g;i— { ;l‘- + T (i) #mji)) --n ()

F1I momento real en el extranoe de ung harra serd gl a:

Mij ow Mo s 260 (201 ¢ ) - 3¥i)

L

Hij = Hio + Jmif ¢ m]i spif --- (3)

Problema |- Resolver por Kan la estructura siguiente
i [z}
207 T
i
L
i i 3m
5T il 14] 3
T
I 21 am
(5} 18] 3
AL TR T
B b m 4
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Ter, PASOL, - Caleado e lod factores Je disteibage nin 200 PASOL. - Calculo Jde momentos de cmpotrnmicntn,

Como las cargns eatdn aplicdas ¢n Jos cabezales de la cstruciura,

Sabemos qure. P A, o« ¥y . FnL, e 3 K
7 7 los momentoa de anpriramicento valen cero,
Anpuiares lancales
3er. PASQ. - Obencidn de momentos de entrepiso
I r Trivenien Este momento ¢ igual o
dnan ! Tigqider Relativa l L r; Rigider Arlativa f.D,
[ SV . DU e lintrepian Momenin « 1/3 vh
1-2 By w16 0_h1% 1-% 1/ = 0,33 0.5
- - N 2 0.333 (20 x 3) = 20
1.1 171 = 0, 1) o, nRs, Lok /1 = 0,6k 1.0
T TV T TR T ' 01333 15 x 3) = 35
SRR 7% V. T YRS 00 A e e J2OM - 068G —]
FICT AEYTRR I - ;""-"‘:.‘"“‘ 40, PASO. - Se sigue ¢l sigmente orden:
O S U S e e
7-n | 11 . B0y E‘J nag 1 1oy 1Y - 931 0.7% a). - Se disiribuye ¢l valor de vh/, cjn:rc las columnas de cada entrepli
T T e STy T N - a0
2eh 17y = 0,3} 0.7% *
g la M= N8 L - [ S -
Coma = 6" . .
1-1 1) = 0,10 0.0k - 0.6 Lolumna bl |
N DU I S EVEURSIN £ ) I LU FLLD B
3-5 =35{0.5) = 47.%
1-h 1675 = 1.00 0, \th . > ) !
O VY S k-6 =35(1,0) = -35
1.8 141 = 0.1} 0ok | 1-3 <2040.75) = =15
TR T T T 2-4 -20(0,75) = -15
AR ALV I
b-2 173 - 6.1 0.045
b-3 10/ = 2,00 0 )15
b). - Se calcula la contribucidn angular en cada nudo
4-6 2/ = n, 66 N0
Suma = 3,00
Ix] = 6,00

Nudo 1 mi) = ={F.D.AJ(Hje + L mJl + £ uéj) -- (1}

Donde Hio = 0; del paso 2



CCamo pramera anteruccwdn puade suponerse que’
Do) paso 4 0, se obtave T ovef .05

Sustitoyemdr en la ceuaerdn (1)

Fel e cmeem e BHISESTS) e 8,20

1ol o e myy 0 e o CAS[-TS) - 1,27

Jomil o« $07 7 VT

R A T N R A L 1

N R

R R L TR P B BT S L R o F

). ¥ B TR LD B SRS PO Y NP N S

38 e myy ¢ - 0, 08711,20 - 350 e 1 98

Mudo 4

d-] —————myy = - 0,055(10.40 - 50} - 7,06
-3 ey s - O 335{TT 48 - 50] - 12,56

-5 e — - O HIOUT2. 48 - S0 . 402

I (Pases 4.6y da)

Fmfy s [F1 74+ 0, 04] &« 12,48; L ouif » - 15 . 35+ - 50
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¢)  Se caleuwta la conteibucedn Limeal (ransversal,

Entrepiao |oouiyf

(Ful L VIV oy fmdy o+ ompdd) -- {7l

! "'Il'j omyy fome = 193 2 412 2 605

Lmje » 0 por ser el prianer entrepiso

Vhiy « 35

(Jel paso 1)

Sustituyendo en la ccuacidn (2)

$-5 o e ees Uy

0.5035 « 8 051 - 20,50

dob oo —e— gy s« 10135+ 4,05] & JI,056

Botrepso 7 VLSS -

Lmef om, +my,

Lmjl = my, ¢,y

LIS PR — | P

Tod e g

0 tadel puisn 1)

1,20+ 0,74« 2,01

1,93 ¢« 2,06 = 3,99

- 0. 75070« 2,00+ 3 99) - - 19,50

- 0.75020 ¢ 2,00 ¢ 3,99) & « 19,50

Después de esle paso, se regresa a calealar 139 st f wiguiendo nueva-

mente twda la secueh de cdleulo antes eapuesia,

Fog mothentos finales se caleutan aphicondn la fdrmola (), por cjem-

plo:



126

Hyp o 000 2IS.6R) ¢ 4 648 0 0 = 15,60 Problema 2.
Myy = 0 ¢ 2{1,08) + 1 386 - 19,77 « - 16,00

Resolver pir Kani el siguiente marco
Myg o C v TU484] ¢ 5,68 » 0 - 14,98

I R L N L LN I E T R Sy —
efe 17 71 131
1 1 £ m
Frnolo figurd que 8¢ muestra a contmeicitn, s¢ encuemiran anotados -
loa resultadoa ohienidos de 1a aplicncidn en formua interacilva de las
couacionea 1) 3 (2h hiswcas del mémdo de Kn;ﬂ.
iy Lisdt
‘!‘ L t :“
oL 3.8
(-BA 584 L i"'i‘l"! -
floendjony {1y | Hn 4 (1 14! !
i1} l;.i N ) =
"l . + m
! !EI: b f -
I foroe Factores dJde distribucian.
.
—— . Angularea ) l.incalcs
I, I:[

1. e Rigidez Rigider
—_ b . T A BARRA Retativa F.o. BaRRA Refativa F.o.
Py el XY .

L : 3N : - 1/4 « 0,25 0.188 2-1 174 0.25 0.15
!.I_‘ “ 1 , 'I:Z! §| . -1 / . >
O3 npi- o HR T 3Lk

LARELs) Moyy [V 2-3 | /4 - 0,50 10,333 3.4 | 14025 o8
S Suma = 0,15 ' Suma = 0,50
T 4 .

(i W e 2 x0.75 » 1,50 (2/310.5 » 0.313
1l WH .

B S 32| 274 - 050 o3
q 4
———— .

MITEY AT 3-4 Hd - §.25 0,186

Sum = (0,75
- . 730,75+ 1,50
I =
*1%.1 TR
TR WL\\\
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Mopnentos Jde Fopotrimmente

PP
k]
i}

Mg + -

Momento de [ otrepiso

1rh 14
R R L

Dhistnobac b ol vabor de Y/ entre las columnas

T B L ) Y v
[ LULEY S S R B

Uttt 050 anpuabee e e nimke

Ninkr ! Yo ' Wt ¢

2F - .y Coleaed T4 - 00
[ e R L LI AR IR AR
[ETR A | 'f’., : ‘e 4

I T L Lt F A IO TR W)

5.4 - .- mogoro- ULH6817 0 T - 4] - 000

Contrsbcdn hipeal transversal

Yemufoem g e, 0 1,000 2 0.00 - 1 00

T I U A Tk

7 S,

Se vuelven a calcular Yas mef

cWpy o= e 0251535 ¢ TcR)

Hyo = = 0.7545.45

A

lLos resultados se muestran en la frigura siginente,

-3

.48 4,67
el o2
e 10k g.204
1,104 4 0.208
1.t40 0. 168
r, 009 0,000
19,3331 - 2.0 Jo.33
(k3] [
N R ] et < ]
T T N s o Mt Lot
H-.‘-.‘“-.'; -.-‘.-,-.-.5.1
111 14}

v asi succsivinmente,

o T4¥
r. 000
.08
0,104
v, 112
o, 11>
Sire T

-d.81
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I'roblema 3, - Resntver por ham ol marco sipuente, Momentos de emporramienio
Myg = Magld = M,y = - '-'[7’ - §.33
v I 1 I/m 13
— _ L
r e ireete, o ] = Myy o M, ¢ m_l: - 133
dr 17
- P
L.mrax’xﬁicmmxmuﬂrmm ,," Momenms e entrepiso
ih I 7 I
() Im Vh . l'.ﬂt'i v 11,33 ; vih | ledd | 40,00
3 3 . ’ ] 3 .
{rt 14} 15} Fn cate problema se mnicid la disorhucidn, con las contribefonea an-
=™ AN =
'f’ 2w A T 4 o gularea miguicndo la secuencin COMAH2HSNT)

Asf tenemos, por ejemplo, para el ondo
Factore Jde sdisrg ilan it .

Anygular 1ot Lomfi e Tuéfe 0 ; Hyy » - .33
U RNV
! St PP S
' N ! Fef e opi g.c hwio 5 (utilizamoa la ecuacidn 1)
Y S A4
e 5 RN 0.4 57 e M2t s 00357 1-8.33) - 2,97
A L EL H f P e 0 0.8 54 My s - 0143 (28,75 @ 119
IR ST FLEL T ST TR T T
j-d /e » 010 o148 {sedde iv o040
T e SR T e Sl Loa valores amteriores se encuentran anotados en el nwo 3 de la es-
T h0.88 . 0.0 e VS B L 0.1%
—————y—— - —— e - e S B ¥ | . Ty - .
i e s o0 Jeit 1 Tz 2.7 tructura, on primer orden,  U'na vez calculados loaeid ge procede al
45 i 144 r 0.5 0.3%7 s = —‘J cdlculo de lna B y sl aucesivamente.
Smr + 0. A6 St o 0. 5¢
71038 0,00 12/410.% - 0,333 J : :
s : En la fgura siguiente, se muesira 12 estructura con los valores calcu
5.: Hine - o.10 00715
5-7 ie » ¢ lo £.071, lados en cada Intcraccidn,
5-4 174 = 0,25 ALA) o
5.6 1sd - 0.75 0,119
Sumt = 070
L0070 - 1,40
RN RN AT ENTT
1§ - J/i4oe 0,05 d.3%7
Sy + 0, 3%
| L35 070
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18]
™

17}

o P
I e i g
(RN YEEREN]

“29.1%

L&}

i NEO ot |
Sjomerm e 12
o D it}

(31

-1

<14

AN

9

CAPITULOD

IpiRrRODECCTION

ANALISTS

PLASTICD

AL

T2Y.8Y I”

AN\
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INTRODUCCION AL ANAY ISIS PLASTICO auperior (), si slyue incromentindese ¢l momento tambldn ae alcanza

la fluencia on fa parte inferior {Jd).

Se sumne que el matcrial se deforma de una manera Wdeallizada como se

ve en la grifica . (]

bon A o Area

2y DEPORMACION DF FLUENGES

L) -

L fAFuraIn [
v v or Fruthcw Si el momento sigue aumentamde se ega al estado plasiico toral.

Se puede calcular el valor Jul momenio dbtimo en esta condicldn,  El -

cje neutro divide a la seccidn ¢n dos dreas lguales. las resultanter de

tenaidn y comprealdn son ; o ¥ ¢l momento
Momeats dithone,

A
. My - 7 oy ¥y V)
Comanbdreae g viga con b seceidn transsersal que ae indica con un cje

le almetria (a
v bmettfa (4 damde ¥, v ¥Y;gon las distancias a los centroldes Jde las dreas de com-

presidn y de tenaidn a parur Jel eje neutro,

o 0, o -
El momento mdxtmo que s¢ predsenta kin exceder el cafuerzo de fluencla
LL3F ol <] I W
f es My « ayz,res ¢l médulo de la seccldn,
v = (b
l.a relacién "'}E s a depende de la forma nor lo cual a se |lama fac
ta}) tp) te) a1 -

L)
tor de forma y cs alempre mayor que la enddad,

I.a viga, estd sujeta a flexidn en el plano de simeir(a,

bh?
$t el momento es, pequedn el esfuerzo y la deformacidn varfan llnealmen Para un rectdngulo de base by a;lhu)ra ho 7o e
bh? M u ¥
te (b). Upeoy —— W‘E.—-—W'a' 1.8
oYz

Cuando el momento aumenta el esfucrzo alcanza la fluencia, cn la parte



Para una seccida cireular sélida a* 1.7, para vigas de seecidn [‘varﬁl -

de 1,15 a 1,17,

Comportamicato puistico de una viga <imple.

Considérede la relactdn entre Momento y Curvatura ddedlizada,

-

t
i
!
{

My MOMENTG PLASTICO TOTaL

Veamod la gigulente viga:

o

Cultva Tuma

RP= -
= L . L
t 3 i +
.-|_
Py
" w
LY —y—
il [Pe e
E, )
+— -
ig}
3
b: PL"
L b =4 DEFLEXION
DEPLEXION e ELASTICA
orcoarsy | L
(F']]
tel E
rOna DR FLUENCIA

o
-t

-
T

Siose wrementd el valor Je P has

ta e e alcamce ¢l valor del mo~

menter Mp Pet

Mp = -=-

Pe - 4dp

Entomnced ue presenta una articula-

cion plistica y por lo tanto el co
lapso.”

Si tgualamos el trabajo con el In-
terng en (c),

Pe ;-B « Hpld

Pn:-ﬂ['-E

Grafigquemos la relacidn Carpa-deflesidn.,

P
e m A ——— REAL
Y - < 0EALIZADA
Pc /
CAmGA DF
FLUENCIA o
aue e )
CAUSA My ?
o
Pe ¥
et
e

Comjderemos una viga hliperestdtica:

e Ly

Lrg oy

[gualando trabajo externo con lnterno,

Mplue+Ze+sa)

4Mpla

wel!?

]



u
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INTRODUCCION AL ANALISIS ESTRUCTURAL l

t

1.1 INTRODUCCION

El analisis estructural es un paso intermedio en el proceso a seguir para la
construccion de cualquier cbra civil y tiene come finalidad el determinar el
comportamiento de la estructura que 1a soportara, es decir, los efectos producidos por
las diferentes acciones que obraran en la construccidn. El comportamiento de la
estructura se pusde expresar a través de desplazamientos, reacciones y fuerzas internas
(elementos mecanicos). A partir de estos ultimos se define [a resistencia que debe tener
la estructura para soportar las cargas qu2 obraran sobre ésta y con los desplazamientos
sa revisaran las condiciones de servicio, para esto los desplazamientcs actuantes seran
mencorss O iguales que los permisibles establecidos por los reglamentos de
construcsion. Si esta condizion no se cumple deberan cambiarse las dimensiones de
fa estructura y analizaria nuevamente. De lo anterior se observa que el analisis y el
disernio ds ura sstructura &8s un prcceso iterativo y que el anélisis estructural es una
‘herramienta necesaria para disefar una estructura y asi poder construiria.

Pzr otro tado para poder realizar el analisis de una estructura, se debe tener bien
definicas sus condiciones de frontera 0 condiciones de apoyo, ya que una estructura
bajo las mismas condiciones de carga pero diferentes condiciones de apoyo tiene
comporniamiento diferente.

Un apoyo es la represantacion grafica del numero de reacciones necesarias en
gl punto donda se encuentra dicho ancye. para establecer el diagrama de cuerpo libre
en la estructura. Las diferentes condiciones de apcyo se obtienen a partir de la
conunuidad dz2 los elemanios 0 de la forma en gue se conectan; por ejemplo un
elemenrto ya ssa de made-a, congreio O acero se apoya en forma directa sobre otro
elamento como se incica £ fa figura 1 1.a.



Se observa que los desplazamientos horizontal y angular pueden ser difersntes
de cero. sin embargo en la direccion vertical el muro restringe el desplazamiento dando
origen a una reaccion vertical Rv. La idealizacion del apoyo de esta estructura se
pusde representar como se indica en la figura 1.1.b. Este apoyo s& conoce como libre
o diracto y es la representacion esquematica de una reaccion. ‘ '

Siota viga de la figura 1.1 se sujeta como se indica en la figura 1.2. el
desplazamiento hornizontal se restringe dando origen a una nueva reaccion y su
idealizacidn se muestra en la figura 1.2.c. Este apoyo se conoce como articulacion y
es la representacidn esquematica de dos reacciones, una vertica! y otra horizontal.

I

Rv

(a) (k)

Figura 1.1

(a) (&) (c)

Figura 1.2

Si ese mismo elemento se ¢cnacia a otro de tal manera que el desplazamiento
angular sea cero, ademas ce los desplazarnientos vertical y horizontal como se indica
en la figura 1.3.a se da origen al apoyo gue se concce como empotramiento, el cual es
la reprasentacion de tres r@acciones ccmo se muestra en la figura 1.3.D.

2
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Figura 1.4

D= los cuatro casos antericres, s2 puede concluir que si hay desplazamiento en
el apoyo nc hay reaccion y si hay reaccion no hay desplazamiento.

1.2 EQUILIBRIO, COMPATIBILIDAD Y RELACION ENTRE FUERZAS Y

DESPLAZAMIENTOS.

Enla seccicn antencr sa gafinid el objativo del analisis como la determinacion

Sin imgoeniar ef metodo utiizacdo para lograr ests objetivo es necesaric cumplir con las
concicionas de equilibrio, ccmoatbilidad vy la relazion entre fuerzas y desplazamientos



1.2.1 EQUILIBRIO

La solucion correcta de la estruciura debe satisfacer las condiciones de equilibrio
estatico, no solo para la estructura completa, sino tambien para cualguier parte de ella
tormada como un cuerpa libre.

£nun espacio tndimensional si &l vector fuerza resultants es igual a cero, tambien
sus cocmpeonentas deben ser igual a cero, por 1o que se pueden plantaar as siguientes
ecuacionas’

SFx =0 ZIfy=0 Irz=0 1.1.a

En estas ecuaciones las expresiones LFx, ZFy y Xrz son las sumas algebraicas
ds las componentes en x, y & 2z respectivamente de todos los vectores fuerza que
actuan en el cuerpo libre. tgualmente. si el vector momento rasultante es igual a cero,
las acuacionss d2 momeanto del equilibrio estatico son;

Mx=0 IMy=0 3IMz=0 1.1.b

donde IMx. IMy & IMz son las sumas algstraicas de los momentos respecto a los
eizs x y & z respectivaments, de toccs los pares y fuerzas que actuan sobre el cuerpo
libre

Las ecuaciones 1.1 represantan las condiciones de equilibrio estatico
tndimensional  Si la estructura es plara y las cargas estan en el plano que contiene a
la estructura y los pares tienen sus vestores normales a ese piano, solo son utiles tres
de las seis ecuaciones de equilibrio Considerando que las fuerzas estan en el plano
x-y, evidentemente las ecuaciones Ifz = 0, Mx =0 y ZIMy =0 se satisfacen
automaticamente. Las ecuaciones resiantes XFx =0 XFy =0 y IMz = 0 son las
ecuaciones de equilibno estatico que toda estructura en el plano x-y debe cumplir.

Las ecuaciones de equilioric pusden aclicarsea cualduier estructura cComo cuerpo
libre y s1 se cumplen en ésta, entonces deberan cumplirse también en cualquier punto,
glemento, nodo © cualquier parte ¢2 elia tomada como cuerpo libre como ya se
menciond anteriormente.



1.2.2 COMPATIBILIDAD

En las estructuras donde el numero de las incognitas es igual al ndmero de
ecuactones de equilibno estatico, se puede determinar el valor de las reacciones y de
las fusrzas internas que estén presentes en el sistema estructural para lograr el equilibrio
dei mismo Sin embargo hay estructuras que tienen mas incognitas que ecuaciones de
equiliornio estatico, por lo tanto se ve la necesidad de plantear ecuaciones adicionales
para poder detarminar todas las incdgnitas. Estas ecuaciones se obtiznen a pantir de
las condiciones de compatibiiidad. Estas condiciones se refieren a la continuidad de los
desplazamientos a le largo de toda la estructura, por lo que, también reciben el nombre
de condiciones de continuidad. Usualmente estas condiciones son de interés en los
noccs de la estructura. por lo que se define la compatibilidad como el desplazamiento
de un nodo debe ser igual al desplazamiento de los extremos de las barras que
concurren al nodo.

Para ilustrar esta condicion, considerese la viga mostrada en la figura 1.57la cual
tiene tres reacclones y solamente se pueden utilizar dos ecuaciones de equilibrio Fy =
Oy IMz = 0, por lo que hay que establecer una tercera ecuacion.

Figura 1.5

Utilizando el principio de superposicion de causas y efectos ( la respuesta de una
estructura, debida a2 un numero ds cargas aplicadas simultaneamente, se obtiene
mediante la suma de las respuestas de las cargas individuales, aplicando por separado
cada una de ellas ) la viga de lafigura 1.5 se puede descomponer en dos estados como
se muestra en la figura 1.6, de tal manera gue si sumamoes el estado 1 con el estado 2
se obtiene la viga inicial
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Se observa que en el extremo A de la viga de la figura 1.5 el desplazamiento
angular vale cero,

A = 0

y de la figura 1.6 para satisfacer esta condicion de compatibilidad,

A+ @A, =0

la cual es la tercera ecuacion necesaria para determinar las tres reacciones de la viga.
1.2.3 RELACION ENTRE FUERZAS Y DESPLAZAMIENTOS

Para definir la relacion entre fuerzas y desplazamientos de cualquier sistema
estructural, es necesano utilizar las leyes constitutivas { propiedades ) de un material
dado y los conceptos de equilibno y compatibilidad. Hay dos formas basicas para
expresar estas relaciones. La pnmer relacion fuerza_—de'sptazamiento de la forma:

P=KD

donde P es la fuerza, D los desplazamientos y K la rigidez de la estructura. La rigidez
tiene unidades de fuerza por longitud y puede definirse como la fuerza necesaria para
mantener el elemento en una unidad de desplazamiento. Esta relacion es la base para
el metodo de las rigideces, la segunda relacion se puede expresar.

D=FP

[N



en este caso F define la flexibilidad del elemento estructural y esta dada en urudades de
'Iongitud por fuerza. Puede considerarse gue un coeficiente de flexibilidad es el
dssplazamiento generadc por una carga unitaria. Esta relacion es la base para el
metodo de las fuerzas.

1.3. TIPOS DE ESTRUCTURAS
)

Las esiructuras de acuerdo a su comportamiente se bueden clasificar en dos
grandes grupcs las estables y las inestabies. Estas uUltimas son aquellas que no son
capaces de soportar un sistema general de cargas a menos de que éste sea controlade.
Las estructuras 2stables son aquelias capaces de soportar un sistema general de cargas
cuyos valoras estan limitados a que no ocurra una falla por deformacion excesiva y a
su vez se pueden subdividir en isostaticas e hiperestaticas. Las isostaticas son
aquellas que s pueden resclver con las ecuaciones de equilibrio, es decir el nimero
-de incognitas (reacciones y fuerzas intarnas) es igual al numero de= ecuaciones de
equilibno que se pueden utilizar. Por el contrano si no se pueden resolver con las
ecuaciones de equilibrio se dice que son hiperestaticas. También se puede hacer la
clasificacion de las estructuras en torne a los elementos mecanicos que estaran
presantes en las mismas

Para determinar los elementos mecanicos que estardn presentes en una
estructura sujeta a un sistema genéral de cargas, se parte de considerar que la
estructura esta en equilibrio y como consecuencia cualquier punto o fraccion de la
misma también debe estar en equiltbrio.

1.3.1 ARMADURAS

Si se traza una seccion a-2 en la armadura mostrada en la figura 1.7.a, se
observara que para lograr el equilibrio de 1a porcion dz la estructura comprendida entre
la seccion a-a y el apoyo A se requiere de dos fuerzas normales N, y N, a la seccién de
las barras 1 y 2 respectivamente, figura 1.7 b, para cualquier otra seccion resultard una
situacion simiiar, ya que las fuerzas necesanas para lograr ef equilibrio seran normales



a la seccidn de las barras. a estas fuerzas también se les conoce como fuerzas axiales

‘ N1
Al \3 /,; B e ™ ”B A—/\ -
— z t T )
N RA
() (&)
Figura 1.7

1.3.2 VIGAS

Si se traza la seccion a-a en la viga mostrada en la figura 1.8.a, para lograr el
equilibrio vertical se requiere una fuerza V que tendra la misma magnitud pero sentido
contraric a la reaccion, a esta fuerza se le llama fuerza cortante, estas dos fuerzas
producen un par que sara contrarrestado por un momento M, Gue genere otro par de

igual magnitud pero de sentido contrario, figura 1.8.b, asi se concluye que la viga estara
sujeta a fuerza cortant2 y momento flexionante.

(@) Figura 1.8 (®)

1.3.3 MARCOS PLANOS

Si se analiza la seccion a-a del marco moestrado en la figura 1.9.a se requiere una
fuerza normal N a al ssccion para eguilibrar {a reaccidn vertical, una fuerza cortante V
para equilibrar la reaczion hornizontal, estas dos fuerzas { Rh y V) forman un par que



sera eguiibrado por un momento M que genere otro par de igual magnitud pero santico
conrano, asi los elementos mecanicos que estaran presentes en un marco seran: fuerza
normal, fuerza cortante y momento flexionante, como se muestra en la figura 1.9.b.

w
\ N
) M/_",
a , a b
~ +— Fn
- . " Ry
{a (&)

Figura 1.9

1.3.4 RETICULA O EMPARRILLADO

Una reticula es una estructura en la cual 1a carga se aplica perpendicular al"ptano
qus contiene la estructura, si se analiza la seccién a-a de la reticula mostrada en la
figura 1.10.a se observa gque los elementcs mecanicos necesarios para planterar el
diagrama de cuerpo libre de la parte de la estructura comprendida entre la seccién y el
apoyc A son fuerza cortante Vy, momento flexionante Mz y momento torsionante Mx
coemoe se ndica en la figura 1.10.b

w
= Y Mz
¥ £ l <
Az [
- . v . / =
-
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- Mz Ry
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(a {b

Figura 1.1¢



1.3.5 ESTRUCTURAS TRIDIMENSIONALES

Estas estructuras también se conocen camo marcos tridimensionales y para su
araiisis s necesario referirlas a un sistema cocrdenado tridimensional. Si se analiza 1a
seccion a-a del marco mostrado en fa figura 1.11.2 se observa que para lograr el
eguilibrnio de la porcion mostrada en la figura 1.11.b se requiers una fuerza axial N, dos
fuerzas cortantes una en la direccion "y " y la otra en la direccién * z * que
denominaremos come Vy y Vz respeciivamant2. en un momentc torsionante alredsdor
ael eje longitudinal de la barra Mx y dos momeantos flexionanias uno alrededor del gje
"y "y otro alrededor del gje " z " My y Mz respectivarente.

: d P Mz vz
o ———
P )
a _ '__ __._/ ~ N
My Nix
- — _— Mx 4
P ] Vy
"1_.7_ T My

Figura 1.11

1.4. GRADO DE HIPERESTATICIDAD

La estructuras hiperestaticas ( estatcamente indeterminadas ) pueden ser
externamente y/o internamente indeterminadas. Si el numero de reacciones excede el
numero de ecuaciones de equilibro disponibles, se dice que la estructura es
externamente indeterminada S algunas fuerzas internas (elementos mecanicos) no
pueden determinarse por la estatca a pesar de que todas las reacciones sean
conocidas, la estructura se clasifica ccmo intzrnamente indeterminada. Para itustrar lo
anterior considerese la viga de la figura 1 12 12 cual tiene 5 reacciones y solo se tienen
disponibles 3 ecuaciones de equilibrio ( ZFx=2, LFy = 0y Mz = 0), lo cual da un
numerd> mayor de reaccionss (incognitas ) gor lo tanto la viga se clasifica como
externamente indeterminada

1¢



Figura 1.12

. La armadura de la figura 1.13 tiene 3 reacciones para cualquier ccondicion de
carga y s2 dispone de tres ecuaciones de equilibric (ZFx, XFy y IMz). Como el
numero d2 reacciones es igual al numers de ecuaciones de equilibrio la armadura es
isostatica externamente, sin embargo las fuerzas en las barras no se pueden determinar
con las ecuaciones de equilibrio. S se retira © se corta una de las barras diagonales
como se muestra en la figura 1.13.b, las fuerzas en las otras barras ya se pueden
detarminar con las ecuaciones de eguilibrio. por io que las fuerzas intarnas en la
armadurz exceden a las ecuaciones de equiiibrio en una fuerza, lo cual indica que la
armadura es hiperestatica internamente

4 -
_— RS
———t—— - —— e e —_— )

Figura 1.13

El marco de la figura 1.14 t2ne sais reaccioneas y se tienan dispenibles tres ecuaciones
de equilibno (IFx, IFyy IMz) Zi numero de reacciones es mayor al numero de ecuaciones
de eguilibrio, lo cual hace que el marzo sea hiperastatico extarnaments  Las fuerzas internas
(N. Vy M) en todas las barras no se pusden detarminar con las ecuaciones de equilibrio. Si
seretira 0 se cona la barra honzeontal infenor, como se muestra en la figura 1.14.b, las fuerzas
internas en las otras barras ya se puegan calcb!ar cen las ecuaciones de la estatica, por lo
que las fusrzas internas de! marco exceden en tres a las ecuaciones de equilibrio, lo cual

11



implica que el marce es hiperestatico internamente.

Figura 1.14 2a ¥y L

De lo anterior el grado de hiperestatcidad de una estructura se define como el numero

de reaccicnes y de fuerzas internas que exceden al numero de ecuaciones de equilibrio
estatico. asi '

GH = GH, + GH,
GH, = NFI -NEE
GH, = NR. -NEE. (1.1)

donde

GH GH, y GH, son el grado de hiperestaticidad total,

interno y externo
respectivamente

N.F.|. es el numero de fuerzas internas (elementos mecanicos); N.R. es el numero de
reacciones y N.E £. es el numero de ecuaciones de equilibrio estatico disponibles.

El grado de hiperestaticidad puede ser negativo, igual a cero 0 mayor que cero, estos
valores representan

GH > 0 estructura hiperestatica
GH = 0 estructura isostatica
GH < 0 estructura inestable

Para ilustrar la aphcaciones de la expresidn (1.1) se determinara el grado
hiperestaucidad para las estructuras de las figuras 1.15ala 1.19

12



Figura 1.1%

GHI =0
GH =0

Figura 1.17

GHe=6-3=
GHI=3-3=0
GH =3

Figura 1.1%
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GH=8-3=5
GHI=3-3=O
GH =5
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Figura 1.18

GHe =6-3=23
GH =6

GHe=6-3=3

GH =29
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En las estructuras de la 1.15 a la 1.19 'se determind el grado de hiperestaticidad po
Inspeccion. es decir, estableciendo el nimero de reaccicnes, fuerzas internas y el nimero de
ecuaciones de equilibrio estatico que se pueden plantear en una estructura determinada. Para
ciertas estructuras, especialmente para aquellas que tienen un gran numero de barras, es
dificil aplicar este enfoque, por lo que se recomienda utilizar la ecuacidn (1.2) que resulta de
hacer un planteamiento formal.

Corsidérese una estructura cualquiera con NB barras, NN nodos y NR reacciones. Las
inccgnitas son los elementos mezanicos EM vy las reacciones NR en cada barra y apoyos
respectivamente, es decir:

I = NEM * NBE + NR

En cada nodo se pueden plantear N ecuaciones de equilibrio estatico NEE, asi las
gcuaciones que se generan en la estructura son:

E = NEE * NN

si la estructura es 1sostauca, el numero de ecuaciones es igual al niémere de incégnitas
NEM * NB + NR = NEE * NN

per lo gque el grado de hiperestaticidad es el nimero ¢2 incognitas menos el numero de
gcuacionss
GH = NEM = NB + NR - NEE * NN (1.2)
donde
NEM: numero de elementcs macanicos en las barras de la estructura en estudio.
NEM =1 en armaduras solo hay fuerza normal
NEM =2 en vigas cuando soio exista fuerza contante y momento flexionante
NEM =3 en vigas y marcos en el plano por presentarse fuerza normal, fuerza
cortante y momento fiexionante.
"NEM =3 en reticulas o parrillas se tiene presente fuerza cortante, momento
torsionante y momento flexionanta
NEM =6 en marcos en el espacio por estar presente los seis elementos
mecanicos (N, Vy. Vz. Mx, My, y Mz)
NN numero de nodos
NR. numero de reacciones

14



NB numero de barras
NEZ=: nimero de ecuaciones de equilibrio por i10do
(== =2 armaduras en &f plano
NEE =3 armaduras en | espacio
NEE =2 vigas con fuerza cortante y momento fiexionante
NZZ =3 wvigas y marces con fuerza normal, fuerza conaniz y momento

flaxionante

== =3 reticulas ¢ parrilias
NEZ =6 marcos en el espacio

El uso de la ecuacidn (1.2) se ilustra con la aplicacion de las estructuras de las figuras

i153a11¢g

Para la estructura de la figura 1.15 por ser armadura se tiene solo un elemento
macanico por barra que es la fuerza norma!, por lo gue NEM = 1, nueve barras NB = 9, tres
rezzciones NR = 3. por nodos se pueden plantsar dos ecuaciones de eguilibno  ZFx=0 vy
TFy=0 por to tarito.NEZ = 2 y por ultimo tiene seis nodos incluyendo los acoyos NN = 6,
sustituyendo an la ecuacion (1.2)

GH=1*"9-3-2*"6=20

Para la viga en la figura 1.16 los elementos mecanicos por barra son tres NEM=3, el
numero de reacciones es B NR = 8. el nimero de ecuaciones que se pueden plantear son
tres (ZFx=0, IFy=0 & Mz=0) NZZ = 3 y tiene cuatro nodos NN = 4 que aplicando la
ecuacion (1 2) resulta. '

GH=3"3+8-3*4=5

En el marco de fa figura 1.17 se tene NEM.= 3, NB = 3, NR = 6, NEE = 3y NN = 4

GH=3"3+6-3"4=23

Para el marco de la figura 118 s2 nen2 NEM = 3 NB =6, NR = 6 NEE = 3y
NN = 6, asi )

GH=3"6-6-3"6=6



Finalmente para e! marco de la figura 1.19 se tiene NEM = 6,N8'= B, NR =24 »
NN = 8, asi

GH=6*8+24-8"6 =24

que comparando los resultados se observa que son los Mismoes.

1.5 GRADQ DE LIBERTAD ( INDETERMINACION CINEMATICA)

El grado de libertad esta relacicnado con los desplazamientos desconocides en la
estructura: como maximo un nodo puede tener seis desplazamientos desconocidos { 3
lngales y 3 angulares ). El graco de liberad s2 define como el minimo numero de
desplazamientcs necesarios para definir la configuracidn deformada de la estructura. Si se
consideran los desplazamientes de los nodos unicamente, el grado de libertad se puede
deﬁ_mr como el numero posible de desplazamientos de una estructura y se puede detsrminar
a parur d2 la siguiante expresion

GL = NN * DN - NDR (1.3)

donrde
GL grado de liberacd
NN numero de nodos incluyendo los de frontera
DN - numero de desplazamientas por ncco
NDR. nimero de desplazamientos restnngidos

La expresidn anterior se puede leer como. el grado de libertad es igual al numero de
ncdos incluyendo los de frontera por el numero de movimientos posibles en cada nodo

mencs los desplazamientos restnng:des

La expresidon ( 1.3) tambien se ilustra azlicandola a las estructuras de las figuras 1.15
alie '

La armadura de la figura 1.5 tiene 8 nccos NN = 6, dos desplazamientos por nodo
CN = 2 y tres reazciones NR = 3. asi

lc



La viga de la figura 1.16 tiene cuatrc nodos NN = 4, tres desplazamientos por nodo
cos lineztes ( horizontal y verucal ) y uno angular DN = 3 y ocho reacciones NR = 8, asi’

GL=4+"3.8=4

Para 3y NR = 6, asi;

1y
3
1Y)
;)
0
(8]
a
@
)
=
w
-
=
Ty
—h
~
Z
- Z
"
he
rd
o
I

GL=47"3-6=6

Fara el marco de la figura 1.18, NN = 6, ND = 3y NR = 6, asi:

Y finalment2 para el marzo de la figura 1.19 setiene NN = 8 ND = 6 y NR = 24, asi:
GL=8"6-6-24 =24

S| grado de hiperestacidad estd relacionado con el metodo de las flexibilidades o de
tas fusrzas y nos indica el numero de inc<gnitas (e!emehtos mecanicos y rea:cioneé) que
exz2a2n las ecuacionas de eguiliono estanzo y con esto el nimero de 2cuaczionss que hay
que plantzar adicionalmente a las de equilibrio estatico, para poder analizar ia estructura. .| Y
el grado de libertad esta relacionade con el metcdo de las rigideces y nos indica el numero
dssplazamientos desconocidos gque tenemcs en dicha estructura y asi plantear las

0
M

s:uacion2s nacesanas para conocerlos y a panir de estos determinar los elementos
MEeCcanizos
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METODO DE LAS RIGIDECES 2

£s un metodo de analisis general para estructuras que se puedan medelar a base
de elementcs barra, como es el caso de vigas, armaduras en el plano, armaduras en al
espacio, marcos planos, reticulas y estructuras en el espacio.

Vale la pena mencionar que es el métodc mas adecuado para su programacion,
y todos los paquetes formales para el analisis estructural en computadera lo utilizan.

En terminos generales, el métcdo de las rigideces consiste en establecer a través
del equilibrio y la compatibilidad la relacion qus hay entre las cargas y los
desplazamientos que estas generan en la estructura, a partir de dicha relacién se
pueden conocer jos desplazamientos en los nodeos de la estructura y a partif de estos
los elzmentos mecanicos en cada una de las barras que forman la estructura.

Comoc se puede observar para conocer los elementos mecanicos en las barras
que ‘crman la estructura, hay que conocer pnmero los desplazamientos de los nodos
de la misma. razon por la cual tambien se le conocce como el metodo de los
desplazamientos.

2.1 SISTEMAS DE REFERENCIA

£n general, se tienen dos sistemas de referencia, uno llamado local (x,y,2) para
pcder hablardecada elemento que forma parte de un sistema estructural y otro llamado
sistema gicbal (x .y .z ). que sera el que se utilice para hablar en su totalidad de todo
el sisterma estructural.

Es importante senalar que en el sistema local, el gje x debera coincidir con el gje
longiucdinal de la barra y deperdiendo de esto los otros dos ejes se estableceran

8



considerando un sistama coordenaco derecho.

v
] y
f A t X
' 7 e
b z Ly
y— a -~
- local 1 x \
X
" global
Z -
Figura 2.1

Considérase una barra cualquiera a la cual se le indica con € numero uno el
extramo donde inicia y con el numero dos donde termina como se musastra en la figura
22 k2

*

barra

=

INICIO terminacion

m
]

i}
I
"
w
L8]
¢

Sin embargo cuando vanas barras concurren en un mismo nodo NO es
conveniente escnbir tocdos los numeras gue indiguen inicio y terminacion de bama, lo
que s2 hace es indicarios a través de una flecna, el extremo donde inicia la barra
(extramo 1) coincide con el imicio de la flecha y el extremo donde termina la barra
(extramc 2) coincicird con la terminaci2n de la flecha, figura 2.3.



Hal~1-] tarminac:an

Para la apiicacion del método se parte de que toda estructura debe cumplir con
las condicicnes de equilibrio y de compatibilidad o continuidad. Para ilustrar dichas
cendicicnes. considérese un nodo "' de una estructura cualquiera al que concurren
varnias barras y se aplica un vector de cargas “P, “, como se indica en la figura 2.4

Pi
|
b
: 4
\\ 1 \
a i c
!
d
\L/
Faigura 2.4
Por equilibrio:
ﬁ4= }324‘ ‘5‘.:‘ ﬁ.r:‘ ﬁ;d
pcr compatibilidad:
a‘: a:a. a..:- a.r:' a‘.d
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Esta ultima condicion indica que e! vector desplazamiento en el extremo de las
barras que concurren a un nodo debe ser igua!l al vector desplazamiento de dicho nodo

Por otro lado considérese una barra en el sistema local tridimensional y que
uede estar sujeta a los vectores de cargas?, y £, en el extremo 1y 2 respectivamente
cme s2indica en lafigura 2.5

e

[

N
*

Estos sin importar su magnitud y direccion, generan los vectores de
desclazamuento g, y &, respectivamente.

Azopiandc tos vectoras de cargas y desclazamiento en forma matricial, se puede
estabiecer |la relacion entre estos vectores a través de una matnz de coeficientes que se
define como la matriz de rigidez de la barra asi:

CQue es la ecuacion fuerza-desplazamiento de un elemento barra en el sistermna local.



2.2 DETERMINACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES

La rigidez de un elemento estructural se entiende comunmente ccmo la magnitud
de la fuerza requerida para procucir un desplazamiento unitano. Para ser mas
especificos, la palabra desplazamiento en el concepto anterior, debera especificarse en
detalle mencionando su caracter { lineal o angular } y su lccalizacion, como cada
elemento tiene dos extremes. la palabra desplazamiento s$e interpreia como
desplazamiento  generalizado en los estremos de un elemento =5 el sistama
coordenado tridimensional el vector que representa el desplazamiento en un punto tigne
seis componentes, tres lineales y, tres angulares, como se indica en la figura 2.8

Al igual que el desplazamiento la fuerza debe de entenderse como una fuerza
generalizada que en el sistema coordenado tiene seis componentes comoe se indica en
la figrra 2.7

Py TS

Mz -




Representando en forma matncial al desplazamiento y la fuerza generalizacos

21 [p!

rdx’.! [d:,: x 1
dz, _ ldsl P, ) P,
Pe| ld‘! M| P,
¢y; ;dsj M, P
ASHENES Mz (P

Asi la ng:dez sera la fuerza generalizada que produce un desplazamiento unitario.

De agcuerdo a la fuerza generalizada se tienen tantos tipos de rnigideces como
elemantcs mecanicas, es decir, ngidez axial, al corte, a la flexion y a la torsion.

Para facilitar |z determinacion de las ngideces se considerara un elemento
empotrado al cual se e induciran desplazamientos ({lineales o angulares) unitanos. Se
le llamara rigidez d2 un elemento empctrado a las acciones ejercidas scbre este
eiamento debido a las restncgiones impuestas al inducir el desplazamiento unitario.

tstos desplazamientos se induciran de uno en UNO Y se $Supondran positivos
respectd a los ejes de referencia

La restricciones y los desplazamientds asociados con el sistema de referencia x,
y. & z, para deducir las ngiaeces del elemento se indican en la figura 28.ay 28b
respectivamente.

(b)
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£n la figura las flechas con una sola punta denotan traslacion y las flechas con
doble punta indican rotacion. En el extremo 1 Ias traslaciones son numeradas 1,2y 3
y las rotaciones como 4, Sy 8. Similarmente en el extremo 2 de la barra, el 7, 8 y 9 son
trasiacicnes y 10, 11 y 12 son rotacionas. En tcdos los casos los desplazamientos se
tofnan en el orden x, y & z respectivamente.

La ngideces se deterrmunan a pariir de la relacion que exisi2 entre [os
desptazamientos y las fuerzas generalizadas, esta relacion de acuerdo a la resistancia
de matenales esta dada por las ecuaciones dela21aala 2.1.f

du N,
S = 2.1.a
dx £33 ( )
d? M

Yool L e (2.1.b)
dxz EI:
av, _i'r_vz (2.1.0)
ax AG
o M _ (2.1.d)
ax GJ,
dzwa_ . (219)
ax* EI),
dw £, v,

s _ _ = .
ax AG (2 f)

2.2.1 RIGIDEZ AXIAL

Se aplica un desplazamiento unitano en el extrerno 1 direccién "x" como se indica
en la figura 2.9




ge ia figura 2.9 se tiene que:

N, = -P

(2.2)

sustituyendo la ecuacion (2.2) en la ecuacion (2.1.a)

Pl

aplicando las condiciones de frontera. si x=0, {,,,=1,dedonde C.=1, six=L. U, .=0,

de donde
P.L
= - L .1
0 £A4
EA
Pn.- = A
Por ecuihiznic. )
TrFrx =0
Px+Py=0
£A4
Pz: =0 a

En la figura 2.9 las acciones restnngidas P, y P, surgen al aplicar el
desplazamiento en el extremc uno del elemento en la direccion positiva del eje X. Este
dasolazameenio causa una fueza de compresion en la barra. En el extremo 1 de la
barra esta fuerza es equilibrada por la azzion restnngida SAJ/L en la direccion positiva
de x y en el extremo 2 de la barra la azticn restringida tiene el mismo valor pero en la
direzzion necativa de x.



2.2.2 RIGIDEZ AL CORTE

Se aplica un desplazamiento unitario en el extremo 1 direccidn "y" como se indica
en la figura 2.10

Y
T
Ply~
.’I <v 3
v=l I "Mz /-h"!: .
_!_ 1 k Ry x
T &T;:
/ | b 4 0 -~
7 : ! l P2v
Figzera 2.10
de la figura 2.10 se tiene;
Vy = - pw
Mz =M, -P X
sustitiuyando estas ecuaciones en fa ecuacion 2.1.b
av, £
= -~ fF : 2.3
dx Y AG (2-3)
d*v
2= - (M, - P, X) 1 (2.4)
dXz ‘ EI:
integrando la ecuacién ( 2.4 )
av P x? M, x :
> _ . _ 1z - q (25)
dx 2£7, ET,

A av .
aplicande las condiciones de frontera. en x=0, —2 =0, de donde C.=0; si x=L,
av, ax
» =0, de dcnde:

0 - P'.V‘L: “!l.F'L
T 2ErC EI

z

z
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sustituyendo en la ecuacion ( 2.5 ) resulta.

2
dv, . PIJ X le L X
dx 2£7, 2EI,

por ctro lado sabemos que:

sustituyendo las ecuaciones 2.3y 2.7 en la ecuacion anterior

dv _ P, X’ P,LX p P,
ax | 2£I, 257, a6
integrando , ,
L. hyX B LX Py X
6£7, 4:I, 7AG ‘

aplicando las condiciones de frontera: si x=0, v,

de donde

g L} p L3 P L

0 = 2L~ - £ - f, L 41
6£7, 4£r, 24

. L’ L
0 Wl 1281 f"’GA 1
J ”

0. Pyl 12£7,)

1227, Y gar? B

si llamamos factor de cortante a.

12E71,
CoGar?

®, =

sustituyando y despejando Ply se tiene

py . 12ET
T (1ee L’

27

(2.6)

(2.7)

=1, de donde C,=0, si x=L v, ,=0

(2.8)



sustituyendo en la ecuacién 2.6

M 6£7, g
P 4 (l'¢y)1:2 ( * )
por equiiibno
IfFy = P, +P, =0
por o tanto
1287,
Py = m——— (2.10)

T (1L’

IM, = M, +M,+P, L =0

Sustituyendo valores en la ecuacién antenor

6EI, 1257,
; Teaaz? T T
por lo tanto (1-9,)L (1-0,)L
6EI '
SNy @1y
(l-2,} :

Las ecuaciones 2.8, 2.9, 2.10 y 211 representan las acciones restningidas,
necesarias para lograr el equilibno al aplcar el desplazamiento en el eje "y". En ef
extremo 1, las acciones restnngidas para mantener el equilibrio son una fuerza conante
de 12Elz/(1+ qb,)L’ en el sentdo positivo del eje y un momento de 6Eiz/(1 +¢ay)L2 positivo
alrededor del eje "2'. En el extremo 2 del elemento las acciones restring:das son las
mismas solo que la fuerza cortante actua negatvamente en €l eje "y".

En fcrma similar se puede deterrninar las acciones restningidas (ngideces del
elemento) para los desplazamientos restantes.

A cortinuacicn, en las figuras 2.11 a 2.22 se represéntan las ngideces de un

elemento para los doce posibles desplazamientos en los estremos del mismo, como se
indico en la figura 2.8.
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En cada caso las diferentes acciones restringidas (ngideces del elemento) se
dibujan como vectores. Las fiechas con una punta representan un vector de fuerza y
las flechas con doble punta representan un vector momento. Todos los vecfores se
dibujan en el sentido positivo y en el caso de que una accion restringida seéa negativa
un signo menos antecede a las expresiones para los coeficientes de rigideé.

1).- Despiazamiento en direccion "x", extrermno 1

Figura 2.11

2).- Desplazamiento en direccion “y", extremno 1

128Xz

: (1-y)L°
i vy 12E7

0 (1-e L’
AT
6EI TRI
(1 -¢Y)Lé/_4_ﬁ_ %
A
/ ' t‘:"/ 6ET

2 (1-@,)L°

N4
>

Iﬂvtn—a 2 ‘.2
- . -
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3).- Desplazamiento en direccion *z*, extremo 1

12 £/ - o=
“"”32/ (1-9,) L7

Figura 2.13

4).- Giro alrededor del eje "x*, extremo 1

Y
j
N KPom —
C z// L
4
Figura 2.14
5) - Giro alrededor deil gje “y*, extremo 1
(4-¢,)EI,
(l.¢z)L N ’.
' | | (2-¢,)EI,
o (l-9 )L
) 6:.4), 2 2 z
(1-¢,)L° M&"? > X
/7 « 6EI
piiiainind SN
z (l-¢,)L?
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6).- Giro alrededor del eje “Z*, extremo 1

6&/
TS YE S5,
I
1/\
S (40, E e (2-¢,) £,
z (1-¢,) L (1-9) L
Figura 2..6
7).- Desplazamianto en la direccion X, extremo 2
Y
T 1
EA r ~ EA
- - __/:.’% —F Q—-}—L——)X
ZL_'
Figura 2.17
B).- Desplazamiento en ia direczion Y, extremo 2
Y
p  12EI, ~ 12£I,
i - - ¢ . J
I (1.l l(l-p,L
A - :
1 o T
>y AN
61 3 cEr < > X
(1-9,)L°3 % -
(1-0,)L°
N
p4



S).-Desplazamiento en la direccion Z, extremo 2

Y
6 &/ T &£/
=y v
(1-9) L3 ﬁlL (1-9,) L3
— .l:’ X

10).- Giro alrededor del eje "x*, extremo 2

Y N

GJ a
67, J

L L’ CJ
i
L

Y

| 2
3

B

r“
¢
u
a
"
(M
8]
(]
o

11.- Giro alrededor del eje y*, extremo 2

Y

LD - o

129,052, (4-9,)ET,

__3:'(*'9,)“ :T: (1-¢,)L

|

- & —> X

o 7=
_iif_. / /TGEI
(l-¢,)Lz - Y
z (1-9,)L?
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12) - Giro alrededor del gje "'z“, extremo 2

65/, 7
(-¢) 12 | 65
g o
X, — X
1- L = 4’)' 2z
L@ / NEE NS

Z

Figura 2.22

S= establecio que la ecuacion fuerza-desplazamiento de una barra esta dada por
P:=KD
Susttuyendo el valor del vector P y los valores mostrados en fas figuras dela 2.11

ue corresponde a la matriz de ngidez y el vector de desplazamientos de una
| espacio tridimensional resulta la ecuazion (2.12).

)

m

N

18]
oo L
o 0

Si se desea considerar unicamente flexion, tomando en cuenta que la influencia
de la fuerza cortante es pequefna, es decir que ¢i = 0, la ecuacion fuerza-
desplazam:ento resulta la ecuazion (2 13}

Particionando el vector de cargas. la matriz de rigideces y el vector
desplazamiento y refiiéndolos a los extremos 1 y 2 la ecuacidn fuerza-desplazamiento
en forma condensada se puede escribir

i 1K K8
|P |Kz= Ka’[D"j

donde K, son submatrices de 6 x 6.
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2.3 ROTACION DEL SISTEMA LOCAL AL GLOBAL

£n la figura 2.23.a se muesira el vecior ce cargas generalizado en el sistema
local, en las figuras 2.23.b, 2.23.c y 2.23.d se muestran los angulos que forman el
sistema lccal con los ejes X, y' & z' respectivamente, estes ultimos correspenden en el
sistema global

pcr cosencs directores tenemos; para las cargas

P'x = P, cosa + P, cosa, + P, cosa, - .-
Py = P,cosB + P,cosB, + P, cosf,
Pz =P, ccsy + P cosy, + P, cosy,

ahcra para los momentos

M, cosa + M, cosa, + M, cosa,

Mx =
My = M, cosB + M cosB, + M, cosf3,
Mz = M, cosy + M cosy, + M, cosy,
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sii llamamos:

cos a, = |,
cos B, =m
cos v, =n

sustituyendo y usanco notacion matncial se tiene

ro ]
e 111,00 o‘|— P,
LA I
Pyl mm . m 00 0(P,
P,/ nn, n, 00 of|p,
wi loo o011 1,0,
H;l 0 C 0 mm mliM
i 0 0 0 non nliM,
(¥
en forma simplificada
B -Tp (2.14)
conde
B = Vector de cargas e el sistema global
T = Matnz de rotacion
P = Vector de cargas en e' s sitema Iczal
Por otro lado, un vector de cargas P reaiiza la misma cantidad de trabajo en -

cualquier sistema de referencia, por o @antc
PUa -5 4 ' (2.15)

de la ecuacion 2.14 se obtiene

sustituyendo en la ecuacion ( 2 15)



de donde:
d=r1ra - (2.16)

A las ecuaciones (2.14) y ( 2.16 ) se les llama * Pnncipic de Contragradiencia”.

Sapemos que la ecuacion fuerza-desplazamiento para una barma esta dada por
1
5] i’x.. K. ':.'d.i \
b R R
| -
LPZJ LKZZ Kl

2| :
desarrollando el producto matncial resulta

‘a4,
S

premuttichzando per Ty sustituyendo la ecuacién ( 2.14)
TP =TK.,Td, -TK,T*d;
TP =TK, Td -TK,Td;

pero

entonces
P; =TK, T'd; -TK,T"d;

P, =T K, T°d: « TK,; T°d;
de dende se concluye que
TEK,T" =K,

Representa la rotacion de las submatnces de rigideces del sistema local al global, por
lo que:

el
"

Kid; - K d;

ko

= K;. d; ~ Ry3 d;

38



Estas dos uitimas expresiones representan las ecuaciones fuerza despiazamiento
de la bara en el sistema global.

Conocidas las submatrices de ngidez de las barras en el sistema global se puede
hacer la conexion o acoplamiento de las barras aplicando las condiciones de eqguilibrio
y compatbilidad como se plantearon antencrmente.  La aplicacion de esias dos
ecuacicnss conduce a la determinacion de la ecuacion fuerza-desplazamiend en el
sisizma giobal de la estruciura a la cual se aplicaron.

ACOPLAMIENTO DE BARRAS

Ccnsiderese, la estructrura de fa ficura 2.24 a la cual sz le aplican vectores de
carga ncdaies.

{
|
-]
aj N !
" - =
! N oD
— Frama
A
Flgura 2.24
De la figura 2.24 por equilibne
}3:' = Pfa’ lec * ‘B;Ia * ﬁz'.‘
P. = P- Py - P, (2.17)
por compatbilicad
dl.'a = 0 Jia= d'
a.a = aa' dz'o= d;
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d-'..d =0 dz'az ac
d‘:. N 6(.: ‘ d_20= 0
a,' =0 52',= 35

N
por otro lado, la ecuacion fuerza-desplazamiento de una barra en el sistama glckal:

P-.'

a

R, d: - K. d;
P; =K, d; - Ky, d;

aplicando estas ecuaciones para cada barra se tieng,

ft‘n
]

= (K2), G 5 P, = (Kk), d;

ftgl
L[+

(K1), ds - (K}, d:

Asz’:, = (‘I(Z'I)b aa * (XZIZ)Q aé'

Bro= (K3). 8y ¢ Pz (&:).d;
Pry= (K1), 8. i Py = (Ki), @
B, = (k),d: ;B (K, d:
Pr,= (&), 85 i B, = (Kia), 3y

sustituyendo en ias ecuaciones ( 2.17 )

‘o
1

s (i), @ » (Riz). @y = (Ki)p Oy = (Ki2)b AL+ (Ki2) . a4

= (K5 )p @y + (Kiz)y G = (K1), 4L + (Kiz), 4L

[~

‘o
f“ -
1
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expresandc las ecuaciones anteriores en forma matricial tenemaos:

Py (K, (KD (K, (KD (Kiz), Hd;
e (X)), (K22)p=(Ki2) o= (K1), ! |

en una forma simplificada

P =K' D
Quse ;s la ecuacion fuerza-desplazamiento en Ié estructura sistema global
en conde:

D" = Vector desplazamiento de la estructura

A
[

Mainz de rigideces del sistema estructural
Vecicr de cargas er {os ncaos de la estructura

a
[

En forma practica, la ecuacion fuerza-desplazamiento de un sistema estructural
sz puede ensambilar observando [os extremcs de las barras que concurren a un nedo
y las barras cue interconeztan los diferentes nocos, ast.

Los términos de la diagonal pancipal de la matriz de rigideces se obtienen
sumando las submatrices de los exiramos de las barras Que concurren a un mismo
nodo

Los terminos que se encuentran fuera de fa diagonal principal de la matriz de
ngideces son las submatnces cruzacas de las barras que unen dos nodos.

El sentido de la numerac:on de los nocos tiene mucha importancia ya que si es
adecuada. se puede reducrr el ancho de banda de la matnz de rigideces y por
consecuencia, el tiempo de maguina que resulta muy costoso.

Si1. en una estructura cualguiera de los nodos que intervienen en la formacion de
la matniz iene un desplazamiento conzcico, (igual a cero) es necesaro anular la fita y

la columna que corresponaga segun lo observado en el acoplamiento anterior ya que
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dicho grado de libertad no participa. Tambien es importante que la estructura que se
analiza sea estable, pues si no, la matnz de nqideces no tiene inversa unica.

Ejempld_- Determinar en forma pracuca la ecuacion fuerza-desplazamiento de
la estructura que se muestra en la figura ( 2.25).

C F
v b t
Vany
B c £
A e
a
AN
A D
Wrars Yovrd
Tigura 2.23
-,P-a: K20t K 1K e Ky 0 K2 g
- . .
ci_' K 2 K 22p K -] K 2d 0 ac
‘:r; 0 Ky K'3:2°K’ 32, K'3:s d,
-z.' ; K'gic 0 K. Ry K 334°K" .1, d,
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2.5 ARMADURAS EN EL PLANO

Para la aplicacién del meétoco de ngideces se requiere conocer las submatrices
de rigidez de cada barra en el sistema global, lo cual se logra con la expresion:

K, =TK,T

Para el caso de armadura en el plano la matriz de rotacion “T" se datarmina a
partr de la figura 2.26

Y
: X
Y
=
T a
- \XI
Tizura 2.25
Px = Pcosc
Py = Psena

llamando cosa =1 ; senc = m y esznbendo en forma matncial

TS
L 4
P,
en forma compacta se puede escndir
P =TP
dcnde
[
r=
i~
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Por otro lado, de la matnz de rigideces general de doce por doce oara una barra

armadura resulta:
7 1

' EA _EA
L L
1 K = I
_EA EA |
A
de dond=
K = E K = —E
L -: L
FA EA
Ky = -— Ry = —
L L

-
tn
ola

de las expresiones antenores se concluye

K‘.: = K:‘ ='Kn
K

Koy =
231 Ejemplo.- Analizar la estructura mostrada en la figura 2.27
Y
10 1on
§ton

!
. [ / 20

\/ A: area
- \ E. cte.
2 = x Gl=4




La ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura en el sistema global esta daza

por:
P =K' D
T ] ) ] . "o
By HK) (KR ) (K, (K:2), NEE
't | =i ) =
Pr (Ki:), (Kiz) o (K52) o= (Fiz) . G
dcnds
5 Pl [ 10cos30°] [8.6603]
2" py,g_! " [-10sen30°, ~ |[-5.0000,
5 Pil [5 cos20°) _ 4.6985]
< Py " ls sen20°; " [1.7101)
De lo antenor el vector de cargas y el vector cesplazamientos
: ‘@,
£.5503 g
5. "5.0000 5 - Cye
1.6985 ! .
1.7101 | P
e,
Barra L, A, I m 12 Im m?
a 3 1 0 1 -0 0 1
b 4 1.5 1 0 1 0 0
c 5 2 08 | 06 | 064 | -048 | 036
d 5 2 08 | 06 | 064 | 048 | 036
e 4 0.3 1 0 1 0 0
f 3 | o | 1 0 0 1
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Sustituyendo en:

Rel - EA[IZ Im|
M L |lml m? .
1% 1!
S | = K
L ml m?|
1 e
: E3 0! o 0
K, = = = £A4
(M)a = [o 1) [0 0.333]
, _ E(1.5)a |t 0] {0.375 0]
K )b = =12=2)7 = EA.
(K06 4 {0 0 | o ol
o E£i24) i 0.64 -0.48; EA[o.zss -0.102
[ = . i =
(K€ =% "0.48 0.36 -0.192 0.144
f0.64 0.48 0.256 0.192]
(Ki.)d = £(24) f ] = |
S i0.48 0.36 0.192 0.144;
(K = (K

Solo se detemino K,,' de cada barma yaque K,,’ = K,," = -K,," Yy K,,' = K,,".

Sustituyendo en {a ecuacion fuerza-desplazamento se tiene;

8.660 0.631 -0.192 -0.365 o |9
-5.000 _mi-o.lsz 0.477 0 0 a8
4.698 | 1-0,379 0 0.631 0.192| 4.
1.710 [ 0 0 0.192 0.477 ac

Resolviendo el sistema aplicando cualquier métado.de solucidn de ecuaciones
simultaneas.
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{31 23478)
st 1 2. 08899!
] EA 128.39403!

|-7.83899!

L
-
0

Una ver conccidos los desplazamierios en los nodes se procede a calcular la fuerza
en cada barra, asi la ezuacién fuerza- -desplazamiento para cada barra es:z Sada por

}5.' = K., d_.' - K-'z dZ'

- -

P; = K;. d; + Ki; d;
por compatibhicad

d;, =0 d:, = d;
d,-d;  d.-d
az'c =0 J.'z'c = aﬂ
dy =0 d;. = d;
d, =0 d;,, =0
di = 0 d:, = d¢

sustituyenco gara cada parra

Barra {a):

P, = (K}, (0) - (K2), d;

5 g0 0 C]f3n.23878) 0 ]
te T %710 -0.3333’-2.08899 {EA  |-0.69626)
Bi= (K), (0) - (&), &4
- [0 0 31 23478 0 ]
P, = EA 2 =
e Io 0. 3333 2.086 |EA |0.69626
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Barra (b ):

5. _[0-375 0.731.23478, 7-0.375 0}128.39403] {1.06528
> o o'l2.08899, i o 0j1-7.938991°[ .0
. [-l.06528.
PZ.‘) : 0 ! j
Barra (c ):
5 [-0.266 0.192]731.23478; [-7.59502]
. = | =
‘e lo.192 -0.144/12.088991 “|5.69626 |
o _'7.59502}
e 1-5.69626,
Barra (d)
pe. . |70-256 -0.192{[28.39403| [-5.76378
7 1-0.192 -0.144!-7.83899; {-4.32284
. _[3-76378]
Fia '[4.32394J
garra(e)
P, =5,=0 (no trabaja)
Barra (f):
_ o0 ]i28.39403] [ 0
Py !

2710 -0.33j1-7.83899, |2.61274]

{ 0
Fie = L-2.61274l
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Comprcbacion del equilibno

Nodo B

je.6603 [ 0 i 7.5950: [1.0653; (B.6603

-5.000' "i0.6963 ~:i-5.6963 | 0.00 | |-5.000

Nodo C

Pe = Pjy - Pjo- P

-

i4.6985| [-1.0653 5.7638: [ 0 ] [4.6985:

| - - -
11.7101 0 ] [4.3228} -2.6127; {1.7101.

1
’ L

Para la rotacion del sistema gtota! a local sabemos que.

P=TP
cremultipicando por T

TP = TTP ., pero TT=|

Para una barra |

P
P, = [cosc sena] '
P,

1

e, N
i
Barra (a }:
0.6563
. c
P =1[01 | 0.0000 l = -0.6963¢ 'z
e T [01) 5 6963 © 70" con c
. . 2
P,, = 0.63€3 :an




Por lo que la barra (a) trabaja a tensién con 0.69 ton.

Barra (D)
: 1.0658] 1.0658 1.0558
P,=r10] | = 1.0658 ton
) cormpresién
P2b = -1.0858 ton
1
Barra (¢ ) '
P =1-0.8 0 6][-7'5950}- 9.4938 to
T = {5.6963! S !
P,. = -9.4938 ton
‘Barra (4 )
P._= (0.8 0.6 "5.7638] 7.2047
1o 7 1008 0-8) 4 322g] T 77" cor
P2d = 7.2047 ton
7.
Barra (f): 2.6227
P, =101 [ 0 l = 2.6127 ¢ g
e (0N 6127) 7 % on 3
:
P2f = =2.6127 ton o
2.62277

Representando en forma esquematica Ics resultados para toda la armadura: _
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2.6 ARMADURAS EN EL ESPACIO

Para la d=tarminacidn de tas suomarnzes de rigideces para una barra en sistema
gcleba:, s2 sabe

K,= T KT

La matz de rotacion " T * s2 determina a partir de la figura 2.29.

Y
. x
y B B
I’/-——\ -
- o
" - X'
- |
. > - -
P, = Pcosa < z Fogura .23
P'y = Pcos fB
P, = Pcosy
- llamandocosa =1, cosf =m & cosy =n
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l']
[Pr! [11
Pl - mjlp
P l-”
P= TP
dends: ' [1‘1
- lnl
.an

r )
| £A  _EA:
| L L.
K=| |
j.E4 EA
' T |

11
X, =[m! %4 (1 m n
i
1% Im 1n
K, = EL‘l’ ml m* mn
\nl nm n?
Km =K= =-K,/ K'.:av:Kn

EJEMPLO: Determinar la fuerza en caca barra de Ia estructura mostrada en la
figura (2.30). Considerar EA constante.
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C (1¢.5.0)

X'

<
2E [ 4 2.5 ‘
z tun fun
E F(7.5.2.583)
A L
Stcr. ——

- £ _ .

3 o]

e e e e Saoo-
Tigura 2.3°2

La ecuacion fuerza desplazamiento de la estructura.
R g (K)o LK) (RS (K2) s
(K7:)» (K2) oo (K)o (K)o (K22) 4
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Vector de cargas y desplazamiento.

[p:.] . ip:,! (g ]
e e o) 7

. ' R R R P

PE, - J’-'-'i - lo | Pe = ‘P)’f B llo i d; = id.’r‘.'i
.P_::: ’5: .P‘-ri -S'I !d:

Para la determinacion de las submatrices de ngideces se organizan lca datos de
las barras en la siguiente tabla. para lo cual el calculo de fa longitud de las barras se
hace a partr de la expresion:

L= {x-x) - (y-y) (2,27

‘y* para 2! calculo de los cosenos diracicres:

X. - X
1 = cosa = —
L
- g = ‘V:_"V:
m —C.\..S = 12
z.-Zz
1T = COs =
L
Barra L, AE | m n ] m n?
a 4 637 1 0539 | 0539 | 0.647 | 0.2901 | 0.297 | 0.419
b 4.637 1 0.539 | £.539 | 0647 | 0.201 | 0291 | 0.418
c 4637 | 1 0539 | £3539 | 0.647 | 0,291 | 0.291 | 0.419
¢ 4.637 1 | 0539 | 0539 | 0.6a7 | 0.291 | 0291 | 0.419
e 8.456 1 0.887 | 0.296 | 0.355 | 0.787 | 0.088 | 0.126
t 5.000 1 1.0C0 0 0 1.000 0 0
g 8.456 1 -0.887 | 0.296 | 0.355 | 0.787 | 0.088 | 0.126
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Sustituyendo estos valores en las submatnces se tiene:

[0.063 0.063 0.075. [0.063 -0.063 o.ovsi
. i ! .
(#.), = £4°0.063 0.063 0.075 (K.), = £EA -0.063 0.063 -0.075:
|0.075 0.075 0.090; | 0.075 -0.075 0.090

{0.063 0.063 -0.075 (0.063 -0.063 -0.075

I
(K..).: Z3 0.063 0.063 -0.075! (K.}~ EH‘-0.0GB 0.063 0.075
'-0.075 -0.075 0.090 {-0.075 0.075 0.090}
10.093 -0.032 0.037] P.zoo 0 01
(K.), = £4°-0.031 0.010 -0.012' (&k.),=£A: O O 0|
10.037 -0.012 0.015 ] 0 00
[0.093 -0.031 -0.037
(K..), = E4'-0.031 0.010 0.012!
-0.037 0.012 0.01%
Solo se ha calculado el K,," de cada barraya que K,,' = K,,' ¥
K, = K" = -K,,". Sustituyenco en la ec tfuerza-desplazamiento se cbtiene:
o !
0 '0.419 -0.02: 0.113 -D.200 0 ifd_sJ
0' .-0.031 0.13§ C.0i2 O 0 S
-5 ©0.113 ©0.012 0.195 O 0 0 |6
oi “l-p.200 0 0  0.419 -0.031 -0.113]|qg/,
0] 0 0 0 -0.031 ©0.136 -0.012]| ,
-5, | 0 0 0 -0.113 -0.012 0-195 ) %F
) L ef:r |

Resolviendo el sistema por cualguer metoco de selucidn se obtiene:

.

L 5.49

< ' 3.81

P v

o 1 +-29.06

d; EA 1 -5.49
' -3.81

< -29.06

g



La ecuacion fuerza-desplazamiento de la barra esta dada por:

po? compatibilidad

P = KYI' D1' - K‘IZ’ DZ'

P, =Ky By = K By

"
g
|
v
m

"
-

(1] .

a0 oaaoaa
- R I
|
O
Rl

..
)
+
L -
[

Sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento para cada barra

EBarra "a"
-0.063
P, = £3i-0.063
-0.075
[-1.59283!
|
27, =1-1.59283]
' 1.91699!
Barra "b"
1-0.063
P, = EA|0.063
-0.07s
[-2.07378;
Py =12 07378
| -2.48955.

©0.063 -0.075}75.49631] [1.592831
-0.063 -0. 0751!3 81704 '"E - |1.59283]
-0.075 -0.090; |-29.0610; [1.91699:

0.063 -0.0757/5.49631 2.07378
-0.063 0. 075!]3 81704 J% = |-2.07378
0.075 -0. 0901[-29.0510 2.48955



Barra "¢’
[-0.063
P .= £E5:-0.063
. 0.075
! 1. 59283 1
Fi. ='1.59283 |
|1, 918808 ;
Barra “d"
{-0.063
..D‘_’: = E‘; I 0-063
1 0.075
}2 47378 ]
P = i -2.073 a|
| -2. 48935 |
Barra “g"
[-0.093
P, = E5 0.031
i-0.037
11.46809
Pig = {-0.48095
1 0.59347 !
Barra “f
[2.19852‘
Plr = 0 |
|
Barra g
[ 0.093
P, = EA'0.031
[0 037

-0.063 0.075101-5.49631} -1. 59283{
-0.063 0.075 |{-3.81704) ;_ - |-1.59283
0.075 -0.090;[-29.0610, L1.91699J
0.063 0. ovs][ -5.49631] -2.07378%
-0.063 -0.075]!-3. 81704,-—— =|2.07378
-0.075 -0.090/!-29. 0610; |-2.48953
0.031 -0.037}[-5. 49631] 1.46809 |
-0.010 O. 012'| 3.81704! X -|-0.48095;
0.012 -0.015.:-29. 0510! 0.59347
[~2.19852,
P':=‘ 0 |
S
0.031 oO. 037]{5 49631 ]/ -1.46809
-0.010 -0.012'!3.81704 | -1 =!0.48095
~0.012 -0.015;1-29.0610 0.59347
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1.46809 ]
-0.18095
_—0.59347J

P:."; =

Comprobacién por equilibno

P; = ‘D_' + P_’ - P,", - 15'

P | r¥-l lg

o (-1, 59283, (2 07378° [2.19852] [1.46809] [0
0! =1-1.59283! -12.0737 sf L0 l.1-0.48095] - lo;

-5 { 1.91699 lz 48955, l 0 J -0.59347| |-5]

P.: =‘§¢s’p‘b’}_’:.‘ }3";
f0] {1.592831 2. 0737si [-2.19852‘ ~1.46809 o,
}o l 1.59283 .{ -2.07378 o | -|o0.48095 0|
-5 {-1.91699: |-2.48955 0 | 10.59347 i-5!
Rctacion del sistema global a local
p-1rp
Barra "a"
[1.59283]
P, =:0.539 0.539 0.647 |1.59283! = 2.9574 ton
i1.91699;
Qs =Y
P’y = -2.9574 ton 2.3374 2- 2574
comprasion
Barra "b"
f2.0737s]
= (0-539 -0.539 0.647}|-2.07378; - 3.85¢0n
‘ | 2.48955 !
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y asi parz =l resto de las barras

Finalments

L iR

59

th

N A

[§4]

comreLor

N

ol



2.7 VIGAS CONTINUAS:

2.7.1 gjemplo - Determinar los elemenios mecanicss de la viga mostrada en la figura
2.32 ccrsiderando la influencia de la fuerza corante {termino 1 -@, ).

P=3ton

w=3ton:m ! w=2ton/m

;.' ~ e :
ZVA 30x60 o 3060 20x40 5o
B D

i ! |

: 400 00 300 !
GL=4

Flzura 2.3z

T f. . . . .
iPs‘ ;KILI'K.'.:: Ki:s 0 I IDB
:P.:'l =, Ki, Ki:n-K.. 0| iDc"
!
. .. T
ipa_ . 0 Kie Kz:cj ;‘D:j
Vectores de empctramienta {acz:cnes)
w a0 w s 2lonim
cow -~ ~ ~A oy !
Acataaon e —— :'&:"’l“h"g
) . N ” o \ ~ ¢
)
\ 672 0
, BalQ . Ixo
. - | o -
aln <y s>

Tizura 2.33

6d



Sustituyendo en el vector de cargas y utilizando unidades en kilcgramos y.

centimetros, se obtiene:

’P .}
»a

[P T .‘{:El
1“8 P |
P
D i !M::‘!
o ‘
lpﬂ,l

[z‘.-’z_g!

[ -6x10°
4x10°
L -11x20°
-1.5%10%
-3x10°

1
 1.5x10%;

”
P s
| 19
@ e
el dyp

)

Come el transformadeor es igual a la matnz identidad T = 1 para este caso de
vigas continuas debido a que el sistema lccal coincide con el sistema global, entonces:
K, =K,

de la matriz general de 12 X 12 se tiene gue:

- 12Fr, 651 © 12z, 6cr. . "
. - f (1-9,)L° (1-9,)L7 | ] t (1-9,)L° (l+¢,)L%|
L |i 65T, (4‘¢y,EI:§ = '!_ 6ET, (2‘¢_V)E'I_.:
(19 )Lt (1=l S (l-p L (leepl ol
. l2Er,  6in, o _l2Er,  6rr. |
o L (1=9,)Z°  (i-9 L%, £ (L-9,)2°  (l-¢,)L°
0 6EIL (- E7 - N 5 (4-0,)EI,
C(lee )Lt (lr¢l L (l-ppz? (l1e9L
Se sabe que

S 12f£EI,

L+ -
Y GAL"

el factor de forma esta dado pcor la expresion



Para determinar el modulo de elasticidad se considera un valor de £ = 8000 7,
y para el médulo de elasticidad al corte un valor de G = 0.4E

Para determinar las submatnces de ngidez de cada barra se sugiere hacer la
siguients tabla,

Barr L A Iy E G ‘ s, El,
a 400 | 1800 | 5.4x10° | 1.13x10° { 4.53x10* | 6.75x107 | 6.11x10’
b 300 | 1800 | 5.4x10* | 1.13x10* { 4.53x10* | 1.2x10% | 6 11x10'
c 300 800 | 1.07x10° | 1.13x10* { 4.53x10* | 5.3x10? | 1.21x10'

sustituyendo en las submatrices para cada barra se obtiene:

Qarrg "a"
o 10732 2146370} [ -10732 2146370
¢ 12146370 5.82x10% T 'l-214s370 2.77x10°%
. 10732 -2146370]
KZ"Q = X}a X;.:‘ = ’
: : [-2146370 5.82x70°]
Barra "b"
o .| 24246 3636905 ] -24246 3636905
M 713636905 7.49x10°% 2 '[-3635905 3.42x10°
.. o .| 24246 -2146390)
K{., = K. i2a °
o 7 Thas | 3636905 7.49x104
Barra "¢"
5107 766065 | -5107 766065
x‘:.‘.&' ! R'v';- =

i 1766065 1.55x72° T [-7660865 74576488



5107 -766065 |

Ko e gl Ko =
1 2¢ ST 1-766065 1.55x10%

susttuysrnIo enla matnz de rigicdecss de la estructura s tiene
Y Q

34578 1490535 -21246 3636905 0 0 .

;1490535 1.331xJ0° -3636915 3.42x10° 0 0 f
' -23246 -3636905 29353 -2870840 -5107 - 766065

T 13636905 342xJ0° -2870840 9.04xI10° -766085 74576448
0 0 -5701 -766065 5107 -766065

! 0 0 766065 74576448 -766065 1.55x10°]

-

susiiuyendo en la ecuacidn fuerza-desplazamiento de la estructura y eliminando. los
Graccs c= liberad restringidos. es decir Ics comespondientesa d'\g =0 v d'\p =0
=

| ax10® 1 [1.331x10° -3636915 3.42x10° 0 P:s!

-11000 5—3636905 29353  -2870840 766065 ¢rc!
1.5x10% 13.42x10% -2870840 9.04XI0° 74576448 lo__!
1.5xI0%1 1 0 765065 74576448 1.55x10°% lpzo

solucionando el sistema de ecuaziones antensr.

[€e2  1-0.0021897]

-
o

H | !
Ty 1 -1.316115:
@, . -0.004304
o 1 0.0095435 ;

por lo gue los vectores de desplazamiento en caza nodo resultan:

d,, [

{a;; [ 0 i ide' -1.316115 _ 0
©.5 19.5445x103

0.5 -2.1897x10°3, i0:C -4.314x10°3°
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por compatibilidad:

dh,= 0 d = diy
dln: = da d'a’b = d'c
dy = d¢ d = dyp

Para caonccer los elementos mecanicos en cada barra se aplica ia ecuacion
fuerza-desplazamiento que esta dada por.

Pll K‘Y'I d.! + Kl‘z d2
.P.z K.f‘ d'l K"n d 2
Barra "a“

P'u = KIH. (0) + Kll:n dlb
[Py 1 -10732 21463707 | 0 | [ -a700 )
e T -2146370 2.7758.  |-2.1897E-3)  [-605547
EATEER . ! i
Pa = Ko lO) = K dy
Py 710732 21463707 | 0 4700 ]
| - ' -
a, 2146370 5.82x10° -2.1897x10°3, -1274405)

en forma similar para las barras £ y ¢ se cbuere

Barra "b"

-8294 |
814012

f 8294 | i 2!
z |
IM;J- !_15!4532_ |H .

Barra "¢*

P;,ll [ -2708 } [P,'zi [ 2078 l
L, 1963629, {Hk, 150036



Comprobacion del eguilibno

P|B = P.Za P'w
Nodo "B"
1-60001 [ 4700 ] | 8294
!4X105; i-1274405; !1674536]
-6000} [12994}
l4x105J" 4x105}
NOGD ucu
PC = P'Zb *+ ptc
[ -11x10° ] [B204] [ -2708
|-1.5x10%] !814012 1-263629
Ncdo "D*
P‘D = Pl:c
| -3x10°, | 2078

1.5X10% 11.5X10°,

se coserva que enlos nodos Sy T no se cumgie el equilibrio, correspondiente al grado
de libertad dy (*). esto es debico a Que hay apoyo y este debe ser capaz de absorber
toda la carga que le llegue. '

Los elementos mecanicos finales, figura 2 34.c, se obtienen sumando a los
vaecicres de carga (calculades) en caca extremo dz las barras figura 2.32.a los vectores
inicialas de empotramiento figura 2.34.b Estcs ultimos se obtienen multiplicando por
menocs uno el vector de cargas micralmente considerando (acciones) figura 2.33.



aTso : I35

2 T4ES ra TaES , . v SES
4 08ES “ T weat .
< e - e - aeags <!
: (HE) a9
(=
4E5 “ES ' SES 1 5E8
= el < Pt
- Plaral N
SN R
€0ed (L1 ) l 230 pELL
0028
2 9ES TR 14 TaES "=
¢ ~ .‘§ < <N
A
< ~ 4 -« a2 l
Ae1-1]
1ehe sToa
(el
FTigura 2.34

Resolver el problema antenor despreciando la influencia de la fuerza contante en

los desplazamientos.
La ecuacicn P=KD es la misma al valuar las submatrices de ngidez para cada

elemenio se debe considerar ¢, = 0.

8 arra ulau

11456 2291250 [ -11456 2291250
24 7 1-2291250 3.055x70°

K‘a_g : o'
o .L2291250 6.11x10",

. 11456  -2291250;

K = Kt K, =
21e © Tlla e 1-2291250 5.11x104
Barra llbll
« [ 27156 4073333 | -27156 4073333
2 74073333 8.1466x.107, > 71-407333 4.0733x10°

[ 27156  -4073333 I
[-4073333 8.1466x10°

4 -
K., = Kz» K ¢
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Barra “c*

(5378 806867 | -5378 806667
" 1806667 1.6133x10°; ¢ " [-806667 8.0666x10%

5378 -BO6667
K... = K:.3c Riac ® = 8
il |-B06667 1.6133x107;

]

sustiuyendo: \

-6x10° [ 38612 1782083  -27156 4073333 0 0 }:G@{

ixlet 1782083 1.425x70% -4073333 4.073x10° 0 0 , Pea

-iixlo®  -27156  -4073333 32534 3266666 -5378 806667 {gaGﬁ

-1.5x10° 4073333 4.073x10° 3266666 9.7599x10" -806667 B.066x107 {19,

S3x10} 0 0 -5378 -806667 5378 -806667 {Ecg;
BO6667 8.0667x10" -B06667 1.6133x10% 1y 'y

1.5x10° .0 0

elimmnands las restriccicnes:

[ ax10® ] 11.425x10° -4073333 4.0733x10° 0 (¢.2s]

-lax:ofj:| -4073233 32534 3266666 806667 |9y
-1.5x70°, 14.0733x10° 3266666 9.7599x10° B.0667x107 |0,
i1-5xl0’§ [ 0 806667 8.0667x107 1.6133x104 .0

sclucionando

! H

®  [.0.00211]
!

dmi_J-l.zssszi

io"? j~0.00428
i@, 10.009405

Comparando estos desplazamientos con los que se obtuvieron al considerar ¢,
se observa Que estos Uitimos resultan ligeramente menores,
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2.7.2 Ejemplo - Analizar la estructura que se muestra en la figura 2.35

w = 1.5ton/m

A \‘I_/\ii\!h!'\l'\i -I.‘i‘_l‘/ '..;‘fA!l\’A_l/ C
- a B '~ ¢} FaN
“ e =
} 6.0 . g0 | '

La ecuacion fuerza-desplazamiento esta dada por
pl = K- Dl

R
P r

:'(-5':".), (X:). 0 !

A

Lo

v !
-PJ;I = i(Kf:). (K1) oo (R (K2)y iaé

[

{

S7]

0 (£ )y (K72}, I;_af,

¢

Como no hay fuerza hcnzontal, no se genera fuerza axial. por lo tanto el
dasclazamiento horizontal en los ncdos B y C sen ceros y como no hay desplazamiento
verizal er ninguno de los tres nccos. se puede considerar unicamente un grado de
liberad por nodo (giro alrededor del ere z), lo que implica que $0l0 se considerara
momento flexionante, asi el graco de libertad es: G L = 3.

Para deterrminar el vector de cargas se tene que:

2
. WL,  (1.51(6)?

= = = 4.5 Ton - m
a 12 12

2 2
Mo = Mg = :’g’ = (1‘51)2(5) =3.125 Ton - m

€8



Representandolos en la viga y considerando positive al momento que
reprassntado como vector seria normal al plano que lo contiene:

45 45 3.125 3.125
2N N N
g A N
paw N L e ;
P e 7 = ._ﬁ._..u_.
i v /./
Fogura 2.35
N A - T
|45 Oul
P =11.375 D =I¢J
'3.125] lQJ
S2 saze gus
kK, = TK T
Como en este caso, el sistema local coincide con el sistema global, puesto que el
e la barra tiene la direccion del eje de las “x" (en caso contrario si s2 utilizaria: un

d
wransicrmader): la matnz de ngideces es la misma. asi de la matriz general de ngideces,
S

tiene
4T 2EI
‘ L L ‘
K =K =
s ET 4EI!
(T 1|
gonge
ol o
K. = Ky, = 4:- ¥ K. = 33:'252
L L
sustituyendo:
4EI
(K-_‘;)‘= ——6—— = 0.667 £I
257
(K.Y, * - - 0.333 £1
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-3
i\

(X)), = 0.80 &1

U"
L}

(K3), = 25 0.40 £I

t
¥

sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura:

[-4.5% [0.667 0.333 0] [
1.3750 = 10.333 1.467 0.4 s.rfevsi
13.125; 0o 0.4 0.8 Jo_

4

resolviendo el sistema se obtiene;

P4 -7.68°
05 = 1.87
l-¢:f i 2.97
Por compatibihgac:
c?,, 2Py
a, o,
a:.:’ * Qe

Aplicando ia ecuacion tuerza-Cesplazamiento para cada barra:

Barra "a*
P, = 0667 E! (-7 68;El) + C333 £l (1.87/El) = 4.5 ton
P, = 0.333 £ (-7 €8/El) - 0667 E! (1.87/El) = -1.31 ton
Barra "b"
P,, = 08 Ei (187/E) + 0.4 El (2.970/E!) = 2.685 ton

P, = 04E!(187E) ~ 08 El (2970/El) = 3.125 ton
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Comprotacion del eguilibrio.

P, =P, Py =P +P,1 P = P,. Sichecan

Fara obtener los momentas finales se haze lo siguiente: En las figuras 2.36 a y

s reprasentan las acciones y los valores obtenidos con las ecuacicnes fuerza-

b
dssclazamiento de la baraz, respectivamante

a5 45 3125 3125 4.5 1.31 268 3125
N AN % A 7 N [
- ~ < ot T S g'>
< = N — T =
@ (b)
Tlgura 2.35

Para pcder sumar los momentos de las figuras 2.37.a y 2.37.b es necesario que ambos
SS2M accionss o r2acciones por lo que se muiughiza por menos uno a los momentos-de

la figura 2 37 2 para'sumarics ¢ccn los de la figura 2.37.b y asi encontrar les momentos
finaizs, esios se represenian enta figura € 37 &

St

45 s 3'3 3.125
p— — — 7
f f
——— e e
P P
(<)
581 58a
7 T > Ve
= =
(d)
Frgwra 2.37



2.8 MARCOS PLANOS.

Se sabe que las submatnces de ngicez an el sistema gicbal estan dadas por:
K, =Tk, T
en el caso de marcos planos, la matniz de rotacion o transformador se determina a partir
de la ficura 2.38

v
i X
. -7
y ~ | //
a
N9 e
C
PY i
I /™ a
- = > X
I
-
Z / Mz
Foguera 2032
Py, = P, cosa - P, sema
P, = P, sena - P, ,cosa
M, =M,
en {zrma matncial:
F;| jcosa -sena 0 P,
i
P'! = |sepa cosa 0! |P,
| y‘l ’ 0 0 1|- M.
[ R e
utlizando la notacidn cos @ = |y sen g = m, el transformador resulta:
id -m 0}
T = '|m 1z 0|
|0 0 1j
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De la matnz general de 12 x 12 en el sistema local, la matriz de rigideces para un
elemento marco desprectanc) el efecto de la fuerza cortante en las deformaciones
resulta

20 o B o
| o, l2rr, eEr. o 12EI, EI,
L L* L L?
i o 657, 4EI, o _6FI, 2EI,
. L: L L: L
X =
: , .laEn. €51, o 12F1,  6EI
E L > 1l
0 £r, 281, 6ET, 4FI,
L L L

Haciendo la rotacion del sistema local al global se obtiene:

;.l - O‘ : 0 125:: 6;.:1 '.Z m 0
K=|m10: JE 73 -m10
o 0 1, ‘o 6. agzz,) L0 01

'. L: L |

e

;' L1281 . 6ET
,_gz,q, . EA_12ET . L

AN

AN L
= 12F7 . 12F 6T
K. :;(é' ")_’:n Em‘- Izlz ".Z
LR L L? L LJ ‘ LJ
- G.E‘I,m 6L, 4£7I,
| L L? L




S EAp 1285, EA 12T, 657, |
z T 0 =
b ey 1285 £3_. 1281, . 6£I, |
Koo 0T T 2 l[
6LT, 6T £
—— - ZJ 2 T: ;
L: L? L
K, =Ky,
4 12= ey 1257 ccr
El: ik (.il- ‘--")_{m —
< L’ L L* i
Ea 1227, £3 1227 6ET
K =1 (=~ In =m*- 12 - z ]
: ! L L’ L L LZ |
l! 652, 61, 4EI, |
P r: A
2.8 1 Analizar el marco mostrade en la figura 2.39
10 ton =} c
|7 B 7
4m ’ col 30x30 cm.
’ a c trabes 30x60 cm.
| D r. = 250 kg/cm?
RGE - E = 14000, £;
A e
\
I 10m !

- e e -

E! grado de hberiad sara el marco en cuestion es GL = 7 y su ecuacion fuerza-
desplazamiento esta dada pcr
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Py |Ki.oKi» Koy 0| |D;
|

I!Pe! | R KaaKhe Kid D
A - . .

1Ps) | 0 e KL!:J Dp

Parz vailuar las submatrices de rigidez y con estas la ecuazion fuerza-
gesolazamients, se sugiere organizar la informacion en la siguiente tabla. Las unidades

gus s2 mangjan en ests problema son toneladas y centimetros.

Sarra | A E I EA El L I m
2z '9:0 221356 | 67500 |1.9922x10° | 1.4941x107 | 400 | © 1
b | 1800 | 221,359 | 540000 |3.9844x10° | 1.1953x10°* | 1000 | 1 0

<.

K.

Sustituyendo en las submatrices:

Earras uau y ucli

2.802 0 -560.314 | r-2.802 0 -560.314
0 498.058 0 DKL =)0 -498.058 0
-560.314 0 1.494x10°, 1560.314 0 74.709

-2.802 0 560.314° I 2.802 0 560.314

0 -498.058 0 | kn =1 O  498.058 0
-560.314 0 73,709 560.314 0  1.494x70°
Barra "b*

1398.46 0 0 | [-398.46 0 0
"0 1.434 717.204 | Kk, oo -1.434 -717.204

0  717.204 4.781xJ0°% | o 717.204 2.391x10%]
[-398.46 0 0 } 398.46 0 0 ’
.0 -1.434 -717.204 | x5, =| O -1.434 -717.204
.0 717.204 2.391x10%; 0 717.204 2.781x10%
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Sustituyendo en la ecuacion tuerza-desplazamiento de la estruciura se tiene.

»d"

‘s 42:.27 z 62,31 -)99.4° : : b ) .
- (=19
- c 435.43 71705 z 1,43 Tt 2 3 o -
¢ 563.3. 7:17.2 6€.176x20°% 2 S711.23 1.0vaxc0t ] 0 o };""
5 -398.43 g 0 €3..2% 9 262,32 2.4 e 162,31 I
z - g -1.43 -7.7.2 < 493.49 -117.4%9 3 -489.06 o} &
: 0 TLT.2 0 2.39x25% sEI.3L 0 -TiT.2 6.ITEXIOY -%6C.3: 2 74738.5 g _
e 2 ) 0 -z.8 0 -58%.3 2.90 ¢ LR LA
2 3 z 3 ) ~478. 24 8 ¢ 498.216 z <
: 0 ¢ ¢ 862 .3t c T4738.8  -%560.31 o 1oasixay e

_9:1:

El sistema de ecuacicnes resulta de 9x9. sin embargo el grado de libertad que
se determind al imicio del preblema es GL = 7 por lo que hay gus eiiminar los
renglones y cclumnas correspondientes a las restnclrones, es decir los renglones
correscondientes a d',, y d' o Cuyos valores son conocidos, dado que son igual con
cero Laecuacion fuerza-desplazarmientd dela estructura considerando sus condiciones
de frontara resulta;

.Cra
‘10 401.27 0 560.3: -398.45 3 0 0 g
0 o} 499.4% 717.22 0 -1.43 717.20 0 e
2 $60.31 717.2 6.276x20° 0 -717.20  2.3955 0 Qs
o - -398.45 0 0 421.25 0 S60.31 S§2.31 an.
5 0 -1.43 0 -T2 3 $33.39  -7:17.20 9 ,
drt'
o 0 717.2 2.39x2% S60.31 -T17.2 6.276x10% 74708.5
g 0 0 0 $62.3: 0 74708.5 1.4943’10’_?*‘
(Pro:
Solucionando el sistema.
(..
i€ .
ld P 3.34 '
; Y §.TXI0 3
.o ' !
Crs 5-2.9xm'3i
I 1 +
idie =, 3.34 |
Pl L4 twyeaAcT
ld,'c; ' $1.7Xx.0 3.'
PPy l-3.5x20°4
CI :
S 1241072
0
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Por compatibilidad

d"u = d'B
dg diy =d¢
d'y d =d¢

Aclicando la ecuacion fuerza-desplazamiento de la barra en el sistama gicbal:

P o=
P, =
Barrz "g"
Pe = K0+
gPh} (-2.802
AR t 0
|
) (50.318
p‘h = K:u (O)
%fiﬁ | 2.802
N ||
k(560314

K.H D.l + KII2 DI?
K'21 D'l + KIZ“’ D|2

K.lZI D.B

0 -560.314] 3.34 1 -7.79 )
-498.058 0 4.7X10°3 | =] -2.34

0 74708.5 -2.8x10°3! 11663.07
K'zzn DB

0 560.314 3.34 7.79
498.058 0 4.7x10°3 | =| 2.34

0 1.4942x70°% |-2.8x10°3; [1452.03

S

En forma similar para las otras dos barras se obtiene:

Bamra "b"
L]
II-PA"'! 2.21
| Pyl = | -2.34 E
-152.02°
k”i-z‘ .

P 12,21
‘!p,;,{ = | 2.34

. -884.8
|
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Bama "¢"

Pa| (2 21] | ][ 221
Pl =|-2.34 |pﬁi = [-2.34
0 884 . 8
) !
Comprobacién del equilibnia:
Nodo B.
Py = P, + P,
FO} 7.79) [2.21]
0| =-1224|-]-2 34
I
o] [14s2] |-1as2]
Nodo D:
p'C = Plzu + P'ZC
o] [-2.21 2.21
0 =|2.38 | -] -2.34
0] 1884 8O; -884 . 80

ROTACION DEL SISTEMA GLOBAL AL LOCAL.

La rotacion del sistema global al local se hace mediante la matnz de rotacién
traspuesta, en igual forma que en armaduras, asi:

P =TpF
Bara a.
p‘u = (T')aPu
0 10] -7.79 -2. 34
Pa=-100: -2.34 | =] 7.79
00 1! 1663. 07 1663. 07

. -
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.79 ] [ 2. 34
2. - -7.79
11452 . 03 '1452 .03

En forma similar para las otras dos barras se tiene:

Sarra "b" | \
F,,=| -2.34 | A, =| 234
-1452. 03 -884. 80
EBarra "¢"
2.347 [-2.34
A, = ’2.21 P = | -2 21
e 1884 . 80

Enla figura 2.40.a se muestran las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes
en los extreamos de cada barra y en la figura 2.40.b se muestran las fuerzas axiales.

N 2.34 gps . 2.34 | 2.34
ST a l /[\ 3 —~ C(.1 \L 2'21
- -
e £ ! AN : ; —
/ Vs ]
~ I t . —
TN 1663 l Vien
o ;';Qi'- M ten-cm -l— —_
. N
(a) B J 234 2.34
_ (b)
F.gura Z.4C

739



2.8.2 Ejemplo.- Analizar el marco que se muestra en la figura 2.41, considérase que la
barra "d" esta articulada en sus extremos.

Figura 2.41

Las propiecades
cons:geradas para cada barra se muestran en la siguiente tabla. Las unigades utilizadas
para esti2 problema son toneladas y centimetros.

£! gracdo de libartad para el marco en cuestén es GL = 6 y su ecuacidn fuerza-
despiazamiento es:

r 3 r . . N . ' .
.[PE; 1R e Kja~Kie  Rige Dy
! =
| e I . . . .
[Pe! | Rie Rae*Razpy |Pc
Rarra A E ’ I EA El L | m

ayb | 800 |141.42% 675C0 127279 | 9545918 [ 300 C 1
c 1250 [ 141 421 | 260417 | 176776 | 36828433 | 400 1 0
d -|2520 6 5927040 | 15120 | 35562240 | 500 | -0.8 | 0.6

Las umnidades consideracas son toneladas y centimetros. Sustituyendo en las
submatnces.
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Barrasayb

4.243 0 -636.395" [ -4.243 0 -636.395]
A s 0 424.263 0 ! ﬁq2={ 0 -424.263 0
-636.395 0 127279 | |636.395 0 63639 -
-4.243 0 0 1 4.243 0 ' 636.395
K= 0 -424.263 0 | Ay, 0 424.263 0 }
-636.395 0 63639, 636.395 0 127279 |
Zarra ¢
331.94 0 0 % [-441.94 0 0
A= 0 6.905 1381.066; K= 0 -6.905  1381.066
0 1381.066 368284 .33 L 0 -1381.066 184142.17
-331.94 0 0 ] (441.94 0 0
=0 0 -6.905 -1381.066 A= O 6.905  -1381.066
0 1381.066 184142.17, L0 -1381.066 368284.33

De la matnz general de 12x12 en e! sistema local, la matnz de rigideces para el
elemamio diagenal ef cual sclo estara suieto a carga axial resulta:

i EA EA .- Al

=2 00 -==Z 00

!L L

i 0 0 0 00
0O 00 O 06O

X='I

LEA g0 £2 50

P L L

'IO 0 0O Q00

1 0 00 0 0O




Haciendo la rotacion del sistema local ai global se tiene:

K= TK
. : (EA,; EA r
{1 -m 0}{%? 00112 mo DAY A
- Ny = l '!" = u N
Kii= Kp=im 1 0L 0 em I 00 =1 EA, EA_:
-0 17 o o ,i0 01 L L .
t * o o 0
: £4,: £4
4 -mo;i-%"‘oohzmo i
K”:X’_im L0 o o0 mI0 =B, By
001, 4 40.001 2 L :
. . | 0 0 0
sustituyendao:
Barra D

[19.354 -14.515 0] [-19.354 14.515 0]
: i

K= 1-14.515 10.886 0 K=Ky 14.515 -10.886 0,

K. =
. 0 0 0 0 0 0

sustituyendo en la ecuacion tuerza-desplazamiento de la estructura se tiene

s’ '365.537 -14.515 636.395 -441.94 0 0

ol 1-14.515 442.054 1381.066 0 -6.905 1381.066
0 1636.395 1381.066 495563.33 0 -1381.066 184142.17
0{7]-441.94  © 0 436.183 0 636.395
o' 0 -6.905 -1381.066 0 431.168 -1381.066
lo:+ o 1381.066 184142.17 636.395 -1381.066 495563 .33]

Solucionando el sistema se tiene’
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-
|

C 10 0.19279 ] :
:dﬁ} . 7.54633x10 3
Pisl |-1.99028x104
d;!'! 0.19124
' X !
| .1 1-1.14398x10°3
!dy:’, l
- 7Th 1-1.,95852x10 4]
12,
Por compatibilidad.

d, =0 S, = Cy

dp =0 Cp = de

dac' = ds' d:c. = dc'

duI =0 dzc = da'

Aplicando la ecuacion fueza-gcesplazamiento de la barra en el sistema global.

P1. = K%T. D!' - K1:. Dz'

Py = KD - K, D)

Earra "a"

Pu‘ = K‘I!l'(o) + K‘l?l.cfl

il 1 -4.243 0 -636.395° |  0.1928 -0.69

P, =[ 0 -424.263 0 | 7.5463x10°3 ) = | -3.20

| 1636.395 0 63639 .. -1.9903x70°4] (110.03

Pz; = K?lal(o) + K’&l.cﬁ-

Pal 1 a.243 0 636.395:0 0.1928 0.69
P sl 0 424.263 0 15 7.5463x20°3 | =|3.20

‘Ar{ 1536.395 0 127279 '1.1.9903x10°4 97.36)

22 :
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Barra "b"

P L= K‘ITD'(O) + Kle‘dCI

10

401 -4.243 0 —635.395’“' 0.1912 - ] -0.69
LA 0 -424.263 0 il -1.144x20°3 1 = | 0.49
s 1636.395 0 63633 | .-1.9585x70°¢| [109.24]

|
.-
T4

P2D‘ = K'21D' (O) + K?ZDIdC'

EPJ'-’i | 4-243 0 636.395 1 0.19124 0.69 1
I 1
Piao=) O 424.263 0 ‘1.144x10°3 7 = |-0.49.
|31z 636.395 0 127279 ;,-1.9585x10°4] |96.78]
Barra "¢"
P, =K,.dy = K,.C.
Troanes o o ' 01923 a1 0 o i° o012 oe9
.D,. 0 6905 1381 CBS 75463:!03 . 8] -6 508 1381 056 -1 14‘1!’,0.3 R _049
Q 1381 CE6 2EE284 57 :-1 9903 x70 4 0 -1331.066 18413217 -1.9535x10°4 -97.38

pz:' = K-zu:‘da. + Kzzcld:.

Fo "as13s o0 0 01925 | ea194 O 0 01912 |[-069]
P, 0 <6905 -1381066|75463£3 - O 6905  -1381.066] -1.144£-3 ' 049

o . O 1381066 184142 |.199C3F4 O  -1381066 368264 |-195856-4  -96.78,
- .

Bama "a"

Pla = Ko (0) + K;g'Ca

13
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(p )

}fuw (-19.354 14.515 Olf 0.1928
Pyl < 14.515 -10.886 0 | 7.5463x1073
el Lo 0 0,{-1.9903xJ0°4

i 719.354 -14.515 03 0.1928

|
Pl = f 14.515 10.886 o]|7.5453x10'3 =
iﬁfg | 0O 0 . 0/:i-1.9503x10°4)

Nodo C
P =Py - Py
J 0. 69 j-0.65) 0}
o, = |-0. 49 -1 0.49 !=ioi
|0 196.78.  .-96.78. 0.

ctazion del sistema gicoal al Iczal
=T o)
Barra "a"

=(T ). p‘l.

-3.62
2.72
0

3.62
-2.72
0



P,=(-100!]-3.20"=" 0.69 |
0 01,,110.03, 110.03;
[o 1 o“o.sgi 13.20
P, :{-1001i3.20:1-0.59
{o 0 1;97.36_ (37.36;
Barra "b"
[0 101[-0.697 70.49"
P, =i-10 o;% C.49 |« 0.69
lo 0 1;:109.24; 1109.24;
0 1 05{0.69; [-0.49
P, =1-1 0 011-0.49i = -0.69’
|0 0 1:96.76. 3s.72
Barra "¢
100°0.69 70.£9°
P =[o 1 0/]-0.49: : -0.4%
[ ! .
{0 0 1,i-97.36; '97.36;
1-0.69°
P =10.49 i
96.78/
Bara “d"

[-0.8 C.6 0 -3.62 [4.528

H

Py =106 -0.8 002,72 -] o0
o o 1i 0o ; | o

[+ 3]
o



-4.528]

o

(-0.8 ©.6 0)3.62)

: |
P, -0.6 -0.8B 0 :-2.72! |
o o 1y o | |

o

n la ficura 2 42 se representan fuerzas conantes y momentos flexionantes y en

m

iz figura 2 43 fuerzas normales.

0.6s

< T*’L\a.szes
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2.9 RETICULA O EMPARRILLADO.
Una reticula es una estructura a la cual se le apiica la carga en planos
perpendiculares al plano que la contiene. Por lo cual sera una estructura con tres

gradcs de libertad per nodo, uno lineal y dos angulares como se vio en el cazitulo uno

£n igual forma Que en armaduras y marcos primero se detsrminara las
submatnces de rigidez en el sistema global, para esto se sabe que:

K,=TK,T

y en el casc de reticulas la matnz de rctacien 7 se determina a parur de ia figura 2.45

vy
A~
Fy
Mz — >
at , \,.‘/. a *
4 /’ \_' barra
[ Mx

de la figura 2.45 se puede coservar gue.

M, = M coOsa - M sem

P, = P,
M, = M serc - M, cosa

n fcrma matncial: Ca 1 T
e a cia l"!'ii 1o - 'iﬂ‘]
i 01 0[P
t
|“!" im0 1llM,
e dp -
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por lo tanto

i’lo-m:
T=01 0
lmo 1,

D= la mainz general de 12x12 en el sistema local, la matriz de ngidezess para un

meants retizula es de la forma:

)
14}

| &7 o -& 9 0
I z
| o 12Er 625 |, -12EI §EZ
LJ L‘ LJ 2
o 6EI 4EI ,  -6EI 2EI
Ll L L’ L
" -5 o & 0 0
L L
o -l2EI -6Er o . 12EI -6ET]
LJ LI L3 L2
o BEL 251 -6EI 4EI
Lt L

- - - r |
Oy AEI 6EIL 67 aEI
L L I L L
[ B 7% g 12£7 6ET,
- 7 L; LJ LZ
Go 4ES 65T GJ 4ET
(= - 2=y lm =2 gl 13
‘7z ) I )2 L")
; R = ]
-gj -4"m‘ ___G‘E:Im -(..G.qu-__.._.zEI)lm
I L L . L L
6Es 12£7 6EI,
X-z T Li‘ LJ LZ
(G725, 6EI, GJ . 2EI
L L 2 L L

g3



[ 67,0, 882; 651, (G agr) )]

L L= L L !

, 6£I 1257 6£T |
S s

= |

(GJ_AEI . 651 GI . 4ET

z Lt L L J

2.9 1 Ejemplo.- Analizar la reticula mostrada en la figura 2.46

i—,-—

Y ~
i
. D
zcv/ LS ’
Ston A $1°n
| /:!rn i 7 1.5
a /c —
1.5 /'- w=2ton'm W S 13m —
L s e T T e N ; e ~ 2
y =% C = E =, I- k:/Cm
Y 8 am 30x30 ]
L -
"—z £l = 230 kg/cm®

Figura 2.46

La scuacion fuerza-desplazamiento de la estruciura en el sistama giccal esta dada
pcr

3 ’
i

£y

KianKis K | |Ds
|

Pec £ Ko Kizey Déj

J |

Las unidades utilizadas para detemrminar el vector de caras seran tocneladas para
las conantes y toneladas-centimetro para los momentos, asi:

S3araas a y ¢ barra B
|¢o 4.0
2€ Ston 2. \L
E L 1875 \l/\ w=2 torn/m ( )
B ALY 17 R N AN ONY 7
‘o i a Y N2

c v} &

1875 8 26€.7 266.7 ©

S0



7 2
- 22 - 187.5 Ton-cm M= % = 266.7 Ton-cm
V=§=2.5 Ton V=-"£—'z=4 Tor

=i vecior de cargas y el de desplazamientos se puede esznbir

v

) _ (0

' -187.5

™ .

Me | -6.5 ld’”

i”.lsi —266.7| 925 )

e -187.5 ¢

" | -6.5 &

e 12667 ¥e -
20 o

Para valuar fas submatrices de rigidez para cada barra se sugiera organizar la
informacicn en la siguiente tabla. '

r

!aarra| £ G | | J L El GJ I {m

layc | 221.35 | 88.54 | 5400C0 | 370980 | 300 | 1.1953x107 | 3.2846x107 |0 |1
| 112210 | 400 | 1.4341x107 | 1.0112x10" |1 |0

b | 22135 | 8854 | 67500

Para determinar el momentc polar de inercia J se utiliza la expresién J = Bb® h
donde B es funcicn de la relacisn hib, ¢ccmo se indica en la siguiente tabla.
g

no |1 15 | 175 | 2 | 25 3 4 16| 8 10
B | 0141 | 0196 | 0.216 | 0229 | 0245 | 0.263 | G281 [ 0.3 [ 0313 | 0.33

Sustituyendo en las matnces transformadas al sistema glebal:
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Barrasayc

[1593733.3 -7968.87 0 |

Kiige=]-7968.87 53.13 0 '
0 0 10948.56
'796886.67 7968.87 0 11
Kiac =| -7968.87 -53.13 0 !
| 0 0 -10948.56;
K.Z‘lls = K.ttl‘l.:
1593733.3 7968.87 0
Kizsc =| 796B.87  53.13 0
| 0 0 10948.56!
Barra b
125280.38 0 0
K.y = 0 2.80 560.31
|0 560.31 149417.33
[-25280.38 0 0
Kis = | 0 -2.80 560.31
| o -560.31 74708.67
K = Kl\z
125280.38 0 0
Ky = 0 2.80 -560.31
0 -560.31 149417.33

52



sustituyendo en la ecuacidn fuerza-desplazarmento.

iF s

18T.5  1519013.7 7966.67 0 -25286.38 0 0 ,
-€.3 7668.37 55.93  580.31 0 -2.80 ss0.31  9*
“285.7 0 550.3. 253905.89 0 -580.31 74708.67 s
-187.5 | -25283.38 0 0 1619013.7 7968.87 o ..

2.z 0 -2.80  -580.31  7958.87 55.93 -580.31
2527 o 550 74708.67 0 -560.31 258905.9 <
\ €

v

Soluzionando el sistema:

%

4| | 0.001976
’j | -0.418715

|¢}a§_| -0.001447

o | 0.001976

| 1 -0.4187151

+

i¢ﬁ1 | 0.0014479 |
10z

For compaubilidad

Agiicanco la ecuaczion fuerza-desplazamiento palja cada barra en el sistema

glcoal
p-’ = K‘l! d‘! + K.'Iz d.zv
P,=K, d, + K, d,
Barra "a”
p!a = K 11a d‘u + Ki\:a dlz-
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[
IAGJ 796886.67 7968.87 0 ]{o .0019769 ] [-1762°
Pyl | -7968.87 -53.13 0 |1-0.418715 | =i 6.5 }
i, 0 0 -109488.56,:-0.0014479; 1158.5;
Mz, ' '
p'zl = K'zu d'u + K:za d'u
4]
[#x2l 11593733.33 7968.87 0 ‘0. 0019709] (-187.5:
1P| =| 7968.87  53.13 0 | -0. 418715 | = ! 6.5
| 0 0 109488.56,:-0.0014479) |-158.5,
en forma similar para las otras barras se tiene.
Barra "b"
’Gw [ 0.00 ] 'f&q (o.oo
! | .
1 £yt =i 0-00 1 H IP),‘,!=£0.OO
P 1-108.2 by | l108.2
s Oy TR
Sarra "¢
[ ] [
(e 117620 =l 1-187.5
Py < 6.50 . ;P =l 6.5 |
b b 1-158.5, 1 | | 158.5
!‘.‘f“'; : ‘ leJJ J
Comprobac:én del equilitno.
Pe =" - e
-187.5} [-187. 5| | 0
5 -6.5 ' 1 -6.5 ! 0 sicumnple
1-266.7: i-158.5] l 108.2

24



Para la

Barra "a"

er, forma simiar para las barraby ¢

Barra "b"

Barra "¢"

[-187.5°
L -6.5

| 266.7) [108.2

- P,
0 1 7-187.5]
= 00 | . : -6.5 si cumple
! | 158.5

P=T P

) [o 0 1}{-1752]
Pl=l0 101 6.5

¥ I il |
M, 1-1 0 0/i158.5]
Ml [o 0 1}:-187.5
E;,!=| 0o 10! -6.5
AQJ -1 0 ojf-1sa.5
x> 0

?;;” = 0 i ;

l V

e, b-108.2,

¥, i.158.5"

| ! ;

E-P,;. : 6.5 | :
M 15B.5)

-

| 187.5

-158.5]

rctacien del sistema gichal al loca! se sabe que

-6.5

158.5

187.5



Los elementos mecanicos finales se cbtienen en forma similar a los de los marcas
asi:

187 5
17¢€2 Z //[Q// (-9,’.’/ v

e RY > reg 5 L /T\ 187 .5 ) /,]\
155: -_-\ -0 ,
e > 25 25

red S 6% /25

. 6¢ S A

L&)

g6



2.10 ESTRUCTURAS EN EL ESPACIO

Rotacion del sistema local al gicba! e una barra en el espacio

v

i\ (X, Yy, 27 )
/—#31 /}

Se sabe:

= A XS XD ) e (YY) (Zp -2 )t

X:-x: Vi -¥:

COS58 = —— cosf - cosy =
L L
Forotro lade
Px'= Pxcos a - Pycos a, + Pzcos a,
Py=Pycos 8 - PycosfB, +Pycosf3,
Pz=Prcosy - Pzcos y, + Pzcos v,

en igual forma para momentos en forma matnc:al y llamando

cosa, =1, ; cosB, =m ; cos- i =n,

4

TR ST 0. .
P" . - ' 1 P‘,i
P' L momom 0
" i £y
1 'n o n I 0 0 0
P:i | rp,
L R 7,
fo 1o o D102, LK
' ! : M
My: iO 0 Comom o m Y
] - - M
PRI , n oo n | H
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de donrde:

:’1 .1, 1 0 0 o‘;
im o om om0 0|
'n 2. n ! 0 0 0O
io 6 o | 1 1 l,!
o0 0 | @ om om
?.0 0 0 | n n n

Oe la matriz de rotacion |, m, y n representan los cosenos directores del eje *x"
en el sistema global de referencia  Para determinar los cosenos directares |, m, y n,
gel g2 "y" partimos de seleczionar a c:cho ere perpendicular a los gjes x y 2' de tal
forma gque el producto vectonal de z' con x coircida con el ge y; asi.

£k
y=2Z xx=.001 = -m, -1, - o,
Lo
come ¥ no es unitano entonces. .
- 1 _
Y = Y
1,.}"57'
sillamameos D = ,1*-m*, enicnces
i"m]
! Di
Fepa
i
e
L0 .
por lo que.
o 1
l.=-5,- mos 5 y o, =0



El eiz z se determinara por la condizion de ortogonalidad
) P g

I 7k
= e s 1: i
= = = 1 m
Z=xXy D n:
|-m 1 0;
- 1
z=2 (-l -ma, - (1%-@%) K]
|z = | 1 (n-12-m*ni-(1%+m%)?)
\ p?
s . 1 n(lt-my (1T -mT
|zl— 2 2
\ (2%-m?)
2, L {dtemy-(nt-dm-mty?
P&, = 0 s
\ (1%-m?)
2 =1
- - b n
coric cue = . =-n < ; m = -m=
Z Z y 7 - D
1i o pme —_——
n, - = I =\1‘-m =D
\J.'fn‘
finalmentz ei transformador resulta.
3 B~ R
| D D
|
lm 2 -2 . o o
; D D
in 0 D V00
i
1
‘o o o0 ! 1 —%’
00 0 Tom é
)
0 0 0 | o 0
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En el caso de que &l eje "x" coincida con y' los gjes "2* & “z' “ conciciran como se
muestra en la siguiente figura 4.29.

Y Y
M
v Fanl
— |
P !
i |x ) y
i‘i
o x
Y & — X s //';,7'
z / "".'7
a L7
2 Fizura 2.45 ©  Figurs 2.32

y el transformadcr resufta:

o -1 ¢ ' 0 0 0
lt o o @' o 0 ©
!o 0o 1 ' o0 0 0
T| e e ae el en s
‘00 0 ! 0 -1 0
0 1 0 0

‘e 0o 0 ¢ 0 0 1

y en el casc de que el gje "x" coinciga zon X' ics ees 'y'y 'y " coincidiran tambien como
se& muestra en la figura 2.50. el transformacor resulta:

o 0o -1 ! 0 0 0]
01 0 ; 0 0 O
:1 0o 0 ' 0 0 0
j":l-— e m e ma wmm == =
fo0 0 o0 ' © -1
'o 0 0 ; 0o 1 o
0 0 0 ! 1 0 O




MODIFICACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES 3

3.1 MATRIZ DE RIGIDECES MODIFICADA

La matriz de rigideces se modifica con la finalidad de considerar diversas
congdicicnss ds frontera.  Supongase una estruciura como se muestra en iz siguisnte

figur

P

Figura 3.1

S se consideran unicamente los grades de libertad de los nodos B y C para el.
analisis del marzo, entonces la matnz de ngideces de la barra "a" debe modificarse para
icmar en cusnta el grado de libertad de! ncdo Al La modificacion se realiza
cors.oeranco las condicionas de frontera as dsoir

M,=0 ¢ =0

3 N,=0 U, =0
V,#0 V, =0

t
|
i
I
|
|
I
.-

La ecuacidn fuerza-desplazamiento de la barra esta dada por:

r b

(& K K,y K R Kxél .Ux
!"'; |K-; Ko K B Ky Kl |9
LA K K Ky K Ky Byl |9
?":. ?Ku Koo Ko Koo Ky Ky U,
?Vz; iX:: K, Ky Ky Ky Kyl | V2
!_Mij lXe: Koy Koy Kou Koy Keg) _¢2.

icl



sustituyendo las condiciones de frontera en el extremo 1

N,‘ |'K.: K: Ky K Ky K fo‘;
V1 K K Ky K Ky Ky 0
0| _ . &, Ky Ky Ky K @‘-i
M ) Koo Ko Ko Ky Kis Kes Yy
Vj Ky K Ky K Ky Ky "
.MI.' [Kﬁl Koy Koy Koo Kis Koe | 92,
de donde se puede escribir:

N [K‘.J K, Ky K 'Z,{

Vi = 1%y Ky K Ky Vl

0 [Xn Ko Ky K, a:.

de deonde
0 =Ky, = K,U, + Ky U, + Ky, &,
®1='K.1n(KsaUz+KuUz"'Kumz)

en forma matncial:

v,

-3 V
.=-Kn [ K, Ky K 1IN
o

Es decir que a partir del vector desplazamiento en el extremo 2 se puede geterminar el
girc en el extremo 1.

Por otro lado se trene:

”:}' |K43 R K5 K6l |9
|

Vzl = Ks: Ks‘ Jr"s:s ﬂ's»es Uz
]

Koy Koo Ky XssJ lV2

162



lo cual se puede escribir:

] El (Rl R K] o]
Vi = Ks:] Q. - 1 Koo Kis Kss{ VJJ
le Kes lf"u Kes Kes) |92

sustiiuysndo &l valor de @,

U 1
[Nz] !f‘ul U, Ka Kis Ku‘ Uzl
' -3
Vil = !KSJ; -R33 [K3 Ky Ky 11Vat + |Ksy Kss Ksg .Vzi
ery txsz,‘ . |®. Kg, Kgs Ko} 10:
(% [Fe K Rl & A
| 2{ 44 45 45‘1 i 4] 2'
{ -t
'L/zl -'-!K5¢ XS KSéi - zﬁ.s]l 'Kj) [KJAK]EKJG} prz]
1) K K Kool |Fes [%J
esto s
45‘ = K;.: a.

dorde K'.. es la matniz de rigideces mcdificada

La matrniz de ngideces modificada es la que se utilizara para efectuar el
acoplamiento de las barras cuando no se incluya el grade de libertad de! nodo “A", asi:

i &
I —
yara — 7
GL=6 GL=7
Figura 3.2

el



3.2 CONDENSACION DE LOS GRADOS DE LIBERTAD

E! procedimiento anterior se puede simplificar condensando los grados de libertad
de las fuerzas que son nulas:

|

‘ M, =0
~ %, =0
‘

La ecuacion fuerza-desplazamiento de la bama *a* que se puede escribir de la
siguiente forma:

[""" {K:. K., K, K Ky Ky PU:.I
v, l K;, Kj; K:J_‘xu Kis Kyl (Vs
M, _ Ky, Ky Ry Ky Kyy Kyg| |9,
{Nzl ) ixc: Ko Ko Koo Ko Rl Vs
Vi K, Ky Rey Koy Kyg Kog| 1V,
M ! P‘s: Ke; Koy Keo EKgs Kss‘ .‘pz‘

que se puede arreglar y panticicnar de la siguiente manera:

N:? ’K:: K, K,y K;s Ky Ku. -Uz.
v, K Ky Ko Ky Ky B ||V
M, ) K, R Ko Ky K K| 194
N, Ky, K, Kgo Kyy Ky Ky |U;
v, le; Kg: Koo Kes Kog Kyf |V,
1M, Ky, Ky, Ky Kys Rye Ky (93]
en forma simplificada:

e

i P ] 1}!' X;i U‘J

Ex B EERY N Xzi Uasl
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de fa segunda ecuacion:
P, =K, U+ Ky, U,
Cpero P, =0 enwonces -

'K.‘z: Kz!’ U1.

_
(I
It

Pr=K, U+ K, U,

sustituyando U,

L = KUK KK, U

P1' = (K'u - Ksz' Kl‘z sz) U1

Q
i
(98
8]

}
(9]
m

carz si e;lample antenor;

s . 7 ’
ae ! - - o P L -
ans s S . [RASR!

V.’ A R ]:'

L) RSO s z e )

I .

ar e & | - N - AR -
ST e e e R | A (&, KK KX
ol - - - - 'o

V;’ Ko L B K K LA,

- .

M KD K Ko K KO &)

Sustituyendo condensaciones de frontera U, = 0y V, = 0 lo que consiste en
eliminar los renglones y columnas comespondientas, asi:

Pl - ! ]
“’;i Xu Kv. ﬁu }K‘J: . 'Uz
' I .t
V;i = Ky, Ky Ky -KSJ!AM[KMKJSKJSJ v
Voo |
sz KM Xu KM.' I.X‘J." ¢2
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Que es el mismo resultado que se obtuvo al modificar la matriz de rigideces de
la barra "a*, de lo anterior se puede decir que la operacion de condensacicn consiste
en compactar los grados de libertad de una estructura, a aquellos que son de interes
para el analista, al modular un problema dade Generaimente los gracos de libertad
compactados son aquellos en donde no hay carga pero si desplazamiento.

'

4

3.3 MATRICES DE PERMUTACION

1

Estas matrices se forman mediante |a permutacion de renglones o columnas enla
matriz identidad. Si se premultiplican se intercambian renglones y se postmultiplica se
intercambian columnas.

Para ilustrar lo anterior intercambiar el pnmer renglon por el tercero, asi como la
primer celumna por la tercera de la siguiente matnz.

[Ku K. KZJ]I
K = jX:: X2 K:Ji

lfn; Ky Kyl

100 | 0 l|
1010 ; meelo10

0 0 1 o UJ
iO 0 l'i I[X. Xy Ky Ry Ky Ry
010 &, & Ky = | Koy By Ko
1 00 .x, K, K, |R, K; &,

10s



METODO DE SUBESTRUCTURAS.

[

£n la aplicacion de!l metode de las rigideces para estructuras de aito grado de
hiperasiatcigad cinematca en compuiadoras de poca memona central, es netesane
CAariciChar ia estrutiura en un numars arbitranio de subestructuras. tomanco en cuenta
la capaciaad de ta maguina A

Se llama particion estructural a la division de {2 estructura completa en un numero
cdacdo g2 subsestrucwras donde las umiones ¢ fronteras de cada subestructura se fijan
arbitrariamente, es conveniente tomar parnticiones estructurales correspondientes a
paruciones fisicas reales. Como las propiedades de ngidez de cada subestructura
pueden valuarse a partir de sus condicicnes de frontera y de las propiedades
gecmstnicas y elasticas de caga baa que la componen, entonces cada subestructura
puede tratarse en forrma independiente aplicando el meétodo directo de las ngideces,
para condensar los grados de libertad correspondientes a los nodos intermedios (los
que no estan en las fronteras) a los grados de libertad en las fronteras (las fronteras son
comunes a dos subestructuras acyasentes), para después hacer el acoplamiento de las
scoesrusiuras condensadas {esie £rozeso se concce como relajacion de tas frontaras)
a traves de las ecuaciones de equilono y compatbiidad, el sistema de ecuaciones
resultante permite determinar Ics gessiazamientos en los grados de libenad.

Cabe aciarar que el sistema esiruciurai puede ser cualguiera por complejo que
este sea, $0lo que aqui se presenta el de la figura 4.1 para que resulte mas ilustrativo.

Como primer paso es dwidir la esiructura en un numero conveniente de
subestructuras, a las que se les imgcnen fronteras fijas ( estas fronteras son comunes
a cos subestructuras adyacentes ) Esia civision es arbitraria, se hace cutdando la
capacicad de la microcomputacora, para este eemplo se elige la particion que se
muesira en la figura 4.1

ic7



[ . ™
/:/’/ l’ I e
b “_:‘z‘," K -
f Fegnn M
N
8] U [
Po —
| : i ’
i l o 'k l ¢
I d /’ 4 !’ -
Py —f/’/b : /(/_’ o= v
Y : :
' woe »
! i
A C e 'z
Figura 4.1

En la subestructura | los ncdos M, Ny P y en la subestructura Il los ncdos G, H
e | s& cenominan nodos intenores. mientras gque en la subestructura il no hay nodos
intericrss.

Una vez hecha la panicion se grecece al analisis de cada subestructura 2n forma
independiente asumiendo fas fronteras impuestas ( que Como ya se menciond son
comunes a dos subestructuras adyacentes ). para condensar los grados de libertad a
las frcntaras, asi como para determuniar los vectcres de empotramiento (reacciones en
fas fromtaras necesarias para qu2 los aesplazamientos sean cero ).

Al condensar los gracos de liberiad a las frenteras, las subestructuras (fig. 4.1)
s2 pucden considerar como elementcs eguivalentes como se ilustra en la figura 4.2.

i Sub | I
-8 Jf— 4] /—lv .
—_— 1] —_— » A
i T
] Sw |l '
}
on L oy —
— . 2 —_— A
i Sup Il l
{a) {d)
Figura 4.2

lo8



Cuando las fronteras son relajadas las reaccicnes y cualesquiera fuerzas
aplicadas en ellas, pueden no estar en equilibrio; por lo tanto la relajacidn inducira
desolazamiantos de magnitud tal que se satisfaga el equilibrio en las fronteras

Para hacer el acopiamiento (relajacion de las fronteras) a los vectoras Rb se les
sl sicnd para poder sumarlos con los vectores Pb que son las cargas apiicadas

iu

dirszizmente en las fronteras como se indica en fa figura 4.2.b

=i aczoplamiento de los elementos equivalentes de la figura 4.2 queda dzfinide por
las mismas reglas que para el ensamble de barras por el método directo.

ror otro lacdo el orden de las submatrices va a coincidir zussto que los puntos de
unién < frsntcras son comunes entre subestructuras adyacentes.

Al safucionar el sistemna de ecuaciones que resulte del acoplamientc. s2 obtienen
Ios cesciazamientos en fas fronteras de las diferentes subestructuras, naturalments la
soiuzisn de los desplazamnemos en las fronteras implica un nimero pequefo de
Incoznitas en comparacion con la solucion de la estructura completa,

Finalmeante se determinanlos cesplazamientos enlos nodos interioras provocaaos
ccrias cargas aphcadas d:re::a"':nme scTre 2:2has nodes mas un desplazamiento gue
sz le lama de correcoion porianfiuenzia ge los desplazamientos de las fronteras.

4.1 FORMULACION DEL METODO DE LAS SUBESTRUCTURAS.

Se sabe que la ecuacion tuerza-desclazamiento de un sistema estructural esta
dado zor )
P=KD
S. denotamos al vesisr de Ios cesolazamientos en fas fronteras (comunes a dos
subestructuras) por Ub y el veztor Je cesplazamientos en los nodos interiores (cada uno
Ozurrs en un punto iNterdr de sclamenie2 una subestructura) por UL y a las
corresccndientes fuerzas en las frenteras y en los nodos interiores por Pb y Pi
respectivamente, asi la ecuazion fuerza-oesctazamiento se puede escribir como:
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xbb

A
el |k, }u j 4.1

4

2] [ £
|7 s

44

E!l total de desplazamientos en cualquier punto del sistema estructural, se caicula
por la superposicion de dos vectores tal que:

U= -0 4.2

L)

donde U< denota el vector de desplazamientos debido a las c;argas P, cuando Ub =0
y U? representa la correccion necesana a los desplazamientos U@ teniendo en cuenta
los desplazamientos U, cuando P, = 0, por lo que el vector de desplazamientos se
puede escribir

¥

deonde:

[ Es el vector de desplazamierics cuando las fronteras estan fijas,
P porloque ¢ = 0

2 Representa la coreccicn detica a la relajacién de las fronteras.
=

Loy

Similarmente correspordiends alos desplazamientos U° y UP las cargas pueden
expresarse como:
pP=pi - p 4.4
o bien.




donde por definicién:
PP=pP, y PF=0

de la segunda ecuacion del sistema 4.1 cuando las fronteras estan fijas (U5 = 0), se

tiene
a _ £

P, = K, U
ds doncs \

U2 = K, P, . 4.6
de la primer ecuacion del sistema 4 1

‘Pf = Xb" Uf
sustituyendo la ecuazion 4.6

Pl = K, K. P g

corde 7 reprasenta las reacciones necesanas en las frontzras para mantzner a U, =0
cuando las cargas en los nccos intenoras son aplicadas, es decir fa infiusnzia de las
cargas aplicadas en los nodos mnteriores sobre las fronteras en cada subestructura ver
L ]

figura 43 a .

Cuando las frontaras de las subesiruziuras scn relgjadas, los desplazamientos U°
pusden determinarse a panr del sistema de ecuaciones 4.1. asi, considerando la
segunda ecuacion de este sistema.

”ox_ 0k,

4 ' - - d

perc P’ = 0. entonces: -
) i -l
Ly = KK : 4.8

Se puede observar que la ecuacion 4.7 representa fa comeccion de los
desplazamientos en los nocas intenores por fa relajacion de las fronteras

De la ecuanicn 4 1

que sustituyendo la ezuazidn 4 § se chlene
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= K, Us - K,, Ki} K, U2

F

1 4
[

factonzando:

P

(Ko - Ko, KiiK,] U, 49

si llamamos

X, Koo - Koy Koi Kip
la ecuacion 4.8 se puede escribir

A

n

£

-]

U

o

donde K, es la matnz de ngideces en las fronteras (condensacidn de la matnz de
ngideces a les gradds de libertagd ceorrespondientes a las fronteras de las
subestructuras), US representa los desplazamientos en las fronteras y A5 es el vector
de cargas en las fronteras consideranco la influencia de las cargas aplicacas en los
nodos nteriores

De la ecuacién 4.4

Fh-p - P 4.10

dcnae P, es la carga aplicaca directamente en las fronteras y pJ es la influencia de fas
cargas aplicadas en los nodos intencres, ver figura 4.3.b.

Para el acoplamiento como ya se indico las subestructuras se consideran como
elementos equivalentes ver figura 4 3 y se api:ca el metodo directo de las ngideces para
establecer la ecuacidn fuerza-gesclazameento, asi: . ‘

-
Pg:xp_c‘:ﬁ

aqui P se considera como

donge K, es la matnz de ngiceces cCel sisiema acoplado y Uvs es el vector de
desplazamientos en las fronteras (impuestas iniciaimente) de toda estructura. '

Para ilustrar este melcoo se presenian ejemplos numeénces aplicados a la
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solucion de armadura y marcoes.

4.2 ARMADURAS

Aplicando el método de las subestructuras determinar la fuerza en cada una de
las parras de la estructura que se muastra en la figura 4.3

Jen -
am
twn 2
Im
Cton -
am
) en _
im

Figura ¢.3

Para realizar la particion de la esinuciura hay vanas opciones, algunas de estas se
ilustran en la figura 4.4

En el primer caso figura 4 4 a para la subestructura supenor resulta una matrz
de Bx8 ta cual se condensarna a una de 4x4 y para las dos subestructuras siguientes
resulta una matnz de 8x8. las ¢cualas no se condensan y filaimente para la subestructura
infenior resulta una matnz de 4x< fa cual iamoien no se condensa por lo cual al hacer
el azzcplamiento de los elemer:zs equivalen:2s (relajacion de las fronteras) resultara una
matnz de 12x12 Para la pamiz:~ mostraza en la figura 4.4.b. fa estructura intermedia
de una mairiz de 12x12. la cuai 2’ congensar resulta de 8x8 y al hacer la relajacion de
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las fronteras se tendna que trabajar con una matriz de 8x8. Para la particidn mostrada
en la figura 4.4.¢, en la subestrucutra supe-ior inicialmente se maneja una matnz de
12x12 que al condensar resulta de 4x4 y para la subestructura inferior inicialmente la
matnz &s de 8x8, que al condensar tambien resulta de 4x4.

Figura 4 4

=n ssi2 gi2mplo s2 trabajara con fa cpeion qua muestra la figura 4.4.¢

En la figura 4 4 se muestra la topologia considerable en las subestructuras, se
puege cbsarvar gue los nodos E y F (fronteras) son comunes para ambas

sukbesiruciuras.

ANALISIS Dz LA SUBESTRUCTURA I

Aplicando el metodo directo de las ngideces la ecuacion fuerza-desplazamiento
para esta subestructura resulta:

I 2% . r o 7. ° o ;}a',]‘
. [ (LS T 4 ., L™ o [ .
-, L% [T ERY Y ST SITISF ST I8 " T ey, .ila_,-
L p ), (L% L% (LT SR FUET APET 49 [T A [ 4% j..::r..:
. L] . " 49 X 10, =By (& hy <., ?:a:
- o . . s Wl i, O

Las submatrices de ngidez en e! sistema giobal para un elemente barra armadura
estan dadas por
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[ 42
. . EAa (4 1m
K. = K5 = — 7
L 'ml m
k' oz K= -R

- .- - -

Por comodidad y rapidez se recemienda hacer la siguiente tabla para organizar
la informzzicn

Sarra | E | L | I | m 2 Comt 7 m |
R 300 o | 1 0 1 0
6 ] 1 300 0 1 0 1 0
7 | 30 | o 1 0 1 | o
8 | 1 | 30 | o | 1 0 1 |0
R . a0 | 1 1 o | o
12 | 1 | 40 | 1 0 1 o | o
17 | 1 | sc0 | o8 06 0.64 036 | 048
1 F [ sco | o8 | o8 0.64 03 | 048"
18 | 1+ | sc0 | 08 | 08 0.64 038 | -048
2c | 1 | se0 | 08 | o8 0.64 036 | -048
susSuILysenzs
Ramas 567y8 Qarras 17 y 18
P 0 0 '1-”“ o EAflz.a 9.6] s
Y+ I T S 7T 9.6 33.3;
Barras 11y 12 Barras 18 y 25
f2s o ' . , [12.8 -9.6]
R = B2 g 355 10 K@ BAi g 6 33.3) 10

sustituyenc2 en la matnz de n3:deces y parizicnando en la forma

X.‘J." Kb
X -
ix4b 44 )



‘128 96 0 0 0 0 -128 -96 ©
. 96 405 0 0 0 -333 -96 -72 0
O 128 -96 -128 96 O 0 0
0
0

t

o o o
O o0 o

.
|

0o o 0O o

0

0 0 -96 405 96 -72 0 -333

0 0 -128 96 506 O -250 O 0 -128 -96
0 -333 95 -72 0 810 0 0 0 -333 -96 -7.2
-12.6 -96 0 -250 0 506 0 -128 96 O 0
-Q

0 107
&8 -72 0 -333 0 - © C 810 95 -72 0 -333
0 0 0 0 0 0 -128 96 378 -96 -250 O
0 0 0 0 0 -333 96 -72 -96 405 O 0
0 0 0 0 -128 -96 0O 0 -250 0 378 98
0 0 0 0 -96 -72 0 -333 0 0 96 405

Para obtener la matnz de ngideces condensada para esta subestructrura se aplica
la ecuac:én ' '
Ky = X _K:; K-“-; K;a

. il

realizancd operaciones:

{4.42 0.02 -4.42 -0.018]

. _j 0 0 o -0.003)
% " 1-4.42 0.018 4.42 0.02
0 -0.0057 O 0

=i vector de empotramiento y ics desplazamentos en nodos intencres producto

de la infiuencia de las cargas aclicacas directamente en los nodos interiores estan
dacas por;

| Per

’ re™

2, [

L1]
E—N
ty
(SN
‘n

a
Py

.

e i 7] P i

O 0o O Ww o oo

1ic



haciendo operaciones resulta:

10.463 |
C.165
-3.63] ‘ 0.398
e -8.255 o pe L |T0e1SOL
¥l T T T os2e
lg.25 ¢ 0.211]
0.791 -
1-0.172)

SUZESTRUCTURA 11

Aplicandc e! metodo directo de las ngideces la ecuacion fuerza-desplazamiento

P’ = K’ D’ para esta subestrustura resulta;
Fo (Ko K (K (Kb 1y e .
P. . ; (s 300 1, AN (%), ol
Ze (G (K L=V IRTL <NV S TIT. ST AN (AN O
A LA K, (R (K (K= (Kl = (K ) - (KLY, O

£n igua’ forma gue para la subestruciiura I, para valuar las ngideces de la

suzesruciura tl se hace 1a siguienie aota.

Barra EA L l m 12 m? im |
5 | 1 3C5 0 1 0 1 0
6 1 30 | o© 1 0 1 0
7 1 300 0 1 0 1 0
g 1 300 0 1 0 1 0
11 1 400 1 0 1 0 0
12 1 420 1 0 1 0 0
17 ) . 506 | o8 C.8 0.64 0.36 0.48
e | 1 | sc0 | cs 06 0.64 0.36 0.48
18 | 1 sc0 | <8 06 0.64 0.36 0.48
20 | 1 s | .08 0.6 0.64 036 | -0.48
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sustituyendo

Barras 1,23y 4

Barras 13y 15

‘e a9 12.8 9.6,
o= ' -4 .= -4
A E“;o 33.3}10 gl A[g.s 7.2.10
Barras 2y 10 Barras 14y 16 \
o g 350 g [1208 9.6 Lo
U0 o0, ) {-9.5 7.2
sustituyenco en la matriz de ngiceces resulta.
i37.8 -96 -25 0 O 0 0 -12.8 9.6
| -9.6 40.5 0 0 0 -33.3 9.6 -7.2
1-25.0 0 378 96 -128 -9.6 0 o
P00 0 9.6 425 -8986 -7.2 0 -33 3
0 0O -12.8 96 506 ©O -25.0 O |
| 0 -33.3 -9.6 -7.2 0 81.0 0 0 l
t.12.8 9.6 0 0 -250 © 50. 6 o |
96 -72 0 -333 Q 0 0 B81.0'

paricionando la matriz de ngideces en

la siguiente forma
Ka

x

4

|
4
|

I3

Para condensar a los grades de libertad en tas fronteras se aplica la formula:

X

ast

desgues de realizar operagicnes se et

-5.53

32.40
I-5.32 23.80
X_ =
s -27.10 -2.38
2.36 -4.73

.

K, K,'j K,

20

ene’

-27.10 2.38]
"2.36 -4.731
32.40 5.53
5.55 23.80]
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El vector de empotramiento y los desplazamientos en los nodos intenores es:an
dados por

o L Pex i)
P, = Xb.’ K, P, . ‘PC"y 0
Pirr = A 0
Pox i
Fizs = K Pir
Fs L‘PDV l
realizandoc operaciones
(-0.825] [1307.251
e ]0.620 PR
brs T -1.575! 77 7 1645.85 |
-1.250] 0 J

FZLAJACION DE LAS FRAONTERAS

: El acoplamiento de las subestructuras se hace considerandolas como eiementos
eguivalenies.

La eccason fueza-desplazamiento esia ¢ada oor
-] a
P, = K, Dy
cdonae,

para este caso en particular como se uenen dos subestructuras la expresion antenor se
puade escribir:

ps =P, - P - P

el vector de cargas aolicacs drrectamente en las fronteras resulta:

QO O O oW
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por lo que:

s; |-3.62, [ c.83) [9.46]
PB:‘O!_ -e.zs{_!o.szi_,r?a -
R 105 -4.37. 1-1.68) 'ls.os

0/ (8.25; {-1.25; {-7.00]

La matnz de ngideces en las {rcnteras se obtiene en este caso particular sumanco
las subimatrices condensadas para las subestructuras I y II, asi:

X : an : Kb"

o 4d

sustituyendo directamente en la ecuacion fusza-desplazamiento se tiene

‘948 [36.82 -5.55 -31.52 2.36] | Ozl
{7.63 ] | -5.53 23.80 -2.36 -4.76 | Py
- 10
‘6.05, -31.52 -2.36 36.82 5.55 Dy,
l-7.000 | 2.36 -4.76 5.55 23.80 D
L rl

scluc:crardo el sistema:

]
“ ;’31636.121|
Dz'y:_llll-HS.SS: 1

Di 131125.70 EA

-

-11057.011
Dpl
corracoiin de los desplazamientos en los nZecs intenores:
ul -1 r
DI-= (K. K, D0,
Di:: = (K K,)7 D,

sustituyendo valores en las cos expresicnes antencres obtenemos:
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{48219.06]

11454.74
48296.60 : 11452.51
0. —11004.82: 1 0. 7429.02' 1
< 65141.43 | EA 4%%111489.93| =&
11490.29 ! -7290.47]
55125.16]
{-11014.18]

D, = D! - D}
sustituyendo,
[
'52849.06 " 1;;!
;13144.743 - | 1]
| 52276.60 N 12759.76 ! ‘w
~ . 1c12504.82 4 Dt 17424.02) 1 1P
T4 073431443 E8 jpy,. T T |11489.93) B3 \p.
,13600.29 . 1-7290.47 L
' 73038.16 O | D2y
1-12734.18, 102!
[y

Una vez conccaides Ios desolazamientos en tcdos los nodos de la estructura, se
procece a determinar las fuerzas en caca una de las barras, para lo cual se sigue el
mismo procedimiento que cuancd se aniica el metodo directo de las rigideces. Aqui se
Hestrz el prozedimiento vnicamanieg gara ¢cas barras

For compatbilidad
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Aplicando la ecuacion fuerza-despfazamiento de una barra en e! sistema giobal:

Py = K, D, + KD,
P', = K'.. D', +K', D,
Bamra 1
1 1
PJ{ I 0 ] [pl [ 0
lpv _'24.72‘. ip}ry: _:?4.72"
Barra 3
13 . 33
P [ Py,
. 0 91 . [ : I - [13039]
. '-13.39¢ ' . .
. . -13.39: ‘sz [ .

P= T P
Barratl
T
o |
-0 1] L= -24.7
Po= 010 94,72 24.72 ron
PO
=0 1 = .7
P, o= 1_;‘24'72: 24.72 ton
Barra 3
o]
=1 .1 e -13.39 ton
L2101 13030, °
P =0 1,,13'19} = 13.39 ton

Se deja al lector la determmnacion cde la fuerza en las otras barras, asi como la
comprobacion del equilibno.
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4.3 MARCOS

Aplicando el método de las subestructuras, determinar los desplazamientos y los
elermmentos mecanicos del marco mostrado en la figura 4.6.

7 ror
A 3 E !
- 4
s FaaN
X g b am \
-t - |8
v 1€ 2 L .
A~ A
PP 3| I am
‘ E 7 F
- P i
A AN
* R i: am
lG !
. P |
1 7-—
Figura 4.c¢

Utizar s2zziones de 40xED para las trabes y 40x40 para las columnas, un f'c de
230 kg/em? por lo tanto un modulo de elasticidad de 140007 ¢.

La parucicn se realiza en fos ncoos Cy D comoe se muestra en la figura 4.7 Vale
la penz mensionar gue la parizion de la esirusiura s arbitraria, en un momsnto dado
el nimero de subestructuras, asi como su tamano se puede considerar en funcidn del
tamano de las matnces porrverir cSmc se meancionod en el probiema anterior.

SUB. |

SUB. I

Figura 4.7
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ANALIS!IS DE SUBESTRUCTURA |

La matnz de ngideces de la subestructura | en el sistema global esta dada por-

[(K2)3=(Ki)y  (Kia)g (£:),s 0 i
(K2)g (K22) = ( K52y 0 (X7:), ,
(#.)s 0 (Kip),» (K ye(Kis), (K1) |

0 (Fi2)e ks (Ki2); - (ki 7—(1'«';;),_!

Valuando las submatrices de ngideces para cada barra en igual forma que en el
meétocdo directo, sustituyendo y partic:onando en’

(K., &,
K, = { '
Km K.J,
se Qbtiene:

173 ¢ IL.8 -12,. @ ] Toe2t. 0 3.5 o 0
c 11.9  46.2) 0  -C.i} 4&.) .z -ii.8 o 0 )

31.% 46.3 2I7884.2 0O  -46.) 12%94 ! -3i.% ¢ 1i48.2 0 )

L12.1 0 0 1¢.23 2 .. 12 2 .0 -0.2: 0 h . S
) ~2.13  -46.3 ] 11.9  -46.0 O 0 0 o -1:.@ a5
jal 46.3 10794 31.% -46.) 27084.1 2 Q 0 -31.3 ] J148.2
.- - - - - : -- - -- - - - - ' :cl
2:.2 ¢ -3i.9 0 0 c Dotila 2 -13.8 -16.% © o

i -11.8 0 0 0 [ Q 22,8 46.3 (] -0.13)  46.3 }

r3.s 0 31.48 o 0 o -13.8 46.3 22806.3 0  -45.) 10794 |
] Q Q Q.21 -] -3..3 -is.1 [+ Q 10.4 ] =13.8 |
0 ) o -ii.8 9 0 -6.1) -46.2 0 0.8 -46.) .
o 0 3..9 6 Yi40.2 z a48.) 10794 -11.9 -46.) 32606.%

Todos los valores de la matnz ¢2 ngiZecassa han redondeado a un decimal por
fal:a de espacio.

Ccndensando a fes grados de litertaZ 2n la frontera se tiene:

For = KoK, KD K

-
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(1022.59  -1.30 1753.87 -1017.52 1.3
-1.30 520.27 4522.06 -1.34 14.25

o .|1793.87 4522.06 2593841 -911.29 -422.18
5 ©1-1017.52 -1.34 -911.29 1022.59  1.30
1.3 14.25 -422.18  1.30 520.27

| 2911.09 4522.06 934633.9 1753.87 -4522.06

=1 vector de empotramiento para la subestructura |, estd dado por:

A «1
Pur = K,,-K,, P}

——
wun

o o

Pir = 0| :

¥
'

|

F

(=]

[-1.7231
0.142
-262.75
| -1.676
-0.142
-255.55])

A

Ei vecior de desplazamien:ss para los ncdos interiores:

|

|
a |
FEs

i
.

ANALISIS DE

8.63x10% ]
-12.05x107
2.80x10°
8.38x10°7
12.05x10°2
2.65x10° |

LA SUBESTRUCTURA ::

Ma matnz de rigideces nara esta subestructura esta cada por:
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{(Ki1)s
0
(K31)s
0

0
(Ki:)g
0

(K1)

(£2)s

0

{(K2) s (K1),

(K1)

0
(Kl:z)s
(X':Z)g

(Kzlz)s’(xz'z)g_

Valuando las submatnces, sustituyendo y particionando se obtiere

fo.2t 0 -3:1.5 ] ] 0 21,8 o -31.5 o o o
o} 1.8 ¢} 0 a 9 0 -1..8 o] o] Q 0
-3..3 2 5§236.4 o] [°] ° L8 0 3i49.2 Q 2
s} o] o] .21 o] -351.3 Q 0 [} -0.21 [#] -31.8
o] 0 [+ [+] 1..8 [*] Q 0 o] Q -1..8 Q
0 0 ©  -21.5 0 6I95.4 ) 0 0 3.8 o 2148.2"
- - - -_o.- - - - - - -- - -
-2..9 [~} aL.3 o +] 0 10.) 0 3:.5 -10.1 o} o] 1
c -1..9 0 Q o] c c .9 46.1 Q -0.13 46.1 :
-3..% 0 J148.2 o} 3 c JL.3 46.3 27884.2 o] -46.1 L07%.4
Q o] [+] -g.aL 3 k-1 -l Q 2 12.3 2 1.5
o] Q 0 o -1..8 Q [+] ~0.13 -46.3 0 1..9 ~46.3 ,
c 0 0 -31.% 0 3i48.2 0 46,3 10794 31.5 -46.3 27884.2!
La mainz condensada a los grados de libertad resuita:
K.:: = Ky =Ky, K7y Ky,
7.58 -0.0103 -1279.11 -7.58 +0.0103 1279.12 |
-0.01023 0.59 214.39 ~ -0.0025 -0.602 214.39
_|-1279.11 214.39 359588.9 1277.38 -215.22 -209481.9
s 7 -7.58 -0.0025 1277.38 . 7.58 0.0103 -1279.12
0.103  -0.602 -215.2z 0.0103 0.59 -214.39
11279.12 214.39 -209481.9 -1279.12 -214.39 359588.9 |

t! vector de empotramients para sia subestructura, esta dado per;
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QO O O O -3
L]
1
(W)
L)
-
~J

(m
<
D
Q
@)
e |
(1
(D
(@}
1]
1)
jo]
o
3
L)
)
()
7]
14+]
)
]
n
0
)
(1
()
7))
3
Ww
jn |
0
5
14
n
ib
7]
P J
.
{1
[4¥]
L
0]

m
O

RE_AJACION DE FRONTERAS
£i acopiamiento de las subesiructuras se hace como ya se mencioné con los
elemenizs equivalentes, a traves de la ecuazicn fuerza-desplazamiento
a
P, = K, D,

donde
3 J
Pp = Py -F, ‘Pg:'

el vector de cargas Pb aplicado directamente en jas fronteras resuita

}P:xlz '6
Zor o
b i.‘:’c‘,i ) |0_.
2 jpf"i IOl
!Pﬂr: gol
tﬁa:! 10]
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sustituyendo para obtener 22

6] [-1.723] ©.3.s3" f11.253}
0 0.142 i -1.43 ' 1.288
0} 1-262.75] ]554.19] |-291.44
Pg = - ‘ - | =
of |-1.676) |-3.47: | s.146
of 1-0.132, , 1.43 ! |-1.288
I b
lo] }-255.55] !545.37: 1-289.82:

La matnz de ngideces en las fronteras se ctlere para aste caso panicular sumandco las
dos submatnces condensadas

sustituyendo directamente en la ecuac:icn fueza ceszlazamiento se cttiene:

11,253 1030.17 -1.31  4T4.76 -1025.1  1.3: 363.03  Tes

1.288 ., -1.31 520.86 4$738.45 -1.33  -13.85  §735.45 Zey
-291.44! | 474.76 4736.45 2953430 366.09 -4737.4 325152 D4
5.146 . ;-1025.1 -1.34 366.09 1030.17 1.31  474.75 . D]
-1.288 1.31 -14.85 -3737.4 1.3 520,86 -4736.45 p
-239.82 368.03 4736.45 725152 474.75 -4736.45 29534i8

Solucionando el sistema se obtienen los despiazamientos comrespondientes a los
gradce de libertad en las fronteras, asi:

Da) [1.716

qu | 0.020
0. 1.s.2x107

P> 1p,! '! 1.713

‘ b, | -0-020
‘ D___J 5.2x10

Los desplazamientcs D., y D., cerresponcen a los desplazamientos angulares
"alrededor de “2* en los nodos "D* y "C* resgectivamente.
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CORRECCION DE LOS DESPLAZAMIENTOS =N LOS NODOS INT ERIORZS
Esta correccion para la sutestruziura | esta 2aza por
D: = '(K;.zl K;b)_‘ Dar

an asiz 22uat.on 1223s oS Brmings Sorresooncen a fa subsestruciura I, porlo cual se
les n as.;na:: el suningize [. Descues ge efeziuar Coerazicnes, rns R

[

C.c:5
L9.0x10°¢
1.110
) -0.015
-9.0x10°¢;

v L

.

[l

engua! forma para la subesirutiura 11

©
n

53, ~(K.; Ry pr Doyt

sustituyendo

1

f-7.12x -8
<1 1.808 '
I

)

2

-0.020
| -8.27x10°

DESPLAZAMIENTOS TOTALES EN NCDCS INTERIORES

Zstos desplazamientos se cbtiene sumando los desplazamientcs generados
airactamente por las cargas F7 mas los desplazamientos correccién asi-

D, =D0°% - D]

para la scbestructura I

o)
2
+
\u)

oy



sustituyendo:

en forma similar para la subestuctura

sustituyendo:

FEs

]

P [ B.63x107 1.110
Deyy  1-12.05x10° © 0.015
Dy, _i 2.80x10? i | -9.0x10"
Dnl 8.38x107 i  1.110
E%A {12.05x10 3. -0.015
Dy 2.65x:0%  .°9-0x10°4;
D, ¢ Dy » Dfu
F19.21x007 1805
12.10x10°¢ 3 0.020
_|-16.11x10% 1-7.72x10°°
“l18.87x107) i 1.805
-12.10x10°* -0.020
| 15.47x10% ) 1-8.27x107%

-8.72x]0"
1.194
-0.015

‘-8.69x137%

j
!
|

1.997
0.216
—2.38x10"i
1.994 |
-0.022

-2.37x10°4;

Las urudades utilizadas en los ejermmplos fueron toneladas para las cargas y
centimetros como unidad de longitud, gerlo que los desplazamientos lineales resultan
en centimetros y los angulares en radianes.

Conccidos los despiazamien:os en tcccs los nodos de fa estructura,

los

elementcs mecanicos se determunan aphcanco la ecuacion fuerza-desplazamiento de
la tarra como se hizo cuando se aplicd el metzco directo de las rigideces.
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TEORIA DE ELASTICIDAD.

o

5.1 EQFUERZOS.

lo mantenan en equilibric. S el cuerzc se coma por un claro N 2omo s2 inziza enia

\ ———
TN T e
\\L B 7\ ‘ /./\J_?','
{ - —— \"' > \J e
/ i / N/,’ \},/’//'-"_“:
/ \‘-—// N '/"\ -~ \
/ —
S AL
A “\.‘___’
.\_/ ‘V
{a {b)

Ti cuerpo se ha dividico en dos pares. parte A y parte 8, por el planc de cone
N A la accion gque ejerce ura pane scorela ctra en la superficie de cone se les llama
fuerzas ge nteraccion. Las fuerzas de interazczion enfa parte A equivalen a la resultante
de las cargas que cbran en la parte B y viceversa Si se retira la parte B el sistema de
fuerzas de interaccion aplicadas ala pare A estan en desequilibno, sin embargo la parte
A esta en equilibno, es decir las fuerzas de interaccion son equilibradas por el sistema
de fuerzas extenores P,, P,. P, que acian sotre esta parte del cuerpo

5.1.1 ESFUERZO EN UN PUNTO.

X

£l esfuerzo medio o promed:o es e! ccoiente de dividir a la fuerza F entre el area
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interncs ccasicnados por F, perc no £rec:sa ia ‘orma en que estan Qisintuiccs 2n la
-

secoicn. £l esfuerzo promecio es mas exzhzils en cuarto a la disinbuciés en anis cue

el area Ce 'a seccicn sea mas cequerta

Ccnsiderese un cuerco £or gl zual se ha necng casarun plano de zzne N, el zual

esta definico per la normal extansr al misme Sea P un punio cualguiera 22 la saczién

o
en eswcio. AA un elementz Ce arsa zue ‘¢ coruerne y AF sea la resullante ¢2 las
fuerzas sLz coran en el elemenid 22 ar2a. 3 seresuce el conmicrmo ce AA alrecscay
del punio ~, entonces ei area AA y'aresuitani2 22 2arjas AF encicha arsa Sisminaran
y tenceran a cero. Al limite

Y
o -

=0 25

se le gencmina esfuerzo en el cunts P ca sucerfizie siuado en el planc 22 ccnie N

l:n A7
N AF ,"“' — AA—=0 A4
'\ !, c \ /
LN
N 1 T

Figura 5.2 Figqura 5.3

Sste esfuerzo es un vec:or y es suscectble de descomponerse en dos, uno
ular al plano Ny otro contenico en el mismo. Estas cocmponentas reciben ics

F:.:;r-—::w"’-"-'f'~

el R o

omoras de esfuerza normal o y esfuerzs tangencial T en &l punto resceclivamant2

Asi
g - 1in AN | - lim AV
Ad=0 A3 A0 AA
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en ccnZe AN y AV scn las comccnenies nermal y tangencial ds iz fuama AT
correscondientes al elements 02 arsa AA. figura S

Fara este tracajo Ios plancs C2 cons se haran de tal mansra gque ssan
parpenciculares a uno de fos ejes cearcenaZcs X, Yo £

Al 2siuerzo nocrimai ascriatc a un giand cuya nermal es N, se genciarz como o,
y ai esioarzo tangenciel coma 1, sin emzargo este Llimo se puede gesIomponer en

C2$ 3 azuerso a2 1os gjes gque .‘:r'nar‘. & Diang ccric cual se genotara 1, Congs &l
rnmericice indica el glanc a

mismc Figura 5.4

X .
; X
’/
. e
< (a) - (b)
Y
- ’/"'\\
I i N
PR B :
' (’\I‘ LA
i \ i
i ' > ’
L.
: -
T
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donde’ o, es el esfuerzo normal en & tlano i y ¢ esfuerzo targsnzial claro i,

P -
L]

direczion |

5.1.2 ESFUERZQOS EN PLANOS PARALELOS.

Sercaremoes de un Cuerpo sShcs un elemerss infiniramenta nan

-
D
b
0
b
3
-
a
i
ti
1]

paralslegipedo Cuyo volumen es SxCyCI el cual s encuentra en equiitrzs. figura 3 3

/
.

dx

Figura 5.5

La aczion que ejercen las paras sucnmucas cel cuerpo seobre 2l elemente aisiaco,
les rzemplazamos per fuerzas y Ics esiuerzos que generan, dicnas fusrzas las
cdesccmIonemos en tres compenentes en cada cara, resultanco asi 6 X 3 = 18
esfuerzzs. Ademas se considera que en el cuerpo existen las llam- 2as fuerzas masicas
( fusrzas de cuerpo gue son ceticas a la gravecad ), tambien estas fuerzas se
desccmgponen en 3 componentes X, Y, y Z figura 5.6

7
Y P f\
+ Ty |
| s
' X ! Fer =
e ' [ L T
e
ny fuerzas ; o, - c
z masxcas i . Fd
por unctad I Ty Y .
de volumen 1 Doy demr e L
' . :
I /_
1 " (.....-.
- i - rﬂ




Aisianzo dos planos paralelos:

1/ //
e -
./ e
, ‘l ; .
T, &——-- o — g
| ' | ;
A
’/ I'_,/”
1
ax

o, o, -~ cda

x r

ssa ¢ funzion da (x.y.z) entonces @ = P{xy.z). se sabe que la cifererc:al ce ¢ esta

dazZaccr
e s Sar - Loy - Lo
cx cy ¢z
st la fumzion ox es igual a la funcion ¢ y se considera que gx es funzionunica y
T

excizsivament2 de la vanable "X, enizrnzes - ,

3

cc
dgc, = — dx
cl
pcr o que. .
co,
g, =0, - — dx
cz
en forma analoga para los otres esiuerzos
o,
o, 0o, - = ay
¥
co .
c, =0, - — ¢d:z
CI
cT
e : - . xy
Ly -y X ax
cT
- - . X2
T 7 Ta: Tx ax



‘ = - re
t)’" ryr c dy
Id
cT
:’: H :’: - - I d‘V
v,
. cT., g
Tse = T . - <
Ix ¢

-~
[

___".Vd:

C

-

- <

fuerzas
masicas
por undad
de volumen

N

Flgura 5.7

5.2 ECUACIONES DE EQUILIBRIO.

Censiderese gque las fuerzas ce cuerpC aciuan en el centro 22 gravecac de!
raralelepipedo figura 5.7 y gue se encuenta 2n equilitrio; entonces caczen venficarse
las 6 scuacicnes de equiiibno estatica.

IFx =0 CIMx =0
IFfy=0 TMy=20
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11
H
il
o
t4
=
N
[
o

AchizanZo |2 ecuacion gce equilicrnz X <x = C resulta

T - -
- Sos -t B I I R e L) ~ P I T y-
g..& 5 e, T f S 1T =, 2 8 T, =2 d, 6,8, - X 22,50
b tr H '

€wvidiento entre dxdycz

C:r . c':_v.r . C-:x . ,Y - C
c, C, ¢,
=n forma similar para las otras ccs ecuacicres de equiibio S Fy =0y

L Fz = 0 se cbtiene respecuvaments

c‘r} . c?v . C:lv . 1- - C
<, <, <,

cT .. crwz cC.

<, c, <,

A 5123 tres ecuaciones se les llama ecuaz.cnes de Navier 0 de equilibric interno

m

5.3 ESFUERZOS EN PLANOS PERPENDICULARES.

Aplicando las ultimas tres ecuacicres de equilibno ( suma de momentos igual a
cerc ) se puede conocer la relazion de Ics estuerzos en planos perpendiculares. Asi
achcands T Mz =0dela figuras8

e Crgnaa S Cmahae S gg By g T
("yx Ty y) F] :_2" (‘ry -T"' PR _v—z_- et at aCN xy“: _vT—

recrcenando termines y dividiensd entre SxSyz-

¢T €T
t, - XX gdy -7+« = dx =0
’x ¢ 4 a4 ¢

7 x
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o |
[
"
N
"
[+

aplicarcz limites cuando dx y dy tiencen a cerc. resulia finalmenta:

=n icrma similar aglicando T My = 8 y Z Mx = 0 se ctuene
Ta

Te =Ty

C2 lo antenor los 18 esfuerzes inccgnitas figura 5.6 s han recucicc 2 sis gue
Son: 0,. Ty, Teo G, T, ¥ O,

Agrupando los esfuerzos de 3 caras unicamente cbtenemos o cue se cencee
ccmc tensor de esfuerzos

4]
s~

Figura 5.%
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o T ———
[»]
x
T e
1
<
oy
e —
1
el
N

—
]
L
1}
~—
(&}
~
1
—

- — o - i 4, -
a 2513 23rusacicn s2 le llama tensar d2 esfuerzzs.

5.4 ESFUERZOS EN PLANOS OBLICUOS.

~z2ra conccer les esfuerzas que acsiuan score las caras oblicuas censnacientss
a lz suscedicia, seirsquiers esiaziecer una reliasicn de los esfuerzas qus 22tuan 2n las

—- e

tres arzas elementales paralelas a les clancs coordenadoes, come se musstiz snla figura
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. i dodv dxdz axcy
0 =z, 7s c,—-z—~ - T, 5 - t”-—2——=-
pero:
dzdv
—5 - cds cos( 5, Xx)
dxdz
3 = g5 Ccos(s, V)
cxdv .
——= : Z5<0S(5,2) :
2
0 =c,ds -c,dsccs(s,x) - T,.C5 cos(s,x) - t_d5cos(s,z)
de gonde:

T, = 0, COS(5,X) -~ T, CoS(S,y) - T, COS(S,zZ)

ax ’x

Aplicando las otras dos ecuacicnes de equiitne T Fy = 0y T Fz = 0 52 otuene
respecluvamente:

[a |
]

=0, ,cos(S,y) * T, CIS(S,X) - T. COS{S,z)

sy Lrd y

t
n

O, COS(sS,Z) - T, COS(S,X) - T, COS(S,¥)

2z

en forma matnicial:

. < 1. .
(tll’; !O' Ty Tunm ,COS(S5,X)
()
1 I
tlyi = !txy cr tzy 'COS(S,Y)
._:u; | T re O:E .ces(s,z)

a esie sistema de ecuaciones se les llama ecuaciones de superficie 0 ecuaciones de
Couchy.
5.5 VARIACION DEL ESFUERZO CON LA VARIACION DEL ELEMENTO.

Cons:iderasa un cuerpo schido scmetco a un sistama ce cargas que se encuentra
en equilionio por el cual se trazan des claros de corte el a-a y el b-b como se muesira

-en la figura 5.11
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=i p 0O de corte se traza percendisularmeante a la direccidn de la resultanta R
el cual sz rapresanta en la figura € 72
.\W
N
,/ A ' //\\
R f Vo .
" ’ _ © Feq

Cealquier elemento o punto situaco en el planc de corte estard sometido
unicamente a esfuerzo axial, miertras gue s trazamos un plano de corte inclinado
resoacto de la direccion de fa resulianie, cualguier elemento situado en dicho plano
si2r2 scmetcdo a esfuerzo nerma!l y tangenciai 2omo se puede ver en la figura 5.13.

(]

is5z canculania a un esiase ptanc ce esfuerzos donde unicamente se tengan ox, oy

w

y Txy como los estuerzos enunpunic esc2cr o, =0y 1, = 0parai = x.y; como se

LR )

lustra en la figura 5.14
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- y g
-~ o~
f 9, T ; c
< \t || i! e x
A - c | !
: -~ .c"j To
.O..X_.... : | — o; !'r_! o:
;t g x -’
4 rﬂ ! 1 T
| il
b - T
2 r i Lo
v oy
- ¢ x

Figura ©.14

Los esfuerzos que actuan scbre cuaiguier plano "N° que contenga al gje Zy que
esta inclinaco respecto a los ejes "X" @ Y se representan en a figura 5.15

y' X
~ 4
Y_ ! .‘\\_/)Z’°
» P N
N, | N
‘\ | £ S
N ' cry \
Ay
“ [ / trz
A /4*: o
\\ a N2 y N ,
/ x




S e area de la cara inchinacta es ura caruZad A, las areas de las ciras Tarss

seran 4 cos ¢ y A sen ¢ paralos £lants x e y reszecuvamenta, Come S8 Incica en fa

fi €

n

Lra
[ gt

(9]

Lo
P f,',\\ A
S
7 AT
. .
. .
“~ . - \\

para azicar el egquihono dibulames e ciagrama se cuerpo liore enla figura 317

_‘
y <
d

Aphcango T Fn =0

0 :0a -0A cosa cesa - I, A sera Ttsa - g Asena sena tr,, - ACOosa seag

de ¢onde:
o = O, cos"a - O’,SG.’Z‘G - 2rn,sem cosa

susuLyanco
1 - ccs 2z

2

1 - ces 22

n
1]
.3
I
[#]
L,S]



o o, lﬁc?s?.a) - o t-cos2a . Senlx
2 I 4 2 = Tav 2
Simplificando términos:
g,-0 g _-g

o = '2 < - '2 * cesla- T senla 51

Aplicardo T Ft =0
0 =1tA-o0Accsasenc - T,A sen ‘- g A sencicsa - 1 ,~IsC

de deorce:

T : (0, -0, senrcizsc - 7, (ces?e - ssm o

sustituyendo las identidades tngcncmemnzas antencras

c.l' - 0' -)
© o r— senlz - T, cosla
Las ecuaciones 5.1 y 5.2 recresentan el estuerzo normal y cortanis cue estan en

furcicn de dos esfuerzos en plancs percerdizulares en direczién "X e Y

5.6 ESFUERZOS PRINCIPALES.

Ccn frecuencia el interes se centra en‘a ceterminacion del maximo asfuerzo y los
plarcs dcnde se presentan tales eshuerzos =n general se determinan los clarnos donce
se presentan las esfuezos maxmes y minimes anto normales como tangenciales, lo
cua! se logra igualando con cero las denvadas con respecto al angulo de inclinac:én
de las ecuaciones 5.1 y 5.2. Asi para !ocalzar el plarno de un esfuerze nermal maximo
0 minmo se denva la ecuac:én 5.1 respecto de ¢ y se iguala con cero

co, c, -0,
= - < (2yseno - 2t cos822 = 0
ca 2 ¥
de ccroe
52z = T

(o, - o,‘)/2
a paru- ge esta scuacion se puece encontrar ¢os direcciones perpendicularas antra si,
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para las cuales el esfuerzo tangencia! es nulo. £stas direcciones se llamarn Jirscziones

prncicales y los esfuerzos riermales coresconden a los esfuerzos prncigpales.

-2 magniiud de los esfuerzzs ornnlicales se ctlene sustituyenca lcs valcres de
las funciones sen 2a y cos 2a correspIngientes en lg ecuacion 51, Si

-
-

t7lz = ——%F
(e, - G"):c

graficamenta:

sern2a = = q
Ll - g /2] - Ty,
(o, -o,)/2
cosa =

5.7 ESFUERZOS CORTANTES MAXIMOS.

De manera similar al estudi10 realizazc antes para los esfuerzos normales se

_—
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proceca con el esfuerzo contante. Asi para encontrar los planocs en los gue aciuanlcs
esfuerzos conantes maximo o minimo se Cenva la ecuacidon 5.2 conrespecto a ¢ y se
iguala ccn cero. Despues de efectiaca esta coerac:én se tene
(a,-g,1/2
tg2a = - ——i
donce ¢ define el plano donde ef esfuerzo conaste es Maximo o Minimo

Haz:iende la susutucicn en la ecuacicn S 2 ce las funzicnes ¢35 2¢ y s8n 2¢

determinacas en forma anaioga a 13 ce la figura 5.18 resulta;
9, 9,
T ==~ \ ( _._;.5._._L) - try

Esta ecuacidon da les esfuerzcs ccnantes mawmo y minimo. Se coserva que &l
esfuerzo contante maximo difiere uricamente en signo ael esfuerzo conanta minimo.

=i sentdo definido de esfuerzo Conrani2 siempre se puede Iaiarminar por
susiiucion directa de a en la ecuaczien 5.2 ( correpondiente al planc c2 maxme o

mirimo esfuerzo contante).

5.8 DEFORMACIONES.

Considérese un cuerpo elastico, homogéneo e isotropo, sujeto de tal forma que
nc nsre movimiento de cuerpo rigide. Entcnces todo commiento de sus puntos sera
onginaco por sus deformaciones. Asi el punto “p* despues de deformarse el cuerpo
toma la posicidn p’, graficamente se hene;

Y.V
-~ -~ .
|/ P
' 1 v
I / S
T "
< w

x,u

/

Figura 5.19%
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dorde u,vy w sonlas proyecciones del desglazamients’ pp’ sobre los eres szordenaagss

Si se considera un el ments Jiterencial g2l cuemo con dimensiones 3x.dy.2z al
cefcrmarse. sus longitudes vanan y s2 cefcrman i0s angules formaccs £or sus caras.
gue inic:almente son rectas.

Se defing cecmo delfomacicn kneal uniiana en un punto y enia Sirsszcn 22 P a
= como.
Por faciicad consicerese sciamente ura cara Cel cuerpo para csi2rmnar ias

defarmazicnss (estaco plano ge gelzrmaczicnes,, figura 5.20

Si el cuerpo no se deforma, tocos los punios se desplazazan, u en ia direczion
x y v &0 la direccion y; pero ¢zmo el cuerse se daforma, e or'cns 125 £untos se

a X
th
n

2zanu = cduyv + dvrespecsld a cata e:2
Cuzndo la vanacion es respesio al ge x, enlcnces:

du = X ax y  dv = —cdx

(o ¢ cx
si a variacion es respecto al eie y eniTnces
aw s Loy i ov:- g
<y ¢y
¢
u- =g
Y - r
- C’
i . -
' c
S Ly :
¢ 8
N TRl e T
; _ X
o = e
C
i i. " U-;dl C
l— — €
| [¥]
<
> X

Figura £.2¢
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La deformacidn lineal unitana en direccidn X, sera:
cu
cx

(u»%dx) -u

i ox

La deformacion lineal unitana en direcz:én Y sera

cv
R A
ay cy ‘

€, =

Generalizando a un espac:io tncimensicral
- c.:'.
C:‘.

€, -
La ceformacion angular se dencta ccmo v, e indica la disiorsicn cel cuerpo en

el plaro Z { formaco porlos ejesx ey ).

De la figura 3.20 s2 tigne
Yay

para angulos peguencs la tangente cel angulo es igual al angule en racianses, asi:

(V--c:—vdx) -V C—V
cX cx
a = - = -
dx- <= dx 1- &4
cxX cx
de donde.
v
a = —
cxX
b -
(v-Eayy-u <z
cv C
\ O T
d "—d 1'—_—
3 o b4 ¥ C}’
da donce:
g - &Y
cy
asi se tiene que:
v = C'_‘f’ - E"
i cx cy



En general para un cuerpo en el escazio tndimensional se tiena ic s:iguients

Cw u

vl_ = — > m—

: cx cX

vo. = v oV

re cy cz

mesumiendo se tiene

¢ = ce .. . fv_cu
T cx ™ ¢x ¢y
e - [l oW cu
= = Y Tt
Y cy = éx ¢z
_ oW . . Ew_cv
€, = — z Yyr T T T
¢z ¢y ¢z

- as sa:13 expresicnes se les czncce como relazicnes de Couzny

25

5.9 ECUACIONES DE CONTINUIDAD.

tsias ecuacionas relacionan las cefarmaciones hineales con fas angularss y se

cht
indizca2
'C“.".n - C.JU . C-:JV
cXcy  exipt cxiéy
Cay . Fu | Ew
cxcz éxéz? - exiez
"’.. - ~3
LI vr oo v co W
cyez cycz? ¢y‘cz

Las cernivadas parciales terceras de u, v y w se obtienen derivando de las
relacicnes de Couchy las detormaciones lineales de tal manera que se obtenga el

14¢%



término deseado, asi
de, = - .
S T ’ A T T
cy: cxCy:" cx* cxtc,
CﬂE‘, - Su . C:ZG, - = b
cz* cx¢zt ’ cx* cxc2
- €, . =t i C-":E‘, _ c"J:,r
crt cyest eyt ¢ycz
Sustituyendo en las pnmeras excresicres anterores se oblenen 'as snmeras 3
ecuaciones de compatbilicdas. asi
v, | Fe, Ce,
cxcy  éyt  cxt
G, . Ce, e,
cyes ezt ¢yt
&y e e
L S . 53a
z* cx*

CXCZ
-f
1

Cerivando nuevamente de las refacicrnas 22 Couchy las defermacicrss angulares

como se indica en seguida:
o = :
_:ﬂ = .C“U' - .C‘JV
cZ cycz cxcz
Y . Ev Aw
cx cxcz cxcy
C-'Yu C.‘zU £2w
cy czcy cxcy
muluzhcancdo gor -1 la pnmera de estas eguacicnes y sumandola con 'as ciras dos se
ottsne; i . . '
_ C'“.-Lv . C-")S X CVrr : 26-2;.:
4 cx cy cxcy

1s5¢



derivando parcialmente respecto de z :cca la ecuacion se obtiene:

Sy r"f! o 2E'Jw

(= - - -

¢
c2 cz cx cy cXcycz

dervanco parcialmente respecid 2 “x' e "y’ resulia:

He, . Pw
Xy €XTycs
sustuiuyendo se obtiene:
- - - -1
_c-(c"yr L e S 2c€,
¢z ¢x cy (¥4 cxXcy

_E'( CC | S S 237€,
c cx cy cz cycz
g &, Ey . 2¢%€
-_— - - - - —.ﬂ ) = —_——.i 53b
cy  cx cy ¢z cxcz

Las ecuaciones 5.3.a y 5.3.b constituyen las sais ecuaciones de continuidad ©
comgaubilicad que relacicnan las deformacicnes angulares con fas deformaciones

lineales.

5.10 RELACION ESFUERZO-DEFORMACION.

A

La solucion de los problemas fisicos de la tecria de elasticidad referente a las
deformaciones que ccurren en un cuerso elastico bajo la accion de fuerzas extencres
aplicadas a el no sera posible mientras gue los esfuerzos y deformaciones no esten
relacionados por una ley fisica (Ley de Hcoke). '
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Fara deformaciones pequenas la fcrma lineal es la mas sencilla y mas rac:crai
por lo tanto, se puede pensar que Ics esfuerzcs son funcidn de las defcrmacicnes, es
dec:r

g, fie x E/' €, zy! T oprt Y:.r)
g, = Iie,, €,r €40 Ve Yppe Y ax)
c, = fie,, €0 €40 e Vypr Vgl
:,_y : '{(G]’ €,0 €,0 Vayr Tyupr fix)
T, G S0 €0 €0 Tapr Cpzr Vi)
T, ° Zt €, G)‘" €., ‘v',',.: ‘!’y,a Y;;)

ax = aller : a.:ey B a‘.JE: " a:ivry * ‘3:5Vyz td,
O, = 8.6, ° 8;;€, = A€, 8,V * Gy, T AV
Tor = 8 €, ~ A€, ~ 80,€, ° 8V * sy © 367 ax
en forma matncial:
F oy .
Ox a;; a,; a;, a;( 35 3y €x
o, da;, a;; d;, d;( ;5 dy €,
O, |8y @y dyy d;, 3¢ dy €, .
! z = H 5.4
itxy; iau au au d“ au A5 ny'
| +
Tys Ay, 343 dgy g 255 s Yyr
thx;f (dg; Az gy Bou Aes dss]  (Yax
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en forma reducida:
o= [ E) e 54a

o ben

—_——

elt=[ E ) {0} 85

Fara cuerpos elasticos 1s3irccas las ecuaticnes antenores acguiaran ia forma
mas simpie. se puede deducir a partr delaley ge ricok2 aphzacta alas farzs siéstzas
somendas a tensicn O compresicn.

En la figura 5.21 se muestra la grafica cel ccmportamiento de! acers, s2 abserva
claramante cos zonas bien definidas. la elasica (lneal) y la no elasuca (no hnzal) ef
puntc A marca el punto de proporcionalicdad

o

Flgura £.22

Esia grafica es diferente para los cistntos materiaies y depende de la
COMPCSiZION quirmica y estructural cet ma:anal .

En casi todos los matenales. el alargamiento lengitudinal cuando hay solamente
tension, es acompanado por deformaciones transtersales, siendo estas deformaciones
proocrcionales y de sentdo contrano al alargamrento, como se muestra en la figura
522 .

La deformacion transversal en funcion ce la deformazion lengitudinal se puede
escribir como.

donde u es el coeficiente de prcoorzicrahcad y se conoce como coeficiente de
Poisson. Este coeficiente es cons:ante para cada matenal, pero diferente para los
disuntos matenales.

is3



i
m
-
[4¥]
AN
N
N

N
N\

ACemas de las consicerac:crnes hechas antenarmente se acmitira la cropesicién
de gque en un matenal elast2o. homegenes e iscirefo el estuerzo normal no genera
distcrs.cn angular y el esfuerzs corarte no genera alargamiento Scrre ssta base se
determinaran las relaciones entre estuerzo y cefcrmacion.

Considérese un paralelecicegd ce ansias iguales a la unicag, scmetco a la
accicn ce fuerzas normales como se muesta en la figura 5.23. -

3 hq
),
\
i
|
|

~

Fiqura 5.23

Si se considera que sclamente actua el esfuerzc 0, esdeciro, =0y o, =0,=0,
la defarmacién lineal untana por este esfuerto es

r c.l'
€ F

Bajo la accidn del esfuerzo 0 Jesdecro =0yo,=0,=01a defcrmacién en
la diraccicn x sera:
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I»
3
11}
(]
)
fu
3
D

reparac, =0y o, =c_ =0 iaczeformacidon en la direczién x sera

[ . r
€, ¢ “H—
= - o ] : v e L~ —~. - & - [y
FoOr o8l onnliCio @2 suZers2sititn Ce causas y elecios la ceformasiin sl alo
larzt 220 2;2 x Cuando aciian 1os res esfuertIs simuttaneamenta a3

€ H e; . e"' . el

c (g o
- r .-, yo_ Z
€, = "H 3 ¥ —Z
expresicn que se puade escnoir
i
€, — [C,~u(o,-0,)]

=n forma similar para lograr la ceformaczien hneal unitaria a fo largs 22 les ejes
"y'y "Z' s uene respectivamente:

1
€, —_;_.[0,'1-1(0,‘0;)]
€ =~£[0-u(0 T} ]
Fs £- F s x y

srooorzicrnalicad enire ICs esfuerzos tangenciales y las distorsicrnes angulares

Ll
ettt | g

1

que se aesarrollan en las caras gel paraielepipedo estan dadas por:

1
Yoo T G ey
1 ‘
Yy: = E tyr
) .
Yax * E Tox

donde G es el modulo de elastizicad al cone
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r____
o

Figura £.24

Arreglando en forma maincial las sers ecuaticnas antencras.

1 I3 1N
= -2 -3 0 00
P E & & j
€. .5 L H o
€ Lo
(R I - S "R S S N I
€' i £ £ £ 1o, |
o ) i
Yo To 2 0 2 0 0w
Ve d ;:t
Tri 1 Jyzi s
Var 0 0 0 0 = 0,
‘o o o0 o0 o Li
! G:

A aste arreglo se le concce 2oma la #cuacien generalizaca de Hcooxe.
Considerando la relacion entre los mcgules e elasticidad axial y al con2qua esia
daca pcr

* "1

€ 1 -y w0 0 0 ’{c’""
€y w1 -0 0 0 |°y;
SRR 0 0 0 %! =
Ve E;0 0 0 2(l-y) 0 0 |ty
Yy 0 0 O 0 2(1-u) 0 ‘ir”‘"
%.-,J 0 0 0 0 0 2(1-p)i [fuf



De acuerdeo a la ecuacion 5.5 fa ecuasicn 55 se puede eszabir comc

Al cansicderar la relacicn inversa se tlere.

* T = ¢ 0 0 o
Sy RS T & G 0 o) €
s T ook i-s ] 0 0 €,
T,,  (ick)(i-2z) 0 0 0 2(l-2u} 0 0
o .00 0 0 2¢I-2u) 0
n 0 ¢ 0 0 o 2(i-2uy
X Ix

Que d=2 acuerdo a la ecuacion 5 4 a en forma comrpacia se puede escricir

o[ E )€t
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FUNDAMENTOS DEL METODO DE ELEMENTOS
FINITOS. | | 6

6.1 DESCRIPCION GENERAL Y ALCANCE DEL METODO.

La fermulacion del meéwczs ge ics elementes fritos cata ce 1823 aclicazs a
prctlemas de torsion en vigas, pero ro es Sino nasta 1960 cuando tuvo su auge, estd
fue pesitle sobre todo a los progresos en el campo de la computacién, ya que como
en el meicdo de las ngideces. el planteamiento cel meé:cdo de los elementcs finitos
concduce a un sistama de eCuaciones simurtansas, Gue en ganeral rasulian ralanvama-ta
grances por lo cual para su manejo y sclucicn se requiere de las computadoras,

Ei metodo de los elementcs finitcs se desarrclld como una exiznsidn de las
tecnicas Jel analisis estructural matncial.

Se puede pensar que el método ce los elementos finitos es una ganeralizacion
del ma:zco de las ngiceces por lo que su enfegue es mas amplio y s2 puese aphcar
a casi tcZas las areas de ingeniena.

=n muchos de los casos de ingeniena se requiere determinar la distribucicn de
esfuerzcs y deformaciones en un continuo elastico. Estos casos pueden vanar desde
prctiemas bidimensionales de esfuerzos de cefermacidn plana, sélidos en revolucion,
flexion de placas y hasta el andlisis mas general ce solidos tndimensionales. En tedos
los casos. el nimero de interconexiones entre un elemento finito cualquiera rodeado
por fronteras imaginanas y los elementos vecinos a €l es infinito, o cual hace una
estructura continua. La discretizacion de la esirectura se logra siguiendo [cs siguientes
ol Blaiier-

1) £l sistama o contnuo se divice en un numera finito de elemanics a traves

ce lineas o superficies imaginanas.

2) Se supcne que los elementos estan conectados entre si meciante nodos
en puntos discretos situados en sus CSNIoMmoes.
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3} Se toma un conjunto de funciones que definan de manera urica af cameoeo
de desplazamientos dentro de caca elemen:zs finito en funzicn Je los
gesclazamientos nodales ge c:cho elementd

4) Se determina un sistema de fuerzas concentradas en nocdcs tal que
eguilibran los esfuerzos y cualguier carga recartica, permitiencs as! una refazién
entre fuerzas y desplazamientcs Selatforma P =KD

S: s2 supone que de alguna manera se ha legrato definir la relacicn ce ngiceces
entra las fuerzas y los desplazarmientos de I2s nc2os al :qual que en ef mendo de las
ngideces, nicialmente para cada elemento, ¢on la compaubiicad y el eaulibno se
puede gs:arminar la ecuacion fuerza-desolazamients del sistema estruciural P = K D
La solucion de esta ecuacion se puede encantrar en forma similar gue para el meétedo
directo de fas ngideces.

espués de solucicnada la ecuazicn huerza-desplazamienic cel sistema
eswruciural para los desplazamienics nocales, pueaen calcularse los esfuerzcs internos
de cada elemento.

Aungue este ‘preceso cbhiga a que ex:s'a eguilisne en los punios nodales, en
garerai no hay imposicicn det equilibno alo largo de las fronteras del element2, lo cual
significa, por ejempie, gue un analisis ae! eilemento finitc puede determinar que los
esfuerzos en los puntos A y B figura 61 cada uno en un elemento distnto, sean
diferentes.

_/ //. \:’E"’
- - - .
/ - .'/A’)". ﬁ'
- — . B
x~ - .
— . \
- S N .
ARY
/‘/
: jnl N - -
. S :.S,.JE-.ZDS en
A los puntos A Y B

Puntos A y B en la misTa
posiciin per:s assziacs

a diferenzes e_smentzs

Figuzra 6.1
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Por otro lado no siempre es facil asegurar que las funciones cie desglazamiento
escogidcs satisfacan las cendiciones de compatibilidad o continuidad de
desplazamientos entre elementos adyacentes. Pcr consiguiente esta congicién puedea
no cumplirsea en el contomo de los elementos. auncue es evidente que denire de caca
elemento si se cumplird a causa de la unicidad ce los desplazamientes ya que los
mismcs estan representacdos por func:ones contnuas.

POr [0 antenor es evicente que se han intirccusido una sene ¢2 acroximaciones
en cuanto a la igualdad de los esfuerzos y la continuicad de los desplazamuentos. Al
reducir el tamano de los elementos fimitgs. la discrepancia entre los esfuerz2s an las
fronteras de elementos -adyacentes disminuina y el campo de desglazamienios
convergera en uno Que sea continuc.

6.2 CAMPO DE DESPLAZAMIENTQS.

Un campo.de desplazamiento es una funcion de las coordenaZas gue Cefinen la
forma del desplazamiento de un elemento.

Pcr ejemplo para un elemento armadura el campo de desplazamientes es lineal
y esta dace cor.

~F

Pesicién inicial del punts

desplazamiento en cualguler
csi1ziin x, en la karra



Para un elemento viga:

cesclazamients de la v.za
ssalgiiar zosic:iidn ox
y e,
e
g A,
e. . oy
a T
v
T —r —= mmwr— = —— — o — —— e mm = X

Para un 2lamanta

]
¥

i
{
]
o
gy
L]

'y
- O
1

he)
§
TRy
0 n

~
H-a .
i A, =0
ul - /
_— e
\ - . » v —_—
v R R
| 1 - - PowR
Posizidn inicial T
de un punto =

LS

[ 1
)

3

.
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Para un elemento rectanguiar

ud wd
va 4 3
e vl
LA S -
- " P2sizilin deszlazsza
P v - Ze_. gunt:s
wi _ 1" hd T2
— " T o«
ul
ve
u,v desplazamienIz en cualgiier ©osiziin

Las ecuacicnes cebajo dealas fguras cescnen ics posibles desclazamisnios 22l
Las formas

elements en términos de algunos parameros aesconceidos a,b.c.d,....etc.
mas ccmunes en relacion a les aampces de desptazamiento son pelincmics, para
prociemas unidimensionales y hidimensicnales se toman del trangulc de Fascal.

Graco
1

a,
ax ay
X’ axy ay | 2
X’  axly axy’ ay ' 3
ax'  a,Xy axy ayy ax 4

Si se utilizan todos lcs terminos que estan amkta de ciente nivel, en el campo de
cesclazamientos, se dice que el pohincmio esta completo, lo cual es dessable ya que
asi s2 incrementa la ccnvergencia, aungue alguncs element2s estan basaccs en

pcimomios incompletos.

Cabe hacer notar que el campo de desplazamientos son supuesics que pueden
© no ser la forma exacta del cesplazamienta cel elemento.



Ei objetivo de los elementos finitos es determunar los coeficientes a2 1os camzc
de desglazamiento seleccionados, gue mimimizan ef potencial total de la estructura, ©
bien el arror que intrcduce fa agroximacicn en las ecuazsicnes diferenciales rectoras dal
~equilibrio. Mientras mas pequeno sea ei eiements fnitc se tendra mas cgcrntunidad da
minimizar el error por la aproximacion. |

6.3 FUNCIONES DE FORMA,

Znias figuras 6.1 a l'a 6.5 se han mczsirazc ics campos de cesclazzmiento para
cuatrc elementos y tambien los mowvimienios posicles ce los nocdes es ascr Ics
desplazamientas nodales Para gue estos gesolazamientcs se clasifiquen come graces
de liberac deben constituir el minme numero cde elementos ce cesglazamientos
nacesano para descnbir completamente la getormacion en cualquier punto del elemento.
Para gu2 2510 sea cierno el cam:o de desglazamiento elegido debe escnbirse en funcion

campos de despiazamiento en funcien de 1os gesplazarmientos nocdalas sz Ies conoce
come funciones de forma.

6.3.1 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO ARMADURA.

Considerase el elementc que se muestira en la figura 6.6 con Ics gradeos de
lioeriad nodales U, y U, y el campo ce cesplazamientos elegido:

u=ax~+b ' 61

de la figura se observa que s x=0 el desplazamiento debe ser u, y si x=L el
desplazamiento debe ser u,.

(W]
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Al aclicar estas ¢os congic:ores. se cruersa.

u. = ail)y - o

U, = aill - 2
en fcrma mameoial;

o a 1

v -1 b

-

denotarco al vectorde desplazmiarics nzcales cor ‘TN ala mamnz 2e coefizienies oor
"A"y al vecior formaco gor las corslanies I Cat leremes:

>, 7 A a 6.2
soluc:icrardc para [a) .
" s A0y 63
asi
4L
S B R A

cxpresando en forma matnc:al el camoo ce desplazamientos daco en la
ecuacien 1

u

X

en ‘crma congensada se puede escnir Como
u =[P a 64

sustituyendo la ecuacion 3 en ia 4, se obuere

b
o
d



u = (7 AT D 85
si llamamos [N] = [P] [A]" el campo ae cespiazamienios se puede escripin

u= [N} [ D] 6.6
como el campo de desplazarmientss ZuecSs expresado en téermunds 2 les
desplazamientos ncdales. [N} se define ccmo la mainz celas funcicnes deforma. Caza
elemento de [N] es una funcion de !fcrma cue multiplica a un desplazamisniz nocal
(gracdo de liberad). Asi.

vo:ix 1l

haziancds el producto:

“(1-

b

2
11}

x, X I”=]
L oy

de dcnde se puede decir que las funciones de torma para el desplazamier:c nodal u,
(graco de libertad 1) es:
No=1-X 6.7.1
' L
y para el desplazamiento nodal 2 (graco de hipenad 2) es:

No= X 67.2
L

La validez de estas funciones de intercolac:on se demuestra sustituyendo los
valores de x=0y x=L, es decir,

N o,

six =0 g =10 " =u.
U, :
IR

six =L v =i0 1 {=u2
{42l

La graficas del campo ce desplazamientas y de 1as funciones de interpclacion se
muestran en ia figura 6.7
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Cu=zax+-b
/
ut oo
X
N- '
\ N1 =1- XL
1 T~ _
X
N

foora 6.7

Se observa que las funcicnes ce fcrma %ene un valor unitano cuardo son
valuacas en su noco correspondiente y un vaicr de cero en cualquier ¢tro ncco.

Cabse aclarar que la eleccidn del campo de desplazamientcs no es arbitrania. Se
observa que para describir el campo de cesplazamientos nodales, deben de poder
cefinirse de manera unica los coeficientes celcs poclincmios a.b,c.etc. Estc requiere que
haya tantcs coeficientes ccmo grados ce likertad fara el elemento. Si esto es cierto la
matnz A resultara cuadraca y porlo tanto se puece inverlr para encentrar

R

Esto se generaliza para cualquier elemento fimto que se considere.

v
[F]
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6.3.2 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO VIGA.

Ccnsicerese loq gracdes ce ltenas comesccordientes a los desclazamientss
nccaiss v, 6, v.y 8, Ccomd se muesraenla figura€ 3

v
E:

/..-—;.__//"

¢ //'/—V/ ve
6‘.' ' v
= X
Trigura €.8
Las condiciones de frontera Dara est2 a2lamento son: para x = 0. g =8y
X
v
v=v . paa x =L, cv - LY V=,

dx

£l campo de desplazamientos para esie elemento fue planteado czomo
3 2 .
v=ax - bx -¢x+=d 6.8

C2 corce se puede obtener.

9 .9 3ax’ ~ 2bx + ¢ 6.9

Cx

Estas funciones se determinan partiendoc que e campo cubico de
desplazamientos satisfacen las condicicnes de frontera.

Sustituyendo estas condiciones de frontera:

x =1L v, = al’>+bl*+cL +d
@,= 3aL’+2bL + ¢



£n forma matncial:

viios 0 0 01,7,
8. 2 10 5
:V:: ‘L} L Ll C.'
lg, 3zP 2210 €
(2.0 = [A] {3}
ai solucionar:
2t 2
-a' -:: -: ‘:.‘ LI V._
. ' | !
> .3 .2 3 18]
e J A it ¢
¢ 0 1 o o s
< RN
'_ 3 4] 0 0 3

(a] = [A]" [O4]

Sxpresanco en forma matnz:al el camze ce cesglazamientos

:
. b
vex xPxl) |
<
.
(O] = (P] {a]
sustituyendo el vector [a]
2 1 2 1t
. -i_) ?.: ‘L—J LZi IV-_!
fyed gl ’-i 203 -l“ezi
V'=lX X X 1. I L: L Lz L' Vz
10 1 0 0|lg
i1 o 0

[
Jy
(343



en forma congensaca.

(D] = [N} {CN ;
gesarrchancs el producio
v,
2x3 3x% . x? 2xF 0 2xt Akt ox? xit 8
&.
ge cdonge las furciones Je iorma resuian
')Y: 1'(:
f-' = ‘.'\ - "‘ - l
J Y ya
X X
N = — - ‘_ A |
aos L2x X
y T . s
i s
. x? X
A‘ = —_— - -...L_ 610
L-

las furzicnes de forma N, N,  N; y N, ccrreszencen a los desgplazamierics nocales
v,.6, v.y 8, respecivamente

A esias funciones de forma wambier se les conoce como polinomios de
interpolacidon, polinomios de Hermite ¢ cshincmuds de Hermitianos.

En la figura 6.9 se muestran las graficas de las funciones de forma y se observa
gue cumplen la propiedad de que sean 1gual a la unidad cuando se valuan en su nodo
correspondiente y cero en cualqurer otro. ‘

6.3.3 FUNCIONES DE FORMA PARA ELEMENTO TRIANGULAR.

Considérese los desplazamierizs nccales u, v, UV, Y U, v, corespondientes a
los gracdos de libertad "x“ y "y" de lcs ncces 1.2 y 3 respectivamente, segun se ilustra
en la figura 6.10
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y veax®-bx*-cx-d

J (x3.¥3)

".' \
/ 2 beve)

C1 (x1.y1)

Figura 6.1.0

. 91____"‘ w2
v~
- X
2x? Ix* B
o . Zr T x? 2xt
L . N XD _2X
— ——— "‘ : r‘ r
‘\—’ I T
h AN
i \-‘_
. —
_2x? 3xt
2 3 I i
\._./ -
! b 2,———\\ .
. ;.J.=L--— S "
- _ TR
Figura €.9



Se supondra el campo de desplazamienics dado por:

u=ax - by -2
v =0x - ey -t 61

Lzs cordiciones de frontera para este case estan cadas por

X=x, y=y, = u=my, & v=y,
X=X, y=y, = u=u, & v=v,
X=X Y=y, = u=u, & v=v,

si se achcan estas condicicnes a Ios campas de desplazamienty

U, =ax, - by, - ¢
v, = dx, - ey, = f
u; = ax, =-by, = ¢
v, = dx; - ey, = !
Uy = ax, = by, = C
vy = dxy - ey, - f

en forma matncial y ordenando el vecior desclazamientos, primero en fa direccion x y
despuss todos en la direccion y.

u !'X.‘ y. 10 00 (4]
;. x; ¥ 10 0 0y
!L.,!: : ix, y,1 0 0 oI c
v, i 10 0 0 x, y. 1. |d
Vzi IO 0 0x;,y,1 e
\ v, lo 0 0x,y 1 If
\
en forma compacta
[CN] = [A] [a]

solucionando;

~J
p4

[



en forma compacta.
[ON] = [A] [a]

soluc:cranco:

r

A Bi¥s  »y. Y-y 0 0 0 |‘ a; |
bi X=X X X, X o X 0 0 | iuul
C'!: 1 XX ¥ XXy, X V.oxy, 0 0 0 !"U3g
d| ) 20.5‘2"; 0 0 0 YV y‘,-y: ¥ -y, iiv:
€ 0 0 0 x, - X, X, -x, X, - X, :iv:l
L7} 0. 0 0 XV XNF XY o-X Y, x._‘v:-x:y._J! E_VJ_I

en forma condensada:
fa] = [Al' [Dy]

donce

DET = [ (¥ X=X Y3}~ (X ¥y~ Y:X3) (X, ¥,~Y.X;) ]

(N

£scnbiendo en forma matricial los campos de desplazamiento.

.’a‘
b
u} ) ;’x y 100 0iic
vi 1000xyld
e
.fi
en forma condensada:
O] = [Pl [a]

sustituyendo el vector {a} y considerando ccmo nueva constante caca termino de la
matnz A

[ Y]

'.I



En forma condensada:

[0] = [P] [A]" [DN]

"donde.
[N] = [P] [A]"
cor ic gue desarrollando: .
uJ
u,
] =[N; N, N, 0 0 o] u,
[v} lO 0 0 N, N, Nyl |v,
vV,
LVJ-
desarrollando:
\ a, = Y2-Vs
T e— P e N A e b = -
N. zpzr(a_x b.y-c.) VT X e X
C, = X¥y - XY,
) & =Yy-Yy,
Ny = o= (X by-c) b, =x-%
cz = xsy'r - x1Y:
) 8 =Y,- Yz
A,J * 20::- (a)x.b)-y.cl, b3=x2-xl .
G = XY - %Y, 6.13

Estas son las funz:ones Ce !orma para el elemento tnangular. En la figura 6.11
se muesira la grafica de estas func:icnes

273



LR

Figura 6.1

observése que cada funcicn sausface el requisito de ser igual a la unidad en su nodo
corespondiente e igual a cero cuanco es valuada en los otros nodos.

6.3.4 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO RECTANGULAR.

Consicérese los grados ce hterag u, v,. u..v, WV, Y UV, correspondientes a
ics grados de libertad de los nccos 1,2.3 y 4 respectivamente como se muestra en la
figura 6.12

(Rl
~J
[ 2]



4 (x4,y4)

3 (3.y3)

£l campo de desplazamientos esta dado por;

Q
v

a + bx + cy + dxy
e + fx + gy + hxy

6.14

Las condiciones de frontera para este caso estan dadas por;

S1 x:= X3 Yy =Y.
X = X5: Y=Y,
X = X7 Y=Y,
X = X3 Y=Y

s s2 aphcan estas condiciones ai campo de desplazamientos:

u. = a + bx,
v, = e + Ix,
u, = a + bx,
v, = e + fx,
u, = a + bx,
v, = e + Ix,
u, = a + bx,
v, = e + fx,

entonces u
entonces u
entonces u
entonces u

+ Ccy.
gy.
€Y.
gay.
<y,

]

]
cy.
gY.

+

+

+ 4+ + + +

+ 4+ + + + + + +

dle:
hx.y.
dx}Y!
hx:Y!
dx,y,
hx,y,
dx.y,
hx,y.

u,; v = v, v
u,; Vv v,
W7 V=V,
U, ; v =V,

en {orma matncial y ordenanco e vector gesplazamientos primero los de la direccion x
(desplazamientos u) y despues toacs los de la direccion y (desplazamientos v).

}J
~3
wn



N 1 x, y.,xy, 00 0 0 a
u, l xxy, ;500 0 0 b
u, 1 x, y,x,y, 00 0 0 o
u, l x, yoxy, 00 0 0 d
v:=000le:y:x._y1 e
vi] 100 0 0 1x,y, xv, |f
v, 00 0 0 1x ¥ xv, [
Ve 00 0 0 1x y, xv !

Se observa que al sclucionar este sistema se tiene que invertir una matriz de 4x4,
dada la dificultad para efectuar esta inversa con literales se sugiere hacerio
numericamente, resultando asi:

~ fa, a,a,a, 0 0 0 0] [u
a

b b, b, b, 5, 0 0 0 0/ |u,
T c.c,c,c, 0 0 0 Q) |u,
d d, d,d,d, 0 0 0 0 lu,
el |0 o o 0 a, a, a, a,| |v,
£ 0 0 0 0 b, b, by b,| |v,
: 0 0 0 0 c, e el |V
‘ 0 0 0 0d dddj v

derde a b.¢, y d, son nuevas constartes ce (A}’

£n forma reducida:
[a] = [A]" [ON]

Escnbiendo en forma matncial los campos de desplazamiento:



mAO 0LV VW bg

|

S
o
L=
O
W,O
> O
X O
ho
it

en forma condensada:

O} = [7] [a]

sustituyendo el vector [a]

_q -
-0000 a‘b‘ C‘d‘
©O 0o 0 O g aguv Y
aqb..C4dc0000
anJ c.JdJoooo
azb:&.d:OOOO
a..b..c..d.OOOO

o >

© %

o >

L= T

O

& o

o O

® O

..l.ﬁ__.k

n

I

desarrollandsc

‘0 0 O 0 N,



donce

c.y
T 4
c,Y
c.Y

+ d,xy

-+ d:xy :

+ d,xy
+ d.,xy

6.15

N, = a, + b.x +
N, = a, + b,x +
N, = a, + bx +
N, = a, + bx +

Estas son las funciones de forma para el elemento rectangular. En la figura 6.13
se representan 10s que senan las graficas de estas funciones.

\

\Y
; , w3
; 4
; vd :_:_.— 3 :vs
i vl : 1 : : v2
! ul «
| " _N2
. y |
P ' 3
~ 0
_ P .
)/ i / : :
1 2
~ X
N — N3
’ y
e
7 ,&g%t R
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6.3.5 RESUMEN DE LAS FUNCIONES DE FORMA

En base a los cuatro casos planteados antenormente, el planteamiento de las
funciones de forma se puede generalizar para cualquier tipo de elemento (finito)
considerando lo siguiente:

- Los campos de desplazamientos definen ia foma supuesta del desplazamiento
dzl elemento en términos de coeficientes polinomiales.

O] =1{P] [a] 6.16

- Los cosficientes del campo polinormial supuesto estan relacionaZzss con los
despiazamientos nodales, al forzar que el campo de desplazamientos sea igual
al desplazamiento deseado en los nodos.

{DN] = [A] [a] 617

- Expresando el desplazamiento en cualquier punto del elemento en terminos de
los desplazamientos ncdales. se tiene

[D] = [P] [A]" [DN] 6.18
- Las funciones de forma resultan
N = [ (A} 6.19

y son el inicio deseaZd para plantear las matnces de ngidez. Estas funciones de
forma deben poseer la propiecac tundamental de ser iguales a 1 cuando son
evaluadas en las coordenadas age su nodo asociado y grado de libertad, y cero
en todos los demas nocdcs y grazos de libertad,

6.4 MATRIZ DE RIGIDECES DEL ELEMENTO.

Para determinar la ma:nz ce ng:deces hay varios enfoques, entre otros se tiene
el de la energia potencial. los resicuos ponderados y el método de Galerkin. El
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desarrollo siguiente se hara considerando la energia potencial.

En este enfoque se plantea que la energia potencial total del sistema esté en un
valor estacionario, en el caso de equil.crio estable, esie corresponde al valor minimo del
potencial. ‘

La energia potencial se puede escnbir como:
¢ =u-~+u

donde u es la energia de deformacion intema y u, es la energia potencial externa (de
las cargas aplicadas)

Recuerdese que la energia de ceformacion interna se puede escribir ccmo:

. 1 :
u-ifw:e o d.,; £6.20
perg:
o=F¢
sustituyendo:
u-lf € fe o 6.21
2w o

Considerando que la gefcrmat:on untara se puede conocer a parur de los
desplazamientos y que éstos puecen ponerse en funcion de los desplazamientos
nodales, a través de las funciones ce fcrma. fa deformacion se puede escribir como:

(€] = [3] [ON] 6.22

dencde {DN} son los despiazamier:cs nccales y [B] se conoce como la matnz de
desplazamientcs-defermacidn. Scustioyenzco £.22 en 6.21, para esto:

le)' = (2,10 (B8] ' 6.23

por lo que:

e
wm
(@]



v =3[ B, B £] (8] D, d,, 6.24

por ctro lado la energia potencial extema en términos de las cargas que actuen en
direzcion de los grados de libertad se puede escribir como:

u, ~P, Dy -P; ‘Dn: + e.o + P, Dy
U, = -(Dy}° [P) 6.25

sustiuy2nZo en la energia potencial total:

6 = 20) [[181° (£118] duy] [0 - [P4° (7
aplizanzz el prnzipio estacionano de la energia:
o
a0, ~ 0 .
U[B]’[E][B]dw_.} D,} - [P} = O

de dznde,

(P = U[B S E} (B ]d'"’"]. 1D, 6.26
es:a expresion es la relacion fuerza-gesplazamiento del elemento:

[P] = [K] [D4] 6.27

del elemento, por lo que la matnz de ngideces resulta:

(n = [ (B1°(£) (814, 6.28

de! mismo y de la matnz desplazamientos-deformaczion [B], esta ultima es funcién del
campc de desplazamientos seleccionaco y la relacion entre la deformacion y el
deszlazamienio en cualquier punto del elemento. Como la matriz [E] es simétrica, la
ma:riz de ngideces tambien sera simetnca.

(o]
m
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6.4.1 MATRIZ DE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO SUJETO A CARGA AXIAL.

£n la figura 6.14 se muestran los grados de libertad y las cargas nodales.

ull

Figura 6.14

£! campo de desplazamientos en terminos de las funciones de forma se planted
come:

D= la tecna de elasticicad:

por lo tanto:

=i 6.29
L, ‘U,
de acuer2o a la ecuacion 6 22 se puece escnbir

€, = [B] {DN}
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que es la relacion desplazamiento-caformacion deseada, asi:
6.30

}
|

1

8B =}l-= =

"z 2

La expresidn para determinar la matriz de rigideces se determind como:
fr:me‘EBdm . ‘

De la teoria de elasticidad la matriz constitutiva E solo tiene un término v es

precisaments el modulo de elasticidad axial E. Sustituyendo:

1
L
el-1
117{ L L
L]
£l volumen diferencial para un elemen:o axial puede expresarse como.

d,.. = dA dx

para un eiemento barra de seczion constante y modulo de elasticidad axial constante:

susttuyendo en la ecuacion € 27 se cotiene fa ecuacion fuerza-desplazamiento:

Lo | £ £
i L I l|u
| Eoe i 6.31
V., [.£8 EAl |y

| " Z
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6.4.2 MATRIZ DE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO VIGA.

En la figura 6.15 se muestran los grades de libertad considerados.

Y
~ /(gez
T,
__A0s, 2
'.ﬂ] x
i X

Figura 6.15

El campo de desplazamientos en termmos de las funciones de fcrma se planted

cameo.
-
Ix? x) 2x? 2x? 3x? x? x? ] |%
v [(BE AL L) (X LIX Ly (XX, (XX,

L L L+ 4L L L L: L Vz‘l
o2

vl

1.

€ = 2
E
perz. !
| o= MY y M- awv g
I dx?
por to tanto:
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div

NAT

sustituyendo el campo de desplazamientas.

g, N, dWN, diN,| |8

€ = - -
y‘ dx? dx? dx? dx?||vyl '
8,|
de donde:
) ain. 12x _ 6
. dx? L? L?
‘' = _dﬁ = G_X - i
: dx? L e
dzhx 12x [
M T T
dx L L
o
f.‘ H __.' t _6_:'( - _2.
cx: L L
asi:
!
VLI
- (7]
t12x 6 6x 4§ 12x €6 6x 2 l
YT T T o o Yy 5%
62
por lo tanto
"12x 6 6x 4 12x 6 6x 2
. L L L L . L. g2 6.33
8 yl LJ L.' L: L LJ LZ 'LZ L

la expresion para valuar la mainz de ngideces esta dada por. .

e
L]
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k- B°EBd,

vol

considerando que el elemento viga es de seccion constante, que la matriz constitutiva
E, solo contiene el médulo de elasticidad axial E y que:

fwl = f;dx f‘dA

L .
- 1 T g ST .
K fo dx f‘y LETW NN N)dA

4]
la integral de area es. funcion unicamente de “y* por lo que:

[y’dA + I
INowe mows NNp NN
GNDTND NPUNGT ONDUND' NJONG

°:Ny'N{' Ny'N;° Ny'Nj* Ny'N¢°

{N.'.N:.' N.coNz-- N".N]" N"'N""

desarrcllando la integral.

{1257 6E£r 12Er 6ET

voL? L z’ L?

g 657 4EI 6EI 2EI
L: L Lt L

X =

_12£r _6FI 12EI _6EI

| L L L’ L?

| 6s£r 251 e£r 12&r

| Z¢ 2 * L} |
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Si se observa esta matnz, es la misma que la obtenida con e! método directo de
las rigideces, considerando flexion y contante unicamente.

6.5 ESFUERZOS Y DEFORMACIONES PLANAS ~

£l meiwzdo de los elementos finitos obtuve sus primeros exitos en su aplicacion
g croolemas bidimensionales.

Solamente se estudiara el elemento tnangular, que es el mas sencillo, pero el
recedimiento es totaimente general. Este mismo problema se puede analizar utiizando
elemantos mas elaborados, gque se introcducen en idéntica forma.

En ambos casos de esfuerzos y deformaciones planas, el campo de
d=sclazamientos viene expresado univocamente en funcion de los desplazamientos u
y v en las direzciones de los ejes canesianos x e y respectivamente. '

Cuando todas las fuerzas se aplican en el plano que contiene a la estructura,
cizamos en el plano x-y y los esfuerzos que se producenson o, 0,y T,, mientras que
o. T, T T, Y T, SOncerd setrata de un problema de esfuerzos plancs.

M Ir =

En la figura 6.16 se muestra el estacs de estuerzos en un elemento diferencial.

c
o~
| -~
! i
i VT,
I N I-n
] [ . '
ol— . —-—-Aa 0 O
L] * x
T ' .
y o
; c,-0 |
. . x
T’,,;
]
-« O



Por lo tanto las deformaciones presentes serdn €, €,y y, mientras que €. v, Y 7,

son nulas.

Las vigas de gran peralte, los contrafuertes para presas y en general todo
elemento de seccidén transversal (direccion z) pequena respecto de sus otras
dimensiones son estructuras para las cuales es aplicable fa teona de esfuerzes planos.

\

Por otro lado se dice que un cuerpo esta en estado de deformaciones planas si

la deformacion lineal unitaria en la direccion z se conserva igual a cero, pero el esfuerzo
en la misma direccion es diferente decero (e, =0y o, = 0).

En la figura 6.17 se muestra el estado de esfuerzos para un prcblema de
deformaciones planas.

"}
'

4

3
'"
1]
o
[ ]
~J

En la practica los problemas ge ceformaciones planas ocurren en estructuras en
que la ¢imension en la direccicn 2 es mucho mas grande que las otras dos dimensiones
y tamcien la seccion perpendicular al eje z es constante.

Para analizar este tpo de estructuras se toma una seccion transversal
represemativa de espesor unitano para propositos de analisis.

Como ejemplo de estructuras a las Gue se les puede aplicar esta tecna se tienen
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las presas de gravedad incluyendo su cimentacion, temaplenes, vertedorss, etc.

6.5.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO TRIANGULAR PARA ESFUERZOS
PLANOS. '

Cecnsiderese los grados de liberad mostrados en la figura 6.18.

y.v ul ;L.__G_'
~ .
: 3~ — v3
v /,/

Figura 6.18

£l campo de desplazamientcs en termuncs de las funciones de forma s2 planted:

o,
Uz
.. . . 1

{u_-!h; N, &, O 0 0} lu,
lv. 10 0 0 N. N, Ny||v,

D2 |a teona de elasticidaz para un prodiema Jde estuerzos ptanos, todos los elementos
estan sujetos a tres esfuerzos 0,. 0,y T,,. cSmo se indica en la figura 6 19
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J

ias deforrmaciones correspondientes’

A A
€EX = —= U o+ U,
cx cx *
cN. coN,
€V = —V. + — V.
¥ cy - cy ?
A N, e,
y e U e U
- cy [ ‘.y

LYY}



En forma matncial:

€
€

x

Yy

Nyx 0 N.x 0 Nyx O

=0 Ny 0 N,y 0 Ny
._\’,.,,J Lle N.x N,y N,x N,y N.x

ta cual s2 puede expresar como:

donds:

N.x

Ny

Ny

Ny

en,
ey

"

e] =

F
cx 22T

cx 2057

é. 1

cy 2DET

(8]  {DN}

(a.x-b.y-c;)]

(a;x-5:p-c3) ]

(a,x-bl_v-cl)]

(a.x-2 y-c.))

(&, x-b.y-c.) ]

(a,x-byy+cy) ]

192

H

Vi

u,

v,

u,

v,

4 _ N h
2DET 2DET

44 _ Hho
2DET 2DET

a, - Y. ¥
2DET 2DET

b, | o XX
2DET 2DET

b,  x-x
2DET  2DET

b,  x-x
2DET 2DET .

6.36



Para considerar la matriz constitutiva, en la teoria de elasticidad se plantat que

- ol’ OV
TF CHE
g, o/
€ HE T F
t 2(1-y)
Yey = —E'Z = On
en forma matncial;
ex] [ 1 -l 0 .i {ox
E,,f.-%_f-u 1 0 |io,
vyl 100 201em] |,
consiczrando la relacion inversa
ol 1 u 0 el
ol = £ i“ 1 0 €,
r -
| : (1'“‘){00 {l'u) I'
Ty ' 2 e

y como en forma compacta se puece escnbir

E.. E, o‘i
(5] + Ey fip O
.0 0 Eyyj
decnce.
£
£. 7 £, -

.9-‘
- .-



uE

E. =K, = —

iz 2 (11

E, - 21H) 6.37
2{1-p*)

sustituyenco en la expresion para valuar la rigidez:

K = [(B)*[E] [B)d,,

iNx 0 Ny
¢ Ny O 1
N.x 0 Mw»

0
A = !’ ' . ! 521 'EZ: 0
Jet 0 Ay N..j 0o o0 E
MNx 0 A, | 2

| ¢ My Nx

E, E, [N;x 0 Mx 0 Nx i)y]

10 Ny 0 Ny 0 Nyl oto,
Ny Nx Ny Nyx Ny N,le

[

Para este elemento ningun término N,,. N, ....etc. contiene las vanabies x 0 y.
Como resultado de ello la integracion sobre el area produce sencillamente el area del
eiemenrid y solo se efectua la multiplicacidon de matnces, resultando:

£.a’-5,57 4.5 -0E.8 af A-5E.2 4l n-bE.4 eF.a-bE b af.b-bEa
Epa E.00-Epd] bE 405y, 50054 BE.&-0£0 bEb-eSs
4L 0 055 bE 4 -afn E.&-E0 a£5-86.4 ¢F &850 sﬁA-%fnsf '
A5 0ine BES abe 45 Bih ExEgel  BEM-mEt BEb-afe 4DET
of 8055 bE.a-aF,0 &Ff & %55 85.4-65.5 £.8-Eb afn-nEe
“L.005p8 o DRE e &ED 0508 P54 45,0 054 Egty-E e ]

1 = espesor
a, =YY, a =Yy-Y, a-.;":ryu'yz
b, =x-x E, =X, -% by, = X; - X, 6.38
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V3
Y . ~
308y3) | v2
~u3 '[
v1 u2
A 2 (x2.y2)
~U1
1 (xt.y1)
> x

Figura 6.20

La numeracion de los ncdos se realizo en sentido antihorario. £l area o el
determinante tambien se puede calcular como:

As SUXY, X,y (XY, Xy - (X, -yay:) )
La ecuacion fuerza-desplazamien:d se puede esaribir.

e} Ik, K Ku)0)

Py = [ Ry Ky Ry iD:| £.38
) £ & XJJJ 1D, ' ‘
decrce.
[P, x; [P,x; p:j
F AR Y- P, =
P,y 12,5, P,y
[u.. u, u,
D = DJ = D] =
: 1% V; Vs

194



Ahora puede utilizarse la matriz de rigideces en la misma forma que se utilizd para
los los elementos barra, en el método de las rigideces directo para determinar los
desplazamientos nodales.

6.5.2 MATRIZ DE ESFUERZOS.

Una ver conccidas los desplazamientos nodales de cada elemento

(DN} =

Para encontrar los. esfuerzos se sabe que:

[c] = [E] [€}
[€] = B DN

susiituyencc:
(o) = [E] [B] (D]

ftamardc [S) = [E] [B] mawnz de esfuerzd. se puede escribir,

(o] = [S]) (D] - 6.40
por lo que
£, E, 0 ,a, 0 a, 0 a, 0
s« L1 _ic. E.. o'lon 0 b, 0 b,
2057 | o
;0 0 E,, b a b, a, b, a,
[IS;:‘; £.b E.a E,b, Ea, E,b
1
S = 3 DEF |£,.a, Enb, Ey.8, Eyby, Eyay Eyb, 6.41
" lE,b

£,a, 5,5, Ehya, E,b, Ea,)
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Para cada elemento se tendran tres esfuerzos o,, 0,y T, en base a estos se
puede caicular las direcciones y esfuerzos pnncipales para cada elemento.

Si se analiza la matriz d= esfuerzes S se observa que ninguno de los términos es
"+ funcidn de x o y. Esto significa que los estuerzos o, o,y T, SOnconstantes a través
del etemento. Estos esfuerzos pueden considerarse como esfuerzos medios del

elemento.

Y

LY
[

6.5.3 EJEMPLO DE APLICACION PARA ESFUERZOS PLANCS.

Analizar la placa rectangular que se muestra en la figura 6.21, usar un elemento
finito tnangular, desprecie el peso del cuerpo.

-, 2830 kg/em 2

/::' rre—— ' i
y —_

i—

—
F—
—

Datos:
Espesor t = 254 cm
Mddulo de elasticidad E = 2x10° kg/cm?
Relacion de Poisson u =025

Para plantear la ecuazidn fuerza-cesplazamiento de la placa, primero hay que
idealizarla. En este caso par:zular la i¢ealizacion se hace considerando los elementos
finitos.
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e 2
P ,_; . -/,,/

Asi
) 2 3
— 13 3 O
3, < 3 40163.75 ko
125 . *.7 g '// 1
-- ! / 1 ‘ .
} b \ :
- _r_ ?Ll.: 2 1 25\
T @, e s
4 o 3 803275 ko
12.5 ¢ e
. . d < h '
— T 2 'y 2.
' - 7 8 ’
4¢ 163.75 ko
Zem 25 c¢cm
Floura 6.23

Se coserva que tocos s veruces de las tnangulcs estan numerados de 1 a3 en
senuco contrano a la manecillas cet relo). estos numeros indican el vértice que llega a
un nodo Los numerss dentra de lcs cirsulcs representan la numeracion de los nodos.

Las cargas en los ncacs se crtenen por areas tributarias, asi:

P, = 2530 x 255 x €25 = 40163.75 kg
Pe = 2530 x 2 54 x 12.50 = 80227.50 kg

Al 1gual que el método directo ge las ngideces la ecuacion fuerza desplazamiento
para el sistema estructural esta ¢ada por. P' = K' DN’ '
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Ky Ko K,
A .
P Kay Ky,
A 0
:F; .
Ao

El vector de

0

Koo K K, 0 0 Do
Ko™ K Ko K Kar 0 0 Dy
Kau Kor Kipo Kore Koag Koy Koy Kop Ky Ky 0 D

Ky 5. Kng Ko Koy Kan K7 Kin Kan Cre

.0 Ko K Kag Kan  Kpg Kig-K.n Ky A

o ° Ko Ken Kz, Oy

cargas y el de desplazamientos quedan definides por:
[Pful
b
Py, .
Py ‘
Py, 40163 75I
Py ° |
|
xJ; 0 !
Bl |0 !
Pl :80327 .50!
b 0 l
Pyt | 0 i
I l
Frp 0
1 .-0163.75'
Py 7 :
.ﬂ: | 0 ‘I
Fry
Fre,

para cbtener la matnz ce ng.ceces ce cada eemento tnangular es necesario conocer
Ics valores de la matnz consutuiiva que estan 2acos por la ecuaciéon 6.37.

rAb
E. s E.. = .‘.'. 2x.7
o " 1-u -(0.25)1
[
E,  E. * uf 0.25(2x10%)
1-p? 1-(0.25)2
£ E(l-u) 2x10%(1-0.25)
3y - 2
2(1-u*) 2[(1-(0.25)%]}
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De la ecuacidén 6.38 se puede evaluar las matrices de ngideces para cada
elemento.

Recuerdese que la matrz de rigideces es independiente de la posicion del
sistema global por o que los elementos a,e.c y g tienen las mismas propiedades de
rigzides asimisme los elementos bfdy h

)

Para calcular la matnz de rigideces de los elementos d,e,cy g se Consideran

las coordenadas del elemento *a”.

NODO X Y

1 0.0 125

2 25.0 25.0

3 0.0 25.0
8 = y,-y. =0 b, = xy;-x, = 0
a. = y,-¥ =12.5 b, = x.-x =10
dy = y. -y, = -12.5 by = x,-x, =25

-2032000 73100 -1382530 1016000 3384550 -1689100
1016000 -5410200 673100 -50800C0 -1689100 5918200

,2 032CC0 c 0 -1016000 -203200C 1016000

| o] 541C2C0 -6731CC 0 - 673100 -54102C0
« :i 0 -6731C0 1332880 0 -1352550 673100
‘ | 1016000 0 0 508000 1016000  -508000

B

{
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L.os numeros que se han puesto amba vy a la derecha de la matriz corresponden
a los grados de libertad (por nodo u y v} de los elementos y nes ayudan a particionar
la matnz de rigideces en:

K.., K,

.ad

] K'.Jc]

K, = i""fz:. K. Kia,
LK'.H.‘ KJJJ KJJ.

lo que nos da las submatrices para sustituirr en la ecuacion fuerza-desplazamiento para
el sistema estructural.

Para catcutar la matniz de rgideces ce los elementos b,d,fy h se consideran las
coordenadas del elemento "b*

NODO X Y
1 0 12.5
2 250 12.5
3 250 25.0
8 =y~ ¢ -12.5 b, = x;-x, = 0
a4 = yy-y ot 12.5 b, = x.-xy, = -25.0
d =3yt 0 by = x;-x, = 25

PET s S(be; - a5 + 156.25

sustituyendo en la ecuacion € 38

[ 1352550 0 -1352550 673100 0 -673100 |
0 508000 1016000 -508000 -1016000 0
. 1-1352550 1016000 3384550 -1689100 -2032000 673100
K> "1 673100 -508000 -1689100 5918200 1016000 -5410200
0 -1016000 -2032000 1016000 2032000 0
| -673100 0 673100 -5410200 0 5410200 |
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particionando se puede escribir:

Kllb K‘.lb Kl]b

Ko = Koo Kiy Koy

lxllb Kyp Ky

sustituyendo ias submatrices correspondientes en la ecuacion fuerza-desplazamiento se
obtiene:

PG iaTion 1683100 1352550 101GX0  -400AXM  'S4100 Q ) 0 0 0 0 .‘,[::'!
P oo ] s ressen emi0 5000 108010 oeTa0 O o 0 ) 0 o E[
wrasrs sy T M4 | 0 0 owid ZODOO 0800 O 0 o o L™
2 anG 508000 0 0 SU6XD e O a0 se0EO 0 0 0 a M

0 ' 00T 18800 0 -1880%0 1MIEAD NIV -TTHIO0 16A100 405400 1889100 © T
3 1 TOSR'00  -1CAZM00 1680 [} SN PAr2EN 1eSYOD 08000 teR0t00 10820400 o Q |!‘|
ecgzrs . o 8 -XIX00 STHEO -ITIHI0 SMIOD  OMII  -1ee1d O NN -AIIC IE0 k)
e - s o 10100 S4NAD 'L KNGO 188900 THEOAMD -1889100 O P YE -u-czm::,'!I
[ ! o 0 0 0 400000 YABIO0 [} 183100 GTEDI00  -1EE0100 1352550 4TVID :“#'
a 1 o 0 o O 1009'0 0MIM00 18A10 0 1080100 11836400 10°AX0  5CAOD i |
0m s 0 s 0 a 0 0 -T0TO0 M) 13520 IOIAXO  XWas0 188010 )
3 2 o 8 8 9 3 1oMX0 sI0M0 700 -KAXO -8 s
7

solucionando se obtiene:

Dol {2.94858x10°7
d,, -2.3839x10°
d,; {6.08817x10°7?
Ed,,' 1.7609x10"*
id s 3.043x107
dysi | 1.318x10°
d.e| | 6.222x107
d,, 4.1946x107
d,,l 13.22126x107?
d,g 5.2168x10°?
d., 6.376x1077
d,,l" [8-1336x107

- Para determinar las fuerzas que actuan en cada elemento se aplica la ecuacién fuerza-
desplazamiento:
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b Ky, K{; Ky| |DN{
Py = Ky, Ky Kyl |DN;

Py LKJ': Kj; K]']‘ LDNJ'

que desarrcllando se puede escribir:

Por compatibilidad:

Dy
D,
D3,

Dy =

o,
Dy

Aplicando

Elemento "a";

P!,

-

Py,

[0
o

DN§

DNy

K{\DN; - K:3DN, + K{,DNj

n

K; DNy + Kyj;DN, + Kj3DNy

]

Ky DNy + K5;DN; + Ky3DNj

D, =0 Dy = DN, D;g = DN;
Dic = DN,  ° Di, = DN{ Diy = DN
Bi. - 0 Di. = DN; Diy = DN
Diy = 0 Dir = DN Dip = DN
Dia = DN D = DN, Dis = DN
Dis = DN Di¢ = DN Dy, = DN

la ecuacion fuerza-desplazamiento para cada elemento:

0
|-673100

1135255
0

| 673100

y

10160007 ] 2.948x1072
i

2
|
0 !1.2.3889x10°} [-19846.95

_f 2422.04 }

0 1! 2.948x107 } [39881.1ﬂ

-1211.02]

|
508000 1.2.3889x10"
. .t
-13525%0 1o1eoooi; 2.948x10°7 | [-42303.18
-508000;1-2,3989x104 21057.97
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Elementos *b", "c* y "d":

13384550 -1689100 '3.043x102; (-2032000 s?smo]rz.ms.rra"} 139250.36°

= i i 1 I = :
22 -1689100 5518200 _1.3188:10"' . 1016000 -5410200 -2.3839x107%: !_-741_949.
o 2022000 1016000 |{3.083x0°%; 2032000 O || 204885107, [-s82.14
673100 -5410200: 11318807, | O  5410200!.-23839x70 7 ' 450.87
1352850 0 1304318107, i41160.56
* 7 0 508000..131888x107 | 669.99 !
o | 3383550 1689100 .3222x10°%, 1-2032000 673100 | 13.04318x107  ©139282.82°
= i .- I 'z \
7 .-1689100 5918200 :15217x0% | 1016000 -5410200){1.31888x707% | 232.91 |
- . -2032000 1016000 113222010 (2032000 O [3.0431x107, f1ess.21‘l
LEE |-

) - 673100 -5410200.!_5217,(10'33 R ¢ 5410200.:5_1.3188.\’70'3! i ! 599.19

a

y asi para los otros elementos se obtiene:

[Pl , > 1
o | T -679.14 ] , [-40297.42!
Pf,., ! P'.y!
I | -1099.71 1, -95.87
P;‘..i 1139971.91 Piur 54276.17
-I =
Pl 1 319.57 | Piye 435.43
C i -393000.2: , 191.74
Pirmi 1 960,14 | Py | _339.56 |
(£ipe | Piye]
P:.rgl' R 'P.'IJJ . |
C] o 714232 ] _ -40007.23
Pl i Pyn
| | 311.18 | 78.27
Pieg; |46378.38 Fimi | 40163.78
By i -357.16 ' P | -0-0145
o | 1-41092.71 , -156.54
"vi | -668.34 ] Pro | -78.26 |
P")"V] P)’n
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Comprobacion del equilibro.

Nodo 2

P, = Po." + Py’ + Py,

0} _139881.41 f-582.144; [-39300.201

0] |[-1211.02, :450.878 | 760.14
Necdo 3

Py = P, + P .7

40163.75] [39971.99’ [191.74

0 ] l 339.57 ¢ {-339.56

Nedo 5

P,” = P’ + P + P, + P, + P, + P,

‘0 3325038 3116086 168421 -679.14  -4C297 32

0 1 -74195 66999 53919 :-1099.71 . -9587
Ncdo 6

P’ = P;" + P" + P,

[80327.50° i40105.68  '40378.38 -156.541

| o 17, 435.43 7 -357.16 -78.26 |
Necdo 8

P, = P;," + P +» P,

-

o] _|’39292, {714.32] i’-40007.23}
o) "1i232.91) !-311.18; | 78.27
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Para determinar los esfuerzos en cada elemento, se requiere conocer Ia matriz
de esfuerzos [S] que esta dada por la ecuacién 6.41 y sustituiria en la ecuacion 6.40.

La matriz de esfuerzes para los elementos a.e.c y g resulta:

i O -42400 85200 0 -85200 42400]
S = 0 -770400 21200 0 -21200 170400i
' -64000 0 0 32000 64000 -32000;

y para los elementos b,d,ty h.

{-85200 0 85200 -42400 0 42400 )
5 =,-21200 0 21200 -170400 0 170400
-0 -32000 -64000 32000 64000 0

Asi. sustituyendo para cada elemento en la ecuacion 6.40

(o) = [S] [DN]

Slermentd "a”
0
e, 0 2400 BS200 0  -18200 42400 ° ' j2s12.20
. -4 £203 -182¢ 400! Co .20;
112.9486x1077 . :
g, = 0 170422 2123 0 -213%0 17040C°. X7 - 625,10
:, .-6400 o 0 321000 6sC30 -32000}!'2'38?”0 Pol-23.28
| o
Elemento "b"
¢ i
. - . ° {

. gsizg g gs; -‘4:.4;0 2 4720440006.'3.0432”0.,. izus.vs:
Y - - ww aiv= 1 1.3188,{10". ‘I 14.20 \
t, . 0 -32000 -64000 32000 64000 O i | -18.38,

2.9486x10°%
-2.3839x10°}
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en igual forma para los otros elementos:

Elemento cy d:

o,| r2s92.79: [U:] 2579 . 981
Oy = 645 15 o’ = 18 87
T.ry 42. 20 ! LT‘T. 52. 42

L

Elemento ey f

o, 12517. 92 (0,1 [2538. 42]
o, = 34.64 o, = -10.69
T, -21. 39 T, 6. 04

Elemento gy h:

[0,, 2543 . 52° [01 2520 . 14}
o, -] -9.80 | o { -1 -2.46 |
{ ! I
Tyl | -22. 49 | ['r‘y. -4.93 |

6.6 DEFORMACIONES PLANAS.

Para determinar la matnz de ngiceces de un elemento triangular para
deformaciones planas se sigue el mismc procadimientd que para un elemento tiangular
para esfuerzos planos, encontranco que las funciones de forma, la matriz
desplazamiento-deformacion [S] son las mismas, unicamente la matnz constitutiva es
diferente. En este caso el esiuerzo normal g, no es nulo, debiendo de anadirse a las
otras tres comgonentes de esfuerzo. Sin embtargo la deformacion €, si es nula, porlo
tanto:
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o o} o]
€ = —x %y 72
T F HE HE
o, © o,
e:-__._-_z-_
y>HF TF HE
Iy
v,,.-2(1‘u-)£
pe.':) \
C C a
P S S
€0 Wz Mg -
de donds
g, = uO, * MO,

€, = %,5 -u%f --%.(UO,‘PU,)
€, * % (1-h %:’ (1-p)
€, * -u%—f -EE' -%(uc’, Ho))
€, (1) -=F (1)

las ecuaciones comespondientes a

Arreglando en forma malncial
aeformaciones lineales € . € y ala deformacion angular 1 se tiene:

‘sl 1[(1-;:’) -(1-p) 0 O
€,): = }E-(l'u:) (1-p%) 0 Gy
lv,,} | o 0 2(1-m))|ty
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Considerando la relacion inversa.

[
1 o 0
o) I-n e.]
. E{l-u) H 1 0 €
TEooeml-2apy | (L) ’I -
l 2(1-u) ]

en forma compac:a:
fo] = [E] [e]

por lo que la matnz constitutiva se puede escnpir.

f
EE'.: E,

(£ - |

- P |
|
0 0 £

donge.
Bt fa e
E, = £, = (l.p,ﬁul-zm
Ey : zi:llﬁ

por lo que 1a ecuacion 6.31 sigue sienco valida para valuar la matriz de rigideces de un
elemento tnangular para detormac:ones plaras.

Las ecuaciones 6.40 y €641 pcr consiguiente son validas para este tipo de
elementos y la solucion de la ecuacion § 41 ¢a como resultado los esfuerzos o, 0, T, .
El esiverzo o, se determuna en func:an de los estuerzos o, y oy por medio de la
expresion;

0, = WO, - o,

208



6.7 ANALISIS DE ESFUERZOS EN CUERPOS DE REVOLUCION.

Existen estructuras cuya geometria queda definida mediante un cuerpo de
revolucion, existiendo entonces aximetna. Los problemas matematicos que se presentan
son muy similares a los de esfuerzos y deformaciones planas, ya que el problema se
tratz en forma bidimensional, Por simetna el estado de deformaciones y por
consicuiente o ge esfuerzos esta definico completamente por las dos componentes de
gdespiazamient2s. £n la figura €.23 se representa una de tales secciones.

Z
Z (v) -
- |
T
_/—\ ‘\\ r
‘_ o d hY ~

-r(u)

l"
'
i}
3
H
1Y)
in
t)
[

Si ry z representan resoectivaTenta las coordenadas radial y axial de un punto
respecuvamente y u y v los desplazamientos correspondientes, es facil ver que si se
utiiiza un elemento rectangular las ecuaciones de desplazamiento planteadas en las
ecuaciones 6.5 pueden usarse para este problema. por, consiguiente las funciones de
forma expresadas por las ecuaciones 6 15 también son validas, unicamente se hara el
cambio derporxyy porz ’

Tambien se puede utilizar urt elernento tnangular, en este caso se pueden usar
las mismas funciones de desplazamientds utlizadas para esfuerzos y deformaciones
planas Sin embargo en esie raba;0 se planteara como ya Se menciond para un
elemento rectanguilar,
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6.7.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO RECTANGULAR PARA UN
PROBLEMA AXISIMETRICO.

Considérese los grados de libertad mostrados en la figura 6.24.

wl
il
—_— vl
va—
—_— —— —_
N 3
v‘.. 1 2 R
r -
ul o2

r.u

F.guca 6.24

El campo de desplazamientos en termings de las funciones de torma se planted
asi:

fuf N M N, N 0 0 0 O
W 20 0 C € N AN NIV

De la teonza de elastc:¢acd para un soh2d axisimétrico el estado de estuerzos
queca definido por:



Figura 6.25

Par lo que las detormaciones a considerar en un solido de revolucion serdn €,
€. €.y v-. asielvecCtor de deformacion queda definido por:

P fu
, t er
|€" R
. cv
. €, cs
L€ o :
€, . u
' . r
LT -
fu gv
¢z r
susiituyendd el campe de desplazamientos
eN N, eN éN,
e = -—'L - _‘u - _?_u [ —
r cr er cr 3 or
cN el cN, eN
€, * =V, * —, * e—VY, * —V
o cz ° cz 3 ¢z 3 cz ¢
N A N, N,
€, : —U == —L. =~ —u + —u
. o T r° r !
cN. A, cN, cN, énN, cN, cN, cN,
Vs T ol U ek IRl e el ¢Sl sl < Sl (1 Vs
: cz - cz cZ cz cr cr cr or



en forma rmatncial:

[0.]

V.-

[e, (v, 0 &, 0 N, 0 N, ol u,
€1 0 N, 0O N, O N, 0 N, v,
’!e, Ve O N, 0 N, 0 N, O|ly
IL rzl |Nor Mop Ny Ny Ny, NN, Nar.! t""3
4

| ¥

esta ecuacion se puede expresar en forma compacta como:

€] = [ B] [ 0N

gonce:

CN.

N'r T em— F b.-d,z

N b cr * *

cN

av1, = ._. s b-.dzz

‘= cr N
e,

Myp * =7 = 5yrayz2
C‘
X,

N+ — o b,-d,z
c‘
eN.

N‘, E -_._. x clod.:

A ez . .
cN,

h:: s ? = C-';’d;f
&N,

M, =5 = 6°ar
cd
cN,

N H ._‘ s C 'd:

42 ¢z 1 &



Para definir la matnz constitutiva se aplica cada una de las componentes del
vector deformacion en terminos de los esfuerzos que la generan, asi:

- c.’ a: OO
€& F THF THTF
o o c
E- = - _1’ - _{ - _3
M T THET
o) o a
e g
T, 2{1-u)
yfl’ h G: E t!‘l
'en forma matricial:
re , o W
| "] 1 -y -y 0 £
{Et: i'U 1 -u 0 1 I
|e,! -u -y 0 0 £ o,
[y::! 0 0 0 201 e, .
corsiceranco la ralazion inversa
r S 0
. 1 l-p 1 “H € 1
o_. o
c: d gy B 0 ¢
s E(1-u) R 1-u £
|.°'. (i-p)(l-2w) ; _wm u 1 0 €,
lt l 1 1 19 1'“ \v
Ve I Irr,
0 0 (1-2u)
2(1-u)|

En forma reducida

por to tanto la matnz constitutiva resutta
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£ 8, 8,5, O

r- .E: £, Ey 0

. & &, 0]

0 0 o gl

donde:
' _ ) E(l-u '

£, - E:z T o= ,( _)

(L) (1-24)
Eu
E, = £, = E

TR T ey (1 -2p)

sustituyenco la matriz desplazamiento-deformacion y la matriz constitutiva en la ecuacion
.28 se puede evaluar la matrz de ngideces. Recordando que la integral de voiumen
ha de extenderse a todo el anillo de matenal. se tiene:

K*® =27 fB’EBrdrdz

Sustituyerdo se cbtendna:

N, 0 Ny N,
0o N, O N,
Ny, O Ny N, £, E, £, 0 N, O N, O N, O N, 0O
o 2m_o N, O N, E E, E 0 O N, 0 N, O A, 0 N‘__.”m‘T
-'AQ,ON_,A-’,{E,,E,;E”O-N..ON’OAQ,ON“ 0’
PO A, 0N 0 0 0 BN NN, NN NN, N,
N, 0 Ny N,
o Moo

Como puede otservarse ias matnces desplazamiento-deformacidn [B] dependen
de las ccordenadas r y z por lo que la integral no puede realizarse tan sencillamente
como en el caso de esfuerzss y deformaciones planas. Hay dos altemativas para
realizar esta integral, la pnmera es una integracion numérica, la segunda una
multplicacion expiicita y una integracion temmno a término.
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El procedimiento aproximado mas sencillo es valuar la matriz desplazamiento-
deformacion [B] en el centro de gravedad de cada elemento, asi:

K® =20 B'EBraA
sienzc A el ar=a del elemento.

£sta aproximacion se basa en la demostracion de que si la integracion numerica
" es de un orden 1al que permita determinar exactamente el volumen del elemento,
entonces la solucidn converge hacia la solucion exacta cuando se aumenta
indefinidamente el numero de elementos.

Se puede seguir un procedimiento de integracion mas elaborado calculando el
valor del integrando en varios puntos del elemento, para el elemento rectangular con 4
puntos (cos en cada direccion) se obtiene buena aproximacion. figura 6.26.

Puntos
: 4 ,i,_—..___ de
; . = .
. inteQracion
1 Py
Fizura v.25

En general los puntos de integracion se eligen considerando que el nimero de
puntos de Integracion por tres debera ser mayor que ef grado de libertad (nimero de
nocos por 2), menos los grados de libenad restnngidos, esto es para que la matriz K

sea no singular.
Aplicando la cuadratura ge Gauss la mainz de ngideces se obtiene con:
-

K5 =20 rzZl L5, WW B EB, A
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donde n son los puntos de integracion elegidos en cada direccion y W, W, son los
coeficientes de peso de [a formula de la cuadratura de Gauss.

Para obtener las coordenadas de los puntos de integracién, asi como a los
coeficientes de peso de las fdrmulas de cuadratura de Gauss se utiliza la tabla 8.1 pag.
228 del libro "El método de los elementos finitos" de O. C. Zienkiewicz.

6.7.2 MATRIZ DE ESFUERZOS PARA UN ELEMENTO AXISIMETRICO.

En este tipo de elementos el esfuerzo varia con respecto a las coordenadas por
lo que es conveniente valuar dicho esfuerzo en el centroide del elemento y el
procedimiento a seguir es el mismo que en esfuerzos y deformaciones planas, sclo
habra que incluir los desplazamientos nodales correspondientes a los grados de libertad
U, y V.. De la ecuaciéon 6.40

(el =1S5] {DN]

Una vez valuada !a matriz desplazamiento-deformacién [B] en el centroide del
elemento se hace el producto con la matriz constitutiva para obtener la matriz esfuerzo.

(51 = (E] [(B] .
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ANALISIS DINAMICO
Definicidn

Se denomina andlisis dindmico al procedimiento que permite calcular la res-
puesta de una estfuctura, en funcidn del tiempo, ante la accidn de una car-
ga que es también variable con el tiempo. La respuesta que con mayor fre--
cuencia se calcula es el desplazamiento, ya que si se conoce la posicion de
los puntos de la estructura en cada instante, es posible también conocer --
los e1ehentos mecanicos internos en cada instante.

Se ilustra en sequida la definicidn anterior para el caso sencillo de una -

estructura de un sdlo grado de libertad:

= k= ye)?

Ft)
Conocada {a funcidn F (&)

detewninan y (t)

Se observa que la diferencia de un andlisis dinamico con un andlisis estétiéo
estriba en que el primero inclhye el efecto del tiempo en tanto que el segun-
do, no. Aparte de esto, los dos procedimientos de andlisis se rigen por los-
mismos principios; las relaciones entre fuerzas internas y desplazamientos --

son idénticas.

Las acciones exteriores variables con el tiempo y que requieren andlisis dind-
micos son por ejemplo el sismo, el viento y la carga de los vehiculos sobre -
los puentes. Otras acciones tienen una variacion muy lenta con el tiempo y -
por ello se caracterizan como cargas estdticas, por ejemplo las cargas vivas-

sobre los edificios.



Grado de libertad
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Se denomina grado de libertad al ndmero minimo de coordenadas que deben cono-

cerse para definir la posicidn de un sistema en un instante dado. Un marco --

&y

rvrr

Latwetura de un grado de

Lebertad
e e R
; |
I 1
i I
ll I’ Az
! _“__"___'_..-u--i
! i
! t
! - ar&—
' F- ¥
f‘ ¢
y
7J'77 7Jrr

Estructurnas de dos grados
de Libentad
w

wig

LN Ky ks K +ky

- =

Péndulo: Representaciin de
wna estwuciura de un gaado
de {ilbentad.

de un solo piso es una estructura de un solo
grado de libertad, porque basta conocer el -
desplazamiento en la parte superior de las -
columnas para definir la deformaca del sis--
tema, En cambio, un marco de dos ﬁisos es--
una estructura de dos grados'de libertad, por
que la deformada queda definida cuando cono--
cemos A, y &, , los desplazamientos relati--

v0os de cada entrepiso.

Un marco con un solo piso, pero con el cabe--
zal a dos aguas es una estructura de dos - -
grados de libertad porque la deformada queda
definida al conocer A, y A., los desplazamien-
tos en el tope de cada columna que no son - -
iguales por la accidn de "tijereteo" de la -

cumbrera.

Por comodidad, el comportamiento de una es--
tructura de un grado de libertad puede asimi
larse al de un péndulo, constituido por una -
masa sobre un vdstago. La masa es %‘ donde -
w es el peso concentrado en el piso y la rigi-
dez del vastago es k, igual a la suma de las

rigigeces de las columnas del entrepiso.
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ANALISIS DINAMICO DE SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD.

Notacion

Consideremos un péndulo oscilando en torno a su posicidn inicial de equilibrio.

E1 sistema es de un solo grado de libertad porque su posicidén queda definida -

Y
ey

?O

]

:
i
!
!
!
;
/

) = Jesplazamiento
g 4 = l”Q,éOCLdCZd

§ (Y= Aceleracidn

si se conoce en cada instante el desplazamien
to "y". En cada instante la velocidad de la-
masa serd la primera derivada de y respecto al
tiempo, -%% segun 1a notacidn de Leibnitz o -
3(t) segun la notacidn de Newton; de igual --

modo la aceleracidn serd la segunda derivada-

de y respecto al tiempo: il{ - Y (0

En 1o sucesivo emplearemos la notacidn de --

Newton.

Ecuacidn General del Equilibrio dindmico

D'Alembert, a fines del siglo XVIII establecid la ecuacidn general del equi--

1ibrio dindmico que nos dice que una masa en movimiento en un instante cual--

quiera se encuentra en equilibrio bajo Ta accidn de cuatro fuerzas:

1
=@ —
K —

I *R+K = F

It

fuerza exterior, causante del movimiento

= fuerza de inercia, que se opone al movi-

miento

= fuerza de amortiguamiento, debida a - -
friccidn
= fuerza de restitucidén eldstica, por la -

que el cuerpo trata de recuperar su posi

cidén original
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Planteada de esta manera la ecuacidn del equilibrio dindmico parece ser muy -
sencilla, pero en realidad es complicada porque las cuatro fuerzas involucra-
das son funciones del tiempo y aplicadas a un caso particular conducen a una-

ecuacidn diferencial en la que debe despejarse la funcidn de) desplazamiento:
3(4).

Aplicada a sistemas de un grado de libertad en gue se introducen algunas hipd
tesis simplicatorias, la ecuacidn general de equilibrio dindmico conduce a --
una ecuacidén aiferencial matemdticamente soluble. En seguida, se presentan -

algunos casos particulares de andlisis dindmico de estos sistemas:

a) Oscilacidn libre no amortiquada

4, Se supone en este caso que el sistema oscila
— ‘ .
L s D libremente después de recibir un impulso - -
i . - i
! (fuerza de corta duracidn) que le produce un

!
f desplazamiento inicial “9,” y una velocidad-

'
i
—tpy O3CILACION

- e inicial

tiguamiento son nulos.

Yo » La fuerza exterior y el amor-

':iZZi : | La ecuacién del equilibrio dindmico se reduce
entonces a:
I +K =0
Pero por la segunda ley de Newton, 1_ -uerza de inercia es igual a la masa por

Ta aceleracion: I a=my(s), Si por otro lado se supone que el sistema es - -

eldstico lineal la fuerza de restitucidn eldstica puede expresarse como - - -

K=ky(t) donde x es la rigidez que puede obtenerse como
F Teon
=5 [

donde F es una fuerza estdatica

Yy s el desplazamiento producido por F
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En consecuencia, la ecuacion del equilibrio dindmico queda:

m:j'(t) + ky(t)=z 0
Dividiendo por m y llamando £-=t»‘

H(t)*'wl‘j(‘t) : 0
Ecuacidn diferencial cldsica cuya solucidn es:

pIS
Ylt)= Y, coscw + o, sen ot

Solucidén que puede también escribirse:

y(e) = A cos (_mt- :)

4 \2 - . £ s
Donde A: amplitud = / LIRS (2;) = Mdximo desplazamiento del mdvil
[~
3.
= fase = any fan

L4

Cuya representacidn grdfica es:

Y2 Aceg (we - ;)

(arminical -

v
~g
o~

e e e T e D e e m e . = —_—— e e ) e o — e . — = -

Movid nead Movid ficticio = Ta %W Az
en movincento en movimienio
awndnico simple circulan unifonme

Se observa que la posicidn del mévil real puede definirse en cada instante --

si se le correlaciona con la de un mévil ficticio en movimiento circular uni-

forme.

Se llama perfodo T, al tiempo que tarda el mdvil en dar una oscilacidn comple-
ta. Sus unidades son { 3es.)

Se 1lama frecuencia, n, al nimero de oscilaciones completas que da el mévil -

en la unidad de tiempo: n =-%

Unidades: ciclos/seq = Hertz
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w es la frecuencia angular natural; de la grdfica se deduce

2w
T‘w

! : radian
Sus unidades son s 0 " ses

E1 periocdo T y la frecuencia w reciben el calificativo de "propios" porque --
no dependen mads que de caracteristicas propias de la estructura: su rigidez -
K y su masa m. Estas caracteristicas son muy importantes porque definen la -

respuesta de una estructura ante una accidn aindmica.

b) 0Oscilacidn forzada no amortiguada

Se supone en este caso, que el mdévil sin -

amortiguamiento se mueve bajo la accidn de

R=z=0
una fuerza exterior variable con el tiempo,

F(t)

Introduciendo las mismas hipdtesis expresa-

~

das anteriormente, la ecuacidn del equilibrio dindmico queda:
myit) ¢ kyl(t) =F (¢)
Para resolver esta ecuacidn es necesario conocer la funcidn F(t)

Suponiendo que la fuerza exterior es una fuerza ciclica de variacidn armdni-

ca, de la forma

_ F W)
F(t) » F sen pt
IF
—» ft
Donde \\\\;///I ¢
? = frecuencia angular de la
g II'L T' 'g_;& —4

fuerza
F = Valor mdximo que puede ad-
quirir la fuerza

Te = Periodo de la fuerza
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En consecuencia,

myce) s KY(t) = Fgenvt
Dividiendo entre

Gt ¢ wly (o) =L sen ot
Ecuacidn diferencial cldsica cuya solucidn es:

git) s A ceslwt-3) 'é_:“h._—'_..,t—‘_::f_»
o @

£1 término D representa el efecto de la oscilacidn propia y(@ el de la fuerza.
En los casos de interés practico el efecto de la fuerza es mucho mayor que el
de la oscilacidn propia, por lo que en forma aproximada se puede escribir

s(t)z; ! Scm §t
. k
como  w* o, =k
m m=3
- - £ w:
. 34t} S ey Sen Wt
pero F _ A ..
il Jorr = desplazamiento causado por una fuerza estdtica-
de valor F
f
dLle) = Y, ———- sunvwt
| - <
(%)
La funcidn sen ¢t puede tener como valor mdximo = | por 1o que,

3:‘\&& = D.’, - _'-_._-
METIENTL

Al término se le 1lama factor de amplificacidn

—

*ye
- ()
dinamica = (FA), representa la relacidn entre el desplazamiento mdximo causa-

do por una fuerza dindmica de variacidn arménica y una fuerza estdtica:
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FA: 3-1;; (d\&'\,
UC)“;

Es interesante observar en una grafica como varia el factor de amplificacidn -

.. Ly ¥
en funcidn de la relacidn —

FA
| [1F — RESONANCIA
‘f ’ r ]
' Y LY
i | ’ ——T——‘”
H i i
3 1 % 0 i
. |
; /2 | 133
; |
2 \ | o)
. . ' V2 I
i 2 .33
i
o °.5 1. e 0.5 20

Se observa que si  «:w el factor de amplificacidn es - , y la deformacidn -

tiende al infinito. A este caso se le 1lama resonancia.

El boncepto de resonancia tiene una gran trascendencia en Ingenieria Sismica.-
Cuando el periodo del suelo coincide con el periodo predominanté de la excita-
cidn sismica al nivel de roca basal, las aceleraciones a nivel de terreno na--
tural se amplifican considerablemente; por otro lade si el periodo de un edifi

cio coincide con el periodo del suelo en que se asienta, aumenta el riesgo de-

dafos.
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¢) Oscilacidn libre amortiquada

. 2y Se supone,como en el primer caso, que el -
'“N“'AJ'?:ISD-—*QO mévil oscila libremente después de recibir.
WL{L* Ao RrIeuas O un impulso que le produce un despiazamiento
Rt)#o0 %, y una velocidad 3., iniciales; pero ahora
F=zo0

se introduce el efecto del amortiguamiento

La ecuacién - del equilibrio dindmico queda:

myle)+ R{t) » ky(s) =0

Para resolver esta ecuacidn es preciso conocer la funcidn R (s), Con fines de
ingenieria se estudian difererites tipos de amortiguamiento, pero en Ingenie-

ria Sismica interesa particularmente el 1lamado amortiguamiento viscoso en -

el que la fuerza de amortiguamiento en cada instanfe es proporcional a la ve-
locidad del movil en ese instante (R ag 3¢y )  ya que estudios experimen
tales realizados en modelos fisicos y en edificios reales han permitido demos
trar que el amortiguamiento de las construcciones comunes es aproximadamente-

vis5C0s0.

Por 1o que puede escribirse

my () + BY() + xy(ty=o

Donde g es un coeficiente de proporcionalidad entre fuerza y velocidad, cuyas

unidades son Ton 3
om
Dividiendo entre m ,recordando que %}: «* y haciendo f%-: 2€&, se tiene:
Yl r 2EG(1) + wlylt) =0

Donde:

? ‘ . .
T Factor de amortiguamiento.
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La anterior es una ecuacidn diferencial cldsica cuya selucidn es:

Ik = C.“ A.COS (w't - Zj‘)

donde

™
1

base de los logaritmos Neperianos

1]

» . . R 2 3'0 + €Y, .
A amplitud amortiguada = Vﬁ. + (‘——"w- )

T = fase amortiguada = angbea 30 * £ 9o
w* Y,
L § i .
W = frecuencia angular amortiguada = | w?- €°

Se' denomina "porcentaje de amortiguamiento” a la relacidn

D.’_=_£|oo, \):%

por 1o que

Cuando €=w, y=1, se tiene el caso de amortiguamiento critico y después de -
recibir el impulso el mévil regresa a su posicidn de equilibrio Tentamente,
sin oscilar:

“1

Yo

>4 Amoatiguamiento caditico

Los amortiguamientos de las estructuras se expresan en funcidn de v, porcenta-
je del amortiguamiento c¢ritico. En forma experimental, se ha demostrado que -
los edificios comunes tienen porcentajes de amortiguamiento muy pequefios - -

(del 2 al 7%) (valor medio: 5%) por lo gue w” = w
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Introduciendo esta igualdad en las expresiones anteriores y substituyendo

se tiene:
- 'S -
Yz € A cos (we-17")
donde
. ? .
A V&‘+(§}+vm) 1t = “s“h(fi +v)

Graficamente, la funcidn toma esta forma:

+ y(t)

4 Yk S
T /\ f\ r\yﬁ&r(\;h —ese . owt

Comparando esta grdfica con la del primer caso, se observa que el amortigua-

miento tiene por efecto reducir en cada ciclo el tamafio de la amplitud, hasta
que en unos cuantos ciclos las oscilaciones se vuelven muy pequefas y el movi
miento prdcticamente se para. Ei periodo de la estructura amortiguada es - -

préacticamente igual al de la no gmortiguada.

d) Oscilacidn forzada émortiguada

Este es el caso general, en que un movil

—3 FL) ) ) .
amortiguado oscila bajo la accion de una
1 R4o0 fuerza exterior, variable con el tiempo,
Si e] sistema es elastico-lineal y el -
ey

amortiguamiento viscoso, la ecuacidn - -
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del equilibrio dindmico seré:

my (e} v @Y (e} + xy (&) = F(¢)

Para resolver esta ecuacidn, se requiere conocer la funcidn F(L) Consideremos

en seguida algunos subcasos correspondientes a diversas funciones F {t)

d 1) La fuerza exterior es una funcidén arménica del tiempo
Sea

Flt)= Fsenyt

nd
donde PO
F = valor midximo de la
£
fuerza ' \:I:-///ﬁ/’ N
® = frecuencia de la - j
fuerza Ty 27 i
¥
Tr = periodo de la fuerza
Bajo esta consideracidn: -
mYyLle) + BY(k) ¢+ kyct) = Fieavwe
Dividiendo entre w, recordando que
e W 2
- TE =2Vvw .;‘_:w
se tiene
g (t) + 2pw 3 (€) + wty (e) = —i—‘- sen ¢t
Ecuacidn diferencial cuya solucidn es
3{«).:'";\':»:(«:1-5')*% — "‘] S5e¢n (et - %)
—— — MLy C-E@)) et E) R

@
E1 término @) representa el efecto de la fuerza y el término (i) el de la osci-

lacidn propia. En los casos de interés@es mucho mayor que @ por 1o que en -

forma aproximada

'9(&):%[ \ ]sen(n-;)
1)) e (2
donde -

g = fase = nn3.+.n 20 @

- ()




F
Pero T = Sg;i' Y

Al término t:' — se le denomina "factor de amplificacidn
-@T o () |

dindmica amortiguada" y se le representa por (FAY* por 1o que

Yy (t) = Yeat, (FA). sen (pe- g)
Como el mdximo valor de la funcidon sen e 1,
Jman = Yern, (‘ﬁ).

s . .- [ .- L AN
la siguiente grdfica muestra la variacion de (ra) en funcidén de (;7).

(ea) "

)

I
am
e

1
|
T
t
[}

Vria

v

£

]
|

o5 L.o 1 Ig 2.0
|

i Iattoveles o
|

Atssnancia



Se observa que el amortiguamiento atenla considerablemente el efecto de re-
sonancia, ya que para-£1=l,los desplazamientos maximos dindmicos son aproxi

madamente 5 veces el estdtico para Vz=i0zy Nno o0 COMO para V=0

A mayor amortiguamiento menor amplificacidn dindmica.

£1 efecto es mds acentuado en la zona de resonancia, para: 0.7 < —: <iL3
E1 amortiguamiento tiene, en resumen, un efecto favorable en el comporta--

miento dindmico de las estructuras, de ahi el alto interés que existe en -

determinar su valor efectivo en estructuras reales.

d 2) La fuerza exterior es una funcidn cualguiera

Para resolver este caso descomponemos la accidn de la fuerza en la accidn -
de una serie de impulsos, cada uno de los cuales actda durante un intervalo

de tiempo muy pequefio

F(t)ip_

= Fls . .
m ) Consideremos el desplazamiento
' FL2)

dz

*y* que en el instante t pro-

i

> -« -
duce el impulso F(z) que actla-
- z 2
I 'lf'_ .
en el instante z
5wy c-z Si no se considera el amortigua-
e . :
o~ /:\-—"" R miento: Y(t) = Y, coscut +%‘ senw ¢

Pero el impulso se aplica con -

L €
(

Je =0 por lo que:

YO = 2 senf(t-7)aw)]

Habiéndose substituidot por t-z ya que éste es el tiempo de accidén del - -
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impulso.

Por otra parte, aplicando el principio de la cantidad de movimiento:

Fuerza. tiempo = masa. velocidad
F(?.’)d?.':mé.
5. =F—:_") dz

Substituyendo en la ecuacidn anterior,
Yi(t) :mi(-i) sen{wile-2))dZ

Pero este desplazamiento es el causado por un solo impulso, por 1o que substi-

tuimos ¥(&) por dy :
dy= B sen (wie- D) ds
) w

1_"'

Para obtener el desplazamiento total en el instante t integramos el efecto de
todos los impulsos que actdan desde t:=eo hasta t=¢:
t
Yt ='a|: Jig-) sen{w (¢-2))dz2
[ ]

Si se introduce el efecto del amortiguamiento, el resultado anterior se modi-

1
fica como sigue: S' v (e-2)

Fa) o sea [ wiv-7)) dz

4 0e) = o ey

w

A esta integral se le llama la "Integral de Duhamel® y se le asigna gran im--
portancia en Ingenieria Sismica. Se enfatiza que la ecuacién anterior es la

solucion de la ecuacidn general

g({)+ 'IUWS(*)i'W‘g (*):-F-—rg?

Donde Ft4) es una funcidn cualquiera
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d 3) La fuerza exterior es la accidn sismica

Denominando U, () al desplazamiento del terreno por sismo a la profundidad h,
U.(¢) al desplazamiento del terreno a profundidad ¢, en la base de una estruc-
L tura, 340 al desplazamiento relativo -
Yyt +y, (t)

— de la estructura respecto a su base,-

L]

en la masa de la estructura actuard -

durante un sismo la aceleracién- - -

§4) + U, (td y como no actla ninguna -

fr

J, (8
fuerza exterior, la ecuacidn del - -

equilibrio dinémico:es una estructu-

ra de un grado de libertad queda:

m(Gce) + Ug(t)) « 89 (E) r.kstt)= o
de donde puede obtenerse:

m g (t) ¢ BI(4) L ky (k) = - mUs(t)
Dividiendo entre wm:

) Gt} + 20w yld) + wiye) = O, (&)
(Se elimina el signo por ser irrelevante en el segundo miembro de ia igualdad-
anterior, ya que el sismo es altérnante) comparando esta Gltima expresidn con;
la escrita al final del subcaso anterior es evidente que la solucidn es:
3(*)=-&;SB, (Z)e.v““‘”scn[wu—'r.)j dz

Es importante destac;r que el comportamiento sismico puede analizarse como si
actuase una fuerza exterior de valor -rnﬂﬂ(t)pero que en realidad el sismo -
no es un problema de fuerza exterior impuesta a la estructura, sino de defor-

macidn impuesta.
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Interesa el desplazamiento mdximo, para el cual se tendrdn los elementos mecd-

nicos internos maximos.

Este vale: ' ¢ Ve (- 2)
3_\“. = =7 ju. (zH e Stn[w(t-t)] dz
° max
A1 valor absoluto mdximo de la integral
t,, e-yw(t'lj
S U, (2) sen(w(+-)] dx se le llama "Espectro de velocidad" --

L]

y se le representa por Sv

t.. Vw (t-1)
sz U.(Z)e Stnw(t-:)dz
° max
- Sv
Bﬁ\r - w

La integral anterior no puede resolverse directamente porque la funcién Lj,(z)
no es integrable. Esta funcidn es el acelerograma registrado en la base de la

estructura curante el sismo cuyo efecto interesa estudiar,

La integral se resuelve por diferen-
/\\ /\ cias finitas, discretizando el acele

rograma en impulsos que actfian a un-

+ g, )

<
<
<

intervalo A =.

U. (Z) Se recomienda tomar A% =o.1 T,
siendo T el periodo de la estruc--

tura por analizar.

v

Acelervgrama discretizado
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De esta manera:;

t

.- v (t-2)
Sv: Z U, (z)e sen[w(t-2Y] & Z
[~]

™a XN
Existen programas de computadora que aplican este procedimiento para la obten-

cidn de espectros a partir del acelerograma.

De la expresidn obtenida para 1a oscilacidn libre no amortiguada:

4(t) = Aces Qo - 7)
LjMA- = A

=

Derivando se obtiene la velocidad:

J(t) z-w Asen(wt-7)
5 = wA

™ am

gmsn = A 5""&!

Derivando otra vez se obtiene la aceleracion:

g (t)=~w' A cos Cwt - %)
gmu = w?'A
-H.H-h

w' Fman: T W 5"""

De estos resultados se infiere que a partir del espectro de velocidad se pueden

obtener espectros de desplazamiento (54) y de aceleracidn mediante las expresio
nes:

54

i
w

Sa = W D
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En la prictica de disefio el mas
usual es el espectro de acele--

raciones, grdfica que en funcidn

del periodo de una estructura --

'Y

permite obtener la aceleracidn -

Capectio de acleraciones o .
{ E,Jpec,{_,‘;_g de qeqdnuesta oaiC it SOAmo ~ maxima de la misma durante un S1s

cuyo acelezogiama 4e convce: .
- mo conocido por su acelerograma.

Del cdlculo se obtiene una curva
- irregular, con muchos picos, la
U, (&)

que se suaviza por procedimien-- -

t tos matemdticos.

A la envolvente de los espectros de respuesta de 10s sismos que probablemente

ocurrirdn en la viga de la estructura se le 1lama espectro de disefio.

. .
Yo I !%F“
r
R ()
e Ervalvente , N\
: |
- ! !
.‘.l"“ f 1
b < ! [
~ a, I' [
® ' '
L, X ! L >
T Ta Th T
Capectno de disedo como envol- Eapectro de disedo en
venie de espectios de aeanues Rg(.amen.toa Mexicanos

ia

Los Reglamentos de construccidn suelen incluir espectros de disefio para las --

estructuras en la zona de su jurisdiccidn.
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ANALISIS DINAMICO DE SISTEMAS DE GRADOS DE LIBERTAD MULTIPLES.

Modelizacidn de edificios altos

Sin mucho error un edificio de “a" pisos puede discretizarse como un sistema de-
“n* masas, considerando las masas concentradas al nivel de los pisos. Si se -
desprecian los acortamientos o alargamientos de las columnas y los movimientos -
de la cimentacidn este sistema tendrd 3 grados de libertad por piso: Dos despla
zamientos horizontales paralelos a los ejes principales de la planta y un giro -

en torno a un eje vertical, E] sistema tendrd entonces un total de *3," grados-

~de libertad.

Puede rea]fzarse una simplificacidn
ulterior si se aplican las siguientes
hipdtesis:

a) El sismo actua paralelamente a
uno de 1os ejes principales de la-
planta y los desplazamientos hori- ‘

zontales son paralelos a ese eje..

ma
b) Las fuerzas cortantes sismicas

estan aplicadas en el centro de -
torsidn de cada entrepisoc y en -
consecuencia los giros en cada -

planta son nulos.

De esta manera el sistema se transforma en un sistema de “n” grados de libertad
como el que se muestra en la figura en donde la rigidez de los elementos que --
conectan a las masas es la suma de las rigideces de los elementos ge entrepiso-

en la direccidn de andlisis.
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Se ha obtenido asi el modelo de una estructura, paso que es jndispensable dar

previamente al andlisis dindmico de cualquier estructura. E1 andlisis dindmi-

co que se realice serd tanto mds aproximado al comportamiento real cuanto me--

jor sea el modelo de partida.

Propiedades dindmicas de un sistema de

“n* grados de libertad

EY problema deil andlisis dindmico
de un sistema de n grados de li-
bertad consiste en determinar los
desplazamientos Y,, Y5 ... 4;... Ya
en cada instante de su oscilacion
bajo la accidn de una excitacidn
exterior F(é) variable con el --

tiempo.

Para resolver este problema consi

deramos en primer término que to-

My Ya
™ y...
MJ BJ
S
F(t) ry 'R
m, 9,
—

O’G“q g.'g’n

das las masas se mantiene fijas y que la Unica que oscila es la masa m;con un -

desplazamiento mdximo 4; = |

En estas condiciones, cuando el --
aesplazamiento en j es maximo (1)
sobre esa masa actua la fuerza kj;
y en las demds masas aparecen las-
reacciones k,, kg ooe k) y Ky; .

necesarias para que dichas masas -

- permanezcan fijas.
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En general:

kyj = Fuerza que debe aplicarse en m; para que tenga un desplazamiento -

unitario, estando las demas masas fijas.

kq = Reaccidn que aparece en A cuando m; tiene un desplazamiento unita-

rio y las demds masas estdn fijas.

Sobre la masa m; actta ademds la fuerza de inercia que vale: masa « acelera-

. . N T . ]
cidn = Mypw' Yy = myw

Estas dos fuerzas estdn en equilibrio:
Wi — @ —> Xii
mj -
Si ahora soltamos todas las masas para que el sistema tome la configuracidn--

dos Ya--- Yia Y5 Yu o-s Ya sobre la masa m; apareceran las fuerzas - - -

(ky- w?m, )y, (Porque ahora el desplazamiento no es 1 sino ;) y las fuerzas

kJrg.y kj:’;"'k.'l*'ii kj.Bk__.king';

— — «— — _ «— “—
(kn'“”NNSJ*khﬂ-**nﬁ.*---**nsx*kusu+-~+ kjn Y. =0

Estas fuerzas se encuentran en -

equilibrio.

Una ecuacidn similar se puede es-
cribir para todas las demds masas,

por lo que se tiene:

b



(kn'“"m.)ﬂ. + k"32 L R k'j SJ v+ kinYa = ©
ka 9 + (kn' Wimg}Yy b - .t kl_} 3 $ oo b ks Ya = e
. \
kj' Y, T k“ Ye .-+ (kﬁ' w’ma)ﬂj + - qu v = © >( )
kni LR + k't 57. L k".l 5J + -+ (knn'w‘mnysq Z:‘O

o

A las ecuaciones (M) se les denomina "Ecuaciones generales del equilibrio --
dinémico de un sistema de n grados de libertad". Estas ecuaciones se pue-
gen escribir en forma matricial asfi:

([K)-w'fm]){y)=0 -

Donde [K}= Matriz simétrica ge [— =
[K) Kt e g e ke

rigideces = ka kKt - v v kay + -+ kza

ki kjz . .. kji =« Kjn

__k'\i kﬂt.--knJ.... k

ﬂﬂ_J
[K]es una matriz simétrica porque los elementos ubicados simétricamente respecto

a la diagonal son iguales: ki = kji por el principio de Miller-Breslau.

[m)= Matriz diagonal ae

ml ° - - - o - - . o T
masas = o Mz ..- 0O + . . ©

o) o .. mM; - o

[ [ - o . . . Mn

(Una matriz diagonal es aquella en que todos sus elementos son o, excepto 1os

alojados en la diggéna]).
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3,
Y9,
_ Vector o 4 Hr ’
{ Y ]" Matriz columna de = )
desplazamientos
4n -
L

(Un vector o matriz columna es una matriz que cuenta con una sola columna)

Examinando la ecuacidn(A) se observa que para que el producto del primer miem-
bro sea 0, es preciso que el vector ia] sea 0y 0 bien que el determinante de -
(tx)-w*tm)) sea o La primera alternativa es una solucidén trivial que se --

desecha ya que corresponde al caso en Que Y, =Yy = +ve = Y3 =,... = Yn= 0O,
es decir cuando todo el sistema no se ha apartado de la posicidon de equilibrio.

Se adopta entonces, la segunda posibilidad:

[K]_wthJ|=o. ... (B8)

Ecuacidn que expandida se escribe de esta manera:

( k|| - m‘m.) k'l .« - - k l.“ * = k [Ral
kz‘ (kaz-w"ﬂt)..-k1" - . kan
... (8)
k) Kyja » - - (k”-w'rnj)... kjn
klll k-u. . kn_‘ - s u (km—-tu‘m..)

A la ecuacidn (g) se le denomina "Ecuacidn de los valores caracteristicos de un
sistema de n grados de libertad". Esta ecuacidn es de grado n en w®del ti-

po de:
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C v C oty Cp Cut) e+ €, Cwd st (Y = 0o

Y tiene por solucidn n raices: wl, wi ... Wi ... wa?

Tomando una de estas rafces y llevdndola a las ecuaciones (A}:

([x]- wfm])ish =0 oo €O

Se obtiene la ecuacién (c¢) de 1a cual puede despejarse el vector { 9},

Sin embargo, la ecuacidén () no es una ecuacién determinada y existe un ndme-

ro infinito de vectores i gl.que la satisfacen. Pero todos estos vectores --
Y

son proporcionales entre sfi.

Ejemplo de vectores proporcionales:

2 [y -1 ]
-1 -2 0.4
4 & -2
< 12 -3
-3 -& 1.8

- L L J

Por lo que para hacer determinada a la ecuacidn (c) se recurre al siguiente arti-

ficio:

Arbitrariamente se asigna el valor | a uno de los desplazamientos, por ejem--

plo el ge la Oltima masa:

r 1 r¢ \
dui Haciendo ¢, = 4t -
3!; 5" ¢IA
AR Se obtiene: R G Y X
Jii m ¢ii [ { J}i
Esﬂi J ‘
L)

Al vector i ¢£} se le designa "vector de desplazamientos normalizados" corres-

pondientes a la frecuencia .
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Lo anterior significa que el movimiento de un sistema de n grados de libertad
puede descomponerse en n movimientos simples, cada uno con su frecuencia wia
y su ley de oscilacidn { ¢i} A cada uno de estos movimientos se le 1la-

i

ma modo.

La iey i ¢{L muestra la proporcidn que guaraan entre si los desplazamientos de
las masas durante todo el movimiento, por lo que los desplazamientos ¢, son -

adimensionales y estdn a escala arbitraria.

I maeade
wl (220 Ly o n
T, = 3_..'_ Ty = 7__“! T = ?—' Ta = -—-21’
i . Wty wie Wia
(l nede ) (2 nades) (,i nedat } Ca nedes }

Se 1lama "nodo" a un punto que no se mueve dentro de cada modo. El nimero de -

nodos en cada ley corresponde con el numero del Modo.

Las amplitudes de las leyes de oscilacion cumplen con la propiedad de ortogo-

nalidad, es decir:

L}

ij%;%k =0 (.l:#k; A,kzlg2...n)

J 2
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En donde:
™m; = masa en el punto j
b, = Amplitud del punto ) en el iodo 4
@i = Amplitud del punto j en el liodo k

que puede escribirse
i¢}j[M]{¢}k=o (i % x)

Estas propiedades permiten la solucion de sistemas de n grados de libertad -

sometidos a oscilaciones forzadas.

E1 primer modo tiene una influencia preponderante en la definicidn de la res
puesta total, por eso se designa "modo fundamental" y a su periocdo se le 1la

ma “periodo fundamental".

Los modos por encima del primero se denominan “moaos superiores" y su influen
cia decrece al aumentar el nimero del modo; por esa razdn se recomienda en -

muchos casos calcular dnicamente los tres primeros modos.

En el procedimiento matemdtico que se ha desarrollado se ha considerado una -
oscilacidn libre sin amortiguamiento, sin embargo, al jigual que para 10s sis-

temas de ‘un grado de libertad puede considerarse que para el modo 4 wi"¥ = o

T:% = 7. Donde w} y T." son la frecuencia y el periodo amortiguados del -

modo 4 .

E1 procedimiento explicado es imposible de aplicar manuaimente para n > 3.
Adun con computadoraé su aplicacion es laboriosa. Por estas razones se han -
desarrollado métodos numéricos para el cdlculo aproximado manual de las fre-

cuencias y leyes caracteristicas.
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Consideremos un sistema de n grados de libertad oscilando con los desplazamien
tos Y 4 Y ..y, .- Y, correspondientes a 1as masas m, , wm, ...m, ...m, Y
al modo . Encontraremos la masa equivalente me; de un sistema de un solo --
grado de libertad, que produzca el mismo cortante en la base para el mismo - -

evento sismico.

Ve,

e

| me,

l 't

{

|

|

|

|
Scatema de n grados de Ststema equivalente de un solo "
_ dbertad vacilando en grado de Libertad

“ed modo i

En ambas figuras las energias potenciaies deben ser iguales:

Ep, = Ep,

Z'Zi "'\134‘ :ﬁ/ ™me, Y,

Juy
|
5!;

.M,

™me; = ™ Uj"

J

L1

]
Por otra parte, las frecuencias de oscilacidn deben también ser iguales:

LW = We;

Substituyendo estas frecuencias por las expresiones que proporciona el método -



de Rayleigh:

BE* 2 MJL',:H
I3

Substituyendo en (i)

- 2
Me, [JEMJ ‘51;]

= n
2
Z"“i Jia

P

Este resultado permite calcular la respuesta para uno de los Modos de un siste-

ma de n grados de libertad con los mismos procedimientos explicados antes para
un solo grado de libertad.

Andlisis sismico’

de sistemas de n grados de libertad.
Considerando un sistema de n grades de libertad, sometidc a una aceleracidn --
sismica U, (¥) , 1lamando Y;(t) al aesplazamiento relativo de la masa m, respec-

to a la base, las ecuaciones-’

del equilibrio dindmico son:

CrdtsdeCedfsd « [kl is = [mdi] O

Donde
r"h =] 0... ©
Em) = matriz dia- = © ™z ... 0
gonal de -- -
masas o o ™ o
| © o e . ™.
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ku kn - . k') kln
(k] = Matriz simétrica ce rigideces = Ko Ka e Ry K
k_,l th “ . . k“ k)n
L-kln k‘t ¢ v » knj . .= kﬂr:“‘
{9 } ’ i 9'} , 1 i-} = Matrices columna de aceleraciones, Velocidades y
J )
desplazamientos
.3 o)
g, 8. 5, )
. g‘ 5‘ 5‘
i%}‘ P !%]=<'7, i%}: ey
5; % EF
4, Ya Yn
J . J -
r b S 2
v,

U,

Ll ) LB;}

La matriz de amortiguamiento(c]es una matriz compacta y simétrica de la forma:

r;" CI! . o » Cij « o+ Cipm
Cl. C". s s - Cg, . ® = ('ln
(el =|-..
S e Gl GGa
Lsn. C.g - c-nJ - e s C'\:J

Sin embargo esta matriz presenta dos problemas:

1) No existe un procedimiento que permita determinar fisicamente los valores

de los elementos

2) Si la matriz no satisface el principio de ortogonalidad respecto a los -

nodos que caracteriza a las matrices de rigidez y de masas {«), (-, se - -



obtiene un sistema de ecuaciones acopladas y los modos propiamente no existen,

Adn cuando experimentalmente se ha demostradq que hay alguna interferencia en-
tre Tos modos, este efecto es despreciable, sobre todo cuando las amplitudes. -
son pequefias y la estructura permanece en el rango eldstico, por lo que con --
fines de disefio se puede asignar a cada uno de 10S modos un porcentaje de amor

tiguamiento (V=2-5 %)

De este modo, para el modo i la ecuacidn del movimiento serd:
i(th 2P, ., (&) v Wi, (1): - L ?’]:[M] 113 Uo
Donde se ha realizado el cambio de variable
o} =Lv¥]in}
Matriz ortonormal de vectores

L)
i

Matriz columna de las coordenadas generalizadas del #0do normal de -

vibracidn.

De esta ecuacidn se 1lega a la siguiente solucidn:
]

i .- ow, (t-T)
Jia o= G ‘bjiﬁl SU.('E)C rem w, (k-2) 4%

(En forma similar al casc de un grado de libertad)

Donde:
Jii = desplazamiento en el instante t de la masa j debido al modo A
C; E m; ¢JJ .. . . .
s == . - Factor de participacion del modo A en el movimiento -
J 4 Jd
total.
Dﬁ,‘”a:

Porcentaje de amortiguamiento y frecuencia del modo 4

31
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Andlisis dindmico medal paso a paso

Este procedimiento de andlisis consiste en el cdlculo de los desplazamientos -
de éada masa, para cada modo en cada instante. La suma de los desplazamientos
modales dard el desplazamiento total de cada masa en cada instante. El cdlculo
se realiza aplicando 1a expresidn anterior, donde Us(2) representa el acelero
grama del sismo de interés. La integracidn se ejecuta mediante una suma de --

diferencias finitas, como se explicd anteriormente para un sistema ce un solo-

grado de libertad.

Por otra parte el cdlculo debe realizarse para varios sismos representativos,
cada uno con diferente funcion U, (2) (E1 Reglamento del D. F. especifica el -

uso ¢e por lo menos cuatro movimientos). . ~

Lo expuesto indica que si bien el método paso a paso tiene el atractivo de -
ofrecer el conocimiento de todos los desplazamientos de las masas en funcidn
del tiempo, a partir del conocimiento de la funcion de la excitacidn, reqﬁ}e-
re de trabajos excesivamente laboriosos, aun con el auxilio de computadoras -

muy potentes,.

Por esta razdn este procedimiento se aplica dnicamente con fines de investiga-

cidn y s6lo en muy limitadas ocasiones con fines de disefio.

Cabe sefialar que en todo 1o expuesto hasta ahora se ha considerado que las -
estructuras tienen un comportamiento eldstico lineal. El1 método de andlisis
paso a paso tiene la ventaja ae permitir considerar de una manera directa un

comportamiento no lineal.



Andlisis dindmico modal espectral
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Este procedimiento parte del enfoque mds practico de calcular los desplazamien

tos maximos para cada modo.

A partir de la expresion:

Vowi(e-T)
.= G ¢jiu+,; c Uy (7) senwil (£-2)d 7

E1 desplazamiento miximo serd:

Lﬂja =C;44-‘— SV (LJ-',W.., *)
Man [ZV 2N
t
. - “Vawia (E-3)
Donde Sv = Espectro de velocidad = 5 U (z)e Sen wi (€-T)d T

Si se emplea, como es mds comun, el espectro de aceleraciones:

9 =ﬂ5.(v,r)

™an wa

haa T Y ]

Determinados los desplazamientos mdximos para cada modo, queda el problema de-

determinar los maximos totales. Estos no son la suma de los maximos modales,-

porque los ultimos no ocurren simultdneamente, es decir:

g = Z 3;1_“

4 max ;
FI—x]

Un criterio de combinacidn de respuestas modales que da resultados aproxima--

dos paraestructuras comunes (con distribucidn regular de masas y rigiceces)es

el de tomar la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados:



0 bien:

3l mman

z t 2 [
; = . fo... +
BJ Ll ¥ \/ B“hqgl ¥ ‘j Foee ¥ 5"“ ~ha 3“‘ “tan

Este criterio es aplicable a cualquier respuesta de la estructura, por 1o gue

en general:

oA

Ruw = & R

Donde R puede ser desplazamiento total, desplazamiento relative, fuerza cor-

tante, etc...

E1 procedimiento de andlisis dinamico modal espectral es el que normaimente -
se aplica en la practica de disefio de edificios altos. Existen en el mercado

numerosos programas de computadora que facilitan su empleo.
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APUNTES DE CIMENTACIONES
INTERACCION SUELQO-ESTRUCTURA

NOTA PRELIMINAR

La interaccion suelo-estructura es aquella parte .

de la ingenieria que estudia las deformactones
del terreno de cimentacion cuando éstas se ven
afectadas por la presencia y ngidez de la propia
estructura, La influencia de la estructura puede
ser en condiciones estaticas, 10 cual es {ratado
por la interaccion estatica suelo-estructura, ©
puede ser en condiciones dinamicas, lo cual
cae en el campo de la interaccidn dindmica
suelo-estructura.

INTERACCION ESTATICA SUELO-
ESTRUCTURA

Se conocen como métodos de interaccidon
estatica suelo-estructura aguellos procedi-
mientcs que para el calculo de las
deformaciones del terreno de cimentacion
toman en cuenta la rigidez de la estructura
Todos estos metodos estan basados en el
principto de que en el contacto cimiento-terreno
los desplazamientos tanto de la subestructura
como los del terreno son iguales, es dec,
existe compatbillidad de deformaciones entre
estructura y suelo.

En términos generales, el procedmiento de
calculo para la interaccidn suelo-estructura
consiste en tres pasos: {(a) se caicutan los
desplazamientos de la subestructura, (b} se
calculan los desplazamientos del tefreno de
cimentacion, y {c) se establece la compatibi-
lidad de deformaciones entre estructura y suefc

Podemos distinguir dos clases de situaciones
en relacion con ia interaccion (i} cuando los
cimientos estan suficientemente separados, de
tal forma que la carga sobre un apoyo no ejerce
influencita sobre los desplazamientos de los

Agustin Deméneghi Colina
-Héctor Sangines Garcia

apoyos vecinos (este fendmeno se presenta
uvsualmente en zapatas aisladas), y (i) cuando
se trata de un cimiento continuo donde el
cesplazamiento de un punto de dicho cimiento
esta afectado por la carga repartida en toda la
suoestructura (es el caso de zapatas corridas o
losas de cimentacion).

Inieraccidn suelo-zapatas aisladas

L 2finicién de moédulo de reaccién

Pzra llevar a cabo la interaccion suelo-zapatas
a:sladas, se hace uso del concepto de moédulo
& reaccion o modulo de rigidez del terreno de
c:mentacion, el cual se presenta en ios
s:guientes parrafos.

L =finamos el modulo de reaccion o rigidez
lineal vertical de un cimento de la siguiente
fc:ma

K, =QJ/, (1)
cznde Q, es. la fuerza vertical aplicada ai
cmiento y -5, es el asentamiento vertical

ccasionado por Q..

S2 define la ngidez lineal horizontal de un
c: miento

K= QrJah (2)

conde Qn es la fuerza horizontal aplicada al
cmento y 8, es el desplazamiento horizontal
prcducido por Qp,

S- define la rigidez a !a rotacion de un cimiento

K. = M/ (3)

" Profesores del Departamento de Geotecnia. Division de :»3ernieria Civil, Topografica y Geodesica.

Facultad de Ingenieria. UNAM



donde M es el momento aplicado al cimiento y 8
el angulo —en radianes- producido por dicho
momento.

Andlisis de fa interaccion suelo-zapatas
aisladas

llustremos fa solucién de la interaccion suelo-
zapatas aisladas con el marco de la fig 1
(ejemplo 1). La rigidez vertical del terreno de
cimentacidon vale K, = 2331.96 t/m, la rigidez
horizontal Ky = 1801.38 t/m vy la rigidez a la
rotacion K, = 1102.81 t.m/rad.

Utilizaremos el método de rigideces para el
anaiisis de la estructura (véase el anexo 1), en
el que se debe cumplir

Kg+P*+P"=0 (4)

<

donde

K = matnz de rnigidez de la estructura

8 = vecteor de desplazamientos

P*® = vector de cargas de empotramiento
P° = vector de cargas concentradas

La formacidon de la matriz K y de ios veclores d.
P®y P® para el marco de la fig 1. viene descrito
en el anexo 1; como resultado de esto, en la fig
2 se exhiben los grados de libertad de la
estructura, y en las tablas 1, 2 y 3 la matriz ce
rigidez K, el vector de cargas de empotramiento
P°® vy el vector de cargas concentradas P° de
toda la estructura, respectivamente (En la tabla
1 solo incluimos los rengfones de &,. 8. B, 05
8g y B4y, porque, por simetria 8; = §;, 64 = 03, O¢
= -Bs, 8g = 87, 810 = ~Jg, 612 7 By1.)

La rigidez del terreno de cimentaciéon se puede
incluir en et vector de cargas concentradas P°,
de la siguiente forma: las fuerzas Q,. Q, y M se
pueden obtener conlasecs 1 a3

Q, =K, §, (5)
Q= Ky dn (&)
M=K 6 {7

2

En la fig 3 se muestran las reacciones del
terreno en funcion de fas rigideces del mismo y
e Jos desplazamientos.

Usando las ecs 5 a 7 calculamos las fuerzas
Q.:, Qvz, Qu3, Qha, Ms ¥y Mg:

C..=2231.966,, Q,2=2231.965;
Q.3 = 1901.38 85, Qne = 1801.38 &,
h:=1102.816s, Mg =1102.81 6

E. vector de cargas concentradas queda

2231968, |
2231.96 &,
1901.38 &,
1901.38 5,
1102.81 65 (8)
1102.81 64

o,
l

COOQO0O0

- |

Rzzmplazando en la ec 4 los valores de K
(tzzla 1), P® (tabla 2) y P° (ec 8), y resolviendo
e! s:stema de ecuaciones, obtenemos

0.010291 m, &; =0.0055104 m
0.00049148, 5;=0013289m
-0.000078886 m, 84, = -0.0054707

[’

5-
8.
&

Lcz elementos mecanicos en las barras de la
ecuctura se calculan siguiendo el procedi-
m z1te indicado en el anexo 1. (Lo dejamos
cC 0 ejercicio al lector )

Lzz fuerzas en los apoyos se determinan con
laz 2cs5a7

Q. =0, =2331.86(0.010291) = 23.998 t
Q.: = 1901 38(0.0055104) = 10.477 t

Q.. = 1901 38(-0.0055104) = -10.477 ¢
M: = 1102.81(0.00049148) = 0.542 t.m
1102.81(-0.00049148) = -0.542 t.m

Resolvamos otro ejemplo, el de la fig 4 (ejemplo
2). cespreciando los efectos de acortamiento de
barras. En la fig S y en la tabla 4 se exhiben la
nu—eracion de barras y grados de iibertad. Las
me:rices de rigidez y 10s vectores de cargas de



empotramiento se hallan con los valores del
anexo 3 (marcos planos con barras ortogo-
nales, sin considerar el acortamiento de barras).

Barra 1
Matriz e rigidez
fs ) 8y |

1299.52 164976 1423.76 |6,
649.76 | 1299.52 [423.76 |8,
42376  [423.76 |184.24 |5, |

0 Bs
P% = 0 87
0 53
Barra 2
Matriz de rigidez
Bs Bg 8y

1299.52 [649.76 |423.76 |6¢

649.76 [1299.52 [423.76 |6g
423.76 (142376 |184.24 |5, |

0 B¢
p%; = 0 s
0 84
Barra 3
Matriz de ngidez
ﬁL 7 ejL & 53 i

I
i
79704 {39852 [-1992.6 119926 ig. |
3985.2 179704 [-1992619926 ig, |
i
|

16926 |-10926 6642 |664.2 |5,
19926 |1992.6 | 6642 |664.2 |5,

-wlL/2 462
[ = -wi2 = | 462

wLi12 462

-wL%12 462

La matriz de rigidez y el vector de cargas de
empotramiento de toda ia estructura se exhiben
en las tablas 5 y 6. (En la tabla 5 sodlo inclumos
los renglones de &,, 8, 8s y 8; porque, por
simetria &; = 8y, 84 = 83, 0 = Bs, 83 = -87.)

El vector § es

[l
n
e ]

”

e

m
o7
1]
a
[o]
-
o
(1]
8
(]
W
1]
(8]
(o]
-]
(o]
[41)
3
o
[4¥)
0,
[T
wn
<
o
1]
—
=
[(o]
£

B Qv1'1-2

L 0
Lz rigidez det temeno de cimentaciéon la

irzitimos con las ecs 5 a 7 {obtenidas de ias
exs1al)

C =K, 8, (9)
Q. = Ky 3 (10) 7
M=K®8 (1)

£~ ia fig 6 se indican las reacciones del suelo
er funcion de las rigideces y los desplaza-
mi=ntos.

Sustituyendo valores

Q.. =2331.96 5, Q,x =2331.86 5;
Q.2 = 1901.38 83, Qne = 1901.38 &4
M: = 1102.81 65, Mg = 1102.81 B¢

El vector de cargas concentradas queda

—  2331.866,-12 7]
23319668;-1.2
1901.38 &,

1901.38 &,

Pt = 1102.81 65

1102.81 8¢

0

. O _

Rezmplazando enlaec 4



462-12+23319665,=0 (5}
184.24 5, + 423.76 05 + 423.76 0, + 190138 8, =0  (5y)
423.76 55 + 12995205 + 649.76 67 + 1102.8105= 0 (0s)
426.76 8y + 649.76 05+ 5284726, + 462 =0 (67)

Resolviendo el sistema de ecuaciones

5, = 0.0024958 m, 63 = 0.00014033 m
65 = 0.00022213, 87 = -0.00091278

Para hallar los elementos mecanicos, se utiliza
el procedimiento indicado en el anexo 1. (Lo
dejamos como ejercicio al lector).

Las fuerzas en los apoyos se determinan con
lasecsSa’7

Qy = Q2 = 2331.96(0.0024958) = 5.82 t
Q3 = 1901.38(0.00014033) = 0.267 t
Qns = 1801.38(-0.00014033) = -0.267 t
Ms = 1102.81(0.00022213) = 0.245 tm
Ms = 1102.81(-0.00022213) = -0.245tm

Determinacion de los médulos de reaccién def
suelo

La determinacton de las ngideces K, K, v K, se

lleva a cabo usando su definicion dada por las -

ecs 1 a 3 Por gemplo, el mddulo K, se obtiene
aplicando a la zapata una carga vertical Q, y
calculando el asentamiento que produce dicha
carga.

Dado el caracter no lineal de los suelos, es
necesarno que tanto la carga sobre el cimiento,
como sus dimensiones, sean lo mas cercano
posible a sus magnitudes defintivas en Ia
estructura, pues de otro modo la determinacion
de las rigideces sera solo aproximada.

Ejemplo

Determinar la ngidez lineal vertical K, de la
Zapata de la fig E-1, uthzando para ello la
formula de Burland y Burbridge. El subsuefo
estd formado por una arena normalmente
cargada, N = 15 golpes.

Solucion

El asentamiento en milimetros de la zapata esta
dadoc por (Burland y Burbridge, 1985)

§=q.8°7 I,

l.=1.17/IN"

g, = Incremento neto de presion, en kPa

B = ancho de la cimentacién, en metros

Sustituyendo valores

=, = 26/1.7(2) = 7.647 ym® = 74.995 kPa
i. =0.0264

B=17m

6 =2.870 mm = 0.00287 m

ti modulo K, vale (ec 1)

K, =26/0.00287 = 9059.2 t/m

Lz teoria de la elasticidad proporciona los
siguientes valores de los mddulos de reaccion,
rzra un cimiento somero de planta circular

K. = 2ER/(1-V9) (12)
F. = 32(1-v)GRA7-8v) (13)
K. = 8GR¥3(1-v) (14)

Estas formulas se pueden usar en zapatas
rectangulares cuande B < L < 2.5B, mediante
€: siguiente artificio;

Sza A = BL el drea dsl cimiento rectangular,

k= ‘j Al {15)

Fzra calcular K, y K, usamos las ecs 12 y 13

¢2n R obtenida de la ec 15.

Seaz | = momentoc de inercia del cimiento
a =dedor del eje que se desea calcular K

R=* 4us (16}

K se computa con la ec 14, con R obtenida de
lz =C 18

P:: lo ya senalado antes. los calculos de los
m-3ulos de reaccion con las ecs 12 a 14 son
$C.0 aproximados, pues el comportamiento real
de 108 suelos es no lineal.

C:-a forma aproximada de obtener los modulos
gs reaccién es mediarte la realizacidon de
pr.2bas de placa (Zeevaert, 1973). Sea k, el
mzculo de ngidez unitario, definido como

k, = QU5,A (7)

Sizndo A = area del cimiénto
Si :5, es el mddulo de ngidez vertical determi-
nez2 con una prueba de placa de un pie de



lado, se puede emplear la siguiente férmula
(Terzaghi, 1955)

k, = kg1 [(B+0.3)/2BF (18)

donde B es el ancho de |a zapata en metros. En
el caso de arcillas

k, = ket [(n+0.5)11.5n)] - (19)
donde n = IUJB, siendo L la longitud del cimiento.

La tabla 7 contiene valores propuestos por
Terzaghi (1955) para ke, Cabe destacar que las
ecs 18 y 19 se deben usar con precaucion,
pues solo son aproximadamente validas cuando
el suelo es isotropico hasta una profundidad
bajo el desplante del cimiento igual al ancho del
mismo (Zeevaert, 1973). Por lo mismo, dichas
egcuaciones no son aplicables a suelos estratifi-
cados. -
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TABLA 1

l

-

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 1)

114832

Della 3

_12719.58 |

Delta 7

Delta 8

Dela 9

Deita 10

-31913.8

-12718 5

Theta 11

Theta 12

-114.832

Delta 1

T-31913 82

'"'i'é'ﬁé_s; )

114832

.

_-5202°665 |-

_287.082

L XTI

_555.025 |

i -~ — - — - Delta 2
o0 | 5202865 | 0 i 287082 |_ 0 -12719.5 0 -5202.68 0 287.082 0 Delta 3
D = R T = - Delta 4
o [T 2e7082 | 0 | 1110048 | 0 114.833 0 -287.082 0 555.025 0 Theta 5

. . - - T — — — - - — Theta 6
0 | 127195 | 0 | 114833 0 32578.02 664 2 12719.58 0 1877.77 -1992.6 |Della?
e - e - -684.2 | 32578.02 0 -12719.58 1992.8 1877.77 |Delta 8

1371958

0

71822.66

-66420

-287.08

0

Delta 9,

0

_-12719.58

-66420

71622 66

0

-287.08

Delta 10

ST AL

719926

-287.08

0

9080.45

3985.2

Theta 11

~ 187177

a

-287.08

30852

8080.45

Thela 12

TABLA2 | T T T T T T T |TABLA3 _
VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO _|VECTOR DE CARGAS CONCENTRADAS ] T
EEMPLODY T i I TV oW ) T . o
J0 ibeway )b .4 Qvt  |Deltat .
0 _loewa2 Vo V| T | av2  |Dema2 i
_ 0 fpewad {~ |- h 4 1 aon3_ |Delta3
.9 _ |Detas4 | __  }_ . __ . Qh4_ _ |Delta 4 —_—
.0 _|Thetas + | __ . e M5 |Theta 5
0 |Thetab _ e Mé Theta &
—.24__ _|Delta? — ] 0 Delta 7
-24 __Detas | _ _ {_ . 40 [Deltag -
.0 __ |Detas | - 0 Delta 9
0 Deita 10 - 0 Delta 10
.24 _ [Thelail L ~ 0 Theta 11
.24 Theta 12 0 Theta 12

{Acise)




TABLA 4

{(EJEMPLO 2)

NUMERACION DE BARRAS Y GRADOS DE LIBERTAD
Barra Bp Bq [ 8 By a
. Gradc s

1 05 8; 8 |8, 5, 190

2 Bs Bz b2 |6 8g S0

3 167 Ba 5 135 - 0

TABLA S

MATRIZ DE RIGIDEZ DE TODA LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2)
5 52 8 B4 85 B85 8y O

664.2 £64.2 0 0 0 0 -19926 | -19926 84

— — —_— J— -— —_— J— — BL
0] 0 184.24 ) 423786 L 0 423.76 8] 53
= — - — A — — 5
0 0 42376 - 0 129952 | O 649.76 0 05
— — — -— — — — — fg

-19926 | 19926 | 423.76 0 649.76 | 0 9269.92 3985.2 87
— - = S N = = B

TABLA B .

VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO DE TOD~ LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2)

-4 .62 8,

462 8y

0 54

0 B4

0 B¢

0 0y

462 67

'4.62 85

(Acise)




TABLA 7 -
Proposed average values of k5, for 1-ft X 1-ft square plates and long
1-ft wide strips, after Ka:i Tarzaghi {1955}

Average k., values Range of kyy values
tony/ft3 kg/cm? tons/ft3 kg/cm3
Sand: loose 40 1.29 20-60 0.64-1.92
medium 130 4.17 60-300 \ 1.92-9.62
dense 500 16.10 300-1000 9.62-32.1
Clay: stiff 75 2.4: 50-100 ' 1.6-3.21
very stiff 150 482 100-200 3.21-6.42
hard 300 9.6< 300 9.60

Fordry sand multiply by 1.5 and for submerged sand by 0.6. Here ! ton = 2000 Ib.

(b)

NUME‘.HACIéN DE BARRAS .Y GHRADO:Z DE -LIBERTAD ({EJEMPLOQ)

-
I

. FIGURA . _~ e e e e e e
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ANEXO 3

MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA BARRA
MARCO CON BARRAS ORTOGONALES
SIN CONSIDERAR ACORTAMIENTO DE BARRAS

Barras horizontales

6o | eg 5y 5

4EIL 2ElL SEIL? BENLT Ve,
2EI/L 4EI/L SENL’ BEIL" 8.
SEILY  |-8EIL® 12EI° -12EIL% 5
BEI/L? 6EIL* -12E1/L° 12EI/L° 8
Barras verticales

Bp 8 8, 8,

4ElL 2E0L BEIL” SEI/LY (g,
2EI/L 4E1L 6EIL? -SENL® - Bg
6EIL” BENL® 12E0L7 {-12E11L° 5.
| -BEIL" -BENL* S12E1L°  [12EWL° 8y

{Acise)
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METODO DE RIGIDECES
MARCOS PLANOS CON BARRAS INCLINADAS

Agustin Deméneghi Colina*

El método de rigideces consta de las siguientes etapas (Beaufait et
al 1970):

a) Se empotra la estructura y se determinan los elementos mecanicos
cuando la estructura esta empotrada;

4
b) Se liberan los nudos de la estructura y se hallan los elementos

mecanicos debidos a desplazamientos lineales y angulares;

c) Se establecen las condiciones de egquilibrio en cada uno de los
nudos donde haya desplazamientos diferentes de cero;

d) Se resuelven las ecuaciones de egquilibrio y se obtienen los
desplazamientos de la estructura;

e) Se obtienen los elementos mecanicos en los nudos de la estructura.

La ecuaciodn general de eguilibrio de la estructura es

Ké+P +p =0 (1)
donde
K = matriz de rigideces de la estructura
8 = vector de desplazamientos
e .
Ec = vector de cargas de empotramiento
P = vector de cargas concentradas

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante 1la
suma de las matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que
forman la estructura. El vector de cargas de empotramiento de toda la
estructura es igual a la suma de los vectores de carga de todas Yy
cada una de las barras de la estructura. .

A continuacicdn obtendrenmos la matriz de rigidez y el vector de cargas
de empotramiento de una barra con apoyos cotntinuos, sometida a una
carga uniformemente repartida v (fig 1l). Utilizaremos la siguiente
convencion de signos, para una barra horizontal (fig 2): los giros se
consideran positives en sentido antihorario, los desplazamientos
verticales son positivos si van hacia abajo y los desplazamiento
horizontales son positivos si van hacia la izguierda (fig 2a). Los
momentos flexionantes son positivos en sentido horario, las fuerzas
cortantes verticales son positivas si van hacla arriba y las fuerzas
cortantes horizontales son positivas si van hacia la derecha (fig
2b).

* Profesor del Departamento de Geotecnia. Divisién de Ingenieria
Civil, Topografica y Geodésica. Facultad de Ingenieria. UNAM
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Demos un giro 6; en el extremo izquierdo de la barra. En la fig 3a s-

nmuestran los elementos mecanicos ocasionados por este giro. En la fi_
3b se muestran los elementos mecanicos producidos por un giro 6; en

el extremo derecho. Las figs 3c y 3d exhiben los elementos mecanicos
provocados por un desplazamiento vertical 6: en el nudo izquierdo y

un desplazamiento vertical &'’ en el nudo derecho, respectivamente.
* ]

Las figs 3e y 3f muestran los elementos mecanicos producidos por un
desplazamiento horizontal s’ en el nudo izguierdo y un desplazamiento

horizontal 6; en el nudo derecho. Las figs 3g y 3h contienen los
momentos producidos por un giro de torsion 8’ en el nudo izquierdo y

un giro de torsicén 9; en el nudo derecho.

Los elementos mecanicos que aparecen en la barra m valen

M/ o= wL?/12 + (4EI/L) e’ + (2EI/L) 8- (6EI/LF) 87 + (6EI/L%) 8!
(2)

M= - wL?/12 + (2EI/L) 6! + (4EI/L) 8- (6EI/L%) 87 + (6£1/L%) 5’
(3)
v/ = - wL/2 - (6EI/L?) or - (6EI/L?) 8!+ (12EI/L%) 5! - (12EI/L°) 5!
: (4)
Vi = - wL/2 + (6EI/L®) 6! + (6EI/L’) &/~ (12EI/L’) &7 + (12EI/L’) &’
(5)
N’ = (AE/L) &’ - (AE/L) &' (6)
N/ = - (AE/L) &! + (RE/L) 8! (7)
M/ = (GI,/L) 8’ - (GI /L) 6! ) (8)
M/ = - (GI /L) 8! + (GI /L) 6 ' (9)

En una viga de seccidn rectangular de dimensiones b por h, el momento
polar de inercia debido a torsion se puede valuar en forma aproximada
(Beaufait et al 1970)

3
h b b b .5
. 5— [1 - 0.63 § + 0.052 ( § )°

I h

nt

] (10)
hzb

Los elementos mecanicos que transmite la barra al nudo estan dados
por
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B! = K! 8! + (B))’ (11)
donde
9' Ll } ¥ H fl ) 3
5$ 5"‘ ‘s du 5w 9- Qb
4E1/L 2EI/L - 651/1.2 551/:.2 o o} o o 6’
2 2 b
2E1/L 4EI/L - 6EI/L &EI/L o 0 o o 2]
q
2 2 3 3 ,
-6E1/L" - 6EI/L 12E1/1° =-12EI/L 0 0 o] 0 6r
K = eE1/L° 651/1.2 -12}:1/1,3 1221/1_3 0 0 o o 6:
m
o 0 0 ] AE/L =AE/L . o} 6;
o] o s} o] -AE/L  AE/L 0 o} 6;
o 0 o o 0 0 CItsL -GIt/L 8:‘
0 0 0 © 0 0 -CIt/L  GltsL 9;
(12)
— o —_
P
el
B |
6!
r
8 = 8L (13)
6’
u
6!
v
9’
a
r
y
wLi/lZ 7]
- wL"/12
- wL/2
- wL/2
(E]i) ' = 0 {14)
0
o]
0
K; = matriz de rigidez de la barra m
8! = vector de desplazamientos de la barra m
(P°)’ = vector de cargas de empotramiento de la barra m



Veamos a continuacidn la determinacidén de la matriz de rigidez y de.
vector de cargas de empotramiento para una estructura tridimensional,
formada por marcos planos ortogonales entre si (fig 4):; en cada marco
pueden existir barras inclinadas. -

En la fig 5 se presenta la transformacién de un vector del sistema
global x-y al sistema local x‘-y’. Aplicando las ecuaciones de la fig
5 a la barra inclinada de la fig 6 (despreciando el efecto de torsidn
con eje de giro vertical):

e’ = @6 e’ = g
P P q q

8’ = & cos a -~ & sen o«
r r u

8’ = & cos a - 8 sen g
3 5 v

3’ = 8§ sena + & cos o
u r u

3’ = 8. sena + & C0OS «
v s v

e’ = 8" cos «
a a

8’ = " cos
b b

Aplicando las expresiones de la fig 5 a la barra de la fig 7:

9; = Gp cos B - 6: sen B
8; = eq cos B - 6: sen B
8: = ep sen B + ea cos B
[1 -
Bb Gq sen B8 + eb cos B
Sean
— o —

P

8!

g

6!

r

r = !

M 5! (15)

r

6u

6!

\Y

sl

a

F

s




o}

=]
P
(2]
a
6r
-3 = SS {(16)
6u
av
9a
Oy
Es decir
s’ =T & (17)
- m m -
donde
8 e & & L) )
P q r 5 u v
cos B O 0 0 4] 0 - sen B ep
0] cos B 0O 0 0 0 - sen B Gq
o] 0 CoSs ¢« 0 - sena O 0 6r
0 0 0 Ccos o 0 -sen « 0 0 6‘
In =1 o 0 sena 0 cos a 0 0 0 5
0 o 0 sen o 0 cosS o 0 o Bv
ngnaﬂ 0] 0 o] 0 0 cggsaB ¢ en
__0 cggnas 0 C 0 0] 8] c&s)sac‘3 i Gb
(18)

Los desplazamientos de los sistemas local y global estan relacionados

mediante las sigulentes expresiones

e’ = 8 cos B -6 sen Ak
P P 2 .
6’ = B cos B -6 sen B
q q b
6’ =& cos a - 38 sen «
r r Q
8/ =3 cos a -8 sen a
B ) v
8’ = 8§ senqg + 3 COs «
u r u
6’ = 6 sena + 38 cos «
v ) ’V
e; = sp Cos a0 sen B + 8 cos a cos B
a
9; = eq cos a sen 8 + Bb cos o cos B

(19)
(20)
(21)
(22)
(23)
(24)
(25)
(26)



En el sistema local x’-z’ (fig 6)

B! = K! 8. + (B)’ (27)
Pero ‘

() =T _E - (28)

y B! =T P (29)

Sustituyendo la ec 29 en la ec 27

- ’ ’ €
T B =K/ &+ (B5) (30)

Sustituyendo las ecs 17 y 28 en la ec 30

T P =K T & + I P°
m @ m -

Premultiplicando por 1;1

P =T "K' T 8 + P
o [+4] m m o [ ]

donde

e e 3 S 8 8 ] 2]

p q r 5 u v a b
cos B8 O 0 0] 0 0 ?8855a 0 ep

o} cos B8 O 0 0 0 e] ?Sgsﬁa Gq

0 0 Cos o ¢} sen a O 0 0 6r

0 0] 0] cCOos « 4] sen « 0 0 )
1= F
=m 4] 0 =-sen « 0 cos a O 0 0 au

0 0 0] -sen o 0 cos « v} 0 av

-sen B 0 0 0 0 0 ?ggsﬁa 0 8a
0 -sen B8 O 0 0 0 0 78853a eb
(31)
En el sistema global
P =K & + PF° ' (32)
m m o -3
donde K =T' K’ 7T (33)
[ 1] -] o m

Sustituyendo las ecs 12, 18 y 31 en la ec 33 , se obtiene la matriz
g; , 1la cual se muestra en la takla 1.
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Para el vector de cargas de empotramiento:
e 1

B =1 (B) (34)

Para una barra sertida a una carga uniforme w en el sistema local
x’ -z’ , el vector B vale .

(ng/lz) cos 8
- (wL/12) cos B '
- {wL/2) cos «
- (wL/2) cos «a
g; = (wL/2) sen a (35)
(wL/2) sen a«

- (ng/lz) sen B
(wL™/12) sen B

La ec¢ 33 proporciona la matriz de rigidez de la barra inclinada m,
para el sistema coordenado general x-y-z . Las ecs 34 © 35
proporcionan el vector de cargas de empotramiento de la barra
inclinada m, para el sistema coordenado general x~y-z .

En resumen, primero se utilizan la tabla 1 y las 34 © 35 para hallar
la matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento de las
barras de la estructura. La matriz de rigideces de la estructura
completa se obtiene mediante la suma de las matrices de rigidez de
todas-y cada una de las barras gue forman la estructura:; el vector de
cargas de empotramlento de la estructura completa es igual a la suma
de los vectores de carga de todas y cada una de las barras de la
estructura. Sustituyendo en la ec 1 se obtiene la ecuacidén matricial
de eguilibrio de toda la estructura; resolviendo el sistema de
ecuaciones se obtienen 1los desplazarientos correspondientes al
sistema global x-y-z (vector &). Los elementos mecanicos en las
barras se obtienen de la siguiente forma: primero se determinan les
desplazamientos en el sistema local, con el empleo de la ec 17 © las
ecs 16 a 26:

§; =T & (ec 17)

A continuacién, los elementos mecénicos en la barra m se determinan
con la ec 11 ¢ con las ecs 2 a 9:

B, = K! 8! + (B}’ ~(ec 11)

!
m
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Ejemplo 1
Determinar los elementos mecanicos en los nudos de la estructura ¢
la fig 8a.

Soluciodn

Primeramente numeramos las barras y los grados de 1libertad de la
estructura (fig 8b). En este ejemplo no se toman en cuenta los
efectos de torsioén (B8 = 0). :

Barra e 2] ) é S ) o
P q r & u v
. Grados
8 a Py é 8 s 68.2
5 il i 7 3 9
(2] S ) & & ]
11 12 7 8 9 10
(=] e S I ) 3 111.8
6 12 2 8 4 10

Empleando la tabla 1 se obtienen las matrices de rigidez de las bafgs
l, 2 y 3, las cuales se muestran en las tabla 2. La matriz de rigidez
de la estructura completa en el sistema global es la suma de las
matrices de todas y cada una de las barras.

Sumando las matrices de las barras 1, 2 y 3 (tabla 2) obtenemos

67 68 69 610 811 61.2
32578.02 - 664.2 12719.58 0 -1877.77 -1992.6
-664.2 . 32578.02 0 -12719.58 1952.6 1877.77

K= 12719.58 0 71622.66 -66420 -287.08 0
0 ~12719.58 -66420 71622.66 0 -287.08
-1877.77 1892.6 -287.08 o) 9080.45 3985.2
-1992.6 1877.77 0 -287.08 3985.2 9080.45
L —
_ _ GL - _ GL
- 24 7 ' B 0
- 24 8 0 8
p¢ = 0 9 ° = 0
0 10 0 10
24 11 0 11
3 - 24 _J 12 B 0 _ 12
A continuacion planteamos la ecuaciodn matricial
K3+ +E =0 (ec 1)
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Resolviendo el sistema de ecuacicnes se obtienen los siguientes
desplazamientos: ’

, = 0.00080245 m 5, = 0.00080245 m

, = — 0.00008378 n § , = 0.00008378 m

6, = - 0.00473308 6, = 0.00473308
Ademas § =58,=8,=8 =6,=6_=0

Los elementos mecanicos en cada barra se hallan con el empleo de la
ec 1l: .
P! = K! &7 + (B)’ (ec 11)

Las matrices de cada barra en el sistema local (5;)5e cbtienen con la

ec 12. En la tabla 3 se exhiben estas matrices para las tres barras
de la estructura.

El vector de desplazamientos 6; se halla con el uso de las ecs 19 a

26, mientras que los elementos mecdnicos en cada barra (sistema
local) se determinan con el emplec de las ecs 2 a 9. La tabla 4
contiene el computo de desplazamientos y elementos mecdnicos para las
barras 1, 2 y 3.

Ejemplo 2 '
Determinar los elementos mecanicos en los nudos de la estructura de
la fig 9a. Despreciar el fendmeno de acortamiento de barras.

Solucion

Primeramente numeramos las barras y 1los grados de libertad de la
estructura (fig 9b):

SISTEMA GLOBAL Xx-y

Barra e e L) ) (2] e
p q r H a b
- e, - 5, - 8,
2 (2] - S - (2] -
2 1 3

SISTEMA LOCAL x’' -y’

Barra e’ e’ &’ 6’ e’ 8’
P q r & a b
- el - 6! -— ef
1
el -— 6! - el -
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Los desplazamientos estan relacionados entre si, de acuerdo con las
ecs 1% a 26

Barra 1
L ' = L
61 51 ’ 62 92 ; 83 93
Barra b
&' = & , 8! = g_ , e’ = -8
1 1 2 2 3 3

Las matrices de rigidez y 1los vectores de empotramiento en el
sistema global, se hallan con los valores de la tabla 1 y las ecs 34
© 35:

8 8 6
2 1 3
7970.40 - 1992.60 0 8,
K, =- 1992.60 664.20 0 5,
0 0 384.38 8,
- 24 .8,
e — —
0 e
3
92 6J. e:‘!
384.38 0 0 2
K, = 0 664.20 1992.60 8
0 1992.60 7970.4 5
0 2]

ige]
N

It

- 24 é -
- 24 6

La matriz de rigidez global es la suma de las matrices de cada una de
las barras, es decir

5 g ' e

1 2 3
1328.40 1992, 60 1992.60 5,
K = 1992.60 8354.78 0 8,
1992.60 | 0 8354.78 e

10
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- 48 5

P = - 24 6
2

- 24| o,

— ] F

c 1
P = 2
6

L — 3

A continuacidn planteamos la ecuacion matricial
K3 +R +E =0 (ec 1)

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes
desplazamientos:

61 '0.09671 m

9; - 0.020194 93 = - 0.020194

]

Para obtener los elementos mecanicos en las barras, trabajamos en el
sistema local, en el que las matrices K’ valen (ec 12):
-]

8 81 8

7970.40 1992.60 0o C

Ki = 1992.60 664.20 ’ 0 a;

0 0 384.38 e’
: e’
- 2
5! = 5!
21 1
r
93

8! DR N 6!

7970.40 1992.60 : 0 6!

K; = 1992.60 664.20 0 8!

0 0 384.38 e’
6!
3
57 = 5!
22 1
r
;

Aplicando la ec 11

11
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Barra 1

M; = 7.75 t.m V; = 0 M; = - 7.76 t.m
Barra 2

M; = = 7.75 t.m V; =0 M; = - 7,76 t.m

Los momentos obtenidos son de barra sobre nudo; éstos se exhiben en
la fig sc.

REFERENCIA

Beaufait, F W, Rowan, W H, Hoadley, P G y Hackett, R M, Computer Me-
thods of Structural aAnalysis, Prentice~Hall, 1970

m EI
,[ l'

Barra m ©! o! of .
FIGURA 1 Y o "V ;‘
FIGURA 1 . T o —

5, i,. y l
a) Desplazaminontos
g
w' n! n! i
P u
RN nN—"F" X
¢ bhl l'b] "
. s -]
vi V'.
i
b) Ilementos machnicos
(barra sobre nudo)
COMVENCION DI BIGNOS
(ADSMRIS)

FIGURA 2

12



TAELA

1

OMBRE: MATRIZ DE RIGIDEZ.
FECHA: 23/04/96

PROGRAMA: MARIGE!
Sear D=4 EI/L
F = GIt/L
Sf = sen A
CA =cCo5 A
tp tq
D 025 (D/2) C2B
+ F S2B -F 5B
~g
(D/Z) C28 D C28
- F 528 + F 828
- M Ca CB - KA CE
¥ Ch CB M Ch CB
Sk CB M SA CB
- ¥ 54 CB - ¥ SA CB
- D CE SB -{D/2) CB 55
+ F CB 5B - F CE SB
-{Dj2) CBSB - DCESE
-FC3SB + FCE S8

BARRA INCLINADA

S24 = 5802 A

C24 = cos2 A

ar

- MCBCa

- M CB Ca

N C2a

+Q 824

- N C2a
- G S2a

- NCa 5S4
+QCa 3A

N CA SA
- G CA SA

b= 4
(%)
S
[ 24]
txr

H Ci SB

H=6EI/L2

ds

# Cb CA

K CE Cé

AR H

SB=-sen B
Cb=¢os B

dy

M CE SA

b {2 54

- N CASA

+ G CA SA

N Ci SA
-G Cr S

N 524
+ G C2a

- N 524
-G Qa4

W =12 EI/L3
S2B = sen2 B
C2E = cos2 B |
av ta
-kBEsSA -DCBSE
+ F CB 5B
- M€z 5 ~-(D/2) CB SB
- ¥ CB 5B
N CaSa M CASB
- QCh sS4
- KA S5h -MHCASB
+ 0 CasA
- K 524 - K 5A SB
- 0C2
k524 M 84 5B
+ G C2
¥ 54 5B D 528
« F CaB
| NI R {D:2) 82
- F QB

Q= AE/L

th

-{D/2) (B SB
- FSBCB

-DCBSE
+ F CB 5B

M CA SB
- 1 CA SB
- K 54 5B
H Sh SB

(D/2) 528

- F (2B

ey

+ F C28

tp

tq

dr

du

v

ta

147

04



TABLA 2

—nOMBRE: CALCULO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA BARRA INCLINADA

FECHA: 23/04/96
PROGHAMA: MARIBI43

th

Sistema global
Matriz de rigidez de la barra !

5 17 1 7 3 9
tp tg dr ds du dv

1110.049 555.0247 ~114.832 114.8326 287.0818 -287.081
£35.0247 1110.049 -114.832 114.8326 267.081B -267.081
-114.832 -114.832 31913.82 -31913.8 12719.55 -12719.5
114.8326 114.8326 -31913.8 31913.82 -12719.5 12719.58
767.0818 287.0818 12719.58 -12719.5 5202.665 -5202.66
57.081 -287.081 -12719.5 12719.58 -5202.66 5202.665

o . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

—

Sisteaz global
Matriz de rigidez de lz barra 2

11 12 7 B 9 10
tp tg dr ds du dv
7970.4  3985.2 -1992.6 1992.6 o 0
3985.2 7970.4 -1992.6 1992.6 0 ]
T -1982.6 -1992.6 664.2 ~b64.2 0 0
1992.6 1992.6 -664.2 654.2 0 0
0 0 0 0 66420 -60420
¢ 0 0 0 -66420 66420
0 ¢ G ¢ 0 0
0 0 0 0 0 0
stepa global
Matriz de rigicez de la barra 3 .
6 12 2 B 4 10
tp 1q ar ¢s du dv

1110.049 £55.0247 114.8326 -114.832 287.0818 -287.08!
555.0247 1110.049 114.8326 -114.832 257.0818 -287.08!
1148326 114.8326 31913.82 -31913.8 -12719.5 12719.58
-114.832 -114.832 -31913.8 21913.82 12716.56 -12718.3
267.0818 287.0818 -12719.5 12719.58 5202.665 -5202.56
-287.081 -287.081 12719.58 -12719.5 -5202.66 5202.665

] 0 0 4 0 0

0 0 0 0 0 0

ta

ta

ta

L= I T~ Y e B T . S = B s ]

(=N« I - B =~~~ ]

Lo B . e T e T = T o T s |

tb

tb

tb

0 tp
0 tq
¢ dr
0 ds
0 du
0 dv
0 ta
0th

0t
0tq
0dr

0ds

¢ du
0 dv
0ta
0tb

G1ip
01tg

¢ dr

b ds
¢ du
0 dv
0ta
0 th

ilo

11
12

10
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TABLA 3

~wistena local

Matriz de rigidez de la barra 1
5 1 | ‘ 7
tp' 19" dr' ds'

1110.048 555.0247 -309.196 309.1965
555.0247 1110.045 -309.196 309.1965
-309.196 -309.196 114.8327 -114.832
309, 1965 308.1965 -114.832 114.8327

0 0 0
9 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Sistema local
‘riz de rigidez de la barra 2
= 11 12 7 8
.tp’ 13" dr' ds’

7970.4 3985.2 -1592.6 1992.6
3985.2 7970.4 -1992.6 199Z.6
-1992.6 -1992.6  6B4.2 -664.2
1892.6 1892.6 -664.2  664.2

0 0 g - 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Sistema local
triz de rigidec de la barra 3
6 12 2 8
tp’ tq' dr' ds'

10.049 535.0247 -309.196 309.1965
555.0247 1110.045 -309.196 309.1965
-309.196 -309.196 114.8327 -114.832
309.1965 309.1965 -114.832 [14.8327

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

3

du’

0
0
0

0

¢
0

5

du'

Ll om B B o ]

66420
66420
0

0

&

du'

0
0
0
0

0
G

dvl

o= = I = R ]

0 37001.63 -37C01.6
0 -37001.6 37001.65

0
0

i0

dv'

L= — B = B - |

-66420
bo420
0

0

i0

o o O o

¢ 3700¢.65 -37001.6
0 -37001.6 3700i.65

0
0

o oo o0 90 o090 O O O o T OO O

O o O oD O o

th'

tb’

[
or

01t
0 tg’
0 dar
0@
¢ du'
0 dv'
g ta’
o tb'

D tp!
¢tq
0dr'
0 ds'
0 du'
0 dv'
0 ta’
0 tb’

0t
0t
0 dr’
0ds'
0 du'
0 dv'
g ta’
0 tb'

bl

D LY e e g0

L

11
12

10

AD Lo b= = ony



TABLA 4

.Stema local

arra 1
5 11 1 7

p' tg’ dr’ ds'
0 -0.00473 0 0.000375
0 -0.00473 0 0.000375
0 -0.00473 ¢ 0.000375
0 ~0.00473 0 06.000375
0 -0.00473 0 0.0600375
0 -0.00473 0 0.000375
0 -0.00473 0 0.000375
0 -0.00473 0 0.000375

stema jocal

irra 2 .

' 1q' dr' ds'

3.00473 0.004733 0.000802 0.000802
0.00473 6.004733 0.000802 0.000802
3.00473 0.004733 0.600802 0.000802
3.00473 ¢.004733 0.000802 0.000802
3.00473 0.004733 0.000802 0.000802

00473 0.004733 0.000802 ©.000802
..00473 0.004733 0.000802 0.000802
J.00473 0.004733 0.000802 6.000802

istema local

arra 3 )
5 11 1 7

2 tg' dr' ds'
0 0.004733 0 -0.00037
0 0.004733 0 -0.00037
0 0.004733 0 -0.00037
0 0.004733 0 -0.00037
0 0.004733 ¢ -0.00037
0 0.004733 0 -0.00037
0 0.004733 ¢ -0.00037
0 0.004733 0 -0.00037

3 9

du’ dv'

¢ 0.000713
0 0.000713
0 0.000713
0 0.000713
0 0.000713
0 0.000713
0 0.000713
0 6.000713

(1N dv’

-0.00008 0.6000€3
~0.00008 0.000083
-0.00008 0.000063
-0.00008 0.000083
-0.00008 0.000083
-0.00008 ¢.000083
-0.00008 0.000083
~0.00008 0.000083

3 9

L] dvl

0 0.000713
0 6.0007!3
0 0.000713
0 0.000713
¢ 0.000713
¢ 0.000713
0 0.000713
0 0.0007}3

ta

ta'

ta'

O o oo o o GO0

DO O O O DO OO

tb’

~
o

[~ = R R I = - =

¢ -2.5{077 Mp’
0 -5.13775 Mg’
0 1.4202% vr'
0 -1.42029 vs'
b -26.4169 Vu'
0 26.41699 Vv’
0 0 Ma'
6 0 Mb'

0 5.13772% Hp'
0 -5.13772 Mg’
0 24 vr'
0 24 ¥s'
0 -11.1293 W'
0 11.12933 w'
0 0 Ma'
0 0 Mb'

¢ 2.510777 #p'

0 5.13775 Mg'
0 -1.42029 vr'
0 1.420296 V¥s'
0 -26.4169 W'
0 26.41699 W'
0 0 Ha'
0 0 Mb'
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Interacciéon estatica suelo-estructura, considerando
efectos de torsion y acortamiento de barras

Static soil-structure interactios, considering torsion and compresion of bars

A Deméneghi, Profesor del Departamento de Geotecnia. Facultad de Ingenieria, UNAM

RESUMEN. Se presenta un procedimiento para el anahsis de la interaccidn estdtica suelo-estructura en tres
dimensiones, considerando ef efecto de acoriamienio de barras v de torsién. el cual toma en cuenta toda la estructura ¥
todos 1os estratos del subsuelo. Esta técruca permite ademas conocer los elementos mecanicos en cualquier nudo de ta
estructura. incluyendo desde luego la estructura de aimentacion. Con el proposilo de tlustrar el empleo del método. se

presenta un ejempio sencillo de aplicacion resuelio paso a paso.

1. INTRODUCCION

Se han desarrollado hasta la fecha tecnicas de interac-
cidn estatica suelo-estructura bastante utiles la mavoria
de ellas; sin embargo. algunos de estos metodos estan
elaborados para aplicarse unicamente en dos dimensio-
nes. de manera que el analisis de una estructura se rea-
liza en un plano. lo cual hace que se pierda la visua-
lizacion del fendmeno indimiensional. Se puede inten-
tar hacer analisis en dos direcciones oriogonaies ¥
superponer los efsctos para representar el fenomeno
tridimensional. pero ain asi el procedimiento es apro-
ximado. v ademas no es posibie conocer los elementos
mecinicos en las vigas intermedias de lz estructura de
cimentacion. Por lo tanto. es necesario desarrollar
procedimientos que tomen en cuenta el efecto tndi-
mensional en ia interaccidn suelo-estructura.

En este articulo se presentz un método de interaccion
tridimensional que toma en cuenta toda la estructura
(considerando efectos adicionales de acortamiento de
barras v de torsion) v 1odos los estratos de sueio.

La témica de interaccion que se propone (Deméneghi
1983) consiste en considerar las reacciones del terreno
de cimentacion como cargas sobre la estructura, mane-
jandonlas como incognitas. Después se calcutan los
hundimientos del suelo en funcion de las cargas sobre
él (estas cargas son iguates en magmutud » de sentido
contrano a las reacciones, por la tercera ey de
Newton). Finaimente se establece |a compatibilidad de
deformaciones entre estructura ¥ suelo. lo que equivale
a igualar los desplazamientos entre ambos medios: con
esio se resuelve el problerna, ya que se obuenen ios
hundimientos del suclo v las reacciones sobre la estruc-
tura. Como previamente s¢ realizd el analisis estruc-
tural, es posible determinar ademas los giros en los
nudos de la estructura. Con estos resultados se pueden
caicular los elernentos mecanicos en toda la estructura.
incluyendo desds Juego a ia estructura de cimentacion.

2. ANALISIS ESTRUCTURAL

Empiearemos el método de rigideces para llevar a cabo
el anairsts estructural. En este método. la ecuacidn
general de equilibrio de la estructura es

]
o
'
!

f-PR=0 1)

donde = matriz de riggdez de la estructura
vector de desplazamientos
= vector de cargas de empotramiento

vector de cargas concentradas

]

g Irgton b

La matiz de rigidez v ¢l vector de cargas de
empotramicnto de la estructura completa se oblienen
mediante la suma de las matrices de rigidez 3 de los
veciores de carpas. respectivamente. de todas v cada
una de las barras que forman la estructura

Halletnos la matriz de rigidez v el vector de cargas de
empolramiento de una barra con apoyos conlinuos.
sometida al sistema de cargas mostrado en la fig 1. Los
desplazamientos de la barra se indican en la fig 2a: los
giros se consideran posilives en seatido antihorario. los
desplazamtentos venicaies son positivos si van hacia
abajo v los desplazamientos horizontales son positivos
si van hacia ia izquierda (fig 2a). Los momemos son
positivos en sentido horario, las fuerzas cortantes
verticales son positivas si van hacia arriba v Jos fuerzas
cortantes horizontales son positivas si van hacia la
derecha (fig 2b). Drando a la barra los desplazamientos
indicados en la fig 2a. aparecen en dicha barra los
elementos mecanicos dados por la siguiente ecuacion:

P’ =Ko 8"+ EBx') )

donde



fMp' ep
My’ 8,
vy 5
Po=d Wy 8= 8
Nu &'
Ny &’
M, 6,
th‘ J eb

La marriz de rigidez K" de la barra se muestra en la
tabla 1. El vecior de cargas de empotramiento vale
wLi/12- (1171917 1, - (5/192)L°r, )
~wL®/ 13 - (5/192)L7 1+ (11/192)L7r,
-wL/2~-(13/32) L1~ (3/32) Ls,
-wL/2-(3732) L= (13/32) L1,

&*)':J g >
0
Y

/
(3

Veamos a continuacion ia determinacién de la matnz
de rigmdez v del vector de cargas de empotramiento
para una estructura tridimensional. formada por marcos
planos ortogonales entre si. en los que en cada marco
pueden existir barras inclinadas,

En las barras inclinadas de las figs 3 v 4. los despla-
zamientos del sistema local estan relacionados con los
desplazamientos de! sistena global mediante jas si-
guientes expresiones

6, =8, cosP-0B,senf 4)
O, = BqcosfB-0Bpsen P (5)
&' =8wsa-b,5ena (6)
6 =8, cosa-b sena )]
3. =& sena~-8,cos (8)
8 =& sena-b.ooosa (9}

8= 0, cosasenf-0B,cosacos P (10)
6 = B,cosasenP-~Bycosacos B (11)

En el sistema global
Pr = Kp bo = Ba° (12)
en que la matriz K, esta dada en la tabla 2.

En una barra inclinada sometida a carga unjforme w en
el sistema jocal x -z, el vecor Po° en el sistema
global vale
(wLY12) cos p |
- (wL¥12) cos B
-(wL')oos o
-{wl2)cos a
‘= ¢ (wL2)sena ; (13)
(wL2)sena
- (WL¥12) sen B
(wL*12) sen B J

I

iz R

La martriz ks de l2 1abla 2 proporciona la matriz de
rigidez de la barra inclinada m , para el sisterna
coordenado general x-y-z . La ec 13 proporciona el
veclor de cargas de empotramiento de la barra
inchinada m. para el sistema coordenado general x-y-= .

La secuencia de cdlculo es ia siguiente: prifnero se
emplean las ecs 12 v 13 para hallar |a mairiz de ngdez
¥ ¢l vector de cargas de empotrammiento de cada una de
las barras en el sistema global. Como mencionamos
antes, la matriz de nigideces de la estructura completa
se halia mediante |a suma de las matnices de rigidez de
todas v cada una de las barras que forman la estructura.
El vector de cargas de empotramiento de ia estrucrura
compieta es igual a la suma de los vectores de carga de
todas v cada una de las barras de la estructura
Sustinuvendo en fa ec 1 se obtiene la ecuacion matricial
de equilibrio de¢ toda la estructura. La determinacion
de los elementos mecanicos en la barra m requuere de
la previa determinacién de sus desplazamientos en el
sistema local. con el empleo de las ecs 4 a 11. A
continuacion. ios elementos mecanicos en la barra m se
halian con la ec 2:

Be'=Ka' 8n"+ B")* )

donde K" ¥ (Pz")" estan dadosenlatablaly enlaec
3. respectivamente,

3. HUNDIMIENTOS DEL TERRENO DE CIMEN-
TACION,

Las cargas que transmite lz estructura al terreno de
cimeniacion son iguales en magnitud v de sentido
contrario a las reacciones del suelo sobre la estructura,
por la tercera lev de Newton. Calculemos los
asentamientos del terreno en funcidn de estas cargas:
consideremos una reaccion ry actuando en la superficie
(fig 5): la presion vertical vale red. / a, . donde de vy 2
son la longitud v el 2rea en las que actua la carga
respectivamente. La deformacion del estrato de espesor
H, . debida 2 ia carga 1y vale

Sy = (1/Ea) H, oz

Pero
Gor = by Te e/ 8y

donde L es ¢l valor de influencia. el cual esta dado
por <l esfuerzo normal vertical en el punto i
producido por tna presién unitaria actuando en el drea
a, (Zeevaert 1973),

Es es el modulo lineal de deformacién. el cual se
define como et cociente del esfuerzo normal vertical
entre la deformacion unitania vertical que produce. En
consecuencia



Su=(1VEq) H, kpnede/ 8y

La deformacién del estrato. debida a todas las cargas
vaie

I
8,=(1/Ex} H, T Liercde/ a
k=1

donde n, = numero total de cargas r,

E! asenlamiento bajo el punto 7 vale

e T
5=X(1/Egm} H T lunde/ 2 (14)
=1 k=

donde n. = numero totai de estratos

En la ec 14 los hundimientos del terreno quedan en
funcidn de las cargasr, .

4. COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES

En esta etapa sc establece la compatibiiidad de
deformaciones entre estructura v suelo de cimentasion.
jo que equivale a2 considerar que tanto jos
desplazamientos de }ja estructura como tos del terreno
son iguales, es decir. que el suelo no se despega de 12
estruchura. Analilicamente esto se alcanza sustituvendo
los valores dados por la ec 14 en la ec 1. De esta
manera desapareten come incognitas los despia-
zamientos lineales v gquedan dnicamente como
incognitas los giros en los nudos v las reacciones del
terrenc. Es facil ver que el numero de ecuaciones es el
migmo que ¢l de incognitas. por [0 que st puede
resolver el sistema ¥ despejar Jos gros v las
reacciones. Empieando Ia ec 14 . ya conoadas las
reacciones. se¢  pueden determina:  tambien  los
hundimientos del terreno de apove.

5. EJEMPLO

Presentamos en este inciso un ejemplo sencillo
resuclto paso a paso. con el proposito de que el lecror
visualice las etapas requendas para el andhisis de
interaccion.

Se pide determinar las reacciones v los hundimientos
del terreno, para la estructura mostrada en la fig 6.
cuva aimentacidn es a base de una losa comda Se
piden lambién los elemenios mecimicos. La
estratigrafia y propiedades del subsuclo s¢ muestran en
la fig 7. Despreciar efectos de acontamicnto de barras.

a) Andlisis estrucrural
Primeramente numeramos las barras v jos grados de
libertad de la estriuctura. como sc indica en le fig 8.

‘ 3
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Como iiustracién presentamos a continuacion los de
las barras 1 v 7, para el sistema global:

Barra 9, eq 5{ 51 en eb
] Bo B2 & & én Oy
7 ew elo 81 84 6“ el'.‘

A continuacion haliaremos las matrices de rigidez y los
veciores de empotramiento de las barras 1 v 7. Las
demas matrices v vecores se obtienen en forma
similar. Utilizando la abla 2 cona =0 § = 0 se
obtienen las matrices K, ¥ K» que se muestran en las
tablas 3 v 4. respectivarnente. La matnz de npdeces
de todz la estructura es la suma de las matnces de
rimdez de todas y cada una de las barras de la
estructura (el rango de cada matriz se toma de 27 por
27) A manera de cjemplo. en la 1abla § se presenta ia
mairiz d= rimdeces de ia estructura para los prumeros §
grados de libertad.

Determinemos a continuacién jos vectores de cargas de
empotrarmento de las barras 1 v 7. Aplicando fa ec 3:

GL
1.233-1.0593r,-0.4815r; 10-
-13233~-04815r,- 105931, 12
By=4-1.72=-1.74775,~ 04031 1; 1
<172+ 040310~ 1.7 12 2
0 i 11
0 13
Gl = grado de libertad
GL
0 10 ..
0 16
Pz 172+ 1747 1, + 04031 14 1
l S1.72-04031n+ 17471 4
1.233-1.0593r,-0.48151, 11
(- 1.233 - 0.4815r, - 1.0593 1, 17

Como eiempio presentamos a continuacion el vector de
cargas de= empotramiento de la estructura para los
primeros 5 grados de libertad:

-3.44+3.4941, + 04031 12+ 04031 s
-6.88+0.403tr+5.24 brr+ 0.4031r; +0.403 115
-3.44+040311;+3.494 13~ 04031 1¢
P'= -5.88+0.4031r +5.241r, +0.403 11, +0.4031r }
-13.76+0.403 1r7+0.403 1 1+6.988r5+0.403 154
+0.4031 1y

J

El vecor de cargas concentradas. para los primeros
cinco grados de libertad. esta dado por
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Sustituvendo valores en fz ec-1 3 tomando en cuenta
que por simetria

Bi=5=b=8 5:78:=0=8
r;=r;=r:=rc == Ts=0

Bio=b1:=0=81=0-=48= by =bn
B3 =61 = B =0

se obtiens el siguiente sistema de ecuaclones (que
respresenta el eguibilibrio de cortames o de momentos
en el grado d= libenad correspondienice):

Grado de libertad 1:
T73.14 6, - 77314 6, - 1662.24 8 ~ 3.494 1)
~0.8062r1:-544-9.6=0 (a)

Grado de livertad 2
< 77314 8~ 859.767 &; - 86.62 8 + 1662.24 8¢
-186.23 815~ 0.8062 1y~ 5.241 12~ 0.403] r5 - 6.88 =0

(b}
Grado de= libertad 5
=346 48 5~ 346.48 5~ 7449285 ~ 1.6124 r-
-~ 6988 r:-13.76=0 (c)
Grado de fibertad 10
831128, - 831 126--2692768: -310.238;;
-1.0593r,-04813r-~1.233=0 {d}

Grado de livertad 13
- 186.23 &2 - 186.23 b+ - 620.46 8,c = 1154.32 8,
< 1.0593 1:- 0 4815 re - 2.465 =0 (c)

b) Calcule de las deformaciones dzl terreno de
cimentacion

Haciendoi=lenlaec 14

2 ]
81 =E(I/Ea) H I Lutede/ & (A)
=l =1

Como se indico en el inciso 3. el valor de inftuencia L,
representa el esfuerzo en el punto i/ debido a una
presion unitaria colocada en el area & . Calcuiemos
como ejemplo un valor de influencia. digamos el Ije .
En la fig 9 sc musstra ia planta del area 5 v del punto
1. Colocamos una presion umitaria en el drea 5 v

122 4

calculamos ¢l esfuerzo bajo el punto |. a la muad del
estrato 1. es decir. a una profundidad de 1.2 m .
Apiicando la ecuacion de Boussinesq. se obuene un
esfuerzo vertical de 0.002988 . Los demas valores de
influencia se¢ halian en forma similar. Sustituyendo
esios valores en la ec (A):

8, = 0.0154(2 4) [0.2271(4.3r,//4.6225
+0.009375(6.45r.)/9.245+0.0001528(4.3r:)/4.6225
+0.009375(6.451,)/9.245+0.002988(8.67:)/18.49
~0.0001625(6.4515)/9.245+0.0001 528(4.317)/4.6225
~0.0001625(6.45 rs)/9.245+0.00002824(4.315)/4.6225]
~0.0222(2.0)0.1139(4.3r:)/4.6225
+0.04407(6.457,)/9.245+0.002284(4.31;)/4.6225
+0.04307(6.45r/9.245+0,028026(8.675)/18.49
~0.002638(6.4516)/9.245+0.0022836(4.3r5)/4.6225
+0.002638(6.45 13)/9.245+0.0005157(4.3 15)/4.6225]

Por simetria
nN=n=r=<r [*STa=TIs= 13
Sustituyendo vajores v haciendo operaciones

8: =0.012735 r; ~ 0.0033854 r: + 0.00063012 1y
ey

En forma analoga se obtienen &; v &,

&: = (.0036877 r; + 0.020326 r: ~ 0.0021424 15 (p)
6: = 0.0028714 1, + 0.010629 12 + 0.025023 r5  (h)

c) Compatibilidad de deformaciones

La compatibilidad de deformaciones entre ia estructura
) el terreno de cumentacion se logra sustituvendo las
ecs (). (g) ¥ (h) en las ecs (2). (b). (c). () ¥ (&) , ©

resolviendo el sistema de ecuaciones de la (2) a la (h).
n=32353vm r-=1.0817vm  1.=1.1488 Vm
610=0.003760 8;; = - 0.0007646
6, =004558m §.=0.03638m & =0.04953m
Como ilustracion hallaremos los elementos mecdnicos

en las barras | ¥ 7. para lo que se aplican las ecs 2 y 3,
v latabla ].

" Bamal
Mio=-14031'm Mp=-1.697tm
Vi=4.81 V.= L0421
My =-1.404 tm Mp=1404tm
Barra 7
Mu=-1403tm M=-1.697t'm
V=481 Vie=1.0421
M o= 1.404 t-m Mis=-1.404t'm



6. CONCLUSIONES

Como se puede apreciar en los incisos anteriores. se
puede resoiver ¢l problema de l2 interaccion estitica
suelo-estructurs en una estructra  tridimensional.
inciuyendo acortamiento de barras v momentos de
lorsion. parz marcos planos ortogonales. lomando en
cuenta toda la estructura v todos los estratos del
subsuelo,

Uno de los aspecios importantes es que para aplicar
esta técruca en la practica profesional. es necesano
elaborar programas de computadora que resueivan el
problema de manera expedita.

+FCBSB
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TABLA 1
MATRIZ DE RIGIDEZ K'» DE UNA BARRA (SISTEMA LOCAL)
8, 6, & &’ 5 5 8. 0
4EIL 2EIL - 6ELT" 6EL1’ 0 0 0 0 6,
2EVL 4EIl  -6EML° . 6EI1* 0 0 0 0 By
-6EIL° - 6EIL” 12E11°} - 12E11% 0 0 0 0 &
6EIL° 6EIT° - 12EVL] 12E11° 0 0 0 0 &
0 0 0 0 AET - AE/L 0 0 &'
0 0 0 0 - AR AEL 0 0 5
0 0 0 0 0 0 GL/L -GLL 8,
0 0 0 0 0 0 -GL/L GL/L 8
TABLA 2 .
MATRIZ DE RIGIDEZ Ko DE UNA BARRA INCLINADA (SISTEMA GLOBAL) :
Sean D=4FIl M=6ELL’ N=12EI'L? Q= AE/L F=GL/L
SA=sena SlA=sen" a SB=senp SIB = ser’ p .
CaA=cosa ClA=cos" a CB=cos B C2B =cos’
8, 8, 5. N & & 6 6
. DC2B M2 C2B -MCBCA MCBCA MCBSA -MCBSA -DCBSB -(D2)CBSB 6,
- FS2B -FS2B -FCBSB -FSBCB
D2yC2B DC2B -MCBCA MCBCA MCBSA ~MCBSA J{DYCBSEB -DCBSB By
-F 820 + FS2B -FCBSB +FCBSB
-MCACB -MCACB NClA SNCLA -NCASA N CASA MCASB MCASB &
+QS2A - Q52A ~QCASA -QCASA
MCACB MCACB SNC2A NClA NCASA -NCASA -MCASH -MCASB &,
-QS2A - Q852a -QCASA ~QCASA
MSACB MSACB -NCASA NCASA N 52A -NS2A -MSASB -MSASB &,
+QCASA ~QCASA +QC2A -QC2A
-MSACB -MSACB NCASA -NCASA -NS2A N S2A M SA SB M SA SB &
-QCASA ~QCASA -QC2a +QC2Aa
-DCBSB {D2)CBSB MCASB -MCASB -MSASH M SA SB DS2B {D2)S2B 8,
+FCBSB .FCBSB +FC2B -FC2B
<D2)CBSB -DCBSB MCASB -MCASB -MSASB M SA SB (DR2)S2B Ds2B By
-FCBSB -FC2B +F(C2B
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TABLA 3
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRA 1, K,
B0 61- 5 & 61 61;

2382.530  1191.265 -831.115 831115 0 0 610
C1191.265  2382.530 -E31.115 B31.115 0 0 i
f.831.115 -831.115 386.565 - 386.565 0 ] 5

831.115 831.115 - 386.565 386.565 0 0 &

0 0 0 ) 310.08  -310.08 8
0 0 0 0 -310.08  310.08 015
TABLA 4
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRA 7. K+
610 816 61 64 B“ 9[7
310.08 -310.08 0 0 0 0 B
-310.08 310.08 0 0 0 0 66
0 0 386.565 - 386.565 831.115 831.115 &
0 0 -386.565  3B5.56% -B31.115 - 831.11$ 5,
0 0 B31.115 - 831.11% 3382530 1191.265 o
0 0 831.115 -831.11%8 1191.265 2382.530 61:
TABLA 5

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA K. PARA LOS PRIMEROS CINCO GRADOS DE LIBERTAD.
SISTEMA GLOBAL

5 oz & 8a 8s
773.130 - 386.565 0 - 386.565 0 &
- 386.565 859.750 - 386.565 0 - 86.619 &
0 - 386.565 773.130 0 0 o5
- 386.565 0 - 0 859.750 - 86.619 84
0 - 86.619 0 - 86.619 346477 &+
"
e, . .
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Hagese la hipéteslis de gque la estructura se pusde.considerar continua

en sus extremos, con un momento flexionante err ellos que tienda &
cero.
Solucién
a) Analisis estructural
El sistema de cargas sobre la estructura se muestra en la fig 2. La
numeracion de barras v grados de libertad en la fig 2. Se desprecian
efectos d= accrtamiento de barras y de torsion.
La matriz de rigidez de la barra 1 vale (ec 2)
& g S 5
< har] i 2
58541 .9 29170 .98 -21878.2 21875.21 e‘
o= 2Q170.95% Sz241.6 -21878.21 21878.21 95
Tt -21378.21 -21378.21 10029.1 -10939.1 &
21373.2 21578 .2 -1092a .1 10929 .1 _ &
2
La matriz de rigidez a¢ la barra 2 vale (es 2)
e = & S
S o 2 3
E&341.¢ 29L70.95 -21378.21 Z1878.21 e_
-
b Z29170.95 §gzi1.09 -2187&.21 21872.21 86
K, =
-218783.21 -215678.21 10839 .1 -109329.1 62
| z1873.2 21878.2 -10939.1 10939.1 _j 63
El vector de cargas de empotramientc de la barra 1 vale (ec &)
* Profesor del Departamanto de Geotecnia. Divisién de Ingenieria

Civii,
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Facultad
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El v=ctor de

r— 4L.9322 -
- 4.9322 +
L]
B = )
== - 7.4 + 0O
- 7.4 4+ 1.

La matriz de rigidez
estructura estan dados por suma de las matrices
respectivamente.

barras 1 y 2,

0.91667 r, - 0.41667 r.

0.418667 r,o¢ 0.91667 r,

0.91667 T,
0.41667
2

0.41667 rs
+ 0.91667 ra
275 rz + 1.6Z5 r3
r. + 0,275 r
2 3

2%

y €1 vector de cargas

(2_) porque por simetria es lgual a cero.
-

cargas de =mpotramisntc de la barra

&
<
e"
-~
S
1
S
2
2 vale {(ec 4
- o
e
G
S
2
S
1
de empotramiento
Yy vectores

S S ) & &
1 2 58 <4 <
T N _ =
10929.1 -10829 .1 0 -21878.2 o]
-10836.1 21878.2 -10829.1 21878 .2 -21878.2
K = 0 -10629 .1 109%9.1 ] 21878.Z2
-21878.2 218678.2 0 58241 .9 O
0 -2187&8.Z 21878.2 0 58341.6%
~-7.4 + 1.625 r =+ 0.375 r ] &
1 2 1
-14.8 + 0.375 r + 3.25 r + (0.375 r &
e 1 2 3 2
P = - = - . 275 - o)
el 7.4 + 1.625 T, 0.275 T, “,
4 ,89322 - 0.91667 r1 ~ 0. 41667 r, 9‘
~4 9332 + (0.41687 r + (.891657 r &
2 k| ] &
- ]
- 25 S
1
- 50 52
c
P~ = - 25 &
- - 3
0 (2
<
O =3
e e d

}

3\
i

de
de

la
las

No se considera el grado de libertad 5



Tomando en cuenta que por simetria 51 =5 2 - -8 | vy utili-
zandeo la ecuacicon matricial

& c

Ef+E_+E=O

cse llega al siguiente sistema de =cuacliones

109369.1 51 —10939.152 -21878.12 9‘ +1.625 r. +0.275 r_ -7.4 =35 =0

-21878.2 &. +21872.2 52 +4278e:4 8 +(0.7E r +2.25 r, -14.8 -50 = 0
{b)
-21878.2 61 +21872 .2 52 +55%51.¢ e‘ -0.91657 r -0 . 41667 r_+4.9322 = 0
(c)
5) Hundimientos del terrenc
S emplea la ec 5
T ™
- T
S =& + z M H z I r ¢/ a
L c1 z 9 LK kK Tk k
1=1 L} k=1
Los wvalores de influencia 1 ., Se obtienen aplicando presiones
v

unitarias ¥y calculando leos esfuerzos producidos por estas presiones
unitarias. Por ejemple, €l wvalor Iiu de determina aplicando una

. ) . . 2 -
presion unitaria en el 4rea 1 (area de 2 por 2 m}) vy calculande el

esfuerzo normal vertical o bajo el punto 1. en €l primer estrato, a
la profundidad = = 0.8/2 = 0.4 m. Aplicande la ecuacién de Boussinesqg
se halla un ¢_ = I = 0.487% . Los demas valores de influencia se

obtienen en forme similar.

En la tabla 1 se pre ores de influencia del terreno de

senta o] ¥
cimentacion y en la tabla Z las magnitudes de log elementos de la
matriz de flexibilidades del suelo. Tomando en cuenta Qque Ppor
simeiria & = 53 , T, =T, s= obtiensn los hundimisntos & en

funcién de las cargze r

S
1

&

2

0.000817662 r + 0.0000249723 r, (d)

i
0.0000634471 ro+ 0.00163405 r, {(e)

]
—

¢} Compatibilidad de deformaciones

Resolviendo el sistema de ecuaciones a a e-

W



RS

0.021759 m

n
n

O
"

0.020075 m 64 = 0.0010281
11.271 t/m

n
n

26,129 t/m r

e) Elementos mecanicos

Como ejemplo, determinaremos los elementos mecanicos en la barra 1.
Aplicando las &cs & a 9

25 t

= 9.717 t.m V' = 25 t v

M' = 0 M; N z

'
-

f) Expansiones del subsuelc

" Parz estimar el efecto de una expansién del subsuelo, consideremos
que los puntoes 1 v 2 sufren un levantamiento en campo libre de 2.5
cm. La ec & queda

& = - 0.025 + 0.000817668 r; + 0.000024972% rz {(d")

1

Resoviendo el sistema de ecuaciones @ a o (con la ec &' en lugar de
la 2c d), s& halla

& = 0.00032965 éé = 0.00575%4 m 54 = - 0.0002122
1
r. = 35.247 t/m r, = 2.1%2 t/m

Hallemos los elementos mecanicos en la barra 1, aplicando las ecs &
9

M' = 0 M = 46.18% t.m V' = 35 t V' = 25 t
- > i 2
Notese el incremento ae la reaccidn r de 26.129 & 25.247 t/m y la
' 1
disminucién de la reaccidén -, de 11.271 a 2.153 t/m. Tambien es

significativo el incremento del momento flexionante en el nudo 5, que
pasa de ©.717 a 46.18B% t.m, coOn un aum=snto de 375 %

ISEE11
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LCULO DE LOS
NTO. ESTRATO.

A RN A

TABLA 2

VALORES DE INFLUENZIA

CARGA .,

BB B - - 1= R PR = - 4 DY R N b4 s 2

WA LR LY B R O R = 0o

VALOR DE INFLUENCIA

MATRIZ DE FLEXIBILIDADES DEL SUELO

]

FLE(I,K)

iy — -

r
v

TURAR RV RS}

W= WER W)=

MO W+~ Wiy

.1702632E~04
LG497227E-05
.42018B4E-07

722542-05

.634053E-03
.172354E-05
.4201B4E-07
LA9T7227E-05
.170263E-04

4878484
7.820726E-C4
7.838011E-06
2963525

~

M\l

u'qr)

.4

Ly

[l
[P

[Ta

@(gt~mlnn)w'uk'u-qtob

i -
o ~JrWwoh bty

b -

385181E-02
14916E-04
BEZL4E-Q4
6962
E8624E- 04
S52087E-02
705
2087E-02
28011E-05
20726E-02
8484

O F L P

181E-02
525

Q16E-04



NOMBRE: CURSO UE CIMENTACIONFS. EJENPLG DE ISF
FECHA: 11702791

FROGRAMA *_ISEPRMEC

NOMBAY > CALCULO DE ESFURRZOS NOTHALES EW LA MA

FECHA) 20703792 [~ [TECAIA Ik BOUSSINESQ_ |~ "7 B |
FROGRAMA . TSFNOR . -

=t
:hl

— Epsilonz I

8,07217
8.21843°
1 1% 2 i
&, 38 f 346115




4 m L 4 m '
71 “1
N
{\
T 2m
ro.a m
PLANTA
35 - 50 t _ 35 t
2.7 {qﬂn ‘ m
NN\ SN TN TN N N \ m
2
M, = 0.002 m“/t 0.8 m
M_ = 0.0018 al/t 1.6 m

Roca

‘ELEVACION

CARACTERISTICASlDE ESTRUCTURA Y TERRENOC
DE CIMENTACION

FIGURA 1



S

S1sTEMA DE (ARGA S

TiagUura 2

& é\ﬁs

)
A

NUMERACIDN DE BARRACS Y
GRADPOS ©DE LIBERTAD

FlavRA 3



INTERACCION ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA EN ARCILLAS EXPANSIVAS

Agustin Demeneghi Colina®

1. Calculo de la interaccion estédtica suelo-estructura

La interaccién estatica suelo-estructura se puede extender a lugares
donde en subsuelo este formado por arcillas expansivas. En este caso
la expansion del subsuelo en un punto < se puede tomar con una
deformacién que denominaremos § . La deformacién del punto ,

N =2 Y

considerando ademas el efecto de las cargas r estara dada por la

siguiente eXpresiéon:

™
S = & + £ M H z I r d / a {1)

donde M = moéodulo lineal de deformaciédn, igual al cociente de
) la deformacidn unitaria vertical del estrato J ,
entre el esfuerzo normal vertical que la ocasioha

g s espesor del estrata J, bajo el punto ¢
= wvalor de influencia, igual al esfuerzo normal

Ljk
: vertical en el punto tJ, producido por una presion
unitaria actuando en el &rea a,
rk = reaccidédn en el punto R , en t/m
dk = distancia en que actua T,
ne =z numero de estratoes
N = numero de reacciones

El levantamiento en un puntc se tomara con un valor negativo. Asi, si
el suelo experimenta en el punto { una expansién en campo libre de 4

cm, & = - 4 Cm,
oL

Consideremos el ejemplo de Demeneghi (1995) y supongamos que 1los

puntos 1, 3, 7 y 9 sufren una expansioén en campo libre de 3 cm. Por
lo tanto:

La ec f gqueda

51 = - 0.03 + 0.012733 ro® 0.0023854 r, + 0.00063012 r, (f')

Las demas ecuaciones permanecen iguales. Resclviendo el sistema (a) a
{h): '

‘_Profesor del Departamentc de Geotecnia. Divisién de 1Ingenieria
Civil, Topografica y Geodésica. Facultad de Ingenieria. UNAM



0.4874 m

51 = 0.02478 m & = 0.02695 m 53 =

£ = 0.00002207 2 = - 0.004690

10 18

r o= 4.121 t/m €, = 0.442 t/m r, = 1.287 t/m

Presentamos a continuacién 1la determinacion de los e;ementos
mecadnicos en las barras 1 y 7:

Barra 1 (direccién xf .
Se aplican las ecs 6 a 11, 14 y 15

M = - 1.457 t.m M_ = 2,072 t.m
10 12 i

V1 = 4.788 £ Vz = 1.5884 t - -
M = - 1.464 t.m M = 1.464 t.m
11 13 ]

Barra 7 {(direccién y)
Se aplican las ecs 6 a 13

M = - 1.457 t.m M_ = 3.072 t.m
11 17 . .. .
V1 = 4.788 t V, = 1.584 t - ¢
M = 1.464 t.m M = - 1.464 t.m"
10 16

En la fig 1 se exhiben los elementos mecéanicos en las barras 1 y 7.
Se han graficado ademas, para fines de comparacién, los elementos
mecanicos sin considerar expansién. El incremento m&as 1mportante se
presenta en el momento flexionante (grado de libertad 12) del nu~
derechc de la barra 1 (o barra 7), en el que inclusive.se presenta
cambio de signo; el aumento es del orden de 220 % : También se
presenta un incremento considerable, del orden de 53 % ', en el
cortante (grado de libertad 2) del nudo derecho.

Lo anterior hace ver la necesidad de tomar en cuenta la expansién del
subsueleo, en la interaccion estatica suelo-estructura.

2. Determinacion de deformaciones y propiedades del suelo

En suelos cohesives parcialfiente saturados en que la presioén
hidraulica u = 0 ., la presion de confinamiento resultante P_. esté

dada por la suma de los efsctos debidos a la présion debida & peso
propio P, {presion teotal de confinamiente) y  los debidos a la

presién de succién P, - La deformabilidad del suelo depende de la

presion de confinamiento resultante p .
ce

Para fines de an&lisis de interaccion suelo-estructura, conviene
separar el problema calculando dos clases de deformaciones:

(a) La deformacién debida a la variacién de la succion, manteniendo
los demas esfuerzos (presiones totales constantes (deformacién e~
campo libre & | ec 1); vy '

oL

[



{b) La deformacién‘debida a incrementos de esfuerzo ocasionados por
la estructura, manteniendc la presién de succién constante (segundo
término del segundo miembro de la ec 1). Por lo tanto, el moédulo Mz

. "
debe determinarse para una succién constante.

2. Consideraciones prdcticas

Con €l empleo de la interaccién suelo-estructura se pueden determinar
en forma més realista los desplazamientos diferenciales en una
estructura. A pesar de que el ejemplo aqui presentado no es total-
mente representativo de lo¢ gque ocurre en una arcilla expansiva, puede
sin embarge ilustrar, en forma cualitativa el fenomeno de interaccion
que se presenta en ecsta clase de suele. Tomando los datos del
ejemple, supongamos que la estructura se construy¢ en temporada de
estiaje ¥y que ésta sufrié los siguientes asentamientos:

Nudo Asentamiento
: cm
1 . 4.16
2 3.49

Consideremds que por alguna razon se incrementa la humedad del

subsuelo (agua de lluvia, rotura de tuberia de drenaje, riego,
etcetera), y que, en la zona aledafha a los puntos 1, 2, 7 y 9 (en
campo libre), el swuelo sufrié una expansiéon de 3 cm. Los

desplazamientos de la estructura, después de esta expansién, gquedaron

Nudo Asentamiento’
cm
1 2.48
2 2.70

El nudo 1 se levantd 4.16 ~ 2.48 = 1.68 cm, mientras gue el nudo 2 se
levanté 3.49 - 2.70 = 0.79 cm. Es decir, a pesar de que la expansién
del suelo (en campo libre) fue de 3 cm, por efecto de las cargas
sobre el terreno y de la rigidez de la estructura de cimentacién, las
deformaciones de la estructura fueron menores.

En términos generales, es conveniente calcular las deformaciones . de
la estructura para diferentes estados de movimiento. Asi, una posible
condicion consiste en que la estructura se construya en temporada de
estiaje, y que sufra asentamientos s6lo por incrementos de carga
eridos.a la estructura; posteriormente, en época de lluvias se
incrementa la humedad del subsuelo vy ocurrirdn expansiones de la



4

arcilla vy de la estructura. Otra posible trayectoria de deformaciones
puede consistir en gque la estructura se construya en epcca de
lluvias, y que la estructura experimente asentamientos por la cargsa
sobre el subsuelo; en temporada de estiaje el suelo se enjutard y se
presentaran asentamientos adicionales en la estructura. '

Los desplazamientos diferenciales se deberan comparar con los despla-
zamientos diferenciales tolerables. En la fig 2 (Bjerrum 1962) vy en
la tabla 1 (Sowers 1962) se presentan magnitudes -de estos desplaza-
mientos tolerables (la fig 2 y la tabla 1 estan tomados de Lambe vy
Whitman 196%).

Se espera que lo expuesto en parrafos anteriores pueda contribuir a
conocer mejcor el comportamiento de la interaccidédn estatica suelo-
estructura en arcillas expansivas. Es obvio que lo aqui presentado
puede ser apenas =1 inicio de un programa de 1nvestlgac10n mucho mas

completo sobre el tema. ~
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BARRA 7

BARRA 1 S
1-403 404 1.404 1997 1.403 {404 Laoa ' 1-697
K\V\ qr\ :’, hq . . ﬂ ;
v Iy} . N v
4.8 1.042 a.8 T\lxmz
a) SIN EXPANSION
1
1.457 3.072 1457 3.072
r\q 1.464 . - 1.464 q P | p r\l.dﬁd 1.464 qd
J.o A = v Vv
A.788 S " |1.584 4.788 o 1.584
b) CON UNA EXPANSION DE 3 cm EN EL GRADO DE

. .LIBERTAD 1 (NUDO IZQUIERDO)

FIGURA 1
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" . b) .CON UNA EXPANSION DE 3 cm EN EL GRADO DE
. .LIBERTAD 1 (NUDO IZQUIERDO)

FIGURA 1

BARRA 1 BARRA 7

1.403 | L4 L aga 1-697 1.403 © on Cnoa.  1-697

v A A v

4.8 1.042 4.8 1.042

a) SIN EXPANSION
H

1.457 3.072 L 457 : 3.072
= 1.464 1.464 P - 1.464 1.464
oad v Y v g

4.788 . / T |1.584 4.788 | 1:.584





