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Prélogo

El presente cuaderno de ejercicios de Algebra Vectorial ha sido elaborado con el
objetivo de brindar a los estudiantes una herramienta practica para reforzary con-
solidar los conceptos fundamentales de esta rama de las matematicas. A través de
una variedad de ejercicios resueltos, se busca desarrollar habilidades analiticas,
mejorar la comprensién tedrica y fomentar el razonamiento en torno al dlgebra

de vectores.

El estudio del dlgebra vectorial es esencial en diversas disciplinas, tales como la
ingenieria, la fisica, la informatica y las matematicas puras. Dominar los concep-
tos de vectores en un ambiente tridimensional permite al estudiante enfrentarse

con solvencia a problemas reales y abstractos.

Se incluye una amplia gama de ejercicios resueltos detalladamente para guiar el
aprendizaje y motivar la practica constante, elemento primordial en la adquisi-

cion del conocimiento matematico.

Este cuaderno no pretende sustituir a los libros de texto, sino complementarlos,
ofreciendo un espacio enfocado exclusivamente en la ejercitacion, la exploracion

de métodos y el afianzamiento de conceptos.

Espero que los 101 ejercicios que contiene esta obra contribuyan al desarrollo
académico de los estudiantes y se convierta en una herramienta util tanto dentro
como fuera del aula. Ademds, pretendo que este cuaderno de ejercicios sea un

auxiliar importante en el proceso de ensefianza de los docentes.




Los 101 ejercicios que se presentan abordan temas relevantes del dlgebra vectorial

como son:

Las operaciones con vectores
El producto punto, el producto cruz y el producto mixto

Las condiciones de perpendicularidad y paralelismo entre vectores

A 2 2 4

El dngulo entre vectores y los cosenos directores

Agradezco el apoyo brindado por personal que labora en la Unidad de Apoyo Edi-
torial de la Facultad de Ingenieria de la UNAM para que este cuaderno de ejerci-

cios sea una obra digna de su acervo bibliografico.
Asimismo, agradeceré todas las observaciones, sugerencias y comentarios que

tengan a bien hacerme sobre el contenido de este material, con el objeto de actua-

lizar y mejorar futuras ediciones.

Juan Velazquez Torres




Escribir en el paréntesis de la derecha la letra E si se trata de una magnitud escalar,
V si se trata de una magnitud vectorial.

a)  DiStancia.....cceeeeeeevveeeerneeennnen. (E)
b) Desplazamiento..........ccu....... (V)
c) Velocidad....coccoevvveeuveenneeenens (V)
d) Aceleracion ......cccoeeuveeeuveennen. (V)
€  FUeIZa...occoovieeeeeeeecireeeneenns (V)
f)  Rapidez.....cccooeveevreeeeeneennen. (E)
g)  Presifn.....ccccveeeeecreeieeenenen. (E)
h)  Trabajo....ccccceceeeeveeruerreeeeennne. (E)
i)  Densidad .....ccoeeerevvrreeriureennnen. (E)
j)  Campo eléctrico......couvenneenne.. (V)

Representar graficamente:

a) Unafuerzade 20N en la direccidon Este 45° Norte.

b) Unavelocidad de 50 km/h en la direccién Norte 70° Este.
c¢) Undesplazamiento de 10 km en la direccién Oeste

Solucién:
a) Escala 1cm: 5N

20N

45°




21-30 31-40 41-50 51-60 61-70 71-80 81-90 91-101

50

70°

10 km

1cm: 10 km/h
Yy
lcm: 2km

Escala
Escala

b)
c)



Un vehiculo recorre 6 km hacia el sur, posteriormente 8 km en la direccion Este
30° Norte y por ultimo 10 km hacia el Este. Determinar graficamente el des-
plazamiento resultante.

Solucion:
Escala 1cm: 2km

¢ 3%
<

dr: vector desplazamiento resultante

dr  tiene un mddulo de 3.8 km (1.9 cm ) y una duracion Oeste 34° Sur

Un automévil recorre 10 km hacia el Oeste y luego 6 km en la direccién Norte 30°
Este. Determinar graficamente el desplazamiento resultante:

a) gréaficamente
b) analiticamente




Solucion:
Escala 1cm: 2km

a)
y
N 8.7 km
dg
37°NY
d1
dp :  vector desplazamiento resultante
~ m = 8.7km
dg
D = Oeste 37° Norte
b &= [(3d)+ (3d.)°
diyx = 10cos180° = 10(-1) = -10
dyy = 10cos180° = 10(0) = 0
1
d,, = 6cos60° = 6<§> = 3
- o — V3
dyy = 6sen60° = 6(7 = 3,3




~1043 = -7

7
I

0+ 3,3 =33

K7
I

@] = (=724 (3y3)

|d, | = /49+27

|ld,.| = 87
d 243
6 = angtan g—di = angtan -
0 = —36.6° (representa una direccién Oeste 36.6° Norte)

Por lo tanto, d , es un vector de médulo 8.7 km con una direccién Oeste 36.6° Norte.

Determinar un vector unitario con la misma direccién y el mismo sentido que el
vector que resulta de sumar los vectores:

u=-5i+4j +2k y v=2i+j+3k
Solucion:
R = u+7v
R = (—-5i+4j+2k) + (2i+j+3k)
R = —-3i+5j+5k

J(=3)7+ (5)" + (5)°
R = V59

=]
I




Por lo tanto, un vector unitario con la direccién y sentido de R es:

_ 1 -
R = — R
|R|
R L (Z3i+ 5j+ 5k)
= — (—3i
v 59 J
R 3 i+ > j + > k
— l —_— _
J 59 J55 J /59
Comprobacion
we (i) () ()
B 59 59 59
|ﬁ| = i+§ é
B 59 © 59 59
2= | =
59
|R| = 1

.z . sz . km
Un avion vuela en direccion Norte 30° Este con una rapidez de 210 =~ en una
regién donde existe una corriente de viento hacia el Oeste con una rapidez de
km , . . s .
60 —— ¢Cual es la velocidad del avién por efecto del viento?




Solucion:

458

Escala. 1cm: 30 1%

v, : Velocidad del avién
v, ¢ Velocidad del viento

vg : Velocidad real del avidn

El vector vy tiene un mddulo de 186 kTm (6.2 cm) y una direccién de Este 75°

Norte.

Determinar los dngulos @, By Y queformaelvector u = xi yj + zk con
losvectores i, j y k. Demostrar, ademds que:

cos?a + cos? B + cos’y =1




Solucion:

Dado que el tridngulo OAP es rectanguloen A, entonces

X
cosa = T—
7|

Analogamente el tridangulo OBP esrectanguloen B, luego

E

cosf} =

S|

Por ultimo, el tridngulo OCP esrectanguloen C, porlo que

Z
cos y = —
|7
Por lo tanto:
2 2 2
cos?a = xz,COSZI3 = yz'COSZY = Zz
|7 |7 |7




9.

cos?a + cos?B + cos?y = 3_c2 + Zz + iz
R L R
_ 17
|7|*
cos?a + cos?B + cos?y = 1

Demostrar que:
|u| = u-u vus= (xl,xz,xg,,...,xn); X1,X3,X3,..,Xnp ER

Solucion:

\/x§+x§+x§+ o+ x3%

17| =
|| = \/(xl)(xl)+(xz)(x2)+(x3)(x3)+ ot (xn) (%)
17| = J(x1+ 2 4 x5+ 4 x0) (%1 4 Xp  xs oot xn)
7] = [z

Demostrar que si u*v=0 y u=#0, v+#0 entonces uy v son perpen-
diculares.

Solucion:

u-v

cosO =

=] |7




5|
<
I

o

si
cos® =

Ademés |u| #0 y |v|#0, entonces |u||v|#0 y

cos 8 = 0

0 = 90°

. Demostrarque a-b = b-a

Solucién:

a-b = |a||b|cose
a-b = |al||b|cose
a-b = b-a

Determinar el trabajo mecdnico realizado por la fuerza F = 3j + 6k al

i+
desplazar un cuerpo en la direccién del vector 7 = —2i + j — 3k

Soluciodn:
El trabajo efectuado estd dadopor T = F-7

T = F-7F
T = (1, 3, 6)-(=2, 1, —3)
T = -2+ 3—18

T = —27 (Unidades de trabajo)




I 12. Demostrar la ley de los cosenos c2? = a2+ b%— 2ab cos® para cualquier
triangulo.

Solucion:

a

Delafigurase observaque @ = b + ¢ luego ¢ = @ — b. Realizando el producto
punto c-c.

¢ = (a-b)-(a-b)

al

c-¢c = a(a-b)-b-(a-b)

¢'c = aa-—ab—-b-a+b-b

cc = aa—-ab—ab+bb (ab=>ba)
c-c = a-a-—-2ab+b-b

= |a|® - 2|a||b|cos6 + ||

Si |E| = a, |E| =by |E| = ¢, setiene c? = a? + b?> — 2ab cosH




| 15. Sean los vectores @ = (ay;, a,a;) y b= (by, by, bs ) y sea el pro-
ducto @b = a, by + ay b, + aszbs. Demostrar que:

a) a'b = b-a
b) a-(b+¢c) = a-b+ ac
c) E-(aE) = a(E-E); oa € R
d @aa>0 si a#0
Solucion:
a) a-a = (ay, a,, as)-(by, by, b3)
= a,by +a,b, + a;b;
= biaqy +bya, + byas
= b-a
b) a (B+E) = (al, a,, a3)-((b1, b,, b3)+(cl, c,, c3))

= (al, a,, a3)-(b1+ ci1, by, +c,, b3+c3)
= al(b1+c1)+a2(b2+cz)+ a3(b3+c3)

= a,by +ayc; +a,b, +a,c, +azb; +aszc;

= (a;by +a,b, +azbs) + (a;cq +aycy, +aszcy)

= a-b+a-c




14.

o @ (ab) = (ay, a;, az)-(a(by, by, b3))
= (a,, a,, as)-(aby, ab,, abs)
= ay(ab;) +a,(aby) +as(abs)
= a(aiby)+a(azb,)+ a(ashs)

= a(a1b1+a2b2+a3b3)

d)

Ql
S|
Il
—
Q
_
Q
[ V]
Q
w
p—
~
Q
-
Q
[ S}
Q
w
p—2

Ql
S|
Il
Q
=N
+
Q
NN
+
Q
wN

Si @ # 0 entonces al menos una de las componentes del vector @ es diferente
de cero, entonces a? + a% +a3 >0 y a-a> 0

g2

El trabajo realizado por una fuerza F al desplazar un cuerpo en la direccién del

vector 7 esde 25 /3 J. Si |F|

entre los vectores F y 7.

25Ny |7| = 2m ,determinar el dngulo

Solucién:
Para calcular el angulo usamos la férmula

F-r
cosO = o
[FI 7]




El trabajo mecdanico viene dadopor T = F-7

0 T
Cos = =
|F| 7]
25 3
cosf = —\/_
(25)(2)
cos® = E
2
6 = angcos(@)
6 = 30°

15. Demostrar que las diagonales de un rombo son perpendiculares.

Solucion:

Ql
S

Note que:

Ql
Il
Ql
+
S|

ISH|
+
S|
Il
Ql
(]
Q
Il
Ql
|
o




Luego:

al
Q.
Il
~
Q
_|_
o
N—r
~
Ql
|
o
N

= a-a-ab+b-a—-b-b
= d-a-a-b+a-b—b-b (yaque a-b =b-a)
= a-a—-b-b

c-d = (a+b)-(a+b)

Como |E| = |B| (la figura es un rombo) entonces ¢ - d=0

Por lo tanto, las verticales ¢ y d son perpendiculares, es decir, las diagonales
de un rombo son perpendiculares.

.Si axb=0; a#0, b#0,entonces @ y b sonparalelos.

Solucion:
Si@ xb=0 entonces |a xb| = 0
|a xb| = |a||b]| sen®

0 = |al||b|send

0 = sen®

0 = 0y 180°

Portanto, @ y b son paralelos




I 17. Demostrar que:

|axb|" + |a-b|*=(|a][b])
Solucion:
|a xb| = |a||b|sen6 = |axb| =|a|’|b| sen?0
1a-5|" = ||l |5] coso| =|a-5|" = |a|” |5 sen0
|a xb|2 + |a-b|° = |a|® || sen20 + |a|’ |b| cos?0
= |E|2|E|2(sen29 + cos?0)
= la|’|5|’
|axb|?+ |a-b|" = (1allp])’
| 18. Demostrar que el drea de un paralelogramo generado por los vectores . y o
(ver figura)es A = |ﬁ ><5|
Solucion:

A = (base) (altura)

A= |u|h
_ h
A= |i[| |v|sen9(sen9:T>
|7l
A= |uxv|

=




I 19. Deducir la ley de los senos para un tridngulo cualquiera.

Solucion:

De la figura

De modo que:

ax(a+b+c) = ax0=0 ..(1)
bx(a+hb+c) = bx0=0 ..(2)
cx(a+5+?) = cx0=0 (3)
De (1)
ax(a+b+c) =0
axa+axb+axc = 0
De (2)
bx(a+b+c) =0

S|
X
Q|
+
S|
X
o
+
|
X
al
Il
o




De (3)

(o)
X
~
Q
+

|
+
a
N—
Il
ol

axb+axc=0 = axb=—-(axc)
bxa+bxc =0 = bxa=-(bx=¢)
txa+cxb=0 > cxa=—-(cxb)
Entonces:
axb=-(axc)=cxa=—-(cxb)=bhbxc
cxa=-(cxb)=bhbxc
Por lo tanto,
ExE=ExE=ExE:|ExE|=‘Exa_|=|ExE|
[@[|b|seny = [b]]c]sena = [e[|a]senp
|a ||b | seny B |b ||T| sena B |c||a | senB seny  sena  senf
[allollel — Jallellel — Jallellel ~ lel lal b

O simplemente

sena  senf seny

a b a |




| 20. Demostrar que

i j k
aXE= aq a, as para a=(a1, a,, a3) y E=(b1, bz, b3)

b, b, bs

Solucion:

= (all az, a3)= a1i+a2j+a3i€

Ql

S|

= (b1' bz, b3) = b1i+b2j+b3i€

B = (a1i+a2f+a3E)X(b1i+b2j+b3E)

Ql
X

= a;b,ixi+a;b,ixj+a,bsixk +
a, b, jxi+a,b,jxj+a,bsjxk +
a; b, kxi+asb, kxj+az;b; kxk
= a.b,k—a, bsj—a,b, k+a,bsi + azb, j—ash,i

= (a2b3_ a3b2)i+ (a3b1 - albg)j+(a1b2 - azbl)k

i j k
axb = aq a; as




. Obtener todos los vectores que son perpendiculares al vector

<

= (1, -2, —-1)
Dar tres vectores perpendicularesa v .

Solucion:
Unvector u = (X, Y, Z) esperpendiculara v si u-v =0

u-v = (x, ¥y, z)-(1, -2, —-1)
u-v = x—-2y—z
u-v = 0 =2 0 x—-2y—z=0 > x =2y

El conjunto de vectores que son perpendiculares al vector
v= (1, -2, —1) es {(x y, x — Zy)‘x, yE]R{}
Tres vectores perpendicularesa v, son

a:(1, 4, =7) aqui x=1, y=4, =2 x—-2y=1-2(4)= 1-8= -7

0-2(1)= -2

E:(O, 1, —2) aqui x=0, y=1 = x-2y

c:(1, 0, 1) aqui x=1, y=0 = x—-2y=1-2(0)=1
a-v = (1, 4, =7)-(1, =2, —=1) = 1-8+7=0

b-v = (0, 1, =2)-(1, =2, =1) = =2+ 2=0

c-v = (1, 0, 1)-(1, -2, —=1) = 1—-1=0




| 22. Determinar el conjunto de vectores que son perpendiculares, simultineamente, a
los vectores

|

=(2, 1, 1) y v=(-3, 2, -2).
Dar dos vectores que son perpendiculares a los vectores u 'y v.
Solucion:

Un vector w = (x, y, z) es perpendicular tanto a u como a v si

g
g
I

o
g
<
I

o

u = (x, y, z)-(2, 1, 1)

g|

w-u = 2x+ y+z

w-u = 0 = 2x+y+z=20
w-v = (x, vy, z)- (-3, 2, —-2)
w v = —3x+ 2y - 2z

w-yv = 0 > —-3x+4+ 2y—-2z =20

El conjunto de vectores que son perpendiculares al vector u y al vector v, es:

{(x, Y, z) |2x+y+z=0, -3x+2y-22z; x,y, ze]R{}

Para obtener de manera explicita este conjunto, se tiene que resolver el sistema de
ecuaciones

2x+y+z = 0 .. (1)

—-3x+2y—-2z = 0 .. (2)




Multiplicando la ecuaciéon (1) por dos, se obtiene

4x+2y+2z = 0 .. (3)

—3x+2y—-2z = 0 .. (2)

Adicionando (3) + (2)

x+4y = 0

Haciendo y=%k, k, e R

x=—4k

Sustituyendo x = —4k, y=ken (1)

2(-4k)+k+2z = 0
-8k+ k+ 2z = 0
-7k+ 2z = 0

z = 7k

De manera explicita, el conjunto de vectores perpendiculares tantoa u comoa v

es,{(—4k,k,7k)|keR}

Notar que:
(—4k, k 7k )-u=(—-4k, k 7k )-(1, 1 1)=-8k+k+7k=0
(—4k, k 7k )-v=(—4k, k 7k)- (-3, 2 —2)=12k+2k—14k=0




23.

Dos vectores perpendiculares au y av son
k=-5 = a= (20, -5, —35)
a-u= (20, -5, =35)-(2, 1, 1) =40-5-35=0

(20, -5, =35):(-3, 2, =2)=—-60—-10+70=0

a-v

S|
|
Il

(-8, 2, 14)-(2, 1, 1)=-16+2+14=0

S|
<
Il

(-8, 2, 14)- (-3, 2, —2)=24+4-28=0

Determinar el conjunto de vectores que son perpendiculares a los vectores
a=(-1,4,1), b=(2,-3,5), y ¢=(6,—-1,—1) de manera
simultdnea.

Solucién:
Un vector m= (x, y, z) es perpendicular a los vectores @, b y ¢,
simultaneamente, si

m-a=0
m-b=0
m-c=0
Por lo que
m-a=0 = (x, v, z)-(—l, 4, 1)=O > —x+4y+z =0

S|

m-b=0 = (x, y, z)-(2, =3, 5) =0 = 2x—-3y+5z=0

al
I

m- 0o = (x, v, Z)-(6, 1, —1) 0 > 6x—y—2z=0




De forma implicita el conjunto de vectores que son perpendiculares a los vectores

a, b y ¢, simultineamente, es
{(x, y, z)|—x+4y+z=0, 2x—3y+ 5z2=0, 6x—y—z =0, «x, y,ze]R}

Para obtenerlo de forma explicita, hay que resolver el sistema de ecuaciones

( —x+4y+z = 0 .. (1)
{2x -3y +5z = 0 .. (2)
\ 6x—y—z = 0 ..(3)

Despejando z delaecuaciéon (1)
z=x—4y
Sustituyendo z=x—4y en (2) y (3):

2x—3y+5(x —4y) =0 > 7x — 23y
6x—y—(x—4-y)=0 = 5x+3y =0

I
o

7x — 23y = 0
Resolviendo el sistema por suma o resta
5+ 3y =0
7x =23y = 0 5(7x —23y) = 5(0) 35x —115y = 0
= =
5 +3y =0 —7(5x +3y) = -7(0) —35x =21y = 0

Sumando estas dos ultimas ecuaciones

—-136y=0 = y=0 = x=0 = z=0




24,

25.

Por tanto, el Gnico vector que es perpendicular, de manera simultdnea, a los vec-

tores @, b y C eselvector 0 = (0, 0, 0) esclaroque

0-a = (o,
0-a = (o,
0-a = (o,

Demostrar que
pendiculares.

Solucion:

=2
|a+b| =

Por lo tanto,

Mostrar quesi @ y b son paralelos, entonces @ x b

Solucion:

0, 0)-(—-1, 4, 1) =

0, 0)-(2, =3, 5) =

0(-1)+0(4)+0(1) =0

0(2)+0(-3)+0(5)=0

0, 0)-(6, 1, —1) = 0(6)+0(1)+0(—-1) =0

la+5| =|a

a-a+a'b+b-a+b-b
a-a+ bbb © a'b=0

@ +]5]|
la+b|°=|al’+|b| &

Si @y b sonparalelosa a=kb.

E= (bl'

b,,

bs) = a=k(by, b,,

2 — 2 . -
|+ | b| siysolosi @a y b

bs)

son per-

al
o
I
()

kby, kby)




i j
axb=| kb, kb,
b, b,
kb, kb, kb, kb,
axb = i -
b, by b, by

axb =

axb =

axb= (0, 0, 0)
axb =0

&)

kb

&)

kb,

b,

kb,

b,

i (kbybs — kbybs) —j (kbybs —kbybs)+ k (kbyby, — kbyby)

i(0)-j(o)+k(0)=o0(1, 0, 0)-0(0, 1, 0)+o0(0, 0, 1)

26. Paralos vectores:

Ql
Il
~
N
|
[N
o~
~—

S
Il
—~
I
w
N
vl
~—

al
Il
—~
I
)}
w
I
[N
\S]
—
<
U
Il
~
|
o)}
(o]
[N
o
—

determinar:
axb, bxa, bxc, cxb, axc, y bxd

¢Qué conclusiones se obtienen?




Solucion:

i j k
axb=| 2 -1 4 | = i(-5-16)—-j(0+12) +
-3 4 5
k(8-3)=-21i-22j+5k=(-21, —22, 5)
i j k
bxa=| -3 4 5 | = i(16+45)—-j(—-12-10) +
2 -1 4

k(3-8)=21i+22j—-5k=1(21 -22

_5)

i j k
bxt=| -3 4 5 = i(—-48-15) —j(36 +30) +
-6 3 -12
k(-9+24)=-631—-66j+15k =(—-63, 66, —15)
i j k
cxb=| -6 3 —12 | =i1(15+48) - j(—-30-36) +
-3 4 5

k(-24+9)=63i+66j—15k = (63, 66, —15)




~
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4 | =i1(12-12) —j(-24+24) +

Ql
X
al
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I
[UnN

-6 3 —-12

k(6-6) =i(0)-j(o)+k(0o)=(0, 0, 0)=0

i j k
bxd=| -3 4 5 | = i(40-40) —j( —30 +30) +
-6 8 10

k(-24+24) =i(0)—-j(0)+k(0)=(0, 0, 0)=0

Conclusiones:

axb = (-21, -22, 5) = —(21, 22, -5) = —(bxa)
bxc = (-63, —66, 15) = — (63, 66, —15) = —(cxbh)
axc = 0 = a y ¢ paralelos
bxd = 0 = by d paralelos

- 27- Para los vectores:

a=(2, 1, 4), b=(-1, -6, =7) ¢c= (3, 8, —4) y a=9,




mostrar que:

a) a-b=b-a

b) a-(b+c)=a-b+a-c

o0 a-(ab) = a(a-b)

d a-a>0

Solucion:

a) a-b = (2, 1, 4)-(-1, -6, -7)=-2-6-28=-36
b-a = (-1, -6, =7)-(2, 1, 4) =—-2-6—-28=—-36
@b = b-a

by a-(b+c) = (2, 1, 4)-[(—1, -6 —7)+ (3, 8 —4)]
a-(b+c) = (2, 1, 4)-(2, 2, -11)
a-(b+c) = 4+2— 44
a-(b+c) = -38
a-b+ac=(2, 1, 4)-(-1, -6, -7)+ (2, 1, 4)-(3, 8, —4)
@a-b+a-c=-2-6-28+6+8-16
@a-b+a-c=14-52
@a-b+a-c=-38
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—18 — 54 —252<<
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— 324

a-(ab) = 9 ((2, 1, 4)-(-1, -6, —7))

a-(a-b) = 9(-2 -6 -28)
a-(a-b) = 9(-36)
a-(a-b) = —324

d @-a = (2, 1, 4)-(2, 1, 4)
a-a = 4+ 1+ 16
a-a = 21

Ql
Q

ca >0 (a=(2, 1, 4)# (0, 0, 0))

I 28. Sean los vectores i=(1,0,0), j=(0,1,0), 72=(0,0,1).Mostrar

que:
a) ii=jj = kk=1
b) i-j=jk = k-i=0




Solucién:

a) i-1=(1, 0, 0)-(1, 0, 0)=(1)(1)+(0)(0)+(0)(0) =1
joi=(0,1,0) (0, 1, 0)=(0)(0)+(1)(1)+(0)(0) =1
k-k =(0, 0, 1)-(0, 0, 1)= (0)(0)+(0)(0)+(1)(1) =1

b)
i-j=(1, 0, 0)(0, 1, 0) =(1)(0)+(0)(1)+(0)(0) =0
jok=(0, 1, 0)-(0, 0, 1)=(0)(0)+(1)(0)+(0)(1) =0
k-i=(0, 0, 1)-(1, 0, 1)=(0)(1)+(0)(0)+(1)(0) =0

Nota:
t-j = 0 = i y Jj perpendiculares
j -k = 0 = j y k perpendiculares

k-i = 0 = iy k perpendiculares




I 29. Sean los vectores i
que:

(1,0,0), j=1(0,1,0), k=1(0,0,1).Mostrar

&
~
-~

X
~

Il

S~
X
S~
Il
&)
X
&)
Il
(=]

Solucion:
a)
i j k
ixi=[1 o o0 |=1(0-0)-j(0-0)+k(0-0)=0i-0j+0k=(0, 0, 0)=0
1 0 0
i j k

jxji=lo 1 o |=i(0-0)-j(0-0)+k(0-0)=0i-0j+0k=(0, 0, 0)=0

0 1 0
i j &k

kxk=[0o o 1]|=i(0-0)-j(0-0)+k(0-0)=0i-0j+0k =(0, 0, 0)=0
0 0 1

b) )

i j k

ixj =11 0 0 [=i(0-0)-j(0-0)+k(1-0)=0i-0j+1k=k
0o 1 0
i j ok

jxk=10 1 o |=i(1-0)-j(0-0)+k(0-0)=1i-0j+0k=1




~
S~
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=i(0-0)-j(0-1)+k(0-0)=0i+1j+0k=j
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X
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I 30. Para los vectores:
a=(-3,8,5), b=(2, -1, 5), c=(6, =2, —=3), A =4,

Mostrar que:

a) axb = —(bxa)

b) ax(a+b) = axb+axc

o A(axb) = (2@)xb=1ax (rb)

Soluciodn:

a) ~
i j k

axb=| -3 8 5 | =1(40+5)—j( —15-10) +
2 -1 5

k(3-16)=45i+25j—13k=(45, 25, -13)
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=i(-5-40)—j(10+15) +

k(16-3) = 45i—25j+13k=( —45, —25, 13)

—(bxa)=-(-45, —25, 13) = (45, 25, —13) =axb
Por tanto,
axb =-(bxa)
b) ax(b+c) = (-3, 8, 5)x((2, -1, 5)+(6, -2, —-3))
ax(b+c) = (-3, 8, 5)x(8, -3, 2)
i j k
ax(b+c) = -3 8 5
6 -3 2
ax(b+c) = i(16+15) —j(—-6-40)+ k(9—64)
ax(b+c) = 31i+46j-55k
ax(b+c) = (31, 46, —55)
i j k i j k
axb +axc = -3 8 5 |+ | -3 8 5




Ql

xb+axc=1(40+5)—j(-15-10)+k(3-16)+i( —24+10)—j(9-30)+k(6-48)

45i+25j —13k—14i+21j — 42k

Ql
X
S|
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Sl

Xb+ axc=31i+46j-55k

Ql

Sl

axb+axc= (31, 46, —55)

Por tanto,
ax (b+c) = axb+ axc

c) ~
i j k

4(axb) = -3 8 5 | =4(45, 25, —13) (180, 100, —52)
2 -1 5

(4a)xb=(4(-3, 8 5))x(2, -1, 5)

(4a)xb= (4(-12, 32, 20)) x (2, -1, 5)

i j k
(4a)xb = | =12 32 20
2 -1 5
(4a) x b = i(160+20) —j( —60—-40) + k(12—-64)=180% +100j —52k
(4a@) x b = (180, 100, —52)
ax(4b) = (-3, 8, 5)x(4(2, -1, 5))
ax(4p) = (-3, 8, 5)x (8, —4, 20)




~>
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ax(4b) =] -3 8 5
8 -4 20
ax(4b) = 1(160+20) —j( —60—40) + k(12—-64)=180% +100j —52k

x(4b) = (180, 100, —52)

Ql

Por lo tanto,

) = (4a)xb=uax(4b)

Ql
X
S|

4(

. Calcular el area del paralelogramo generado por los vectores:
a=(1, 4, -2) y b=(5, —4, 6)

Solucion:
El 4rea del paralelogramo generado por los vectores @ y b estd dada por la

férmulaA=|E><E|
i j k

axb = | 1 4 -2 |=i(24-8)-j(6+10)+ k(- 4-20)
5 —4 6

axb = 16i —16j —24k

S|
Il

a x (16, —16, —24)

[@xB| = [(16)°+ (~16)"+ (~24)°




32.

|laxb| = 817
Demostrar que |1a| = |1]|a]
Solucion:

Sea a=(a;, a,, a;) entonces Aa = (Aa;, Aa,,

|a| = \/af+a§+a§

2a] = [ (ha)’+ (hax)’ + (has)’
|ra| = \/)\Zaf+?\2a§+)\2a§

|2a| = \[Az(a%+a§+a§)

12a| = \/7\2 J(ag+ag+a§)
|az| = [2]]qa]

Otra demostracion es la siguiente:

J @)-(aa)
|2aa| = /xza-a
23] =\/TW

| 4] el

~
Q|
Il

~
Ql
Il

Aa3)




| 55. Paralosvectores @ = (1, 1, —-1) y b = (2, 0, —1) calculardreadel
paralelogramo generado por los vectores:

a) a y b
b) 3a y b
c) ay —2b

e) la y _1y
5 3
Soluciodn:
a) Eldreadel paralelogramo generado por los vectoresa y b es A = |a x B|
i k
axb=|1 1 —-1|=i(-1)-j(-142)+k(-2)=(-1, -1, -2)
2 0 -1
[axBl= | (-1 +(-1)"+(-2)" =&
A = [6 (unidades cuadradas)

b) Considerando que (Aa) x b = A(@xb), el 4rea del paralelogramo
generadopor 3a@ y b es:

‘(3E)x5|= ‘S(Ex5)|=3|ax5|=3\/?

A = 3,6 (unidades cuadradas)




¢) Considerando que @ x(Ab) = A(axb), el drea del paralelogramo
generadopor @y —2b, es:

[ax(-25)|=|[(-2)(@axb)|=|(-2)||axb|=2]|axb| =25

A = 2.,/ 6 (unidades cuadradas)

d) Considerando que (A@) x(Bb) = (AB)(axb), el drea del paralelo-
gramo generadopor —2@ y 4b es:

|(-2@)x (4B)|=|(-2)(4)(axb)|=| -8||axb|=8|axb| =85

A = 8,16 (unidades cuadradas)

e) Elarea del paralelogramo generado por

ul] =
Ql

<

|
W =
o

es:

1
A = = J 6 (unidades cuadradas)




- 34. Sean los vectores:

Determinar los escalares

x,y, z R talesque m = (11, -9, 2) =xu +yv +zw

Solucion:

(11, -9, 2) = x(3, 1, 4)+ y(2, =3, 0)+z(—-2, 1, 2)
(11, =9, 2) = (3x+2y -2z, x -3y +z, 4x+ 2z)

3x +2y -2z = 11 ..(1)

x—3y + 2z = -9 ..(2)

4x + 2z = 2 . (3)

De laecuacién  (3)
4dx+2z=2 = 2x+z=1 = z=1-2x
sustituyendo z=1-2x en (1) y (2)
3x +2y—-2(1-2x) = 11
x -3y +(1-2x) = -9
simplificando, se obtiene el sistema de ecuaciones

7x + 2y =13 . (4)

—x -3y =-10 ..(5)




despejando x de (5) ysustituyendoen (4)

x = 10—-3y
7(10-3y)+2y = 13
70-21y +2y = 13
-19y = - 57
y = 3
x = 10-3y =10-3(3) = 10 —-9=1
z = 11-2x=1-2(1) = 1-2=-1
Por tanto:
x=1, y=3, z=-1
m=1u+3v - 1w

Nota: En algebra lineal se dice que m es una combinacién lineal de los vectores
u, vy w.

| 55. Determinar un vector unitario paralelo al vector
- - — 1 _
r=2r1—4r2+§r3
donde
r.=(2, -3, 5), 7r,=(0, 4, —-1), r3=(6, 9, —-3)
Solucion:
— 1
r = 2(2, -3, 5)—4(0, 4, —1)+§(6, 9, —-3)
r = (4, -6, 10)+ (0, —16, 4)+ (2, 3, —-1)

=
Il

(6, —19, 13)




36.

J (16)*+ (-19)*+ (13)°

F o=
r = \/ 36 + 361 + 169
r o= 566

Un vector unitario paralelo al vector 7, es:

T ! (6 19, 13)
r = ) - )
/566
) 6 19 13
TT ( 566 /566 \/566>

Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio.

Solucion:

@a = b+c > c=a-b
BP = xE=x(_—b)
d = a+b

AP = yd=y(a+b)

S| S|

S|

P

AP

=

b

= 4P —

D

P

y(a+b) —x(a-b)=ya+yb—-xa+xb=(—-x+y)a+ (x+y)b

(— x+y) a +(x+y)5




37.

-x+y =0
S S
2 2
x+y =1
Por lo tanto,
_P=lE y E=la
2 2

Es decir, los diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio.

Sean los vectores

a=(x-3y)i+ (2x-y-1)j vy b=(x+y—-z)i+(—-x-3y+1)j
Determinar x, y ¢ R tales que 4a = -3b

Solucion:

4a = (4x—12y) i+ (8x—4y —4)j

I
w
Sy

I

(-3x—-3y+6)i+(3x+9y—-3)j

4a = -3b
(4x-12y) i+ (8x—4y—-4)j=(-3x—-2y+6)i+(3x+9y—-3)j
Por igualdad de vectores

4x—-12y = —-3x—-3y+6 7x—9y = 6 .. (1)

8x—4y -4 = 3x+9y-3 5x—13y = 1 .. (2)
Resolviendo por igualacion este sistema de ecuaciones,de (1) y de (2):

6 +9y 1+13y
x = p X =




6+9y  1+13y _
= ———— = 30+ 45y =7+91y

7 5
23 = 46y
y = 2
1 21
_ 6+9y _ 649 (2) _ 2
X = Ty 7 -7
21
x = —
14
Por tanto, si
21 1
YT VT3
entonces 4a = —3b.

58. Sea el triangulo cuyos vértices son:
A(1, -1, 1), B(4, 4, 4), vy c(-1, -4, 3)
Mediante algebra vectorial, obtener la longitud de las medianas de dicho triangulo

Solucion:




Sean M,Ny P los puntos medios de cada uno de los lados del tridangulo ABC .

De la figura
a+ AP + PB =)
PB=Db— a— AP
como
AP =~ C
T2
entonces:
5F - Foz_ M6 - 5_z 1(_ 2) 1y 1
= —a-3 = —a-slc-a)-3 a + 5 ¢
— 1 1
PB = —5(1, -1, 1)+ (4, 4, 4) _E(_l' -4, 3)
— 13
- (o 2 )
4, o, 2
13 2 169
|PB| = J(4)2+ (7) +(2)2 =j16+T+4
PB| = CLL
pBl = 7 =7

La mediana que va del punto P al punto B mide:

249

=79
4

Analogamente, de la figura

@+ AM + MC + CB = b




MC = b—-a—-AM — CB

_ - 1 _
MC=b—a—<§AB)—(b—c
_ | - _
MC=b—a—§(b—a)—b+c
MC = b-a - ~b +~a-b+t

= —a—z +§a
MC = —2a-2b+¢

= —Ea—i + c
_ 1 1
MC = —5(1, -1, 1)—5(4, 4, 4)+ (-1, -4, 3)
— 1 1 1

= (-2, =2, —= -2, =2, =2 -1, —4,
MC ( 5, T 5 2)+( )+ (-1 4, 3)
MC = (_Z, _11,_1)

2 2 2

T | = ( 7>2+< 11)2+(1)2 _ |4, 1z 1
- 2 2 2 - 4 4 4

mc| = | 22 = 6s
- |2

La mediana que va del punto M al punto C mide:

71 _ .
. =6

Por ultimo, de la figura

@+ AN + NB = b

AN = b —a— NB




39.

AN:E—E—ECB
_ - _ 1 _
AN=b—a—E(b—c)
AN = b-a-2b+2 7
= —a—z +§C
Wo- =4 lp il
——a+§ +§C
— 1 1
AN = - (1, -1, 1)+5(4, 4, 4)+5(—1, -4, 3)
— 1 3
AN = (-1, 1, -1)+ (2, 2, 2)+(—§, -2, E)
— 1 5
W= (30 )
2 b3
| AN | = (1)2+(1)2+(E)2 [ lie®
B 2 2 4 4

I
I
N
N

| AN |

Demostrar, mediante algebra vectorial, que el tridngulo de vértices:
A(o, -2, -5), B(2, -3, 1), y c(-1, -5, 1)

es un triangulo rectangulo.




Solucion:

A4

AB = b-a= (2, -3, 1)-(0, -2, -5) = (2, -1, 6)
AC = ¢c—-a=(1, -5, 1)-(0, =2, =5) = (1, -3, 6)
BC = ¢c-b=(1, -5, 1) -(2, =3, 1) =(-1, -2, 0)

Considerando los vectores AB y BC

AB - BC
cos O = =

| AB | | BC |
cosh = (2, -1, 6)- (-1, -2, 0)

J41 J5

-24+ 240 0
cos = =

J41 /5 J125
cosO = 0 = 06 = 90°

Por tanto, los vectores AB y BC son perpendicularesy el tridngulo ABC es
rectangulo.




40. Determinar un vector unitario que sea perpendicular a los vectores:

Ql

(2,4, ~2) y b=(4, -1, 0)

Solucion:

Unvector v es perpendicularalosvectores @ y b si v esparaleloal vector

axb
i j k
axb = 2 4 -2 |=i(-2)-j(8)+k(-2-16)
4 -1 0
axb = (-2, -8, —18)

[axb]= [ (~2)"+(-8)"+(-18)" = [4+6a+320 = [302 =14y7

Un vector v unitario perpendicular alos vectores @ y b es:

1
v = (-2, -8, —18)

14,2

<D

Comprobacion:

D
Il
VS
|

~
[S=y
)
N———"
N
+
VS
|
~J
N
N
N———"
[\
VS
|
~
H|@
(531
N——
N
|
O
ool"‘
+
©|»—\
ol o
+
©|oo
®| =
Il
o|©
o |
Il
[S=Y

16 18

o 1 4 9 2
v _(_7\/7' vz _7\/?)'(2'4'_2)=_7\/7_7\/7+7\/7=

0




— 1 4 9 4 4
ﬁ-bz(——. - .- )-4,—1,0 =——+ — =0
V2 vz avz) TRt TR
4. Obtener el volumen del paralelepipedo que tiene como aristas a los vectores:
a=(1, 1, 0) b=(2, -3, 0) y c=(7, —6, 10)
Solucion:
El volumen del paralelepipedo es:
V=|a-bxc]
Asi V=|(1, 1, 0)-(2, =3, 0)x (7, -6, 10)|
i j k
(2, =3 0)x (7, -6 10) =] 2 -3 o |=i(-30)-j(20)+k(-12+21)
7 -6 10

(2, =3 0)x (7, -6 10) = (=30, —20 9)

vV o= |(1, 1 0)-(-30, —20 9)|
vV = | -30-20|
vV = | -50|

V = 50 (unidades cibicas)




42. Demostrar que

Ql
Sl

donde:

al

C1

C2

C3

a=(all a2; a3) E:(bl, bz, b3) y Ez(clv CZ: C3)

Solucion:

a-bxc = (a1: Az, as)'(bl, by, b3) X(C1; Ca, C3)

i
bxtc=| b, b,
C1 C2

a-bxc
a-bxtc =
b,
@a-bxc¢ = a,
C2
a-b

al

k

= (b2c3—b3cz, bsci—bqics, b1cz_bzc1)

o)

= (al' az, a3)'(b263_b302, b3C1_b1C3, b1C2_b261)

al(b2C3_b3C2) +a2(b3C1_b1C3) + a3(b1C2_b2C1)

b by b,
+ aj

C3 C1 C2

as

b

C3




| 4.5, Calcular el volumen del paralelepipedo generado por los vectores:

a=(-2, 4, 1) b=(2, -5, 7)) y c=(5, -6, 3)

Solucidn:
V = |a-bxc|
-2 4 1
-5 7 2 7 2 -5
a-bxc=| 2 -5 7|=-2 -4 +1
-6 3 5 3 5 -6
5 -6 3
a-bxc = —2(—-15+42) —4(6-35)+1(—-12+25)
a-bxc = —2(27)—-4(-29)+1(13) = —54 + 116 +13
a-bxc = 75
Vv = |75 | = 75 (unidades cibicas)
| 44 Demostrar que:
@-bx¢c = c-axb = b-cxa

Solucioén:

Para realizar esta demostracion se utiliza la siguiente propiedad de los deter-
minantes: “Cuando se intercambian dos lineas paralelas en un determinante,
encones el valor del determinante cambia de signo”




a'bxc =
a-bxc =
a-bxc =
a'bxc =
abxc =
a-bxc =

Por lo tanto,

a

al

b

a;

C1

C1

C1

by

X

c

a;

C2

(%)

()

b,

C2

Ql

al

S|

Ql

as

C3

C3

C3

bs

C3

[ A

Se intercambian los renglones 1 y 3

Se intercambian los renglones 2 y 3

Se intercambian los renglones 1 y 3

Se intercambian los renglones 1 y 3

Se intercambian los renglones 2 y 3

S|
X
al
X
Ql

S|
al
X
Ql




I 45, Sean los vectores

m:(ml, mz, m3) y ﬁ:(nl, le, ng)_

Demostrar que:

m-(mxn) = n-(mxm)=m-(Aaxm)=0
Solucién:
m-(mxn)=| m m, ms
ny n, ns
m; ms my m; my m;
m(mXﬁ)=m1 _mz +m3
n, ns nq ns n, n,

m-(m X ﬁ) = ml(m2n3— m3n2)—m2(m1n3— m3n1)+m3(m1n2— mznl)

ﬁ-(ﬁ X ﬁ) =mym,ny —M{M3N, —M;MmNg +mymzn,;+ mgmn, — msm,n,
m'(m X ﬁ) =mMyMmpNy — My M3gNy; — My MyNg + MyM3Ny+ MyMgNy; — MyM3Ny
ﬁ-(ﬁ X ﬁ) = (m1m2n3 +m2m3n1+m1m3n2)—(m1m3n2 +mym,n; +m2m3n1)

ﬁ-(ﬁ X ﬁ) = (m1m2n3 +m2m3n1+m1m3n2)—(m1m2n3 +m,msn, +m1m3n2)

Otro método.




Se utiliza la siguiente propiedad de los determinantes

“Si dos lineas paralelas de un determinante son proporcionales, entonces el
determinante es cero”.

m, m; msz
m-(mxn)=|[m m, m3 | = 0 (Los renglones 1y2 son proporcionales)
ng nj ns
Finalmente, utilizando la propiedad @-bx¢ = c-axb = b-c xa se tiene
que:
0=m-(mxn) = n-(Mxm) = m-axm

| 4.6. Sea el tridangulo de vértices
A(2, 2, —4) B(0, -3, 5) y c(1, -3, 1)
Determinar un vector de médulo 7 que sea perpendicular al triangulo ABC.
Solucién:

Un vector v que sea perpendicular al tridngulo ABC en un vector que es perpen-
dicular al vector AB 7y al vector AC . Es decir:

i j k
v=| -2 _—5 9|=1(-25+45)-j(—-10+9)+k(10-5)=20i+j+5k
-1 =5 5




J202+12+52 =\[400+1+25

<
I

|7| = 426

Un vector unitario perpendicular al tridangulo ABC es:

140 7 35
-\ J426 ' J426 ' 426
Un vector de médulo 7 perpendicular al tridngulo ABC es:

w = 7v

N 140 7 35
vo= <\/426 © J426 \/426>

I 4°7. Sean los vectores:

Ql

=(2, 0, -3), b=(-5, 0, 4) y c=(8, 0, —1)

Obtener el volumen del paralelepipedo formado por los vectores @, b y ¢

Explicar el resultado.

Solucion:
2 0 -3
a-bxc = | -5 0 4 | =2(0)—0(5-32) —=3(0) =0
8 0 -1
v-|a-bxc| = [0]=0

Losvectores @, b y ¢ estdnenelplano x z, por tanto, son coplanares, es por
lo que el volumen es cero.




- 48. Sean los vectores:

no coplanares. Demostrar que:
a) Elvector u es perpendicular al vector b y al vector ¢
b) Elvector v es perpendicular al vector a y al vector ¢

c) Elvector w es perpendicular al vector @ y al vector b

Solucion:

a ulb © u-bH=0
by b, bs
U+b =a bxc+b =0 yaque bxc-b=| ¢y Ca c3 | =0
by b, bs
ulc © u-¢c=20
by b, bs
u-c=abxcc =0 yaque bxc-c=]|¢c1 2 c3 [ =0
€1 C2 C3
b) via © v-a=0
ai az as
via=aaxc-a=0 yaque aXc-a= €1 €2 C3 =0
ai az as

<
[
al
<
al
Il
o
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<
|_
al
<
al
Il
o

Wb=aaxb-b=0 ya que

Sean los vectores:

u = bxc, v =

1
a-bxc

no coplanares. Demostrar que:

a) u-a=1
b) b =1
¢) w-c=1

a

1
‘b

X

S|

c

ax

g|

S| =
X
al




Solucion:

a)
_ s 1 - a-bxc
u-a = — bxc-a = — a*bxc = — =1
a*bxc a-bxc a-bxc
b)
_ - 1 R 1 - _ 1 _ - _
v-b = — — aXxcb = -— — b-axc = — — =c-bXa
a*bxc a*bxc a*bxc
— 1 — 1 —
Vb =—-————7acxh =—-—=—7a-(-bxc)
a-bxc a-bxc
_ - 1 - a-bxc
v'bh = — —— _(—a cxb) = — =1
a-bxc a-bxc
c)
o 1 = _ 1 = 1 - _ _
w'c = ——— aXbc = ———— craXb = ——— b-cXa
a-bxc a-bxc a-bxc
_ 1 - a-bxc
w'c =—————a'bxc =—-———— =1
a-bxc a-bxc

I 50. Sean los vectores:

Ql

=(2, -1, 3), b=(-1, 4, x) y c=(1, 2, 3)

Determinar el valorde x talque a, b y ¢ sean coplanares.

Solucion:

Si a-bxc =0 entonces a, b y c soncoplanares

2 -1 3
a-bxc=|-1 4 x|=2(12-2x)+(-3-x)+3(-2-4)=0
1 2 3




24— 4x -3 —-—x-18 = 0

-5x = -3

57. De acuerdo con la siguiente figura, demostrar analiticamente que los vectores ¢ y
Comp. Vect; a son perpendiculares.

Q

]

Comp. Vecty a

Solucion:
De la figura se observa que:

¢ =a — Comp.Vect;a
- b —
c=a — — b

|5

Si ¢ y Comp.Vect; a son perpendiculares entonces ¢. Comp.Vect; a =0

a-b —
. Zb

S

Ql
ol =

c. Comp.Vect;a = a —

S|
S|




52.

Ql
Sl
Ql
Sl
Ql
Sl

=a| —|b-|— |b-| —5 |b
|b] |b] |5
2
a-b _ @b\ - -
=22 )ap-| 22 )5
H H
(a-p)  (a-b) -2
= —_z —2 |b|
|5 b

c. Comp.Vectza = 0

Como c. Comp.Vect; a =0 entonces los vectoresc y Comp.Vect; a son perpen-
diculares.

Determinar tres vectores que sean perpendiculares al vector:

a=(-1, 2 —-4)

Solucion:
Para obtener un vector que sea perpendicular al vector @ basta con proponer un
vector b cuyas dos de tres componentes sean conocidos y se determina la tercera

con la condicién de perpendicularidad. Es decir:

b=(4, 3, z), 6 t=(-5, y, 2) 6 d=(=x, 52, 14)




(-1, 2, —4)-(4, 3, z) =0

-4 +6—-4z = 0
2 = z
1 —_—
) = Z
Comprobacién:
1
(-1, 2, -4)-(4, 3, E) = —44+6-2=0
Para el segundo caso:
a-c =0
(_11 2! _4).(_5’ y' 2) = 0
54+ 2y—-8 = 0
2y = 3
3
YT 2
Comprobacidn:
3
(-1, 2, —4) (_5, = 2) = 54+43-8=0

a-d = 0
(-1, 2, —-4)-(x, 52, 14) = 0
—x + 104 -56 = 0
48 = «x

Comprobacidn:

(-1, 2, —4)-(48, 52, 14) = —48 + 104 —56 = 0




53.

Por lo tanto, tres vectores perpendiculares al vector
a=(-1, 2 —4)

son:

Determinar el conjunto de vectores que son perpendicularesalvector (1, 2, 1)
que tengan moédulo Tt unidades.

Solucion:
Todos los vectores que son perpendicularesa m = (1, 2, 1) satisfacen que
n-m = 0, dondeﬁ:(x, v, z).
Luego
n-m = 0
(x, y, z)-(1, 2, 1) = 0
x+ 2y+z = 0
z = —x—2y
n = (x, y, —x—-2y)

El conjunto de vectores perpendicularesa m, es:
{ﬁ|ﬁ=(x, v, —x—Zy) x, yE]R}

Comprobacidn:

n-m = (x, y, —x—2y)-(1, 2, 1)

n-m = x+2y— x— 2y




n-m = 0

Por otro lado,

3|
I

\/x2+y2+(—x—2y)2 = \[x2+y2+x2+ 4xy + 4y?

|ﬁ| = \/sz + 5y2 4+ 4xy

Los vectores unitarios que son perpendicularesa m , son:

B

1
ﬁ=|| (x, vy, —x—=2y)

J2x2+5y2+4xy

S|

x y -—x -2y
il = ’ ’ x#0, y#0
2x2 +5y2 4 4xy 2x2+5y2 4+ 4xy 2x2+5y2+4xy
El conjunto de vectores perpendiculares a m, y de médulont es
X Ty —-Tnix — 2,1y
’ ’ x,yeR, x+0, y+0
J2x2+5y2+4xy J2x2+5y2+4xy \/2x2+5y2+4xy
| 54.. Determinar todos los vectores que sean perpendiculares, de manera simultinea a

los vectores a = (—2, 1, 2), y b = ( 3, —1, 2), y posteriormente
dar dos vectores que forman un dngulo de 180° entre ellos y que sean perpen-
diculares simultdneamente a los vectores a y b

Solucién:

Los vectores que son perpendiculares a los vectores 3 y b son los vectores
paralelos al vector a x b ; recuerde que el vector a x b es perpendicular tanto
al vector a como al vector b.




—>
—
=~

axb = | -2 1 2
3 -1 2
axb = i(2+2)-j(-4-6)+k(2-3)
axb = 4i+ 10§ -k
axb = (4, 10, —-1)
Note que:

(4, 10, -1)-(-2, 1, 2)=0 y (4, 10, —1)-(3, -1, 2)=0

Los vectores que son paralelos al vector a X b son los que tienen la forma
A (4, 10, —1), A eR. Asi, el conjunto de vectores perpendiculares tanto 2a
comoa b es:

{ele=a(4 10, —1);2er}

En particular

r= 2= 7, = 2(4, 10, —-1) =(8, 20, —2)

A= -3 = ¢, = —-3(4, 10, -1)=(-12, -30, 3)

¢, y ¢, son vectores perpendiculares, de manera simultinea a los vectores
ay b.

c,cb = (8, 20, —=2)-(-2, 1, 2)=-16+20—-4= 0
c,cb = (8, 20, =2)-(3, -1, 2) =24-20-4=0
c,b = (-12, =30, 3)-(-2, 1, 2)= 24-30+6= 0




c,b = (-12, =30, 3)-(3, -1, 2)=-36+30+6=0

Hay que notar que se asigné un vector positivo al escalar A ( A =2) y otro valor
negativoa A ( A=-3 ) , deestamanera c; y ¢, son antiparalelos (vectores
de sentido opuesto) y por tanto el angulo entre ellos es de 180°. Se puede verificar
calculando el angulo entre ¢; y ¢, utilizando la férmula

ci° C
cosb = %
|C1||Cz
8, 20, —2)-(-12, —-30, 3
osh = ( ) ( )
J82+202+(—2)2 J(—2)2+(—30)2+32
—96 — 600 — 6
cosb =
\/64+400+4 J144+900+9
—702
cos =
\[468 \[1053
—702
cosb = —
/992804
0 — —702
ST = 702
cosb = -1
® = angcos (— 1)

6 = 180°




| 55. Determinar el conjunto de vectores que son perpendiculares, de manera simul-

tanea, en los vectores:

1, 1) y c=(0, 1, 1)

Ql
I
~
N
[y
N
—~
ey
I
~
I
[N

Solucion:
Seaelvector f = (X, ¥, z)

]_” perpendiculara a implica f-a = 0
j_” perpendicular a b implica ]_C-E = 0
]_c perpendiculara ¢ implica j_f-E = 0
Fra=0 = (x, ¥, 2z)-(4, 1, 2) = 0 = 4x+y+2z=0 .. (1)
f'b=0 = (x, v, z2)-(-1, 1, 1) = 0 > —x+y+2z=0 ..(2)
frc=0 = (x, ¥y, z)-(0, 1, 1) = 0 = y+ z=0 ..(3)
La solucion al sistema de ecuaciones lineales

( dx+y+2z = 0

{ —x+y + z = 0

\ y+ z = 0

da el conjunto buscado.




Resolviendo por método de Gauss

4 1 2 -1 1 1 -1 1 1
-1 1 1| ~ 4 1 2| ~ 0o 5 8| ~
0o 1 1 0o 1 1 o 1 1
-1 1 1 -1 1 1 -1 1 1
~ o 1 1| ~ o 1 1| ~ 4 1 1
0 5 8 o 0 3 o 0 1

Sistema equivalente

-x+y + z = 0

y+ z =0

z =0

z =0 > y =0
y =0, z = 0 = x =0

Unica solucién del sistema de ecuaciones: x =0, y=0, z=0. Esto quiere
decir que el Unico vector que puede ser perpendicular simultdineamente a los
vectores @, b y ¢ eselvector f = (0, 0, 0).

El conjunto solicitado en este problemaes {(0, 0, 0)}




| 56. Calcular un vector v que sea paralelo al vector u = (5, 7, —2) yquetenga
un moédulo de cuatro unidades.

Solucion:
Para obtener un vector v paraleloa u y de médulo 4, se obtiene el vector unitario
u y se multiplica por 4.

o)
Il
§|| [N

1

a = (5, 7, =2)
J52+72+(—2)2
1

i = — (5, 7, —2

@ == ( )

X 5 7 ~2

“ <\/78 © /78 /78 )

_ X 20 28 -8

v_4u=<\/78'\/78'\/78>

() () ()

E

<
I

<
Il
S

El vector v es paralelo al vector u y tiene médulo 4 .




Il 57. :Es posible que existan dos vectores @ y b tales que:

Il 58.

Comp.Esc;a=0 y Comp.Vectya= 0?

Solucion:
Dado que:
_ a-b
Comp.Escza = -——
b
_ cb -
Comp. Vectya = |_|2 b
b

entonces basta con pedirque @ - b = 0 para que:
Comp.Esc;a=0 y Comp.Vectza=0

Un ejemplo sencillo es considerar a los vectores

a=i=(1, 0, 0) y b=j=(0, 1, 0)
Loy _ 0
Comp.Esc;1 = |i =1= 0
. i-j . 0 . —
Comp.Vectji = i = 1 i=20

~>
N

¢Es posible que existan dos vectores @ y b tales que:
Comp. Esc; a = a y Comp.Vecty a = |E| ?

Solucion:
Considere la siguiente situaciéon geométrica




Q)

Y

- a=1b;: L>0
l_) ~
En este caso:
— - = — 2
_ a-b — Ab-b — Alb| -
Comp.Vectza = —— b = —5 b = —— b = Ab = a
b b b
- [ — 2
Comp.Escy;a = ab = Ab-b = Mb| = Alb|=|Ab| = |a]
’ || b b
Portanto,si @ = Ab entonces:
Comp.Vectya = a y Comp.Escya = |E|

I 59. Obtener un vector @ tal que:
Comp.Vecty;a = 51 donde E=(\/7, 0, 0) e i=(1, 0, O)

o |

Solucion:
Considere la perspectiva del plano x y para este problema




a=(5.5.,0)

Comp.Vectya = > b

(V2)
- 52 (7o, o)
- (52ﬁ (V7). o, o))
= (5, 0, 0)
= 5(1, 0, 0)
= 5i

En realidad, hay muchos vectores que cumplen con la condicién

Comp. Vecty a = 51




60.

YA
5 ______________
I
i Circunferencia C
1
I
Z( b ; > X
5
1
Y | e ——

Todos los vectores que tienen como punto iniciala ( 0, 0, 0) ycomo punto
final un punto a la circunferencia ¢ tienen la caracteristica de que su componente
vectorial sobre el vector b es 51.

Sean los vectores,

Q|
Il
N
N
o
I
[uny
N—

<
S
Il

(-3, 2, 0)

Determinar:

a) Comp.Escza X b
b) Comp.Vectza x b
¢) Comp.Escy bxa
d) Comp.Vecty bxa

Solucion:
i k
axb=| 2 0o —1|=1(2)-j(-3)+k(4)=2i+3j+4k
-3 2 0

Ql
X
S|
I
~
[\
w
S
~—
S
X
Q
Il
~
|
N
|
w
|
S
~—




a)

b)

c)

d)

Comp.

Comp.

Comp.

Comp.

Comp.

Comp.

Comp.

Comp.

Esc

Ql
Ql

Escg a X

Vect X

Ql
Ql

Vect X

Ql
Q|

Escy b x

Escy b x

Vecty b X

Vect 3 b x

X b

b

S|

S|

Ql

Q

Ql

Ql

u| o
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La razdn de estos resultados es que el vector a X b es perpendicular al vector a,
de modo que la componente escalar del vector a X b sobre el vector a esceroy,
por tanto, la componente vectorial de a X b sobre a es el vector cero.

Analogamente el vector b xa es perpendicular al vector b , de modo que la
componente escalar del vector b x @ sobre el vector b es cero y la componente
vectorialde a-b x @ sobre b es el vector nulo.

Demostrar que el vector a X b es perpendicular a los vectores:

E=(a1, az, a3) y E=(b1' by, b3)

Solucion:
Se tiene que demostrar que:

axb-a = 0
axb-b = 0
Este problema se resuelve de manera sencilla si se hace uso del triple producto

escalar y la propiedad de los determinantes que indica que, si dos lineas paralelas
del determinante son proporcionales, entonces el determinante es igual a cero.

- aq a, as
aan=[aEE]= by bz bal =0
L a, a, as
aq a, as
axbb = |abb|=|b b2 bs|=o
by b, bs




| 62. Obtener un vector unitario que sea perpendicular al vector
u= (-1, 3, 4)

y al vector

Solucion:
u X v esunvector perpendicular alos vectores u y v

i j k
uxv = | -1 3 4 |=1(-9+2)-j(3-8)+ k(3-6)
2 -3 -3
uxv = 3i+5j-3k
uxv = (3, 5, -3)

Elmédulode u x v es:
luxv| = [9+25+9 = [43

Por lo tanto, un vector que es perpendicular au y av es:

T 3 5 -3
axo| “ 7Y T <\/43 C a3 \/43>

| 635, Obtener el 4ngulo entre los vectores

Ql

=(3, 3, 3)y b=(-5 -5, —-5)




Solucién:
El dngulo entre los vectores a y b se calcula mediante la férmula

a-b
cosf = =
| a|l] b|
3, 3, 3)-(5, 5, 5
cosb = ( ) ( )
J32+32+32J(_5)2+(_5)2+(-5)2
0 15 +15 + 15
cos = —————
V27 /75
0 _ 45
cosb = o
cosf = 1
cos® = angcos (1)
cos® = 0°

El angulo entre los vectores @ y b es 6 = 0°. La razén es que los vectores g y b
son paralelos, es decir:

(3, 3, 3) = -=(-5, -5, —-5)

Q|
Il
~
o
(@]
o
=]
~
Il
|
Ul w

. Determinar los vectores unitarios que forman un dngulo a 45° con el vector i =
(1, 0, 0) yson paralelosal plano xy.

Soluciodn:
Como los vectores a determinar son paralelos al plano x y su cota es nula, por lo
que los vectoressondelaforma a = (a;, a,, 0).




Ademas, se pide que sean unitarios, entonces:

=N

+a

Por ultimo, forman un angulo de 45° con el vector i, esto es:

cos 45° = (1, 0, 0)-(ai, az, 0) = ﬂ:a1

(1)(1) 1

2
(gt e e

2 ’

() oo (4

Solucion:

—
Ql
Sl
al
[a—
I
=
|
N
N

NN
I
Ju=y
Q
PN
+
Q
NN
I
Ju=y
Q
N
I
[u=y
|
Q
=N
~
[u=y
—

T




1(-2-2)-1(1+6)+ 1(1-6)

= —4-7-5
[a b T] = —16
-3 1 1
[c @ b] = 1 1 1
1 -2 2
= —-3(2+2)-1(2-1)+ 1(-2-1)
= —-12-1-3
[c @ab]=-16
1 -2 2
[b ¢ a]=| -3 1 1
1 1 1
= 1(1-1)-(-2)(-3-1)+2(-3-1)
= -8-38
[b ¢ al = -16
Por lo tanto,
[a b c]l = lcab]l =1bc al

Este ejercicio también se puede resolver utilizando la siguiente propiedad de los

determinantes.




“Si en un determinante se intercambian dos lineas paralelas, entonces cambia de
signo el valor del determinante”.

Asi:
1 1 1 -3 1 1 -3 1 1
b cl=| 1 -2 2]=16 = 1 -2 2 |=-16 = 1 1 1|=16
-3 1 1 1 1 1 1 -2 2
Pero
-3 1 1
1 1 1| = [c a bl
1 -2 2
Analogamente:
1 1 1 1 -2 2 1 -2 2
b cl=l 1 -2 2|=16 = 1 1 1]|=-16 = [-3 1 1 |=16
-3 1 1 -3 1 1 1 1 1
Pero
1 -2 2
-3 1 1| =1[b 7 al
1 1 1

Por lo tanto,

—
Q|
o
al
[
Il
—
al
Ql
o
|
Il
P—
Sl
al
Q
|




66. Determinar el 4rea del paralelogramo cuyas diagonales son los vectores:
u=(3, 1, =2) y v=(1, -3, 4)

Solucion:
El drea del paralelogramo es:

4 |uxv |
B 2
i j k
UXT = 3 1 2| =i(-2)-j(14)+ k(-10)=-2i—-14j - 10k
1 -3 1
uxv = (-2, —14, —10)

Jax5] = | (-2)+(-14)"+ (- 10)°

<
X
<
Il

\/ 4+196+100 = 300

A = =
2

300 2475
2

A= (75 = 53

67. Dar un vector que tenga sus tres angulos directores iguales y de médulo 10.

Solucion:
Sean o, B, y losangulosdirectoresdel vector g = (x, v, z)

cos?a + cos?B + cos?y =1

Como se piden que los dngulos directores sean iguales, entonces

a=B=y y cosa=cosP = cosy




Luego:

cos?a + cos?a + cos?a =1

1 1
3cos?a=1 = cosza=§ = cos’a=+ —

4

Ademais
cos d = (x, v, |Za)|.(i1’ 0, 0) =1_xo - x=10005a=10(%> = %
cos B = (x. vy, |ZE)|.(A0, 1 0) =1lo = y=10cosB=10<\/%> = \/1—%
cosy = (x, v, |Za)|.|(ﬁo|, 0, 1) 120 > z=10 cosv=10<%> = \/1—%

Un vector que tiene sus tres angulos directores y tiene médulo 10, es:

68. La velocidad angular de un cuerpo que gira alrededor de un eje fijo esta dada por
elvector w = (3, 1, —2). Determinar la velocidad lineal de un punto A
del cuerpo si su vector de posicion respecto de un punto del eje es
F=(1, -3, 1).

Solucion:

La velocidad lineal viene dada por

<
I

gl
X
=l




Por lo que:

i j k
TXT = 3 1 -2 |=1(-5)-j(5)+ k(—-10)
1 -3 1
Velocidad lineal
v= (-5 -5 -10)

0 69. siel momento de una fuerza viene dado por m = 7 x F, ¢aqué esigual m - 7?

Solucion:

Bl
X
el

m =

al
X
el
il
Il
o

m-r =
Por tanto,
m-r=0

| 70. Determinar el momento de la fuerza F = (3, 2, —4) que se aplica en el
punto A(1, —1, 2), respectodelpunto B( 2, —1, 3)

Solucion:
m = 7XF
Enestecaso 7 = a — b, donde
a=(1, -1, 2) y b=(2, -1, 3)




71.

Luego

i j k
m=7rxF = -1 0 -1
3 2 -4
m = i(2)-j(7)+k(-2)
m = 21 —-7j -2k
m = (2, =7, =-2)

Sean los vectores:
a=(1, 2, 1), b=(-1, 4, 1) y c=(x, 1, 2)

Determinar los valores de x tales que el volumen del paralelepipedo generado por

losvectores a, b y ¢ sea40

Solucion:
V=1]a b ¢l
1 2 1
[a b c] = |-1 4 1
X 1 2
[a 5 c] = 1(8-1)-2(-2-x)+1(-1-4x)
[@a 5 ¢] = 7+4+2x— 1— 4x

—2x + 6

—
Ql
Sl
al
[—
I




72.

V = |-2x+6]|= 40

—-2x+6 = 40 ) —-2x+6 = —40
6 —40 = 2x 6 +40 = 2x
-34 = 2x 46 = 2x

- 17 = x 23 = x

Losvalores de x para que el volumen del paralelepipedo generado por los vectores

a, b y ¢ son

&)

Obtener los angulos directores de los valores i, j vy
Solucion:
Para el vector i

a=0°, B=90°, y=90°

Comprobacion:

i-1 1, 0, 0)-(1, 0, O 1

cosa = AllA =( )( )=—:1=>0(=0°
il]e] (1)(1) 1

cospB = Al.]A = (1’ 0, 0)'(0' L 0) 9=O = p=90°
e[l (1)(1) 1
ik (1, o, 0)-(0, 0, 1) 0

COSY = —— = = = —=0 = y=90°
il k| (1)(1) 1

Para el vector j

a=90°, B=0°, y=90°




Comprobacion:

cosa = JELEN. (0, 1, 0):-(1, 0, 0) = 9:0 = a=0°
(31T (1) (1) i
ji (o, 1, 0)-(o, 1, 0) 0

cosB = = = = —=1 = B=0°
illil (1)(1) 1

_ j'k_ (o, 1, 0)-(0, 0, 1) 0 o

cosy = |f E| = (1)(1) = 1—0 = y=90

Para el vector k
«=90°, B=90°, y=0°

Comprobacion:

k-i (o, o, 1)-(1, 0, 0) 0

cosa = =777 = = —=0 = a=90°
%] ] (1)(1) 1

cosp = Kd_ (0.0 1)(0, 1, 0) 0 o g
[ %] 151 (1)(1) 1
k-k (o, 0, 1)-(0, 0, 1) 1

COSY = =77 = = -=1 = y=0°
[ %] k] (1)(1) 1

"l 73. Obtener los dngulos directores del vector @ = (T, 0 1)

Solucion:




74.

T |E‘|i ) (\/n2+( m)? )(1) “Vamr Jznm Jz

a = 45°
cosp = T _ (m, 0, -m)-(0, 1, 0) _ 0 _
| |]jl 2 m JZ
B = angcos(O)
B = 90°
a-k (mm, o, —m)-(0, 0, 1) s 1
COSsY = = = = =
|a||k]| 2 T Jzmo 2

y = 45°
Por tanto,
@ =45, B =90°, y= 45°
Obtener un vector de mddulo 5 que sea perpendicular al vector (0, 0, —+/5),
que forme un angulo de 60° con el vector i y uno de 30° con el vector j.

Solucion:
Sea m = (a, b, c) elvector por determinar.




(a, b, ¢)-(0, 0, =/5 )=0 = —/5 c=0 = c=0

(1, 0, O
cos60° = (a, b, O_) (A )
|m||2]
cos60° = a4 =4
(5)(1) 5
1 5
a=(z)0)=3
-(0, 1, O
cos30° = (a, b, O_) (A )
|m|[7]
30° b b
cos = = =
(s)(1) 5
- ‘/z (5)=5‘/?
2 2
Por tanto,
m_<§ 5‘/? 0)
2’ 2

. ¢Es posible que un vector tenga dos de sus tres angulos directores iguales a cero?

Solucion:
Siporejemplo a« =0, y B =0, delaférmula:

cos20 + cos?0 + cos?y =1
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Se tendria:

cos20°+ cos?0°+ cos?y = 1
1+4+1+cos?y = 1
cos?y = 1-2
cos?y = -1

cosy = /-1
Pero \/T no existe en el conjunto de los nimeros reales. Por lo tanto, no es
posible que un vector tenga dos de sus tres angulos directores iguales a cero.
Sean los vectores:
a=(-3,6, 15), y b=(4-x, 2, y—-2)
Determinar el vector de x yelde y para que los vectores sean paralelos.

Solucién:
a esparalelaa b si

Ql
Il
N
S|

S|

Sustituyendo los vectores @ y

(-3, 6, 15) A(9-x, 2, y-2)

(-3, 6, 15)

(A(4-x), 20, a(y-2))
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Por igualdad de vectores:

-3 A (4-x) . (1)

2 . (2)

6

15 = A(y—-2) ..(3)

De (2)

A=3
De (1)
-3 = (3)(4-x)
-3 = 12 — 3x
3x = 12+ 3
3x = 15
x =5
De (3
15 = (3)(y-2)
15 = 3y -6
21 = 3y
y =7

I
v
<
I
<

@ y b sonparalelossi x

Dar un vector a que forme un angulo de 180° con el vector

y que tenga un médulo de 8 unidades.

Solucion:
Se obtiene el vector unitario b




b ! (2, 4 3) < z 2 _3>
f9+16+4 R

Ahora se multiplica b por —8, ya que se quiere que @ tenga un médulo de 8

unidades y que forme un angulo de 180° con b

~

a = 8b

Ql

2 4 -3
_8<J29 " J29 \/29>
-16 —32 24

(m V29 m)

Comprobacién:
2| < 16 >2+< 32 >2+< 24 >2 256 , 1024 576
a = _— —_— _ = — R _
J29 J 29 J29 29 29 29
_ 1856
2l = |55 = V&
la] = 8
0 a-b
cos = —
|| |b]
L(—m, -32, 24)-(2, 4, -3) L(—32—128—72)
o J29 J29
CosS = =
(8) /29 8 /29
- 232
cos 0
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o _ 22 _
oS8 = T3 T

0 = angcos (—1) = 180°

Sean los vectores perpendiculares

=(1, X, y) y E:(—l, 0, 1)

Ql

Determinar los valores de x y el valor de y paraque @ y b sean dos de los
lados de un paralelogramo de drea ./ 6 unidades cuadradas.

Solucion:
a y b perpendicularesimplica @-b = 0

(1, x, y)- (-1, 0, 1) = 0

~1+y=0 > y=1

El 4rea del paralelogramo generadopor @ y b es:

A=laxb|= 6

~
—~>
&)

1 :i(x)—j(2)+ﬁ(x)

Ql
X
Sl
I
[uny
=

Q
X
S|
Il
=
~
|
N
S~
+
=
=~
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/2x2+4 = J6

2x2+ 4 = 6
2x2 = 2
x? = 1
x = 1
Por tanto,

el punto medio del segmento AB. Si @, b, y ¢ sonlosvectoresde posicién
asociados alos puntos A, B 'y C respectivamente, determinar:

a) Lacomponente vectorial del vector ¢ sobre el vector b, y
b) Lacomponente escalar el vector a sobre el vector b.

Solucion:

a) Primero se obtienen las coordenadas del punto B ( by, b,, bs ) median-
te las férmulas de punto medio y considerando que C es el punto medio del
segmento AB.

2 + b,

—-2+b

1=TZ 2=-2+b, = b,=0
-8+ b

1=T3 2=-8+by; = by =10

Luego:




a=(2, -2, 8), b=(0, 4, 10), y c=(1, 1, 1)

a)
_ c'b —
Comp.Vect ¢ — b
b
1, 1, 1)-(0, 4, 10
(,/ 16 + 100 )
- (0, 4, 10)
~ 116 o
Comp.Vectyc = (1’ E’ ﬁ)
58" 29" 29
b)
_ a-b
Comp. Escy; a = —
5]
(2, -2, -8)-(0, 4, 10)
116
_ -8-80  -—88
2429 2429
c E _ 44
omp. Esc; a = — —
P55 J29
I 80. ;Qué significa, geométricamente, que la componente escalar de un vector @ sobre

un vector b sea:

a) Negativa
b) Cero
c) Positiva
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a)

b)

c)

Si Comp. Esc;a <0 entonces los vectores Comp. Vect;@ y b tienen
sentido opuesto, es decir forman un dngulo de 180°.

Si Comp. Esc;a=0 entonces los vectores Comp. Vectza y b son
perpendiculares, es decir forman un dngulo de 90°.

Si Comp. Esc;a> 0 entonces los vectores Comp. Vect;a y b tienen el
mismo sentido, es decir forman un dngulo de 0°.

Sean los vectores @ y b unitarios y perpendicularesy ¢ esun vector tal que @ +

b + ¢ = 0 . Determinar, analiticamente:

a) Lacomponente vectorial y la componente escalar de ¢ sobre a.
b) Lacomponente vectorial y la componente escalar de ¢ sobre b .
c) Eldangulo entre los vectores Comp. Vectzc y a y Comp. Vectyc y b
Soluciodn:
a) Como a+b+¢C=0 entoncesc = —a — b
_ cra _
Comp. Vectgzc = — a
|a|
-a-b)-a
_(ca-b)a_

12

—(aa)-(b-a)
1

Comp. Vecty C

I
|
Q




b)

Comp. Escg ¢

Comp. Escgz ¢

Comp. Vecty ¢

Comp. Vectz ¢

||
(-a-b)-a
||
-(a-a)-(b-a)
||
-1-0
1
-1
c-bh —
— b
]
-a-b)'b -
(ca-5)b;
]
—-(ab)-(b'b) -
— b
5]
—(a-b)-|b| =
— 2
b
-0-1 —
T
-b




al
Ql

Comp. Escg ¢ = |_|
a
_(-a-b)a
@]
_ —(a-a)-(b-7a)
@]
_ —-1-0
a 1
Comp. Esczc = -1
Como Comp. Vectg ¢ = —a  entonces el angulo entre los vectores
Comp. Vectz c y b es180°.
Como Comp. Vecty ¢ = —-b entonces el angulo entre los vectores
Comp. Vectyc y b es180°.
Analiticamente.
Anguloentre Comp. Vectz ¢ y @
(-a)-a _ -(aa) _ -[a|° 1
cosf = ——— = = = - = -1
| -alla]  (1)(1) (1) 1

cos = -1 = 0 = angcos(—l) = 180°
Angulo entre Comp.Vectgzc y b

(=B)b _ —(bb) _-|B]" _ 1 _ |
5 () T 1

cos©

cosb = -1 = 0 = angcos(—1)= 180°




| 82. Sean los vectores @ y b unitariosy perpendicularesy ¢ esun vector talque a +
b 4+ ¢ = 0. Determinar, geométricamente:

a) Lacomponente vectorial y la componente escalar de ¢ sobre a.
b) Lacomponente vectorial y la componente escalar de ¢ sobre b .
¢) Eldangulo entre los vectores Comp. Vectz ¢y b y Comp. Vect 3CY b

Solucion:
a) Comoa y b son perpendicularesy a+b+¢ =0, lasituacién geométrica
se puede describir como sigue:

Il
—

gy P,

Y\

Comp. Vectgz ¢

Q)




Al proyectar el vector ¢ sobre a, es claro de la figura que:
Comp. Vectg ¢ =—a

Ademas, como los vectores Comp. Vect g ¢ y @ son del mismo médulo y
sentido contrario, entonces

Comp. Escg¢c =—1

Si ahora, se considera solo alos vectores @ y b,

/‘ ____________________

Comp. Escyc
De la figura se deduce que:

Comp. Vecty;c = —b

También como los vectores Comp. Vect; ¢ y b tienen el mismo mdédulo y
sentido opuestos, entonces:

Comp. Escyc =—1

Como los vectores Comp. Vectza y a son paralelosy de sentido contrario,
entonces el angulo entre ambos vectores es 8 = 180°.




Andlogamente como los vectores Comp. Vect; a y b son paralelos y de
sentido contrario, entonces el angulo entre ambos vectores es 6 = 180°.

835. Sean U un vector unitario, v un vector de médulo /3 yperpendiculara u y w
| unvectortalque ¥ + v—w = 0 .

Determinar, analitica y geométricamente, el angulo entre el vector w y el vector
u ; asi como el angulo ente el vector w y el vector v .

Solucion:
Analiticamente
|| = 1
u-v = 0

w|’ = wew
= (u+7)(u+7v9)
- T UAUTATU+TT
= |z|* + 227+ |7|°
= 17+ (V3 )
|7]|* = 1+43=4




Célculo del angulo entre los vectores W yu

WU (z+7)a _ wu+v-u _|a +0 1
cos = ——— = = = = Z
|wl 7] (2) (1) 2 2 2
o = 1
= angcos(z)
6 = 60°
Calculo del angulo entre los vectores w y v
w-u (u+v)v _uv+ 97 0+ | 3 3
cosa = = = = = =
lwl|7]  (2)(y3) 23 2 /3 23 2

2

« = angcos<E)

a = 30°

Geométricamente




N
Il
N
B
\-/N
+
-
:
|
w
+
-
Il
N

(@)
o
7]
@
I
@
I

) = 60°

N =

ang cos (

cosa

V3 3
- = 0 = angcos <g> = 30°

. Dados los vectores:
E=(m+n, 2, —1) y B:(—S, p—6, 2m—n)

Determinar los valoresde m, n y p demodoque a = b.
Solucién:
Dos vectores

son iguales si

Porloque a=b si:

m+n = =5 - (1)

2 = p—6 - (2)

-1 = 2m—-n ..(3)
De (2)




Para obtener m y n se resuelve el sistema de ecuaciones lineales dado por las
ecuaciones (1) y (3)

m+n = =5
2m—-—n = 3

Resolvendo por suma o resta:

m+n = -=5
Z2m—n = -1
3m = —6
m = -2

Sustituyendo m= -2 en (1)

-2+n = =5

n = —3

Por lo tanto,

. Sean los vectores

Q|
I
~
o
|
w
o
~—~

<
S
Il
~
w
[\
_
N

Determinar los valores de k para que
a-b+ |a| = |bxal

Solucion:
2

a-b+ |a|l” = |bxal

-3, 4)-(k, 2, 1)+J(0)2+(—3)2+(4)2 =|(k, 2, 1)x(0, -3, 4)|...(1)

(o, =3, 4)-(k, 2, 1) = -6+4=-2 ..(2)




2

52=25 ..(3)

(J +(-)"+ ()" =y )

i j k
(k, 2, 1)x(0, =3, 4) =| % 2 1 |=1(8+3)—j(4k)+k(-3k)
0 -3 4
(k, 2, 1)x(0, =3, 4) = 111 — 4kj - 3kk

|Ce 2, 1)x(0, =3, &) | = [(11)° + (- 4k)7 + (~3k)°

|(k, 2, 1)x(0, -3, 4)| = J121+16k2+9k2 = J125+25k2 w(4)
Sustituyendo  (2), (3) y (4) en (1)

-2 425 = 121 + 25k?

23 = 121 + 25k?

ik

121 + 25k?

(23)°

529 121 + 25k?

529—-121 = 25k?

408 = 25k?
408

- 2
25 k

N 408 .
- 25




H+
k‘

25
Por tanto,

2 4/ 102
5

ko= -

2 4102
5

86. Seanlos vectores U y ¥ que se muestran la figura

Determinar:

a) Elangulo entrelosvectores v 'y j.

b) Lacomponente b delvector u.

c¢) Lacomponente escalar del vector v en la direccién del vector j .

d) Lacomponente del vectorial del vector & en la direccién del vector k.
e) Elcoseno del dngulo entre los vectores u 'y v




Solucion:
a) Deacuerdo con la figura

v= (-6, 6/3, 0)
Si a es el angulo entre los vectores v y j, entonces
v-j
oS = T/
w11
-6, 6,3, 0)-(0, 1, O
e = (56673 0)-( )
J(=6F +(6y7)
63 6/3 3
coso = = =
J144 (1) 12 2
3
a = angcos<g>
a = 30°
b)
|u| = J152
lu| = J22+b2+102 = J4+b2+100 =\/b2+104

/b2+104 = J152
b2 +104 = 152
b2 = 48

b = /48




c)

<
I

Comp. Esc;

Comp. Esc; v

<
|
N
—_
N—r
|

(o)}

E

d)
_ -k
CompVectzu = — k
k|
2, 4/3, 10)-(0, 0, 1 -
CompVecti u = ( /3 ) )(0, 0, 1)=10(0, 0, 1) =10k

(1)’

e) Cosenodel dnguloentre u y v

u-v
cosa = —
|%|[7]
(2, 43, 10)-( -6, 63, 0)
cosa =
J152 (12)
-12 + 72
cosa =
24./38
60
cosa =
24./38
5
cosa =

87. Sean los vectores:
i=(1, 0, 0), u=(uy, 1, 0) y v=_vy, 0, v3)

a) Determinar el conjunto de valoresde u; de v; y vz para que el volumen
del paralelepipedo generado por los vectores {, u, y v yseaigualauno.




b) Obtener el conjunto de valores de u,, tal que el paralelogramo generado por

a

los vectores i y u soniguales a uno.

Solucién:
a) Elvolumen del paralelepipedo generado por los vectores

i, uw y 7T
es:
V=‘[iﬁ§]|

1 0 0

[i 7 7] =| uw. 1 0 | = v
vy 0 V3

vV o=|vs| =1

vy =1 6 vy =-1

Mientrasque u, y v; pueden tener cualquier valor de los reales:

Conjunto de valoresde u; : R
Conjunto de valoresde v; : R
Conjunto de valoresde vj; : { -1,1 }

Por tanto, cualquiera de las siguientes ternas genera un paralelepipedo de
volumen uno.

i) i=(1, 0, 0), w=(1, 1, 0), v=(1, 0, 1)
i) i=(1, o, 0), w=(10, 1, 0), v =(20, 0, 1)
iii)y i=(1, o, 0), w=(1000, 1, 0), v =(5000, 0, -1)




ivy i=(1, 0o, 0), uw=(1000000, 1, 0), v =(30000000, 0, 1)
v) i=(1, 0, 0), w=(5x10, 1, 0), v =(7x102°, 0, —1)
vi) i=(1, 0, 0), u=(8x10%, 1, 0), v =(6x10°, 0, —1)

b) Elarea del paralelogramo generado por los vectores i y u es:

A= |ixu|
i j k

ixu =] 1 0 ol=1(1)-j(0)+%&(1)
U, 1 0

ixu =(0, 0, 1) =k

A=lk|=1

Esto quiere decir, que el vector i con cualquier vector
ﬁ=(u1, 1, 0) con uy, € R,

generan un paralelogramo de area 1.

Conjunto de valoresde u; : R

Por tanto, cualquiera de los siguientes pares de vectores, generan un paralelo-
gramo de drea uno:

i) i=(1, 0, 0), wu=(1, 1, 0)

i) &=(1, o, 0), w=(10, 1, 0)

|

|

iii)y i=(1, o, 0), w=(100, 1, 0)
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—_
<
~
~
Il
N
-
o
o
N—/
el

= (1000, 1, 0)

<
~
~
Il
)
-
o
o
N—/
|

=(4%x10%, 1, 0)

Sean los vectores

S|

a=(1, 1, 1), b=(1, 2, 2)

y c=(2, 1, z)

Determinar el conjunto de valores de z que haga que el volumen del parale-

lepipedo generadopor @, b y ¢ sea:

a) menor oigual a uno.
b) mayor o igual a uno.

Soluciodn:
a) Volumen generadopor @, b y ¢
V= | [a b E]|
1 1 1
[a b CT] = 1 2 2| =
2 1 z
[@a b ¢] = 2z2-2-2z+4-3=2-1

z debe pertenecer al conjunto
{z|0 <z < 2|}

1(2z-2)-1(z-4)+1(1-4)




b) |z-1] = |

z =2 6 z <0

z debe pertenecer al conjunto
{Z|ZSO} u {z|222}

89. Sean los vectores
a=(1, -1, 1), pb=(1, 1, 1) y c=(x, -1, —-1)

Determinar los valores de x e R para los cuales el volumen del paralelepipedo
generadopor @, b y ¢ entre dos veces al valor absoluto del primer compo-
nente del vector ¢, sea:

a) menor oigual a dos.
b) mayor oigual a dos.

Solucion:

a) Volumen del paralelepipedo generadopor @, b y ¢

Donde:
[a b t]=axb-T
i j k
axb = | 1 -1 1|=i(-2)-j(0)+%(2)




EXE = (_21 O' 2)

axb-c = (-2, 0, 2)-(x, -1, —-1)
axb-c = —2x — 2
V=|-2x=2|=|(-1)(2x+2) |=]| —1||2x+2 |=|2x+2|=2|x+1]|

Para obtener el volumen del paralelepipedo generado por @, b y ¢
también se puede proceder como sigue:

1 -1 1
[a b T]=]1 1 1l=1(0)-1(-1)(-1-x)+1(-1-x)
x -1 -1
[E b E]= 1—-x—-1-x
[a b ¢] = —2x -2
V=|-2x-2|=|2x+2]| =2|x+1]|

Resultado que es igual al obtenido anteriormente.

Se pide que:

v
2|x]|

< 1

Luego

2 |x+1]|
2]x|




< 2
| x|
x+1
| =] =
X

Utilizando el siguiente Teorema de Algebra:
|y| < a; aeRY & —-a<y < a

Se tiene que
x+1

X

x+1
| <2

|S2 s -2 <
x

El conjunto solucién de la desigualdad

x+1
| | <2
X
es la interseccion del conjunto solucién de la desigualdad

x+1
x

-2 <

con el conjunto solucién de la desigualdad

x+1
X

< 2

Primera desigualdad:

-2 <

=




Caso 1: x > 0 Caso 2: x < 0

—-2x < x+ 1 —-2x = x+1

-1 < x+2x -1 = x+1

-1 < 3«x -1 = 3x

IR s s
3 - 3 -

Solucion: Solucion:

L] x> 0] [+] = = -3}

Solucidn de la primera desigualdad:

Segunda desigualdad:

IA
()

=




Caso 1: x > 0 Caso 2: x < 0

x+1 < 2x x+1 =2 2x
1 < 2x —x 1 > 2x— x
1 < x 1 > x
0 1 0o 1
Solucion: Solucion:

{x|x21} {x|x<0}
Solucidn de la segunda desigualdad:
{x‘x<0}u{x|x21}

Solucion general:

S, D NN\ -
O
0

.
3

b) Ahora habra que obtener x € R para que




2|x+1]|
2| x|

|x+1|
X

Haciendo uso del siguiente Teorema de Algebra

|y| = a; aeR* © y<—-a 6 y=>a«

se llega a que:

x+1 x+1 , o x+1
| | > 2 & < -2 o > 2
x x X
Primera desigualdad:
x + 1
> 2
X
Caso 1: x > 0 Caso 2: x < 0
x+ 1 < —-2x x+1 > —2x
x+2x < -1 x+2x =2 -1
3x < -1 3x =2 -1
< 1 - 1
x < 3 x = 3
@ D\
10 10
3 3
Solucion: Solucion:




Solucion de la primera desigualdad:

(x]-5=x<0]
x 3 < x
Segunda desigualdad:
x + 1
> 2
x
Caso 1: x > 0 Caso 2: x < 0
x+ 1 = 2x x+1 < 2x
1 =2 x—-2x 1 < x—-2x
1 < «x 1 < «x
)\ °
0o 1 0o 1
Solucion: Solucion:
{x|0 < xSl} )

Solucidn de la segunda desigualdad:

(xlo<xet)

En este caso, la solucién general es la unién del conjunto solucién de la primera
desigualdad con el conjunto solucién de la segunda desigualdad.

Solucidn general:

1
(]-L<xco) v {x]o<x=1]




90.

91.

Que también se puede escribir como

—~—
=
|
=
IA
=
IA
=
N——
|
—~
o
e

3

Sean losvectores a, b, ¢ e R®. Determinar

[a b ¢] + [ca b] -2 [b T a]
Soluciodn:
Por una de las propiedades del triple producto escalar

[a b T] = [c@ab] = [b ¢ a]
Por lo tanto,
b ¢c]+[c @ b]-2[b ¢ @] = [a b T]+[a b T]-2]a
[a b ¢]+[c @ b]-2[b ¢ a] = 2[a b T]-2[a b C]
[a b T]+[c @ b]-2[b T a] = 0
Sean los vectores:

a=(ay;, a,, as), b=(by, by, b3) ¢c=(cy, ¢y, c3)€eR?

Determinar a@xa-(a@+ b +¢)

Solucion:
Como el producto punto es distributivo:




Ql
X
Ql
~
Ql
+
S|
+
al
N—r
Il
Ql
X
Ql
Ql
+
Ql
X
Ql
S|
+
Q
X
Ql
al

= [@a @ a]+[a @ b]+2[a a ¢]
a; a, aj a; a, as
= ai a; as + ai a; as | +
aq a, as by b, b
a; a, as
+ ai a; az | =0+0+0=0
cq cy C3

Los determinantes son cero porque los tres tienen dos lineas iguales, y una de las
propiedades de los determinantes indica que si dos lineas paralelas de un
determinante son proporcionales su valor es cero.
De esta manera desde el inicio se pudo haber concluido que

axa-(a+b+c) = 0,

ya que:

Ql
X
Ql
~
Ql
+
Sall
+
al
—
Il
Q
=
Q
N
Q
w
Il
o

a;+by+c, ay,+b,+c, az;+bs+cs




| 92. Para los vectores @ =( -2, 4, 10), b = (6, -5, 4), verificar que el
vector @ x b es perpendicular tanto el vector @ como el vector b

Solucion: B o

Se tiene que verificarque axb-a =0, yque axb-b =0
i j k

axb=| -2 4 10 | =1(16+50) —j(-8-60) + k(10-24)
6 -5 4

axb = 661+68j—14k

axb = (66, 68, —14)

axb-a = (66, 68, —14)-( -2, 4, 10)

axb-a = —132+272—140

axb-a = 272-272

axb-a = 0

axb-b = (66, 68, —14)(6, -5, 4)

axb-b = 396 — 340 — 56

axb-b = 396 — 396

Q|
X
S|
|
Il
o




| 9 3. Paralos vectores
a=(3,5 -8),y b=(-1, 4, 2),
obtener un vector unitario que tenga sentido contrario al vector @ x b .
Solucion:

Ya que los vectores axb y b xa tienen sentido contrario, basta con obtener
b x a y hacer unitario a dicho vector.

i j k
bxa = 3 5 -8 =1(10+32)-j(6-8)+%k(12+5)
-1 4 2
bxa = 32i+2j+17k
bxa = (32, 2, 17)
|bxa| = J322+22+172
|bxa| = /1317
El vector solicitado es:
L (bxa) L (32, 2, 17)
T—_— a = T ’ ’
J 1317 J1317

A
Sy
X
Ql

1 _ 32 2 17
J1317 ) = (J1317 ©J1317 T 1317 )




| 94 Sea el vector u de médulo 20 y mismo sentido que el vector
c=(-6, 8, 0)
y sea el vector v de mddulo 30 y mismo sentido que el vector
b=(4, 0, 3)

Determinar:

<

a) Eldangulo entre losvectores u y
b) Lascomponentesdel vector u
c¢) Elmoédulodelvector u + v

Solucion:

a) Como el vector u tiene el mismo sentido que el vector a y el vector v tiene
el mismo sentido que el vector b, entonces el anguloentre ¥ y v esigual
aldnguloentre @ y b.

Anguloentre @ y b

a-b -6, 8, 0)-(4, 0, 3
cos® = _a b_ = ( ) ( )
|a| |b| \/(—6)2+82 /42+32
o -24 24 12
N CTOTE) RN
) - 12
= angcos(—25>
0 = 118.68°
Anguloentre u y 7: 6 = 118.68°

b) u+v=7

Apartirde a = (—6, 8, 0) seobtiene el vector unitario a




N
1]
|»-x
Ql
1]
| =
—
o
&®
o
N—r
Il
—
|
| o
| e
o
N————

T = 204 = 20 (_E, + 0)
5’ 5

u (-12, 16, 0)

Andlogamente, a partirde b = (4, 0, 3) seobtiene el vector unitario b

_ 1
b = —b==(4 0, 3
7] = ( )

v = 30b = 30(3 0, 5)
5 5
v = (24, 0, 18)
Por tanto,
u+v = (—-12, 16, 0) + (24, 0, 18) = (12, 16, 18)
© u+7v = J122+162+182 =\/144+256+324=W

| 95. Determinar un vector @ de médulo 2.,/15 que sea perpendicular al vector
b = (0, 2, 1) yforme unéngulo de 60° con el vector k.




Solucion:

Seaelvector @ = (a;, a,, as)

|E|=\/a%+a§+a§; |a| =415 = Ja§+a§+a§

Se quiere ademasque a@+bh =0
(ai, aj, as)'(O,
2(12 + a3 = 0

. (2)

Anguloentre @ y k iguala60°

cos60° = _ﬁ-ii = (a;, a,, as)-(0, 0, 1)
||| k]| (215 ) (1)

1 as

- = N _

2 2 15 a3 —\[15

De (2)

1 1 15
2a,+a3=0 = a2=_§a3:_zm=_ :
De (1)
a?+a?+a? = 60

a%+<—£>2+(\/ﬁ)2 = 60

2
15
a? +— +15 = 60
4
15 15 165
a?=60—15 - — =45 - — = —

4 4 4




El vector a es:

. Determinar los valores de a € R paralos que el vector m = (a?, 2a, 1) sea
perpendicular al vector 77 = (1, 1, —3).

Solucién:
Como m y n tienen que ser perpendiculares, entonces m - n=0.

(a?, 2a, 1)-(1, 1, =3)=0
a?—-2a-3=0

(a+3)(a-1)=0

(9, -6, 1)-(1, 1, =3)=9-6-3=0
Para a=1, m=(1, 2, 1)
(1, 2, 1)-(1, 1, 3)=1+2-3=0

Losvaloresde a e R talesque m — n = 0 son:




97.

98.

Determinar los valores de x € R tales que el vector
t=(3x, -2, —2x)

sea paralelo al vector

Solucion:

a
Il
>
aQl

Si ¢ esparaleloa d, entonces

(3x, —2, —2x) A(-9, 2, 6)

(3x, -2, —2x) (-92, 21, 61)
3x = —-9X = x =-32
-2 =21 = A=-1
—2x =61 > x = -3
A=-1 = x=-3(-1)=3
Por tanto, para x =3, el vector E=(9, -2, —6)

c=(-1)d

Sean los puntos:
A(1, 12, 8), B(1, -2, 1) y c(-3, 2, 13)

Determinar el punto D simétrico del punto C respecto al segmento de recta
AB, usando Algebra Vectorial.




Solucion:

De la figura

D+ (-d)=0 .. (1)

—

a + AAB +

N =

Los vectores que aparecenen (1) son:

a=(1, 12, 8)
AB = (0, —14, —7) =>|E|=J(—14)2+(—7)2 = | 196 + 49 = /245
AB ! 0 14 7 0, - — —
4B = == (0, 14, = 7) _<' J245 ./245)
D = (x+3, y—-2, z—13)
Sustituyendoen (1)
0 14 7 1

(1, 12, 8) +,1< vy >+§(x+3, y—2, z-13)




(1

1421 go A 113 " o o
-y —1-y, -z———-z|=(0, 0,
27 Y a5 2 2 ( )

X 3
+-+=--x, 12-

2 2 + 245

Por igualdad de vectores:

1+ -+ =0 = > o0 > > _ X > x=5
2 7 * T 2 27 2 "2 x=
12 144 +1 1 =0 = 11 11 _1 =0
/245 27 Y /245 27
14 4 1
—11-1y o yoo 11y245 245
245 2 14 28
7 A 1 13 3 7 A 1 3,/ 245 245
- z-—-——-7z=0 2 -—————-—=-2z=0 = - z
[ 245 2 2 2 245 14 14
A=A
11,/ 245 245 3245 .[245
J _\/ y = — z > 22-y=6-2z
14 14 14 14

y=2z+ 16 .. (2)

Ademds AB - CD =0 ya que el segmento que vade A a B es perpendicular al
segmento quevade C a D . Luego:

(o, —14, —-7)-(x+3, y—2, z—-13) =0

—14y+28—7z7+91 = 0
—14y+77+119 = 0
14y = —7z+119
7 119
YT T13% T 1
1 17
y = -5z + — (1)




99.

Igualando (2) y (3)

y=y
22 416 = - — 74 Y
T T4ty
N S U
+§Z— 2
5 17 - 32
2 2 = 2
5 15
22T T
z = =3
De (2)
y = 2(=3)+ 16
y = —6+ 16
y = 10

Por tanto, el punto D simétrico del punto C respecto al segmento de recta AB, es:

D (5, 10, —3)

Sean los puntos:
A(1, 12, 8), B(1, -2, 1) y c(-3, 2, 13)

Determinar el punto D simétrico del punto C respecto al segmento de recta AB,
usando una ecuacidn de la recta que contiene alos puntos 4 y B.




Solucion:

0

Se determina, primero, la ecuacidon delarecta L, que contiene alos puntos A y B.
Unvectorde L, es:

u=b-a = (1, -2, 1)-(1, 12, 8)= (0, —14, -7)

Una ecuacion vectorial de larecta L, es:
p=(1, -2, 1) + (0, —14, =7), AeR

El punto medio del segmento CD que es M, tiene por coordenadas
x=1, y=—-2—-14A, z =1 - 7A, yaquepertenecea L,. Esdecir, M =
(1, —2 —14%, 1-71) paraalgin A € R
El vector MC es:
MC=(1+3, —2-142-2, 1-72-13)=(4, —4-141, —12-721)

Como MC-u = 0

(4, —4-142, —12-72)-(0, —-14, =7) =0




56 +196A+84+491X = 0
140+2452 = 0
s = 140
- 245
A = 4
7
Luego M es:

(—1, —2—14(—;), 1—7(—;))= (1, —2+8, 1+4)=(1, 6, 5)

yaque M es el punto medio del segmento CD entonces:

1 = = x=2+3=5

2
6=y2;2 = y=12-2 =10
5=Z_213=>z=10—13=—3

Asiel punto D es

100. sean los puntos:
A(1, 12, 8), B(1, -2, 1) y c(-3, 2, 13)

Determinar el punto D simétrico del punto C respecto al segmento de recta AB,
usando Calculo Diferencial.




Solucion:

a

\

™
T

*o

M(1, —2-14%, 1-72)

Del problema 98, el punto M es:

Haciendo uso de la férmula de distancia entre los puntos:

A(x1: Vi, Z1) y B(xz' Va2, Zz)

S = J(xz_x1)2+(}’2_}’1)2+(22_21)2
Se obtiene la distancia entre

M(1, —-2-14%, 1-71) y Cc(-3, 2, 13)

s = \/(1+3)2 +(-4-142)" +(-12 -72)"




)
I

\/16+16 +112A +196A? + 144 + 1681+ 99 A?

S = \/2457\2+2807\+176

Dado que de todos los puntosdelarecta L;, M eselmdascercanoa C , se puede
realizar la derivada de S respectoa A eigualar a cero para obtener el valor A que
minimiza la distancia S.

d 1
= = (4902 + 280)

dA
\/ 24512 4+ 280 +176

ds
dx

1

(490X + 280) = 0

J 24522 4+ 2801 +176

4901 + 280 = 0
L 280
- 490
L 4
N 7

Se puede verificar, por medio del criterio de la primera derivada, que
\= 4
7

es un minimo.

Para




ds = ! (490( —1) +280) = — U
J141

> =
*lA=-1 J245(—1)2+280(—1)+176

Para

A=0> :

- 7

ds . . . 4 -
ax cambia de negativo a positivo, luego A — 7 esunminimo.
ds 280
b
dx |5 _g J 126
Para

42
- = 280 ( —
7) 20 (

Ahora para obtener el punto D simétrico de C respecto al segmento AB se

)
Il
2
N
-~
Ul
—

N A

)+ 176 = \/80—160+176 = /96

deduce una ecuacién vectorial de larecta L, y se obtiene el punto de esta recta
que esta a una distancia S = /96 .

Un vector director de L, es:
v=MC=(-3, 2, 13)-(1, 6, 5)=(-4, -4, 9)

Una ecuacion vectorial de L, es:

(1, 6, 5)+ B(—4, —4, 8); BeR

S|
Il

|
I

(1-4B, 6—-4B, 5-8B) ; BeR

Se determinardn los puntos de L, que estdn a una distancia ,/ 96 de M.




s=J9% = J(1—4B—1)2+(6—4B—6)2+(5—83—5)2

J96 = J16BZ+16[32+64[32

96 = 96p?2

p=1(1, 6, 5)+(—4, —4, 8)= (-3, 2, 13)

que es el vector de posicién asociado al punto C

p=(1, 6, 5)+(—-1)(—-4, -4, 8)= (5, 10, -3)
que es el vector de posicién asociado al punto D .

Por tanto, el punto D es:

pD(5, 10, —-3)

107, Seael punto A contenido en el plano YZ , tal que su vector de posicién @ tiene
moédulo iguala / 12y forma un angulo de 60° con el vector j.

a) Obtener las coordenadas del punto A
b) Calcular los cosenos directores del vector a
c) Verificar que cos? a + cos?f + cos?y = 1




Solucion:

=Y

= ()- -

a)
|
Yy
cos60° = — = y = 12 cos60° =
V12
z
sen60° = m = z = V12 sen60° =
Como a estd contenido en el plano YZ entonces x =0.
Por tanto,
A(o, /3, 3)
b) Dadoquea estacontenido en el plano YZ

vector { es 90°. El angulodea con j es 60

por lo que:

a= 90°, B= 60°

el dngulo entre el vector @ y el
°yel dnguloentrea y k es 30°,

y = 30°




Cosenos directores del vector a.

J3

1
cosa = cos90° = 0, cosP = cos60° = 5 cosy = cos30° = -

2

0 +(3) +(F) =5+

| =

cos?a + cos? B + cos?y

W

Il
U=y

cos?a + cos? B + cos?y
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