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ANALISIS VECTORIAL
Pfoblemas resueltos

Para los siguientes vectores, a=2{-2j+k, b={+§j-4k vy

c=12{-4§-3k. Calcular:

a) Las longitudes de’a, b, ¢

b) a.b

c) axc

d) La proyeccibn de b sobre ¢

e) El dngulo entre ayb

£) [a B ]

g) ax|(bxe)

h) El1 volGmen del paralelepipedo de aristas a+5; a-c
g b

Solucidn:

V4+4+1 = 3

]

a) |a|=v{2)Z+(-212+(1)2

|Bl=v(1)2+(8)2+(-4)? /1+64+16 = 9

le|=vV(12) +(-4)% +(-3)> = J/144+16+9 = 13

b) a.b= (2i-25+k).({i+8j-4R) = 2-16-4 = -18

- L 4§ k

c) axb= |2 -2 1|= i(6+4)-4(-6-12)+k(-8+24)=104+184+16F
12 -4 -3 ‘

d) sabiendo que b.c = |b||c| cos®, entonces la proyec-

cién de b sobre ¢ esta dada por

|Bb| cos® = %&% (ver figura)
: , c




§ L
b

b.c = ({+85-4k).(124-45-3R) = 12-32+12 = -§

{2
.

~ Luego

|B] cose = -8/13

e) dado que cosf = ﬁ{ﬁBl , entonces
_ 4 4a.b -18 18 _ 1 B 0
0 CcoOs (Iaiial) = (3)(9) = 2—7- = ? —> B = 131 49’
- o 2 -7 1
f)la b €]= a.bxe = 1 & -4 =2(-2-16)-{-2)(-3+48)
12 -4 -3
+1(-4-96) = -90
g) ax|bxc)

Desarrollemos primero

B L 4§k

bxe =| 1 & -4 |=4(-24-16)-45(-3+48)+k(-4-96) = -404
12 -4 -3
~-45§ -100k
Luego
L L § R |
ax(bxe) = |2 -2 1 =L(200+45) -4(-200+40)+K(-90-8)
~40 -45 -100

Por tanto ax(bxc) = 245{+16045-170k

al
+

e
]

h) 144-65-2k

ali
[

(e}
n

S104i+2j+4k




1.1.

el volfimen del paralelepfpedo ser§

T L 14 -6 -1
(a+c).[}a-c)x5] = |-10 2 4 |=140-8-32)-(-6)(40-4)-2(-5-2)
1§ -4 ~

enfoﬁcésJ3+E).[}E—E)XE]==180

Calcular la matriz del tensor ax

Solucidn:

_ L § kR ,
axd = |ax Ay az| =-fa, -ha
1 og 0 y

en forma similar, se obtiene que:
ax{f = axk - az4i y axk = aydi - agf .

por lo tanto la matriz pedida es

B ]
0 ,az ‘ay
Y 0 ax
a.y ;a.x_ 0

1

Se sabe que 217" es una funcibén arménica. a) ¢Hay otros

valores de n para los cuales 42" sea arménica?
Solucidn:

a) Para que una funcién sea armbénica debe satisfacer

la ecuacidn *de Laplace, en este caso

aZph 2 anh - n -
VZ(/Ln) :371.2 + rEEY = n(n-l)n”2+ T}Ln 1 -9
A R DY A Y L)
Che142 = 0 o ono= -



1.1.

Por lo tanto, no existe otro valor distinto de -1 para

el cual 4" sea arménica.

Si n es la distancia medida desde un punto fijo 0 y &
una superficie cerrada que limita un vol@men V, compro
bar que

, on - ‘

4

Soluciédn:

I n g—’ytd»u{ nigrad n.n)ds =f n(g,?-.r‘i)db =f op.7i ds =
) s 4 8

Ldiub"ﬁdb;div?ﬁ- = (g—xu%gﬂg—z Rl Axg+yj+Zp) = 3

Sustituyendo este valor en la ecuacidn anterior, se

tiene
oL _ =
f o ds = L 3 dv = 3V L.e.d.c
Hallar el mfnimo de la funcién arménica § = 2X* -y2-12

dentro de una esfera de radio 1 y centro en el origen,

indicando cuanto vale y donde se encuentra. Solucibn:

En la superficie de la esfera Xz + y>+12% =1, la fun-
cidén arménica es igual a § = 3X2—7. Como -1 <X<1, el
minimo de 3X es 0. Por lo tanto el minimo de § es

fmin = -1 Y se encuentra en todos los puntos del circulo

y2+ 1% =1.




1.1.6

Comprobar que la j (2x{ + yj +2?xk)ds calculada sobre la
)

‘@sfera de radio ! y centro en el origen vale 47 .

Solucibn:

L (2x4 + y{ + 2xk).nds = f divlZxd + yi + 2xk)dv

‘v
N 3 3 ‘
_,V'(H(ZX)+W(y)+ B_Z—(ZX))dU
)
= (2+7+0)dv

= 3V = 3(% mR?) = 47 (1)
! (2x4 + y{ + 2xk).nds = 4m L.c.d.c.
4

Problemas propuestos

Determinar el adngulo entre las normales o la superficie

Xy = 2% en los puntos (1, 4, -7) y (-3, -3, 3).
Expresar el rotacional en Coordenadas Cilindricas.

Determinar el vector unitario n normal a la superficie

7 = X% + y? en el punto (1, -2, 5)

Comprobar que si u es un vector variable gque mantiene
una direccidén constante, 40t u es perpendicular a di-
cha direccidn.

.

Demostrar que not [ §(n)n] = 0

4

El operador ux es un tensor. Calcular su divergencia



1.2.1

0

;—I

51 f=xy+yzy g=12X*-y? -1%. Calcular la integral

ﬁf{é.gg - g g% }ds sobre una esfera con centro en el
N ©

origen y radio unitario

Dada las esferas con centro en el origen y radio

Ry = 2, Ry, = 4, ’ Calcular el cociente

[ X{y+ 5Z)dé/f X(y+52)ds
5 %

2 5

Calcular la masa adicional de un cilindro de radio Ry

ancho unitario gque se mueve en direccidn normal a su

2
eje con velocidad u [(tomese ¢ =—§F u cos0).

Cemprobar gue el flujo caracterizado por la velocidad

4

w= X2+ Zgz , ve=-Xy, w= -X(Z+ y)

es incompresible. Si el fluido tiene viscosidad

_ 3

L=0.6 X10 kg§/m? y si en el punto de coordenadas
X=200m, y=50m , Z=-100m se tiene que
c,=-.21 kg§/m?, calcular los demas esfuerzos normales

Yy cortantes en ese punto.

Calcular el Lzplaciano de 1/4? (sugerencia aplicar la

-

srinula del Laplaciano de un producto)

[}

™~h



VARIABLE COMPLEJA
P}oblemas resueltos

Expresar en la forma a+b{ 'al siguiente ndmero complejo

(-2 +5L) (1 + 34) .
7+ 37 = 33 - 734

Solucidn:
Primero calculemos el numerador del primer término:

(-2 +54)(1+34) = -2+ (-64+54)-15 = -17-4

Luego, multiplicando y dividiendo por el conjugado del

denominador el primer término se transforma en:

17-4 . 2-34 _ -34+51i-24-3 37 . 49,
7+34  7-3% 7+79 KA b A

Finalmente, operando ambos términos se llega a:

37 , 494

2 2 .
KR E I b Sl KA

Por lo tanto

Z = -3 + 44

Demostrar que (2,{) y (2,-4) son raices de la siguien-
te ecuacibn

22 - (4,0)2+ (5,0)=1(0,0)

Solucidn:

Para que sean raices de la ecuacibn cuadrética, deben
satisfacerla:

Sustituyendo (2,4)

(2+4)(2+4) - (4+04)(2+4)+ (5+04)=1(0,0)
4+24+24-1-8-44+5=44-9-44+9=1{0,0) L.c.d.d.




\v
-t .

Sustituyendo (2,-4)
(2-4)(2-4)-(4+04)(2-4)+ (5+04)=(0,0)
4-24-24+1-8+44+5=(0,0) L.e.d.d.

Demostrar que (1 + £} = -250

Solucidn:

' 1

Sea 71=1+4, de donde se obtiene & = Zh'y 8 = % ,de la
f6rmula de Moivre

2" = 2" (cos nd +.isennod)

Luego

' = (VT (Cos 100 7 + 4 sen 100 7)

!0 = 250 (cos 25T + 4 sen 25T)

pero cos nm = -1, si n es impar y sen nm = 0 si n es

par entonces

290 = (144)¥0 - 250 L.e.d.d

Calcular las tres raices clbicas de la unidad y grafi-

-

carlas

Solucidn -

Se sabe

, 1 K, .
Zhl = nﬁl(cob 9~ié%¥£+.¢ sen Q_iéyil)

en nuestro caso

Z =1+04{, de donde ~ = 1 y 6 = 0
luego

1 1 : .
252 175 (cos LI Aen72f1”'

3



para obtener las tres rafces, hay que dar valores a

1 krde 0 - 2.
1. k=0 Zo=1x [1+04) ;2o =1
%? 2nm . 2m ‘ .
. k-"—" Zl =»1X(C',0/5—3—1‘L/5(’.n—3—),'21 =-%—+g4_
| 4, . 4 ’ ,
R =2 Zz=1x(co§%+45en—3—");Zz=——;—-£2-3—4.
‘2 La gréfica se muestra en la figura siguiente
y
. /
! > X
\sz ‘
i %‘* —g—-«(,\.,,“/
| 2.1.5 Encontrar la ecuacién de la circunferencia de radio 4

con centro en (-2,4)

* -  Solucibn:
. La ecuacibén de la circunferencia en el plano complejo
" es:
|27 - Zo] = 4

donde 7 = X + [y Yy lo = -2 + 4

Sustituyendo en la ecuacién anterior y operando se ob-

tiene

(X +2)2 + (y - 1)2 = 16 L.c.d.e.

?
: L] 9




2.1.6

Demostrar que en el campo complejo é% cosl =- senl

Sglucién:
: L2z -Lz ]
d osz- & (&2t e T4z 47y
dz dz YJ 7
) Lz -24
_ A oAz mdzy o 0T - e
=7 e -e (=)
d 7 - Z L.ce.d.d
870.06 == Aen .c.ad.d.

Hallar la transformacién conforme que mapea un circulo
unitario en un trifngulo equil&tero, de modo que los
puntos £, -1, -4 del circulo se transformen en los vér

tices del trié&ngulo )

Solucibn:

La transformacién para pasar del plano Z al plano W es:

I - 4L
VA L

w =

de donde se obtiene que

Con la nueva transformacién se pasa el plano W al plano

l, esto es:

w = £ — Z = -1
w=-1 — 7 =20
w= - L —> Z =1

10 | o




2:1.8

2.1.

-ty .

Ahora, de la transformacifén de Schwarz-Christoffel se

tiene:
'z 5-1 -1 1-1
§ = (2 + 1) (Z + 0) (z - 1) d2 ) (m = 1)
‘o
rZ -Ys -7 -2/3
§ = (2 + 1) z {Zz - 1) dZ 6
0 . v
rz
_ dz
§ = ), 717 1775 L.e.d.e.
Dado Z = Zo + ne,it donde a £ £ £ b demostrar que
1 b dZ b - a
24 a I - 20 I

Solucidbn:
De la condicién dada para Z se obtiene:

7 - Zo -")le,'(/t

d7 = inetqt

Sustituyendo en la ecuacibn dada, se obtiene:

-

b

1 (° dz o (Pt (Y,
gy -7, VRV ne A% T Ing
a ¢ a. a
~ b
1
cos [,
a
b
1 dz _ b-a :
T I -7, ° I7 . L.e.d.d.

Calcular la integral de 7;%—77 sobre una circunferen-
. . 4 . e . ‘
cia con centro en el origen y radio 3.

"o




Solucibn:

Usando fracciones parciales

7 1 1

72777 - 7 "~ T+7 ; los polos son 0 y -2, estan denitro de la re

+

gién dada y su integral es distinta de 0, entonces

&
2 d7 - {4z _ dz
12+ 71 N Z+7

.

Usando el teorema integral de Couchy se obtiene

Jﬂ” J dz - 2 (o) gt - o

Z -0 0.

fzdfz - I Plgy < ami (1) - 2w

Por lo tanto

JZ Z+dZZ = 9794 - 2L = 0 L.c.d.c

Problemas propuestos

.8
Dado Z = T%%{f%% r escribir a Z en forma polar

¥

Calcular las raices cuadradas de 7 = -3 + 44

1,712
Calcular las raices de 1Z =(:(~1)AT

Encontrar la imagen de la banda 1 <R (z)<? empleando

la transformacidén W = Z2
Calcular el valor de Z para el cual senZ =17

Por medio de la f6rmula de Arctang Z comprobar que

12



2.2.10

2.2.11

Arctang 1 = T/4

Y
.

: 3
Calcular la integral de SZ(Z'fzzBE sobre una circun

ferencia con centro en el origen y radio 2.

Encontrar un minimo en |2® - 22 - 4| en la regi6n circular
con centro en el origen y radio 2. ¢Cudnto vale?
Hallar la transformacién bilineal que lleva a los pun-
tos 2=4, 0, -4 en §=0, 24, 1 respectivamente. ¢En

gqué se transforma el punto Z =1+ .4?

Comprobar que en el campo complejo son v&lidas ias si-

guientes férmulas

/1"‘(‘.062
= + —g

a) Cos

NN

b) Cos 27 = Cos27 - Sen?1
c) nZy - &nl, = Lnll,/1,)

d) é% Senl =Cos 2,

2
Calcular 1la I 3% ;_75;21 siendo C el rectdngulo de
c ‘

vértices (0,1}, (3,1), (3, -1), (0, - 1)



3.

.1.

.1.

1

DESARROLLOS EN SERIES
b4
Problemas resueltos

Desarrollar §(Z) =SenZ en una serie de Taylor alrede-

dor de 1 =T/4

Solucién:

Procedamos a calcular cada t&rmino del desarrollo en

serie de Taylor:

§(2) = Sen 2, §'(2) =Cos 7, §12) =-Senz, §" (1) =-cos 1
{V(Z)==Sen2,....

§17/4) =VT/2, §(T/4) = VT)2, §UT/4) = - VT]2, g7 (T/4)
=-vZ/2, ¢4y =vT)2,. ...

Aplicando el teorema de Taylor se obtiene

12 = virz ez - E L T T 2 T
6 T .
2= T -y Bl g,
Desarrollar 6(2) = (ZiZZ;(;+ 3T en serie de Laurént,

para |Z|>3.

Soluciébn:
Usando fracciones parciales se obtiene que

27 - 1 i
7 e A e S

3 §
+3

'Ahora desarrollemos en serie los dos Gltimos té&rminos

~de la expresidn’anterior

4




.1.

3 3 3., 2 . 4 8

bz A aviex 752 Nl SR SAS LA LA )

n? - )

-§ = 8 ='_§_ (1 _ 3 + 9 - 27 + )
7+3  1(T+3]1 Z T 717 1% e

Finalmente, la suma de los tres términos nos da el de-
sarrollo eh serie de Laurent:

5,1
§12) = 1 -.73.7§ -

N O~
O
+
NN
0
&~
|
—~
0
Q.
)

i Senh
Usando el teorema de los residuos, obtener f —72———d2,.
c

siendo ¢ una circunferencia centrada en el origen y ra

dio 2.

Solucidn:

ZS ZS .
SQVth =-3—!-+ﬁ+ .....
_ Senhz _ 1 1 i
6(2) = YA A +§—!—Z-+ﬁ+ .....

dado que ei polo vale o

_ Lim _ 1 1 Z _ 1
RQ56(Z)O = Y (Z 0){‘2*3-1" '3—!—7+ -5-'!—"' ..... } = ?!-
por lo tanto Rebﬂ(Z)o = % . Ahora, aplicando el teore-

ma de los residuos, se obtiene:

| [ Senhl gz - 2ni{l) s
e ‘
Senh 2 A
IC _'z-k— dZ = —3— L.C.d.o.

Usando la forma integral de la funcibén Gamma, demos-

trar que TI(Z + 1) = IT(Z).

15



Solucibn:

Dge la definicibn de la funcibén Gamma,

m > ©

» ‘ y
r(z + 1) = f 2l o7t gp - Ldm [.tz et gt
0

integrando por partes se tiene

m-» o

, M M
vz e 1) = e [Tzt 1) et g
0

r{(z + 1)

il

0+ zftz" et dt
(o]

T(Z + 1)

r(2) L.e.d.d

Sabiendo que TI(1.25) = 0.9064, calcular T(0.75).

Solucibn:
Se sabe
™

r(zjr(1r - z) = Sonnl
luego
r(.25)(.75) = —T—

SQV[(Z)
T(.75) = T

r(.25)Sen(J)
por otro lado

r(z + 1) Zr(Z)

fl

de aqui

r{.25 + 1) = .250(.25)

r(.7125) _ .9064

ML.25) = —p— = 2

16




P(.25) = 3.6256

¥’ -
Con este valor ya conocido, se puede determinar el va-

lor de T{(.75)

(.75} = o _
(3.6256)8Sen 7

por lo tanto

r(.75) = 1.2254 CL.e.d.c.
£ L

Demostrar que f Sen 5%5 dx = [ Cos 5%5 dx = 0 si
-4 -2 .

ko= 1,2,3,.....

Solucibn:

’ 4 2 .
KnX ;. _ 1 KX 1 1

[ Sen 13 dx = xr Cos < | - gr Cos Km + o0

e -2 )
" Cos(-Kw) = 0 L.e.d.d.

zc Q KnX o1, KaX C 1 gon k]

haER ARG G A A K7
Sen(-Kw) = 0 L.e.d.d

Desarrollar en serie de Fourier a la siguiente funcién
0 -5<X< ¢

F(X) =
3 0<X<5

17




Solucidn:

Se procede a graficar. la funcidn,

F——————Period0-_——ﬂ
de donde se puede ver que el periodo =10. Por otro la-

do, periodo =7Z, entonces £=5. Escogiendo como interva

lo de integracidén de -5 a 5, entonces los coeficientes

se obtienen de la siguiente manera:

5 o)
an = L [TF(x) cos BTX gy - 1 (0) Cos %1% gy +
5 | 5 5 5 ,
-5 -5
r5(3)CoA RTX gy = 3 SCOé ATX dx = 5 (5 Sen 21X
Js 5 AR 5 5 lam P4 T
5
=0, sin# 0
o}
5 5 5
sin-=20, an = ao = % f Cos ng dx = % f dx=-§ XI =3
(o} 0 o}
5 o
b = L [TF(X)Sen M™% ax = L {7 (0)sen MTX gy +
5 ). 5 5 ). 5
NE nrx 3 (7 nmx 3 5 nrx
T f (3)Sen == dx = ¢ f Sen == dx = ¢ (- /= Cos ~—=)
(o] (o]

T8




b

.03.2.2

an n

- ~3—-Co»s nm +-é—
nm

]

bn = =~— (1 - Cos nw)

Se sabe que la serie de Fourier pedida es de la forma

_ Qo o nwx nmx
FIX) = 5=+ L lan Cos == + bn Sen —)
por lo tanto
_ 3 o 3(1 - Cos nm) nmx
F(x) =7 + n2=1 na Sen 5
desarrollando, se tiene
_ 3,6 ax 1 3nx 1 Smx
F(X) = 7t (Sen et 3 Sen =t ¢ Sen T e )
L.e.d.e. .
Problemas propuestos
Desarrollar {(Z) = Cos Z en serie de Taylor alrededor
= I
de 7 = 7
Sea §(Z) = &n(1 + Z), cuando se considera la rama gque

toma el valor cero cuando Z = 0. Desarrollar §(Z) en se

rie de Taylor alrededor de Z=0.

¢"? en serie de Taylor alrededor de

Desarrollar §(Z)

Z =20

Desarrollar §(Z) = TT_;_?T en serie de Laurent, vilida

para, ca) 2] < 3 b)) 2] >3




3.2.5

312.§

3.2.11

Z

Desarrollar §(Z) = 17 =7777 =T ® serie de Laurent,
v&lida para, a) |z| <1 b) .| 2| >2

i 10 .
Desarrollar §(Z) = [Z+7717¢ 77T en serie de Laurent,

para 1< |Z] <2

Desarrollar §(Z) = 75(2_ 1§?Z+ 7T en serie de Laurent,

s

para 0< |Z] <2

Usando el teorema de los residuos, calcular

b of .
1 f e’
Zﬂi.L 777 F 77+ 7] dZ alrededor del circulo C con

centro en el origen y radio 3.

Demostrar que[ ,Qg%gl_ dZ mi si C es el cuadrado

c

con vércites en +2+ 724

e? dz
CalcularJc Tosh T al rededor del circulo C centrado

en el origen y radio 5.

Hallar el valor numérico de las siguientes integrales

aplicando la funcién gamma
roo

a) y3 e %Y dy

‘o
' 3/ -3u
b) u’? e du
‘0
re -~ 2
c) yz e %Y dy
-do

20



3.2.12 Demostrar gque F(y-)= vy
oy

3.2.13 Desarrollar'en serie de Fourier la funcién gue se defi

ne enseguida

[0 2 < X< -1
1 -1<X < 0
FIX) =
-1 0<X <1
L 0 1 <X < 2

3.2.14 Desarrollar en serie de Fourier las siguientes funcio-
-y

nes

§ 0<‘X<'2

. a) F(X)-=

-8 . 2 < X<4

-X -4 <X<0
b) F(X)-=

X 0< X< 4

2X 0<X<3
c) FIX)-= '

0 -3< X<

21 . _ B




CALCULO FUNCIONAL
Pfoblemas resueltos

1 .5
Comprobar que las funciones 61()():)(/2 y 62()()=)(/2 son

ortogonales en el intervalo | - 1,1).

.2
Solucidn:

Dos funciones fi (x) y §2 [x) son ortogonales en el in-

tervalo (a,b) si

b o
I f1{x) f2(x)dx =10
a

aplicando la definicién anterior a nuestro caso se tie

ne,

1 1
Yoi¥b 4, N I R R B
J-l X% X dx - J-l X dx = 7T -1-' 7 - T~ 0

por lo tanto f§i1(x) y §2(x) son ortogonales en (-1, 1).

Resolver la siguiente ecuacién integral de Volterra de

v especie

X
f E2y(E)dE + y(X) = x’r
[0}

" Solucién:

Sea . oo = %T

| X X 1
ar - -[ g20-e1d - [ e fxt
o o
X X6
_ £ - £° . 1
G3 = ‘J Ele)dg"f v nx7
0 . Jo



4.

1.

.1.

4

Por lo tanto

1.

g’(x1=x’—2-X+7’,x'*-ﬂ XT o+, L.c.d.e.

Resolver la convolucién X* Sen X

Solucidbn:

: X X X
X* SenX = I (X - E)Sent d£=‘Xf Sent dg - J £ Senk dE
o] . 0 o]
| X X X '
- X (-Cos) | - (& (-CosE) +[ CosEdE)
0 0 o]
X
=-XCgsX + X + XCgsX - 0 - Seng
o]
X*SenX = X - SenX ' L.c.d.e.

Hallar la transformada de Fourier de la siguiente fun-

cibn
1 2] <a
F(t) =
0 |t] >a .
- Solucibn: _

(" ixt,, %, dixt
L{F(£)} = [ Flx) ™™ %dt = (1)e dt
-—00 ° —a

_ eixt a _ e XA - Axa
X -a LX
' Senxa
L{F(t)} =2 3 x#0
L.c.d.e.
L F{t}) = 2a , 84 x =0
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.1.

1.

.1.

.a) F(t)

Demostrar gue L{1}='% si >0 -
Salucién:

De la definicidén de transformada de Laplace se tiene

o © .Y
L{1}- J et (1)de - J eyt - & -1 ed.d
-4 %,
— Yo 0 o =
; a .
Demostrar que L{Senat}-= 5737 S14>0

Solucibn:

oo _ . . p _
L{Sena £} =J ¢ 3son at dt - L”"f e 3% son at dt
(o] (o]

p—)-co

integrando por partes se tiene

_ Lim (-A Senat - aCos at)
L{Senat} = P oo { ST }
" Lim { _ e *P s Senap + acos ap)
p+oo 52+a2 A2 + q2
L{Sena_/t} = Az—"_aaz‘ , si 4>0 L.c.d.d.

Hallar la transformada de Laplace de las siguientes

-~

funciones:

3t + 4
2te

f

b) F(z)

Solucidn:

a) §l8) = L{32} + L{4} = 3L{t} + 4101} = 3110+ 4(])

fla) = 242 L.c.d.e.

U




b) Usando la siguiente fé6rmula

y n-1 at

z =
—rh—r)—r ‘(‘—'*rn' yl-’, 2, .....
Se tiene que, n=2 y a=1, de donde
1
§l8) = 2 {qz—377}
§18) = Loe.d.e
e .c.d.e.

Resolver la siguiente ecuacién de Abel

t V(‘” du=1+2¢+ 22
/Z

Solucidn:
Usando el producto integral o convolucién de dos funcio

nes la ecuacibn se puede expresar como

l.
Viw)* 77 =1 + £ + 22

aplicando la tranformada de Laplace:
- _1/ ’
L{ve "2} = L{1+ £+ 22}

L{y} L{t'l/z} = L{1}+ L{2} + L{£%}

yr (M) 1 . 1, 2

T8, s 8 43
o 1 1 7

Y rraT st st s

Antitransformando

Y= 1/ 4 1Y, . 2% }
_WQ_—WT—WT_(TI_

-usando las propiedades de la funcidén Gamma se tiene

y = %{t’l/z +2/t1/.+ § i)



1.

t- 1/2

- 2
y = 37 (3+64+8L%) L.c.d.e.

Usando transformada de Laplace resuelva la siguiente
ecuacidn diferencial ordinaria con coeficientes cons-
tantes

24

ym - 3yt e 2y =402t y(0) = -3, ¥ (0) - 5

Solucién:

L{y"Y-30{y"+ 201y} a 41l e2®)
Haciendo uso de las tablas de transformadas, se tiene

{2y - SY(0) - ¥'(0)} - 3{Sy- Y(0)} + 2y = 2y

Sustituyendo las condiciones de frontera, se tiene

C 4
{S2y+3S-5)-3{Sy+3}+2y = =
4 .
(32'33+2)y+33'14=r—2—
4 14 - 38

Y= 1Sz2-35+2J1S-27 * 1S2-35+7T

_ -38%+20S- 24
Y5 T15-771s- 7772 :

usando fracciones parciales se obtiene

-7 4 4
Yy =g-7ts-7? 15777

antitransformado
-7 4 4
Ly} Lllgor * 577 * 13773}

1 24 z

V=-7 e " +4e? "+ 42te? L.c.d.e.

26
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4.1.10 Usando transformada de Laplace resuelva la siquiente

gtuacibn diferencial ordinaria con coeficientes varia-

bles

Al

Zym 2yt Y = 0 yl0+) = 1, Yiw) = 0, V' (0+) = ¢

’

Solucién:

Tomando transformada de Laplace a cada término
_’.d 2, _ _ oyt 91 _ d _
T (S2y - SY(0+) -y  (0+)) + 2{Sy - ¥(0+)}- g2y =0

—é% (S2y-S{1)-C)+2(Sy-1)- é%-y: 0

- -S%y" - 28y +1+28y-2-y' =0
factorizando
-{S2+ 1)y’ +1 =0

!

U (B
o d

4y = 57

integrando

y = ~tan T(S) + A

: L
Como y +o cuando S+« , entonces A=-7

Luego
y = -tan-1(3)4-%
y = tan_l(é)

antitransformando, se tiene

Sen t

T L |




4.1.11

veremos si satisface la condicibén VY[w) = 0

Por lo tanto

y = Se;;t es la solucibn correcta

»

Usando transformada de Laplace resuelva el siguiente

sistema de ' ecuaciones diferenciales ordinarias

-

X' -2X +3Y =0

Y'Yy +2X =0

Considerando las siguientes condiciones iniciales
X(0) = § vy(0) = 3

Solucidn:
Tomando "transformada de Laplacé o cada término del

sistema‘de,ecuadiones se tiene

Sx -8§-2x+3y= 0
Sy -3-y+ 2x = 0

8

(1) (S-2)x + 3y = §
(2) 2x + (S-1)y = 3

Resolviendo los ecs(1}) y (2) simultineamente se obtiene

_ 5 3
X 3FvT1m Y37
5 2

Y°35+7 7 5-32
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4.1.12

~hy \'

>,
u

antitransformando se obtiene

-1 - B
L x} = 50 %4 3008

n

¢ L.c.d.e.
-t "z

v = LMyt = 5¢7% - 20

Usando transformada de Laplace, resuelva la siguiente
ecuacidén diferencial parcial

. :
%%: g%, U(X,0) = 3Sen 27X, U(0,4) =0, U(T,2)

= 0,0<X<1, >0
considere las constantes C; y C, de la solucién de la

ecuaciébn transformada, iguales a cero

Solucibn:
Tomando transformada de Laplace a cada término de la
ecuacidén diferencial, se tiene

2
Su- U(X, 0) =—(‘}x—§‘—

g;g - Su-= U(X,0)

-

aplicando las condiciones iniciales se tiene

d?u

AXZ - Su= 3Sen (ZEX)

esta ecuacidn es una ecuacibn diferencial ordinaria

y cuya solucidn es

Vs X Vs X 3

u =06 e + C, e + ST 47?7 SQH_ZWX

pero, considerando Ci1 = C2 = 6, se tiene

u = 3 Sen 21X |
S+4dnz ' S




4.2.4

Antitransformando, se obtiene

. 2
uﬁ;,z) = 3e 4m tSannx L.c.d.e.

Problemas propuestos

Comprobar que las funciones f§; = x y §2 = x? son ortogo-

»

nales en el (-1,1)

Considere las siguientes funciones

frlx) = x §2(x) = 3x2-1 , £3(x) = 5X3- 3X

determine si constituyen un sistema ortogonal en el in

tervalo (-1,1)
Demostrar que f§1(x} =1, §.(x) = VT Cos Zmnx y
§3({x) = Y7 Sen 2nmx donde n = 1, 2,..... , son una base

ortogonal en el intervalo (0,7)

Determinar los factores por los que hay que multipli-
car a las siguientes funciones X, X2, X® para que
el sistema sea normal en el intervalo (—1,1); Escriba

el sistema ortonormal que asi se obtiene.

Resolver la siguiente ecuacibén integral

. .
j FylElde +ylx) = X2

o]




4.2°%

4.2.10

4.2.11

Resolver la siguiente ecuacién integral
z

V()= 2+ zf Cos (£-u)¥(u)du
0

Hallar la transformada de Fourier de la sigujiente fun-

cibn R

1 - 22 |£] <1

"

Flz)
0 [£] > 7

Hallar la transformada de Laplace de las funciones si-

guientes

a) F{zt) = t* + at + b
b) F(t) = o&t*h

c) F(zt) = Sen(Znnt/T)

Resolver la siguiente ecuacibén integral

f‘ Yiwldu _ =

o Y1 - u

Resolver la siguiente ecuacién integral .

X ,
Yi{uw) _ .
fo m du = »t(»(."‘»t)

Usando transformada de Laplace resuelva las siguientes

ecuaciones diferenciales ordinarias
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a) Y'({x) + 4y(L) = 9¢, V(0) = o, ¥'{(0) = 7

b) V" (&) - 4v'{t] + 5v(g) = 125t%, y{0) = y'{0) = ¢
c) V" o+ &Y' -V = 0, vy(o) = 0, y'{o) = 1
d) Ly" + (1 - 2¢}y' - 2v - 0, Y(0) =1, v'{o) = 2

1
<

e) LY + (£ - 1)y -y , Y(0) =5, V(o) = g

4.2.12 Usando transformada de Laplace resuelva los siguientes

sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

a) pS1 V(0] = 3, y'(0) = -2, 7(0) = 0
L
VIo- 7' - 2V 4 27 = Sent

b) o ,si Y(e) = v (o) - Z(0) = ¢

V" o+ 220 4y = g

4.2.13 Resolver las siguicntes ecuaciocnes diferenciales par-
ot

8}

ciales
U, a4, ) L
i a) —a—f = 2 s—x—z- , (((0,4‘,'} 0, (!(5,«(,) = 0’
w(X,0) = 10Sen 41X
by 2% g%y Vi0,£) = 0, V(2,2] = 0, V(X.0)
8‘:7 axz » ’ y 7 y y ’
= 20 8Sen X - 10 Sen 51X
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Problemas resueltos

Integrar la ecuacién y" - xy' - y = x®’parax = 0, y = 0,
y' = 0, transformandola en una ecuacibén de Volterra de

segunda especie. Expresar la integral como un desarro-

1llo en serie de potencias.

Solucidn:

y" - xy' -y = x

y" = xy' + y + x?

de dondé

plx) = x, qlx) = 1 y alx) = x?,

haciendo y" = Z(x) se obtiene la ecuacibén de Volterra,

X
esto es Z(x) = f [ﬁ(x) + (x -E)Q(X{} 2{g)de + nlx)
o

X :
Z{x) = [ (2x -~ £)2(g)dE + x> (ecuacidén de Volterra de
0

2a. especie)

integrando

y" = 2(x) = % _a,lx)

donde
X

wolxl = xlx), arlx) = = Kix,Elaole)de, s lx)
(o}

X
= -J Kix,E)a1{E)dE, ele
¢}

luego

ap (x) = x?




.1.

Q

—

=
n

X 3 y —X
! _ £ £ _ 5
*j(zx"‘c:)&zdg—-l:b( T‘ T__J = - -7—2-)(!’

0

X g 5 g —1X
wrlx) =y [zx-ierde - o B - B e

0 0
de donde
y" = x? —-#7 X"+ .;% x® -, ...
y' = %;»- %7 + ;l T e e e
y = %% - ;i + ;g; e L.c.d.e. |
Dada la écuacién x2y" + xy' + (x? - 9)y = 0 transfor-

marla en autoadjunta

Soluciébn:

Para convertir la ecuacién anterior en autoadjunta se
e o o1 B(x)

necesita multiplicarla por H(x)-KT;T exp JKTYT dx

En este caso

Alx) x?> 'y Blx) = x , sustituyendo se tiene

Hix) = %7 exp J-%% dx = 5? exp .[%g. - %{ eﬂnx
Hix) = 1

Finalmente la ecuacién autoadjunta es

x y" + y' + [x - %)y = 0 L.e.d.

]




.1.

.1

.4

Dada la ecuacibén y" + (x - 1)%y = 0, decir:

a) Si ticne caracteristicas oscilantes en el intervalo
(o, 1)

b) Si una caracteristica poseec un cero en x = 2, cuan-

tos mds puede tener en (2, 6)

Solucidn:

a) En (0, 1) no tiene caracteristicas oscilantes por-
que (x - 1)320

b) En (2, 6) se tiene 15(x - 1)3X£125%

por otro lado la distancia minima entre ceros serd

T_<6<m 6 0.281 £ 8 % 3.1416

de donde & = 2.§6

luego
4 A 4 z
785G 1.40 , —7ET 14.23

puede tener entre | y 14 ceros méis.

Calcular el valor aproximado de la funcidn de Bessel

del indice 2 {J,(x)} en x = 2 (usar los 3 primeros tér

minos).

Solucidén:

1 1
PRTRTTS TS IS B SN S
notxs = g X L_T(nfTT TTT n+7} 2T {n+3] "7 °°

luego

(Zp (L
Tot2)=(lizy e lodo - L2 . 2
NV oy - rrTERLY foTTTUTEET

|5
(%2




-
N ! 1 1
J2(2)=(1)[I- 3“' TT‘JT'” ﬁmJ

f 1

1 1 1
7 "%t 1%
. J,(2) =0.354 L.c.d.e.

5.1.5 Hallar los eigenvalores y las correspondientes eigen-

funciones de y" -2Xy' +Ay = 0, con las condiciones

de que éstas son polinomios del tipo
Yy=1+CyX+CoX?+...+Cnx"

Solucidn:

Si y = 1 + CiX + C,X2 +..... + cn X"
y' = Cy + 2C,XK + 3C3X% +.........
y" = 2C, + 6C3X + 12 CuyX%+.......
’ Sustituyendo en la ecuacidn original se tiene:

2C, + A +{{A-2)Cy +6C33X +{(XA-4)Co +12Cu}X%+....= 0

O sea

hgo(X~2MCh+(h+”(hfzmh+2 =0

de donde

Ch + 2=-1k?f,§(24_2)0h , ho=0, 1, 2, con-1

tomando en ‘cuenta que Co =1 y Ci1 =0 , los eigenvalores

para A = Zn (n es entero) son:
K =0 S L DI

B . _ 1-n B

; [\ = 1 C3 = 2 Tﬂ“("g‘ (0) = 0
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.1.

.2,

6

1

K =1 Co = 2 = [-n) = nl=—7=)

K= 3 cs-z%-}g’l(o)=o

_ _ 4 -n nin-2)  wuln-2){n-4)
K-4 C6—25.6( 6 - 90

Finalmente las eigenfunciones son

Eiﬂé;gl X”4—n(" 2] (n-4) X® + ... L.c;d‘e.

s 1 ay2
y = 1 - nX" + 7

Calcular el eigenvalor de la ecuacibn siguiente
i

¢ {X) = ASen X f Seng¢lzldeg
o

que tiene un nficleo de Goursat.

Solucidn:

¢ {X) = Ab Sen X

con
2 1 27
b = ] Seng¢l(g)deg = f Sen&(xb Sen g)dg
o] 0]
290 1 2T
b = b f Sen?tdg = 7 Ab[%-—Seng COAE]
o] o]
b= L ab(zn-0-0+0) = mb
luego ~
A= L L.c.d.e
- .c.d.e.

Problemas propuestos

a) Integrar la ecuacibn y" - 2Xy' ~ y= X para X=0 ,
y=0, y' =0 , transformandola en una ecuacién de

Volterra de 2a. especie

o
1




b) Expresar la integral en un desarrollo en serie de

potencias

Transformar la ecuacién X y" + (1 -X)y' +y=0 en autoad

junta

Dada la ecuacidbn y" + 7%@7 = 0, decir:

a) Si tiene caracteristicas oscilantes en el intervalo
(0, 1)
b) Si una caracteristica tiene un cero en X =3, cuan-

tos puede tener en (3,11) como médximo y como minimo

Calcular el valor aproximado de la funcién de Bessel
de indice 3 J3(X) en X = 1 (use solo los 3 primeros

t&rminos)

Hallar los eigenvalores y las correspondientes eigen-
funciones de y" - Xy' + Ay = 0, con las condiciones de
que estas son polinomios del tipo y =1+ Cy X+ CoX?+...

..+Can

Calcular el eigenvalor de la ecuacibén siguiente

2
6(X) = zxcmx[ CosEd (£)dE
0.
Comprobar que Yy = % (- X®+9X%2 - 16X+ 6) es una eigen-

funcién de la ecuacién de Laguerre, dada por la si-

guiente expresidn
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.2.

.2.

Xy" + (1 -Xly'+3y =0

Comprobar que el polinomio de Hermite de grado 4 esta

dado por la siguiente expresibn l

Hy = 16X% - 48X* + 12

Clasificar las siguientes ecuaciones diferenciales par
ciales de segundo orden en: hiperbb6licas, parab&6licas

o elipticas.

a) 2 g;z - g;f = 0

b) 5E 43 %ﬁ - 0 \
c) g;g + 2%;%§ + g;g = 0

d) %;—f- -4%-5- -0

e) %;% + %;%y‘+- %% = 0



1.

GEOMETRIA DIFERENCIAL
Problemas Resueltos

Encontrar la ecuacifn de latangente a la curva

X = t4 + £27 + £%% en el punto £ = 1

‘Solucibn:

Por definicibén la linea tangente esta dada por
y = X(t)+KX' (t),- o<h<o» (5.1)
luego, eﬁ este caso
y = X{1)+KX'" (1) (5.2)
X(1) = 2-+3-+%
X' (1) -7 +23-+32
Sustituyendo en (5.2) se tiene

y = (1 + K)A4+ (1 + 2K)T +°(1 + 3K)K, -o<K<ewo L.c.d.e.

Encontrar la ecuacidn del plano osculador a la hélice,

dado por X =Cost4i + SentJ + £tK, en el punto £ = %

Solucibn:

Por definicién el plano osculador esta dado por la ex-

presidn:
(y - X)X'" X" =0, (5.3)
para este caso, se tiene

(y - X(F)) X' {n/) X" (w/) = 0 (5.4)
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1.

pero

Iy -7+ X g
2, 2

G O I A
2

X"(L) = -3
2

Sustituyendo en (5.4) se obtiene

ly -3 - TR -2+ RI(-T) =0

Recordando las propiedades del triple producto escalar

se obtiene

yr + Y3 = L.e.d.e.

N

Hallar la curvatura a lo largo de la curva
X = (32-4%)¢+ 32T+ (3t + 2%)K {5.5)

Solucidn:
La curvatura esta dada porla siguiente expresibn

/' X! X" :
|K|= 1~T§§ ; (5.6)

Sustituyendo en la ecuacibn anterior, se tiene

K] - WC(3-327) (#6434 (34322 ) KR[T(-6%) i +67+6K]]
| (3-322)7+62T+(3+322)K]| 3

18] (£2-1)¢-2¢0+ (1422 )K]|

!Kl: A A A
27| (1-22)i+22T+(1+2%)K]| 8

finalmente, se obtiene
K = - 1 L.e.d.e.
STTE2TE -e.d-
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6.1.4 Hallar la torsibn a lo largo de la curva
X = (3£-23)4+32%2T+(3£+7)K

Solucidn:

La torsibn se obtiene empleando la siguiente f&rmula
Xl X"X"l
T = Txm=xe (5.7]
La expresién (5.7) tambien se puede exXpresar como

B (X'XX").X”'
T = I)(vxxulz (5.8)

Sustituyendo en la ec, anterior y haciendo uso del pro-
blema (5.1.3) se tiene

18142 -1)4-247+ (1422 ) K. 6 -4+K]

T= N A A
(182 |(£2-1)c-24T+(1+2%)K]|?
_ b{-£2+1-0+1+£2)
18| (£2-1)7-2£T+(1+22)K] 2
sx
18] (£2-1)-24£T(1+22)K|?
T - 6 X 2 v
18x2(22+1)2
| — L.c.d.c.
3(t%+7)°2

6.1.5 Encontrar la ccuacidén del plano normal a la curva

X = £{+£?J + %K , en el purto t=1
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.1

Solucidn:

La ecuacibén del plano normal esta dada por la siguien-
te expresibn

(y-X)-X' = 0 (5.9)
Sustituyendo en la ec (5.9) se tiene

(y - X{1))-X" (1) =0
pero:

X{1) L+ J + K

n

>

X (1) L+ 27 + 3K

Sustituyendo estos valores en la ec. anterior se tiene

AA AN

[V (L+T+K)} - (£+27+3K) = 0

A A A

Yri+y,J+ysK) - (L+T+K) -+ ({+2T+3K) = 0

(@)

(gr-1)4 Hy,-T)T Hys-T)K - (L+2T+3K) = 0
desarrollando el producto punto se obtiene
Yyr-1+2(y,-1)+3lys-1) = 0

Yy1-1+2Y,-2+3y3-3 = 0

finalmente la ecuacidn del plano normal es

Yr+Yo+ys = 6 L.c.d.e.

Encontrar la envolvente de la familia de paré&bolas re-

presentadas por la siguiente expresibn

(X-2C)2 + y* - C% = 0 (5.10)




Solucidn:

Se procede a derivar la ec (5.710} con respecto al pard-~

metro C,
2X+ 8C - 72C =0
2X+ 6C = 0

de dqnde:

Sustituyendo el valor de C en la ec (5.10) se obtiene
la ecuacidn de la envolvente, resultando ser el eje de

las Xl(y = 0).

Encontrar la envolvente de la familia de cfirculos de
radio unitario, cuyos centros se encuentran sobre el

eje X; representados por la siguiente ecuacidn:
(X - C)%2 + y? = 1 (5.11)

Solucibdn:
Se procede a derivar la ec (5.11) con respecto a C,

obteniendose

Sustituyendo el valor de C en la ec (5.1]1) se obtiene
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6.2.1

Lo cual indica gque la envolvente son las rectas

y =1y y= -1

Obtener la envolvente de la familia de esferas repre-
sentadas por la siguientes ecuacifn

X2+ y> + {2 -C)2 -1=0 (5.12)
Solucidbn:
Derivando la ec (5.12) con respecto al par&metro C se
obtiene

-2{7 - C) =0

de donde

Sustituyendo el valor de C en la ec (5.12) se obtiene

la envolvente
X2+ y?2 -1 =90 L.ce.d.e.

que es la ecuaci6n de un cilindro circular recto con

radio unitario y cuyo eje es el eje Z.

Problemas Propuestos

Encontrar la ecuacidn de la tangente a la curva

A

X = (1 + £)4 - £27 + (1 + £3)K

en el punto t = 1,




0

Demostrar gue una curva es una linea recta si todas

sus tangentes son paralelas

Para la hélice X = Cost, y = Sent, ZI = &, hallar la

ecuacidén del plano osculador en el punto (1,0,0)

Hallar la curvatura a lo largo de la curva

X = a(Cost) + a(Sent)] + b £ K, a>0, b0

Hallar la curvatura a lo largo de la curva

X = {t - Sentl + (1 - Cos )T + %K

Hallar la torsidén a lo largo de la curva

X = (£ - Sent)d + (1 - Cos £)J + £K
Encontrar la ecuacidn del plano normal a la curva
X = (1 + 2)d - 227 + (1 + %K

en el punto £ = 1

Para la hélice X = Cps2t, y = Sent, Z = £, encontrar

la ecuacidén del plano normal en el punto (1,0,0)

Encontrar la envolvente de la familia de circulos da-

dos por la siguiente ecuacién (X - 2C)* + y?® - C* = ¢

46



6.2.10 Encontrar la envolvente de la familia de elipses dadas

por la siguiente ecuaciln

6.2.11 Encontrar la envolvente de la familia de esferas con
radio unitario y centro en el plano.x, y representa-

das por la siguiente ecuacibn

(X- Ci)% + {y - Co)? + 22 - 1.=0



SOLUCION DI ILOS PROBLEMAS PROPULESTOS

CAPITULO 1

1.2.1 0 = 157°36'30"

, dla  Jlx, - aly  3la .
1.2.2 rotlx, o, o) ST R '55*)€x + (7;;° 5% Jen +
dly _ AUy~
(TST _5&)60
- 2.4 44 k
1.2.3 = e - L -
V71 V71 V21
1.2.6 div{Ux) = - not U

4 g ot .

X(g/*”)ds /[X(g+52)ds = 4
41

2

1.2.9 Madic = pTR?

M!U’T

1.2.10  ox = 0.51Kg§/m*>, oy=- 0.21Kgf/m*, oxy=0.09Kgg/m?

oyz = 0.12 Kgf/m*, ozx =0.03Kgg/m?

1 2
1 2 -
1.2.11 v (7{3-) = )LT
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A
e LIS i
')L;“ ":I
\,;‘ﬁ« Va_:;‘;,’;
CAPITULO 2 N o
] 7 7 SR
2.2.1 =5 (Cos 7L Sen ZTr)
2.2.2 2o=1 + 2 4 , 2y = -1-24
1 V3 1 V'3
2.2.3 Zo--2~+-—2—L y 2y7= -1 Zz=7——~2—4
2.2.4 2= - 4{u-1) y ¥>=- 16(u-4) son las ecuaciones de
las par8bolas que limitan la imagen de la banda en
el plano w
|
2.2.5 1, =-4nl3.734) , 1, =-4ibn(.274) i
52° + 32+ 3 _ o
2.2.7 § VAL dz = - 30
S
2.2.8 6 = 0
. 2+241 2
2.2.9 - f = wyorogy 0 004 = gy
2.2.11 B2+ 724 1y o sgmi
. . (Z" 2)2 z
c
4
,;
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CAPITULO 3
. . z - 3 Z - #15
3.2.1 402) = - (2 - IZT-) o 7 e y!ﬂ Fuowunn
I L A A
3.2.2 6(2) = 7 —2—-—+—3—-~T+ .....
2 3 L 5
3.2.3 5(2)=1—Z+%—,——-§-!—+ZZT--§T+ ..... :
1 1, 1 ., 1 ., i
3.-2.4 al §12) = - 5 - gl - 410 - gl
bl fl2) = 3+ Fow Jow Bl
3.2.5  a) §l2) = - g2-F2-Jo- Do
1 3 7 15
I R - T
2 4 2 4 2 7 12 13
3.2.6 6(Z)= ..... -Z—§~-ZT+7T+Z~2“——Z+1'?+T"T+ .....
_ 12 6 o 15, 33, 63 4
327 6(2) - Zz “Z" 9 —z——z TZ TZ T e s s e 0
1t
1 e dz t-1 1 z
3.2.8 m}{cmu—ﬁﬁr 7 tre Cost
42
3.2.10 ‘f e
o %) - © 3 _ 4
3.2.11 a)f yieYdy=3/8 b) f W20 qy = /FW/36 E
0 0 ' ;

o 2
C’J y2e Y dy = VTT/16
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1 3
3.2.13  {(X)=- = (Sen 54+ Senni+g Sen yut+ ¢

E TN

7
g 5 1
en 7—nt+?3en3ﬂt+ ........ )
3.2.14  a) §(x) = & E(1-C08nTg,, nox
b) §1X) = - o E (LTS0S R yeos M7X
3 % 6(Cosnm-1) nmx
(‘.) 6(X) = '2— + n=1i nem2 Cos -—-3-—
6 Coronm Sen nmx
nmw 3
CAPITULO 4 ‘ ' ]
4.2.2 S4L
4.2.4 ¢1=-‘/—3-_-X, ¢2=_.‘/-5.-_-x2, ¢3=Ex3
7 7 7
v X S X*
4.2.5 ylX) =Xl -+ = - Fp * 75 ~v---- )
n
_yv2 ® _ n X
"X L N T
4.2.6  Y(£) =t + 2 + 2(t-1)et

4(X Cos X - Sen X)
X3

)

4.2.7 §(X)
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Al T, gt i e e e B a ) Al eer N er - S, g alale v - A . ol .. i oo S ARl 3 o bt in . 4 N - s vl R e e L et - Rl il i3

‘ b) 6(3) = S-a
. c) §is) = Zyleﬂ {S[* I(Znﬂ)z} .
=
4.2.9 yit) = 1
DA = -2-

4.2.10 y(t)

3V3 Y
—4—1}—1:3 (3»t+ 2)

4.2.11 a) Vizt) 3t + 2Sen 2t

]

b) V(&) = 2522 + 40+ 22 + 2e2X(2Senst - 11 Cos £)
s c) V(t) = %
. d) V() = e2%
e) yvi(t) = 5¢%
4.2.12  a) YI(t) = 2 + ;—tz ; %e‘t—%SQnu %—Coét
2(¢) = 1 - Y&t + Jsent-) cost
1 -t 4 a1 7 1. -2
b) V(zt) -"7'0, +Z-5—Q 'S-COAI-'S-SQVLI"' ?zte
1 -t 1 Lt 1 -t
Z(/t)"g‘e ""7?, +-3-/te,
»
4.2.13  a) U(X, €)= 10e 32Tt oy gux
| ]
b) U(X, £} = 20 Sen 27X Cos 61t - 10 Sen 57X Cos 15t | i
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CAPITULO 5

X
5.2.1 a) Z{X) =f (3X-g)Z(g)dg + X

i
o

5.2.2 XeXym s (1-x0¢%y v Xy

5.2.3 a) No

b) 0 Como minimo y 2 como mdximo

e

5.2.4 Js(1) = 0.01956

;- %%-Xz _ n(Z:—A) X4 - n(Z-zi(4-A) X6 -

5.2.6 A= 1/2n

5.2.9 a) hiperbélica
vb) efLiptica
¢)] parabflica
d} parabdlico

e) hipenbélica
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CAPITULO 6

6.2.1

6.2.10

6.2.11

V=(2+Klf—(1+2K)3+(2+3K)T<‘

a/la® + b?)

~
n

(1 + 4 sen®(£/2))2 7 (1 + 4 sen(2)2))

~
"

T=-1/(1+ 4 sen*(£/2))

Yi - 2Y2 + 3y3 = 0

y + 1 =0
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