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l. ANALISIS VECTORIAL 

,. 
1.1 Problemas resueltos 

1.1.1 Para los siguientes vectores, a=2i-2j+k, b=i+8j-4k y 

e=12i-4j-3k.. Calcular: 

' ... ' 

a) longitudes de .ª, E, -Las c. 

b) a.E 

e) axe. 

d) proyecci6n de E sobre -La c. 

e) El ángulo entre a y E 

f) [a E e:] 
g) ax(Exel 

- -h) El volúmen del paralelepípedo de arístas a+c., a-e. 

y Fi 

Solución: 

IE1= ✓ (7) 2 +(8) 2 +(-4) 2 = ✓1+64+16 = 9 

1-c: 1 = ✓ ( 7 2 )2 + ( - 4 )2 + ( - 3 )2 
= ✓ 1 4 4 + 1 6 + 9 = 1 3 

b) a.E= (2i-2j+k.). (i+8j-4k.) = 2-16-4 = -18 

¡ J k 
c> axb = 2 -2 1 = i(6+4)-j(-6-12)+k(-8+24)=10i+18j+16k 

12 -4 -3 

d) sabiendo qu~ E.e= IEI lel cose, entonces la proyec-

• - ' ci6n de b sobre c. esta dada por 

cose E.e = TTT (ver figura) 

1 i"'i 
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E.e = li+8j-4k). ( 12i-4j-3k) = 12-32+12 = -8 

,. . 
Luego 

'º' cose = -8/13 

e) dado cose a.E entonces que = 'ª 11
5

1 

, 

(a. E l 
. 

- 1 8 1 8 2 e = cos-1 

1 a¡ 151 = 131 19 l = TT = -3 - e = 131°49' 

2 -2 1 
1 8 -4 = 2(-2-76)-1-211-3+48) 

+ 1 (-4-96) = -90 

g) iix ( Exc.) 

Desarrollemos primero 

,¿ J k 

12 -4 -3 

ExC: = 1 8 -4 =i(-24-16)-j(-3+48)+k(-4-96) = -40,l 
12 -4 -3 

-45j -100k 

Luego 

iix(bxcl = 
,¿ J k 
2 -2 1 =il200+45) -jl-200+40)+Kl-90-8) 

-40 -45 -100 

Por tanto ax(bxe) = 245i+160j-170k 

.. 
h) a.+c. = 14i-6j-2k 

a.-c. = -10i+·2j+4k 
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el volúmen del paralelepípedo será 

;r 
14 -6 -2 

- 1 O 2 4 = 1 4 ( - 8 - 3 2 ) - ( - 6 ) ( 4 O - 4 )- 2 ( - 8 - 2 ) 
1 8 -4 

eritorices,f~+C:). [(ii-C:JxEJ = 180 

1.1.2 Calcular la matríz dél tensor ax 

Solución: 

... 
en forma similar, se obtiene que: 

y axk. = a yi - a x_j 

por lo tanto la matríz pedida es 

O az -ay 

-az O ax 

ªY -ax O 

• 1.1.3 Se sabe que n- 1 es una función armónica. a) ¿Hay otros 

valores den. para los cuales n» sea armónica? 

Solución: 

a) Para que una función sea armónica debe satisfacer 

la ecuación·de Laplace, en este caso 

n-1+2 = O --+ 

n. ( n - 1 ) n n -2 + 2 n n n -1 
n 

n = -1 

3 .. 

= o 
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. . . . 

Por lo tanto, no existe otro valor distinto de -7 para 

el: cual Jtn sea arm6nica .. 

1.1.4 Si/tes la distancia medida desde un punto fijo O y~ 

una superficie cerrada que limita un volfimen V, compro 

bar que 

f 1t ~~ dJ.i = 3 V 
J.¡ 

Solución: 

i 1t a1tdJ.i= ( 1t(g1tad 1t.n)dJ.i = ( 1t(Pf.n)dJ.i = ( op.ñdJ.i = 
'..\ a n JJ.i j4 J4 

[ d.lvopds¡d.ivop· • (~x.i + :i + L k}.. {x.,: + Yj + Zk) • J 

Sustituyendo este valor en la ecuación anterior, se 

tiene 

= L 3 dv = 3V L.c..d.c. 

1.1.5 Hallar el mínimo de la función armónica 6 = 2X 2 -y 2 -Z 2 

dentro de una esfera de radio 1 y centro en el origen, 

indicando cuanto vale y donde se encuentra. Soluci6n: 

En la superficie de la esfera X2 + y 2 + 2 2 = 1, la fun-

ción armónica es 
2 

igual a 6 = 3X - 1 . Como -1 ~X~ 1 , el 

mínimo de 3x2 es O. Por lo tanto el mínimo de 6 es 

bmin = -1 y se ehcuentra en todos los puntos del círculo 

y2+z2=1. 

4 
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1.1.6 Comprobar que la J. (2xl + yj +2xk)d-0 calculada sobre la 
'.6 

(!sfera de radio 1 y centro en el origen vale· 4 TI • 

Solución: 

! (2x1 + yJ + 2xk) .ñd-0 = f div(2x1 + yJ + 2x~)dv 

, [ 1},12X)+3
3
yiyl+ 3

3
2

(2X))dv 
~ 

= t (2+1+0)dv 

4 
= 3V = 3(3 TIR

2
) = 41r(7)2 

f (2x1 + yJ + 2xk) .ñd-0 = 41r 
1-l) 

L.c...d.c... 

1.2 Problemas propuestos 

1.2.1 Determinar el ángulo entre las normales o la superficie 

Xy = 2 2 en los puntos (7, 4, -2) y (-3, -3, 3). 

1.2.2 Expresar el rotacional en Coordenadas Cilíndricas. 

-1~2.3 Determinar el vector unitario n normal a la superficie 
' 

Z = X2 + y 2 en el punto (7, -2, 5) 

1.2.4 Comprobar que si u es un vector variable que mantiene 

una dirección constante, ~ot Ü es perpendicular a di­

cha dirección . 

.. 

1.2.5 Demostrar que ~ot [6(~)~] = O 

1.2.6 El operador ux es un tensor. Calcular su divergencia 

' 5 \ 
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. 2.7 Si 6=x.y+yz y g=2X 2 -y 2 -Z 2 • Calcular la integral 

sobre una esfera con centro en el 

origen y radio unitario 

1.7.8 Dada las esfecas con centro ·en el origen y radio 

Calcular el cociente 

L . X ( y + 5 Z ) d.6 / L X ( tJ + 5 Z ) d.6 

1.2.9 Calcular la masa adicional de un cilíndro de radio R y 

ancho unitario que se mueve en dirección normal a su 

eje con velocidad u ( tome se 4> = 
R2 

u C.0.60}. 
)¡_ 

1.2.10 Comprobar que el tlujo caracterizado por la velocidad 

u=X 2 + 2y 2
, v=-Xy, 1 . .r= -X(Z+y) 

es incompresible. Si el fluido tiene viscosidad 

J.l= 0.6X ([/kgf/m 2 y si en el punto de coordenadas 

X=200m, y=50m, Z=-100m se tiene que 

0 2 = -.21 kg6/m 2
, calcular los demas esfuerzos normales 

y cort3ntes en ese punto. 

J . 2 . 11 C.3. l (~ u 1 ar e 1 L ;, i.) 1 2 e i ano de 1 / Jt 2 
( su ge .e ,2 n c i a a p l i e ar l a 

fórinula del Laplaci,:rno de L,n i::-,1_-oducto) 

6 
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2. VARIABLE COMPLEJA 

'I' 
2.1 Problemas resueltos 

2.1.1 Expresar en la forma a+bi.al siguiente número complejo 

..... 

(-2 + 5.l) (7 + 3.l) 
2 + 3,¿ 

Solución: 

( 2 2 , ) TT - IT,t 

Primero calculemos el numerador del primer término: 

(-2 + 5.l) (7 + 3.l) = -2 + (.-6.l + Si) -75 = -17 - i 

Luego, multiplicando y dividiendo por el conjugado del 

-~ denominador el primer término se transforma en: 

-17 - i 
2 + 3.l 

2 - 3.l 
2 3.l = 

-34+51i-2i-3 
4 + 9 

·3 7 4 9 . 
= - IT + ITA., 

Finalmente, operando ambos términos se llega a: 

(-~ + 
1 3 

49.l¡ 
1 3 

Por lo tanto 

Z = - 3 + 4.l 

( 2 2 • ¡ = TT- TT,{, 
39 

- - + 
1 3 

• 2.1.2 Demostrar que (2,i) y (2,-i) son raices de la siguien­

te ecuación 

2 2 
- (4,0)Z + (5,0) = (0,0) 

Solución: 

Para que sean ~aíces de la ecuación cuadrática, deben 

satisfacerla: 

Sustituyendo (2,i) 

(2+i)(2+i)- (4+0i)(2+i) + (5+0.l) = (0,0) 

4+2i+2i-1-8-4i+5 = 4i-9-4i+9 = (0,0) L.c..d.d. 

7 
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Sustituyendo ( 2, -.i) 

(i- i) 12 - .i) - 14 + O.i) 12 - .i) + 15 + O.i) = IO,O) 

4-2.l-2.l+1-8+4.l+5,= 10,0) L.c..d.d. 

2.1.3 Demostrar que 17 + ,¿fºº = -2 5º 

... 
.... 

Solución: 

Sea Z = 1 + .l, de donde se obtiene /t = 2½ y e = f , de la 

• fórmula de Moivre 

Luego 

z100 = (/2¡100 ICo-6 100 1 + ,¿ -6e.Y1. 100 ;) 

zlOO = 25º lc.o-6 251T + ,l f.,e,n 251T) 

pero c.o-6 nn = -1, sin es impar y -6e.n nn = O sin es 

-· par entonces 

2100 = 11 +.i 1100 = _ 2so L.c..d.d 

2.1.4 Calcular las tres raíces cúbicas-de la unidad y grafi­

carlas 

Solución: 

Se sabe 

l 'n 11n e + " K 1T e + " 1,. -rr, z /, = J¡_ 1 QO f., L., + ,{_ f., e_n L I<'.." 
n n 

en nuestro caso 

Z = 1 +O,¿, de donde /t = 1 y e = O 

luego 

z1h= ,% (c.o-6 ~-+ ,{_ 
3 

' 
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.. 

para obtener las tres raíces, hay que dar valores a 

k.; de o - 2. 

k. = o Zo = 1 X ( 7 + OL) ; Zo = 1 

k. 1 Z1 1 ( e.o .6 
2n 2n 

Z1 
1 13 .. = = X -+i .6eJ'I. T ; = -2 + y-<-3 

k. 2 22 1 ( C.0.6 
4n . 4n . Z2 

1 13. = = X T +-<- .6 e.n T ., = - 2 - y-<-

La gráfica se muestra en la figura siguiente 

tj 

2.1.5 Encontrar la ecuaci6n de la circunferencia de radio 4 

con centro en (-2,i) 

Soluci6n: 

La ecuación de la circunferencia en el plano complejo 

• es: 

IZ - Zol = 4 

donde Z =X+ ilj y lo = -2 + i 

Sustituyendo en la ecuaci6n anterior y operando se ob­

tiene 

(X+ 2) 2 + (IJ - 7) 2 = 16 L.c..d.e. . 

. . . 
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2.1.6 Demostrar que en el campo complejo 

,. 
~oluci6n: 

d 
al C.0.6 Z 

d 
cI'[ c.o.6 Z =- .6e.n Z 

-.íz e . l = ,¡2 

L.c..d.d. 

d aI c.o.til =- .6e.n Z 

2.1.7 Hallar la transformaci6n conforme que mapea un círculo 

unitario en un triángulo equilátero, de modo que los 

puntos .í, -1·, -.í del círculo se transformen en los v~r 

tices del triángulo 

Solución: 

La transformación para pasar del plano Z al plano W es: 

w = z - ,¡ 
z + .l 

de donde se obtiene que 

w + 1 
Z=_¿(w-1) 

Con la nueva transformación se pasa el plano W al plano 

Z, esto es: 

w = ,l. z = 

w = 1 --+ z = o 

w = Z = 1 

10 
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Ahora, de la transforrnaci6n de Schwarz-Christoffel se 

tiene: 

tz ~ -1 .!_ - 1 

6 = (Z + 7 ) 
3 

( z + O) 
3 

(Z 
.!.. - 1 

7) 3 d7 ( 1 ¡ 
1a ) m = 

r _213 -% - 2¡3 

6 = (Z + 7 ) z ( z - 7 ) dZ 6 

L.c..d.e. 

2 •. 1. 8 Dado Z = lo + ll. e it donde a < t ~ b demostrar que 

' b 

... 2!,[ Iª dZ b - a 
= Z - Zo 2 TT 

Solución: • 
De la condición dada para Z se obtiene: 

it 
Z - Zo = Jr.. e 

d • it d~ z=,<..Jr..e ,t.. 

Sustituyendo en la ecuaci6n dada, se obtiene: 

' 
1 

2 TT,L 

= fi 

1 
2TT,[ 

I: dl 
z - z o 

Iba dz z - z o 

1 
= 2 TT,L 

b-a 
= ZiT 

fb i ll. e it . f b dt = 
2~,[ a 

dt 
"- e ,<..t a 

L.c..d.d. 

2. l. 9 
2 Calcular la integral de 22 ~ 22 sobre una circunferen-

• • p 

cia con centro en el origen y radio 3. 

. . 

• 



.. 
Solución: 

Usando fracciones parciales .. 
2 

z 2 + 2 z 
1 1 

= z - ""'["+'[ , los po1os son O y -2, estan deritro de la re 

• gi6n dada y su integral es distinta de O, entonces 

f 2 d _ f dz _ f dz 
Z2 + 2Z Z -_ T 7+T 

I; 

Usando el teorema integral de Couchy se obtiene 

f dz = 
~ 

2TI í ( ) T! n o· ( 0) = 2 TI ,l ( 1 ) = 2 TIÍ 

Por lo tanto 

J 
2 dz - 2 • 2 • = o Z2 + 2Z - TI,(, - TI,(, L.c..d.c. 

2.2 Problemas propuestos 

2.2.1 Dado Z 
( 7 - ,¿ ¡ª 

= ¡ lí3 + ,¿ ¡s , eser ibir a Z en forma polar 

2.2.2 Calcular las raíces cuadradas de Z = -3 + 4,l 

2. 2. 3 Calcular las raíces de z = [ ( -1 )
1
/
3
]

2 

2. 2. 4 Encontrar la imagen de la banda 1 ~ R ( z )~ 2 empleando 

la transformación W = Z2 

2. 2. 5 Calcular el valor de Z para el cual .6 e.n Z = 2 

2.2.6 Por medio de la fórmula de Arctang Z comprobar que 

72 
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Arctang 7 = n¡4 

2.2.7 Calcular la integral de 5Z 3 +3Z+3 
(Z - ,l}3 sobre una circun 

ferencia con centro en el origen y radio 2. 

2. 2. 8 Encontrar un mínimo ~n I Z 3 
- 2Z - 41 en la regi6n circular 

con centro en el origen y radio 2. ¿Cuánto vale? 

2.2.9 Hallar la transformaci6n bilineal que lleva a los pun­

tos Z = i.., o, -i.. en 6 = O , 2i.., 1 respectivamente. ¿En 

'·· .... _ qué se transforma el punto Z = 1 + i..? 

2.2.10 Comprobar que en el campo complejo son válidas las si­

guientes f6rmulas 

z 
a} Co.6 2 /

1+c..o.6Z = + - 2 

b} Co.6 2Z = Co.6 2 Z - Se.n. 2 Z 

d d} aZ Se.n. Z = Co.6 Z , 

2. 2 .11 Calcular la f c.. 
3 2

1

2 

Z+ _
7 ~ ¡\ 1 

siendo C el rectángulo de 

vértices (O, 1 ) , ( 3, 1), ( 3, - 1 ) , (O, - 1 ) 

13 
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3. 

3.1 

3 .1.1 

• 

" 

3.1.2 

DESARROLLOS EN SERIES 

l' 

~roblemas resueltos 

Desarrollar 6 ( Z) = Se.n Z en una serie de Taylor alrede­

dor de Z = rr / 4 

Solución: 

Procedamos a calcular cada término del desarrollo en 

serie de Taylor: 

6(Z)=Se.nl, 6í(Z)=Co1.>Z, 6"·(Z}=-Se.nl, t'·(Z)=-c.01.>Z 

(V ( Z) = Se.n Z , .... 

6 1 Tf 14 1 = 1212 ,· n, , Tf 14 1 = ✓212 , 6" -, Tf 14 1 = - ✓212 , 6"' , Tf 1 4 , 

= -ff/2, 6IV(Tr/4) = fl/2, .... 

Aplicando el teorema de Taylo! se obtiene 

6 ( z l = 12 / 2 + 
1} ( z - Tf / 4 ¡ 

6 

6 ( z) L.c..d.e.. 

Desarrollar 6(Z) 

para jZj>3. 

= z2 
- 1 

(Z+2JIZ+3) en serie de Laurent, 

Solución: 

Usando fracciones parciales se obtiene que 

z2 - 1 3 s 
I 2 + 2 l ( Z + 3 J = 1 + T+2 - L+3 

Ahora desarrollemos en serie los dos últimos términos 

-d~ 1~ expr~si6n~ante~ior 

14 
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3.1.3 

.... 

3 3 3 ( 7 2 4 8 
m = z ( 7 + 2 7 z 1 = I -y + zT - IT + . ..... ) 
,. . 
-8 8 8 (1 3 9 27 + ...... ) m = Z-(7+3/Z) = z - z + rr - yr 

Finalmente, la suma de los tres términos nos da el de­

sarrollo en serie de Laurent: 

ó ( Z 1 5 1 8 = 1--+-=¡-z--z . z 
60 yr+ 192 

z-ir L.c..d.e.. 

I Se.nh Z Usando el teorema de los residuos, obtener c. 24 dZ,. 

siendo c. una circunferencia centrada en el origen y ra 

dio 2. 

Soluci6n: 

Se.n.h Z 
z3 zs 

=T!""+ST+ •.••• 

ó ( z 1 = 
Se.n.h Z 

z '+ 
1 :: p- + 

1 
5TZ + 

dado que el pol6 vale o 

z 
5T + ..... 

R,, • 1 ¡ z 10 = Llm ¡ z _ o l { 7 + 1 + Z + ..... } = 1 
"-'., n Z+o Z3 5T2 V. 5T 

1 por lo tanto Re..6 ó ( Z 1
0 

= 6 . Ahora, aplicando el teore-

ma de los residuos, se obtiene: 

fe. 
Se.n.h Z dl 2rr,l{!} z .. = ó 

je Se.n.h Z dZ TTi --r .. - = T L.c..d.o. 

3.1.4 Usando la forma integral de la funci6n Gamma, demos­

trar que r(Z + 7) = Zf(Z). 

15 
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Soluci6n: 

~~ la definici6n de la funci6n Gamma, 

foo Z -t 
r(Z + 7) = t e dt = 

o 
Llm f Mtz e -t dt 
m + oo 

o 

integrando por partes se tiene 

r(Z + 7) = m + oo 

Llm 

I'(Z + 7) = O+ Z f00

tZ-J e-t dt 
o 

r(Z + 7) = Zr(Z) L.c..d.d 

3.1.5 Sabiendo que rf7.25) = 0.9064, calcular r(0.75). 

Soluci6n: 

Se sabe 

r(Z)r(7 Z) = TI 

SenTIZ 

luego 

r 1 . 2 5 J r-( . 7 5 ) = TI 

rl.75) = TI 

r(.25)Se.nlfl 

por otro lado 

r(z + 1¡ = zr(Zl 

de aquí 

r(.25 ~ 7) = .25rl.25) 

r 1. 2 5 J 
r(.725) .9064 

= ---'-~----'- = 
. 2 5 . 2 5 

16 ' 
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3.1.6 

.... _,._ 

r(.25) = 3.6256 

,. 
Con este valor ya conocido, se puede determinar el va-

lor de r(.75) 

r(.75) = 

(3.6256)Sen ¾ 
1T 

por lo tanto 

r(.75) = 1.2254 L.c..d.c.. 

I
.R. 

KTTX f tco.6 KTTX Demostrar que Sen. -:r dx = -y dx = o 
-.l -.l 

k = 1,2,3, ..... 

Soluci6n: 

I.l. s KTTX 1 KTTX t 1 dx Co.6 
I_: t Co.6 KTT e. n ---¡;- = KTT T = KTT 

-l 

Co.6(-KTT) = o L.c..d.d. 

fl_Co.6 KTTX dx 
l . 

1 KTTX ll j 1 
= fi Sen -y- -l = fi Se.n KTT - KTT 

-l 

Sen(-KTT) = O L.c..d.d 

si 

1 
+ fi 

3.1.7 Desarrollar en serie de Fourier a la siguiente funci6n 

O -5 <X< O 

F ( X) = 

3 O<X<5 

17 
. . .. . 
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Solución: 

~e procede a graficac la función, 

-~-----,-;¡¡¡¡;¡¡¡¡--~i---------- - - - - --, 
► 

-IIJ -5 o 5 10 

~eríodo -----j 

de donde se puede ver que el período =10. Por otro la­

do, período =2l, entonces l=5. Escogiendo corno interva 

lo de integración de -5 a 5, entonces los coeficientes 

se obtienen de la siguiente manera: 

] J 5 
n 1TX 1 án = 5 _/()0 Co1.> - 5- dx = 

5 
(OI Coi nnx dx + 

5 

5 

f (3)Co-6 nnx dx -5-
0 

1

5 = 
O, si n i= O 

o 

si n = o, an = a.o 

bn 1 
J

5
F(X)Se.n = 

5 -5 

1 J
5 

n1rx 
5 (3)Se.n - 5- dx 

o 

= 

nnx 
-5-

3 
( 

5 
S~n ~I ""5" nn :;} 

3 f 5 Co-6 OTIX 
dx 3 

f 
5 3 15 

5 -5- = 5 dx = 5 X 1 = 3 
o o o 

dx 1 I
0

(0}Se.n nnx 
dx = 

5 -5- + 
-5 

18 ' 



3 bn = nn 

3 Co-6 n1T + 3 
n1T n1T 

(7 - Co-6 nn) 

Se sabe que la serie de Fourier pedida es de la forma 

F ( X) a. o + <X> 

( in .Co-6 n1TX bn Se.n n~x¡ = n f1 -- + T e. 

por lo tanto 

F(X) I + 
<X> 3 ( 7 - Co-6 nn) nnx 

= ¿ Se.n 2 n =l n n -r 
-~ desarrollando, se tiene 

F(x) 3 6 (S nx + _1 Se.n 31Tx 
= 2 + n en T 3 -5- + } Se.n ~ + •....• ) 

L.c..d.e. 

3.2 Problemas propuestos 

3.2.1 Desarrollar n(Z) = Co-6 Zen serie de Taylor alrededor 

de Z 1T 
= 2 

. •3. 2. 2 Sea n ( Z_) - = .l.n ( 7 + Z), cuando se considera la rama que 

toma el valor cero cuando Z =O.Desarrollar ó(Z) en se 

rie de • Taylor alrededor de Z = O. 

3.2.3 Desarrollar n(Z) = 

z = o 

-z e en serie de Taylor alrededor de 

3. 2. 4 Desarrollar n ( Z) = ( z ~ 3 }. en serie de Laurent, válida 
• , V • 

par a , a) 1 Z 1 < 3 b) 1 Z 1 > 3 

19. ' . . . 
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3.2.5 

3.2.6 

3.2.7 

2 
Desarrollar 6(2) = 12 _ f) ¡2 _ Z) en serie de Laurent, 

válida para, a) JZl<7 b)-IZl>2 

Desarrollar 6(Z) = 

para 7 < 1 Z 1 < 2 

Desarrollar 6(2) = 

para O < 1 Z 1 < 2 

1 O ¡ z + 2) ¡ z 2 + 1) en serie de Laurent, 

24 
L2( z _ l) I z + 2 ) en serie de Laurent, 

3.2.~ Usando el teorema de los residuos, calcular 

1 f· e z:t d2 21r.i c. 22 (z2 + 22 + 2) alrededor del círculo C_con 

centro en el origen y radio 3. 

3.2.9 J 
CoJ.i h Z 

Demostrar que c. 23 dZ = 1r.i si Ces el cuadrado 

con vérci tes en !:_ 2 !:._ 2 .i 

I e2 dZ 
3.2 .. 10 Calcular c. Co.óhl al rededor del círculo C centrado 

en el origen y radio 5. 

3.2.11 Hallar el valor numérico de las siguientes integrales 

aplicando la funci6n gamma 

a) r., y3 -2y dy e 
o 

b) f 
(X) 3/ - 3u. 

u. 2 e du. 
o 

J,
(X) 2 2 2 

c) y e - Y dy 
o 

• • • • 20 
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3.2.12 Demostrar que 

_,. 

1 r( 2 )=1n 

3.2.13 Desarrollar en serie de Fourier la funci6n que se defi 

ne enseguida 

F (X) = 

o 

1 

- 1 

o 

-2<X<-1 

-1 <X< O 

O < X < 1 

1 < X < 2 

3.2.~4 Desarrollar en serie de Fourier las siguientes funcio-

nes 

a) F(X)= { 

8 

-8 

{

-X 

b) F(X)= 

X 

O < X < 2 

2 <X< 4 

-4 < X < O 

-3<X<O 

• p 
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4. 

4.1 

4 .1.1 

CALCULO FUNCIONAL 

B~oblemas resueltos 

1 /: . s, 
Comprobar que las funciones 61 (x) = X 2 y ó2 (x) = X12 son 

ortogonales en el intervalo ( - 1, 1) . 

Soluci6n: 

Dos funciones 61 (x) y 62 (x) son ortogonales en el in­

tervalo (a.,b) si 

b f 6 1 ( x l 6 2 ( x l dx = O 
a. 

aplicando la definici6n anterior a nuestro caso se tie 

1 
= o 4 

por lo tanto 61 (x) y 62(x) son ortogonales en (- 7, 7). 

4.1.2 Resolver la siguiente ecuaci6n integral de Volterra de 

2~ especie 
• 

Soluci6n: 

Sea 

22 
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. . . 

Por lo tanto 

4.1.3 Resolver la convoluci6n X* Sen X 

Soluci6n: 

. 
= X (-Co.6~} r- {s (-Co.6~} J\ JxCo.6~d~} 

o o o 

=-XCtJ.6X +X+ xc,.6X - o - Sen~ IX 
o 

X*SenX = X - SenX L.c..d.e. 

L.c..d.e. 

4.1.4 Hallar la transformada de Fourier de la siguiente fun­

ci6n 

• 1 ltl < a 

F (.t} = 

o 

Soluci6n: 

L{F(.t)} = f~:(.t) ei.x.td:t = 

L{F(.t)} = 2 Senxa., .6-<- x I O 
X 

\fa. ( 7) ei.x:td:t 
- a. 

L.c..d.e. 

L F(.t) = 2a. .6,l X = 0 

23 
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4.1.5 Demostrar que 

scnuci6n: 

1 L{1}=­
.6 

si .6 > O • 

De la definici6n de transformada de Laplace se tiene 

L.c..d.d. 

4. l. 6 Demostrar que L {Se.na. .t} = .6 2 ~ a. 2 si .6 > O 

Soluci6n: 

L{ S e.n a. .t} = e. S e.n a..t d.t = e. S e.n a..t d.t f 
00 -.6.t L[m f p -.6.t 

O p+oo O 

' ... 
integrando partes tiene por se 

Llm e.-.6.t(-.6 Se.n a..t - a. Co.6 a..t) } p 
L{Se.n a..t} = { 

p+oo ,62+a,2 o 

Llm { a. e.-.6p(.6 Se.n a.p + a. C.0.6 a.p ¡ } 
= p+ oo .6 2 + a_ 2 ,62+a,2 

L{Se.na..t} = a. si .6 > O L.c..d.d. 

4.1.7 Hallar la transformada de Laplace de las siguientes 

funciones: 

.a) F(.t) = 3.t+4 

b} F (.t) = 2.te..t 

Soluci6n: 

= L { 3 .t } + L{ 4 } = 3 L { .t } + 4 L { 7} = 3 (-1 ) + 4 ( l¡ 
$2 S 

3 + 4.6 
s2 

24 
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4.1.8 

.... 

,. 
\ 

b) Usando la siguiente f6rmula 

_., 
1 

(-6-a.)n , n=1, 2, ..... 

Se tiene que, n = 2 y a.= 1 , de donde 

1 
ó(-6) = 2 {¡-6 - 7p} 

2 
= (-6 - 7)2 L.c..d.e. 

Resolver la siguiente ecuaci6n de Abel 

It y ( u l du = 1 + t + t 2 

✓ t -u o 

Solución: 

Usando el producto integral o convoluci6n de dos funcio 

nes la ecuaci6n se puede expresar como 

aplicando la tranformada de Laplace 

1, 
L {Yt - 12 } = L{ 1 + t + t 2 } 

L{Y} L{.t-½} = L{7} + L{.t} + L{t 2} 

1 
~ 

+ 

1 1 1 1 
lf = r ! 1/2 l { f., 1/2 + ~ + f., % } 

Anti transformando 

y_ 1 { .t-½ + .t½ + 2 t % } 
- f11g rT1hf n¾r r ! ~2) 

usando las propiedades de la función Gamma se tiene 

. . . 25 



y = 
.t.-½ 

31T 
( 3 .,. 6.t. .,. 8.t. 2 ) L.c..d.e. 

4.1.9 Usando transformada de Laplace resuelva la siguiente 

ecuaci6n diferencial ordinaria con coeficientes cons-

..... 

tantes 

Y" - 3yt + 2Y = 4e 2 .t., Y(O) = -3, yt (O)-= 5 

Soluci6n: 

Haciendo uso de las tablas de transformadas, se tiene 

{S 2 y - SY(O) - Y' (O)) - 3{Sy- Y(O)} .,. 2y = A 
Sustituyendo las condiciones de frontera, se tiene 

{ S 2 y + 3 S - 5 } - 3 { S tJ + 3 } + 2 Y = S ~- 2 

4 
= s-=-2 ( S 2 - 3S + 2 ) y + 3S - 14 

4 14 3S 
1:f=(s 2 -3S+2)(S-2).,. (S 2 -3S+2) 

-3S 2 +20S-24 
y=Ts-l)(S-2)2 

usando fracciones parciales se obtiene 

anti transformado 

- 7 4 4 
L {y}= L { S - 1 .,. s=---r .,. {S - 2 l 2} 

1 1 1 
Y= -7L{:s:,-}+4 L{'s=Z} +4 L{(s- 2¡ 2 } 

Y= -7 e.t. + 4 e 2.t. + 4 .t.e 2.t. L.c..d.e. 
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4.1.10 Usando transformada de Laplace resuelva la siguiente 

e~uaci6n diferencial ordinaria con coeficientes varia-

.... ... 

bles 

.t.Y"+2Y'+ .t.Y = O y(O+) = 1, Y(1r) = O, Y' (O+) = c. 

Soluci6n: 

Tomando transformada de Laplace a cada término 

1(
1 (S 2 y- SY{O+) - Y' {O+)) + 2{sy - Y(O+)}- ~s tj = o -rs as 

-Is (S 2 y-S(7) -C) +2{Sy-1)- fsy= O 

-S 2 y' - 2$y+ 1 + 2$y- 2 - y'= O 

factor izando 

- { s 2 + 1 )!f, + 1 = o 

r - 7 
Y - 1s2 + 1 ¡ 

d - ds 
Y-s 2 +1 

integrando 

- l, 
y= -tan (S) + A 

1T Como y +o cuando S + 00 , entonces A = 2 

Luego 

- l 
y = - tan { S ) 

- l 7 
y = tan í:sl 

antitransforrnando, se tiene 

27 . ' • 
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veremos si satisface la condici6n Y[1r) = O 

= Q_ = o 
1T 

Por lo tanto 

y = Sen .t 
.t 

es la soluci6n correcta 

4.1.11 Usando transformada de Laplace resu~lva el siguiente 

sistema de ecuaciones· diferenciales ordinarias 

X1 
- 2X + 3Y = O 

.._~ .Y 1 Y+ 2X = O 

Considerando las siguientes condiciones iniciales 

X(O) = 8 Y(O) = 3 

* Soluci6n: 

Tomando.transformada de Laplace o cada término del 

sistema de ecuaciones se tiene 

S x· - 8 - 2 x + 3 y = o 

s lj - 3 - y + 2x = o 
6 

¡ 1 ) (S-2)x+ 3y = 8 

( 2 ) 2x + (S-1)tj = 3 

Resolviendo los ee~(7) y (2) simultáneamente se obtiene 

X = 
5 

s + 1 
+ 3 
~ 

. . . 
28 
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antitransformando se obtiene 

L.c..d.e.. 

Y = L-i{ y} = 5e.-.:t - 2e. i+;t 

4.1.12 Usando transformada de Laplace, resuelva la siguiente 

ecuación diferencial parcial 

au a2 u 
a.:t=axz-, U(X,0)=3Se.n2TTX, U(O,.:t)=O, U(1,.:t) 

= O,O<X<1, .:t>O 

considere las constantes C1 y C2 de la solución de la 

ecuación transformada, ig~ales a cero 

Solución: 

Tomando transformada de Laplace a cada término de la 

ecuación diferencial, se tiene 

aplicando las condiciones iniciales se tiene 

esta ecuación es una ecuación diferencial ordinaria 

y cuya solución es 

pero, considerando C1 = C2 = O, se tiene 

Se.n 2TTX 

29 



Antitransformando, se obtiene 

.,. -4n 2 .t 
O(x,t) = 3e Sen.2nx L.c...d.e. 

4.2 Problemas propuestos 

4.2.1 Comprobar que las funciones 61 = x y 62 = x 2 son ortogo­

nales en el (-7,7) 

4.2.2 Considere las siguientes funciones 

6 l {X) = X 6 2 {X) = , 3X 2 
- 1 , 6 3 {X) = 5X 3 

- 3X ... 
.... •. determine si constituyen un sistema ortogonal en el in --

tervalo { - 7 , 7 ) 

4.2.3 Demostrar que 61 {xl = 1, n2 {x) = ./2 Co.6 :?nnx y 

63 (x) = 12 Sen :?n.nx donde n = 1, :?, ..... , son una base 

ortogonal en el intervalo (O, 7) 

4.2.4 Determinar los factores por los que hay que multipli-

car a las siguientes funciones x, x2
, X3 para que 

el sistema sea normal en el intervalo (-7, 7). Escriba 

el sistema ortonormal que así se obtiene. 

4.2.5 Resolver la siguiente ecuación integral 

' 30 . . . 
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4.2.6 Resolver la siguiente ecuación integral 

~ . ft 
Y(t) = t + 2 

0 
Co.6 (t-~)Y(u)du 

4.2.J Hallar la transformada de Fourier de la siguiente fun­

ci6n 

1 - ,t2 1 ti < 1 

F (t) = 

o 1 t 1 > 7 

'·· 
4. 2 :-s- Hallar la transformada de Laplace de las funciones si-

guientes 

a) 

b) 

c) 

F (tl 

F(t) 

F (tl 

= t 2 + at + b 

at+b 
= e. 

= Se.n(2nnt/Tl 

4.2.9 Resolver la siguiente ecuación integral 

J
t Y ( u l du = lt 
o ✓t - u 

4.2.10 Resolver la siguiente ecuaci6n integral 

lt ~Y_(_u~1-.-1~ du = t ( i. + t) 
!t - ulh o 

4.2.11 Usando transformada de Laplace resuelva las siguientes 

ecuaciones diferenciales ordinarias 



a) Y" (,t) + 4Y(t) ,. 9 t, ~' ( o ) = o, 1/ I ( Q) = 7 

b} Y"(,t) 4 Y' (t) ¡. 5 V/ l'-) ·- 125t 2 , y (o) = Y' (O) = o J \,., 

e} y 11 + tY' - y ·- o, y (o) = o, y 1 (o) - 1 

d) t Y" .¡. ( 1 2t) Y' - 2Y = o, y (o) = 1 , y, (o) :: 2 

e) :.tV" + (,t - 1 ) y, - y = o' y (o) - 5 y (col = o , 

4.2.12 Usando transformada de Laplace resuelva los siguientes 

sistemas de ecuacioAes diferenciales ordinarias 

Y' + 2 z' = t 

a) si Y(O) = 3, Y' (O) = -2, Z(O) = O 

Y" - Z 

y' - z' - 2 Y + 2 Z = S e.n t 

b) ,si Y(O) = Y'(O) Z(O) = O 

Y" + 2Z' + Y - O 

4.2.13 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales par­

ciales 

a) au a2 u 
a-t = 2 oXT, U(O,t) • o, U(5,:t) = o, 

u (X, O) 1 o s e.1'! 4 TI X 

b) u2 Y 8 2 Y 
·a:t~: = 9 axT, V(O,;t) = o, Y(Z,,t) = o, \l{X,O) 

= 2 O S e. H 2 -rr X - 1 O S e. n. 5 1r X 
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5. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

5.1 Problemas resueltos 

5 .1.1 Integrar la ecuación y" - xy' - y = x 2 para x = O, lJ = O, 

y' = O, transformandola en una ecuación de Volterra de 

segunda especie. Expresar la integral como un desarro­

llo en serie de potencias. 

Solución: 

lj 11 
- Xtj 1 

- lj - X 
2 

y" = Xlj 1 + lj + X
2 

de donde 

p(xi = x, q(x) = 1 y 1t(x) = x 2
, 

haciendo y" = Z(x) se obtiene la ecuación de Volterra, 

esto es Z(x) = (~[P(x) + (x - slq(x~ Z(slds + 1t(x) 

Z(x) = fx(2x- slZ(l;)di; + x 2 (ecuación de Volterra de 
o 

integrando 

y" = Z ( x) = n ! 
0 

a n ( x) 

donde 

2a. especie) 

a 0 (x) = Jt(x), ·"'(xi= -CK(x,t;)a,lt;)dt;, a,lx) 

X 

= - f K ( x, U a 1 ( s ) d s, e,t c. 
o 

luego 

a. 0 (x) = x 2 
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ele donde 

y" x2 5 xi¡ + 7 xG = - IT 72 - ..... 

y' 
x3 xs X? 

= T 12 + n - ..... 

xi¡ x6 
+ xª L.c..d.e.. y = TT 72 5 7 6 ..... 

5.1.2. Dada la ecuaci6n x 2y" + xy' + (x 2 - 9)tj = O transfor-

• 

marla en autoadjunta 

Soluci6n: 

Para convertir la ecuaci6n anterior en autoadjunta se 

necesita multiplicarla por H ( x) = Jxr e.xp f ~ f ~ j dx . 

En este caso 

A(x) = x2 y B(x) = x, sustituyendo se tiene 

H ( x) = x2 exp J f-r dx 

1 H (x) = -
X 

= _1_ e.xp f dx 
X2 X 

Finalmente la ecuaci6n autoadjunta es 

9 
X IJ" + tj 1 + ( X - -) tj = 0 

X 

54 
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5.1.3. Dada la ecuaci6n y" + (x - 1) 3 tj = O, decir: 

a) Si tiene características oscilantes en el intervalo 

( O, 1 ) 

b) Si una característica posee un cero en x = 2, cuan­

tos más puede tener en 12, 6) 

Solución: 

a) En IO, 7) no tiene características oscilantes por­

que { x - 1 ) 3 :5:. O 

b) En ( 2 , 6 ) se tiene 1 .S. ( x - 1 ) 3 ~ 7 2 5 

por otro lado la distancia mínima entre ceros será 

de donde o= 2.86 

luego 

4· 
2.86 - 1.40 

ó 0.281 S. o< 3.1416 

4 
= 14.23 :-fIT 

puede tener entre 7 y 14 ceros más. 

5.1.4 Calcular el valor aproximado de la funci6n de Bessel 

del índice 2 {J 2 (x)} en x = 2 (usar los 3 primeros t~r 

minos). 

Solución: 

, n Lr , 
Jn. (x) = {fx) r(n-11) - ..... ] 
luego 
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J, ( 21 a ( / i[ r-hi- - rf n + ni-TT] 
J 2 { 2) e [fa -i: + 2./4j = ~ - i- + 

1 
48 

L.c..d.e.. 

5.1.5 Hallar los eigenvalores y las correspondientes eigen­

funciones de y" - 2 X y' + Atj = O, con las condiciones 

de que ~stas son polinomios del tipo 

Soluci6n: 

Si tj = 1 + C1X + C2X2 + ..... + Cn Xn 

tJ' = C1 + 2C 2X + 3C3X 2 
+ ••••••••• 

tJ" = ZC2 + 6C3X + 7 2 C4 X2+ ....... 

Sustituyendo en la ecuación original se tiene: 

2 e 2 + A + t ( A - 2 ) el + 6 e 3} X + { ( A - 4) e 2 + 1 z e 1¡}X 2 + .... = o 

o sea 

de donde 

Cf¿ + 2 = k. = o, 1, z, ... n-1 

tomando en cuenta que Co = 1 y C1 = o 
' 

los eigenvalores 

para ").. = Zn (n es entero) son: 

K == o C2 = - Zn ( 1 ) T = - n 

K C3 2 1 - n co) o = = TtTDT == 
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l 
1 
J 

K 2 C11 2 
2 - n 

( - n ) ( H - 2) = = ~ 
= n -r;-

K 3 C5 2 3 - n (o) o = = 
~ 

= 

K 4 CG 2 
4 - n ( n(n-2) n(n-2)(n-4) 

= = s-.--6 = 90 6 

Finalmente las eigenfunciones son 

lJ = 1 -=- n.X 2 + n ~ n 
6
- 2 ) X'+ + n ( n - 2 ~ b ~ - 4 ) X G +. . . . L. c.. d. e. 

5.1.6 Calcular el eigenvalor de la ecuaci6n siguiente 
'2 7T 

<P(X) = )..SenX f Sen[;<P(t;;)d[; 
o 

5.2 

5.2.1 

que tiene un nGcleo de Goursat. 

Solución: 

<P (X) = )..b Sen X 

con 
2 ,r 

b = i Senl;<P(l;)dl; = 
o 

[ 2 7f 
J, Sen[; ( )..b Sen E;) di;, 
o 

b = };,.b(21r-O-O+O) = ir)..b 

luego 

A = -
1T 

Problemas propuestos 

L.c..d.e. 

a) Integrar la ecuación IJ" - 2Xy' - y'" X para X:: O , 

lJ = O, y' = O , t.ransformandola en una ecuaci6n de 

Volterra de 2a. especie 



b) Expresar la integral en un desarrollo en serie de 

potencias 

5. 2. 2 Transformar la ecuación X y" + ( 1 - X)!!' + IJ = O en a u toad 

5.2.3 

junta 

Dada la ecuación y" + _lj__ = O, decir: 
X - 2 

a) Si tiene características oscilantes en el intervalo 

¡o, 1 ¡ 

b) Si una característica tiene un cero en X= 3, cuan­

tos puede tener en (3,11) como máximo y como mínimo 

5.2.4 Calcular el valor aproximado de la función de Bessel 

de índice 3 J3' X l en X = 1 (use solo los 3 primeros 

términos) 

5.2.5 Hallar los eigenvalores y las correspondientes eigen­

funciones de y" - X y' + A y = O, con las condiciones de 

que estas son polinomios del tipo y::: 1 + C1 X + C2 X2 + ... 

... + CnX n 

5.2.6 Calcular el eigenvalor de la ecuación siguiente 

5.2.7 

I 
2 TI 

cp(Xl = 2>..Co~ X Co1.>tcp(E;:lds 
o 

1 Comprobar que y= 6 ( - X3 + 9X 2 - 1 SX + 6) es una eigen-

funci6n de la ecuación de Laguerre, dada por la si­

guiente expresión 
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¡ 

1 

l 
l 
1 

1 

1 

l 
J 

X y" + í 7 - X) IJ' + 3 y = O 

5.2.8 Comprobar que el polinomio de Hermite de grado 4 esta 

dado por la siguiente cxpresi6n 

H4 = 16X 4 - 48X 2 + 12 

5.2.9 Clasificar las siguientes ecuaciones diferenciales pa~ 

ciales de segundo orden en: hiperb6licas, parab6licas 

o elípticas. 

a) = o 

b) a2 z 
+ 3 a2 z o ax 2 aij2 = 

e) 
a2 z a2 z a2 z o ax 2 + 2axay + a Y 2 

= 

d) a2 z - 4~ o axT = ay 

e) a2 z + a2 z + az o axz axay ay = 
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6. GEOMETRIA DIFERENCIAL 

6.1 Problemas Resueltos 

6 .1. l Encontrar la ecuación de la tangente a la curva 
A A A 

X= t.l + t 2 J + t 3 k en el punto t = 1 

Solución: 

Por definición la línea tangente esta dada por 

tj = X ( t) + KX' ( t) , - 00 < f¿ < 00 ( 5. 1 ) 

luego, en este caso 

tJ = X ( 7 ) + KX ' ( 7 ) ( 5. 2) 

A A A 

X(1) = .l+J+K 

/< A A 

X' ( 7) = .l + 2J + 3K 

Sustituyendo en (5.2) se tiene 

A A A 

lJ = (7 + K).l+ (1 + 2K)J +-(1 + 3K)K, - 00 <K<co L.c..d.e.. 

6.1.2 Encontrar la ecuación del plano osculador a la hélice, 
A A A 

dado por X = Co-6 i,.l + Se.nt J + tK, en el punto TI 
t = z 

Solución: 

Por definición el plano osculador esta dado por la ex­

presión: 

(tj - X)X' X" = O, ( 5. 3) 

para este caso, se tiene 

(y - X(}l )X' h/2lX"(1r/2l = O ( 5. 4) 
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pero 

A 
1T " X ( .'.'.!. l = J + - K 

2 2 

X' ( .'.'.!. l " " = -,<., + K 
2 

X" ( .'.'.!. l 
A 

= -J 
2 

Sustituyendo en (5.4) se obtiene 

A A A A A 

( lj - J - lf K ) ( - ,¿ + K ) ( - J ) = • o 
2 

Recordando las propiedades del triple producto escalar 

se obtiene 

1T 
lj1 + y3 = 

2 
L.c..d.e,. 

6.1.3 Hallar la curvatura a lo largo de la curva 

A A A 

X = ( 3.t - .t 3 )i, + 3.t 2 J + ( 3.t + .t 3 l K 

Solución: 

La curvatura esta dada porla siguiente expresi6n 

Sustituyendo en la ecuaci6n anterior, se tiene 

A A A A A A . 

IKI= 11-,3-3.t 2 ){+6.tJ+(3+3.t 2 )K]xt(-6l)¡+6J+6.tK]I 
1 !3-3.t 2 l2+6.tJ+!3+3.t 2 lKI 3 

A A A 

IKI= 181 (,t2-1),i_-ZtJ+(J-1-;t2)KI 

z 11 r 1 -:t. 2 l 2 -1- z t3 + ¡ 1 + .t 2 l K 1 3 

finalmente, se obtiene 

L.c..d.e.. 
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6.1.4 Hallar la torsión a lo largo de la curva 

A A A 

X= (3:f>t 3 )i+3t 2 J+(3t+t 3 )K 

Soluc.i.6n: 

La torsión se obtiene empleando la siguiente f6rmula 

X' X"X"' 
T = rx 'xX ,, ! 2 

( 5. 7 I 

La expresión (5.7) tambien se puede expresar como 

( X ' xX" ) . X'" 
T = -f X ' xX" 1 2 

( 5. 8 I 

Sustituyendo en la ec~ anterior y haciendo uso del pro­

blema (5.1.3) se tiene 
A A A A A 

T = 1 8 D .t 2 
- 7 1 ,¿ - 2 .t] + ( 1 + t 2 1 Kl. 6[-i + K] 

A A A 

( 1 8 )2 ! ( t 2 
- 7 ) i - 2 .tJ + ( 1 + .t 2 

) K 1 
2 

T = 6(-t 2 +1-0+1+.t 2
) 

A A A 

18 I (.t 2
- 1 ),[-2.t]+ ( 1 +t 2

) KI 2 

T = 
6 X 7. 

1 8 1 ( .t 2 
- 7 l 2- 2 .t.J ( 1 + t 2 l K 1 2 

T = 
6 X 2 

1 8 x2 ( :t. 2 + 1 ) 2 

T = L.c...d.e. 

6.1.5 Encontrar la ecuación del plano normal a la curva 
A A A 

X = :t,.{_+:t. 2 1 + t 3 K , en el purtto t=1 
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Soluci6n: 

La ecuación del plano normal esta dada por la siguien-

te expresión 

(y-X) ·X' = O ( 5 . 9 ) 

Sustituyendo en la ec (5.9) se tiene 

(lJ - X(l))·X' [1) = O 

pero: 
A A A 

X(l) = i + J + K 

A A A 

X (1) = i + 21 + 3K 

Sustituyendo estos valores en la ec.anterior se tiene 

A A A A A A 

{ Y - (,i, + J + K)} • ( .l + 2 J + 3 K) = O 

~ A A A A A A A A 

6 lj1i+y2J+y3K) - (i+J+K) • (i+2J+3K) = O 

A A A A A A 

( lj l - 7 ) i +( lj 2 - 7 ) J +( lj 3 - 7 ) K • ( i + 2 J + 3 K ) = o 

desarrollando el producto punto se obtiene 

finalmente la ecuación del plano normal es 

L.c..d.e. 

6.1.6 Encontrar la envolvente de la familia de parábolas re­

presentadas por la siguiente expresión 

(X-7C) 2 + 1J 2 
- C2 = O ( 5. 1 O) 
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Solución: 

Se procede a derivar la ec (5. 10) con respecto al pará­

metro C, 

2 X + 8C - ;7(' .. o 

2 X + 6C = o 

de donde: 

e X 
= 3 

Sustituyendo el valor de C en la ec (5. 10) se obtiene 

lá ecuación de la envolvente, resultando ser el eje de 

las X(y = O). 

6.1.7 Encontrar la envolvente de la familia de círculos de 

radio unitario, cuyos centros se encuentran sobre el 

eje X; representados por la siguiente ecuación: 

(X - C) 2 + y2 = 1 ( 5 . 11 ) 

Solución: 

Se procede a derivar la ec (5.17) con respecto a C, 

o_bteniendose 

zx - zc = o 
de donde . 

C = X 

Sustituyendo el valor de C en la ec (5. 11) se obtiene 

lj 2 = 1 

6 
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Lo cual indica que la envolvente son las rectas 

tj==1 y y::-

6.1.8 Obtener la envolvente de la familia de esferas repre­

sentadas por la siguientes ecuación 

X 2 + y 2 + ( Z - C) 2 - 7 == O ! 5. 1 2 l 

Solución: 

Derivando la ec (5.12) con respecto al parámetro C se 

obtiene 

-2(2 - C) = O 

de donde 

e = z 

Sustituyendo el valor de C en la ec (5.12) se obtiene 

la envolvente 

x 2 + y 2 
- 1 = o L.c..d.e.. 

que es la ecuación de un cilindro circular recto con 

radio unitario y cuyo eje es el eje Z. 

6.2 Problemas Propuestos 

6.2.1 Encontrar la ecuación de la tangente a la curva 

A A A 

X== (1 + t),l - :t 2 J + (1 + :t 3 )K 

en el punto t = 1. 
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6.2.2 Demostrar que una curva es una línea recta si todas 

sus tangentes son paralelas 

6. 2. 3 Para la hélice X = CoJ.i t , lJ = Se.n :t. , Z = .t, hallar la 

ecuaci6n del plano osculador en el punto (l,0,0) 

6.2.4 Hallar la curvatura a lo largo de la curva 

A A A 

X = a ( e o J.i .t U. + a ( s e.n .t )J + b .t K, a > o, b .t o 

6.2.5 Hallar la curvatura a lo largo de la curva 

A A A 

X = ( .t - Se.n .t )i + ( 7 - CoJ.i .t )J + .tK 

6.2.6 Hallar la torsi6n a lo largo de la curva 

A A A 

X = ( .t - S e.n .t )i + ( 7 - CoJ.i .t).J + .tK 

6.2.7 Encontrar la ecuación del plano normal a la curva 

A A A 

X= (7 + .t)i - .t 2 J + (7 + .t 3 )K 

en el punto t = 1 

6. 2. 8 Para la hélice X = Co1.:i t , lJ = Se.n t , Z = .t, encontrar 

la ecuación del plano normal en el punto (1,0,0) 

6.2.9 Encontrar la envolvente de la familia de circulas da­

dos por la siguiente ecuación {X - 2C)2 + ~¡2 - C2 = O 
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l 

6.2.10 Encontrar la envolvente de la familia de elipses dadas 

por la siguiente ecuación 

6.2.11 Encontrar la envolvente de la familia de esferas con 

radio unitario y centro en el plano X, y representa~ 

das por la siguiente ecuación 

( x - e 1 l 2 + ( lJ - e 2 l 2 + z 2 
- 1. = o 

47 



í 
j 

SOLUCION DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS 

CAPITULO 1 

1.2.1 

1. 2. 2 

1.2.3 

1. 2. 6 

l. 2. 8 

1.2.9 

1,.2.10 

l. 2 .11 

0 = 157°36'30" 

2;__ 
ñ = ltf 

d,¿v{Uxl = 

4 j ft 
1rr - /2 ,-

- not U 

fl ¡ ó -ªi1. - g at l d = o 1,_, an an -6 

f xru + szJds jf x{y+ 5Zlds = 4 
)., 2 ).,¡ 

Macllc. = ~- PTIR2 

ax. = O . 5 1 K g ó / m 2 
, a tJ = - O . 2 1 K g ó / m 2 

, ax tJ = O . O 9 K g ó / iri 2 

ay z = O . 1 2 K g fi / m 2 
, az x = O . O 3 K D ó / m 2 

4& 



CAPITULO 

• 2.2.1 

' 
2. 2. 2 

2.2.3 

2.2.4 

• 2.2.5 

• 

2.2.7 

2.2.8 

2.2.9 

2.2.11 

• 

2 

z 1 ( Ca -ó 
7 ,l Se.n 7 

= z 6- 1T + 6 ,r) 

z o = 1 + 2 ,l 2 1 = - 1 - 2,l 

V2 = - 4 ( u - 1 ) y V2 = - 16 ( u - 4) son las ecuaciones de 

las parábolas que limitan la imagen de la banda en 

el plano ul 

z 1 = - J..ln ¡ 3 . 1 3 ,¿ ¡ 

f5Z3+3Z+3 dz= -3o,r 
. (Z-J..)3 

s 

e = o 

2+2,lZ 
Ó =- Z+J..(7-ITT f,(1+,l) = 

2 
2 + 5 ,¿ 

I 3z 2 + 12 + 1 d = 38 •. )'. -· ( z - 2 ) 2 - z 1T ,{, 
c. 
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CAPITULO 

• 
3.2.1 

1 • 
I 3.2.2 

1 

3.2.3 

3.2.4 

.. 3.2.5 

" 

1 

3.2.6 

1 
1 
~ 

f 

3.2.7 

3.2.8 
,} 

:1 ¡ 
3.2.10 

• 

• 
3.2.11 

3 

( z TI '1T - 2)3 ( z - 5)5 
= - -n ¡ z i ( z :!. ) 

2 
+ --3r- 5! + ..... 

ó ( z) z z2 
+ 

z3 z4 
= - T T - T + ..... 

z2 z 3 
ó ( z) 1 z + 

z4 zs 
== - + 2T - 3: 4T ~ + ..... 

et) n(Z) ·== 
1 J_ z _ _ 1 22 _1 z3 _ - 3 - -

9 27 8 1 

b) n ¡ z i 3 3 9 27 
= z + Z2 + IT + p + ..... 

a) ó ( z) = - _J_ z 
2 - 3 2 2 7 2 3 1 s 21¡ 

4 -"8 -16 -

1 3 7 1 5 - -b) ó ( z) = 2 "'[2 Z3 F ..... 

1) ( z ) == . . . . . -
2 4 2 
~ p + Z3 + 

6 ( z ) == 
7 2 
Z2 

6 -9-IJ-z z {. 

f e z dz == 8ni 
Co~ h Z 

c.. 

al f°" y 3 e-
2

y dy = 3/8 
o 
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t - 1 
-r-

4 2 
Z2 - z + 

..... 

z 
1 - 2 + 

z2 z3 
T - T + . .... 



3.2.13 

• 

• 
3.2.14 

CAPITULO 

• 
4.2.2 

• 

4.2.4 

4.2.5 

4.2.6 

, 4.2.7 

4.2.8 

ó{X) = -
2 ( Se.n 2!..,t+ 1 

Se.n 3 1 - S e.n TT ,t + J 2 n:t + 5 Tf 2 

Sen 5 1 
2 n:t+ J Se.n3n:t + ........ ) 

00 

a) Ó {X) 16 ¿ 1 - Co-6 n rr)Se.n 11 TT X 
= - -r ·rr n=l n 

00 

b) ó{X) 8 I: ¡1-Co-6n ) Co-6 11 TT X = -r :¡jT n=l n2 

00 

C'.) ó {X) 
3 + I: 6 (Co-6 nrr.-1) 

Co-6 
11 TT X 

= 2 n=i n2n2 

6 Co-6 n ·'IT Se.n 
n'IT 

4 

Si. 

ch= .Yx , ;;-x2 
<P2 =-2- , 

x x2 X 3 

tJ ¡ x l = x2 ¡ 7 - T + T - rr + 

00 

= x2 I: 
n=o 

Xn 
( - 7 ) n ...... { n-+ -,,1_,..) ....-! 

Y(:t) = :t + 2 + 2(:t- 1)e.:t 

Ó (X) 
4 (X Co-6 X - Se.n X) 

= 
3 

a.) ó ( s) =2+a+b 
S3 S2 s 
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nirx 
-3-

4>3 = lf x3 
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• 

• 

• 

' 

4.2.9 

4.2.10 

4.2.11 

4.2.12 

b) Ó (S) 

c.) Ó (S) 

y ( .t) 1 
= 2 

y (.t) 

a) y (:t.) 

b l y ( .t) 

c.) y (.t) 

dl y ( .t) 

el y (:t.) 

a) y (.t) 

= 

= 

e b 
s=--a 
2 n 1r 

{ sz 
1 } -y-
(~)2 

+ 

= 3:t. + 2 Sen 2:t. 

= 2 5.t 2 + 40.t+ 22 + 2e 2:t.(2 Sen .t - 11 Co¿, .t) 

= .t 

= e 2.t 

= 5 e-:t. 

1 1 -:t. 3 1 = 2 + 2 -t: 2 + 2 e - 2 Sen :t.+ 2 Co¿, ,t 

1 -,t 3 1 
Z(:t.) = 1 - 2 e + 2 Sen-t - 2 Co¿, ,t 

( ) 
7 -,t 4 2:t. 1 2 1 -,t 

b) Y :t. = 9 e + 45 e - ~ Co¿, .t - ~ Sen :t. + 3 :t. e 

4. 2 .13 a.) U (X, :t.) = 1 O e - 3 2 ,1-t Sen 41r X 

b) U(X, ,t) = 20 Sen 21rX Co!l 6n:t. - 10 Sen 51rX Ca¿, 15n:t. 
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.... _.. 

CAPITULO 5 

1 
' 

a ) Z ( X ) = Ia\ 3 X - ; ) Z ( E,; ) d; + X 5.2.1 

b l lJ = J_X3 + 7 xs + 11 x1 + 6 TTó 720 .. • •• 

5.2.2 

5.2.3 a) No 

b) O Como mínimo lJ 2 eomo máximo 

. 5.2.4 Jdl) - 0.01956 

5.2.5 
,, = 

1 
_ :,_ X 2 _ n ( 2- A) X 1t _ n ( 2 - 2 ! ( 4 - A) X 6 _ ••••• 

., 2. 4~ 

1 

J 

5.2.6 A = 7/21T 

5.2.9 a) hipe.1Lb6liea 
1 

1 
b l e.l.lp.tiea 

1 el pa.!Lab6l,lea. 

1 
d) pa.!La.b6l.leo 

• el h.lpe.1Lb6l.lea. 

' 
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CAPITULO 6 

.. 
6.2.1 ~ A A 

Y= (2 + KJ..l - (1 + 2 KJJ + (2 + 3K)K 

6.2.3 y - z = o 

6. 2. 4 

6.2.5 

6.2.6 T = -1/(1 + 4 l>en'+(.t/2)) 

6.2.7 

• 
6.2.8 (j + z = o 

6.2.9 

6.2.10 

6. 2 .11 Los planos Z = 1 y Z = - 1 

• 
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