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P R OL O G O

Para muchos de los que hemos transitado por las aulas de la Fa-
cultad de Ingenieria de la UNAM no nos es desconocida la vasta
trayectoria académica del autor. Un reconocimiento a ello ha
sido la distincidn que le confirié el H Consejo Técnico de esta
Facultad recientemente, al otorgarle la Catedra Especial "Anto-
nio Dovali Jaime".

Maestro de muchas generaciones, con mas de 38 afios de practica
docente, el profesor Delgado se ha sabido ganar un merecido
prestigio en la ensefianza de la matematica moderna.

Aunque la mayor parte de su labor docente la ha realizado en la

UNAM, ha sido también catedratico del Instituto Tecnolégico y

de Estudios Superiores de Monterrey, asi como profesor visi-

tante, durante periodos sabaticos, en diversas Universidades del
pais y del extranjero. Fue ademas Director Fundador de la Escue-
la de Ingenieria de la Universidad de Sonora, habiéndosele reco-
nocido sus méritos al conferirsele una de las mas altas distin-

ciones: el nombramiento de Profesor Emérito de esa Universidad.

Posee grados académicos de Universidades de la talla de Yale,
Harvard y Princeton; con estudios postprofesionales, entre
otros, en el Instituto Tecnoldgico de Massachusetts y la Univer-
sidad de California. El Profesor Delgado se ha caracterizado
siempre como un asiduo y apasionado estudioso de la matemAtica.

Ademas de sus conocidos apuntes introductorios de matematicas
(editados durante muchos afios por esta Divisidén de Posgrado),
ha contribuido al desarrollo de esta ciencia, mediante la pu-
blicacibén de numerosos articulos y trabajos de investigacidn
original; la presente publicacidén figura entre estos Ultimos.

Por los indiscutibles méritos académicos del autor, y por tra-
tarse de una tematica donde hay adn mucho por explorar; que
ofrece un potencial enorme de aplicacidén en areas como la compu-
tacién, es que estoy plenamente convencido de que el trabajo que
ahora nos ofrece el Profesor Delgado constituye una contribuciébn
trascendente al acervo de conocimientos de la matemdtica moder-
na. Como Jefe de la Divisidén de Estudios de Posgrado de la Fa-
cultad de Ingenieria de la UNAM, me es muy grato presentar a la
consideracién de la comunidad universitaria el trabajo "ECUACIO-
NES EN DIFERENCIAS EXACTAS" de un destacado miembro de nuestro
cuerpo docente.

DR. GABRIEL ECHAVEZ ALDAPE.

Diciembre de 1987.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones en diferencias cuentan con un largo historial
que data, sequn Lagrange, de hace aproximadamente 270 afios,
cuyo primer antecedente son los trabajos de Brook Taylor. A
lo largo de estos casi tres siglos de existencia, no ha ha-
bido practicamente ningin matematico destacado que no se ha-
ya ocupado, de una u otra manera, de ellas. Con todo, es
evidente que se trata de un campo de conocimientos en desa-
rroyo cuyos principales avances se han dado hasta ahora a la
zaga de aquellos producidos en el campo de las ecuaciones
diferenciales. Entre éstas y las ecuaciones en diferencias
se ha tendido a establecer una analogia unilateral y poco
fértil que ha operado como parapeto para que afloren las ven-
tajas y el potencial de desarrollo propio de las ultimas.

No cabe duda de que en la actualidad, con la amplia difusidn
que ha tenido la computadora digital, se han creado condi-
ciones propicias para un desarrollo mas fecundo de las ecua-
ciones en diferencias. La demanda de conocimientos bdsicos en
la materia ha crecido sensiblemente, toda vez que el universo
de aplicaciones de los métodos discretos ha ganado en ampli-
tud y diversidad. Son numerosas las disciplinas hacia las que
se ha extendido la aplicacidén de este tipo de métodos, que
comprenden desde la ingenieria, fisica y quimica, hasta la
biologia, economia y psicologia pasando por la ciencia actua-
rial y la probabilidad y estadistica.

De hecho, la posibilidad de representar fielmente un vasto
espectro de fendémenos del mundo real a partir de ecuaciones

o sistemas de ecuaciones en diferencias es mas asequible y
resulta exento de error, lo que no sucede cuando se adoptan
aproximaciones mediante modelos continuos. En Ultima instan-
cia, los eventos que conforman la realidad concreta estéan '
constituidos por unidades discretas y lo 1l8gico para su simu-
lacién es proceder mediante modelos que proyecten tal confi-
guracion. Tan es asi, que los desarrollos modernos de la cien-
cia gue reclaman de una gran exactitud y precisidén, como es
el caso de la fisica cuantica, de los modelos probabilisticos
y estadisticos, por ejemplo, parten precisamente de este tipo
de representacidn.

Pero el potencial que ofrecen las ecuaciones en diferencias
no se reduce a sus bondades para representar fendémenos con-
cretos; también en el ambito de las soluciones han demostra-
do cierta superioridad, al menos en lo que se refiere a al-
gunos resultados obtenibles por métodos continuos. Al res-
pecto, los resultados gque agqui se presentan constituyen un
claro ejemplo de dicha posibilidad.

En efecto, incursionando en un terreno que a la fecha habia
sido escasamente trabajado, 4£.¢. el de las ecuaciones en di-




ferencias denominadas "exactas", el presente trabajo explora
algoritmos para resolver, en forma cerrada, ecuaciones en las
que intervienen coeficientes variables (lineales y no linea-
les). Los métodos de solucidén a los que se llega resultan ver-
daderamente sorprendentes en el sentido de que se apartan de
técnicas semejantes a las empleadas para resolver ecuaciones
diferenciales.

El trabajo consiste en el enunciado y demostracidén de varios
teoremas, complementados con observaciones pertinentes, al
igual que con un buen numero de ejemplos ilustrativos resuel-
tos en detalle. En el mismo se introduce el concepto de ecua-
cidén en diferencias "adjunta", cuya solucidén permite hallar
uno o varios "factores -de suma" que convierten en exactas
ecuaciones gque originalmente no lo eran, haciendo de este modo
factible encontrar su solucidén. Por consiguiente, alli donde
por métodos continuos era necesario depender de la inventiva
personal y heuristica, es posible encontrar, por la via de es-
tas ecuaciones, caminos de solucidén mas directos y expeditos
gue pueden eliminar parcial o completamente el uso de las
computadoras.

Por Ultimo, debe advertirse que para entender cabalmente este
trabajo s6lo se requieren conocimientos basicos de ecuaciones
en diferencias lineales de coeficientes constantes, asi como
nociones elementales de algebra lineal.
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DEFINICIONES PRELIMINARES

Ecuacion en diferencias EXACTA:

Sea la ecuacidon en diferencias lineal, de orden p:

nk Yk+p + mg Yg+p-1 + ]k Yk + p -2 LA

+ Cx Yga, + by Yy, + ag Yk = Ry con (1)

donde: ny, mg, 1k, ..., Cks bk, @ks Yg. Ry son sucesiones de
nimeros reales (podrian ser complejos). :

La ecuacidn en diferencias (1) se denomina "exacta", si el pri
mer miembro puede ser expresado en forma de diferencia (progre-
siva o hacia adelante); esto es:

ng Yk+p.+ mg Yk+poy + .o. + bk Yk, + ag Y =

=8 (wg Ygapey ¥ W Ykep-p * oo+ By Y+ ap Vi) (2)

siendo: wy, Y, Bk, o sucesiomes que se pueden expresar como
funciones de %os coeficientes: ng, mg, 1k, ..., Ck, bk, ak.

Factor de suma: Si la ecuacién en diferencias (1) no es exac-
ta, pero al multiplicarla por una sucesidon Fyg, 1a ecuacidn en
diferencias se tonvierte en exacta, a la sucesidn Fy correspon
diente se le designa como "factor de suma", esto es:

Fk (nk Yk+p + mg Yk+p_1 + ...t bk Yk+1+ ak Yk) =

o

A (w'y Yeep-y + V'k Yiapo, + oot Bl Yyu + @y Yg) =

Fr Rk ‘e (3)

donde ahora: w'g, ¥k, ... B'k, a'y son sucesiones aque deben
ser funciones de los nuevos coeficientes: Fy ng, Fg mg,
Fxbk, Fkag.




Ejemplo 1) La ecuacidn en diferencias de segundo orden:
Yk+, - ¥4, + Yp = Rg |

es exacta, ya que
Viez = 2 Ygor + ¥p = & (Yeay - Yy)

obhservando que la expresién
Yr+1 = Yk

también es exacta puesto que:

Yoo = Yk =8 Yg

Ejemplo 2) La ecuacidn en diferencias

-2
e %K vy - Y, = Ry

no es exacta; pero s{ es exacta-la ecuacién:

ek (kra) oy o ok-k? k-k?

+, Yy = a(e Yk)

Si se observa que:

k2 - - ke
ek k (e 2k Y+, = Yk) = g k (k+1) Yk+1 - ek k Yk =
2 k2
=a(ek kv ) = oKk gy
= k‘kz n "
Se concluye que Fp = e es un "factor de suma" para la ecua

cion en diferencias en este ejemplo 2).

Observacidon: Como se podrd comprobar mds adelante, en general
el factor de suma no es dinico, esto es, nuede existir mas de
uno.




Ecuacidn en diferencias lineal de primer orden exacta.

Teorema 1) La ecuacidn en diferencias

b Yk+,*ak¥k = Ry oo (4) s k=10,1, 2,

en la que: by, ak, Yk son sucesiones de numeros reales, es
exacta si, y s6lo si, se satisface la condicion:

bk + ag4, = O .. (5) i k=0,1,2, ...

Si se_cumple la ecuacidn (5), la ecuacidn (4) es equivalente a

[Akak+1 +oap¥y

Demostracion: .

A EakYk] = Rk . e (6)

Supongamos que:

beYre, + agYk = & (agYy) <e. (6"

desarrollando el segundo-miembro de (6"

Ao (ag¥k) = ap+1 Yk+1 - akYg

al substituir en (6)
bgYk+1 + akYk = ok+; Yk+, - kY
Si se igualan coeficientes, se obtiene el sistema:

ket } . (7)

b

ak




del sistema (7) resulta:
by = s,
Ap+," 7 O+

sumando miembro a miembro:

bk tag,, ® 0 , que corresponde a la ecuacign (5) y que
establece una condicidn necesaria para que (1) sea exacta.

Reciprocamente:

Dado que:

si se verifica (5) + - Ay, = by

1o que, al sustituir en (8), nos dice que:

A(-ap Yy = by Yy, ¥ 3 Yy

de (4):

by Year * 3 Yy = Ry

Por 1o que resulta que la condicién (5) es ademds condicidn su
ficiente con 10 que se completa la demostracion del teorema 17.

Ejemplo 3) Determinar Xy de modo que resulte exacta la ecua-
cion:

k 2 - . =
e Yk+l + K Y, = Rk ... (9); k 0o, 1, 2,

Xk Tk




Solucidn:

De la ecuacidon (5):

2
by *+ a, = e+ (k1) x., =0
ek
> X = T
k+1 (k+1)2
_ ek-l
k k?

Comprobacidn: si se substituye en (9):

k kzeK-l
si K#0

Y, =R,

Factor de suma para la ecuacidn en diferencias (4)

Si no se satisface la condicién dada por la ecuacidn (5), el
siguiente teorema establece la posibilidad de hallar un factor
de suma Fy.

Teorema 2) Si (4) no es exacta; pero:

Fkbg Yk+1 + FkakYk = FkRk = A (a kYk) (10)




E1 factor de suma Fk satisface la ecuacién en diferencias:

F +b F, =20 ... (11)

k1 Tk k" k

En caso de cumplirse (11), resulta que (10) es equivalente a: .

LFkbk. Virr ¥ FraYy = a(-Fa ¥ ) = FR Lo (12)

Nota: a la ecuacidn (11) se le denomina "ADJUNTA" de (4).

Demostracidn: De la ecuacidn (10):

FebiYisr * FraYy 2o e Year o' Yx ?

Al igualar coeficientes, se obtiene el sistema.

Fi bk N a.k+1
(13)

P 3 = - 2y

que es equivalente a:

Free1k+1 = = @'k

sumando miembro a miembro:

F, = 0; que es precisamente la ecuacion ad

Fray * D Fy

Ap+1" k+1 k
junta (11).
Del sistema (13)y la ecuacidn (10):

Fk bk Yk+1 + FkakYk = A(-FkakYk) = Fk Rk



que, por ser la ecuacibén (12), completa 1a demostracidn del
teorema 2).

Obsérvese que el segundo miembro de (12) puede escribirse de
dos formas diferentes. De la ecuacidn»(llg.

- ak+1Fk+1

Ca(-Fa Y ) = s (R by YD .. (13)

La ecuacién adjunta (11) es una ecuacidon en diferencias lineal
de primer orden, pero siempre es homogénea.

Ejemplo 4) Obtener un factor de suma para:

Y - ayY, =R

K+1 K constante # 1

Kk *» @8

Solucion: bk + Ay, © 1 -a#0

De la ecuacidén (11) resulta la ecuacién adjunta siguientes

cuya ecuacidn caracteristica es:

-1
-ar+1=0-+1r-=a

por lo que:
. -1,k _ _-k
Fk"(_a ) = a
comprobacion:
-k -(k-1 -k
a " Yy, -2 (k-1) Y = a R ;(exacta)

AR



A (a'(k'l) Yk) = a“k Ry

Ejemplo 5) Convertir en exacta la ecuacidn:
2y = . =
k(k+1) Yk+1 - k Yk Rk H k 1, 2, 3 ...

Solucion:

. - 2 . y
b + 24,7 K (K11-(k+1)2 == k=1 # 0, # ki-1 »

la ecuacibn no es exacta.

La ecuacion (11) da la siguiente ecuacidn adjunta:

-(k+1P Fp,, + k (k+1) F =0

puesto que k # - 1 + puede dividirse entre -(k+1) # 0 + -
(k#1) Fp, - k F =a(k F ) =0

» 87 (ak F) = a”t o= ¢

k F, = C 3 (C = constante arbitraria)

Si se multiplica la ecuacidn dada por Fk:
C (k+1) Vg, - C kY = ——= =10, ; (exacta)

+ C a(k Yk) = Q,

Obsérvese que Fy es factor de suma para cualquier constante
real C (existe un nimero infinito de factores de suma).

Si se hace, por facilidad C = 1, resulta un factor de suma:

= -1
Fk = k

—
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Ejemplo 6) Resolver la ecuacidn:

= . - 2
(k#1) Yy, - (k=1)Y, = 35 k= 2,3,4,...

Soluciodn:

= kt+T - k =1 # 0 - no es exacta.

b, + a

k k+1

De la ecuacidén (11) se obtiene la ecuacidon adjunta:

-k Fpy, * (k+1) F, =0

k+

Si se divide entre: -k (k+1); k # 0, k # - 1 +

>

S
"

o

~

w
-
[qp]
H
—

k+1

a (k-1 ¥, ] = 3
(k-1)k ¥, = 3z k+c=3kkl)l o

k (k+1)Y - (k=1)k Y, = 3k

_ 3 1 ,
Tzt Sy s kPO kA
De la ecuacidon dada, si k = 0 >~ Y+ Y, = 3

- YO = 3-Y1




Ejemplo 7) Resolver como exacta, la ecuacidn general de pri-
mer orden, lineal, no-homogénea, de coeficientes variables:

Yerr = P¥ © Ry ... (14)

Soluciodn: bk = 15, a, = - P

aplicando la ecuacidn (5)

by +apy; =1 - ppyy, #0, si pk+l¥1

-~ (14) no es exacta.

De la ecuacidén (11) se obtiene la ecuacidn adjunta:

F. =0 ... (11)

Froit by Fp

ak+1 k+1 k

> = P Fk+1 + Fk =0 ... (15)

si se multiplica (15) pgr:

“PyP,P e Py T T Py ée convierte en exacta; en efec
to: 273 i=1
k+1 k
( Topj) Frer - (1 P; ) F= 0
i=1 . i=1

Foo= —C ... (16)

e LT T T S rHS————" et o



Si se multiplica (14) por (16), para C = 1:

K+ Yy R’y
k T k-1 " k
Hoop. . n p,.
i=t 1 i=1 p] i=1 1
Y Rk
P, n p,
i=1 1 j=1 1
Y Rk
i=1 i=1
k-1
R k-1
Y, = m p. k
k jm1 ] Z—I————- + C igx pi .. (17)
n p,
i=1 !

Observaciones: Al resolver la ecuacion (14) como exacta, se ob
tuvo la solucidon general de la ecuacidon no-homogénea sin nece-
sidad de recurrir al método de variacion de parametros.

Por ser la ecuacidn (14) lineal, puede comprobarse que la solu
cion de la ecuacion homogénea (Ry s 0) constituye un espacio
vectorial, en tanto que T1a solucidon general constituye una va-
riedad 1ineal (subespacio afin); por lo cual:




siendo YE solucidon general de la ecuacidén homogénea; yP

es
una solucidon particular de la ecuacibn (14). k

De la ecuacidn (17) se concluye que:

Es asimismo interesante observar que la ecuacidn (14) admite,
como factor de suma F, el reciproco de YE¢ , si (14) se escri-

be en la forma equivalente. k
Y R
k+1 =0 . X

Si se hace Qk s 0 ~»

= 0 . (17)

Por 1o cual, si se hace C = 1, resulta:

- 1 _ 1

Fr = ;E T k=1
k 5Py

i=

que al multiplicar por la ecuacion dada, la convierte en exac
tas en efecto:




e W o % . s
k - kA T k-1 k
TPy TPy Py
- =1 1= 1=1
= b
. Y
> A k = s,
k-1
n Ps
1=1 1

Para ilustrar la idea, volvamos al ejemplo 6)

k+1 ,cC c _
KT Ykey ~ Y = 0

cuya solucidn es:

« k_!
c _ i<y 1 2 3 k-2
= C =L -c | 2. &, 3
o mee [l bd ]
- 1-2 . O S 1
=0Tk ¢ st Lo Yy 1)K

Por 10 cual Fk = (k-1)k ; en efecto:
(k-1)k kK+1 y - (k-1)k Y, = A [—(k—l)k Y J
k=1 Tk+a k _ k

- A [(k-l)k vk:] = (k-1)k 2 = 3k

Combinaciones sumables.

Motivacidn.- Supongamos que se pretende resolver la ecuacidn
en diferencias

k Y 41 - (k+1)Y, = k%(k+1) ; k =1, 2, 3,

k k




15 -

- b = k - (k+2) == 2 # 0

k * ak+,1

+ no es exacta:

Busquemos un factor de suma F de (11); la ecuacidén adjunta
resulta:

- (k#2)F kK F =0

Puesto que la solucidén de la ecuacidn adjunta anterior, no se
consigue en forma explicita, se suspenderd la bisqueda de la

solucién por este camino; sin embargo, puede procederse como

se indica a continuacion:

Al dividir la ecuacidn original entre k (k+1) # 0 =~

Y Y Y
S LR

Y
L, _k . _ k(k-1
= Ttk + C = __?__L + C

por 1o que la solucién general de la ecuacidn dada es:

2(
Yk:_l(__k"l) +Ck

Puede decirse que el éxito obtenido siguiendo el segundo proce
dimiento se debe a haber podido visualizar la posibilidad de
convertir el primer miembro de 1a ecuacion en diferencias dada,
en una ecuacion exacta, o sea, en la diferencia de cierta fun-
cion que denominaremos “"combinacidn sumable".

Las combinaciones sumables mds conspicuas son:

'fk+l Yk+l - kak = A (kak)




f, Y - f Y

k " k+1 k+1 k. Yk+1 - 15
Fe e, fre, k

Sin embargo, a continuacion se muestran ejemplos de otras ecua
ciones en diferencias que, mediante artificios sencillos, pue-
den ser resueltas como combinaciones sumables.

A?tes de resolver otros ejemplos, veamos nuevamente el ejemplo
5

k(k+1)Yk+l - k2Yk = Rk H

Solucidon: puesto que k # 0, al dividir entre k:
(k1)) = kY= 0 =

cuyo primer miembro es una combinacidn integrable de la forma
a(f Y, )i esto es:

(k+1)Yp,, - kY, = &(kY ) ~

k

kYk = ZQk + C

Ry

1
kIt

)

Obsérvese que YE = % es solucidon de la ecuacidon homogénea:

k (k+l)Yk+l - k2Yk =0

en tanto que una solucién particular es:
Ry
X

P .
Yk

x| =
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Ejemplos: Mediante reagrupacifén o reacomodo de términos, resol
ver las siguientes ecuaciones en diferencias, como combinacio—
nes sumables.

Ejemplo 8)

Vees = Vgaa ¥ My - Y = 0

Solucion:

La ecuacion dada es equivalente a:

Veos = Yiwp =2 (Mg, = Yy ) # Yy =¥, =0
AYk+2 -2 AYk+1+ AYk =0
por ser A operador lineal -
A(Yk+2 - 2Yk+1 + Yk) = 0
A(Yk+z " Yer " Vet Yk)'a
alav, - av) = 8 [aty,, - v ] -

]
>
w
~

i
o

= A E#Avk)] Y

Ejemplo 9)

k -
2" Yy, - 2 Yo = 6




Solucion:

Al dividir la ecuacidon entre 2k2k+l

;H‘i";‘l:" . 2k g2k ok -kt g2k pod
“(‘:1'2')=22k"
;E = %— Egk + C
puesto que Aak = ak+1 - qk = ak (a-1)
»Zak=39_—k1—+c+29k=-;-
v, =180, ¢ gk

k 16

Observacidon: En todos los problemas lineales que se presentan
en este trabajo, la solucidén general Y = Ye + YR se obtie-
ne sin necesidad de recurrir a la . aplicacion
de métodos especiales, por ejemplo, variacidn de pardme-
tros. En este ejemplo:

yP 18k

k 1

Ejemplo 10)

Y - 2ay

K+2 ; a = constante

k+1 k
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Solucion:

Si se escribe la ecuacion en la forma:

k

(Yep, =@ Yyuo) - a (Y, - a¥,) = a

En el ejemplo 4) anterior se encontro que Fe
réntesis, por lo cual:

k=sdy 2y

A(a'(k'l) Y K

k+1) - a da’

por linealidad:

5 [a-(k-l) Yoy, - atk2hy ] -1

+ A [Aa*k”)YkJ- 1.
A (a-(k'z) Yk) =k + C,
o~ (k-2) Y, =Tk + Ck+ C

k-2 k(k- k-
Yy = @ -L?*Ll +(Cy k+Cy)a "

o bien:

- ak k(k-l + (Cll k + C'Z) ak

Sk

para los
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Ejemplo 11)
. (k+2) Yk+2 - kYk = Rk ; k=0,1, 2,

Soluciodn:

Al sumar y restar (k+1)Yk+1 resulta

A(k+1)Yk+l + Ak Yk =

A [E"*”th + kYk] = R,

+ (k+1)¥,,, + kY, =ER +C

por ser esta Gltima ecuacidon de la forma:

Yk+l - kak = Qk, ecuacion que por haber sido resuelta
en forma general en el problema 7)

1 nos permite l1legar a 1a solucidn general.

Obsérvese que en este problema se ha podido reducir de orden
la ecuacidn dada; es decir, para resolver la ecuacidn de se-
gundo orden debe resolverse una ecuacion de primer orden,

para la cual se tiene, en todos los casos, la solucidn gene-

ral.
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Ejemplo 12) Generalizacion del problema 11) anterior:

fk+n Yk+n - fk Yk = R

Solucidn:

La ecuacion dada, de orden n puede ser reducida a una ecuacidn
de orden n-1; en efecto: al restar y sumar a la ecuacion

k+n-1
r fy Yy
i=k+1
k+n-1 k+n-1
f Y - f Y = b Af{ Y; = A z fi Yj
k+n " k+n k' k i=k 1 i=k

Se ve pues, que el segundo miembro es una expresidn en diferen
cias de orden n-,, o sea, el orden del primer miembro se redu-
jo en una un:dad.

Aun cuando el propdsito de los ejemplos 11) y 12) es ilustrar
un procedimiento, es importante hacer notar que ecuaciones en
diferencias de este tipo se pueden transformar en ecuaciones
con co?ficientes constantes mediante el siguiente cambio de
variable:

F¥e = Wy 7

Ejemplo 13)

kY ,, - (k+2)Yk = k (k+1) (k+2)

k

£
§
4
FK
i
i
¢
i




- 22 -

‘ Solucion:
i Al dividir entre k (k+2)
Y R S
| L
Yk+1
restando y sumando T+
Ykt2 Yk+ 1 Ykt Yky _
(X7 ) ey - X =kl
Yk+ Yk, _
s(lkesy ootk < At ) = kv
Yk+ Yk _ k (k-1)
k+1+T tk+C

puede obtenerse la solucidon general a partir del problema 7)
anterior.

Ejemplo 14) Generalizacién del problema 13) anterior

Solucion:

Si se divide entre fk fk+n;
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22 Y S S
ik+n T; fy fk+n k

Observando que esta ecuacidén es del mismo tipo que la del
ejemplo 12) anterior; al sumar y restar

k+n-12 .
¥ ?l resulta:
i=k+)
Yk+n _ Yk i} k+;-x Aii . k+2-1 li
P N e i=k T

De modo que, por el segundo miembro, se observa que el primer
miembro se ha reducido en una unidad.

Los ejemplos 13) y 14), a semejanza de lo que sucede con los
ejemplos 11) y 12), pueden convertirse en ecuaciones en dife
rencias de coeficientes constantes, si se hace el siguiente
cambio de variable:

-

k > - =
— =V ) v Qk

x

Ejemplo 15) Reducir la ecuacion de orden tres a una ecuacion
de orden dos, y resolverla.

k?Y , - (k+3)2Y, = k?(k+3)?2

k+ k

Solucién:
Si se divide entre k*(k+3)?
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que es equivalente a:

Ykes 0 Yke2 o, Yeez o Yeen o Yker Y

(k+3)?2 (k+2)?  (k+2)% (k+1)?  (k+1)2 k2

Y Y v
A k+2 + k+1 + __l_(_ = 1
(k+2)? (k+1)? k?

Yy
si se hace: -— =y -+
K 2 k
A[uk+2+uk+l+uk] = 1 -+
| Uro ¥ Ue, T Y T kr L
|
( ecuacion caracteristica:
% : -%+i—'{2—§
r2+r+1=0+r--li71'4= 1.3
Z 2

, .
uE = C, cos %T k + C, sen %; k

P -

a (k+2) + b + a (k+1) + b + ak + b = k
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wr—

3 ak + 3a + 3b=k *a-= %_; b =-

restituyendo a u, su valor, nos da la solucidn general:

Yk = k2 l—Cl cos g; k + C, sen %; k + Cy + % ]

e

donde Cs = &3t

Obsérvese que la ecuacion en diferencias dada puede ser resuel
ta directamente, esto es, sin necesidad de reducirla de orden.
Si se hace:
Y
k - - =
— = u u uy 1

K2 k

ecuacion caracteristica: r3-1=0 =

2n . 27
r = cos 3+ i sen =3 ; r; = 1
142 -

-

uE = €, cos %; k + C, sen %; k + C;
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UE,= ak +b->a (kt3)+b - ak - b =1 * 3 a=}
- P _ _ P ‘

Ecuacién en diferencias lineal de segundo orden,
exacta

Teorema -3) La ecuacidn en diferencias:

Ch Yiro * b Ypuo * Y =R oo (19) ) 5 k=0,1,2,...
1
donde los coeficientes: Ck, bk’ Qs asi como Y, son sucesio-
nes reales, es "exacta" si, y s6lo” si, se satis
face la condicion: o
i C, * byyy 3y, =0 ... (20) s k=0,1,2,...

En cuyo caso, la ecuacién (19) es equivalente a:

Ck Yoo * Pk Yoy * Yy T Al:ck-lyk+1' 3 Yy ] = Ry (21)

Demostracidén: Si (19) es exacta -~
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Cp Yiwo ¥ D Yiw * 3 = 2 E& T “kYk] .- (22)
Desarrollando el segundo miembro de (22):
A Ek Yeur * akYk] = B Ykrs P Vi B Vi m oYy
= Bk+lYk+2+(ak+1 - Bk) Yk+l - akYk ) (23)

al igualar coeficientes entre (22) y (23), se obtiene el sis-
tema:

Ck = Bk+1 )
Pk T agey T By v (29)
3 T T X

J

E1 sistema (24) es eauivalente a:

Cp = Bis, R
besy = %sp = Brasr > .. (25)
Qs =~ O+ J

Al sumar ordenadamente miembro a miembro en (25), nos da la
condicion necesaria:

Fhpy, ta,, ©

Cy
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que corresponde a la ecuacidn (20).

Reciprocamente, si se verifica (20); la ecuacion (23) equiva-
le, segin el sistema (24), a: ’

BB Yyw, * Vi) = By Yiw, * Copy = By - Yy =

1o que establece la suficiencia de la condicion (20).

De la ecuacidn (22) y el sistema (25) resulta:

k Yk+2

que corresponde a la ecuacidon (21), con lo que queda completa
la demostracion del teorema 3).

A continuacidn, se resuelven algunos ejemplos ilustrativos.

Ejemplo 16)

Ve, "2 Yjrr ¥ ¥y = K

Solucion: Ck = 1; bk = - 2 3 a, = 1

+ de la formula (20):

Cp * Bra, ¥ 3y,

De la férmula (21).

=.1-2+1 = 0 - la ecuacidn es exacta.

Yk+2 -,2 Yk+l + Yk = A(Yk+1 - Yk) = k
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> A(ay) =k

k(k-1) .

AY, =Zk = + Ci

E:(kZ- k)] v I

(2, () k(l)] -

-
1]
N =

1]
] =

1 k(%) v, v,k
-7 73

ok + 6y o kLD (e2)

Ci k + Co+ & (k™ 3%+ 2K)

_ ' k3 k2
V=G k+Ct gy

donde: C, =¢C, + %

Ejemplo 17)

Yk+2- (a+1) Yk+l + a Yk = Rk 7 a constante.

Solucion:

Ck + bk+1+ a4, © 1 - (a+l) + a = 0 -+ es exacta
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Vg, - @Y, = IR +C
. . -k
Se vio en el ejemplo 4) que-Fk = a -+
-k (k-1) -k -k
a Yk+l - a Y a ZRk + Cla

k-1 -k k-1

-k Z'a + CQ a

Y, = a Z(a ZRk) + C, a

dado que ra~k - a'(k+’) -ak - a~k (a”'- 1)

-k

+ a Z(a

ERk)
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[}
(g ]

C
; —1
si se hace T a .

Y, = C, ¢+ ak! [Cz + g (a7 sz)]

Ejemplo 18)

Y $g " (k+2)Yk+l + kY, = 3

k k

Solucidn:

, + a , = 1 - (k+3) + (k+2) = 0 + es exacta

Yea, - KY, = 3Z1+C, =3k+C

k+,

Yk+l - k Yk = 3 k + C, no es exacta.

Para hallar Fi s de la ecuacion (11)

- (k+1) Fk+, tF = 0 ; 1o que nosindica que es preferi-
ble hallar Fk resolviendo la ecuacidn:

C
Y k+1

N LA
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Y
. k 1 1
Ceenr et G fep G

¥ =3 (k1T eyt € (kDD g+ Gk

k

Ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden no-exactas.

Si no se satisface la condicién (20) para la ecuacién en dife-
rencias (19), el siguiente teorema establece la forma de obte-

ner Factores de suma Fk.

Teorema 4) La ecuacidon en diferencias:

Y =R (19) ;

Pyt TR

Co Yiez * P Yiuy

no-exacta tiene como ecuacidén adjunta la ecuacion:

+ b F + Ck Fk =0 ... (26)

3z Fraz ¥ Pyas Py
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alguna de cuyas soluciones particulares Fk convierte 1a ecua-
cion (19) en exacta; esto es:

Fy [Fk Yees * P Yiws + Y J -

=A Ek']ck'lYk+1 - Fk ak Yk ] = Fk Rk s e 0 (27)

Demostracién: Al multiplicar (19) por Fk, resultara exacta, si
se verifica: ,

Fx Eﬁ Vs g by Yys, * 3 ij = A [:Bk LR L Yk] ... (28)
pero:

A [?k Vis,* % Yk] = Bk+1Yk+z+“k+1Yk+1‘ Bk Yia1=% Y

= By, Viws t (g B) Yy, - o Yy B (29)

Si se igualan coeficientes en (28) y (29) resulta el sistema:

\
Fr Co = Bys,
Fe b e, - B b ... (30)
Fe g = - % J




que es equivalente al sistema:

Fk Ck = By
: Fer. Pee, = keg - Bie, ¢ ooe (3D)
Fk+2 42" 7 Ok,

al sumar miembro a miembro se obtiene la ecuacion:

+ C

K+, Fp =0

ak+z k+1 Fk+1

ge)es la ecuacifn adjunta de (19), y resulta ser la ecuac16n
6

Del sistema (30) y las ecuaciones_(28) y (29) resulta:

Fk [Ck Y

= A(Fk-l (:k-1

o
>~
-<
=~
+
+
<))
=~
-
o
—
]

it
-n
=

que, por corresponder con la ecuacién (27), completa la demos-
tracion del teorema 4).

Observacion.- Dado que la ecuacion en diferencias adjunta es 1li-
neal y homogénea, resulta que sus soluciones particulares const1
tuyen elementos de un espacio vectorial de dimensién dos; de ah7i
que cualquier combinacion lineal de las soluciones es asimismo

solucion. Por lo tanto, si Gk_y Hk satisfacen la ecuacidn adjun
ta (26) (siendo por lo tanto factores de suma), se-
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ra también factor de suma la combinacidn lineal:

donde C, y C, son constantes arbitrarias.
A continuacion se resuelven algunos ejemplos ilustrativos.

Hallar un factor de suma Fk que convierta en exacta la ecuaciodn
en diferencias no-exacta dada.

Ejemplo 19)

S5 ¥, - 4 Y, Y, =R

Solucion:

De la ecuacion (26) se obtiene ta ecuacion adjunta

-4F . -5F =0

Fk(+z K+ k

cuya ecuacion caracteristica es

r2-4r ~5=0=+r, =53 rp,=-1 =+

k
k2 = (‘1)

comprobacion

k _ ok
5 [}5 Yew, = 4 Viw, * Yy J = 5% R,

.
B o 4553 3, o 8 B H i+ e om0 3 4 oot 3 e e st st e e
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' ' _ _ k+1 ekt k+2 _
Ck + ,bk+l tag,, s - 5 - 4-5 + 5 =
-5k (. 5-204+25) =0 - exacta; por lo que
Fk = Sk es un factor de suma.
1 .
Para F, = (-1)K -

k _ k
-1) [}5 Yes, = 4 Yoy * Y, ] = (-1)

Cl + bk+ + a;+2 = k [:5 + 4 + 1] = 0 » exacta;

por 1o tanto Fk = (-1)k es asimismo factor de suma.
2

También son factores de suma

F, = C, 5 +C, (-1)k para cualquier C, y C, constantes.

Ejemplo 20)

2 - o
KNy ¥ (322K Y+ Yy = ey 8

k+2

Solucién: ecuacidon adjunta: de (26)

Fg, - (2 k#1) F .+ K2F =0

k+2 +1 k




- 37 -

Puede comprobarse que una solucidn de la ecuacién adjunta es:
Fk=(k-1); -+ es exacta la ecuaciodn:

kz(k-l)lYk+2 + (1-2k) (k-1)1 Yk+1+ (k-lh.Yk =1

de 1a ecuacidon (27) resulta:

A [}k-l)z(k-Z)! Yiso- (k=1)1 Y, ] = ]

(k-1) (k-2)1 Y C (k=Y = ko C

k+

al dividir entre (k-17 (k-2); =

1 - __k+C

k+1 = k-1 Yk (k-l)z(k-Z)!

Que es de la forma de la ecuacidn (14):
Yier = Pr¥y = Ry

cuya solucidon general se obtuvo en el problema 7).

Ejemplo 21)

(k+2)¥,,, - 3 (k+1) Y, - 4KY, = R

k+2

Solucidn: de (26) se obtiene l1a ecuacidon adjunta:

-4 (k+2) Fp,, - 3(k+2)F + (k+2) Fi _ 4
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si k # - 2, al dividir entre -(k+2), resulta:

4 Fp,, *3F, -F =0

k+2 k+,

cuya ecuacion caracterfstica es:

4r' + 3r - 1 =0+ (r-4) (r+1) = 0

Si se toma el primer factor de suma:

-k

-k
475 (k+2)Y,, - 47° 3 (k+1) Y, -

De la ecuacidn (27) se obtiene: -

17,
-
(7]
[¢7]
¥
1]
O
[¢7]
™
E-Y
X
=
i

= Qk’ resulta

k-1

(k+1)Yk+1 + kYk 4 (Qk + C)

Para obtener la solucién general, puede aplicarse directamente
la formula obtenida en el problema 7); o bien, si se hace
kYk = u se convierte en una ecuacion en diferencias de coefi-

cientes constantes.
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Con el inico fin de comparar resultados, tomemos el segundo fac
tor de suma: ‘ -

(-1)k [}k+2)¥k+2- 3k 1)Y= 4 kY, ] = (-1)% g,

Aplicando la ecuacidn (27):

A [k-l)k-‘ (k+1)¥,, - (-DK 4kYk] = (-1)* R, §

al aplicar el operador inverso A '= I:

(-nk [}k+1)vk+l- 4 kY, ] =z(-nk g+ C,

al hacer (-1)"'k £(-1)k Rk = Qk'; asi como %
kYk = u - ;
u, - 4u =10q + (-1)X ¢ |
k+1 k k | }
que, como se vio en el ejemplo 4), admite el factor de suma ;
Fk = 4 > -
-k 1-k I -k k :

4 Upr™ 4 U = 4 Qk + 4 c,(-1)
stk y =zatkg + o a(-4) M g, %
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4k-lz4-k Qk + Cl 4 [( g _] k

_ k-1 -k ' k
= kY, =41 2477 q + C; (-1)

k k k
_ 4 -k v (-1) 4"
L 1 L4 Q ¥ C, X + C, "

Es interesante. comprobar que las dos soluciones, hasta aquf ob
tenidas, son equivalentes. Puede obtenerse una tercera solu—
cion, asimismo equivalente si, en la ecuacion en diferencias

dada, se hace el cambio de variable.

30’ - 4mk = Rk

Wiy~ k+1

Que por ser de coeficientes constantes puede obtenerse wﬁ H
aplicando después el método de coeficientes indetermina
dos permite determinar wE siendo 1a solucidén general
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Generalizacibébn: Ecuacion en diferencias lineal, de
orden r, exacta.

Teorema 5) La ecuacion en diferencias lineal, de orden r:

ki M Yiwran T Vg T e F G Vi, f

Y o, Yk = Rk eo. (32)

Donde todos los coeficientes, asi como Yk son sucesiones rea-
les:

a) Es exacta si, y s61o st, se satisface la condicidn
¥k > 0:

N * Mgy 4 s coe ¥ Crypy PPy A, =0

(33)

b) En cuyo caso, la ecuacidn (32) es equivalente a:

Blog Yeopay P ¥k Yiwpoo * X Ypapo, b ooee

Yy Yk+2 + Bk Yk+ t ooy Yk) = Rk ... (34)

1

c) En funcidn de los coeficientes de (32), la ecuacion (34)
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\
resulta:
i . '
f A [ﬁk-xYk+r-1 ¥ ("k-2+ mk'l) Yk+r-2 *
3 i + (nk_3 + mk_§»+ ]k-x) Yk+r-3 + .. -
] cee - (ck+bk+1+ak+z)Yk+z' (b, + R L akYk] = Ry...(35)

Demostracién: Si se desarrolla el primer miembro de (34), tehieg
do en cuenta la linealidad de A:

]
Moy Yyop,) = Ope Tker = 9% Ygerp-,
| B Yerpoo) = Viw Yirr-1™ ¥ Yier-,
1 .
| AXg Yiares? = Xew Yiar-,~ Xk Ykor-,
1 & ... (36)
AYe Ve, ) = Yiw Yie,™ Yk Vs,

ABe Yee,) = Byu Ykwo Bk Yk

K Yk) = ak+1Yk+1- ay Yk

Sumando ordenadamente miembro a miembro:




!
F
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AEk Yk-+r'-z+ Y Yiape, ¥ Xk Vktrey
.+ Yk Yk+2 + Bk Yk+1 + ak Yk] - mk+lYk+r ¥
¥ (wk+1' mk) Yeer-at (xk+x' wk) Yerres *

+ (Bk+]-Yk)Yk+2+ (ak+l- Bk)vk+l- ak Yk .. (37)

Al comparar coeficientes entre (32) y (37):

Ny = Gy, \
M = Ve, = Yy
T = Xy - ¥y
-L .. (38)
Co = Bra,™ Yy

by = oy, - By

E1 sistema (37) es equivalente a:

AR T S T 585 S 1 £ S s e
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T
M © wk+1
* Ber © lpk*-z T Tk+a
Vew, “Xps” ¢k+2
. 'r ... (39)

Ckepmz = Btrer ™ Ykar-a

Bprp-r = Fkar " Bk+r-1
% ' q+r = T Gk+r . )
1 Al sumar ordenadamente las ecuaciones del sistema (39) resulta:
i | nk Mt ]k+2+ e Ck+r-2 ¥ bk+r-1 ey, © 0

que,)por ser la ecuacion (33) demuestra la parte a) del teore-
ma 5).

Reciprocamente, si se verifica (33), se obtiene al substituir
en el sistema (36) los valores correspondientes de (39):

Y - w =n, Y

k+r—1)= Wity "k+p k Vetr-a kK Tk+r "Mk Veer-1

Analogamente:

B0b Yyrpod= I ¥ m Wy (M me) Vi,
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B0 Ve 1= het M e, Wire, (e e, e Wi,

By Ve, )= (0 B, 3 Wiy, # (€ + by v a0,
BB Yiur)® =(bpt By, ) Vo (B + 2y, )Yy,

Blog Yy) == 2y Vi, * 3 Y

Si se suma ordenadamente, miembro a miembro; teniendo en cuenta
1a linealidad de A:

Blog Vewray * Y% Yiwray * Xk Yiapa, & oee t
P Ve, P B Y T ) T Yt Y
Y, PO Yiw, TR Vi A Yy

con 1o que quedan demostradas las igualdades (34) con la (32).

Por verificarse estas igualdades en ambos sentidos, ha quedado
demostrada la doble implicacidn de l1os incisos a) y b).

La comprobacidn de la parte c) del teorema se obtiene a partir
de la ecuacidon (35) y el sistema (39); esto es, de la primera
ecuacion del sistema (39):
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de las tres primeras:

T ket M Ven T ke Tk ® XiesT Vi,

Sumando ordenadamente miembro a miembro:

+m + 1

My k+17 'k+z2 T Xk+s

X = Mgy ¥ M, Y Iyl

Si ahora se considera el sistema (39) de abajo hacia arriba; de
la G1tima ecuacién:

k © 7 %
de la dltima y la penliltima:
Bk-l T (bk-x * ak) > Bk s (bk * ak+1)

Tomando las tres tltimas ecuaciones del sistema (39) se obtiene,
de la suma de éstas:

Bt b G e (G Byt oagy)

Si se substituyen estos resultados en la ecuacion (34) se com-
prueba la validez de la ecuacion (35), y con ello el inciso c);
1o que completa la demostracién del teorema 5).

Observacion: Es factible expresar los coeficientes de la ecua-
cion (35) de modo diferente. Con base en la ecuacién (33), re-
sulta, por ejemplo que:
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ak+r‘ i (nk + mk+1 +,]k+2 AEEERR + bk+r-1)

ap =- ("k-r Pyt ]k-rfz +

Por 10 que, en vez del coeficiente ay s puede escribirse el se-
gundo miembro de la Gltima ecuacidon.” De manera andloga es po-
sible substituir, mediante la ecuacidon (33), cualquier otro
coeficiente o una combinacidon de éstos. Mas adelante se ilus-
tra la idea con ejemplos de la ecuacidn de tercer orden,

Teorema 6) a) Si la ecuacidn (32) no es exacta, resulta facti-
e convertirla en exacta al multiplicarla por un factor de su
ma F ., que resulta de resolver la ecuacién adjunta de 1a (32)

siguiente: ,
qptr Fk+r * bk+r-1Fk+r-1 ¥ ck+r'-z Fk+r‘-z o
+ ]k+2 Fk+2+ M+ Fk+,+ n, Fy = 0 ... (40)

b) La ecuacién (34) multiplicada por F se reduce a:

A [}k—lnk-zyk+r-1 ¥ (Fk-znk-z ¥ Fk-1 mk-l) Yk+r‘-2 ¥

+
+ (Fk—ank—a ¥ Fk-z M- ¥ Fk-1 ]k'l) Yk+r’3

Y -

- (Fk Ck + Fk+1 bk+1 * Fk+2 ak+2) k+2

- (Fp b *+ Fry. ak+1) Yer, = Fi 3y ka] =Fp R -.. (81)
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Observacion: Dado que la solucién de (40) constituye un espa-
cio vectorial de dimensién r, resultan asimismo factores de su
ma las combinaciones lineales arbitrarias:

q
i2: Ci Fy donde l<qx<r
=]

Demostracion del teorema 6)

a) La ecuacidon (32) debe resultar exacta al multiplicarla por
el factor de suma F 3 de ah{ que:

YV Ykare, T Xk Yker-,

oY) o= Fe Re «ev (42)

E1 desarrollo de (34) que ya se obtuvo anteriormente, permite
igualar coeficienres (42); de 1o que resulta el sistema:

mk+1
Fo Mo = Ve~ 9

N

. 0 T . v r_ . (43)
Fk Ck=8k+l -Yk ’
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Con base en el sistema (43) se deduce el siguiente sistema:

Fe Mg = 0y,

Frer Moy = Yrap = Ogs,

F 1

k+2  Xk+s ~ wk+z
. ... (48)

k+2

Frer-2 Cktpez = Bkap-y = Ykér-,

Fk+r-1 bk+r—1= Op+r " Brtr-,

Frer 3kar = 7 oksr

?l §umar ordenadamente miembro a miembro, resulta del sistema
44):

Frpw * B

ak+r k+r k+r-1 Fk+r-1 * Ck+r-z Fk+r‘-z

+1, . F +

k+2 @ k+2 + LI Fk+1 nk k -

que es precisamente la ecuacién (40), por lo que queda comple-
ta la demostracién del inciso a).

E1 resto de la demostracidon del teorema 6) se consigue median-
te razonamientos analogos a los empleados en la demostraciodn
del teorema 5), esto es:

Tomando la primera de las ecuaciones del sistema (44) se obtie
ne:

(45)

o0t 1 e R A 5 5 A S, ot .
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Al sumar la primera ecuacidn con la segunda del sistema .(44)

resulta:
hd lpk+2 = Fk nk + Fk+] mk_._l
3 ’ ecuacion que es equiwvalente a:

Yy = Fk_2 nk._2 + Fk_1 mk_1 ... (46)

Si se suman ahora las tres primeras de las ecuaciones del sis-
tema (44) se obtiene:

j Xkes © Fk g + Fk+1 M+, ¥ Fk+2 1k+2
: o bien, la ecuacién equivalente:
4 .
1 Xk N Fk-s Ng-s * Fk-z M- * Fk-l ]k-l -oe (47)
3 Considerando ahora las ecuaciones del sistema (44) ahora de
' abajo hacia arriba. De la Gltima se tiene:
@, = - Fk a ... (48)

Si se suma la Gltima del sistema (44) con la pendltima:

? Brrr-r T Frera brvror ¥ Frar 3ar

de la que resulta:

B == (Fy by ¥ Py 34y) .o (49)
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Enseguida se suman las tres Gltimas ecuaciones del sistema (44)
para obtener:

- Yk+r-2 - Fk+r-z Ck+r-z ¥ Fk+r-1 bk+r~1 ¥ Fk+r ak+r

o su equivalente

Yo == (Fp Cp * Fryi by, *+ Fry, akfz) ... (50)

Al sustituir las ecuaciones (45), (46), (47), (48), (49), (50) z
en la ecuacion (34), resulta la ecuacion (41), con lo cual que é
da completa la demostracién del inciso b) del teorema 6).

Observacidn: En las ecuaciones en diferencias lineales de coe
ficientes constantes, resulta que al tomar la ecuacion adjunta
de la ecuacion adjunta, se obtiene nuevamente la ecuacidn en
diferencias original; lo cual no sucede si la ecuacion es de
coeficientes variables.

Ejemplo 22) a) Comprobar que la siguiente ecuacién en diferen
cias €s exacta:

b) Reducir la ecuacion en diferencias dada a una equivalente
de segundo orden.

k(k+2)Yk+3 - (k+10)Yk+2 - (k-4)Yk+1- k(k-6)Yk = k
Solucion:
a) De la ecuacidon (33)

a, + C + b = k{k+2)- (k+11) - (k-2) -

k k+1 k+z © B+,
' - (k+3) (k-3) =

= k% +2k - k - 11 - k+2 - k* + 9 =0



+ la ecuacidn dada es exacta.
b) Del sistema (38), empezando con la Gltima:
= 'ak= k(k'())
B = Oy, " bk=(k+1)(k-5)+kf4

k?* -3k-9

By+1 -Ck = (k+1)? -3 (R-1)-9+k+10

n

k2 +2
al sustituir en la ecuacibn (34):

o [ (k2+1)Yy,, *+ (k? -3k -9)Y,  + k(k-6) ] =k

e (k2 41)Y,,, +(K? -3k ¢ 9)Y,, + k (k-6) = 3 k(k-1) + C

Ejemplo 23) a)'Hallar un factor de suma que convierta en exac
ta la ecuacidn en diferencias.

1
(1-K)Y ., =S¥, -2Yp,, + kY, =k

b) Verificar que la ecuacidn en- diferencias dada se convierte
en exacta al multiplicarla por el factor de suma obtenido en
a).

c) Reducir el ordcn dec la ecuacidn en diferencias dada.
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Solucion:
a) Veamos si la ecuacion dada es exacta:

De la ecuacién (33)

dk+C + b

K+ *ap,, = (1-k)-5-2 + (k+3) =- 3 # 0

k2

+ la ecuacion dada no es exacta.

Al sustituir en la ecuacion (40)se obtiene la ecuacidn adjunta:

(k+3)F, - 2F = 8 F *+ (1-k) F, =0

Una de cuyas soluciones es F, = k; por lo cual, al multiplicar
1a ecuacion dada por k se cohvierte en exacta:

= k.
K(1-K)Y,,, = 5K Yy, = 2kY,  + K2V, = =1

b) Comprobacién que es exacta:

+a',. =k - k?*- 5k - 5 - 2k - 4+

L T

+ k2 + 6k + 9 =0

¢) De las ecuaciones (48), (49) y (50) resulta:

= - k2

"
'
-n

%k

- =- - 2 =
B = = (F by *Fre 2pss) 2k + (k+1) ]
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= 2
By =- (k*+ 1)

=- (F, C +F b + F

Yk k k+, "kt kfzak+2)

o[- sk - 2(k#1) + (k+2)? | =
= 6k + 2k + 2 - k?- 4k - 4 = 3k - k2 - 2 =+

Yk = (k-1) (2-k) , ‘
Al sustituir estos valores en la ecuacién (41) se obtiene:

A [}k-1) (2-K)Y, - (KE+1)Y, - k%Y, ] =1

4 2 - 12 = '
(k=1) (2-K)¥,, = (KZ+1)Y, - K2V, =k + C

Observacion: E1 coeficiente Y pudo haberse obtenido de la
primera ecuacién de sistema (43) Fe M = Yyy, Que en el

caso de la ecuacion de tercer orden corresponde a:

d, = Yer = k (1-k) -

Y = (k-1) (2-k)

Para la ecuacién de tercer orden exacta, se demostré que, en
general, debe satisfacerse la condicion (33), que es:

dk + Ck+1+ bk+2 + ak+3 =0 ... (51)

La ecuacion (35) nos permite reducir el orden de la ecuaciédn
dada de alguno de los dos modos siguientes:

d, Y + C, Y + b

k+2 Y +

k k 'k+1 T %%

k "k+;
== A B@k + bk+l + ak+2)Yk+2 + (bk + ak+1)Yk+1+ ay Yk
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o bien:

Y =

Y +b Y K

K "k+, kK 'k+, T 2

k

- [@k-l Yk+z+ (dk-2+ Ck-x)Yk+1+ (dk-3+ Ck'2+bk")vk]

puesto que los coeficientes en el segundo miembro son los mis-

mos, en virtud de la ecuacidn (51).

En caso de que la ecuacion de tercer orden no sea exacta, sien
do Fk un factor de suma, entonces se tiene:

k Yoot Ok Yot B Yiw, * 3 V) =

T A[}Fk Cp ¥ Fraalis? Freakea Ve, *

R R TI U Yk]
o bien:

+ C, Y +ka +akYk)=

Fro (d Yeust G Yis, K+

=4 [Fk-ldk-l Vero ¥ (P9, Fro Ca M Vie, ¥

et Feey St Py Piey
siendo la razdn de las opciones.la ecuacioén:

Fo 9 * Fray Cray F Fra, P, * Fray 24, ©

R et s i S s o i s
s 8 R e e g o T e b R e i SR T S g % 55 S s e £ A
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Puesto que los valores de los coeficientes Y, » % pueden
calcularse de dos modos distintos, es obvio que debe escoger-
se la formula mads apropiada en cada caso. Resumiendo, para
ecuaciones exactas de tercer orden:

B == (by *+ 2y, ) =dp_ *+C

Tk °° (Ck ¥ bk+1 ¥ ak+2) ) dk-x

Para ecuaciones con factor de suma Fk

a == Fpa = Fk-sdk-a F P G Frer By
B == (Fe b+ Frpy 3y = Fro,de + Frl) Cl)
| Ve = P Gt PP Frae®ie) = Fey 4y

Generalizando las concliusiones anteriores, pueden establecer-
se las siguientes reglas para la ecuacidn (32) de coeficien—
%es)variab]es de orden p, y las ecuaciones reducidas (35) y
41):

a) E1 nGmero de sumandos en cada coeficiente creceré en una
unidad al ir de los extremos hacia el centro (véanse las
ecuaciones (35) y (41)).

b) Si el nimero de términos en (35) o (41) es par, la mitad
izquierda de éstos seran positivos, en tanto que la mitad
derecha seran negativos.

c) Si los términos en (35) o (41) son en nimero impar, el tér
mino central puede ser obtenido de dos modos diferentes,
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dependiendo del signo que desee asigndrsele en la férmula.
Para el caso de la ecuacién de orden tres, se i{lustra, en
las Gltimas férmulas enmarcadas, para Byk: que se analizé
anteriormente. :

d) Con fines de verificaciones, es posible calcular los coe
ficientes de cada término de modo aue el nimero de suman
dos de coeficientes sucesivos en (35) o (41) crezca en
una unidad al ir en orden en un sentido; en tanto que, si
se va en sentido opuesto, decrezcan en una unidad; de este

modo, los coeficientes de un extremo tendran un so]o suman
do; pero p sumando los coeficientes del extremo opuesto,.

Ejemplo 24) Hallar la solucidon general de la ecuacion:

-k

-1
24Y,,, - 26Y,, + 9, - Y =356

k+3 k+,

Solucidén: de la ecuacidn (33)

d * Cppy t by, * 2, =24 -26+9-1=6#0

> la ecuacion dada no es exacta.

Se buscara un Fl mediante la ecuacion (40):

- Fk+a + 9Fk+2 - 26Fk+1 + 24Fk =0

cuya ecuacidn caracteristica es:

r® - 9r2 ¢+ 26r - 24 = 0

(r-2) (r-3) (r-4) =

Siendo por lo tanto factores de suma

R A e N

S ————
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6-k

~f -

Al observar que Rk =
k

escojamos Fg = 3" ; que al substituir en la ecuacién dada

resulta:
k T _ 1 .-k
3 (24Yk+3 - 2'6Yk+2 + 9Yk+1 - Yk) =y 2
que es exacta.
Al substituir en la ecuacion (41):
k 1 -k
A l:3 (8ka2 - 6Y, ., ¢t Yk)] =52
k _ 1 -k _
> 3 (8Yk+2 - 6Yk+1 + Yk) =3 L2 + C, =
; -k
1 2 2 -k
= + C = - 2 + C
7 2= 11 1 7 1
Al aplicar la ecuacion (33)
| C, + b, + - 3K (e-18+9) =- 3* £ 0
] K k+1 T Bk4a T

Por 1o que la ecuacidn reducida de segundo orden no es exacta.

Al aplicar la ecuacidn (26) se obtiene la ecuacidon adjunta

k+2 k+1 k -
3 F,, - 3 eF, +3°8F =0
7 Al cancelar 3 # 0 -
9F,, - 18F,, + 8F =0

k+:2 k+, k
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cuya ecuacidon caracteristica es:

9r2 - 18r + 8 = (r--g-) (r-§) =0

- (4K, . (2yk
-+ Fkl ('3') a. sz ('3') )
Si se toma sz = 2k 3'k + %
k 2 .-k k .~k ?
2 (8Yk+2 - 6Yk+l + Yk) = ¥ 3 + C, 27 3 ;

?ue)es exacta, por lo que es quivalente a, segin la ecuacidn
27):

-k

k-1 ,3 k . 2 K .-k

a (2570 2% v, - 28 v e 5378 w0y 28 3 '
al aplicar el operador inverso A™' = g
2 ¢
-k (%) é
k+2 k .2 3 3 ;
2 Ve, 2 Yy =m 3 v o+ G
3 “1 '3‘ - 1 g
Si se multiplica por 27K resulta: :
4y, -y, = 36K+ 3k, 27k ?
k+1 k 7 1 2 ;
. c -1 7
Por ser ecuacién de primer orden, se ha visto que Fk = (Yk) 5
k-1 - 3
veoc, n oz o=C 87K
i=1 ;
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k

k K-1 3 2 w o, 4.k w ok

GVt s s (3 G () r L2
k‘l _ 3 2 k + 'Cu (4)k + cn zk

A(47T1 Y ) = e (3) 43 2

1

Aplicando el operador inverso A" ' se obtiene:

(2)k k
k-1 .3 \3 ne 4 vk
4 v * 75 gfj—z +C, (30 +¢C, tC,
Y, =- % 67K+ a3 Kep 2k 4 cak

Donde A, B y C son constantes arbitrarias.

1. Observacion interesante. Al resolver la ecuacién en diferen-
% cias dada:
24Y, . - 25Y,. +0OV,. -VY, = ik
k+ 3 OTk+2 k+1 kK 7
; se han obtenido en forma indirecta las raices de la ecuacidn
1 cubica caracteristica:

24r® - 26r®2 + 9r - 1 =0

Pues la solucidn general que se obtuvo nos dice que:

Por 1o que 1la ecuacidon caracteristica se factoriza del si

S ettt SR e




guiente modo:
(r-3 (r-p (r-p =0

De ahi que las raices de la ecuacidn cubica caracteristi
ca son:

B -

1 1, -
rl=-§.; r2=7'r3_

Que resultan ser reciprocas de las raices de la ecuacion adjun
ta

r® -9r2 + 26r - 24 =0

Por 1o que: Si se cambia el orden de los coeficientes, las rai
ces de Ta nueva ecuacidon algebraica, son precisamente recipro-
cas de la ecuacion algebraica original; en efecto:

Si r#0es raiz de:

resulta que % es raiz de:
n
ap r +a, r+ ...+ a r+a =20

. . 1 .
Demostracién: Puesto que - es raiz -

1 1 1

— + + + - + =
a0 ~5 t a1 T a ., yta, =0

r r
PO n N

Al multiplicar por r # 0
n-1 n _

a, ta, r+ ... +a | r +ar =20

SO ———
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ecuacidn, que por hipdtesis admite a r como rafiz.

¥olviendo al ejemplo 24), se observa que la solucidn particu—
ar

oo 9 gk

k

se obtuvo sin necesidad de aplicar algin método adicional espe
cial.

Es asimismo interesante observar de la ecuacidn (33) que si
la ecuacidon en diferencias es de coeficientes constantes, ésta
sera exacta si, y s6lo si, la suma algebraica de todos sus coe
ficientes es nula; en cuyo caso una de las soluciones de 1la
ecuacion homogénea es

v1 = ¢
k

constante

Ejemplo 25) Hallar 1la solucién general de:

Veso = Ty, * 6Y, =0

k

Solucidon: de la ecuacidon (33) o (51)

de * Cpyy ¥ 04y, Y3, =1 +0+0-7+6-=0

* la ecuacion dada es exacta.

Al aplicar la férmula (35), resulta que la ecuacidon dada es
equivalente a:

MY, * Yy, - 8V

-

Yk+2
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ecuacidn caracteristica:

r?+r-6=0=(r-2) (r+3) ]
+yC = ¢, 22X+ ¢, (-3)K

P . = &
Y —C ""4

por lo cual, la solucidén general es:

+ C, (-3)% + C,

Se comprueba lo afirmado en la G1tima observacidn. _§

Algunas ecuaciones en diferencias NO-LINEALES que pueden re-
SOlVerse COMo ecuaciones exactas.

2

Ejemplo 26) Yk+2 Yo = Yk+l
Solucidn: La ecuacion dada es equivalente a:

Yk+2 Y

k+1
- = { -
Yk+1 Yk
3
Yk+l _ A
A T =0

Al aplicar el operador inverso

Y
K+, . -
-TIL- = €, +¥,, = CaY

K 4 0o bien:
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Yes: - C Yy = 0

que como ya se vio, admite el factor de suma Fk = C, -
¢k cilka)y =g

1 Yk+|- k

A (c:(k'l) Yk) =»0 -> C:(k'l) Y = C

_ k-1 _ k
Yk - CZ C1‘ - Cacl
Ejemplo 27)
2 3
Yk+z Yk - Yk+1

Solucidn: tomando logaritmos: .

In Y + 2 InyY, -3 InYy =0

k+2 k k+1

si se hace: Uy = 1n Yk .»

uk+2 -3 uk+l + 2 U = 0

Por ser ecuaciéon de coeficientes constantes, siendo la suma
de éstos nula, resulta aue la ecuacion es exacta; ademas
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La ecuacidn caracteristica es

(r - 1) (r-2)=0

0o bien: |
” ;
vom el C,2
Ejemplo 28) E
IPTRRSLAPEAPTNE

Solucién: si se divide la ecuacidn entre Yk Yk+,:

1 1
+ k - = 0
v—k. Yk+|
o bien:
1 1 *
- — = k ->
Yk+1 Yk



al aplicar el operador inverso resuita:

v Y—l"=u_'::‘l')'+C1=k(k-§)+c
k ¢ |
Y, = 2__
k k {k-1) + C
} Ejemplo 29)
(Veoy - V) (Vg v Y v 2k) + 2 (Y, - k) =0
é Solucion: 1la ecuacién dada puede escribirse en la siguiente
: forma:
'l . 2 2
[Ykh £ 2KY,, - K (k+1)] ; I:Yk + 2(k-1)Y, —k(k-l)] -0
que es exacta; esto es:
A [Y; + 2 (k-1) ¥, - k(k-l)‘l =0
1 -
al aplicar el operador inverso:
2 -
3 Yo + 2 (k-1)Y, - k(k-1) - C =0
, si se resuelve como ecuacion algebraica de segundo grado:
- 2(k-1) + 7 a(k-1)% + afk(k-1) + C]
Y = -
k 2
{
o bien:
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[

(1-k) + V' 2k?2 - 3k + 1 + C

(1-k) - Y 2k2- 3 k+1+C

'
B .
. PS—— R o L L S S e R ST g o B LSS g
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Factores de suma mediante inspeccién

Bn ocasiones suelen presentarse casos de ecuaciones en dife-
rencias no exactas en las que es factible descubrir un fac-
tor de suma, sin necesidad de efectuar cédlculo alguno. En
seguida se muestran algunos ejiemplos.

Eiemplo 30)

Yk+1-kYk = Rk

Y - kY

no puede expresarse como una diferencia, sin

k+1 k

embargo, si la ccuacidén en diferencias se divide entre k!
Poal o e Yk -k

s k! k! (k-1)! k!

Resulta que la ecuacidn se convierte en exacta; esto es:

Y R

k k

(k-1! k!

al aplicar el operador inverso.

Yk : Rk
(k-7 k!
R

Y, = (k-1 E =+ (k-1)! C

e

Eiemplo 31)

Yk+l - aYy = Rk ; a = nlmero real (constante)

a#o0
Solucibn:

Si la ecuacidn en diferencias se multiplica por:

F =a kK, g'k Yie, - a_(k-l)Yk - akp

s k
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donde C =

Ejemplo 32)

Yk+1 - (k-a)Yk = Rk ; k > a = entero
Solucidn:

P o= 1 Yk+1 N Yk - Rk

s (k-a)! = Tk-a)! = (k-a-T)! (k-a)!

y Tk Rk

R -
. - T k a1y
. Yk (k-a-1)! & TE_:"]T!- + (k-a 1)! C

Ejemplo 33)

Yk+l - Lkéﬂl Yk = Rk ! k»>a = entero
b = constante, b # 0

solucidn:

- b~ =
Fo* )T ™ 03T ke ~ =27 Yk T (o) T
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. Geea-1)t Rk, (k-a-1)! .

Yk Tk [CE I

Ejemplo 34)

1, Yier — EQZ Yy = R ; k>a = entero

b = constante, b # 0

Solucidn: : '
.oL (k-a)! o (k-a)! _ (k-a-1)! _ (k-a)!
‘ Fg K K Yies LEETT—l— Yy LEE‘L‘ Ry
| (k-a-1)! . (x-a)!
k-1 k
> _ b (k'a)_" b
Yy = kca-Ty7 X Ry * k=17 ©

Ejemplo 35)

0 = Rk;m,n = nfimeros racionales (constahte)'

Yy
Solucidn:
Si se toman logaritmos naturales (o en cualquier base):

m Iny -n Iny = ln.Rk

k+1 k

mediante ¢1 cambio de variables.

= . -

K M
n -
Mk+x T m Mk Qr
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Ecuacidn en diferencias que sc resuelve como se sugiere en el
ejemplo 31), '

Ejemplo 36)

k
a a
Yea! © TRETY Yk T TREDYT o= (52)
Solucién: F. = LKD)t
S ’
a
ey (ke2)t oy L oaN(kenr 1
ok Kt gkt Tk Ky Kk 1) (k+2) (k+3)
k-2)! o 1 —_
A a -1 Yk - + + + = (53)
Dado que:

1 S I T 1 1. 1
k(k+1) (k+2) (k+3) 6 k k+3 2 k+1 k+2

al substituir en (53)

o>
-
)
it
o —
>
|
x“_.a
+
’:‘]_
+
E]_.
| I |
+
AN
>
]
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I 1

-+

al aplicar el operador inverso:
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