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111:SUMEN. 

ECUACIONES CONSTITUTIVAS DEL CONCRETO 

Porfirio Ballesteros1 

Raúl Alamo 2 

Se propone una relación constitutiva analítica para el concreto b~ 

jo condiciones generales de esfuerzo multiaxial. En el desarrollo 

de esta relac.i6n se supone al concreto como material elástico no 

lineal y elastoplástico. El objetivo final del estudio es la obte~ 
ci6n de las funciones de falla, de carga tl inicial discontinua del 

concreto, as! como de las relaciones incrementales esfuerzo-deformü 

ci6n. 

INTRODUCCION. 

Dada la complejidad de las ecuaciones que representan el comporta­

~iento de un elemento de concreto, fue necesario antiguamente rea­

lizar una serie de simplificaciones, ya que con ellas se lograba 

una visualizaci6n simple del problema; pero generalmente poco prec~ 
sa. Con la evoluci6n de soluciones por métodos numéricos meciante 
el auxilio de computadoras, es ahora posible resolver el problema 
general sin necesidad de esas simplificaciones. Sin embargo, el 

planteamiento de las ecuaciones constitutivas no se ha desarrollado 
para materiales anisotr6picos, como es el caso del concreto. 

~n este trabajo se muestran los fundamentos para las ecuaciones cons 
titutivas' del concreto en situaciones de carga multiaxial. 
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COMPORTAMIENTO DEL CONCRETO BAJO CARGA UNIAXlAL 

Se han idealizado las relaciones esfuerzo-deformación del concreto 

bajo carga axial en diferentes modelos (Fig 1); elástico-lineal; 

elástico no-lineal; elástico-lineal-frágil; elástico-lineal-plásti 

ce-perfecto. Todos ellos han sido aplicables para diferentes pro­

blemas. En este trabajo se consideran al modelo elástico no-lineal 

Y al plástico-perfecto como una buena representaci6n del comporta­

miento axial. 

Al analizar una curva típica esfuerzo-deformaci6n del concreto bajo 

carga axial, se pueden localizar varios puntos importantes (Fig 2). 

El esfuerzo 6ltimo f~, máximo en la curva, se define como el esfuer 

zo de ruptura de cilindros estándar de concreto a los 28 días de 

elaborados, probados según la especificaci6n correspondiente del 

ASTM. 

~ Este punto nos qefine otros dos importantes; uno, el límite elásti­

co del material, punto A, abajo del cual, al existir una descarga 

del concreto, éste recupera sus dimensiones originales. El punto 

A, de la Fig 2, es variable, y los autores de la literatura alusiva 

lo han ubicado entre 0.3 f' y 0.6 f'. Y segundo, al rebasar el c c 
esfuerzo de compresión del punto A, se entra a la zona plástica del 

material, misma que está limitada en la parte ~uperior en el punto 

B. Al descargar el elemento err esta zona, el concreto no recupera 

sus dimensiones originales sino que bajo esfu~rzo nulo tendrá una 

deformación permanente. En la Fig 2 se puede observar que la de­

formación del punto B está compuesta. por una d~formaci6n elástica 

y por una permanente. Este punto se ha ubicado entre 0.75 f~ y 

0.9 f'. Más allá del punto B, el material se deforma casi sin in-
e 

cremento de carga alcanzando ei puntb de esfuerzo último, C. Poste 

riormente se presenta la falla y con ello la descarga. Esta parte 

de la curva depende de características propias de la máquina de 

prueba. El punto, E, de falla, se encuentra a una deformación uni­

taria que var!a entre 0.003 y 0.004. 
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En la Fig 3 se escriben una serie de ecuaciones que representan la 

relaci6n esfuerzo-deformación. Hay una infinidad de ecuaciones dé 

diversos investigadores, y la elección de la más favorable depende 

del uso que se le piense dar, 

COMPORTAMIENTO BAJO CARGA MULTIAXIAL. 

Para entrar ahora a solicitaciones rnultiaxiales, es indispensable 
recordar varias propiedades importantes del concreto: 

l. La resistencia a tensión del concreto 
se valaa proporcionalmente a una po­

tencia de la resistencia a compresión. 

Esto es: 

ft = k(f~)n generalmente n = 1/2 
2. El concreto es un material frágil 
3. La presión hidrostática por s! sola no 

ocasiona la falla del material. 

As! corno en el caso axial es importante definir varias fronteras 
de cambio del comportamiento, sin embargo en el caso biaxial, no 

ser!n puntos sino curvas; y en el triaxial, superficies. 

Superficies de falla son aquellas definidas en el espacio de es­

fuerzos, tal que, una vez que el estado de esfuerzos alcanza ~sta 
superficie, el material falla y no puede resistir ninguna carga 
posterior. 

Superficie de discontinuidad inicial es aquella que s6lo se puede 
alcanzar por acci6n multiaxial elástica. Es decir, si se carga y 

descarga sin rebasar esta superficie, no deberán quedar deformacio 
nes residuales despuás de la descarga. 

Superficie de carga es aquella que se alcanza una vez que se ha 
rebasado la superficie.de discontinuidad inicial y adn no se alca~ 
za la superficie de falla. En otras palabras, son las superficies 
localizadas dentro de la zona plástica del material. Si se tiene 

una carga qae desarrolle esfuerzos tales que alcancen alguna de e~ 

tas superficies, al descargar se presentarán deformaciones residua 
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les permanentes, La Fi.g 4 nos ~Ueijtr~ 9r~ficado en el plano de 

esfuerzos o1 , o2 (caso biaxial) las curvas que los relacionan, 

las curvas de falla y las de discontinuidad inicial. 

La Fig 4a muestra los resultados experimentales obtenidos por 

Kupfer en 1969, y la Fig 4b, los obtenidos por Ville en 1968. 

Se ha pensado que la diferencia en resultados depende de la fo~ 

rna del esp~cirnen, hecho que está en proceso de investigación. 

En el mismo estado de esfuerzo biaxial a1 , a 2 para concreto refor 

zado, se observa un caso particular en la Fig 5 en el que 
f' = 200 kg/crn 2 y f = 2220 kg/crn 2 • Si el acero de refuerzo c y 
sigue las direcciones principales es aceptable utilizar corno re-

lación la elipse de Von Mises. En la zona de compresiones el con-

~ creto tarnbián cumple con esta relación corno se demostrará más ade 
' lante. Pero el problema es en la zona de tensi6n-compresi6n, en la 

que el comportamiento se ha supuesto lineal, sin embargo se reali­

zan otras investigaciones al respecto. 

En el caso de carga triaxial para concreto, Fig 6, es importante, 

dida la isotrop!a del material, la deterrninaci6n de la intersec­

ción de la superficie de falla con los planos coordenados. Esto 

se logra determinando el punto en el que la bisectriz de cada uno 

de los planos coordenados es tangente a la superficie de falla, 
por ejemplo el punto TB1 2 es la intersección entre la bisectriz 

al plano a 1 a2 y la superficie de falla f(oij)= O 

Para comprender mejor el problema, y además ampliándolo al caso 
de concreto reforzado, se considera en la Fig 7 el plano formado 

por la línea de esfuerzos iguales a 1 = a 2 = a 3 =ay uno de los pu~ 
tos de intersecci6n de la bisectriz de un plano y la superficie de 

falla, en este caso TB2 3. 

En esta figura se pueáe observar la intersección de la superficie de 

falla y la de discontinuidad inicial con él plano r. y con los pla­
nos coordenados (TB2_3). Es posible observar que existen zonas 

en que uno o dos esfuerzos son de compresión y el otro de tensi6n. 
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Son estas zonas las que necesit~n un estudio más a fondo para de­

terminar su trayectoria. En la zona de tensión, suponiendo que 

el acero sigue las direcciones de los esfuerzos principales, las 

superficies de falla y de discontinuidad inicial son las rectas 

generatrices del cilindro de Von Mises. Es importante también 

en la zona de compresión obtener los esfuerzos o en el punto de a 
tangencia con la bisectriz, as! como la superficie asintótica a 

la superficie de falla limitando de esta manera el crecimiento 

del esfuerzo triaxial. Estos valores se encuentran en estado de 

experimentación. 

Cada una de las curvas o superficies anteriores deben estar re­
presentadas por una ecuaci6n. 

A continuación se exponen las deducciones que sobre ellas se han 

desarrollado. 

COMPORTAMIENTO TRIAXIAL ELASTICO 

Las funciones que representan estas superficies deben estar ba­

sadas en los principios generales de las ecuaciones constituti­

vas que se pueden enunciar en 1~ siguiente forma. 

l. Principio de objetividad o indiferencia del 
material. La respuesta del material es in­

dependiente del sistema coordenado o del ob 

servador. 

2. Principio de acción local. El esfuerzo en 
un punto se debe únicamente al movimiento 

de las part!culas en una vecindad o en tor 

no del punto de consideración. 

3. Principio de determinismo. El esfuerzo 
en un medio lo determina su historia de 
deformación. 

Con base en estos principios, y considerando la reducción de las 

ecuaciones constitutivas para materiales simples, caso de materia 

f 

1 

1 
l 
1 
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les ellstico-lineales y no-lineales, el esfuerzo se reduce a una 

funci6n del gradiente del esfuerzo de deformaci6n, Para deforma 

ciones pequeñas, el esfuerzo es tambi~n funci6n del gradiente de 

desplazamientos o tensor de deformaciones pequeñas. Por analo­

gía con los fluidos Reiner-Rivlin, se demuestra que la ecuación 

constituitva se reduce a la forma. 

(1) 

o en notación tensorial: 

Puede decirse que la ec (1) es consecuencia del teorema de Carley­

Hamilton. En la ec (1), ! es la matriz identidad, 4> 0 , <P 1 y <P 2 
son funciones de los invariantes del tensor de deformaciones e:. 

Dado que en el caso lineal las direcciones principales de los es 

fuerzos o coinciden con las de las deformaciones ~, se puede 

escribir la ec (1), diagonalizándola: 

al= <j>0+$1E1+$2E:i 

ª2 = $0+$1E2+$2E:; •••••• 

a3 = $0+$1E3+$2€) 

y expresándola matricialmente 

º1 1 El E:2 
1 

ª2 = 1 €:2 
E: 2 

2 

ª3 1 E: 3 €:2 
3 

( 2) 

4>o 

4>1 ... ' .. (3) 

4>2 

donde $º, <P1 y <P2 se pueden determinar de pruebas triaxiales. 



COMPORTAMIENTO ELASTO-PLASTICO 

Si ae ■upone que el criterio para la falla del concreto depen­
de 1610 de loa esfuerzos distorsionantea y no de la preai6n 
droat&tica, es posible utilizar dos funciones diferentes pero 
similares para simular la falla del concreto en la regi6n de . 
compreai6n y en la regiOn de compresi6n-tensi6n. 

La falla ser! una funci6n del primer invariante de esfuerzos 
11 i J 2, segundo invariante del tensor de esfuerzos distorsionan 
tes s1j. Las ecuaciones propuesta■ son las 1iguientea1 [16] 

Regi6n de compresi6n 

7 

f (o .. ) 
u l. J ( 4) 

y para la regi6n de compresi6n-tensi6n 

K2 
f (o .. ) = -3 J2 u l.J 

(5) 

Al escoger a la funci6n dependiendo dnicamente de 11 y J 2 , se lo 
g~a una funci6n simple aunque si fuera incluido el tercer inva­
riante de los esfuerzos distorsionantes, J 3, mejoraría consider~ 
blemente la correlación entre las f6rmulas te6ricas y los datos 
experimentales. Como las ecs (4) y (5) son similares se ha ere! 
do conveniente utilizar una sola ecuaci6n que es: 

K
2 

J K
2 

¡2+ 1 2 1 fu(oij) = 3 2- 36 1- IT 11+ 3 Auil = t~ ( 6 ) 

Ademas, podemos suponer que la e_.9Uaci6n que define el estado ini 
cial discontinuo tiene la misma forma que la superficie de falla, 

por lo que.se puede escribir: 
K 2 K 2 1 1 

fo(oij) = 3 J2- 36 1Í± 12 Ii+ 3 Ao 11 = 'o (7) 
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Los valores de las constantes const~tutivas A, A, t y 1 0 u o u 
pueden ser determinados para las regiones de tensi6n-compresi6n 

y la de compresi6n mediante pruebas de laboratorio. 

Dado que el esfuerzo normal octaedral, ºoct es igual a 1
113 

y 

el cortante octaedral es igualª/ 2 J 2 , la ecuaci6n (6) podrá 
L 3 

representar una elipse, parábola o hip6rbola en el espacio de 

esfuerzos octaedrales, dependiendo de los valores de K2 • 

Esto es, si 
Il 

a = oct 3 
T 2 
oct 

Substituyendó-en la ec (3) se tiene: 

K 2 • K.2• • : 3 
1 2 - o•t· ±-o 2 +A a = 1 2 

2 oct T . oct 4 oct O oct 

K2 
-2 12 -oct 

(8) 

(9) 

ecuación de segundo grado que representará diferentes curvas de­

pendiendo de los valores de los coeficientes de (8) y (9), lo 

que se puede expresar corno: 

4 (K2 + .1_) K2 
Si' - 4 4 2 es 'una 

elipse 

parábola 

hip6rbola 

Esto implica para la zona de cornpresi6n, que si 

elipse 

parábola 

hip6rbola 

( 10) 

Y dado que la presi6n hidrostática por sí sola no puede causar la 

discontinuidad o la falla del concreto, la ecuaci6n anterior no 
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puede ser una el!pse i po~ ello, K2 se~~ ~ayor o !gual a 3, Es 

tudios experimentales (_17} nos muestran que la funci6n que mejor 
describe la falla es la parab6lica, por lo que se considera K2 = 3. 

En la regi6n tensi6n-compresi6n para asegurar que la funci6n de 
falla intersecte dnicamente en un punto a la función de la región 
de compresiones, es indispensable que K2de la ec (5), no se en­
cuentre entre los valores O y-3, 6sto quiere decir que la ec (5) 
sera necesariamente una funciOn parabOlica o hiperb6lica. Ade­
más, debido a que es indispensable asegurar la convexidad de la 
curva, se deberán cumplir las condiciones 

K 2 < 3+ 
A2 

u 
t2 

u 
DEPFI 

Para satisfacer ambas condiciones, K2 debe ser igual a 3 siendo 
id6ntica a la ecuaci6n en la regi6n de compresi6n. Estos resul­
tados han mostrado buena correlaciOn con los datos experimentales. 
Para la ecuaci6n de las curvas de discontinuidad inicial se apli­
can los mismos argumentos. 

Como se mencion6, las constantes constitutivas del material A0, 

t~, Au y T~, se pueden obtener en funci6n de f~, fe' ft, ft' 

fbc Y fbc; o • sea f ~ es la resistencia a compresi6n axial; f~, 
resistencia a tensi6n axial; fbc' resistencia a compresiones 
iguales en dos direcciones; y fe' ft y fbc son los valores de 
~sas pruebas bajo condiciones de discontinuidad inicial. Todos 
estos valores son obtenidos flcilmente en pruebas simples de la 
boratorio. 

En la zona de compresi6n, al substituir en las ecuaciones que 
representan la_ falla y el estado de discontinuidad inicial (se 
consideró K2 •~),por simple álgebra se pueden obtener los 
sig~iente~ valores de A0, T~, Au y T~, y llegar a los siguien-

-- - - - - - - - -- " "~ '-- ~" 
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tes resultados, 

A 
u 
f' = 

e 

ff -1 be 

2tbc-1 

12 -f2 
be e 

2I -r be c 

; 
1' 2 

u 
( f' ) ,! 

e 

( f 1 ) 2 
e 

= 
3f' -í"f'T be be 

3f' -1 be 

2r 3 -JI2 1 +21 2 
c be e c 

2r -1" be c 

y para la zona de tensión-compresión, 

A 1-t' -
1' 2 f' 

••, u e 
-, -'t f' = -2- ; 

e 

u c = 6 ( f' ) 2 
e 

p= 
c 

2 r-r 1' 0 c t = 
( f') 2 6 

e 

r-r c t 
2 

(11) 

(12) 

en donde I~, f~, fbc' fe' ft, Ibc 
nales resultantes de dividir f~ , f~, 

y f respectivamente. La gráfica de 
e 

son cantidades adi~ensio­

fbc y f 0 , ft' fbc entre f~ 
estas curvas, as! como su 

correlación con los datos experimentales, se pueden observar en 

las figuras 3 y 4. 

Dado que las superficies de carga están limitadas por las funci~ 

nes de falla y de discontinuidad inicial, es razonable conside­

rar que deben tener unas ecuaciones similares a las de aquellas . . 
Si aceptamos, como varios autores, que las superficies de carga 

se desplazan a lo largo del eje cr
1 

= cr
2 

= cr
3 

y se expanden iso­

tr6picamente, teoría muy usada en plasticidad, es fácil conside 

rar como forma de la funci6n de estas superficies la siguiente; 
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K 2 
K

2 
2 1 ª J I + 1 2 + ~ l T 2- '.36 1 - IT • 1 "i 1 

= ---------------....... -- == t 2 ( 13} 

El doble signo en uno de los t~rminos de la ecuaci6n, al igual 

que en las funciones de falla y de discontinuidad inicial, in­
dican la regiOn en que se encuentra el estado de esfuerzos, 

compresi6n o tensi6n-compresi6n. 

Los valores de a y a pueden determinarse observando que cuan­

do T 2 tiende a T~ o T~ los valores de a1 2+a se aproximan 

a A0 y Au respectivamente. Esto es, en el l!mite, las super 
ficies de carga se transforman en las superficies inicial-dis­
continua o en la de falla. Los resultados obtenidos siguien­
do este procedimiento son, 

a = 
A T 2 -A T 2 
o u u o 

T 2 - T2 
u o 

En las Fig 5 y 6 se muestran las superficies de carga en el 
caso biaxial. 

(14} 

(15) 

Con base en la forma general de la relaci6n esfuerzo-deformaci6n 
en la zona plástica (18], deducida mediante la suposici6n de pe­

queños incrementos radiales, se puede escribir que, 

de: P = '\ df 
ij /\ ~ 

ªªij 

(16) 
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en donde ). es u11 escalar que depende del estado de esfuerzos, 

el incremento de esfuerzo, y de la historia de esfuerzos. Esta 

ecuación se transforma para un material estable en la siguiente, 

= df df 
daij 

(17) 

donde G es un escalar que depende del esfuerzo, deformación e 

historia de carga del elemento. 

El valor de G se puede obtener del producto interno de la ec 15, 

y despejando G, se tiene, 

p p 

G = 
dEij dEji (18) 

df 
é) f é)f 

ªºij ªªji 

la aa. . ao .. 
l.] ]l. 

é)f é)f 
es una función del estado actual de esfuerzos y 

puede ser obtenida al substituir la función de carga actuante en 

ese instante; y la cantidad /dEljdE~i indica la historia de de­

formación del material y se obtiene mediante resultados experime~ 

tales. 

Si llamamos H = df 

(19) 

Siendo H la relaci6n incremental del trabajo·por endurecimien­

to del material y utilizando la relación incremental 

df (20) 



Al substituir en la ec general (17) de esfuerzos~deforrnaciones 
se obtiene, 

af af 
ra--aa-

p ij mn 
domn (21) de:ij = 

H_!!._1_L 
ªºvs 00 sv 

Si consideramos que el incremento de deformaci6n total de:ij es 
igual a la parte el!stica m4s la parte pl4stica, o sea, 

13 

( 22) 

y dado que 

donde Hijkl' es la matriz incremental hiperelástica. 

Al substituir (21) y (23) en (22) se obtiene: 

CONCLUSIONES 

t 2 3) 

(24) 

Se dan las ecuaciones incrementales que resuelven el problema 
elastop14stico y _se ha demostrado mediapte comparaciOn con resul 

, ~'• .., -

tados de laboratorio,_ que tienen suficiente aproximaci6n a1'.inque-
quedan varias inc6gnitas que resolver. Lo aqu! expresado es cíe~ 
to para concreto idealizado en la zona de compresi6n como isotr6 
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pico, homogéneo y linearizado incrementalmente en una zona de 

plasticidad hasta la ruptura. Las funciones propuestas es­

fuerzo-deformación, se proponen con el objeto de utilizarlas 

directamente en problemas de análisis por medio de elementos 

finitos. 
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Curva dt discontinuidad inicial 

Compresión 

DATOS EXPERIMENTALES : 

• Límite elástico 

o Falla 

Curva de follo 

Compresién 

Curva de descon­
tinuidad inicial --.. 

o 

(o) 

Curvo de folla 

DATOS EXPERIMENTALES : 

• Discontinuo 

o Follo 

l b) 
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Compresión 

1.0 

Compresión 

Fig 4 Curvas de fallq y de discontinuidad inicial en el es­
pacio de esfuerzos principales biaxiales: o) Datos ex­
perimentales de Kupfer ( 1969) ·; b) Datos experi­
mentales de Vi lle ( 1968) 
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Z ZOO lu¡lcm2 

Fig 5 Superficie de fallo del concreto en el plano 0-1 - CJi , 
con f~ = 200 kg/cm2 y f y= 2 200 kg/cm2

, siguien­
do el acero las direcciones principales de esfuerzo. 
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Curva de discontinuidad inicial ---
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Compresión 
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Curvos de caroo subsecuentes 

rtig 8 Curvas de discontinuidad inicial , de carga subsecuente y 
de falla en el espacio de esfuerzos normales y esfuer­
zos cortantes octaédricos . 
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