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Rafl Alamo2

RESUMEN,

Se propone una relacibn constitutiva analftica para el concreto ba
jo condiciones generales de esfuerzo multiaxial. En el desarrollo
de esta relacibn se suponé al concreto como material eldstico no
lineal y elastopldstico. El objetivo final del estudio es la obten
cibén de las funciones de falla, de carga e inicial discontinua del
concreto, asf como de las relaciones incrementales esfuerzo-deforma

cién.

INTRODUCCION.

Dada la coﬁplejidad de las ecuaciones que representan el comporta-
miento de un elemento de concreto, fue necesario antiguamente rea-
lizar una serie de simplificaciones, ya que éon ellas se lograba
una visualizacibn simple del problema; pero generalmente poco preci
sa. Con la evolucidén de soluciones por métodos numéricos mediante
el auxilio de computadoras, es ahora posible resolver el problema
general sin necesidad de esas simplificaciones. Sin embargo, el
planteamiento de las ecuaciones constitutivas no se ha desarrollado
para materiales anisotrSpicos, como es el caso del concreto.

En este trabnajo se muestran los fundamentos para las ecuaciones cons
titutivas del concreto en situaciones de carga multiaxial. '
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COMPORTAMIENTO DEL CONCRETO BAJO CARGA UNIAXIAL

Se han idealizado las relaciones esfuerzo-~deformacifn del concreto
bajo carga axial en diferentes modelos (Fig 1); el&stico-lineal;
eldstico no-lineal; el&dstico-lineal-fr&qgil; eldstico-lineal-plasti
co-perfecto. Todos ellos han sido aplicables para diferentes pro-
blemas. En este trabajo se consideran al modelo el&stico no-lineal
y al plastico-perfecto como una buena representacién del comporta-

miento axial.

Al analizar una curva tfpica esfuerzo-deformacién del concreto bajo
carga axial, se pueden localizar varios puntos importantes (Fig 2).
El esfuerzo Gltimo £l mdximo en la curva, se define como el esfuer
zo de ruptura de cilindros estdndar de concreto a los 28 dfas de
elaborados, probados segfin la especificacifn correspondiente del
ASTM.

Este punto nos define otros dos importantes; uno, el lfimite elasti;
co del material, punto A, abajo del cual, al existir una descarga
del concreto, éste recupera sus dimensiones originales. El punto

A, de la Fig 2, es variable, y los autores de la literatura alusiva
lo han ubicago entre 0.3 fé y 0.6 fé. Y segundo, al rebasar el
esfuerzo de compresién del punto A, se entra a la zona pléstica del
material, misma que est8 limitada en la parte superior en el punto
B. Al descargér el elemento en esta zona, el concreto no recupera
sus dimensiones originales sino que bajo esfuerzo nulo tendr8 una
deformacién permanente. En la Fig 2 se puede observar que la de-
formacifn del punto B estd compuesta por una deformacibén eldstica

y por una permanente. Este punto se ha ubicado entre 0.75 fé Y

0.9 fé. M&s alla del punto B, el material se deforma casi sin in-
cremento de carga alcanzando el punto de esfuerzo Gltimo, C. Poste
riormente se presenta la falla y con ello la descarga. Esta parte
de la curva depende de carécteristicas propias de la miquina de
prueba. El punto, E, de falla, se encuentra a una deformacién uni-

taria gue varfa entre 0.003 y 0.004.
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- fuerzos, tal que, una vez que el estado de esfuerzos alcanza esta

pbtiror . ool

En la Fig 3 se escriben una serie de ecuaciones que representan la
relacibn esfuerzo-deformacibén. Hay una infinidad de ecuaciones de
diversos investigadores, y la eleccibén de la m&s favorable depende

del uso que se le piense dar,

COMPORTAMIENTO BAJO CARGA MULTIAXIAL,

Para entrar ahora a solicitaciones multiaxiales, es indispensable

recordar varias propiedades importantes del concreto:
l. La resistencia a tensibn del concreto

se valfQa propofcionalmente a una po-

tencia de la resistencia a compresién.

Esto es:

£i = k(fé)n generalmente n = 1/2
2. El concreto es un material fré&gil

3. La presibn hidrostdtica por sf sola no
ocasiona la falla del material.

Asf como en el caso axial es importante definir varias fronteras
de cambio del comportamiento, sin embargo en el caso biaxial, no

serdn puntos sino curvas; y en el triaxial, superficies.

Superficies de falla son aquellas definidas en el espacio de es-

superficie, el material falla y no puede resistir ninguna carga
posterior.

Superficie de discontinuidad inicial es aquella que sblo se puede
alcanzar por accifn multiaxial eldstica. Es decir, si se carga y
descarga sin rebasar esta superficie, no deber&n quedar deformacio
nes residuales después de la descarga.

Superficie de carga es aquella que se alcanza una vez que se ha
rebasado la superficie 'de discontinuidad inicial y afin no se alcan
za la superficie de falla. En otras palabras, son las superficies
localizadas dentro de la zona plé&stica del material. Si se tiene

una carga que desarrolle esfuerzos tales que alcancen alguna de es

tas superficies, al descargar se presentar&n deformaciones residua
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les permanentes, La Fig 4 nos muestxa graficado en el plano de

esfuerzos ¢ a, (caso biaxial) las curvas que los relacionan,

ll
las curvas de falla y las de discontinuidad inicial.

La Fig 4a muestra los resultados experimentales obtenidos por
Kupfer en 1969, y la Fig 4b, los obtenidos por Ville en 1968.
Se ha pensado que la diferencia en resultados depende de la for

ma del espécimen, hecho que est& en proceso de investigacién.

En el mismo estado de esfuerzo biaxial ¢ 0, para concreto refor

’
zado, se observa un caso particular en l: Fig 5 en el que

£, = 200 kg/cm? y fy==2220 kg/cm?. Si el acero de refuerzo
sigue las direcciones principales es aceptable utilizar como re-
lacién la elipse de Von Mises. En la zona de compresiones el con-
creto también cumple con esta relacifn como se demostrard mds ade
lante. Pero el problema es en la zona de tensifn-compresifn, en la
que el comportamiento se ha supuesto lineal, sin embargo se reali-

zan otras investigaciones al respecto.

En el caso de carga triaxial para concreto, Fig 6, es importante,
dada la isotropfa del material, la determinacién de la intersec-
cién de la superficie de falla con los planos coordenados. Esto
se logra determinando el punto en el que la bisectriz de cada uno
de los planos coordenados es tangente a la superficie de falla,
es la interseccién entre la bisectriz
)= 0

por ejemplo el punto TB1 2

al plano 0, 0, Y la superficie de falla f(oij
Para comprender mejor el problema, y ademds amplifndolo al caso
de concreto reforzado, se considera en la Fig 7 el plano formado

por la lfinea de esfuerzos iguales 0y = 0, =04 =0y uno de los pun

. 3
tos de interseccifn de la bisectriz de un plano y la superficie de

falla, en este caso 'I‘B2 3

En esta figura se puede observar la interseccifn de la superficie de
falla y la de discontinuidad inicial con €l plano © y con los pla-
nos coordenados (T82_3). Es posible observar que existen zonas

en que uno o dos esfuerzos son de compresifn y el otro de tensifn.



Son estas zonas las que necesitan un estudio m&s a fondo para de-
terminar su trayectoria., En la zona de tensibn, suponiendo que
el acero siqgue las direcciones de los esfuerzos principales, las
superficies de falla y de discontinuidad inicial son las rectas
generatrices del cilindro de Von Mises. Es importante también
en\la zona de compresidn obtener los esfuerzos o, en el punto de
tangencia con la bisectriz, asi como la superficie asintbtica a
la superficie de falla limitando de esta manera el crecimiento
del esfuerzo triaxial. Estos valores se encuentran en estado de

experimentacién.

Cada una de las curvas o0 superficies anteriores deben estar re-

presentadas por una ecuacifén.

A continuacibn se exponen las deducciones que sobre ellas se han
desarrollado.

COMPORTAMIENTO TRIAXIAL ELASTICO

Las funciones que representan estas superficies deben estar ba-
sadas en los principios generales de las ecuaciones constituti-

vas que se pueden enunciar en la siguiente forma.

1. Principio de objetividad o indiferencia del
material. La respuesta del material es in-
dependiente del sistema coordenado o del ob
servador.

2. Principio de accibén local. El esfuerzo en
un punto se debe finicamente al movimiento
de las particulas en una vecindad o en tor
no del punto de consideracidn.

3. Principio de determinismo. El esfuerzo
en un medio lo determina su historia de
deformacién.

Con base en estos principios, y considerando la reduccibn de las

ecuaciones constitutivas para materiales simples, caso de materia




les eldstico-lineales y no-lineales, el esfuerzo se reduce a una
funcifn del gradiente del esfuerzo de deformacién, Para deforma
ciones pequefas, el esfuerzo es también funcibén del gradiente de
desplazamientos o tensor de deformaciones pequefas. Por analo-
gfa con los fluidos Reiner-Rivlin, se demuestra que la ecuacidn

constituitva se reduce a la forma.
= 2
a(e) ¢OI+¢1Ef¢ze . (1)

0 en notacifn tensorial:

055 = $0854*01es40y [e;5] [eyy]

Puede decirse que la ec (1) es consecuencia del teorema de Carley-

Hamilton. En la ec (1), I es la matriz identidad,¢o. o, Y 9,

son funciones de los invariantes del tensor de deformaciones €.

Dado que en el caso lineal las direcciones principales de los es
fuerzos g coinciden con las de las deformaciones ¢, se puede

escribir la ec (1), diagonaliz&ndola:
= 2
Op = 6p*P18,%0,8)

= T2
2 ¢o+¢1€2+§262 cecves (2)

)

2
O3 = bp+o e3t9,5e5

y expresdndola matricialmente

- - ~ 2 M -~ L
01 1 €4 €] ¢0
- 2
02 - 1 62 €2 ¢1 [ I I T I (3)
2 .
LO3J -.1 €3 63.‘ -¢2‘




i COMPORTAMIENTO ELASTO-PLASTICO
Funcibén de falla y funcifn de didcontinuidad inicial

Si se supone que el criterio para la falla del concreto depen-
5 de 8810 de los esfuerzos distorsionantes y no de la présidn

j drostftica, es posible utilizar dos funciones diferentes pero
similares para simular la falla del concreto en la regifin de
éompresién y en la regifn de comp}esién-tensicn.

La falla ser& una funcifn del primer invariante de esfuerzos
I1 y Jz, segundo invariante del tensor de esfuerzos distorsionan
tes Sij. Las ecuaciones propuestas son las siguientes: [16]

] Regién de compresifbn

_ k? _kr . 1 2, 1 = 2
£,0055) = F 935 Itz 1t 530 5 Ty (4)
Yy para la regidn de comprésién-tensi6n
_ k2 _K: Lo 1 1.1 = -2
£a03) = F I3 I P I AL T Ty (3)

Al escoger a la funcién dependiendo finicamente de I1 y J2, se lo
gra una funcibn simple aunque si fuera incluido el tercer inva-

riante de los esfuerzos distorsionantes, J,, mejorarfa considera

5 3

3 blemente la correlacifn entre las f6rmulas tebricas y los datos
f experimentales. Como las ecs (4) y (5) son similares se ha cref
§ do conveniente utilizar una sola ecuacién que es:

% - Kz - Kz 24 1 2 1 - 2

! fu(oij) =T 9yt hit3IAaL T (6)

Adem§s, podemos suponer que la gguaci6n que define el estado ini
cial discontinuo tiene la misma forma que la superficie de falla,

por lo que. se puede escribir:

K? K? 1 1
/ - K s _K .2, 1 ;2.1 - 12
£00045) = F I- g it 12 1Y 3200 7 T (7)
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Los valores de las constantes constitutijivas Au, Aot Tw Y T,

pueden ser determinados para las regiones de tensifn~compresifn

y la de compresién mediante pruebas de laboratorio.

Dado que el esfuerzo normal octaedral, ooct es igual a 11/3 Y
1 ,
el cortante octaedral es igual i/ % J2, la ecuacibn (6) podré

representar una elipse, pardbola o hipérbola en el espacio de

esfuerzos octaedrales, dependiendo de los valores de K2,

i = ._1_' 2 = z
Esto es, Sl, Ouct 3 Toct 3 J2
Substituyendd-en la ec (3) se tiene:
K2 _; . _ K2, 2 + 3 2 = 12
2 'oct” 4 q.oct“ 2 %oct™0%ct ! (8)
K* . _ (K% 3 2 = <2
2 Toct ( T 4) %oct * AOooct Yo (9)

ecuaci6bn de segundo grado que representard diferentes curvas de-
pendiendo de los valores de los coeficientes de (8) y (9), lo

que se puede expresar como:

elipse . (10)

hopA

o O O

es una parédbola
hipérbola

X 3, K2
Si, - 4(— + jr) 5

v

Esto implica para la zona de compresibn, que si

, < 3 elipse
K = 3 pardbola
> 3 hipérbola

Y dadorque la presidn hidrost&tica por sf sola no puede causar la
discontinuidad o la falla del concreto, la ecuacifn anterior no



puede ser una elipse y pox ello, K? serd mayor o igual a 3, Es
tudios experimentales (17) nos muestran que la funcibn que mejor
describe la falla es la parab8lica, por lo que se considera K= 3,

En la regién tensi8n~compresifn para asegurar que la funcién de
falla intersecte finicamente en un punto a la funcifén de la regibn
de compresiones, es indispensable que K?de la ec (5), no se en-
cuentre entre los valores 0 y-3, &sto quiere decir que la ec (5)
ser8 necesariamente una funcién parabflica o hiperb6lica. Ade-
mis, debido a que es indispensable asegurar la convexidad de la
curva, se deber&n cumplir las condiciones

DEPFI

Para satisfacer ambas condiciones, K? debe ser igual a 3 siendo
idéntica a la ecuacién en la regién de cbmpresidn. Estos resul-~
tados han mostrado buena correlacifn con los datos experimentales.
Para la ecuacifn de las curvas de discontinuidad inicial se apli-
can los mismos argumentos.

Como se mencion8, las constantes constitutivas del material AO'

2 A, Y 13, se pueden obtener en funcibn de £, £, £!, £

Yo’ t’ e’
fl'ac Y fbc; o sea fé es la resistencia a compresibn axial, fi,
resistencia a tensifn axial; f' , resistencia a compresiones

“be
iguales en dos direcciones; y fc' ft Y fbc son los valores de
esas pruebas bajo comdiciones de discontinuidad inicial. Todos
estos valores son obtenidos f&cilmente en pruebas simples de la

boratorio.

En la zona de compresifn, al substituir en las ecuaciones que
representan la falla y el estado de discontinuidad inicial (se
consider6 K? = 3) por simple &lgebra se pueden obtener los

siguientes valores de AO,_TS, ALY T; y llegar a los siguien-
14
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tes resultados,

FrU o~ 2 TIFY DFV2Z
Au B fbc 1 T B 3fbc 2fbc
£ e o E3NE— (1)
- 4 [] - :
c 28 ¢ 1 c 3fbc 1
F2 _F2 2 I_qF¥2 2
;9 ) fbc fc . Ty . 2fc 3fbcfc+2?c
— - ! ' 2 —._.
c 2f, fc (£ 2?bc £,
Yy para la zona de tensibn-compresifn,
A 1-f* 12 £
. _u _ c . u - _£
' f! 2 ! ‘12 6
c (fc)
-F 2 F -
fg - f: ft . ' - fc fz
[ ’ -
fc 2 (£')2 6 (12)
c
F F F F : s~
en donde !, £}, f} . ?C, ft' f, . son cantidades adimensio
S > . L] [} 1} [}
nales resultantes de dividir fc ' ft' fbc Yy fc, ft’ fhc entre fc

Y fc respectivamente. La gr&fica de estas curvas, as{ como su
correlacibn con los datos experimentales, se pueden observar en
las figuras 3 y 4.

Funciones de carga

Dado que las superficies de carga estdn limitadas por las funcio
nes de falla y de discontinuidad inicial, es razonable conside-
rar que deben tener unas ecuaciones similares a las de aquellas.
Si aceptamos, como varios adtores,vque las superficies de carga
=g

se desplazan a 1o largo del eje ¢ 0, y se expanden iso-

1 - %7 9%
trépicamente, teorfa muy usada en plasticidad, es f&cil conside
rar como forma de la funcifn de estas superficies la siguiente:




11

K? K2 _, 1 .,. 8
= J.~ == I2 % 14 = 1
f‘“ij) .3 "2 3 71”1271 371 _ .2 | (13)
Q
1-314

El doble signo en uno de los té&rminos de la ecuacibn, al igual
que en las funciones de falla y de discontinuidad inicial, in-
dican la regifn en que se encuentra el estado de esfuerzos,

compresifn o tensibn-compresifn.

Los valores de a y B pueden determinarse observando que cuan-
do 1% tiende a 18 o TG los valores de a1’+8 se aproximan
a Ao Y Au respectivamente. Esto es, en el limite, las super
ficies de carga se transforman en las superficies inicial-dis-
continua o en la de falla. Los resultados obtenidos siguien~

do este procedimiento son,

A -A
n

=_n_0_ |
o T\Zx'Ta (14)
~ A.T2-p 12
B = 0 u udo (15)
12 - 18

u .
En las Fig 5 y 6 se muestran las superficies‘de carga en el

caso biaxial.
Relaciones 4incrementales esfuerzo-deformacidn.
Con base en la forma general de la relacifn esfuerzo-deformacién

en la zona plédstica [18], deducida mediante la suposicifn de pe-
quenos incrementos radiales, se puede escribir que,

(16)
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en donde A es un escalar gue depende del estado de esfuerzos,
el incremento de esfuerzo, y de la historia de esfuerzos. Esta

ecuacibn se transforma para un material estable en la siguiente,

p _ df
deij = 53;; af (17)

donde G es un escalar que depende del esfuerzo, deformacién e

historia de carga del elemento.

El valor de G se puede obtener del producto interno de la ec 15,

y despejando G, se tiene,

P | :
G - deij deji (18)
- 3f 3f
af

aoij aoji

of of )
la 5o v es una funcibn del estado actual de esfuerzos y

ij ji

puede ser obtenida al substituir la funcién de carga actuante en
ese instante; y la cantidad /degjdegi indica la historia de de-
formaci6én del material y se obtiene mediante resultados experimen

tales.

Si llamamos H = df

devsdesv (19)

Siendo H 1la relacifn incremental del trabajo por endurecimien-

to del material y utilizando la relacibn incremental

of

do
aomn mn (20)

df =




ok

i tbw,_

13

Al substitulr en la ec general (17) de esfuerzos~deformaciones

se obtiene,

of of
90 90

Si consideramos que el incremento de deformaci®n total de
igual a la parte el&stica md&s la parte pléstica, o sea,

= e P
deij + deij

Q.
™
}

y dado que

e _
deyy = Hygyy 99

donde Hijkl' es la matriz incremental hipereldstica.

Al substituir (21) y (23) en (22) se obtiene:

r -
9f of
= 90, . 00
deij Hijk1+ 13 kl dokl
of of
L acvs aosv

CONCLUS IONES

ij

(21)

es

(22)

123)

(24)

Se dan las ecuaciones incrementales que resuelven el problema
elastopldstico y se ha demostrado mediante comparacifn con resul

tados de laboratorio, que tienen suficiente aproximacién afinque-

quedan varias incégnitas que resolver. Lo aquf expresado es cier
to para concreto idealizado en la zona de compresidn como isotr6

R
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pico, homogéneo y linearizado incrementalmente en una zona de
plasticidad hasta la ruptura. Las funciones propuestas es-
fuerzo-deformacibn, se proponen con el objeto de utilizarlas
directamente en problemas de andlisis por medio de elementos

finitos.
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Fig 1 Modelos uniaxiales idealizados
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Deformacion
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Esfuerzo de discontinuidad .inicial

Esfuerzo Ultimo

Punto de falic
6 /
o SRR SO —
T E == 577
8 94 |
3 ) | !
'c ‘1—.8~— F I . ! '. x '.c‘
s | e | | |
fl .3 iG c?\ I l |
J w .Q: I ' !
1) ___o»o 0 [ | o 1.
€, € < €

e

permanente -/

Deformacion



1.0
S
- 08
B
<4
S os
@
3 .
-
W o4
-
~
v a2
o)
Lo} 0.2 04 0.6 0.8 1.0 12 1.4 16
€/€o Deformacion relativa
—_— o 0.8 —— .
t1y = (¢/e0) Wty = 1€/80) ey
e {1 = (€/60) (2-€/60) —— i1, = (€/a0) /%0
‘ 2
- €/¢
trt, = (€/%) IS
Fig 3 Comparacion de varias formulas para dia-

gramas uniaxiales esfuerzo deformacion
del concreto |
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Fig 4 Curvas de falla y de discontinuidad inicial en el es-
pacio de esfuerzos principales biaxiales: a) Datos ex-

perimentales de Kupfer (1969) ; b) Datos experi-
mentales de Ville (1968)
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Fig 5 Superficie de falla del concreto en el plano 0,—0; ,
con f.=200 kg/em? y f,=2 200 kg/cm?, siguien-
do el acero las direcci_ones principales de esfuerzo.
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Fig 7 Troza de superficies de falla y fluencia inicial en plano O] -TB,,
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Fig 8 Curvas de discontinuidad inicial ,de carga subsecuente y
de falla en el espacio de esfuerzos normales y esfuer-
z0s cortantes octaedricos .
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