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P R O L O G O 

El desarrollo de las matemáticas ha sido fundamental en el pro­
greso científico y tecnológico de los últimos cien años. 

Entre las ramas de las matemáticas se encuentra el cálculo dife 
rencial e integral, que involucra numerosas ideas relacionadas -
con velocidades, razones de variación, optimización, cálculo de 
áreas , volúmenes y otros conceptos indispensables en ingeniería 
y en otros campos del conocimiento. 

Los orígenes del cálculo se remontan a los griegos, hace más de 
dos mil años, quienes pretendían determinar el área de una cier­
ta región con un procedimiento que denominaron método de exhau­
ción, que consistía en inscribir una región poligonal en la re­
gión dada y repetir el procedimiento tomando polígonos con mayor 
número de lados cada vez . 

En el siglo XVI con la introducción de nuevos símbol os algeb rai 
cos, revivió el interés por dicho método y se descubrieron muchos 
resultados con los trabajos de Cavalieri, Torricelli, Fermat, Pas 
cal y Wallis entre otros . -

Este método, llamado más .tarde cálculo integral, recibió suma­
yor impulso en el siglo XV!'I con Isaac Newton (1642 - 1727) y W. 
Gottfried Leibniz (1646 - 1716) y en el siglo XIX Cauchy y Rie­
mann le dieron una base matemática firme. 

El problema geométrico de determinar la recta tangente a ·una cur 
va en un punto determinado, dio origen al cálculo diferencial, qüe 
apareció en el siglo XVII a través de los estudios del matemático 
francés Pierre Fermat, que estableció ideas rudimentarias relacio 
nadas a la noción de derivada. -

El primero en conectar los dos problemas geométricos inherentes 
al cálculo diferencial y al cálculo integral fue Isaac Barrow 
(1630- 1677), aunque quienes comprendieron y promovieron su im­
portancia fueron Newton y Leibniz. 

En los planes de estudio de todas las licenciaturas que se impar 
ten en la Facultad de Ingeniería de la U.N.A.M . , se incluye este­
curso de cálculo diferencial e integral. 

En estos apuntes se pretende cubrir el programa de la asignatura 
de cálculo diferencial e integral aprobado por el H. Consejo Téc­
nico de la Facultad el 21 de octubre de 1981. 

En los primeros cinco capítulos se tratan los conceptos de fun­
ción, límite, derivada, así como aplicaciones de los mismos. 

En el capítulo VI se presentan la integral definida y la inte­
gral indefinida complementadas por los principales teoremas de l 
cálculo integral . 

El capitulo VII abarca el estudio de l as funcion es logarí tmica 
y exponencial, además se hace un breve análisis del teorema de 
L'Hopital y de las integrales impropias. 

En el capítulo VIII se ven los principales ' métodos de integra­
ción y algunas aplicaciones de la integral defin i da, terminando 
con el concep~o de ecuaciones diferenciales y su solución para al 
gunos t i pos senc i 11 os. -

Al final se proporciona una bibliografía, .con ayuda de la cual 
se pueden ampliar y profundizar los temas de esta asignatura. 

El mejoramiento de estos apuntes podrá lograrse con ayuda de las 
críticas y sugerencias de profesores y alumnos , por lo que agrade 
ceremos las aportaciones que se hagan llegar a la coordinación de 
la materia con el objeto de mejorar futuras ediciones . 

Expresamos nuestro reconocimiento a los señores profesores, ing~ 
ni eros: 

ARNULFO ANDRADE DELGADO 
PABLO GARCIA Y COLOME 
FELIPE OREGEL SANCHEZ 
ERIK CASTAÑEDA DE ISLA PUGA 

por su valiosa intervención en la elaboración de estos apuntes, 
así como a las licenciadas: 

IRMA HINOJOSA FELIX 
~1ARIA CUAIRAN RUIDIAZ 

por su colaboración en la adaptación pedagógic~ de los mismos . 

FACULTAD DE INGENIERIA 
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS 

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS BASICAS 
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CAPITULO I FUNCIONES 

INTRODUCCIOii 

El presente capítulo se dedica al estudio del concepto de 
función, que constituye una base fundamental para el Cálcu­
lo Diferencial e Integral . La importancia de este concepto 
radica en el hecho de que multitud de fenómenos físicos de 
la vida real pueden ser representados por un modelo matemá­
tico donde figuran todas aquellas magnitudes variables que 
intervienen en el fenómeno . Estos modelos matemáticos son 
analizados mediante diversas herramientas, como por ejemplo 
las que proporciona el Cálculo Diferencial e Integral, con 
el fin de determinar la ~olución de un problema específico. 

El siguiente diagrama ilustra el orden amiento lógico de un 
problema físico cualquiera, desde el fenómeno mismo hasta 
el planteamiento del modelo matemático que lo representa y 
el análisis y la solución del mismo. 

Formulación del modelo m~ 
temático que representa 
el problema a trav&s de 
una función. 

Análisis del modelo o fun 
ción a través de herramien 
tas matemáticas, y determi 
nación del o los valores -
de las incógnitas o varia­
bles del problema. 

Utilización en el problema 
físico real, de las solucio 
nes obtenidas en el modelo­
matemático o función. 

En lo que sigue de este capítulo se definirá fundamentalmente el con­
cepto de función y se estudiarán los diferentes tipos de funciones r~~ 
les de variable real como base del cálculo diferencial e integral. 

I.l FUNCION REAL DE VARIABLE REAL 

I . l.l CONCEPTO DE FUNCION 

El concepto de función en general puede presentarse siquiendo dos di f e 
rentes puntos de vista . Aquí se analizará de las dos formas para tener 
un criterio más amplio de él. A estos dos puntos de vista se les puede 
identificar con los siguientes nombres : 
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a) Concepto tradicional. 

b) Enfoque con la teoría de conjuntos. 

Ahora se tratarán por separado y después se enfatizará la equivalencia 
entre ambos. 

CONCEPTO TRADICIONAL.- Cuando dos variables estan relacionadas 
en tal forma que a cada valor de la primera corresponde un valor 
y solo uno de la segunda, se dice que la segunda es función de la 
primera. 

Casi todos los problemas científicos tratan con cantidades y relaciones 
de esta naturaleza, y en la experiencia de la vida diaria, se presentan 
constantemente situaciones en las que intervienen magnitudes que depen­
den de otras magnitudes. Así, la longitud que adopte un resorte depen­
de del peso que soporte. El volumen de una esfera es función de su diá 
metro . La presión de un gas contenido en un recipiente de volumen coni 
tante es función de su temperatura, etc. 

Con objeto de aclarar el significado de este concepto se pueden citar 
los siguientes ejemplos : 

Ejemplo l. 1 

Una partícula se mueve a lo largo de un eje horizontal con una ve­
locidad uniforme de 8 m/s, empezando el _movimiento en cero y despla 
zandose hacia la derecha. Determinar la distancia recorrida por la 
partícula al cabo de un tiempo dado. 

Denotando con S la distancia (metros) de la partícula al origen 
en cualquier instante, y con t al tiempo (segundos) transcurrido 
desde que el movimiento comenzó, se tiene que S y t son las varia 
bles que intervienen en el problema. 

Evidentemente S depende de t. Así, al cabo de S segundos, la par 
tícula habrá recorr i do 40 metros, es decir que si t = S segundos,­
entonces S= 40 metros. (V~ase figura I . l). 

1 =O s 1 = 5 B 

o 10 20 30 40 50 60 70 S 

Figura I.l 

La tabla siguiente muestra los valores de S que corresponden a al 
gunos valores de t. 

t, S o S 10 lS 20 2S 30 

S, m o 40 80 120 160 2.00 240 

Tabla I.l 

La formula mediante la cual se obtiene el valor de S para cada va 
lor de t es S = 8t. Esta expresión describe exactamente como e'l­
valor de la variable S depende del valor de la variable t. Esta 
variable, cuyo valor puede fijarse a voluntad recibe el nombre de 
variable independiente, y la otra, cuyo valor depende del valor 
que se le asigna a la independiente, se llama variable dependiente. 

NOTACION.- Si en una expresión funcional x es la variable independien 
te y y es la variable dependiente, se acostumbra escribir y= f(x) para 
representar la función en cuestión y se lee: 

y es igual a f de x 

Aquí f(x) indica que x es la variable independiente y f representa sim 
bólicamente las operaciones a efectuar con cada valor de x para obtener 
el correspondiente valor de y. 

En principio la letra f, inicial de función, se emplea en la notación 
ind icada en forma típica, pero pueden emplearse distintas letras para 
discriminar diferentes funciones de la misma variable independiente, 
como g(x), P(x), ~(x), etc. 

Durante todo el desarrollo de un proceso, un m.ismo símbolo de funcio 
nalidad indicará una misma ley de dependencia entre las variables de~ 
pendiente e independiente, es decir, que una misma notación y = f(x) 
indicará las mismas operaciones por ejecutar con cada valor de x que 
se tome para calcular el valor de y que le corresponde. Así: 

y¡= f(x¡), y2 = f(x2), etc. 

Ejemplo 1.2 

Sea: 

f(x) x 2 
- 9x + 14 

Se tendrá : 

f(O) (0) 2 
- 9(0) + 14 14 



Ejemplo l. 3 

Hacer ver que: 

si : 

en efecto: 

luego: 

Ejemplo l. 4 

Dada g(x) = aX 

hacer ver que: 

efectivamente: 

luego: 

f(-1) = (-1) 2 
- 9(-1) + 14 = 24 

f(3) 

f(a) 

(3) 2 - 9(3) + 14 =- 4 

a 2 
- 9a + 14 

f(b + 1) (b + 1) 2
- 9(b + 1) + 14 

b 2 
- 7b + 6 

f(a) - f(-a) o 

f(x) 

f(a) a 4 
- 3a2 + S y f(-a) a 4 

- 3a 2 + S 

f(a) - f(-a) o 

g(z + 1) - g(z) (a - 1) g(z) 

g(z + 1) 

g(z + 1) - g(z) aZ az a - az 

aZ(a 1) (a 1) g(z) 

Para q~e una expres1on y = f(x) sea función real de variable real es 
necesar1o que y sea real para todo valor real de x, y que a cada valor 
de la variable independiente x corresponda uno y sólo un valor de la 
variable dependiente y. 

Ejemplo l. S 

La expresión y = ± ~ no representa una función ya que para ca­
da valor positivo de x existen dos valores para y. As í, si x1 = 1, , 
Yl = 1, Y2 = -1; si X2 = 4, Y3 = 2, Y4 = -2. 

Sin embargo, si específicamente se establece que los valor es de 
la variable dependiente y sean positivos, entonces con y = + /x 
(x > O, y > O) se tiene una funcion. Lo mismo pasaría con la ex-
presion y=-/X (x > O,y<O) . 

ENFOQUE CON LA TEORIA DE CONJUNTOS.- Como este enfoque del con­
cepto de funcion está basado en la teoría de conjuntos, entonces 
antes de establecerlo, se recordarán algunos conceptos básicos. 
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Cuando en un conjunto se dispone de un criterio que permite saber qué 
elemento es anterior y cuál posterior, se dice que el conjunto es orde 
nado. 

Ejemplo l. 6 

Los siguientes conjuntos son ordenados: 

a) El conjunto C de todos los números primos mayores que 2 y me­
nores que 17, considerados en orden ascendente. 

e= {3, s, 7, 11, u} 

b) El conjunto B de las vocales en el orden usual de enunciación. 

B = {a, e, i, o, u} 

Dos conjuntos ordenados son iguales si tiene'n los mismos elemen­
tos y en el mismo orden . 

CONJUNTO PRODUCTO.- Sean A y B dos conjuntos. Si se colectan todas 
las parejas ordenadas (a, b) en donde el primer elemento a pertenece a 
A y el segundo elemento b pertenece a B, entonces esta colección de p~ 
rejas ordenadas forma un conjunto que se denota por: 

A x B = {(a' b) 1 a E A, b E B} 

y que se llama pllodu.ci.o c.aJLte.-6iano de. A y B. 

Al producto cartesiano de un conjunto por sf mismo se le denota como: 

A x A = A2; B x B = B2 
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Ejemplo I.7 

Dados los conjuntos: 

A= {O, l, 2}, B {3, 4} y e {5, 6} 

calcular: 

A x B, B x A, B x e y e2 

Solución 

A x B = {(0, 3), (O, 4), (1, 3) , (1, 4), (2, 3), (2, 4)} 

B x A= {(3, O), (3, 1), (3, 2), (4, O), (4, 1), (4, 2)} 

B x e {(3, 5), (3, 6), (4, 5), (4, 6)} 

ex e"" e 2 = {(5, 5), (5, 6), (6, 5), (6, 6)} 

Nota: Como se observa, el producto cartesiano no es conmutativo, 
es decir A x B i B X A. 

Para representar gráficamente un producto cartesi ano se sigue como con 
vención tomar como abscisas a los elementos de l primer conjunto y como­
ordenadas a los elementos del segundo co njunto. 

Ejemplo I. 8 

Sean l os conjuntos : 

A = { xlx 

B = {yly 

e~ un entero ; - 3 ~ x ~ 3} 

es un entero; - 4 ~y 2 4} 

representar gfaficament e A x B 

Solución 

8 

o A 

Figura I.2 

Ejemplo I. 9 

Sean l os conjun tos: 

A {xlx E JR} 

B {yjy E JR; 3 .::. y .::. 3} 

represen t ar gráficamente A x B 

Solución 

y 

-3 

Fi gura I.3 

RELAe i ON BINARI A.- Si se tienen dos conjuntos A y B sus elementos se 
pueden relacionar de var ias formas : 

Relación mult iforme .- Cuando se relaciona cada elemento del conjunto 
A con uno o varios elemen tos del conjunto B. (V~ase fi gura I .4). 

Figura I. 4 



Relación uni forme o unívoca.- Cuando uno o varios elementos de A se 
asocian con un solo elemento de B. (Véase figu ra 1.5 ) . 

Figura I.5 

Relación biunívo ca o uno a uno.­
ci a un el emento de By só lo uno. 

Cua ndo a cada elemento de A se aso­
(Véase figura 1. 6). 

Figura I. 6 

Defi nici ón : Una relación binaria R o simplemente una relación 
consiste en: 

l . Un conjunto A 

2. Un conjunto B 

3. Una proposición P que es falsa o verdader2 para 
toda pareja ordenada (a, b) de A x B 
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Una relación R de un conjunto A a un conjunto B es un subconjunto del 
producto cartesiano A x B. 

El dom~o de la relación R de A x B es el conjunto de las primeras 
coordenadas de las parejas en R y el heQo~do, hango o imagen es el 
conjunto de l as segundas coordenadas. 

Simbólicamente una relación se puede escribir como sigue: 

R={(a,b) a E A, b E B; P(x, y)} 

En esta expres1on P(x, y) representa la proposición que resulta falsa 
o verdadera para las parejas ordenadas de A x B. 

Ejemplo I.lO 

Sean los conjuntos A= {1, 2, 3} y B = {O, 1, 2}, 

encontrar las siguientes relaciones dando dominio (D) y recorri­
do (R) . 

R¡ {(x, y) 

{ (x, y) 

{ (x, y) 

x E A, y E B; y = x} 

X E A, y E B; X + y = 3} 

x E A, y E B; x 2 + y 2 = S} 

El producto cartesiano A x B viene dado por: 

A x B { (1 • o) • ( 1, 1) • (1, 2) • ( 2, o) • ( 2, 1) • ( 2, 2) ' ( 3. o) ' ( 3. l) ' ( 3, 2) } 

Por lo que las relaciones pedidas, de acuerdo a sus proposiciones, 
serán: 

{(1,1) ,(2,2)} 

{(1,2) ,(2,1) ,(3,0)} 

{(1,2),(2,1)} 

D 

D 

D 

{1,2} 

{1,2,3} 

{1 ,2} 

R = {1,2} 

R = {0,1,2} 

R = {1,2} 

RELACION IDENTICA.- Es aquella relación definida en los reales cuya 
proposición asocia valores iguales en las parejas ordenadas, es decir, 
que equivale . a escribir y= x. 

La representación gráfica de una relación, al igual que para el produc 
to cartesiano, consiste en llevar las parejas ordenadas a un sistema de 
ejes coordenados con los primeros elementos de las parejas como absci­
sas y los segundos elementos como ordenadas. 
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Ejemplo I. 11 

Sea la relación idéntica R = { (x, y) ! x <= lR, y E lR; y = x} • Su 
r epresentación gráfica será una recta que pasa· por el origen y for­
ma con el eje X un ángulo de 45°. 

y 

X 

Figura I. 7 

E~ c~mrlo 1. 12 

Sea la r e l ación definida en lbs rea l es 

R = { (x, y) 1 X E JR , y E JR ; y < X - 1 } Su r epresenta ción s era: 

Figura 1.8 

Ejemplo l. 13 

Sea la relación definida en los reales 

R = { (x, y) /X E JR, y E JR; x 2 + y 2 = 16} 
rá: 

Su representación se 

y 

4 

( \ 
-4 )4 X 

\ 

~ / 
D={x 1 x€ IR; -4~ x~4} -4 

R= {y! y€ IR ¡-4~ y~ 4} 

Figura I.9 

DEFINICION DE FUNCION: Una función es una ·terna formada por: 

a) Un primer conjunto llamado dominio de ta 6un~6n. 

b) t:n segundo conjunto llamado c.odominio de la fiunu6vt . 

e) \!na regl a de correspondencia que tiene las siguientes pr~ 
piedades: 

l. Por medio de esta regla de correspondencia a todo elemento 
del domini c.; ' la función se le puede asociar un elemento del 
codominio. 

2. Ningún eieme'nto del dominio ha de quedarse sin su asociado en 
el codominio. 

3. NingGn e l emento del dominio puede tener más de un asociado en 
el codominio. 



FUNCION REAL DE VARIABLE REAL.- Hasta ahora se ha tratado el concep­
to de función en forma general, o sea, no se ha hecho restricción algu 
na sobre la naturaleza de los elementos de las parejas ordenadas que -
la forman. En el presente curso se tratará con funciones donde los e­
lementos que intervienen pertenecen al conjunto de los números reales. 
Esto quiere decir que tanto la primera coordenada como la segunda se­
rán números reales. 

Teniendo en cuenta que se tratará con el conjunto de los números reales 
y con subconjuntos de él, conviene presentar algunos aspectos importan­
tes de los sistemas numéricos. 

NUMEROS NATURALES.- Son los que sirven para contar: 1, 2, 3, 4, ... , 
es decir, son los enteros positivos. El conjunto de los números natura 
les es cerrado respecto a la adición y a la multiplicación, lo que sig~ 
nifica que dichas operaciones efectuadas con números naturales dan sie~ 
pre como resultado números naturales. 

Obsérvese que el conjunto de los números naturales no es cerrado res­
pecto a la sustracción, ya que no todas las restas entre números naturA 
les dan como resultado números naturales. 

NUMEROS ENTEROS.- El conjunto de los números enteros está formado por 
todos los enteros positivos, los enteros negativos y el cero ... , -3, 
-2, -1, o, 1, 2, 3, ... 

Este conjunto es cerrado respecto a las operaciones de adición, sustrae 
ción y multiplicación. Las sumas, restas y productos de números enteros 
dan como resultado números enteros, pero no todos los cocientes de ente 
ros son enteros, o sea que el conjunto de números enteros no es cerrado 
respecto a la división . 

NUMERO S l:ACIONALES.- Son todos 1 os números que puede" escribirse en 
la fo'rma p/q en que p y q son números enteros y q i o. Es decir, que 
el conjunto de los números racionales está formado -por todas las frac­
ciones cuyo numerador y denominador son números enteros y el denomina­
dor no es cero. 

Los nú~eros enteros y por consi ~ uiente los nú~eros naturales son casos 
particulares de números racionales, ya que basta dividir cualquiera de 
ellos entre uno para que queden escritos en la forma p/q. 

El conjunto de los números racionales es cerrado respecto a la adición, 
sustracción, multiplicación y división . 

NUMEROS IRRACIONALES.- Son todos aquellos números que no pueden escri 
birse como el cociente de dos enteros p/q. Estos números como 12',rr,­
e, etc., pueden ser identificados como los que tienen decimales ilimi­
tados no periódicos. 

El conjunto de los números reales está formado por la unión del conju.Q_ 
to de los números racionales y el de los irracionales. El siguiente 
cuadro sinóptico ~uestra la clasificación de los números reales . 
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Naturales 

Enteros Cero 

Racionales Enteros negativos 

NUMEROS REALES Fraccionarios 

Irracionales 

I.1.2 INTERVALOS 

Tal y como se ha considerado el conjunto ~. se trata del conjunto de 
los números reales no restringido. Frecuentemente es necesario consi ­
derar solamente un subconjunto de ~. es decir, que se tiene que res­
tringir este conjunto, lo cual se lleva a cabo mediante los intervalos, 
que son subconjuntos de ~. 

A continuación se presentan los nueve tipos de intervalos que pueden 
presentarse, cuatro de ellos finitos.y cinco infinitos. 

INTERVALOS FINITOS.- Se llama intervalo abierto determinado oor los 
números reales a y b tales que a< b, al conjunto de todos los' números 
reales mayores que a y menores que b. Este intervalo se denota (a, b) 
en donde a y b son los extremos del intervalo. 

(a, b) ~ {x/x E ~ ; a < x < b} 

A veces este intervalo se escribe si~plemente como: a< x < b. Obsér 
vese que en un intervalo abierto (a, b) los propios extremos a y b no 
forman parte del mismo. Suele llamarse amplitud del intervalo (a b) a 
la diferencia b - a. ' 

Ge~métricamente el intervalo abierto (a, b) queda representado por el 
conJunto de todos los puntos de un eje numérico x comprendidos entre lo > 
purtos que representan a los extremos a y b, como se ve en la figura 
1.10. 

.. 
X 

Figura I.lO 



16 

El intervalo cerrado determinado por los números reales a y b donde 
a< b, es el conjunto de todos los números reales x tales que a~ x ~ b 
y se denota como [§. , 8 

Ji¡, ~ = {x 1 X E JR; a .2_ X .2_ b} 

Ev i den temen te en un i nterva 1 o cerrado [.?, ~ , 1 os extremos a y b for­
man parte del intervalo y la diferencia b- a es la amplitud del inter­
valo . 

La representación geométrica del intervalo cerrado [a, b] está con s­
tituida por el conjunto de todos los puntos de un eje numérico xcompre~ 
didos entre los puntos a y b, incluyendo a éstos. (Véase figura I.ll). 

... 
X 

Fig-üra I.ll 

Se conocen como inte~valos se~iabiertos los siguientes: 

Intervalo semiabierto por la izquierda: 

(a, tJ = {x!x E JR; a < x < b} 

que geométricamente se representa en la figura I. 1Z 

.. 
X 

Figura I.12 

Intervalo semiabierto por la derecha: 

Gt. b) = {x lx E JR; a .2_ x < b} 

que geométricamente se representa en la figura 1.13.· 

... 
X 

Figura I.13 

INTERVALOS INFINITOS.- Los intervalos infinitos son los siguientes, en 
donde x E lR: 

(a, (Y) ) {x 1 x > a} 

[.?, (Y)) hlx ~ a} 

(-CP, a) {xlx < a} 

(-oo., ~ {x!x .2_ a} 

(-oo, oo) {xlx E JR} 

Las representaciones geométricas de estos intervalos se deducen fácil­
mente de lo dnterior. 

Recordando los conceptos de producto cartesiano y de relación como un 
subconjunto de aquél, se puede decir que las relaciones uniformes ouní 
vacas y · las relaciones biunívocas son funciones. Es por ello que sE! 
puede afirmar que una funcion f de un conjunto A a un conjunto B, es 
un subconjunto del conjunto producto A x B. 

De lo expuesto en las propiedades de la regla de correspondencia y de 
lo dicho anteriormente se confirma que toda función es una relación, pe 
ro no toda relación es función. Las relaciones multiformes no son fun~ 
cienes. 

La representación esquemática de una función es la que se observa en 
lil figura 1.14. 

Recorrldo,lmagen o Rango 

A(Domlnlo) B(Codominio) 

FigUra I.14 

NOTACION.- Como una función no es más que un tipo especial de relación, 
puede emplearse la notación de las relaciones pa-ra representar funciones. 

Entonces una función puede expresarse poJt c.ompttenó-i.ón -así: 

f = {(x, y) 1 X E A; y= f(x)} 

O bien puede expresarse en algún caso escribiendo todas las ~arejas or 
denadas que 1 a forman y· sería, poJt ex:tenó-i.ón: 

f = { (xt , Yl ) , (xz, Y2), (x 3, y 3) , ••• , (xn, Yn)} 



Por otro lado, si A es el primer conjunto (dominio), B el segundo con­
junto (codominio) y f la regla de correspondencia, se denota por: 

f : A+ B 

y se lee f u una ¡)unuón de A en B o bien f u una óunuón que ma.pea. A 
en B. 

Entonces, si una terna (A, B, f) es una función, es decir, si f: A+ B, 
para cada elemento a E A tiene que existir uno y solamente un elemento 
de B que la regla f ·asocie al elemento de A. Este único elemento de B 
se denota por f(a), f de a, y se le llama ~gen de a en el codomi~ 
ba.j o .ea. 6unc.i.6n f. A 1 conjunto de imágenes se le conoce como llec.oJUú­
do, lla.ngo o hna.gen de fu ¡)unuón. 

Por lo tanto, para que exista una función, ningún elemento de A debe 
quedarse sin su asociado en B y además debe asociarse con uno y sólo un 
elemento de B. 

Ejemplo I. 14 

Sea la relación 

R = {(X, y) 1 X E lR, y E lR; x 2 + y 2 = 4} 

Se observa que no se trata de una función ya que al despejar y, el do­
ble signo de la raíz cuadrada implica que a cada elemento del dominio le 
corresponden dos elementos del codominio, uno positivo y uno negativo. 
Esto se observa claramente en la figura ! . 15. 

y . 

2 

-2 

-2 

Figura I.15 
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De este ejemplo se puede deducir que la condición geométrica para que 
una relación sea función, es que toda recta paralela al eje Y debe co~ 
tar a la gráfica en un solo punto. 

Como se ha visto, en la regla de correspondencia que define una función, 
existe una proposición que relaciona valores de x con valores de y. A 
x se le conoce como la variable independiente y a y como la variable de 
pendiente, ya que su valor (imagen) depende del valor que se tome de x~ 

Ejemplo !.15' 

En la representación de las relaciones siguientes con los diagra 
mas de Venn, pueden verse casos de funciones y de no funciones. -

a) 

A 

b) 

A 

e) 

A 

Figura I.16 

B 

B 

B 

No es función, ya que el 
elemento e no está rela­
cionado con alguno de B. 

No es función, ya que el 
elemento a está relacio­
nado con dos elementos 
de B. 

SÍ es función, porque to 
do elemento de A está r; 
lacionado con un<' y sól-¡;­
uno de B. 

En resumen, una función puede escribirse de la siguiente forma : 

= {(x, f(x)) 1 (proposición)} 

en donde f(x) = y es la imagen de x de acuerdo a la propos1c1on o regla 
de correspondencia que define la función. Además se puede decir que el 
dominio de una función es el conjunto de todos los valores que toma la 
variable independiente; y el recorrido, imagen o rango, el conjunto de 
todos los valores que toma la variable dependiente. Cabe establecer 
que a menos que se especifique lo contrario, el codominio será consid~ 
rada como el conjunto de todos los reales ( ~ ) . 
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Para ilustrar los conceptos anteriores se presentan los siguientes 
ejemplos: 

Ejemplo I.16 

Sea la función dada por f(x) = + ~ 

El dominio (Df) estará 9ado por: 

Df = {xlx e :IR; x .s_ S} 

El recorrido (Rf) es el conjunto de todos los números reales no 
negativos, es deci r: 

Rf {y Jy E :IR ; y ~ O} 

o bien 

Rf = @, oo) 

De este ej emplo se . infiere una importante convención. Cuando una 
función se defina Únicamente por la regla de correspondencia , se 
considera como dominio el conj unto de valores reales de la varia­
ble independiente que hacen que s ea real la vnriable dependiente. 
En dicho ejemplo, como se tiene una raíz cuadrada, que sera real 
solamente si el s ubradical es positivo o nulo , el do1ninio se obtu­
vo de considerar 5 - x ~O. Lo cual implica x .S. 5. 

Ejemplo I. 17 

Dada la func i ón t a l que: 

f(x) 

puede observarse que la expres~on que la representa no esta defini 
da para x = 2, por lo que no existe valor de f(x) para x = 2; de 
ahí que 2 ~ Df. Sin embargo f(x) es real si x 1 2. Si a E :IR Y 
a 1 2, hñy un valor de f(x). 

f(a)=~ 
a - 2 

Por lo tanto , el dominio sera Df 

o bien 

Df = :IR - {2} 

{xJx e:IR; x f. 2} 

El recoDrido está const i tuido por todos los valores de y que co­
rresponden a los valores de x del dominio. 

o bien 

I. l. 3 FORMULACION DE FUNCIONES 

Las funciones no son más que modelos matemáticos que representan algún 
fenómeno físico de la vida real. El planteamiento del modelo matemáti­
co, es decir, la formulación d~ la función es el primer paso en la solu 
ción de un problema y ante este tipo de situaciones se encontrará en -
multitud de ocasiones,el estudiante de alguna carrera de ingeniería. 

No existen reglas precisas ni un método general para el planteamiento 
de funciones que representen algún fenómeno. La recomendación en este 
sentido sería identificar cuáles son los datos, variables e incógnitas 
del problema en primer lugar, y después proceder a encontrar alguna re­
lación entre los datos e incógnitas del problema a través de símbolos 
matemáticos (variables dependientes e independientes, representadas me­
diante letras). Un agrupamiento adecuado de los datos e incógnita=, así 
como el trazo auxiliar de una gráfica o diagrama son de especial ayuda 
en la formulación de funciones para resolver un problema determinado. 

A continuación se pretende dar una secuencia más formal para formular 
alguna función, y después se presentan algunos problemas ilustrativos. 

1. Se debe tener una total comprensión del problema que se presen 
ta, identificando claramente qué magnitudes son constantes, e~ 
les variables y. sobre todo. cual de estas Últimas es la que va 
a definir la función que se quiere formular. 

2. Se procede a trazar un diagrama o modelo geométrico que sea r~ 
presentativo del problema en cuestión. 

3. En base al modelo geométrico y a la comprensión del problemase 
construye el modelo matemático, (aunque en un principio se tr~ 
te de una función con dos o más variables independientes). 

4. Se recurre a ecuaciones auxiliares, datos del problema o condi 
ciones geométricas con el fin de relacionar las variables y que 
finalmente quede establecida una función en términos de un so­
lo argumento o variable independiente. 

A continuación se presentan algunos ejemplos en los cuales se pide.la 
formulación de una función. 

Ejemplo r. 18 

Encontrar una función que represente el producto de todos los pa­
res de números de tal manera que la suma de un número y el triple 
del otro sea 60. 



Solución 

Si se representa un número con x y otro con y, el producto se pu~ 
de escribir como: 

p = X y 

Pero de acuerdo a las condiciones establecidas: 

X + 3y = 60 

Despejando en (b) y sustituyendo en (a): 

Ejemplo l. 19 

f(x) = x (60 - x) 
3 

..•. (a) 

•.•• (b) 

Encontrar una expresión que defina el volumen de un cilindro cir­
cular recto, inscrito en un cono circular recto con un radio de 
5 m., Y una altura de 12m., en función únicamente del radio del 
cilindro. 

Solución 

12 

H 

r=S 

Figura !.17 

La siguiente formula expresa el volumen del d.lindro en términos 
de R y H: 

... (a) 

Es necesario establecer una expresión independiente de (a) que 
relacione a R y H. De la figura 1.17, y usando triángulos semeja~ 
tes: 

despejando H: 

12 - H 12 
--R-=s 

H 60 - 12R = --5-- ••• (b) 

sustituyendo (b) en (a) y desarro-llando, ·se tiene finalmente: 

Ejemplo I. 20 
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En el proyecto de una cafetería se estima que si existen lugares 
para 40 a 80 personas, la ganancia semanal será de $ 8.00 por lu­
gar. Sin embargo, si la capacidad de asientos sobrepasa los 80 lu 
gares, la ganancia semanal en cada lugar estará reducida en 4 cen~ 
tavos por el número de lugares excedentes. Encuentre una función 
que relacione el número de asientos con la ganancia de la semana. 

Solución 

Si se llama a x el número de lugares y a G la ganancia semanal, se 
tiene que cuando 40 2 x 2 80 la ganancia por lugar será de 8 y por 
lo tanto G = 8x. 

Sin embargo, cuando x > 80 la ganancia por lugar equivale a: 

[? - 0.04 (x- 80i] 

y la ganancia por todos los lugares es: 

G = x !}1 - 0.04 (x - 80i] 

y desarrollando: 

G = 11.20x - 0.04x 2 

Como"se puede observar, la función pedida no se puede representar 
con una sola formula para todo su dominio. Por lo que quedará foE 
mulada como: 

G = { 8x 

11.20x - 0.04x2 

si 40 2 x 2 80 

si x > 80 
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Ejemplo 1.21 

En la figura !.18 , el punto A repres enta una isla que se encuen­
tra a 6 kilómetros del punto B, el cual es el punto mas cercano so 
bre una playa recta, Un almacén esta en el punto e a 7 kilómetros 
de B, sobre la playa. Si un hombre puede remar a razón de 4 km/h 
Y caminar a razón de 5 kilómetros por hora,. establezca una expre­
sión que relacione a la posición del punto de desembarco P con el 
tiempo que tarde en llegar de A a C. 

Solución 

7 r -- --¡ 
1 

[. _ ____ x __ _.,_ _~ _ _ ...,J 

al J le 
p 

6 

Figura I.l8 

De acuerdo a la figura, el hombre rema de A a P y camina de p a c. 

Sea : x la distancia en kilómetros de B a P. 

T el tiempo en horas que le tome al hombre hacer el viaje 
de A a C . . 

Entonces T es el tiempo para ir de A a P más el tiempo de P a C. 
distancia entre la veloci Como el tiempo se obtiene al dividir la 

dad: 

T IAPI + IPcl =-4- 5 
•.• (a) 

Como IAPI es la hipotenusa del triángulo rectángulo ABP! 

IAPI = /x2 + 36 

y además: 

!PCI 7 - X 

Sustituyendo en (a) queda finalmente: 

T 

1.1.4 REPRESENTACION GRAFICA 

li2+36 
4 

7 - X + ---
5 

En el estudio de los tópicos de las matemáticas es de gran ayuda poder 
realizar ilustraciones que tengan alguna significación con el tema en 
cuestión. En el caso de una función, además de un diagrama que ilustre 
la correspondencia o dependencia entre las variables que intervienen en 
ella, puede darse una representación geométrica de la misma. ~uchas v~ 
ces la ayuda que proporciona la gráfica de una función es clave para su 
estudi o y para la solución del problema en que interviene. 

Dado que una función real de variable real es un conjunto de parejas o~ 
denadas de números reales (x, y), y como existe una correspondencia uno 
a uno entre el conjunto de parejas y el conjunto de puntos de un plano 
cartesiano x y, una función puede representarse por el conjunto de pun­
t os del plano, cuyas coordenadas sean las parejas que constituyen la 
función. Esto es, cada pareja ordenada (x¡, y¡) de la función: 

f = {(x, y)¡y = f(x); X E Df} 

queda representada por el punto P(x 1 , y1 ), por lo cual, la gráfica de di 
cha función será el lugar geométrico de todos los puntos P(x, y), c.uyas 
coordenadas satisfacen la ecuación y= f(x). R~cuérdese que el primer 
elemento x de cada pareja es la abscisa del punto que la representa y 
que el segundo elemento y es su ordenada. 

PROPIEDADES DE LA GRAFICA 

1. La gráfica de una función es uno de los subconjuntos del pro­
ducto A x B, del dominio por el codominio. 

2. Los puntos que forman la gráfica de la función son todos aqu~ 
llos puntos del producto A x B que tengan como primera coor ,~c· 

nada a un elemento x contenido en A, y como segunda coordena~ 
da , al elemento de B que la regla de correspondencia asocia a 
x. 



3. Basta con trazar una perpendicular al conjunto A que pase por 
"x" y el punt9 en que corta a la gráfica tendrá a "x" como pri_ 
mera coordenada y como "y" la del punto de la ;gráfica. 

Ejemplo I. 2 2 

Sea la función del ejemplo I.16 

f(x) "' + /5="X 

En seguida se muestra una tabla con algunos valores de x en el d~ 
minio de la función y sus correspondientes imágenes f(x). 

Tabla I.?. 

En la figura 1.19, esta repre~entado el conjunto de parejas (x, y) 
de la tabla r.·2. 

(-•,:s) 

- !5 -4 

y 

(- 1 • + J& ) ( 1:) 
• \o •• .,¡s ( r) 

-3 -2 

2 • 2 •• .,¡ 3 

(r,2) • • (4,r) 
( 3. + v'i) • ( 

s,o) 

-1 o 2 3 4 

Figura !.19 

X 

Trazando una curva por todos los puntos mostrados en la figura 
I. 19, se obtendrá la representación geométrica de la función pro­
puesta, como se ve en la figura 1.20. 

y 

Dt=(-oo,s] 

-1 o 2 3 4 5 X 

Figura !.20 

Ejemplo I. 23 

Sea la función dada por: 

Y = 3 - t /(x - 2) 2 + 9 

Para trazar su gráfica puede transformarse antes la ecuación dada 
para ver que tipo de curva representa, dado que es una ecuación de 
segundo grado en "x" y "y". Así se pueden determinar sus elemen­
tos característicos. Esto es: 

y -1/(x- 2) 2 + 9 :::;::} 3(y - 3) = - 2 /(x 2) 2 + 9 

=? 9(y- 3) 2 = 4(x- 2) 2 + 36:::;::} 9(y- .3) 2 - 4(x- 2) 2 

==? (y - 3) 2 

4 
(x - 2) 2 

9 

36 

Esta ecuación representa una hipérbola con eje focal paralelo al 
eje Y, centro en c(2, 3), semieje transverso a = 2, semieje conju­
gado b = 3 y vértices V¡(2, 1) y V2 (2, 5). 

Teniendo en cuenta la regla de correspondencia dada: 

Y = 3 - 1 l(x - 2) 2 + 9 

21 
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la gráfica de la función consiste en la rama inferior de dicha hi­
pérbola como se ve en la figura I.21. 

y 

-3 -2 -1 o 2 3 4 X 

Figura I.21 

En ocasiones aun no sabiendo de qué curva se trata se puede deter 
minar su dominio partiendo de una desigualdad y luego proceder al-· 
trazo de la gráfica mediante una simple tabulación con los valores 
del dominio. 

I.2 FORMAS IMPLICITA, EXPLICITA Y PARAMETRICA 

I.2.1 FUNCIONES EXPLICITAS 

Sea la función dada por y= f(x), donde como se sabe f(x) indica cómo 
calcular el valor de la variable dependiente y directamente en términos 
de la variable independiente x. Toda función especificada así se llama 
6unci6n exp~. 

En otras palabras, una función es explícita cuando en la ecuación que 
actúa como regla de correspondencia, se tiene despejada la variable de­
pendiente y en términos de la variable independiente x. 

Ejemplo I. 24 

La función y = f(x) = 3x2 + 2x + 1 es una función explícita, da­
do que la ecuación, que es la regla de correspondencia, permite 
calcular directamente para cualquier valor "·x" del dominio, su i­
magen correspondiente "y" en el codominio. 

En el caso de que en la expres1on que define la función, la variable 
dependiente no se encuentre despejada, se trata de una función impl1-
cita, cuyo estudio se verá a continuación. 

1.2.2 FL~CIONES IMPLICITAS 

Considérese ahora a f(x, y) como representación de una expres1on en 
x, y; en tal forma que f(x, y) =o •.. (1) es una ecuación en x, y, 
no resuelta para y, es decir que no está despejada y. 

Ejemplo l. 25 

La ecuación 2x2 - 2xy + y2 - 1 = O (a) 
es una ecuac~on del tipo f(x, y) O (1) 
donde f(x, y) = 2x2 - 2xy + y 2 - 1 

En este ejemplo se puede despejar y considerando que se trata de 
una ecuación de segundo grado en "y". 

y2 - 2xy + (2x2 - 1) = O 

de donde: 

y = 2x ± /4x2 ; 4 (2x2. - 1) = x ± Í 14 _ 4x 2 

Las soluciones de dicha ecuación son y = x ± ~ 

Dado que hay dos valores de "y" para cada valor de "x" en el in­
tervalo abierto (-1, 1), la ecuación (a) especifica una relación 

·multiforme, pero no una función. 

Para que la ecuación (a) sea la regla de correspondencia de una 
función, basta con precisar el signo que ha de afectar a la raíz. 
De este modo se tendrán dos funciones: 

f1 (x) 

fz (x) 

x+~ 

x-~ 

Según lo anterior, una ecuación f(x, y) = o puede implicar una o más 
relaciones funcionales. Ante esto es necesario tener cuidado, ya que 
hay ecuaciones del tipo (1) que no se satisfacen para ningún par de nú 
meros reales x, y, por lo cual no representan ninguna función real de­
variable real, como es el caso del siguiente ejemplo. 



Ejemplo !.26 

Dada la ecuac~on x2 + y
2 + 9 = O, obsérvese que no se satisface 

para ningún par de números reales (x , y). 

Esto se ve claramente en la expresión que resulta al despejar "y''. 

y = ± 1- (x2 + 9) 

Evidentemente al sustituir en esta expresión a x por cualquier número 
real queda la raiz cuadrada de un número negativo que no es un número 
real. 

Aquí se considerará que una ecuación del tipo (1) define una relación, 
misma que si no es una función, puede definirse a partir de ella una fun 
ción adaptando condiciones adecuadas como en el caso del ejemplo en que: 

f(x, y) = 2x2 - 2xy + y 2 -

Una función cuya regla de correspondencia sea una ecuac10n del tipo (1), 
se llama función implícita. O sea que una función implfcita se caracte­
riza porque en la ecuación que actúa como regla de correspondencia, la 
variable dependiente y no se encuentra despejada. 

Ejemplo I.27 

En las siguientes expresiones, "y" es función implícita de "x". 

a) x 2 
- 3y + 1 = O 

b) xy 1' X </ 0 

e) 4x 2 
- y2 - 8x + 2y - 1 O; y > O 

d) y = + ~ 

e) y = x2(x +y) 

f) y 3 = X-

g) y 3 = x2 

I , 2. 3 FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA PARAMETRICA 

En el siguiente ejemplo se ilustra el significado de la representa~ión 
paramétrica. 

Ejemplo I. 28 

Dadas las ecuaciones: 

X = 2t - 2; y = 4 - t . • • (a) 

el parámetro t puede eliminarse por igualación, habiéndolo despej~ 
do previamente: 

t = X + 2 
2 

t 4- y; X + 2 --2- = 4 - y ; X + 2y - 6 o 

(b) es la ecuación de la recta que se ve en la figura 1.22. 

y 

o X 

. Figura l. 22 

• •• (b) 

23 

Obsérvese que para cada valor de t en las ecuaciones (a) se tiene un 
valor de x y un valor de y, que considerados como pareja ordenada de nQ 
meros reales (x, y), constituyen las coordenadas de un punto P(x, y) de 
la recta de ecuación (b). 

Ejemplo I. 29 

x = 2t + 2; y = 2t 2 + 4t son las ecuaciones parametricas de la 

parábola de ecuación, y= l x2 
- 2, figura 1.23. 

2 
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y 

x=2t+2 
X 

Figura I.23 

Ejemplo I. 30 

Las ecuaciones x = 2t 2
; y= ;2. , con el parámetro t, son una re­

presentación paramétrica de la hipérbola cuya ecuación cartesiana 
es xy = 6, figura I.24. 

xy=6 

-··· ------·-- ·------- - ----t--------------
o X 

x= 2 t2 

y=~ t -6 

Figura I.24 

Una representación paramétrica frecuentemente puede constituir la regla 
de correspondencia de una función, como es el caso de los ejemplos ante-
riores, donde las funciones respectivas se pueden escribir : · 

fl {(x,y)!x 2t - 2, y = 4 - t, tE JR} 

fz {(x, y) !x 2t + 2,y = 2t 2 + 4t, tE :IR} 

f3 {(x, y)!x 2t 2
, 

3 tE lR t 1 O} y= ti, 

A veces un par de ecuaciones paramétricas representa una relación multi 
forme que puede descomponerse en más de una función. 

Este es el caso de las ecuaciones del siguiente ejemplo . 

Ejemplo I. 31 

Las ecuaciones x = cos 9; y = 2 sen 9, en las que 8 es el par! 
metro, corresponden a la elipse de la ecuación cartesiana. 

Desde luego estas ecuaciones definen una relación multiforme en 
el intervalo abierto - 3 < x < 3, que puede descomponerse en las 
dos siguientes funciones: 

{(x, y) lx = cos 8, y sen 8, -3 < x < 3, y > O} 

{(x, y) !x = 3 cos 8, y 2 sen ~. -3 < x < 3, y < O} 

cuyas gráficas se ven en la figura !.25. 

y 

2 y 

-3 -2 -1 2 3 

-3 -2 -1 2 3 X X 

2 

Figura I.25 



Una función expresada en forma paramétrica es pues: 

f = {(x, y)Jx = f(t), y= g(t), tE Df n Dg ~ ~} 

Debe tenerse cuidado en identificar las ecuaciones paramétricas que no 
definan una función . Esto puede suceder si Df n Dg = ~ como se ve en 
el siguiente ejemplo. 

Ejemplo I . 32 

Dadas x = f (t) y g(t) 

donde: 
{tite 1R, t_.::.4} Dg {t 1 t E 1R, t > 6} 

se ve que: 

Lo cual hace que ningún valor de t defina un par de números rea­
les ordenados (x, y) . Esto implica que estas ecuaciones no defi­
nen una función. 

Una aplicación útil de las representaciones paramétricas se presenta 
en problemas de movimiento curvilíneo, donde comúnmente se considera 
que (x, y) son las coordenadas cartesianas del punto móvil y el pará­
metro t es el tiempo. 

A las ecuaciones x = f(t), y= g(t), suele llamárselas en ese caso 
ecuaciones del movimiento y a la gráfica correspondiente, trayectoria 
del movimiento. 

Otro empleo interesante de las ecuaciones·paramétr{cas se tiene para 
simplificar los cálculos al determinar las coordenadas de los puntos 
de una curva, dada _su ecuación, como se ve en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo l. 33 

Para obtener puntos de la curva de ecuación 4y 3 = 27x 2 puede h~ 
cerse x = 2t 3

, lo cual da y 3 = 27t 6
, en otra ecuación y E 1R y 

tE 1R luego puede simplificarse para tener y= 3t 2
• 

Es evidente, que si se usan las ecuaciones parametricas x = 2t 3
, 

y = 3t 2 en lugar de la ecuación 4y 3 = 27x2 pueden tabularse con 
más facilidad los pares (x, y) deseados. 

I.2.4 FUNCIONES CONSTANTE E IDENTIDAD 

La función constante es aquella en la que todos los valores del domi­
nio se asocian con un único valor e del codominio. 

En este caso, su dominio está constituido por el conjunto de los núme­
ros reales y su recorrido consta únicamente del valor c. 

La gráfica de la función o.onstante es una recta paralela al eje de las 
abscisas, con ordenada e, como se ve en la figura 1.26. 

y 

y=f(x)=C 

e 

o X 

Figura !.26 

La función identidad es la que tiene como dominio al conjunto de los 
números reales y en la que para cada valor de la variable independien­
te x le corresponde el mismo valor de la variable dependiente y, de mo 
do que su recorrido es también el conjunto de los números reales . Co~ 
múnmente 1 a función i den ti dad se representa con· r. 

Así: 

{(x, y)Jx E 1R y x} { (x, x) 1 x E JR} 

La gráfica de la función identidad es una recta que pasa por el origen 
y que tiene un ángulo de inclinación de 45°, como se ve en 10 figura 
!.27. 

25 
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Yi 

X 

Figura ! . 27 

I.2 . 5 FUNCIONES DEFINIDAS EN DIFERENTES INTERVALOS 

Frecuentemente la regla de correspondencia de una función está especi­
ficada por varias ecuaciones, cada una de las cuales establece la asig­
nación de la función en cuanto al vínculo entre las variables x y y 
en diferentes intervalos del dominio .. A continuación se presentan a1g_!! 
nos ejemplos para ilustrar esto, así como algunos casos especiales de 
funciones que tienen mucha utilidad en las W4temáticas . 

Ejemplo l. 34 

Sea la función dada por: 

si X S - 1 

f(x) si - 1 < X :S 

4 si < X 

Puede verse que la regla de correspondencia esta formada por tres 
ecuaciones, las cuales establecen el vínculo entre x y y para 
diferentes partes del dominio. (Véase figura I .28). 

y 

6 

4 

2 

-6 -4 -2 o 4 6 8 X 
-2 

-4 

Figura I.28 

En esta función se puede ver que el dominio es el conjunto de los 
números reales y el recorrido es el conjunto. formado por los valo­
res - 2 , 1 y 4. A funciones de este tipo se les llama 6unc.-W~U 
ucai.ona.da..ó. 

Ejemplo l. 35 

Sea la función vaia~ ab~aluto dada por y 
correspondencia es equivalente a: 

lxl, cuya regla de 

-x si x < O 

f(x) 

X si x ~ O 

El dominio de esta función es el. conjuntp de todos los números 
reales y el recorrido es el conjunto de todos los números reales ' 
no negativos. (Véase figura !.29). 



y 

Rt" [o,co) 

o X 

Figura I.29 

Ejemplo l. 36 

Sea la func i ón llamada pt.Vtte e.n:teJt.a. de "x" y que se denota como : 
f( x ) = [ x ]. 

Esta ( x ] es el enter o que satisface la desigualdad: 
( x ] 2 X < ( X ] + l. 

El dominio de esta función son los números reales y el recorrido 
lo constituye el conjunto de los números enteros . La gráfica de 
una parte de esta función se presenta a continuación en la figura 
! . 30. 

y 

4 

3 

2 

-4 -3 - 2 - 1 o 2 3 4 X 
- 1 

- 2 

-3 

Figura I.30 

Ejemplo I. 37 

Sea la función dada por: 

si X es racional 

f(x) 

-1 si X es irracional 

El dominio de esta función está dado por el conjunto de los núme 
ros reales y el , recorrido lo constituyen los valores 1 y -1 . S~ 
gráfica se muestra en la figura 1. 31. 

y 

. .. .. ......... ... .. . !. . ... ...... ...... ... .. 

o X 

-1 

Figura I . 31 

Ejemplo l. 38 

Sea. la función dada por: 

x:Z + 2 -2 < X < 0 

f(x) 0 < X < 

2X< 

27 
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Df {xlx t lR; -2<x~4, x#0}=[-2,4]-{0} 

y 

-4 

FigUra I.32 

Ejemplo l. 39 

Sea la función dada por: 

sen x -n < x < O 

f(x) 

2 X 0 ~ X < 2 

El dominio será el intervalo de los reales (-n, 2) y la gráfica la 
siguiente: 

y 

5 

4 X 

Figura I.33 

I.3 ALGUNOS TIPOS DE FUNCIONES 

I.3.1 FUNCIONES ALGEBRAICAS 

Las funciones algebraicas son aquellas que se obtienen al realizar un 
número finito de adiciones, sustracciones, multiplicaciones, divisiones 
y radicaciones con las funciones constante e identidad. 

Ejemplo I. 40 

Algunos casos de funciones algebraicas podrían ser las siguientes: 

a) f (x) +~ 

b) f(x) 
X- 2 
4 + X 

I.3.2 FUNCIONES ENTERAS O PO~INOMIALES 

Las funciones enteras o polinomiales son las que se obtienen al efec­
tuar con las funciones constante e identidad un número finito de oper~ 
ciones de adición, sustracción y multiplicación. 

Una función polinomial es pues: 

P = a + a I + a I 2 + ... + a In 
o 1 2 · n 

donde ak (k= o, 1, 2, ••• , n) son funciones constantes, r es la fu~ 
ción identidad y el número natural n es el grado de la función . polino­
mial. 

Una función de este tipo puede describirse por medio de su regla de co­
rrespondenc.ia: 

P(x) +a 
n 

n 
X 



cuyo dominio es 1R y en donde a
0

, a
1 

, a
2

, 

reales y n es el grado si an f o. 
a son números 

n 

Si el grado de una función entera es 1, entonces se llama función li ­
neal. Esta función lineal, en forma general viene dada por: 

f(x) = mx + b 

donde m y b son constantes y m f o. 

Una función entera de grado 
sión general es: 

se llama función cuadrática, y su expr~ 

f(x) a x2 + b x + e 

donde a, b y e son constantes y a f o. 

Una función entera es cúbica si es de grado 3. 

Ejemplo 1.41 

Las siguientes reglas de correspondencia son de funciones enteras: 

a) f
1 

(x) 3x -2 (lineal) 

b) f 2 (x) 2 x 2 - 5 X + 6 (cuadrática) 

e) f 3(x) 4 - 6 X + 2 x 2 - X (cúbica) 

d) f., (x) 5 x 6 - 2 X 4 +X- 9 (de sexto gr ado) 

I . 3.3 FUNCIONES RACIONALES E IRRACIONALES 

El cociente de dos funciones enteras es una función racional. Las fun 
ciones racionales son de la forma: 

r = 

29 

en donde P 1 y P2 son funciones enteras. 

Una función racional puede escribirse como : 

p 1 (x) ao + al X + a2 x2 + + a X n 

r(x) 
n 

P2 (x) b + b X + b2 x2 + + b X m 
o 1 m 

en donde P 2 _(x) f o. 

Ejemplo 1.42 

Son funciones racionales las definidas por: 

a) r 1 (x) = 
4 x3 - X+ 

x 2+ 

b) r 2(x) 
x3 - 3 f X - 2 X 

e) r 3 (x) 2x - 1 X f 3, X f -3 
x2 9 

Nótese que una función racional se obtiene efectuando, con las funcio­
nes constante e identidad, un número finito de operaciones de adición , 
sustracción, multiplicación y división. 

Las funciones polinomiales son casos particulaPes de funciones raciona 
l es. En efecto, si en la expresión general que define a la función ra~ 
cional, m= o, la functón se reduce a : 

a0 al a2 
r(x) = -b- + -b- x + -b- x2 + 

o o o 

a 
. . . + -T- xn 

o 

que es la regla de correspondencia de una función polinomial . 

b f o 
o 

Son funciones irracionales aquellas en donde además de poder intervenir 
operaciones de adición, sustracción, multiplicación, división y potenci~ 
ción, interviene la radicación. 
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Ejemplo l. 43 

Las siguientes reglas de correspondencia definen funciones irr~ 
cionales. 

a) f
1 

(x) + /x2 + 16 

b) f
2 

(x) Sx - fx+l 3 
3¡ 2x -

x,¡2 

e) f 3(x) 6 + I2X- 3x rx 
3 15 X~ 0 

Una función algebraica simple es una función donde interviene, como ya 
se vio, un número finito de operaciones algebraicas. En general pueden 
definirse como soluciones de ecuaciones del tipo: 

donde P0 (x), P 1 (~), ... , Pn(x) son polinomios en x y n es natural. 

Obsérvese que si en esta ecuación P0 (x) 
reduce a: 

e y n = 1, la ecuación se 

cuya solución es: 

Cy + P 1 (x) o 

P 1 (x) 
Y ---e-

que es la regla de correspondencia de una función entera . 

Si en la misma ecuación el grado de P
0

(x) es 1 o mayor que 1 y n = 1, 
la ecuación queda como: 

Po (x) y + p 1 (x) o 

y su solución: 

P 1 (x) 
y = - P

0 
(x) 

que es una función racional. 

Por último si en la misma ecuac1on n > 1 se tendrá con la solución de 
dicha ecuación una función irracional. 

I.3.4 FUNCIONES TRASCENDENTES 

Des_pués de ver las funciones algepraicas, se puede decir que aquellas 
que no lo son, se llaman trascendentes. Es decir que.son aquellas que 
en su definición no se expresan por medio de operaciones algebraicas. 
Estas funciones incluyen las circulares directas, las circulares inver 
sas y las funciones logarítmica y exponencial. En este tema sólo se 
verán las funciones circulares directas y las otras serán trataáas en 
temas posteriores. 

I.3.5 FUNCIONES PERIODICAS 

Una función f se dice que es periódica con período P 1 o, si siem 
pre que X esté en el dOminiO de f, entOnCeS X+ p también está en 
el dominio de f, y se cumple que: 

f(x + P) f (x) 

Gráficamente se muestra en la figura 1.34, una funci6n peri6dica. 



Las funciones periódicas tienen importantes aplicaciones en física e 
ingeniería, en lo que se refiere a fenómenos que se repiten periódica­
mente, tales como el movimiento ondulatorio, vibraciones , etc. 

y 

o 

Figura I.34 

I . 3.6 FUNCIONES CIRCULARES DIRECTAS 

Se definirán las funciones circulares directas a partir de un círculo 
unitario de ecuación x2 + y2 = 1. Sea e un número real, que tiene 
medida en radianes . Trácese un ángulo de e radianes cuyo primer lado 
coincide con el semieje positivo "x" y su vértice con el origen (O,O). 
El segundo lado del ángu l o cortará la circunferencia unitaria en el pun 
to P. Si P es el punto de coordenadas (x, y), entonces la función­
coseno está definida por: 

cos e = x 

y la función seno por: 

sen 9 y 
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v€ase figura 1.35. 

P(coss ,senB) 

( 1,0) X 

Figura I.35 

De l a defin i ción anterior se deduce que seno e y coseno e están defi­
nidas para cualquier valor de e. Por lo que el dominio de las funcio­
nes seno y coseno es el conjunto de todos los números reales . Se ve 
que el máximo valor que pueden tomar estas funciones es 1 y el mínimo 
es -1 . Y como las funciones seno y coseno son continuas para cualquier 
valor de e , entonces el rango es el conjunto de todos los números rea­
les del intervalo ¡::.1, []. 
Dado que el punto P se encuentra sobre el círculo unita ri o de ecuación 

x 2 + y2 = 1, o bien : 

resulta que: 

sen e > O para o ~ e < n 

La definición implica que seno y coseno son periódicas con período 2n 
teniéndose que : 

c os ( e + z·,r ) e os 

sen ce + 21T ) sen 
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La figura I.36 muestra ángulos que tienen una medida negativa de e 
en radianes y ángulos correspondientes que tienen una medida positi va 
de+ e en radianes. 

y 

o 

Figura I.36 

(X t Y) 

cos(-8) = cos9 
sen (-8) =-sen8 

X 

Geom~tricamente es evidente que las funciones seno y coseno son con:i­
nuas en cualquier intervalo de e. 

La función seno es creciente en el intervalo (o, 1-) y la fu nción cos~ 
no es decreciente en el intervalo (O, 1r). (Ver figuras 1.37 y 1.38). 

y 

o 

-1 

Figura I.37 

y 

o X 

-1 

Figura I.38 

Por propiedades de las funciones seno y coseno dadas por las ecuaciones: 

cos ( - 8 ) cos 8 

sen ( - 8 ) = -sen 8 

se puede obtener la gráfica de las curvas para el intervalo frr, 1r] co­
mo se muestra en la figura 1.39. 

y 

y= sen x 

-1 

Figura I . 39 

X 



A partir de las funciones seno y coseno se define la función tangente 
como: 

para todo valor real de 

tan e sen e 
cos e 

para los cuales cos e # o. 

La función tangente no está definida cuando cos e .o y esto sucede 
1 TI 3TI cuando e toma cualquiera de os valores -

2
- , -

2
- , o en general 

-}- + n TI con n =o, ± 1, ± 2, ... ,etc. De esta manera el dominio 

de la función tangente es el conj unto de los números reales excluyendo 
los valores e= + + n TI con n = o,± 1, ± 2, •.. , etc., para 
los cuales la función tangente no está definida. 

La función tangente es una función periódica con periodo TI dado 
que: 

tan (e + n) 
sen (e + TI) 

cos (e + TI) 

-sen 
tan e 

- cos 

Nótese además que para valores negativos de se tiene: 

tan (- e) 
sen (-e ) 
cos <-e) 

- sen f. 
cos f 

- tan e 

La función tangente es estrictamente creciente en el ·intervalo 

t ;-. +) 
y en general en todos los intervalos: 

n = O, ± 1, ± 2, ... , etc. 

La función tangente es positiva y creciente para o < 8 < TI los 
2 TI y 

val ores de tan e van aumentando cuando 
la izquierda , ya que sen e = 1 y cos 

ciente tiende a Cl"ecer. 

2 
por 

e = o y por lo tanto el co-
se aproxima a 

Lo mismo ocurre cuando 

se aproxima a - -i­
tra en la figura 1. 40 

1 ' 1 
3 ... 

--2-
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tan e toma valores grandes y negativos si e 
por la derecha. La gráfica de tan e se mues-

y 

X 

Figura I.40 

Además de las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente, se d~ 
finen las funcion es secante, casecante y cotangente como sigue: 

sec e 1 
~ ese e 1 

=~ cot e 

Sus gráficas se ven en las figuras 1.41, 1.42 y 1.43 . 
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y 

y=secx 

l . 
-------.~----,--~-+-.---+---.~-.---..-~--~-----.. p.,. · _., 

1
_2 o 1 ~ 

1

3,. X 1(\2 12 

-1 :(\

2 

1

2 

1 1 1 1 

1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 

Figura I.41 

y 

1 

/ ! .Ui y= ese x 

1 

' 1 o 1 

3T r .,. .,. 3r X -z- -T T -2-

V\ V 
1 

1 

Figura I.42 

y 

X 

Figura I.43 

I. 4 OPERACIONES CON FUNCIONES 

I. 4. 1 IGUALDAD 

Se dice que dos funciones f y g son iguales si tienen la misma re­
gla de correspondencia y están definidas en el mismo dominio con mapeo 
en el mismo contradominio. 

1.4.2 ADICION 

Se define como suma de las funciones f y g· a l a. función denotada con 
f + g con dominio D = Df n Dg tal que: 

(f + g) (x) = f(x) + g(x) X E D 



Esto es, el valor de f + g en x E D, es igual a la suma de los va­
lores de f y g en x E D. 

Ejemplo 1.44 

Sean las funciones: 

f = { ( 1, 3), (2, 5), (3, 7), (4, 11), (5, 13) , (6, 17)} 

g = { ( - 2, -s), (o, 4), (2, 3), (4, 2), (6, 1) } 

evidentemente: 

Df = { 1, 2, 3, 4, S, 6} y D = { -2, O, 2, 4, 6} 
g 

luego: 

D Df n Dg = { 2 , 4, 6} 

entonces: 

f + g = { ( 2, 8)' (4, 13) ' ( 6 , 18) } 

Ejemplo 1.45 

Considérense las funciones dadas por: 

f(x) 

para las que: 

respectivamente. 

Luego: 

y g (x) +~ 

y D = [3, <Xl ) 
g 

D = [ 3, oo ) 
g 
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por lo que : 

(f + g) (x) x 2 +1+ ~ X E D 

1 .4.3 SUSTRACC10N 

Se llama diferencia de la función menos la función g y se denota por 
f - g a la función dada por: 

( f - g)(x) = f (x) - g (x) ; x E D = Df n Dg 

donde D = Df n Dg es el dominio de la función f - g. 

Ejemplo l. 46 

Dadas las funciones del ejemplo 1.44 se tendrá que: 

f - g = { ( 2, 2), (4, 9), (6, 16) } 

Ejemplo 1.47 

Si f y g son do~ funciones dadas por : 

f(x) y g(x) 

se tiene que: 

y Dg = [O, oo ) 

entonces: D = Df n Dg [o, oo) y f - g estará dada por: 

(f - g) (x) X E D 
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1.4.4 MULT1PL1CACION 

El producto de las funciones 
D = Df n Dg, denotada como 

f y g es la función con dominio 
fg y dada por: 

( f g ) (x) f(x) g(x) X E D 

Ejemplo 1.48 

Tomando las funciones f y g del ejemplo 1.44, se tiene que: 

f g "' { ( 2, 15)' (4, 22) ' (6, 17)} 

Ejemplo 1.49 

Si f
1 

y f
2 

son funciones tales que: 

f
1 
(x) + ~~ y + ~~ 

entonces: 

[ 1, o:>) y [- 3' 3] 

de donde: 

(\ [1, 3] 

finalmente: 

(fg) (x) + rx-:-f ~; X E D 

I. 4. 5 D1VISION 

Se llama cociente de la función 
i tal que: 
g 

(+) (x) 
f(x) 

---gw 

para : 

g(x) i- O 

Ejemplo I. 50 

f entre la función 

Para las funciones del ejemplo 1.44 se tendrá que: 

f 
g 

Ejemplo I. 51 

Sean las funciones dadas por: 

g a la función 

f(x) = + ~2)3 y g(x) + l(x + 3) (5 - x) 

entonces: Df = f2, ex:) y Dg 

por lo que: Df n Dg = f2, i] 

pero: 

entonces : 

g(-3) = g(S) = O 

D = f2, 5) 

y la función será: 

f3, fl 



(i) (x) 
+ /(x + 2) 3 

+ !(x + 3)(5- x) 

De las definiciones de suma y producto de dos funciones se tiene que: 

La suma de n funciones reales de variable real: f¡ + f 2 + ... + fu es 
una función real. 

El producto den funciones reales de variable real: f1 f 2 ••• fr. es 
una función real. 
Si se suma n veces una misma función f, se tiene: 

f + f + ... + f = nf (n sumandos) 

Si se multiplica n veces por sí misma la función f resulta: 

• f • (n factores) 

Desde luego si m y n son números natural~s, entonces: 

Definiendo f 0 = y f- n = 1 en que n es natura 1, en ton-? 
ces, para todos los números enteros n y m se verificará que: 

sobre 

1.4.6 CÓMPOSICION 

Dadas las funciones f y g con dominios Df y 

te, se define como la composición de la función 
a la función denotada por f o g tal que: 

[fo g] (x) f(g(x)) 

Dg respectivamen­
con la función g 
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f o g se lee f eampa~ición g y se trata de la función cuyo dominio e~ 
tá formado por todos los elementos . x que pertenecen al dominio g, pa 
ra los cuales g(x) pertenece al dominio de f. 

D f 0 g = {x 1 X E Dg; g (x) E Df} 

Si g tiene dominio en el conjunto A y ,rango en el conjunto B y f ti~ 
ne dominio en By rango en e, entonces f o g tendrá su dominio en A 
y su rango en c. En la figura ! .44 se ve un diagrama esquemático de 
la función f eompa~~ón g. 

Figura I.44 

El concepto de composición de funciones es de gran utilidad en el tra 
tamiento de funciones que se presentan frecuentemente, las que pueden­
establecerse en base a otras funciones más simples, como se muestra en 
los siguientes ejemplos: 

Ejemplo r.sz · 

La función definida por y = + ~ puede comprenderse pensa~ 
do que y = + Tu y u = x 2 + l. 

Esto es; si: 

y = f(u) -= + ¡u- y u = g(x) 

entonces : 

y f(g(x)) l} o iJ (x) 
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por lo que: 

y f og + 17+1 D = lR 

Ejemplo l. 53 

Si: y = f(u) y u = g(x) x - 1 
=~ 

entonces: 

y I} o g] (x) = ( ~ ~ ~ r 
Estas mismas funciones pueden escribirse como: 

f = { (u, y} 1 y = u4
} y g = { ( x, u) 1 u = ~ ~- ~ } 

de donde: 

fog lR - {-1} 

Ejemplo 1.54 

Dadas: 

f = { (x, y) 1 y = x2 - 2x + 3} · Y g = { ( x, y) 1 y = x 3 - 4 } 

entonces: h = f o g vendrá dada por: 

h = ( (x , y} 1 y = (x3 
- 4) 2 

- ·2(x3 - 4) + 3 } 

y la función g of será: 

{(x, y) 1 y (x2
- 2x + 3) 3

- 4} lR 

Ejemplo 1.55 

Sean las funciones dadas por : 

{ (1, 3), (2, 4), (3, 5), (4 , 6)} 

y g {(o, -3), (3, 2), (4, 1)} 

entonces: 

f og { ( 3, 4)' (4, 3)} 

y 

g of { ( 1, 2)' ( 2. 1) } 

Aquí se ve con claridad que: 

D fog {X 1 X E D .V g(x) E Dfl g 

y D gof { X 1 X E Df >¡. f(x) E D } g 

También es notorio aquí que f · o g ~ g o f . Es decir que genera! 
mente la composición de funciones no es conmutativa. 

Si f y g son dos funciones reales de variable real, la gráfica de 
f o g puede construirse partiendo de las gráficas de f y g como se i~ 
dica a continuación: 

Tómese un número. x E D . Trácese una recta paralela al eje de las orde 
nadas que pase por el ~unto (x, O). Esta recta intersecta a la gráfica 
de gen el punto (x, g(x)). La recta paralela al eje de las abscisas 
que pasa por el punto (x, g(x)) intersecta a la recta y = x en el pun­
to {g(x), g{x)). Si x E Df entonces g(x) E Df y la recta paralela 
al eje de las ordenadas que pa~a por el punto (g(x), g(x)) intersectará 
a la gráfica de f en el punto {g(x), f(g(x))). El punto (x, f(g(x))) 
de f o g correspondiente, es la intersección de la recta paralela al eje 
de l~s abscisas que pasa por el punto (g(x), f(g(x))) y la recta paral~ 



la al eje de las ordenadas que pasa por el punto (x, O) . (Véase figura 
1.45) . 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ o 

( Q ( X ) 1 g ( X )) ;_:_'~ - - - -
/ 

/ 

/ 
/ 

Ejemplo I. 56 . 

Figura I.45 

/ 
/ 

/ 

/ f og 

1 

+ 
1 

~ (X 1 0) 

Sean f( x) 
f o g . 

x 2 y g(x) x + 2. Trazar la gráfica de la func i ón 

Como : 

se tiene que: 

Df = Dg = :R 

Dt o g = :R 

X 

La regla de correspondencia es [ f o g J (x) 

la figura I. 46 se mueslra la gráfica. 

y 

xO 

-- _1p5 // 
- ---- _ j / 

//p2 

/ 
/ 

/ 

Figura ! . 46 

/ 
/ 
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y en 

X 

y P4(x , f(g(x))) 

I.4 . 7 F'UNCION PAR Y FUNCION NON 

Definición: Sea una función f valuada en los reales y definida en . 
uno o más intervalos de "x", y supóngase que siempre 
que 11 X11 está en el dominio de f, tambien- X lo está . 

Entonces: 

l. Se dice que f es par si: f(-x) 
x en el dominio de f. 

f(x) para toda 
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2. Se dice que f es non si: f(-x) 
da x en el dominio de f. 

Ejemplo I.S7 

Si: f(x) = x2 

entonces: f(-x) = (-x) 2 = x2 = f(x) 

Por lo que se trata de una función par . 

Ejemplo 1.58 

Si : f (x) x3 

entonces: f(-x) (-x) 3 -x-3 = - f(x) 

Por lo tanto es una función non. 

Ejemplo !.59 

En forma general si : 

f(x) n 
X 

- f (x) para t~ 

n, entero 

Entonces la función f es par si n es par, y es non si n es 
non. Esto explica los nombres dados a las funciones. 

Cabe observar que la gráfica de una función par presenta simetrfa con 
respecto al eje de las ordenadas y en cambio la gráfica de una función 
non es simétrica con respecto al origen. 

Ej ernplo l. 60 

Sea l a func i ón f(x) = sen x: 

de donde: f(- x) = sen (-x) - sen x 

y además: - f(x) = - sen x 

por lo que f(- x) = - f(x) y la función es non, lo que se comprue­
ba gráficamente, ya que la curva es simétrica con respecto al ori­
gen. 

Ejemplo I. 61 

Sea f(x) = cos x: 

de donde: f( - x) = cos (-x) COS X 

y además: · f( x ) = cos x 

por lo que f(- x) = f(x) y la función es par; gráficamente se ve 
que es simétrica con respecto al eje Y. 

Estos tipos de func iones cumplen estas propiedades: 

(Par) (Par) Par 

(Non)(Non) Par 

(Non)(Pa r ) (Par )(Non) Non 

I . 4.8 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES INYECTIVA, SUPRAYECTIVA Y BIYECTIVA 

UNO - UNO.- Sea la terna .(A, B, f); como ya se vio representa una fu.n. 
ción de acuerdo a la siguiente notación~· 

A .........._ B 



en donde f representa la regla de correspondencia, A el dominio y B el 
codominio. 

Una función es uno a uno o -Útyec:Uva y se denota · 1 - 1 si suce­
de que a elementos distintos de A les corresponden distintos elemen 
tos de B, y recíprocamente, distintos elementos de B están asocia~ 
dos a distintos elementos de A. 

Definición: 

Ejemplo I. 62 

Se dice que f: A 
a

2 
E A con a 1 # 

B es 1 - 1 si para a
1 

y 
a

2 
entonces se cumple que: 

La función f (x) = 2 x es · una función 1 - 1, ya que si se defi 
ne de los reales a los reales se tendrá que a diferentes elemen-­
tos del dominio les corresponden diferentes elementos del codomi­
nio. 

Ejemplo I. 63 

Sea A el conjunto de mujeres que tienen hijos, B el conjunto 
de los hijos y f la función que asocia a cada mujer con su hijo 
primogénito. Se ve claramente que se trata de una función 1 - 1 
o inyectiva. 

Ejemplo I. 64 

Sea f(x) = x 2 definida de los reales a los reales, es decir 
f: 1R + 1R; no se trata de una función 1 - 1 y para demostrarlo 
basta con dar un contra ejemplo. 

Para - 1 E 1R y E 1R se tiene que: 

- 1 # 1 y f(-1) = f(1) 

lo que contraaice la definición de función inyectiva. Recordando 
que f(x) = x 2 es una parábola con vértice en el origen y que se 
abre en el sentido positivo del eje Y, se observa que toda recta 
paralela .al eje X corta a la gráfica en dos puntos lo que hace 
que la función no sea 1 - l. (Véase la figura I. 4 7). 

y 

X 

Figura I.47 

De aquí sale la siguiente aseveración: Una función es inyectiva si 
toda recta paralela al eje x corta a la gráfica de la función en un SQ 
lo punto. 

Ejemplo I. 65 

Si en la función del ejemplo anterior la definición es: 

f(x) f: 1R + + 1R 

o bien: 

se tendrá entonces una función 1 - 1 y esto se aprecia claramente 
en la figura 1.48 (a) y (b). 

41 
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y y 

f : lR t:lR•- TR 

o X o 2 X 

Figura I. 48 (a) Figura I. 48 (b) 

Ejemplo I. 66 

Una forma de ilustrar lo expresado es a través de los diagramas 
de Venn. (Ver figura I.49(a) y (b)). 

no es 1- 1 

Figura I.49(á) 

Ejemplo I. 6 7 

Demostrar que la función f(x) 
es inyectiva. 

Demostración: 

s! es 1 - 1 

Figura I.49(b) 

2 x - 1 con definición f: lR + lR 

Se demuestra por reducción al absurdo. Supóngase que la función 
no es inyectiva, esto es, que dadas x 1 , x 2 e R con x~ ~ x 2 se 
tiene que: 

f(x) 

pero: 

X - 1 
1 

X 
1 

2 X - 1 
2 

que es una contradicción, ya que se había supuesto x1 1 xz. Por lo 
tanto la suposición es falsa y f(x) es inyectiva. 

SOBRE.- Una función f . : A + B es MbJte. o bien l.>u.pJr..a.y~va. 
si sucede que todo elemento de B es imagen de por lo menos un ele­
mento del dominio A de la función. 

Definición: Sea f: A + B. 

Si 'V- b E B 3 a E A tal que f(a) b, entonces es sobre. 

Ejemplo I. 68 

Sea f (x) = 3x + 1 definida como f: lP. ·+ lR. En este caso se . ve que 
todo número real es imagen de algún otro número real bajo la fun­
ción f. Por lo que se trata de una función sobre o suprayectiva. 

Ejemplo I. 69 

Sea f(x) = x2 con f : lR + lR. 

Esta función · no es suprayectiva ya que todo real negativo no es 
imagen de ningún elemento del dominio. Esto se ve claramente en 
la gráfica de esta parábola; 'figura 1.47. 

Es evidente entonces que · en ocasiones limitando el ~odominio en 1~ defi 
nición se puede lograr que la función sea supr:ayectiva. r Así en el c~so­
de la par&bola, la función f(x) = x 2 sería sobre si su definitión fuera: 

f(x) f: lR [o, co) 1 



Ejemplo I. 70 

Aquí se presentan dos casos utilizando diagramas de Venn. Figura 
I. 50 (a) y (b) • 

no es sobre 

Figura I. 50 (a) 

Ejemplo I. 71 

Demostrar que la función f(x) 
va. 

Demostración: 

sí es sobre 

~igur a I. 50 (b) 

2x con f: lR + lR, es suprayecti-

Para todo valor del codominio, es decir, ~y e lR existe x = I tal 
que: 

f(x) = 2 1... 
2 = y 

por lo que Se trata de una función suprayectiva . 

BIYECTIVA.- Si una función cumple con ser inyectiva y suprayectiva se 
dice entonces que se trata de una función biyectiva y la regla de co­
rrespondencia es biunívoca . 

Ejemplo I. 72 

La función f(x) = x2 definida en f : lR+ + lR+ es una fun 
ción inyectiva (para ello se limita el dominio) y suprayectiva -
(para ello se limita el codominio) . Por lo tanto se trata de una 
función biyectiva. 

Hay funciones que son : 

a) Ni - 1 , ni sobre. 

b) 1 - 1, pero no sobre • 

e) No 1 - 1, pero sí sobre • . 

d) 1- 1 y sobre (biyectivas). 

Ejemplo I. 73 

Sean: A= {a, b, e} y B = { 1, 2, 3, 4} 

·tales que: f(a) f(b) = f(c) = 2 

f: A+ B sí es función, pero no es 1 - 1 ni sobre. Con diagra­
mas de Venn quedará como se ve en la figura 1.51. 

Figura I.Sl 

Ejemplo I. 74 

Sean: A = {a, b, e} y B = { 1, 2, 3, 4} 

tales que: g(a) 3 g(b) 4 g(c) 2 

g: A + B es una .función 1 - 1, pero no sobre. Con diagramas de 
Venn quedará como se ve en la figura i.52 . 

Figura !.52 

43 



44 

Ejemplo 1.75 

Sean: A = {a, b, e, d, } y B={l,2,3} 

tales que: f(a) f(b) f (e) f(d) 

f: A + B es una funcion sobre, pero no 1 - l. Con diagramas de 
Venn quedará según se ve en la figura 1.53. 

Figura I.53 

Ejemplo I. 76 

Sean: A = {a, b, e } y B={1,2,3} 

tales que: f(a) = f(b) = 1 ; f(c) = 2 

f : A+ B es una función 1 - 1 y sobre por lo que se trata de 
una funcion biyectiva. Con diagramas de Venn quedará como en la 
figura I. 54 . 

Figura !.54 

1.4.9 FUNCION INVERSA 

Si f es una función inyectiva, entonces la inversa de 
ción f-

1 definida por la siguiente condición: 

(x, y) Eo f- 1 
si y solo si (y, x) E f 

es 1 a fun 

Esto es, la inversa de una función inyectiva f es la función f- 1 ob 
tenida al intercambiar las componentes de cada una de las parejas orde~ 
nadas que cor.stituyen a la función f. 

Debe aclararse que en este concepto, en la no~ación f- 1 , el índice 
-1 no tiene el significado dado en álgebra como exponente . 

Ejemplo I. 77 

Sea: 

= {(0,1), (1, 3), (2, 5), (3, 7)} 

Evidentemente es una funcion inyectiva, dado que no se repite 
el segundo elemento en dos parejas distintas. 

La funcion inversa de es: 

{(1, O), (3, 1), (5, 2), (7, 3)} 

De la definición de fun¿ión inversa se deduce con facili9ad que si f-
1 

es la inversa de f, el dominio de f es el recorrido de f y el reco­
rrido de f es el dominio de f- 1 

Es importante destacar como condición necesaria para que una función 
f tenga función inversa f-

1 el ser inyectiva o uno a uno. 

En efecto si una función no es uno a uno, es decir, si una función F 
es una relación unívoca o uniforme, se presentarán parejas distintas 
(x, y) E F con el mismo segundo elemento y , mismas que al ·intercambiar 
sus elementos darán lugar a parejas distintas ahora con el mismo pri­
mer elemento. Estas últimas parejas no pueden pertenecer a una fun­
ción F- 1 

Ejemplo I. 78 

Sea la función f dada por f (x) . 3x - 3 y cuyo dominio es 
Df = { 2, 3 , 4, 5} • 

Se trata de obtener la función inversa de f si ésta es inyect.iva; . 
hallar dominio y recorrido de f-l y las gráficas de ambas funcio­
nes trazadas en un mismo sistema de referencia. 



Se puede ver claramente que 
es: 

es inyectiva. El recorrido de f 

Rf = { 3, 6, 9, 12 } 

Describiendo f por extensión se tiene: 

f = ¡ (2, 3), (3, 6), (4, 9), (5, 12)} 

luego: 

f-
1 

= { (3, 2)' (6, 3)' (9, 4)' (12, 5)} 

El dominio de f-1 es Df-1 =. { 3, 6, 9, 12} Rf 
do de f-1 es R -1 

f 
{ 2, 3, 4, 5' } = Df" 

Las gráficas de y f- 1 se ven en la figura 1.55. 

y 
12 

9 

f (i) 

/ 
/ 

+ 

/ 

+ 

9 

Figura I..SS 

/ 

12 X 

y el recorri:_ 

Puede observarse en la figura anterior que las gráficas de f y f-
1 son 

simªtricas respecto a la gráfica de la función identidad I o sea la rec 
ta y = x . Esto se confirmará más adelante . 

. Dada una_funci~n f = {(x, y~ 1 y= f~x), x E Df} si es inyectiva, su 
1nversa f pueoe obtenerse 1ntercamb1ando los papeles que desempeñan 
la variable independiente y la variable dependiente. 

, · 

Esto es: 

f- 1 = { (x, y) 1 x = f(y) ; 

Nótese cómo en esta Qltima expresión, la ecuación x = f(y) establece 
que y es función implícita de x. 

Ejemplo I . 79 

Sea la funcion: 

Se trata 
hallar su 
y observar 

f = { ( x, y) y=2x+3; X E [ -2, 2] } 

de investigar si f es inyectiva, y en caso afirmativo, 
funcion inversa, trazar las gráficas de ambas funciones 
que estas son simétricas respecto a la recta y = x . 

En efecto y = 2 x + 3 es la regla de correspondencia de una fu!!. 
cion uno a uno, ya que a cada valor de x le corresponde un solo 
valor de y. 

Esto tambíen puede constatarse viendo que se trata de una funcion 
que solamente crece dado que si x2 > x1 entonces Y2 > Y1· 

Así que tiene como funcion inversa: 
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{ (X' y) x=2y +3 Y E [-2, 2]} 

puede escribirse: 

{ 1 

X - 3 
(x, y) y= -2-

y 

[- 2' 2] y 

Las gráficas de y= 2x + 3, x E [-2, 2] 

X E [-1,7]} 

y de 

[-1, 7] 

X - 3 
y= ---.2--

x [- 1, 7] se ven en la figura I.56, donde es obv-ia la sim~ 

tría de ellas respecto a la recta y = x. 
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y 
/ 

X 

Figura 1.56 

Una interesante propiedad de las funciones inversas se da en el si­
guiente teorema: 

TEOREMA I .1 

Hipótesis: 

La función es inyecti va y su función inversa es r 1 • 

Tesis: 

Se tendrá: 

l. · f o f-
1 

I donde el dominio de r es el recorrido de 

2.. . f-
1 

o f = r · donde el dominio de r es el dominio de 

Demostración: 

l. Sea: 

luego: 

entonces: f- 1 (a) = b 

donde: (a, b) E f- 1 

lo que implica: (b, a) E 

esto es: f(b) = a 

por lo tanto como: 

se tiene: [fof-1](a) f(b)=a 

y si: X E Rf 

entonces: 

Intentando ilustrar la demostración anterior de la parte (1) del te~ · 
rema, se presenta el esquema de la figura 1.57. 

f o f"' 

A 8 e 

Figura !.57 



2. Sea: a E Df 

entonces: f(p.) .. b 

donde: (a, b) E f 

luego: (b, a) E f-1 

o sea que: el (b) = a 

por lo tanto si: a E Df 

entonces: [e1 o f] (a) f(b) = a 

y si: X E Df 

se tendrá: [r1 o f] (x) = X X E Rf-1 

Ejemplo I. 80 

Aplicar el teorema anterior a las funciones del ejemplo 1.79. 

Las reglas de correspondencia son: 

f(x) = 2 x + 3 

[- 2' 2] 

Rf [- 1, 7] 

·Y 
1 3 --x---
2 2 

[- 1 ' 7] 

[- 2' 2] 

Se tiene: 

2(ix-f)+3=x 

para 

X E [-1, 7] 

f- 1 (f(x)) = t (2x + 3) - t = x 

para x E [- 2, 2 J 

Estas conclusiones pueden verificarse gráficamente en la figura 
!.56 interpretando la composición de las funciones como se vio 
en el inciso !.4.6. 

Ejemplo !.81 

Sea la función: 

f'={(x, y) 1 Y + IX="""2" X E [2, 6)} 
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Hacer ver que es inyectiva, hallar su función inversa, trazar 
las 'gráficas de ambas funciones. Verificar que f(f-1 (x)) = x P.!! 
ra x E Rf; que f-1 (f(x)) = x para x E Df como se visualiza en 
las gráficas. 

A cada valor de x en el intervaLo [?, 6) corresponde un solo 
valor de "y", así que fes una función. inyectiva y por lo tanto 
tiene función inversa. 

El recorrido de f es Rf @, 2) ya que f(2) ·= O y f(6) 2. 

La función inversa de es: 
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{(x, y) 1 x + ¡y-::--z;- Y 

O bien: 

f-1 = {(x, y) 1 y 

Rf-1 = lJ, 6) 

/ 

/ 

!1. 6)} 

/ 

y: K 

y=+~ 

~~~,-,-,-~-----------~ 
o 6 X 

Figura I.58 

@, 2) 

f(f- 1 (x)) = + l(x2 + 2)- x para x E @, 2) 

(+ rx-::2 ) 2 + 2 X- 2 + 2 =X para X E !}, 6) 

Ejemplo I. 82 

Si es la funcion dada por f (x) = 2 + 2 x - x 2 

Siendo Df = [- 1 , 3 J, trazar su gráfica y si no es inyectiva, 

descomponer su dominio de modo que resulte inyectiva en cada in­
tervalo de la descomposicion del dominio. Hallar la funcion in­
versa correspondiente a cada parte inyectiva de la funcion dada y 
trazar la gráfica de la inversa. 

Figura· I.59 

Reduciendo la ecuac:ion y = 2 + 2 x - x2 a la forma ordinaria 
de la ecuacion de la parábola se tiene: 

Y = - (x2 
- 2x + 1) + 2 + 1 

- (y 3) 

La gráfica de la funcion es el arco de la parábola de vértice 
1 V(1, 3) y parámetro p = - -¡- comprendido entre los puntos 

( -1, -1) y (3, -1 ) . (Véase figura 1.59). 

Evidentemente la funcion no es uno a uno en el intervalo [- 1 , 3]. 

Sin embargo, si dicho intervalo se descompone en los intervalos 

[- 1 , 1] y ( 1 , 3], la funcíon en estos intervalos es creciente 

Y decreciente respectivamente por lo cual, considerada separadame~ 

te en [- 1 , 1 J y ( 1, 3 J resulta uno a uno. 



La función inversa correspondiente a f en cada intervalo donde 
f es inyectiva, tiene como regla de correspondencia: 
x = 2 + 2 y - y2 de donde despejando y: 

{y - 1)~ 3-x; y-1 y=1± ~ 

De aquí se ve que la función inversa de f en [- 1 , 1 J es: 

1- r3"=}C X E [-1,3] 

y la función inversa: de f en ( 1, 3 J es: 

1+- ~ X E [- 1 , 3) 

Las gráficas para ambas partes y sus inversas se ven las figuras 
I. 60 y I. 61. 

y 

/ 
/ 

~(x) = 2 + 2x - x2 

/ ~f = [-1, 1]= Rf-1 

/ Rf [-1, 3]= nf-1 
/ -1 ¡-;;--

/ f (x) = 1 - v 3-x 

----:;f''---/------~---. f-1 

Figura I.60 

/ 
/ 

X 

y 

2 

-1 o 

Figura I.61 

f(x) = 2 + 2x - x 2 

Df = (1, 3]= Rf-1 
Rf = [-1, 3) = nf-1 
f- 1 (x) = 1 +/}:X 

X 

49 
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CAPITULO I 1 U MilES 

INTRODUCCION 

El concepto de límite de una función es una de las ideas fundamentales 
que distingue al cálculo de otras ramas de las matemáticas, como el ál 
gebra o la geometría. El estudiante debe estar consciente que la no-­
ción de límite no es fácilmente entendible, por lo que se hace necesa­
rio estudiar su definición varias veces y con vari os enfoques, antes 
de que su si_gnificado resulte claro. Sin embargo es fácil desarrollar 
una idea intuitiva del límite, por lo que al principio la discusión no 
será tan rigurosa. Más adelante se verá la descripción matemática pre 
cisa del límite y después se tratarán conceptos y teoremas pertenecien 
tes al estudio de límites y continuidad de funciones. -

Teniendo presente lo visto en el tema anterior, se hace notar que en 
el cálculo y sus aplicaciones con frecuencia interesan los valores f(x) 
de una cierta función f cuando x está muy cercana a un número "a", pe 
ro no necesariamente igual a "a". En muchas ocasiones el número "a"­
no se encuentra en el dominio de f, es decir que f(a) - no está defini­
da . Entonces cabe hacer la siguiente pregunta: ¿Así -como x se va 
acercando más y más a "a" (pero x t- a), de la misma manera se irá acer 
cando f(x) a algún valor 1? Si la respuesta es afirmativa, se dice -
que el límite de f(x) cuando x se aproxima a "a", es igual a 1 y se de 
nota como: -

lim f(x) L 
x +a 

Antes de darle rigor a esta idea intuitiva del límite, es necesario 
entender qué es un entorno y cómo se interpreta el límite de una vari~ 
ble, aspectos que se tratarán a continuación. 

II.l DEFINICION DE LIMITE 

II.l.l ENTORNOS 

Definición: Se llama entorno o vecindad -de un Í~nto "a" en lR, al 
intervalo abierto (a-ó, a+ó)={x a-ó<x<a+ó}, en 
donde ó es la semiamplitud o radio del intervalo. 

Esto se ilustra en la figura Ii.l. 

"1 
a~8 a!-8 X 
~----2 ~--- ----~ 

Figura II.l 

Tal entorno del punto a y radio suele también indicarse como: 

lx- al < e • 

o bien: 

Q (a, e) 



Definición: Se llama entorno reducido aquel en el que se excluye 
el punto "a", y se representa como: 

Q' (a, e) = {xla- e <X< a+ e; X 1 a} 

es decir: 

o < lx - al < e 

II.l. 2 LIMITE DE UNA VARIABLE 

Antes de dar una definición, considérense los siguientes ejemplos: 

Ejemplo II. 1 

Sea x la variable cuyo campo de variabilidad es la sucesión : 

2 +_1_ 2+-1-
2 ' 4 

2 + _1_ 
8 

2 + _1_ 
2n 

Si x toma valores cada vez más avanzados, resulta evidente que su 
valor se va acercando a 2 y se dice entonces que x tiende a 2, 
lo cual se escribe como: 

X + 2 

o bien: 

lím x 

Sí x+ 2, entonces la diferencia x- 2 tiende a cero. Esto se 
puede expresar indicando que siempre se puede tener x - 2 < o. 
Donde e es un número positivo tan pequeño como se quiera. 

Sí: 

0.1 

basta con tomar a: 

X = +-1-
2~ +-{(;--

con lo cual se cumple: 

ahora, si: 

tomando: 

se tiene : 

x-2<e; 

X= 

X- 2 

0.02 =+ 
2 + _1_ 

2& 

2+-1 __ 
64 

X= 2 + 

1 
16 

1 64, 

1 
<So 

1 """'16 < o. 1 

Obsérvese que x no llegará a tomar el valor de 2, sin embargo, 
su valor puede estar tan cercano a 2 como se desee. 

Ejemplo II. 2 

Sea un círculo fijo cuya área constante es "a" (ver figura II. 2). 
Considérese inscrito en el círculo un polígono regular cuyo número 
de lados va en aumento; obviamente, el área "v" del polígono es va 
riable y al crecer, con el a~ento del número de sus lados, su va~ 
lor se acerca al número "a", sin llegar a ser v =a, es decir: 

v +a o bien: lim v = a 

a 

Figura II.2 
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Para expresar la condición en que se basa este hecho, se puede es 
cribir V - a+ O, o bien 1 V - a\ < e , siendo o un número po-=­
sitivo tan pequeño como se quiera. Es necesario tomar el valor ab 
soluto de la diferencia v - a, cuando se compara ésta con el va-­
lor de o, porque en el presente caso se tiene siempre v - a < O , 
y si no se considerara valor absoluto no tendría ningún objeto la 
comparación de un número negativo v - a con cualquier número po 
sitivo o, ya que realmente el interés esta en la comparación en-=­
tre la magnitud de estas dos cantidades. 

En general tomando lv - al en c~alquier caso , si ~lv - al < o, 
para todo 6 > O; por pequeño que este sea, se tendra: 

v +a 

o bi en: 

lim v = a 

Definición: La variable x tiende a la constante "a", o bi en, 
el lÍmite de X es "a", SÍ para todo nÚmero O > 0, 
por pequeño que sea éste, siempre se verifica: 
lx- a\ < 6. 

A continuación se presentará el concepto de límite en un punto de una 
función real de variable real. Antes de exponer la definición formal 
se hará una introducción del concepto para lograr un mejor entendimien­
to . 

II , 1.3 NOCION DE LIMITE DE UNA FUNCION 

Supóngase que un físico desea obtener una cierta medida cuando la pre 
sión del aire es cero. Como resulta imposible lograr un yacio perfec 
to en el laboratorio, una manera de atacar el problema es obtener medT 
ciones para presiones pequeñas . Si cuando la pres i ón se aproxima a e~ 

ro, la medición correspondiente se aproxima un número L, se puede de­
cir que 1a presión en el vacío es también L. Además, si para una pre­
sión de x gr/cm2 , la medición está dada por f (x), donde fes una fun­
ción, entonces este resultado experimental puede ser expresado como: 

Nótese que para este experimento la presión x nunca es igual a cero, 
sin embargo, modernos equipos de vacío pueden lograr presione~ ce rca­
nas a cero. 

Otra ilustración podrá ser la famosa paradoja de Zenón. Este persona­
j: grie~o q~iso ir .de ia ciudad A a la ciudad B y se dijo que cada 
d1a cam1nar1a la m1tad de lo que le faltaba. Ver figura 11 . 3. 

A 1 
2 

Figura II.3 

1 
4 

1 1 B 
8 T6 

El primer día caminó t• el segundo t• el tercero i • el cuarto {6 , y así 
sucesivamente. Si se suman las cantidades, se tiene que hasta el cuarto 
día había caminado 0.5 + 0.25 + 0.125 + 0.0625 = 0 . 9375 . Si se continua 
ra la suma se vería que se aproxima a 1, aunque nunca toma este valor -
s~n emba~go, si se toma un número de sumandos suficientemente grande,'la 
d1ferenc1a entre 1 y la suma puede hacerse tan pequeña como se quiera. 
Por lo tanto, si s es la suma y n el número de sumandos, se puede escri ­
bir: 

lim S 
n+<X> 

Considérese ahora la función dada por: 

y = f (x) =- 2 X 
2 + 8 X - 4 



y concéntrese la atención en una vecindad del valor x = 3. 

Será necesario considerar los valores que toma la función cuando x tQ 
ma valores en diversos entornos del punto x = 3. 

Para ello selecciónese el entorno Q(3, 1), es decir, 2 < x < 4. La 
gráfica de la función en este entorno, muestra que para x = 2 setie 
ne f(2) = 4 y para x = 4, f(4) = -4. (Véase figura !1.4). 

y 

4 

3 

2 

o 
- 1 

-2 

-3 

-4 
1 

¡ 
X=2 

8=1 

~ 

Y= 4 

5 6 X 

Y=-4 

X=4 

Figura II.4 
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En otras palabras, la gráfica de la función se encuentra en el rectán­
gulo 1 imitado por las rectas x = 2, x = 4, y = 4, y = -4. 

El siguiente paso es seleccionar un entorno de x = 3 con menor ampli­
tud, por ejemplo: Q(3, 0.5), es decir, 2.5 < x < 3.5. Considérese la 
gráfica en este entorno. Véase figura 11.5. 

y 

4 8=0.5 

3 

1 

o 2 X 

_, x= 2 .5 x=3.5 

Figura II.S 

La gráfica se encuentra ahora en el rectángulo limitado por las rectas 
x = 2.5, x = 3. 5, y=- 0.5 y= 3.5. Continuando de esta manera, tóm~ 
se un entorno aún menor, sea éste Q(3, 0.1) , o sea 2.9 < x < 3.1; la 
gráfica se encuentra ahora en el rectángulo formado por las rectas 
x = 2.9, x = 3.1, y= 2.38, y= 1.58, como se muestra amplificadamente 
en la figura 11.6. 
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X= 2 .9 x= 3 X 3.1 

y= 2 . 38 

- y= 2 

8=0.1 

Figura II.6 

El aspecto principal a recalcar es la altura de estos rectángulos; a 
medida que el ancho de éstos disminuye, la altura también se reduce . 

Si ahora se toma. el entorno Q (3,0.01), o sea, 2.99 < x < 3.01, el 
rectángulo que contiene la gráfica de la función está limitado por las 
rectas x = 2. 99, x = 3.01, y = 1.96, y = 2.04. 

De lo anterior se deduce que conforme las rectas x = cte se aproxi­
man al valor x = 3, las rectas y = cte se acercan al valor y = 2. 
Cabe preguntarse cuál es el objeto de toda esta complicación, pues por 
sustitución directa se podría obtener y = 2 cuando x = 3. Obsérvese 
cómo en toda la discusión no se ha utilizado este hecho; mas aun , se ha 
evitado toda consideración de lo que sucede cuando x = 3. 

Así, interesa solamente el comportamiento de y cuando x está en algún 
intervalo alrededor del valor tres. 

En todos los casos tratados hasta ahora, se distingue el comportamien­
to de la función en un punto, por ejemplo x = a, y para una sucesión 
de entornos cada vez más pequeños de ese punto. Sin embargo, ocurre un 
cambio sorprendente cuando se estudian funciones cuyo comportamiento no 
puede determinarse por sustitución directa, por ejemplo la función : 

y f(x) sen x 
X 

está definida para todo valor de x, excepto para x O; la sustitución 
directa en x =o daría: 

o 
y f(O) =O 

No obstante, como se verá más adelante, si se estudia una sucesión de 
intervalos en torno a x =o, siendo éstos cada vez más pequeños, se 
puede observar cómo la altura de los rectángulos que contienen a la fun 
ción, disminuye cada vez más en torno a un valor particular de y. No­
se habla del valor de la función cuando x = o, sino cuando x se aproxi 
ma a cero. 

Volviendo al ejemplo de la función f(x) =- 2x2 + 8x- 4, se observa 
que cuando x se aproxima al valor 3, f(x) se aproxima o tiende al va­
lor 2. Se dice entonces que f(x) tiende a 2 cuando x tiende a 3, prQ 
posición que se abrevia como: 

lim f(x) 2 
x+3 

Si una función está definida para valores de x en torno a un número 
fijo a, y si al tender x al número a, . los valores de f(x) se hacen ca­
da vez más cercanos · a un número específico L, se puede escribir: 

lim f(x) = L ... (1) 
x+a 

lo cual se lee el limite de f(x) cuando x tiende a a es L. 

Geométricamente esto significa que la sucesión de rectángulos alrede­
dor de a ·, cuyos anchos son cada vez más pequeños, tienen alturas ca 
da vez menores y se acumulan en torno al punto (a, L). 



Todas las proposiciones anteriores que contienen expresiones como má6 
Q~ano, m~ pequeño, etc . , son bastante imprecisas y sólo pretenden 
dar una idea intuitiva de lo que ocurre. 

Considérese ahora la siguiente función: 

y f(x) 
X- 2 

2 1 X- 2 1 

determinada para todo valor de x, excepto x = 2, ya que para este va­
lor la sustitución directa da: 

o 
y=-o 

La gráfica de la función es muy simple y se muestra en la figura 11.7. 

y 

2 

y= 0 .5 
0 . 5 

o 3 4 X 
-0.5 +---y-=--0-.-5--~ 

-1 

x=2 

Figura II. 7 

Si x > 2, entonces lx - 21 = x- 2 y la función toma el valor+ 0.5; 
si x < 2, lx - 21=- (x- 2) y la .!unción vale -_0.5 . Se quiere ~s­
tudiar el comportamiento de la func1on cuando x t1ende a 2. Sel ecclo­
nando un entorno para x = 2, por ejemplo Q(2, 0.6), o sea 1. 4< >:< 2. 6, 
se ve qu e la función está contenida en el rectángulo l imitado por las 
rectas x = 1.4, x = 2.6, y= 0 . 5, y=- 0 . 5. (Véase figura 11 . 8) . 
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y 

2 

1 -
y=0 . 5 

0 .5-

1 

~ 
-o 3 4 X 

-0.5 
y=-0.5 

-1 

x=l.4 x=2 x=2 .6 

Figura II.8 

En la figura 11.8, se observa que no importa qué tan angosto se haga el 
entorno de x = 2, la altura del rectángulo será siempre igual a 1; es!9 
es, no hay límite cuando x tiende a 2 y se dice que: 

lim 
x+2 

X - 2 
2 lx- 21 

No existe 

Se estudiarán a continuación diversos ejemplos de funciones, con el ob 
jeto de determinar lo que sucede en la vecindad de un valor particular­
de x, cuando la función no queda definida mediante la sustitución di­
recta de ese valor. 

Ejemplo II . 3 

La función f(x) 
X + 1 

esta definida para todo valor 

de x, excepto para x = -1, puesto que para este valor , tanto el 
numerador como el denominador se anulan. ¿Existe lim f(x) ? 

X+ -1 
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Solución 

Para tener una idea de lo que sucede, se elabora una tabla de va 
l9res y al trazar la gráfica se obtiene una línea recta con un 
agujero en el punto (-1, -5). (Ver figura II.9). 

y 

X f(x) 

-2 -7 

-1 oto 

o -3 
-6 -f) ·4 6 7 X 

1 -1 

2 1 

Figura II.9 

Con una discusión geométrica sobre los rectángulos como la reali­
zada con la función f(x) = -2 x2 + 8x -4, se concluye para este e~ 
so que: 

lim f(:K) -5 
x+-f 

Sin embargo, es necesario disponer de un método más sistemático, 
sin necesidad de recurrir a representaciones gráficas y consider~ 
ciones intuitivas. 

Por ejemplo, se puede factorizar el numerador y la función se e~ 
cribe como: 

Ahora, si: 

f(x) = (2x- 3)(x + 1) 
X + 1 

X ~ - 1 

se puede simplificar, quedando: 

f(x) = 2x - 3, si: x 1 - 1 

Esta función tiende a (-5) cuando x tiende a (-1), porque ahora 
se puede efectuar la sustitución directa. Por lo tanto se concl~ 
ye que: 

lim f (x) -5 
x+-1 

Obsérvese que en ningún momento se sustituye el valor x -1 en 
la expresión original. 

Ejemplo II.4 

Encontrar el límite de la función: 

f (x) 
X -A 

X ~ 4, X > 0 
3(>Íx -2) • 

cuando x tiende a 4. 

Solución 

En este caso tampoco ·Se puede efectuar la sustitución directa, 

puesto que f(4) = ~ , lo cual carece de sentido. Se podría 

proceder en forma gráfica al igual que en el ejemplo anterior, 
sin embargo, es posible hacer una transformación algebraica. 
En efecto, si se racionaliza el denominador multiplicando y ·di 

vidiendo la fracción por Tx" + 2, para x 1 4, se tiene: 

X -4 
3(.-'X -2) 

rx + 2 

IX + 2 

y simplificando se tiene.: 

f(x) rx + 2 

3 

(x -4) (,fx" + 2) 

3 (x -4) 

si x 1 4 



f(x) 

El límite de esta expresión puede encontrarse sustituygndo direc 
tamente x = 4 

lim f(x) 
x-+4 

Ejemplo II. 5 

lim H + 2 
x+4 3 

Encontrar el límite de la función: 

f(x) 

cuando x tiende a -1, 

Solución 

I2+X- 1 
X + 1 

¡¡; + 2 l 
3 

x# -1, x~-2 

Como la sustitución directa da una indeterminación del tipo o 
-0-

se efectúa la racionalización del numerador. Así, multiplicando n~ 

merador y denominador por ( ¡-z-_¡:--;-+ 1), resulta: 

( 1""2+7 - 1) e /T+--x- + 1 ) X + 1 

(x + 1) (~+ 1) (x + 1) ( rz+x + 1) 

X~ -

simplificando queda: 

f(x) para: X# - 1, x~-2 

por lo tanto: 

1 lim f (x) "' lim 
X -+..:.1 X +-1 lf"+X + = 2 

Ejemplo II.6 

Encontrar: 

donde: 

Solución 

lim 
h-+0 

f(x) 

f(4 + h) - f(4) 

h 

(x + 1)2 

La sustitución directa de h = O da: 

sin embargo: 

f(4) - f(4) 
o 

o 
= -0-

f(4) .. - 1-
25 

h "' o 

f(4 + h) 
(4 + h + 1) 2 (S + h) 2. 

por tanto: 

1 1 
f(4 + h) - f(4) ~5 + h2 2. ---zs 2S - (S + h) 2 

h h 2S h (S + h)2 

- ~10h + h2 2 - h ~10 + h2 (10 + h2 

2S h (S + h) 2 25 h (S + h) 2 2S (S + h) 2 
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así:: 

lim 
h+O 

f(4 + h) - f(4) 

h 

Ejemplo II. 7 

lim 
h+O 

- (10 + h) 

25 (5 + h) 2 

Encontrar el lim f(x), donde f(x) 
x+3 

Solución 

-10 -2 
""w"' 125 

Dibujando la gráfica de·esta función en un entorno de x = 3, se 
ve como crece sin límite cuando x tiende a 3. (Ver figura II.lO). 
De acuerdo con la noción de límite antes expuesta, si se toma un 
intervalo de valores de x en torno a 3 y se busca en qué rectán­
gulo están contenidos los valores de la función , se observará el~ 
ramente la no existencia de tales rectángulos por pequeños que 
sean los intervalos escogidos alrededor de x "' 3. En tal caso se 
dice que: 

y 

5 

4 

3 

2 

o 

lim f(x) 
x+3 

Figura II . lO 

No existe 

1 

7 X 

· II.l.4 DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION 

Anteriormente se presentó la noc1on de lfmite de una manera informal, 
con expresiones ta 1 es como entolr..YI.o-6 pe.queño-6, númVto.6 e.Vtc.a.no-6 a o:tJr..o-6, 
~de6 ae.Vtcándo.6e a e.Vto, etc. Sin embargo, estas expresiones no 
matemáticas tienen diferentes significados para cada persona y no pue­
den ser la_ base de una estructura matemáti_ca. Por lo tanto, a conti-
nuación se establece la definición formal. . . 

Definición: Dados una función f, y los números "a" y "L", se dice 
. que el limite de f (x) cuando x tiende a "a" es "L" , 
si para todo número positivo E y tan pequeño como 
se desee_, existe un número positivo ó tal que: 

lt(x) - Ll <E , siempre que O < lx - al < o 

La proposición lim ~(x) L, es una notación abreviada para la definí 
x -+ a 

ción anterior. 

En otras palabras, la anterior definición establece que los valores de 
la función f(x) se aproximan a un límite L, a medida que x se aproxima 
a un número a, si el valor absoluto de la diferencia entre f(x) y L, 
se puede hacer tan pequeño.· como se quiera, tomando x suficientemente cer 
cana a a, pero no igual a a. -

Es importante darse cuenta de que en esta definición nada se menciona 
del valor de la función cuando x"' a, esto es, no es necesaria la defi 
nición de la función para x "' a como condición para que el lim f(x) -

x +a 
exista. 

Ahora se entrará en detalles acerca de esta definición y paralelamen­
te se ilustrará la representación geométrica del concepto . 

II.l.5 INTERPRETACION GEOMETRICA 

Recuérdese que lx-al < o es equivalente a la doble desigualdad: 

a - ó < x < a + o 



Esta doble desigualdad expresa cómo debe estar contenida x en un 
entorno Q' (a, o). 

La parte de la desigualdad expresada por o <lx-al significa simpleme~ 
te que x no puede tomar el valor a , es decir, se trata de un ento~ 
no reducido del punto a , ya que este valor se excluye de' ,él. 

La desigualdad lf(x)- Ll < e: equivalente a L-e: < f(x) < L +e:, expr~ 
sa que la función f está por encima de la recta y = L - e: y por debajo 
de la recta y = L +e:. (Vªase figura II.ll). 

y 

L+E: 

L 

L-€ 

o X 

Figura II.ll 

La definición misma puede ser interpretada como un criterio. Dado un 
número positivo arbitrario E, el criterio consiste en enco·ntrar un nú 
mero positivo ó tal que f(x) se encuentre entre L - E y L + e:~ 
siempre que x esté en el entorno reducido de a :· a - ó < x < a+ ó; 
x ~a. Si se puede encontrar un ó tal para todo número positivo e:, en 
tonces se dice que f(x) tiene el limite L cuando x tiende a a. 

Obsérvese que el valor ó puede ser diferente para distintos valores 
de e:; además, el criterio debe ser aplicable a todo ó >o. 

La interpretación geométrica expresa cómo dado un e:, debe ser posi­
ble encontrar un ó tal que la función f se encuentre en el rectángulo 
limitado por las rectas x =a- ó, x =a+ ó, y= L-e: y y= L + e:. 
(Vet figura 11.12). Nada se dice acerca del valor de f cuando x es 
a. 
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y 

L+ € 

-- -i------: L 

L-€ 

o a-8 Cl X 

Figura II.l2 

Es conveniente adquirir cierta práctica para encontrar el ó que corres 
ponde a un e: dado. Esto puede empezarse partiendo de algunos casosm~y 
simples. 

Considérese un caso sencillo: sea f (x) = 3 x - 2 y tómese a = 5 . 

Obténgase el límite de la función en a= 5; para ello utilícese un en 
torno del punto a; sea éste Q(5, 1) , o sea 4 < x < 6 . 

Ahora se formará una tabla con las siguientes columnas : 

l. Valor de x en estudio (a) 

2 . Valor contenido en el entorno reducido de "a" (x) 

3. Valor absoluto de la diferencia x - a lx - al 

4. Valor de la función en x f(x) 
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2 4 5 

1 a X !x - al f(x) L 1 f(x) - L! 

4.5 0.5 11.5 13 1.5 
! 
i 

4 . 9 0.1 12.7 13 0.3 

5 4.95 0.05 12 . 85 13 o .15 

5 4.99 0.01 12.97 13 0 . 03 

5 4.995 0.005 12.99 13 0 . 01 

5 4.999 0.001 12.997 13 
¡ 

0 . 003 i 
~ - -

1 

5 o 13 

Tabla II.l 

Al observar las cuatro primeras columnas de la tabla, se ve cómo a me 
dida que el ·valor de lx- al tiende a cero, la función tiende al valor 
13, por esto se escribe: 

lim f(x) = 13 
x+5 

Aumentándole ahora a la tabla las columnas 5 y 6, o sea: 

5 . 

6. 

El valor del límite de la función 

El valor absoluto de la diferencia f(x) - L 

(L) 

if(x) - Ll 

Se observa que para cada valor lx-al de la tabla, existe un valor 
lf(x)- Ll, y ambos tienden a cero . 

Se requiere hacer ver cómo dado un E > o, se puede encontrar un 
o > o tal que: 

13 x- 2- 131 <E cuando lx-SI<o 

Como 13 x- 151 = 13 (x- 5)1, si se da un E, se toma simplemente 
o = E/3; entonces si lx-51 < o = Ef3• se encuentra 3lx-5l <E, que 
equivale al resultado buscado, l3x-lsl <E . 

Ejemplo II. 8 

Trazar la gráfica de f(x) - ---3---- , donde x ~ -2, y encontrar un - X+ 2 
o tal que: 

!f(x) - :f 1 < 0.01 si !x-7! < o 

Solución 

La gráfica se muestra en la figura 11.13. Según la def inición, s e 
tiene que L = 1/3 y a= 7, por lo cual se debe encontrar un interva 
lo de x en torno de a = 7 tal que la gráfica de la función se en-­
cuentre en un rectángulo adecuado. La función decrece monótonamen­
te conforme se avanza hacia la derecha con valores de x y por lo 
tanto, al trazar rectas verticales en los puntos donde las rectas 
y= 0.34, y= 0.32 cortan a la curva, se obtiene el mayor interva­
lo posible en el eje X. La intersección de dichas rectas con la 
curva representativa de la función se encuentra resolviendo: 

L + E 0 . 343333 ... (a) 

3 
L - E 0.323333 • •• (b) 

despejando x de (a):. 

3 0 . 3433 (x1 + 2) , 6 . 7379 

despejando x dé (b): 

3 0.3233 (xz + 2) . , x2 
7.2784 

En .la figura -11.13, se muestran estos valores a una escala muy am 
plificada; puesto que la función decrece monótonamente hacia la de 
recha, un valor adecuado para o es 0.25, ya que si la función se­
encuentra en un rectángulo, con este valor también se encuentra en 
otro rectángulo de la misma altura pero mas angosto. En otras pa­
labras, se cumple: 



lf(x) - i-1 < 0.01 , cuando: O < lx- 71 < 0 . 25 

X 

Figura II. 13 

Ejemplo 11.9 

Si f(x) = I2X: - 2 
X - 2 , a = 2, e: = 0.01, X# 2 Determinar 

un número o > O, tal que se cumpla la definicion de lÍmite~ 
jar una gráfica aproximada. 

Solucion 

Di bu-

La funcion no está definida para x = 2 , pero para x # 2 , se tiene: 

f( x) 2x - 4 2 (x-2) ( .rz;- - 2) ( l2x" ---±..11_ = 

(x-2) (12X + 2) (x-2) ( v'2X +2) (x-2) ( I2X + 2) 

quedando: 

entonces: 

f(x) 2 

Y2X + 2 

lim f(x) 
x+2 

lim 
x+2 

para x # 2 

2 1 
12X+2=2= 1 

Esta funcion está representada en la figura 11.14, en donde tam­
bién se representan las rectas: 

y = L + E = 0.51 y y L - E 0.49 

o . 5o --- - - 1--' - - - - - - - - -==----~-049 --t 
i 1 

1.80 1.846 1.85 1.90 1.95 2 .00 2 .05 2 . 10 2.15 2 .166 

Figura II.l4 

L+e: 0.51 ... (a) 

~ + 

L - E 0.49 ... (b) 
..rzx;- + 

despejando x de las ecuaciones (a)'·y (b): 

de (a): 
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Fxl + 2 = __ 2_ 
0.51 ~ = 1.92157 2x1 = 3.69243 

de (b): 

~ + 2 

X¡ = l. 84621 

X = 2.1666 
2 

2.08163 2x2 ~.33319 

Como la funcion decrece monotonamente, un valor adecuado para o 
es 0.15, ya que: 

1.846 < 1.850 y 2.166 > 2.15 
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Ejemplo II. 10 

Demostrar por medio de la definición que : 

X 1 
lim """"'X'+l = - 2-
x+l 

Solución 

1 Se tiene, L = --2- y a = l. Debe demostrarse que para cada ~ > O 

se puede encontrar un o > O, para el cual: 

cuando O < 1 x-11 < o 

Para formarse una idea del aspecto de la función, se traza su gr! 
fica (ver figura 11.15), en la cual se observa como la función cr~ 
ce monótonamente. Esto se verifica escribiendo la identidad: 

y 

1 

2 

o 

X 1 
X+1 = - X+l 

~-----+-------· ~- ··-"' -
! 
1 

- -- -- - --- - -- i- ·-/ ' --

--- --- ------------ - / '-- -----_J__ _____ -

! : 

X¡ xz 

Figura II. 15 

X 

Como al crecer x, decrece 
1 
~ 

, entonces 1 - 1 
~ 

crece. 

Supóngase en primer lugar ~ 1 < -f-, por lo tanto L + ~ < 1 y 

L - ~ > O, puesto que L = --2-

Ahora, se determinan los puntos donde las rectas y=-1--~y 2 
1 

y --2- + ~ cortan a la curva, resolviendo las ecuaciones (a) y 

(b) : 

X 1 X+T = -2-- ~ •. • (a) 

X = _1_ +E: 
--;--+1 2 

• . • (b) 

de (a): 

X == 
1 

-
2
- - ~) (x + 1) (++~)X=+- E: 

1 
-2-- e: 

_1_ +e: 
2 

similarmente, de la ecuación (b) se obtiene: 

_1_+ e: 
2 

_1_- e: 
2 

Tomando 
entre 1 y 

igual a la menor distancia entre y x
1 

, así como 
x

2
, se puede verificar que l-x

1 
es menor que x2 -1, 

por lo tanto: 

1 
1 - =~2=_-_e:_ 

_1_ + e: 
2 

2 e: 4 e: 
+ 2 e: 



Si bien la definición básica establece que debe encontrarse un o para 
todo E, en realidad se observa cómo una vez encontrado un 6 para un E 
determinado, se puede emplear el mismo 6 para todos los E mayores. Ge~ 
métricamente esto significa lo siguiente: Una vez que se sabe que la 
función se encuentra en un rectángulo, evidentemente estará contenida 
en todo rectángulo del mismo ancho pero de mayor altura. 

II.2 CALCULO DE LIMITES 

II.2.1 LIMITE DE LA FUNCION CONSTANTE 

Recu~rdese que la func{ón · constante es aquella que no varia, o sea, 
conserva un mismo valor para cualquier valor de la variable indepen­
diente, es decir: 

{ (x, f (x) ) 1 X E Df; f (x) K} 

y cuya gráfica se muestra en la figura II.l6. 

y 

K 

o X 

Figura II.16 

De esta misma figura resulta obvio establecer la siguiente proposición 
para determinar su limite. 

lim f (x) = lim k = k 
x-+a x-+a 

Para demostrar esta propos1c1on se tomará como base la definición de 
limite €Stablecida en el inciso ante~ior: 

basta que exista un 6 > O, tal que para un e > O dado, se cumple: 

1 f (x) - k 1 = 1 k - k 1 = O < E, 

siempre que: 

O <! x-al < 6 

para cualquier número o> o seleccionado, siempre se tendrá: 

1 f (x) - k! < E 

siendo E > o y tan pequeño como se quiera. 

Por lo anterior se establece el siguiente teorema: 

TEOREMA II.l ~IMITE DE LA FUNCION CONSTANTE 

Hipótesis: 

f(x) es una función constante, 

Tesis: 

El limite de f(x) cuando x tiende a un número cualquiera, es igual a 
la constante. 

Esto es: Si f(x) =k, entonces lim f(x) = lim k= k 
x -+ a x-+ a 

II.2.2 LIMITE DE LA FUNCION IDENTIDAD 

63 

Siguiendo un proceso análogo al del punto anterior, recuérdes~ que la 
función identidad es aquella cuyo valor equivale al que toma la v.aria­
ble independiente, es decir: 

f = {(x, f(x)}! x e Df, f(x) x} 
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La gráfica se muestra a continuación en la figura II.l7. 

y 

X 

Figura II.l7 

En la gráfica se puede observar cómo se cumple la siguiente igualdad: 

lim f(x) ~ lim x = a 
x +a x +a 

Se comprobará la veracidad de esta igualdad recurriendo a la definición 
de limite. Así, se debe encontr_ar un número"> O para cada e:> O, tal 
que: 

if(x) -al <E:, siempre que: o< !x-a! < e 

dado que f(x) = x, se tiene lx - al < s = e 

Por lo anterior, para cualqui~r E > o dado, siempre existe un número 
o = e: > o que cum~le con las condiciones establecidas, es decir: 

lim f (x) = lim x = a 
x-+ a x + a 

TEOREMA II.2 LIMITE DE LA FUNCION IDENTIDAD 

Hipótesis : 

f(~) es la función identidad. 

Tesis: 

El limite de f(x) cuando x tiende a cualquier número a, es igual al nú­
mero a. 

Esto es: Si f(x) = x, entonces lim f(x) = lim x = a 
x +a x +a 

II.2.3 TEOREMAS SOBRE LIMITES 

Anteriormente se estableció el concepto de límite de una función y se 
calcularon numéricamente algunos ejemplos de límites utilizando diver­
sos artificios y manipulaciones algebraicas . El estudiante escéptico 
se dará cuenta de que cada una de ellas necesita justificarse, aun 
cuando parecen obvias. Por este motivo y para proporcionar un mayor 
vigor matemático, se expondrán a continuación los teoremas que sirven 
debas~ para el cálculo de limites de funciones. 

TEOREMA II.3 UNICIDAD DE LOS LIMITES 

Hipótesis: 

Una función f(x) está definida en un entorno del punto x = a. 

Tesis: 

La función f(x) no puede tener dos limites ~istintos, cuando x tiende 
al valor a. 

Demostración: 

Supóngase que la función f(x) tiene dos límites diferentes cuando x 
se aproxima al número a,.es.decir: 

lirr, f(x) = L¡; 
x -+a 

lim f(x) Lz y L¡ i Lz 
x ..... a 

se demoitrará cómo esta supos1c1on lleva a una contradicción: 

Sea~= IL(- 12 1; por lo que E> O 



Por definición deberá existir un o tal que: 

jf(x) - L¡ 1 < E si o < lx - al < ó 1 

if(x) - Lzl < E si o < lx- al < Óz 

Entonces se tiene: o1 ~ óz ó oz < ó1 • Supóngase por conveniencia 
que~ ~ oz, entonces: 

L¡ - Lz = L¡ - f(x) + f(x) - Lz 

por lo tanto: 

y por un teorema de valores absolutos: 

jL¡- Lzl ~ jL¡ - f(x)j + jf(x)- Lzl 

Dividiendo entre dos la expresión anterior: 

pero: 

j f (x) - L¡ 1 < E Y j f ( x ) - Lzl < E:, 

de modo que: 

1 L¡ ; Lzl ~ Í + Í = E: 

Sin embargo se había definido e:= !Lt ; 12 1 y se obtiene e:< e: , lo 

cual resulta absurdo y de esta manera la suposición . Lt ~ Lz no puede 
sostenerse, quedando demostrado el teorema. 

TEOREMA I I . 4 

Hi pótesis: 

Una función f(x) es positiva o nula en un entorno del punto a . 

Tesis: 

El límite de f (x) cuando x tiende al valor a, no puede ser negativo . 

Demostración: 

Sea la función f(x) tal que: f(x) ~ o, si :Á- al <ó y sea N un núme­
ro negativo tal que jNj = !PI, donde P es un número positivo , por lo 
tanto N = - P, o bien, - N= P. 

Así, f(x)- N~ P (2) 

ya que: f(x) ~O y - N> o 

entonces: 

f (x) - N > O, por 1 o cua 1 , f (x) - N = 1 f (x) - N 1 ... (3) 

Si se supone que N es el límite de f(x) cuando x tiende al valor a te­
niendo en cuenta las expresiones (2) y (3), y haciendo e:= P >o, se 
tiene: 

jf(x) - Nj ~ P = e:, cuando O < lx- al < ó 

lo cual contradice la definición de limite, por lo que un número negati 
vo como N< O no puede ser el límite de f(x) cuando x ~a si f(x) > O 
para lx - al < ó. 

TEO~EMA !!.5 

Hipótesis: 

Una función f(x) es negativa o nula en un entorno del punto x = a. 

Tes i s: 

El limite de f(x) cuando x tiende al valor a no puede ser positivo. 

La demostración de este teorema resulta semejante a la del teorema an ­
terior, por lo que no se desarrolla aquí . 

TEOREMA II.6 

hipót esis: 

Dos funciones de x, f 1 (x) y f 2 (x) tienen los mismos valores para vale­
re s igua l es de x en un entorno reducido del punto x = a y f z ( x ) tienE lf 
mite cuando x t i ende al número a . 
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Tesis: 

La función f 1 (x) tiene límite cuando x tiende al número a y este límite 
es igual al límite de la función f 2 (x) en dicho punto. 

Esto es: Si f¡ (x) = fz(x) """'t X E o < lx- al < e, y si lim f2(x) L, 

entonces existe: lim f 1 (x) = lim f 2 (x) = L 
x + a 

Demostración: 

Sean f 1 (x) y fz(x) dos funciones tales que f1 (x) "' f2(x) para todo vE_ 
lor de x en el entorno O < lx - al < o1 ; además sea lim f1 (x) = L¡ 

x +a 

Por la definición de límite debe tenerse que: 

J ft (x) - L¡ 1 < e: si O < Jx - aj < o¡ 
Tomando un o menor que~, se puede sustituir f 1 (x) por f 2 (x) en la úl 

tima expresión, para as, obtener : 

j f 2 (x) - L¡ j < E: Si 0 < 1 X - a j < 

lo cual significa que lim f2(x) = t 1 = lim f 1 (x) 
x +a 

quedando demostrado el teorema. 

TEOREMA I I. 7 

Hipótesis: 

Para un entorno del punto a se tiene que f 1 (x) < f(x) < f 2 (x) y además 
·f

1
(x) y f 2 (x) tienen límite cuando x tiende al valor a y sus límites son 

iguales. 

Tesis: 

El límite cuando x tiende al número a de la función f(x) existe, y es 
igual al límite de las funciones f 1 (x) y f 2 (x) en el punto considerado. 

Esto es: 

Si f¡ (x) < f (x) < fz (x), Jf x .E O < . 1 x - a J < o 

y si: 

lim f1 (x) = lim f2(x) L ' 
x + a 

entonces existe : 

lim f(x) L 
x ->- a 

Demostración : 

Por la definición de límite de una función, para un e >o, se debe cum 
plir: 

1 f¡ (x) - L 1 < e: si O<!x-al<o¡ 

lo cual es equivalente a: -e: <(f 1(x)- L) <e: 

o bien: 

L - e: < f 1 (x) < L + e:, Si 0 < 1 x - a 1 <- o¡ 

Por la definición de límite de f 2 (x) se tiene: 

jfz(x) - Lj < e: si O < lx- al < 02 

o bien: 

- E: < (f2(X) - L) < e:, 

por lo cual: 

L - e: < f2(x) < L + e:, si O < lx- al < 02 

Tomando un o de tal manera que < o1 y o< 02, se puede escribir : 

L-e:< f¡(x) < f(x) < f2(x) < L +e:, si O< !x-al < 

y por lo anterior: L- e: < f(x) < L + e:, que se puede transformar en: 

1 f (x) - L 1 < E:, Si 0 < j x - a 1 < O 

y esto signifi~a: 

lim f(x) = L 
x +a 

quedando demostrado el teorema. 



II.2.4 TEOREMAS SOBRE OPERACIONES CON LIMITES 

TEOREMA II.8 LIMITE DE UNA SUMA 

Hipótesis: 

f(x) es la suma de un número finito de funciones de x que tienen límite 
cuando x tiende al número a. 

Tesis: 

f(x) tiene límite cuando x tiende al va l or a, y dicho límite es i gual 
a la suma de los límites cuando x tiende al valor a de las funciones 
sumadas . 

Esto es : si f(x) = f¡ (x) + fz(x) + ..... + fn(x) 

y S i : lim f¡ (x) = L¡ ; lim f 2 (x) = Lz ; • • • lim fn (x) = Ln 
x +a x +a x + a 

Entonces: lim f(x) = lim!}¡(x) + fz(x ) + ... + fn(x[j = L1 + Lz + .. +Ln 
x +a x +a 

Demostración: 

Considfirense solament~ dos funci ones : sean ft(x) y f2(x) tales que : 

Se demostrará que: 

l Ím f¡ (x) = L¡ 
x + a 

y lim fz(x) = Lz 
x + a 

lim [}¡ ( x) + fz (x[j = L¡ + Lz 
x + a 

Usando la definición de lími te , se debe demostrar que existe un o > o 
tal que: 

¡.f¡(x)+fz(x) - L¡ - Lz i<e:, si O <ix-al<ó 

Según la definición de límite para f 1 (x), tomando E/2 > o en lugar de 
E > o, se tiene : 

y 

1 f¡ (x) - L¡ 1 < ~ 
2 ' 

si o < lx- al < Ó¡ 

para fz (x): 

1 fz (x) - Lz l 
E <-
2 ' 

Si o < lx - a! < Óz 

Si se considera un e menor que o1 y 82 , queda: 

f [f 1 (x) + f 2 (x) ]-[L1 + 1 2 ] 1·1 [f 1 ( x)- L1 ] +[f 2 (x) - 1 2 ] l 

.2_ j f¡ (x) - L¡ 1+ 1 fz (x) - Lzl 

y 

cuando: 

lt¡(x) - L¡ l+lfz(x) - Lzl < Í + Í = E, 

O < lx - al < o 

lo cual implica que: lim I}¡ (x) + fz (x[] = lim f¡ (x) + lim fdx) 
x+a. x +a x + a 

TEOREMA 11.9 LIMITE DE UN PRODUCTO 

Hipótesis: 

Una función f(x) es el producto de un número finito de funciones de x 
que tienen límite cuando x tiende al valor a. 

Tesis : 

El limite de f(x) cuando x tiende al número a existe y es igual al 
producto de los límites en este punto, de las funciones que se multi­
plican. 

Esto es: si f(x) = f¡ (x) • fz(x) • .... • fu(x) 

y si: lim f¡(x) = L¡; 
x +a 

lim fz(x) = Lz; .. ; lím fn(x) =· Ln 
x + a x +a 

entonces: lím f(x) 
x +a 

lím I}¡(x)•fz(x) • •••• •fnCxi] = Lt •Lz • .• • • Ln 
x + a 

Demostración: 

Considérense dos funciones, sean f¡(x) y fz(x) tales que: 

limf¡(x) = L¡ y lím fz (x) = Lz 
x +a x +a 

se demostrará que : 

lim [}¡ (x) fz (xi] Lt Lz 
x +a 

considerando 1~ identidad: 

f¡ (x) •fz(x)- L¡ •L2 = f¡ (x) •fz(x)-f¡ (x) •Lz+f¡ (x) •Lz-L¡ •Lz= 

= f¡ (x) I} 2 (x) - Li] + Lz.I}¡ (x) -:: LL) 

y por la teoría de los valores absolutos: 
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por otra parte: 
fr (x) = f¡ (x) - L¡ + L¡ 

por lo cual: 

Considerando el límite de f 1 (x) y tomando s = 1, se tiene por lo ante­
rior: 

siempre que: 

O < lx- al < .S 

1 uego: 1 f¡ (x) 1 < 1 + IL¡ 1. y hacie, ,Jo 1 + !L¡ 1 = k, 

queda: J f¡ (x) 1 < k, si: O < lx - al < 0 ¡ 

Tomando en cuenta esta última expresión: 

Jf¡(x) • fz(x)- L¡ • LzJ <k jfz(x)- LzJ + ILzl!f¡(x)- L¡J 

Si : O < ix - al < 6, 

tomando ~~s -
1 

en lugar de s, se t iene· 
<- Lz 

. 1 S 
lf¡(x)- 11 < 21Lzl ' si: O < jx - al < Oz 

Ahora, co nsiderando el límite de f 2 ( x) y tomando Zsk en lugar des: 

J f 2 (x) - Lzl < Ze:k Si O < 1 x - a 1 < 6 3 

si se considera un < o¡., 6 < 62, 6 < o 3, se puede sustituir 

jfz(x)- Lzj por que es mayor, y a 

que es mayor, así: lfr(x) • fz(x)- Lr • Lz.l <k Zsk + ILzl z¡~zl = s 

esto es: 1 f 1 (x) • f 2 (x) + L 1 • L 2 j < e:, si O <jx- aJ \< 

lo cual indica que: lim Úr (x) • fz(xU = L¡ • Lz, 
x+a 

o sea: lim !}1 (x) • fz(xU = lim ft (x) • lim fz(x) 
x +a x +a 

Como un caso particular, el límite en un punto del producto de una cons­
tante por una función, es igual a la constante multiplicada por el límit~ . 
de la función en ese punto. Esto es: 

lím [kf(x)]=k limf(x) 
x+a x+a 

TEOREMA 11.10 LIMITE DE UN COCIENTE 

Hipótesis : 

f(x) es el cociente de dos funciones de x que tienen límite cuando x 
tiende al nGmero a, y el límite del denominador no es cero. 

Tesis: 

El limite de f(x) cuando x tiende al número a, existe y es i gua l al CQ 
ciente de los lfmites de dichas funciones en dicho punto . 

Esto es: si 

entonces: 

f(x) f¡ (x) y lim fr(x) = Lr; lim f 2 (x) = 1 2 ~O, 
=fz(x) x+a x+a 

lim f(x) 
x +a 

lim f¡ (x) 
X+ a L¡ 

lim fz (x) = k 
x +a 

para Lz ~ o 

Demostración : 

Sean: f 1 (x) y f 2 (x) dos funciones tales que 

lim fr (x) = L1 Y lim fz(x) = L2 ~ O 
x+a - x+a 



se demostrará que:· 

Primero ha de verse que: lim - 1- = 1 = _!_ 
x + a f2(x) lím f2(x) 12 

~+a 

según la definiCión de límite, para la función f 2 (x), tomando ~~2 1 por 
E, se tiene: 

cuando O < lx- al < o 

por otra parte: 

Teniendo en cuenta un teorema de valores absolutos: 

y así: 

\1 2 \ < \fz(x)\ + IL~I, por lo tanto: 

ahora: 

1 fz ~x) - ¿ 1 

pero : 

si 

1

Lz-f2(x)l 
12fz(x) 

O<lx-al<o 

ILz-fz(x)l 
11zfz(x) 1 

!Lz-fz(x) 1 \fz(x)- Lzl Y ILzfz(x)l 

entonces: 

lfz~x)- L
1
zl 

y ahora . sustituyendo : 

lfz(x)l 
ILzl por -

2
-

lfz(x)-Lzl 
!Lz l lfz(x)¡ 

se tiene . 

1 

1 1 1 < 1 f2 (x) - 1zl 
f2(x) - .1z IL2.I K:LL 

2 

y según la definición de límite, para f 2 (x) se puede hacer: 

lfz(x)-Lzl < IL~I 2 
E si O <lx- al < Oz 

esto es: 

si O < lx-al < o
2 

que demuestra la primera parte propuesta. 

Ahora, si lim f
1

(x) = L
1 

, por el teorema 11.9, se tiene: 
x +a 

lim 
x +a 

2 
f¡ (x) • fz (x) lim 

x+a 
f 1 (x) • lim -

1
- = L .....!_ = ..!:! · L2 -1 O 

x + a f 2 (x) 1 Lz Lz ' 

por lo que: 

lim f¡ (x) = .1!.. 
fz (x) Lz 

x+a 
Lz i- O 

quedando demostrado el teorema. 

TEOREMA II.ll LIMITE DE UNA RAIZ 

Hipó.tesis: 

n es un número entero positivo y el límite de una función f(x) cuando 
x tiende al valor a es positivo. O n es impar positivo y el límite es 
negativo o cero. 
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Tesis: 

El límite de la raíz enes1ma de f(x) cuando x tiende al valor a es i­
gual a la raíz enésima del límite de f(x) en ese p·unto. 

O sea, si: 
lim f(x) L 

x +a 

entonces: 

lím nlf'(;0 = nllim f(x) = n/L 
x+a x+a 

La demostración de este teorema está fuera del alcance de estos apun­
tes. 

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicación de los teoremas anterio 
res. Para indicar el teorema que se está aplicando, se anotará la le-­
tra T, seguida del número del teorema. 

Ejemp1_o II . ll 

Encontrar el valor de: 

Solución 

lim (x2 + 2x - 1) 
X + 2 

lim (x2 + 2x - 1) 
X+ 2 

lim x 2 + lim 2x - lim 1 .. (T.II.8) 
x+2 x+2 x+2 

= (2) 2 + (2)(2)- 1 4 + 4- 1 = 7 .. (T.II.1) y (T.II.9) 

Ejemplo II.12 

Encontrar: 

Solución 

lim 
x+-3 

. 1 x 2 
- 9 

lim V 2x2 + 7x + 3 
x+-3 

. / lim x 2 - 9 
Vx+-3 2x 2 + 7x + 

lim (x2 
- 9) 

x+-3 
lim (2x2+7x+3) 

. ~ . (T. II.ll) 

x+-3 • •. (T.II.lO) 

lim x 2 
- lim 

x+-3 x+-3 
. . . (T . II.8) 

lim 2x 2 + lim 7x + lím 3 
x+ - 3 x+-3 x+-3 

lim x • lim x - lim 9 
x+-3 x+-3 x+-3 
2 lim x • lim x + 7 lim x + lim 3 .•• (T. II. 9) 

x+-3 x+-3 x+-3 x+-3 

- 1 (-3) (-3) - 9 
\f 2(-3)(-3) + 7 (-3) + 3 

o 
o 

••• (T.II.1) y (T.II.2) 

Lo obtenido representa una indeterminación, lo cual carece .de sentido; 
sin embargo, esto no significa que el límite buscado no exista. La fun 
ción para la cual se trata de encontrar el límite para cuando x +- 3,­
simplemente no está definida para ese valor de x, por lo tanto, para 
x ~- 3 se puede utilizar la siguiente transformación algebraica, apoyán 
dose en el teorema II.6. -

2x2 + 7x + 3 

entonces: 

(x + 3) (x - 3) x - 3 
(2x + 1)(x + 3) = 2x + 1 (x ~ -3) 

lim / x 2 
- 9 lim ~ / lÍm x '- 3 

x+-3V2x'l. + 7x + 3 = x+-3 Vh+l = Yx+-3 2x + 1 



• 

Ejemplo II. 13 

Encontrar: lim 
x+-2 

Solución 

En este caso, al igual que en el ejemplo anterior, no es ·posible 
apli¿ar el teorema 11.10 al cociente, ya que el denominador .se a­
nula cuando x +- 2. Sin embargo, factorizando el numerador 'se 
tiene: 

x 3 + 8 (x + 2)(x2
- 2x + 4) 

~= x+2 

Este cociente es (x2 
- 2x + 4) si x 1- - 2. 

de este limite toma la si~uiente forma: 

lim x 3 + 8 lim (x2 
- 2x + 4) , 

x+-2 "'i+T = x+-2 

lim xf- lim 2x + lim 4 
x+-2 x+-2 x+-2 

lim x • lim x - 2 lim x + lim 4 
x+-2 x+-2 x+-2 

(-2) ~-~) - 2(-2) + 4 

12 

luego: 

lim 
x+-2 

II.3 CONTINUIDAD 

-

II.3.1 LIMITES LATERALES 

x+-2 

•.. (T.II.7) 

Entonces la solución 

si x 1- - 2 

.. (T.II.B) 

•. (T. II. 1) y (T. I I. 9) 

•. (T. II. 2) 

Al estudiar el concepto de límite de una función, se hizo especial 
mención del interés por analizar los valores que puede tomar la varia 
ble independiente x en un intervalo abierto que contiene al valor a; 
pero no en a misma, esto es, en valores de x próximos a a, ya sean·ma 
yores o menores al valor a (es decir , en un entorno reducido de a).­
Sin embargo, supóngase por ejemplo la función: 

f(x) =f 5~ 
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Como f~)-no está definida para x < 3, la función no se define en cual 
quier intervalo abierto que contenga a 3. De aqui se puede considerar: 

lim s¡x-::--) 
X+ 3 

no existe 

Sin embargo, si x está restringida a valores mayores que 3, el valor 
de ~se puede hacer tan cercano a cero como se quiera, tomando x 
suficientemente cercano a 3, pero mayor. 

En un caso como éste se aproxima x a 3 por la derecha, y entonces se 
considera el límite lateral por la derecha, el cual se define formal­
mente a continuación. 

Límite lateral por la derecha.- Considérese una cierta función 
y= f(x). donde x está definida en el intervalo abierto (a, a+ h), 
donde h E lR y h > o, según se observa en 1 a figura I !.18. 

y 

L¡ 

o 

Se dice que el 1 imite 
es L¡, y se denota: 

a 

14 h 
1 

Figura II.18 

de f(x) cuando x se 

lim f(x) L1 
x +a+ 

a+h 

1 

• ! 

aproxima 

si para cualquier s > O, existe un 6 > o tal que: 

X 

a a por la derecha 

•.• (4) 

lf(x) - Ll < e, siempre que O < x- a< ó • • • (S) 
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Nótese cómo en (5) no hay barras de valor absoluto para x - a, ya que 
si x > a, x - a > O. 

Se sigue de la expresión (4) para el ejemplo analizado: 

lim s!X"'='3 = o 
x+ )+ 

Si al considerar el l ímite de la función, la variable independiente x 
está restringida a valor~s menores al valor a, se dice que x se aproxi 
ma a a por la izquierda, entonces el límite se llama límite lateral por 
la izquierda . 

Límite lateral por la izquierda.- Considérese ahora la misma función 
y= f(x), pero x está definida ahora en el intervalo (a - h, a), donde 
como antes, h e JR y h >o, según se muestra en la figura II.19. 

y 

1 ---- - ,- -- - ---

o a-h X 

1 

l.. h .. ¡ 

Figura II.l9 

Se dice que el límite de f(x) cuando x se aproxima al valor a por la 
izquierda es 12, y se denota: 

lim f(x) 
x +a- • • • (6) 

s i para cualquier E > o, existe un o > o, tal que: 

if(x) - 11 < E, siempre que O < a- x < ó • • • (7) 

Se puede ahora llamar al llm f(x) = L, límite bilateral o no dirigf 
x + a 

do, para distinguirlo de los límites laterales . 

TEOREf~P. I I. 12 

Hipótesis : 

f(x) tiene límite cuando x tiende al valo r a y este límite es el núme­
ro L. 

Tesis: 

Los límites cuando x tiende al número a por la izquierda y por la der~ 
cha, existen y ambos son iguales al número L. 

La demostración de este teorema es semejante a la de los anteriores es 
decir, se ha explicado. 

La interpretacíón geométrica de lo anterior se muestra a continuación 
en las figuras II.20(a) y II.20(b), donde puede observarse que x puede ' 
tender al número a, bien sea por la izquierda o bi en por la derecha de 
a, teniéndose para ambos casos la posibilidad de que los límites sean 
diferentes (1 1 1 12). 

y 

1 

----- 1 + :-
o a-h a a+h X 

Figura II. 20 (a) 



y 

o 

1 

1 
1. 
1 1 

-- -~ - - ___ .n 
1--- 1 
1 

1 1 

___ \_j 
: : 
1~1 

o-h o o+h 

Figura II.20 (b) 

X 

En la figura II.20(a) 1 1 = 1 2 : lim f(x) = 1 1 = Lz, en cambio en la 
x +a 

figura 20(b) 1 1 ~ 1 2 , por lo tanto: lim f(x) no existe. 
x + a 

Ejemplo II. 14 

Sea h una función definida pqr : 

2x + si x < 

h(x) 
10 - X si x > 

a) Trazar la gráfica de h. 

b) Encontrar lim h(x), si éste existe. 
X+ 3 

Solución 

a) La gráfica de la función se muestra en la figura II.21. 

h ( X } 

Figura II.21 

b) lim h(x) = lim (2x + 1) Lz 

lim h(x) = lim (10 - x) 
X+ 3+ X+ 3+ 

L¡ 

Según el teorema II.12, como L¡ 
a 7. 

Lz, lim h(x) existe y es igual 
X + 3 

Ejemplo II. 15 

Se~ g una función definida por: 

si 

g(t) si 

si 

Trazar su gráfica y encontrar lim g(t) 
t+- 2 

t < 2 

t > -

si existe. 
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Solución 

La gráfica de la función g, se muestra en la figura II.22. 

-4 - 2 ' o 2 4 6 8 X 

Figura II.22 

lirn g(t) = lirn (12 - t2) 8 L¡ 
t+- 2+ t+- z+ 

lirn g(t) = lirn (4 + t 2) 8 12 
t+~ 2- t+- 2-

Por lo tanto, por el teorema II.12, 
8. 

lirn g(t) 
t +-2 

existe y es igual a 

Nótese que g(-2) 

Ej ernplo II. 16 

5, lo cual no afecta a lirn g(t) 
t'+-2 

Considérese la siguiente función definida por: 

f (r) --j ·r+2 

_!_ r 2 - 3 
2 

-3 < r ~ 1 

< r < 4 

Investigar si existe lirn f(r) y trazar su gráfica.· 
r + 1 

8 

Solución 

lirn f (r) l. e 2 3) = 5 L¡ = 1.rn 2 r - - 2 = 
r + 1+ r+ 1+ 

lirn f (r) = lirn (r + 2) 12 
r + 1- r + 1-

Por lo tanto corno L¡ i L2, lirn f(r) no existe, corno se muestra en 
r + 1 

la figura II.23. 

y 

5 

4 

-2 

Figura II.23 

Ejemplo II.17 

Para la siguiente función dada por tres reglas de correspondencia, 
determinar sus límites laterales para los puntos x = -2 · y x = 5 . 
Hacer la gráfica de la funcion. 

x 2 + 3x + 2 para -4 < x < -2 

f(x) - 3 para -2 < x < 5 

2x - 13 para 5 < x < 10 



Solución 

Para una mejor visualizacion del problema, se traza primeramente 
la gráfica, mostrada en la figura II.24. 

y 

10 

-6 

-4 

-6 

Figura II . 24 

Investigando si se cumple el teorema II.12: 

a) Si a = -2 

lím f(x) lím (x2 + 3x + 2) 4 - 6 + 2 o L¡ 
x +a- x+- z-

lim f(x) = lim (-3) - 3 L2 
x + a+ x ·+- 2+ 

Como L¡ # L2, lim f(x) no existe 
X+- 2 

b) Si a = S 

lim f (x) = lim (-3) - 3 I.3 
x +a- x + s-

lim f(x) = lim (2x - 13) 10 - 13 - 3 L4 
x +a+ x + s+ 

Como L 3 = L~t -3, el límite de la funcion existe y vale: 

lim f (x) -3 
X+ S 

II.3.2 CONTINUIDAD DE UNA FUNCIONEN UN PUNTO 
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La idea intuitiva de continuidad sugiere que la trayectoria de la grá­
fica de la función no presente cortes, huecos o saltos bruscos en el 
punto estudiado. 

Para formalizar el concepto de continuidad conviene analizar los si­
guientes casos para una determinada función. 

Primer Caso . 

Sea i una función cuya representación gr§fica es la siguiente: 

y 

o o X 

Figura II.25 

Se puede ver que en x = a no existe un valor funcional, provocando es · 
toque la función ' f sea discontinua en dicho punto . Lo cual se expre~ 
sa: 

f(a) no existe 

luego: f(x) no es continua en x = a 
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Segundo Caso. 

Sea f una función representada gráficamente en la figura II . 26 . 

y 

--------.---+--------------------~--------------~ 

o X 

Figura II. 26 

Aquí se observa que sí existe un valor funcional para x = a . Sin em 
bar·go se ve claramente un salto en ese valor . Recordando lo expresado 
en la teoría de límites , se concluye que el límite _cuando x tiende a 
a no existe, ya que los límites qaterales en ese punto no son iguale~ 
Por lo que a pesar de tener la función un valor en x = a es disconti 
nua en ese punto. Esto se puede expresar de la manera siguiente: -

luego: 

f(a) 

lim f(x) 
x+a 

f(x) 

existe 

no existe 

no es continua en x = a 

Tercer Caso . 

Sea la función cuya gráfica viene dada en la figura II . 27. 

y 

f (o) ---- - --- - - -e 

o a X 

Figura II. 27 

Como se aprecia en la figura II.27 y recordando lo expresado en l ími­
tes laterales,se t i ene que la función y el límite en x = a existen y 
sus valores son f(a) y 1 respectivamente. A pesar de esto , se ve un 
hueco que manifiesta la discontinuidad, pero que invita a pensar en la 
igualdad del valor func ional y del límite para condicionar la continui 
dad . -

Para este tercer caso las expresiones serán : 

luego: 

f(a) 

lim f (x) 
x+a 

existe 

existe 

f(a) # lim f(x) 
x +a 

f(x) no es continua en x = a 

Los tres casos expuestos llevan a la definición siguiente, que resulta 
fundamental en el estudio de la continuidad de una función en un punto 
de su dominio . 



Definición: Sea una función f definida en un cierto dominio Df. 
Se dice que f es continua en x = a siendo que a E Df, 
si se cumplen las condiciones siguientes: 

l. f(a) exista 

2. lim f (x) exista 
x -+ a 

3. f(a) lim f(x) 
x +a 

Estas condiciones se pueden expresar simplemente en la tercera, es de­
cir: 

f (a) lim f(x) 
x +a 

• . • (8) 

ya que su presencia en la igualdad implica necesariamente su existencia. 

Basta con que una de las tres condiciones anteriores no se cumpla para 
que la función no sea continua en el valor a . La condición (8) es nec_§_ 
saria y suficiente para que la función y = f(x) sea continua en el pun­
to a • 

Ejemplo II. 18 

Sea la función definida con: 

f(x) 

x2 + x -
X + 2 

si x 1 .: 

si x = - 2 

Trazar su gráfica e investigar si es continua en el punto donde 
X = - 2. 

Solución 

En la figura 11 . 28, se muestra la gráfica de la función, en la 
cual hay un salto en el punto x = - 2. 

y 

6 
5 

4 

---------r---,----+---4-~~----.---~--~ 
-6 -4 4 6 X 

- 3 

-4 

r -· 
Figura II.28 

Investigando paso a paso la condición de continuidad para x :... 2 

f(4 ) = 5 

lim f(x) 
X-+- 2 

pero como: 

se satisface la primera condición, 

- 3 se satisface la segunda condición, 

f(-2) 1 lim f(x) 
x-+-2 

la tercera condición no se satisface. 

Luego se concluye que es discontinua cuando x - 2. 

Ejemplo 1I.l9 

Considérese la sigc,iente función: 

X + 3 
g(x) = x 2 + x - 6 

Investigar si existe algún punto de discontinuidad para dicha fun 
ción. 

3olución 

En la figura 11 . 29 se muestra la gráfica d~ g. 
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• 

y • 
6 g(x) X + 3 

x2 +X-

5 -

X+ 3 g(x) 
4 (x + 3) (x -

3 -

-6 -5 -4 

- 5 

- 6 

Figura II. 29 

Analizando la función g, .se observa que no s~ encuentra definida 
para x = - 3, por tanto: 

~(x) = _1_ 
X- 2 

para x ,¡, - 3 

• 

Esto se ve claramente como una interrupción en ' la gráfica de g 
cuando x =- 3, y así, al no existir f(-3), se concluye~Üe la fun 
ción es discontinua para _x = - 3. 

2) 

Además, existe otro punto de discontinuidad, ya que cuando x = 2 · 
el denominador de la regla de correspondencia de la fune~ón se anu 
la, no quedando definida para ese valor. Nuevamente se concluye­
que dicha función no es continua al no cumpiirse la condición (1), 
o sea, al no existir f(2). Este Último caso , también se puede ve­
rificar observando el comportamiento de g(x) en la figura !!.29. 

X 

• 

• 

Ejemplo 1!.20 

Sea la función h definida por: 

• --12xx- 3 h(x) 
- 2- 1 

si x _::_ 

si x > 2 

Trazar su gráfica e investigar si se cumple la condición de con­
tinuidad en el punto x = 2 

Solución 

En la figura II.30 se encuentra representada gráficamente la fun­
ción h, donde se observa que en x = 2, hay una interrupción . 

y 

4 

2 

Figura II.30 

Investigando paso a paso la condición de continuidad para x = 2, 
se tiene: 

f(2) = ?(2) - 3 = 1, 

por l~ que satisface la primera condición . 

Ya que: 

• 

lim h(x) = lim (2x - 3) 4 - 3 
x_-+ 2-

lim h(x) 
x -+ z+ 

x -+ 2-

= lim (- I- 1) 
x-+ z+ · 

lim h(x) ~ lim h(x) 
• x ..... z- x -+ z+ 

1 - 1 - 2 



se concluye que : 

lim h(x) 
X -+_ 2 

no existe, por lo que la segunda condición de continuidad no se s~ 
tísface y la funciÓn h es discontinua en X e 2 

Ejemplo II.21 

Dada la siguiente función: 

--{3x + 7 f(x) 
kx - 1 

SÍ X 2_ 4 

SÍ X > 4 

Encontrar el valor de la constante k, de tal manera que la función 
sea continua en x = 4 . 

Solución 

Para que f(x) sea continua en x = 4, debe cumplirse : 

a) f(4) 3(4) + 7 = 19, por lo que se cumple la primera condi­
ción. 

b) lim f(x) lim (3x + 
X -+ 4- X -+ 4-

lim f(x) lim (kx-
X-+ 4+ X -+ 4+ 

Para que se cumpla la segunda 

por 

lim f(x) 
X -+ 4-

4k - 1 

lo tanto : 

k = 

así: 

lim f(x) 
X -+ 4-

e) lim f(x) 
X + 4 

19, 

lim f(x) 
X -+ 4+ 

lim f(x) 
X -+ 4+ 

f(4) = 19 

y f(x) es continua en x 

7) 12 + 7 19 

1) = 4k - 1 

condición, debe tenerse que: 

o sea: 

19 =} lim f (x) 
X -+ 4 

19 
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DISCONTINUIDAD REMOVIBLE 

En los ejemplos anteriores se han analizado funciones que presentan di~ 
continuidad par~ algQn punto. 

Si se analiza detenidamente cada caso, para ver la causa que origina 
la discontinuidad, se podrá observar cuándo.ésta es originada al no cum 
plirse alguna de las tres condiciones de continuidad. Cuando la fun-­
ción es discontinua en x = a y f(a) no existe pero el límite 

lim f(x) 
x -+ a 

sí existe; o bien, cuando f(a) y el límite existen pero no son igua­
les, entonces a la discontinuidad sé le conoce como ~continuidad ~e­
mov~bte, pues basta redefinir 

f(a) = lím f(x) 
x -+ a 

para que la discontinuidad desaparezca. 

Pero se ha de recalcar que en esta forma se estaría definiendo una nue. 
va &unción, siendo la nueva nun~ón id~ntica a la anterior, excepto en 
el punto x .= a. 

En el caso en que la discontinuidad sea originada por la no existencia 
del 

lim f(x) 
x -+ a 

entonces no es removible, se llama discontinuidad esencial y no se po­
drá eliminar de ninguna manera. 

Ejemplo II. 22 

Sea la función: 

+X-

f(x) X + 2 si x i 

si x = - 2 

estudiada en el ejemplo II.18. Indicar si la discontinuidad en el 
punto en que x = - 2 es removible, y en caso afirmativo, removerla. 

Solución 

En el ejemplo 11.18, se pudo observar (figura 11.28), que la fun­
ción f(x) presenta un salto para x = - 2. Asimismo, se pudo obser 
var que la función cumple para x = - 2, las dos primeras partes d; 
la condición de continuidad, es decir : 
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a) f(x) esta definida para x - 2, vale f(-2) 

b)" .lim f (x) existe y vale: L - 3 
x+-2 

Pero la tercera parte no se cumple, puesto que: 

e) lim f(x) :f. f(-2); -3 :f. S 
x-+-2 

Entonces la discontinuidad sí es removible, puesto que basta con 
redefinir f(-2) = - 3, para que se cumpla la tercera parte, queda~ 
do la función continua para x = - 2. 

Si: 

1 

x 2 + x -

f(x) = x + 2 

-3 

si x -f 

si x = - · 2 

Ejemplo II.23 

Sea la función: 

g(x) 
X+ 3 

x 2 + x-

estudiada en el ejemplo II.19. Indicar si la discontinuidad en el 
punto x = 2 es removible, y en caso de serlo, removerla. 

Solución 

La función g(x) no cumple con la primera parte, tal como se vio 
en dicho ejemplo. 

lim 
X+ 2 

X+ 3 
x2 + x - 6 

lim 1 
X + 2 x-=--2 no existe 

Obviamente, la función presenta una discontinuidad esencial, pues 
to que no es posible redefinir la función en x = 2 y que sea igual 
al valor .del límite, puesto que el límite no existe. 

II. 3. 3 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO 

Hasta ahora se ha tratado Onicamente la continuidad de una fun ción en 
un punto, sin embargo es indispensable establecer el concepto de conti­
nuidad de una función en un intervalo. 

Si se trata de un intervalo abierto se tiene la siguiente: 

Definición: Se dice que una función f es continua en un interva 
lo abierto (a, b),si y sólo si es continua en todos 
los puntos del intervalo. 

Esto es, si se cumple la condición de continuidad en todo valor x tal 
que a < x < b. 

Para establecer la continuidad de una función en un intervalo cerrado, 
es _necesario definir antes la continuidad por la derecha y por la iz- · 
qu1erda en un punto. 

Definición: Se dice que la funt:ión f es continua por la derecha 
del valor x = a,si y sólo si se satisfacen las tres 
condiciones: 

l. f(a) existe 

2. lim f (x) existe 
x + a+ 

3. lim f(x) = f(a) 
x +a+ 

Definición: Se dice que la función f es continua por la izquie!_ 
da del valor x = b,si y sólo si se satisfacen las 
tres condiciones: 

l. f(b) existe 

2. lim f(x) existe 
x+b-

3. lim f(x) = f(b) 
x+b-

Evidentemente, las definiciones anteriores no presentan ninguna nove­
dad respecto al concepto de continuidad de una función en un punto. Unl 
camante se emplean límites laterales en lugar de límites comunes. 

Definición: Se dice que una función f cuyo dominio incluye al in 
tervalo cerrado J3, ¡J es continua en este, si y s6 
lo si es continua en el intervalo abierto (a, b) y­
es continua por la derecha de "a" y por la izquierda 
de ·"b".· 



II.3.4 TEOREMAS SOBRE FL~CIONES CONTINUAS 

Las funciones continuas tienen un buen número de propiedades importan­
tes, algunas de las cuales son consecuencia de las propiedades de los 
limites. Aplicando la definición de continuidad y los teoremas de ope­
raciones con límites antes vistos, se tienen los siguientes teoremas 
sobre funciones continuas: 

TEOREMA 11.13 

Hipótesis : 

f y g son dos funciones continuas en x = a. 

Tesis: 

l. f + g es continua en X = U 

2 . f - g es continua en x"' a 

3. . g es continua en x"' a 

4. g es continua en X = a, siempre oue g(a) ., o 

Demostración: 

Se demostrará el inciso (1) de este teorema, para ilustrar el procedi­
miento para la prueba de los otros. 

Ya que f y g son continuas en a, de la defin1ción de continuidad se 
tiene: 

lim f(x) "' f(a) 
x +a 

lim g(x) = g(a) 
x +a 

por lo tanto, del teorema 11.8 se tiene: 

lim J}(x) + g(xf] -= f(a) + g(a) 
x +a 

La ecuación anterior es la condición para que f + g sea continua en 
X e a, lO Cual prOpOrCiOna la demOStraciÓn del teorema 11.13. 
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TEOREMA I !.14 

Hipótesis: 

fes una función polinomial. 

Tesis: 

f es continua en todo punto de su dominio. 

Demostración: 

Para demostrar este teorema considérese la función polinomial f, defi­
nida por: 

en donde: 

b0 1 o, n es un entero no negativo y b0 , b 1 , ••• , bn son números re~ 
les. 

Con aplicaciones sucesivas de los teoremas de 11m1tes, se puede demos­
trar que si a es cualquier número del dominio de f entones: 

lim f(x) • b0 an + b 1an-1 + b2 an-2 + •.. + bn-1 a ·+ ~n 
x+a 

de donde se sigue que: 

lim f(x) "' f(a) 
x+a 

queda demostrado. 

TEORE~1A I 1, 15 

Hipótesis: 

f(x) = ~~~~ es una función racional. 

Tesis: 

f(x) es continua para toda x de su dominio, siempre que h(x) 1- o. 

Demostración: 

Como se vio en el capítulo 1, una función racional puede ser expresada 
como el cociente de dos funciones polinomiales. Así, f queda definida 
. como: · .&1& 

f(x) = h(x) 
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donde g y h son dos funciones polinomiales; el dominio de f está forma­
do por todos los -números reales, excepto aquellos para los cuales 
h(x) = O. 

Si a es cualquier número en. el dominio de f, entonc~s h( a) 1 o. 
p~r e 1 teorema I l. 1 O: lim 

lim 
x +a 

f(x) 
x +a g(x) 

h(x) 

Así, 

Ya que g y h son funciones polinomiales, por el teorema II.14, son co~ 
tinuas en a, y así: 

y consecuentemente: 

queda demostrado. 

lim 
x +a 

lim 
x +a 

g(x) g(a) 

f(x)-~ - h(a) 

y lim h(x) 
x +a 

h(a) 

De acuerdo con las definic iones dadas en 11.3.2 y 11.3.3 para inves­
tigar la continuidad de una función en un intervalo, es necesario el a 
nálisis en todos los puntos en ese intervalo. Este trabajo será lógT 
camente imposible dada su magnitud. Sin embargo apoyándose en los teo 
remas sobre funciones continuas, el problema se reduce a analizar sola 
mente los valores en los cuales no se cumplan las hipótesis de los teo 
remas, o bien aquellos en los que haya duda, por .ejemplo, en donde ha~ 
ya cambio de regla de correspondencia. 

Ejemplo II. 24 

Sea la función 1 
g (x) = x2 - 4 

determinar los intervalos para los cuales es continua. 

Solución 

g(x) es una función racional y de acuerdo al teorema II.lS será 
continua para todo valor de x, excepto aquellos que anul~n al de­
nominador. Por lo anterior, igualando a cero el denominador: 

x 2 
- 4 = O =} x = ± 2 

Para x =- 2 Ó x = 2, la función g no es continua. Entonces, 
los intervalos en que sí es continua son : 

(-oo, -2), (-2, 2) y (2, oo) 

Ejemplo II. 25 

Dada la siguiente función: 

-1 < X < 

f(x) 2x - 4 < X < 2 

2 .::_X < 3 

investigar para qué valores de x es continua y dibujar su gráfica . . 

Solución 

Apoyándose en el teorema II.14 puede fácilmente deducirse que 
f(x) es continua en los intervalos (-1, 1), (1, 2) y (2, 3) pues­
to que sus tres reglas de correspondencia son polinomios; sin em­
bargo, existe duda cuando x = 1 y x = 2. Analizando los puntos 
:iudosos: 

a) Cuando x = 1 

f(l) 2(1) - 4 = - 2 

por 

lim f (x) lim 
X +,1- X+ ¡-

lím f(x) lim 
X+ 1+ x+ 1+ 

lo tanto, como: 

lim f(x) lim 
X+ ¡- X+ 1+ 

lim f(x) = - 2 
X + 1 

finalmente: 

lim f (x) 
X + 1 

f(l) 

(x2 -

(2x -

f(x) 

3) 1 - 3 2 

4) 2-4=-2 

entonces existe 

por lo tanto se cumple la condición de continuidad y así, se con­
cluye que la función f es continua, cuando x = 1 

b) Cuando x = 

f(2) = 5 - (2) 2 = 1 

lim f(x) 
x + 2-

lim f(x) 
x + 2+ 

lim (2x - 4) 
x + 2-

2(2) - 4 o 

S - 4 



luego , como: 

el 

lim f(x) , lim f( x) 
x -+ 2- x-+ 2+ 

lim f(x); no existe 
X -+ 2 

y por lo tanto se concluye que f no es continua cuando x 
la figura II.31, aparece la gráfica de dicha función. 

y 

-3 -2 4 X 

Figura II . 31 

Ejemplo II. 26 

2. En 

Analizar la continuidad de la función h(t), i~dicando los valores 
para los cuales es discontinua y los intervalos donde es continua. 
Dibujar su gráfi ca. 

cot si -- < t .::. - 2 
h (t) sen t + sj .:.:.. < 

2 t < o 

t 2 + 1 si t > o 

Solución 

Las reglas .de correspondencia que forman h(t) representan algu­
nas 'de las funciones trascendentes estudiadas en el capítulo I, 
por lo cual se puede afirmar: 

a) La función cotangente es continua, excepto en los puntos en que 

t = ± n n, en donde n es un número entero pos1t1vo. En este 
caso no presenta ningún punto de discontinuidad porque su in 
tervalo de definición no incluye a los v~JorPo ~n~~,~dos . 

b) La función seno siempre es continua. 

e) La suma de la función seno más la función constante t 
también es continua, de acuerdo con el teorema II.13. 

1, 

d) La función t 2 + 1 siempre será continua por el teorema II.14. 
pues es una función polinÓmica. 

e) Los únicos valores dudosos son cuando t - I y cuando t O. 

Analizando los puntos dudosos : 

a) Cuando t = - } 

h(t) está definida por medio de la primera regla de corresponde~ 
cía y vale: 

h ( - + ·) = 'cot (,. ~ ) O 

lim h(t) 
n­

t-+- 2 

lim h(t) 
rr+ 

t-~- 2 

lim cot t = O 
¡r-

t-+- 2 

lim (sen t + 1) 
7í + 

t+- -z-

por lo tanto el límite existe y vale lim h(t) o 

Por Último: 

lim h(t) 

t ' -+ - ; 

luego l a función es continua en t 

b) Cuando t = ü 

rr 
t-+.--

2 

h (-+) 

7í 
--2-

o 

h(t) no esta definida puesto que ningún intervalo de definición 
de las tres reglas de correspondencia incluye iü valor t = O. 
Al no cumplirse la primera parte de la condición de continuidad, 
h(t) no es continua para t = O. 
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Se hace notar que el límite en ese punto sí existe, como se pt~~ 
de comprobar, es decir, l os límites late rales son iguale~: 

lim h(t) 
t +o-

lim h(t) 
t + o+ 

Sin embargo, al no poder igualar el valor del límite, que sí exis 
te, con el valor de la función en ese punto, por no estar definida, 
la condición de continuidad no se cumple y la f unción h(t) es 
discontinua para t= O. 

Resumiendo: 

h(t) es continua para l os siguientes intervalos : 

(- n, 0) y (O, co · ) 

o bien h(t) es discontinua para t = O. 

La gráfica de la función puede observarse en la figura II.32 . 

-4 -~ -2 -1 2 ~ 4 

Figura II.32 

II. 3 . 5 INCREMENTOS 

Sea f = {(x, y ) 1 y= f(x); 

tos del dominio de la función. 
x e Df} y sean x 1 y x2 dos elemen­
Llámese a x1 valo~ ~ d~ x y a 

x
2 

valo~ ó~nal de x. Si la variable independiente x pasa de un va­
lor inicial xi a un valor final x2 , tal que se tenga x

2 
x

1 
+ 6x, 

a la diferencia: 
6x = X - X 

2 1 
• • • (9) 

se le ll ama ~~emento de x y debe leerse detta equih: Este incremeQ 
to indica el cambio en el valor de x y puede ser un numero cualquiera, 
con la condición de que (x1 + 6x) esté en el dominio de la función. 

Di cho incremento podrá ser: 

D.x > o =} X < X 
1 2 

6x < o =} xl > 'Y.2 

6x o =} xl Xz 

Ejemplo II. 27 

Si a partir de la pareja ord~nada (3, 7) la variable x adquiere 
los valores 4.1, 2 y 3. Calcular los incrementos correspondien­
tes 6x. 

Solución 

Sea: 
3 

4.1 - 3 

si: 2 - 3 = -1 < O, ya que X > X 
1 2 

3 - 3 o O, ya que x
1 

De manera similar, si la función y 
un valor final y

2
, la diferencia: 

f(x) pasa del valor inicial y1 a 

6y = Yz - · Y¡ 



se denomina .incll.eme.nto de. la. va!Úa.bie. de.pe.ncüeJtte.. El valor inicial de 
la variable dependiente (yi), es aquel valor que adquiere la función 
y = f(x) cuando la variable independiente x toma el' valor inicial x 1 • 

El valor final de la variable dependiente (y2 ) es aquel que adquierela 
función y = f(x) cuando a la variable independiente x se le asigna un 
valor final x2 • 

Por lo tanto: 

si el valor de x cambia de x 1 a x2 = x 1 + l::,.x, entonces se tendrá el co­
rrespondiente incremento de la variable dependiente. 

O sea: 

Y¡ +/::,.y 

de donde: 

!J.y = f(x
1 

+ !J.x) - f(x¡) f(x2) - f(x¡) 

Es decir, el incremento de "y" es igual a su valor final menos su va­
lor inicial. 

Al igual que con la variable independiente, el incremento t:,.y podrá ser: 

/::,.y > o 

/::,.y < o 

!J.y ·-= o 

Ejemplo II.28 

f(x ) 
1 

f(x ) 
~--

Sea la función f ~ {(x, y) 1 y = x2 - 4x + 12} , si x cambia de 
~ 1 = - 2 a ~2 = 3, calcular los incrementos de las dos variables. 

So lució, 

Para la variable x: 

!J.x = X - X 
2 1 

!J.x = 3 - ( -2) 3 + 2 5 

para la variable y: 

/::,.y = f(3) - f(-2) 

/::,.y = [(3) 2 
- 4(3) + 12] [ (-2) 2 

- 4(-2) + 12] 

/::,.y= 9 - 24 /::,.y = - 15 

La representación geométrica de estos resultados se muestra en la 
figura II.33, en donde puede observarse qu~: 

/J.x > O ya que 

!J.y < o ya que 

y 

28 

Yz 

4 

-4 -3 -2 - -1 o 2 3 4 X 
1 l. 
1 

t.x 

x, Xz 

Figura II.33 
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Ejemplo II. 29 

Sup6ngase una esfera metálica de radio r = 25. cm. Si por efe~ 
tos de variación de temperatura su diámetro aumenta en 0.002 cm., 
¿cual sera la variación de su volumen y de su superficie?. 

Solución 

El volumen de la esfera está dado por: 

v(r) = -
4- 1T r 3 

3 

donde: 

~v = v ( r 1 + ~r) r v (r 1) 

~v = _!j_ 1T ( r + ~r) 3 - __!!_ 1T r 3 

3 1 3 1 

r 1 = 25 ~r = ~ = 0.00 1 

4 
~V=~ 1T (25, 001) 3 4 - -3- 1T (25)3 

~V= -
4- 1T (15 , 626.87507 - 15,625) 
3 

~v = + 1T ( 1.87507) -=*' ~v 7.85429 cm3 

El área de la esfera está dada por: 

donde: 

s(r) = 4 1T r 2 

25 .cm y 

4 1T r 2 

1 

0 .001 cm. 

~S 4 1T (25.001) 2 4 1T (25) 2 ; ~S = 4 1T (625.05 - 625 ) 

4 1T (0.05) ~s 0.62832 cm2 

11.3.6 CONTINUIDAD POR MEDIO DE INCREMENTOS 

Definición: Se dice que una función es continua para un cierto va 
l or de la variable independiente, si el incremento de 
la variable dependiente tiende a cero, al tender a ce 
ro el i ncremento de la variable independiente. 

Esto es, en notación de incrementos, el hecho de que la función 
y = f(x) sea continua para un cierto valor de x, se expresa de la si­
guiente manera: 

Ejemplo II. 30 

lim ~y O 
~x-+0 

Averiguar si la función f(x) = · 3x2 - 2x es continua en el punto 
(2, 8); utilizar para ello el concepto de continuidad por medio 
de incrementos. 

Solución 

El problema consiste en darle a x incrementos ~x cada vez más 
pequeños a partir del valor dado de x en el punto en estudio, y 
observar si el correspondiente incremento ~y de la función tam 

·bién tiende a cero. 

Para ello constrúyase una tabla con las siguientes columnas: 

x1 valor inicial de x f(x1) valor inicial de f(x) 

~X incremento de x M(x) incremento de f(x) 

x2 = valor final de x f(x2) = valor final de f (x) 



X¡ 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

IJ.x Xz = x 1 + IJ.x f(x
1

) f(x
2

) M(x) = f(x 2 ) - f(x 1 ) 

l. O 3.0 8 21.0 13.00 

0.8 2.8 8 17.92 9.92 

0 . 6 2 . 6 8 15 . 08 7.08 

0.4 2 . 4 8 12.48 4 . 48 

0.2 2.2 8 lO . 12 2.12 

0.1 2. l 8 9.03 1.03 

0 . 01 2 . 01 8 8 . 1003 o . 1003 

¡ ¡ ¡ ¡ 

o 2 8 o 

De la tabla anterior se observa que cuando IJ.x tiende a cero (es-
to se logra haciendo xz cada vez más proximo a X¡)' el incre-
mento correspondiente de f(x) también tiende a cero, y por lo ta~ 
to se concluye que la funcion f es continua en el punto (2, 8). 

Eje,rnplo II. 31 

Considérese la siguiente función: 

3 + X si X ~ 

y f(x) = 

3 - X si X > 

~) Trazar la gráfica de f. 

b) Demos.trar que la funcion es discontinua para x = 1, aplican­
do el concepto de continuidad por .incrementos. 

Solución 

a) A continuació.n, en la figura II. 34, se muestra la gráfica de 
f. 

/ 
/ 

/ 

y 

-2 

Figura II.34 

b) Se demostrará ahora que f es discontinua en x = l 

Para que lim IJ.y exista y sea igual a cero, es necesario que: 
IJ.x-+ O 

lim IJ.y O 
IJ.x+o+ 

El lim IJ.y puede obtenerse sabiendo que para x ~ 1. y 
IJ.x-+ o-

de donde: 

!J. y 3 + (x + IJ.x) - 3 - x 

IJ.y IJ.x ==} lirn IJ.y 
IJ.x-+ o-

lim IJ.x = O 
IJ.x-+ o-

3 + x, 
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El lim ~y puede calcularse recordando que: 
• ~x +o+ . 

~y Yz - Yl · 

para: X > 1 

se tiene: y = 3 - X 

o sea: Y2 = 3 - X 

Yl = f(xl) = 4 

entonces: 

~y 3 - X- 4 ::::;. ~y - X - 1 

Por otro lado, la condición ~x +o+ implica que x + 1+ , así: 

lim ~y= lim . (-x. - 1) 
~x+O+ ~x-+1+ 

- 1 - 1 - 2 

finalmente, como lim lly 
~x+o-

~ lim ~y ~ O, el límite no existe 
llx+o+ 

y se concluye que la función no es continua para x l. 

Se demostrara ahora que el concepto de continuidad por incremen­
tos es equivalente al definido anteriormente. 

Se estableció que para que una función sea continua se debe cum­
plir: 

lim ~y O 
llx+O 

El incremento de la función también se puede expresar como la di 
ferencia entre el valor final de la función y su valor inicial, 
es decir: 

~y = f(a + ~x) - f(a) 

donde "a" es el valor inicial de la variable inde~endiente x. 

Así: 

lim ~Y lim [ f(a + ~x) - f(a) J = O 
óx+O llx+O 

Según las propiedades de los límites, o·sea, aplicando el teore­
ma II.8: 

lim [ f(a + llx) - f(ai) 
llx+O 

es decir: 

lim f(a + llx) -
~x+O 

lim f(a) = O 
~x+O 

lim 
llx+O 

f(a + ~x) = lim f(a) 
~x+O 

ahora, si ~x = x - at entonces el hecho de que ~x + O implica que 
x + a, por lo tanto: 

lim f(a + x - a) f(a) 
x +a 

ya que f(a) es independiente de llx. 

Entonces: 

lim f(x) = f(a) 
x +a 

que es precisamente la condición de continuidad de una función. en 
un punto, anteriormente estudiada. 

Ta 1 vez e 1 concepto de c.ol'tti.tuUda.d pOll. me.cU.o de. .incJLe.men.to.4 permita 
tener una idea más clara acerca de la continuidad de una función. 

Resulta claro que una función continua no puede adquirir dos valores en 
teros sucesivos por medio de haltoh b~u&c.oh, ya que pueden dársele incre 
mentos a la variable independiente en cantidades tan pequeñas como se de 
see, con lo cual la función variará en valores tan pequeños como se quie 
ra, tendiendo ambos a cero de acuerdo a la condición de continuidad últT 
mamente analizada. -



Las figuras 11.35 y 11.36 expresan gráficamente la idea mencionada. 

y 

B 

M 

A 

a m n p b X 

Figura II. 35 

y 

B ---~ 
1 
1 

1 ¡ 

M 
__ _j ______ ---1 

1 

A ---i 

e p d X 

Figura !!.36 

Nótese cómo en la figura !!.35 la función f toma el valor de B a par­
tir del de A, después de adquirir todos los valores comprendidos entre 
A y B; es decir, si ·1a función f tiene un valor A cuando x = a y un va 
lor B cuando x = b, la función tomará un valor cualquiera M comprendi~ 
.do entre A y B para por. lo menos un valor de: comprendido entre a y b. 

Por el contrario, en la figura !! . 36 se observa cómo la función 6aita 
bruscamente desde A hacia B, cuando x = p. 
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CAPITULO I I I LA DERIVADA Y SUS APLIU\CIONES 

INTRODUCCION 

El presente capítulo se dedica al estudio del concepto derv[vada de una 
nunción. Este concepto unido al de función y límite constituyen la par 
te medular del Cálculo Diferencial. -

La derivada es en esencia un límite muy especial y de múltiples aplica 
ciones en el campo de la Ingeniería. La invención de esta valiosa he-­
rramienta matemática se debió a los trabajos de dos notables matemáti­
cos: Gottfried W. Leibniz e Isaac Newton en el siglo XVII. 

III . l DERIVADA DE ~NA FUNCION EN UN PUNTO 

Sea la función y= f(x). Como se sabe, al darle a x un incremento 
6x en un punto x0 , le corresponderá a y un incremento. 

6y = M(x) 

Al cociente ~ suele llamársele cociente incremental o cociente de 
los incrementos. 

Se define como la derivada de la función y = f(x) con respecto a x en 
un punto x0 al límite, si existe, del cociente incremental~ cuando 6x 

tiende a cero. 

Es decir, dicha derivada es el límite del cociente del incremento de 
la variable dependiente entre el incremento de la variable independien 
te, cuando éste tiende a cero y se puede denotar por f'(x0 ). -

f'(xo) = lim ~ = lim f(xa + 6x)- f(xo) 
6x + O 6x 6x + O 6x 

Ejemplo III.l 

Dada la función f(x) = x 2
, su derivada en el punto x0 = 3 es : 

f' (3) = lim f(xo + 6x) - f(x0 ) = lim (3 + 6x)
2 

- (3)
2 

= 

6x + O 6x 6x + O 6x 

= lim 
6x+O 

9 + 6 6x + (6x) 2 
- 9 

6x 

= lim (6 + 6x) 6; f'(3) 
6x+O 

=::::} f' (3) = lim 6 6x + (6x)z 
6x+O 6x 

Con esto se observa que el valor de la derivada de una función, depeQ 
de del punto en donde se calcule; así, para el ejemplo anterior, si se 
calcula la derivada para cualquier valor de x se ti~ne: 

Para f(x) = x2 



f' (x) = lim f(x + llx) - f~x) = lim (x + llx) 2 - x2 

t.x+O t.x t.x+O llx 

= lim 
x2 + 2xllx + (t.x)2. - x2. = lim (2x + t.x) 2x 

llx+O llx llx+O 

f' (x) 2x 

111 . 1. 1 INTERPRETACION FISICA DE LA DERIVADA 

Supóngase que se deja caer un cuerpo desde una altura de 25 metros y 
que se desea conocer la velocidad del móvil cuando ha transcurrido un 
segundo. 

La altura del cuerpo (y f(t)) será según las ecuaciones de caída 
libre: 

Considerando: 

queda: 

1 f(t) = y 0 - -
2
- gt 2 

g = 9.81 m/s 2 ; Yo= 25m. 

f(t) = 25 - 4.905 t 2 

t = 1.0 S IT 
'~¡ :Yo= 25m 
' -¡ 

1 

) ; 

Figura III. 1 
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El problema consiste en encontrar la velocidad en un instante determi 
nado. Para esto hay que entender primeramente, lo que es la velocidad 
media durante un intervalo de tiempo, o sea, desde el instante t ha~ 
ta t + ót, definiéndola como el cociente: 

V _ diferencia ·de distancias en el tiempo transcurrido 
m - tiempo transcurrido 

f(t + t.t) - f(t) 
t.t 

Considerando el instante t = 1.0 s; la distancia recorrida después 
de 0.5 s es: 

f(l.5) - f(l) = 1}5- 4.905 (1.5) 2] - 1}5- 4.905 (1) 2] =- 6.13 

(el signo menos del resultado significa que el cue·rpo es ta bajando) . 

Así la velocidad media en el intenalo Q, 1.~ será : 

Vm = ~ =- 12.26 m/s 0.5 

Ahora, considerando el instante t 
do . lit segundos, la distancia será: 

1 y después de haber transcurri 

-9.81 t.t- 4.905 (t.t) 2 

t.t -9.81 - 4.905 t.t 

Tomando valores de t.t cada vez menores, la velocidad media se acer­
ca cada vez más a -9.81 m/s. Por ejemplo si lit= 0.1, la velocidad · 
es -10 . 30 m/s. Si lit = 0.01 será -9.86 m/s. 

Lo importante ~s que se puede obtener la velocidad media tan cerca de 
-9.81 como se desee, con sólo tomar a lit lo suficientemente peque­
ño. O sea que: 

lim Vm = lim (-9.81 - 4.905 lit) -9.81 m/s 
M+O llt+O 

y es lógico llamar a este limite, velocidad instantánea en t = 1.0 s . 

Con esto se puede concluir que, para obtener una velocidad ins t antá­
nea en cualquier instante t, bastará obtener el límite de la veloci - ­
dad media cuando lit +o. 
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V(t) = lim Vm = lim 
llt .... o llt .... o 

f(t + lit) - f(t) 

lit 

La expres1on anterior es claramente la definición de derivada aplica-: 
da a la función f(t) : f' (t) = V(t). 

Se escogió un problema de velocidad por la familiaridad que el alumno 
tiene con este tipo de fenómenos, pero existen infinidad de problemas 
físicos y geométricos en donde el concepto de derivada surge en el so­
lo análisis del problema . 

III . l.2 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA 

TANGENTE A UNA CURVA. - El trazo de la recta tangente a una curva en 
un punto dado de ella, es una herramienta importante en la resolución 
de muchos problemas geométricos y matemáticos en general. 

Antes de la invención del cálculo dtferencial, el problema de trazo 
de la recta tangente pudo ser resuelto sólo para algunos casos especi! 
les. Por ejemplo, la recta tangente a una circunferencia en un punto 
de ella se llegó a trazar, sabiendo que ésta era perpendicular al ra­
dio correspondiente en dicho punto. Sih embargo para otro tipo de cu~ 
vas la solución al problema no había sido satisfactoria. 

Fue hasta la aparición del matemático francés Pierre de Fermat, cuan­
do se concibió la recta tangente a una curva, como la posición límite 
de la recta secante a dicha curva cuando los dos puntos de intersec­
ción de la secante con la curva se aproximan uno al otro. 

La idea que tenía Fermat acerca de lo que debía entenderse por po~~­
c.i.6n li.mU:e de R.o. ~eca.n.te, era vaga e imprecisa y no llegó a estable­
cerse un método generalizado que pudiera ser aplicable a cualquier ca­
so. 

No fue sino hasta la publ i cación de los trabajos de los matemáticos 
Isaac Newton y Gottfried W. Leibniz, relativos a la formalización de 
los conceptos de 11mite y derivada, cuando se dispuso de las herramie~ 
tas necesarias para precisar la solución del problema de la recta tan­
gente a una curva en un pu~to. 

y 

o 

Consideremos vna curva continua y en ella un punto fijo P. La recta 
que pasa por el punto P y corta a la curva en otro punto Q, se 11~ 
ma secante de la curva. (Véase figura !!1.2.). 

Si se mueve el punto Q sobre la curva acercándose al punto P, la 
secante gira alrededor de P, y tiende a una posición límite que es la 
recta PT. 

Figura III. 2 

Se considera que la recta PT es el límite de la secante PQ y se 
define como la tangente a la curva en el punto P. 

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA.- A continuación se analiza­
rá el significado geométrico de la derivada de una función en un pun­
to cualquiera ~· teniendo presente que: 

f ' (Xo) lim 
x+x0 

f(x) - f(Xo) 
X- Xo 

lim 
ó.x+O 

f(xo + llx) - f(Xg) 
llx 

Para ello considérese una curva e que sea la gráfica de una función 
continua f cuya ecuación sea y= f(x). 

X 



Considérese además sobre la curva e: 

y 

- un punto P (x0 , y 0 ). 

- un punto Q (x, y). 

- la recta tangente PT a la curva C en Xo• 

la recta secante PQ a la curva C, tal y como 
se muestra en la figura III.3. 

Figura III. 3 

De la figura anterior se puede observar que: 

e 

X 

- Si el punto Q se mueve sobre la curva e, el ángulo de inclinación 
e de la secante PQ es variable. Si Q se acerca a P, entonces el 
ángulo e se aproxima al ángulo de inclinación a de la recta tangen­
te PT. Lo anterior se puede escribir simbólicamente como: 

que se lee: 

lim e = a 
Q+P 

el ángulo e tiende al valor del ángulo a cuando el punto 
Q tiende a la posición de P. 
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- El hecho de que Q tienda a P implica que x tienda a Xo• es d~ 
cir: 

Q + p # X+ Xo 

Considerando el triángulo rectángulo PQM se tiene: 

f(x) - f(Xo) 
X - x 0 

y - Ya = tan e 
X- x 0 

Teniendo en cuenta lo anterior, se tenárá: 

f(x) - f(Xo) 
X- Xo 

lim tan e 
x+x0 

Considerando que la _función tangente es continua en el intervalo (- + , +) se tendrá: 

lim tan e tan a = mpt 
x+x0 

lo cual significa que la tangente del ángulo de inclinación de la rec­
ta secante, o sea la pendiente de PQ tiende a la pendiente de la re~ 
ta tangente PT si el punto Q tiende a P. 

De lo anterior, se puede concluir: 

f' (x0 ) = lim 
x+Xo 

f(x) - f(xo) = mpt 
X- Xo 

1o que significa que la derivada de una función y = f(x) en un punto, 
es igual a la pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto. 

III.l.3 NOTACIONES 

Hasta este momento se ha utilizado como notación para la derivada de 
una función f(x), a f'(x). Pero existen otras notaciones las cuales 
indican lo mismo. Así la derivada de una función y = f(x) se puede 
escribir: 
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y' o bien f' (x) que es la notacion de Lagrange. 

DxY ó Dx f(x) que es la notación de Cauchy. 

EY. 6 d f(x) es la notación de Leibniz. 
dx dx que 

y ó f(x) que es la notación de Newton. 

La notación de Lagrange sugiere que al derivar una función y = f(x) 
en t odos los puntos de su dominio, se obtiene otra función y' = f' (x), 
cuyo dominio está constituido por todos los puntos del dominio de la 
función y = f(x) para los cuales existe la derivada. 

Esta notación resulta útil tamb ién al representar el valor de la deri 
vada f ' (x) para un valo r de x determinado x = x0 , escribiendo f'(x0 ),­

como es el caso del ejemplo III.l . donde f'(J) = 6 es el valor de la de 
rivada de f(x) = x2 cuando x0 = 3. - · 

La notación de Cauchy permite representar el proceso de obtención de 
la derivada de una función como un operador (Dx) que aplicado a la 
función y = f(x) la transforma en la f unc ión y' ; f(x): 

Dx f(x) f' (x) 

Respecto a la notación de Le i bn iz ~~ , aunque tiene la forma de un 
cociente, por ahora se consi derará q4e dicho cociente representa un so 
lo ente. 

NOTA: En el capítulo VI se vera que 1; derivada en sí es un co­
ciente y se aplicara este hecho a fines específicos. 

Esta notación también permite representar el proceso de derivación con 

el operador -d~ , que aplicado a una función, la transforma en su deri 
vada. 

d d;z- f (x) = f' (x) 

Newton utilizó su notación primordialmente en problemas físicos, don­
de la variable independiente es el tiempo, por lo que por costumbre, 
esta notación se usa frecuentemente en mecáni ca y en general en proble 
mas donde el tiempo es 1a variable independiente. -

En el desarrollo de estos apuntesse emplearán indistintamente las no­
taciones anteriores según la convenienc ia que presenta cada una . 

III.l.4 CALCULO DE LA DERIVADA A PARTIR DE LA DEFINICION 

Como se ha visto, la derivada de una función y= f(x), es : 
y ' = f'(x) = lim f(x + 6x)- f(x) 

6x+ O 6x por lo que para obtener la de-
rivada de una función, es necesario calcular el límite anterior. 
forma de hacerlo es sustituir los elementos necesarios dentro de 
presión de la definición, hacer las simplificaciones adecuadas y 
lar el 1 imite. 

Una 
la ex 
cale~ 

Otra forma es aplicar el método de los cuatro pasos, que es solamente 
un procedimiento ordenado y posiblemente más cómodo, para obtener la 
derivada de una función por medio de la definición. 

METO DO DE LOS CUATRO PASOS: 

Partiendo de la regla de correspondencia: 

Primer paso: 

y = f(x) ... (1) 

Se incrementa en 6x el valor de la variable independien 
te, resultando incrementada la variable dependiente y,­
en 6y. 

y + 6y = f(x + 6x) ... (2) 

Segundo paso : Se calcula el incremento de la variable dependiente , 
restando ordenadamente la expresión (1) de la (2) . 

Tercer paso: 

Cuarto paso: 

Ay = f(x + 6x) - f(x) .. . (3) 

Se calcula el cociente de los incrementos, dividiendo 
la expresión (3) entre 6x. 

Ez = f(x + llx) - f(x) 
t.x t.x .. . (4) 

Se calcula el límite del cociente de los incrementos 

Ez cuando el incremento Ax tiende a cero. Ax ' 
lim Ez. _ lim 

tx + O llx - 6x + O 
f(x + 6x) 

6x 
f(x) (5) 



Si este limite existe, entonces dicho limite es la derivada deseada: 

lim !Et_ = DxY 
fue +O D.x 

y se dice que la función y = f(x) es derivable. 

Es conveniente observar cómo los tres primeros pasos son puramente m~ 
can1cos y se hacen en forma rutinaria. El cuarto paso requiere un po­
co más de ingenio y manipulación algebraica para calcular el límite. 

Si y == f(x) es una función continua, se tiene lim D.y = O con lo 
D.x+O 

que en (S) se tendrá el límite de un cociente donde el numerador y 
denominador tienden a cero, y sin embargo, puede existir el límite. 

Ejemplo III. 2 

Calcular la derivada de f(x) 

Solución 

1 o) f (x + D.x) 3(x + D.x) 2 + 1 = 3x2 + 6x D.x + 3(D.x) 2 + 1 

f(x) 

f (x + D.x) - f (x) 
D.x 

3x2 + 6x D.x + 3(D.x) 2 + 1 - (3x2 + 1) 

6x D.x + 3(D.x) 2 

6x D.x + 3(D.x)2 = 6x + 3/:,x 
D.x 

4~) lim f(x + D.x) - f(x) _ lim (6x + 38.x) = 6x 
D.x + O D.x - D.x + O 

esto es: 

f' (x) 6x 

Ejemplo II I. 3 

Obtener: 

tómese: f(x) =..!. 
X 

Solución 

f(x + D.x) - --1-- x + D.x 

f(x + D.x) - f(x) "" __ 1_- ..!. = x - (x + D.x) = 2- D.x 
x + D.x x x 2 + xD.x x + xD.x 

- D.x 
f(x + D.x) - f(x) = ~ 

D.x D.x 
- 1 

.4
o) lim f(x + D.x) - f(x) lim -1 -1 

D.x+O D.x =D.x+O i'2 + xD.x = x2 

O sea: 

1 
= - x2 
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Es conveniente, observar que este procedimiento para el cálculo de la 
derivada, es la reafirmación del concepto de derivada, y no es un mét~ 
do práctico para derivar. Más adelante se encontrarán fórmulas de d~ 
rivación generalizadas para cualqu ier tipo de función , mismas que sed~ 
ducen a partir de la definición. 

Ejemplo III. 4 

Calcular: 

Sea: y = rx-::2 

Solución 

1 o) y+ /',y lx + D.x -

20) /',y = lx + D.x-

30) !Et..= lx + t:.x-
D.x 

4o ) lim !Et_ _ lim 
D.x-+ O 6x - D. x -+ O 

2 - rx-::2 

2 - .rx-::2 
6x 

lx + 6x - 2 - ¡x-::---z 
D. x 
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Para calcular este límite conviene racionalizar el numerador del 
cociente incremental. Esto se logra multiplicando y dividiendo 
por el conjugado de dicho numerador . 

lx + t:.x - 2 - ¡;:-:::---:¡: (lx + t:.x - 2 - ¡;c::z ) ( ix+ llx - 2 + lx - ; 
óx !:.x {lx + D.x - 2 + .¡:;;:-:y-) 

x+t:.x-2-( x-2) 6x 

óx ( lx + óx - 2 + lx - 2 ) /:!.x ( lx + D.x - 2 + ~ ) 

lx + llx - 2 - + ¡x-::-z-

entonces: 

lim ki_ ., lim 1 1 
llx-+0 t:.x llx-+0 v'x + llx- 2 + rx-:"2 = rx-:"2 + ~ = Ux· - 2 

esto . . es: 

Ejemplo III. 5 

~ r--;:; .. __ l_ 
dx ., x - 2 2 .;;:-:::-;¡ 

Aplicando la definición de derivada (método de los cuatro pasos); 
hallar la derivada de la función: 

2x + 3 
y = --;-:-[" 

Solución 

¡o) +!:,. m 2(x + llx) + 3 
Y Y x+flx-J 

20)!:,. 2x+2llx+3 2x+3 (2x+26x+3)(x-l)-(2x+3)(x+llx-l) 
Y '* x + !:.x - 1 - --;z-:-[ = (x + t:.x - 1) (x - 1) 

2x 2 
- 2x + 2x!:.x - 2t:.x + 3x - 3 - 2x2 

- 2x!:.x + 2x - 3x - 3t:.x + 3 
(x + !:.x - 1)(x- 1) 

-5 D.x 
(x + llx- l)(x- 1) 

-5 3o) ki_, -5t:.x 
t:.x óx (x + óx- l)(x- 1) (x + llx- 1)(x- 1) 

-5 4o) lim ki_ = lim -5 
óx+O !:.x llx-+0 (x + t:.x- 1)(x- 1) (x- 1)(x- 1) 

~ 0: __ -_5_ 
dx (x - 1)2 

III.l.S FUNCION DERIVADA 

En los temas anteriores se han tratado derivadas de funciones alge­
braicas por ejemplo: 

'Dx .;;:-:::-;¡ = ~ o Dx x 2 = 2x 
2>'x- 2 

En este tema se debe puntualizar que la derivada de cual~uier función 
es otra función. Así la derivada de la función €(x) a X es la fun­
ción f'(x) = 3x2 • 

Al derivar· una función f(x), se obtiene otra función f' (x) llamada 
6uncion d~vada que tiene como regla de correspondencia al límite: 

f '(x) = lim 
6x-+ O 

f(x + t:.x) - f(x) 
6x 

siendo su dominio el conjunto de valores x del dominio de y = f(x) 
en donde el límite anterior ·existe, o sea, donde la función y= f(x) 
es derivable. 

Entonces de la función: 



f { (x, y) 1 Y f '(x) lim 
b,x-+ O 

f(x + l\x) - f(x) 
b,x 

El proceso de derivación se puede entender ahora como un operador "n" 
que transforma una función en su derivada. 

Función Operador Función derivada 

y = f(x) Dx y' = ti (x) = Dx f(x) 

La notación de Cauchy para la derivada es apropiada cuando a la deri 
vación se le trata expresamente como el ~perador qué rea1iza la trans~ 
formación. 

Ejemplo III. 6 

Obtener la función derivada y el dominio de : 

Y = f(x) - l x2 · x e (-3, 2) - 2 ' 

graficar y f(x) y y' = f'(x) 

Solución 

Si y = l x2· 
2 ' 

aplicando el método de los 4 pasos se tiene: 

lo) Y+ b,y = l (x + l\x)2 = l 
2 2 

Gc2+ 2x b, x + (b,x)2] 

20) l\y = l Gc 2 + 2x l\x + (l\x) 2 J l 2 1 + (l\x)2) 
2 --zx = 2 (2x b,x 

3o) ~ = i ~x b,x + t,~l\x) 2 J = x + l\2x 

4o) lim !!t_ = lim ( x + b,x) 
b,x -+ O b,x l\x -+ O 2 = x 

y r = Dx l X2 = X ::::} f 1 (x) = X 
2 

El dominio de y' = f'(x) esta determinado por todos los valores de 
X donde es derivable y = f(x) y por ser esta un polinomio, es deri­
vable en todo su dominio, siendo el dominio de y'= f'(x) el mismo 
que el de y= f(x). 

Df Df' {xlx E (-3, 2)} 
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Las graficás de y f(x) y y'= f'(x) se muestran en la figura III.4 . 

y f 1 ( )() 

3 

Y : f (X) y' = f'(x) 

-3 - 2 -1 o X 3 X 

Figura III.4 

Ejemplo III. 7 

Obtener la función derivada de la función f(x) ~ 

Solución 

Aplicando el método de los 4 pasos se tiene: 

l •) f (x + l\x) 

2° ) f(x + l\x) - f(x) = /x + l\x - ~ 

30) f(x + l\x) - f(x) /x + l\x - ~ 
6x 6x 

40) lim f(x + 6x) - f(x~ = lim /x + 6x - ~ 
l\x-+ O b,x l\x-+ O l\x 
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Racionalizando el numerador se tiene: 

lx + f::.x- rx lx + f::.x - IX lx + f::.x .+ rx 
f::.x f::.x lx + f::.x + rx 

X + f::.x - X f::.x 
f::.x (Íx + f::.x + IX) 

= 
f::.x (/x + f::.x + h) lx + /':,x + rx 

entonces: 

lim f(x + f::.x) - f(x) _ lim l l 
t::.x +o t::.x - t::.x + ci /x + t::.x + IX = IX + rx = 2 rx 

La ·funci6n derivada es: l 
f' (x) = zrx 

Obsérvese que el dominio de y = f(x) es el conjunto de los rea­
les positivos y el cero; sin embargo para x =O, y'= f'(x) no~ 
xiste, luego: 

Df' = {x!x E (O, co)} 

III.l.6 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 

Anteriormente quedó establecido el concepto de derivada de una función 
y = f(x) mediante la expresión: 

f' (x) lim . 
f::.x+ O 

f(x + f::.x) - f(x) 
f::.x 

Si esta nueva función y' = f'(x) es derivable, entonces al derivar­
la se obtiene otra función de x que puede representarse con f"(x) y 
que se llama · ~egunda d~vada de la 6un~n y= f(x). 

Esto es: 

f" (x) Dx f' (x) = lim f' (x + f::.x) - f' (x) 
f::.x+O f::.x 

Las notaciones que representan a la segunda derivada de la func i ón 
y = f(x) y que son consecuencia de las ya conocidas para la primera 
derivada son: 

y" 6 f" (x) , D~ y 6 D2 f (x) ; y 
X 

De la misma manera, si la segunda derivada de una función es deriva­
ble , se obtiene al derivarla, la tercera derivada de la función origi 
nal , que se representa con: -

~ = L f(x), y"'= f"'(x) 
dx 3 dx 3 

D~ y D~ f(x) y 

Al seguir derivando sucesivamente una función y = f(x), la enes1ma 
derivada, donde n E N n > 1, es la primera derivada de la (n- 1) 
derivada de y= f(x) . Es decir, si todas las derivadas sucesivas has 
ta la de orden n - 1 son derivables, la enésima derivada de y = f(0 
(o de orden n) se obtiene aplicando el operador derivada a la función 
obtenida al calcular la derivada de orden n - 1. 

Obviamente las notaciones que se emplean para la derivada de orden n 
de la función y = f(x) son: 

(n) (n) n (n) 
y f (x) ; Dx y = f (x) 

En la notación de Lagrange por comodidad se emplea un número romano 
cuando el orden es mayor que tres y la notación de Newton no se emplea 
para derivadas sucesivas después de la tercera. 



Ejemplo III.B 

Calcular todas las derivadas de orden superior de la función: 

Solucion 

Aplicando el concepto de derivada de una funcíon sabemos que: 

d 
dx f(x) 

lim 
D.x+O 

f(x + D.x) - f(x) 
!J.x 

entonces: 

lim z[x3 + 3x2 D.x + 3x(D.x) 2 + (D.x) 3 l + x 2 + 2xD.x + (D.x) 2 +1-2x3-:i-l 
D.x+O D.x 

_ lim 6x 2 D.x + 6x(D.x) 2 + 2(6.x) 3 + 2xD.x + (D.x) 2 

-D.x+O D.x 

lim r;: 2 
D.x + 0 J..§x + 6xD.x + 2 (D.x) 2 + 2x + ().~ 

d 
dx f(x) = 6x2 + 2x que será la primera derivaGa. 

Derivando nuevamente obtendremos : 

lim 
D.x+O 

d _ lim f 1 (x + llx)- f 1 (x) 
Dx dx f(x) -D.x+O D.x 

lim 
6x+ O 

6(x + D.x) 2 + 2(x + 6.x) - (6x2 + 2x) 
D.x 

6 [x 2 + 2xD.x + (D.x) 2 l + 2(x + D.x) - 6x 2 - 2x 
6x 

lim 12x6x + 6(6.x) 2 + 2D.x lim ( .!lx+ O 12x + 6tx + 2) /:..x +O D.x 

esto es: 

d 2 f (x) 
~ = 12x + 2 siendo ésta la segunda derivada. 

Procediendo de igual forma obtendremos 
d3 

f(x), 
~ 

d3 
~ 

lim 
D.x+O 

f(x) 
d2 lim 

D:c ~ f(x) = D.x+O 

12(x + D.x) + 2 - (12x + 2) 
D.x 

f"(x 

como: 

+ D.x) - f" (x) 
D.x 

lim 
D.x+O 

12x + 12D.x + 2 - 12x - 2 
!J.x 

lim 
!J.x+O 

(12) 12 

o sea: 

d 
3 

f(x) 12 1 d · d ~ = que es a tercera er~va a. 

Habiéndose obtenido todas las derivadas sucesivas diferentes de 
cero, si se aplica nuevamente el operador derivada a la funcion 
f 1 "(x) se obtiene la cuarta derivada: 

d" f(x) d 
~=dx 

1]3 f(x[j = ..i_ (12) = O 
[CiX3J dx 

Se observa que todas las derivadas sucesivas de orden superior al te~ 
cero serán iguales a cero. 
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Por tanto se puede inferir que cuando se tiene una función polinómica, 
la derivada sucesiva distinta de cero de mayor orden que se puede obte­
ner, es de orden igual al grado del polinomio. 

Así en el ejemplo anterior se tiene un polinomio de tercer grado, por 
lo que las derivadas sucesivas serán diferentes de cero, sólo hasta la 
tercera derivada. 

Ej emplo III. 9 

Obtener la segunda derivada de la funcion f(x) = .!_ 
X 

Solucion 

Según el ejemplo III.3, ..i_ (.!.) 
dx x 

Derivando ahora f 1 (x) =- ~ por el método de los 4 pasos: 
X 

lo) f1 (x + D.x) = - (x / tlx)2 
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2°) f' (x + óx) - f' (x) 1 1 
(x + óx) 2 + X2 

30) 

-x2 + (x + 6x) 2 

= (x + Ax) 2 x2 

2xAx + (óx) 2 

(x + Ax)2 x 2 

f'(x + Ax)- f'(x) 2xAx + (Ax) 2 

t.x = Ax(x + llx)2xi 

2x + llx 
(x + llx) 2 x 2 

4o) lim f' (x + llx) - f' (x) 2x 2 
Ax + O D.x = (X52"X"2 = ;z3 

Esto es: 

Se observa en el ejemplo anterior que al aumentar el orden de las deri 
vadas sucesivas, el exponente negativo de la variable independiente tam 
bién aumenta en valor absoluto, lo cual hace ver que la función dada 
tiene una infinidad de derivadas sucesivas. 

Se dice que una función f(x) es infinitamente derivable en un punto si 
-existen todas las derivadas de orden superior para dicho punto x," es d~ 
cir, si f(n) (x) existe para n = 1, _2, 3, ... 

Una función f(x) será· infinitamente derivable en un intervalo, si es 
infinitamente derivable en cada punto de dicho intervalo. 

La función del ejemplo III.9, es infinitamente derivable para toda 
X,¡ Ü, 

Cuando se vean las derivadas de las funciones transcendentes se tendrán 
otros casos de funciones infinitamente derivables. 

III.2 DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD 

III.2.1 DERIVADAS LATERALES 

De la definición de derivada y por los conceptos de límites laterales 
estudiados en el capítulo anterior, se infiere que la existencia de la 
derivada, siendo ésta un limite, está relácionada con la existencia de 
los límites laterales y con la igualdad entre ellos: 

si: lim . f(x 0 + Ax) - f(xo) 
Ax+O Ax 

lim f(xo + Ax) - f(x 0 ) lim f(x0 + Ax) - f(x0 ) 

óx+o- Ax óx+o+ Ax 

· Por su estructura, es lógico llamar a estos lfmites laterales, deriva 
da lateral por la izquierda y derivada lateral por la derecha, respec~ 
tivamente. 

Derivada lateral por la izquierda: 

f(x 0 + llx) - f(x0 ) 

llx 

Derivada lateral por la derecha: 

Con lo anterior: 

Ejemplo III.lO 

lim 
ll_x+o+ 

f(x0 + llx) - f(x0 ) 

llx 

Calcular las derivadas laterales de la función f(x) 2x + 1; 
para x0 "' 3. 

Solución 

Para calcular la derivada por la izquierda f 1 (3) se requiere ha­
cer llx +o-, lo cual implica que llx <O, entoñces: 

f'( 3) = lim _ f(3 + llx)- f(3) 
- llx+O llx 

f_'( 3) _lim 2(3+tlx)+l-2(3)-l lim +Zllx+l-6-1 lim 2llx 
-Ax+o- D.x Ax+o- !J.x Ax+o--¡;;:-



((3) = lim 2 
t:.x+o-

2, por lo tanto, 

Para calcular la derivada por la derecha f~(3) se requiere ha-
cer !:.x +o+ o sea !:.x > O. 

lim 
l:.x+ o+ 

f(3 + !:.x) - f(3) 
l:.x 

f~(3) lim 
!:.x+o+ 

+ 2/:.x + 1 - 6 - 1 
l:.x 

lim ~ - lim (2) 
l:.x + o+ !:.x - !:.x + o+ 

por lo tanto, f ~ (3) 

Evidentemente: 

f~ (3) f' (3) 2 

Ejemplo III. 11 

Calcular las derivadas laterales de la función f(x) 
ra X¡ = O. 

-Solución 

Haciendo x = x 0 + t.x, si !:.x+O 

Una expresión equivalente a: 

f' (x
0

) = lim 
• L'.x-+0 

es: 

f(x
0 

+ l:.x) - f(x0 ) 

t.x 

entonces 

f'(x0 ) 
lim 

=x+x0 

f(x) - f(xo) _ lim !f1... 
X- Xo -t.x-+0 t.x 

la cual se puede aplicar en este caso, así: 

x+x0 

f' (Xq) = lim 
x+O 

f(x) - f(x0 ) 

X- 0 f: (O) 
lim f(x) - f(O) 
x-+0- X - 0 

2, 

por lo tanto: 

y 

La función f (x) 

lim 
x+o+ 

f ~(O) 

f(x) - f(O) 
X - 0 

lim x 2
/ 

3 
- O = lim _1_ + _ 00 

X + o- X X + o- 3 rx 

, (O) _ lim x 2 1 3 
- O _ lim _1_ + + 00 

f + -X+ 0+ X -X+ 0+ 3/i" 

x 2/3 no es derivable para x0 o 

DERIVABILIDAD DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO.- Se sabe que una fun­
ción y = f(x) es derivable para un valor x0 de la variable independie~ 
te, si existe la derivada: 

f' ( ) lim f(x0 + L'lx) - f(x) 
Xo =t.x+O t.x 

y la existencia de ésta implica el cumplimiento de f~(x0 ) = f~(x0 ). 

Obsérvese, para que la función sea derivable en x0 debe estar defini­
da en un entorno de x0 . Si no estuviera definida por ejemplo a la iz­
quierda de x0 , no existiría f'(x0 ). 

Si la . derivada f'(x) existe en todos los puntos de un intervalo abie~ 
to (a, b), se ~ice que la función y f(x) es derivable en el interva­
lo (a, b). 

Cuando la derivada f'(x) no existe en uno o más puntos del intervalo 
(a, b), la función y= f(x) no es derivable en dicho intervalo. 
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Si el dominio de una función continua y = f(x) es el intervalo cerrado 
[a, b] no puede hablarse de derivabilidad de la función en el interva-

lo [a, b J dado que: 

f~ (a) ~ =? f' (a)~ y que f~(b) ~ ==::;. f' (b) ; 
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Ejemplo IIL 12 

Dada la función f(x) 
intervalo (-2, S). 

Solución 

3x2 + 1, investigar si es derivable en el 

Según el ejemplo III.2, la derivada de la función es f'(x) = 6x, 
y esta derivada sí existe para todo valor de x, luego la función 
f(x) = 3x2 + 1 sí es derivable en el intervalo (-2, 5). 

Ejemplo III.l3 

Investigar si la función f(x) = ..!. es derivable en el intervalo 
X 

(-1, 3). 

Solución 

Tomando en cuenta que la derivada de f(x) = i es f ' (x) =- x~ 
según se vio en el ejemplo III.3, puede observarse que f'(xo) no 
existe para x0 = O y como x0 = O pertenece al intervalo (-1, 3) 
se concluye que la funcion dada no es derivable en el intervalo 
(-1, 3). 

Ejemplo III. 14 

Dada la función f(x) 
tervalo (1, 4) . 

Solución 

+ ;;-:-z, decir si es . derivable en el in-

La derivada de esta función se obtuvo en el ejemplo III.4, y es 

f'(x) = ~. Esta derivada no existe si x 2 2, luego la fun 
2vx - 2 

cien dada no es derivable en todo el intervalo (1, 4). 

III . 2.2 DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD 

El hecho de tener una función continua en un punto implica que la función 
cumple con ciertas condiciones en ese punto y si es derivable en el mism~ 
punto, significa que tiene ciertas propiedades en el punto. Por lo tanto, 
es lógico cuestionar si hay alguna conexión entre el concepto de continui­
dad y el de derivabilidad de una función en un punto. 

Una respuesta a esta cuestión está incluida en el siguiente teorema: 

TEOREMA I I I . 1 

Hipótesis: 

La función y f(x) es derivable en el punto x = x
1

• 

Tesis: 

Lu función y f(x) es continua en 

Demostración: 

Como la función es derivable en el punto x = x 1 , . existe 

f' (x 1 ) lim 
6x-+ O 

f(xl + 6x) - f(x - ) 

l::.x 

ahora bien el incremento de la variable dependiente 6y que correspon­
de a l::.x en ese punto es: 

6y = f(x¡ + llx) - f(x¡) 

multiplicando y dividiendo el segundo miembro de esta igualdad por 6x 
queda: · 

6 _ f(x¡ + llx) - f(x¡) 6x 
Y - llx 

tomando límites cuando llx tiende a cero queda: 

lim 6y 
llx-+ O 

esto es : 

lim f(x¡ + llx) - f(x¡) • lim 6x 
llx-+ O 6x 6x-+ O 

lim lly O 
6x-+ O 

f'(x¡) (O) o 

Lo cual significa, según lo tratado en el capítulo II, que la función 
y= f(x) es continua en el punto x = x 1 , quedando así demostrado el teQ 
rema. 

Con este teorema se ve que toda función derivable en un punto es 
continua en él, pero la afirmación inversa no es verdadera, no toda 
función continua en un punto es derivable en el mismo . 

Esto se evidencia en los dos siguientes ejemplos: 



Ejemplo III.lS 

Hacer ver que la función y = 1 x - 21 es continua para X¡ 

pero no es derivable en este punto. 

En efecto para hacer ver que la función y = lx - 21 es conti­
nua para x 1 ~ 2 basta demostrar que en ese punto se cumple: 

lim [).y O 
lix-+0 

Se tiene para cualquier valor de x que: 

lx- 21 

y para x 1 lz- zl 

luego: 
o QoDo 

Para demostrar que la función y= lx- 21 no es derivable para 
x 1 = 2 considérese el hecho de que dicha función puede escribí..!:_ 

se: 

-x + 2 si 

y 

X - 2 si X > 2 

y calcúlense las derivadas laterales de la 
do. 

función en el punto da 

La condición lix -+ o­
cual: 

implica lix < O Y 1/:).xl = - lix por lo 

f~ (2) 
lim ~ _ lim lllxl lim -llx 

lix+ o- llx -llx->- o- --;::;:- = llx +o- ~ = 

lim (-1) = -1; f~(2) = -1 
llx+o-

Ahora llx + o+ implica llx > o y lllxl 

luego: 

f~ (2) lim _k_= lim ~- lim ~ = 
/:).x .... o+ /:).x /:).x .... o+ D.x - D.x .... o+ D.x 

lim (1) 
/:).x-+0+ 

f~(2) = 1 

Como las derivadas laterales son distintas: f' (2) # f~(2), la 
funciÓn y = lx- 21 no es derivable para X¡ ; 2, 

y 

o 2 3 4 X 

Figura III . 5 
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Se confirma con el ejemplo anterior que no todi función continua en 
un punto es derivable en el mismo, y se insiste un poco en esto con el 
siguiente ejemplo: 

Ejemplo III . l6 

Estudiar la continuidad y derivabilidad de la función f(x) 
en el punto x 1 = O 

La continuidad en x 1 = O puede estudiarse i nvestigando si se cum­
ple la condición de continuidad: 

lim f(x) = f(a) 
x+ a 
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f'(x) 

f'(x) 

para lo cual se pr·ocede siguiendo los pasos: 

a) f (O) o 2/3 = o 3 

b) lim f(x) lim X ~3 = lim T;y- = o 
x->-0 x->-0 x->-0 

e) lim f(x) f(O) o 
x->-0 

luego la función es continua para x 1 = O 

La derivabilidad de la función se estudia ahora calculando, prime 
ramente la derivada para cualquier valor de x aplicando la defi~ 
nición: 

f' (x) = lim 
ó.x->- O 

f(x + ó.x) - f(x) 
ó.x lim 

ó.x->-0 

(x + t:,.xl/3 - x2/3 
!:.x 

racionalizando el numerador para poder calcular el límite: 

lim 
ó.x->-0 

lim 
ó.x->-0 

f' (x) lim 
Ax->-0 

lim 

ó.x Úx + ó.x)"h + (x + ó.x) 2;3 

x2 + 2xó.x + (ó.x) 2 
- x2 

b.x úx + ó.x) 4h + (x + ó.x) 213 x2Á + 

2xó.x + ~ó.x~ 2 

x4h] 

f' (x) 
ó.x->- O ó.x Gx + b.x)4f3 + (x + b.x)2/3 x2h + x"h J 

f'(x) lim 2x + ó.x 

ó.x->-0 (x + ó.x) 4h + (x + ó.x) 2h x2h + x"/3 

obteniendo el límite anterior: 

f '(x) 
2x 

f' (x) 
2x 

por lo tanto: 

f '(x) 
__ 2 __ 

3 X l/3 

Como se puede apreciar en el resultado anterior, f' (x) no existe 
para x 1 = O, por lo que f(x) = x2 13 no es derivable para dicho va­
lor, no obstante que sí es continua. 

La condición de continuidad es necesaria para la existencia de la de­
rivada, pero no es condición suficiente. 

Concluyendo, toda función derivable es continua. Pero el hecho de 
contar con una función continua es sólo una condición necesaria, pero 
no suficiente para ser derivable. La otra condición necesaria para 
poder asegurar la existencia de la derivada, es que las derivadas lat~ 
rales existan y sean iguales entre sí. (Véase inciso III.2.1, de este 
capitulo). 

Así una función y = f(x), es derivable en x1 , si y sólo si las dos 
condiciones siguientes se cumplen: 

1) y f(x) sea continua en x1 

f' (xl) 3 

2) f~ (x¡) 

y con cualquiera de ellas que no se verifique entonces f'(x 1 ) ~-

Ejemplo III.17 

Trazar la gráfica de la función dada, determinar si es continua en 
x1 = 4, encontrar (<xl) y f~(x 1 ), si existen, y de.terminar si la 

función es derivable en x1 = 4. 

X+ 2 si X :5 -4 

f(x) 

l -x -6 si X > -4 



Solución 

La gráfica se ve en la figura III.6. 

y 

-lO -e -6 -4 -2 2 4 

X 

Figura III. 6 

Primeramente se estudiará la continuidad de la función para x1 

para lo cual habrá que probar el cumplimiento de: 

a) Existencia de f(x 1): 

f(-4) -4 + 2 = -2 

b) lim f(x) lim f(x) =? lim f(x) 3 
x+ x¡ x+xi x+x

1 

Em (x + 2) 
x+-4-

-4 + 2 = -2 lim (-x -6)·= -(-4) -6 
x+-4+ 

e) 

lim f(x) - 2 
x+-4 

f(x¡) = lim f(x) 
~+x¡ 

f(-4) lim f(x) 
x+-4 

-2 

-4 

-2 

De lo anterior 
se cumplen para 
x. 

se concluye que las tres condiciones de continuidad 
xl = -4 y y = f(x) es continua en dicho valor de 

Se calculan ahora las derivadas f~(x 1 ) y f~(x~), si existen: 

f ~ (-4) lim 
ó.x-+-o-

f(-4 + ó.x) - f(-4) 
ó.x = lim 

ó.x-+-0-

(-4 + ó.x + 2) - (-4 + 2) 
ó.x 

f~ (-4) 

((-4) 

f:(-4) 

lim -2 + ó.x + 4 -2 
ó.x-+-0- ó.x 

para ó.x 1 O, se tiene 

lim 
ó.x-+-0 -

lim f(-4 + ó.x) f(x) 

ó.x-+-o+ ó.x 

:.. ( -4 + ó.x) - 6 - [- ( -4) -6 J 
f~ (-4) lim + 

ó.x·-+-0 ó.x 

f~(-4) 
4 - ó.x -6 -4 + 6 

lim + ó.x 
ó.x-+-0 

f~(-4) = lim ~ ~~ ) 
D.x-+-o+ 

f~(-4) -1 

lim (-1) 
ó.x-+-0+ 
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Conclusión: puesto que f~(-4) 1 f:(-4), la función dada no es 

derivable para x¡ = -4 

Ejemplo III.l8 

Investigar la derivabilidad en x 1 

to f(x) = lxl. 
O de la función valor absolu-
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Solución 

Esta función puede escribirse: 

si X o 
f(x) 

si X > o 

En los intervalos (-oo, O) y (O, +oo), la función es derivable 
por ser polinómica. 

Para investigar la derivabilidad para x 1 O, primero se confirma 

que la función es continua para x 1 = O . 

f(O) = o 

lim f(x) lim (-x) o - -x+O x+O 

lim f(x) lim ( X ) o 
x+o+ x+o+ 

lim f(x) lim f (x) lim f(x) o =} lim f(x) f (O) 
x+o- x+o+ x+O x+O 

Por lo cual se concluye que la función sí es continua para x 1 = O. 

Ahora para investigar la derivabilidad en x
1 

= O, hay que proceder 

empleando derivadas laterales. 

f_:(o) = lim 
l:::.x+o-

f (O + l:::.x) - f (O) 
l:::.x 

f~ (O) 

f' (O) 
+ 

Como: 

- l:::.x- O 
/:::,.x 

l i m - l:::.x = - 1 
x+O- l:::.x 

lim 
l:::.x+O+ 

f(O + l:::.x) - f(O) 
l:::.x 

lim l:::.x - 0 lim ~ = 
l:::.x+O~ = l:::.x+O+ !::.x 

f~ (O) # f~(O) :::::} f' (O) ~ 

El cálculo de la derivada de una función para cualquier valor de su do 
minio, por el método de los cuatro pasos no es práctico, así que despues 
de haber obtenido las fórmulas para derivar diversas funciones (III.3, 
III.4) se presentan ejemplos del estudio de la derivabilidad de una fun 
ción aplicando dichas fórmulas. -

III.3 FORMULAS DE DERIVACION 

III.3.1 DERIVADA DE LA SUMA, EL PRODUCTO Y EL COCIENTE DE FUNCIONES 

Dado que el proceso de derivación por el método de los cuatro pasos 
puede resultar muy laborioso si no se trata de funciones tan senci­
llas como las que se han derivado hasta ahora, se establecerán algu­
nos teoremas sobre derivación de funciones típicas que generan fórmu 
las cuya aplicación permite el cálculo de derivadas, con relativa faci 
lidad. -

TEOREMA III.2 DERIVADA DE LA FUNCION CONSTANTE 

Hipótesis: 

Sea la función constanté f(x) c. 

Tesis: 

La derivada de la función constante vale cero. 

.... (1) 

Demostración: 

Derivando dicha función por el método de los cuatro pasos: 

1°) y +!::.y = f(x + l:::.x) = e 

6y = f (x + l:::.x) - f (x) = e - e = o 



30) _0_ = f(x + llx) - f(x) o 
= o 

llx !Jx !Jx 

40) lim _0_ = lim f (x + llx) - f(x) 
= lim (O) o 

l1x + O !Jx !Jx + O !Jx llx+O 

esto es: 

Dx e= o 

TEOREMA III.3 DERIVADA DE LA FUNCION IDENTIDAD 

Hipótesis: 

Dada la función identidad y = x. 

Tesis: 

La derivada de la función . ident idad es igual a la unidad : 

Demostración: 

Aplicando el método dt los cuatro pasos: 

1 o) y + !Jy = x + !Jx 

2°) !Jy = x + !Jx - x = !Jx 

. _0_ . 
hm !Jx = b.m (1) 
!Jx+O !Jx+O 

1 ' 

luego: Dx x = o bien: dx 
dx = 

Q.D. 

. . . (2) 

Q.D. 

En lo que sigue, u= f(x), v = g{x) y w = h(x) son funciones derivables 
y sus derivadas : 

lim !Ju f' (x) 
t.x +O !Jx = 

l im !Jv g' (x) 
!Jx+O !Jx 

lim !Jw = h, (x) 
llx+O llx 

son tales que la intersección de sus dominios Df', Dg' , Dh', no es el 
conjunto vacío. 

TEOREMA III .4 DERIVADA DE UNA SUMA DE FUNCIONES 

Hipótesis: 

Si y = u + V - w. 

Tesis: 
• • . (3) 

Demostración: 
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Cuando a la variable independiente x se le da un incremento !Jx a 
las funciones u, v y w . les corresponden los incrementos !Ju, !Jv y 
!Jw, así que al aplicar el método de los cuatro pasos a la función dada 
se tiene: 

1 o) y + !Jy = u + !Ju + v + tw - (w + !Jw) 

!Jy = u + !Ju + v + !Jv - w - !Jw - u - v + w = !Ju + !Jv - !Jw 

_ÁY=~+ ~- !Jw 
!Jx !Jx !Jx ~ 

esto es: 

o bien: 

l
. _0_ 

1
. !Ju . !Jv 

.l.m !Jx = l.m ~ + hm ~ -
!ix + O !Jx + O flx + O 

lim ~ 
flx+O !Jx 

Dx l}(x) + g(x) - h(xU Dx f(x) + Dx g(x) - Dx h(x) 

Q.D. 
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Esta fórmula se generaliza siguiendo el mismo criterio para un número 
fijo cualquiera de funciones derivables. Luego se dice que la deriva­
da de la suma algebraica de un número fijo de funciones es igual a la 
suma algebraica de las derivadas de las funciones. 

TEOREMA III.5 DERIVADA DEL PRODUCTO DE DOS FUNCIONES 

Hipótesis: 

Si y = uv 

Tesis: 
Dx (uv) uDxv+vDxu • . . (4) 

Demostración: 

Se hace aplicando el método de los cuatro pasos : 

1°) y+ ~y= (u+ ~u) (v + ~v) = uv + u~v + v~u + ~~v 

2°) ~y = uv + ~v + v~u + ~~v - uv = ~v + v~u + ~~v 

!!t_ _ u ~v + v &u + ~u tw 
~x - !:::.x !:::.x !:::.x 

. 4o) lím !!t_ = lím u lím !:::.v + lim v lim !:::.u + lim !:::.u lim !:::.v 
!:::.x -+- O !:::.x ~x -+- O !:::.x-+- O ~x !:::.x -+- O !:::.x -+- O !:::.x ~x -+- O !:::.x-+- O ~x 

pero: 

lim u = u , lim v = v 
~X-+- 0 ~X-+- 0 

y lim llu = O 
~x-+ O 

dado que u= f(x) es derivable y por lo tanto continua, entonces: 

Dx y = u Dx v + v Dx u + (O) Dx v 

Dx (uv) = u Dx v + v Dx u Q.D. 

o bien: 

Dx [ f(x) g(x) J f(x) g'(x) + g(x) f' (x) 

La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la 
primera función por la derivada de la segunda, más el producto de la 
segunda por la derivada de la primera. 

Esta fórmula puede aplicarse más de una vez si se trata del producto 
de n funciones derivables, haciendo uso de la ley asociativa de la mu]_ 
tiplicación. 

Corolario.- La derivada del producto de una constante por una función 
es igual a la constante por la derivada de la función. 

En efecto, al aplicar (4) y (1) a la función y= ev 

queda: 

Dx (ev) e Dx V + . V Dx e = e Dx V + V (O) 

Dx (ev) eDxv 

TEOREMA I II. 6 DERIVADA DEL COCIENTE DE DOS FUNCIONES 

Hipótesis: 

Se tiene u y=-::¡ • V# 0, 

Tesis: 

Demostración: 

... (4a) 

... (S) 

Se deriva la función y=-;- aplicando la definición de derivada: 

y + lly u + llu 
=~ 

2o) lly _ u + llu u _ v(u + ~u) - u(v + ~v) 
- V + ~V - ::; - (V + flv) V 

vu + v~u - uv - ~v 

(v + llv) v 
v~u - ~v 

(v + ~v) v 



t!u b.v 
3o) _!j:¡_ _ vt!u - ut!v 

óx - t!x (v + t!v)v 

v---u--
óx t!x 
(v + t!v) v 

lim v lim ~- lim u lim ~ 
A · A + O Ax + O óx Ax + O óx + O t!x 4 o ) lim ...El_ "' · -='-'X::.__;:____;'-'~--=-:--:-~~::;'-'::-:-~--="--~---

b.x+O t!x lim (v+t!v) lim v 
b.x+O t!x+O 

Sabiendo que : 

y que: 

lim v = v , lim u = u 
t!x+ O D.x+O 

lim óv = O 
tlx+O 

porque v es derivable y continua, resulta que: 

o bien: 

v Dx u - u Dx v 
Dx y= 

D ~-
x g(x) 

V V 

g(x) f'(x)- f(x) g'(x) 

[g(x) J 2 

Q.D. 

La derivada del cociente de dos funciones es igual al producto del de­
nominador por la derivada del numerador, menos el producto del numera­
dor por la derivada del denominador y todo dividido entre el cuadrado 
del denominador. 

Corolario.- La derivada del cociente de una constante entre una fun­
ción es igual al producto del s imétrico de la constante por la deriva­
da de la función dividida entre el cuadrado de la función. 

Efectivamente ap l icando (5) y (1) a la función y=~ resulta: 
V 

V Dx e - 2 e Dx V = V (o) - e Dx V 

V V 

e Dx v 
-~ ••• (Sa) 
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Observe que la derivada del cociente de una función u entre una cons­
tante e 1 o puede calcularse aplicando (4a): 

Dx (-f-) = Dx (+u) 
Dx u 

--e-

III . 3.2 DERIVADA DE UNA FUNeiON ELEVADA .A UN EXPONENTE NATURAL 

TEOREMA II I. 7 DERIVADA DE LA POTENCIA DE EXPONENTE NATURAL DE UNA FUN 
CION -

Hipót~sis: 

Sea y = un 

Tesis: 

. • • (6) 

Demostración: 

Considerando primero la función 
de los cuatro pasos: 

xn y derivándola por el método 

aplicando el binomio de Newton y simplificando: 

óz xn + nxn- 1 óx + n(~!- 1) xn- 2 (óx) 2 +-- - + nx (t!x)n-1 + (b.x)n- xn 

óz = n xn-
1 

óx + n(n2~ 12 x n- 2 (tlx) 2 +--- + n x (t!x)n -l + (óx)n 

30) t!z 
t!x = 

[ n Xn-1 n(n- 1) n-2 A (Ax)n-2 + (Ax)n:-1. ] t!x _ + - 2-_ ,-- x ux + --- + n x u u 

t!x 



llO 

~z n-1 n(n- l) n-2 6x + ___ + n x (~x)n-2 + (6x)n-1 6x = n x + --2-,-- x 

40 ) lim 6z lim [ xn-1 + n(n ;l_ l) xn-2 ~x + ___ + n x (llx)n-2 + (~x)n-1] 
~X + 0 ~X = ~X + 0 n -

n- 1 
= n x + O + - - - + O + O 

esto es: ... (6a) 

de aquí que: 

ahora si: 

como: Dx y Du y • Dx u según se demuestra en el teorema III.8 . 

Q.D. 

La derivada de la potencia de una función elevada a un exponente nat~ 
ral, es igual al producto del exponente por la función elevada al exp~ 
nente disminuido en la unidad y por la derivada de .la función. 

En este teorema se estableció la fórmula para la derivada de una po­
tencia solamente para exponentes enteros y positivos. Sin embargo, la 
misma fórmula v~le para todos los exponentes reales, hecho que se pue­
de demostrar despufis de que se considere la función logarítmica. Por 
ahora se aceptará este hecho . 

Corolario.- ~a derivada de la raíz cuadrada de una función es igual 
al cociente de la derivada del sub~adical entre el doble de la misma 
raíz. 

Esto se verifica al aplicar (6) a la función y iu u1h 

esto es: 

2~ 

Resumiendo las fórmulas obtenidas : 

o 

Dx X = 1 

Dx (u + v - w) = Dx u + Dx v - Dx w 

Dx ( uv) = u Dx v + v D x u 

vD.,cu -uDxv 
D ~=------­x V 

Ejemplo III.l9 

Calcular l~s derivadas de las siguientes funciones : 

.... (6b) 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(4a ) 

(5) 

(5a) 

(6) 

(6a) 

(6b) 



f' (x) 

Dx g(x) 

Aplicando (3), (1), (6a) y (4a): 

Dx y = Dx (2) + Dx (~ 3 ) - Dx (S x') O + 3x2 
- 20x 3 

b) f(x) = (x2 + 1) 3/z 

Empleando (6), (3)' (1) y (6a): 

3 
= -2- 3 (x2 + 1) 1/z Dx (x2 + 1) = -2-

e) 
X;¿ - 3 

g(x) =~ 

Usando (S), (3) , (6a) y (1) : 

(x2 + 1) l/2 (2x + O) 

3x2 - 20x 3 

3x (x2 + 1) 1/ 2 

(x2 + 3) Dx (x2 
- 3) - (x2 

- 3) Dx(x2 + 3) 

(x2 + 3)2 

(x2 + 3) 2x - (x2 -3) 2x 

(x2 + 3)2 

2x 3 + 6x - 2x 3 + 6x 12 X 

d) a es constante 

Se aplican (S), (6b), (1), (2), (3) y (6a); 

dr e ne~- ~nee 
de = e2 

2e 
e2~-~ 

ez 

e2 - a2- e2 
laz + 82 

e2 82~ 

Ejemplo III. 20 

Obtener el valor de la derivada para el valor indicado de la va­
riable independiente. 

a) 5 - 2x 
S + 2x , p-ara X¡ 

Se tiene: 

luego : 

___jy_ -
dx -

Para: 

X¡ 

y = 

-S-2x-5+2x 
;s::Tx ls + 2x 

S + 2x 

- 10 

~ 
V s + 2x 

- 10 
( 5 + 2x) ,;s::2X l.5+2x 

(S + 2x) l2s - 4x2 

2: Eil 
d~ 

Xl 

----~10~ - 10 -10 
(S + 4) ~ = 9 /9 = 9(3) 

Eil 
d~ 

X¡ 

- 10 
=27 
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b) f(x) -=.:.2x~+-=--l\ ( 3x - 1) 
X+ 7 para x -3 

f' (x) ~ 2~ : ; (3) + (3x - 1) 
(x + S) (2) - (2x + 1) (l) 

(x + S) 2 

~ + (3x - 1) (2x + 10 - 2x - 1) ~+ 27x-

X+ S x + S (x + S) 2 

(6x + 3) ( x + S) + 27x - 9 
(x + S) 2 

f' ( -3) 

6x 2 + 60x + 6 
(x + S) 2 

6 (9 - 30 +_!L 

(-3 + S) 2 

Ejemplo III. 21 

6x2 + 30x + 3x + 1S + 2lx - 9 
(x + S) 2 

6(x 2 + 10x + 1) 
(x + S) 2 

6( - 20) 

2 2. 
- 30 f' (-3) - 30 

Dada la función y= f(x), trazar su gráfica, determinar en qué va 
lores de x es continua y en qué otros es discontinua, así como su 
derivabilidad, argumentando todas las respuestas. 

2x2 + 6x para - s ::: X < -3 

f(x) 3~-~ + ; ) - 3 ::: X ::: + para 

.. 4x 3 123 X S18 
-f-+ --3- - -S-- + _1_S_ para 2 < X ::: 

Continuidad en e l intervalo [- S , - 3) . 

En virtud de que la función es polinomial, en este intervalo la fun 
ción es continua. 

Continuidad en el intervalo (-3, 2). 

Por inspección de la regla 

discontinua para el valor 
y = 3 ( -: : ; ) se observa que es 

x 1 = -3 solamente. 

Continuidad en el intervalo ( 2, 3 J 

Puesto que l a función en este intervalo es polinomial , la función es 
continua. 

Continuidad en x 1 = - 3 

Para verificar la continuidad en x 1 = -3, deberán probarse las tres 

condiciones para la existencia de continuidad en un punto . 

f(-3) = 3 r - (-3) + 2 
- 3 + 3 

1S 
-0- f(-3) ~ , luego la función es 

discontinua para x 1 ~ 3 

Continuidad para x
2 

= 2 

( 
-2 + 2 ) 

f(2) = 3 2 + 3 o 

lim f(x) 
x+z-

lim f(x) 
x+ 2+ 

lim f(x) 
x+2+ 

lim + f( x) 
x+2 

Por (b) y (e) : 

lim [ 3 ( -: : ; ) ] = o 
x+2-

lim [L+~-~ ~J 
x+2+ 4 3 S + 1S 

=L+~ 
4 3 

123 (2) +~=o 
5 15 

o 

• • • (a) 

. .. (b} 

•• • (e) : 



luego: 

Comparando (a) 

lim f(x) o, -x-+2 

lim f(x) o 
x -+2 

con (d)' se tiene que: 

lim f(x) f(2) 
x-+2 

lim f(x) o 
x-+ 2+ 

... 

de lo cual se concluye que la función es continua para x2 = 2. Co 
mo en x 1 = - 3 no hay continuidad, la función no es derivable en 
este punto . 

(d) 

En x 2 = 2 sí hay continuidad, por lo cual la función puede ser de­
rivable en dicho punto. 

Para investigar esto, se procede a comparar las derivadas later~ 
les de la función en e~ punto. 

D [ 3 (-x + 2) ) = 3 [ (x + 3)(-1)- (-x + 2) (1)) 
X X + 3 (X + 3) 2 [

-x-3+x-2] 
3 (x + 3) 2 

-S ] 
(x + 3)2 = 

- 1S 
(x + 3) 2 

f 1 (2) - 1S - 1S 3 
=2'5=--s (2 + 3) 2 

+ ~ -~ + _1_!_-ª._ 
3 S 1S 

x3 + 4 x2 123 --S-

23 + 4(2) 2 123 8 + 16 123 40 + 80 - 123 
f 1 (2) --s-= --s-= S + 

f 1 (2) 3 
+ --s 

f ~ (2) f~(2) f 1 (2) 3 
3 - 5 

La función sí es derivable para x2 ·= 2. 

Concluyendo, la función es continua en el intervalo I:s, ~, 
x f -3 y es derivable en el intervalo (-S, 3), x 1 -3. 

Para el trazo de la gráfica, que se ve en la figura III. 7 se 
presenta una tabla de valores x y f(x) . 

f (X ) 

16.98 

2 .5 3 .63 

2 0.00 

yt 1.5 0 . 33 

1 0 .75 

0 .5 1.28 28 
o 2 

- 0 .5 3 24 
1 4 .5 

- 1.5 7 

- 2 12 

- 2.5 27 

- 3 ro 
- 3.5 3 .5 

- 4 8 

- 4.5 13.5 

- 5 20 

-5 -4 -3 -2 -1 o 2 3 4 

Figura III.7 

Ejemplo III. 22 

X 

Dada la función y 
rrespondencia: 

f(x) definida por las siguientes reglas de co-

f(x) 5 + _6_ 
x- 2 

6 

para 

para 

para 

-oo<x<-4 

-4 :S X !> 8 

8<x<oo 

------------------------------
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detet·minar los intervalos de continuidad de la función, así como 
los puntos de discontinuidad y establecer si la función es deri­
vable en los puntos x 1 = 4 y x 2 = 8. Fundamentar las respuestas 
y dibujar la gráfica correspondiente. 

Solución 

Continuidad en el intervalo 

Por jnspección de ecuación 

( - oo ,-4). 
_r:-:;3 

f(x) = +V4 se aprecia que la 

función existe para los valores de x correspondientes -a su ínter..: 
valo de definición, y que son iguales a los valores de los lími­
tes respectivos, por lo que la función es continua en (-oo , -4). 

Continuidad en el intervalo (-4, 8). 

6 También por inspección de f(x) = 5 + x-:--2', se observa que el 

único valor que la indetermina es x = 2; por lo tanto la función 
es continua en el intervalo (-4, 8) donde x # 2 . 

Continuidad en el intervalo ( 8 , + oo). 

En virtud de que f(x) = 6, la función es continua en su intervalo 
de definición. 

Para investigar la continuidad en x = -4, se probará la condición 
que determina la continuidad en un punto. 

f(-4) 5 + 

lim f(x) 

lim f(x) 
X+- 4+ 

Por lo tanto: 

- 4 - 2 

lim + V+= 
x+ -4-

S + 
- 4 - 2 

lim f(x) 
x+-4 

... (a) 

+ v 64 = 4 
' 4 

4 

•.• (b) 

Según (a) y (b) la función es continua en x = -4 

Para investigar la continuidad en x = 8 : 

Por (d) y (e): 

f(8) 5 + 6 
6 ~-2-= 

lim (5 + ~) 
x+8-

lim f(x) 
x+8+ 

lim f(x) 
x+8 

f(8) 

6 

6 

6 
5+~ 

Según (f), la función es continua en x = 8 

• . • (e) 

6 • • • (d) 

• •. (e) 

• • • (f) 

Por lo tanto la función será continua en - oo < x < <» , x # 2 : 
o bien es continua en - oo < x < 2 y 2 < x < oo. , y es discon-
tinua en x ~ 2. 

Existe continuidad en x = - 4 y x = 8, por lo que pudiera exis­
tir derivabilidad en tales puntos . 

Si X < -4 : 

f~ (x) 
-3x 2 -3x =9 f~ (-4) 3 
4¡::-;:cT = 4h --z 

Si -4 < X < 8: 

f~(x) 
6 ==} f~(-4) 

6 
- (x - 2) 2 - .<-6) 2 = 

Por (g) y (h) la función no es derivable en x -4 . 

Ahora: 

para - 4 < x < 8: 

-6 
f'(x) = (x- 2)2 

Si X > 8 : 

f' (x) 

f~ (8) 

o ==} f~(8) o 

". (g) 

1 
-6 • " (h) 

". (i) 

" . (j) 



Por (i) y (j) la función no es derivable en x = 8. 

La gráfica de la función se presenta en la figura III..B. 

10 

8 f(x) = 6 

i 6 

1 

l f (X ) = 5 + - 6-
/ x- 2 

10 6 4 4 10 IZ X 

Figura III . 8 

III.4 DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA. DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA 

III.4.1 DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA 

Si se tienen las funciones y = f(u) y u = g(x), se sabe que 
y= f(g(x)) es una función de función, o bien es la composición de las 
funciones dadas, definida para todo valor de x del dominio Dg de 
u= g(x) que hace que u pertenezca al dominio Df de y= f(u). 

Es necesario saber calcular la derivada de y con respecto a x sin 
sustituir a u por g(x) en y= f(u), para lo cual se presenta el 
siguiente teorema: 

TEOREMA III.8 DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION 

Hipótesis: 

Sean las funciones y= f(u), u= g(x) derivables, tales que 
y = f(g(x)) :v- x E Dg que hace g(x) E Df. 

Tesis: 

La derivada de y con respecto a x está dada por: 

Dx Y = Du y Dx u 

Demostración: 

A cada incremento ~x de la variable independiente x corresponde 
un incremento ~u de la variable intermedia u y un ~Y de la va­
riable dependiente y. 

Multiplicando y dividiendo por ~u al cociente incremental ~~ 
queda la identidad : 

6u # O • • . (A) 

Como u = g(x) es derivable, será también continua por lo cual si 
~x +O, entonces ~u+ O. 

Entonces tomando límites cuando ~x+O en la e.xpresión (JI.) queda: 

lim 
~x+ O 

___&_ 
~X 

lim 
~u+O 

lim ~ 
~x+ O ~x 

. .. (B) 

y teniendo en cuenta la definición de derivada, la ecuación (B) equiv~ 
le a: 

que usando la notación de Leibniz puede escribirse: 

~- ~ du 
dx - du --¿;z-
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La tesis de este teorema se conoce también como regla de la cadena. 

Ejemplo III. 23 

Hallar Dx y 
1 

para y = /x - 2 

Solución 

Aquí se puede hacer: 

1 
y=-¡:;; u = rx-:2" 

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los ejemplos 
III . 3, y III . 4, se pueden escribir las derivadas de estas funcio­
nes así: 

1 
DuY = - "7; 

y aplicando la regla de la cadena: 

·,. 
Du y Dx u 

resulta: 

1 1 1 
- u2 2/x - 2 = - 2u2 ~ 

Sustituyendo u = ~ : 

DxY ~--~~1~=== 1 
2(x - 2) ~ = - 2(x - 2) 3/2 

El proces o de compos1c1on de funciones puede repetirse cualquier núme 
ro de veces, obteniéndose siempre nuevas fun ciones; por ejemplo, si se 
tiene: 

f(x) = x 3 + 7, g(x) sen x, h(x) 

la función compuesta a (x) h [ g(f(x)) J ser§: 

rJ (x) h IJ¡(f(x)[] 

Aplicando dos veces el mismo criterio, se obtiene la regla de la cad~ 
na para las funciones compuestas de tres funciones, a saber: 

Generalización de la regla de la cadena . 

Sea: 

a (x) h ( g(f(x)) l 
si se cumple que: 

a) es derivable en x. 

b) g es derivable en f(x). 

e) h es derivable en g [ f(x) ] 

entonces la función a (x) es derivable en x y la derivada es : 

rJ (x) =h' [ g(f(x)) J g' [ f(x)) f'(x) 

o con la notación de Leibniz si: 

quedará: 

y= h(u); u= g(v), v = f(x) 

El_ = El_ du dv 
dx du dv dx 

o bien con la notación de Cauchy: 

Dx y = Du y • Dv u • Dx v 



Ejemplo III . 24 

Hallar _jy_ siendo y = + 1 (3x2 + 1) 2 - 2 
dx 

En este caso se puede considerar que: 

y = ¡;;-:-z; u = v2 
; v = 3x2 + 1 

Las derivadas de estas funciones se calcularon en los ejemplos 
III.2 y III.4, respectivamente; pudiendo escribirse entonces: 

du 2 v dV= 

y como _jy_ _ _jy_ du dv 
dx - du dV ---¿;z-

_jy_-
dx - (2 v) 6x = 

sustituyendo a "u" y "v" en términos de x: 

6 x (3x2 + 1) 

que es la derivada pedida. 

III.4.2 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA 

dv 6x 
dx = 

6xv 

Si se trata de calcular la derivada de la función inversa de una fun­
ción dada, es posible obtenerla a partir de la derivada de la función 
dada, sin tener que deter~inar la inversa. 

Esto es, si y= f(x) es una función biunívoca derivable, la derivada 
de su inversa puede calcularse en términos de la derivada Dxy = f'(x), 
sin tener que despejar x de la función dada para tener primeramente 
la inVersa X= t 1 (y). 

Para esto se tiene el siguiente teorema: 

TEOREMA III.9 

Hipótesis: 

y= f(x) es una función biunívoca, derivable y f'(x) 1 o, siendo 
su función inversa x = f-1 (y). 

Tesis: 

La derivada de la inversa es: 

Dy X = Dx\ 

Demostración: 

Efectivamente, para todo ñx 1 o y ñy 1 o 

se tiene: 

como y = f(x) es derivable, ñx + O 

tomando limites cuando ñy +O: 

. ñx ll .. m -
6
- = 

ñy+O y lim ~ 
ñx+ O ó.x 

de aquí por la definición de derivada se tiene: 

n.. .. X. = 1 
-y DxY 

o bien: 

Dx f(x) 

--~---

ñy +o 

117 
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Ejemplo III. 25 

X - 1 
•. • (a) Dada la función y f(x) 

2x + 3 

Investigar si cumple con la hipótesis del teorema anterior y en ca 
so afirmativo, hallar la derivada de su funcion inversa aplicando 
dicho teorema. 

Verificar el resultado obteniendo la función inversa primeramente. 

. 2x + 3 Al calcular la der1vada de f(x) =~en el ejemplo III . 5 se 
obtuvo: 

f
1 

(x) 
-5 ... (b) 

(x - 1) 2 

Se ve que f'(x) existe para toda x # 1, por lo que la función 
y = f(x) es derivable para toda x # l. 

Además fl(x) <O 
X # l. 

si x # luego y = f(x) es biunívoca si 

Se cumplen las condiciones de la hipótesis del teorema III.9 por 
lo que la derivada de la inversa según (b) es: 

-5 
(x - 1) 2 

••• (e) 

ahora bien si se despeja x de (a): 

X = f- 1 (y) y + 3 
y - 2 

calculando la derivada de esta función se obtiene: 

-5 •.• (d) 

si en (e) se sustituye x en cerminos de y queda: 

{ y ~ 23 - 1) 2 (y + 3 - y + 2) 2 

Dy x = \ Y -5 = -~("'-y-=-=5:-=2:.!.,)_2 --
-5(y - 2) 2 

-5 
(y - 2) 2 "·(e) 

Comparando (d) con (e) se verifica el resultado. 

III.5 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES CIRCULARES 

III.5.1 LIMITE DEL COCIENTE DE SEN X ENTRE X, CUANDO X TIENDE A CERO 

Haciendo f(x) = sen x, se ve que f(O) no está definida, sin embargo 
se demostrará que s~ 11mite existe. 

Supóngase: 
1T 

0 < X< 2 

V 

Figura III. 9 

T ( 1, ton x) 

P (c9sx,senx) 

8 (1,0) u 



La figura III.9 muestra un círculo de radio unitario cuya ecuación es: 

en él se puede distinguir el sector circular BOP cuyo ángulo central, 
medido en radianes es x, y cuya área está determinada por t(1). x. De 
esta manera si unidades cuadradas es el área del sector BOP, en-

1 tonces s = 2 x. 

También se observan la cuerda BP y la tangente BT en el punto B. 

Llámese k
1 

al área del triángulo OBP, donde k = -
1- sen x, y 

1 1 2 
k2 al área del triángulo OBT, donde k 2 = - 2- tan x. 

Por geometría elemental se tiene: 

esto es: 

o sea: 

1 
-2- sen x 

1 
< -2- X 

1 < --
2 

sen x < x < tan x 

tan x 

y dividiendo (7) entre sen x, queda: 

de donde: 

<-x­
sen x 

< tan x 
sen x 

sen x cosx < -- < 
X 

1"<-x-<_1_ 
sen x cos x 

Por otra parte: 

1 - COS X 

o sea: 

(1 - cos x) ( 1 + cos x) 
1 + COS X 

... (6) 1 

.•• . (7) 

• • • (8) 

Como: 

'lOr 1 o tanto: 

De (7): 

ya que: 

sen x > O y X > 0 

por lo tanto: 

llevado a (8) este resultado: 

1 _ x2 < sen x < 1 
X 

Tomando límites cuando x ~o, se tiene: 

lim (1 - x 2
) < lim sen x < lim 1 

X~ 0 

< lim~< 
X ~ 0 X 

X~ 0 X 

~ .lim 
X~ 0 

TEOREMA III.lO DERIVADA DE LA FUNCION SENO 

Hipótesis: 

Se tiene la función y sen u. 

Tesis: 

Dx sen u = cos u Dx u 

X~ 0 

sen x = 
X 

119 
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Demostración: Aplicando el método de los cuatro pasos para calcular 
primero Du sen u. 

y + !':.y = sen (u + !':.u) 

6y sen (u + !':.u) - sen u 

2cos ( 2u ~ t. u ) sen ll
2
u 

2cos (u + ll
2
u ) sen ll

2
u 

!f:t. = .1_ cos (u + llu ) sen llu 
6u !':.u 2 2 

llu 

( 

ll \ sen T 
= cos u + 2u } llu 

2 

40 ) lim !f:t_ lim ( + llu ) 
llu-+0 llu = llu-+0 cos u T 

lim !f:t. _ ) 
llu-+ 0 l:.u - cos u ( 1 

cos u 

esto es: 

llu 
lim sen .T 

llu-+0 ---xu-
2 

Du y = Du sen u . = cos u 

finalmente sabiendo que DxY = DuY Dxu 

se tiene: 

Dx sen u = cos u Dx. u 

TEOREMA III.ll DERIVADA DE LA FUNCION COSENO 

Hipótesis: 

Sea la función y cos u. 

Tesis: 

Dx cos u = - sen u Dx u. 

Q.D. 

(8) 

Demostración: 

Se sabe que el coseno de un ángulo es igual al seno de su complemento, 
entonces: 

ces u = sen ( ~ - u) :::::} y sen ( ~ - u) 

.plicando a esta función la fórmula (7) 

Dx y = cos ( ~ - u) D:C ( ~ - u) = cos ( ~ - u) (nx ~ - Dxu) 

cos { ~ - u) ( O - Dx u ) = - cos ( ~ - u) Dx u 

Teniendo en cuenta que: 

y = cos u 

y que tambi~n: 

cos ( ~ - u)= sen u, 

resulta: 

Dx cos u = - sen u Dx u Q.D. 

TEOREMA 111.12 DERIVADA DE LA FUNCION TANGENTE 

Hipótesis: 

Dada y = tan u. 

Tesis: 

Dx tan u = sec2 u Dx u ... (9) 

Demostración: 

Considerando que tan u=~~:~ y aplicando la fórmula (5): 

D ~ _ cos u Dx sen u - sen u Dx cos u 
Dx tan u = x cos u - cos2 u 



cos u cos u Dx u - sen u (-sen u) Dx u 
cos2 u 

TEOREMA !!1.13 DERIVADA DE LA FUNCION COTANGENTE 

Q.D. 

1 Dx cot u = - csc
2

u Dx u 1 

TEOREMA III.14 DERIVADA DE LA FUNCION SECANTE 

Hipótesis: 

Si y = sec u. 

Tesis: 

Dx sec u = sec u tan u Dx u 

Q.D. 

... (11) 

Hipótesis: Demostración: 

Se tiene y cot u. 

Tesis: 

Dx cot u=- csc2 Dxu ... (10) 

Demostración: 

Como cot u= ~~~ ~ , al aplicar la fórmula (5) queda : 

D ~ = sen u Dx cos u - cos u Dx sen x 
Dx eot u = x sen u sen2 u 

sen(-sen u) Dx u - cos (eos u) Dx u 
sen2 u 

-sen 2 u - eos 2 u 
sen2 u Dx u 

sen 2 u + eos 2 u 
sen u 

1 
- sen 2 u Dx u 

Ya que : 

aplicando (5a) 

1 see u=-­
eos u 

1 -1 
Dx sec u = Dx cos u = eos.zu Dx eos u 

- 1 (-sen u) Dx u = -
1
-= cos 2 u cos u ~~: ~ Dx u 

Dx see u = sec u tan u Dx u Q.D. 

TEOREMA III.15 DERIVADA DE LA FUNCION COSECANTE 

Hipótesis: 

Si y = ese u. 

Tesis : 

Dx ese u - ese u eot u Dx u ... (12) 
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Demostración: 

Recordando que ese u _1_ 
sen u 

al aplicar (5a) queda: 

D 
_1_ -1 

Dx ese u "' x sen u = sen 2 u Dx sen u = 

= se~~u cos u Dx u = - se~ u ~~~ ~ Dx u 

Dx ese u = - ese u cot u Dx u Q.D. 

A continuación se agrupan las fórmulas para derivar funciones circulJ­
res directas: 

Dx sen u= e os u Dx u 

Dx e os u= - sen u Dx u 

Dx tan u = see2 u Dx u 

Dx cot u = - csc 2 u Dx u 

Lx se e u = sec u tan u Dx u 

Dx ese u= - ese u cot u Dx u 

Ejemplo III. 26 

Obtener la derivada de cada función. 

a) y = sen 2x2 

Al aplicar (7) Dx sen 2x2 = cos 2x2 Dx 2x2 

= cos 2x2(4x) = 4x cos 2x2 

b) f(x) = tan x2 

e) 

Al aplicar (9) queda: f 1 (x) 

f'(x) = 2x sec 2x2 

g(x) = sec rx 
Al aplicar (11) d: sec h = sec h tan h ( 2 ~) 
d r- - sec rx tan rx 

dx sec rx - Z/X 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

( ll) 

(12) 

' ) 

e) 

f) 

82 
r = cos T 

Empleando (3): 

1 u = cot -
V 

d
dre = - sen ~ _-ª-. ( . ~)= 

2 de 2 , 

- e sen 

Usando (10): du = - csc2 .! _-ª-. (.!) = 
dv v dv v 

du 
~· 

2 1 ese -
V (- ;2) = v\ csc

2 ~ 
y = x2 se e x2 

Se aplican (4) y (11) 

DxY x2 Dx sec x 2 + sec x2 Dx x2 = 

2 
X se e x2 tan x2 Dx x2 + sec x2 (2x) 

x2 se e x2 tan x2 (2x) + 2x sec x2 = 

2x se e x2 (x2 tan x2 + 1) 

Ejemplo III. 27 

Hallar la derivada de la función dada y valuarla para el valor 
indicado de la variable independiente. 

a) y = x cos x para Xt = O 

Se aplican (4) y (8): f = x (-sen x) + cos x (1) 

~= dx cos x - x sen x; para x1 o 

EiJ = cos (O) - sen (O) 
~~x ¡=0 

b) f(x) = se: x , para x = ~ 

Empleando: (S) y (7); fi(x) 

1 - o 

x cos x - sen x (1) 
x-



e) 

1T 11" 1T 

f 1 (x) = X COS X X- S en X y f' ( 1 .) 2 cos 2- sen 2 

{ 2J) 

F(e) = ~ tan 3 e - tan e + 
TI 

para e = 6 

Aplicando (4a, 6 y 9). 

1 1 2 2 2 
F (e) = 3 3 tan e sec e - sec e + 

F 1 (e) tan2 sec2 e - (sec 2 e - 1) 

F 1 (e) tan2 sec 2 e - tan2 

F' (e) tan2 (sec 2 e - 1) 

F' (e) tan 4 

F '( i) = ( 1 J; F 
1 

( i) = t 
d) ~ = sec a tan a para a = 3 

Se aplican (4), (9) y (11~ 

~ = sec a sec2 a + tan a sec a tan a = 
da 

= sec 3a + sec a tan2 a = sec 3a + sec a (sec
2 a - 1) 

y para · a = ~3'· : ~ 
d<!J 

2 sec 3 
-} 

1T 
a=-

3 

= 16 -

- sec t = 2(2) 3 
- 2 

14 
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III.5.2 FUNCIONES CIRCULARES INVERSAS Y SUS GRAFICAS 

Las seis funciones trigonométricas descritas en el capítulo I, son pe­
riódicas y por tanto no son biunívocas. Luego la inversa de una fun~ 
ción trigonométrica no es función. No obstante, es posible obtener una 
función biunívoca de una función trigonométrica dada, restringiendo el 
dominio en forma apropiada y entonces la inversa de tal función será u­
na función. 

Así y = sen x, x E F. no es biunívoca pero 1 a función: 

y= sen x, x E t ~,~·y E [1, J, si lo es. La gráfica de esta 
función se ve en la figura ·III.lO. -i esta parte de la gráfica se le 
conoce como la nama p~cipat. 

y 

X 

Figura III.lO 

La función y= sen x anteriorment~ definida es biunívoca, y por tanto 
tiene una inversa que es función. Esta función inversa se escribirá co 
mo ang sen x, que se lee ángulo c.u.yo .6erto .Y es la función seno inverso-:-

x = sen y, y E t 1• ~, x e E 1, ~ 
por lo tanto: 

y ang sen x, y E t 1, ~ 
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La gr5fica de y= ang sen x se muestra en la figura 111.11 : ang sen x 
representará la segunda componente de la pareja ordenada que pertenece 
a ang sen x y cuya primera componente es x. 

y = ang sen x {::} x = sen y; Y E E ~· ~ 

y 

X 

Figura III.ll 

Considérese ahora la función: 

. y COS x, X E ~' ~, y E í-1, ~ 

cuya gráfica se muestra en la figura !11.12. Puesto que la función r~ 
cién definida es biunívoca, su inversa es una función ; Dicha función 
inversa se designa por ingulo coseno y es la funciÓn coseno inverso. 

y 

X 

Figura III.l2 

La gráfica de ingulo coseno se muestra en la figura 1!1.13¡ se escri­
bir5 ángulo coseno para designar la segunda componente de la pareja or 
denada que pertenece a ángulo coseno y cuya primera componente es x. -

y ang COS X # X = COS y, y E ~, -:] 

x€ [-1,1] 

y€ [o,7T] 

y= a n g e os x 

- 1 o X 

Figura III.l3 



La función tangente no es biunívoca, sin embargo, se puede expresar el 
dominio en condiciones tales que la función tangente sea biunívoca, co­
mo: 

y = tan x, X E (- f, f) y E R 

y 

Figura III.l4 

La función tangente a~í definida es biunívoca y de ahí que su inversa 
sea función , donde se designa como ang t an , a la fun¿ió n tangente inve~ 
sa . 

X = tan y, y E (- ~ ' f ) X E ~ 

La gráfica de la función ang tan se muestra en la figura III.l5 
ang tan representará la segunda componente de la pareja ordenada que 
pertenece a ang tan cuya primera componente es x. · 

y = ang tan x # x = tan y y E (- f, Í) 

y 

y=ong tonx 

-..JI_ 
2 

Figura III.l5 

Considérese la función cotangente definida por: 

y = cot x, X E (0, TI), y E ~ 

X 

cuya gráfica se muestra en la figura !1!.16, esta función cotangente 
así definida es biunívoca y de ahí que su inversa sea una función. La 
inversa se designará como ang cot x, es la función cotangente inversa. 

X = COt y , y E (0, TI), X E ~ 
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Figura III . 16 

¡ 7T 

1 

x€(0 1 7T) 

X 

la gráfica de ang cot x se muestra en la figura III.17, ang cot x re 
presentará la segunda componente de la parej a ordenada que pertenece­
a ang cot y cuya pr imera componente es x. 

y = ang cot x # x = cot y y y E (O, 1T) 

Puesto que las funciones secante y cosecante no son biunívocas, el · do 
minio de dichas funciones se seleccionará apropiadamente, el dominio 
seleccionado para tener una función biunívoca consistirá en la unión 
de dos intervalos. la selección se hace tomando en cuenta el resulta 
do más sencilio para más adelante definir las derivadas de las funcio­
nes inversas. 

Considerando el segmento de la función secante definida por : 
y = sec x, x E En, -: 1T/~ U @, 1T/~; ver figura III.18. la fun­
ción secante asf defin1da es biunívoca y de ahí que su inversa sea una 
función secante inversa . 

x = sec y, y E En,- 1T/2) U@, 1T/2) 

y=ang cotx,y€ (0 , 7T) 

y=sec x,x€[77",--f J U [o,~ J 

y 

o 

. Fi gura III.l7 

-1.:!!:. 
¡2 
1 

y 

\ ! ____ _ - 1 

Figura III . l8 

X 

X 



La gráfica de ang see x se muestra en la figura 111.19. 

y= ang see x # x = see y; y E E- rr,- rr/2) U@, rr/2) 

y 

7T 
2 

.. 
- 1 o X 

_JL 
2 

y = a n g s e e x , y E: t7r , - ~ ] U [O , f] 

Figura III.19 

La función cosecante cuyo dominio se seleccionará como: 

y = es e x, x E ( - 7T , - TI 1 [] U (O , 7T / [] 

se representa en la gráfica de la figu ra 111.20. La función cosecante 
así definida es biunívoca. y de ahí que su inversa es una función. La 
inversa se expresa como ang ese, es la función cosecante inversa. 

x = es e y , y E (- 7T , - 1T 1 [] U (O , 7T i ~ 

y 

~mx,xe(-" ,- ;J u( o,~] 

1- - - - - -- : . 

Figura III. 20 

1 
1 

La gráfica de ang ese se muestra en la figura 111.21. 

y = ang ese x # x = ese y y· E (- TI , - TI/~ U (O, TI/~ 

y 

!!.. 
2 

o 

--- -~~ 
1 . 

1 

X 

X 

-- - !!._ 
2 

y=ang cscx, y€ t77",-f] U (o,-;] 

. - - - - 7T 

Figura III. 21 
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III.5.3 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES CIRCULARES INVERSAS 

Para las derivadas de las funciones circulares inversas se presentan 
los siguientes teoremas : 

TEOREMA III.16 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA DEL SENO 

Hipótesis: 

Si y = ang sen u 

Tesis: 
Dx u 

Dx ang sen u = 11 _ u 2 

Demostración: 

. .. (13) 

y = ang sen u es equivalente a: u= sen y, donde -~~y~~· y la 
derivada de ésta con respecto a y es: Dy u= cos y > o. 

Ahora bien, teniendo en cuenta la derivada de una función inversa : 

1 
DuY = Dyu resulta: 

1 
Du y = Du ang sen u = cos y cos y > o ya que 

pero cos y = 11 - sen2 y y como sen y = u 

cosy=~ 

por lo cual: 
1 

Du ang sen u = ~ 

tomando en cuenta la derivada de una función de función: 

resulta: 
nxu 

Dx ang sen u = 11 _ u2 Q.D . 

TEOREMA 111.17 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA DEL COSENO 

Hipótesis: 

Si y = ang cos u 

Tesis : 
Dx u 

Dx ang e os u = - /¡ _ u 2 

Demostración: 

... (14) 

La expres i ón y = ang cos u es equi va 1 ente a: u = cos y para o < y < '11' . 
La derivada de ésta con respecto a y es : Dy u = - sen y . - -

Como Du y = -
1- Du y = Du ang sen u = --

1
--Dy u -sen y 

donde : - sen y < O porque O < y < n 

pero: - sen y 11 - e os 2y y como cos y = u 

- sen y = - ~. luego: 
J. 

Du ang cos u = -~ 

de donde se obtiene: 

Q,D, 

TEOREMA III.18 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA DE LA TANGENTE 

Hipótesis: 

Si y = ang tan u 

Tesis: 
Dxu 

Dx ang tan u = 1 = u2 
... (15) 



Demostración: 

y ~ ang tan u es equivalente a la función 
y la derivada de ésta con respecto a y es: 

Dyu sec2 y, se tiene: 

Duy 
1 

= 
1 

= Dy u sec2 y 

u : tan y ; - 2!. < y < 2!. 
2 2 

Empleando la identidad trigonométrica sec2 y = 1 + tan2 y, teniendo 
en cuenta que tan y = u: sec 2 y = 1 + u 2 por lo cual: 

luego: 

1 
Du y = Du ang tan u = 1 + u2. 

nxu 
Dx ang tan u = 1 + u2. Q.D. 

TEOREMA III.19 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA DE LA COTANGENTE 

Hipótesis : 

.Si y = ang cot u 

Tes i s : 
Dx u 

Dx ang cot u = -~ 

Demostración: 

La función inversa de y 
1 a cua 1: Dy u= - csc 2 y 

ya que 1 
DuY = Dy u 

1 
Du ang cot = - csc2. y 

. . . (16) 1 

ang cot u es: u cot y; o < y < n, para 

pero: csc 2 y = 1 + cot 2 y = 1 + u 2 por·que cot y = u 

entonces : Du ang cot u=-
1

} u 2 de lo cual se sigue que: 

Dx u 
Dx ang cot u = -~ Q.U. 

TEOREMA III.20 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA DE LA SECANTE 

Hipótesis: 

Si y = ang sec u 

Tesis: 
Dx u 

Dx ang sec u = ulu2 _ 
1 

Demostración: 

• • . ( 17) 

Sabiendo que la función inversa de y = ang sec u es: u= sec y,_., 
y € (- n, - 1r/?] U (O, n/?J y que la derivada de ésta con respecto a 
y es: Dyu = sec y tan y , se tiene: 

Du ang sec u= secy tany 

ahora ~ tan 2 y tan y ± /sec 2 y -

y como sec y = u , se tendrá: 

Du ang sec u = 1 
u(± .rur:l) 

además, si u > 1 =9 se e y > O, . tan y > O· sec y tan y > O 

si u < 

entonces: 

por lo cual: 

sec y < O, tan y < O 

l 
Du ang sec u ~ ulu2 _ 

1 

Dx u 
Dx ang sec u = u/uZ _ 

1 

sec y t an y > O 

Q.D. 
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TEOREMA III.21 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA DE LA COSECANTE 

Hipótesis: 

Si y = ang ese u 

Tesis: 
Dx u 

Dx ang ese u • - ului _ 1 

Demostración: 

••• (18) 

Como la función inversa de y= ang ese u es u= ese y, 
y e: (- n, - 'lf/~ U (O, n/~ y la derivada de u= ese y con respecto 
a y es Dyu =- cscy coty, se tiéne que: 

1 
Duy=Dyu Du ang ese u = - _c_s_c_y_c_o_t_y 

pero eot 2 y = esc 2 y - cot y = ± lcsc2 y - 1 

y como ese y • u resulta que ese y cot y = u(±~) 

as1: Du ang ese u=- 1 
u(±ruz.:l) 

además, si u > 1 ese y > O, cot y > O ese y cot y > O 

si u < 

entonces: 

ese y < O, cot y < O 

1 
Du ang ese u "' - ului - 1 

ese y cot y > O 

y la derivada con respecto a x es: 
Dxu 

Dx ang ese u = - ulu2 _ 
1 

Q.D. 

Las fórmulas · para derivar funciones circulares inversas se resumen a 
continuación: 

Dx 
Dx u 

(13) ang sen u=~ 

Dx 
Dxu 

(14) ang cos u=-~ 

Dx ang 
Dxu 

tan u = y-::¡:--u2' (15) 

- Dx ang cot 
Dx u 

(16) u = - 1 + u2 

Dx ang sec 
Dxu 

(17) 
u "' ulu2 - 1 

Dx ang ese u = Dx u 
- ulu2 - 1 

(18) 

Ejemplo III. 28 

Derivar cada una de las siguientes funciones: 

a). y = ang sen x 2 

Aplicando (13): 

Dx ang sen x 2 = ~ x
2 

11 - (x2) 2 

b) y = ang tan IX 

Aplicando (15): 

= _2_x __ 

11=7 

1 

Dx ang tan IX = Dx rx 2ix 1 
1 + ( rx ) 2 ,.. 1 + X = 2 fx ( 1 + x) 

e) y = ang cot x 3 

Aplicando (16): 

Dx ang . cot x 3 

d) X 
y = ang cos -; 

Aplicando (14) : 

X 1 
Dx ang cos a = - /a2 - xZ 

e) 1 
y = 2 ang sec 2x 

Aplicando (4a) y (17): 

1 1 ( Dx (2x) ). 
Dx ·z- ang sec 2x = 2 Zx/~(:;¿:2x=;)Az;===;=1 
f) y = x ang ese x 

Aplicando (4) y (18): 

Dx (x ang ese x) - x ( ~ ) 
- - xv'x" - 1 

a a 
= la 2 - x 2 = 

a 

2 1 
4x~=2x~ 

+ ang ese x (1) 

' 



Dx (x ang es e x) 

Ejemp l o III. 29 

ang ese x - 1 

lx2 - 1 

Hallar cada una de las der ivadas indicadas y valuarla para el va 
l or dado de la var iab l e i ndependient e . -

a) Si f (x ) = ang s en ~ +~ hallar f' (a) 
a x ' 

Se emple arán (3) , (13), (5), (6a) y (2) 

_!_ x (
1 

- 2x ) -~ ( 1) 
a 2~ 

f' (x) =V- ( ;t + x2 

x 2 
- ( a 2 

- x 2
) 

1 + _____ v~a2~-~x_2 __ __ 
.. !~ xz 

av ---a-2.-

x 2 
- a 2 - ( a 2 

- x 2
) 

xz~ = x2Ja2 - x2 

f'() - ~ X - - - ---xz--

y el valor de f' (x) par a x = a es: 

f' (a) = - / a 2 - a2 = O 
a2 

b) Hallar g 1 (0), si g(r) ang tan 1 _ ar 

Aplicando (15) y (S ) : 

d 5a + ~ ( 1 - ar ) ( 1) - (a+ 

g' ( r) 
d r y-::---ar ( 1 - ar ) 2 

1 +ra + r~ 2 (a + r ) 2 
1 + ( 1 - ar ) ~ 

[} - ar_ 

1 - ar + a 2 + a r 

r) (- a) 

= ______ (1 - ar) 2 __ = 1 + a 2 

(1 - ar) ~ r) 2 1 - 2 ar + a 2 r 2 + a 2 + 2 ar + r 2 

(1 - ar) 2 

g'(r) = *' 
1 + a 2 1 

(a2 + 1) (r2 + 1) = ~ 

g' (O) = _1_ = o + 1 

III.6 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA IMPLICITA Y EN FORMA 
PARAMETRICA 

III.6.1 DERIVADA DE LA FUNCION IMPLICITA 

Recordando que en una función presentada en forma implícita la varia­
ble dependiente no está despejada, como en la ecuación: 

2x 5 
- X = 3y 3 + 2y + 8 .. • (A) 
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y considerando que esta ecuación define a y como una o más funciones de 
rivables de x , se puede hallar la derivada de y con respecto a x porel 

,proceso llamado d~va~6n ~~. el cual se presenta a continuación: 

el primer miembro de la ecuación (A) es una función de x; sea : 

F(x) = 2x5 
- x 

el segundo miembro de (A) es una función de j, sea: 

G(y) = 3y 3 + 2y + 8 

donde y es función de x, es decir : 

y = f(x) 

por lo que la ecuación (A) se puede escribir como: 

F(x) = G(y) o bien F(x) = G(f(x)) 

entonces se t i ene: 

Dx F(x) = Dx G(y) 

Dx ~X 5 
- ~ = Dx !}y 3 + 2y + [] 

la derivada de F(x) se puede obtener fácilmente: 

Dx F(x) = Dx (2x 5 
- x) = 10x~ -

... (B) 

• • • (C) 

la derivada de G(y) se debe obtener usando la regla de la cadena, ya 
que G(y ) = 3y3 + 2y + 8 y se pretende derivar con respecto a x: 

/ 



132 

Dx G(y) = Dx(3y 3 + 2y + 8) = 9y 2 DxY + 2DxY 

sustituyendo los valores de (C) y (D) en (B) se tiene .: 

10x4 
- 1 = 9y 2 Dx y + 2Dx y = Dx y (9y 2 + 2) 

despejando Dx y se tiene: 

. .. (D) 

La ecuación (A) es un caso especial donde todos los términos en x e~ 
tán separados de los términos en y. Sin embargo, la idea de la deriv~ 
ción implícita es general y lo importante es derivar cada uno de los 
términos de la ecuación tomando en cuenta que y no es la variable inde 
pendiente y de ahi la necesidad de usar la regla de la cadena. -

Ejemplo III. 30 

Usando la derivación implícita, hallar DxY de: 

•.. (a) 

Suponiendo que existen L!l :a o mas funcionE:s derivables tales que si 
y = f(x) la ecuación (a) se verifica, al derivar ambos n1iembros con 
respecto a x se tiene: 

Dx (2x 4 y 2 
- xy 3 + 8y) = Dx (4ry) 

Dx (2x 4 y 2
) - Dx (xy 3

) + Dx (8y) = Dx (4ry) •.. (b) 

Calculando por separado cada una de las derivadas: 

2x 4 Dx y 2 + y 2 Dx 2x4 
= 2x4 2y DxY + y 2 8x 3 

= 

l¡x 4 y DxY + 8x:Y 2 

Dx By = 8 DxY 

Dx ( 4 vY ) = 
2 
~ Dx y = .f Dx ) 

Sustituyendo estos resultados en (b): 

2 
4x 4y DxY + 8x\r 2

- 3xy 2 DxY - y
3 + B DxY = /X DxY •.. (e) 

Despejando Dx y de l a ecuación (e) : 

DxY (4x 4y- 3xy 2 + 8- 2_) =y 3 - 8x 3y 2 

¡y 

4x 4y - 3xy 2 + 8 - 2 
¡y 

Es conveniente notar cómo aun cuando de la ecuac1on que define una 
función implícita no sea posible despejar la variable dependiente y, 
su derivada DxY siempre se · puede despejar después de derivar, pues 
queda de primer grado . Además, en general, el resultado contiene tan 
to a x como a y . -

Ejemplo III. 31 

Encontrar DxY de la ecuación: 

sen (xy) = x 2 + y 

Dx ~en (xy[} = Dx (x 2
) + Dx (y) 

[Eos (xy[J Dx (xy) = 2x + DxY 

[Eos (xy[J (y + x DxY) = 2x + DxY 

DxY J2c cos (xy) - !] = 2x- y cos (xy) 

Ejemplo III. 32 

2x - y cos (xy) 
X COS (xy) -1 

Encontrar Dx y = y' de la ecuación x 3 ~ 3xy 2
. + y 3 

su valor en el punto P(2, -1). 

o 

y' (3y 2 
- 6xy) 

1, y calcular 

·]- C-1)2- z2 
y p- (-1) 2 - 2(2) (-1) 

1' - 4 3 m = .... s 



III.6.2 DERIVADA DE LA FUNCION DEFINIDA EN FORMA PARAMETRICA 

Se ha visto la derivación de funciones explícitas y de funciones dadas 
en forma implícita. Como se vio en el capítulo I, existe otra forma de 
presentar una función y= F(x), que es la forma paramétrica: 

{

X= f(t) 

y = g(t) 

(ll) 

(12) 

En esta parte se trata de calcular la derivada de y con respecto a 
x: DxY de una función dada en forma paramétrica, para lo cual se 
aplicará el siguiente razonamiento. · 

De la regla de la cadena: 

DxY = Dt y Dx t ... (13) 

en donde Dx t se puede calcu·lar despejando t de la ecuación (11), lo 
cual no siempre es fácil y a veces es imposible. Ot1·a fonna de calcu­
lar Dxt es usando la derivada de la función inversa, o sea: 

1 
D .. t = Dt X 

con io que la ecuación (13) se puede escriblr: 

= Dt y = .i_ill 
DxY Dt x f' (t) 

La fórmula anterior permite calcular la derivada de una función paramé 
trica, sin tener que llegar a la ecuación cartesiana de la función. -

Ejemplo III. 33 

Encontrar Dx y de la siguiente función: 

rx=2t 2 -t 

ly=+lt-

a) Usando la formula anterior. 

b) Eliminando el parámetro t y derivando el resultado. 

Solución 1 

a) 
Dt(+/t- 1) 2/t 1 

DxY = Dt(2t 2 - t) = 4't'="l = 8t /t- 2 /t 
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.. , (e) 

b) De (b) : t = (y+ 1) 2 ... (d) 

sustituyendo en (a): 

x = 2 [(y+ 1) 2] - (y+ 1) 2 X= 2 (y+ 1) 1¡- (y+ 1) 2 , . . (e) 

De la ecuación (e) se puede obtener Dx y derivando implícitamente: 

1 = 8 (y + 1) 3 Dx y - 2 (y + 1) Dx y 

1 
0x Y = 8 (y + 1) 3 - 2 (y + 1) 

... (f) 

Los resultados (e) y (f) son equivalentes. 

En efecto, sustituyendo (d) en (e): 

a (y+ 1)2 /(y+ 1)2 _ 21(Y+ 1)2 8(y + 1) 3 
- 2(y + 1) 

que comprueba el resultado obtenido. 

Ejemplo In. 34 

De l as ecuaciones paramétricas de la cicloide: 

calcular la 

1 X 
(4> - sen 4>) 

¡y (1 cos 4>) 

derivada DxY y valuar la 

DxY 
D<j> 2(1 - cos p) 
Dcp 2(</> - sen cj>) 

sen cp 
DxY = l- cos 4> 

para 4> = ¡ 
2 (sen cj>) 

2 (1 - cos 4>) 

l 
1 1 ..., 

= Tz = 12 1 J Dx y 1T 1 - ...!.... 12- 1 = .ri - 1 ; Dx y . 
_J4>=¡ 12 12 4> 

~-
1 - cos 4> 

=...!!. 
4 

- 1 
- /2- 1 
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III.6.3 DERIVADAS DE ORDE~ SUPERIOR DE FUNCIONES IMPLICITAS 

En el inciso III.6.1 se presentó el procedimiento para obtener la prl 
mera derivada de una función implícita. 

Una vez obtenida la primera derivada en términos tanto de la variable 
independiente como de la dependiente, la segunda derivada se encuentra 
derivando ambos miembros de la ecuación obtenida, tomando en cuenta que 
en el segundo miembro puede aparecer la variable dependiente teniéndo­
se que aplicar en estos casos la regla de la cadena. 

Ejemplo III.35 

Encontrar la segunda derivada y" de: 

xy - y 2 + 2 = o 

Solución 

Derivando implícitamente para encontrar y': 

despejando y' : 

xy' + y - 2yy
1 = o 

y 1 - __:::;¡___ 
- X - 2y 

derivando en la ecuación anterior para obtener y": 

y"= (x- 2y) (-y') - (-y) (1- 2Y') 
(x- 2y)2 

y" = 2yy' - xy' + y - 2yy' 
(x-2y) 2 

y- xy' 
(x - 2y) 2 

Con esta ecuación se tiene la segunda derivada y se puede observar 
que ésta queda en términos de x y y'. Será conveniente tener a y" co 
mo función de x y de y únicamente, para lo cual bastará sustituir el 
valor de y' en la última ecuación. 

y - X (....::::L__) 
y" ,. X - 2y_ 

(x - 2y) 2 

+_E_ 
y" = y X- 2y 

(x - 2y) 2 

y" = 2xy - 2y
2 

(x - 2y) 3 

y" 

(x - 2y)y + xy 
(x - 2y) 
(x.,.. 2y)2 

Es posible encontrar la segunda derivada sin necesidad qe tener una 
ecuación explícita para la primera derivada. Para esto sólo es necesa 
rio tener una ecuación que contenga la primera derivada y derivarla im 
pl ícitamente. 

Ejemplo III.36 

Del ejemplo anterior, obtener y" a partir de la ecuación: 

xy' + y - 2yy' = o 

Derivando implícitamente: 

despejando y": 

x DxY 1 + y 1 Dx x + Dx y - 2Dx (yy 1 
) = 0 

xy" + y' + y' - ~ (yy" + y' y'.) = O ••• (a) 

y" (x- 2y) = 2(y') 2 - 2y' 

y" 2 (y') 2 
- 2y' 

X - 2y 
... (b) 

en esta expresión y" se encuentra también en términos de x, y, y' . 

Sustituyendo: . 
y" 

y" 

y" 

(__:}'____) 2- 2 (__:}'____) 
X - 2y X - 2y 

X- 2y 

2y
2 + 2y (x - 2y) 

(x - 2y) 2 (x - 2y) 2 

X- 2y 

2xy - 2y 2 

(x - 2y) 3 

2y 2 + 2xy - 4y 2 

(x-2y) 3 

•.. (e) 

Los resultados obtenidos para y" son equivalentes obviamente. 

El procedimiento para obtener la derivada enes1ma de una función im­
plícita es derivar la ecuación que contenga a la derivada de orden 
(n - 1) ya sea que esté d~spejada o no. 



Ejemplo III. 37 

Del e.{emplo anterior obtener la tercera derivada y'" 

Solución 

Partiendo de la ecuación (a): 

xy 11 + 2y 1 - 2yy 11 - 2 (y 1 ) 2 o 

derivando implÍcitamente: 

deGpejando y"': 

xy" 1 + y" + 2y" - 2yy" 1 
- 2y'y" - 4y 'y" = o 

xy"' + 3y"- 2yy"' - 6y'y" =o 

y'" (x - 2y) = 6y'y" - 3y" ==} y"' 6y'y" - 3y" 
X- 2y 

sustituyendo las expresiones de y' y y" obtenidas antes: 

y"' 
(_-:2_) r;xy - 2~2l [~~ 6 x - 2y L (x - 2y) j - 3 (x - 2y) 

X- 2y 

-6y (2xy - 2y 2
) 

(x - 2y) '+ 
X- 2y 

6xy - 6y 2 

(x - 2y) a 

-6y (2xy - 2y 2
) - (x - 2y) (6xy - 6y 2

) 

(x- 2y)'+ 
X- 2y 
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III.6.4 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR DE FUNCIONES DEFINIDAS PARAMETRICAMENTE 

En el inciso 111.6.2, se estudió la derivación de funciones dadas par! 
métricamente y se demostró que: 

DtY Dxy=-
. DtX 

... (14) 

El pbjetivo de este tema es encontrar una forma para obtener las deriv! 
das de orden superior de una función definida paramétricamente. 

Se sabe que: 

... (15) 

Cuando se utiliza la expresión (14) la derivada DxY es en general 
función de t y no de x, entonces existe la necesidad de aplicar la r~ 
gla de la cadena para aplicar (15). 

pero: 

entonces: 

D t = -
1
-x Dt X 

... (16) 

La ecuación (16) permite calcular la derivada segunda de una función 
paramétrica, para lo cual es necesario conocer la primera DxY como 
función de t. 

Siguiendo un procedimiento análogo para determinar la enésima deriva­
da, por definición se tiene: 

= D ( Dn-l ~ 
X X Y; 
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Aplicando la regla de la cadena: 

Dn xy Dt (n:-l~ Dx t 

Dn Dt (n~-ly) 
xy Dt X 

o bien : 

Es claro que para obtener la enésima derivada es necesar1o conocer to­
das las derivadas anteriores. 

Ejemplo III. 38 

Calcular * y ~ para la función definida por: 

Solución 

luego: 

calculando: 

_ó_ 
dx2 -

3t + t 
3 

X= -5-4--

dx 1 + t 2 

dt = _1_8_ 

t
2 

- 3 

t 3 
- 9t 

y= --9-

dv t 2 
- 3 dt = --3-, 

~ - --3- - 6 ( t 2 
- 3) 

dx - T+7 - 1 + t 2 
_1_8_ 

d f:¡;] 
~ 

dx 
dt 

~ ~t#i-18 
dt ~2 + 1 
--t2.-+ 

__ 1_8_ 

(t 2 + 1)(12t)- (6t2
- 18)(2t) 

(t + 1) 2 

t 2 + 1 _1_8_ 

18(12t 3 + 12t - 12t 3 + 36t) 
(t2 + 1) 3 

18(48t) 
(t2 + 1) 3 

Ejemplo III.39 

Calcular D~ y de la función dada por: 

x = sen t; 

Solución 

864 t 
(t2 + 1)3 

Como: cos t; DtY = -2 cos t sen t 

Ej en:plo III. 40 

-2 cos t sent 
cos t 

-2 cos t 
COR t 

-2 

Calc•:.lar D:y y valuarla para t 

x = ang tan t 2 

-2 sen t 

1, si la función se da con: 

D y = Dt Y = _2_t_ = 1 + t'+ 
x Dt X _2_t_ 

1 + t'+ 

Dt <ni y) 
Dt X 

D:y] = 6 + 8 + 2 
t = 1 

16 



III.7 APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA DERIVADA 

Como ya se vio en la interpretaci ón geométr i ca de la der ivada, ésta re 
presenta la pendiente de la recta tangente a la curva en estudio en el­
punto en el que se ha valuado dicha derivada. Ahora se hará uso de es­
te hecho para ejemplificar algunas de las aplicaciones geométricas de 
la derivada. 

Ejemplo III. 41 

Hallar la pendiente de la tangente a la curva de ecuación 

en el punto P(l, - 2). Ver figura III.22. 

Solución 

y por tanto: 

m=~· m= 2x; 
dx' 

m = 

y 

~ 
d~x = 1 

Figura III. 22 

2(1) 

Ejemplo III. 42 

Determinar los puntos de la curva de ecuación y = ___?___ donde 
1 - 2x 

la tangente es paralela a la recta de ecuación 2x - Sy + 5 = O. 

Solución 

2 La ecuación de la recta puede escribirse y = 5x + 1 de donde se 
2 

deduce que su pendiente es: m 1 = 5 

La pendiente de la tangente a la curva en cada punto es: 

m=~= 10 
dx (1 - 2x) 2. 

Como la condición de paralelismo entre dos rectas de pendientes 
m¡ y mz es m1 = rn2, se tiene: 

2 10 
5 = (1 - 2x)2 

Resolviendo esta ecuación: 

( 1 - 2x) 2 = 25 =} 1 - 4x + 4x2 25 =:::::} x 2 
- x - 6 = O, 

de donde: 

Xl 3, X2. -2 

Para Xl 3: 

5 5 
Yl 1 - 2( 3) = =s- = 

Para x2 - 2: 

5 5 
Y2 1 - 2 (-·2) = 5 = 

Los puntos buscados son: 

P¡ (3, -1) y P2(-2, 1) 

Ver la figura 111.23. 
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y 

X 

Figura III. 23 

Ejemplo III.43 

Hallar la ecuación de la parábola y x2 + bx + e que es tangente 
a la recta y= x en el punto (1, 1). 

Solución 

Como la parábola debe pasar por el punto P(l, 1) las coordenadas 
de este punto deben satisfacer la ecuación de la misma. 

(1) 2 + b (1) + e b + e O • • • (a) 

Puesto que la parábola y la recta deben ser tangentes en P, debe 
tenerse en dicho punto m¡ = m2 

y=x =} m¡=y'= • • • (b) 

De la ecuación de la parábola: 

DxY = 2x + b 

Para el punto (1,1): 

DxY] 
(1,1) 

de las ecuaciones (b) y (e): 

2(1) + b 2 + b . • • (e) 

m¡ = m2 ::::} 1 = 2 + b 

por lo tanto: 

b 

y con la ecuación (a) e = 

de donde la ecuación de la parábola es : 

Ejemplo III. 44 

Encontrar el punto de la curva y 2 = 2x 3 para el cual su tangente 
es perpendicular a la recta 4x - 3y + 2 = O, 

Se lución 

La condición de perpendicularidad es: m 1 = -l por lo que es n~ 
m2 

cesario hallar primeramente las derivadas. 

r;;--; 6x2 3 r 3 
y 2 2x 3 =}y= V"L.X"; y 1 = 212.:3 = /2 V"X =}m¡= /2 rx 

4x - 3y + 2 o 4 2 4 . 4 
::::}y = 3 X + 3; y 1 = 3 =} m2 = 3 

_ _1_ =} 3/X -3 rx = -12. 2 
=} 

1 
ID¡ = 12 = T; X"'- x=-

m2 
4 , 16 8 

i'ustituyendo en la ecuación de la curva: 

Y2 = 2( if =} 
fl 1 

y =y 230 =16 

El punto buscado es 



III. 7.1 ECUACIONES DE LA TANGENTE Y LA NORMAL A UNA CURVA EN UN PUNTO DADO 

l1 ·1a aplicación geométrica de la derivada, en la que se aprecia clara­
mente su interpretación como la pendiente de la tangente, es aquella en 
la que se buscan las ecuaciones de la recta tangente y la recta normal 
a una curv::t " r. _ .¡ : . ,,,~ o dado . 

y 

T 

o X 

Figura III. 24 

En efecto, sea la función f representada por la curva e en la figura 
111.24, y sea un punto P(x0 , y0 ) de ella. De acuerdo a lo tratado con 
anterioridad, la derivada de la función f valuada en el punto P, es la 
pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto. Con ese va­
lor de la pendiente y con el punto P, queda definida la ecuación de la 
recta tangente, mediante la ecuación: 

en donde : 

y - Yo = IDr (x - xo) 

df (xfl 
mr "'d"XJ 

p 

La recta normal a e en P es la recta perpendicular a la tangente y 
que pasa por P. 

Como las pendientes de dos rectas perpendiculares son recíprocas y de 
signo contrario, la pendiente de la recta normal vendrá dada por: 

1 
~DN .. - mr 

Con este valor y el punto P, queda definida la .ecuación de la recta 
normal a la curva, a partir de la ecuación: 

Ejemplo III. 45 

Encontrar las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva 
dada en el punto indicado . 

a) y = x 2 - 4x + 3 en P(4 , 3) 

Solución. 

de donde: 

Ahora: 

por lo que: 

b) y = rx::-3 

Solución 

Ez._ 2x- 4; El.] 4 ~ mT 4 dx dx P 

y - 3 = 4 (x - 4) 

y - 3 = 4x - 16 

4x - y - 13 = O (ecuación de la tangente) 

1 
IDN =- 4 

1 
y - 3 "' - ¡(x - 4) 

4y - 12 = - X + 4 

x + 4y - 16 O (ecuación de la normal) 

en 

El.= __ 1_. 
dx zrx::-3' 

P(4, 1) 
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de donde: 

1 
y - 1 = 2 (x - 4) 

2y-2 x-4 

X- 2y O (ecuación de la tangente) 

se tiene: 

por lo que: 

y - 2(x- 4) 

y - 2x + 8 

2x + y - = O (ecuación de la normal) 

111.7.2 ANGULO DE 1NTERSECC10N ENTRE DOS CURVAS 

La dirección de una curva en un punto se define como la dirección de 
su recta tangente en ese punto. 

Así, la dirección de la curva e de ecuación y= f(x) en el punto 
P(x

0
, y

0
) está dada por el áng~lo de inclinación de la recta tangente 

PT o bien por la pendiente de esta: 

m= tan a= f'(x0 ) 

Ahora es fácil definir el ángulo formado por dos curvas C¡ y C2 al 
cortarse en e·l punto P(x0 , y0 ) como el ángulo~ que determinan las ta.!)_ 
gentes a las curvas en P. (Véase figura III.25). 

y 

X 
Figura III. 25 

Sean y= f 1 (x) y y f 2 (x) las ecuaciones de c1 y C2 respectivamente, 
se tendrá: 

En la figura III.25, es evidente que ~ = a2 - a1 

con lo que el ángulo ~ puede determinarse por medio de las derivadas 
de y= f 1 (x) y y f 2 (x) teniéndose: 

Otra forma de obtener ~ es mediante la fórmula: 

tan ~ 

de donde : 

Ejemplo II I. 46 

f~ (x0 ) - fi (X0 ) 

+ f{ (x0 ) f~ (x0 ) 

Determinar el ángulo que forman al cortarse las parábolas 

2 X y =-
2 

Solución 

(a) 

... (b) 

Resolviendo como simultáneas las ecuaciones (a) y (b) para dete~ 
minar los puntos de interseccion: 

De (b): 
4 

2 X y =-
16 

igualando (a) y (e): 

x 4 
- 8x = O ==} x(x 3 

- 8) O 

de aquí: 

X¡ o x2 2 

Yl o Y2 

... (e) 



Las parábolas se cortan en el origen y en el punto P(2, 1). Aho­
ra dado que las tangentes a las parábolas en el origen son los pr~ 
píos ejes coordenados, el ángulo que forman en este punto es de 
90°, (ver la figura III.26). Se determinará ahora el ángulo en P: 

D~ (a), derivando implícitamente: 

2 ~- _!_--..>.._ ~- __!__ -->.._E1.1 
y dx - 2 ~ dx - 4y ~ dx y 

De(b), se tiene : 

~-x=}~j 
dx - 2 dx 

o bien: 

X 

1 
ang tan 1 - ang tan 4 

1 
1 - 4 3 

tan </> = =- ::::::} <P 

1 + (1) .}. 5 

3 30°58' ang tan 5 = 

.. 
y 

Figura III. 26 

1 
m¡=4 

X 
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Ejemplo III. 4 7 

Calcular el ángulo de intersección de las curvas y x 2 ; y =·x 3 

Solución 

Puntos de intersección. Resolviendo las ecuaciones como simult! 
neas por igualación: 

O; x1 ..,; O; xz 

y¡ O, Yz = 1 

Los puntos de intersección son: 

P¡(O, 0), Pz(l, 1) 

Calculo de las pendientes: 

2x; m¡ 2x 

Calculo de los ángulos de intersección: 

para P1 ~O, O) 

m1 = O, m2 o 

por lo tanto : 

a¡ = ang tan O ==} a¡ O 

m¡ 2, m2 = 3; -~ - 1.._::_2 - .!_ 
tan Ctz - 1 + m¡rnz - 1 + 6 - 7 

1 808' ang tan 7 = 

III.8 APLICACIONES FISICAS DE LA DERIVADA: RAZONES DE VARIACION Y VARIA­
BLES RELACIONADAS 

III. 8.1 LA DERIVADA COHO RAZON DE CA..'1BIO 

Sea una función y = f(x), si para un valor de la variable independien 
te x, se da a ésta un incremento 6x y se calcula el correspondiente in· 
cremento 6y de la variable -dependiente, al dividir 6y entre 6x se tie~ 
ne la razón de cambio promedio de y con respecto a x, cuando la varia-
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ble independiente cambia de x a x + ~x. ~ es la razón de cambio prQ 
~X 

medio de y con respecto a x, para el valor de x determinado y el ~x d~ 
do. 

2 

Por ejemplo para la función y = x2 , se tiene: 

~y 

1 2 6y = x6x + 2(6x) 

Si se divide entre ~x: 

~ - 1 b 
6
x- x + 

2 
(6x), s i y cam ia de a 3, ~x 

1 uego: 2.5 

* = 2.5 indica que la razón de. cambio promedio de y con respecto a x 

es igual a 2.5 cuando x aumenta de 2 a 3. 

Si el intervalo de x a x + 6x disminuye, es decir si ~x tiende a cero, 
al calcular el límite cuando 6x +o la razón de cambio promedio de y con 
respecto a x se convierte en razón de cambio en un punto. 

1 im f!.t_ = El_ 
6x+ O 6x dx 

La derivada de y con respecto a x es la razón de cambio de y con res­
pecto a x para un valor definido de x. 

En el ejemplo anterior la razón de cambio de y con respecto a x es: 

El_ (-~) = X 
dx 2 

en cada punto y para x = 2 vale El.= 2 
dx 

Cuando la variable i ndependiente es el tiempo t, como en una función 
y= f(t), se tiene que: %f es la rapidez de va r iación de y para un 
valor definido de t. 

Si en un problema intervienen variables que son funcio~, ~ de~ tiempo 
y dichas variables se pueden relacionar, entonces derivando respecto al 
tiempo es posible hallar una relación entre la rapidez de variación de 
las va~iables consideradas. Por ejemplo si x = g(t); y= h(t), y= f(x). 

-ªx, = ~ f(x) dx 
dt dx dt 

Una sugestión para proceder a resolver problemas de esta fndole, son 
los siguientes pasos: 

l. Enlistar los datos y las magnitudes buscadas. 

2. Trazar una figura representativa del enunciado del problema y don 
de se establezca una convención para indicar con qué letra se es~ 
tá representando cada variable involucrada. 

3. Escribir la relación que ligue a las variables involucradas. 

4. Derivar con respecto al tiempo . 

5. Sustituir en el resultado del paso anterior las ~agnitudes inclui 
das en los datos y despejar las que se buscan. 

Desde luego que, según el caso, pueden combinarse entre sí estos pa­
sos sugeridos . 

Ejemplo III. 48 

Una escalera de 3.00 mts. de longitud está apoyada sobre un piso 
horizontal y contra un muro vert i cal . Si el extremo i nferior de 
la escalera se aleja del muro a una velocidad de 1.20 m/s, ¿a qué 
velocidad desciende el extremo superior en el instante en que su 
altura sobre el suelo es de 2.40 m.? 

Solución 

l. Datos t = 3.00 dx 
m; dt = 1.20 ~/s , Yl 2 . 40 m. 

~ . El. 
Incogn~ta dt 

2. Figura: 

Figura III. 27 



cuando Yl = 2.40 m. 

x¡ = 19- (2.40) 2 1.80 m. 

4. Derivando con respecto al tiempo: 

2x dx + 2y -~ = O :::::} x dx + y jy = O 
dt dt dt dt 

S. Sustituyendo valores: 

1.80 (1.20) + 2 40jy= o~ 2 40~=- 2. 16 . dt -----, . dt 

~- 2· 16 0.90 m/s dt - - 2. 40 = -

que es la velocidad de descenso del extremo superior. 

Ejemplo III. 49 

El foco de un arbotante está a 4.5 metros de altura sobre una ban 
queta horizontal. Un hombre de 1.75 m. de altura camina alejando~ 
se del arbotante a una velocidad de 44 metros por minuto. ¿A razón 
de cuántos metros por minuto crece su sombra?. 

Solución 

l. Datos: H = 4~5 m. , h 

Incógnita: * 
2. Figura: 

1 

~ -----
X 

dx 
1.75 m., dt = 44 m/min . 

y 

Figura III. 28 

3. Por semejanza de triángulos en la figura III.28. 

esto es 

4.5y l. 75x + l. 75y; 

7 
y= TI X 

__:¡_- .!!....±...1.. 
1.75- 4.5' 

2.75y l. 75x; 

4. Derivando respecto a t: 

~ _ _]_ dx 
dt - 11 dt 

5. Para ~~ = 44 m/min.; * = 1
7
1 (44) = 28 m/min. 

La sombra se alarga a razón de 28 m/min. 

Ejemplo III. 50 

Un papalote está a 30 metros de altura sobre el nivel del suelo 
y se aleja horizontalmente a una velocidad de 10 metros por segu~ 
do del niño que lo sostiene. ¿A razón de cuantos mec:ros por seguE_ 
do está' soltando la cuerda el niño , cuando la distancia entre és­
te y el papalote es de SO metros?. 

Solución 

1 ~ Datos: 

Altura h = 30 m. 

. . dx / Velocidad hor1zontal dt = 10 m s 

Distancia inclinada z¡ = 50 m. 

Incógnita: 

2 . Figura: 

N 

dz 
dt 

p 

Figura III. 29 

10 .!i-
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3. De la figura III. 29, y por el teorema de Pitágoras : 

z 2 = x2 + h2 ~ z 2 = x2 + 900 

4. Derivando respecto al tiempo t : 

2z dz = 2x dx . 
dt dt ' 

dz x dx 
dt =- dt 

5. De (a): x = lz 2 - 900 

... (a) 

... (b) 

Para Z¡ = 50 m, X¡ = 1(50) 2 - 900 11600 = 40 m. 

Luego sustituyendo valores en (b): 

dz = 40 m (10 m/s) = 8 m/s 
dt 50 m 

El niño está soltando la cuerda a razón de 8 m/s 

Ejemplo III.51 

En una fabrica de cemento se deposita arena de tal modo que se 
forma de una pila cónica, cuya altura es siempre igual a los 4/3 
del radio de la base. Sabiendo que el radio de la base aumenta a 
razón de 1/8 cm/s, ¿con qué rapidez aumenta el volumen de la pila 
cuando el radío de la base es de 90 cm.? 

Solución 

l. Datos: 

h =% r; dr = _!_ cm/s 
dt 8 

dV Se busca dt cuando r = 90 cm . 

2. Figura: 

Figura III.30 

3. En la formula que da el volumen del cono : 

4 Se sustituye h = 3r para tener una función de una variable: 

V = .!!_ 1Tr 3 

9 

4. Derivando respecto a t : 

dV = .!!_ 1T r 2 dr 
dt 3 dt 

5. Para r = 90 cm y dr = .! cm/s · dt 8 . 

dV =.!!. 1T (90) 2 _!_ = 1350 1T cm 3/s 
dt 3 8 

4241. 16 cm 3 /s 

Se concluye que la rapidez con que aumenta el volumen de are 
na cuando r = 90 cm. es: 

dV _ 3 
dt - 4241 . 16 cm /s 

Ejemplo III.52 

El aire de un globo esférico escapa haciendo que el volumen del 
globo disminuya a razón de 400 cm 3 por segundo, ¿con qué rapidez 
disminuye el área de la superficie del globo cuando su radío mide 
20 cm.? 

Solución 

l . Datos: 

dV 3 Cambio de volumen : dt = - 400 cm /s 

. Incógnita : 

Disminución del área dA cuando r 1 dt 

2. La figura es obvia. 

3. y .4 . A = 4 1rr 2 ==} ~~ = 8 1Tr ~~ 

V = ~ 1Tr 3 ,-->.... dV 4 1Tr2 dr 
3 '7' dt = dt 

20 cm 

.. • (a) 

... (b) 



Á • dr d 1 -~ (b) n~speJando dt e a ecuac1on : 

dr 1 ( dV) 
dt = 4 1Tr 2 dt 

Sustituyendo este resultado en la ecuación (a): 

S. Para r1 = 20 cm y dV =- 400 cm3 /s: 
dt 

dA - 2 (-400 cm3 /s) dt - 20 cm - 40 cm2 /s 

dA 2 dt = - 40 cm /s 

El área disminuye a razón de 40 cm2 /s 
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CAPITULO IV VARIACION DE FUNCIONES 

INTRODUCCION 

En los capítulos anteriores se tocaron los conceptos de función, 
límite, continuidad y derivada, así como ejercicios de aplicación 
de los mismos . De esta forma ya se tienen herramientas para el 
estudio de la variación de una funci6n, por lo que en una primera 
parte se tratarán algunos teoremas de apoyo para más adelante in­
troducir las características fundamentales de variación como son · 
los intervalos en los que una funci6n crece o decrece, sus extre­
mos, sus puntos de inflexi6n y el sentido de su concavidad. Y 
así se podrá proceder al trazo de su gráfica sin necesidad del 
uso de la tabulación. 

Cabe hacer notar que este capítulo también contempla problemas 
relacionados con aspectos físi~os y geométricos, en los cuales el . 
estudiante debe construir el modelo matemático para llegar a su 
solución. 

IV.l TEOREMA DE WEIERSTRASS, TEOREMA DE BOLZANO, TEOREMA DE ROLLE Y TEO 
REMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL -

La demostración de los teoremas de Weierstrass y de Bolzano, cae fue­
ra de los propósitos de estos apuntes, por lo cual se da solamente su 
enunciado e ilustración geométrica. 

Estos teoremas son necesarios para el mejor entendimiento de los con­
ceptos que se estudian en el desarrollo de este capítulo y principal­
mente sirven de fundamento en la comprensión del teorema de Rolle, el 
cual es a su vez la base para el estudio del teorema del Val_o!t Me.cU.o 
del Cá.e.c.uto V.i6e.Jte.n.cia.t. 

TEOREMA IV.l DE WEIERSTRASS 

Hipótesis: 

La función y = f (x ) es continua en el intervalo cerrado [?, !?] . 

Tesis: 

Entre todos los valores de f(x), en el intervalo(?,~. hay un va­
l~r M • f(x 1 ), llamado máximo absoluto, que no es superado por nin­
gun otro valor de f(x) en G. Jil y un valor m= f(x2), llamado mínimo 
absoluto, que no supera a mnguno de los valores de f(x) en [?, !?] . 

Esto es: 

m = f(x2) .:S. f(x) .:S. f(x1 ) = M 



y 

o 

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL TEOREMA DE WEIERSTRASS 

En la figura IV . l, se ven dos ilustraciones geométricas de este teoré 
ma; en ellas la curva e es la gráfica de la función y= f(x), continua 
en el intervalo ~. fl . 

Debe observarse que tanto el max1mo absoluto M, como el m1n1mo absolu 
to m_pueden presentarse para los valores de x extremos del intervalo­
~. ~, como se muestra en la figura IV . l, donde M= f(a) ~m= f(b) y 
que M 6 m pueden presentarse para más de un valor de x en~.~ · 

Para el caso particular de la función constante y = k, se tiene que: 

M= m~ k 

y 

M=f( a) 

X¡ x2 bX a o b 

Figura N.l 

"TEOREMA IV .2 DE BOLZANO 

Hi pótes i s: 

Sea y = f(x) una función continua en el intervalo cerrado [a, b] 
y sea Yo un va lor de f(x) tal que: 

m S Yo S M 

X 

Tesis: 

Cuando menos para un valor x
0 

de x en [a, b], se tiene que 
Yo = f(Xo) • 

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL TEOREMA DE BOLZANO 

Una ilustración de este teorema se presenta en la figura IV.2, en la 
cual dicho teorema se cumple para dos valores de x: 

Xo e [a, b] y 

y 

M 

o X o 

T¡ OREMA IV.3 DE ROLLE 

Hipótesis: 

x1 E [a, b] 

X¡ b X 

Figura N . 2 

Sea y = f(x) una función que cumple con las condic iones siguientes: 

l. y = f(x) es continua en el intervalo cerrado [a, b J. 
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2. y= f(x) es derjvable en el intervalo abierto (a, b). 

3. f(a) = f(b). 

T~sis: 

Existe por lo menos un valor x
1 

E (a, b) para el cual : 

f' (x 1 ) = O 

Demostración: 

Como y= f(x), es continua en ~. f], segGn la condición (1) de la hj_ 
pótesis, por el teorema de Weierstrass se garantiza la existencia de un 
mínimo absoluto m y un máximo absoluto M en [a, b]. 

Considérese primero el caso particular en que los valores m y M, se 
presentan en los extremos a y b del intervalo [a, b J, es decir que 
m= f(a) y M= f(b), figura IV.3. Entonces por la condición (3) de la 
hipótesis, se tendrá: 

m = f(a) = f(b) = M = k (k es una constante) 

Esto corresponde al caso de una función constante f(x) = k para la 
cual a todo valor x 1 E (a, b) corresponde f' (x1 ) = o ya que la deri­
vada de una constante vale cero. 

Obsérvese que en este caso particular, el teorema se cumple para todo 
valor de x e~ el intervalo (a , b). 

o o 

Figura IV. 3 

Considérese ahora que al menos uno de los valores m ó M corresponde a 
un punto interior del intervalo [a, b J. Para fijar ideas, supóngase 
que M = f(x 1) donde a ~ x1 ~ b. 

SegGn el teorema de Weierstrass el valor mftximo absoluto M = f(x1 ) no 
es_superado por ningún valor de f(x) en ~. ~, por consiguiente se te~ 
dra: 

f(x¡ + /:;,x) 2 f(x¡) , a< X¡< b, (x¡ + ~x) E (a, b) 

por lo cual: 

f(x 1 + ~x)- f(x1 ) 2 O 

Dividiendo ambos miembros de esta desigualdad entre ~x i o resulta: 

f(x¡ + llx) - f(x 1 ) 
0 ~x .:':_ si t:.x < O • •• (1) 

f(x¡ + ~x) - f(x¡) 
0 ~X 2 si ~X > 0 (2) 

si ~x +o- por (1), y por la definición de derivada lateral por la i~ 
quierda: 

lim f(x¡ + ~~~ - f(x¡) _> 0 ~ 
~x+o- --r • . • (3) 

Si ~X+ 0+ pOr (2), y pOr la definiciÓn de derivada lateral por la de­
recha: 

lim f (x¡ + ~x) - f (x1 ) < O ~ f, (x ) < O 
~X + 0+ ~X - ---,' + 1 -

(4) 

Según (3) la derivada lateral por la izquierda para x = x1 es positi­
va o nula, y según (4) la derivada lateral por la derecha para x = x1 

es negativa o nula; pero por la condición (2) de la hipótesis, la fun­
ción es derivable en (a, b) por lo que es derivable para x = x1 • Esto 
implica lo siguiente : las derivadas laterales para este valor de x de­
ben ser iguales, así que la única posibilidad es: 

C.(x¡) = f+ (x¡) = O ::::9 f' (x¡) = O, a < x¡ < b 

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL TEOREMA DE ROLLE 

Sea la función y = f(x) que cumple con las condiciones de la hipótesis 
del teorema. Esto implica lo siguiente: 

Por la condición (1), la gráfica de y= f(x) es continua en el interva 
lo~.~· 

Por la condición (2), dicha gráfica es una curva que tiene tangente en 
cada uno de sus puntos en (a, b). Tal vez no admita tangente en los pu~ 



tos extremos de abscisas x =a y x =by por la condición (3), los pun 
tos extremos A y B de abscisas x = a, x = b, tienen la misma ordenada-:-

A(a, e) B(b, e) 

El teorema demuestra que existe por lo menos un punto de la gráfica de 
y= f(x), en (a, b) en donde la tangente a ella es paralela al eje de 
las abscisas, es decir de pendiente cero. 

En la figura IV.4, se ilustra el caso en que el teorema se cumple para 
dos puntos (x 1 , y1 ) Y (x2 , Y2 ). 

y 

e 

o a 

Ejemplo IV. 1 

Y¡ : 
1 

X¡ 

Figura IV.4 

b X 

Investigar si la función f(x) = x 3 
- 3x + 3 cumple con las condi­

ciones del teorema de Rolle, en el intervalo ~ /3, + ~ Si e~ 
plP., determinar los valores de x E (- /3, 13) para los cuales se 
verifica el teorema. 

Solución 

Primero se investiga si la función cumple con las condiciones de 
la hipótesis del teorema : 

l. La función dada es continua en el intervalo [:- /3, + /J] ya 
que se trata de una función polinómica, la cual es continua 
para todo valor de x. 
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2. La función dada es derivable en el intervalo(- 13, + 13), POE 
que siendo polinómica es derivable para todo valor de x. 

3. f(a) f (- 13) = - 313 + 3/3 + 3 = 3 

f (b) f ( 13) = 313 - 313 + 3 = 3 

luego f(a) = f(b) 

La función f(x) = x 3 
- 3x + 3 sí cumple con las condiciones de la 

hipótesis en el intervalo propuesto. 

La derivada de la función es: f 1 (x) = 3x2
- 3, así que: 

f 1 (x) = O ==* 3x2 - 3 = O ==* x1 = - 1, x2 = 1 

por lo cual: 

f 1 (-1) O, f 1 (1) o 

y como: 

- 13 < 1 < + 13, -/3<-1<+13 

se concluye que el teorema se verifica para: 

Xl = -

en el intervalo: 

[- /3, + 13 l 
Para ilustrar geométricamente este ejemplo, se presenta la figura 

IV.S. 
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t'{-r) =o 

-/3 -1 

Ejemplo IV.2 

y 

o 

f'( 1)=01 

1 

Figura . IV. 5 

X 

Si la función f (x) = 4 - x 213 cumple con las condiciones del teo 
rema de Rolle en el intervalo I: 3, ~,hallar los valores de -
x E (-3, 3) para los que se verifica el teorema. Trazar la gráfi­
ca correspondiente. 

Solución 

Sí se aplican las condiciones de -la hipótesis del teorema se ve 

Se observa que f'(x) no está definida para x 1 =O y O E (-3, 3), lu~ 
gola función no es derivable en el intervalo (-3, 3), y por lo tan­
to no cumple con la segunda condición de la hipótesis del teorema. 

Esto implica que el teorema de Rolle, no es aplicable a la función: 

En la figura IV.6, se observa que, aun cuando la gráfica de la fun 
cion es una curva continua y los puntos extremos A y B en el ínter~ 
valo dado tienen la misma ordenada, no existe n i ngún punto de la 
gráfica entre A y B donde la recta tangente a ella sea paralela al 
eje de las abscisas. 

-3 

y 

;-- -
1 

--1 - ---

1 

o 3 X 

que: Figura IV.6 

l. La función es continua en el intervalo 1:3, TI dado que siem­
pre se cumple que: 

lim f(x) 
X -+ x0 

4- x0
213 es decir, 'V- x0 E 1:3, TI 

2. La derivada de la función es: 

f' ( ) - 2 -. ij~ x -- 3 x 
2 

- 3 3rx 

Ejemplo IV.3 

Dada la función f(x) = 1 x - 21, y el intervalo G2, ~, si es ap:J! 
cable el teorema de Rolle, determinar el o los puntos donde se ve­
rifica. 

Solución 

Para ver si se cumplen las condiciones de la hipótesis del teorema 
de Rolle es necesario ver primero si la función es con~inua en el 
intervalo considerado. Su representación gráfic~ es : 



y 

-2 o 2 4 6 X 

Figura IV.7 

Continuidad. El único punto de sospecha es x = 2, en donde se 
tiene que: 

l. f (2) O cumple 

2. lim f(x) lim f(x) O cumple 
x -+ 2- x -+ 2+ 

3. f(2) = lim f(x) 
X -+ 2 

cumple 

Por lo que f(x) es continua en x 2 y por consiguiente en ~2, ~ 

Derivabilidad. Para x = 

f~ (x) = -1 f~ (x) 

de donde: 

f 1 (2) - 1 y f + (2) 

como: 

f' (2) ~ f~ (2) 

f(x) no es derivable en x = 2 

De dichas conclusiones se tiene: 

.... La función es continua en ~2, ~ 
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2. La función no es derivable para x1 = 2 E (-2, 6), luego no es 
derivable en el intervalo abierto (-2, 6). 

Esto hace que el teorema de Rolle no sea aplicable en este caso. 

La figura IV.7 muestra la gráfica de la función dada, en la cual 
se ve que entre los puntos A(-2, 4) y B(6, 4), no hay ningún punto 
donde la recta tangente sea paralela al eje de las abscisas. 

TEOREMA IV.4 DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL 

Hipótesis: 

Sea la función y= f(x) que cumple con las condiciones: 

l. y f(x) es continua en el intervalo cerrado [a, b J. 
2. y f(x) es derivable en el intervalo abierto (a, b). 

Tesis: 

Existe por lo men_os un valor x 1 
el cual: 

en el intervalo abierto (a, b) para 

Demostrad ón: 

f(b) - f(a) 
b - a 

a < x 1 < b 

Sea y = f(x) una función que cumple con las condiciones de la hipóte-
sis del teorema y considérese la función auxiliar: · 

'l'(x) = f(x) - Ax ... (S) 

en la cual A es constante. 

Esta función es continua en el intervalo ~. ~ y derivable en el inte~ 
valo (a, b), dado que es la suma algebraica de dos funciones que Jo son. 

Por lo mismo, la función (5) cumple con las dos primeras condiciones de 
la hipótesis del teorema de Rolle y para que también cumpla con la terce 
ra condición de dicha hipótesis, basta determinar el valor adecuado de~ 
estableciendo la condición: 

'Ha) = 'l'(b) 

Como '!'(a) = f(a) - Aa y 'l'(b) 
sión (6). 

(6) 

f(b) - Ab, se tendrá según la expre-
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f(a) - Aa = f(b) - Ab ::::::} A(b - a) f(b) - f(a) 

A = f(b) - f(a) 
b - a 

••• (7) 

Asf que para este valor de A, la función ~(x) = f(x) - Ax satisface las 
tres condiciones de la hipótesis del teorema de Rolle. 

Según la tesis del mismo teorema, existirá por lo menos un valor 

x 1 E (a, b) 

para el cual: 

'f' Cx1) = O a<x1<b 

pero de (5): 

~· (x) f'(x)-A 

y para: 

X= X1 

queda: 

'f'(xl) = f'(xl)- A 

lo cual por (7) y (8) da: 

f' (xl) _ f(b) - f(a) 
b - a 

f' (Xl) 
f(b) - f(a) 

b - a 

o 

Xl E (a, b) 

. • . (8) 

Q.D. 

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFE 
RENCIAL -

Sea el arco AB de la figura IV .8, la gráfica de la función y= f(x) que 
cumple con las condiciones del teorema del valor medio del cálculo dife­
rencial en el intervalo ~. fJ. 
Entonces por las condiciones de la hipótesis del teorema, dicha gráfica 

será una curva , continua y admitirá tangente en cada uno dt> sus puntos en 
tre A y B (excepto tal vez en los punto5 A y B). 

El teorema establece que existe cuando menos un punto P1 (x1 , y1) de la 
curva entre los puntos A y B, en el cual la recta tangente es paralela 
a la secante que pasa por los puntos A y B. 

y 

' ( b) 

f (a) 

o 

1--'~'- --i 
Figura rv.a 

y 

--- -~- ----- 8 

a o 

1 
1 
1 

1 

Figura TV. B.l 

En efecto, la pendiente de dicha secante es: 

f(b) - f(a) 
mAB = tan a = b _ a 

b 

X 

X 



Como se puede ver en la figura IV.8, la pendiente de la recta tangen­
te a la curva en el punto P1 es: 

m = f' (x¡) 

Y por la tesis del teorema del valor medio del cálculo diferencial se 
tiene: 

f' (x¡) f(b) - f(a) 
b- a 

que equivale a la condición de paralelismo mAB = ~: 

Desde luego, este teorema puede verificarse en más de un punto del ar­
co AB como' es el caso de la figura IV.8.1, en donde las rectas tangentes 
a la curva, en P1 y Pz, son paralelas a la secante que pasa por los PÚ!l 
tos A y B. 

Corolario.- Una función y = f(x) cuya derivada es nula en un interv~ 
lo, es necesariamente una función constante en este intervalo. 

En efecto sea la función y = f(x) que cumple con las condiciones del 
teorema del valor medio del cálculo diferencial en el intervalo [?, ~, 
además sea : 

f' (x) = O, :1f X E (a, b) 

En el intervalo [?, ~ donde a< x < b, se cumplen las condiciones a_!l 
teriores, e9r lo cual según la tesis de dicho teorema, aplicado en el 
intervalo Ji¡., ~ se tiene: 

f(x) - f(a) 
x- a 

= f' (x¡) a < x¡ < X 

pero como f'(x) a o, se tendrá f'(x 1 ) =o, por lo cual: 

f(x) - f(a) = O ~ f(x) - f(a) = O ..:=} f(x) 
x- a f(a) 

como: 

f(a) k 

es constante: 

f(x) k 

Corolario.- Si dos funciones y= f 1 (x), y= f 2 (x) tienen sus deriv~ 
das iguales en un intervalo, difieren en una constante en dicho inte~ 
val o. 
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Efectivamente, sean las funciones y =· f¡ (x), y .. f 2 (x) continuas en 
_G, ~ y tales que f1 (x) = f2 (x) en (a, b); . considérese la función 
g(x) = f 1 (x) - h(x). La función g(x) cumple con las condiciones del te,Q. 
rema del valor medio del cálculo diferencial. 

Además: 

g' (x) fi (x) - f~ (x) 

pero como: 

f~ (x) f~(x) 

se tendrá: 

g' (x) = O 

entonces por el primer corolario: 

g(x) =k~ f¡(x)- fz(x) k 

Ejemplo IV.4 

Investigar si e~ aplicable el teorema del valor medio del calculo 
diferencial a la función f(x) = x 3

- 5x2 -3x en el intervalo [!, ~· 
Si lo es, hallar el o los valores de x para los cuales se cumple 
dicho teorema en (1, 3). 

Solución 

Al aplicar las condiciones de la hipótesis del teorema se concluye 
lo siguiente: 

l. La función dada es continua en el intervalo I}, ~ ya que es 
una función polinómica y por lo tanto es continua para todo 
valor de x. 

2. La función dada es dP.rivable en el intervalo (1, 3), porque es 
derivable para todo valor de x por ser polinómica. 

Entonces sí es aplicable el teorema, y deberá tenerse, según la 
tesis del mismo: 

ya que: 

f(3) - f(l) 
3 - 1 

f ' (x1 ) ; 1 < X¡ < 3 

a = 1 y b = 

f (3) 3 3
- 5(3) 2 

- 3(3) = - 27 f (1) 

f(3) - f(l) 
3 1 

- 27 - (-7) 
- 10 

1 - 5(1) - 3(1) -7 
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por otro lado: 

f' (x) 3x2 
- lOx - 3 

luego: 

3x2 
- lOx - 3 = - 10 =? 3x2 lOx + o 

resolviendo esta ecuación se obtiene: 

7 
X¡ = 3; X2 = 1 

como: 

7 3 E (1, 3) y 1 ~ (1, 3), 

el único valor para el cual se cumple el teorema en (1,3) es x¡ 

Ejemplo IV.S 

¿Es aplicable el teorema del valor medio del calculo diferencial 
a la función f(x) 2/x en el intervalo [:1, ~? En caso afirmati­
vo, determinar el o los valores de x donde se cumple el teorema. 

Solución 

Aplicando las condiciones de la hipótesis del teorema, se ve que: 

l. La función f(x) = 2/x es discontinua para x = O y 

7 
j " 

x = O e [- 1, 2 J , luego la función no es continua en el inte.E_ 
valo cerrado [- 1, 2 J. No cumpliéndose la primera condición 
de la hipótesis, se concluye que el teorema no es aplicable en 
el intervalo mencionado. 

Gráficamente se puede constatar con mucha facilidad esta conclu­
sión, observando en la figura IV.9, que no existe ningún punto de 
la gráfica de y = 2/x entre los puntos A(-1, -2) y B(2, 1) en don 
de la recta tangente sea paralela a la cuerda que pasa por A y B~ 

Ejemplo IV.6 

y 

-1 

/ 

/ 
/ 

·· 2 

Figura rv.9 

2 X 

Hacer ver que el teorema del valor medio del calculo diferencial 
no es aplicable a la función f (x) = (x - 2) 213 en el intervalo 
@, IJ, indicando por qué y trazando la gráfica correspondiente. 

Solución 

La función f (x) = (x - 2) 213 es continua para todo valor de x , ya 
que siempre se tiene: 

lim f (x) 
X -+ x 0 

luego la primera condición de la hipótesis del teorema sí se cum­
ple. 

l . f(x) = (x- 2) 2k es continua en @, IJ 
La derivada de la función es: 

f' (x) = 3(x _2 2)IIs 



Se observa que esta derivada no existe para x = 2 y 2 e (0,3), 
luego no se cumple la segunda condición de la hipótesis del 
teorema . 

2. f(x) = (x- 2) 213 no es derivable en (O, 3). 

Por esto no es aplicable el teorema. 

En la figura IV.10, se ilustra este ejemplo. Puede observarse 
que es imposible que la recta tangente a la curva en algún punto 
entre A y B, sea paralela a la secante AB. 

y 

-2 -J o 2 3 X 

Figura N.lO 

Otra forma en que suele presentarse la tesis del teorema del valor medio 
del cálculo diferencial es la siguiente: 

Si de : 
f(b) - f(a) 

b - a 

se despeja f(b), queda: 

f' (x1 ); a < x 1 < b 

f(b) f(a) + (b - a) f' (x1 ); a < x 1 < b 

a < x¡ < b ~ X¡ - a > O, b - a > O ==* O < ~1 = : < 

sea: 

X¡ - a e, ----¡;-:--; = 

se tendrá: 

o < e < 1 

... (9) 

luego: 

X¡ a + (b - a) e, y si b - a h; b a + h 

y 

x = a+ h e, o < e < 

Co:ns i derando esto en 1 a expresión (9) 

f(a + h) = f(a) + hf'(a + h6) o < e< 1 ... (10) 

Obsérvese que las expresiones (9) y (10) son equivalentes. 

El teorema del valor medio del cálculo diferencial, puede ser muy ú­
til para estimar la magnitud de la variable dependiente y hacer apro­
ximaciones numéricas. 

Ejemplo IV.7 

Empleando el teorema del valor medio del calculo diferencial, es­
timar 3128. 

Solución 

Tomando 

f(x) = 3Tx; f'(x) =-1
- • a= 27, 

3x213 ' 

y aplicando lo visto con anterioridad, queda: 

b 28 

vu = vv + IJ2a - 21[] bx
1
\. 7a; 21 < x¡ < zs 

esto es: 

3128 = 3 + ___!,..,.,... 
3x¡ ' 1 " 

pero como: 

27 < X¡ ~ 1 < __ 1_ l 1 
-r 3X2 :3 3(27) 2/3 = 3(9) = 27 

1 

1 
< 3 + 27 

luego por (a) : 

3 < 3/28 < 3 + 217 

... (a) 

Para mostrar 'una aplicación del teorema del valor medio del cálculo 
diferencial expresado en la ecuación (10) se da el siguiente ejemplo. 
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Ejemplo IV.B 

Demostrar que: 

Solución 

Sea : 

f(x) = IX; a = 100 h 

entonces a + h = 101 

f(a + h) = liOT, f(a) 

como: 

f' (x) = -
1
- ==} f' (a+ h8) 

2/X 
f' ooo + e) 

aplicando (10) : 

~ =- 1 viO 1 = v wO + 
2
;rtllJT1í; O < 6 < 1 

esto es: 

liOT - /lOi) = 1 
2/100 + 

pero: 
1 <-1 __ _!_ 

2;too + e z;mu - 2o 

luego: 

0<8<1 

TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL PARA DOS FUNCIONES 

Este teorema conocido también como teo4ema de Cauchy, es fundamental 
para estudiar la Regia. de L' Hop-Ua.l que se ve en el siguiente inci­
so. 

TEOREMA IV.5 DE CAUCHY 

Hipótesis: 

Sean y = f(x), y = g(x) dos funciones que cumplen con las cond i ciQ 
nes : 

l. y f(x) , y g(x) son continuas en el intervalo [a, b J . 
2. y f(x), y g(x) son derivables en el intervalo (a, b). 

3. g'(x) #o para todo valor de x en (a, b). 

Tesis: 

Existe por lo menos un valor x1 en el intervalo abierto (a, b) para 
el cual: 

f(b) - f(a) _ ~ 
g(b) g(a)- g'(x

1
) 

a < x 1 < b ... (11) 

Demostración: 

Conviene primero hacer ver que g(b) + g(a) para que l a expresión (11) 
tenga sentido . 

En efecto la función y= g(x) cumple con las condiciones de l a hipó­
tesis del teorema del valor medio del cálculo diferencial en el interv~ 

lo [a, b], l uego se tiene: 

g(b) g(a) 
b - a 

g'(xl) ; a< xr < b 

pero: 

g ' (x) + O 'V- x E (a, b) ==} g' ·(xl) 1 O 

g(b~ = !(a) 1 O ~ g(b) - g(a) 1 O ::::::} g(b) 1 g(a) 

Ahora bien, considérese la función aux i liar 

~ (x) = !~~~ = !~:~ ~(x) - g(a~ - G(x) - f(aJ ••• (12) 

Como puede observarse, ~ (a) = ~ (b) = o, entonces la func ión (12) cu~ 
ple con las tres condiciones del teorema de Rolle. 

Como: 

~ · (x) 
f(b) - f(a) 
g(b) _ g(a) g'(x)- f'(x) ... (13) 



Según la tesis del teorema de Rolle: 

4>' (x¡) = O; a <X¡ < b 

lo cual implica por (13): 

f(b) - f(a) g' (x¡) - f'(x¡) = o 04) g(b) - g(a) ... 

Como g'(x¡) i o, al dividir por la expresión (14) g'(x¡) queda: 

f(b) - f(a) - r (x¡) = o::::} f(b) - f(a) - f' (x¡) . 
g(b)- g(a) g'(x¡) g(b)- g(a)- g'(xl)' 

IV.2 FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES 

a < x¡ < b 

• 

Al estudiar la variac1on de una función, es de principa l importancia 
saber si es creciente o si es decreciente . A continuación se estudian 
estas características de las funciones. 

La idea de función creciente y de función decreciente puede introdu­
cirse diciendo: 

Una función es creciente cuando al aumentar el valor de la var iable in 
dependiente , también aumenta el valor de la variable dependiente. Una­
función es decreciente cuando al aumentar el valor de la variable inde­
pendiente, disminuye el valor de la variable dependiente. ' Esto se con­
creta en las siguientes definiciones: 

Definición: Una func i ón y= f (x), es creciente en un intervalo 
~ . ~ si el cociente i ncrementa l !Ix_ es positivo e·, 

t.x 
el intervalo. Es decir: 

!Ix_ _ f(x0 + ~x) - f(xo) > O 
~x - l:!.x 

siendo x 0 y x0 + ~x dos valores cualesqu i era de x en !3 , ~ 
Nótese que: 

!Ix, > O # t-.x > O , ~y > O 
Llx 

y 

o 

o bien que: 

!Ix, > O # l:!.x < O, b.y < O 
b.x 

lo que evidentemente concuerda con la idea expresada anteriormente. 

En la figura IV.ll, se ilustra el caso de una función creciente. 

Definici9n: Una función y= f(x), es decreciente en un intervalo 
~' ~' si el cociente incremental !Ix_ es negativo en 

l:!.x 
el intervalo. Esto es, si: 

t:J... _ f(Xo + l:!.x) - f(xa) < O 
l:!.x- b.x 

siendo x0 y x0 + l:!.x, dos valores cualesquiera de x en ~. ~. 

Se puede observar que: 

o bien que: 

!Ix, < O # l:!.x > O , !!.y < O 
b.x . 

!Ix, < O ~ l:!.x < O , !!.y > O l:!.x ~ 

La figura IV.12, muestra la gráfica de una función decreciente. 

f(xo) 

1 

X o 

ftxo+óx)l 
1 1 

xo+LI.x b 

Figura IV .11 

X 

y 

y= f( X) 

1 1 

f(xo) f(xo+Óx) 1 
1 

o 

Figura IV.l2 

X 
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Para condicionar analíticamente la existencia de una función creciente 
o de una decreciente~ se presentan los siguientes teoremas: 

TEOREMA IV.6 

Hipótesis: 

Sea y = f(x) una función continua en [a, b J, derivable en (a, b) 

y tal que f'(x) >O en (a, b). 

Tesis: 

La función es creciente en (a, b) . 

Demostración: 

La función y = f(x) satisface las condiciones del teorema del valor me­
dio del cálculo diferencial en Gt. fJ, por lo que si x0 y x0 + D.x son dos 
valores de x en Gt . ~, dicha funcion satisface las mismas condiciones 
en el intervalo [:xo. x0 + 6~. · 

De acuerdo a la tesis del teorema mencionado se tendrá: 

f(x0 + D.x)- f(xo) = f'(x¡) 
D.x 

Xo < X¡ < X0 + ~X 

pero según la hipótesis del teorema en demostración: 

f'(x) >O ~ x E (a , b), 

entonces: 

f 1 (x 1 ) > O; x 0 < x¡ < x 0 + D.x 

por lo cual: 

f(xo + D.x) - f~ > 0 D.x 

y esto implica que la función y= f(x) es creciente en Gt. 8. 
En la figura IV.l3 se tiene la gt·áfica de una función creciente en un 

·intervalo G. 8 y se ve que la pendiente~= f' (x1 ~ ?e la recta tange.!)_ 
te en cualquier punto P1 (x1 , y1 ) del arco AB es pos1t1Va. 

TEOREMA IV.7 

Hipótesis: 

Sea y = f(x) una función continua en [a, b], derivable en (a, b) 
y tal que f'(x)·< o en (a, b). 

Tesis: 

La función es decrec1ente en (a, b). 

Demostración: 

La demostración de este teorema es totalmente similar a la del teorema 
IV.6, por lo que no se desarrollará, pero se ilustra en la figura IV.14. 

y y 

o 

m=f'(x 1)>0 

1 
¡Y¡ 

1 
1 

Figura IV.13 

8 

X 

m= t'( x 1) <O 
A 

o X 

Figura IV.l4 

Un criterio general basado en lo anterior, para determinar la naturale­
za creciente o decreciente de una función, consiste en determinar el si~ 
no de su derivada a lo largo de su domini:', sabiendo que si en un inter­
valo la derivada es positiva, la función es creciente y si la derivada 
es negativa, la función es decreciente. 

Ejemplo IV. 9 

Investigar para qué intervalos de x la siguiente función es cre­
ciente y para cuales es decreciente: 

f(x) = 2x 3
- 9x2 + 12x- 3 

Solución 

La derivada de la función es: 

f'(x) = 6x2
- 18x + 12 (a) 



Esta función derivada es continua para todo valor de x, por lo 
cual, el valor de f'(x), solamente cambiara de signo pasando por 
el valor cero, por lo que es necesario determinar los valores de. 
x que hacen f'(x) :O. 

Factorizando en (a): 

f' (x) 

f' (x) 

6 (x - 1) (x - 2) (b) 

O ::::} 6(x- 1) (x- 2) ·: O ~ x¡ = 1, xz : 2 

A continuación se obtiene el signo de f'(x) a la izquierda y a la 
derecha de x 1 y x2 (esto se facilita si se emplea la expresión (b), 
para determinar la naturaleza de la función dada. 

Si: 

si: 

si: 

x < 1 ==? f' (x) > O =::::;.y : f(x) es creciente 

< x < 2 ===}- f' (x) < O==? y : f(x) es decreCiente · 

x > 2 ::::} f' (x) > O~ y = f(x) es creciente 

Como un complemento a la soluci6n de este ejemplo se da la gráfi­
ca en la figura IV.15. 

y 

2 

: t '(2 )=o 

01 

1 

2 X 

Figura IV.lS 

Ejemplo IV.lO 

Dada la función f(x) 6x 2 + 9x, determinar en qué interva-
los es creciente y en cuáles es decreciente. 

Solución 

f'(x) 3x2 12x + 9 : 3(x2 
- 4x + 3) : 3(x - 1) (x - 3) 

f' (x) O ~ 3(x - 1) (x - 3) : O ~ x¡ : 1, xz : 3 

Desde luego, si f'(x) no se puede factorizar, los valores que la 
anulan pueden obtenerse resolviendo la ecuación f'(x) =O comoco~ 
venga. 
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La obtenci6n del signo de la derivada y las conclusiones pueden o~ 
tenerse haciendo el siguiente cuadro: 

X (x-1) (x-3) f' (x) f (x) 

-CO< X < 1 - - + creciente 

1 < X < 3 + - - decreciente 

3 < X <OO + + + creciente 

IV.2.1 SIGNO DE LA DERIVADA DE UNA ·FUNCION BIYECTIVA 

Como se recordará una función biyectiva es aquella que ~umple con ser 
inyectiva y suprayectiva, por lo cual se puede afirmar que a lo largo 
de su dominio se trata de una función creciente o decreciente. Esto 
lleva a pensar en su derivada con dos opciones de signo . 

f' (x) > O 

o bien: 

f' (x) ~ O 

Para ilustrar esto supóngase la función f(x) x 2 + 1 definida por : 

f: [Q,co) -+ IJ., co~ 

Se observa cómo su dominio y codominio de definición la oblig~n a ser 
uno - uno y sobre, por lo tanto cumple con ser biyectiva. Si se estu­
dia su representación gráfica se verá 4ue se trata ae una función neta 
mente creciente a lo largo de su dominio, por lo cual su derivada, co~ 
mo se había visto es cero o mayor que; es decir, f'(x) ~o. 
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y 

(0,1) 

o 2 3 " X 

Figura rv.16 

Esto también se demuestra a través de la derivada: 

f' (x) = 2x, X E @,00) 

que siempre es positiva o cero. 

Otro ejemplo podría ser el de la función f(x) cos x defínida por: 

f: @, 1u + D, O 
cuya gráfica se ve en la figura IV.17 

y 

X 

-1 ~---------------

IR = [-1, 1] 

Figura rv.17 

Por las limitaciones en su dominio y codominio se tiene que la función 
es biyectiva, es decir uno - uno y sobre. 

La función es decrec i ente a lo largo de su dominio y por lo tanto su de 
rivada es f'(x) ~o, lo que se comprobaría también derivando en el in-­
tervalo considerado. 

f ' -(x) sen x X E @, r!] 

f 1 (x) <O 

IV.3 MAXH10S Y MINIMOS 

La determinación de los valores max1mos y mínimos de una función es de 
suma import~ncia en el estudio de la variación de la misma y conduce a 
una aplicación inmediata del cálculo diferencial en la solución de mu­
chos problemas prácticos. 

Definición: f (x0 ) es un valor máximo relativo de la función con­
tinua y = f(x), si exis te un entorno. 

x0 - o < x < x0 + o de Xo para el cual: 

f( xo + ~x) < f(x0 ) cuando l ~x l < o 

Definición: f(x0 ) es un valor mÍn1mo relativo de la función con­
tinua y= f(x) , si existe un entorno. 

Xo - o < x < x0 + o de Xo para el cual : 

f(xo + ~x) > f(xo) si l~xl < o 

Como en estas definiciones sólo se consideran valores de x en un entor 
no de Xo, Se puede notar que Una misma funciÓn puede tener máS de Un ma 
ximo relativo y más de un mínimo relativo y aún puede suceder que un m! 
ximo relativo sea menor o igual que un mínimo relativo. 

En la figura IV.l8, se ve la gráfica de una función y f(x), la cual 
tiene máximos relativos para x 1 y x 3 , presenta mínimos relativos para 
:<2 y x" y se observa que: 

f(x 1) < f(x~¡) 

TEOREMA IV.8 

Hipótesis: 

Sea la función continua y = f(x) y un entorno Xo - o < x < x0 + o 
del valor Xo de su dominio en el cual se tiene: 



Tesis: 

f'(x0 + ~x) >O si ~x <O; l~xl < 8 

f'(x0 + ~x) <O si ~x >O; l~xl <o 

(15) 

(16) 

f(x0 ) es un valor máximo relativo de la función y= f(x). 

y 

o 

Demostración: 

Figura IV.l8 

1 

1 

i f(x4) 
1 
1 
1 
1 

X 

Por el teorema IV.6 y por la expresión (15) de la hipótesis, se dedu 
ce que la función y = f(x) es creciente en el intervalo x0 - 8 < x~ x;; 
por lo cual en este mismo intervalo: 

f(x0 + ~x) < f(x0 ) • • . (17) 

Ahora, por el teorema 1V.7, y por expresión {16) de la hipótesis, se 
deduce que y = f (x) es decrecí ente en e 1 i nterva 1 o x0 < x < x0 +o, 1 u e- ! 

go en este otro intervalo se tiene: -

... (18) 

teniendo en cuenta (17) y (18) simultáneamente se concluye que: 

f(xo + ~x) < f(xo)' si l~xl < o 

luego f(x0 ) es un máximo relativo de la función y = f(x) que se presen­
ta para x = Xo· 

Este teorema se ilustra en las figuras IV.19 y IV.19.1. 

y 

o 

y 

o 

1 f(xo) 
1 
1 
1 

X o 

Figura IV.19 

TEOREMA IV.9 
Hipótesis: 
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y 

X o X o X 

Figura IV .19 .1 

Sea la función continua y= f(x), y un entorno Xo- 8 <x<x
0

+8 del 
valor Xo de su dominio en el cual se tiene: 

f'(x0 + t.x) < o si ~<O, l~xj < 8 (19) 

f'(x0 + ~x) > o si ~X > 0 l~xl < 8 (20) 

Tesis: 
f(x

0
) es un valor mínimo relativo de la función y= f(x). 

Demostración: 

La demostración de este teorema es totalmente similar a la del teore­
ma IV.8, y se basa alternativamente en los teoremas IV.6 y IV.7, por lo 
que no se demostrará. Geométricamente el teorema IV.9; se ilustra en 
las figuras IV.20 y IV.20.1. 

1 

: f( X o) 
1 f(Xo) 1 

1 1 

X o X o X o X 
Figura IV.20 Figura IV.20.1 
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Por lo anterior, se observa que lo que qarantiza la existencia de un má 
ximo relativo o un mínimo relativo de un~ función y = f(x) para u~ valo~ 
x0 , es el cambio de signo de su derivada y' = f'(x) al pasar x creciendo 
por el valor ·x0 • 

Si dicho cambio de signo es de (+) a (-) se trata de un máximo relativo, 
~i es de (-) a (+) se tiene un minimo relativo. 

Ahora bien, la derivada puede cambiar de sjgno pasando por el valor ce­
ro o cambiando bruscamente de un valor positivo a otro negativo o vice­
versa. 

Si la función derivada y'= f'(x) es continua en un entorno del valor 
x0 , al cambiar de signo lo hace pasando por ·el valor cero. Este es el 
caso que sé ilustra en las figuras IV.19 y IV.20. 

Si la función derivada y' = f'(x) es discontinua en x0 , puede cambiar 
de signo bruscamente como sucede en los casos ilustrados en las figuras 
IV.19.1 y IV.20.1. 

Al estudiar una función para determinar sus max1mos y mínimos relati­
vos conviene proceder en un orden lógico, para lo cual se presenta el 
siguiente criterio. 

IV. 3.1 CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADi\ 

Criterio de la primera derivada para determinar los máximos y mínimos 
relativos de una funci6n y= f{x). 

l. Hallar la derivada y' = f' (x). 

2. Obtener los valores de x que anulan o hacen discontinua a la deri­
vada. Estos valores se conocen comúnmente como valores criticas 
de x. 

3. Investigar el cambio de signo d~ la derivada al pasar x creciendo 
por cada valor crítico x0 , x1, xz, etc., deduciendo de ello si se 
trata de un máximo relativo o de un mínimo relativo según dicho 
cambio sea de (+) a (-) o de (-) a (+) respectivamente. 

Si al realizar esto último en un punto, la derivada no cambia de signo, 
la función y = f(x) no tiene máximo ni mínimo relativo. Este caso se 
muestra en las figuras IV.21 y IV.21.1. 

y 

o 

y 

t'( X )>O 

X o X o X o 

Figura IV.21 Figura IV. 21.1 

Ejemplo IV. 11 

Estudiar la función f(x) = x 2 + 2x + 4 determinando sus máximos y 
mínimos relativos. Trazar su gráfica. 

Solución 

l. f'(x) 2x + 2 

2. f' (x) O ~ 2x + 2 O =} xo = - 1 

El único valor crítico que se presenta es x0 - 1 

3. Si X < - f' (x) < O (tiene signo (-)), 

Si X > - f' (x) > O (tiene signo (+)), 

Como el cambio de signo es de (-) a (+) se deduce que la función 
f(x) = x 2 + 2x + 4 , tiene un valor mínimo relativo para el valor 
crítico x0 = - l. 

El valor del mínimo es: f(-1) = (-1) 2 + 2(-1) + 4 = 3 

La gráfica se ve en la figura IV.22. 

X 



y 

m¡ 

1 
1 
1 

-:3 -1 o :3 X 

Figtrra IV. 22 

Ejemplo IV.12 

Determinar los valores máx i mos y mínimos relativos de la función 
f (x) = 10 + 12x - 3x 2 

- 2x 3 
• 

Solución 

l. f'(x) = 12- 6x- 6x2 

Factorizando: f'(x) - 6(x 2 + x - 2) - 6(x + 2)(x- 1) 

2. Como la función derivada es continua, se buscan los valores 
que la anulan Únicamente. 

3. 

f' (x) = O ===?- 6(x + 2)(x - 1) 0 =}X¡ 2, xz 

Los valores críticos son X¡ y xz = 

La i nvestigación del cambio de signo de la derivada puede ha­
cerse con el siguiente cuadro: 

X -6(x + 2) (x - 1) f' (x) f(x) 

- 00 < X < - 2 + - -
X = - 2 Hay un mínimo 

- 2 < X < 1 - - + 
X = 1 Hay un máximo 

1 < X <.:J::, - + -

El valor del mínimo es: f(-2) = 10- 24- 12 + 16 =- 10 

El valor del máximo es: f(1) = 10 + 12- 3- 2 = 17 

Ejemplo IV.l3 

Dada la función f(x) = 3 - (x - 2) 2~ , hallar sus máximos y mín~ 
mos relativos si los tiene. 

Solución 

l. f'(x) 2 
3 3¡;z-:--z 

2. No existen valores de x que anulen a la derivada, pero X¡ 2 
la hace discontinua, luego el valor ~rítico es x¡. 

3. X< 2 ==}X- < 0 =? g¡x-::-z < 0 =? f'(x) > 0 (+) 

X > 2 ==} X - 2 > 0 =? 3¡x-::-z > 0 =? f' (x) < 0 (-) 

Evidentemente se tiene un máximo relativo para X¡ 
es f(2) = 3. 

En la figura IV.23, se ve la gráfica correspondiente. 

y 

M 

o 1 2 X. 
Figura IV.23 

Ejemplo IV. 14 

Hallar los máximos y mínimos relativos de la función: 

si x 2_ 
f(x) 

si x > 

Trazar la grá fica correspondiente. 

Soluc ión 

Si x < 2' f' (x) - 2x 

cuyo valor 
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f' (x) = O ~- 2x = O =9 x 1 = O que es un val or crítico . 

Si x > 2; f'(x) = t; no ~ay valor de x que an~le o ha ga disconti• 
nua a la derivada . 

Para x2 = 2: f(2) = ~ = lim f(x), f(x) es continua en x 
X + 2 

Y C(2), = "" 2~x - 4 < O 

f~(2), ';', t > o 

Esto implica que f \ (2) no existe, así que x2 = 2 es otro valor 
crítico. Además p_or ·l o anterior se ve que al pasar x crecienlio 
por el valor x2 ~ - 2 ; ia ~erivada cambia de signo de(-) a(+) '­
luego f(2) = 1 e~ ~n ~alof mínimo relativo . 

Para el valor cx:-~ ~ico: 

x 1 = O se tiene 

x<O~f'(x) > O (+'.• 

x > O ~ f ' ( x) < O (-) 

Así que f(o) = 5 es un valor máximo relativo. 

La gráfica de esta función se ve en la figura IV. 24 . 

y 

M 

o X 

Figura IV.24 

Ejemplo IV. 15 

Estudiar la siguiente función para máximos y mínimos: 

f(x) = 2x + 3 ~~ 

Solución 

Si se deriva y se iguala la derivada a cero: 

~-
f ' ( x ) = 2 + - - 2- ·= -=--'-:=x=-'"+-=-;-;z- ~X 

de donde: 

2 ~-;;- + 2 

rx O; x =- 1 (punto crítico), 

igualando el denominador a cero, ya que de esta manera se hace ten­
der la derivada a ro , se tiene que : 

para : 

si: 

si : 

3
/X = 0: X = 0 

X = - 1 

X = - 2; 

X = 1 
-2 

(punto crítico) , 

f'(x) >O 

f'(x) <O 

por lo que se trata de un máximo relativo MT(- 1, 1) 

para : 

X = 0 

si : 
1 

x = - 2; f' (x) < O 

si: 

X = 1; f' (x) > O 

por lo que se trata de un mínimo relativo mr(O, O) 



La gráfica de esta función ilustra los resultados obtenidos anali 
ticamente. 

y 

o mr X 

Figura IV.25 

IV.3.2 CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA MAXIMOS Y MINIMOS 

Otra forma de analizar una función para max1mos y m1n1mo~ relativos in 
cluye el empleo de la segunda derivada de la función como se ve a conti 
nuación: 

TEOREMA IV.lO 

Hipótesis: 

La función y = f(x) es derivable en x0 , además f' (x0 ) O y f"(x
0

) < O. 

Tesis: 

La función y = f(x) tiene un máximo relativo para x = x
0

• 

Demostración: 

Como f"(Xo) < o, existe un entorno x0 - o < x < x0 + o de Xo en el 
cual la función derivada y' = f'(x) es decreciente, luego: 

si !J.x < O 

ltJ.xl < o 
si tJ.x > O 

pero como f' (Xo) o, lo anterior implica: 

f'(x0 + !J.x) ~O (+) si tJ.x < O 

ltJ.xl < o 
f' (x; + l!.x) < O (-) si !J.x > O 
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Esto hace ver qué 1a derivada cambia de signo de (+) a (-),al pasar x 
creciendo por Xo• 1uego hay un máximo relativo para x = Xo• cuyo valor 
es f(Xo). 

TEOREMA IV .11 

Hipótesis: 

La función y • f(x) es derivable en Xo• además f' (x0 ) o y f" >- O. 

Tesis: 

La función y = f(x) tiene un mínimo relativo para x = x0 • 
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Demostración: 

Este teorema se demuestra en forma totalmente semejante al anterior ~ 

Con base en los teoremas IV.lO y IV . ll, se da ahora el siguiente: 

Criterio de la segunda derivada para determinar los máximos y mínimos 
relativos de una función y= f(x). 

l. Obtener la primera y segunda derivada de 1 a función. 

2. Hallar los valores críticos que anulan a la primera derivada. 

3. Calcular el valor de la segunda derivada para cada uno de los valo 
res obtenidos antes como críticos , deduciendo que si para un valor 
critico x = Xo• se tiene f'(x0 ) =o, entonces f(Xo) es máximo rela 
tivo si f"(Xo) < o y mínimo relativo si f"(x0 ) > o. -

En el caso en que f"(x0 ) = o 6 f \'(x~) no exista este criterio no es 
aplicable, teniéndose el recurso de aplicar el criterio de la primera 
derivada. 

Ejemplo IV . 16 

Aplicando el criterio de la segunda derivada, determinar los má­
ximos y mínimos relativos de la función: 

f(x) 

Solución 

a) f ' (x} = 3x2 + 6 x f"(x) = 6 x + 6 

b} f' (x) = O ::::} 3x2 + 6 x = O ::::} 3x (x + 2) = O 

que son los valores críticos . 

e) ~ara x1 =- 2, f"(-2) : -6(-2) + 6 - 6 <O 

luego f(-2) = (-2} 3 + 3(- 2) 2
- 2 = 2 es un ·máximo 

relativo. 

Para x2 = O, f"(O) = 6 > O por lo cual f(O) = - 2 

es mínimo relativo. 

Ejemplo IV . 17 

Estudiar la función f(x) = --3-- x~ - --1- x 3 - x2 
2 3 encontrando sus 

máximos y mínimos relativos, aplicando el criterio de la segunda 
derivada . 

Solución 

a) f' (x) 

f"(x) 18 x 2 
- 2 x - 2 

b) f ' (x) O ::::} 6x 3 
- x2

- 2x O =} x (6x2 - x- 2) 

6 x 2
- x - 2 O 

±11-4(6) (-2) 
X = _.::__..:.__;::...2---.!.(->.:6 ):.-<-..~::.L._ 

1 + 7 2 
x 2 = _1_2_ = --3-

Los valores críticos son : 

2 
x2 = --3-

± ¡-¡;g- -1 ± 7 
12 = _1_2_ 

1 - 7 1 
x3 = _1_2_ = - --2-

1 
x3 - --2-

o 

e) Para x 3 =- + f"(- +) = 18 (+) -2 (- +)-2 
f" (- __ 1 __ ) =' __ 7__ > o 

2 ' . 2 

luego hay mínimo relativo para 1 x 3 = - . --2- cuyo valor es: 

para: 

f (-+) 

f (-+) 11 
= -96 

x
1 

= O, f"(O) = - 2 < O 



luego hay máximo relativo para x 1 

para: 

2 
x2 = -3-

O cuyo valor es f(O) 

2 luego hay mínimo relativo para x2 = 3 cuyo valor es: 

IV.3.3 PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS 

o 

En la ingeniería y er- ~as ciencias, así como en la industria y en nues 
tra vida cotidiaEa, suelen presentarse ciertos problemas materráticos ll-ª_ 
mados p~oblemaó de má~o~ u mZnimo~ . He aquí unos cuantos ejemplos: 

l. Una viga rectangular debe cortarse de un tronco de árbol circ~ 
lar, de manera que se tenga el menor desperdicio posible. 

2. De un material disponible puede construirse una cerca de 200 m 
de largo. Con ésta debe cercarse un terreno rectangular que 
tenga la mayor área posible, usando la pared de una fabrica e~ 
mo uno de los lados del terreno. 

3. Un cuadro está colgado sobre la pared, más arriba del nivel de 
los ojos de·un observador. A qué distancia de la pared debe 
situarse el observador para que el ángulo subtendido por el 
cuadro sea el menor posible . 

4. ¿A qué altura arriba del centro de una mesa redonda debe col­
garse una lampara para obtener la máxima iluminación posible 
de la. orilla de l'a mesa? 

Todos ~stos problema~ tienen algo en común, no obstante sus diferencias. 
Cada uno requiere que se determine la forma de lograr un efecto óptim~ 
mediante la selección de una entre varias posibilidades. No es necesa­
rio insistir en lo importante que es resolver tales problemas. Las ma­
temáticas han creado algunos métodos generales muy útiles para resolve~ 
los. Estos métodos se estudian en el cátcuto din~encial. 
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Comúnmente lo primero que hay que hacer al resolver un problema de m! 
ximos y mínimos es establecer el modelo matemático que representa la 
función cuyos valores máximos o mínimos se desean determinar. 

Aquí tiene una amplia aplicación de lo tratado en el capítulo I. 

r ~ o hay una regla aplicable a la solución de todos los problemas de má­
xi mos y mínimos, pero en la mayoría de ellos se observa el siguiente or 
den : 

1° Determinar la función cuyo máximo o mínimo se desea obtener, 
trazando un croquis cuando convenga. 

2° Si la expresión resultante contiene más de una variable, las 
condiciones del problema proporcionarán suficientes relacio­
nes entre éstas, para que la función pueda expresarse en té~ 
minos de una sola variable. 

3° A la función resultante se le aplican los criterios tratados 
anteriormente para el cálculo de máximos y mínimos. 

4° En los problemas prácticos, muchas veces se ve con facilidad 
cuáles de los valores críticos darán un máximo o un mínimo, 
en consecuencia no siempre es necesario aplicar completo el 
paso anterior. 

5° Conviene construir la gráfica de la función para comprobar el 
resultado obtenido. 

El cálculo de los máximos y mínimos puede simplificars'e con ayuda de 
los siguientes principios : 

1. Los máximos y mínimos de una función continua se presentan al­
ternativamente. 

2. Cuando e es una constante positiva, Cf(x) es un máximo o un mí­
nimo para los valores críticos de x que hacen a f(x) max1mo o 
mínimo y no para otros. Cuando e es negativa, C(fx) es un máxi_ 
mo cuando f(x) es mínimo y recíprocamente. 

3. Si e es constante, f(x) y e + f<x) tienen valores máximos y mí 
nimos para los mismos valores críticos de x . 

Ejemplo IV.l8 

Se quiere construir un~ caja rectangular de base cuadrada sin ta 
pa. Calcular el volumen de la caja que se puede obtener de 1, 200 cm2 

de material, con la mayor capacidad posible . 

Solución 
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Un croquis del desarrollo de la caja se muestra en la figura IV.26. 

H 

L 

Se ve que: 

despejando h queda: 

h = 

L 

L 

L 

Figura IV.26 

1,200 - L2 

4 L 

H 

1,200 cm2 

sustituyendo en V= 1 2 h: 

V [ J = 
1,200 L 1 3 L 3 

4 
- -

4
- • 300 L - - 4 -

derivando : 

dV 
dL O ==} - + L 

2 + 300 o ==} 12 = (300) 4 = 400 
3 

1 /400 

L 20 cm (que es el único valor crítico) 

calculando la segunda derivada: 

d2v 6 
L = - _3_ L 

dL2 --4- 2 

sustituyendo L 20 quedara: 

d2v - 30 < o --.;.. V sera máximo cuando L 20 dL2 

sustituyendo en V el valor crítico: 

V 

V 

(1,200) 20 
4 

4 , 000 cm 3 

(20) 3 

- --4-- = 6,000 - 2,000 4,000 

es la capacidad máxima de la caja . 

Ejemplo IV.19 

De un tronco redondo, de diámetro d, hay que cortar una viga de 
sección rectangular. ¿Qué anchura x y qué altura "y" deberá te­
ner esta sección, para que la viga tenga la resistencia máxima 
posible? 

NOTA: 

a) a la compresión, y 

b) a la flexión. 

La resistencia de la viga a la compresión es proporcional 
al área de su sección transversal, mientras que a la fle­
xión, es proporcional al producto de la anchura de esta 
sección por el cuadrado de su altura. 

Figura IV. 27 



De la figura IV.27: 

Compresión 

R = Kx / é - x 2 

e 

R' 
e 

de donde 

X = ± _d_ 

.f2 

d x=--
72 

o 

Por lo que las dimensiones serán: 

d x=--
rz 

y = _...!!.._ 
rz 

Ejemplo IV.20 

y = 

Flexión 

X = ± 

de donde 

__d_ 

13 

d x=--
/3 

Por lo que las dimensiones 
serán: 

d x:o--
/3 

En el segmento recto AB = a que une entre sí dos focos lumino­
sos A (de intensidad p) y B (de intensidad .q), hallar el punto 
menos iluminado M. (La iluminación es inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia al foco luminoso). Ver figura IV.28. 

J 
o 

l ~¡ 
(p) M ( q) 

Figura rv.2a 

r = k P + k _ _.s_"7'" 
r! . x 2 (a - x) 2 

-2 k p 2 k q 
1 'M = --x-3- + (a-x) 3 

2 k p (a - x) 3 + 2 k q x 3 O 

- p (a- x) 3 + q x 3 =O 

7q X = 7-p (a - x) 

3 3¡--p- 3.rp rq X + x = a 

Tp 
x = a 3 AM x = a 

rq + 7p 

Ejemplo IV.21 
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;rp 
7p + }-e¡ 

Hallar el punto de la curva y = , en el que la tange~ 
. 1 + x2 

. 
te forme con el eje OX el ángulo de mayor valor posible. 

Solución 

1 
y = 1 + x 2 

T tan CL 

y' 2x 
(1 + x2)2 tan CL 

entonces: 

- 2 (1+ x2)2 + 2 X [2 (1 + x2) 2 x J 
T' 

(1 + x2)" 

T' 6 x2 
- 2 

( 1 + x2 ) 3 
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igualando la derivada a cero se tiene que: 

para: 

X= 

para: 

X= 

__ 1_ 

1"3 

_1_ 

13 

o X=+ __ 1_ 
- .¡-3 

si X - 1' T' > o 

si X = o ' 
T' < o 

si X = O, T' < o 

si x = 1, T' > 0 

Para x = - ~ se tiene la máxima tangente y para x = A- , 

Máximo 

Mínimo 

la mínima tangente, pero para ambos valores, el ángulo es el de ma 
yor valor absoluto posible . Por lo tanto la sol~ción del problema 
es: 

Ejemplo IV.ZZ 

_1_ 

/3 +) 

Un hombre tiene un muro de piedra en un costado de un terreno. Di~ 
pone de 1,200 m de material para cercar, y desea hacer un corral 
rectangular utilizando el muro como uno· de sus lados. ¿Qué dimen­
siones debe tener el corral para encerrar la mayor área posible? 

Solución 

La figura IV.29 muestra un croquis del terreno. 

1200-2x 

/////// /////////77/77 
1· ·[ 

Figura IV.29 

El área es: 

A = A(x) x (1,200 - 2 x) 1,200 x -:- 2 x 2 

derivando: 

A1 (x) = 1,200- 4 X 

A' (x) O ::::} 1, 200 - 4 x = O ::::} x
1 300m (valor crítico). 

La segunda derivada es constante y negativa: 

A"(x) = - 4 < O 

luego se trata de un máximo. 

El ancho del corral debe ser: 

x 1 300 m 

y el largo: 

1,200 - 2 (300) 600 m 

Ejemplo IV.23 

La suma de un número y el triple de un segundo número es 60 . En­
contrar entre todos los pares de números que satisfacen esta condi 
ción aquel cuyo producto sea el máximo posible . 

Solución 

El producto P se puede representar como: 

p =X y 

por la primera proposición del problema se tiene que : 

X + 3y = 60 1 ==} y = -
3
- (60 - x) 



sustituyendo y en P x y : 

P = x • 
1 (60 - x) = 20 x - --

1- x 2 
-3- 3 . P(x) 

como Pes función de x 1 , derivando con respecto a x: 

P' (x) 
2 

20 - -
3
- X 

igualando esta expresión a cero : 

2 
20 - -

3
- x = O =} x

1 
30 

sustituyendo en: 

1 
y = -

3
- ( 60 - x) 

queda : 

/ 

los números pedidos son : 

Ejemplo IV.24 

X 
1 

10 

30 , 10 

Al proyectar un estacionamiento se estima que si se disponen de 
40 a 80 casilleros para automóviles la utilidad diaria será de 
$ 8.00 por casillero. Sin embargo, si en el proyecto se aumen­
ta el número a más de 80, la utilidad se reducirá en $ 0.04 por 
cada casillero de los que. excedan a 80. ¿Cual debe ser el núme 
ro de casilleros proyectados para obtener la máxima utili dad? -

Solución 

Sea x el número de casilleros y F la utilidad diaria en pe­
sos . 

Evidentemente F depende de 
obtiene multiplicando x por 

x . Cuando 40 ~ x ~ 80, 
8.00, es decir: 

Si 40 ~ X ~ 80 • F(x) = 8 x 

F se 
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Cuando x > 80 la utilidad por cada casillero es 8 - O. 04 (x- 80) , 
por lo que la utilidad por x casilleros es: 

Si X > 80, F(x) = X [ 8 - 0.04 (x 80)] 11 . 20 x - 0.04 x2 

Obsérvese que la utilidad disminuirá hasta anularse cuando: 

11.20 x- 0 . 04 x2 = O 

Resolviendo esta ecuación resulta: 

Esto quiere decir que si se dispusieran mas de 280 casilleros ha­
bría pérdida en lugar de utilidad. 

De lo anterior, se deduce que la función que hay que estudiar pa­
ra máximos y mínimos es: 

8 X si 40 S. X ~ 80 

F(x) 

11.20 x- 0 . 04 x2 si 80 < X 5 280 

Aunque por la naturaleza del problema x es un número entero po­
sitivo, para tener una función continua se considera que x es un 
número real, teniéndose como dominio de la función el intervalo 

[40, 280] . 

Ahora bien: 

si 40 ~ X~ 80, F' (x) 8 

si 80 < X _::: 280, F' (x) 11.20 - 0 . 08 X 

para : 

X = 80, F~ (80) 8 y F~(80) 11.20 - 0 . 08 (80) 4.80 

Como F~ (80) ; F~ (80) =? F' (80)· no existe, así que x
1 

= 80 

es un valor crítico de x, pero se observa que F' (80) > O y 
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F~ (80) > O, no hay cambio de signo de la derivada, luego para 

x 
1 

= 80 no hay máximo ni mínimo. 

Para: 

F'(x) ~ 11.20- 0.08 X si 80 < X $ 280 

F(x) = O ::::9 11.20 0.08 x O =} x
2 

140 

que es otro valor crítico al cual debe corresponder el máximo. 

Aplicando el criterio de la segunda derivada, se ve que: 

F"(x) = - 0.08 si 80 < X ~ 280 

F" (140) - 0.08 < o 

Así que esto confirma que para x2 = 140, F(140) es máximo. 

IV.3.4 CONCAVIDAD DE UNA CURVA. PUNTOS DE INFLEXION 

Sea un~ rectaL como la indicada en la figura IV.30, no perpendicular 
al eje x, entonces se tienen las siguientes definiciones: 

y 

Rs 

o X o 

Figura IV.30 

X 

Rs= RegiÓn superior 
Ri =Región inferior 

Definición: Se dice que los puntos P1 (x0 , y 1 ) se encuentran en 
la región superior Rg de la recta L si sus ordena­
das son mayores que las ordenadas correspondientes 
del punto P0 de la recta L que _tiene la misma abs­
cisa que P1 (en la figura IV. 30, P1 E Rs). 

Definición: Se dice que los puntos P2 (x0 , y2 ) pertenecen a la 
región inferior Ri de la recta L si sus ordenadas 
son menores que las ordenadas del punto de la rec­
ta para la misma abscisa (en la figura IV.30, 
p2 E Ri). 

Con esta base se pueden definir las concavidades de una curva como si­
gue: 

Definición: La curva de ecuac~on y = f(x) que es continua en el 
punto P(x0 , y0 ) tiene su concavidad hacia arriba en 
P si existe un entorno de dicho punto en el cual to 
dos los puntos de la curva, excepto el punto P se 
encuentran en la región superior de la tangente a la 
misma en el punto P(x

0
, y0 ). · 

La figura IV.31 muestra la interpretación geométrica de esta defini­
ción. 

Definición: La curva C cuya ecuación es: y = f(x) que es con­
tinua en P, tiene su concavidad hacia abajo en este 
punto si existe un entorno del punto P, tal que to­
dos los puntps de la curva, con excepción del punto 
P, se encuentran en la región inferior de la tangente 
a la curva en dicho punto. (Ver figura IV.32). 



y 

e 

o 

y 

Yo = f (X o) 

o 

e oncavidod 

hBcio arribo 

i 

X o 

1 
1 yo=f(xo) 
1 
1 
1 

•xo 

Figura IV.31 

l 
concavidad 

hacia abajo 

Figura IV.32 

y= f (X) 

• 

X 

X 

17'3 

TEOREMA IV .12 

Htpótesis: 

La ecuación de la curva e es y= f(x); esta función tiene segunda defi 
vada y se cumple que: 

Tesis: 

La curva e tiene su concavidad hacia arriba en el punto P(x0 , y0 ). 

Demostración: 

La ecuación de la recta tangente a la curva e en el punto P es: 

Y- Yo= f'(Jto) (x- Xo) 

y es la ordenada de un punto de la tangente con abscisa x; f(x) es la or 
denada del punto de la curva con la misma abscisa x. 

Considérese la función f(x) - y 

f(x)- y= f(x) - f'(x0 ) (x- Xo)- Yo 

Como esta función es dependiente de x, entonces es válido calcular 
con respecto a x, la primera derivada; 

_d_ [ f(x) - y] =• f' (x) - f' (xo) 
dx 

d [ f(x) - y J O 
dx 

calculando la segunda derivada: 

~ [ f(x) -y] 
dx 2. _ 

f" (x) 
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Según la hipótesis: 

f"(Xo) > o 

entonces por el teorema IV.ll, la función: 

[f(x) - y J 
tiene un mínimo para x = x0 • 

El valor de este mínimo es: 

[ f (x) - y J x = xo f (x0 ) = O 

luego existe una vecindad del punto P, en la que a excepción ae este 
punto, se tiene que: 

f(x) - y > O 

lo que implica que f(x) >y; luego en dicha vecindad todos los puntos 
de la curva excepto el punto P se encuentran en la región superior de 
1 a tang.ente a 1 a. curva en e 1 punto P, de donde se conc 1 uye que 1 a cur­
va e de la ecuación y = f(x) tiene su concavidad hacia arriba en ese 
punto. 

TEOREMA IV.l3 

Hipótesis: 

La ecuación de la curva e es y = f(x); esta func i ón tiene segunda de­
rivada y se cumple: 

Tesis: 

La curva e tiene su concavidad hacia abajo en el punto P(x0 , y0 ). 

Demostración: 

La tangente a la curva en el punto P es : 

y - Yo = f ' (x 0 ) ( x - Xo) ==} y f' (Xo) (x - x
0

) + y0 

• Considérese la función: 

(f(x)- y) = f(x)- f ' (Xo) (x- x0 )- Yo 

su primera derivada será: 

_d_ 
dx 

que se anula para x = x0 

la segunda derivada es : 

f' (x) - f' (Xo) 

f"(x) 

Según la hipótesis f"(x0 ) <o por lo cual, según el teorema IV . lO, 
[f(x) -y] tiene un máximo relativo para x = x0 , entonces existe un 
entorno del punto P en que sólo exceptuando éste, se tiene que: 

f (x) - y < O ~ f (x) < y 

Se concluye que en dicho entorno, todos los puntos de la curva e de 
ecuación y = f(x) con· excepción de P, pertenecen a la reg ión inferior 
de la tangente a la curva en dicho punto, luego la curva e de ecua­
ción y = f(x) tiene su concavidad hacia abajo en dicho punto. 

Ejemplo IV.25 

Examinar la concavidad de la curva de ecuación y f(x) = x2 - 4x1 12 

Solución 

y" 

El dominio de y = f(x) es: 

X ~ 0 

y el domi nio de y' f' (x) y y" f"(x) es para ambas : 

X > 0 



Es claro que si x > O, se tiene que f"(x) > O , por lo cual la 
curva es c6ncava hacia arriba. 

Puede verse que si x + o+, esta curva se aproxima tangencialmente al 
eje de las y. Dado que f(o) = o, la curva inicia en el origen pero 
ésta no se extiende a la izquierda de este punto como se ve en la fi­
gura IV.33. 

y 

o X 

Figura IV.33 

Ejemplo IV.26 

Encontrar los puntos donde la curva de ecuación: 

24 y = x 3 
- 6 x2 

- 36 x + 16 

es cóncava hacia arriba y donde es cóncava hacia abajo. 

Solución 

Derivando: 

24 y' 3 x 2 
- 12 x - 36 3 (x + 2) ( x - 6) 

derivando nuevamente: 

24 y" 6 X - 12 6 (x - 2) 

se ve que: 

y" > o si X > 2 

y" < o si X < 2 

Por este motivo la curva es cóncava hacia abajo para x < 2, y có~ 
cava hacia arriba para x > 2 como se ve en la figura IV.34 

y 

X 

Figura IV.34 

Se observa que y" = O para x = y el punto (2, -3) sobre la 
curva separa la porción de la curva que es cóncava hacia arriba de 
la que es cóncava hacia abajo. 
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y 

o 

PUNTOS DE INFLEXION 

Definicion: Si existe una vecindad del punto P(x
0

, y0 ) en la cur­
va e y en esta vecindad todos los puntos de la curva 
que están a un lado de P pertenecen a la región supe 
rior de la tangente a la curva en dicho punto P, y to 
dos·los puntos de la curva al otro lado de P perten; 
cen a la región inferior de la misma tangente, enton~ 
ces el punto P(x0 , y 0 ) se conoce como punto de infle­
xión de la curva y f(x). 

De lo anterior resulta claro que un punto de inflexión de una curva es 
aquel en el cual cambia el sentido de la concavidad de la m.isma, como se 
ve en las figuras IV.35 y IV.35.1. 

y 

X o X o X o X 

Figura IV.35 Figura IV. 35.1 

Por lo anterior y del estudio sobre concavidad se sigue que en el pun 
to de inflexión la segunda derivada debe cambiar de signo. -

Por el procedimiento visto en el estudio de los valores extremos de 
urya función (máximos y mínimos), se ve que para analizar el cambio de 
signo de f"(x) se requiere calcular los valores de x que anulen 
esta de·rivada segunda o los valores de x que la hagan discontinua, 
dado que esta condición es esencial para que exista el cambio de sig-

. no. Más aún, la fur:~ción y" = f"(x) .puede anularse :o ser disconti­
nua sin que ocu~ra el cambio de signo. 

Así pues, para encontrar los ~untos de inflexión de una curva dada 
y = f(x) se procede como sigue: 

l. Calcular la segunda derivada f"(x). 

2. Calcular los valores de x que anulen o hagan discontinua 
a f" (x). 

3. Si al pasar x por dichos valores hay un cambio de signo 
de f"(x), entonces la curva tendrá un punto de inflexión 
para el valor de x considerado. 

4. Si el cambio de signo es de(+) a(-), la curva cambia 
su concavidad de ~ba ha~ abajo. 

5. Si el cambio de signo es de(-) a(+), la concavidad ca~ 
bia de abajo ha~ ~ba. 

Otra forma más rápida de calcular un punto de inflexión se infiere f! 
cilmente del siguiente teorema: 

TEOREMA IV.14 

Hipótesis: 

y = f(x) es la ecuación de la curva e; para x = x0 se tiene: 

f"(x0 ) = O y f"' (x0 ) # O 

Tesis: 

El punto P(Xo, y 0 ) de la curva e es un punto de inflexión. 

Demostración: 

Se consideran dos casos: 

PRIMER CASO: 

Esto implica que en un entorno x0 - o< x < x +o, la función 
. y" = f" (x) es crecí ente, 1 uego: 



f"(Xo + llx) > f"(x0 } = O si llx < O 

lllxl <e 
f"(x0 + Ax) < f"(x0 ) O si /':,x > O 

Entonces la segunda derivada f"(x) cambia de (-) a (+) y la curva 
y = f(x) tiene un punto de inflexión en P(:xo, y0 ) como se ve en la fi­
gura IV.36. 

y 

•. 

o X o 

Figura IV.36 

SEGUNDO CASO: 

Esto implica que en un entorno x0 - o < x < x
0 

+o, la función 
y" = f"(x) es decreciente, luego: 

f"(x0 + llx) < f"(x0 ) O si 
/:;x < O 1 

jllxj < o 
/:;x > O f"(Xo + Ll.x) > f"(x0 ) O si 

X 

Entonces f"(x) cambia de signo de (+) a (-) y la curva y = f(x) tiene 
un punto de inflexión en P(x0 , y0 ), ver la figura IV.37. 

y 

'1• 

1 

----+-----------------L____----------------~~ 
o X o X 

Figura IV.37 

Ejemplo IV.27 

Hallar los puntos de inflexión y el sentido de la concavidad de 
la curva de ecuación: 

y = 3 x" - 4 x 3 + 1 

Solución 

y"= 36x2 
- 24x ~ y"= f"(x) = 36x (x- +) 

f"(x) = O 36 x (x- +) o 

Resolviendo la ecuación anterior se tiene: 

corno: 

cuando: 

cuando: 

f" (x) 

2 
Xz = -3-

36x ( x- +) 

x < O ===7> f" (x) > O ..2:.. 

0 < X < - 2- ==7> f" (x) < O 
3 
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luego la curva es cóncava hacia arriba a la :fzquierda de x¡ 
cóncava hacia abajo a ·· la derecha de ese punto. 

Cuando: 

y: 

0 < X < _2_ 
3 

X > _2_ 
3 

f"(x) < o 

f"(x) > O + 

o y 

2 
luego la curva es cóncava hacia abajo a la izquierda de x2 = 3 Y 

2 
cóncava hacia arriba a la derecha de x2 = 3 

Sustituyendo los valores de 

dada se obtie~en: y = 1 
1 

y 

x 1 = O y x
2 

11 · 
y2 =-:¡:¡ 

2 
= -3- en la ecuación 

respectivamente. 

Por lo tanto, los puntos I
1 

(O , 1) e I 2 ( + , ~~ J son los 

puntos de inflexión, como puede verse en la figura IV.38 . 

y 

o X 

Figura IV.38 

Ejemplo IV . 28 

Hallar los puntos de inflexión y concavidad de la curva de ecua­
ción: 

y 2 x 3 
- 3 x2 

- 36 x + 25 

Solución 

y' 6 x 2 
- 6 x - 36 

y" 12 X - 6 

y" o =? 12 X - 6 

y"' = f"' (x) 12 > o -=; 

luego sí hay punto de inflexión. 

Sustituyendo 1 
XI = -2- en la ecuación dada: 

> o 

- 36 ( +) + 25 

13 
yl = -2-

el punto de inflexión es: 

Sustituyendo X = o < _1_ 
2 

y" 

I (+ 
en y" 

12 (O) 

y" 6 < o 

_u_) 
' 2 

- 6 

1 luego la curva es cóncava hacia abajo a ·la izquierda de x 1 = 2 

Sustituyendo x = > - 1- en y" 
2 

y" 12 ( 1) - 6 

y" = 6 > o 

1 luego la curva es cóncava hacia arriba a la derecha de x 1 = 2 

IV.3.5 REPRESENTACION DE LA FUNCION ORIGINAL Y SUS DERIVADAS 

El siguiente ejemplo ilustra gráficamente la transformación que toma 
una función dada al aplicarse sobre ella el operador derivada por tres 
ocasiones, es decir, hasta obtener su derivada de tercer orden. Asi­
mismo es posible observar cómo se cumplen los conceptos estudiados an-



teriormente, sobre la representación y significado de la primera, se­
gunda y tercera derivada respectivamente, relacionándolos con el com­
portamiento que tiene la función original, identificando los elementos 
y puntos críticos de la misma. 

Ejemplo IV . 29 

Representación gráfica de una función original y sus derivadas ha~ 
ta de tercer orden . (Véase la figura IV.39). 

f (X) 

f 1
( X) o 

f " (x) 

f 111
( X) o 

o 

bl el 
1 

Figura IV. 39 

di X 

X 

X 

X 

En las gráficas anteriores se puede observar lo siguiente : 

En los intervalos (- oo , a) y (e, e) donde y = f( x) es cr e­
ciente, y'= f'(x) es positiva y en los intervalos (a , e) y 
(e, + oo ) donde y = f(x) es decreciente , se tiene que 
y' = f'(x) es negativa. 

Para los valores críticos x = a, x = e en los que hay máximo 
relativo, y x = ~ que corresponde a un mínimo relativo , se 
tiene que f'(x) =O. 

Para x = b y x = d donde se presentan puntos de inflexión, 
f"(x) = O en el i ntervalo (b , d) donde la gráfica de y = f (x) 
es concava hacia a r riba, f" (x) es positiva. Si x < b y 
x > d donde dicha gráfica es cóncava hac~a abajo se tiene que 
f"(x) es negativa . 
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Si se toma como función original y' = f' (x) se cumplen l as mismas pr.2_ 
piedades anteriores, respecto a y"= f"(x) y y'"= f " '(x) como sepu~ 
de observar en las gráficas correspondi entes del ejemplo anterior . 

En los· ejemplos que se presentan a continuación se muest ra la repre­
sentación gráfica de algunas funciones y de su primera derivada, con 
objeto de complementar el análisis de la interpretación gráfica de una 
función original y de sus derivadas. 

Ejemplo IV . 30 

f(x) 

-2 2 X 

-1 

Fi gura IV. 40 
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Ejemplo IV.31 

f' (x) = _d_ 
dx 

- x2 + 2) - 2 x 

-1 

Figura IV.41 

f(x) = x 3 + 3 x 

y 

Figura IV. 42 

X 

X 

Ejemplo IV . 32 

y 

o 

-1 

f'(x) = _d_ ( x 3 + 3x) 
dx 

y 

o 

Figura IV.43 

f(x) = sen x 

si O < x < 2 n 

Figura IV.44 

X 

X 



f' (x) = d~ [ sen x J COS X 

y 

o 

-1 

Figura IV.45 

Ejemplo IV.33 

f(x) = Ln x 

y 

o X 

-1 

Figura IV. 46 

X 
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f'(x) d (ln x) =.!. 
= dx x 

y 

3 

2 

o X 

Figura rv.47 

IV. 4 ESTUDIO DE LA VARIJ1,CION DE UNA FUNCION . PROBLEMAS DE APLICACION 

Como una de las aplicaciones más importantes de los conceptos analiza­
dos en este capítulo, se tiene el estudio de la variación (o comporta­
miento) de una función dada, la cual resulta más evidente cuando se di~ 
cute gráficamente. 

De esta manera, resulta deseable obtener el menor número de puntos que 
permitan tener una visión clara de la gráfica de una funció~ en estudi~ 
procurando evitar la obtención de aquellos que no sean necesarios o im­
portantes; es decir, aquellos cuya información no resulta trascendente 
en el estudio del comportamiento de la función. Con la práctica es po­
sible efectuar croquis correctos marcando tan solo unos cuantos puntos. 
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En los cursos de geometría analítica, el estudio de la discusión de la 
ecuación de una curva tan solo se limita a la obtención de los siguien ­
tes aspectos: 

1) 

2) 

3) 

4) 

Intersección con los ejes coordenados. 

Determinación de la simetría con respecto a los ejes coor­
denados y al origen. 

Determinación de las asíntotas verticales y horizontales. 

Determinación de la extensión de la curva, esto es, defi­
nir el conjunto de valores reales de x para los cuales 
y es real y el conjunto de los valores reales de y para 
los cuales x es real. 

Con los conocimientos adquiridos en este capítulo, ahora se dispone ade 
más de un criterio para determinar: 

5) 

6) 

7) 

En qué intervalos la función que se va a representar gráfi­
camente es creciente y en cuáles es decreciente. 

También es posible determinar· los máximos y mínimos relatj_ 
vos y absolutos. 

Asimismo, el conocimiento de la concavidad y los puntos de 
inflexión concretan características esenciales de la gráfi­
ca en estudio. 

El siguiente ejemplo muestra cómo desarrollar el procedimiento descri_ 
to anteriormente en el análisis de la variación de una función. 

Ejemplo IV.34 

Discutir y trazar la gráfica de la función 

X 
y = ---xr+l 

Solución 

1) Intersecciones con los ejes: 

si X = o ==} y = o 

si . Y o ==} X= o 

Por lo tanto, la curva intersecta a los ejes en el punto 0(0,0) 
exclusivamente. 

2) Simetría: 

Al sustit-uir a x por - x queda: 

Por consiguiente se altera la ecuación, luego no hay simetría res 
pecto al eje y. 

Al sustituir a y por -y queda: 

X - y 

Por consiguiente se altera la ecuación y no hay simetría respecto 
al eje x. 

Al sustituirse simultáneamente a x por - x y a y por -y 
queda: 

X - y 

Por lo que la ecuación no se altera. Esto indica que sí hay sime 
tría respecto al origen. 

3) Asíntotas: 

Cabe hacer notar que para la determinación de las asíntotas de una 
curva la teoría de límites resulta de gran ayuda. 

Si se cumple que: 

lim f(x) = a 
x + +oo 

Se tiene una asíntota paralela al eje de las abscisas: la recta 
de ecuación y = a. 

Si lim f(x) =oo 
x +a 

o sea f(x) + 7J 

x +a 

Se tiene una asíntota paralela al eje de las ordenadas: la recta 
x = a. 

X Si X + + 00 lim o 
x ++oo 



esto es: 

Si 

por lo cual: 

x + oo =9 y + o+ 

X + -00 

x +-oo =} 

lim 
x+oo 

Y + o-

X o 

Por lo tanto el propio eje de las x es asíntota en ambos sentidos. 

No hay asíntotas verticales ya que no hay algún valor al que tien 
da la x que haga a la función tender a infinito. 

4) Extensión de la curva: 

Observando la ecuación se ve que no hay restricciones para los va 
lores de x, es decir, que cualquier valor real de x hace que­
y sea ~eal. Sin embargo, si se resuelve la ecuación para x se 
define: 

y x2 + y = x 

y x 2 
- x + y O 

por lo tanto: 

X = ± 11 - 4 y2 

2 y 

La ecuación anterior muestra que para que x sea real debe cum­
plirse que: 

o sea que: - _1_ <y < _1_ 
2 - - 2 será el intervalo de valores rea-

les de y que hacen que x sea real. 

S) Derivando y = f(x) se tiene: 

y' f' ( x ) 

Al igualar f'(x) con cero, se obtienen como valores críticos de 
x los siguientes: 

o 

x=± r1 ± 

por lo tanto: 

son los valores críticos de x 

- 1 

En esta forma, obteniendo sus correspondientes ordenadas se t i e­
ne: 

Si x 1 f (1) 

y 

- 1 =9 y2. f(-1) 

Por lo que los puntos pl ( 1, +) y p2 (-
racterísticos, ya que las tangentes a la curva 
paralelas al eje X. 

1 1 
1+1=-2-

._ 1 

1 + 

1 ' -+) 
en pl y 

1 
- -2-

son ca-

p 2 son 

En conclusión, analizando la función para valores de: 

X < - =9 f' (x) < o ===? que f(x) es decreciente 

- 1 < X < 1 =9 f' (x) > o ==? que f(x) es creciente 

X > 1 =9 f' (x) < o =9 que f(x) es decreciente 
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6) Máximos y mínimos: 

Una vez determinados los puntos característicos en los cuales la 
tangente a la curva es paralela al eje x, aplicando el criterio 
de la segunda derivada se obtiene: 

y" f" (x) 
-2x (x 2 + 1) 2 - (1- x2

) (2) (x2 + 1) (2 x) 

(x2 + 1) 4 

Por lo tanto para xl 

f"(l) 1 < o =- -2-

tiene un valor máximo 

f"(- 1) = -
1
- > o 
2 

2 x (x2 
- 3) 

= 1 

==? que para 

en pl (1, +) 

que para 

y= f(x) tiene un valor mínimo en P
2 

X = 1, la función y 

y para xz =- l. 

x
2 

= - 1, la función 

(- 1, - +)· 

7) Puntos de inflexión y sentido de concavidad: 

f(x) 

A partir de la segunda derivada de y= f(x), obtenida anterior­
mente e igualándola a cero, resulta: 

y" f"(x) 2 x (x2 
- 3) 

(x2 + 1) 3 

2 x (x2 
- 3) 

(xz + l) 3 

= o 

o 

2 x (x2 
- 3) = O 

X = 0 o 

-r3 

En esta forma, obteniendo las correspondientes ordenadas para x
3 

Si X .. 

se obtiene: 

f(O) o 

~ ~ f( .¡ 3 - ) .. ---:3:---+~1-
~ 

4 

r3 

o, 

f(-/3) -~ 
3 + 1 

---4-

Por lo tanto, los puntos P
3 

(0, 0), P
4 

Y ~ ( r-;:;-3 • .¡ 43 ) 

P 
5 

(- 73 - ~ ) son los puntos de inflexión de la gr~ 
fica de la función. 

Analizando el cambio de signo de f" (x) para los valores x
3 

o • 
X = r3 se tiene: .. 

- 00 <x<-~ ==} f" (x) < o =} la concavidad es 
cía abajo, 

-r3<x< o ==} f" (x) > o ==} la concavidad es 
cia arriba, 

o < X< r3 =9 f"(x) < o ==} la concavidad es 
cía abajo. 

~ < X < +oo =9 f" (x) > o ::::::} la concavidad es 
cía arriba. 

De este modo, resumiendo le. información obtenida en los puntos S, 
6 y 7 se tiene la siguiente tabla: 

h~ 

h~ 

h.!!_ 

h~ 



valores de x y = f(x) 

-Cf) < X < - r3 decrece 

r3 13 
X = - ---4-

-n-< X < - 1 decrece 

- 1 
1 

X = --2-

- 1 < X < o crece 

X= o o 

o < X < 1 crece 

1 1 
X = -2-

1 < X < 1"3 decrece 

n- 1"""3 
X= --4-

r3 <x<+C1J decrec.e 

y' = f' (x) y" = f"(x) 

- -

1 o --a 

- + 

o + 

+ + 

1 o 

+ -

o -

- -

1 o --8-

- + 

Característica. 

concavidad hacia 
abajo. 

punto de infle-
xion. 

concavidad hacia 
arriba. 

mínimo. 

concavidad hacia 
arriba. 

punto de infle-
xión · 

concavidad hacia 
abajo • 

máximo, 

concavidad hacia 
abajo. 

punto de infle-
xion. 

concavi dad hacia 
arriba. 

Con la información de la tabla y los datos complementarios obteni 
dos en los pasos 1 hasta el 4, es posible construir la gráfic~ 
de: 

y = f(x) = X 

X + 

como se muestra en la figura IV . 48 . 

y 
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~ y=f(x} 

X 

- 1 

• Figura IV. 48 
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CAPITULO V LA DIFERENCIAL 

INTRODUCCION 

Hasta ahora se ha representado a la derivada de una función y f(x) 
a través de la expresión: 

f'(x) = EY 
dx 

El símbolo~ no se ha considerado como una fracción ordinaria con dy 

en el numerador y dx en el denominador, sino que se ha tomado como un 
operador que representa al límite: 

lim !I:t.. 
t:.x+O l:.x 

que como se observa, define a la derivada. 

En ocasiones resulta importante para algunos problemas de interés, co~ 
siderar por separado a dx y a dy, lo que da pauta para el estudio de un 
nuevo concepto conocido como .f.a cU.óeJLe.nUa.t. 

Cabe hacer notar, en lo que se refiere a la principal aplicación de la 
diferencial, es decir, en la aproximación de incrementos funcionales, 
que existe en la actualidad el poderoso auxilio de la calculadora elec­
trónica, cuyo uso se ha generalizado dejando a esta aplicación de la de 
rivada como simple her.ramienta de ayuda para ciertos problemas. -

V .1 LA OIFEP.EfJCIAL DE UN/\ FUNCION 

V.l.l FU NCION DIFERENCIABLE 

Sea y = f(x) una función derivable para un cierto valor x, en donde se 
cumple que: 

f'(x)iO 

luego, por la definición de derivada se tiene: 

lim tf(x) = f'(x) 
l:.x + O ll x 

en donde, de acuerdo a la definición de ljmite: 

ll:. t:. f~x) - f'(x)l <E siempre que O <lt:.xl<o 

Teniendo presente el concepto de límite, se entiende que si el incre­
mento tx es menor que o, hace pensar en un valor muy pequeño, entonces 
la diferencia 

l:. f(x) - f' (x) ---¡;;:-

resulta también una cantidad muy reducida. Por lo que puede escribirse: 

6 f (x) f' (x) = 11 ---¡;:;:-- -

donde: 

lnl < E 

de esta expresión se tiene que: 

t:. f(x) = f' (x) l:.x + n l:.x ••• ( 1) 

donde: 

TJ+O 

cuando: 

l:.x + O 

Recordando lo visto en incrementos (capítulo II), se observa claramen 
te que la expresión (1) define al incremento de la función, y constadé 
·dos sumandos. El término f'(x) t:.x se conoce como la parte principal 
del incremento y es una buena aproximación de su valor, ya que el otro 
~sumando, es decir nt:.x, es una cantidad muy reducida siempre y cuando se 
tengan valores del incremento l:.x. 



Por otra parte: 

cuando: 

es decir: 

n +o 

Lx + O 

lim n = o 
f1x + O 

Con base en lo anterior, se concluye que. una función y = f(x) es dif~ 
renciable para un valor de x, si para un incremento ~x, el incremento 
de la función f1 f(x) puede escribirse e~ la forma indicada en la expr~ 
sión (1), es decir: 

f1 f (x) = f' (x) Lx + 1l f1x 

Como se observa, para cumplirse la condición establecida por esta últi 
ma expresión, es necesario que exista cada uno de los términos del se­
gundo miembro. De donde se concluye que la existencia de la derivada 
de la función es condición necesaria y suficiente para la diferenciabi­
ridad de la función. 

V. 1.2 LA DIFERENCIAL 

Definición: 

De donde: 

Se llama diferencial de u~a función f en un punto x 
a la parte principal del incremento de la función di 
ferenciable, y se denota con "dy". 

dy df(x) f' (x) L\x ••• (2) 

Ejemplo V.1 

Demostrar que la función y = x 2 
- 4x, definida en el intervalo 

~-tb, oct) es diferenciable, y obtener su diferencial. 

Solución 

Para ser diferenciable, el incremento de la función debe poder 
expresarse como: 

f 1 (x) L\x + n L\ X .... (a) 

Ahora bien, si se incrementa l a función y después se resta al in­
cremento la función original, se tiene que.: 

y x2 - 4x 

y + f1y (x + tx) 2 l¡(x + f1x) 

f1y (x + f1x) 2 4(x + f1x) (x2 - 4x) 

f1y x2 + 2x f1x + (f1x) 2 - 4x - 4t.x - ;, 2 + 4x 

f1y x f1x + (f1x) 2 
- 4f1x 

esta expresión ~e puede escribir como: 

6y = (2x - 4) f1x + Lx f1x 
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se observa que el incremento 6y esta escrito en la forma de ia ecu~ 
ció~ (a), por lo que: 

f' (x) = 2x - 4 

y 

n f1x f1x f1x =} n f1x 

por lo tanto: 

lim n = lim f1x o 
L\x+O L\x+O 

entonces la función es diferenciable, y su diferencial es: 

dy f'(x) L\x 

dy (2x - 4) L\x 

Ejemplo V.2 

Demostrar que la función y = .!, definida en el intervalo (-<X>, oo) 
para x ~ O, es diferenciable, 9 obtener su diferencial. 

Solución 

Si se sigue el mismo procedimiento del ejemplo V.1, se tiene: 

y=.! 
X 

y+ L\y = __ 1_ 
x + L\x 

L\y 1 = x + L\x X 

L\y x - (x + L\x) 
x(x + L\x) 
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- !:.x 
!:.y = x2. + x !'J.x 

este incremento se puede escribir como: 

!:.y = - __!.__ !:.x + __!.__ !:.x - !'J.x 
x2. x2. x2 + x !'J.x 

de donde: 

!'J.y - ¿. !:.x + ( ;_2. - x2 + 1 x !:.x ) !'J.x 

o sea: 

1 
n = XZ - x2 + X !'J.x 

Para que la. función sea diferenciable se deberá cumplir el si­
guiente límite: 

lim n = o 
!'J.x+O 

. ( 1 ) hm 2 - -x-;;-2.-+-:-=--x----;-•- = 
!'J.x+O X LIX 

1 
x 2 - x 2 + x(O) 

por lo tanto la función es diferenciable, y su diferencial es: 

dy = - __!.__ !'J.x x2. 

V. l. 3 DIFERENCIAL DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE 

Sea la función identidad y = f(x) 

dy = f' (x) !'J.x 

la derivada de esta función es: 

f'(x) = 

x, cuya diferencial es : 

sustituyendo este valor en la diferencial de la función, se tiene: 

dy = /,x •... (3) 

como: 

y = X ::::> dy = dx 

sustituyendo este resultado en el primer miembro de (3), queda : 

dx = !'J.x 

de aquí se concluye que la diferencial de la variable independiente es 
igual a su incremento. 

Si se tiene en cuenta este resultado en la ecuación (2), que define la 
diferencial de una función, se tiene: 

dy=f'(x) dx .. . (4) 

esta expresión permite establecer la siguiente definición. 

Definición: La diferencial de una función es igual al producto 
de su derivada por la diferencial de la variable i~ 
dependiente. 

Ejemplo V. 3 

Hallar la diferencial de las siguientes funciones: 

a) y :¡¡_ 
3 + Sx2 + 10x - 18 

b) y sen X + COS 
3 

X 

e) 
X 

y ang cos-
a 

Solución 

La diferencial de una función s~ obtiene aplicando la expresión 
(4), es decir: 

dy f' (x) dx 

por lo que: 

a) f'(x) 3x2 + 10x + 10 ::::::} dy = (3x 2 + 10x + 10) dx 

b) f'(x) COS X 3cos 2x sen x ::::::} dy = (cos x - 3cos 2x sen x) dx 

e) f' (x) a ::::::} dy 
dx 



Cuando se presenta una función en forma implícita se trabaja de mane­
ra semejante, utilizando la derivación implítica. 

Se puede decir que todas las fórmulas para derivar pueden transforma!_ 
se en fórmulas para diferenciar. 

Ejemplo V.4 

~ : ,.; ando diferenciales calcular ~ de la ecuación y 3 = x2 + xy + y 2 

Solución 

Si se toman diferenciales en ambos miembros de la ecuación dada , 
se tiene: 

3y 2 dy = h dx + (x dy + y dx) + 2y dy 

agrupando: 

(3y 2 
- x- 2y)dy '= (2x +y) dx 

rinalmente: 

~ _ 2x +y 
d.x - 3v 2 - x - 2y 

V: l. 4 INTERPRETACION GEOMl,TRICA DE LA DIFERENCIAL 

Sea una función y = f(x), cuya gráfica es la curva e de la figura V. l, 
y en ella el punto P(x, y) . 

y 

o 

y=f(x) T 

Q(X+Ax,f(X+llx) ___ T 
SI 1 

1 -·1-- /lly 
1 dy 1 

~-- -- - ;_ - j_ - j _ 
Rl 

1 

x llx=dx X+ fl X 

Figura V.l 

X 
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Para un incremento ~x ~ o existe un valor x + ~x del dominio de la fun 
ción al cual le corresponde un valor f(x + ~x) del recorrido, por lo -
que se tiene el punto Q de coordenadas (x + ~x. f(x + ~x)). 

Trácese la tangente T a la curva e en el punto P, siendo a su ángulo 
de inclinación, o sea tan a~ f'(x). 

Si se considera el triángulo PRS formado por T, la recta que pasa por 
P paralela al eje x y la recta que pasa por Q paralela al eje Y~ se ti~ 
ne: 

!Rsl tan a=--
JPRJ 

teniendo en cuenta que tan a= f'(x) y que IPRI = ~x la expresión ante­
rior queda como: 

de donde: 

IRsl 
f ' ( x) = ----¡;;:-

! RS 1 = f' (x) ~x 

y como, por definición: 

dy = f' (x) dx, 

se tiene que: 

dy = JRS J 

Por otro lado, es claro que el incremento ~Y es: 

en donde se ve que dy es el incremento de la ordenada de la tangente T 
a la ~urva e y ~Y es el incremento de la ordenada de la curva c. 

En la figura V.l, se observa que dy < ~y. sin embargo puede suceder· lo 
contrario, o sea, dy > ~Y como se ve en la figura V.2, o que dy y ~Y 
sean negativas (puede suceder que /1y y dy tengan signos opuestos). 
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Para cualquier caso se pueden dibujar figuras apropiadas y verificar 
qu§ tanto la interpretación de dy como la· del incremento 6y permanecen 
válidas. 

y 

o X 
Figura V.2 

En cualquiera de los casos se observa que el incremento 6y es diferen 
te a la diferencial dy. La magnitud de la diferencia depende de cuán~ 
tose separe la curva de su tangente, lo que hace ver cómo dy aproxima 
más a 6y a medida que 6x se hdce más pequeño. 

Esta diferencia entre 6y y dy se aprecia en la expresión (1): 

6y = f'(x) 6x + ~ 6x 

en donde se ve que mientras más pequeño es el incremento ~x. más se a­
proxima f' (x) 6x, que es la diferencial, a 6y, que es el incremento de 
la función. 

\ ' . l. 5 LA DERIVADA COHO COCIENTE DE DIFERENCIALES 

Según se estudió anteriormente, la diferencial de una función y = f(x) 
es~á dada por la ecuación: 

dy = f' (x) ~x 

además como el incremento de la variable independiente 6x es igual a su 
diferencial, se determinó que: 

dy = f' (x) dx 

Si se dividen ambos miembros de esta expresión entre dx: 

dy = f'(x) 
dx 

Por lo que se concluye que la derivada de una· función es .igual· al co­
ciente de la diferencial de la variable dependiente entre la diferen­
cial de la variable independiente. 

V. l.6 PERMANENCIA DE LA FORMA DE LA DIFERENCIAL PARA UNA FUNCION DE FUN 
CION 

Sea la función y = f(u) donde u = g(x) 

la composición de estas funciones da lugar a la función de función: 

y = f(g(x)) 

cuya derivada se obtiene aplicando la regla de la cadena : 

~= ~ du 
dx du dx 

Por otro lado, y de acuerdo con la definición de diferencial se tiene 
que: 

y = f(u) 

dy f'(u) du 

de donde se obtiene: 

dy = f'(u) g'(x) dx 

expresión que equivale a: 

dy = (~ du 
du ) dx 
dx 

u = g(x) 

du = g' (x) dx 

lo que justifica la permanencia de la forma de la diferencial para una 
función de función. 



V.l.7 DIFERENCIALES SUCESIVAS 

Como la diferencial es el producto de la derivada de la función por la 
diferencial de la variable independiente, se puede pensar en el caso de 
diferenciales de orden superior, utilizando para ello las técnicas vis 
tasen lo referente a derivadas de órdenes superiores. Así, se puede­
escribir: 

dy = f' (x) dx 

d2y = f" (x) dx2 

d). f"' (x) dx 3 

d(n) y = f(n)(x) dx(n) ..• (5) 

Ejemplo V.5 

Calcular la diferencial de segundo orden para la función 

y = sen x2 

Solución 

Aplicando la expresión (5) 

y = sen x2 

dy 2x cos x2 dx 

d2y (-4x2 sen x2 + 2cos x2 ) dx 2 

V.2 APLICACIONES DE LA DIFERENCIAL 

V.2.1 RELACION ENTRE LA DIFERENCIAL Y EL INCREMENTO 

Como se vio anteriormente, una función es diferenciable cuando su incre 
mento puede escribirse en la forma: 

6y = /::,.f(x) f' (x) !!.x + n 6x ... (6) 
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donde la diferencial de la función es: 

dy = f' (x) /::,.x • • • (7) 

De las dos ecuaciones anteriores es posible deducir la relación exis­
tente entre el incremento /::,.y de una función y su diferencial dy. Es­
ta diferencia se encuentra.sustituyendo la ecuación (7) en la (6): 

!::,.y = dy + n /::,.x 

La diferencia entre el incremento y la diferencial de la función ~s: 

!::,.y - dy = n /::,.x 

La diferencia n /::,.y entre t::,.y y dy será menor mientras más pequeño sea 
el valor de l::,.x, luego será posible tomar el valor de dy en lugar del 
valor de !:Y.y en problemas donde n /::,.x sea lo suficientemente pequeño. Es 
to es útil, porque comúnmente es más rápido y fácil obtener el valor­
aproximado.que proporciona la diferencial que el. valor del incremento 
de la función. 

V.2.2 ERRORES Y VALORES APROXIMADOS, APLICACIONES 

A la diferencia en valor absoluto del incremento y la diferencial de 
la función, se le denomina ~o~ ab4oluto. 

¡~::,.y- dyl 1 n t:;.xl = E • . . (8) 

a la relación E se le llama~~ ~el.a.ti.vo, cuya expresión es: 
Ti 

/::,.y - dy 
/::,.y 

n 6x 
f'(x) /::,.x + n 6x 

n 
f' (x) + n 

y a la expresión E 100, se le llama e1 po~c.e.n:t.a.je. de. ~M • 
Ti 

• • • (9) 



192 

Si al calcular y= f(x), se tiene un error dx en la medida de x, es 
to llevará un error aproximado dy en la cantidad y. Por lo tanto eT 
error relativo es: 

y 

·Ejemplo V. 6 

... (10) 

~ 100 es el porcentaje de error ... (11) y 

Encontrar el incremento ~y y la diferencial dy de la función 
y= x2 para x = 20 y · ~x = 0.1. Calcular el porcentaje de error 
de la aproximación ~y = dy. 

Solución 

2 X ~X + ( Llx) 2 

.dy = 2x ~x 

sustituyendo valores: 

2(20) (0.1) + (0.1) 2 4.01 

dy 2(20) (0.1) 4.00 

Para estos valores el porcentaje de error de la aproximación 

~Y = dy es: 

(100) =[1 4.01 - 4.00 1:1 
4.01 J (lOO) 0.25% 

Reemplazar ~y por dy es equivalente a reemplazar el área rayada 
verticalmente de la figura V.3, por los dos rectángulos rayados 
diagonalmente de área x 6x, despreciando el pequeño cuadrado de 
área (6x) 2

• 

Ejemplo V.7 

Sea la función y 

a) Para 

b) Para 

e) Para 

d) Para 

e) Para 

Solución. 

a) Como 

~y 

~y 

x!J.x 

x/J.x 

Figura V.3 

3x2 
- x; hallar ~y. dy y el error absoluto: 

cualquier valor de X 

X= y ~X = - 0.1 

X = y ~X 0.1 

X = y ~X = 0.01 

X= y ~X = 0.001 

y=3x 2 - x, entonces: 

3(x + ~x) 2 - (x + ~x) - 3 X 2 +X 

(6 X - 1) ~X + 3 ~X ~X ... (a) 



La diferencial de la función será: 

dy ( 6 x - 1) /:,x = 6 x - 1) dx (b) 

por tanto: 1 n !::.xl lb.y - dyl = e: •.. (e) 

Las ecuaciones (a) y (b) proporcionan el incremento /:,y y la dife 
rencial dy de la función, respectivamente, y con la ecuación (c)­
dan la solución del inciso a). 

El resultado de los incisos b, e, d y e están en la siguiente ta 
blá, donde !:,y, dy y e: se obtienen según las ecuaciones (a), (b),­
y (e), respectivamente. 

X /:,x !::.y dy e: 

1 - 0.1 - 0.47 - 0.5 0.03 

1 0.1 0.53 0 . 5 0.03 

1 0.01 0.0503 0.0500 0.0003 

1 0.001 0.005003 0.00500 0.000003 
1 

Tabla V.l 

Ejemplo V.8 

Calcular aproximadamente la raíz cúbica de 200, usando diferen­
ciales. Considerando que el valor exacto de dicha raíz es 5.8480 
compararlo con el valor aproximado obtenido. Calcular el error 
absoluto y el error relativo que se cometería al tomar el valor 
obtenido ·con diferenciales en lugar del exacto. 

Solución 

Sea: 

considerando que: 

X¡ 216 Yl 

200 Y2 

3~ 

a,rx;-
312i6 = 6.0000 

3,12oQ = 

así: 

!::.x X -2 xl 200 - 216 - 16 

y: 

!:,y y2 - yl =? y2 Y¡ + !:,y .... (a) 

si: 

dy 

la ecuación (a) queda: 

y 1 + dy =} y2 = 6.0000 + dy • • . (b) 

la diferencial de la función es: 

dy dx 
3 3rx;-- ... (e) 

sustituyendo los valores de dx y x1 en la ecuación (e), se obtie­
ne: 

dy - 16 - 16 

33~ (36) 

luego: dy -0.1481 

sustituyendo este valor en la ecuación (b): 

y2 = 6.0000- 0.1481 5.8519 

y 
3 

~- 5.8519 

el error absoluto es: 

15.8519 - 5.84801 0.0039 = e: 
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el error relativo es: 

y el error porcentual es: 

Ejemplo v.9 

0.0039 
5.8480 

100 (0.00066) 

0.00066 

0.066 % 

Usando diferenciales, encontrar un algoritmo que permita calcular 
en forma aproximada, la raíz cuadrada de un número N. 

Solución 

Sea N el número cuya raíz cuadrada se desea obtener. Si r 1 es 

la raíz exacta mas cercana a N, para lo cual r 
1 

= ~ y r 
2 

es la raíz aproximada de N, entonces: r
2 

= IÑI . 

Sea la función: 

si: 

y: 

pero si: 

se tiene: 

diferenciando la función: 

dr 

r = 

f:..r dr 

~--= 
2~ 2~ 

r 1 + f:..r 

. . • (a) 

N - N¡ 

N N 
dr ---------

como ~ = r 1 , queda: 

dr = 

sustituyendo (b) en (a): 

finalmente: 

2~ 
1 

N 

r¡ 
-2-

2~ 2 
1 

• • • (b) 

•.. (12) 

La ecuación (12) es el algoritmo que permite calcular la raíz cu~ 
drada de un número N en forma aproximada. 

Ejemplo V. ~O 

Empleando el algoritmo de la ecuación (12), calcular aproximadame~ 

te 172. 

Solución 

Para aplicar la formula (12) considérese: r = 8 
1 

1 
(8+-lf--) = 

1 (17) 
r2 = -2- -2-

nótese que: 

(8.5) 2 72.25 

En una segunda aplicación de la formula (12), considérese 
ahora: 

1 
r = --

2- 2 (8.5+ ¡~) = -
1- 16.97 
2 

8.5 

8.5, 

8.49 



obsérvese que: 

72.08 

Si se aplica la formula (12) más de una vez, se vera que cada raíz 
que se obtenga sera mucho mas aproximada que la anterior. 

Ejemplo V.ll 

Calcular cos ·61 o aproximadamente, usando diferenciales. 

Solución 

Sea la función: 

y COS X 

si : 

X¡ COS X¡ 0 .5 

X2 61 o, y2 e os x2 = cos 61 o 

ó.x = X - xl = 61 o - 60° 1 o 
2 

ó.y y2 - Y¡ =} y2 Y¡ + ó.y • .. (a) 

si se considera ó.y = dy, la ecuación (a) queda: 

y 2 = y 1 + dy ==* y 2 = O. S + dy ••• (b) 

la difere~cial de la función es: 

dy - sen x dx ~ .. (e) 

sustituyendo los valores de dx y x
1 

en la ecuación (e), se obtie­
ne: 

dy 

se sabe que : 

sen 60° Í3 0.866 = z= 
1 o 0.01745 rad 

lue.go: dy (0.866) (0 .• 01745) 

dy = - 0.0151 

su~tituyendo este valor en la ecuación (b): 

y2 = 0 . 5 - 0.0151 = 0.4849 

y 

cos 61 o 0.4849 

Ejemplo V.12 

. ¿Cuánto aumentará aproximadamente, el lado de un cuadrado, si su 
área aumenta de 9m2 a 9.1 m2 ? 

Solución 

Si x es el área del cuadrado y el lado del mismo es y, se ti~ 
ne: 

195 

y (a) 

por las condiciones del problema: 

ó.x 0 . 1 

se sabe que: 

ó.y - dy f'(x) dx • • • (b) 

diferenciando (a): 

dy dx ó.x 
2 ¡-;;:---- 2¡-:;:-
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entonces: 

dy 
0.1 

dy 0.0166 m 

el lado del cuadrado aumenta aproximadamente en 1.66 cm. 

Ejemplo V. n 

Las fórmuias para el área y el volumen de una esfera son, respe~ 
tivamente: 

y 

si al medir el radio se obtiene r 3 m. 

a) ¿Cuáles son los errores máximos aproximados de 
si las medidas son seguras hasta 0 .01 m ? 

y V, 

b) ¿Cual es en cada caso el error relativo máximo expresado 
en porciento? 

Solución 

Tomando las diferenciales del área y del volumen se encuentra el 
error aproximado que se comete al calcular el área y el volumen , 
respectivamente. 

Para el área: 

diferenciando: 

dS 8 TI r dr ... (a) 

sustituyendo en (a): 

r = 3 y . dr 0.01. 

ds 8 1T (3) (0.1) ~ ds 0 . 75398 m2 

siendo éste el error aproximado que se comete al calcu.lar el área. 

para el volumen : 

diferenciando: 

dV = 4 7T r 2 dr • • • (b) 

sustituyendo en (b): 

r = 3 y dr 0.01 

dV 4 TI (3) 2 (0.01) ~ dV = 1. 13097 m3 

siendo éste el error aproximado que se comete al calcular el vol~ 
men. 

El error relativo para el área y el volumen se encuentra según la 
ecuación (10). 

Si: 

dS 
S 

sustituyendo en (e) r 

dS 
S 

y 

8 1T r dr 
4 1T . r2 

dS 

3 m y dr ·0.01 m . . 

(0.01 ) 

el error máximo en porciento es: 

dS 
100 S:= 0.67 % 

ahora para el volumen: 

8 TI r dr 

dS 
s 

V = ~ 1T r 3 y dV = 4 1T r 2 dr 
3 

••• (e) 

0 . 00667 



dV 
V 

sustituyendo en (d) r = 3 m y dr = 0 . 01 

dV v 
y 

3 (0.01) 
3 

100 dV = 1 % 
V 
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3 dr ••• (d) 
r 

0.01 
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CAPITULO VI tA INTEGRAL IIFINIDA Y tA HITEGRAL INIIFINIDA 

INTRODUCCION 

Después de estudiar en los cinco capítulos anteriores lo más re 
levante del cilculo diferencial para funciones con una sola varii 
ble independiente, ahora se presentará el estudio del cál~ulo in~ 
tegral para esas funciones. 

En este capítulo se tratarán fundamenta1mente los conceptos de 
integral definida e integral indefinida, · así como sus propieda­
des y teoremas que les son afines . Tal es el caso del teorema 
fundamental del cálculo, que establece y justifica la relación 
entre la derivada y la integral. 

Al final se presentan algunas técnicas de integración directa o 
por cambio de variable, así como diversos ejemplos de aplicación. 

VI . l INTEGRAL DEFINIDA. FUNCION INTEGRABLE 

VI. l . 1 SUMA DE RIEMANN 

· Sea e 1 i nterva 1 o ~. f]. El conjunto · de puntos: 

donde: 

x
0

=a, xn=b, xi-1<- xi, i=l,2, ••• ,n 

se llama partición o red del intervalo [a, b]. 

Se puede observar que una partición de un intervalo lo divide en n sub 
intervalo.s, y a cada uno de ellos se le llama también c.etda. -

A la distancia entre los puntos extremos de cada celda se le llama am~ 
:tud de la. c.etda, es decir: 

la amplitud de la celda uno es: 



la amplitud de la celda dos es: 

en general la amplitud de la celda ¡-é6~ es: , 

t. . x = x . - x. 
~ ~ ~-1 

Al definir partición de un intervalo no se hizo referencia a las ampli 
tudes de la celda, esto es, que en un mismo intervalo ~. ~, puede e-­
xistir una infinidad de particiones ya que el tamaño de las celdas es 
arbitrario. 

A la mayor amplitud de las celdas de una partición se le llama no~a 
de !a pa~6n y se representa por medio del símbolo: 

11 t. 11 ó a veces con t. (R) 

Ejemplo VI.1 

Dado el intervalo [2, 1~, efectuar dos particiones diferentes 
de 10 celdas y en cada caso decir cual es la norma. 

Solución 

a) La primera partición se hará de diez celdas de igual ampli­
tud como se indica en la figura VI . l. 

1 

• 
o 2 3 4 56 78 9 10 X 

Figura VI.l 

Las diez celdas tienen la misma amplitud que vale la unidad. 

/:,.1x = o /:,.6x = 6 - 5 

/:,.2x = 2 !:,.1X = 7 - 6 

/:,.3x = 3 - 2 1 /:,ex = 8 - 7 

/:,."x = 4 - 3 = 1 ÁgX = 9 - 8 = 
llsx = 5 - 4 = 1 t.1ox = 10 - 9 = 1 

La norma de esta partición es 11 t. 11 l. 

b) La segunda partición se efectuara de la manera que se indica 
en la figura VI.2. 

o 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Figura VI . 2 

Las amplitudes de cada celda se indican a continuación: 

La norma 

/:,. X= 1.5 - 0 = 1.5 
1 

/:,.2x 2 1.5 0.5 

/:,. X 4 
3 

- 2.0 

t. .. x = 4.25- 4.0 = 0.25 

t.sx = 4.5- 4.25 = 0.25 · 

de esta partición es 11 /:,. 11 = 

t.
6
x = 4.75- 4.5 = 0.25 

/:,.7x = 5 . 0 4.75 0.25 

/:,ex = 7.0 5.0 2.0 

/:,. X = 9.9 - 7.0 2 . 9 
9 

t. 10 x=l0 - 9 . 9 = 0.1 

2.9 

Supóngase que la función y= f(x) está definida y limitada en el co~ 
junto D y considérese una partición en dicho conjunto que contenga n 
subintervalos. 

Si se escoge un punto s en cada subintervalo de la partición de tal 
forma que: 
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donde 

~2 E [x¡, xJ donde 

donde 

y se forma la suma de productos del valor de f en cada punto s por la 
amplitud de la celda respectiva, se tendrá: 

En forma condensada se puede escribir: 

n 
¡:; 
i=l 

A esta suma se le llama una ~uma de Riemann en honor al matemático a­
lemán, Bernard Riemann (1826- 1866), quien fue profesor de la Univer­
sidad de Gottingen e hizo muchas aportaciones a las matemáticas y fisi 
comatemáticas. 

Ejemplo VI.2 
x2 

Dada f(x) = 5 - ¡;-
Riemann para la función 

1 , x2 

con 1 
-4- :5. x :5. 3 , encuentre la suma de 

dada la partición: 

1.75, x" 2.25, x5 3 

Los puntos elegidos en cada celda son: 

!;
1 

= 0.5, !;2 = 1. 25, !; 3 = 1. 75, !;lt 2, !;
5 

2.75 

Trazar la gráfica de la función en I}/4, ~ y mostrar los recta~ 
gulos cuyas áreas son los términos de la suma de Riemann! Indicar 
también cuál es la norma de la partición. 

S 

Solución 

La figura VI.3 muestra la gráfica y los cinco rectángulos. 

y 

O ~o 1 
1 

1 

La suma de Riemann es: 

X 
1 1 
1 1 

{Zt3t4 (~ 

Figura VI.3 

l: f(~i) llix=f{!;¡) ll¡x+f(!;;2) ll2x+f(~3) ll3x+f(t).) ll~tx+f(~s) llsx = 
i=¡ 

f(0.5)(1- 0.25) + f(l.25)(1.5- 1) + f(l. 75)(1. 75- 1.5) + f(2)(2.25- l. 75) + 

+ f(2. 75)(3- 2.25) = 

(9. 75) (O. 75) + (8. 4375) (O .5) + (6. 9375) (O. 25) + (6) (O. 5) + (2. 4375) (O. 75) = 

18.09375 

La. norma llll 11 es la longitud de la celda más larga. Por lo ta~ 
to 11 6 11 = O • 7 5 ·• 

Como los valores de la funci6n f(x) no se restringen a valores no ne 
gativos, algunos de los f(~i) podrfan ser negativos. En tal caso, la 
interpretación geométrica de la suma de Riemann serfa: 

La suma de las medidas de las áreas de los rectángulos que están so­
bre el eje x, más los negativos de las medidas de las áreas de los 



rectirigulos que están bajo el eje x. 
figura VI. 4. 

Esta situación se ilustra en la 

X 

Figura VI.4 

Una suma de Riemann es: 

lo 
E f(~i) Óix = A¡ + A2 - A3 - A'+ - As + A5 +A 1- Ae - Ag - A¡o 
i=l 

ya que f(~3), f(~,.). f(~s), f(~a), f(~g), f(~10 ) son números nega­
tivos. 

Por esta razón, en el establecimiento de las sumas de Riemann, y en­
seguida, de la integral definida, se debe tener muy en cuenta el sig­
no. 

VI.l.2 INTEGRAL DEFINIDA 

Si f es una función definida en el intervalo cerrado ~. ~, enton­
ces la integral definida de f de a a b, denotada por: 

b 
J f(x) dx 

a 

está dada por: 

b 
( f(x) dx = lim 
J a 11 6 11 +O 

si existe este limite. 

n 
E 
i=l 

En la notación anterior, f(x) se llama el integ~ndo, a y b son los 
e~emo~ de Integ~ei6n; el valor a es el e~emo In6~o~ y el valor 
b es el e~emo ~up~o~. 

El símbolo J dx es el llamado ~igno de integ~Uón. Obsérvese que 
el signo de integración siempre contiene al de diferenciación. 
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Cuando se trató el concepto de las sumas de Riemann, se vio que para 
una función dada, el valor de una suma de Riemann ·es igual a la .suma 
de los valores de las áreas de los rectángulos formados de a~uerdo a 
la partición elegida y a los valores ~i seleccionados. De hecho, 
históricamente, Riemann llevó a cabo sus cálculos para obtener una 
aproximación del ~ea bajo la e~va. Es claro que si se elige una 
partición en donde la norma es más pequeña la aproximación será me3or, 
puesto que el número de rectángulos será mayor y éstos sé ae~~n 
más a la función. 

Desde luego, como se trató en el Capítulo II, los términos ~e ae~­
c.an, la noiUrla-u cada. vez má.6 pequeña., etc., no tienen un carácter ma 
temático riguroso. Sin embargo, se les dio justificación al definir­
el concepto de límite y es por ello que en la definición de integral 
definida se aplica un límite perfectamente válido. 

De todo esto se desprende que si ese límite existe, representa el va 
lor del área comprendida entre la curva, el eje de las abscisas, y las 
rectas x = a y x = b. Obviamente, como en el caso de las sumas de 
Riemann (figura VI.4), se debe considerar el signo de los valores 
f(~i) ya que en algunos casos se pueden tener áreas negativas, cuando 
la gráfica se encuentra abajo del eje x. 

En la figura VI. 5 se tiene representada la función y= f(x). El 
área entre la curva, el eje de las abscisas y las rectas x = a y 

-x = b, se ha nombrado el área A. Entonces de acuerdo con el razon~ 
miento anterior: 

y 

o 

A= ib f(x) dx 
a 

Figura VI.S 

y= f (X) 

X 
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Ejemplo VI. 3 

( 31 Encontrar el valor de la integral definida J x2 dx 

Solución 

La particion elegida será una particion regular del intervalo ce.­
rrado [ 1, 3 J . Se subdividirá en n celdas iguales, por lo 

tanto /J.x = _2_ 
n 

Si se elige E,;i 

tiene: 

como el punto extremo derecho de cada celda se 

1+-2- E,; 
n ' 2 

1 + z(__L), t,; 
. n 3 

como f (x) x 2
: 

f(E,;i) [1 +.2L ]2 [ n+ 2i ]2 
n n 

la norma de la partición vale 11 !J.!! = !J.x =l 
n 

obsérvese que si 11 !J. 11 + O equivale a: 

n --+- +<X> 

por lo tanto, la integral definida buscada será: 

n 
lim E 
n ++<X> i=l 

lim _2_ 
n 

4i 2
) ¿ (nz + 4ni + n+ +oo n3 i=¡ 

2 
[ n

2 
n n n ] = lim ? ¿ 1 + 4n ¿ i + 4 L: i 2 

n +<X> i=l i=l i=l 

lim -!a [ n 2 n + 4 n 
n++oo 

n(n+1) + 4n (n +1) (2n +1) ] 
2 6 

lim 
n+<X> 

lim 
n+<X> 

+-4-+ 
n 

8n2 + 12 n + 4 
3n 

+-4-~_8_+_4_+~ J 
n 3 n 3nz 

6 + o + - 8- + o + o 
3 

26 
-3-

J 

Como x2 ;:: O para toda x E [ 1, 3 J , la interpretacion geométri­

ca del resultado anterior será la siguiente: 

La región acotada por la curva y= x 2
, el eje 

. ~ d 26 . d d d x = 1, x = 3, t~ene un area e 31 un~ a es e 

do . . L~ región se muestra en la figura VI . 6. 

y 
9 

1 
Y= xz 

1 
1 
1 

1 
A 1 

: ~ 
~/~ 

o 

Figura VI.6 

X, y las rectas 

longitud al cuadra-

X 



En todo el razonamiento anterior se ha supuesto que a < b. 

Para explicar qué sucede en el cálculo de la integral definida cuando 
a > b o cuando a= b, se tienen las siguientes definiciones: 

r f (x) dx = - r f (x) dx 
a. b 

Ello se debe a que cada ~ix es negativo cuando a > b. 

fb
a 

f(x) dx = O 

Este es un resultado obvio, ya que para cualquier partición, ~ix vale · 
cero si a = b. 

Además se pueden enunciar las siguientes propiedades que son: 

b 

f a f (x) dx = -t- (be 
J f(~)dx 

a e 
(Contracción del intervalo) 

\ 

b b +e 
f(x) dx = \ f(x - e) dx (Traslación del intervalo) 

a a+ e 

VI . l.3 INTERPRET~CION GEOMETRICA DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

Se puede partir de la siguiente suma de Riemann: 

n 
¿ f(~i) I:J . x 
i=¡ ~ 

o bien: 
n 
¿ f(~i) (xi - xi-¡) 
i=¡ 

en donde se ha escogido ~i tal que: 

i = 1, 2, • • • , n 

La siguiente figura VI.? ilustra la interpretación geométrica de es 
ta suma, en donde, como ya se había visto, se nota claramente que el­
límite cuando 11 ~x 11 +o en esa sumatoria da como resultado el área 
bajo la curva, ·sobre el eje x y entre las rectas x • a y x = b. Es 
decir: 

lim 
11 ~x 11 +0 

y 
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o X 

Figura VI. 7 

Por otro lado se pueden manejar la suma superior y la suma inferior 
expresadas por las siguientes sumas de Riemann e ·ilustradas en las fi 
guras VI.8 y VI.9, respectivamente. 
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Suma superior: 
y 

o xz x. =b X 

Figura VI.B 

~ f(xi) (xi-Xi- 1) = f(x1) (x1-x0 )+f(x2) (x2-x1 )+. · .+f(xn) (xn-Xn-1) 

i=l 

Suma inferior: 

y 

.· f( X) 

o Xz X 

Figura VI.9 

nil f(xiHxi+
1

- xi) = f(Xo) (x1-x0) + f(x¡}(x2-x¡) + · • • + f(Xn-1) (~- Xn-1) 

i=O 

Se observa que ambas sumatorias, al tender a cero la norma de la par 
tición, tienen un límite común que es el área bajo la curva. Por lo­
que: 

n 
lim _¿ f(xi) (xi-Xi- 1)= lim 

11 tJx 11 +O ~= 1 11 tJx 11 +O 

n-1 
L f(Xi)(Xi+1-Xi)= 

i=o 
\b f(x) dx 

a 

Tanto en la figura VI.? como en las figuras VI.8 y VI.9 se puede 
ver cómo al tender a cero la norma de la partición, se tiene una in­
terpretación geométrica de la integral definida, en la que se aprecia 
claramente, en el límite, su aproximación al área bajo la curva. 

VI.l.4 FUNCION INTEGRABLE 

Dado que la integral definida se ha establecido como un límite, la e~is 
tencia de esta integral será la consecuencia directa de la existencfa 
del límite, luego entonces, se puede afirmar que ur.a función es . integra­
ble si el límite existe. Todo esto puede expresarse por medio de la si­
guiente definición: 

Sea una función cuyo dominio incluye al intervalo [a, b J 
Se dice que f es integrable en [a, b J si existe un número 

L que satisface la condición de que para cada E > O existe 
ó > O tal que: 

n 
¿ f(~.) tJ. x- L 

i=1 ~ ~ 

Para toda partición en que lltJII < ó y para cualquier 

~i E [xi_
1

, xi ], · i= 1, 2, •.. , n. 

Se puede observar que la definición anterior es análoga a la defini­
ción de límite del capítulo II. 



Tambi~n se puede concluir ~ue no importa qué partición se escoja, ni 
qu~ valores ~i se seleccionen, el valor del límite será siempre el 
mismo. 

Obviamente el valor L será el valor de la integral definida. 

A continuación se enuncia un teorema útil, pero no se demuestra por 
estar fuera de los objetivos del curso . 

TEOREr~A VI .1 

Hipótesis : 

y = f(x) es continua en ~. 1?] 

Tesis: 

y = f(x) es integrable en ~. ~ 

Es conveniente aclarar que este teorema garanti za la existencia de 

r:f(x) dx cuando f(x ) es continua en ~. ~' pero en algunos casos 

puede existir esta integral aun cuando la función sea discontinua en al 
gunos puntos de ~. 1?] . · 

En otras palabras, la condición de continuidad en un intervalo es sufi 
ciente pero no necesaria. 

VI.2 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

Lo mi smo que para otros conceptos vistos en este curso, el cálculo de 
l a integral definida por med io de su definición propiamente dicha, re­
sulta laborioso y algunas veces complicado . 

Por otra parte , se trata de un concepto que no sólo sirve para la de­
terminación de áreas, sino que tiene múltiples aplicaciones, algunas 
de las cuales se tratarán en los capítulos subsecuentes. Por todo es­
to es necesario establecer un método más sencillo para el cálculo de 
las integrales y en buena parte lo que ayudará a ello será el conoci ­
miento de sus propiedades. 

A cont i nuac ión se enuncian, en forma de teoremas y se demuestran alg~ 
nas de las prop i edades más usuales. 
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TEOREMA VI . 2 

Hipótesis: 

y = f(x) es integrable en el intervalo ~. 1?] y k es una consta~ 
te cual quiera ·. 

Tesis: 

1: k f(x) dx • k 1: f(x) dx 

Demostración: 

Como y = f (x) es i ntegrab 1 e en [a, b J , entonces: 

n 
lim E f(~.) ~ix existe 
11 ~ 11 +o i= 1 ~ 

Por otra . parte , es claro que: 
n n 

lim E k f(~.) ~ . x = lim k E f(~ . ) ~.x 
11~11 +o i=- ~ ~ ~ 11~11 + o i=l ~ ~ 

• . • ( 1) 

puesto que k puede salir como factor común de cada uno de los sumandos . 

Además por algunos teoremas de límites vistos en el capítulo 11: 

n 
lim k E f (e ) ~.X = 
11~11 +o i=l ~ ~ 

lim k 
11~11 +o 

n 
lim E f(~.) ~.x = 
i!t.ll + o i=l ~ ~ 

n 
=k lim E f(~ . ) ~ . x 

11~11 + o i=l ~ ~ 

entonces de (1) y (2): 

n n 
lim E k f(~.) ~.x =k lim E f(~.) ~.x 
II~II+Oi=l ~ ~ I!~II+Oi=l ~ ~ 

... (2) 
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se puede concluir que: 

TEOREt,lA VI. 3 

Hipótesis: 

h 
J k f(x) dx = k 

a 
J: f(x) dx Q.D. 

Las funciones f y g son integrables en ·[?, ~ 

Tesis: 

La función f + g es integrab l e en [?, t?J y : 

b b 

J f(x) dx + f g(x) dx 
a a 

b 
~ [f(x) + g( x)] dx = 

a 

Demostración: 

Como las funciones f y g son integrabl es en [a, b J, entonces 
se 11 amarán: 

b 

J a f(x) dx = M y 
b 

J g(x) dx = N 
a 

De acuerdo a la definición de integra l definida, en el que f + g sea i~ 
tegrable y que J~ I}(x) + g(xU dx =M+ N quiere decir que para cual­
quier E > O debe existir o > o ta l que : 

Para todas las particiones en que 11 t::.lj <'o y para cualquier 

I;Í E [xí-¡ ' xÍ], pUeStO que: 
n n 

M = lim L: f(l;.) t::. .x 
llt::.ll-+ o i=l 1 1 

. N = lim L: g(E; i ) 6ix 
11 611 +O i • 1 

por lo tanto para cualquier E > o existen 61 > o, 62 > o tales que : 

l ~f(~.)t::. . x-MI 
í=l 1 1 

<_E_ 
2 

y 
1 
~ g( ~ . ) t::.. x - N 1 
í=l 1 1 

<_E_ 
2 

para todas las particiones en que 11 t, 11 < o1 y 11 t, 11 < 62 y para cual­
quier E:í E 0í-l' x¡j. 

Entonces si o es el mínimo de 61 , 62 para cualquier E > o se 
tiene que: 

para todas las particiones en que 11 t::. 11 < o y para cualquier 

~í E [xí-1' xí]. 

Por una propiedad de l as desigualdades se tiene: 

+ ~ -~ g(i; . ) f::.. X 1 1=1 1 1 

de las desigualdades (3) y (4): 

por una de las propiedades de la sumatoria: 

n n n 

• • • (4) 

L: f(l;.) t::.. x+ ~ g(l;.) 6. x= L: [f(~ . ) + g(i;.)] 6 . x • •• (6) 
Í=l 1 1 i=l 1 1 i=l 1 1 1 

entonces de (5) y (6), se tiene que para cualquier E;> O: 



para todas 1 as particiones en que 11 A. 11 < o, donde o = min (o¡ , oz) 
y para cualquier ~i e: ~i-t, x~. 

Por lo tanto: 

Jb Jb Jb [ f(x) + g(x) J dx = f(x) dx + g(x) dx 
a a a 

Este teorema puede generalizarse para cualquier número de funciones. 
Es decir, si f

1
, f 2 , ••• , fn son funciones integrales en [a, b], 

entonces (f
1 

+ f 2 + ••• + fn) es también integrable en [a, b] y: 

b b b 

J e f 1 (x) + f 2 (x) + • • • fn (x) J dx = J f (x) dx + r f (x) dx) + 
a al Jaz 

b 
+ ••. + J fn (x) dx 

a 

Por otra parte utilizando el teorema Vl.2, el signo máó puede conve~ 
tirse a signo meno& si la constante k = - 1. 

Es decir: 

b 
r [ f 1 (x) - f2 (x) J dx 

a . 

TEOREMA VI. 4 
Hipótesis: 

y = f(x) es inte.grable en los intervalos [it, ~, (?, <J y ~. ~. 

Tesis: 

{ b e { b · 
)a f(x) dx = i a f(x) dx + )cf(x) dx (a<c<b) 
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Demostración: 

Elijase una partición A. en~.~· Fórmese otra partición A.' de la sj_ 
guiente manera: 

si e = Xi es decir, que e es uno de los extremos de una celda, enton­
ces A.' es exactamente la misma partición A.. Si por el contrario e no 
es un punto de . la partición, pero pertenece al subintervalo ~i~t• x~ 
entonces la partición A.' será la misma que la partición A. pero tam­
bién incluirá al punto c. Entonces las celdas ·de la partición A.' son 
iguales a la de A. exc~tuando a la celda ~i-t, xi] de A. que se divj_ 
de en las dos celdas Jlti-t, -~, ~. xi]. 

Si IIA.'II es la norma de A.' y IIA. 11 es la norma de A.: 

Ahora si en.la partición A.' al intervalo ~. ~ se divide en n subinter 
valos, Y el 1nte~v~!o ~. ~ se divide en (n- r)_ subintervalos, la -
parte de la part1c1on 6.' que va de a a e da una suma de Riemann de la 
forma: · 

r 
.E f(~ . ) A. X 
J.=l l. l. 

mientras que la otra parte de A.', es decir de e a b tendrá unas~ 
ma de Riemann de la forma: 

n 
E f(C) A. X 

i=r+l 1 1 

De acuerdo con la definición de integral definida y algunas propiedades 
de la sumatoria, se tiene: 

Jb f(x) dx= lim ~ f(C) A. x = lim [~ f(C) A. x + ~ f(~.) A. x_J 
a IIA.II+oi=l 1 1 IIA.II+o i=l l.. 1 . i=r+l l. 1 

n 
+ lim E f(~ . ) A. x 

11 A 11 +O i=r+l 1 1 
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dado que O< llt:.'ll < llt:.ll, se puede reemplazar llt:.ll +O porllt:.'ll+o 

entonces: 

Jb f(x) dx = lim 
a lltíll + O 

t 

E 
i= l 

n 
lim 
11 ll'll +o 

E f(~.) t:. . x 
i=r+l ~ ~ 

por lo tanto de la definición de integral definida: 

b J f(x) dx = 
a 

TEORE~1A VI . 5 

Hipótesis: 

e 
Ja f(x) dx + 

b 
J f(x) dx 

e 
(a< e< b) Q.D. 

y = f(x) es integrable en un intervalo cerrado que contiene los tres 
números a, b y c. 

Tesis: 

b 
J f(x) dx 

a 

e b 
r f(x) dx + J f(x) dx 
la e 

sin importar el orden de a, b y c. 

Demostración: 

El número de posibilidades distintas que existen de ordenar estos tres 
números, si son diferentes, es seis: 

a < b < e 

a < e < b 

b < a < e 

b < e < a 

e < a < b 

e < b < a 

La forma a < b < e es la analizada por medio del teorema VI.4. Con 
ese mismo teorema se demostrará que cualquier otro orden también conduce 
a conclusiones válidas. 

Suponiendo que a < b < e, po~ el teorema VI.4 

e f (x) dx + ( f (x) dx = fe f(x) dx 
a 

, como se sabe: 
e 

Jb f(x) dx 

b 

J f(x) dx 
e 

sustituyendo valores: 

despejando: 

(

b 
f(x) dx -

a 

b 
Ja f(x) dx 

b 

Je f(x) dx 

e L f(x) dx + 

e 

J a f(x) dx 

b 
J f(x) dx 

e 
Q.D. 

Para las otras ordenaciones el teorema se demuestra de manera similar. 

También puede suceder que dos números sea~ iguales; por ejemplo: 

como se sabe: 

por lo que: 

además: 

por lo tanto: 

a= e < b 

r f(x) dx = o 
a 

e 

Ja f(x) dx I: f(x) 

b b 

J ~f(x) dx J f(x) dx a 

e b 

fa f(x) dx + J e f(x) dx 

dx = o 

b 
J f(x) dx Q.D. a 



TEOREMA VI.6 

Hipótesis: 

y = f(x) es una función tal que f(x) = k, en donde k es una constante 
cualquiera . 

Tesis: 

k (b - a) 

. b I f(x) dx 
a 

Demostracion: 

De acuerdo a la definición de integral definida: 

b 
J f(x) dx 

a 
lim 
11 t~ll +O 

para el caso que se quiere demostrar: 

b I f(x) dx 
a 

por el teorema VI .2: 

entonces: 

b I f(x) dx 
a 

1 1: f(x) dx 

n 
= lim }; k ti . X 

llt>ll +O i=l ~ 

n 
k lim ¿ t.li x 

IJ t~ll +O i=l 

b 
k J dx = k (b - a) 

a 
Q.D. 

Una interpretación geométrica de este teorema se muestra en la figu­

ra VI. lO. En ese caso k > o y 1 a integra 1 definida ~: k d x pro por-

ciona la medida del área del rectángulo cuya base vale (b - a) y cu­
ya altura es k. 

y 

y=k 

X 
Figura VI. lO 

TEORH1A VI. 7 

Hipótesis : 

1) y= f(x), y= g(x) son dos funciones integrables en ~. ~· 

2) f(x) ~ g(x) 3f x e: ~. Ji] 

Tesis: 

f b f(x) dx ~ 
a 

Demostración: 

b 

Ja g(x) dx 
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Como f y g son integrables en [a, b], 
existen. 

b 

Ia f(x) dx 

b 
y J g(x) dx 

a 

Por el teorema VI.3: 

b 
J f (x) dx -

a 

b b b [ L g(x) dx = ~a f(x) dx + L. -g(x) J dx 

= e ~(x) - g(x) J dx 

Si definimos con h una función tal que: 

h(x) = f(x) - g(x) 
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se tiene: 

h(x)~O -\1-x E [a,b] 

puesto que : 

f(x) ~ g(x) -\1- x E [a, b] 

se quiere demostrar que: 

e ~(x) - g(x~ dx = • . • (7) 

suponiendo que: 

n 
lim 
lit~li +O 

l=1 h(t;Í) f:IÍ X L < O • . • (8) 

de acuerdo a la definición de integral definida: 

Con e: = - L, existe un .ó > o tal que: 

! .~ h(t;.) .!:1 . x - L 1 < - L para 
1 1=1 1 1 llt~ll < ó • • • (9) 

además se sabe que: 

n 

l=1h(t;i) l:lix- L ~ 

de la desigualdad (9): 

n 
L h( E; . ) !:1. x - 1 < - 1 
i=1 1 1 

para llt~ll < ó 

o bien: 

n 
.L h( t;i) l:lix < O para lit~ 11 < ó • . • (lO) 
1=1 

Esta afirmación es imposible, puesto que h(t;i) es no negativo para 
toda i y cada l:li x >o, entonces; existe una contradicción a 1 a desj_ 
gualdad (8) y por lo tanto es falsa. 

Luego: 
n 

lim .1: h(t;i) 
11 ~ 11 +O 1=1 

de (7) y (11): 

~: ~(x) 

del teorema VI.3: 

b ia f(x) dx -

y entonces: 

b I f (x) dx 2: 
a 

TEOREMA VI. 8 

Hipótesis: 

t~i x ~o 

- g(x) J 2: o 

b L g(x) dx 2: O 

b i g(x) dx ~ O 
a 

• • • (11) 

Q.D: 

y= f(x) es continua en la , ¡?] , M y m son el máximo y el mínimo abso­
luto respectivamente, de ra función f en f3, ¡?]; o sea: 

m ~ - f (x) ~ M ~ X E Gt, 1?] 

.Tesis : 
b 

. m(b - a) ~ J a f (x) dx ~ M (b - a) 



Demostración: 

Por el teorema VI.6: 

b I mdx 
a 

m (b - a) 

y 

b Ja Mdx = M (b- a) 

Como f(x) ~m ~ x E ~.~, por el teorema VI.?: 

b L f(x) dx ~ 
b 

fa mdx 

tomando en cuenta ( 12): 

b 
J f(x) dx ~ m (b - a) 

a 

m(b - a) $ [b f(x)dx .:5_ M (b- a)) Ja 

y 

M 

o o b- o b 

Fi.gura VI.ll 

... (12) 

. ... (13) 

... (14) 

X 
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De la misma forma, como M~ f(x) ~ x E~.~, por el teorema VI.?: 

b 

fa Mdx t! 

b 

fa f(x) dx 

por ( 13): 

b 
H(b - a) ~ f a f (x) dx .. . (15) 

de (14) y (15): 

1 m(b - a) < 
b 

.J a f(x) dx M (b- a) Q. D. 

En la figura VI.ll se puede observar una representación geométr ica de 
este teorema . La integral J: f(x) dx da lG medida del área comprendi 
da entre la curva de ecuación y= f(x), el eje de las abscisas y las 
rectas x = a, x = b . Dicha área es menor que la del rectángulo cuya 
base es (b - a) y altura M; pero mayor que la del rectángulo con la 
mi sma base y altura m. 

Vl.3 TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL 

TEOREr~A VI.9 

Hipótesis : 

y = f(x) es continua en ~. ~, m es el mínimo absoluto que ocurre en 
xm, M es el máximo absoluto que ocurre en xM 

Es de c ir: 

a < X < a - m - .. . (16) 
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f (xM) = M a .::_ ~ .::_ b ... (17) 

m .::_ f (x) < M ~ X E [?, ~ 

Tesis: 

Existe un número x0 E [?, ~ tal que: 

r f(x) dx = f(x0 ) (b - a); a.::. x 0 .::. b 
a 

Demestración: 

Por el teorema VI.8: 
b 

m(b - a) .::_ I f (x) dx ~ M(b - a) 
a 

dado que b - a~ O, se puede dividir entre ese valor: 

m ~ 
Iba f(x) dx 

~ M b - a 

de l as expresiones (16) y (17)' se tiene: 

b I a f(x) dx 

f(xm) ~ .::_ f(xM) 
b - a 

... (18) 

Tomando en cuenta en esta última expresión (18) el teorema de Weiers­

trass visto en el capítulo IV, se sabe que existe un número x
0 

~ [a,~ 
de tal manera que : 

b L f(x) dx 

b - a 

despejando: 

1 
Jba , f(x) dx Q.D. 

En la figura VI.12, se tiene una representación geométrica del teorema 
anterior, donde se puede ver la gráfica de la función y = f(x) definida 
en un intervalo !3, ~. 

La integral ~~ f(x) dx da la medida del área comprendida entre lacur 
va, el eje de las abscisas y las rectas x =a, x = b. Por otra parte, 
la expresión f(x0 )(b- a) representa la medida del área del rectángulo 
que tiene como base el valor b- a, y como altura f(x0 ). 

Entonces la igualdad Íb f(x) dx = f(x0 )(b - a) se puede interpretar 
, a 

observando que en toda función continua, el área bajo la curva siem­
pre podrá igualar el área de un rectángulo que tenga como base la am­
plitud del intervalo de definición de la función y como altura el va­
lor de la función en algún punto del intervalo. 

Este resultado es importante, pues resuelve un problema que históric~ 
mente preocupó a muchos matemáticos que es el de la cuadratura del cí~ 
culo. 

y 

f(x.) 

o X 

Figura VI .12 

Ejemplo VI. 4 

Encontrar el valor de x 0 tal que J~ x 3 dx = f(x0 )(2- 1) si se 
sabe que: 

Solución 

J 1

2 
3 15 

x dx = T 

15 4 = f (x0 ) (2 - 1) 

15 
f(x0 ) = 4 ::::} x 0 = 1.5536 



yj 

8~--------
y= x3 

- -

f(xo) 
1-

--o 2 X 

Figura VI . 13 

De acuerdo con el teorema del valor medio del cálculo integral y obse.r:. 
vando la fig ura VI.l3, puede verse que el área comprendida entre la cu.r:. 
va y= x 3

, el eje de las x y las rectas x = 1, x = 2 y que está repre­
sentada por un rayado vertical, tiene el mismo valor que el área del 
rectángulo que tiene como base (2 - 1) = 1 y como altura f(xo) = 15/4 
y que está representado con un rayado horizontal.· 

Algunos putores llaman al vaior f(x0 ) el valor medio o promedio de la 
función y que es una generalización de la med ia aritmética usada en e~ 
tadistica . 

VI.4 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO . INTEGRAL INDEFINIDA 

El problema del cálculo del área bajo una curva ha sido estudiado de~ 
de hace muchos años. Quizas los griegos fueron los primeros que lo 
trataron un poco más formalmente, usando los elementos de la integral 
definida. Más adelante se hizo intervenir el concepto de anV.dvúva­
da, que en el s iglo XVII, Newton y Leibn i z utilizaron para calcular 
algunas áreas. Este concepto evolucionó hasta llegar a lo que se co­
noce como e 1 .téo!temi 6wtdament.al. del. cái.c.cd.o. 

VI . 4.1 LA ANTIDERIVADA 

Para una mayor comprensión de estos temas, se tratará primero el con 
cepto de antiderivada . 

Definición : Una función F sera antiderivada de otra función f 
en un intervalo~.~. si F'(x) f(x) para todo 
valor de x en un intervalo. 

Ejemplo VI. 5 

Sea F(x) = x2 + 2; entonce$ F'(x) = 2x . Por la definición ante­
rior, s i f(x) = F' (x), se tiene que f(x) 2x. Se observa que 
f(x) es la derivada de F(x) y por lo tanto F(x) sera antiderivada 
de f(x) . 

Ejemplo VI.6 

Obtener una antiderivada de f(x) 2x . 

Solución 

Una antidérivada de f( x) = 2x podr ía ser F(x) = x2
• Como se 

puede observar, tanto F(x) = x2 , como F(x) = x2 + 2, dada en el 
e j emplo VI.5, podrían ser antiderivadas de f( x) = 2x. 

Más adelante se demostrará que si F 1 (x) y F 2 ( x ) son antiderivadas de 
f(x), sólo difieren en una constante aditiva. 

TEOREMA VI.IO 

Hipótesis: 
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y= f( x) es una función tal que f ' (x) 
intervalo ~. ~ 

o, para todo valor de x de un 

Tesis: 

y = f(x) es una función constante para todo valor de x en ~ . ~ . 
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Demostración : 

Para demostrar este teorema se usará el m~odo de -~edu~ción al abó ~1 
do, es decir, se supondrá c~mo hipótesis algo falso y se llegará a uña 
contradicción, con lo cual se demostrará que la suposición es absurda. 

Suponiendo que f(x) no es constante en ~. ~; por lo tanto existen 
dos va 1 ores x 1 , x 2 e ]1¡., ~ en donde x1 < x2 de ta 1 manera que: 

Po r la hipótesis: 

f 1 (x) 0 "f X E ]1¡., ~ ; 

por lo que la derivada también será nula para los valores x¡ y x2. CQ 
mo la derivada existe en todo el intervalo la función también es con­
tinua, por lo que se satisfacen las condiciones del teorema del valor 
medio del cálculo diferencial (teorema de Lagrange). Por lo anterior 
se puede asegurar que existe un valor Xo dentro del intervalo tal que: 

X¡ < Xo < X2 

para el cual : 

por la hipótesis: 

f' (x) O "f X € Gt, ~ 
por lo tanto: 

f'(x0 ) O 

lo cual implica que: 

que es contradictorio con la suposición hecha, por lo que se concluye 
que ésta es absurda y necesariamente f(x) es una constante, quedando 
demostrado el teorema. 

TEOREMA VI.ll 

Hipótes i s: 

f y g son dos funciones para las cuales f'(x) 

Tesis : 

Existe una constante e tal que: 

f (x) = g (x) + e "f X E 13, 8 

Demostración : 

Sea la función: 

h(x) f(x) - g(x) 

derivando: 

h' (x) = f' (x) - g' (x) 

por la hipótesis del teorema: 

f ' (x) g'(x) "f x E~. JU 
P9r lo tanto: 

h' (x) = O 'V'x e:~. 8 
del teorema VI.lO, se sigue que: 

h(x) = e 

g' ( x) "f x e: Gt, JU . 

... (19) 

sustituyendo este valor y despejando f(x) en la ecuación (19), se ti~ 
ne: 

f(x) g(x) + e T X E Gt, ~ 

,quedando demostrado el teorema. 



TEOREMA VI .12 

Hipótesis: 

La función f(x) tiene una antiderivada particular en [?., ~ que es 
F(x). 

Tesis: 

La antiderivada general de f(x) es: 

F(x) + e ... (20) 

donde e es una constante arbitraria y todas las antiderivadas de f(x) 
se pueden obtener asignándole algún valor particular a c. 

Demostración: 

Suponiendo que G(x) es una antiderivada de f(x) en el intervalo [?..~. 

Por lo tanto: 
G' (x) = f(x) en [a, b] ... (21) 

por la hipótesis del teorema se tiene: 

F' (x) = f(x) en [a, b] ... (22) 

de (21) y (22): 

G'(x) = F'(x) en [a, b] 

Del teorema VI.ll se tiene: 

G(x) = F(x) + e V x [a, b] 

Como se supuso que G(x) es una antiderivada cualquiera de f(x), es cla­
ro que todas sus antiderivadas se pueden obtener por medio de F(x) + e , 
dándole algún valor particular a la constante arbitraria c. Queda demo~ 
trado el teorema. 

Si Fes una antiderivada de f, entonces: 

F'(x) f(x) 

diferenciando: 

d(F(x)) = f(x) dx 

Obsérvese que el p~oee&o de ant;.di6~en~ equivale a encontrar la 
antiderivada general de una función dada. 

'Ejemplo VI. 7 

Obtener la antiderivada general de la función f(x) cos x 

Solución 

Dado que: 

Px sen x = cos x 

una antiderivada de f(x) = cos x es precisamente: 

F(x) = sen x 

de aquí se sigue que la antiderivada general de f(x) 
F(x) = sen x + c. 

cos x es 
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Volviendo al caso de la integral definida, es c6nveniente seftalar que 
la variable de integración es muda, es decir. que el símbolo con que 
se representa no interviene en el resultado de la integral definida. El 
valor de dicha integral no cambia si se usan distintos símbolos parar~ 
presentar a la variable de integración: 

f: f(x) dx = ~: f(t) dt ~: f(w) dw = ... (23) 

en donde f representa la misma función. 

VI.4.2 INTEGRAL DEFINIDA CON EXTREMO SUPERIOR VARIABLE . TEOREMA FUNDAME~ 
TAL DEL CALCULO. REGLA DE BARROW. 

Antes de demostrar el teorema fundamental del cálculo, se establece­
rá el concepto de la integral definida con extremo superior variable 
y se demostrará un teorema importante. 

Sea f(x) una función continua en el intervalo [?., ~ . Al ser una fun 
ción continua es integrable en ese mismo intervalo. Por lo anterior 
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J: f(t)dt existe y proporciona un valor único. 

Si x es un número en ~. ~ se sigue que f(x) es continua en ~. ~ en­
tonces: 

f X f(t) dt 
a 

define una función F cuyo dominio son todos los valores del intervalo 
~. ~. El valor de la función para cualqaier x e ~. l?J será: 

X 

F(x) = f f(t) dt 
a 

Para evitar confusiones, se ha empleado a t como variable de integra­
Clan, dado que se está considerando el extremo superior variable y ha 
sido representado con x. 

TEOREMA VI.l3 

Hipótesis: 

La función y= f(t) es continua en el intervalo~.~; x es un valor 
cualquiera del intervalo ~. ~ y Fes la función def1nida por: 

F(x) = J: f(t) dt (24) 

Tesis: 

F'(x)=f(x) • • • (25) 

Para la ecuac1on (25), si se considera que x =a, la derivada podrá 
ser por la derecha de a y si x ~ b la derivada será por la izquierda 
de b. 

Demostración: 

Sean x y x + ñx dos valores del intervalo cerrado ~ . ~ 

entonces: 

X 

F(x) =fa f(t) dt y J
x + f,.x 

F(x + Ax) = a f(t) dt 

f 
X + l!.x J X 

F(x + l!.x) - F(x) = a f(t) dt - a f(t) dt ••• (26) 

sabiendo que : 
X 

- J a f(t) dt J: f(t) dt 

se tiene: 

f
x + l!.x fx 
~ f(t) dt - a f(t) dt 

f
a fx + tJ.x 
x f(t) dt + a f(t) dt 

lo cual por el teorema VI.5, se puede escribir: 

a x + l!.x x + l!.x 
Jxf(t) dt + fa f(t) dt = Ix f(t) dt 

teniendo en cuenta esto en la expresión (26) queda: 

J
x + tJ.x 

F(x + tJ.x) - F(x) = x f(t) dt (27) 

Por el teorema del valor medio del cálculo integral, se puede asegu­
rar la existencia de un valor x0 e ~. x + ~ tal que: 

f
x + l!.x 
x f(t) dt = f(x0 )(x + l!.x- x) 

de las expresiones (27) y (28): 

F(x + l!.x) - F(x) = f(x0 ) l!.x 

dividiendo _entre t:.x: 

F(x + l!.x) - F(x) 
l!.x = f(xo) 

tomando límites cuando t:.x +O: 

lim F(x + l!.x) - F(x) lim f (x0 ) 

l!.x+O l!.x · l!.x+O 

... (28) 

.. . (29) 

obsérvese que el lfmite del primer miembro de la ecuación (29) es una 
derivada, es decir: 

lim F(x + t:.x)- F(x) _ '() 
l!.x+O l!.x -F x 

por otro lado, como x0e~, x +t.~, al tender t:.x +o, implica que 
Xo + x y por tanto el lfm1te del segundo miembro de la ecuaci6n (29) 
se puede escribir: 



lim f(x0 ) = lim f(x0 ) f(x) 
l::.x+O x0 +x 

por lo tanto, según (29): 

F' (x) = f(x) ... (30) 

con lo que queda demostrado el teorema. 

La expresión (30) puede escribirse: 

d s: f(t) dt = f(x) 
dX 

en donde se ve que si en la integral definida 
b 

~ f(t) dt 

a 

se considera variable el extremo superior de integración, se obtiene 
una función de él: 

X 
F(x) sa f(t) dt 

cuya derivada es igual al integrando como función de dicho extremo: 

f(x) 

En la figura VI.14, se ilustra el contenido del teorema. 
y 

y=f(t) 

o K o X+ ll, X 

Figura VI.14 

X 

'TEOREMA VI .14 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 

Hipótesis: 

1) La función f(x) es continJJa en el intervalo [a, b]. 

2) Sea la función g(x) tal que g'(x) = f(x) :v x E [a, b]. 

Tesis: 
b 
~a f(t) dt = g(b) - g(a) 

Demostración: 

Se tiene que la integral J: f(t) dt, con extremo superior variable, 

de una función F cuya derívada en el intervalo [a, b] es f. 

Por otra parte, la hipótesis de este teorema, establece que: 

g' (x) = f(x) 

por el teorema VI.11: 

g(t) = 1 :f(t) dt +k 

si en la ecuación (31) x = b 

g(b) = J: f(t) dt + k 

ahora si x = a en la misma ecuación: 

g(a) = /: f(t) dt + k 

de las ecuaciones (32) y (33): 

(k = constante) 

g(b) - g(a) = J: f(t) dt - J: f(t) dt 

pero: 

J: f(t) dt = o 

... (31) 

... (32) 

... (33) 
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por lo tanto: 

J: f(t) dt g-(b) - g(a) 

quedando demostrado el teorema. 

Este teorema da la posibilidad de determinar el valor exacto de una in 
tegral definida y al aplicarlo se usará la notación: 

g(x) lb = g(b) - g(a) 
-a 

esta aplicación se conoce como regla de Barrow. 

Ejemplo VI. 8 

Usand~ el teorema fundamental del calculo, obtener: 

n /2 J 
0 

cos x dx 

Solución 

En el ejemplo VI. 7, se vio que una antiderivada del cos x es senx, 
p~r lo tanto: 

J:12
cos x' ,.n x I''. sen I- sen O 1- O 

Ejemplo VI. 9 

Calcular: 

Solución 

Como una antiderivada de x 2 es ~
3

, se tiene: 

3 ¡ x 2 
dx 

-1 -¡ 

33 (-1) 3 
3- -3- 9.33 

:.4.3 LA INTEGRAL INDEFINIDA 

Se llama integral indefinida de la función continua f(~). a: 

X s f(u) du + e 
a 

como se sabe según el teorema VL 14: 

d rx :¿x- J f(u) du = f(x) 
a 

se ve que la integral s: f(u) du es una antiderivada de f(x), luego: 

~:f(u) du +e 

es la antiderivada general de f(x). 

Para representar la integral indefinida de la función f(x) se escribe : 

J f(x) dx 

Obsérvese que los conceptos de integral indefinida y antiderivada son 
distintos, pero para las funciones continuas, la integral indefinida y 
la antiderivada son la misma función. 

En las aplicaciones se trata con funciones que tienen derivada y esta 
derivada es continua. 

Supongamos que f(x) tiene derivada continua, entonces existe: 

f d~ f(x) dx f(x) + e ... (34) 

Por otra parte como f(x) tiene derivada, también es continua y existe 
la integral: 

j f(x) dx 



cuya derivada es: 

Jddx f (x) dx = f (x) • .. (35) 

Comparando (34) y (35) se ve queji. .• dx y ddx representan operaciones 
inversas. Aplicadas sucesivamente a la función f(x), destruyen susefec 
tos. Unicamente hay que observar que si se aplica primero iL y luego 

dx 
... dx, se debe sumar una constante arbitraria. 

El símbolo ~ .. • dx expresa la operación de antiderivada. 

Diferenciando afi(x) dx se obtiene: 

d J f(x) dx = fx [ J f(x) dx J dx = f(x). dx ..• (36) 

según esto se puede considerar representada la antidiferenciación con 
el símbolo S . 

También se tiene que: 

1 ~d f(x} f(x) + e .•• (37) 

comparando (36) y (37) se ve que los símbolos.J y d representan ope­
raciones inversas. 

Como la primera aplicación importante del teorema fundamental del cál 
culo, es que por ser operaciones inversas la derivación y la integra-­
ción, las fórmulas para derivar vistas anteriormente, pueden usarse pa 
ra encontrar las correspondientes de integración. Así, dado que -
Dx xn = nxn-l, se puede deducir fácilmente que: 

¡: n xn+l 
X dx = -- + e• 

n + 1 ' 
n 'Í -1 

A continuación se presentan las fórmulas de integración más elementa 
les, ya que existe una gran cantidad de ellas; basta mencionar quehay 
libros que contienen solamente fórmulas de integración. 

f du = u+ e 

J (u + v - w) dx = J udx + J vdx - J wdx 

f.au du = af u du (a= constante) 

f un+1 
un du = n+l + e; n ,¡. -

fsen u du =- cos u+ e 

f cos u du = sen u +e 

J sec2 u dtt = tan u + e 

J csc2 u du = - cot u + e 

J se e u tan u du = se e u + e 

f ese u cot u du = - ese u + e 

J ~ = ang sen u + e 

f. du 1 u 
~--- = - ang tan - + e a2 + u2 a a 

f du 1 u 
--r--2 = - ang sec- + ·e u/u - a2 a a 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

INTEGRALES INMEDIATAS E INTEGRALES QUE SE TRANSFORMAN EN INMEDIATAS 
COMPLETANDO LA DIFERENCIAL 
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Ya se habrá observado que el determinar una integral puede no ser siem 
pre sencillo. En el capítulo VIII se establecerán algunos de los méto~ 
dos existentes de integración. El más sencillo de ellos, de . hecho ya 
se ha explicado, y es el de comparar directamente el integrando dadocon 
el de una de las fórmulas. A este procedimiento se le conoce como inte 
graci.ón inmediata. A continuación se desarrollarán ejemplos tle integra . 
les inmediatas. -

Antes de integrar deberá estar completa la diferencial du, por lo cual 
si hace falta una constante como factor se multiplica y divide la inte­
gral por dicha constante, sacando de la integral la constante que no ha 
ga falta para completar la diferencial du, tal y como lo indica la fór~ 
mula ( 40). · 
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Ejemplo VI.lO 

Calcular: 

Jx 4 dx 

Solución 

Aplicando la formula (41): 

+ e 

Ejemplo VI.ll 

Calcular: 

Solución 

Utilizando otra vez la formula (41): 

por lo tanto: 

+ e 
X 

Ejemplo VI.12 

Calcular: 

dx 

Solución 

Separando en varios sumandos y efectuando el cociente: 

aplicando las fórmulas (39) y (4?): 

J (x + 5 - 4x- 2
) dx <20 J xd~ + 5 J dx - 4 J x- 2 dx 

finalmente: 

f x 3 + 5x2 - 4 x2 5x + i 
x2 dx = T + X +e 

Ejemplo VI.13 

Calcular: 

Solución 

Ejemplo VI.l4 

Calcular: 

Solución 

_Ejemplo VI.15 

Calcular: 

Solución 

J sec x tan x dx 

f sec x tan x dx sec x + C 

f dw 
4 + w2 

f ~ = .!. ang tan ~2 + e 
4 + w2 2 

.. 
J (1 - x) rx dx 

o 

Aplicando las leyes de los exponentes: 

J 
'+ J '+ 2 3/2 2x s 1 2 ] " 

0

(1 - x) rx dx = (r ' 2- x 3 , 2 ) dx = _x __ - --
0 3 5 d 

2(4) 3/ 2 2(4) S/ 2 ~ ~ _ 16 64 _ 112 =--3 _____ 5 ___ 3 + 5 -3---:s--15 

.. 
J 

r 112 
(1 - x) vx dx = - 15 

o 



Ejemplo VI.16 

Calcular: 

Ssen ~ x dx 

Solución 

En este caso no es posible aplicar directamente la formula (42), 
ya que·es necesario que el argumento de la función seno, tenga 
completa su diferencial, es decir, si: 

su diferencial sera: 

1 
U= 2 X 

1 
du = 2 dx 

entonces, para poder aplicar la fórmula se multiplica y se divide 
por dos y así la diferencial estará completa: 

I = J sen ~ x dx ~ f [sen ~ x] (2) 
1 
2 dx 

el dos que esta multiplicando a la expresión, puede ser sacado de 
la integral por la fórmula (40): 

f 1 1 
I = 2 sen - x - dx 2 2 

en este caso ya es posible aplicar la fórmula (42): 

I 2 1 sen -} x -} dx = 2 (- cos -} x) + e 

I 
1 

- 2cos 2 X + C 

En algunos casos no es posible aplicar directamente las f6rmulas de 
integración, pero por medio de~lguna transformación algebraica senci 
lla se puede llegar a una forma en la que sí están todos los elemen­
tos de la fórmula. 

Ejemplo VI. 17 

Calcular: 

Solución 

si = u = x 3 + 2 du = 3x2 dx 

Obsérvese que para aplicar la formula (41), es necesario compl~ 
tar la diferencial de u. 

Aquí ya es posible aplicar la fórmula: 

1 J (x 3 + 2)1 /2 3x2. dx = .!.. 2(x3 + 2) 3/2. + e 
= 3 3 3 

Ejemplo VI.18 

Calcular: 

f3x ~dx 

Solución 

Si: 

-u = 1 - 2x 2 =:} du = - 4x dx 

por tanto: 

/3x ~ dx =- t / ~ (-4x dx) 

I 
3 2(1 - 2x2

) 
3

/
2 1 1 - 4 3 + e - 2 (1 - 2x2) 3 2 + e 

Ejemplo VI. 19 

Calcular : 

f dx 
'1-+-;-""c;.:;..o_s_x 

Solución 

f dx _ ¡ 1 - cos x dx _ 1 1 - cos x d 
1 + cos x- (1 + cos x)(l- cos x) - 1- cos 2x x 

/
1 - COS X d 1 1 d J COS X 
sen2. x x = sen2 x x - sen x sen x dx 

J csc 2 x dx- Jcot x ese x dx - cot x + coc x + C 

221 



222 

Ejemplo VI.20 

Calcular: 

Solución 

f sec:2 2ax dx 

/
sec2 2ax dx 1 

= 2a f sec 2 2ax 2a dx = __!__ tan 2ax + e 
2a 

Ejemplo VI.21 

Calcular: 

Solución 

1 sen x dx 
cos2 x 

f sen x 
cós2 x dx f tan x sec x dx = sec x + e 

Ejemplo VI.22 

Calcular: 

1 dx 
4x2 + 9 

Solución 

1 dx ¡ dx 
4x~ + 9 = (2x)2 + (3)2 

si u = 2x du 2dx 

1 _ 1 ¡ 2dx 1 
- ~ (2x)2 + (3)2 = ¡ 

2x 
ang tan 3 + e 

Ejemplo VI. 23 

Calcular: 

Solución 

1 sec x tan x dx 
9 + 4 sec 2 x 

/
sec x tan x dx = ..!:. f 2 sec x tan x dx = ..!:. an 2 sec x + C 

9 + 4sec2 x 2 (3) 2 + (2 sec x)2 6 g tan --3-

Ejemplo VI.24 

Calcular: 

Solución 

1 (x + 3) dx 
~ 

f (x + 3) dx = ¡. xdx_ + 3 ¡--d_x_ 
~ . 11 - x2 I1=X7 

1 1 -2xdx +. 3 f dx - 2 . ¡r-:--xz- ii--=-7 -~ + 3 ang sen x + C 

3 ang sen x - 11"~ + C 



C.APITULD VII FUNCIONES lDJARIOO Y EXffi'lENCIAL E INTEGAALES !~PROPIAS 

INTRODUCCION 

En este capítulo se tratará primero la función logaritmo natural 
cuya definición se apoya en una integral. Después, el estudio de 
la función exponencial hará ver que ésta y la logarítmica son mu­
tuamente inversas. Aquí reviste interés ver la similitud entre 
las propiedades de la función logaritmo natural y el logaritmoele 
mental estudiado en cursos anteriores. -

También se contemplan los procesos de derivación e integraci~n 
para ambas funciones, y se hace un breve análisis de las funciones 
hiperbólicas. 

Por otro lado se estudia la Regla de L' Hopital para resolver lí 
mites; se ven los diferentes casos del límite de una función cuan 
do la variable tiende al infinito y por último se presenta el co~ 
cepto de integral impropia. 

VII.l LA FUNCION LOGARITMO NATURAL 

VII. l. 1 DEFINICION DE LA FUNCION LOGARITHO NATURAL 

La principal herramienta para calcular integrales definidas ha sido 
la regla de Barrow, la cual expresa que: 

si 

entonces: 

d F(x) f(x) 
~= 

b la f(x) dx = F(b) - F(a) 
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Para poder utilizar esta regla es necesario primero encontrar una int~ 
gral indefinida F para f. 

Por otro lado se sabe que para f(x) = xn se tiene que: 

1 . ¡ xn+1 
f (x) dx = xn dx = -- + e n+1 

esta expresión es válida paran 1- 1, lo que hace ver que no se cuen 
ta con una integral indefinida para la función f(x) = x- 1 • 

Si esta función f(x) = x- 1 , la cual no tiene una antidiferencial o fun 
ción primitiva conocida, apareciera raramente, se podría uno contentar­
con integrarla utilizando métodos aproximados, pero como aparece con re 
lativa frecuencia, se ve la necesidad de estudiar el problema detallada 
mente y la importancia de poder integrar una función como la expuestaes 
triba en que definirá una función especial la cual rige multitud de fen~ 
menos naturales totalmente diferentes. 



224 

Se puede comenzar definiendo una cierta función de una integral inde­
finida para la función f(x) = ! . 

X 

Esto es factible si se tiene presente el significado geométrico de la 
integral definida y si se sabe además que f(x) = ! es continua en el 
intervalo (O, oo). 

Definición: Para x > O 

f x duu 1(x) = 
1 

X 

define una . función 1(x) tal que d 1d(x) =!en (O,oo) 
X X 

En esta definición hay que aclarar que la elección del 1 como límite 
inferior de integración es conveniente, pero arbitraria. 

VII.1.2 PROPIEDADES 

A continuación se estudiarán las propiedades de esta función l(x). 

TEOREMA VII.l 

Si u y v son números positivos cualesquiera, entonces se cumple que: 

A. 1(1) = o 

B. • 1(uv) = 1(u) + 1(v) 

c. 1UJ - 1(u) 

D. 1(~) 1(u) - 1(v) 

E. 1 (ur) = r 1(u) 

Demostración: 

De acuerdo a la definición anterior se tiene: 

/

X d 
1(x) = 1 uu ; 

si se sustituye en esta expresión x por 1 se tendrá: 

1(1) =/1 du O 
1 u 

por tanto demostramos que: 

1(1) = O 

Según la definición de la función 1: 

d 1(x) 1 
~ =-; 

... (A) 

por lo cual esta expresión, que define a la derivada de L(x), siempre se 
rá positiva para x > o. También se puede ver en la expresión que define 
a la función 1(x) y recordando las propiedades de la integral definida, 
que: 

L(x) < O si O < x < 1 

y 

L(x) > O si x > 

Si se tiene un cierto valor fijo a> o, se ve que la función: 

L(ax) 

está definida para todo valor de x > o. Si se deriva se tendrá: 

por lo tanto: 

d L(ax) _d_x __ _l_ (a) 
ax 

d L(ax) 1 _d_x __ = x 

Se observa que la derivada de esta función es igual a la derivada de 
L(x) y recordando que una diferencial puede corresponder a varias funcio 
nes primitivas, existe entonces una constante e tal que: 

L(ax) = L(x) + e 
Si se aprovecha que L(1) = o se puede valuar ahora la constante. Enton­

ces para x = 1: 

L(a) = L(1) + e 

de donde: 

L(a) = e 



por lo que: 

L(ax) = L(x) + L(a) 

esta expresión se puede generalizar como: 

1 L(uv) = L(u) + L(v) 1 

para todo valor de u y v positivas. 

Si en (B) se sustituye ahora a v por l se tendrá: 
u 

1(1) = L(u) + L (~) 

y como 1(1) o, entonces: 

1 L ( ~) = - L(u) 1 

por otro lado se puede escribir: 

y a través de la expresión (B): 

L ( ~) = L(u) + L ( ¿) 
y considerando (C): 

1 L (~)= L(u)- L(v) 

para todo valor positivo de u y de v. 

". (B) 

•" (C) 

... (D) 

Ahora si se tiene cualquier número racional r y se pretende derivar la 
expresión ur se tendrá: 

1 
ur (rur-1) 

d (Lur) d r L (u) 
~= _d_u __ 

entonces existe una constante e tal que: 

L(ur) = r L(u) + C 
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nuevamente utilizando u= 1 se tiene e= o, y finalmente queda: 

1 L(ur) = r L(u) 1 , , , (E) 

con lo cual queda demostrado el teorema. 

Se podrían comparar las propiedades de esta función L con algunas pro 
piedades de una función usada en álgebra elemental como es el logarit~ 
mo de base positiva y arbitraria b ~ 1. 

Función "L" 

L(l) = O 

L(uv) = L(u) + L(v) 

L ( ~) = - L(u) 

L ( ~) = L(u) - L(v) 

L(ur) = r L(u) 

"Logaritmo" 

1ogb 1 = O 

lo8b uv = logbu + logbv 

1ogb(.~)= - 1ogb u 

1ogb ( ~) = logbu - logbv 

Aquí se observa que sin tomar en c~enta la notación, las expresiones 
de ambas columnas son idénticas. Por esta razón a la función L se le 
llama 6unci6n log~a. 

Realmente se tiene en 1 una herramienta matem6tica de mayor utilidad 
que el logaritmo del álgebra elemental, el cual está definido en térmi 
nOS de exponenteS: 1ogb X eS Un nÚmerO n tal que bn = X, en donde b eS 
llamada la b~e. La potencia bn estt definida, sin embargo, solamente 
para valores racionales den; su gráfica entonces está llena de aguje­
~o~ y no es derivable ni integrable, por lo que se ve que tratada como 
función tiene muy poca utilidad en cálculo. 

Por otro lado, la función L, además de tener las mismas propiedade.s 
del logaritmo elemental, es diferenciable e integrable ya que en su 1n 
tervalo de definición (0, oo)' es continua y está representada por una 
sola regla de correspondencia. Por ésta y otras razones la función L 
es la ~~ función logarítmica que se utiliza en cálculo y a la 
cual se le llama tog~o ~. Al logaritmo base 10 se le llama 
tog~o vutgM para enfatizar la distinción y en términos de nota­
ción se utilizan los siguientes símbolos: 

logaritmo natural = ln logaritmo vulgar 

Entonces la definición de la función L quedaría como: 

/

x duu ln x = 
1 

log 
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Si se desea calcular ln x para cualquier valor arbitrario x > O, se ha­
ce lo siguiente: si se sustituy~ x por 1 + x en la definición, se tiene: 

/

1 +X d 
ln(l + x) = ~ 

1 u 

en donde esta integral puede ser interpretada como el área sombreada de 
la figura VII. l. 

f (u) 

A= J. .. du 
1 u 

o 1+ l( u 

Figura VII.l 

Si se recorre toda la gráfica una unidad hacia la izquierda, la gráfi­
ca de.! se convierte en la gráfica de - 1- y la nueva área será la de 

u 1 + u 
la figura VII.2. 

f (u ) 

A- --l x d u 
- o 1+ u 

o u 

Figura VII. 2 

Por lo que se puede escribir finalmente la expresión para evaluar ln x 
para cualquier x > o 

ln (l + x) = __ u _ _ I
X d 

1 + u 
o 

Es evidente, por la definición , que el dominio de la función ln x es el 
conjunto de todos los reales positivos . 

Df = (O,oo) 

En el siguiente teorema se establecen otras propiedades básicas de esta 
función y también se concluye con establecer que la imagen de la función 
ln x es el conjunto de todos los números reales. 

TEOREMA VII.2 

Si f(x) = ln x, entonces: 

A. f' (x) = _1._ para 
X 

toda x > o 

B. f es una función creci¿nte. 

c. ~< 2 - ln 2 ~ 

D. ln x + + C1S cuando x++ 00 

E. ln x + - (X) cuando x +o+ 

F. Rf = R 

Demostración: 

A. Aquí se expresa algo ya tratado y se fundamenta en el teorema pri~ 
cipal del cálculo integral ya que: 

si 

I
X d 

_E.= ln x 
1 u 

entonces 

B. Sabiendo que .si f(x) = ln x, 

to con anterioridad, se sabe 
siempre positiva para x >o, 
ción es creciente a lo largo 
ta de una función uno a uno. 

entonces f'(x) =!y recordando lo vi~ 
X 

que la derivada de la función ln x es 
hecho que conduce a afinnar que ia fun 
de todo su dominio, por lo que se tra~ 

C. Si se piensa en la integral de acuerdo a su interpretación como un 
área, el valor de: 



está representado por el área de la región so~breada de la figura 
VI I.3. 

y 

o 2 3 u 

F'igura VII. 3 

Por el teorema referente a las integrales, que da una cota superior 
y una inferior, se tiene: 

área ADFE 2. /
1

2 

~u 2. área BCFE 6 i < ln 2 < 

D. Se debe demostrar que ln x crece sin límite cuando x crece indefinj_ 
damente. 

Si n es un entero positivo cualquiera y si x > 2n, entonces, como se 
trata de una función creciente, se cumple que: 

ln x > ln (2n) 

aprovechando propiedades de ln x y utilizando (e) se tiene: 

ln x > n ln 2 y como .!.. < ln 2 < 
2-

entonces: 

como: 

cuando: 

se tiene que: 

ln x > ln 2n = n ln 2 > .!.. n 
- 2 

j1n x + + oo cuando x + + oo 1 

E. De manera similar, si n es un entero positivo, 

~ ~ o cuando n ~ + oo zn 

si o < x < ~n , como la función ln x es creciente: 

ln x < ln ( ~n) 

como ln 2 >~se puede decir que: 
2 

ln x < - .!_ n 
2 

- n ln 2 

como x < .!____ se sabe que· x ~ o cuando n ~ + oo. 
2n 

Cuando n ~ + oo, - .!.. n ~ -oo y por lo tanto: 
2 

lln x ~ - oo cuando x ~ o+ 1 

F. Las propiedades (D) y (E) hacen patente que la función ln toma 
todos los valores reales desde - oo a + oo -por lo que: 

1 Rf = lR 1 

y así queda demos trado el teorema VII.2. 

VII.l.3 GRAFICA 
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En el análisis de esta función ln x ya se vio que su domino es el in­
t ervalo (O, oo) en los números reales y que su recorrido es el conjunto 
IR. 
Para facilitar el trazo de su gráfica, se debe recordar que se trata de 

una función uno a uno creciente. Por otro lado si se obtiene la segunda 
derivada: 

f ( x) ln x; 

para: X > 0 

f'(x) = .!_ 
X 

f" (x) 1 
-~ 

se ve que siempre es negativa, por lo cual lleva a pensar que la fun­
ción en su gráfica es siempre cóncava hacia abajo. Además, el hecho 
de que en su definición : 
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la integral representa un área, la cual cada vez aumenta con mayor len­
titud, manifestando un incremento constante, pero con más suavidad con­
forme se incrementa x. A continuación, en la figura Vll.4, se presenta 
la gráfica de la función f(x) = ln x. 

y 

X 

- 2 

Figura VII.4 

En la gráfica se observa que la función vale 1 cuando x es aproximada­
mente 2.71. Entonces se puede asumir que existe un nOmero e tal que: 

ln e = 1 

Este número, único porque la función ln x es uno a uno, es de los más 
importantes números de las matemáticas. Por razones que se aclararán 
posteriormente, es llamado fa baóe de io4 iog~oó natunale4 y de fa 
6,'"!u6n ex.ponenc...i.ai. Se puede probar que e es irracional. Un valor 
aproximado de e es: 

e"' 2.718281828 

VII.2 LA FUNCION EXPONENCIAL. FUNCIONES HIPERBOLICAS 

VII.2.1 DEFINICION DE LA FUNCION EXPONENCIAL 

Como la función ln x es monótona creciente, entonces es uno a uno y da­
do su recorrido en los reales, se concluye que tiene inversa. Y a esta 
inversa se le llamará exp. Es decir: 

exp = ln- 1 

y se sigue: 

y = exp X Si y ·S O 1 O S i ln y = X 

Como se sabe, el dominio de ln x es (O, oo) y el recorrido es lR, por 
lo que el dominio de la función exp X será lR y su recorrido (O,oo). 

Dos expresiones muy importantes, que ayudarán en la demostración de al­
gunas propiedades de exp x son: 

exp (ln x) = x 'lf X > Ü 

ln (exp x) = x 'lf X E JR 

VII.2.2 PROPIEDADES 

Las propiedades básicas de la función exp x están dadas en el siguiente 
teorema : 

TEOREMA VII.3 Si f(x) = exp x, entonces: 

A. f es creciente para todos los valores de x 

B. (exp u) (exp v) = exp (u+ v) 

C. exp u = exp (u - v) 
exp v 

D. (exp u)v = exp uv 

E. f(x) + + oo cuando x + + oo 

F. f(x) +O cuando x +- oo 

Demostración: 

Sean: uyvE lR 

8. ln [(exp u) (exp v[j ln (exp u) + ln (exp v) 

U+ V 

ln ~xp (u+ v[J 



y por lo tanto: 

(exp u) (exp v) = exp (u + v) 

C. De manera similar: 

ln (exp u) = ln (exp u) - ln (exp v) exp v 

U- V 

ln Gxp (u- vU 
y por lo tanto: 

exp u - exp (u - v) 
exp v 

D. De la misma manera para cualquier número real u y para cualquier 
racionªl v: 

ln Gexp u)v ]= v ln (exp u) 

uv 

= ln (exp uv) 

y por lo tanto: 

(exp u)v = exp uv 

E. f(x) + + oo cuando x + + oo 

F. f (x) +O cuando x + - oo 

Estas dos propiedades se demuestran análogamente a las correspondien 
tes para la función ln x. Todo esto se fundamenta en el hecho de que 
la función exp x es la inversa de la función ln x, ya que: 

Dln = (O, oo) = Rexp y 

Para demostrar la propiedad (A), sean y
1 

x 2 > x1 se debe probar que Yz > y 1 • Por la 
inversa se tiene que: 

x 1 = ln y 1 y 

Como la función ln es creciente, la única forma de que se cumpla la de 
sigualdad x 2 > x1 es que y 2 > y 1 • 

Se puede ver ahora por qué a esta función se 'le llama e.xpane.nc.útt. 
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Para cualquier racional x, la cantidad ex está definida por las reglas 
del álgebra elemental y, 

ln ex = x ln e 

ln eX = x 

por lo que: ex = exp x para todo número racional x. 

La.s potencias irracionales no están definidas en~el álgebra elemental ; 
ningún significado es asignado, por ejemplo, a zv'2 o a 511'. Entonces 
ex no esta definida para valores irracionales de x, y por lo tanto se 
está en libertad para implementar una definición si así se desea. Co­
mo exp x está definida para todo valor real de x, y como exp x = ex 
para valores racionales de x, se podría tomar esta última expresión p~ 
ra hacer una definición en el caso de que x sea irracional. Entonces, 
con la validez de que para toda~ E~ se tiene ex= exp x, todo valor 
de la función exponencial puede por lo tanto ser escrito como ~na po­
tencia de e, de ahí el nombre de e.xpane.nc.útt . Y como la forma ex es 
más nítida que exp x, se usará comúnmente. Estas serían entonces las 
pr~iedades de notación exponencial: 

y = ex ~ x = ln y 

eln x = x; 

ln eX = x 

eX = ex-y 
eY 

X> 0 

La ecuación (exp u)V = exp uv, que en notación exponencial se escribe 
como (eX)Y = exy se ha comprobado sólo para valores y racionales ; pero 
se podría demostrar para todo número real y. 

VII. 2. 3 GRAFICA 

Para facilitar la construcción de la gráfica se puede tocar ligerame~ 
te el concepto de derivada para la función exponencial. Si se tiene: 

Y = ex 

o bien: 

ln y= x 

si se deriva esta expresión en forma implícita: 

.!. y' 
y 

y' = y 
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por lo que: 

d eX = eX > Q Jf X E ]R. . 
dx 

donde se ve que la función exponencial tiene la notable propiedad de 
ser igual a su derivada. De la misma forma : 

Como las dos derivadas son siempre positivas, se trata de una función 
siempre creciente y cóncava hacia arriba. Su gráfica es la sigu~ente: 

y 

X 

Figura VII. 5 

Esta gráfica también puede obtenerse a partir de la gráfica de la fun­
ción ln x haciendo una reflexión en la recta y= x (función identidad). 

A continuación se presenta una figura donde se muestran las dos funcio 
nes en estudio y en la cual se puede apreciar claramente que una es in~ 
versa de la otra y viceversa. 

-3 

y =X -----.,_, / 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

y 

/ 
/ 

Figura VII. 6 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

2 

y=lnx 

3 X 

~h~ra se proce~erá a realizar u~ breve análisis de las funciones hiper 
bol1cas, para mas adelante estud1ar todo lo concerniente a la deriva-­
ción e inte~ración de las funciones ln x y ex. 

VII.2.4 FUNCIONES HIPERBOLICAS 

Relaci~n entre las funciones circulares y las hiperbólicas. 

Las funciones trigonométricas seno, coseno, tangente, cotangente, se­
cante y cosecante se definieron en relación con la circunferencia: 

y se llaman óunc.-i.onu W.gonométlu:c.a.6 wc.ui..altu. 



Las funciones hiperbólicas, en cambio, se definirán en relación con 
la hipérbola x2 

- y2 = 1, de ahí su nombre. 

En la figura VII.?, se tiene una circunferencia de radio uno y cuya 
ecuación es x2 + y2 =l. Sea P(x, y) un punto de ella. 

y 

B 

A X 

rp= AP (arco AP) 

Figura VII. 7 

Area del sector circular OAP = ~ = ~ u2 

21T 2 

como: 

r = 1 

área del sector circular: 

OAP = + u2
; 

también se tiene que: 

<P = 2 Area OAP 

área del /::,. OAB = __!_ u 2 

2 

por lo tanto: 
área del sector OAP 
area del /::,. OAB 

j 
2 
1 -=<P 

2 

231 

Entonces el número 4 puede tomarse como la ·razón entre e1 área del sec 
tor OAP y el área del triángulo OAB, la medida del ángulo ~ puede deff: 
nirse como el doble del área del sector circular OAP que el ángulo dete~ 
mina en el círculo unitario. 

Es te enfoque de ct permite desarro 11 ar una trigonometría basada en 1 a 
hipérbola x2

- y2 = 1. 

/ 

/ 
/ 

/ 

y 

Figura VII. 8 

e X 

OB=OA=I 

Sea P(x, y) un punto de la hipérbola en el primer cuadrante. Razonan­
do en forma análoga a la anterior, se tiene que: 

El número real e se define como el doble del área del sector hiperbó­
lico OAP. Este número e se llama la mec:U..da. hi.peJtb6Uc.a. del ángulo 

· AOP, con arco AP de la hipérbola. 

e = área del sector OAP área del sector OAP 
área del /::,. OAB 1 

2 

Si se calcula el área del sector OAP: 

Area OAP = Area del /::,. OCP - (área bajo la hipérbola de A a C) 

luego: 

Area del /::,. OCP = ~ 

Area ACP = {x ~ du 

= ~ ~- ..!. ln (x + ~) 
2 2 
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por lo que: 

de donde: 

Area OAP = ~ - ~ .;xz-::-¡ + .!. ln (x + v'X2=!) 
2 2 2 

= .!. ln (x + y) 
2 

e = ln(x + y) 

Ahora se define sen h e = PC = y; cos h e oc = X 

como: ln (x + y), 

se tiene que: 

y 

X+ y 

e-e= _1_ 
X+ y 

de donde se obtienen las expresiones que definen al seno y coseno hipe~ 
bélicos, y son las siguientes: 

lsen h ee ; e-e 1 

y 
j cos h e e8 ; e-e 1 

Como prueba de lo expresado se tiene que: 

como: 

1 
e f - E!~ X + y - X + y 
--2-- = ----;;-o.:,_~ x 2 + 2xy + y 2 

- 1 
2(x +y) 

sen h e = e e - e- e = 2xy + 2y 2 -
2 2(x +y) - Y 

así también: 

cos h e 

x+y+-1-
-----::,----:.:x:._:.+~yL = x

2 + 2xy + y 
2 

+ 1 
2(x + y) 

2x
2 + 2xy = x 

2(x +y) 

VII.2.5 LA CATENARIA Y LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 

Si se deja colgar en forma libre una cadena o un cable entre dos so• 
portes, se forma una curva llamada c.a:tentVÚtl (del griego ka tena que 
significa cadena). Las catenarias se encuentran por donde uno mira, 
en una reata de tender, en un cable telefónico, en los cables de sus­
pensión de un puente. La forma depende del peso y .la tensión del ca­
ble, pero sus ecuaciones son todas de la misma forma y están íntimame~ 
te ligadas con la función exponencial. 

y 

catenariQ 

o X 

FigUra VII. 9 

Haciendo un análisis de las fuerzas que actúan en un cierto arco de la 
catenaria (cuyo desarrollo no forma parte del curso}, se llega a la e­
cuación cartesiana de ld catenaria: 

y = .!. (eX + e-X) 
2 

expresión que define al coseno hiperbólico de x. 

Además de las dos funciones hiperbólicas ya tratadas se tienen otras 
cuatro definidas en términos de aquéllas: 

la tangente hiperbólica 

la cotangente hiperbólica 

la secante hiperbólica 

la cosecante hiperbólica 

tan h x = sen h x 
COS h X 

COS h X 
cot h x = sen h x x # O 

sec h x = --1--
cos h X 

csch x = --
1
-­sen h x X-# 0 



A continuación se presentan las gráficas de sen h x (figura VII.lO), 
eos h x (figura VII.ll) y tan h x (figura VII.12), así como algunas ide~ 
tidades fundamentales. 

y 

X 

y=senhx 

Figura VII. lO 

y 

y= coshx 

o X 

Figura VII .11 

y 

Figura VII .12 

sen h x eX - e-x 
tan h x = eos h x = eX + e-x 

see h 
X = __ 1 __ ,. _ _;2::...__ 

eos h X 

x ± feos h
2

x -
sen h 2 = y-

cot h cos h x ex + e-x 
x = sen h x = ex - e-x 

ese h x = --1
-- = --2

-­
sen h x. eX - e-x 

VII.2.6 INVERSAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 
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X 

Como la función sen h x es inyectiva con dominio e imagen en los reales, 
su inversa, que se denota sen h- 1 se define como: 

y = sen h- 1 x si y solo si x = sen h y 
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y el dominio e imagen de la inversa son los reales. 

y 

X 

Figura VII.l3 

Siendo la función coseno hiperbólico una función par, no es inyectiva 
y por lo tanto no tiene inversa. Sin embargo, si se define: 

f(x) = eoS h X ; X > 0 

entonces, se tiene una función uno-uno que tiene inversa y se conoce 
como la función coseno hiperbólica inversa: 

y 

D= [1,ro) 

R1=[o,ro) 

o 

si y solo si x = eos h y y~ o 

y= e os h-1 x 

(1,0) X 

Figura VII.14 

Las funciones tangente hiperbólica, cotangente hiperbólica y cosecan­
te hiperbólica son continuas y monótonas, por lo que admiten inversas, 
y se definen como: 

y tan h-1x si y sólo si X = tan h y 

y eot h-lx si y sólo si X = eot h y 

y ese h-lx si y sólo si X = ese h y 

y 

X 

y= tan h-1 x 

Figura VII.lS 

La función secante hiperbólica no tiene inversa. Sin embargo, si se de 
fine como f(x) = see h x; x > o, entonces es continua y monótona en todo 
su dominio y su inversa será: 

si y sólo si x = see h y y ~ O 



Las funciones hiperbólicas nversas pueden ser expresadas en funciones 
de logaritmos naturales, deb do a que la función logarítmica es la in­
versa de la exponencial. As por ejemplo, para citar alguna se tiene 
que : 

sen h- 1x = ln (x + /XZ+l) :1f x E 1R 

VII.3 DERIVACION E INTEGRACION DE LAS FUNCIONES LOGARITMO, EXPONENCIAL Y 
DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 

VII.3.1 DERIVACION E INTEGRACION DE LAS FUNCIONES LOGARITMO Y EXPONENCIAL 

Partiendo de la definición de la función logarítmica: 

X d 
ln x = J u~ 

1 

X > 0 

y aplicando el teorema fundamental del cálculo, se tiene que: 

d(ln x) 1 
--dx-- = ~; X > 0 

si x <O entonces ln x no está definída, sin embargo ln (-x) existe, y 
si se deriva aplicando la regla de la cadena: 

d [ln (-x)] = __!_ (-l) = _1_ 
dx -x x 

como la derivada es _!_ para cada caso, se pueden combinar estos resulta-
dos: x 

d [ln lxl] 
dx x 

válida para toda x +o. En forma más general, si u y lul son ambas di­
ferenciables y u+ o, entonces se llega a la siguiente expresión: 

d Q.n 1 u! ] du 
dx u dx 
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Se pueden ver algunos ejemplos en los cuales, aparte de utilizar este 
proceso de derivación, se usarán propiedades de la función ya conocidas. 

Ejemplo VU . 1 

Calcular la derivada de y= ln lx2 - 11 

Solución 

d(ln lx2 - 11) 
dx 

1 
~(2x) 

2x 
(x + ± 1) 

Ejemplo VII. 2 

Derivar ln /x(x2 + 3) 

·solución 

y = ln /x(x2 + 3) = i Q.n x + ln(x 2 + 3[) 

El. = .!. · .!. (1) + .!. • - 1- (2x) dx 2 x 2 x2 + 3 

El_ - __!_ + __ x_ 
dx - 2x x2 + 3 

El__ 3(x2 + 1) 
dx - 2x(x2 + 3) 

Ej ~mplo VII. 3 

Derivar y=~ 
Solución 

Tomando logaritmo y derivando implícitamente: 

ln y = i [ln(x2 - 1) - ln (x2 + 1[] 

.!. y' 2x 
y (x2 - 1) (x2 + 1) 

y' 2x ~ (x2 - 1)(x2 + 1) X+1 

y' 2x 
(xz - 1)1/z (x2 + 1)312 
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Si u= f(x); entonces la fónnula de integración correspondiente es la 
siguiente: 

Ejemplo VII. 4 

Evaluar 

Solución 

Se sabe que: 

y además: 

f cot x dx 

cot x = ces x 
sen x 

. d(sen x) 
dx = ces x; 

entonces, a través de U!l c::uibio de variable se tiene: 

fcotx dx =/~ dx · u= senx; du = cosx dx senx ' · 

por lo que: 

/
du --;; = ln u+ e 

de donde: 

fcot X dx = ln lsen xl + e 

de manera similar se podría demostrar que: 

ftan X dx = - ln leos xl + C 

Ejemplo VII. 5 

Se desea calcular el valor de: 

1 x2 - x 2: ! 5 dx 

Solución 

Mediante un cambio de variable: 

u = x 2 
- 2x + 5 

du = 2(x - 1) dx 

por lo que queda: 

1 ¡du 1 - - = -. ln u+ e 2 u 2 

X - 1 
- 2x + dx = ! ln (x2 

- 2x + 5) + e 
2 

Si se tiene la función exponencial: 

Y = eX X E lR 

y como se vio con anterioridad, su derivada es la misma función, es de­
cir: 

dy X 
dx = e 

y lo mismo sucedería con todas sus derivadas sucesivas. Para generali­
zar la expresión que define la derivada de la función exponencial se 
utiliza u= f(x) y la regla de la cadena, por lo cual: 

Ejemplo VII. 6 

Se trata de encontrar la derivada de: 

Solución 

Ejemplo VII. 7 

~= e-3X (-3) 
dx 

~- -3e-3X 
dx -

Calcular la derivada de: 

Solución 

etan x 

y = etan x 

~ _ etan x d tan x dx- __ d_x_ 



La fórmula para la integral de la función exponencial es en consecuen-
cia: 

J eX dx = ex+ e 

y generalizando quedaría como: 

jeU du = eU + e 

Ejemplo VII. 8 

Calcular J x e -l +x
2 

dx 

Solucion 

Con un cambio de variable se tiene que: 

u=- 1 + x2
; du = 2x dx 

de donde ; 

dx = - eu du = - eu + e 1 1 1 
2 2 

por lo t anto: 

Ejemplo VII. 9 

Evaluar la siguiente integral: 

Je-sen x (cos x) dx 

Solución 

Si se hace: 

u = - sen x 

du = - cos x dx 

con lo cual: 

Je-sen x (cos x) dx = - J eu du 

- eU + C 

j e-sen X (COS x) dx = - e-sen X + C 
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VII.3.2 DERIVACION E INTEGRAeiON DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 

El proceso de Qerivación e integración de las funciones hiperbólicas, 
se puede deducir de una manera muy simple acudiendo a sus formas exponen 
ciales y cuando -se habla de las inversas, recordando sus formas logarít~ 
micas. Es por ello y por las limitaciones del curso que se tratarán 
muy brevemente la derivación y la integración de estas funciones. 

Derivación . Se puede comenzar con la función y = cos h x · 

Se sabe que: 
ex+ e-X 

y COS h X = 
2 

con lo cual: 

~- eX- e-x 
dx- 2 sen h x 

Análogamente 

y = sen h x 

~= cos h X dx 

y = tan h x 

~= sec h 2 x dx 

y = sec h X 

~- - sec h x tan h x 
dx 

y = cot h x 

~=- ese h 2 x dx 

y = ese h x 

El.= - ese h x cot h x 
dx 

INTEGRAC ION.- Ahora se presentará una serie de fórmulas para inte­
grar funciones hiperbólicas y algunas otras que revisten mucha utili 
dad. Hay que recordar que este tipo de funciones son una herramien~ 
ta muy importante y sirven para simplificar otros procesos matemáti ­
cos ~n este curso y en cursos más avan zados. 
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f sen hu du = cos hu + C 

f tan hu du = ln cos hu + e 

f sec h:¿u du = tan hu + e 

f sec hu tan hu du = - sec hu + C 

/ 
__ du __ = sen h- 1 .!:!. + e 
/u:< + a:< a 

J du = .!. tan h- 1 .!:!. + e 
a2 - u2 a a 

f cos hu du = sen hu + C 

f cot hu du = lnlsen hui + e 

f ese h:<u du = ·- cot hu+ C 

f ese hu cot hu du = - ese hu + C 

f du 1 u 
. /u:< _ az = cos h- ~ + e 

u > a > O 

f du - .!. cot h-1 u . e 
u2 - a2 = a "i' 

Ahora se verá qué sucede con las funciones logarítmica y exponencial . 
al entrar en juego otras ba.6e6. 

VII . 4 DERIVADA DE UNA FUNCION ELEVADA A OTRA FUNCION 

VII.4.1 CAMBIOS DE BASE 

Habiendo definido ex para todo valor de x E ffi, se pueden definir aho­
ra potencias reales de bases diferentes de e. Si b > o y x es racional, 
entonces bx tiene significado del álgebra elemental. 

Si 

y se toman ln 

ln y = x ln b ===} 

y = ex ln b 'V- x E Q 

pero el lado derecho está definido :v- x E ffi y por lo tanto puede tomar_ 
se esta ecuación como definición de bX cuando x es irracional. 

Definición: Para toda b > O y V x E ffi 

bX = ex ln b 

Para cada valor de b, la función f(x) = bx, se llama 6unci6~ expo~e~­
~; cuando b = e la función correspondiente, se llama 6u~ci6~ expo~en 
cial por ser la más importante y la más usada en diferentes aplicacio-­
nes. 

Las propiedades elementales de los exponentes se conservan, es decir: 

bX bY bx +y 

bx bx- Y. 
bY 

(ab)x ax bx 

(bX)Y bxy 

Como la función bu es derivable si u lo es, entonces bx es derivable y: 

d(bX) 
dx 

d(eX ln b) 
dx 

eX ln b ln b 

Puede llegarse a este mismo resultado si se deriva en forma logarítmi­
ca 

y en forma general: 

también se tiene: 

.!. 
y 

ln y x ln b 

y' ln b 

y' = y ln b 

y' = bx ln b 

u = f( x ) 

~=bu ln b du 
dx dx 

/
bu du =~+e 

ln b 

expresión que resulta fácil de comprobar si se deriva el segundo miem­
bro. 



Si b > 1, entonces 1n b > o y se concluye que bx es creciente; si 
O < b < 1. entonces 1n b <o y bx es una función decreciente. La figu­
ra VII.16 muestra la gráfica de y = bX para determinados valores de b. 
Nótese que 

X 

( -} ) - = zlx = z-x 

y por lo tanto la gráfica de y= (JL)x puede obtenerse de la gráfica de 
y = zx haciendo una reflexión en el eje Y. 

y 

1 
1 

1 
b=4 /b=2 

1 
1 

'/
/ 

Y =bx 

o 

Figura VII. 16 

·x 

Se ve que la función y = bx ~iempre es monótona, ya sea creciente o de 
creciente, por lo que admite 1nversa. Esta inversa se llama el logarii 
mo ·de base b y se denota 1ogb 

Definición: Si b > O, b 1 1, entonces y = 1ogb x 

Para cada valor de b se define una función logarítmica, véase figura 
VII.17. 

y 

o 

b=e 

b= 10 

y=logb x 

b=_L 
2 

Figura VII.17 

X 
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Como 1ogb x y bx son inversas, la gráfica de y= 1ogb x puede obtene~ 
se de la gráfica de y = bx haciendo una reflexión en la recta y = x. 

Si : X = by 

entonces: 

de donde: 

1nx=y1nb 

1n x 
Y = 1n b 

en particular si b = e; 

1og~ 

b 

1n x 
x = 1n b 

por lo tanto, el logaritmo natural es el logaritmo base e y si b = 10, · 
se tiene el logaritmo vulgar . Para encontrar la derivada de la fun­
ció~ y = 1ogb x se tiene que: 

y = 1ogb x ,;, ln ~ 
1n o 
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El.= _1_ . l 
dx ln b x 

El.- __ 1_, 
dx - x ln b 

Si se compara este resultado con d(ln x) =~da al menos una idea de 
dx x 

por qué las matemáticas prefieren trabajar con el logaritmo natural, y 
por qué se 11 ama M.tu!taL 

Generalizando la derivada se tendrá : 

y = 1ogb u u = f(x) 

~ ___ 1_ du 
dx - u ln b dx 

Por otro lado si ex = N 

pero : 

por lo que: 

luego : 

derivando : 

X= ln N 

ln N 1ogb e 1ogb N 

y = 1ogb u = ln u 1ogb e 

~ = .!.. du 1ogb e 
dx u dx 

u = f(x) 

por lo que cualquiera de las dos expresiones puede ser indistintamente 
empleada. Ahora se presentan algunos ejercicios de aplicación. 

Ejemplo VII.lO 

Derivar: f(x) 

Solución 

f(x) 

f'(x) = 3 5x ln 3 • 5 

f'(x) = 3 5 x 5 ln 3 

Ejemplo VII.ll 

Calcular la derivada de f(x) 

Solución 

f(x) 

f' (x) 
(x 2 

- 1) ln 3 
(2 X) 

f' (x) 2x 
(x2 

- 1) ln 3 

o bien: 

f'(x) = x 2 : 1 (2x) log 3 e 

f' (x) 2x 

Ejemplo VII.l2 

Calcular f x2 52X 3 dx 

Solución 

Mediante un cambio de variable : 

du = 6 x 2 dx 



de donde: 

1 x2 s2x3 dx 
1 1 5 u du = -6-

1 su 
=6 ln 5 +e 

1 x2 
2X3 

dx 
52X3 

+ e 5 6 ln 5 

VII . 4.2 DERIVADA DE UNA FUNCION ELEVADA A OTRA FUNCION 

Se tiene una función f(x) = uV en donde u y v son funciones de x, es 
decir: 

U = u(x) y V = v(x) 

A esta funci6n se le conoce como 6unc.Wn e.xponenc.-i.a.t ge.neJLa.t y para 
derivarla se procede como sigue: 

y = uV ; u = u(x) y V = v(x) 

ln y = V ln U 

e ln Y = ev ln U 

de donde: 

y = e V ln U 

derivando se tiene que: 

EY.= e V ln U 
(v 

1 dU + ln U dV 
dx ·u dx dx 

como y = e V ln U sustituyendo y e V ln U= uv . 

EY=uv ( 
dx 

V dU + ln U dV 
U dx dx ) 
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y finalmente: 

En esta expres1on, el primer sumando equivale a derivar uv consideran­
do como constante a v, el segundo sumando es la derivada de uV conside 
rando a u como constante. -

Ejemplo VII.13 

Derivar f(x) = x ¡x-

Solución 

f(x) xiX 

f' (x) 

f' (x) 

f 1 (x) 
xrx + 1 

(2 + ln x) 
= 2x rx 

rx- 1/2 
f' (x) X (2 + ln x) 

2 

Ejemplo VII.l4 

Calcular la derivada de (sen x)x 

!)olución 

y = (sen x)x 
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VII.4.3 

~ = x (sen x)x-
1 

cos x + _(sen x)x ln sen x (1) 
• ··· --·---4.~- --···· --·-... -..... ·-- .. ------

~!~.. .' , ... t ~~ ·~ ~ ~ •. D 
~ = ( ·;.)Ji: ( X COS ~- --+-i 

··dx··· . .... ~.eJl. ~ - .... ... '\ ..... ... sen X - . ln sen x ) 

X 

Calcular f'(x) para f(x) 
X 

X 

Solución 

f ' (x) 

f' (x) 

X 
X 

X 
X -1 

X 

f' (x) 

~ - f • : 

X 

f(x} ··= · :X X 

,.~ ·'...J X ( ... \ i 

+xxx+x lnx+xxx+x 

[J ~ ;.. • ' ' , 
{ , .. 

.:.: n 

DERIVADA DE UNA FUNCION ELEVAiPA A UN .EXPONENTE REAL 
(Y) i 

ln x) 

En el capítulo III se trató la derivada de una función elevada a un eÁ 
ponente natural y se hizo notar que la fórmula de derivación obtenida 
era válida para todo exponente real, aunque sin demostrarlo. 

~ ¡ . r -~ ~ :.. ; ~ _ .. ,-:;. 1_ 

Con el auxilio de la función loganitmo natu~ se puede demostrar fácil 
mente cómo la expresión vista ;'ei:J ~l cap,it~JQ. · UJ~, :Se.'cumple rpara cualquier 
exponente que pertenezca a 1 os · nürii'eros rea·l es. 

En efecto, sea la función identidad elevada a un expan'ent'~ ' Y:eal: 

r E lR 

si se aplica la función logaritmo natl{r;al "1._ .. $US propiedades en ambos 
miembros, se tendrá:: '\ · ... , __ :;; ... ·' 1 

ln >:y · .... .:.: 

.l 

ln y = r ln x 

~ 
__ d_x_ = r _1_ 

y X 

de donde: 
{:"f '. · 

y sustituyendo y = xr se tiene finalmente : 

( ; ... : 

....... _, _}_: ,;;·~ r·::r;:,·- :~·_: .J ":~.--:· 

_Qy_ = r ~ r'·~I ;)r·:¡; :} 

dx 

·i¡ 

que es la fórmula ya conocida. 
•j .l1 '. 

• <' f .\ .• ·.:r. 

•:-. r eo ~ ~~t.~ :;. ··~.~.... f.·} ¿;-;:_ i'. 
5~ :.)).:;~,.~ ';}~ ;·:·~ .s\·,· , :··.ff i 

Para el caso de otro tipo de funciones, se procede de la misma manera, 
utilizando la regla de la cadená, :es .deci-r ::-la derivación de una fun­
ción de función. 

Así: 
., 

-¡ · ..... 

.: rr!.. :_ .. 

y u = f(x) r E lR 

entonces: 

. :. ~~- --
:YiJ 



VII.5 LIMITEADE UNA FUNCION CUANDO LA VARIABLE TIENDE AL INFINITO. REGLA 
DE L'HOPITAL. INTEGRALES IMPROPIAS 

i , . . 

VII. S.! LIMITE DE UNA FUNCION CUANDO LA VARIABLE TIENDÉ -·Al, INFÚÍITO 

-'-'- · Aunqu~ · en ·eT inds~o Vfi:'2, · ·se t:Ht:t6 lirio-~ii'Ste,ncia dél) íll\1t,e, es d~ 
cir, cuando la función tiene como··~ imite ·á~ '- ~+- oo Ó' _, ·CXJ ' ; y·cta.inb'i'én se 
vio lo que sucedía mecánicamente cuando la variable independiente ten­
día a + CXJ ó - CXJ ; cabe citar aquí con rigor en la definición, cuándo la 
función tiene como límite al infinito y cuándo la variable tiende al in 
finito. El problema se enmarca e~ cúatro casos que a continuación se­
tratarán. Durante este estudio se debe tomar en cuenta que es distinto 
el tratamiento de un limite cuando el argumento tiende a infinito y 
cuando tiende a cualquier valor r;eal, ya que en el primer caso no·se­
ría aplicable siquiera la _existencia del límite a través de la igualdad 
de 1 os 1 ími tes;· 

.. ~ ..... _ .. 

PRIMER CASO 

Sea y =: f(x) una función defi ~_;_ i da- ~\,l~~-·;e~ ¡ e,, ~ ,.c.~ya gráfica se 
en la figura VII. 18. 

y 

ve 

! - ~:.. , . . .; 1 

.:. \ 

Definición: 

.. -· - Figtira VII .TB - ----·· 

·~ .... ', ,:! • ' : ~ 

lím f(x) ; CXJ si para todo número 
x+CXJ 
mo se quiera, existe un valor -: N 
y de f(x)) tal que: 

M tan grande e~ 

(que , d~I?e.nde de M 

f(x) > M siempre que X > N 

Sea f(x) = x 3 
; f : F F; demostrar que 

:.~ :; 1 -. 

lim f(x) = CXJ 
x+CXJ 

Solución 

Para todo'número 
que: 

en efecto, si: 

por hipótesis: 
i 

•' ¡ 
( ~ ( - ' 

_- ... J." ; 

M, tan grande como se quiera, existe N tal 

f(x) > M siempré qüé X > N 

X> N 

f(x) > M 

L"<f g'tafica< de · esta función se muestr,;~ ~J ~-~:~:fi~u:ra VII . 19. 

X 

.! . 1. •· •• :.: f~ · 

Figura VII . 19 
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En forma análoga se definiría: 

lim f (x) 
x-+oo 

y 

y = f(x) 
/ 

Figura VII. 20 

-00 

lim f(x) 
x-+- oo 

y 

-oo 

Figura VII. 22 

lim f(x) = oo 
x-+-oo 

y 

Figura VII. 21 

X 

X 

SEGUNDO CASO 

Sea y = f(x) una función continua, definida en los reales y cuya gri 
fica se ve en la figura VII. 23. 

y 

---- _L ----------

y :f ( Jt) X 

Figura VII.2J 

Definición: lim f(x) = L si para toda E > O y tan pequeña co-
x-+oo 
mo se quiera, existe un número N (que es función 
de E y de f(x)) tal que: 

lf(x) - Ll <E siempre que X > N 

La recta y L es una asíntota paro1ela al eje x. 

Ejemplo VII.l7 

2 x2 

Sea f(x) = --x~2 -=+::.....,2,....--

Solucion 

f : lR -+ lR , demostrar que lim f(x) 
X ->- OD 

Para toda E rO y tan pequeña como se quiera existe un valor N 
tal que: 

if(x)-2I<E siempre que X > N 



en efecto: 

Ahora bien si 

if(x) 21 

1 = 1 

- 4 
;T+2 

N = V 4 - 2 E 
E 

entonces por hipótesis: 

X > N ==} 

4 - 2 E 
E 

x2. + 2 > 4 - 2 E + 2 
E 

x2. + 2 > 4 - 2 E + 2 E 
E 

x2 + 2 > -
4

-
E 

.-i....±..1._ > _1_ 
4 E 

y como E > 0 

de donde: 

if(x) - 21 

siempre que: 

4 
x2. + 2 < E 

'• -x2.::--+'--::2- < E 

X > N 
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La gráfica correspondiente se ve en la figura VII. 24 

y 

z 

X 

Figura VII. 24 

La recta y = 2 es una asíntota horizontal. 

Casos an~logos a ~ste se observan en las figuras VII.25, VII .26 y VII .27 : 

L 

- -- - -------1---------> 
o 

lim f(x) L 
x~-OD 

Figura _ VII. 25 

lim f(x) = L 
x+- CID 

X 

y 
Figura VII. 26 

X 
- y=f(x) 

Figura vn.27 
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_,·~··.'·" 

Sea y= f(x) una función d~fi~ ida en los reales, cuya gráfica se ob 
serva en la figura VII. 28. 

¡ Y 
! 
1 S 

lim f (x) =,{~ l.C'l i· i.' • .J c·J 
x+a 

como 
x+a 
se quiera, existe o (que depende de M y de la fun-
cien dada) tal que: 

1 
~J 

Ej.empl~ .vn ... Hl-- --- ·-­
! 

Sea · f ~ x} -

e ~ '. ' .. ru fi-:! . .:J';.:-..i: · ... 
Solución 

r .q 1 ,.;.r 

.lx<•;L :·2;1 

X 

con 

siempre ~ que 

X/- 2, 

t '. 

t ·~' 
¡ 

Í .! '" ( ·:.-) r:' .L . 
demostrAr que l:i;m .. f(x) 

X+ 2 

~~--. CI\: .G:.r.,;pf.'': 

Para todo número 
que: 

M tan granpe como se quiera existe un 

í ~ )'!- '-'".: J~>"' , ;o = .! l M 
í - t :.~·'¡"S. ! ' \ t i 

·.·.··- ,_ .1{ 

=00 

tal 

de donde: 

!. J~. ·' · , . '•' ) 

lx- 21 <_o 

lx 21 < _1_ 
M 

___ 1 __ >M 

-~- -~~- --=-=- -- ;·_ . \1 ~ -~ ~?-1 -~:.:: .. -

f(x) > M 

y su grafi9a se ve en la figura VII.29, en donde se observa la 
discontiriuid·ad · de ·ía funcion' -'para x = 2 • la recta x = 2 cons­
tituye una as-Íntota vertical. 

y 

.-- y=f(x)" 

-3 - 2 -¡ · o 6 X 
-¡ 

>'j Fi'9-ura VII.29 

Casos análogos a éste se presentan en l~s figuras VII.30 y VII .31. 



y 

o 

\¡ 
1 

,1, 
1 •. 't -

1 

1 

1 

. >.::. ~·--···-· . 

.. r _::~.--
-~ :: 

lim f(x)=-CO 
x-o 

Figura VII . 30"'· 

CUARTO CASO 

X 

tl V 
'J 
¡ 

\ 
¡ 
! 

' 
- -~ 

la 

1 

y 

o 

limf(x)=-a:> 
x-a 

Figura VII. 31 

Sea y = f(x) ... deHni '&á .. e¡l yn .i'n ~rJalo dado o entorno de x = a, exce.E_ 
to posiblemente( ·e·n1 ·-~ ~9~.-á·; 'éu,Ya :g'r'&f\~a se ve en la figura VII. 32 . 

-y- :---t~·:o 
! 
¡ 

l:; . 

1 1 

,~ -~-~· ··- -~ - --e_--·-

...... , ..• 

X 

:· ; .~ ¡ :_d"';·~' . r, :¡:J ;:.b:!~l.; ,: 
a;... ,e, r :.~:;. (_¡ t_r. ,· ~ r ·n·~·~J" ~'!;, .~-- ~ : 

24-7 

Entonces se define li~ . f.(~) .,,11¡. ·.:! s .. ü para •toda E;.i ~; o . yí tan pequeña 
x+a 

como se quiera existe o > o tal que: 

lf(x) - Ll ~ 
\ 

.y 
siempre Rue 

·• ¡ 

lx - al < o 

A continuación se darán dos ejemplos , En el primero f(a) estará de 
finidii, esto es~ x =a E Df. , · ~n el segundo : f(a) no estará definida, 
por lo que X = a ~ Df• \ 

Ejemplo VII. 19 
\ 
\ 

Sea f(x) .=:: . . 3
. x.; . . ! ... ; ... f · : - lR--·--- + .. ~1R, · l· ?emosn.-ifr que 

i ....... ~ ~-1 

-~ 
! ... 

l ' 
Solución 

Para toda E> O y tan pequeña como se 9uiera,.existe 
que: 

lim 
x+ 3 

o > o 

f(x) 

tal 

lfCx) - 41 < E siempre que lx - 31 < o 

S •·. ( ·:)': '1 LJ. 
'.' 

por lo tanto: 

1 1 
1

3x-l [ . l 3x~~-8~ f(x) - 4 = --2-- 4 r~ ·f f' . · ·<· •. 2' 

--~- :.~ .. . ~ s:_ ?~ -- . 
.. 7 

4 
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La gráfica se ve en la figura VII. 33. 

y 

X 

Figura VII. 33 

Ejemplo VII. 20 

Sea f(x) = ~ con x ~ 1 demostrar que 
X- 1 

Solución 

Para toda 8 > O, existe o > O tal que: 

lf(x) - 21 < 8 siempre que 

1 f (x) - 21 = x2 - 1 1 --x::-1- 2 

= 1 
x2 

- 1 - 2 x + 2 
X- 1 

lim f(x) 
x+1 

lx-11<o 

x 2 
- 2 x + 1 

X - 1 

(x - 1) (x - 1) 
X - 1 

lx-11 <6 

luego: = € 

La gráfica se muestra en la figura VII. 34. 

y 

-4 

-4 

Figura VII. 34 

VII.5.2 REGLA DE L'HOPITAL. FORMAS INDETERMINADAS 

X 

Cuando una función y= f(x), 
un determinado valor de x: 

toma una de las siguientes formas para 



f(x) = _Q_ o 
()) . ()) 

se dice que la función y = f(x) 

, (O)(oo), 

toma una 6Mma. -i.nde:teJtJn.i.na.da.. 

Al estudiar el capítulo II en el cálculo de algunos límites, cuando 
resultaba -º- ó : , se _vieron varios casos en los cuales se mostró la 
forma de efiminar dicha indeterminación. Es decir, dada una función 
y= f(x), si para algún valor de la variable independiente el límite de 
la función toma una de las dos formas anteriores de indeterminación, ya 
sea-º- ó ~, se ha visto cómo conocer el valor de dicho límite; me­
dianfe una~ransformación o procedimiento algebraico. 

Sin embargo, una de las aplicaciones de la derivada, es precfsamente 
>oder eliminar dicha indeterminación en una forma más sencilla, a tra­
vés de la regla de L'H8pital, la cual se describe a continuación: 

REGLA DE L'HOPITAL 

Dada la fracción :~:j , si f(a) = o y g(a) = o, se presenta en el co­
ciente una indeterminación de la forma g , para x = a. 

El problema que se plantea consiste en encontrar: 

1
. f (x) 

x~ma g(x) 

para ello, se hará uso del siguiente teorema: 

TEOREMA VII. 4. REGLA DE L'HOPITAL 

Hipótesis: 

A. Sean y= f(x) y y= g(x), dos funciones derivables en el intervalo 
abierto I, excepto pos i b 1 emente en e 1 número a E I. 

B. 

c. 

o. 

Para toda x #a en I, g'(x) #O. 

lim f(x) = O y lim g(x) o. 
x+a x+a 

lim f' (x) = 1 
x+a 

g' (x) . 

Tesis: 
Se cumple que: 

lim f(x) ;, L 
x+ a g(x) 

lim _l.W_ = lim 
x +a g(x) x+ a 

f' (x} 
g' (x) 
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El teorema anterior es válido si los lfmites a los que se hace men~ión 
son todos límites derechos, límites izquierdos o límites totales. 

Demostración: 

Para la demostración del teorema anterior , se distinguen tres casos: 

Caso l. x+a+ 

Caso 2. x+ a-

Caso 3. x+a 

Analizando la demostración del primer ~aso, se ~bserva que en las cón­
diciones del teorema no se supone que y a f(x) y y a g(x) están de­
finidos .en a, por tal motivo, considerando que: 

para x # a y .. f(x) y y = g(x) 

y 

para x = a y = f(a) = O y y .. g(a) = O .. . (1) 

Sea b el punto extremo derecho del intervalo abierto I dado en las 
condiciones del teorema. Puesto que y = f(x) y y =· g(x) son ambas 
derivables en I, excepto posiblemente en a, se concluye que y = f(x) 
y y = g(x) son ambas derivables en el intervalo (a, x], donde 
a < x 5 b . 

Así que, y = f(x) y y = g(x) 
(a, x l. Las funciones y = f(x) 
la derecha de a ya que: 

son ambas continuas en el interval~ 

y 

y y = g(x) son también continuas a 

lim f(x) O f(a) 
x+a+ 

lim g(x) O g(a) 
x +a+ 

... (2) 
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Por lo tanto, y = f(x) y y= g(x ) son continuas en ,eÍ inte ~valo ce 
rrado [a, x]. Así y = f(x) y y g(x) sati ~h.·~~n ] '~s tre!s condi 
diciones de l ~teórema de Caucby para dos f unciones 'eir-él fn~ervalo 

.. . [a., . x] • .. Luego sé c;m,ple q~e • 
' J {~?i~ :) :~.;__:.¡ ~) --~· -!,:·: ~ ; ¿;_ ' \- ' · 

,_.1"? r : H "T , ·. -- -: 
~-.. ! :~. <. -:_! ~t : ::: :· ~ 

(3) 

donde X¡ es un número tal que a< X¡ 

Teniendo en cuenta las expresiones (1) y (3)., se tiene que: 
.,. e{, • • ,·. 

f( x) 
g(X)=~ 

c~: .. r 

(4) 

;·!·1 _.:·. ;-j ~,,.·: -;.~j (:~ r ;-;: !;· :-.,~ ./ :· r 
~~ a+'' > ' Xi-+ ·a::+' ,,··pOr l o tan-

to : 

.. . (S) 

pero por las cond iciones del teorema, el límite en el lado derecho de la 
: -. /~E~Gsión ,~~L : ~~ ~~ ~~!' , . ~on~J g ~ 1i~ n.~ :: = -_:·· ··:;;·, ". ·~ ; .. 

. ,: d ·.~ ' ~ • ) 1~· : : .:· .... 

~~ . ', ·" ~·V •. ., 

Q. D. 

, . .''- ... 
1· ;: '· . 

. ··:. 

La demostración del caso (2), es similar a la anterior, y la demostra 
ción del caso (3) está b,a~a:da , en -lo:s·;resul'tados de los casos (1) y-
(2). ' •:. 

El teorema VII .4 se conoce con el nombre de Reg l a de L'Hopital . 

•\.' De esta manera, que.da visto ' ~~e ·la r~g·l~ · es aplicable para la fonna 
%, asimismo resulta aplicable para la forma ~ , sin embargo su de-

mostración, nq , se. presenta e,n est.e C?Pí.~u l o, 9._ado que cae fuera del 
alcáncedel · curso. · ·· · 

~~~~nclus j6n, · ~a~e mencionar que ~ la regJ a : de~· Lt A8p~ta1, ~ólo es apli 
cable cuando se presentan las formas indeterminadas -§- ó ~ . -

~ .. : . :~ 

-~;~::. o~ ~-

, "·;. ; :. ::: Jt! .~ ;td ·-~:-? ~ :i:~J : l j !~ ~ ; 
t:l ·.~ ~ ·.' "'; ~: t ,, ! :'i ' ¡ ~ '"-:~ 1} ·_~ , 

fr:_~ :·i •. ~ ~ - ' .J ·Jt t..~ l- ~í ::.- : ;: ?.'-..! 
• ':" : ~ f : ..- _,.. • ~ !1: ~ .. ~;¡ ~(, Z'" !.~"': o.; ;T.1 

· .>) r·· r §p~u~i&n~~ •) ' r: ·j :._~ ~ ~ ... ~~:: 

Sustituyendo en la expresión x = O, se obtiene que: 

lim ~-x- = _Q_ 
0 

tan x O 
x-+ ( .- , :, 

,. ~: ,,~ ,__ tr.f:. ~ -:::··~ ·-! --:.2 .. 1...= -.: :f. . ~, <.i -· f) '1 1;.: ( • .. } .~~ :·.· · .... ~:~· ~ " j; ~~ :.:•::-. ·. 

la cual es 'una" :i~det~rmii'iac1ión qile rpuede:'eliui'irt'ars é- medi'iín:te; el 
empleo de la regla d~ L'Hopital, de esta manera considerando la 
expresión ant;eri'or:C·:cemo'' unt:e:o:tiehte·d :ter dós:":Iui'l<uo'riits', !·:Se1 d 1 ne 
que : 

. :¡ f i .~ ~1·: 

por Lo tanto, aplicando la regla de L'H8pital resulta : 

lim ~ = lim ~ = lim --1
--

x-+0 g(x) x-+0 g (x) x-+O _ _;:~ec:~::-. f, , 

fJnalm.ent~; · ¡:oman® e!L·1Ími'te" se · . obtü~rie : ( . :. ) j _ 

.. ¿,-. ·) 1:.Y.1:.,q r .. ~:~·· 0,~. ~~-:.::~ : a t' ;-. i,J .; ·:...·~· -~ 3 .)\::, J ~: ~.-:.' ~ ,_, 

por lo que: 

lim --
1
-- = -

1
- = 1 

x-+o·•.se.c2·, lt) ~· .. 1 : ¡-. F. ~ ::: ~ :. 'i:,'.; 

lim _x __ "' 

O tan x 
x-+ 

F.:. ''\' ~· 

.. ,_; , (; 

_,__ z. 
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Ejemplo VII . 22 

Calcular: 

Solución 
:,! ,._•. 

lim F(x) 
x+ oo ... 

lim 
x+ ·.c:/? _ 

X 

Al buscar el lÍmite de F(x) cuando " -i{ c-'li- · oo · ·i ·' se! obtiene: 

00 

00 

La indeterminaciqn anterior, puede eliminarse empleando para ello 
la regla de L' H~pital y considerando a F (x), como urr:;(cociente de 
dos funciones, de la siguiente forma: 

-· ' .1' -, . ,. :: ~ 

lim F(x) 
x+OO 

ii~-. ~-!__l.hl_ = 
x + oo g(x) 

1' _r_ill_ 
x::oo g'(x) 

por lo, tanto 
'-• 1:.-. 
(¡ 

2-:).:-. - ./. '' f' (x) lim ~; ~ 'j_ = 
11m -g, (x) = 2x oo O 
x+oo x+oo 

;_ ··, \:' 

En algunas ocasiones, puede suceder que después d~·- hab~~ - ~~i icado la re 
gla de L'Hopital a una in_2e~ermina~ión , ésta persista, es decir, que se 
tenga : t ,.., -;~ ;-;, ~- ;; 1 

r• -~-A 

lim f(x) lim f' (x) O o oo 
x+a gw- = x+a~=o 00 

,_ i ~ :!r; ~;f i~ir': , ·- -... ~ ~ :~~ : ;-w; --·r -• .._\ :;t ~- ~ .... ; .... ~n :¡•·-- (~.) :-;"Jf · ~ .. ,"'f ... .. -. '-~\ ·: .~~L-~ ..;; ~:-Jt...' · .. ,, .. _.J f :·'; 
.. ::···:; ~· ?. s.:·_,,~l •' :~ ;;,i·. :-. ,p n·• c::.;;')' ·: : : ·i:··i~0" . f;.;:.1<.,'¡ · · ' 'O';;; ;:) · ~·· :; , :-::' ~~t.'::· · :; 

.. - ~-- (- ":~~ i- ~~·:_<= f~ ;:.: , ;::Ji' ' · .:" ;:J,:.¡ ¡; ~ · .:].~":-;b ... ,. ~ fiB2 
en este caso, la regla de L'Hopital puede aplicarse tantas veces como sea 
necesario, hasta que se haya eliminado la indeterminación, o sea : 
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:. - ¡ 

• - 1; : ~:) • 

· dond~: ~."! .•. 

l:í:~· ~ = f:• i (a) 
x+a - g(x) g"(a) 

El procedimiento~ anterior se conoce con el nombre de generalización de 
la regla de L'Hopital . 

Ejemplo VII. 23 

Dada la función: 
¡.· 

encontrar: 

lim F(x) 
x+O 

Solución 
• -~- J:;. e .1 :. ... ;.: 

Considerando a F(x) como el cociente de dos funciones, es decir : 

_ f(x) 
F(x) -~ 

o-·,, 2 x 
sen -

2
-

1 - COS X 

. ..: ·tomando el límite dl .)-::¡;; (x) (··\lana6 ~~ :k' ;'+ o; s e tr~riif ~ ' - !,-,:)(/ ' 

· .:•.e>?.- t ::.. ~ ,~ _ ..... _~-:'~)~ ~: u~-- ~ 

f(x) 
lim F(x) = lim ~ = lim 

x +O .,_ .. ;.. .~.:.x ~ O . .i.!JL x +O 
r "··' .';•;);:: 

X 
-2-

- cosx 
o 

o 

la cual es una indeterminación en la que resulta aplicable la re­
gla de L'H~pital.,_" c~m .(,J.. a . q~e .. se obti'ªne,( .-;.::: .. rr. .·.· ..:-L•.-. •T. ; 

x+O 

sen2 

lim --~' -~~'2· 2'-'-. ·...-"" 
- :cos·x 

:'J::im 
,; ')c ~O 

X X sen -
2
- cos -

2
-

sen x 
o 

o 
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Como puede observarse, la indeterminación persiste una vez que se 
ha aplicado la regla, de esta manera, aplicándola por segunda vez, 
resulta: 

lim 
x-+0 

X X sen -
2
- cos -

2
-

sen x 
1 lim -
2
-

x-+0 
( 

cos
2 T - sen

2 +) = 

COS X 

1 1 - o 1 
2-1-=2 

finalmente, se obtiene que: 

Ejemplo VII. 24 

Dada la función: 

hallar: 

Solución 

X 
-2-

lim 
X -+O 1 - COS X 

1 
= -2-

F(x) =~ 
ese x 

lim F(x) 
x-+0 

Con~iderando a la función F(x) = ~ como un cociente de dos ese x 
funciones, es decir: 

___!_{&__- ~ 
g(x) - ese x 

y tomando límites cuando x-+ O, se obtiene: 

lim 
x-+0 

~= ·-oo 
ese x cr> 

dado que: 

Lx -+-oo si 

ese x = --
1- -+ oo 

senx 
si X -+ 0 

Entonces para eliminar la indeterminación, se hace uso de la regla 
de L'H8pital, teniendo: 

como: 

se tiene que: 

lim 
x-+0 

1 ese x = --­sen x 

lim ~ 
x-+ 0 ese x 

lim 
x-+0 

y 

_1_ 
X 

- ese x cot x 

cot x = 

lim - sen
2 

x O 
X -+ O X COS X = Q 

Volviendo a aplicar la regla de L'HSpital, se obtiene: 

finalmente: 

lim 
x-+0 

- sen2 x 
X COS X 

lim - 2 sen x cos x = _Q_ = 0 
X-+ O (-X sen X + CO$ X) 1 

lim ~=O 
x-+ 0 ese x 

Tal como puede apreciarse, los ejemplos anteriores muestran la apli­
cación de la regla de L'Hopital, en los casos en que Qnicamente se pr~ 
sentan indeterminaciones de la forma Q 6 ~ o 00. 



DETERMINACION DEL VALOR DE LA FORMA (O) ( CJJ) 

Si una función F(x) considerada como el producto de dos funciones, 
F(x) = f(x) • g(x), toma la forma indeterminada (O)(CJJ), para un va­
lor de x, la función dada puede escribirse en la forma: 

F(x) f(x) • g(x) - ~- ___gQL_ - 1 - 1 
gw f(~ 

Esto se hace con el objeto de llegar a obtener una de las formas vis­
tas anteriormente y de esta manera poder aplicar la regla de L'Hopital. 

Ejemplo VII. 25 

Calcular: 

Solución 

lim x L x 
x+o+ 

Considerando a: lim x L x como: 
x+o+ 

lim+ F(x) lim f(x) 
x+O x+O+ 

donde: 

F(x) x, g(x) 

se obtiene que : 

lim XL X = 0 
x+o+ 

por lo tanto, haciendo: 

g(x) 

L X 

00 

lim x L x = lim ~ = 
x+O+ x+o+ --

x 

lim XL X 

x+o+ 

00 

00 

La forma de la indeterminación anterior, permite el empleo de la 
regla de L'H8pital, es decir: 

_1_ 

lim ~=lim __ x __ =lim (-x) =O 
IC +o+ - 1- x +o+ --=......}- x +o+ 

X X 

por lo cual lim x L x = O 
x+o+ 

ERMINACION DEL VALOR DE LA FORMA oo- oo 

Si una función F(x), considerada como la diferencia de dos· funciones 
F(x) = f(x) - g(x), toma la forma indeterminada CJJ - CJJ para un va­
lor de x, en general es posible transformarla en una fracción que to-
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mará la forma indeterminada-§- ó ~ , mediante algún procedimien­
to algebraico, y de esta manera, es posible aplicar la regla de L'Hopi 
tal y encontrar un valor determinado. -

Ejemplo VII. 26 

Calcular: 

Solución 

Considerando a 

lim F(x) 
x+l 

lim 
x+ 1 

lim 
x+l 

(~ - L\ ·) 

(~-~)como: 

lim [ f(x) - g(x) J 
x+l 

lim 
x+l 



r ::\; i 

) 

\ 

,,:, v ;:.)_ . .Y~ t_oma.n<;J.o.).Í:mite ~Uai,l5t~ · ¡ ,X _,. _1 , .. resulta: 

,n 

l~m 
x+ 1 

J ·: ":·_ i '~~- · ~ ¡ 

Para elimÚiii.r : la 'iñÚférrr:ii1aeión anterior; se requiere de una tran~ 
formación del tipo {- ·': Ó -~ • Mismas que pueden eliminarse por me-

dio de la regla de L'H8pital. 

De esta manera, tomando como ·factor .~ornún a 
que: 

' .1 
~-x~-~1 ~)~L~x-, resulta 

por lo que: 

"7"--.,--::,1 :--:--- l2c L X - (X - l U 
( X - 1 ) L X 

<": - - '•) .-._ ,·,-< 

1 . X 1 X - ( X - l ) 

-i~Í (,X, ;- 1 ) _,_ ¡.. .x 
- ~ . -

o =o 

- ~:r~ 'La i~deterÍÚirÍación a~lteríÚr P_frni1te r aPl:LCar ~ la --r·egla :¿é. \L'~HÜpital, 
·.G~n, .lo qu,e_ ;>e pbtíene_: __ . _.. , , •. :·;, ¡ , .. . 

lim 
x+1 

X 1 
( 

X -

X -

lim 
x->1 

: -. ,~_ "'· ' i • .:; -~ 

X -
lim 

L X 
x+ 1 

L X 

- - 1- . +LX 
, .. "'. X ~ -· 

¡ -

xf J:) 
\X + L X- 1 

(x - ~)_ (¿)+L 
• ' - - - ' 1 

o 
o 

X 

Como se observa, después de aplicar la regla de L'HSpital, la in­
determinación persiste, por lo que aplicandola ;.nueva:m~nte resulta: 

1•: , <~ Li 1f' ~l.: 

·' i. _1_ 

lirn 
L X 

lim X 
lim 

X 

1 _1 _ _ _L 
x->1 - -- + L X x+ l + x-> 1 + X 

X 2 X 
X x2 

i. 
>~ l _, 

! ; 

. ;_, 

Ejempl"o VII'. 2 7. 

Calcular: 

lirri 
x-> 1 

: :_ ' ~. ~·J j 

2 
• X ' 

.. ~ _ J. · .. ~ : ¡ .. .... ~ .( 

lim 
x->0 

( cot x- --?--) '' 

Solución 

Considerando a lim ( cot x -~ -;+ ) como: 
x->0 

lim F(x) 
x+O 

_¿ :~~. ::,..: ___ ,_ 

lim (f(x) . .:_ g(x)) = 
x->0 

''i. - · Y_-::.t j ·. m.t .; ;..: ' "{ ~~ ·_ .; _: 

tomando 'límites cuando 

lim ( cot x 
x-+0 

x-+ b, - resulta: 

-+) lim 
x-+0 

(~ ;.;. · ¿) . =00-00 
. sen x x 

Puesto que para la indeterminación anterior no existe un procedí 
miento que permita eliminarla directamente'·;· ' se''Ciébe 'buscar algun'i 
transformación algebraica mediante la cual sea posible obtener una 
. . -~ . o ~ 00 
1ndeterm1nac1on del ·t1p0 o ;;_ .o ,., -~ , y de esta forma, poder 

aplicar la regla de L 'HSpital. .; 

Así pues, si se toma como factor común de la expresión anterior a 
cot x 

X 
se obtiene: 

cot· 

: (J· 

co! x ) • 



. pero como: 
: :; "1 '-"; ..-.:: ¡ . :· _, , ~ '.:·;·! ~- ). ·:.. L 

• i..JT "-!.i ;·· 

. ' ~:: ~-- " .. - ~- - • ' ¡ \ ... :-~ f-···: r..r; · ,:~· f .. 't r .. · ; ,1 !' ~ ! :-~._._r __ 

...... ~--- í~= :. ):·an_;.. ) C<' =: - Cbt" x ,_,~- ~ -~~: !: • .:: .- , ~ ~~"l ~ ;.. -. - ~, · : .. •--· 

se (tí~ne que ! 

1 cot x - -- = --==--­
x X tan X 

\ 
; Ji 

( X - tan x )·' x - . tan x 
"' "X 'fB.n x 

ahora bien, obteniendo el límite de la Última expresión: 

,_ ._ .. 

,;. e ~-;-_~ .... : J . ~ ;- .. l. ~~-. J ~ i" ., , ._ ; :. :r •· • ~- - -~ , 
por lo tanto, la indeterminación anterior permite el empleo de la re 
gla de L'H6pital, ·así pues. : <-~ ·:Hi::_,;_. ,, .r.,; ~.·. '" '! :; 

" lim · ·· ·:.x - , t;ln x : 
x tan .; x .liñi 

x+O tan x ·+ x sec2 x 

!,1 ~ .... 1 . : - l .::- .· .''.'.- . ~- u •. . z. 

- - · ¡ 
... 'sec~. x ~--- --~­

co¿~ x 

se tiene que: 

: _¡ ' ~ ~ ,: 

: ·Y .· 

.. í 

lim cos ~ x .- l . 

tan x 

X + 0 S en X COS X + X 

sen x 
COS X 

- {.. :'"! 

simplif i cando la Última exptesión
1
y utilizando las sustituciones tri 

gonométricas siguientes : 

. : -~, 

-· .· .:l.;' 

lim 
x+O 

cos 2 x -

2 sen ·x e os x ""·. sen 2 x 

.- . J.:~.' .,; '_.: 

: :.: - ,-._ ·'' ' ,. __ ~ - .. r.' .'-. [ 

__ .::C:::.Os:::.2 
_ _:.x:!._-__,l:___ ,= lim - 2 sen2 

x 

sen x cos x + x ,x ;:-¡O sen .2 x + 2 x 

-,:-, ._• :_r,:, volviendo a apli,ca~ .~ar.reg¡a Q.e .. L'H6pital¡ , y tomando: e l: ; lím:ite se 
-

1 
¿_-~i.el!e· : · , ~;_-. ;~ ., . ...-~ -_.í . : 4_1í\í· ~ -. ~~ .. , _. _ 

,.~;- ~ i!~·· ~. or · e- :. - ,. -, 

255 

1 ;,~- ' ' ; "' ' 

lim 
x+O 

:' ':~ Z seé ·~ 
sen 2 x + 2 x 

lim - 4 sen x ' e os ;x :·· ·, -- ·-O 
0 2 COS 2 X + 2 = -4- = 

x70 
• ·- _? ~~ 

finalmente: 

( 
·, ' 1" 

lim cot x- --· 
x+O x 

li~ 
x+O 

DETERMINACION DEL VALOR DE LAS FORMAS 0° , m0
, 1

00 

- 4 sen x cos x 
2 COS 2 X + 2 

o 

Si una función cj> (x) se presenta en la forma f (x)g(x) L ~u.ed,e suceder que 
para algún valor x0 d~ x., se obte.nga que : 

r 
quedando la forma 0° 

o bien : f ~ . • 

\;,.._ - ;"1 _;" ! 

quedando 1 a fonna m 0 

Entonces, para poder determinar un valor que permita eliminar la inde 
terminación para cualquiera de las tres formas anteriores, se emplea­
el procedi miento que a contin'ua1dón :se explica . 
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Sea la función: 

4> (x) "' f(x) g(x) 

tomando logaritmos naturales en ambos miembros de la expresión anterior 
y aplicando las propiedades de los logaritmos, se obtiene: 

L $ (x) = g(x) L f(x) 

por lo que en cada uno de los casos anteriores, el logaritmo natural de 
la función cp (x), tomará la forma indeterminada o·()". De esta manera, 
determinando· el valor de esta f01·ma por el procedimiento correspondien­
te, visto anteriormente, se obtiene el límite del logaritmo de la fun­
ci6n $ (x). 

De tal forma que, si el 11mite toma el valor a, es decir si: 

entonces: 

lim L cj> (x) "' a 
x-+x 0 

lim 4> (x) • ea 
X-+ X0 

Ejemplo VII. 28 

Calcular: 

lim 
X -+00 

Solución 

Considerando la expresión anterior como: 

lim cp (x) lim f (x) g (x) 
x-+oo x-+oo 

buscando el límite, se obtiene: 

lim cp (x) 1"" 
x-+oo 

lim 
x-+oo 

Esta indeterminación conduce al empleo del proceso descrito ant~ 
riormente para eliminarla, así pues, tomando logaritmos naturales 
y aplicando las propiedades de los logaritmos se obtiene: 

lim L 4> (x) = lim x L ( 1 + +) 
•• , ~ x-+ oo 

de donde: 

lim x L (1 + +)= 00 • 0 
X-+ 00 

El método para resolver dicha indeterminación, indica que hay que 
considerar el límite anterior como el producto de dos funciones 

. d . ... o .. 00 tratando de llegar a obtener una 1n eterm1nac1on 0 o ~· para 

poder aplicar la regla de L'H~pital. 

Así pues, siguiendo dicho proceso resulta: 

lim x L 
X-+ 00 

lim 
X -t-00 

L ( + +) 
_1_ 

X 

calculando el límite de la última expresión se obtiene: 

aplicando 

lim 
x-+oo 

ahora la 

L ( 1 ++) o lim 
_1_ o 

X-+ 00 
X 

regla de L'HClpital: 

~ 1 +
1
_1 ) (- ) ) 

X lim 
X-+ (X) 

buscando el límite resulta: 

1 + _1_ 
X 

1 
-1-

lim 
X -+(X) + _1_ 

X 



de esta manera: 

lim L <P (x) 
x+ oo+ 

lim 
x+oo+ 1 + _1_ 

X 

como el límite que se busca es lim ~ (x), finalmente queda: 
x++oo 

lím <P (x) 
x + oo+ 

Ejemplo VII. 29 

Calcular: 

Solución 

Considerando a lim 
x+oo 

X 

lim f (x)g(_x) 
x+OO+ 

-x e como: 

lim <P (x) 
x+oo 

lim f(x) g(x) 
x+oo 

lim 
X +00 

tomando logaritmos: 

lim L <P (x) 
x+oo 

lim e-x L x = O • oo 
x+oo 

aplicando el método para eliminar dicha indeterminación, se tiene 
que: 

lim 
x+oo 

lim LXX = 
x+OO e 

ce 
00 

utilizando la regla de L'H8pital y calculando el limite se obtie­
ne: 

lim --...h.....!_ • lím 
x+OO X e x+OO 

así pues, se tiene que: 

finalmente: 

lim L <P (x) 
x+oo 

_1_ __ x __ 

X 
e . 

lim --1-- • - 1- • O 
x+oo x ex 00 

lim .....h.2L_ - o 
X 

X""oo e 

lim <P (x) lim f(x) g(x) lim 
x+ oo x+oo 

Ejemplo VII. 30 

Hallar: 

Solución 

Si lim <P (x) ~ lim f(x) g(x) 
x+o+ x+O+ 

lim_+x sen x ., oo 
x+O 

tomando logaritmos: 

L xsen x = sen x L x ~ lim L x sen x 
x+o+ 

lim L <P (x) 
x+O+ 

lim L x 
x+ o+ l .. -

senx 

lim sen x L x 
x+o+ 
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aplicando la regla de L'P.opital: 

lim L <P (x) = lirn 
x+o+ x+o+ 

1 
X 

- COS X 

sen2 x-

aplicando nuevamente la regla: 

li.-n lim 
2 

- lirn 
x+o+ 

sen
2 

x = _Q__ 
X COS X 

sen x COS X 2 (o ) L <j> (x) 
x+o+ x+o+ COS X - x sen x 1 - o 

luego : 

lim cp ( x) lim X 
sen x o 

e 
x+o+ x+ o+ 

VII.5.3 INTEGRALES IMPROPIAS 

Sea una función f continua en un ci erto intervalo [a, CXJ), siempre 
positi va y que cumpla el sigui ente limite. (Véase figura VII. 35). 

y 

o 

lim f(x) 
x+CXJ 

o 

Figura VII. 35 

X 

o 

Si 
tre 

u > a, donde u, a E Df, entonces el área 
a y u es t á dada por la expresión: 

• u 

fa f(x) dx 

A(u) bajo la curva e~ 

Si en esta expresión lirn A(u) existe; entonces el límite puede ser 
u+ CXl 

interpretado como el área de la región limitada baj o la curva y = f(x), 

sobre el eje x y hacia ia derecha de x = a. ,El símbolo ~~ f(x) dx 

se usa para denotar este valor. 

Más generalmente, si se tiene una función f, continua en el intervalo 
[a, oo), entonces por definición: 

¡C f(x) dx = lim 
u+CXJ 

u 

J a f(x) dx 

sí el límite existe. 

De manera similar, si f es continua en el intervalo ( - CXJ , a], se 
define entonces: 

a a 

f f(x) dx = lim f f(x) dx 
-oo u+-oo u 

Si f(x) ;:: o para toda x, entonces esta expresión puede ser tomada 
como el área bajo la curva, sobre el eje x y a la izquierda de 
x = a. 

Estas expresiones son llamadas integ~e6 ~~ap~. La diferencia 
de estas integrales con las integrales definidas se debe a que uno de 
los límites de integración no es un número real. Estas integrales se 
dice que convvz.ge.n cuando u+ oo ó u+- oo, el límite del l ado dere­
cho de la ecuación existe. De otro modo, se dice que la integral di­
vvz.ge. Las integrales impropias también se presentan con dos límites 
infinitos de integración. Específicamente, si f es continua para 
toda x y a es cualquier número real, entonces por definición: 

¡_: f(x) dx 

CXl 

J a f(x) dx + J f(x) dx 
-CXJ a 



si las dos integrales laterales convergen . Si una de ellas diverge, 
entonces J:"" f(x) dx se dice que diverge. Se puede probar que esta 

última expresión es independiente del valor real de a. También se 
puede probar que J :"" f(x) dx 

que lim J ~u f (x) dx 
u+co 

Ejemplo VII. 31 

no es necesariamente lo mismo 

Determinar si las siguientes integrales impropi as convergen o di 
ver gen. 

a) {crJ 1 d 
Jz (x- 1)2 x 

b) -- dx i(X) 1 

2 X- 1 

Solución 

dx lim J u --
1
--- dx 

u+crJ 2. (x - 1)"-

lim 
u+crJ 

lim 
u+crJ 

[ 
- 1 ]u 
~2. 

( 
- 1 1 ) ---+ ---
u-1 2-l 

por lo tanto la integral converge y t iene el valor de l . 

b) 
/

(X) 1 
---- dx 

2. X - l 
1 dY. 
~ 

lim /u 
u+crJ 2. 

y 

o 
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lim [ ln (x- 1) J; 
u+crJ 

lim (ln (u- 1)- ln (2- 1)) (X) 

u+crJ 

por lo que la integral diverge. 

Las gráficas de las dos funciones se muestran a continuación. Véan 
se figuras VII.36 y VII.36 . 1. 

y 

1 
y= (x-lt 

2 X o 

Figura VII. 36 Figura VII. 36 .1 

Nótese que así como las dos gráficas tienen la mi::aaa forma gen~ 
ral para x > 2, se le asigna un área a la región bajo la curva en 
(VII.36), lo que no resulta verdadero para la curva en (VII . 36.1). 

Ejemplo VII. 32. 

Asignar un área a la región que queda comprendida bajo la curva 

y = ex, sobre el eje x y a la izquierda de x = l. 

X 
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Solución 

Esta región, limitada por y= ex, y =O, x = 1 y x = u, 
donde u< 1 se muestra en la siguiente gráfica. Figura VII.37. 

y 

o X 

Figura VII. 37 

De acuerdo a lo anterior, el área deseada esta dada por: 

Ejemplo • VII. 33 

Calcular: 

[ 

¡1 
lim e xJ 
u+ -oo u 

lim (e - e u)= e.- O = e 
u+-oo 

L: _1_+_l_x_
2

_ dx 

y trazar la gráfica de f(x) = ----1---- e interpretar la integral e~ 
1 + x2 

mo un área, 

Solución 

Utilizando la integral impropia con a = O 

---- dx f 
00 1 

-ro 1 + x2 

__ 1_ 

1 + x 2 dx + 1: 

J
o 1 

lim -----
2 

dx + 
u .... -oo u 1 + x 

/

V 
lim 
v-+-00 o 

1 
1 + x2. dx 

lim [ang tan x] 0 

+ lim [ ang tang x Jv 
u-+-.:P u v-+oo o 

1f 1f 
-2- + 2 1f 

dx 

Consecuentemente, la integral impropia dada converge y tiene el v~ 
lor de 1r. La gráfica se muestra a continuación. Figura VII.38. 

-2 o 2 X 

Figura VII. 38 



Puede suceder también, que el intervalo de integración sea de longitud 
finita, pero que la función f a integrar no sea acotada en algún punto 
del intervalo de integración. Por ejemplo la integral: 

dx 

no está definida porque: 

+ 00 cuando X + 

Como esta función no está definida para valores de x menores que 1, que 
da sobreentendido que la anterior expresión x + 1 significa que x tiende 
a 1 tomando valores mayores que 1. Con más precisión se puede escribir 
x + i+. Se puede entonces usar el criterio de la integral impropia co­
mo: 

13 ._.;;;..__ 

1 ¡-;-:---¡ 
dx lim /

3 

u+¡+ u 
dx 

lim [ 2 rx-:-T J 3 

u+¡+ 
u 

lim (2 12 - 2 ru-:1) 
u+¡+ 

por lo que la integral converge y tiene como valor a 2 12 . 

También se puede presentar el caso de que la función por integrar sea 
discontinua para alguno de los límites de integración, y en este casose 
puede utilizar de igual manera el límite que da la integral impropia . 

Ejemplo VII.34 

Determinar si 

tivo, hallar su .valor. 

Solución 
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dx es convergente y en caso afirm_! 
(3 - x)2./a 

lim 
u+ 3 /o

u -r::-.;;dx~...,..,. 
(3 - x) 2.} 3 · 

.. lim [ - 3 V 3 - X J 
u+ 3 

= lim 
u+ 3 

(-3 ~3-u 

u 

o 

+ 

por lo que la integral converge y tiene como valor a 3 ·!r"3 
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CAPITULO VI 11 METOOOS DE INTEGRACION Y JIPLICACIONES 

INTRODUCCION 

En el capítulo VI se trataron los aspectos teóricos que fundamentan 
el estudio de la integral definida y de la integral indefinida . Tam­
bién se comenzó el estudio de algunos procesos de integración tales co 
mo las integrales llamadas inmediatas, así como aquellas que se trans~ 
forman en inmediatas completando l a diferencial. Una de las primeras 

n+l 
fórmulas que se ven es f un du = un+l ; n ~- 1. Aquí se observa que 
al no poder tomar n el valor de -1 se manifiesta una interrogante en 
la expresión. Este problema queda resuelto en el capítu lo VII, donde 
se define la fórmula f du = Lu +e que da lugar a la función lega-

u 
ritmo natural. Asimismo se vio la función exponencial, las funciones 
hiperbólicas y sus respectivas formas de derivación e i ntegración . 

En el capitulo VIII, se presentarán algunos de los diferentes proce­
sos y métodos de integración que existen Y. se estudiarán diversas a­
plicaciones de la integral definida. Finalmente se hará una breve in 
traducción al estudio de las ecuaciones diferenciales, haciendo ver­
cómo interviene la integral definida en la solución de ellas. Dado 
el alcance del curso únicamente se tratarán aquí aquellas ecuaciones 
diferenciales cuyas variables se pueden separar, dando origen al méto 
do conocido como separación de variables. -

\f iii.l CX ~J FI DE VARIJ'.BLE Y CA~B IO DE LHHTES Ell LA IIHEGR/\L DEFI NIDA 

VIII.l . l INTEGRACION CON FUNCIONES LOGARITMICAS Y DE ALGUNAS EXPRESIONES 
TRIGONOMETRICAS 

Antes de tratar la integración por cambio de variable es conveniente es 
tablecer algunas fórmulas de integración inmediata que involucran funciQ 
nes logar~tmica s . 

En el capítulo anterior se presentó la fórmula: 

I du 
~ = Lu +e 

Ahora bien , la integral : f tan u du se resuelve fácilmente teniendo en 
cuenta que: 

tan u = sen u 
cos u 

1 tan u du = J sen u du = _ !- sen u du 
cos u cos u 

~ 

si se efectúa la siguiente sustitución : 

V = COS U 

dv = - sen u du 

-1 ~V = - 1 v + C = - 1 e os u + C = I 

y, po r las propiedades de los logaritmos : 

I = L(cos u)-1 + C = L sec u + C 

---------------------- -----



Esto es: 

1 tan u du = L see u + C 

en forma semejante, dado que: 

se tiene: 

o sea:· 

eos u eot u=--­
sen u 

1 eot u du =feos u du = 1 d sen u = L .sen u + e 
sen u sen u 

J eot u du = L sen u + e 

••• (1) 

... (2) 

Para resolver f see u du se puede multiplicar y dividir por el binomio 
see u + tan u: 

queda: 

1 see u du = 1 see u(see u + tan u) du 
see u + tan u 

f (see 2 u + see u tan u) du 
see u + tan u 

L(see u + tan u) + e 

1 d(see u + tan u) 
see u + tan u 

I see u du = L(see u + tan u) +e (3) 

multiplicando y dividiendo por ese u- eot u se puede resolver: 

por lo cual: 

f ese u( ese u - eot u) du 
.fese u du = ese u- eot u 

= ¡ (.ese 2 u - ese u eot u) du 
ese u - eot u 

1 d(ese u - eot u) 
ese u - eot u L(ese u - eot u) + e 

1 J ese u du = L (es e u - eot u) + C 
... (4) 

Se presentan a continuación algunos ejemplos relativos a las fórmulas 
vistas, en los que se puede ·observar cómo se comrleta la diferencial. 

Ejemplo VIII. 1 

J tan(2x + 1) dx = t .f tan(2x + 1) 2dx = 

Ejemplo VIII. 2 

= l L see(2x + 1) + e 
2 

.f x 2 eot x 3 dx = 1 .f cot x 3 (3x 2
) dx 

Ejemplo VIII.3 

= l L sen x 3 + e 
3 

- see- dx 1 1 . 1 
x2· x f see l (- _l_) dx 

· x x2 

- L (se e _!_ + tan _!_) + e 
. X X 

Ejemplo VIII. 4 

1 3x dx ¡ 2 3 1 2 sen x 2 = 3 x ese x dx = 2 ese x (2x) dx 
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La integral: J~ en que a es constante o independiente de u se 
u - a 

resuelve usando la identidad: 

esto es : 

/ 

__ d_u __ _l_ 
1 u 2 - a 2 - 2a ... (S) 
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ahora bien, por medio de la identidad: 

se resuelve la integral: 

1 du 1 (/ du 
a2 - u2 = 2a a + u - /~) = 

a - u 

= 
2
1a lr.(a + u) - L(a - u0 + e = __!__ L ~~ + e L ~ 2a a - u 

o sea: 

/
_d_u __ _L 1 a+EI 
a2 - u 2 - 2a a - u • • • (6) 

Ejemplo VIII. 5 
' dx ¡ dx 1 ¡ 2dx 

}4x2-zs= (2x)2_sz=2 (2x)z-sz 

Donde: 
u = 2x, du = 2dx y D. = 5 , 

/ 
___ dx __ = _!. _1_ L 2x - 5 + e = __!__ L 2x - 5 + e 
4x2 - 25 2 2(5) 2x + 5 20 2x + 5 

Ejemplo VIII. 6 

1 dx 1 
~=/3 1 /3 dx 

22 - (/3 x)2 

Donde: 

a = 2, u = /3 x y du = /3 dx, 

así que: 

/~ = __!__ _1_ L 2 + 13 X-+ e., _1_ L 2 + 13 X+ e 
4 - Jx 2 /3 2 (2) 2 - /3 X 4 /J 2 - /3 X 

Recordando una propiedad de las proporciones: 

sea: 

luego: 

a= bk y e = dk 

entonces: 

a + e = bk + dk = (b + d)k 

despejando k: 

por lo cual: 

k=~ 
b + d 

~=_!!=~=k 
b + d b d 

esta expresión permite la solución de la integral: 

1 du 
lu 2 ± a 2 

haciendo: 

al elevar al cuadrado queda: 

diferenciando ambos miembros de esta igualdad queda: 

de donde: 

por (A) y (B): 

du du + dz d (u + z) 
-=~ u+z 

según esto: 

• • • (A) 

•.. (B) 

/ 
__ d_u_ = 1 du = 1 d (u + z) = L (u + z) + e 
~ z u+z 

sustituyendo el valor de z queda: 

1 f du - L (u + /u2 ± a 2) + e 17"±7- ••• (7) 

Ejemplo VIII. 7 

/
• 2 dx 2 ¡ 3 dx 
· ~"' 3 1(3x)2 _ 42 

Siendo: 

u= 3x, a = 4 y du = 3 dx, 



entonces: 1 2 dx = ! L (3x + l9x2 - 16 ) + e 
~3 

Las integrales: 
dx (e) 

+ bx +e 

1 dx 
/ax 2 + bx + e 

(D) 

se resuelven completando un trinomio cuadrado perfecto, transformación 
que conduce a la aplicación de las fórmulas (VI.49), (VIII.5) ó (VIII.6) 
en el caso de la integral (C) y (VI.48) ó (VIII.7) si se trata de la 
integral (D). 

Ejemplo VIII. 8 

1 dx 1 dx 1 dx 
x2 8x + 25 = x 2 - 8x + 16 + 9 = (x- 4)2 + 32 

Aplicando (VI.49) resulta: 

dx 1 x-4 
8x + 25 = 3 ang tan ---3--- + e 

Ejemplo VIII.9 

3 dx 
6x + 5 1 3 dx 

= . -x-;;-2 --:6:_x..::+:::......:9:----;-4 1 dx 
3 (x - 3) 2 - 22 

Usando (5) queda: 

1 3 dx 3 x - 3 - 2 + e = l 1 ~ + e 
x2 - 6x + 5 = 2(2) 1 

x - 3 + 2 4 x - 1 

Ejemplo VIII.10 

f · 13 dx 
1 + 3x - x2 

dx 

-(x-%f 
Aplicando aquí (6): 

1 13 dx 
1 + 3x - x 2 .= 

/13+(x-l) 

13 fíl1 
1 Lb ( ; ) + e = 

2 2 ) 2 - X - 2 

lf3 L /13 + 2x - 3 + e 
/13- 2x + 3 

Ejemplo VIII.ll 

Resolver: 

1 dx 

12 - 3x - 4x2 

dado que: 

2 - 3x - 4x
2 

= 2 - 4 G2 
+ i x + (f)J + 4 ( íf 

=2+--4 x+-9 ( 3)2 

16 8 

aplicando la formula VI.48, se tiene: 

. ( 3) 
1 zx+a 1 8+3 

= 2 ang sen l41 · + e "~ 2 ang sen x 
141

· + e 

Ejemplo VIII.l2 

1 dx 

l3x2 + 2x + 

Aplicando (7) 

-4-

1 dx 

13 • 1x2 + 1. x + .! + .! - .! 
.... 3 9 3 9 

1 lJx2 /~X + 1 = h L (X + i + v( X +:~ r + ~ ) + el 

= _!_ L ( 3x + 1 + • / x2 + ! X + _!_ ) + el 
13 3 V 3 3 

+ e1 

= h L ( 
3
x vi 1 

+ /Jx2 + 2x + l ) - ~ L 13 + el 
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haciendo: 

queda: 

C = - _!_ L 13 + C¡ 
13 

1 dx - _!_ L ( 3x + 1 + /3x2 + 2x + 1 ) + C 
13x2 + 2x + 1 - 13 13 

Para resolver integrales de los tipos: 

1 (Ax + B) dx 
ax2 + bx + e 

1 (Ax + B) dx 

laxz + bx + e 

se pueden resolver haciendo uso de la identidad: 

A ( Ab) Ax + B = 2a (2ax + b) + B - Za 

(E) 

• • • (F) 

que permite descomponer la integral en dos integrales, una inmediata 
y la otra del tipo (C) si se trata de (E) o la otra del tipo (D) si 
se trata de (F). 

Ejemplo VIII.13 

Solución 

Como: 

1 (2x + S) dx 
x2. + 2x + S 

2 
2x + S = 2 (2x + 2) + (S - 2) = (2x + 2) + 3 

1 (2x + S) dx ~ 1 (2x + 2) dx + 3 1 dx 
x2 + 2x + S x2. + 2x + S x2 + 2x + S 

1 d (x2 + 2x + S) 
x2 + 2x + S 1 dx 

+ 3 x2. + 2x + 1 + 4 

L (x
2 

+ 2x + S) + 3 1 (x + 1)2 + 22 = 

3 X+ 1 
L ( x2 + 2x + S) + 2 ang tan -

2
--- + C 

Ejemplo VIII.14 

1 xdx 

127 + 6x - x-2 

donde: 

Ax+B=x:::::? A=l, B O 

Solución 

x = _!_ (-2x + 6) + (0 + 3) 
-2 

1 xdx 1 (-2x + 6) dx + 3 1 dx 
127 + 6x - x2 = - 2 127 + 6x - x 2 127 + 6x - x 2 

_ J ~ h 7 + 6x - x
2 + 3 / dx 

127 + 6x - x2. /-(x2 - 6x + 9) + 27 + 9 

- 12 7 + 6x - x 2 + 3 /-;;';F"'="d;;;xF=::7=::= 
{62 - (x-3) 2. 

- 127 + 6x - x 2 3 X- 3 
+ 2 ang sen -

6
- + C 

INTEGRACION DE ALGUNAS EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS 

Sea la integral del tipo: 

Se tienen tres casos: 

Caso 1. m es entero positivo impar, n es cualquier namero (pue-
) 

~ m- 1 de ser inclusive n = o . m- 1 sera par y - 2--- será entero. 

Se toma el factor sen u para formar d cos u= - sen u du y la poten­
cia que queda de sen u se expresa en términos de cos u empleando la i 
dentidad sen2u = 1 - cos 2u y se desarrolla para tener una suma de po~ 
tencias de cos u multiplicadas por d cos u . 

Ejemplo VIII. 1S 

J (1 - cos 2x) cos- 2x (- sen x) dx = 

cos- 1 x J (cos-2x - 1) d cos x = - -_-
1

- + J d cos x = 

= -
1
--- + COS X + C sec X + COS X + C 

COS X 



Caso 2. n es entero positivo impar, m puede ser cualquiera (ce­
ro inclusive). n- será par y n; 1 será entero. 

Se toma el factor eos u para formar d sen u = eos u du, la potencia res 
tante de eos u se escribe en términos de sen u por medio de la identidad: 
eos 2 u = 1- sen2 u. Desarrollando se tiene una suma de potencias desenu 
multiplicadas por d sen u. 

Ejemplo VIII.16 

/~= 1 4 ~ eos ~ sen-1 12 ~ e os ~ d ~ = 

J'(eos 2 ~) 2 sen-1 12 ~ d sen~= _((1- sen2 ~) 2 sen-1 / 2 ~ dsen ~= 

J (1 - 2sen2 ~ + sen4 ~) sen-1 
/
2 ~ d sen ~ = 

J (sen-1 12 ~ - 2 sen 3/
2 ~ + sen 7

/
2 <P) d sen <P = 

., sen 1 / 2 p _ sen 5 / 2 p sen9 / 2 p 
1 2 S + 9 +C= 
2 2 2 

Caso 3. Tanto m como n son enteros positivos pares o cero. 

Se disminuye el grado del integrando usando las fórmulas del ángulo 
mitad: 

sen2u = -=1~-....,e~o:.:s:.....::2..::u 
2 

Ejemplo VIII.17 

1 + eos 2u 
2 

sen 2u sen u eos u = --2-

J sen2x eos2x dx = 1 sen
2 

2x dx = _!. 1 (1 - eos 4x) dx 
4 4 2 

1 f dx - _!. _!. f eos 4x 4dx = _!. X - _..!_ eos 4x + e = 8 8 4 8 32 

Ejemplo VIII. 18 

J sen 4 38 de 1 (1 - e os 
2 

68) 2 de 

267 

= t / (1 - 2eos 6e + eos 2 6e) de = 

= .!. /de - _L /eos 6e 6de +.!. J (1 + eos 12e) de 
4 12 4 2 

= i - ...!... sen 68 + .!. /de + .!. ...!... feos 128 12 de 4 12 8 8 12 

38 1 1 = 8 - 12 sen 68 + 96 sen 128 + e 

Integración de potencias de exponente entero de tangente y cotangente: 

J tann u du y J eotn u du 

Considérese primero que n es positivo. 

Como tan2u = see2u- 1, se tiene: 

/tannu du = /tann-2.u tan2u du = !tann- 2u (see2u - 1) du = 

Este procedimiento de reducción del grado de tan.u, aplicado un núme­
ro conveniente de veces conduce a obtener una suma de fracciones más 
J du = u + e si n es par o bien J tan u du = L see u + e cuando n es 
impar. 

Dado que eot 2u = ese 2u- 1, un proceso semejante permite obtene~: 

que conduce a la obtención de una suma de fracciones menos f du = u+e 
si n es par, o menos J eot u du = L sen u+ e si n es impar. 

Cuando n sea negativo, -n será positivo y como tannu = eot-nu y 
eotn u = tan-n u, e 1 uso de estas i den ti da des permite 1 a apl icaci 6n de 
los mismos procesos anteriores. 

Ejer .. plo VIII.l9 

Jtan 4 x dx = ta~
3

x-



268 

tan 3x 
= --

3
- - tan x + J dx = 

tan 3x = -
3
- - tan X + X + e 

Ejemplo VIII. 20 

_as integrales: 

ftan- 5 cj> d4 = Jcot 5
<P dcj> = 

cot 4 p 
4 J cot 3.p d<j> 

- co~4<1> + co~2<1> + J cotcp dlj> 

- cot
4
p + ~ + L sen.~. + e 

4 2 '!' 

Jsecnu du y J es en u du 

se resuelven fácilmente si n es entero positivo par, ya que el empleo 
de las identidades: 

permite transformarlas como sigue: 
n-2 

J se en u du = J secn- 2 u sec2 u du = J (sec 2 u) --:r- sec2 u du = 

n-2 
J (tan2 u + 1)---:r- d tan u 

~2 ~2 

fcscnu du = j(csc2 u)--:r- csc 2 u du = -J(cot 2 u + o-rc-csc2 u) du 

n-2 
- J (cot 2 u + 1)---:r- d cot u 

desarrollando en ambos casos, la solución es obvia. 

Ejemplo VIII.21 

= ! tan 3 x + tan X + e 
3 

Ejemplo VIII.22 

1 S 2 3 - 5 cot v - 3 cot v - cot v + e 

Las integrales: 

J secm u tann u du y 

se pueden resolver según los casos siguientes: 

Caso 1. m es entero positivo par y n puede ser cualquier número . 

a) J secm u tann u 

= 1 (sec2 u)~ 

tann u d tan u 

Desarrollando se tiene en el integrando una suma de potencias de tan u 
multiplicadas por d tan u cuya integración es inmediata. 

b) J cscm u cotn u du = f cscm-
2 

u cotn 'J. csc 2 u du = 

Ei integrando de esta integral resulta una suma de potencias de cot u 
multiplicadas por d cot u. 

Ejemplo VIII. 23 

J (tan2x + 1) tan-1/ 2 x d tan x = J (tan 3/
2 x + tan- 112 x) d tan x= 

= 1 tan 5 12 x + 2tan1 12 x +e 
5 



Ejemplo VIII. 24 

JVcot 2cj> ese 6 2 ,; d ~ = f:ct1 1 3 2cj> (ese 2 2t) 2 ese 2 2cj> dcj> 

f eot1 1 3 2 cj> (eot 2 2cj> + 1) 2 ese 2 2cj> dcj> = 

--} J (c.ot13
/

3 2cj> + 2c.ot 7
/

3 2cj> + cot 1
/

3 2cj>)' d cot 2cj> = 

- _1_ (2 eot 1 G/ 3 2cj> + 2 ( 3) eot 1 o/ 3 2cj> + l eot 4 / 3 2ct-) +e 
2 16 10 4 

1 Caso 2. n es entero positi vo impar y m P,uede ser cualquier número. 

a) /r;;eem u tann u du = / seem- 1 u tann-1 u see u tan u du 

n-1 
(tan 2 u)-z- sec u tan u du m 

1 
n-1 

= secm-l u (sec 2 u - 1)_2_ d sec u 

Se desarrolla para obtener por descomposición una suma de integrales 
inmediatas. 

b) /ese m u eotn u du = / csem- 1 u eotn- 1 u ese u cot u du 

= - J esem- 1 u (cot 2u)~ (- ese u eot u) du = 

·U'"-' u ("''u - 1) '9- d ese u 1 

Al desarrollar resulta una suma de integrales de potencias de ese u 
multiplicadas por d ese u. 

Ejemplo VIII. 25 

= f see2 x (see2x - 1) d see x 

1 5 3 
= 5 see x - - see x + e 

Ejemplo VIII. 26 

/
ese rx dx = feot2 rx ese rx rx tan 3 rx eot rx dx = rx 

2 1 ( ese 2 rx - 1) (-ese rx eot rx) dx 2 rx = 

- 2 1 (es e 2 rx - 1) d ese rx = - 3 ese 3 rx + 2 ese rx + e 

Solución de las integ ral es : 

J s en ·mu cos nu du 

J cos mu eos nu du 

J sen mu sen nu du 

Las identidades trigonométricas de seno y coseno de la suma y de la 
diferenci a de dos ángul os pueden escribirse como sigue: 

sen (m+ n) u = sen m u e os nu + sen nu eos nu (G) 

sen (m - n) u= sen m u e os nu- sen nu eos nu (H) 

eos (m+ n ) u = cos m u eos nu - sen mu sen nu (t) 

cos (m- n) u= e os m u e os nu + sen mu sen n·~ (J) 

Sumando miembro a miembro (G) y (H) y despejando sen mu eos nu se ob­
tiene: 

sen mu cos nu = t ~en (m+ n) u+ sen (m- n) ~ , por lo cual: 

j sen mu eos nu du = -} [/sen (m + n) u du + 1 sen (m - n) u dj 
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= -} ~ ! n / sen (m + n) u (m + n) du + m ~ n j sen (m - n) u (m - n) dj 

,. __ 
2
1 !Sos (m + n ) u 

[ m+n 

esto es: 

..::e:.::O~S___::.(m:::_-__;n::,)r..._:~ + e 
m- n J 

/sen mu cos nu du = - -} 
(m + n) u 
m+ n 

cos (m - n) ~ +e 
m- n J 
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Sumando miembro a miembro (I) y (J) y despejando cos mu cos nu: 

cos mu cos nu = t Gos (m + n) u + cos (m ~ n) u J 
entonces: 

feos mu cos nu du = t [/cos(m + n) udu + /cos(m- n) u d~ = 

= t ~ ~ n /cos (m + n) u (m + n) u du + m ~ n feos (m - n) u (m - n) d~ = 

1 G:en (m + n) u + sen (m - n) ~ + e' 
=2[ m+n m-n J o sea: 

l eos mu cos nu du = .!. !§en (m + n) u + sen (m - n) uj' + C 
2[ m+n m-n 

Restando (I) de (J) miembro a miembro y despejando sen mu sen nu se 
obtiene: 

1 r: -, 
s en mu sen n u = 2 Los (m - n ) u - cos (m + n) ~ 

por lo que: 

/sen mu sen nu du = i [feos (m - n) u du -/ces (m+ n) u du] = 

1[ l 1 1 1 1 = 2~ cos(r.~ - n) u (m - n) du- m+ n cos(m + n ) u (m+ n) duj = 

que puede escribirse: 

sen (m + n) 
m+ n ~+e 

r 1 G>en (m + n) u 
¡sen musen nu d~ =- 2 L m+ n 

Ejemplo VIII.27 

1 l ~os ( 4 + 3) x 
sen 4x ces 3x clx = - 2 [ 4 + 3 

sen (m - n) u] + e 
m - n 

e os (4 - 3) x] + e = 
4 - 3 

1 ( cos
7 

7x _ ) - 2 ces x + C 

_ ces 7x + ces x + e 
14 2 

Ejemplo VIII. 28 

1 dx = .!_ { sen 8x + sen 2x ) + C cos Sx cos 3x 
2 

, 
8 2 

= sen 8x + sen 2x + C 
16 4 

Ej emp 1 u VIII. 29 

J s en 3.P sen 2,P d,P = - t { se~ 5 <1> - sen cp ) + e 

= sen cp _ sen S<j> + e 
2 10 

VIII . 1.2 CAMBIO DE VARIABLE Y CAMBIO DE LIMITES EN LA INTEGRAL DEFINIDA 

Con anterioridad se vio que toda función conti r ua en un intervalo ce­
rrado puede ser integrada . Esto tiene gran importancia desde el punto 
de vista teórico, pero no da ningún l i neamiento o indicación acerca de 
la forma en que puede calcularse la i ntegral . 

Se sabe por ejemplo que : 

un+l 
du = n+ 1 + e, n " - 1 

pero la integral : 

/( 3x - 2) 3 dx 

no ti ene ~:- xact<Hilen te l a misma forma . 

Si se hace u= 3x- 2 , du = 3dx, l a integral se transforma en: 

-
3
1 fu 3 du = _.!__ u 4 + e = _.!__ (3x - 2) 4 + 4 

12 12 

Un cambio de variable transformó la integral propuesta en otra de fa~ 
ma conocida, mi sma que se resolvió con facilidad. 

Si se trata de una integral definida que se res uel ve por cambio de va 
riable, se pueden cambiar también los l ími tes de i ntegración para ter­
mina r de calcularla sin deshacer la sustitución empleada . 



Sea la integral: 

I: u du 

si u= <P(z) es derivable, du = cp' (z) dz y si a= cp(c) y b 
da: 

b d L u du = L cp(z) cp' (z) dz 

Ejemplo VIII. 30 

Calcular : 

Solución 

Si se hace: 

u = tan x, 

Debe observarse que u(O) por lo cual: 

VIII.l. 3 METODO !JE Eri'EGRACION POR SUSTITUCION TRIGOKONETRICA 

cp(d) qu~ 

Cuando el integranu..: contiene expresiones de ia forma ~. ,ru2+i2 
o ¡u2- a2, frecuentemente es posible transformar la integral en una de 
las formas vistas anteriormente, por medio de una sustitución trigon0mé 
trica. -

Si aparece una expresión de la forma /a2- u 2 se emplea la sustitución 
u= a sen cp, por lo cual du = a cos cp d~ y * = sen cp 

El trazo de un triángulo rectángulo como el de la figura VIII.l ayuda 
a completar los datos de la sustitución. 

Como: 

resulta: 

también: 

cos cp = /a2- u2 
a 

~=acoscj> 

cp = ang sen! 

Figura VIII.! 

Ejemplo VIII.31 

Calcular: 

J~ dx 

Solución 

Se hace: 

x = 3sen <)>, ~ = sen cp 

Figura VIII. 2 

dx = 3 cos cp d<)> 

~= 3 cos 

/ 

u 
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J 19 - x 2 dx = J 3cos <P 3cos <P dcp = 

= 9 fcos 2
<P dff¡ = t j(l + cos 2ff¡) d<P 

= J.. J dcp + 2..Jcos 2<P 2d<f> = J.. q. + 2.. sen 2$ + C 
2 4 2 4 

= 2.. q, + 2.. sen q, cos q, + e = 
2 2 

9 x 9x~ 
= 2 ang sen 3 + 2 3 --3

- + C 

= t ang sen } + ~ ~ + e 

Cuando aparece luz + a 2 , se usa u = a tan <P ; du = a se e 2 
4> d4> 

; = tan 4> 

k:] u 

a 

Figura VIII. 3 

De la figura VIII.3 

lu2 + a2 = a sec 4> 

lu2 + a 2 
<P = ang sec _;_:;.._a_:_~ 

Ejemplo VIII. 32 

Calcular: 

1 dx 
-x--./4=x=2==+=9 

Solución 

Ahora, haciendo 2x = u, a = 3, 

3 
Figura VIII.4 

se toma: 

2x 

2x = 3 tan 

2x 3 =tan 4> 

x = l. tan <P 
2 

dx = 1 sec 2 q, dff¡; /4x2 + 9 = 3 sec q, 
2 

sustituyendo: 

l. sec2 q. dff¡ 

f dx -/2 -l~-
x/4x2 + 9 - i tan <P 3sec <P- 3 )-tan 4> -

= l j -~ = l fes e <P dt). = l L (es e <P - e o t <P) + C 
3 sen q, 3 3 · 

= l L ( /4xz + 9 - _l_ ) + e = l L ~ - 3 + e 
3 2x 2x 3 2x 

En el caso en que se presente ~. se usa la sustitución 
u = a sec q,. 

De donde: 

; = sec q., 

du = a sec q, tan 4> dcp 

a 
Figura VIII. 5 

De la figura VIII.S 

~=atan4> 

~ 
4> = ang tan ......:;._a__::'-

Ejemplo VIII. 33 

Calcular: 

f
6 ¡;z--:g 
--- dx 

3 X 



haciendo: 

para: 

para: 

luego: 

x = 3 sec ~. } = sec ~. dx = 3sec ~ tan ~ d~ 

~= 3tan cp 

~~ 
3 

Figura VIII. 6 

x = 3, sec ~ = 1 y cf¡¡ O 

x = 6, sec cp = 2 y cflz =} 

J
6 rxz-:-9 
--- dx = 

3 X 

7T 

~ 3 sec cp tan cp dcf¡ = 
3 sec cp 

3 Gan ~ - ~! = 3( tan ~ - ~ ) 

Vlll.2 INTEGRACION POR PARTES, INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIQ 
NES RACIONALES, USO DE TABLAS 

VIII.2.1 INTF.CHf.C IOt; POR PAI\.1'ES 

Sean u y v dos funciones de la misma variable independiente. Al dife­
renciar el producto de ellas se obtiene: 

d(u v) = udv + v¿u 

donde al despejar udv queda: 

udv = d(uv) - vdu 

integrando en ambos lados de (K) se tiene: 

f udv = J d(uv) - J vdu 

como: 

f d < uv) = uv + e 
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... (K) 

.. • (L) 

.. • (M) 

Se puede sustituir (M) en (L) y considerar que la constante de integra 
ción de (M) queda incorporada a la constante arbitraria de la última i~ 
tegral de (L), quedando: 

1 f Jdv = uv - f vdu 1 . . . . . . . . . . . . . (8) 

La aplicación de esta fórmula constituye el método de integración por 
partes en el cual se consideran en la integral por resolver los facto­
res u y dv . 

Diferenciando u se obtiene du y dv debe poderse integrar fácilmente 
para obtener v. Si la integral del segundo miembro de la fórmula es 
más simple que la propuesta, el método se habrá aplicado ventajosamen-
~. . 

En los siguientes ejemplos se ilustra la aplicación de este ;¡¡étodo. 

Ejemplo VIII. 34 

Calcular: 

J x sen x dx 

Solución 

Sea: 

u = x y dv = sen x dx 

entonces: 

du = dx y v = - cos x 

así: 

f x sen x dx = - x cos x + f cos x dx x cos x + sen x + e 

Encontrar: 

/Lx dx 
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Solución 

La única posibilidad de aplicación del método es hacer: 

por lo cual: 

[Lx dx 

Ejemplo VIII. 36 

Resolver: 

Solución 

Tomando: 

se tiene: 

u = Lx y dv = dx 

du = dx 
X 

y 

xLx - f x dx = 
X 

J ang tan x dx 

v = x , luego: 

xLx - X + e 

u = ang tan x, dv = dx 

dx 
du=~, V= X 

y aplicando el método: 

/
ang tan x dx = x ang tan x - ~~ = x2 + 1 

x ang tan x - t J ;~: x1 = x ang tan x - t L (x2 + 1) + e 

En algunos casos es necesario efectuar la integración por partes másde 
una vez, como se ejemplifica a continuación. 

Ejemplo VIII.37 

Encontrar: 

Solución 

Ha~iendo: 

y dv = eax dx 

se tendrá: 

1 eax 
du = 2xdx y v = eax dx = -a-

aplicando la formula de integración por partes: 

2 eax ¡ eax eax dx = x -- - -- 2xdx 
a a 

x2 eax 2 J = --- - - x eax dx 
a a 

Esta ultima integral puede resolverse aplicando nuevamente el mé­
l oc~o r~ue se esta ilustrando. 

Ahora: 

por lo que: 

así que: 

u = x, dv = eax dx, 

du dx y 
eax 

V=-­
a 

J ·x eax dx x e:x - J e:x dx = 

= xeax -
a 

= xe= _ 1 
a a2 

La integral propuesta queda: 

/x2 eax dx = x2 aeax - ~ ( x :ax - :a2x ) + e 

eax ( 2 2x 2 ) =-- X--+- +e a a a 2 

Ocasionalmente es posible hacer aparecer la integral que se está re­
solviendo, después de aplicar la fórmula de integración por partes y 
esto permite resolver dicha integral como se ejemplifica a continua-­
ción. 

Ejemplo VIII.38 

Resolver: 

Js~n2x dx por partes 

Solución 

Sea: 

u = sen x, dv = sen x dx, 



entonces: 

du = cos u du, V = - COS X, 

por lo que: 

Jsen2 x dx =- sen x cos x+ f COS
2

X dx = 

- sen x e os x+ j(l - sen 2 x) dx 

- sen x cos X+ X- J sen 2x dx 

sumando esta última integral en ambos miembros y despejando la in 
tegral propuesta: 

J sen 2x dx = - sen x e os x + x + C¡ 

.r sen 2x dx = ~- ..!_ sen X COS X + C 2 2 

aquí se considero que: 

Ejemplo VIII. 39 

Encontrar: 

Solución 

Tomando: 

J sec 3x dx 

~ "" e 
2 

u = sec x, 

du = sec x tan x dx, 

aplicando la formula: 

Jsec3 x dx se e X tan 

v = tan x 

X - J tan2x se e X 

se e X tan X - r (se¿ X - 1) 

se e X tan X - (sec 3 x dx + 

luego: 

dx = 

se e X dx = 

.1 se e X dx 

2 J sec3 x dx = sec x tan x + L (sec x + tan x) + C¡ 

quedando: 

/sec 3x dx = t sec X tan X+ t L (sec X+ tan x) + C 
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II.2. 2 I NTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIONES RACIONALES 

Si p y Q son f unciones polinómicas, siempre es teóricamente posibler~ 
solver las integrales de la forma: 

fP(x) dx 
Q(x) 

en la pr§ctfca, la obtención de dichas integrales depende de que sea 
posible factorizar el denominador g<x). 
A continuación se enuncian, sin demostrarlos, tres teoremas de álge­

bra que son necesarios para desarrollar el método de integración que 
nos ocupa. 

TEOREr~A VII I.l 

Si P(x) y Q(x) son polinomios. 

P(x) = G(x) + R(x) 
Q(x) Q(x) 

en donde G(x) y R(x) son polinomios en que el grado de R(x) es menr~que 
el de Q(x). 

Evidentemente G(x) será distinto de cero si el grado de P(x) es mayor 
o igual que el grado de Q(x), y efectuando la división se obtiene el cQ_ 
ciente G(x) y el residuo R(x). 

TEOREf·1f, VP I. 2 

Todo polinomio Q(x) se puede expresar como un producto , cada uno de 
cuyos facto res es lineal de la forma ax + b, e es cuadrático de la fo~ 
ma ax2 + bx +e, donde b 2 

- 4ac < O. 

Los factores de segundo grado de la forma ax2 + bx + e que no pueden 
factorizarse en dos factores lineales, se caracterizan por el hecho 
de que b 2 - 4ac es negativo. 

TEORn~¡; VII l. 3 

Si ~(x) y Q(x) son polinomios en que el grado de R(x) es menor que el 
de Q(x), ent onces el cociente de R(x) entre Q(x) se puede expresar como 
una suma S(x) de fracciones de las formas: 

A A Ax+B Ac+B 
ax + b ' (ax + b)n • ax2 + bx + e ' (ax2 + bx + c)n 

Se distinguen los cuatro casos sigu~entes : 

Caso l . A cada factor lineal ax + b que aparezca una sola vez 
en la factorización de Q(x), le corresponde un término de la fo~ 

A ma ax + b en la suma S(x). 
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Caso 2. Para cada factor lineal ax + b que aparezca repetido n 
veces al factorizar Q(x), habrl en S(x) una suma den tirminos. 

_A_¡_ + Az + A 3 + 
ax + b ( ax + b) 2 ( ax + b ) 3 · · · + (áx + b)n 

A 

Caso 3. A cada factor cuadrático ax2 + bx + e; (b 2 - 4ac < O) 
que aparezca sin repetirse al factorizar Q(x), le corresponde en 
la suma s(x) un término de la forma: 

Ax + B 
ax 2 + bx + e 

Caso 4. Para cada factor cuadrático ax2 + bx + e que aparezca 
en la factorizaci6n de Q(x) repetido n veces, habrá en S(x) una 
suma den términos: 

A¡x + B¡ + Azx + B2 Aux + Bn 
ax2 + bx + e (ax2 + bx + c)2 + · · · + (ax2 + bx + c)n 

Considerando todo lo anterior se deduce que el cálculo de integrales 
de funciones racionales: 

/

P(x) d 
Q(x) x 

se puede hacer a través de integrales de las formas: 

Jc(x) dx, en que G(x) es un polinomio 

fax ~ b dx ' f ( ax ! b) n dx' f ax~ + ~x ! e dx 

f Ax + B d en donde b 2 - 4ac < O (ax2 + bx + c)n x, 

Para ilustrar este método, tur.1bién llamado integración de funciones r2_ 
cionales, se presentan algunos ejemplos. 

Ejemplo VIII. 40 

Calcular: 

Solución 

f (2x + 3) dx 
x3 + xi - 2x 

Como el grado del numerador es menor que el grado del denominador, 
no procede efectuar división alguna; más bien habrá que empezar fa~ 
torizando el denominador: 

x 3 + x 2 - 2x = x(x - 1) (x + 2) 

por lo cual: 

2x + 3 = !:_ + _B_ + _e_ 
x(x - 1) (x + 2) x x - 1 x + 2 

que es una identidad para la cual hay que determinar adecuadamente 
los valores de A, B y C. 

Dicha identidad puede escribirse: 

2x + 3 = A(x - 1) (x + 2) + Bx (x + 2) + Cx (x - 1) 

Como debe cumplirse para todo valor de x, la determinación de los 
valores de A, B y C puede llevarse a cabo dando a x valores arbitra 
ríos que se eligen convenientemente: 

Si x = 0, 2(0) + 3 A(O - 1) (O + 2) y A 3 --z 
Si X = 1, 2(1) + 3 = B(l) (1 + 2), luego B=l 

3 

Si x =- 2, 2(-2) + 3 = C(-2) (-2 -1), entonces, 1 C= - -¡; 

L a descomposición de la función racional por i::1.tegrar es por con­
s i guiente: 

2x + 3 
x 3 + x 2 - 2x 

así que.: 

f (2x + 3) d x 
x3 + x 2 - 2x 

_ _l_+ 5 
2x 3(x - 1) 6 (x + 2) 

_ l ¡dx + 2 ~~ _.!. ~~ _ 
2 x 3 x-1 6 x+2-

3 5 () 1 (' - 2 Lx + 3 L X - l - 6 L X + 2) + e 

por las propiedades de los logaritmos puede escribirse: 

f (2x + 3) dx _ (x - 1) 5 / 3 
x3 + x2 - 2x- 1 x3f2(x + 2)1/6 +e 

Ejemplo VIII.4l 

Obtener: 

Solución 

f ( x + S) dx 
x3 - 3x + 2 

El numerador es de grado menor que el grado del denomi nador. Se 
procede a factorizar el denominador: 

x 3
- 3x + 2 = (x - 1) 2 (x + 2) 



Se observa que el factor lineal x- 1 se repite dos veces, por lo 
cual la descomposición en fracciones racionales es: 

x+5 ,._A_+ 
(x- 1) 2 (x + 2) x - 1 (x 

B e 
1) 2 +x+2 

multiplicando ambos miembros por (x- 1) 2 (x + 2) queda: 

X+ 5 =A (x- 1) (x +. 2) + B (x + 2) +e (x- 1) 2 

Si X = ==7> 6 3B =9 B = 2 

Si X = -2 =9 3 9C ::::::} e 1 
=3 

Si X = o =9 5 - 2A + 2B + C =9 A 1 
- 3 

así que: 

f (x + S) dx J (x + S) dx _ 1 ¡ dx + 2 ¡ dx +.!. ~~ 
JZ3-3x+2= (x-1)2(x+2)--3 ~ (x-1)2 3 x+2 

- _!_ L (x - 1) - - 2--- + _!_ L (x + 2) + C 
3 X - 1 3 

Ejemplo VIII . 42 

Resolver: J~<~x~~--~x~3 __ -~2~1x~)~dx~ 
2x 3 x2 + 8x - 4 

Solución 

Al efectuar la división resulta: 

x~ - x 3 - 21x x 2 
- x - 21 

2x 3 - x2 + 8x - 4 2x 3 - x2 + 8x - 4 

por lo cual: 

f (x
4 

- x
3 

- 21x) dx = /x2dx +J (x
2 

- x - 21) dx 
2x~ - x 2 + 8x - 4 2x3 - x2 + 8x - 4 

La solución de la primera integral del segundo miembro es obvia. 
Para resolver la segunda, la factorizacion del denominador es: 

2x 3 - x2 + 8x- 4 = (x2 + 4)(2x- 1), por lo cual: 

x 2 
- X - 21 _ Ax + B + C 

2x 3 - x2 + 8x - 4 - 7+4 2X-.::-r 

x2 - x - 21 = (Ax + B) (2x - 1) + C(x2 + 4) 

Otro procedimiento para determinar los valores de A, B y C que ha 
cen que la igualdad anterior sea una identidad, consiste en desa-­
rrollar en el segundo miembro, agrupar los términos de acuerdo a 

/ 

las diferentes potencias de x e igualar los coeficientes de éstas 
con los correspondientes coeficientes de las mismas potencias en 
el primer miembro. En este ejemplo queda: 

x2 - X - 21 2Ax2 - Ax + 2Bx B + Cx2 + 4C 

x2 - X - 21 (2A + C) x2 + (2B A) + (4C B) 

igualando los coeficientes de x2 : 2A + e 

igualando los coeficientes de x: 2B - A 

igualando los términos indepe~dientes:: 4e - B 21 
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Al resolver el sistema formado por estas tres ecuaciones se obtie 
nen: 

A= 3, B = 1, e = - s 

por lo cual la descomposición queda : 

x2 
- X - 21 3x + 1 5 

2x3 - x2 + 8x - 4 x2 + 4 - 2x - 1 

entonces : 

1 (x2 - x - 21) dx = 1 (3x + 1) dx _ 5 1 dx 
2x 3 - x2 + 8x - 4 x2 + 4 . 2X-.::-r = 

3 J 2x d x + f ~ _ 1 J 2x d x _ 
= 2 x2 + 4 x2 + 4 2 2x - 1 -

= % L (x2 + 4) + i ang tan -i" - ~ L (2x - 1) + e1 

- L (x2 + 4) 3/2 1 X 
- (2x _ 1)5/2 + 2 ang tan 2 + C¡ 

Teniendo en cuenta este resultado en la integral propuesta se tie 
ne finalmente: 

J 
(x~ - x 3 

- 21x) dx = ~ + 
1 

(x2 + 4) 312 1 x 
2x 3 - x2 + 8x - 4 3 (2x - 1) 5/2 + 2 ang tan 2 + e 

Ejemplo VIII.43 

Calcular: 

J 
(2x 3 + 3x2 + x - 1) dx 
(x2 + 2x + 2) 2 (x + 1) 
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Solución 

No hay que dividir y el denominador ya está factorizado, así que 
la descomposición es: 

Ax + B ex+ D E 
(x2 + 2x + 2) 2 (x + 1) x2 + 2x + + (x2 + 2x + 2) 2 + ~ 

luego: 

2x 3 + 3x2 + x- 1 = (Ax + B)(x2 + 2x + 2)(x + 1)+(ex + D)(x + 1) + 

+ E (x2 + 2x + 2) 2 

cuando: 

X = - 1: 2(-1) 3 + 3(- 1) 2 -1 -1 E ( 1 - 2 + 2) 2 y E - 1 

Si X = 0 : -1 2B + D + 4E 2B + D = 3 

Si X = 1: (A+ B)(10) +(e+ D)(2) + 25E SA + SB + e + D 15 

Si X = 2: 20A + 10B + 2e + D 43 

Si X = -,2: 4A - 2B + 2e - D = -3 

Resolviendo este sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incógni 
tas se obtienen: 

A= 1, B = 3, e = - 2, D = - 3 

considerando estos valores en la descomposición e integrando: 

J(2x 3
· +x-l)dx_¡(x+3) dx f(2x+3) dx .¡ d~ 

(x2 + ix + 2) 2 (x + 1) - x2 + 2x + 2 - (x2 + 2x + 2) 2 - ~ 

A continuación se resuelve cada una de estas tres integrales. 

Para: 

1 (x + 3) dx 
x2 + 2x + 2 

se tiene: 

1 1 1 
x + 3 = 2 (2x + 2) + 3 - 2 (2) .. 2 (2x + 2) + 2 

y 

x 2 + 2x + 2 x2 + 2x + 1 + 1 (x + 1) 2 + 1 

(a) 

por lo cual: 

ahora: 

J (x + 3) dx _ 1 ¡ (2x + 2) dx ¡ dx 
x2 + 2x + 2 - 2 x2 + 2x + 2 + 2 (x + 1) 2 + 1 

= t L (x 2 + 2x + 2) + 2 ang tan (x + 1) + e 1 

1 (2x + 3) dx = ¡ (2x + 2 + 1) dx _ 
(x2 + 2x + 2)2 (x2 + 2x + 2)2 -

jcx
2 

+ 2x + 2)-2(2x + 2) dx + J (x2 + g: + 2) 2 

x2 + 2x + 2 + f (Cx + ~) 2 + 1]2 

. . . (b) 

(e) 

Esta Última integral se puede resolver por sustitución trigonomé­
trica, haciendo x + 1 = (1) tan ~ 

X+l 

Figura VIII. 7 

x = tan ~ + 1; dx = sec 2 ~ d~ 

/(x + 1) 2 + 1 = sec ~; l}x + 1) 2 + !] 2= sec"~ 

luego: 

jcos 2 ~ d~ = t jc1 + co~ 2 ~) d~ 

= ! ~ + ! sen 2~ + ez 2 4 



= ..!. <P + ..!. sen <P ces <P + C2 
2 2 

1 tan (x + 1) + ..!. x + 1 
= 2 ang 2 v'(x + 1) 2 + 1 v'(x + l)z + 1 + C2. 

1 X+ 1 
= 2 ang tan (x + 1) + 2(x2 + 2x + 2) + c2 

Teniendo en cuenta este resultado en (e), queda: 

f (2x + 3) dx 
(x 2 + 2x + 2)2 

1 X+ 1 
x2 + 2x + 2 + 2 ang tan (x + 1) + 2(lt+2x+2) + e2 

por Último se sabe que: 

f X ·~ 1 = L (x + 1) + e 3 • • . (e) 

.. . (d) 

sustituyendo en (a) los resultados obtenidos en (b), (d), (e) y 
simplificando se tiene finalmente: 

f (2x3 + 3x2 + x - 1) dx 1 3 
(x2 + 2x + Z) 2 (x + 1) = 2 L (x

2 + 2x + 2) + 2 ang tan (x + 1) + 

X+ 1 
+ 2(x2 + 2x + 2) - L (x + 1) + e 

TRES SUSTITUCIONES DE RACIONALIZACION 

Respecto a la integración de funciones irracionales, se han considera­
do anteriormente contados casos. En otros muchos se puede transformar 
la integral dada mediante una adecuada sustitución, en otra que pueda 
resolverse en alguna de las formas ya tratadas. Este procedimiento sue 
le 11 amarse: -&r;te.gM.Uón. pOIL Jta.uon.a..U.za.Uón.. -

.A continuación se presentan tres casos de integración por racionaliza­
ción. 

Caso l. Cuando el integrando contiene solamente potencias fracciona­
rias, puede transformarse en una expresión racional empleando la susti­
tución: zn = x, en que n es el mfnimo ,común mGltiplo de los denominado­
res de los exponentes de x. 

Ejemplo VIII.44 

Resolver: 

1 dx 
rx + 3rx 

Como se trata .de: 

1 dx 
xl /2 + xlf 3 

y el mínimo común múltiplo de 2 y 3 es 6, la sustitución adecuada 
es: 

por lo cual: 

entonces: 

= 6 f z 3dz 
z + 1 

efectuando la división de z 3 entre z + 1 se tiene: 

z 3 z2 - z + 1 1 Z+l= - Z+l 

por lo que: 

6 f (z 2 - z + 1) dz 6/~= z + 1 

6 L (z + 1) + e 

= 2z 3 - 3z2 + 6z - 6 L (z + 1) + C 

sustituyendo ahora z en términos de x resulta: 

1 /; !X 3/; = z/; - 3 rx + 6 
6v'x - 6L ( ~ + 1) + C 

Caso 2. Si se tienen solamente potencias fraccionarias de binomios de 
la forma ax + b, puede emplearse la sustitución: ;Zn = ax + b, donde n 
es el mínimo común múltiplo de los denominadores de los exponentes de 
ax + b. 

Ejemplo VIII . 45 

Calcular: 

Como: 

Tx+l = (x + 1) 1 fz Y. /(x + 1) 3 (x + 1)3/2 
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la sustitución conveniente es: 

así que: 

dx = 2z dz, rx+1 = z, ~=z3 

efectuando la sustitución: 

f rx+T + ~(x + 1) 3 !~ = 2 f dz 2 ang tan z +e z +z3 -~ = 

sustituyendo por Último a z en términos de .x: 

f rx+I dx~ = 2 ang tan rx+T +e 
x + 1 + (x + 1) 

Caso 3. Cuando se presenta una expres1on irracional de la forma 
la2 - x 2~ la2 + x2 ó /x2 - a2 acompañada de una potencia impar de x 
fuera del radical, la sustitución convenien~e es: 
z=~, z = /a2 + x2 z = ~ según el caso. 

Ejemplo VIII. 46 

Resolver: 

f /x2: a2 dx 

· Se adopta la sustitución: 

z = /x2 + a2 

por la que: 

y zdz xdx 

teniendo en cuenta esto se puede escribir: 

1 ~ dx = 1 /x2;,. á2 xdx = fzz22_ d:2 

z+~L~+e 
2 z + a 

=z+a'2 L~+e 
2a z +a 

al sustituir: 

z=~ 

resulta: 

f lx 2 +x a 2 
¡--;;--;---;) a dx = vx2 + a 2 + 2 L 

VIII.2.3 USO DE TABLAS DE INTEGRALES 

~-a+e 
~+a 

Los métodos y procedimientos presentados hasta aquí, son de suma impor 
tancia, ya que tienen por objeto transformar una integral dada en algu~ 
na o algunas de las integrales inmediatas elementales. 

Dichos métodos permiten calcular una gran parte de las integrales que 
se presentan comúnmente en las aplicaciones del cálculo. En la prácti 
ca, cuando un ingeniero requiera calcular una integral indefinida no­
muy simple, acudirá a consultar alguna tabla de integrales, misma que 
generalmente tendrá una gran cantidad de fórmulas de reducción y de in 
tegrales resueltas. -

Prácticamente todas las tablas de integrales están organizadas, presen 
tando en forma clasificada las integrales según su naturaleza. -

Para el uso adecuado de una tabla de integrales hay que estar familia­
rizado con los métodos de integración que se han tratado y se debe po­
ner especial atención a las restricciones deJ conjunto sobre el que es 
válido cada resultado. 

El primer paso para resolver una integral con auxilio de una tabla de 
integrales, es buscar en la tabla una fórmula por medio de la cual pue­
da resolverse la integral dada sin la necesidad de ninguna transforma­
ción. 

Muchas veces la integral que se desea calcular no aparece en la tabla 
tal y como está presentada, será entonces necesario hacer una transfor­
mación antes de poder usar la tabla • . 

En estos casos se busca una fórmula de la tabla que se asemeje a la in . 
tegral por resolver, de tal modo que la integral dada pueda transformar 
se a una expresión como la de la fórmula por un cambio sencillo de va-­
riable. 

Si no puede aplicarse ninguna fórmula de la tabla, queda aún la posibi 
lidad de emplear alguno de los métodos como el de integración por par­
tes, que conduzca a otras integrales que puedan resolverse . haciendo uso 
de la tabla. 



En muchos libros de cálculo se presentan listas de integrales que cons 
tituyen en sí, tablas de integrales más o menos numerosas y hay obras­
que de por sí son tablas de integrales. 

NOTA: Al final del capítulo se mencionan algunos libros donde 
se encuentran tablas de integrales. 

VIII.3 APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

VIII. 3. 1 CAl. CULO DE AREAS 

Area de una región en un plano. 

En el subtema VI.l.3, se definió: 

n 
¿ f(f~i) lli X 

i=l 

que es igual a la integral definida: 

b J f(x) dx 
a 

y es la medida del área de la región comprendida entre la curva de ecua 
ción y= f(x), el eje de las abscisas y las rectas x =a y x = b, sT 
f es una función continua en el intervalo cerrado lit. 8 y si f(x) ~ o 
para toda x en [it, 8. Véase figura VIII. S. 

y 

y= f( x) 

A= s: f(x)dx 

o b X 

Figura VIII. 8 
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Si f(x) < o para toda x en [a, b J, cada f(~i) es un número ne 
gativo, y se define la medida del área de la región comprendida entre 
la curva y= f(x), el eje x y las rectas x =a y x = b como: 

lim 
llt~ll +o 

~ [ - f ( ~ . >] fl. X 
i=l 1 1 

que es igual a: 

b 
- fa f(x) dx 

Ejemplo VIII. 4 7 

Obtener el área de la región comprendida entre la curva 
y = x2 

- 4_x + 1, el e)e x y las rectas x = 1 y x = 3. 

En la figura VIII.9, se ve la _gráfica de región indicada. Si en 
el intervalo [ 1, 3 J se considera una partición con celdas de 

igual amplitud, lli x = llllll, y como f(x) = x2 
- 4 x + 1 < O en 

[ 1, 3 J , cada rectángulo de la interpretación geométrica tiene de 
base llix y de altura- f(~i) =- (~I- 4~i + 1) =- ~1 + 4~i- 1, 

luego la suma de las medidas de las áreas de los n rectángulos e~ 
rrespondientes a la partición que se tome es: 

n 
¿ (- ~i + 4~i - 1) lli X 

i=l 

y 

Figura VIII.9 
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entonces la medida A del área deseada está dada por: 

A= l:i.m 

lit.ll +O 

esto es: 

n 
E 

i=l 

Ejemplo VIII. 48. 

/1
3. ( 

16 
-3-

- x 2 + 4 x - 1) dx 

unidades cuadradas) 

Encontrar el área de la región comprendida entre la curva de ecua 

el.. o~n y = x 3 - 3x2 + 2 1 -el eje x y las rectas x = - --2- y 
X = 2. 

Sea f(x) = x 3 
- 3 x 2 + 2, entonces se tiene que f(x) ?: O en el 

intervalo cerrado [- + , 1] y f(x) ::: O en el intervalo 

[ 1, 2 J como se ve en la figura VIII. 10. 

Figura VIII .10 

Hay que separar la región en dos partes. Si A¡ es el número de 

unidades cuadradas del área de la región cuando X está en el in-

tervalo [-+· 1] y A es el número de unidades cuadradas en 
2 

el área de la región cuando 
entonces: 

x pertenece al intervalo 

A 
1 f 

1 

f(x) dx = 11 

(x 3 
- 3 x2 + 2) dx 

-1/2 -1/2 

y 

-/1
2 

f(x) dx 
2 

- J 
1 

(x 3 
- 3 x2 + 2) dx 

[1, 2] , 

A= A +A es el número de unidades cuadradas del área de la re 
1 2 

gión total. 

1 

A = f (x 3 
- 3 x2 + 2) dx -

-1 /2 

A = ~4 
- x

3 + 2 x J 1 

1 
-2 

[ 

1 

J 
1 

(x 3 
- 3 x 2 + 2) dx 

...l}L + ..2__ = 215 
64 4 ---¡;¡;-

Considérese ahora la necesidad de calcular el área de una región com­
prendida entre dos curvas y dos rectas paralelas al eje de las ordena­
das. 

Sean f y g dos funciones continuas en el intervalo cerrado . ~. bl, ta 
les que f(x) ~ g(x) para toda x en~.~· Se trata de obtener el área 
de la región comprendida entre las curvas y = f(x) y y = g(x) y las 



rectas x = a y x = b, que se muestran en la figura VIII.ll. 

X 

Figura VIII.ll 

Si se toma una partición den celdas con norma llt.ll = t.ix en el in­
tervalo ~. ~ y en cada celda se escoge un punto ~i· se puede consi­
derar en cada ce 1 da un rectángulo de base lli x y a 1 tura f ( ~i) - g( ~ i). 

La suma de Riemann correspondiente a la suma de las áreas de dichos 
rectángulos es: 

n 
E [ f(h) - g(~i) ] lli X 

i=l 

Esta suma de Riemann da un valor que intuitivamente se ve que es cada 
vez más aproximado al número que representa la medida del área de la 
región, mientras mayor sea n. 

Si A es el número de unidades cuadradas del área de la región, se 
tiene: 

n 
A= lim E [ f(~i) - g(~i) ] t.ix 

llt.ll + o i=l 

Dado que f y g son continuas en ~. ~, (f - g) también es una fu.!l 
ción continua en el mismo intervalo, por lo tanto, el límite anterior 
es igual a la integral definida que aparece en la.siguiente expresión: 

b 
A= J [f(x)- g(x)] dx 

a 

Ejemplo VIII. 49. 

Encontrar el área de la región comprendida entre la curva 
y = 6 x - x2. y la recta y = x. 

Es necesario determinar los puntos de intersección de la curva y 
la recta para conocer el intervalo en el que se encuentra la re­
gión. Esto se logra como es sabido, resolviendo como simultáneas 
sus ecuaciones. 

Procediendo por igualación: 

X = 6 X - x 2 
; o x(x - 5) o 

luego: 

o' X 5 
2. 

para los cuales: 

o' 5 

Así que los puntos de intersección son: O (O., O) y P¡ (5, S). 
Ver la figura VIII. l2. 

·X 

Figura VIII .12 
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Sea f(x) = 6 x - x2
, g(x) = x, a = O, b 5. 

El área buscada estará dada por : 

J 
b 5 

A a [f(x)- g(x)] dx= J 
0 

(6x- x
2

- x) dx 

125 125 125 
-2- - -3- = -6-

125 2 
A= -

6
- u es el área deseada 

Ejemplo VIII. 50 

Calcular el área de la región limitada por la parábola y2 2x 
y la recta x - y = 4. 

Al resolver como simultáneas las ecuaciones de la parábola y la 
recta se obtienen como puntos de intersección P1 (2,- 2) y 

P
2

(8, 4). La región cuya área se va a obtener se ve en la figura 

VIII.l3, donde se observa que es necesario descomponer la región 
en dos partes: la comprendida en [o, 2] y la que se ubica en 

~.~~ya que la curva que limita a la región inferior no es la 
misma en estos dos intervalos. 

Sea A = A
1 

+ A2 , siendo A1 el área de la región en [O, 2 J 
y A

2 
la correspondiente a [ 2, 8 J . 

Figura VIII.13 

Para calcular A1 se observa que y2 = 2 x no es la regla de 
correspondencia de una función, sino que involucra dos funciones: 

y = ¡-:¡-;:- y y = - 12X. , la p::imera tiene como gráfica la parte 

de la parábola que esta arriba del eje X y a la segunda le corre~ 
ponde la parte que se encuentra debajo del eje X. 

Si se hace f 1 (x) ~ y f 2(x) ~ , la altura de 
un rectángulo tl.pico de base /:;i x en [O, 2 J viene a ser 

f 1 (~i)- f2 (~i) y su área es [f 1 (~i)- f 2 (~:¡)] /:;i x, asl. que 

la suma de Riemann en [ O, 2 J resulta: 

por lo cual según el razonamiento ya conocido se tendrá: 

2 

J: (rz-~ Al= 1 o [fl (x) - f
2 

(x) J dx = + ¡-z-;-) dx 

=/: ITX 
2 

2 1 

J ,o 

16 16 u2 2 dx = -3- (2 X) 2 =-3- ; , Al =-3-

Para calcular A2 de la ecuación de la recta, que puede escribir­
se y = x - 4, se hace g(x) = x - 4. 

Entonces según el procedimiento conocido, . el área de un rectáng~ 

lo tl.pico en [2, 8] es [f
1 

(!;i) - g(~i) J /:;p, por lo cual: 

B 

A2 =J
2 
[f1 (x)- g(x)] dx 

B J 
2 
[~ - (x- 4)] dx 

1 3 1 J 8 = 3 (2x)I- -
2
- (x- 4) 2 64 . 8 38 

=-3-- 8 - (-3-- 2 ) =-3-

38 2 
A2 = -3- u 



finalmente: 

A = A
1 

+ A = _!.§__ + _1_ª-_ = __2L = 18 
2 3 3 3 

Este mismo problema puede resolverse orientando horizontalmente 
los rectángulos cuyas áreas sumadas representan la suma de Rie­
mann. Es decir, tomando como variable de integración a "y" y co 
mo intervalo de integración a G 2, ~ • 

De la ecuación de la recta se hace f(y) = y + 4, y de la ecua-
_1._ 

cion de la parábola, g
1 

(y) - 2 , entonces como se ve en la figu-

ra VIII. 14, el área de un rectángulo típico es: 

La suma de las áreas de los n rectángulos correspondientes a 
una partición de n celdas en f:.2, ~ es: 

n 
¿ 

i=l 

por lo cual: 

n 
¿ 

i=l 

entonces: 

A = f ~ z Ú (y) - g (y[) dy 

VIII. 3. 2 

24, - 332 - (- 6 + +) 

y 

o 

¡..-f({,)-9({~ 

1 1 

1 
1 

Figura VIII.l4 

CALCULO DE LONGITUDES 
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36 
30 - -3- = 18 

X 

LONGITUD DE ARCO DE UNA CURVA PLANA.- Sea una función continua en 
el intervalo cerrado ~. ~ y su gráfica la curva de ecuación 

y= f(x) según se ve en la figura VIII.15. 

y 

y= f( x) 

----- --
b X 

Figura VIII.lS 
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La porción de curva desde el punto A(a, f(a)) al punto B(b, f(b)) se 
llama un arco. Se desea asignar un número a lo que intuitivamente se 
considera como la longitud de ese arco. 

Tómese en [a, b] una partición de n celdas por medio de los pun­
tos a=x0 ,x1,x2 , ... ,xn=b,Siendo llt~ll lanormadelared. C~ 

mo se sabe, la amplitud de la i-ésima celda de la partición es: 

ll . x 
~ 

Al trazar sobre la curva los puntos de abscisas x
0

, x
1
, x

2
, ••• , xn 

se obtienen: 

como se- muestra en 1 a figura VII 1.16. 

y 

Figura VIII.l6 

B=P• 
~---y=f(x) 

X 

Se traza la poligonal definida por los puntos P0 , P1, P
2

, ••• , 

Pi_ 1 , Pi, Pn_
1

, Pn . La longitud de esta poligonal, que es igual 
a la suma de las longitudes de sus componentes, los segmentos P~ P~, 

P1 P2 , Pi-¡ Pi , Pn_1 Pn , es un valor aproximado del 
número L que deseamos asignar a la longitud del arco AB. Dicha suma 
puede escribirse: 

IPO Pll + IPl P21 + ... 
n 

E !Pi-¡ Pi! 
i=1 

+ ~~1P . I + .. . + ~-P--P-J= 
~- ~ n-1 n 

n 
El valor de E IPi-t - Pil será tanto más aproximado al valor deL, 

i=l 
mientras mayor sea n, es decir mientras menor sea llt~ll , de modo que 
la longitud 1 del arco AB se define como el límite de la suma an­
terior cuando la norma llt~ll tiende a cero. 

Definición: Si f es una función continua en Í a, b J y si exi2_ 
te un número L de modo que para-cualquier número 
E > O, existe un o > O tal que: 

Para toda participación del intervalo ~. ~ para la cual 
li t~IJ < o, entonces: 

n 

_E IPi-1 Pil 
~=1 

... (9) L = lim 
llt~ll +o 

y L se llama la longitud del arco de la curva y = f(x) com­
prendida entre los puntos A(a, f(a)) y B(b, f(b)). 

Cuando 1 existe, se dice que el arco en cuestión es rectificable. 

Se necesita ahora obtener una fórmula que permita calcular la longitud 
1 de un arco rectificable, de una curva de ecuación y= f(x), para 
lo cual se requiere que la derivada de f sea continua en [a, b] . 

Considérese una parte de la poligonal mencionada antes, que incluye a 
la componente Pi_

1 
Pi , ilustrada en la figura VIII.l7. 

y: f (X) 

1 

1 

1 

:Y¡- Y¡_ 1 

1 

1 ____________ _j 

X¡- X¡_¡ 
P¡- 1( X¡_¡, y¡_¡) 

Figura VIII . l7 



La longitud de la cuerda P. P . 
l.-¡ l. 

está dada por: 

donde a 1 sacar de 1 radica i a t.i x , queda: 

j (t.. y )2 ¡p:--p:-¡ = + ....,?:-- /1 . X 
~1 l. u . X 1 

... (10) 
l. 

Como se consideró que la derivada de f es continua en [a, b], e_!l 
tonces se satisfacen las condiciones de la hipótesis del Vai.oJt Me.cü.o 
del Ccie.c.ulo V.i6e.Jte.nc...útt para f en [xi_

1
, xi], así que existe un 

número E;i en el intervalo abierto (xi-l, xi) tal que: 

como: 

puede escribirse: 

de donde: 

sustituyendo este valor en (10) se obtiene: 

¡p:-~1 = J1 + [f'(~·)]
2 

1-¡ 1 l. t..x 
1 

X. - X. = /1. X 
l. l.-¡ 1 

•.• (11) 
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donde: 

para cada i desde 1 a n existe un valor dado por (11), así que al su­
mar todos esos valores puede escribirse: 

tomando límites en ambos miembros de la expresión anterior, cuando la 
norma 11 t. 11 tiende a cero, se escribe: 

lim ¿ ¡p:--p:-¡ = lim ¿ 1 + n n J 
llt.ll+o i=l l.-¡ 

1 llt.ll+oi=1 
t..x 

l. 

como f'(x) es continua en [a, b], la función y1 + [f ' (x)] 2 

también lo es, entonces: 

lim ; l + [f'(E; . ) ]

2 

llt.ll+ o i=l l. 

=Iba t..x 
l. 

2 

1 + [ f' (x) J dx 

o sea: 

teniendo en cuenta este resultado en (9) se puede escribir finalmente: 

... (12) 
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Fórmula que permite calcular la longitud del arco de la curva y = f(x) 
del punto A(atf(a)l_ al punto B(b, f(b)) siempre que f y f' sean 
continuas en a, b J. 

De modo semejante se puede obtener la fórmula: 

dy 

para determinar la longitud de un arco de la curva de ecuación x = g(y), 
si g y g' son funciones continuas en G:. ;JJ . 

Ejemplo VIII. 51 

Calcular la longitud de la circunferencia de radio r. 

La ecuación de la circunferencia de radio r y centro en el ori 

gen es x2 + y 2 "' r 2 , de donde al despejar "y", se obtienen las 
funciones: 

f
1
(x) y 

Como se sabe, y ~f 1 (x) es la ecuación del arco de la circunfe­
rencia que se encuentra en el primero y segundo cuadrantes . 

Dada la simetría de la circunferencia, puede obtenerse la cuarta 
parte de su longitud calculando : 

dx 

y 

X 

Figura VIII.l8 

En la figura VIII.l8, se visualiza lo anterior. 

Como: 

f~ (x) 
-x 

luego : 

dx ( J+ 

J:J rz - xz + xz 
dx = J: rdx 

rz - x2 / rz - xz 

= r ang sen ~ Jr r (ang sen. 1- ang sen O) r 
o 

= __ x_z __ 

rz - xz 

dx = 

1f 
r --

2 



luego: 

L = 2 1f r 

Ejemplo VIII. 52 

Encontrar la longitud del arco de la curva y x2 13 del punto 
(1, 1), al punto (8, 4). 

y 

e X 

Figura VIII.19 

En la figura VIII.l9, se ve el arco cuya longitud se desea cal­

cular. Para ello, haciendo f(x) = x2
/ 9 se tiene f'(x) = l x- 1 13 

3 
entonces: 

4 d __ 1_ J 8 
l9x2 f3 + 4 d 

~ X- 3 1 X1/3 X 

Haciendo u= 9x 2
/

3 + 4, se tiene: du = ~ 
X 

cuando x = 1 y u = 40 cuando x = 8: 

4 o 

y como u = 13 

L = 118 /1403 ul/2 du ~ 118 fl3 u3/~ -...!... (403/2 133/2) G J - 21 - 7.6,1.:7.6 
13 
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VIII.3.3 VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION 

Si una reg1on en un plano se gira con respecto a un eje del plano se 
genera un volumen conocido como 66lido de ~evotuci6n y al eje se le 
llama eje de ~evotuci6n. 

Si se tiene la región limitada por la gr&fica de una función positiva 
f, el eje de las abscisas y las rectas x • a y x • b y se gira es­
ta región alrededor del eje x, se generará un sólido de revolución. 
Ver figuras VIII.20 y VIII.20.1. 

y 

o llo X 

Figura VIII. 20 

y 

o X 

Figura VIII.20.1 
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En el caso de que f sea una función constante, la sección es rectan­
gular y el sólido generado será un cilindro. Ver figura VIII.21. 

y 

y= f (X) 

o X 

Figura VIII.21 

Si la gráfica de f es un semicírculo y gira alrededor de uno de sus 
diámetros, entonce~ el -sólido generado es una ésfera. Ver figura VIII.22 . 

y 

y: f (X) 

o a X 

Figura VIII. 22 

Si f está representada por un triángulo rectángulo como el de la fi 
gura VIII.23, entonces la figura generada al girar la región alrededor 
del eje x será un cono. Ver figura VIII.23.1. 

y 

o a b 
X 

Figura VIII. 23 

y 

X 
b 

o 

Figura VIII.23.1 

Para definir el volumen de un sólido de revolución se puede usar las~ 
matoria de Riemann como sigue: 



Supóngase que se tiene una función f como la de la figura VIII.24. 
Si se considera una partición en el intervalo [a, b J, la suma de 
Riemann que da una aproximación del área bajo la curva sería: 

y 

o 

n 
E . f(!;i) ~Xi ; 

i=l 

o =xo XI 

l;i E 

y=f(x) 

x.=b 

Figura VIII. 24 

El sólido generado por estos rectángulos al girar alrededor del eje 
x está formado por cilindros cuyas alturas son 6xi y cuyos radios 
son iguales a f(!;i)· Ver figura VIII.25 . 

y 

o 

1 ¡--
Figura VIII.25 

X 

El volumen de cada cilindro estará dado por la expresión: 

V. 
l. 

~X. 
l. 
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Si la norma de la partición tiende a cero, o el número de subinterva­
los tiende a infinito, 1a suma de los volúmenes de los cilindros, que 
es una sumatoria de Riemann, se aproximará al volumen del sólido que se 
genera al girar la gráfica de f alrededor del eje x en el intervalo 
[a, b]. 

Definición: Sea una función f continua en un intervalo [a, b J . 
Entonces el volumen del solido de revolución generado 
al hacer girar alrededor del eje X la región limit~ 
da por la gráfica de f, las rectas x =a, x = b y 
el eje X, esta dado por: 

• • • (13) 

donde n es el número de subintervalos de la partición. 

El eje de revolución puede ser cualquier recta, pero ~1 estudio se li 
mitará a los ejes coordenados y a rectas paralelas a ellos. 

En el caso de que el eje Y sea alrededor del cual gire la región, el 
volumen será: 
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Ejemplo VIII.S3 

Calcular el volumen del solido generado al hacer girar alrededor 
del eje X la región limitada por y= x2

, x = 1, x = 2 y el eje 
X. 

y 

o X 

Figura VIII. 26 

Solución 

V = 1T f: y2 ~X 

V= 
1T f 12 

xlt dx 

V= 
1T xs ]2 --5-

1 

31 1T u3 v=---
5 

Ejemplo VIII.S4 

Encontrar el volumen de una esfera con centro en el origen y radio 
i gual a "a". 

y 

-a 

o X 

Figura VIII.27 

Solución 

Si se toma la región mostrada en la figura VIII . 27 , y se gi ra 
alrededor del eje X se tendrá el volumen pedido. 

v = _4_ 1T a3 
3 



Ejemplo VIII.55 

· Calcular el volumen del cono truncado que se genera al hacer gi­
rar alrededor del eje Y, la regían limitada por las rectas y= 2x, 
y = 2, y = 4 y el eje Y. 

y 

o 

Figura VIII.28 

Solución 

V = J 
~ 

~ 
12 2. 

14 7T 
v = -3- u3 

y= 2 X 

y=4 

y= 2 

X 

Ejemplo VIII. 56 

Calcular el volumen del solido que se genera al girar alrededor 
de la recta x = 2 la regían limitada por x = 2, el eje X y la p~ 
rabo la y "' x 2

• 

y 

4 

o 2 ' X 

Figura VIII.29 

Solución 

v = 7T J : ( 2 - x) 
2 

dy 

V = 7T [ 4 y - + yf + +2. J ~ 
o 

En ocasiones los volúmenes pueden ser calculados usando concha6 ~ 
dAicaJ . A continuación se explica este procedimiento. 

293 
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Si se tiene un cilindro con altura fija h cuyo radio se incrementa 
en un ~r, entonces el incremento en su volumen será aproximadamenteel 
valor de la diferencial dv. 

Luego: 

dv = 21T r h dr 

por lo que: 

~V 21T r h ~r 

h 

Figura VIII . 30 

Como el cascarón es delgado ( el interés es el límite cuando ~r +o 
no existe diferencia al tomar a r como el radio interno, el externo o 
alguno intermedio. 

Nótese que si el cascarón cilíndrico de la figura VIII.30, es cortado 
a lo largo de una línea paralela a su eje y después es aplanado, el re­
sultado será un sólido rectangular de longitud 2nr, altura h y espesor 
~r, y por lo tanto con volumen 2nrh ~r como antes. 

Ejemplo VIII. 57 

Un agujero de radio a es perforado simétricamente a través de 
una esfera de radio 2a. 

Encontrar el volumen del solido restante . 

y 

2a (a,a../3) 

-20 X 

-2a 

Figura VIII. 31 

Solución 

Cuando el rectángulo gira alrededor del eje Y, se genera un cas­
caron cilíndrico con altura 2yi, radio aproximadamente Xi y espe­
sor ~xi. Entonces: 

por lo que el volumen deseado será: 

v = 4 1T /
2

axy dx 
a 



V=- 2TI r (4 a2 - x2 )3/;ra 

a 

Ejemplo VIII. 58 

Encontrar el volumen del sólido generado al girar alrededor del 
eje X, la_ región limitada por la parabola x = y 2 - 2y y la re~ 
ta y = x. 

' 

X 

Figura VIII. 32 

Solución 

Primero se resuelven las ecuaciones para localizar sus puntos de 
intersección, en este caso (O, O), y (3, 3). 

La recta y = Yí corta a la parábola en el punto (xi, Yí) Y 
a la recta dada en (Xi, Yí) y un rectángulo de espesor ~Yí Y 
que se extiende de una a otra de las intersecciones. Cuando se 
gira alrededor del eje X, se genera un cascarón cilíndrico de 
alturaxí- Xi, radío aproximadamente Yí y espesor f1Yí · 

Por lo que: 

Entonces, para el problema planteado: 

V = 2 TI J : y ( X - X ) dy 

V = 2 TI J: y [ y - ( y
2 

- 2 y ) 1 dy 

V = 2 TI J: ( 3 y
2 

- y 3 
) dy 

V = 2TI [ y3 1 .. -4 y r 
27 

V= T TI u3 

VIII.4 APLICACIONES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA A LA FORMULACION Y SOLU­
CION DE ECUACIONES DIFERENCIALES SENCILLAS 
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Una ecuación que contiene derivadas o diferenciales se llama e.c.ua.c.i.6n 
cü6(?.1[.ertUai... Una ecuación de este tipo que implica una función descon_Q. 
cida y su derivada es frecuentemente una expresión de un problema físi­
co, de ingeniería o de ciencias sociales en fonna matem~tica. El pro­
blema de determinar la función desconocida, es decir, de resolver la 
ecuación diferencial, se convierte en un problema de matemáticas. 

Issac Newton y Gottfried Leibniz, quienes independientemente desarr_Q. 
llaron las ideas fundamentales del cálculo, fueron también los prime­
ros en considerar las ecuaciones diferencia l es. 

Por ejemplo, la segunda ley de la mecánica de Newton puede e~presarse 
por medio de una ecuación diferencial. Esta ley dice, esencialmente: 



296 

La masa de una partícula en movimiento multiplicada por su ace­
leración, es igual a la resultante de las fuerzas externas que 
actúan sobre la partícula. Esto puede expresarse por medio de la 
ecuación: 

d2 u(t) = F [t (t} ~] . 
m dt2 L • u • dt 

para la posición u(t) de una partfcula sobre la que actúa una fuerza 
F que puede ser función del tiempo t, de la posición u(t) y de la 
velocidad d u(t) dt • 

Para determinar el movimiento de la partícula sobre la que actúa una 
fuerza dada F, se necesita una función u que satisfaga la ley de 
Newton. Si F se debe únicamente a la gravedad, se tiene: · 

m d2d~~t) =- mg 

simplificando e integrando: 

~=- gt +C¡ dt 

volviendo a integrar: 

u(t) - ~ gt 2 + C1 t + Cz 
2 

donde las constantes de integración c1 y c2 aún no están determinadas. 

Para determinar u(t) completamente, se necesitan dos condiciones, la 
posición y la velocidad de la partícula en algún instante. Con estas 
condiciones se determinan las constantes c1 y Cz. 

Una de las formas de clasificar las ecuaciones diferenciales es en fun 
ción de cuántas variables independientes depende la función desconocida. 
Cuando aparecen derivadas ordinarias, se dice que se trata de una ecua­
ción diferencial ordinaria y cuando aparecen derivadas parciales (que 
se presentan en el curso de Cálculo Vectorial), se le llama ecuación di 
ferencial parcial. • -

Algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias que represen­
tan ciertos fenómenos, son: 

Ejemplo VIII. 59 

Si se observa la transformación radiactiva del radio en otras sus 
tancias, se puede notar que la velocidad a la que se efectúa la­
transformación es proporcional a la cantidad de radio presente en 
cada instante. Si R(t) representa la cantidad de radio presente 

en el tiempo t, entonces d !~t) representa la razón de cambio 

de R(t)· respecto al 'tiempo. Por consiguiente, la formulación del 
modelo matemático representante del fenómeno observado puede escri­
birse: · 

d R(t) = - k R(t) __ d_t_ 

donde k es una constante de proporcionalidad y el signo menos in 
dica que la cantidad R(t) decrece respecto al tiempo. 

Ejemplo VIII. 60 

Un fenómeno de electricidad queda representado con la ecuación di 
ferencial: 

L~+R~+.!.Q(t) 
dt 2 dt e E(t) 

donde L es la inductancia; Q, carga; R, resistencia; ·c •. capaci 
tancia y E, voltaje aplicado. 

VIII.4.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 

El orden de una ecuación diferencial es igual al de la derivada de más 
alto orden que aparece en la ecuación. 

Así: 
F [ x, u(x), u' (x), • • • , Jnl(x) J = (). 

es una ecuación diferencial ordinaria de enésimo orden y representa una 
relación entre la variable independiente x y los valores de la fun­
ción u y sus primeras n derivadas u', u", .•. , uln] : 

F(x, y, y', ... , yln] ) O 



El grado de una ecuación diferencial es el exponente mayor de la deri 
vada ·de mayor orden de la ecuación. 

Ejemplo VIII.61 

a) x2 y" - 3 x y 1 + 4 y = O es de segundó orden y de primer 
grado. 

b) (y'"+ 1) 2 - (2 y")'++ 3xy =O es de tercer orden y de 
segundo grado. 

En una ecuación diferencial se supone que siempre se puede despe­
jar la derivada de mas alto orden, pudiendo escribirse: 

Ln] f( , " y = x, y, y y ' • •• ' 

La solución de una ecuación diferencial ordinaria sobre el ínter 
Valo a< X< e, es una funciÓn~ tal que existan ~ 1 , ~",.,,<P(n)­
y satisfaga a: 

f [ x, <f¡(x), , <fl'{x), • . • , q, l n-l] (x) J 
para cualquier x en a < x < e. Si no se especifica otra cosa, 
se tiene una función f de valores reales y nos interesa obtener 
las soluciones y = cl>(x) de valores reales . 

Ejemplo VIII.62 

La ecuación diferencial ordinaria de primer orden 

tiene la solución: 

R = Ht) e -kt 
e ' - CXl < t < CXl 

donde C es una constante arbitraria . 

Comprobación: 

R = Ce-kt 

dR 
dt = - kce-kt 

dR 
dt -k R 

- CXl < t < CXl 

dR 
dt = - k R' 

Ejemplo VIII.63 

La ecuación diferencial ordinaria de segundo orden y" + y O , 
tiene como ' soluciones: 

yl (x) cos x, sen x, XElR 

Comprobación: 

Y¡ (x) COS X ; X E m_ y2 (x) sen x xe:R 

senx y~ (x) COS X 

y';(x) = - cos x y~(x) = - senx 

- COS X + COS X o - senx + senx o 

o - o o - o 

Ejemplo VIII. 64 
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Las funciones: cp 1 (x) = x2 L x y cj> 2 (x) = x2 son soluciones de 
la ecuación diferencial ordinaria de segundo orden: 

Comprobación: 

cpl (x) 

cp~ (x) 

cp•; (x) 

x2 y" - 3 x y' + 4 y o • 

x2 
LX ; X > 0 

x + 2x L x 

3 + 2 Lx 

:. x2 (3+2Lx) - 3x(x+2xLx) + 4x2 Lx O 

o = o 

cp2 (x) 

cp~ (x) 

cp~ (x) 

X> 0 

2x 

2 

X > 0 

x2 (2) - 3x (2x) + 4x2 = O 

o = o 

Para saber si una ecuación diferencial tiene solución, se presenta el 
problema de la e~tencia de una solución. Y suponiendo que tiene una 
solución, cabe preguntarse: ¿Tendrá otras soluciones? ¿qué tipo de 
condiciones adicionales deben especificarse para determinar una única 
solución particular? Este es el problema de la unicidad en una ecua­
ción diferencial. Otra pregunta es: ¿cómo se determina realmente una 
solución?. Aun sabiendo que una solución existe, pued~ sucederque no 
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pueda expresarse en términos de las funciones elementales usuales: po­
Un.om.úl..e.v.., .tM.gorwmU!úc.M, e.xpone.nc<.a..e.v.., .togcvú.tmic.M e. h-i.peJr..b6U­
c.M • 

Estas interrogantes, así como el teorema de existencia y unicidad pa­
ra la solución de una ecuación diferencial son tratadas en asignaturas 
posteriores. 

.VIII.4.2 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES Y NO LINEALES 

Otra clasificación importante de las ecuaciones diferenciales ordina­
rias, se basa en determinar si son lineales o no lineales. 

Una ecuación F(x, y, y', ... , y[n] ) =o es lineal cuando Fes una 
función 1 ineal en las variables y, y' ... , y(n], por lo que una ecu~ 
ción diferencial lineal de orden n puede escribirse: 

+ au (x) g(x) 

Ejemplo VIII. 65 

a) x2 y" + xy' - y = o es una ecuación lineal. 

b) y" - 2 ex y' + y y' = x 3 es una ecuación no lineal. 

Toda ecuación diferencial ordinaria que sea lineal debe cumplir 
con las propiedades siguientes: 

1) Homogeneidad g(h) = t..g(x) 

2) Aditividad 

Si no cumple con una o con las dos propiedades, es no lineal. 

Ejemplo VIII.66 · 

Investigar si la siguiente ecuación diferencial ordinaria es li­
neal o no lineal: 

cuya solución es: 

Analizando la homogeneidad para el segundo término: 

y(A.x) d ~yx) ~ l..y(x) A d lx(x) 

Como no cumple con la propiedad probada se dice que esta ecuación 
diferencial ordinaria es no lineal. 

Se puede decir que aquellas ecuaciones en las que aparezcan potencias 
de las derivadas, productos de las derivadas por la función y y funcio 
nes de y no lineales, son ecuaciones diferenciales ordinarias no linea 
les. -

Ejemplo VIII. 67 

Determinar el orden de cada una de las siguientes ecuaciones di­
ferenciales y especificar si la ecuación es lineal o no. 

a) sen x 

b) 
d2 y ~ 

(1 + y2) ~ + x dx + y 

e) b+ -~+~+~= 
· dx~ · dx dx2 dx 

d) o 

e) senx 

f) 
d 3 d ~ + x ~d +. (cos 2 x) y 

dx x 

Ejemplo VIII. 68 

lineal de segundo orden. 

no lineal de segundo or 
den . 

lineal de cuarto orden. 

no lineal de primer or­
den. 

no lineal de segundo or 
den. 

lineal de tercer orden. 

Para e; 'a una de las siguientes ecuaciones verificar si la fun­
ción o funciones dadas son soluciones de la ecuación diferencial . 

a) y" - y = o 

Soluciones: 

yl (x) COS h X 



Para: 

y 1 (x) = eX 
' Yr (x) = ex, 

sustituyendo en la ecuación original: 

ex- ex= 

Para: 

Yz(x) = cos h x, Y~ (x) 

COS h X - COS h X = 0 

b) y"' + 2 y' - 3 y o 

Soluciones 

y
1 

(x) y 2 (x) 

Para: 

Y1 (x) e-3x ' y~ (x) y~(x) 

sustituyendo en la ecuación original: 

luego Yl (x) e- 3x no es solución. 

Para: 

y
2

(x) 

sustituyendo en la ecuación original: 

eX + 2eX - 3eX O 

luego yz(x) eX sí es solución. 

e) x2 y" + 5x y' + 4 y o, X > 0 

y~(x) ex 

o 

sen h x, y~(x) COS h X 

y~" (x) 

ex, y~"(x) 

Soluciones 

Y¡ (x) 

Para: 

y 1 (x) = x-2 ' y~ (x) .; - 2 x-3 , 

sustituyendo en la ecuación original: 

o 

6x-2 - lOx-2 + 4x- 2 = O 

luego y¡(x) = x- 2 sí es solución. 

Para: 

y~(x) 

sustituyendo en la ecuación original: 

x2 (- Sx-4 + 6x- 4 Lx) + Sx (x- 3 - zx-3 Lx) + 4x- 2 Lx O 

- Sx- 2 + 6x- 2 Lx + Sx- 2 - lOx-2 Lx + 4x-2 Lx = O 

luego yz (x) = x- 2 Lx sí es solución. 

d) y"+ ' y sec x, 0 < X < 1T 

T 

Solución 

y(x) = COS X 1 COS X + X sen X 

y' (x) 

y' (x) 

y" (x) 

- sen x 
COS X COS X - sen X 1 COS X -f: X COS X + sen X 

sen X 1 COS X + X COS X 

- sen X ~ - COS X 1 COS X - X sen X + COS X 
COS X 

y" (x) = sen
2 

x - cos x L cos x - x sen x + cos x 
COS X 

299 
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sen2 x 
COS X 

sustituyendo en la ecuación original queda: 

- COS X 1 COS X - X sen X + COS X + COS X 1 COS X + X sen X 

sen2 x + cos x 
COS X 

sec x 

multiplicando ambos miembros por cos x: 

luego y(x) COS X 1 COS X + X sen X sí es solución. 

e) y' - 2 X y 

y' 

y' 

1 ; y <P(x) x2 
e 

/

X 2 2 2 

0 
e-t dt + 2xeX - 2xex 

luego y ~(x) sí es solución. 

2 
dt + eX 

VIII.4.3 SOLUCION EXPLICITA Y SOLUCION IMPLICITA 

sec x 

Hay ocasiones en que las soluciones de ecuaciones diferenciales vienen 
dadas explícitamente como funciones de la variable independiente, pero 

en otros casos, sobre todo en ecuaciones diferenciales ordinarias no li 
neales, al resolver la ecuación se puede llegar a una expresión que re~ 
presenta implícitamente a una infinidad de funciones escalares de una 
sola variable. 

Ejemplo VIII. 69 

Sea la ecuación diferencial: 

yy' +x O 

La ecuación x2 + y 2 = C2 donde C2 es una constante esencial 
y arbitraria, satisface a la ecuación diferencial considerada. 

luego: 

2x+2yy' o. 
' 

yl+x=O; 
y 

y' _!. 
y 

o - o 

Se puede verificar que x2 + y 2 = C2 expresa implícitamente una 
infinidad de soluciones, (funciones de x), para la ecuación dife­
rencial. 

Dependiendo de las condiciones del problema, cada una de las fun­
ciones será solución. Por ejemplo una solución que pase por (O, 3) 
da: 

o + 9 

por lo que: 

y de aquí: 

Yl (x) -3 <x<3 

En este caso ha sido sencillo resolver la ecuación y encontrar 
y= y(x). Frecuentemente es imposible resolver la ecuación implícita 
para obtener una función explícita, debiendo recurrir generalmente a 
procedimientos numéricos para tabular la solución explícita: 

Y = y(x) 
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Entonces, toda función ~(x, y) = e que satisfaga a la ecuación 
F(x, y, y' , ••• , y [n] ) = o y además defina una función y = y(x) que 
también satisfaga a la ecuación diferencial, se dice que representa 
una solución implícita de ella. 

Las ecuaciones diferenciales lineales siempre conducen a funciones 
explícitas y las no lineales, generalmente a funciones implícitas. 

VIII.4.4 ELIMINACION DE CONSTANTES ARBITRARIAS 

Las ecuaciones diferenciales aparecen de muchas formas y hay un camino 
para llegar a ellas. Sea una ecuación solución con constantes arbitra­
rias. Si se eliminan las constantes se llegará a una ecuación diferen­
cial satisfecha por la solución original.· 

Hay diferentes métodos para eliminar las constantes, pero se cumple 
que el número de derivadas que necesitan usarse es el mismo que el de 
constantes arbitrarias que se eliminan. 

Entonces la ecuación diferencial a la que se llega es de orden igual 
al número de constantes arbitrarias de la ecuación solución dada . Ade 
más se satisface con la solución dada y está libre de constantes arbi~ 
trarias . 

Ejemplo VIII. 70 

Eliminar la constante arbitraria de: 

y sen x - x y2 e 

Derivando: 

y cos x + y 1 sen x - 2x y y 1 
- y2 o * (sen x - 2 ::<y) = y

2 
- y cos x 

y (cosx- y) dx+ (senx- 2xy) dy O 

Ejemplo VIII. 71 

Eliminar las constantes arbitrarias de: 

x = A sen (wt + S) ; w es un parámetro. 
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Derivando: 

~~ = w A cos (wt + S) 

derivando nuevamente: 

- w2 A sen (wt + S) 

sustituyendo el valor de x = A sen(wt + B) queda: 

VIII.4.5 FAMILIAS DE CURVAS 

Una ecuac1on que contiene un parámetro, así como una o ambas coordena­
das de un punto en un plano, representa una familia de curvas . 

Ejemplo VIII. 72 

La ecuación: 

(x- c) 2 + (y- c) 2 

o bien: 

x 2 + y 2 
- 2 e (x + y) o . . • (a) 
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rep•esenta una familia de circunferencias cuyos centros están so­
bre la recta y= x y que pasan por el origen, figura VIII.33 . 

-Y=X 

X 

Figura VIII. 33 

Si se elimina C tomándola como constante arbit r ar ia se llega a 
la e.c.uaUórt cü6Vte.rtc<..al de. .ea 6anv.:lia.. 

La ecuacion (a) pue_de escribirse: 

~-x+y -2c 

Derivando con respecto a x, agrupando términos y multiplicando_ 
por dx queda: 

o 

Esta expresion es la ecuac1on diferencial de la familia de circu~ 
ferencias representadas por la ecuacion: 

En dicha ecuacion diferencial se ve que se define la pen diente de 
la tangente para un punto (x, y): 

El_ x2 + 2xy - y2 
dx x2 - 2xy - y2 

Cuando una familia de curvas está representada por una ecuación con 
dos parámetros, la ecuación diferencial será de segundo orden y la r~ 
presentación geométrica resulta muy complicada . 

Ejemplo VIII. 73 

Obtener la ecuacion diferencial de la familia de rectas con la su 
ma algebraica de sus intersecciones con los ejes coordenados igual 
a k: 

Solución 

a + b 

y 

Der ivando: 

k, por lo que a = k - b 

y' 

y 

b 
-k -b 

__ b_x+b 
k- b 

de donde despejando b: 

como : 

a=k-b, 

y'k- by' - b, b (y ' - 1) y'k , b -~ - y' - 1 

~ a = k-Y,_ 1 , a 
y'k-k-~ 

y' - 1 ' 
k 

a=-Y'=l 

sustituyendo los valores obtenidos de a y b en: 

y 

queda: 

~ 
y 

y' - 1 
k 

- yr::T 
~ 

X +y'- 1 

y _L__L 
y' X + y' - 1 

y finalmente: 

(xy' -y) (y' - 1) + ky ' o 



VIII.4.6 SOLUCION GENERAL Y SOLUCION SINGULAR 

Toda ecuación diferencial ordinaria de n -es1mo orden tiene una s~ 
lución que contiene n constantes arbitrarias. A esta solución se le 
llama ~oluei6n gen~. Geom€tricamente define una. familia de curvas 
en las que cada una representa una solución particular de la ecuación 
diferencial . La solución particular se obtiene de valuar las cons­
tantes esenciales y arbitrarias, dependiendo de las condiciones del 
problema en cuestión. 

En ocasiones hay ecuaciones diferenciales no lineales que tienen solu 
ciones que no provienen de la solución general y por esto se les llama 
~olu.c.i.on~ .t...útgula.JL~. 

Definición: Las ecuaciones diferenciales lineales no poseen so­
luciones singulares. Unicamente las poseen lasecua 
ciones diferenciales no lineales de grado k ~ 2 . -

VIII.4. 7 SEPARACION DE VARIABLES 

Una ecuación general de primer orden y primer grado puede ser: 

Mdx + Ndy ~ O 

en donde M y N pueden ser funciones de x y y. 

Algunas ecuaciones de este tipo son tan simples que se pueden escrib i r 
como: 

f(x)dx + g(y)dy ~ O 

es decir que las variables pueden separarse y entonces es posible que 
la solución pueda obtenerse rápidamente. 

Se trataría entonces de efectuar dos integrales indefinidas, cada una 
en función de una sola variable independiente. 

Entonce~ F = e, donde e es una constante arbitraria y es el resulta ­
do deseado. Esta constante engloba a las dos cqnstantes d~ las inte­
grales. 

Definición: Toda ecuación diferencial ordinaria de primer orden 
que puede ser escrita como: 

f(x)dx + g(y)dy ~ O 

se llama ecuación de variables separables. 

Ejemplo VIII. 74 

Resolver · la ecuación: 

2(y + 3)dx - xy dy o 
Solución 

Si se separan las variables: 

~ -~ 
X y+ 3 

o 

que también se pueden escribir"como: 

~- (1--3-) dy o 
X y+ 3 

integrando: 

2 L x - y + 3 L (y + 3) ... (a) 

En esta solución también se puede escribir la constante arbitra­
ria en forma logarítmica: 

de donde: 

2 Lx - y + 3 L(y + 3) + L C 1 

y 2 Lx + 3L (y + 3) + L C1, 

y = L e 1 x 2 (y + 3) 3 

eY ~ C 1 x 2 (y + 3) 3 

o 
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Como puede observarse esta solución es más compacta que la obteni 
da en (a) y también puede llegarse a ella en la siguiente forma: 
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De (a): 

y + e 2 L x + 3 L(y + 3) L [x2 (y + 3) 
3 J 

si se. hace ee = ~ queda: 
C¡ 

Ejemplo VIII.75 

Obtener la solución general de la siguiente ecuación diferencial: 

1 +y' 

Solución 

Separando las variables: 

1- eY + ~ 
dx 

dx - eY dx + dy O 

dx+ ~=O 
l-eY 

e Y 

o 

dx ( 1 - eY) + dy O 

multiplicando numerador y denominador de la fracción por e-Y: 

integrando se tiene: 

dx + e-Y dy 
e-Y- 1 

o 

x - L(e-Y - 1) = e 

X- e L (e-Y- 1); 

si: 

luego la solución general es: 

Ejemplo VIII. 76 

Obtener la solución general de la siguiente ecuación diferencial: 

y dx + (x2 + 1) dy o 

Solucion 

Separando las variables: 

integrando se tiene: 

ang tan x + ln y = e 

lny e - ang tan x 

y ee - ang tan x 

y e e e- ang tan x 

C¡ e e 

luego la solución general es: 

e 
y 

eang tan x 
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Ejemplo VIII. 77 

Obtener la solución general de la siguiente ecuación -diferencial: 

y' + xex O 
y 

Solución 

Separando las variables: 

.!!l_ + X eX 
dx y o 

x eX dx + y dy O 

integrando se tiene: 

f x eX dx + f y dy = O 

u = x dv = ex dx 

du = dx V= ex 

xeX - f ex dx 

por lo que: 

xex - ex+ i:_ = 
2 e 

2 
L, e+ ex - xe X 

e1 2e 2 

luego la solución general es: 

y2 = e1 + 2ex - 2xex 
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