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PROLOGO

E1 desarrollo de las matemdticas ha sido fundamental en el pro-
greso cientifico y tecnoldégico de los Gltimos cien afos.

Entre las ramas de las matemdticas se encuentra el cdlculo dife
rencial e integral, que involucra numerosas ideas relacionadas
con velocidades, razones de variacidn, optimizacidon, cdlculo de
areas, vollmenes y otros conceptos indispensables en ingenieria
y en otros campos del conocimiento.

Los origenes del cdlculo se remontan a los griegos, hace mds de
dos mil afios, quienes pretendian determinar el drea de una cier-
ta regidn con un procedimiento que denominaron método de exhau-—
cibn, que consistia en inscribir una regidon poligonal en la re—
gion dada y repetir el procedimiento tomando poligonos con mayor
nimero de lados cada vez.

En el siglo XVI con la introduccion de nuevos simbolos algebrai
cos, revivié el interés por dicho método y se descubrieron muchos
resultados con los trabajos de Cavalieri, Torricelli, Fermat, Pas
cal y Wallis entre otros.

Este método, 1lamado mds tarde cdlculo integral, recibid su ma-
yor impulso en el siglo XVII con Isaac Newton (1642 - 1727) y W.
Gottfried Leibniz (1646 - 1716) y en el siglo XIX Cauchy y Rie—
mann le dieron una base matemdtica firme.

ET problema geométrico de determinar la recta tangente a‘una cur
va en un punto determinado, dio origen al cdlculo diferencial, que
aparecié en el siglo XVII a través de los estudios del matemdtico
francés Pierre Fermat, que establecié ideas rudimentarias relacio
nadas a la nocion de derivada.

E1 primero en conectar los dos problemas geométricos inherentes
al calculo diferencial y al cdlculo integral fue Isaac Barrow
(1630 - 1677), aunque quienes comprendieron y promovieron su im-
portancia fueron Newton y Leibniz.

En los planes de estudio de todas las licenciaturas que se impar
ten en la Facultad de Ingenieria de la U.N.,A.M., se incluye este
curso de cdlculo diferencial e integral.

En estos apuntes se pretende cubrir el programa de la asignatura
de cdlculo diferencial e integral aprobado por el H. Consejo Téc-
nico de Ta Facultad el 21 de octubre de 1981.

En los primeros cinco capitulos se tratan los conceptos de fun-
cidn, limite, derivada, asi como aplicaciones de Tos mismos.

En el capitulo VI se presentan la integral definida y la inte—
gral indefinida complementadas por los principales teoremas del
cdlculo integral.

E1 capitulo VII abarca el estudio de las funciones logaritmica
y exponencial, ademds se hace un breve andlisis del teorema de
L'Hopital y de las integrales impropias.

En el capitulo VIII se ven los principales métodos de integra-
cién y algunas aplicaciones de la integral definida, terminando
con el concepte de ecuaciones diferenciales y su solucion para al
gunos tipos sencillos.

A1 final se proporciona una bibliografia, con ayuda de la cual
se pueden ampliar y profundizar los temas de esta asignatura.

E1 mejoramiento de estos apuntes podrd lograrse con ayuda de las
criticas y sugerencias de profesores y alumnos, por lo que agrade
ceremos las aportaciones que se hagan llegar a la coordinacion de
la materia con el objeto de mejorar futuras ediciones.

Expresamos nuestro reconocimiento a los sefiores profesores, inge
nieros:

ARNULFO ANDRADE DELGADO

PABLO GARCIA Y COLOME

FELIPE OREGEL SANCHEZ

ERIK CASTANEDA DE ISLA PUGA
por su valiosa intervencidn en la elaboraci6n de estos apuntes,
asi como a las licenciadas:

IRMA HINOJOSA FELIX

MARIA CUAIRAN RUIDIAZ

por su colaboracion en la adaptacidon pedagdgica de los mismos.

FACULTAD DE INGENIERIA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS BASICAS



CONTENIDO

CAPITULO T FUNCIONES
INTRODUCCION

1.1 FUNCION REAL DE VARIABLE REAL .

I.1.1 CONCEPTO DE FUNCION . . . . . . .

I.1.2 INTERVALOS . .

I.1.3 FORMULACION DE FUNCIONES .

I.1.4 REPRESENTACION GRAFICA . . . . . . . . . ¢ W o

1.2 FORMAS IMPLICITA, EXPLICITA Y PARAMETRICA . .

I.2.1 FUNCIONES EXPLICITAS . . . . « « .

I.2.2 FUNCIONES IMPLICITAS . .

I.2.3 FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA PARAMETRICA

1.2.4 FUNCIONES CONSTANTE E IDENTIDAD. . . « . « .« .

I1.2.5 FUNCIONES DEFINIDAS EN DIFERENTES INTERVALOS . . . .

1.3 ALGUNOS TIPOS DE FUNCIONES

.3.1 TFUNCIONES ALGEBRAICAS . . . . .« . « . .

3.2 TFUNCIONES ENTERAS O POLINOMIALES

3.3 FUNCIONES RACIONALES E IRRACIONALES . . . . . . .
.3.4 FUNCIONES TRASCENDENTES . . . . . . . . .

.3.5 FUNCIONES PERIODICAS . . &« « « ¢ ¢ o« o o & & &
.3.6 TFUNCIONES CIRCULARES DIRECTAS . . . . . . o o0

HOoH H - H H

1.4 OPERACIONES CON FUNCIONES . . . . .« o o o o v v o

TGUALDAD! y 55 o & 6 0 o1 o pore o m o st a5 o
ADICION . . . . . . BURORY 1o s s 5 %
SUSTRAGCION « % 2 ale o 4% & w s 5 o o & o % o o s
MULTIPLICACION . « & « « 4 o v o o o o o s
DIVESTION o s o o o o % i o w o o bor @i 5 s
COMPOSICION . + v v v v o v e e e e e e e s
FUNCION PAR Y FUNCION NON . + « « « & v « o v 4 o &

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES INYECTIVA, SUPRAYECTIVA
Y BIYECTIVA . . . . . . . s @ e A e e b W ..

I.4.9 FUNCION INVERSA . . « & + o o o &« o o o

o o H O

E I Y o R R
W N OV W N -

15
18
20

22

22
22
23
2b
26

28

28
28
29
30
30
31

34

34
34
35
36
36
37
39

40
44

CAPITULO IT  LIMITES
INTRODUCGION

II.1 DEFINICION DE LIMITE . .

II.1.

II.
II.
II.
II.

e

O N

I1.2 CALCULO

11,2
II.2
I1.2
II.2

w1
o2
#3
.4

ENTORNOS .
LIMITE DE UNA VARIABLE . .
NOCION DE LIMITE DE UNA FUNCION

DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION . . . . . .

INTERPRETACION GEOMETRICA . . . . . .

DE LIMITES

LIMITE DE LA FUNCION CONSTANTE . . . . . . . .
LIMITE DE LA FUNCION IDENTIDAD . . . . . . . .

TEOREMAS SOBRE LIMITES . . « « « « ¢ + « & &

TEOREMAS SOBRE OPERACIONES CON LIMITES . . . . .

II.3 CONTINUIDAD . . .

IT.
II.
II.
II.
LT,
II.

W W W w ww
o U s W N

LIMITES LATERALES . . . ¢ & ¢ ¢ ¢ o o ¢ o o
CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO . . .
CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO .
TEOREMAS SOBRE FUNCIONES CONTINUAS . . .
INCREMENTOS . . .

CONTINUIDAD POR MEDIO DE INCREMENTOS . . . . .

CAPITULO IIT LA DERIVADA Y SUS APLICACIONES
INTRODUCCION

III.1 DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO . . . . . . .

III.
III.
III.
III.

III.1.
III.

—

- e
> w N

w

INTERPRETACION FISICA DE LA DERIVADA . . . .

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA .

NOTACIONES o « v v v v v v v o & v (g IS st

50

50
51
52
58
58

63

63
63
64
67

71

71
75
80
81
84
86

90

91
92
93

.94

96



CAPITULO VI LA INTEGRAL DEFINIDA'Y LA INTEGRAL INDEFINIDA
INTRODUCCION

VI.1 INTEGRAL DEFINIDA. FUNCION INTEGRABLE . . . . . . . . . . 198
VI.1.1 SUMA DE RIEMANN . & v « & « v o o o o o o o o o & 198
VIsLs2, “INTEGRALUDEEINTDA. 3039 56V« J30ARIEOT e o 4d fo o 201
VI.1.3 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA INTEGRAL DEFINIDA. 203
VI.1.4 TFUNCION INTEGRABLE . . . + « & « v v v o v o o« o & 204

VI.2 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA . . . . . . . . . .. 205

VI.3 TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL . . . . . . . 211

VI.4 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. INTEGRAL INDEFINIDA . . 213
VI.4.1 LA ANTIDERIVADA . . « & « v o v v o o o o o o . . 213

VI.4.2 LA INTEGRAL DEFINIDA CON EXTREMO SUPERIOR VARIABLE
TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. REGLA DE BARROW. 215

VI.4.3 LA INTEGRAL INDEFINIDA . . . . . . . A A 218

VI.5 INTEGRALES INMEDIATAS E INTEGRALES QUE SE TRANSFORMAN EN
INMEDIATAS COMPLETANDO LA DIFERENCIAL . . . . . . 219

CAPITULO VIT FUNCIONES LOGARITMO Y EXPONENCIAL E INTEGRALES IM-

PROPIAS

INTRODUCCION

VII.1 LA FUNCION LOGARITMO NATURAL . . . . . . T . 223
VII.1.1 DEFINICION DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL . . . 223
VIL:1:2. PROPIEDADES . . « R84 TAERAEL MG SR, SRt L 224
VII, 1.3 GRAFICA : v & w & w % i o %/ dar a0 0 504 .o227

VII.2 LA FUNCION EXPONENCIAL. FUNCIONES HIPERBOLICAS . . . . . 228
VII.2.1 DEFINICION DE LA FUNCION EXPONENCIAL . . . . . . 228
VII,2.2 PROPIEDADES; ¢ sir; «xaeiissi +o8 8] AU ANANS sl ol » 228
VIT:2:3: GRAFECA 5 » % % % <o SRIHGEEG BRGNS | . 229
VII.2.4 FUNCIONES HIPERBOLICAS . . . . . v v . v v o o . 230
VII.2.5 LA CATENARIA Y LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS . . . 232
VII.2.6 INVERSAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS . . . . . 233

VII.3 DE
NE

VI

VI

VII.4 DE

VI
A28
VI

VII.5 LI
TO.

VI

VI
VI

CAPITULO
INTRODUC
VIIIL.1

VITT.2

RIVACION E INTEGRACION DE LAS FUNCIONES LOGARITMO EXPO-
NCIAL Y DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS . . . . . . . .. 235
I.3.1 DERIVACION E INTEGRACION DE LAS FUNCIONES LOGA-
RITMO Y EXPONENCIAL . . . + + « =+ ¢ v v v o o 235
1.3.2 DERIVACION E INTEGRACION DE LAS FUNCIONES HIPER-
BOLICAS & « & = & & « pgyreasivgss wme 34 epemsy o oo 237
RIVADA DE UNA FUNCION ELEVADA A OTRA FUNCION . . . . . 238
I.4.1 CAMBIOS DE BASE . . . . . . . « . . c . ... 238 .

I.4.2 DERIVADA DE UNA FUNCION ELEVADA A OTRA FUNCION . 241
I.4.3 DERIVADA DE UNA FUNCION ELEVADA A UN EXPONENTE
REAL V tdice o -8 14 W0 eyl Slg e @R e e, . 242
MITE DE UNA FUNCION CUANDO LA VARIABLE TIENDE AL INFINI
REGLA DE L'HOPITAL INTEGRALES IMPROPIAS . . . . .. 243
I.5.1 LIMITE DE UNA FUNCION CUANDO LA VARIABLE TIENDE
AL INFINITO oyeicie) siosineymere sps wes @ aet s o350 243
I.5.2 REGLA DE L'HOPITAL. FORMAS INDETERMINADAS . . . 248
I.5.3 INTEGRALES IMPROPIAS . . + ¢ & ¢ o o« ¢ o o o « 258

VIII PMETODOS DE INTEGRACION Y APLICACIONES

CION

CAMBIO DE VARIABLE Y CAMBIO DE LIMITES EN LA:- INTEGRAL DE

PINIDA o o « 5 w 4 & & % 8 8 3 5 & % 5 4 4 & &% &5 v 3 262

VIII.1.1 INTEGRACION CON FUNCIONES LOGARITMICAS Y DE AL
GUNAS EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS . . . . . . 262

VIII.1.2 CAMBIO DE VARIABLE Y CAMBIO DE LIMITES EN LA
INTEGRAL DEFINIDA . . . « « & o & o« « o . . 270

VIII.1.3 METODO DE INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONO-
METRICA 55 /80MAT Ade 359 SRHOTDASDH o fo TuIfie o o 271

INTEGRACION POR PARTES, INTEGRACION POR DESCOMPOSICION

EN FRACCIONES RACIONALES, USO DE TABLAS . . . . . . .. 273

VIII.2.1 INTEGRACION POR PARTES . . . « + . . + « . .+ . 273

VIII.2.2 INTEGRACION POR DESCOMPOSICTON EN FRACCIONES
RAGEONALES #oSad- (MOD ACEVIAIGs &80 « 1sBo[ETe o 275

VIII.2.3 USO DE TABLAS DE INTEGRALES . . . . . . . . . 280



I11.2

ITL:3

I11.4

II1.5

II1.6

I11.7

II1.8

DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD . . . . . v ¢ v v v v v v v 100
TIT.2:1 DERIVADAS' LATERALES oo sicsusris,mpe s o % % & & & 100
III1.2.2 DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD . . . « « « .« « . . 102
FORMULAS DE DERIVACION . . . . . . .+ .« v v v v v W . . 106
III.3.1 DERIVADA DE LA SUMA, EL PRODUCTO Y EL COCIENTE

DE' FUNGIONES! v s ' sy sty Shnilmsidasl s & 8 uos & W 106
III.3.2 DERIVADA DE UNA FUNCION ELEVADA A UN EXPONENTE

NATURAL: 1 o o ot f oo ntos ot o G s e & & s e e e 109
DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA. DERIVADA DE LA FUNCION
INVERSA 5 s v o s s s w & & » 8 @% & & o 5 % @ @ & &% 115
III.4.1 DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA . . . . . . . . 115
III.4.2 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA . . . . . . . . . 117
DERIVADAS DE LAS FUNCIONES CIRCULARES . . . . . « . « . . 118
III.5.1 LIMITE DEL COCIENTE DE SEN X ENTRE X, CUANDO X

TIENDE A -CERO 2% . "0 W e W & LA T AP
I1I.5.2 FUNCIONES CIRCULARES INVERSAS Y SUS GRAFICAS . . 123

I1I.5.3 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES CIRCULARES INVERSAS . 128

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA IMPLICITA

Y EN FORMA PARAMETRICA . . . . . . . . . . « v . . 131
III.6.1 DERIVADA DE LA FUNCION IMPLICITA . . . . . oo o 181
III.6.2 DERIVADA DE LA FUNCION DEFINIDA EN FORMA PARA-
MEPRTCA oo ¥l (a0 0 dagrs, D%, 50 Lo & o 133
III.6.3 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR DE FUNCIONES IMPLICI
TAS 5y o0 oy ot o e B e s 8§ G ow e e e 134
II1.6.4 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR DE FUNCIONES DEFINI-
DAS PARAMETRICAMENTE . . . . « &« v & & 4 o o & 135
APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA DERIVADA . . . . . ... 137
III.7.1 ECUACIONES DE LA TANGENTE Y LA NORMAL A UNA CUR-
VAEN UNPUNTO DADO . « &« o « & v s o o o s o« 139
II1.7.2 ANGULO DE INTERSECCION ENTRE DOS CURVAS . . . . 140
APLICACIONES FISICAS DE LA DERIVADA: RAZONES DE VARIA-
CION Y VARIABLES RELACIONADAS . . . . . U |
III.8.1 LA DERIVADA COMO RAZON DE CAMBIO . . . . . . . 141

CAPITULO IV VARIACION DE FUNCIONES
INTRODUCCION

IV.1 TEOREMA DE WEIERSTRASS, TEOREMA DE BOLZANO, TEOREMA DE RO -
LLE Y TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL. . .

IV.2 FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES . . . . . . . . .
IV.2.1 SIGNO DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION BIYECTIVA

IV.3 MAXIMOS Y MINIMOS . . . . . . . .. .. .« ...

IV.3.1 CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA . . . . . . . . .

IV.3.2 CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA MAXIMOS Y MINI
MOS ¢ « w & % 6 5 & ¥ @ SASUTCRTEUE  wis & % 3R s

IV.3.3 PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS . . . . . . . . . .

IV.3.4 CONCAVIDAD DE UNA CURVA. PUNTOS DE INFLEXION
IV.3.5 REPRESENTACION DE LA FUNCION ORIGINAL Y SUS DERI-

VADAS ' & v ¢ v v ¢ o v v e 0 T

IV.4 ESTUDIO DE LA VARIACION DE UNA FUNCION. PROBLEMAS DE APLI-
CACTON & s w w8 s W s m s 5 & o 5w 8 § & « &% & % 54 @

CAPITULO VLA DIFERENCIAL
INTRODUCCION

V.1 LA DIFERENCIAL DE UNA FUNCION . . . . . . . . . . . . ...

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL

= =2 <=2 < =
e e e
L I O T

PERMANENCIA DE LA FORMA DE LA DIFERENCIAL PARA UNA

FUNCION DE FUNCION . .+ o 5 o » » ADSSA8S sLal sl e «
V.1.7 DIFERENCIALES SUCESIVAS "« 4 o o o o o o o o o s o &

V.2 APLICACIONES DE LA DIFERENCIAL

V.2.1 RELACION ENTRE LA DIFERENCIAL Y EL INCREMENTO
V.2.2 ERRORES Y VALORES APROXIMADOS, APLICACIONES

FUNCION DIFERENCIABLE . o .« Gucie slteis & s o s/ o
LA DEFERENGIAL: ;s " 5 o & ® o, 5, 5 o0BEona of of AW s o
DIFERENCIAL DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE . . . . . .

LA DERIVADA COMO COCIENTE DE DIFERENCIALES . . . . .

146
157
159

172

181



VIII.3 APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA . . . . . . . . .. 281

VIII.3.1 CALCULO DE AREAS . . . ¢ ¢ ¢ ¢ v v v o o o« o 281
VIII.3.2 CALCULO DE LONGITUDES . . « « « ¢ « &« « & & . 285
VIII.3.3 VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION . . . . . 289

VIII.4 APLICACIONES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA A LA FORMULACION

Y SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES SENCILLAS . . . . 295

VIII.4.1 ECUACIONES DIFERENCTALES ORDINARIAS . . . . . 296
VIII.4.2 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES Y NO LINEA-

LES o s % s 5 v o & 9 & & & o & 9 & % 9 & i% 298

VIII.4.3 SOLUCION EXPLICITA Y SOLUCION IMPLICITA . . . 300

VIII.4.4 ELIMINACION DE CONSTANTES ARBITRARIAS . . . . 301

VIII.4.5 FAMILIAS DE CURVAS . . . . . ¢« v v ¢ v v o .+ . 301

VIII.4.6 SOLUCION GENERAL Y SOLUCION SINGULAR . . . . . 303

VIII.4.7 SEPARACION DE VARIABLES . . . . . . . . . . . 303

BIBLIOGRAFIA PARA CONSULTA DE LISTAS O TABLAS DE INTEGRALES . . . 306

BIBLIOGRAFIA . . . . . . TR ERE LR Y oo e 307



I FENOMENO FISICO REAL

Conjunto de datos del Conjunto de incdgnitas
problema. del problema.

Formulacidn del modelo ma
temdtico que representa
el problema a través de
una funcidn.

CAPITULO T FUNCIONES

Andlisis del modelo o fun
INTRODUCCIOi cidn a través de herramien
tas matematicas, y determi
nacidn del o los valores
de las incdgnitas o varia-
bles del problema.

E1 presente capitulo se dedica al estudio del concepto de
funcién, que constituye una base fundamental para el Cdlcu-

lo Diferencial e Integral. La importancia de este concepto Utilizacidn en el problema

radica en el hecho de que multitud de fendmenos fisicos de fisico real, de las solucio
la vida real pueden ser representados por un modelo matema- nes obtenidas en el modelo

tico donde figuran todas aquellas magnitudes variables que matemadtico o funcidn.

intervienen en el fendmeno. Estos modelos matemdticos son
analizados mediante diversas herramientas, como por ejemplo
las que proporciona el Cdlculo Diferencial e Integral, con

el fin de determinar la solucidon de un problema especifico. En 1o que sigue de este capitulo se definird fundamentalmente el con-

cepto de funcidn y se estudiardn los diferentes tipos de funciones rea
les de variable real como base del cdlculo diferencial e integral.
E1 siguiente diagrama ilustra el ordenamiento 16gico de un
problema fisico cualquiera, desde el fendmeno mismo hasta
el planteamiento del modelo matemdtico que lo representa y
el andlisis y la solucidn del mismo.

I.1 FUNCION REAL DE VARIABLE REAL

I.1.1 CONCEPTO DE FUNCION

E1 concepto de funcidn en general puede presentarse siguiendo dos dife

rentes puntos de vista. Aqui se analizard de las dos formas para tener
un criterio mds amplio de 1. A estos dos puntos de vista se les puede
identificar con Tos siguientes nombres:
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a) Concepto tradicional.
b) Enfoque con la teoria de conjuntos.

Ahora se tratardn por separado y después se enfatizard la equivalencia
entre ambos.

CONCEPTO TRADICIONAL.- Cuando dos variables estd@n relacionadas
en tal forma que a cada valor de la primera corresponde un valor
y sdlo uno de la segunda, se dice que la segunda es funcidn de la
primera.

Casi todos los problemas cientificos tratan con cantidades y relaciones
de esta naturaleza, y en la experiencia de la vida diaria, se presentan
constantemente situaciones en las que intervienen magnitudes que depen-
den de otras magnitudes. Asf, la longitud que adopte un resorte depen-
de del peso que soporte. E1 volumen de una esfera es funcidn de su did
metro. La presion de un gas contenido en un recipiente de volumen cons.
tante es funcidon de su temperatura, etc.

Con objeto de aclarar el significado de este concepto se pueden citar
los siguientes ejemplos:

Ejemplo I.1

Una particula se mueve a lo largo de un eje horizontal con una ve-
locidad uniforme de 8 m/s, empezando el movimiento en cero y despla
zdndose hacia la derecha. Determinar la distancia recorrida por la
particula al cabo de un tiempo dado.

Denotando con S la distancia (metros) de la particula al origen
en cualquier instante, y con t al tiempo (segundos) transcurrido
desde que el movimiento comenzd, se tiene que S y t son las varia
bles que intervienen en el problema.

Evidentemente S depende de t. Asi, al cabo de 5 segundos, la par

ticula habrd recorrido 40 metros, es decir que si t = 5 segundos,
entonces S = 40 metros. (Véase figura I.1).

t=0s t=58

Figura I.1

La tabla siguiente muestra los valores de S que corresponden a al
gunos valores de t.

t, 8|0 5] 10 15 20 25 30

S, m [0 | 40 | 80 | 120 | 160 | 200 | 240

Tabla I.1

La fdérmula medlante la cual se obtiene el valor de S para cada va
lor de t es = 8t. Esta expresidn describe exactamente como el
valor de la variable S depende del valor de la variable t. Esta
variable, cuyo valor puede fijarse a voluntad recibe el nombre de
variable independiente, y la otra, cuyo valor depende del valor
que se le asigna a la independiente, se llama variable dependiente.

NOTACION.- Si en una expresion funcional x es la variable independien
te y y es la variable dependiente, se acostumbra escribir y = f£(x) para
representar la funcidn en cuestidn y se lee:

y es igual a f de x

Aqui £(x) indica que x es la variable independiente y £ representa sim
bolicamente las operaciones a efectuar con cada valor de x para obtener
el correspondiente valor de y.

En principio la letra f, inicial de funcidn, se emplea en la notacidn
indicada en forma tipica, pero pueden emplearse distintas letras para
discriminar diferentes funciones de la misma variable independiente,
como g(x), P(x), ¢(x), etc.

Durante todo el desarrollo de un proceso, un mismo simbolo de funcio
nalidad indicard una misma ley de dependencia entre las variables de-
pendiente e independiente, es decir, que una misma notacidon y = f(x)
indicard las mismas operaciones por ejecutar con cada valor de x que
se tome para calcular el valor de y que le corresponde. Asi:

ya =i )y y2 = f(x2), etc.

Ejemplo I.2
Sea:

£(x) = x2 - 9x + 14
Se tendra:

£(0) = (0)% - 9(0) + 14 = 14



£(-1) = (-1)2 = 9(-1) + 14 = 24

£(3) = (3)2-9(3) + 14 =~ 4

f(a) = a® - 9a + 14

f(b+1) = (b+1)%-9(db+1)+ 14
=b2-7b+6
Ejemplo I.3
Hacer ver que:
f(a) - f(-a) =0
si:
£(x) = x* - 3x* + 5
en efecto:
f(a) = a* - 3a%2+5 y f(-a) = a* - 3a2 + 5
luego:
f(a) - f(-a) = 0
Ejemplo I.4

Dada g(x) = a¥
hacer ver que:

glz + 1) - g(z) = (a - 1) g(z)
efectivamente:

glz + 1) = %"y g(z) = a?-
luego:

gz + 1) - g(z) = azt! - az = aZ a - aZ

[}
I

az(a - 1) = (a - 1) g(z)

Para que una expresion y = f(x) sea funcidon real de variable real es
necesario que y sea real para todo valor real de x, y que a cada valor
de la variable independiente x corresponda uno y sélo un valor de la
variable dependiente y.
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Ejemplo I.5

La expresidn y = * ¥Xx no representa una funcién ya que para ca-
da valor positivo de x existen dos valores para y. Asi, si x =1,
Vi =5 g2 = ol g1 = A4y yi =2, Yy = -2,

Sin embargo, si especificamente se establece que los valores de
la variable dependiente y sean positivos, entonces con y = + vx
(x >0, y >0) se tiene una funcidn. Lo mismo pasaria con la ex—
presion y==-vx (x>0,y<0).

ENFOQUE CON LA TEORIA DE CONJUNTOS.- Como este enfoque del con-
cepto de funcidn estid basado en la teoria de conjuntos, entonces
antes de establecerlo, se recordaran algunos conceptos basicos.

Cuando en un conjunto se dispone de un criterio que permite saber qué
elemento es anterior y cudl posterior, se dice que el conjunto es orde
nado.

Ejemplo I.6
Los siguientes conjuntos son ordenados:

a) El conjunto C de todos los nimeros primos mayores que 2 y me-
nores que 17, considerados en orden ascendente.

€= {3, 55 7s 11; 13}
b) El conjunto B de las vocales en el orden usual de enunciacidn.
B={a, e, i, 0, u}

Dos conjuntos ordenados son iguales si tienen los mismos elemen-—
tos y en el mismo orden.

CONJUNTO PRODUCTO.- Sean A y B dos conjuntos. Si se colectan todas
las parejas ordenadas (a, b) en donde el primer elemento a pertenece a
A y el segundo elemento b pertenece a B, entonces esta coleccidon de pa
rejas ordenadas forma un conjunto que se denota por:

AxB=1{(a, b) | a€ A, b e B}
y que se 1lama producto cartesiano de A y B.
Al producto cartesiano de un conjunto por si mismo se le denota como:

2

AxA =A% BxB=38
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Ejemplo I.7
Dados los conjuntos:
A=1{0, 1, 2}, B={3, 4} y c = {5, 6}
calcular:
AxB,BxA, BxCyC?
Solucidn
A% B = {0 35 (05 405 Ly 3) 5 €Ly @), 253532, 91
B x A= {(3, 0), (3, 1), (3,.2), (4, 0), (4, 1), (4, 2)}
BxC=1{(3, 5), (3, 6), (4, 5), (4, 6)}

cxc=c?=1{(5, 5, (5, 6), 6,5, (6, 6)}

Nota: Como se observa, el producto cartesiano ne es conmutativo,
es decir A x B # B x A.

Para representar grdficamente un producto cartesiano se sigue como con
vencion tomar como abscisas a los elementos del primer conjunto y como
ordenadas a Tos elementos del segundo conjunto.

Ejemplo I.8

Sean los conjuntos:

3}
4}

A= {x|x es un entero; - 3 < x

IA LA

B={y|ly es un entero; - 4 <y
representar gfafiéamente AxB

Solucidn

of wte i vt g A

Figura I.2

Ejemplo I.9
Sean los conjuntos:
A= {xlx ¢ R}

B

I

{yly e Ry - 3<y <3}
representar graficamente A x B

Solucidn

Yk
+3
D % P
ZR ¢
/
-3
Figura I.3

RELACION BINARIA.- Si se tienen dos conjuntos A y B sus elementos se
pueden relacionar de varias formas:

Relacidn multiforme.- Cuando se relaciona cada elemento del conjunto
A con uno o varios elementos del conjunto B. (V8ase figura 1.4).

=

I

Figura I.4
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Relacién uniforme o univoca.- Cuando uno o varios elementos de A se Una relacién R de un conjunto A a un conjunto B es un subconjunto del
asocian con un solo elemento de B. (Véase figura I.5). producto cartesiano A x B.

E1 dominio de la relacién R de 4 x B es el conjunto de las primeras
coordenadas de las parejas en R y el reconnide, rango o 4imagen es el
conjunto de las segundas coordenadas.

Simbdlicamente una relacidn se puede escribir como sigue:

R={(a, b) | aea, beB;Px,

En esta expresion P(x, y) representa la proposicién que resulta falisa
o verdadera para las parejas ordenadas de A x B.

Ejemplo I.10

Sean los conjuntos A = {1, 2, 3} y B = fo, 1, 2k,

Figura I.5 encontrar las siguientes relaciones dando dominio (D) y recorri-
do (R).

Ry

{Gx, ) | xe A yeBsy=x}
Relacidn biunivoca o uno a uno.- Cuando a cada elemento de A se aso-
cia un elemento de B y sdlo uno. (Véase figura I.6). Ra

{(x, 9) | xe A, yeB; x+y-= 33

Ry = {(x, y) | x € A, y € B; x* +y* = 5}
El producto cartesiano A x B viene dado por:

AxB= {(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1),(3,2)}

Por lo que las relaciones pedidas, de acuerdo a sus proposiciones,

seran:
R, = {(1,1),(2,2)} D= {1,2} R = {1,2}
Re = {(1,2),(2,1),(3,0)} D= 11,2.3) R = {0,1,2}
Figura I.6 Rs = {(1,2),(2,1)} D= {1,2} R = {1,2}

g LD : L R e . RELACION IDENTICA.- Es aquella relacion definida en los reales cuya
Definicidn: Una relacidn binaria R o simplemente una relacién proposicién asocia valores iguales en las parejas ordenadas, es decir,
consiste en: que equivale.a escribir y = x.
1. Un conjunto A La representacién grdafica de una relacidn, al igual que para el produc
2. Un eonjunto B to cartesiano, consiste en !]evar las parejas ordenadasva un sistema.de
e ejes coordenados con los primeros elementos de las parejas como absci-
3. Una proposicidn P que es falsa o verdadera para sas y los segundos elementos como ordenadas.
toda pareja ordenada (a, b) de A x B
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Ejemplo I.11 Ejemplo I.13
Sea la relacién idéntica R = {(x, y) | xe R, y e R; y = x}. Su Sea la relacidn definida en los reales
representacidn grafica serd una recta que pasa por el origen y for- i
s - o
ma con el eje X un angulo de 45°. R = {(x, y) [ X eR, ye R; x> +y2 =16} . Su representacidn se
Th:
Y A

Y

\450

/

Figura I.7 v//////

S
. - -4 -{ = }
T D={xIxER;-4<x<4} R={ylyeRi-4<y<4
Sea la relacidn definida en lés reales
R=1{(x, y)lxe B, ye R; y <x- 1} . 5u representacidn sera: Fiqura I.9

Y 4

DEFINICION DE FUNCION: Una funcidn es una terna formada por:
a) Un primer conjunto llamado dominio de La funcibn.
b) Un segundo conjunto llamado codominio de La funcibn.

c) Una regla de correspondencia que tiene las siguientes pro
piedades:

1. Per medio de esta regla de correspondencia a todo elemento
del dominic  la funcidn se le puede asociar un elemento del
codominio.

2. Ningln elemento del dominio ha de quedarse sin su asociado en
el codominio.

3. Ningln elemento del dominio puede tener mas de un asociado en
2l codominio.




FUNCION REAL DE VARIABLE REAL.- Hasta ahora se ha tratado el concep-
to de funcidn en forma general, o sea, no se ha hecho restriccion alqu
na sobre la naturaleza de los elementos de las parejas ordenadas que
la forman. En el presente curso se tratard con funciones donde los e-
lementos que intervienen pertenecen al conjunto de Tos nimeros reales.
Esto quiere decir que tanto la primera coordenada como la segunda se-
ran nimeros reales.

Teniendo en cuenta que se tratard con el conjuntc de los nlmercs reales
y con subconjuntos de &1, conviene presentar algunos aspectos importan-
tes de los sistemas numéricos.

NUMEROS NATURALES.- Son los que sirven para contar: 1, 2, 3, 4, ...,
es decir, son los enteros positivos. E1 conjunto de los nimeros natura
les es cerrado respecto a la adicidon y a Ta multiplicacidon, lo que sig-
nifica que dichas operaciones efectuadas con nimeros naturales dan siem
pre como resultado nimeros naturales.

Obsérvese que el conjunto de los nlmeros naturales no es cerrado re$-
pecto a la sustraccidon, ya que no todas las restas entre niimeros natura
les dan como resultado nimeros naturales.

NUMEROS ENTEROS.- E1 conjunto de los nimeros enteros estd formado por
todos los enteros positivos, los enteros negativos y el cero ..., -3,
=2y =1y 0s 1s 25 35

Este conjunto es cerrado respecto a las operaciones de adicidn, sustrac
ci6n y multiplicacion. Las sumas, restas y productos de niimeros enteros
dan como resultado nimeros enteros, pero no todos los cocientes de ente
ros son enteros, o sea que el conjunto de nimeros enteros no es cerrado
respecto a la division.

NUMEROS LACIONALES.- Son tedos 1os nlmeros que pueder escribirse en
la forma p/q en que p y q son nimeros enteros y q # 0. Es decir, que
el conjunto de los nimeros racionales estd formado por todas las frac-
ciones cuyo numerador y denominador son nimeros enteros y el denomina-
dor no es cero.

Los nlreros enteros y por consiquiente los nlmeros naturales son casos
particulares de nimeros racionales, ya que basta dividir cualquiera de
ellos entre uno para que queden escritos en la forma p/q.

E1 conjunto de Tos nlmeros racionales es cerrado respecto a la adicidn,
sustraccion, multiplicacion y division.

NUMEROS IRRACIONALES.- Son todos aquellos nimeros que no pueden escri
birse como el cociente de dos enteros p/q. Estos nimeros como v2,m,
e, etc., pueden ser identificados como los que tienen decimales ilimi-
tados no periddicos.

£l conjunto de los nimeros reales estd formado por la unidn del conjun
to de los nimeros racionales y el de los irracionales. El1 siguiente
cuadro sindptico muestra la clasificacién de Tos nimeros reales.
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Naturales

Enteros Cero

Racionales Enteros negativos

NUMEROS REALES Fraccionarios

Irracionales

I.1.2 INTERVALOS

Tal y como se ha considerado el conjunto R, se trata del conjunto de
los niimeros reales no restringido. Frecuentemente es necesario consi-
derar solamente un subconjunto de R, es decir, que se tiene que res-
tringir este conjunto, lo cual se 1leva a cabo mediante los intervalos,
que son subconjuntos de R

A continuacion se presentan los nueve tipos de intervalos que pueden
presentarse, cuatro de ellos finitos.y cinco infinitos.

INTERVALOS FINITOS.- Se 1lama intervalo abierto determinado por los
nimeros reales a y b tales que a < b, al conjunto de todos los nimeros
reales mayores que a y menores que b. Este intervalo se denota (a, b)
en donde a y b son los extremos del intervalo.

(a, b) = {x]x ¢ BR; a < x < b}

A veces este intervalo se escribe simplemente como: a < x < b. Obsér
vese que en un intervalo abierto (a, b) los propios extremos a ¥y b no

forman parte del mismo. Suele 1lamarse amplitud del intervalo (a, b) a
la diferencia b - a.

Geqmétricamente el intervalo abierto (a, b) queda representado por el
conjunto de todos los puntos de un eje numérico x comprendidos entre los
purtos que representan a los extrenos a y b, como se ve en la figura
I.10.

a/ \b
\ / X

Figura I.10
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E1 intervalo cerrado determinado por los nimeros reales a y b donde
a < b, es el conjunto de todos los nimeros reales x tales que a < x < b
y se denota como [a, b]

[a. 5] = {x]x € R; a <x<b}

Evidentemente en un intervalo cerrado [___a, u] , los extremos a y b for-
man parte del intervalo y la diferencia b - a es la amplitud del inter-
valo.

La representacidn geométrica del intervalo cerrado [ a, b_] estd cons-
tituida por el conjunto de todos los puntos de un ejg numérico X compren
didos entre los puntos a y b, incluyendo a éstos. (Véase figura I.11).

af 1b e
L ] X

Figura I.11

Se conocen como intervalos semiabiertos los siguientes:
Intervalo semiabierto por la izquierda:
(a, b] = {x|x eR; a < x < b}

que geométricamente se representa en la figura I.12.

af 1b 2=
\ I X
Figura I.12
Intervalo semiabierto por la derecha:
E\, b) = {x|xe R; a < x < b}
que geométricamente se representa en la figura I.13.

af \b S
L / Ry
X

Figura 1.13

INTERVALOS INFINITOS.- Los intervalos infinitos son los siguientes, en
donde x e R :

(a, ) = {x]| x> a}

[a, ®) = {x|x > a}
(-©»a) = {x|x < a}
Goampia] = D & &)
(-, ) = {x|x € R}

Las representaciones geométricas de estos intervalos se deducen facil-
mente de lo anterior.

Recordando los conceptos de producto cartesiano y de relacién como un
subconjunto de aquél, se puede decir que las relaciones uniformes ouni
vocas y las relaciones biunivocas son funciones. Es por ello que sé
puede afirmar que una funcion £ de un conjunto A a un conjunto B, es
un subconjunto del conjunto producto A x B.

De lo expuesto en las propiedades de la regla de correspondencia y de
lo dicho anteriormente se confirma que toda funcién es una relacidn, pe
ro no toda relacion es funcion. Las relaciones multiformes no son fun-
ciones.

La representacion esquemdtica de una funcidon es la que se observa en
la figura I.14.

f Recorrido,Imagen o Rango

A(Dominlo) B(Codominio)
Figura I.14
NOTACION.- Como una funcion no es mds que un tipo especial de relacion,
puede empiearse la notacion de las retaciones para representar funciones.
Entonces una funcidn puede expresarse por comprendién asf:
£={(x, 9 | xeay==£x}

0 bien puede expresarse en algin caso escribiendc todas las parejas or
denadas que la forman y seria, por extensién:

f={(x, y1), (x2, y2), (X3, y3),eue, (xpn, yp)l}



Por otro lado, si A es el primer conjunto (dominio), B el segundo con-
junto (codominio) y £ la regla de correspondencia, se denota por:

f:A+B

y se lee f es una funcién de A en B o bien f es una funcibn que mapea A
en B.

Entonces, si una terna (4, B, f) es una funcidn, es decir, si f£: A+B,
para cada elemento a € A tiene que existir uno y solamente un elemento
de B que la regla f ‘asocie al elemento de A. Este Unico elemento de B
se denota por f(a), f de a, y se le 1lama {magen de a en el codominio
bajo £a funcibn £. Al conjunto de imdgenes se le conoce como recomri-
do, nango o imagen de La funcién.

Por 1o tanto, para que exista una funcidn, ningln elemento de A debe

quedarse sin su asociado en B y ademds debe asociarse con uno y solo un
elemento de B.

Ejemplo I.l4

Sea la relacidn
R=1{(x, y)|xeR, y e R; x* + y? = 4}

Se observa que no se trata de una funcion ya que al despejar y, el do-
ble signo de la raiz cuadrada implica que a cada elemento del dominio le
corresponden dos elementos del codominio, uno positivo y uno negativo.
Esto se observa claramente en la figura I.15.

Yi

\ y(+)

Figura I.15.
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De este ejemplo se puede deducir que la condicibn geométrica para que
una relacion sea funcibn, es que toda recta paralela al eje Y debe cor
tar a la grdfica en un solo punto.

Como se ha visto, en la regla de correspondencia que define una funcién,
existe una proposicion que relaciona valores de x con valores de y. A
x se le conoce como la variable independiente y a y como la variable de

pendiente, ya que su valor (imagen) depende del valor que se tome de x.

Ejemplo I.15°

En la representacidn de las relaciones siguientes con los diagra
mas de Venn, pueden verse casos de funciones y de no funciomes.

No es funcidn, ya que el
elemento ¢ no estd rela-
cionado con alguno de B.

b) g No es funcidn, ya que el
elemento a estd relacio-
b nado con dos elementos
de B.

c) Si es funcidn, porque to
do elemento de A estd re
lacionado con unc y sélo
uno de B.

Figura I.16
En resumen, una funcidn puede escribirse de la siguiente forma:
£ = {(x, £(x)) , (proposicidn) }

en donde f(x) = y es la imagen de x de acuerdo a la proposicidon o regla
de correspondencia que define la funcion. Ademds se puede decir que el
dominio de una funcién es el conjunto de todos los valores que toma la
variable independiente; y el recorrido, imagen o rango, el conjunto de
todos los valores que toma la variable dependiente. Cabe establecer
que a menos que se especifique lo contrario, el codominio serd conside
rado como el conjunto de todos los reales (R ).



Para ilustrar los conceptos anteriores se presentan los siguientes
ejemplos:

Ejemplo I.16

Sea la funcidn dada por f(x) = + /5 - x

El dominio (Dg) estard dado por:
Df={x|xE]R;x§5}

El recorrido (Rg¢) es el conjunto de todos los niimeros reales no
negativos, es decir:

Re = {yly e R; v > 0}
o bien
Rf = E),Cb)

De este ejemplo se infiere una importante convencidn. Cuando una
funcidn se defina Ginicamente por la regla de correspondencia, se
considera como dominio el conjunto de valores reales de la varia-
ble independiente que hacen que sea real la variable dependiente.
En dicho ejemplo, como se tienme una raiz cuadrada, que serd real
solamente si el subradical es positivo o nulo, el dominio se obtu-
vo de considerar 5 - x > 0. Lo cual implica x < 5.

Ejemplo I.17
Dada la funcidn £ tal que:
i

2_.
1 = 5

puede observarse que la expresidn que la representa no estd defini
da para x = 2, por lo que no existe valor de f(x) para x = 2; de
ahi que 2 ¢ Dg. Sin embargo f(x) es real si x 42, Siae Ry

a ¥ 2, hay un valor de f(x).
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2_
f(a) =

Por lo tanto, el dominio serd Df = {xlx €R; x # 2}
o bien
De = R - {2}

El recovrido estd constituido por todos los valores de y que co-
rresponden a los valores de x del dominio.

Rf = {yly €ER; y # 4}
o bien

Rf = R - {4}

I.1.3 FORMULACION DE FUNCIONES

Las funciones no son mds que modelos matemdticos que representan algin
fendmeno fisico de la vida real. E1 planteamiento del modelo matemdti-
co, es decir, la formulacion de la funcion es el primer paso en la solu
cion de un problema y ante este tipo de situaciones se encontrard en
multitud de ocasiones,el estudiante de alguna carrera de ingenierfa.

No existen reglas precisas ni un método general para el planteamiento
de funciones que representen algin fendmeno. La recomendacidn en este
sentido seria identificar cudles son los datos, variables e incégnitas
del problema en primer lugar, y después proceder a encontrar alguna re-
lacion entre los datos e incdgnitas del problema a través de simbolos
matematicos (variables dependientes e independientes, representadas me-
diante letras). Un agrupamiento adecuado de los datos e incégnitaz, asi
como el trazo auxiliar de una grdfica o diagrama son de especial ayuda
en la formulacidn de funciones para resolver un problema determinado.

A continuacidn se pretende dar una secuencia mds formal para formular
alguna funcidn, y después se presentan algunos problemas ilustrativos.

1. Se debe tener uha total comprensidn del problema que se presen
ta, identificando claramente qué magnitudes son constantes, cud
les variables y, sobre todo, cuil de estas (ltimas es la que va
a definir la funcidn que se quiere formular.

2. Se procede a trazar un diagrama o modelo geométrico que sea re
presentativo del problema en cuestidn.

3. En base al modelo geométrico y a la comprensidén del problema se
construye el modelo matemidtico, (aunque en un principio se tra
te de una funcidn con dos o mids variables independientes).

4. Se recurre a ecuaciones auxiliares, datos del problema o condi
ciones geométricas con el fin de relacionar las variablesy que
finalmente quede establecida una funcidn en t&rminos de un so-
lo argumento o variable independiente.

A continuacidn se presentan algunos ejemplos en los cuales se pide la
formulacidon de una funcion.

Ejemplo I.18

Encontrar una funcidn que represente el producto de todos los pa-
res de nimeros de tal manera que la suma de un nimero y el triple
del otro sea 60.



Solucidn

Si se representa un nimero con X y otro con y, el producto se pue
de escribir como:

P=xy ases(a)
Pero de acuerdo a las condiciones establecidas:

x + 3y = 60 sass(b)

Despejando en (b) y sustituyendo en (a):

f(x) = Lo;x_)_

Ejemplo I.19

Encontrar una expresidn que defina el volumen de un cilindro cir-
cular recto, inscrito en un cono circular recto con un radio de
5m., y una altura de 12 m., en funcidn Gnicamente del radio del

cilindro.

Solucidn

3

Figura I.17

La siguiente fdrmula expresa el volumen del cilindro en términos
de R y H:

Vv=mR?H v (@)
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Es necesario establecer una expresion independiente de (a) que
relacione a Ry H. De la figura I.17, y usando tridngulos semejan
tes:

L2o=hgy > 12
R 5
despejando H:
PES )

sustituyendo (b) en (a) y desarrollando, se tiene finalmente:

V=%(60R2—12R3)

Ejemplo I.20

En el proyecto de una cafeteria se estima que si existen lugares
para 40 a 80 personas, la ganancia semanal serd de $ 8.00 por lu-
gar. Sin embargo, si la capacidad de asientos sobrepasa los 80 lu
gares, la ganancia semanal en cada lugar estara reducida en 4 cen-
tavos por el nimero de lugares excedentes. Encuentre una funcidn
que relacione el nimero de asientos con la ganancia de la semana.

Solucidn
Si se llama a x el nimero de lugares y a G la ganancia semanal, se
tiene que cuando 40 < x < 80 la ganancia por lugar serd de 8 y por
lo tanto G = 8x.
Sin embargo, cuando x > 80 la ganancia por lugar equivale a:
[8 - 0.04 (x - 80)]
y la ganancia por todos los lugares es:

G

L}

x [8 - 0.04 (x - 80)]
y desarrollando:

G = 11.20x - 0.04x?

Como’ se puede observar, la funcidn pedida no se puede representar
con una sola foérmula para todo su dominio. Por lo que quedard for
mulada como:

8x si 40 < x < 80

11.20x - 0.04x? si x> 80
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Ejemplo I.21

En la figura I.18, el punto A representa una isla que se encuen-
tra a 6 kildmetros del punto B, el cual es el punto mids cercano so
bre una playa recta. Un almacén estd en el punto C a 7 kildmetros
de B, sobre la playa. Si un hombre puede remar a razén de 4 km/h
y caminar a razdn de 5 kildmetros por hora, establezca una expre-
8idn que relacione a la posicidn del punto de desembarco P con el
tiempo que tarde en llegar de A a C.

Solucidn
L T
Lagt- —————A—tuql——Z:JL—— =
B c
| P
|
|
|
|
I
|
°
I
|
|
_
A
Figura I.18

De acuerdo a la figura, el hombre rema de A a P y camina de P a C.

Sea: x la distancia en kildmetros de B a P.
T el tiempo en horas que le tome al hombre hacer el viaje
de A a C. .

Entonces T es el tiempo para ir de A a P mis el tiempo de P a C.
Como el tiempo se obtiene al dividir la distancia entre la veloci

dad:
IAP’ IPC|
T = 7 3 = .os (a)

Como |X§| es la hipotenusa del tridngulo rectangulo ABP!

IKFI = vx2 + 36

y ademds:

%] = 7 - x

Sustituyendo en (a) queda finalmente:

T= vx2 + 36 7 -x
Tt T

I.1.4 REPRESENTACION GRAFICA

En el estudio de los topicos de las matemdticas es de gran ayuda poder
realizar ilustraciones que tengan alguna significacién con el tema en
cuestion. En el caso de una funcidn, ademds de un diagrama que ilustre
la correspondencia o dependencia entre las variables que intervienen en
ella, puede darse una representac1on geométrica de la misma. Muchas ve
ces la ayuda que proporciona la grdfica de una funcidn es clave para su
estudio y para la solucion del problema en que interviene.

Dado que una funcién real de variable real es un conjunto de parejasor
denadas de nlmeros reales (x, y), y como existe una correspondencia uno
a uno entre el conjunto de parejas y el conjunto de puntos de un plano
cartesiano x y, una funcion puede representarse por el conjunto de pun-
tos del plano, cuyas coordenadas sean las parejas que constituyen la
funcidn. Esto es, cada pareja ordenada (x, y:) de la funcidn:

£f={(x, y)|y = £(x); x € D¢}

queda representada por el punto P(xy, y1), por lo cual, la grdafica de di
cha funcidn serd el lugar geométrico de todos los puntos P(x, y), cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacion y = £(x). Recuérdese que el primer
elemento x de cada pareja es la abscisa del punto que la representa y
que el segundo elemento y es su ordenada.

PROPIEDCADES DE LA GRAFICA

1. La grafica de una funcidén es uno de los subconjuntos del pro-
ducto A x B, del dominio por el codominio.

2. Los puntos que forman la grdfica de la funcidn son todos aque
llos puntos del producto A x B que tengan como primera coordc
nada a un elemento x contenido en A, y como segunda coordena-
da, al elemento de B que la regla de correspondencia asocia a
®s



3. Basta con trazar una perpendicular al conjunto A que pase por

"x'" y el punto en que corta a la grdfica tendrd a "x" como pri

mera coordenada y como "y" la del punto de la grafica.

Ejémplo I1.22
Sea la funcion del ejemplo I.16

f(x) =+ V5 - x

En seguida se muestra una tabla con algunos valores de x en el do
minio de la funcidn y sus correspondientes imagenes f(x).

X -4 -1 0 1 2 3 4 |5

y=f&| 3 |+6 |+ |2 |+B3|+2]1]0

Tabla I.2

En la figura I.19, estd reprecentado el conjunto de parejas (x, y)
de la tabla I.2.

(~#:%]

)
ey

(he) * . (e
i 3,+~/z_ i
| (l l) | (5:0)

= R R po g adigds qinvig X

Figura I.19

Trazando una curva por todos los puntos mostrados en la figura
I.19, se obtendrd la representacidon geométrica de la funcidn pro-
puesta, como se ve en la figura I.20
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"t
3
\ Df:(—m’s]

2
\ Rf=[o,co)

T T T T T T T T T S} =

-5 -4 -3 -2 - o0 1 3 4 5 X
Figura I.20

Ejemplo I.23
Sea la funcidn dada por:

y=3-% /G-D7TT9

Para trazar su grafica puede transformarse antes la ecuacidén dada
para ver qué tipo de curva representa, dado que es una ecuacidn de
segundo grado en "x" y "y". Asi se pueden determinar sus elemen—

tos caracteristicos. Esto es:
2
=32/ E=29)2%9 =>3(y-3)=-2/(x-2)Z+9

= 9(y - 3)? = 4(x - 2)2 + 36 = 9(y - 3)2 - 4(x - 2)% = 36

=0 ‘43)2- e ‘92)2 1

Esta ecuacidn representa una hipérbola con eje focal paralelo al
eje Y, centro en c(2, 3), semieje transverso a = 2, semieje conju-
gado b = 3 y vértices V;(2, 1) y V2(2, 5).

Teniendo en cuenta la regla de correspondencia dada:

y=3—-% /x-22+79
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la grafica de la funcidn consiste en la rama inferior de dicha hi-
pérbola como se ve en la figura I.21.

Df=‘R

Rf={y|y€lR-.ysl}

Figura I.21

En ocasiones aun no sabiendo de qué curva se trata se puede deter
minar su dominio partiendo de una desigualdad y luego proceder al
traze de la grafica mediante una simple tabulacidn con los valores
del dominio.

1.2 FORMAS IMPLICITA, EXPLICITA Y PARAMETRICA

I.2.1 FUNCIONES EXPLICITAS

Sea la funci6n dada por y = f(x), donde como se sabe f(x) indica cémo
calcular el valor de la variable dependiente y directamente en términos
de la variable independiente x. Toda funcidn especificada asi se 11ama
funcidn explicita.

En otras palabras, una funcidon es explicita cuando en la ecuacifn que
actia como regla de correspondencia, se tiene despejada la variable de-
pendiente y en términos de la variable independiente x.

Ejémplo I.24

La funcidn y = £(x) = 3x? + 2x + 1 es una funcidn explicita, da-

do que la ecuacidn, que es la regla de correspondencia, permite
calcular directamente para cualquier valor '"x" del dominio, su i-
magen correspondiente "y" en el codominio.

En el caso de que en la expresidn que define la funcidn, la variable
dependiente no se encuentre despejada, se trata de una funcidn impli-
cita, cuyo estudio se verd a continuacion.

I.2.2 FUNCIONES IMPLICITAS

Considérese ahora a f£(x, y) como representacion de una expresién en
x, y; en tal forma que f(x, y) = 0 ... (1) es una ecuacidn en x, y,
no resuelta para y, es decir que no esta despejada y.

Ejemplo I.25

La ecuacidn 2x® - 2xy + y2 -1=0 ... (a)
es una ecuacidn del tipo f(x, y) =0 ... (1)
donde f(x, y) = 2x2 - 2xy + y2 - 1

En este ejemplo se puede despejar y considerando que se trata de
una ecuacidn de segundo grado en "y".

yz - 2xy + (2x2-1) =0

de donde:

+ Jhx2 - 2=,
y=2x+ 4x24(2x 1)=xi%m

Las soluciones de dicha ecuacidn son y = x * /1 - x2

Dado que hay dos valores de "y" para cada valor de "x" en el in-
tervalo abierto (-1, 1), la ecuacidn (a) especifica una relacidn
multiforme, pero no una funcidn.

Para que la ecuacidn (a) sea la regla de correspondencia de una
funcidn, basta con precisar el signo que ha de afectar a la raiz.
De este modo se tendran dos funcionmes:

fi(x) = x + /1 - x2
f2(x) = x - /1 - x2

Seglin 1o anterior, una ecuacidn f(x, y) = 0 puede implicar una o mis
relaciones funcionales. Ante esto es necesario tener cuidado, ya que
hay ecuaciones del tipo (1) que no se satisfacen para ninglin par de ni
meros reales x, y, por lo cual no representan ninguna funcidn real de
variable real, como es el caso del siguiente ejemplo.



Ejemplo I.26

: 2 2 - s
Dada la ecuacidn x* + y?> + 9 = 0, obsérvese que no se satisface
para ningln par de nimeros reales (x,y).

Esto se ve claramente en la expresidn que resulta al despejar By,

y =t ST

Evidentemente al sustituir en esta expresidn a x por cualquier nimero
real queda la rafz cuadrada de un nimero negativo que no es un nimero
real.

Aqui se considerard que una ecuacidn del tipo (1) define una relacidn,
misma que si no es una funcidon, puede definirse a partir de ella una fun
cidon adaptando condiciones adecuadas como en el caso del ejemplo en que:

f(x, y) = 2x% - 2xy +y2 - 1

Una funcidn cuya regla de correspondencia sea una ecuacion del tipo (1),

se 11ama funcidn implicita. O sea que una funcidén implicita se caracte-

riza porque en la ecuacion que actia como regla de correspondencia, la
variable dependiente y no se encuentra despejada.

Ejemplo I.27

En las siguientes expresiones, "y" es funcidn implicita de "x".
a) x2-3y+1=0

b) xy=1, x40

c) sz—y2—8x+2y—1=0;y>0

Q y=+ /G-y

x2(x + y)

e) vy
£) y =x-2

g) ¥y =x

I1.2.3 FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA PARAMETRICA

En el siguiente ejemplo se ilustra el significado de la representacion
paramétrica.
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Ejemplo I.28
Dadas las ecuaciones:
X =2t - 2; y=4-t oo (a)

el pardmetro t puede eliminarse por igualacién, habiéndolo despeja
do previamente:

t=4-y3 x;-2=lo—y;x+2y—6=0 v (B)

(b) es la ecuacidn de la recta que se ve en la figura I.22.

YA

o
=¥

Figura I.22

Obsérvese que para cada valor de t en las ecuaciones (a) se tiene un
valor de x y un valor de y, que considerados como pareja ordenada de ni
meros reales (x, y), constituyen las coordenadas de un punto P(x, y) de
la recta de ecuacidn (b).

Ejemplo I.29

x=2t+2; y= 2t? + 4t son las ecuaciones paramétricas de la

parabola de ecuacidn, y = % x? - 2, figura 1.23.
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Y A
i | 2 2
y=ox
>
0
x=2t+2 X
y= 2% 4t
Figura I.23
Ejemplo I.30
Las ecuaciones x = 2t2; y= —32- , con el pardmetro t, son una re-

presentacidn paramétrica de 1la hipérbola cuya ecuacidn cartesiana
es xy = 6, figura I.24.

Y

Figura I.24

Una representacion paramétrica frecuentemente puede constituir la regla
de correspondencia de una funcién, como es el caso de los ejemplos ante-
riores, donde las funciones respectivas se pueden escribir:
£, = {(x, y)|x
£, = {(x, y)|x

{(x, )|x

2t -2, y=4-1t, te R}
2t + 2,y = 2t% + 4t, t € R}

£s 2%, y=2 ,teR t#0}

A veces un par de ecuaciones paramétricas representa una relacion multi
forme que puede descomponerse en mds de una funcidn.

Este es el caso de las ecuaciones del siguiente ejemplo.

Ejemplo I.31

Las ecuaciones x = 3 cos 8; y = 2 sen 6, en las que 6 es el pard

metro, corresponden a la elipse de la ecuacidn cartesiana.

E

‘°|"~
RS
I

w

Desde luego estas ecuaciones definen una relacidn multiforme en

el intervalo abierto - 3 < x < 3, que puede descomponerse en las
dos siguientes funciones:

31

L}

{(x, ¥)|x =3 cos 8, y=2sen 6, -3 <x<3,y>0}

£,

{(x, y)[x =3 cos 8, y=2sen 0, -3 <x <3, y < 0}

cuyas grﬁficas se ven en la figura I.25.

YA
2 YA
»I
32 o ! 2 3
e T T ”
T
te

Figura I.25



Una funcion expresada en forma paramétrica es pues:
£={(x, y|x=£(), y=g(t), t e Dg n Dy # ¢}
Debe tenerse cuidado en identificar las ecuaciones paramétricas que no

definan una funcién. Esto puede suceder si Df n Dg = ¢ como se ve en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo I.32

Dadas x = f(t) =v4 - t y=g() =/t -6
donde:
De = {t|te R, £t <4} ¥y Dg={t[tE]R,\:Z6}
se ve que:
Dg N Dg = ¢

Lo cual hace que ningln valor de t defina un par de niimeros rea-
les ordenados (x, y). Esto implica que estas ecuaciones no defi-
nen una funcidn.

Una aplicacidn Gtil de las representaciones paramétricas se presenta
en problemas de movimiento curvilineo, donde comiinmente se considera
que (x, y) son las coordenadas cartesianas del punto mévil y el pard-
metro t es el tiempo.

A Tas ecuaciones x = f(t), y = g(t), suele 1lamdrseles en ese caso
ecuaciones del movimiento y a la grafica correspondiente, trayectoria
del movimiento.

Otro empleo interesante de las ecuaciones-paramétricas se tiene para
simplificar los cdlculos al determinar las coordenadas de los puntos
de una curva, dada su ecuacion, como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo I.33

Para obtener puntos de la curva de ecuacidn 4y3 = 27x% puede ha
cerse x = 2t%, lo cual da y3 = 27t°, en otra ecuacidn y € Ry
t € R luego puede simplificarse para tener y = 3t°.

Es evidente, que si se usan las ecuaciones paramétricas x = 2¢9,
y = 3t2 en lugar de la ecuacidn 4y3 = 27x? pueden tabularse con
mas facilidad los pares (x, y) deseados.
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I.2.4 FUNCIONES CONSTANTE E IDENTIDAD

La funcion constante es aquella en la que todos los valores del domi-
nio se asocian con un dnico valor c del codominio.

En este caso, su dominio estd constituido por el conjunto de los nime~
ros reales y su recorrido consta dnicamente del valor c.

La grdafica de la funcidn constante es una recta paralela al eje de las
abscisas, con ordenada c, como se ve en la figura I1.26.

YA
y=f(x)=C
c D¢ =R
R¢={c}
o X
Figura I.26

La funcién identidad es la que tiene como dominio al conjunto de los
niimeros reales y en la que para cada valor de la variable independien-
te x le corresponde el mismo valor de la variable dependiente y, de mo
do que su recorrido es también el conjunto de los nlmeros reales. Co-
minmente la funcidon identidad se representa con I.

Asi:
I=1{(, VlxeR;y=x}={x x]|xe R}
La grdfica de la funcion identidad es una recta que pasa por el origen

Yy que tiene un dngulo de inclinacion de 45°, como se ve en la figura
L.27.
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YA

. 45°

<y

y=f(x)=x

Figura I.27

1.2.5 FUNCIONES DEFINIDAS EN DIFERENTES INTERVALOS

Frecuentemente la regla de correspondencia de una funcidon estd especi-
ficada por varias ecuaciones, cada una de las cuales establece la asig-
nacién de la funcién en cuanto al vinculo entre las variables x y y
en diferentes intervalos del dominio. A continuacidn se presentan algu
nos ejemplos para ilustrar esto, asi como algunos casos especiales de
funciones que tienen mucha utilidad en las matemdticas.

Ejemplo I.34

Sea la funcidn dada por:

f(x) = 1 si -1 <x<2

Puede verse que la regla de correspondencia estd formada por tres
ecuaciones, las cuales establecen el vinculo entre x y y para
diferentes partes del dominio.(Véase figura I.28).

o
P
N
®
®
xV

Figura I.28

En esta funcidn se puede ver que el dominio es el conjunto de los
nimeros reales y el recorrido es el conjunto, formado por los valo-

res -2, 1y 4. A funciones de este tipo se les llama 6uncione4
escalonadas .

Ejemplo I.35

Sea la funcidn vafor absofuto dada por y = |x|, cuya regla de
correspondencia es equivalente a:

f(x) =

El dominio de esta funcidn es el conjunto de todos los niimeros
reales y el recorrido es el conjunto de todos los niimeros reales
no negativos. (Véase figura I1.29).



YA Ejemplo I.37
Sea la funcidn dada por:
I si x es racional
f(x) =
D¢=R Ry = [O.CD ) -1 si x es irracional
a5/ 450 El dominio de esta funcidn estd dado por el conjunto de los niime
d ros reales y el:recorrido lo constituyen los valores 1y -1. Su
> grifica se muestra en la figura I.3l.
o X
Figura I.29
Ejemplo I.36 Y

Sea la funcidn llamada parte entera de "x" y que se denota como:
f(x) = [x]

Esta [x] es el entero que satisface la desigualdad:
[x] <x< [x] +1.

El dominio de esta funcidn son los nlmeros reales y el recorrido
lo constituye el conjunto de los nimeros enteros. La grafica de

una parte de esta funcidn se presenta a continuacidén en la figura 0 ;
I.30.
<
Yi
-4
- 3
L2 —
|- Figura I.31
T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 0 | 2 3 4 X
— - Ejemplo I.38
- L -2 Sea la funcidn dada por:
aeziag L -3 x> +42 -2<x<0
£(x) ={ 2 0<x<2
L -4 2
X,
4 3 2<x<4

Figura I.30
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p,={x| xe R; -2<x<4, x#0}=[-2,47]- {0}

|

=<

Ejemplo I.39

Sea la funcidn dada por:

sen x -m < x <0

f(x) =

2 x 0 £ x < 2

El dominio serd el intervalo de los reales (-7, 2) y la grafica la
siguiente:

Yh
5
®] Rf-[—l,a)
- l—
i T é T 4! T ix
Figura I.33

I.3 ALGUNOS TIPOS DE FUNCIONES

I.3.1 FUNCIONES ALGEBRAICAS

Las funciones algebraicas son aquellas que se obtienen al realizar un
nimero finito de adiciones, sustracciones, multiplicaciones, divisiones
y radicaciones con las funciones constante e identidad.

Ejemplo I.40

Algunos casos de funciones algebraicas podrian ser las siguientes:

a) f(x) =+vV x-1

b) f(x) =

I.3.2 FUNCIONES ENTERAS O POLINOMIALES

Las funciones enteras o polinomiales son las que se obtienen al efec—
tuar con las funciones constante e identidad un nimero finito de opera
ciones de adicidn, sustraccion y multiplicacion.

Una funcion polinomial es pues:

P=a +a I+a I?+ wea & In
(] 1 2 n

donde a (k =0, 1, 2, ..., n) son funciones constantes, I es la fun
cion identidad y el nimero natural n. es el grado de la funcidn polino-
mial.

Una funcidn de este tipo puede describirse por medio de su regla de co-
rrespondencia:

P(x) =a +a, x+a x>+ ... +a x
o 1 2 n



cuyo dominio es TR y en donde
reales y n es el grado si a, #

Si el grado de una funcién entera

f(x) =

donde m y b son constantes y m

a,a a
0% S
0.

2?

-eesy @ sON nimeros

n es 1, entonces se 1lama funcidn 1i-
neal. Esta funcion Tineal, en forma general viene dada por:

mx + b

# 0.

Una funcion entera de grado 2 se 1lama funcidn cuadrdtica, y su expre

sion general es: *

f(x) =

donde a, b y c son constantes y

ax?+bx

a#0.

+ c

Una funcidn entera es clbica si es de grado 3.

Ejemplo I.41

Las siguientes reglas de correspondencia son de funciones enteras:

a) fl(x) 3x -2

b)  £,(0) =2x* -5x +6

]

o £,

d) f“(x)

4 -6x +2x% - x

I.3.3 FUNCIONES RACIONALES E IRRACIONALES

3

5x% - 2x* +x-9

(lineal)

(cuadratica)

(clibica)

(de sexto grado)

E1 cociente de dos funciones enteras es una funcidon racional. Las fun

ciones racionales son de la forma:

L5
2]
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en donde P, y P, son funciones enteras.

Una funcidon racional puede escribirse como:

2 n
Pl(x) ao+alx+azx+...+ anx
r(x) - =
2 m
P, (x) bo+b1x+b2x+...+ bmx
en donde P,(x) # O.
Ejemplo I.42
Son funciones racionales las definidas por:
3
- x +
a) (%) = 4 x F ek 5
_x2+ 1
3
. % =3
b) rz(x) = p— s x # 02
2x -1
c) ra(x)=ﬁ-; x#3, x#-3

Notese que una funcidn racional se obtiene efectuando, con las funcio-
nes constante e identidad, un nimero finito de operaciones de adicidn,
sustraccidn, multiplicacion y divisidn.

Las funciones polinomiales son casos particulares de funciones raciona
les. En efecto, si en la expresidn general que define a la funcidn ra-
cional, m = 0, la funcidn se reduce a:

ae a, a, A an &
(&) =, tg—xt—p x o+ .t x ;b #0

o o o o

que es la regla de correspondencia de una funcion polinomial.

Son funciones irracionales aquellas en donde adgmés dg Poqgr intervenjr
operaciones de adicién, sustraccion, multiplicacidn, division y potencia
cidn, interviene la radicacion.
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Ejemplo I.43 que es una funcidn racional.

Por G1timo si en la misma ecuacién n > 1 se tendrd con la solucidn de
Las siguientes reglas de correspondencia definen funciones irra dicha ecuaci6n una funcidn irracional.
cionales. :

a) fl(x) = + /x* + 16

- /x_+
B £ = —2Ex Ll o, y3
2x - 3
¢) fa(x) = 6 + % - 3’;5‘/’? i x>0 I.3.4 FUNCIONES TRASCENDENTES

Una funcidon algebraica simple es una funcién donde interviene, como ya
se vio, un nimero finite de operaciones algebraicas. En general pueden Después de ver las funciones algebraicas, se puede decir que aquellas
definirse como soluciones de ecuaciones del tipo: que no 1o son, se 1laman trascendentes. Es decir que.son aquellas que
en su definicidn no se expresan por medio de operaciones algebraicas.
- . Estas funciones incluyen las circulares directas, las circulares inver
P () y" + P (%) £ P, (x) TR B (x) =0 sas y las funciones Tlogaritmica y exponencial. En este tema sblo se:
verdn las funciones circulares directas y las otras seran tratadas en
temas posteriores.

donde P,(x), P,(k), ..., P (x) son polinomios en x y n es natural.

Obsérvese que si en esta ecuacidn Pg(x)

n

C y n=1, la ecuacidn se

reduce a:
Cy +P,(x) =0
1.3.5 FUNCIONES PERIODICAS
cuya solucion es:
P, (x)
YE g —a=
Una funcién £ se dice que es periddica con periodo P # 0, si siem
pre que x esté en el dominio de £, entonces x + P también estd en
que es la regla de correspondencia de una funcidn entera. el dominio de £, y se cumple que:

Si en la misma ecuacidn el grado de P,(x) es 1 o mayor que 1 y n = 1,
la ecuacidon queda como: £(x + P) = £(x)

P (x) y+P (x)=0
y su soluciodn: Graficamente se muestra en la figura I.34, una funcidn periédica.

L Py (x)
¥ Py (x)



.Las fungiones periddicas tienen importantes aplicaciones en fisica e
ingenieria, en lo que se refiere a fendmenos que se repiten periédica-
mente, tales como el movimiento ondulatorio, vibraciones, etc.

YA

o
x ¥

Figura I.34

I.3.6 FUNCIONES CIRCULARES DIRECTAS

Se definirdn las funciones circulares directas a partir de un circulo
unitario de ecuacion x2 +y2 = 1. Sea 6 un nimero real, que tiene
medida en radianes. Trécese un angulo de 6 radianes cuyo primer lado
coincide con el semieje positivo "x" y su vértice con el origen (0,0).
E1 segundo lado del angulo cortard la circunferencia unitaria en el pun
to P. Si P es el punto de coordenadas (x, y), entonces la funcidn
coseno esta definida por:

cos 0 = x

y la funcidn seno por:

sen 9 =y

31

Véase figura I.35.

YA
(o,1)
P(cosg ,send)
8
1 o (1,0) X
Figura I.35

De la definicidon anterior se deduce que seno 8 y coseno 6 estan defi-
nidas para cualquier valor de 8. Por 1o que el dominio de las funcio-
nes seno y coseno es el conjunto de todos los nimeros reales. Se ve
que ei maximo valor que pueden tomar estas funciones es 1 y el minimo
es -1. Y como las funciones seno y coseno son continuas para cualquier
valor de 8, entonces el rango es el conjunto de todos los nimeros rea-
les del intervalo [-1, I].

Dado que el punto P se encuentra sobre el circulo unitario de ecuacidn
x2 +y2 =1, o bien:

cos? 0 + sen? 6 =1
resulta que:

sen 6 > 0 para 0<6<m

La definicion implica que seno y coseno son periédicas con periodo 2w
teniéndose que:

cos (6 + 2ir) = cos ©

‘sen (6 + 2m) = sen 6
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La figura 1.36 muestra dngulos que tienen una medida negativa de Yh
en radianes y angulos correspondientes que tienen una medida positiva
de + & en radianes.
YA
1
32
: T T T gl
| cos(-g) =cosg 5 6 27 X
: sen(-8) =-sené
8 |
¥ - ; 4
0 -8 ; / X
I
|
|

\ /'(X.—y) Figura I.38

Por propiedades de las funciones seno y coseno dadas por las ecuaciones:

cos (-0) = cos 6

sen (-6) =-sen B
Figura I.36

ol . s e se puede obtener la grdfica de las curvas para el intervalo En,nj co-
Ceométricamente es evidente que las funciones seno y coseno son conti- mo se muestra en la figura 1.39.
nuas en cualquier intervalo de 6. -

La funcidn seno es creciente en el intervalo (0, g) y la funcidn cose
no es decreciente en el intervalo (0, ). (Ver figuras 1.37 y 1.38). YA
YA y = senx
' P ————
Lp—=— == | y=cosx
i
|
i
. I e T T = T ) T —
T o3 -2 <g= - | X

> ¥

Figura I.37 Figura I.39



para todo valor real de 6 para los cuales

La funcidn tangente no estd definida cuando
cuando 8 toma cualquiera de los valores

+nmcon n=20,
de la funcion tangente es el conjunto de Tos nimeros reales excluyendo
+ nm™ con n
Tos cuales la funcidn tangente no estd definida.

La funcidn tangente es una funcidn periddica con periodo w dado
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Lo mismo ocurre cuando tan © toma valores grandes y negativos si ©

Notese ademas que para valores negativos de 6

La funcidn tangente es estrictamente creciente en el-intervalo

Yy en general en todos los intervalos:

se aproxima a - _12' por la derecha. La grdfica de tan 6 se mues-
A partir de las funciones seno y coseno se define la funcién tangente tra en la figura I.40
Y}
| | I |
! ! | !
cos 8 # 0. ! |
l | | |
cos 8 = 0 y esto sucede : : : |
3w |
e 0 en general | | | :
De esta manera el dominio : ; | l o
RETERV AR o = x 3z X
2 ? 2 2
¥ 25 sesy €tC., para : | i
| ! | |
' 1 | |
I ' , l
| I | |
| | | |
-sen 6 _ o | |
-cos 0 ¥
Figura I.40
se tiene:
—sen € _ _ tan 8
cos €

Ademds de las funciones trigoqométricas seno, coseno y tangente, se de
finen las funciones secante, cosecante y cotangente como sigue:

g = 1 A Ble 1 . £ B cos & _ 1
Beb Ry Gos B °C " seno * ©° sen &  tam O
) u=0; % I, 2 «ustto, Sus graficas se ven en las figuras I.41, 1.42 y 1.43 .
m

La funcidn tangente es positiva y creciente para 0 < 86 < —— y los

van aumentando cuando

2

. s
Se aproxima a TN por

cos 6 =0 y por To tanto el co—

la izquierda, ya que
ciente tiende a crecer.
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Figura I.41
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[ i |
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%34 T ’1 LI} T 0 T T f' T 1 -
=385 = i Z 3r
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|
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Figura I.42

Y |
| 1
|
l |
| I
| = |
y=cotx |
|
!
|
|
| | .
T T T T T T Ll
.37 ler o B ok L Ls X
2 | 2 2 | 2
|
|
|
‘ |
|
| |
| |
i |
Figura I.43

1.4 OPERACIONES CON FUNCIONES

I.4.1 TIGUALDAD
Se dice que dos funciones £ y

en el mismo contradominio.

I.4.2 ADICION

g son iguales si tienen la misma re-
gla de correspondencia y estdn definidas en el mismo dominio con mapeo

Se define como suma de las funcicnes £ y g a la funcidn denotada con

f+ g con dominio D =D¢n D

g

tal que:

(f+g) (x) = £(x) + g(x)



Esto es, el valor de £+ g en x e D, es igual a la suma de los va-
lores de £ y g en x e D.

Ejemplo I.44

Sean las funciones:
£=1{(1, 3), (2, 5), (3, 7), (4, 11), (5, 13), (6, 17)}

g = {(-2, -5), (0, 4), (2, 3), (4, 2), (6, 1)}

evidentemente:

luego:

entonces:

f+g=1{(2,8), (4, 13), (6, 18)}

Ejemplo I.45

Considérense las funciones dadas por:
f(x) = x* + 1 y g (x) =+ V/x -3

para las que:

D, =R y p =[3 o)
respectivamente.
Luego:

D=D._Nn D =]:3,co)
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por lo que:

(f+g) (x) =x>2+1+/x-3 ;x eD

I.4.3 SUSTRACCION

" : - s A
Se 1lama diferencia de la funcion £ menos la funcién g y se denota por
f - g a la funcion dada por:

(f - g)(x) = £(x) - g(x); x€D=0Dg N D

g
donde D=Df n Dy es el dominio de Ta funcién £ - g.
Ejemplo I.46
Dadas las funciones del ejemplo I.44 se tendrd que:
£-g=1{(2,2), (4 9), (6, 16)}
Ejemplo I.47
Si f y g son dos funciones dadas por:
£(x) = 3x2 4+ x y g(x) = x® + /x3

se tiene que:

D, = R y Dg =T[o,®)
entonces: D = Df n Dg = 1:0, ) ¥ £ = ‘g estard dada por:

(f-g) (x) =2x%2+x- /%3 ; xe€D
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I.4.4 MULTIPLICACION

E1 producto de las funciones f y g es la funcion con dominio

D =D¢ n Dy, denotada como fg y dada por:

(fg) (x) = f(x) g(x) 3 x € D

Ejemplo I.48

Tomando las funciones f y g del ejemplo I.44, se tiene que:

£g = {(2, 15), (4, 22), (6, 17)}

Ejemplo I.49

Si f1 y £, son funciones tales que:

£ =+ Vx-1 y f&=+ V9-x

entonces:
Df = [1, ®) y Df =
1 2
de donde:
D= Df n Df = [1, 3]
1 2
finalmente:

(fg)(x) = + vx - 1 /9 - x%;

X

e

D

I.4.5 DIVISION

Se 1lama cociente de la funciodn

£ .
a tal que:
g £Gx)
( e ) 6o )
para : x€ D=Dg n D
y ademds: g(x) # 0

Ejemplo I.50

f entre la funcion g a la funcién

Para las funciones del ejemplo I.44 se tendrd que:

£ le )6

Ejemplo I.51

Sean las funciones dadas por:

f(x) =+ /(x+ 2)3 y gx) =+ /x+ 3)(5 - x)

entonces: Df = [-2, @) y Dg = =3, 5]

por lo que: Dg N Dg = [—2, _‘a
pero: g(-3) = g(5) =0
entonces: D= [—2, 5)

y la funcidn sera:



£ + /(x+2)3

(§> () = + /(x + 3) (5 - x)

De las definiciones de suma y producto de dos funciones se tiene que:

La suma de n funciones reales de variable real: f; + f, +...+ £, es
una funcidn real.

E1 producto de n funciones reales de variable real: £,f, ... fr es
una funcidn real.

Si se suma n veces una misma funcidn £, se tiene:

f + £ + ... + £ = nf ; (n sumandos)
Si se multiplica n veces por si misma la funcion £ resulta:

£ o £ qes e f=f % (n factores)

Desde luego si m y n son nimeros naturales, entonces:

Definiendo £° =1 y £ 0 = —lﬁ en que n es natural, enton-

£
ces, para todos los nimeros enteros n y m se verificard que:

il LY L sobre  DgnnDem

1.4.6 COMPOSICION

Dadas las funciones f y g con dominios D ¥ Dg respectivamen-

te, se define como la composicion de la funcion £ con la funcidon g
a la funcidn denotada por f o g tal que:

[fog] 0 = £(g()

37

f o g se lee f composicibn g y se trata de la funcion cuyo dominio es
td formado por todos los elementos x que pertenecen al dominio g<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>