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PROLOGO

Con el estudio del Cilculo Diferencial e Integral, inicia
do por Newton y Leibniz a fines del siglo XVII, surgen los
primeros conceptos rélativos a las Ecuaciones Diferencia-
les. Estos conceptos fueron posteriormente desarrollados
por los m&s connotados matemédticos europeos de los siglos
XVIII y XIX, entre los que podemos mencionar a Euler, La-
grange, Laplace, Gauss y los Bernoulli.

En sus inicios, las ecuaciones diferenciales se emplearon

para analizar problemas mec&nicos y geométricos, extendién
dose posteriormente su campo de aplicacibén a todas las ra-
mas de la fisica y, en los Gltimos anos, a disciplinas tan
diversas como la biologia, la economia, la sociologia y la
fisiologia.

De aparicidn mds reciente son las ecuaciones en diferen-
cias, aunque a mediados del siglo XIX ya existian tratados
sobre el cédlculo de diferencias finitas como el de George
Boole. Sin embargo, el cdlculo con funciones discretas vy
el estudio de las ecuaciones en diferencias han adquirido
importancia relevante hasta la &poca actual.

Como el propio Boole lo sefiala, la relacidn entre los con
ceptos y métodos del cédlculo de diferencias finitas y 1los
del cdlculo diferencial va, en algunos casos, mucho més
alld de una mera analogia formal. El tratamiento de los
conceptos bdsicos relativos a las ecuaciones diferenciales
y a las ecuaciones en diferenciasen una misma obra es, qui
z4, la caracteristica mds relevante de estos apuntes, cuyo
objetivo es.auxiliar-a los _estudiantes.en-.el aprendizaje
de_los _temas -
"Ecuaciones Di

correspondientes-al--programa _de. la asignatura

té~En~Ia Facultad de_ Ingenieria de la U.N.A.M. _

Aunque el estudiante encontrari aqui desarrollados todos
los temas comprendidos en el programa de la asignatura, es
de suma importancia que conozca otras fuentes de informa-
cidn y que no se limite a un solo tratamiento. Para ello,
al final de la obra se recomienda una bibliografia bé&sica
cuya consulta se le sugiere.

fq;engialeS;ykgnfpifgrenc}as", gue, se impar-

Los primeros cuatro capitulos de este trabajo esté&n basa-
dos en los "Apuntes de Matemdticas IV", los cuales fueron
elaborados por un grupo de profesores que impartieron di-
cha asignatura. La adaptacidén de este material al progra-
ma vigente v la elaboracibén de los capitulos restantes fue

realizada por los sefiores profesores
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a qu%eges expresamos nuestro reconocimiento por su valiosa
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INTRODUCCTION

Los presentes apuntes tratan el aspecto tebrico de 1las
ecuaciones diferenciales y de las ecuaciones en diferen_
cias. Asimismo, se plantean algunas aplicaciones espe-
c1f1cas, para que el estudiante pueda aprec1ar la rela-
cidn que existe entre el campo de las matemdticas apli-
cadas y las ciencias fisicas y de la ingenieria.

Para ayudar a comprender estas ecuaciones, se puede de.
cir que la diferencia fundamental entre las ecuaciones
diferenciales y las ecuaciones en diferencias, radicaen
el tipo de funcidn considerada; ya que en el primer ca-
so se trabaja con funciones continuas y en el segundo ca
so con funciones discretas.

Miltiples problemas de significativa importancia en di-
versos campos del saber humano, requieren'para su estu-
dio de la elaboracidén de un modelo matemdtico que los re
presente. Estos modelos estdn constituidos generalmente
por ecuaciones diferenciales o por ecuaciones en diferen
cias.

CAPITULO I ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

I.1 LA ECUACION DIFERENCIAL

Con el fin de establecer el concepto de ecuacibén dlferen—
cial, se considerari el siguiente problema:

Un cuerpo es lanzado verticalmente hacia arriba con una ve-
locidad inicial v,; considerando despreciable la resistencia
del aire. Se desea obtener una expresidn matemdtica que re-
presente al desplazamiento del cuerpo en cualquler instante
de tiempo.

La primera etapa para resolver el problema, consiste en es-
tablecer un modelo matemdtico del mismo. Por lo tanto, es
necesario identificar a las variables que intervienen en el
problema y relacionarlas por medio de leyes fisicas.

El problema planteado es dindmico, en donde las variables
involucradas son: el tiempo, el desplazamiento, la velocidad
y la aceleracidén. De éstas, el tiempo es una variable inde-
pendiente y las otras son dependientes.

Para cada valor de tiempo "t", hay uno y s6lo un valor del

desplazamiento "y", por lo tanto se concluye que "y" es fun-
cibén de "t", esto es:

= y(t)

El diagrama de cuerpo libre correspondiente se muestra en la

figura I.1.
|
(i10
|
|
|
|

o 77

Figura I.1
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El movimiento del cuerpo estd fegido por la segunda ley de
Newton: : ’

IFy = ma eoe (1)

del diagrama de cuerpo libre, se observa que la Gnica fuer-
za externa que actfia sobre el cuerpo es el peso del mismo,
ya que la friccidén se considera despreciable, por lo tanto,
la suma de fuerzas en la direccidn vertical es:

IFy = - mg

y sustituyendo en (1):

‘

de donde:

a=-g v eee (2)

pero la aceleracidn puede expresarse en términos de la velo
cidad o del desplazamiento, y en cada caso la expresidn (2)
queda representada de la siguiente forma:

av _ _
d_t 4 g o o 0 (3)
42 ‘ ‘

= - Sl (4
at g (4)

Cualesquiera de las expresiones (3) & (4) representa el mo
delo matemitico del problema, es decir, la abstraccibén del
problema fisico. Se puede observar que dichas expresiones
son igualdades que contienen derivadas de la incdgnita, ya
sea de la velocidad o del desplazamiento, y que a diferen-
cia de las ecuaciones algebraicas, dicha incégnita es una
funcién y no una variable numérica. A expresicnes de este
tipo se les llama ecuaciones diferenciales.

Definicibn: Toda igualdad que relaciona a una funcién
desconocida con su(s) variable(s) independiente(s) vy
su(s) derivada(s), se llama ecuacién diferencial.

Otros ejemplos de ecuaciones diferenciales ligados a fenb-
menos fisicos son los siguientes:

A) Oscilacién de un péndulo de longitud L:

2 . ’
.ng_j._IgJ_sene.—:O; 0 = 6(t) ... (5)

Figura I.2

B) Distribucidn de la temperatura en una placa:

32T | 32T .
S-F‘F‘a?f“—' 0; T=T(X,y) ... (6)




C) BEcuacién de un circuito eléctrico con resistencia R, in
ductancia L y fuente de tensidn e(t) en serie:

di . X A
L It + Ri = e(t) ; i = 1i(t) eee (7)

Figura I.3

D) Oscilacién libre, con amortiguamiento de una masa sus-
pendida de un resorte:

2
a’y dy =0 = cee
m ac? + h at + ky 0; Y y(t) B (8)

E) Ecuacidn de Laplace:

326 ) 3%8 .
= — =0 ; 6 = B (x z) cee (9)
oxZ T ay? | ezt G v @

Diversos fendémenos fisicos se presentan en el campo de la
ingenieria, éstos pueden ser modelados matemdticamente por
medio de las ecuaciones diferenciales.

Todas las ecuaciones diferenciales presentadas hasta ahora,
a excepcidén de las ecuaciones (6) y (9), contienen solamente
derivadas ordinarias, debido a que sus incdgnitas son funcig

nes de una sola variable. A ecuaciones de este tipo se les
llama ecuaciones diferenciales orndinarias.

Las ecuaciones (6) y (9) contienen derivadas parciales de
la variable dependiente, la cual es funcidén de dos-o mds va-
riables. Todas las ecuaciones de este tipo se conocen con
el nombre de ecuacfones difernenciales en derndivadas parciales
o simplemente como ecuaciones ddiferenciafes parciales.

NOTA: Un estudio méds detallado de estas ecuaciones se
presenta en el capitulo IV.

I.1.1 CONCEPTOS DE ORDEN Y GRADO

La forma general para representar las ecuaciones diferencia
les ordinarias -es:

F(x, yo ¥Y's  ¥''y o0 y(n)) =0

donde "x" es la variable independiente, y = y(x) la variable

dependiente o incégnita y y', y'', ..., y“” sus derivadas
ordinarias. .

De los ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias da-
dos anteriormente, se observa que en cada una de las ecua-
ciones (4), (5), (6) y (9) el orden midximo de las derivadas
involucradas es dos, mientras que en las ecuaciones (7) vy
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(3), el orden miximo es uno. Las cuatro primeras ecuacio-
nes citadas, se dice que son de segundo orden y las dos Gl-
timas son de primer orden.

Definicibn: El orden de una ecuacifn diferencial es el
de la derivada de mayor orden que aparece en dicha ecua-
cibn. '

Con el fin de establecer el concepto de grado en una ecua-
cidén diferencial ordinaria, considérese la siguiente ecua-

cidn: .
3 2

esta ecuacidn estd expresada como un polinomio de grado tres
en su primera derivada, que es la derivada de mayor orden

que aparece en la ecuacidn; por ello se dice que es una ecua
cidn diferencial ordinaria de primer orden y de tercer grado.

Definicibén: Si una ecuacidn diferencial ordinaria de
orden "n" puede expresarse como un polinomio de grado
"k" en la enésima derivada, se dice que es de grado "k"
| siempre y cuando "k" sea finito.

La ecuacidn:
a’y ay)* _
dat? +2 dx 1
es de segundo orden y primer grado, y la ecuacidn:

2 2 .3 |
(S) + o(@) v v -

es de segundo orden y segundo grado.

En el caso de que la ecuacidn diferencial no pueda ser ex-
presada como un polinomio de grado "k" en su derivada de ma-
yor orden, entonces su grado no estd definido, tal es el ca-
so de la siguiente ecuacidn:

L)
oY -xy' +y=0

I.1.2 SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA

Definicién: La solucidn de una ecuacidn diferencial
ordinaria, es una funcibn escalar de una variable es-
calar independiente; que sustituida en dicha ecuacién,
la transforma en una identidad.

——

En el problema del mdvil lanzado verticalmente, se obtuvo
como modelo matemdtico a la ecuacidn (3):

dv _ _
dt g

en donde la incégnita es la velocidad v = v(t). Para deter-
minar la velocidad a partir de la ecuacidn diferencial, se
representa a ésta en forma diferencial:

dv = - gdt
y se integra en ambos miembros:
fdv = - [gdt
v =-gt +c ... (10)

donde "c" es una constante de integracidén y por lo mismo,
esencial y arbitraria.




Derivando la expresidén (10) y sustituyéndola en la ecuacién
diferencial (3), se llega a la identidad:
- g9=-g

esto es, la funcién (10) satisface a la ecuacidn diferencial
(3), y. por consiguiente es su solucidn.

Como la velocidad es igual a la derivada del desplazamiento
con respecto al tiempo, esto es:

dy _

¥-v
en el caso visto anteriormente, donde la velocidad estd dada
por v = - gt + c, se tiene:

%%

en forma diferencial:

- gt +c¢

dy (- gt + c) dat

integrando ambos miembros:

y=-%gt2+ct+d e (11)

en donde "c" y "d" son constantes arbitrarias.

Sustituyendo la expresidn (11) en la ecuacidn diferencial °
4): '

43
|~
]

- g

que representa también el models matemidtico del problema, se
llega a la identidad:

-g=-g

esto es, la funcidn (11) satisface a la ecuacibén diferencial

(4), y por consiguiente es su solucidn.

Geométricamente la ecuacidén (10) representa una familia de
rectas paralelas entre si con pendiente igual a -g.

Cada una de estas rectas corresponde a un valor diferente.
de "c" y cada una de ellas satisface a la ecuacidn diferen-
cial (3).

El enunciado del problema indica que el mévil es lanzado
inicialmente con una velocidad v,, es decir en t=0, v = v,

o bien v(0) = v,. Considerando esta condicidn en la solu-
cién v = - gt + c:

vy = - g(0) + ¢

de donde ¢ = v,, por lo tanto, la solucidn delAproblemd que
satisface la condicién inicial es:

v=-gt+ v, oo (12)

la cual pertenece a la familia de rectas representada por
la ecuacién (10). (Véase figura I.4).

jlv(t)‘

Vo

VZ-gteve

-Y

Figura I.4

11
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Dado que la solucién v = - gt + v,, fue obtenida para‘el ca
so particular planteado, y por lo tanto ya no contiene a la
constante arbitraria "c", se le llama 40fucibn parnticular.

En cambio, la solucidn (10) que representa al conjunto de to
das las soluciones particulares (una para cada valor de "e"y,
de la ecuacidn diferencial (3), se llama s0fLucién genenal.

Obsérvese que la ecuacidn diferencial (3) es de primer or-

den y que su solucidn general contiene solamente una constan
te arbitraria.

La solucibn general de 1la ecuacién diferencial (4) es:
1 2
y=-7gt + ct + 4

donde "c" y "d" son constantes arbitrarias. Esta solucidn
representa a la familia de pardbolas mostradas en la figu-
ra I.5. Cada una de las cuales es solucidn particular de
la misma.

Figura I.5

En este problema, se establecen dos condiciones, en t = 0:

y=0 y y' = vy

considerando la primera condicién en la ecuacién (11), se
tiene:

©

o=-%g(0)2+c(0) +d

de donde d = 0.

Derivando la ecuacidn (11):
y' = - gt + ¢
en donde, con la segunda condicién:

Vo = = g(0) + ¢

~

se tiene que ¢ = v,, por lo tanto, la solucién particular co
rrespondiente es:

y = - 3 gt? + vt cee (13)

Como en el caso anterior, la solucidén particular se obtuvo
de la solucidn general por medio de las condiciones del pro
blema; ademds se puede observar que la ecuacidn (11) es 1la
solucidén general de una ecuacidn diferencial de segundo or-
den y contiene dos constantes arbitrarias.

Definicién: La solucidn general de una ecuacidn dife-
rencial ordinaria de primer grado, es una funcién de una
sola variable que contiene un nfimero de constantes esen
ciales y arbitrarias igual al orden de la ecuacidn dif§

rencial, y que sustituida en ella la transforma en una
identidad. :

Las soluciones particulares no contienen constantes arbitra
rias. Sin embargo, algunas ecuaciones diferenciales tienen
soluciones que, al igual que las particulares, no contienen
constantes esenciales y arbitrarias, pero con la caracteris-
tica de que no se obtienen de la solucidn general.

NOTA: Tales soluciones se llaman soluciones singulares
y no serin tratadas en estos apuntes.




Definicifn: Una solucidn particular de una ecuacidn di
ferencial ordinaria de orden "n" y primer grado, es una
funcidn de una sola variable que se obtiene de la solu-
cidén general, valuando sus constantes esenciales y arbi-
trarias y que sustituida en la ecuacidn diferencial la
transforma en una identidad.

Ejemplo I.1
Dada la ecuacidn diferencial:
y''' = 3y' + 2y =2x + 1
Determinar -si cada una de las siguientes funciones es so

lucidn de la misma, y en caso afirmativo decir qué tipo
de solucidn es:

. 2
a) y = clex + c,e *rx+2
b) y=-2¢8+x+2

c) y=¢F%
Solucién
! P X 2%
a) si al sustituir la funcibén y = c,e + c,e + x + 2

en la ecuacibén diferencial, la transforma en una
identidad, entonces la funcién si es solucidn.

Derivando la funcidn propuesta: .

X
y' o= c, e’ + 2¢,e®® 41

X

X 2
y''' =c,e” + 4c,e

sustituyendo en la ecuaciér diferencial:

X 2X : X X X
(e, ¢ +dc,e™) - 3(c e+ 2c,e®  + 1) +2(c,e¥+c,e? 4 x+2) = 2x +

simplificando:

x 2X _
(¢, -3¢, + 2c,)e" + (4c, -6c, +2c,)e" " =3 + 2x + 4 = 2x + 1

O sea:

2x + 1 = 2x + 1

por lo tanto, la funcidn propuesta es solucidn de la
ecuacidn diferencial. Como la solucidn tiene dos cons
tantes esenciales y arbitrarias y la ecuacidn diferen
cial es de segundo orden y primer grado, se trata de
la solucidn general.

’

b) Derivando la funcién y = - 25 + x + 2:
y' o= - 28 +1
y" = - 208

sustituyendo en la ecuacidn diferencial:
=20 - 3(- 2054+ 1) +2 (-2eF +x+2) = 2% + 1

simplificando:
(-2 +6-4)e*-3+2x+4 =2x + 1

2x + 1 = 2x + 1

por lo tanto, la funcidn propuesta es solucidn de la
ecuacibn diferencial y como no contiene constantes’
arbitrarias, se trata de una solucidn particular, ade
mds &sta se obtiene de la solucidn general haciendo —
c, ==-2yc, =0. :




14

c) Derivando la funcibn y = ¢~ ¥
X

y" '_.._. e-x

sustituyendo en la ecuacibn diferencial:

-X

|
.
e =3 (- e”¥) + 2¢7¥ = 2x + 1

de donde:

6 X #2x + 1

por lo tanto, la funcibén propuesta no es solucidn de la
ecuacibén diferencial.

I.2 ECUACION DIFERENCIAL LINEAL

Una funcidn f(x, y) es lineal en "y" sipara y=c,y, +C,¥,
se cumple:

f(x, ¢y, + c,y,) =c,f(x, y,) + c,f(x, y,)

Para una funcidn con mds variables, se tiene la siguiente
definicidén de linealidad:

Definicibn: Una ecuacibén diferencial ordinaria de or
den "n" expresada como F(x, y, ¥', ..., y(n)) =0 es Ii
neal, si y sb6lo si F es una funcién lineal en la varia=
ble dependiente y en sus derivadas.

Ejemplo I.2

Para saber si la ecuacibén (8):
my" + hy' + ky = 0

es lineal en "y", se representa por medio de la siguien
te funcién:

F(x,y,y', y") =my" + hy' + ky = 0

la ecuacidén ser& lineal si se cumple:
F(x,c,¥,+ C,¥,,C,¥] + C,¥;s C ¥y + C,¥;) = ¢ F(X,y,,¥}, ¥}) + c,F(X,y,,¥},v})

Verificando la linealidad de la ecuacidn:

CF(C,Y, +6,Y,, Oy +C,y), Syl +C,yl) =m (c ¥l +c,y!) +h (c,y)+c,y!) +

+k (cy, +c,y,)

= ¢, (my}] + hy] +ky,) + c,(my) + hy} +ky,)

O F(X,y,,¥)s YY) + CoF (X, ¥,,Y3,Y%)

por lo kanto, la ecuacibn (8), es lineal.

Entonces, la ecuaciédn:

g% + t sen 6 =1




es no lineal, dado que sen 6 es una funcidn de la variable de I.2.1 LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN
pendiente no lineal. En cambio, la ecuacidn:

+ 0 sen t =1

o.ln.
(ad K=

Con base en la definicidén de ecuacidn diferencial ordina-
ria lineal, descrita anteriormente y cuya forma general es:

si es lineal, ya que la funcidn no lineal sen t es funcidn

(n) (n-1)

de la variable independiente. a, (x)y +a (x)y + ..o ta (xly =0x), a (x)#0
Las siguientes ecuaciones son no lineales:
(y')? + y sen x = x se puede establecer la forma general de 1la ‘ecuacién diferen

cial lineal de primer orden, con n = 1, esto es:

y" - 2y' = Lny

2, (x) Q(x)
y' o+ —__T_T" Y = 3 Txy ¢+ @o(x) #0
la primera por el término (y')?, la segunda por el producto- 8o X 8, 1%
yy' y la tercera por la funcidn Lny.

‘

En general, la ecuacidn diferencial:. " denominando:

- a, (x)
(n) (=1, ceota (x)y =0 P(x) = _EfT§T Yy  ax) "E%%%%

F(XIYIY'I~"Iy(n))=‘ao (x)y + al (x)y
es lineal en "y" y en sus derivadas. Por ello la expresidn
mds general de la ecuacidn diferencial lineal de orden "n"

es la siguiente:
entonces:

- y' + P(x)y = q(x) ' ce. (14)
(n-1)

+a,(x)y t... ta _ (xy' +a (x)y = 0(x)

ao(x)y(n)

Toda ecuacidén diferencial lineal de primer orden, tiene la
forma expresada en la ecuacidén (14).

esta ecuac1on lineal es de primer grado En general, toda

ecuacioén diferencial lineal es de primer grado. Lo inverso Para llegar a la definicidén de la ecuacién diferencial ho-
es falso; no toda ecuacidén diferencial de primer grado es mogénea y no homogénea se ilustrarid por medio del 51gu1ente
lineal. ejemplo.
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Supongamos que un hombre.aborda un bote de motor en el mue
lle para hacer una travesia. El hombre y su bote pesan jun
tos 981 kg y el motor estd disefiado para proporcionar al ve
hiculo un empuje equivalente a una fuerza constante de 120
kg. El agua presenta una resistencia al movimiento que es
directamente proporcional a la velocidad del bote, de tal
forma que cuando la velocidad de éste es de .15 m/s, la re-
sistencia del agua es equivalente a una fuerza de 25 kg. Lo
que interesa es conocer la velocidad del bote durante su
trayectoria. .

Muelle 9

Figura I.6

El modelo matemdtico del problema se establece por medio
de la segunda ley de Newton. La resultante F que acta so
bre el bote es la suma‘'algebraica entre el empuje del motor
y la resistencia que presenta el agua; esto es:

F = 120 - kv

Aplicando la segunda ley de Newton, se tiene:

120 - kv = ma

Como la aceleracidén es la rapidez de cambio de velocidad
con respecto al tiempo, entonces:

120 - kv = m ... (15)

D1Q
o<

ademds, como el peso del hombre y del bote es de 981 kg, su
masa es:

m=Y = = 100
g

cuando v = 15 m/s, la resistencia del agua es de 25 kg, por
lo tanto:

- =2 .3
k(15) = 25  donde  k = TZ = 3

sustituyendo los valores de "m" y "k" en la ecuacidén (15),
se tiene:

5 _ dv
o bien:
dv 1 _ 6 .
&t Vo< - ... (16)

Comparando (16) y (14) se observa que la ecuacidén (16) es
una ecuac1on diferencial ordinaria lineal de primer orden

con P(t) = €6 y g(t) = {;.

En cuanto al desplazamiento del bote se distinguen dos ca-
s0s:

1) El bote se desplaza por efecto de su motor.

2) El bote se despMza por efecto de una fuerza impul
siva aplicada en el tlempo t = 0.




En el caso (1), la fuerza que mueve al bote actfia durante
todo el tiempo que dura el movimiento, es decir, existe una
excitacidén permanente en el sistema. En el caso (2), 1la
fuerza que provoca el desplazamiento se aplica instantidnea-
mente y desaparece, es decir, no existe excitacién permanen
te en el sistema.

El modelo correspondiente al caso (1) es precisamente la
ecuacidén (16). En el caso (2), el movimiento estd regido por
la segunda ley de Newton, esto es, la resultante F que actda
sobre el bote, es tan solo la resistencia que presenta el
agua al movimiento, ya que no existe excitacidén permanente en
el sistema:

F = - kv
y por la segunda ley de Newton:
- kv = ma

sustituyendo los valores de "k" y "m" obtenidos para el caso

(1;

- %} v = 100 a

dv

ac’ entonces:

como a =

1

= eee (17
g5 v 0 (17)

+

Q-ICL
<

Obsérvese que la dnica diferencia entre las ecuaciones

(16) y (17) es el miembro derecho de ambas, ya que en la pri
mera, €ste es diferente de cero, y en la segunda es igual a
cero; ademds la primera representa un problema con excita-
cidn permanente y la segunda un problema donde la excitacidn
no es permanente. Esto conduce a distinguirlas llamindolas
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ecuacdbn digerencial ondinaria Lineal no homogénea y ecua-

cibn diferencial ondinarnia Lineal homogénea.

En general toda ecuacién diferencial ordinaria lineal de la
forma: ,
(n)

(n-1)

aoix)y + a,(x)y + ool ¥ énfx)y = q(x)

se llama no homogénea y aquéllas de la forma:

(n)

(n-1)

a, (x)y +a,(x)y + ... + an(x) y =20

son llamadas homogéneas:

Como las ecuaciones (16) y (17) difieren solamente en el
miembro Qerecho debido a la excitacién, pero ambas correspon
den al mismo problema, obsérvese que a partir de la ecuacién
(16), se obtiene la ecuacidn (17), simplemente eliminando la

excitacidén permanente en el sistema. Para distinguir este
hecho a la ecuacidn (17) se le llama ecuacdibn difenencial ho
mogénea asociada a (16). '

En general toda ecuacidn ordinaria lineal de la forma:

)

(n-1)

ao(x)y(n + al(x)y + an(x)y = Q(x)

tiene asociada a ella una ecuacidn de la forma:

(n)

(n-1)

a, (x)y +a, (x)y oo an(x)y =0

la cual se conoce como ecuacibn homogénea asociada.
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I.2.2 RESOLUCION DE LA ECUACION HOMOGENEA DE PRIMER ORDEN

Toda ecuacidn diferencial lineal homogénea de primer orden:

¥4 opxy=0

& (18)

puede ser resuelta separando las variables e 1ntegrando, co-
mo se muestra a continuacidn:

dy - . P(x) dx
Y
integrando:
9 - - sp(x) dx
Y
Lny = - /P(x)dx + c,
o bien:
y = o~ /P(x)dx + e
y = c ¢ /BP¥dx e. (19)

la funcidn (19) es 1la

solucidén general de la ecuacidén homo-
génea (18). :

Continuando con el problema planteado en el inciso I.2.1,
se analizard el caso en el que el bote se mueve exclusiva-
mente bajo el efecto de una fuerza impulsiva aplicada en
t =0, cuyo modelo matemdtico -es la-ecuacidn diferencial
homogénea (17):

éﬁ v=20

integrando ambos miembros:

1
Lnv + ¢, = - 0 t + c,
o bien:
Lnv = - gg t + ¢35 ; cy =C, - C,
el antilogaritmo en ambos miembros es:
-t +c
v =e 60 3
-t ¢
v:gs_b' e~ 3
‘ 1 B
v=cewdt eer (20)

donde c = ¢%s.

La funcidn (20) es la solucidn general de la ecuacidn (17).
Si la fuerza impulsiva aplicada al bote en t = 0, proporcio
na una velocidad inicial de 5 m/s, la solucidn particular del

problema se obtiene de la solucidén general (20), valuando la
constante arbitraria con la condicién inicial:

v(0) = 5
sustituyendo la velocidad en (20) para t = O:

5 = c ¢ wr (0

" de donde:




por lo tanto, la solucidn particular del problema que satis-
face la condicidn inicial dada es:

v=>5c¢e &0 ... (21)

y su representacidén grifica es:

Av(t)

-~

Figura I.7

1.2.3 RESOLUCION DE LA ECUACION NO HOMOGENEA DE PRIMER ORDEN

Sea la eéuacién lineal no homogénea (14):

g% + P(x)y = q(x)
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como ya se demostrd en el inciso anterior, la solucién gene-
ral de la ecuacidn homogénea asociada es la expresidén (19):

g = c o JPax.

la solucidn de la ecuacidén (14) se forma a partir de la solu
cidén de la homogénea asociada, cambiando la constante arbi-
traria "c" por una funcidén de la variable independiente g(x),
esto es: ’ '

y = g(x) Q-IP(x)dx

para que esta expresidén sea solucidén de (14) la debe satisfa
cer, por lo tanto para obtener la funcidén g(x) se sustituye
la expresidn anterior en la ecuacidén diferencial (14), esto
es:

_g(x)é(x)e-IP(x)dx-Fg%%§l e-fP(X)dx-+P(x)g(x)e_fp(x)dx==q(x)
simplificéndo y despejando la derivada de g(x):
g%%§l - q(x)efP(x)dx

integrando:

glx) = fqx)e/B¥Naxg, o o
sustituyendo en la solucidn propuesta:

y = g(x)e-IP(x)dx

y = [Iq(x)efP(X)dxdx+c] /P (x)dx

y = c e-fP(x)dx+e—fP(x)dx fq(x)efP(X)dxdx ce. (22)
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Esta expresidn es la solucidn general de la ecuacién dife-
rencial no homogénea (14). Como se observa, la solucién
(22) estid formada por la suma de la solucidn general de la
ecuacidn diferencial homogénea asociada mids otro término, el
cual se investigard a continuacidn.

La solucidén (22) se puede representar como:

Y=Yh+yp

donde:

y, = ¢ e-fP(x)dx

es la solucién de la ecuacibn d1ferenc1a1 homogenea asocia-
da, y:

vp = e-fP(X)dqu(x)efP(X)dxdx

es una solucidén particular de la ecuacidn no homogénea (14);
porque al sustituirla en &sta, la transforma en una identi-
dad, y ademds no contiene constantes esenciales y arbitra-
rias.

En el inciso anterior, se resolvid el problema planteado
correspondiente al caso en el cual, el movimiento del bote

. se debe exclusivamente a una velocidad inicial producida

por una fuerza impulsiva. Se resolveri ahora, el problema
correspondiente al caso en el cual el bote se desplaza por
la fuerza impulsora de su motor, y cuyo modelo matemidtico
es la ecuacidén lineal no homogénea (16):

av . 1 _ _ 6
TV TS

A(partlr de la solucidn de la ecuacidn homogenea asociada
a (16) ~ :

1
v=cg-ﬂt

se cambia la constante "c" por una funcidén de "t" y se repre
sentard con g(t), con lo cual se obtlene

vit) = g(t)e Ta ‘ cee (23)

esta funcidén se propone como solucién de. la ecuacién (16).

Derivando la ecuacidn (23):

o ,
F=-Faw) wrt s -d-gge‘wt

sustituyendo la solucidn propuesta (23) y su derlvada en

(16):

_ 1 -2t dg(t) -t 1 -t _ 6
€5 9(t) e %9 +,—9at—e S04 g5 alt) e F0C = 2

de donde:
dg(t) _ 6 Lt
ak 5 ¢e°°
integrando:

fdg(t) = —g- cTrt at

. a1
g(t) =c + 72 ¢e¢€0




esta funcién g(t) es la que permite que la solucidn propues
ta (23), sea efectivamente solucidén de la ecuacibén (16), por
lo tanto:

v = g(t) e"gﬁt
Lt) - ‘\t/
v =<% + 72. e¢%o >e 0
ve=ce Tt 4 72 ' . (24)

es la solucidén general de la ecuacidn no homogénea (16).

Como se puede observar de la solucidén general (24), en el
lado derecho aparece la suma de dos términos, uno de esos
términos es precisamente la solucidn general de la ecuacidn
diferencial homogénea asociada. Entonces, se representa a
la solucidn (24) de la siguiente forma:

v(t) = VH(t) + vp(t)

donde:

1
vy(e) = ¢ e %o T

es la solucidn de la ecuacidn general homogénea asociada y:

Vp(t) =72

es una solucién partlcular de la ecuacidén diferencial no ho-
mogénea (16), ya que al sustituirla en dicha ecuacidn, ésta
se satisface.

I.2.4 EL OPERADOR DIFERENCIAL

En el problema con el cual se -inicid este capitulo y cuyo
modelo es:

L

6
'
V+60V——5—

o bien:
d 1 _ 6
i T A A S
recordando que g% = D, se tiene:

Dv+€]-'0-v=—g- : : L. (25)

por otro lado, el operador diferencial D es una transforma-
cién lineal, es decir:

D(f, (x) + £,(x)) = Df, (x) + Df, (x)

Dog(x) = aDg(x)

En general, cualquier operador de tipo Dn, n=20,1,2,3 ...
es una transformacidén lineal.

Se puede verlflcar que a,(x)D es también un operador lineal.
En general a, (x)D® es un operador lineal.

Por otro lado, el algebra de transformaciones lineales, de
fine que la suma de dos transformaciones lineales es también
una transformac1on lineal; es decir, dados D2 y D se tiene
que D2 + D es un operador lineal.
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La ecuacidén (16) puede escribirse como:

(D + g%-)v = {}

También puede expresarse en términos del desplazamiento "x",

es decir:

d2
at?

1 4 6 .
X+ g aEr*x=3

empleando el operador D, se tiene:

2 1 = 5
D°x + 0 Dx = 5
-0 bien:
(D2+.61_0D>x‘=% .e. (26)

En general, ecuaciones diferenciales lineales de mayor or-
den pueden ser representadas de manera similar, como se ob-
serva en la siguiente ecuacidn:

y''' +3y'' + 2y =senx; y=ylx

su representacidén en términos del operador D es:

(D + 3D% + 2)y = sen x T ee. (27)

En las ecuaciones (25), (26) y (27), el operador que actfa
sobre la variable dependiente tiene la apariencia de una ex-
presién polinomial en D con coeficientes constantes, por lo
que se puede representar como P(D). A este operador se le
llama operadonr polinomial. :

La siguiente ecuacién:

x® y"+ %? y' +y=0;

expresada en términos del operador D, quedaf

(x3D? + é% D+1) y=0
en donde:
P(D)=anz+-;1(—D+1

En general, una ecuacién diferencial lineal no homogénea de
orden "n", se puede escribir como:

(n)

(n-1)

;o(x)y + a, (x)y + ... + an(x)y = Q(x)

o bien:

n-=1

an (X)Dn + a,(x)D + e *an(x)] y = Q(x)

donde:

n-1

P(D) = ao(X)Dn + a, (x)D + ... + an(x)

la ecuacién diferencial queda representada simplemente como:

P(D)y = Q(x)




Definicidén: E1 operador 11nea1 P(D) serd llamado ope
nadon diferencial Rineal de onden "n" en el intervalo

x € [[a, b ] si puede expresarse en la forma:

-1

P(D) =a, (x)D" +a, (x)D""" 4+ .. 4 a (x);alx) #0 ... (28)

donde los coeficientes a,(x), a,(x),..., a, (x) son fun
ciones continuas en dlChO 1ntervalo.

Al verificar que cualquier operador diferencial de la for-
ma (28) es lineal, se tiene:

Sean y, (x), Y, (x) dos funciones diferenciables de orden

npn,
N

-1

PD) [y, (x) +y,(x)]= @o(x)o“«»a, (x)D" 4 va 00y, (x) +

+ty,(x) 7] =

a, )0 [y, (x) +y, ) J+a, (D™ ' [y, (x) + y, (0] + ... +

+

a, (x) [y, (x) + y,(x)]

"

Ca, (x)D" y, (x) + ... +a (x)y, (x) ]+ Ca, (x)Dy, (x) + ... +

+a (x)y, (x)]

P(D)y, (x) + P(D)y, (x)

P(D)ay, (x) = [a, (x)D" +a, (x)D" ™" + ...+ a, (x) J-Cay, (x)]

a, (x)D" [ay, (x)7] + al(x)Dn-l Loy, ()] + ...+ a (x) [ay, (x)]

]

aao(x)Dnyl(x) + aal(x)Dn-lyl(x) + ...+ aan(x)yl(x)

1]

aP(D)y, (x)

por lo tanto el operador diferencial es lineal.

I.3 LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL GENERAL

I.3.1 SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION HOMOGENEA

TEOREMA I.1

Sea ‘la ecuacidén diferencial lineal, homogénea de orden "n":

Cag)d™ + a2, x)D" ' +... +a (x) ] y=0

y sean y, (x), Y, (X), ... yq(x), "n" soluciones linealmente
independientes de la ecuacién, entonces: :

Y(x) = c,y,(x) + c,y,(x) + ... + cnyn(X)

es la solucidn general de dicha ecuacién.

Demostracidn:

Sustituyendo la solucidn propuesta en la ecuac1on d1feren~
cial:

-1

n n
(agD” + a,D"  +... +a ) (C,y 1+ Coy,t ...+ cnyn) =0

operando:

n-1 ' ’
%fwdx+%%f~*%&W”P (qm+cg2h“+%&)+”.+

+ap(c,y, +C,¥,+ ... +cyyn) =0

de donde:

n n-1 n-1 A
c,(a,D” +a,D + .00 + an)yl + cz-(aoDn +apD + ..o F an)y2 + o.e. +

o =
+ cn(aODn +abD +...+ a.n)yn 0

23
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COMO ¥,y Y1 +ov ¥y

) son soluciones de la ecuacidn homogénea,
se tiene:

(a,D" + a,D + ... + an)y1 =0
n-1

(aODn + aan + ...+ an)yg =0
n n-1

(a,D" + a D + ... + an)yn 0

por lo tanto:

c,(0) + c,(0) + ... + c,(0) =0

0=20
con esto queda demostrado que y = c,y, + C,¥, + ...+ Cpyp
es solucién de la ecuacidén diferencial homogénea. Ademis,

es la solucidn general, porque cualquier solucién particu-
lar de la ecuacidn, puede obtenerse a partir de ella.

Ejemplo I.3
Dada la ecuacibn:

xy'' = (x + 3)y' +y=0, X #0

y dos soluciones de ella:

y, =x +3

X

¥y, = ¢ (x* - 4x + 6)

determinar la solucidn general.

Por el teorema I.1,
gundo orden,
dependientes.

En este caso, y,, ¥y

x + 3 e (x
1 X (2x
X + 3 X (x2
1 e® (x2

- 4x +

- 4) +

se ve que para esta ecuacidn de se
se necesitan dos soluciones linealmente in

Una condicidn suficiente para que un conjunto de "n"
funciones sea linealmente independientes, es que el
wronskiano de las mismas sea diferente de cero.

estédn definidas para toda x eR.
Determinando el valor del wronskiano para y,

Yy ¥,:

6)

e"(x? - 4x + 6)

6)

2)

Xx + 3) (x2 - 2x + 2) - eX(x? - 4x + 6)

W(yl, yz) # o,

¥ x#0

Por lo tanto y, =x + 3 y y, = e®(x? - 4x + 6) son
linealmente independientes y en consecuencia:

y(x) =c;(x + 3) + czex(x2 - 4x + 6)

es la solucidn general de la ecuacidn propuesta.

x
= ¢"x°®




Ejemplo I.4
Sea la ecuacibn:

y" + (tg x - 2 cot x)y' =0
y dos soluciones de ella:
¥, (x) = sen? x
y,(x) = sen x - %% sen 3x
Para formar la solucibn general con estas soluciones,
habréd que demostrar que Y1(%X) y y,(x) son linealmente
independientes.
Para determinar la independencia lineal de'y1 y Y, se
utilizard, en lugar del wronskiano, la definicidén _de
funciones linealmente independientes. .

La combinacién lineal de Y, Y Y, igualada a cero es:

c,¥,(x) +c,y, (x) =0

considerando c, #0

se tiene:

c,Y, (x) Cc,; (sen? x)

Y, (x)

sen x-% sen 3 x

como sen 3x = sen (2x + x) 3 cos? x sen x - sen’® x,
se tiene:

c,sen? x c,sen? x
C2=— -

1 - cos? x+—§,"— sen? x

sen?® x +-%% sen? x

cial

por lo tanto existen escalares c, y c, diferentes de ce
ro tales que:

c,y, (x) + c,y, (x)

donde y; y y, son linealmente dependientes, y con ellas
no se puede formar la solucidn general de la ecuacibn
diferencial dada.

I.3.2 SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION NO HOMOGENEA

La solucién general de una ecuacién no homogénea se puede
establecer en el teorema I.3, que se estudiari mids adelante.

TEOREMA I.2

Si yi(x) Y ¥, (x) son dos soluciones de la ecuacién diferen

ineal no homogénea:

P(D)y(x) = g(x) ee. (29)

entonces la diferencia y, (x) - y,(x) es solucidén de la ecua
cidén homogénea asociada a (29).

Demostracidn:

Como y, (x) y y,(x) son soluciones de la ecuacién no homogé
nea, se tiene:

P(D)y, (x) = q(x)

P(D)y, (x) = q(x)
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restando:

P(D)y, (x) - PMD)y, (x) = q(x) - g(x)

P(D) [y, (x) -y, (x)]=0 .. (30)

con lo cual queda demostrado que y. (x) - Yy, (x) es solucidn
de la ecuacidn homogénea asociada a (29). .

Este teorema interviene en la demostracién del teorema 1.3,
el cual es muy importante para establecer la forma de la so-

lucidén general de una ecuacidén diferencial lineal no homogé-
nea.

TEOREMA I.3

Cualquier solucién de una ecuacidén lineal no homogénea de
orden "n": ‘ ,

P(D)y(x) = gq(x)
puede expresarse como:
y(x)==yp(x)-+clyl(x) +C,y,(x)+... + cnyn(x) .e. (31)

donde y, (x), Y, (X)), ooe, yn(x) son "n" soluciones linealmen
te independientes de la ecuacidn homogénea asociada, y

yp(x) es una solucidn de la ecuacidn no homogénea.

Demostracidn:

Como y(x) y yp(x) son soluciones de la ecuacidén lineal no

homogénea, entonces, con base en el teorema I.2, la diferen-

cia y(x) - yp(x) es solucién de la ecuacidén homogénea asocia
da, esto es:

P(D) [y(x) = y (x)] =0

pero de (31):

Y(x)-yp(x) =cy, (x) + ey, (X) +.a. +cy (x) ... (32)

entonces:
P(D) [c,y,(x) + c,y,(x) + ... +cy (x)7] =0

con lo cual queda demostrado el teorema.

En el teorema I.3, la combinacidn .lineal de las soluciones
¥, (x), ¥Y,(x); «.., yn(x) es la solucidn general de la ecua-
c16n homogénea asociada, y se representa con vy (x):

Ya(x) = ¢y, (x) + c,y,(x) + ... + cpy (x) <. (33)

Al demostrar que la expresidén (31) representa la forma de
cualquier solucidn dé la ecuacién lineal no homogénea de or-
den "n", significa que es precisamente la forma de la solu-
cidn general, la cual se puede representar como:

y(x) = yu(x) + y_(x) . ees (34)
H p

A la solucibn yp(x) se le 1llama 4so0fucidn homogénea o s0lu-
cidn complementania.

La secuencia para obtener la solucidén general de una ecua-
cidén lineal no homogénea se describe a continuacién:

A. Encontrar la solucidn general yu(x) de la ecuacién ho-
mogénea asociada P(D)y = O. ‘ '

B. ' Encontrar una solucidn particular. Varios autores con
cuerdan en que se puede prestar a confusidn el utili-
zar el término solucibn particular para referirse a y_,
ya que puede aludir a una solucidén que satisfaga condi-
ciones iniciales preestablecidas. Estrictamente y_ es
una solucidn cualquiera de P(D)y = q(x). p




C. Sumar las soluciones Yp Y Yy obtenidas.

El término g(x) puede ser complicado; sin embargo, en el
caso de que se represente como una suma finita de funciones
mis simples, se puede aprovechar la linealidad del problema,
y entonces resolver la ecuacién mediante la solucidn de ca-
sos mids simples:

sea por ejemplo una ecuacidén en donde gq(x) = ql(x)'+ g, (x):

P(D)y = g(x) = ql(x) + q, (x) ... (35)

obteniendo la solucién particular Yp (x). de la ecuacidn:
. 1

P(D)y = q,(x)‘

y también la solucién particular yp (x) de la ecuacidn:
2

P(D)y = q, (x)

entonces yp(x) =y (x) + yp (x) es la solucidn particular

: g
de (35). Esta conciusién sezpuede comprobar de la siguien-

te forma:

P(D)ypl = q, (x)

Y ) P(D)yp = qz(x)
: 2

sumando:

POy, +yp) =4, (x)+q,x = q(x)
1 .

P,

por lo tantoy_ +y es la solucidén particular de la ecua

cidén (35). P1 P2
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El principio que se aplicd para resolver el caso descrito,
es conocido como principio de superposicién y es de gran uti
lidad en matemdticas.

Finalmente, la forma de la solucidén general representada en
(34), es la generalizacidén de lo que se determind en el caso
de las ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas de pri
mer orden.

1.3.3 EL PROBLEMA DE VALORES INICIALES Y DE VALORES EN LA
FRONTERA ;

Sea la ecuacidén lineal planteada en el ejemplo I.3f
xy'" - (x+3) +y=0 .o (36)

y dos soluciones de ella:

y,(x) = x + 3

y,(x) = X (x* - 4x + 6) ' o |

como las dos soluciones son linealmente independientes, la
solucidén general de la ecuacidn diferencial es:

y(x) = ¢, (x + 3) + c,eX(x? - 4x + 6) ... (37)

Para obtener una solucién particular de la ecuacidén diferen
cial, es necesario valuar las constantes que aparecen en la
solucién general; el niimero de ellas nos hace pensar en esta
blecer dos ecuaciones algebraicas cuyas incégnitas sean las
constantes c; y C,.




Si por ejemplo, para la ecuacidn (36) se pide determinar la
solucidn que satisface las condiciones:

y(1) = 0 ; y'(1) =1

por medio de &stas y de la solucidn general se pueden esta-
blecer las dos ecuaciones requeridas. La primera condicidn

se sustituye en la expresién (37) con el siguiente resulta-
do: :

0 = dc, + 3ec, ... (38)

para sustituir la segunda condicidn es necesario derivar 1la
solucidén general, esto es:

y'(x) = ¢ * czex(x2 - 2x + 2)

en la expresidn anterior se sustituye la condicién y'(1) =1

con el siguiente resultado:
1l =c + ec, e (39)
‘Resolviendo para €, Y ¢, el sistema de ecuaciones algebrai-
cas formado por (38) y (39), se tiene:
c, =-3

4
Cy = —
2 e

Entonces la solucidn particular que satisface las condicio-
nes dadas es:

y(x)=-%-ex(x2 - 4% + 6) - 3(3 + x)

Para obtener la solucidn particular de una ecuacién diferen
cial de primer orden es necesario contar con una condicidn.
En el presente caso, dado que la ecuacidén diferencial es de

segundo orden, se requiere de dos condiciones.

Si se quiere obtener una solucién particular de una ecuacidn
diferencial de orden "n", entonces como la solucidn general
contiene "n" constantes arbitrarias, el problema se reduce a
determinar los valores de dichas constantes. '

Los valores de las constantes se pueden asignar arbitraria-
mente, pero si la solucidn particular buscada debe satisfa-
cer determinadas condiciones iniciales del problema, enton-
ces para determinar las "n" constantes, se requieren "n" con
diciones.

Um problema de condiciones iniciales modelado por una ecua-
cidn diferencial de primer orden, queda representado de la
siguiente forma:

Y(xo) =Y

si el modelo es una ecuacidén de segundo orden su representa-
cidén es: .

Yll = f(XIYIY')
Y(x,) =y,
v'(xy) =y

y en general, si el modelo del problema de condiciones ini-
ciales es una ecuacidén diferencial de orden "n", su represen
tacibn es:

Y(n) = f(erlY' 1 eeey Y(n_l))
y(x,) L= Y,
y' (x,) = ¥,

n-1) o _ (a1
y( )(Xo) = Yé )
En todos los casos las condiciones impuestas estdn dadas pa

ra el mismo valor x, de la variable independiente, es por es
to que se les llama condiciones iniciales.




Considerando nuevamente como ejemplo la ecuacidn diferencial

(36), pero ahora se determinard la solucién particular que sa

tisface las condiciones:

1]
o

y (1)
y(2)

1]
[

Dado que la solucidn general de (36) contiene dos constantes

arbitrarias, la solucidn particular correspondiente se obtie

ne valuando dichas constantes esenciales.

Sustituyendo en la solucidn general:

y(x) = c;(x + 3) + c,e’(x? - 4x + 6)
las dos condiciones dadas, se tiene, con la primera y(1l) = 0:

0 = 4c, + 3ec, . ... (40)

con la segunda, y(2) =-1:

1 = 5¢c, + 2e?c, Cee. (41)

Resolviendo para c, y ¢, el sistema de ecuaciones (40) y
(41) se tiene:

3
€1 T 15 - 8¢

-4
€2 T T15¢ - 8e?

por lo tanto la solucidén buscada es:

X
) = gl 43 - qereger &7 - x4 6)

Se observa que también en este caso se requiere de dos con-
diciones para establecer la solucidn particular, pero que a
diferencia de las condiciones usadas ‘en el primer caso, és-
tas estdn dadas para dos valores diferentes de la variable
independiente:

En las aplicaciones, estos dos valores representan los ex-
tremos del problema en estudio y por tal razén se les cono-
ce como puntos frontera; de ahi que los valores que adopta
la variable dependiente en dichos extremos se conozcan con
el nombre de valores en La’ 5nontena 0 condiciones de fgronte
na. Para el caso en cuestidn, las. cond1c1ones de frontera
son: .

y(l) =0 y  y() =1

En realidad, el término condiciones de frontera es mis ge-
neral, ya que si bien es cierto que la variable dependiente
es la incégnita, esto no quiere decir que siempre sea posi-
ble medir su valor en los puntos frontera, por tal motivo,
en algunas ocasiones resulta mids ficil conocer la primera
derivada de la variable dependiente, de modo que las condi-
ciones de frontera pueden ser los valores de &sta en los
puntos frontera. Asi para este caso, unas nuevas condicio-
nes de frontera pueden ser por ejemplo:

y'(1) =1 ; Y'(2) = e

En general un valor en-la frontera es el valor que adopta
en dicho punto la variable dependlente y/o ‘sus derivadas.

Las condiciones en un problema, ya sean iniciales o de fron
tera,. permiten evaluar las constantes esenc1a1es y arbitra-—
rias de la solucidn general.

29
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I.4 RESOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE COEFICI
ENTES CONSTANTES ' .

En el inciso I1.2,3, de este capitulo, se determind que la
ecuacidén diferencial lineal de primer orden:
y' + p(x)y = q(x)

tiene como solucidn general a la funcidn:

y = e-fp(x)dx [ q(x)efp‘x)dx + c:] ;

la ‘cual fue obtenida siguiendo un método analitico llamado
variacién de pardmetros. Para el caso de ecuaciones dife-
renciales 1lineales de orden "n", existe una teoria general
para determinar su solucidn.

" En los incisos siguientes, I1.4.1, 1.4.2 y 1.4.3, se estu-
diardn este tipo de ecuaciones y en especial el caso en
que los coeficientes son constantes. Esto se representa
frecuentemente en ingenieria y de ahi la importancia de es
tudiarlo con mayor detalle.

I.4.1 RESOLUCION DE LA ECUACION HOMOGENEA

Sea la siguiente ecuacidén diferencial lineal homogénea de
segundo orden y coeficientes constantes:

y''" +ay' + by =0 ... (42)

La solucibén general de esta ecuacidén es de la forma:

y(x) = c,y,(x) + c,y, (x)

donde y‘(x)‘y Y, (x) son soluciones de la ecuacidn (42) 1i-
nealmente independientes.

Con el objeto de obtener las soluciones y, (x) y yg(x), se
hard referencia, primero a la siguiente ecuacidn diferen-
cial de primer orden:

y' + Ay =0 , A = cte.

la cual tiene como solucidn general a la funcién:

y(x) = c e-lx

Como se observa, la solucidn de la ecuacidén diferencial 1li-
neal de primer orden homogénea con coeficientes constantes
es de tipo exponencial. Este tipo de solucidén también se
presenta en la ecuacidén de segundo orden.

Si y(x) = elx es solucidén de (42); entonces debe satisfa-
cer a dicha ecuacién. Sustituyendo en ella se tiene:

(A2 + ar + b)e** =0 ;

AX . . .
ya que e # 0, entonces esta ecuacidn solamente se satisfa
ce si:

A2 +al+b=0 co. (43)
por lo tanto y(x) = e** es solucién de la ecuacién diferen-
cial lineal y'' + ay'' + by = 0, si A es solucidn de la ecua
cidn: ‘

A2 +al+b=0

La ecuacién (43) tiene dos soluciones:
.)‘1 b4 }\z
con ellas se obtienen las dos soluciones de la ecuacién (42):

y, (x) = eM¥ Ly, ) = e

las cuales son linealmente independientes si A, # A,.




Por lo tanto, la solucibén general de la ecuacidn (42) es:

y(x) = c eM¥ 4 ¢ ote¥

siempre y cuando A #E A,

En general, dada la ecuacién lineal homogénea de orden "n"

g®) 4 g e

L ces tay = 0 .. (44)

donde a;, a ..., a son constantes reales, la funcién

Ax s .
y=¢ 7, donde X es en general un nimero complejo, es una so-
lucidn de ella si se cumple que:

(" +a, 0"+ ... +a) Moo ;... us)

aplicando el operador a la funcién ekx, la ecuacidn queda:

AX

AR n=bo s a) e =0 ... (46)

(A + a A

AX . . .
Dado que e es .siempre diferente de cero, se tiene que:

n n-1
AN an" e i va =0 .. 47

de lo anterior, se concluye que y = exx es solucidn de la
ecuacidn (44), si A es una raiz de la ecuacidn (47).

La ecuacibén (47) se conoce como ecuacibn caracternistica de
la ecuacidn diferencial (44). Obsérvese el miembro izquier-
do de la ecuacidn caracteristica, se puede formar a partir
del polinomio P(D), simplemente cambiando D por A por 1lo
tanto la ecuacidn caracteristica es P(A) = 0. La ecuacidn

(47) tiene "n" raices; con éstas se forman las "n" funciones:

A
MiX, raxX L o Anx
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cada una de las cuales es solucidn de la ecuacién (44).

Por el teorema fundamental del dlgebra, la ecuacién (46)
puede factorizarse quedando representada de la siguiente
forma:

A= A0 =2,) «e. (A - 2me* =0

donde A, A,, ... A_ son las "n" raices de (47j.

n

De manera aniloga, la ecuacidn (45), puede expresarse en
forma factorizada:

(D= A,)(D = A,) +.. (D -2an)e* =0 ... (48)

Esta factorizacidn del operador diferencial con coeficien-
tes constantes serid de suma utilidad posteriormente, de mo-
mento sirve para establecer que cada una de las soluciones

c,exlx, czexzx, ooy cnexnx de la ecuacidn diferencial (44),

es a su vez solucidén general de la ecuacidén diferencial - de
primer orden que resulta de aplicar a una funcién "y" el fac

tor (D = Xj) correspondiente , es decir y = ciexix es solu-

cidn general de la ecuacidén diferencial (D - Aj)y = 0, para
i=1,2, ..., n.

Por Giltimo, las raices de la ecuacidn caracteristica pueden
ser reales o complejas, diferentes e iguales. En cada caso,
la estructura de la solucidn general tiene una forma caracte
ristica. A continuacidén se analiza en detalle cada uno de
estos casos.

CASO A. RAICES REALES DISTINTAS

Si las raices Ais Apy eney An de la ecuacién caracteristi-

ca son "n" nimeros reales distintos entre si, entonces
A x A
MX 2X elnx

c ey

son "n" diferentes soluciones de (44).

b
Ademds se dgmuestra (calculando el wronskiano correspondien-
te o.a través de la ecuacidén de dependencia lineal) que es-
tas "n" soluciones son linealmente independientes, de manera

que con base en el teorema I.1, la solucidn general de (44)
estd dada por:
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y = clexlx +,czeA2x o+ cneknx ' de no interrumpir posteriormente el desarrollo matemitico,
se demostrari que:

pKe ™.y = M p - nky ... (49)

Ejemplo I.5

La demostracidn consiste en derivar sucesivamente el pro-

Para determinar la solucidn general de la siguiente ecua ducto de funciones, esto es:

cibn:
ylll - Y" - 2y| =0 De-)\x.u = e-)\x(D - )\)u
2 2 . . : . 2 -Ax -Ax 2 2 -Ax 2
se representa é&sta en té&rminos del operador diferen- D e ‘u=¢e (D = 2AD + A%)u=¢ "7 (D=1A)%u
‘cial: ) ) .
(D® - D2 - 2D)y = 0 . .
la ecuacibn caracteristica es: . : pRe My = M - nky
A3-A%2-21 =0 ) En el caso de que una de las raices de la ecuacidn caracte-
. ristica (A,) sea de multiplicidad "k", dicha ecuacién tiene
. la forma: ’
o bien, en forma factorizada:
. k A
AN+ -2) =0 - (D = ADTD = Ap) «n. (D= Xypy)e X =0
de donde: ' Como se sefiald anteriormente, la solucidén general de (44)
) o » es una combinacidén lineal de las soluciones de las ecuacio-
Ay =0 , %, ==1, A, =2 nes diferenciales, generadas a partir de cada uno de los fac

tores en que se descompone el operador diferencial P(D). En
este caso tales ecuaciones son:
por lo tanto, la solucibn general de la ecuacidn es:

(D

- X -)‘l)ky=o
y =c, +ce * + c,e? '

(D'- Ay =0

(D = Apyr )y =0
CASO B. RAICES REALES REPETIDAS : n k+:

En el andlisis de este caso se hace uso de la férmula para asi que la solucidn general buscada estd dada por:
el cdlculo de la derivada k-ésima del producto de la funcidén
-Ax

exponencial e

por alguna otra funcidén u(x). Con objeto y = u(x) + ck,ﬂe)‘zx + oo+ cnaln'k+‘x «e. (50)




A X

donde ¢, e"27, ..., cnexn‘k"’lx son las soluciones genera-

les de las ecuaciones de primer orden:
(D-2A)y=20, ..., (D~ xn_k_l)y = 0, respectivamente y
u(x) es la solucidn general de la ecuacibén lineal de orden
"k":

- 2pFu=o0 ee. (51)

El problema se reduce a determinar esta funcién u(x) que sa

tisface a la ecuacién (51). Multiplicando ambos miembros de

. . 2 -\, x
dicha ecuacidn por e "17;

TMXD - Ak = 0
esta ecuacidn puede escribirse de la forma:

pFe™MiXy = o . -

y bastard con integrar sucesivamente esta ecuacién para ob-
tener la funcidn u(x):

De "17+u = ¢,x + C,Xx + ..+ Cpy
toeeo FCp X+ Cp

despejéndo u:

sustituyendo "u" en la expresidén (50) se obtiene:

y = (clxk—1'+‘c2xk_2 +o.. o x + ck)?.)‘xx +

Xpx An-k+x
+ Ccpy,e + ...+ cpe

que es la solucidn general de la ecuacién diferencial lineal
homogénea (44), en el caso de que una de las raices (x,) de
la ecuacidn caracteristica sea de multiplicidad "k". Si 1a
ecuacién caracteristica tiene raices miltiples, cada una de
ellas tiene una contribucidén semejante en la solucidén gene-
ral, como se muestra-en los siguientes ejemplos.

Ejemplo I.6

Sea la ecuacidn diferencial:

y''' - 4y'' - 3y' + 18y = 0

La ecuacidn caracteristica correspondiente es:

AP - 4x% - 3% + 18 = 0,

cuyas raices son:

por lo tanto, la solucidn general de la ecuacidn dife-
rencial es:

3x 2x

y = (c1x + cp)e® + cye”

Ejemplo I.7

Dada la ecuacidén diferencial:

(D®.+ 2D° - 2p® - D¥)y =0
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Para obtener la solucidn general, se establece primero
la ecuacidn caracteristica:

A8+ 22°% - 22% - A2 = 0,

las raices son:

con estas rafces, la solucibn general es:

kle(a+bi)x + kze(a-bi)x _ kleaxeblx + kzeaxe-blx
- eax(kleblx + kze-blx)
= % [:kl(cos bx + isen bx) +
+ k, (cos bx - isen bg):
= eaXE(k'll.}. kz)COS bx + i(kl —kz)sen bX]
= %% (c,cos bx + c,sen bx)
donde:

y = (c,x + c,)e®® + ce¥ + (c,x? + cyx + cgle™™
o sea:
Yy = C,Xx+c, + caax + (c,x? + c.x + cgle ®
CASO C. RAICES COMPLEJAS

c; =k; tky ¥ c, = i(k; - k)

Por otra parte, cualquier raiz compleja a + bi de la ecua-
cidn caracteristica puede tener una multiplicidad "k"; 1lo

Si alguna de las raices de la ecuacidn caracteristica (47)
es el nimero complejo a + bi, entonces el complejo conjugado
a - bi serd también raiz de acuerdo con la teoria de ecuacio

nes polinomiales. La parte de la solucién general de (44)
correspondiente a este par de raices es:

(a=bi)x

K, e (@tPL)%, e o e, (52)

donde k, y k, son constantes arbitrarias.

Sin embargo, es conveniente expresar las soluciones mencio
nadas en términos de funciones reales. La teoria de varia-
ble compleja nos proporciona el medio para lograrlo, utili-
zando la formula de Euler: ‘

La expresidn (52) puede escribirse, empleando esta férmu-
la: :

"que implica la existencia de la

bién con multiplicidad "k".

En

raiz conjugada a -.bi, tam-
este caso la solucidn gene-

ral de la ecuacidn diferencial incluye 2k términos lineal-

mente independientes, los cuales, combinando los resultados
de los casos (A) y (B) presentan la estructura siguiente:

. k-1
[ (c, + cpx + c,x* +...+ cgx  )sen bx +

k-1 i ax
2
+ (Cx4, + CpapX + Cp ¥+ ... +Cypx  )cos bx Je

h LS

Ejemplo I.8

Dada la ecuacibn diferencial:

vyt + 4y 4 4y =0

la ecuacidn caracteristica correspondiente es:

o
{ -

AP+ A2 44N+ 4 =0




y sus raices son:

Ay = 2i =0 + 2i

>
1]

-2i =0 - 2i

por lo tanto, la solucidn general es:

-X

X
y =c,e

0
+ (c,sen2x + c,cos 2x) e

O sea:

-X
y = c,e + c,sen 2x + C,;CO0s 2x

Ejemplo I.9
pada la ecuacidn:

(DS - 9D* + 34D® - 66D% + 65D - 25)y =0
la ecuacidn caracteristica es:

AS - 9A* + 34A% - 66A% + 651 - 25 =0

factorizando:

i}
=}

L O (A% - 4x + S)ZT

sus raices son:
Ay=1, A, =X, =2+1i, A, =A;=2-1

por lo que la solucidén general de la ecuacidn diferen-
cial es:

i

& 2x
¥4+ [ (c, + cyx)senx + (c, + cgx)cosx e

y = c,e

I.4.2 EL METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS

En el inciso anterior se estudic la resolucidn de las ecua
ciones diferenciales lineales homogéneas de coeficientes
constantes. En el presente inciso se estudiard un método u-
tilizado para obtener la solucién particular de una ecuacidn
diferencial no homogénea.

Sea la ecuacién diferencial lineal de coeficientes constan
tes:

Y||+2y'+y=2X+3 oo (53)

Para determinar su solucidén general, se procederi a trans
formarla en una ecuacidén diferencial homogénea. Para esto
se deberd anular el miembro derecho de la ecuacién (53).
En términos del operador diferencial, la ecuacién queda re
presentada como: -

(D* + 2D + 1)y = 2x + 3

aplicando en ambos miembros el operador D2:

D2(D? + 2D + 1)y = 0

O sea:

(1v) '
y +2ylll +‘y|| =0

la ecuacidn diferencial resultd de cuarto orden y su solu-
cidn general es:

=X

y(x) = c;e ¥ + c,xe™* + cyx + ¢, ... (54)

ademds, la solucibén de la ecuacidn diferencial homogénea aso
ciada a (53) es: -

X

Yo (x) = c,e 4+ c,xe ¥ ... (55)
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la solucidn general de (53) es de la forma:

Y= Yoty ... (56)
sustituyendo las soluciones (54) vy CSS)’en (56):
c,e ¥+ c,xe™® 4 c,x +c, =c,e ¥+ cxe* 4 ¥p
de donde:
Y. = C;x + ¢, ... (57)

- - p
€; ¥ ¢, sSon constantes a las que se denomina coeficientes

de La s0lucidn particular Yp-

C3 Y ¢, deben de tenef un valor tal que y. satisfaga a la
ecuacion (53). P

Sustituyendo yp en la ecuacidn no homogénea (53):

2c3 + c.x + c, = 2x + 3
eﬁto es:
cx + (2¢, + c“) = 2x + 3
igualando céeficientes:
2¢c, + c, =3
c3 = 2

por lo tanto:

entonces Yp = 2x = 1 y la solucidn general de la ecuacidn
diferencial (53) es: '

Y= yoty, = te,xe™ v 2x -1

Del problema anterior se obtuvieron dos resultados fundamen
tales, a saber:

1. Un operador P, (D), en este caso D?, tal que al operar
sobre ambos miembros de la ecuacidn generé una ecua-
cién homogénea.

2. La solucién de la ecuacién homogénea resultante, en
este caso de cuarto orden, permitid obtener la forma
de la solucién particular de la ecuacién original.

Sin embargo, cabe preguntarse si toda ecuacién diferencial

-1 .
de la forma (Dn,+ aIDn + ... + aj)y = g(x) admite un opera
dor P, (D) que genere a partir de ¢élla, una ecuacidén homogé-
nea, esto es, un operador diferencial de la forma

D + len"1 + ... + bp, que aplicado al segundo miembro
q(x) de la ecuacién no homogénea, lo anule:

n-1

(" + b,D + ...+ b )q(x) =0 ... (58)

Para responder a la pregunta se tiene presente que la ecua-
cién es diferencial lineal homogénea de coeficientes constan
tes, la cual, evidentemente no se satisface para cualquier’
funcidn de “"x". Esto quiere decir que no cualquier funcién
de "x" se anula al ser afectada por el operador P, (D), sino
que exclusivamente aquellas que son soluciones de la ecua-
cidn. .

De lo anterior se deduce, para que una funcidn q(x) dada,
pueda ser anulada por alglin operador diferencial lineal, es
indispensable que dicha funcidn sea solucidn de alguna ecua-
ci6én diferencial lineal homogénea.

El operador diferencial capaz de anular el segundo miembro
de una ecuacidén diferencial no homogénea, se denomina anula-
don o aniquiladon.




En el inciso I.4.1, se obtuvieron las funciones que repre-
sentan la solucidén general de una ecuacién diferencial 1i-
neal como la (58), de acuerdo a la naturaleza de las raices
de su ecuacidn caracteristica.

Teniendo en cuenta los tres casos que al respecto pueden pre
sentarse, las soluciones de tales ecuaciones son siempre fun-
ciones del tipo:

. A
xK A% k 2 0, k € N, A ER

¢*senbx k>0, kEN a€R, bER
xkeaxcos bx k >0, k € N, a €R, b € R

y la suma algebraica de ellas. Por lo tanto se puede asegu-
rar que solamente este tipo de funciones son anuladas por
operadores lineales.

Para obtener un operador P, (D) apropiado que anule-a una
funcidn g (x) dada, se requlere determinar la ecuacidén homo
génea, de la cual la funcidn g(x) es solucidn.

Se determinardn a continuacién los operadores aniquiladores
de algunas funciones de uso frecuente.

funcién q(x) = x5,

.2 . -1 - s
cidn propuesta equivale a xk % y este tipo de funcidn es

la solucién de una ecuacidén homogénea, cuya ecuacidn carac-
teristica tiene una raiz A=0, y de multiplicidad "k" (caso
B). Como la raiz mGltiple es X = 0, un operador diferen-

cial anulador es:

Considerando primeramente la La fun-

(o - 0)% = p¥

se verifica que:.
Dk xk—l

siempre y cuando k - 1 > 0.

ALX s 2 .
Considerando el caso en que g(x) = ¢ 1", esta funcidén es so-
lucidn de una ecuacién lineal de primer orden, cuya ecuacidn

caracteristica tiene por raiz A = A,. El anulador de esta
funcién es por lo tanto (D - Ai,), lo cual puede verificarse fi
cilmente, aplicando el anlqullador a la funcidn:

Ax Xlexlx -0

A X
(D - x)e™1™ = e
Finalmente, analizando el caso de una combinacidén lineal de
"n" funciones como la siguiente:

Ax A,x AL X

= 2 n
g (x) c,e + c,e + ... +coe

8sta corresponde a la solucidén general de una ecuacién di-
ferencial lineal homogénea de orden "n"; el operador ani-
quilador correspondiente es entonces, un operador de orden
"n", el cual usando la representacidn factorizada es:

(D - A)

(D - A,) (D - N

A ..

Los resultados anteriores y otros, se presentan en la tabla

siguiente a fin de que sirvan como auxiliares en 1a determi
nacién del operador aniquilador.
q(x) ANULADOR
xk-l : : Dk
ax
e (D - a)
k- .
T X : ‘ (D - a)k
cos bx & sen bx (D? + b?)
x¥"'cos bx 6 x*"'sen bx (D2 + b2)¥
¢®*cos bx "6 ¢**sen bx D?- 2aD + (a? + b?)
k-1 ax k-1 _ax 2 k
x5 "e““cos bx & x  "e““sen bx [[p? - 2ap + (a? + b?)7]
Tabla I.1

Los ejemplos siguientes muestran el método completo de coe-
ficientes indeterminados.
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Ejemplo I.10
Sea la siguiente ecuacidén diferencial:

yl'l + 3y| + ZY = e-x + Q-ZX
la solucidn general de la ecuacién es de la forma:

Yy =Yc t Yp

la solucidn de la ecuacidn homogénea asociada es:

-x -
Yo = € e ¢+ cpet¥

pado que q(x) = ¢ X + ¢ ?* es solucién de una ecuacibén
diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes,
el operador aniquilador existe y se puede determinar:

como q(x) est& formada con las raices A, = - 1, X, =-2,
se tiene que:

P, (D) = (D + 1) (D + 2)

es el aniquilador correspondiente.

Aplicando P, (D) a la ecuacién diférencial:

(D + 1)(D + 2)(D* + 3D + 2)y = 0
resolviendo esta iltima ecuacibén homogénea:

-X -2 2X
y =c,e” + c,e

~

% - -
+ cyxe ¥+ c,xe

Y=Yty

se obtiene:

2X

- -x -
Yy, = C,Xe © + c,xe

P
donde ¢, y ¢, son los coeficientes a determinar.

Sustituyendo yp en la ecuacibén original, se obtiene la
siguiente identidad:

de donde:

por lo tanto:

-x -2x
= Xe - Xe
Yp

y entonces la solucidn general de la ecuacién original
es: '

-X -2X -X -2X
y = yc +y =¢,e + c,e + xXe - Xe

Ejemplo I.1l

En la ecuacidn diferencial:

y' +2y =x+ 1+ xe®

la anulacibn del término x + 1, se logra aplicando el
operador D? a la ecuacibn:

D2(D + 2)y = xe*




La funcidn xe* es solucidn de (D - 1)2%y =

. X
el aniquilador de xe” es (D - 1)2.
a la ecuacidn no homogénea, se tiene:

0, por lo que
Aplicando (D - 1)2

D2(D - 1)%(D + 2)y =
la solucidn de esta ecuacidn homogénea es:
-2x

' X . X
Yy = C; + C,x + c;e7 + ¢,xe” + c e

Como la solucidn de la ecuacidn homogénea asociada a
la original es: :

Yo = Cse
entonces:

: x X
Yp = Cp + C,x + Cjze” + cuxe

sustituyendo Yp en la ecuacidn original:-

yp-+-2yp=x+1+xex

' X X X X x
c2+caex+c~xe +c,e” +2c,+ 2c,x+2c,e" +2¢c,xe " =x+1 + xe

simplificando:

x .
2c; +c, + e (3cy +cy) +xex(3c.,) +2c,x = x + 1+ xe™

donde:

2c1 + C, =

1
—
(¢}
>
H

1/2

s, tc, =0 ; ¢, =1/3

3c, =1

Q
1

1/4

2c, =1

~

Q
w

]

- 1/9

por lo tanto la solucidn general de la ecuacidn no homo-
génea es:

&=

Y = Yo+t ¥p = c5e + + %? -5t T3

Ejemplo I.12
Sea la ecuacidn:
y''t + 2y' + y = sen x

El operador aniquilador de la funcidn senx es:
P, (D) = (D® + 1)

aplicédndolo a la ecuacidn diferencial:

(D* + 1) (D? + 2D + 1)y = (D® + 1l)sen x = 0

(D* + 2D% + 2D2 + 2D + 1)y = 0

Esta ecuacidn diferencial lineal es homogénea de cuar
to orden y su solucidn general es:

-X =X
Yy = CIQ. + CZXQ, + c,Cc0os X + c,sen X

ya que la solucidn de la ecuacidn homogénea asociada es:

_ -X . -x
Yo = ©12 7 ¥ cpxe
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entonces:

= c,Cco0os X + c,sen X
yp 3 4

donde ¢, y ¢, son coeficientes a determinar.

Sustituyendo yp

en la ecuacidén diferencial no homogé-
nea: :

2c,cos X - 2c,sen X = sen X

de donde:

c, =0 y c, =-1/2
por lo tanto:

= - 1/2 cos x
Yp / ,

y la solucidn general de la ecuacibn diferencial es:

-X -X 1
y = c,e + c,xe 5~ COs X

I.4.3 EL METODO DE VARIACION DE PARAMETROS

El método de coeficientes indeterminados es muy utilizado
en la resolucidn de ecuaciones diferenciales lineales, no

)

es un método general, ya que existen muchas ecuaciones pa-
ra las cuales el método no es aplicable. Esta limitacién
radica en el problema de obtener el operador aniquilador
para cualquier funcibén g(x), asi como en el tipo de coefi-
cientes de la ecuacidn. .

Algunas ecuaciones para las cuales no es aplicable el mé-
todo de coeficientes indeterminados, son por ejemplo las si
guientes: :

a) y'' + 2y' #y=tan x
1

b) y' +y = S

c) y'' + 2y =Lnx

d) y'' + 2xy' + y = sen x

Un método general que también sirve para resolver aquellas
ecuaciones en donde el método de coeficientes indetermina-
dos no es aplicable, es el de variacién de paradmetros. Es-
te método se desarrolld para determinar la solucidn de la
ecuacién diferencial de primer orden, en el inciso I.2.3,
ahora se generalizard para la ecuacién de orden "n".

Considérese la siguiente ecuacién diferencial lineal:

y'' 4+ ay' +a,y = q(x) «e. (59)

la solucidn general de la ecuacidn homogénea asociada es:

Yo =S¥, *+ Sy,




TEOREMA I.4

Siy, vy y, son dos soluciones linealmente independientes de
la ecuacidén homogénea asociada a la ecuacidén no homogénea:

y'' +ay' o+ a,y = qx)

entonces la solucidn particular de la ecuacién no homogénea
es:

yp = u(x)yl + v(x)y, ... (60)

donde la primera derlvada de u(x) y v(x) satisface el siste
ma de ecuaciones:

v, oy, [Jute | 0
Y, ¥, || v'(x) q(x) ... (61)

Demostracidn:

Derivando y_:
p

y, = u(x)y] + vix)y, + u' (x)y, + v' (x)y2

'

p

considerando la primera ecuacién del sistema (61):
u' (x)y,- + vi(x)y, =0

entonces:

y! = U(x)y; + v(x)y; : ve. (62)

[
P

derivando nuevamente:

y'}) =ulx)y;' + vix)y,' + u' (x)y; + v' (X)Y i

considerando la segunda ecuacidén del sistema (61):
u'(x)y; + v'(x)y; = q(x)
por lo tanto:

Y'}> = u(x)y" + V(X)y;' + q(x) ... (63)

sustituyendo Ypr yé y yb' en (59), se tiene:

ulx)yl' + vy, +qx) +a, [ux)y] + v(x)y} ]+

+ a,[ulx)y, + vix)y, ] = q(x)

factorizando:

u (x) I:y'l' +ay;+ta,y J+vx) [yy' +ay) + a2,y ] + ax) = qx)

Pero dado que y, y y, son soluciones’ de la ecuacién homogé-
nea asociada a (59), entonces:

yl + aly; + a2y1= 0

yZ + aly; + a2y2 =0

por lo tanto:

g(x) = gq(x)
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Ejemplo I.13
jemp Y, Y, u' (x) 0
Sea la ecuacidn: _
e 4v! 4 Q-ZX A Y;i Y; v'(x). q(x)
Y tiy + 4y = %2 » ... (@) L ]
La solucidn general tiene la forma: Sustituyendo en este sistema y, = e—zx, v, = xe 2% v
-2X
= - ; = _¢ .
Y =Yty q(x) el
para determinar y_, se considera la ecuacién homogénea
asociada: 2 x —ax -
, e xe u' (x) 0
y'' +4y' +4y =0 ' -
L. B : -2x -2X o =2X% o X
entonces, la ecuacidn caracteristica es: - 2e - 2xe + e v' (x) 3
: X
A2+ 40 +4 =0
donde: . )
resolviendo el sistema anterior, se tiene:
Ay = A, == 2
T oy ] I~ -2x -2x [ - 7] T 1 7]
_ —2x —ax u' (x) (1-2x)e -Xe 0. -5
Yo = C,¢ + c,xe
QX
Para encontrar Yp: se observa que no es-posible apli- v' (%) 207 2% o 2% o 2% 1
car el método de coeficientes indeterminados. Por el ' - x? x2
teorema I.4, Yp es de la forma: - - L i . L
) por lo tanto:
yp=u(x)e X4 ovix)xe X ... (b))
) ‘ 1
‘ ' u(x)=-f—x—dx=—Lnx=Ln%, x#0
El problema consiste en determinar u(x) y v(x). Se re- )
cordard que (b) es una solucidn particular de (a) si se v(x) = I_L dx = - L
cumple: . x2 x




entonces:

e"2X 1 e—2X

Ln L+ - e~ 2X 1
X .

(Ln T- 1)

Yp =

la solucidn general es:
+ + I _}_ -1
C, C,X n %

Obsdrvese que y,, se obtiene a partir de Yo con la
simple sustitucich de las constantes ¢, y ¢, por fun
ciones de x, u(x) y v(x), debido a esto, el método
empleado para encontrar y, en el problema anterior,
se conoce con el nombre de método de Los pardmetros
variables o varniacién de pardmetros.

Al obtener u(x) y v(x) en el ejemplo anterior, no se
consideraron las constantes de integracidn. Ahora si
éstas se consideran, se procede de la siguiente forma:

u(x) - Ln

de donde:

Como se observa, al considerar las constantes de integra-
cién en la obtencidn de u(x) y de v(x), se obtiene en Yp la
solucién general de la ecuacién diferencial y no la solucién
particular como se propuso.

Entonces, dado el conjunto fundamental de soluciones de 1la
ecuacidén homogénea asociada, se puede encontrar la solucién
general de la ecuacibén diferencial. Los resultados obteni-
dos se generalizan en el siguiente teorema.

TEOREMA I.5

Sea la ecuacidn diferencial lineal no homogénea:

y ™ aly(n-l) + ... tay-= q(x)

donde:

Yo = €Y, + Gy, * ... tCy

n'n

es la solucidén de la ecuacidén homogénea asociada.
Y el sistema:

q(x)

L L -

Entonces, la solucién particular de la ecuacidén no homogé-
nea es:

y

= ux(X)yx + uz(x)y2 + ...+ gn(x)yn

p
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Ejemplo I.14 . por lo tanto:

3 er la solucidn general de la siguiente ecua-
cigi? obten s . g g : yp = Ln sec x - sen X Ln (sec x + tg x) + sen®? x + cos? x

y''' +y' = tg x 2 o ) . .
como sen® x + cos® x = 1 y dado que esta funcidn ya exis

. . X . . . te en. la solucidn complementaria, se tiene:
primero se obtiene la solucidn complementaria, que es: i i

_ Yp = Ln sec x - sen x Ln(sec x + tg x)
Yo = ¢, + c,sen x + cycos x

: ‘ la solucibn general de la ecuacién es:
por el método de variacidn de pardmetros se tiene: -

y =c¢, ¥ C,Sen x + c,;cos X + Ln sec x - sen x Ln(sec.x - tgx)
4yp = u, (x) + u, (x)sen x + u, (x)cos x ) '

donde la orimera derivada de u,. v, y u, debe satisfacer Ejemplo I.15 o : o |
el sistema de ::juaciones: } i :
Sea la siguiente ecuacidn diferencial lineal de coeficien

— tes variables:
1 sen x cos x u; (x) 0 '
0 cos X - sen x ul(x) = 0 . - XY"- (X+3)y' '+y=x“ ‘eee (a)
e 2 .
0 -sen x =-cos x u} (x) tg x | siy, = (x+3) y y,= e®(x® - 4x + 6) son soluciones
de la ecuacién homogénea asociada. '
resolviendo el sistema: Su solucidn general es:
. . _a = +
uj (x) = tg x : - ’ ¥ =¥ ' yp
u, (x) = cos x - sec x donde:
u; (x) = - sen x X
‘ Yo = ¢ (x + 3) + c,e”(x? - 4x + 6)
integrando:
u, (x) = j.tg % dx = Ln sec x : Los métodos para obtener la solpc1on particular dg yp son:
u, (x) = f(cos x-sec x) dx= sen x - Ln(sec x + tg x) a) Coeficientes indeterminados.

u, (x) = -J.sen x dx = cos x ' b) Variacién de pardmetros.




El primero s6lo se aplica cuando la ecuacidn diferencial

es de coeficientes constantes.

Por las caracteristicas del

ejemplo, no es aplicable, por lo cual se utiliza el segun-

do método:

v = u(x) (x + 3) + v(x)eX(x? - 4x + 6)

p

donde u(x) y v(x) deben satisfacer al sistema de ecuaciones:

u' (x) 0

x +3  ¢X(x? - 4x + 6)
1 ex(x2 - 2x + 2) v (x)| | x?
resolviendo este sistema:
u'(x) = - (x? - 4x + 6)
vi(x) = xe X+ 3%
integrando:
X3 2
u(x) = - -5 + 2x° - 6%
vix) = - xe X - 4¢°%

por lo tanto:

S-x +2x% - 6
Yp 3 X

- 8x - 24

(b)

Para verificar que ( b) es una solucidn particular de la

ecuacidn (a), se deriva Yp-

'=—_4_3-
yp 3 X 8
yll)|=_4x2
sustituyendo en (a):
: 4

-4x3—(x+3)<--§—x3-8>-—"3-8x-24=
4x3 4 4 3 x" _
- AxT 4 5 xT o+ 8x + 4x° + 24 - -5 - 8x - 24 =

~
"

por lo tanto (b) si es solucién de (a).

La solucién general de la ecuacién diferencial (a) es:

X, .2 x“
Y =¥ *t Y, = ci(x+3)+cet(xt - dx o+ 6) - 5

I.5 APLICACIONES

En el presente inciso se describen algunos problemas de
los considerados cldsicos, con objeto de mostrar la amplia
gama de aplicacidén de las ecuaciones diferenciales linea-

les.
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Problema I.1

Sea el siguiente sistema masa - resorte - amortiguador
excitado con una fuerza f(t) = sen t:

donde:

Se desea determinar la expresidn para el desplazamien-
to x(t) en cualquier instante "t", suponiendo que:

x(0) = x(0) = 0

——— x(t)

Figura I.8
Solucidn

Del diagrama de .cuerpo libre se tiene:

Kx
-
M F
Bx - =
Figura I.9 -

M& = F(t) - kx - Bx

sustituyendo los valores de B, M y k:

X + 2X + X = sen t

ecuacidén diferencial no homogénea, que constituye el mo
delo del problema.

Resolviendo la ecuacidn diferencial, se obtiene:

-t -t ) _ -1
xc(t) = c,e f c,te y xp(t) = 5~ cos t
por lo que la solucidn general es:
-t -t 1
x(t) = c e + c,te - 5 cos t ... (@)
derivando (a) se tiene:
x(t) = - et - c et 4 et %f sen t ... (b)

sustituyendo las condiciones iniciales en (a) y (b):

I

o

I

a
-

[
Nll—‘

x (0)

% (0)

"
o
1
]
Q
+
Q

donde:

_ _ 1
CI—CZ——Z'




Nétese que cuando "t" tiende a infinito, las funciones
exponenciales tienden a cero, por lo que en la solucidn
prevalecerd Gnicamente el té&rmino cosenoidal, lo cual
implica que la masa M oscilard indefinidamente con una
frecuencia igual a la de su excitacibn.

Problema I.2

Sea el siguiente circuito LRC, excitado con una fuente
de voltaje constante E.

R L
AA% YN —p—

+

i(t) / T

Figura I.10

donde R = 39, L=1H y C=0.5F

Encontrar la expresidn para la caida de voltaje v, en
el capacitor en cualquier instante "t", suponiendo que:

Vo (0) = 0 = v (0)
Solucidn

De la segunda ley de Kirchhoff:

i

E.=Ri + L ¢ e .

donde:

por lo tanto:

o bien:

sustituyendo valores:

Vo + 3vg + 2vg = 2E

ecuacidn diferencial no homogénea, que es el modelo ma-

temdtico del problema.

Resolviendo la ecuacidn diferencial, se obtiene:

Vcc= Cle +

vcp = E

por lo tanto, la solucidn general es:

velt) = cye ®

-2t

+ c,e

para valuar ¢, y c,, se deriva (a):

velt) = - ¢y

sustituyendo las condiciones iniciales en (a) y- (b):

0 =c¢

0=-c¢, -

t

- 2c,e”

+

2t

.
’

E

(a)

(b)

47
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de donde:
c, = - 2E y c, = E
la solucidn del problema es:

vel(t) = - 2B F + BTt 4+ E

n6tese que cuando "t" tiende a infinito, el voltaje en
el capacitor tiende al valor del voltaje de la bateria.

Problema I.3

Se tiene un tubo en U lleno de un liquido de densidad
§, como se muestra en la siguiente figura:

Figura I.11

Si en t = 0 se abre la Vélvula A, igualando las pre51o.

nes P, y P,, encontrar el periodo de oscilacién del 11-
quido en el tubo, suponiendo despreciable la friccién
entre el liquido y las paredes del tubo.

.0 bien:

Solucidn

La masa del liquido es m = SAL, en donde A es el &rea
de la seccidn transversal del tubo y L es la longitud de
la columna del liquido.

La fuerza que actfia sobre el liquido es:

£ = §A2 Xo9 - S8A2xg ;
utilizando la segunda ley de Newton:

SALX = 6A2x,g - 6A2xg

% + 29y = 29 .
X + T X L Xo

’

ecuac16n diferencial no homogénea que es el modelo mate
mético del problema.

Resolviendo la ecuacién:

“ /2 2
Xg = C€,cos —1?— t + c,sen —7?— t

X =X
o) 0

la solucidn general de la ecuacidn diferencial es:
x(t) = c,cos \/—%?— t + c,sen \/‘%%‘ t + x, .. (@)

Para determinar ¢, y c,, se deriva la ecuacibn (a):

x(t) = - cl\/—aLg—- sen , /—ng—t + cz\/—ng—'- cos \/.—zil_t




y sustituyendo las condiciones iniciales:

¢, = - X%,
c, =0 -

por lo tanto:

x(t) = xo< 1 - cos —%?— t)

de la solucidn, se deduce que la velocidad angular es:

w=_2L_9_

y por lo tanto el periodo de oscilacidn es:
v - o e
)

Problema I.4

Un cable flexible de peso despreciable soporta un puen

te (carga uniforme), como se muestra en la siguiente fi-
gura:

Ay

=¥

60

T
x|

Figura I.12

Determinar la ecuacidn de la curva APB.

Solucidn

Considérese la parte del cable entre el punto P y cual -

quier punto "c" de coordenadas (x, y).

Ay

.P___—/c("ny)

T x
. Figura I.13

La parte del cable estar8 en equilibrio debido a la
tensién T en "c"; la fuerza horizontal H en P y lacar
ga vertical total sobre la porcibn Pc del cable, a la
cual se denominar@ w(x) que actfia sobre algfin punto
del cable.

Figura I.14

En estado de equilibrio, la suma algebraica en la di-
reccién "x" (horizontal), debe ser cero y la suma alge-
braica en la direccidn "y" (vertical), también debe ser
cero.

49
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Descomponiendo la tensién T en sus dos proyecciones,
como se muestra en la figura I.15.

)

Figura I.15

Se tiene en el equilibrio:

T sen 6 = w(x) y T cos 6 = H

como tg 6 = —%g ; es igual a la pendiente de la tangen

te en "c" de la curva APB, entonces:

dy  _ w(x)
dx H !

en donde H es una constante; derivando la ecuacidn dife
rencial anterior, se obtiene:

dly _ 1 dw(x)

dx? H dx

La derivada de w(x), es el incremento de w por unidad
de incremento de "x", es decir, es la carga por unidad
de distancia en la direccidn horizontal.

Como en el problema la carga estd uniformemente repar
tida, se representara.

dw (x) _
—ax_ - w ; ww constante

con lo cual, la ecuacibén diferencial lineal no homogé-
nea es:

la solucidn general de esta ecuacidn es:

wx?

Y = 72H

+ ¢, X 'f'C2

Para valuar las constantes c, y c, se consideran las
condiciones iniciales: ’

y (0) 10 y

con lo cual: .

c, =0 B c, =10

sustituyendo los valores de c, y ¢, en la solucidn ge-
neral se obtiene la ecuacién de la curva APB:

- 30 < x < 30

esto representa la ecuacibén de una parébola.
Obsérvese que si el origen del sistema de referencia

x - y, se coloca sobre el punto P,; entonces las con-
diciones iniciales son:

en x =0, y =0, y en x =0, g% =0




con lo cual:
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CAPITULO 11 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

II.1 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

En el capitulo anterior, se estudiaron las ecuaciones dife-
renciales lineales y ordinarias, en las cuales aparece una
variable dependiente y una variable independiente. En el
presente capitulo se estudiardn dichas ecuaciones considera-
das en forma de sistemas. Naturalmente, tales sistemas es-
tdn caracterizados por la aparicién de varias variables de-
pendientes, cada una de las cuales es una funcidén de una mis
ma variable independiente.

Considérese el circuito eléctrico mostrado en la figura
I1.1: "

O (W) 3 () 3

Figura II.1

al modelo matemdtico le corresponde el siguiente sistema de
ecuaciones:
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a . o
L, 3¢ (4, - 1) + Ry, = E

a , di, L
- L, =5 (i, - 1,) + L, gzt Ryl = 0

Este sistema se obtiene aplicando en cada malla la ley de
voltajes de Kirchhoff y considerando que en el €lemento L,
comin a ambas, la intensidad de la corriente es i; - i, en
la malla izquierda, y en la malla derecha i, - i;.

El conocido problema de Lotka y Volterra en ecologia matemd
tica es otro ejemplo de sistemas de ecuaciones diferenciales.
Tales investigadores plantearon un modelo matemidtico para
que dos especies, una A que devora a otra B se mantengan en
equilibrio, estando presentes simultineamente. Se denotard
como A, a la especie de conejos y como B, a la de zorros. En
ausencia de la especie rapaz, la presa se desarrollaria sin
limite y en forma proporcional a su nimero, o sea, si B = 0:

g.é::aA

T , donde a es el indice de natalidad.

La especie rapaz en cambio, en ausencia de la presa, final-
mente se extinguird; o sea, si A = 0:

dB

I =T b B, donde b es la tasa de mortalidad.

En realidad, el incremento de zorros depende del abasteci-
miento de comlda (conejos) y 1la ext1nc1on de la presa se rea
liza con una rapldez proporcional al niimero de encuentros AB
entre zorros y conejos. Cada encuentro representa una dismi

nucidén en el nimero de conejos y un incremento en el de zo-
rros, matemdticamente:

aa _ .

E = aA klAB
aB _ _

a = bB + k,AB

donde k, y k, son valores del efecto de la interaccidn de zo
rros y conejos. :

" En cada uno de los ejemplos anteriores, el modelo matemdti-

co estd representado por un sistema de dos ecuaciones dife-
renciales, en donde aparecen dos variables dependlenteS)runa
variable independiente.

iI.Z SISTEMAS LINEALES DE PRIMER ORDEN Y COEFICIENTESvCONS_
TANTES

Un sistema de "n" ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden, se caracteriza por tener "n" variables depen-
dientes x,, X,, ..., X,, Y una sola variable independiente
e, Las variables dependientes constituyen las incégni-
tas del sistema y cada una de ellas es funcién de "t". Una
representacién general de este tipo de 51stemas es la si-
guiente:

X; = Fl(t’ xl, XZ, cee o Xn)

X} = F,(t, X;, X,/ +ee 4 Xp) eee (1)
L I—

xp = Fplt, Xy, X,p ooy Xp)




Si las funciones Fj presentan la forma:

(t)x +ooo 4 ag (t)x + b (t),

Fi(tlxl'r X2, ooy Xn) —-all(t)x +a

entonces el sistema es lineal y de primer orden, su represen
" tacibén general es:

Xy =a,(®)x +a,(t)x, +...+ ap(t)xy + b (t)

1.

J(B)x +a (B)x, +...+a p(t)x, + b (£) ... (2)

seee N -
seee
cese N
cene
seee N

x! = anl(t)xl + a-m(t)x2 + ...+ a n(t)xn + bn(t)

=

Un sistema como el (2) tiene una solucién dentro de un in-
tervalo t; < t < t,, si existe un conjunto de "n" funciones
X1, X2, ..., Xpn, todas diferenciables de "t" en cualquier
punto de dicho intervalo. Al conjunto de funciones, si exis
te, se le llama so0lucdibn del sistema de ecuaciones.

Ejemplo II.1

Para el siguiente sistema de ecuaciones:

ax,
T
ax,

o

Considérese el conjunto de funciones x,, x,:

X, = et + ta

2t
X, = ¢

Se desea comprobar si X, y X, es la solucidén del sis-
tema:

Si bien estas funciones son diferenciables en todo el
eje real, no constituyen la solucidn del sistema, ya que-
no satisfacen a ambas ecuaciones. En efecto sustituyen-

do x, y x, en las ecuaciones del sistema:

t

AP PEA T B CAPEL

) - e

Zezt - 2e2t

como se observa, la primera ecuacidn diferencial del sis
tema no se satisface, en cambio se puede verificar que
las funciones:

2
X, = 2¢ t

si constituyen una solucidn del sistema.

El sistema lineal de ecuaciones (2), tiene la siguiente re-
presentacidn matricial:

= A(t)X + b (t) ee. (3)

X
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donde:
b, (t)
b(t) = : , vector de té&rminos inde-
o pendientes.
by (t)
" x,
x(t) = . ’ vector de incbgnitas.
Xn
a;;(t) ... a;n(t)
A = : ’ , matriz de coeficientes.

. .
.

an, (£) ... apn(t)

Es conveniente aclarar que el sistema (2) tiene solucidn en

términos de funciones elementales Gnicamente en algunos ca-
sos particulares. ‘

Si en el sistema (2) los elementos de la matriz A(t) son
constantes se dice que el sistema de ecuaciones diferencia-
les lineales, de primer orden, es de coeficientes constan-
tes y se representarid como:

X, = a;X; + ... + a;nx, + by(t)

: : : c.. (4)

. . . .
. - . . .

Xp = ap, X, + ... +a, . x +b (t)

o en forma matricial:

T - A% + B(b) ' e (5)

Este tipo de sistemas, son los que se estudiardn en el pre
sente capitulo. )

IT.2.1 MATRICES DE FUNCIONES

Se llama matriz de funciones a una matriz en la cual -todos
sus elementos son funciones de una variable real y su repre
sentacidn es:

. r— - s —_
a,, (&) a;,(t) .... a,p(t)

a,,(t) a,,(t) .... a,n(t)
A(t) = . . .

. . .
.

am, (£) am, (£) +v.. apn(t)

— ——

el concepto anterior se hace extensivo a los vectores.

Si una matriz tiene funciones como elementos, es posible ob
tener la derivada o la integral de dicha matriz.

11.2.2 DERIVACION E INTEGRACION DE MATRICES DE FUNCIONES

La derivada de una matriz de funciones A(t) de orden mxn,es
una matriz del mismo orden y cuyos elementos se obtienen al
derivar el elemento correspondiente de la matriz original, es
to es:

%ﬂ = %:- (aij (t))




Ejemplo II.2

Dada la matriz de funciones: -

t?2 .t
A(t) =
. 3t -t

su primera derivada es:

d

2 d
I (t*) It (t) 2t 1
Al (t) = =
d <
It (3t)/ It (-t) 3 -1

La integral de una matriz de funciones A(t) de orden mxn
es una matriz del mismo orden y cuyos elementos se obtienen
al integrar los elementos correspondientes de la matriz ori
ginal, esto es:

t, t,
f A(t)dt = j v(aij(t)) at
t, Yt

1

Asi para la matriz A(t) del ejemplo anterior, la integral
de 0 a "t" es:

t t : 3 2
J t2dt j tat 3L %
. .
£ o) o)
S A(t)dt = =
o t t 2 2
. _ 3t2 -t
j 3tdt j tdt —
o (o)

Propiedades de la derivada e integral de matrices:

d _ da dB
a). T (A + B) 'd_t+a'€
d N das da
B). a‘E(AB)“Adt + 3¢ B
d _ da dB
C). Et— (G.A + BB) = Q EE-"" B d_t
t, t,
D).j o Adt =aj Adt
tl‘ tl
t, t, t,
E).J (A + B) dt = f Adt +f Bdt
tl t! tl
t2 tZ ‘ tz
F)- J.' (oA + BB)dt = « Adt + B Bdt
t t t

1 1 1
Donde A y B son matrices de funciones conformables para la

suma o la multiplicacién seglin el caso, y o, B son escala-
res cualesquiera. ’ :

I1.2.3 SERIES DE MATRICES Y CONVERGENCIA

El concepto de serie de matrices se define a partir de la
nocidén de sucesidn de matrices de la siguiente forma:

Definicibn: Sea una sucesidn {Ax} de matrices de orden
mxn cuyos elementos son nfimeros, entonces la serie de
" matrices se expresa cComo:

@
L Ap
k=1
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oc

I B se designa al elemento ij
k=1

de Ay por a(k) y todas las series correspondientes a cada

Si en la serie de matrices

elemento (m:ﬂ son convergentes, entonces la serie Z Ay es

k=1
convergente y la suma estd definida como la matriz de orden
m x n cuyo elemento ij estd dado por la serie:

? a(k), donde
k=1 :

i3 (1=1,2,3 oo, m j=1,2,3, ...n)

Otra forma de analizar la convergencia de una serie de matri
ces, es a través de la norma de una matriz (generalizacidn del

valor absoluto de un niimero), por esto, se presenta la si-

guiente definicidn:

Definicién: La norma de una matriz A de orden mxn cu
yos elementos son nfimeros, se representa por || A |l y se
‘define como el nmero no negativo obtenido por medio de

m n

z z |aijl' es decir las sumas de los valores absolu-
i=1 §j=1 '
tos de todos sus elementos, por lo tanto:
Iall= I oyl
lall=2 ¢ Ja..
i=14=1 13

A partir de la definicidén de norma, se podrd aplicar el si-
guiente teorema, con respecto a la convergencia de matrices.

TEOREMA II.1 -

Si {Akles una sucesidn de matrices de orden mxn Lales que
£ || A || converge, entonces la serie de matrices b A, tam-
k=1 * k=1

bién converge.

Ak

oo

se demuestra que la serie I T
k=0

converge para matrices cuadradas A, cuyos elementos sean ni

meros (en estas series se entiende que el término que le co

rresponde a k = 0, es la matriz identidad correspondiente).

Aplicando el teorema II.1,

El desarrollo de la funcién ex en serie de Maclaurin es el
siguiente:
2 3 k

+ X X

37 +.'.+W+...

=1 +x o+ S

Por similitud con este desarrollo, podemos decir que para
la funcidn matricial eA, el desarrollo correspondiente es:

A 3

2 - k
Q=I+A+%r+%-+...+%,— + ...

o bien:

k
o]
e_A= T A—I-

k=0

el desarrollo de B queda formalizado a través de la siguien
te definicién: . , ' -

Definicidn: Sea A una matriz de orden n xn cuyos ele
mentos son constantes, se define la exponencial oA co
mo una matriz de orden nxn dada por la serie conver-—
gente

k

Qo
P S
k=0 ™°

?1?

*La demostracién del teorema se puede consultar en el volu;
men 2 de '"Calculus'" de Tom. M. Apostol.




La matriz exponencial eAt es importante en la resolucién
de sistemas de ecuaciones diferenciales, su desarrollo es:

2,2 3.3 k. k
At -1 4 ae + Azf +%+...+—§i—f-—-+...

Con base en los desarrollos en serie de Maclaurin para las
funciones sen x y cos x, se pueden escribir los desarrollos
de las funciones matriciales sen A y cos A:

: 4+
A% AS n a?
SenA=Af'ﬁ+§T+ f.. + ("1) W+ PR
2n
a? _a' n a
cos_A=I-—!+ Tt et (fl) Tz + ...

I1.2.4 SISTEMAS HOMOGENEOS Y LA FORMA DE SU SOLUCION

En el método que se presenta a cont1nuac1on, para obtener
la solucidn de un sistema de ecuaciones diferenciales, se
utiliza la serie de Maclaurin para desarrollar la solucidn
en un entorno del vector xX(0): :

rxl(O)

x5 (0)

x(0) = °

xn(O)J

al vector x(0) se le llama vector de condiciones iniciales.
Por lo tanto, la solucidén que se obtiene es una solucién
particular que satisface condiciones en t = 0.

El caso homogéneo del sistema (4) presenta la siguiente
forma:

§=A§; ... (6)

derivando la ecuacidn anterior:

AR eee (7)

ol
]

sustituyendo (6) en (7):

x|
1

A%x ‘ .. (8)

si este proceso de der1vac1on, con la sustitucidn correspon
diente, se lleva hasta el enésimo orden, se tiene:

.

n
x = A"X ‘ cee (9)

entonces, cada componente del vector solucidn x del sistema
debe ser una funcidén diferenciable y, por lo tanto, conti-
nua para cualquier valor de la variable independiente "t",
en algin intervalo dado.que contenga al punto t = 0; segln
esto y de acuerdo con la ecuacidén (9), la derivada enésima
de la solucidn del sistema estudiado, serd también una fun-
cidn continua para toda "t" en dicho intervalo, ya que ARl
es una matriz de coeficientes constantes. La funcidn

xj(i =1, ..., n) debe tener un desarrollo en serie de Mac-
laurin de la siguiente forma:

n

Xi =P, +P .t +P t?+... +P .t 4+ ... ; (i=1,2,...,n)

0y 11 21 ni

vectorialmente:

X =75, + 7 PP .. (10)

ol
-
o+
+
o
~
o+
N~
+
+
vl
t
+
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donde P,, P,, ..., P, son vectores desconocidos que deben
determinarse. La ecuacidén (10) representa la forma gene-
ral de la solucidén del sistema (6). Sin embargo, tiene
ciertos inconvenientes, primero por ser una serie infinita,
lo que impide conocer la solucidn exacta y segundo, por la
gran_cantidad de trabajo que involucra evaluar los vectores

Pys Py ... Pp, suponiendo que sdlo se quisieran conocer al

gunos términos de la serie. Este Giltimo inconveniente se
puede resolver en parte, representando a los vectores

Fl, P,, ..., Pp en términos del vector de condiciones ini-
ciales P,, como se muestra a continuacién.

Premultiplicando (10) por la matriz de coeficientes A, se
obtiene:

AX = AP, + AP,t + AP, t? + ... + AP t" + ... ee. (1)

derivando la solucidn propuesta en (10):

- - = - — -1
X =P, + 2F,t + 3P,t% + ... + nB,t" : ce. (12)

1

por lo tanto, igualando (11) con (12) debido a (6)

,.e igua-
lando los términos correspondientes:
P, = AP,
2P, = AP, = A’P, ; P, = A’F,/2 cee (13)
3P, = AP, = A%P,/2 ; P, = A%P,/2x3

Yy en general:

el interés por expresar todas las componentes P, ,..., ﬁn
en funcién de A y B,, se debe a que ambos son datos; A es

la matriz de coeficientes y P, es el vector de condicio-
nes iniciales.

Sustituyendo (13) en (10), la solucidén del sistema homogé
neo es:

2 n
'—AFtZ'F...“F A n

STt .. >§} ce. (14)

X = (1 + At +

en donde se observa que para determinar la solucién de un
sistema de la forma (6), basta con determinar el valor de
la serie matricial infinita:

2 ' n
t? + + 2P

‘T + At + 21 "Ll

esta forma de obtener la solucidn x, implica sumar un nime-
ro infinito de términos. Con el uso de una computadora, es
posible considerar un gran ndmero de términos de la serie,

.pero de cualquier modo, se llegaria a la solucién de la

ecuacidn diferencial en forma aproximada.

Ejemplo II.3

Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

Para obtener el vector solucidn X por medio de la serie
(14), es necesario calcular las potencias de A:

0 0 0 0 2 0 o0

4 8
A’=fo 1 o] , A*=1|0 1 Of.--yA"=|0 1 O
0

0 9 0 0 27 o o 3"




i

%1

sustituyendo en (14):

2
e t
1 —
10 0 2 0 0 4 0 0 ) 8 0 0 3 5 = 3.t
x={lo 1 of «+ Jo 1 o] £+ o 1 of Ewjo 1 ofEue} |3 it
2e
lo o 1 0 0 3 0 0 9 0 0 27 2 B
por lo tanto:
t? t? .
1+2t+4= + 8=— + ... 0 0 1
2 6 2t 3
X, =e 7, X, =>3et ’ X, = 2e t
. tz /t3 3
= 0 . let+5 ++ ... 0
tl t3,
0 0 143t +95+27%+ ... [2
Si la matriz A es diagonal y no dispersa (ceroen cualquier
posicién, excepto en la diagonal no nula) se facilita la re
) solucidén del sistema. :
2 3
1+2c+—g}L4~i%l+... 0 0 1
. t2 ¢} 0 3 - i i
0 Let+ S+t . Tamblen se obtuvo en el ejemplo II.3, la suma de la serie
: . . matricial infinita de la ecuacidén (14), la cual es una matriz
0 0 1+3t+_ié%1+£%§L+,” 2 cuadrada que involucra elementos exponenciales de la forma
- aAt:
como:
at (at)? (at)® i
= + + + + e
e L+ at 27 31 : 2t 0 o
o e o
-la solucidn del sistema es:
3t
0 0 e
2t 9 o 1
=1 0 % o 3
0 0 23t 2 por esta razdn se le denomina mataiz exponencial y se\le de-

- ' nota por eAt:
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2 n .
‘;, t2 + ... +.ﬁ, th i L. (1s)

At =14 oat 4

n-1 . ’
. A n-1
A[I+At+...+ - t +]

con esta nueva notacidn para la serie matricial infinita, se n-1

puede expresar a la solucién del sistema de la siguiente for = l}-#At~+ el + —Tﬁé:*TTT_ " 4 ...] A
ma: -
‘ _ At— por lo tanto:
X = e77x(0) . ... (16)

de ob i ‘ : daeht At _ At v

Se puede observar la arnalogia con el caso escalar: —gg T Ae = ... (18)
y' = ay
C) Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden, si

cuya solucién es: : AB = BA entonces:

‘y - eat v (0)

o (A*B)t _ At Bt

El problema para obtener la solucidén (16) de un sistema de -er (19)
ecuaciones diferenciales homogéneas, consiste en calcular la
matriz exponencial eAt, por lo que se debe analizar con mis . .
detenimiento sus propiedades y la forma de su obtencidn. Para comprobar lo anterior, se desarrollan las matrices ex-
ponenciales:
2 y 3
MBIt _ 1 asmyt+ BLB) 2y BB sy o (20
y .
: At Bt a? B?
I11.2.5 PROPIEDADES DE LA MATRIZ EXPONENCIAL e e =’(I+At+ -7 t?+ ---)(I+Bt+ 3T tz“'o--)
A . . - . . - A? _, 2 B® ., A s
continuacidn se presentan.algunas propiedades importan- = I+ (A+BIt + 57 t° + ABt® + —¢ t? + =Tt o+
tes de la matriz exponencial eAt, ) . . .
. . a’B AB? B3t
A) Si en la ecuacidn (15) se tiene t = 0: oot e S5t e S Ll (21)

e(O) =1 eee (17)

7 restando (21) de (20):
B) Derivando la ecuacién (15) con respecto a "t":

aeht v n=1

e = A+ATt+... 4 1 A"t L, o (A*B)t_ At Bt _ BA - AB ¢2 ,BAZ+ABA + BZA;BAB-zA‘B-zAB’
1

n - T 5T td+... (22)




En la expresidn (22) si AB = BA se tiene:

BBt _ At Bt _
de donde:
 (A*B)t _ At Bt
D) Si en la ecuacidn (19) se hace B = - Az
I = oAt,,~At

4

por lo tanto:

At _
l:e ] = oAt e (23)

I1.2.6 SISTEMAS NO HOMOGENEOS

A continuacién se procede a determinar la forma que presen
ta.la solucidn del sistema no homogéneo:

X = AX + b(t) , b(t) # 0 ;

si se multiplica el sistema por P

Bt %

= ¢ Btax 4+ o BAS(v)

At> -At

Aty = oAt - e

como é% (e AX, la expresién anterior se
puede representar:

a(e At

integrando la ecuacién entre 0 y "t", se tiene:
—Aﬁ— - t -A8—
e x - x(0) = I e " "b(8)ds
o
despejando x:

% = 200 + e

t _
At f 205 (5)as
(o)

o bien:

x|
I

t
= P%%0) + j AE- g (sas ee. (25)
o]

la ecuacidn (25) representa la solucidn del sistema no homo
géneo.

I1.2.7 CALCULO DE LA MATRIZ EXPONENCIAL

Existen varios métodos para calcular eAt aplicables a casos
de matrices dispersas; el método de transformada de Laplace,
el método de valores y vectores caracteristicos, el método
de conversidén matricial a la forma candnica de Jordan, etc.

% = M) at cee (24)
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~El1 método aqui presentado tiene la suficiente flexibilidad
para adaptarse a cualquier tipo de matriz con relativa faci
‘lidad, sin caer en la complejldad de otros cuando se tratan
matrlces de valores caracteristicos repetidos.

Antes de desarrollar el método para calcular eAt, es conve

niente enunciar el siguiente teorema:

TEOREMA II.Z DE HAMILTON-CAYLEY

Toda matriz cuadrada satisface su ecuacidn caracteristica.
Esto es . si:

n n-1
A

det (A - AI) = bpA” + by + ...+ b, =0

0

es la ecuacidn caracteristica de la matriz A, entonces:

bpA™ + bpA" ' 4 ...+ b,I =0

Ejemplo II.4

Para la siguiente matriz:

2 -7
A =
3 6
se tiene: 2 =-x =7
A~ )\ = '
3 6 -A

por lo tanto:
det (A -AI) = A% -'8Xx + 33 ;

de modo que la ecuacidn caracteristica de la matriz es:
A2 - 88X + 33 =0

Ademés:

) 2 -7 2 =7 -17 -56
A = = -
3 6 ||3 6 24 15

la matriz A satisface el teorema de Hamilton - Cayley,
ya que: '

A? - 8A + 331 = 0

esto es:

-17 -56 2 -7 1 0 0 0

24 15 3 6 0 1 0 0

A continuacidn se_desarrolla un método para obtener la ma-
triz exponencial At empleando el teorema de Hamilton-Cay-
ley. :

Si la ecuacidn caracteristica de una matriz cuadrada A de
orden "n" es:

AN e L v =0 ... (26)
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por el teorema de Hamilton-Cayley se cumple: ’ n-1i _ -
eAt=I+At+....+'—(%_—1)-, "7y _rllT(YloAn Te ey, Dt
A4 o A"+ Lk opI =0 ce. (27) '
1 -1 n-2 . n+1
+ _TE_?_TTT_(YllAn +¥,,A +oaee + oy, Dt ..+
de donde: !
n n-1 n-2
A" = - o,A - a,A - ee. = o0opl ; ... (28) I S n-1 n+k
1 2 _ n T YA b e F g DETT 3D
multiplicando la ecuacidn (28) por A, se tiene:
AnFL o alAnl— azAn_l - eee - opa L (29) En la ecuacidn (31) se observa que sb6lo aparecen potencias

dg A de la forma A" conm =0,1,2,3, ..., n-1; agrupando
términos se tiene: .

sustituyendo (28) en (29) resulta lo siguiente:
At

et = g,I + B,A + B,A% + ... +8 _ A"} - (32)
+1 - - n-1 0 1 2 n-1 s
A" ol (me AT g, AT Ll - apI) - A =L - opA :
donde "n" es la dimensidén de la matriz y B4, B, ... By-, son
o funciones de "t". '
agrupando términos:
Ant+? =y‘An_x +y AN, oy T Para cada valor caracteristico Ai se tiene:
1 21 Tt ni !
- 2,2 n
Ast ) ALt b
1% = 1+ At ; t24... + —— T 4 L. .. (33)
En general: n!
n+k n-1 n-2 , , _ de la ecuacidn (26), se tiene:
A = YlkA + Y,KA + oo+ YprI o k=0,1,2, ... ... (30) s
n -1
s s iz . . <2 - )\i=' 00\? T een - On i
por la definicién de matriz exponencial, la ecuac1dn (15)
es una serie matricial infinita:
: ) R n - o realizando los mismos pasos que se efectuaron para obtener
eAt =T+ At + _%T £2 4 _%T € e .. o+ _%T R las ecuaciones (28) a la (32), se obtiene:
) ) . Ap+k _ An- . Xn-z
si en esta ecuacién se sustituye la ecuacidén (30), se tiene: i T Yk Yokt eee F Y ik=0,1,2,... ... (34)
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donde los coeficientes yji, son los mismos que los de ecua-
cién (30), y finalmente:

Pt o g+ By + BT 4.+ By AT ... (35)

donde los coeficientes B; son los mismos que aparecen en la
ecuacidn (32).

. . . A .
Para determinar la matriz exponencial B se requiere cono
cer By, By, ... Bn—x’ para lo cual se plantea una ecuacidn

del tipo (35) para cada valor caracteristico de la matriz A;
si estos valores son distintos se tendrd un sistema de "n"
ecuaciones con "n" incbégnitas del cual se obtendrdn "n" valo
res B; necesarios en (32).

Cuando la matriz A tenga un valor caracteristico repetido
"k" veces, serd necesario derivar la ecuacidn (35), k = 1 ve

ces respecto a A, para obtener las ecuaciones adicionales
que sean necesarias en la determinacién de los valores de Bji-

Ejemplo II.5

Dada‘la matriz:

4 3

Para obtener la matriz exponencial eAt, como A es una
matriz de orden n = 2, por la ecuacién (32) se tiene:

eAt = B,I + B,A ;

los valores caracteristicos de A son:

A, = -1

A, =5

Con estos valores se obtienen

(35):

o
L}
w
o
]
o]
™
~

dos ecuaciones, una pa-
ra cada valor caracteristico, como indica la expresibn

-

resolviendo este sistema algebraico:

_ 1 t -t
B, = 3 (e = e™5)
- 1 st -t
B, = 3 (e + 5¢ )
por lo tanto:
1 0
Pt oL (eftise™ + 2 (eft - Y
6 6
0 1
st -t st -t 5
2e + 4e 2e - 2e
4et - 4ot 405t 4 207t
Ejemplo II.6
Dada la matriz:
0 0 0
A= 1 0 0
1 0 1

Como la matriz A es de orden 3
risticos son:

y sus valores caracte-




la matriz ¢ se ‘calcula por medio de la expresidn (32):

At = g1+ B,A + B,A%;

de la expresibn (_35)’para,>\l =1, se obtiene:

e® =8, +8, +8, Y
y para A, = 0:
l:Bo ' oo (b)

la tercera ecuacibn se obtiene derivando la siguiente
ecuacidén con respecto a A: .

At

e By + ByA + B,A?

esto es:

t
teA

B‘ + 2B, ;
valuando para A, = 0, se‘tiene:

t=Bl e (C)

Resolviendo las ecuaciones. (a), (b) y (c) se obtienen
‘los valores de B,, B, y B,. '

De las ecuaciones  (b) y (c) se obtienen B, =1y B, =t.

Sustituyendo estos valores en (a) se tiene:

B, = e¥ -t -1

por lo tanto: .

10 0] [0 0 0 0
Moo 1 ofl+t 1 0 o +(et-t-1 |1
0 0 1 10 1

1 0 0
eAt = t 1 0
e -1 0 et
Ejemplo II. 7
Dada la matriz:
0 -1
A=
1 0

que es una matriz de orden 2, se tiene:

At _
e -‘BOI + BIA

La ecuacidn caracteristica de la matriz es:

A2+ 1=0
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por lo que:

Yy
para A, = 1
git = B, + 1B,
y para A, = - i:
SIS 8 iB

resolviendo para B, y B, se obtiene:

con estas funciones la matriz exponencial es la siguien

te:

por lo tanto:

At _

cos t

sen t

B
Eh

cos t

sen t

- sen t

cos t

cos t + i sen t

cos t - 1 sen t

II.3 RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES DE PRIMER ORDEN Y COE
FICIENTES CONSTANTES )

Con los planteamientos bdsicos dados, se pueden resolver
sistemas lineales de primer orden y coeficientes constan-
tes. Por medio de ‘ejemplos concretos se presentarin los
dos casos: Resolucidén de sistemas homogéneos y resolucién
de sistemas no homogéneos.

II.3.1 RESOLUCION DE SISTEMAS HOMOGENEOS
En la seccidén II.2.4, se obtuvo la solucién del sistema ho-
mogéneo X = Ax, la cual es de la forma:
% = %(0)
Ejemplo II.S8 -

Para el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

W
-
[
[
td

x,(0) =1

).(é 9 1 X, Xz (0)

[
[y

la ecuacibn caracteristica de la matriz de coeficien-
tes es: i

A2 -2y -8=0 ;

por lo tanto, los valores caracteristicos de la matriz
A son:

A, =4
Ay = - 2




esto es:

Como A es de orden 2, la matriz exponencial se calcula

de la siguiente manera:
° | N ST
et = B,I + B /A e (@) voo3 3

. : ‘ C vt -2t

Cor A, y A, se forma el siguiente sistema: X, = 2¢ " - e >

st _ )
e’ T = B, + 48,

. Ejemplo II.9

Sea el siguiente
resolviendo para B, y B, se obtiene:

_ 1 vt -2t 1 -2t .
B, = 5 ('t - 75 % Bo = 3 ('t 4+ 2¢7%%) %, 3 1 0] |x x,(0) = 1
1 1
sustituyendo los valores de B, y ‘B, en la expresidn (a), ¥ =10 3 1 *2 *2(0) =1
se tiene: ° )
X, 0 0 3 X, ,xa(O) =0
1 0 1 1 )
At 1 vt -2t 1 vt -2t . ’
= 5 (e ™ + 2e ) + = (e ™ -2 ) Como A es de orden 3, la matriz exponencial se
0 1 : 9 1 de la siguiente forma:
efectiande operaciones: C _ ‘ it = 8,I + B,A + B,A?
' st -2t vt -2t .
, 3e + 3e e Los valores caracteristicos de la matriz A son:
At 1
¢ =%
' - _ : _ ' A, = A, = A, =3
9¢'t - 9e 2t 3e“t:+ 3072t ’ : ’ ! 2 ?

por lo tanto, la solucibén para el sistema dado con drén:
x, (0) = x,(0) = 1 es: !
: ‘ Bor By ¥ By
4t -2t st -2t - : . :
X 3e + - . : P
! : 3e ¢ 1 La primera derivada de la expresidn ext =
1 .
= ? es:
X, 9e*t - 977t PR P 1 v ' . At

te" = B, + 28,)

sistema de ecuaciones diferenciales:

calcula

‘como los valores se repiten, es necesaric derivar dos ve
ces para generar las tres ecuaciones de las que se obten

By + B,A + B,A?
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y la segunda dérivada:

resolviendo estas tres ecuaciones se obtienen B B, ¥ B,
y sustituyendo en la matriz exponencial se tiene:

la solucidn del sisfema es:

[y

o

o

]

3t

Qat

tz/z

(L + t)

La teoria presentada, ha sido desarrollada para problemas
de valores iniciales, es decir, se precisa del conocimiento
de un vector de condiciones iniciales en t = 0, el cual se
ha representado como xX(0). Sin embargo, esta teoria es per
fectamente aplicable a problemas en donde se solicita 1la so
lucidén general, o bien a problemas en donde las condiciones
estdn dadas en un instante de tiempo cualquiera, como se
muestra. en el siguiente ejemplo:

Ejemplo II. 10

Para el sistema:

%o
1]

X +y

9x + y

e
1l

Se desea obtener su solucidn general.

Los valores caracteristicos de la matriz son:

A, = 4

>
1]
]

N

Y la matriz exponencial, calculada con el método descri

to (ver ejemplo II.7), es:




la solucidn general es:

donde:

es un
es:

como:

vector desconocido de condiciones iniciales, esto

3t

i
6

~1

L_9el't - 9e¢

i

3¢72t

—zt

1 t
- (3ky + k,)e*

3 vt
< 3k, + k,)e

1 -
23k + ket Lk, - ke

33k, + ket - 23k, - ke

vt

-2t

2t

2t

]

si c, = (3k, + k,)/g ¥ c2 = (3k; - k;)/¢g. entonces:

t -
e c,e 2t

c,e
2t

' -'3c2‘e_Zt

3c,e

Obsérvese que las constantes esenciales de la solucidn
no son directamente las coordenadas del vector de condi
ciones iniciales, sino una combinacidén de ellas. El1
quid del problema estriba en poder formar esas combina-
ciones. :

I1.3.2 RESOLUCION DE SISTEMAS NO HOMOGENEOS

En los préximos ejemplos, los conceptos fundamentales para
‘resolver un sistema no homogéneo, son los mismos del homo-
géneo y se hace necesario linicamente completar la solucidn
de la parte no homogénea, por lo que se hard uso de la teo
ria expuesta en el inciso II.2.6; concretamente de la ex-
presidn (25):

. t
% = 250 + j A - DFs)as

o}

que representa la solucibén de un sistema no homogéneo de la
forma: . .

X = AX + b(t)

con la condicidén inicial x(0).
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Ejemplo II.1ll

Para el sistema no homogéneo:

;(1 -1 -2 |x, e_t
= +
X, -2 -1 |x, 0

con x,(0) =4 y x,(0) =0, la ecuacidn caracteristica
de la matriz de coeficientes es:

| v A2 +2x - 3=0
donde:
A, =1 y A, = -3
son los valores caracteristicos.
La matriz exponencial estd dada por:
At

e —-—.B°I+BIA ;

con A, y A, se .genera el sistema:

resolviéndolo, se obtiene:

entonces, la matriz exponencial es:

_ 10 -1
At _ 30t 4 073t L, ot - o3t
4 0 1 4 -
o sea:
2(et + e—St' _ et_e-at
4 2
At
- ot 4 73t AR
2 2
— p—

por lo tanto la solucidn es:

et + e'at et _ e-at

X, S — - > 4
_ et . e—st et + e—at

X2 2 2 0

e _ e
2 v )
+ t-6 -3 (t=6) s
- e + e oE8 -3 (E=8)
p) 2

Q-G

as ,



resolviéndolo, se tiene:

Ejemplo II. 12

Se desea obtener la solucidn del siguiente sistema
ecuaciones diferenciales: .

sustituyendo en eAt:

Los valores

1 2 3

" como A es de tercer orden: : 0 1- 0 0 1 0
Bt = g, + 8,A + B,A , | +(l-cost) [0 -2 -5 0 -2 -5 A
At - By + By A + BZAZ‘ °o 1 2 e 1t 2

al sustituir los valores de A en la ecuacidn anterior se
obtiene el sistema:

efectuando las operaciones y simplificando:

1 =24+ 2 cos t + sen t -5 4+ 5cos t

e =1+ iR, - B, = cos t + 1 sen t .
! z eAt =19 cos t - 2 sen t : - 5 sen t ;

e =1-1i8, - B, =cost - 1isent 0 v - sen t cos t + 2 sen t| -




72

conocida la matriz exponencial, se obtendrd la solucidn

del sistema no homogéneo: - 6t +3+6 sent- 3 cost

X, 1 -2+ 2cost + sen t -5+ 5 cos t |]|O = -6+ 3sent + 6cost
X, |= |0 cost -2 sen t -5sen t 0]+ 3-3cost
X, 0 sen t cost+2sent_| 1
Sustituyendo y simplificando se obtiene la solucidn:
t .
-6+ 6 cos(t - §) + 3 sen(t - §) xl=-2—6t+2cost+6ser_1t
+ 3 cos(t - 8) - 6 sen(t - §) | as X = - 6+ 6cost-2sent
' X3 = 3 - 2cos t+ 2 sent
3 sen(t - §)

integrando la matriz: ‘
Ejemplo II.13

. .
-6+ 6cos(t - §) + 3 sen(t - 6) )
3 cos(t - 8§) -~ 6 sen(t - §) dé
o

Para el sistema no homogéneo:

= X, = 3%, + x, x,(0) =0
-6 . -
3‘sen(t ) X, = - X, +x, + et x,(0) =1
T ¢ ‘
S [- 6 + 6cos(t - §) + 3 sen(t - 6) ] as La matriz exponencial es:
o :
£ e21: + tezt te2t
= [3 cos(t - 8) - 6 sen(t - )] as =
At _
e =
€ _ teZt e2t _ te2t
[3 sen(t - 8)7] 4as
o
L -~ con la cual se calcula la solucidn del sistema:




t
X, 2tite?t o2t 0 ¢2$t-6)+(t_6)ez(t-6) (t‘é)ez(t-é) 0
= + as
x| |-te®® o] |1 —(t-0)e2 (E78) 0 ¢ _g)o2 (£78) | | =6

donde:

; t
x, = te’ +I e”® [teZ(t"S) - 8e? (t"s):l as
o

t
x, = et - te?t 4 J‘ ™8 [ez(t°5)— (t—d)ez(t'dq "dé
' o

integrando y simplificando:

2t 2t 1 -t

- 4 L 1
X, = 3 te 5 e + e

_ 13 2t -4 2t 4
XZ—*QQ 3t2. -’—9—9,

I1.3.3 TEbREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA SISTEMAS LINEALES

TEOREMA II.3

Sea el sistema lineal x(t) = Ax(t):; _x(0) = b donde A es
una matriz constante de orden nxn y b es el vector de con-
diciones iniciales de nx 1. La solucidn Gnica del sistema

QAt—

en el intervalo - » < t < © es xX(t) = b.

73

Demostracidn:

A) Para demostrar que x(t) = eAtE es solucidn del sistema,
se deberda comprobar que lo satisface.

Derivando la solucién propuesta:

(t) = Ae” b

%le

sustituyendo x(t) = Sy y su derivada en el sistema:

2”5 = aePtp

o sea, la ecuacidn se transforma en una identidad. Ademis,
en t = 0: i

x) = 2%
=B
por lo tanto:
x(t) = %
es solucién del sistema X = AX, con x(0) = b.
B) Para demostrar que x(t) = eAtE es la Gnica solucién, se

supone que existe otra solucidn a la que se llamard z(t). En
tonces como z(t) es solucidén, se tendrd que:

Z(t) = AZ(t) ; Z(0) = b

. -At— —
E1l producto e tz(t) se representa por p(t), se tiene:

plt) = Btz (¢




74

derivando esta funcién matricial:

t) = ¢ P () - ae Atz(y)
como é(t) = Az (t), se tiene:
'{S(t) =Pz (t) - APz (b)
ademds ae ™t = ¢™A%4 por 1o que:
pt) = e Btaz(t) - o Ptaz(t)
p(t) =0
lo que significa_que E(E) es una matriz de elementos constan
tes, por lo que p(t) = p(0).
Entonces como:
T B = P
para t = 0: 50 = e 2O70) =z =5
0 sea:
B(t) = (0) = ¢ Pz (¢)
de donde:
AtZ(t) = B
. . At
premultiplicando por e :
Z(t) = %

pero como x(t) = eAtE, se concluye que z(t) = x(t), o sea
que la Gnica solucidn del sistema es:

x(t) = %

II.4 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN "n"

UN SISTEMA DE "n" ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

En el capitulo anterior se estudiaron las ecuaciones dife-
renciales lineales; en éstas aparece como incdgnita una va-
riable escalar. Si el modelo de un problema es una ecuacidn
de este tipo y de orden "n", se puede transformar en un sis-
tema de "n" ecuaciones d1ferenc1a1es de prlmer orden; de es-
ta manera se tendran "n" variables como 1ncogn1tas. Las "n"
variables pueden o no tener una interpretacién fisica en el
problema.

El procedimiento para realizar dicha transformacién, consis
te en introducir tantas variables dependlentes, como sea el
orden de la ecuacidén diferencial.

Ejemplo II.1l4

Sea la ecuacidn diferencial de orden tres:

g * 2x'"" - x' + 3x = 2t 7 el (@)
si x = w; | ee. (b)
entonces:‘

x' = wj
haciendo: |

A



se tiene: oo en forma matricial:
X' =w] =W, eee (0) ,
w) 0 1 0 w, 0
derivando x' = w, y haciendo w; = w;: wh | = 0 0 1 W, + 0
x'' = wp; = w; ... (@) W) -3 1 -2 W, ‘2t
‘derivando (d), se tiene: cuya solucibn w,, W, y W, representa:
x'"'"' = wj ‘ ... (e) W, = X w, = x! Y wy = x'

. ‘ Ejemplo II.15
como ya se tiene tres nuevas variables; w,, w, y w,,
ya no se podr& hacer: . :

Transformar la siguiente ecuacidn diferencial a un sis

Ty [ -
x Vs Wu tema de ecuaciones diferenciales de primer orden: -
y'Wi3y' 4y = x; y(0) = y'(0) = y''(0) =y"''(0) = O
entonces en este caso, se despeja x''' de la ecuacidn
diferencial (a): . . ces . - .
. (@) primero se identifica la variable dependiente de la
ecuacidn, en este caso "y", y se hace un cambio de va

X' = - 3x o+ x' - 2x'' o+ 2t ee. (£) riable, esto es:
sustituyendo (b), (c), (d) y (e) en (f): : , - y = W, . <. (a)

' de esta manera la nueva variable es w,. Haciendo otro
cambio de variable para y', se tiene: - '

wi = 3w, + w, - 2w, + 2t ..o (g)

: . y' =Wy =W, ce. (b)
de las ecuaciones (c), (d) y (g) se forma el siguien- :
te sistema: y asi sucesivamente con las derivadas de "y" hasta te-

. ner cuatro nuevas variables

Wy =W,

Wy = W, y'' = wy, = oWy L. ()
wi = - 3w, +w, = 2w, + 2t y''' = wy o= w, e »(d)
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despejando y'!V de la ecuacidn diferencial original:

y'Vo= -y -3y + x

ecuacidn que, al introducir las nuevas variables co-

rrespondientes, queda;

1V

(e)

- 1 = m —
y =W, = - w,- 3w, + X
de las ecuaciones (b), (c), (d) y (e) se obtiene el sis-
tema: ’
w! = w
1 2
1 -
Wy = W,
) -
wy =W,
w:'= -w, - 3w, +x

o bien, en forma matricial:

—Q;— r-0 o1 0 6—

W) 0 0 1 0

wil o o o 1

w! -1 -3 0 0
como y = w, y y(0) = 0, entonces w, (0) =

De la misma forma:
y'(0) = w,(0) =0

y''(0) = w,(0) =0

y'''(0) = w,(0) =0

por lo tanto, las condiciones iniciales en el sistema de
ecuaciones son:

w, (0) = w,(0) = w,(0) = w,(0) =0

II.5 APLICACIONES

Problema II.1

En el circuito eléctrico que se muestra en la figura II.2
se desea determinar el voltaje en el capacitor vq(t) y la
corriente en la inductancia ir(t) para t > 0. En el ins-

tante t = 0 se sabe que vo(0) = 0 e ip(0) = 0.
R L
A e A A R A R, =1 @
-,
‘ c =1 F
ic
. - . L =1 H
e(”é) n ¢ m Re
R, =3 Q
MALLAT ""'AL,_L,A]I e(t) =1v

Figura II.2

Efectuando la suma de voltajes en la malla I:

e(t) = le + v,




como Vg = R;1, entonces:
e

e(t)

L}
o]
2
+
0<

donde:
dv

L . c .
i, =i +ip =c gg— + ig

por lo tanto:
. dvd
C(t) =R1 <C T‘*i.L).’.VC

o bien, despejando la derivada de \

dve 1 1 . 1

I5 = - Rlc c o -Rl—c— e(t) PR (a)

efectuando la suma de voltajes en la malla II:

Ve = VI, + sz

como:
. dip
vy = L —3¢— v = Ryi, = R,i
) L dt ‘ Yy R, 212 21y,
se tiene:
diy, .
ve = L I + Rpip,
de donde:
dip, 1 R, .
a. .~ L Ve T ‘v «e- (B)
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‘Las ecuaciones (a) y (b) forman un sistema de dos ecua-
ciones diferenciales, donde las variables dependientes
son las variables que se desean conocer, o sea Vg e i,.
Estas dos ecuaciones en forma matricial y con los valo—
res correspondientes de L, C, R, y R, queda:

_dvc —_ — —_ - - rl_
—d_f—:_ -1 -1 Ve
= + ivg(0) =0, 1ip(0) =0
dip, 1 -3 i 0
dt »

el vector solucidn x de este sistema es:

t
% = %(0) +J A0 (6) as
o]

Para obtener eAt, primero se calculan los valores carac ‘
teristicos de A:
|

-1-x. -1 ' |
=(>\42)2=o;>\1=>\2=—2 \
1 -3-2
para A, = - 2:
e 2t = g, - 28,
para A, = - 2: 3
te?t = 8,
donde:
Sx _ te-Zt
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h2

- : omo:
B, = (1 + 2e)e %" . come
0
La matriz exponencial . es:
o x(0) =
1 0 -1 -1 0
= - ' se tiene:
At = (142072t + te 2t v
' [ ] (3 _ 1 .-t _ 3 -2t
0 1 1 -3 Ve - T -7 te - g
o sea: _ A t ey —
X = = *%(0) +J’ P (s)as =
o
1+t -t . . 1 _ 1 -2t _ 1 -2t
, , iy - Tt T
eAt - e-z; .
t . 1-¢t Problema II.2
) Se tienen dos tanques cilindricos comunicados por la par
calculando la solucidn: ) ) te inferior, como se ilustra en la figura II.3. Una bom-
: ba eléctrica extrae un liquido de un depdsito y lo entre-
£ 1+t-38 =(t-98) | |1 ~ga al tanque 1 con un gasto constante. Parte del fluido
Alt-8)— t -2 (£-6) ‘que entrega al tanque 1 pasa al 2 por-el orificio infe--
et b(8) 4§ = § e dé = rior, con un cierto gasto; y el fluido que entra al tan-
° ) o £t -6 1-(t-6) 0 que 2 sale, con otro gasto, hacia el exterior del sistema.
‘ t s .
t e 19 f 8 (1 +t -8) as D % ®
(o O : I
_ e_zt 35 = o2t = BOMBA
. ¢ _ ——
. e?8(t-6) : ’ e?8it -g5) as h
o) ) 1 o - q;
— -
—

Figura II.3

Los gastos q,, y q, son en general funciones no lineales
de las alturas variables h, y h,, pero en algunas situa-

ciones précticas, puede considerarse que las relaciones en
tre gasto y altura son lineales, en la forma siguiente:
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q,, = ki(hx - hz) : - ... (a) FSustituyendo (d) en (c) y considerando los datos del pro
blema: -
a, = k,h, ... (b) dAxhx_s_ . .
dat 3 1 T M
Se trata de determinar el comportamiento en el tiempo de
las alturas del fluido en los tanques, considerando que: dh, 5 4
' ' ' a - A, " 3, (M1~ By
- 4 i
k, = 3 .
dh, 4
k, = 12 T=5‘—3-(hl—hz) co. (£)
Ypomba 5 unidades cfbicas/s = dg
A, = Area de la seccidn transversal
. Para el tanque 2:
del tanque 1 =1 unidades cuadradas
- dv,
. _ 3t " %4, 79,
A, = Area de la seccidn transversal
del tanque 2 =8 unidades cuadradas
o bien:
. dh2_ 1 4 (h h hy
Se sabe que en t = 0, el nivel del fluido en ambos tan- : dt A, 3 1~ hy) - 12 A,
ques es igual a una unidad lineal.
. dh .
Solucidn 2 _ _4 12
_ qe = 3 By 7B - —g—h, e (@)
Para el tanque 1, la rapidez de la variacidén del volumen
del liquido contenido es:
dv, _ Las ecuaciones (f) y (g) constituyen el modelo matem&ti-
=t = 9e T 9. A (c) co del problema planteado, matricialmente:
. . : h. __4_ 4 h
Dado que los tanques son cilindricos: 1 3 3 1™ 5
v, = Ayh, . ce. (@) P 1 = . ) + ... (h)
W 4 _ 40 h 0
2 24 24 2

v, = Ah, ... (e)
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Resolviendo el sistema por medio de la matriz exponen
cial: ' -

Ja- 1] =0

4 4

5 - A =l
A-2AI =

4 _ 40 _

e =1

La ecuacidn caracteristica resultante es:

A2+ 30 +2=0

las raices son:

Dado que el sistema es de dos ecuaciones y las raices
diferentes, se tiene:

At - 5,1+ 8,A

donde B, y B, son soluciones de:

resolviendo:

por lo tanto se obtiene:

1 0 - 32 32
-t -2t
At -t 2t e - e
e = (2¢ -e ) + >3
0 1 4 - 40
%% Q-t " %% e—zt éa(e—t _ Q-zt)
eAt=
1 -t -2t 1 -t 2 -2t
l_—6~(e - e ) 3 ¢ + F e

la solucidn del sistema (h) es:

16 -t. 8 -2t 4 -t -2t
].').1 33 e + ﬂ e 2—4<e - e ) 1
= +
h Lt - 72t Lot 2 ety

t 80 _-(t-9) 40 -2 (t-9¢)
ﬂe +ﬂe,
+ ds
5 _-(t-6) 5 _=2(t=6)
o ?Q —TQ




Efectuando operaciones:

hy=-37¢ -37¢ " +57
- _ 2 -t 11 -2t 5
h, = 3 e + i3 e + iz
Oksérvese gue cuando t -+ o
: 100 _ 5
hy =57 y h, = 13

lo que significa que los tanques se estabilizarin - en
un valor fijo (el gaso de entrada es constante) y que
la altura del fluido en el tanque 1 seri diez veces
mayor que la del tanque 2.

CAPITULO TIT LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

III.1 DEFINICION DE TRANSFORMADA DE LAPLACE
-~

Si V y"W son dos espacios vectoriales, una transformacidn
T : V.» W con dominio en un subconjunto D de V, se llama
transformacidén lineal de V en W si se cumplen ‘las siguien-
tes propiedades:

L. T, +7,) = 1@, + 1%, , v ¥, 7,€D.
2. T(cv) = cT(V), ¥V ED
o bien:
T(c,V, + c,v,) = clT(V;) + C,T(V,)
En general, una transformacién es una funcién entre espa-
cios vectoriales definidos sobre un mismo campo, que asigna

mediante una cierta regla, a cada elemento de V uno y sblo
un elemento de W; esto es:

(V) = w

grificamente se representa como:
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donde "a" y "b" son constantes, 0 < a < b, y s" es un

pardmetro. La imagen o transformada de v, es:

b Y o_
j st(t?)dt = §lEL1__E_l

a

copomiNiO En este caso la transformacidn conduce a obtener una
imagen que no es funcidén de "t" (como lo es v,), si-
no funcidn de "s". Las gréaficas correspondientes a
Vv, y w, se ilustran en las figuras III.2 y III.2.1.

Figura III.1 AV (t) - A w(s)
| Ejemplo III.1 O
| _ _ _ . w(s)= 2205
Sea v; =Lnx, x # 0, donde v,€V, y sea una transfor- vilt )=t
macidn definida por la regla: | T
I
=4 [
T = dx I
el elemento del recorrido correspondiente es: o — T’ 5 Ai?
a b :
7, = T@Lnx) = & (Lnx) = — x #0 w, €W
1 dx x ! Y 1
Figura III.2 Figura III.2.1

En este ejemplo, al aplicar la transformacidn sobre una
funcibn real de variable real, se obtuvo como imagen otra
funcibén real de la misma variable.

En general, si v
como:

f(t) € v y la transformacién se define

T (V)

Ejemplo III.2 b _
v k(s,t) vdt co. (2)
a

Sea Vl = t2, y la transformacidén definida por la regla:

T(x) =

b . entonces:
j st (»)dt ’ ... (1)
a T(V) = F(s)




Definicidn: Dados k(s,t) y f(t), se llamard transforma-
cidén integral lineal de f(t) sobre k(s,t) a la siguiente
expresidn:

b
5 k(s,t)f(t)dt = F(s) cee (3)
a ’ }

k({s,t) es conocido como el kérnel o niclec de la trans-
formacidn-

Ejemplo III.3

Sea v, = t? y la transformacién definida por:

[ee] .
T (%) =.[ k(s,t) (*)dt
o

A) Si el kérnel de la transformacidn es k(s,t) = st,
la transformada de v, es:

por lo tanto, no existe la imagen de 31 debido a que la
integral impropia resulta divergente.

B) Si se_considera el kérnel k(s,t)= aSt, s > 0, la

imagen de v, es:

. ‘ .
W, = T(V,) =I ¢St t2at
[}
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integrando por partes, se obtiene:

_ : 2 St 2 st
w, = lim te - tf + 3 = o
b->o s S S

lo cual indica que con el kérnel seleccionado, la inte-
gral es divergente, por lo tanto la transformada de v,
no existe.

C) Sea el kérnel:

k(s,t) = ¢ 5t , s> 0

la imagen o transformada de Vl es:

€|
1]
=]
<I
1]
(o) >
8
)
[}
[0}
o
o+
N
[oN)
ct

integrando por partes, se obtiene:

st ZQ_St 2

s s? s3 T g3

por lo tanto, con el kérnel seleccionado en este inci-
so la transformada si existe. Ademds, los elementos
del recorrido son funciones de "s", mientras que los
del dominio son de "t".

La transformacidn definida con el kérnel .del inciso C del
ejemplo anterior, es una transformacién llamada transforma
da de Laplace. -
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f(t) definidas para t > 0. La transformacidn integral
que aplica a cada f(t) de V en su imagen F(s) de W, se
llama transformacién de Laplace y quede definida por
la siguiente regla:

Definicidn: Sea V un espacio vec%g;jal de funciones

m 4
L{*} =J' ¢St at ee. (4)

o]

para una funcidn f(t), se tiene:

L :V-~->W

o0 .
L{f(t)} =f ¢Ste(v)at . (5)
o

donde V es el conjunto de todas las funciones f(t),

t >0y Wes el conjunto de las funciones transformadas
F(s) bajo L, es decir:

L{f(t)} = F(s)

A la regla de la definicidn anterior se le conoce con el
nombre de transformacidn unilateral de Laplace, para dife
renciarla de la bilateral que se definé como:

[e o)

L{f(t)} =I ¢ "Ste(r)at

-

En la mayoria de los problemas, donde la transformada de
Laplace se aplica, la variable tiempo es mayor o igual a ce
ro, por lo tanto, la transformada de Laplace que se estudia
es la unilateral.

Ejemplo III.4

La transformada de Laplace de f(t) = 1 es:
® o -st 1 -tb
L{1} =I 1-¢” %%t = 1lim - < eF
o b+ o o

L{1} %,s>0

—~
Ejemplo III.5
La transformada de Laplace de la funcidn f(t) = o4t de
finida para t > 0, es: _ -
at ® t | b
L{e" "} =-{ ¢ 5% at = 1im J. o (5@ tg,
. o b+ o
b
s __1  —(s-a)t _ 1
;if; s-a® “s-ais’>a
o

Hasta este momento, la Gnica forma de verificar si la trans
formada de Laplace de una funcidn existe, es resolver la in-
tegral que establece su definicidn y determinar los valores
de "s" para que la integral sea convergente. Este proceso
puede ser laborioso para algunas funciones.

Para simplifiqar el procedimiento anterior, existe un teore
ma que establece las condiciones suficientes que debe satis-
facer una funcién, para que su transformada de Laplace exis-
ta.




III.1.1 LA EXISTENCIA DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Antes de establecer el teorema de existencia, se definiran
dos conceptos relativos a funciones, que serin necesarios
para determinar la transformabilidad de ellas, estos concep
tos son:

1. La continuidad seccional de una funcidn.
2. El orden exponencial de una funcidn.

Respecto al primero, se establece 1la siguiente definicidn:

Definicibén: Una funcidn f (t) es seccionalmente conti
nua en el intervalo a < t < b, si este intervalo puede
ser dividido en un nfimero finito de subintervalos de
tal manera que en cada uno de ellos:

a) f(t) sea continua

b) f(t) se aproxima a un limite a medida que "t" se
aproxima a cada uno de los dos extremos internos,

es decir, que en un subintervalo ¢ < t < d exis
ten:

lim  £(t) y lim f(t)

t-ct t~>a”

Ejemplo ITI.®6

Sea la funcibn cuya grdfica.se ilustra a continuacién:

ds(t)

NI# - —

Figura III.3
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En el interior de los subintervalos (0, %% Yy v ( %} , )

la funcidn es continua, ademis en el subintervalo -

il
05t<7.

lim | £(t) = 0 y
t-0

y en el subintervalo t > %%: -

lim £(t) =1 y
m+ S

t""T

lim f(t) =0
g

t"—2—

lim f(t) =1
t >0 i

por lo tanto, la funcibn es seccionalmente continua en

el intervalo (0, »).

La funcidn periddica que aparece en la

figura III.4, es

seccionalmente continua, ya que en el interior de cada sub

intervalo (n, n + 1), n=20, 1, 2,

da subintervalo.

A f(1)

..., la funcidén es con-
tinua y el limite existe en los extremos interiores de ca-

Figura III. 4
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" Cuando una funcién es seccionalmente continua en un cierto . A f(t)
intervalo, se garantiza la existencia de su integral en el
mismo, esto es:

b a, a, a, (b bt
£(t)dt = I f(t)dt~+§ £(t) At + J £()dt + ... + j £(t)dt €

a, a, R »

|
donde &, ay, @, @3, +++ 4 8p, b, son los extremos de los ’//7
n + 1 subintervalos en donde la funcidn es continua.

-~V

El concepto de funcidén de orden exponencial, se establece -0 °

en la siguiente definicién:

Figura III.5

Definicidn: Se dice que una funcién f(t) es de oxrden

exponencial cuanto t »®, si existen constantes My b y Para verificar si una funcidn f(t) es de orden exponencial,
’ un valor de "t" igual a t,, tales que: es suficiente que la siguiente desigualdad se cumpla, dados
"b" 'y M constantes:
l£(t) | < mePE,  para t > ¢, .. (6)

La definicidn anterior puede interpretarse como la compara ) bt
cidn entre f£(t) y una funcidn exponencial MePt seleccionada lim |e f(e)| <M - eee (7)
previamente. : t oo

Si existe una funcién Mebt, tal que, a partir de un valor
t, de "t", la funcidn f(t) crece mds lentamente que MePt a1
aumentar "t" hacia el infinito; entonces f(t) es de orden
exponencial.

Ejemplo III.S8
Para verificar si f(t) = e’t sen t, es de orden expo-
nencial, se tiene que |sen t| estd comprendida entre 0
. y 1, entonces:
Ejemplo III.7
: 3 3
|e t sen t] < e t|

Sean las funciones f(t) = Z/y ebt con b > 0, cuyas gréa
ficas aparecen en la figura III.5. Como se observa, pa

ra t < t, la funcidén f(t) es mayor que la exponencial

ebt, pero en el intervalo t > t,, es menor que ePt, por €
lo tanto f(t) = 2 es de orden exponencial. . £,(8) = e?

por lo tanto, en lugar de investigar si f(t) es de or-
den exponencial, se haré con:




y si ésta resulta de orden exponencial, entonces:

£(t) = o°t

sen t

con mayor razbén lo seréd.

si b > 3, por ejemplo b = 3.001 y M =1, se cumple la
desigualdad:

|e3t| < e(3'001)t, cuando t +oo0

por lo tanto, f(t) e$ de orden exponencial.

Definicidén: Las funciones que son seccionalmente con

tinuas' y de orden exponencial son {lamadas funclones de
clase A.

La importancia de una funcidén de clase A, radica en .que la
transformada de Laplace de estas funciones siempre existe.
Esto se establece en el siguiente teorema:

TEOREMA IIT.1 ¢

Si f(t) es una funcidén de clase A, entonces su transforma-
da de Laplace existe, por lo'tanto:

L{f(t)} = F(s)

para s > s,, donde s, se llama la abscisa de convergencia.

Demostracibn

[ o]
L{E(t)} ='[ ¢"Ste (r)at

e}

Como f(t) es seccionalmente continua, entonces:

oc a Qo N
j ¢~ Ste(vyat =I ¢ Ste(p)at +I ¢ Ste()at ... (8)
o- [o) a

La primera integral del miembro derecho de la igualdad exis
te, dado que se trata de la integral definida de una funcién
continua en el intervalo definido por los limites de integra

cién. Falta probar que la segunda integral impropia sea con
vergente. -

Por ser f(t) de orden exponencial, entonces:
l£(e) | < mePt
Q_St[f(t)l < Mebte-st = Me-(s-b)t
por lo tanto:

Q0 -st o ©
j e STE(t)dat < 5 ¢SH £ (e |at < M.[ (5P tgy cee (9)
a a a

Si la tercera integral de la desigualdad (9) converge, con
mis razén lo hard la primera integral. Por lo tanto, anali-
zando la convergencia de la tercera integral:

.J-e-(s-b)tdt =M lim - —g—%—s— o~ (s7b)t

a d~>e a
Mo~ (s7b)a

si s > b, la integral converge al valor —o—¢— -

Esta convergencia garantiza, a su vez, la de la integral:

Qo
I e Ste(v)at

a
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las dos integrales del miembro derecho de la ecuacidn (8) si:
existen y por lo tanto: _y, .
t = z2 y t 2 =2
oo
j e_Stf(t)dt se tiene:
0

también existe.

El teorema III.1, establece la condicibn de clase A de una
funcibn como suficdiente, perno no necesaria, esto significa
que pueden existir funciones que, s4n den de clase A, pueden
sen transformadas mediante Laplace.

. 2 _ 2 _ dy
Cuando una funcidén no es de clase A, el dnico recurso de Yy = sz Y dz = v,
que se dispone para verificar si es o no transformable, es s
investigar la convergencia o divergencia de 1la integral.
- ‘con lo cual:
Ejemplo III.9 ® o0 o
2| 75274, - -y -% sy 2
Se desea obtener la transformada de Laplace de la fun z = 2e s dy = 2s 72 e Y dy ;
cidn: ' o o °
F(t) = —1 ) )
T de las tablas de integracidén se obtiene:
- En este caso f(t) no es de clase A, dado que es discon
tinua en t = 0. Por la definicién de transformada de @
Laplace se tiene: J'e-y2 dy = vomoo
o) o © ’
-st _1
L{f(t)} =J &=S ST g
't finalmente:
o o
v Y
1 L{1//% =2s'2£=‘L
con el cambio de variable t 2= 7. / } 2 S
_ .
=t _dt = _2dz Con esto se comprueba que la transformada de una fun-

dz = —5—— Y dt
‘ t-l/2 cidén que no es de clase A, puede existir.




Ejemplo III.1O0

Se desea investigar si existe la transformada de Lapla
ce de la funcidn:

2
£(t) = ef

Esta funcidn es seccionalmente continua en (0, »), pe
ro no es de orden exponencial, por lo tanto no es de
clase A. De la definicibén de transformada de Laplace
se tiene:

2 ® 2
Liet '} =J~ e St at

(e]

como esta integral es divergente, la transformada de La
t? ' -

place f(t) = e no existe.

Con los ejemplos anteriores se ha comprobado que cuando una
funcidn no es de clase A, puede o no existir su transformada
de Laplace. La clase A, en cambio, garantiza la existencia
de la transformada.

En general, el pardmetro "s" en la transformada de Laplace
es un nimero complejo de la forma s = x + yi; sin embargo,
s6lo es tratado como tal, en cursos avanzados de matemdti-
cas. En este capitulo se considerard Gnicamente la parte
real, o sea, s = x, que es la abscisa del nimero complejo.

Puede darse el caso de que una funcidn, siendo de clase A,
no pueda ser transformada, debido a un valor del pardmetro
"s" asignado inadecuadamente. Esto puede verse con clari-

dad al obtener la transformada de f£(t) = e?%:
foe) co
L{e?t} = ] e3te Sty =J e—(s-3)tdt
o ' °
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si s < 3, la expresidn (s - 3) resulta negativa y el inte-
grando pasa a ser una exponencial positiva. Asi, la inte-
gral impropia pasa a ser divergente. Al valor de s, = 3,

se ‘'le 1lama pardmetrno o abscisa de convengencia. Para va-
lores de s > s, se garantiza la transformacidén de la fun-
cién, o sea, la convergencia de la integral impropia. Debi
do a esto, en el teorema III.1, se condiciona la transforma
cidén de una funcidén de clase A, a la existencia de una absci
sa de convergencia s,.

En la siguiente tabla se enlistan las transformadas de al
gunas funciones:

f(t) F(s)

c, Ce R c/s, s >0

t l/sz, s >0

t? 2/s%, s >0

t", n=0,1,2,.... nt/s", s >0

eat 1/(s - a), s > a
sen at a/(s? + a?)

cos at s/(s? + a?)

senh at a/(s? - a?), s > a
cosh at s/(s® - a%?), s > a

Tabla III.1

Todas las transformadas de esta tabla se obtuvieron a par-
tir de la definicidén de transformada de Laplace.
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II1.1.2 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE COMO UN OPERADOR LINEAL De lo anterior se deduce que las funciones transformadas
. : Fy(s), Fy(s), ..., Fy(s)-en W, son idénticas, sdlo si coin
Siendo la transformada de Laplace una transformacidn, cum- ciden en un intervalo de la forma (0, ®).

plird con la propiedad de linealidad si se verifica:

Con esta consideracién, se establece una de las propieda-
L{f, + £,} = L{f,} + L{f,} ‘ ... (10) des mds Gtiles e importantes de la transformacidn de Lapla
ce, La propiedad de Linealidad.
Considérense por ejemplo las funciones: Si ¢y, Cpy «+e, Cp €S un conjunto'de constantes y
£,(60), £,(t), ..., £,(t), es un conjunto de funciones de
f,.,=t y f,=-1¢ ' clase A, cuyas transformadas son F,(s), F,(s), ..., F(s)
respectivamente, entonces:
entonces:

: Lic,f, + c,f, +...+cpfnl=c,L{f,} + c,L{f,} +... + cuL{fy}
L{f,;} +L{f,}=1{t} - L{t} = 1/s® - 1/s®’= 0, para s > 0

Lic,fy; + c,f, +... + cpfpl=c,F,(s) +c,F,(s) +... + cpFp(s) (11)
esto es:
L{f,} + L{f,} =0 Para "s" mayor que el mdximo elemento del conjunto:
. {sj| s; es una abscisa de convergencia}l
N}
€g¥o no estd definida para valores de s < 0. Por otra par- i=1,2,3, ..., n

La propiédad de linealidad representada por la ecuacidn (11), ‘

Lif, + £,} =1{0o} =0 para toda s se demuestra a continuacidn:

2

entonces, se puede decir quz:

Qo

L{f, + £,} NS L{f,} + L{f,} L{c,f, + c,f, +... + cpfy} =j e_St(clfl +b2f2 + ...+ cpfy)dt =
o .
son idénticas para aquellos valores de "s" en que: © o .
. = c,s e ?tfldt + czj e Steat s ... +cn5 e_Stfndt
L{f,} y L{f,} : o "o o

estdn definidas, por lo que en general: como:

. ' ; - t
L{f, + £f,} # L{f,} + L{f,} : , L{f} .=je Steat




entonces:
Lic,f, +c,f, 4+ ... +cpfp) = o LI} +c,L{f,} + ... +cpLify}
o bien:

L{c,f, +cpf,+... + cpfp} = ¢ F (s) +c,F,(s) + ... +cnFp(s)

Esta propiedad es Gtil para transformar funciones compues
tas con las funciones bisicas que aparecen en la tablaIII.T.

Ejemplo III.11

La traﬁsformada de Laplace de la funcidn

f(t) = 3est + 16 - 3 cos 3 t, se obtiene utilizando la
propiedad de linealidad, esto es:

L{3e’t 4+ 16 - 3 cos 3t} = 3nL{e?t} + 16L{1} - 3L{cos 3t}

_ 3 16 _ 3s .

T s - 3 * S sZ +9 ' s >3
Ejemplo III.12
Para obtener la transformada de f(t) = cos wt, sin

aplicar la definicidén de la transformacidn, se proce
de de la siguiente forma:

Por el teorema de Euler para funciones exponenciales
complejas:

iwt .
e = cos wt + 1 sen wt

-iwt .
e - = cos wt - i sen wt
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sumando estas expresiones y despejando cos wt, se obtie-
ne:
iwt | -iwt

~cos wt =

aplicando el operador transformada de Laplace:

L

: iwt} 1 ( -iwt}

L{cos wt} = L{ie + 5 L{e

las transformaciones del lado derecho, se realizan en
forma andloga al caso de exponenciales reales, para
£,(t) = e@t’y £, (t) = ¢73%, donde "a" es un nfimero com
plejo de la forma r + iq. Seleccionando s > r, se ob-
tiene la abscisa de convergencia, como -se vio anterior
mente; en este problema, r = 0 y g = w, de modo que pa
ra s > 0: :

11 T 1 _ s .
L{cos wt} = s w2 s+ iw 5T +w2i S 0
Ejemplo III.13
Para obtener la transformada de f(t) = cos?wt, se uti-

liza la siguiente identidad trigonométrica:

Slwt = = + =
cos®wt = - + - cos 2wt
por lo tanto:
L{cos?wt} = %? L{1} + %? L{cos 2wt}

1 s (s
2s 2 s2- + 4w?
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III.2 LA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

El problema de obtener f(t) dada su imagen F(s), correspon-
de al concepto de transformacdibn inversa. Graficamente:

CODOMINIO

Figura III.6

I P
donde L : V> W y L representa la transformacién del reco
rrido al dominio, o sea:

Esta transformacidn que pérmite obtener el elemento del do-
minio f(t), dada la funcién elemento del recorrido correspon

diente, se llama transformacibén inversa de Laplace y se re-—
presenta como:

Ejemplo III.14

-— s 3
Como L{cos 2t} = ST+ 4 & entonces:
-1 s _
L m =cos 2t
o _1 it
similarmente, como L{1} = = y r{°%} = —5 , en-
tonces: S s
-1 1
L ,? , =1
-1 1 3t
L s - 3‘

Cuando se quiere determinar los elementos del dominio
f(t), a partir de los del recorrido de la transformacién

F(s), se considera que &stos se generaron mediante la re-
gla: )

’

[0 o)
F(s) i[ ¢St (p)at
0

En forma similar a como fue definida 1la transformada de La-

place, la transformacién inversa de Laplace de una funcién
F(s), se define: .

Sy + o
£(t) = L™ {F(s)} = éhj y eStr(s)as ee. (12)
Sg = Jjw
donde:
Sy + joo So +jA
StF(s)as = lim | ¢Str(s)as ;
A -+

Sp~-Jjoo

S, - jA




y s, es la abscisa de convergencia.

Aplicar 1la regla anterior para obtener antitransformadas,
no es simple ni prictico y es comin encontrar en la litera
tura la definicidn de la antitransformada, L™, en térmi-
nos de la transformacidén directa:

Definicidén: Sea W el espacio vectorial de todas las
funciones F(s) definidas para s > s;. La transforma-
cibén lineal que aplica a cada funcidén F(s) de W en la
funcidén f(t) de V, y de la cual es imagen, se llama
transformada inversa de Laplace, designada como L~!

Esto significa que si L{f(t)} = F(s), entonces:

£(t) = L {F(s)}

De la definicién anterior se deduce una propiedad importan

te de la transformacidn inversa L™, la de linealidad:

L-l{chl(s) +tCoF,(s) + ...+ ann(s)}==clL-‘{F1(s)} +

+ ch_l{Fz(s)} + ...+ an-l{Fn(s)} el (13)

Con la aplicacidn de esta propiedad y el uso de la tabla
III.1 de transformadas, se puede obtener la antitransfor-
mada de algunas funciones F(s).

Ejemplo III.15
La antitransformada de:

_ 15, 4 2s
F(s) = s t 5T T sT 1

por la propiedad de linealidad es.igual a:

-1 _ -1]1 -1] 1 __S
L {F(s)} = 15L {1;, 4L ‘j;f} {52 + 1}
de la tabla III.1:
L“l{p(s)} =15 + 4t - 2 cos t ,
ya que:
1 1 S
L{1} = = L{t} = sz Y L{cos t} = 2 +1’ S >0

III.2.1 LA EXISTENCIA Y UNICIDAD DE L~

En los ejemplos correspondientes a la transformacidn direc
ta de Laplace, los resultados han sido {inicos; a cada fun-
cidén del dominio le corresponde una y sé6lo una funcién del
recorrido. Sin embargo, esta propledad de unicidad no siem
pre se cumple en la transformacidén inversa.

Ejemplo III.16 .

Sean las funciones f (t) y f,(t);

iy

~
o

A

t#5

cuyas grédficas se muestran a continuacidn.
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Afi(t)

2t ——— - - —

Figura III.7

Y

La transformada de f, (t) es:

L{fz (t)} = L{l} =

L
S

Afa(t)

R

Figura III.7.1

; s >0

Para obtener la trdnsformada de £, (t), véanse

ras III.8 y III.8.1.

e -
!
i
T
5

Figura III.S8

-y

Pz lim L
A—0

{

(4 f(t)

24— —— — —

(a)

las figu-

o |

S+A

Figura III.8.1 N

esto es:

L{f ()} = lim L{f, ()}

A0
como:
5 5 44 oY
L{f, (t)} = J 1-¢75%a¢ +J 20 5tat +J 1-075%a¢
0 5 s +4
entonces:
5 5 o
L{f, ()} = J 1-e7 5%t +.[ 2¢7 %%t «+ 5 1.0 5%ae
0 S 5
por lo tanto:
[0 ]
L{f, (t)} =J' 1-e7%%¢ = % , s >0 -~ ... (b)
0

De (a) y (b) se concluye que, ademés de ser £, v £, dos
funciones distintas:

L{f,} =1{f,} =1 ; s >0 , )

es decir, un elemento F(s) del recorrido es iméggn de
dos elementos del dominio, f, y f,. Esto signlflca
que la transformada inversa de Laplace no es finica.

Obsérvese que f, y f, son dos funciones idénticas, excepto
en un punto de discontinuidad. En general, la no unicidad
de la transformada inversa se presenta precisamente en el
caso de funciones que s6lo difieren en un. ¢onjunto discreto
de puntos. Esto es generalizado mediante el teorema de
Lerch, que establece lo siguiente:




TEOREMA III.2 DE LERCH

Sean f, y f, dos funciones de clase A:
L{f,} = L{f,}

para s > s;, si y s6lo si £, = £, para toda t > 0, excepto
en un conjunto de puntos de éiscontinuidad, si es que los
hay.*

La falta de unicidad de la transformada inversa, no es im-
portante en la mayoria de los problemas de aplicacidén, dado
el tipo tan especial de funciones que la provocan.

III.3 FPROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES L Y L-l

Las propiedades de la transformacién de Laplace, directa e
inversa, son numerosas. En el presente inciso solamente se
estudiardn algunas de ellas.

A) Propiedades de traslacidn.

Antes de enunciar y estudiar formalmente estas propiedades,
considérese el siguiente ejemplo: '

Ejemplo III.17

Se desea obtener la transformada de f(t) = e?fcos 3t.

* Una demostracién del teorema de Lerch, se puede consultal
en: "Operational Mathematics' de R. Churchil.
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Por el teorema de Euler, cos 3t puede expresarse COmo:
cos 3t = %? <e3ti + e—ati)

por lo tanto:

[ sti -3ti
L{e2tcos 3t} = Liezt E;———%%JL————

_ 1 1 . 1 |_ 1 s-2+3i+s-2- 3i _
2 (s-2) - 317 (s-2) +31 2 sz - 4ds + 4 +9

. s -2
T (s - 2)2 + 32

e(2+3l)t+e(2-’i)t

_ 1
= 5 L

= F, (s) ’

como:

S

L{cos 3t} = 57T 737

= F,(s) ;

comparando F, (s) con F,(s) se tiene:

F,(s) = F,(s - 2)
esto significa que:

L{e?tcos 3t} = F(s - 2)

donde F(s) es la transformada de la funcidn cos 3t.

El resultado anterior es importante, puesto que permite sim
plificar la transformacidén de funciones multiplicadas por una
funcidn exponencial. Su generalizacidn se enuncia mediante
el siguiente teorema:

TEOREMA III.3 DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE "s".

Si L{f(t)} = F(s), enfonces:'

L{e®te(t)} = F(s - a) ce. (14)
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2 — -
Demostracidn

o ' © '
L{e®%e(t)} =.[ ¢St (1) at =I (57t (gt = F(s-a)
0 0

Este teorema es conocido también con el nombre de primenra
propiedad de trasfacibn o cornimiento de la transformada de
Laplace.

Ejemplo III.18

Para obtener la transformada de f(t) = teat, como:

L{t} = —é; = F(s)

aplicando la primera propiedad de traslacidn se tiene:

at} - 1

W=F(S-a)~'

L{te

En la siguiente figura, se observa la traslacién de
la funcibén transformada:

AF(s) AF(s-a)

|
!
!
!
|
|
|
|
I
!
|
|
a

S

A

Figura III.9

Del teorema de traslacidn se obtiene la propiedad equi
valente para la transformacién inversa, esto es:

L{e?®f(t)} = F(s - a)  con  F(s) = L{E(t)}
aplicando L™' en ambos miembros se obtiene:

LT MHF(s - a)} = e3te(t) ... (15)

donde: -
’ f(t) = L "{F(s)}

Ejemplo III.19
La siguiente funcidn:

- s 3
F(S) = g7 e ¥ 10 T 5T =65 ¥ 0

se puede representar como:

_ s - 3 _ s - 3
Fls) = 74797 T°- G-+ (D2

=F (s - 3)
esto significa que:

£(£) = LTHF(s)} = L7HE, (s - 3)} = e’tqt)

donde:
=t __s =
g(t) = L {-ST-T-i—l— cos t

por lo tanto:

3
f(t) = e t cos t

La primera propiedad de traslacién en "s", describe el co-
rrimiento de la funcidn transformada. Una propiedad simi-
lar puede establecerse, pero trasladando directamente 1la
funcidén en "t". S



TEOREMA III.4 DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE "t"

0, t < t,

Si f(t) =
gt -ty), t> t,

entonces:

L{£(t)} = ¢ 9% (s), donde G(s) = Lig(t)} ... (16)

Demostracidn

t, oo o .
L{f ()} =j ¢St 0)at +§ gt - ty)at =S ¢St (e -t )at

o t, t,

Si z =1t - t,, dz = dt, se tiene:

Q0- o0
L{f(t)] =s ()8 54z = .e‘toss ¢ S%g(z)dz = o t0Sg(s)

o o}

La utilidad de este teorema, conocido también como segunda
propiedad de traslacifn, consiste en recorrer o trasladar una
funcién hasta hacerla adoptar una forma tal, que aplicando.el
teorema se obtenga la transformada de la funcién original.

Ejemplo III.20

Sea la funcidn cuya grdfica se muestra a continuacién:
' /

‘Ar f(t)

-V

Figura III.10

Trasladando la funcidn f(t) una unidad hacia la iz-

quierda, se obtiene una funcidén g(t), cuya. gréfica se
muestra a continuacién.

ha(t)

-V

Figura III.11
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tal que:
£(t) = g(t - 1)

de la gréfica anterior se concluye que:

t, 0 <t <1
g(t) =1 2-t, 1<t <2
0, t > 2

por el teorema de traslacidn en "t":

L{f(t)} = Lig(t - 1)} = ¢ SL{g(t)}

donde:

1

2
L{g(t)} = s te Stat +J (2 -t) e Stae
’ 1

0

. 1 2 2
=J. te Stat +S 2¢7Stae - J. te Stat
0 1 1

III.3.1 TRANSFORMACION DE DERIVADAS

La transformada de Laplace de la derivada de orden "n" de
una funcidn, se generaliza en el siguiente teorema:

TEOREMA III.S

Si f(t), £'(t), £''(t).... g(n=- 1)(t) son funciones conti-
nuas para cualquler t >0y si f(n)(t) es de clase A en
(0, ), entonces:

A) L{f'(t)} = sL{f(t)} - £(0) .. (A7)
B) L{f''(t)} = s®L{f(t)} - sf(0) - £'(0) oo (18)
y en general:
0) wie™ (6)) = "Lir(e)} - ') - SPPE(0) - ...,

- s£(P=2) (g f(“")(O) cee (19)

integrando por partes, con u =t y dv = e-Stdt:
1 1 2
Lig(t)} = - f% o St + j%-g e Stae 4 2 s e Stae 4+
o) 0 1
2 2
e
1 1
1 - 2075 4 o728
SZ
por lo *anto: ‘
_ -s -2s _ -s -28 -3s
L{f(t)} = 1 2e + e Pt B -2e + e
s? . s?

La demostracidn se hard s6lo para el caso (A); el procedi-
miento es similar para las derivadas segunda, tercera, cuar-
ta, etc. El caso general (C) se puede demostrar por induc-
cibén matemitica.

fo o]
L{f'(t)} =s. £' () e Stat ; integrando por partes:
o

- se-St ; dv =

®© @
=S
+ Sj. e t

o (o)

0 - £(0) + sL{f(t)}

u=ae , du = f'dt, v = f£(t)

L{f' (t)} = ¢St

f(t)dt

sL{f(t)} - £(0)

Este teorema es de gran utilidad en la resolucién de ecua-
ciones diferenciales lineales.




Considérese la funcién de clase A, £(t) = e?t. Transforman- II1.3.2 TEOREMA DE CONVOLUCION
do la derivada de 1la funcién:

. El teorema de convolucidn es {itil para obtener la transfor
2 5 mada inversa de Laplace de algunas funciones. Antes de es-
P

tablecerlo, es conveniente definir el concepto de convolu-
cidén entre dos funciones.

"L{f' (£)} = L{2e%t}) =

como :
1
L{f(t)} = 57
i Definicidn: Sean las funciones f(t) y g(t) continuas
se tiene: en (0,o), la convolucidén de "f" y "g" se representa
) f g y se define:
1 _s-s+2 _ 2 t .
SLUE(0)} - £(0) = s -5 - 1= 55" =5 ‘ h(t) = j £(t - ug(udu = £ » g oL (20)
o .
por lo tanto:

- 0) = L{f' (¢
sLif(e)) £(0) ter ) NOTA: La integral. de convolucidn tiene una gran impor

o » tancia en varias &reas de la fisica y las matemdticas)
Transformando ahora la segunda derivada de la funcidn: como teorfa de circuitos eléctricos, cdlculo operacioi
: . s nal, anélisis de Fourier, transformada de Laplace, etc.
L{E'' (8)} = L{4e®") = c—=— : -
P . .. . .
A continuacidn se enlistan algunas de las principales pro-
piedades de la convolucién.
ademis:
1
s’L{f(t)} - s£(0) - £'(0) = s? s -3 - sl -2-= £, = £, = £, * £, (conmutatividad) c.. (21)
_ s? - s® + 25 - 25 + 4 _ 4 , fyx (£, % £,) = (£, »£,) »f, (asociatividad) ce. (22)
N . s - 2 T s - 2 ,
Eyx (£, +£,)=f, «»f, + £, « £, (distributividad) ... (23)
por lo tanto:
s?L{f(t)} - s£(0) - £'(0) = L{£'"'(t)}
( TEOREMA III.6 DE CONVOLUCION
.. _ Si f(t) y g(t) son funciones de clase A, con transfor-
S;%uiendg este pro§§%1?1ento.se puede comprobar lo que es madas F(s) y G(s) respectivamente, entonces: :
tablece el teorema .
L{f * g} = F(s) * G(s) ce. (24)
- -1
L™ (1)) = PLis)} - sPTVE(O) - ... - £ (o)
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(ég%icando el operador inverso de Laplace a la expresidn

o : ot
L"H{F(s) + G(s)} =.[ f(t - u)g(u)du ... (25)

¢ o

donde:

F(s) = L{f(t)} ¥y G(s) = L{g(t)}

por lo tanto, la transformada inversa de un producto de fun-
ciones de "s", se obtiene por medio de la integral de convo-
lucién.

Ejemplo III.Z21
Sea la funcidn:
_ 1
F(s) = g7 517z

la cual se expresa como un producto de funciones:

1 1 1

(s2 + 1)2 s2 + 1 s2 + 1

representando a cada uno de los factores con F, (s) y F,(s),
se obtiene que la transformada inversa de éstas es:

L-l{Fl(S)} =L '{F,(s)} = sen t
entonces por el teorema de convolucibn:

: t
L-}‘i =3 i 2] = .[ sen(t - u) senu du
S o

t
j (sen t cos u - sen u cos t) senu du
o

t

t
= sen tj cos u sen udu - cos tj

sen?udu
o o )

t

t - sen t cos t
2

- cos t -

2
sen‘u
P 2= =
sen t 5 l

[e]

_ sen t - t cos t
- 2

Ejemplo III.22
La funcién:

1 .

Fls) = g5 25 -3

se expresa como un producto de funciones:

1 1 _ 1 1

F(s) = g7 325 -3° G+NG-D G+ T-D

como:

s L”lrs%] =

entonces la transformada inversa de F(s) se obtiene por
medio del teorema de convolucidn:

AT

LTY{F(s)}

t 0 )
=s QYo (E = Wy
o



o
t
-3t _ et
I - &
o
-3
A
- 4

II1.3.3 TRANSFORMACION INVERSA MEDIANTE FRACCIONES PARCIALES

El uso de las tablas y propiedades permiten obtener la trans
formada y antitransformada de algunas funciones. Sin embar-
go, en el caso de funciones F(s), es frecuente que presenten
formas extensas y complicadas cuya antitransformacién no es
posible mediante el uso directo o inmediato de tablas o pro-
piedades: por ejemplo la antitransformacién de:

s? + 2s + 3
(s?2 + 2s + 5)(s2 + 2s + 2)

F(s)

En casos como éste, la descomposicidén de la funcién en
fracciones parciales facilita la solucidn del problema.

NOTA: El desarrollo en fracciones parciales, se estu
dia en los cursos de Cdlculo Diferencial e Integral,”
por lo que en estos apuntes, solamente se dar4d una bre
ve explicacidn del mismo. -

s® + 4s? + 4s
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Siempre que se presenten fracciones funcionales impropias
Q(s)/R(s), o sea, donde el grado de Q(s) es menor que el gra
do de R(s), la fraccién puede descomponerse en una suma de
fracciones parciales de acuerdo a los siguientes casos:

CASO A. EL DENOMINADOR R(s).- Es factorizable en términos
de raices diferentes no repetidas:

Q(s) _ a(s) A, B
R(s) " (s-m) (s-m,) .... (s =mp)

U
s-m; s-m, s - m,

Ejemplo III.23
s + 3

La descomposicidn de F(s) = ———5;— es:
s + 3 - s + 3 _ A + B
s2 - 3s + 2 (s - 2)(s-1) (s - 2) (s - 1)

CASO B. EL DENOMINADOR R(s).- Es factorizable en términos
de raices reales repetidas:

An
(s - m?™

Q(s) _ _ 9(s) - Ay
R

2
(s) (s -m™ (s - m) s -—mz T-ee0?

Ejemplo III.24

s2 + 5 -1

La descomposicidén de F(s) sv T ds: T 4s

]
]
0]

2 4 - 2 - .
s S 1 s“+s-1 A + B 4 C

= T s (s +2) (s + 2)2

s(s +2)2 = g
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CASO C. EL DENOMINADOR R(s).- Es un polinomio de segundo Ejemplo III.27
grado:

La transformada inversa de:

’ F(s) = s?2 + 2s + 3
Q(s) _ Q(s) _ _as+ B ’ T T¥ 25 +5)(sZ ¥ 25 * 2)

R(s) s? + ps+q s? +ps +q

se obtiene descomponiendo F(s) en fracciones parciales:

Ejemplo III.25

‘ . ‘ : ' s? +2s + 3 _ _As + B +_Cs + D
R ‘ es: (s2 + 25 + 5)(s2 + 2s + 2) s2 + 2s + 5 s2 + 2s + 2
La descomposicidén de F(s) s ¥ O (s + 12 :
para determinar los valores de A, B, C y D, se suman las
4 - - A B o+ c 4. Ds + E fracciones del miembro derecho y se igualan los numerado
s(s?2 + 4) (s + 1)2 s (s + 1) (s + 1)2  s2 + 4 res de ambos miembros: :
CASO D. EL DENOMINADOR R(s).- Es factorizable en términos s? +2s + 3 = (As + B)(s2 + 2s + 2) + (Cs + D) (s? + 2s + 5)
de polinomios de segundo grado con raices repetidas:
s> + 25 +3 = (A+C)s®+ (2A+B+2C+D)s? + (2A+ 2B+ 5C + 2D) s + 2B + 5D
Q(s) _ Q(s) - A;s + B, +
" R(s) (s2 + ps + q) (s?2 + ps. + q) A+C=0
o 2A + B+ 2C + D =
A,s + B, As + B A+B+2C+D=1
+ (52+ps+q)2 toeeo t (52+ps+q)n‘ ’ 2A + 2B + 5C + 2D = 2
Ejemplo III.26 2B+ 5D =3 ; .
3 L . s . Lo
La descomposicién de F(s) = 2?52++81;33 es: . resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene:
a=o0, B=—§-, c =o, D=%
2s® + s +3 _ As + B Cs + D + Es+F
2 3 - 2 2 2 2
(s* + 1) (s* + 1) (s* + D2 (s* +1)° con estos valores: .
= 2/3 1/3
o ) ) iy F(8) = 5o +v5 *stv a5+
Con las técnicas descritas, la antitransformacién de fun-
ciones de "s" en forma de fraccibn racional, donde el deno . .
minador es un pilinomio en "s", es una labor accesible, co la forma de los denominadores sugiere completar un tri

mo se ejemplifica a continuacidn: nomio cuadrado perfecto:



2/3 1/3

F(s) =gy s s 15 0 Vst s v T+ 1T

simplificando: = A(s + 2)(s + 1) + Bs(s + 1) +# Cs(s +2) ... (a)

2/3 ' 1/3
F(s) = 5+ 1){ T ozt s ¥ 1){ T 12 . Debido a la factorizacidn del denominador en términos
de raices reales, es ventajoso determinar A, By C me
diante la sustitucidn en (a) de dichas raices:

antitransformando:

ﬂwﬂﬁmm=%fﬁ

s +

4 = A(2)(1) + 0+ 0

aplicando la primera propiedad de traslacibén para la é& )
titransformacién: A =2

1 -t -1 2
Lot |

1 -t_-1 1
£l =5 )t T e
3=0+0+c(-1)(1
de la tabla III.1: c(= 1) (1)
-1 2 _
L 'sz—_,_—‘l—l_senZt

sustituyendo s
por lo tanto:

1 -t 0 +B(-2)(-1) +0
=3¢ (sen 2t + sen t)

1

por lo tanto:

Ejemplo III.Z28

Para obtener la transformada inversa de la funcidn . F(s) = 2 L + 1 - 3 -1
F(s) = s + 4 . 4 : ) s (s + 2) (s + 1)
ST T 352 7 33 e puede representar por medio
de fracciones parciales: entonces la transformada inversa es:
s + 4 A B C :
F(s) = = — - - - -
(s) s(s + 2)(s + 1) st s+t =FD f£(t) = L I{F(s)}v= 2 + o 2t L 3.7t
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ferenciales lineales.

II1.4 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE Y LAS ECUACIONES DIFEREN
CIALES

Los conceptos y propiedades de la transformada de Laplace
directa e inversa, que se presentaron en los incisos ante-
riores, se pueden aplicar en la resolucién de ecuaciones di
El procedimiento consiste en obteneT
la transformada de Laplace de los dos miembros de la ecua-
cién diferencial, de esta manera se obtiene una ecuacién al
gebraica en donde 1a variable es la imagen F(s) de la incég
nita f(t).

Si bien, el método de resolucién de ecuaciones diferencia-
les por transformada de Laplace, puede aplicarse a ecuacio-
nes diferenciales lineales, ya sean ordinarias, parciales,
de coeficientes constantes o de coeficientes variables, en
estos apuntes solamente se aplicard a las ecuaciones ordina
rias de coeficientes constantes. Es precisamente en este
campo, en donde la transformada de Laplace ha tenido una de
sus mejores aplicaciones.

Ejemplo III. 29

Para resolver el siguiente problema de valores inicia-
les:

y'' - 3y' + 2y = 4e*Y; () =-3, y'(0) =5
se obtiene la transformada de Laplace en ambos miembros:
L{y'' - 3y' + 2y} = L{4e?%}

Liy''} - 3L{y'} + 2nly} = 2o

SZYS- sy (0) -y'(0) - 3Esys —y(O)j + 2yg = —

donde yg = L{y} , despejando yg :

4 .
ys(sz-.3s-+2)+3s-5-9= )

-3s? + 20s - 24
(s - 1)(s - 2)2

_ 4 - (3s - 14) (s - 2)
¥s T (g = 2)(sZ = 3s ¥ 2)

como y(t) =”L_l{ys}

- 35?2 + 20s - 24
(s - I)(s - 2)2

y) =17}

desarrollando yg en fracciones parciales:

-3s2 + 20s - 24 _ A

B C
¥s T oD (s-2Z ~ 5-1D°' G-20 (-2
donde:
A(s-2)2+B(s - 1)(s - 2) + C(s = 1) = - 3s2 + 20s-24 ... (a)

para s = 1:

A(-1)%2 + 0 +6 - 3(1)2%2 + 20(1) - 24

para s = 2:

0+0+cC(2~-1)

- 3(2)2 + 20(2) - 24

C 4



Dado que 2 es una raiz repetida, para obtener el valor
de B, se puede dar un valor arbitrario a "s"; el m&s
conveniente para sustituir en (a) es s = 0, con lo cual

= 7(0 - 2)2 + B(0 - 1)(0 - 2) +C(0 - 1) = - 24

B =4

con los valores de A, B y C:

1
s -1 + 4 s

= 1
Ys"7 - 2

obteniendo la transformada inversa de yg:

vy =1 {yg} =- 7L_l!ﬁ)—]+4f1‘ I_G__f_zs_ +

t

-1 1 2 t
+ 4L l—(;—:—z-)—il=-7e. + 4e

2
t 4 4te

Ejemplo III.30

Sea el siguiente problema de condiciones iniciales:

y'tto- 3yt + 3y -y = 2% y(0) =1, yr (0 =0, y''(0) = -

resolviendo la ecuacidn por transformada de Laplace:

L{y'''} - 3L{y''} + 3L{y'} - Liy} = L{t?c®}

2
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esto es:

3

s’yg - s?y(0) - sy'(0) - y''(0) - 3Cs?yg = sy(0) - y'(0) 7] +

2

+3[sy, -y(0) ] - yg = G-

sustituyendo las condiciones iniciales

y despejando Ys
se llega a:

2 sz-3s+1= 2 s?

_ - 3s + 1
¥s = (s - D3(s - D" [z= 103 -0t t -7
como: ‘

s? -35s+1=(s-12-s5=(s-1)2 - (s -1) - 1
entonces:
- 2 s As -1 s -1 1
¥s s = 1)¢ (s = 13 s = D° s - 113
2 N 1 1 _ 1 .
(s - 1)¢® (s - 1) (s - I)? (s - 1)

en el desarrollo anterior se expresd a yg en términos
de transformadas cuyas funciones f(t) se pueden obte-
ner directamente de tablas, evit&ndose con ello el

uso de la técnica de fracciones parciales. Antitrans
formando: ' -
y(t) = L-l{ys} = 7%7 t5et + et - tat --%— tzet
= (L s _ 1 .2 _ t
Y(t)‘(sot >t t+ 1) e

i
i
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j 1 . ! . P .
Ejemplo III.31 usando identidades trigonométricas, se tiene:

Para el siguiente problema de condiciones iniciales:

senucos(t -u) = % sen[u+ (t- uf]+ —%— sen[u- (t- u)]

y(lV)+2y.|+y___o; y(0)=y'(0).=y"'(0)=0, y"(O)—l

1 1
la transformada de Laplace de la ecuacién es: : osen t + =2 sen (2u - t)

por lo tanto:
s'yg = s’y(0) - s2y'(0) - sy''(0) - y'''(0) + 2[ s?yg - sy(0) -

t t
sen t * cos t %sent[du+—%—]sen(2u—t)du

-y +y =0 ° ° °
sustituyendo el valor de la di L 1 1 ¢ vl ‘ ¢
e las condiciones iniciales des = .
pejando yg: Yy ces . = S sent - ul -2 - cos (2u-t)
o o

ys(s“+252+1)_s=0 =-]2'—tsent-—i‘—cost+—ff—cos(-t)

- s =L |
Ys = CeT3 0T | =z tsent

. ) finalmente:
En este caso la fraccidn es irreducible, ya que no pue

de descomponerse mediante fracciones parciales, pero se

puede aplicar el teorema de convolucidn: y(t) = sen t xcos t = t sen t

Nll—‘

U] o e et

° sea:. ’III.4.1 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE EN LA RESOLUCION DE SIS
TEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES
-1 S -
L {——I=sent*cost
(s?2 + 1)2 _

En la resolucidén de los sistemas de ecuaciones diferencia-
donde : ) o les que se estudi6 en el capitulo II, la matriz exponencial
t ‘ e,At, se calcula por un método desarrollado a partir del teo
sen t % cos t = sen u cos (t - u) du rema de Hamilton-Cayley. Otra forma de calcular dicha ma-

o) v triz es por medio de la transformada de Laplace.

T




Sea el sistema lineal de ecuaciones diferenciales:

aplicando el operador transformada de Laplace al sistema:

AX(s)

sx(s) - x(0) =
de donde:
x(s) = {[sI - Aj}_li_(O)
antitransformando:
x=1""{[st-2a]""} %0 e (26)

ademds, la solucién del sistema planteado es de la forma:
% = 2% (0)

por lo tanto,'al comparar &sta con la expresidn (26) obte-
nida anteriormente, se concluye que:

=1 [s - 07

Ejemplo III.32

Dada la matriz:

Para obtener la matriz exponencial eAt por transforma-
da de Laplace, se calcula primero la diferencia:

sI - A=s - = + =

La matriz inversa de sI - A es:

S -1
s + 1 sZ + 1
-1
[sI - &] =
1 S
s? +1 s + 1

por lo tanto la matriz exponencial és:

cos t -sen t

At LM [sT - a] !

} =

sen t cos t

El cdlculo de la matriz exponencial por medio de la trans-
formada de Laplace tiene sus inconvenientes, ya que la in-
versién de la matriz sI - A se va complicando a medida que
aumenta el orden de A.

107
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Utilizar la transformada de Laplace para calcular la ma-
triz exponencial, no es la finica forma de aplicar este ope
rador en la resolucidn de sistemas. Otra forma es aplicar
el operador a cada una de las ecuaciones diferenciales pa-
ra obtener un sistema de ecuaciones algebraicas.

Ejemplo III.33

Aplicando el operador transformada de Laplace a cada
una de las ecuaciones del siguiente sistema:

=
]
1]

o]

2x - 3y ; x(0)

1]
w

y' =y - 2x ; y(0)

se obtiene:

sxg = x(0) = 2xg = 3yg

syg = ¥(0)

"
%]
/7]
[}
N
L

sustituyendo las condiciones iniciales y factorizando:

[
[oo]

(s = 2)xg + 3yg =

2xg + (s - l)yg = 3

Como se menciond anteriormente, el sistema transforma
do obtenido, constituye un sistema de ecuaciones alge=
braicas cuyas variables son X5 Y Yg- Resolviendo el
sistema por la regla de Cramer: ’

l 8 3 |
3 s—1l _ 8s-8-=9 8 -17 _ 8s-17
Xg = s -2 3 T (s-2)(s-1-6 =~ 52-3s5-4 ° (s-4)(s+1)

l 2 s - 1'

|s-2 8 |

_ 2 3 1 3s-6-16 _ 3 - 22
Ys T T s-2 3 |7 ¥-3s-1 B CEE N
2 s - 1| )

desarrollando Xs Y Ys en fracciones parciales:

= C D
Yg = s - 4 * s + 1
_ A B
¥s T S5 -4 vt ST
donde los residuos son:
A= 3, B =5, C=-2 y D=5

por lo tanto, la solucibén del sistema de ecuaciones dife
renciales dado, se obtiene antitransformando las funcio
nes Xg y yg:

_ -1 3 5 _ Lt -t
x =1L l s -1 *+ ) , = 3¢ ~ + 5e

S5e - 2e




Ejemplo III.34

El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, es

un sistema de orden superior y se puede resolver por
transformada de Laplace:

y''*'+z+y=0

z' +y'=0 ; y(0) =y'(0) =0, z(0) =

aplicando el operador transformada de Laplace a cada
una de las ecuaciones, se obtiene:

s?y(s) + z(s) + y(s) =0

sz(s) - 1 + sy(s) =0

factorizando:

(s? + 1)y(s) + z(s) =0

Y(SX + z(s) ='%?

de donde:
y(s) = - ;%—
z(s) = %? + 5% ;
antitransformando:
yx) = - 2y
)
2(x) = 1 + & x?

1

III.5 TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LAS FUNCIONES;
PULSO Y RAMPA

ESCALON, IM

En algunos problemas de ingenieria se emplean las funciones:
escaldén, impulso y rampa, por lo que se dardn las definicio-
nes de cada una de ellas y se obtendrd su transformada de La-

place.

A) FUNCION ESCALON UNITARIO.- Se define de la siguiente
manera: . .

0, t <oO

u(t) =
1, £t >0

su representacidén griafica es:

Ju(t)

ad |

Figura III.1l2.

La transformada de Laplace de la funcidn escaldn unitario
se obtiene a partir de la definicién:

[0 o] —st e o]
L{u(t)} =I e Stu(t)at = j e'St(l)dt S
o o s

109
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por lo tanto:

Liu(t)} = i%'; s >0

B) FUNCION IMPULSO UNITARIO.- Se representa con la delta
de Dirac §(t), su valor es cero para tiempos positivos y ne
gativos, es infinito para t = 0 y su drea es igual a uno,
esto es:

[ o]
J §(t)dt =1 y §(t) =0 para t # o

-

La funcidn impulso se comprende mejor si se considera como

el limite cuando A »:0 de la funcién impulso P, (t) que apare

ce graficada a continuacién:

o , t <0
PA=+, _0<t<A'
o , t > A
Apr (1)
-~ /N
|
A
|
n |
A | [ :
. | | |
I | I
. —1 f -
0 A t

Figura. ITI.13

esto es:

(S(t) = lim PA(t)
A >0

Como no es posible_representar griaficamente a la funcidn
impulso debido a su amplitud infinita Y a su pequefia dura-

cidn, se conviene en representarla grdficamente de la si-
guiente manera:

8(t)

- Figura III.14

La amplitud infinita que tiene la funcidn impulso puede
crear confusidn, por lo que cabe aclarar que la utilidad de
la misma radica en su caracteristica de tener 4rea unitaria
Yy pequefia duracidén. Su aplicacidn es amplia, por ejemplo,
se emplea como excitacién de sistemas y también aparece en
las derivadas de funciones discontinuas.

La transformada de Laplace de la funcidn impulso se obtiene
a partir de la definicidn: '

o
L{s(t)} =f e S%s (t)yat
[o]

donde para valores de "t" diferentes de cero, la funcidén im-
pulso vale cero, por lo tanto:

oo
fe'Sta (t)dt = 0 para t # 0
(o]



y para t = 0, e-St

= 1, con lo cual:

integréndo_por partes se tiene:
[0 o}
L{6(t)} =j s(t)dt =1
o

. .
IQ-Sttdt=?1—; s >0

[e]

C) FUNCION RAMPA. -

por lo tanto:
Se representa con r(t) y se define
vcomo: L{r(t)} = ?é? ;s >0
0, t <0
r(t) = _
lt, £t >0 . ’
su representacidén gridfica es la siguiente: :

‘III.6 APLICACIONES

Ar(t)
Problema III.1
Sea una viga libremente apoyada en sus extremos, x = 0,
x = £, que soporta una carga constante, "w", uniformemen
te distribuida. Se desea determinar una expresién para
calcular la deflexidn de la viga entre o y "£". Véase la
siguiente figqura:
- ) w
0 t ,Z///
{ —
Figura III.15 FAY AN X
'
- Su transformada de Laplace se obtiene como: [ £
- 1
o0}
L{r (t)} =J ¢"Sttat
. o

Figura III.1l6
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El modelo matem&tico para la deflexibn y(x), basado en
el concepto de radio de curvatura, es el siguiente:

d‘!
ot = = e (27

donde E es el mddulo de elasticidad e I el momento de
inercia. )

Como los extremos de la viga estédn apoyados, la defle
xibén en los extremos es nula, o sea:

y(0) =0 , y(£) =0 ee. (a)

Por otro lado, para una viga de este tipo, el momento
flexionante, Mx = EIy'', es nulo en los extremos, o
sea: '

M(0) = 0 = EIy''(0)
M(£) = 0 = EIy''(£)

de donde:
y''() =0, y''(®) =0 vee (b)

las condiciones de frontera para el problema de cuarto
orden, son las cuatro representadas por (a) y (b).

Aplicando el operador transformada de Laplace a la
ecuacibn (27):

suys - SSY(O)V' SZY' (0) - _SY' 1(0) -y v‘n'(o) = Ew‘

. %? oo ()

en esta ecuacién se desconocen y'(0) y y"''(0), pero co
mo son constantes, se pueden representar por k; Yy k2,
respectivamente:

y'(0) =k,

y|ll(0) =k2

sustituyendo k, y k, en la ecuacidn (c):

. w
s'vs - sk, -k, = g

despejando yg:

= w k k
¥s T gmpr teb ot St

S S

antitransformando:

- , k '
y(x) =L 1{ys} = %E %% X"+ kyx + —gi %3 el (d)

Para obtener k, y k,, se emplean las condiciones de
frontera y(£) =0 y''(£) = 0, que afin no se han

utilizado, para lo cual se requiere la segunda deriva
da de y(x); ‘ -

SARNCI NI A ' cer (&)
con la condicidén y(£) = 0 en (d):

0 = 2 W gy k,L + —gi 23

24 I eee (£)

% ?ustituyendo la condicién y''(£) = 0 en la ecuacidn
e):

- 1 W p2
0 = > T 2 + k,£




sustituyendo k, en (f):

_ 1wt 1 wl 3
O=—=7=F *%¢t -1 g ¢
de donde: )
- 1wl
Ky =37 &1

por lo tanto, con los valores obtenidos de k,; y k,:

Problema III.2

En el siguiente circuito eléctrico, la fuerza electro-
motriz (fem) es de 10 volts, la resistencia R de 2 Q,
la capacidad "c" de 1 F y la inductancia L de 0.1 Hy.
Se desea obtener una expresién para la carga "g" del
circuito:

Figura III.17"
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Por la ley de voltajes dé Kirchhoff:

- fem + Vg + Vi, + Ve = 0

como:

VR = Ri , vV, = L {%%- y ' Ve = cq
se tiene:

Ri + L gi + cq = fem
ademés:

por lo tanto:

2
L —gzg— + R —%%— + ¢cq = fem

sustituyendo los valores de L, R y c:

0.1g'' + 2q' + g = 10

O sea:

q'' + 20g' + 10g = 100 . ... (a)

Las condiciones iniciales se obtienen considerando que
en t = 0 el circuito no tiene. corriente ni carga:

q(0) =0, i(0) =0




como: " ) los valores correspondientes de A, B y C son:
i=gq'
se tiene:
A =10, B=- 10, C = - 200
q'(0) =0 .
por lo tanto, las condiciones iniciales de (a) son: con estos valores: i . _ »
q(0) = q'(0) =0 1 s 1

- 200

qs=10?-10

s2+20s+ 10 + 100 - 100 s?2 + 20s+10+ 100 - 100

Resolviendo la ecuacidn (a) por transformada de Laplace:

- - : - 10X _qp s 200 /90 |
-7 s = Z 2
s*qg - sq(0) - q'(0) + 20 [sqg - q(0)] + 10qg = 120 ‘ s (s+10)% - (V90)2 Y90 (s + 10)2 - (/90) ‘
de donde:
antitransformando:
_ 100 _ A _Bs + C _ -1 T -10
ds s(sZ + 20s + 10) S + sZ + 20s + 20 C{(t) =L {qs} = 10 - 10e 755

|
. - . |
t cosh v90 ¢ - —290 ¢ '*tsenh /IOt
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CAPITULO IV ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

IV.1 LA ECUACION EN DERIVADAS PARCIALES

En una ecuacidén diferencial ordinaria, la variable depen-
diente es funcidén de una sola variable y por lo tanto, las
derivadas que aparecen en la ecuacidén son derivadas ordina-
rias.

Si la variable dependiente, es funcidén de dos o mids varia-
bles, entonces las derivadas que aparecen en la ecuacidén di
ferencial son derivadas parciales, y en este caso, la ecua-
cién recibe el nombre de ecuacidn en dendivadas parciales.

Definicién: Toda igualdad que relaciona a una funcién
desconocida con sus variables independientes y con sus
derivadas parciales, se llama ecuacidn en derivadas par
ciales. Su representacidn general es: -

) 9 9 2 32
F(x, ¥y «ee, U, 5% , 5% P oeeey %;% , ayg , ... ) =0

donde u = u(x, y, ...) es la variable dependiente. .

Ejemplo IV.1

Una barra met&lica de longitud £, tiene una temperatu-
ra T, en uno de sus extremos, y en el otro, una tempera
tura T,. La temperatura T de la barra, es una variable
que depende tanto del punto "x" en el cual se mide, co
mo del instante de tiempo "t" en el que se toma la lec-
tura, por lo tanto T = T(x, t). El modelo matem&tico
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que representa al problema es la ecuacidn:

3°T(x, t) _ cp AT(x, t)

9x2 o =0

donde "c" es el calor especifico, p la densidad del ma
terial y o la conductividad t&rmica del mismo.

7t ees (1)

La expresidn (1) es una ecuacidén en derivadas parciales, en

donde "la variable desconocida es 1la temperatura T, la cual
es funcién de dos variables independientes:
y el tiempo "t".

Ejemplo IV.2
En un problema de lineas de transmisidén eléctrica, en

donde el voltaje "v" y la corriente "i" son funciones
de la distancia "x" y del tiempo "t", esto es:

v = vix, t), i=1i(x, t)

el modelo matemitico correspondiente es el conjunto de
ecuaciones: :

) i .
T 8 g BB gy,
9L(x, t) _ Iv(x, t)

a; = K € — + Sv(x, t)

&stas constituyen un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales.

Ejemplo Iv.3

El Laplaciano de la funcién 6 = 8(x, y, z) es:

2 - "

la posicidn "x"

(2)

Iv.1.1

Si el Laplaciano de 6 es cero, entonces a la funcidn
6 se le llama arménica y a la ecuacibn que se obtiene:

326 926 329 _
%7 + §§T + 327 = 0 ee. (3)

se le llama ecuacién de Laplace.

Otros ejemplos de ecuaciones en derivadas parciales, son
los siguientes:

'B-E + .37 + E =0 oo (4)
. v

%gg + 3% = 6 <.+ (5)

3%u 32u  _ 3u
¥ %7 T weE o5t e (8

2
3%z 8z | _ 3%z

ox2 y dy?2 cee (T)

2 2, \" 2
3°u - du 3%u - 9°u ... (8
dy?2 X +<3y2 ) 9x2 (8)

NOTA: En este capitulo, el nombre de ecuacidn en deri
vadas parciales se abreviari como EDP. -

DEFINICIONES

En la teoria de las ecuaciones en derivadas parciales, exis
ten algunos conceptos que permiten clasificarlas; entre ellos
los siguientes:




a)
b) grado

orden

c) 1linealidad

El orden de una ecuacidn en derivadas parciales se define
similarmente al de una ecuacidn diferencial ordinaria.

Definicién: El orden de una ecuacidn en derivadas par
ciales, es el de la derivada de mayor orden que aparece
en la ecuacidn.

Por ejemplo, las ecuaciones (2) y (4) son de primér orden,
las ecuaciones (1), (3), (6), (7) y (8) son de segundo or-
den y la ecuacidn (S) es de tercer orden.

El grado en una EDP; se define con base en la potencia de
las derivadas que contiene la ecuacién.

Definicibén: El grado de una ecuacidn en derivadas par
ciales, estd dado por la potencia de la derivada de ma |
| yor orden, siempre y cuando la ecuacifn se puede expre
| sar como un polinomio de esa derivada.

Seglin esta definicibn, las ecuaciones (1), (2), (3), (4),
(5), (6) y (7) son de primer grado y la ecuacidn (8) es de
cuarto grado.

La linealidad de una ecuacidn en derivadas parciales, de-
pende de la linealidad de la variable dependiente y sus de
rivadas. Las EDP, ademis de clasificarse en lineales y no
lineales, se clasifican también en cuasilineales.

Definicibn: Una ecuacibn en derivadas parciales es 1li
neal, si lo es en la variable dependiente
rivadas.

y en sus de

Definicibn:
cuasilineal,
'den y no lineal en las otras derivadas o en la varia-
ble dependiente.

Una ecuacibn en derivadas parciales es
si es lineal en la derivada de mayor or-

Una EDP que no satisface ninguna de las dos definiciones
anteriores, es no lineal.

De acuerdo a lo anterior, las ecuaciones (1), (2), (3),
(4), (5) y (6) son lineales, la ecuacién (7) es cuasilineal
Yy la ecuacidn (8) es no lineal. Algunos ejemplos adiciona-
les de ecuaciones cuasilineales son:

3%u u 2
m+u-ﬁ=u

IV.1.2 LA SOLUCION DE UNA ECUACION EN DERIVADAS PARCIALES

El método de resolucidn de una ecuacidn en derivadas parcia
les con variable dependiente "u", consiste en obtener una fun
cién "u", tal que, junto con todas sus derivadas parciales, —
satisfagan a la ecuacién. A esta funcién "u" se le llama 40
Lucidn de La EDP. -

Los conceptos de solucidn general y solucidn particular, tam
bién estdn definidos para las ecuaciones en derivadas parcia
les.

Definicibn: Una funcidn u(x, y, ...) es solucidn ge
neral de una ecuacidn en derivadas parciales de orden
"n", si la satisface al sustituirla en ella y ademés
involucra "n" funciones arbitrarias diferentes.
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A diferencia de lo que sucede en las ecuaciones d1ferenc1a Ejemplo IV.5
les ordinarias, en donde la solucidn general contiene cons .
tantes arbitrarias, en las EDP la soluc16n general contiene Sea la EDP de segundo orden:
funciones arbitrarias. :
A 3%u 3%2u 3%u -
XTI 3 %y + 2 35z < 0 ... (a)

Ejemplo IV.4

Sea la EDP lineal de primer orden: Para verificar si la funcidn:

) u=f,(ax + ay) + f,(2xa + ay) ... (b)
3 oD '
_JigE%XL.- 2x __EigéjQ— =0 cee (@) es solucidn de la ecuacibén, donde "a" es constante, se

obtienen las segundas derlvadas de "u":

y la funcidn: R
m% = af] + 2af}
ulx, y) = f(ax* + ay + b) ee. (b)
3y af] + af,
Para comprobar si esta func16n es solucidn de la ecua

cibén dada, . se obtienen las derlvadas de la funcibn res ' 3%u = aZf" 4 4a2f"n
pecto a x, y con respecto a "y" ‘ axz 1 2
321.1 2 2
L e—— = a‘f' 4+ a‘fM
o= 2axs 3y? : :
du %u- _ 2
W =af! W = a f;' + 2a f;'

y se sustituyen en la ecuacién (a): y se sustituyen en la ecuacién (a):

a?fl' +4a’f) - 3(a’f]' + 2a’£)) + 2(a2fy +a’f)') =0

2axf' - 2xaf'= 0 factorizando:
0=0 : -
(a? - 3a® + 2a%)f}]' + (4a? - 6a® + 2a?)fy

|
o

v 0=0
Como la EDP se satisface con la funcién dada, se con-
cluye que ésta si es -solucibdn, ademds involucra una -
funcidén arbitraria, por lo tanto, es la solucidn gene- por lo tanto, la funcidén "u", satisface a la EDP, lo
ral. que significa que "u" es su solucibn general.




Como se puede observar, una EDP posee una solucidn de es-
tructura mis compleja que la de otros tipos de ecuaciones.
Una ecuacibn algebraica es resuelta por nimeros, una ecua-
cibén diferencial ordinaria, por una familia de curvas defini
das por una funcién, pero una EDP es resuelta por una fun-
cibén que involucra varias funciones arbitrarias.

En el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, las solu-
ciones particulares se obtienen al valuar las constantes ar-
bitrarias de la solucidn general,
luciones particulares se obtienen al especificar las funcio-
nes arbitrarias de 1la soluc1on general. Por ejemplo, a par-
tir de la solucibn:

u = f, (ax + ay) + f,(2ax + ay)

de la EDP del ejemplo IV.5, se pueden obtener soluciones par
tlculares, como las s1gu1entes.

u=x+y+ ¥ty

=
I

sen (2x + 2y) + cos(4x + 2y)

Ln(4x + 4y) + (8x + 4y)?.

e
I

.

las cuales se obtienen simplemente especificando funciones
f, y £, arbitrariamente. En un problema fisico, la soluciédn
particular se determina tomando en cuenta las condiciones ini
ciales y de frontera del problema.

IV.2 METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

Un método de resolucidn que se puede aplicar a un gran nG-
mero de ecuaciones en derivadas parciales, es el llamado m¢
todo de separacidn de variables.

y en el caso de EDP las so

El método consiste en suponer que la solucién de una EDP,
con dos variables independientes, puede factorizarse en el
producto de dos funciones, cada una de las cuales depende
sdlo de una de las variables. Es decir, si u(x, y) es laso
lucidén buscada, entonces:

u(x, y) = F(x) - G(y) eee (9)

ut111zando esta hipdtesis, se sustituye la funcién (9)
la ecuacidn, y se procede a determinar las funciones F y G
para que la ecuacidn se satisfaga. Este procedimiento re-
quiere de separar las variables F y G e igualar a una cons-
tante. E1 método se describe en el siguiente ejemplo:

Ejemplo IV.6

Para resolver con el método de separacién de variables
la siguiente EDP:

33u _ 4 3%u (a)
7€’ T 7 3tex o c-e (2

se establece la siguiente hipbtesis:

La solucidn u(t, x) es tal, que se puede expresar co-
mo el producto de las funciones F{(x) y G(t), esto es:

u(t, x) = G(t) « F(x) ... (b)
Si la funcidn "u" propuesta en (b) es solucién de la

EDP, debe satisfacerla.

Derivando u = F(x) + G(t), para sustituir en (a):

dG(t)

T = F(x) T = F(x)G' (t)

119
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2 .
- Feet ()

3
- Foet () ...
3%u dF (x)

- ] pu— 3 .
m = G (t) T— G'(t)‘F'(X) H oo
sustituyendo (c) y (d) en la EDP, se tiene:

G''""(t)F(x) = 4G' {t)F' (x) .

separando laslvariables Fy G:

G''' (t) - F' (x)
4G (t) F (x) tec

Obsérvese que el miembro izquierdo de (f) es funcién
s6lo de "t", por tanto el miembro derecho también debe
ria serlo. Por otra parte, el miembro derecho es fun-—
cidén sblo de "x", por tanto, el miembro izquierdo tam-
bién deberia serlo. La finica forma de darle validez a
(f), es considerar que ambos miembros son iguales a una
misma constante, la cual serd llamada consdtante de sepa
racién. Esto es: -

GUU() | F'(x) _
AT (tY S 2 673 te

dado que la constante o es indeterminada, se deber&n
considerar todos sus posibles valores: positivo, nega-
tivo y nulo. En un problema fisico, el valor de 1la
constante se obtiene de las condiciones iniciales o de
frontera del problema; en este caso, como no fueron
proporcionadas, se analizar8n los tres casos:

k%2 >0
a= {-%k%<0
0

(c)

(a)

(e)

(£f)

(g)

CASO A. a = k2~

=2

Sustituyendo d.= k%, en (g):

G'!l(t)._

2 - 12
Gty k ’ F(x) k
esto es:

G'''(t) - 4k%G'(t) = 0, F'(x) - k?F(x) = 0

ambas ecuaciones diferenciales ordinarias son homogé-
neas y por tanto pueden ser facilmente resueltas; sus
soluciones respectivas son:

’ 2
F(x) = clek X
G(t) = c, + caezkt + cwe-zkt
la solucién de la EDP dada es: .
k? kt

ulx, t) = F(x)G(t) = c,e* ¥(c, + c e® t + ¢ o 2Kt

como se establecid en la hipbtesis.

Para comprobar que la expresidn anterior resuelve a la
EDP del problema; se obtienen las derivadas Uppe ¥ 4utx:

k?x 2kt k? 2kt

u, = 2c,e” “kcye - 2c,e xkc“e_
2 2 -
U, = 4c1ek xkzcae2kt + dc, X Xx2e, o2kt
2 ' 24 . '
uttt\= 8k3°1°3ek x¢2kt - 8k3clc“ek e 2kt cee (1)

) ... (h)
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3 12 - ’ . . .
4utx - 4(kc3e2kt . 2k2c,ck X _ ke, e 2kt -2k2c1ek2x) las soluciones de estas ecuaciones son:
2 V24 _ F(x) = C,
4u, = 8ksclc3ek Xozkt _ 8kac,c“ek x, 2kt e ()
£x G(t) = c,t? + c,t + c,

de la comparacidén de (i) con (j) se concluye gue la ecua

cién (a) se satisface con la funcidén (h). por lo tanto la solupién de (a) es:

u(x, t) = c,(c,t? + c3t + cy)

CASO B. a = = k?
Sustituyendo a = - k? en (qg):
Matemdticamente existen tres soluciones para la EDP. Sin
G'''(e) _ k2 F' (x) _ _ 2 embargo, para el caso de un problema fisico modelado por
4G' (t) ’ F(x) . » una ecuacidn de este tipo, con condiciones iniciales y/o
de frontera, sb6lo deberd existir una solucidén. En tal cir-
esto es: cunstancia, la aplicacidén de dichas condiciones a cada una

. de las soluciones, permitird discernir cudl es la verdade-
g ra, determinidndose de esta manera, el valor correspondien-
G'''(t) + 4k*G'(t) =0 ; F'(x) + k’F(x) =0 ; te de a. ’ P '

cuyas soluciones son, respectivamente: ,
Analizando la solucidn en cada uno de los casos, obtenida

-k?x por el método de separacidn de variables, se pueden apre-
ciar las siguientes caracteristicas:

F(x) = c,e

G(t)

c, + c,cos 2kt + c,sen 2kt ;

2 1. 1La forma de la solucién no esti de acuerdo con la de-
finicién de solucidén general, ya que no aparecen fun-
. . . . ciones, sino constantes arbitrarias.
la solucidn correspondiente en este caso es: » Sin
—k%x : 2. El nimero de constantes arbitrarias no corresponde al
c,e (c, + cycos 2kt + c,sen 2kt) orden de la EDP.

1]

u(x, t)

Las constantes, cuya aparicidén se explica por el hecho de
haber transformado la EDP original en un conjunto indepen-
diente de ecuaciones diferenciales ordinarias, y la cir-

CASO C. a =0 ) cunstancia de existir funciones especificas y no arbitra-

rias en la solucidn, conforman un esquema al que se ha de-

nominado so0lucién completa de La EDP. Este tipo de solu-

ciones son especialmente Gitiles en problemas de valores

iniciales o en la frontera, ya que siempre resulta mis fa-

G (E) 0 F'(x) 0 cil determinar el valor de una constante, que especificar
- r

4G (t) una funcidn.

Sustituyendo a = 0, en (g):
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Ejemplo IV.7

Las siguientes EDP modelan un problema de lineas de
transmisidén eléctrica:

av(x, t). 9i(x, t)

= = 1 _at + Ri(x, t) e (@)
_ ooi(x, t) _ vix, t)
éx = K € + Svi(x, t)

Se desea obtener una éxpresidn para la corriente eléc¢-
trica "i", considerando_los valores L = 0, R=§ =1,

K = %? y las condiciones de frontera:

ai(oé t)  _ ot ... (b)
i(‘a’ t) ._.0 oo (C)

Sustituyendo los valores R, L, S y K en ka), se ob-

tiene:
] . ’
- 5%- =i ee. (@)
- %% = %ﬁ %%'+ v ) ee. (e)

sustituyendo en esta Gltima, la ecuacidn (d):

(s3]
N

i_ 1 98 .
XZ—CTt(l) 1

(<34

multiplicando por - 1:

921 1 9i

-t i cee ()

La ecuacidn (f) es una EDP cuya variable dependiente
i(x, t), es la funcidn que se desea conocer en el pro
blema. .

Por el método de separacibdn de variables, la solucién
de la ecuacibén (f), es de la forma:

i(x, t) = F(x)G(t) ... (g)

por lo tanto, derivando (g) con respecto a "x" y con
respecto a "t":

2
%-% = G(t)F" (x)

X
9i _ | )

5t = F(x)G' (¢)
y sustituyendo en la ecuacibn (f):

GE)F" (x) = 1§-F(x)c'(t) + F(x)G(t)

separando las variables F y G e igualando a la constan-
te de separacibn, se obtiene:

F" (x) _ _ G'(¢t)

= =—(—)_cGt + 1 =aq ee. (h)

A continuacibn se analizan los tres casos posibles:
CASO A. o = k?

Con este valor de a, se tiene, de la ecuacién (h):

F" (x) - k2F(x) = 0



cuya solucibn es:

F(x) = c,e* + c,e K¥ cee (1)

el valor de las constantes c, y ¢, se determina median
te la condicifn de frontera (c):

i(g, t) = F)G(t) =0

esta identidad se verifica si G(t) es cero o bien si
F(L) es cero. Si G(t) = 0, entonces i =F(x)G(t)+ O,
esto es, la solucibn de la ecuacidn (f) es trivial,
por lo tanto, lo que debe valer cero es F({£).

Considerando F(£) = 0 en (i):

ke -k

F(2) = c,e " + c,e =0 eee (3)

como ekz y e ke son cantidades positivas diferentes, pa
ra k # 0, se concluye que (j) se satisface para valores
c, =c, = 0, esto sustituido en (i) conduce a la solu-
cién trivial:

F(x) = 0, %x

lo que a su vez hace que:

i(x, t) = F(x)G(t) =0
esta solucidn trivial no es aceptable para el problema,

por lo que el valor a = k? no es el adecuado.

"CASO B. o = - k?

‘Sustituyendo o = - k? en (h), se obtiene la ecuacibn:

F" (x) + k®F(x) = 0

cuya solucidn es:

F(x) = c,coskx + c,senkx
utilizando la condicién F(£) = 0:

F(£) = 0 = c,cos k& + cysen k& ... (k)

dado que el seno y coseno no son simult&neamente nulos
para un mismo valor del argumento, se concluye que s6-
locon c, =c, =0, se verifica la identidad (k). Es-
to, como en el caso anterior, conduce a la solucidn
trivial, que carece de sentido en el problema.

cAsO C. o =0

Con este valor de a, se ostiene de la ecuacién (h):

G'(t) . 4 _ ' =
oG +1=0 g'(t) + cG(t) =0
su solucibn es:
G(t) = c,e °t eee (1)

Para poder utilizar la segunda condicidn de frontera,
se procede de la siguiente forma:

como:

i(x, t) = F(x)G(t)
entonces:

3£ = F(0)G' (t)
por la condicidn (b):

9i (0, t)

€ = F(O)Q'(t) =e e (HQ
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derivando (1) y sustituyendo en (m):

31(0{: t) = F(0) E_ c‘cle'ct:l - e—ct

de donde:

-1

C, =EF(T)— H e (n)

para determinar el valor de F(0), se resuelve la ecua-
cidén en F(x), que aparece en (h) con a = 0:

F'' (x) .
—_F x) =0

la solucidn de. esta ecuacidn es:

F(x) = c,x + ¢, ce. (0)

valuando esta solucidn en x = 0:

F(0) =¢,(0) + c, = c,
por lo tanto, sustituyendo F(0) = c, en (n):
=g
de donde:
c,c, = iél ceo (p)
En el caso (A) de este ejemplo, se obtuvo que F(£) = 0,

por lo tanto, considerando esto en F(x) = C,X + Cy:

F(L) = co2£ + c3 =0

de donde:

C3 == cCc,,2 ;

multiplicando por c,;:
€1C;3 = = c,c,L ;

sustituyendo en. (p):

- c,c,L = %%
1
clcz = E e (q)

la solucidn de laecuacién (f), se obtiene multiplicando
las ecuaciones (1) y (o):

. - - -c
i(x, t) = (cpx + ¢;) (c,e Ct) = Cc,CyXxe ct + c,c3e t

sustituyendo (p) y (q):

i(x, t) = Tlc xe Ct -% et

ésta es la solucibn particular del problema, ya que no
contiene funciones arbitrarias, ni constantes arbitra-
rias.




IV.3 SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER

La serie fndigonométrica de Foundier es utilizada para diver
sos problemas de ingenieria, en este capitulo se dari sola-
mente una introduccidén a la misma; con el objeto de poder
determinar la solucién particular de ciertas ecuaciones en
derivadas parciales, las cuales se estudiaridn mids adelante.

Sea el espacio vectorial W, de las funciones f(x) definidas
en el intervalo - L < x < L. Si se define el producto inter
no como:

L
(£ | q9) =J~ f(x)g(x)dx
-L

entonces, se puede demostrar que el conjunto de funciones:

A=’ (sen =%~ , n=1,2,...), (cos T, n=0,1,2, )}
0 sea
A = {1 sen =X cos —X sen 2mx cas 21X

’ L ’ L ’ L 17 L ’ LI 4

es un conjunto ortogonal de W, y por lo tanto, una base de
W, donde cualquier funcidon de W, puede representarse como
una combinacidén lineal de los elementos de la base, esto
es:

N ® nmx nmx
f(x) =c + I (an cos —— + bn sen T ), ¥ f(x)eW ... (10)

Para demostrar que A es un conjunto ortogonal de W, bastari
verificar que el producto interno de todo par de vectores di
ferentes del conjunto A, debe ser igual a cero, esto es:

L
J cos n;x cos m;x dx = 0 ; n#m ... (@)
-L
L
J sen ngx sen mgx dx = 0 ; n#m ... (b)
-L
L
J sen ngx cos mgx dx = 0 ; ¥n,m cee ()
-L
Verificando la primera integral (a):
L
I = .[ cos n;x cos mgx dx; n#m
-L
si:
= X . =
B = T ds I dx

entonces para x = L:

B = T =7
y para x = = L:
B = _EL = -1

con lo cual la integral se puede escribir:

-
i
=|ﬁ

m
J. cos nB cos mBdB

-
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ademds como: ) en donde:
L
v mmx
cos nf cos mB=—;- [cos (n + m)B + cos (n- m)B ) ' . f ¢ sen —p— dx =0
-L
se tiene:
: por (c):
L (71 ‘ ' ' :
I == f - [cos (n + m)B + cos (n- m)B ]dB L
Tl : cos 21X gen -HTX
L L
-L
. ™
_ L sen (n +m) B sen (n -m) B
= 2r [ n+m h-m =0 por (b):
-T
L .
nmx mrx _
la verificacidn de las integrales (b) y (c) se realiza en J. sen L sen L dx =
forma anidloga. : -L

Para determinar los coeficientes a bn y c de la serie
(10), se procederd de la siguiente manera:

mmx

Multiplicando ambos miembros de (10) por sen
tegrando de - L a L: .

de donde:
L L L .
f f(x) senm-;—x- dx=f c senrig—x-dx+ z anf cos _ngx sen m_gx ax +
-L -L n=1 -L bm
- . ‘ o bien:
L
nmx mwx
+bn[ sen—-L—seanx ee. (@) by
-L

por lo tanto:

L
dx; e in I
. L

1

L

f(x) sen —E%E— dx =

L,

f f(x) sen
- L
L

f f(x) sen
-L

byl ;

T
mLX Adx'
nzx ax;

¥ n, m

para n

para

1
3

=L'

para n =

m



andlogamente, multiplicando (10) por cos —E%E— dx, e inte-

-grando de -L a L:

L . L L
mx _ mrx ® nmx mrx
J' f(x) cos = dx= f c cos - dx + ):_l anf cos =g~ cos —— dx +
-L -L n= -L

L
+ bp [ sen 2%§ cos E%ﬁ dx . (e)
-L
donde:
L ‘ 0 ;m=1, 2, 3,
mTx
J. c cos T dx =
-L 2cL; m =-0
por (c):
L .
sen 21X cos X _gx = 0 ; ¥ n, m
L L
-L
por (a):
0 ; para n # m
L
f cos n;x cos m;x dx = L _—
-L cos? —5—dx =L ; paran =

por lo tanto:

L .
J. f(x) cos m;x dx = ajL ; n=m=1, 2, 3,
-1 ! .

de donde:
. L
ap = %T J. f(x) cos mzx dx ; n=m
-L
o bien:
L
an=-—i— J f(x) cos n;x dx, n=1,2,3,...
-L

cuando m = 0, en (e):

L
a, = %—/ f (x)dx

-L
Resumiendo, la serie:

.0
f(x) = %% a, +r (ap cos + bp sen
. n=1

nmx nmx

) ...

e (12)

cee (13)

(14)
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se llama serie trigonométrica de Fourier de la funcibn f (x) i b cosx
en el intervalo - L < x < L, donde:
L N
1 - '
a, = —ITJ f(x)dx . ... (15)
< —L »
L
m
a = %f £(x) cos 21X dx; n=1, 2, 3, ... (16) R
| L .
b, = %f £(x) sen 2% ax ; n=1, 2, 3,... 17
: -L
Para obtener los coeficientes de la serie trigonométrica
de Fourier de una funcién f(x), se puede simplificar el . L
proceso de integracidén si se considera la simetria de las - Figura IV.1 Funcidn par
funciones involucradas.
|
4senx
Definicidn: Una funcidn f(x) definida en el intervalo
|-L < x £ L, se llama funcidn par, si:
f(-x) = £(x) ; ¥ x € Dominio
. Yy se llama funcidn impar si: “x
f(-x) = -f(x) ; ¥x€ Dominio

Los ejemplos cldsicos de funcién par y funcién impar, son
la funcidn cos x y la funcién sen x respectivamente. Ver fi

guras IV.1 y IV.1.1. _ Figura IV.1.1 Funcibn impar




La integral de una funcidén par se simplifica de la siguien
te manera: |

L » L
J. f(x)dx = 2 J. f(x)dx
-L

[¢]

y la. integral de una funcién impar:
L

.[ f(x)dx =0
-L

Ademds la multiplicacidén de funciones pares e impares, obe-
dece las siguientes reglas:

(par) (par) = (impar) (impar) par

(par) (impar) = (impar) (par) = impar

La integral de un producto de funciones par e impar es ce-
ro. De lo anterior, se concluye lo siguiente:

a) En la serie trigonométrica de Fourier de una funcién
par, el coeficiente b, es igual a cero, ya que:

- L
by = %? Jﬁ Lf(x) sen -2%5— dx

y siendo f(x) par y sen ngx

funcidn impar g(x), para la cual se sabe que:

L
j~ g(x)dx = 0
-L ‘

b)  En la serie trigonométrica de Fourier de una funcién im
par, los coeficientes a, y a, son cero, por la razdn ex
puesta anteriormente.

impar, su producto es una

Ejemplo 1IV.8

Determinar la serie trigonométrica de Fourier de la

funcidn f(x).

(Véase siguiente figura).

4 £(x)

-

- - — —
|

Esta funcidn

[c e}
£(x) = 5 ag + L
n=

Figura IV.2

estd definida de -m a m, por lo tanto:

1
(ap cos nx + b, sen nx)

2 1
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1]
o
<

Como f(x) es una funcibn impar, a, = a,

1 ™
b, = Tf f(x) sen nx dx

2 " S
= < f f(x) sen nx dx
o

2 .
=—f sen nx dx

™ Jo
bp = niw' (1 - cos nm)

por lo tanto:

sen 3x + % sen 5x + ...)

w|r

= 4
f(x) = -

(senx +.

En la siguiente figura aparece tanto la funcién f (x),
como los dos primeros términos de la serie: .

—?-‘— (senx + % sen 3x)

Af(x)

=<V

Figura 1IV.3

Como se puede apreciar, a medida que se tomen méds tér
minos de la serie, la aproximacidn a f(x) va mejorando.

IV.3.1 CASOS PARTICULARES DE LA SERIE TRIGONOMETRICA
DE FOURIER

Dos casos especificos de la serie trigonométrica de Fou-
rier, se presentan cuando los coeficientes a, y a, son ce
ro y cuando by, es cero. En el primer caso la serie reci
be el nombre de serie seno de Fourier y en el segundo, el
de serie coseno de Fourier.




CASO A. SERIE SENO DE FOURIER

Sea f(x) una funcidén definida en el intervalo -L < x < L,
si g(x) es una funcidén tal que:

f(x) ; 0 <x <L
g(x) =
-f(-x); -L <x <0

entonces g(x) es una funcidén impar, y como los coeficientes
a, ¥ a de la serie trigonométrica de Fourier de una fun-
cién impar son nulos, se tiene:

g(x) = £ bp sen nzx , -L < x <L
n=1
donde:
L
b, = %f J. g(x) sen n;x dx ; n=1, 2, 3,
-L

como g(x) y sen son funciones impares, su producto es

m
L
una .-funcidn par, y entonces:

L
_ 2 nrx
by = T j g(x) sen -5 dx
o
~Como g(x) = f(x) para 0 < x < L, se tiene:

[0¢]
f(x) = I b, sen
n

=1

- 0 <x <L ce. (18)

donde:

L
2 .
b, = N Jp f(x) sen —E%E— dx , n=1,2, 3, ...
o .

La serie (18) se llama serie seno de Fourier de la funcidn
f(x).
)

CASO B. SERIE COSENO DE FOURIER

Sea f(x) una funcidn definida en el intervalo -L < x < L
si g(x) es una funcidén tal que:

[ £(x) ; 0 <x <L
g(x) =

f(-x) ; -L <x <20

entonces g(x) es una funcidén par, y como el coeficiente by
de su serie trigonométrica de Fourier es cero, se tiene:

g(x) = 5 2 * DX -L < x <L
n

donde:

an n=20,1,2,3,...

L .
1 nmx .
T JT g(x) cos T dx ;
-L
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como g(x) y cos n;x

una funcidn par, entonces:

son funciones pares, su producto es

L N
ap = LJ g(X) cos 2IX_ gx

L I i n=20,1,2,3,...
o .
como g(x) = f£(x) para 0 < x < L, se tiene:
- .
f(x) = %? a, + f ap cos n;x i 0 <x <L ee. (19)
=1
donde:
L
an = %% J. f(x) cos nzx ax ; n=20,1,2,...
o

La serie (19) se llama serie coseno de Fourier de 1a fun-
cién f(x).

Ejemplo IV.9

Determinar la serie seno de Fourier de la funcidn
f(x) = x, en el intervalo 0 < x < 1:

0 <x <1

©
f(x) = I bp sen nmx ;
n=1

donde:

1
bn=ZI X sen ntxdx ; n=1,2,3,...
o

— 1
_ X 1
by = 2_ an COS nTx + 757 sen nnx]o
= 2 ——l— os nTm + -—Tiy— sen nm
T Sl ¢ n4mw
et n
-2 enn]
= 2 1, a=1,23, ...
por lo tanto:
X 2 n
f(x) = §=1 o (-1)" sen nmx

2 1 _ L
- (- sen TX + 5= sen 2mx 3~ sen 3mX + ...)

Ejemplo IV.10

Determinar la serie coseno de Fourier de la funcidn
f(x) = x, 0 < x < 1.

La serie coseno es:

1 b 0<x <1
f£(x) = 5 a, + I ap cos nmx ; X
n=1
donde:
1 .
an = 2 J. Xx.cos nmxdx , n=20,1,2,...

o




para n =1, 2, ...

1 - —
an = 2 J.' Xcos nmxdx = vl 1 + cos nw |

o , - -

|
1
[
+
—~
[
~

= Tn2m2

por lo tanto:

e .
f(x) = % +5 —2 I:-l + (-1)° cos nmwx

- IV.4 APLICACIONES

Considérese una cuerda tensa e inicialmente en reposo
como se muestra en la figura IV.4. La cuerda, de lon-
gitud £, estd fija en sus extremos (tal es el caso de
‘una cuerda de guitarra, por ejemplo).

Au

Figura IV.4

Si se le desplaza en el instante t = 0, para proporcio
narle una condicidn inicial, esto es, se estira la cuer
da flexible hasta que sufra un alargamiento 51gn1f1cat1
vo y después se suelta; la cuerda comenzari a vibrar en
el plano u - Xx.

Sea "u" el desplazamiento experimentado por la cuerda
a partir de su posicidn original, como se muestra en la
figura 1IV.5.

"

Cuerda en un-instante t20

=V

Figura 1IV.5

Es un hecho que el valor de "u" depende de dos varia
bles independientes. Para un instante "t" cualquiera
el valor de "u" depende del valor de "x" paraelcual
se mide; pero para otro valor de "t", la posicibn de
la cuerda habr&d cambiado y. el valor de "u" ser8 dis-
tinto para un mlsmo valor de "x", por lo tanto
u = u((x, t).

Para propSsitos de derivar y obtener el modelo mate-
mitico que represente a este problema, se considera
en la siguiente figura, que la tensidn T es constante
a lo largo de toda la cuerda en un instante "t" deter
minado.
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As

A _——"T _ {hu

o |

Figura IV.6

Se obtiene entonces, que la fuerza restitutiva de la
cuerda es:

Fr = ma ;

la aceleracibn de. un elemento As de la cuerda estd da-
da por:

o d%u(lx, t)
a = —/73ez

la masa del elemento As es:

m= pAs,

siendo p la masa de la cuerda por unidad de longitud,
se tiene:

2
Fr = pAs —o 3 cee (20)

Para calcular Fr se deberd tener presente que la fuer
za efectiva, es decir, la fuerza que produce el despla
zamiento "u" estd dada por el desequilibrio entre las
componentes. de la tensidn en los extremos del elemento
As paralelas al eje "u", ya que el movimiento es en el
plano x - u. Esto es, si se representa con TvA y TvB

a las componentes verticales de la tensibén en los ex-
tremos A y B del elemento, respectivamente, se tiene:

Fr = TvB - TvA

donde el signo menos indica que Tv, se dirige hacia a-
bajo.

En la figura IV.7, la componente vertical de la ten-
sidn en el punto A de la cuerda, es T sen a; pero da-

. do que a es un angulo pequefio, entonces:

sen o ~ tan o = 24
Ax
a _ Au
e tal manera que: Tvp = T 5% i
en el limite, cuando Ax + 0, dicha componente ser&:
_ Ju
TVA._ T %

=¥

Figura IV.7



Por otro lado, se puede ver que la componente vertical
de la tensidn T en el punto B, puede ser considerada co
mo la componente vertical de la tensién en A mds el in-
cremento de la componente en A cuando "x" se incrementa
en Ax. Es decir:

_ ) du B
TVB—T—+KT<E)AX

por lo tanto,; la fuerza restauradora del elemento As,
es:

Er'= T =27 Ax : ... (21)

sustituyendo en (20):

82 3%u
Ax = pAs Ty

Dado que el elemento As considerado es pequefio, se
supondrd que Ax % As, con lo cual el modelo matemiti-
co de la cuerda vibrante, conocido como ecuacdfn de
onda es: )

2 3%u .
p 28 -l cee (22)

-3
=4

Q|

Como la tensién T y la masa p de la cuerda por unidad
de longitud son positivas, %% también es positivo.
Por tanto, si:

T
0

c? =

135

se tiene la forma con que cominmente se presenta la e-
cuacidn: ) :

%
N
[
~
58]
~
=1

<e. (23)

i
il

Esta ecuacidn no sblo se aplica a la cuerda vibrante,
sino también modela fendmenos como el de vibraciones

‘longitudinales en una barra, propagacién de ondas sono

ras en tuberias, transmisién eléctrica en cables alsla
dos de baja resistencia, oscilaciones torsionales en”
una varilla, propagacidén de olas en un canal sin cam-
bios de direccién y otros.

La ecuacidn (23) puede ser escrita como:

3%u '
m'c -Bx—2=0 .o (24)

Problema IV.1

Considérese una cuerda eldstica de longitud £, sujeta
en sus extremos. Se toma la cuerda a la mitad y se
desplaza verticalmente a unidades como se muestra en
la figura IV.8.

YA cuerda en t=0

Figura IV.8
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La cuerda se suelta en t= 0 y comienza a vibrar de tal
manera que la magnitud de la vibracidn es la variable
y(x, t). El modelo matemdtico del problema estd repre-
sentado por la ecuacidn de onda:

2 2
3°Y _ L2 3
ser = o 5k

como la cuerda est8 fija en sus extremos x = 0 y x.= £,
se establecen las siguientes condiciones de frontera:

.y (0, t)

[}
o

o

"
o

y£, t)

De los datos del problema, se tienen dos condiciones
iniciales:

y(x, 0)= f(x) =

la condicidn (e) fepresenta la velocidad de la cuerda
en el instante t = 0.

Para resolver la ecuacidén de onda (a), se aplicaréd el

método de separacibén de variables; por lo tanto, la so
lucibn de la ecuacibén es de la forma: -

yix, t) = u(x)v(t) eee

(a)

(b)
(c)

(@)

(e)

(£)

sustituyendo (f) en (a):
“u(x)vU(t) = c2u" (x)v(t)
separando variables:

V" (t) - cz ull (x)
v(t ©ou(x)

de donde:

2 _u''(x)

c _uT’_x = k oo (g)
vl' (t) _
W =k ... (h)

donde "k" es una constante de separacibn.

/
Para determinar el valor de la constante "k", se ana-
lizardn los casos:

CAsSO A. k = 0.

Resolviendo la ecuacidén (g) con k = 0:

c2 u" (X) =0
u (X)
de donde:
uﬁ(x)= 0

la solucidn de esta ecuacidn es:

u(x) = ¢, + c,x oo (1)




donde c, y c, son constantes arbitrarias.

Para deter-

minar el valor de estas constantes, se considerarén las

condiciones de frontera.

Como:
Y(oi t) =0
Y
y(x, t) = u(x)v(t)
se tiene:
y(0, t) = u(0)v(t) = eee (9)
como:
Y(zt t) =0
y
yix, t) = ux)v(t) :
se tiene:
3 y£, t) = u@)v(t) =0 .. (k)
Las ecuaciones (j) y (k) se satisfacen con v(t) =0,

pero esto implicarfa que y(x, t) = u(x)v(t) = 0, o sea
que la cuerda no vibra:. Como esto no es aceptable, en
tonces para que (j) y (k) se satisfagan, se debe cum-
plir: )

0

u (0)
cee (1)

u(L) 0

Considerando las condiciones (1) en la funcidén. (i) se
obtiene:

u(0)

|
o

c, + c,(0)

u(L)

1}

c, +c,£ =0
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de donde ¢; = c, = 0, y en consecuencia u(x) = 0.

Este resultado no puede ser aceptado, ya que si u(x)=d,
implica que y(x, t) = u(x)v(t) = 0. Por lo tanto k = 0
no es aceptable para el problema.

CASO B. k > 0.

Con k > 0 la ecuacibén diferencial (g) se representa:

" ) k
u' (x) - g7 ulx) =0 ; k >0
y su solucidn es:
- R
u(x) = c,e¢ -+ c,e © ee. (m)

considerando lascondiciones (1) en esta funcidén, se ob
tienen: -

u(0)

1]
Q
+
Q
[}

o

u(g)

]

(o]
-

©

este sistema de ecuaciones algebraicas es homogéneo y
su Gnica solucidn para k > 0 es la solucién trivial:

€, =¢, =0

Con ¢, = c, =0, la funcibén (m) es u(x) = 0. Este re

sultado implica que la cuerda no vibra, por lo tanto,
k > 0, tampoco es aceptable.
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CASO C. k < 0

Considerando k = - a?, para que k < 0, la ec@acién (g)

se representa:

> u(x) = 0

2
o
u'" =
(x) z
la solucidn es:

o o
uv(x) = c,cos - X + c,sen - X eee (n)

Con las condiciones (1)‘ en (n) se obtienen:

u(0) =¢, =0
a o _
u(g) = c,cos —C—Z + c,sen -—c—-!, =0
Este sistema se satisface con ¢, = ¢, = 0; sin embar-

go, esto implicaria que u(x) es igual a cero.

Otra forma de satisfacer al sistema de ecuaciones, es
con c, =0, c, # 0 y sen —g‘— £ = 0; de esta manera:

u(x) = czsen —z-x ; c, #0 c.. (0O)

Los valores del argumento, para los cuales sen —(‘;‘4-£= 0

son:
a
7’['—'1'1", n=0,1,3,...
| .
| de donde:
|
cnm
¢ =7
como k = -a2< 0:
2,22

k=--°ﬁ_; n=1,2,3, ...- ... (p)

Obsérvese que en la expresidn para "k", no se ha con-
siderado el valor n = 0. La razdn es que si n = 0, en
tonces k = 0, lo cual contradice la consideracidn de
que k < 0.

Con el valor de "k" determinado, la solucidn de laecua
cidén diferencial (g) representada por (o), queda:

u((x) = c,sen nle' X n=1, 2, 3, ... oo (q)
. . c?n?y?
La solucién de la ecuacién (h) con k = - —g — es:

v(t) =c3cos%}"—t+c,,sen—cx£"—t B n=l-,2,3,...(r)

sustituyendo las funciones'(q) y (r) en (f): ) . '

y(x, t) = (c,sen -%"— x) (cjcos %}-n—t +c,sen %}"—t); n=1,2,3,...
0 bien:
y(x, t) = (sen 221 x) (b cos %r—‘lt+ a sen _z___cmr t) ee. (s)

n=1, 2} 3, ...

donde a = C,Cy ¥ b = c,c;.

Como se puede apreciar de la expresidn (s), se tiene
una solucidén de la ecuacidn de. onda para cada valor
de "n", y por ser la ecuacién lineal, la suma de to-
das las soluciones también es solucidn, esto es:

8

c T
y(x, t) = r§= (sen —nzlx ) (bn cos ——Izm—'t+ a, sen —c%—t) ces ()

1




Para determinar una solucidn particular del problema,
se determinar&n las constantes bp y ap de la solucidn
(t), utilizando las condiciones iniciales.

Considerando la condicidn (d) en (t), se obtiene:

_ ee. ()

y(x, 0) = £(x) = bn sen %”—x

S

=1

esta expresidén representa la serie seno de Fourier de
la funcidn f(x) en el intervalo 0 < x < £, por lo tan-
to el coeficiente b se puede calcular:

x dx

L
bn=-%f f(x) sen n;
o

sustituyendo la funcién f (x) definida en (a):

'y L
2 [ 2a 22 4 2a) sen 5T x ax
bn =7 (7 x) sen - xdx+ (-7 x sen - X
o 1/2
= 8a sen 2L n=1,2,3 v)
712 7 ’ r “r Dr e ..

considerando la condicidén inicial (e) en la solucidn

se tiene:

dy(x, t) -
t n):=1 )2

t=0

(),

de donde ap = 0.
“Sustituyendo las constantes an y bn en la solucidn
(t); se obtiene:

© nm 8a nm nmc
yix,t) =1 ( sen X ) ( ——p— sen —5— cos t) e. (W)
! n= Z‘ nZm v2 z

= 8a sen1T xcosﬁt- 8a sen 31Txcos me t +
o e T J2 9m2 )4 z

+ 8a sen S 5mc £ -
TZ5pT SeM Tpo X C0S —p— - ...

Esta funcidén (w) representa la solucidn particular del

problema.
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CAPITULO V' FUNCIONES DISCRETAS Y ECUACIONES EN DIFERENCIAS

V.1 FUNCION DISCRETA

El cdlculo infinitesimal estudia exclusivamente funciones
continuas; otra rama de las matemiticas llamada cdfculo de
diferencias finitas, estudia tanto a las funciones conti-
nuas como a las funciones discretas.

Una funcidn continua f(x), se caracteriza porque su varia-
ble independiente "x" puede tomar cualquier valor real den-
tro de un cierto intervalo a < x < b. En cambio, una fun-
cidén discreta f(x) se caracteriza porque "x" solamente toma
determinados valores X4, X;, Xp, ... Xy, dentro de un cier-
to intervalo, por lo que el recorrido de la funcidn es:

£(xo) s £(x,), £0x,), oo, £(xy)

En la figura V.1, aparece graficada una funcién continua, y
en la figura V.1.1, se muesttra la grdfica de una funcidn dis
creta:
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4 f(x)

5

a - — —

Figura V.1

o=t ———_——_

N

Figura Vv.1.1

< ¥

El .dominio de una funcidén discreta puede estar formadg por
un conjunto de nimeros reales, los cuales no guardan ningu-
na relacién entre si, por ejemplo en la funcidn:

f(x) =x + 1, donde x =-1.1, 0.5, 2.3, w, 4.02, ...

Un caso particular que se presenta en varios problemas de
aplicacidn, es cuando los valores del dominio de la funcién
estdn equiespaciados, esto es, el valor Xy, €s igual a Xy

mds una ‘constante "a". Dos ejemplos de este tipo de funcio
nes son las siguientes:

f(x) =2 +x, x=...-2,-1,0,1, 2, ...

g(x) = 3 cos x, x=.0, m, 2w, 3m, ...

Como se puede observar en la funcidn f(x),

- Xy, = Xy + 1,
mientras que en g(x),

=X+ m. En todas estas funcio

X
k+1

nes, la diferencia x - X,», €S una constante finita "a",

k+1
de ahi el nombre de valores equiespaciados.

El estudio de las funciones discretas que se desarrolla en
este capitulo, comprende exclusivamente funciiones cuyo do-
minio estd constituido por valores enteros no negativos vy
equiespaciados, las cuales se expresan como una sucesidn:

{£(0), £(1), £(2), ..., £(k), ...}

esto es, funciones que se pueden representar con f (k) donde
k=0,1, 2, ...



Ejemplo V.1

Debido a la depreciacién a la que estd sujeto un bien
material que originalmente costd $ 1,000.00, tiene un
valor anual dado por la expresidn.

£(k) = 1000(1 - 0.05)% ; kK=0,1, 2, 3, ...

donde "k" representa el ano. Esta es una funcidn dis-
creta, donde los valores de su dominio estédn equiespa-
ciados y su representacifén en forma de sucesibén es la

siguizsnte:

{1000, 950, 900, 850, ...}

V.1.1 FUNCIONES DISCRETAS: PULSO, ESCALON Y RAMPA

En el capitulo III de estos apuntes, se dieron las defini-
ciones de las funciones impulso, escaldén y rampa; estas dos
Gltimas, son continuas para t > 0. Funciones similares se

definen para el caso discreto y se presentan a continuacién:

A) FUNCION PULSO UNITARIO.- La funcidn discreta pulso
unitario se representa por medio de la delta de Kronecker
§(k) y se define de la siguiente manera:

§(k) = .. (1)
0, k#£0

Como la fupcién pulso unitario vale uno para k = 0 y cero
para cualquier otro valor de "k", su representacidn grafi-
ca aparece en la siguiente figura.
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) 5 (k)

T i T o

0 1 2 3 K

Figura V.2

En la siguiente figura, se muestra la funcidn pulso unita-
rio desplazada §(k - a):

bsik-0)

!

|

l

l >
] [ [l Ll
a-! a- k

Figura V.2.1

B) FUNCION ESCALON UNITARIO.- La funcidén discreta escaldn
unitario es similar a la continua, la diferencia consiste so

lamente en el dominio discreto. Se representa con u(k) y se
define: . .

u(k) = ..o (2)
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Su representacidén grifica se muestra en la siguiente figu- En la figura V.4, se muestra la representacién grifica de
ra: : la funcién r(k) y en la figura V.4.1, la griafica de r(k-a).
4 u(k)
A rik)
|P— — —o-— — g — o I+ — — — — — —
| | | 1
I I | I
. I | ' 24— — — — — T l
? ? f 1 i &> - |
-2 -1 0 1 2 3 k | |
I 4= — —T | B
I
Figura V.3 | | |
' * ! T T st
-1 o] i 2 3 k
La funcidén desplazada "a" unidades, se representa grafica-
mente en la siguiente figura.
Figura V.4
A u(k-a)
- : Ar(k-a)
b Itis Bl R
o o
? t /E T - 1
a-1 a a+t  a+2 Kk |
R
Figura V.3.1 I |
| I 1 : '
. : | !
C) FUNCION RAMPA UNITARIA.- La funcién discreta rampa uni . | [ [
taria se representa con r(k) y se define: = - 4 ; i -
o ' a-1 a G+l 0+2  Q+3 k

k ; k=0, 1, 2, 3, «..,

r(k) = . cee (3)
) Figura Vv.4.1

o

~
=
A
o




V.1.2 OPERACIONES CON FUNCIONES DISCRETAS

Del estudio de las operaciones binarias definidas en un con
junto S, se sabe que la suma de nimeros naturales €s una ope
racidn cerrada, ya que la suma de dos niimeros naturales cua-
lesquiera es siempre un nimero natural. En el caso de fun-
ciones discretas, su recorrido es un conjunto de ndmeros, to
dos ellos elementos de un conjunto S, por lo tanto se pue-
den definir operaciones con estas funciones.

A) SUMA.- Dadas dos funciones f(k) y g(k):

£k) ={€£(0), £(1), £(2), ...} , qglk)= {9(0)' g(l), g(2), ...}

la suma de las func1ones f(k) y g(k), se define como la fun
cidén cuyo elemento k-&simo es la suma de los elementos co-
rrespondientes de f£(R) y g(k), esto es:

£(k) +g(k) = {£(0) + g(0), £(1) + g(1), £(2) + g(2), ...}

Ejemplo V.2

Sean las funciones:

f(k)

szSI k

0, 1, 2, 3, ...

k? , k=0,1, 2, 3, ...

g{k)

el desarrollo en forma de sucesidn es:

£ (k) {-5, -3, -1, 1, ...}

g k) {0, 1, 4, 9, ...}

la suma de f(k) y g(k) es la funcidn:

f(k) + g(k) = {-5, -2, 3, 10, ...}

B) PRODUCTO POR UN ESCALAR.- E1l producto de una funcidn
£(k) por un escalar X, es la funcién cuyo k-€simo elemento
es el producto de A por el k-ésimo elemento de f(k), esto

€s:

AE(k) = {A£(0), Af(1), Af(2), ...}

Ejemplo V.3
El producto del escalar A = 3 por la funcibn discreta

escaldn unitario es la funcién que se muestra en la
siguiente figura:

4 3u(k)

- —e
I |
l |
| I
| I
I |
| |
t i
1 2

Nt — — —_— - — —

=Y

Figura V.5
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C) COMBINACION LINEAL.- Dadas las funciones discretas

f(k) y g(k), la combinacidén lineal de ellas se define: TEOREMA V.1

. : Las "n" funciones yl(k), Yo, (K), ooy vy (k) son'linealmente
ci1f(k) + cpg(k) independientes, si y sélo si el Casordti de las "n" fun-
ciones es diferente de cero.

donde c, y c, son constantes arbitrarias.

Como en el caso de las funciones continuas, si
c,f(k) + c,g(k) = 0 se satisface solamente para constantes
c, = c, = 0, se-dice que f(k) y g(k) son linealmente inde-
pendientes, pero:si se satisface para alguna constante c,
o c, diferente de cero, se dice que f(k) 'y g(k) son lineal
mente .dependientes. T £ (k)

Ejemplo V.4

Se desea saber si las funciones:

1]
=
~
~
1
[
~
N
~
w
~
.
.
.

Para un conjunto de funciones continuas se define un deter- g (k)
minante llamado Wronskiano, el cual interviene en un teorema
que establece una condicidén suficiente para que las funcio-
nes sean linealmente independientes.

]
~
N
=
1
=
~
N
~
w
~
.
.

son linealmente independientes.

El Casorati de estas funciones es:
NOTA: Este teorema se estudia en los cursos de Alge-
bra lineal.

£ (k) g (k) k k?

Para el caso de funciones discretas se define un determi- = . =k(k+1)2-k2(k+1) = k2 + k
nante similar al Wronskiano, llamado Casorati.

f(k+1) gk +1) k+1 (k+1)2

Definicidn: Para las funciones y, (k), y,(k),..., yn(k), .
al determinante: por lo tanto para k = 1, 2, 3, ..., el Casorati de las
funciones es diferente de cero, y segfin el teoremaV.l,

’ k (k) ’ esto es condicidn suficiente para que las funciones
yl(k) yz( ) SR £ sean linealmente independientes. Esta conclusibn se
) puede observar también al formar la combinacién lineal
y,(k+1) y, (k+1) oo yn(K-rl)

e igualarla a cero:

y,(k+n-1) y,(k+n-1) ...y (k+n-1) ck +c,k?=0; k=1,2, 3,

como esta ecuacidn sbélo se satisface para c, = ¢, = 0,

_se concluye que las funciones son linealmente indepen-
dientes.

se le llama Casorati.




D) CONVOLUCION.- La convolucidén entre dos funciones dis-
cretas £(k) y g(k) definidas para k = 0,1,2,3, ..., se re-
presenta:

£(k) » g(k)

y se define como la funcién h(k) cuyo k-ésimo elemento es:

h(k) = £(k) » g(k) = £(0) g(k) + £(1) g(k - 1) + £(2) g(k - 2) +

+...+ £(k) g(0)

esto es:

k
h(k) = £(k) * g(k) = I £(n)+ g(k - n) ---(4)

Asi para k = 0:

0
L f(n)-g(-n) = £(0)-g(0)
n=o

h(0)

para k = 1:
1
h(l) = I £(n) « g(l-n) = £(0) + g(1) + £(1) - g(0)
n=o0 .
para k = 2:

2
h(2) = £ £(n)
n=g

© g(2-n) =£(0)g(2) + £(1)g(1) + £(2)g(0)

.

h(k) = {h(0), h(1), h(2), ...}
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Ejemplo V.5

Sean las funciones:

f(k) =1 -k ~ para k=20,1, 2, 3
g(k) = 2k para k=20,1, 2, 3
£(0) =1 g(0) =0
£(1) =0 g(l) =2
£(2) = - 1 g(2) = 4
£(3) = - 2 g(3) = 6
La convolucidn entre f(k) y g(k) es la funcidn:
h(k) = f(k) * g(k) = §=°f(n)g(k - n) ... (a)

para k = 0:

h(0) = £(0) - g(0)
= (1) (0)

=0
para k =1
h(1) = £(0)g(1) + £(1)g(0)
= (1) (2) + (0)(0)
= 2
para k = 2:
‘h(2) = £(0)g(2) + £(1)g(1) + £(2)g(0)

(1)(4) + (0)(2) + (-1) (0)

[

4
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para k = 3: Partiendo del punto "x" del dominio: de la funcidn, se incre
) menta en una cantidgd finita "h", de tal manera que parax+h
h(3) = £(0)g(3) + £(1)g(2) + £(2)g(1l) + £(3)g(0) el valor de la funcidn es y(x + h). Entonces el incremento

que: experimenta la funcidn. es:

(1) (6) + (0) (4) + (1) (2) + (-2) (0)
- Ay (x) = y(x + h) - y(x) eee (5)

or lo tanto: se le conoce como primera diferencia de la funcidn.
P y

h(k) = £(k) * g(k) ={0, 2, 4, 4} ;

Definicién: El cambio de una funcidn y(x) debido a
- ] _ un incremento "h" de su argumento "x", se llama prime-
definida para k = 0,1,2, 3 ' ra: diferencia de la funcidn y se representa por Ay(x).

De la misma manera, si el punto x + 2h del dominio de la
V.2 DIFERENCIA DE UNA FUNCION funcidn, se incrementa en una cantidad "h", la primera dife-
rencia de la funcién es: . :

% + 2h) = 1) - y(x + 2h
Como el cidlculo de diferencias finitas considera funciones by (x h) y(x + 3n) y (x )

continuas y discretas, serd mds sencillo establecer el con-
cepto de diferencia de una funcidn, considerando primero una
funcién continua.

Sea la funcidn continua y(x) -que aparece en la siguiente

figura. ) Ejemplo V.6
: Se desea obtener la primera diferencia de cada una de
* y(x) . las siguientes funciones:
a) y(x) = 2x?
(xeh) b) f(x) =x*+1, en x=2 ycon h =1
Y i X+ b
(x) 4 —
g /ﬂ”——” _ Solucidn
X a) Ay(x) = y(x +h) - y(x)

Figura V.6

2(x +-h)? - 2x?
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= 2(x? + 2xh + h?) - 2x? La tercera diferencia de y(x) es:

= 4xh + 2h? A%y (x) A{A%y (%)}

1]

b) 4f(x) = £(x + h) - £(x) My (x + 2h) = 2y(x + h) + y(x)}

con h = 1: y(x + 3h) - 2y(x + 2h) + y(x + h) -

- 29 - )
BE(X) = (x + 1)2 + 1 - (x% + 1) lyc+ 2n) - 2y(x + h) + y(x)}

AE(x) = 2x + 1 y(x + 3h) - 3y(x + 2h) + 3y(x + h) - y(x)

para x = 2:

Af(2) = 5 y asi sucesivamente, de tal manera que:
m
— De la misma manera como se obtuvo la primera diferen- m = - n -
cia de la funcibn y(x), se obtiene la sequnda diferen- Ay §=o( D7 G ylx* mho=onb)
cia A%y (x), esto es: :
= y(x + mh) - mC1 y(x'+ mh - h) +

Ay(x) = y(x + h) - y(x)
+ .G y(x +mh - 2h) + ...+ (- DT oCo ¥(X) ool (6)

entonces:
. donde:
A%y (x) = A{Ay(x)} ‘ c = m!
, mn n! (m-n)!
={y(x+h+h) - y(x+h)} -{y(x+h) - y(x)}
= y(x + 2h) - 2y(x + h) + y(x)
’ Ejemplo V.7

ademés:

Se desea determinar:

Ay(x+h) = Ay (x) ={ y(x+2h) - y(x+h)} - {y(x+h) - y(x)}
A’y (x), dy(x), A*y(x) y Aly(x)
= y(x + 2h) - 2y(x + h) + y(x)
‘de la funcidn y(x) = x®, con h = 1.

por lo tanto: La diferencia de orden cero de la funcibn es:

A%y (x) = Ay(x+h) = Ay(x) =y(x +2h) - 2y(x+h) + y(x) Ay (x) = y(x) = x°
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la primera, segunda 'y tercera diferencias son:

Ay(x) = (x + 1)® = x% = 3x2 + 3x + 1

3(x +1)2 +3(x+1) +1 - (3x2 +3x + 1) = 6x + 6

A%y (x)

A%y (x) 6(x + 1) + 6 - (6x + 6) = 6

Si en lugar de una funcién continua, se tiene una funcidn
discreta y(xk), con elementos equiespaciados del dominio:

X = Xor Xys Xy Xgp o enn,

entonces la primera diferencia de la funcidén es:

Ay(xk) = y(xk+h) = y(x)

donde Xy 4 Pertenece al dominio de la funciédn.

En el estudio de este capitulo y del siguiente, solamente
se trabajard con funciones discretas, donde todos los ele-
mentos del dominio estdn equitspaciados y se representarin
con:

y(k) ; k=0,1, 2, 3, ...

Con esta representacidén la primera diferencia de y(k) se
define:

Ay (k) = y(k + h) - y(k)
ademids se considerari h = 1, con lo cual:

Ay(k) = y(k + 1) - y(k) cee (T)

La segunda diferencia de la funcidn y(k) es:

A%y (k)

A(dy (k) )

Cykk +2) -yk+1)7] - Lyx +1) - yk) ]
y(k + 2) - 2y(k + 1) + y(k)

y asi sucesivamente:

Ay (k) = A(A%y(k))

y(k + 3) - 3y(k + 2) + 3y(k + 1) - y (k)

Ay (k) = s ™y (k) ]

Otras formas de representar a una funcidén discreta son:

Py

Y(xk) 7 Y(k) o Yk

En la siguiente configuracidén, aparecen las diferencias de
la primera a la cuarta, para una funcidn discreta f(k):

£ (k)
\
Af (k)

/
f(k+1) A%E (k)
~
-

/

Af(k + 1 \A’fo«)
(k + -

/\

/

f(k +2) A2f(k +1) AYF (k)

\

Af (k + 2 AE(k +1)

/7 \

~ ~
f(k + 3) A%f(k + 2)

\

~
Af (k + 3)
/
f(k+4)




151

Ejemplo V.8 V.2.1 OPERADORES

La funcién f(k) = 3k - k%; k = 0, 1, 2, 3, 4, aparece

En la primera diferencia de la funcién y(k):
en la siguiente figura: i

‘ Ay (k) = y(k + 1) - y(k)

A estd operando sobre y(k) de una manera andloga a como el
2+ - 4-— 1 operador diferencial D opera sobre una funcién.

! |

! |

|

| |

I {

i

1

El simbolo A es un operador y se le conoce como el opera-
don diferencia.

) 2 3 4 K Algunas propiedades y leyes importantes del operador dife-
| rencia, son las siguientes:
-4
: A) PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.- Sean y(k) y z (k) dos funcio-
-2 | nes, entonces:
B I
’ | ACyk) + z(k) ] = ay(k) + Az (k) ce. (8)
Y 4
Demostracidn:
Figura V.7

ALy (X&) +z(k) ] Cyk+D +z(k+1) ] - [y& + z(k) ]

y sus diferencias, de la primera a la cuarta, se repre
sentan en la siguiente tabla.

-

vk + 1) - y(k) + z(k + 1) - z(k)

Ay (k) + Az (k)

2 3 u B) PROPIEDAD CONMUTATIVA RESPECTO A UNA CONSTANTE. - Sea
k £ (k) Af (k) A7£ (k) A7E (k) A7£ (k) y(k) una funcidén y A una constante, entonces:
0 0 2 -2 0 0

A Ay (k) ] = ray(k) cee (9)
1 2 0 -2 0
2 2 -2 -2 Demostracidn:
3 0 -4 ACAY (k) ] = Aay(k + 1) - Ay (k)
4 -4
=ALyx + 1) - y(k) ]

1]

Tabla V.1 Ay (k)




152

C) LEY DE LOS INDICES PARA A.- Si "r"™ y "s" son n{imeros
enteros no negativos, entonces:

r

AT S = pS AT =pTtS .o, (10)

D) LA PRIMERA DIFERENCIA DE UN POLINOMIO.-.La primera di
ferencia del polinomio y(k) = a, + a,k + a,k*, +...,a k7,
de grado "n"™, es otro de grado (n - 1).

Demostracidn:
El polinomio de grado "n" se representard de la siguiente

forma:

n
(k) =L  apk”
¥ n=o n

entonces:
. n° N
Ay (k) = I Aapk
n=o
N )
= A
g;o ay k
n n n
= ap { x+ 1" -x"}
n=o i
n
=1 a, (nk"7! 4+ —515—%—£l— S
n=o

es un polinomio de grado n - 1.
Por ejemplo, si se tiene un polinomio de grado 3:

f£(k) = a, + a,k + a,k? + a,k?

su primera diferencia serd un polinomio de grado 3 -1 = 2:
Af(k) = (a, +a, + a;) + (2a, + 3a,;) k+ 3a;k?
la segunda diferencia serd un polinomio de grado 3-2 = 1:
A%2f(k) = (2a, + 6a,) + 6azk
y la tercera diferencia es un polinomio de grado 3-3 = 0:
A*E (k) = 6ay,
E) LA DIFERENCIA DE UN PRODUCTO DE FUNCIONES.

A u(X)vi(k) ] =u(k)av(k) +v(k)du(k) + dv(k)du (k)

Demostracidn:

Afu(k)v(k)] = a(k + Dvik+1) = ulk)vik)

=uk+1)vik+1) - uvik) + uk)vik+1) - u(k)v(k+1)

(11)

= uk) [vk+1) - v ]+ [utk+vik+1]- [ulvik+1)]

= uK)Av(K) +ulk + 1) vk +1) - u(k)vik+1) +v(kulk+1) -
- vuk+1) - vikuk) + viudk) |

= u(k)avik) + v(k) [u(k+1) - u(k) J+ulk+1)v(k+1) -
—ulk + Dvk) - uk)vik + 1) + vkuk)

= u(k)av(k) +v(k)Au(k) + [u(k +1) - u(k) J[v(k+1) - v(k)]

= u(k)Av(k) +-v(k)Au(k) + Au(k)Av (k)




F) LA DIFERENCIA DE UN COCIENTE DE FUNCIONES.

- u(k)
4 [v(kr

vi(k)v(ik + 1)

La demostracidn es similar a la que se desarrolld para la
propiedad (E). D
: Sy
Otro operador importante es el operador conrimiento E. Es
te operador E aplicado a una funcidn y(k), permite pasar del
valor de la funcién: y(k) en el punto "k"™ de su dominio, al
valor de la funcidn en el punto k + h, esto es:

Ey (k) = y(k + h) : een (13)

considerando h = 1:

Ey(k) yk + I) ce. (14)

de esta manera:
Ely(k) = E[Ey(k) ] = y(k + 2)
E'y(k) = E[E’y(k)] = y(k + 3)

Ey (k) = E[E" 'y(k)] = vk + m)

Ejemplo V.9

Los corrimientos E%f(k), Ef(k) y E¥f(k) de la funcidn
f(k) = 3k - 1, con k = 2, son:

E°f (k) = £(k)
=3k - 1

E“£(2) = 3(2) - 1
=5

Ef (k) = f(k + 1)

3(k + 1) -1

v(k)du(k) - u(k)Av(k) (12):

Ef(2) = 8

E*f(k) = f(k + 3)
=3k + 3) -1

EYE(2) = 14

Algunas propiedades importantes del operador E, son las si
guientes:

A) PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.
E[y(k) + z(k) ] = Ey(k) + Ez(k) «ee (15)
B) PROPIEDAD CONMUTATIVA RESPECTO A UNA CONSTANTE.
E[ xy(k) ] = XEy(k) ;

X = cte. oee (16)

C) LEY DE LOS INDICES. Si "r"™ y "s" son nimeros enteros
no negativos, entonces:

E" = E oo (17)

Existe una relacidn. entre los operadores A y E, la cual se
puede obtener a partir de la diferencia de y(k):

Ay (k) = ytk + 1) - y(k)
y como:

Ey (k)

yik + 1)
entonces:

Ay (k)

Ey(k) - y(k)
(E - I)y(k)
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por lo tanto:
A=E-1 o bien E=A+1 ... (18)

donde I es el operador identidad, tal que:

Iy (k) = y(k)

por el teorema del binomio:

m
m _ - m _ _ qyl-n_n_m-n
7= @®-D"= 1 ¢ (-n""E"
n=o .
0
_ _ qym-n_n
= Z= an( 1) E
m m o .n m-n
Er=0Q+I)" = & [jCAT
o n
= I C A -
n:om n

Ejemplo V.10

La expresidbn:

y(k +3) - 2y(k + 2) + y(k + 1)

se puede representar:

a) Por medio del operador E.

b) Por medio del operador A.

Esto es:

a) y(k+3)-2y(k+2) +y(k+1)

E’y (k) - 2E%y (k) + Ey (k)

(E® - 2E?2 + E)y(k)

b) y(k+3)-2y(k+2)+y(k+1) (E® - 2E% + E)y(k)

E(E - I)?%y(k)
= (A + I) A%y (k)
= (A% + A%)y (k)

= A%y (k) + A2y (k)

y(k+3)-2y(k+2) +y(k+1) = (E® - 2E? + E)y(k)

1]

{(A+D)3-200+1)2+ (A+ 1)}y (k)

(A3+3A2+3A+I—2A2-4A—2I+A+.I)y(k)

A%y (k) + A2y (k)

Ademds de los operadores E y A, existen otros que también
se estudian en el cilculo de diferencias, entre ellos 1los
siguientes: :

A) . EL OPERADOR DIFERENCIA HACIA ATRAS V.

VE(k) = £(k) - £(k - 1)

B) EL OPERADOR DIFERENCIA CENTRAL §.
= 1, 21
Sf(k) = £(k + 5 ) f(k jr)

y la relacién de v Yy § con E y A es la siguiente:

V=1-E = AE



V.2.2 LA SUMATORIA

Si se conoce la derivada de una funcién £ (x):

la funcidn f(x) se puede conocer aplicando a g(x) la opera-
cibén inversa a la derivada, o sea integrando g(x):

£(x) =:fg(x)dx

De una manera similar, si se conoce la primera diferencia
de una funcidn y(k):

Ay (k) = £(k)

entonces y(k) se puede conocer aplicando a f(k) la opera-
cién inversa a la diferencia, esto es, la suma representa-
da por A”'f(k) o bien If(k), por lo tanto:

y(k) = 87 £(k) = If (k)

al proceso de obtener una suma se le llama sumatoria.

Ejemplo V.11

si Ay(k) = Bk} verificar si:

y(k) = 37 = + c

donde "c" es una constante arbitraria.
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Se obtiene la primera diferencia de y(k):

k

_ 3

y (k) 5— + ¢
3k+1 3k

AY(k)- 2 + c ( 2 +C)

_ 3k+1 3k

2
_3* -1
2
= 3k
por lo tanto:
k

yoo =138 = 2+ c

Como se observa en este ejemplo, al igual que en la inte-
gral indefinida, en la suma de f(k), (Zf(k)), aparece una
constante arbitraria, por lo que a este tipo de sumas se
les 1llama sumas Lndefinidas.

En las sumas indefinidas de funciones discretas, en lugar
dg’lg constante arbitraria, puede aparecer una funcidn pe-
riédica de periodo "h", o sea, una funcién g(k) tal que:

gk + h) - g(k) =0

en el ejemplo anterior, si Ay(k) = 3k, entonces:

k

y(k) = £3° = —32— + g (k)
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donde g(k) es una funcién de per'iodo 1, y 1a primera dife- por lo tanto, 1a funcidn y(k) se puede expresar -en términos
rencia de y(k) sigue siendo igual a 3K como se comprueba de y(0) y de los valores conocidos de la funcién f(k) en 1la
a continuacifbn: siguiente forma: :
‘ k-1 ’
. k + 1 .k .
Ay (k) =3—2—+g(k +1) - (.-32 + g(k)) : [ y(0) +r2'.=°f(r), k=1,2,3, ...
=3* g+ 1) - g yk) =,
' - y(0) " k=0
- 3k » ) .
en donde: k=1 o
' R donde se ha considerado que I f£(r) = 0 cuando el limite
r=1
gtk + 1) - g(k) =0 superior de la sumatoria es negativo, o sea cuando k-1 < 0.
Si Ay (k) = £(k), entonces la funcién y (k) se puede obtener Andloganente, si k=M, M+ 1, M+ 2, ..., se tiene en 1la
de la siguiente forma: ) expresidn:
ykk + 1) = yk) +£(k), k=M M+1, M+ 2, ...,
como Ay(k) = f(k), entonces: N . para k = M:
y(k + 1) = y(k) + £(k) ; k=20,1,2,... yM + 1) = y(M) + £(M)°
ara k = M + 1:
para k = 0: P
y(l)= y(0) + £(0) . . ’y(M+Z) =yM+1) + fM+1) = y(M) + £(M) + £(M+1)
) para k =M + 2:
para k = 1: .
' y(M+3) = y(M+2) + £(M+2) = y(M) + £(M) + £M+1) + £(M+2)
y(2) = y(1) + £(1) = y(0) + £(0) + f£(1) . ot : N .
para k = 2: o } ’ : o : ! : :
yM+k) = y(M+k=-1) +£M+k=-1) = y(M) +£(M) + £M+1) +
YG)=yQ)+fQ)=yw)+fW)+fU)+fQ) ’
. . ) e . + fM+2) + ... + £f(M+k-1)
: . ' por lo tanto, la funcidn y(k) se puede expresar en términos

y(k)

de y{(M de los valores conocidos de la funcidn f (k d
yk=1) + £(k-1) = y(0) + £(0) + £(1) + £2) + ... + fk-1) Sigﬁi(eiltz forma - c 4 n (» Y, dela
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k-1 ) Ejemplo V.12
y(M) + L f(r), k=M+1, M+2, ... K 3
r=M Si f(k) = 37, determinar I £f(k):
1
y(k) =
) 3
¥ (M) , k=M I Ek) =13k
1 1
’ como:
A partir de esta expresidén se puede llegar al concepto de k
suma definida. k _ 3
23 —_T"’C
) k-1 .
De y(k) = y(M) + I £(r): entonces:
r=M .
se tiene: 3 k |3 +1
z L —%T— + c
k-1 1 1
{Mﬂﬂ = y(k) - y(M) -
= 3 81 - 3

+c- (5 +c) = ——5==39

y haciendo k - 1 =N, o sea k = N + 1:

N )
> f(k) = - Si se tiene una funcién y(k), y se obtiene la primera dife
§ £ y(n + 1) y (1) rencia, el resultado es otra funcidén de "k":
N N+ 1 I
I £(k) = y(k) Ay (k) = £(k)
Mo J
y como y(k) = Zf(k): por lo tanto, la suma de la funcién f(k) serd la funcidn
y(k):
N N + 1 -
ﬁ;f(k) = If (k) " eeo (19) If(k) = y(k)

por ejemplo, con la funcidn:

que representa la suma definida de £(k) y en donde If(k) es

una. suma indefinida de f(k).. | y(k) = cos (ak + b)




158

se tiene:

Acos (ak + b)

cos [a(k + 1) + b] -cos (ak + b)

cos (ak + b + a) - cos (ak + b)
cos (ak + b) cos a - sen (ak +b) sen a—éos (ak +b)

cos (ak + b) (cos a - 1) -sen (ak +b)sen a

por lo tanto:

o bien:

cos (ak + b) (- 2 sen? —g‘—-sen (ak +b) (2 sen%— cos _—‘3—
- 2 sen %— {cos (ak +b) sen —g— + sen (ak + b) cos -%—}
- 2 -
2 sen > sen (ak + b + > )
Zsen(ak+b+-%—) ___C_:Q_s_(._a_}_ca-i-—b)
2 sen —5-
cos(ak+b-%)
Isen(ak + b) = - 3
S
2 sen 5

De esta manera se obtendri la suma de las funciones usua-

les.

o

En la tabla V.2, se presentan algunas funciones y sus res
prectivas sumas.

)

f(k) = Ay(k)

y(k) = Zf(k)

k
k a
a a7 afl
1 ) a
—_ —_—x i a#1l
2k (1 =a)a

sen (ak + b)

a

-cos (ak+ b - —2—)

a
2 sen >
sen (ak +b‘—%-)
cos (ak + b)
2 sen &
2
k+1 k :
ak sen bk a senb (k-1) - a sen bk
a2 - 2acosb+1
k ak+1cos b(k—l)—ak cos bk
a’ cos bk -
a’? - 2acosb+1
2 k _ sen (2 ak +2Db - a)
sen” (ak + b) 2 4 sen a .
2 k sen (2 ak + 2 b-a)
cos®(ak + b) 2t 4 sen a
cosh(ak+b-%")

senh (ak + b)

a
ZSeth

cosh (ak + b)

senh(ak+b-—§—

)

2 sen h —g——




() ig;;’ hs o1

(a k + b)(m) (a ka+(z)iml; Y , —am#a

k (k) | kxZuk -z2*uk+1)
‘.kzu(k) k2 Tu(k) - (2 k + 1) Z?u(k+ 1) + 2% u(k+ .2)

Tabla V.2

Un tipo de funcidén que puede ser de utilidad, es la llama-
da funcibn gactonial k(m):

k(m) =kk - D((k=-2) ... (k- (m-~- 7] ... (20)

k(— m) _ 1 .
k + 1) (kK + 2) ... (k +m) .

(21)

donde "m" es un entero positivo.

Para m = 0 se define:

por ejemplo:

(3)

k = k(k - 1) (k - 2)
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(s) _
k =k(k - 1) (k - 2) (k - 3) (k - 4)

O

Obteniendec la primera diferencia de la funcidn se tiéne:

™ =™
de donde: )
k™D _ 1y k™
por lo tanto:
(m + 1)
(m) _ k
Lk - m+ 1
de la misma manera: -
(1 - m)
(-m) k .
Ik = =05 m# 1

Ejemplo V.13

Para obtener la suma de k2, conviene representar k?
en términos de la funcidén factorial:

k? = k(2 L k)
ya que:

k) kM) Cxkx - 1) +k =k? - k+k = k?
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por lo tanto: Ejemplo V.14

() : : La :sumas:
z(k(z) +:k(1)) - Zk(z) . Zk(1)

. 2
. L k-3
.k(s) . k(2) ‘e _ 1
= =t =

Tk?

kik - 1) + é.

_ kik - 1)k - 2) + -
3 2 ) se obtiene sumando por partes, para lo cual, se consi-
. dera: - :
2k® - 3k% + k
= 3 + c ‘
pik) = k v av (k) = 3%
Algunas propiedades importantes de la sumatoria son las si-
gulentes: entonces:
A ILAm0) + Avk) ] = AT p(k) + ApZv(k) e (22) Butk) = (k + 1) - k = 1
k _ 3X
donde X, y A, son constantes. vi(k) = I3" = -
desarrollando por partes:
B) Iu(k)av(k) = u(k)v(k) - Iv(k + 1)au(k) cen (23) por p
Esta Giltima propiedad se llama sumatondia pon pantes, y la ' ) X 3 X + 1
demostracidén aparece a continuacidn. s ke ¥ - K. 3 _ § 3 : -
1 2 1 1 2
duk)vik) = u(k + 1)vik + 1) - p(k)v(k)
=vu<+1y[um+1)—um)]+um)[vm+1)—vm)] donde:
= vi(k + 1) Ap(k) + u(k)AV(k) , gk + 1 3 k 3 k
. : z 2 -2 ¥ =43
ZAp(k)v(k) = Ev(k +1)Apu(k) + Tu(k)Av(k)
H(k)v(k) = Zwv(k + 1)Au(k) + Tuk)avik)
- por lo tanto:
de donde: :
2 x 3k 3 3 Kk 3 _
Zk-3=k'-2— -T"B = 21
1 1 1

Zu(k) vik) = p(k)vi(k) —‘Zv(k + 1)Ap(k)




V.3 LA ECUACION EN DIFERENCIAS es una ecuacidén en diferencias, y como:

yk + 1) - y(k)

La ecuacidén en diferencias se define de manera andloga a , Ay (k)
la ecuacidn diferencial. ,

A%y (k) yk +2) - 2y(kk + 1) + y(k)

se puede representar:
Definicibén: Toda ecuacidn que relaciona a una funcidn

desconocida con sus diferencias y su(s) variable(s) in- _ = Jk
dependiente(s), recibe el nombre de ecuacién en digenen y(k +2) +ylk +1) y (k) 2+t
clas. .

Toda ecuacidén en diferencias, donde la variable dependien-

te es y(k), se puede representar en forma general:
De acuerdo a esta definicidn, la ecuacién:

oo = ... (24
YO0 - 2by(0) + Ay (0 = x | Flk, y(k), y(k + 1), y(k + 2), y(k + 1)) =0 (24)

es una ecuacién en diferencias.

Algunos ejemplos de ecuaciones en diferencias son los si-
Con las diferencias: guientes:

A) A3f(k) + A%f(k) + 2f(k) = k? - 2k + 4

Ay (x). = y(x + h) - y(x) k

, B) 4y(k + 2) + y(k) = 2k® + 3
A%y (x) = y(x + 3h) - 3y(x + 2h) +3y(x+ h) -y(x) :

2 . C) (k - 1)y(k + 2) - 4ky(k) =0
la ecuacidn anterior, se puede representar:

. . . B ) _ 2, _ —-_—
y(x) = 2{y (x +h) =y (x)} +y(x + 3h) - 3y (x+2h) + 3y (x + h) -y (x) = x DY Zky(k +2) + y(k + Lyy(k) - 2y* (k) = /1- y*(k)

E) y(kk + 3) + 2y(k + 2) + y(k +1) =0
0 sea: : ‘x
. F) f(x + 2) - 2y(x + 1) + 2y(x) = 2
y(x+3h) - 3y(x+2h) + y(x+h) + 2y (x) = x

G) nk +1, m) + u(k, m+ 1) = 0

Si la funcidn desconocida, es una funcidn discreta y(k), )
k=0,1, 2, ..., la siguiente ecuaciédn: Asi como en las ecuaciones diferenciales, en las ecuacio-
X + 1 nes en d1ferenc1as tamblen se define el orden de una ecua-

A%y (k) + 3ay (k) + y(k) = 2 cién.
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Definicidn: El orden de una ecuacidn en diferencias
donde la variable dependiente es y(x), es la diferen-
cia entre el mayor y el menor argumento de "y" que apa
rece en la ecuacidn, dividido entre "h". -

_Ejemplo V.15

a) y(x + 3h) - 2y(x + h) + 3y(x) = x
‘el orden de la ecuacibn es:
(x + 3h) - x _
— 5 — =3
b) y(k + 2) + 4ky(k) = 0
el orden es:
(k + 2) - (k) - é

1

c) y(k +4) +3yk - 1) = 0

el orden es:

(kv 8) - k-1

V.3.1 SOLUCION DE UNA ECUACION EN DIFERENCIAS

La solucidén de una ecuacidn en diferencias queda definida
de la siguiente manera: S

Definicién: Una funcidén f (k) serd solucidn de una e-
cuacidn en diferencias, si al sustituirla en la ecua-
cidn la transforma en una identidad.

Ejempio V.16
Dada la ecuacidn:

yk + 1) - 2y(k) =0

comprobar que y(k) = 3 P es solucidn.
Como:

Cy(k) = 3. 2K
entonces:

yk + 1) = 3.28+1

sustituyendo y (k) y y(k + 1) en la ecuacidn en dife-
rencias: )

3.2t 10 a3.0k

1
o

32 '2k - 23 'Zk

I
o

por lo tanto:

y(k) = 3.2%

si es soluciédn.




En este ejemplo, se puede comprobar que y(k) = - 5 - Zk,

y(k) = /2 - Zk, etc., también son soluciones de la ecua-
cidén. En general y(k) = c,. 2%, donde c, es una constan-
te arbitraria, es solucién. A y(k) .= c,.2Kk se le llama
s0lucdbn general, mientras que todas las soluciones obteni
das de ésta, asignando un determinado valor a c,, se lla-—
man dcfucdones particulanres.

Ejemplo V.17
Para comprobar que:

y) = ¢, + o8+ L 4K

es solucidén de la ecuacidn:

gk +2) - 3y(k + 1) + 2y(k) = 4¥

se obtienen y(k + 1) y y(k + 2):

yk) =¢c, + c2-2k + %% -4k
ykk + 1) =c, + c2-2k+l + %- LA
gk +2) =c, + cz-_zk"2 T
y se sustituyen:
y k), y(kk + 1) y y(k + 2)
en la ecuacidn:
cl+c2°2k+2+ % 4k+2 -3(c1+c2~2k+1+ %‘—-4k+1)+

$2e 4y 2 4 g 4 = 48

14

X
C,(1=3+2) +c,027(22 - 3:2+2) +%

e

La solucién general de una ecuacidn en diferencias, tiene
tantas constantes arbitrarias como sea el orden de la ecia

cidn.

Ejemplo V.18

si y(k) = cl°2k + c2'4k es la solucidn general de una

ecuacidn en diferencias:
a) Determinar la ecuacidn en diferencias.

b) Determinar la solucidn particular que satisface
las condiciones y(0) = 0 y y(1) = 4.

Solucidn

a) Como la solucidn general tiene dos constantes ar-
bitrarias, la ecuacibén en diferencias es de segundo or
den.

Entonces:

y(&) = c,25 + c,-4
yk+1) = c, 281 4 ¢, .okt
yk+2) =c,28%2 4 ¢, .4k*2

multiplicando la ecuacidn (b) por -2 y el resultado su
mado a (c): -

Y +2) - 2y(k + 1) = c,-8-45

(42 - 344 + 2) =

k

4

k

(a)

(b)

(c)-

 -163
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de donde: de donde:
. y(k + 2) - 2y(k + 1) (@ ¢, =-2, c, =2
2 8.4k | |
. 'por lo tanto, .la solucidn particular correspondiente
multiplicando (b) por -4 y el resultado sumado a (c): es: , - i =
yk +2) - dy(k + 1) = ¢, (-4)-2% y(k) = - 2.2% 4 2.4¥
de donde:

c, = -y(k + 2) + 4y(k + 1) L (e)

4.2k

V.4 LA ECUACION LINEAL EN DIFERENCIAS
sustituyendo (d) y (e) en (a):

' - 1 : - La ecuacidén en diferencias es lineal si se representa de la
y(k) = - y(k +2) 4y (k + 1) 2k + y(k+2) 2y(k-+l) . 4k forma: ’

4.2% 3.Zk

ag(k)y(k+n) + a;(k)y(k+n-1) + ... +
simplificando: ;
| | ta_ yk+1) +a (Kyk = Qk) ... (25

8y(k) = - 2y(k + 2) + 8y(k + 1) + y(k + 2) - 2y(k + 1)

finalmente:
donde y(k) es la variable dependiente, "k" la variable inde

y(k + 2) - 6y(k + 1) + 8y(k) =0 pendiente y a (k), a, k), ... an(k) son los coeficientes.
. ) Siag(k) #0 y a_(k) # 0, la ecuacién es lineal y de or-
b) Como y(k) = c,+25 + c;-45 y y(0) =0, y(1) = 4, don ol n ’ 1:
entonces:
Al 4gual que en las ecuaciones diferenciales:
y(0) =¢c, +¢c, =0 : A) Si (k) # 0 1la ecuacidn se llama no homogénea.
y(1) = 2c, + 4c, = 4 B) Si g(k) = 0 1la ecuacidn se llgma homogénea.




C) Si a,, a,, ..., &, Son constantes, la ecuacidn se lla
ma de coefdlcientes conAtanteA

Utilizando el operador E, la ecuacidn lineal se representa:

a,Ely (k) + aIEn"y(ki + ... +a _By(k) +ay(k) =Q(k) ...

n-1

o bien:

1

n n-
(ayE" + a,E" + ...+ an_lE + an)y(k) = Q(k)

representando el polinomio en E por # (E), esto es:

-1
+ ... + a E + a

n n
# (E) = a,E" + a,E no1! o

se tiene:

g (BE)y(k) = Q(k) .. ees  (27)

(26)

TEOREMA V.2

La solucidén general de una ecuacidén lineal en diferencias
no homogénea:

g(E)y(k) = Q(k)
es:

v =y 0 +y (0 oo (28)

donde y,(k) se llama solucibn complementarnia y es la solu-
cidén general de la ecuacidn homogénea asociada:

g(E)Y(k) =0

y yp(k) es una soluc1on particular de la ecuacidén no homo-
génea:

#(E)y (k) = Q(k)

Demostracidén

Sustltuyendo y(k) = yc(k) + yp(k) en la ecuacién en diferen
cias lineal de orden "n":

g(E)y(k) = Q(k)
se .obtiene:

ﬂ(E_)[yc(k) + yp(k):l = Q(k)
por ser el operador Z(E) lineal:
g(E)yo (k) + ﬂ(E)yp(k) = Q(k)

como F(E)yc(k) =0 y @(E)y,(k) = Q(k):

0 + Q(k) = Q(k)

por 10 tanto, la ecuacidn se satisface con y(k)-yc(k)-fyp(k)
lo que demuestra que es su solucidn.

La solucibn complementarla vc (k) contiene "n" constantes ar
bitrarias, por lo que:

y(K) = yo(k) + yp (k)

es la solucidn general de la ecuacidn.
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Ejemplo V.19

Para la ecuacidn lineal y(k + 1) - 2y(k) = k + 1, pro

bar si: :

a) yi(k) = c1°2k es la solucidn complementaria,

b) y(k) = -k - 2 es una solucidn particular.
siy(k) = cl-Zk es la solucidn complementaria, enton-
ces deberd ser la solucidén general de la ecuacidn homo
génea:

gk + 1) - 2y(k) = 0

K K+1
entonces sustituyendo y(k) = c;+2 y y(k + 1) =c,-2
en la ecuacidn homogénea, se tiene:

y(kk + 1) - 2y(k) =0
ey 2X L oge, 2K 2 o
cpr2:2% = 2c,-2% = 0
00
por lo tanto y(k) = 01'2k si es la solucidn complemen
taria. ) ‘ :
Sustituyendo y(k) =-k -2 en la ecuacidén no homogé-
nea:
y(k + 1) - 2y(k) =k + 1
-(k+1) -2-2(-k=-2) =k+1
k+1=k+1
por lo tanto y(k) = = k - 2 si es solucibn particular

de la ecuacidén no homogénea.

De lo anterior, se deduce que la solucidn general de
la ecuacibn y(k + 1) - 2y(k) = k + 1 es:

y(k) = yo (k) + y, (k) = c, X -x-2

En los incisos siguientes se obtendrd la solucidn general
de una ecuacidn en diferencias homogénea, asi como la solu
cidén particular de una ecuacibén no homogénea por el método.
de coeficientes indeterminados y por variacién de parime-
tros.

V.4.1 RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS DE COE-
FICIENTES CONSTANTES

La forma general de una ecuacidn lineal en diferencias ho-
mogénea Yy de coeficientes constantes, es la siguiente:

agy(k +n) +a;yk+n-1)+...+ay yk+l) +ayk =0 ... (29)

o bien:

g(E)y(k) =0

Si se propone como solucidn de la ecuacién (29), a la fun-
cién:

y(k) = g% ee. (30)

donde B es una constante; esta funcidén debe satisfacer a la
ecuacidn (29) para que la proposicién sea vilida.



Como:
y(k) = 8%

entonces:

gk + 1) = g+l o ggk

y(k +2) = g&*?2 p2g"

Y(k+n-1) = Bk+n-1 - n-lBk

y( +n) = g+ gn gk

sustituyendo en (29):
a, 8”85 + alsn’fek 4 ... +a__ BB 4 aan =0

factorizando:

(3,8 + 2, 8" " + ... +a _B+a) B =0

Como Bk # 0, entonces de esta ecuacidn se obtiene que
y(k) = Bk es solucién de (29) si:

n-1

a,8” +a 8"+ ... +a _B+ta =0 Ce.. (31)

a esta ecuacidén se le llama ecuacdibn caractenisitica.

Ejemplo V.20

Para la ecuacidn en diferencias:

y(k + 2) - 6y(k + 1) + 8y(k) = 0

la ecuacidn caracteristica es:
B2 - 68 + 8 =0
en forma factorizaaa:
Ne - 2) (B - 4) =0
cuyas raices éon:

Bl=2l 82=4

k .
por lo tanto y‘(k) = 2k y yz(k) = 4~ son dos solucio

nes de la ecuacidén homogénea.

TEOREMA V.3

Siy,(k), y,(k), ..., y,(k), son "n" soluciones linealmente

independientes de la ecuacién lineal en diferencias homogé- .

nea de orden "n", entonces una combinacién lineal de ellas:

c,y, (k) + c,y, (k) + ... + cpyp(k)

es la solucidn general.

Ejemplo V.21

Para‘la ecuacidn en diferencias:
E2y (k) - SEy(k) + 6y(k) =0

la ecuacibn caracteristica es:
B2 - 58 +6 =0

(B-3) (B-2)=0
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cuyas raices son:
B, =3 y - B, =2
por lo tanto:

v, (k) =35y = 2~

son dos soluciones de la ecuacidén, y su Casorati es el

siguiente: ~
3k 2k »
- 3k.2k+1__2k.3k+1 _ 3k-2k(2 - 3)
_ k .k
k+1 Lk+1 =- 32
# 0% k

como el Casorati de yl(k) y yz(k) es diferente de ce-
ro, las dos soluciones son linealmente independientes,
y como la ecuacibn en diferencias es de segundo orden,
la solucidn general es:. .

y(k) = ¢ 3K 4 ¢,.2K

Con lo anterior se establecerd el siguiente teorema:

TEOREMA V.4

Si la ecuacidn caracteristica de la ecuacién lineal en di-
ferencias de coeficientes constantes y orden ™", g(E)y(k) =0,
tiene "n" raices reales y diferentes 8,, 8,, «..s By, enton-
ces la solucidn general de la ecuacibn en diferencias es:

k k k
y(k) = c B, + CpB8, + ... + cpBy

CASO A. RAICES IGUALES.- Si en la ecuacién lineal de se-
gundo orden @(E)y(k) = 0, la ecuacidn caracteristica tiene
sus dos raices iguales B, = B,, entonces se obtienen dos so
luciones linealmente dependientes:

k
vy, (k) = 8, y v, k) = 8,

Al sustituir y(k) = sk en la ecuacién de segundo orden _
@(E)y(k) = 0, se tiene:

g(E)8E = (82 + a,8 + a,) 6N
= (8 - 8,2 gk Jo. (32)
para B = B,:
gEIE =0
de donde se concluye que y(k) = Blk és solucidn.

Derivando ambos miembros de la expresidn (32):.




9 k ; o - 2 oK
2wt =2 (-8 8
k : k
pE -2 - 8085+ (8- 802

1

gEke5t = 28 - 86" + (8 - 8,)2ke*7?

multiplicando ambos miembros por B:
gE ke = 28 - 885 L + (8 - 8,)2ke¥
para B8 = B,:

g(E)k8,F = 0

de donde se concluye que y(k) = kelk también es solucidn,
por lo tanto, la ecuacidn de segundo orden con raices
iguales tiene dos soluciones:
k
y, (k) = 8, y y, (k) = kB,
las cuales, son linealmente independientes, entonces la so-
lucidén general es:

y&) = c,8,% + c,k8,%

TEOREMA V.5 ’ ~ _

Si para la ecuacién en diferencias lineal, de coeficientes
constantes y de orden "m", #(E)y(k) = 0, la ecuacién carac-
teristica tiene "m" raices iguales B, = B, = ... B = B, en
tonces la solucidn general es:

1, Lk

y() = (¢, + ¢k + cgk? + ... + C K )B
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Ejemplo V.22

Sea la ecuacidn en diferencias:
y(k + 3) - 3y(k + 2) + 3y(k +1) - y(k) =0
la ecuacidn caracteristica es:

B - 382 +38-1=0
(B-13*=0; B8, =28, =83 =1
por lo tanto, la solucidn general es:

k

y(k) = (c, + c;k + c3k?) (1)

O sea:

y (k)

2
c, + czk + cak

Ejemplo V.23

J
Para la ecuacidn en diferencias:

y(k +3) - 3y(k + 2) + 4y(k) =0

la ecuacidn caracteristica es:
g3 - 362 +4=0

(B+ 1)(B-2)2=20; By = - 1, By=B,=2

por lo tanto.la solucibn general es:

k) = ¢, (-1X + (c; + cak) « 2K
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CASO B. RAICES COMPLEJAS.- Si se tiene una ecuacién en
diferencias de segundo orden, F(E)y(k) = 0, tal que su ecua
cidn caracteristica tiene raices complejas:

Bll=a+bi, B, = a - bi
entonces se tiene dos soluciones:

y, k) = @a+bD)X  y  y,k = a- bk
y su combinacién lineal es otra solucién:

y(k) =a,(a+bi)¥ +d,(a-bpn)®
en la forma de Euler,vdonde:

r=+va? + b? y ® = tan %

se tiene:

k 6ik

y(k) = a, (xe®H* 4+ a, (e

pasando a la forma trigonométrica:

dlrk(cos k6 + isen k6) + dzrk(cos k6 - isen k6)

y (k)

= |:(<31l + d,)cos k6 + (d,i - d,i)sen k6:|

rk (clcos k6 + c,sen k6)

las funciones:

rk cos k6 y rk sen k6

son soluciones linealmente independientes de la ecuacidn en
diferencias, por lo tanto:

y(k) = rk (c,cos kB + c,sen k6)

es la solucibn general.

Ejemplo V.24

Se desea resolver cada una de las siguientes ecuacio-
nes:

a) yk +2) - 2y(k + 1) + 2y(k) =0

b) (E® - 4E* + 6E® - 6E* + S5E - 2) y(k) = 0
la ecuacibn caracteristica del incisc (a) es:

B2 - 28+ 2 =0

2 £+ /4-8

61'2;- 2 H Bl=l+i, 82=l-i,

2]
1
<\

o]
[N
+
o
(&
1
<\,
=
+
[
]
<\
N

por lo tanto, la solucidn general es:

(c,cos %} k + cysen I k)

_ >, k
y(k) = (/2 ) i




La ecuacidn caracteristica del inciso (b) es:

por divisidn sintética:

y85=-i-

85 - 48* + 68% - 6B + 58 - 2 =0
1 - 6 -6 5 -2
2 -4 4 -4 2
1 =2 - ’ 0
1 1 - -
1 -1 1 -1 0
1 1 0 1
1 0
i i -1
1 i 0
-1 -1i
1 0
por lo tanto las raices son 8, = 2, B8, = B, = 1, B,
La solucidn general es:
k m
=c,+2 + c, + c3*k + cycos =5 + cssen

y (k)

V.4.2 METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS

El método de coeficientes indeterminados se utilizd para
obtener la solucién particular de algunas ecuaciones dife-
renciales lineales no homogéneas.

Este método se aplicarid para obtener una solucién particu
lar de ecuaciones en diferencias lineales y de coeficien-
tes constantes:

#(E)y (k). = Q(k)

donde Q(k) es solucién de alguna ecuacidn en diferencias 1i
neal y homogénea. O sea que Q(k) es una combinacidén lineal
de funciones, cada una de las cuales pueden ser:

A) ak ; ae R

B) ¥*; p=o0,1, 2, ...
C) sen bk

D) cos bk

E) a*kP sen bk, a¥kP cos bk; ae R y pe N

En los ejemplos V.25, V.26 y V.27 se aplica el método de
coeficientes indeterminados, a las ecuaciones en diferen-
cias.

Ejemplo V.25

Sea la ecuacibn:

(E - 2)y(k) =k +1 ... (a)
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la ecuacibén homogénea asociada es:
y(k + 1) - 2y(k) = 0
cuya ecuacidn caracteristica es:

B-2=0

B =2
por lo tanto la solucibn complementaria es:

yo (k) = c,.2kK ... (b)
como Q(k) = k + 1 es solucidn de la ecuacidn en diferen
cias homogénea.

ykk + 2) - 2y(k + 1) + y(k) =0

(E2 - 2E + 1)y(k) = 0

(E - 1% (k) =0 I (<)

entonces se aplica el método de coeficientes indetermi
nados para obtener una solucidn particular yp(k)

El aniquilador en este caso, se obtiene de la expre-
sidén (c), y es:

g(E) = (E - 1)2

por lo tanto, al aplicar a la ecuacibén original (a) el
aniquilador, &sta se transforma en una ecuacién homogé
nea, esto es:

(E = 2)y(k)

1]

k +1

(E- 1% (E - 2)y(k)

(E - 1)2(k + 1)

(E2 - 2E + 1) (k + 1)

(k+2+1)-2(k+1+1)+ (k+1)

1]

0

la solucibn de esta ecuacidn. es:

Y(k) Cl,'zk + Cc, + cik

en donde, como c1-2k = yco(k), entonces:
yp(k) =c, + c;k

sustituyendo yp(k) en la ecuacidén original (a):

(E - 2)yp(k) =k +1

(E-Z)(C2+C3k)=k+1

Loz + csk+1)] - 2(c, + ¢3k)

1
~
+
[N

1]
~
+
[

- c3k - c, +c,

de donde:
-c; =1
- Cz +c3 =1
por lo tanto:
c, =-1, C, =-2 y

Yp(k) ==-2-k

finalmente la solucidn general de (a) es:

y(k) = yok) + yp(k) = c, 2% -2 -«




: Ejemplo V.26
|

Sea la ecuacidn en diferencias:

y(k +2) - 3y(k + 1) + 2y(k) =1+ a
La solucidn complementaria es:

k
ye (k) = ¢, + cp2

la funcibén Q(k) = 1 + ak es solucidn de la ecuacidn ho-
mogénea:

(E - a) (E- Ly(k) =0
por lo tanto, el aniquilador es:

g(E) = (E - a) (E - 1)

_ aplicando a la ecuacidn no homogénea el aniquilador:

(E-a) (E-1) (E?-3E+2)y(k) = (E-a) (E-1) (1+a5)

(E-a) (E-1) (E-2) (E- Ly(k) =0

la solucidn de esta ecuacidn es: .

k k

y(kk) = b, + b,k + bya + b,*2" ;- a#l, a#2

n

de donde, como y. (k) c; + cé-?k, entonces:

yp (k) = b,k + bya"

o bien:

yp(k) Ak + Ba
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sustituyendo yp(k) en la ecuacidn no homogénea:

(E2 - 3E + 2)y (k). k

1+ a
(E?2 - 3E + 2) (Ak + BaK) = 1 + aF
Ak + 2) +Bak+2—3|:A(k+l) + Bak+lj+2 (Ak +Ba¥) = 1 + af

k k

(A - 3A + 28) k + (Ba?-3Ba+2B) a + (2A - 3A) =1+ a

de donde:

1 .
(a - 2) (a -1)

‘por lo tanto:

yp(k) =-k + (a-2)1a-1)ak’ a # 2 y\ a#1
y la solucidn general es:

1 k

k
yk) =c, + c,*27 -k + IR CE ; a# 2 y a#.1

Ejemplo V.27

Sea la ecuacidn:

y(k + 2) + y(k) = 4 cos 2k ce. (@)

la ecuacibn caracteristica es:
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por lo tanto, la solucidr .omplementaria es:

yc (k) = ¢, cos %; + c, sen 5; ce. (b)

como Q(k) = 4 cos 2k es solucidén de la ecuacidn homogé
nea: :

(E2 = 2 cos (2) E + 1)y(k) = 0
el aniquilador es:
P(E) = E> - 2 cos (2) E + 1 vee o)
la solucidn particular de (a) es:
yp(k) = A cos 2k + B sen 2k ee. (A)
sustituyendo (d) en (a):
(E? + 1) yp(k) = 4 cos 2k
(E* + 1) (A cos 2k + B sen 2k) = 4 cos 2k
A cos 2(k+2)+B sen 2(k+2)+A cos 2k+B sen 2k = 4 cos 2k

A [:cos 2k cos 4 - sen 2k sen 4-] N

+ B [-sen 2k cos 4 + cos 2k sen 4:} +

+ A cos 2k + B'sen 2k = 4 cos 2k

de donde:

1
o>

A cos 4 + B sen 4 + A

1
o

-A sen 4 + B cos 4 + B

resolviendo este sistema por Cramer:

- sen 4 1+ oos 4

y(k) = ¢, cos kn + c, sen —- + 2

sen 4
1+ cos 4 4 + 4 cos 4 _ 4(1 + cos 4)  _ 2
1 + cos 4 sen 4 (I +cos 4)2 + sen’4 -~ 2(1L +cos 4)

1 + cos 4 4

- sen 4 0

_ 4 sen 4 2 sen 4

2(1 + cos 4) 2(1 + cos 4) 1 + cos 4
por lo tanto:
yp(k) = 2 cos 2k + 2 ——S8BA  op ¢

= o Cos 2k + cos 2k cos 4 + sen 2k sen 4
1 + cos 4

cos 2k + cos (2k = 4)

=2 1 + cos 4

y la solucidn general es:

km cos 2k + cos (2k - 4)

2

2 1 + cos 4




V.4.3 METODO DE VARIACION DE PARAMETROS

El método de variacidén de parimetros sirve para obtener

la solucién particular yp (k) de una ecuacidn en diferencias.
Este método es general, ya que se puede aplicar a cualquier
ecuicién en diferencias lineal, inclusive de coeficientes va
riables. -

Antes de describir el método, conviene hacer un desarrollo
que se utilizard méds adelante.

Si:
y(k) = u(k)v(k)
entonces:
By (K) = p(k)Av(k) + v(k)au(k) + bu(k)bv (k)
desarrollando:

yk + 1) - y(k) = u(k) (vik+1) -v(k) + (v(k) + bv(k))bu (k)

yk+ 1) - p(kvik) = uXvik+1) = uk)vik) + (v(k) +v(k+1)-

- v (k))Au(k)

yk +1) = pk)vk + 1) + vk + 1)au(k)
y en forma general:

y(k + n) = u(k)v(k + n) + v(k + n)ap(k) ... (33)

Si se considera una ecuacidén lineal en diferencias de segun
do orden no homogénea:

yk +2) +ak)yk + 1) + b(k)y(k) = Q(k) ... (34)
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la solucién complementaria de esta ecuacidn es:
vo (k) = ¢y, (k) + ¢y, (k) ’ ... (35)

donde y, (k) ¥ y, (k) son dos soluciones linealmente indepen-
dientes de la ecuacién homogénea asociada a (34), haciendo
ac, yc, variables: »

c, = u(k) y c, = v(k)
se forma la funcidn:
| yk) = uky, (k) + v(k)y, (k) <.« (36)
la cual se prépone como solucidn de la ecuacidén (34)

Para determinar las funciones u(k) y v(k), que hacen que
(36) sea solucidn de (34), se obtiene y(k + 1) y y(k + 2)
de (36) y se sustituye en (34).

Considerando la expresidn (33):

ykk+1) = u(k)y,(k+1) + v(k)y,(k+1) + y, (k+1)Au(k) +y, (k +1)4av(k)
estableciendo arbitrariamente, que:
y, (k + 1)du(k) + y,(k + 1)av(k) =0 PURNGY))
se obtiene:
y(k+1) = p0y, (k+1) + v(k)y, (k+1)
a partir de la cual:

yk+2)=uk)y, (k+2) +v(k)ly, (k+2) +y, (k +2)au(k) +y, (k + 2) Av (k)

sustituyendo y(k), y(kk + 1) y y(k + 2) en (34):
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r-u(k)yl(k~+2) + v(K)y, (k+2) + y (k+2)ap(k) + Y, (k+2)av(k) ] + Con las funciones u(k) y v(k), se obtiene la solucidn gene
- ) ral de la ecuacidn (34):

tak) Cukly, (k+1) + vKy, (k+1) ] + o

_ y(k) = yo(k) + yp(k)'= c1¥:1 (k) +coy, (k) + u(k)y, (k) + v(k)y, (k)
+bk) [Cutkly, (k) + vikly, (k) ] = (k) . ~
‘ ’ En general, 1la ecuacidn lineal en diferencias de orden n,

factorizando: ' ' n':

o . Z(E)Y (k) = Q(k)
k) Ly, (k +2) +a®y, (k + 1) + bk)y, (k) ] + ‘
’ tiene como solucidn complementaria a la funcidn:
+ v(k)[:y2 (k +2) + a(kly,(k+1) + b(k)yz(k)j +y, (k+2)duk) +

!

| Yo (k) = ¢y, (k) + coy, (k) + ... + chyy (k)

+y,(k + 2)Av(k) = Q(k) v
y como solucidn particular a la funcidn:

como y, (k) y 1y, (k) son soluciones de la ecuacién homogénea

asociada a (34), las expresiones entre paréntesis de la ecua . Yp(k) = p, (k)y, (k) + uz(kfyz(k) + oo+ U (k)y, (k)
cidén anterior, son igual a cero, por lo tanto, se reduce a: p : . } n n

donde yu, (k), uz(k), «++s Hp(k), se obtienen de la solucién

y, (k + 2)Au(k) +y,(k + 2)av(k) = Q(k) c.. (38) del sistema:

Las ecuaciones (37) y (38) forman un sistema de dos ecua- Y, (k+1) y,(k+1) ...y (k+1) FAu (k) - 0

ciones con dos incbgnitas: . ! 2 n !
v, (k+2) y,(k+2) ... yp(k+2) bu, (k) | =1{.0

Ap (k) y Av (k) - . : . ‘
en forma matricial: : : : o
‘ . vy, (k +n) y,(k+n) ... Yn (k +n) bup (k) Q (k)
y, k +1) y, (k + 1) Ap (k) 0 v L JL N N

v,k +2) y,(k + 2) Av (k) Q (k)

L

Ejemplo V.28

Sea la ecuacidn:

al resolver este sistema se obtiene Au(k) y Av(k), sumando

cada una de estas diferencias se obtienen las func1ones ‘ k _k
u(k) y v(k). . y(k +2) - 6y(k + 1) + 8y(k) = 8472




la solucidn complementaria -es:
. .f k
yo(k) = c,2% + c,-4
por variacibn de pérémetros, se tiene:

k k

yp ) = u(k) =2 + vi(k)-4

k

para determinar Ap(k) y Av(k), se sustituye y, (k) = 2

y, k) = 4¥ en el sistema:

vy k41 oy, (kD) Bu (k) 0
v, (k+2) y,(k+2) Av (k) Q (k)
obteniéndose:
_ _
2k +1) Au (k) 0
ok +2) avik) || 8-4%i2
resolviendo por
0 L
, g8.4%.2K 15.4% -32.2K.4K. 4K
242 4-4 16-25.4
425 16.4%
2:2% 0
: , 4.2 g.oK.gk 16+ 2K. 4K 0K
avik) =, KK = XX
16244 1624

LK) = IAp(k) = T(-24%) = - 214

v (k)

LAv(ik) = 227 = 2

por lo tanto la solucidn particular es:

X
yp (k) = = 2 A 2% 4 oK.k

_ 1 .k ,k
= 5 254

y la solucidn general es:

yk) = c,+2% + ¢, -4

Ejemplo V.29
Sea la ecuacidn en diferencias:
(E} - 6E% + 11E = 6)y(k) = 5.2 4 x2

la solucidn complementaria es:

ycik) = cy # c2-2k +.c3-3k

por variacidn de paré@metros:

yp (k) = u, (k) + w, (k)25 + u, ) -3F

177
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donde y, (k), u, (k) y u,(k) se obtienen a partir de la

= 5 1 k% = - 2 - L
solucidn del siguiente sistema de ecuaciones: My (k) = I(- 5 - 5 oK ) = > L(1) 5
. 12
. =—%k—%(—2k+2k+3)
1 okl sk+1 By (k) 0 " 2
e o 5 4 Kt 2k +3
1 2k+2 3k+2 My (K) - 0 2 X
1 k3 sk +3 Buy (k) |- | 5.2 4 g2
| k 2 ' k
- 1 527 + k 5 2 1
k) =2 ( =< - "
s (k) 6 3 6 3k 6
5 2K\ 1 k2 + k' + 1
resolviendo esta ecuacidn se obtiene: =+ (- 3 —> < (— 3
. 3 y 23
B, (K) = 55 (30-25 4+ 6ek?) . s X 1 [ xP+x+1
‘ -T2 Tk T k
A __ 5 1 k2 3
(k) = - 5 - — .
2 Z k :
2 por lo tanto la solucidn particular es:
k 2
1 5:27 + k e
duy (k) = =— | ) ' v - 1 .ok k3 - 32
3 6 3k yp(k) =15 (30-27 + 2-k 3k® + k) +
obteniendo la suina correspondiente: 2
PN TS S 2 S R
2 2k
) = T (30284 6ek?) = 30 gk 4 & me
. . S 2
5 .k 1 (2) (1) +_(-ii.-l k" + k+ 1 ).3k
(3) (2)
=3 k.1 Xk k k0,01 ., 11 11 _ 5 k
=72ty (—3— =) ST tT Ktk o r - g k2
= 5 k1 2k® - 3k® +k ) .
= 5 2™ 4 > ( 3 ) y la solucidn general es:
_ .ok k, k® k2 11k , 11
=5 302" 4 20k° - 3k2 4 k) yl) = o) +cyn2 4oy 3t Sor S 2K,
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o bien:
k y (k)
5k k ' k3 k? | 11k , 11
y(k) =c¢c, + (c, - -—7-)-2 + a3+t — + 5 ) )
1 2
2 4
3 7
4 11
V.5 APLICACIONES . .

Problema V.1 . v )
. ] o de donde se observa que en general, con k + 1 rectas se

¢En cudntas secciones se puede dividir un plano por me obtienen y(k) + k + 1 secciones, esto es:

dio de rectas no paralelas? :

En la figura V.8, se muestra un plano dividido por una, yk + 1) = y(k) +k +1
dos y tres rectas no paralelas. . '

O sea:
yk + 1) - y(k) =k +1

ésta es una ecuacidn en diferencias lineal no homogé-

\ / nea de primer orden, ‘la cual se puede representar co-
mo:
N d k k 1
- = +
></ N | (E - Dy(k)
— N ‘ A o bien:

' \ AN Ay(k) = k + 1
Figura V.8

1]

| : de donde: y(k) = Z(k + 1)
-tk s 1
Representando con y(k) el nGmero de secciones y con _ k(z)

"k" el nfimero de rectas, se tiene: 2 tk+oc
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observando los: datos: del problema, se tiene ques:

k(k - 1) + 2k
2

- Kk _ : yk+2) ~ yk) =15; k =0,1,2, ... iee (@)

esta expresidn es una ecuacidn en diferencias Iineal Y
v no homogénea, cuya: solucidn: se: obtiene a continuacién.

pero cuando: k: = 0, y(0) = 1, por lo tanto c = I: A : ) o
La: ecuacidn: caracteristica es:

N k¥ + k + 2 :
y(k) = VR ] Biz - I = Q . 61 = 1, 6'2' = - 1

por' Io tanto;, la solucidn complementaria es:
Problema: V.2 .

Por medio de: una serie de censos en una: poblacidn: "y, Ve (k) =c, + ¢, (--L)k view (B
se: obtuvieron los datos‘'que se muestran en la siquien-

te tabla: por coeficientes: indeterminados: se: tiene quex

k. ;yﬂﬂzen ‘,; - v (k) = Bk ' ) e (c):
en: afios | millones: i ) P .

: sustituyendo (c¢) en. (a)::
0 . 20

1 ) : 3Q: é ) Ak + 2) - Bk = 15

S

: , ' P ’ . = 13
2 | 35 | . A = >

& .45 % por lo: tanto, la solucidn: general de (a) es:

4 50 , . . .
' : y(k) = ¢ + ¢, (-~L»k‘+ %g k cee (@)

Tabla V.3 ) § .
Para determinar la solucién: particular del problema,.
. se utilizan las condiciones:
Se: desea: establecer una expresidn matemitica que permi-
ta: determinar la poblacibn: para cualquier tiempos . . P(0) = 20 y P(1) = 30

=0, 1, 2, eu. entonces, sustituyendo en: (d):




20 = ¢c, *+ ¢,
15
30 = cl — Cy * >
de donde:
85 - 5
=C‘1=—4—" y C?-:_T
por lo tanto:
_ 85 5 _1hk 15 .
y(k) = 7 T (=17 # ) k

‘Problema V.3

Los nfimeros binarios :de un sistema ‘digital se pueden
transmitir a través de una linea. Los pulsos .de mag-
mitud V,; y V, corresponden a los digitos 0 y 1 respec-
tivamente.

'Si el tiempo de transmisidn de V, es de 2 segundos y
el de V, es de 1 segundo; determine de entre cuéntos
n@meros binarios diferentes, se puede seleccionar uno,
para transmitirlo en "t" ‘segundos.

#n tres segundos se puede transmitir uno de los si-
guientes nfimeros binarios:

0 1
1. 0
1 1 1

o sea, se puede seleccionar uno de ‘entre tres nfimeros
diferentes.

‘En :cuatro segundos:

0 0

0 >l 1
1 0 1
1 1 0

De esta manera se forma la tabla V.4, donde "ttt oes
el tiempo de transmisibén de un nlmero binario 'y N(t).,
la cantidad de nfimeros binarios diferentes, de entre
los cuales se puede seleccionar uno para transmitirlo
en "t" segundos:

t N(t)
0 0
1 1
2 2
3 3
4 5
5 8
6 13

Tabla V.4
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asi, en "t" segundos:
N(t + 2) = N(t + 1) + N(t), t=1, 2, 3, ...

O sea:
N(t+2) - N(t+1) - N(t) =0; t=1,2,3, ... ... (a)

Resolviendo esta ecuacidén en diferencias:

por lo tanto, la solucidn general de (a) es:

1+ /5 t 1 -v5 \t
N(t) =c1<—2—-——) + (=2

como N(1) = 1 y N(2) = 2, se tiene:

l_

R /5) N CZ(_z___ /5_>

% 2 1 -5 2

2 = cl< 1 ; E] ) + c, 3 )

de donde:

c_11,+‘5/'5“ c_ll-s/s—
= 2L+t o V> , = —=—2Y>

Y15+ 75 15 - 7 /5

con 16 cual, la solucidn particular del problema es:

N (t) =<

para t =1, 2, 3, ...

Problema V.4

Una mesa de billar de lado "a" y cuyas aristas son A,
B, C y D, aparece en la figura V.9. Si esti una bola
en el punto 0(k) del lado AB, y se le da un impulso
tal, que &sta toma una trayectoria que forma un &ngulo
@ con respecto al lado AB; la bola golpea luego al la-
do BC, y asi sucesivamente. Se determinari el punto

donde la bola golpea al lado AB después de cada circui
to.

D Q, c

A Ok Ok+1 B

Figura V.9
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Sea ay (k) = A0y, de la figura V.9: : por variacibén de paré@metros:

O(kk)B = a - AO(k) = a - ay(k) = a(l - y (k) )

yp(k) = u(k) ee. ()
a(l - y(k)) tana

P(k)B

[ o(k)B] tana
v ) sustituyendo (c) en (a):
P(k)C = a - P(k)B = a - a(l - y(k)) tana

0(k)C=P(k)C tan (90°-a) = P(k)C cota= [a-a (1 -y (k))tano_Jcota = p(k + 1) - u(k) = 2 (cota - 1)
= a cota - a(l - y(k)) . Au»(k) = 2 (cota =~ 1)
Q(k)D=a-Q(k)C=a- [acota-a(l-y(k)___|=a(l-cota) +a(l-y(k)) u(k) = ZAp(k) = I 2(cota - 1)

R(k)D=0Q(k)D tana =a(tana - 1) + a(l - y(k)) tana 2(cota - 1) I(1)

R(k)A = é - R(k)D = a(2’- tana) - a(l - y(k)) tana 2k (cota - 1)
AO(k + 1) = R(k)A tan (90°-a) = [R(k)A:] cota = a(2cota - 1) - a(l-vy(k)) =

=ay(k+ 1) ‘
por lo tanto, la solucibn general de (a) es:

despejando y(k +1) de esta Giltima ecuacidn:
: y(k) = yo(k) + yp(k) = c; + 2k (cota = 1)

k + 1) = (2 cota - 1) - (1 - k
y( ) (2 cota ) ( . y (k) para determinar el valor de c, , si k = 0:
= 2 cota - 2 + y(k)
y(0) = c; + 2(0) (cota - 1)
o sea:
de donde:
y(kk + 1) - y(k) = 2(cota - 1) el (@)

c, = y(0)
ésta es una ecuacién en diferencias lineal no homogé-

nea de primer orden. Resolviéndola:
por lo tanto:

k
Yc(k) =c;, ()7 =¢c, ee. (b) y(k) = y(0)+2k (cota - 1)
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quefsustituyendo-en:
a y(k) = A0(k)

representa la solucibn del problema: .

Problema V.5

En el siguiente circuito eléctrico, se tiene entre
las terminales a - b, una tensidn Vg = A cos wt. Se
desea conocer la tensidn en cada uno de los nodos del

circuito si ¢y = 2¢,.
5 Cy Cy C‘ c (o C Cc
a V-1 Vi ) Ve ot 1 1
circuito. ik ol
x | v -
AL ;:cz _:cz __cz ::C2 ==C2 =C2 TC2
b,

Figura'v.lo

Efectuando la suma de-cofrientes;en el nodo "k":

i(k + 1) = i(k) - 1i(k) c.. (a)

considerando que la tensidn en el nodo "k" es:

S V(k) = V(k) cos wt eer (D)

se tiene que:

ik) = c, dvgk)
= c,wV(k) sen wt Ceee (€)
1) =c; & [vk - 1) - v ]
==c,w(V(k-1) -V(k)) sen wt - (d)v
ik+1) = cift [V - vk + 1) 7

= - cw[ V(k) - V(k+1) ] sen wt ee. (&)
sustituyendo (c), (a) y (e) en (a):

-cwl V() -V(k+1) ] sen wt =-cou[ V(k-1) - V() ] sen wt +

+ C, wV (k) sen wt

de donde:

c,[Vk+1) = 2v(k) + V(k-1)T] - c,V(k) = 0

Vik + 1) - (2 +z—f) V(k) + V(k - 1) = 0

como ¢, = 2 cy;:

Vi(k + 1) - 4V(k) + V(k - 1) = 0




o bien::

Vik + 2) — 4vi(k + 1) + V(k) = 0 cew (£)

&ésta es una ecuacidn en diferencias lineal y homogénea.
Su. ecuacién caracteristica es:

g2 - 4p + 1 =0
las raices: son:

g =21zt /3
por lo tanto, la ‘solucidn de (:f-) es:

V) = e, 2+ /THE ¢ e, @-v3HF L@

Para k = 0; V, = K, por lo tanto (£) queda:

V, - 4V, + A= 0 eoe ()

y en el Gltimo nodo, cuando k = n, Vp = 0, por lo tan-
to: (£) queda:

0 -4V, _, +V, , =0 e ()

i
N
e
ko
I
.

sustituyendo (g) en (h) cuando k

Cr (24 VT )P+ cp(2-VT V3= 4 (2+/ T ) +

+ ey (2-v3 )] +A=0 cee ()

sustituyendo: (g) en (i) cuando k =n — I y k = n - 2z

Y TR C TRV S ki S e, Sy

e,/ I M 2=V =0 cee (K)

la solucibn del sistema de ecuaciones (j) y (k) es:

c.. = —A (2 - ’/T)n
! (2+V3 )0 - (2-/3 )10
C‘Z = (2 + v 3 )n

(2 +/ 3 ) - (2= /3)0

por lo tanto, la amplitud de la tensibn en un nodo "k"
es::

7 (% - - A ('2}_ /-3—)n g K
v A 2+ /3 )0 - (2-/3 )1 (2+/3 )" +
. (2+/3)" P
Ao e ) o

donde "n" es el nfimero total. de nodos.
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CAPITULO VI SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS.

VI.1 SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Un sistema de ecuaciones en diferencias de primer orden, es
un conjunto de estas ecuaciones que presentan la siguiente
forma: C ) ‘ .

x (k+1) = fl[:x,(k)_, X, (K), vuey xn(k), kj
x,(k+1) = £, %, (k), x,(k), ..., x (k), k] .
xp(k+1) = £ 0% k), x,(k), «ony x (K), k7]

Ejemplo VI.1

Las ecuaciones:

x(k + 1)

2x (k) - x(k)y(k)
k

y(k + 1) (k + D)x(k) - y(k) + 2

constituyen un sistema de ecuaciones en diferencias de
primer orden, en el cual aparece un producto entre las
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variables dependientes x (k) y yi{k),. ademés uno de los -
coeficientes :es wvariable, por 1lo tanto, -este sistema
s no lineal y de coeficientes wvariables.

VI.1l.1l SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES CON

COEFICTENTES CONSTANTES

Las funciones f,, f,, ..., fn que aparecen en la represen
tacidén -del sistema de ecuaciones en diferencias -dada en el
inciso anterior, pueden ser lineales o0 mo lineales. Al
igual -que; para las ecuaciones diferenciales, los mé&todos
analiticos de resolucidén de ecuaciones en diferencias mno
lineales son mds complicados y carecen -de generalidad; es-
to es, los métodos analiticos se desarrollan solamente pa-
ra determinado tipo de ecuaciones no lineales.

En .cambio, los sistemas lineales aceptan una teoria .gene-
ral para su resolucién, de aqui la conveniencia de estable
cer a continuacién la forma general que presentan estos sis

temas.:
X, tk+1) = a ,x, k) + a,,x,(k) + ...+ alﬁxn(k) +’b1(k)
X,k +1) = a,,x, (k) + a,,x, (k) + ... + a,%, (k) + b, (k)

. cee (2)
xpk+1) = agx; (k) + ap,x, (k) + ... + agx (k) + by (k)

donde los coeficientes aij pueden ser funciones de "k".

En esta representacidén:

A) Si todos los coeficientes 3, son constantes, el siste

ma se llama de .coeficientes constantes.

-B) Si por lo menos algln término bi(k) no es cero, el sis
tema se llama no homogéneo.

C) Si b;(k) =Db,(k) = ... =
ma homogéneo.

i

i
&
®

u

0, el sistema se 1la-

Por lo tanto, un :sistema lineal de -ecuaciones en diferen-
_cias :de primer orden y -con coeficientes constantes, 'se Te-
Ppresenta en la forma matricial:

voxitk + 1) = Axi(k) + bik) eee 13)
donde:
- — . - - _ .
FXJk+Dv x, (k) a, a, a, b, k)
X, i(k#+ 1) X, (k) 8y1 Bzp eee Byp b, (k) :
Xle+1) = [sxm| - ha=l o S Lo <] .
Xy (k+1) - IEXSN ay, A, e amj b, (k)

Ejemplo VI.2

El siguiente sistema es lineal y de coeficientes cons

tantes:
x(k + 1) = x:(k) - 2z«(k) - 1
yk + 1) = 2xi(k) + y(k) - z(k)
z(k + 1) = x(k) - 3y (k) + 2k

la representacifén matricial correspondiente es:

x(k + 1) 1 0 -2 x (k) -1
vk + 1) =12 1 -1 y&) |+ o
z(k + 1) 1-3 0 z (k) 2k




VI.2 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION EN DIFERENCIAS: DE ORDEN:
"n" EN' UN. SISTEMA DE "n" ECUACIONES DE PRIMER ORDEN:

En el capitulo: anterior se han estudiade. métodos para: re-
solver ecuaciones lineales en diferencias, resulta conve:-
niente en: la teoria de sistemas, representar a una ecuacién
de este tipo por medio de un: sistema de ecuaciones de pri
mer orden. El procedimiento: para lograr esta representa-
cidn: se describe a continuacidn.

Sea: la ecuacidn: en: diferencias lineal de: orden "n":

ylk+n) +apyk+n-1) + .o+ a _ yk+1) +a yk) = Qk) (4)

cambiando: Ia variable y (k) por xifkr;
y'(k‘): = x, (k)
entonces:
vk + 1) =x (k + 1)
a la que‘sg‘puede ITamar x, (k), esto es:
vk + 1) = x (k + 1) = x, (k)

continuando: los cambios: de: variable comoe: hasta: ahora, se
tiene:: ) -

| ’ gk + 2) = x, (k + 1) = x, (K)

vk + 3) = x"31 (k + 1) = x, (ki)
yo +n— 1) = x _ (k + 1) = x_(X)

yk + n) = x,(k + L)

despejando y(k + n) de la ecuacién (4):

vk +n) = - a xp (k) = a _ x,(k) = ... - ax (k) + Q(k)
por lo: tanto:

y(k+n) = xh(kw+l) = - a xy (k) - an_lkz(k) = eewmagx (k) +Q (k)
de lo: anterior se tiene:

x; (k + 1) = x, (k)
x, (k + 1) = x, (k)

x, (k + 1) = x, (k)

x o,k + 1) = x_ (k)

xp k1) == a xy (k) —a _ %, (k)= oo = ax (k) + Qk)
que: es. un sistema de "n" ecuaciones en diferencias Iineales
de primer orden, el cual se representari en: la forma: matri-
cialz:

X(k + 1) = AX(k) + b(k)
donde::
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A = 0 0 0 0: ; b:(k): = 0
-, Ay oA, -a, Q (k)




Ejemplo VI.3

Se desea representar la 51gu1ente ecuacidn por medio
de un sistema de ecuaciones en diferencias de primer
orden:

y(k +3) - 6y(k + 2) + 11y(k + 1) - 6y(k) = 5:2% + k2 ... (a)
se realizan los siguientes cambios dé variable:
y(k) = x, (k)
y(k + 1) = x,(k + 1) = x, (k) _ ... (b)
vk +2) = x, (k + 1) = x, (k) e (@)
de la ecuacidén en diferencias (a):
Cy(k 4 3) = 6y(k) - 1ly(k + 1) + 6y(k + 2) + 5-25 4+ k2
= 6x, (k) - 1lx, (k) + 6x, (k) + 5.2 4 k2
por lo tanto:
y(k+3) = x;(k+1) = 6x, (k) - 11x, (k) + 6x, (k) +5+25 + k2 (@)
de las ecuaciones (b), (c) y (d), se obtiene el siste-
ma:
x, (k + 1) = x, (k)
X, (k + 1) = x, (k)
X3k + 1) = 6x; (k) - 1lx,(k) + 6x,(k) + 5028 4 k?

que en forma matricial se representa:

4 or
x, (k+1) o 1 o %, (k) 0
x,(k+1) |=| 0 0 1 x,00 | +| o0
X3 (K + 1) x5 (k) 5.2% 4+ 2

VI.3 ' RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES EN DI-

FERENCIAS CON COEFICIENTES CONSTANTES

La solucibén general de un sistema de ecuaciones en dife-
rencias lineal:

X(k + 1) = Ax(k) + b(k)

se obtiene sumando la solucidn general §E(k) del sistema ho-
mogéneo asociado con una solucién particular xp(k) del 51ste
ma, esto es:

x(k) = xo (k) + X, (k)

x (k) se llama solucidn complementarla o soluc1on homoge-
nea, y x (k) se llama solucidn part1cu1ar

Ejemplo VI.4

El siguiente sistema de ecuaciones:

x(k + 1) = 2x(k) + y(k)

.. (a)

y(k + 1)

x(k) + 2y(k) + 1




tiene por solucidn complementaria:

x (k)

U}

k
c,*3 + ¢

! « 2 ... (b)
y(k) = c,*3% - ¢,

donde ¢, y ¢, son constantes arbitrarias, y por solu-
cidn particular:

3K - 2k - 1)

x (k)
cee (€)

1
3
y (k) -%— (3% 42k - 1)

1.k .
T (3 2k 1) . (@)
f% (3k + 2k - 1)

x (k)

L}
Q
w
+
Q

~
+

y (k)

]
Q

VI.3.1 RESOLUCION DE SISTEMAS HOMOGENEOS

Sea el sistema homogéneo:

X(k + 1) = Ax (k) oo (5)

para k = 0:

X (1) = Ax(0)

para k = 1:

i3l
s
"
o
I
x|
S
i
>
N
x|
o
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para k = 2:
X(3) = AX(2) = AA%x(0) = A%x(0)
. . .
X(k) = ax(k - 1) = aaK7'%(0) = a¥x(0)

la solucidn x(k) del sistema (5) es:
(k) = a¥%(0)

donde Ak es la k-ésima potencia de la matriz A, y x(0) es el
vector de condiciones iniciales.

VI.3.2 CALCULO DE Ak

La ecuacidn caracteristica f(\) = 0 de la matriz A de or-
den nxn es: .
n n-1
: . + = ... (6
AT+ ax + +a _A+ta =0 (6)

por el teorema de Cayley-Hamilton, se tiene que:

n n-1 _
A" + a,A +...+a A+al=0 .o (7
despejando Al:
A = anI an_lA PN a,A
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ecuacidn que 'se puede representar también de la siguiente Bor Byw Boy weey B
forma: - n-t
n . . : o S on=1 ) ) -
A = byI + b,A + ... +b A eee 1(8) son «coeficientes.
\ ; - . L . P E
Andlogamente, despejando A7 de 1a ecuacidén (6):
donde:
n n-1
A= =-a =-a A = ae. = a,
= - : = -a~ = - n n-i 1
b, = a . b, = a g ""'bnvl = a,

o » que se puede representar :como:
multiplicando la ecuacién (8) por A:

e} : . n-1
v - , AT =by + bA # ... #b__ A
A" = AA™ = A(b,T + byA + ... 4 b _ A" . ’ ' n=i
o 2 n ) multiplicando‘por'k{
=byA +bA® + ... +b A
= j 2 o L n-1
= b,A + bjA° + ... + b (b, T + blAn+,,“-+bn_1A ) 1 n ne1
v AT = 0T = A, # b A+ .o+ b NPT
=€yl + cA + .. + cn_lAn-1
=Dbyd + bA% + ...+ b A"
multiplicando nuevamente por A: ' ne=1
= Dby + b)A% + ...+ bo_itbe +byd + 4 b A7)
n+2 _ o n¥1 _ . : . n-1 _ , n-1
A = AA = Alc,I + c A + ... * Chy® ) =, + ;N + +c A
= CyA + c,A? + ...+ Cn-lAn An*2 s Acy + A + .. + cn_lkn-l)
: : 2 - o, - T T h
= CoA + ;A + ... +c_ (bT + biA'*'-°‘*bn-,An ) =c A +cA? + ""+‘°n-1xn
=4 . . n-1 R = 2 . Sy . n-1
=d,T +d A + ...+d A ) ‘ B IO TN SRR SE ¢ P T N R SE
=d, +dh 4 ...+ d A"
en general:
n-1 T y en general:
A = B I+ B,A+ B A% + ...+ 8 AR eee (9) yoen g
0 1 2 n-1
k : n-:
AT = By + Byd o+ BA% kg AT ee. (10)




donde los coeficientes B; son respectivamente, lcs mismos
que los de la ecuacidn 69).

Para las raices A; de la ecuacién caracteristica (6) se tie
ne:

k _ ‘ ‘ ' 2 n-1
Af = Bo+Bihg + BAZ 4 ...+ B AT e (11)

CASO A. RAICES DIFERENTES

'Si las "n" raices de la ecuacién caracteristica son dife-
rentes, entonces se sustituye cada una de ellas en la ecua
cién (11) y se obtiene un sistema de "n" ecuaciones con
"n" incdgnitas:

k _ 2 . n-1

AT = By b ByA, 4 BAY 4 L+ 8 AT

k _ 2 n-1

Ny = Bo t Bidy + BAL F L+ B0 e (12)
i = 2 n-1

An = By + BAL 4 B2 4 L.+ 8 A0

las "n" funciones B8,, B,, B,, ... B,-,» obtenidas como so-

lucién de este sistema, se sustituyen en la ecuacién (9) pa-
ra determinar la matriz AKX,

Ejemplo VI.S5

Sea el siguiente sistema:

x(k + 1) 3x (k) - 2y(k) ;

yk + 1) = x(k) .

la matriz de coeficientes es:

la ecuacidn caracteristica de A es:

n - 1)

las raices son:
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sustituyendo cada una de estas raices en la ecuacidn

(11) con n = 2:

AT = B, + BA

i

se tiene, para X, = 1:

para X, = 2:

ce. (Q)

ce. (b)
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resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (b) se obtie

ne:

la ecuacidn (9) con n = 2, queda:

A% = g1+ 8,a

sustituyendo los valores de B, y B,:

10 3 -2
ak - 2 - 2% + 2% -1
0o 1 10
2028 -1 2 - 2.0
X - 2 - 2¥

y como la solucién del sistema homogéneo es de la for-
ma:

Z(k) = A%%(0)

se tiene:

x (k) 225 -1 2 - 2.0k 1
vy (k) 2X -1 2 - 2K 0
2:2K - 4
X -

CASO B. RAICES REPETIDAS

Si la ecuacibn caracteristica de la matriz A, tiene "m"
raices iguales A, = A, = ... = AR, y las restantes

X eeey X di en i
mty ! Am+2, R ferentes, entonces el sistema de ecua

ciones (12), estd formado por n - m + 2, ecuaciones lineal-
mente independientes con "n" incdgnitas, o sea, mis incdgni
tas que ecuaciones. En este caso, con las n - m + 1 raices
diferentes, se establecen n - m + 1 ecuaciones, ya que:

f(Ai)-= 0, i=m, m+ 1, m+ 2, ..., n

y otras m - 1 ecuaciones, se forman derivandoﬁla ecuacidn

(11):

ko ) n-i
A = Bo FBLA; L.l 4 Ba-11y

con respecto a Ai’ m - 1 veces:




af (1)
dx

a2f ()
—arz

1]
o

para xj = A1'= Ay = voe =X .

De esta manera se tiene un total de (n - m-+l) + (m~-1)
ecuaciones con "n" incdgnitas.

Ejemplo VI.6

Para determinar la solucidn del siguiente sistema:

x(k + 1) = 3x(k) - y(k) ;  x(0) =1

y(kk + 1) = x(k) + y(k) ; y(0) =1

primero se obtiene la matriz de coeficientes:

la ecuacidn caracteristica de A es:

3 -2 -1
|la - a1| = =A% - 4x+4=0
1 1-2
las raices son:
A, = A, =2
sustituyendo )\, = 2 en:
k
Ai = By + lei , ... (a)
se tiene:
2k=8‘,+261 ... (b)

derivando la ecuacidn (a) con respecto a A;:

k-1 )

KA = 8,
y para i, = 2:
k-1 .
k-2 = B, ... (C)

la solucibn de (b) y (c) es:

sustituyendo B8, y B, en:

Ak = g1+ 8,2
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se obtiene: Ejemplo VI.7
1 0 3 _lﬂ Dado el siguiente sistema:
Ak o 2% koK + (ko2 ¥y (k+1) = 3x, (k) + x,(k) - x,(k) ; x,;(0) =0
. X, (k+71) = 2x, (k) + 2x,(k) - x,(k) ; x,(0) =1
0 1 1 1 :
| xy(k+1) = 2x, (k) + 2x, (k) ; x3(0) =0
_ _ la matriz de coeficientes constantes es:
PP ST PPt -k 2K . v
r3 1 -1
k : i
A= 2 2 -1
k-1 k k k-1
ke2 2 - ke2" + k-2 2 5 0
— —J -
y su ecuacidbn caracteristica es:
finalmente:
Ja - AI] = A% - 5)A%2 +8x -4 =0
2k_k.2k+3k.2k" - ke2K"! 1 las raices son Ay =1, 0%, =4, = 2.
— k— ‘ Como el sistema es de tres ecuaciones con tres incég-
x(k) = A7x(0) = : nitas: .
k- 2K P S TP Lk I Y X : | ’
>‘i = B, + B!Ai + ezxi eee (@)
para A, = 1:
2Ky ke2® | , 1=8, +8, +8, e (b)
= para A, = 2:
LI . :
| ] 27 = By + 2B, + 48, T ee. (0)




como A, = A,;, se deriva la expresidn sustituyendo 80, B, v B, en:

k
k-1 A% = BoI + BiA + §,A°

KA, B, + 2B},

se tiene:
/

(4-3-25 4 22K

B, + 48,
resolviendo el sistema de ecuaciones (b), (c), (d):

+ 1+ k2K 20K

k k-1

4 - 327 4+ 2k-2

+ (425 - 3ke2

k-1 _ 4
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VI.3.3 RESOLUCION DE SISTEMAS NO HOMOGENEOS

Para resolver matricialmente un sistema lineal de ecuacio
nes en diferencias, se puede partir de la matriz de coefi-
cientes A y con ella calcular la matriz AX. De esta mane-
ra la solucidén complementaria del sistema se obtiene multi
plicando ak por un vector de elementos constantes, y la so
lucidén particular es la suma de convolucién de ak con el
vector de términos independientes del sistema. )

Sea el sistema no homogéneo:

X(k + 1) = Ax(k) + b(k) ce. (13)
para k = 0:
(1) = AX(0) + b(0)
para k = 1:
X(2) = Ax(1) + b(1)
= A(AX(0) + b(8)) + b(1)
= A2%(0) + Ab(0) + b(1)
para k = 2:

X(3) = AX(2) + b(2)
= A[A?x(0) + Ab(0) + b(1) 1 + b(2)

= A%%(0) + A?b(0) + Ab(1) + b(2)

k-1 B
= akg(0) + AT ) ee. (14)

L
r=0

T(k) = A%(0) + £ A

La expresidn (14) representa la solucidn general del sis-
tema  lineal no homogéneo (13), y estd formada por la .suma
de A% (0), que es la solucidn del sistema homogéneo asocia

. : k-1 . -

do a (13), con el término I
r=0 .
cidén particular de (13). Ademds, la sumatoria:

Ak 1 TE (1) que es una solu-

k-1
: AK'TE(r) = aF
r=~o .

150+ ANTPE() + AR ()4 ... 4

+Ab(k-2) + Ib(k-1)
se puede expiesar de la siguiente forma:

k-1 _ — -3 — .
£ adb(k-1-34) = Ib(k-1) +Ab(k-2) +... +A<°B(2) +
j=o0

+ 2725+ a5 B (0)

por lo tanto:

k-1 ‘ k-1
k1T gry = a%2(0) + £ a¥B(k - 1 - 9)
r=po r=0

Como A es una matriz de orden nxn y b un vector de orden
nx1l1l, el producto:

Ak—l—rg(r)

es un vector de orden nx 1, y la suma definida de éste:

k-1
g ak™! T B(r)
r=o0

se define como la suma, desde r = 0 hasta k - 1, de cada
uno de sus elementos. :
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Ejemplo VI.8 por lo tanto:

Se desea determinar la solucidn del siguiente sistema

de ecuaciones: 1 o0 - 2 1
L A= 1 (3-3% r 3 -y
x(k + 1) = 2x(k) + y(k) ; x(0) = - T
, ' ) 0 1 1 2
y(k + 1) = x(k) + 2y(k) + k ; y(0) = 0
k k
la matriz de coeficientes es: 3"+ 1 3" -1
ak - %
2 1
A= A T L
1 2 L _

y su ecuacidn caracteristica:

. 1 k
: . - = -3 -1
|a - 1] =22 -4rx+3=0 : 4
: , ’ a%z(0) = a¥ = %
las raices son A\, =1, X, = 3. .
0 -3k 4
Sustituyendo A, y A, en la expresién:
Ahora
K= g, + 8,2 ; .
i -1 _ 3341 37-1 0
. k k=1-r — k-1 j= k-1 1 : i
v ~ I A b(r)= r A'b(k-1-3j)= I >
se tiene: . ) = j=o . j=o )
: 3.1 334 k-1-3
.1 =8, + B, ... (a)
k = » -
| 3" =B, + 38 eee- (b j
| ° ! (b) (37 - (k-1-7)
| : '
. k-1

la solucidén de (a) y (b) es: =L L
i . 2 j:o
| ; GBIy Dk-1-9)

| Bo= 2 (3-3%) ;o8 =L (F-1y o

2 _ L .
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k-1 n v finalmente:
P Le-ned-n - 539457 L _
- -1 , - ) -F o L S|
? k-1 | . 5 :
. . j i Tk = A% 0) + Z A'bk-1- . + =
P Co-n@len - 503 - 5] | b0 = Bxl0)+ & Ablk-173) =3 3
: i , ' - -1 2:k% - ak + ¥ - 1
|‘ L k-1 . k-1 ] ' -5 K&+
(k—l)): (33-1)—>:A je3l + = 3
) j=0 J=0 -
= 5 Lo -x
k-1 . k-1 5 k-1 »
(k-1) 2 (37+1) -1 337 - & 3 - N
j=o 3=0 j=0
— - _ S .
1 . ’ 1 : 3 . k -2 _ Lok VI.3.4 RESOLUCION DE SISTEMAS POR MEDIO DEL OPERADOR co
k-1) | (5 39-5) ‘ -1 (53 33-T33) t + 3-71| RRIMIENTO "E"
lo
- k— B " 2 K Otro procedimiento para resolver un sistema de "n" ecua-
&-1) (3;3j+.) I _ (j;'u3j_ 3 3j) _ 3 -3 ciones en diferencias con "n" variables dependlentes, es
2 BRI 2 ] T ° 2 g eliminar n - 1 variables para formar una ecuacidén en dife
1 L B : rencias con una sola variable dependiente. En sistemas
- . . lineales, esta eliminacidn se simplifica si se represen-
- tan las ecuaciones con el operador corrimiento E.
— 2ek2 *_3k -1 : . : Considérese un sistema lineal de dos ecuaciones en diferen
v cias:
) o x(k + 1) = ax(k) + by(k) + f (k) (15)
k2 - 4+ 37 - ) . ces
2k 4& ! ' vk + 1) = ecx(k) + dy(k) + g(k)
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representando el sistema con el operador corrimiento: para y(k):
Ex (k) = ax(k) + by(k) + £(k) _ _ E-a f(k)
Ey (k) = k) + dy(k) + g(k) -
y (k) cx (k) y (k) g g (k) = c g (k)
E - - b
o0 sea:
-c E-~-d
(E - a)x(k) - by(k) = f(k)
- cx(k) + (E - d)y(k) = g(k) de donde:
resolviendo el sistema por la regla de Cramer: E - a - b E - a £ (k)
y(k) =
- c¢c E-A - c .‘g(k)
f (k) - b
_ g (k) E -d
x (k) = E-a _ -b )
‘ (E2 - (a + A)E + (ad - bc) Jy(k) = (E - a)g(k) + cf(k)
-c E-4d h -
= g(k+ 1) -ag(k) +cf (k) (17)
de donde: . . . .
Las ecuaciones (16) y (17), son ecuaciones lineales en di
ferencias, cada una de las cuales tiene una sola variable
dependiente, y su solucidén se obtiene por los métodos estu
E-a - b £ (k) - b . diados en el capitulo anterior. Este procedimiento de re-
) solucidén se puede aplicar a un sistema lineal de "n" ecua-
x (k) = ciones en diferencias de la forma:
- c E - d g (k) E-d

X(k + 1) = Ax (k)

C(E-a)(E-4d -bc] x(k) = (E - d)£f(k) + bg(k)

agrupando términos:
Ejemplo VI.S

Para determinar la solucidn del siguiente sistema de

[E* - (a+d)E + (ad-bc ] x(k) = £(k+1) - df (k) + bg (k) (16) ecuaciones:
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x(k '+ 1) = 2x(k) + y(k) ; x(0)

y(k + 1) = x(k) + 2y(k) + k ; y (0)

el sistema se puede representar:

(E - 2)x(k) - y(k) = 0

- x(k) + (E - 2)y(k) = k‘

resolviendo para x(k):

t
I
[N
|
[
o

!
[
=

!
N
~

CE-2?-170x(k) =k
(E* - 4E + 3)x(k) = k

la solucidn complementaria de esta ecuacidn en diferen

cias es:

xc(k) =c, + 02-3k

y la solucibn particular es:
. » - -1 .2
XP(k) = T k
por lo tanto, la solucidn general es:

k

x(k) =c¢c, + c,*3" -

Para y(k):

&l

-bl’—‘

k2

E - 2 -1 E -2 0
... (a)
y(k) =
' -1 E-2 -1k
(E* - 4E + 3)y(k) = (E - 2)k
=k + 1 - 2k
=1-k

la solucién general es:

yik) =cy +c, -3+ 2z - L cee (0)

sustituyendo x (k) y y(k) en la primera ecuacidn del
sistema original (a):

\

R e L TR ¢y 3 - k) 4oy 4o e -2k
de donde:
1
c, - -%-= 2c, + ¢, ; Cy = - ¢, -

3c, = 2¢c, + ¢,

Q
£
]
Q
~

por lo tanto:

y) = (-cy - ) +er3¥ L - Lk L

las funciones (b) y (d) son la solucidn general del sis
tema de ecuaciones (a).
= -1 i .
(b) Como x(0) = 2 ¢+ Se tiene de (b):

-%zcl"'cz oo (e)




y como y(0) = 0, se tiene de (4):

0=-c, -5 +c, el ()

resolviendo las ecuaciones (e) y (f):

1
CZ = 0 ; Cl = = T
por lo tanto:
- - 1 _ 1 2
x(k) = 2 7 K
\ =1 42 1
y(k) = 7 k > k

es la solucidn del sistema que satisface las condicio-
‘nes iniciales dadas.

VI.4 APLICACIONES

Problema VI.1

En el afo de 1980, la poblacién del pais M, era de 10
millones de habitantes,. mientras que la poblacién de
la ciudad N de dicho pais, era de un milldn de habitan
tes. El incremento anual de la poblacién es de 1 &.
Si cada afio, un 2 % de la poblacidn del afo anterior
de la ciudad N sale de ésta, y un 4 % de la poblacidn
que el afio anterior vivia en provincia, se traslada a
la ciudad N. Determinar la poblacién.- que tendrd la
ciudad N en el afio de 1990.

—a

El modelo matemitico del problema se establece de la
siguiente manera: :

Si se representa con x(k) a la poblacién de la ciudad N
y con y(k) a la poblacidn del pais M, que no viven en la
ciudad N, se tiene que: :

x(k+1) = 1.01 [(1- 0.02)x(k) + 0.04y (k) ] @)
«e e a

y(k+1) = 1.01 [[0.02x(k) + (1-0.04)y (k)]

x(0) = 10° y(0) = 9 x 10°

en forma matricial: .

x(k + 1) 0.9898 0.0404 x (k)

y(k + 1) 0.0202  0.9696 y (k)

la ecuacidn caracteristica de la matriz A de coeficien
tes es: -

0.9898 - A 0.0404
|a-21| = = A2 - 1.9594) + 0.958894
0.0202 0.9696 -
las raices son:
A, = 1.01 X, = 0.9494
para A, = 1.01
k
(1.01)" = B, + 1.01 B, ee. (b)

203
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para A; = 0.9494

(0.9494)% = 8, + 0.9494 g,

la solucibn de las ecuaciones (b) y (c) es:

_ k _ 1.01 k _ k
8. = (1.01)k - (0.9494)k
i 0.0606
k
calculando A™:
1 0 0.9898 0.0404
Ak = Bo + Bl
0 1 0.0202 0.9696
2 k 1 k 2 k
5 (1.01)™ + 3 (0.9494) = (1.01)
Ak =
1 k 1 k- 1 k 2
3 (1.01)™ - 3 (0.9494) 3 (1.01)™ + 5

(c)

- {? (0.9494)%

(0.9494)%

B 6 6
202107 (1.onk - 7 x 20" (0.9494)
% (k) =a%%(0) =
6 6 ’
0 E 20 (opk 4 LLE 10T (g 9494
como se ha establecido, para 1980:
x(0) = 10% , y(0) = 9 x 10°¢
entonces, para 1990:
x(10) 3.993 x 10°
x(10) = =
y (10) 7.053 x 10°
por lo tanto la ciudad N tendr& en 1990, 3.993 x 10°

habitantes. .

Problema VI.2

Sean A y B dos bolas de igual masa "m", sobre una me
sa de billar perfectamente lisa y cuyos lados no son
eldsticos. Las bolas estdn colocadas de tal manera
‘que la recta que pasa por su centro es perpendicular
a uno de los lados de la mesa. En t 0, se da un im

pulso a la bola A para que golpee a B Y se establezca
un choque central directo. Se desea obtener la velo-
J cidad de cada bola antes de cada ‘choque.

k

)



Se denota con u(K) y v(k) la velocidad de las bolas A
y B respectivamente, antes del k-ésimo impacto. Enton-
ces por la conservacidn de la cantidad de movimiento:

mu (k) + mv(k) = mp(k + 1) - mv(k + 1) e (a)
ademds, con el coeficiente de restituciénEZi

Bk + 1) + vk + 1) = - €k - vk) ... (b)

las ecuaciones (a) y

(b) se pueden expresar también de
la siguiente forma: .

bk + 1) = = (1 -Quk) + F (1 +E)vK)
1 1 vee(©)
vk + 1) = - 5 (1 +€)u(k) - 5 (1 -€)v(k)
con las condiciones iniciales:
u(0) = a

v(0) =0

el sistema de ecuaciones’ (c) se puede representar ma-

tricialmente, donde la matriz de coeficientes es:
1 1
5" (1 -€) bjr (1 +€)
A =
1 1
'—2‘(l+€) ‘T(I'C)
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la ecuacidn caracteristica de A es:

ja -1l =r*+€ =0 ; \, =/ /€L, A, = - V€ i
para A; = /€1
WEDK =g, + VT 8, 1
(VCeis 25 =8, + VT, i
X L
€*® cisiz“- =B, + €7 B, i
X €L
€ (cos —%; + i sen —%; = By, +€ 2 B, 1
donde:
X
1
By =€ ? cos JgL
k-1
B, =€ z sen %;
k
calculando A :
B 7] 1 1 ]
1 0 7—(1—6) -—2—(1 +€)
k
AT =8, + B,
1 1
0 1 - 5 (1+€) - (1 -€)
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COSkz—"+ 1

1
- 5 (1 +€)€

finalmente:

— - —

z

u (k) a

v (k) 0

(1 -C)C—z_ sen

a€

k

N3

a

2

kw
cos

(1 +€) € ? sen

1
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CAPITULO VII TRANSFORMADA GEOMETRICA

VII.1 DEFINICION DE TRANSFORMADA GEOMETRICA

En el capitulo III se estudid la transformada de Laplace co
mo una transformacidn lineal, que al aplicarse a una funcién
continua f(t), se obtiene como imagen una funcidn compleja
F(s). Una de las ventajas que ofrece esta transformada se ha
pgeito de manifiesto en la resolucidén de ecuaciones diferen-
ciales.

La transformada geométrica es una transformacibén que al apli
carse a una funcidén discreta f(k) se obtiene como imagen una
funcidén compleja F(z). ]

La transformada geométrica es un operador de gran utilidad
en matemidticas aplicadas. En este capitulo se aplicard en
la resolucidén de ecuaciones en diferencias.

NOTA: En la mayoria de la bibliografia, la transforma
da geométrica se estudia bajo el nombre de funcién ge-
nweratriz. Sin embargo, dado que la funcién generatriz
es una transformacidn que al desarrollarse adopta la
forma de una serie geométrica, en este capitulo se tra
bajard con el nombre de transformada geométrica.

Definicién: La transformada geométrica-de una fun-
cién discreta f£(k); k=0, 1, 2, 3, ..., se representa
por 2{ £(k) } , o bien por F(z) y se define como la su-
ma desde k = 0 hasta k ~ » de los productos f(k)‘zk,
donde "z" es una variable compleja, estc es:

20K ) - 1 £(k) 2"

I, NS
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De la definicidén anterior se observa que la transformada
geométrica de una funcién. discreta f(k) es la serie:

F{£f(k)} = £(0)z% + £(1)z + £(2)z2 + ...

En el presente capltulo se abreviard transformada geométri-
ca por T.G.

Ejemplo VII.1

La transformada geométrica de la funcibn:

fk) =a* ; k=0,1,2,3,...
es:
[o ) .
Z{a '} = = akzk=1+az+azzz+...
k=9¢
VII.1.1 CONVERGENCIA DE LA TRANSFORMADA GEOMETRICA

- Si ‘la serie del ejemplo anterior converge y tiene suma:S,

entonces la T.G. de la funcidn a seri:

Z{ ak } =58

A continuacién se anallzara la convergencia de la serie, y
si es el caso, se determinard el valor de suma S.

-Z-{ak } o= 1§ afgK
k=0
o =
= I (az)k
k=0
= £ (ap¥t
k=1
Esta es una serie geométrica, y como se sabe es convergen
te si |az|< 1, y en consecuencia su suma es § = I—é};;-o
En el caso en que |az|> 1 la serie es divergente.
Por lo tanto:
1
T-az @ lazl<1l
Z{a }= I akzk =
k=0
divergente: |az|> 1
] 1

la funcidén F(z) = T - 37 ©5 la que se conoce como T.G. de

s 2 k
la funcién a

De la desigualdad |az|< 1 se tiene:

la]-

de donde:




por lo tanto:

Z—{ak } = I_%—EE para !Z|<

1
lal

En la figura VII.1, se muestra la regién en el plano comple

jo

para la cual la serie es convergente.

AImz

", Region de divergencia

ReZ

\

Region de convergencia

Figura VII.1

La serie que define a la T.G de una funcidn discreta f(k),
converge para ciertos valores de "z" y diverge para otros,
como en el caso de la transformada de Laplace, en donde 1la
integral impropia converge para ciertos valores de "s" y di
verge para otros. Por ejemplo: la transformada de Laplace

de la funcidn e?t:

[

L{%) = s > a

s - 1"

Como sucede con la transformada de Laplace, al aplicar la
T.G., como operador a un problema matemidtico no son necesa
rios los valores de convergencia de "z".

VII.2 TRANSFORMADA GEOMETRICA DE FUNCIONES DISCRETAS

En el ejemplo VII.1, se obtuvo la T.G. de la funcién
£(k) = aF

k 1 1
{a "} = T -3z ' |z|< TET

A continuacidén se obtendri la T.G. de otras funciones dis
cretas y se complementard con una tabla de transformadas.

Ejemplo VII.2

La T.G. de la funcidn escalon unitario u(k) se obtie-
ne:

ZTu®k) )} = % ul)zX
k:o

1L +z+ 2% + 2% + ...
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o K : » como:
= I z
k=0 ikw -ikw
1 sen kw = - 2‘e
: . : i
== lz]<1 .. (2) »
entonces:
= ikw -ikw
Z#{sen kw} = I ¢ 2ie )Zk
k=0
Ejemplo VII.3 - _2_1_ T (Qik‘*’ K - ike zk)
: : : i
k=0
Sea la funcidn pulso unitario desplazada ¢é(k -m), co-
mo se recordard vale uno para k = m y cero para cual- . M . o .
quier otro valor de "k", su T.G. es: =L |5 ike X -5 o ~ikw X
21 k=0 k=0
i k
Z{6(k-m)} = I 6S(k-mz — !
k=0 o . [ s
_ % z (a1w>kzk - (e 1w>kzk:‘
= 0+0+0+2Z"+0+ ... L k=0 k=0
= zm e s o (3)
‘ - L L L | lzl<1
+ I 1 - z
| En el caso en que m = .0, se tiene:
_1 | - Mz + oMY . lzl<1
‘Z‘{G(k)} =1 ‘ 21 B l+22_z(elw+e‘lw)
| _
1 2iz sen w . |Z|<1
21 1 + 22 - 2z cos w !
Ejemplo VII.4 -
La 7.C. de la funcidn f (k) .= sen kw, se obtiene de ' zsen w
. . N = . l<1
la siguiente forma: 3 i |z] oo
1 + 2° - 2z cos w
Z{sen kw} = I (sen kw)zk La transformada de la funcién cos kw, se obtiene de ma

k=0 nera similar.




La siguiente tabla contiene una lista de las funciones dis
cretas mds .usuales y su correspondiente T. G.

Funcidn discreta f (k)

Transformada Gegmétrica F(2z2)

1 1 Jzl<1
k 1 1
a T==7 ' IZI<F|-
s .
k =z 7zl
z(z + 1
k? —7%177771 H |Z|<l
z(z® + 4z + 1)
k3 T = 27" ’ |Z|<l
az
ka T == ¢ l#l< TaT
2 _k a(az + 1) 1
k™ a T-azs ¢ 12T
sen kw Vi Z sen w iz« 1
z® - 2z cos w + 1 la]
2(z - cos w) . 1
cos ko z2¢ - 2zcosw + 1 ' lz]< |a|
S (k) 1
§(k = m) 2"

Tabla VII.1

VII.3 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA GEOMETRICA

Algunas de las propiedades mds importantes de la T.G. son
las siguientes:

A) PROPIEDAD DE LINEALIDAD.

Sean las funciones discretas f(k) y g(k) definidas para
k=0,1,2,3,..., y las constantes "a" y "b". La T.G. es
una transformacidén lineal, ya que se cumple:

Z{af(k) + bg(k) } = aZ{f(k) } + bE{g(k)} ... (5)

donde la regidén de convergencia que corresponde a
Z{af(k) +bg(k) } es aquélla en donde Z{ f(k) } y #{g(k) }
convergen simultineamente.

La comprobacidén de esta propiedad se desarrolla a partir de
la definicidn de T. G. ’

8

Z {af (k) + bg(k) } Caf(k) + by (k) ]z
0

M

[+<] (o]
t af(k)zf + £ bgk)zZK
k=0 k=0

00 ’ oo
art f(k)zk + bl g(k)zk
k=0 k=0 "

aZz {f(k) } + bZ{g(k)}




212

Ejemplo VII.5

La T.G. de la funcibn:
£(k) = 4-55 + 2

se obtiene utilizando la propiedad de linealidad:

2{4-5% 4+ 2k1=42({55} + 22(x}

y de ‘la tabla VII.1l:

k _ 1 z
Z2{4+5 + 2k} =4 1f5z+2 -7

B) PROPIEDAD DE LA MULTIPLICACION POR a.

Si:

Z{£f(k)} = F(z)

entonces:

k

#{a +« f(k)} = F(az)

(6)

Comprobacidn:

2 { a%f (k) )

Ejemplo’ VII.6

b ak f(k)zk
k=0 .

£ £(k) (a)¥
k =0

F(az)

Dada la funcién discreta:

g (k)

se puede representar:

g (k)
donde:
f (k)
como:
Z{sen ko } =
entonces:

Z{ 3k-sen kw }

F(z)

3k sen kw

1]

.37 f(k)

1]

sen kw

Z sen w
Z¢ - 27 cos w + 1

F(3-2)

3¢z ¢« sen w

= 132)2-2(3-2)cos w + 1
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C) PROPIEDAD DE CONVOLUCION. D) {ﬂggg?gﬁgf{ GEOMETRICA DE UNA FUNCION DESPLAZADA A
Si: »
- : _ ' . Sea una funcidén discreta, desplazada hacia la izquierda "m"
Z{£k)} F(z) 'y Z{g(k)} =G(z), entonces: unidades, la cual se representa por f(k+m), k=0,1,3, ...,
, la T. G. de esta funcidn es:
Z{f(k) *» g(k)} =F(z) -G(2) e ()
fk+m) =2 "F(z) - z P£0)-2"""£(1) - ... -2 £(m-1) ... (8)
Comprobacidn '
como: donde:
£(k) * g(k) = I f£(mg(k - m) F(z) = 2{£f(k) }
k=0
entonces: Comprobacidn:
Z{f(k) *» gk)} = z L2t » gto J25 T{fk+m} = I £k +m"
=0
k =0
> . k
= I z© I f(mg(k - m)
k=0 m=0 con el cambio de variables k + m = n:
S
representando z= de la forma: Z{fk + m) } ‘; £(n) 220
= n
X n=m
zk=zm-z-m-z =zrn.zk-m .
. =z™ ¢ f(n)"
se tiene: n=m
© k -m ) m=1
Z{f(k) *g(k)} = I ¢ f(m).zm.g(k_m).zk'm =1z [Z_ £(n)1z2" - & £
k=0 m=0 n=oe n=o
_ . m k- - - -
= I f(m-z" I gk = m)ez" " = 2" F(z) -zm|:f(0) +f(1)z+...+f(m-1)zm‘]
k=0  k-m=0 ' ' :

F(z) * G(z) 2™ F(2) -2 mEO) - 2" MEQ) e -2 Em-1)




E) TRANSFORMADA GEOMETRICA DE UNA FUNCION DESPLAZADA A LA
DERECHA. . e

Sea una funcidén discreta desplazada hacia la derecha "m" uni

dades, la cual se representa por f(k - m), k =0, 1, 2,

o r
la T.G. correspondiente es:

Z{f(k -m } = zZ"F(2) ee. (9)

donde:

F(z) = 2{£f(k) }

Comprobacidn

£ f(k - m)zk
k=0

2{f(k - m)}

F(-m) + £(l-m)z + £(2-mz¥+...+£(0)2" +

+ E() 2™+ L.

considerando que f(k) para k < 0, vale cero:

£(0)2™ + £(1) 2™ + L.

" [f(O) + f(1)z + :I

Z2{f(k - m)}

2" F(z)

1]

Ejemplo VII.7

La T.G. de la funcidn:

Cy(k + 2) - 2y(k) + ylk - 2)

es:

Z{yk+2) - 2y(k) +y(k-2) } = Z{y(k+2)} - 2&{y(k) }+

+ ZF{yk-2)1}
= l:z‘2 y(z) - 7 2y(0) -2 'y (1) :]—}

- 2y(z) +2%y(2)

= ’_2—2 -2+ Zz:ly(l) - 27%y(0)-

- 27y ()

VII.4 TRANSFORMADA GEOMETRICA INVERSA

Si se conoce la transformada geométrica de una funcién
f(k), representada por F(z) y se desea obtener la funcidn
discreta, la solucidén es aplicar una transformacidén inver
sa; especificamente la transformada geométrica inversa.

- La transformada geométrica inversa de la funcidn F(z) se re

presenta ! {F(z) } y se define por la regla de transforma-
cidn:

-1 1 k-1

+ F(z = - F(z)z" "4 .o

. {F(2)} 5;3-42 (2) z (10)
donde "c" es una trayectoria cerrada en la regidn de conver-

gencia.

Para obtener la transformada inversa por medio de la regla

de trapsformacién, se requiere de la teoria de la variable
compleja * .,



Otra forma de obtener la transformada inversa de una fun-
cién F(z) es, como en el caso de la transformada de Lapla-
ce, utilizar tablas de transformacién. En este capitulo se
cuenta con la tabla VII.1, la cual sirve para obtener la
transformada inversa de las funciones F(z) que ahi aparecen.

La propiedad mds importante de la transformada geomét.ica
inversa, es la de linealidad:

7' {aF(z) + bG(z) } =a¥ ' {F(z2) } +b¥  {G(z)} ... (11)

Ejemplo VII.S8

Sea la funcibdn:

3 2 5
F(z2) = y—= - 1= 32_+ 5 -

4

para obtener la transformada inversa, primero se emplea
la propiedad de linealidad:

* Objeto de estudio de un curso de variable compleja.

- 1 -1
Mgt 2t gyl 2 L5572

£(k) = 2 {F(2)} = 3%

de la tabla VII.1l, se obtiene:
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por lo tanto:

£(k) = 3 - 2.3 4 (- %)k

VII.4.1 TRANSFORMADA INVERSA POR FRACCIONES PARCIALES

‘En algunos casos en que se requiere obtener la transforma-
da inversa de una funcién F(z), no es posible obtenerla di-
rectamente de tablas. Si la funcidn F(z) es una fraccién
racional, se puede desarrollar en fracciones parciales, de
tal manera que la transformada inversa de F(z) es igual a
la suma de las transformadas inversas de estas fracciones.

La transformacidén inversa de una fraccién racional F(z) por
fracciones parciales, es un proceso similar al que se estu-
did en la transformada de Laplace.

Ejemplo VII.9

Seavla funcidn:

_ 2
F(z) = 2z2 - 3z + 1

Observando la tabla VII.1l, se concluye que no esté
contenida esta funcién. Por lo tanto, como la funcidn
es una fraccidn racional, la transformada inversa -se
puede obtener desarrocllando en fracciones parciales:
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F(z) =

222 - 3z ¥+ 1 3,

_ a b
Tz-1% . L
2
calculando el valor de los residuos "a" y "b" se obtie-
ne:
a =2
b=-2

sustituyendo estos valores en las fracciones:

_ 2 -2
F(z) = T+ L
2
2 4
B T-z%t 1T=23
~
por lo tanto:
|
| -1 -1 1 -1 1
z = - + 4
{F(2)} 2‘2‘{1_2} z {1—_2-2-}
| = -2+ 4.2k
,Ejemplo VII.1O0
Para obtener 1la trénsformada inversa de la funcidn:
2z(z% - 1)
(z2+ 1) 2

|
\
F(z) = (2

se desarrolla en fracciones parciales:

F(z) = c . d

Ho

I T vz’ T -0

+

2(z% - 1) _ a i
4:7?-+12J‘z{z Ttz

al calcular los valores de a, b, ¢, y d, se obtiene:

en las fracciones:

1 1
Zl—(z + 1)2 + (z - 1 Zi

sustituyendo estos valores

F(z) =

multiplicando y dividiendo entre f% :

1 1
. L
F(z) = z| < iz + 3 1
i—z(z+i)2 i—z(z-i)z
_ -1 -1
R LTI
1 __-dz 1 iz
i (I - 1iz)2 i (1 + iz)2

de la tabla VII.1

{F@) Y = - @+ L k(-0

]



aplicando el operador T.G. a la ecuacidn:

Z{yk+2) - 3y(k + 1) + 2y(k) }

por la propiedad de linealidad:

Fly(k+2)} - 32 {y(k+1)} + 22 {y(K)}

sustituyendo la transformada correspondiente en cada

término de esta ecuacidn:

sustituyendo y(0)

VII.5 RESOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS POR MEDIO DE LA

TRANSFORMADA GEOMETRICA [2_2 - 3z

La transformada Geométrica es un operador lineal, una de
sus principales aplicaciones estd en la resolucidn de ecua
ciones en diferencias, ya que al aplicar la T.G. a una ecua
cién lineal, la transforma en una ecuacidn algebraica. -

despejando y(z):

El procedimiento de resolucidn de una ecuacién por medio de
la T. G., es similar al que se estudid para resolver ecuacio
nes diferenciales por transformada de Laplace.

Ejemplo VII.1l1

Sea la ecuacidn lineal en diferencias:

- 3y(k+1) + 2y(k)

Z-Zy(or-[Z—Zy(Z)—z—ly(l)j-3[z—1y(z)-z—ly(O)j+ 2y(z) = 4

l -—
4 T—37 + 62z

factorizando y(z):

272321 + 2

4 + 6271~ 18
- 32
z72%2- 327142

- 14z% + 62z

- 3z
1 - 3z + 222

- 14z% + 62

(1 - 3z)(1 - 3z + 2z2)



Para obtener la solucidn y(k), se tendr& que obtener
la transformada inversa de y(z). Para esto, se desa-
rrollard la fraccidn y(z) en fracciones parciales:

v(z) = - 1422 + 6z - - 14z% + 62

Y T -3 =3z F 220 T X =-3n T =- = 7D
_ a b [«
i e 7 S W ¥

calculando ‘los residuos a, b y c:

a(l-2z)(1-2z) +b(1-32)(1-22) +c(1l-32)(1-2)= - 1422 + 62

de donde:
2a + 6b + 3c = - 14
-3a - 50 - 4c = 6
a+ b+ c=0

la solucidn de este sistema es:

con estos valores de a, b y c se tiene:

2 -4 2
y@) = 37t 1Tzt T2z

La transformada inversa de y(z) es:

-1 _ -1 1 -1 1 - 1
T ly@}) =22 =z ) - 47 {l__z}+2z~‘{m}

por lo tanto:

yk) = 2.3K 2 4 4 5.5k

Ejemplo VII.12

Sea el sistema lineal de ecuaciones:

x(k + 1)

2x (k) + y(k) i x(0)

]
[S]

vk +1) = x(k) + 2y(k) + 25 ; (0

1]
o

Aplicando la T.G. a cada una de las ecuaciones del sis
tema: -

F{x(k + 1)} 22{x(Xx)} + 2{y&)}

Zlyk + 1)} = Z{x(k)} + 22{yx)} + {2}

esto es:

2" x(2) - 27 x(0)

2x(z) + y(z)

" ly(z) - 27 y(0)

1
x(z) + 2y(z) + =7

sustituyendo los valores de x(0) y vy(0), y reacomodan
do los términos: -

1]

(z7'- 2)x(z) - y(z) = 2z

- x(2) + (277- 2)y(2) T=37
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multiplicando por z: v (2) . :6223+ 3z _1, - 622 + 3z
-2z z2 -
TB72-42+D) 3 (a2 -1) (2 - 5 )
(1 - 2z)x(z) - zy(z) = 2
a b c
= + +
_ -z 1-2z z -1 1
- zx(z) + (1 - 22)y(2) = 7—=33 z - 5
3 L
resolviendo este sistema se obtiene: -0 + 2 + 2
z -1 1
2 : 3
9z* - 8z + 2
x(2) = T3 (322 = 4z + D -3 3
TT-zY1T- 32
_ - 622 + 3z
y(2) = w7327 - 4z ¥ 1)
. de la tabla VII.1l:
pPara obtener la transformada inversa de x(z) ¥y de v(z),
conviene desarrollar en fracciones parciales:
3 ) 3
- -1 -1 2 l -1 2
x(k) =2 ' { + l
x(2) = 9z% - 8z + 2 _1 9z2 - 8z + 2 1 - 2z z 1 -1z +z 1-32[
1 - 2z)(3z%2 - 4z + T3
- ) 23D ° 3 a2z -0z -5
= 2 b < = - 2k + 3 3 .3k
=1-2z * z-1° 1 >t
z _— —
: 3
3 3 :
% R e I e
= + + 1 -1z - Z |
T - 2z z - 1 ;- L
3
3 3
-1 2 2 _ 3 3 k
T-2z 1T=-z "1T-32 =- gtz
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