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N CURSOS / “RTOS .
~ANALISIS ESTRUCTURAL
(INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA '
' INT_RODUCCION AL METODO DEL ELEMENTOC FINITO) .
28 DE SEPTIEMBRE AL 09 DE OCTUBRE 1992 i
FECHA HORARIO - TEMA PR;_QFESOR‘ES
Lunes 28-SEP 17:00 a 21:00 hrs. Introduccion M. ,gé:_n I, Jos_é Lijis Trigos
Martes 29—-'SEP 17:00 a 21:00 hrs. 7 Métodos de las F_Iexibilidades L Ing.'f--.!osé Flﬁ;nci-s:éo 'Tena
, ﬁiércoles 30-SEP 17:00 a 21:00 hrs. Métodos de Rigid_'es lng.,___Fernani':i:o Monrdy
Jueves 01-OCT 17:00 a 21:00 hrs. Métodos de Rigi&es Ing. Fernando Ni(_)rll-roy
Viernes 02-OCT 17:00 a 21:00 hrs. Analisis Dinamico M. en |: José LL:is;f"Trigos
Lunes 05-0OCT 17:00 a 21:60 hrs. Analisis Dinér;riéo M. en It Jose Luls T-rlgos
Martes 06-OCT 17:00 a 21:00 hrs. Interaccion suglo—Estfuctdra Ing. Agustln Demenéghl C.
.;M"‘I‘ié.rcoles 07-0CT .17:00 a 21-:00 hrs. Interaccion sﬁelo-Estructura Ing. Agustin Demeneghl C.
‘iiueves 08-0CT 17:00 a 21:00 hrs. Introduccién del Elemento Finit:o‘ Dr. ¢ Gustavo Ayala '
.V:i.ernes‘OS—'OCT .-17:00 a 21:00 hrs. Introducciéon dgs:;[! E;Iemiento leto B .

Dr. _Cus_tavg__ qu‘la "
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EVALUACION DEL CURSO

ESCALA 'DE EVALUACION: 1 A 10

p
CONCEPTO
1. l_APLICACION [NMEDIATA DE LOS CONCEPTOS EXPUESTOS
2. | CLARIDAD CON QUE SE EXPUSIERON LOS TEMAS
3. | GRADO DE ACTUALIZACION LOGRADO EN EL CURSO
4. | CUMPLIMIENTO DE LOS OBJETIVOS DEL CURSO
5. | (CONTINUIDAD EN LOS TEMAS DEL CURSO
6. | CALIDAD DE LAS NOTAS DEL CURSO
{7+ | GRADO DE MOTIVACION LOGRADO EN EL CURSO )
. . <
EVALUACION TOTAL N



P T L — ————— — - . v N
.
R e s o . W s s mw p. - .. ]
e ew
L ~
BT
- 7 3
- - - s P NPT "
~
@ . )
W }
EE ES l
‘
- - s e - - S R e v L -
! !
. - e
' . .
- o~ . - - . - . —
ot - LR a -
i
‘\:..._ ’
‘ .- - - - - P -
v T ~ i
' i '
] -
i
Atz -
. . .

- e . [ [ — L pe—— - PR p—— - N

. . ’ -,. “_- PR .
. i N P Cas . 5
' T 1 : - Y "4 0 & B S R LR SN P R AP
e e . [ i

4L e e . .
oL LE P
! Lo ,
. +
’ - T L0 }
CL . |
- |
PR LT N
' - t
. e e S . - e e me - . e
- - To—ri, e . e samm s s amae e e - - - . " - - < e T

- . ) ;

) Y A WOLTT L e i
- ' e : LR el _J P ST Tt ]I‘-‘, " A . . -

'




L

6.- &Qué cursos le gustaria que ofreciera la Divisidén de Educacidn Continua?

.- La coordinacién académica fné:

EXCELENTE : BUENA . REGULAR : MALA

VAN

™

8.- Si estd interesado en tomar alglin curso INTENSIVO <Cudl es el horario mds
conveniente para usted?

DE 14 A 18 H. 17 a 21 H. 18 A 2% H.

{CON CCOMIDAD)

_

VIERNES DE 17 A 21 H. h VIERNES DE 17 & 21 H. OTRO
SABADCS DE 9@ A 14 H. SABADOS DE 9 A 13 H.
DE 14 A 18 H.

i

\

]

LUNES A VIERNES LUNES A LUNES. A MIERCOLES MARTES Y JUEVES
DE 2 a 13 H. ¥ VIERNES DE Y VIERNES DE . DE 18 A 21 H.

AN

N

9.- ¢Nuéd servicios adicionales desearfia que tuviese la Divisién de Educacién
Continua, para los asistentes?

AN

o
(r

10.- Otras 'sugerencias:-
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METODOS ENERGETICOS Y. .. . . .
METODO DE LAS FLEXIBILIDADES
(@i - Planteamineto Matricial

.- . . . R s"'. - o, . .o A!‘- :.:1'-
l1.- INTRODUCCION
2.- ENERGIA DE DEFORMACION. ~ ~ ~° - -« 7f '
' frabajo Real ' ¢ . i L . VR E
Trabajo Virtual , . - R gt s
Matrlz de’ Flex1b111dades no ensamblada
Matriz de Flex1b111dades ‘ensamblada v
Teorema reciproco de Maxwell=Betti- "'~ o . v i g
3.- METODOS GENERALES DE ANALISIS
4 \ ! -
Método de las f1e21b111dades T '
) I S e .t i e T
rT?*- Método de 1las ngldeces . '
& e W U e e RS

- . . . ny - - . .
S . ;o PR ! FERRY . IR 3 Yo P

4.- PROPIEDADES DE LAS MATRICES, DE FLEXIBILIDADES.Y RIGIDECES.

5.- SOLUCION MATRICIAL GENERALIZADA DEL METODO DE LAS FLEXTBILIDADES.

* Profesor Facultad de Ingenieria, UNAM.
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Cuando se trata de Una so1a fuerza v1rtua1 ap11cada para cal-

.' 5.e eLS.C.r‘1b§ .“ ' v DJ = y
Dy = gl d Y G

-— o —

I LRIV

+ a

‘ siendo-zfq7uji.105 esfuerzos vrtuales correspondientes a la fuer-

za virtual unitaria en y{&{ la deformacidn real debida a la car

" ga real.

Las expresiones del trabajo virtual en axial, flexidon, cortan

Ta”

te y torsidn se:indican a continuacidn. . - )
Tipo de. deformacidén Componente de . Componente -del - Trabajo
la fuerza desplaz. real ‘virtual
virtual - - interno

R I : N -
Axial p
g . . . , N .
. - L
Flexidn m
Cortante '° v- .
Torsidn .t

C o Lo

dL=

. dy = Jﬁ K%_ dx (i IS)
dp'= — dx :l dx (1-15)
) GJ ° . *~ J

oL . o ) o F i
De la tabla anterior, para valuar la integral de flexion

M

m —— dx, para

El
utiliza

directa

‘elementos de seccidn transversal constante se

para los casos mas comunes de ‘cargas, la multiplicacidn

de diagramas de momentos

flexionantes.

(C

.o.
‘*o
o
x
e
v
SN

dg g—f'_dx fm' S ax (e




Cdlculo de deflexiones p6r el método de los trabajos virtuales.

1) Armaduras

En armaduras, la expresifén para el cdlculo de deflexiones es:

05 = & |p 2L ax (z17)

i=t AE

Un resultado iqual se lograra si multiplicamos matrices tales
Dj = ! £M p
J P\ mx1 mXxm 1 mx1 (ﬁ.l%)

hbiT es la transpuesto. de la matriz ?P{ » siendo esta dltima

que:

en la cual:

las fuerzas en los elementos debidas a una carga virtual unitaria

actuando en la coordenada correspondiente.

f P z son las fuerzas en los elementos debidas a las cargas reales
= L.

« Wl =1 MR O
| e

A.Es

siendo los elementos de la diagonal principal la flexibilidad por
deformacidon axial de los elementos aislados. A esta matriz se le

conoce como la matriz de flexibilidades de la estructura no ensam-

blada. (Ref. 2)




Cuando se desea calcular las deflexiones en diferentes puntos
de la estructura, la carga virtaul debera aplicarse por separado
en cada una de las coordenadas deseadas y que corresponde al con-
junto de fuerzas determinadas, la ecuaciodn | |

tendra la forma:

[D] nxp =[P]m1n (‘FM] e [p]mxp (2.?_0)

fuerza en un elemento debido a una carga virtual actuando
en la coordenadas. Los elementos de la matriz [p] son las

p=]
H

fuerzas debidas a cargas unitarias aplicadas en la coorde-
nada correspondiente , >

4:M = La flexibilidad del elemento = —
AE

P = fuerza en un elemento debido a la carga real. Cada columna ‘
de la matriz I P] son las fuerzas correspondientes a un ca
so de éarga.

m = nimero de elementos

n = ndmero de coordenadas en las cuales se desea conocer el
desplazamiento.

n = numero de casos de cafga.

ET ejemplo No. 1 mueétra la aplicacion del cdlculo de defor-
maciones en armaduras por trabajos virtuales.
2.22.- Calculo de deflexiones por trabajos virtuales en vigas y
marcos. |
En una estructura formada por varios miembros y sujeta a
una carga cualesquiera en un miembro, de tal forma que los momen-
tos extremos internos sean M1 M2. Si se quieren calcular los_dés-

plazamientos en un extremo, se aplicaran momentos virtuales unita
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Fremplo No. {. lakvlar el desplozamients horizontal en

el punto € y el movimienfo relativo enire Jos pudos ByE.

de
10 fon,
1o @ = = l@
b q
@ - L-I .SM s\.’. /f:;l:ll.
’ (1) !

A

- +I'!-67 *’1.67
O. /25 P . O.815 P
(2)
0]
0
o] o o
- -
i . i -
rarr i rEET I
—-—
D
(3)

rrowr = -0.8

ey L

(4)

/o armadura siguiente :

barras 1,2,3,445 = AE

barros
3.75

[FM] T
w7 AE

Gy7

[ni,..

= r 1’

//.67
//.67

- 10
- [$5 8

208
4

re.7r oa.

=1.25 Af




rios en l1os -extremos

11

para calcular los giros debidos a flexidn.

N\
M1 M M | s
q\. El _' : 5:
N EI:c-\'d.. /é J ’ [
My
.L w L %?‘f
7 ) 1 J
D z
Jl A )
/_ 5[-\— v
{ ¢
() 4
/,—’_-j :
4 {
/
L —

"NOTA.~ S$) 1E CONJIDERA

EFECTOS RE AXIAL
(A
L .
5—1'%%1C) L
] = Jeke s ©
QS O AE

en la cual:

ALY =gm;§ T [fﬁ]?ME, en la cual:

Por trabajos virtuales la contribu-

cion de desplazamientos por flexién

en j sera:
01 =fm M oax - -Eé_m ml + Mlm2 + M2ml + 2 M2m2)
J £l €1l

y expresandolo matricia Imente:

g. _¢ml
YW | m2

).

—
-
pr

o



Los elementos de [fﬁl son los giros izquierda y derecha debi-
dos a momentos unitarios en un extremo de la viga. En forma seme-
jante a la mencionada en armaduras, lfﬁles Ta matriz de flexibili-
dad en flexidon del elemento.

E1 desplazamiento en J sera la sumatoria de todos los elemen-

X
Dj = .
PTE mui 2mx 1 [ " meZm{ 2mx1 (z.2n)

mlj M1 F 1
m2 j M2 [”'
%mu(j =) - ;0 M=) 3 [fM]

mnj Mn

tos:

=

en al cual:

[%Mt]-% 2.23
1 [fu] |

A la matriz (}M] que contiene las matrices de flexibilidades

separadas de todos-los miembros se le 1lama matriz de flexibilida-

des no ensamblada.

Cuando se requiere conocer Tos‘deSplazamientos de n coordena--
das, la carga virtual unitaria debe aplicarsé en cada una de Tas
coordenadas separadamente para determinar.1ps momentos en 10s ex-
tremos, arreg]aﬁdo]os en tal forma que |

h—{m{ 11 !mﬂ 12 imSln
- [m-I 2mxn = nfar juf 22 %
?ﬁ{iml {ﬁ ‘nZ {ﬁ Sn n | en la cual Tos

elementos de cada submatriz son los momentos extremos en el elementos.

.

E1 primer subindice indica el momento y el segundo 1a coordena-

da en la cual se aplica el momento unitario.
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Cuando se trata de varios casos de carga, los desplazamiento

se calcularan:

[o] nxp =["'“] " mxn [fﬁ] 2mx2m [“ 1 omxp (2. a)

Matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura.

Esta matriz buede determinarse a partir de las flexibilida-
des de cada uno de los elementos usando la ecuacidn 2.24. Los ele
mentos de 1a matriz de flexibilidades puesto que son los desplaza
mientos en las coordenadas correspondientes debidos a una fuerza (o wow.)
unitaria actuando separadamente en cada una de esas coordenadas,
la carga real y la carga virtual son las mismas, por lo que la

ecuacién 2.24 quedara:
. T -
(1201, Tnlodmle G

en la cual {f] es la matriz de flexibilidades ensamblada de la es-
tructura y el subindice s se refiere a las cuatro causas que pue-
den provocar deformacidon: flexidon, axial, cortante y torsidn.

Cuando solo se considera flexidn la ec. 2.25, quedarfa:

T 2.2 G
‘.flnxn = [mu ] 2mxn [fM] 2mx2m [ mu] 2mxn

nimero de elementos

: m
en la cual:

n de coordenadas

E1 ejemplo 2 muestra la aplicacion de los conceptos anteriores.
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Ejemplo No.2 fn' el marco irndicado se pide :

A) Lalcvlar los 4e.g,p/azamz'¢,g{'os en D, debidos a flexian

B)lalculor /la matriz de flexibilidad.

(A :
) £El= cte .
B L .
= + (2] < L - 7 4> A
P [* iR 4
. L/‘L _.I
- - ! SO
| ‘ D P YN 1E (t) = =77
] 3l " s
v + - 2
Y b ) ] 1 -
' i < i
g oy : bt
HLPL' = : o ‘
(O8] \(-J I‘/‘.EL Ca\ . J)ﬁ |
\ Tl
) v / \,—
. “‘ v vtf{'\:Qltl
i "M reales
— — /
\
L - L/2 - | . - 0.5
- L - L/2 ! -0:%
oL Lz - (M]. ., =P ¢ —0.8
[rﬂujexz o -1/2 | ]5: s
(o) L/2 -1
o o ! - %S
2 l-: :
: 0 o]
el L —
[f’_ll:__ - o -I—Z ll—_o
CEI P2
Cal o o_ll—w',s
L | lo.s _t] ’ \
=0.75
{DJ - .mu T ‘rM : A —-_‘E—l:_é ﬁ-o,z? (
-5“[ __l [ o E] ET  |vrazf
' Cxl o $xll Cwi . /
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_5) Lalevlo de la matric de Flexibilidad

17 Jous= el [ ] K ]

- i - —_
L -L /2 -1 |2 ;l I L -lL/z -
O |
L L/2 - _12] _ _"3 -L -112 !
. ~ T2z |
L z -} 0 z'o L Ly2 -1
1 |
[F:'= o) -L/2 -1l L _[[o -Ls2 !
T os
(o) -llz - o o | o Lz -
0 0 =1 |-os| o] o l
e —— e — JE—
— -
8tL? 1.5t -9,
/ 2 2
= — /. 5L 2. - 3.751
e £ 2 25L
- Qe -3.15¢ 1S
_ . —_— ke




2.3 Teorema reciproco de Maxwell-Betti.

Si un sistema de fuerzas Fl' F2, Fn se aplica a una estructura
en las coordenadas 1, 2 .... n provocan desplazamientos D4¢F,D2F...,
DnF . Manteniendo el sistema de fuerzas F1 F2,..“ L Fn, se aplica
otro sistema de fuerzas (1,Q2,... Qn, provocaran desplazamientos
D13, D2Q...., DnQ y ademds desplazamientos D1F, D2F... DnF en los
puntos donde actGa el sistema F1,F2,... Fn.

E1 trabajo externo total sera:

WF+ Q == FIDF+ —— FID§Q + —— @iDniQ 2.2
murtiundo: W @ F = ——SQIDIQ + ——FQiDiF + —LEFiDiF 2.t%9
2 2 2
como Wp+y = MWotp : 15Fipiq = -L€QDiF .29
2 2 .

Esta ecuacidn es el teorema rgciproco de Qetti Euyo‘enunciado
seria que el trabajo externo hecho por un sistema de fuerzas Fi
a través de desplazamientos -debidos al sistema Qi es igual al traba-
jo externo hecho por el sistema de fuerzas Qi a través de desplaza-
mientos provocados por el sistema Fi.

E1l teorema de Maxwell, consiste en aplicar el principio ante-
rior a las deflexiones y haciendo que Fi1 = 1 en la coordenada i en
el sistema de fuerzas F y Qj = 1 en la coordenada j

| DiQ = DjF
que se puede escribir como fij = fji 2.%0p

Estos desplazamientcs se les llama coeficientes de flexibiii-
dad como se vid en Tos ejemplos 1 y 2 y para una estructura de n
coordenadas, estos coeficientes se arreglaran para formar una ma-

triz de flexibilidades. Esta matriz debera ser simétrica debido al



teorema reciproco de Maxwell - Betti.

3.- METODOS GENERALES DE ANALISIS.

Existen bésiéamente dos métodos generales, para la resoluciodn
de estructuras hiperestaticas principalmente y que son el método de
las flexibilidadis (o de 155 fuerzas) y el método de las rigideces
(o de los desplazamientos) que se describen en los parrafos siguien
tes. |

Mas adelante se analizan con detalle cada uno de estos métodos.

3.1.. Método de las flexibilidades.

En el inciso 2.2 al hablar de cdlculo de deflexiones, se intro
dujo el concepto de matriz de flexibilidades dé una estructura.
A continuacidn se definird el método de las flexibilidades.

" En este método las incégnitas son las fuerzas redundantes gue
se calculan supérponiendo desplazamientos de estructuras isostdti
cas y planteando las ecuaciones para resolver las incdgnitas con
basé en la compatibilidad de deformaciones de la estructura.

Las ecuaciones de compatibilidad son del 'tipo:

R R T T

en la cual

D = vector columna de los desplazamientos debidos a cargas externas.
F = vector de las fuerzas redundantes
-f = matriz de flexibilidades. Sus elementos representan des-

plazamientos debidos a fuerzas unitarias.
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La secuela de calculo sed entonces:

1) Determinar el grado de hiperestaticidad

2) Plantear la estrﬁctura primaria isostdtica

3) Determinar los desplazamientos debidos a las cargas en los
puntos liberados.

4) Determinar los desplazamientos debidos a cada una de las
redundantes supuestas con valores unitarios, que son los
coeficientes de erxib#&ad

5) Sumar los desplazamientos debidos a las cargas y a cada
reduntante con base en condiciones de compatibilidad de.
deformaciones.

A continuacion se indica el ejemplo 3 de aplicaciodn.

3.2.- Método de las rigideces.

En este método, las incdgnitas son los desplazamientos nodales
y los elementos mecdncios se calculan superponiendo una est_ructura
a la cual se restringen los desplazamientos nodales calculando las
fuerzas que provocan estas restricciones.

Posterﬁormente se van permitiendo uno a uno los desp]azamien-
tos en los nudos, calculando los coeficientes de rigidez correspon-
dientes.

Finalmente con base en ecuaciones de equilibrio se calcuian los
desplazamientos y cc¢n ésto; se determinas los elementos mecanicos
por superposicion.

Las ecuaciones de equilibrio son de 1a forma:

Tl e



en la cual:
( Fq = vector columna que depende de las cargas externas
. [K‘)= matriz de rigideces cuyos elementos representan fuerzas(o-MO"t)
debidas a desplazamientos unitarios.
No depende de las cargas
? Ds = vector que represeﬁta las incdgnitas que son los despla
zamientos
La secuela de cdlculo sera:
1) Encontrar el numero de despTazamiéhtos nodales "posibles
2) Fijar']os desplazamientos posibles calculando las fuer-
zas nodales de fijacién correspondientes
3) Ir permitiendo desplazarse uno a uno los desplazamientos
' unitarios inicialmente impedidos, calculando las fuerzas
correspondientes (coeficientes de rigidez) 7
4) Con base en las ecuaciones de equilibrio, calcular los des
p1§zamientos A
5) Los elementos mecdnicos se obtendrén de superponer la es;
tructura impedida de desplazarse en (2 ) con las corres-
pondientes liberadas una a una

A continuacidn el ejemplc 4 muestra 1la aplicacidn de este

método.
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4.- PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y DE RIGIDECES.
La relacidon entre la matriz de flexibilidad y la de rigidez
se establecera a través del siguienpe ejemplo (Fig. 44.
Los desplazamientos eD ( se pueden expresar en términos de
desplazamientos de cadauna de las fuerzas actuando y superponiendo:

{figuraib).
D1

f11F1 + f12 F2 + ...+ fi4 Fn

D2

>

f2lFl + f22 F2 + ...+ f2n Fn

fnlF1 + fpr2 F2 + ...+ fon Fn

[ ]nxn }) { nxl " {D\nxl 4.1

resolviendo 4.1

i i [ ]nxn { {nxl .2

La ecuacidn 4.2 puede usarse para determimar las fuerzas for-

mando los elementos de la matriz de rigidez de la misma estructuras

i t i '
' LY
_——ty 4y 3 Gy
—_— i
. » - Fi=l
"\i':| /ﬁj g"m (L)
'F . qn. fvi::—,v
Duz=d 'LF .'; '] Enuk;
u T Ku sz Mas 't J'{k
¥ NS
Fui®* kKt FQI"‘-QI _
Fiaslicu Fresky. | Fjes k'i‘i’ (
.‘fr‘——=h‘h&=-:i:;,—-*% » A )
Firvrken

‘ F -LLJJ- F‘t"kh.
- TN Bl Tl W)
Dj=t

- e F4;=k0:



Si la estructura es deformada por fuerzas Fj1, Fpy, Fpni, a
través de coordenadas tales que el desplazamiento D} = 1, mien-

tras que Dp = D3 = ... Dn = 0, Fig.4{c)

F11
F21 - £ -1
F31

Fnl

N =Y=1

0

En forma similar, las fuerzas requeridas para conservar la

estructura deformada tal que D2 = 1, mientras que Dy = D3 = :..=Dp = 0
(fig.1d)
F '
12 0
Fzo _ 1
F32 - [ ?fl 1 0
Fn2 0

En caso general, si Dj = 1, mientras todos los otros desplaza-

mientos son cero, las ecuaciones seran:

1 F11 Fiz .-+ Fin -1 {1 0 o
Foy Fao ... Fon | = [f ] o 1 o
F3 . . N e S '

I Fn1 Fas " Fan 0 0 1

siendo las fuerzas Fij de la izquierda en esta ecuacion los ele-

mentos de 1a matriz de rigideces, por lo tanto:

[K‘] _ [ ] ]-1 .6 [K]‘l ='[ fl4.3
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La matriz de rigideces es la inversa .de la de flexibilidades

y viceversa, teniendo el mismo sistema de coordenadas para fuerzas

y desplazamientos.
Sin embargo en el andalisis por flexibilidad

. se transforma la estructura en isostdtica: y el sistema de coor-
denadas representan la localizacién y direccidn de las restric-
Acidnes y en cambio en rigideces, se agregan fuerzas para restrin
" gir desplazamientos de nudos, siendo 5u sistema de coordenada

1a localizacion y direccién de los desplamientos incégn%tas; por
lo tando la inversa de }a matriz de flexibilidad utilizada en el
método de las fuerzas en una matriz, en la-cual los elementos son
coeficientes de rigidez, pero no los que Se utilizan en el anali-
sis del método de rigidez y viceversa.

Propiedades de simetria.

Como se demostrd en el teorema reciproco de Maxwell-Betti y
con relacién a la matriz de fiexibjlidadés, hace que esta matriz
sea simétrica. Como la ecuacidon 4.3 indica que la matriz de rige-
deces es la inversa ‘de la matriz de flexibilidades, serd también
simétrica, es decir que los coeficientes de la matriz de rigide-
ces seran entonces:

Kij = Kji 4.4

Otra.propiedad importante es que 1os'coeficientes de la diago-

nal principal fijj § Kij deben ser positivos ya que para el cdlcu

1o de fij el desplazamiento ocurrird en la coordenada i debida a
una fuerza unitaria en i, teniendo ambos la misma direccidn y e€n
forma semejante para Kii, la fuerza nesesaria enla coordenada i que
provoca un desplazamiento unitario en i, tendrdn la misma direc-

cion.
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Si en la ecuacién (2.3) se substituyen los desplazamientos expre
sados en la ecuacidn 4.1, se tiene:

[”Xm - —— {F }Tnxl [f]nx.{FS(a.s)

y por otro lado, substituyendo la ecuacidén (3.2) de nuevo en la 4.1

g = — {D &T ["-”D% (4.6)

De las ecuaciones 4.5 y 4.6, los miembros de 1a_derecha‘tienen
formé cuadrdtica de las variables F o D y ésta es positivamente de-
finida si tiene valores positivos para cualquier valor no nulo de
la variable y sera cero si F & D son cero.

Por lo anterior, las ecuaciones 4.5 y 4.6 representan el traba-
jb externo de fuerzas a través de desplazamientos y esta cantidad de
be ser positiva en una estructura estable, deduciendo que en esa fb

ma cuadratica, las matrices [f] y {Kl son matrices positivamente

finidas, siendd 1os determinantes de [f:l y [.KI mayores que cero.

Seleccion de]l método de las flexibilidades o de las rigideces.

Para seleccionar cualquiera de los dos métodos generales, es
necesario haberse familiarizado con ellos, para poder decidir en ca-
da caso cual seria de aplicacion mas sencilla.

Sin embargo se pueden ade]antar'algunos comentarios:

1.- EY nimero de incdgnitas es en general mayor en el método de
las rigideces que en flexibilidades, pero la formulacidon de las ecua
ciones es mas sencilla y de mas féci] aplicacion para programas de

computadora, debido principaimente a la dificultad de programar 1la

estructura primaria.



2.- Cuando el trabajo se hace con calculadoras y para sis-
temas relativamente pequefios, la seleccidon dependerd de compa-
rar el grado de hiperestaticidad en flexibilidades con el nidme

ro de grados de libertad en rigideces.



5.- METODO DE LAS FLEXIBILIDADES.,
En el intiso 3 se describid este método. A continuacidn se

analizan en detalle la aplicacidn de matrices para su resolucidn.

5.1.- Matriz de transformacidén de fuerzas.

En una estructura estdticamente determinada cada una de las
fuerzas internas de sus elementos puede expresarse en funcidn

de tas fuerzas externas nodales, por medio de la ecuacidon de équi

librio:
pl = bll F1 + bl2 + .,.. + blnFn
p2 = b21 F1 + b22 F2 + ... + banFn
pm = bmlFl + BmZ F2 + ...®*bmnFn

en 1a cual p son las fuerzas internas y F el conjunto del siste
ma de cargas aplicada a la estructura.
No existe relacidén entre 10s subindices de F y p

En forma matricial: ‘
ot - G Cs-1)
en la cual

bll bl2... bln
b =| b2l b22... ban (5.1)

Bml bm2... bmn mxn

[b] es la matriz de transformacidén_de fuerzas que relaciona las
fuerzag internas con las externas.

La matriz [b] es una matriz rectangular y el elemento bij
representa el valor de 1a componente de pi de la fuerza interna,

producida por la fuerza externa Fj de valor unitario.




Cuando la estructura es hiperestidtica, las fuerzas internas
no pueden determinarse en funcidén de las cargas externas aplican-
do solamente ecuaciones de equilibrio. Sin embargo, haciendo 1a
estructura isostdtica, que llamaremos primaria, suprimiendo 1las
redundantes, como se hace en el método de las flexibilidades, se
considera la estructura primaria'sujeta primeramente a las cargas
reales aplicadas y posteriormente a las redundantes. En esta for-
ma, se puedemexpresar las fuerzas internas de los elementos en fun
cidén de las cargas externas F y de las redundantes o hiperestdti-

cas R, como sigue: ' |
M=[bs] P+ [on] R (&)

o utilizando 1a propiedad de subdivision de matrices:

o[ o] {2 (s.9)

En ta cual:

matriz de transformacion de fuerzas externas en la

—
o
-
—t
]

que cada columna representa los valores de »p producidos
por las fuerzas externas unitarias aplicadas a la estruc-
tura primaria con redundantes nulas.

Matriz de transformacion de fuerzas redundantes en la que

—
o
=
[a— |
]

cada columna representa los valores de p producidos por
redundantes unitarias aplicadas a la estructura primaria

con fuerzas externas nulas.



5.2.- Solucidn matricial generalizada por el método de las flexibi-

lidades.
Considerando un elemento aislado, despreciando los efectos de

fuerza axial

M Mo (-”“ B
(‘ Pa Dy ¢ oy '-\-g V' . [ 3L
e — ¥ wdmfl <
< L — —> _

Tva
.—

(a) - | (L)

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones se pueden

e - Qi 100 R

quedando cada componente del vector desplazamiento con la misma

componente del vector carga.
La matriz de flexibilidades de la barra serd como se indicd

anteriormente:

L-ﬁ;l= 1 2 1 y la relacion con las deforma-
6ET 1 2

zq{ . ‘_fM“P‘ (s.5)

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones quedaran

ciones es:

como sique:

Pl , : Dl
SRNES p. /D?
pn Dn

Los subindices se refieren a la designacidn de cada elemento
en que se ha descompuesto la estructura.



En la ecuacidn 5.4 se puede ver por el principio de contra-
gradiencia, tal y como se verd para el calculo de los desplaza-

mientos; que:

(5.6)

Siendo DF los despiazamientos debidos a ?F’& y Dp

los dep]azaﬁientos debidos a las redundantes ZR(.’ obteniéndo-

{DFiA*' : 3Q& (5.7)
luRi = 'IbR] {Q& (5.8)

Para calcular las redundantes, se substituye el valor {p f

se:

]
i
o
-n
L
%

de la ecuacidn de equilibrio 5.3 en la ecuacidn que relaciona:

deformaciones y fuerzas, expresada en ecuacidn (5.5)}:



Por Gltimo, si substituimos el valor de las deformaciones

obtenidas en 5.9, en la ecuacién de continuidad 5.8, se tendra:
_' T )0
- Ta17 (e
T T
= b] f b F +[b
[ R [ M] [ F..\ R_l [ fM][bR—]{Rg 5.10

y debido al principio de compatibilidad de deformaciones, las

discontinuidades impuestas para obtener la estructura primaria

isostdtica no existen realmente, los valores de ;DR& deben ser .

nulos:

LB Tl L o e

Ecuacion que'permite calcular los valores de las redundantes.
T E1 producto de las tres primera$ matrices del primer miembro
de la ecuacidn 5.11 y que estan prému]tip]i&ando al vector F, re-
presentan la aplicacién del principio de.trabajos virtuales tal y
como se expuso anteriormente en la ecuacién 2.18. Este primer tér-

mino da como resultado un vector de nRxl y representa los desple-

zamientos debidcs a las fuerzas aplicadas a la estructura.



En forma semejante, 1as tres primeras matrices del segundo
término 5.11 y que estdn premuitiplicando a las redundantes, re-
presentan la matriz de flexibilidades ensamblada de la estructu-
ra, tal y como se expreso en la ecuacibn 2.25. Esta matriz sera
siempre cuadrada, simétrica, no singular y de orden n R x n R.

Este segundd término del primer miembro de la ecuacicn 5.11
representa fisicamentg los desplazamientos debidos a las redundan
tes.

La forma mas general de 1a ecuacidn 5.11 se‘escribe de la ma-

nera Ssiguiente:

P LA Bl LI

E1 vector D, indica los desplazamientos reales que ocurren
en los coordenadas seleccionadas en la estructura primaria, sien
do igué1es a cero genefa]mente en la pféctica o iguales a los
desplazamientos reales impuestos D,,como serfan asentamientos de

apoyos, giros,efectos de temperatura, resortes eldsticos, etc.
De Ta ecuacidn 5.11:

LT [T LR

Con las redundantes R obtenidas s aplicando el principio de

superposicidon se obtienen los elementos mecdnicos:

b Ll

(47 ]
.
[ &%)



Las ecuaciones anterijores son vdlidas para cualquier tipo de
estructuras: armaduras, vigas, marcos, ete.., tomando las flexibi
lidades correspondientes de axial, flexidn, etc.

Para el caso de armaduras, es conveniente aplicar la ecua-

cion equilibrio:

(- T (] - b

siendo } poi el vector de fuerzas internas en las barras debidas

a fuerzas externas \F’{ aplicada en la estructura primaria, que-

dando la ecuacién 5.1% .

[bR ]T [fm-&{W% f‘[leT [fM‘X {bn& 8R5 = 0 5.20

ecuaciones en las cuales no serd necesario calcular [ bF]

Para calcular los desplazamientos, la ecuacién 5.3 puede escri

birse:

b

]
o
A
"
'___,_--—--.'r—-——"
J
[+ o
-
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—~ 1 -
e
R
——
o
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oy

desplazamientos debidos a ZF{

desplazamientos debidos a lasredundantes

m

o}

—d
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(g3
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Por el principio de contragradiencia:

)D;K [bF_] T-Z}Qi_ (5.22)
iDRi (b ] T{Q(( (5.23)

Pero por continuidad o compatibilidad, dado que los elementos

de la estructura no estan realmente "portados“, 1os valores de DR

deben ser nulos.

Por otro lado como:

%Q(= [fﬁ]{ p& (5.24)
que es la ley de Hooke al revés} ;ubstituyendo_en 5.22
fDi=be]T€Q{= [ ] F‘Uﬁ(szs

Esta ecuacion permite calcular los desplazamientos aplicando

una fuerza unitaria en la estructura primaria isostdtica.

5.21.- Caso de %uerzas ap]icadas en 1os elementos

La solucion matricial generalizada reduiere que las fuerzas
estén aplicadas en los nudos, lo cua1.supone que en_ el caso de vi-
gas y marcos que el momento flexionante ehtre nudos varia lineaimen

te y que los desplazamientos entre mnudos son nulos.



Sin embargo como en la prdctica las cargas se aplican en cual
quier punto, habrd cque transladarlas a los nudos previamente se
leccionados, calculando ademds los desplazamientos locales debidos
a estas cargas en l1os nudos externos del elemento considerado.

Las deformaciones locales deben tomar en cuentd las condiciones
de frontera, establecidas para cada barra, cuando se subdivide 1la
estructura en elementos. La expresion para obtener los desplaza-
mientos segin el sistema de redundantes basada en el teorema de

trabajos virtuales, sera:

IERSIRE

en la cual D”i es el vector de desplazamientos impuesto a cada ele

mento debido a las cargas aplicadas sobre é1.

5.3- Resumen de aplicacion del método de las flexibilidades

5.31- Estructuras isostdaticas.
a) Las fuerzas internas se obtienen con ta aplicacidon de
la ecuacidn de equilibrio:
[ { - {oedle
b) Los desplazamientos nodales se calcularan:
(DS =[gl' [ fM]le] er: U‘]fF&
(Nota.- En el caso de vigas o marcos cargados en los elementos
deberdn trasladarse las cargas a los nudos).

E1 ejemplo No. 5 muestra 1la aplicacion del método a una armé-

dura jsostatica.




5.32.-

Estructuras hiperestaticas.
a) Definir la estructura primaria y por lo tanto
gspecificar cya]es son las redundantes
b) Calcular vector de fuerzas y la matriz de trans
formacidn de redundantes [bR} y la asociada a
- las cargas[ bF]
¢) Calcular la matriz de flexibilidad nb ensambla

da de los elementos [fM]

d) Calcular el producto [bR ]T [ fM][bF] que

es la matriz de flexib. asociada a las cargas

E) Calcular 1a matriz de f1e£ibi1idades ensamblada

de la estructura

[fm [oa] [fnl[bnl

f) Plantear y resolver las ecuaciones de compati-

bilidad de deformaciones:

CARE IR PR

g) Si se desea calcular los desplazamientos.

ed™ {41 R

Los siguientes eJempIos ilustran la aplicacidon de la secuela

mencionada.



. -36a-

5.4-Varjante propuesta. para el cdlculo de la matriz de flexibilidades en el caso

de flexidn. (ref. 3)

- .7 .. Em vigas y marcos, 1a matriz de flexibilidades de ..
da elemento estd formada por cuatro términos, como se vid en la ecua

cion 2.28A .
[f 1= L 2 1
M1 6EI 1 2

Para tograr quE la matriz de flexibilidades sea diagonal, como
cucede en el caso de las armaduras, debido a ta forma de multiplica-
cidon del producto:

m M
T 9

si en una estructura de n elementos, se 11ama ¢/ p a las fuerzas.in-
ternas, y definimos tres ordenadas por elemento, en tal forma:

Ma (-
que pi = Mb , sean los momentos flexionantes de
acuerdo con la Fig. - Mc

L/?._ + __:'__/_"-

1 I

Integrando un polinomio de grado 2, de la forma Y = sz +Bx+C,

la integral serd una funcidn Tineal de las ordenadas Ya,Yb y Yc.’
En el caso de carga uniformemente repartida la variacion de M

serd parabbdlica y como la variacidon de m siempre es lineal, la inte-

gracion del producto m M seré'

100
[ _'l 040 (2.23B)
6E1 | 001

que es semejante a la férmula de Simpson. (Ref. 5), esta matriz serd
de la misma forma si se integra el producto M 1lineal mu]t%p]icado
por m. ‘

Se puede también diagonalizar la matriz de flexibilidad para el
caso de variacion de M en tercer o cuatro grado, integrando la ecua

cién de una cénica de 3°% 4°grado, debido a la variacidn lineal d
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Por tratarse de matrices diagonales, la eCUatién'3.10-se puede

almacenar en un vector de la forma:

o ar (1 e

La ecuacién 221€, presenta ventajas importantes con relacidn

a la matriz de flexibilidades en flexidn de la forma (2.20/A) :

a)

b)

La matriz es diagonal, por lo tanto de mas facil manejo

operativo, a pesar de tener un rengldn mas.

En el caso de cargas uniformemente repartidas, u;i]izando
ta matriz diagonal,no es necesario pasar las cargas a los
nudos y luego trasponerlas como se indicd en la pag. 357,
simplificdndose en forma considerable el trabajo.

S5 . . El ejemplocNo. 12, o muestra la forma de aplicar

la secuela de cdlculo asi como la variante mencionada, pa-

. ra resolver un marco rigido mediante el método de las fle-

xibilidades.
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Reﬁafve/ /2 armadura por Flexibil dades.
9 m AF = cte,
10 fon
4 m L 4 m .
1 | b
Ve
. So lu CiDw
d.= 1a cstructora es hiveres tatica en
2% grado gy la estructura primana  seleccionado
rd .
sera Y, | 5/30/?/7/9

-5 -5
2 E]
0’\
o R I8
-5 [ . 8 4 5]_5 E/ Véc}OI G'/Z.
{ 2 & .
% 5 ca‘r fuﬁrtok md e ren a.
= il Tﬁ{\,FHF&
f}l://f. O l O -
prrEr / W
T -5
1 10 >
5 5 5
_ -5
£/ vectorl po} 4 O N
/X1 o |
+ 7.01
(o]
+ 7.01
(8}
(o]
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14 co0/lumna de {:bR]

?"g columna de [b z—:l

-0.701
-0. 101

oo

ezt

Ri= |
- 0. 7101
- 0. 701
o)
o)
o)
- 0. 109
+
- 0. 107
o)
+ I
o
Rz =/
o
o
- 0.70"7
- 0. 701
-0.701
o
o
-0 .1017
+ '
o
o
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4 S | 4
[ﬂ N AR el ce
x|t 9 S 65 ] .4‘5
4-‘.633 g 22
.S .
S.§S , J 5 &5

Lalcolando el pro ducto I:bRJ Lf

101

po—

4 77 -5 T - 20
« - 5 - 20
4 -5 - 20
4 -5 - 20
4 ) o
[{U.T:J: 4 . 0 0
5. 65 AE + 101 = + 90
e | , ;
5. 65 +1.01 + 40
5.65 O O
5 65 0 0
L _ | —
T -0.707 -0.101 0 O O -0.107T #) -0.107 © I0
_ [b‘] l}‘] [/)0]: O Q -0.761-0187 -0101 Q@ g - 0 101+ 0}
,-E 68 28 |
- x ——
s ;
1 o 28 £

L-‘_—'__\l"_‘_"—__—"

_DxF

[}

20)
L 20
L. 20
-20

40
+40

40

oo
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Ahora fa/_ru./anda el prodada D?R] [fM—_l [bR-_I

[}fi][:bn]

X 2

AT b

L7

! a

_41-

-
-0.70.7 O
- 10.1 0
- .70
-0.101
-0 101

-\LLLLL
OO0 000

il |
-0.10.1 - 0

5 65

5 ¢5 -0. 101 -0.701
5.¢5 0 !
5.65 . + | (4]
+1!

-2 83
-283%

(8]

(8]

(o]
-2.832
15 65
-z 83

5. 65

~0.707-0.701 00 0-0.10141-p.707 O +10

(2] ¢ owrox0t-07071 O O -0 1071 0 1

N

/9. 32 i

1t
b N
L1,

2 149 32

ecvacron de compotibilidad de

{st} + {%}{R} ={o}

68 28

68. 28

R
Rz

/9. 32 2
14.32

!
X ——

A £ 2

- 283
~Z.82

- 2.83
+r5 65
-7. 83

t5.65
o

L
O

-2.62
-2.83
-283

0

- 283
+5.¢65

565

- 283

»

- 283
+5.6%

+ 565

de formacion sero' ! ’
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barras

lir S HrezH

7&!?/2.'05

-0.1017 (8] .
-0.7101 o) -
o - 0101
o] - 0.01
o - 0.107
-0.701 0
t -0
-0.101 -0.101
fo) +
¥ | 0
0 + |
-2.13
-273

-
YItsitiz et

1

5

Finales en

/
séran .

|

Jox

)

4 3
3.2 - 2.713
3.2 - 2. 13

2. .13
2.13
2.13
2.13
3.81
+4 52
+ 3.87
- 32

_3'2

i

AN
- %+ 4

e
Twwiiow
’

il

cow.[arﬁﬁf:)v-.

borras (-I-Ow)
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Ejemplo  No.- 8

Resolver la viga siguiente

flexibilidad - |
3 ton /m

3 ton/m
[\/\AL\/\ /\'/\/(fm |
Pay PaN pAN paN EI: ¢fte.

por el metodo de la

e m o m é m
® © ®
Solvecion .-
£l grado de hiperestaticidod es dos y se selec-

. ’ . . . .
cionara  la siguienfe estructvra primaria :

Dap |

Mas  Mig Mpc Mee Meo Moc

: /
de fverzas y desplazomienfos sera’:

los veclores
( 1 / \
Mae . Duan
Mea Dea
Fz < Mse { p: Dsc ;
Men Dce
Mco _ | Deo
Moc [ Doc )

Lomo el sistema de fvercas externas no es?d aplicado
los nvdos ,habdra gje trasladarlo a los apoyos g calcolos

/os giros en los extremes de las  barras

®==fﬂ' :i'“; dx
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El  vector de carga sera .
-a |
-9
F:=¢_ q "
~q
3 fon/m 3 fon /m
© A8 © BA ‘ | Ocr © AL

21

_ n . AT
CBA = QOBC=0¢p=0 »c -szu(' i

El vector de desplazamento sera’:
4

27 \
21

Drp = —~
S N =
271

\ /
y _ . - '
Lalevio de wmaltrices de tronsformacion de fuverzos .

| Trazando /los diagramas de momeéntos debidos a
Ffoerzas  ypitarias y redvndantes  ynslarias :



._4.q..-

l Fl s I M:G
el el 0
AN AN JaN PAN
Para las condiciones Fz =1, Fz:l y.F" = fampwo prodvcen

momentcs f/ew'ona/es,par lo tanto la matriz l:b'{:j sera :

[bF:l= 0

Clalculo d < [bhl

Ri=) Rz:1
A N\ 8/ ¢ D A B e D
ST JRUTTX RA B JEA
1 1 |
(3] [t

(-) V

la matriz de transformacion de redvndantes  sera’ :

R A2
Mas 0 o I o o |
Meaa -1 o -~ o
be | = Mse - o -1 o)
R\ = Mce o) -
.y o -1
6xX? Mco o) - 0 -
‘ Mpc o o) o o)
e ) u—

Lalcvlo d; [/M:,

la matriz de Flexibilidades npo ensamblada serd :
BE 6 00 0 O]
as 6 lz00 0 o©
[;M:I B R P N P o 01iz6 0 o
GEL | O 0eiz o0 o
| [Feal] ) 000 1z &
o 000 6 1z _




£l prodvcio [bR]T[{MI [bF] = 0

[dlcvlo del prodveto [bn] [fm—_l l-_bn], que es lo matu:
de flexibilidades ensambiada

1Bl Tl Dol - [ 1 4]

los desplazgmientos debvidos a las cargas en los
. . . 4
borras , referidas al sistema general seron -

CERC AR R (]

4

For lo cval Jos desplazamientos fotales debidas o

los cargas seron

{DrF}=[/F]{F} (5 c0+ 2 {-;}:—'2;7 {—_,,} '

y /a ecuageon de compatibilidad de deformacicnes sers :
{DW"}*‘— /-‘ {R} :{O}
_?_1 -1 P ! Rl . 1
._ rﬂ}{ 5.4}
de donde 1 - don =
Rz 5.9
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10, ® /0.9
(+) (+
T~ L
s ¢ 5.9

D/agmma' de momentos flevionantes (-l-o“-w.]
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Ejempfo NOii

Resolver por flexibilidadss considerando efectss de Fowon
y calcvlar  los desplazamiénios de Jos nudos.

/.o Ton.
B 3m l -
3 £ E-T :6600 ton-m?t
3m O =+ 0 002 rad.
5m.
5 ton
—_— o
4.5 ‘ fo) 25m
A
] e |
S0lycion .

la estrvctura es hiperesfatica en tercer grado y se
seleccionara /g _5,_90/9/:/: estructvra pnmana..

8 LIO ton p /
G Y] ‘VK
- /‘_\
5 ton |, E Rz
-

:E- R3

F1f Zrpl i SIS =y

A Msc Mcs \-/

Sistema e

@ (W ( 9 redyndanded

Owa @bc Qc®

o D

( Mas



———r

Los vectores Jde fyerzas internas g desplazgmientos seran:

( Mas \ (DAB?
M Ba D o
1 Mec | Dpe
/aoj =3 Mce {D} . dpes ¢
Meco e
Noc Dpc )

L 7 - k /

lomo el sistema de Fverzas externas ng ests aplicado
en Jlos  nudos , hobra que frasladarlos a los apoyos;
para  hacer/o se ap//':ara;q las ecvaciones de ostatica,

Lf: l/ﬂ 15
: Pz;—5 Pg = 5
2 B ! ‘l
Pl:B
3 =
———t A é
2 2'/1/-11/
E] vector e carga serd: -
3
FL=¢5

Ademas & sislema externo. de cargas por estar aplicade
en Jas  barras impone deformaciones que se calevian

con la expresion de travajo virtvales .

_ M
Of‘fm[—}-—-dx
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Haciendo vso de las {ablas para

N\ Drea
2 \ . .
moltiplicar dragramas :
5 ton. ‘ o |
4.5 Disa = 15 75
Diag £1
N, .18
I‘AB 7T
10
B £ l
' / \
M ,5 75
' Dics ) /8
22 .
bise | Dise - D/ca:—el_f— o D sloz sl 2
22.5| ¢4
o
o
. /

Fara poder calcvlar las malrices de transformacion de

ff/l’/tds, se c'_a/c'a/a/a;v Jos dragramas detidos
fverzas externas ounitarias y los de redundantia

a

el /0;’/;:75 .

FI.:! F/:j

fel2rzrres

R PENYINY

YT fra i 2 I



—— : ""i —

RI R?:l : R3=i

"
Lt

-

et ﬂé-? . ErTETE T('S =1
R\z d \ I
- 2/3 1 (+) 2/ iy
)
+ i+
(s}
TR rrzpezer ITENTOE N
JrsrEzIn I

rIavyraeii

1.0

} ’ . ., /
La piatriz de %/aﬂ.s/o/macfoﬂ o€ carga sera :

L] (7

Fi = Fz:l Fz-l - —_—
HAB o 0 o o o 0
MBa o o o o ©0 o
Msge o o % ‘ o o o
M:s -5 o o be| - -5 o ©
Mco -5 0 0 -2 0 o
Moc o 0 oo o o ©

la matric de tras formaciopn de re dvndante :

R R2 A3
Mas / o 0 ! o o
Ma A ‘ 0 / o . o ! 0
Ms ¢ 0 : o o E’R]' o 1 o
Mcs -2/3 2/3 { - -2/3 2/3 !
Meo - 2/3 2/3 / _ -2/3 - 2/3
Ns ¢ o fo) ! o 0 '
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lalcvlo de l:fM]

La matriz

[:m] -

lalcvio  del ,amduc./a [bﬂ]r[/}] ljb{l: [f;:]

fas)

no ensamblada

fac]

Gt

[fe o]

/5

- / 75
G £7 o
o)

o)

O

L

73. 33

-/03.33

/135

de' la estructyra sera :
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Ldlcvlp del produHa [bn]r[h] [bﬂ:[, ‘4ue es

la matriz de Flevibilidad en_sambl_adaf

r

24. 18 - 62 18 - 18
' )
f] = - ¢2. 8 44, 18 24 X —— "
I
- I8 : 24 4z '

A los Jdesplazamientos producidos por el sistema
) '
en 05 npudos , deberd sumarse

Jas barras gy que referido
ecuacion !

@ -] ()-lon) o

22 50 £1

de cargo
e/ de las cargas aplicadas en

al sistema general , mediante /o

Por Jo tanto

los  des plazamientos totales depidos al
s/slema

de _carga exlerna secd !

o) =[n] {r}e {4

N\

73. 33 0 o 3] Q.75

_ ! -/03. 33 0 O 5 t T 55.50
T 6FT - 135 o o 5] 22.50

. : {
7
- :f' f7 PR g.75 i 37 42
= e = = a1
EL Y. 2, 50 £1 55.50 71 3

22. 50 - 45.00
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las ecvaciones de  compatibilidad g deformacion

5@!0;1.‘
( )
oer) + { ] {a)={o]
Yy - — T Y
37. 42 24.18 -6.28 - -8 R 0
! I Yt
T 3.97 § 4 S7 1 - 6. 28 <44. 78 + 24 Rzr=% ©
- 45 00 - 18 tz4 4z R3! |-0.002
\ 7 L : _ ;N
\
Ri | - 7. 60
Rz p = - 3. 21
| R3 + 3.20
\ /




-3 -

l:o

5
—_—
TET - 2. 42
\-/‘3. 20.
iTsricie ™ .
2.58
7 .
- T 60 5.45
.04
3.2 (4) 8.81
/ ] -)
(-)
i+
YRV
8 .20
(4)
I_;:_/;r”.‘ln =
7. 60

Diagrama de mohentos #Finales las Fyverzas infernas
se obtienen calculando por sv sUpCIEo sicion los efectss
debidos g carga exlernas 4y por redvndanles .

()=o) I frlee] (7]



EJEMPLO Mp. 12 %

Analizar el marco siguiente utilizando el método de las
flexibitidades.

i) Sin diagonalizar la matriz de flexibilidades.

2) Diagonalizdndola (variante propuesta).

] ,BE > 1 4 * l&_/. Z*ov\/m

4 2EI < '
—— By

15 Jom
EIX

2w £l

~t 7777 75#77;1)
;\ 77 ] Qv 7

ALTERNATIVA 1

La estructura es hiperestdtica en segundo grado y se elegira

la siguiente estructura primaria, isostatica.

Estructura isostdtica y sistema de Redundantes.



Como el sistema de cargas no se encuentra aplicado en los
nudos, habrd que calcular las deformaciones angulares en los

gxtremos y se trasladardn las cargas a los nudos.

] 25
| Sra g 2E1
7.5 '
El M
S AR Sre = DOecn

por el método de trabajos virtuales:

SIY 6.25
O 8A 1 8.75
D=<r@BC , = 1 <r41.66 S
S B El :
1S 0o 41.66
& DC 0
0

Los signos positivos indican que el sentido supuesto a los
momentos virtuales aplicados fueron del mismo sentido que los des

plazamientos.
El sistema de fuerza: equivalente aplicado en los nudos se

presenta en la figura, provocando efectos de flexidn solo la fuer

za de 7.5 ton. . _' 4
(R S >
s $'° 4 -
> P ‘ —
. 1 1+

= - S, . N

2.5

Sistema de cargas equivalente y diagrama de momentos.
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La matriz de transformacidn de fuerzas sera;

‘r-

La matriz de flexibilidades no ensamblada

Fl

OO0 O

[y

-

8
4

4
8

F2

DWW O oo

COOOO O

oSO

R ==

[

- 1
0
-0 7.5
0 i F =dos
0 -5
0
"
R
RB=1
.
-
-
-]
-
0

de la estructura sera:




La matriz de flexibilidades en;amb]ada sera:

1 Ol [l - [0 ]

Refiriendo los desplazamientos angulares debidos a las cargas-
intermedias, al sistema ¢eneral de cordenadas mediante la ecuacidn:

10011071 .| &2 35.41
D. = [b ]T 0)- ’ 1 8.75 } y
1 7 ]UR "1 0-1-1-1-1 0 \ ET{41.66 ==+
“larieef E1[-92.07
0

0
Finaimente, calculando el primer término de la ecuacidon de com

patibilidad de deformaciones (3.8) y sumdndole los desplazamientos

debidos a las cargas intermedias se tendra: ‘

-90 35.41
T T : 1 — + 1
{bR ] i u ][bE] F§.+ [bR ] f“pg“ Tl o) -92.09

E1 segundo miembro de la ecuacidn (3.8) serd:

' T MA ) 26 - 19 MA
[bR-S ‘fM-HbR ] MB = BET | -19 46 "B

Por 1o tanto:

- 54.59 26 - 19 MA f, MA = 3.166ton-m
L £ 1 =J0),
€1 + 22,911 -19 46 MB MB =14.9 ton-m

6EI

SJQC-///T//[ff—_I‘\T\T\\ 18.2%

m

43 4.57
sit'ﬁﬁ7977* 14.9 | 77

) T&‘W: Tu.sa




ALTERNATIVA -2 L 2ton fn

yct < .
L 2 £1
16 $om .
Avm. E1 ET 4w .
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72?:77 | O v TEé?

Seleccionando 1a misma estructura isostdatica que en el caso
1. y debido a 1a presencia de la carga concentrada, se tendran
4 elementos:

M%;;FLM“ =
, | 3
A3

Resolviendo la estructura isostdtica y calculando los momentos

en los extremos y al centro de cada elemento, se obtiene el vector
de cargas.
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Obtencidon de 1a matriz de redundantes[}bR]

Ma =
g . ad
‘T;}LS
, Mu-l
LY
:li%
a, 28 '
-— .
o.l '

RL = 1 R2 = 1 _
-1 0
-0.625 - 0.375
-0.25 - 0.75
-0.25 - 0.75
- 0.125 . 0.875
_ 0 -1
SRR R
0 -1
0.5 o1
1.0 -1
1 -1
0.5 - 0.5
|0 0
4
o

Es evidente que para calcular P°y bR’ se puede prescindir del
trazo de diagramas de momentos. : ' '
La matriz de flexibilidades no ensamblada, de acuerdo con 1la

ecuacion 3.11, es una matriz diagonal:
f



—
WMy W
(-]

Nota.- E1 elemento 3 aparece divi

—
[~]

dido entre 2 porque la iner
[fM]— — - - - - : cia de l1a viga es 21

& [

La matriz de flexibilidades ensamblada sera:

Lel-Loegl! ‘fm“.bR] s [fs o lz]

Calculando ahora el producto:

- 325.54
(s 17 D] oo}
: 6E1 137.5

Las ecuaciones de compatibilidad seran:

- 325.54 26 - 19 MA
+ 1 = 0

6EI 137.50 6EI | - 19 + 26 MB

De donde MA = 14.91 tm y MB = 3.16 tm

Comentarios:
1) Las operac1ones matriciales son mas répidas en esta segun-

da a]ternat1va, debido a la diagonalizacion de la matriz de flexi-
bitidades no ensamblada, como sucede en el caso de armaduras

~2) E1 resultado es directo sin necesidad de usar matrices de
transformacion de coordenadas locales a generales como en la alter
‘nativa 1,
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Energia Eldstica de Deformacidén por Esfuerzo Normal

z
X ; ‘
X Gx B 1' Gx
, 5 // g

BE eneralm e\c\s'hcw Jnlerna

QU /z@r.dgdg))( &xdx = /quﬁac dx dg dé (!)
SN .
Tea. Ptomedto dislancias
TRABMID

qx 4 E peests (o up\ehs m‘a R

ELERGIA DE DEHOTMCION POR LWObD DE Volumsa

+Cx
Para un cuerpo eldstico perfecto no hay disipacidn de energia

y el trabajo hecho por un elemento es almacenado como energia

de deformacidén interna recuperable de (1) la densidad de ener

dU :Q—X.E_)L
av Vo Z

gia.

(2)




Energia eladstica de deformacidn por esfuerzo cortante

d
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Tex
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dy| V¥ *’"““L
3| e

7

wusipsove ensesls ComplsMENTARLA

ENBR&IA UL TLOIA

S * 2 wacdxdé x gxrdg < b T e A dg dé
la dens\dad de eneraia, eor ee%e%o wontante es

(4)

(%%%%;Lﬂ;; Lé;f]:;( a{XK

Aceptando el principio de superposicidén para un estado multiaxial

de esfuerzos.

La densidad de energia de

deformacién es

o f O3 By« Ty4

ER =
To

i SRR

/'—3"‘ b1y



dU : Us = % Qyex + 1hQy Ey + /ZG-é &%
4 Torders Tt o Tty

Expresando (5) matricialmente se obtiene

Us = ’/2_[@9( Q¥ qé TXW t‘énx] Ex ) = !/Z[G—Jié_% (Co)

X ‘
& ¥
§xx
KY3
| §ax 4
Substituyendo en (5) la‘ley generalizada de Hoope (7}
- < Tx X
6z=g&“V‘L“V.-:°}' B FUEESS
E G
Ee-vEa -y & fo: La o

W
Gge - Vg - VR

o ol
3

Y3~
SGatakﬂheﬁ\Eb
Us = /E(GS( +@x+qé )"‘“‘ @6%46\65*%@$>

e O

(Tl Tx)

- (8

Para materiales eldsticos lineales homogéneos e lsotrOpicos se
puede obtener una expresidn similar a (8) en términos de las
deformaciones en lugar de los esfuerzos, la energia total se

U:SSSVU—odX,dSClé (q)

obtiene de



la ecuacidén (5), es importante al establecer las leyes de

plasticidad y (8) es importante en anidlisis de esfuerzos

por métodos energéticos.

Substituyendo (6) en (9) se obtiene

U: %Z. SS%(GX& *Q_Yéﬂ+65&a + Gy &(31’ ?Etg &]‘(a + Tg,x Bjaxjd\/_
A [G1{e} 3xdyos (o)
v

Para. boxis oxial mente cur%adas won dlexion %Cortanfe. (i0)

queda,. |
V=% XSSV(@(&+ “Txx &«‘)C\xdga@ (1)

Po.so, ma‘*ena\es e\ds'l'fcos [[ng'qle,s
575:% X &m(: T@%i

de (12) 5(\.\\ se oblene quit’
U= S SS %gfdxdﬁgé*ggg%zdxdgdé (13)

" v ) v
Pasa &_‘!‘%"‘ tetat s Paxas codanjfe, en
¥ Hex(o0 en Vigon VI Y -

(12)




Energia de deformacidn para barras cargadas axialmente

Gb( l\l @s&a,omo,f *;/ A:Sid%&é "(H)

T A T Seccron lstnsvers

U % A son —punalo_hea da,;(' UUtc.awie_n‘{'e.

Pocloante (18) se reduce a
.UUZS’SSE\}:_Ld\;— SS &EC’\%&)SA& )

= jZAE [&33({8}] cl;c; = SZJ%AA;C

mzﬂ - (s)




Energia de deformacidn en flexidn en este caso

Q‘y-T 4 | [6)

 De (16) 4 (13) Se-om'teme,

S8 hr = 1) ’%%) b Ly
ZEJ;».Ujﬂclsclg}Cl < Sty

HZ ' (iv
UM.: SLzEl CW‘ )

Energia de deformacidén para secciones circulares en torsidn

Rvoc est:) OSSO _E = fjj_— () (,6

ﬁ ‘ Suba‘(' lt en (1a)
C;D % " Ur= SSS Axdg&a

T -5 ‘z%(ﬁdLV%JﬂJé

o085 easds T = [T 454 §




Energia de deformacién par cortante
Fn esle KN PR
Ty = YQy &
5T s W

V= Qcidfm o onl QL Sece oAl (TIGETH
Q\/”‘ S ; do. = momerito estdtics

de%a.%m L\j
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Uvs §§ ol (U2 dedyds = § [ffw ER
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Desplazamientos

El principio de conservacidn de energia (la energia no puede
ser creada o destruida), puede adoptarse para calcular defor
maciones en sistemas eldsticos debidos a las cargas aplicadas.

La primera Ley de la Termodinamica expresa este principio como

Trabajo Realizado = Cambio de Energia

Para un proceso adiabatico (no se agrega o substrae calor al

sistema) y cuando no se genera calor en el sistema, y cuando

las fuerzas aplicadas se aplican en forma estidtica (las fuer-

zas se aplican tan lentamente que se desprecia la energia --
1

c e Z . .
cinética ; mv~)}, el caso especial de este ley para sistemas

conservativos se reduce a

We = U

Donde: We = trabajo hecho por las fuerzas externas durante el
proceso de carga.
U = Energia total de deformacidn almacenada en el

Sistema.

Similar a decir que la suma del trabajo externo We y el interno

Wi deben ser cero.

~r



We + Wi = 0

U = - Wi las deformaciones siempre se oponen a las fuerzas

internas. Es importante considerar la aplicacidon gradual de
1

las cargas de cero a su valor total por lo tanto We sera i

Fuerza total por el desplazamiento.

Ejemplos .,

a) Determine la deflexidon de la viga mostrada

PP P8 WQ:J/?_ PA yde (u)
A | 2
L | & - Usie SM dx
)
— - _P_"’;j - PL
A 2EA adx." ZEA

det) > 4 PA= Bk

A= KP—EL" leq de HooKe

b) Determine la rotacidén en el extremo de una flecha de seccidn

¢

~ (U

circular.

NAARSSSENN

&

~
i



miciq

{o]

E1 trabajo externo We = % T Q vy el interno de (22)

T2 .
%dex ey 4 @)

BTo=Th = @=Lk e

coincide con ios valores de los textos de Mecanica de

Materiales.

c) Determinar la deflexidén méxima en la viga mostrada consi-

derando el efecto del cortante y de flexidn.

P r

(/I

Y
— e
h V= ‘1!) Me-fx |7 | 7
| / i
| | /
. x > J/ E/———iﬁ

£ L v 1 L

L
1 2
U-Tr'lexlof\l S 2E1 SMZAX-ZQJEE 3 -Px TH)(- 0 L

ro =

Trabajo externo We = P , la energia interna consta de
dos partes, una debida a los esfuerzos de flexidn y otra a

los esfuerzos de corte de (17) vy (13).

L

0 E:[

| <
El esfuerzo de corte: t"'—- \k{%‘m """ZEJ_' [(%)z' jlj

que sustituido en la segunda parte de (13) se obtiene



Ob.tlén e "

Ueode. j&&%ﬁ dxddy zc-_.j {Tv_Ej [%L"ﬁz]k L bdy

-nf,
2 1L\ 3 PRk
?)be tPLbh( > | = = o~
6_"'.-2 j = 7\5"(0(3\ bh 5 ACT\
donde /&:&)h_ ~ seccidn trénsversal. Entonces

We = U= Urisicd + Ucorle

A PR L 3PEL 4. donde
Ef - GETI + S AG =
P (oPh (24)
= IR1 BACH
elexidn corlt

El término debido al cortante se puede interpretar

Tau= “AP = %{' Cortonte Promedrio.

. s 6
puesto que Z:. varia parabdlicamente T Trepresenta un

factor de correccidén numérico por lo tanto

Awoile. - XlL OL-CQU-L C’<Vé‘.‘ =) Eg

el valor < depende de la forma de la seccidn en general

puede variar con X de (24)

A= PL?'( 3E ili) (25)

3ETL oG |2

suponlendo acero estructural

| %:;» z 2('[4 Y) = 2.5 X lec. (25) ?LfeCLO\J



' ' 12
A:([-k 06?5% )Aﬂexlod (o4

De {26) se observa que para una viga corta sea h = L la
deflexidn total es A = 1.75 [L flexidn Por lo cual
la deformacién de corte es muy importante para una viga
flexible se L = 10 h.

A
A

(1 + 0.75 %%Oh)Z) flexiodn

1.0075 [\ flexién

La deflexidn debida al corte se puede despreciar no siempre
es posible considerar lo anterior.
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Comparando las expresiones (1.1.6.1C) (1.1.6.2C) y (1.1.6.2C)

para un claro = 5.00 m y un peralte h = 30 cm se
- obtiene:

U= 0.00286 uy

{a)

Ul = 0.0000 Uy

En la mayoria de los problemas estructurales elasticos
lineales, la energia de deformacidn debida a la carga normal

N vy cortante V es despreciable respecto a la energia de defor-
macidén debida al momento flexionante M.

Cuando existe momento torsionante MT (vigas en balcodn, etc.},

su energia de deformacidén es considerable y debe tomarse en
cuenta su valor

e

oy

AANANSRENY
5

-+
o
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1.2 Principio de Superposicién

1.2.1.- Introduccidn

En los sistemas de cargas en los que las deflexiones
son funciones lineales de las cargas, se puede obtener la de-
flexidn en un punto cualquiera, mediante la suma de las defle-

xiones producidas individualmente en dicho punto por cada una
de las cargas.

1.2.2.- Casos en que no rige el principio.

P

RENE L SN
o

S v==5-5c2

Fer

r-

Fio 1.2.2a..

hi



Ctro ejemplo en el cual el principio de super posicion no rige,
Seria el sistema mostrado en la fig. 1.2.2.b, formado por dos
barras articuladas, bajo la accion de pequenas deformaciones ( -

lan s )
" - . &—__P:’P‘(

P
A’j } -— ¥

L
: 3P
A

;
| Ll

o] 9%

Ty

A
>
0

] TG
o

[T
ok lo-

v\
Cr

%% 122b

Equilibrio: S=~E- 1. 2.2C.

Compatibilidad geometrica: la deformacion axial unitaria es:

&= 'J"*_ﬁ—"‘Q "-‘-72—‘3—_3{' L2

Ley de Hokke:

£:9
AF (Lle

de 1.2.2 c¢c,d ¥ e 5e obtiene:

ég: /Qﬁﬂﬁ%%? ) ED: §;;é?i§i &.i.l-ﬁ
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De nueveo se observa que la deflexion no es funcion lineal de P
aunque el material cumple enteramente con la ley de Hokke v 1la

relacion entre ¥ es representada por la curva de la figura
1.2.2.b. El area o a b representa el trabajo efectuado por
durante la deflexion y es 1gual a la energlia de deformacion
almacenada en la barras AC y CB., la cual es igual a :

s Y . |
U= ) Pds- RN

/

0 R Pq/.%

Es muy importante observar que en los ejemplos anteriores no es
funcion de segundd grado de OP , como se obtiene en los
casos que el principio de super posicion rige.

%

En los ejemplos anteriores, se observa que la accion de las _
fuerzas exteriores es considerablemente afectada por las peguehnas

deformaciones del sistema, en el primer ejemplo hay una flexion
adicionalseg a la compresions y la barra trabaja en flexo
compresion.
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1.2.3 Ecuaciones generales de superposicion
1.2.3.1 Introduccion *

En el analisis de esfuerzos en estructuras
estaticamente indeterminadas no solamente hay que considerar la
geometria y estatica, 8i no tambien las propiedades elasticas
tales como modulo de elasticidad momento de inercia, etc.
Generalmente para llegar al dimensionamiento final de 1la
estructura, se suponen dimensiones preliminares de los miembos vy
se efectua su analisis correspondiente, ciclo que puede repetirse
en algunos casos hasta llegar al disefo final. En general los
esfuerzos desarrollados en estructuras hiperestaticas son debidos
no solo a las cargas, si no tambien a cambios de temperatura,
asentamiento de apoyoes, errores de fabricacion. etc.

Es importante observar dque la eStructura este en
condiciones de equilibrio estable. Con el proposito de ilustrar
el uso de las ecuaciones generales de superposicion de causas ¥y
efectos, consideramos el siguiente ejemplo, viga con carga
uniforme \WJ -

X En ambos metodos de rigidez y flexibilidad
debe regir el principio de super posicion.



&

empotrada en a y libremente apoyada en b.

Estructura actual. . ¥ s & b
4b - Deflexion de el punto b A}
en la estructura debida a

todas las causas.

| M W
Q 11 4y
Estructura primaria. . m_\ﬁ){b

Seleccion de redundante, Xb_

-

R
L
6_

Condicion de equilibrio Xb=o
Abo = Deflexion en direc¢cion de la
redundante con Xb=o ?

4 ergb

-,

Lbb= Deflexion en direccion de la
‘redundante debida a con

1 Sob
b

Ssb = Deflexion en direccion de la
redundante debido a una fuerza unitaria

La ecuacion de superposicion, si el principio es valido

Ab= Abs + Abl = Abo +y_bSb\>- (o)

de donde: Abo
Xs=-3eb

(&ﬁ&oo(&kb es llamado coeficiente de flexibilidad )
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1.2.3.2. Ecuacicones generales de super posisién en analisis de
I'd . : .
estructuras estaticamente indeterminadas de grado n.

Suponiendo que la estructura es hiperestatica de grado
n, se seleccionan las redundantes X1,X2,...,Xn, en una forma tal
gque la estructura primaria en condicidn de equilibrio.

Xi=o sea estable e isostatica, aceptando la siguiente
notacion:

A i= Deflexion total del punto i debida a todas las
cargas y efectos.

A.io= Deflexion -del punto i en direccion de la
redundante Xi en condiciones de equilibrioc
estable isostatico Xi=o .

A\it= Deflexion del punto i debida a un cambio de
temperatura T.

_A ia= Deflexion del punto i debida a asentamientos de
apovo.

A ie= Deflexiones en el punto i debido a errores de
fabricacion.

il= Deflexion en el punto i debida a la condicion
X1=1

e @»

i2= Deflexion en el punto i debida a la condicion
X2=1

s 0 . . . . . . .

5 in= Deflexion en el punto i debido a la condicion Xh:(
Xn=1



Cualquier redundante puede suponerse
cierto sentido. Cualquier deflexion

la redundante debera ser medida a 1lo
y sera positiva cuando el sentido es

para la redundante.

Por lo tanto usando la notacion y convencion de signos
mencionada, las ecuaciones generales de super posision en -
sistemas estructurales coplanares y espaciales son:

Alz ﬁ\of Aﬂ' 1 &lAi’ A!E +Il\gll+>{25|z LTI Xﬂ‘glh
(WY VY PT STES SRITTS EATE RS WA

T * 3

v

AY\‘-k A.ho-\- Ah++ LhA +An£ {-X,Sm '\-JCLSY\'L .. Xh& A

Expresando (a) matricialmente se tiene

r5\1 511 . 'Sl'\ h‘
Su Sy ¢ -,

+

X,
X

ES“I<§nl _ :Shhj

X

[¥i

-’(AI‘AIO "AH‘ ‘AIA -AIE) ]
(Az —hao - Doy ~Aza - D2p)

(An-&no - Ant -~ Ana-Ane) |

que actua arbitrariamente en
del punto de aplicacion de
largo de su linea de accion
el mismo que el supuesto

@©

b)

1.2.3.3. Ejemplos que ilustran el uso de las ecuaciones de
super posision.

2
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Antes de estudiar los ejemplos es conveniente ohservar 1o
siguiente:

1. Nunca seleccionar com¢o redundante una reaccion estatica-
mente determinada, ello conduciria a una estructura pri-
‘maria en equilibrio inestable en condiccion Xi=o

2. El sentido positivo de la redundante se puede seleccionar
arbitrariamente, y su deflexion sera positiva si tiene el
mismo sentido

3. Debe observarse que Ai, deflexion total del punto de --
aplicacion de la redundante Xi debida a todas las causas

es casi siempre cero
Chn E
d
3 {

2
Estructura actual | /51" Pi ‘% J?._ ﬂ}"'k

Constante elastica resorte (L/F)

%, P J
Pt )
Estructura primaria _Mﬂ* TA%
At=Xik1 (c) i

3

Condicion X1=0 H T '?L

Condicio? X1=1 4——J
De Ec.(a) se tiene
A1=A10-X1S11 (d) }; #’ xi

de (c) y (d) se obtiene
X1=A10/S11+k-1 (e)
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Estructura actual:
Arco coplanar con un tirane

AB bajo un sistema de cargas
Pn

Estructura primaria:
Seleccion como redundante la
tension en el cable, X

Condicion X=o

Condicion X=1

Ang: Aact Aro (F\_g

Aaz Aaot Xolal @)
A=A so+ X.Sst (h)

Su mando (g) y (h)

Aat Ag=Aac+Aeo t X (Sarde ):O

de donde despejando la redundante X se tiene

AAo-l-ABo . .
X- T Sart Sz ()




¥ . e
\1{ lPL A0ReA PlALN ELPOTIPADA 23

/ Pﬁ PYO\O\QW\O. h\PaYe‘é#Offtiw deO¥den 3
‘ IST AC%UCUl z . |

?\ ‘ |
P ESTRUCTORA PRINARIA

Sd\ecctc':q de tedundan*e S

z
X‘GX 2Ny | Xl)xz,xs‘ﬁ Cond oy de
' ) ipﬂ ) emPoJ(val‘enJ(o &.:A,__-A?::o
' | M(M dondcidwn X0
L

(rm) | dond Lo X, = (_

Pn

(mz) Qondicion XK= |

/

(m3)  Qondicon Xz= |

las ec uactones-qblncando e\ principtd d e Soperpesisioh
5o A, = Ao+, S+ X Sre + K353

A, = Koot X S2 + Ko Sz +X5323 )

Az - Asot Y 1Ko S5 +X3&5




Val

Expresando {(j) en forma matricial se tiene

-SI[ 5\1 Sl3 X\ r-A\G
Sy S Sz3 X, 13- ) Azo @)
L_Ssl Sz 33 X3 | NA30

Aplicando el teorema de Castigliano y la expresion de la

energia de deformacion por flexion, los coeficientes de

flexibilidad son igual a

b §2m sy Bro+ (Ut 4, Lo [y,
¢ 4 ’ v
Si =J :_‘*I‘;S-) &z:j mé_r_d_s ) Sssz_g I“_E%_S_

Si=3Je {‘f AS]) 3 j,_s_gm&s Jsz fh’)zma

Marco continuo rectangular bajo la accion de una carga p

£ ET,

EI,

)3

Estructura actual

T




2 ESToUCTURS PRIURH . 25
| X2 Se.{ec:c_icgr\ d&e redundﬂn+'eés

ED esj(e) COSO l(;\s C-CcUuaAcoONeSs

de Supexpodision sem.
A['*' AlO "'X\SH‘*Y‘Z Sl? + )(3515 =0
A?_:AzoJf Y\SZL‘I‘XZ.S?.?_ + )(3325_- O ('h)
Aj:Aa(}l X\Ssli-Xstz{ X 533_—0

v
o

St S Sa (X Ao
Sa Sz 81 Xy T+{ deo (h)
Sa S S33(1X3| {Aso

:Dc\ Tgoém/ de OQS_}IQ lanp y lau
enetfﬁm, e O.S'\'Lca, d\gc‘e -formaaon
Se.OID‘he,Vlen \OS C@e“[!aen[‘as A el

flexibidades Sc\g 4 ot
bor= 2 ds ) Acg Jlor b, s -[ll

i SMF&% 2’ S-J“-DS S-J——

X }
W 2z Smmzé rSl}jE:S ‘JS S 23 \SMMLJS
i |

83 S '
3 ) Sla'-"- SZI) vSLS: 3 /\323:552_
X3=| |

._5/‘—\»
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Viga continua de 7 apoyos

! "R Bl Py l
ESTRUCTURA ACTUAL Y PRIMARIA ' l F4 1'3 * 4/ﬁ/3~\
£ »
Xy

Condicdn X, =O %P' |h lpn ;Hl

. a1 , :
aomd:c.igl’] Xl?{ ‘}_/PJ[’—-i : |
| » Su Sz ‘SBI Sy Ss »
| JSER

Condicidn Xe=1 }

» Si,  coap S 4y o2 =2

NS
a on Ys- -
fon dicion Xs =] : f R PP SV T S
1 X471

1') ¢ = —T 1 | ;
QQY\A)\O_C?V] Xa=| 1‘/9 4 Sy Sau é‘i‘l\g:ﬂ\é

b =

Condtiaion ¥s=[ . 1

_ . k B S Srs 935 S4s Sss é
£0uAcLoal | 42 32 4 5%

AI = Ao +X\Sn "'Xz Slz-} X33g5 4 )(q S.q -I.Kés.s = O
Az f 20 +XiSutke Seet Xa San X4 Szu4 Xs Ses 20 E&j] {Xé} 1 {A:&O%:ﬁ
As =A 3o ) 33I+X?_55L+X3 333 +Y436'-{ +X5 .SAS:C) o .

Aazhaot) Sud o Suz 4 Xa Sus + X Suq s Suss0
A3 2 A sot s $814 X2 S52 1 X3 Ssa 1 XaS8Y+Xs Ss5:0



1.3 Generalizacion de la energia de deformacion

La energia de deformacion de una barra elastica puede
representarse como una funcion de segundo grado de
la carga o la deformacion. '

La misma conclusion es valida para cualquier estruc-
tura dentro del regimen elastico, siempre y cuando el
principio de superposision pueda aplicarse, en la
Fig. 1.3.1 suponiendo que la fuerzas se aplican
simultaneamente e incrementan gradualmente hasta su
valor final.

R

n+l>8“l

Ra.
fia 13

El principio de superposision rige, los desplazamientos
seran funciones lineales de las cargas. El trabajo elastico

de todas. .



Lasg fuerzas externas es igual a la energia interna de
deformacion almacenada en el cuerpo elastico de la figura
1.3.1 y sera

U:/l, E—P{,S{:%&(Pt&‘fﬁga‘f‘ ---- ﬁ'\cg‘n)

1.3.1. Ejemplo, viga libremente apoyada cargada como Sse

indica en la fig. 1.3.14
P &b -
¢ ) Mb

HQ_C a ] Y
S

La energia de deformacion es:

U= (PS4 HoGur MbGb) (&)

De la curva elastica de la viga se demuestra que:

S. PL, %

G8EL \cotl* IGE

1
@CL -P—XL 4 M__ MbR (b)
BT 3E1  GEL

Op=PA, Mal |
I

Mof
TGET CoI: 551 ]
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Substituye (b} en (a) se obtiene

U= e (P 9% PHas P HCHENS e ot

en (c) se observa que U es una funcion de segundo grado de
las fuerzas y momentos P,Ma y Mb

Tarea
En el ejemplo de la viga de la fig. 1.3.1. a demostrar:

G) - U _ QY.
)6? | )—é‘ﬂ'&"@‘&) NI Ob

b) De (a) 4 (b) obtener Uen funcidn
.de_ los -de.splae)amlenibs S, Ga, Qb

Q) Demostrar que:

QL.
‘Sg‘P> %—- MO‘- "Hb

Calcular la energia de deformacion de las siguientes vigas de
seccion transversal

’Hbl‘%t A

lad‘e. Z} | f'qr

H~
>4 0
2




Teorema de Castigliano

Suponiendo que el principio de superposision rige y que
U se expresa en funcion de las fuerzas externas se tiene
que: LA DERIVADA DE LA ENERGIA DE DEFORMACION CON
RESPECTO A UNA DE LAS FUERZAS 0 MOMENTOS EXTERNQS DA EL
DESPLAZAMIENTO O EL GIRO DE LA FUERZA O MOMENTO
CORRESPONDIENTE

aPn Sh - ()

Considerando el cuerpo elastlco bajo la apllcaCLOn de

2,...,Pn. Durante la aplicacion de Pi se producen .

‘deformaciones y se almacena cierta energia de deformacion
dentro del cuerpo ( Fig. 1.3.1.)} 5 subsecuentemente‘a Pn se
aplica un incremento AT,. la energia U incrementara

QU
4.2)
SPn Ar{)\q (1.41.2

Si en vez de aplicarAPn despuds de las cargas se aplica antes
se tiene :

U+ KU =1 +APA (Sn+ ASn ) = U+AR . (43)

igualando (1.4.2.) con (1.4.3.) se demuestra (i.4.1.).



1.4.1. Ejemplos de aplicacion

31

La variacion de M{(x) es

M: Mo-Px (@

Litid L i s

La energia de deformacion por flexion

P2 o

¢ 2
M dX (0

U:é 2E1

Del teorema de Castiglianco

kit :<Sg,::\g£%§§?_cgfs :

- R
Sex ) Hmids (9

]
Sustituyeﬁdo {a) en (c)

(Ynz) Mo | “ﬂ
~ A
/7aﬂéﬂia. |

5&‘5‘15("4&'&)(—)(3&)(

Mo Q2
'Z_C'_I

@)

s o S

5“*" ET
De nuevo del teorema de Cast:gllano

X = @, j_ﬁ_éxr- j

N

Substituyendo (a) en

‘ R
9055‘1_{)5(!\[\0.*9‘)(‘) dy =

(e) se obtiene

Ex

lax @)

Mok D2

REL
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En el ejemplo anterior no se calculo en funcion de
las fuerzas externas, sino se utilizo la energia de
deformacion por flexion y se derivo bajo el signo integral.

Es importante observar que las derivadas corresponden a la
variacion de momento flexionante debido a causas unitarias P

P q
EL

J . | 2
2%:‘5555__E;§J ; ’b{‘ E%JZ + E;g-x -:i%}

- 4

y Ma.

h 4

v e
X !

. m =%/ (@
@/L Vo, -

%,

De la energia de deformacion por flexion y el teorema de
Castigliano.

gzzjfél%dx (h)

Subtituyendo (f) y-(g) en (h) se obtiene
'VZ

\E 2/15‘?2’-)(*%)(“QX )(X)dx —E— 8*!“4 (n)
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En los casos en los cuales es necesario determinar los -
desplazamientos en un lugar donde no hay fuerzas o momentos,
se agrega al sistema actual de fuerzas, una fuerza ficticia
de magnitud infinitesimal, tal que no afecta al sistema
actual de fuerzas ¥y se obtiene el desplazamiento derivado con

H:. Uo_ -px O& X& ‘Q/z

SERVR '—Q O(*Q/z>

f_{_q etk e Panee ¥, £x ¢ R

* J ’ gg-;m:-(x-;e/ﬁ

U"'(S ;{Eﬁx E(E.V\e‘r%;&-* de c{;e{osma.ctbm pos -ﬂen;';\@)
, |

O 6 M v eV g Y )d
%_6;: \-—j E-i_ﬁ-cl%“ “L/L/EICH PL)(X A’) A




En conclusion se observa que la derivacion del teorema de
Castigliano, fue basada en el principio de superposision.

De alli que la energia de defeormacion U debe ser una funcion de
segundo grado de las fuerzas actuales. 51 el principio de
superposicion no rige y U no es funcion de segundo grado de las
fuerzas, el Teorema de Castigliano no es aplicable, lo anterior
se llustro mediante ejemples. ‘

Ejemplos de tarea

a) Utilizando el teorema de Castigliano determinar los angulos
en los extremos de una viga libremente apoyvyada c¢on carga
uniforme q, claro l., ¥y rigidez flexionante EI= constante.

b} Determinar los de%%géamienkos horizontales y vertical de
a en A.

la viga curva mos

A

(= cte

7Pt L7777 777 7

34/



c) Determinar el desplazamiento horizontal en c y el vertical
en B en la estructura mostrada.

B.

Flscle

d) Determinar los desplazamientos horizontal vy Vertlcal de A ¥y B
en la estructura mostrada.

2 g1=cte

/e

85



Teorema del trabajo minimo

Se han considerado aplicaciones del teorema de Castigliano

a sistemas de fuerzas estaticamente determinados.
Aplicandolo a sistemas estaticamente indeterminados se
concluye que la derivada de la energia de deformacion con
respecto a cualtauier redundante debera ser cero si su accion
es la de prevenir desplazamientos en su punto de aplicacion,
de alli que las magnitudes de las acciones redundantes en
sistemas hiperestaticos seran tal sistema en dicho punto
sera maxima ¢ minima, lo anterior es el metodo del trabajo
minimo para calcular redundantes. En una estructura

hiperestatico de grado '"n" se tiene

(1.5.1) &U -, &U‘-O . ow, QU

XL Az SXN =0

.5.1 Ejemplos

a) Viga empotrada en un extremo con carga uniforme
( grado n=t ).

X
3 i

Aé—L L )MB

L

% |
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La energia de deformacicon del sistema es

Del teorema del trabajo minimo

Q |
U uzclxj s
g‘(& 5% [,j > ET ” 36 dx ®

M= Y&I* %%(-Z' )

| %i%a: X | (d)

Sustituyendo {(c¢) y (d) en (b) se obtiene

8
5 (Xax - Ci\i)-cl)ixl— = —'g—%“(cxp - %Q_Z:O
o
de donde Y 3/8 ?/Q

En el sistema se tienen 3 reacciones V&Y-b <C- y 3 ecuaciones dos -
de estatica y una del teorema de Castigliano.
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en el ejemplo anterior, se considera como redundante Mb se tiene

g
SMp s [ 5) %EI] SMS% dx=0

el momento flector es

M= (L -Me )y ?Lf @

2

" |
S“b 3 h)

sustituyendo (g) v (h) en (f) se obtiene

X

([cg B W15 dee 0 D

integrando (i) y despejando hﬂb se obtiene T~
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METODOS MATRIICIALES DE ANALISIS
ESTRUCTURAL

2.1. Metodos de fuerzas y deformacion
En los metodos de analisis de sistemas estaticamente

indeterminados, primero se seleccicnaban las redundantes,
sus magnitudes se determinan mediante el teorema del

trabajo minimo, considerando 1la energia de deformacion del

y

sistema. Este procedimiento general es llamado el Metodo de
fuerzas. .
X, 2
L &4 [#4
N
\
‘......._._'...—.
Fig. 2.1.

Para ilustrar en un misme ejemplo
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La distincion entre los dos metodos, consideremos
estaticamente indeterminada coplanar mostrada
bajo la accilon de dos fuerzas aplicadas
numero de redundantes sera n-2. Entonces para determinar las
tedundantes X!,X2,...Xn-2, se determina la energia de deformacion
del sistema en funcion de las fuerzas y usando el teorema del
trabajo minimo se obtienen las ecuaciones necesarias.

la estructura
en la figura 2.1
con n barras, el

§~__U_\_: ouU _ | QU - = (a)
A, <, aX?_ ' (_\)XH.Q

Lo anterior es el metodo de las fuerzas. Para resolver el mismo
problema, Navier sugirio el metodo de desplazamientos. La
deformacion del sistema de la figura 2.1. estara completamente
determinado si conocemos las componentes horizontales y vertical

Uy v respectivamente., Suponiendo que los desplazamientos son
pequenos. ‘

re

Navier," Resume des lecons", 2ed.. p.345,
Paris,1833. :



La deformacion axial de cualquier barra 1 sera

AQE: USGW\OL\".—/L/L LoD AL (@)

, Fa
vy de la ley de Hooke su fuerza axial correspondiente sera

X %& (U somet? = M cap ) (e)

- Qo= h/sonod (d)

de la fig.

sustituyendo (d) en (c) se obtiene

X t= E_I(_\A_‘ (U‘S%O(i-MwOO(t‘!)Jeva(C (_e)

De las condiciones de equilibrio se obtiene

"
Z Xi CadXo = PX
A ‘

X i senexi = X

fey

sustituyendo (e) en (f) y (g) se obtiene -

]
‘U‘Z Al Seavky CosXi - M?; Al castet Sond: = _Ex_k (i)
=

' " h , ‘ .
sz Al seviex; = S Al send LCMQET._Pg__h (4)
gl L=}

de.(i).ls (_3) se deldeminan _/bL.':S‘U— las

41



de (i) vy (Jj) se determinan u y v las cuales substituidas en (e)
obtenemos la fuerza Xi en cualquier barra del sistema. Se
observa en este caso que la consideracion de las deformaciones
directas del sistema resulta en una simplificacion substancial,
especialmente si el numero de barras n es grande, puesto que solo
tenemos gque resolver dos ecuaciones con dos incognitas que son
las deformaciones u y v. En el casoc del metodo de las fuerzas
tendremos que resolver n-2 ecuaciones con n-2 1lncognitas. Es
conveniente observar que el metodo de las deformaciones involucro
3 etapas baslicas gque san:

Ecuacion (b): Compatibilidad geometrica de deformaciones, u, v yAJZ
1.

Ecuaciofi (e): Ley de Hooke

Ecuaciéh (f) v (g): Equilibrio

4
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c) Equilibrio;ZFﬂ':‘O en cada nudo
seat {F 12 [Fi :

4P

Nudo 1 m F = P*O b R’

Py 4 1P‘ tR

-F‘ O-\-‘T-)z. + 8+

Nudo 2

©-1- -
donde: Lﬂ-} [l I l:( matriz de equilibrio

observar: matriz de eguilibrio es la transpuesta de la matriz
de continuidad.

Solucion del problema anterior por el metodo de
desplazamientos ( rigideces ).

Incognitas: tEi}. {d }. !Fbl
Datos: CCL,]- f.o*]T' [‘hl- {Fi .

Subst. (1 eE‘PjR: ['h_k[&}’dhg (AD

Subst. (4) en (3)

{Fi=[a1'[R10QfH ()
g [R:[x1fdy - &)
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La matriz [CL] [‘R} I-O"] es cuadrada
Ejemplo; Suponiendo

,!2,7'2? = Roz K= | P Fi=10 Tow
[K] :[&IW:%}T_Q_} | ?:.2_-"5 TO)\j
Io_/‘_1 | OO O IO ‘
:[CJI | J [85?8} I\J
OO | by

Efectuando operaciones
3 —Z
{:K = -:2_ 3

Observar gue E k~3 es simétrica
de ( ba )

(F= e =575 58

i - SMg gu@teh (1)

1 o

despe jando {dg

Comprobacion de equ1libr10 de ( 3 )

1ol -
sz,-ol i‘—\j_Sw. |
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Metodo de las fuerzas ( flexibilidad )

Usando los tres principios fundamentales en el orden inverso
Equilibrio, Ley de Hooke, Continuidad.

a) Equilibrio ‘ i

T -R-Ri-1& |
-t -
Tl IO‘“\‘IJ Pl @5 1 Il@
{Fa “[O\ L ( g R i
(=] l @¥ ,
) f2
SF7S:[ag ORT]{R\Q | R 1R I
= Clc;‘%%; t Clélfa' | iR
despejando a .—’F%D

fri=fas]'{ry Lo T [af1(R]

ejemplo
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Aplicacliones de metodos matriciales a armaduras planas.

Para ilustrar el uso de metodos matriciales en el analisis

cde armaduras
considerando
se tiene una
no de cargas )
vertical del

articuladas en los nudos,
un problema de deflexiones. En
armadura cton miembros sujeta a sistema exter-
y se requiere determinar la deflexion

nudo j debida al sistema de cargas

comensaremos

la fig. 2.3.1.

Si Xi

repregenta las fuerzas axiales en la estructura real
las fuerzas axiales en la estructura bajo la condicion de

carga unitaria en j.

R

f 2

Estructura real o actual

Carga infinitesimal Ca_

nyf

QOﬂdle;D Gl:'

U = |
SQ l 3

fig. 2.3.1 2

5
i

{

®
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Del teorema_de Castigliano ¥y la energia de deformacion por carga
normal se tiene

.3 Xk @

g | : m

i < Xy Xay s N
%—g-: ési‘-.;l XEA{?/Q TZ XL I_LJE{ (b)

£

donde P(:-é%&r es el factor de flexibilidad de la barra i.
i

Si se desean calcular las n deflexiones verticales de nudos
seleccionados debemos calcular los valores Xij para una fuerza
vertical unitaria aplicada en cada uno de los nudos. Supongamos
que han sido calculados ¥y que acomodamos los numeros de
influencia en la forma de Una matris de orden mxn como sigue:

+

My

r_Lll ILZ e, -‘lih
X Xew o - - Jon
[Xigl=fz0

Xomi ) C R -:thkl

¢) se denomina matris de geometria de la armada acomodando los
factores de flexibilidad en forma de una matris diagonal de

orden mxm,



———

@ [24]- g ?f;%

o © & B |

la cual es llamada matris de flexibilidad de la armadura.

suponiendo que las fuerzas axiales Xi producidas por
y son arregladas en

Finalmente,
el sistema de cargas
la forma de una matris vector columna.

.
[X‘] ) ;Ez |

St

han sido calculadas,

0

(e )

Ahora de acuerdo con lasg

la cual es llamada matris de carga.
reglas de multiplicacion de matrices las m ecuaciones ( b )

pueden expresarse matricialmente.
-
oo 0 JIX.]

i A‘ 7 rlu'_X‘L\ - ..X_m]— .
Ay Y2 Yoz ovedmz | [© (OO D (‘m

—
—
* -
. -

«
am - =

- »

‘ LA"\[ l_DL\h l?h..---/r.rm] 00O .. Pmn _Xm_

o sea con notacion Indicial

Aj =[X1j [(3;] [th NG




Como un ejemplo numerico, se considera la armadura mostrada en la
fig. 2.3.2 la cual tiene m=9% miembros. Supongase que se requiere
determinar la deflexion vertical de 1los nudos superiores a y b,
bajo la accion de dos condiciounes separadas de carga como se
indica. La numeracion de los miembros se muestra en la figura,
asi como sus dimensiones. Cada barra tiene una seccion
transversal Ai=lpulZ2 y un modulo de elasticidad E=30x103

54
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El proqedimiento a seguir es el siguiente:
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Sustituyendo (}1), ({._) y (5 ) en (5) se obtiene

| [AiY= [xi5 1 [0i] (%]

(9)
, -10-3 *Is-&O*l-S]
[A"“-l:t‘i%%-s 38-5-406-10x
00000000
050000000
o003 000 %500
X loood40 0000 (’K)
Oo O0s5 0OQOO
Ooooo04000
Qo 0o 003 OO0
Qo 00 00040
(000000005 - Iy lo\
-..SO
| Do
N = -50-% 16 25 -32 ote—asl 5 10 m
-._E i~ 25 q 32 -5 ~le o 32-50 5 O
y o
q O
8 O
. FIOO
o [8eo @.\OI _[oo3g  ooszs i i
?-'CIEL:.H 80| T [0.023F ©.02% ()
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a) Se calculan las fuerzas axiales en los nueve miembros bajo
las dos condiciones de carga obteniendo la matris de fuerzas

K 16
-5 O
3 0
[x]=]8 & o
15 8
q O
8 10
L‘lo 0_,].

b) Simélarmente gse calculan las fuerzas axi?les debido a las
condicliones de fuerzas unltarias verticales en lIos puntos

b respectivamente obteniendo la matris

a vy

oo
~10 ~5
=3 3
1 4 8
[il=4 |5 3 ()
o O i

q 8
- ‘S“IOJ

c) Se calculan los coeficientes de flexibilidad
obteniendo la matris de flexibilidad escrita diagonalmente.
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INTRODUCCION

‘ En 1880 Heinrich Manderla realizé los primeros estudios
considerande los desplazamientos de los nudos como incégnitas en el
analisis de wuna armadura, tomando en cuenta las deformaciones
producidas en los elementos de la estructura por la accién de momentos
flexionantes y fuerzas axiales, para lo cual consideré que la armadura
tenia nudos rigidos: Este procedimiento resultd inadecuade por la
comple jidad que resultaba el resolver un sistema de ecuaciones, ya gque
estaba en funcidén de los desplazamientos angulares y lineales de cada

nudo.

En 1892, Otto Mohr, desarrollé un método aproximado para el
cidlculo de los esfuerzos preoducidos por la flexién en una armadura con
nudos rigidos, para lo cual también se necesitd resolver un sistema de

ecuaciones, que estaba en términos de la rotacién de los nudos.

En 1914, Alex Bendixen desarrollé el método pendiente-deflexidn
para el analisis de estructuras que requiere la solucién de un
sistema de ecuaciones en términos de los desplazamientos de los nudos.
En 1915, G.A. Maney dié a conocer el desarrollo de éste método, el

cual era muy semejante al presentado por Mohr.

En 1930, Hardy Cross, dié a conocer el método de la distribucién
de momentos, dque consistié en lograr el equilibrio de los momentos en
los nudos mediante aproximaciones sucesivas. Este método tuvo gran
aceptacién débido a gque se evitd la necesidad de resolver el sistema
de ecuaciones que se requeria en el método de pendiente-deflexién. En
1935, R.C. Southwell propuso el método de relajacién de aproximaciones

sucesivas.

METGDO DE LAS RIGIDECES OCTUBRE DE 1990
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Con el advenimiento de las computadoras se eliminé la solucién
del sistema de ecuaciones simultdneas como un obsticulo para el
analisis estructural, lo que permitid la utilizacion de un método muy
generalizado, basandose en el método de pendiente-deflexidn, donde las
incdgnitas son los desplazamientos de los nudos, a este método de

analisis se le 1llamé método de las rigideces.

INDETERMINACION  CINEMATICA.

En el método de las rigldeces, al ndmero total de los
desplazamientos de los nudos no restringidos (y de los apoyos) se le
llama namero de grados de libertad o grado de indeterminacién
cinematica. En una estructura plana, se pueden tener desplazamientos
lineales {(en dos direcciones ortogonales}, y desplazamientos angulares

(giros) en cada nudo.

Para determinar el grado de indeterminacién cinematica en una
estructura, es importante decidir sl se tomara en cuenta o no el
alargamiento o acortamiento de los miembros estructurales (deformacién
axial de barras). Por ejemplo, en la flgura 1, caso (a), si se toma en
cuenta la deformacién axial de barras, se tendrian 7 grados de
indeterminaciém cinemiatica, sin embargo sl no se toma en cuenta la
deformacién axial de las barras solo se tendrian 4 grados de libertad,
como se llustra en el caso (b) de la misma figura. En el caso de
armaduras no Se toman encuenta las rotaciones de los nudos, Unicamente
los desplazamientos lineales de los nudos, como se observa en el caso

{c) de la figura 1.

En el método de las riglideces, también 1llamado de los
desplazamientos, se tendrd que deflnir una estructura restringida o

primaria (también llamada cinemdticamente restringida) en la que se

METODO DE LAS RIGIDECES ' OCTUBRE DE 1990
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EJEMPLO 1

T

Estado 0O
Mao

Mag

Estado 1

Estado 2

Estado 3
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considera a tedos los nudos empotrados y a partir de esto, se calculan
los momentos de empotramignto que son los que habrd de equilibrar

postefiormente. A este primer paso del método se le conoce como el
estado I. ' '

COEFICIENTES DE RICIDEZ

Por rigidez debemos de entender que es la capacidad que tiene un
cuerpo para no deformarse cuando estd sujeto a cargas externas, dicha
deformacién puede ser un giro o un desplazamiento. Al referirnos a

cargas estamos considerando tanto fuerzas como momentos concentrados.

Las rigideces se expresan como sigue:

r = =

A ) B

= rigidez angular.

= momento en el extremo considerado.

r
M
¢ = giro en el extremo en donde se aplicé.
r. = rigidez de entrepiso.

v = cortante de entrepiso.

8

= desplazamiento relativo de entrepiso.

La rigidez angular de barras de seccidén constante, considerando
dnicamente deformaclones por momento flexionante, se calculari para el

caso de la viga siguiente, donde el extremo A es un apoyo fijo y el

extremo B es un empotramiento:

® ®

My A

El = cte. - NN Pp= O
§,= 0 6g= 0

METODO DE LAS RIGIDECES OCTUBRE DE 1990
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Como se vio anteriormente, la rigidez angular se calcula con la
expr%sién; r, = -MA / ¢A, como nuestra incégnita es el giro en el
punto A de la viga en estudic, tendremos que valuar el giro debido a

un momento aplicado en A como se indica en la siguienté figura:

®

Ma

=)

e
1

Aplicando el métcdo de las flexibilidades para resolver la viga

hiperestatica, tendremos la siguliente estructura primaria:

ESTRUCTURA PRIMARIA

®

@

~

ESTADO 0O M,
K\ I El = cte.
e L o |
F h
MA:[ +
Mo
ESTADO I _ '
win | D 1
1 m1
resolviendo la ecuacidn de compatibilidad: 610 + R1 f11 = 0
donde:
METODO DE LAS RIGIDECES ' OCTUBRE DE 1990
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‘ 1 " A
%0 = "6EI (LHHA){” B 6E]
1 _ L
fu = SET (L)(1)¢1) = 3ET
MAL L
sustituyendo: <ET + le = 0
MA
resolviendo: . R = -
1 2

Por lo tanto, ¢)] diagrama de momento flexlonante final sera:

Ma

U

-l
1

T

Para poder determinar el valor de ¢A valveremos a emplear el
método de las flexibilidades, aplicando un momento unitario en el
punto A (en la direccién donde se quiere encontrar el giro), por lo

que tendremos:

®

p) ®

1

METODO DE LAS RIGIDECES - ’ OCTUBRE DE 1990
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Mn
0

donde: ¢ = — T ds
MA , MAL
sgstltuyendo: ¢A = GEI (L)(l)(ZM - ) = 5T
- M‘
conociendo: r =
A ¢
A
. o 4E1
sustituyendo: r, = T

En el caso de una viga, donde su extremc B es un apoyo fijo, el

valor de su rigldez angular cambia, calculandose de 1la manera

siguiente:
®
Ma g
A
g,= 2 /’;\\ __j _____ El = cte
[—, L —
I =
My +
M
1
@ =
mO
) L M
Su giro seréa: ¢A = 3EI (L)(M )(1) = —r
Su rigidez sera: r, = 3EI

ECUACIONES DEL EqQuiLIBRIO

La base del método pendiente-desviacién estad en las ecuaciones de

METODO DE LAS RIGIDECES OCTUBRE DE 1990
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equilibrio, que nos definen los momentos en los extremos de cada barra
en funcién de los desplazamientos angulares de sus extremos y de los

desplazamientos lineales relativos entre sus extremos.

Si consideramos la siguiente barra, que se aisldé de un sistema
estructural estaticamente determinado y que estid deformado debido a

las rotaciones en los extremos ¢A ) ¢B ¥y un desplazamlento lineal
relativo entre A y B, A. Los momento en sus extremos los llamaremos
MAB y MBA que estan en funcién de sus deformacipnes elasticas y de
las cargas que actdan sobre la barra.

.
{

1

Para obtener los momentos MAB y MBA aplicaremos el método de

superposicién, sumando algebraicamente los efectos debido a:

1. El momento debido al giro ¢A del extremo A, manteniendo

empotrado el extremo B.

2. El momento deblido al giro ¢B‘ del extremoc B, .manteniendo

empotrade el extremo A.

3. El momento debido a la traslacién relativo A entre los

extremos A y B.

4. El momento deblido a las cargas que actlan sobre la barra, sin

alterar las deformaciones existentes en los extremos A y B.

METODO DE LAS RIGIDECES - ’ ODCTUBRE DE 1990
‘ PAG. 9



Grados de indeterminacidn cinematica

. ¢
4
GIC. =7 64——*{55\\ ':> 05
Se considera la :

deformacidn axial
de barras.

e

(a)
o, /_\
GIC = 4 (\ / 8
Se desprecia la b2
deformacioh axial
de barras.
3
A
T
(B)
61 63 55
Og 04
GILC = 12 =
\
67 . [59 611 .
(C)
FIGURA 1
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Para determinar estos efectos se realizard lo siguiente:

1. Considerando la barra A-B, con las condiciones de soporte que
se indican en la figura 2(A), donde el extremo A gira un angulo ¢A.
mientras que el extremo B esta fijo, ¢

3
relativo entre los extremos Ay B, A = 0.

= 0, y no hay desplazamiento

Utilizando el método de la viga conjugada, fligura 2(B); con el
diagrama de momentos dividido entre EI como carga eladstica, donde ¢A
es la reaccién en sentido positivo, de tal manera que sea la pendiente

positiva que se busca de la viga real, por lo que tenemos la solucién:

Hl) - B -

“haciendo: T MA =0
donde: M- 1 Mt (a)
) BA 2 AB Tt
' M' L) 2L) MlL)(L
haclendo: TM =0 (¢ L) - |—2 + |—oh =0
. B A 2EI 3 2EI 3

-

sustituyendo (a) en la expresidén anterior:

1 4E1
MAB - L ¢A
por lo tanto:
1 2E1
MBA = L ¢A

2. S1 consideramos la estructura de la figura 2(C), en donde
ahora el extremo B se ha rotado un angulo ¢B y el extremo A esta
empotrado, procedlendo -de manera simlilar al caso'anterior‘llegambs a

las siguientes expreslones:

M

AB

]

1
2 BA

METODO DE LAS RIGCIDECES OCTUBRE DE 1990
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2 2EI

MAB - L ¢B
2 4F1

Mo = T %

3. Considerando la figura 2(D), donde ahora se tiene un
desplazamiento relative A entre los extremos de 1la barra (sin
rotaciones por estar empotrados). Observando a la estructura y debido
a simetria de la deformacién con respecto al punte central de la
barra, los dos momentos que actdan en los extremos deben ser iguales,

es decir:

Deben ser de signo negativo, pues tienen sentido antihorario. Por
el método de la viga conjugada, y considerando su respectivo diagrama
de momentos como cargas elasticas sobre la viga conjugéda, figura 2(E)
se observa que debe actuar un momento igual a A en el extremo B,

debido al desplazamiento obligado A en la viga real.

) 3 3
_ . _ ML ff2Ly _ (MLIlLI =
haciendo: )} MB =0 [ 2E1 ][ 3 ] [ 2El ][ 3 ] . °
donde: M- 651 4
L
3 3 6E]
por lo tanto: MAB = MBA = Lz a

4. Si conslderamos a la barra A-B que no sufre deformaciones
debido a las cargas que tenga sobre su claro, entonces podremos
calculér los momentos de empotramiento perfecto (ANEXO A), y que se

definen respectivamente en sus extremos por: H:B y M;A.

Sumando los cuatro.efectos tendremos:

METODO DE LAS RIGIDECES ’ OCTUBRE DE 1990
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= M + M + M + M
AB AB AB AB AB
=M + M e ¥
BA BA BA BA BA
sustituyendo:
_ 4EI 2E1 6E1 s
Me = L ¢ T % - 2 & = Mg
L
_ 2EI 4E1 6E1 .
Mo = L % L % - L2 —A R MB;_\

Las ecuaciones anteriores fueron para una barra sujeta a giros en
sus extremos A y B, con desplazamlentos en uno de sus extremos, que
son el caso general de las ecuacliones pendiente-deflexién. Para
nuestro-: casoc del método de las rigideces, y de forma matricial, las

ecuaciones de equilibrio scon:

(F) + (K1) (D) = (0)

PROCEDIMIENTO PARA OBTENER ELEMENTO:S MFCANICOS EN  YIGAS

Y MARCOS HIPERESTATICOS

El procedimiento general para la soluclén de vigas vy maréos

hiperestaticos se describira a continuacién:

1.- Se determina el nimero de grados de libertad de la

estructura.

2.- Se empotran todas las barras en sus extremos, menos en los
apoyos de empotramiente, Estado I, lograhdo con ello una estructura

cinemiaticamente determlnada.

METODO DE LAS RIGIDECES OCTUBRE DE 1990
PAG. 13



3.- Se calculan las momentos de empotramiento en los extremos de

las barras debidos a las cargas sobre ellas:

4.- Se liberan los nudos, Estados II, III, IV, etc. liberando los
desplazamientos unitarios uno a uno que fueron impedidos en el paso 2,
calculande las fuerzas necesarias para lograr estos desplazamientos

(coeficientes de rigidez}.

5.- Se platean las ecuaciones del equilibrio, que seri un sistema
de n incégnitas, siendo n el numero de grados de libertad cinematica

de la estructura.

6.- Se resuelve el sistema de -ecuaciocnes, obteniendo los
desplazamientos de la estructura, tanto giros como desplazamientos

lineales.

7.- Con 1los giros y desplazamientos llineales se obtienen los
momentos en los extremos de las barras correspondientes, aplicando las

ecuaciones del equilibrio para cada caso, superponiendo cada Estado.

8.- Se obtienen los dlagramas de momentos de la estructura real,
sumando los momentos obtenidos en paso 7 con los debidos a las cargas

que actuan sobre las barras (superposicién).
9.- Por 1ltimo, se obtiene el diagrama de fuerzas cortantes

aplicando la estatica y el de fuerzas normales (si es el caso) por

equilibrio interno de la estructura, asi como sus reacciones.

PROPIEDADES DE LA MATRIZ DOE RIGIDECES

- La matriz de rigideces debe ser cuadrada, de orden n por n,

donde n seria lgual al grado de indeterminacién cineméatica.

METCDO DE LAS RIGIDECES ’ OCTUBRE DE 1990
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- Tiene propiedades de simetria: li = k;l

- Los coeficientes de la diagonal principal deben ser positivos.

- Debe ser una matriz positivamente definida, es decir, su

determinante debe ser mayor que cero.

- La matriz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades,
sin embargo se debe tener en cuenta que ﬁor flexibilidades se basa en
una estructura isostatica, y el sistema de coordenadas representan la
" localizacién y direccién de las restricciones, y en cambic en
rigideces, se restringen desplazamlentos en nudos, siendo su sistema
de coordenada la localizacién y direccién de los desplazamientos
incégnitas, por lo tanto tanto la jinversa de la matriz de
flexibilidades utilizada en el método de las fuerzas es una matriz, en
la cual los elementos son coeficientes de rigidez, pero no los que se

utilizan en el analisis del método de rigidez y viceversa.

NO&A: Estos apuntes fueron elaborados por el Ing. Miguel Angel Rodri--
guez Vega. Profesor Facultad de Ingenieria. UNAM.
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UNA SISTEMATIZACION DEL ANALISIS DE MARCOS
PLANOS SIN CONSIDERAR DEFORMACIONES AXIALES
DE SUS BARRAS ‘

Julio Dazy Rios (1)

1 -{nzsuusu

Se presenta un método para analizar marcos planos de cualquier forma, sin consi-
derar ‘deformaciones axiales en sus barras. En una forma sencilla se obtienen los
grados de libertad, la matriz que relacicna éstos con los desplazamientos trans-
versales de las barras, asi como la matriz de rigidez de la estructura. En mu-
chos casos se fustifica no considerar deformaciones axiales de las barras, ya
que este efecto es despreciable

la ventaja del método radica en que se disminuye el ndmero de incdgnitas, lo que
permite el uso vencajoso de mint Yy microcomputadoras, asi como su aplicacidn ma-

’

aual. \
I1 |- INTRODUCCION

Antes del advenimiento de las computadoras, los marcos planos de cualquier forma
se analizaban sin considerar deformaciones axiales de sus barras; la razdn era
evidente, las incdgnitas eran los giros y los desplazamientos de los llamados
grados de libertad, en vez de tres incdgnitas por nudo, como es el caso al consi ’
darar Jdeformacicnes axiales. De hecho no se utilizaba el método de los desplaza-
mientos en su forma explicita;sino que se usaba el mdtcdo de Cress zedificadoe
combinade con los llamados dihgramas de Williot-Mohr (Ref. 1) que relacionaban
los desplazamientos transversales de cada barra; el procedimiento e¢ra bastante
engorroso y ¢1if%cil de sistematizar. .

En la década de los sesenta aparecid el programa STRESS desarrellado por el Dr.
S. Fenves; es el primer programa que utiliza el mdtodo general de los desplaza-

 mientos, en la forma que hoy nos es tan conocida; considera leformaciones axia-

les, defnrmacxones por flexidn y por cortante de todas las barras, lo cual impli

- ca que por cada nudo hay tres incdgnitas: los desplazamientoa dx dy y el giro

de los nudos; este planteamiento es sdlo posible gracias a la nueva herramienta,

- la computadora, que en aquella €poca no era una palabra de uso comin como lo es

ahora. El ripido desarrollo. de las computadoras lanzd al olvido a Cross y a
Williot-Mohr; sin embargo hay que hacer notar que en gran nimero de problemas
estructurales, el considerar Gnicamente deformaciones por flexidn de las barras,
como lo haclan estos métodos, no introduce grandes errores en los resultados
del analisis.

En el presente trabajo se introduce una forma.de sistematizar un método de los
desplazamientos, en donde el andlisis de los marcos considera sdlo flexidn, lo
cual, en muchos casos, disminuye el nimero de incdgnitas a ménos de la mitad de
las del método general de los desplazamientos. La ventaja es evidente cuando se
usan mini o microcomputadoras con poca capacidad de almacenamiento o cuando se
tiene que efectuar al andlisis manualmente. Otra modalidad de la presentacién

“consiste en no utilizar un planteamiento marricial directo, que en muchos casos

. (I} Profesor de la Facultad de Ingenieria, UNAM.
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es muy deficiente, sino que se obtendran expresiones senclllas que ser@n faciles

de programar
111 - PLANTEAMIENTO GENERAL

Si no se consideran deformaciones axiales de las barras (d.a.b.) los marcos tie-
nen un ndmero limitado de desplazamientos independientes a los que se les llama

los grades de libertad; ilustremos lo anterior con el ejemplo mostrado en la fi-
gura 1. Se trata de un marco de dos aguas con ng (4) barras orientadas.y ny (3)

nudos, al nmo considerar d.a.b. 'tendremos las sigulentes restricclones que rela-

cionan entre 51 a los desplazamientos de sus nudos: :

&-—-

barra 1 =0
barra 2 (dx3 - dxj) cosg + (dyp - dy)) seng = O
barra 3 (dx3 = dy3) cosg - (dy3 - dy2) send = 0
barra & dya = 0

estas cuatro ecuaciones son linealmente independientes, por lo que se puede ele-
gir a dos desplazamientos jindependientes que llamaremos los grados de libertad
(g.1.), se llamard np al nimero de esos g.l.; los otros cuatros desplazamientos
dependen de los dos g.l. Arbitrariamente elegiremos como g.l. 8 dxl y dx3, a
los que llamaremos D) y Dy respectivamente, por lo tanto:

dxl = D;
S
_:iz = 1/2 (D, + D7)
dyz2 = 1/2.(D; - D2) cotf
d = D
x3 = W2 . :
dy3 T ] . .

estas relaclones se obtienen\graficamente usando el método de Hilliot-ﬂohr
(Ref. 1)

Al aplicar el método de los desplazamientos 1al 1nc6gnital sexrin los dos g.l1.
y los tres giros de los nudos .

¢

; 2l o ‘
{a] g2y | N
1
Dz ’ . ] .

-~

El problema se reduce a obtener la matriz de rigidesz (K] que relaciona estos
desplazamientos con los momentos aplicados en los nudos (My) y con las fuerzas
aplicadas paralelanente a los g.1, (Fy), véase figura 2.

, ” . "1 )

M ' ¢!

Hzl' Ky | Kaz | Y2 .
4rgl 2 | erererenmne] 4530

ri| % i ka2 fp

\ L I 4

Como se observa ls matriz (KJ se ha subdividido en cuatro.matrices que se © ren
drén por separado, éstas son la_matriz till de orden (ny X ny), la matriz Tizz}
-de orden (np x np) y_la satriz [Flil de orden (ny x np), la matriz [*2;j es la
transpuesta de t

P
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IV - ARMADURA ANALOGA

La relaciin que guardan entre s{ los desplazamientos de un marco donde no se con
sideran d.a.b. es la misma que tienen los de un mecanismo de igual forma que el
marco pero compuesto de barras indeformables doblemente articuladas (figura 3),
al que se le llamari mecanismo anilogo; para que esta analogia sea valida seri
necesarlo que los desplazamientos del mecanismo sean pequenos.

Por facilidad en la figura 3 sé ha dibujado la configuracidon deformada del marco
considerando nulos a los giros; lo cual no afecta a las relaciones entre los des
plazamientos ya que &stas se fundan exclusivamente en no considerar d.a.b.

El problema de encontrar las relaciones entre los desplazamientos transversales
de las barras (&) con los g.l. (Dy), se reduce a encontrar esas relaciones en
el mecanismo andlogo para lo cual estableceremos dos teoremas vdlidos sdlo para
desplazamientos pequeiios, f -

Teorema 1

Los g.l. de un mecanismo estan asociades a las barras que unidas a tierra se ne-
cesitan afadir para que el mecanismo se convierta en una armadura estiticamente
estable (mecanismo indeformable) (ver figura 4). A esta armadura le llamaremos
1a armadura analoga (a.a.). '

En la figura 4 (a) las barras asociadas a Dy y Dy son 1la § y.ﬁ, en la figdra 4
(b} las asociadas a Dy, Dy y D3 son las 6, 7 y 8 en la figura 4 {c) las asocia-
das a D) y Dy son las 7y 8 _ -

- I ) . N
La demostracidn de este teorema es evidente ya que en las dos estructuras no hay
d.a.b., obsérvese que hay varias alternativas de a. a. para un marco dado.

\
N

Teorema 2 -

El desplazamiento (d) de cﬁalquier nudo en.ﬁualqhier direccifn es una funcidn 11
real de los g.1. (8stoc es evidentd por ser pequefios los desplazamientos)

(d.) -n{ ay’ D:L. ' | \.?

i=1

los coeficientes ay son las fuerzas axiales en las barras asodiadas a los g.l.
(b.a.g.l.), producidas por una fuerza unitaria paralela al desplazamiento (d)
aplicada en la a.a. La demostracidn del teorema se funda en la aplicacidn del
principio del trabajo virtual considerando que las Onicas barras deformadas son
las b.a.g.l. cuyas deformaciones son los valores de los g.l. (Dy).

A continuacifn aplicaremos estos dos teoremas al ejemplo ilustrado en la figura
5; se desea obtener el valor de dx? en funecidn de D] y Dp; resolviendo la armadu
ra andloga se obtienen los resultados mostrados en la figura 5 (¢}, por lo tan-
to: S :

dyz = 0.5 D + 0.5 Dy

que es el mismo resultado que obtuvimos con anterioridad.

e e i e e =T
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Usapdo también estos dos teoremas obtendremos las matrices [H] de orden (ng x np)
y C) de orden (2ny X np) que respectivamente relacionan a los g.l, (Dy) con los
desplazamientos transversales de las bartas @ﬁj) y con los desplazamientos de los

- nudos (dxg, dyq) } TN
&

{} - 19 {

v - on'rzudmn nz 1as MatricEs [H) y [c)

Para obtener la matriz H] se aplicaran los dos teoremas de la a.a. gque ya henoa

demostrado. El renglan j de [H] , asoclado a la barra j, se obtiene aplicando un -

par de fuerzas unitarias aplicadas normalmente y en los extremos de la barra ] y
calculando las fuerzas axiales en las b.a.g.l.; en la figura 6 se ilustra el pro-
cedimiento para i?tener el renélon 2 de la matriz [ﬁ] del marco del ejemplo, el
renglén 2 serd (- 1.0 + 1.0j .- .

A continuacidn obtendremos la matriz [Hl para nuestro ejempio:
(H)' - }-

Pagra obtener la matriz [CJ aplicaremos los teoremas de la a,a. El renglén j de
[C asociado 8 un desplazamiento de un nudo, se obtiene aplicando una fuerza

uvnitaria en el nudo en la direccidn del desplazamiento y calculando las fuerzas
en las b.a.g.l. ObtengnmoleC]-para nuestro ejemplo:

— e
[~ NeN-¥1

'
Pt s
ocooo

; , )
\. - T1t.0 0
K 0 0
. 0.5 0.5
[G] = | 0.8660 -0.8660
) 1.0
] 0 J

. \
VI - OBTENRCION DE LA MATRIZ [K]

1.- Obtencidn de {Kli]

. Esta matriz es la wis simple de obtener ja que relaciona {H} con ‘y}»cuando {b
es nulo, es muy fdcil demostrar que el elemento 1,] de la matriz 1g es igus
[ § : ' .

Rip (). = Ak Mxmc 0+ 84y

ry = Valor de 2 EI/L de la barra k
Ay, Ajk ~ = Elementos de la matrie A]

Sij = Delta de Kronecker (= 1 si i=j, = 0 si 1/3)

la matriz [A)esti definida de. ls siguiente forma:

T e o e i . —— e AR am ettt
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Afj = 1, sielnudot es cualquier extremo
de la barra }

-

Aij = 0, en caso contrario

A continuucidn presentamos el valor de [AJ para nuestro ejemplo:

RIS

i
Como 1a matriz (A estd formada por ceros y unos y es funcidn de las incidencias
de las barras, se podra omitir su calculo cuando se progtame la obtencidn de
;Kl;), ya que €sta se obtendrd directamente con la llamada "regla de la suma"
e

1 ensamble) que utiliza las incidencias de las barras. Obtengamos [Klﬂpara
nuestro ejemplo, por facilidad supondremos EI constante:

r] =1, = 0.5 EI; 1y = r3 = 0.3464 ET

0.3464 1.3856 0.3464 El

¥ 1.6928 . 0.3464 0.0000
0.0000 0.3464 1.6928

2.~ Obtencidn de [Kzzl

La matriz 22] que relaciona {F} con {D} cuando los giros {Y} son nulos se'ob—
tiene combinando los tres principios fundamentales del analisis estructural:
tinuidad ley de Hocke ¥ equilibrio.

Continyidad: A; (u) {o
Ley de Hooke: = =« e

| Equilibrio: F} = EHT] v

La ecuacidn de equilibrio se obtiene a partir del principio de contragradiencia,
que nos dice que el trabajo efectuadg por las fuerzas externas ( {F?f D} ) es
igual al de las fuerzas internas ( iv?fﬂ%). las variables usadas en ‘estas ecus-

. ciones son:

Vector de los deéplazamieﬁtoa transversales de las barras

{a} -

7] = Vector de los valores de los g.l.

v = Vector de las fuerzas cortantes de cada barra
43 = Vector de las fuerzas aplicadas paralelamente a los g.l,
Cr = Matriz diagonal con los valores de 12 EI/L3 de cada barra

- W E W
[Kzzl - rHT] [r '] [H]

o bien el elemento ij de la mattiz'[gzé] serd;

O sea que:

' '
R ap =y By By T
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b —

Obtengnmos [KZZJ para nuestro egimplo:

t - r

! - * = 0.1875 EL ; Ty = 0,0624 Ei

0.3123 - 0.1248
[“22] = [- 0.yize8 0.3123] El
3.- Obtencidn de [Klfj £ '

1
3

La matriz !Klﬂ que telaciona {ﬁ} con {D} cuando los giros {rzson nulos, se ¢h-
tendrd aplicando la relaciég que muescﬁz la f}gurﬁ 7; por lo' tanto,
4

KIZ] -

donde: [t“ﬁ = Matriz diagonal con los valores de 6EI/L2 de cada barra

o bilen simplificando: o

n

- (1]
Ki2 (14) g—d_ A Byg Tx

obtengamos [klzlpara nuestro ejemplo:

i = o= !0.3750' EI; -;{ = 1y = 0.1800 EI
0.1950 0.1800
K ] - 0 0
[ 1 0.1800 0.1950
VII - APLICACION DEL METODO
_ i . : .
Apliquemos el método al ejemplo mostrado en la figura 8, cuya matriz [K] ya se ,
ha calculado; las fuerzas de fijacidn de cada barra se muestran en la misma figu

ra. Obtengamos el vector {ﬁ&'fuerzas en los nudos:

Fx1 = o ; Fyl = -~ 5,78 ; Pyxz = 10. - 3.352 x sen 30

?yz = - 5,78 - 3,52 x cos 30; Fe3 = - 6.48 x sen 30
Fy3 = . 6§.48 x cos 30 .

Obtengamos {Fpk vector de fuerzas paralelAa a los g.l., utilizando el principio

de contragradfencia:
- {?ﬁ} = [Ff] {}é} - . =

obteniéndose los siguientes resultados:

0

| ~5.78 |
ez - 3.53
{Fu} .c.8.83 {’n} .{ 8 53]
2324 -
- 5.61 |

-
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- 4,81
-0.73
{p} - ... 8.3
. - 3.53
8. 53
La ecuacidn [F} [K]{d} se puede resolver utilizando el m@todo de Gauss-Sei-

del (Ref.2), el Cual es muy simple de programar o de ejecutar manualmente; se

obtienen los siguientes resultddos:
i

- 7.7329)

‘ 1.4620

;; -.0.22531  x 1/E1

7. 6117

D 34.9494

| )

D
H] y CJ obtengamos los valores de{A}_y {du}

[ S BTN )

N
Por medic de las matrices [

. [ 7.6117
7.6117 ' U | B
. 27,3377 {  21.28064
{z%} - 273377 x 1/EI {dg} T 1/E1
34,9494 34.9494
)

los momentos en los extremos de una barra §,- producidos por los desplazamientos,
se obtienen con las siguientes férmulas: .

My =ty Qs+ PR+ A

estos momentos suma&os 2 los de empotramiento nos dan los momentos finales; en
la figura 9 se muestra el diagrama final de momentos flexionantes.

Para comprobar la solucidn se utiliza el principio del equilibrio: la suma de
los momentos sobre los nudos debe ser nula y el valor final de Fé} debe ser nu-
lo, condiciones que cumple la solucion de nuestro ejemplo.

VIII - NOTACION

d.a.b, = deformacionés axiales de las barras
dxt, dyg - desplazamientos del nudo 1
g.1, - grado de ljbertad
Dy - =  valor del g.l.1
' = . giro en el nudo i
dj - vector formado por los giroa en los nudos y los valo-
res de los g.l.
Mg - momento aplicado en el nudo 1
Fy ‘ - fuerza splicada paralelamente al g.l.1
[k] - matriz de rigidez de la estructura de orden

(ay + np) x (ny <+ np)

ny = numero de nudos
ng = nimero de barras
" nap - nlimero de g.l.
b.a.g.l = barras asociadas a los grados de 1iber§ad o




(1
(2)

8

desplazamiento transversal relativo de la barra }
(ver figura 7)

IX - REFERENCIAS
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fuerzas unitarias se usa-
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FIGURA 6

FIGURA 7

6.48
Iy 8 Lzl.
- L
{o) Cargas {b) Fuerzas de ftilaclon
FIGURA 8
A
L
» ~ @
.8 -
'b’a
- -85
a2

-4.88 . \ :
‘ (:) ' + 12,88

Dlogramo de momentos flexiongntes

-12.99
FIGURA 9

ree— L



[j,'»‘,np/O A‘O G

i:
R?:‘»O/VP/ /o ormadvra por  fleyibi)idades \ ]
~
4 m ' AF < 'tff .
10 for

<4 m L_; 4 m .

1 ! |
rd
Soluciom : B

d.- la estructura es hiperestafica on

Z° grodo y la eslrvciira primona  seleccionade
) . g
sera o siguente

z 5 El—vector. de_..
) .'-fue.tl.ak ln‘l&.rﬂ"l
, 'T. L {EF} eri
. , \
: N - £
-5
-» . .6
-5
£/ veclorl pey 8 o
S ) oo
..'.._,-‘.'.;-...,,._-., oo T e aream el ol t7 07 X ..
‘ . ,L... _f_.. e :.-..;7.......:,.-*._. § o -
7oL oo e 101
_ . ‘f ° I




?) _O_bfthcu; o [Z‘I_J

4+ ie
1 columna e {:bn] VRi= |
-0, 101
- 0. 101
o
O
o
#27 -0 10) - 0. 108
+ 1
-0. 101
0
+ {
' (@]
24 coluvmna de [b{] Rz =1
(»]
. o
- 0.701
- 0.701
- 0.701
o
, (o]
-0 .101
PO
0
+ ]




Calevlo de [{ ], , "
| . S
o 4
<4 <
| ‘ 3
: < S - i <
I E < x 2 B L4 s
. < . AE < s °
NP 5-‘-"4 5 8
L6 s &8
St L 65
s&S , 5 45
_T
Lalcvlande ef pro ducto [bﬂj Lf] [po]
[ 4 7 -5 77 - 20|
g < -5 ' ~20
; 4 -5 - 20
f 4 -5 -20
| y o o
Y- 4 * 0 o
f 5 65 Ak t 1.01 - 1+ 40
4 o .0
L. &5 t+ 1.01 t 40
£.43 o O
5 63 (o] 6]
r- -0.701. - 0.101. O 0 O <~0.10T371-=0,101 © 10|(.2
Lee] 7] L] z
_ o 0O =-0.%61-0K1-0101 O O - 0 101+ 0} P
< : — -2
' - _= N
? €8 _ 28 AE H
s ¢
4
DxF : c



Ahoro calcvlondo el producio LbR:]
| S p— - _____

I:f,*] [b;_] i

Y&

T ] -

T

vyi7?

(/4] Ll

-]
4 -0.70.1 o -7 83
< -~ 0.10.1 O -2 &3
4 0 - 0.101 ! o
4 0 -0.101 1 @
2| o -0 101 { o
< -1 = 1-282
5 &5 -0.700 (o] 1% &5
< t o -7 83
'5.¢5 0. 01 -0.101 0
£ .65 0 ! ' £ €3
5 &5 4 0 0
N - - ]L_'..O t! | 1

-0.101-0.701 00 0-0101¢1-0.701 0¢10

—

193

(o] o o.wro3n-o010! 0 O - ©.1071 0 ¢ P

e v - —————

[C28s
- r 83

- 2.8)
rs . 63
- 2. 83

+s.635

et —

- 283
-283
- ’ ot

¢
-286
ts .63

r 365

A .....".z_, l -
a——

AE

19. 22

. @ ’ . g . ; .' "‘l..'
Za ecvazron e compo r-&:/:d;d de delormacion s

(o} o {1} {5} L)

. /




Las fverras en las barras  seran :
\
P = pO + LR R - 0
/ y | | ] / )
-5 -0, 1N 0 -3.21 - 2.13
-5 -0.101 o - 372 . - 2. 713 )
-3 (o) 0101 - & 13
-5 -0 - 0101 - 2.13
o) (o] - 0.101 ) ¢+ 2.13 L’
) o }v} -0.101 (o) = t+ 2.713
$+1.01 ti o : t 3.8
o -0a0? - 0.1 : t 452
+107 (o] t! ¢t 3.87
0 ) 0 - 32
(o) (8, t1 . - 312 |
: \ /
. ” . ermrrem———
: /
-4 = ltv t - RN
- c.o..;- (zr'l'-'g:-.
- Tverzas finoles en los borros ( 4 o-)

pe
I.

g ey

b=
&t



_: ,.._”f’./,.’t'_":fff;_;rrxuffuxﬂ- @ q \H” jﬂ’ L- LH{M
, A ‘ A

?4/455 g MpArTOS P{’”’ /"7’ o/ 7% o )/-—-[-"1"'1"_"'
/v % .

/ £ler ;I'/M" Y 4 7

:fsiﬂmm b) 5’- /A. (&7)« </ ‘/NUJ/ﬁ //-r*l’/
br Jolo Doy Aot ‘ML‘] _ «:;

L T W

binceids | La M varcros /m'- a 2o tlom | H X T’h

TETTT 4 el A sears onst /7 v O : He W

o norns 1 Hrronaeety y Fotraesl (1 ",

I ’Z,/:;:, S %7/0*7*“%'{" \ng My | _”PL He

? - L o

szzba // »alriv & (f7?~f Zn Lo, - | W

/»' = i Alarty | 5 fR] = vehr

1T ‘{é)[ﬂ ) PYIRTN |
S g Ho T Hloowmenk -
e . ( kw;; "opf:) ’ ; - "R — VeeP Y, /4 rt't(_n-/‘-JC/
| J')E - ;‘;:J' A 1 7 = | ) ‘ (;.)D ‘ Metriz #
! < A - ' ' %' :‘/I‘/f
.. f;of;fnzl?"':)',,,/fwk r(rf,/t‘d Y, - t‘] - [p}m jﬁfr ;‘m
%6 C}'M ?5) / Lﬁva | " ,{_. i ,,/«1
)gj Apule; ) 2 ) é; y;ﬁm '”,, /
& ‘ ; f'"'";

Puplesor Fue. de u,ww,—fk rtr) | L-]m‘ = o W e



LR -5 )’\"1"&

i
t
|
|
|
|

2 :Dn}‘:@ﬁ’wﬁén:.’: )

b);,: e/ Lrappmoma ;{f? é(??f/ o /.’/"’v-—-.'x o

& 1"“’,%"/"-““’ (’ﬂ;’% /"‘f"“/"'/ﬂf-'/m/
SNE

Volh: oy Futirss 20 dwlies, Apuprie/
e f..(ﬂfh recavy [n d«?@u/.a s
yetfor. :

4 mg._: UJ Egéi v

112
P,

L O .‘mbru, o {ﬂ} N

| ddkj(.: /?‘}; o] (’};)P’ff?&/ /ﬂff"c;:‘_
s P |

/A 1475"u_c/A rduﬂwe K. U',m‘\

' - y s
&’ Ao Yy k HaLrbuey

} - ReaCernty Pam . "“?"’70}":

o 153 /;’ff'(ay fﬁéx‘”’ /of yA c,/,
F— (h‘]: E}Je)}' I{H&‘! '"] _

o M {“};}‘. veeny B2 s caciosy

v (n erbalom [soslica

olotiton 77 i Pehondm I

. 77 Y I S
@r vht

8.~ gd} - Yeclr X?(ﬂ"/é,\mm%
e gualpror nnom &

- e Tl

_- :”&w@ﬁmi
m ;/i%fru(n’:\ fS&f/;V’ o~ /n\f"/"r

ron |
/‘..” fusras . .(///aA 2o |

R

Y/ ;ﬂ/'}/c{rb: fen //
IR it A

A (A p L
M, PN



e -

En ele $¥TAwm o‘é ety Sp yelfve e/ve
el valy &2 G5 redo niaTes A{K)

- feyr BgiR-- r

o G?\ & Xy (2} ;erun é) heoratd s

f/f»wu’?} th‘f f .

fW(’]f)-—/-——» by

5;72( Evrriov Lo .)J« /u:-» ouzlk'r‘
fa Sy(v(r’ov 2! /.01'/4...«.

e fhe B[
o b ee. (Y) 1€ I men ln Hustoty
qu/&; '

{ - T~

, (M ker 57 So oMiacan b “"'/‘4?4

A Y.o0 .00
b
f/‘“;/: fovar (20 0o A/fw(a)

| (_,bafro-« /1@7 bhad o pm),éa)

{

L

‘ -
-

() - i{. e e e .
o~ = z ,
Yo Tonm (D . ,
1 I - -y
‘ " : T
L ’
; C‘“r‘*—& Py |
p) Fae = q 7/‘;(’
H, © by
D{ acvardd Con 4 A’/I\ﬂf?f; ﬁ bﬂ/ ;.
jW) Ms,' - "f ' .
p i ’ -,.L' |
Ly ' .
lae] g | Lo
"/L—Gj -
‘_1‘0 \ m —— -_-"-
T 3o
182 _
. —;‘-—tﬂ—- /L' |



TR T IR S
Swurhde 181/ T,
!

E/epiros ¢ % |
|

CUNON
et

Eew b
| C {R} { }’ (ﬂ(ﬂruktc-!:r'))

Renlveros A 1303757 on /fm Slides {;

P 7!@.2 o J/ ?‘~/-\.‘

e i T




e —— e e
- : e —

Rzt s

€l [

4
32

e

S

" CEL

\

-:I:F]:

w,.,w

b

\?‘.Y. / ’
- |

‘La. drayon/ A (a_ tal?r2 (] som%

- T ety

0%"3*/.«.—-:) 8R), ton & ¢r. (/)

GoT(#) ()= e oand) |

o

..m.rk Yo sex

ol Pt

£

Roovolui o dy &/ ;,y’c-& A Ay pconoime,

[R, - (70T o

L v - Y‘-/O rﬁ"“\

O} Tinppumos ,—/?,). on G ec. (3

~¥600 )
)

~263)
pvey I R

- g g g

1045

so0¥F |
-Y.00 P

o s

- V.00
$ 1303

- n.ff’___

-0

1jtr

;11.'0




) " Sy
F;ayf
F

e —— T ek B et e e T T e e e g+ T, e e+ wr

Vg (B) Lo bomnitr locoaler”

) e N AL

R P L

(s~7ido Ao eeom?

. _w.s-a _ ﬂ((ﬂ h,w) |
V610 _
R(AC(IM,)
OH'MM> [) (uq }_.)A ‘7’)

\()lly

[b]

| O ..a.luy

Oirﬁn/—-"’) Aq r(a.tﬂbl-ﬁ) {A’} L0 b

o (Y
' cons a XTAN
B P = {17et} |
| Ye.l0 ||
1.2y 1.

1.45

w;oC"L‘"_?_"t 2.1
Tram | .2y

(o p phay = G <C. (})
WU){ j): %g,r (oK) 1

OH-MM} b /émuﬁy Idﬂ)h?g
de /"f""n’@/’@ (%o + G

RS

B

——0 j
A vl
lom' 'Ta.n ¥ s



L ke S ..

Ivty // Vs
g,h.q//// piiv (7 2 ./ /

I.a é’(wz(/ ({/

g

) ‘QLA ?Cvﬂ(ﬂ (})

ey wmm —

T ) eIt

4!

LL .(eu o (5)

(S
- /{

Gk = &

Jz/m&. 4 é,,., Y \

. . ‘g,,.(u/ ,
D&J-' "fr- }.




e
- - (b

2z (D t
' 1.0 r
=’

_ la [ 2 T"‘ .

f” Q m‘*ﬁ’d/p. 7'4.?2_ E’." 5}‘1-

B ]

‘g R ] \
oRE
:;':_L:? o R
1o 0 | J 1
ey {29 ’-—A
jer b2 | S f e
-,-?.o 3‘; | LU I’M)m D [27 ,
‘ | #6:0 M-‘i / al jw/[ L‘?{i @@)Mﬂ/:m:/ Z‘?;' e
‘0!""' oot JA) yits b €€ (resf ;) (4 tor’ ‘
M 'H{) v13y ) (d(é"?’*“‘\‘b‘ A@#Z?) |
{d} l"f%:z:

| s ie d e pliy— o



>
;Z Lq,,;; é{:«/&.‘ & l’ewmi)

R

.:)(?40—0) 4- 5:}/&/!'(&/; /b}m« ;

e

e Bl

}L,.\ Yf():NV b IS AWen g 77 /hct) 4
oy [ﬂ‘u [MM

g 2/
Be“r)fk ).:Zj ’T e~ )

(T o by y

p—%—«t—-,l_--—-—*
. ")’ "f ,-f ,'r ’

i{( /‘/19);;}/6\ é -

. b/gﬁ('&‘: td’
Y160 Yo Yo Lins
r»p i P S
Yﬁ . .
b/ I
. | ‘ A
T e
W S S S VIS VR U S
.- DA R AR (T2,
300
_ o}
4}4,5::- 12.09
o . . )
e

0 >

Ot 4o 2;,)



" NIVY s S R LN

~ 2} 7/;4«#: (r)

NYR=aL

- - -

s~
0\4

—

< < <<\
N
W
S|

Obc\

- ,_,‘.'-\7:"'6::4\

- -8
"S-
\—



|
ra.o%f‘
o ! — 003204
! o
O {ooilt(
! o

é}}%‘?{M>(R) Gou éla (c-(y

BRGIE 52 ) 1226 ‘n

157, 63 K 7).%%5 [CFT

St ”m}b’* ‘
} - H‘f'u.;’;/:fpﬁ

-G



- prm g s — e o ¥

e

Ré«:/wM é’ VA, (ra.mxup & L-.'/B-ﬁy

——

R -+ 05

Rl- "Bk?(

S (;M/)D)M) CA%Q(‘(/

[ 0n
QI ?‘;‘;33;: (%%)
é}TmlM} las. raccwtf“')
’7 3¢.80

- 7.5

Y = jare
, .45
~(3.7¢

' -
M7 R yve Tklr ““;::

ﬂ}fl-}a—n o/ i 4’?@

~
L c——

L



,f;,;
’1,','? .

1.y

tha s

13090

o
AN
[ ]

Py

-~
T e -
" e : ) ;
. % -3
- - R - - S . aee, . - ‘e P P ) s
S e L Oty {3t e M PO P A . U e, PRI S S-S LA PSS WL ST B e U




.




b) ‘5;. e/ Eraspame ,[Q @76’/ o ?‘///'1..;\..,'3 '

| : ? o0 00°
' [Fb ohoo% L
. g:’,',’;fzo brr
B 0000?'
2 xel2

d/ordf- ;':):,,« Dealorts 22 u&;i@, Arx y
o lwener In A‘t/bu( o R

se |
. 7
Uo- 11

e
‘ }v |

Y

oy AN
bl i\gs

i1
P}

o T i)

g By o v £ 44)
ln #

Y TR e

Froclo ! 0374
L yelondsne R. uvr

|

Tres, [/ ”A,d':

Lo,

TTAna

3
i

6‘-—-{
' /

: - 1 - 0 o, 9. ’
: ﬂ( 3 /}5,.}0)4& ((4173. frasl /9,,_),/,“/)

)‘-".‘.‘. 1/.1.:')3-,@ . .
[{}/;u kS < (C/l\.._g

2
- B3 Pis) -]

o M.: »{/{fg}‘ Vlcﬁfy ﬂl A{ COCer iy
22} ‘& aﬂ’wﬁm ’.50;;47:.0& |
/’M(u(r?“v /d‘)' . Yelondn e

&\ Uk"‘WK ‘s :
- yetlor ﬂ(ta"fé?““’wz.

p2 .g;a/gw“" Nontr 2 "
P,u/f&)- "

g~ {4}
4.- \:m'}._ [{ﬁ},){ﬁh‘]';]

(] .. ol é”’ ‘”w/,/”y '

'y Fu‘ﬂ# vhr').""‘""" 't//k" “\!

/ /A ﬂ‘;{c cror

g g™

Aoe se Hlen

. ReaCeirty om (a fimfu_-
_ 'fs..d/;'fr'(oy /Y’A"’/” /'I’A' 07

[-.'

L¢3
=

wl

;/ /hf/ ,&./& 2csf “70' |



.N.A .M.

C e e,

FACULTAD DE INGENIERIA
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

CURSOS ABIERTOS

ANALISIS ESTRUCTURAL

METODO MIXTO

FLEXIBILIDAD-RIGIDES

ING. JULIO DAMY RIOS

SEP-OCT. %2
Apdo. Postal M-2285

Deleg. Cuauhtémoc 06000

México, D.F.  Tel.: 52140-20

Paiacio de Mineria  Calle de Tacuba &  Primer piso



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

ANALI3IS ESTRUCTURAL

CURSO EN LA DIVISION DE EDUCACION CONTINUA
PAC. DE INGENIERIA '

(21 a 26 d= mayo 1984)

METODO MIXTO DE FLEXIBILIDADES Y RIGIDECES

APLICACION A ANALISIS DE TUBERIAS

PROFESOR:
ING. JULIO DAMY RIOS




e
&

CONTENIDO

" e ANT&OLJCCION o

Y1 . RACTSH1STICAS

* @ - = - »

TIXI DEPINICIONES , o o ¢ o o o o

« Analisis en dos dimensiones

.« Malizsis ‘en tres dimensiones

IV PLANTEAMIENTO GENERAL

« Formacion de la matriz de rigideces(K) « « o o o o-

Formacidn de la matriz(K)en forma topoldgica « .« .

Obtencion de las matriccs(.k.,),(k..],[km_l,(ku), para

cada barra

s &« & & + B * & @ [

Tratamiento de apoyos incompletos o« ¢ ¢ ¢ s s & »

'« ‘Talculo ‘del vector de fuerzas{P] . « ¢ o ¢ o o o »

Poerzas externas aplicadas en nudos de la estruc-

tara, .Y'quiebres_y tramos de cada barr_a s & o o o »

- Fuerzas producidas por cambios de temperatura + « «

Puerzas producidas por desplazamientos impuestos a

IOSQPQYOS.QQoo..ooooonot..tc.o

10
10

10

1
12

13

13

16

18

T TSP W S MR TR TR rr et o S T = v g b

Y




INTRODUCCION - | I

El undlisis estructural, a través del metodo de rigideces, ra-
suelve el problema del analisin de sistemas estructurales, mew
diante la solucidn de la ecuacidn general{F}=(K}d}, en donde el
tamafio de la matrlz‘de rigideces de la estructu:a[K). mantiene
una relacidén directa con el niimero de grados de libertéd angular

Y lineal del sistema estructural.

En un planteamiento tradiclional, el anilisis estructural
concibe como nudos de una estructura a todos aquellos puntos en

que concurren-dos o mas elomentos de la misma,

Es posible, a través de un planteamiento mias elaborado redu—
cir el numero de nudos de¢ una estructura si sdlo se consideran oy
como tales a los puntos en que concurren tres o m18 elementos
de esta, lo cual reduce considerablemente el tamafio de la natriz ..
de rigideces de la estructura(K), siendo esto ventajoso desde el
punto de vista de la solucidn matemitica y sobre todo de la apli-

cacion de computadoﬁés al anilisis estructural.

Esté planteamionto.es de interés particular cuando se anlica
al anélisis estructural de sistemas de tuberlas en dos o tres di-
mens iones, debido a que en est05.sistemas estructurales existe
por lo general un numero suficlentemente grande de puntos en que
concurren solamente dos tramos de tuberia (quiebres), como para
pensar en un tratamlento especial para ellos, sin considerarlos

como nudos.

R W




CARACTERISTICAS

1.-

20"

e~

Qo=

1L

NUDO.- Se considerarin como nudos sdlo aquellos puntos
de la estructura en que concurran tres o mis tramos de

barra y a los apoyos incompletos.

TRAMO DE BARRA.~ Se llamara as! al tramo recto compren~

dido entre dos quiebres adyacentes de una barra,

BARRA.= Se entenderl por barra, a la parte de tuberia
comprendida entre dos nudos.

SECCION TRANSVERSAL.- La seccién transversal de cada
barra, sera un anillo circular constante en toda su lon-
gitud. . pogo

y'

v
ok

I< = dJ
Iy' = Igt= I

Acys 8 Acgze = Ac

FIG 1 .- Propledades de la sec-
cion transversal y ejes locales
de referencla,.

( S.L. )
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DEFIN!CIONES

S6. |

"A),~ Para nilisis en dos dimensionos,

FI5, 2,= Tuberia en el plano.

oy e
- Notese que en un nuio pueden con-
currir barras con diferente sec-
”,
cion transversal.

Ae 1.)e= Matriz de transformacion de coordenadas T para

un tramo de barra.

FIG_3.- Tramos de barra y dngu-
lo O para la barra 1 de la fi-

. qura 2.

A SR

@ nudo

Ef_\ barra -

s B

S5.G.ZSistema global
de referencla.

cos & =sen 9 o
sen © cos O 0
0 (4] 1




donde 0 = inclinacidn del tramo de burra ) referido al
eje x positivo cn el S,G, medido en sentido
contrario al de las mancecilllas del reloj.

A. 2.) Matriz de transporte entre los puntosy@referidos
al 5.G. '

, \
1 ) 0

[Hbj]: .0 1 0

..(Yb-Yj) (Kb—xj X 1 )

“~

Raferido al tramo[3lde 1la barra
1] (figs. 3), B es el nudo@Dy )
~s el quilebre

-,

Notese que para el tramo adyacente a un nudo, la matriz

de transporte (Hnﬂ toma la forma de la matxiz identidad

(1).

A, 3,) Matriz de flexibilidad del tramomen su extrem@refe-
rido al S. L. de referencia. (ver fig. 1)

/ N
L 0 0
EA
[f,] 0 L} (1+C) L*
s8] 361 2ET
2
0 L L

donde: Cm G (1+7)

AcL

Médulo de Polsson del maw
terial

bid

Ace Area de cortante de la seCe
cion transversal




ﬁ ).-‘Pa;a apilisis on tres dimensiones,

A L e e a

* et

5G. | S =
' C) nudo
. E_\ barra . AN
FIG. 4.~ Tuberla en el espacio. -
Notece que cn el nudo pueden con=- 5.6, Sistema global
: - de referencia

currir barras con dilferente sec-
cien transversal.

Be 1.) .~ Matriz de transformacion de coordenadas(rjparéﬂ

un tramo de barra.

Cx'x Cy'x Cz'x

B i

d°"de:[A’)° cx'y | Cy'y | Cz'y

Cy'z Cz'z

)
®
]

-

T e ety e e — i

En la matrizgﬁillos elementos de las columnas

1,2 y 3 son los cosenos directores de x', ¥Y?

Yy z' respectivamente, del tramen la barra
[;ﬂen S.L., con respecto al S,6. (ver fig 1y

flg 4)

7




B, 2.) .= Matriz de transporte entre los puntos B y }
referidos al 5.G,

e
)| - \
Hy | =} -
Tlwle) 0 |-tEet] e
donde:[h] o (24-2;) 0_. -(xs_xj)
"(Yo"tj ) (XB-x; ) 0
N

quliebrae

tramo

F1G.5.~ Tramos de barra y quie=-
bres para la barra{i)de la fi-
gura 4 ( para el tramo ,B es

el nudo @y J es el quiebre(1))

Nétese que para el tramo adyacente a un nudo, la
matriz de tranaporte(ﬂ,ﬂ toma la forma de la ma
triz 1dentidad[1]

B. 3e) o= Matriz de flexibilidad del tramom en su extremo
@referido al S, L. de referencla. ( ver fig. 1)

' donde: C = G(1+7) _=_

AcL‘
? = Mbdulo de Poisson del material
Ac = Area de cortante de la scccion
transversal
6 = L
1 g ¥ )

e e e e ¢ e e P —— st —m o e o
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PLANTEAMIENTO GENERAL g l Sz

R

La solucidn de la ecuacion general planteada en ¢l analisis 2S5

tructural a traves del notodo de rigideces

() = (x){q] cee (1)
comprende las sigulentes ctapas:

A.~ Formacion de la matriz de rigideces (X)
B.- Cilculo del vector de fuerzas{P}

C.~ Obtencion del vector de desplazamientos d mediante la
solucidn de la ccuacidn general (1),

D.- Obtencidn de los clemcntos mecinicos en los extremos
de cada barra, calculados a partir del vector de desw
plazamlento{d

Se tratarin aqul solamente los puntos Ay B, Los puntos

C y D corresponden a un planteamiento tradicional del anilisis

estructural.

A~ Formacidén de la matriz de rigideces(K]

1)e= Formacion de la matriz[K]en forma topologica

Se entiende por forma topoldgica de la matriz K
a la renresentacion matriclal de la relacidn que gquardan
los extremos de las barras con los nudos de la estruc-

tura

La matriz tOpolégica(K]para las estructuras de las
flguras 2 y 4 es identica y tiene la siguiente forma,

si el extremo B de las barras coincide con el nudo(:}

@B




| N |
(x ab)m »(k M]LL (k 5a) (3 o 0 (keh)g
+ (keo l ‘ ’
(kns)g  {Ceanlge( ,.% (ko) (eadg | ©
. lmlp

4 et 2 b i

o0 |y felglesy,| 0 | o
[K} = o %ﬁcosm (k,u]d

0 ] [k,m)@ 0 (kw]5+(k,,,]m o

e -

\(lm]m {0 o | 0 [k'“}@

(en S. Go ) _ s

Notese que puecde pensarse en una. reordenaclén de la nomencla=-
tura de los nudos a fin de obtener un menor ancho de banda de

la matriz(l(), lo cual es convenlente desde el punto de vista
de la aplicacidn de computadores,

2.~ Obtencidn de las n.\atrices[knl[km)[ksa'-y[k“j para cada
barra en S, G,

Estas matrices estin relacionadas entre si através

de las siquicentes expresliones:

Lkm} b [“M}(keﬁj(ﬂon
(kno} = =(Hoa)(kee)

{ky\] - "Lkee) LHeA] donde A y B son los cxtremos
de la barra ( ver figuras 3
yS) :

Por lo que solo serd necesario calcular[km] de cada ba-

rra, y aplicar lus expresiones antcriores para calcular
(kan) o (kae) ylken) ©
Para calcular[k”] se procede de la manera sliguicente:

Rocuérdese que [kba) -(fﬁat\-{ oor lo que el problema -

se reduce a calcular [f“]en S. G., la cual se obtiene a

11




partir de la siguiente expresion : ( Ver figuras 3 vy
5 Ja '

N tramos

[fub 1 - 5 [Han-r (fﬁbjj [HB'
}J % B (en 5GQ)

donde EHQ')] y(fbb]mse encuentranAreferidas al 5.G, de
referencla,

La matriz de flexibilidades del tramo{ilen el ex-
tremo B, referida at S5.G. puede calcularse con la siguien-

te expresione

(£50) g ['r][fé,)m( T)E]

( en S.G.)

3)s= Tratamicnto de apoyos incompletos

~ Un apoyo incompleto puede no ser considerado como nudo, si

se emplean las riqgideces modificadas del tramo <de barra

que concurre en el.

A continuacion se listan las matrices de riglideces mo

dificadas para dos casos de interés practicot

®
o- $ (B 6) >
B = ,,‘) p L i
r - N ’ N
EA 0 0 EA | O 0
T T
[k' ), 0 3ET | 3:I [k‘b,] <[k’ ] -0 0 0
AD 1 -'-S-L —_L" ( AA
{en 5L T (en SL)
0 0 0 0 0o | EI
\ B -~ \ L )
EA ] 0 EA 0 0
L T
'Y O 3rl 38X | ! IR I 0 o] 0
oy S0 5| () =0
s, o - (an S-L
@3N o | amz| ax ) o o &
Lt L \ L

——— e ——
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Para obtencr[k)en 5.6, se emplea la siguiente expresion:

() = (D))

Con [T] tal como fue definido en IIIX

—

B.- Cilculo dol vector de fucrzas{F)

L)

Las cargas que pueden ;;resentarse en un sistema de tuberias

como el de las figuras 2 y 4, son las sigulentes:

1.= Fuerzas exlernas aplicadas en:
- log nudos de la estructura
= los quiebres de las barras

- los tramos de cada barra

Considéresc la barra{1|de la fig. 2, cargada como se

muestra en la figura 6
i& {F] N tramos

).

FI53, 6.~ Barral[flcargada y
fucrzas de fijacibnla‘ Y{Fb}

FF

{};] = Fuerzas quiebre
= Fuerzas fijacion.

Las fuerzas de fijacldn en el extremo B de la barra(i}se

obtienen a partir de la siguiente gkpresiém

(23} =-Crofe)




donde ‘d:]es la matriz de desplazamicntos del extremo B
considerando a la barra cn cantiliver ( ver fig. 7 ) y

se calcula con la siguiente expresidn

N'4ramos
{4} = & sl ()
. J‘:i
En la expresidn anterior,{?ﬂes el vector resultante
de restar las fucrzas externas aplicadas en el quiebre
(:)({F. .............[P]N%m,g en la figura 6 } mcnos las
fuerzas de fijacidn producidas por las cargas externas aplia

' cadas en los tramos adyacentes al quiébre(:) ambas refe-

ridas al S.G.

El vector{ﬁJ, tiene la forma siguiente para el caso

de sistemas de tuberlas en dos y tres dimensiones,

£ S i
(Pl of Pyyt iy {

M Fia

..
({ s.P. 2D ) [FJ‘} - MJ«
H'JY

Mz

( S.G. 3D )

@) ©
G 3 j?‘}—)

Convencidn positiva del
vector(53]

La matriz(Hs]se aplica tal como fue definida en IIL.

La matriz(f;)es la matriz de flexibilidades del segmen.
to de barra comprendido entre el extremo origenc:)y el
quicbre(:)respecto al cxtremo destlno(:)y esta deflnida me-

diante la siguliente formula de recurrencia,.

(541)-(z0) (i o o)

1< § £ (N*rames)




en d°“de[”@<33° aplica tal como fue definida en III
Y(f@] e obtlene por un procedimiento similar al des-
crito en A.2.

Notese que en la ecuacldn anterior se tienc que:

(%)= [febjm l
y | [FN'{r?mcs]'(fbbjm

Mediante el procedimiento descrito, se obtiene[dg}
se calcula{ -I':B]y se le suman las fuerzas de fijaclidn en el
extremode la barrar_ijproducidas por las cargas aplicadas
en el tramo adyacenlte a &1, obteniendose asi el vector{f‘g}
definitivo, , :

Una vez conocido al vector de fuerzas {E‘Jde la harra
se calcula el vector de fuerzas{?a.} de la misma barra con

la siquiente expresion:

EARREARILWEN

donde:(?Ares el vector de fuerzas en el extrem@ de la
barram producldo por las cargas actuantes en
ella considerandola en cantiliver, ( ver fig., 7 )
y(Hs]se aplica tal como ,fi._te defin_j.ga en III,
Los vectores de fuerzas{-f‘A‘ y{?,} asl obtenidos cons-
tituyen el estado I de cargas ( fuerzas de fijacidn ).

Al aplicar vectores de carga en sentido contrario a
los del estado I, y sumar los que concurren en un nudo
mas el vector de cargas aplicado en el mismo, se constitu-

ye el estado II de cargas.

La forma topoldgica del vector de cargas{Plen la e-
cuacion ( 1 ) para las estructuras de las figuras 2 y 4,
slendo nudos destino el (I, @ o @, es la sigulente:

15
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~ .
Convencidén positiva para los h
componentes del vcctor(P] : "
NUDO L\,

Estamos ahora en posiﬁilidad de regolﬁer la ecuacion ge-
neral (F}-Uﬂ&ﬂ y obtener los desplazamientos de los nudos de
la estructura y calcular a partir de ellos los elementos meca-—’
nicos que se qeneran en los extremos de las barras ( inciso
IV,C ), lo cual puede hacerse a través de un planteamiento tra-
dicional de analisis estructural.

A los elementos mecinicos asi obtenidos, se les suman los
vectores de¢ fuerzas de fliacidn que constituyen ei-estado I de
cargas para obtener los elementos mecanicos definitivos en los
extremos de cada barra de 1& eétructura.

2.= Fuerzas Producidas por Camblios de Temperxatura

Es aplicable todo lo estipuludo en B.,1, pero ahora el proble-
ma es mas sencillo, ya que la unica diferencia con lo visto
alla, es que la matriz d ahora se calcula de la manera si-
guigntes |

e’

16
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ot Cocficlente de dilatacidn lincal del

material
At = Cambio de temperat

Para et= cte

‘'t = cte
dXn =wAt( Xg= Xn)
{d;}: d;b oAbt Yo ¥ ) .
g;b L] 0 ' ' rdx'b
ay,
a4 = {gxs
UBZB
(S.G, 3D)
Para oL = cte
(AtEa variable para cada tramom
r N‘imA ) \
dxe -? x
| z, Aoy g
[ ¢ } N'fl'MiZ (A ) }
do]:w dyg = t v
Z g
N tramw $
(ads = & ctep (Ax) Pxe =
J=1 [ﬂ E
v " Emﬂos
da}=4d «Z abtg (AY) 5 -
{ Yo °< «itg Ay i #s
N tram®
d#b' -Z-&A{; (A z)E] gga'.
l‘ T2l B :

ura

e o At (Xg=X,) )
= *ﬂt(ta—YA)

= At(Z2,=2,)
= 0
= 0
= 0 J
o )
-
0
Y J (5¢Ge 3D)

-
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l.= Fuerzos producidas por desplazamientos impuestos a los

= OS »

Es aplicable también ahora todo lo estlipuladn en B.1 y

el problema resulta ser mas sencillo -jue los i uteados en
B.1 y B,2 puesto que ahora{ﬁ?}se calcnla.dt:z:tamﬁnta-a
partir de la siguiente espresiéns )

{Fo) = (kon){da]

dondo(&A}en el vector de desplazamientos impuestos a la .

estructura en el apoyo A,

R4

. e e e tmmmam s e e e i e e o i



FACULTAD DE INGENIERIA U. N A_.M.
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

CURSOS ABIERTOS

ANALISIS ESTRUCTURAL

ANALISIS DINAMICO

PROF. ING. JULIO DAMY RIOS

SEP-OCT. 92
Paiacio de Mineria  Calte de Tacuba 5  Primer piso  Deleq. Cuauhtémoc 06000 México, D.F.  Tel: 52140-20  Apdo. Postal M-2285



W

| | - 38 -
-7 - | |

: La ecuacidn de la segunda ley de Newton no se puede utflizar
2n0CEMIS {ecuacitn 2.3 . ,porque s01o es apl Icable para particulas. Para encontrar 12 expresitn de la
i sequnda ley de Newton, aplicable a cuerpos rlgidos, supongamos Que el disco
-1 gira alrededor dei punto cerc debido a 1a aplicacion de un momento Mt, la

cuya solucidn ya €

x = X. €0S PL +-ﬁseq pT.

e travectoria nc recttlfrea de las particulas del disco, da origen a !a apa-
agriz % » D Ly P =J‘[i.“z‘a : ricion de la eceleracion normal y la extsiencia del modento torslonanta a
A3573 ! .

. i 13 aceleraci6n tangencial. Para una particuta situada a una distancia -
" - . k del origen, por la segunda ley tenemos;
: ~erfods sais ) . :
y ‘_.1. pertods 5 . .
250 o f © . dF = dn g, ...{2.102)

Ta Temr m— :

; | 20 '

l,’“f"'l“ca

!
i
I\ donde:

& = aceleraclion tangencial de la partlcule;
3 \"‘.)r:.r:‘.:ﬁés. da Torsidn. B

Vazmos up 2120 U

- b b Lhedl) i owe
P LAY - -
-

| 5i observamos el disca on planta tendremos (figura 2.6).
; .
2 muastra en e T1gurt 2.7

Lnfgrior (O S

oEr.e 1

j s

I

ll iA E, ¥ v

- A -~ | N o
V(= . _

4. velocldad angular
‘ ) ar = aceleracldon tangencial -
FieukA 2.7 & = aceleracidn normal
sonde: Se tiene entonces para la particula:

A ’ GFL a dF
L = Jongitud ae-la barra o | "
A= s.ﬂéfian transversal c2 12 barrd

n
E = nidulo ge «lasticidad de 1a barra | 1 tegr#nda e o N
ficiente de Polss ‘ tar
¥ = coe nto torsionante Jue produce una deformacion angular e m: .
= ROmE |
" .y roetira pruscamente. ‘
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Aismis por cinenitica:”
st s e - ¥
la ex;residn quedars: -
I's - .
Moe\ndn8pu (K 2aa) 4
e wps (yp

Chservamds gue:

Ht-lzzﬁ- .

Expresiln Ze la sc—"-"‘.;.: ey de Newton para cuerpos rigidos en rota-
cifn dunde fzz-aide la resistencia que opone el cuerpo a ser alelzrado anqu-

larmente, depende de como esté distiribulda su masa, y $& la conoce como @O~ .

dento de inercts dp mass, Ap!iqdems ahora este resultado al problena {nicial.

Se gire 2l disco un &ngulé @ por un momanto M, ¥ lubgd se quits

el marentd sGhitamenta.

El 615;0 ha giredd un fngulc @ con sentlds aat{horsrio. Observando
en plante se tisne {ver fig. 2.9):

4 (+)

=] A (posicion de Inicio del mov.tet,

A (postcisn de squilibr fol

FIGURA 2.9

@ . 40 -
vor la segunda ley:
Mt alzz 8
£] momento Mcr que act0a sobre e disco en tste . tiende a lle-

var al disco a la posicién de equilibrio, su sentido es norarlo. Sa magnitud
depende del ¥ngulo y de las propledades geomitricas-elisticas de la barre

G Jn
T ¢

Mer = rigidez & cesplazamiento angular
G » mddulo a cortante E
Jn = pocento modificado de tnerc_ll‘
Para barra de teccitn clrcular
o= _lx + iy
sa tiene entonces:
- !l!:.r s 12 §
lu% + Fsan
B %';!l" €.0

ecuacion de 1a misca forms que: £ + p*x = 0. Se trats entonces
de un mvlniento periddico, El periocdo serd pues:’

1. 20 lzz L

T

PROBLEMA 2.3 Conglderemos ahora sl slstm de un grado de 11-
bertad en el plano vertical (Cigura 2.10).
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. . - x
cicn actfa tratandy de detener el-povimiento de 13 mase. Su sentido es in- : El disgrana de cuerpo 11b o
verso ¢! de 13 velocidad, Es deb{da a la rugosidad entre las Vsuperficies 6n - primer. cuarto de ciclo (desde o1 mmr‘edde:la Masa para et primer tramo o
ccntacio. La magnitud de esta fuerza es una fraccion del peso de la masa, o masa por 1a posicién de equi L br 0 del movlmlentr{ hasta el paso de 1a
sea, . . ! r_o} se.muestra en 1a figura 2.17.
. : ) . x = { v = 0
F =uMd | donde 1 i —i- ol :
o o | ,- e )~
- M ef el llwmcy ceeficiante ¢2 Coulomb, Y su valor contrariamente a lo que ‘ ] —>Fa |
sz crez depande Ce ias surerficies en contacto. Entre mayor sea el irea de . Ter troms
CLALICLO mEyor 5 2l valor Jaray . Esto se llustra en la figura 2.16. : F1 ’
. . ) . . GURA 2717
— __._E:]._._ K . segunda Tey pars Cualquier posicitn de 14 masa es:
{a)’ (b) : S ' ' , - s
s ~ -A Ll F = ma
FiGURA Z.8 fas F, 2 ma
: donde F, es de signs n. -
. . o e33tivo cua; H
E1 ia figura "2 16a, e! Srea C2 contacto.es mayor debido & las (ECEIeracidn) X, etc., tiene signo DO:it.lvo uando 1a x, ¥ por lo tento i, x
Sejraidanss €2 it5 superficies y o) cosfizienten tiene un valor mayor que contrario a la velocidad, o sea ¥ viceversa, y £, tiene s1gn0
&) eoerzrpoalidats pors iy swperiicies d¢ la flgura 2.160. . -
L . . - -F. -_-kx_ ;. a of %
o+ La id=a ususl es quép es independiante de 13 superficie en R Fa s yu
tIntIcio, w2 sble Cepande de las caracteristicas de los materiales. Pero , ) 0 sea:
cor2 2aod 32 chsarvy, 2sids cavelteristicas feterminan el drez de contacto. ckk . 4 .
At pavs malirisles coos el €oaerate cuya superficie es muy rugesh {figura . s@g-™=0
2.9€2) ¥ por 10 tanis el dred 43 CuanagiD ef mzyor, se tisnen valores parap . p' 2
I - 4 + -
superioras & 1as que hay para materiales comd el acero cuyas superficies 1i- X . -,Fﬁ i} (2.1
sas disalnuyen e! Ares de contacto: : ' i Teve.
. | El coctlente & .es s6lo yn s1gno
ixpericentalmente se determinan los valores deu parz dos casos: ecl'""“o" 9iferencial lineal no homg. tnes s
cundo 12 masa estd on @ovimientd y cuando la masa estd en reposo. En este ' % 12 solucien rasaaea una solucign rt.icu" solucien se obtlene sumandg
Gitimo caso ¢omo no hay velocidad,la fuerza.debida a la friccldn actlaen el ’ Particular, .
sentido de contrarrestar la tendencia al movimiento.-Hay entonces, coefi- dicho El valor de F, Sleupre es cont
R . : . ¢ Mirario a
cientas estdticos o -y dinkmicas py . El privero siespre es mayor que'el Y 58 aprecis en 1 figura 2,18, - - la velocidad, como se ha

sogundy, AUl omploaremos py, . ‘
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i
Fr 1
(a) C};: \
e R |
] 29 trome i !
(TN \
ST B W g i {
ll < Ffa |
A .’?.r wromd B “
! N b el \ )
e | B Lo N
1 ! . |
. !__________--—-)‘
1 . . : 42 trome
i

FIGURA 2.18

5 £¥% tanie, 12 ecuacm'\ diferencial deve rasolvarse por parias.
A w""s de au2 al cambier la velocldao de signo {sentidc) hega 10
D T, Fo 2 nosotros se 10 debends canbiar cada vez Qué
J:.O " ""“:"“:2 f, :e". v?u;\. Sa gebe resolver 1a ecuacion por intervalos.
~hig 2@ $E" isc . '

l‘.a ‘|'1

By
b=

j4ac 62§ 719 y 29 tramos)
inteevaio d@ velocigat nagativa \l_ ¥

Fo
i+ D x= a-
i ' nociéa anteriormen-
ot or da 13 homagdred: %, = C, cos pt + C,sen pt. :v;ec: - O stante
?L N e propone ia safucian particular: da:
[9-21 ]
que'se dcten'rma al sustituir x, 20 1a 2cuecion:

’_.-A:‘;‘—-

1
Fa - -
0+ p'AE’- L S A
13 perticular es: 1 Fa,ha
. ’ Xy © P a K

ne 1a ecuacion

- 52 -

y 12 solucidn general:
.x=C, cos pL + C, sen pt +E=

las constantes C, y G, dependen de las condiciones intclales: consideremos
las sigulentes: ’

x = x,
et

is=0
entonces la solucidn queda:

x = {x,- r ) cos pt.+ F ""2".21

Se hace notar el hecho de que el perfodo no varia con respecto

al caso en Que no se considera sAortiguaniento; sigue siendd T = f:_“ .

Graflquemos esta soiucitr, tonends comd puntcs de referencia
1. } tinal del primer trsmo y 1 -% final del sesundd tramc.

. 2m F
x-(x.-;—)cospr ?E‘.'

1+ tiene que en el primer cvarto del <iclo {final cel 18 trams) la masa np
&232 gor la posicion de equilitrio.

. .F. 2l_l Fa 2F F
g (x. g—jcospzp+ ot Ti--(x.--?f-!

se tiene que en el sequrdd cuarto del ciclo (£1nal del 2% tramo) la masa no

se detlene a una distancia », , Que fue la amplitud del iniclo del movimjen-
to. 51no que esz amplitud ha disainuico en Z{L {ver la figura 2.19).

Para el intervalo de velocidad positiva {39 y 4% tramos) se tie-
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» .
Jr - s . .
, ' | - PROBLEMA 2.5 g B x, iCug )
E nto i
. nL\ : € Gué DOSICIon termin 1 ms 23 $ ctclos durard 1a vibracion y
) I . . .
Al . |
Fadle 3= o} : ands se llega 5 1a terminacign v 3R
v Y : €es en la Prizera mitag del 6% cicj del 5¢ cfelg 5 o ..E‘_ ¥ enton-
; . “10 12 ecuacitn deg movimiento quecy :
I : ; ] .
. } - X = (x._, A , cos nt F 3E F
2 wpF2rg ik . F + - [ - Yoy F 2F .
" nr2tad t'= 0 : . . FL -f' r’ Cog pt *EL.-'E“"CDS pt Q-E
: para 2n
F1GiRA 2,19 . ' T B 2
) : - ta T -T s 33 . X » EF-‘_
. . . . . para .
ns B2rd necesaris rasclverla pare conacer 21 mavimiento de la masa en ese - ) . LT . N
bor E BuRael e W . . : . - . . N
intervelo. Segin los rescitades del primer intervaio podemos decir: si con j ‘ . z°5 - e a ;‘— . {-_
y 2l tiemso i 2 entonces. después de haber : : ) K K
sideraros que 2l tiendo inteia al final de T/2 e ) 2F. POT esto en [4 segunda g 7
Lrotplurricr 10 o= TIO(R010 ¢izlo) 13 amplitud habrd disminuido en 2 . . tad del §o ciclo 1a ecuacion .
T reTarTIes 1 e : o Sin 25{9:1 t' = 0 : ‘ : oE el mdvinfentg Queda ;
ane la 3"?:::-’:. CJ'- i qua s 1nic1° el movimiento @5 l!-- T . . 3F . . ;
z2 tiene: X 2 |« "-"'ien t' = T/2.Con una translacion de ejes, se resuelve o & - %) cos e . = (_-’:it._-_'%l‘-_‘a_ ) cos pg . Fa £
_'.'.----- _..T" ) . ) i -r.-
pues, 21 problerz. i : Y com se pusde K
cialquier 4 ver el movimjento Y3 ™ varfa en funcion ga) t
AMGra si contanas @l tiempa tramscurrido desde que 1a masa em- ) 18200 1a posician % 18 particy1, es 1a misn; PO, Para
. ) o
r2vd @ mowirse 23 Prizer3 vez, ha transgurrido un tiempo igual a' T. Cada. X
c1cls ia mesa dizninuve su amplitad en 5{—5 {ver la figurs 2.19). Hacie;:: _ . . )
2 misna Lrenslicion de ejes se sabe el confortemicnto del sistens € £t Cuazign #hora, s1; " ;i: al Hegar 5} quinto cicto 2F,
domis intervzies, Al cabo de un tiempd 1a masa terminard Dcrrpafﬂfse- 0 de movimiento es; TRt . lae.
' R W n o
SCCRUSTE Cundd 31 f1nal de U “cierta cuarto de perfodo” (y=) 1a amplitud |
s2y iAcipzz Ca venter 13 Triccibn o cuindo 13 an:ihw‘!F:N cero y no ““T‘ X {x.- k& ) cos pt , ;"
o e § LFL] 3 . .
'.-eloc:.lea. Esre dltimg CASC se Mesenta cuando x. a0 = con vn mm.np L] ) Para T
de &, . ' ot 7 - g
Ast por ejempls si x,= ?.g.'i'-. cinco clclos tardard el amorti- - PR

, .
af S TN ch,
" - 2 - ‘
guzniento en “conerse™ a X.. Pues cada ciclo le "come 1—- ye fovimtento terting &1 12 pasicig :
: r : n de equilibrigp ge 1
4 masgy,
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derivando con respecto a "v* e fgualando & cero

200 - O 32Xy v e B B

feo e a2 nE oW
az 21 !i-\-§)_1+4(5-; (-p-f

’_".-‘"' vt A
('-‘(33 P*G(K‘} g

fotuziaeds tdrrises se tiene:

H (91 a .n‘,x

£} velzr sixiwe de B se alcanza para:

kY . N,z
ey

cuandn T 0 se verifics que Y-t
R : - © P

! f1\2
-2 “1'3 sord siempra maner 0 @ 1o mucho

prax
f/r 1! ol L S (.Ef we
{- (5) Y+4 .-'—-—z“—---’ 15]

2.3.1.3 FUERZA EXCITADOSA PERICOICA {COH SERIES OE FOURTER})

Se sabe que cualquier funciOn periddica puede exprasarse én
terminos de funciones parildicas sencillas teles-comd el seno y ei cosens
1a teorla que pasibllita dicha transformaclin es conoclda como “serles de
Fourter®. Tal tourla.como taabién se sabe, es mis general que la de lay st
ries d2 Taylor por el hecho de que @stas no pucden representar funciones
rE33ces discontinuas, mlantras que 1as series de Fourler st lo_pueden hec

FAS |
gj"‘*\’j

g{
!

i
3
i
!
!
i
;
!
|

ra ’
5 perisdica, utilizandn )4 series g

18 tigurg 2.3%. -

¥
FIcuRs 2 33
L2 funcisg i{x) ' e '
4 e series trigo
nosdtricas es ge | v
2 g :
CFxY =2, 4 g, cos ' | -
! ¥X + &, cog 2wx + + b, sen
ran wX 3+ b
- ' Sen 2ux 4,
ix . i | |
(x} -.g(a, €os fwx 4 g, sen iwx) : :
donde -

¢lon perladicy.

n
ren:m de serjes rigonacesryeys- de
181 (s1a Wort igusstentq ), "

g.p‘x-' H '
J?;ca. €os fut 4 p, sen {yr}

BN 2.6 Consicaresy



Scos fwt 7 (1))t = Sa: costiat Ot + S

. =77 -
feltd
u
F
9 & >
-F.
FI1GURA 2.36
F. = constante
T. = perfsde de lz excitacidn 1= éﬁ

Se bucca entonces, rasraseniar a la funcitn a través de:

...{2.15)

(23]

Fe (L1 = f_‘g,— cos Wt + }:D: SEN iwt
[ .

Parz-calouiar el vator de las " " multiplicasds por cas iwt

A .
{b; sz iwt cos fwtldt
[-]

.& [ = - - 4. A
NoudEn 14 235 dwiliT = 0

despajande & -

" e
)-.os twt 15 (1))t
L
Scas‘u'. €L
.- .

Se integ=a el denominador
-, -
cost it ot usarco la ideatidad
s .

quaéé: 2
S(ccs' twtlat » LYt e pho cos 2
L]

cos*x = % {t - sen 2x}

e e

- 80 -

_2ﬁ+| cos 21 2 1 ’
L YV o cos 2iw {0) ex

W
8 =

9
W

entonces

To
b ':.—'iF.(t) €os fwt dt

El pert 2 .
perfodo es T, » ;’-’ en donde w » %‘- entonces

2 ®
4 = T iF‘ {t] €os iwt gt

Demostraresys ahara que % =0 ¥

LI TPy

$ 20,12
Cuardo | = g |
a 2 s .2 T * '
-2 F‘!t)dt'-T[SF.d:f' (Zray.2 h

L -, PIRAERE 2 (3 NS
L2 T T 7 “
LR Do | |

Cunndo.l =n

2
% =3 \F{t) cos 2.
T.S:( ) 9% Nut gy .T,[SF-COS nvt de , SI-FC
. Ay =% CO5 nwt gt
v

2 .F, ‘
w2 {-* sen -
1 A« == (sen 24 . 2N nn))

I;-
siendo n un néery eAtero ge ‘nene-
o2 ,E '
- ® == F-
e T[.-... (0)-,,—_; Q) = ¢

‘e e ] Ci .Oll Irse g'ﬂl 3§ het seﬂ N+ 1a k k ro
d‘ r e 4 . ente
[
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’

3a.,® 2, %- [g—;— sen k- %ﬁ {sen Zn - sen kn)] « 0
2 £, TR :
FPE) ‘L(T—"ﬁ"'n Ty sen ne it~ m—rr;—_{sen 2{n + I ~ sen (n+ thl]
=2 L .F’ {sen non COSm + COS NW Sen w |} - F {sen 2nm cos 2u
T T w W v

+ €S 2nm Sen 2N - Sen nm COSH + COS nn senw )l = O

Otra formy de ver esto:

para SF' (t) cos vt o sea t =1 (figurs 2.37).
a » Fg . . ._

i

FIGURA 2.37

A Y

La integral represents el -drea comprendida entre 14 curva F,cos wt

y 18 abscisa x. Sumendo ireas pare &) primer medio'permdo (1/2) se observa
Gu2 es cero {parque A, » -A;). Sumando las draas para el segundo medic perlo-

do (U2 & T) se observa que da cero {porque B,» -8;). Como las funclones son !

periddicas, para ios demls intervalos de tlempo se siqua compliendo que el
dra2 bajo la curva es nula. Por lo tanto a,» U, fon un razonamlesto similar
so Ceruestra que los tamis valores de P son cero. Ya que se han calculado
1as va;oreé de 23;, se calculardn ahora los de ;. Para ello, se multiplica
la ecuaclon 2.15 por son fwt y se integra. '

ts -
SF, {t) sen jwt 4t = Ea; sen iwt cos iwt dt + g.h' sen’ lwt 4t
' ' o - .

]
Ta

como y& se dijo: Sa; sen IWt cos Iwt gt =0

-
: 3 .
m ademis Ssen'!wt dtafiosenZivt f T _ sen 2ivf. T
-~ o &+ nmnr— 1 ¥~ =1 o

f

(—=J

queds entonces: "

°-'i55 {t) sen 1wt ot

para nuestrg caso Felt) es 12 grafica de la flgura 2.38

t

FIGURA 2,38

Se observs que el .aree hajo 12 curvz en el intérvalo {0

iTa) es:

b
b, -[:‘r;i;sea lwt dt] 2. %}[- écos wt]""
.l%{"‘;‘“é‘j '%' 1.273 F,

lfara { = 2 by = ? {ver flg.2.395

FiGURA 2 .39

Se visualizy que A« -

£ {t) sen 2ut v @ntanc

, €5 ¢l -
=0y por 1o ranto p, » o - | drea bajo 1a curvy
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Analiticamente.serfa: _' : o - ' grafica muy aproximads a

12 de la ff '
lores para b se tendrs y gura 2.36. Tomanao mayor nimero de va-

1 1. M3 3proximacion
By g: sen 2w dt +S F.sen B ot « €~ 3 cos Zutl'" [ 7y o8 ZutI:J eien nayor.

: "h : Con esto estamos : e .
. en.posmll )
s Fufcos 2w 31 e 52 (cos 2w T - cos 2 n-& (-cos(on =0 Qilbria dingaico dad de resolver la ecuacion det o
o para i = 3: by 1 : . (v_er fig. 2.40) : : 24ty . Fé” '—Z-l’i—ﬂ’_“__lﬁ
m

F4 @\ ' ’ ) B
G P'AM’“ o ‘

FIGURA 2.80 . i

b, %S € 4t} sen 3wt e [%-SLF sen Sng 1) 2 < 3k . 624 F.
L] .

-]

de 12 rmisma maners concluimos que:

0
-.255 f.

Q !

182 F. .

.F-F’.P'F"

Considerando los slete prlmer'os valores de b; ,la funcidn de
12 fuerza eucitadora queda: -

¢ =1.273 F.sen wt + 0,424 F. sen 3wt + 0,255 F.sen Swt + 0,182 F.sen Mt

La grafica de esta funcitn es (figura 2.41):
F

i
™~

FIGURA 2.4
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- 8% -
10 . v ' Cer - |
wn-ﬁs F (3) sen p [(t - 1,) -3)d = =& e 0 15 - ) ) @
. o
1o 0gtsth. |
- 7 . cambio de variable
: nante results:
bracion para 2} estado permanen |
L2 vi . : ‘ (t-t)-2=u ; -dd=du
:-%&F(B] sen p (L -3) @3 | 7
. V ' | ={t-t)-u
Y sen g8 = F -3y e
--;58 F.s.enp{t.-al)_dasmpggsenp( ; '
7 ° k fljando limites
E riable l |

v tategrar se cambia de ve .. |

pers ioted , { Limite superior Bat.- ¢, . "0

.;a=u Ty -d3=0cu ' Limita inferlor 3 =0 ; eet -t

b 1]
' .
|

3=t - ; resolviendo 1a integral |
I. (-]
A _— i - FI o

fhicazas los lhnites d& intpgrocion serdn: 1 . E S‘:e,‘ pu.du ] [ N pu]’-“

iaite superior 3=t t o= t- v ';..u "t tee ‘ = =1 F.' F- {1 - cos pt] = .Fz- 78 {1-cospt-t)]

viiza fafiricr 8= OO Gat-uju=tl .

! resue\ tas las integreles par.-. los dos tmpulscs se hace la suna
. & . F. 1 ] | . F. ..
' ’%Ssenum TEe box=X, + %= g [ - cos pt] f—i—'[_i -cos p {t -t-_)]
. t i |
-.—..\-..asptlap-[‘l-cospt] :
[T

- -.El[cosp(t-t.)-cos pt]-{i-[l-:os pt{t - 1. )]
l.
mervalo Sl g | ; Intervalo st  (figura 2.47)
) [—— o
£ : ‘
L 3 »t - ]
1
. 5 .
F L———‘--ﬂ-— : >yt
) - ) Rl
FIGURA 2.46

Coastderando 14 superposicion de 1as 2 fases de 12 fuerza: FIGURA-2.47

X = Xe, *lepn




T

J —
(o) anI
: —t Iy
) = s
{b) R
-F. " -
(e} F‘I T ' T T . .
— — . ? ‘ :

Considerando 18 superposicion de los tres tipos de fuerzas

{figuras 2.4Ba, 2.48b,2.48¢)

x = x,l +'X_.l_" + X,' .

L'
z-g’ sen p ([t - ) 31 R

S F @) senD[(t t,) -314dd =
¢ integrando se-tiene:

1
o> ©P

- cambtando 123 varlab!e (e - t.) -3] por u,

%, f[l -cosp(t-t.)]

Superpon endo Jas tres grificas sé obtiend la respuesta del
ra del caso que nos ocupa.
B -cosp (v - )] eBU - cosp - :.1

x-%[cosp(t-t.)—cospt]-

sistera & 12 fuerze e:r.ludo

a “"cs p{t - }. - cos ptl - E&os p (L - ta) - cO8 pit - )]

- T - -

Y #ESPUESTA -POR €L 2LANO GE FASE EN SISTEMAS MO AHD‘RHGIADDS.

2.

i.ul‘

sistema de un qrado de

7o rrzible encoatrer 14 respuesta’ de un
Cotver eapllcitanente tx ecuacion diferenclial del movimiento.

HIR TR B A

fr 1o que slgue se tratars de formular y fundamentar el algoritmo para coh
seguirlo, sin considerar 1a existencia de amortiguamiento )

"SegGn lo viito anteriormente (
pag. 67) 1
fuerza constante F.es:- ? ) fa respuesta ante wne

F. ’ X

X = (x.- cos L2 k.

R') pt + 5 sen pt + ¢ ...(2.18)

e o que representa una coseniode defasada. La representaclén de
osentode en el plano de fase se obtendra haciendo las slguientes tran

formaciones a la ecuaci6n(2.18):

Derivar y dividir entre p

Ao, F.
B (x.- k—') sen pt + %‘cos pt ...(2.19)
De 1a ecuacion 2.18 sa tiene:
i F. (; _F [
F .- ) oS pt +b-sen pt (2.20}

Flevando al cuadrado y sumando miembro a mjembro.{2.19) y .(2 20)

s . o - , .
ot e fe ..-(2.21)
€1 sequndo miembro de esta ecvacldn es constante. Por lo que

2.
_( 21) guarda la forma de la ecuacidn de una clrcunferencia, -

(x-hfefy-kl'=«r
ferida 8 los :;::nies x;; i satisfacen la ecuacldn de una clrcunfereﬁcu re-
Tat clecunferen 1" y D: de centro (0;F/k), y de radto: J(x.- ¢3 + (=5
g oh onore cla estd ublelda en el plano de fase. Para trazar_lak-se lo;c'a-
calcular ) T a::n-el eje x (vertical) a una distancta E/k. W es ngcesario
adio; puesto que habitualmente conocemos las condiclories infcia

3



-93 2
/2

les x, y 2.; s& locajira con ellas el punto de la circunferencia correspon-
diante al inicio del movimiento t « D, o sea, el punio ix.; &/p). Coa esto
queds automdticamente determinado el radto. El dngulo que sublienden dos ra-
dios es “pt*. Claro, si uno de los radlos es el correspondiente a t = O y
e! otro es al que estd a un dngulo pt = pT = p(2n/3} » 2n , ia masa ha re-
carrido 18 trayactorie corresgondiente a un perlodo y 2std de nuave en el ' :
710 en Gue Inlcio el mavimients. Gon 12 proyeccion de los puntos del pla-
nd de fase sobre el sistema coordenado x-t (figura 2.43) se odtiene la res- .

puesta.

7 A

<'

<

[
4
ab—

FIGIRA 2.49

. Mo tanto en Ia respuesta -por lo demss. ya conocida- sino en 1a
cansiruccion del plano d2 fase, adquiere importancia lo anterior. Puesto que
si la-excitacion es ura serie de impulsos como en la grifica de Ja figura 2.50,

-
b
7
(. ]

v N Y

.

FIGURA 2.50

12 coastruccion del plznc de fase, que nos posibllitars encontrar 1a respuese
13) 5¢ puode hacer ce la sigutente forma: a 1o primera fuerza F, , le corres- -
“onderd enx el plano de fase un arco de.circulo -de centro £/k- que empreza

I .

&

JN

l" . I
I.

rd . ' .
I’ - .

- P4 -

et 0y termina cua_ndo ¢l radio Ha glradg Ply. Las condiciones fiua)
¢ este movimiento son las injciales Cuando empleza a actuar la fuﬂr:A i‘
A ta que, por ser constante se le puede aplicar e} *procedimiento” ge “'* \
terior. le corresponde en e} plano de fase un arco de ¢irculo ~-de centro :'n;k
Gue empleza en t « t, y terming Cuendo el radio ha girado Pt;. Procediend -
::n :: r:;:malm;lera Para el resto de las fuerzas, inctuso cucl:c;o Ff.a O s:

el plano de fase. ' ; :
cldn sobre ol Plano x—ta::lq:r:e;::; .se Obtifﬂe o respuesta cor‘: 12 proyec.

x

"" 15%,
2 FR
L3
:
."!
FIGURR 2.51

0.1374 g

() o P
) ~>t{segundas )
m. ,-._--..._-_...---———JO 183 sag .

'ha30Tonem v a25Ton
FIGURA 2.52

las condicionas Infclales da novibtento san:
‘ Xo « 2 ¢y,
ent o g

L » 60 en/seq.
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Obtencion de a frecuencia y del perfodo natural del sistema,

w 25 seq
l.IlI. '.a ] oy L 0.02551 ton ree)
pek. 292‘}_9.99. . 34.3103  1/seg
T= .25.“. = 0,183 seq.

Para nuastro caso el centre (de la primerd circunferencia) es:

£ . .
i—-.ﬁxlcm 1 h=0

£l punto contenido en el primer arco de circule es el de las

cundiciones iniclales
) Lo 60
£,= 2 em, M aim'\J“Tm.

Bl &ngulo que abt;e el primer arco de circulo es:

at. = 34,3103 {.086)  1.5785 rad = 90.4284°

. Centro del segundo arco de circulo

F. 20

£ heo

= 0.6667 o, .

Las condiciones iniciales en este seguento de E:urve es el olti-
mo puntos que oqupo la recta anterior; el dngulo que Yibrari esta fuerza es:

P (ty- t) = 343103 (0.1374 - 0,046) = 3,1359 rad = 179.677¢

Centro del tercer aroo'de circulo

e —

~U‘A‘.‘._.;:

I P A

- 9% -

3] punto iniclal de este arco de

areo anterior, circulo es el punto final del

la abertura del sigciente angulo es:

p (ts- t3) = 34,:‘"03.(0_ 183 _0_‘374) = 1.5685 rad = 89,6421

Como ya no hay fuerza excitadora, el centro sera:

F.

0 - .
r:mno : nha=0

¥ el sistema permanecerd en vibracisn libre.
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2.3.1,6 RESPUZSTA POR EL PLAND DE FASE EN SISTEMAS AMORTIGUADOS

Para llegar a la construccidn del plano de fase, patiramos de ia
solucion general para sistemas anortiguados.

x(t) = ¢ [{cos p't + Cysen p't] + {L . .. (2,230

derivando:

(1) = -ne**[C, 005 p't + Cysen p't] e™ [-C p'sen p't + Cyp° <.:us p'tl)

4

dividiendo todo entre p' y observando en (2.23) que:

x(t) - E—- = e [C,08 p't + Csen p't) ' ...(2.24)

se tiene:

AL Dotit) - 21+ €14 sen p't 4 Gcos p't]

! i_'()_r'._)_ + %r [x(t) - {'—l s C.sen p't + Cyc0s p't] f..(2.25)

5 Antes de 2levar al cuadrado y sumar determinaremaos las constantes
i
: € vC,. :

X=X,
fntaso
2R,

cl' X, = EF'.
G k- O )

Sustite'mds € y C,en las ecuaciores{2.25) y (2.24)
[ -

L}

()
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x .. 2.8
S ﬁ-'-,- + %.-{X-- %“)3 c0s P Y

1. et (- frglsen it e

Bl Lo - g - . 27)

:‘ r‘ -, 0 . Eyy sen prtd.. (2.
Ly F - Fo g+ (o Frixe

(ain) - ) =€ fix.- g") €08 o“ 5t D |

wamas & (2.26) Y {2.275.

flevanad 2l coadrall p SW

}i.-,-—{-—-r - - - .= - T =T - DR Rk )
X J + [ S (x. ﬁ]i ( za

] 'l") [X“) )] e -‘L( 'y D p ﬁ

! p . -

} casi todo el sequndo miembro

ate (Rs
(onsidarandd CORD LN constante { .28 se

e T 353 acyns T T A mbc l:.' Efnbl 0s de
}'. - ":t - ¥ s canLd ail \-'u'ad ﬁd aa - 1
fuE 7 oeriic2 . ’

X F. 412 LAt
i Dty - g7 RET

S - e R

Ty 8t A zeifn de un . ra \ L'!“ l ur 2.53 en coor-
& 1 ecueil d uha espl ‘ loga ! ca ( ig a )
a as ic . -

Dv-"xe 5 1v0 un e 210 Ce»alle. & ﬁll.la eOll\etII a"ﬂ.iti a
5 2 v u g g a ca l
- . -

o S .
acLacisn de 12 espiral 1ogaritaica es:
L=4 5% P ) ix] .

r.Re‘“'

F1GURA 2.53

ponde & es la variacion del apgulo

W
i) = fl
pero en nuestro casq, Mo podemds considerar que % 5@3 ! u,'fq:cue,,_
2 la variacion del angulo; 1a variscton del Angulo Jebe Ser e
b a v "
: s-ltlplicada por el tiespo. como se vid en el caso anterio mediante
cia

e VLT

-~ 190 -
) N

;fé.-':sfomaclone's algebrdicas podemos 1legar a la forma exacta de la espiral
jcgaritmica. Se tiene: ' :

P Re™s Rk R.e'*:."

de las vibraciones amortiquadas tenemos

Vp' =9 /1 - (-E_i.én:cnces
. ra Rfe'i:::’/'%ﬂ‘}:le'/%.—ﬂ. : .

fhora st podenos decir que:

n ) B
“:/—HEET‘ y
1 - ‘E)

.‘donde p't s es la variacldn del 4ngulo; y por esto ya tenemos |a
ecuacion idéntica a 1a espiral logaritmica. Entonces”x"y"i"satisfacen-l2
ecuac t0n de una esplral logorltmica refertda a ios ejes"x™y "[5'1 LU (xit)-{-'}]".
con coordenadas de centro (0; {:'} y de radio variable segGn la exprasion (2.29),
Tal espiral logaritmica ests ubicada en el plano de fase. Para trazarla se
localiza el centro en el efe x {vertical) ‘a’una distancia F./k. -Con las con-

diciones Iniciales. se determina el punto de inlcio del movimiento. Una mane-
ra de hacerlo es localizar el punto (figura 2.54):

.{2.29)

Dlp't

[x.; ili" g—r {x.- E')]

——————— tsd
Xe ﬁ/ﬁ‘
] Lt} .k
ik »pr * {nit) :’]
Lo n R
Flowaz.se 50 8T E
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Y73

: AR e ¢ el punto de coordenadas M (%%;_:—‘) : o resultd ser lo que “acompafia™ a p't en la ecuaciOn de la espiral lo-
sty forme es la sigulente: locallzem to estars ublcado sobre 13 garftmica, en coordenadas polares. Por otra parte, de las propledades de la
—yar fig. 2.55-. £l punto de Inicio da} mvimlt-lzﬂ apscisas. La interzeccion espiral logaritmica se sabe que el complemento de oces el mismo argulo que
.ov: haeizontal g unidades arriba del ele de aif-nncfa un 3nguis e ¢ forma @l radlo y la tangenta a la espiral y que acemis es el misno para t0-

For el purtd H_ . 2% dos 1os puntos. En estas condiciones, bzsten pGcos puntds para hacer el tra-
iR el Buned CoTrER e 75 dz2 la espiral. Claro e5td que desd2 al punto da.v"lsta nunérico esta forma
de de!emina'r el punto t = 0, & tiene ventaja alguna sobre el anterior. Sin
enbargo. desde el punto de vista de cultura ingenieril -seg?n la expr2sidn
del_insigr.e maestro Julio E. Tamy- se justiffca plenamente su exposiclin.

nie 3 t« G, Lor
.
ge ¥, Si enconirzemds o manzra ¢ savcer x .

<
jcemante deterui naoo .

gt e b raa'zarla au

. Ante la presencia de una fuerza excitadora constituida por una se-
rie de Impulsos, so deberdn considerar diversos arcos de espiral trazados
dasde su respectivo centro, tal como se hizo en ol caso sfn amortiguemiento.

El ejemplo que slgue deberd aclarar la eventual oscuridad que en
B 1 exposlcmn anterior, amable lector, puedas tener.

PROBLEMA 2,9 Resolver el problema 2.8 pero considerando que tie-

terstnzetén 8
tetarsings , ne mrt]guﬂmleﬂm. F“|‘°ﬂ, i
: ...{2.30 : o
U FUNN LI --') ‘e -r {x.- tz) ¢ . S . - 30 .08 209
LR T 20 0.1374 seg
Si sa tiene: tgo = ____3' L. 2 : ' :l 0 :(ugundos)
e § a——I}——_‘ -10 : [o 183369
* ) -}
. K {23 !
ooro valor de ¥ oserd: = tgou (X~ g} , 3
) S k = 30 ton/cm
' e Do, dooaqub: ! : .
be las expresiones (2.30) y (2.31) se ve que _tge 9 w : : W = 25 ton
2.0
. n- 0
@ = tg' %r mndlciones tniclales
2 . : en a
. Tomanda 2n cuenta que P 2P Y1 - (a/n, ) queda: o : 2.+ 60 ca/seg
n
o = 1g" e
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Caiculamos p'

aroz s 12 B e 3003103 0 - (0.1) = 34.1383
N ) / |

: 3 =00 S
p = 34.3103 = 1y H A,

caterninacion del punto conocido {condiciones iniciales)

f gy .3 s0.1005Cm
P (x. | S

EooETie en
i’ -
.0 . 0.1005 ; em 5.739%7
i %, =2 n tge = gv
s

=R
oL = 5.73917

]

I —
' ;-\

x| e _;;_
1 .
F-T | At} ncy o
!I‘_ H L_-:)—P-r-o p'[', I..
L N Y.
P -9.' e ¥

- Celcule del valer de R. @

(% - -—)‘+ [—1-+ {Xe- _)]‘- 2.11 ¢

R,=
R g, se va que este radio, es €l de una espiral logarlt.mlca; ;:e- X
o b ion de
o cospubs de un tiempe fgual al de un periodo, comprobard 1a ecuac
radio
t a0t : R_e"f-’
[

&ngulo después de un perfodo. Par esto

< e p' altera el
e s 1 fngulo sed el mismd

ce Gebe obligar & que despues'de un _per[odo e

- - e-n;t

e - @

s 0.1p =330}

|
|

21

[

e mre e
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Se sustituye t. = %.‘,'.

é"g - ét‘lfl
Ahora. si nada altera al dngulo: usaremos {ntervalos de tiempo de

t = 0.00765 seg.

g g U IVAnUOTe s oe

k'g:a't”21 . a 2.055 ¢’
R| = 2.1100 cm
R, = 2.0550 cm
R, = 2.0026 cm
R, = 1.9510 cm
Ry = 1.9006 cm
R' = 1.8517 o
R, -»1.803‘9 ]

El Sngulo p't del arco de la esplral logerluulca serd atectado so-
lamente por la varlacitn de 12 rrecwrcie p .

p' t-34)¢17(0046)-l57rau-8999"

la segunda parte de la espiral logaritmica comienza con el p{mm
final cel arco anterior, el centro del nuevo arco variard con la magnltud dﬂ
la fuerza y el radlo se obtendri graficamente.

F, 20 ton,

X .30 tonsia " 0‘.5567 (<] : hag

R.n 2.147 ¢cm {grai tcamente)

El angulo serd: p't = 341477 (13- t,}

p't » 34.1417 (0.0914) « 3.120 rad, = 178.8076"
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- 105 -~

T gl ~ 0.4972 4

Los radios variardn a intervalos de tiempo de-t = 0.0153 seg. /8 R: : g :533 é::
_ Ry = 0.1823 ¢

R, = 2.1£74 ¢m Ry = 0.3529 cpy
R, = 2.025¢ em Ry = 0.3045 cny
8 = 1.93:3 cn Ry = 0.3270 eny
R, = 1.8355 cm Ry < 0.3104 ¢
Ry = 1,742 ¢m Ry = 0.2517 ¢q
R, = 1.5535 cm i Ro» 0.2797 ¢y
R, » 15713 cm i Ry = 0.2655 cp
: i Riz v 0.2521 ¢

De ia misma maners que par: el arco anterjor: . L 0.2393 o

',i.-.-:}g.-o.aaacm 1 hoeD

R.= 0,756 cm -{gr&ficamente}

El é&ngulo total de la fuerza 3:
p't = 381417 (0.183 - 5.1374) = 1.5568 rad = 85.208°

en ¢l tramo 3 de 1a esplral logaritmica se dibuja para intervalos

Ga t = 0.00765 se3.

R, = 0.7350 em
Ry « 0.7355 cm
R, = 0.7125 ¢n
R, = 0.7602 o
Ry = 0.6821
Ry = 0.5646 cm
R, = 0.6470 o

Cuando se sigue trazando para esta grafica se tiene como centro de

arco el origen de las coordenadas.

e s

[ AN . ’
¥°3w he0

Y como punto infcial; el punto final del arco anterior.

Se trazard pers fntervalos de tieopo t = 0.00765 seq.



Nos interesa la matriz de rigidez lineal [k}

1 -k - T )

Calculanqola queda:

p—

3 &l

-11'—-\- + k; “k, R ' 0
k) = Xy kp+ k, “k,
3El
0 -k, ¢t ky
| -

Calculamas pued 1a rigidez de las barras.

X« EL . 3(0.0006;3) (g.:xto ) . 66.445 ton/m
k3 EL , 3(0.000675) (2.1X10 ) _ 157 6 ron/m
s 27 :
Sustituyendo valores en (K] ¥
16.445° .5 . 0
Ky - -5% . 00 .50 S
0 -5 . 275" B
L3 matl;iz de las masas es: ’ -
1.529 . O 0 . foses .0
(=] 0o 1529 o M = { o o.66e "
0 0 1019 . 0 0
Efactuando el producto [W)” K]
. 76.155 327 0
™ &) »{- 327 65.4 . -32.7
0 -49.05 203,558

17

.
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Dado que fmporta la browri:lonandad de las componentes de {1}
para simplificar las operaciones numéricas del proceso ltérativo. dividimos
. - .
los coeficientes de (M) (k] entresz.7. . o

: "2.3289 Rt .0
WU e 2
' 6.225

o' ‘ ©-1.8

Empezamos a iterar. De antemano sabemos que vamcs 3 obterer el
G61timo modo. propongamcs pL.es un \ector {'x} que pensemos se asemeje 3

este. . . - N
a4
SRR (IR
x, 2,388 -1 1 4.328
LR Al b 2 |2} l
6.225)] 1 9.225

x; 0 -1.5%

" MSs que los valores resultantes -de la lteracldn nos interess la
proporcionalidad entre x.. LT I dlvidams nues cada miembro del vectcr
entre x,. :

_ | 1.00000
I = {-1.38603
R 2.13103
' Con este vector entranos a la sequnda iteracion. stgulendo as§ has-
ta encontrar uno que | xt = A~xd.
" KOTA: el simbolo = denota proporcionalidad. R

T 3.71493] 1 100000
Py ()7 (3]} - ‘-s.%awl- .-1.53902|
4 o 15.34470 413054
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. ’ 3.91792 1.000C0 20
Il . ) ~ _ ‘ .
{*} - ‘l‘] {5} ‘2133333 . f:gggjl ; Con el coeficlente de Rayleigh determinamos la frecuencia cuzdrada
. ' .. v - o -

: ' . 4.4495@} 1.60000 _ : 1.00000| {116.445 -50 o 1.00000
‘%] < M [K]) { %} = =12.41250} % -2.78%61 ' . ] _ -8.23992
{4 { %} 12.41250 m_msoi ' .a.23992} [-50 00 50 02

.- . (x) £ _f18.3790] Lo -56 207.5] 118.37520
“5.11851 1.00000 3 ¥ " T ] 160000
{2} o pn3* x3 {%} «  -vaaeel s {-3.38s0 © P g 8§ rcoonof fasze 0 0 T
: 71.08750 13.56840 e -4,23992 o . 1.529 0 -4.23992
‘ S : 0193 | [18.37900
: 5.7140) 1.00000 ] 18.37900 ) | 0 0 1.0194 ]
{%p = oka ) - {-21.658607 A { -4.02000 . - 50221 .6
4 . . ) . . 3:3-35] * . *
{"} L 1y 18 &.11906 ) 1.000C0
A% ey % - -24.57990) = { -4.07000 - ‘ .
; { } 105.40400] 1723470 : El perlodo de vibracifn serd:
B . f o1, - .
5.13480 | v.oo000 ! L2
{‘x} = [M1” k] {"x} = -24.26480) = -t.laaool ! n T 0.428 seg
113,25400 17.83830 ;
: 8.48560] . 1.00000 ; ;
{s“ - INT” [K) {'x} - _27. 11210 = °"”3-”| El tercer nodc_»_ normalizado quedard:
! ’ 117.24900 18.13370 Tt T P
‘ _ : 1
. : . 6.55208 1.00000 1.00000 0'05. 7528
IS I {™-- .27.52000) == { -4.21953 , P'v} « {-a.23992} v 373,357 = {-0.2194220
. 119.17200 1 18.27220 i o 18.37900 . 0.6511750
" } ' . s.5¢823 - | 1.00000) i DL e , .
"X} o= (M1 (kD Px} - 27.70120) = -4.23173 g o’ - !
! 120, 07400 1833400} . ) Estanos en condlcion'es de obtener el segundo modo. Propongamos el
o : . i siguiente vector. i '
6.560484 1.00000 : . ] -
i) .y [x) ["x} - .27.7%970) =, { .¢ 23735 A
120.49100 184236500 . ] 1.0
| fxf - {05
6.56425 1.00000 .
) sle1 fk) {*x) = {-27.84060) = . { -4.23992 . 0.5
120.48400]. ] 18.37900 Vo o
{"} es muy parecido a |} . Tomemos pues & |"x} como e} tercer Dado que el proceso 1téfatlv6 nos Ilevars a) tercer modo. para que .
ods : esto no suceda se lo quitamos. ‘ :
T e 1.-03000} ) . I : 110 0.0517528
L 10 ~4.23992 : TR | P P
| { ! : 2992} _ i =" 105 }'co { 0. 154280

0.5 1 0.9511750
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. -+ i .
a.cssasf  [1.s29 o o]
6, = {-02se2e0}) o 1529 0 [1-0.5
5,951173 0 0 1.019¢]-0.5

L = - 023793 : . o T

Dfopuesto‘s!n el modo 3 quedard:

1.012310
$3xy = {-0.552209

fntences 2l vector  {'X}

- 0.273655

Con ette vector ertramos a la primera fteracidn para obtener el se-
sundo mods. Bado que en el proceso Iterativo el tercer modo tratard de apa-
recar. tandreses que estario quitands constantemente. Para una convergencla
ns, résidz io haremas en ceda iteracicn.

' 2.90979 | ..
Ieje 1™ 121 {30} - |-|.mos| ~
~-0.87538.

H...te...cs el tercer modo .

-0.83339

. 1.00000
-0.20084

1.00000) - 0.0517528 1.00000
fix} = {-o0.63339} - (-s. szor::o'ﬁ - 0,219428 } = {-0.6334)
, -0.30084} . 0.951175 | . . }-0,30078
e a 2.96232 1.00000
1y = 1™ [k I} - 1-1.96605) w{ -0:48348
-1.92223 -0.31132
Quitamos el tercer nodo ) '
. \ ) 1.00000
g}« {x}) (-8 0184010720 {Iv} . {- 0.66369
. - - 0.31128
- 2.99261 1.00000
Pxpetn™ () {3}« - 20007 - 0.4737}
- L - 0.94859 -0.21479
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Qultmos el tercer modo

u o o

r . '

g T . 1.00000
{'x} {‘x} - 1-6. 3sax1n"i {v} _gg:i;g

3.005%0 1.00600
= K X -2 03813) ={-0.47804
rx} [“1 [ ] L } 0.93073 -0.31829

El vector {‘x} es muy parecido al {*x} . considerémoslo pues
‘como el segundo modo,

| 1.00000
“{™} = {-0.67804
-0.21629

. Obtenemos la frecugnc!a cuadrada

4 : - .

raf (k) 1rxd, 229.536 _ o5 3474
pi Al oy TS
2m
Y el perlodo serd: T,» 5= = 0.633 seq

b

El segundo’ modo normalizado es:
0.654571

, - {'v} Jrx} vfix f' ] Txis ‘- 0.443828

- 0.207032

Estamos en cnndtclones de obtener el primar modo. Proponemos ei
" sigulente vector
7 ! .. 1
{'X} _:" 2 |
I

Para que no converja hacia el sequndo o tercer modo se los quita-
mos, 1o cual hacemos con la'expreslon:

@) - v ey o () 40xy
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Ravleigh nos dice que s cargamos la viga con 1a fuerza estitica,

sracidn se perecerd 2! primer modo, por lo tanto este vector IF}

ar: ripider ente hacle aill.

T T

-t ( »
*
i ll)

s Gue encontremos en 8. C. y D seran {xy .o

r3 tien. si vamos a tener que medir constantemen-
conviene usar un método que nOs permita hacerlo
ratodo de la viga cenjugéaa. Este fatodo nos di-
un puntdb de la viga es igual a] momento que produ-
4a mamentos dividido entre El. Entonces

14,271

'—'—’—l“’_'f"__js.ow
yr
hir T 3 0‘
. NTla
$5.057 .
a8
ot V/Eled
TR ; i 219290
" .c107
ie,271 ‘ 15,291

21 Erpdlramos vy hacemos sufa de mORentes, par ejemplo, en el punto
favy oz 7emanias Cividico entre £ My Serdn los desplzramientos
cunto. fuend. GeSa gue 2510 rosulta labarioso tanbien {debido a la
ari2ad cel d\agrama,. por el método de Newmark. la carga distribuida
::9';cprosenta el diagrema de momentos, la ‘vamos A transformar en Carga con-
{p,) en los lugares donda vamos 3 medir los desplazamientos. Esto

caey 2ividientdo el ciagrama en las dreas L. Il y 11! considerdncolas como

an la figura.

~)

22

-~
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Pc, Pay Pe, Pa,

W= MUJEL
=W M.IEl

Cuando el diagrama proviene de fuerzas concentradas. las formulas

que da Newmark (facilmente de deducir) para encontrar las fuerzas equivalen-
tes son:

P,

Tt

[2H+H,] \

ol

!
P, =5 (2W, + W.)

z

Entances el dlagrama M/E] convertido a cargas concentradas quadara.

18,201, IS 131 12.183 8.284 15.29) 7.641

Pe\[. \!’ l lllElcd

A B c o

‘.

Encontrando los cortantes Gue producen estas cargas.

Ve 18,200 455146 . 69,002 , 1/Eled
A 1 C 0

Con esto encon;raros los mcrentos en los pudtos B. C y D que por

viga conjugada serdn los desplazanlentos.

. 0 4. 443,933
Meod B _6'0_3 236,682 4 HEled
A 8 ¢ o

Luego pues. y dado gque lmporta la proporcional idad entre x,. x; y x.}

54,603 1.00000
{'x} = {236.662 | *{a.33425
443,933 8.13021

Como se ve, {x} es diferente de {x} . Sigamos iterando. Ahora

cargamos lz estructura con: !
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4.0770
{7} o [2) '} = {22.0916
' 41.4397
4.:1?7 ' 72.0914 _ “"I”
67.608G3 l 63.52130 ' 41.43970 l
31.20920 378.444C0 12431900
.38100 54.27360 17.82890) 124.31900 01/Eled
19330 %5.95400( 84.25070 59.95400] 124.21900 62.15900]1/E1eq
110, 49800 290.70300 474.97600 1/Elce
331.49400 C 1494.21000 2919.23000 1/Ekd
331.49400  11.00000 4.07700
{x} of1492.31000 {4.‘50730 {e} =f22.97620
2919.23000 8.8C430 44.88570
71.93890 I 47.88190 1 adeesso ]
.92100 £06.10500 13445700 . 0
19120 ' 58.24020 19.31150} 134, 65700 .. OV/Eled
.31100 102.52400{ 92. 52830 64.57560] 134.45700 67.32530'”5!:-!
118,31100 311.47500 © 510.90800 1/Elcd
35¢.93430 150144000 3134.3600 1/Eled
254.9340¢ 1.00003) . 4.07700
{x} afrs0rse000) > {4 51249 {7} .«23.00200
3132.25003 8.83083 " l4s.0r070
72.GE790 l - 48.01090 | 45.01070 I -
.33500 407 57600 135.03200 ' 0 i
.39289 58.37970 19.36530] 135.03200 01 /Eled :
.53230 wa.enool 93.74580 64,74020{ 135,03200 - 87.81800] 1 /Eld
118.58430 212, 41080 $12.18300 VEld i
355.75300 1605, 40000

355.75300; 1.00006
b <1 hs05 s0000) = {4 51227
3141, 9s000f 8.83182

teoo vemos  {*A} es muy parecido a {X} . consideremos pues a

{2} coms el primer modo. Con el coeficlente de Raylelgh determinamos p'.

. iPerc que es (k)] x} 7 Pues las fuerzas | F} que
gularca los desplazamientos {'f} _ Entences -

3

145,950 1JETed |
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] 4.07700 '
[x]i'x} - ! Eg:g?gggl El., /355.753

(k}{*x} se tiene que dividir entre x,= 355.753. dado que hemos
dividido ios desplyzamientos |'X} entre ese componente del vector.

S (3
i (W) tad

46368.8
s05,325~ * 79-910 -

T.= 2" . 0.7028 seg

Y el perfodo es:
P

El primer modo normalizado es:

0.044479
{'vi « {0.200728
0.392837

Estamos en condiciones de obtener el iegundo mbdo. Propongzmos
el siguiente vector '
| 4 |2
X} = (.2
. 4

Dado que el método converge el primer. mode. para Gue esto no suce-

da se lo qultamos.
o 1 0.04448
{x} = {-2} -c, {o.20072
-4 0.39284

c.-‘ |wf’_[n]{-x} . -9.37462'

Por lo tanto el vector {‘.X} sin e! pricer modo sera:

L a88

5.86762
-0.12110

{r={u)g ‘ﬂ -{-0.09225
1725
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5.88762 0.0922557 o.ﬁfi:l‘
. v I !
5.15312 -0,709502, -0.61725
10,72440 -4.48975 -1.85174 , )
1.54465 - -0.67257 -0.26558 -1.85174 01/Eleqd
1.21336 0.10075-1-1,07380 -0.80244] -1.85174° -0.92590|JlEl:u
1.21038 0.27332 -2,41589 V/Elcq
3.63108 4.58035 -2.67030 140l
3.67198 1.00000 4.07700
"'} = ¢ a.5803s +.26143 {F) =| 6.24950
{-2.472323 -0.73540 -2.74835
|
l PRI .I 2.68114 -3.74835 "1
19,75400 -0.52047 “11.24510 )
2.432%8 -0.07484 -1.81260f -1}.24510 gl/Eicd
1 2.77564 1.34184 | -1.17282 »2,200001 -17, 24510  -5.82250 lfilcd
! 2.75564 2.49z84 -10.48220
l 8.38592 - 20.23830 -11.2004 lIE1=d
8.33892{" 1.00000] -
fx} =l 20.23830} ={ 2.41307
-11,20840 - 1. 33441
Quitancs el prizer modo
- T 1.001148 -
{’.x} a{%} - t-0.028171{ v} ) 20416252
‘ -1.326268
. | a.ceispnf
For 19 tanto: LRI x} = {12.325800
-4.759990
i
e e e e e e .
1 §.64752 i 5.56384 -6.75999 ]
j2h.3zels 1.98321 -20.28000 Q
4, 42817 C 0.2¢444 -2, 90840} -20.28000 oV /El?
i 4.5713% 2.20503 | .1, 55967 +-3.68823] -20.28000 ~10.4000] }/Ei%¢
I L 57739 5.51979 ©-18.44850 byl
! 13.75220 35.81120 -19.534p MEI
! .3 73226 1.000001 4.97700
R i &1120) =7 2.60733 {r} ={13.29210
19, 53460 -i.42251 -7.250585

gy

17 - 23 -
w 10.11860 l 504158 | -7.25055 ‘
w [32.77020 2.41458 -21.75V70 0
LEL | 4.69966 | 0.34429 A3 11948(-21.75170 O1/Eled
P | 4.87280 2.69811 |-1.81793 -3.92840] -21.75170 -10.8740)1/Elcd
v 4.87280 5.95097 -19.72910 1/€1ed
»e 14.61840 38.42220 ~20.7650 1/Eled
14.61840 1.00000
{*x ’ 38.42230} = { 242035
R 2074500 -}.42048
Quitamos el primer modo
_ : 0.998839
{ix} - fx} - lo_ozsuosoli'v} « { 2.823012
-1.430720
i a
4.972270
Por 1o tanto: {F} = {13.370000
J -7.292380
vr 1014990 - ' 5.07742 -7.29238 I
M- | 32.88300 2.43335 —21.87710 o
WEL | 4.71s83 0.34897 . -3.13745) -21.07710 01/Eled
Pe | 4.89032 2.70889 ‘-1.6;634 -3.95062] -21.87710 T .10.9388 f1/E1c2
Ve £.89032 5.97087 -19.85690 1/Eed
M 14.47100 38_54440 -2Y.0143 1/Elca
14.67100 1.00000 }
{*} ={ 2051400 2.62794
-21.01430 -1, 43251

Se ve que { X} es muy parecido a |*x} . tomenoslo pues como el

segundo modo, Calculamos 1 frecuencla cuadrada.

[} x} €1, /14,671 el

g'xt ) bx} |
x4 (] {'x}

E) perfodo sers:

25909.017

7891.437}. .
-14131.518

2283 1934634

2n

T

= 0.142 seqg
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N El se"ﬁndo mdn nomallzadd quedard:
T TN 1 1.58060 0.141795
{re) o {2 6273 ﬂ*xf’[u] - ‘ 0.372523
-1.4325! -0,203123
Podemos ccnocer ahora e! tercer modo . Propongms ¢l siguiente
vectar:
“11.00 vr
{4 ={-0.50 wr
) 0.25 WEE
: . Pe
) ' ! ’ P ¥ © Ne
para que nd cenverja al primero. ol al segm_\do lrodo se los quitamos. e
ts ¢ual heremas con la siguiente exprasion: e . i
V . ) .I T ‘_ |
B AR O IR A Dl et i
© . To.9co%2  -0.314816 005774047 1 1.60f | 1.08181 }
Jax §.j-0.250816 . 0.C86318 -0.0161133 | {-0.50}=1-0.29930
¢ 06185.  -0.016113  0,0031180J ) 0.25 0.05502 |
) o ;
Por lo_tanto: - ' . !
o Ue..u |-teea) '
- M =¢-1.525 o - - . e 3 !
R 0.280446] . Ce N
o - a.)nns: 15288 o.:jm. ‘
4 i il -
—
) | |
v |- 314344 -1.24510 : 0.20043
M | 5035724 P _4,13%07° 0.94134 ° : o .
WiEl [0.75329 . -0.39259 0.12086 | 0.84134 1/Eled
Pa LG 47140 0.20745 | -0.71102 -0. 23435 0.84134 0. 420870] V/E: =
ve ©0.47150 -0.44897 . 0.15782 e
Mo 1.41448 : -0,38138 0.091187 MEE?
I I 090000
{'x} #{-0.20138 -o 269624
0.091V7 o.omsz

Y

.

- 235 ~
° Quitasos nuevaaente el prisero ¥ segundo mado e o
. S 0.9983548 -
R A R TR R O L {1} = {-0-2762%
0.05073)
N 1o coa L i ‘ _ 4.ornso|
r lo tanto:. ’ Fla (WX = {-1.408250
' . . : 0.258578.
2.97148 ‘ -1.14987 ] 0.25657 —]
4.98147 -3.82297 _0.77573 0
0.70867 . -0.54828 0.1125]0.77572 Q1/ETcd
0.43454 - -0.19393 |-0.65¢85 -0.21717 | 077573 0.387840}1/Eicd
0.43454 -~ C o 1-0.41824 ' 0.1423) 1/Eles
: -0.38134 0.045598 1/Eled

1.303810

fodemos considerar pues 8 |

frecuencia’ cuadrada.

Y [x

_':. ) ﬁ-

"]_ {.“_ ' -

%} como ‘el tercer modo. Calculamos 12 °

88766.856

R B [x]‘{-x;.sltgii.mﬁ%s: = |-3gg;z.229l

9.229

A} 975837
TABYEZ

€l perfodo es: Ty= %?. « 0.0426 seg

-, — - =l tarcer wodo - norualizadu es: .

S -v;-rxivrrﬁﬂ-—{

rs

= 21774.688 -

-0,130936
0.023769

472315‘ .
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I SECUND'J MCDO -
0. 3o0
: -” i
' . -0.289 '
o= 230,722 p, = 1449067 - .
- T,w2u/p, = 0.413 seg T = 2n/p, = 0.165 seg

* . -

H3tricialmente:
e o 0.258  0.36
B .m .02 -o.zsz:l
" sabamas ques: ’ Lo i
) [vl{vmi
fz2r o tanto R
T i Dy
%} a [rifce)

3ustituyendo en a ecueciOn de movimiento

DY« DN - el
R v} + MYl - {8

Para desacoplar lo= modos premultiplicames por [Y

T TN - [vff.n}f,v:wnn:- o7t e

T

giioneas -
[et. o"'] vl n m‘ [: _ u.:oz] ‘m sen 20t
+ “
Le | S m} lo G (t) 360 -0.289) | 0
% bdisa: )
p% u, () + ii,(t) = 2.58 sen Z0t vea (1)
Py Uy (t) + U; (L) = 3.6 sen 20t .o l2)

T.a son dos ecuacionas diferenclales lineales de segundo orden ng
szi7, Gu? se puaden scluclonar lndepcnclentenente Se sabe que la so-

iLlion Rumnainoa para estas ecuaciones es: u,= €, cos pt + C, sen pt

yh-

A

- 263 -

la solucion particular a la 1 es: )
. uy, = 2.58 A sen 20%
entonces: . -
0, = 2,58 (20) A cos 20t
Uy, 5-2.58 (400) A sen 20t
llevando up, y U, & 1 encontramos el valor de la constante A

230,722 u,(t) + G, (t) = 2.58 sen 20t

230.722{2.58) A sen 20t - 2.58 (#OO) A sen 20t = 2.58 sen 20t

Am --000’59

La solucldn partlcular serd pues:

Uy, = 259 A sen 20t = -0.01522 sen 20t

) . [
La solucidn 2 12 no homogénea, es la homogénea mds la particular,

Entonces la soluci6n a la 1 sers: .

u,= €, cos Pt + Cysen p,t - 0,01522 sen 20t vel{3)

Protediencs ¢z 1a mismz forma con Ia 2 eacant rem...s su solucitn

Uy e C,c08 Dot + G sen pt + 0.00343 sen 20t ...(4)

sustituyendo 3 y 4 en {X} » [¥]lu(t)} encontramos 1a respuesta
de las masas y en consecuencia de la estructurz a la fuerza excitadora.

Im '{:::: -nzaa]l }

%= 0,258 u,.+ 0.360 u,
X = 0,402 u, - 0.289 u,

0 sea:
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480 190 550 150 480 110 400 120 200
d ¢
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Distancias en melros

FIG 2 "GEOMETRIA Y CARGAS DE

(@
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LA ESTRUCTURA

£

Pila

TWIN =

Diametro, m

1.12
1.48
1.74
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CARGAS EN TONELADAS

"150
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INTERACCION SUELQO-ESTRUCTURA

Agustin Deméneghi Colina
Profesor de MecZnica de Suelos
Facultad de Ingenierfa, UNAM.

1. Introduccifn

lLa cimentacidn de estructuras sobre suelos de mediana a alta -

compresibilidad planfea. el problema de determinar les hundimientos’

totales y diferenciales, asf como los elementos mecZnicos (momento

flexionante, fuerza cortante'y fuerza normal), tanto en la subestruc-

‘tura como en la superestructura, ocasionados por los hundimientos -

de"la.cimentacitSn. Estos valores dependen por un lado de la compre
sibilidad del subsuelo y por otro de la rigidez de la estructura. To-
mando en cuenta que en los anflisis estructurales convencionales se
considera en general que la estfﬁctura estd empotrada o articulada -
en su cirr_mentaciﬁq, 0 se supone una presidn de contacto uniforme, y
que, también en general, el cflculo de hundimientos del terreno se
realiza considerando la cimentacifn cien por ciento flexible o total--
mente rfgiﬁa, lo cual e-n ambos casos (estructural y de mec&nica de
sugloa) dista bastante de la rea.lidad, se ve clara la necesidad de -
desarrollar métodos de anflisis. estructural que tomen en cuenta los
efectos de los hundimientos y que, al mismo tiempo, permitan calcu

lar los valores de estos (ltimos.

' ]
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' © " Para ilustrar lo anterior,, hagamos algunas consideraciones so-

"bre la distribucibn de asentamientos y de esfuerzos en algunos ca--

sos sencillos (Judrez Badillo y Rico 1976, Pozas 1980);

Veamos en primer lugar el caso de un £rea uniformemente car-
gada y totalmente flexible. Debido a su flexibilidad, las presiones =--
que el &rea cargada transmite al.suelo serdn idénticas a la presién

( sebre el drea. Fer etra parte, el asemtamients me 'serd umiferams, )
.:.uniformevs_ino‘»qu_e._:!:endréf“un-valqr miximo al centro, del 4frea carga-

s

2 da y menor '_er_x,'la_pgri.f"eria, adoptando .una ley similar a la_que se -
muestra en-la fig., 1:1 (si es que.el medio cargado se supone lineal-
- b UL e : i * L
mente ‘eldstico). - L e

En la préctica, el asentamiento inmediato debido ‘exclusivamente

T

a cambio de forma (es decir, excluyendo el asentamiento por consoli
dacibn) de freas flexibles con carga uniforme,

- -

“apOy.zida.s ‘en arcillas
saturadas, adopta un perfil similar al mostrado en ié parte a de la

fig. 1.1.

En cambio, .cuando el &rea flexible se a.'poya.‘ en arenas o gravas,
e . . )
el perfil se parece a los mostrados .en la parte b de la fig. 1. 1, -

r. - .
ya que los materiales gruesos poseen la propiedad de que su rigidez

aumenta con el confinamiento, €l cual cobviamente serd miximo en

" la zona que ests ba’jo el centro del 4rea cargada.



xi8n de los diferentes puntos y dividir la presifn unitaria entre la
deflexién media de los mismos puntos y asf poder tomar un prome-
dio de los valores obtenidos; o -biEI::I, transmitir una breéitsn total
_conocida sobre el suelo por medioc de un c1.1erpwo. rigido '(tal como

., un blogque de concreto), medir el desplazamiento y calcular la re-

~lacibn entre la presién y el desplazamiento (fig. 2.2).

En ambos casos, los procedimientos invelucran un factor arbi-
tt:ario, -y‘a..que se reemplaza un médulo vari.able_: por un valor pro-
medio, el médulo de ‘reaccibn del suelo Kg;. Las dimensiones de Kg
son .

.P ‘Kg

, - 2.1
. Ks g | e . (2.1

El valor del miédulo de reaccidén Ky depende no solamente de la
naturaleza ‘del suelo, sino también del tamafio y la forﬁa del £rea
que soporta la carga. De aqui’ que cuando el valor de Kg es selec-
cionado deber4n ser considerados todos los factores mencionados en
el pdrrafo anterior, ya que influyen en su determinacién. Ademdis,
‘e-I \}?.lor de Kg no es una constante para un suelo dago y ia_. rela--

cién expresada por la ec. 2.1 representa dnicamente un modelo que

se asemeja al comportamiento real del suelo.

Veamos un caso particular de la aplicacién de las ideas de -
Terzaghi (1943) a una viga de ancho unitario, de longitud L, de pe-

ralte H y sujeta a una carga q por unidad de ancho (fig. 2.3}, 1la

+ \
f \/




cual descansa sobre una superficie horizontal de un medio eldstico.
La viga soporta una carga q' por unidad de ancho, a la mitad de -

la misma.

El asentamiento estarf determinado por la ecuacién:

Bajo la influencia de la carga, la cimentacién se flexionar4 y

adoptard la posicibn indicada en la fig. 2.3. Sean:

E = mé6dulo de elasticidad de la viga

BH3 - : . '
1 =5 momento de inercia de la seccibn a través de
la viga. '
V = fuerza cortante vertical a una distancia x del punto me-
dic de la viga.
r = reaccifn del terreno a una distancia x del punto medio

de la viga (presién)

agsentamiento de la base de la viga a una distancia x del
punto medio de la viga

N
T

e = base de los logaritmos naturales.

La variaci8n de la fuerza cortante con .la distancia x es:

- gz =T = S KS ' (2.2)
dx



De acuerdo con la teorfa de momentos en vigas, los desplaza-
mientos verticales de la viga, con referencia a su posicidn origi--

nal, se determinan por medio de la ecuacidn:

dv_ = K = . EI dt$ . {2.3)
T dx 5 s dx

cuya solucibn es:

S=C cosh $¢ cosSt + Co senhsa sen.)r\). + C3cosh52 sen 42

+ C4senh52 cos §2 (2.4 a)

donde:

(2.4.b)

el cual es un n@mero adimensional y C; a C4 son constantes de in

tegracibn.
El momento flexionante corré9pondiente por unidad de ancho es:

EI d2s
B dx2

M =

-Las constantes de integracién C) a C, deben ser determinadas
de modo tal que la continuidad y las condiciones de frontera se sa-
tisfagan. Estas condiciones son las siguientes: a la mitad de la --
longitud de la viga, x=0, la tangente a la lfhea elfstica es horizon-

tal y la fuerza cortante por unidad de ancho es g!/2. En los dos ex



tremos de la viga se observa que el momento flexionante y la fuer-

za cortante son iguales a cero, x=L/2.

Al combinar la ec. 2.4a con estas condiciones, se obtiene la -
expresién para calcular la reaccién del terreno a una distancia x -

del punto medio de la longitud de la viga.

R PR .
= JRL e 1 : )
r=% Ks =72 senh §? (tsen 8¢ | {Sen 3 Senh(ﬂl 2 )

-senh 5C éen(S?l-$2)+ Zﬁ:oshﬁ cos é cos( 1 2

2
+cos .Q. c_:osh(iz__; ) R )]}

y el momento flexionante M a la misma distancia por unidad de

ancho:
M = _‘1%—‘_ (cosh 52 cos 32 + senh 52 sen S - senh 52
4
cos 52 -cosh SL sen %2 -Dcosh P cos 52 +Asenh_-_Q-
. sen 32 ) | o . . (2.9}
donde: _ 4 4 '
o 82 = x| /KB, =L\ /KB
. 4E1 4EIl
T

A = 2+cosﬂ1.- sen-S?-l + ©
: senh ST, + sen 42, I
D = _cos %1 + senSR1- € 1
senh 32, + sen 511

Como la reaccifn del terreno r y el momento flexionante M son

m&s granaea bajo la carga a x = 0 ¥y 5 = 0



a

. Vemos entonces que para resolver el problema se requiere --
atacarlo en tres etapas; eféctuar un andlisis estructural, realizar
un an#lisis de asentamientos del suelo y finalmente establecer la
compatibilidg_d de desplazamientos eptre estructura y suelo. En los
siguientes incisos _f:ré.i;amos por separado cada una de estas etapas.

.

1 - - . . N - »

[ -



3.1 Andlisis estructural

La determinacidn de la matriz de rigideces de la estruc-
tura se puede llevar a cabo empleando alguno de los varios mé'
todos gque se conocen actualmente en ingenieria estructural.
En términos generales, conviene que sea un método susceptible
de ser programado posteriormente en una computadora electréni
ca. En este trabajo utilizaremos el procedimiento tratado por
Beaufait et al ( 1970).

Consideremos una estructura sometida a un sistema de car
gas como la indicada en la fig. 3.1 . Como se observa, hemos
colocado una reaccién r, bajo cada columna y otra bajo la mi-
tad de cada entre-eje, resultando tres reacciones bajo cada
barra de la cimentacién. La razéﬁ.por la cual hacemos esto,
para la geometria mostrada en la fig. 3.1 , obedece a motivos
exclusivamente de sencillez de cdlculo. Si se desea obtener
un mayor nimeroc de reaccjones ri, se puede considerar cada ba
rra de la cimentacidn como dos o mas barras, para fines de

andlisis.

Utilicemos el método de rigideces para el andlisis es--
tructural de la estructura de la fig. 3.1 , el cual consiste

en términos generales en lo. siguiente:

a) Priﬁeramente-se empotra toda la estructura, con lo
que se geﬂerén momentos y cortantes de empo;ramiento, que -
Ilamareﬁbé M?‘y V?. ‘ '

b) Se permiten giros en los nudos y desplazamientos 11
neales (fig. 3.2 ), a los cuales denominaremos simplemente
desplazamientos. Con esto se producen momentos y cortantes

"en los nudos y en los ejes de barras.



c) En vista de gque se desconocen los desplazamientos, se
calculan los elementos mecdnicos {(cortantes y momentos)debi-
dos a desplazamientos unitarios . Los valores de los elemen-
tos mecdnicos debidos a los desplazamientos unitarios forman
la 1lamada matriz de rigideces de la westructura, la cual de
nominaremos (K ].

d) Los nudos de la estructura, debido a los momentos de
empotramiento y a los momentos debidos a los desplazamientos,
deben de estar en equilibrio. Ademds, los ejes de barras (tra
bes y columnas) deben estar en equilibrio por el efecto de los
cortantes de empotramiento y de los cortantes ocasionados por
los desplazamientos. Estas condiciones de equilibrio se pueden

poner en forma matricial de la siguiente forma:

5

() {9 i

L~
- =D
1}
Py
o
b ]

[

es decir:

En el sistema de ecuaciones 3.1 tenemos tres tipos de in
cégnitas: los desplazamientos S'i , los giros & ; y las

. : L ' e
reacciones r, {estas Gltimas pueden aparecer en V? o en MV).

La formacidn de la matriz de rigideces ( K] y la obten
. e .
cidén.de los cortantes V? y momentos Mi de empotramiento, que
aparecen en ta ec. 3.1, se puede hacer de varias formas. En este

trabajo utilizaremos el método propuesto por Beaufait et al (1970).



E! planteamiento general consiste en hallar la matriz -
de rigideces y los cortantes y momentos de empotramiento de
cada barra de la estructura, para posteriormente determinar
ta matriz de rigideces de toda la estructura mediante la su
ma de las matfices de cada una de las barras., Para fines de
simplicidad de exposicién consideremos (nicamente cargas uni

formemente repartidas W, en Ya estructura {fig. 3.1 ).

Desde el punto de vista prédctico, se pueden presentar
en el andlisis estructural dos casos de interés: (a) barra
con apoyos continuos y {b) barra con un apoyo continuo y -
otro apoyo articulado, }tos cuales se tratan en Jos incisos
3.V oy 3.1.2,

Como se puede apreciar en la fig. 3.2 , hemos incluido
desplazamientos lineales a la mitad de los entre-ejes en la
cimentacién { 52,' Sh -y 56 ). €En estas condiciones, =
faltard determinar ecuaciones para relacionar estos despla-
zamientos con el resto de los desplazamientos de la estruc-
tura y con el sistema de cargas general. Estas ecuatibnes
auxiliares se pueden hallar utilizando los teoremas de la
viga conjugada. En el inciso 3.1.3 se presentan las ecua--
ciones auxiliares de los desplazamientos a la mitad de los
entreejes, en la cimentacidn, para los dos siguientes casos
de interés practico: barra con apoyos continuos y barra con

un apoyoe continuo y otro articulado,

Finalmente, la obtencidn de todas las ecuaciones que

relacionan los desplazamientos lineales Si y tos giros

ei‘con las cargas W, Yy r;, se obtienen utilizando 1a
ecuacidén matricial 3.1 (equilibrio de momentos en nudos y de
cortantes en ejes de barras) y las. ecuaciones auxiliares 3.18

6 3.19 (desplazamientos a la mitad de los entreejes).



3.1.1 Barra con apoyos continuos

La matriz de rigideces de una barra j con apoyos conti

nuos (fig. 3.3) estd dada por:

4 e 5 5

p q r s
4 ~
4 £ 2 EI __6 El 6 Ei g
L L , L2 L2 p
2 El b E| _ 6 El 6 El 0
K I L L L2 L2 q (3.2)
_6 El _ 6 EI 12 EI _ 12 E} S
L2 L2 L3 L3 r
6 Et 6 EI 12 EI 12 EI s
2 2 -3 3 s
\ L L L L
-
siendo: L = longitud de la barra j
£ = médulo de elasticidad del material que forma la
barra j
1 = momento de inercia de la barra j
9p= gtro en el naudo p . eq = giro en el nudo gq
ér = desplazamiento en el nudo r Ss = dJesplazamiento en el nudo s

Los giros se consideran positivos si van en sentido contra
rio a las_manecillas del reloj y los desplazamientos son positi
vos si son hacia abajo. El sentido de los momentos flexionantes
de barra sobre nudo es positivo si va en sentido de las maneci-
llas del reloj y el sentido de las fuerzas cortantes de barra

sobre nudo es positivo si el cortante va hacia arriba.

Los momentos y cortantes de empotramiento, de barra sobre

nudo, para diferentes condiciones de carga son los siguientes:



L

1
q

Para una carga uniforme WS ( fig. 3.3):
. N ' . -

2 2

Me = w, L. ( ) e w-i Lj )
-4 J . M~ = - ) ' Ty
e - w, L '
v = i e -w, L.
. V- = -
" 7 ¢ (3.5) . ¥, Jz - (3.6)

Para las cargas repartidas de la cimentacién (fig.3.4):

- 67 2 _ 112 132
3072 Lj r 152 Lj Tr+17 3572 Lj r (3.7)
v . .. C L s. .
- 13 N A 67 .2 _
077 Y5 Tr TTST Yy Tent TRo7T L T 0 3-8
121 AR 7 |
+ 512 LJ.rr * g Ljrr+l + £12 LjrS (3.9)
7. 1 121 .
* 13 _Ljrr »fI}-LJ.rr+1 +——5]2.Ljrs‘ ,.(3.10)

3.1.2 Barra‘'con un apoyo continuo y otro .articulado .
, . . R .

La matriz de rigideces de una barra j con un apoyo con-

tinuo a la izqdiérda y otro articulado a la derecha - ==

(fig.

3.5) vale:



-1
b

3.1.4 Matriz de rigideces_de‘toda la estructura

"La'matrizlde rigideces de toda la estructura, es la suma

de las matrices de cadatuna de las barras.

Como ya lo dijimos antes, empleando el método de rigide
ces, primeramente se restringe la estructura de:giros y despla
zamientos lineales (desplazamientos). Esto ocasiona momentos
flexionantes y fuerzas cértantes‘de émpotramiento. Luego se -
permiten los giros y desplazamientos de los nudcs, lo que pro
voca momentos vy cortantes adicionales. La suma de los momentos
de empotramiento y los momentos debidos a giros en los nudos
debe ser cero en cada uno de los nudos, para que cada uno de
éstos esté en equilibrio. Ademds, la suma de cortantes de empo
tramignto y de cortantes debidos a desplazamientos lineales de
los nudos dében ser nula en cada ‘uno' de' los e€jes de barras
(columnas vy trabes), pard'dUé‘cada und'dé los ejes de barras
esté en equilibrio. Estableciendo las condiciones anteriores ¥
utilizando las ecs. 3f18 6 3.1%3 se obtiene el siguiente siste

ma de ecuaéiones: - : "
Ky 3, +Kpp$, + o + Ky 6

K,

=BZI W]. + BZZ W2+

Kil sl + K]TZSZ + ... + Kl‘]g_] + Kiké’k + ... +.A'1i r +Ai.2 T, +

= By) W) + B W, +

(3.20)

+ K€+ oo A T A Ty L
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. coeficiente de la matriz de rigideces de toda
rl : . . ' .
"la estructura )
' Aij = coeficiente que 6qrnesponde a la Treacidn r
en la ec. i
~3 . B8 = coeficiente que corresponde a la carga wj an

1
la ec. i

v Lo 4

En el sistema de ecuacion?s 3.20 tenemos tres tipos de in-

* 0

cégnitas:
los desplazamientos 5 P los giros c9i y las reacciones'ri .
Lo que\proégde a continuacidn es obtener los desplazamientos del
suelo 'éi en funcidn de laé'reééciones~ri , mediante un anilisis
de hundimientos del terreﬁo,‘lo cual se realiza en el inciso si-

guiente.

4



3.3 Compatibilidad de desplazamientos.

Una vez realizado el andlisis de la estructura y el de hundimientos del
terreno, se establece la condicion de comﬁatibi]idad de desplazamientos entre
elios, de la siguiente manera: los asentamientos del suelo determinados por me
dio de la ec. 3.21 se sustituyen en el sistema de ecuaciones 3.20 de la estruc
tura. De esta manera, desaparecen como incdgnitas los desplazamientos y gque--

dan Gnicamente como incdgnitas los giros en los nudos Bi y las reacciones e

del terreno. Es ficil ver que el nimero de ecuaciones es igual al nimero de -
incdgnitas, con lo que se puede resolver este sistema de ecuaciones y despejar
los giros y las reacciones. Utilizando la ec. 3.21, ya conocidas las ry » se

pueden determinar también los hundimientos del terreno.



IS

Con el objeto de ilustrar el procedimiento descritc en los in

cisos 3.1 a 3.3, se presenta un ejemplo sencillc de zplicacién,

. Se pide determinar los diagraras de reeccién y hundimientos
del terrenc, para la estructura, estratlgrafia y propledades que

]

se indican en le fig. 3.8.

Estructura tipo anille.. Ancho de la cimentacién 8 m
E = 1.5811 x 10° ton/m?

"'Se llevard a cabto el andlisis de intefgccién suelo-estructura
en tres etapas: (a) andlisis estructural, (b) andlisis de asenta-

mientos del sueld y (c) compatibilidad de desplzzamientos.

a) Andlisis estructural ‘

1

El endlisis estructural se inicia numerando las barras 'y los

desplazamientos lineales S 3 ¥ angulares 9 i graficando
también las reacciones (fig. 3.9). |
Los giros y desﬁlazhmiéntos que corresgponden a cada barra son

los giguientes:

Barra No. 9 Qq - 5r ; 5; '
2 97 6 g S, o3
4 - : g
98 964 ‘54 T

‘Determinacidn de la matriz de rigideces de cada barres

S -2 4
- Barra 1 - E-=:1.5&1I-x:106 ton/m2 7 I=1.305x10 " m

]

8 m

- -

‘Utilizando la ec. 3.2¢ ’ L



i\

La wateiz de (‘iﬁideces de toda |« es{;ruéiufa es

iguel o & _suna
de las wadvices de Vigidez de cada uwa de las bacvas: h
K=K EKek K4 Ky
‘Es deciv: | |
5 53 Sq4 Og O¢ 8- Gg
g 16718 -46718 0 ~[434.39 143439 (43439 43438
~467.09 428 0 (43438 43438 (42438 (47430
0 0 52630  -606.24  -605.24 - ¢05. 2t ~405.24
~{434.38 (43439  -¢os.24 12 172.74 . 5 150.3% a2¢. 04 J’ 0
~[4343¢ |€3¢+.32' -60524 G (SP34 (zwz.‘?_q- o | 42¢.04 |
~143438 1434.'39 ~605.24 a8 oy - 0 1217274 - - 5i582.34% o
(43438 143432 -cosz+ 0. 404 5ISEIG (217274
\ - | .
—~




“ Sabemos que por -simetria de ]_.a_.Aestructurai A
Tomando en cuenta estas igualdades y estableciendo el equili-

brio de nudos y ejeg de barras, se obtienen 1las siguientes expre-—

Bioness
(renglén 3 de 1a matriz de rigideces)s

é- =0 .

526.30 S 4 = 0 H 4

Desplazamiento s 4

t

Giro 95 _(i'engllén 4 de 1a matriz de rigideces )s

12 172.74 6, + 5 158,34 (&8 ) + 928.04 J, —:1.6666 T,

— 3.6667 r, = — 34.133

7 014.40 O + 928.04 4 . - 1.6666 r, ~ 3.6667 r, = — 34,1333

Desplazamiento 5'1 (renglén 1 de 1a matriz de rigideces)s
+ 0.1094 rl‘ - 16 = 0
2r1+2r2=41.§.: T+ T, = 20,8 - (2)

Eal .
r

-— 25.6 % X1.8906 ry #+ 2 r,

Giro Q 7 (renglén 6 de la matriz de rigideces)s

928.04 8. « To0u.40 8 =-22.333 (3.)

Utilizande la ecuscién auxiliar 3.18 para 1a barra lt
2579.2 8, - 2579.2 8_ - 25719.2 §. -=2579.2 &
5 7. 2 Y 1 3
+ 5 158.3 52 + 0.25 T, # 0,25 ry + 2.1667 T, = 17.06667
: +* 2.1667:'2

@584 Oy - 5158.4 S5, 51583 5, # 05 r)
= 17.06667 (4)




‘ B
c) Dada la gran cantidad de operaciones a realizar, el andlisis conjunto‘ﬁ.’

de la estructura y el suelo tiene que llevarse a cabo en la prictica por ‘medio

de] empleo de computadoras electrénicas,

N

d) "Por lo anterior, es muy fmpprtante que el ingeniefo de cimentacicnes

al dedicarse a la interaccidn suelo-estructura maneje en la forma mds clara po

sible sus conceptos de:andlisis estructural, de mecdnica de suelos'y de andli-
sis numérico por.computadoras, b

.-
LYY et Al
' 0l

‘)’ La comparacidn de resultados entre considerar una reaccidn uniforme o

1

tomar en’ cuenta la interaccidén suelo-estructura. |nd|ca dlferenc:as notables’en

hundimientos diferenciales, reaccidn del terreno y elementos mecanlcos baJo -
ciertas condiciones. Se puede presentar inclusive en algunos casos cambio de

sentido en los momentos flexionantes de la cimentacidn o de la superestructura,

- T

N | ‘ .
e )
H . . , ' :

=+ f). En camb:o, la comparacidn entre observac:ones de campo en ‘estructuras

~ 4

reales con. los métodos que’ toman en cuenta la ragldez de la cnmentacnon ha da-

ooy

do resul tados ‘promisorios, a pesar.de que las. med|C|ones son en pequeno numero,

pues los valores teortcos y los medidos son bastante snmllares.

r .
_4
- a

39) La  solucién de un problema de lngenlerla comprende entre otros aspec
tos importantes.,' las siguientes. tres etapaS' un sano desarrollo teorlco del me
todo a seguir, una calibracidn en la practica de1 anallsls propuesto y, como -

complemento fundamental, un procedimiento de andlisis numérico que permita lle
.-

gar a la solucién de un caso particular en forma expedita.

~ . 3 e

Podemos considerar por 1o -que respecta a las dos pr:meras etapas en inte

raccidn suelo-estructura, en términos generales se han obtenudo resultados sa-

tisfactorios que han permitido avanzar en cada uno de ellas. Sin embargo en

lo que no se ha logrado un avance todavia sattsfactorlo es en el desarrollo de
|ngen|ero de la practica. En este senti

v

métodos numéricos; accesibles para el
do, los programas de computadora para la solucidén de la interaccidn ‘suelo-es--
-tructura son relatlvamente escasos ¥y su dlSponlbllldad ‘en la practica estd muy

, limitada. Por lo tanto, es muy deseable que la investigacidn -se encauce 3 la

elaboracidn de programas de computadora a los cuales el :ingeniero tenga facil

acceso.

C

(




h} En estas condiciones, la ﬁrgctica usual de considerar una reaccidn uni-
forme y con ella determinar Yos elementos mecanicos, bara luego disefar las pie
zas estructurales con un amﬁlio factor de seqguridad tiene gue continuarse hasta
que se disponga de ﬁrogramas de comﬁutadora. Por ejemplo, la receta prictica -
de aplicar un amﬁ]io factor de seguridad al maximo momento con reaccidn unifor-
me y disefar estructuralmente los miembros de la cimentacidn con este valoer, co
locando el mismo maximo ﬁorcentaje de acero longitudinal en ambos lechos para -
prever: posibles cambios de signo en los momentos, buede dar resultadosde} lado
de la seqguridad. Cabe aclarar que se ha observado que la discrepancia entre es
te criterio y la realidad depende en buena medida de la longitud de la estructu
ra continua, Por lo tantc, es muy recomendable que cuando sea posible se em---
pleenjuntas constrﬁctivas de‘tal manera que no se utilicen estructuras conti--

nuas de gran longitud,

i) Desde luego, es necesario continuar con las mediciones de campo para ca

librar los métodos de analisis descritos en este trabajo.
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realizé el analisis estructural, es posible determinar ademas los
giros en los nudos de la estructura. Con estos resultados se pueden
calcular los elementos mecanicos en toda la estructura, incluyendo
desde luego a la estructura de cimentacién.

En los siguientes incisos se presentan los pasos a seguir para
cumplir con el:procedimiento descrito en el parrafo anterior.

2. Analisis estructural

Para fines de interaccion es conveniente utilizar el método de
rigideces delqanalisis‘estruqtural,-en el que la ecuacioén general  de
equilibrio de una estructura esta dada por

E8+P +B =0 . | | (1)

-

matriz de rigideces de la estructura

]

K
& = vector de desplazamientos

tge = vector de cargas de empotramiento
P

vector de cargas concentradas

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante 1la
suma- de las matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que
forman la. estructura. A continuacién presentamos las matrices de
rigidez y los vectores de -“empotramiento para las siguientes
condiciones de apoyo:

a) ‘Barra con una articulacién . a la izgquierda_ y un apoyo continuo
arla derecha . S . ' .

b) Barra con una articulacion a la derecha y un apoyo continuo a
la iquierda ‘ o

c) Barra con.dos apoyos continuos

Para la determinacién de los vectores de empotramiento en las vigas
de la estructura de cimentacién consideramos una carga repartida de

un extremo hasta la mitad de una barra y otra carga-repartida de 1la



mitad hasta el otro extremo de la barra. ..

La convencion de signos utilizada es la siguiente: los giros se
consideran positivos en sentido antihoraric y los desplazamientos
lineales son positivos si van hacia abajo. Los momentos flexionantes
son positivos en sentido horario, y las fuerzas cortantes son
positivas si van hacia arriba.

a) Barra con una articulacién a la izgquierda y un apoyo continuo a la
derecha (fig 1)

La matriz de rigidez esta dada por (Beaufait et al 1970):

6 5 5
q r s
' 2 2
3EI/L - 3EI/L .3EI/L .
K = - 3E1/1° 3ET/L> - 3e1/1° 5 | (2)
3e1/1? - 3er/L3 3g1/L>

El vector de cargas de empotramiento vale
- wL?/8 + (7/128)17 r + (9/128) L7 r ]
B - 3wL/8 + (41/128)L r_+ (7/128)L r_ . (3)
- 5wL/8 + (23/128)L r_+ (57/128)L r_

b) Barra con una articulacidon a la derecha y un apcyo continuc a la
izquierda (fig 2)

La matriz de rigidez esta dada por

) 5 5
p . s
2 2
3EI/L - 3EI/L 3EI/L ]
K = - 3E1/12 3E1/L° - 3£1/13 5 (4)
3e1/1? - 3e1 L’ 3E1/L°



El vector de cargas de empotramiento vale

)

wl?/8 - (9/128)L° r - (7/128)L° r,
= { . - 5wL/8 + (57/128)L r_+ (23/128)L r_ (5)
- 3wL/8 + (7/128)L r_+ (41/128)L r_

c) Barra con dos apoyos continuos (fig 3)

La matriz de rigidez esta dada por

o R 5 5
P q r L]
_ , -
4EI/L 2EI/L - 6EI/L 6EI/L 6
2EI/L 4EI/L - 6EI/L? 6EI/L2 e
K = 2 2 3 3 T (6)
Ky - 6EI/L - 6EI/L 12EI/1° - 12EI/L 5
- | eE1/1? 6EI/L® - 12E1/L° 12e1/L3 5

El vector de cargas de empotramiento vale

wL?/12 - (11/192)12 r - (5/192) L? r
- wi?/12 + (5/192)L° r + (21/192)L° r_
Bep 4 - wL/2 + (13/32)L r + (3/32)L r _ (7)
- wL/2 + (3/32)L r_+ (13/32)L r_

Como indicamos antes, la matriz de rigideces de toda la estructura es
la suma de las matrices de rigidez de todas y cada una de las barras
de la estructura. El1 vector de cargas de empotramiento de toda 1la
estructura se obtiene sumando los vectores de cargas de empotramiento
~de todas y cada una de las barras. El vector de cargas concentradas
¢e determina asignandec a cada grado de libertad la carga concentrada

gue actua sobre é€l. Con esto se realiza el analisis estructural de
toda la estructura.



3. Hundimientos del terreno de cimentacién

En este inciso consideramos las cargas que transmite la estructura
sobre el terreno de apoyo, las gue son iguales en magnitud y de
sentido contrario a las reacciones del suelo sobre la estructura, por
la tercera ley de Newton. Calculemos los asentamientos del terreno en
funcién de estas cargas; consideremos una reaccién r, actuando en la
superficie (fig 4): la presioén vertical vale r 1/ a . donde 1 vy
a_son la longitud y el A&rea gn las que actua la carga, respectiva-

mente.
La deformacién del estrato de espesor HU, debida a la carga fk'vale

1k=M Hljaz
] %1y 1)k

Pero crz”k = Im r, lk / a

donde I‘” es el valor de influencia, el - cual esta dado por el
esfuerzo normal vertical en el punto ij , producido por una presion
unitaria actuando en el area a, (Zeevaert 1973).

Mz es el médulo lineal de deformacidén, el cual se define como el
1) .
cociente de la deformacién vertical del estrato, entre el esfuerzo

normal vertical gue la ocasiona. -

En consecuencia é = M H I r 1k\/'ak

donde n = numero total de cargas r
T



El asentamiento bajo el puntc i vale

n n
e r

8, = ng Mﬂj H“ x21 I:n r,. 1./ 8 . (3X

donde ne = nuimerc total de estratos

En la ec B8 los hundimientos del terrenoc quedan en funcién de las

. cargas r_ .
4. Compatibilidad de deformaciones

En esta etapa se establece la compatibilidad de deformaciones entre
estructura y suelo de cimentacion, lo que equivale a considerar gue
tanto los desplazanientos de la estructura como los del terreno son
iguales, es decir, que el suelo no se despega de la estructura.
Analiticamente esto se alcanza sustituyendo los valores dados por la
ec 8 en la ec 1. De esta manera desaparecen comoc incégnitas 1los
desplazamientos lineales y guedan unicamente como incégnitas los -
giros en los nudos y las reacciones del terreno. Es facil ver que el
nimero de ecuaciones es el mismo gue el de incégnitas, con lo que se
puede resolver el sistema de ecuaciones y despejar los giros y las
reacciones. Empleando la ec 8, ya conocidas las reacciones, se pueden
determinar también los hundimientos del terreno de apoyo.

5. Elementos mecanicos

Los elementos mecanicos sobre los diferentes grados de libertad de la
estructura se pueden hallar en funcién de los resultados de 1la
interaccién suelo-estructura. Para ello, empleamos las siguientes
expresiones, qﬁe proporcionan los elementos mecdnicos de barra sobre
nudo, gque transmite la barra "m" al grado de libertad correspon-
diente,



-

a) Barra con una articulacion a la izquierda y un apoyo continuo a la
derecha (fig 1)

M = - wi?/8 + (7/128) L’ r_+ (9/128) L’ r, + (3EI/L) 6,
« .

- (3EI/1%) &_+ (3EI/LY) & . (9)
V = - 3vL/B + (41/128) L r_+ (7/128) L r_- (3EI/L%) o,

+ (3EI/L7) &_ - (3EI/L%) & ' (10)
Vv =

- SwL/8 + (23/128) L r_+ (57/128) L r, + (3EI/L%) o,
- (3EI/L°) &_+ (3EI/L’) 8, (11)

b) Barra con una articulacién a la derecha y un apoyo continuo a la
izquierda (fig 2)

M = wL’/8 - (9/128) L® r_ - (7/128) L’ r_+ (3EI/L) C

- (3E1/1%) &_+ (3EI/L°) &, ' (12)
V= - 5uL/8 + (57/128) L r_+ (23/128) L r_ - (3EI/L%) o
+ (3EI/L%) & - (3EL/L’) &_ (13)
- .
V= - 3wL/8 + (7/128) L r_+ (41/128) L r_ + (3EI/L?) 6
- (3EI/L?) 5+ (3EI/LY) &_ | (14)

c) Barra con dos apoyos continuos (fig 3)
M= wL?/12 - (11/192) L’ r - (5/192) L? r_ + (4EI/L) &

+ (2EI/1) o - (6EI/L%) & + (6EI/L%) & (15)



M = - wL®/12 + (5/192) L’ r + (11/192) Li r + (2EI/L) 6

+ (4E1/L) 6 - (6EI/L°) & + (6EI/L?) & . - (16)
V = - wL/2 + (13/32) Lr_+ (3/32) L r - (6EI/L%) o

- (6EI/L?) C (12EI/LY) 5 - (12EI1/1%) 5, ' (17)
Vo= - wL/2 4 ('3/32) L r + (13/32) L r_+ (6EI/L) A

+ (6EI/LY) 6 - (12E1/1°) §_+ (12EI/L’) &_ (18)

d) Barra en la superestructura

En este caso no existen las reacciones del terreno r , por lo que

las ecuaciones quedan

M = wL?/12 + (4EI/L) 6 + (2EI/L) 6 - (6EI/L?) &+ (6EI/L?) 5
' (19)
M o= - wi?/12 + (2EI/L) 6 + (4EI/L) 6 - (6EI/1%) 5+ (6EI/L%) 5,
' (20)
Vo= - wL/2 - (6EI/L%) 6 - (6EI/L%) o+ (12EI/L°) & - (12EI1/L7) 5
(21)
Vo= - wL/2 + (6EI/L?) 6 + (6EI/L?) I (12EI/L%) 5+ (12EI/L%) 5

(22)

6. Ejemplo ilustrativo

Presentamos en este inciso un ejemplo muy sencillo resuelto paso a
paso, con el propoésito de gue el lector visualice 1las etapas

requeridas para el analisis de interaccidn.

-~



Se pide determinar las reacciones y los hundimientos del terreno,
para la estructura mostrada en la .fig 5. Se piden también los
elementos mecanicos, tanto en estructura de cimentacion como en la
superestructura. La estratigrafia y propiedades del subsuelo se
muestran en la fig 6.

A continuacion presentamos las diferentes etapas para la resolucién
de la interaccidn suelo-estructura. '

a) Analisis estructural
Primeramente numeramos las barras y 1los dgrados de libertad de 1la

estructura, com¢ se indica en la fig 7. Dada la simetria de 1la
estructura, presentamos a continuacién los de algunas barras:

Barra & ' a S o
P q r s
1 T 916 64 - 65
3 616 T 6s 66
> eao 912 5: 52
13 8 e & ]
24 10 35 34
21 (2] é 38
24 26 1 3

Véase que a las columnas les corresponden dos numeros, pues cada
columna trabaja en dos direcciones como miembro estructural indepen-
diente.

\
A continuacién hallamos las matrices de rigidez y los vectores de
empotramiento de las barras de la estructura.

Aplicando la ec 2



16 4 5
- 400.067 - 93.039 93,039 16
Kl = - 93,039 21.637 - 21.637 )
93,039 - 21.637 21.637 .
Aplicando la ec 4
916 ' 65 - 56
400.067 - 93.039 93.039 16
K, = - 93.039 21.637 - 21.637 .
93,039 - 21.637 21.637 .
Aplicando la ec 6 .
10 812 64 85
2382.53 1191.27 - 831.115 "831.115 elo
K, = . 1191.27 2382.53 - 831.115 831.115 9,
- 831.115% - 831.115 386.565 - 386.565 8
831.115 831.115 - 386.565 386.565 8,
624 610
. - 278.393 139,197 O 4i
=13 139,197 278.393 I
6 24 8 2¢
B 1191.265 - 595.633 8 ou
221 595,633 1191.265 8 ¢

La matriz de rigideces de toda la estructura es la suma de las
matrices de rigidez de todas y cada una de las barrasde la estructura.
Debido a la simetria en geometria y cargas, presentamos a
continuacion 1la matriz de rigideces de la estructura solo para
algunos grados de libertad.

10
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Como se indicé en el inciso 3, el valor de influencia IUk represen-
ta el esfuerzo en el punto ij debido a una presion unitaria colocada
en el area k . Calculemos como ejempld -un valor de influencia,
digamos el I . . En la fig 8 se muestra la planta del area 5 y del
punto 1°. Colocamos una presion unitaria en el drea 5 y calculamos el
esfuerzo bajo el punto 1, a la mitad del estrato 1, es decir, a una
profundidad de 1.2 m . Aplicando la ecuacién de Boussinesq, se
obtiene un esfuerzo vertical de 0.002988 . Los demas valores de

infuencia se obtienen en forma similar.
Sustituyendo valores en la ec (f)

'61 = 0.0154(2.4)[0..'22'71(4.3rl)/4.6225+o.oo9375(6.45r2)/9.245
+o.0001528(4.3r3)/4.6225+o.oo9375(6.45r‘)/9.245+o._002988(8.61-5)/18.49
+0.0001625(6.45r6)/9.245+0.0001528(4.3r7)/4.6225
" +0.0001625(6.45r )/9.245+0.00002824 (4.3r ) /4.6225]
+ 0.0222(2.0)[0.1139(4.3r )/4 622540, 04407(5 45r )/9 245
+0.002284(4.3r )/4 6225+0. 04407(6 45r )/9 245+0 028026(8 6r )/18 49
+0. 002638(6 45r }/9 245+0 0022836(4 31‘ )/4 6225
" 40.002638 (6. 45r8)/9 .245+0.0005157 (4. 3r9)/4 .6225)

Sabemos que por simetria
rl=r3=r7=r9 r2=r4=r6-=r8
Sustituyendo valores y haciendo operaciones
{51 = 0.012733 I‘:l + 0.0033854 r2 + 0.00063012 rs (g)

En forma andloga se obtienen .Y 3,
62 = 0.0036877 r] + 0.020326 :r:2 + 0.0021424 rs (h)

65 = 0.0028714 r1 + 0.010629 r, + 0.025023 r, B {1}
c) Compatibilidad de deformaciones .
La compatibilidad de deformaciones entre la estructura y el terreno

de cimentacién se'lbgré sustituyendo las ecs (£}, (g) y (h) en las
ecs (a) a (e); asi, se obtiene lo siquiente:

14



Grado de iibertad 1 T _
10.4870 r‘ - 12.2911 r2 - 1.1692 rs - 1662,23 Gm - 13.04 = 0 (a’)

Grado de libertad 2 |
- 6.1693 r1 + :L8.1'78.'IL-1'2 + 0.9093 rs + 1662.23 610 - 6.02 =0 (b*)

Grado de libertad 5
- 0.07065 r1 + 2.25155 r2 + 9.6394 'rs - 17.2 = 0 (c’)

Grado de libertad 10
- 8.5770 r1 +. 13.5980 r2 + 1.2569 r5 + 2660.923 910 + 139.197 Gﬂ_

+ 1.2327 = 0 : (d7)
Grado de libertad 24&
' = ’

139.197 9“)+ 874.025 6’*+ 6.1633 = 0 (e’)
Resolviendo el sistema de ecuaciones

r1 = 3.3022 t/m * I:2 = 0.8864 t/nm ]:‘5 = 1.6015 t/m

o = 0.005308 9w= - 0.007897

10

Sustituyendo en las ecs (g), (h) e (1)
d = 0.04606 m
. = 0.03363 m

= 0.05898 m

O
!

e) Elementos mecanicos

Con al auxilio de las ecs 9 a 22 se obtienen los elementos mecanicos
sobre las barras de la estructura. A continuacidén presentamos los

resultados de la aplicacioén de estas expresiones para las barras 1,
5, 13 y 21.

Barra 1. Sustituyendo en las.ecs 9 a 11:

' M = 1.639 t.m V = - 1.531 ¢t Vv =0
16 3 s

15



Barra 5. Utilizando las ecs 15 a 18:

M = - 0.378 t.m : M_ ==-2.712 t.m
10 12

Vl = - 4,8 t V2 = 0,766 t
Barra 13. Aplicando las ecs 19 a 22:

M = - 1.460 t.m M = 0.378 t.m
24 10

V. = 0.235 ¢t V. =0.235 t
3s 34

Barra 21. Sustituyendo en las ecs 19 a 22:

M = 1.460 t.m M = -1.460 t.nm
24 26

vV = -4.3 ¢t V. ==-4.3 ¢t
1 3

7. Conclusiones

Como se puede apreciar en los incisos anteriores, es posible en forma
relativamente sencilla llevar a cabo el andlisis de interaccién
suelo-estructura en tres dimensiones, tomando en cuenta toda la

estructura y todos los estratos del subsuelo.

Uno de los aspectos importantes es gque para aplicar esta técnica en
la practica profesional, es necesario elaborar programas de
computadora, los cuales utilizan grandes cantidades de memoria, ya
gue en el espacio el numerc de grados de libertad es mucho mayor que
el que se utiliza en analisis bidimensionales.
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' METODO DE ANALISIS POR ELEMENTOS FINITOS.

INTRODUCCION.

- El ingeniero en la busca de los valores numéricos adecuados para descri-

+

Fir su proceso de dxseno. sC encontraba generalmentc con formulaciones mate_

Adcas dlflCl].ES Por eJemplo conclderando el sxmple Caso de teorfa de --- -

’ .

tl.:xi6n de placas, bajo las hlpétesm cle pequenas oeformacmnes y que las sec-
ciones planas permanecensplanas después de la deformacién, la ecuacién di fe-

. -y x - . . Su
rencial que gobierna el anilisis-para un material eldstico lineal -homogeneo e

~

isotrépico es. . . S 4 ?

1 .t
-

& donde Wes la deﬂexién enelpunto ( X, ¥ ), q es la intensidad de lacargaenel

EV 53

» punto ( X, y ): y D= ,‘—("\.,z) ~ esla ngidez flexionante de la placa la .

cual depende del modulo de elasncxdad E ‘el espesor de la placa h y la rela-

K

cién de Poisson <N . “En la Fxg ‘1 se presenta un elemento diferencial de

1a placa y las acciones y reac c1ones sobre él Combmando la flexién simple

en dos direcciones se oibnene para los momentos v coriantes por unidad de lon-

gitud de placa lo siguiente:



. . . . .
.
. Sl
| . - ] . :
il . "¢ .
- . . .n . .
R .
. .
. . . » R o R “
C . " . . . - . . . -

»




‘u'_..‘.']-UNI\M . - 'l‘fu..:lucau..'juu‘ é

Como es usual en el diseiio de av:ones. se hicieron pruebas en el pro.at:po

y los resultados se comparamr con la solucidn por elementos finitos, coinci -

diendo como se muestra en la Flg. 7

-4 -z 0 2 4
LI I 98

© DEPORMIMETRO AXIAL 320 }-

@ DEFORMIMETRO BIAXIAL - - '
. l\ .
-200 Boeing 745 -5

%0

Boenig 747 - 4

&
o llL 300°

o= o

120

&0 ‘
‘Linea de ,oquoc (" Water une

Fig. 7 Comparaci6n entre anilisis y exﬁérimemacibn del Boing 747

Es gmpormnte agregar que la resjuesta diﬁémica de un avién es muy 1inpor
tante, asicomo su Iné‘smbllidad clistica es una.forma importante de -fallz;. Nin
guno de cstos fenémenos puedé uatarse por los métodos simplificados, pefo su |
‘analisls usando el método de clcmé.nins fihitos ha probado ser muy acept_:iblc'.

Problemas similaves 88 encuentran onle;qqlmctura Naval. Figura8uwna -

poreidn de una estructura de un transbordador. La parte plana es represcntada
por clementos en estado plano de esfuerzos, Fig. 5(b). Elementos estiuctu = -
P -

_rales. Fig S (a). son emplcados en la repro:.emac:én de la cstrucmra intcrna,



El nimero total de incégnitas para definir las partes importantes de un barco
es del orden de 50,000, y de nuevo se subdivide el problema en subestructuras

obteniendo menos incégnitas.

Fig. 8 Anilisis por cleinento finito de estructura de barco.
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Fig. 9 Analisis por elementos finitos de un recipiente reactor de
concreto presforzado. _ a

Requerimientos de seguridad en el diSeﬁp estructural de los reactores nu--'
cleares han causado que la industria use ampliamente el anilisis por elementos
finitos. Figura 9 (a) un recipiente reactor de concret presforzado. Débidé é
l# simetria és po.sible analizar solamente un do_ceavo de la estructura total, - -.
Fig. 9 (b). Su volumen se modela ;'mah'ticamente en vun ensamble de elementos
tetaedrales y hexuedrales.. Fig. 5(c). En problemas de este tipo, el nimero de
iﬁcégnitas ;es del orden de 20,000, y muy com(n hacer el analisis en co'ndicio‘nes

no lineales en material y geomerria. : :



[P . e ———

W TR WIS VY8 /) F. DEMCSICIUS

No todos los problemas de aplicacién del método de elementos finitos son
de proporciones monumentales. Las figuras 10 y 11 muestran aplicaciones -
bisicas a F:iertos problemas de inge;lierfa c¢ivil. Una forma de incrementar
la eficiencia de disefio en secciones roladas.de acero estructural es cortando |
el alma en la forma dentada mostrada en la Fig. 10 (a), colocando una seccién
sobre la otra y soldindolas, Fig. 10 (b). Y se obtiene una viga mas apez."altaf
da reduciendo el acero en el alma, y por supuesto que en este problema rutina

rio de disefio, no es necesario el uso del méwdo de elementos finitos.

T (e T [T T T

1 t '!l\'r-u—--—-c_l “all L

"Jﬁ I s I
L) 1._}_ RS

N -l-il? NEATE AT
N 1}/

L - | .
o 100 20.0

.1_,4'

'Fig. 10 Anélisis de elementos finitos de una viga apsraltada en celosia.

Un problema todavm mds comin es el de una viga de concreto reforzado.

Flg. 11, paraelcual se conoce muy poco respecto a la adherenc:a entre el
acero dc refucrzo y el concrcio,- y la formacién y crecimiento de las grictas

al aumentar la ca:ga. La Flgura 11 (a) muestra el modclo analmco de ele- -




| WEDF IFUNAM : P. Ballesteros =’
@

" mentos finitos y la descripcién de las trayectorias de grietas y las grificas de

esfuerzos se muestran én la Fig. 11(b)..

Los pocos ejemf:los mostrados muestran que el método de elementos finitos
‘puede ser usado ventajosamcnte en cualquier situacion que se requiera la pre--
diccién de esfuerzos y deformacioncs internas, desplazamientbs, vibraciones,
inestabilidad clisdca, mecé-nica de fluidos, transferencia de calor.  Situaciones
que se levantan de diversos campos que tradicidnalmente han sido considerados
. COmoO .disciplinaé ingenieriles 'separadas. Ejem; ' I:igenien‘a Civil, Mecénica, )
Aeroespacial, Arquitectura Naval. = El método del elemento finito proporciona
una tecnologia unificada de anilisis en casi todos los campos.

Es nuestro intento en este curso desarrollar los conceptos tedricos bésicoé |
y estudiar problemas especfficos de caréctef. ﬁrﬁcricé. Un compendio de tales
pfoblemas llenarfa muchos volumenes, por lo tanto es recomendable consultar

las memorias de congresos y publicaciones periddicas correspondientes.

PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES.

- Se ha indlcado que las ecuaciones del mé&todo de elementos fmxtos son de una
forma tal que su caricter general perrmte teo ricamente escr1b1r un solo proc*ra
ma de computadora que resuelva la mayorfa de los problemas que se presentan
~en la Mecanica de Medio Continuqs. Programas de computadora cﬁﬁ este obje-
. Uvo, adncn escaia restringida; son llamados programas “de prdpésitos genera-'

les . La vcnta;a de programdb dc proposuos beneralcs no s sélo- su CapJCIde
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sino taﬁbién en la instruccién de los probables usdarios respecto a la inter-
pretacion de la documentacién, los datos y procedimientos de entrada y sa.Ii- '
da de resultados, _ ' , .

El costo de desarrollo de un ‘programa de propdsitos generales es usual- | i

mente muy alto por lo que la amortizacién de la inversién es esencial, Cier-

tos programas de propdsitos generales son codificados en un lenguaje compu-

tacional que permite operar el programa a muchas organizaciones diferentes
localizadas en grandcs separacionés geogréficas. Otros programas de propd
sitos especiales de limitada capacidad se usan en organizaciones industriales
y gubernamentales con un costo menor en su desarrollo y operacion.

Las cuatro componentes mostradas en el diagrama de ﬂujo de la Fig. 12,

~..son comunes en el desarrollo de programas de propdsitos generales, fase de

datos de éntrada, requiere del usuario mformaczon del medio o materal, des«
cripcion geométrica de la répresc_ntac_ién pof elementos finitos y las condicio-
nes de cargay Fie frontera. Los programas de propdsitos generales més sc-
fisticados facilitan el proceso'de entrada como propiedades constitutivas del
- material, almacenados previamente, eéquemas de modelar analfticam_ente el
medio, trazar estefogréficamente la idealizacién por elementos finitos en for-
ma tal que los errores pucden detectarse antes de efectuar los calculos.

La fase de bibliotcca de elementos ﬁmtos,es de mtercs prlmordml en el -
curso. En ella se ticnen los procesos de codificacidon fecrmulativos para los
elementos ihdividualmente. La métyofia de los programas de prbpésitos ge-

nerales conticnen todos los elementos de la Fig. 5, asicomo ciertas otras al-

temativas de formulacién para un tipo dado de =lemento, por cjemplo el triin- b




Entrada de datos

.Definicion del material, geomeiria,

cargas y condiciones en la frontera

del modelo ﬁ‘sicd del medio.

v

Elementos de bilbioteca.

.Generacién e los modelos niatematicos
para los elementos estructurales y las

cargas aplicadas.

v

Solucion

Construccion y solucién dei modelo

matematico para ¢l sistema estructural

T

Salida de resultados

Obtencidn de esfuerzos y

desplazamientos.

Fig 12 Diagrama de flujo computacional en

Anilisis Estructural,
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de anilisis estructural solo significa la solucién de un conjunto de ecuaciones li-

fase de entrada existe una fucrte tendencia a la representacion grifica de datos, -
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. gulo en flexién. Tedricamente el elemento biblioteca es de extremos abiertos

y capaz de acomodar cualquier nuevo elemento de cualquier grado de comple-
jidad.

La fase elemento de blibioteca recibe los datos almacenados y establece las
relaciones algébréicas decl elemento por medio de la aplicacién de los procesos
formulativos relevantes de codificacién. 'Esr.a fase del programa de propdsitos
generales también incluye todas las relaciones algebréicas para interconectar
los elementos vecinos y la coneccidn del proceso en si. Las operaciones poste-
riores producen un conjunto de ecyaciones algebriicas lineales simulténeas para
repr'esentar la estructura completa por' elefnentos finitos.

La fase solucién del programa de propésiws generales opera .sobze las ecua

?

ciones dél problema formadas en la fase anterior. En el caso de un problema -

neales algebriicas. Soluciohes para respuesta dindmica requeririn computacio-
nes mais extensas sobre la historia-tiempo de las ca'rgas aplicadas.' En algunos
casos hay que operar en regiones subdivi;iidas como en el ¢caso del analisis del
Boeing 747, o efectuar operaciones especiales en las ecuaciones construidas ori-
ginalmente. Incluidas en esta fase estin las operaciones necesarias de substitu-
ci6én para obtener todos los aspectos deseados de la solucién.

| La fase salida de resultados prusenta-el andlisis con un registro de la solucidn
sobre la cual se pueden tomar decisiones respecto al dimensionamiento estructu-
ral o diseio. El registro comunmente es prescntado mediante una lista impresa

de esfuerzos y desplazamientos de'los respectivos elementos.  Asicomo en la -
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tales como grificas de trayectorias principales de esfuerzos o modos de pandeo

'y vibracién.

ALGUNOS PROGRAMAS DE PROPOSITOS GENERALES.

ICES-STRUDL 1i, Integfated Civil Engineéring System, (ICES), MIT, Maneja. *:
problemas de deformacién y esﬁm'rzds planos, cascarones rebajados, sélidos i
dimensionales, flexién de placas con y sin deformacién axial. Su uso en proble-
.rln‘as‘muy especizilizad?s resulta caro.”  ASKA, Automatic System for Kinematic
Analysis. Desarrollado por J H. Argyris, H..A. Kamel y otros en la UnivérSida&
de Stuftgar. Sistema general muy ﬁonentﬁe._eI cual incluye una biblioteca de 42
:‘.:lememos diferentes. Puede se'r costosc; par; Lm u;uz;.rio especializado. h SAP,

A Generai Struémral Analysis Program,- elaborado por E. L. Wilson de lé Univer-
sidad de California. Inéluye analisis lineal estitico y dindmico de estructuras elas
ticas, estrucwras tridimensionales, sélidos axisimétricos, sélidos tri_dimensidna—
les, esfuerzos y deformacién plana, placas y cascarones. |

Zienkiewcz, 0.C., programa desarrollando en_la Universidad de Wales, -
Swansea. lﬁcluye lo de los programas anteriores y problemas dé Mecanica d=
Fluidos y transferencia de calor.

NASTRAN, Nasa STRuctural ANalysis.  Desarrollado por U. S. National -

Aeronautical and Space Administration para anilisis eldstico de varias estructuras
incluye, anilisis de expansion 1érmica, respuesta dinimica a cargas transitorias -
Y exitaciones random, cdlculo de valores caracteristicos reales y complejos, esta

bilidad dinimica. Ofrece capacidad limitada para analisis no lineal.

—— . Chman 2 e e mmmmm i - m i m— e s e pee e s e e e el e
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SAMIS, Structural Analysis and Matrix Interpretarive System, Desarvollado
j:or let Prdpuls_ion Laboratory, y Manned Spacecraft Center. Condene un ele -
mento unidimensional general y elementos tria.ngulares para deformaciones por
flexi6bn y membrana. | | |

ELAS y ELAS 8, Equi_libriﬁm. Problems of Linear Structures. Desarrollado
por el Jet Propulsion Laboratory. Incluye una biblioteca de elementos unidimen.
sionales, triangulares, cuadriliteros, tetaedros, hexaedros, cénicos, ‘sélidos - :
'_.ax.isimét.'.'icos de sccciones cuadrildteros y triangulares.

MARC, elaborado por P. V. Marcal, incluye andlisis lineal y no lineal de pro

blemas de Mccanica de Medios Continuos.
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FINITE ELEMENT METHOD @
THEOPY AND APPLICATION

1, INTRODUCTION

1.1 HISTONICAL BACKGROUWD

the finite elemant methcd (FrM) has become a powerfﬁl numerical
technique for soiving compiex problems in science and engineering,
mainly due to the adwvances made eariler in the numerical methods
partitularly.in matrix methods as well as cCue to the rapid
introduction of high séeed computers in the market. However,

tﬁe i.nts0duction of concepts'and appiications of FEM dates back
to the era of mathematicians who tried to calculate the perimeter
and - . .of a circle by idecalizing it as a regular éolygon. It
;5 a1snAi:£erésting to note that the bound solutions which are
~7t_: iscussed in FEM can be traced back to the solution of the
#.... :I a circle, if the circle is modelled with an inscribed
pglygon,'a_lower bound solution ;s obtainéd whereas an upper
bound solution is obtaincd by repiacing the circle by a circums
cribed pclygon. Even though the bas;c concepts of FEM existed
for over two thousard years, fcr all'practical purposes, one can
only say that these concepts were actually used for solving

physical problems in 1950s by the aeronautical engineers.

In 1956,'?urner et al (Ref 1) presented the stiffness analysis
for the complex structures, which is the starting point in the
rediscovery of FEM. Nevartheless, Clough (Fef 2) was the one
who actualiy used the term ¥EY in 1960. Since then, a tre-

mendous amount of research 12z hecn dore in this field and
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quite a large number ©of papers have been published in almost all
the journals related to all fields of engineering as well as some
in the fields of mathematics and science. 1In addltlon, several
conferences have been held all over the world and hundreds of
papers have_been preéented in e&ch.‘ The theorj and application
of FEM have also been presented in numerous text books'(Ref 3-22).
In order to help the research workers in tracing the references
.required for their éarticulat work several bibliographics have
either been §ublished or under preparation, among them notably
. Ref (23) is a'good‘source of information.

i
1.2 APPLICATIONS OF FEM
The FEM is applicable to a variety of boundary value and initial
value problems in engkneering as well as applied science. Some

_i.s0f these applications are:

~

1. Stress Analysis of Structures, Stability of Structures,

~ Dynanmic response of structures, Thermal Stress Analysis,
Torsion of prismatic members :

2. Stress Analysis of Geomechanics problems, Soil-Structure
Interaction, Slope Stability problems, Soil Dynamics and
Earthquake Engineering, Seepage in soils and rocks, Con-
solidation settlement

3. Solutions in Fiuid Mechanics, Harbour oscillations, Pollution
Studies, Sedimentation

4. Analyéis of Nuclear Reactor Structures

5. §Stress Analysis and Flow Problems in Biomechanics

6. Characteristic.Study of Composites in Fibre Techﬁology
7. Wave Propagation in Geophysics | .

8. Field Problems in Electrical Engineering
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Apart from the above mentioned areas, the FEM is also applicable
to any other problem as long as the analyst makes certéin that
the problem is amenable to solution based on the assumptions
introduced in the formulation of FYEM and appropriate material

properties can be provided in a realistic manner.

. ll.3 METHODS OF ANALYSIS
In general, there are four basic methods of analysis in PEM-
-displécement method, equilibrium method, mixed method and hybrid
nethod. The field vani;bles or unknown quantities in each of

iihese methods are as follows.

Displacement method - displacements and their derivatives
Equilibrium method - stress components
Mixed method - some displacements and some stress components

Hybrid method - displacements or boundary forces

Tn the displacement method, smooth displacement distribution is
assumed within an element, interelement compatibility of displa-
cement is generally assured and minimum potential energy critericn

is used in the formulatiocn.

In the equilibrium method, the interior stress distributicn is
assumed to be smooth, the equilibrium of boundary tractions is
maintained and the minimum complimentary energy is the basis

for the formulation.

In the mixed mcthod which is gcﬁcrally used for plate and shell

problems, both displacements and stresses are assumed smooth
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in the interior, the displacement components and the equivalent
stress'components are considered to be continuous at the inter-
element boundaries and the formulation is based on Reissner's

principle.

In the hybrid method; depending on whether the model is disf
placement type or equilibrium type, the distribution of dis~
" placements Oor stresses within the element is considered to be
smooth and along the intereiement boundary eithk>t assumed

compatlble dlsplacements or assumed equxllbra d;q bouﬁdary

tractions are ensured and either modified ccmp Lmentary energy
or modified potential energy principle is aﬁepted for the ‘for-

mulation.

Among these four methods, the displacement method is the most
widely used‘approach.' However, for plate ben'iing problems
~either the equilibrium or mixed method is preirrred and for,

some field problems hybrid method is more suit-ble.

1.4 DESCRIPTION OF FEM

A,siructure, continuum or a domain is divided into e number of
arbitrarj shaped parts or regions known as atamenia. These
elements are interconnected at joints known as nodes. The

principal unknown is termed as the {ielfd variable. This field

variable can be displacement, temperature, pore-pressure or
stress. The distribution of the field variable within an
element is approximated by the use of certain polynomlal

.functions. Variational methods or residual methods are employed
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to develop the finite element equations which relate the. field
“variables at the nodes to the corresponding action vector at the’
nodes of the element. This relationship is provided by the so
called property mat;ix which is based on the material and the
geometric properties of the element.' Finally thesé finite
element equations are assembled to form a system of algebraic
eguations for the entife domain. The unknown.field variable

is obtained by solving this system of algebraic equations.

1.5 BASTC STEPS IN FE ANALYSIS
The basic steps in the finite elemert analysis of general'

problems are as follows.

- 1. - The continuum is divided into finite elements of any
arbitrary shape.

2. A suitable polynomial is chosen to represent the distribution
vf the field variable within an element in terms of its
1 values. Thus, the field variables at the nodes become
Lue primary unknowns. ‘

3. Using variational methods or residual methcds, the finite
element equations are formulated.

4. The individual finite element equations obtained in step
3 are assembled to form a set of algebraic equations for
the overall continuum.

5. The solution of the algebraic equations obtained in step 4
yields the valuescf the field variables at the nodes.

6. From the fiecld variables at the nodes, the secondary
variables such as stress, strain for an element can be
obtained.
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Applications Software

' The user {¢esigner, draftsman, engineer or technician)
interacts with a TAD system through applications software. The
programs "talk® the user's language A5 opposed to the computer

-implementation lanquage which is, hopefully, isolated from the

user in lower levels of vutilivies and system software. The
usefulness of applications software is related <o the human
engincering of its interface with the user (command lanquage, user
1/0° hardware devices, software design, etc,) as much as the
technical content and features of the program, : '
Applications "software can he divided into two categorles:
standalone and turnkey. The standalone software is available fron
a software vendor and frequently runs -on scveral differcnt
manufacturecr’s coaputerc, The turnkey software is availahle as
part of o packaged Bardware/software system {rom a tuinkey vendor.

The turnkey vendor -typically buys computer egmipment from a

computer ﬂaﬁufacturer and combines this with his own software,
hardware packaging, and wotrkstation design. A crw turnkey vendors
offer modified software from another software veador. A few also
produce. their own hardware components, particularly
microprocessars for speeding up interactive gravhics response,

Standalone applications software has the primzry advantaqe of..

flexibility. . It~ often can be implemented on wTomputers over a
broad size/speed’range in organizations having caverse computing

machinery. Standalone software dominates engineering analysis,

where turnkey systems either don't offer capabilities or are very

-wedk. Turnkey systems, on the other. hand, have . the primary

advantaje of being available from.one source, avoiding the
potential prob]ems ‘of multi-vendor scenariss. They have achieved
2 dominance in the area of geometric modeling and. drafting
{particularly 20).

This section reviews: the standalone applications software used
in CAD, "Turnkey systems are discussed in Section VII, The bhig
news in standalones -CAD software is the :migration to smaller

. computers._

-
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Structural Software.

Development

1930 Shattuck Avonue
Berkelcy, CA 94704

MCAUTO .

Dept. K246

P.O. Box 515

S5t. Louis, MO 53166
RAA - chhnoloqy and
Specialities Co., Inc.
P.0. Box 37189 o
Houston, TX 77836 .

“itech, Ltd, .07
sississippi sﬁate Univ.
Drawer KJ

H1551551pp1 State. S 39762

Mr., Ronald T. Bradshaw

85 Central Street.
waltham, MA 02154

Guiley Computer Associates
23e¢ E. l4th .. . .
Tulsa, (0] 4 74194

Structural Members Users
Sroup, Ltd. . -
pP.0. Box: 3958 -

Univ. .of Virginia Station

Charlottesville, VA 22903

“aaenesys leited

t.isle Strecet,

‘foughbotough,:. LEIIOAY

England - . | )
ECO™ Associates
Brown Deer
Milwaukee, WI 53223

Synercom Technology
P.0O. Box 27
Sugerland, TX 77478

CONCAP Compuilng Systems
7700 Edgewater Drive
Suite. 780

Oakland, CA 94n21

53.

54.

55,

56,

57.

58.

59.

60.

p 524¢

Structural Proqrahh}hq, In ~
83 Boston Post Road

Subury,. MA 01776

Shanler Assbclates
1959 Thalice Way
Toledo, OH 43513

SysConp r'or:poratlon
2042 Broadway '
Santa Monica, Ch 90404

Folguin and Associates, Inc,
£822 Zromo Drive
P.0. Rox 12990

El Paso, TX 79912

Zeiler-Pennock, Inc.
2727 Bryant Street
Denver., CO 88211

Stress Analysis Associates
4529 Angeles Crest Highway
Suite 104 ~~

La Canada, CA 91011 =

Computer Mart
560 West 14 Mile Road
Clawson, MI 43817

Northern Research ancd
Engineering Corp.

39 Olympia Avenue
Woburn, YA BAlgal
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Software Referral Cata}ogs

1. HP 1000 €uide to OEMs and Software Suppliers
OEM Mvarket Development
Hewlett-~-Packard Data Systems Division
11080 Wolfe Road
Cupertino, CA 95014 .

2. Engineering System Software Referral Catalog
Digital Equipment Corp.
Engineering Systems Group
2083 Forest Street
Marlboro, MA 01752

Distrihutionm Agencies for Software

1. ASIAC (Aerospace Structures Information and Analys:s Center)

AFFDL/FBR
Wright Patterson Afr Force Base
Dayton, OH 45433

2. CEPA (Society for Computer Applications in Engineering,

Planning and Architecture, Inc. ) ..
358 Hungerford Drive o
Rockville, MD 28850

3. COsSMIC ~
"Suite 112, Barrow Hall
The University of Georgia
Athens, GA 30602

4. National Information Service-Earthquake Fngineering Computer

Applications

519 Davis Hall

The University of California, Berkeley
Berkeley, CA 94729 :

‘5. National Techhiéal Information Center

5285 Port Royal Road
Springfield, vA 22161

6. . NESC (National Energy Software Ceénter)
9708 South Cass Avenue
Argonne, IL 60439
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4. MODELACION MATEMATICA DIE SISTEMAS

4.1. Introduccidn al Cilcule de Variaciones

Existe una gran variedad de sistemas fisicos gue puedern
ser descritos desde un punte do vista variacicnal y en estz con-
texto, el mancjo de cdlculo de variaciones se consicera como una
herramienta matemdtica que permite la formulacidn ce un sictenc

mediante conceptos matematicos que pueden relacionarse directa-

r

mente con aspectos fisicos del mismo.

El problema clisico dec cidléulo de variaciones consiste &=
encontrar los valores estacionarios de un funcional ¢l cual se
define como una ihteqral definida cuyo valor numérico deperce
de la funcidn integrada y para encontrar los valores estacione-
rius de dicha inteygral es necezario encontrar la funcidn gue
sustituida en el intecgrando correspondiente ceda un valor extre-

mo, es decir minimo o maxima.

" Sea el 'funcional I definido por: .

-

| | b '
I;':JF(")“‘X o (4.1.1
o

Cad.: funcidn F(x) que sca sustituida en csta ccuacidn resuize
cn un valor numérico de I diferente y aquella funcidn F*(x) cue
resulte en un valor minimo « madximo, hace el funcional I esté-

cionario.

Ez conveniente pensar en cl paralclismo que existe entre

vl concepto de cncontrar los valores estacionarios de un funcio-

nal y de una funcidn algebriica. Cuande sc busca el minims © -~

Xximo d¢ una funcidn definida como

4= 16D . : (4.1..21
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Ciertas condiciones deben ser satisfechas, como lo son que la
funcién sea continua en el rango de interés, que sea deribable
dos veces en dicho rango Yy que ademds la primera derivada de

la funcibdn con respecto a la variable sea cero es decir

: - (4.1.3)
= I -.
El resultadn es un_balor de la variable independiente para

el cual la funcidn f(x) es estacionario,

Entonces, cuando se extremiza una funcidn se enéuentra un
valor de la variable independeinte, mis cuando se extremiza un
funcional se e¢ncuentra uan funcidn. La condicidn suficiente y
necesaria para extremizar dicho funcional consiste en que su

primera variacidn sea cero; es decir:
b ‘
§1 = JJ F(x) dX " - - (4.1.4)
o o ‘ E

Esta condicidn es anidloga a la condicidn de la ecuacidn
(4.1.3). Un ejemplo de aplicacidn del concepto variac;onal es
el problema de encontrar la trayectoria que debe seguir una
particula de masa m para moverse desde el punto A al punto B
en un plano, bajo la accidn de la qravedad-de tal forma que

el ticmpo de recorrido sea minimo. Figura (4.1.1).
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El funcional que se puedc proponer para este problema es:

L

S o . .
J | é§ o | S R
o U (4.1.5)

L9

en donde: -t o "
s:imo\ﬁ _ o “‘(4.1.-61

y de consideraciones enérgéticas
3t = max | N PR D A
. 2‘“ : 3 ' .

entonces combinando las tres Gltimas ecuaciones se tiene que

L e g
t= J dx , R (4.1.8)
2.5x : : -

El problema consiste en encontrar una funcidn y=£f({x) tal

que el funcional t sea minimo.
+ . - . T
. _ : A , v s e
Antes de procedir a formular la sulucidon es necesario des-

- . . ird N
cribir la forma general del problema clisico de cdlculo de va-

“iiaciones.

Sea el funcional n definzdo por
"n' J (X, \1 H)dx : - (4.1.9)

en donde y'Eg% . El probiema consiste en encontrar funcionc:
y=y (x) para las cuales pequefias variaciones arbitrarias 8y(x),
, no cambien el valor de 1.
| .
La condicibn sufidiente y necesaria para encontrar umn va-

lor estacxonar;o de T es de acuerdo con la’ ecuaci6n (4.1.4)

gn= j SF Qo) dk = N o
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S . -~
Q+ Ve Z‘P L+ ¥ .(?aff,_d» Koz 3-%’-;-..0»-

(4.1,13%)

-y como conclusxén tenemos que el funcional n de la ecuac:on

(4. 1 32) es estacionario cuando la ecuacion dxferencial (4.1,
se’ satisface

16}

‘T“

Y

-
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&.2 Formulacién Vartacional del Elcmento Finito

4.2.1 1ntroduccidn .

El concepto fundamental del método del elemento finito
(MEF) consiste en que cualquier funcién continua en un domi-
nio dado, puede aproximarse mediante una sucesidn de funcio-
nes que se definen en una serie de subdominios dentro de los-
cuales estas funciones son cantinuas y las cuales se inter-

conectan para aproximar asf la funcién dada (Fig.4.2.1)

Desde un punto de vista fisico, el concepto fundamental
del método del elemento finito consiste ' en que para resolver
un sistema que represénta una estructura fisica sujeta a
ciertas condiciones fisicas, se puede utilizar un modelo
aproximado compuesto de una serie de elementos que se inter-
conectan en una serie de puntos llamados nodos (Fig.4.2.2)y
cuyo comportamiento es'conocido a través de ciertas ecuacio-
nas prmestablecidas y que cérresPOnden a4 los tipos de elemen-

tos usados y al nimero de nodos en cada uno de ellos.

La solucidn de las ecuaciones del modelo pueden ser
exactas, pero el modelo en si es una.aproxiﬁacién discreta
al siscema.fisico y la solucidn de dicho modelo se aproxima
a la solucién del sistema real. Los antecedentes del método
del elemento finito datan de los afos 50's cuando surgid del
anill#is de estructuras aereonshticas, y ha evoluc;onkdo ra-
pidamente hasta expander sus aplicaciones a varios campos de

-la ingenierfa como son la transmisidn de calof. la elastici-
dad, mecinica de fluidos, estructﬁras, lubricacidn y otros

ndchos.

1.22 Formulacidn de un Problema de Ingenierfa

La formulacién matemdtica en problemas de ingenieria

generalmente se puede etictuar en dos formas diferentes,

i L . . '
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la primera considera el comportamiento de una area o volumen

infinitecimal del sistema y las ecuaciones correspondientes

se formulan en forma diferenical, y como el 8rea o volumen

considerado es representativo de toda la regién, las mismas
ecuaciones son vidlidas para todo el dominio de esa regidn,
Como ejemplo tenemos la ecuacidn de Reynolds en la lubrica-
cidn hidrodindmica de cojinetes Fig4.2.3 la cual 'es una
ecuacidn diferenical en dos dimensiones que'se deriva a par-

tir de un elemento infinetesimal y es de la forma:

? - h .
{ 9 3'32, El.{ 3 EL-] = -
T{‘Eé.[h‘ae TR TE R @.2.0

en donde h es el espesor de la capa lubricante, e es la
¢oordenada polar angular, z es la perpendicular al plano
{x,y},u es la viécocidad del lubricante, w es la veiocidad
angular de rotacidn de la flecha y P es la distribucidn de

la presidn al rededor y a lo largo del eje z.

En la secqgunda alternativa se postula un principio
quc englobe la regidn entera o dominio dado y consecuente-
mente es una formulacidén en forma Integral y la solucidn
es gencralmente dadapor valores extremos de dicha integral.
Este método cs conocido como el Mé&todo Variacional y como
ejemplo se tiene el caso de la energia potencial de cuer-

pos elasticos, en el cual se establece que la configura-

' cidn del equilibrio estdtico de una estructura deformable

requiere de una energia potencial minima. Esta energla se
refiere al total de la energia de toda la estructura y se
obtiene mediante la suma de energlas-de las partes de la

estructura.

De todas las posibles configuraciones que la estruc-
tura pueda adoptar, aquella que ceda un valer minimo a 1la

energlia potencial nos da la configuracidn de equilibrio.

Esto se conce como el Principio de la Energia Potencial

Minima.
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Resumiendo lo antericr, ol procedimiento para desarrollar

el an8lisis de una estructura deformable consiste en establecer

un funcional, el cual es el valor de una integral y que tiene

la forma

| Xb
F(x,4,4') dX

Xa,

=

en donde

y=y4x)y ., Y

(4.2.2)

(4.2.3)

Una vez establecido este funcional se procede a encontrar

sus valores extremos, lo cual requiere que su primera varia-

cibn sea igual a cero, es decir que cumpla con la condicidn

de estacionaridad de una integral mediante:

. 8’“ = t)

(4.2.4)

Cabe mencionar que encontrar el valor estacionario de

una integral es similar a encontrar los valores minimos o

maximos de una funcién en cdlculo diferenical, excepto que

al minimizar una funcidn se obtiene un valor de la varia-

ble independiente que nos da un minimo en la funcidn, mien-

tras que al minimizar un funcional se obtiene una funcion

que al integrarse hace el valor de dicha integral minimo.

Para llevar a cabo lo anterior se puede proceder a

discretizar la integral mediante la siguiente ecuacién

LN

v . A S Xt C o
T= | Feon)dx = { Foud ) ax + Rl dt
Xa. XK . X

X .
e FOOLOAE @2,

Xwn
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realizado por las cargas que actuan en.el a lo largo de los
QGSplazamientds de los puntos de aplicacidn de dichas cargas.
Esto se puede expresar como sigue

V= U- W - " | (4.2.9)

en donde V=Energia potencial
U=Energia de deformacidn o interna

W=Trabajo de las éargas aplicadas

Como ejemplo podemos considgrar el caso siﬁgle de un re-
sorte lineal mostrado en la Fig.4.2.4 .El desplazamiento D del
extremo libre del resorte es ocasionado por la carga P aplica-
da en ese extremo en tonces.la energia botenciai se puede ex-
presar como: .. ' k

D Y
V= kadx _IPJX - (4.2.10;
o Je o ° _ S _ B :

L

En esta expresidn, la primerd inteqfal representa la
energia de deformacién y la sequnda el trabajo realizado por
la carga sobre el resorte de constante K. Al;integrar se ob-

‘tiene: - )
\ 2 = - - T

V= ’i(“)‘ - "",‘ =z KD-PD
: ° o - '

Es decir la expresidn de la erergia potencial es el valor
de una integral y por lo tanto V es un funcional el cual puede
scr minimizadec,-de acuerdo al principio de la energia potencial

minima. Entonces de la ecuacidn(4.2.4) se tiene que:

| SV'—" ('_kb - P) &D - (4,2.12)

RIS
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La cual es consistente con el principio de trabajo virtual

y dado que 6D es difercnte de cero entonces

KD- P =0 o (4.2.12a)

Es decir que el desplazamiento D que resulte en el equili-~
brio del sistema es tal que: 7
¢
De = 1 S {(4.2.12b)

Graficamente la ecuacidn{4.2.11) se puede representar por medio
de la suma de dos funciones tal como se muestra en la Fig(4.2.5)
de tal forma para un potencial minimo se tiene que el desplaza-

miento D es aquel que produce el equilfbrio.

4,24.Sistemas con Varios Grados de Libertad

Pér definicidn los grados de libertad son agquellas varia-
bles que definen complctamente y en forma Unica el estado o
configuracidn de un sistema dado, por ejemplo, el sistema de
resorte lineal que se acaba de ver es un sistema con un solo
grado de libertad ya que una sola cantidad define el estado
del sistema, esa variable es el desplazamiento lineal del ex-
tremo del resorte. Si en ese extremo se anexa otro resorte?@n
toncés existen dos grados de libertad y asl sucesivamente. Sin
embargo la naturaleza de los grados de libertad no es necesa-
riamente la misma, ya que &stos se pueden referir a desplaza-
mientos, rotaciones, temperaturas o tambi@n coeficientes de

. un polinomio que aproximan una funcidn.

- §i consideramos un sistema elastico con n grados de li-
bertad el cual estd sujeto a ciertas perturbaciones. Entonces
la energla potencial total se puede expresar como un funcidn

de estos n grados de libertad o sea

m, = T (D.D,03... Dn) . (4.2.13)

.
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entonces la primera variacidn del potencial con respecto a los

grado; de libertad se expresa como

8“_ 'amm,,a“rm?:‘g §05 ... + 2= §D, (4.2.14)

la cual debe cumplir con la condicién de estacionaridad de

la ecuacién (4.2.4), es decir §1=0 y por lo tanto:

o _ 2T _ .. .. =%% =0 4.2.15)
Ds 301 " '

De acuerdo con el principio de encrgia potencial minima,
la ecuacidn (4.2.15) define la configuracidn de equilibrio del

siatema,

Un ejmplo de un sistema con dos grado de libertad es el
que se muestra en la Fig.4.2.6 el cual consta de dos resortes
lineales empdtrados, Yy una barra rigida ligada los dos resor-
tes con una carga puntal como'se muestra. La expresidn para

la energia, potencial se puede escribir ya integrada como:
' 3 ' 2 |
V=3 KD + § K (D+oL)~ P(Dren) (4.2.16)

.hl substituir v por 7 en la ecuacidn (4.2.5)el resultado

€s:

2V _ KD & KD+ k-._eL. -P =0 (€.2.17
2D |
2Y - K10+ K, ’e —a? =0 4.2.18)

o
o

que en forma matricial adquiere la siguiente fomra




k4

(xv.+¥) k2L |{O (e 0
. -— s - (4.2.1%)

que se puede reducir a la forma comlin de las ecuaciones de

[K]{ﬂ: {F} | ) | (4. 2.20)

En la ecuacidn 4.2.19, (P} y {aP) son llamadas las fuerzas ge=-

equilibrio

neralizadas correspondientes a las coordenadas generalizadas
(D) y ().

-

De este ejempleo se puede concluir entonces que la matriz

. Y
ji
.también que el producto de una fuerza generalizada por su

de~tiq1der-Dﬂ—cs una matriz-simétrica es decir kijsk
‘correspondiente coordenada - siempre tiene unidades de trabajo.

Si un tercer resorte es anexado al sistema digamos en el
puntyv intermedio de la barra, elsistema se convierte en un sis- °*
tema qstaticamente inditerminado. Sin embargo las coordenadas
Dy 0 sqn aun suficientes para determinar la configdracién del
sistema y dos ecuaciones de equlibrio.son generadas, es decir
la indeterminacidn estftica no afecta el procediﬁ;ento génera;

basado en la minimizacidn del potencial. ]

A5 Formulacién Gencral Usando Campos de Desplazamiento

Antes -de desarrollar una expresidén general para la energia
potencial de cuerpos elidsticos es conveniente describir el con-

cepto de campo de desplazamiento y aproximaciones.

~ En muchos sistemas mecinicos la configuracidn del mismo en
un instante dado puede ser expresada en t8rminos de los despIa-

zamientos de ciertos puntos de referencia, los cuales represen-
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tan un campo de desplazamientos cun respectc a un marco de re-
ferencia. Por ejemplo el campo de desplazamicntb de uyna barra
elastica de secci8n uniforme con una carga axial Fig.4.2.7 se
puede describir en té@rminos de los desplazaﬁientos en los ex-
tremos de la misma en una forma lineal. Es decir el desplaza-
miento en cualquier punto intermedio de una barga se puede ex-

presar como una funcidn del desplazamiento de los puntos ex-

tremos de la misma con una relacidon de la forma

Dx = Di + ')"C (D5~ Di) oL ' (4.2.21)

Donde Dx es el desplazamienot de un punto en la coordenada x
de la barra, L es la longitud original de la barra y D(i,3)

es el desplazamiento del extremo (i,j) de la barra.

La ecuacidn (4.2.21) puede escribirse en forma matricial

ALY . =
Xy x ‘ '
Dx = {(l ) ( ‘)] D51 - (4.2.22)

como sigue: . :

S§i consideramos que la barra representa un elemento con
el nodo i en el extremo i y el nodo j en el extremo j y gue
f es el desplazamichto de un punto cualquiera del elemento en-

tonces la ecuacifnf4.2.22) se puede expresar en forma matricial

{H:[N]{d] ' _ {4.2.23)

En el caso de un elemento en dos dimensiones como €1 mos-

como sigue:

trado en la Fig.4.2.8 el vector {d}los desplazamientos en dos
dimensiones de los nodos del elemento, entonces la ecuacién

@.2.23) tendria la forma:




99 P

VL
) ft, O N2 O N3y O N.O i\ _
= & * (4.2.24)
{‘] v 'y N, O N O Ny © Nq Us
W
Vi
en donde: .(B ﬂ(c—‘;\ } (\”ﬂ (c+\;).
N\: 4bc ’ ' - 4bc

GRS

-4)
G R T

N (4.2.25)
L AdbC

N1f2.3.4 son llamadas las funciones de"forma" o de in--
terpolacidn., La descripcidn del campo de desplazamiento para
otros elementos también es posible en base de los desplazs-
mientos nodales, es decir gque es poéible conocer el desplaza- -
miento obsoluto de cualquier punto en un elemento o estructu-
ra conociendo el vector de desplazamientos nodales. Por lo
tanto la formulacidn general usando elementos finitos estd
orientada a obtener la solucidn de un sistema con un ninmero
finito de grados de libertad, en donde los grados de liber-
tad son los desplazamientos independientes de cada nodo y

donde dichos desplazamientos pucden ser de traslacidn o de

. Y
rotacién.

La aproximacidén a un campo de desplazamiento también se
puede hacer en base a un polinomio cuyo grado de libertad sea
el mismo que el correspondiente al elemento en cuestidn, por

ejmplo en el caso de la barra uniforme se puede utilizar un

polinomio del tipo:

{{}:.[u.s: {a'*a“x]‘ | ) (4.2.26)

{;"?[| x]a; o | .M.z.zv)
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v
en donde a, v a, son los cocficientes del polinomic de grado

1, entonces hay dos coeficientes para un elemento que tiene

dos grados de libertad.

Los desplazamientos nodales {d)se pueden expresar en fun-

cidén de estos coeficientes substituyendo las condiciones de

frontera

- Ux=e =-UWy
. {4.2.28)
“x,\_ = u)

Entonces substituyendo en (4.2.26) resulta el siguiente

sistema;

u. | O &\

.{dk"’ 1= | D\] (a3 (4.2.29)

ILa‘-

Despejando {a} de §-2.29) vy suSstituyendo en (4.2.27) selﬁiene
} -4
{” =t x] [A] {dl | | | (4.2.30)

Invirtiendo la matriz Dﬂ y desarrollando el producto en la

ecuacidn 4.2.30 se obtiene la ecuacidn 4.2.22 o sea:

[h=le ) @)= N o e

En el casc de un elemento planc triangular como el mostrado

en la fig.4.29, la aproximacidén se puede hacer en base a las

siguientes polinomios:
kW= a4 + X + A
V= Qq+ dex + &l

(4.2,32)

Quen en forma matricial quedan expresados como

\

— e — e e e ——— -
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u-'xwoooa‘k[ 2{3
v -‘00 o V X v \0« _ . (4.2.31)

(o )

Tomando las condiciones de frontera se obtiene que para

la direccidén x

u | K ql a,
W= X 4 (4.2.34)
U, L | X; “1] a\
y para la direccidn y
r‘f \ f X L‘. 1 .
N AL (4.2.15)
| !
v l*l Xy -‘131- CH.J
_ﬁe donde ‘ L
d
Q. A Iu'? . _ :
a,) = K. u‘s © (4.2.36)
. 2 [Ul. :
0y .
y . o | |
- : _
Q4 V. |
LW e
A Uy . KR

Substituyendo (4-2.30)y (4,2.37) en la ecuacidn (4.2.33) se obtie:ne

w={r x v [J\.]-‘{U.. U uv_]T (4.2.38)
vzt X 4] {J\]-'{V- Vi U'I}T (4.2.39)
"y donde ) . xzq3-x3q1 X3 Xohy ity - ot
‘ (M= s 43 =%, Hi-th (4.2.40)

X3 = X2 X =% ) TRl

»
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{ Substituyendo (4.2.40) en (4.2.38) y(4.2.§9) ;s reduciendo el sistema
' ultante es )
res | u‘
w N. O N0 O N3 O 3\1
{v “lo N0 Nro Myl (4.2.41)
Trangsle _ My
S A |
en donde A - : N :
N, = ?.:l- {7;3—- 4 (W;-‘h)x--\- (Xs-xt)‘il : . (4.2.42)
A : oL o -
‘Nr.' A [_2_5.-1- (q.,.q.)x + (X.ixﬂ%_] A C (4:2.43)
- 2AlT3 : C o o
N3z - .V“ -\-(q ‘10" * (x,_-x;)ﬂ (4.2.44)
T ZA |

‘n

- oL v’

De la misma manera se puede aéroximar el campo de'desplazamie?~o
pata un elemento cuadrzlatero plano de. la Flg«42 .8 usando poli=-

nomios del t;po

W= @ +a.% + 034 + Ga R4 . (4.2.45)

ir.—:_ Qs + QX E @Y + A3 XY B (4.2.46)

Los cuales conducen a un sistema equivalente al dado en las

ecuacidnesla.2.24) y (4.2.25).

4.2.6 Exprsidn General de la Energia Potencial

L3

Podemos considerar ahora el caso gcnefal de un cuerpo elas-
tico ‘en el'espacio el cual estd sujeto a cérgas que producen un
campo de desplazamientos, deformaciones y esfuerzos tal que en
un punto dado de dicho cuerpo y Coh respecto a un marco.de re-

ferencia, los vectores de esfuerzos y de deformaciones son:

L | - | '{G}={0‘x Gy 0 T T{i Tz;,]: o ) (4.2.47)



v T30

Substituyendo las ccuaciohes(%i 2)) y{%l S54)en 1%2,53) la energia

potencial puede exprésarse comos

-t WT( j[s]T(ensH )&J} y {AI‘SLBF{M 4“

T T 1 .
_ {“Tf[n] {i:} ay - id] f[l\!] {@} 45 : (4.2.56)
' Vot . Swe o -

En esta ecuacidn el subindice en Te indica que la cnergla
potencial es de un elemento y por lo ;anté el vector {d; es el
vector de desplafamiéntoq nodales de un, .elemento aolanente, Vi
para una estructura compuesta de varios elementos se tiene gue
la energia potencial total se expresa como la sumatoria de las

energlas potenciales de cada uno de los elementos y la energia

potencial total queda expresada como:

Tir = L[ 2 [0 [E'imdu) 0+ ( 3 Jorie a0

E - Vol

! 3
[t iy b - j ' 1B1S) - {ﬁ} ) w.2.5m
Vd _ : T .
'Una vez encontrada la exprésian general de la energla
potencial se procede a encontrar el valor extremo del funcio-
nal nn substituyendo cn la ecuacidn 4.2.4) 1o cual resulta en

‘el sistema .de ecuaciones -dado por la ecuacién(4.2.7) o

| {3“1] -0 ' ; | (4.2.-591

2b

? Entonces al substituir mp dada por la ecuacidn (4.2.57) en la
i . ecuacibn (4.2.58) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

de equilibrio,

.
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[V 'S

(Z§ ) er8)dv) (0] = Z (- freT[wh & ¢ | SHGEY

Vel Yol

+ J (773} c\ﬁ) + ,{Pl
Sup

v! (4.2.59)

La ecuacidn (4.2.59).se puede abreviar en tal forma gque la
sumatoria de las integrales del lado izquierdo de la misma

sea identificada como la "Matriz de Rigidez" y la sumato-~
ria de integrales del ladn derecho de la ecuacidn como vector

de cargas generalizadas, entonces la ecuacidn (§.274) queda
. [K]{D}: {RR ‘ (4. 2. 60)
3

.. Ejemplo. Podemos considerar un caso simple en forma general
mediante el cual podremos establecer la siguiente secuencia

de operaciones

{H:iu}:‘[‘ x.]{a] .- | 4.2.61)

| {d] = i?&:} - [: CL)]I(%L} = ‘.A]ia‘l  t4.2.62)
(o0 Amiil=len ey e

L L :
U.:J 1E E,ZAJJ( = -;-_J ETE £« Adx o (4.:2.04)
0 >

i L | . '
| —- o Uz{w}Tj[B]TE[glp\Jx {&} | o a2

- —————
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K, :LL[n]"e e8! Ac}x =LL{3 (-t 1) adx w6

-\ \

N

 AEf{Y -
ue: < = Matriz elemental de rigidez . (4, 2,¢7

4,2, E1l M@tuvdo layleigh-Ritz

Podemos considerar un-ejemplo unidimensional para descri-
bir el método Rayleigh-Rith como el mostrado en la Fig.4.2.10 en
donde el area (S) y el mdédulo eladstico (E) son constantes y la

carga distribuida (q) son tales que

A=E=L=I 4 q:=X | _ (4.2.c8"

Las condiciones de frontera son:

‘ -~ O X=o
. u Q {4.2.069)

u')‘:O @ x‘:L

La 'cncrgia potencial se puede expresar como:
Le L
b 2
TI'=J 7 Wy dX -J“(q ax) (4.2.7C)
s & >

Substituyendo los valores dades en(4.2.68) y asumiendo gue los

desprlazamientos u son de la forma usa,x entonces

= ';l,a“z - 431 | | - (4.2.71)
y \ . |
oW _ o5 = di- 3 2 =3 (4.2.7)
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O
. 51 se asume aﬁ°?a que u-a1x+a2x2, entonces la‘ene;qia potencial
queda como sigue: . .

{ i L ' :
TT=J';(‘1-* 2a,x Y dx -J(a..x+ azx*)xdx (4.2.7%)

[ 4 -}

Al _ 3| | AT LI (4.2.74)
' 34T Ta O 1, ulla Ya o
[a.} - {"/.z} o : T 2
a ~Ya | . :

A

Sumarizando Resultados:

- uu’:‘/‘) u(x—_-/,_) U.(X-‘:I/A) u(x__._.l) 0—(‘:‘0) r(x_-_'.)
P . 3 ’ . . .
() Termins| .0833 1667 .2500 .333 . .333 333
| ' o " 0833
T,,f.;m .30z .28z -29¢q 333 5333 .08
o ‘ .,
Exacte] 1224  .2292  .3041 £333 5000

$i asumimos un polinomio de lJer grado para u{“res té&rmines)
obtendriamos la solucidn ecxacta porque la solucidn exacta es
clbica de la forma u=13x-x3)/6 o sea que el método Rayleigh-

Ritz basada en
U=4&X +ax  + 63X° (4.2.76)

.daria como resultado

di='Vi
4,2.77)

\) - ¢;;::6

o3=-%

-

e
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y donde que €x e&s escalar entonces;

€y = f,. £x = i } [B] LB‘H” (4.2.8%)

x-—

¢J
<
2

Substituyendo la ecuacidn (4.2.85) en la expresidn para la

energia de un elemento se obtiene que

’. ’ X .
UL":JE—:- £ dx :.%[dl J [ ‘}[ Y '/,]dsid} - (4.2.86)

o

io cual se puede expresar en forma compacta COmo:
s Tr . - : T
Vi= 3 {dL [K] .{d}‘- (4.2.87)
A .
“en dond | , . |
n_donde ‘.‘ -

o foe e s = 2

Por otra parte el- trabajo realizado por la carga es

‘Wr.-J.‘ij.uAS = {d 1 J[”] 1ds 4.2.89)

s

\ | _(4.2.33) O

Y el potencial total de l: estructura es

'_“T-.: T+ T, +'ﬂ_'3.

. {4.2.93)

Supéniendo que para cada elemento las propiedades cumplern

con las propiedades de las ecuaciones (4.2.68) y ademds

._l=rV3

=% pgara ol elementod 2.9

/ ’ R
N

+S qu;d clemeatv2 S (U)

-
-

q L
3
N
Q = 2‘,— ¥35 garael elemeate 3

— e S - - i
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Expandiende los vectores al rango de la estructura se
tiene que el vector glohal es

u,
{D}: 2‘, - | (4.2.92)

Uy

Substituyendo las condiciones(4,2.91)

¢
-3

en(4,2.90) y expandiendo al
rango de la estructura, la energilia potencial es: -

3 -3 0O 0 0 0 o

T 0o © 0 ©
T _-_.‘_{D} 13 3 eef o330 | jo00 0 {D}
T z © o o0 o © -} 3 © © o ) -3
\ L2 o © o o © 0 © © o

]
[P
v

4 () o . o
T L 1 11 4 + - 0 .
-*iD salof ¥s4)s $4 )1 4.2.93)
o o b4

ainimizando'la‘energia potencial se obtiene que
2Tl | (4.2.94)
{.__.T = 0 )
ERY ‘ |

la cual resulta en el siguiente sistema de ecuaciones de equi-
librio '

[3-30 o | (W Ve
..3_ 6 & © U4, —{e/s4 {4.2.95)
o -3 ¢ -3 Uz 12/54
) 0 o -3 3 (W) /54
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La Matriz cuadrada‘del lado izquierdo de esta ecuacidn es

sinqular debido a que no s¢ han impuesto las condiciones de

frontera de la estructura, &sta condicidn es

U=0 ' (4.2.96)

Al imponer la condicidn (3.96) en la ecuacidn (4.2.95) se

obtiene ;
6 -3 © Uy ‘ 2
-3 ¢ -3 Uy t = E; 181 (4.2.97)

o -3 3 Uq

-

de donde se obtiene que u2=.1605. u3=.2840 Yy u4=.333 los

cuales son exactos sin embaryo son aproximados en cualquier

otro punto, por ejemplo en x=L/2 se tiene

ik e g%
U.T-‘[N]U}L:[L!_ 'f']{d;‘ | (4.2.98)

JA¢0S

w={% %))z ] " 21l | (4.2.99)

El valor exacto de u en x=L/2 es de 0,2292, El esfuerzo

en el elemento i es Ui=(E\:x)i o también
’

G; = E[G] {li:“s | o | | C .2.100

Substituyendo las condiciones (4.2.91) en (4.2.100) ge obtienen

los siguientes resultados:

[\l
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0. = .A8\S Lxacto ¢n X=

- T
2= .3704 Lxack en x= 3
0'3 = 1481 gx‘c‘p ‘Qr\ X = %

Es decir los esfuerzos no son continuos en el modelo y los des-
plazamientos son mas exactos que los esfuerzos como se puede

apreciar en la Fig. 4.2.12

De estos dos ejemplos se puede concluir gue el método cla-
sico de Rayleigh-Ritz (R-R) es aproximado pero mids exacto si
se utilizan mis términos en el polinowid. En el caso de cargas
destribuidas ‘el método de R~R puede ser exacto si se usan su-
ficientes términos en el polinomio y la inclusidén de mids tdr-
minos no cambia la solucidn.

Por otra lado usande elementos finitos se llega a resulta-
dos exactos si. las cargas sé localizan en los nodos y es apro-
ximado para el caso de cargas distribuidas pero puede ser bas-

tante cercano al exacto si se usan mds el.ementos.
El método clisico de R-R utiliza un polinomio que se apli-
ca a todo el dominio de la estructura, mientras que el mitodo

del elemento finito utiliza un polinomio apra cada elemento.

42J0Modelacidn de Sistemas con Elementos Finitos

Existe una variedad muy grande de sistemas meclnicos y es-
tructurales los cuales requiereﬁ de una solucidn la cual no es
siempre trivial ni simple de obtener, en tales casos es pric-
tica comGn hacer una clasificacidn de efectos significantes y
otros que por su natﬁ:aleza'pueden considerarse insignificantes
© ignorables, de tal manera que en general siempre se habla en
términos de una solucidn aproximada a la solucidn real del sis-

tema o de una solucidn exacta o aproximada de un modelo aproxi-
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mado al sistema real,

En la formulacidn analitica de un sistema, las suposicio-
nes de que algunos efectos son ignorables tiencn como objetivo
simplificar los procedimientos de cdlculo, sin embﬁrgo a
través del desarrollo de tf8cnicas digitales se han podido me-
jorar dichos procedimientos, aunque en general siempre es ne-
ceéario hacer algunaé‘suposiciones respecto a aquellos efec-

tos que pueden ser ignorables o simplemente no dominantes.

La formulacidn con elementos finitos también réquiefe de
suposiciones ldgicas en base a la naturalezé del sistema en
cuestion y para tél cfecto se han desar:ollado una variedad
de elémntos'cuyas propiedédesfsoh répresntati#as dé algunos
casos ééﬁecificostde siétéma§ y‘asi se tienen por ejemplo ele-
mentos plahos para la simulécién de problémas bidimensionales
de esfuerzo plano o deformacidn plana, elementos viga enidos
y tres dfﬁensiones; elementos sdlidos o de volumen, elementos

cascaron y otros varios que tienen propdsitos especificos.

En general, el andlisis y modelacidén de un sistema es

un proceso que se desarrolla . en varias etapas que son:

j.Definicidn del sistema fisico
2.Definicidn de'condiciones_de‘frontera
3.Definicidn de agentes. de perturbacién
4.,Definicibn de variables de respuesta
S.Definicidn de efectos despreciables
6.Desarrollo del modelo analitico o

modelo matemi3tico .
7.Aplicacidn sistemdtica de procedimien-

. tos de Calculo

8.Interpretacidn de Resultados

Cabe mencionar que un entendimientn general del aivtena

-en cuestidn ea siempre bidsico e importante pues la definicidn

-
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4.3. Formulacidn de¢ Hesiduos Pesados [r-iétodo de Galerkin)

Una formulacidn alt'ernativa a la variacional es la deno-
minada de residuos pesadoS. Esta formulacién no requiere de un
postulado variacional gquec aplique al sistema de interés y par-
te de una manipulacidn directa sobre_lh ecuacidn diferencial
que gobierna la fisica del mismo. |

Una formulacidén diferencial resulta en una ecuacidn del

tipe

L{¢)=0 | - (4.3.1)

en donde L es un operador. diferencial, con las condiciones de

frontera

Y(o)=0
ol =b

Una funcidn de campo que puede satisfacer las condiciones ante-

(4.3.2)

riores se pucde definir‘como:

() =[N{e) e

" en donde[nles una funcidn de las coordecnadas

{v{\es e} vector de valores_nodales de

P

{?]a es una funcidn a "preuba”
entonces, si %ﬂa es,la verdadera funcidén, al sustituirla en 1la

ecuacién (4..3.1) el resultado es:

L(1¥) =0 ,. o (4.3.4)

la verdadera funcién pero es una bucna aproximacidn de la mis-

am, entonces al sustituir en 4.3.1. el resultado es:

(4.3.9)




,_,,_.__._.__._.__,._._...

[N
LN

Y4 :

en donde R. es un residums Ar »orror Aado por a es8 solamente
una buena aproximacidn dr la verdadera funcidn .For lo tanto.‘
R se puede cvaluar en puntos udiscretos (nodos) e igualar la su-

ma a cero para minimizar el error, o sea
[ ]

JRdV =0
g (4.3.56)

N

Pero una mejor solucidén serfa la de distribuir R sobre una regién
de acuerdo a alguna funcidn de peso w de las coordenadas (nodales)

antes de la iategracidn, cs decir

'IWRd\J'::_.O' |
- v '

4.3.7)

© sustituyendo la -ecuacidn (4.3.3.) en (4.3.5) y és;q en (4.3.7)

se tiene:’

JW L([NJWA) d\!.=é0' | . e (4.3.8)

La funcidén de peso w puede ser de cualquier forma en yeneral
pero cuando se selecciona iqual a las funciones de forma o de in-

.terpolacidn se tiene que w .es igual a N y por lo tanto

(ML (e av=o
N

' (4.3.9)

- ) ,
La ecvacidén (4.3.9).es la formulacidén de "Galerkin" de ele-
ménto finito y si se aplica a cada elemento en la regidn, se ob-

tienen n ecuaciones simultineas para n parimetros nodales en .

La solucidn del sistema de ecuaciones gue resulta se desarro-
[ lla de igual manera que para otros casos, aunque una desvetaja es
que la ecuacidn (4.3,9) contiene derivadas de orden mas alto que
las de formulacién variacxonal.

My

o —
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La primera integra

[k(e,3 en la eccuacién

, {_'K“‘] {Y} z. 1{(:\3

A través de la syma sobre todos los elementos,

integral produce el vector [d.

1 nos da la matriz slemental de coeficicntes

1

{4, 2.26)

la segunda

El primer término de la ecuacidn (4.3.25) contribuye al

vector 1Fl si dy/dx se definc en cualguier ex

si no se desprecia.

Las integrales de la ecuacidn
o

gue:

Entonces:
d T dy !
Joa IR - [

y para la segunda integral:

J W74 dx = j[ ]T[ 1{‘%23“ -

p [2 |\{M1/EI%
.'EL 2 {LMizer )

trema del ‘elemento,
-

{4.3.25) se evaluan como si-

(4.3.27)

' (4.3.28)

{4.3.30)



% i3
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' IS0 ¢
-~ =g
4 r
ﬂ' L 4 < P
ﬂ EI=8S~» |03 N-(mbt Cadon _nll.\ncnb
ton §=30cm
° ° Wodo M/ET
\ - 0.000714y
2 -0.000613%
3 -0.00047¢
9 -o.000032
1Y -0.00013%
M 61500 N-Cm ‘ o0

Las ecuaciones para el primer elemento son:

I |

ay

2

™. /et
Mi /ET

-

dy
o

SHH

(4.3.31)

wa, el Gltimo término desaparece. Entonces, una vez

-
t

..- -d_.xzo
ensamblado el sistema queda:
[ - | "‘{l
-t 2 - ®) Y
-\ 2 ) ‘{}
IS0
iy My +
O RN IA T
PO | e

que se puede reducir a:

r
-l

2 =
-] 1 -
4 2~
- 2
-\

S
1
Y3
Yy
Y¢
M¢

-t R L

7 [-0.000124 "
l: ‘ O | ]-0.00065%
-0 oYyr6
¢ g 0.00047
v e _-0;0003\3
t gl -0.000154
\ .
1| |~-0.0
J L -
.33
.S
.48 .
.zfc o ‘{‘=°
.\43
.0}

(4.3.33)
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~Mecadnica de Fluidos

) 50
Resultados

Noéo E.F. Teorfa
1 0 ' 0
2 .3334 -.3335
3 -1.2385 -1.2388
4 ~-1,5719 , -2.5729
s ~4.1929 -4.1929
6 -5,9559" ~5.95%9

Conclusidn: Sin comentarios.

Ecuacidn de campo en dos dimensiones:

(4.3.34)

3¢
o) = 2+ FaHe =0

Apl;cablc a problemas de:
~-Torsibn

~-Transmisidn de Calor

La inteqgral de Galerkin para el caso de la ecuacidn (4.3.34)es:

(2 St
th]T ¥ L 40) V=0

(4.3.33%)
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5. BIBLIOTECA DE ELEMENTOS Y £
APLICACIONES -

Desarrollo de Makrices Elementales

Cadel QQQMQn‘bO p,ohz. asoctado a oA ndmero dd“er-

minado de nodos 4 estos a su Ve a on nume_m

QSPQC\Flc,o de qrados do libertad (qd tY. En gera-
"G-Q deper\dtenolo do la variable de campo ( decploza-
mientd, Tempecature., oke) se preda definr el kipa de
grados de \lerkad que se requieren para. {a reprr s -

facion Fss&ca del comportamientd dad sistema; por |

| .UAQMF‘D, S se ’\'t’a.’C'& M d_QgP Q%amicnbo de_ ONa.

—parl:\'co\a 2n oha \me.a., se Hene annms_ on (gdt),

“Si se. trata dQ'dQSP\Q.taW\iEﬂ‘l'OS en on p‘cmo de la

misma.  pntoncs se Henen dos (3d1)}'4j se Henan
tres (942} para & caso de despla%quen‘cm en ,Q,'\

f'a_c,co
Los 6\G-me.n’cos Comonment e osacLog en la 'Pmc)ﬂ&k

de elementos finikos pueden clasificarse de varias
formas § en varias categordas , algunas de sitas pJnLr\
ser las que se indican en o tabla S-1-L.  Algonas do

las caracter{thcas indicadas on eska Tabla poedon scre

"FtS\C&men{:e m’cErpreEa.das pOr* &jemp\o el admero de

nodos necesarios  para describir la topologia. del ele -
mgn’co forma. rela’c\va ( rgctaqgu‘ar MPE%Oldaj d’t\

.Pem OMA no son tan oWwias como por giewplo ol
“orden d.Q la m*egmcwn e)c?\tajm el hpodm las fon-.

5 .
S L

5—4-*4-4_.‘-._—___._._
—————_._,___L__h—_‘_A:A —
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Carackarithica Cateyorica.

Tipos d2 Elementos

Ejewmplos

Ligadts  (unidfumensionadus )

harra, viga

Espaciol :
C. Trmngulafu b{uuso f(an-o d},{-cmug-
. . - ’
G;ﬂ.oma.*"’lca- D(aws (b‘diwdftén“l‘o\\-.cuadn]dhrm Cto A Pla.nu, ax\!iue_*ﬁ-ws
Espactales ( 1ridumensionalss) solidos, placas gruesas
Triangotares , tectangoleres
Formo. Nafurakes Cregolarces)
Relahva
Tsoparamebricas (\ff&su\a\'u3 , {2 jeomedda rreqdlar
1,243 (un’rosda m‘\‘egmr.w-« ' -
Ocdan du los Live ales ( wodos ,uu‘u'maln) lados vectos

pa\'\n.o'wu'os de inber-
Polau:é*\

Q)a,dm}(oa: (no:.los,wq 1 L m’rw.audu)

lados pambo“wl

Cooreas (nodeot M“, A m\"chdun)

ledoy  coblios

Tipo da (grad-os
do \ivertad

Tras\'ador\alm

'ba.mx, plungs, solidor

Qo\‘aubnaho

vigas , cascarones,

p\a.Ccu.\ .

TABA S-i-]

Mguna,a ()»aafplfadow & Elewentos Foudus

e
T

./5
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En 0 programa. gererad Ao elowentos findos cde -
(T RY

Jamantn pskrl debidamente formolado  ataves do

c.le,rs'qs C.cua.clones C{,UQ +Dman en c;uanEu [a.s St30¢qn-

tes caroche rishicas:

- Numem d2  nodos |

- Numero &&_qrad.or de boctad pJC nodo
— Coordenadal aodales

- Coructwidad de\ demento

- MUMem a?_n (Junjcos Ao m\'v_gr'a_u_dn (\SO(Jararﬂetr:cJ\
~ 'me'ledadu del materod

3 fa. coda ?LLM@«\’UD en un Ststema ) Y formu(ar\ lag

madrices elementales que caraclerzan SOS gropfaolades
g que @ gasamblan on madtrics glcbales Gue caracte-
rizan la eshuchra tolad del sistema, Por ejemplo ta
estrochurae moshzda en la fHgum Sop-1 Hene ¢
lewentos cuyos nodos Henen on solo gqrado do libortad
(-l'empprmluci_ por %awf[o) &0 ngou-a_d;D dg ewsamblar
las mahices odementales en la matriz globed o vna.
maz (_,ut{os_fermmm ch*p,mw&ts do cero so ndican con
ona X" como se mussta en las sfguicnh&s CCoaUN§
‘dicadas . |
‘Sea. (ki (a. mattz  dd demenh: Ay orde'\'
| n .U.s Y Ua,Q al nomer du nodos (dado que cuda nods

tieng onsslo qd ) emfonas 5o obhemn las slguwm‘rg
madnce.s demen‘:‘a.lpo | |

——————




| {\"-33,(? ’ [kZ]‘\xH" {V-B] ., {kq]qxq / Yks]&:a “d 52

3x3}

[k"]le ’ [“1]2.\'?. ;. (_kg]er -~ (Set-)

€0 Veckor glo‘oaﬁ ch.- Gredos Ao \berted se ordena da.
acwerdo ol esquema da nomera don noded zd que

(O)'= {d, dor o A} ($1-2)

4 los vedores elementales se ordenan de acuerdo a o
nodos que  dekinen el clementn , sntonces se Henen los
s'u'juion\u veckores alementales :

(DT {4 do 4]

{.Dc}T= {d3 diy
{0 = {de ]
.{bv‘r={d1 dq}

Al exeqnder (ag matrices (S

q\o\aal se eoe_den‘ somar término o
 serla mahiz [R] cuyos +érminos aj_lgrgny-cs de ceco

. . e !
© se indican en la siguiente ewacon:

v o tawano de la matn
Termino Y el vesolindo




[ s e
v

I L

. a - JU

1] X X 0 X X x 0 00

sl 0 X » 0o 0o xx 00
{ ] | ' (5-1-4)
- sl X X 0O X X X 0 X Xx. |

‘ "X X X O %X X x X X

ilo 0 x 0 0 X x 0 x

tl o 0 0 X x x o0 X X

1o o o0 X & X XX]

ﬁ_
N
2
7

<

| % N

tiqura Se l L 'S'\s\‘ema con S e\émen’cbs ?(CU'\OS

~ (4res ’manqulares g dos c,uadrt\a&ros) y 4res clementos
barra con n qrado dg_ {Wertad por node

V310
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:Ca.sd_’z' 'Elemenbo\/igau_ | L 57

. \I; I;IEL J !VL 60 | : | ‘ )

L_] z> Sh X
oA AP_S(’!QZﬂM\Q,V\‘bJ wr%&ﬂ\:& vV oo CualqulW Pov\h M
ﬂiﬁvuwl*o oca.\t?:adn w U-'\a. (Mﬁdﬂﬂad.o- X d_d M\sub e
pug&z a.proxXisar mediante : » .

, d
V: {‘ _x. 53 ) . (S.(t'])

Ow

S‘egun lw feoria da \n"gqs, o @é\qia‘méﬁb a(lc‘]u\a% e
dy o punbo o la viga 2 iqual o la decvada L) despla-
%amen’cn corbunbe  con nzs(:ec,b a_la a:orcunad.q lcnat—

Hudingd | QM‘@«@.S' - | |
Cfay L.

dv.x d s ;_ ' g

- =211 x x ]lg)} (5-1-18)

Oy )

F.a .
o= [0 1 2 wfag o (0
(& )

+oma.ndo ) Maﬁm do ,Gmw\*em par dxﬁ:w‘—u‘c@

"go hema e
v e Rl (s

Q;:/_.Q... @ Xx=0

......:'_'_:___~_____-;____%___"_-;n_ﬂ_-&_m _Jx :."'L_ e HMH . | 'l |
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Quitvas - . | .
o , 6o

(v} [+ e ° offa o

o} O 1 O o

{ = 23 \2: -‘-‘[j\—-l{‘l‘ (s1-21)

e.) [0t 2 3Lt .ha%. '

.Qb!m\w)a(,uzv\ -h.a.vu (o r(of‘w-'- dalo Qw&o’-éf‘v\ (s.1:7) ) d.Q.
(§;|.?1).3 (3‘.[.\8) SQ.'HQP\.Q \o S'\cjuian*-t ;

| . ] 3I. & ‘ .
V, Lx X X] (/Y : e\
1 - . TS
{92\ {O \o2ex 3] a;7 (S-t22)
' 0«) : _ .

!hMU?A &quandb dved—w {CL} deo @ \« L\) (3 suskh-}ml&‘ﬂ AN
{a ol’rmo- penaidn  se obhiens |
H | (gl.t-zz)

(a=lo ::-;;iHM

d.ovlch o dendﬂ do s Ma’mu 2o (S-(-23) md.qau

=1

[N}?{‘ S N

o) _l 2X 3K

tomando da lm gevacdu (S113) \m dsavada cor reS(chOuK
0. o'ahnu (o. mht [B]

8] = %;ENT. s




suskihuendo o watz (B 24 o pevacida (S-1-5) cm é/.
lo. wakiz [51‘-‘[&1] = ET , ,\ fesottuda 4y 2l S'.tﬁu'uvd‘e

dj'/puud-l Dusars Wae \a legracidha « o 62
2 eL --120 6L |
ET JoL 4 -oL 2t
[\‘6:\: 3 (g-12v)
L oz - 1z -eL
| L 2 -eL 4t

_CCLSO 3 E.\emen‘co Trib.r\alu{a{ Plano

+9 . «
W= al"’ Qe X + a1y

]J—:: Qq% acx + a"“

(s.12¢)

J

— X

o .‘Memgo.f\d.o lo a.emkl'ua.tbﬂv\ de Ca.ugd (s-\'z‘) 24 %JM&..

adricid e hear!

o
Squ_ 1 ® 4 o oo} (s1-27)
{«r “loo o 1 x 4]\® |
Qy
Qs
‘ ' : , Q¢ ,
Towawdo las eomdiciows de (fmu{‘em. {ara. 1=t, 1:1‘-3 k=3
st howe quat "
LR v [ox 4
(1

.JL - l X‘L..‘{l as-

TV TR BRI TR L L
W Lt xs Bl ) L s Sk




dugigaada los vackorso (o a " 4 laqas ad’ <a

L m’mae [bl 2 obhieat fowando les paritals do [N)
1 decit-
{p‘ o %0} C(5033)

o N O By D N3

=
-
B
i
Mo

o
g

Q
%

£2.

Sanx | -
Q, LR 1 U, -
QL% Sl X Ny {HL} = [j\] {ug (S'- \-?ﬁ)
aJ _l_ x] q) i u'.'a | : _
- ‘j = X ‘{ :\- U- ) -\ :
a ' i v 1 i .
ia:}: I Xu Ma U:}:[_/\_]{U'g (5'130)
04 |V k3 3] [ B |
soshb 4gndo b0 Dcpresionss ea la Levacion (;-\-11)
dalot dawente ordonadas se gohear
- u, '
{lk} - [M‘ C t\!?_ ) N'J S] N - (g_.‘.]‘) |
v © Ny O Mv. O Mijjul |
vy :
o donde |
L L2 4 () + O]
N2 2 - | | _
Nz T2 (Gdx + (oo (5-32)
Nj= z_A ‘ZA + (w Y)x + (Kz X.)‘{-



Para. obtensr la waknz do tit‘\'aiz_-s ded owento solawente 43
»mrasary sushiny la ur.(:rest'éu A (8) Lila 2epacn 5y
(€133) 2l Revacibm (S-(-7), pavo ld wadiz da
froptealaaﬂm 2 wedondd dﬂpﬁmd-ﬂ dd caro qur truke , 0

A cwo &8 sfusce plans e Hent

= [v v o :
[E]:'l-w- U \—S (5-1-39)
© A

:T'U\J.Q caso do d..-.t,afu.a.aéu Tlano.. v l«.ard._

L ' 'y Yawuwy O B
; z(1-v)
o [e)lE Y W 0 (Se1-37)
: —-2UY ) .

(140)(1~2v) o o G o]

W

L wmatne finad 5o puede ooterst dalws evacews (s15),

(2.e33) 4 Sequn - Sea e\ cero do @mm (€-1-3¢) 9/0 (sf-l-li')."

vgivoo 4 Elemente cweddldter plano
- , YR .

b . L= G, + 0uX + 034 + Ay XY

jl ' (s -1-3¢)

—— - X, u V'-_ Os + 46X+a11+atxﬂ

o 2evacionss (5 -3¢) rggrnuﬂ":m la aprox(uuub(« dis,
Mp\a%amiﬂv&‘o a. daves da wm fD\fvaio. m;anoﬂand.o
log wiismos pasos que en 2 cato  antenor 32 obhenwn (a4

—

—————
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[N]':[Nl © M 0 M50 p,0 o
y ON O N.O N3O uq] (9"37)5.-3
o donde
N, = (2-%) (acu)
4bva
N, - (b+x)(a-4)
4ba _ |
Nz- (_'_°+*)(Q+w) | (S-l-B?)
4ba. -
Ny -= (o-x) (a+y)
~ Aba

Lo mainz (B) 2 gotiear wadianke -

o [el-

2 o

o2 [0 momO Nl (o
°“ o N, 0Nz O N3D N . |

3_3_‘\ : _

24

24 @ |

o wabiz dowswbd 4o rigiden @ ddhient suskibgonds

(. wahiz [B] cLL\&-QeJJa_d.é\a (<. \.._zq) s \a Leda s
(s4.¢) ‘a dmde & watie [E'.] Mena o wmicwa forma |
qur 'P_amﬂl Cﬁ»ou dauento ‘\T{qqﬁu\ar_ |
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caso S

41 - n

E.(nwa.n’ro reckangolar '\Sogaraméh‘\tb
o 6
oy Ll
3
[ —

-L'\ ’ h "

_ _ | , |
Para- Mh’. caSo, @Lod;nmos wons derar la fondion ds rnapes

H

[X} {N o Nz OM:OMO\V.'} (5.1.40)
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Systems

CGauss Pr. 4
¢

ii- Vi- -Z_l- = unit vectors delining directions of local coordinate axes

at Gauss point (i),
Xe = elemental X-axis tangent to middle surfaceat = =% = 0.0
C and paraliel to local § direction,
v unit base vector defined by rotation angle e with respect to

vector XE
2, is normal to middle surface at Gauss point (i)
Y;=VxZ
% =¥ x

Figure 111.5.3
Definition of Elemental Gauss Point Coordinate
Axes for Shell Elements :
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Table 1 - Coupled Node Displacements

Node 1 Node 2 Directions
1 1001 ux, UY, Uz
27 1027 Ux, UY, U2 |
40 1040 ux, vy, vz
55 1055 ux, Uy, 0z
70 1070 ux, UY, Uz
85 1085 ux, vy, Uz
102 1002 uxX, UY, UZ
119 1119 ux, UY, Uz
215 1215 UxX, UY, Uz
651 1651 ux, UY, UZ
664 1664 ux, UY, UZ
667 1667 uUx, UY, UZ
709 1709 UX, UY, UZ
728 1728 Ux, Uy, Uz
747 1747 ux, UY, UZ
7264 1764 vXx, UY, UZ
781 1781 ux, UY, Uz -
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Vv section‘i Tsectio.n S section|Ssec/pin
U61. 0.005308 | 0.004900 | 0.00403! | 0.003172
Us3s 0.005324 |0.004314 | 0.00404% | 0.00375
Uozs | 0.005630 | 0.005221 | 0.004260 | p.004115
U277 ‘0.006351 0.005945 | 0.0049¢7 | 0.004149
Ua17 | 0.001517 | 0.001614 | 0.001645 [0.00621sS
Watg | 0.002164 | 0.002208 | 0.002235 | 0.002148
U717 | 0.001788 | 0.001817 | 0.001798 |0.001173
U719 10.002117 |p.002145 | 5.002127 |0.001766
x4 {0.001c4 |0.0004929 |0.000674 |0.000520
X2  |p.001077 | 0.000%9%3|0.000704 |0.000515

TABLE 3

- ! .
U(i) - Tangential displacement node i

9‘(}')-8_.|0pe of pin side j
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barra. A maners de ejesplo,. &n una’'barra con

apoyos continuos {(fig 1),.1la matriz de rigi-

dez vale N . ..
6 . e L8 8

_—
PR

v | ami/L 28110 - eBI/LY .61} |

-

I/ &EI/L

z 2 - R
- GE1/L 6E1/L ac forsado por los wmomentos y cortantes de

T

-8 es el ‘vector de desplazamientos de la
estructura, y estad formado por los desplaza-
mientos angulares (giros} de los nudos de ia
estructura vy ios desplazamientos linecales de
los ejes de 1a estructura.

- * -

E. o8 el vector de cargas de espotrasiento,

E~ . . . . B . espotramients que transmiten ias barras
- 6K1/L° - 6E1/L° 12BI/L - - 12BI/L° | & sobre los nudos de la estructyra.
< |- - AR ’
ek1/L* 6BI1/L" 1281707 12E1L% | & -
L - : ‘ . gg es ¢l vector de cargas eiternas conh-
7 centradss, forsado por los mosentos concen-
‘trados sobre los nudos de la eatructura y
. ' ’ ' Lt Al
.- - . ° ~ . . - ]
e, , . - . - -t
‘ : SRS _oabgmcacncgmcn&k%_ |
Coh : : 4 1 ' " - l Bg .
. . - r k L - : i
. . | 4 -
. [
' FIG 1 GRADOS DE LIBERTAD DE UNA BARRA:
- EP I
* : ' - L -
4. -
-~ ' ém . ) .
L ]
[ _ “3
L ) , 1.5 t/m _
. . ) -
’ ' - - , i ‘ . .
- 4.6 m .
i 1.2'°¢ | 1.2 ¢ .
’ . , ot
) , : .
i —_ —
) K
K. I K T 1 ¥
w1 :

FIG 2  CARACTERISTICAS DE LA ESTRUCTURA
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las fuerzas concentradas que actdan sobre
lon ejes de la estructura.

Cuando una estructura a base de zapatano
aisladas.sufre desplazamientos debldos a 1la
deforsabijidad del terrens de clisentacién,
de generan en las cimentacién ascciones que se
pueden determinar usande los conceptos da
rigidez angular Kr ¥ rlgidez lineal K‘ dei
terreno de cimentacién. Sa define ls rigider
angular como el cociente del momento M que
actia sobre una zapata ¥ el gire en radianes

& que sufre esta zapata:
K =M/® o (a)

La rigidez lineal se define como el coclente
entre la carga vertical @ que actia sobre
una zapats y e] desplamiento vertical & que
sufre la zapata:

K eQ7/& _ 9)

Loa valores de K v K‘ dependen de las
propliedades de deformacion del suelo,

De las eca 8 v 9 se obtienen el aomanto y la
carga vertical debjdas a la reacclon del
suelo sobre la estructura:

Mak o A (10)

- 0wk & : (1)

Conoclendo los valores de Ky K de _un
suelo, se pueden calcular los girea y los
desplazasientos verticales que sufre una
estructura cisentada sobre zapatas aisladasa,
ya que las acclones debidas a la deforsa-
bilidad del terreno se pueden Incorporar,
con re?otlva facilidad, en el vector de car-
eas concentradas sobre 1a estructuras e -
Este procedimiento lo vamos a {lustrar mse-
diante un ejesplo muy sencillo, tomo el
mostrado en la fig 2, en ol 'que vesos que
las cargas acbre la estructura son -la répar—
tida de 1.54 t/m, las coancentradas lobr; las

T

coluanas de 1.2-t ¥y las debidas a la rigidez
angular y llneal de las zapatas de cimen-
tacién. En la eatructura:

M&dulo de elasticidad del concreto
2 214 go0 t/a’
Homento de inercia de las coluanas
0.000675 m'
Momento de Inercia de las trabes ©.00S4 a'

En el terreno de cimentscion

K‘ = 1880 t/m Kr = 720 t.n / rad

A continuacidn presantalol'él asnédlisis deta-

ll1ado de la estructura.

Iniciamos numerando las barras y los grados
de libertad de la esatructura, los cuales ase

© myestran en la fig 3. Las  cargas sobre la

estructura, correspondientes a los grados de
libertad definidos, se aprecian en la fig 4.
Con estos datoa podemos formar las canti-
dades que aparecen en la ecuaclén matricial
S.

a) vector de deaplazamientos

2l vector de desplazamiento vale (fig 3)

B

-
e

@ & O 9O
e a

b) Matriz de rigldeces

Para formar ls matriz de rigideces de la
estructurs usamos la ec 6. Empezamos por
visualizar los grados de llbertad de cada

barra

Barra 9’ . B. s, é,
1 . e’ . .9' - -
2 G. 9‘ - -
a e, e, 6‘ s,



A contimuacion, ap‘l.xéando 1s ec 6 foraamos e e

-

LJ -
1a matriz de rigidez de cada barra:
' 1299.52 649,76
o, e, K - 649.76 1299.52
1299 .52 649,76 8, o, 9, s, s, .
LA 649,76 1299.52 9, 7970.4 3985.2 -i992.6 1992.6
K, =| 3985.2 7970.4 ~1992.6 1992.6
-1992.6 -1992.6 664.2 -6654.2
1992.6 1992.6 -664.2 664.2
‘:s ) ‘\ M
p a
' ™
rant
8 7] 1 %
N A l‘ 43 -

FIG » NUMERACION Y GRADOS DE LIBERTAD DE LA ESTRUCTURA

1.54 t/m
| Ppmtae _ Jra=12e
‘x_o, 1K s ke, [x a
r 3 17 r 4 1 "2
: R _/ .
ric 4 DE CARGAS SOBRE LA ESTRUCTURA

SISTEMA



e wm €,h(.J b

Sustityyendo.en la ec 6

. B

EeIE =K KK

A ;éa e e,
[ s6s.2 -664.2 o 0
-664.2 664.2 o o
E=| o o 12909:52 o
"o o 0  1299.52
-1992.6 1992.6 ©49.76 o
-1992.6 1992.6 o 649.76

c} Vector de cargas de espotrasients

.'--'u‘:./z""‘ - 4.62
ol eeLs2 | - 4.62
B = o >y 0+

o ’ . ' 0
“w i, aa , 4.62
'H\-ul-'ll2 ' -2 463
ok s T o

d) Vector de cargas concentradas

- 1.2 + 1880 6.
.= 1.2 + 1880 ﬁ‘
‘720 0.

720 ¢

..
- e
]

Sustjituyendo valores en la ec 5

€64.2 5 - 664.25 8 -1992.6 0,-1992.6 o'.
" - 4.62 ¥ 1.2 + 1880 6, =0

- .
~664.2 8, + 664.2 6,¢1992.6 6,-1992.6 6,
- 4.62 - 1.2 + 1880 & = 0

1299,.52 e_'- ¢ 649.76 9, + 0 + 720 €, = 0

[1299.53 8, ¢ 649.76 6, + 0 + 720 O = 0

W ’,
. v . . N .
~1992.6 6,4 1902.6 &+ 649.76 &,

49269.92.0,43985.2 ¢ + 4.62 + 0 = 0

-1992.6 6.+ 1992.6 &+ 649.76 O,

+3985.2 ©_+9269.92 € - 4.62 + 0= 0D

6’ 'od
-1992.6 -1992.6 8 )
1992.6  1992.6 &,
649.76 0 8
0 649.76 e,
9269.92 3965.2 e,
3985.2  9269.92 | s,

Por simetria '11
‘6‘-6‘,§.--9‘,9--9
Por lo @hnto
- 5.82 + 1880 6, = 0
2019;52‘0. + 649.76 O, -0
649.76 9. + 5204.72 9'_0 4.62 = 0

Resolviendo el slstema
6‘ = 0,003096 =
6, = 0.0002929
6, .= - 0.0009103

Bl momento que llega a 1a cimentacién se

puede obtenar multiplicando el giro respec-

" tivo por su rigidez angular
© M, =K @ =720 {0.0002920) = 0.211 t.=

La e-rii vertical sobre ls zapata es  igual

al desplszasiento vertical por la rigidez

llne;l - -,

P. - K‘ 6i s 1880(0.003096) » 5.82 t

Tamblién se puedan hallar las acclones que
transsite la estructura a la zapata, en-
pleando las siguientes expresiones, que
proporcionan los elementos wmecanlcos que
transsite una barra sobre el hudo;

M =M +4ARIE /L+2KIS /L
P -p | 4 ! L |

-6l 8 st e LS, 4L (12)
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ANALISIS SISMICO DE CIMENTACIONES

Agustin Deméneghi Colinax*

Cuando se realiza el analisis sismico de una cimentacidén, es usual
gue se cuente con un coeficiente sismico para la regién en cuestidn,
dado por el coddigo del Estado donde se construira la estructura
correspondiente. Con este coeficiente sismico se procede al andalisis
y disefio de la estructura, incluyendo desde luego en éste al de la

estructura de cimentacién. |

Sin embargo, cuando el subsuelo del sitio estd formado ﬁor sedimentos
de consistencia blanda, se presenta un fendémeno de amplificacién de
las ondas sismicas que llegan al lugar, el cual consiste en que, en
la base constituida por terreno firme, se presenta una cilerta
aceleracioén, mientras gque en la superficie del suelo blando 1la
aceleracién puede ser varias veces mayor que la del. terreno firme
(fig 1). '

El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en
forma parcial, la resonancia del suelo blando. Para ilustrar este
fenémeno consideremos un sistema de un grado de libertad como el
mostrado en la fig 2, en el que la base se somete a un movimiento
dado por

X = asenw t
La velocidad de la base vale . in = awcoswt
y la aceleracién - ':'co = -aw senuwt
La respuesta de la masa estd dada por (Newmark y Rosenblueth 1976)

Desplazamiento relativo ' Yy = a B sen (0w t - ¢)

* Profesor del Departamento de Geotecnia. Divisién de 1Ingenieria
Civil, Topografica y Geodésica. Facultad de Ingenieria. UNAM



Velocidad relativa

Aceleracidén relativa

- En las expresiones anteriores

B =

[~
n

d

aw Bd cos (w t - ¢)
‘1;=-aszdsen (w t - ¢)
1
»/[1--—3,—2~12+[2c 112
( ;1) ( ;1)
2 ¢ —

¢ = ang tan’ 1

- (= )2
“1

'wl es la frecuencia circular del sistema

w, = vK/M

Los desplazamientos absolutos estidn dados por

Desplazamiento
Velocidad
‘Aceleracioén

X =x +Yy
X = in +y
X=X +y

Definamos el factor de amplificacién de la aceleracién como el
cociente entre la maxima aceleracidén absoluta de la masa y la maxima

aceleracion de la base:

“f = max x / max X
) a -]

En la fig 3 se muestra la variacién de £ con el cociente T/ T,
para amortiguamientos de 2 y 10 % del amortiguamiento critico.

Recordemos que los periodos estan dados pdr

'1‘l =2 n/ W, Y

T=2n/Ww

Y



Se observa en la fig 3 que la amplificacién de la aceleracién depende
del cociente T / T y del amortiguamiento. La maxima amplificacién se
presenta cuando T / T = 1 ; al aumentar el amortiguamiento decrece
el factor f.' Para T, / T > =» la amplificacién de la aceleracidn es
nula.

Un fendmeno similar sucede en el suelo blando, en el que éste hace
las veces de la masa del ejemplo anterior. Por 1lo tanto, si el

terreno firme vibra con un periodo similar al del estrato de suelo

blando, se presenta una amplificacién de la aceleracidén del terreno

firme. Vemos entonces gue la aceleracidén en la superficie del suelo
blando depehde fundamentalmente del cociente T./ T, donde T ,es el
periode natural de vibracidn del estrato blando, y T es el periodo
dominante de.vibracién de las ondas sismicas.

Existen diversos métodos para estimar el periocdo natural de vibracién
de un suelo blando; unc de estos métodos es debido a Zeevaert (1973).
Para un estrato de suelc homogéneo (fig 1), los periocdos de vibracidén
estan dados por

T =4HYp/G /2n-1 para n=1, 2, ...

donde p = masa especifica del suelo
G = médulo de rigidez al cortante dindmico del suelo

El primér modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene para n = 1;

T-l- 4 HVp /G

El perido de vibracién de la estructura se halla con los métodos

usuales del andlisis estructural. Sin embargo, cuando el terreno de

cimentacién estd formado por un suelo blando, es imbortante
considerar ademas el efecto de balanceo y de traslacién horizontal de
la cimentacién. Asi, el periodo de vibracién acoplado de una estruc-
tura vale (Normas de Sismo):

3%



T =V T+ T+ T

1 o x r
donde T, = periocdo fundamental que tendria la estructura si se
apoyara sobre una base rigida (este periodo se debe a

la flexibilidad propia de la estructura)

T = periodo natural que tendria la estructura si fuera

infinitamente rigida y su base solo pudiera trsladarse

en la direccién que se analiza

T = periodo natural que tendria la estructurd si fuera
infinitamente rigida y su base solo pudiera girar
con respecto a un eje horizontal gque pasara por el
centroide de 1la superfiece de desplante de 1la
estructura y fuera perpendicualr a la direccidn que se
analiza

Para el cdlculo de los periodos de vibracién anteriores, véase el
Apéndice de las Normas de Sismo (inciso A7, interaccidén suelo-estruc-
tura). ‘ '

Una vez que se conocen los periodos de vibracién del suelo T, Y de
la estructura T, , se puede emplear el espectro de respuesta sismica
de Zeevaert (1980) para la determinacién del factor de amplificacidn
f_ (fig 4), el cual, en este caso es el cociente de la maxima
aceleracién en el centro de gravedad de la estructura entre la maxima
aceleracién en la superficie del terreno blando,

La aceleracién en la superficie del terreno 1la proporciona en la
ciudad de México el Reglamento de Construcciones en las Normas de
Sismo. Asi, en el inciso 3 de éstas, se sefiala que "la ordenada del
esepctro de aceleracones para disefio sismico "a", expresada como
fraccién de 1la aceleracién de la gravedad, estd dada por . la
siguiente expresién:

a=(1+3T/ 1;) ¢/ 4, 81 T es menor que T."

" 3¢



La aceleracién en la superficie del suelo se obtiene haciendo T = o
en esta expresion (pues para T = 0 la estructura vibra igual que 1la
superficie del terreno), por lo tanto a = c=c / 4 en la superficie.
Las aceleraciones para las diferentes zonas estratigraficas del
Distrito Federal se presentan a continuacién (articulo 206 del
Reglamento) :

Zona Coeficiente Coeficiente c, Aceleracidn
sismico c (superficie) (superficie)
) 'cm/s2
I 0.16 ' 0.04 39
II 0.32 0.08 78

IIX 0.40 0.10 98

Vemos entonces que, por ejemplc en la zona III, la aceleracién de
disefio de la superficie del terreno es de 98 cm/sz. '

También se puede utilizar el siguiente criterio para hallar "c*
(Normas de Sismo, Apéndice): "en sitios en que se conozca el periodo
dominante del terreno Tu . Y que se hallen en las parte sombreadas
de la fig 3.1 (de estas Normas), también se adoptarda c = 0.4 para
estructuras del grupo B, y 0.6 para las del A; fuera de las partes
sombreadas se adobtara

cnl.a'r_‘/(«uwrf)
Vemos que el coeficlente sismico depende del periodo de vibracién

dominante del suelo T, - considerando que el coeficiente sismico en
la superficie c =¢/ 4y que la aceleracién en la superficie, en

cm/sz, es igual a c, por 980, en la fig 5 se presenta la variacion de

esta aceleracién en funcién del periodo T,
Ejemplo ilustrativo

Determinar la respuesta de aceleracién de un edificio sobre un
- estrato de suelo blando, con las siguientes caracteristicas: '

33



Masa = 217.5 t.s’/m

Pese = 2133 t

Perifodo de la estructura T = 0.3 s

Amortiguamiento en la estructura { =5 %

Periodo por rotacidn T = 0.76 s

Amortiguamiento en el terreno de cimentacién ., =15 %
Periodo por traslacién T =0.228

Periodo del terreno de cimentacién T, =2.45

El periodo écoplado de la estructura vale

T sV T+ + 1% =0.85 s
1 o x r
Obtenemos el cociente i& / T.'1 = 0.35%

Para entrar en el espectro de la fig 4 necesitamos el amortiguamiento
acoplado del sistema, el cyal esta dado por (Zeevaert 1980):

g9, =9, 9, (TH?/ (2 T2 +g T
donde T} =V T +T = o.'sr17 s

g =1 - cfu 0.9975

2
r

g =1-¢ =0.9775
Sustituyendo gn'- 0.98 §, = 0.141

Es decir, el sistema acoplado tiene un amortiguamiento de 14.1 % .

Entrando al espectro para diseflo sismico (fig 4, Zeevaert 1980), se
obtiene un factor de amplificacién f = 1.9 .

Considerando una aceleracién en la superficie de 98 cm/sa, la
aceleracion en el centro de gravedad de la estructura estd dada por

15



(98) (1.9) = 186 cm/s> .
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PARTE ‘A - FORMULACION GENERAL

1.- INTRODUCCION. QUE: SON .LOS ELEMENTOSF?iNifbs_,;,

El método de los elementos finitos (F.E.M.) nacié en el cam-
po de las estructuras en los comienzos de la década de los 60,
como una extensién de los principios, ya firmemente estableci-
dos,del anflisis matricial de estructuras. Aunque este naci-
miento ha influido poderosamente en el desarrolle ﬁosterior v
aplicaciones del método, en la actualidad el F.E.M. puede con-
siderarse como un método numérico general;. ciertamente complejo
y potente, para resolver una gran mayoria de problemas de la fi-
sica matemitica especialmente aquellos que se'formulan como pro
blemas de valores de contorno. Problemas planteados en el 4rea
de la mecdnica del continuo estén, en la mayoria de los casos;
particularmente bien adaptados para su solucién por este pro-.
cedimiento.

El F.E.M. ha recibido una atencién especial en Ingenieria,

La razén puede buscarse en la complejidad de los problemas reales.En

efecté, incluso en la hipétesis restrictiva de materiales con
leyes constitutivas.simples, las condiciones de contorno son
complicadas en el sentido de que es pricticamente imposible ég
contrar un sistema.natural de coordenadas en el cual los bordes.
admitan una cémoda representaéién. Asi, un problema aparentemen-
te simple como es un cilindro elistico (EP,ﬂ?) embebido en un se

miespacio elistico (E,,J%) (Fig. 1) (qﬁe puede representar en

la
E
i I

Fig. 1. Ejemplo simple de problema no resoluble analitica-
mente actualmente.
1



primera aproximacién un modelo que explique el comportamiento de

-una cimentacién por pilotes) se escapa ya a las posibilidades de
solucién analitica que ofrece la teorfa de la Elasticidad. Puede
-imaginarse la complejidad adicional que introducirfan leyes de
comﬁortamiento mAs elaboradas (y reales) de los materiales (com-
portamiento anelistico y anisétropo por ejemplo) y una geometria
interna-y variacién de los ﬁateriales'y sus propiedades, es de-
cir su caracter heterogéneo. Pues bien, el F.E.M. se adapta bien

. a la resolucién de estos problemas complejos sin que ello intro-
duzca modificaciones importantes en su formulacién bidsica (é&sta
puede ser una ventaja sobre el método de las diferencias fini-
tas, que se adapta mal a geometrias complicadas).

Las soluciones analiticas conservan sin embargo su‘superioni—
dad en tanto en cuanto permiten con facilidad un an&lisis para-
métrico de la solucién y gozan de una disponibilidad amplia (;y
ératuita!) para todo aquel interesado en su uso. Por su parte el
F.E.M. exige'la existencia de programas de cdlculo (no es conce-
bible una utilizacién "manual" del método) que en general tien-
den a ser de gran magnitud y adaptados a miAquinas potentes. Por
otfa'parte los estudios paramétricos son en general muy costo-
sos y por ello cada problema especifico debe recibir un trata-
miento adaptado a &1, que requeriri un cierto grado de “juicib
ingenieril” en el usuario, sobre todo a la hora de subdividir
el espacio en elementos, como se comentari mis adelante.

La Tabla 1 (Desai y Abél, 1972) proporciona una idea de la
variedad de problemas que admiten solucién via F.E.M. los pro-
blemas a tratar se han dividido en tres amplios grupos: Proble-
mas de equilibrio (o estacionarios: la soluciép no‘depende del
tiempo); problemas de valores propios, especialmente Gtiles en
din4mica y problemas de propagacién (o de valor inicial, no es=-
taciocnarios o transitorios: el tiempo interviene como variable

independiente del an4lisis).



Areas de Estudio

Problemas de Equilibrio
(Estacionarios)

Problemas de Va-
lores propios

‘ TABLA 1- APLICACIONES EN INGENIERIA DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINTTOS
(Desai y Abel, 1972). ’

Problemas de Propa-
ﬁggigg)(NO estacio-

suras. Mecidnica Es-

ria Aercespacial.

Ingenieria de Estruc-

cructural e Ingenie-

Andlisis de vigas, placas y
liminas.

Estructuras hibridas comple
jas, -
Anilisis bidimensional y
tridimensiconal de tensiones
Torsién de barras prismiti-
cas,

Eatabilidad de Estruc
turas, Frecuencias na
turales y modos de vi
bracién de estructu-_
ras,

Amortiguamiento via-
coeldstico lineal.

Propagacién de on-
das. Reapuesta diné
mica de estructuras
bajo cargas no pe-
riédicas.

Problemas viscoelis
ticos y termoviscoe
listicos acopladoa.
Problemas viscoelia
ticos. B

24 Mecénica de suelos,

(2]

nganieria de cimng
taciones y mecinica
de rocas.

Andliais bi y tridimensio-
nal de tenaiones. Proble-
mas de construccién y ex-
cavacidn,

Problemas de eatabilidad
de taludes.

Interaccidn suelo~-estruc
tura. -
Andliais de presas, “tdne-
les, sondeos, diques, etc.
Filtracién estacionaria de
f}uidos en suslo y roca.

Frecuencias natura-
les y modos de vi-
bracién de combina-
ciones estructura-
suelo.

Filtracién no esta-
cionaria en suelos
¥ rocas,

Flujo con consoli-
dacién en medio po-
rose deformable,
Propagacidn de on-~
das en suelos y ro-
cas,

Interaccién dindmi
ca suelo-estructu-
ra,

Canduccién de ca-
lor.

Distribucién estacionaria
de temperatura en sé6li-
dos ¥y liquidos,

Flujo nec eataciona-
rio de calor en sé6-
lidos ¥ liquidos.

Hidrodindmica, In-~
genieria hidréu-

- lica y recursos
hidriulicos.

Soluciones de flujo poten
cial de fluidos.Solucio-"
nea de flujo viacoso de
fluidos. Filtracifn ssta-
cionaria en acuiferos y
medics porosos, ’
Andliais de estructuras
hidréulicas y presas.

Mareas de lagos ¥y
puertos {periodos
naturales y modos
de oascilaciém),
Salpicadura de 11
quidos en contene
dores flexibles y
rigidos.

Estudioa de salini-
zacién y contamiza-
cién de estuarios
{difusién)
Transporte de sedi-
mentos. Flujo no es

‘tacionarie,

Fropagacién de on-
das. Filtracién no
mstacionaria en me-
dio poroso y acui-
feroa.

. Ingenierfa nuclear

Andlisis de eatructuras
de contencién del reac-
tor.

Diatribucién eataciona-
ria de temperatura en
reactor y estructuras
del reactor.

Andlisis dindmico de
estructuras de con-
tencidén del reactor.
Anélisis termo vis-
coelfstico.



En el F.E.M. el continuo queda representado por un conjunto de
subdivisiones que llamaremos elementog, unidos mediante una se-
rie de nodos o puntos nodales en los que se buscard la solucién,
que de este modo se obtiene dGnicamente en un ntmeroc finito de
puntos, lo que no impide que ésta se pueda encontrar en cualquier
¢ro punto (basta relacionar el compoftamignto en el interior de
cada_elemento con el comportamiento de los nodos que integren el
elemento). En realidad esta operaéién es previa a la formulacién
y bésica para el desarrollo del método. Relaciones de este tipo
unidas a principios béisicos que fundamentalmente expresan el
equilibrio de una forma integral permiten obtener la "respuesta"
de un elemento de la misma manera que se caracteriza el compor-;
tamiento de un elemento de una malla en sistemas discretos con-
vencionales (gstructuras de barras, redes de tuberfas, circui-
tos elécﬁr%cos, etc.). Asi, el conocimiento de la relacién cau-
dal-gradiente en una tuberfa caracteriza - este elemento y es el
punto de partida para la obtencién-de caudales y alturas piezo-
métricas en una red de distribucién. '

Conocido el comportamiento del élemento-el establecimiento de-
relaciones (de tipo matricial) valederas para un conjunto de ele-
mentos intereonectadoé es una operacién de "ensamblaje®" comtGn a
todos los sistemas discretos, y en ella no se diferéncia el F.E.M,
de otros procedimientos de an4ilisis de sistemas discretos como
puede ser el cilculo matricial de estructuras, el cilculo de re-
des de tuberias, etc, Con el fin de ilustrar estos conceptos en
el anilisis de un sistema discréto, se formula a continuacidn
el sistema de ecuaciones que gobierna el flujo en una ged de tu-
berias, y se destacan los conceptos que comparte con un método

como el de los elementos finitos.

1.1.- SISTEMAS DISCRETOS

La Fig. 2 representa una red de distribucién compuesta por

{
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donde A= 3,

P @ Z,. @ 3
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Fig. 2- Red de distribucién como ejemplo de sistema dis-
' creto.

tﬁberias {elementos) (caracterizadas por una numeracién, (:)) in-
terconectadas en los nodos, i. Las variables que caracterizan el
problema estin localizados en los nudos y se refieren al caudal
q y a la altura piezométrica, h. El an%lisis del flujo en tube-

rias proporciona la siguiente relacién entre ambas magnitudes:

ah =cg* T C T

i

donde ¢ es una constante que depende de la geometria de 1a_coﬁ-

duccibébn y de sus propiedades de friccién. A partif de la Ec. (1.1)
qzx(bh/r_)’l L a.
Si le damos al caudal un sentido direccional, la Ec (1.2)”Pﬁede

escribirse,

q = cxahlbh-\-ul Lo (1.3)

Consideremos entonces, en la Fig. 2b un "elemento" de esta
red. Es posible asignar los caudales siguientes a cada uno de

los nudos: . Wy

%4 = “lhi'hjr (hi -hj) A ¢ W £Y)
“}jt‘—‘*\“i'hj‘% (ky -hi) . (1.4b)

gque puede expresarse en forma matricial:

{2;33 = & \\‘L;—'h‘ji‘u-.-_[_“i -:Htg . _-.(-%:Sa)

o bien 1(“" = {h]e “’Lr » ‘ - -‘(1.Sb)

e
donde los elementos hq de EFJ pueden identificarse en 1la

ecuacién (1;53);“3 eI_suberindice-e representa que esta ecuacibn

v



esti referida exclusivamente a un elemento,

Para proseguir, dos condiciones (que definen el concepto de
fred" en este caso) deben afiadirse: a) igualdad de alturas pie-
zométricas en cada nudo, es decir, los valores nodales de h co-
rrespondientes a un elemento son comunes a todos los elementos
que confluyen en el nudo (en términos estructurales hablarfamos
de compatibilidad de desplazamientos) y b) continuidad de cauda-
les en los nudos (equiva;énte al concepto estructural de equili-
brio).

: El primer requisito es satisfecho si efectivamente las altu-
ras piezométricas las hacemos Gnicas en cada nodo. En cuanto a la
segunda condicién, se ha de exigir que la suma de caudales que
confluyen en un nudo sea igual al suministro a gasto que se in-

duzea en ese punto. Como ejemplo si particularizamos la Ecuacién

(IS)para los f‘elementos“ @ R @ Y @ , Se obtiene’ :
L A L] R -
Bt = winend™ O e
Yu +

‘qﬂ_‘k Xy lhz-hgrh [ti _ﬂ { 2:% "7 (1.6Db)
%2 ‘

TR S i SRR

|

;q'“k:

%z

La continuidad en los nudos 1 y 2, por ejemplo, exige que
G, = K =20 . {1.7a)
Py + 92 "'31.'{ = QZ =0 . - (1.7v)

donde C% Y E& son los caudales suministrados o introducides en

l1a red. Es f4cil entonces identificar las contribuciones que ca-
da altura piezométrica hy aporta al caudal Qi-correspondiente a

.cada nudo, En particular es inmediato construir los términos

del sistema de ecuaciones

[x]{hllg{gg | - L (1.8)

que representa el comportamiento global del sistema

Asi, por ejemplo/ -




“{1.9a)

_“?_ ’
K\L = —D( \h h\ = K’-l - - -(1.9b)

L(z_ = «, Ih, h’-t -’r"‘q.“" ha[ *"0(“7 h( <~ - (1.9¢)

} etc,

'

i - El resto de los coeficientes se ha indicado en la Fig, 3. Pue-
-~ de observarse que la matriz de coeficientes ' [K] es:

.— Simétrica: ¥<3 Y(d

. En banda: los elementos no nulos estin situados en una

———

zona o banda centrada en la diagonal principal, En ca-
da caso el semiancho de banda es 2. Esta propiedad es.
importante a la hora de almacenar estas matrices de coe-

ficientes en el ‘ordenador.

-—-—P-—-

| .~ Diagonalmente dominante: Jl<£i\ z %; \L<ql
El hecho de ser la matriz diagpnalmé:%e dominante permi-
, te la resolucién numérica del sistema mediante métodos
iﬁerativos ripidamente convergentes, siempre que el sis-
tema de -ecuaciones a resolver seallineal.

El proceso de obtencién de ésta matriz EK] , cuyos miembros
vienen a representar coef1CLentes de 1q£}ESnCLa en el sentido
de que V&j es el caudal resultante en el nué;'l cuando la altu-
ra piezométrica en j experimenta un. incremento unidad, y al mis-
mo tiempo ée mantienen nulas las alturas piezométricas restan-
tes (#), es una operacidén fundamental en cualquier problema re-
suelto mediante F.,E,M., La matriz [K] recibe el nombre de matriz
de rigidez en mecinica estructural por razones obvias si {hs ¥
\Q representaran corrimientos y esfuerzos respectivamente., De

!
forma simbélica puede escribirse

(k] - Z;— (r]® .. ... (1.10)

y anilogamente

{Q% = g‘{q}e ) : ' " (1.11)

(%) Este concepto puede utilizarse para una formulacidén directa
. . de la matriz [K].
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bien entendido que la suma se efecﬁﬁa, para cada casilla de K,
(que representa una combinacién caudal en un nudo i- altura pie-
zométrica en un nudo j) a partir de los elementos de {k]e que
supongan una contribucién a ese céudal en el nudo i por efecto
de la existencia de una altura piezométrica en j. Con el fin de
que ecuaciones como 1a(I.10)sean mds correctas puede imaginarse
que cada matriz [h]eadquiere la dimensién total de [K] mediante

la adecuada adicién de‘términos nulos en las casillas noe direc-

" tamente implicadas.

Sistemas Qe ecuaciones como el representado en la Fig. 3 pue-
den resolverse si se introducen en é1 las condiciones de contor-
no gque en nuestro caso estin representadas por la condicién h£=ﬁ
(el nodo & pertenece a un depésito cuya altura piezométrica se
ha fijado apﬁitrariamente en f ). Ello puede hacerse de dos ma-
neras: 1) Alterando la. columna iQ de tal manera que sus nuevos
elementos sean Qi = & - Kie g J ;--‘_1,--,5_ JQZ'/B y hacer nulos
los elementos de la fila y columna 6 excepto el término diagonal
(6,6) que se hace unidads 2} Multiplicar el término diagonal (6,6)
{0 el correépondiente en su caso) por un ndmero alto, N, y al mis-
mo tiempo modificar el término Q:

T a R @ Ra

Con ello, la solucién para h‘ seri muy aproximadamenté /3;Con
ambos procedimientos se evita una alteracién del tamafic de las
matrices lo que es indeseable desde el punto de vista de la efi-
caci# del cidlculo automitico,.

Debe advertirse que en nuestro ejemplo la "respuesta" de un

. elemento del sistema (Ec. (1.3)) es no_ lineal y ello se traduce

&n un sistema no lineal de ecuaciones que deberi ser résulto por
a& o de los métodos numéricos de que se disﬁone, por ejemplo,
Newt-on-Raphson. (Hildebrand, 1974).

Er1 cualquier caso el vector soluéién }hl puede utilizarse en-

las ec:uaciones individuales de cada elemento. (Ecs. {1.4)) para el

l\\mﬁ___;wégid&;o dé=caudales en cualquier tuberia de la red.

L]
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Volviendo al tema central de discusiém, el F,.E.M, permite la

adopcién de técnicas semejantes a los expuestos para la resolu-

¢ién de problemas en el continuo. Para ello deben darse los si-

guientes pasos:

1)

2)

Discretizacién del continuo en un nftmero finito de elementos
interconectados mediante puntos nodales o nodos. Esta divi-

sién, en principio puramente geométrica ha de hacerla el ana-

lista con un cierto juicio "ingenieril"™ sobre la solucién

que espera obtener. Asi por ejemplo en regiones donde los gra
dientes de las magnitudes a ecalcular sean altos seri preciso
disponer de un némero de elementos suficientémente elevado
como para permitir la caracterizacién correcta de esta va-
riacidn. . -
Obtencién de la ley de comportamiento de cada elemento. En

problemas estructurales se trataria de determinar las rela-

ciones solicitacién-corrimientos de cada elemento. En un

problema de flujo se buscarian relaciones caudales-alturas
piezométricas etc. Quizi sea este el problema crucial en la
formulacién del F.E.M. A su desarrollo se ha debido proba-
blemente el amplio uso que el método disfruta en la actuali-
dad, La obtencién de estas leyes de comportamiento, y en par-
ticular la denoginada "matriz de rigidez'del elemento (Ec. (1.5))
suele hacerse en la actualidad a partir de formulaciones in-
fegrales (%) de los problemas del continuosque fundamentalmen-
te pueden divi#irse en’ principios variacionales, principio ‘de
los trabajos virtuales o equivalente y métodos de residuos
ponderados;a partir de las ecuaciones diferenciales que go-
biernen el fenbémeno en cuestién., Junto a ellos.es necesario

disponer de funciones aproximadasyque representen la variacién.

dentro de cada elemento;de las variables independientes del

(#¥) La conveniencia de utilizar formulaciones integrales radica en

la posibilidad de descomponer estas integrales sobre un dominio
en suma de integrales extendidas sobre subdominios (elementos
finitos) que en conjunto constituyan el dominio total. Con ello
po= aproximamos a la posibilidad de formular de manera simple
{equivalente a la Ec. (l.iO)Jlas ecuaciones de comportamiento
global de un cuerpo a partir de la adicién de las contribucio-
nes individanales de cada elemento.-




3)

4)

5)

fenémeno o asociadas, en funcién de los valores (auténticas
- » / ' . ' E .
inc6égnitas del problema) que estas adopten en un ndmero dis

creto de puntos (nodos) generalmente en el contorno de es-

(+)

tos elementos.

Obtencién de las ecuaciones de comportamiento del.si§tema
global en funcién de las ecuaciones parciales desarrolla-
das para cada elemento. Se trata de realizar el "ensambla-
je" de écuaciones expuesto anteriormente y representado sim
bélicamente por la Ec. (1.10)Este proceso seguirid los mis-
mos criterios mencionados sin alteracién sustanéial de los
mismos.

Solucién del sistema simultineo de ecuaciones con las co-
rrespondientes condiciones de contorno. En general los Sif
temas que se obtienen constan de un nidmero elevado de ecua
ciones que,sin embargo,suelen dar origen a matrices de ri-
gidez simétricas dispersas y en banda,que:admiten una reduE

cién del almacenamiento necesario y la adopcién de métodos

eficaces de solucién, actualmente bien desarrollados,

C4lculo de variables asociadas a la solucién obtenida en
cualqﬁier punto Qel medio. Las funciones de variacién de-
sarrollados para cada elemento permiteﬁ extender la solu-
¢ibén a cualquier punto en su'interior. Por otra parte, son
necesarias én ocasiones éiertas magnitudes derivadas de 1la
solucién fundamental. Asi por ejemplo, en la mecinica del
s58lido suele ser comfn utilizar los desplazamientcs como
incbgnita§ primarias, A partir de ellos es inmediato deri-
var deformaciones y eventualmente tensiones a partir de las
relaciones que ofrece la cinemitica de la deformacién y las

ecuaciones constitutivas del medio.

11

(+)

En ocasiones,son también,posibles formulaciones directas de
las ecuaciones correspondientes a un elemento. Este tipo de
formlaciones se han utilizado con éxito en problemas de ti
po estructural fundamentalmente,donde la intuicidén fisica

de los fenémenos,estéEgﬁﬂé356§él)més desarrollada por analo
gfa con los métodos de cilgulo matricial de estructuras. -

—



2.~ PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES

Consideremos un campo tensional, O » en equilibrio, corres-
pondiente a un cuerpo sélido solicitado por fuerzos de masa }(
por -unidad de volumen y tensiones en el contorno.T- Las ecua-

ciones de equilibrio se escriben;

R R

X
. 25 3 = o .
Gy . Va2 5—--3- = - (2.1)
5% T Tk ~3
PSP +:;G\3 ¥ 1%29 + ;{ 3
'33:. T):-l Kj .
v en el contorno 1as‘tensignqs.internas T seran 1guales a-las T .
-T: =0 T (2.2)

Introduzcamos en este cuerpo un sistema arbitrario de peque-
fios desplazamientos Sh;(desplazaqientos virtuales) compati-
bles con las condiciones de borde ,es decir, y refiriéndonos al

problema representadd en la Fig. 4, 5@=0 en la porcidén S, del

Fig. 4. Cuerpo sélido en equilibrio bajo la accién de
fuerzas exteriores y condiciones de sustenta-
cién en bordes.

borde donde sé especifiquen los desplazamientos.
Multipliquemos el conjunto de ecuaciones (2.1) y (2.2) por los
desplazamientos virtuales Su;. Si integramos en el volumen Vr

puede escribirse,
5 ?ﬁﬂ&uldv JX i d\fJ T)dwdS=0 . .. (2.3)
v
(@) (&) )

12
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~donde la repeticién de indices tiene el sentido habitual de su-
matorio. Un término arbitrario del sumando (a) en la Ec. (2.3)
puede escribirse )

| . (S Su) Ju( : .

S| '9 3 J

donde se ha utilizado la intercambialidad del operador derivada
’ parcxallg‘) y variacién [Sj Introduciendo (2. J) en (2.3) y hacien-
(%)

do uso del teorema de la divergencia

j % Jgw(s [qs 5[%)W+JX£ du; IV _j (Te-Ta)dwi oS =0 . . (2.5)
s v v s,

La integral sobre S del primer término de la Ec. (2.5) puede
suponerse actuando sobre S, pues el sisteﬁa de desplazamientos
virtuales'elegido satisfacia Suéoen Sl' Por otra parte, en el
contorno, o

ICATEEAN - e,
y por tanto la Ec'(Z;Shueda reducida, después de las simplifi-

caciones que esto introduce, a

_J )A‘\HJX Su; kv +ch¥u ds - o .. (2.7)

Es conveniente para los desarrollos posterlores utilizar una

notacién vectorial para tensiones y deformaciones con el conve-

(+),

nio siguiente

}O‘\(-r: ( iy ,q.‘l‘ll G;gt 2 q:'i lqts) . (2.8)

; € &T = (&,. ,€x, €33, 2 160 1?'6“): (6"6"1 SH 13/'1'{"'{“)(0) | (2.9)

Jv,,u.,ﬁav:{;ﬁ.ﬁds b bien J ~dv;jp,n‘ds

(+) Se considerarin simétricos ambos tensores. Asi son Gnica-
mente 6 las componentes independientes.

(o) Ver nota al pie de la pigina siguiente



Utilizando asi mismo una notacién vectorial obvia para el

resto de magnitudes que aparecen en la Ec.(2;71;fpuéde.escri-

birse

}5& Ohf L{“ d\[ Jﬁu T -+ -(2,10)

que es la expresién del principio de los “trabajos virtuales v
que puede enunciarse de la manera siguiente:~ SL un campo de
tensiones }G% se encuentra en equilibrio bajo 1# accidn de
‘fuerzas de masa YXQ ¥ tensiopes~-en el ccntorno{;i‘ s &l tra-
bajo producido por las fuerzas internas (tensiones) como re-
sultado de la aplicacién de un campo virtual y compatible de
desplazamieﬁtos ﬂSu& (y por coﬁsiguiente de deformaciones aso-
ciadas \Sé? ) es igual al trabajo efectuado por las fuerzas
externas (fuerzas de masa y de borde) bajo este mismo campo
virtual de desplazamientos. Es interesante comprobar que
aparte.de las coﬁdiciones cinemiticas impuestos a los des-
plazamientos virtuales, no se ha hecho uso mds que de la con-
dicién de eguilibrio. Ninguna ecuacién constitutiva ha inter-
venido en el desérrollo. Ello hace muy general este princi-
pio en el campo de la mecinica del sélido. |

El principio se puede formular de una manera alternativa
a la indicada en la Ec. (2.10)En efecto, si 46} y JHG
son campos compatibles de deformaciones y corrimientos, el

trabajo interno realizado por la aplicacién de cualquier sis

14

tema virtual y en equilibrio de fuerzas y tensiones 05X§,J5T?:f5&?)

es igual al trabajo externo desarrollado. Es decir

55wF{e}dV’LJSx&Ti“'IW [daTurds e
| 5 ,f

(9) Es necesario definir =21 "vector" de deformaciones de esta
manera con el fin de hacerlo conjugado con respecto al
"vector? g?\ , en el sentido de que su producto
‘regresente trabajo. Para comprobarlo basta desarrollar el
primer término de la Ec. (2.7)
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Con el fin de obtener una solucién aproximada, podemos ex—
presar los corrimientos LLg en . ' funcibén de unos parimetros

)

, de la manera siguiente:

Uy = N("(xx‘x,)af') v oooe N v %y) ad

(2}

el
U, - N; fKn,M,xi) Q, +. " 4 N..‘m X1 %) 0\.5‘7) o (2-12a,b,c

{
ws s MPeanta®y N xx0) all

y en forma matricial -

) [N} | L ©(2413)

donde (%)
e N s L oo Lo | '
(.N-J =jo - .o PJ") NYe .o . . (2-i4j" :
wl
o O - -ONID)--N"’)
y PUNCR I A o). a) S (2as)

Es decir, la solucibn se desarrolla como comb1nac16n linesl
de unas ciertas funciones hﬂ conocidas ¥ elegldas con cierta .
libertad. Deben satisfacer sin embargo las condiciones cinemi-
ticas de compatibilidad incluyendo el borde Eﬁ. Nos proponemos
utilizar el principio de los trabajos virtuales, representado
por la Ec (2 10) con elfin de obtener una solu016n para los va-
lores de 50 » Para ello hemos de expresar iﬁ? 5¢% en fun-

cibn de ¥1& . En la hipétesis de pequefias deformaciones,se ve-

rifica

it 5 EnnTsg €379
5 "(2.16)
TN ik, Qy L

g - S

= ' € .
Do "ok, 1 2T BRs TR 1 TTRTE T Br

(%) Por simplicidad las funciones N suelen ser las mismas pa-
.ra cada componente de los corrimientos
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En forﬁa matricial simbdlica

{E‘(:[L‘:Hu% : . (2._17)

dopde -
ﬁil g 0“ =
) A o
%X g— | | |
[L=12 9 % - o (2.18)
2 o : o
DK; 1
A o 3
Xy ox,
@ P)
Lo 3% 2x.)

Las variaciones dejuiyféﬁ pueden pues escribirse

{§ul [n]ide] S - (2.19)

4 8e < (WIW]{day L Tgae

- Con objeto de expresar las tensiones *T}en funcién de de-

"

il

formaciones o corrimientos, hemos de introducir una ley cons-
titutiva del material, En mecdnica del sb6lido el caso mis sim-
ple es proponer una relacidén lineal entre tensiones y deforma-
ciones (elasticidad lineal)r):

{G—.W = [D]))é} ' ’ . . - -.--.‘,:(‘.2'.21)
donde ED] es una matriz simétrica (6x6) de coeficientes cons-
tantes (21 constantes independientes). En el caso bien conoci-

(+)

do de isotropia, esta matriz se escribe

(*) Se supone que tensiones y deformaciones se miden con rela-
¢ién a un estado inicial no deformado y sin tensiones in-
ternas. ’

(+) Puede advertirse la falta de "acoplamiento" entre las com-
ponentes esféricas y desviadoras de ambos tensores, carac-
teristica de %a elasticidad lineal isSétropa.
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e+ .
(- ?-*’)( ) (-Zﬁ[“") - :.;2) ) © o o
-V _
(- ZJ)( |+ \)) -2)(1+9) (s-szI 11-1)) Q o O
£ VE = VE £(1-») |
[D]‘:- G+ () Gy )T o} o. . (2.22)
< o Q 2147}
’ =
° ° j © ° XS] OE
- ° ° °© 9 (W)

. Resumiendo los resultados anteriores:
b DI IVIal = BIGYRT L o

donde -
(2:24)

2] = LeJIN]

Por dltimo, 'sustituyendo (2. 19_) , (2,200 '3;.' (2.23 )e.n - ( 2.10 )",';.sé ob-

tiene,

f JemTe] mzam - [T - L s T 45 ca.z5)

(haq) (3nx3) C?-G) @-6) 6-3!)(}1;1) @“3,‘) (30x3) (34) Quzn) Gna3) (3x1)

.donde se ha indicade la dimensién de cada matriz. Dado que el

‘conjunto de desplazamientos virtuales es arbitrario, también

lo seri 3&!} v por ello la Ec (2.25) se traduce en un sistema .

de ecuaciones:

Jm DI f (VT {X} 4V j [ {7}

que también puede escribirse:

[ et - Jf =0 S T

con

0)s 6Dl v
: T bV o+ T4T{ ds
M Jvm X fav {LNJ 7}
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La solucién de este sistema.de ecuaciones permite obtener el
vector iﬁi y con €l a través de(é}13),:(2;¥7)1yi£2f23),7é1-eé%gdo
corrimientes , deformaciones y tensiones dentro del sélido,

Si las funciones N se eligen de manera que constituyan una
familia completa (por ejemplo de polinomios) que adquieran va-
lores en todo el dominio, la matriz[ﬁ]seré una matriz 3n x 3In
donde todos los términos serin en general no nulos. La esencia
‘de los elementos finitos radica en la eleccién de estas funcio-
nes de aproximacién, que se van a definir elemento por elemen-
to. Ambas alternativas se indican en la Fig. 5 para un caso
simplificado donde el dominio\f@qJE)sé ha supuesto unidimen-
sional. En este segundo caso la matriz (K| ser4 en banda con
el consiguiente ahorro de almacenamiento, y la flexibilidad
adicional que permite la eleccibén y tamarfios de elementos ade-

cuados a_ las. caracteristicas de cada problema en particular.

a

Y
-3

F\'}- 5 Altervatives en fa deceisn de Qo Fuwdones N Q_.'Fnrm'&'a cornpkh:.

e o mlervals a-b. b : Iatervale dundido en 6 elementos f«'ru:fos Y

funciomes fineales (N.) odeptodlas

de
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Lo

Fig. 6 a: Apcoximacitn  por efementos yinf.l'os de un dominlo bidimensto-
nal en o plave (x,y) . b: Fancign de apoximacién fineal

pata un elemento  Hplco.
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Con el fin de facilitar el desarrollo del método de elementos
finitos, conviene especializar las ecuaciones anteriores pare un
subdominio {elemento finito) del cuerpo. Consideremos en la 'Fig.
6a’ un domin’io bidimensional apgoximado por un conjunto de ele-
'meﬁjb;:s triangulares. Expresiones integrales como las desarrolla-
das anteriormente admiten ser calculadas elemento por elemento

para sumar a continuacién los resultados parciales. En efecto,

podemos escribir la Ec.2.10) de la siguiente forma

5| s g, av e 2 HSERLY 7 [SITLS
e v ‘Z‘é“.”v, ‘:‘7 S

donde el subindice e se refiere a un elemento genérico. Consi-
deremos entonces el desarrollo realizado anteriormente referi-

do a un elemento. La Ecuacién(i‘.26) se escribirfa ahora

(8], (o] 6 Jef v = [ o {Redv + | DU[4TLAS

Ve A S

Ana.licemos esta expresién en un caso p#r‘ticular. El primer
paso seria api‘oximar los desplazamientos U; de acuerdo con
‘las expresiones (2.12a,b,c) es decir, elegir las funciones V;
| Supongamos que el dé-splazamiento Uy se expresa mediante una

combinacién de tres funciones M‘, :

a) . o) G ) o)
U =N xy) 0.1“ +N,_ (x4) Qz) + NJ y) 4, : - - (2.32)

de tal manera que cada funcién N;_ sea lineal, tome el valor uni-

dad en el vértice i y cero en los restantes (Fig. 6b) , Con es-




it —
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te tipo de funciones de aproximacién es clar; que cada coefi-
ciente Gf" representa el corrimiento- Y1 que sufra cada vérti-
ce del tridngulo. Esta interpretacién, permitida por el tipo
de funciones.N, enlaza directamente con el andlisis de siste-
mas discretos que se hizo‘anter§ormente. En efecto, los vér-
tices de los triidngulos pueden ser considerados ahora como
nodos y los coeficieﬁtes 0; de expansién de las magnitudes
independientes del problema pueden interpretarse como los
valores puntua}es, en los nodos, de estas mégnitudes. Con ello
una vez planteédn el sistema de ecuacionés(i,31)correspondien-
te a un elemento, la organizacién del sistema global de ecua-
ciones representado por(zfﬁo)Sigue los mismos criterios esta-
blecidos anteriormente para el "ensamblaje"™ de ecuaciones co-
rrespondientes a sistemas discretos,

La forma explicita de funciones como la N;n puede obtener-
se com facilidad., Basta farzar a que una funcién lineal en X e
y adopte los valores. especificados en los nodos 1,2,3. Asi,

3
si N:‘ 4} = QX +bg +C , Se cumpliri:

GX.+by,+C:1
ax, +by, +c o : : - (2.33)

Qx, + by, +C =0

donde (chg) son las coordenadas del vértice i. Este siste-

¢
ma lineal permite obtener a,b,c y con ellos N“%mjj :

) - X, Xa -Xy Y, | )
AVIE -——-,zj’x & —-—x:_: ¥y oo+ ________3316 24 | (2.34)
donde
1 X y \ .
28 =38t 1 Xo vy |7 2 (Area del *"ﬂ“a“@ - (2.35)



' (1). M(t) (+)
De forma andloga se obtiene Nz 3 . Es conveniente co-

mo ya se dijo elegir las mismas funciones para el desplazamien-
] ‘

to uy = v, =”'u=)”n,'*=}-.-:.$_5— el.sistema (2.31) Se wscribe
(<l jay -fy, =»° o s

es inmedjato buscar los términos_de [K}e. En efecto, si se tra-

ta. de un caso de tensién plana

‘ 2 o
| | - o N, Ne N;
[Bl=[L}LNl= I - | B G
o o O N, Ny M|~
2 2 '
22 9{ :
L oNL ON.
5;(— 9;: g-; O 90 o
- - oN L 2N . (2.37)
| o o 0 ?;; 75 3—:}2_ :
W ok 2L T Y Y
L 97‘ ?F EB} EEF 5;I o)

(%)

Dado que las funciones Ni’Spn lineales los términos de [3]

son constantes y las integraciones necesarias para el c4lculc de

Ek]e son en este caso inmediatas. En elasticidad plana [p]se es—

cribe E —’L v o
O = ==y ¢+ 9 ST (2.38)
o (o) ‘-i_—

(+) En forma compﬁ?ta, podemos escribir:
Mi_l = 4; X *bgg +
con Q;_:(.\’j-‘-}h)}m , bizlxg-%j)ka . C.= ("'j Yie - X, 33)/&) entendiendo
que »L— j»k+ permtan en combinacién ciclica.

(%) Como en B aparecen derivadas de primer orden, las funciones
N1 deben permanecer al menos a la clase ct (funciones

con primera derivada continua) Es. interesante comprobar que
la solucién numérica puede obtenerse con requisitos de deri-
vabilidad impuestos a las funciones de aproximacién N menos
restrictivos que los derivados de la ecuacién diferencial
que gobierna los desplazamientos en elasticidad plana. Des-
de este punto de vista las expresiones integrales de equili-
brio son miAs generales que lasg diferenciales.



Al vector 5¥h (ecuaciéntZ.Bé)) contribuyen las fuerzas de ma-
sa en el elemento y eventualmente las tracciones en el borde cuan-
do el-elemento en cuestién forma parte de &1, En el caso de las
fuerzas de masa debe procederse a una integracién de las funcio-
nes N; en el elemento. :

En.qpértadoé_posteriores se examinari con mis detalle la for-
milacién de las funciones de aproximaciégxen el elemento asf co-
mo los procedimientos de integracién necesarios para formular
las matrices de rigidez ¥y vectof;s ]F% .

.E1 principio de los trabajos virtuales ha sido utilizado fre-
cuentemente en mécénica del sélido para la formulacién del F.E.M.
Expresiones similares a él1 pueden encontrarse sin embargo en otras
4reas. Asi en problemas.de filtracién o conduccién de calor es
posible formular expresiones anilogas, Por ejemplo, la siguien-

te expresién:

YOI i 1Gha r [ 10955 ds s
v S .S,

deonde’

h: altura piezométrica.

R, O o
H ==[O Ra O](matriz de permeabilidades)

Q: velocidad de produccién o almacenamiento de fluido

al

: - flujo especificado en el contorno 3j

*)

describe el flujo en medio poroso y puede ser utilizada de
manera anidloga a la expuesta anteriormente para la formulacién
del F,E.M,

En los apértqgos siguientes se exponen otros principios inte-;

grales que también conducen a la formulacién del F.E.M. y que pue-

(%) Este principio generalizado de "trabajos virtuales" incluye ya
en su formulacién la ecuacién constitutiva del fenbémeno, es de
cir la ley de Darcy. ‘
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3.=- LOS METODOS DE RESIDUOS PONDERADOS

3.1.- LETRODUCCION

Con gran frecuencia los problemas que se presentan en la
ciencia de la Ingenieria est4n formmlados como ecuaciones di-
ferenciales, cuyo planteamiento asi como el de las condiciones
de contorno necesarias sigue mecanismos bien conocidos, que en
general consisten en la expresién de condiciones de -equilibrio o
continuidad unidgs en relaciones constitutivas., En estas formu-
laciones la intuicién y comprensién fisica del fendmeno juega
un papel importante que no debe minimizarse, Pues bien, los Vmé-
todos de residuos ponderades ofrecen la posibilidad de encon-
trar una solucién aproximada del problema a partir de la(s)
ecuacidn (es) difereﬁcial (es) del fenémeno. Este hecho les
diferencia del método estudiado de los trabajos virtuales y
el basado en principios varicionales, que se examinari en un
apartado préximo, y en cierto.modoe les confiere una mayor ge-
neralidad 'y superio'rid.'ad. Entre los métodos que se examinarin
brevemente destaca por su amplia aceptaqi6n1el de Galerkin,de-
sarrollado ﬁor este ingeniero ruso en 1915. Su adaptaciéﬂ—;l
método de los elementos finitos es sin embargo reciente y ha
permitido la genéralizacién del F.E.M..y su posible adapta-
cifén a una amplia gama de situaciones, Mis adelante se exa-
minarf{ la relacién entre los principios variacionales y el
método de Galerkin.

Esta generalizacién que han permitido fundamenta]_.mente los
métodos de residﬁos ponderados puede. ayudar a explicar la gran
expansién del F.E.M, y su virtual preponderancia sobre otros mé-

todos conocidos de anilisis numérico.
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3 2 - EXPOSICION DEL METODO

Sea una ecuacién'difgrencial

que la funcién desconocidaCP ha de satisfacer en un dominio V.

En el contorno S de V s% satisfacen las condiciones
=0 . S (3.2)

En estas expresiones L y C son operadores diferenciales que
incorporan las propiedades fisicas del medio.
. . ~
Toda solucidn ¢ aproxlmada no satisfari exactamente las con

dicionesvgj;l) y;QQ”Z) ‘Es decir

CoA

L‘-!.‘u.--.‘. I - ' ) - (3-3)
e e A !
@—&‘P - ‘ " (3.4)
son residuos, en general no nulos, qﬁe representan una medida
de la aproxlmaclén conseguida por 4) . Los diferentes métodos
de residuos ponderados utilizan técnicas diferentes para mi-
nimizar el valor de estos residuos en el dominio V. Normal-
mente las funciones b se eligen de tal forma que satlsfacen
las condiciones de contorno en todo €l o bien en parte del
mismo.,
: e
Supong%mos que la solucién aproximada ¢) se busca de la

forma siguiente

(3.5)

donde N1 son func1ones de las coordenadas espaciaies y ,even-

tualmente el tlempo si 43 depende también de é1 (*). Las fun-

ciones Ni se eligen ‘de modo que satisfagan parte o la totali--

" dad de las condiciones de contorno. El objetivo es obtener N

(%) MAs adelante se examinari con mis detalle la solucién de
problemas no estacionarios. '
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ecuaciones algebraicas para la obtencién de Yos parémetros a;

1, Métodos de Colocacién Puntual. Se trata de anular el re-
/-

siduo = i+ s en N puntos X, iz4,..., N dentro del dominio

\2 ' '

FR) 20 | ety N SRS

lo que proporciona N ecuaciones para la obtencién de los
1S .

a;. En forma general, Gtil para los casos siguientes, la

candicién anterior se puede expresar

(3.7
con tal de que las funciones Wi y w; se definan
WOe WL ET O XERS - . (3.8)
donde () es la funcién delta de Dirac.
[ 3 dos ‘de -colocacién por subdominios. En este caso se
fuerza a que el residuo r sea nulo en la media, en una
coleccién de N subdominioes, .Ve) de V, es decir
_[ FrR)dVv =o , - (3.9)

. . N :
Utilizando la expresién generalizada (3.7Pasta con que
las funciones Wi se definan como de valor ﬁnida‘d en ca-

da subdomi‘fmio v, ¥ nulo en el resto.

B3*Método‘de .Galerkin. Partiendo de la expresién(3.7),en el
método de Galerkin se eligen como funciones W, las mismas

-39
funciones de aproximacién Ni’ Mis exactlamen;te Wﬁ M; Yy V]‘-=°M/;.

En consecuencia

(3.10)
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4. Método de los Minimos Cuadrados,
Se trata de minimizar,con relacién a los constantes Qo
la siguiente medida del error cometido:

[:j ~E AV +j i ds L. (3.11)
v s

La condicién de minimo proporciona las siguientes N ecua-.
[ - N 1
ciones:

%ﬁ =0 ; Ll:f(.,...'N | : o (3.12)

¥ desarrollando esta ecuacién

fzr\rg AT rf 9(; dS=o - (3.13)
v

a

jzl_?ﬁ %ﬁ;@o‘ f-?cqﬁ %ﬂds o - (3 14)
. |

Identificando esta ecuaC16n con la (3.7) observamos que los

"nesos! W ¥ Wf son en este caso

W =2 9(:) . : (3.15)
"W"f - J(C@ : . : (3.16)
PR

Ilustramos estos conceptos en un caso particular resuelto

por‘el método de Galerkin.

3.3.~ APLICACION DEL METODO DE GALERKIN
Se trata de resolver la ecuacién de distribucién de tempe-
raturas - en un dominio V de superficie $:§,+5, (Fig. 7). Lla

ecuacién diferencial del fenémeno se escribe:

5%('1%—-9 +5D;l(k§;{)+ 3( Dl )‘*’ Q - o V (3.17)

T = l‘ en S| . ) . (3.18)

*’\a-’; :q & 5. - " (3.19)
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donde ’F:'T&.}zﬁxi) es la tegperatura, k es el coeficiente

de transmisibilidad calorifica (en general funcién de X e
incluso de T lo que dar.ia origen a un problema no lineal),

51 es una porcibn de borde dq:_i_de-s‘;e especifica la temperaturay
S, la porcibn restante donde se especifica un flujo de ca-
lor q por unidad de area. Q representa 1? generacibn de ca-
lor por unidad de volumen. Supongamos que la funcién de apro-
ximz_llcién elegida | T satisface la condicibn‘?:Ti en Sl' La ecua-

¢ién(3.7) seescribe en nuestro caso:

L{WL{:’Z 5?1(‘13:‘;2_) *Q)]‘r"' +jw‘.’[k9-9—f_q}',ls =0 (3.20)
o s, S

o T=T
Si 4

Fig. 7: Dominio y condiciones de contorno para problema
- " ilustrativo de transmisién de calor.

Si utilizamos un vector I cuyas componentes se definan

&:kg—)}; '(3'.21)

la ecuac_i.bn(3.20) se..‘ escribe de forma mais compacta

J\J{A;J?AV' +['[J£Q0(v'*[w‘&( a{-ﬂ-) dS=0_ - -(3.22)
.V v 5,

Sabiendo que si ‘Qy U son dos campos, escalar 'y vectorial
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respectivamente, se cumple
div (L?U):\(dzuu +U.j$u((-P} . - -(;'23)

el primer sumando en(3.22) puede descomponerse en los dos pri-

meros términos de la ecuacién siguiente: .
) L
fd...a{'wl?)d.v - ferdULafV */W;defj M’l‘%: 0(5 -fu]:¢d5 =92 . (3.?4)
i v 5. A ‘
(a) &) @ @) >~ (@)

Utilizando el teorema de la divergencia, el primer térmi-

(+

no de(3. 24)se transforma en

e [sgpns. funldfn o ke

1)

. or ) : ]

W, RE dlSs ©(3.25)
%2
pues en la porcién S1 del borde aceptamos que las funciones

- -k .
W . se anulan. Adoptando k&:-W; , los términos (a) y (d) se

anulan mutuamente y (3.24 hueda reducido a

) a| Ju ‘9T9W AV [UQAT+ (WS 20 | (5.26)
( 'aﬂi ‘lgxw.ﬁu KJJ 51

(+)

que es una expresién mids conveniente para utilizar el
método de Galerkin. En efecto, supongamos la descomposi-~

cién habitual
N

£ =3 ok @
J':l :

(%) La misma expresién se obtendria si los tres primeros su-
mandos de la primera lntegral de la Ec.(3. 20)se integran
por partes @ X Ky respectivamente,

(+) Puede observarse cémo en (3.26Be ha reducido en un grado
el orden de diferenciacién de T. Ello permite reducir el
grado de continuidad de las funciones de aproximacién en
T . Asi por ejemplo en (3.26) son posibles funciones 1linea-
les mientras que en (3.20ksto no seria posible, '
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¥y por tanto UG==A6 . Sustituyendo en (3136), gé:dbﬁiéne un sigteﬁ

ma de ecuaciones en la forma

[\(”a} ’f”j =0 - - (3.28)

donde los elementos de [K] y 5f} son respectivamente
oM QMg | g O e W A
K(j:-Jv(k;;{ﬁ&@Jﬁmﬁﬁ)dv L (3.29)

)f; :LM'QOW *L N; g 45 ) - 7 (3.30)

Si el coeficiente k depende dé T, el sistema de ecuaciones
(3;zé)serﬁ no lineal y los coeficientes Kij_dados por(3.29) de-
penderin en general de las constantes a,.

El método, tal y como se ha planteado ha;té aqui es general
¥ en principio, no puede denominarse método de 'elementos fini-
tos", De nuevo la caracterizacién esencial de este método con-
siste en la éleccién apropiada de las funcioﬁes Ni’ que se es-
cogen de forma gque adquieran valores en un subdominio de \/ ¥
sean nulas en el resto del dominio. Este proceso es mis ficil-
mente iﬂentificable si las relaciones integrales anteriores se
especializan en un'elemento como se hizo anteriormente. La su-
‘'ma global de contribuciones de estos elementos ha de hacerse
de nuevo teniendo bien en cuenta los principios de ensamblaje
que se establecieron.con anterioridad. En particular y en un
problema bidimensional, utilizando el tipo de elemento trian-
gular y las aproximaciones.l}neales para las funciones Ni’ in-
dicadas anteriormente, es inmediato llegar a expresiones ex-
plicitas para los coeficientes Kij y £, de cada elemento.

En efecto, recordando que N; -a.x 1-'0.-3_ +C{ , si sustituimos
esta relacién en expresiones como (3.29) y‘(3.30), sé:oytiene, pa-

ra un elemento que no forme parte del borde 53 ,




[ B

Ki = -Jﬁ(hd;aj cRbib)dxdy . (s

{ﬂ:ﬁ@“*'hﬁ*a)g-d‘d? L Gaa
A 1

donde el superindice e indica que estos coeficientes se refie-

ren exclusivamente a un elemento. Los valores de & , b 4 e
se han indicado anterjiormente.

Si el coeficiente k es constante,

kije- - R (Q,_'GJ' + bi bJ)

y .

f

siendo A el 4rea del elemento -triangular. En los elementos

(3.33)

i

A ) _ , -
] 3 - (3.34)

que formen parte del borde S2 habri que afiadir la contribu-

cién de q a f; tal y como indica la Ec. (3.30).

3.4.- PROBLEMAS:NQ. ESTACIONARIOS:- DISCRETIZACION: PARCIAL -~
Los. problemas formulados a; partir de ecuaciones diferencia-
les donde intervenga el tiempo son igualmente atacables median
te el método qe los residuos ponderados.. En principio puede |
pensarse en funciones de aproximacién Ni en las que interven-
ga-el tiempo como una dimensién adicional (ﬁﬁ(ﬂ*». Otra posi-
bilidad interes#nte_que transforma el problema inicial en un
siﬁtema de ecuaciones diferenciales ordinarias, para los que
existen mé?odos estandar de so}ucién,es la denominada discre-

tizacién parcial. Consideremos como ejemplo la siguiente ecua-

cién diferencial

p 2
2(w28) 2 [k, 28] g

a;& il of - O . . {3.33)

tox,
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que encontﬁamos en problemas bidimensionales no estacionarios
de transmisién de calor, flujo en medio poroso compresible -
(consolidacibn) etc. Las condiciones de contorno pueden ser
por ejemplo, de los tipos indicados en las ecuaciones (3.18) ¥
(3.19):Junto a.ellas es preciso especificar unas condiciones
inicialqs_-que generalmente{se refieren al valor adopta&o por

4) en el dominio V. El método de Galerkin conduce a la.siguieg

te expresidn, equivalente a ‘la Ec. (3.26)

_I( 3‘{)92“1 3$ Qu[ dv+fw,;c§f+fuf,;¢d5 O -+ -(3.36)
v SV ® |

‘9% ox, "9):,_ 7
Supongamos una.dlscretizacién en la forma siguiente:

ﬂ' ) ‘
‘P(X.,Xz,t‘:) 'Vu"zJ a-[f-) .- - (3.3
J =1

y por tanto —\Jj'—'Nj . Sust:.tuyendo (3.37) en (3 36)_se obtiene

| tx Z%acﬂ N sz alo 28 ) dv -+
-f !

=h - L
+J ch_ i & d‘f*-ft\f@ofs =0 (3.38)
v J=t .
que en forma matricial,

[Kjf“ {c oTt {F | ©T(3.39)

donde
- N IN. 9N'
k‘* ’ J\r(h'a_x.} X, M~ ?xl AV - s (3.0)
5 ¢ N N: v _
CLJ fv J - - (3.41)

A

th-qd.S S S (3.2)
S, '
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A

El sistema qF ecuaciones diferenciales de primer orden (3,39)
puede ser -ahofa-re§ue1to con ayuda de las condiciones inicia-
les (p. ej. valores decé ~es decir de 5“%" especificados para
t=o0).

Las posibilidades de los métodos, de discretizacién parcial
no se agoﬁgn con este plantgamiento. Es evidente que siempre
que las fﬁncgoneqLincégnita dependan de varias variables es
pos"‘ible utilizar el método, haciendo objeto de discretizacién
ﬁaréial a cualquiera de ellas.;

Su utilizac}én més‘frecuenté s, sin embargo, en problemas
no estacionarios y es la variqple tiempq la que generalmente

qecibe este tratamiento.




4.- PRINCIPIOS VARIACIQNALES

4.1.< INTRODUCCION
la tercera via que aqui estudiamos para la formulacidén del
F.E.M. lo constituyen los priﬁcipios variacionales. Para un
buen nfimero de problehasgdecla meg&nicaudel.continuo y -otras
Areas de la fisico-matemitica es.posible encontrar funciona-
les gque alcanzan un falor_estacionario para ia funciéﬁ solu-
cién del problema. Estos funcionales est4n generalmente defi-
nidos como integrales de la funcién incégnita y sus derivadas
sobre el dominio de definicién del problema, Conocido este
funcional el primer paso a dar es semejante. al proceso des-
crito anteriormente: basta proponer una versién discretizada,
de la funcién incégnita como combinacién de unas funciones
de aproximacién Ni ¥ unos paréimetros a, . Las condiciones de
estacionariedad del funcional conduce a un conjunto de tan-
tas relaciones como parémetrps a. Si el funcional resulta
tener una variacién cuadritica en las a. {como es un caso
frecuente en problemas lineales) se obtiene un sistema de
ecuaciones lineales algebraicas para las incégnitas a; .’

El estudio de los principios variacionales ha permitido
profundizar en la nafuraleza de las condiciones de contorno
como se verd mis adelante. Por otra parte el funcional en si,
_puede represeﬂtar una magnitud con significacién fisica pro-
pia que puede ser'de cierto interés en algunos casos. También
- es posible establecer cotas superior e inferior de la sblucidn
aproximada que pueden ser dtiles en ocasiones., Frente a estas
ventajas a las que debe unirse quizid la elegancia matemitica
de la formulacién, se alza la dificultad importante de encon-
trar estos principios variécionales,rproblema matemitico com-

‘plejo y sin solucién en determinados casos. Los principios de

35
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minima energia potencial y minima energia potencial complemen-
taria son principios variacionales vilidos en mecdnica del sé-
lido bajo algunas condiciones restrictivas y han sido utiliza-
dos con éierta frecuencia para la formulacién del F,.E.M.

" Como introduccién a. estas notas se examina brevemente el
concepto de funcional y ecuacién de Euler asociada . La ob-
tencién de esta ecuaciéh, conocido el funcional, es tarea sim-
ple. La operacién inversa es mucho mids diffcil y no siempre po
sible, dindose la circunstancia de que los problemas estin ge-

neralmente planteados como ecuacibénes diferenciales.

. 4.2 .ESTACTONARIEDAD DE FUNCIONES., ECUACION ASQCIADA DE EULER.,

Considérese, como ejemplo, el funcional definido.-de la

forma siguiente

T s F(x.;:u,u;:“'j)d“‘: T (4a)
A |

.donde (L es un dominio cerrado, de contorno S definido en dos
dimensiones. Se supone que F es dos veces diferenciable con re
lacién a todos sus argumenfos. Se busca una funcién Lr[‘-%)
.que cumpla las condiciones de contorno impuestas al pfoblema
y minimice o maximice el funcional :I . Puede demostrarse que

V ha de satisfacer la siguiente ecuacién diferencial, llama-

da de Euler . : :
12 E!E ,12 (i&: ) =0 ] . . (4.2
Fo T 3\},‘,)' 9} QU} (4.2)

que desarrollada. se escribe

L OF J'F F ¥ e E ov
50 T3, ox  dWydy  I%Iv Ix | Ny v Iy

F_ v ., OF O __%3:_ Ej‘i -5 S
- "a"f ox* v, Ovy Iy vy Dy
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Por ejemplo, el siguiente funcional

j=L(4’?-K‘('§'?)L*”J’ZK}[%)z‘Q@ dxdy

constituye un principio variacional para la ecuacién de trans-

misién de calor ( q) ;Témperatura) .
aq5> ZP) 5 |
= _ (4.5)
EX(K‘ ox 33 (K} 8 )

como puede comprobarse si aplicamo§ la ecuacién (4.3)

4.2,1,- Gond1c1ones _de Contorno Naturales y Forzadas

W

Supongamos que no se fuerza a las funciones admisibles \J‘a
satisfacer las condiciones de borde. ;A qué condicién{es) con-
duce la estacibnariedad del funcional?, Consideremos en primer
lugar un funcional mis simple, construido a parﬁir de la fun-

cién ul(x) : -

b _
Jm:f Fx 4, «)dx o S O

(v3

Las variaciones S:[son-debidas a variaciones en la funcién

u y sus derivadas

53;J( aFé_) j(aF&H (é-u))olx .-.(4.-7_)

&
Integrando por partes el segundo sumando de (4.7)

. (Eo- L)) EST L w

a_




Como esta variacién debe ser cero para cualquier variacién gu
8 : p

debe cumplirse sucesivamente:

BF d/oF ) . &
Su (g;u)*“/ : S (4.9)

que es la ecuscion de Euﬂer y

CEN I I

Un.a posib;e eler__-cién &es (Sug‘_-b‘-"i y ( u)x::O » 1o que condu-
ce a \ .
au."x=5 = 0 | (4.11)
. ) -4
¥y anélogament?, para (5“):-.5'0 Yy (&*,l za / ‘
aF) -0 - ;
<3U~' Xzo ' ' o (4ad)

Las condicioqéS'(4.11)-y_(4m12)'se denominan naturales y en ge--
neral afectan a derivadas de la funcién U ., Por el contrario
las condiciones U0x=a‘y'(uJK,L se, denominan forzadas o esen-
ciales. Para nuestros eféctos la ‘distincién - que conviene ha-
cer entre ellas radica en que las funciones de aproximacién que
se elijan deben satisfacer las condiciones forzadas (es asencial
que se satisfagan) porque la estacipnariedad del funcional no
exige que se cumplan, Sin embargo las funciones de apfoximacién
no tiene porqué satisfacer las condiciones naturales porque las
condiciones de estacionariedad del funcional que se van a exi-
gir ya garantizan que estas condiciones se cumplan (Ec. (4.10))
Examinemos ahora el problema en dos dimensiones cgn el fun-
cional definlido en (4.1)quese adapta a la ecuacién de transmi-

-sién de calor en 2-dim. que elegimos t:.onio ejemplo. A partir de(4.1)
6 j BF au + (Su } - a_u'._}_) a‘xdj

“7 ,

P 2(0))dkdy -

:L(%‘i&”%%(&) 54 %
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Integrando por partes =~ en XA e y respectivamente, el se-

gundo y tercer sumando de(4.—13)(Fig. 8) - resulta para el prime-

I g,(sujma f[_fgudg, fsu dxdg ﬁ’:‘n,a’ds-

S

fn.é-u a—; g;) dxaly _ -' ) |

Fig. 8. Condiciones para la integracién por partes en
un dominjo bidimensicnal. -

Anilogamente

| J;-_E; ﬁ; ol J(?T' Uéhcis ¢(J; ‘)cbcdg

(4.14)

(4.15)

(%)A los mismos resultados llegariamos transformando los tér-
minos en(4.13)de 1a manera siguiente )

2 Bl =2 (22 5) - & (G

{a ) R
A la suma de términos como (a), integrados en L. puede apli-

cirseles el teorema de la divergencia e :.nmedlatamente se

obtiene el resultado final (Ec. (4.16)
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-Reuniendo términos:

F O OF 5 -
53 :j/%'a’}%l _"3% ;j;)gu Iobwl:jﬁ- (:‘a—iﬂ; +9—§; ﬂ})&t dS =0 (4.16)
. |

S
Por consiguiente, como ‘Su es arbitrario, debe cumplirse

OF _ 2 _‘D_'F -9— 2F —o an  [L - -'(4.1.7)

en S - (4.18)

Particularizando estos resultados para la. Ecuacién (4.4) . 1las
condiciones naturales de contorno son, para la ecuacién de

transmisién de calor (4 5)( *)

K".%?"‘* *“9915'-‘3 -0 T (4a9)

.4.3.— ALGUNOS EJEMPLOS DE PRINCIPIOS VARTACIONALES .

El principio de energia potencial minima se ha utilizado con

frecuencia en mecdnica del sélido. Anteriormente hemos estable-

cido el principio de trabajos virtuales en la forma siguiente

I{Xe&-'—gc%ow f;a‘u} xtdv +f”““ pAs o e

v
Recor‘-demos'que F? era un campo tensional en equilibrio bajo

la accién de las fuerzas de masa {X} ¥ tensiones T en €l con

torno S,. En el resto del contorno se especificaban los despla-

A}

%) Si las condiciones de contorno reales son tales que en una
zona 52 del borde existe un flujo de calor q por unidad de
area y tiempo, debe afiadirse al funcional wun término en
la forma L q CP 45 |

que conduciria inmediatament

_ una cond:.c:.érx natural (simi-
lar a(4.19))en la forma K,,j

m‘*w}a}j q




-que las tensiones puedan obtenerse como
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miento%. Por'parﬁeiguaigéq eran un conjunto'de pequefios despla-
gamientés arbitrarios y deformaciones asociadas, consistente con
los desplazamientos impuestos al cuerpo.

Si existe una ﬁuncién "densidad de energia",‘dzéi) de forma
. \

U-‘:J = g—eu{, : - : : “{4.21)

el primer término de (4.20)puede escribirse

6l[ W dv ' . . . . (4.22)
” .

Si, ademis, las fuerzas de masa, X, y tracciones T derivan de

un potencial, (G y H respectivamente),

o4

= - B_L;:- . . - -(4,23a,b)

X'_'Q_C_v

ST T D /

o [

puede escribirse

dX =0 : - : © o (4.24)

donde 8 ' S
' 1=J(W+G)dv ff'Hds - S " (4.25)
. v S

En general el funciongl;z; denominado energia potencial del
sistema aleanza un minimo en .la situacién de equilibrio. De for-
ma mis precisa, entre todos los desplazamigptos que satisfacen
las condicioneé de contormo son los que satisfacen las condicio-’
nes de equilibrio los que conducen a un valor estacionario, ge-
neralmente minimo, de la energfa potencial., La existencia de la
funcidén densidad de energia queda asegurada si el sélido es éléf
tico. En otros casos (deformgciones anel4sticas) esto no es asi.
Es Ratenﬁe,pues,la mayorlgenéralidad del teorema de los trabajos
virtuales.

Es también posible formular el teorema de la energia comple-




mentaria minima, Gtil cuando son las tensiones las variables de
‘nuestros problemas. Su enunciado y desarrollo puede encontrarse
en la mayoria de los textos sobre mecinica del splido.

La bdsqueda de funcionales a partir de las equacibnes dife-~
renciales del fenfémeno no es tarea féacil, e incluso puede de-
mostrarse en algunos casos la inexistencia, de principios va-
riacionales, Esto es especialmente cierto en problema no li-
neales. La obtencién de estos ancionales es también complica-
do- en problemas no estacionar;oé,incluso de tipce lineal, aun-
que se han desarrqllado procegimientos que utilizan las técni-
cas de convolucién. |

En el caso de ecuaciones diferenciales lineales de la forma

Bu + 9 o o . (4.26)

]

y siempre que el operador A sea simétrico {o autoadjunto) es
f :

decir si se cumple para otra funcién v la igualdad,

J vhBu 4V =j w«Av dV L. (4.27)
s o v :

puede encontrarse un principio variacional origen de (4.26) a

partir del funcional

jzj(l’luﬁ“”u?)dv" L (428
v | |
En efecto .
5= [ (fuftu « 1 4 A6 PSug eV
_ V _
Si L es simétrico
[ uA()dV = (g 0uRu dV o e30
v | |

v (4.29)se transforma en

3= defAury v (4.31)
v
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cuya ecuacién diferencial de Euler es precisamer.lte(4..26};.-En ge-
neral los. 6rdenes ;impares de derivacién no son simétricos, Mis
detalles sobre la obtencién de principios variacionales a par-
tir de funcionales simétricos ¥y no s:li.métricos pueden encontrar-
se en Stakgold, (1971). . Washisu (1968) ofrece una amplia
discusién de principios variacionales en El;a\sticidad y Plasti-

cidad.

4.4:-7APLICACION A LA FORMULACIGN DEL F.E.M,
Considérese un problema de flujo bidimensional estaciona-
rio en medio poroso. La ecuacién diferencial del fenémeno/_

91¢ + K a'ié =0 (Qwv)

K e T oy - (4.32)

donde K;,b(.’ son, las permeabilidades, .en direccién x e y, ¥y (;5
es la altura piezométrica, se ha de complementar con las con-
H

diciones de contorno. Supongamos que estas son de dos tipos

¢ = (bi_ 2n .51 e . . (4.33)

Kx%"x *Kgé%"‘a ‘_c‘_ —“<P =0 en S5y . _I(.4‘.34)

comn $:=295, +5, (coatorno de 'U')

Es inmediato comprobar que el funcional

T [ @ BT [ o

alcanza un valor extremo en la solucién de este problema. La
Ecuacién(4.32)es la ecuaciébn de Euler asociada y la segunda
condici6n de contorno (Ec.(4.34))es una condicién de contormo
natural, .

Dividimos la regién V en elementos, V,, para los que sigue

siendo vilido el funcionalj sin m4s gue referir las integra_-



c}ones al dominio y contorno del elemento. Aproximamoﬁ la fun-

ciédn ¢ en .cada elemento mediante
‘ N n

qb = 2, M) & S (4.36)

E1l funcional :] (referldo al elemento e) ha de alcanzar un

valpr estacionario si queremos que ¢) se, aproxime a la soluclén

Ello conduce al conjunto de n ecuaciones siguiente:
+ t

3 .
@_s;o 24, : - “(4.37)

‘Bac . i

"Si.(4;36) es sustituido.en (4.35) y ejecutamos (437), obtenemos

AT HIE Y P IR
e -«-.«af—i) “

—J; [qm+d(?hgaj)Ngj ds = o . - (438

La ecuacidn anterior representa de nuevo un sistema de ecua

. LA
ciones algebraico:

[K]JG‘(-‘-;{% =o : C L (4.39)
G [P B w e fands
S2
e

’j q N ebS . : T (4.41)
c .
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Séio resta elegir las funciones de gproximacién A&(Fﬂﬂ
Conocidos }os términos de'l?s ecu;piones anteriores los proce-
dimientos de "ensamblaje" péra togo el dominio siguen caminos
conocidos. '

Es interesante comprobar._que las matrices [K] y ?f} obte-~

nidas aqui son idénticas a las que se gbtuvieron por el mé-

!

todo de Galerkin (Ecs.(3,29) y‘(3t30l”dgl apartado de Residuos Pon-

derados)}. Este hecho no es una coinc@dencia. Por. el contra-

' rio, puede demostraysé que el método de Galerkin es equiva-

lente al método variacional. En efecto si 3(@ es un funcio-
nal cuya estacionariedad conduce a la ecuacién de Euler Liwj=0,

es evidente en funcién_dq lo expuesto, que

'53?—_&,&4 LudV =0 L )

A
Si elegimos una aproximacién U -‘-Zﬂ;a;, E:ZM é‘q.; se cum-
. o -
plira

5&;] N L&) dVv o= o S © (4.43)
v .
¥,como 2;& es arbitrario,

- jM L) oAU =0 Lo (4:44) -
vV

que es exactamente el método de Galerkin,
Es mis, el método de Galerkin puede relacionarse con loq
métodos de diferencias finitas si las funciones de aproxima-

cién N, se eligen convenientemente (Finlaysen, 1972).



PARTE B = EL ELEMENTC FINITO
8.~ GENERACION:. TIPOS Y CARACTERISTICAS. FUNCIONES DE INTERPOLACION

En los apartados anteriores se ha expuesto brevemente la justificacién
del método de Elementos Finitos, asi como las diversas técnicas que -~
pueden emplearse para su desarrollo matemdtico. En esta-seccidn vamos-
a ocuparnos del elepento en s{, es decir de cada una de las partes dis
cretas en que subdividimos el dominio continuo. Un estudio exhaustivo-
de los distintos tipos de elementos finitos, asi como de su correspon-
diente manejo y ensamblaje matemdtice, cae fuera del contexto ae este—
curso., Para profundizar en el tema se remite al lector a la bibliogra-
f{a de esta seccién.
+

Hasta el momento hemoQ\aprendido a definir matemdticamente de forma -
conveniente el fendmeno fisico que tiene lugar en el dominio continuo-

D, asi como las diversas expresiones de las condiciones de contormo.-

La base del F.E.M. consiste en discretizar dicho dominio continuo D di
vidiéndolo en una serie de elementos, llamados finitos, La suma o en--

samblaje de todos estos elementos e reproducé el dominio D es decir -
Se=0D

Entonces la exﬁresidn matemdtica que se considere definitaria del fend
meno puede aproximarse individualmente en cada elemento, siendo la -
aproximacidn total la suma o ensamblaje de todas las aproximaciones in
dividuales. En particular, y usando la notacién de los apartados ante-

riores, si la apro;imacidn obtenida es la solucidén del sistema

¢ [6lda]=de}, | o o (s)

dicho sistema se calculard como ‘
- ¥le  (s.2)
*z[x]e{a}e-}ii .
donde el subfndice e representa a un determinado elemento.

A continuacién se estudiardn los tipos de elementos mds usuales as{ co

.. mo sus principales caracteristicas, y finalmente se explicard el proce

so de ensamblaje.
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El primer problema que se debe enfrentar al tratar de discretizar un
dominio continuo es el de la eleccidn de la geometrfa de los elemen-
tos que van a emplearse para dicha discretizacidn. Para dicha elec -

cidn deben de tenerse en cuenta las tres directrices bdsicas siguien

tes:

v T
a).- Los elementos elegidos han de ser tales que se adapten a -

la geometr{a del dominio,

b).- Cuanto més_pequeﬁo sea el elementc mayor serd .en general -
la aproximacién obtenida, por lo que la malla habrd de ha-
cerse mds fina en las zonas donde se esperen mayores gra -

dientes o mayor concentracién de tensiones.

c).- La complejidad de la formulacién matemdtica y la exactitud
de la aproximacidn, que son funcién, como se verd mds ade-

lante, del tipo de elemento elegido.

El sentido .ingenieril ha de estar bien presente al tratar de seguir-
las dos primeras directrices. En la Figura 9-a se representan dos -
discretizaciones distintas, ambas vdlidas, para el estudio del flujo
de un flufdo a través de un estrechamiento en la tuberia de conduc -
cidn, utilizando elementos triangulares y rectangulares. En la Figu-
ra §-b se representan dos posibles discretizaciones de una placa en-
ferma de corona circular para un estudio eldstico de la misma, usan-
do en este caso elementos triangulares y curvos respectivamente. Es-
muy importante seflalar que la reduccidn del taméﬁo de los elementos-
significa, evidentemente, un aumento en el coste del cdlculo, tanto-
por el mayor tiempo de ordenador requerido, como por la ampliacidén -
de memoria necesaria para almacenar la geometrfa y propiedades del -
dominio discretizado. ‘

En realidad no existe razén matemdtica alguna que impida la utiliza-
¢cidn de varias tipos geométricos distintos, pero en la prdctica, y -
para evitar el tener que realizar varias formulaciones paralelas, -

suele emplearse el mismo tipo de elemento en todo el dominio.



e
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el i, ¢ o e

Figura 9a .- Discretizaciones de una zona de

estrechamiento en una tu-

beria: a) mediante elementos rectangulares y b) mediante

elementos triangulares
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Una vez discretizado el espacib mediante un cierto tipo de elemento,
es necesario‘a su vesziscretizar el elemento en si, es decir, deter
minar un nﬁméro limitado de puntos en los que se calculard la aproxi
macidén a la funcidén que se desea determinar. Estos puntos, denomina-
dos nodos, se clasifican en exteriores primarios, éxteriores secunda

rios e interiores, tal comoc.muestra-la figura-10.-

o— % ot
2 ¢ 03 30 $ 2
2-d o3 Jo Q2
10 X 2o 4.

Figura 10:~ Nodos exteriores primarios (1), exteriores secundarios (2)

- e ‘interiores (3) .

Los dnicos nodos estrictamente necesarios son los exteriores primarios,
aunque puede ser que el tipo de formulacidn que se busque imponga la- -

definicidén de otros nodos secundarios ¢ interiores.

El1 concepto de grados de libertad de un elemento estd{ relacionado, por
una parte, con el nimeroc de nodos, y por otra, con las condiciones de-

continuidad que se establezcan entre dos elementos consecutivos.

ﬁﬁé’ﬁkﬁﬁégﬁd& iﬂ.’ﬁ_’:;;.‘;‘};.pci‘én".a-.‘-c'alcu].far-‘{—.ﬁ}-—ea..am -vector .de dos componen
teg.gSifno;éstablééemos.e;condiciones de continuidad en las derivadas.
deF{¢} ;~e1:ﬁﬂme:0'de grados-deﬂlibertad.delaelemento de la Figura 10-a
-serd 12, mientras que el elmento de la Figura 10-b tiene 32 grados de
libertad. E1 mimero.de grados .de iibertad de un -elemento puede aumen-
tarse incrementando el nimero.de.nodos, .0 exigiendo condiciones de. -

continuidad adicionales. (por ejemplo, .continuidad de ciertas deriva-

das de {¢} Y.

El concepto de continuidad, asi como el de convergencia, se exponen a

continuacidén.



51

Por continuidad se entiende que en la frontera entre dos elementos,
las funciones a determinar {ﬁ}tomen valores udnicos. (Pueden también,
si el problema lo requiere, establecerse criterios de continuidad -
para ciertas derivadas de {ﬁ}, aumentando por tanto el numero de gra
dos de libertad del elemento,aunque en esta exposicidén nos limitare-

mos a la simple continuidad de {¢}.

Por:convergencia se entiende que al disminuir el tamafio de los ele -

mentos, la solucién aproximada tienda a la soluciédn exacta.

Los elementos que‘gqmplen“lalcondicidn de continuidad ge denomiggg -
gggtinuogiid_conformggl??v*loa»qgg;ggqgisgxlaxcondicién d2 convergen.
cia se denominan completofPb¥iamenter paratqueé 1iisalucién.de un . -
problema~por elementos finitos tenga .algin sentido, la discretizacién
ha de ser ‘completa. Sin embargo, .FlFondIt€itnide conformidad no es -

estrictamente .necesaria. Para algunos problemas en los que la obten-

cién de elementos continuos es muy dif{cil, si no imposible, se han
empleado con éxito elementos no conformes completos. Actualmente pa-
ra ciertas aplicacicnes,son preferidos elementos no conformes, aun -
que el problema permita el empleo de elementos que satisfagan las -
condiciones de continuidad (R.H. Gallagher et al, 1.975). En gran nid

mero de casos_la convergencia de la solucién obtenida con elementos-

no conformes ha sido demostrada "a posteriori”,

Antes de seguir hablando de convergencia, es necesario establecer

las bases matemdticas de la aproximacidn elemental.

st P

SﬁﬁﬁqﬁQQasxiﬁﬁéiﬁﬁSiideséanocidasidefinidasdpor;nnmprincipio'varia

.cional,  una .ecuacién diferencial o . integral,..-etc.-Dichas Funciones

puedénTder. aproximadas:imediante

{g}= (w1} o (5.3)

, , - | _ .
qggg§§f§]?§qgu331matri;;déafpncionesJdemaproximaqidn.conoczdas:yﬂ{a}
ugPQ;pgréme@;os-desconocidos queg@grén”;asgnueqas_incdgnitasdenula--
formulacidn.final, Si las funciones N se definen individualmente en-

cada elemento, es decir si
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z
@®

(x,y,z) ¢ e

il
(@]

(x,v,2) 6 D-e

la aproximacién (5.3) es equivalente a

1¢}=Z [N]e {a}e ‘ | (5.5)

Es por 1o tanto suficiente el estudic de la aproximacidn
‘ - ! (5.6)
IUREERE) .

en cada elemento, para la resolucién del problema completo.

A la vista de la ecuacidn(é.ﬁ] es obvio que la condicién de convergen
cia se verificard si las funciones de aproximacién N. son tales que -
para unos ciertog valores de los pardmetros a, . las func;ones {¢}e to
man un valor constante en el elemento.ya que en el limite el elemento

se transforma en un punto Unico del dominio continuo. Puede demostrar

se que si las funﬁiones de aproximacidén Ni son polinomios, es suficieg'
te que incluyan todos los términos del polinomic de grado K,Idonde K---

es el mayor orden de derivadas de [N]wque contenga el integrando de -

la integral de aproximaciones (O.C. Zienkiewicz, l.97l).

Por ejemple, se ha viato anteriormente que la aplicacién del método -
de trabajos virtuales a un caso de tensién plana produce el siguiente

sistema de ecuaciones lineales aproximado:

. D e T e
, -5 ed5(5.7)
Idonde“ Ve
T
[B] -[L-I[N] (5.8)
siendo.
2 o o -
CLY o
b o
° B (5.9)
0 o ,3—,“_; _
LWl = |2 2
BRy BN, 5
9
— o —_—
® X3 Ga
I
O 2x 2%
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Es decir, en este caso es Unicamente necesario, si Ni son polinomios,

que contengan términos en x ,xz,x3 ¥ una constante para gue quede in-

, 1
mediatamente garantizada la convergencia del método.

Una vez definidos estos conceptos fundamentales, se estudiardn los di
verscs tipos de elementos y sus correspondientes funciones de aproxi-
macidén. Dado que los elementos unidimensionales no necesitan mds co -
mentario que citar su posible existencia, se comenzard la exposicidn--
por los elementos bidimensionales. Los elementos curvos se expondrin-

en una seccidn posterior,

6.— ELEMENTOS BIDIMENGIONALES

Desde el punto de vista geométrico,los dos elementos empleados con -
mds frecuencia son los triangulares y los rectangulares. Esto no im -
plica qué otros elementos puedan emplearse para problemas especificos,
En particular la literatura de la dltima década es prédiga en la in -
troduccidn de elementos pentagonales, hexagonales, rémbicos, etw. Es-

te breve estudio se limitard a los dos tipos primeramente mencionados,

6.1.-~ ELEMENTOS TRIANGULARES

El elemento triangular es con mucho el mids empleado en problemas bidi
mensionales, fundamentalmgnte por la ventaja que representan sobre -
los elementos rectangulares para aproximar el contormo del deminio.-

La Figura 11 representa tres elementos triangulares sencillos.

a) b)

Figura‘H.erﬁﬁgzgnfos-triangulares;,a) lineal,..b) cuadrdtico y ¢) ecdbico



Para estudiar el desarrollo matemdtico general se elegird uno de

ellos, por ejemplo el cuadrdtico (Figura 12)

v

Figura 12.— Elementos triangulares cuadrdticos

Los ejes x~y representan unos ejes Cartesianos generales para el sis-
tema total. Las coordenadas por ellos representadas se dencminan coor

dénadas glcbales. -

Supéngase que para cumplir el criterio de convergencia, y suponiendo-
que las funciones de aproximacidén Ni Sean pdlinomios, es suficiente -
que -estén representados Unicamente todos los términos del polinomio -
de primer grade {de ahora en adelante se mantendrd esta hipétesis pa-
ra todos los elementos estudiados).

\
iegﬂzagﬁzspgggdaSladéﬁdsliiriﬁngulg;hay:Epgsfnodos,jla'condicidn.de -
continuidad ;quedard satisfecha si ‘la funcidén-de -aproximacién.para -ca-
da definido por tres puntos: Por dltimo, dado que hay seis nodos en -
el tridngulo, serdn necesarios seis pardmetros a,, i=1l,...6 para apro
ximar los valores de la funcién @ (supuesta un escalar en este caso)-

-en.el elemento. Es decir

g = ata_,xia y+ahx2+a

2 :
e 1" %277 %, sxy+tagy (8.1)

¥ en los nodos,



(6.2)

-8
A

»

~

1 %S

x
PP

& 0% Y
{@E,.,-‘- [ C]e'{&le (6.3)

donde (xi,yi) son las coordenadas globalés del nodo i

Dado que
Qg = [I’] '{Q-}e = [-”, X, "1, Xy, ),"'] ‘{Q_-}e_ _ (6.8
Y que |

{Q.Eelz [C];‘ “ de.}n.

(6.5)

se deduce que el valor de la funcién en el elemento puede escribirse-

en funcidén de su valor en los nodos como

g, = [M1doin = (7 L1 {21, s

con lo que la ecuacidén integral en el elemento guedard reducida al -

sistema

[ K‘]e‘{@}.\: {+.Sz (6.7)

cuyas incdgnitas son precisamente los valores de la funcidn incdégnita

en los nodos.

Esta forma de obtencidén de las funciones de aproximacidén [N]tiene un-

serio inconveniente: la necesidad de invertir la matriz de coordena -

das.globales [c]e.

Un método directo de obtener las funciones ‘[N]-as utilizar las llama-
das funciones de interpolacién. Supdngase gque se puede encontrar para

cada nodo i una funcidn_ci.tqlaque

A e (X0, YD |
CZ Yo aw (45.%) Ya*° | (6.8)

Entonces, si

{ple = td]ej\agc | (6.9)
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los pardmetros lale serdn directamente los valores de {ﬁ} en los nodos,

-es decir

fale = {#%. . {6.10)
y las funciones de aproximacidn—[Nle serdn las mismas funciones de in -

terpolacidn [Cle , @3 decir, podremos escribir directamente

{@}-—[N]e‘{a'q&e: [cledae (8.11)

la Figura 413 representa dos de estas funciones de interpolacidn para el-

elemento triangular cuadrdtico de la Figura 12.

Figura 13.- Funciones de interpolacidén cuadrédticas: a) en un nodo pri-

mario y b) en un nodo secundario

B et e —————— i = o s et T e e - - - — -

Para definir estas funciones de interpolacién es conveniente crear un -
nmievo sistema de coordepédas, particulares para cada elemento, que lla-
maremos coordenadas locales. Eapeiscaso deiélementos triangulares, las

coordenadas tocales .mds convenientes.son las llamadas .naturales.o de su-
'perficie’, En dicho sistema, a cada vértice del tridngulo le corresponde
una coordenada, que toma el valor 1 en el correspondiente vértice, y el

valor O en el lado cpuesto como muestra la Figura 14,

~El empleo de dichas coordenadas permite, ademas de la ocbtencidn directa
de las funciones de imnterpolacidn, la generacidn recurrente de elementos
triangulares de orden superior, mediante la c¢olocacidn conveniente de

los nodos secundarios e interiores como se muestra en la Figura 15.

La relacidén de las coordenadas de superficie con las coordenadas globales
rectangulares, que puede obtenerse fdcilmente mediante simples conside-

raciones geométricas, es
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tr:.a.ngul ar

x =L xli- sz -l-LBJ:3
Yy = Lly1+-L 3 3
1l = L1+L2+L3

(6.12)

donde (xi,yi) son las coordenadas de los vértices en el sistema global.

Igualmente
| [+2 CacsfBoxsgey) (2
donde ;
d Yo N
1A = ‘. Xe 7 =
A ¥y V3
A A Yy =XV o= X3 Y- XM
(5,,: Vs, C‘=Y3'74
[i3 %=X §1z %= %

Una vez definidas las coordenadas naturales,

2(Area del tridngulo)

L=4,2,3 (6.13)

(5.14)

oy = X )y X1V,
G‘ = 7\'-71_

6‘.‘ = #1‘x‘

(6.15)

es fdcil deducir las funcio-

nes de interpolacidén para el elemento tfiangu.lar que Se desee utilizar.
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Figurai5.- - Generacién de elementos triangulares:

al 3. Cuadrét;co, nodes 1 al 6. Cibico, nedes 1 al 10. Cudr-

tico, nodos 1 al 15.

11

lineal, nodos del 1

Ev1dentemente, para el elemento Triavgultar—Yimeat— {(Pigura-16a)- . ——

.ty iy e o T e -

—_—

o —
Es jigualmente posible deducxr las funciones de 1nterpolac16n para los

demas elementos. Por ejemplo;

et A a e W T o f e

Elemento Euadrdtico

e = e T G W

Nodos primarios: N, = (2L -1)L;
i i i
Nodos secundarios: Nh = hLle
N_ = hL L
5 273
e - Ng = 4L L,
T 2 NPT T A S S
; —=_‘-_.:___‘ - —
. w=pleménto"¢dbico = T T
Nodos primarios: = -}(3Li—1)(3Li-—2)Li
t
o8 _ 32 -
Nodos secundarios: N, = 7 L2(3L1 1) f
=2 - :
Ns =3 L L2(3L2 1)
N, = 2 - ‘,
6 7 3 Lpty(0Lpm1)
© g : )
N9 =5 L L3(3L1 1)
5 - — —




(0,0,1)

g ch 2
(1,0,0) (1 0 0)(_90
Figura .16.- Coordenadas nodales en el sistema natural para elementos

.- —--———triangulares: a)-lineal, b) cuadrdtico y ¢) cdbico

Nodo interior: Nlo = 27L1L2L3 |
F L *-"'-*.hn-u...,_‘_‘_‘_* B e LT R

A Ry ey e -

Elemento cuértlcghrFigura17) - “?;

. 1 - .
Nodos primarios: N, = Z (hLi-l)(hLi-z)(hLi_j)Li

Nodos secundarios: N, = ;g'L L (2L 1)(hL -1)
N5 = 4L L (hL -1)(hL -1) 2
N, = %? L L,(2L, -1)(hL -1) :
16 j
§7 =3 Lyl (2L 1)(hL -1) ,
' ' f.
N, = 4L.L (hLl-l)(th—l)‘ :
16 ' .
N, = 5 L,L (2L1-l)(hL1—l)
Nodos interiores: ng = 32L1L2L5(4L1—1)
. N, =32L/L,L (hL -1) -
' !l_.‘.‘......::w :_ - T e “le =-32L1L2L3(L‘L31.—.-)r—-v» —-- ' B J

- Dt e e A M+t L Akt 8 i Sl - - "

Una vez obtenidas las funclones de interpolacidn, si n es eX nimero de

nodos del tridngulo v @ es un escalar

&=

EF%;

Neal (6.17)
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1(1,0,0) 12(?,0,%)1 11(§i0,&) iﬁfi,o,%) 3(0,0,1)

.Figura 17.~ Coordenadas nodales en el sistema natural para un elemento

triangular cudrtico

..que podemos sustituir directamente en la ecuacidn integral para obtener

la matriz [Kle y el vector {f}e. En el caso de que ¥ sea un vector, por
ejemplo u'

{gb}-: v ' S (6.18)

la aproximacidén seria

u Ul MI"“.N‘ o o__-o o o ——".O O-\\
{@} - V - 0 O - - O NJ N'I.""" NKOO _...-O' l b'l T
W o o __...O_ O O -"-ONIN'L---”'\

(6,19)

-donde a, representa la aproximacién a u en el nodo i, bi la aproximacién
a v en el nodo i, y ci 1a Jproximacidn a w en el nodo i, Para el cdlculo
de las derivadas de N., observemos gue

M
- 6.20
by @2x BlL1 2x -7_A (G ’e)'-l ’BLt Paal-a) ( )

3N, D k?.l'.f BV 'BL-; BN aL:
8 % ?ls 3%




a1
e igualmente
N

——

4 WL RN
97-2A(&;"3L1+r

T L. d; e ) (5.21)
donde A y d;,f&:, &;, vienen definidos por las expresiones (6.18) y (6.15)
respectivamente. Al sustituir estas derivadas en la ecuacidn integral

nos encontramos con integrales de fuhciones del‘tipo LanLq extendidas

al drea del elemento. En vez de deshacer el cambio de coordenadas e in. -

tegrar, es preferible tener en cuenta la expresidn

$dedy Db oy .
// [ Z [ g (r\.+m+§+1)‘2 : (6.22)

La simplicidad de su formulacidn, asi como la facilidad de discretizar

con ellos dominios relativamente irregulares, ha hecho que los elementos
triangulares sean los mAs populares hoy en dia para casi todas las apli-

caciones simples del F:E.M,

6.2.~ ELEMENTOS RECTANGULARES

Los elementos rectangulares, tambien muy empleados en la prdctica, pue-
den formilarse de un modo totalmente paraleloe al utilizado anteriormen-

te para el elemento triangular.

Considérese, por ejemplo, el elemento rectangular de la Figura 18,

yl . —— S S —
@ -o—==2 @y
t E
ib
r=-1 r=1:
b -
(x ’YO) r
‘b
hy ...l
‘? $ t=.—l J
= a o a -
X

Figura 8.~ - Coordenadas naturales en un élementoﬁreetangularn—u--u-—— -

Al igual que en los elementos triangulares definiremos unas coordenadas

16cdles naturales {r,t) cuya relacién con las coordenadas globales (x,y)

es la siguiente
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b , (68.23)

donde (xo,yo) son las coordenadas del centro del rectdngulo.

Segin la forma que se emplee para deducir las funciones de interpolacidn,

Ni’ ies elementos-rectangulares pueden dividirse en dos grandes familias:

.— Familia de nodos frontera

En este tipo de elementos, representados en la Figura 1719, las funciones

|

PR
i

\
{
(
|
l

de interpolacidn se obtienen directamente.por_inspeccidén en coordenadas

__Ltocales e
5 1
a)
16 62

I 8 1 4 11 12 1
- —> § ®- © 2 —
109 Q5
76 b) o5 c)
9 ¢ o6
36— —5— 2 3 g S o2
6 8 7

FigﬁpaJS.— . Elementos rectangulares de_la familia de nodos frontera:

a) lineal, b) cuadrdtico y ¢) cubico

Por ejemplo, para el elemento lineal, las funciones de interpolacidn son

N, = {1+ 1)(1+t)

1
N2.=' FHi+r){(1-¢

)

Para el elemento cuadrdtico:

Nodos primarios: N

Nodos secundarios:

1

N

N, = H(1-r) (1-¢)

N, = ¥(1-r)(1+t)

]

FH{1+r)(1+t)(r+t-1)

i+ r)(1-t)(r-t-1)

H1-r)(1-t)(-r-t-1)

${1-r) (1 + t) (;—r.+ t +1)

1]

3(1 +1)(1-t%)
3(1-r) (1-t)
3(1-r) (1-t3)

$(1-22) (14 ¢)



Para el elemento cubico:

Nodos principales: 2 2
g oL (+n)(1+t) {~1049(r%+ ¢ )1

1 12
N, = 3-;-_(1-!- r)(l—t) [:10"'9(r2+ t2)]

1 2 2
N3 = 3—2—(1-:-)(1-1:) [-1o+9(r + t )]
v o 2 (-n) (o) [fro4o(r2+ £2)]
L 32
Nodos secundarios:

N = %(14-:-)(142)(1-;-%)

Ng = 32-(1+7) (1-¢%) (1-3¢)
N, = 53-(1-r7) (1-t) (1 +3r)
Ng = 3%(:L‘-rz)(l-t)(l—:w)
Ng = 55-(1-r) (1-t7) (1-31)

N, o= 3—2-(1-1-)(1-1:2)(14- 3t)

N, = %(l-r?) (1+t)(1-31)

N, ,= 3-3—(1-1-2)(14- £) (14 3r)

Puede observarse que las funciones de interpolacidén de complican al au
mentar el orden de los elementos. Por otro lado, elementos de orden su
perior al terceronecesitan nodos intermos para.cumplir el principio de
isotropia geométrica. Dicho principio, muy relacionado con la condicidén
de continuidad, exige que el desarrollo polindmicc de las funciones de
interpolacidén no se genere preferencia de una coordenada scbre otra. -

Por ejemplo, supongamos el elemento cudrtico de la Figura 20.

" Dicho elemento tiene 16 nodos. Dado que paré expresar las funciones de

‘interpolacién de forma que incluyan un pelinomio completo de cuarto gra

do (necesario para continuidad) es imprescindible incluir 15 términos-
3 _2 2 3 4 3 2 2

(1rx,)’sx2 eryz X X YyXY ,¥V 43X ,X°¥,x Y xy3 yh)
' ’ A ' ' ’ , 836lc podemos intro-

ducir un término de quinto grado.Como ninguno de los términos de quin-
to grado es simétrico, la eleccidén de cualquiera de ellos genera auto-

mdticamente una anisotropfa geométrica, en general indeseable.




|

4 14 15 16 1
13 t 5
12 6
r
11 7
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3 10 9 8 2

1
|
l
|

Figura 20.—. Elemento cudrtico generadof-&; anisotropia geométrica

Sin embargo, la introduccidén de un node central (r=0,t=0) elimina el -
problema, manteniendo a la vez la simetrfa del elemento. El lector pug '
de comprobar, basindose en el tridngulo polindmico de Pascal de la Fi-

gura -21. que un elemento de quinto grado de esta familia necesita al -

‘mencos 4 nodos interiores para ser geométricamente isétropo y simétrico,

mientras que un-elemento de grado 6 necesita al menos 8 nodos. En es -

tos dos Yltimos casos la solucién, evidentemente, no es dnica.

1eje de simetria

Figura 21 - . Tridngule polindmico de Pascal

La dificultad de esta formilacidén para elementos con un nimero superior
de grados de libertad ha llevado al desarrollo de la segunda familia -

de elementos rectangulares, denominada familia de Lagrange y que estu-

diaremos m#ds adelante.

Ha de hacerse notar que en elementos rectangulares el nidmero de_grados"

de libertad no tiene porqué ser el mismo en ambas direcciones (r,t,).—

Por ejemplo, el elemento de la Figura?22 es lineal en la direccién ry
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cuadrdtico en la direccidén t. La formulacidén de sus correspondientes -

funciones de interpolacién es inmediata.

t=1

ko 1
r=-1 t r=1
6€r - 95
i
3_ Py ©2 .

. Figura 22.- Elemento rectangular con distintos grados de libertad en las

" dos direcciones de las coordenadas naturales

Nodoes Primarios:

N, = (Ler)t(1aee) T

N, = -%——(1 +r)t{1-¢t)

AN

N3 = +(l-r)lt(l'—t)‘

1
N, = T(l-r)t(1+ t)
Nodos Secundarios:

Ns

=}(l+-r)(l-t)(1+ t)

Ng

LY

F(1-r)(1+t)(1-t)
Como puede observarse, las funciones de interpolacidén son el producto-

de un polinomioc lineal en r por un cuadrdtico en t.
.— Familia de Lagrange

Para evitar el inconveniente de la diffcil formulacién de 10s elemen -
tos rectangulares de la familia de nodos frontera puede aumentarse el-
nimero de nodos del elemento de forma que las correspondientes funcio-
nes de interpolacién se generen directamente como el producto de dos -

polinomios, uno en r y otro en t.




&6

Considérese por ejemplo el elementc de la figura 23, que-es cuadrdtico -

en la direccidn r y cdbico en la difeccién t.

- (r{;tzj- (r9’th) (rj'th)
P + © D
[Lf——“'”"T—T="Figuré?%gﬁ;;EIéﬁEntp?réctangulaf de la familia de. Lagrange

i

Consideremos el nodo (ri’tj)f Si en dicho_nodq definimos la funcién de

interpolacién como el producto de dos polinomios de Lagrange que se

anulen en los demds nodos ¥ tengan en éste un valor unitario, habremos

resuelto el problema. Por tanto, si llamamos,

-3

r-] - rl'
s 4 =
R4 (8.2¢)

N;j: L:L:\ Shaate pnchan " (6.25)

Este tipo de elementos, de muy fdcil formulacidn, tiene sin embargo = -
dos inconvenientes: la imposibilidad de obtener isotropia geométrica -
___’_—#- e

excepto en elementos lineales (veénse por ejemplo, los elementos cdbico

¥ cudrtico de la Figura 24), ¥ la generacién, al aumentar e] orden del-
elemento, de polinomios de W

e
funciones de aproximacién.
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Figura gé;éfElementos a} cibico y b) cudrtico de

a)

o S © = {
® .o o} o) o
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la familia de Lagrange

5)

En la Figura.25 puede observarse la diferencia entre las funciones de-

aproximacién en un nodo secundario para dos elementos cuadrdticos de -

distinta familia.

Se ha visto, pues, que el aumento del ndmero de grados de libertad de-
un elemento mediante el aumento del nimero de nodos, conduce a plantea
mientos muy diff{ciles o poco correctos matemdticamente. Sin embargo, -
numerosas veces necesitamos elementos de alto orden en problemas resuel
tos mediante el F.E.M.‘La-solucidn del problema radica, mfs que aumen-
tar el nimero de nodos, en aumentar el nimero de gradbs de libértad en

cada nodo. Esta técnic

a s

Pigura 25.- Funciones de interpolacidén en un nodo secundario. para dos

e _estudiard mds adelante.

b) familia de Lagrange

eleméntos cuadrdticos; a) familia de nodos frontera y
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6.3.- ELEMENTOS AXISIMETRICOS

Un estudio tridimensicnal -totalmente paralelo al hasta ahora realizado
puede hacerse para la discretizacién de dominios que tengan un eje de-
simetria. Los elementos empleados para este tipo de problemas son ios-
engendrados por los elementos antericormente expuestos al rotar alrede-
dor del eje de simetrfa. (Figura 26). La formulacién. del problema se -
simplifica notablemente si se emplean coordenadas cilindricas como

—c¢oordenadas globales. (H c. Martln vy G. F Carey, 1. 973)

- Figura ZSQeTElementU—axisimétricu*fv“de—revuluciﬁn}"—ff—*ﬁr-r~

P e e —a e - . -
. N —

2.— ELEMENTOS TFIDIMENSIONALES

La formulacién de l0s elementos para andlisis tridimensional es muy -
similar.al anteriormente expuesto., Los elementos tridimensionales admi
ten, sin embargo, mds variedad de formas que los bidimensionales. Ana-
lizaremos brevemente, a continuacidédn, los tres tipos de elementos rec-

tos mds empleados en la prdctica.
1.~ TETRAEDROS

Al igual que en el estudio del elemento triangular, defini;emos unas -

-coordenadas naturales locales, que en este caso serdn de volumen, segin

muestra la Figura 27

.- 68



. De nueve las coordenadas naturales pueden ralacionarse fdcilmente por-
consideraciones puramente geométricas con un sistema cualquiera de -

coordenadas globales cartesianas mediante lus relaciones.

2::1:2-|- ijB-i- th&

== L2y2+L

x=L1x1+ L

z=lel+L222+ L323+Lhzh

(7.1)

A . = - -+
v - 1=L +L2+L3 L

1 4

donde (xi,yi,zi) son las coordenadas de cada vdértice en el sistema glo

bal, © bien, mediante la relacidén inversa.

Le=(dia@ix+y,y +9:2)/6V (7.2)
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‘donde
1 x:L yl zl
L x, 9, %, .
6V = . =6(Volumen del elemento) {7.3)
L xy7q 24 ]
L=, ¥, 2,
Y
X2 Y P2l - Y2 %2t %3 %2 1 X2 Yp !
= = = = ' 7.8
d4 - IB YB 23 (34 Y3 23 1 a" 13 23 1 é: x3 ‘yj .l ( )
Xy Yy 2y Yy Zy 1 Xy, 2, 1 Xy Yyt

e igualmente los demds coeficientes.

En la Figura 28 se representan los tres primeros elementos de esta fa-

milia.

Las funciones de interpolacién para dichos ‘elementos pueden-obtenerse - -

directamente. Por ejemplo, péra el tetraedro lineal: Ni=Li

a) lineal b) cuadrdtico ' ¢} cdbico

___ Figura 28.-_ Elementos tetraédricos ‘ Coa



Tetraedro cuadrdtico:
Nodos primarios:

Nodos secundarios

Tetraedro cdbico:
Nodes primarios:

) Nodos secundarios:

Nodos interiores:

En el empleo de estas funciones de interpolacidén es necesario tener

en cuernta que, por ejemplo

INn: . DML,

Ni=Li(2Li-l)

:N =hLlL2

5
s—hL L

N7 th 3 -

_kLth

N9 hLlL3

Nlo=4L2Lh

Ni=%Li(3Li-1)(3Li-2)_

9
No=—5L,L, (3L -1)
9 L (3L'-1)
Ng=—t 2
N, 9 L Lh(BL -1)
15=
2 L Lh(BL -1)
N6 2
N »=27L,L,Lg
N18'27L L2 L
19_27L Lk,
20-27L L3 4

’BN« "BL-: ,auu. ?L! ’aNL —an -

m—— 23

34 2k, ?x T3 3 x

L

‘BL: gxt*‘an

r-X4

i=1,2,3,4.

i= 1,2,3,“‘0

71

(7.5)




Pmeme e me— g——

...vamente (Figura 29) . . . ___ ' B .

2

donde V vy (5& vienen dados por las expresiones (7.4) y {7.5) respectivamente.

Es igualmente conveniente recordar que

m lm! gl '
ILI‘L,LHHV= nmi 3P gy ~(7.8)
Ve . (n+ ms 34»&3)!

7.2.— PRISMAS RECTANGULARES ;

La ampliacidén del concepto de elemento rectangular a tres dimensio

nes es ocbviamente un prisma rectangular. : :

Las coordenadas locales naturales serdn en este caso (r,t,s) y de nue-

vo puede hablarse de dos familias distintas. En este caso

B

donde (xo,yo,zo) son las coordenédas del centro del prisma, v a, b v ¢c=-

son las semilongitudes de los lados en las direcciones r,t y s respecti

e

Figura 29.- Elementos a) cuadrdtico y b) .cdbico de la familia de nodos

frontera

ey

.~ Familia de nodos frontera.

Smwpai

Dos elementos tipicos pueden verse en la Figura2s . La generacidn de -
las funciones de interpolacidén wvuelve 'aArealizarSe por inspeccidén. Por~

ejemplo, para el elementa cuadrdtico de la Figura 29 las funciones de -

interpolacién son:
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' Noq?s primarios : N, = —%—(l-?)(lét)(l4-5)(—r-t4—s-2)
g - 1 (1-0) (1% £)(145)(s+ tor-2)
2 8 :
g oL (Qer)(1+t)(14s)(s+t+r-2)
3 8

N =__%_(l-ff)(l—t)(l-s)(r-s—t—z)
Nodos';;cundgrios: N, = —%—(l-tz)(l-r)(l-+s)

Ny o= S (1-r) (1 +t)(1 +5)

oo . . - . ..
L o 2 '
.

e Nyo= (1-r")(1-t)(1-s)

El estudio de la isotropia geométrica.puede realizarse igual gque con -

el elemento rectangular plano, aunque su complicacién matemdtica es na-

turalmente mayor.

.—Famiiia'de Lagrange

<

En el estudio tridimensicnal, los elementos de Lagrange se definen me -
aiante él:prdducto de tres polinomios unidimensionales. Por ejemplo, pa

ra &1 polinomio de la Figura 30, la funcidn de interpolacidn en el nodo

A es
N, = L2(r)Li(t)L3(s) - (7.7)
donde

Lz(r) = (r-rz)(r-ra)

(r,-7,) (v, -7,)

L(e) = (t-t,) (7.8)
(t,-t,)
Lj(s) _ (s-s])(s-s2)(s-sh)

(oyme ) (oyep (252 | ;




Figura 30.- Elemento de Lagrange lineal en t, cuadrdtico en r,

"y cdbico ens

""las coordenadas locales naturales“‘L"l,L2 vy L

%[ f“”

Todo lo que se dijo anteriormente pafé'ias'élémenﬁbé rectangulares de -

Lagrange es aplicable a estps elementos tridimensionales,

7.3.— PAISMAS TRIANGULARES RECTOS

Para rellenar huecos al discretizar un dominio mediante elementos pris-
mdficos rectangulares es bastante frecuente utilizar prismas triangula-
res como el de la Figura 31 (donde "las caras rectangulares se han elegi

‘do de la familia de nodos frontera). Para estos elementos se definen -

3 en las seccifnes triangula

res y una coordenada adicional r perpendicular a dichas secciones.

6

Figur573135;Prigﬁé~triangular';ineal

. ) ? N
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Las funciones de interpolacién se deducen de la misma forma que para

los elementos anteriores ejemplo, para el elementc triangular de la Fi -

gura 31 o e e
IS Nodos 1,2,3 : % L. J(1+7) i=1,2,3

Nodos 4,5,6 : {r L, (1-r) ' i=4,5,6

— ELEMENTOS DE_ORCEN SUPERIOR®

d&mduéﬁ.cﬁaiquier método de aﬂroiimacidn, a medida que aumentamos el or-
den del método dlsmlnulmos é1 ‘error de truncamiento, es decir, mejoramos
la aproxlmacldn lograda. “En el F. E.M., el aumentar el orden del método -
se traduce en incrementar el“nﬁmero de grados de libertad de cada elemen
to. Hasta abora se ha estudlado como hacer esto definiendo un soclo gra-
do de libertad por nodo, ¥y aumentando el nudmero de ncdos. Otro método pa
ra aumentar el orden del elemento as, dejando fijo el nimero de nodos, -
aumentar: el ndmero' de: grados de libertaden cada nodo. Para ejecutar este
Wltimo método la técnica normalmente utilizada conssite en aumentar las-
exigencias de continuidad iﬁtérélementgl.zPara explicar esta téenica va-
moQ a emplear un ejehplo sencillo. Supdéngase un qamiﬁio discretizado me-
diante elementos triangulares lineales similares a los de la Figura 16a
.-y Sea ¢ .Supuesta un escalar, 1a funcién buscada. S1 deseamos aumentar -
“el orden del elemento a 3 podemos l) ut1l1zar elementos cdblcos como el-
_de la Flgura16b b A 2) aumentar el nﬂmero de grados de llbertad a tres -
- por nodo. Esto ﬁltlmo puede hacerse, por ejemplo flaando en cada Aodo -

no solo ¢{.s;no amblén.sus derivadas

98 2P
B A

oo La ventaga de esta ﬁlt;ma formulacldn es que aumenta noc solo el ndmero -
‘ de grados de libertad del elemente, sino el grado de continuidad intere-

.lemental.Por otra parte, al no aumentar el ndmerc de nocdos, 1la fd}hula -
yeién fipal serd légicamente més compacta. Sin embargo, el planteamiento-~
. matemétlco es con51derablemente méds compleJo, y las correspondlentes fun

ciones de interpolacidén han de dedu01rse para cada elemento part;cular.—
2 AL emplear esta técnica para aumentar el orden del eléheﬁto usado es ne-

éésario tener cuidado para no obtener en la formulacién final un nidmero-

superior de incégnitas que de ecuaciones. Por este motivo este método -

suele utlllzarse ﬁnlcamente cuando el concepto fisicc de los nuevos gra-—

dos de llbertad (en el ejemplo anterior }%; y’é/éy) esté perfectamente -
determlnado. ‘ - : "f“ " -~ e

-



' 9.~ ELEMENTOS. CURVOS - - R T DT D e

‘'Se ha repetido numerosas veces que una de las ventajas del F.E.M.7es
la facilidad con’ que puede discretizarse cualquier continuo indepen-
dientemente de su geometria. Es evidente Que_los elementos hasta aho
ra expuestos solo pueden realizar esta discretizacidén de un modo muy

aproximado (véase Figura Sh ), sobre todo los rectangulareé.m,_

Este problema puede obviarse medlante tecnlcas de representac16n. Al
"a ceidrl

definir en el apartado anterior las coordenadas locales (r t s) o -

(L L L Lh)’ con respecto a las coordenadas Carte31anas globale; )
Se obtuvxeron relaciones del 1:1pcr:_::_:__,__I_.!_'t-{__4 el k .J_mmgi i;
! X ) L { ] oo l!f,‘s-: S P TR l-
g b= [Fq £ , g ¥ ['p] 0y : Coesis &0 st (gld)
( | 2 ; ;5 : l;?’“'. ?: ”:5 18 Jtﬁf ;r;.?‘:.g ,JVf;“ii Boooh
P . SR LIl o TLGULBIN A
-l donde los elementoss deilas:matrices [R]'son:canstantes;ﬁSirsustituimos
estas relaciones por otrasidel tipo: wr w: ot G cagsaw epoas ol

e -y

= ' B D 3 I Lol ST DR 'E;;‘?u
bl [F] :3-} SRR i A B [F] il-.: oo o LRI ' (9.2)
¢

3 Lt TEe .s_L"J ToLloTI eTIeartt g oaemoee o

) donde ahora los elementos de las matrlces [F] son funcxones, 1a repre
- LR
sentac16n de un’ elemento cualqulera ‘en "el 31stema de' coordenadas glo-

" bales puede, en pr1nc1p10, tomar 1la fotrma que se desee. (Flgura 32)

N

El sistema de coordenadas localed se transformaré ‘eri un 51stem4 curvo
cuando se represente en coordenadas globales. Sin embargo, -como“la re
presentacién de los elementos en su'respectiQo sistema local no cam -
bia con respectc a los elementos rectos simﬁies anteriormente estudia

dos, la definicién de las funciohes de lnterpOLac16n no revisté''ningu

.
] . vk . e "

na dificultad adicional. T R o 7 BT s

B S LRETemy

. La forma mds 51mp1e de definir ‘la transformac16n de coordenadas'{Q 2)
es el empleo de funczones de 1nterpolac16n M ‘similares a Yas anter¢or

"mente estudiadas ‘ma que, por ejemplo ‘- ' Core el

- - “
vEILT 8w < i - P
2. CI - S\ S o
an n
| - B R —— -}. T
2 T ' - 5 DT wlein
= o
S o - Ko - % = e
~ - cek, & L5 " 1] ~ L S| ooNe 3 Tue ot

e

Tyt

Armern,

© ke e,



e,

-
R - RS .o
e Fe P, +
. : X
i ! T LloE T P b
a) )
ise . R : T

Figura :32.~. Representacién curva de elementos isoparamétricos
simples: a):en coordenadas locales; b) en coordena-

das globales
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donde n es el niimero de nodos'que se utilice para fijar la geometr{fa,
(xi,yi,zi) las coordenadas globales de ‘estos nodos, y_Mi unas funcio-
nes (normalmente polindémicas) expresadas en las coordenadas locales -
que toman el valor 1 en el nodo i y el valor O en todos los demds no-

dos. Es evidente que con este tipo de transformac1dn no podremos fi -

jar exactamente el contorno del dominio a dlqcretlzar, pero 8i aproxi

marle tanto como queramos sin mds gque aumentar el numero de nodos que
utilicemos para determinar la geometria (obsérvese que esto no aumen-

w ) ‘ i X ’
ta el orden del elemento, ya que el numero de nodos en que se define-
ia funcidén deséonocida {ﬁ‘ no varfa)-.- Fhf" =

El ndmero de nodos en que se define la geometria del nueve eélemento -

puede ser mayor,.lgual 0 menor al ndmero de npdos en qgue se define la

funcidén {¢} /Los elementos transformados se denoéznan superparamétrl-

'cos ¥ subparametrlcos, ‘Tespectivamente.

: 5

Si 'en la definicién de la geometria de un elemento cdfvo se utilizan-

los mismos riodos empleados para la definicidn de {¢} Y- ademés las -~

‘nuevas funciotes" de 1nterp013016n M utilizadas para la transformaC1dn

de coordenadas(9.3) somn tales que

4

.. (9.4)

el elementc se denomlna 1soparamétr1co. Estos elementos son, con mucho,

los més empleados en la préctlca, y a ellos exclus;vamente nos referi-

el

remos de aquf en adelante.

Al representar los nuevos elemeﬁtos‘parémé%ricos a partir de elemen -

tos rectos, hay que tener en cuenta: . &

- . ©

vl

cir que a cada punto del plano local le corresponde un -
: punto, y solo uno del plano global. No existen reglas ge
nerales para asegurar esta.dnicidad,.po? lo que habria -
de estudiarse en cada caso. En la préct;aa, transforqa -
ciones no univocasrno sSuelen presenfarse sijséaempléan -

elementos isoparamétricos.
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B1
Defla:hisﬁa'forma, para el® elémento réctangular .3, la correspondiente
transformac;én vendré dada: pori. .7
T T s I -
ix:{N}{oo),lloslzgosuoo} | |
N Co (9.9)

1
<
1]

{N}[o 0,0,%0¢5;~1,21,~1, 0. 5}
. P st-u:? L - P

donde. en este caso (estamos empleando elementos rectangulares de la fa-

milia de nodos frontera

IR - . . . .
R : e o

?1 ‘ 'Z. ¢ -
L]

) Medxante esta tecn;ca pueden aproxlmarse domlnlos con préctloamente cual-

'quler contorno ‘con lo que ele E M; adqu:eré una’ gran potencla adicional.

.,;_.
T H U

SERSTERE

10 ‘EEFINICIBN“DE PHOFIEDADES ELEMENTALES 'L" -

PR

Una vez dlscretlzado el dominlo, hemos de formar para cada elemento la

ecuac16n’elemental-"f S . S i :

donde la matrlz [K] estd relacionada con ciertas probiéd?dgs del elemen-

g
‘
)
]
'

13}

P

(10.1)

to y el vector tf}g representa las condiciones de contorno elementales.
En la deflnlcldn tanto de [3} como de {f} 1nterv1enen 1am funciones de
1nterpolac16n, Ni; y generalmente sus derivadas, Por ejemplo, en el pro-

blema de ten516n plana ¢ue 8é ha venido analizando (véase Ecuacidn (5.7})

Y = f el ol el ay - - e
Ve » s vLg tre : . iy . -

Ve

R R . EEa) ‘L AT

el

£y
L
gt

' o -

_r {}L= [N] [ fe OV ¢ /[N] '? - (10.3)



a2

donde &ﬁL viene. definido por las Ecuacxones ( a)yﬁsg) y'[D] es la ma-

triz de coeficientes elaadcos
presenta dificultad al expresarse las funclones N

cales., Sin embargo, las 1ntegrales{9 12)1nc1uyen derlvadas de las fun

)

ciones de aproximacidn con. respectc a las coordenadas globales, 1o "

que para elementos curvos requiere alguna elaborac;dn.

Y ~oLn L Tl - T - 5,
. I w oo - i = L =

e SDED Wt R on

ELEMENTOS RECTANGULAHES o PHIEMAS HECTANGULAHES - S R e

10.1.=

Si" los~ elementos 1soparamétr1cos han‘SLdo generados a partlr de ele -

mentos rectangulares o prlmas rectangulares,

b ,r

tegrales(10 1)presenta poca dlflcultéd En efecto,

[(dx. Dv. G?Z'
Aar @v . Jr.
- : 'ax 5iy82 'a % R
________ i T 6:{7-'*.-: 2 *:1’-‘“ £ 19 o
Bx - ¥ ?Ei
Qs @y @3
EOTTRTE A BT ¥ R '"3hi$Th ool tran sady pavosl

_: El célculo deflas 1ntegrales(§»13\no‘

en coordenadas lo-

la formulac16n de las in

domnde LJ] es la matriz jacoblana de la correspondlente transﬁonmacldn

de- coordenadas (5.3) Dado que podemosscalcular [J]

i Q“.T :

'
%Ns
Bi’

ot ]

p——

s L

-
" a

.

coordenadas locales. Por otra parte

con lo que las integrales(10.2}puedéhi&a;ékﬁ?épd}sé en funcién de las
SRR N : )

te o .k

‘“u

donde //J// representa el determlnante de [J] EntonCes, si’ las prople

dxdydz://q//drdtds

= ™ R '’
A ‘; e "-;'

dades elementales pueden expresarse como

K]ez/[F(x,y,z)] dv,
Ve

|
i
a4

(1&@)

v

(10.7}

—

s wS

R

T
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rlcamente resueltO. En 1a préct1ca las 1ntegrales(10 8]no podrén,en -
general, Lntegrarse analitlcamente, por lo que .babremos de recurrlr -
- b 7
a los métodos de 1ntegrac16n numérzca que se exponéhxmés adelante.
10.2.— ELEMENTOS TRIANGULARES-O TETRAEDROS
En el caso de elementos 1soparamétr1cos trlangulares la obtenc16n de—
las propledades elementales(10 z]es 11geramente més compllcada, Ya que
las coordenadas locanes deflnldaSVen esté tipe dé elementos ne son in
w%74§pgnd1ente§ En efecto, habriamps Yyisto que en el caso general tr1d1
. ..A_ S mae ;:_‘. I i o "l ; "‘J ‘ Jl.,' f - _— . .
mensional ' - : ) "
\ . " o f; \35 4 i St . -
.:\l
ot T = (10.8)
: 2,:- -—L3 E&“Li“Lé'Lj E ,.A-t(m.m)
Entongés, ¥y dada ?ﬁtﬂ dependencia de las cqordeﬁa&és oﬁ?énedGS, por -
ejegplo tin )
EAE L 1) o {10.1m)
y LA ’a v .
. ?L{; - "a'
Y en general
© RN NG AN ; &-:1,2.3 (10.12)
gL'J fa\_a qLu : -
ey _-" ,_. po R ) .
'Entonces,'suponlendo que ‘el camblo de coordenadas[g 3) se verlflca en—
et
tre las globales (x,y,z) Yy unas coordenadas 1ndependlentes (Ll’Lz'L ),
ﬂ’obtenemos BN
_’ab‘::fabu 3x LI 9y NG ‘3? (10.13).
A, Ax el Py ek %@L,
T ]9 &Y 2 E‘i "d_j 1 .F__ N : . : -
. ‘r_‘_ o ;tf(_.'. .,..' - 1 \ 2 e

‘las transformaciones anteriormente

#egfales (iU.ﬁ)en

83

expuestas han transformado las in-

i

?_G(r s, t)] //J/(drdtds (10.8)

[K] " ' [G(I:.. t s)) //J//dv ‘-"_"
o Ve } 5

El problema del ‘cdleculo de las, propledades ﬂlementales esté pues ted-

Y
1 e :

-




¥y en general ’ : -7 Tens S sovie 0w el

g

|

L)
-

|z

o 9
[ A
fu'_“t’

Lot S : _ T G Poaw 5 {
. . R - - e ceree L 1;
E 1gual que antes oo SALEI DL T L Ta sk oasan 1a g :
R i I S i Bactdr sl T "~ : e _b g '1‘ ."{,:A__. o b
' e . ; : ] ' 'l = e [ e 3

B R R PN [,F—(x..;y-_, z),dy=; A'-[(_‘:-L((Ll,Lz L )1_// /4 dv o (10.18)
Dows Uwas L Ve b o e Meniah me o L, b L ;
. Y N :

-esta-—

En . este casg,los 1{mites de 1ntegrac13n son varlableé yi d““:
b
mos refiriendo a un tetraedro (qkrlangulo) Es dec1r e

?‘;
.
i T
x
5

i
'

: G(L_i,L b2 3[&(1. L L. )]//H//d.L dL dL3 (10 1€
. -

L P TR SR SH i dm PP o - . - y o
AUV R TmRAaLlD wral WJA =l S Lo 1 O L R SO GH RNy A e

.....

Ve ... gt
B SRR I ,
| . . : . - & :
El cdlculo de esta integral se realizard, en general, medlante uno de '

M &

‘los métodos de integra016n numérlcavque Se exponen a contlnuacldn.

. .1'1;-‘_iNTEGHACIGN NUMERICA ~ -  , ci. . - S R
: - . . i LorIonabrsagsh siza LA s By

Se ha mencionadoc que 1as 1ntsgra;eslresultantes al calcular”las prople
dades - de elementos lsoparamétrlcos no soh en general resoluﬁies ana-
Iy F= ot ]

1{ticamente. En estos casos es necesario’ utlllzar un método numerlco -

de integracidn.

C ) R L 6 B _...' {

T

S R . oo : L

< o - ME ‘; .':
A fln de expllcar brevemente en lo_que con31sten dlchos métodos, supon

EI.00aF T 4 0iZa PNy e 2

- gamos ta 1ntegral. R S U A LRI
vt LRl B & b.“ﬂf. DI tae v L p L e e i
R . S " RN PO S A A :
! . - : 7 _ : !
f£(x)dx se osrgs (M1.1) 4
a AN e A o S
i L R LU L s sk TN . -
‘ T TR T T g s e ;»;. o

- 3 -f L R
donde f(x) no és 1ntegrable analitlcamente. Todos los métodos de inte- ¢

gracidérn numérica normalmente usados se basan. fundamentalmente en lo si

guiente: calculemos n valores de la funcién integrando para n abcisas-r
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! "En el segundo método, denomlnado generalmente de Gauss-Legendre, cada

| 1ntegra1 par01al sobre,n puntos se "caicula como

. Y .
. B T .

- .
| f(x)dx Z 2 (o a)“'(a"'b)] . E= o(n2n 1) - (11.12)

. <
.. ja 1-’;“7. . LoRTRRT IR

e

ity T . :if'.'".v"..-

donde las zl son las I raices del pollnomlo de Legendre de grado =, ¥

T 3 ﬂ.- K , . .
loa pesés LR ,v1éﬁén dado'sipor ' '”;rfjJu *wm
Wiy e 1 g = .
=N .
2-2; . - o
i We= 3wn¥%;b?‘ - PR {11.13)
L J:a\ ) 3‘51%3.{\ S LSRN S
| - . a [ X . S i . . -
Tt ‘ -
Normalmente no es necesarlo calcular estos pesos, ni tampoco las raf-
ol B E TR
l ces zl, .ya que\spelen(eslar tabulados.en las blbl;ogecas de programas.
del ordenador. “En ’ la Tabla 2. se’ presentan rafces y‘peséb para integra
j[ . ciones de Gauss-Legendre de distintos® drdenes. L
1[ | IETE I 2 SR PR s
' ‘ . POl g o
' 11 1.— INTEGRACIUN:‘ Mﬁ@l@ﬁzﬁng-THIDIMENSIDNAL‘ -

R . e ‘
W Aty

- Elementos rectangulares Yy prismas: rectangulares.. Wes
‘ ek - T

r En estos elementos,,las 1nte€ra1es a calcular son“'”'
clén (10 8)) ’.\u Al 4‘.,.;-'--(; %t -\"}(‘. ) B . A,- } .

G(‘r t s)'drdtds S (11.a)
4 i ! :
Estas 1ntegrales @q@den calcularsa dlrectamente ya Sea apllcando una- 3

. , fdrmula de Newtonacote§’o una cuadratura de Gauss-Legendre. En efecto,

'al ser los limi¢es de integracidn 1ndepend1enxes de las variables, PC
| o et e e oo e

demos 1ntegrar en cada dlrec016n mantenlendo constantes las otras dos. .
"p-‘,,.u-' '

Por ‘ejemplo, si aplicamos el método de Gauss-ngendre fepresentado por é;
} ‘(11 12)y dado que cada 1ntegral parc1al varia entre -1.y 1, obtenemos, - :
& ‘i .
deflnlendo n puntos en la d1recc15h r, m puritos en "Ta difeccidn. tyaq |
--[J‘h‘.""-r:‘ -‘ - o . : ;
~puntos en la d:rec016n s,— B - .
“, drpmow -:r‘- 2 —— P :A l

- .18)

( f ( &(r t,s)drdt ds= Zl _ (11.15) .Ei
:--\ Lolpme o i

- "fo\' h .,“.’l: . . .

.- Elementos trlangulares y tetraedros . i

- - . f 2
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[ En este caso 1as 1ntegrales pafa el céiculo de la matrlz K o son del

t1po(10 15] es decir g : 2? T
AU G E f F Jl L -L2 . s oL
. G(LleLBLh)dledeLj Lol (11 16)

. ) - T
*{ps¥1dmites’ de 1ntegrac16n de'esta 1ntegral dependen de las varlables

L ¥ L3 per lo que latrntegrac1dn himérica no es tan inmedlata como-

en el caso anterlor. Existen numerosos metodos para calcular numérlca

A bt} R FRRT b S S T

mente integrales de este tipo,”que puedén GoisUTtaArse “ef P: C. - Hammer

Y A H Stroud (1 958) "0 'en P.J. Dav1s y P. Rabmowitz (1 975)

-l cmkL o7 ia IS TR ) SE e RERTL T
ol kanomrd B 0 N CmETe p ¥ 2 oLn B . Lruds
Uno de los métodos mds 31mples, que expondremos para un elemento b1d1
L P I P T : et Ll S P e Laoah- an Pz . IRt .a FEENNVRY *F R

menszonal ‘es el s;gulente. Transformamos llgeramente la 1ntegral

j (’1 L1 ‘ o .
I=1, 1o G(Ll 21,3)1-3.1, dLa T . (11.17)
.tenlengo en. cuenta, gue LS--J.-Li-,L2 Entonces heow M Tm S L s

l\--LQ‘ SETARGE L AL L 4ff e B e 00N 1 ! .
1 ' F(L_)dL Cag
. -I--T T G(LIL )dL dL =z {dLir.L?cq-.G(L]_L«z)dL Obu(a. ).-.-3 a1 l12208)

e * crLomneen. le TTRSIIENOTIL si. F° ’ R O o) T
dende 'PAVEIIIINGL sy ZlUdimtie LG4 EoIi Y aToRmGE e rs .
- N
l---Ll
F(L, )= G(L,L_)dL 11.18
(L) (L,L,)dL, (11.19)
cwlnmliienba e oot R Ne iR 10D RE & tr iz - o :

[

Para calcular la integra1(111ajpodemos utilizar una cuadratura dé -

Gauss—Legendre sobre n puntos en la direccién L es dec1r

I R o s T R T ool
. n o +1 ' - s
I=-} E-w.F( iT ") : (11.20)
- -1 "'"""“-'2'_ = -
i=1 :

- gnlnia¥e 0 LB raITmen.m EQhET 2UE 20 e o« : I ac i o_nmpoe
doride d>~%on las ‘vafdes’ deI‘bollnomlo de Legendrb‘&e gﬂédo n en U“:
dec1f. - K

. ‘ - ' Ni*l LoC. Dot
v 1— ) ) .
1 . R — ‘ - G’ "L d.L ."_‘l‘ / 11,
o Z 5 =
.50 RIS S U S
".‘n.h-l . ' H . o H ,_r‘ : e T 4:‘ ;
M - l B ' B N i .o el v

Para cada una de 1as n 1ntegrales en lasdlreccldn L2'podemos usar una
hid i
I R Y
cuadratura de m puntos, resultando&- T

[ S

P

ey
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t

b .

i-1 j=1 ' _a-:aa-ﬂg,ggjoq:t—
donde @j son las m raices del polinomio de Legendre de grado m en la

direccidn L2. B : . 3 o -

La fdrmula(11 ga]cuya pr1nc1pal ventan @S, la fa0111dad de, apllcaplén,

puede extenderse féc1lmente a treszo méa dipensiones. .

i . ;. i ES Tl | PR AR Pt "‘_’ c.l

Ioheor oo on nlatoaTan @ LemITone nnomarvliT uwkEsirie bEsir Llaone

12.— ENSAMBLAJE DE LAS EGUACIBNES ELEM NTALES . e

T e FMWE £ A0 2 = ST O b LI ED, RD B lSTRNE I oToed
CourbwenlidsT LS8 porws X Lt,% e oo {83 L0 Brzar® LA,

En los apartados anterlores hemos obtenido, a travéds de la dlscretlza-

c16n del domlnlo de integracidn v de la apllcac16n de la formulac1dn -

: L L TIMTRURS LD L AwaedLLE BN PLbOISL 200 el o
matemétlca del problema fisico a cada elemento, las relaciones elemen-
Tmma, L v aFieCFEe s onImIG ,ea__'='-; 7 Lsraigiinie ia ne DRITOLefiow

tales. _ o
I Kx}e{ﬁ e;{f};:{ﬁhﬂfﬁj;.d Letel®F {12.1)

Estas ecuaciones se han c%.‘ieﬁlado caﬂszuiérando ad sladatente c‘adalelemen

to. Para representar el problema gengral ha.‘n de sumarse todas: las ecua
N _{_ ‘

e

{7 ‘cibnes (12.1). Esta’ su.mat,‘ que-—’esvlun procqiso-"éepclllo,-— puede' * presertar -

problemas a la hora de automatizar el ensamblaje, por lo que es necesa-

rio definir minuciosamente todos los elementos que contribuyen a.cada =

nodo. . ; ‘ . e

El proceso general de ensamblaJe Se comprenderé meJor con el 31gulente—

eJemplo. . i
Rl LosTom L4 R T e i R et EL R T LS A R BTAS
& 55 e omorapdg i oexde:r eUbv o i-giLES

Supdnganse dos elementos trlangulares adyacentes, como muestra la Figu-

.“ ra 34. ' .

L

L L e Vs e T
\ S AL -~ =<,
el : B
' - PR,

Mediante las técnicas expuestas en los apartados anteridres, obtendre -

:3 mog las 51gu;qp &5‘;g13010nes e;ementa;es (suponemos~¢ un-escalamgg-

- Sriosh
'Elemento 1
p ~ i e
S B ¢ K12K1;‘ o peE,
K21 K22 ¥4 ‘ (12.2)
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la de plantear cu%;quier problema que se pretenda resolver mediante.
el F.E.M. en coordgnadas globales, l;mitando la utilizacidén de coor

denadas naturaies al éélcu;o de propiedades elementales.
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