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EVALUACION DE LA ENSENANZA 

' 

SU EVALUACION SINCERA NOS 
AYUDARA A MEJORAR LOS 
PROGRAMAS POSTERIORES QUE 
DISE/QAREMOS PARA USTED. 

"CURSO DE ACTUALIZACION EN MATEHATICAS 

PARA INGENIEROS'' 

MODULO ALGEBRA 

TEMA 

1 CONJUNTOS 
1 

2 NUHEROS~REALES·O IMAGINARIOS • 

"STRUCTURAS·ALGEBRAJCAS 

-
~ CONJUNTOSoMETRICOS' 

5 ESPACIOS VECTORIALES '. 

' 6 MATRICES __ _ 
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EVALUACION DEL CURSO 

CONCEPTO EVAL.UACION 

1 
1 APLICACION INMEDIATA DE LOS CONCEPTOS EXPUESTOS 

•• CLARIDAD CON QUE SE EXPUSIERON LOS TEYAS 

'· GRADO DE ACTUALIZACION LOGRADO CON EL CURSO 

4. CUMPLIMIENTO OE LOS ·OS.JfTfVOS DEL CURSO 

. 
5. CON TI NUIOAD EN LOS TEMAS DEL CURSO 

6. CALIDAD OE LAS NOTAS OEL CURSO 

7. GRADO DE MOTIVACION I..OGRAOO CON El CURSO 

ESCALA DE EVALUACION DE 1 A K) 



• 
,1. ¿Q.JSi le pareci6 el lllliliente en la Divisi6n de :&bad6n Continua? 

' 1 

MJY AGRAOOlLE 

1 

AGRA!l\BLE 

2. 1-t:dio de com.mi.c.aci6n por el que se enteró del curso: 

PER1 ODI CD EXCELSIOR PERIODIQ) NOVEilfJJES 
ANJNCIO TilULAIO DI ANUNCIO TITULADO DI roLLETO DEL QJRSO 
VISION DE ErUCACicil VISICl'l DE EDXACidl 
CDNfJ,'.'UA COOTII<IA 

=- · RADIO !J.J.fVERSifi\D OMJNICACIOO CARTA, 
'JELEFOIO' VERBAL' 
En:. 

. 

REVIS'I'AS TBJiiCAS RlLIErO AMIAL CARTELERA lHAM ''LOS GACETA 
UN1VERSITARIOO Hlr' UlWI 

J. Medio de transporte utilhalh para venir al Palacio de Mi.nerla: 

amo MEDIO 

4. ¿Q.!é canbios hada ~ted en el prograna para tratar de perfeccionar el 
~r~7 . . 

5. ¿Recomendada el cur~ a otras personas? 

SI 



6; ¿Q.¡.é cUrsos le gustada que ofreciera la Divisi6n de &!ncad6n Continua? 

7. La coordinaci6n académj ca fue: 

EXCElB'lE BUENA REUJI.<R MAú\ 

B. Si está interesado en tomar algún curso intensivo ¿Ql.ál es el horario 
más c;onvehiente para usted? 

DE 
Of\4A1BH. 
(~ <XMim5) 

VIERNES DE 17 A 21 H 
SABAOOS DE 9 A 14 H. 

cr-to 
'DE 

18 A Zl 

VIERNES DE 17 A 21 H. OTRO· 
SABAim DE 9 A 13 Y 
DE 14 a 18 H. 

' 
9. ¿Q_lé semClos adicionales deseada que tuviese'la División de &'hKad6n 

ContiluJa, para los a:iisttmtes? 
-,.----:..------

1 O. Otras sugerencias: 

5 
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CAPITULO 1 EL SISTE.".A tE LOS UU~EROS REALES 

h ••t:otl p<ec<oar cu<ooo ''"""""" on lo"'""'" loo l'"""'"o """"" 
roo, p«o '""""''" lo outeu •• quo '""' fueron loo 11 ... ,.1oo """•roo 

""""'"' (1, >, l, ... ¡, loo cu•l•o our~loron Oo lo no«>!d"l do co~ 

tu: 

Ton "'"'·'o coc.o ol """"''" d~¡d do"' ••~••• .. ,. d~dl<"''" • lo •••!. 
cultura y ol COO<ot<lo, tuvo "'"'""''de d<>orroll .. '"'"'" eod• vu 

~<}oreo F•<• con,or y para rofr••••<•r loo ndooroo. El o>l>dlo Oo e~ 

~ "'"' fono-ao "'" uo:uelo<.•do """" convortJno <n :., octuoloo ~! 
rocori& ""' o! oolo un lfb<o co:ploro. 

El """"'• p<J~<tlvo nqoerh On!coaeoto do loo pUaoroo r.:O·•••• notY­

roloo poro contor. Sin ··~•r>O, con ol odvonlo!onto do lo c!vl11<~ 

c<On ~"""do Yllll•u •·'-~•ro• mlo Y ..a. •"""••· ""'" q-. loo on<j_ 

"""' ••• .. o• ~leron ol o•lto •1 oo4•< conco~t4 do lnflnlto, noclGn 

•"• '•q•"<G •• "" •lto •••do do obotn<<14n por H l>.lo oi:1 Oo t04o 
..... <!<OCio f~otOo. 

, 

Curtc•~ento, ol o••o de loo ontoroo pooltt .. o o loo 0.90tiYOO ••••! 
'-" ""'' dH<dL '-"• """"'"' ncqo<1••• opor•c<uon """" oo\uclon.oo 

4• oeoa<i<"<' "" ''"'·'"e_, loo •n•o.Ül~o oo <><•puon dcl >lq~­
bra. Loo grl•>••· ~•• prcocupodoo por lo qo .. otr!o ~uo por ol ilqo­
Ou, dueo<tamn le> r.l.uroo ncqa<lvoo ol no p<><!or <oprooontuloo 

g<Hl<.,.<nto y ada¡ot.<loo a o• qc.,.,o<rhl •''""" quo loo <hlnoo 1 

¡ 00 h!ndo .. , '"' <1 """" .. '"• .. con<l<loron lo oo!Otonc!O do nO.<roo 

"'""'""' aOn .o tu do lo~" ""'"""'· ¡,.,o nl1oooroo noootlvoo, o¡n 

~,,.,9.,, "" '"""" ln<orporaOoo con~lot..,onto ol cuorpO do loo ••<""'! 
<<<•• o<no "'''' 154> con 1• rublicoci6n do lo obro do Olrolo~ Cord~ 

""' """"'"' '""'"'·''"' lo ff••••••"' oon m4o '"""""' ~·· loo nC..~!­
'"' negativo>. """" nilmoroo nrO<c<On rn loo •h pUmJt1ooo ooor1too 

m"e~Auoco Ca,,o d 1·"~"~ l<hind, oba loood• por l• o"l<oco •~lp<:U. 

Lo> nOo.oro• '"-'"'"''''" t<eo•·n <•~~"" uno l.r9• hiotorto. Co neoo­

Uó•d de "'"' "''"''"< •• hao!& pr .. oot>do ¡o o loo '""guoo gr!ogoo 

'" '"' '"""'"' 1 ov•ftdco" "" ombO<OO, no " oncontcoton •4todoo 
oot!sfactor!oo "'" la con"ru«!~n do ootoo nO..oroo o ,..rtt< Oe loo 

roc!onoleo o!no "'''' el •••<O ''' con loo troOojoo do OtohorO OoO~ 

k!nd. '"' 00 "'" •<olo ouoo•IO loo """~1tJeoo l••roron do< un!OoO Y 

'"""""""'" 16g!<0 ,, """"'" ~• lo• o1l=oroo. 

En ol •Oo de ""· C<•••PP• '''"" propuoo cinco.,,.,... o poo<ulodoo 

~oe corocteri••• co~olot~onto ol conjunto do loo n~o<Oo noturoloo, 

O>TCO cinco po•tul•do• oo ut111••••• c.-o punto do port<Oo P••• uno 

conotruceiOn total do! olot• .. do loo nG.oro• roo loo. 

Ac'"'~"'"· •' '''""'• do lo• oeaoroo •••1•• o• po•d• .-prondor doo­
do doo ~04tOO ée vl<t> (und .. ontol~ento Olot1ntoo, 

Uno do elloo ,. •: co""cldo o-. "M·~· conotr•ouvo" • '" ol <~ol 



' 

' 
' rrocpond~ncl• uoo o uno loo ob¡otoo quo oont~o con loo pr~roo nO 

' ' ' .. roo ~turoloo, o portie dol """' ol Oltt.O n~ro con rl ~uo ooto· 

' bl~omQo Lo oorroopo~enclo ~• lodl<o lo contidod do oO¡otOo ~·· <<~ 

oo ol oan]o"'o. Ao1, oi doooa.ooo contar loo Iotno do lo ,>.!obra 
"llli<Bü"' ........ ..., . .. coreoopondancioo 

• • ' ' • • • • '. 
• 1 1 1 ' 1 

' ' ' • ' •' ' • • 

C."" roo.oleor qo.o lo poloh<o "olo<o" oo "" ._, .. q"' oo Oo oolqnodo 

d oOco<~, de lo ., ... __ ...., ... quo ol ea<l<to< •;• oo "" oiiObolo qu. 

oo uuluo poro npnooo<orlo. ""' oiiObol<n qu~ oo ~•pl••• poro:rt 

pnoeo<O< nbuoo •• u ... n O'-roloo. . ' !o iopor<~•• no ooofundfr ol oftooro, quo oo uno tdoo ohotroeto, eon 

on ooorbu o oo.o ou ououol, quo no oo~ ""'. quo uno poloo<a ~"" o!Ú>O . . . -
lo q .. •• ""''IOOA pO<o 41o<inqu1rlo. U oa.ero Hoto. por o¡ooplo, 

. ' ' 
. =O<iloyo WIO 1d.oo llo!eor •-ue oo dltonotoo longuoo ' lp<>cn oo 

h.oyon ""•'•••• o«oo polooroo y • .,..,,, .. poro ro!oftroo , Ou., eo..o 

lo p.ol•b<o •oovoa" •• lngllo rol """'•rol "YII" o• lo oumoue16n 'OSo! ... "[. 

' ' 

' l •• 1.0.5 H"""l<{lS "ATOR,O.LES 

. ' . ,, ' ' ' 
A oonUnuocl~n doflnlr-1 loo """'"'"' nnuraho, lu openclon .. do . ., ' ' 
od<ciOn f oultipl1coci6n y ol~uno» otroo concoptoo roloclonodoo con 

oUo~.' U loctor podrt P'"9"""''~• ;.., oin ro~On, cuU oo o< ob)oto 
.; d~Unlr oon<op<oo "ton coM>c«loo•. <mo roopuooto o o quo oot.-o . '· . 
tratafld.o ... ''"-'""" ol oat ... do loo n ... roo ro&loo, y po<o olio . . ' . .. . . 
-ooat.o-• po«lr do boooo o4Udoo doltoldu lonul-o<o. COn ooto .. . ' .. . 
Woo ••••-• deHnlcLoooo quo "'" pononan d...,ot<u prOp!od•doo do 

" . . . ' loo ~o-roo¡ p<oplododoo """ loo don u.oidod y qroetoo o 1 .. eu>loo •. . ' . . 
........ , )w.blor d. olloo =-> un oht .... 

' 
...: roroo q\.!. ......... , .... ...,. ~ ..... ..., ............. ······~~ ... . 
..., parquo oo<-• 0 n lo otopo do t<o<O< de oo<oMoeor loo =•«p<oo 

do b&oieoo. Sir•• do"''"""'" ~·to< quo 00 fui ol.,.; hoo<o lllt, o1-

t1Do doo ..... o do quo '""" ocru!o uoo)w. o-roo y Jw.elo oporoetoooo ooo 

oll~o. e~ondo "" ~ .. '""'""" - .... ~;,_ fui ~OpOI do ploo>oor loo )dooo 

••• o ...... ""' """""'"" 

•' 1 
,.,o<ulodoo "" Peano 

! 
' 

~- ' "'""" . ., ...... o q~• noo rolo<,_, oa lo 1n<&""U«16• y ~·• ~olJ. 
' """ 01 eon¡uoro de lo• nOmuoo no<U<aleo, •oa loo o1tU1ontooo 

' 
•• 



' 
•• ootuOLoo pr!o<<o loo nO.eroo notural•• y o partit de ellos •• 

UoJu<en loo entuoo, ~u• o ou ''' "''"" """"' ~·•• ""'d.: in« loo 

nO.o<oo <><(Ooolo" "'" ~'"""• LntroJuc!en"o lo• ""'•m• '"acior.a 
lu, oo oo~ploto h oon•"uocten. 

tl oteo puoco dn •loto •• el ¡¡..,odo 'eofoque u 1 c~-1tlco', ., ol cuol 

loo nO .. roo "'''' •• d•"••• co~o ontoo quo .. '"'''"" un conjunto 
do propLododoo yo conocld•o. 

"' ""Joquo '""""'""" opro,.·eho, ""' ••< Jocirlo, loo re"'l>doo do 

'"""'"' do '""<"010000 J" mot<m>trooo, pau tomorloo coro ounto do 

p«C!d•. El ~4todo oonotruot!vo, por •l c 0 ,,tror0o, •• '"''·'"'"' mh 

con lo ovo)u«~n Motdtio. do'" mot<m.itlcoo. [,a< ptOp<··"'""' que 

•n ol "'OUndo '"'"""" oo "'""" """"' u!o,,,, on el ~Hado conotcuc­
<!vo """"""1"" «oro~• y p<>r t>nto deben.,, "''""-"""''-

Lo pr••··ntoe¡Jn quo oqu! hore~o• •o o«mojo ~h ,¡ '''""" '''""""ctt­

vo, ""'' Ocooooo quo ••to contri Cuyo • la earnpron•1~n d• '"' eon<ee-

100 !ur.Jornontal.,. 510 oo.l>or~o, oo noo prooe"P•"'"as • .,.,,.,¡0 pe< 

Cu~r11 <!or<OO •opo<<O• [OHO•I<o do 1• COns<<UCC!,n, puos •llo pvdr<o 

doovlo< lo oton<ido ho<io "'""'"" quo no oon <o <rn;><>rt""''" furula~•~ 
<ol '"uno >'"'" opooxl~oc!On al eotud!o de '"" '-~"'''"- " loct.or 
loto<ooodo •n loo oop<e<oo fo.,•l•• poodo recurrir 0 lo• '"'"'enol .. 

11) y 1>) ~··· .. 1"'"'''"· l• •• ,., •• '"""""""· 

&o9ur,_.,_, <odoo loo quo '""""'" ooto libro""''" ocnt"<, p«O q•l 

,¡ ~"' po<oo •• nobrin P'••••t•do 9"• oo contor. 

Con<or oo, on ooonelo, e~poroo. 

"'"""'"· """'"" r·•<~Ltlvo "" ro•••n yo lntol19oncloo pOCO doouro­
!lad,., co.., ¡., d·· alqunoo onl~olu, Loo n,¡,.oroo "''""" dupuh y 
conot!tuyen un P•><<en o r•ler<nclo puo ootob)O<O< lo coop.orocLOn <!!. 
tro contidod ... 

Un pequeiio do do• ''·o• quo '"'"' con troo oofu., on "'cuna porc!Oo 

cu,oJo Oo lo ''""'-'" oLuun• do ollu, oo<o oo, pooeo lo nociOn do con 

<!dod, ounquo "" '·'"' cont,.. 

Si lao .. tor .. c<>n """ ol n!Óo Ju•••• fuoron dloo, on luoo< do ''"'• 
d!!íc!l~onto P'""'>l-ld,, o,.ndo un• do olloo lo fuoro oooond¡do, Sin 

""'"''"' U 00"'0·"·''" '" ,,,,.,., oon codo uno do ouo dedoo, oegur! 

o.onto •• do«• ""''"' cu.,do fnlto" &lquno. l<otor!o oontondol 

El pco<ooo Jo "''"''"• •o! r••·•· •• '"""''""'' •n ol do.,,,,..,., 
pro<ooo ol quo '"' rn"o·rniUooo ll•~•• "oot•~h<•·• uno oorr .. poodooc!o 

uno o uoo•. 

'"• '""""" '""'" '"",. """'"''"· <Miid.ro""' un o o len do•"• o. y ><· 
11., y p.cooo.,, Po,- o oabor o1 lo COnt!dod do oUl., oo 19001 o lo 

do Poroon•o ho"-"-' eoo P•~lr o ~"" quo .:. olonton. SI "'""" oi -

""o poroon., ... d•reo·Q• que "•~ ~b do loo prlrn<uo o do do loo oa­

l""doo, puo oi oo ""'""o! !loo y todoo loo p"oonoo .. un oontodoo 

""-• q•o ho~ '"·"• """ """" poooonoo, ooto oo, o•! oto uno "<o­
orupa.,.onc!O ""> • uno" ontro ol eon¡un«> do oilloo y ol eon¡un«> do 

P""'""" quo •• ""'""'""" on ol ooldn, 

quo "'" otrvo eo~o <ofuon<IO poro eoaopo.ru. 

oolo<<lono< ~ po<ren 

E><o po«tn •• lo u .... 
Jo 'oocolo do lo• n~<<OO noturoloo• ~·• todoo oon~omoor 

1,1,),0,5, ... 



1.1.1 

' 

• 
~IMICIOM (Poo<ol~doo do Poonol 

•• 

11 oonjnnto • de loo nd.eroo .. turoloo oo tol ""'' 

" 
"' 
1<11 

••• 
"' 

' ' •• .... codo . ' " ...... •• ••••• •• • ......... "· 
Pon codo " ' ••• Hono ••• •• • " 
Si o, " ' " ' .. • • •• ........ • . 
TOdo oubconjunto do a do N quo tono• 

ol 1 < S 

~~ " ' • .....,u •• ""~ k" • ' 

oo ol ••- oonjuoto M 

' •• ¡¡.,,do .. .. 
•• " ,, ... "'"•'"······ ' 

" LQo pootulodoo 1) o •1 ~•••<~•• eoo ol9u~o do lo~,PfDplo~odoo q~ 

htulth ... oto ocopu.oo ,..ro Ioo n-roo notoulo" •opon>, lo ......,.!: 
Uoelo do ootoo ..,.culod<>o ootrl,;. on qoo oon o~llchnt .. pOrO dodu . . . 
<U, o pottl< do olloo, todu lOo pcopto4doo do loo nO..oroo notor~ 

loo. • 
1 

11 P'""'"' do cotoo pootulod.,.ootobloeo quo ol n-ro uro lquo oe 
oonoidoro conocido) eo uo o-10 noturol. 

01 ooou..,jo noo lnd!<o quo O! ohol-~ un n<looooo notural, ooo cuol" fuo 

ro hto, o dictlc n6Doro corroopondo uno • ~lo un n<l•,•ro notural'lla· 

-.do •• •••••••••••· 

n poot~lo4o Ul) urojo """"' conoocuonc!o quo ,; n~uo "~~ ,; ol 

p<i ... r """'"'" natu<ol, punto""" no •• o1 "'•"'""'~ do· "'"""""· 

• 

o 

1•1 no• dlco quo doo ~~<oa ~·•~roloo ""1"'' ''"'''"'"' 
oooo l9"'ioo oon, on rooUdo4, o1 "'- ndaoro. • • • ""' "'' pootulo<So J 

"'"·""'~~.••• dol ''"'"""' ooto~l..,tdo on ~~ poot~lodo 111, 1oo ol­
quo <.-b<fn quo d4o na..<oo noturOioo d<lorontoo tlonon •••••••••• ·~ ......... 
1 

,, ,,.! • ' 
~~ pootul~ •1 noo 4100 qoo pO<I~o o,leon•~r cuolqul.or nO!"'"'" notu 

r~l ~·"~':"" 0•1 uno y'""""'""'" loo •<•u<oot" ";""o uno hoot.o 
lloqor ol nOl<om noturol Ooooodo. Eoto pootulodo, ""nocldo o oonudo .... , ' ,., 
":-' :o~~~~lplo do !nduee!On', oo,d !undo.monto dol dtD<Io do do..,o 
troo1Ón po< Induce"" Motomltloo quo trotoro'""' pooto<lon.onto.· 

' 
1 '. '·' ' como ol lootot o o hab<l 4odo cuonc..,' loo ,.,nu!Odoo do roano u, tobl~ 

' ,. . . ' ' con loo p«>¡•<•U•d•• 'lnhfnooooo', p<>< u .... ,,,, do olquno oon .. o, 
' . ' ' ' ' " 4o loo n~<oo natura loo¡ otroo proplododeo oon loo olqobrotcoo, "'' 

' ' . " ' ' ' " ooqurooonto o) lo<tor yo conooo, loo cuoloo oon eooooeuooelo do lo 
' .... ' ' . 

lntrodueol~o do loo OpO<O<l<>ooo con """''"'' no<uroloo, do loo quo no 
' ' ' ' ""' ·-· """"''" .~ .. 

'· 
., " • 
Lo odtelen •• H 

.. , 
!.2.2 D .. IHlClOH 

• • n', P''' todo n < ~ "· 
"' • o• , lo+ ~¡•, U-<0 quo n • o ootl doftntdo 

,. ' 1 • 
~· doflolclón ontnlor puodo pu"'"'""' on o•<nclplo oot<O~O! Un •· 

' . . 
bo<qo, ro~o<d••~• ~"' oólo podomco opoyornoo oo loo pootulodoo do_''! 

oa,poro ~.'~ooj.coda, yo""" d!ehoo Í>ootulodoo oonotltuyon ",!"""!­
ooo,to q"o homoo oJo•¡ lOo p•" do,.<roll« ol :.utom.o do loo"""""' ·~ ........ . ' ' 

' 

.... 



• '-
.. ra Uuo<ror ol ........... .,.. ..... 
o16n. 

ol volor do 1 • l d~ulondo P.••O 

1+1•1•1' 

..... ,, 
, 

' doUn1 

P>ooot.o q,.. lo ... Uoleldo "" ooo dl<o cu.o.l oo ol volor do • • 1 ~PI!e~ 
.. , nu.o•-•<o ul, ""''"lo ~1 bo.-o 

1 • 1 - (1 • 1'1' 

,l. 
P"""" quo l u ol 019u10nto do ), "'""""''• do U) '""""'"' <¡UO 

1+1•((1+11'1' 

1.)- ,, •• ,.,. 

e- 1• • 9, '' • 10 y 10' • U, quoolo 

• .. , .... ,. 
' , ' 
' " 

... 
" 

o 

•• 

' 
~·""· ' 

Yo<lo •• el 

' ' ' ' ontor<or lo do,lnio14n '·'·' oo ro -
' 1 ., ' 

.... , ... y'"""''' ' noo dlco ~·· pou ouo.u •'• o doi>Pooo rooo<ror o 
' ' 1 1 

nlll>oroo n<oturol•• eonoecutl~oo 

Lo. od<oia'n, uf definid•, oo<iofoeo 1 .. 

' ' oe<¡ot.,.oto yo oon <lel eonceU!Ont.o do! 

. . '• 
ol9ul.,t .. p<Op1o4odu, 

1 

., 

-- .. \ 
=­
' :, j 

' . -

Paro todo m, o, p < "' 

u .•• .. ' 
U) o 

" " 
'" • p) .. ' 

Ullo+n••·•• 

lo + o) o p 

. ' ' conodu<o 
; .............. 

1 " 1 .............. 
'.. . 
IYI 1 o< m + p • n + p, on<on<oo o - " ' ' ,.,_n<oh<ldn 

.· 
' ' 11 ••• m un r.<l..o<o naturol y fo...-oo ol """junta 

S • In 1 
• ooto ••• un 

' ncHylm•n)cN) 
' 

el-nto dd -conjunto ... "" """''"' 

'"' 

• • 1 • ' 
quo ol '"""'" oon o do c...o cooultodo otro nbuo natu<OI. 

•11 '" ,. • 
Poto deO>Ostroc lo pmptod&4 do oon&4un boo<o<l eon pcobor 

• 1 ' 1 • • 
quo S es ol conjunto do <od<>o loo nllauoo A&tuoloo. lo c¡uo 

' . . 
.,,...,, op>yJndoMO on ol qulnto pootulodo do Poono 0'*' 01-

o 
¡uo. 

' ' ' 
" • • ••• ~· " .. •• dd1nlcldn ¡.1. 1 

• • • • "· ~· "' ,, .. dotlnlc10n 1.1.1. 

'""""" • ' •• 



,, 

u 

' 
II!So~k 1 , 1 oodo~u,•••r••••• (ll 

·- • • • ... ... ''"''"" "' •• l. 2 .1 

•• • ... • • 
y dol '""''" "' .. 1.,., ' 

• • .. • • ' - .- '" .... -.. ··- • • •• . .. ··~··· "' •• l. 2 .1 

•• < • - - - - (ll 

FlnoPonto, do !ll' (ll Y (l) 10 tUne ~u" 

> e i 1mplloo quo •• < S. , , 
COn lo qUo ~o f<O .. do quo S oo ol eonjunto 

, -Loo prDpl~odoo 1<1 r 1111 pUodoo d.-oo<zoooo oo 
' .. 1 

p.on """ d-o<ooeldn h ly) pu..!o conou>tuoo la 

•'•. . .. 
iJ 

Lo'""' '"""oNn<ol bo¡o lo e.~d,oo dooorrclld la 

... 
. ' onlloo•• 

',._, 
dt.Oo<notdo 

,. " 
on<o<lD< puodo 9~orol10&<oo poro ~lqoior oowoe<•"• oolotlvo o 

1 • • • • ' • 
loo o<a4roo Oo<uroloo. Loo de.ootr•e<•••• oot reo:l<odoo <<<i 

' 1 ,. -, 
""" ol ooahro do 'd....,o«<o<Onoo po< iodueeUin .,.,_ ... ,,.,,. y ou 

no, oo ol Uquionto> 

Sto P(n) uno 

¡.,, y ... 

5 • In 1 n t M Y ' P lnl oo 

' " •• !· on ol quint~ po•<Uiodo do Poo 

pon todoo loa '' •11 

"""""' ""'"'~ ' 

" 
" ,.,, ·-·""' ~· • (ni •• •••• .o ... ~ .. _, 

IDo o-<00 "''" 
· .. , ... ' ... , .. ,¡ '"" probu <j'lO S . .. paro lo o~d h••-• .. u-

' •"'Oft''' 
'i , . .., ..... ·, vuUI<or 

" vulliou ••• • (11 .. vordodoeo , ... ~ 
qu~ " • , ,, 

"' 0-ocror qu• .. P(kl •• '"'"'""' ootonou "' , .. .. .... ,11' 

'""'"''' 
, 

dod•ro 1"'"' • dumtnr quo • • • -" • .. • 

' ' pOotulodO do foono, pOd"""' ' '· •• 1 ' A ¡>&U1< d• Il y Ill, y~~~ qutnto 

' . ¡ ·1 '. ccooluh qu• P(nl oo verd•d«< pon t.odo n < N, , ,. 
1 ' ' 1.1,0 ~!.OS .. .. ' ' 

o) coaotol.,...,o ol oonjunr<> <lo loo nllaoroo •-••• 

1• 1! • '"- '· ~ • "'- u:J.s,T,s! .. .¡ • • " . ' 11 ,_...,, '"" doo prlo•roo ol-oDtoo obto•-• 

" 1 • 1 - ' 

' . 
1+1•>' 

, 
" • • • 

, 
' ' ' " , • • , 

-,. 
, ' -. ' 

Eoto ooo n••• oupono< oiuu 1• """' do loo n , ' 
uo ~· loool • n'. Lo doctco 

" prl~oroo nG~oroo 

"· 



·. 

• 

' ' 

" 
1 • 1 •••...• ,,. ll - •' Plol 

1.0 q .. oro1Uoo16o OA<o<lo<, ropuoonoodo por Plnl, u •~'""" dol 

"•' ._...lio<o do <roo ..... , pa«teulo<Oo, loo""" fuo<on o•«apol~oo 
. HJ 

con oyurlo del oupuooto 'oon<<do oa.On'¡ oin aab&•••· "'''' abQro 
• • ' • • 1 ~l 

.e1o p:>4....,o """"'"' ~·· lo pmpoo1o14n Plol oo vord•d«• para 
1 1 i "" o • 2, n • l y n • j, pon tonu lo"'""'" do quo Plnl o• mm· 

' ' • • 1 lj 
plo oln j_mportu <:uol ooo d nlllooro ootunl o, h•u~• la domOo· 

"' 

1 • J • S • .,. • (2n • 11 • n', poro '"don, H. 

., 
" .... .. '. .. ··-~ Oldl><O •• Plnl ..... ·~ 1 

,,,..,..., • 
POI .. - " ' • 111 ' 

Po< t.oo«o Plll oo v .. doduo. 

·' . 
_UI • pa«l< &o 'l'>" PIU oo vo<dodo<0 do-o 

p¡>; • 11 oo uabtlo vo<<Wiou, 

==•~•• qoo 

Sopo....,o oOIC>JICOO '1\>0 P (k) 

' 
oo vo<dodoros oo dodrs 

' 1 • l • ' •...• 12•- 1) - •• 111 • ... 
(dondo ol pr1a., al-<O Uf"""" lo '""' do loo k '"""'""' nO ............. ,. 
..... • ,. • 1) .. 

' 1. '. ' ..... ., •• ¡¡o ••• 11' 

• ... ... , . 
prim~ 

too ndooroo loporool, dob,.oo d~oot<&< quo ooto <•uoléod oo 

' '• 
' ., 

.. 

.. 
• • • 

...., ... po<U~ndo do lo up< .. i6n Hit le c ... I pu..,o ~o<o<oo do 

• • ' • 1 
s .... ndo on .....,, "'"""'"'do !ll ol """"'" 2(k • 11 • 1, quo oo 

' '""'' ........... ,. - ,, 
'· '"""""'" 

' • '" - 11 + (l(<. 1)-1) - k' • l>lk • 1)·11 

' ldondo ol p••~·• 
• ' ' •••• oop<OHdo puodo ooortbiuo •• 

~ 

' ' ' ' ' ' ' • ' ' ., ... .,., .. ,~·· 
' • . :. ' 

• <U»>lln ·-
' ' • ' ' • ' • 11<. 1)- ,. + 1) 1 

' ' ' ~·· coln<>ldo <On l& oop< .. l6o l>l, por lo quo P(k • 11 oo Vo<d! 
1 • 1' . .... . ' ' Coo lo ont

0
or1or huooo •-•t<O<Io quo o< P(k) eo vordo.,ro o010Jl 

• ••• • , •• 11 ........... y lo ............... . ' o 
•• ' -. .. ~ •J-olo d..onr"'""' '""'' " oioulon<o onwo<Udoo 

l. 
•• ' " .. .. ·-·· ... ' • • ' " ' . "'"""""''6" ' • • 
" '. (11 .... ••• 

• • . ' .. ' •• un """'''" "' 
·. 

' P(ll .. ~ .. ~.""' •• ,.. ,. 
' ' . ' • ' •• "" ·-·· ~ ... 

• 



" 

. ' . . 
ll< • ll' • lk • ll >' • , •• ' ••• 1 ..... ,.,, 
1>+11'•"''' , •••• , + ,, •• ll 

CQ""' (k + 11 < N, l(k + 11 •• un nOm«o por y, do lo ooproo<ón 

'"'"''"'• {k+ ll' + (k+ 1) •«~ un nOmoro poc 1! k' • k •• par, 

<n cunoocoene<•, '<io U h<p4tuo1o •• "'•"' quo 

1< • 11' + lk + 11 •o un nOm<<o por 

B<D>oo d'-"OOt<odo '1"< o! P(<l oo v .. dodou ont<>neoo P(k + ll oo 

Vordado<o y )a pru•b• '"""'"'' 

o 

!n fa.-... "'~''"'~'''""a u ""a puo l• .. ,ct~n. )o ••ltlplte! 

cl~n poede d~flnlr•e como ol•••· 

" . 
ll 1 n 

' -. ... , ... , .. 
... ••lt!pll•'""'""·•·! do,n<da, .. ,,.t.<O ,., •••• , ...... 
quo •• •••~• on el o1qUlcnto Too••~•· 

I, l .• 

u 

TW ... l<A 

Poro ·- •• "· "' "' 
" • • ' • "'"'""'" 
"' • '" ,, ,. "' " • ..oolou•ldad 

Hf) • • -• " • Co .... uut!Vidod 

"' ... • - " •• ootonc .. ~ • " eaneoloolón 

La• propiedad•• <> • 111) puodon domo•""''' dinot..,<oto por 1~ 

dueo16n ...,,.~~t!ca y "" do·moot«<<"n oo do¡o &l loo<o< ooOOD <)e~ 

eielo. poro "-" ''""'"""'''o" Jo lo p<OP<•••• lvl puodo oonoulto¡:_ 

,. ¡. "'"''"''·' , "''· "· 
'""''"'' ol~ult•c.••~c·nto, loo oporoeloooo do odle!On y mulUplio~ 

c<On .. tto!aeen la •<out•"'• l•Y dUt<ibuUvo. 

I.,.; 

hra t""o m, n, p, No 

~-(~+pl•(m ni•O••pl 

Seon ~ ~ p doo nO..oro• """'"'"'· y cono!do<-• ol onuncto.do 

" • In+ pl_• f• • ni • (A • pi, U • < N 

el "'-'"''· par el '"'"" :u1 del toor .. • 1.1.•, oo ..,.lvolonto • 

(o • pi · & • (n • ~~ • (p • •1. u • <N 

G•• d•=•crot.-o por lr.<uccl6n ..... ~tiro • 

1) P(~l d!co quo In • ~) • 1 • (n • U • fp' U, y •• vo<<•don 

Y• qoo 

In + PI 

In + pi 
' 
' 

" " ' 
(n·ll+(p•l) 

por <) do 1.1.! 

por 11 do l.l-' 



" 

(n•>l•lp••l 

(nop)·l>ol) ,, • " •• •• " .. L2.l 

,, 
" .. ,, • " "' "' .. '. l. ' ,, 
" • " . " • ,, • " "' OJ,.etoo<o 

' • • " 
. • • ,, • ' ""' "' •• '. , • l 

' •• • '"' ' . " • ' '"" 1" 1 •• !.l.) 

,. • • ,, • " . • • 
,, 

'"' "' ,. .. , • " .. ' "' "' 
lo • vi 1< • 11 ' " • " • ' 

. 
" • " ror " 

con lo quo ""''''" pmbarlo ~·· <1 Plkl eo "<f44~ero ootooooo 

PI< 11 eo vot4o4ero, lo,,,.¡ """PI oto la ~-nnc!Cn. 

•• '.,. J .. 1. ¡.S .. Ll.l 

cuon4o hobl=• d• conttdodeo u rrocuonto o<ootuor '""'""'"'"""' 

y doou.>o, por o¡~plo, quo olorU cantidad oo &'""' quo ouo, 

Pu .. to quo loo "~'"" r.atuool<o 000 oi<von po<o c.p•••" <ont!do 

doo, •• noce .. .co deftni< la rolooi6n '&o .. r q""' on .<. 

Oo<U>oo, por "l""'plo, q"< l U .. nor quo 1, SI o•U<V.,oo quo 

o•<oto un nO..em naturol, en ooto ouo ol l, tal quo 

' . , - ' 

" 
pod-o .. tablooer, o"""'' do )o,,..., uno doflnlel~n ..... lo 

relae!6n ·~oor que', quo <Olnc)do eon lo ldoo Intuitivo quo do 

,,,, ,, . ...,,_ 

l.,.' 
""doo do o ""''''"' """'""' n y o, do< l..,, quo n •• "'""' 

~uo ~. lo q•o• ""'"'"""""' Dod)&oto O< D, U 

"''"'d~u••••••· 

!.Oo """""' ""'"'"'"' """'•«o lo o!qo!<nto propiedad, lh~•­

do Loy do ~r¡cacaol•. 

'. ¡. ' 

Si m y n '"" nO.oroo ''""'"''' •••looquioro, ontonooo oo 

vorifioa "'·' y o61o ""'do loo "•"'"""" propoUoion••• 

" 
'" 

• 
o 

• 

!UI•<• 

""•· " 
""cld!n!o!On .. ,, o o 

oooounto N ya q •• , 

' • ' ' ••• 

' • ' • ' . ~· 

' • ' ' , .. 
' • ' • "' 

" too ro ... .. '·'· Ootoblooon Wl o«<on on ol 

,, ... • ' 
" ... ' • ' ,. , .. ' 
" ... ' • • 



" 
y ~~· ''"''''"''' ••1<1oo~oto o loo n~roo notutoloo OOaQ pu! 

too 1qoal•"·'' .. pa<hdoo oob<o una rocto: o lo qoo UoiU~o ro«o 

' ' • • 
En e !la, cu ... do ~ < n oo tond<& quo ol punto quo copruont.> • o oo 

'"'""·''" a lo t.qu1or4o dol quo <•pr .. on<o o n. 

Con b••• on I.l.8 puedo doooot<"'' quo lo rola< iOn "mono< ,,,• on 

1.'. 10 TeOREMA 

'"'' ·~· .. "·• • "' 
u • • "' • • • • • • 
"' • • ~ "" • .. 
'" 1 • ' • • ' • "" .. • 

" ... 

, .. '"'"''''"'' '" <l ·~·· ........ . 

I.l.U 

" 
[-'E.LICICS 

u C.,-<,.trar que "" ·~· •• •• • • .. ,, • ,, • u , .. "' • • 
" ' ' ' • 
u • • • • • 

ll Oc~o''''' que paro todo o, n, p < No 

•• 
" ,, • 

• 

.. " 
''· • pJ l~·M•p 

JI "'""'""' quu oi m, n r N '"'"""''o+ n" o 

U ••~•-"'·" que pau todo o, n < "' ., m• + " • ••• 
•• " . . 
,. n• • [lo ni • ] • · 

'1 '""""'"' .... ,, " ' " ........ , 

" • •• 

u " '· ' • • •• "'""' " • . • p ••••• p 

' ,., .. ,.. 
"""""' .. '"' "" ·~· •• "· • • q < ~. . , • " •• " ' ' 
" •• =-," • • " 
" ,, ... • " " • 

" "'=""" ""' "" ,.¿. •• •• .. .. 
" • ' ~ • • • • • 
" • ' ~ • • ' • • ,, • • • • ' • ~ • ' • 



• 

<' 

I.J IDS H!II<I!OCS E>ITE!IOS 

' '. 1., ' ' 
n out- do loo n-«>O .._touloo, oon h opor&c16n do odlci~n • .,. 

'" ' '' -Rtfloo<o •~ p<l-n ddioHonot& ton prQnt4 ..,.., .. puuoo o plant .. < ' . ~clo,.o on dicho oloteao, ro quo u .. oo~16n 401 tipo • • 
' -i " • • • • Oo eQO o, O 0 0 

' ! '" 

J • • - ' 

oo ol oO=oto quo o ... do o 3 neo or<O)o eo.o rooultodo 7, <n eoto co 
oo, ot nOooro n.uuul cuuro oouo<oeo lo co..,lo<On pOOld., otn ""l.­

,.., •• , o< eonoidor-• h O< .. el~n 

' + • - 1 

"""""''"'"""'" quo no""'"'" nllmorO notu<ol olquno quo lo """''•'· 

' . ' 
!oto do.,clooelo « .. lo ... cooidod do ..,. .... ol """}uoto do loo nO· . ' .... 
-••• ,...,,..,,,.,, """9., oo! 1~• na~ .. ~• ••ta<hoo y ol ""'" .. ~""· """ 

1~• "''"'''""· e•aotftuyon ol ~·~~~do loo oa..<oÓ ontoroo. 

' ...., I!Hor~octo ~~~ •-=• ,..,_.oloo 

' 
1.1.1 O~IWICin& 

D + O " 0¡ 000 Oo 0 O 0 

A ou ooluci6n¡ oo dootr, ol nC..ro • ~·• '""'do • n noo da 

eo.., rooul<o40 o,' lo "''"""""' lo d1forone1o o n. 

" 
" 
" 

' '•' ¡r 

' ., 
' 

" ' 
,, 1 ' 

too<""• 1.,,1 poro~- n oo pcuontan <coo onooo' 

' " " • • 
' ' • 

hto oo 
cual oo 

.. .. ' ~nleo •••• .. ·~ lo eeoacl6o (~! tlono OOIIK:I6n on 11, lo 
"' . """;'~ .. neU 1.-<110<0 do lo ddU~eú'o l.l,f, por lo~,.., 

o - n "' .,. .... , ... toraL 

UJ' • • • '· . , 
,., 

n • o n 

' . ',., 
fn conooc ... no<o m - n hQ o< un nOll>eto notuul, lo doUnl1101 ,_, ol ' ,.,., 
cuo y ·lo rop«•ontomoo con o. 

" 1 
llf)a<o 

' l • 
... 
" ...... ...•. , . ..., 

' . 
•• "· por lo . ' ... 
... "" n~o ..... 

' 
a) < •· ,; 

.... . ¡ f 

.... - " ·~"'"'" 
ontoro n~otfvo y 

Aol, """o¡-lo, lo • • 

.. 
¡ 

'' 

• 

,, 

,_. . 
l •• ~ 1 

·' ' ' ol na-ro 

' ' 

(A) f\0 U~no ooluol6n 

oo un"~"" nuur&l¡ lo ao!!nl .. o eg, 
lo roprooontuoo 000 • lo • O) , 40odo 

,. 

• 

. ' . ' rooultodo 1, 
' eon -l. 

. '· 

1 

1 

1 
1 
' 1 



" 
co= ""'"'•"' 'núo••<>" o- n"" oo ol••Fn ~• nOI""'" ""~"'·por lo 
quo el ooocecto <le n<:on> ul y <<>"" to·•oaoo ooo~)odo """ ohora 

resulta r• """""""" .eou1eHvo. • p.oltlr Oo oqul eono:Juueo<>• 
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~· a coo<!no•c<Gn. 

raaullado 7, 

O.doo doo nr.oeroo entema o y b, con b > O, e<loton 

doa ••.teroo ~nlco• q y r, coo O { < < b, Uloo ~"" 

OO<, 00<'!0000 f u•!"~O <OS;><CUVUoOto. Coba hotor not" qoo 

oqul •l <f..,lc.o ·eO<O!on<o• <1<'·< "'"' lntcrputoo!6n do '""'"""'. 

' •• '"'""''"'" •"••• ••••"''•• <• do.aot<•eteo on lo '"''''""'" 

'· •••. '5· 

~a q~• 1• qu~ ~-'·~· aC 1n101Q d< lo oocc16n '·'• ya quo oqul ol 

"""'""'" ....... ,~ "" ,,c.:.,~ ·····~· 
Lo relae!~n a • O o • r; ~·· eotl plontoodo on t~ro!noa ~o ~roo 

entero• ••closiv=oo,., re•rl~ ""' onuncU4a on Q cooo 

••P••a!On que nn• rec.1erl• la forao cooo llovaaoa a cabo al proeoao 

4• dividir en lo"""'""" eoto ••· o~toniando un coolonto y un . 
rooid~o. 

Mto• de pasar al< -'•••»«ac<en do t.<.l~ '"""rdo<eool al ai.nifl· 

cado de la notac16.·. Ooco~al y ''" reloci6n con ol ol.o<itao 4o lo 4! 

vfo16n para '"'''"' • <ravOs do ~• •:•~plo• 

¡.., """"6" 
l.llallli,7. 

repr.senta la '""" 

. ' • !li' ' = ' +, UT • 
·~ ' • !F .... 

Aol, .. O"scamos ,, O<¡o;esiOn Oeofmal dol """uo m,., • ...,, p<ooo· 

dar do la "'""'"''" "'"'" 

o) Po<> obtoo<r ,,, p•<l• •"'"''' v'"""• 0"' 
l., • U><ll r 0?, doodn O' l1 < ll' 

entonoo• 

!) Pu• h prUeu cffu decimol """"'" qoa 

10 K 11 • ' '' • :J><ll • 11, oondo O' lf < ¡¡:¡ 

por lo 

ontoooes 

.. . '"''''~ ~"· m· '" · ,, • ,32 
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• 1)! 
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.~.,·~·, , ,,. 00< lo qo& 10 • !l! " ~ • ,Oi • ¡jj 

ontoncoo 

' . ' u ' '"'''~'''m w•:.~•,,n 

'' . "' !lOO • 111111 • !O<, do04o O < 104 < lll 

'"" lo quo 

"' m· 

"' 1 'º' !Oloi!l"W .,,.,,n 

0 IF''J'''~~ • ;or. ,o, • ill 

lO o 10< • 10<0 • lll<'l o ¡¡¡, dond• O< "' < Ul 

""' lo quo 
,,, , ,., •. ,., . .,, rr•..--rn · w. • ,,. , 1ll 

m- ,. ' " 
, 

·= 
v) hro l& quinto 

• w ' .,~'j'''TI, ' 'i"ó'' ¡O< • lll 

10 • "' - '"'- ¡J)(Ij ••••• """"' Q '"' < "' 

'" 1 ••• por lo quo 101 0 lll • ~ ' 10' x lli 

... 
"' - ' - ' , u• w ' w· • = '"' 

.. 
•• oa preoen<arlo """"""""'" ,. 0 ,,¡ puo v)o Ooto o• deOo • quo ol '!. 

OO>oo conoe 

cvenc!a de ello, le• coc!<n«o oOtoo!doo on loo poooo .Ui) y v) oo 

Upotlrln lndo[lcl"~onto. • ••••• 

'" m 

o ~··· 

-,. ' ¡;;r 

"' m . l.""""'-

... " , ,,,les """ 
• -• " ... duc.de .... , .... • 

' -•• ' ~ 

• = 

• ' " • • 

• = ' • w • ... 

il Aho<a, ca=,,, z '""""''" quo !Or, < • y oxhton q 1 , <¡ < 1 

tale• qce 

lOr, • h q, • '•· dando O ó r, • ~ 

~- " ""' ~ 't.\- • --"-' .. • • 
entooo .. • 

' -•• ~; - ;i'Tb 

"' <e«>" '' c.neaoo ~" lC<o < • y odo<on q,, ro< l 

10< 0 ·~q, • '·• óondo O • <o<~ 
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11 """""'"' • p><U< do 1.1.1 quo ol o, b, • oon neloo-.oo 
~nto<oo dHcron< .. do <ero, onton<o"' 
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c. ... '""' . , • • ' .. • • • ,, • ' 
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o • • • o .... '• • • •• """""'"' ... ,, " • • •• • ' • , •• .. •• •••oral, • ' " 

. , • ,, .. • • o' " • ... lxYl 

•• 

•• 

" ' • 
•••••• •• • • •• O.noot<o< qua o ,, • • • • • • • ~· • • • .. " • •• .. ' ,, 

'"' • ' " • ' .. .. ' .. ~ • • • ., •~ol•oc.do •• al90r<t•-o .. •• 
'"'"'"'· •• u •• " ....... ~. 

' " • •• 

"'"''"" .... nilo>oroo 

6oe<o~l . .. • • 
~T· ,. rr .. hprooor .. ~. uno do ... ''•"''""' do<<Nloo ·~ -

<10dlcoo ..... el ''"'''"'" .. •• nO• <roo '"'"'"'' O.JJl1lllJ, •• , <.nnnZ>.,,, ,_,,.,,.,,_ 

. ' . , ---·ICI 

... , .. ,. 
<tor.ol o tal """ ., ~,.drodo ••• .. uol o 1, ....., doaootr,._,o o <ou 

Unoaci~n. A"'""" nilo,ero¡ ooto oo, •1 ne!.ooro cuyo =•••""• •• 
,.,..._,a 1, oo lu <Op«oonto .. d<on<a ol dnbolo ll. 

Ante• do """'"""' que ••« nO..oro no oo roolOOol prohoaooo ol ol 

'"''"'" •••"'''"~ ,., ...... . 
r. >. 1 

Si a' o; "·' nO>om por y o r '· ootonooo 

<n ofootoo 

>1 • •• "" nO..o=o •"f•' •• do l• to,_ 

• •ln+ 1, ""'-"• n < 1 
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" 

•' • llo + l)[2n • 11 • <n' +<o • l • 2iln' + lnl + 1 

•• do lo fonoa 

•' • lm • 1, dond~ ~ < t 

•• conoocuon<!•, oi •' oo .. , • n4 puodo oor ,, .. ,, pcr lo '"'• o1 

o < 1 ont4n<oo o •• un n~ro p.r, )O quo do•uooua ol ¡""'· 

O.Dootrocomoo Oho<• ol o!qu!onto too<<~ 

l.'.' 

""""""""'"' ~·· • •• un ""'"'m ""'""''' .. to oo, <"ioten do• "~ 
roo .. toros p y q tOlo• quo lo •<•<•• "'P•ou6n O< • •o 

.. ~-

p' • '"' 
---·(1) 

l.S.l, p •• on nOm•ro P'' Y •• Jo lo lonoo 

p • '"· dor.da n < z ----(>) 

" 
4o [11 y (21 oo o>gce qe,, 

llnl' • lq' 

o ••• 

nGaoro p.or y oo de '-• '"""' 

q·l~ •••••• ~,, '" 
~no •o l• ~ln!ma "'"'"'6" da '• lo ouol ront<odfoo lo Mp6teoh. 

Conolu!,.,o entone•' """ • r.o •• un ndn,.ro <aolonol, lo quo demu,.tn 

ol teO<e> ... o 
"""" v¡,;,, en la '"-''"" ''"'""" loo nO•nroo ro<lonoloo t!oo.n ·~ 
p<ooe'ncaol~n en lo ""'" "'-""'"· y on vt<tud do lo Oenotdad do O 

IT<o«"• L<.l<) F'"'''' ''"''''' quo ''"'' oon ouf1clont.oo pon 'll! 

""'' lo roct., •• d"'''· 4-. "'""' loo ponroo ~o lo ucto carr .. pon· 

~odo 1~ onti<"~'' lo• o•fm<tr•• qrloqoo oo dioron coonto qoo na 

to..ioo loo ponto• lo '• '"'"' co<roopondon, o nG.oo<oo nC1onoloo. Por 

o)o~plo, lo "•"'""" con"'""""" ""'"~"'"" po,.!to locol!"r o tr 
on,l• recto n=-!<i'". 

' 

.. 
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hf<too ~.<hoo ouoo nl!.oroo q .. o, c-. IJ, tl~n•n '""'"''"""''" 

•• h <o<<o •=•ueo y n<l oon nelonol ... A ono tiPQ Oo ,:..=oooo 

oo l•• conoce co~ n~oroo ltroelonoloo. 

"""" e<>nooe,.ncta do Loo toor.,.00 1:<-U y <.<.U, loo •·""'""' '"' 

<fono le• t!enon oxpr<UOn do<l~ol no po.1041 .. , '''-ct.rht1ca que 

leo diotJnguo de loo .... ,., roclonoloo. 

1.<00 nO..oroo "toelonoloo puodon oor dO doo Upo" lo• qu• "-' 

ooluc<On de '''""' ocuao<~n ''•••••k• con coef!c!on,. 0 ••·••••• ¡ 00 

00 .'J¡ a loo quu •• """'' hrocton,,l"' •loebr.•l<oo, y lno """ no 

oon oolueidn Oo uno .euoo<On do to) tlj>O, o loo """ 50 lhroo erro 

c<onUco traocendontc•. Co., •J=elo do '""" Ult<~o• ton"='" loo 

nfimeroo o y , de relovonto tooort•"elO on la& •••••ltlcoo. 

<n lo oooo10n !,) •• conatruyuon loo r.O..oroo ontoroa a P'"" do 

loo nuu<oloo, y on lo f.l loo ne!onoloo o ''"'" •• loo ""'"'"'· 

•• tol fanoo qoo 

'-" ""'·"'"'"~"do loo n ..... roo lnoojonoloo o"'"" do loo ••••••·•· 

loe coe feo<> olol oleoneo do ooto lloro, f>'Ot lo..,.., no •• ~·"'"' ... .~.• 
!r,_C!Onoloo 00 lO COOQCO 00""" o) <'<'0)0M0 4o lO• n0•'<<00 ""1" y 

•• le repro<•nu con R. 

•••• eenj""'" v<••• • ••<t•fo<o< lo •••••t<•~ 40 "" <enJunco oe nü-

t El ostod!afito 

1 • '· 

" 
... ,., q-.. ropuoonto o <<-loo loo P""'-"' do lo recto! •• docu, o 

codo n!l .. HO nol e<>«~<-;>oO~O "" ponto do lo rocto y vfeevor .. , 

O • O u O' 

' 
1 - o n o· 

••ap!odod .. do la o oraac!ooe• en " 

A o•nlr do lo ceno! tueeiOn .lonoal de los"""""' l«&olonoloo u 

quo ootoo opuoo!oo.·o «•n~n on Q· <n ""'"d do quo no """"'' 

dooo«OUo•o oqu! dlo,,o e~c.ott..ee16n oD1HreO<>o t.,...Un loo eonoo 

,..,,,,uontoo doUn<clon .. de loo opocoe!or.oo, aeoptondD quo tlonoo 
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"' o(y + " . ., ... 
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oooeiathldod 

oloaonto Jdlntieo 

. • ' •• • " . ................. . 
00.0 conooouonclo do loo ptoplododoo ootoblecldoo on ol ....... 

1 

i 
1 

' ' 

. ' ' ' ' ' 1 .•• J 00 P<'......_ dod,..,lr ..,...., loo proplododoo ol9ob<U<., dol o lato• 

" .,. do loo nllmotoo Uoloo; oo potUoulu loo qu' onun<h<o..Oo o con<~ ,, 
ou.oelen, cuyo .._.,otncillo> oo dojo al lo<«>< OOJ>O OlUotclo. 

• 
• " '·' .. =u~ .... ~- •• ' • .. 

" • . ··- • 
U> ,. ol IYI • >q> 
HU ,. •• 1-. y) -" 

' • 

• • 

• .. 
' ' • ....... do 1,5,1 pueden u.biOn dof1oiroo lu oponci<>ooo do 

··~ 

• 

" ' "'""''~" 
• 
,. 

l ••. ' 

y dJoiolOn en R co.o olguo 

1 ' 1' ' ' • ' 

' '.1¡· 
OE>'IRICIO" 

" '•1 ' 1¡ ,! 
Sean o; r doo n-too •••lOo 
1 

" " ....... ., • . ' •• defino 

' 
"' " ' ' • .. nC.aoro • ' ' ' " ' " 

--· •• 
' .. doHno 

" ! ' 1 • ' ' 

.• 

' -.. ,. " --· . ., -., ·• 
Cobo hO«< =tu qun ol rooult.OdO do ofoctuar lo d1Ylo1do do • ontn 

•' 1 • '" ,, 
y, que d~not.&""'o <-odionta o • y, 

'r ,:, 
ooinc<d~ .;.;. oL conOOPtO do 

' 0: 
'coo<o¡¡. 

to' ootablooldo en la definlo16n 

1 ': > 
I.4.1• ya quo, do I.!.! 

,• " . ' 
' 

Ent<"'""' 

.1' -1 ., 
".< 

·' (x•yllyl -' ·1 ' ' (oy )y • o(y y) • • • 1 • o, 

' ' ... IO·q~,X t y 00 el n~O<O QUO 

' 
oul<odQ '' eo decir ' 

' " 1 > ' 
""' ''" 

' mul tiplloodo 

' 

,, . . ' ' 
lO •• '" oq~OIO'-"' algebrolc.,, on -.lelon<o 

1 ,,,,,, " 

! pon """'""'" t=biln ol nW.o<Q A • y • 
y ' '·-' 1 " 

'• 

• 

' "' y ""' do """" u· 

von<o)oo on ol ... ~ 

' 
····-· ol "-·· 
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Or<lon en R 

nl< U~"" la ulo<!>n •.,.Mr qoo' 00 O, do toL foro.a qco o< o, y 

o o on la recto OW<<!.toa oo oncuontro o lo Uquiorda d.! _,.,. repu • 

plododo• que """" on o, oo dncf< 

'., .. TEOR.<M .. •• ' ' . "'""""'' .. Y«Ul<O 
ocoulon'<o propoo te lonoo> 

" ' • ' 
"' • . ' 
11!) ' ' • 

'· ~-· ttOOZKA 

,. .. 
·~· •• •• • 

" • • ' ~ • • 
'" • • ' ' • • 

• • ' ' • • 
<Hl • • • ' ' • 

... " ... 
O 00 f>OO!tlYO of O > ~ 

••• ••9«1•• •••• o 

• " 
• • ' o => 
o "' • "' 

• • 
•• • ,. .. • ,. 
• • • 

uno. y odlo ""' ,, ... 

. 

.. 

por ol '""""' '-'·' noo perm!ton "4oopo)O<' un. .. rlobh on ono '! 

loc¡en do d,.!,!'oldal. oooodo ••to •o pooiblo, ,_., vuODOO on loo 

I.\,1 &JE.<PLO.> 

con••-> .. , .. , .. 
no oohoaoo oi x • > •• poolt!YO o noqotlvo,por lo quo dobomno con· 

OlÓOfO< dOO Ca5~0o 

Cooo 1) o • > > O 

aulUpUeaodo por x • >y 

"'" l' 
)(>x·'l••+> 

o ••• ,. ....... , 
'"""""" • y '"'·'·'"''" • en ""1>0• miembro; 

,, < 11 

••l«pllo<nóo pGr 1 

•. 't 

c•••llo•l•O 

oult!pl><ondo por o •. ¡y por '' 

li>o·ll•••> 

o ••• ' 

··-•·••2 
'"""""" • y «••••do • an ""'""' 
"'"""''"' ,, . " 

' ~"it<pl!<ondo ""' ~ 

" "T 



e_,,,,,,,,,.,. 

y oe obtiene finolmenteo 

->···"?-

... ,_,, .. """' 
_, < • " T 

" 
Como••>•O,••-l 

Por tanto, no"''"'"" v.<lorco do • 
quo oat<ofo90n ol~ult>no""'"'"' 

• ' -1 

.. lf 

bl COteoO< el eon¡unto do valoreo ~o o "''" loo ""''•• oo .. uof!. 

co lo •'•'"""'" d .. t~old>~< 

! ' S • 

""'' 1] 

c .. a_ 2> 

!xlx<Ry 

.. o 

' ' , .. 
lu.go ' ' 

• • • 

• o 

' • ' ' • .. ' ' ' 
• • eon o < o 

l """o -- ' • • o 

' ' . • ' •) u !xlx < R y - • < x < O) 

o 

LO• tooce'"' L5.l ,, I.S.l noo """'"'" quo el"'"""'' du loo""'"'" 

roo r .. loo «•·re lo·o olom,,. pmplrdodoo olqob<olc,. y do ordon quo 

el olot....._ do lo• """'''' "<lonoluo oln ••O&rqo, """""'' quo <1 

olotcmo do loo nO~oroo rcolco •• m1o •~olio y voroltll puooto quo 

en • po<l"""'• "'"''"' oruoo<on .. '""" •' ~ l, poro¡,. ouoln no 

'•• """"" alou" f-<Opled..:l odl<!onol 01'>0 hG onhtoqon loo nOmoroo 

uo<ondeo. ~al proplodod "'"' y oo lo OO<w><o eoao 'prop1<4od do 

c=pletitud'. 

'. ' .. 
Soo S '" o·.Ooon¡u.tto do M. Un ol-Mo t < R •• uno 

•••••••• 

De lo deflo>< '''· '"'"'''" •• dod,.oo """ li t •• """ oot& '"""'"' 

•uperiot de <. 

Si "" oan¡u'''o tiono oat" """""'"' •• d!Oo ••• "'J ooatoda ou-
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1.>.10 ~<FlNlCIOo< 

il••c·'"''" 

' "'~'·-
lo '"" dertQt.....oo =•d!••.to ,.,.. s • o, 

!o deo!r; un"'""""'" •• ...lxbo do un oon¡un<O S o< •• "'" ooto ·~ 

'""'"· ...... , .... ~···· 

por~"' ?'""· oo.., m' < S y m •• """""' 

' ~- • = 

•. - = 

' 

" 

Sea s en ouOooo¡unto d. >. Un olo.,.nto p < R oo Ho,.. 

' ul q ' R y • < q, ~· < S =:> p < ~ 

" doo1" un "''"'"-'" p "' el '"P'""" d• un con¡ unto S a1 p •• 

r<or des. 

que el ,.,,,..., "" "'· oon}unt.o, ol ••loto, •• ~nloo • 
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o) S.o A • !o 1 • < R, • { 1) <: R 

•~ ol.-cn.o mA•<ao •• ol 1. 

. , 
• 

Soo o* (o 1 • < R, o < 1\ "'• 

r.&to OOO)W>to oot,.l OOOtada oupor!O.-n«o, 

su ou~romo •• ol 1. 

•.•. u 

o 

' 
( ····~- ··~··'···· ... • 

•'-.......,. oup O 

Ttc!W\11 lo""plotlto.! do Rl1" 

oe<>todo ouporio<Mnto Uono un oup.r..,. 

' • ~~ 1...:«>< puedo coooul<o< h -•"••<<In oA lo 

··9· "'· 
, ......... l 

~~ : ¡ 1· , ... 
' 

,, ,¡ ' ' 
:< 

1: ' ' 
. ~:.:::. 

" 
•' 1 " 1 1 1 ' ' • • " ' ' ' """ toor.ma, cuyo J•=otudón oM1t1a..,o, noo 9uanti>o h .. ;.. · 
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•u• ""'""'.,.. loo d""•••• nclonoloo"" poooeo h P<cplod..i do 
•.1 _,,,. ,, " ,1 '" ' 

ccaplotU'"' oouoloo1do po<O loo •••••• on ol <•••- I.\,11, coo-
'1 1,.,¡ '" • 1 "1 ' 

,. • .,...,, o1 olqvlooto oj-lo qvo oo 1ok4 ""'"'odo ono "1'<•~'--'! 
._ .. _, .. ~, '1 , ••.•• 

ot6o al volO< do ll oodtonto o•o<ootonoo doct .. Ioo ooo vo o~o<D 
ljl,,'"'lh 1 ' 

ftnt<o oo el!•••• ' ' . 
l. ' •1 1' ••• 1 ' 

.. OO<doooo qVO O! 
' ,., 1 1·. 

•' • >. Aol, P'" 

' 111 ' -' 
" ' "' '" ""' 

' " ' ' fl - ' 

o<ob<olo ll ''"'"''"" "' . . '· 
""' """'"'" ap<o•<aoc16n 

" "1 ' -' 

' - ..... , ' . 

. " ' ' ollloO<o • 

•• .............. " ......... '"'"''······ "po< 
" lo< •• ll;'lo P"~"" op<o•tmoc16n "" L 

' .. . ' " · •••• oounu 
'" 1 ' J ""' ... 

~. . ' 
-" " " ,, -ootoocoo - ' ' "" "' 

l. " .... 1 ... 
'-. 
l. U 

' """ 
--
'-' 
z!" 

' .... 

---' 

1 

" 



• 

o>••n• vn op "'"'"'~' >Ot•• ¡op '""'" voo OPP"""""' ,., 'P'""'"t 
iiOlJO lO OHd lln OlVO~!O!>OdOO 'Old>OVOO OVOfO 'OO]OOl 00>0Z:,V 00] 

·~ ····~··· , ••• "'""'""'""' "' ,, •• , ""''"d ··~ """' ., ••• ,.,. ·~ 
"'PH•••P o>d»u~ ¡o ""' '''""'' •o•• .,,, .. , '""·"'" oo¡ l. •»» 

o¡ op ooound oo¡ """" oun • aun o¡ovopvodoOlJO> oun """' ••·' oc•o 

.,,,, ,, • .,,. "" op o:n¡oooo '"''" 

'P"Jl'OjdOOO op pop•!dON 01 •p '""' oo¡-.orou OOJ 

-....,., ••r op ,,.,(voo t•.,., ,.,._. '"""'"' o¡ ·•P ''""" .. '""' """~ 

·o' v ;. • •• ,.,.,., ~••• .... ,,,. •1 •• 1./ onb 

C>Op o3 '0 u• DO•>doo ""OUOU CU S O"b OÁ OPll<' o¡>oo OU ,,,. 

01"«00 0! o0n~o .,. '0 >0<1. U UO nn¡d>n> ]0 l)"\"l KOlOOl lO> 

oauc¡o¡...,oo ••t """'''"'' (t OlUt><l ]o u> ''""'""""' ••OtP•IdO>d IO"I 

.,,....,,,..rno op"""' '"' s • e :. s 'J ¡! S tt 

00lU0W0!0 Op 0>JUIJUJ 0>-o••"" ~UO!lVOO 3 " 

'"''''"'o¡ ~b '"'~ •• ,,,,._,,,,;, •P•J 11 

'''""''"""'' '''""'""'' Oo] ouop o ownluoo 1• ·u~l>><»>oooo •o• 

(''' '<Htlt'l 'lttlt'l '<tH'l 'tU't 'l>"t '>"1 't) • S 

"'""" •• !OlU>o&>o" 

-•••• o>noo .. p '"''" onb o-o•oo>d t• "'"*IP•~ OO>·'"""" uopond "bU 

op """l> .. !>Oido oo¡ op O>OUOO onb S 01unruoo t• •>O'" '"""'Pl'"~ 

'"1'""'"" '"''"""" ""' . .., 
-oO> ><>d ·~ OOi)lo op """" """'11" un uoo ••>t.,.IO>t' '·'""l'OJdvo uoo 

" 

• 
""'' .,,.., .,.., .... •: 

,,.p ••. ., •• ...,., 
O;vo .,0,co'OO oovo¡o..,.¡<o>eo "1 onb •• """'"'~ ""'" ''"''""~ 

'>OT~O''"" cv •• '"' •> l"'"l'"P uol'••dxa •T '9l't'l O "'l'l >0<1 

•onb •o C""" uo "'""''"P'Vll>>V> "'""""""' opp<>il 0'"00>d ¡o 1. 

,.,,,,., tOU""'l 
'"'""''' 

,• .. ,,.,,. ""'' "'''' ""'' . ,. 
' $.,,,.., .-n,.--;r ........ ¡ .. ,.,., 1!., ... , • , ... , •• ,~ 

,,.., tH'tl ll>'l <lt'I llt"l • • to 

.,,...,..~::e•-',., """''"'"'""'"~ ,.,.,,,,. ••>JI> o, .. ,;. oon o:•• 

'lt'l .,o-.¡o ,, .. U9t>o .. l•O•do ''·' 

... , !! > ,.., 

onb o¡ >0<1 

,., •. , \Iu~-, ,. ''"""'"' 
" ., " ., . ,. 

·~ 
'""""""'~e ••t,..r••P ,.,,~ '"" uoo •oro.,.r•o•do ••~ """'"" ,,.. 

't'l ~··• ••l><>l•Oido "'""'"''' •1 ~ 

I'''V'''' 
onb 01 lod 

" 



" 

f,S,lO Dtrf~lClCN 

•• •• • ~ Q 

1•1 -

"''· por o¡r..,lo 

IH • • > , ,. •• , .. ' 1•1 '· •• ~- , , 
1·' 1 '· .. qoo -.. , 

vo¡ oo drel<, ""'"'""o '"""· Wo pr1ncipal•• P'Op!odado• 4ol •• 

lo< O~ooluto 00 <OUOC!OO <0 ol OiOU!<OtO <OOC~ 

f.l.l' HORE"" 

~''' todo x, y < R• 

" 
'" 

1•1 '- o. """"''' 1•1 - e ~ , • o 

l•rl • 1•1 ·1•1 
"" l• • Yl ~ 1•1 • IYI 

Lo p•opl.<lad 11 •• <onooouon<U <=od1oto do la d•Un1o!<o ¡.\.U. 
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y)•o•y•I•I•IYI 

lt ... o ~ y < o '"'"'""' """ , + y < o, ~r lo """ 

1• y) - - ,, • y) • (· •1 • (· y) - 1•1 • )y) 

.. ' •• • > ' " .. . ............... .. ., .... .. • • .. • • • • • ~· lo quo 

1• >1 lo • rl . 1- ,, > (· yJ -- 1•1 > lol • 1•1 .. 
' > •• • • > •• 1"'' lo quo 

1 > " • > • . - 1· y) . 1•1 - lol • 1•1 > lol 

do •• 1•1 mAo I•·J""' 4ol ""••• •• oneuootro ol P""'" quo rop<eocoto 

o •· Oobido • •••to, al nO.«o )x) oo 1• eonoco '"""la di•<anol• do . ,, ..... 
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.: 1 ' ¡ . •' 1 ' ' ' .• ¡ 1 

« ru.Uur lo proobo qua 1 .. pmpiododoo quo doUnoo o loo niiNroo 
: '1 • d ' ' ' ' ,. ¡, ' ' 1 ' 1 ,. ' 

..._turaloo, oo dooir, loo pootuladoo do U&OQ, <• p<>< oHo quo tg_ 
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" 
<op'"'"''" por ooOolor quo ol OQ<Obto no u ~"Y afor<uno.,o, yo quo 

lo I>Olobu "inO..ecl~n· ooolo aoocUuo d P""'"" que oo,_oute en 

oOtenor uno concluol6n o'""'" ~ol onJlf•h de v"io• "'"~' p.rtl­

culuu, p<O<ooQ ""' nodo <tono que vor eon ol ~"•"" de """"''"'~ 

e16n qvo noo ~upo. 

"""'""'' "" proeooo .,._, ol onuctoroonto de•cr<to, ol "'" •• =<><>­

<o """" <UOO;Ulonta lnd"<t1vo, ,.,..,_,. llegu o ~=ooo•·"' un """!! -
e IOdo do cor~c<or •••oul o put1r dol ••-•l!•h <o""'"' .... , ""!: 

t!Cul.,oo (=-<> oo "'"'con >(nJ en el o¡ezplo !.,.<- oJ, pom nun ... ··-""""· • 
·" d!!Ofel'\oOU do! rum>ulonto lnductfvo, el ""•' o6lo ,c.~• .. <9!!­

ro< lo vol<dol do lo concluo!On p•r• lo• ••••• p•,<fculo''' do loo 

cuo!oo f~o obtonldo, ol •ltodo do deoo•traciOn po' 1nd.ccl0n ~<•~! 

<l<o noo qoron<l<o lo volldo• de lo conolu•!On P''" todco loa ca 
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C<"" """'" vh<o, ""' p<Uobo '"' induoo16n ~"'""""" "~'·"'' do doo 
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UM V<r11l<ool6n: >111 "cle<Oo, 

111 r.. dooootuo<~n do uno 1mp11Coc1~n' >ll<! co 01orto =-'> P( .. l] 

n papo! qoo J•<~on ootoo doo po<tu on lo pruoto eo •iollor ol quo 

u do•o<10o oo lo u;ulonto oituociOn., 
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do polddoo y •¡vo do•o..,oo teno< lo .. <¡Uridad do qvo ...,.. • ..,, Ue~or 

o coolqvlora do '"' ~oldoño.. Esto ••<1"<1dod noo 1& poo<len propor· 

clonu loo do• h"c>,o, otqu!ento .. 

" 
" 

"""'""'' .... ,, ., •"~" ~"'"'""· 
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En oroc<Or ¡•>< 11 """'"""' """"'""' •~ el P"""'' poldoOo. ~«•""" 

O~ ol p<1-r pol~•ÓO. 1><'< 21 podo=• *"""''·"' •~ ol ••'l"!"'<>· Eo -

''""o oo ol oeq•.•do pold&i-O, por >1 lnusvo~ente) pode""o •H••«•oo 

on o1 tor~uo, y .,¡ ouc~otu•...,nto pod...,o llequ o cualqufoco 4o 

olloo . 

En """ pruo"-' ;.or <••uco16n la porto I "'" goront1•• quo Hhto un 

u&lo< po<o •1 ou.l l• f<Of'O•l<l6n •• ciorto, mlon«•• qu~ lo porto 

ll noo ~ico que "' lo PfCf'0•1~16n ~• eiO<OA poro un volor ontonooo 

oo<t oJo<ta ,..,.. d •'•"''"'" valor launquo ""o porto no garo~t<u 

quo oxlot& un volct pato ol cual la propo•lciéo ••• e<•rtol, 

Puooto q·oo lo H l•o<> ¡>orro Oo uno prueba por inducol6n •• uno oim· 

plu VorlUcoc<{•n, u•••lmento lo 01Heultad de h pruebo. oot<ibo on 

ÓOIOOotrot lo '"·pllcoc16n rle la oogunda porte, lo euol '"""'"'" an 

olQunoo ••••• do uno buena <lo•<• de ingenio' ·~~oro, amboo portoo 

oon indUpoc.•uLloo paro lo p<u<b'. ~ eont1nuaei6n prooontam<>O un 

•)omplo oo ol """ ""orlo de=•t<ano lo implt~oe!6n y, lln ~r~o. 
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~o.b <S •• '"""''que o • b • ~ • o 

ol :-•• operoclonco "" od!c"n y ••lt1pllcoci6n en ol Co<,Jur.­

"' "' loo ••••m• <ooloo IM oon coruoutativoo yo """ 

~•.b t > oo '""'''''que • • b • t.• • 
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' ' ~ ' . . 
' 



'''" lo unto 

• • ' .. ' • t 
1) Uno oporoo16n ~1nario O on on «<nJonto S •• "oo<>eiaUva• 

1! ~ 0 , b, e< 5 •• euoplo quo aO(bt.o) laLbJ•c. 

ol 1.0 .. l<!Gn on loo ..... ,.. "''"'"'"' •• ''""'"'"'• •• """' 

~ ·····' " ••• _,,. ~·· •• (!· •• , - ••• b) •• 

bl ............. . on ol e<>njon<e S dol <J•~plo I.l.l oo ·-·~ 
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onalloo.oo uno do loo o•ooo ,oo!bl••• 

• • (1 • ll 

loOOIOl 

""' lo tanto 

11 • l 1 

o O 11 '- ll •lo O <1 'y • S 

rl onálloio oohouottvo d~ todo• loo caooo •• ~no t•••• co~ 

••••""'" oin •~""'""' '' ••<OO>i<nd• •1 "tudlonte, on o><• 

o]O~I•lo, vorifloar cada una M Uo oiquJ•·ntoo afln>ooion•"' 

•OI>•" 

OOioOll 

a l. IY O ol 
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lo O Yl O ' 
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,, •• ¡,, 
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oo• <Dn <•o .. oto o lo "p<roo16n blnorlo O olt 

3 " ' ' .. , ""'". ' • .. "'"' ""' . . " . " .... 
lMopoOdlont<~onto do qoo 1• o,...rooi6n o ••• """""'""' 

o no, 

S• hooo ""''' quo pUodo ooioli< un olomento quo o•• o" lo 

' !Mntioo ""' 1• .. , ............... " ••• " o ... . 

""' ••• oOlo id!nUoo "'" lo donohao oo docl< a O " • • 

•1 ¡;¡ "''"'"'" io6ntioo poto lo owno on ol coo]~nto 4o lOO 

O < R tol qu• ~a < R 

... .,.,. ""' . ' . . ' . . . . 
b) &1 olomonto 1dfot1co po•o lo ~ult1pl1<o<i6n on ol conJunte 

' 



" 

do lo• nG<erO> , .. los os el n¡¡,o,-o uno, yo que' ., 
:<1<> tolque~o<R ,, 

•• tieno que 

• • • 1 • • • a 

' 
" 
" nG••"'• entor<" ¡ ooa • la oper_!_ -

e"" dd!n!da ''""" 

!dando ol •ieno 

.,, 
,, 

&<p«oon;~ lo "'"" 
; 

" "''"""'" !dónt!eo bqui"do .. " 
• • ' ' -- ti o no gu•• o • • _. • • 

o ,. o u•• 

-
~iont<as qco por• "'' operaoiOn no""" olemeoto id,nti 

lo opocoe!6n /,del ''""PlO I-1.2 

<1 Seo un con,unto S dotado d•,.•••~ento '·"'"""'u con cosre~ 

to • ""' ope<adOn "'""'"t . . un elemento t •• dioe in-

; " • • • ' • - u 

" 1ndepond!entemonto de que lÓ opecoeiln t ••• co=utativo 

' 
o '·" lo '"'· ,, 
Se hoce notoc que un eloo-onto ,uede '''·"' '""'"" sOlo 

' por la "'"'erdo, •• deci,-, 

iL•""' 
o b•en, tenor 1nvono •01o por lo O<ooct.•, eo doc>" . ' ... 

• 

" 

E¡..,plo 1.:.1 

" " domon<n '""""" •• ' "" " oumo •• ,, eonjunto " ,,, r .. les •• ; . . • OlomoJo ""f'.<ieo " ,, . ,. que. 

• • ' •• • ·• "' .... 
lcoruhdese '"' " •••• 
n ol.,onto !nvo,-.o pnn 

-· " • . • • 1 •• \ . o .. " lMn.,eo •••• " oumo), 

lo ~ult!plleoe!6n en el conJunto 

. ' o • O lllomodo reelproeo de o), 

' ' . . . . . 
• • ' 

''"'"'""''""""'el uno., el !dOnueo po<a lo mu1<1pli<! 

cUnl. 

o] Para la op,-•oi6n O en •1 eonJunto s del oJ•~plo I.l.2 

el •nver•o i•quiordo de O •• '' yo que, 

'' os el id!ntieo P'" lo operación o] 

' < ' s tal que O t • • o 

de donde poóo..os eoneloir quo • no tiene 1nveroc. 
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"" "'"'' ""'"' ""'' ""'" quo lo """""'"" "''' oo!l ¡., no o o 
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~''''''"'· 

•••• y b) 

<"1 ¡Ao6J • t" 1 f')ut" 1 ¡o¡ 

<1 a] S•a x C ,-l fN"I =) f(<) C AAB ) 

llxl r Ay ífxl e '-i •< I- 1 (AI y>< C 1 181 

-> x < f"
1
¡<)of"

1
iBJ 

bl Seo x, <" 1 ;A)r,f 1 ra¡=) f(xl e A y llxl e 8 

=l> f 1•1 ' '-" ==;¡ -· ''' 1•n•1 

• 



" •• ••• ' ' 
,- i 

" "' ==> ' l•l ' ' . ' .., 
' 1> 1 ' " ••• ' . ,., ' • ,., 1~1' o ero 

• ' 
! -1 1'> ~ • ' 

,- 1 

"' ,. ' '" 

" sea x ' 
,-• 

"' 
. ,·' '" ~ f lxl ' ' pe m 

' l•l ' ' 
_, '{<' • ' . q • '., ... 

~ 
,., 

" " 
,., 

"' . ' 
., 

'" 
,, , •• ' "" ' => '"' . g =:> 

fl<e31 • f(Bl 

" 

de 51 <"1
18) 

•• 

" 

oea x < ,·-w¡ =='? f<x¡ < <'=i> 

<1•1;, =e; • t ,-'r•l=> ., , [)'"1r•o· 
, •• ,,.,"' [f- 1 11.))' 

,,, " lf·l,_,,. #> ' ' 
,.,,.,=? f{x) 

'" "'' ' ' ~ • ' f- 1 1A'l 

~ lf- 11<11• e ,·'r• · 1 

=" f- 1 cA'I . lf-l{lo.))' 

" 

" 

• 

10) Seo x < '· """ ol<¡uc.a y <Y •• tiene [x,y) < f~ 

• 
.; i • ' ' <''y J ' =} y< ti/..)¡ pHo, 

,,,¡ .. ,;.,yl< 

A "r"
1

f'o/..)J c.o• '""rl'"mo' al otoutenro cooo concrotoo 

Seo> • {x,. ''• x,. ••1 , f • (y,, y,, y,) 

.... '" 
••• . ' ' • f ( y' ) 1 - ¡., • '" X o ) 1 < 

nlo)s.ay B: pon olguno x < • •• tiene lx,y) < 1 ""'J 

" (x,yJ < f Y V < '=> 
pO>o 'i•l < f(f-llB))=(> 

S1 f(xl • y< f(f"
1

1BJI=9 

=> ,,-,,,))"'. 
_, 

~B-<fof)(l) 

• f (xl • • 
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ESPACIOS VECTORIALES 

~n voTias rornos ~o la utemhica, >< pro>"·'"" conjunto> 

~onJo .osult& impoctooto considerar "co'!'binaciones :ir.<aloo" do suo 

ele~entos. El 1l&ebn 1\n .. l, trato loo ptop!edades comunu de · 

toJos o~ucllos slo«"'H al~ehalcos que conoun de ur. <<>njunto 11h 

uno nocl6n de "combinac\6n lineal" de sus <lnento>. 

~~ ••ncud>ante ha tonida ya expedonci• '"" vectores Jo! 

espacio euclidiano triJimenolonol, y en panicular can combinac!o· 

nu linHleo de tales ve<torcs. En <!t< capitulo «ta~leoorc~o• 

13 doíinld6n de una e<tructuro algebraico, lluodo espada ••ecto­

riol, que en la uperior.cla ho de~<ootrado oer la •h ""' abotu_s 

cl~n de un tipa de siHem" corno el eopado ouclidiono tTid•=enol~ 

na!. 

El ••rocio vectorial de lao ternao. 

V,• (3, -1, 11 ' 
v,• (1, l, O) 

Como sahomo>, la ou~a de v 1 y V, 

v,. v,- (4, 1, z¡ 
•• el ;·ector; 

y el producto del escalar J e~ por v 1 es ol vector: 

l v,. (9, ·l. 6) 

!n ~eneral, <! 

a. (•,. "•· a,J y ¡;. ¡1>,, 1> 1 ,_1>,) 

son dos vectores del tcpo de V, y V,, es decir, '"''•·" ordonad .. de 

n<l.tr.eros , .. h<, la su..a « defino co~o 

o • b • (a,•l>,, o,•b,, o,• b,) "' 
y el p,-oducto do un escolor., por un vector i <e dcfi·.e como: 

"' Al conjunto for~odo por todao loo t~rnoo ordonodoo do n~ 

\Itero• reole>, lo rc¡•rcS<•ntnemos con R'. 51=1>61 icamcnto : 

R'-.{(x. f, r)l x, y,'< R) 

En R', hs o~eucionu dof¡nldu por 1 .. upreoiones (1) 

y (l), tienen las <>guientes propiedodu. 

Para toda. ¡., urna> ordonadu de nfi~eroo rooln i",b,C 

e R oc cumplo que: 

1) R' eo cerrado rcspocto a la oumo y al producto por un escolar. 

l) i"•ll"•ll"•O•i. donJo :í•(O,O,O). 

S) i"•b•li'•O. 

6) "(O•Ii')•"Oooli'. 

" 
" Como pue.le '"'"""• R' fom• un ;rupo abeliono con roopocto 

a lo >un; >in e:nbar&o, poHe •<gun .. ptopiodades adidonolos (6 a 9) 

con respe<to al proJucto por un ••~alar. 

hi<t<n vario• >htnas que tinen la< •l .. u coracterht! . . 
c .. que R , a <He >iro de siste~oo 1 .. lluar..,oo ESPACIOS VECTOR!~ 

LES. 

Ejup:o \". 

Un oü«=• que p<>>O• la •!oaa ntrueturo (de ospoclo nC!,<> 

r>al) que R', •• el conjunto de todo> los poltno .. lo> do ¡rado Sl """ 

V-4/S 



,----

a contlnuaei6n quo •• cu~plon todas 1 .. prop!eda~<> QU< enunclamo• 

' pan R • 

1) Sean ' ' ...... '"•" .. , ... , 
' ' ' . o1•b 1x •b1x •b,x•b, 

eoo poHno.:uos cualesquiera de grado ~l con coeí1cientes ruleo. 

rntonce•: 

~ •o •(o +b )x 1•(a +b )o 1•(" +1> '<>(a •b ) 
' ' ' ' ' ' ' ,. ' ' 

•• otro polino~\o do ~ro.!o ~l. y<!", R: 

o o'. 

to•bi~n es un pollno.lo de gra~o ~l. 

Por lo que o! conjunto ~· todos los pohc.o~io• ee grado 

~l, eo cerrado r~opocto • los aperodon .. do >Un y producto por un 

escolar. 

2) Sean 

entoncu: 

p 1 •o 1 x'•a,x'•a,x•a, 

' ' 00 •b1x •b,x •b,xob, 

(o •o )•o •{a •b )x 1•(• •b )<
1
•(a +b )••(• •b )•(e x'•c x'•e x•c) ''''' ,, ,,,,,,,, 

(o •o )•o •(a •b •e )x'•C• •b •e )x1 •(a •b •e )x•(.• •b • e) ,,,,,, ,,, ,,, ... 
(O 1 •o,) •o, • a1x' •o, x' •o 1x•a, • (b, •e,) x1 • (b 1 •e, )x' • (b, •e, )x• (0, •e,) 

(o, •o, J•o,·o, •(o, •o,) 

por lo q~e la >U"-0 oo &~ociativa. 

l) SI - ' ' O•Ox •Ox •Ox•O 

entonces; o, .¡¡.o.o, .o, 
por lo que el polino~lo O e> el idfntlco p•u lo ou•.a. 

V·6fl 

4} Sea •' ' .. ,. '••,•'•• , ... , 
ex1>te el polinon.io 

·O •·• x'·• •'·• x-a ' ' ' ) . 
tal que 

' ' -o, • (·o, )•(a ,·a,}x •{o, ·a,)x •(o, ·o,Jx• (a,-a1)•0 

y ade~h 

·o •o .¡; 
' ' 

por lo que ·o, ,., ••: ''·verso a<lit\vo ~o o,. 

'l ' ' p •o •(o •O }< •(o •b )x •(a •b }x•(a •b } ,,,, '' ,, .. 
' ' o •o •(b •a )> •(b •• )x •(b •o l••(b ••) ,,,, '' '' .. 

Si ~ < R; 

' ' o(o •o )•o(, •h }x '"(' •b }x +o(o •b )x•o(a •b ) '' ,, ,, '' .. 
o(o,•o,l•(M 1 •«t>,)x

1
•(••,•ob,Jx

1
o(oa,•<>b 1}x+(oa,•ob,l 

o(o ,•o,)•oo, •;o,. 

El proJucto por uc. escalar •• dl>trlbutlvo roopono a la 

ooma de pollno=lo>. 

I)S1o,6<R: 

O) 

(o•~)P, • (<>•~) a ,• '· (o•~Ja,x'• (o+iiJa,x• (o•t)a 1 

(o•~) o,'"' ,• '""' ,x '•••,••"•• +Ba ,x '•Bo 1x'•Ba 1x•Ba 1 

{o•B)o,~op 1 •ó,,. 

El pco~ucto por un osoolar u distributivo roopecto • la 

' ' o(~o,)•<>(h ,• ·O.,x ·h,x•B•,) 

<>(Bo 1)•(oBJ•, >' +(o~)a,x'• (oB)a,x• (<>S) a, 

o(Bp,)•(<>Blo,. 



n producto por un escala< es asodoti•:o. 

9) 1 p, ~1 (a 1x' •a1x '•• 1x•a,) •a •' '•a,x' •• 1x•,•, ·o,. 

1 tRes el id~ntlco pou el proJ"cto por un escalar. 

En consecuench, el conjunta de todo> loo polinomio> do 

arado ~~ u"'bi~r. u un upodo vectorial poro l.s 0?H3cion<'O de 'l!. 

aa y producto por un ucalar. 

Eje~plo Y, l. 

Vea~o• .; los 111otrlcos taa:b1én forman "" e>paoio vectorial. 

Con>i~éreH el con¡unto ~de todas los !>a< Tices de orden · 

mxn con elementos en C. 

M·!f•iill•;¡, e (1•1, z .... m.J•l, l,. .. n)) 

De la d<finidón de '"~• de ~atTiccs y Je proCucto de un •• 

colar por una m•trl<, •• do>rTOndon hs sl~u!en«> propiedadu r•r. 

tod., 1 .. utdco> A, B, C de M y todos lo• eooolue• o, B de e; 

1) M os cOTro~o con rupecto a la s=a y el pro~ccto por un uco-

lar. 

(Aqul O representa Jo ~atTiz nula). 

4) A•(·A)•(-A)•A·~ 

5) A•B•B•A . 

6) a{A•B)•<».•aB. 

7) (a•e)A·<>A·eA. 

!) o(M)•{o6)A 

9) 1A•A •. 

por Jo que el conjunto ~. toda• las m•trlces d< orden mxn tiene 14 

• 
aisma eHructur., de e•r•<lO voctoriol que R'. 

llerno• vi.:o tres oiotnu diHinto• que ttonon la •isma 

, .. 
vectores de R' tienen una reeroocnucl6n ~eo;oétrlca (H;•entos diri 

;idos), mu no,¡ !os pollno:>lo• y las matrices, sin e•bor¡o, por 

el hecho de sor elementos de un espacio voctoriol, tubUn lo• lla· 

.... 

" . 

•• 

• 

,., 

-' 
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• 
1'. 1. PCf!~!(iQ~ I!.C l;SPACIO VtCJOBIAL, 

Oef!nid<'.n. 

Un O$p~olo vocto,;aJ V sohe un cupo K, '' un conjunto 

no v.do en ol <:uol <o dofinen 1 .. s!~uientos dos o"or•c\one>: 

Una operad6n que a>i~n• a cualuqulera o;e=entos u, 'i 

<V un e1<111ento U•V<\' o\ que se conooo co~o lo >Lm,, Je Ü y,., 

Una opocaci6n que asigno • cado elemento VtV y a cada OO· 

calar o< X, un elemento o'V<V o1 que •• conoce como el producto de 

L"' cuate• cumplen 105 oiguientes propicJ,,,I", 

P•u cualeoqu!ora eleuntos U, ii", ¡¡ <V: 

1) ¡;:;-.;.¡.¡¡. ¡;.¡;;.;;¡. 

~) ~iJ<I' tol que U<lí·~,¡;.¡¡, 

¡,, ll' le llom~~os vector co<O), 

l) Y U< V, ~ .¡¡ < 1' tal ~ue Ü•(·Ül•·Ü•Ü•f, 

--- -"''"''" 
P•ra cualesq<~l<ra o, ~ < K y u, V < V: 

>) o(ií•V)•oii•<>i'. 

~) (o•B)¡¡ •• ;;.~¡;, 

1) o(~U)•(OS}Li. 

!) ¡¡¡.¡¡. 

represen u h uniód de K), 

Consecuendoo dc~cnulc• de la Jeflnid6n. 

Hoy ~ochos •imples que •• Jospnnden cas1 w~edhto"'ente 

do la def!n\c!M. de E•r•clo \'ectortal. al~uno> de lo> cuoh> enun­

c\omos a cantlnuaci6n on fal"l!la d< t<orema>. 

V-10/ll 

Teor•"'• \'. 1 

SI 11" e> <l vector cero do V, entonces: 

'1' o < ¡; so tiene q~e <>~•11" 

DOMStTOC16n. 

SI o 0 , un .,cala cualqlllora de ~ y 11" es el vector cero 

de V, entonoe•, por !a• propiedad•• 2) y~) de la def!nlcl6n: 

alfo o (Ir. C) • <>1l"•olr 

>UIO•ndo -(<>11") • 1". por la prap!odod J) tonuoo: 

<>ti"• ( • (o'J ) ·<>O •<>11" • ( • (<>ll"} ) 

¡¡ • ["~ -oll") • [- ¡oll")) 

por 1) tenemoo: 

flnalment<, por l): 

Teor•~• V. '. 
Si O es o: elemento cero de I, entoneeo: 

DcmostraC16n. 

SI O es el escalar cera y V un vector cualquloro de V, •!!. 

tonc<S. eo~o O u~! >Mntico aditivo en I: 

O"V•[O•V)\ 

por la pTOpiodad ó) ~. h ~elinici6n 

oUlO•ndo • [OV} < \", por lo prop10d•d J) ten•""'"' 

OV+(-O"V) • (CV"•OV} • ( · (OV}) 

• 



lí· (OV•OY) • (- (O Y) l • ,., " ....... • 
l•OV • (OV• (- (O Y)) 

, . " .. o i gue • •• ,. 
l•OV•lí 

final•ento, '"' 2) ' 

l·OV ' • • ' . 
Toocomo V. >. 

SI 1 u la unidad de K. entonen: 

'f ii e V oe tiene que {·1]>'•-V 

Donostrocl6n. 

l·O>'· (1-1 )i'·lV· ( -1 )V•V• [ -1 )V 

on con•ocuencla, (-1) V es el Jnverso aditiVo de vol que h•~•• H-

presentado con -V. hto de;:ueotra el <oo<e~a. 

por lo que 

En ger.eul, el vector (-o) V e• "01 ic.vo«o odith-o ~• oV 

" ' 
Por o<ra parte: 

j ( -o)V•o( .;;¡-.o\' j 
Asf, lo,.;,. o sustracción de vectores '" obtteno • partir 

do ta suu de h s11ulente <tanora: 

Definición. 

Si ¡¡y v •an dos vectores de V: 

¡¡ v- ¡¡.e.;:-¡ 

Ejemplo V. 3. 

El conj .. nto de todos loo puntos de lo ucta que puo por 

el origen y tine coco nU:eroJ directores 1, 2, ~. fon~a un upacio 

vectorial oabro el oompo de los números roalos. 

' ' Por lo t•nto, los punta> de dicho recta tondrjn por coor-

den•du: 

x•x. y•1<, z•lx 

y el conjunto de punto• de Jo recta snl: 

s-l{x, lx. lxll• < R) 

Enton<eo, 

lo •u~a Y ol praJ"oto por un ••colar oHdn dofinlda• do iguol fo,..,a 

' que en i 

Verifi~uo=o• q~e S utisface todos las propledadu quo de 

finen un espacio ;cct~ríal. 

' V·{~ zx,, 
' ' . 

cualesquiera de S y ~ cualquior escalar do R: 

V,•V,•(x1 , Zx1 , Jx,)•(x,, ~.,. lx 1 )•(• 1 •x,,ZC• 1 •x,),~(x 1 •x 1 )) e S 

o\'1 ·~(x 1 .h 1 ,3x 1 )·(~x,,lox 1 ,lox 1 ) <S. 

PrapiecoJ"' pna la •un. 

S.an V,·(x,.lx 1 ,:Jx 1), V1•(•,,h,.h,) y V1•(x1 ,lx,,:Jx,) 

tre> elo~entos des: 

1) {V1 •V,) •V, •{(x, •x1 ), l(x 1 •x,) ,l(x 1•x1 j) • (•,.h, ,3x 1) 

(V1 •V,) •V, •((•, ••, •x 1) ,Z(x 1 •x, •x,) ,l(x,••, • "•)) 

V·l2fl3 



- ..Jl....; 

(V,•V1)•V,•(x 1,h,,l• 1J•((x,•x,),2(x,·x,),l(•,·x,)) 

(V, •V,J•V, •V, •(V, •V ,) 

por lo quo lo su~• os .,odot1va en s. 

l) Existe !1"•(0,0,0) t S tal que: 

\',·"G"·(x, •O,lx, •O ,h, •O)•(O•x, .O·Zx, ,Q•lx,l 

";;:'; -~-lr ... ,.;; ' . .. ' . 
J) ?ara'• todo v,, existe ·V1•{·x 1 ,-2x 1,-h,l t S tal o¡ue: 

' V, • { -;;:', l • {x, .2>, ,lx, )• ( -x, ,-z.,, ·lx,) •lr . _ .... _ _. 
;v\ '."• { -x, ,. lx 1 ,-Jx, )• (x, ,lx, .Jx 1) •lr 

V, •V, 

v 1 •v, 

~-. v, 

(x, ,h,, lx 1) •{x1 , lx, ,lx,J 

(x,•x,, 2x 1•1•,, Jx,•lx,) 

(x,•x1 , h 1•1x,. lx,•lx,J 

V, •v 1 

por tonto la su~a es oonmutnth·o en S. 

Proriedad., para el producto por un eocal.r. 

Sean V,, V, ele•entos de S y o, ~ no•h•es ~e R: 

S) o(V, ·V, }•o{x, •x,, lx ,·h,. Jx, •lx,J • 

a (V 1 •V1)• {ox, •ox,, lox 1 •2ox,, lox, •lox,J 

o(Y, •V, )• (ox1 , Z«x,, lox 1) •{ox,, lax, ,Jox, ¡ 

o(V1 •V,) •o V, •o V,. 

El producto por un esoalO< <5 distributivo sobre la oUlla 

de vectoru. 

6) {a•a)V,•{{o•3)x,, l{o•S)x, ,l(o•S}x,) 

(o•S)V, • (ox 1 •sx, ,1ox, •lax, ,lax 1 •lsx,) 

(o•! }ii", • (ox,, lox,, lox,) • (Bx, ,2Bx,, J~x,) 

c~·el"V, •• ;:, •sV,. 

fl producto por un escalar u diHrlbutlvc sobu la. ouu 

V·l4/l5 

de escalares. 

1) afe\',J•Q[px,,lox,.l~x,l 

., 

o(SV, )• ( ((XB)X, ,1 (.,B)X 1 ,l(o~)~ ,J 

o(sV,)•(oaJV,_ 

H prod;;oto por un <>calar es uociotívo. 

lii,·l (~ 1 .h, .lx 1)•(•,, h,, h 1)•V, • 

----·-----

ta u:üda<i de R es el idfntioo pan el producto por un e• 

<•lar . 

De todo lo antHior se >liu~ quo, el conjunto 

foru un upaoio '"<Ctor>al sobre ~1 CUlpo de los nG .. ro• rulos. 

que los teore~as 1"·:, V·l, V· J y la doflnlcl~n do re>ta o'""''""­
d6n do vectores, fueron enunciados a putir de la definición do •!. 

pacto vectori~l, y se ou~plon para lo• vectoro• de cualquier conju~ 

toque tonta dicO~ estructura. Con esto •i••• idea, so onunclarln 

los tooreus y def>nicionoo a lo largo de todo el capitulo. 

-



.. 1 .';¡:,'¡:,':.... ··''' . .¡: . .. . . ' 
• .,,1 . ,, 

V. l. . ' ',, ,. ' ' . 
Demoo tu el ~n:!Jp•~ ,, ,~~ h ''" 'r<>!> · ""'!""'~b} ·~~P .• ,oH< o. o" ~ •• OPAC!OS Jll' \l.Jj J:SfAC!Q YEOCR!AL. 

(O[') • ·1"' 
.1. ·¡ -~~' _¡,_ .• ··. . 

; '. j',Co~o,s conciene o\omen;o•¡de 1 V,•.'e,•atish~en 1 .. proplod!_ 
', •. ~ ~t ......... ,, . 

En ol ejemplo,V,l,"an<\itamos el conjunto 

S•{(x, h,lx)lx<Rl 

•• ,1:~_dos, 1) ;, 4), 5), 6], 7) y S) do la ddlnk!6n7, Po<Jtanto,i bastará 
" ...... • ' 1 • l ·' . . . . . ' . . ~ .. ,., ' . 

.~, "" con probu ~uo .o ccmplen la> proplodode• l) y,3).>1~>to> 01••~·' '"'y 

~uo ntt formado por ternu ordenada< de n~uroo r"lu, por, lo: >C~ 

' un subconjunto ~o R . 

foraa un eopaclo vectoriolhobre R,,Dhe<>o• entone« QUO S •• un su!!. 

.. podo de R'. ...... 
Doflnici6n, 

Dado un .. pac!o vectodol V y 

moo que S es un >ubeopaclo do V, >1 S es tnbUn un "'podo vectorial 

r .. pocto -• la> oporoc!onu definid.,. en V, , l, ~ ''", 

''"" ... - ··~. '~ 
. ~~ . . ·~ ... ~" 't • 

•.• '-- fn rl ejuplo V.l, do•ostn•os que el conjonto do todos.!O> 

poHno•ios de grado !! os un eopaclo vo<todal sob« ~ .. 

Si consldenus ol conjunto M <Odos lo> pol ino•los do gu· 

do 1%, ·vomo> que hto os un oubconjunto del primero y on fo,.a an!· 

lo•• al ojuplo en cuostl6n, puede probarse que fOrm« un oopacio voc· 

torio! por sf ~ísmo, En conucuonch,' se trata de un •ubupacio .. ""~-

el siguíen<o tooro .. ostabloco un criterio o<nclllo parad~·'· 

ton.lnor si un subconjUnto de un ospocio vectorial •• adu••, un sub· 

upoclo. . ._ . ' - ' . ¡ • 

Teorema V,l 

Sea S un subconJunto de uo eopacio voctorlal V, S es un 

oubospoclo-de V si y s6lo si 01 cerrado Te•pocto • la •u•o y ol pro· 

dueto poT un o•nlar definido• on V,; 

' ,~n¿feo:c: 1•' ,, l·' · .. ,.:-uu~d.,,.q ,(., 

seo ., un ·;ootor •~•:qu~ea¡de s,y;,.;- ~jel;esc'alr:forro del~-. co•o 

S es curodc •••re~:o al froduc:o•po~_un .. n:u.r/por el.teoreu 
"-~, -· 

V .l :, 

• ' . 
s .. :¡ 

de ~-

' .. 
J-_. ' 

0\:•lr' S. _. __ , 
1 • ¡:,, 

un!voctor oua:quiera de 
• 
Como S •• 
' . 

' .. 

el teorema V. 3, 

. . . ... -- -1 .1 

.. .• , ' • 't'• .. -.- ' '\•:" ' 
'n conjunto~" todo> lu,utrlceo•de Ja.fo,...•:(l 

'1.5 . 

j . ¡ • . ol~•~··~•¡• ·"!.'.•] ,o¡-., w•d •¡. ce !o- i!o nl<;oo,n~~n.t d 
(dondeo,boC)~\••' ·· 

~• b' 1_¡, o ¡ '"' 1 • · ":Mooh·nS 
1 '• ,._. -··~····'·. ,•'•! ........... .::• .. 

•• unfoubos"po~io'dol ••pacio"vectoTi&l•de"~otrices"ouadradoo de or· . ' ,.. -
don l sobro ol ca..po de lo• ;..~moros 'coaplejos!~l'-0 , •: •1. ,"~'~'·~•·~~• 

,,._ ; <j.c $-.-~!1A 
¡·~n ofec:o: ~- .. , -•~ ,. , 

··, ( ['' _•hj · "J·'}' I~Jl'jl.~pl,-;: ,,-, '1 ~·'"'"~.,.__¡ 
Su A• 1 a, b < C, que, es· un. subconjunto Ce¡., .,.,TicU 

b··,o,- ,"11•. •¡•'' ···.•· -· 
do •Ordén•i"fol~<·J•"'" '-~· ,., C ~....,!) ~ i .~~·~~ '>l'•'l••~~~ "~ "" A '""'~ . '::· . . i~· ._ ... ,.·,,, 

: ~'~U: 'vú!fi'quemo, qúo- A l .. ., e orrodo ltospHto' a' la' •u~• 1 y • el' pro· 

• • ~; -~ ·, ; j • ¡ :u,,,~, 
Oucto por.un n""'OTQ complo o. · ''" o ' 1 ,,, .• ~· 

.. 
' 

.. ' 
' • 

'.- L 
1.' 
' 
1' ' " 

¡¡t•,' • '-A"- ,'>•,V 
í'•,l1 i• 

' ., -' .. ' .. V-16117 

J 

j 



---------------------------'''-----~·c·ec __ "'.,.,.,.,-~----------,;oo:----,---
iÍ 1 '~ 

••• r·. ·-"·]"·, lb, ..... ,~ ., 
1 "" ~ .1~ .ll --~· 

y un nbero conplejo.o. 1: , .... •- ·-·' .~1 ',;, ~--., Pon la '""'": ... ·" 
--¡·· ·"]'['•'·'•·]: 

·''" b, •• o • b,, •. o 
·-

~uo u otn u:ri: do A, ; : .'1 

b) Para el ?reducto ro~ u~ esooln. . ' 
'.•-! . . [' ... 

,, ·-~- b, .. , 
"·] •• ["'• . ob , 1•: 

'"' ·] . , . 
que to~bi~n pert•nooo o A. 

hton<es, ocoGn el tooreu V. <,A •• un,out.«p•cio del 

espacio vectorial de !u matrioo• cuodud .. :de orden ~- o.l 

- - - - - - - - - - - - - - - . -

ta intersocc16n de dos subeopocio> •• un nuevo ,>ubospa~lo. , 
En efecto: • 

" ,. , L , Sean V un,O>pocio vectorial sobre un compo X y ~· ,B dos,. '·' 
subospodoo de Y . , __ , -- .. 

Entonceo, ~-V,, v 1 

V,,V,<A 

Co~o A •• un subospocio de V, 

<(AnB) 

• 
Como 

eo CHUdO pon lo oumo,.por , 
' '··' 

:anto: 

v,.;;, <A 

V·l8fl9 

"' 
•• tiene quo j •• 
V_,, V, <B dJ 1'" <t~ 
Bes un oubo•poeio ,de,l', .••,,, 

-t~t-, '"' '" 
v,.v, < 1 

?OT :anto; 

' 
a V t B, 

'" 

. - . 

1 . 
• 

, .. , •o ., 
" 

·En 
1
fonn• 

• 

de V. ·' 

,-----:---"'--
1 • ' • 
¡ -l~·b .. -~:~·Ql:,, • 

• ·­Ejomp!O•IV. 

····"m•~•· • •. •1.1·..:.·,;1.-·· ' 
Q'c X y v,c•[A nB),'o Vc'A y 

~ ··t·u,¡,.c,,~ ,>Jl--< 

u.\..,ri~r.;_ ~Ón:~ ~•q' o~o,..o1 

grado < l, no fonna ur. •ube>pacio ¿• hte. 

r{ con• probn que no 

• 

que no• os un polinomio 

' -·u:~r.,a.";¡i· 

¡:udo no forma un ••?•do - __ -.,: 

:¡ "" ·-· ·' ¡·o•q r~' 

_i. '; 
,·¡ I~llo' 
• ,..!o 

"""'~ ot , .. 
• • 

··¡ .. --·· .. 
' ... • 

• 

conadun•respocto a 1la,s_u,.., 

" ,,, ' 

• 

•• 

. 

---------'------
1 



,. 
,. 
,. 

'· '· • . . 
•• 

Conol4oroaoo los sUuientoo voc<oru de 

-.~:o 'i•(l,.-1, 2):,.. ,, li•(l, ·1,•·1) 
- - 1 -

y obten1uos•,un vector C ul que 

t., C·i-20 ~~ .•. )« (1)•- . ' 
dtc~o vector serl:J ' . ' 

C·(l, t, ~).· ;: ' • 
DlT .. oo entonceo que el vector C oo obtuvo o 

uno coabloacl~o lineal de los voctoros O r li. 

.. 
partir 

• 
Eo ¡onorol, uno coablooclón llnool do.o 

,.: 
vectoru 

.. -
. ~- 1 .. 

,.,.. de dichos vectoros oultiplicodoo por dorto> 
" (' 

escoloros, ~-"' 

lleflnlcl6n. . . '" •' .. 
. ' _,' 

Uno comblnoci6n I!oul do loo voctoTOo v,, v,,!,,,, 
1 ., ' '. ' • ' ' 

do un upoclo voctorlol V oobre un c .. po t, os una uprool6n 

fo:r .. : 1 • '. .. 
a,V,•a,Y,• ... •o

0
V

0 
> > 

do11do o, ,o,, ....... t [, • 
_, 

' -' '• .. 
de lo 

' l. 
Al conjunto de todos los ccablnocloneo de un con 

junto S do voctoroo, lo • reprucotaro.oo ' "" ' L{S l 

Teon .. V. ;, 

junto 

conJunto de toda• loo 
¡,, .• ,~~~·: •' 

S· IV,, 

1 ,, 

cooblnoctonoo 

• • 
·' llnealo• 

' 
' 

,, 

de vectores do un 

Y,,.:., y•¡ 

oopaclo vectorial ' V'oobro'uo cnpo [, n un 

poclodoV. 
. ' •. ' .. .. ·•··•·lh r~ 

'' un <O!l 
• . ' 

' . 
oubo!, 

,, '· 
• .... ;.,:!.!.' 

Deoootrocl6o . 

,-· 
, del 

' ' ' ~· 1 1,1 1 ¡ 

:'-·.?~!:'.' 
L(S) ol conjunto de todn Iu-cooblooclonu linulu: 

conjunto. 
"' '1 

" 
' ,·' ' 

·..;¡- Vl ;,s; .. jv,, v1 , ... , 0 _.,,. . , 
'" 

•• ' 1 •' 

1
y oeon,a y !i do• voctoroo cuale>qulero 

1 ,..!.• '-'- - -
¡ ·,a•o 1 v

0
•o

1
v

1
• ••• •a v 

' ' 11 ,. • • 
• ,• ,!, · .¡•f •. ~·~, v, .a ,Y,• ...• ~.v. 
' '1 " . .. .1 1' 
donde ot, a¡ e(, 

' .. • IUIOO 

... 
" 
•• 

--"•1 •'' 
i:•fí•(01•B,JV,•(o1•e,)Y1• ... •(o •S0J' • •1 • • . -. " u otro oleoooto de L(S). 

' . ' , •,•1 producto do 1 < 
ll :­

K por i': 

···(1o, );;",o(lo, )V0 o,,,o(1o, 0 )V0 
'l. 1 i' 1' 

' ~- ·¡ 

. ' 

., " ' 
······~· 

-· 
oo otro olnento do• L(S), 

1¡1' 1 
••• • . -·~· . 

Ent?nc••,por ol toorou V.~ , L (S) 

'· ' '. ' • 

o o, un ouboopocio 

.. ' ~·~·· 1; ,•¡; 
' ' '• Volv .. o• ahora con los vectores a, i y~ aonclooadoo. 

' upresl6n (1) puode escribir .. cooo:~ ·'" . ' 
',, ' 
i'·li-~-n ' - '~"· 

• 

•• 

.. 
'.' Vo•o• entone., quo,ol 

• 
vector coro 

. ' 
puede obtoooroo a por• 

.,, 11' 1:!. 1 ' 
tlr do una coablnod6n lineal de loo.voctoros i', !i y~. coo.oscal!. 

l 1,' ., ' 
roo NO TODOSINU~OS, En este 

·' . Co>o,' dlrouo que loo vectores i', !i y 
- "1 1 ~. 11 " 1 ,, 1 
e •onolinealoonte O~PENOIE~ES. • 1 ' ' "~ ... -. 

' r • , , 1 , 
h cloro que, dado un conjunto do voctaru· cuolosquloro, ' ' ¡, 

el vector . ' llnul 

~. •¡ ' 
cero'•l•~pro puede obteoeroo o portlr do,u~o coob1~ac16n 

' ' ' de·olloo con todoo los oscdoreo nulo•:·'·• 



1' ' ' ' 
' 11 " ' 

i' 

'¡f '. 
Ddlnlcl6n. 

' ., ........ ,, 
'Uo CODjuBto·S•·{Y,,'Y,, •• ,, Ynl de Yectoroo do un oopo-

·¡,_. "' 
clo uctorlol V oohe Wl cupo l, eo llnulaento dopondlonte'ol' exi< · 

1 1.; ·- ' 1 ,1 ,•,_ 
ten oocolareo do ........ no'todos nulos, 'que .athfocen 

lo ocuacl6n: : nJ J :¡? ~1 ,;-~,u ' •u) > •Y<)~,~' ~Gl. 
' ' . 

.. ,v, ... ,v, ........ v.-r. •· .~·-·--·J~, '•'' - ·--~- .. ,,, 
En cooo conturlo, o! la eouod6n o61o,od"'Ho la oolud6n 

trivial 
1· 11 j lrjo' 

(0 1•o1•,,,•Qn•O), dluaoo quo S u limeol•onto Lndopen~ln: ... 

•• 

Eje11plo v. a. 

~· 

_., ., " ,j,- i'-' 

·····l·,l'dt"'':'· 
_¡¡•-.; •' ''"' 

.¡ •• .,,,~,, ql 

A• {(1, ·l, ~J.•(·l,·'·l,-1),>(-l; ~;.'·6)]•'' 
• r ,. 

nctoros do R , •• linulunto dopondlonto,' y•quo ol 

•i<<>la,¡¿•B· {(1, O, l),J(l, 1, 01,•(0, l,lllJ•··,r·.·•~ 

eo linool•onto independiente, 

' 
, ' n! ""'"'"!t. •. ·~·• 

' . conjunto 

' .. 
•) 

., .,. .. , 
De ocue~do con 1o doflnld~n,.ol conjunto·A serlollnealoento•,·. 

dopondien<o ol lo ocu&ción ' • r~ i! 

"", o • •· ,; (1,·2,ll•"• r -2,-l, ll'"• (-1 ,1,-6)• (g ,a', a¡·-
' • ',. ... t 

doHopendonde¡linoal, oo~ootishc.~ poro ••calaros , , 
' '1" ' 

quo lluaremoo 

' ... todos nuloo • Deoootrorooos o cont1puadón que • 

didloo oocahru existen. 

; • ,. •• · ,, Efectuando opoucionu : 00 " 

V· 'D./U 

..•. .•. ' . •ro lr··'·'"' 
' . 

•1.'""'''" ¡, 

,. 

• • . ... . . 

' 

" ' 
,, 

' '1 1 
; 1 

1 ; i 

d· 

·¡: ~- ' 
,uno do ouyu ooluO>ono> eo: 

li 1 1.,) '· 1: 1 
~,·Z, ~.·o, ·~.·• 

' " 

' 

-
) 

·ti" ., lcl''''"' .,¡;.,~u ou ~~~ 

: '"''~ 1 
' ' . .. ' ' ' ' 

fri¡IIÍ''i' ,, 

... ',_,, j 
1.> ;~'-.,, •• ,~.,• ~o,.n~ 

do A oon tolu quo- -- "''"-' .· ·.~.~-J .. . . . 
-3, 1)>1(-l, 1, ·61•{0, O, O)¡, , 

EHtonceo :!lo> >ectoro> •nr AJ •· ,, 
2(1, ·2.- 3)•0 (. ¡' 

·' ,. 1 '" ¡:·l ~;-·i·: • -._ •·· ~ ,"¡ "'"': • • ~¡ou, 
y po~""'"' oxpro .. r·ot 
··' 'Jil:ltl'•il 
~••1 de lo• Otro> doo. 

monoo uno do olloo co1t.o uno cooblnoci6n 11--;:-¡ 
' . ' . • .;;..o:.,_~. 

.. ... , ·~ .... ,,.:•·:-· 
b) En fono onUo¡o, Jo 

' vectores do B ' .,, 
~······-·; ¡• 1 

dependencia lineal poro 1::..,~!~,. 

··'' .~ /:'d 

ocuaci6n de 

, 1, 0)•~,(0, 1, 1)•(0, O, O) • 
B"-'>,o·¡ "M 

do donde obtonoaos el "gu><nH oiuuo ho•o¡hn: 1 ,, ~,,_, 



. ' " 
~ •~ • D 

' ' ., .. , . ~ 
~,· a, • O 

cuyo aotrlt de ~oeflclent<s es do rango l, por lo que o6lo adoite lo 

solud6n trivial (a 1•a 1•a1•0). 

Hemos do~ostndo quo los vector., de B son llnoalme~to l!l 

dependientes. (l) fn con>ecuenda, nir.¡~no do los vectoru de B PU!. 

de upreune c""o """ coobinocl6n lineo! do los otro5 doo. 

Eje~plo V. 9. 

De,ostur que la> polln,.los 

f[x)•x 1 •lx•1, g{x)•5x 1+Jx·l y ~(>)•lx'-ox-5 

•en Hnoolmente dependientes, obteniendo o! pollnc~\o cero co~o uno 

coRbinod6n hr.eol de ello>, con ncoh<es no tod~• nulos. 

Soluci6n, 

Fonnemo• Jo ecuación do depon~encla lineal 

af(x)•BJ(x)+ ~~(x)•O o ••• , . . ' o(o •h•l)•S(Sx •lx·l}+ y(h -lx-5)• O 

Hectuondo opnaclonos y •grupando: 

(0+58•2 y)x'•(lu+H·l y)x+(o-U-5 y)•O 

de donde obten•••• ol olote~•= 

•. ,a.n o 
¡o,¡~-JY O 

o 

' 

(1) Cuando.un ~onjunto de vectoru u lineol~ente in¿ependlnt< ¡¿!: 
pe~dlonto), •• coadn decir quo loo vectous oon linealmente lnde~en· 
<!ient .. (dopendlentu). 

' 

cuya r.atn< .. ¡:::] 
1 - z • 5 

u do ran¡o z, 

Por lo tonto, el sisa., e• indeuBinado. Uno ooluci<ln putlcu-

,., y - -1 

por lo que,una co~bin•clón lineal do los polino.los es: 

·H{x) • ~{x) • O.(x) • O 

Con estv hemo> domoouado quo f(x), ¡¡(x), h(x) son pol!n~ 

mios lln .. llllente dependientes. 

~Joo.plo V 

Veamos si ¡., utrices 

[' •1 [' 'J [' '] .~ljlOyZO 

son linea!~ent< dcrond\entes o lndependlentu. 

Lo oouodón do dependencia lineal tonar~ on uu caso la 

f.,..,., 

' ¡; :] o [: J ' ,¡; ;] [: :] ... 
efectuando operaciooeo: 

[,., S•Zt 
• [: :] 

de don<le, por igo~HoJ do mad<o>: 

o.. y ü 



.• 
shto•o quo •6Io od.ito la >oludón trivial, por lo que !u ~•trlcu 

propuoouo oon llneolmento lndependlontos. 

fje~plo V, 11, 

De •cuerdo con lo defln!c16n, la drpendeocio o in~eponde!; 

do lineal do un •looo conjunto do voctor<S, puede vor!OT ><g~n la 

notuulno de loo eocolaru de K, co,.o vou,.os on <1 sltuiento eje!!. 

plo' 

ConoidornGS el conjunto do lo• nW.Hoo complejos: 

e • 1 .. b1 1 •• b < R, ;. r-n 
Como 10 vi6 en el Capitulo !!, dicho conjunto formo un ¡rupo obell! 

no pon lo ou~• y tiono lu >i¡ulontoo propüdod•• pan ol producto 

por un n~ooro real: 

C •• cuudo para el producto por un "'""'" real. 

• "· • ' • ' . .. •• < e' 

" o(o,•r,) • .. , ... , 
" (o•5) . ' o:,•~r, ,, o(er 1 ) (oS) . ' ., 1 . '1 '' 
por lo que el conjunto C de los nllmuo• complejo• foru un espado 

vectoTiol •obre ol compo do lo• na,.oros realos. 

SI en uto utru~tura analhuoo lo dopendonda linoal -

do! conjunto 

5. {3•1, -2!) 

.plonteondo la eouod6n 

n(hl) • a(-2!)• O•Oi 

dando loo .. cahr .. a, a<~. obtodro•o• que: 

V·'lf>/27 

} _, 

por lo quo el conjunto S •• lineal~onto !NDEPEND!~NT2. 

Por o'n pa<ro, e< olaro quo el conjunto C t .. bHa fono "" 

eopado voctoTial >obco ol cu.po de lo• nol.ooeroo c001plojoo. 

En este cuo, el producto do un eocdu 01 lo •ultlpllco­

clón ordinaria de n~mero> complejoo y 10 vorUican todu Ju prcpto-

dado• quo definen un upoclo v<etorlol. 

•~<•o conjunto 

S• l>•l, .¡¡} 

•D•il • B(·li) • O•Oi 

Soon o• a•bl y ~-o•dl, ontoncu: 

(o+bi) (l•l) • (<+di) (·ll) •0•01 

(la·b•ld) + (o•lb-lc)l • 0•01 

do dondo •• ob~iene el oloteaa: 

' . 
o•lb·lc•O 

una do cuyu soluo>or.eo u 

o•Z, b•O, 

a-1-31 tolo• que 

a(l+>) • O(·li)•O+Oi 

.. 

por lo quo ol co~junto S •• lineolm~~to OtPtNDleNTB. 

' : . 

·-



son cons~cuench• in.edhtu d< la Jeflnlcl<ln de dopendencl• ¡¡. 

neal: 

que contiene al voctor «ro eo llnul~entJ 
Teorema v. 6. 

Todo conjunto 

dependient•. 

oe~o>tucl6n. 

S« !t'", •· 1, ... , ~'"=! ur. c~.oju."o q"e co.ociene al vector 

coro; entonco•.oo cumple o!empre que 

o 1 ll'·o, •, • · • • •o "'" "• ,¡r 

pua o,• ... ""•· 1 ·0 

y cualquier .. colar o,,>o. 

Teor<ma V. 7, 

Todo subconjunto do un conjun«> do vo<to;c; l!n .. lmente 

ir.~ependlente, es ta.bifn Independiente. 

Ouo>t<ocl6n. 

...... '·•• ~- ~;; ..... .... 
•. ,., ••. 1l••·•••; .......... . 

., 1 ., 1 • ••• ,., 'i ·G ,,,, ''" 
si y s6\o si o,·o,· ... ·ono 

por lo que o
1

v 1 ·1l' Yi, y podo••• ooncelar on la expoesl<ln onurlor 

tanto> tfrm!noo como •• deseen. 

s! y >~lo s! 

pondiento, 

(donde 11!n) 

~.-~.- ... -~ •D, por lo que S u hn•almente lnde· • 

V' l, USE J l!l~ó\'5!Q~ .[J; Jl:t fSP},C!Q VECIOBIAI,. 

Con>i<l,•rcmoo el .,guiento conjunto de voctoru de R': 

G•((1,0,1), (1,·1,0). (0,·1,1), {2,-2,2)1 

C~o v~teno> • cont1nuoc!6n, cualquier vector de R' puede 

upre .. ne coa~ ~"' c~~~inot\~n line•l ~· lo> .. «~~<> <... r.. 

En ef.cto, sea r~. y, <) un vector cud~ulora do R1¡ do· 

mootrnenooo que 'i<mpre o:dston oocolareo o, ~. y, 6 < B to\oo qu01 

Ci,)..:J·~(1,D,1l•!(!,·I,D)•y (0,·1,1)• 4(l,•Z,Z). 

De ·lo o.presi6n onterlor oe oHione ol olaulute aloU· 

·u de ••~•doMo' 

' 
cuya >U.trl: .,.pli•~• ., 

(A.r.)• u . ' 
o 

. ' 
• 1 - z 

' . ' :] 
RtdudonJo """ .. atr\1 a su fo,..a ucdontda tenoaoo: 

[: ' o 

o ' ' 
donde VeRos que R(A)•R(A,O)•l,pOr lo que el olotooo os coopotlblo 

y nhten loo escal~res u, ~. 1 , 6 < R para cualquier valor do 

X ' y ' 1. 

He~o• d<~ootrado que cualquier vector do R' puede expr! 

ooroe co=o una combin•ci6n lineal de los vectores do C. Por u-

to hecho, dlr .. cs ~uo G os un conjunto &•neradcr 4• l
1

, <> qu• loo 



•• 

voctoc., do C ¡ene<on al ••P•cio V« toda! R'. 

Hay que r.otar, >In embargo, que G •• t.r. conjunto do vecto 

ro> linealmente oepen~icnto, ya que: 

(Z, -1, 2)• (1, O, 1)•(1, ·1, 0)•(0, -1, 1). 

Ahora bien, si oxcJuÍ"'o> de Gol vector (1, -z, !), los­

veoto"'' rutan\0$ <on~~arin el conjunto 

B • ((1, O, 1), {1, ·1, O), {O, -1, 1)} 

el cu•l, como el e"udionte puede eo~probor, •• ta·.bi~n un genera-

dor de R'. A dlfee<ndo do C, Bes un conjtmto :inoalmento Indo-

fendiente y entone<> •e dice que es un• ba .. de R' _ 

El esmdi~nte puedo coep;-obor que si e<e;uí•o• de B al~u­

no-~e sus vectore>, el nuevo conjunto quo se obüe.-.e ya no oo un&.':., 

neudor de R
0 

Oefiole!~n. 

Se llou base de un e>paeto v.ctorial \', a cuolqulu con 

j~nto B de vectores de \' tal que: 

lo. B •• lir.eal•<nte Independiente. 

lo. Cualquier vector do V puodo upro>a~>e como cornbioa· 

c16n ll~oal do loo vcctoru de B. 

Ejnplo V. "· 
Considere~•• nuevamente el con¡unto de maH\ces cuadud .. 

,. 
el· cual, cou se deaosa6 on el eje<>?io v. S, fo'""' un espacio veo 

torial ;:oara las ope~aciones do •~~• y producto por .m e.colu. 

S! ob•orva~o• lo forma de las ~Hrioes c¡uc .. un en el 

V·30{31 

eon¡unto A, pueJo ver>e que una baso de dicho .. podo •• ol conjunto: 

.. ¡ r: J ¡: n 
como demaotror<"moo a continuae!6n: 

1) Loo utrl«• son linealmente \ndependionteo. 

En efecto, la ecuaci6n de dep<ndoncia eo 

~ue, por iguald.1d de motri<e>, conduce al,>loUu 

' '. o 
l 1 '. o 

''. o 
cuyo nnica solo"6n os la trivial, por lo que las utrice• JOn inde· 

pondientes. 

l) B ;enero a A. 

En <fecto, w1lq~ier DHrl1 do A u de lo fono• . 

f• ·" 
y pu~de expresarse <0"0 

• • • 

u deei;, cu•lG<JioT uaiz de A u una COIII~inocl6n Hnoal de los u 

U\ee• del conj<Jnto B. 

Con 1) y l), he~os delllootrado que el conjunto B •• uno ba 

so de A. 

En lo> Jos caso• antodore>, Olllbos espacio> voctorhlos • 

pueden sor ¡e~.c•raJ~s po; un conjunto finito do vectore•, por lo quo 



diruoo que oon «pacto> de DIMENSIQ~ FI~ITA. AhoH bien, no to-

finito do vectores. Por ejomplo, el espoclo do '"dos los pol!no· 

~ioo es ¡eneudo por el conjunto infinito 

{t, ~. ~'. ~· •... ) 
' 

• 

y no pue~o sor ¡:eoerado por nlng~n conjunto finito. 

de eopados loo l1amorernoo de nmENSIO~ !~FINITA. 

A esto tipo 

Pase~o• aOor• a 1• torea de e>tablocer uoo J<flnld6n de 

"dl~enol6n'". 

oepto ¡o011Hrico, •qul t<atato"-0' de encontrar ur.• Cefinici6n apr2_ 

pia~a en th•dnos •l•ebr&lcos. 

Consideremos primero el caso de d!Mnollic. O•nlta, par• lo 

cual requor!Mo de loo doo toore~ao oiguient<·s: 

Teorem• V. a. 

Su V un eopaclo vectorial t•norado por ""· conjunto fini-

a-rv,. v, .... , V0¡ 

de vectores l1nealmente Independientes. fntonces. oualqulor oon¡un 

to que conten~a ~h de n ele~entos es lln .. l~ente d<c<ndlent<. 

Dezoostracl~n. 

Seo s-!~1 • ~ ••••• , ;;"
10

) ~n subconjunto Ge ·; cor. ~t• don 

\"OCtOr<O (m>n). Co"'o el conjunto s•!V,, V,, 

tos de B; es doca. oxi>ten eooaloreo "ii tole> que: 

;¡-,·o, ,V ,•o,V ,• ... •o,n v" 

' 

w ,•o, ,V ,•o,V ,• •.. •o,0V0 

;¡-.o V.o V• ... •o V mm''"''' mon 

l 

Fon<e~o, •horo h ecu•d6n de dependencia lineal para los 

elomentos de S: 

Renpluando les vo<toas w1 por sus rupectluo expreolones en tf!: 

mlnoo do los voc:ore• cle B. teneoos: 

1, ¡o.,;;-,, ...• o, 0V,_l•<, (o., V, '.• .,•o,nVn)• ... • 

•< (o V • .. •o V )•lr nm,,· ~nn 

ehctuondo los ?ro~ucto• y agrupaodo: 

COOIOV
1

, v,, .... ,.,_ 

>., 0 • • ' ' '' • •' · • • "'m"m• -~ 
'•"• • '' ,-•,'' · · • "'o0 m> ·O 

1, o,"_-1 •"•n •., .•>.,o,.., •O 

Independiente>, ten .. oo que: 

el cual es un ,;.,oma horno~~neo den ocuadone• con~ lnc6¡nluo 

p' . '·. 
vid••· 

.... 
Por lo '"nto, los vectoreo "•, 

,;:ont• dopondieo«s. 

odmito >Oluclono> no tri· 

son lineal· 

Co~ >)L.!a del t<ofO~a ar.t<rior, pu•d• de•osturoe ol •!. 

guionto resultado irnportonto. 

Teocema V. 9. 

Todas ;., ha>oo do un espacio vectorial de di~eno16n fl 

~o:ottucl6n. 

Seon 
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• 
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·~9PIUIJ>a 

Oluo¡n!¡< •1 JO>~¡qe,., o¡¡alOd uu '•c~•ou '"'1110 >><3 

·~·U OlUU OJ >Od 

-~su onb 

•qon>d oop•¡qwnn¡u¡ 'a A 'a uoo o>••!~•uotV' 011111~ 13 

·u~• 'a 'A no.<oo¡ ¡o •od'Á >lUO¡p 

iiodopUJ o:ounfuOo un .o< oqop•ouq oun <a 1g ¡~ 'IO,UOlll3 

'UIU!J U9J<U>=!P op <o¡opono~ <opod<o 'll o uouo: Á 

'0! op •u¡:oo¡>o¡;uoo .. 1 o¡uo~¡opod<o u~n'"""' •ou 'cuno OH> 

"' 
·op•o¡d~o oo111o~ ~nb~ onb ¡o on~ o[o¡d111oo <vw "'""''"~ "'"'!~Vl 

u¡ un o.o¡nbOJ 00\0J-'OlOOA upod5o '"1"> op ¡u>o¡ o¡pn>;o un 'O! 

>¡uo¡puodopu¡ o¡ur.[uoo un n 'A op oouq •un u 'g o~OJ 

'h t~POl»A opod•• un op uo¡nooo¡ono ••nq <OP 
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,, "-~ 

c~~rdenodoo do un.vector con reopocto a u c. a bu e. 

el oj .. plo V. IZ, deiiOHfOliOS-que el con!unto 

·- {[: :] '[:' :] ¡· . . . ' 
es una base .!.) 

•• 
. .. , •'· ·~· 

oobn el coapo do loo•n(\Jieros coaplojos.·~••b.:·: " .... 
Si conoldonmoo una motrh do A, por.ejem¡>lo:.lnil .-.ol 

~: "] . ' . ;¡ ... ''· "" . o " '-l •' • 1 ·h "'il'"'·'''· - ·" " 
di~h· "'"''" pueJo upro.ane .~omo una ·conblnaci6n hneol .. '" •• 
trice• de la bu o B eo•o: • -'' ~ ' " ' ¡,M,~olo;r 

••• .. 
1 ,. A loo oocolueo 11 y •·3 de e; los llomomo• coordenodu do 

M en li•bose B.·.,., r·:•;•. '" ,,,;, ,,,,,,,,,_,.,. 

.u 

..... ·' 

... . 
• ;\'y~.., "'t ¡1."\1 ! .rrr .?• .~l 

Sea .v •• un «?•do vectorial 'oobre un, '""PO ~ / seo, 
, 'e'.!•.- . lJ-·-·,,.,, "u ,.,~.1 ""•i 011 ••~· 
•v,,<, ... ,,vn ,' •. •• e 

~ u;;:l~:;: ~~¡;;;~d.''~· .;_~: _¿,t·' ,A_ ;~!r ,>:) robo;¡ •ldu_rt•uJ ¡,,,_ ~ ~: . ,, . '"",e-. . '• •'' 
SI ;¡ •• co vootor de V tal, que,·,,. , • 

.. ··~,., .. ,·,··-'.'O:.v,·,~~:r.:.~;':.:r·~-~~·(0 .~ ,·,¡~ . " ,, ~... --· . 
• • '' 1< "•>"~'~" ,t•<'· .. ~T¡-• ,.,.,,,_.. '" n..-.o V 

entonceo, o lo.' eooala~es o,, o,, ... ,.•
0 

< ~ le•,ll•,.•:no• coorde 
' ' ' U' '" ·11 •) '!O' 1 1}' •J 

nada. de ;¡en h base 3, y o! orre~lo,'' •· ~t: • ' .' 
q ~O> •··,-f ..,d :;_,-,~.~•-• u:: .J.·.~'""''!.r:~~·~ill >M,.Iood; ., • o,,,o,, .. n ',• -~. -·' ,., 

• ,1 · • r' ""~'•·w •r:-t•~"• "' ~ ~"' le n .... e,.o• vectQ• Ce <oordenodu'de V•On :a:baoe a . ..-~ "' 

.. .. . 

vis'", ,¡ B <> unÓ,Ú•• ''eotorial 

·~ EHu •~ordenad., pueden ropruontarse medO•nte el 'siJUl!_n 

te arreglo .. :~!·~·· 
(Mla· (l, ·ll , V ;~.-~~;-¡1 

.¡ que 50 conoce coao "vector de eoordendu". de.lo :o>tr1< M en !al 
b .. e B, En oculones, oe aco•t'-"'bro uprnentor las c~o_rdonodu"'] 

~•dlant~'un 'vector 

r '] (Mls1:l 

Hay que 

colnna. 1 Paro nuestro cuo tondr!•~••·'•u~· 
,, 

,,, '· ' . ,., .. 
'" r "·'' ,, ... ,., .·; 

" hocor notar 
.. - ., - ,, "' ,.. . ..... ~ 

que ol ordon en que'opo,econ'los . . ' 
lores en el vector do coord~nada• .dopendo,dol ~rde~ en que apare·~ 

e~n loo vectoru on la bue, pgr lo quo conoldorore!'lo• o lu bu., 

~-38¡39 

' . 
.. ' ., 
' 

' 1 •• 
' 
• 

'""1'-

i -· 
,, 

' ' . ' . 
' j ' , •. ..... ' 

·_., 

·' 

1 • 

.. 



lf! J' 

' •' • • 1 

' • ' 1 • 

~-· v,. 'i' •• 
. . ' 

ou' ltn .. lunte'laolopudlntoo: 

. '~"'' "~- . . ., '· . . 9''i~'·' ~- . ~~, 
o • ~ • D 

... ,, '" •:!,·"· . • '~o,¡;, '• 

' ., . 1 • 

ont<>ncu, p<>ol .. o• conolulr-quo 
.. _,, >·0~1·-·•«••~ """'"'"'~ ~~ U-~"'-·1~•~'<~.'-''~ - .,.a, 
-- [o/.""-''''~"'" oc~ "~h~~- ~uc. ~! 

~ •• 5. 
.!>h~'""" .......... ·:,"" ,.¡, ,,,, •• ,.,. ""·' '"-·¡:·f''" .• 

~ •-1•11'1· 1 •·-a~ -On.~;.,_ ... , .>n>•-~''1 ,o•~!Jtur•f, •"> 
"h • !n 

. "' 

.. 

• • 
' 

' . ' 
'•'" t 

-· 

' 

.. , 

·/~·,., " U( 

·;,_,. ú r/¡ • 

-~~.-•• , .. ,, 1 

~-,,. '·'" 

.. ' . ', ' 
vector cual- ' 

' • 1 

" 
H .. o• d .. onudo u! quo la O>prul~tl de un 

Ur:~~lnoo do loo.vect<>roo d,o,la b~oe B 
., . - \. 

qulora.Y .• V en 

' ' " 
. ' 

cloro ontonc01 que 'i' tlono un o<>lO ve«or do coordonodu en booe 
,. ·~· ·•<>· .• ~ ... -,~ .... I•Q••N'•"•"'"''O~' \' ' 
•• ... , ' ,,.,,' . ,, . . 

' ... ' 

rl·_·_~ .. ~ ,,.,~-· -.;¡p "··~,.,~ • ••••• ·-·~ ... ·' 

.~ ''-~'[" '-'''"IM 
_ ·'EJo•plo v.-15; --· ·-' 

_, 
.,,..;¡¡H, , · • o~ rH;..ml 

Consldere•o• lo boto 
~~--R ;; • •vp ~~~"1' 

' (1, -1, O), (D, ·1, 1)) •· ((1, o, 1), 
. ' 

obtenido al principio do oot& ooccl6n, _ 
~,n¡ ·'--"· "' •• ·~ ~""'' ·~; ~• ·,A l\."IIJJ, 1.o,¡ 

Ellj .. o• ohou un vector do R ; por oj .. plo: 
'""'1,'1/JoO'¡~ 

Y• (3, ·1, Z) ' '~ ''' 

' .... ·} .: ., -- :;,¿ ' • ~···~·'-" d ~~ "'"~ •1! /, -~ 
'y obun¡ .. oo lu coordonodoo do Y on lo hu l, 

l>~~ll A '~-~·~t ,..,. •• <l •/ Y'>]' 0~1 lb•;;~. ) <fj~ ~·~· 
Dlchu coordonadu oorb loo e":alaroo o, ~ y 1 do R '!. 
:o ... "d ~:ool~t• ~1 "''"h~ ''""''*·•¡ •'<- ,,, 

leo que 
• 

{1, -1, 2)"" (1, O, 1)• 5(1, -1, 0)•1 (D,.-1, 1) 
11 ' • r: .. 

Lo lguolda~ plontoodo onuo loo olomontoo de R conduce 

ol olote .. · 

' 

; ~ 1 

! l J ., ' . ' 
' 1 

·, .,r . ., ' .~, 
,. o·~ 

¡ ' ; • 
'1 -·~ -!~1 

' ' ". : ' 2• O•l • 
• 1 11 

=r• oolucl6,-:e~J:. 
1 ' ' ~ " ' 1 o•Z, !•1, 

, .. 

. ' . ' . 
·' 

" . ., 
.~ .••. u.·~~ 

••• 
¡ ' 1 ~ \ ' 

quo oon !u coordenados buocodu, (1• ,~ ,r) "J(O¡ 
i-·' lt·- - ' 

1 
,Entonces, ol vector doocoordeno~oo•do•v.en•lo booo Jfoorl 

1 1 1 ,1 ¡, 
·e~~<> on¡~ {Y)~' -~·(2, T, O)·;; 

o blo~, ~~1·¡.~~ 'de eolu,.no 

j;;:¡;;¡¡ ['] .. 

.. ' otro 
• 

' 

CYJ"·;.·' 1 
'!1!;·~ o 

, .. 
Aho<• bien, ol conjunto 
'" 1 • '. J B• {(1,~0 O), (O~ 1, 0), 

l. oll: 1 , - 0 
baudeR: . 

,¡ L • 1 
• PuedG veuo ~loruanto que .. ' 

{1 ·•• ... •• -~ 
··•~: -.~ ,_,, ~•H <>o~,, .1 

¡o, o; l)l ·,f .~ ,'1. 

' . , ' ' 
'i• (3; ·1, l)• ,(1, O, D)•(·1)(C, 

,,•1.¡•,. ¡ 

t, D)•l(O, o; 1) 

por lo quo la• e<>erdenodu del •ector v an 
'· ,¡ .¡d .• 

•ente ouo eo.ponente>, •• d•clr 

' . dlcho·buo OOD prediO• 

.'.1 • r 1 •: ~ , 
(Y'JE•o(l; ·1, l)• V ¡! !·, 

-1.'' ' . " 

r- ... • 
•1 •• '. ; 

'1' A 1a b&>o B do R ol¡unos 
' 1 ' • " 

outoru lo llu&n ''buo natural" 

1 .- - ' ' ' ' 
o "hu c~n~nlca•:. 

• 1- '·' " ,; ,,; ordonodol d• nlhl•ro• rooleo, 

• • • 
En ¡onorol, >1 R ,••••1 . ,-

•• de~lr: t .~: 
!' ~ ' 1 1 ' 1 

.. ' 
. . . . .. 

conjunto de¡''o,.,odu" .-- ' . ... . 
t• ' 

':/,it0
• Hoi, ~,, ... , ... .. .. ·~ < 

Rl' • 
\ ol 1 ; : 
conónlca •• el conjunto: '" " bou 
1 ' ,1 1 1 1: ,. ~':.,1,~1,,o, ... , 01, ,, 

1 (o ' 1 • 

!' ' ' ' 1 

" 

1 . ' .. ... ' "'· .... (O , O , 
•,. 1 

• 

• 
' . .. , 1) ) ' . 

,. 

V~/41 

1 
. ' 

•• 
' • 



EJ .. plo" '· ... 
~ .. • •• 

la bau 

(Y) •• "· 2,:·1) 
• 

uodo: 

.,.,, .... -,~,- '"~·­
por tonto 
"u~oo,¡O'' ' c•c 11' 
• -. (V) •• (--. . ' 

•• 

J 

- ¡;, • • -----·--.-_ •. , • .1,• ... ';;·'··'"• 

. · t(l .... 

Y~/43 

• o ' ~) . - . ,_ . .• 
-. :u • ·' -~l ·'' , ... ~~ ·' 

. . - ir ... -
¡ 1 ,¡ 

"•lP,:. 
' 1•' 

• 

,, ¡J _, . ; ' ,. . 
' 1 ,. 
• 
1 
' ' 

" 

1 

,, . ' ...... . 

' 

' 

,. • 

1 

..... ... , .· 

'· 

" " 
' • .. 
' •• 

' . .. 
' 

' 
.,_ 

" • 
UCT9RIAL;5 _!!¡ 

! 
BI!!C!OMU •• 

.. 
, . . ' ' .. ' • 'i .. ' ' 

·. ~ . ' ' ••• 
"~""" ha tenida yo upUo -~~Porioo~h,n ol •~!. ~ 

jo d~ 

nici 

1 ,¡ L • 1 
f .. tliorl•odo con conceptos toloo coao d .. J. 

ln¡¡on de un olnntO ; •• ~ ~~-!~.io de CO•• 

. ' "•!·"·'~ .. "'-·~- .· '1 probobl-ente ho ofoo.udo c,.blnodanu linao 
¡: 1 • ' :-

En Ost& oeccib 1101 OCIZpUOa<IO dol •• . . . ' . . . 
funclonoo, cooo elo .. n<Ot do ua upoclo ~octorlal. 

' ' ' roouson, preoonta•o• olrunu doflddonu y 

1 _,. 

• n' ,.. 

,¡.;~ \1•0<11•·••~• •uo,, 
' 

' ¡, ' • • ' 
! doo conJ=•o• no ucloo ''"'"'':''" 

' ' • •• uno TOllo o crltulo quo 

l~'f~"~;":j::):-;;;·;·;·;·:;;·'·:;·;·~·;''·~·;·;·:;::::-:;;;~ ' ;! l quo f os uno ~~~·~~~::•:-•;,;,;,,,;,~,;,,~. 
,], !1 ' ,.,,¡,_.._...,. ~\. 

do la 

.. 
'"· 

•,·· ,., .. , .. ,• ,,,,.,, •• o•l f:A•S _ , 
• '•:' ~-o "'• "''> •l <'"'"'~~ro <O•~·'d.\ 1,A,loo conjuntos A y B so los lluo do•lftlo y codooinlo 

·, .'> ;.·,.,.,,., " ·•·· n. ""'' •~~•ttl~ 
funci3n rupoctlvucnu, 
,. ' 1 ·i - ·'·'· ., ... 

SI K o A, ol cloaonto do B uoclodo o K aod.lanto 

' ' " ·-1 ' 
Eou 

J 

_¡.;: ,1 ·' -····· ,,.,_,l• 
roprooont,.o• coo f(o) y lo llu,.oo "l••1•n do 
1·.1:,•.. • ~· .... ~. ···-·-"·" 
puedo llu>troroo •odlonto lo o11ulooto fl1uro: 
1 1 •• 

,e ·,~l Jt~ ·7:
1 
,q 

< •• , \ 

o oo111tt 

c·~o·! .:(o 

JI •. , J 

'r .,o~.'' .. ' ·'.'< •lq ~~:.J• .. o¡,l ·~ 

l 1 ' ' .. ' 

'' 
,. 

1 
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... <(x)c & 

F;gura V, 1. !lustracl~n do! concopto Jo fund6n, 

lguol<lod d< funcione>. 

Dof\o\d6n. 

(f•g)(x) • f(x)•¡(x) ( ., 
y <1 o<R y f '' ""'" func!6n, el producto of es una func16n tal que 

(;) 

U vector cero do «te eopoclo •• la llamado "función ce 

ro", lo cual e• ~"' función f tal que f(x)•O 't x, 

Pode~os encontur ol,uno> sube•podo• de ute espacio V!_C 

torio!, Jos cuales son ll•~•dos frecuonto~ento "espocloo funciono-

, 
" conJunto óo todu '" f=doneo doflnldu on un Intervalo . 
~•do, 

Do• funciones f y & do un conjunto A "" ~no conjunto B 2) 

" conjunto " todoo '" pol\nOIIIIOI. 

son Iguale> ,; y sólo sl la i~ogen de cualquier elemento del do>fll· J] " conJunto ,, todo o "' polinomios " (ludo ••• oiondo n fiJo. 

nlo so¡¡Gn las funciono. f y g es la 111h"'"· 

'<t > < A. 

El u~otio vectorul do lao fuocioneo rules de v>rlable real. 

h> c!uu ~~~~• eonocidu de func;one< '"" aquellas que ro 

Jactonon un nUmero reo! con otro por ,.odio de un~ regla do conoO· 

pondene\a f, eo ~odr; funCiO~c< dol tipo: 

f: ~ • R 

como ojuplos do eote tipo cle funciones pueMn durso 

' f(~)· h 

g(<)•/J ••• (hl 

h(x)•x'••x .... 
El cor.junu do to.J•• .,,_, funcione• for~a un eop>eio • 

.octod ol pon lu opention<> do >umo y produce o ror un esoolor. 

Co"o ube~os, si f y fl oon do> fuodones cuolo«pnoro, lo función 

•uu f•¡ e• aquella quo reladona ol nacero real • con ol n6mero -

roa) f(x)•;(x) lo cuol r~p.o>en:uoo oe<liante: 

" " conjunto •• toJo> '"' fundonoo continua. en un lntHvalo . 

dado. 

" " 
" conjunto ,, todu '" funcionu dortvobl<> en un punto dado. 

• 

" conjunto " toda. '"' funclon .. lnto¡robles •• •• Intervalo 

ddo. 

7) El conjunto ¿e tod., lu fundonu y Uleo quo1 

y"••~" •b~•O 

dDnde a y b son constante• dad••· 

Etc. 

Oepen~encl• l1ne.;: _ 

SI r<J"O<enu.,oo con F, al conjunto de todn lu func\O· 

nos reales de '"Hl>ble real, cooo F •• un .,podo veotor!al 1obro 

R, eo claro que lo< concepto• do co~blnocl6n, dependencia o lnlo­

penJenda lineo! ,o~ apllcobles tanto o lo• ole~entoo de P cooo 

a los otoaon<os do cuolqulero do su• auboopaclo•. 
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Por ejemplo, hs f~nclor.es f 1, o,, f, 

f 1 (x)•cos'x,. f,(x)•••n'x, f,(x)•S 

oon linealmente dopend\entos. 

• • ca• x•sen x•l lt X e R 

se tiene que 

f,(x)• s (f
1
(x)•f,(x)) 

entonen: 

f,·H,•Sf, 

' f tales q~e: 

'I'X<R{!) 

por lo q~e f, es ~na COmbinación lineal de lu fu~cione• f, y f,. 

~jemplo V. 17. 

Las fun<ione• lx'•• • y x •1 oon linuhoe~t~ hl~cpud1entu, 

ya quo 

o(lx' •4)•Hx' •1 )•O 

implico que 

a•$•0 

.. 
En ofecto, de (1) so ü~uo quo .. 
(lo•e)x •(h•e)•O 'f x 

y por !gualdod de pollno~io> 

s!stomo que •6lo adm1to la oolución tr1v1a1 

• • • • ( 1 ) 

[l) En íonooo mor.os ostd<u, <o acostumbra ~obhr Jo las func\onos: 

cos'x, oon'x y S, como oventuolaente lo har~cos. 

V-41:.{47 

n ~ronshono. 

nes del ejemplo ant.-r1or utllnar.Oo otl"O ~Hodo. 

Hprui6n (1) s~ o~"ee.e: 

• • • • • ( l) 

Lu ••;o,esior.<> (1) y (l) cond~cen ol s!¡~iente s!stuo: 

(Jx '•<) >• (< '•;) I•D 

c6¡nltas >y a 1.! Jecorminan<e do la matrl< de coefldont.,, llo· 

11odo llronsl;lano d• las funolones h'•• y x'•1, eo: 

1 

lx '•4 

• • 
• '. ' 1 

•• 
PueHo ""' eü<u •1 menos un valor de x pau ol cual ol 

deurninant~ no e, r.ulo (de hecho cual~uier x"Gl, lo solución del 

•lst.,oa <> ~·1•0 y las funclcr.os •on lineal•ente lndependlontu. 

Conera::oace~o• •'·"'"" el procedimiento antel"lor: 

Ue!\nici6n • 

Sean f,, r,, ••• , f0 funciones dorivablo• al mono• n-1 vo 

f L ( <) 

f ; (x) 

ll(x)• f";C•l 

El doter~inonte: 

in (X) 

f ~ (x) 

f'~(•) 

Solla"'' Wroc.sllono ü lu fur.clones f,, f,, ... , f 0 en ol 

intervalo (a,b). 



T<orem• '1, 1 1 

S~a W(x) el Wron>Oiano do 1~> funcione> f,, f,, ... , fn 

en ol lntorvolo {a,b). 

SI W(x 1 )1~ poro al&~n x, on d intervalo entone .. el con 

junto f
1

, f,, ... , f •• lineall!ento independlec.«. 

Demo>tncl6n. 

L• ecuad6n de depcndoncta lineo! os 

~,r, {x) ·~,f 1 {x) • ... '"n f
0 

(x) ·~ 

derivan~o n·l vece 5 : 

o,fj (X)•~,t; 

a,f'; (x)·~,r~ 

I'X<(•,b) 

donde W(x,) 

eo el JotorDlnante de lo ntch do coeficient<>; c~~o uu doteno!. 

nanto e> dlhunte de cero e! 01Heu a!!c!ite sólo 1• •olucllln tri· 

Solucilln. 

El Wrons>iac.o do f 1, f 1 y f, es: 

r"' Coh • 
W(x) cosx ••••• • •• .... ·COSX o 

ya quo existen vaioc<• do x pon loo cuale> W(x);O, por el uoroca 

V. 11 las fundones f,, f 1 Y f 1 >on linoolmento lndopendiontu en 

el ln•ervo!O (·~, ~). 
• 

s;. S• (-e~'•sont, le 1', l .. n t -~ eZt) 

un conjunto ~. fun~'"""' de F, ~.tonolnac el subeop~clo 

por S osi OMO l• di~eosi6n do dicho subespacio. 

Solución. 

vio!. dependiente, par> lo cual obcenemo• ol •·ronsklono de los funciono• 

Entone«, el nnlco conjunto de valoce> ~e o 1, ~, •... , "n 

poca los c~ales l~ ecuaci6n 

~, f 1 (x)•c, f, (x) • .. ·'•nfn (x)•O 

so sotlsfue en to~o ol lntenoalo (o,h) es 

<> 1•o1• ... •o.·O. 

~oto pcueb4 que lao funciones oon llneo;•.cnte in~e¡>er.· 

dlcntes. 

EJemplo V. 11. 

Oeoo•tar que lo> fundone> f 1 , !
1

, [
1 

tale> que 

f
1
(x)• >enx 

.,1t, 
"" ' lelt hent ' •" ., 

··¡ t )• <o 
,, 

• m ' ,.zt lcost •" 
.,, ::: ' 1 2e lt ·l>ent 

_, " .sen • 
multiplicando por -; y ·4 <1 primer ron¡¡l6n y •u~ondo o\ segundo y 

te<eor nn¡llln re,pect,vamon:e: 

~t . ' "" 
, 3el< ' ... ' ·~ .l• 

li [ t l • . ' oon ' • "' ' o ·• ... ' ., ,,. 
' ., 

"" ' o _, 
"" • 

Jesarrot!ando por cofactores scg!ln lo SO&W>da oolumta 
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·lsent•c~st ·4sent•2o~•t 

·S>Ht ·10sont 

W( t) • sent cost-lO sen!t+10 s<nt co50) 

por lo que 

~(t}• o '1 t < R. 

~n o•te ca>o, ol teorema 1'. 11 no no• dlco nada respecto 

a la ln<lopondondo de hs funciones. 

ll.nulmento depenJ!onte>, debemo• obtener tres oscal•rc• "· ~Y Y 

tales que 

o{·e 21 +sen tl•Hlolt)•Y{lsen t -~ elt)•O "' 
tus ecuaciones obtenidas a p•ctlr de {1) poro volo«> fijo> de t, 

dnostrando postorlor .. nte que la .. prosl4n (1) so <><Bface para · 

Para nuestro co>O, hoc!endo t•O, t•!, t·~ en {1), se ob· 

uenen las oouacionoo: 

·o•la·}r·O 

(l·e•)o•le~ B• (l·} •"lT • O 
.. .. 1 .. 

-e u •Jo B·¡ e r· O 

Lo solucl8n 'er.enl del slste,.. u 

·-· y una .aluc!6n portlcuhr 

o• 4, ~- 1 ' ···2 
>UHltuyondo .. too valo<es en (1) teno~oo: 

~{·olt•oen t)•Je 2'·Hl•ent·r.'J•D 

Rolocl6n que se c~mpl.o Y t < R, pDr lo que las !u~c•ones 

so~ llnealaente deper.d\ontes en el lnurvolo (-a, •). 

V-50/51 

Ahora bien, como ol eu~dhnte p~edo doaootror ftcll .. nte, 

cuolqul<T >ubconjunto ~e S q~o conten¡o do> ol<•entu u llnuhoon· 

Por ejemplo el conjunto: 

:Joltl 

el c~ol es una base ~. L(~), por lo que 

d1m L(S) • l 

y ol >ubosp.clo genero<lo por S e>tt conotituido por todos lu fun• 

clono• do la forma 

Ae·lt •H .on t. 

-
-UTVolo, se h estaOI<~>Jo co•o uno co•dic!6n suflclonto pora lo In 

dependencia lineal ~e un conjunto de funcione. (teoreu V. 11). ~.!. 

u oondici6n no •• c.ece»clo, ya q~e el llronülono puedo anulorso • 

en todo el intervo1o ;iendo los funciones lndepondlontoo co•o •• •• 

iluotra en el sl~u1ente OJomplo. 

' 

Ejemplo \'. lO. 

Las func>cno> f y S tales quo: 

f(x)• x • 
s(x)• x[•[ 

'1-xc{-1,1) 

Vxc(·1,1) 

son linealmente in~ependientos en el lnten·olo (·1, 1) y el Wrons· 

~!ano •• r.ulo en todos lo• ponto> do dl~ho intervalo. 

!in efecto, •n •l lnterV$10 (·1, O): 

por lo quo 

--



W(~)·lx' '·¡ - o 'f-XC(-1,0) 

" -h '" 
r en el lntorvolo (O • 1) : 

f[x) "' ' g(X) " •• • 
por lo ••• -

• 

W(x)·l"' ' ·¡ - o . " (O • ' ) ,, 
" "' 

!n con>Ocuoneh, de (1) y '" •• o\gue quo: 

ll(x) • o ""••(-1,1) 

Sin nb•r••· puedO dnootrono flell~•nto que f y ' •on 

1\nooJmente lndopendlenteo en dicho \nter<~lo, ya que no exloten 

doo e•calareo no nuloo tole> que: 

lo' X t (-1, 1)', 

-·----------

• - .. 
• ..•. 

··-· .. 

-

•• 
• -- -· __ __,_, ·---

··r ..... ~' 

-

" 
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. • 
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TRANSFORMACIONES LINEALES 
VI . 1 . TRA~SFO~MAC lONE!S 

Co:no homoo v!sto, uoa func!On f de A on B (donde A y B 

son dos eonj~nto• no vodos cu•losquloro) es on> regla o crlte<io 

quo nocla • codo elemento de A, uno y •6lo ur. elemento do B, lo 

cual denotuos •ed\anto 

f: A • B 

Existen to~:~bUn !unoiones <>pcioo voetorloles ~ue, 

en !oua simil.u, Oonotoremos por 
• 

T: V • 11 

donde V y W son esp•doo vector!aleo ~eHnido> sobre el mh~o cam· 

po ~. Y T •• 1• TCII• do coneopondencia q~e osigno a cod~ .-enor 

V de V uno y sólo un vector~. 11, al que llu<rr~o• ll'.AGE~ do:;¡ y 

ropro•on<are~os con T(\"). 

(Al¡unos autor« eaplun los t~o-m:noo opendor, •pi!_ 

cod6n o ~:~apeo en luror del de <unsfonoad6r.}. 

to fl~uu: 

:;¡,y T(V)tll 

Ej<·I'·]>IO V!. l. 

o) Cooüde«:>o> un• t<•n•fonoocll!n T que eonslote u llultlpllcar 

por ; un , .• ~ter ~c•lquiou (X, y) do R'. 

La i~agen del vector (1, 4) eo l(l, 4)•(3, 1l), lo que de><r101noo 

CO!IOt T (1, 4) • (J, 11) 

~n for~• on.Ho~a: 

' 16,·~¡ . 111,·6¡ 
T O, O • O, O etc. 

to OVldento q<'< oo nau do uno tun>fonoacll!n 

• • T: R -lt 

de R' on • • • es do· 

y la in¡en do un \'ector cualqutero (x, y) utl dado por h ro¡lo 

~ ¡,., y) • (3>, ly) 

b) Sea ~horo la tnr.oóon~•o!6n 

úefi~ido "' " regla • ( .. " (• • -' . <•yl . 
Obten¡amo>, por oje~.plo • (' . " (O ' ., 
'"' '" p•loh., dOce: •• ,,.., .. '" vector (' . 'l ... ~n .. trono· 

for:oaci6n S u el vector (0, 4); o bien: S aplico ol voctor (1, l) 

en el vector (O. 4). 

De igual fom• " obtondrfan: 

efir.lci6n. 

S (·9, l) 

S (0, O) 

(80, ·S4) 

( ·1 • O) etc. 

'''"" v y W do• 05 poc!o> vectoTioloo definidos oobro un · 

111ismo ca111p0 K: 

ur.• tran>iono>ci'n do V en w u una funcl6n que uodo"l 

cada vector de\' uno y s61o un vector de 11. 
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fje,.plo "· '. 
"' " tuoofo,.oc!On ,, ,. • ,. 
defin;cla ••• .. <<gla ' ,, ' ,, ,, • ,, ' " 
" claro '"' ' "· '· " 

. ,, ' ,, 
' "· l,-14)• "· ,, 
T (6, ~. 1) • (~, O) etr. 

lo siguiente: 

SI (>, y, t) repr.,enu un segaento rl!r>r!do en el upac!o 

de""' dl,.en<iono<, su !~a;en (•, y) representa !3 ~royoccldn de di 

cho so;aento en el plano XY. 

" - - . - - . . . - - -

EJeaplo V!. l. 

f.l Operador derivado (O). 

Seo F el eopaclo Ve<tor!ol fon:tado por oodai los funcione• 

de R en R, derivobleo en un lntervolo (•, b). 

tan la cual la i=a¡¡en de uno función f < F es '" derl~od• f' se lla-

mo opeudor dcdvada y H denota con o. 

Tenemo' por tonto: D: F • G 

don<le G eo el espado que contleM • toda. 1 .. deril·adH. 

Por ejnplo, O (3~ 1 •1) • 6x 

(La imagen de h
1 

•1 te¡¡On O es 6x). 

O (senx) • con 

• u c. 

En ¡eneral: 

D ( 1 2) 

D (f(x)) 

V1·6[7 

' ' T: R • R del eJemplo Vl.l 

T ~-'· >") 

( 1 • ;¡ 

(h' ly) 

Cl. 1 2) 

y T íó,·l) • (1&, ·ó) 

Podemos rre~uotunoo: ¡CuU '"'~ la imagen del vector que 

se o~tlene sumaoCo '"' 'eotoros (l. 4) y (ó, ·2)_1 

(1' •J·(ó, ·2)• (7. l) 

~plic•c.!.o :a regla de tu~•!cn~adón o! ~eotor obtonldo: 

T (7, ~) • (11, ó) 

Oboorve.~a> q•Je el •l••.o rosuludo se hahria obtonldo •u· 

undo >i~plomente los idgeno< de lo• vectores involucrodoo, ootc 

e>: 

~ ( ( 1 ' 4)•(ó.·1))•T "· " T { ó , ., 
• (3,1Z) [ 1 g • ., 

( 21 ' " Cabo ahcco pregunta roe: "' cu~ple •• anterior por. CUal 

quler por de vec,ores (x1 , y 1¡ y (x,, y,) de R1 ! 

s\e~~re cierto qco 

Es doclr, ¡e> •• 

T ((x,, Y.J•(x,, Y 1 )) • T (x,, Y,l •T (x,, y 1)! 

lnveo t iguho>lo: 

T ((x 1 , y 1)•(• 1 , r,l) • T (x,• x,, r,• y1) 

lplinc.Co ;., ~eglo: 

T ((x,, ,l•h,, Y,)) 

.T ((x,. :·,J•fx,, y1)) 

(l(x 1•x,), l(y1•y1)) 

(>x
1

•Jx
1

, ly 1 •Jy,) 

,_ 



------- -·----

o ••• que: 

T (x,, y 1)•0[x,. y 1)• (3x 1•3x,, :;y,•3y,) 

Por tanto: T ((x 1 , y 1)•(> 1• y 1))• '¡"(x 1 , y 1)•T(x1 , Y,) 

Vuoo que para eoto tunofonoacib: 

"Lo iu¡:en de la suma de dos vH<o<e> os !~u>l • la su~• 

de la. im~¡:ono• do cada uno de ellos" 

In forma simihr, pode~OS l'oT que O<OUHO cuando muHlp1!. 

~uos un voctor por un eocolH y obtene~oos la i~o&en del Hctor re 

sultante. 

Toae!OO> por eje=plo el vector 5(6, -;) • (JO, -10) 

Aplicando la regla de tnn>fO<maClOn al vector o~tenLdo: 

T (30, -LO) • (90, ·lO) 

Nuevamente, habrh b•st•.!o con mult>plicar por S la ima· 

gon del vo<tor (6, -2): 

,,, '. ' ,, " • 
'" 

T (>(ó, ·1)) • 5 T [ó, -.!) 

• S (13, -ó) 

• (90,-J'l) 

Ucil comprobar '"' "''" .. 0\•m?l< ~an 

cuolquter escolar o ' '· • sea: 

' (o (x, "' efecto: 

T (x(X, y)) 

oT(x,y) 

. "' ,. ' ,, 
T (<>X, ay) • (>», loy) 

o(3x, .ly) • (>Qx, 3ay) 

ConcluÍ~o< que pa<O oua tcac.;~orn.ce>ón: 

cualquier ves 

""La \~•gen clol producto do un es<al.>r p<H un \"c<tor « · 

ilu41 ol ••colar ~ultiplicado por la i~age~ de: vector". 

A lu tun<fon•acionu que tienen 

10 le• llam• 'I\Ai1Sl0RMAC!QSF.S ¡.!NEAL!-.S. 

Ka¡omos un Htudio similal" con lo nanofol"!llaci6n S:R'~R' 

do! eje~:tplo \il. 1, ddini~a por: 

Sabemos que: 

ObtengUO< 

s (x. y) • <•'·1, hy) 

S (1, :¡ 

(iD, ·54) 

(o • 41 

S ((·9, 3)•(1, Z)) • S (•!, 5) • (ó.l, ·&D) 

~" c><e cuo, •u=ar las imf¡enu de coda uno de loo vec· 

toros hu~;.,. <cnJuc!do a un resultado di•tlnto, ~ue<: 

S (-9, :1)• S (1, l)• (10, ·54) • (O, 4)• (30, ·50) 

s ((·~. 3)•(1, l)) f S (·9, J) • S [1, l). 

S¡¡ (1, 2)) • S [l, <) • (:l, 16). 

t.oe reou!todo difiHe del ~uo oe obtie~o 1\ultipl\cond~ 

poT 2 la 1~a¡;e~ do{\, 2), ya ~ue: 

. :S [1, l) • 2 (O.<) • (D, 1) 

S (l (1, l)) 1 2 S (1, l) 

• Obe""'~o• ~,,. la tun<formaci6n S no pooee la• propioda· 

d<1 que _tieno O. ror lo cual >e dico que S ~O •• lineal. 

T:\i•>" 

•• una nar.sform,,ci6n lineal si: 

,__ 

' .. 
T (>,) • T (ii,J 

o T (V) 

.... v,,v,.v 
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Se dice ontonceo qué T puouva lu opeTacloneo de suma y 

producto por un eoc&lu. 

{En el e>tudio de ohtemu f!sicoo es con~~ llo~or a 1 y 

l propiedades de "<uper?o<iclón'" y "ho=ogenelda~·· «speet\vomente). 

E>tu doo propledodeo pueden coob\norn en una •ola que eotable<e • 

,., llnul • ¡ : 

' {oii',•ii',) ., ' (V' 1) - ' {V'') 

paro todo "' 
,, vectores ., y ¡;' •• ' ' todo esoolar •· 

•• onue tOdO> '" tuno fo,..,oci on~s .. "" "POC!O v<etoTial 

en otro, •on upeclalmente Otile• oquellu que son !In .. !., pu .. se 

preoeoton en dlvusao ,_..,.,,de lo .. tn.Jtico y,frewente10ente, !O> 

propledodeo de tron•fo=ac\onu oh iUerolu so obtienen oproxld_:o 

dolo• oedlonto transfonoaciones lineo les. 

tima> •• dedicarA el resto del capitulo. 

Al estuJ\o de .,,., ~l· 

Yo hemos de~ostrodo que lo t,..nsformac16n T del eje~plo 

VI. 1 es linul, mlenun q~o S no lo u. Veomo• otro• cosos: 

Ejemplo VI. ~. 

Dodr .¡ los sl¡ulent .. transformacion•• son llneale.: ., " •' -•' ' ,, ' ,, '' - ( x 'Y ' X • z) 

"' " 
,. -•' ' , .. "· - (x•l , J 

Solud~n: ., " •' -•' ' ''· ,, 
,, - (1'1 • X • :) 

VeOllo• si Cllllple con !u propl~dadeo de llneaHdo6: 

" Sean 

'

• ' , ) ' (• y , • ) dos vectoH• a<bltrar!os de ,.,., .... 
R' : 
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i ({x 1 , y, :,)•(x 1 , y 1 , :,)) • i {x 1 •x 1 , y 1•y,. z,•:,J 

aplicando lo rogla 

T ((x 1 , y,, :,J•(x,. y
1

, z 1 ))• (x 1ox,•y,•y,, x
1
•x,•z,••,J 

Ade=i<: 

aplicaoclo h ngh 

i (x,. y,. :,)•T(•,, y 1 , z,)•(x 1•y,. ,,.,,)•(x,•y,. x,•t,) 

O Sea qco 

T (>,.y,. •:l•T(<,, y,, : 1)•{x 1•y 1•>;,•y 1, ' '"'''•' :,). 

Se cu~plo ~~" T((x 1, y,, : 1)•(x 1, y,. t,))•T(x 1,y 1,: 1)• 

•T(x,,y 1 , :,) • 

Sea (x, y,:) un ,·ecto• R' y" un n6mero roo!: 

T (a(x. y, :)) • T (""· "(, <») 

Adem~s: 

oT(x.y,t) 

So cumple ~"" T (o(x, y,:)) • "T (x, y, t). 

En conclu•i6n, T "' uno transfoTmaci6n lineal. ., 
" 

T: R'• R' T (x, y)• (x-1. y) 

Sean (x,. v,) y (x,, y 1) dos voctor<s cuol .. quiera de R': 

T ((x 1 , y,} • (x,, y,)) T (x,•x,, Y,•Y,) 

(x 1>X 1•1, y 1•Y,l 

f (x,. y
1
)•T(x,, y,)· (x 1•1, y 1 ) '(x,•1, y,) 

(x
1
•x,•1. y1•y1 ) 

T ((x 1 , y 1 )<(x 1 , y,)) ,t T (1 1 • y 1 )•T {x 1 , y1 ) 

Puesto que no so cumple la pnmero propiedad, lo tronofor• 
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macl6n quo no• ocupa 110 os lln<ol. 

E> eddente que, ••g~n h definición, buu con que no oe 

cu~pla alguna Je la. deo prop!Uad .. paca que la tumformacil!n no 

<oa 1\noal. • 

So do¡a al eotudlante demostur que la tronoformacl6n ~ol 

ejemplo VI. ¡es lineal. 

Ejemplo VI. ~-

El op<rador Des lineal. 

"La donvoJa olo lu ouma d• do' func>ono' os i¡;ual a la· 

'"~• do¡.,, derivadas do cada una de oll><", •• doclr: 

O (f 1•f,l • O (f 1)• D (f,) v-f,,f,<F . 

• 
funnl!n u i¡;ual a la consunto por Jo derivada do la funci6o", <> • 

' ' sea: D(of) aD(f) 'rocRyfcF. 

' ; Como vorno<, lo quo hemos enóndado son prodnzente ¡., <! .,. 
ucte.!ot\c .. de Jinoalldad del operador D . 

••• 

lv:V•I' 

poro todo íi de V, es ltn .. l. 

r 

Eje•rlo 1'1. 1. 

Tran>for~ad6n cero. 

Lo tunsforo.oci6n cero O: V • 11 

definida por O (V) • trw pan todo V do V, •• lineal, 
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VI, l DOMJ~!O RECORRIDO Y ~'UCLEO. 

Con•idon,.oo lo trono!crmoc•6n linu) 7: R' 4 R', dada 

por la regla T {x, y, •J (•, h). 

E• cloro que hu •• uno rezla que se p~<de oplleu 0 • 

cualquier V< <ter de R', por lo que 11=•••~•• a R' !lOXI~!O de la • 

t rons !onuc 16n. 

Ve.,os ohoro 4Ue ocurre con lo• \·octoce' lugen por me· 

dio de olguno• ejemplO!: 

T (l, b, ·B) 

T[1,3,0) 

T {·l,b, ·9) 

( 1' 4) 

( 1 ' 2) 

(·1, ·10) 

fs !mporunte nour que, aunque los Jd¡;enoo e" In en R', 

no todo• los vector .. M R' >on l~ogen do al~ao ,-,c,or del dor.~lnlo, 

bto •• debe o que, c""'o oe ve de U ro~la de tn.•stomacl6n, :odos 

los vectores imagen thnen lo for~a (•, lx), es Oeo•r, '" ,.gund• 

co=ponente es Igual o doo veo•• lo primera. 

Surge por tonto h noc••ldod de dar un ""~~re ol conjunto 

• de vectores lmo&<n.Noootroo lo llomore~o• RECOR•!U~ de 1> tro.i.ror· 

~ocl6n y lo upresentore~o• por T(R')., Entone<·•: 

T (R'J • ((<, l<) 1 • e R) 

Es claro que les voctore• {1,.3), (l, -8) y(~. D), entro 

otro>, no son lma¡en de nln¡Gn~vector del doninCo, !o que eo oqul>!_ 

lente a deelr que no cotln on el recorrido óe la tnnHormoc!On. 

Vl·l4fl5 

Anallce.,o• al¡unos cuo• adiciono les : 

T (0, J, 4) • (0, O) 

T (0, O, O) • (O, Ol 

T (~. ·~, l) • (0, O) 

nio cuy• primero co~ponente os n~la :i!:len como lmo¡:en el voctor <!_ 

• ro deR. 

.WCLEO "• 

t o : 

A """ conjunto de vectoreo se le do Umb!~n un nombre: 

h ""'-• (o r:>OC1 ón ' 
,. " r<pce5en:o '" ~ (T J . 

'" .,. ·~··: ~"(T) " !(0, '· 
,, 

' •• ' • " 
'" •• on:orior: ' .. •• " • N (T) 

(O ' •• O) • N{T) 

(l, O, O) f. .~(T) etc. 

Pa;aH·~•·• ' for•aliz;r los ideH antedoro• con lo si¡¡ol•!! 

.Dofbici6n. 

Sea h :ronsfot,•cl6r. lir.eal 

T: V • W 

!lC)!l.~lO: fo el conjunto \' de v.c:or•• sobre los cuole• octUa la • 

transfor~ocl6r.. 

RECORR1DO: E• d conjunto formado por las ldgeMO de loo vecto,-es 

dd ~oninlo . lo ropresontsromo• con T{V), co decir: 

1 [\') • { ,. 1 ¡;-. T(\l, ;¡ ' Vl 

~UCLrD: ~' o1 ronj<lnto de veolor<S Gd do~inlo cuyo lma~on os el 

~'(T)•{V V< V, T (1') • trw ) 

Ejer.~plo \'!. l. 

rara 0 ¡ 0 ~cradoc doc•vada D p di•cutido an'erloroonto 

{ver ejomplo V!, 1) <eoemo.: 

Dominio . E• el con)""'" de todas la. funnoneo derlvoblo• en el ln 

' 
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RocoTr!do . E• el conjunto de todu lu funcione> Jer!vada•. 

~Ocleo - h el conjunto rle todo• ¡., funnonc• ~"' '"" con.unto• 

en el intervolo (yo que al dedvor uno cor.otonte •• obtie-

ne )o funci6n cero). 

En genero!, para encontru el nGcleo de uno trandor:~o­

cl~n lineo!, lguo!Ol>oo lo ,.a¡en ol .-ector cero y ,-e•o• que condi­

clor.e• re>ultan ~. ello p•u lo< vector•• do! do~lnlo. · 

Por eje<!plo, poro el cuo dhcutldo ol ?rindplo de esta 

seccl6n, Jonde: 

T {x, y, <) • (~, h) 

para ob,cner el nficleo de T harlo~os 

(x, Zx) (O, O) 

lo que Implico o, por lo cu•l 

~{T) • {(~,y, 1) 1 y, 1 e R) 

como oe tonlo. 

~erno< viHo que, en uno tranoror~oc16n linul T: V • W, 

el rocorrldo T{V) y el nGdeO N(T) son subconjunto• de li y V, re>-

pectlvuonte. Demostraruos o cont!r.uocton que r.o o6lo son sub-

conjuntos, sino t~bi~n >ubespaclos. 

Teor~.::a n. 1. 

Sea h tnnsfonoac!On llnul 

U recorrido de la tronofonuc!On u u~ subeopodo de li. 

D .. ootnd6n. 

De ocuerdo con el Teore,.. \", 1, bu<a con dno<tru que 

0 ¡ recouido. T(V), es cen•do poto lo oumo y el pro~uno por un· 

escolar. 

Sean T (V,) y T (V1) Jo< v.oto<e> cualesquiera de T (V). 

Por C!n<·alido~· T(V,) • T(V',)• T(V,•V,) < T (V) 

yo que, como v_, '"• y .,. 

' ' 
< 1'. 

E• denr, ,¡ T {V',) y r (V,) son elemento< del TO<orrido, 

T('i1) • T(V,) u:blh lo e<, cu~plihdo<e la cerradura par• h su-

••• 
Sean T('\') ur. d<=ento cuolqulero de T {V) y o un escalar del 

<.,.po. 

Por ll,,eolldod: o T ('J • T (o'J < T {Vj 

Yo ~o<, COoO ¡¡- < \', CntOnCe> o,.< V. 

h de:lr, >T (V') es toJ~:b!fn un eleoento del recorrido y 

henos deoostudo la ccrudura poro el producto por un e<ealar. 

De 1) y 1) quedo de~ostrado el teo<ema. 

lrnagen Ml vector cno. 

Un '"·Hit,"lo lmportOnte que,. dosprcndc de la< prop!Od!, 

des de lineolld'"' o• ol sl~uicnte· 

Hacl<n~o e • O on 

se ob:iene 

T (Ir) • Ir,., cc=o se queda. 

Pcr lo quo,el n~cleo ,;.,.pr• contiene ol vector <:ero 51 T 

e< lineal. 
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"leoto~• VI, l. 

de V. 

') 

El nGcleo do h tran,fonud6n e• un suO<spaclo v•ctor!al 

Sean V, y v, do• vectores de N {T), 

entonces: 

' 
'" linealiJad: 

Sustituyendo: 

T (ii',) • !1,. 

T ¡V,) • lrw 

' (ii 1 ·V,¡ 

' (V1 •V,) • 

' ¡;;,.;:-,¡ • 

' (V 1 l 

'· • '· 
'· 

•re;:,¡ 

'" " QUe, v 1 •v, .. to~b\~n '" vector ,, " (T) • 

" Sea V un vector Jo N {T), entoncO> T(V)• ~w• y sea o un<«& ... '"' ••~po. 
'" l!nealirlad: ' (oV) •d '" Su>tituyer.¿o: ' (cV) . , '· 

' (o"l ' • 
o v t._,.bih eott en N (T), 

E>to co"'''leta la d .. tostraclOn. 

Cor.s1derecos nuevamente h tran•fonue>6c. T: R' 

da por 

T (x, y, <) • (X, l<J 

PueSto que el nfideo y el rocorTido soc. • su ve> ••r•doo 

por lo ~ue: dim ., (R
1

) • 1. 

En forrn.< ,;~ilar, p•r• ol ndcieo ~· (T) • t¡n,y,•Jiy,•< ~l. 

uno baso •• Bs• \(0,1,{1), (0,0,1)) y por ello: dim N (T) • l. 

En cuan:o al dom>n!o R1, ube11os quo es de dimenol6n tru: 

duo R' '· 
dl11en•iones del recorrido y del n~cleo. Este es un resultado auy 

!~portante que, <c~o veremo• o contlnuocien, oe tiene sle~pro que -

•• tr~~•i• con e>paoioo d~ Jimon•i6n finita. 

Teorema VI. ; . 

Sea V un o<pacio vectoriol do dimen>i<Sn finita y ua 

T. V+ W 

una tranofor~oc,~n lineal • 

Enton<:o< 

dim V • Gim T (V) • di a N (T) 

Puounc•<Sn . • , .. rr,. ,,. - ' . . . . ' . 
' 

una base del recorrido T (V), eo decir, 

di• T (V) . ' , .. ¡¡;' ' . .. . .. ' ñq) una bue del nll<"leo .~ [TJ, •• decir, 

di¡n ' "' 
. " 

J>oesto <;L« los \"HtCre> r 1, r 1, ••• , r p pertenecen a T (V), 

Jeben exl<tir p HctOTOS .... .... ••• , vp <V tales que: 

' ¡;;- 1 1 '' } ' (V' l '• vectoriales, tienen base Y di~ensi<Sn. . • , . (1) 

Co,;o se vi<S onterlor=ento,T {R'J • {(x. ~x) 1 x < R) es el 

recorrido de lo transforuclh, y el estudiante p~ede nrifioar U­

c!laente que el cenjunto Ba· ((1, l)l •• una Oa•e rle dic~o espo<lo, 

Vl·IB/19 

' ¡VP) . ., 
Si delOo>~r>~•• ~ue el conjunte 

B• {V., V,, ... , Vp, ñ, n, .... ¡;:'1¡ 

-• 

' ' 
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•• uno bno de V, habre.oo de,.ootudo el teoreu, r~•• 050 probui 

~ue dla V • p·~· 

1) & genero o! eopoclo V. 

Seo V un vector cuolquleu de\'. 

Yo que r (V) ootl en el .oconldo, pod<~os exp<esnlo c.2_ 

mo co,.binoclón lineo\ de loo oluentos de Jo ba.e 

T(V) ·•,i',•o1'f1 • 

Su•tltuyendo (1); 

o Op T p 

T(V) • o,r(V1)•o1 T(Y1)• ..• 

Por llneolidad; 

T (V) 

de donde: T(ii") -T (a 1V1•o1V,• ••• •op'ip)•lí,. 

Por linealidad: 

T('i ·• 1 V1 -o1 V1 - ••• ""p \' p) ·lí,. 

Por tonto, el vector (V ·o ,V, ·o, V,- ... . ,P VP) e>t! en el n!!_ 

cleo {ya que n ! .. gen eo el coro) 1 lo pode""' ••rresor co~o """"!. 
nación lineo! de loo oleaento• de lo boa (i\1 , C., •..• , i\qJ, eo de· 

el r: 

' o 1 V ., v,-
Finol,.ento: 

V • o 1V1•o 1V1 • ••• •opitp•a,ñ,•6 1ñ1 • ... •\''c; 
He~o• denootrodo que cualquier vector ~. V se puede upr!_ 

sor en H1"1111nos do los vectores de B, por lo que (>Ce e• "" conjun· 

to ;oneudo"· 

B •• llneolrnonto ln~opendlonto. 

Formomoo la co=blnao16n 1\noal 

'') 

Troo.fo,-~a.,do •~bo< ~>ie~bro> de {1): 

T(¡ ,Y,·>.,;;,· ... ''p \'P •r,ñ, •r,ñ,• ... •rqñ~)·T(Il'vl 

Por Hnoali~ad: 

. . . ( ~) 

Pue>to que lo> vect~res ñ,, n,, .•. , ñq estln on ti n~clec: 

T(ñ1¡ • T(ñ,) • ... • T(ñq) 
., 

• • • • ( 4) 

Su>tituvonJo {1) r {4) en (J): 

Por h1pó:osi<, {r,, 

(.1) !rnpl!cn que: 

f 1 ' 

' ' - ' ' - ' • o 
" s~st> tuyor.~o (6) en {2): 

... ' 

q n • U 

' ' ' 

• {.1) 

,. 

. . . ( ~) 

• (1) 
• 

An1lc~"'·'"'"• poT so" fñ,. n1 , ••• , ñql una bue, {1) !m 

pi!ca que: 

r,••,• ... •O . . • • (S) 

lle,.o• ~eMstudo que (Z) i11pllco que 

1 1• >1 • ••• • '? • r, • r 1 • ••• 

por lo que B •• lineal~ente ie.derendiento. 
. "• • • 

De 1) v l), Bes""" ba5e de\' 1 por tonto: 

dln \" 

quedonJc duo>trodo el teoTema. 

Ejompio V!. 9. 

• 

Con<idnc~o< lo tror.sfouadón lineo! T: R1 ~ R1 dodo • 

T (x. y, z) • (Jx • y, ~X z,Zy•z). 

Det<r~Lnemoo el núdco hoclondo 
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(3x • y, 6x - '· ly • z) • (0, O. O) 

do donde so obtiene el o!stema ,, • ' " ,, 
' " 

" • ' " 
u estudiante puede verificar que ,. soluci~n ¡enero! .. 

este sisuma ho•ogéneo u: 

' • _, 
,, 

por lo que: 

11 (T) • ({>, -3>, 6>) 1 • < lt) 

llna bose del núcleo es el con¡unto e~· ((1. -J, 6)l 

en consecuencia di• ~ (1) • 1. 

Es cloro que la di;,en>i6n del doainto e> dl• ~~- J. 

Aplicondo el teore•~ Vl.J, oonolu!aoo que lo dlaenol6n 

del recorrido es di~ T (R') • 2. 

' 

Sabn.os que los vectores del <ecorri~o t~<nen treo co~p2 

nente>, pero el hecho de que la d!~>.ensi6n de 6oto .oa do> noo obl.!. 

g• • pensar que únicomente dos de es•• compononto> son lndependlo!!. 

te>. llallemos Jo relac!6n dO dependen<lO enue las compon•ntu • 

de un vector 

(a, b, C) < T (R
0
) • ( 1 ) 

Para ello, podemos plantear h ocuad6n 

~,• • ~,b • ~,e·.~ . . ( !) 

So¡6n la reglo de tronsformod6n: 

(o, b, e) • (3x • y, óx - <, ly • :) 

y •~>tit~yendo en (Z) 

YI·22/Z3 

(3~ 1 •óo,) x• (~, •Zo,)y• ( -11,•o,l :•~ 

esta ecuocl6n se vet1Hco para cualquier valor do x, y, ; si: 

3»1+6o, " 
o 1•lo, " -•. • • • " 

Lo solución ¡enoral de ene sioteu os: 

que ouotltuyhdolo en (1) no> dOce: 

-za,a .o,b •o,c • o 

o bien 

' ~a-b 

y ol recorrido '" puede descri~H co .. o 

T(R')· ({a, b, la-b)l a, b < Rl 

Finolcoer.a, una b••• del recorrido es ol conjunto 

BR• ((1, O, l), (0, 1, -1)) 

dondo se vo clara:nente que di<O. T (R') • 1, 

"Ejemplo Vi. 10. 

Para la transfon>ati6~ ' . T: R ~ R del ejemplo 

da.la por T (X, y)• (lx, ly), obtengOlllo> ol n~cloo: 

(h, ly)•(O, O) 

l,-0 

ly•O 

VI. 1 

-
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Lo ~nico ooluci6n d~ eoto oiot•"' •• 

' o 

' o 
d~ donde: 

11 (T) • ((0, O)) 

y, po< de!inlc!On, dl10N(T}•O 

Adedo, lo d1Tocnd6n del dominio n dir_ R'•Z. 

Por tanto, del too.eota VI. J: dlm T ' (O )•l, lo ~ue ~~~lL 

ca que ol ncouldo eo todo R' p.ro .,te co>o. t. decir: T(R')•R'. 

Obo6rvue que, como conoocuucio del teoccu VI. l, la di 

unolon del recorrido u cuando do l;oal o la de; dMiinio, pero no 

puede OCT -""YOT. 

fjcaplo VI, 11, 

Soa V el ••paclo vectol'lal do ~a trice< do -orden lxl, y oea 

W ol espado vectorial de matr!c .. de o.dcn ZxZ, •~hu sobre R. 

Conoldcromo• lo tronofontoc!On T: V • ~· 

d~flnlda por T (X) • "AA, pan todo X de V dond<: 

•• 
E• ch<o que T •• llnul ruu, poro todo X, Y < V: 

T (X • Y) • (X • Y) A 

en formo onUogo 

X A + Y A 

T(X)•T{Y) 

T(oX)•(aX)A 

•o· 

o (X A) 

o ' (X). '"' •• 
,. ([: o 

;]¡o,b,c,d,e,h R } El dc~in>O de T eo 

• 
Uno b-"" del do.,lnio "" 

{¡ o :] [: :][: o ;][: o :][: o :a o 

o o o o o 
di~ \' • 6 

Para e~cont>u el .>~clco noc.,ltamo• conocer lo ha¡:u de 

! (I) • l A 

[~ T II)• Q 

o 
• ; l 

Pon qu< X e>t~ u 

[ .. 
' . 

••.lb·~c 

,. 

" ,, 
• o 

o 
o 
o 

., 
,, 
" 

o 
• ;] 

nacteo: 

'"j 
" 

• [: : l 

La 10 )uc>6n gonorol do oHo >lltema de ocuoclono• u 

• o 

' o 

• ·H 

:]} 
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¡ [: _, 
;] ·} II(T) • e , f e _, 

••• b ... '" n~deo .. 
{[: _, 

;] [: 
• :J} BN: • _, ... N(T) • ,_ 

'" Gltioo, seg\ln el too<~aa VI. 3, la di=ensi6n do! re· 

con l. do •• di• T(Vj - .. 
E>to iRpl!ca ••• 
T(V)• ¡ [: :] a, b, e, d, < R }· 11 

u doclr, el roconldo de lo transfo.-.~ciOn esto canHituido por -

<odu lu ••trie•• cuadudas de orden dos. 

Uno ba .. de T(V) es 

... ¡~ ;].[: ;] [: :].[: :]} 
- - - - - - - - - - -
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VI. ~. REPRESr.~tACION MITRICIAL UC \/NA !RA~SFOII!.V.CION LINEAL. 

Ue uno tronsfo,-.oc16n l!nool 

" •' •' 
se conoco Onlcaaento que: 

' "· ') (' ' ., 
' ' "· " ''· " Hs po>lblo cncontror T (1, 0)1 

Voboolo: 

El vector (1, 0) se puedo expreoar coao coabinaciGn li­

neal do {l, 1) y (1, 3). fn efecto: 

Por ello 

( 1 ,o) 

T (1,0) 

{7, 3) -3 (l,l) 

T ((l,l)•l(l,l)) 

y, pueoto que Tes 1\noal: 

T{I,O) • T(7,3) -lT(l,l) 

T[l,O) (0,8) -l(l,l) 

1' ( 1 , D 1 (·l, ·1) 

Eo Ucll comprobu quo ol conjunto ((2,1), (1,1)} •• una 

baso do •• ' 
por lo •!<J< ouolq<H<r >«tor (~,y) de R

1 
puedo obtener-

u a partir de dicho conjunto. P•r• osto <aso: 

, .,. c~.rl·~·. 

~Ho nos rerm!to obHner lo reglo do uon>for .. ci6n, ya 

• 
T(x,y)• T((·lu7y)(2.l)•(x-2y)(7,3)) 

y como Too lineal: 

T(x,y)• ( ·lx•7y)T(l, 1) • {x-ly)T(7 ,ll 

-­.-

• 
' 



de donde: 

T{x,y)• (·3x•1y)(l,3)+(x-ly)(O,i) 

Final~ente: 

T(x,y)• (-~x+ly, ·x+Sy) 

IOn general, si se conocen las 1mllgenes Je lo• vectores 

de uno bose del do~inio, so tiono complotamonto .l<·'inid• <lna tcons . -
formación lineal. 

~uionte: 

V!. 4 

Sea B• .,. ... ' 
V, Y •ean W¡o w,, ... , "n n ~ectores cuale.qulcra do ono espacio 

•• 
Enton<e>, existe ~n• ~nic> «onsfor~aci6n linoal 

0UO>tTaCl6n. 

T(V
1
)•W1 

T(V,)·i<, 

r(V)•W 
" " 

'" 

SI V •• un ><ctor cualquiera de V, podd expresarse un!­

voca=ente e~ <~•~!nos d< la base B co~o: 

V••V•>V• •<>v ,,,,···nr. . Ul 

OefinaE<>< una transfonoaci6n T por: 

• ( l) 

y de"O•t<e~oo que es li~e~l. 

En <fecro, <1 '"""~"' ouo vector ¡¡de \" tal ~uo: 

so t!ono quo "V·O·('• •R )V •(o •6 ¡V • ... •(o.·S.J;7. ,,,,,, ...... 

!<lo~~•. ''e"' un ••cola<, 

ror :onta 

T(ci')• <",W,•co,i:,• ... •co 0W0 

•e (", ;;, ·•,W, • · · · '"n"nll 

•cT(i') 

Vomoo que· T. d<finido ror (3) •• llneol. 

clondo ¡;.;;,, do (ll •• obdene que 

Suotit~¡·cnJo <0 (;), T(i',)·W', 

Procediondo on fo.mo oi~lhr, T(V,)•W, 

T(Vn)"¡:n 

l!e•o• ~o~ostrodo que u loto una tran•forud6n lineal que 

utlsfoco (1). ~<stO o6lo d .. onror que dicha tronofonucl6n u -

~nica. 

neo\.,, r y 1', y ~·~"strareoo• que oon l¡¡udu. 

tor ¡; dado por (l). fntot.ce•: 

T' (V)•T' (o, V, •00 V, •.,, '"n V'0) 

Por llnoal\dad: !'(I-"J•o,T'(V",)•<>,T'(V,)• ... •<>0T'(Vn) 
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Por hlp6tools, T'{V,)•W, 

T'{V,)•W, 

T'(V)•V 

" " 
Por tanto, T'(V)•c,V,•~,W,• •.. •onwn 

de dende T•T', ~uodando de~ostrarlo o! teoren. 

\'otoao< ahora que los tnn>fon>.aoione. lineal<• pueden l"~ 

pruentaru por <>odio de ~>attiCe>, para lo oual e>tcd:o•o• ol •1-

¡¡utenu cuo: 

Teneoo• una tran<for•aci6n lineal T: R' R' doda por h 

• • • ( 1 J 

" clan que • (•. ' . ,. [6. 1) 

" con<iden.J:lo< .. :tatri=: 

,_ [: :] , 
' p ru.u l t lp 1 1 ca~ o• "' vector colu:ma [: l ~or d!cba mariz: 

[: , :] [:]- [:] 
H obt\eno lo imagen dol vector (4, Z, 3) ><B~" la tr>~oformoddn, 

Do hocho, para cuolquier voctor (x, y, z) d• R': 

[: , 
quo o o la regla de trar.>for~an6n dada por [\). 

Poduo• por u~to escnbir: 

VI.J0{3! 

'f V< R' 

donde V o> un vector columna, 

La ""trio M '" o\>tio•·• a pa;tlr do las \dgonoo de loo 

voctoru de lo bO>e <on6nico de R'; 

T (1. O, O)• (1, 1) 

T (0, 1, O)• (1, O) 

T (0, O, 1)• (0, 1) 

lu coalet, <Oao p~ede , .• .,., son las col......,•• do lo Utl"i2 M,quo 

roclbe el noabre de ""'•tri> asociada a lo tunsfol"llaciiln, referl-

fjo•plo ' 
.. 
• 

Paro h o.an;iotao~i~~ T: R' - R' definida p<lr 

T(x,y)•{3y,2x) 

obt•n•r •~ aatrü ••~~uda r<forido o la base can6nlca d• R' y cal 

cular T(4, l) nple~nJo:a. 

Solución. 

De la Tegl• do transfonnadón 

T{l,O)•{,,l) 

7(0,1)•(.!,0) 

y lo ~otrh podida os 

poro obtonor ! (i, C) c!cctua~o> ol producto 

por lo quo T (4, 2)•(6, i). 

-



' 

A putiT do ahora tnbajaruos udusi<=<nte con vecto-

tU colu<>no, yo que uto facilita ¡;nnde .. n<o el r.ac.ejo de las 

tun.fonoodonu )lnuln cuando •• e.oplun las "atnces .. oci~das. 

AnoHc .. os ahou el cuo de una transfor~aci6n lineal 

,, '. ' R 4 R , sabiendo que A• lV,, v,, 

~· !W1, W,l ot uno b••• de R1. 

T(V',)•2¡¡-,.¡;;, 

r¡V 1 )•·6V,•7il, 

T(V,l• W,->W', 

Y,l •• R > y - • 

} (' l 

lo Cuol doflno COIOplotomonu la tnnofonoa<i6n T, ><~~n el. t<ore~• 

VI. '· 
Suponouoo ~ue •• üeno un vector v < R' tal que 

~ntonceo, co~o T es lineal: 

T(V) ·o, T(V1) •o, T(ii',) •o,T(V 1) 

Utlllando las upruiones dadoo por(\): 

TCV'J·o, (2W1 •JW,J •o, ¡ -6¡¡ ,•1W1) •o, ¡W1 ->i;",J 

que puedo oocdblno co~o 

T(V)• (lo, -6u,•o,);;1+(Jo 1 +lo,- so 1)W 1 

por lo que, ü vector de coordenadas de T(V) en la bue B es: 

(T(V))B , [:::~::::S ::1 
EHo vector puodo obtenerse a partir dol vector de coord~ 

nodu óo V en la baso A; 

•odlanto el pro~ucto 

[: : :] [::] 
que repruentuos ~ed!ante 

(1lv) l ~ (\')A 

' 
[: •• :] donde "' . " ' •• la ••ttl1 uochdo • .. UOR! 

fonuc!6n, refen~a a la• O•••• A y B. 

E• i~panan« o\>>OTvar dos cono: 

1.· Lo 11otrh -~ tran•foua un vectoT do coardonodos on ~. on un 

vector de coordenadas en S. 

Los columnas de ~ '"" la> coordonod .. do lo• vectores lu• 

;on do la \>~se A en la ba>e B. 

Fonoalüaremo5 o contlnuocl\ln ol .. tudlo hoc:ho ontorlor· 

OIORto: 
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TeoTe~o VI. ' 
Sean \' y W dos 05pados vectoriales talo; que Jim \'•n 

' d1m W•m; y ••~n A• ¡Y, Y,. .•. , Yn¡ y &• ¡W1 , "" •.. , Wm¡ bases 

de V y W, respectivamente. 

Si T: V • W es uno transíormaoi6n llr.oal, entonces oxhto 

' MB, do ordon ~xn, tal .que 

' • M B para todo Y de V, donde, li 

T(Y,)•• .W •a .W • ..• •a ,¡¡ 
'"'"' m1m 

entonce~, la Hsirr.a oolu~n• do~ eo 

(T(Y.)) 
' . 

·~1 
'-------------,----~-__J 

[oto teorema nos gnrantiza que, para ''""""tr"' ¡., coorde 

nada.< do la im•gen de un vector Y refHidas a'" b.so B do W, ba! 

tad con premultlpllcar al vector do coordenados do V en lo baso A 

por lo ~atrü M¡i , a la 4uo llaarcmo>."matri< de la transíormaoi6n 

referida a las bases A y B". 

Domosu•otón. 

Si ves un vector cualquiera do V, sabemos qua H puede 

expresar un!vocamonto on t~rm¡nos do la O.H A co~o: 

- - -v•o,v,•o,v,• ... •onvn 

T(Y¡•T(a, V, •a, V, •. • • 'an Yn) 

Por l1noalidad: 

"' 

pueden obtener •·o foroa finioa a partir do h bue B: 

,,, ,., .... ¡¡. ., " , . ' ' ' '' ' . . . ~ .. 
!(V, J •a,, w, ••,, w, •, , , ••m, wm 
T(V ¡.,, .. ¿-·;;· W .::::~~), 

n '" L H• ! "'" 

LlovanUo esto> oxpros\onos o (¡): 

T(V)•a (• ¡; •o W • ... •• W l•a (o ;¡ •a ;¡ • ... •• W )• 
' " \ " , ~' m , " , " 1 m1 m 

•... '"n (•,n•, ••,nw, • ... '"mnWm). 

AirupanJo: 

T(V) • (n, •,, '"•", • ... •a0o10 );;, • (o, o,, •o, •., • ... •o0 a10 )W1 • 

+.,. • (u, a,., •o, •,., •, , , •o 0 n~0 )Wm 
y, por dofinic!6n, !.1• •umo, on<orradu ontro pu6nt .. h •on ~o, . 

coordonadu do T(''J 

cribir: 

rdcTi•loo a la bo•o 5, por lo quo podomo• ••· 

(T(V) )• 

' 

o, on forma mlltridol: 

"" 
·'" 

.fT(V)) 

'· 
• 

.. , 

., 
''" 

., 
., •., •, 

• 

'"' '"' ., 

¡· y,por(l): 
•, 

T(V)•a 1T(V,)+o1T(Y,)• ... •anT(V0 ) • (l) " (Y) A 

Por otra parte, los vectores l=a;en T(Y1), ... , T(Y
0

) H . " 
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'' oocir: 

(T(VJ] ' ' (Y) • 

' ' ' 
. • (3) 

·' " ' " 
' ' " " 

~onJe: ' "• • 

'•• •,, 
como ;o quorla ~e~oHUT. 

L• p•U<ba de que e,ca natrit es ~ni~a e5 >e.rncdiaca, yo que 

>i >uponc~o• G"" 
(T(V)) 

• 

Ene ccmpleta h ü.:ostrad6o. 

é¡e~plo VI. 13. 

Sn )a aansfor.oaci6n lineal T: R' • R' 

definido por: T(x, y, o) • (>, x•y) 

• { 4) 

Hcil,.ente se co~pn:eba que A={(l, Z, 3} • (C, -z, ·1), 

(1, 1, 1)) y~- {(1, Z), (~. 3)J son bases cle R' y R', respectiva-

[<claro q'>e: T{l,l,l) • (>,l) • ;{1,1)-I(O,l) 

T(O,-Z,·l) •(·1,-l)•-l(I,Z)•O(O,l) 

i(l,l,l) • (1,~) • 1(1,1)•0{0,3) 

de dondo 

~ . [. 
' 

. ' :] o 

Ut!lic<"os eHo ~atr!> para obtonor lo lu~cn dol voctor 

V•(-1,4,6), cuyo ve-ctor de coorden,d., en la ba•e A eo: 

Entonces: (7(·1,4,6)) ·[' . . ' . ' 
o :] [:] . [.:] 

El voe<or (ó, ·3) es cl vector do coordenodu de T(V) 

en lo bo•• D. 

EJcdplo \'!. 14. 

Volvnos a lo nan>fon,.d6n lineal del ejempl~ Vl,ll 

>:R1 •R1 

definida por Tf>,rl • (ly, 1>). y con>lderuo> la bue can6nl· 

E· {(1,0). (0,1)). 

T (0,1)• {l,O) •l(l,O)•O(O,l) 

teneao> ~i . [: ~] 
PoT ello (T(\-)) • Mi (V)E 

' 
pon todo V de ~·. 

C~ando '"ob•Jel:lo> con ntTices tehl'ldu a buu can6n1· 

VI·J6P7 



hro <>te~"'"' Mi • M 

T(V)•Mil pa•• <odo V de R', coc-o ,.-obtuvo 

en la p~gino :11. 

rJo~plo VI. IS. 

Sean P el e<paoio ve~torial ~e polinomios Je gudo ~•nor 

0 !auol que tr•• y Q el espano vectorial de pol\nO~los de ¡rodo · 

menor o Igual que dos. 

co~o sabe~o•, una baso de Pe> B•fl,x, 

Q oo C• (1, x, x'). 

' ' . x'lyunode 

Conoideruo• el opeu~Ol" derivada D: P ~Q y encon· 

trUCO tU represenucl~n ntdcid en las bases BY C. 

Colc<~le•Oo, pan ello, hs '"'"l"""' de 10> >"e<tore• de· 

lo buo B roflrltndolu a lo b••• C: 

D( 1) • D(!)•O(i}"D(x'l 

' ' D(x) • l(I)•O(x)•a(x') 

D(x 1)• " • D(1)•1(x)•D(x') 

D(x 'J· "' 0(1} •O (x) •Hx 'l 

Por unto: 

r: 
• 

:J •" • ' ' • • 
CaJ<ulu.oo D (bx'•9x'-1) ~tillando e>ta ~•td>;ubemoo 

quo: 

(D(óx 1•9x'-1)) • 

' 
• . ' 

• • 
D(6x

1
•h'·l) 

D(ó•'•9x'·1) 

O (1) +ll (x) •ll (x'J 

llx •llx' 

quo so comprueba con fanl;d•d derivando d;uct...,enh. 

Par• ho<<r ldash en el hecllo de que se tubajo con ba• 

u• ordonodu, coo-.dore~o• ohoro cnDo baso de P a 

F•Íx
1

, '• ,•. 1) 

En olte c~so, la roprosentad6n ••aicial do D •• 

,. 
' 

Rango do la .,atdt de tunsfonaoi6n, 

Su lo tnn>fonoaci6n T: k
1 

• R' 

definida por T(x,y,!)·{~,h) 

EncontreMs lo utrü do la transfonoaci6n referida o lu 

bu u canónicos: • 

' (1,0,0) ( 1 • Z) 

' (0,1,0) (o • 0) 

' (0,0,1) (O , O) 

[: • :J ,. 
• ,, <:loro '1"" " rongo " la ~atrh N .. uno: 

R C<l . ' 
'"' .. prec!snento •• dimonoiOn '" recnnido do la tnnsfonodón. 

• 

' 



TeoreJ>a VI. 6. 

tn uno transfor .. ci6n Ilnoal, 1& d!Un>i6r. MI roconldo 

es lg~ol al ron¡o de la utdz do lo tunsforuoi6n rofeddo o doo 

baoes cuolesquleu. 

4. ALCE~~ Of LAS TRA~S~ORMAC/ONES ~INEALES. 

En las ><<~Iones >nteTioros hnos trabaJado ~nk-=ento -

con una tnnsfor~•016n a la vez, estudiando'"' propiedades y co­

racterhtioa• p3'ttculare•. 

En esta secc16n utili'"'"""' <~•ulth•-=ento dos 0 •h 

transforma<ior.es ;\Heal••, con <l objeto de estudhr los oporaclo· 

••• que con ellO> pueden efoctnor>e. 

Espado vector;.,¡ de tram(orma<iones linuleo. 

Con>ld<rt~os el <»o de dos transfol"lllacloneo llnoolos T 

· r S M R' en R' OeEnió., por: 

>~'.y, •J • (x.lx) 

S(< ,y ,L)• (x•r ,x•:) 

y halle~o• lo c. .• ¡en del vector (4,2,3) s<;dn ambos tron•for~odo 

rc•,l,lJ·[l,8) 

S(~,l,3)•(ó,7) 

Podemos fam.ar ahota una nuova tranoforucJ6n T•S tal -

que, lo >maR<O de ur. vector de R' >egán r+S •e• lo Ju .. do ¡., !mi• 

¡;enes do ese ~lomo vector >e¡;dn T y S. 

Por ejer.plo: 

(T•S) {4, l, l) •T(4 .1 ,3) •5(4 ,2 ,3) 

•(4,8)•{6,1) 

•(10,1S) 

De igual fooc.•, pata el vector (l,S,-2): 

(T•S) (1, o.· ?)•T(l, >,-2)•5(1, s,-2). 

•(1,2)•(6,-1) 

•[7,1) 

·.· 



La rc~h Je tunsform"l6n de T•S pued•• ohlononc calcu. 

londo 1• irna¡;cn do un ''OCtOT cualqUIH• (x,y,t) de~·, 

(T·~) c~.y, z)•I (x ,y, z) •S[~,y, z) 

(T•S)(x,y,z)• {x,lx)•{x•y, x<Z) 

(T•S](x,y,z)• (lx•y, :Sx•z) • . . ( 1) 

Es U<Il verificar que ~t.!! Izando eot• ro¡;la se obtienen 

loo 1'1\o~o• resultado• aouriores. 

Un estudio sil'lilar se puede llevar o ca~o puo una opor!. 

cl6n consi.,ont.e en ~ultiplicu una <Tns!ormod6n :!nul por un . 

Por e)oopio, a partir de la tranofoT"'Iaol6n S pod .. oo do­

fin;, la t<ansfor: .. d6n SS en la siguiente fonu: 

' 

(SS) (V)•SS(O} "'<'Y do • • • 
Calcule~os olguno> ca•oo: 

(S~ l,Z, J) •55(4 ,l,:S) 

•S (ó,7) 

•(lO,:IS) 

An~lop•.cnte, paca cl vector [l,S,·l): 

(55) (1, S,. 2)•SS{ l, S, -11 

•S (ó,·IJ 

•{30,-S) 

y, paro obtoner la ro~la de tT>nsformad6n: 

(SS) (x,y, :)•SS (x ,y,<) 

(IS)(x,y,<)•S (x•y, x•!) 

(SS)(~,y,z)•(Sx•Sy, Sx•>•) ' ( Z) 

T•S y SS, definiQ• 5 por (1) y {1) respectiva•entc, oon lineales. 
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A contjo .. <adón definiremos lo ou~• de tunoformAdonoo y 

el producto ~or u escalar e>ra el c":"C-''C':"C'C'C'C'C''---------­
Oefü-ici6n. 

Sean V r .,, Jos espodo• veotor!ale> sobre un •l>•o co~po 

K, y >Un T y S d~• a.u.sformadone• de V en 11: 

<rocX,>'<V 

Si T) S .on tran.!oraac!ono> llnuleo, ontoncu T•S y 

<H >on to::~bién Eneales. 

Sean '• ) '• do. vector<> de V, y e un ooc•lar de K: 

(T•5J rá, ·V, J•T(cY, •Y, J•S(cV, •Y,) 

•cT (V,) •T (V1) +cS[V1) •S(Y1) 

·cT (V,) •c~(V, 1 •T(V, J•S(Y,) 

•e (T [V1 J•S(Y,)) •T(V1 )•S(Y,) 

•e (T•SJ ¡V, ¡'•[T•S) (Y,¡ 

• 

Por dcf!n!d6n 
de T•S. 
ror l!nc•lidad 
de T y S, 

Por dcf!nlc\6n 
do T • S. 

En efecto, •••n '• y 'Y, do• vectore• do V, y e un .,calar: 

bT) (á ,•V ,l•oTtcY ,•V ,J Por dcf!n!ci6n de a T. 

•o(c!(V 1)•T(V,ll 

•o (cT(V 1) )•oT{Y 1) 

•e(oT(V 111 •oT{V ,l 

Por llnoalldad do T. 

•c(oT)(Y 1 )•(oT)(Y 1~ Por Jeflnlcl6n do oT. 

.. ·_. 

' -·-
• 
i 
' ! 



! 
• 

1 
1 

quedando deMstTado. 

hOT<oa Vr. &. 

Sean\' y W dos esp•dos vectodoles y '"" L(V,W) el con-

junto for~ado por toda. las transfoT!IIo:ion., Hneal .. de V en W. 

L(V ,W) e< un es pano vectoTiol. 

De las deilnl<>O<>o< dadas paro la su~• ~o tron.fon .. clo· 

nes y producto por ~n escalar, •• Hcll demnHror el teorema ante· 

rior. Unicamen'e numeraremos la! propiedadoo Jo l(V,W), dejando 

como ejercido al est~di•nte ou demO<H>cHn: 

Sean S,'! y U tnnofor.:~adon<> lineales ~e V en W, •• de· 

cir: S, T, U eL (V,k). 

1) Cenodun, 

Ya de,.ootcamo• q~e la >u•a de tnnstormaoionn lineoleo 

e> lir.eal, eHO os, S•T el (\',W). 

T=bitn Mmos<nooo que el producto de una tranofonu· 

ci6n lineal por un escolar e> lin<>l, esto e<, o Te L {V,~). 

3~cl(V,W) tal que, 'H<L('> .. ~); 

T•O•D•T•T, 

4) T•(-0)•0, donde ·T•(-l)O<L(V,WJ. 

S) T•S•S•!. 

Sean ~ y ~ dos escalares cualesqulna: 

;¡ ~(T•SJ·~T•oS. 

i) (o·~)!•oT•O!. 

9) l·T•!. 

.. ···-··-- --~---····- -~---· 

Volvan'"' nl,ora • Jo• tronoformae!on .. T y S iloflnldas por: 

T(x,y.,)•(•.~•l 

' 
paro lu cuolos •• obtuvo: 

(T•S)[,,y,o)•(lx•y, Jx••J '" 
La ou~• de oot&o transforudonos •• puede llovn • cabo 

por ,.odio de la. ~iltr!<o< aoodadao, roferidao • lu b•••• canónicos. 

Ropreuntaromo• con~.(!), ~(S) y M(T•S) a loo .. trie•• asociadas a 

!, S y T•S reop.-<:tivamento: dlchao matrlcoo >on: 

N(T)• [: :] 
o 

• 

' 

~(S)• 

M(T•S)• [', • 

[: 

:] 
:] .. 

o 

Como es Hcil co~probar, ooto altl•• ntrit puede u~b1én 

obtonoru •u~.on!o lao Ol&tr!c•• ~(T) y M{S). Eo decir: 

M(T•S) • M{T) • N(S). 

Rocor.lc~o• que a: Inicio de uu .. ccl6n, t ... bitn >e ob· 
• 

uvo lo tunoforma<i~n SS cuya rc~la de correo~ondencia oo: 

. . . . ( ¡) 

' '" fonoa anilo~a. vuoo quo el 11ultipllcor por el ~«alar S la 

••tri< N(S) da como ruul,.Jo )o!( SS) : 

[: :] [: ; :] SM(Sl•S • M{IS). 

• o 
fn ¡uoul, ,¡ \" y ~ oon ~o> oopoolo> veetoriale> y S y 

T doo trar.>for~•cioneo llr.oolo> cualeoquiera de L(V,W), •• tiene: 
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~·---- ,_....;_ ·-

l 
' 

i ,, pora la suma; 

M(T) ~ T 

H(S) - S 

entonces: 

M{T)•M(S) - T•S 

o sea: 

M (T) ·~1 (S) •M( T +S) 

pan el producto por un escalar: 

si M(T) +-+ T 

y~ es cua>quier es-:alor, 

entooces: 

QM(T) - ~T 

o sea: 

~M(T) •'M(QT). 

Por lo que, su~or tron<formadonos o ~-~ltipl!carlas por 

un esoalar es e~u"·alente a su=ar sus matrie<> a;ociadas o ~ulti· 

pltcorlas por un escol.r, 

5o dtce que L(V,W) « isomorfo ol conju,to de Jos matri 

ces do orden ~xn (donM m•dim ~·y n•dim V) para las opeTa<ione> • 

de suma y producto por u o c><>lar. 

Teorema 1'1. ~. 

(Teorema de Isomorfismo) 

Pan cualesquieu T y S de L(V .~·¡ y toóos los e.colaros 

¡.<(T+S) 

M(~T) 

){(T)•M(S) 

oM (T) 

rct <aso gcoera¡ -

_se puede demostrar en for~a anliloga, tenier.do eo cuenta que las ~.e. 

trices que se van a operar deben estar refendas a las mismas bases) 

Sean T: R" ~ Rm y S: R" • R~ dos tro:>sfo,.aciones H-

nealcs y sean M(T) y H(S) sus rupectivas matTco<> ssociaeas, en 

h> bases oon6nicos. 
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a) Paro la suroa: 

T(V)•M(TJ' 

S(V)•M(S)V, 

por deflnici6n de T•S: 

(T+S) ('i)•T(Y) +S(V) 

por {1]: 

(T +S) (VJ •M (T) V•M (S) V 

V V do 
Rn} .... (l) 

por lo distr 1butividad del producto sobro lo suma do matrice•: 

(T • S) (V) • (M (T) .)¡(S) )V 

por otra pano, do (1]: 

(T +S) (V) •ll (T +S) V 

de (l) y (JI se sigue que 

M(T•") ""(T) +M(S). 

por dehni"~" Co or: 

(oT)(V)•aT(V) 

por (1): 

( oTJ (V) •u (M (TJ V) 

. • • • .. {2) 

• . • • (J) 

·,·. 

' 

por las propicdaJes de los 11\atricos para el producto por un e•· 

calar: 

( oT) (V) • ( oll(T) ) V 

por otro porto, de (1): 

de (4] y (1) se slgwe que 

H(o~)·oH(n. 

. • • . ( 4) 

' (S) 

t>to completa la de~ostraC>ón. 

' 

.·[ 



Compoúcl6n de tronsfor~ociooes llneoles. que ~ultipllca por 3 1• rn•snitud do un vector. 

Una opouollin bo>tant< má• intere,.nto con tnn>for~aolo 

ne• lineales es la oomposiel6n. 

Con>ider~mo> el proble~• 5igulcnte: 

Se ti<r.e un sepcnto dirigido en el ••P·""" euoli<liano 01 

dimensional y se des .. girOTIO un ~ngulo d~ M'(sentido on!ihonrloJ, 

y uno vu gludo, se desea au~entar od'O '""' su magnitud. 

Resoh·amos este problema er, O<.s puteso 

Primero, obtengamo> la tunsformaollin linul T sesU~ la­

cud un vector dol plano es girado un Ansulo de oo•. Por el «ore 

u VI. 1, ustaU con hallar la Imagen de lo< ve<to«< M la b••• • 

canónica para podor definir r: 

qulora 9: 

' 

T(l,G) • {co>O, HM] 

['"" N(T)• 
sena 

l!ac!endo • • 60': 

['"' ... l!{'r). 

"" ... 

' ~--ico,J) 

T(Q,l) •(-ser.5, CO<Q) 

""'] cose 
• • . . { 1) 

...• '"']- [; 
ces 60" •'! ·"] ·~ 

~ . . . f'J 

60" : 

E>te " un 00>0 inmediato: 5(1,0)•(1,0) 

fi(S)•[: :J 
5(0,1]•(0,8) 

'" 
Ya pod,M> resolv<r nuo>tro problno: 

Por e¡ornplo, poro <l vector (Z,I),prilll<r? lo slr&RIOO 

• • 
T{l,l) {. ' ., 4] ['] ['''"] t 1 -'i•Z 

r(l,<)•(l-1/1, /!•2) 

y despuh lo 10u::i~hoomos por 1: 

[". ",] S(h!•'l". 13•2)• [•·•!!] 
"'' [''""] !1'!•16 

' 5(1·Yí, .'3•1)•(i·H/!, i~ • 16) 

VemO> que el proce•o aqui se~uldo oo puedo reou.lr en 

h oxpre>i6n: 

que es h co•po,d6n de ¡., tunofonooclonoo S y 1, sl•bollndo 

con S<>T. (lh><: ""S co•poo>ci6n T"'). 

E<to «, sor e> uno tronuo,.ac16n que u de!in• '"""' 

Por ello poduoo eocnblr 

(SOT)(~.~)·(I·16>'J, i/I•16) 

donde S•T u J~>'•"ente h tt•n<for.acl6n quo ol 11!0110 tlnpo KIU 

cer lo Silulente: 

.. 



(SoT) (x,y) •S(T(,; ,y)) 

(Sof) (x,y)• s r¡ ± 4] '] 
~4 ; ' 

"'"'"·''' ~ :] [ 4 ·~ [:] 
[:" ·~] [:] (So~l(<,Y)• '" ' ' 

M(SoT) • [:/! -·~] 

Utilltando M(T) 

UtHiundo H(S) 

Oh•uvamos quo la man!t .,ociaóo a SnT •• el producto d• 

la• matrices a.oc!ada• a S y T, coto«: M(SoT)•H(S)M(T), 

{SoT)(1,>)• 

como •• tenia. 

En resu'>en, SoT es ~n• nanoforuc16n iln<>l que "reune 

los efectos" de S y T, y cuyo BatTI: uoclada u e! producto de lu 

u:rices M(S) y N(T) (en e>e orlen). 

G: R' 

f: ~· 
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l'eanos otTo ca•o: 

dada por G(x,y,:,w)•(lx,y,t•w) 

dada por f(x,y,:) •(lx•y,:) 

n en~diante puede verificn ticilaento 

[: 
o o 

:J [: 
H(G)• o ' M (f) • 

o 

~"" 

o :] 

oon lao motTice• ·"oOI.•das , G y F, en las baH< cRH6nicao. 

Encontcemos :, motriz osociada a FoG: 

[: :J [: 

o o 

:] ;!(F~G) "·" (f)>I(C)• o 
o o 

M(FoG)• [: 
o :] o 

E> cloro ~--• foG es una tran•for~aet~n do R'en R
1

. Grlí • 

• ' • ' 
/ 

e ' 

"' ' 
'-

~ \_ ,r, 
,/ F(G(x)) ) 

•• •• 
/ ' 

fO(; 

' 
'- • ,/ "'-.. f(G~x))_./ 

En~ontrc""' or ~ on lo 1• 'm• •n del ' ' • vector [-1 4 ¡ • • • 8) 

' u de;:ir, 

G(-1,4. ~ .8)'( ·; ,4. 1:) 

f[-Z,4,o0) =(·l,10) 

o 
o :] []- [;:] 

(FOG) ( · 1 ,, , l, a;l•f(G( ·1, t,l,8)) 

o, en ¡¡enero!: 

(fOG) [V] = f' ( G (C)] 't'ideR', 

., 

' ' 



'DehniciOn. 

Sean las trans[or~aciones T: U~ V ' S: V • W. 

como 

(SOT) (U) ~ <; (T (U) ) '1- u de U. 

PodeMS representar ~táf><amento lo corrc"c16n de tron• 

for=ac!on~s bneale. ~ediante lo >i~u1ente hgurn: 

" 

" 
Figcra VI. 1. 

Si T: U • V ' S: V • w son do> tnnsfal"lla<ion•• linu 

sor:u-w 

ta"bi•b es linHl. 

Oemo•troci6n. 

Sean rr, ' ¡¡, "' vo<toro• "' "· ' -'"' ' "" <Hnlor; ··-
tonces: (SOT)(o:i:,• ¡;' l• S(T(<>U1•U,)) l'or dof1nld6n "' sor. 

S (•>T (U" 1)•T(Li,)) ,., lineolidod " '· 
•o5(T[U1)) •S(T (U,) l "' llnnlidad "' ' 
•o(SOT) (U 1) • (SDT) (i¡,¡ ,., ddinid6n "' So T. 

q10edando de~o•trodo, 

llemO> rn.-nc1onodo el hocho de quo 1• co~po•!d6n de tr•n~ 

fonacioneo Iinoolo$ corr.,pondt· • la multipllcocl6n de matticoo. 

ro>to >e puedo R~-"'-'-'-"-'-'-''~':'~"~'C':.''c'~·~·~·~'C"~'ó':_'' ____________ _ 

Sean l>< '""'[oruciono> linuloo T: U • V y S : V • W. 

Sean,\, n y C ~•••• de U,\' y w, re>~ectivuente. SI 

L~(T) e> la ~ouio a<ociad• o T, y 14~(5) oo la aotrlz noc\ada a S, 

entonceo 

!{tSJ~<~(T)•H~(SOT) 
eo la utrh a<ocudo a sor. 

T: ~· 

lo de~o>tro<i6n de <O!< uoreaa puede conoult&T>e u la T~ 

E¡emplo VI. 16. 

Tulnoo (1·er ejuplo \'1, lJ) una trantfonucl6n lineal 

• • R dada ~oc T(x,y,!)•(t,x•y). 

sten~o A•l(1,1,J). (D,·1,·1),(1,1,1)J·r a•({l,l),(O,J)l 

de R' ¡· R' re>pectivaaento, habiaOIOS obtenido 

~(T)• [.: 
-' 
• ;] ' 

-



Si aho<a consi~eTa~o• lo tnnsfor~ad6n Jine•l 

S: R' ~ •' dada por 

S(1,l)•(1,1) 

S(O,l)•(O,l) 

·y utii\Hmos la base <an6nica E•{(1,0),(0,1)) 0< «odrl: 

)!~ (S) " [: ~] 

M~ (S)~~ (T)• [' "] [' 

' ' ' 
. ' :] " 

[: :: :J • ..: (SoT) 

Encontremos (Soi) (Y), donde ' [-1,4,6), 

Sabemos que: ¡V¡ ,. [:] 
{(SDT){Y))E - ~~ (SoT) (i'J_., 

:] [:] [:] 
l¡; 

1 ~~ 

. ' 
_, 

(S>T){ ·1, 4,6)• (6, l) 

Vemos que en oste caso lo nan•forman6n 

ple~ente a un ca~.bio de base en R' (ver roSUHado del ejemélO Vl,1.l}. 

. - - - - . •,• . 
Algunas propio~ades de ).>< operacion., con t<ansforcociones lincaleo 

Soon U, Y y W tr•s espacios voctorlales soOre un ca~po L 

1 . - S t F: U ~ V 

S: y~ W 

7: y ~ )f 
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son transfonaciooos lineales, entone<> 

' .. 
(S+T)oF• Sol' • TOI' 

SiF:u~v 

y T: V~ W 

son transfor=anonos lineales y~ es un escalar, enton<e• 

l. · S\ 

(~T)of•~(TOf) 

F· U~ V 

G: U~ Y 

y T: y~ •. 

son tnnsfomaoiono> lineales, entonces 

TO(F+G)• T>F•TOG 

' .. " ' •• "" O<paoio vectorial ' . ' " • ' ,, 
' • ' 

' ' • ' 
son transformador • ., i>ncalos, entone<• 

To (SoF) • (IOS) Of • 

.. 

5,· Si T: 1' ~ \i es una tunsf~r~ao,6n lineal, entonces: 

donde IV e 1., son lo., transformaciones i~entldod en los espacios Y 

y W, respectlva~er.te (ver definid6n en el ejemplo VI. 6), 

Observe qee estas propieUaUes son equivalntes a las yo 

oOteni~os para operac1or.es con motricos, en el capHulo IV. 

N6te.e que, salvo ca<os ""Y porttcularos, la compo<ici6n 

de tronsformanones l.r.eales NO !OS CONMU'!kTIVA (resultado anUo¡o 

al de muitipl>caci6n de matrices). 



Voamoo la tranHormaoi6n l!n.al G; R' • R' definida por 

·G(<,y)•(:ly, y), y eonoldoro~o• el proble~• de deter~inar, d•do un 

v&ctor d&l roeorrldo, d• ~"" vector do) do,.inio es i•-agen. 

Por ojnplo, ubiondo que G{V}•{6,1), que;e~o• detenni· 

narv•R'. 

Surge s!n embargo una dificultad: ..arios ..-eotore> del 

G(·l,1)•{6,1) 

G( 8,1)•(6,1) 

G( Q,l)•(6,1) 

!olen<ioneaoo ?Or ejemplo 

un ~ector del do.lnlo, observa••• que el proble=a que noo planteo-

••• 110 tlone >O!ud6n Gnica. 

AA•llcuoo otro cuo: 

Co"o ''laoo en la p1¡In• U,h transfo,..,aco6n 

T: a' • R
1 

cuyo m.,rlt uochd• •• 

,,,. [ ~ ~] 
giro un vector del plono un ~ngulo M 6n" "(«ntido •nHhorulo). 

Eo fAell ponou quo 'conociendo un vecto• cmagen se puede 

d&tormln« con corteoa de que vector del domin;o precede, ya que 

bootor~ ol~plo•onto con ~i<arlo un :lngulo ~e -60' (60' >entido ho· 

rado) p•ra obtonor ol '"ootcr original. 

Por ejemplo, •1 '!{V,l•(l·l>'l, ,IJ"o2), dosoa~C5 detor~i· 

' nuv1 doR. 

Obtonna'"'" P"'" ollO h . ' ' tr•ns(nrmacl6n St R • R que &1 

lloden<lo 1•·60" en la uprool6n 

(1) do la p4¡¡!na <e, t•·nuos: 

l'o<(·60') ·•<n(·60")]·[~ 
son(·60'l cos(·60') t 1] M (S) • 

fntonceo; 

'" '" ,_,_ [ 4 1] [ ~:,] [ :] 
,. {1,1) 

H .. o, rosuol:o el ~roblen, pue• yo Hne.os una tran•fo!_ 

nci6n (S) quo no• por~ite ••regrenr'" cuolquier vector del ncorr.!. 

do al vector dol Jo~lnoo dol ouol e• l•o¡en. 

' A S lo lla~ore~o• tror.sfo~ocl6n Inversa do T y lo ropr~ 

sontaremo1 med!onto T"'. 

~aro ol oc><o que hecoo •nal!udo: 

T(l,l)•(l·l;;;. li•l) 

' r·•c,·llí, ;;;•1J•(l,4l 

E> te o< v,\IIJo par. todo vector V do R
1

, es dedr: 

. . 
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Uo """' cx~rcdonoo <0 claro 4Uc: 

T"' (T('Vl)•'V 

' T(T.' (UJ}•U 

Oofinlcl6n. 

'. ' 

.. " 

Seo""" tron.fomocl6n T.' V~ W, 

W•Vtol~L>O 

r"'(T('V)¡.;; 

y T(T" 1 (>i))o;" 

lhma tran•forma<i6n 

"" "' ' "' .. (T" 1oT)('V) 

' (Tor"'J(>i] • ' 

'I'V<V 

inverso '" '· 
tiene quo: 

• ' " ' 
' • ' ' 

y, por dofinici6n de tunofon .. ci6n identidad: 

r"'or • lv 

ror"' • lw 

'" (1) 

[Uu oxproslones. son equh•alente< a IH condidones (1) 

y (2) de la definición. 

ne lnveru. Pou·respond« o hto, conviene coL>porH •i¡:una< ca­

uotorht!c .. de 1 .. tron<forucione• G y T de los do> ejemplos an· 

tor1ores: 

por G(x,y)•(3y, y) ••IHen nctore> d!fuenas ~el doninio q~e tie· 

nen co~o hu~en un ILISL>O vector del reconldo, 

te una tnnsfo ... ocl6n e"' tol que G"
1

(G('V)J•'V 

que G no tiene in;·eru. 
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'1 V e R
1

, pot lo 

Por el ''""'"no, para la Hansfor~aci6n T: R' • R2 que 

veaa), es elaTO ~"J(• dos v<etorc> difeTontes del do~>nio tienen • 

• uno), Dicho de o'To for~a: 

'lv,,;;-,-,R 

Ad<~ás, es ;¡;C[l veníicar <;ue todos lo• vectoTes de R' 

Son !~ag<n do algQn •e<tor ole! dc~into, o so•, <1 recorrido ole la 

tronsformaci6n T: R2 
+ R' es 'odo R

2 
(se dice que Tes sobte) . 

Estas d:tocencias bhtcos entre las transfonaoione< G Y 

T san las qoe dete,~:nan Jo .,,cc"-OLa ole la tnnsfocmaci6n inver· 

••, como se est•Oleco a cont:"uaci6o de la siguiente definición. 

D.cimos '1"" la transfo,-.aci6n T: V ~ " es blyectivo '" 

" ' " """ ' uno, 05(0 es: 

T('V,)•.-(Y,) ::,.;¡ ., ' " ' •• '· ' ' ' ' ' ' ,, 
' " sobre, es: a es: 

T[V)·~·-

Podemos aoor> cnUOClH un teoce"'• quc estoblece la cond.o_ 

ci6n ncce,.Ti• y scólCieote para la existencia de la transfof111•<ión 

in-.-ersa: 

TooTec.a VI. 11. 

Sea la '<ansfo,-.,aci~n T: \' • lf. E>O<te la inversa de 

... -.. V+)(uno tc~ns:ori:Lación biyectiva: 

Co::o T o, soOre, T; < ¡; existe al IL<nos un YectoT v < V 



tal que T(V)•W. Como T es uno a uno, dicho "'otoc "' Gnlco. 

' 

Es claro q~e G es t .. bih b!yeot!va y quo 

T(G{W))•T(V)•W 

G(T(V)J•G(W)•V 

por lo que G•T 

Sea T: V W un> rran<forllaei6n Une al. 

Supon•a~os W • V. Soon 

tor .. de )1 y sea o un '"calor. 

.~e<esi tomo< demo>trar quo 

r"' (oW1•W,J-ar"'(W0)•T"'(W,J 

w' y w, 

poro lo cual, con•ideremos dos vootoroo v 1 , v,, V tales qu<: 

- -· -v,•T (w,) ' 
Por definición de t"': 

T(V,)•W, 

co.o T •• lineal: 

T(o\", •V, )•oT[ii1 )•T(V,) 

de (l) se <igue q~e 

T(oV,•V, )•oV, • w, 

por defonici6r. de r"': 

o Y •V -r·• {oW ,¡; ) 
' ' ' ' 

'" 
• . ( l) 

• 

final~eMe, de (1): 

oT"'¡W ).r''¡W )·r"'¡oW •W) 
' ' 1 • 

co=o querhmo< ~e~o«ru. 

hsre><·mo• • las tron<forooaclone• G y T que .. umoo anal! 

<ando. 

El lector puedo 

verificar que e: núcleo de G ••= 
N(G)•{(x,O) 1 x <K}, 

En ca~bio, o! n~cleo de Tes: 

N{T)•l(O,O))• li!'vl 

y. co•o v!mo<, T •• uno • uno. 

~oumo• q<oo o] n~cloo do G contiene otros vector•• de· 

d> del vector cero (po< d•~plo, (1,0), (~,0) etc, J. 111ientrn Que 

el núcleo de T contiono ~nica~•nto al vector cno, 

TeoTOh VI. 14 
• 

Uno tr.on·,[ormae!6n lineal T: V~ W, 

., uno 0 uno Sl y >6lo ,¡ ol n~cloo contiene ~nlca~ente ol vector 

cero, o ''"' 

Demootroe16n. ... si T •• uno • uno, ontonce> N(T)•lD,l, 

En efecto. ,.b••o• que, por <or T Hneal: 

~lD,.l·D, 

SupongaRO< que v estt en el nádeo, •• decir 

1(VJ ., • 
Por hip6to<10, Tes uno • uno, o."" que 

.. -· 
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' 

''· 

T(V)•T(O,) 

N(T)•Illy) 

- ;;-.¡¡ 
' 

Si S(T)•lllv)' entoncu Tes uno a WIO· 

En efecto, oupon¡o10os que existen dos nctoros v,, v, do V 

talu que T(V,)•T(V"1). 

o blon 

Entonoe• T(V1)·T(V1)• 'lr,. 

como T e o Hn .. l: 

. ' • 
Es dedr, ii,·Y1 utl en el oQcleo y, por hip6tuio, 

v,-V,·ll, 
V 1 •v > 

Por tanto: TÍ01)•T(V,J ""''•"'• 

y T •• uno a uno. 

Queda demOstrodo el too,-emo. 

Recorde,.oo que en una transfon•d6n lineal T: V • W: 

dilo V•d!a T(V)•dl11 N(T). 

Ahora bien, si N(T)•(U,), <ntonce> dl•V•d>aT(v), 

De este razonamiento y de los tooreau \'!. ll y n .. u, 

so obtiene d sl¡¡u\<nto imporunto ruuludo: 

Corolorio, 

Sea un ospaclc V de dimen•ión finita y ••• T: V • 11 uno 

tran>formación lineal 

T tiene Inversa si y sólo si 

lo. dí~ V• di• 11 

lo. ~(T) 111) 

Obsérvese que onu condlclonu oon equlv•lente> a aflr-

mor que T riENf W\'fRSA SI Y SOLO SI LA MATRIZ ASOCIA~A A T fS CUA 

DRADA Y NO SJNGUUR. 

forao de calcular dicha lnvers•, cuando exi•ta. 

Para ello, regro•c=•• a la tron•formaciOn T que ilro un 

vector del plano un '"~u lo do 60°, cuya 111atrh uoclodo n; 

H(T}• [ ~ -~] 
Lo tunsio,.,•ci6n inveroa do T; """"u ncontrO o.nurlo!: 

IIUte, tiene coao m•tdr uoclado: 

Es Uci l '''" quo: 

r + 41[ , 4] r"]{, 4] [, 4] 
l4 ~J4} l~ 1 4} 4 } 

Es dectr, -~[T"') fS U MATRIZ IW<ERSA DH H(T): 

M(r"'¡ • (~(Tll"' 

De hecho, en cualquier transformocl6n llnoal donde el do-

minio ou de dimensi6n finito, para encontror lo aotri1 a>ododo o 

lo tranofo:r.oad6n 1nvoru butari con invordr h 110trlt asociado o 

lo tronsfor~•ci6n, co•o estobleco el Sliuloote: 



-· ' 

Teorema VI. 15, 

s .. la transformación lin<al T: V ~ W y seo 1'': N • V 

su inveru. 

Se•n A y B hs respectivas boSU do V y>. 

Si ~~(T) o> la motrlt uoclada • T y ~!rr''¡ •• la matri< 

asociado a T , entonces; 

M.!n"'>· c~clll'' 

Se de¡ a al eHudiOnte lo demoott&d6n de e>to teorema. 

" 
Ejemplo VI. 11. 

Sea h tranoforll.acl6n llnul T: R' • R' d•J• por la «ill 

T(x, y, z)•(5xoy, x•y«, ly+h). 

!nvesti~uuos si tiene Inversa: 

Para que un vector eotf en el nncleo 

(JX+y, x•yo:, lph)•{O,O,O) 

Esdoc!r, 3x•y , 
•·r·• • , } "' 
ly•4' • 

1 
' !l Puesto que " determinante ' ' • ' 

de coro, el sist .. o (1) tiene por ~nica solucl6n: 

••• 
• • • 

l/(1)•((0,0,0)) 

- ) •• diferento 

Ademio, por ••• la tunsfor:lod6n 

concluir que exiHo lo inver,. r·•. 

de R' en R', podnos 

----,_ 

E• Ucll verificar que lo utrh uociada o T oo: 

[ ': lo!(T)• 

' 
Note quo on la obtond6n del ndclu •• inveni'6 l.o.plle!. 

t&JOonto o! M(T] "' singular o M lo e•, oo dodr, o'. •• puodo lnv~r 

tir,ya que 

-' paro T : 

' • 
, ) ' 

L• lnvoro.• do la mntri< M(T) •• 

'"'"' '' [: : !] 

"' ' - ' 

.. : 
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VI. S. VALORES Y Yr.CTORLS CARACTlRJ.>TlCOS. 

por: T(<,y)•(lx•y, 6a•y) y en~ontre.11os la i••a•n 

T(1, 2) • {4, 8) •4 {1, l) 

Si npre<ontuo• al ><ctor (1 ,:!) come ur. 

do en plano > y, podemo• Hr ~ue la tronsfonnacl6n 

dirección, sino ~nicamonto do ~agn1tud: 

' -' f:'<HtH-t --¡;' -1 

ttv -- r: 
JD~.-:q~~~l¡-f 

1 

1 1 1 1 4 1 1 1 í' 
T{Y}·fV" 

Si ahora toauoo el vector {3,6): 

T{3,6) •{1 Z ,H) •4 (l,6) 

"' • R 
1 

definido 

del vector (1,2): 

SelJ~ento didgi­

NO le cambi6 do 

vuos que le oc~ne oucuunto lo ~:~is=o que al <r.terlor {su u~ni­

tud aumenta cuotro vooos pero no cambia do diroc016n al opllcarlo ¡, 

rogh de tunsformad6n). 

Otro coso sl=ilar: T(·l,-4)•4(-l,-4) 

Es fácil ver, o in embargo, que los voctoros a los que·~ 

to ocurre son casos auy partkula<es, y que en general la transfor 

vector 

Por eje.,plo: 

VI 6.6/67 

. ,
1

r {l,l). ,, 9) _,_ - 11=J~+p+i: 
-~- -·---1---.-t-

1 1 1 1 1 1 1 
---·-·-~-- ~)~_ni 1··-

- ++--' t+t! .. 1 --

. +-ti.ITI-i+----· -r- ---·-
~ ~ j 1 i i-fi=t=f: 
'- • 1 ¡-;--

1 • '-" 1 

' ' 
Ca~e entonces pro~unt>rse: 

L· iCO""-o deb<e. ;er loo •<«Oro> nara '""' < r trono ~noaci6n no leo 

>.-

multiplican ,;,•mrre por el ~L<mo escalar (i en ute co>ol 

exl!ten al¡t:r.os otros v.lores? 

. -
Para res~onder 1 lo onterior, plantee•o• el problena en 

una forao •1> -eneral, •• deo•' '• ·•--•• 00 > > • • -- que caoos a aagen de 

un vector es si~pleaente el prod~oto de un escalar por dicho vec. 

tor, esto es 

poro alg~n e><aldr A y oigan vector;; de R' 

do donde 

Sea ;¡-•(x,y) un vector cuolquiou de~·. 

Re~uedrr.os. do (1). ~ue 

T{x,yJ·'(x,y) 

.lt~llc«c.do la ro¡ la de tr•n•foraacl6n: 

{Zx•y, 6<•1}•{J.•, Ay) . ' .. 



o bi~n: (Z·')x + y• O 

6x•(1·>)Y • O 
} • • • . ( ¡) 

Como so vi6 ~n ol copftulo IV, IU soluuon .. dol olst•· 

de coefidontes: 

l
l·A 

1
1 . (2·))(1·1)·6•;'-H-4 

6 1 - ) 

SI esto dotorrninanto, llamado polinomio coroctniotlco, 

es dif<rento do cero, tendromoo lo ooluti6n trivio! 

V•(x,y)•(!l,O) 

~ue no noo interesa, P"'' e> ob"lo ~uo 

T(Uv)•\av para todo oscalar l. 

""'tonto, r•ra obtener vee<oroo no nulos, requeTI~os ~uo 

el detoro1nante ooa cero, ., doclr: 

•'·3•-•·0 • . (l) 

GU< H conoce co~o ocuaci6n coroctorhtica, y de ello •• obUonon 

dos valores de '• lhmados valorH cuo:terfstlcos: •,•·1 

•,· 4 

Con esto< valoro• pode~•• re¡ruar o hs oouodon•• (l) y 

obtener solucior.oo diferente> do la trivial: 

Paro •,•·1, do (2): Jx•y•O 

6x•2y•O 

do donde y.·· :1< 

E> decir, todoo oquelloo voctoru do la forh (x,-Jx) no 

oufrlrln co~blo al¡uno en •u dirección •1 apllc•rl<> la re¡la de· 

transforucHn y dnic ... ente •• =ultlpllcuh por -1: 

T (x rlx) ·- (x ;lx) 

A (Xrl<), con x,OO, oo le cnnoco <0110 vector cuacterioq_ 

co osodado al volor coroct~rí5tico -1, 

Grlflcamonto: ' 
' 

• 

T(V) 

En foru •i~ilar, llovondo o (~) ol otro valor conour!~ 

tlco 11•4, se tiono 

·1x•y •O 

6<·ly•O 

cuyo ooluclón os y• h. 

Entoo<", [<,h), con ••O, oo o! vector couoter!>tlco. 

uododo al valor c.rocter!>tlco 4, eo doclr: 

~{x,lx)•4(x,lx) 

Observe q'le los voctoTO< con.\derodos o! pTinclplo de ••· 

ta Hccl6n son ju<tamenu do la {o,.a (x,lx); do ahí que o! trono-

fonoarlos su '"initud •e "ultipllcau por 4 y no cuob\oran su dlro~ 

cl6n. 

Pode~o• He~uror, por otra porto, quo los VO!orO> obtoni· 

deo (·\ y 1) son lo< ~nlco• quo noo ponolton hollar VOCtoreo non~ 

los u\u quo 

• • . • (1) 

• Vl-68¡69 
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yo que cualquier ~tro valor de ; nos harlo distinto de cero el de• 

<erainonto, qu•dondo la trivial (V·il",J co•c fjnica solución de (1). 

Dore~os ahora la dof\nlcl6n forul ~o esto< concepto•. 

Deflnld6n. 

Sea V un upaclo vectorial •obro un C>21?0 ~ y oea T:V•V 

uno tunsforud6n lineal. ~ntonce>, ,¡ 

por& olgUn voctor no n;;lo V<V y olgGn eocolu >a. 1 u lla,.odo Y!. 

lor cor.ct<rhtlco de T y V u !laudo Yoctor <><>«erlstico ••oc!!. 

do • ,_(1) 

,. r: :J 
Hcilm<nte se co~pn<oba qu~ la !llatdo: de coef1clento• do! 

''"""" (l) (que no• pe,..,i\16 obtener l.o• volOTO$ y vectores caro<· 

terlotlcos de T) <> A-ll, <iendo l la ••trlz ldentldod: 

,_,_ [' ']-.f' ']-[' ']-[' ']J•·• •l 
6 1 Lo 1 r; 1 o , Lr; 1-J 

fr. genorol, si T e< una tunsfon~acl6o llnoal do un e•p•· 

cio de dlmen<ltn !init• en s! ol<ao, el p~obleaa de encont~a~ sus 

valoru y vectoreo cuaoter!oticos oe puedo ruolvor por udlo do h 

motriz uociado a T. 

o! valor A y kH u u~ ucolar no r.ulo, ~ntonces <V ~• tu:bih u~ En efecto: 

voctor can<tor!ottco asoch~o o! valor l. Sea V un ospano vo«orld d~ dl•.nol6n fiftiU oobro un 

'" efecto, " ' '" 
_, 

' 
entoncu, como T •• llneol: T(kV) U(V] 

T(),Vj k ( lV] 

E< rlodr: ' T(<V) l.(l<V] definic>6n, '' , .. kV u tubi~n un vector cuoctotlotlco. 

VolVUI05 ol probluo de la tunsfonnci6n lineo! T:R 1 ~R 1 

definida por T(•.y)•(Zx-y, h•y). 

Es cloro i¡ue T(l,O)•(l,6) 

T(0,1)•(1,1) 

por lo que la aotrlz asociodo o la tnnuon~aci6n en lo bO<e conóni 

ca o<: 

'" Ex»t<n vario< sinónimo• de valor y voctor cauctorhtico: 
eigenvalor y ei¡:onvoctor; valor propio 1 vector propio; aut2_ 
valor y outovoctor; otc. 

. Vl·70{71 

" 

campo K, y sea T:V • V una tunsfomac\6n lin .. l cuyo motri< uoci!. 

da u A. 

• lln vector no nulo v e V •• un veotor caucto~htico de T 

(se dico toobih ~ue es un vector caractorhtlco do lo ucriz A) •1: 

h decir: 

(A·Il)V•lr 

Al determinante det(A·II) •e lo conoce como polinomio e&• 

rocterhtico, y •l lgualorlo a <ero (poro ul 

n~tos) se obtiene :. nuaci6n corooterhtlco: 

Jot(A-U)•D 

obt~n-r vector .. no 

' 

cuy~• •oluclon~• en K son los valeros corootorl•ti<oJ de la trans· 

for.aol6n T (o d~ la ~•tri: A) • 

• 



SI lj e, un valor coucterhtlco, lo soluci~n general del 

>lote .. hoaoa~neo 

(A-1-I)V·~ 

' nos da los uctoru carocterhtlcoo uoclodos al ·~lor couctorhtl· 

co IJ . 

•l 

Ejemplo 1'1. lB, 

Ya he=os .. tud!odo lo tran>fonncl~n lineal T:R' 

un vector un ingulo M 60", dado por lo reglo de Col'rHpondon-... 
1/3/31 

!(o,y)•(r •- ""!y, "7 • • 1 y) .... (1J 

. 1 cuyo .. uü uodada eo 

4] 
' ' 

. . . . ( ¡) 

cloro que no, ya que ningUn vector do R' diferente del coro con,.,. 

vori su mioma direod6n después d~ oplicorle lo trac.,form.aci6n, pues 

el efecto de e>ta tunsformoci6n es pnclsomente ca~bior lo dlrec-

cl6n del vector ol girarlo 60". 

Eooplundo el procuo ducrlto anurlor~ec.te, •e tendrh: 

A· U• [~ ' "] l ' 
El polinomio caracter!>tlco •• 

t·' " ., 
de<(A-ll)• 

" ., t _, 
det(A·II)•I'·••\ 

cuyas rofcu son: ' ;¡ 1,· ! • ' 

), • 1 ,r¡: . ' ., :} • • • . (l) 

por lo que no ""'"" oooalare> ' < R tal .. quo 

T(V)•>.;¡-, v e R
1 

Es dedr, T no tiene .alore• ~oucterhtlcos ni, on con· 

secuencio, vector•• carocter!stlcos, como habl .. os conclufdo ante· 

Considornos ahora el proble11a de d<tor:ainar lOS uloros caro,_ 

ter!sticoo de una tnnsforud6n r:c• -> e' {1) dodo por U • 

oi•m• re¡la: 

' T(~,y)•(I' . 

donde>, y > C. 

( 1). 

S\ ele¡tmas lo bu• B•((l,G),(O,l)l • do e , loutrhA·. 

uociado a T •• la ~<lou, y: 

cos yo obt<nido. Jel polinomio . " ¡,.,., 
' ñ .,., 'i 

. . • (l) 

cna~ter!sUco dot(A 1!): 

} "' 
(1) e' •• el ••ruto vectorial de pn .. ordenodoo do n(iaoro• coa· 

plejos oobTe el cupo C. 
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por lo que existen escaloroo l. e C talos que 

••• 

•,-

¡ ' e' 
Dado que existen valoru caroct«l>tioos, podemos obtener 

correspondiente> vectoru caracter!>tlco>: 

Llevando 1 1• i • 4 1 a (2), el sisteu (A·l.I)¡.~ queda: 

[" ' - ' 
¡; --, 

[;; ' ---, 

¡; --, 

;;, --, 

' ' ':.] [:]-[:] 
:J [: [:] 

don~ex,ycC 

Rosolviendo •• obtl<oo que: y• -ix, Y x' C, 

{x, ·ix} 

' ll . l • --,: •• 

os un voctor C&Ucted>tico asod•do al valor 

E~ for .. anllo¡a u obtiene que (x, n} es un vector u· 

uctorhtico aoociado a l.,·}· 4 1 pan cualqui<> r.t:.ooro co•plejo 

... o. 
~ste ej.,.plo poM do .. nlfluto que la exfstencia de vol2. 

,., caractHhticoo depende dO! co~po sobre el cuol so traba¡o. 

EJemplo VI. 19. 

Se tlene una tran•formact6n lineot r: R' ~ R1 , cuya ••· 

tri: ••o<iad• u: 

·-
Vl-74[75 

{0, 

(k. ' 

Encontrec.o• suo voloro• coroctoriotlco•: 

A-).1 • ' ' 4·1 4 •) {1-l.)(l•l) 

_, -~-· 

•,-o } 
'' •l 

' '. ' 
Valoreo coucterhticos. 

Obtonga~.o• lo• vector•• uocldoo, ut111undo 

(A-Ii]V-"(:: 

Pua . _, 
' 

~ ' :] [ :] [:] 
,_, 

' - y-k' _, , •. k' 

k,' ·k,) •• "' vector O>oclado a ¡,' •Q ' ,. k' .. 

Pora J.,•l 

~ ' ;] l:l m 
••• ' ' ~ ,., _, ... 

O, O) " •• vector .. ociado o l'. ¡ • Y k,I'O. 

Para . -
' - ' 

t ' '] [: l [:] 
x•- k 1 

; : ~ y•-4k, 
; z •S k , 

o. 

{-1<,, ·>k, ¡k '} " "' veolor uociado ' ¡,' •. 1 ' Y k,,<o._ 

- . - - . 
Observo~r.os t¡ue, si bion lo doflnici6n de valor y vector 

ejemplo. De !-.ocho, en cualquier transfonoaci6n lineal T:V • V, • 

con n6cleo distinto do! llf,..J, todo> loo vectores no nulos del nG-



-· 
cleo pntooocon a\ valor caactor!stico cero, pues 

T(V)•1\·~(V] si ;¡e N(T). 

Se dejo al <>tudian,. encontrar el nGcleo clo lo transfo!. 

~ad6n del eJo•plo anterior. 

Seo F el upodo voctor.al de toda• la< f<lnclonu 

f: ll • R ~uo ad•iton dedvadas de cualq,ier orden en un !nteru· 

lo (a,b), y conolder01110• el proble•• de obtonor los nlouo y .... 

to<eo cno<torhtlcos del opcador derivada 

D: F • F 

Por sor f un espacio de d1menS16n infln!t", no.,¡,.. una 

cepr.sontoc16n matrlc\ol pora el operador p: F • r, y no poúomos 

proceder coMen loo ejemplo• onterior••· 

currir a la definición de valor y vector oar.ctor!H><o, seg6n la 

cual: 

Una func!~n !, direrento de la función ce<o, os un voc-

tor carae<etiH!co do! operodor ¡¡ ,¡ 

o b!cn 

Df(x)•lf(x) pou ol¡:~n ><R. 

illU.lf(x) 

"' lo cual !mpl!ca que 

!f-~•¡,dx 

. ( 1 ) 

• 

Integrando ambo• miembros rl• esta expresión, podemos o~ 

tener la función f que buooamo>: 

¡d~f~l··I>Ox 

L(f(x))• >,.,, 
f(>l .,>••e, • .'• é• 

Hnal•ente, hooienJo •''·e: ,, 
f(x)•co V" e, le R, qiO 

Derivando (1) se coapruebo (1), yo que: 

D(ool>) • l(co\x) 'fe, "< ~. c/0. 

• ( 2) 

En con<Ju•\6n, «'' •• un voctor canctod>tico uoc\ado 

al v•lor coracterí"ico >, v l t R, por lo quo todo• lo• nOloero• 

re>les son volore, cor•cterl<tico• del operador D: F F 

Vectores couct<ol<,ico> lincolrncnto ind<pendlent<s. 

Volnmo, •l ojo·~pl" \'1. 19. Ten{amos que {O,k,,·k,), 

(k,, o, O) y {·k,, -<1,, s;,) >on los vector"' corocterhtlco• ug_ 

ciado< a lO> v•lores corocteristico• D, 1 y ·1, reopeot>va•ento. 

Hci~c.ooa >< oomrrueba que e<<o> vectore< son 1\nul••!!. 

o . ' 
. o' 

rn eío«o: 

k' . '1 
o ... , 
o 

para el c.,o 1""""~ ton4ruoo que: 

Teore~• v:. \6 

{pueo ~.~O) 

Vectoro. c><•«•r!"'<oo osoci•dos a valono corac<.rln.!. 

Demos tuc16n. 

Seo T: \'~V una tronsfar~ociOn lineal con n voloUI e&· 

racterhticoo diferente~ •• ' •• ' ••. ' 'n• y oean v,' v, ••..• vn 

Vl-76(77 

• 



lo• re>po<tlvoo vector•• c•racterlsticos asocia,los, 

Oc~ootraro~os que 

c 1V1 •c,Y,• ... •c
0

'Vn·lfv = 4- •O ' ' 
• • . . {1) 

lo. Supongnoo v1lldo para n•k, es decir 

o,Y,•o 1V1 • ... •o,Y;;•Irv =>- o1•o, Vi 

y verif!que•o• para n•k•1: 

• {2) 

a,;:-, •e,V,• •.. ·a, >0 •B1,, "•·, ·ll"v • . . (3) 

Apllqu<M> lo trn•fonood6~ lineal T en Ulboo alubro> 

de {l) tomando en cuento que 

r¡;:-
1
¡.;

1
¡:-

1 
So tleno entonco• que: 

B,l,V,·~,J,ii,• ... •~,•,v~.•ako,'••.'"•···liv .... (3') 

Multlpllcon<io {3) por "k•t 

a, '•·, v, ·B, '¡.., v, • .... a,•k., v, .ak • .'x· ,>1, ,·lrv . ..• (l" 
Rutando (J"') de (l'): 

1 1 (' 1 • 11 , 1 )Y, •a, (A 1 -> 1, 1 JV, • ••• •a¡. P¡_ >._, 1 ¡V1·11"v 

Pero por hlp6tuis (ecuaci5n {2)), los coctoros 

v
1

, v,, ... , v1 , oon Hnulaenu Independiente•, u decir: 

s,P,·•1.,J 

s,tl,·•,.,l 
• 
• . . . . (') 

Adem!•, todo• lo• valores caracteristicos >on distinto>, 

esto es, A¡·<x,,•o, 71•1, 2, ... , k. 

s,·a,· ... •ak • o. 

\H8{79 

En oon•ecuencia, ~• (1), 

o .• , V ·O 
' ).., V 

Por tanto, los ve<toro• v ¡; v ,. , ..... );' 'k•• 
aente independientes. 

Con e.:o queda de~ouudo el teoroaa, 

oon llne•! 

no es cierto. Lsto ••, oi T tiene vectoru carocteri$tlcoo l\r,ool· 

11en<e independiec,tes ,.,,Y,, ... , V0 , entone .. los correopondl.nteo 

valores uracter(>tooos 1,, '•• ... ,In no •on n<«>nia.ento d\otlntoo, 

Por oje~plo, poro la tran>fOTOlOC.\6n identidad ¡,Jt' • R' 

definida por 

Tenemos: 

1(1 ,0)•(1 ,0) 

I(O,I)•(O,I) 

Obvia~eole, (1,0) y (0,1) •on vectores caracterl•tico> 1!. 

nealmente ir.deren~lent.,, uboo .. ocla4o• al ai>ao valor caracterl!. 

tic"o 1•1. 

RecordeMs que poro la tran5formacl6n T del e¡ .. plo \'1.19 

•• obtuvieron los ;atoroo Car>cterlstlcos: 1 1•0, !. 1•2, ¡ 1 .. ¡, 

El conjo¡nto de todos loo vectores caracter!Hlcos 150d!. 

do• al valor ,,··1 es . ' 

{(·k,, -J<,, Sk 1) 1 1< 1 t R y k,. 0) 

Si • este conjunto a¡<e¡;amo• el vector cero, obtoneao1 el 



•~be>pac>o venodal de R1 · 

E (l,)•l(-k,. ·4< 1 , Sk 1) 1 k,< Rl 

!lomado espano oaraota!otico O>odado al ••lar coracterf<t!co 1,. 

En forma <imilar •• pueden obtenor los .spacio< carocre-

risticos: 

' 
Teorema 

E (1. 1)•{{0, ~,. ·k 1) 1 

E (A,)•{(k,, Q, O) 

VI. 17. 

" 1 • Rl 

k 1 • R) 

Sra T:V ~ V ~na tun<for.uci6n lineal ~ sea 1 un hlor 

caracteristico de T. El conjunto 

es un ·~~espacio •·enodal de V. 

1) SeanV1,V,cE{A). 

T(V,J·>Y, 

' T(>,J•i.V, 

como T •• lineal 

Entonce< 

T(V •V J•T(V )•T{V )•>.V •IV .;.¡;; •V l 
' ' ''1''' 

v,•v, <E ¡>). • 

2)Sunv,<E(') 

T{O i·>-< 
' ' 

y C0-"0 T <S lineal 

T(a;;"
1 
)-~T{V 1 )•o(AV1 )•'1 (a0,) 

aY, cE("). 

D<fln>cl6n. 

A E[>) « 1• conoco como ••podo cuacterhtlco osada 

do al valor coroctor!qlca l 

Ejempl" VI. Z\, 

., Soa h ~""" A• ~ : :i] 
Elto m,¡rlt ~ef!M uno tronofor .. cl6n llnool T: R

1 
• R

1 

~ada por ' . 
Encontr<·""' lo> oopocloo couctor!otlco•. 

roro obton<r loo valoreo coractorhtlcoo, calculuoot 

"' ' 
' 

'_, 
' 

. ' 

. ' ,,, 
~•• rafe<• ¿• oste pollno~lo ton: >1•1 

l, •l 

l, •l 

• 
• 

Note~~~· <>ist<n uloreo <:oroctorhtlcoo repotidoo. 

contr .. co loo corro•pondlontes vectoru: 

do donde : 

' • 
(1< 1 , O, z¡. 1¡ .,. \. 100, •• un vector 01ooiodo • l 1•1 y 

E(l )•1(1< , O, :¡.) 1 );. < ~). 
1 1 1 ' 

•• 
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' 
',. . . 

Esto oubosp~d~ •• ¡¡enorado por el vector (>,O,l) y, como 

05 dHo, di• E(l 1)•1. 

Para ' -). • 2 ' ' 

,., 
(k,,;,, n,J 'f ; 110, •• un veotor >Oocbdo a-

A,•<,•l y E(> 1)•0(l,)•¡(k 1, 1
1

, lk 1) 1 t, e U. 

ht• sube>poclo eo generodo por el vector (1,1,2) y "' dimenHÓn 

es dim 1-0 1)•1. 

b] Con>!deremoo otra transfonnad6n con valoro. <>r>ctn!stico. T< 

petidos. 

Sea T:R' • a' la transfor~~ac\ón llned definida ~or 

<loo do 

Vl.s2/B3 

.. r: ' 
' ' :J 

dot(B-H) • 

). '•1 

) ,·1 

. ' 'f V < R 

,_, 
' 

' 
,., ' •J.1·9;'•1Sl-1 

' ' •· ' 

do donde y•lx 

(l.,,lk,,H:,J 

y E(' 1)•((k 1 , 21; 1 , lk 1] 1 k,< R). 

en ene '"""• d•m E(l 1)•1, ya quo es ¡eneudo por ol vef. 

tor (l,l,l), 

Paro ;,•>,•\, 

[i ' il l:l [:] 
' 

•• dedr, xoy.r•O 

o bien '.- •• y 

(' ' ' 1,, -t,-k,J vk,. ; 1, 00 ambos cero, os un ve-'. • 
tor coucter!st!co asocudo a l,•J. 1•1, r 

E(l)"H\,)'((k 1 , 1,, ·t,-k 1) 1 <,,k,< R). 

Moro 1• dt~ensi6n es doo, puu E(l,l e> ;enuodo por loo 

voctores (ndope"J!Onlcs (l,G,-1) y (0,1,·1): 

U(J.,)•r.(l )•(k {I,G,-I)•k {0,1,·1)1 k, k < R) , ' . ' ' 
Tenno• 'qul otro caso do voctor., conoter!Hicos llnoo,!_ 

mente independ\ont<< O>oeiados ol o\s10.0 valor corocterl<tleo 1 

Eje~plo Vl.ll 

Sea 1 '·1"''llo que tunsforma un vector cualqu!oro del es 
; 

podo eutlid!ano tddbcnsicnal en ou olmHrico respecto al plano 

p ~ue contieoo ,¡ eje , y for=a un ••sulo do 45" con ol plano ~-t, 



como .e 111uUtra en H U~uu: 

La i>nagen de un >e~tO< oual~uiero (x,y,o) de R
1 H~~n T 

e• (y,>,>) poc lo quo lo regl• de corrupondend> e> 

T(~,y,z) • (y,<,•) . . { \) 

Co~>O •• flc!l ••rif\cu, •• trato de una tnnofonuc16n 

llnul, por lo que, paro obtener h murh oooc>a~a aTen lo bue 

canónica de • ' . calcul .. o• 

1(1,0,C) 

T(O,I,O) 

T(O,O,I) 

Entonces 

Obtonga~o> 

(0,1,0) 

(1 ,0,0) 

(0,0,1) 

o 
o 

ah o u '" ., 
espades cauctorht\co• de T: 

• 
do<(M·II)• ., o ·•'11·1)·(1·1)•·1'••'·•·1 

hodendo -•'·•'·'-1•0 . ' .. ' 
' .. 
' .. 

o .. o ' . ' 
obtionen ••• vol oreo coroctorhtlcoo 

Do! si"eu ho .. gtneo (M·H)Y•lí, con 1--1: 

o 

cuya •olucl6n ¡ec.ccal •• 

x--y 

:• o 
•• obtlono el e>,aoio coucter(Hioo 

E(IJ•l("" ·k,. O) 1 k 1 < R) 

y del •lotoma h~~o;;éneo (M·A!)Y•lí, con J. •1 

' 
. ' 
o 

cuyo solución genero! oo 

. . . 



, 

tados: 

,., 
,., 

oe obtiene el espacio cnr•cteTfstico 

E{>. 1)•{(k 1 , k,,.k,) j k1 , 1< 1 < R), 

Veamos o~on la interproud~n geo10hrico de Utoo resul 

El ••poclo caracteríotico E(A ), de dl~ensién uno, ' . repr!_ 

senta al conjunto de vectore• •obro lo recU y•·x alojada en el pl!!. 

no x-y. fo>tos uotores sol amento comblan •u ,.nti.lo o! aplicar T, 

pero conservan su magnitud y dirección. Es decir: 

T(V'J•·V', 't V < E ( 1 J • 
' 

El espaciO caracter!Jtlco E (l,), de dl=•n•i6n dos, repr~ 

sont. al conjunto de vectores contenidos on <1 plono p, 

tores no sufron oltoracién al¡:una ol apllcor T. 

TfVJ·V, 't'Vcf(l.
1
). 

Vl-.116!87 

" 

" 

" 

,_ 

• 

----------

!JBL!OGRAFIA 

ro~ ~1. Apootol 

Colcvl•» \'ols. J y 11, lo, Edición 

Editorial Revut~ S. A. 

SOTr< tan~ 

Linea< Al~<bro, lnd. Edl<lon. 

Ed>to<iol Addl>on ''•"•Y, 1912, 

Kennotlo lloffmon 1 Ray Kunze 

Alg<hra Linul 

Ed. Pr<ntice Hall, J97l. 



·sTEMAS DE ECUACIONES LINE 
INT~ODUr.r.!ON 

Y MATRICES 
• 

~no >ndusnia fabrico trot Upos de prorluotos (llubosle• 

A, B y C) y cuenta con un total de 50 obreros que H>bajn 8 hr. di! 
• 

Es decir, dispone de un total do 4DD hor .. -~.ombrc ol d!a, 

Para fobdcar un proJucto de¡ tipo. A, se <e~uiHen 20 ho­

rao-homhro ; pou uno del tipo 5, 100 y pan <>no del t!po e, oo, 

ln <:ond\clnne, normoleo, no e>isten u>tdcclonu de mot'!_ 

rla priu ni do 11oquin>r!a y Jos obroros eHon copac1tadoo paro \o. 

tecunlr en lo f•bdcoción de cuo!Guleu de los proJue<QO, 

Se quiere uber, que contldad de prOductos A, By C pue­

den fabdcouo dioriamente empleando la totalidad de 1\oru-ho~bre 

disponible. 

Podnoo entone .. planten el oodelo mate•5t!co oi~uionto: 

5\ i,, •,y x, rcpreontan el n~moro de produoto• A, By C 

que se fobdcan dloriol'enu, enloncu zo.,, IOO~,Y •ox, oe.fn, el ~o 

JOHO de horo•·hombre ""'?iudn d!U!Ollente on fa~ricor lOdo• lo> 

productos A, B y C. 

Co~o •e de•<an emploar lao 400 hor .. ·homOre dl•ponlbie>, 

loo valoreo do x 1, x, y x, doben ser toles que 

lDx,•IOOx,•40x,-•OO • '" 
nealeo. 

Un• reopuesta 0¡ proble .. a podr!a ser hbncor 4 producto> 

del tipo A, 2 del tipo By ; del tipo C, ya que, al suotilulr ostos 

valo«• en lo .. prooi6n (1), •• verifica la igual.!od, Entonces, • 

ES 

•,·4, ,,.¡, •,·l 
eo una ooluci6n de 1• ewocl6n (1). 

Sin eobor;:o. podno• nota< que eoto oolu<l6n no u Gnlco 

yo que los vo\or~' 

•,·7. •,-•. • •••• 
(O¡nbHn .. <i,h«t> ¡, .ouoc!On {1). por lo que connituyen ono '!!. 

lucl6n, 

Geneul!,.ndo, lo ecuod6n {\) e• uno "'Pr•<i6n del t!po 

"' ~lo que llaurel'o> e<:u~ci6n lineal. 

~la> conotontu "" a,. .... •n •• \u lluo coefidentu, 

• b t~rmlno indepen-iionte y • '•• ~,, ... , xn lnc6gnlto• o vHioblu. 

Vemo• ~u< las incó~nltos oparocen toda• ~leva~•• o lo pTi~ero poto~ 

cío, de oll! el nombro Jo ecuación Hnool, 

-



,--

l \'. 1 S!STI:MAS DE I:CUAClO~T 5 LI~EAlES. 

""' de dnanda lo• producto> B y e deben h~TI<arso en ontidad., 

igu•l.,, 

Cnton~c<, •• tiene lo «<Ui:ci6n •dlrionsl x1•x,. QUe 

oxprc,.Jo en la forma (ll QUedo 

ox,••,·•,·~ "' ~hou el proble .. consl>te en encontrn uno .,,lución que 

ut!sfo¡o, .,.uJthenente, las ecuacione• (1) y (l). por lo ~ue · 

lu doo ooludooes que ont .. encontro~<>s no >On auleo. 

51 >< t.bd<>n ó ptoductos d<l tipo A v : de los npoo 8 

Entonces di ro~•• quo 

•,•6, x,•l, •,•l 

es una oolución del si>te•o 

lOx 1•100x 1 •40x ,·1 DO} 

Ox,• x,· ,,. O "' 
el cuol consu de l ecuoc\on<< oon tres lnc6¡nlt·" 

Deflnlci6n. 

Un •isten• de ecu.tdones 1\oeale> os"" conjunto do ecuo· 

Clonu do lo fornx (Z) quo deben rosol>erse olmu!llnoa"'<nte. 

En general, un s\ste;oo de • <cuodonH con n >ncógnttu, 

definido oobre ü campo de lo• nU~oros co=plejos, •• de la iot<la 
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. , . . (S) 

JonJe 'ti < C '"" los coehd<ntes, lnc~gn>tu y b¡ ' e loo 

t~r~iOO' indepenOiont<o. 

Doftnici6n. 

Uno solud~n del ,isteu de ocuodonu (>) es un conjunto 

dones, 

Una for~a do a~or <olu<,one,, 

Tal '"'· la Heme• fundnenu\ pora encontrar In soluOl'<, 

0., de un ,¡., 0 ~• do <cuadoo« llneoles, soa la de elim!nocl6n, El 

proce•o cansls:o en 1fansfan•ar el 5hte•• oTigir.al en un nuevo si!_ 

tu• de <eua<lone• ~ue puede reoo\veru Ueligente. El nuevo olo· 

ama, deborl tenor ¡ .. miomas soluciones que el ori¡;lnal y en este 

005 o dire~•• 'i''" ·'"""' sistemas son oqulvolonteo. 

Para t•bt<""' el nuevo oistema se ~aco uso de hs oi¡ulen­

teo transform."'o'·'"'· qu< "edben el no~bre de ''Transfor,.aclon .. 

" lnterca,.biar "' ocu~donu. 
" -~<lti~!ic•c u o> ocuacl6n '"' "" n<lmero "' 
'' ~ .. l<iplicor ••• ecuación '"' "' nt\!l.ero '" ' """"' .. 

resultado o "'"' ocuoci6n del •iouu. 



olote.,a >on equivalente>. 

sultar Jo referenCia 1 pa¡, 414 pua uno deaos:rae•~n. 

roduo> !luuur la tfcnlca mediante el siguiente eje11· 

plo; 

r¡e,.p1o l\',1. 

zx,•h,·6 

•,·~>,-•, •1 

·• •x •Sx •10 
' ' ' 

,¡ inteTta~h,.moo 1 .. dos primeru ocuacion., (con d objuo do que 

x, oparc·«> en la primera eouaci6n) obtenernos 

X • Zx •x ·1 

' ' ' 

-• •x •Sx •10 
' ' ' 

,¡ suu110 s )a prillera ecuación ¡ la tercera obtene~o• 

X ·lx •x •1 ¡ • , , 

z., •1x, •6 

0·•, •6x, •11 

01 •ult!plica"'os la sogunJa ecuod6n por 

a :a tercera obteneaos 

•,·Z•,••,·1 
lx •Zx •6 

' ' 
O•lx •14 

' 

1 y 0wumo> el reouiudo 

' 

dividiendo Jos ecuador.e> doo y treo entre l y 7 <espectlvo=onte: 

x,-h,•>,•1 

• 
' 

• '. ¡ 

Oo 1• t.re<ra ocuad6n lruiied!ota=ent-. VOJ>O> que 

X 1 •l y ouuituyerodo •><• v.lor en la segunda ccuaol6n se encuentra 
• • 

Finalmente, ol sustltu>r en lo pdrnora ocuaci6n oe en 

cuontu que x 1•l, pot lo quo h .oluci6n del ohtn• e< . '.' 
Ahou bCon, Ooy >ÍH•~>< de ecuac\on•• que ad~it•n •lo de 

que <mple.,.os coma intcoducci6n. La <olucl6n que babruas oendo 
' 

nodo u 

X l •1l .,., 
eo otu oolud6o. 

ooluc\6n, •• les ll>~• !nd<tendnoda<, 

T=l>ifc. !-.ay <loto."' q"< no odol!ten ooluci6n. 

plo, TUUlto ev1deo<e que el ••H••• 

no tlen• <oludb•, pu<•sta quu no e~isten doo nUmero• cuya >UU oeo 

ly,o\avez. A e•t• tipo de sí•<•••• •• les lla•a incompotl·· 

bies {o lncon>l>tenteo}. 

!V·B/11 



En general, de oouerdo con lo exhton<h y tipos do oolu­

cl6n, loo o\ste••• de ecuaciones llneale> •• clao\fican en: 

Co•potlbl., 

(ti<nen solución) 

Incompatible< 

(no tienen ,olucl6n) 

{ Pete,..\ nodos 
(un• >oluci6n) 

lndeto rm! na.lo s 
(~h de una >oluci6n) 

Mio adelante, y con ayuda de otro. conceptos que uuore­

mo>, podre~o• dotorminar si un olstemo tiene ooluc\6n o no lo tiene, 

y si esta oo 6n\co o no lo oo. 
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IV. l HATRIC~S. 

El estudio de los siste•n de ecuaciones reolludo en lo 

oecc\6n pre.cedente, puede <ervir co .. uno Introducción natural al 

concepto de MUir. Fn el pro•••• de con>trucci6n do un shte"'a 

equivalente, puede •dvertirse que no es necesorto escribir loo In-

c6¡n\tu x,, ... .. , 'n· ya que real•ento sólo se opero con los • 

y con los thmino> lndopenHontu b¡•. coeficiente< 

SI onaliromoo •1 •iemplo IV.l, vuos que o! slsto"'O 

2<,•1•,·0 

•,-lx,••ol 
-x,•x,•>•,•IO 

quoda coap\etononte dotenoinado al conocer el vo\or y lo pooioi6n 

do cada uno de los coofidentes y thmlnot independiente.. Esta 

lnfor•od6n se puedo rro><nUr convonlontemente en el· ol~~iente -

orre;lo 

¡:::.:] "' 
al cuol so le lhmo f<o\TRIZ. 

Este arro¡;lo on particular, conoto de 11 ele.onto• (nlim!_ 

ros) dl>puestos en l ron¡lone> y ¿ coluanas. por lo que dlre•os que 

lo >IOtrh e o de orden h4. 



' 

Oef>nioi~n. 

... ... . , . ... ... . .. 
• 

'" 
• ., • . , • •• 

' con ~ ren~!oneo y n colu=n>s, donde loo "•J < C se ll~an ouo ele-

.. ntos. 

cul>< y a su• eluutoo con lnr .. 1\inOsculu. En fo,-.o obrevbdo 

Jondo ;-t,z, ...• ~ r j•t,l, ... , n 

Loo <ub!ndlce. i, j indloon, respcctivomcote, el ron~l6n 

Aol por ojem-

plo, •, repr<Hnta d Ue,.ento quo se encuentr• "' el >e~undo Te!!. 

g!6n y tercero <olu=n• de lo •atrl> A. 

Dado la l•poTtancia de lo poolc16n que g<'udan loo eh-· 

~entes en ol onc¡¡lo, Mcimos que dos matrio .. •on l¡tual., si oon 

dd ~i•mo orJen y sus clc~ento< con.,pondientes son igualoo. A 

esto obede'e )a oigulente 

Definic\6n. 

••• = T l,j 

Hac\udo reforencla nuevo•ento al eJe~plo IV. 1, pode!llo. 

efoctuar con lo• ren;lones de lo motdt (6) tun,fom•<ionoo oqu\-

olento, o loo oloctua<lao con lu ocuaclon., do! sioteu. 

El proceso •<rio entono•• d quo •• 1luotra a cont!nuacl6n 

,. r_:::J "' 

ro• renglones. 

[: 
., 

.:] 
heaos swodo el pr!•er tentl6n a) 

M !l. ' ' tncoro. 

-' • 

[: 
_, 

J 
•ultlpllcon~o el ,.~unJo ran,Hio 

~¡ ¡¡• ' ' ,., ' ' lo huos sumodo .. t<rcero 

' • ' 

r: 
-' 

:] 
h•••• dividido <1 H¡undo y ter<er 

H¡v" nn¡l6n entre 2 y ' uspoctlvo••n· 

• •• 

x,•x,•l 

x,•l 

•~r• 

f.n ¡eneul, una •atrü os o•colonodo si 

ol prime. olo~eoto Jl5tinto de coro do coda renglón, •• L¡uol 0 1 y 

el nliaero de tero, onterioroo a dicho olo•eoto auaenu do ren¡l6n a 

IV·l2/13 
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., 

rengl6n. l., siguientes motrices son ucalonacln<: 

,. [ i 
'l'ronsforudonos olomontoleo por rengl~n. 

' o 
o 
o 

' ' o 
o 

' 
' 
' o l] 

Ln transfor~aclones efoctuod .. con los nnglone. d~ lo 

!IUTÍ> 14, para obtener fin•l•ento la •atri< M¡yo H lloun "tran!. 

hrucioneo eleaen<ale< por ren¡J6n" y coao h .. o, \'\<to, pueden -

oer de tres t\poo: 

1) lntoroambio de oio• renglones. 

lJ ><ultiplieaei6n do un Hngl6n por un nG,.ero ki'O. 

'l 11Ultlplicaci6n do un ungl6n por un ntb.OTO lelO y ou· 

aa MI resultado a OtTO r<n¡Hn de lo •auiz. 

Utiliundo la. tronsfor.,~>ione. elnentolu por rencl6n, 

•• posible transformA< cualquier ••tri: en uno motdt eocalonoJa, 

Definición. 

lllro•os que doo uulcoo oon equivalen«<, oi <:uolquleu 

de ellas puede obtenerse a putlr de la otu efe<tuando ~n naaOTo 

finito do tunsfor .. cioneo eleaentaleo por renglón. 

~n ol ojernplo •ntor!or tene~os que loo "atrlcu M, M¡, 

M¡¡• H¡¡¡ y M¡v oon equivalentes. 

Ejnplo IV. 2 

' ' ' • . ' 
' • ' " ·• 

So• lo 111atrl; •• 
' ., • 

·• ' ' ' ' 

• 

transformac • lo ~otri• ~ en una matrl1 escalonada equivalonu "" 
Hundo t ransf ormaci one> ele111entale> ,., ron¡l6n. 

Soluci6n: 

Dividiendo en <re ' .. pri•or ' ' . ' 
rengl6n de ~ obtene~o> ' • ' '" ·• . '. ' ·• ' . ' ' ' ' ' 
Mult\pl\condo ,., ·• •• p r! . ' ' ·• ... ron¡l6n y suc.ando .. '"· o o o o o 
renglOn " •• obter.emo• 

""11" 

' ., ' ' . ' ' ' ' ' 
IW!tiplleando '" 

., •• prl· ' • _, .. , rengl6n ' '""'"~do •• lo r • o o o o o 
rengl6n do ... ohtcne111oo 

A¡l[" o ·• 6 •11 ' 
. ' ' ' ' ' 

Multiplicando '" ' .. pr!. ' ' ' . ' 
aOT nn¡l6n y >u=ac.do .. '"· o o o o • 
renglón do A¡¡¡ o~ ten•~•• 

A¡y" o ·• • ... • 
o ., ' 

... 
' .., 

1 nter comb iando .. se¡;undo • •• ' ' . ' 
¡l6n con .. cu•«o nn¡l6n do o ., ' 

. .. 
' .., 

A¡v obtonoaos 
..,. 

o ·• • ... ' o o o o o 



' 

NultipHundo poe 
_, •• .. gu~ ' ' ' 

"' ren¡l6n y <umondo " '"'" o _, 
' " ' • ~ 

'" rengl6n de A.y obtenemos 
,,. 

o o o ' 
_, 

o o o o o 

Dividiendo entro 
_, 

" se¡un· ' ' ' -' 
•• ron¡l6n de Ay¡ obtuomos o ' " ' -, --, -, 

Ay¡ ¡" o o o ' 
_, 

o o o ' o 

DIYidiendo entro 
_, 

•• tor· ' ' -' 
'"' ron¡¡l6n do Ay¡¡obtone,.o• ' ' " ' -, --, -, 

"VIII" 

' o o ' 
o o o ' ' 

La IUtriz "vn 1 " ""' IUtrh .. ealonada. 

- - - - - - - - - - - - - - - -
;Al hablor de 1 .. tran>foraaclones ele~rntalu, he,.os he· 

cho ~nhsi• en el término "por ren~l6n". 

ten nansfor~acione•, onHog., • 1 .. aquí de.cntas, efectuoJas ---

con las columno• de uno matri<. tn eoto capítulo no •• juHifio~ 

r4 lo eústeneio de dich .. nans!or .. ac\one> y u~roco sertn utili· 

<&du. El utudlante inten,.do en saber 11h 5cerc& de esto, pu~ 

de consultar lo reforenda 3 pa¡. Ul, una vu Gu• haya terminado 

ol capítulo. 

• 
• 

• 

R (A) , 

ne a<uHúo con e>ta cuondo dos aatrlcoo oon 

L., ~otrlcu A, A¡, ••• , 

"vrll del ejemc:o IV.I oon toda• ~. ron¡o l. 

ti ooncepto do ungo de una aatrh, juo¡a un pap~l .uy -

lt~ponanto en !a teorlo do '"'•~•• do o~uoclonos linulu que ve-

nlci~n <1~ rongo, tol co~o •• enuncu oqu!, proporciono oh vu un 

~~toJo paro obtenerlo. 
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IV. l. PRODUCTO OE MATRICES. 

C~nsldere,.os nueva•ento <1 ohteu 

lOx, >1 OOx, •40<, • 4DD} 
• • • . . ( 4) 

Ox 1 • x,· x1 • O 

podemos formor los manices 

"] -' {;] '"' 

donde hnos reunid~ lo$ coeficientoo{en A).l» in<~gnlt&< {en i) y 

loo tfno\nco !nJepeodtent<s {en OJ que aparee<n en el >hte!O•. 

Con ayu<lo de eota• matrlcu, poJernos exp<e•ar el s!otna 

(<) como 

'" sie10pTO y cuondo demo• un> defln!ci6n adeouoda para el producto • 

la •atrlt producto Ai", debe sor de order. ;xl para podu 

e>tablecer la l¡ualdad con O. Adulo. por >gual~aG de aatrlce>, 

los el .. entoo conespondient .. de Ai" y Ji deben sor iguales. 

Sobo~os que la igual<lod ontro ~•tri«< 

[

lOx, • 1 DO>, • 4 Dx,J 

Dx,• •,- ., 
•• oat\shce si y <6lo si 

teu (4). 

IV·l8fl9 

lOx, •lDDx, •IOx, •400 

Ox,• x,· x,• O 

que son precisa111ento !u condlclon .. que o<t•bleco el si< 

Por tanto 

.. -- -- - --------- --- -

[

10x 1•1DDx 1•40x,J ..... o.,. ,.,- •. . • • • (9) 

A lo • .,,.,, AX expr<>ada en (9) le lla~~uuos "el produ~ 

to de ¡., utri~e; A t i'" {en e<e orden). Veaao< coao puedo obte 

nuoe " mani• A;, • partiT '• '" lila trie•• ' y " : 

" primo,. elemento ,, Ai"' .. Igual • la su•·• " ... produ~ 
••• ,, ... elo~ento• "' pri=er ron¡¡l6n " • '" ... ••••••••• ,, .. 
Gnioo col u"'"" ,, • .. [ .,.,.. e<qunlt!ca: 

U Hg>m,l<> ele~ento de Ai", o> l~ual o la ouu do los pro. 

dueto> do loo cle~cota< del ,.~undo renglón de A por lo• el010entoo 

de la ~n!ca colu~na <le i". •• forma eoquemltlca: 

~[J 
,, ' 
• 
•• ., 

llx,••,-", 
[ o ' 1 
[n for~a sim•lot, oOtengnC> el producto do lu 10atrlces 

r· .. 
L• .. ·- H ... ., " •. J • • .. 

con el objeto de e>t•hlecer una doítnidón ¡¡enorol. 

El producto ,.,~ lo ~atrl> 



... 
[

• 11 b1 ,•a,b, ••,. b1 '] 

•,, b,, •a.,b1 1 ••1 1 b 11 

donde obocrvuos que' 

lo.) El eluento quo se cnoucntu er. el prl•er rn¡len 

prlmou columna de la ~atr!z producto, •• lo su•.oo 

• o, 1 b 11 •a,,b11 +a 11 b 11 • E a,,o,, 
••• 

lo. ) 

pTiuro columna de la motTh producto, u lo suma: 

' a,.b,•o,b,•o,b.,· t •,._b~, .. ' 
• 

Gencra\lundo, ol e\o .. nto quo « enouentu u el <engl6n 

1, colu~n• j, de una matriz producto Aa, •• la'"~'' 

" ' '.' 
donde n •• el nhero de co!u.n01 de l• rnatnz A v cl nGrnero de ••!!. 
¡Ion .. de )o muri< B, que debeTI oer <1 ~l<•o pan que pued• HH 

maue el producto. 

D<finlc\6n. 

Soan: (1•1, 1, 

(1•1, l, 

.... 
" . ' 

•rJ·l,l, 

nyj•l,l, 

doo matrlcco Jc orden mxn y "'1' re<pe<tlvamento. 

H producto AE •• uno utrlz 

,. ( <; J) ( i •1 ' ' . . . . . • ' ¡. \ • '. . ... ,, 
•• ordon .. , cuyos eluentoo utln dodos por 

" Ci¡' ' •·' •nh.J 

. • • • nJ 

••• ' p) 

Ejemplo 1\'_l 

Para ; lustTOT la def!nld6n, obteng ... oo el produno de lu 

··[ ' . ' ··[: 
. ' 

:1 ' .. ' 
quo u una ~atci, C de orden h4 tol que 

... . ·'•0-4• ·• 
<,. • ¡.;.; • •• ... . ·1•1:·1• .. 
<, . o·•-l· ' ... • '• O• ~ • ' 
<, . ·1•4•J• o 

entono••• la ma:ri; producto oo 

:] ·• 
o 

• 
' . , 

., 
• 
• : l '" 

Ob•~n-.,c que el elnonto que oe encuentca en ol rcngJ6n 

¡ colu~n• j úe •• matrir producto AB, •• obtiene efectuando el pr~ 

dueto .,calar del rengl6n 1 de A por la columna j do B. 

Por c•Jemplo, el olemonto c., B el producto 

[ .. ·, l [2 -l ·1] • ·••O·•· ·i•c 11 

Podc~os concluiT, on bue a. U definición, quo pod .. oo 

efectuor el producto AB oOio cuando ol n<l•oro do colu .. u de A eS·-

lV-20{2.1 



igual ol na~ero de <englono• .le B, 

~•tTi<o• A y n '"" conform•l.lo• p~ra ¡ 0 multíplícocJ~n. 

En ¡¡oneral, la •ultípl!caci6n de h• maní ce.> ~O <S con· 

IIUtatfvo, Incluso, en •uchu ocasiones " tiene que dos '""trie~• 

A y B son conformables par• •ultlpHur<e en ese orden (e• decir -

' puede obt<ner<e el ~reducto AB), •ientU> que no ton conforubles 

para IIUlt\plicane en el orden contrario (no puede ob«ner>e el •· 

Por tal •otlvo, e• necesano pred•or d orden en 

que lu utrico5 •• van a ~ultlpllcor • Para el cuo dol producto 

.lB, dlTe1001 que A preJ>ultlpl\co o B, o bien que 5 poHmultipHc~ a 

' 
Ejnplo IV. 4. 

Oada las matrlcn 

[: :] [: '] T• [i ;] ·- ,. 
-' 

obtener: •l ., ., " 
<) " 
" " 

Solucl6n: 

a) RS• [: <J [. ·•] [' •)] 
l-1 ll-7 

(las aatricu R y S oon de orden hl, por lo que lu !1! 

' ) 

IV-22/23 

' 
b) SR• [' ·•] [' '] l . 1 l 4 . [ : : l 

En eHo cooo, pudieron obteneue tonto el pr<><lucto RS co 

•o el producto S~. clob\do o que ub .. aatricu son cuadrados y del 

nó, el producto de ~•trice• no es uno operoc\4n con•utativo, 

e) TS• [' '] [' ·•] . [' -'] 
; ~ l ·1 : ~: 

[: ;] d) ST• 
[

o -' l 
' ' 

no oe puodo 

efectuar, ya que el n~~oro do colu~nas do S (l) os diforonte del • 

n6=ora .le renglones ~e T (l). E o otras pohbr.,, S y T no •on .. 

canformablos para ln •. ult!plica<i6n. 

Obs~rve•e <;u<, aunque pudo obtonoroe el producto rs, no 

Ddlnici6o. 

Si uno matri< A •• do orden """• dlr .. os quo .1. •• uno •• 

tr\1 cuadrada de Ol"<i<n n. 

Ejemplo 1'1. S. 

Pora lu <>otric., 

N•[·i,l,t] 
. [ ... 
P• p11 ·i 

-· 
• 

'-· 

-



' 

encontrar los valore< de~.~, P,,. P,, de ul focma ~uo •• ""rlfi 

que lo !guoldoJ 

)¡~ • p 

solución: 

... ¡:::] 
., ' 

Por otra parto, Como ~~~·P, 

' '] 
1 • "·1 n•l · i 

., 
p' : 

' . ' 
~ 

' .. ' • ~ •1 !1:....2. 
r , • i 

Toor .. a 1 \'. 1 

La_•ult>plicaci6n 

es uoclatlva. 

de utT\ceo (cuando puede dectuu .. ) 

o .. ootracl6n. 

cualesquleu de orden m>n, nxp, p>q ,.,poctlvo~er.te. Quercmo• pr2. 

bar que 

(An) C • A (BC) 

De lo d<finHlón de producto: 

donde los fnd\cu !ibr« oon i•l,l, ... ,• y ~-l,l, ... ,p, y lo aatriz 

es de orden •xp. (Lo> !ndices libres son los que indican el ren-

Aplioar.d<> ohoro h dcfinldh do pToducto a In motrlcu 

" (AB)C• ( é ,. ' " 
(J:l '!J b¡;) •~:r\.xq 

.. ult\p\icando e,, por coda uno M lu <UIIU del parht.,Ls, obten!_ 

' " (,\B)C• (1<~1 {j:l •;¡ bjk cl:r))axq 

donde lo< lndi<es llh« oon \•1,1,.,.,11 y r•l,l, ... ,q y la utrU 

., de orden mxq. 

fn forma onAloga oOtonemoo: 

' A(BC)• ( ¡ 

' . ' ' ( " ,., . ., b e l l ¡k h ~xq 

Da~o que el or~en Je lo •un •• arbltr&rlo. 

¡ ,., 

Por lo tanto quoda deJOootrodo que 

(AB)C• A(~C) 

Se reccmienda al eotudiante con>ultu d ap~ndlce 1 do la 

referrneia 3 pa" obtener hobilidad en el unojo y co•pr•n•l6n do 

completo de este teorema por& el ca>O porticular do loo utrlcu 

euodradao de or~•n da•. 

fjnplo JV. 6. 

VeTihc..r )a propiedad nocla Uva pan el producto, coo 

lu .. uices. 

IV·Z4/Z5 
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" 

[ ' :] [: 
o 

: J [ ¡] ·- ·- ,_ 
' ' ' 

Sc!ud6n. ~eboaos verlfl~ar '"' 
(AB)C•A{BC) 

... ¡ _, 
:J [ . ' o o J [ ' o :] • 

' ' 
[ ' o :.J [: ¡] [ ' o l (Aa)C• • 

' " 7- J l ¡·¡i 

Por otro iodo; 

[: 
o 

: J [i ;] [: 
" 
J 

(FC)• • 
;, ' ' n 

¡-: j [ ' o ] [,'" 
o ,] A(BCJ• 

" 
• 

" 1 S· Ji r·r• ¡·¡ 

por lo que 

(AB)C•A(BC) 

. - - - . - - - . - . . - -
Matrl: !dent)dod, 

SI con lu ootrlces 

rv-Z6/27 

Si con lo olooa ~•tri< efe<(uamos el producro U, donde A •• uno 

o\eo.pre que IA•A. A la oanu 1 le llu .. oo o&trlt Identidad de 

orden 3 y la repres<ntaoO> •edünH 1,, 

En ¡er.e<al, a lo •atri< cuadrado 

,,. 
Horrma IV.2 

(! ' - ) 

" 
.. 

donde ,, 
,_, 
1,. j 

Para toda l'!atdt A de orden alln •• tiene que: 

Sean 10·(1;jlon 

Ce U defin\016n de producto: 
' 

1 ij 0¡1<lmxn 

donde loo !ndices libres son i•l,l, •.. ,o y ~·1,l,.,.,n. 



' 

donde ahora, las !ndices libreo oon j•l,l,,.,.,• y ;,.1,2,,,,,n, 

Como ~jj"l '!')' 

• 
1 A• ( Z "¡klmxn 

¡n ) •1 

Ca~o J u ~n Indico l!bre 

El resultado de efectuu un nt~.ro finita do tronoforud!!_ 

' ••• 1utrlo A de orJon axn, ~uede obto 

nene t .. bi~n si pre=ultlpl!cuos A por uno cierta •atril cuadrado • 

do orden a. 

fou "onur lo anterior, cons!dereaoo ror oepoudo codo 

uno de ho treo tron>forncioneo eleoeotale> por r<n¡Hn. 

1) lntorc•,.bio de renglooeo. 

oo< el lot<TCOlllbio de sus rugloneo ¡ y j, 

ao! obtenido ntri< B. 

Llneooo o lo ntrh • 

Si por otro lado, '"""'"'"" lo .. tri: lder.t!dod do orden 0 

(1 10) e intorc,.,blamos ous renglones 1 y j, obttndremoo uno nuevo 00 

trh que lla.ureoos ¡!l,j)_ 

el producto ¡(l,j) A u obtiene lo-• • 

matrh B, • 

• 

-Ejemplo IV. 7. 

Seo A• [: n 
lnterc0111biaoo• '"-' rcn¡¡lone• 1 y l para obtonor la .atrl• 

" ' o 

:] '··l: o 

• lntorcnbiemo; ""' rn~lone> 1 y ~ poro obt~nor 

l' o 

:] ,~· ,,)_ ~ 

• 
Efe~t~ac.do el producto ¡ (' ' 1) ... 

• • ton~•oo: 

•~•o• entone~• que. ¡(>,>) /l « i¡¡uol a~-

7) Multiplicao<1n de un T<ngJ6n por un nboro ;¡:o, 

Supon••~os que tene~o< una ••trlt ,l. do ••n y quo •ultlpli 

como< <u renglón 1 ;u>r el eocalar ~PO. Lh••"'o• a la ••trh ut -

obtenida =atri' B. 

Si por otro lado, to~•mo< la utrlz identldod do orden -

~ (!~) y multi?licamoo '" ren¡¡l6n 1 por ol U<olar HO obtendrnos 

una nueva mati"Ü ¡¡ue ll.,.aremoo ¡mk(ll, 

Si ahoa efectua~os ~~ producto 
k ( 1) . 

!• A, so obtiene lo •• 

IV-28(29 
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trh B, 

Ejelllplo IV. 8. 

Su A• [: 

•. r ' bs 

' 
" 

' 
" 

:J 
,;] 

Por otro lado, conoidu .. oo lo utrh 

' . [; :] ' / 

' IOUl t lpliquno• su •egundo ron¡Hln por J ,pan obtener 

l' (o) [; :] ' 
Efectuando el producto 1; (>lA, o~tone~o•, 

~ [~)A• [; :] [: ' ,;] [,; • 
" 

u~•• entonces que, ~(•lA es \¡¡uol • •• 
- - . - - . - - - - - . . . 

' ,;] 
" 

l) MUltlpllcocl~n de un rensJ~n por un nO~oro ~~O. >oaondo el re-

oultodo o otro ren¡lón diferente. 

Supon¡:•ao• que ten .. o• uno aotrlz A do e<n en la que o¡u_!_ 

tlplico.ao< <u r<n¡lón i por el ••calar ¡,,¡o y ol r<<ultodo lo.<woa-

••• al ron¡l6n ji!. 

Si por otro lado, toma!OO> la ~otrlz identidad de orden 

m (11 ), multiplicamo• '" ron¡l6n 1 por el ucahr kiG y ol re•ulto 

do lo oum0111o> ol rengldn j, obtendremoo uno nueva oatrh quo 11""'!. 

IV-30/31 

ruos ~(I,Jl. 

SI ahora de<tuuos ol producto ~(i,JlA, oo obtiono lo 

utr11 B. 

E¡uplo IV. 

, .. ··[ : u 
aultlpllquoaoo el primer renglón por l y ,,.e•o• ol ~uortG ~n¡l6m 

poro obtonor la ~otrlz 

,_ [ : u 
"' otro lodo eon•ideremo• •• !OHri• 

' .. [ o o 

¡] o o 
o o 
o o o 

aul tipllcondo ol pri•u ren~Jdn ,., ' ' •u•ondo ol euorto ron1l6m 

cbteneao• 

¡¡ o o 

¡j 1'(1,•) 
o 

• o ' • 

' o 

Efoetuar.do .. proolueto ' ( ' ') 
¡' ' A' obtenuoo: 

'" ., ¡: o o 

l] [¡ l.l ¡¡ ¡.] o 
• 1, ' A• O o 

' o o 

' -. . 



-

vemos entonces ~uo, 
1 (' • ) 

1, ' ~ eo i;uol o B. 

Deflnki6n. 

A la• ootrtceo l~l.j), 

elu~entales corre•pondientu a !u tTanofor .. c\onc• de•entole• 1, 

2, 1, respectiv~menu. 

llevada a coba pruultlplicondo, la un!: dada, por la •atrlz ole 

gental que oe obtluo ofoctuondo en 1, la alsu tr•n<for .. d6n ele 

Ejemplo IV. 10. 

Hallar lo matr11 P, do orden J, tU qn tranofor~o o la 

matriz A en una ~atrlz oocalanoda (os decir, que o\ producto PA sea 

una-matriz escdonoda). 

·-
Soluci6n. 

En la siguiente tabla oporoce uno ucuond• do tnnsfor•!. 

cienes ele111entalos que tronsfar~a a h motrl• A on una zutrh ••<!. 

lonada, lu correspondientes nnlc., olemonuloo y ol ruuttado -

d~ efectuar e•tas tronoformacloneo sobre ~. 

Trans for .. < i 6n. 

lnterc•mblo do lo• ren· 

glones 1 y l 

Multiplicaci~n del pri­

•er ;en~l6n por l 

ci6n \ por ·? y sumar al 

ren¡l6n l. 

"ulüplicad6n del ;on-

gl6n Z por 

al ron¡:l6n l. 

Multipliucl6n del 

gl6n l por _ ' "' 
ron· 

Matr\1 eloaontol 

~rr< opond! on <~..:. 

[: ' • l • • • 

[: • • 1 ' • • 

[.: • • l • • 

[: 
• • 

] • 
'" ~ 

[ : 
• ll • 

[1 :] • -· 
' r 
• 

[: • ;] 
' ' 

[: 

• 

;] " 
' r 
' 

[: 
" :] 

•161 _, 
~ 

• 

[: 
" '] . ' 
• -~ 
' 

r: " -:] 
(matd• 
escalo-

• Hodo) 

f.l oi•mo resuludo que •• obtleno ol aplicar lo socuonclo 

de transfaruclone5, puode obtenerse prnult\pllcondo por los ros· 

poctivas 111atdc« elementalos. 

Uoe<uuJo estoo productos con 1& secuencio que urca la 

Ubla y dado que la multipl\cod6n ot uoclollva, pode•o• escribir: 

--



., 

, .. tri> 
escalón 

L'• •~tri< P bu>cada, oerl el producto de !u cinco aatrl· 

, .. el .. •entale>. 

Sin eabar~o. pau obtoner la ••tri! P no es necouuo au! 

t>plicar lO> cinco utrices eleaentalu; butarl con ofoctuar lo ·· 

mh~• secuencia de tranofonoac\oneo ohaentaleo oobro la .. tri: 1 • 

(referencia 1, pag. 45Z). 

Los sigui.,ntes <Tonoforuclonoo >obTO 1 Cor.ducon o lo ••· 

trH P (las transformaciones oon las ole la toblo). 

¡ o :]J: o :]J: : :].¡: : :u: : :]·f: : : ]-· 
~ o 1 ~ o t ~ o 1 o ·4 1j w -4 1 JH ,..}} Jh 

Pata comprobar, efee<uomos el producto PA 

Uno sit.,ad6n intoresonte, se presenta rn ol uoo de lu 

matricos cuadradas de orden n cuyo rango •• tnbHn n, lu cualos 

puerlen transformarse en la matrü identidad !
0

, 

t>tas ¡natdC<$ oon oqul~olontos o uno .. tdt oocolonado 

de la for~• 

IV·34/35 

o 

o 

o 

' 

... 
o 

" 
" 

-.. 
• " 

o 

o 

• .. 
o 
o 

aentos de la dia~onal princifal) oon l¡ualeo o 1. 

.,, •• , •• , ••.. ••nn~•. 

Es decir, 

Mo.,rarcco. ahora que, uno .atrl< deuto tipo, ·•• puodo 

transforoar en una ~•<<lZ Identidad 10 oedlonto uno oecuonclo do • 

tran>for~aclones ole~entales. 

En efecto, so el ~!timo rengl6n de lo ~•tri< (10) lo oul 

<lplocaos por-•,n y lo sumaaos al prl~or ren;l6n, lueao lo oultl· 

pllcamos por ·•,., y lo suu~o• al oo¡undo renglón, otc., Obton .. oo 

lo ~otrit. 

" 
mul t ipl i ca"o' 

"ultiplica~o• 

o 

o 

... 
" 

o 
o 

... 
• .. 

" o 

. ' 

•, , n • , 

• 
• 

1 , n- ' 

' 'n.' 

' o 

ah o u. d penfilti~o ron;l6n de .... 
"" -- , • r.· 1 ' " >umamoo " prl•er 

"" ·•,,n- 1Y " SUliU05 " segundo 

" 
" o 

nuovo motrb " 
ron;!On, luoao " 
ron¡l6n, o te. , "' 

-• 



'" . 

=otrl• 

en un• 

' ' ' 
o o 

o o 
o o o 

., ... 
o ... 
o 

o 
o 

o 

o 
o 

o 
o 

" nnol de eoto proceso 

C¡ornplo 11. "· 
Uoondo t un • formac lo nos 

csca\6n 

r: 
' . ' 

i] 
o 

o 

o o 
~atd: ldentldod: 

'.' ' ' o ' '' o 
o o o o o 

' • 
' • • ' o o ' ' ' ' 1 

o o o o o o 

' 

o o 
o o 

o o 

' o 
o .. obtendri " ~atri: identidad 

olomentolo>, t ron' formaremos '" 

' . ' o ' o o o 00 

o o o o o o o • • 
o o • o o o o o o 

o o o • o o o o ' 
Ene prccedi•Iento puede opltcaue • cua:quier :ani: es 

u lo nodo arbi tr ori o. 

Sin ub.r~o, es l•poTtar.<e notu que ~~• ,,,.;, cuadrada 

de orden n, en foroo oocolonoda y cuyo rango ••• "onor que n, no • 

podt1 nunca tnnofo,.,._.,. en """ ua\: identid•~-

~niCOlllCnte ceros. 

A>l m1>~.o, uno m&trh no cuadrado tampoco podrl tnn>for­

nnc en uno matn¡ identidad (yo que ~oto u una 1utti< cuadrada). 

Matrü !nvor,., 

Con lo que hno• visto huta ahora, .. b.-oo que u •• tlt 

ne uno matrl% cuod,.Ja A do or~cn n y ron•• n, •• po•ible (medhnte 

una Hrie de n.•nsfomadoneo elemenulo>) tran>formorlo primero en 

una utrh o><alooaJa y luego on la unh !Jontld•d ¡ 0 , 

Tambiér. <o vi6 ohtoriormonto, quo ol efooto de uno <UOo­

si~n finito de tronsfor~.oionos olemontale< oobro cualquioc matri1 

A, puodo obtonc;;c rromultipll<anclo A por una cierta ~atriz P. Por 

lo que, ol efecto do toda lo ••cuoncla do tranoformaclonco utlliz•d•• 

paro llenr lo ~•tri: A a 13 •.atrh 10 , Jo puedo obtener promultlpli 

cando A por uno <><tU matti• P. 

Pode~u; entone .. onunclor ol sl¡ulonto 

Teoro~• IV, 3. 

Si A'' una .. tdz cuadrado do orden n y ran¡o n, oxiHo 

~u matdz P tal que 

No es clif!dl oe .. struPl ~uo dlch ••tr11 P, cuaple tu 

b\on con 

aunque la cultopl><a<l6n do utrlcu no u& conautatlvo. 

'" 
l'ueno que la.10otri: In, u o! ol .. ento id~ntlco paro lo 

El estudla~<o pu<do obtener uno de•o•noct6n, o partir de lo de 
!looaacl6n t.: teoreu lO·•·!l do la reforenclo 1 (po~•· IH y ,. 
HS). 

IV·3Gj37. 
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----- -----

•ultipllcac!6n en el conjunto de loo aHrle<> cu•"cade• de orden n, 

Oefinlci6n. 

Si A y P oon dos 1Utr!coo cuadudas de orden n tales que 

PA•AP•ln 

• la matri< P lo llnaremos utrit in..ena de A. 

Si uno matriz A tiene 1nverH, Jlrcmo< c;we <> no sin¡¡u· 

qo:e la lnvor .. A"'de uno moni, A •• ~nica y u~OHr. que (referen­

cia 1 pag. 444) el producto de des ~atr!c .. no Hr.¡l'lnes es una ma 

tri: no oin¡ular. 

D~do que uno 111atrh cuadudo de orden n y car.¡;o menor que 

n no puede tunsfor~nu en una natrh Joientidod, no exiHe ningu­

na m~trlt P tal que 

Ah> 

utriccs que no tiene~ !nvcru los llu~re~o• Utr>Oe$ <in~uluu. 

Con los conceptos <raudos ~uu •hora, <l eHudiantc de 

be podor duos<ur el sl¡u•cnte 

y solo >1 

Eje10plo IV, 12. 

_, 
' o 

' . ' ' ' •• • ' ' o 

' o • ' 
Solucl6n 

Vuoo • tronoform'C A en uno u tri< ••••l6n _, 
' • . ' ' o . ' ' • _, 

' o 

' . ' ' ' ' -~ o ' " o ' " ' ' --, ·-, 
• • 

• ' ' • ' ' o o 10•-1 1 " o '" 
_, o 

' o ' ' o • ' o • o • " ' ' ' 
--, 

• 
. ' ' o . ' ' • _, 

' • _, 
' o 

o •" . ' o 1-j-j. ' o " ' o " ' ., 
' ' 

., 
' 

., 
' • • o 1 o -1 1 o o o o _, • o o . ' o o • ' 

~--4 ' ~--4 o o o ' o o o ' o 
' ' _, 

' o 
o 1 -{t ' ' o o o 
o • o o 

YODO> ... " mo<d: .. colon&do tiene' tres ren¡lones diferentes de 

coro, '" consecuoncio R(A)•J. Entonceo, ,., una uui% sln¡ular 

, .. u lote A. ') . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 
?aro obt<ntr " ~•tdz !nveno •• ~· •otri1 .. oin¡ular, 

luromns uoo del »¡ulente teoro=o. 

-• 
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Teor""" 1\'. 5. 

lo !nveuo do una uui< A no singular •~ puede obtoner 

>1 apllcno> o 1, la mls•a secuencio de aanofor~ociones e)emenu 

lc5 por ren¡cl6n que se utlllun pou traosfo,.,.ar ;, =•trh A en . 

la ntrlz l. 

OemoHrocl~n 

' 
te una cierta .. cuencla de tunofor~oc!on<' ele~eotales. Entone ... 

ui>te una •ocuonc!o do matr!c« ele=ental•,• E 1, E,. ,, , , ! 0 _,, Ek . 

tales quo 
' 

ol llo!OOIOOI Po! producto Jo lu IIOHI<c> clc~cntale> 

P• EkEk• 
1 
... f,E, 

po~uos ucrlbir 

PA• 1 

,I.P• ¡ 

Es Mclr; P u )O lnver., M A. 

Coao 1 u ol IMntlco paro el producto 

P• P 1 

entonces 

P• IlEk-o''' E1E11 

lo cuol no• lr.dlca que P 50 obtiene a panir de!, e:eotuando en 

orden lu tans!or~ac\onos elc~entalu que correspoo~en • E,, E,, 

-~--~----· 

Ejnplo IV. n. 

InveotHa,. si la »guoente •otril tino lnvono y on co· 

oo of1rn<!vo hallada. 

•· 
S<>luc!6n: 

Aplicue"-O' el proceso dH<Tito en el toor<u !V.S. Lo 

pri~era colu~no ée la siguiente hbla, ~e>cribo la •ocuenda do • 

tron•foruc!ones olomootales por renglón, utllhada para tronofo! 

La oegunda colu~n•. "'ueotra lao 

fouaclon ... 

• r•rtlr de l .. '"" " ap!i<a;itn ~e '" ~1n1u tnnofol'lladonu. 

Tun•foraactcc.os ' [: ' :] [: 
• 

:] 
1 -·-·-··· . ' ., 

' . ' 
lnter<oablo del pn~ero 1 • ' 1 ' • r .. aundo rengloc•• 

[i . ' 
~ [; ' 

:J ' • .. 
Suu del pri10er rongl6n ' • " • • 
al urcero 

r: •• 
:J [; 

' :] ' • 
Multlpllcod6n ,, ' segu~ ' • 

:J [¡ 
' do rengl6n por 

' r: 
. ' ' 

:J • 
Suma del •egundo ren- . ' • ' ¡16n ol terce<o 

[: 
. ' 

J [i 
' 

:] • 
Mul t lp llcoci 6n "' "' • 

' ' 



' oer reng16n por 'f 

!lasta ohora hemos tron.formado o la ctatn; A ~n una u-

tri< .,<olonodo. Vnco quo o\ nnao •• l e Igual al orden de lo 

Contlnu>ndo " procuo: 

MultlpHcoclOn ••• tHccr • • 
rcn¡16n por · 1 ' OUII&r &\ 

[: 

., 

~ [ .¡ • 
i] segundo rongl6tl ' ., 

MultlplicodOn "' tercoc 
, 

TI ' 
<englOn por -1 

y '"'"'" 

[: :] 
• 

:¡] 
·• ¡~ • 

al pri1><r ren¡l6n 
.. ' ' ' TI ., 
' • 

Multlpllcad6n do! H¡tundo 
, n ' 

<engl6n por l y sumar al ' • 

[: :] [~ ' :;]···· 
, 

' prl~er ron~!On 

. ' ' ,. . ' ' , ' ' ' rr ' ' 
Lo tnatrh ~"" •• encuentra ol final de la se¡unJa colum­

na. •• lo matrl1 idontidod. on con•ocuendo. por ol teore~:~a IV."~ 

la :utri: ~u• •• encuentro al final de la tercora ,,¡,.,na es lo in 

v~rs• de A. '" •• ~uo: 
" ' ' n- ' 

.. 
' 

A. ¡ • • • ' n- ., .. 
• 

' ' ' n- ' ' 

-
Podernos comprobar el resultado dectuanJo 0 ¡ producto: r, ' ó , 

'"l~ ' ' ' '., ' ' ., ., ·• 
' ' . ' ' ' 

, , 
' 

, , 
O D •1 

' 
En ocasione>, en lugar " haC@T ... tabla como lo do\ --

ejnplo ontonor, •• trabaja con •• arreglo que contlono • lo .. tri: 

A en 01 lodo ¡,qderdo y o la <>atri: 1 en el lodo derecho. So •• 

efectnan !U •isoas :ransfor<>aciones en .,.bu .. tr!cos, huta quo .. obten,a lo ~''''' 1 en el lado hqulordo . " aoulz ••• UO\!l 

" en el lado do <Ocho e< A' 1 • 

nn form:. esquemhlca: 

[• ' J [ ' •.. J • . . • 



•• 

IV. 4. SU~ U[ KII!RlCES. 

Sean A•(•¡¡l y B•(b¡¡l do< .. <rice. d<l •"•o orden •xn. 

Lo adici6n o'""" A•B de dkhoO •o<rlcet u uno ncova uul< • • • 

C•(<¡j) de or¡len "'~" tal que 

<¡¡"'tj"b;¡ 

E> dec1<, loo el .. entcs de lo ~otrlt C son lu ou<>as de 

lo> eluento• corroopond!enteO do A y B. 

Solución ,, 

., 

EJemplo IV. 14. 

Dad .. !01 ~otr!COI 

,.¡: :]·· ¡: :] ,.¡: : :] 
·1 ; l -1 (¡ 1 

a) Obten<r A•B 

b) Obtener C•U 

[ ... ,., 
' . ' 

' . ·'] '. ' ,., 

dd d<mo orden, en .,to> caso< •• J\ce quo las moniceo no •on con 

- - - . - - - - . . . . . - . 
Propiedad« de lo >u~• do motric ... 

El estudianto puedo demootur !n >111"""'"' prop\ed•d«. 

Se•n A, By C treo motrlcu dol •ino orJ<n (nxn), •• cu~ 

• 
pie ,;empre que: 

O•(<¡¡l (donde c 11 -o ~ 1, j) do 

orden un, a la q~e ila,aT<MS •atri< nulo, tal que 

A•{·A)•(-A)•A•O 

(fic¡J~o~te se ?~~ce comprobH que la <lmHrlco de A•(o¡¡l oo 

·A•{·a __ ) 

" De Jo doo'in,oión ~· su~• y los proplodo~e> antn!oru,, 

vomos q~e el con;>-o'o de las matdoes do\ ~l<mo orden fQim.n ~n • 

~rupo abeliano. 

Un ca5o P"'ticular, es el de la. matrloe• cuodradu Jo 

El cor.)"nto (H) de esus motrloes, con lu opeud~ 

nOs de suu y ;no<'<'<to, forma un anillo con unld•d (no con~utoti 

vo), ya ~ue, 

'1-~, B, e , [M) se cumple >iempre que: 
... 

B < [):) 

ABo(~\) 

2) (A•B)•C• A•(3>C) 

(~B)C• A(EC) 

" l 0 t (M) O] c;~e 

l 1
0

< (Jo!) Cal qliO 
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" 
" ., 

Y A< (lo!), 3 ·A<(!!) tal que A•(·A)• -A•A •O 

A(B•C) • AB•AC y (5•C}A • M • CA 

Lu prcpleddeo 1 • 5, se ban tratado ya para el uoo ··-nerol de motrices do orden axn. 

demostroremoo a contlnuacl6n. 

Lo propiedad disulbut!vo (6) lo 

DeliiOSUOC!On. 

Soon A•(o¡j), B•(b;jl y C•(<¡¡l tro• utricoo cuolo•-

quiero do ordon n. 

Do la defin!ci6n de sUJIIa 

B•C• (b¡¡'•¡¡l 

Do la doflnict6n do producto 

A(B•C) •(>¡¡) (b¡¡'<¡jl 

• 
A(B•C)•j!l 'li(b¡(•¡¡l 

Co•o lo aultipllcaciOn es di>trlbutlvo sobro la ou.o on 

C y por In propiedades de lo '"mo 

• A{B•C)• ¡ 
j •1 

Do lo ~ofinición de producto: A(B•C) • AS•AC. 

La oegunJa parto so dernue>tro en foraa onl!!ogo. 

La propiedad di>tributiva del producto so>ro la '""'' do 

~auicos, tanto por la uq~ierJa como por la dnecho, puedo ¡ene· 

ralluuo (referencia J pi¡. 16) de ¡ 0 5 ;¡¡ulent~ fo,.a: 

>iempro y cuondo lu operaclone> indludu puo~an ur ofoctudu. 
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DoflnHe~o• lo reuo o >U>tu<ci6n do ootrlcu, o pottlr 

de Jo >uoo, CO<IO 

J,.·B•A•(·B) 

lo cual equivale •inp!eoente • «>UT de los eleoentos do J,., loo • 

corre•pondlentes do B. ~eoulta claro se¡On la deflnlcl6n que, pa­

ta que do> 100trie<s «an cor.fo,.abJ., poro la resto dol¡,en oorlo P!. 

u la sutna. 

llje~pl•J IV. IS. 

·- [" _,] [' '] {' '] S 1 B• ·i ·1 C 
D ·1 J ·t 1 1 ., Obtener A·B 

b) Obtener A·C 

Soluci6n 

., [
_,.,. 

A·B• l•i 

-' 
A·C no puede of<ctuarsc. 

El produoto 0 por A, que repre>er.tu .. oo oedlonto <>A, u 

-



EJe~plo IV. 16, 

Soan ~·:li y A• [; -:¡ ,. 
el producto aA •• la ~•tri< ,_ ¡: 

" 

ci~n tlono ... SlguieMo$ prop!ododoo. 

' Soon • y B ~os matrlooo .. ' ~h~o oróeo • ••• 
"' COII'phjoo, '" curr.ple oiempre quo; 

L· (~•S)A•c.A•U 

L- o{A•B}•oJ.•oB . -- o{SA)•{oB)A . . - 1 ........ 

Oef!nid6n, 

Soa h matrir A de ordon mxn. Lla~aco.•os "tronopuoota 

do A" y lo repruentoremos mediante A' • la matr<' de arden nx~ 

cuyos rcn,lonu •an la< colu2nu de A y cuyao ool"mna• <on loo •• 

rcn,loneo do A. 

•• dedr: 

entoncu 

' Se puede de~o•trar (referencia l pa¡. 53) que 

CH)• • B• A' 

Ejemplo "· "· 
6ear. •• [: :] 

obtener (AE) • • e• A'. 

Solt!d6n 

.,_ [i :] [: 

(AB)' • 

B' A• • [: . ' 
., , ..•.•. 

cam~rue a que ~ 

[.: ' 
" 

:] 

.. ----------------

, •• [: :] 

:] - [: "] " o 

J 
[: 

o -•J .[' ' :] .. 
' ' " " 

·············--
Ecuaciones •at<icialeo. 

Ejec.plo IV. 1!, 

[' -•] [" -•] A• B•l l 
r ·1 -s 4 :] :: . :] 

obtener un• ¡n•<rlt • ul que 

Ax·s'·C•Dx 

Solud6n 

En <oto e••~ tenemao una ecuación entre ••trice<, donde 

Este tipo de ecuacionu pueden ro-

solvH .. uplear.Go lu p<opiodad .. do lu oporodonH quo hema< -

definido, slempro y cuondo lo ocu~cl6n hayo sido planteada corros 



' 

tamcnto. 

Para o\ ,.,o que nos ocupa, ~ debo ser tal que 

• Ax·B •C+Dx 

· O.• (Ax • J' ) •-Dx • (C•D<) 

·Dx•(Ax-h) •-Dx•(Dx•C) 

·Dx+Ax·B'• (-Dx•Dx)+C 

·Dx•Ax·B'• O+C 

(·Dx•Ax·B')•B'•C•B' 

-Dx•Ax• (·B' •B') •C+B' 

-D .. Ax•D•C+B' 

-Dx: 

La suma oo conmutatl;·a, 

La <urno •• uocutlva, 

·Dx •• •1 tnvono paco la ouma do 

'. 
Lo .. nh nulo •• el idfntloo pa­

ra h '"""· 

Su~.ando on omhoo ouombroo B', 

La suma eo asociativa. 

-B' os el \nver.o par> la 5UU M 

••• 
a matriz nula •• el iJfntlco pa-

u la su~•. 

la mult!pl!caci6n es diotr!butlva 

{·D•AJ.'((·D•A)x)•(·D•A)' 1(C•B' Suponiendo que e>istc (·D•A)' 1 pr~ 

F.ult>pllcaro• •~bos ~·•mbroo por 

¡•••ha matrit­

((-D•A)''(·D•A))x•(·D•AJ'1(C•B')Por aoodatlVIÓad del producto, 

l 1x• (·D•A)' 1 (C•B'j Por la dofln\cl6n <le ~atrh lnver-

cono;uutlvldad de la ou01o 

c\~n ~atrlci•l, ¡u•<ificando los P"'"' de dicho de•pejo, Pueden 

o•lt\roe en•• ju.,ifiooclones y al~unos pasos que •• con1\duen -­

obvloo, con el.obje:o de hacer ~•• corto el proc••o. 

Sin e~bao~o, el estudiante debe tonot cuidodo •l de•pejor 

un• inc6gnita de""' ocuan6n ~atcidol, ya ~ue existen dlfoTenelu 

entro la> pTop\oJod« Jo las operactone• con 10atT_lc., Y con n<l.lr.oro< 

tul.,, 

sl6n: 

-' 
. ' " 

Efectuec.o< las opeucion .. lnd\udu u_ la 1ll<l•o npre- · 

c-B'· [: :: .:] ·[Q : ·:] ·[¡ -~ ·:] 
..,. [' ''] [' ·•] ·[' :j o ·1 o 1 o • 

\'eamo• ;1 doctt•·ao•c,to edue (A-n)"': 

:H: , " ;}[: ;': ;]:[: " 

,.,.,'. ¡: ;].¡ [: .:] 

.¡ 

" 

Por ¡ 0 q 1.o, lo !nct~n1to x puede obteneT>e como: 

' . ' [_, _, '] 
' l .¡ 

' ' [_, '] [' ' . ''] o .¡ .¡ -1 1 

Hnalmente, la utrü pedida u 

-. -



•• 

La pTiodpal dif<renoia entre las matt>«> y Jos n~mero, 

reales es que, mientras quo pode~o• >u .. r o ~ultipliou dos nilme-­

TO> oual .. quioca, no •lnpu pode11.o• hacorl~ con ¡,. 11Urices, S!:! 

poniendo que pueden efoctuarse lao opendone• •ndocodu, enlisto· 

mos a contlnuad6n In principal<> diferencias entre lu propieda· 

des de las operacioneo con n~~eros y con Mtdces: 

1] La 111Uh!plicaol6n de n~lll<rO$ e> COMuUtiva; la multlpllca<i6n 

de ,.udce• no lo ••-

l) Si dof!nl•o• A'•AA, el des"'rollo , .. tric.al (A•BJ'·A'•1AS•B' 

es en ¡¡eneul hi<o (corno conoecucnch de 1). 

tTecto e> (A+B)'•A 1•AB•BA•B 1, 

" ' difuonus de cero r.unca es cero, 

perc el producto de dos ntrices diforent .. de la ~aul• r.ula •. 

puede >ot !¡¡ual a cero (lo motriz nula). 

'" ejemplo, ,, 
,. [: J ' ··[' ·•1 

- 1 !J .. tiene que AE•O 

4) Lo loy <ancelativo paro eL producto se verifica on los n6~ero•, 

pero no en la> ~atric<O. 

Esto es, da, b < R y •"• 

(ob • oc) ~ (b•c) 

poro en lo> ~•triCe> 

(B •C) 

ror ejemplo, con las matrices A y B del e)omplo anterior 

toneO!OS que 

.o.a • AG pero 810, por h que no pode1100 canco lar A. 

Noto. Aunque (Aó·AC) ~ (~·C), si oe cuaple que 

(B•C) -) (AB•AC) '1- A. 

Ailus óe pa,.r o la se<e\6n sl~ulentc, •• conveniento ocia 

ru quo aunque c.e~os definido natrlz coao un one¡lo de na10nos 

(reo le• o co!lplojo>), el concepto do utriz puede ¡enouUuroo oo· 

1110 '"un ono~lo Gc r.úrnoro•, funciones u oporadore•"· 

te capitulo ,y en curoo• po>terior .. so vorf lo utilidad do dicho • 

.. ,, 
' ... .. 

.. 



., 

IV. >, SOLUCIO~ OE S!STf.MAS UE eCUACIONES. 

••ntar el sl>temo 

10• 1 • 1 00x1 •40x, •400} . 

Ox • x · x • O 
' ' ' 

m~dlonto h expr .. t6n matricial 

A'i • ¡¡ 

. . . (.) 

A eHa ocuac!6n matricial, donde i" es lo natri> lnc6En.!_ 

ta o lndoter.oinodo, se le conoce co10.o "fonta 111otdc,.l dd olote· 

•• do oouociono• (4)", 

Lo motrh ,, 
"] -' 

del si><omo", y o las 

[::] 
•• leo lino "v<etor ú 1nc6~nlu>" y "vector~· t~r~•nos lndepe!l_ 

diente." ro•pectiva~entc. 

En genero!, la formo •••ricio\ del >i>teoo 

IV·54/5~ 

donde lo utrir do coeficlento> •• lo 10&trh do~'"' 

a., a, 

' ' 1 • " 

• • 
m' "' 

• " 
• '" 

• •• 

y el vector de términos 1nd•pondionteo u lo utTlz do IOXI: 

,_ [ tl 
r. claro ~ue resolver la ecuod6n utrlcal Ai"•b 01 

equivalente o n>oi''Or d <!Hno, por lo que uno oolucH!n do dicho 

sistema sorl una r.otdr colu~na ¿en ren¡lone> 

,_ 
{k¡ e e) 

Ochnhe~o• uoo ~•"'' aA• paro el •i•te•a, ~la ~ue 11•· 

~oremos "utri> nrliada" del sistema, Ji cual jue¡¡a un popol i•po!. 

tonto on ol estud1o to6Tico do lo• •!nema• de ocuaclone• . 

• 

1 
' 
1 



Definici6n. 

t.• matri< ampliado de un sistema de eou.•O>ones, que <epr!: 

sontuuos con (A, !i), u Lo matrü de orden ~x(n•l_' que resulta de 

aumentar, a la matriz de coefldentes, el vector de ,~minos lnde· 

pendientes. 

Enton<es, la m•trlz a~pl>ada 

•, 
(A,!i}• 

Sistemas incompatibles. 

SI analiurnos el sist«•O 

x,+l,,·x,•l 

x,•x,ox,·-5 

'" ,, 

oe~os que las ecuadonu la. y la. no puede~ sahsfacerse simultli· 

neadente, ya que no existen Ues números x,, x,, x, cuya suma sea 

igual " y -5. " vu. IH >isten es entonces incorrpatible. 

Veamos ""' sucede ••• los ungos de las maoTices 

[ : ' -: l (A' !i) -~ :] ,_ 
' • ' - ' 

Al ofeotuar solamente transformadone< poc rengl6n, es -

posible deteTrr.ónar a h vez lo< rangos do la< ~atnces A y (A. !i) 

operando sobre la matri1 ampliada, lo cual contieoe a h ~atri< A. 

TrandorMT<~O< entone<> en una matri< osc>l6n el >i·· 

guiento uroalo. 

" 

• 

' 
' 
' . ' 

(A, !i) 

R(A) 

R(A, 

. ' 
5") - J 

" 
' -' 

• 
[: 

' 
' • 

_, 
• 

es doeh R(A) < K{A, íll, que •• una earacterhtlu de todos los -

<istemas incompatibles. 

Sabemos quo el <l«ema es 1ncompatiblo porque lO< ocuac!o 

ne• la. y 3a. no ac!miten soluci6n simultinoa. 

de lo incompatib,:idad de dicho siHen: 

La ~lt '"·" motri' 

x 1 +x,• '•" ó 

Ox 1•x,·lx,• -S 

ox,•ox,•Cx,•l 

_, 
• 

si He m a oqui valonte 

donde vecos que oo en>ten valores para x,. x,, x
1 

que satisfa¡on 

la la. ecuación. Esto •~plica que el sistema equivalente no tle-

ne solud6n y en cor.secuenda el siotoma original tupoco. 

Convieoo ho«r la <>guieote ob>ervación. 

El ran¡¡o de la matra ..,pliada da un sistema de ecuaci.9. 

neo lineales, es 1gual al rango de la .atrl.< de coefidonteo o •!. 

yor en una uni~aó, poT lo que: 

R(A) i R(A, !i} 

11'·56/57 
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En ef~cto, ••· un sine-• d~ • ecuooior.e• con n lnc6¡¡nl· ... 
.,,., .. ,,.,• 
• • •• • • "' "' 

•a • •b 
'" n ' 

•• • •b 
1 n n 1 

O X •• • ' , , , •• X •b 
~11m11 rnnnm 

cuya motriz do coeficientes u: 

[ :" • •,,] " 
•• • 

. :~ n' 
" " .. , •., •• 

r cuya uulz ampliada "" 

[ • .. • .. •,. 

(A,~)· > •., •,. 

•., '•• " 

• • . . (11 ) 

. . . • ( 12) 

q ( 1J) 

•. 
Su o! rango de !a rotri< do coeficüo:es R(A)•r, Uec· 

tuondo en (A, D} lu •»n> tun>foraodones ~ue >< e!ectd•n para 

llevar lo aotrl1 A o >u fon.a e>Ulonod&, obtendre~o• lo "ouh: 

"'':,.,.{ 
<., ... <' · r•' •,. •, 

o •, •., . ,.,., ... •, 
o o •., . ,.,., ... • . 
o o o o o d,,, 

o o o o o •. 
contlnuondo con o! proceso, huta tunofo...,ar U'> =<atril; en uno •!. 

tri> ••c•lonoda obtendreao1: 
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... ' ' 1 'r•, •,. • " ' 
o ' " ' " •, 'r• 1 ... •, 

. 
o , •., . ,.,., . .. •. • (14) , o o o o • 
• , • o " o 

• " o • o • o 

r·· " j•k ) puo olann •• L . ' donde e •O " , .. 
'J 

Exioton entoncu s61o ••• po>lbll!dados: ,, 
" e•O, R(A, Ó)•r•R(A) ., " el O, pode~o• dividir " 

,., 6slmo ron¡:lOn ... 
"' •• obtonlon<i": 

<, ' " • ' 'r• ' 
o •., ' " • ' 'r•' . . . 

. . . 
• • ... e,.,., 

de donde 

o o • 
• o o 

• o o 
R{A,b) • r•l • R[A)•I 

Entoncc< R[A) < R(A, 0). 

o 
o 

• 

•,. •, ... •, 
. . .. • . .. 

o ' o o 

o o 

Por t•nto, he~•• de,.o>tndo que R(~) ~ R(A, 0), 

Teore=<a IV. 6. 

Si en un <iHeao de ecuodonu Hnulu 

R(A} < R(A,O) 

entcnce> el sistu• es incc=patible. 

• { 15} 
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Dnostuci6n 

Si R{A) < R(A, S¡, la matdt ampllda J<l shtu.o (11) 

puede uansform•ue en l& maaiz (IS), En est> Qltiu, el rol 

• 

de un siHeu equ!valento. 

junto M valoru x1 , x,, ... , •r,' por 1G que el oiste11o •• ln<:oapo· 

t 1 b le . 

calonado 

tonada 

Ejc~p\o IV, 19. 

!nvestl¡uo oi el >1guiente ohteno do o<:~acionu tlcn< '2. 

lx 1•Jx 1•Sx,• 2 

h•h•lh• 
' ' ' 

Tranoformemos h maaiz de codlc1entes en una matrl• ••-

[: : .:]- [: : .:]- [: : :] 
R(A)•\ 

Tunofol"'le.CS ·~·ro '" •atrh ••plhd• .o una utr!• •><• 

[: ' ' :] [ ' ' :] [: 
' ' :] ' ' - ' • 

' " ' " e o 

. [: ' ' :] ' ' o o 

R(A,b}• 1 

Co•o ~(AJ < R(A,S), el o\steaa no tiene ooludón. 

Obshvc.<O ~ue oc hubieu lle¡ado a la miou conclusl6n 

Siotemas comrot1hleo detenntnados. 

MaHceoos pri:::nuuto ¡;¡ ca>O porticulor ~· los shte· 

••• de n ecuoeio"es con n inc6¡nltu, en lo> cuolu la utTlt de -

coeficlonte> u de rango n. 

Un s!ste~a de n •cu•cioneo con n 1nc6¡nitoo tlen~ lo for 

•• 
a, X¡ • • 
a,. X¡ • 

.. ' •, • ... •• 

•, 

•• " 
En esto coso, la rnatrl1 do coefldente• "' la .. trl1 cua· 

dTado de orden n 

•, 

• " ... 

.,. 

.,. 

0 no 0 nn 

y si ade~h R(,\)-n, por el teorema lV. 4 existe ""Inverso A-' 

El ''''•~• puede escrlblroe co~o 

Ai:·O 

Pnnultipllcando ambo• aiombi-oo por A'.' 
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:J [: 
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o ; ' • ' ' ~ ' ' • ! :y ap UHAUJ " au¡u 1< <OnntpUAU¡ 
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•• 

., [; : :J 

ll·'•r•'X·'XZ 

S·'•t•'•t•'• 

( ·'• •'•­
'••ll ·'•r·'•¡ 
'•--'x¡.s-'x¡: 

.'1,. Y•! 

•V :opuop 

:o~oo •••auo>qo"opond u~¡;n¡o< n< Á op•UJOUOl 

op o¡qnodmoo <> •u o!u., •••11 snuop¡;ooo op qnn •1 onb ¡., 

''"'1"!9'"' u uoo »t~••H <Ouop•noo u op nou¡< un 

Onb lJnPUOO >OIIIOpod 

! 09pn¡o< "'1"0 oun OU!JOp .s,.Y O>Onpo>d 1• onb ouon,¡ 

·.s,.v O>On~o>d ¡o .nnnop o¡~• uoo op¡uo1qo ••• apond j•,!Y 
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' ' ' ·J [i ' ' ;] [i ' ' :]-' ' . ' • ' 
_, 

. ' • . ' ' 
" . ' ' ' 

_, _, _, 
(A , li') 

[i ' ' J [: 
' ' ;] • . ' • . ' 

" ' " 
"' " ~ltiu IOOtrh vemos '"' 
R(A)•J 

R(A,O)•S 

os decir R(A)•R(A,f) 

Ademls, R(A)•R(A,5)•n, ••• " ••• coracterl<t\co de loo 

olne~u COIIpHJblH determinados. 

t;ore•• JY. 7. 

SI en un slotuo do • ecuac\onu linul« con n lnc~11ni· 

R(A)•R(A,Ii)•n 

entoncu ol oisten es coepotlbh detol"'linodo, 

ou.ostrad6n. 

51 R(A)•R(A, D)•n, la matri< .,.pliado d<L sisteaa (11) 

puede tronsfonoorso oc lo motriz ... . .. '· 
• • • " '· 

ron¡loneo . 
" " '• 
" " " " . . . . . . 
" " . . . " " 

" 

-------------:c .. 

••• repreoonta ~¡ si•temo equivalente 

X +O X + • 
1 ' ' 1 .,. • 

< X •d 
'" n 1 

•,nxn·~, 

... • • 
yo quo lo• ocuaciones ropresentodu por loo rongloneo n•l, ., , , 11 

oon todas do la !orm~ 

Ox,·~x,• ... • o •• -o 
y u ,.tisfocon poTa cualquier conjunto do voloreo x,. x1 , . , ,, x

0
, 

el >istemo o~u!valOnto tleno n ocuacionu con n lnc6¡nl· 

uo, y el un11o ¿e su aotrio do coofictontu •• t .. blh n, por lo 

que es co1:1patibl< deu,.,lnado. 

Ejeaplo !\". 11. 

4x," x,•7 

Scluel6n 
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Ros~lviendo el oineu oqulv•l_<nte 

' x,•~x,• 2 

' •,· ! 

obtone•o• la ooluci6n 

' Y¡• ! 

Slste~•• oo~p•tlble• !n~•term¡n•doi!.,. 

Volvo~o; n•><VOMnto •1 •!stu.a 

IO•,•lOOx,•OD• 1• 

Dx,• •,- •,· 
... ( •l 

paro ol quo, al !nielo dol o•pHulo, d!mo• 1 .. ooluo1an05 

' 

pllada 

•> . '-~. ., •, •13, 

V u= o• ahora 

)00 

X l • Z, 

• '•1 • 

cual e• 

'" 
. ' 

fn oonoocuenclo 

1! en el s!st•~~ ~;~lvalento 

x, •Sx,•h,• zn 
., • •• • o 

IV·S.S/67 

• _, 
• . . ' • 

''" ... Tor.~o• •• • • (~.lil 

' ' ' . ' 

• 

• •Sx ., • • 

• . l • 
y, ouH!tuyendo on Jo prir.~era .ouac!6n . . ' 

' 
con lo quo huo• obtenido lo ooluc!On a). 

SI en el ,;.,••a equivalente hace•o• ahoro x,•1, obtene• 

~•• lo solución b). 

En ~er.or.'>l, hac!enJo •,·k (una conHonto arbitrarlo) on 

x,•S• 1 ·l··~O 

' . •· o • 
Do lo so~unda ocua<l~n ... • 

y, sunituyend~ •n la prlmua 

x,•Sl.>ll.•:o = ~,·t0·7k 

con Jo que podemos J<J•~ h so!uci~n en fund6n d• k COAO 

., ...... } 
••• • 
••• • 

( 16) 

' 

. .. ' 

si••••• (l), ya que, para cuolqu;•r valor de k, loo valor•• do a,, 

•,, "• da¿o• por d1oha oxpr.,;en constituyen una •o lución del oh­

toma, 

~ocorduo. GU< el shtn• (4) nos repruento ol problon 

.. 



•• 

de encontur ol n~mero (>1 , x,, x1) do objetoc. de dlfuencu tlpoo 

(A, D, C) que'" p"e~en UbdCH, ~OT lo q•u· h •olud6n eH~ reo· 

trln'l~a a valur~< ""'"'"'no ""'"tlvos (0, 1, l.,.) de di<hs 1!!_ 

6nlcu<nte 1<>1 ••toces D, 1 y 2 (); ~l harlo x, negativo). 

cioneo (paro k•O, 1, 2). 

Sin uborgo, o\ consideruoo un probleu en el que lu • 

inc6¡n!tas x 1 , •, y x1 pueden'""'' cualquier valor, undrn.oo un 

si>fe~• lndetor~lnado con un n~mero Infinito Je ooludone> (uno po 

ro cado valor rool de i), 

Consldeunáo nuev&llento loo ••~¡os ~e A y (A, 6) y el n~ 

!Oero de lnc6~nlt., n, vemos que, paro el sht<~o del ejemplo onto• 

Tior 

R(A)• R(A, 5) < n 

que es una cuacterhtica de los ;lstom•• <ompatiblu lndeternina· 

• 
SI eo un sistomo de = ecuoc\one• linoolu con n inc6gnltu 

R[A)•R(A, O)•r 

' ' '" 
entoncoo el sl,.ema B compotible lndetonnrnodo 

SI R(A)•Il(A, 6'J•r y r < n 

lo motrh upliada ~el slotna (11} puedo roducau o la forma (14), 

prioor el~"'"'" dntlnto <lo <~ro u iguol a uno y ol no1~ero de ce­

ros Ont<rln<eo a dlch<> O\coento ou••nta do rengl~n o Ungl6n, 

S• llam,.os <1 , <1 , ... , •r o lu l.nc6¡~1tu cuyos coof!. 

c1onte$ son loo elemento, ~en<1onodc•, poducs crMn•r ol >htuo 

o~u1Valente en lo forma 

,,. 

'r •d,·p,, r• 1 '"' · · · · "Prn'n 

SI ostgna•os valores orbltrarlos a loo lne6¡nltoo •,.,, 

'r•o""""' 'n tasloUod .. o los So1Un4oo olo•l>roo, ol olo<no u -

."""PUH>l• <letnrninodo en lo5 lnc6gnltoo <
1

, •,, ... , 'r" 

~horo bien, como a •,.,, 'r•,•···•'n podoROoo ul¡norloo 

un nn~ero !nflnito de U!or<O arbitraria•, ol •hto .. odeah do -

ur compatible es indoto.minodo, 

Ejupl<> IV. " 
~esolve< ol olgulente olneu do ocuocicneo: 

•,•x,•x,-h,·•,· 1 

Solucl~n. 

Calcul=o• prloero loo ru¡cs ... y (A, S) 

[i ' ·• . ' .:a ., ' : '] 
' •• • " ·• ' ' ' ' ., 

' ·• ·• : o o " • ., -1 :-1 .. 
' 



·[: 
. ' ' :] . ¡: ' ., 

' '] . 
• ·• ' ' ' ' • ' -i ;-} ' ' ' ' • • • • •• • • • o ' o 

' ' 
Co~o R(A)•R[A, ll)•l•r "' si> toma .. compa<iblo, 

c..-o r < n, (2 < S), el >i>tou •• \nde<or,.lnado. 

Tenuoo ahora el slltou equlnhnte 

x, ••, •x 1 -Zx, -•,· 

·--~·~- ~·.· ' ., 
L .. dos lnc~gnHu que dejaaoo en el siHe .. oqtdalento 

son x
1 

y x,, ya que su> coofldento< son :oo prino<ros elemento> !!1• 

tintos de coco en los T<n~lono> do lo O! timo mHTi<. [n consocuo!l 

clo, tra•loduoo lu ''"' lnc~~nltas rutanto> a los se¡undos alea· 

broo do In ecuaciones, 

Asi¡¡nando a x1 , 

nemo• el s\ste=• 

x,, x1 los vdoru a,•k,,x,•k1 y ••• 
' ' " 

obUnomo> la <oluu6n porticulu, 

' ' ••"J• x0•1, '•"!• x,•l x,•O 

Otra solución puttcular >erlo 

' ' x,-4 , x,•u, •,· •4 , x,•O x,•O 

que u obtuvo pau lo• valores 

- - . . - - - - - - - . . - - . . . . - . 
Los re>ultados obtenidos en uta uccl~n,puedon reoua\rto 

on el ol¡uiente cuodro 

co~potiblrs 
R(A)•R(A,D)•r 

lnco~patibleo 
R(A)<R(A,Ii) 

( Deter~lnodo> ,. " 
ln~otonln•do• 

' .. 
La> c~ndlclon•• qur apneccn en ol cuadro,tuoron enunciO· 

dos on loo teoro•·"' IV. o, ¡v. 1 y IV, ij tOllO condiclonn ouficlon• 

x 1 +> 1 •l-~ 1 •1k2 •k, tu. No e• dlf!cJI prol>OT que dichas condiciones >on tPblln no<!. 

mento 

x,• ·i • f k,• f k1 •aria•. 

Su>tituyenda x1 en I• pTi=rro ocuoct~n obtcnomo• final- no las cjom~lo> uttliudo• en el dooorrollo do uta <occiOn, 

x,·Í (S·4k,•k1 -Jk 1) 

•• ·k, 

x,·{- (·1•1k,•H1) 

"··k, 
X 0 •k l 

-... 
u ve que un procoso convenien:o pan obtener ,oluc\on., de •isto••• 
de ecuocloM• lino• les •• el •tcutonte: 

T) Se obtienen la> Tango• de A y (A, 1i) trobojondo dlroctucnte 

con la ~atriz "mrliada. 

1) So cluiflco el o!ste::~a en baoe al cuadro anterior. 

que u lo •olud6n general del s\ste:110. 

SJ De oer co~patlble, •• tnb•J• con el oloteao equivalente reprc 

••nudo por h motriz e<eolonoda que u obtuvo al calcular lo> 

Si por ejemplo ~atemos un¡¡o>. 
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,, 

• 

" " 
ecuaciones, do tol fonu que u obten¡a un s!steu co.,patible 

detor~ln•do en r !nc6gnitas. 

So reouolve el •lo tema obtenido on 4 por cu•lquler método (m~ 

uiz lnvor••· sustltucl6n, etc,) 

-' ' • _, ' 
' -' ; . 
• • • • • 

-' 
• 
' 
' -' • 

-' 

Ejemplo IV, t3, 

Ro.olver ol ol¡ulente dstou 

-~x,•x 1 -4x 1 -10x,•~Z~,•4x 1 • ·9 

x, •lx,•h,. lx1 - •,· l 

-zx,•lx,•4x,•Sx,•l>x,•4x 1•-1 

Jx
1
-zx,-lx,•lx,-2tx1•Jx,· 15 

;., 

-' 
' 
' -' 
" 

- 1 o ¡ 2 

' _, 
; " 
l • ¡ 1 

20 ·lS 

' -' 
' 
' _, 

,, 
-' ' 

l - 1' 

·3 .¡ 
• 

" ' 1 o 5 1 

. -
• 
' _, 
• 

' . 
-' - 1 o 
• • _, ' 

t O lO 

•• -' _, 
' ¡ .. ¡.¡.¡ 

' ' 
' -' • -· 

' • 
" -· • _, 

_, 
' ' -· • 

-' 

-' • 
' ' • 
' 

' -' 

' • • 

• 

' • 
' -· -· • 

• 
' 
" _, 
-; 

• 

-· " 
" -H 

-H 

-· _, 
' 
' -· -' • 

-' • • 
' -· 

-' • 
' ' 
' • 

' -· _, 
" " 
' 
' -' 
• • • 

• 

• 

• 

. ' . . ' ' 
' • • • • 

• • • ' ' • • • • • • • 
• • • • • • • • • • 

' ' ' . • 
• o 

• • 
o • 

-· ' -. 
-' 
• 

-; 

' -. 
• 
" 

• 1 : ¡ 

o '- 1 
' '' ' ' . 

'' ' ¡ ,_ 1 
' • • • ' 

- 1 ' z 
~ ,_ 1 

' ' ' ' o ,_ z 
• • ' o 

o : o 

• . ' • • • • • • • • 

' . 
' ' • • 
• • • • • • 

-· ' -. 
• 
' • 

• ·1 ' 2 
' o ' . 1 

' ' ' ' o •·2 
• o 1 ·4 . ' . 

(>hte .. coapotlble), 

Tenemos entone<• r•O 

• 

y n•6 {nOmoro de lnc6gnltu), por lo que 

ol dotema en cuo>ti6n es compatible indotoTIIlnado, 

El oi><u• e~utvalento quo reprounu lo Oltlu aatrh eo: 

x 1 olx,•h,·Sx 1-x,•l 

x,•a,•6x,•h 1 ··1 

x,-x,•lx,•J 

• • • .¡ 

Como >< dijo anteTio..-.ento, deb<IIOJ deop~jor n·r•Z ¡noóg_ 

nitos, dejando do! lado üqulordo oquoll., cuyo coeflc1onto os o! 

prl111er uno de <OJo renglón do la utrh ucalonada (x 1, '•• x,, x,): 

x 1 •<>,·Sx 1 •!-~x,•x, 

I •6x ·~~ •·1·4> . . . ' 
•,· •,• J-lx 1 

X 0 •2 • 
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-------

D•Mo vol oreo ubltnrlos a x1 y x1 ; 

X l •J< 1 

•• •k, 

obteoe~~oo el sineu . ' 

donde 

•4x, ·Sx 1•l•ll. 1•k, 

x 1 •6x, •Zx,·- 1 -4k 1 

x,· x,·l-n, 
••• ·l 

hte ohteu u do lo fonna 

y podemos re>olverlo ut!liundo lo 111atrl1 lnver,. de A, co~o 

'i·A· 'o 
COlO<> es floll nriflcu: 

' '· [i ; :: ·t] 
Por tonto 

IV-74[75 

[ '"''•''] -t-n, 
l·lk 1 

. , 

--------------

.. . 
flnol<~ente 

[J[ -tl·Jk,·g··] -l -H 1>11k1 
1 • Zk' 

' 
~ntonc<>, la >Oiuc16n genoul del oiote10~ od¡¡lnal oo: 

•,•·ll·il<,-n, 
x,•·l•IA 1•t2k, 

•• •k j 

•,•l·lk, 
X l • •l 

• , ·k, 

Ejemplo ll'. H. 

,.¡, •-4 

h•ly•B 

Sx•ly·~z-~ 

• 

'f k 1 , k 1 R. 

' 

' 

' ' .. 

• • 

.tQuf valoreo puode to~ar a pHa que lo solud6n del sisteu 

col Dando 0 e uno de .soo vuores ruuHvue el olst•••· 

'"" nn.!_ 

Solucl6n . 

-
' 
1 



[i ''][' ' ] [ ! ' 6 1 

':] : -: ~ ~ 
' • . , . ' ·S 1-10 O ' , • ' . 

' . ' -J ,-10 o ' • , • : o o ' -s·B :-Jo o ., -s•s:- " 

¡¡ '1 r: ' : '] ' : 1 o ' • J : 1 o 
• : . • • • • 4 • 1 , e 

" ••• ' o ,. o " ' . ' . ' 
"' la ~ltJu matn~ ''UJ< qc< 

" •• 8· o . R(A)•R{A,I>)•I (~c:~po<ibl~ lndetoT>Iln•Jo} 

" 4•110, R {A) •R (A ,t;) •l (CO"'?HibJe deter~inado) 

por unto, el >i>teu tiene solue>lin t;nica 'f s < R, 8" -4. 

" Si al-4, Je la última ~otTI• •• tieno el ,;,.•~• oquholento 

x•y-:•6 

y•3z•10 

(4•S)z•O 

tuyo soluc!6n •• 

x•-4, y-10, t•O 

Si>tn"' ho,og~neo<. 

A lo< •l<tomn de eouadone> lineales Ce lo forma 

a, x1 ••., x1 • 

•, .... ' . • 

0
1 n "n 

' 0
1 n 'n 

. . - . . . . . 
"•• ', ·•m, •, ' ' '' ' 0mn 'n 

Se le> llu• >1Hem3s bomo~heo5. 

" • 
• 

• 

Lo repre>entocilin utridol Je un sistom,, homogéneo •• 

A'i•O (donde o es la mani< oula ~e orden •ul} 

f<tos sisto•:U son siupr• co•pat>blu pueoto que oda! ton 

la <oluc16n 

x, ·x, • ... •a0•0 

lla,.oda soludf.c. trlvl•l. 

ne <iupre quo 

puesto que agregando uno columna do ceros no puede elevaroe el roa 

gon de uno~.,,;,. 

que la soludón Je la ~cuac16n 

SiR(·\)<"· ol sisteu •• !nJete,.ino~o y odmlte otral • 

<oluclon"' ade.'~' de la trivial, lu cuolos pueden obtonene •edha 

.. 
.. 

.. 

' -• 



IV. 6. 

•• 
Para rll~ioar •, por <ustroccl6n ~ultlpllqMmoo lo primo 

u ecuación por o, y lo ••zunda por o
11

, con lo que ruulu ol •. 

• h t oao equlvolonte. 

., • •,• 1 ··, ,•,•, ·•, h' 

•,' •• '•, ••• ,•;,•, •• ',b, 

(a 1 1 •,. ·•,, •, 1 l•, •a,, b 1 ·•, ,b, 

d ·~~· .. -·,• .. • ~ 
b 1o,-a,.b1 .. 

1 .... , •• ,., 
• . . . ( 1 B) 

~n forma similar podomo• obt~noc 

••• •,•,-•,,•,, .... ( 19) 

Ou•tlt<Jy<ndo en la< ecuacionH (17), lo• Yalor., do x y . ' 
x, dodos por las upr .. lon., {18) y (19), pu~d• comprobuoo Ucil­

ornto qur <O trota de una ooluci6n. 

El com~n denomino~or Oe ¡., oxpTesiones (11) y (19) eot1 

uproudo rn thalnos de loo ele111entoo de h .. u!> A do coof!<io,!O 

tu. 

r so h «presenta con do t (~), 

do H¡tundo orden, por sor lo oatri> do orden z. • 
Pan do>i~nar o\ <IHorminanto do lo .. tdt A oe eapln 

1:" :''l·•.,a,·a,a,., ... (ZOl 

" " 
donde ho.as roupla:odo loo r•rfnteolo recun¡:uluu poc buru • 

portante >ubuyoc que, mlentra, que lo ~otTi> •• un a<re¡:lo de nO 

••reo, ol deter~lnonte •• un nQaero porfoctoaente definido por lo 

utrl< <uodudo. 

Por ojo~plo 

1 ~• 'l·c·~lc>l·(l)(-l)•·lO·J·-7 
~ ' ' 

Loo numerado«' do ¡, exprodone• (18) y (19) tienen la 

me<u foru que el Jenominodor, o sea, u•bifn oon dotu&inonteo • 

de oe¡:undo orden . 

De ocuerJo con lo ••prosi6n (lO) que doflne o! don,.\· 

nonte Jo oegundo orJon, pod•••• escribir 

~: • '1 
'" 

. ' 
' • • ' 1 ' • '1 

"" ... 
1" ' .,. '· 1 '· ••• 

1" '"1 ... . .. • • 

El nu~erador de lo prl~era oxpreoi6n eo ol deter•lnonto 

.. 
\ 
• 
1 

1 
i 
• 



:-------~-------··--------·~ -····· 

de uno motth quo •• ohleno o panir do la !llatTH A, >u<tituyondo 

lo col.,.no de ooef\clontes do x 1 por ol nctQr do th101no• lndopo~ 

diontn. fl n""erodor de lo oe~unda upros\6n es ol Mte,..lnanto 

de otro matttz, quo so obtiene tamblfn o portie do A, ree111¡>!Uondo 

ohoro lo columna de coeficientes do x 1 por ol vector do tfrolnoo 

independiente•. 

A la re¡ lo >uger\do por estu oxpresion., para resolver 

un sloto~o do ecuoclonos •• lo conoce cooo ro¡la de Cramer y obvi~ 

••nte u opl!cablo slc•pre y cuando det (A) ¡ ~ 

c6gnltos 

• 1 ,a, •o, ,• 1 •a, ,x ,•b 1 

a,, x, ••,,•, •a, ,x 1•b, 

• ',x , •• ',x, •a, ,x ,·b. 
cuya •otrlz de coefic>cntu u 

,. ¡::: 
. . " 

... ... · .. . 'J ... ... 

{ z 1 ) 

Mediante un procuo ol•il>r al e1>p\eado pau el <lote•o 

(17), encontTolllo> quo los valores do 1 .. lnd~n1tos que satiofocen 

el si>tou >on 

• X 1 • ;';•c'~'''''c·~·-';'i'c'''~·:':·\·c·,·~·i'f'~·¡·:'c·\·,·~,,,;•i'''''~·,·;•,.,·~·¡·:'.'\'i·~·¡·c•c'~·¡'c•c•'o~o:~ o"" ,•,. •a 11 o ,•., •a,o, ,• "·a, ,•.,•, L" ,•,•,, ·a, •, ,• 11 
{l.l) 

••• (2l) 

. '. (U) 

" 
.O.l comGn dono,.lnador do lu upr.,icnes (22), (Z)) y (U) 

oo lo ~onooo como dot<r~!nonte do lo matriz .O. y eo un dotoTmlnanto 

•• tercer ordon. ... orden u¡ ... ... ... ... . .. ... ... ... ... . .. ejemplo 

o ., 
·• ' ' ·• o 

Lo upresi6n quo defino ol dotol"lllunto do ter· 

"•' o,' o,' •o, ,a, ,o,' •a,' "• 'o,. -a, ,a,' a,' . -·· ...... ' .. , ,., .. , . 051 

• ( 1) (S).(O)•(OJ (l) (1 )•(-l) ( ·•J ( -l)- ( ·l) (51 {1)­

·(O) (·•J (O) -(1) (t) ( ·l)•O•O•l4•1S·O••·· S 

Do oouerdo <on lo e>pru16n (H), podemo• .. eriblr la •.!! ... 
•• . .. . .. 
•• . .. ... 
•• ... ... ., . ... ... ... ... ... . .. ... ... . .. ... . ' ... ... •• . .. .. •• ... •, ... 

. x,- . '. ... . .. " . ' ... ... . .. . . ... ... . .. 
' . ' ... •• ,, ... •• ... ... •• 

••• ... ... . .. ... ... . .. ... ... . .. 
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--- ·----- ·--------~--- .. -----

con lo que re>ulto J6gico tutor de ¡:enu&lhOT !u reglo do Cromor 

para el co•o de un •!•tema don ccuaclono• con n inc6gnitoo, "" 
eabugo, «querioos de uno doflnici6n paco el d.,<,.,.lnonto do or• 

den n. 

Definición de drteroinanto, 

Querc~>o• ¡eMraliur la de!lddh do d<teralnanto pan, 

un n arbitrario, en booe a 1&0 ••?redones (ZOJ y (lS) quo definen 

o lo• Mtorm!Mntu do orden l y l, rupo<tiva .. nto. 

Sin embargo, no •• pooible hocer eoto dd oismo •odo {u 

deciT, re>olvlendo on foma gonocal un oistema .!o ecuaolon., !In<!. 

1 .. ), puu o oedldo que am'""'" o,los cJlculos H ll•<en oh compl!_ 

codo• y, siendo n OTb!tnrio, oon prlctlcomente iTTeollubleo. 

totablecoromos uno ley aonarol exam>n><¡Ju los doter'lllna!!. 

poro el deteroinonto de orden n. Antu, ddiniromos loo concep-

too de permutad6n y chse do una pn=utod6n quo neceHtoromo• P!. 

a ello. 

Lu permutaciones de lo> n nCmeros del c~njunto (l,l,J, 

• • . ,n) son las diferentes manera• en que pueden ,.., arre¡ lado.. 

Por ejemplo, lu penoutooioneo de lo> nG~eroo 1,2,l, oon 

' .. ane¡los 

' ' '' ' '· '' '· '· ' ' '· ' 
'' ' ' ' '· ' ' ' 

conjunto de toda• la• permutocione• den nberoo, e•· 

ta fo..,.ado por n! uro¡los o permuucion .. y •• representa por S0 . 

IV·82/S3 

Llomaremos permutación pr!ncip•l a oquella on la que los nGmoroo -

~n el ejemrlo antodor tenno> l!•6 penomo<loneo, dondo 

la permutación J>rlndpol •• 1, l, J. 

Con•i~eremo< uno permutación arbltroria o 1, o,, ... , o0 

de los nO•eros 1, 1. . • ' n • Olre100s que dicha pe,..,utac16n eo de 

clase por o l~pur segan e>i•ta un nG•ero par o ¡.,par de invenio­

nu en el orden n.,ural. e> dedr; parejo• ("¡•"k) talu que o
1 

PT!. 

cedo a "k •n Jo pomut.clen y ~k'"¡· 

le ao!,naremo< lo cla•< por. 

A la pormutocien prlnclpol 

Paro las permuto<ioneo del ejeDplo t~n .. oo que: 

1, J, 2 es de c\a,e 1r.par ya quo exiote uno pareja, la -

pareja (3, 2), tdl que l precede • l. en lo pocmutoc\6n y 1<1. 

1. l, 1 e> de cl.,e par yo que edsten do• pareJas, (Z,l) 

y(;,!), ul .. qu" 2 pacede a 1 y 1<2; l procede a 1 y 1<3 

l, 2, 1 ., Je da5< 1mpor ya 'quo existen tru pareju, 

(J,I), (l,l) y (:.1), tale> que l preoede al y l<l; l precede o 

y Id; 2 pree<J<• o 1 )" 1<1. 

1, 2, J es Jc cla•e par (por deflnlclén) • 

Procod1en<lo '" foru anUo¡ a 

' ' ' ' ' " "' ola>e impar. 

'· ' ' ' 
,, ,, e la•• por. 

hcordonOo " e>prui6n quo 

orden 

1'" r .. • "1 .. ,,.,, .. ,,.,, ... 
obocrv.,.oo que: 

vc•oo 

define 

quo: 

.. detenolnonto 

' " 
. ··, . 

..... 

•• '•-
. ' 

1 

1 
1 



1-· 

~ .. "•' ... , "• 
do loo n<looeroo 1, 2, ,, , n, 

<••1 d la perautod6n,u do clue por 

<•·1 si lo po,..uucl6n u do clase Impar 

fon~omoo el producto provino do ol~no 

< ., " 
' 

••• • 
( !6) 

----

Cooo el conjunto S0 do todoo lao porautoclonoo do n ndoe 

ros ost1 forooda por n~ orre¡loo, podeoos foraor ~: producto> del 

tipo (26). 

El dcterolnonte do Jo aotrl• A •• defino co.o lo ouoa do 

estos n! productos doudoo do ol¡¡no (o loo cuo\eo se \u lluo tlr 

Dcflnicidn. 

de< (Al•¡ • • 
n '"' 

•.,., .. ., ..•. ( !7) 

De la definlcldn anterior so concluye que: • 
1) hro obtener todoo loo tfnlnoo del desarrollo de un deural-

nanto, buU con eocdblr el thalno pr!ndpol (!Oullipllcando 

los elementos sobTe lo diagonal prlndpol) y o put!r do·hto ob· 

tener todoo loo duh dejando fiJo• lO> prlmHoo rndlceo y porou• 

undo de todu lu moneuo poslblos loo oeaundos Jndicu. 

l) Como de los uaundos lndlcoo hay n~ pormutoc!ones, la altod • 

de cl .. e pu y lo alUd do clase lapu, hobrJ n~ t~nlnos on 

el desurollo del detonolnante, la alUd con sl~no • y h altod 

con signo :. 

" 
• y - so ul~nan so¡Qn la permutación do las seaua 
• 

dos lndlcos ••• do clase por o impar. 

' tlr do 1& 

---

Ejemplo IV. IS. 

Obtener el deoorrollo del dotoralnanto do lo. orden 1 PI_!: 

doflni<i6n 

1 

... 
d<t (A)• ... ... ... 

Oo «cuerdo con lo anteuor, el dralno princlpol serl . ... , 
Oej..,os fijos lo• priauos lndices y puaut..,os los SOIUJ!. 

dos de todu h• oanerao pooiblH: ... 
" 
" 

clase par 

Ijuplo 1\'. 16. 

• • • 

.... 
' ,, 

' ... 
• ' . '1, .... • .. 

Obtener el cle .. rrollo del dete,..lnonte do 3er.-ordon, O:' 

....... , 
dot (A)• a, •, o., 

"" ...... 
Tfnolno principal: .... , .... 

• • .. 
.. 

. .• 

Dejando ÍlJO> l~> prlaeros lndlcoo, lao porautactono• do 

lo• .. ~undo• fndiceo •on: 

llcl.,epar 

1 3 2 cl.,e i~par 

2 l cl••• !~par 
2 l cla>e pOT 

l 1 2 ola'" por 

) 2 1 cla>o bpar 

• • 
• 
• 

• 
• • 
• 

. . •• 

.. _, .. ,. ' 
''" .. " .. ,• 



1 1. k 
dH(4}• t {-1) ailM!k '. ' 

En ¡enoral. SI A u una motnz cuodudo do orden n: 

..... {18) 

• 
det{A)• t (-1)

1
'' "ikuil 

'.' 
..... [29) 

donde l <N y 1<l<n 

Oeflnlol6n, 

Ll&llomoo cofoctoT del e!Olllento "ij ol de«nolnante 

uprulonu (Z!JY ¡zg¡ [ol que se llou "mhodo do dnorrollo por 

cofoctores") puede enunciara corno •i¡¡ue: 

~1 volar de un determinonto puede obtor.eue .Cootuondo • 

lo ouoo de los producto• de lo• eleoonto• de uno oualquloro de sus 

ltnoos {TenKl6n o coluooa) por sus respectivo• cofactoreo. 

~jemplo 'IV, l1 

Calculor el deter~inonte do lo ootrlz A por el oftcda do 

dourrollo por cohctoru. 

·-
Soluc16n 

[:· -: : :l 
1 ' .¡ ( ~J _ .. _-

ofoctuu el deurrollo. Anoli<ondo lo oouh, vuoo qua n conv~ 

-- -···-----------

lo. ~ongl6n 

ler. Renglón 

la, Culu~n• 

Jo. Columna 

1• que cado una de ellos tiene un eleoento nulo 1 el producto de • 

to thtpliflco •l trobajo al cllculo do o6lo treo dotentlnontes de 

3er. orden. < ... ; 

M· •• .. 
M,.• 

" . .. 
ftnol•ente 

De>ar<ollando por cohctoru oe~~n el Zo.i ren;16n: 

dH(A}•lA, 1·lA 1 ,•OA,, -U,. 

Loo cohotor .. .. , 
A¡j•(·1) Mij 

~ij 

Du.rrollando por la reglo do S~rn,. 

• . , 
' 

' . ' ' •• 40 -1 hh60 •14•11 
.. 

• . ' • 
' ·• ' • . ' ' •-1Z-10•1•ll•1" _, • 

., 
' ' 

_, 
• ' . ' •·ll-1•10•1•-11 

' . ' 
det{A)·-ll-l(7)-6(-11)•17 

'.' .. 
loo 11onoreo M11 , 

•• 
••• 

• A.,• ... . . 

•• • • 
•• A11•7 • . 

•• 

'A,.·-11 

En .t cuo ••neul, ol dourrollo por cof&ctoroo tundo!. 

•• el probleao Jo colc~lar un doterolnonte do ordeo n oo al de col• 



[ : -' ' l • • • ' ' 
' 

_, 
,, aJ¡unt• ., 

1: J -1~ :1 1: :1 
••• j; :1 1: :1 ·1: -~1 

~; :J -1 ! :1 1: :1 
duonollondo loo dotenlnonte> obt.n••oo flnoloonto: 

[ ; • . l ••• _,. _, 
_, 

-' ' - - - - - ------ - - - - -------
So p~odo de~tostrn que la invoru de uno aotd< A, p~odo 

.••. {l~) 

do oou rolocl3n ve,.oo ~ue 

1 A''= dn(A)¡IO, 

~n coñsocuencio: 

1) SI A oo uno .. trlt cuodrodo de orden n, no oln1ular, !u liluh! 

:u of\raoeloDn oan equlnlontu: 

o) 3 ,..., 

b) ~(A)•n 

e) det(A);o 

~) SI A u uno .. tril cuadrado do orden n, oln¡:ulu, lu olrulonteo 

dh .. clon~• oon oquholentes: 

IV.98/i9 

iJ , ,.- ¡ 

b)R(A)<n 

e) det (A)•O 

Empleando lo relación (lO), podoaof obtener lo lnvoroo do 

lo uuil 

•· [ : : :] ' _, 
@> oji.¡~lo "- " 

•• docto, '"~ 

• • 
dn(A)• -' ' ' 

' 
_, 

u !su -. . -
'" rooultado do! 

••• 

Reglo do Crner, 

•·lSo'O 

ojeaplo 

' -,-, 

"- " 

Otu de lu opllcadoneo de loo detonolnontu, lo neo! 

definición de doteuinonu dodo J'Ot h nprul6n (l7), poflllt. 1!. 

nenlhor lo r•gl• de Cro•er (3) enuOclado o! principio do .. ,. -... 
'' 

(J) La dnootracl6n do .. u oHr .. cl6n puede conoultono .n lo •!. 
forench ¡ po~•, ~~ o ~4. 

\ 



, 
Sol.;ci6n 

X 1 •• 1 '> 1 •J 

·x 1 •x 1 •Zx,·~ 

~: ' ! '] . ¡ 
l ' ~ o 

' 
R (A) •R(A, 1>) •l•r 

' ' 

_____ .,__ 

:]- [: ' ' 
l<J, (r<n) el olnuo u lndoteudn•do 

Tr .. lad•ndo a loo oe~undoo olubroo lo ln<6~nita x, y· 

ool,~ando o! volor do i obton .. oo 

•,•x,•l·k 

-•,••1•4-n 

dot{A)• 1 ° '1·· 
. ' ' 

'

H '1 det(A1)• •·l•k 
4- lk 1 

dot(A,)·I ' 
. . ' 

.,. 

••• 

H~ 7-lk ,_, 
- 1 •k --.,-
7 -3); -,-

• '. 1: .,_k < R, 

Una 5oluci6n p•rtlcular es par 

•,. ·t 
'•. 
' . ' 

' ' o 
la cual se obtuvo haciendo 0•0 

ojoaplo 

. - - - - . - - - - - - . . . - . - . - - . 

, 

" 

" 

" 

' 

' 

a!aLIOGI\AFIA 

rluco Beau-ont, 

The ol¡¡ebu\c foundatlont of Muh .. ulco: 

Edltorlol Addi.on lluloy, 

Curoo do Algebro 5upoT!or 

Ldltor!•l .•flR, MoocQ, 19~~ 

han> E. llohn 

IUJ. 

. ·'· '" 
. . .. 

Al&ebu do ~lurlceo 

fd!tor\ol Tdlln,'S. A. IUO 

• 

1 

-· 
. . .. ,._ 

• 

. . ' . 
" 

' 

.... 

1 
' 
1 
' 
1 

i 
' ' ¡ 

• 

' 

1' 

, 
i 
1 

' 
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