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). {Qub le parecid el ambiente en la Divisifn de Educacifn Contirua?

MJY AGRADABLE

AGRATABLE

_DESAGRATABLE

Medio de comunicacifn por el que se enterf del curso:

PERIODICD EXCELSIOR
ANUNCIO TITULADO DI
VISION DE EDUCACICN
CONTINUA

PERICDICO NOVEDADES
ANUNCIO TITULADO DI

VISION DE EDUCACTON
CONTINUA

FOLLETO DEL CURSO

CARTEL MENSUAL = °| - RADIO UNIVERSIDAD COMUNICACION CARTA,
. TELERONO, VERRAL,
EIC#
REVISTAS TEONICAS | FOLLETD ANUAL | CARTELERA UNAM “LOS GACETA
UNIVERSITARIOS HOY™ UNAM

J. Medio de transporte utilizado para venir al Palacio ds Mineria:

| AUTCMOVIL, METRD

OTRO MEDIO
PARTIQULAR

4. JQué cambios harfa usted en el programa para tratar de perfeccionar el
curso? . '

5. iRecomendaria el curse a otras personas?

3 NO




6. ¢QuE cursos le gustaria que ofréciera 1a Divisi6n de Educacién Continua?

7. La coordinacifn académica fue:

EXCELENTE BUENA REGULAR MALA

8. Si estd Interesado en tomar algln curso intensivo ;Cufl es el horaric
mis conveniente para usted? :

LINFS A VIERNES | LUNES A " LINES, MIERODLES | MARTES Y JUEVES |
DE9 A 13H. Y | VIERNES DE | Y VIERNES' DE OE 18 A 21 H, .
DE 14 A 18 H. 17A2tH | 18A21H.
(OO COMIDAS) .
VIERNES DE 17 A 21 HJ VIERNES DE 17 A 21 H, OTRO:
SABADOS DE 9 A 14 H.| SABADOS DE G A 13 Y

DE 14 a 18 H.

5. (Qué servicios adicionales desearfa que tuviese la Divisién de Bducacién
Continua, para los asistentes? ,

10. Otras sugerencias.
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COAUNTDS.  [o clases| . Intreduccidn: La teorias e Joa conjun -
i3-11 J: hoy en d1a hisica en el estudic de cosl todas las Tamag
d¢ lupmatendiicam: teorfa de¢ probabilidades, anilicis mapemdpl

cu, circultos elfctricos, iEgica matesmdtica, eto.

Ll eptablecimients de 1p reprfa de las conjuntof =@ acribuya &

Gwarg Cantor (LB45-1918).

£1 concepto de “conjunto. po 3e defice en forra precirsa. Farm ex

plicar 1o que & sntiwnde PO conjunto, = da la Idea intulrivas

Un conjunto £ una esleccifn & agregade e chietes bien definides,
108 Cualas Seben poaest uvna Bropiedad o atziluco caracrarimtica
que na deje lugar a duda sl &iche chieto pertenttec o no & la o -

laccien®

Eiemplor Loy ax-presidentes de 14 Repih ica maxicana; otra ojos -
pla de conjunte podris ser ¢l de lpg nfimeros primes maAyGFes que

1B y mencred que 211 etro.

1
Los wlemgntoa da un copjunte pueden guedar dafinices 41 &numerar

datce, por sjemplo: ¢l comjunta constitulde por les eres nfmeros:

3,08, 9.0 ero.

Pundan, en otror caspa, diFtlogoirse los elementos ce un EoORIUn=
Lo, citanda th propledad comin & todos elles; por vijempla: el
conjunto da lom nimercs phokel

* Ooefrvena quUe NG EQ axiga homogeneidad, cada enheta dafintdg

! en uwn conjunte dade se denomina "elemenio® del conjunkto.

¢
Ce lo santeriar se infiree gue lof £dnjunto: pueden tener wn abmes

to finito o infinity éc clemontos. ™

u
Keraesfn. %Su acostumbra designar los conjunccs con lecras mnyﬂl-
JLLSAL L. .

culue. '

Lo slemanion de un cohiunts e diztiagren eon lezras minfaculan.

Cuandd un conjunto gueda definido al enumerar aus elementes, ae

aacribe:

= fa,e, d,0.,a) = [m,u,a 0,1}, ete,

B = {7,591} = {2,9,5! = {9,5.2]), etc.

v

Para indicar gue el eleTento 5 patd en el conjunto B E: AnAta:

%21 un rlerento ng estd €n un canjunto dado, »e dEpota:

4

* Cusndo el comjunto ee define expresands una propiedad comfin de

todee Ful cleronkos, Fe empliea unaslinea vertical | (o & weced

dow puntas @) cuyo significada es Gal gue”

Ejumplas: Y
E

=[x | x » 25}



. vl
Dall| 1 «nun libro de la Bibliutecs Kacicnall

Subcenjunte. B dite que al cenjunto B oes un "subconjunta” del
conjunta X, pi cela wiemento d6 F o9 Lazhifn |1-nFnLn de R,

s miams jdes we axpresa dicienda gue P entd contenlido en Ry o
blan, que M Contiens s F. (P *atl inclulds en RBl. L& nacitn

dw aubconiunto se aspress wn [Grks #lEbfilica como migue:
PER
I

55wl conjunta F tlsne sancs slamentcs que a1 conjunta R, s dice

qua F Ay un BubCORIUNLO ‘proplo™ 4 R, ¥ wllo se iniica:

F= R
' i
Ejacplocr aes) A ¥} canjunto de latces de] alfabarc castellann;
i
siando B 4] conjuntt de vocalws del migmg alfabeta, podemae entan

ces sscribir

A= B -] b= A

r
*

ol
Despudn A4 dar matas dafiniclonas preliminarws, snfoOcAYeoos Ruos

|
tra AL4ncidn m la slabaracisn de deliniclones y Taglas gua OoF

permican conatrulr uns Slgebis Ade conjunkcs.

. 1 h
jggildaq,- e alirme Yoo 408 conjuntos A V.. B ecn iguales B,

LI 1 '
y #5610 sl amLaw conjuntas consieten de los Alsmos elessnton) &E-
I -

11 :
1] tn] rada #lements dn A pareenaée & B ¥ vicaverma, Ejaa-

Fla

A= la,b,g] ¢ B = WL ¥ E) "l-lr!-rrl-l-hil
1

. f i
E1 A + B, debe tanerd: que 2]l wlamenta & da Ak wn mEactaman>

I .
in 1 miaeo que algurd de los alsnentos ds B arl por ejesplo
'
DLudv tencrser & = 11 L ¢ &1 & =y
L]

» pod .

Uns thEnics wdual pach demoekyny ca lfualdsd de dos conjuncos £of

. ]
wimta en Facer var gue ea cusplen les dows condiclonas siguimsntedi

' []
9: A b; sdemdn BE M. (114 T3] A = B

ar v I
Conjunto vacla (B nulel.- Conjunto vaclo sa squal conjunts que

1
pa contlens alemantpe. €1 goajunte vecio ma ¢eprasants con &l
" 1 ]
|1m;aln 9. Ejemplon
f

I
¢ = | sereg huasnow vivos mayorws dw 1000 afow )

r

L
Cupdrwate que 6 F (901 puaste que &l conjuata ¥ Qul Qrledl
L]

miambro, por definicifing, no contisns RIRnGdn alsementc) Bn tante .

P .
que el conjunca (et del waqundo misobro ¢ontiens yn slamanta.

i, .

Kl eonjunte vacfo s #w coapldars Eomd un mubodn]unto du cunl =
P11 . [ .

guinr Aanfuntd sem cysl fysze estw dleime, w S b, paAre togd M,



’ B
. ‘I%‘q Fay L lt
ELE 1 as 21 cop to b,
Candynta univer 8l (& universol ,- El canjunta 2n:verba n Jente
aniy °!
o L i den incer- . . ,
ehyufios gip Pur ) |
e El conjurto vaclo 4, ¥ el EEMJUNTa univarsal T deban formar
M T nlyer- ;
un P;aplguﬂ particular, Demignaramos £ CONJUARLO u
Yenir whn

Parte de los »7 subcongunios tleTentos dal conjun
o T.
Eal con wl minbalo

0 POLEACia:

N afacte:
. - itar pacBcialas, .
Fi propSeito ael Fonjunio U 2 8] de evit B . San c; I:1 led combipedionee de N ohletos eomados Br iuhcnnjuﬂ
\

o8 de T 9tsetos (r o m ny
Ejampla; i .

El nimere rakgl Fesible de nubron

- Las q¥e res.lrarn [
L.} o = [ = T, o T Il‘l =
[ = lunto da thaTar [ ] [ "
[-1-1,8 [ ] ol UnRivETE 4 3+1 1 Y ]
51 1jd|ram

1tmo nacural
. F En Tahio gue el legay
taivhe por syemplo; ol = o0

L
S . facyd ¢ 1F1 e (1 4 1y o 40
. 5

a Gmera nEgatlVo No existe. bn camiis, 51 el unlversa lo

= Un nhme n ¥

P &, fe engyentrm g si - )

conttiuye €] conjubto dw nlmeros complejol, fe ‘ dande lL] TEBE C& el COnJunto vagio 4 4n EAnto gue !:] da el

Qulonte: Conjuntd universal i, )
1=1] = v Hacaoids: gl Conjunte patencia de a "1 denigna Ih, Ejsmpla:
) Ses A = {a,n} '
Lgnee valores & wna varisole
Tusndo 3¢ presur.
LGSl 4 valores ce a won adpisy . g fa}, (8}, (s, b}
X ER una wouaClil, wvdee GeZli, .
N nt Faa.
Gles: wpte conjuntos de valores lraye €. JInivers
’ b ' THELRICISn sipbdlicn de “anjurts porcgnciag
. ubi i
e el comunto U puede ser cONalderaon coOmo un A " .
Chalyvenr qu
todae
Otra ohaervaciimt s < a 201 pera to A
conjunto de Fi misAaR.  Qura e ir | b= a)
L

. 7 ptmy
tencis.- SaB & uf COTjunta Sondtituide pOr u - b
lunto potencis
E.'l'.l..i" & de A @a ¥l Ceniunto
lementas. El cpnjunts potency
fo n da o \ h UbCOR un-
s Elytafi0l EE2n Pracisgments Cada ung de laz
Cuyl

- 1 eon
factible former al cosbirar lox - slemgreop de =
tor gus ax faz



tremplas: 1) 5L O AC B y BHE R, demontrar que A = B

Zolucifing

5l x ¢ A+ 3 1L B, pPuEsto qua AKe B

#ur orre lado;
S1L W L M vkt A, yAQua T&E A

- A& % P cLisnan 1o Mikkad rletepton = A = B

Fd| 31 AC B y BLEC, dt'lﬂ:_itl'ﬂr qu& Ay O
feoomDs hacar var que cads slssenip en A astd tambidn en T,

Solucién:
5l %+ A =-=x¢ B, ¥a que AL B; pRIO pOr 80

B & orx ¢ Dy luend w g A+ x £, por 1o cual we

deduce qua A& C

33 51 A= B ¥y BES L, Jdemosifér gua A= C.

Hursto que AS By BRC, results que,curdords, ME C

Fero 53 A = O slendo par hipitesis B C, ~ Bo A, 1o cual con
~radice la hipdtesis de que A< B: por Lo cusl A 4 C resulLan=

dJa, par Lo rangs, A S G

ig

¢’

1} Daterminac wl conjunta potencia 7A; stenda; A = {{a,bl.c).

In
Sclucisn

[] 1
Fuesto que a] conjunto A tisna F ulun.enton

2

(a, bl y e + zlm:m -
Eendkf 27 = f wlemontowg

* e (ta, BE (e {ta, B}, =N

5} ?ﬂii #1 law miguientes alirmaciones o0 coTrectan a lheorrag

tan:

i) + = (0}

-

b 0 = {i.!l

el i:l = [(xh)

dl {x)] e {ia)}

o= ()

£ Ul (vt} e [{xb, ix, ¥]

Solucifn:

. 15

al  Ineorresta: ¢ na tlena slerinion; (0} tiane un alemantao,
r .Ii 1.! 1

bl  Tneorrector 0 na s un conjunta

c) Incarrecto: elemento @ eonfunto fver ipciaeg &)

C o g
4 Correcto: () en clemento dej conjunta {{x}}
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' a -'-TE"—] a4 . " 1 .
e} Corzecto: ¢ = A, pars todo conjunko A Ila,oh) Ma,o,q)7 4z, nl)
LS
Iy Tneorrecto: {yd o Uix);iix, ¥} Ouaracicri con eamtuntas.- . .
£} 51 a,b,c xon elementos cualesguiera, detarrminar qué retacifn L, .
' Unifl-- Se entleénds par “unibn" de dos conjuntea A ¥ B, &l

debe existir entre ellpas, de modo gue ses cicrta la igualdad:
Conjunte O gue resulta al considarar canstituids par lay

clemerics que parkenpcen & A 5 4 B 028 ambos,

- {{a, b1} = {{a,b,c), {e,b]} - -
NRLAC I =Ly

A . Freaplin: Seanh ko2 01, 2,3,4]; E = f1,4,8)
Dade que =l Copjunte del ler. mierbro esbd congtltaids per un .

aglep elemento Que e el Cenjunte a,b ., para que pueda ugr:.‘!::ni _
* C=AVUD = '1,% 34,5 ' . -
2e la igualdad, dsbe tenerfse gue en ¢l segundé mierbra:

AL B = [x]lx cadxr Bl _
{a,B,c] = {¢ b} . .

"

Intwerscocibn, - Bados 1ok eondiun -
denfendo extor dom conjuntas mer iguales al conjunco {a,bh] 2el ANEeE Ay E. el conjunt Tincer -
_ sfEfifn" D ci1ore por elemento .
etmes miesbro: em % dOuellos que son comunes a
Y a B i
Ml ddn - D=p Np -

[.rb} - {l:brf-']' - {I’.‘;b}
D=a "p e u|xea ¥ =t B},

idoempelo: ’ , n
por lo cual debe tenrrce Que a = © JumpeL A la b dl; b= {o,d,e]

O = pn “B-' {\:.d]
{a,k) = {8, p,a) = {a,b}

Convuncuy avensg B degunidos) .- Dox Lonjuntos b oy B B a-¢
o

En. conclugifn: B & = o

ROS K1 .G tLeNen Iilngdn elemento comfing exen €%, Ei AU I1nLerage-

IlM S LI CArJUNTo vacio: A& fig o= g, Ejemplo:

A= [L,2,3); B = |56},
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FOLLE N
Ald;rencia.~ La *diferencia® E  de 408 Sopjuntos A ¥ B BE wl
= . i
<finjynto cuyos mlemantos adtin an A Y DO pertenecen i B
Hupage lda: K = =B

2 = A=B = {glx £ A,x F B}

*iopmlo: A= j1,2,3,4Y; p =LY, 4,8

g
o

L = b= dL2} |

Crmpluemanio.- El "romplesenco® del conjuntz A €2 el canjunto
A', cuyos wlemepron son loa glesantod dal yniversd, Jie nQ Par

fearCun o4 M. lotra notasidma  A' w R o= %

A on T=h = x|xc O,n g A

Liewplo: , Sean U = la,a,d.0,ul; A=, (a.=}
LA Y-

Las conceptas de unifn & LNtarnecclfn pupdsan generallzarie para

mis Ja dos CORjuntoa:

U...Uu A

n
uh = ll u n: n

=] L

byl
[} = lal LI Y
"l. *"I. Hz -

. n
i=l

14

WA = {x]e ¢ A pars sl mence una 1 ¢ 5} "
&

LT Y P A, pira toda Lt S}

1

L]
3lendo el conjunto Ao subsaRjuntas “":“ E 5}

[} * 1

Disgramas de Wenn 16 e Eulegt .- Son enqueman an 1os Cyslayg los
1

Senjuntes ¥c répreséntin comD Sraam planas,

%
CONJONTO ORIGRES  CONJONTD A C (ONSUNTD B
: i . :

L L ¥ i .

3 "

b ! .
|

l
k.

.:_ “:@v"'a .
g A A A



15

t

TArwulas gonffaléd Para relac 1O phmerg de *lamentos a0 CORJUR-
R L, 1 fLEan]un

tos. -
junres i oy B, cen gl nfimerd de cleasnior =0 lon SGnjuntog

run oy x 0B,

vesignemay gl nUmEr0 de clamcAtos que hay BT uUn Conjunte, diga -

®os ¢l Conjunte A Como m A, IR A wy yn nlrgre, N0 UND EGRiuA-

Lot

Esidleroamo¥ sd flQuiante loualdad ancre Atcan:

D ©- -6

£ aea:

nA+n B = pfR U Blenfah M opy

rroblema: Toded los alumnes O0€ ufa cleavw A0 Gimniské @8 LARCE. -
ben par; practicel rAtacidn  {H] O atlecismo !A), & ampbon. i

hay 200 alump@s en ka flasa, ¥ ER la lisks J¢ lppcrited en faga-
glfin hay 104 nombDres; an tanto que pacw atletlomo hay inecricon

130 zcufppes 2lumnas g ineCrihi#con pars PPaCticar embwds depors

reo?

solucifn: &F Empleands la fGrmuls

RIM U a) = 200

ntt = 104; nmnA e 130

figlagionarewos &1 pimerd de elemsntos Gio hdy & 408 con -

Y » r A= nid U Aj=nth P al
. 1

g A ow lpdelg-288 = 34
Ll eon gevdlio de diggrawa de YVenn,

(104-xy+u+{1JR~x) = ZTpb

PM-x = M0

wom )4 o= pin By

Coagrobar, para 1 20pzunrtos A, B, €, la siguiecpte f5mmala:

nAsnb+Rs = ¢ [(AUBNCI+aia® By +niA™ epen{p T C-niaN BN C) compro-

Saeibn:
nh = 8+ b sd~-aq
nk &« b > + &g

ok = d + &£ = F « g

nhtnli-nc =

= atlorcr2g+lesfrlg =
= [a~b=qa-q9]+ |bsc+e+g)l+[dterieg) =
e Jasbtirlegcfeg| e [Brgl+id4gl v jorry| -g

= (AURBLCE+n AT Bl iR Sl entB N Cpen AT uhog}

14
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1
Formgla geanral para aplaciona ot Afimero ue slemeAton gues grin-

L & A Lol 1ALt

1 1 . -
" Cu _cl ’
AU Ay - F oA~ F niA e
i=l =1 147 . ]
k| ¥ ¥
o =
L] .
D A v A et-D P ED .
LK f 1 T P - F
I.
m
mt 1 '_Cm
T e mIA T Ay
' RN .
A
. I
Y T TR . T .
I +p mr!i,j.h..., LI W O IR
|
NE . .
v nfinere fe combiinacionas dl; m objeiuy tomadoes B B p,

o, M=) (=2} . .. Im-p+1}

'.ln
P

Pl o= ]'I'J‘...-IP—]}P
LI I - '
- C_ 1. para toda = n.1.2,...
[ --
" La fAdrmula 5€ dymucsera por inducCLldn satemdeics #n 14 pwgun-

‘da parce de a3tes poras. *.
;

i:_;w'la::
||. [ |

slaciin:

n IH:Ulz

v

enin, 0 52"' Ay

. .
me vl rads qur Concuerda con el dltima problems, N1 A,

fg WL

vil o= 4

solucidn:

m

= At A

i

n - ! - n
Uhql = nnl-nnzfnal-n:ul l:l ntnl Ayl ntuz AJ|!

n - fop = foa g -nih, A
on,L'.r.:tII'.]'.Jr.‘i = ""1'“"2"“"‘?“4 nik, 1«:} n-u:.1 JI 1 .

- Ny i Do Paye
-n{hzr'h31-nlhznH.'I--ﬂih!nl.““l"i agfagiendh, TR, T AN

- o fig M - fop fip Poxl
”I”,'].FI _:‘] n‘]tn{k: AJ h"l l'll.?l-l 3 3 f

111} m = 2

Soluc 6o

= - ! A=
.1|p._1un1u.\lun‘un5| le:ﬂ.zonh]tm‘in .
1
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1] "La asocierividad e U LI de My s% derytitra mis ade-
- - im] 1m] -
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L e R L] LT A‘ﬂ Ai}-nlﬁln th niﬂ AS}‘ 5 o
r
n Prphiema: kA una betrs hay 50 cpjetos, de los ruales:
S 7L UL LY P P YT WL S LI S Y - -
: : ! * 1‘ ! ) ? 51 ' 11 saon v woler pril G = 14
v 1Y son radlaccivet inh o= 13
Obsyrvatlonen: ,
4 san vn fooma de gubd e = 9
- . . ’ . f -
1 E% afimero de términos qua debe tarel wl desarrallo de cada su- ' 4 r3p QCiadd y VEACTLVOEF & R 5
£ - ——
n -
ma E ®3 Praucizamente C,E- For wierplo la yuma ! san vriges ¥ fhbicdi TG g 7
c? - 1 vep radisgtivos y cBbhlcos ¢ infRMT gy = d
I: 2
:"; tiana C:I - N;N-l]- m =m tAIMiATE. .,. 3 onurk ELECR, radlastivan ¥
1+ -
- N ) : sLbreae ingen nf oy = J

217 Toder las téiminued yud provi g : N
Y 4] engn g9el dwepalcollo de cualguler ponfelay uLlecon nu AGN N O IEE, ni radiseciven, ni cunicos?

Sumg .E. ., deban rener £l migma Rlgno. olnsifn: a] S8 Lumcs tox = G URUCH +x = pif=c U K U O

© o, apticande la fornula B4+13e9 = ntC U R U CpH5+I+d-10

3] Lo% rignos da lag diversad sumap E* son alternades, y exis- . S mE U RYC =23

ten = Sumak o= wn el aegundC mimmbT s, + x o= 50-331 = 17

) L) fepeleando diwdfumad oo Vurnh o
4} El nimero total Je CErmindd qua gt obtiencn al desarrolier

todas 1as sunas 2 gel BegundD Mlennhrd &8 i"e:.  par «lenpla,

nifG U rug] =
en el dasarrctlo para m s §  me abeyvieron- IT-l e 37-1 = 12

thrmnot. w febedadazeTal =

= 23
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Algunge mlrodod empleados Para damoEtrar reidcionan -nr.r- cun-

TuTLOE .= AUn Cuando [N m..t.ihlecn: la walidez de Una -:un:l.ﬂn -
entre conjuntos ss suflclente y bawts: £on emplesr uL;. cu-lquu
ra ' du lu técnicas que %0 detallardn a cnnnnun:mn. |u=-a|.

1 ATWUMUE CaSAR, yuk Wi mEtodo SN particuhr rogulTae, pin d.

(rrminkdos ontudianios, mim claro o expedita que los oLros nE-

Tl Gk,

Fare Liuscrer 103 favezius adtodos, nos rafEr L-ds & un t:upla
SR Futie) ANpAngARLE qui de desia probar 1a \--_-ucjd..d da la --

'
tun e A - B & AL

v

7 piientn: A partir Um lay eofinlcCloner:

A= = [xlz s Ay a g ul

« lx!xr A Y XF L
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L
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i 1 - 1 .
2" sltodo: Racimndo var gus A3 G AT ') pdends AR'E A-B -
S AN L L
wml  Juva K« A-B
Fl
+ X4 A,afB ~ag¢ N’
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+ w-Be= A0 B a1y

- ¥
Bl Sua = ¢ AT R
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~xcA y xtB

rx LA jl' :-:fB*:;l.-;

S L TS - |

de {17 ¥ (2} remulta; ReB = AV 0

1°7 pitcdo: Construyends une “tabla da verded® .- [ado qu¥ un

¥

elemento x  #flo pusds “matar® o "ne aEtEI® wn un datarmlnedo

i ' .

conjontn: Indicamod fon ¥V (Vardad] en le table s x  “eptf" en
g ] .

w! conjenta, ; con una F{Faleo} wi x "po estd® wn wl conjunto.

i ' .
Las toobipaciopes Ppoalbles pars conjuntos A& y B son 1RE Ei-

4
guienres:
¥ o= vy
q.r"’
“F =~ VF
}.f"r - W
“WF ot OFF

- L]
5a demJestra guea 14 lgualdad apkrs lom doy mianbrog de und ACua=

v 1
Clén entra cORJuUnNtON queds &Rt&blecida ol las Columnes corbwnpon

1 ! 1
disntes a coda mismbro de la wcwROiOn gque an 1a tabla da vardac tlg
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1¥ Dbservagifn: Una takla de verdad dube Tarer 1" rangloten

pronde & el ndmero de goRuATos difdzencald involycradns an la
nroposicitn qut ¢ deses demostrar lan el #ic+plo antezior, lam

k1l

conjuntas mon A ¥ Bi por lo Tamte n= % 10 = ranglonas) .

[

1 gbacevecifn.- Las ecudglonas qué relacloran opardcionas 4n~
tre conjuncas, en gencral, ng admicen demostrac:tn medlante wl dig
grama da Venn, ya gue un diagramg da Vann no pueds inclulr todas
b slkueriones posiblea, come lo hace, pov ojenpla, una tabla

du vordad.

vAy pdelante k& presentan #lemplos qua {luskran la ocxpumBtd emn

10 7" aboervacifn.

Icincipie dn “dyalidad* .- 51 k& jntércemblen 1ka OpEIRCiICnal
M oper Wi camblando asimismo log coniaptor 7 pof 8 ER CUAl =
fuidy o¥proal®n entIr conluntas, la cxpresilin qui romulee 88 4k
nomips "dual® de 13 cApresisn orYiglnel.

Ejemplo:  swa l1p erlacIER:

1 4 aca: LTE

! é"!i%lbLli - H

{Arnﬁllpi‘ U

Ay niln gty o 71

St caertng Axiomas {mptican sus Propios duslc, entonces o1 dual

d¢ cunlquier teorers que e3 consscuencls de loa dxlomay_ a8 ram-
-

biin corsgeuencia de lo4 Agiomas” - \

.
Wt “o ancperior, dade cvalguier tearema y Bu demOstraCisn al
L]

dua! ol Lmoremp puede sBr demoscrade dea mansra andlogs, wuzasdn

el dual de cada pazo sucerive de 12 Asmontracidn orlginal

H] - .
e rolo que, 3L wn tegrema es verdadeto, tambiém lo em al dug!l

de €50 migmg teorama
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1
* fupengamon gua ae 4
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¥

¥ ] N
cir.la Juy da 1dant 1454, anfl como su dunl:

!
ssen, ¥ pareir da la lay dea fdempoctencia, dedu

r

1 ' ]
A = A UK hipitmein Aow pfa
P T T | de 5 = P Aty
I .
R EUPER U TAITR da - AN AEIAT g
L] * '
Voa mttaP oAt de 4 . w & (AULY)
| #rom AU dn & - g
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LI O Idant {dad A=alD
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| 1

columns da la izguierds won precimaments los dusles da cada uno
L] 3 . P 1
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Obadicveun delmisms gus no toda

v

& 1as leayas dul Hlgabra 1)stadsl an
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la tabla da la plgina sntarior wson independientes.
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Comd mjsrciclo, demostraramasn :I._l lay
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F.= Rapclavlvidad,
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AULAUCH = {u | & ¢ & & x © BuC}
=[x | mcAd x a0 BEx : cl
= {a [ IXxchoucB 8zccC)
= JAUBIUC . ’ . -
2o, mbtodo:
&} Sas x ¢ AD{BRCH
+ x & Ad wt BUC - 2% E D & x e
owes ¥ c ASBKCcBSGREC
Bl Xt A =% & AUR - % £ (AUBIVUC . -
1 x ¢ B+ x C AUB = % ¢t [ADDpUE
L x ¢ C = x ¢ CUIRUAY = x € [AUBIUC- ide 23
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- AUIBUC) (WBlUC L1 - S
B
bl 81 x ¢ [auB)LC

ke AUB B X L O

- A

L]

tAS X cBRE xcCC
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1
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A ) £ LA = u ¢ AUUYCH
. -
51 ¥ b B o+ oxop AR + 4 & AT(BLC)
47 x £ € + x ¢ (RAUSE = g £ RU{BLCY
» TALHIUC = &0 mg) o, (1)
“hde (1] vy [TV rAUBIUC = AU[BUC) = AUBUC
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AT } R
F ] Ll a
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NP . { S LNTLITE de #1 -
4 o F : - i
[ L= dovy .~ Can bas# &n 1&g leyen dal dlgebra da Conjontos. <% © ' - . o
jarc . . . ;..r'j - il"l Iltucll - [de 7| )
mOEETAL: . R . . (.
L] N 1 -
a ‘1i' L
L= At flct = (AUBIC) ; - ausrpracwedy < 7
B - - . - . '™ F]
o H .
aifipgrfigy o arfpr)fies {da 11 .
.- " i . S "% ojAuBIUATURT) = (AUATIU(MUB") ) (de 2 ¥ 11
[ - - Illl. LY - "- .
. = D Nenue ] ide ) - . N
¢ . , I'f =00l WL tde §)
=.[ {ausiue ] fde Ty B - . % . . '
i L]
[ un . *:. . i - -
- :ﬁuEUEI-' [da 3} N ' A = K . ide 1) -
- ] . P , .
2.~ AULATF R = AUD . B . - .
| Tlh.-— Con baxe en 12 fSrmulas dads anterigrmencsd nh+rE = nlAUBR)~+
- . . )
agfafipy = CAUA" 1D Ayun} {ge 41 . . nia™ k), <deoducar lé firmula para relacionar ¢l ntners de cleoman
. : Y. v LOA or Lr«% foOn}urioa: pArnbenC.
= BN 1auB) e 6l
H ' .
. - : ' . Zolucitin:
' - RUE {de 51 : b -
X ) - . ]
H - Coa .
b T * " Por asoclatividad: alAJBOC) = p |AO{BLUCY|
1.~ [aomi®ooml 30 - (LT N-T-LN R ; N ) : ‘ '
- por la Ifrmula deda pare 2 conjuntoys
[iarum) 0 ACUA) j' = [tatulp M QarwC) da 71 . J PR IBUC! m nkenraii-n[TAD (Ao ) '
- L]
i o A :ll ' ”-" N 1" apllcondo nuevarcnte la mimma formulm, \
= hue™er ] . _ -1 . - .
. ST v P RiAUTHLC) = naenBentencafich-nia® taucy fa b P .
g " . .
] ) da la distributividac: . [
- ' . . * -

nafiucest - ot oo o]
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splicamla 1& [4rmula paru T Sunjunios & €522 21T Lnas

A fRUALCY = rdenBerC-n (M Cy-nint By =

-riMCleal af ) f AN gy ]

m rAenpenCon AT Bhon A CteniB N Cpepg R cy
Qo Lilan:
RALOSES = nEAUBUC) +n il Byen Al €Y 4niBR QYoo (a P g £l

6.~ En unk sndueyra efectyuada a vn QrLpn S 103 estudisntes upi-

WETELLATIGY ACePCA dw qui s dfDMma exrranlerc cstaben estudfands en

w18 acakFira, v obtuvicion las slguientes Tedpumskas)

. . Teimma, hlzero de eatudisppes:
Trancés |r) 2%
Inglls (I [1:
Irgads I3 ¥ Rusa (R) [ 1
Francls, pars i huss 21
" Solamenta Franaés 18
Yrancés a Inglkm i)
Hingln id.ioms L}

A
By PregunLa:

1] (Cukntas Curesn Rucg? nfg = 7

14t {Cullnros toman Fraschs ¥ FuEo, Pero nu llevan Inglés?

1i1)] ;Culncor cursseh Franckg Y Rusa & Taglés, & anbhazy

12

otaz:in:
pel c:agrama de Vanh
1) nk = 1%
1) nrfief gy =0

L1} nif™ RV = @

7.= 5@ tianen } ob'etosr &, B, O, y o8 kabe gque ningupo de lop 1
(452 mds da 1 kg ni mepsd de 9.% k3. Fary determipnz con exactl-
LS ! pera gue tiepe csda RO de loR Dhimuos, A8 emplea una balan
Ji: peLU 35ta Crnicamentd Icgistrd, £oh predipltn, pesse sncre 1y

1 A5,

EY Treblcesd Zonsigte en coteroiper, 06 l1a balanye dada, con kb =

Ealula presisifn, el peeo de cade upa de Low 3 Shjetos, tfitlulh;

-

¢o Loiozxenie ) FossdAE £h o balanze.

Solagifn: Parsa podar explear la balania, debardn pesares 2

abl«Los conlarca@ern LE.

womenolazura: 0= {x k. &I
LA = pesd oe R
nh = papn de B
rC = pesGc me O

r @ pese Ccopjunio df lof 3 Gobjecoa.

5, « {B,ed; 5, AE): B N 3

h]

i, = proo de B y £ Juntas = npent -
r5, = pEEa de by £ JURLOs = nheiT

r5y = Peso e &y B Juntig = phend
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Risulth gntonoen:

=% U =00

51 1 51 - 52 u 5] 1 1

T =
Sl 52 c
] -
52 51 F
A -
53 ‘51 E

Hamas VIsLO Quaid

5, +AS, -. nlsluszlmts:“ 5.
= nilent

ns,+ns, = r:f-nc I ¥

ng. +n5. = plend oo [y

ne s, = nllenn v by

2“"-5“"'!5211‘1511 = InD+na+nBens = And

+ 1T = é(n51+n51*n531.{¢]

[#% en [3):

fiaplificands, y despelands  nA e abtlens la Ffiﬂ"l[d‘ lag -
gulenkes § eLUdTIORCE; lam 2 pigulsnter res.lian da waners anllo~

DA:

|'|5:‘-|".S]I - %lnﬁl*h5:*ﬂ511*ﬂi

kL]
an - étnszfnsrnsll da {6) ¥ (I3
ne ’!‘rnslt:-s:‘-nszt tee (4) ¥ (311
ne = {ing +n5,-ng,] ida {47 ¥ {1y .
E.- Al dj:éectar 4o und gpfuela secundaria mixea (eoodugacional)

S .o O RuDNTAR las flGuiegneos datas eetadisticon tendiented &
feflezar ¢l efectio de la priciica da oy deportos oh 8l sprove -

criatiento acadbmics de lpn alumads:

Taruciira consi¥tiS S 100 slusnos, S0 hookres y 50 Adjaras. Fa-
si ans e £0 4, dal cual % gen rujeres y 3}, hombres.

De 1oo 1] gue coamtituyen la muestoa, 56 practican deporoe y, d=
estuzs SE, hay 3¢ hombres y 10 puierem, Sa ohserva gue d« los 40

aprobedas, 34 psn deportimtaa, ¥ da asbcy 34, hay 3 hembres.

El Juseccor preguntar (Cudnetas mulsarea po-dwpertlistan 0o pamaron
o TV

1@ Salugidng
k¥ oa 16D, oW = 3 o= 505 na o= BOf

rief™ i = 282 niA" H) = 32y, pD .~ 56

RIZP A « JE; wf37 1) & 20; mi{Af D] = 3¢

Sth 2P ) = 36 IKTOGNLTAT MIMP O AT

priw: afMPo ia w g o g *
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el pronle-a Jr.- anterlar:
S{E O N AT A o (RUDUR)

Fero  a(HUCTAY: = pd-pdHTODUAD

de!l problema - aprarior;

NINUANT) = pEschsnb-n(s™ A =Bin'  Db-ntA M Py ™ AP O

= 0r50FI6=32-36=34+20

nfm o0 gy @ plenMUDUAY = 3100+94 = &

o fed: L niTerd do maujcres, qud nd DIACIICAR LepoIte T GQuUE IR

Frobaccn ¢l afo &3 &,

EL dragrar-a <& Yenn l:ﬂrrt-:pﬂ-hdilhtl & #AL4 ProOlemy es Somo SLguat

Hi=reo } ) :
ALALALR] = 94

e Soluc i

NIMUANDE = rMeakerB-niM™ R -n (MUDY =n{AT D7 sn (w7 A0 O

mopde se Conosen rodos lop datas dwl sequedd mierbco, Para com-

plaetar 145 facsa, pusds Faculricis Al Bigilente £2a3:aa3 4F Yeon:

16

= RIFJIADT = x=g2

Ardd m S EDTTR- M- FO=Td8d
®+BE = 177-i3 = gd

o= o
3, .
3 Solucidno:

Tel diagrame 4o Venn ze pbivcve osual

AM o wen (A Mpange pyopu® o0

S0 & MeTHe Pl w o b4

' YL

Trongar dissvamas Jde vonn, Eales qua weryfiguen 2as glgyuiencen g-

cuagidonos:
Lo AN 2 L neef anoy

Saluvoiin:
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Lul viagrasa)
aflphc « 4

B-C -8

~{p=Cy b [afigy = pltpng

~fu-Cr N Afg) - afpng

3= APpfg oo Al
soluriing

Lado qwé L S [FBra CUalgaicr A} =+ Gue paza QuE se VEri- -
figue 1a eciacidn en 3, badkta Quue AP B C - :: epan secede,
PO #3e-plo, en gl diaQlima @y VOAR el probir-a 1.= ppcarioe |e-

aksren rochos x3s ponibilidades)

3.= A-tB-T) = [k=BlUC RN

o
Tronsfomando el [T miconro ce {131

A-[R=CY = A" (B=C1';  iOemoatrade por 7 mBEcdas]
» b ETEy, Lor la mivma tazén ce anies]
w A" (B'UC): (rer Do margan!

AT B a™ 1y fver disrralubividagd)

ta-mywrh®oor L L2}

Covparando 1os 10" miembros da [3Y y (7). siends iguales ios 1S

mlg=hros:

n

5i AT ac o 1= {2)

pero R7 D = © o« & B

I

Oe ahf yue el diaqrame de Vann apropisds pucde sur el siguiente:

|

i 5’{:’13 Dl diagramat

i P:’:".E’.HJ B ' .

. EE h=IB=C} = [A=-BjUC

ER Fuy ivpoitdnté nhservar Que 1as 1 fOrmuley dadds nd  tiefen

valige: gencral, ford puede demostrarid, poOr wlakflo, Canstioyen-

do Ias rablas Je verd:d corrpspondientad 8 Cads Casg.
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Frgblrey Lolouar 1op PRTERLONLE NECURATIOS Bn ¢l aegundo m)em-

: I
o de midd que ceaults Cimcta 1 piQuiants igualded pars todo

conjunkta A, B: [

asCp-IAf B ] = A-B-B-2 fr T ———
4 . ] ]
. . r o " i
Eolucidin. Dads gue 41 Coniunta dsl prlner mismbro af sstd
, T ke L
bign definide, sx podrd cansr ides da gquik conjunto capfesants ui

"

nog auxilisscs de diggramas da Vesm . )
K '
. T
TR T . a-(afi A-Ca=iafie )
| ] - f
L - -

Por 1o qus parece mar qua A=T E=(aA0 ey = .
. 1

i : e '

. Ll r al . .
Lo gues pumis comproparss 1dlmll’.l’;!ll} aoh uns tebla da vardad

(pdra todo A, B ) . i

n:[ » ]i"n B-iAf B} ln-[:-uﬂnj !
¥ L v .
- 1
virgr F v = a=h- B- 1A 1]
Fivder v - §
F (F{F F r

———— 4

r

4
'

| ]
Voluiindu Ahock al segundo miembro: ¥ cbesrvands gua B-B = §

A :thi-!;‘] “ AL a-h] = Ay v o,

Ao B, ML

G [
For 10 cusl. 14 1gusldad propumsts as verillcs pars todo cahunke

»

' A-T m=tahh B} - L:E {I-Ij:h-_l

‘ i H . -
Chidrvtan qua MO funCignd pinguna dm las dlguisntes polibilidades

- . . 1
¢# cwlpcacifin d¢ paréntecis on al aegQundo miembeon

!

H i '
(h=Bi=(B-hj = A=p p A

[ a12-81 J-a
[ ir-2i-n ].-J.

A-C b= =0 )

1 «+

‘A
A-Bi=h w & p &

B ¥ A
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et b DpALEald bk - d
Tenremgt La CLMZLCIGN LDwvEsdFla y Bl (Clerce pacd guo un conjunta

woa-n "0
LooSew el coeblimefta e wiro congunte A, #a que Be veriliguen

+ o o= R'
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CAPTTULO | EL SISTEMA TE L0S NUMEROS REALES

LNTROLUCDIGN

Em Jiticil precisar rudndg apareten on la hiacorid loe [riercs nidma-
[cs, pero tenemdh la certeza de gue Escos fuergn los llomadoe nilmcrga
natyrales (1, 2, 3,...], los cuales durgicren da la negesidal de con -
tar-

Tan prarco como &) hoabre dojd de aer ncmads para dedicacie & la agri
culturs y al eoxercio, tuva onecesidad de desarvollar fermas cada vq:“
E€JCres patd CORTAr ¥ para representar los niweros. El esiudio de o3
o Lales Ioroas han evolucionado hadts converticne 20 2af sCtlualew n:
recerisa por 3l s0lo un libro coczpleca. B
El homtce peleitivo reqguerifa finicamente de los priserod nlrecos natu-
ralea para contay. Sln.'aharqa‘ con =] advaniolenta da la clvilizs -
cifn hube de ubkllizar nimercy mie ¥ eds grandes, Rasce dus los ant; -
guom griegas 2feran &t galre al sudar conceptd do (nfinito, nu:ldnk
quin requicld de un alto grada da abseraceidn par 0 pdd 4iid de woda
mzpr lencla figdca. -

Curicsanente, el pasn de los enteros pokitivon & 108 hegativoe resul
t4 mSs A2ffril. Lfos nfneroa nEqarivos Aphrecleron cokd sdluclones
de sCuacicnes Lan Fronco ooy 103 mstemdblsos s¢ ocuparon del dlge -
tra. Cos griegos. mis preocupedoss por la gesdetsis que por el ilqe-
bra, descartaron les nlrerca negatives 3l no poder ceprekentacicn
grdficamente y adaptaclom 4 au geometris; mientras qua los chipowe y
loa nindfdes, por =l conkraria, rTecondclmcon la axistencis de ndmeros
negacivoas adn antca de la #ra criacians. Laa nlmacos Aeqgatlvos, ila
embarge, no fueron [neorparadcl :umﬁl,t.n.nt- sl cuwrpd O law sacamd
ticax $ino hasca 1545 cop la publicazifn de la obrs de Glzolams Carda
no, "Ara Magna®. .

[ ]
Los nimgeas racianales (o fracclones] son mds antlquas que los odme -
ros negarlvas., FRuios nimeros Apacoden oo low min primitivos escritos

macemiticog como el papire Rhind, phra leqeda par la culbucs mgipcla.

Los nameros i£r4ulana1es tirpvm tambifn unn lerga hiatorda. La neca-
#idad de estos niimecos se hanfa prewentado ya a lop antiguos griegos
en sus estudios geomfroicom: 21n ambarga, Hho Fd ERCORLIATON rérodoe

gatisfactprips pata la canstruecidn de amtons nireros a partir de las
racipnales ains hasra =1 siqgle ®IX con los trabajos da Richard Tede -
kind. fue en e:iLe Gigla cuando lod matemiticos lograron daz unidad y

fundarento 18giso al esrudie 4o los nimeros.

En ®l afa de 1Ed5, Clujeppe PEARS Proputd Cindd sxlcods < postuladog
Gue caracterizan coopletazcnte &1 conjunta da lon olxecros natulsles;
e3tod cipgg postulados s uclllzaran Coma puatd de partida para una
canetruccidn toral del sistems de loa admercs cedles.

Acttalmente, el estudio de 104 ndsercs’ resles wm puede eaprendsr des-
da dos pustos de vista fundamentalecnte dintintos.

Uno ca ellos es5 &l conocldo como “nd poda constiuctlva™, wn ol cual



rraspondencia uno a una lon abjetos qua conkbamom con T prlnlrni ni
meros naturalen, s partlir del ung: al dltims nbzerg :un el qua Iltl-
blecemns Ly cocraspondencia nod fndica la cantidad da nbjntoa qu. ti-
oe ml conjunks. Asl, nf{ dessamcos contar Ima letrae de 12 p:l.hrl
"ALLEERA®, satablecemos la corraspondancis

¥ snconkramns gk CLisme siste latras.

Cabe resalrar qus la palabra “sleta” &4 un Acmbra gque ie he asignado
al niizera, de la wisma manera gua #l carfcter "7" a3 un sfmbolo gue
s utlliza pars reprazentarla. Las simbolas qus e ;:plu.n. pu.'.l:r!
presecter nbzeacon as 1lasin numscalas. ‘
E +

Ea importante no confundir al oflmars, AUk av una idaa ahitru:tu, con
10 ROEDYE O COnD XU BUMSTAL, que RO SO0 -.h qua yna plllbl'l- o u.n (31 5]
lo gue s& emplean pata distinguirla. E1 ndmaro I[Itt. par i]-pln.
_coastitoys uny ldea Ualcar aunque en Aifarsaces lingusi ¥ lpoccl ll
hayan explaado otras pulabras ¥y nuserples pars r-!-rlrll a alla; como
la palabra *savan” &n lnglln ¥ &l humaral *VII" #n la num.rliiﬁn rnui
Tk . '

L
I.2 LO5 HUMERDS WATURALES

i L
A :untinu.ci&n definiramon los nﬁnerul nlturllti, las operaciones da

ldiciﬁn ¥ -ultj.pucacidn ¥ I.Iqunm nl:rcu c.'um:lrptul ralacionados con
-:Lln- £l lector podck p:gguntar:e, no min ca2sn, cuil es el obiato
d. d.ﬂ.n:r cﬂrll:l:pt.nl “tan conccidos” Tan l.'tli'lultl AN Qua antamdn
t:.t.ndo d. cordiruir el sistema dt lon pimeras realas, y pasts wile
m--;u-u paztlr da banen lﬁlidal dntlnidn !umlﬂntl Con wsts
M". hu::l.-}u. definiciones que ol Pdrlitln ﬂlﬂltrlr propliedades 4w
lo- nﬂlﬂrﬂll propisdades qua lex dan unidad y q:lcils & las cusles

pod-n- Iuhlu' de ellos comd un slstems.
'l

|'...|. Calwa qug ahota emprendencs pu.tdt pulrecer llgn ardua, -.pm::l.l.!.-cn-.
:. POrqua 4BtAmOs wh la etapa de tratef da cstlhltnlr loe cancaptos

aln hllicnn. Sirva de consuelo notar que o no ol |1nn hasta 100%, ai-
gln- u..puls de gue tado mundo u-nh- nﬂhtlbi ¥ bacts oparacionas con
allaw, cuande un ratesdtics = peana— fud clpi: da planktear las {daag

que ALOTA NOE GCUPAR. . ¥
L]

' o i
- mestulsdas de Peano
e H
l.n- n:l.m:n. axlomis & que noE reinpimon = la introduccidn y que defi -
oen al unnjun:q de loa nn.n,zrnl nl:uralei. son lom ziguisnied:



dg #3tudlen prieere las nirerce naturales y 2 pactir de ellos e in -
treducen los enteran, gué & g veT ELEYER como hase para datinir los
nireron raclonalen; por Gltimn, introducienda los nfrercs irracicna -

las, ae fOmplata la conetruccian,

El atrd puntd de vists vs el llamade "enfoqua axicnitiec®, cn @ cual
low npiraran realan mw deflnen coms entes gua gakisFackn un canjunto

de propicdides ya conociday,

El wnioque axiomdlica aproyecha, por asi Jecirle, los resattados da
URlutrION Ja generacioney Je matemdt[ooa, para teomarlos corz ounkn da
pactida. Il mivodo conmtructivo, por el comkbracio, ¢ identdfica ois
ton la nvalucidn hisedrica de las matemftican. Las propicdales gue
th &l Legunda enfogue #o acepean como akiomas, en el rétodo construc-
Livg CoRLtituyon tedromap ¥ Por tanto deten ger demantradas, |

La proeecntacidn qua aqul harceos se asemaja mds a4l cfeado panstructf-
¥o, pued Sroepdi gue eEt0 contribuye a la camprensifén de igs canecp -
tos furdamcntales. Ein cRbarge, npo noA preocuparends derasiada PO
cubrir Clcpeos aFpelibos [Ormales de 14 conacruccifn, pues ellp podria
dasviaz Ld atencién hacis aspectos que na gon de Impartancis fundamen
tal en wrd primera aproxlmacidn al estedie de los nicerss. Ei lector
intercesdo en loa sapectos formales puede racurcir a las refarepclas

ti} ¥ (7} gqua, esparamos, le¢ dejardn sacizfecha.
I.} CORTAR

fequrarents todos lom gque eptudien este libro sabrdn contar, perg gai
i1 wuy pocos e habrin preguatade qui es contar.

Contar am, =n assncla, cérparar.

ElL prisr pasq hacls CONLAT la conabltuye la nocién de ploralidad o

cantidad, noclinm Rrimitiva que possen ya fnteligencias poce dezacio-
1ladas, como las dv slqunc4 animalas, Laow ndmeros vignen dunpuds r'
cofftituyan un patidn o referencls para establecer la comparagidn en

tré& rcantidadea.

Un Ceguedn de dos afios que jueqa ©an teed esfecam €0 §d cyna parcibs
fleandn po Ie esconde slguna de 4ilan; asto as, poies la noclfin de can
tidad, aunque no sabe comtar.

51 las esforas con Gue el nifo jurga fusran diaz, an lunar da tros,
diffcilmente pereilicfa cuando uns de allas e fueza escondids, Ein
eMDArgo, $1 GEUQArars Law eaforas Con cads wno da wug dedos, segura -

FEnta ma darla cucnba cuanda CAlLaca alguna. |Estarfa contandoi

El procopo da eontar, anf purs, wa fundaments an al dg "aparesar";

Pracess al gue loa matemdticom Llaman “gpetablecer una correspondencia

une & wne".

Para abwndar sobru gte concepio, cofgidezamen un whlfn donde hay gi-
llaw y perscnad, Fara saber al la cintidad da sillan up igual & 1a

de pecwanss bastard con pedic & Gatan que a# alenten. 51 sobran ml -
llas o peraonay walifengd que Ray REx de lap primeras o phs de lam 1a-
gqundas, pers si no molran sillan y todss lad pocacras estdn sentadan
diremby gque hay tantay aillas cOmd peracndn, ankto o8, existe una "co-
Traspondencie uod A ung® entre ol cONjunto de sillam y wl conjunto de

PRCEORAS fua B¢ FhCunntcah ch el saldn,

Tard contalr, ain enbargg, se cequlety adends amlecclonar un paccén
qUE noE Sirva COMO Fefelentid PATL Comparsr. Edte pacifn es la llama
da *macalas de loa nlPeron Detulsles® que todés Conocenoar

Lo 2000, 40 5, +ae

Cuandg CONtamiy LA CORjunto dw objletos, lo gqua hACemAoy &8 poner wn ca



- '
I.Z.1 DEFIRICICOH (Postolados dm Peano]

£l conjontn B de los ndmerod RAturales oo cal ques

i) 1l E N

’ L]
I
] '
i1) Faza cada m € N mxlate un Bnico n* & W, }lamada ¢l =i
quients da n.

111) Para cads n £ ¥ sa tisna gqua pt p¥ L.
iv] S5l m, n£ Hy mfFant, llntr,tnc\" a =
. 11 11 '
¥ Toda mubconjunts d4 3 de K qus tenge les propisdadas:
' ' \

al 1 ¢ 8 ’ + !
b) kt & Ifmplice gue k* « §

e vl alup conjinto N

'
Los poatulados 1] a ¥) colncidan con algunas de lll p:op:-d-dnl que

iptultivamente ACEpLAMOK PArS los ndmsros I'Iltl-ll.'ll.ill EEperO. ].I llpor
tarcis de watos postulados estriba an que son Juliclientcs parl d-du -
glr, & partic da allos, todaw las ‘propl adadey da los nirrros natuﬂ -
lus. -

N L]
El primerv da =stos poatuladosentableace gue +l ndsere ure (Que se
cansidera conocido] &3 un nfimer0 DAEUbsl.

.
El sagunde noa. (ndica que ai -ltqlma un ntmsrc natural, Bk cu.l fue
rw #atw, a dicho nboerc corresponde uno y ello un nidmers nntural lla-
rado su "siguisnte”.,

i
Tl postulado 111} arroja coma cOnREacuanCis gua ol nﬁmern ung e "l

primery nogers natural, pussto gQue Ro an al :Iquiantl e |1lnqu.nu.
H

4

.Il puitulldn {¥] ngn dice que dos nﬁlc:o; netyralas cuyos siguiantas

...n Igujl.l son, en realldad, al -1;-n nﬂ-ru. Dw asts postulada ¥
da 1. uazcldud dul |1qu1|ntl. -Ituhlccida an cl portulada 1tl,ll- wi-
Jua :tlh:in qu das nmecop naturalus dl!-rtntli tiln-n difarenten Bi
qu:anltl. '

el pﬂltulldﬂ v] nom dice gums pod-nl ll:-nzlr :u:lquiq: nizare natu -
r|1 plxtj..n,du del uno ¥ rqmrrilnd.n 1nl -1gu1intll unn & uno hasts
11.q.r .1 nar.ru natural dasesdo. Ezte postalads, cnnncldn L T [
cn-; pr:l.m:ipln da [ndugsidn", ®e «l lundm-nbu dal mitodo de damos =~
t"cj.dn pnr Induccifn Matemitica quu trltlrml pantezriorments..

ty " . | ‘ H
Cona |1 Ltctor pe habrid dade :u-nta, lon pﬂitulldﬂl 44 Paanc -;tlhll
:ln lll pru;:imjad-- "intrineecas”, por llmfli- 4o alguna llﬂlll'l-
da loa nmarcs naturalas; Gtram prnpledlde- lnn laa algabraicas, que
;;gﬁ:h-int. Bl lector ya conocs, law cullt: :nn consscuancin du la
introducclﬁn de lan npqrgcioncl eon nﬁnlrﬂt nlturlltl. da lap Qqua MO

nal h-nl n-cu;ida afin. ; i .
; H

L] 1T .
La adielfn en M . -

"y

1.2.2 DETIMICIOH
f '
i1, n+* 1l =np* para todo n £ A
1“. no+a* = jn+ B4, glemore qua n & m astd definida

) b . . I '
ka dﬂ'j.niciﬂn antezicr pusds plr:cernull an principlo extrafs) ain =W
I:u.rqn, ;.:grdrmu| gue sdla podemos l.p-uynrn.ul en loa pontulados de Fri
rju  paTa -ltauj,.-_a:“, ya gqua dirchos pcltuladnl l::ll'lltll:l.l\fln al !undl -

., BEnLo qu. h.mn. wlwenido para dugacrallng el slatams dl loa Hﬁulrnl Ha

[]
turllil o v |



i
Para ilustrsz wl !ﬂpl.ﬂ ‘da 1a dlfiniclﬁn I.2.1 en el nllchlo dl uﬂl
suma, nhtenqnlna ml valazr de 8 + J algulendo paso & pu:n la d-:ini -
zibn. ! '

-

Fara poder aplicarc 1i), sscribimcs
o+ 3« 0+ It
-
pusrtd gue 3 a3 al sigoeleanta da 2. Abhors, Je (1) 82 sigue qua

e 3= {0+ 2)"

4 - -

Pussts gue la defilzielfn na pos dice Cual as al valor de b + 1 ;élifi

=moe nuavaments {11, pare lo cusl bacesss

1+ 1= ({8 + 1u)*

: . R
pusEta qua 2 = =1 sigulente de 1, ZEatonces, de 11} bencmod qua
1

»
'

. . 4.
Ahora podemcs ya aplicar sl dnciss 1) de la definicién, da donde
. b \

B+ 3= (& + 1)Y"

B+ 3= {[h"2*)" '

¢ IS

Coma &% = %, %* = 10 y '10* = 1], gusda

1 'n [ .
L3 = |Br)>
"R S T
1+ 1 =11 .
L] T

con ln:qu; abtenemos o] resulbado que wl lector ya conocia.

r O

- 1o - - ]
b .

]
Cﬁm puud.. \r.l;'lq en el ajmplo sntecior la d.-!l.niu:l.dn 1.2.2 . rs -
i 1 1 v I

'::u"i_u;, ¥ sdemis nom dicw qua PATA FUDAT r.'f 1 dib‘lﬂl jucocrer @

1 i | ..
nﬁn.:n' n,.turale: can:ecut:l.!.rnl & p.-:r.u- di T

., . P
La adicifn, aef definida, sacisfaca las liqyiﬁnt-i propledadud, qua

(I .
peguranents ya son del conocizientn dal lector.
. [

b Tl . o

1.7.3  TEODIZMA

Y .
Fara todo m, o, p L H:

B ,m+niH ri::;du:: -
:l.;:_ll -[ * {n+ pl = im + 0} + ;: llﬂl.';ll’.l'lr:l.dld.
1;..1| -I +nm= r+rm :ilnr-:l.utivlﬂ}ld
;;;L el 3 + p =0+ p, nntnnﬁéa ; =-n -e%ﬁn%l:ciﬂn

I .
a b
' DEMISTRAZICH . + |
. . .
"t S L I
1] ‘Bes @ un clmerd patural y forzamos el conjunto

L

Sl[nlnlcliy{mfniltﬂ'} !

L - ' .| '
aits =31 un elamento del conjunta 5 8 un rixare natural a

[ LI | v 1
que al Euwmarde con m da como Taeultado ﬂtrﬂ nlaco naturel.

i
Fara demcstrar la prnpindl.d. d- El::l.'l.dul.'l bantard con probar

i
qua 3 es el cenjunto de tndal ias nﬂaarnl naturnlas, lo qua

- ] !
haremcs apoyvindonas en ]l guinte postulado dea Fadmd COmd S1-
i o
qus.
1

Il &+ 1= o* por Il da la dctinlclﬂn I Ta. !
‘mo+ 1t b, per 11) 44 1& d-tlat:lﬁn IJ.L 1

i.l.ltgr.‘t 1Lt 5.



- 11 - .
- - 12 -

. . ]
II! Swa X ¢ §; wa decir; L s N ym+ &k H - === 11 : ‘
h . .
Como m + kL ¢ N, dal inciso ui de 1.2.1 ' fack d-c-tnr que PI{R} es verdadara p.u- rodon low nh-nu natu
r . ]

(m + KI* K W ' :;111, ha;tari con probar gue 5 = H) pars lo cual hlt.-ﬂl lo s1-

¥ dal ipciac $iy da 1,3.1° qullﬂt|1
e v - ' il . . .

wektcH . (1 ] veEiticar que PU1) es verdadora (ests aqui¥vals s verificar

Aduemfy, como & ¢ H, del Incizo 11] de T.2.1 . qua Lc S
. ' ]
k" C H ] | - — = = (3l |‘

oo 11l Demeéairar que sl F{k] em verdadaca sntoncad Pik + 11 =a war-
Finalmanta, da {11, (3] ¥ (3} me tieme gue XN ) . F :
dadera feate eguivale o JemcEtIsc gua k ¢ B = [k » 1} © B).
X ¢ 8 implice quew k* E 5. '
1 .t

r

con lo qua hepoy probedo qua 3 as al conjunte e L%dﬂ: los . Lp-lirlzl‘i!l: de I} ¥ 1), ¥ '-"-*%i quinco Pﬂlltl-llaldﬂ 4n Puanq, podeman

pimaros nacurales. * . énm:.ll.:llilr que Plal 4% Verdadera P‘Ir'.' tﬂ!'dﬂ‘ nt M
Lay propisdades L1} y L1I1) pu-dtn desostrarse en forma .nilngl| ;: )
para una demceirscidn da 1v) pusda CLnlﬂlt;E;; 1- refar-ncil 3 I.!.: !;QHPLDS
phgy. 6. ’ =. . . 13 el . |

) a) cnnlidi:znnn 2l conjuncos de lom nlmsros lopdred
Indurcifn Matamdrica I {z | 1 = In - 1, lrt E N} = {1:1-5&-!1---}
. ! . *

ta {dea fundesental bajo La cual, me dlllrrnll& 1a dem%;:ilnidu ) . 51 ;n?%lﬂ: sus dos primercs alc--atn- oDTanfmo
ancarior pusds g-a.r;llznrun para cualquisr enﬁﬁciada.:Llativn & 1 f 1 -4 .
los pfaercs earurales. Lis demostzaciones n:‘I Il_e.:“;é..-... .I;cilr- Zl:;lt:rr: Elultad.ﬂ pu;de t;lmhién ;:pr--t;;- comd )
ben sl nombra dw 'd-nn-:rlclnnul pnr 1nducc16n natemitlcl ¥y ‘

[
. 1+ 3=
damazrolle general, con fundaments -n al qulntn PDEtullﬂD de Paa -
L[]

i
no, ad &l figuimnte: Da ranera seme)ante

| i [
sea FIR) une proposlcibn wnuncisda parl todoa los nﬁ.m::al nlt“" s34+ 5=11

1 T

len, y MEs . . : . [ !

' I o L £ 3 +5 ¢ 7 =4t
S+ Irn{nctdyPinl ma verdaderal
' L4 : . f ] . [
EEto RGOS hace puponef quu ba auma de lom n primEiop nlheres iftpa-

i
reg &3 lgoal a of, Es decisc



aniliaia da Eras cancon particularcas, low q'ui fuaton satrapoladas

-1

I-l
Lr 1 +5+ oo # [!n - 1] = &t - rini

La genaratitacido sAtacflor, Caprassncads pu¢ Fin}, s abtuvo d-l
LR

I
con ayuda del supusstc "sentido comin™: min l.b.l.:l.'l]n. hasra ahnrl

.efle podetdd agsgurar qua la p:upﬂli:]‘.ﬂ-n Pin] en vardadera parai

1 - PRI

‘m=2,n=1 ¥nm= L. Fara tanar la certaza de gus Finl se cum-

- 1
ple #in importar tuval ses sl nloero oscural n. harrmt la dTman
o

traniﬁn. por induccidn matenitica, del siguiente souniadog s o
’ i

L+ 3+ 5+ ...+ {2n+~ 1] =n', pate todo n ¢ H..

pexcatracitin
H ] Ay w
I} Para o+ 1, al prizear miambzo da P(nd tlepe go] . cérming y )
F{1} an . .
v » 1
L s 1t . _ |

Por tankno #l1) =s vardadsca. " : .

) : - W1 o
tIh A pattir de qua Plkl an vardadezs debescs cooclulr gue .

Plk + 1] en tambidn vecdadars.
- !

Suponamos eALGRCAS que PLEK) es verdadecs; as decirs !
¥ ] .
1+ 31+« 3% ¢ ...+ (20 -1) = kf = === 1y "

* . W

'
(donds el prlear Blembzo reprasantd la sums de law k polmeros nf

N
meroy (mparas).

Coma Ple + 1) anm
\ ) “
1+ 3 + 5 % ... + {28 + L} = {k + 1}! i————gzj
' L. 3 LR
{donde =l primer piembyo repressnta ia suos da lod k + 1 prims -
1 -
ron nimerga impazes), debemos desceCfar que eata dgualdad am WEE

- 14 -

1 - T - )
daders p-nrtltndu da la sxpresitn {l}r lo cual pusds bBacarss da

1la llqu:-nt- Eangra;

-

. . 1
sulando 4N spbos elembros de (1) &) rdmsra 3(k + 1] - 1, qua an

i

a2 L [ ]
1 +3 + 5

s | 1}

#l nlears impar slguienta da 2k = 1, teoexos

I* ’
t L .

caa b B3N = X} o+ {2k 13-1) = KP4 (2{k + L1}-1)

. 1 ' | I
idonde al priowr clesbro tambifn repressanta la suma da los k + 1
(] ‘ !

. H i 1 1 |
primeros nlmosow lppaces). Esta sxpresidn pusde secrihirsm co -
[ T.] L]

1 1
15 I . ]
1 +.3 cov 3% + 1} = kL o+ 2k o+ 1

n=!
o cambldn como

b

"
1+3+5+”.+t2k+1]-{k+11'

Ty
qua coinefide con la ilprcliﬁn {1, por lu qus F(k + 1] ma verda
f

ia
I:g-n dtrp slawplo demosLraremos AhOLE 11 slguianta anunclado

al

1
:I-rl.

] f -
¢on la antarlor hemon denostssdo que 21 FlX] e#a vardadsra anton
4

*

ntnn-:r-clﬂn

W3 un nfmarg par, % nr K

i M L] ]
cks FIX + 1) o verdadera y la prusba tarmina i

U . .

»

1
+ [

!
I 'Itl'l 41:‘ qum

) 1]-, 1

. )
o un nilmero parc »

Pil) an verdaders ya gque L' ¢+ 1 a2 } 1 a3 un BloEro Qar.

-



- 1% -

ITt Hipdtenim: PIk} ex verdaderar pof 1o qus

, kT ok £4 L NEZErS par

For oLra parte
Ik o+ 3% & kv 1) = X' % 2k v 1 ¢ Ko+ L
- k7 o+ ko ¢ 2k o+ 2

k + 1]7 « (e + 1) = (k! o+ X1 o+ [k + 1D

Coma {k + 1) £ M, Z{k * 1) c0 un nfdmerg par ¥, da la wapraalin

antecfor, {k + 1}* + {k + 1} 5erd un ndmern par af k' + k es par,

Er consocyencia, 'de la hipdivals sa sigua gue

{6 + 13% + (k + 1) e&d un nfimerds par

Bemon demestrado qug 8l Ple) o5 verdadera sntonces Fik + 11 an

verdadera y la prueha termins.

0

I+ wultiplicacifn en N

In forma 3imilar & come 8@ hitd para lé adieifin, la mulbiplica -

£iin pyuetde definicrse comn sigua.

I.I.% DEFINICION

iy n-~1=mn

li} o - m* = [n - B} *+n

La cultipiicacifin, apf defIntda, satisfale lam Propicdacen

que 3@ reslnen o #l elguichle Teorama,

I,1.6 TEQRESA .

Para todo =, h, p g Hi

L) W snog W cRrtadurd

f{) m=-din+p)-im-n} - p asoclatovidad
1{i} m - n = n = m conmucatividad
i¥) ai@ - p=gn - P, entoMCos @ " N cancelaclén

Lae propfedades [} a 114} purdan domosticares dirsctaments par in
duseifn maregicica ¥ san demoutracisn pe dela al leckar como £]ogp

eicia. Para una vMenoatracidn Jo la propledad Iv] pusde CGHBU1tﬂ£

& la referencia T pig. SE.

Tomadas mimultdnesmenta, law oporsciones da adicidn y multiplica

cifh matinfacen la afgquienta lapy diptributiva.

I.2.7 TEOREHA

Para tedg m, N, p £ Hi

m- A+ pl = im-n} o+ m ol

DEMDS TRALC ION
Sean o ¥ p dos nimeros nacirales, y conaldeCemon #l snuncisda
a=-{n+plsin-np * (m-pl, ¥mcH
2} cyal, por &l Inciso I51) del tearema [ 2.6, os squivalente a
o+ pl " &= (n + &} ~ {p - m), L
fus de@oarraremos por induccldn matemltica.
1) p(yy dlew qua fn + 2+ L= in * 11 # (p " L}, ¥ =n verdadera
o que
fn+p) *1l=~n+ 3 por i} da I.21.5

n #+ pl *+ 1= {n - L} + ip 1} pay L) de I.2.5
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lece d
$1] Kiplcesin: P(k! =3 verdadera, esto as . podeacs estabiecer, & partlis de Ja pums, una deflnicifn para la
{n o+ pbk = {n * K} + [p + K] relacifip "penor que’, que colacida con la 1dea Intultiva qua de
xlia tenemn:.
InECnCen
I.2.4d OEFIHTICION
in*r o) - {k+ 1} = In+ pl » k por i) da I1.2.2 .
Dadoy dog NUTErdS RAturdles Ny b, deCimds Que N &s Brnar
=dn+rpl + kE+{n~+pl pob 11] du L.1.5 que m, 1o que Fepramentamos meodiante N < B, i
= {n -k} + [p+ k} # fn* p} per hiplresis 4 K €N tal quen ¢ x =M,
=n +k+ (p*k+nl +p pur 11] de .2,
- Law nim tucalem satinta le ledad -
=nrk [ +pk) +p pot 114} de .2.3 - » ntmarod natucalem satisfacen la miguients propledad, llama
N da Ley da TricaLaaia,
= dn - k # 0t 4 fp o K+ opl Far 1i)] de I.1.12
= on - k*) o+ {p o« kW) nop 11) de I.2.5 1.2.9 TEOREMA
[+ ) - {k + 1} = n - [k + 11 . p+ ik~ 1 rar 1) da I.2.12 51 m ¢ n son RTerod fatyralos Cuslesguicrs, entoncey e

verifica una y wéle una da lag siguientas proposiclones:
Con o que homos probado gue 5L Pik| es wverdadera sntonccd

1] n<E

Pik + 1] es verdaderz, lo cual completa la gemoptragiln,
D . i1] n=r
Créen en K {11) m =z N

Cuando kablaooe de cantidades er [rmcuente sf8Ciuar CoEpiracicones
Para vna demoskraciing al Ieftor pusde conmultar la refecencia 1

pig- e

¥y declos, por ejezplo, que clerts cantidad #8 DERar qua GEra,

Fuezto gqua lo3 ndoeros natucales nod sirven Perd SNPLEAr cankida

La defipniciSn 1.27.9 v el tedrema 1.2.9, 4ntablecan un codan an el
dew, #3 necegario definlr 1a relacifin “mengr gue” &R N,

ConsEnbo N ya gue:

Decimas, por ejemplo, gque 3 &8 eenor que 5. 51 ohascvinos qua 1L +1 =21 por Lo que 1«12
gxilste un nicero natucral, en #Adte caso sl 3, tal gue 2+ 1 a1, por lo que I |
I+l o=y por lo que 1 4
J+ 2 =3 .
1 +1 =35 por la gue § %+ 5
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¥ podemos representar grificomente & o nizeros natuzalen coag pun

Loa fgualmente espaciados schree und cecth. & la que [lapamos recta

4
nunmdricas:

1 z 1 i 5
Ean ella, cuando m < n ae tendrd que el punto qua ropcaddots 4 W oEa
encugnifa & la lagqulorda del que Feprésenca & n.
Con base en I.2.8 pueda dempatracese qua la relacidn "mance que” &n

H tiene lag siguientos propledaday,

I.2.10 TEOQREMM
Fara todo @,0,p ¢ K3
i} m<<n =S m+pecn+p
11 m < n = mp ¢ np
il m«<n ¥ nep ::} . T -]

En orasiones Teawitsd midy cdmado emplear la relddidn “menur qua™ en
«l Fentido LRVETrSG] #ata &3, dacic que un nimaro op MAyOr Gue Otra,

par 1o que astablecerezan la siguisnta ra-finiciﬁn1

I.2.11 LEFINICICH
fadsy dos nizeros naturales m y n, declodg que = en

Eaydl Gue A, lo gua fepredentamcs wodisfce m > n, wi

0t M.

Ezx clarp gue la relacién "mayor gue® blane propledades ardicgan 4

Zan establacides wn &) renrema 1.2.10.

I.3.12

ETERCICIGS

1)

i

N

i}

51

LY

T

Derostrar que para bode o, Ay poe H:

al
|

cl

Z +rin+pl = im+n] +»p
1 +n=n+1

o+ n=n*R

Qemoserar que para toda m, Ry, p ¢ Hi

a}
b}
c}

m-none H
m [k pl = [m- o)t
m

o=n "M@

Demdgtcar que si m, n ¢ N entonces m + n pd B

DaBtittrar qua para todo o, B £ M

a)
b

)

m* fnem+ Rt
a* * ndm@m+no¥ slmAFAn

E" =+ n* = [|:..i n]"‘]“

Demagerar qua &l o ¢ N antoncsa;

4l

Bl

L n,

P

s

m o+ x = 2m
A+o+ ... *R=Nn*®
n surandos

7 C K sa define

| R -
e laceAzes

Cemnsi-ir que para tode e ne Po g o He

at
-}

11|

m n’ (1]
g - oep "
Ipl!ﬂ - pﬂ. CE | ]

In i n
Ir - gl” = p” - q

CeEQSTrar g pats LoD &, A, P« M

al
bl

cl

I!"-T‘.,:.*p{ﬂfp
= rn > m*Pprncp
g +tn ¥ ne<p TH R<Lp



I.1 LS NUMERCS EMTERGS
- . .
1-]i| ]
Il sistema de lox pflmeroy paguraled, oGO0 s n'p-lrl.clﬁn d! l.dici.ﬁn, oa
niffanta su primera deficiancia tan prantd comg np“un: a pllntur
!
SCukClones &0 Jicho Flstemd, Y4 que U scuacidn di) tl.pc L
r

B+ X @ SO0 R, oL M - = = = [A]

pusds tenar salucifo so ¥ o no taparla.

- ' t
Por sjemplo, la solucifin da la scuacidn

1+ xz =7

al ml olero que somado & 3 ol AETE]a Ol ulultmu 7. En ute ca
o, &L nimars natoral cuaers astfisface la cn'ﬂ.dl.m‘.ﬂn padlida; ain m -
bargo, &f consideramos 1s pcuscidSn

I+ E=1

1 L . - 1 L
ARCONLIACENSS Qua No axista nloears natural alquno que la satisEaga.

! El
o

Enta dalficlencia crea In ucu:l.dnd dm l-lplhr -l. conjuoto da ln: n11-

meros naturales. Surgesn as! los nimaros n-qltival ¥y al cero 4':un mn .

loa paturales, constituysn sl canjunts da low LY inurnh

. .
- La diferencia de pEmaras catucales ! !

! .. .-

I.3.1 DIFINICICM

Saa la ecuacifng
: i
o+ E=@8] COBAR, RLIN

A mu golucifng an daclr, sl nimaro x qus sumadg & n nes da

coma resulfado m,'lo llamsreman la difsrancia m = o.
. +

(1)

q ';
)Y
. 1
D
- 1
i - 12 - . . -
-
. N il ' i,
so03n &l t-::rmq I.3.5 para m = N 48 PCOSARCAR (T&N CANON)
. + a . - i

i L]

il

2
-
— o - s

Esta ﬂ. wl ﬁnlco cAs0 en qu,e la ecoacifn (A} thn- silucidn en N, lo
clul ". mm.cu-n:u Inmgdiats 4 1a ddui:t&n 1.2.F, por 1o qua
- n as I.l.l'll. nbmero natural.

|
i) " nem |
] - .b L]
[y . [
En ‘-.t- camo la ecuacidn (A] no-tiana scluclfn en H y toma la forma

' "1
n+ X =n
L] k
.

En cnnucu;n::u M- noho wE un s 2o nltunl. 1o dl!tniml comd al
1l .

_n:l:a ¥ 'la :lprlaantnmol con @. !

n '

| "
11y m < n

.y "

LI ' L

*n .||1’.. u..o. conz en #1 anteriar, la acuac:r.dn l,M no Clwns .nluu:ldm

an I pgz la QuE B = Tt tupqm EF un nﬂ.ﬂrﬁ ﬂlturl.l.l lo definlwan oo

H 'I.'l.l'l nﬁ..:\n antaro neq.t].\ru ¥ 1o rlprll'ﬂtml onn =|ln-m), donda

v '

[n - ma) € N |

L il_ * H .

i T in v i

Anl, por ajemplo, la sgiucisn de la scudcicn

- Pt

Yo, ¥
3+n-1

» i ! i

as 8l I'Ilhlﬂ.'ﬂ que sumada a 1 nos da coma r-lull‘.ldu 1. A dicha nlmaco,
Toror

que &8 un .atern nugatim, la reprll-htﬁml l:ﬁl'l =%



Cono vioas, vl “nizerg” m - n no on e{¢mpre un abdmero necural, por lo
qua el concegto o nfizero ta4l ¥y como 10 heBOS manejads hazts shora
resulia ya demdaladp restrictivo. A partir de agqui corsilerarerds
coms nbiceroa a todos los entes matemSticos gue pesylten de la amplia
cifn progresiva del gonjunen B, por lo qua la palapra rlneco terdrd

yhd scepoifn eada vexr mia amplia.

Ca aruerde con lo apterinr, a lam nfizerss qua ye obtieonea Sedlante
1a diferencia e dog nfimercs naturales les llaparemos nlLmeros ante =
rom y al capiuntd gua forman lo repredentaromop con I. LEabto el

I.3.2 PDEFawICION

2a (2| x=am=mn; @, nec Al

£9 ciaro qua el SubconjunLa z* de 2, detinids por

-
-

e x| x =z -n;m 0¥ = *nl
vl cuarl se la conooe ccea *conjunte 34 low entergw positivonT, =F

precigazente el ¢oniunts de¢ los rizerCs nATUCAles, por lo que

e 31
L LA rguaidsd en 7,
Coro consecuercia de fa defiricién L.1.1. uh ndrero enters pueds

ser expresado en 1a forma o - o de una Lnfinldad de maneras g@istin -

LAN.

- FT -

For ajexplo, o) nbhoerd x = — 2 pusdas eExXpresarsa comd 1 = 3 yva que
¢a E0luclln de |a ecuvacifin

1+ a1

Es clare, din cobargo, gue dicho ndmerc pueds adenlis FXPreEsarsm COm
2 = 4, ¥a qua ramplén an soluclén de

4+ =1
azl come da Mushay gtraw ecwaclones del Tipo oi %+ X “n, COR B, N E N,
Cebida & oEtd 0 pegrcaaric establecer un griterio gue nos permitas da

cidir ai dos Lderod entaros exprasadod Como la diferencis da doa na
turales mgn iGuales © oo 1o eon.  Bicho criterio ea el siguianta.

1.3.)1 DEFIHIC1O5

58an a = = = n, b = p - g doa nloeros snterom, con

B, B, ", @ £ N. Entorcon:

‘a="B % = rqgE=n+tp

Aal, con base cr vata definicitin podemos conclulr que a = 1 - J ¥
bal = 4 repleicatan al Digmo nizerc entera, ya gus

L+ 4&=1. ]

y se asciafase 14 Lgualdad an ¥ que requiara I.1.3 para establocer ia
igualdad an 2.



- Lz adicifn en I.

Cosey N I, la adicidn an I deba producic los sisous tesultados gque
la adtesfn en ¥ cuandos los enceron qua aa suman #8n positivox, o gue

conduces & la siquionte deZinicidn:

L.3.4 DEFINICIGH

ean a = m- R, b =p ~ q dog ntmarcn wnteres.
con W, N, Pr q € H. El nldtro & + b w dufine come:

a+ b= im+p) = fn*qg},

Labe haser natac que, &n la dllln;ciﬁn anceriar, of slmbula + gque ea
td a la lzguierda del sfgno igual repressnta la adicidn de rimerca
erreros  {la cual sc estd doliniends), misncras que =l a3fpbtolo + que
extd a la derecha reprensnta la adicifn doe nlzepos naturalos.

Para llvgzear €1 ecplea da la definficitn J.3.4 caleulaceroa a canti-
- ruacifn la su=a & « ). Con obletn de hacer nacar la diferecclis en -~
tre laz ppersciones de adiciSn an I y an H, en la diacusifsn yue sL -
gus repfeisantaresos catal Oparacicones con doa sizbolos diferentes:

(E} para la adicilin en i
v pard 1a adiciin en-K
Los nboeroca sabtazas § y ) pueddn expranarss cood

- %=1
1 =7 =4
y aplicando II.J.I tenymoy
IR (T NN TR T RS R
De la dafinicidn 2.2.2 wa sique qua
8 o) 3w 16 =%

o3 decic; e wl pimers quo sumado & %5 da copo reswltsds 16, pot lo

quE

8 % "1 =11l

Cabe hicer nOLar que, roaa 0 ¥ 1 son también nGmeoroa narurales, el
misoa resdueliads decerls obbenerps ewplsande directamente la delini -
cibn I.1.2. 25 «fect0, &n &) eieoplo Llustrativo de I.2.2. se obEu-

Ve Jua

f+ 3 =11
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Coan &l lectoy habrd notado, en 1,10 hemos definico la adicldn wn ) {] Sean a =m=ny b = p - q, 404 REKArDy #nterof cualeaguiecs.
I a partir de la adicifn an M y la detinfcisn de nizere entera. De la defiafciln I.1.4
) a+baxiz+pl - (n+ g}’
La definicifr 1.3.4 noa permite damaytrar las propledsdes guw ga - coms R, O P, G E N, el inciao L) da I.21.D
sfraente ezpleacos cuands tratamon con 14 adicidn de pliccron ante— - (m+ gl e89y {n+rgl A
roe, alquras de lom cuales e resumen en ol NIQUACHTN teoTema. K por lo que, ¢e T.1.2
ba hacer notar que la ad(clEn wn T maclsface todaz Law propiededen . =+ pd = o+ gq)l &l
que cstablecizos para la adicldn #n K, win e#birgo, la adici%a wn ) En CoOnEecusncia
I cuenta coa orraw propledades adicionalas, coma la ¢:1‘;;;¢1. da . 4+ b, cono am gquerla.

un glesento idéncica y la existencla da slementon invarsas.

v} Sa dafinif el cocro comn el ndsera x tal qua

I.1.5 TELRZ XA n+ X =T, SOR o LN

r o que puedla espresacso SOl
para eoda a, b, c ¢ £ Pe que L P

Q=mn-n
i1 a+bez cerzadura .
Entonces, 42 4 = & = 0 ey un nO0METO HRLeTg
11y a + (B * 2} = fa + b) + = asoclatividad
a+ 4= im=n}) r [n - nl
i1ty a+b=bra conmutat [vidud

Ce la definiciZn I.3.4

iv] 8L a *+ c = b + ¢, @nconceqd & = b cunce lacitn
a+ 0= iz +e)l = [0+ n]

v} a+r 0~ a alemonto {déntleo
Par lo que a + O e3 cal yue
wi] -2 & % tal gqua & + [=a) = 0 alamuntol lnvcceoa
fn+ ]l v ja+ 0] = m+n
Ahora, por Las preopledades 41, L18) y dv) da I.3.5 se ti{ana gque
A+inr fa+d)] =m+n
DEMISTRACICH -
in+ (a+0]] +Aa=m+n
5o demgstrsrin OCnicaments L), v) ¥ wi) ot [a« 0 = m

En ConEosuensia
& Q=3 -1
EfXD e

a4+ 0 = a, coro Em guetls,



-

' \ ' . T '
‘ . 4 N
. - 1% - .

"
O+ & =8 CON N, DEW. '
"Fn conzecuencia, la socluclifn de 18 wCuacldn H
- - n - L]
- m+xsn, conm o ndM =
I

" sari 41 nlmerc ¥ = o - m gue, por I.3.2, sa un nh.m enum.

Conn{dezemnn ahoIE ll. aa . !

. ;
¥Li} Sma a2 = m - 5 up ROReco entaro, Digho nleeco es tal que

a+x=w[(m=-n}) + [n - -; f

De la definicién T.3.+ g

-

4+ x = (M +n} = {n I; !

i . -
.. Y poc =l 1osiss 111}_.:!. I.2,13 ) r )
LT N .
asx= m+n - im+n .. Lo '
. . 1
BEn congecuanslis ’ L Ny .
- L
W +
A+ =B J‘ u
. Luego, esxint® x € I tal qua & + x = 2 4 '
. L r . ,

¥ la prusba termipa.

r

Th

" 1
=  La multiplicaclén en £

r ko

En !am HII.‘ur a4 como pa hito pa:u la a.di::mn, ls wultiplica

| L.
oite af I pusdy definfzes como llqllt

.
Povay

I.3.7

wyar?

gl

DEFINICION
1

Saén a = m-n, b=p-q dnl nﬁlirbl antacos, con

!
l. hy By q & H.

o
L . :
A*bh = (@m+p + n:g) = {n-p + Wryj ”
r 1
H

) Lt

L nnnarn [ h [T ] dltin- T
. { c
1

o [A B o 'l

1 L ‘i'

v |
!1 |Iphn1o " qu- nacl 4 l; ltquinrdu dal liqnn 1qual rIprllIntI La

lultipli:.clﬂn Jn H
[ I

i

[la cun]l ek auth d-fini-ndn];micntru que loa

S PR

l!lhnl.nl .-y + quu entdn & 1- d-u:m l.'tpl.'tl;ntl.n la muitiplica =

]

L .

O ' oo

A dicho nPneEa x {que coB ma ve an 1a pruaba &-p-ndn dw al e la

-

dencmina “el inverso de & para la guma® y #% lu represanta con -a.

-

L
La duatzacciln e I pusde dafinicas ahora a partic da 1; ldl:iﬁ'u ¥

da wi] d-rI.].S, da la siguience maners,

L] ‘ 1

I.).é DEFINTCION

-
S5ean a4, b ¢. I, wl oftmare & - B ke deafine como

a-b=a+ |-b}

Y putds damceiraram qua aska upcr]lcmn tiens Ia pmpi;d-ul

de cerrmdura; sate an
-
"
.o a~b €1 e, e f,

[

cldn vy 1-. ld:l.:!ﬂ-n da nd.mrnl naturales, Coms pu:d.- \rlrl-; la myl-
A YTRE i

tiplicacidgn an I queds dlf!nld-l 4 pACtix de 1.- nltlpliﬂnmn Y la
1

i
ldl:iﬁn an N ¥ la d:tint:lﬂn da nézero anteru.
(L] L
1y *1
LI- lulupllclclﬁn. asl dsfinida, utilhn las propisdadas sogncla
1 vl
du 2 onntlnu;:mn.

.
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.10 TEOREMA '
Faza todo a, b o e It L ’
+
i} a bt I L i cerradura
) arfhec) = {ash)-e ) | awoctastvidad
i1] 4-b = hea . b cbnmutatsviadd

vl mlac=boy e p 0, antonceas 4 = 5, opnealacifin

vl i P ! wtan eneis

a - slemunto Idéntico
. : | !
} FE

DENOSTRAZ 1M ’ 'yt
*

r . )
#+ demcutracinc Winficamants lag propledades 1311 y vi, '

L11) Sean 4 = m -0 y b= p - q dan plesros sntarcs n;a.la:qulir;
r

. T t
a'h = im - pt.fp - q) ’

= {mp + ng) - inp + mq} o par 1.3.7 0
[ 9 5 3]
b
* imp + nq} - img + np) .t por i11)] de I.2.1
4 _¥ ' T P
= (pm + gn] - (ga + pnl \ por 1i1) da I.1.6
[T

cor i
=ip=gltim = n} . " poc I.‘].? "-ill,
.r.'
ia'h = ka ‘coma aa quiriilu N
i .

ol
¥I Ea L)} da I.2.2 am definid ) 1
n+ 1= pqpr ’

" “ h
+ 4 [
s
. . '
11. + "
o
'
1 .. )
. '
L] " - :1 = + =
- |‘| ' '’ ’
1. N
, ot la que wl nimearc 1 pueds azpresaces COM v
4 . .
l1*=n%" -n, ¥ncn
iy i I ) .
EALSocHs, 'dl & = W - o an un Afdsaro snterg
reo Ll '
arl = [-‘-.n}-in'*-nl ' H .
I 1 - .
' “:mn" + onl - (nn* + ma) T, por 1.1.7
1 | . ! -
. [ '
J o [;..T * mi+ nn] - [ian + nd+ mn] por 1i] da [.2.5 -
' . M
arl = [tu{ 4 naje @] = [Ton + nnl+ n] ¥ por dl] y d1i} de I.21.1

por lo gue, &-1 en tal ;;ui

[{mn R ?\n]t n] ¢+’ fa-1} = lan v na) + m
i [ .

L]
a

y. da L0} da 2.3.5 . :
. ] - )
L 1 - - L]
ima # pn) ¢+ [0+ {2:1)] = (mn o+ mA) + m

1. .
In conascuercia, de {11} ¥ iv) da 1,3.%
'

b
o ¥ jasl] = m L3

] L " LY
Es dacir . LI
. . 1
alap=-n
1 .

. ok
Al ey . ' "
I n
¥ la pruaba termipa .
v | i

)
- f i LAY |
Comd al lector habrd potado, sn la demestracidn anterior heamos om)i-

tido vl simbole - en wne parte dal prucﬂ.‘u. Onbida & qua asta om]-
|
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$15n ef Yaval en loa libros de matemdticas y facibita la EsCPLtuLE,
en adelapte nowotras tambifn omitiremos el efzbala » en la maltipll
cacidn, asf camo alguros atres sfxtalas gue no son Lndisiccssblan
pero que hemos coplesdy anteriérwente para enfatizar los primeros

ConCeptod.

Tomadas stoultdireamants, la adiciSn y la sultiplicacifin satisfacan

ia siguiente propliedad dlatributivg,

I.1.9 TEIRTHA

Fara toda &, b, € £ I:

4 |b+ gl = ab + a2

LDEMOSTRACION

Sean a =@ = fi, b= p=Q, C & ¥ =y, treg ningros entecos cudbes -
- L4

quiesra. FEntontoes

a{bec) = (m=r) [lp-q +(r-ul]

= {m=-n} [ip+z] =i« el por [.1.4

. Tmip + ¢) + ntg + 6}] - Tnlp « 2} + mig + al}
por 1.).7

ftep r mz1 + (ng + nel] - [ing + ar) + {mg + =s1)
' pes I.2.7

L

[tmp + ng} + imr » ral] - [inp + 5q) + {nr + msl]
por 11} y 11} dw

1.2.1

= [i=p + n1l = tnp + wql] + [{=r + s} - (nr + mal]
mar I.3d
= [m - nhip=F +« (m - ajic - o} por I.3.7

afe ¢+ c} = al 4+ arc

con 1o qua concluye la demostracitn.
: |

La introdueciin el cefo ¥ los negativos trae como consecuencia la

apariclén de aljonas propledsdes adjcionales para la multiplicaeifn

en I, propisiaies de Lam Gue no disponfamos para la sulciplicacidn

en ¥, algunam do lad cuales ss snuncian en el siguients teoromas

1.1.10 TEOREMA

Tokara todo g, B 34
11 a=2 = 0
iip  {=al(ob = = f[ab} primers fegla de los aigrnoa
111} [-akf-b) = ab sequnds reqla de lom signos
LEMISTRACTON

g demastrardn Grnicaments L] ¥y i1}

11 4 +r 3 =0 e v-j da 1.2.%
&40 + ] = a1 multiplicarde por 4 « I
40 + a0 = 1.0 por 1.2.9

a-0 + hef} = af + 0 por v] da I.3.5




- 3/ -
40 + 23 = 0 + a0 por L11) de 1.3.5
40 = 0 por iv} de 2.1.3
11} Scan a, b E T

t-al (b} + ab = (bif-al * La pac 14ip de 1.3.4

= bi=a + a] par I.3.9
. = b [a+ {-a)] por £14) de I.31.%
- b-0 pac vil de 1.2.5
(=aj (L] + ala = par i1 de r.3.14
ab + [=al(b} = 0 par £11) de 1.1.5

T antad Oltima gxproaldn se sigue gua {(~-a) [B) o3 &l Invesio de

b para la sula) sato wa B
I=alibl = -(ab) - '

coms e guarfa,

0

- Qrdea en I

Fiara los nimargy erteras podemos tamblén definit la relacidn
"menor qude", coma wia generdlizacidn de la Gue hemos definido

f
para low faturslas.

Lom nizeres entercs también satlsfacen la Lay de Trlcoatomifs, ENuUnCia
da para loa nlmorod naturales eo ol teoTema I.1.91 ¥ la relacién "mg

ror qua® tiene en 2 las pigulentes propledadas

I.1.12 TEQRE M * ]
Fara towdp a, b,e ¢ @
1) 4t = a+cihbh+og

1) as b §y © =9 =3 ac « b

a <« b oy ¢ = ac * bo

]
~

1it) a < b vy <& “pa«<e

[_I-.'i -1l DEFINICIOW

Egan &, b ¢ 24
1} 4+ <k gL 3K EH tal qug a + 0=k

11} &« > b al b« a

Cuya demostracitn fe deja al lector como ejsrcicila.

Los ntosrom entords Joedan TeDetosantadon tamplifn an la rects nusdri-
€8 COMO puntos fgua.zenkte espaciados, adlo gue ahors la recta am ax-

]
tisends lodefin:icanenta en athoy menkidod

Ei a < b e tended que el puntd gue reprcdonts o & dutard & las 17 -

guiarda del que representa a b.

Coma ahbra la recta 5o extiendes en ambgs ventides nd tleno uh punka
tnlptal, <omo aucede jara 106 olderss naturales, par lo qué oo consl
dpga om0 puntn de referenela ol puntd qua reprefenta al cefo. Los
nimefos Qua B8 encJauntran refrfesentades & la derecha de dichs punto
iw d::-lquu sor, “pusltivoe® y los qgua secdn &4 la fzquierds “negakl -

wae".



1.1.12 EJERCICIODS

1.3.11 DEFINICION i) Denosrrar a partir 4o 1.3.) que para todo =, n £ K1

Sea & ¢ I: a] o -~ ot =p -n"
A &% poaitivo sl a > 0 Y =" - nmn¢m-n*
s w5 negitivo #f & < 4 -

2] DeEssirar Cue para todo &, D, € € 1

En particular, &! cerc no s pasitlive ni neagativo. 4} a + B =b*a

) = b o+ a=h
Al conjunko 2t que sa definid & conelnuacicn de I.1.2 coma: b} avombeec =
I" =z [ x=m=nrm,po0 b m*nlk 1} Demosirar qua si 4. by © € & antonces:
e lo canoce como @l conjunco Jdo los “enbteraos poklkblvos®. Fuode

L al a-b&??
demcsbrarse que tods elements de dichd Conjunte o¢ positliva 2n el .

- - + B} = aq
mentida gue establace la dafinicién 1.3.171 metn ea: By &+ ib cl ia t

- - -4 =58
ez slyeflo sl xe 2 yx » 0. e} la + u}
4] Detoszrar que para tods &, b e I
. al -1 - a == 4

By {- al {- B} = ab

. 5) Descsrrar gue sl A0 By € ¢ T osnconcass
a} a (b - g} » ab - ae
§) DCemaserar gus si &, by, © ¢ &2

al] ar G i=p-ac
B} a- & <&+ by olb>id
€] a-+*bh y o8 4 owr s obo

a+b y €% Tpacrba



.4 LOS KUMERQE RACICKALTS

Al iricio de la geceifn I.) plantedSos una ecuacidn del tipo

B+ X =@ con B, h £ H - - = : ia]
¥ viFos qgue loa nfizeros natucales son Insuficientan pary proparclo-
hatr soluciones en todos Lok casos. Bata deficlencia ge cupers EORE
truyendo el conjunto %, en sl cual siempre hallamcs aolucidn a wha

acuacida de tal tipo. !

El cenjunts 4 lon niscros enteros, sin echargo, rarbifn proasnta

deficiencias. En efectd, ab plantedsos ahora oos scuaclén cn Lhomi

row de la gultiplicacidn coma
by = a;: ¢on &, b c 2 = = = = {H)

ALCONLTANGS qua Ro BiaBprwe blens solucifa en 3.

Por wiemplo, la aolugidn de la acuaclin
Ix = 17
ex w] nimern entoco 4, qQua syleiplicade par A noa da eooe rn;ultudn
12. ZSin emhargs, 8l conmideramse js scuscitn
x = 7
|n:6ntramns Glo o cxlate wn n0rero enterc gue mulbiplicado por 1

df coao resaleads T,

Eata deffciencs crea 1l nacesidad de peplisc ahara ol conjucto de
low nlmercs enceros, cdn 1o que surgen log nilmercs fracclonazige.
Edtd% nimoros junte con log entecos forman el conjunto de los olme-

rom racionalen.

- El

- T -

coclente de nimeroa ancefod.

T.+4.1

REFINICICN

Saa la ecwaclén:

ba = a; ccan a, b £ I

A au polucifing e=a demir, al nimers x que sultiplicado par
hrnua da rocs resultado &, lg llazarepos wl cociente de

A
a gntre b oy lo reprapeftdicedd OB o o

Coms al lacter recordarf da wus cursss elementalus de sritmécica,

un #ncere h ¢ 0 5e dice facLoT d4 uh #ntero 4 81 sxlistw 4R € &£ i

tal qua

b

a

Asl, para el cociente T Dodemod dizbinguir tred cazge:

1]

111

b
b es facmar de a.
Eata ea ¢l finlco eaBp unh gua la scuacifn {3} tians molu =

clfn en I, por lo Jua % uw un nimece =ntars.

L no o5 factor da a y b # O
En xate caso la souaciin L8] 0o tiene solecifn en I, por
10 que 2 23 es un nd=e70 anteco y deciFas qua e un alaero
fraccionacis. .
asl, por ercmpic, 13 §0iuciSn de la eodacldn

Ix = 7
ws #l némoro gue myltiplicado por ) Ros da como reaultado

7
7., A dicho nf-era 1o YepPeseniamaes CON b Y &§ un nilracs

traccionacio.
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L * b,
i 7 ." - h .
’ L] HRL - -
1. .
* - il = ' K 1
r . N . . T T
Codil) b . - . L
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o Esta w8 WA casc que Becace especial lul"mién, en virtud de

. qua E no ascl definido, i ‘!
> i ¥ ue M o
"  En sfaccas ei a ;' 8 E na .t;ltlj ¥u qu- rjpn tuy un nilmwra
"
- q'u- multiplicads por cefo de cone ruuiudn un ﬁmem dife
) ; i I
., rants da cars. i - ' S '

M 3
. ¥ ] 1i o II rl'
POr oLra Parte, z=i & = §, F aa ascd d.-ul'll.n-dn: ¥& qud

n § Iul i
mlqu:l-: omero mulbiplicads pur cara da cosd tesulibado &l
- ““' o . 4
: | R SR
. Zn cualguiar caso, al plmero E cnn b = 0 no estd definldo.
1 | L
*l . i .I .y %
ba acusrda oA lo anterior, & lm nlh-rnl qua pR ubtlma ::n-u‘ﬂ
4 (RN
* oociante ds dog nlesros uum- a, b el:m h ¥ o las lll“:!.llﬂl nﬂ.li-
- LIS | he ¥
on tuinulu y al conjunta gua forman lo npnunu:ml cob g,
Esto mas t T | |} s '!
.. | ; - .hi corke
. . i
I.4.2 DEFINICION L ' ? e
r ny 1
- C={zx|x=5 a, btX 5yol at
I 1 i' [ L ! ? :'+ . !‘ W o
) ]
ER clart quu ml |.uhl:un:|.um:.u de O d-un:l.d.n poz IJ : 1

[:ié-&,l.h_:!,h'l] L v . .

L] ' B
an precisamgnts 4l ¢onjosts de los hloeros 'nnml, por lo que
a 1 L]

I =0 . " : . y X "

a a . " N .- Y !l l

=  La iqualdad wn O .- ' ‘?

L - L) Fom
Jagurampota ]l lector ha sapejsdo ya aspliamants 108 nimercs cagio=

. “w - L 4

a o > 3

i .

1 ! ]

RN

1 1 LI PR
, iz 24 ST wta . L '-. )
— r —“_ ] ] . .
4 n ¥ Fr t l‘ *
danda la dlelma = mnnc- coma el *minima Clpl.'tliﬁn N
LI L LT
. En q:mul. :!1 ¥ = o owloug almero :-cumllm i Iyh o st
o I ¥ L '
al ﬁ.nlm I.:t,nr comin de & ¥ b as &1 nd.'m wno dlc:l.;lu:l gqua E— we La
i - 'llt' i
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ir LR | Ill : | li II N
almaro ahterd, ;E Feprasanta u.-.h:lin &l plssro x.
R i R
. lmrﬂn u-nn 1o snterlor, rCesulta ratural conatderac qum &op nﬂ.n
1. 47 ] v i L I ™
Ton rlninnllii E ¥ 3 l-orl {gualas Cuando + ° - .
LN -
E"'| . | I . L ! -!. L] |
i, & = kg yb =kl ' ' .

o ) ) , ' L - T
a cuande r ' L .
[] N : 1k

i 4['_ 11" . .
ic e kmoygd= kb . '
LH ' I I ' I o l.t.
pﬂlalgﬁnh:hk#ﬂ Nyt )
L] - 1
¥ f" J Fl. 1 N SR f
51 sa cu.-p:l.. alguna dg astan dow :and.in:l.an" se cendrd qua i
- W
?‘:Id -.hc' " . i 1 *
1" ' W .
¥ v.(c-":u, 1o gqua canduca & la aiguients definicidp .
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1
I H I
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II - ¢ . [
L !
- . 1
ok .
. . .
i ;B ! S LI
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nat"i-n Iaﬁ-ll da qu-hudo: . Y nih-ub:l dldn t:umtl qu- ln akpra-
i f . Ao . R
sibn de un aﬂt-r:: ra-:l.onll. an Lla fum F o sn dnica. . r
t i | L] 1 r .
F L]

A
ZH pu-dl Ilp:'tltntﬂ.l'l. (-1 ] " .

-
Par ij-.plnl‘tl nh=erg pc1rt al que debangy lult!pli:.lr 11 paga Obtensr -
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T.4.3 DEFINICIGH

Lean %. % doe nlzeros racicnales, con a,b,c,d £ L v

b, d # 0, entonces

E - E w1 ad = e

1s cual cstaklece la igualdad de nlporos racicnales en tfrTinoe de

la Igualdad de nCmaros coteros.

- L4 adictén en Q

I.4.4 LCEFINICT

Eean %- E dog nfmeros racicpales, Jonde a)b,e,2 ¢ T
¥y o.d 4 0.

El rG=aro g + E su define cozm

a S o kg
E*3 =3 .

La adicifn en C. asi Jafinida, bfens las prepiclales qua se erus -

clan & gontinuacién

TPI.l.S TEGREMA

Para todo 2, y, T £ 1
1 x+y0
11 2 * [y + 23 = Iz + ¢} + 1
il a v« ¥ =y + x
iv) L % + 7 = y + E, Ontoncor m = %
] = o+ O o x

vil I « 2 ¢ 9 kal que x « [=n) = B

cerradyra 1
apociatividad
conmucatividad
cancalaglén
alapentd Iddntico

alamanton invervans

LEMOST RACZOH
5a demoatrard Caicazants vij

Sga m = E, can a, BC T Y L pd

Por wi) de 1.3.3, 2 - ac @y de [.4.2, i; PR

Ahora

a -4 + 0
E° b oo
E

ET| o

o

E*3 "¢

Con lo qua -x = is ¥ la pruska tecmlna,

por I.4.4

por LI5) dm I.).9¥

par .19

por I.4.13

por wi) da 1.1.%

pac 1.4.3

cl



La sustracelén an @ pueda dafinirse ahora a partic de la adicidn Y

da vi) da I.4.5, da Ia miguienta mapnera:

I.4.6 DEFINICICH

Sean E. E £ O, 2l nfinero E - E ga daflce como

-

-

]

a e
E-T"

Cowg consocucncis de E) do T.4.5, la sustrscciso es gerrada on 9}

cEto e

¥x, vy ¢ 0: x=vyvr Q.

- La Bultiplicacidn en Q

- 16 -
I.4.8, TEQREM
Pare tode x, v, 2 v ¢
11 =y Q i cepradura
L1 x [yz) = f[xylz ascciatividad
1140 ey = yx canmutabividayg
v ml x31 W yy vz A0, afrecog x w ¥ cancalacidn
W] x-1 mox slamence idéntice
vil #i x A4 08 27l ¢ g cat qua xx"! = 1 slemsntos invarsas

I.41.7 LEFIHICION

Sean E; 5 dos nlmergs raclonales, donda a.b,o.d. € 2 ¥y o,d #Q,

- a o
El nimero R ALl defina como

&2

4 :-
B d

La muliiplicacidn en Q, anl dafinida, gatiaface las proplodaden guw

estaibiese el Eigulents kegroma,

DEADSTRACION
Demagtraraman & cuntinuaciln 1], 1) ¥ ¥ij

1] Snan x = E_ y o 5 Jon nisorgs recionalad, con la gum
w.b,o,d, 62 y b, & 40
Ca I.4.7 a0 v1gue gua:’

arc

l}'-m

donde a2 £ ¢ v bd € F por i) de 1.3.0.

Fara demostar quu af @ 0 Mk Ceguiers adesls probar qua bd 4 @, Ep-
o 1o harenos & ccniinuilidn empleando um método de demostracién

irditacta gonecide camo prusbs par conkradiccifn o por raduceldn

- al abeurde.




Supanqasod que bd = 0. Entonces
i = LD
db = -k

Como b 4 0, de 1w} de T.3.E sv slgua qud
d =1

por L) de I.3.10

por LfL} de I.1.0

Io coal sentradice la condlcidn 4 4 § gatablecida por ¥y £ 0. En

conaecuencia la hipficenla bd = § an falga por lo que

bd . ¢ O

coma B8 querls.

a
ti) Sean 2 = g ¥ - g, 1= ;. tras niroras cacdonales

4

wra - (5D

- 5 (55

o alce}

ET1]

o facle

Ted¥2

¥
w—
L]
5]
(]

L]

1
—
rim
k
Fud F1
—
&

wipz] = lxypiu

per I.4.7

par I.4.7

por {{) da I.3.8

por [.4.7

por I.4.%

Camd we Querla.

wil fea & un nCoazra racignal 4ifercate do Cecg; odto ul

xH% cop &, b & L, a, b Fa

- 1B -

Comn &, e I yapdd, par T.4.7 3 % t Q.

AhGra .
- :_. E por 1,41
£-b- PoT 111) du 1.3.9
Us v) de I.1.8: = = 1; par lo gue
TEEE

1

Enkonces x - - E ¥ la pruebe termipa,

O
Al nimara 1'-1 [Qie como BE ve an la prueha dopandu do x) ae la dang
ming al "inverso dn x para la mq]t[plicnciﬂn.'. Cape wnfatizar agqul

quo egdo nhnero racicral, con excepcifin dal card, Eléna un LpvaTsa

Egleitlicstivo en Q.

la divimidn en O pusde Jefinirce anora a partir de 1a multiplics =-=-

clin y de vil dw I.4.8, dw la siguiente Maners.

I.4d.% DIFIKICIOH

Swah E, Edﬂ-l ninerck Taclonales ¥y -E- s 0

El nimaro E + E sa define como

-
[

o

£v3-

Coma fonsacuentcia de 1] de IL.4.8, la diviaidn an Q satisface la sl -



L - et | ]
) ) . g I
. . 8 f
) . 1 i ;
[] 3
v e * .
l.- '
!
% - 4% = 1
- + . Aa . . .
gu:l.-nt.c propledad . ' ; -
' + *

’A‘nrtﬂ'.'r.l‘h:'lytﬂ.

For atra parts, puede demoatrarse gue los teoremas I.3.5% v [.].18,

i - 1
tanbildn son vilidos pars }og ofmeros racionsalss) msto as , I
I : I" L
. -
' i
I.4.10 TECAEMA ) .
) Fara todo x, ¥, X £ O t ' N
xly + X) = &y ¢ k3 ’
[] L] ir
H L] ¥ L3
- [ M
L.d.ll TEOEEMA ' !
Para todo x, ¥y & U 1 .
: < .
1} g =g
L3 B . ﬂ' vt 1
© 1) ¢ E=x) I¥] =" (z¥} -
S421) {-x) [-y] = =¥ et
. .r - .I e [
S |.
-  Orden an . ]

. 2] r L
Tode nlsecs cacional pucde g:pIfesdTEE Como una fracclén con da-
- . N S

mpinador positiva, ya gue - l
]
a , I=lla _ -a !
| ol " M«
Aaf, wi b » 0 al dunnlinldm: da E L pﬂlitivni -untraa que #i’
B < a, E pusde SEPIESATER COmO :E donda 'h & pusltwn II )
) i
" Cun ayuda Jda asts rasuleadg pnd.ml n:ahlicn‘ la relacidp “paner que”

1 T
an O & pattizr da la relacion -.gnnr gqua® an t d.- la liquluntl mana

L ] '
TS, "y T r ! i
. -
1 ¥
L
\
v
r .
.
b
.
L] -

+ 4 -
1t
1 N * -
1 . i . )
- - -
| ! ! © :
T .t
I. i 12 DHIHICIDN o i . 1
- " .
snnE anc.dm-bdtls‘n " *
v 1; E < § ai ‘ad < be . P . ]
Ll - .
' . h
Y] E » E Mo Fef -
" T ' 11I—- ’ - * - -

3 Tl - 1 :“

oo mn;.culnc:. da enta 4.:1n:c1ﬁn ¥ de la Lay da ‘rricn:n—ll tn I,
'y 1l 1+

la calacidn "menQr Gue” an g aetiaface u.-hl:in dicha lay, asl r.nll:l

o, I R oy,
law siguleancer gropimdadus -
yor . ' - .. I
‘ "o L L]
I.4.1% l'lﬂ:l.ﬂll.n
' “PeTs todo a,y,T L Q: . '
i Gy
11 .msy =dxs+zx T yeraz ;- .
[] ! -
H ull.:-tfylanﬂn.ty:
1 [
sy 10 =hoxt > yx
| : -

1HiYz sy y yezr =px <12

v

H Er

;n ;.'nr.u ;I:ill.ar 1] :ml [ ] dnflnidl ﬂl ¥ !dirm- q'u- un nl:ltu;:u x £ 3
l. pnlltiLé :: x> 0y ed|pegativo ii x s 0, ’

. | h e " LR
Las |1n|nt.n- da puedun rambilén sar EBF:"-I-ntlliﬂl' =0 1A :Tr:.r.t rumd
rics, dopds n A5 Y, ..1 Fun:u quw rep:-:nnu "X o8 ancuenkCh & la

. [ "t

i:qul-rda dal gque upruuntn ay " . .
L " .t 1 . .
f Ay 11 -1 4, T 10
ot 5 T 1. i
! =3 i -1 I i L.
o] !
1 ] |
[ N
.i 1 » ¥ -
-1 ‘.
I "
- ,
N [}
L] * rl
1 .



T

Loa nizerod racionales posceod una Propledsd conocids como "cenal -
dad~, 34g7%n la cual sntre dos nfyecos raclonales diferences siem -
por hay otro niserc racléndly coma Lo sstablese &l alquieris teare

= -

I.4.14 TEOQREMA
Para todo x,¥ € 9, eon x % ¥, X, Tt Q tal que:

:‘l{y

CEMASTHACION
Coms X £y
X oF y Ly oy poz i) de I.4.13
Txew<I iy ey por i1] de [.4.13
Jle+yicy St

AMerii, de ® Ty

L+ x %y +x . por 11 de o410
% {x + =) « é Iy » ul par 1] de I.4.13
ltrew sl ey por Lil) dw T.4.5
x ¢ % ta ¢yl .-

Par la tanco, da t[} ¥ {21 ww wiguse quac = % {x = ¥y} es cal qae
“-I"Y i

Ricpis. mor la cerradura e O pard le adicidn y la meltiplicacidn, se

tienn que % {x + yl £ 0, Eun lp gue cencluye la demdstracidn. []

Cita hover oocar que las ndmeros Rdturales y los EnE4F03 RO pUseen id

propledad de dansidad.

me o g smma

=  Expresifn deciral de un nirero racional

llamon datinida 4l rfl=ero racional E como el cociente de lon nl
BerOs enCAros 2 ¥ b, mliorpie que b #F 0. S5i consideramos al nf
EErO rasioadl }. por elerpio, ¢ efecruamos ja diviaidn de T an
::.II Comd e acastumbra on la aritmdtics, obtendcecwos

1
" 1.7%

ALl.75 sp lu condca coma la expresidn decimal dal ant:u ragio
7
nal -
Toda pdmern caclonal tiene una axpraaldn decimal, por slerplo
=037
!% =- Q,.2121271,..

%;; = 1.128787B7...

Se dice quu una expreosifn decimel es periddica cusnde un digicve o
grupd da digites se repite indefinidamente a parcic da un clarte
lugar a la derecha del puntp decimal; va sed desde el princlpls, |

coma an 0.212121..., ¢ empezacdd pdia adelanta, como en L.1ZETRTET...

L acusrda &on vato, una expfeslon decizmal Que aparenbementa t-r:i
na coma 0.17%, tarshidfn ex perifdica ya que poede £Acribirde Como

B.17sgqo.. .

Tn qenecal, €GN (vipecto & 14 #xpreslfn decimal de un nlisers racio

ral podemcs wetabieser wl silguiente enunciada,



I.4.1% TEOREMA
Todo nlsera racicnal tfiens une exprazidn

ducimal parifdica.

Fara demnttrar I.4.15 Tequeriremas de orro teorers conoclde como
wl “Algoritme da la divisifn para nioercs entaros®, qu& ETATATE <

muE A cortlnuacidn.

Como hemom vieto, la ecuacidn 3x = 7 no tiens paiucidn an I, ya
que no extata wn pfinaco entere x que multiplicads por ) dé cama

rasultads 7.

A tambio, podomoa enconRtrar los ofmepos entocom @ y L talew gua
I+ 1 = 7
En general, alempre ex posible hallac csas dos nimeros de acuscdo

can M que cstableca el slgulente teorcma. -

ALCORITMO DE La DIVISION PARA NUMEROS ExTeRos!
Dadaos dom nCoerce enterca a ¥ b, com b * 0, cxlatan

doa ecterca Bnicoe q ¥y r, con @ < T <b, tales gueo

a=kLkg + 1

Los nﬁa;:ns a:b.,qg ¥ r € I recikten el noohre da dividenda, divi-
wor, cociente y residuc reapectivarente. Caba hacer notar que

aqul ki btfralpn “cociente™ Ligne vnd Intorpoetaciin sds raseringl-

El sptucianie puede consultar la demcgrracitsa san 1s refwsencia
1, plg. 25,

- 0y -

<4 que 1a gue axnleacos al 4nicio de 1d sacclEn I.6) yvh quae agul el

cucients £3 flerprr un nGzerc entero.

La relacifn & = 55 + 17 gue estd plantcada on términce de ndasros

snterox pxclusiva=ente, puede ser anunciada en O comno

i-avf

exprealdn que nos recueria la forma como llavamoa a4 cabo wl proceso
de dividir en la ariticértica; esto &3, obtantendo un cOGlence ¥ Ln
re:iduu:

1Y

Anees de pasar a 2 Jemastracién de D.4.15 cecordacemon wl migaiti-
cada de la pataciin Secimal y su relacifn con ol algoritao de le d1
vigidn para anterai 2 travéEs de un wiampleog

La expresisn
1.2387878787T. ..

representa la suma

1 2 5 -3 H 1 i 7
1+ LT Y LT LT A SR L vt Akl v TR EL
AsI, 3i buscamna a exprealén decimal dal nimars %%% peod amve proce-

der da la aiguilents Zanera

o] Para ebtener La parbte enlera VemdR gul
145 = 13341y » 17, donde @ & 3% < 132

' entances
119 - 17
35" Y 13

i} Para }a primera cilifra decimal vomas que
10 x 17 = 150 = 13241) + 3§, donde O € 38 < 122

. 7o, 1 1
par i Qua T Y 2 T To ¢
El‘l:tﬂ noes -
149 1 3B

3 Ay R TR b



- 55 -
{i] Para la waqunda cifra decimal Fodomas ver que la raleacidn g = B ¢ r establecida en al paso 111)
10 % )8 = 380 = 132[2) + 116, donde 0 € Ll5 < 132 24 ha presencada suevarente on 01 paao v} Eesto se debe & que el e
1
por 1o gue ET]'ETI - -ri-r . 111%55 ' . ¥idua obtenide on 11 sc ha repetido ean al pamo (¥). Coma conee =
cuencia de ello, lca coclences obtanidos en low pascm Lii} y v aw
cotonccs
145 _ Ped . 1 116 tepeticdn Indefirid.mento. Eato e
sl 3 Tor * 0Tk 197
148 i 2 1 7 ] 7 ] 7
Lii] Para la tercera i X el T TR AN TIBT I Y YR T igr t e
10 x 116 = 116D = 13208} + 104, Jonde O € ID4 < 122 a bien
- 114 & 1
por 1o aus ypvitiyy - gy ¢+ feTeTEE 149

ar - L.i2ETdTRT._,

SLEOLCCE 149

por lo que la expresidn decinel da T 4 perlidica.
149 - 1 2 | ] 104 -

)3 1l » LI T3 + T i —ﬁ x 1 .

i
Conwiderewas ahor. un nimers raclional positive g . con a,b 2 O
Iv)] Para la cuarta .

10 x 104 = LOGG = L3247y # 11K, donde & € 136 < 122 a} Por el algaritrs do la divielén pabh entercs, existan
184 T 116
POT 19 998 THvy 137 T T0F * IOV x 137 er £1 € 2 tales que
entonces A m B gy 4 by, ducde O € py t b
. _ a r
145 2 | T I1E - ERtEnics - G ¢ '5"

1
i 1+Htﬁrfm *TIH*TE—HI]. ‘
L] Akora, como ra © 2 tenemod gue 19r, L F y exdsten q, . Ty & I

v} Para la quinta tales gue

19 x 136 = 1168 = LI3(H) + 104, donde 0 & 204 € 132 Ifry mb gy + £, donda 0 % 3, < B
114 2 ind .
Por 1o quE ppre——rye * TEY * TEY x 133 por lo que I - %s + T_it-s
ERLERCES . entonces X = qy » I s eiie—
E L T+ ™
1449 -1 13 2 A K . B - 144
s o *ICTTET T OTEY * IgT T I8Y T IoT x lad 1i} AhGra, ¢oms £y £ I Lonkmol qae LE0, € F y eclsten qa, £z € 2

TALEE gUE

ldz, » b g * 7., donda & ¥ £y ¢ B

. r
por o que 1z = Thr *TBNE



d ] \
[ Lo .
* ]
'
P - 57 -
1 v -
T

- © . i i .
lnmm-: F-qftﬂ‘:l%}*'ﬁijx_ﬁ -
r

111} Ahors, coms C/f 1 tenemos que 1013 € L ¢, ‘exincen i, Ty E X

' i N
talun ﬂli i L '
i + -
19r; = b gy + Ty, donda D & 7, < b .
i T I - 1
‘ L

Pﬂl.' luqu-ru‘—fl—s ?ﬁ_’_ m_.__s 1

ooy rm r°‘+ Wit

En cofdmcusngin, 1a “puuﬁn decimal de E url

f o L | IrI, |I i - [y l .
s'ql.‘ll 9 9 --- ] ) ' -

. | ' - g i ' 1

) proceso pueds continuatas 1ndtfin1dlnnte: tin embargo, como! 11oa

} ] ptF | 3 el i

res1duos r,; |"“ Cas L «an woON nﬂ-tml enurns tales qus @ f 'I:

N | S H i [ LR 1 |8
alo sis podrin --IMEI:F b ceslduos diferentes. Cuands abtgune e los
b . * |‘ 1 li |l- ]
rayidoss nht-nidnl s presubis por legund. "1 TS 1n_tr_-1.1 ¢l uqundol

' i 1 I
clela dal p-rtoda. el cual - npiu :I'.ndcfin].dmnte+ ’H +

L TR I+ P .I 1 o
‘ [

11 E &n nlq;uw, ntonces “c:ibm. E - - T dondg 'F e pu-itr.
2400

antoncen
' . |

-

« b,

{i
oy por tlntu tigne tna nptutﬂ-n decizal p.::iddir_--
\‘ 1 - " I ! J 1 ] l* j |1

. ]
Pvic compluke la dm-tr-ciﬁn de I.4.15%, °

¥ ot [ ‘ I . .
Y r’.' . o ' Yoy
Il reciproco dll t'lﬂlll-'ll'hlE 1.4.1% tambidin es lhllidﬂ: e decice

: 1 i 1 i 1 - I v ol

r

I [l 1 X Al '
' " [ 1 . [P

I.4.1% TECAEMA -
O 1

Toda Iaprlliﬁn dll:ilul pariddica reprenenta

in . r b | . T .

.. uh nimerc racienal, ' '

I”I "'_I | '!I . i " A

] L . ]

L

|

I " o f -
' ' R
.
.- ¥
) 2

i S | -7 :

d L]
l . f - 5. ‘_ .
. 1. N . .
d ’

£ - .
l..l damgptyacidn ds petw tecrams spbta fundasentads =n &l concepto du
BELITLE N .
Ifmite, p.a.z lo qu.q na 1; harenos |qu£_f £in ub:rqu, Presentamcs &

ifiu] el
nzl:t.h:;uuiﬁn un simwpla ql-Il -u"trl la [daa bajo la cusl pueds uhte
1 d 0l 1 1 1 [
haxpe u:; Almaro ucmnﬂ como cocienta &8 sntercs a partir de su 124
BT N BT I R ' v
prllidn d;c;-.nlﬁ !
g . ¢ N a
m-idtrm- ls vuprwridn daclamsl, )
[i #l=
1. 40664... *
YN Lan

huscamos daw AmeCos enteros 4,0 fales qua

LR TR | O L }
: E? 140866, ..
il :

Como 'taneman oy dtqltnl antes da prasentarss a1l pariodo por prime-
D TN - .

11 h;! aulkiplicamos por LEY pars uht:nlr

i, 1AM { ! )
LT LI LYY Y TR *qe}

] ! E 1 1

| : \
En’ vl-u d- quf ml pcr!udu ronsts de un dlqir.u. Iultipllr-ll-h la ex
1 e
plurniﬁn u'_i pnr 1l:|' pl:- eht-mr . "

peesfi Wi e T

n
ll]‘ E-L 1406, k&6, ,, {ii} - o
r ||.1 '
i ]I‘
Poasta qu. .1.. packn d.c[ul da satss dof Oltless l.xpr!!iﬂm- T

Lrd o { 1 -
lil!'ll.lr*r"tlndu H.I da H.:I.I nhtlnnm- i l'lﬂ-mlru enterc; anto em
b . S LA (R I r .

'. r A ' o
‘ ml E; 107 5 = 1406 - 140 L Y M
o ‘i Y i .
Tq1ed 10%y o= 1266 '
" Ill.{:,EI". vt i
- 900 ¢ o= 12E6 s
1 it byt 5 , P .
p-u: lu :||.|r|l ' S0 '
' ' " Co. Tt
'y a 1368 .
1 B ) i_m IEG . . .
T t ' I : L] * . I ' ;
El lector fntercaado pusds conmultarla ern.la referencis 3 plg. 4.
T I T I
1€ l t +
¢ g \
L ’ u L
LR f h i
F - ' .
Sth : .
s R . N ..I- DR &

.



I.{.16

EJERCICIOS

1

1]

1]

1}

53

g)

7

Derostrar a paytic de I.d.] que ol &, 5, & sch nlmeros
enteron difnrentes de cerp, ENCOnCaat

1}

a [+]
LT

204

CepnSirar que para todo x, ¥ £ Q1

a}
Lk}

cl

¥+ ¥y £0Q
x+ 0w x

L L

GemaItTar qua para todo a, ¥ £ i

a}
4|
(=]

£ = yx
X+ 1 - x
X -~ 8 = f

Teoodtrar que ol x, ¥ ¢ 1

Xy = 8 =% x = oy =0

Sean 2, ¥y r 0, demasbrar gueb

a]
k)

ol

3Ly o x vty e Q. !
En ganerale x ¢ dy + 2] ¢ [ 1 y) + 1,
1 oz F Oy Iy & zhg = (xy} + 31

Sean x, ¥, ¥ r 3. Duemoatra¥ quain

a}

bl

a)

bl

X + 2 £y + 2 &Ky

B
8l > D XD < yrL {THhx sy
Al z < 01 2I 4 yz =hX *oy

Exnleando el algaritms de ls diviglin pata ndmeron

entaraon, hallar la exprasidn decizal dag 5%. é. I%

Expresar rafa unc g los sigulented decizgliva e -
rigdicos como &) coplants e don nlreros rnterce:
0.7112333], ... L. XMPTNIEV. .., 1. 28975825,

1.5 LOS KUMLRGS REALFS

Conelderamod ahora la afuwagiln
et = 2 - = - =il

quE S Preaenta al tratar de obtentr 1 megnityd des la hIpGtenusa da

un Eridegule rectinquio Cuyods Chitotos won de longitud unitariar

1 L LR

Esta ecvacifn ro ciene d&lucidn en 9 ya qua ho axiabte yn nizero ra=-
cional x tal que s quadrade sca dgual & 2, comn damdatraresgs & con
tinuwacidn, A dicho nlnefa; vatc af, 4l nilmerd Cuyo cuadrdds es

igual a 7, se l¢ representa madianta el afmbalo <7,

Antesa da demoabtrar que +atsa nimers no sn racional probaremon el al -

guienta resultados (cportants

I.5.1 LEMA
§t a® es uu pimero par y & £ &, entohcas

‘a4 o un nimera par

En efecto
5L 4 aa un nfizero jrpar ea do la fO0RS
ad = Jdn+ L1, dorde n 0 1

entoncas, AU Sladrado



a® w (200 # I}(Zno e 1) m odn® o+ dp o+ L o= 2030 + 2n) # 1 da (1Y v {2] ka silgue gue

o3 da la forma (Inp? - 2qt

a® = 2m + 1, donde o € % ° vt

¥ 8 par tantoc wn nizsrs (mpar.
For lo que 0 g5 LR Life o par. En consecusncia, de I.5.1, g &3 un

En conmeguencia, 3i a' €3 par a no pueds ser japer; per 1o sue, si nisero par y wa de la focaa

4 £ & entonccE 4 #3 up nimers par, 10 que demuantra &l lecas.
q * !m, donde 3 € 2 - = = = {3

CaErdtrar#mDF dlwra gl Eiquienta teolémd
Da {11 ¥ (21, p y g Licoen como lacter comdn al nmero @, por lo que

1.5.12 TECREMA E oo &% la minima expresitn da 2, lo cual coptradica la KipStesia.

Concluimom entonces gue ¥ Ro es un ndmore cacional, lo que demuesera

[

CEMOSTRACION, por reducciin al abporda) Como vimoe en la sescaidn antecidr Jom nimeros caclonales tionen TEe =

El nfizero x tal qua x* = ¢ no of un nilmere racicnal

2l tewrema.

pre:éhlacién en la receca acmérica, y &n virtud de la depaidad de §

SupBngesos GUe X &3 un NCrero reclondls weto e;: cuisten dos nlme —
[Teotama I.4.14) peeclia penzarsd que ssbtos son suflcientes pars "1la

[Ca entercd [ ¥ g talak qua la minims axpregidn de x ex
. narT la recty; ez d2Cir, guo todon Ioe puntos da la Tweta corregpon-

L = 51 dan a algdn pirero 1csicral, 1o cual &3 falaa.

Coms 2 g %Al gue ! = 2, antoncen {5}'- 1 por lo que Cepde la antigielal tos qetng:ral qrigegos sw disran cuenca quUE na

todoy los puntos de 1o recca coffowpandan 4 nlAezon racicnales. Por

p‘u?q; - = = = I}
wjwiwplo, la miguiente consteueclén geomdetrica pearmite localizar a T

Comy q « 2. g% ¢ 0y p' em up nlzare par. ¥n cohsecuwencia, de on_ la recta pumdefca.

1:5.1, p @3 un oldmers pac ¥ &8 Jdo la forma

p=2Iin, donda n £ 2 - = (2}




Eximten eithas orron nisercs qua, cono /7, tlenen represwriaciln
£a la yefte ruzérice y na mon racionalas, A aate tipo de ricacos

#3 leax copoce comd niizerox 1rcdcionalen.

COmD Canaacuencia de los teoremas I.46.13% ¥y [.4.16, los cfimcros irra
cionales ticnen expredldn decimel no parifdica, caractarfstica que

loce distingua de law nidvoros racionales.

Los nizerod lrracionalas pusdan ser 44 dom tipomy Lo que sox
sclucitn de alguna ecuacidn algenralca con coeficiontrs entercs ica
mo #¥)a low que sa llama Leracionales algebiaitor, y low gue na
acn solucifn da una weuadidn de ta) pipo, & loE guo o llama Lrea -
cifndles trascendentes. Cong ¢lumplo do ceton Qitimoe Eapecos lon

nfimerns & y ¢ de relavante leparcancid en lam mateofcicaa.

En ls scecifn I.3 za conatruyeron los GADArSM cntercs a partic de

loE npatursles, vy #n ta I.4 low raciondlam & partiz de lom entecos,

de tal forma que

KC 2 Q .

La carnstruccidn de los nomerca Erraciondles & pariir Jde los TOCigna.

ies cae Euera Azl alcance de eate Liera, pef le que no ae ka-d

lqu!.t

Al conjunco que contlens Cango 4 los nineros racionales como o Las
irracinonales s l& cancce coms w) conluntc da los niméroad ceales y

4¢ le representa oo R.

Exta ¢onjunto viena a sabisfacer la nocenidad da un conjunto de nfls

T &1 estudiaate puels conaultarls g Cualguiers de las refezencias

1 » 3,

- Bl -

A0 que Capiddwnte 2 todoy los puntos de la recea; ae decir, &

cada nboere resl coreenpoide un punto de la Tecta y viceveras,

Al conjunts da low niéceros irracionales &e le repressata comfinmants

con ©°, por lo Qua podemos ascribirl

E=0y4q

F=aong

¥ oo Curple ademds quu

o 32 0 R,

- Prapiedaduas da las operacionef FR R

K partir de la conattucedd formal de los nimecos ircaclonslen eu
panibla dafinir las operacicones de adicidn y muleipliracifin para
lon nizperos roélwd, de tal forma Que #& conserven las propladadan
qua estas cparacicocs tiencn wn Q- En wirtud de gquea no hemow
dcsarrollads aqul dicha construccitn onitirenca tambikn las corres
pondiantas dafinlefones de las operaciones, areptandns gqua tianan

lan propisdader qua to enyncian a continuacidn.



L
el e — —

-r
-

I.5.3 TEOREMA
Fara oo X, ¥, I £ K

]
1 EvYY® [

xy € X . * Carcadurs .
11}y x + iy = 2} = [x + y] + 2 . o

zi{y#] = {xylz asociatividad
11i} x + ¥y = ¥ + x P "i

Ty = ¥¥ ) " conmotatividad

i .

i¥) =+ 0 =x ! . .

irl = x - . :-].llll'ltﬂ Jdéntico
v} @ - x e RLEal qua x + i~ x =0 Ty *
- - r L
T x ) e g oeal Jques xx 1. 1, ad x ¥ @ " slemantge lnveardcs
wi} x(y + 1) = xy # xx ‘diatributividad

[N '
A p.lrtir :I- - 3 puaden tambidn dt!i.n:i.rl- las opqu:i.nn-l da muz -

1] I
tul:-::ﬂn ¥ dui-mn en R coma llq“

PN A . .

4 b :
1.5.5 DEFINICION -
oy - -

o \ .
145 | L
Senn x; y dom nlmeros reales

F:r. , ' "
il llﬁﬁ.cru:-ynedefinu{:m: =y =x+ (= y

u} Si pin:lnﬁ.-m:tyudoﬂne::n-m:ir-url

t p il |-.¢ " . ¥

Coms consecusncia de las proplsdadas sstablecidas en el tucrema
" - . ' i 1
1.5.3 =sw pued.cn daducir todas las propladades nlgebrslcad del miatas

PR
A lnl nlxezos Cealan: an particular las qua grunclarercs 4 ‘contl

nu.:j.&n, cuya descostracitn s dejs al leétor Como |:|¢:|:l.::1n.

4 - - LT

I.5.4 TEOHEWA
Pars todo x, y £ B: - ) !
i] x - 0'=18 )
1L} I~ =I(y)y = = {xy} _
i1}y (= akd= yb = z¥ i

-

i

[ I ' Ly
Cabe hacer notar gquo o) resultcadoe da ifl:tl.'l.l_: la diﬂ,:iﬁn ds x anktra
! ol

: jl', qua dtnntl.mu pediante = + vy, coincida cun el conceptn da “coolan

I 1
I.l' -“tal:lllcidﬂ en la detinicién I.-I.lr ya qul, de I. 5 5
. 1 . Ip .
: |
[ - l'll.-l
Xty = 2y
Il ; i
¥ 1 A
Entonces

o ix t y]l ) = ixy Dy omowly Myl = x s 1 mox,

i ! |
por lo qu.' . % ¥ epn gl nﬁpera Gk nultiplln.dn pnr ¥ non da cooa ra-
" ;
nulud.u x; &8 decir -;;

N i

D..:;ido a q'u- 1-;1’.1 Gleirca forza preasnta Il;fn:nl v-'nujl.t =n #l mARE

jn da lll le':l.':‘;inrtl algf_hraicli. ‘i l.dt.'l.l-rl.tl nall::lol 4l alxmbola

;-IPIII :I.I"I.Fl"l";ifiﬂ:a.r tachifn al nGmeco A + Y- Lt .
' . . A% \
4 ' . » +



- Qrden en R

A partir de |4 <onstruccice formsl de los irracignales se puade def]

nir tacEif&n la relaciin "mendr que”™ &n A, da tal forma gue 3l X, ¥

son Rizecos reales Lalew que % ¢ y antonces &£l puRkd gue reppéssnta
4 x en la recta oundricy ¢o encuantra & la fzquiarda del gue repre -
santd & ¥y, hceptargmon tamblfn quae dicha ralacidn Soneecva laf pro-

plodades que bivne an Q; &0 docir !

I.5.6 TEOHEMA

El x, ¥y £ R optancod &4 varifica una vy x812 upa de law
sigquient eF propowléionezs

1) X T¥
11} z =y

111} y = x

I.5-F  TEORERA ;
Para todo x. ¥, ¢ &t R
i} X Ty T=hoxEr X 5y &z

117 x <y y-%22 0 =% x1 « ya
X Ty § T <0 T ouro»oyz

Lil} x4 ¥ y y ¢ T Zp ok ox Z

famhifin ae detinen en R la celacifn "mMayer que* y los t&minDE "posi

civa”™ ¥ "negarive”, da la mista maneza que Be definen oo O @3 de -
eird

X *y @l ¥ <&
X &n powitive ol x » §
A &d negativeo af x « O

La relacidn "Tenar gue”, sum profledsden y cancuptog ralaclonadon
A0 da gran ytilidad para describlir ¥ wmaneiaT Lnkazvalod de valores
para wariables reales. En parcicdlar, las propledaces snuncladag
por el taorama [.5.7 nos permiten “daspatar® Uha variasble =n ona e
laci&n de degigcaldad, cuando eato 23 posibkla, CoBO varwmar an Los

g]omplas yue e precentan o continuacidn.

I.5,8 EJEMPLO3
4) OLtener cl intervalo de valores de x pard 1ob gua p& bakisface

la siguienta ctegigualdad.

' .
?: = LA [ con x ¥ -1
Gelucidn

L& primersd gue se pCoUIre e2 moltiplicar par 1 ¥ por x + I ambas
wlezbron da la deslcualdald, pero COBS no CoROCEmeR 4] valor da x
NS mabgmay Ef X + 2 eF positive @ nagacivo, par Lo que debemos con-

nldarar das casoa:

Cangy 1} x » 2 > £ casa 1] x g+ 2 < B
multiplicands paor x + 2 ¥ pdltiplicenda }nr i+ 2y por 1
per J:

Wiz =20 < =« + 2 1Mda = 3) *» n + 2
o gmaz’ Q aeal

Bx = 9 % x + 2 - Gx = O » kK + }
sumand; 9y restanlo X €0 aulanig % y rfdwténdc x en ambon
ambca milembrosd mivmbiron

Lz ¢ 11 5% » 11
mulbiplicanda por % maibipl{cande por é

"o %} ) X %}



Coma w + 2 >0, £ > =2 " Como 2 # 2 ¢ @, u < =1
¥ 4¢ cbticne finalmente; Par tanto, ne éxlstoen viicres de x
gqua satipfagin sinuledincerentor
-1c e« %} x ¢ =}
¥
x> he

la malucifn de la desigualdad propuests of al conjunco o valofes

de ¥ tales cur:

bl OCheeser el conjunte de valored o4 = para lon coaley ve satints

ta la sigutence deatgquaidags

< 5 cen x # 0

H [

Cazo 1) > 0
1 < 5= ., ] L con x » 0

Luegs ; LI B A
Cazo 2} x € 0
T 1 x conoa % 0
x i ¥r
luege == < x ¢« @
EL conjunte budcado cet

{x[x ¢ Ry % kol y iyl c Ry -=x<x <]

Q bilea, grdflcamanta:

A ]

- Propiedad o complatitud,

Lus teoressa T.5.1 o I.5.7 noo mueatTan qun el simtema do los ndme-
o5 realem tirce lag mismaa propicdades algebraicas y de erden qua
el afgtema da los nimeros tacliendlen ain embArQgo, mibemos qQue &l
aistens de loa nimercm cealen e mle amplioc y varsibll pussto que
en Rk podemps rosalver acuacionsa como x1 = 2, para law cualen no
exisce Eolucifn en J. Caby preguntarss antonces sl los nfreros r?i
1eg tienen algusa propliedad adiciondl que no watlefagan loy nfaeron
racionales. Tal propledad exlista y oo 1o conade comy "proplioded da

complecicud®.

hrtas 2 pnusciar |3 propiedsad do complatitud es conveniente intro

ducir alguros concepron a flustrarlon a bravds de wjsmplan.

L 5.9 OEFILICLION

k2

Sea % un subconiuato de K. Un slemento £ & K ea una

tota supariaor de 5 b1

x § L. ¥x ¢ 3

te la definitcidn antecior 49 duedice gua 81 L v une coOta superior
do 5, cwalquier oted ndnecs rval mMmayor gque £ werd cambiln una cota

guperior de 5.

5L um canjunto ticho cotam supariorce s4 dices qua pacd acotada su-

TRCLOTHEnLE.



1.5.10 CZEPIKICION

Sea 5 un agbcanlunts £a A, On dlesento T £ A me 2lamg y
eleceneo zixlino de 5 al:
11 x 2 B, ¥x ¢ 8

{il m £ 5.

o qun dengrapes mediankes max 5 = W,

Ea decir; un elecentn ¢85 niximo de un conjuncs & ol ef una cata ay

pariar de § vy ademis portenece a 3,

A difecencla de lax cobas superiopgcs, el slemesto miximo do un con

Junka, Bl exiace, asz Onieo,

En efecto; sean p y @' dos elementos miximon de 5. Come moc 5 y m,
ra mldeims .

o £ m ’
POr OLE4 paree, como B' € 5 y @ ey pixieo

o' oA ; 1
an consecucncla

CORs A Quer¥a. f

Coma puede desostrarse [dciimente, el elepento =izies de un COLJURLD

a3 la meror &4 sus cotaid puperiores.
'

Ls posible, Ein eshargd, hailar conjentom acocsdos supericivonte pa=

- 71 -

ta loa cosles ro existe elecents einime; para tales conjuntos =
tiene un concert> Sue siytituye al Jdg miximd af &l gentido de “la
Eenor de las cotas susesfofes”. Tal concaplto aa =l da Supfemn qud

=& define a cent

nuzaczdn,

I.5.11 pEPINIC:SN

Sea § un sugsonjunto de A, Un elemanto P £ R me 1llams
Jupresms de 4 st

i % 5 p, Yx e 5

id)] 4 E Ry g W EE =P LY

1o que donotarays mediante dupp § = po

Ea decig; wn elomenco p ey ol supremo de ufh copjuRts 5 gl =N 1Y

wna eota superiorc @e Z oy ningdn nlrore cenel qua P e COka BUpS -

riogr de 5.

En forca pimila & twen ma hizo para el widsimo se pusde demoatrar

que el gupreme o8 un fomjunte, wl existe, 4% Bnico.

Cabe casaltar acul gue la_ﬁnitn diferencta =ntre 108 concepton 4e
elezenid pixipa ¥ suprema 4¢ up conjunto 5, askriba 6 gque el Bixl-
m> debe ger upn clerenid del Conjunto 5 MionNTLAE Juu &) FUPCERO pua-

42 ser un elemente de 5 o oo merlao.



T.5.12

ETEMF105

Seam A = {x | ¥ e R, x5 1} = R

Este <Onjunta estd acotads superlormants.,

Su slwsento Bizfim ps el 1,

3u NOpPremo a3 tambifn &1 .,

l} "Eﬂtll l-llpll.l.ﬂl.'il dn A

] 1‘\\5;.‘; a .

El lacror pusde cu;uultar s dpmpetracidn as 1s

rig.

£51.

bl Ses B« {x | x c R, = « 1} =1
Ests Conjunto wetd sootada suparicrmantcs.
Ho tleaw ¢lemrnto mixime .
Fu Auprenn = &l 1.
1
B‘? cl:ur.ll |.upqr!.:|r|.. de ¥
B i L
[ 1‘“&5“‘
mup B
1.5.1) TEOREMA [complatitud ds l]+ ¥
. A
L]
Todd gubconjunto ro vacic de A gus aatd '
acorado supsrigrsants tiens un supreaso
que percentsce a B
’

]
cofermncia 2

!
Elt: t:;;té;. den dumﬂltrlcidn nl:tlrnmnl. An| qlranti:] 1; ¢:1;-'
tungi; &t ;Al :Enlma cota lup!rint para cu.idd[;f L&n;uﬁLn él nnml
con ééiie; Jgﬂg:dﬁ lupﬂriarltntt+ ¥y !ltlblié:ildnill qum la I}Ai;;
coti if un nﬂn:;n real) aa d-cir. qua purtintfk s A

. ' 1
fow 4 b . _.
La PIBPildld da cnlplltitud p-rtlt- antiblacar el cnnceptn dx con-*
wi, 14 g . N
llh“idlﬂ an K, e} cual cn de 1lpﬂrtln=ll fund;l-ntll en =1 t!tudln
* ki

X
dal Ciluulu.- ' !
1 tor K
coveal o oo
Para s$optrar que loa nlxeyos raclonales na pnl:en la p:apiidad da
i gl - dy el
tﬂ‘Flﬂtltud adthplecida pars 1nl radlem wn |1 Leurnll 1.5.11, cnn-
LI fl | . kL,
sidaremtn #] siguiente uquplu quw g 1n1c1; hu':lndn an aprnxinl
ol | sy P | Foae
cidn sl valor da /I nadiln:. wapraniones dqcinalnn con un nﬂ-.;n
AL arg & 1 J U
finito da <¢ifran: -
Eob,y
| I Y T T I L T Rt B .
Recordemna qua tl afzbole Y raprl;.nt. & un nﬁn.:u x tal quu
T L % ke b

x! = 2. RII, para und Irimuca |prnlil1:1dn Yol Qua
r L

1
[y =1 ¥ (21 = 4 )
e
por la gus ,
p - .
RN S f

T g+

4 n
En annlu:ulncil. ¥l dowsamoe AproXipachon pu: ll i:qui-:da' a1 va-
' L ’ L
lor de H!. la primorca apruaim.cidn parh 1. .
LN L
' ' |

[T ¥ | a

"Para chtanar sahurs una aproximacliin con unl :11:1 dac1-nl, ﬂh.arv;

ap gt .
R que pe

b * .
% ow = 1.1 ] 1.2 1.2 1.4 1.5
b [ LA I | 1 -
-

antonsey u' t.200 1.4 r.ew| 1.98] 2izs




por o gua

1.4 < /% % 1.5
Y la siquiente aprocimaciin merd 1.4.

Fara obtener una aproxieacilin con dox ¢ifzes decizales chpErvamas

qua

2l K = 1.4} 1.42

antoncea ' = | I.96ELY} 2.0144

por 1o Sus

L.d1 < /F « 1.42

¥ la apronipacidSn serd akora 1_&1.

Fara Lrem ¥ cuakro clicas Jacizales chtendrfacas, Iespecivanente

®e ox o= [1.411 1.412 l 1413 | Laans | iais 1}

emtonces x¥ & |L.950971 [ 1.992744 |1.55555§l 1.453334 | z.nnz:zﬁJ

a2t e =|1.4182 I L4142 1.4143 1

entonces x' = | 1.99967801 | L.99996184 | 2.C0024443 |

. f Wl procesa podria contfnuarse indefinzducente an virtud ce que,

por T.4.1% ¥ [.4.16, la exprealdn dacimal de 7 ea no pesifidica.

Convigena hagar hincaplé en que las saroximagignes obrbocidag ante -

rlormunts, oy declr a

i, 1.4, 1.4k, L.414, l.4142

- 14 -

sen tapraviones cdedlmales con up nboero finito de cifvam ¥, par tan-

vo, Eon nimercs ragionsles.

Connldergmgn atora £l conjunto 5 que conata de las sproximacicnes de
T quo pusden citercoew mediante el procesd gua heros deacrito snta-

rioreenté) cs decir:
£ {3l 3.4, 14l 1434, L4302, 1,41431, 1434213, ...)
For coostrucciin. ¢l conjunto B tlens las siguientes cacscterimtican

1} Cada 2pfoxipaclién =8 maynr guwe 1s anterlar
1) § contiane un rdmrco Infinlts de slwmentos

N S5 ¢, 50y S estd acatads supstiorments

Lag propiedides churcisdas en o] punto M satisfacen law condicicnes
cal tmoremsd I.3.13 2l caemplazar en 41 ® por §, ain erbargo la conclu
£1E0 NG werla villds ya que 5 ne tlohs un suprems en 0. Ea clare

qua 7 ez la minira cota aupccior de 8 ¥ 7T £ 0,

Como conascyvencia dre lo antericr vemts que 2l conjunto de loa riog -

108 raclonalad careca da la propledad de completitud.

- Yalor sbecluig de un nlmeco real.

Pada qud ¢XLELU uha CorIgspondencia una 4 uno entre los puntod da la
recta ¥ low rlrurod reales, cabe ssperar que sl concepio geomEtrica
da distanela entta €0y puntos Lenga sw egquivalanta en al conjunte de
lgy nirercs tcales. Dictho concepto, wepeclalmonts Gtil pars al cllou

lo, puade aer !atreducida van ayude del walpr absalute de un ndmaro



- " -

rzal, gque definiresna a centinvacifn

I.5.1% DEFINICICH
Sea k un nlxero real. El valar abioluto da x,

qua rapresentarvzas con |x|, se defize cemn

x 3 xT 24

~x, &l =2 < @1

ARl, por ajeasrlo
- hormedso
o] = 8, va qua O = 0

|-7] = 7. y& gue -1 < @

En ganeral #£1 valor ahsaluto de x £ A serd un ni=era feal an pegaki-
vor en daclr, pasibiva & cerd. Las principales propledades del a =

lor abaoluto a# cRumciAn ea £] sigulente CeoTemd

1.5.15 TEDREMA

Fara boder x, § € Re
1] [=] » 0. AdemSe Ja| = C &= x =0
11 Jxy| = x| - |yl

i Jx vyl o2 Ixf o+ [yl

DERQESTRACICN

la propledad 1) es conwecuencia Anmodiata de la deffric:ifn T.5.14.

1 -

L+ propicdad 1i] puede demostraryg ficlleenta a pareir diel teoreza

.34, L[4 prepicdad 1i1), corsclda comn "desiqualdad del tridngulo”,

e docuaNtra &4 Sontinuacidn.

1} Sl ek =020y =0 la

Iqualildad es obvia.

1 EL e >0 yy >0 teperos qua x + ¥y * 0, por lo qua

[w v vl =x+y

= Ixl + I¥l

Y o4 salisface la iqualdad.

A BEL ki « Oy y <0 teteror que x + ¥ < 0, por lo gua

I2 vyl w = ta v y) w i=w) « {=yi = [x| ¢ |y]

¥ 68 watidfave la fgualdad.

4]  How gueda par coneld

erai wl cafs #4 que x, ¥y Lienen signos

contrariosn. Supongazos x *» O g ¥y £ 0

Bl = = x, x ¢+ y =
SL y €= a, 5 * y <

s sy m o= ik
4y - ox oy

[# +¥] = x + ¥

0y la desaigualdad as ocbvia.

0, pot Lo gue

¥i= - x4 0=y == |x} + |y] < |x] + |y}

0. par lo gqué

=% - i~k o= | = x| o< Ik o+

con la gue heaos deqoetrado L1L) 4@ T.%,.15

M partir da la detinieldn I.

rul reales comy puntoy do la

S¢14 y da la represetacifn de log nime

toetd, Ed CLARCVA gue miegntras mis grah

du e |x| mha lvjay del vzigen se encuanktif el pURED qua Toprescata

4 x. Pobido a wato, Al nimero |#] se le concce como la distancia de

X al caro,

Da acugrds coch lo anteriar,

4

Wl o aF un npilmarn real posltivo aw tendref



- Ts -

Qua B FUnto X eatd altuada entre — a ¥ & cuandd {y solamcrce cuan - H

dal [2] * a. Esta 1dea pusde qcnc:}.li:a:ae a bravfs del atgulenta

j4_+141-F'H

I.5.18 TEGREKA
Sea a Cc R con a3 0 % 2 rC R oAe tiche QuE:

Ix] £a &= =-a3f£xzfa

PERISTRACICH

1] Eea x| £ o - - - {1}
La la definicidn I.9.14 s slque que
|t|-:ﬂ|x|--t;'i-xl:'l
For 1o ques
1) 51 |x]| = x, de (1]

N Ix] £a = =5 a == =4
Bl si |x] = - x., da (1}

[a] £ = =258 =yzr=-a - == 1in

par taneg, de (2] ¥ (3] se uigua gue f

|"|-‘C€l=>"4.fl5m’r‘xcn.

i1] Suptngacom ahora gue = ¢ £ x £ o ) - o= 4]
Y 54 x 30, Jx| +x yde [4]
|#| 2 = . == = {5)
By Bl xx @ |x| ~-x ¥ du t4

~ad=|x] =raz |x| - ~ = [E}

- 8D -

Por-lo Qua, du (3} ¥ (&) Em ticrk qua
—ofsafo —=p |a] £a, ¥uc A

-

¥ la dempsrraciin queda complets.

El tworcied I.5.16 ticne la slguients interpretacifn geométrica:

[llllti. |=] £ a}

-’

Con ayuda del valor atasaluto, la distancia entre dos of=eros rwalas
Gualesquiera a, ¥ pusds definirse cono wl némrro real no pesativo
fe = yf. A contirsaciSn sa iluarra jeckéiricatents al caso en q‘uq

0, y «

Iz - ¥| - k
+ r—
: —1 : A
¥ Q X -

I.5.17 RJERCICIOS

1) Demoatrar a pattiy da I.5.3 que, ai x, ¥, T & R
a] A+ T my + P =ox ey
Bl xa my: =px =y, &i z # 0,
€] =+ f =1
dy = xfly] = =[xy}

] ky =D TPramOay+d



1)

4)

5}

M

- il - N

Evan.zs ¥, 2 € K, demostrar quer K

al x -y B '

® TR sty . :
€) xiy = 2] = ry - xx
"

d} :{1]- sl x pdg .

Fara cada una de law niguientes denqualdldu, detaraindr -1 ::un

Juzto da valores da x que la satisfacen 0 1

a) -—]—2"42|x-2| T
h]'zh!'. B

L
) JL:—}«-Z&l i

D manara ailmtlar » comc #a hizg.-en 1.5.9, el nnncuptn dc nntl
ipfaricor ae define como sigua: . i
i .
51 s-: . un tlakente F £ k u una cota Inferiox d. 5 -:l.
T3 f ¥ x £'5. Adeafs un conjunto qua biens cﬂt:l 1nf|r1u-

red kw dice que #stdl acotads infariorméenta. : i

i
Fara cada uro da loa coftjuntos del Ejerciclo Inttrinr de:i:‘;i
snbin scotados superiorments, Inferiorments o de .ubu CATATAL.

%
O Batera wimilar & comoc se hizo eo I.5.10 y 1.5.11 n dcfinln .
los concepton dd mixima m Infimo du uh mu]unr.u. l
oG

i
Para cada une de los conjuntas del g:er:.l:n:io 3 hallar nul n.i:.l.m
ninfms, sup:un o Infiss, sl suinten. ‘ i

Sean X, y £ R, demosirar qua:

al ;!I - B F"} P

by ] & Ix| < )yl . '

g dxl

£) ;¥| vt Hrre

Az -y~ |y - x| : -
- [ T

Plrl cads una da las siquientwes lfimcinul; demnetrac su wvali-

dex o dar ue contraajemplo en caso e el hln:

a] = g1 =» x| ¢ 3 .

B [x]£5 = - 3¢ 2 ¢ 4 .

& [x=2 <14 1excs

a4} |= + 1] « 3 &5 - 252

1 b
| | Y,
FEoped T i
, BAS SUBRE INODUCCEION u.n'rzunm. - -
| I I
l" ' .
a e forog ! . ! i Yy "
Tan prosts comd propusicos el primarc tearens de la seecidn 1.3 fus
LT L
RAC4RAL 1D ucu.r:rlr a la lnduccidn matemitica pnrl pnd-: dun“ur -
Voo i I '
la;, ya gqua pos socontribancs en lul. lnlciui da la mnlt:ucclﬁn d-l
m iy oo ol
sickemy da lnF plimaros reales ¥ rm duponhm: 44 wis slemanton pa-
- P r
n'runur la prucba qua lli prupl.-dldl- qu- dl!.ln-n a law nbnrnl
ST PR I al
h-lturllll, -I- da::ir. loa pastulados de !-;m. En pnr +lla gue ta =
i | '
vi I | |
dax lll ;Irﬂplld.ldﬂl da las npeu:.tnn-n &n II dah:-run dmur;:.; f
il Pl g ' '
k! . 1

por, Anduceidn matamdtice. 1
. T '1- ]1

O T T T P ] |

il p&u:* la eeccitn I.3 dt!:nlml laa opuuuionu and s parcklir
Ly aiddih s

de lan opmraciones en N, p-nr J.a qu. aua pmp!id.ldli pudllrnn damap -
¢ bl 1

Lraras 3 p;rti,:: da laas prupicdldt- an N ain :-:urrir 4 1 induccidn
" i, d, 1 -

Patemitice.
tooTy #

T LR Tt : il L

A phrtir duw dicha weccifn, y debido &4 que nuestro (ncarde !unda'-uﬂ
LI T B S T . - i

tal wra al du esvablecer laa principales. propiadadss slgebraicas ds

lnl d:lt‘;r'c;'ltu siaceras da ntll.mroh tus In-_l;l:l!iriu ;rol\lur & utilg
u.: la &:;;atru:iﬁn por .{n.dum:iﬁn Sirn'-hbltiw.' t:l:lllltln oLraE pro—
pn:icinnJ: 1ipt;;:tlnte- &n ﬂ:l.i:‘;‘ﬂl -1“..:1.!, lll.l'.l I:D'n'.l rli. ALCos qua =8
trbtar;.:. :i- Ln;-h.nt-, lanm m.ulu adlo Pu:id:.l;l‘llr dmntri»d.u por

L] L T * . 1
Lnduce 180 nr.—.lt:r.ca, \ .

tav, g . 'y

k
‘Debida a s L“rtancil COmG :Itndu da dl-ﬂltl.'l.l::l.dlm =n llr.l. Awcelan

I N P I A
prtlcnu:ucu algunas ot_lenla::iunl. ¥ ljllplnl id.l.clml.-l que EapE
[EC T PR B W
| =3nt}1huyan 4 undk -«ju: cmpunll&n d-l lit.od.n r qul pcrlltln
L DT | tE o fe 1.
'] u:ui:ic:ﬁn 7 un Contoato eds anpllo qus -1 dl 1a saccidn I.2.
L)



Erpuiarceas por wefislar qua el nowbra no =% cuy aforcunads, ya que
la palabzra *inducci&n® suale amoclarie al process que coaciste en

obtenar una concluslin 4 partfir £el anflisis de varims cacay parti-
culsren, process que nada tiena gue var con el zftado de demogEra -

clfin que NOs SEupa.

Hodiante un DIGCWED Ccomo ml Anteriorpente descrito, 4! cLu S8 Caho-
oo Cokn ATORAMLenta Lndustiva, pndnnui ilsgar a propanuc 0f eRun =
Siadc da caricter Qwnaral a pactir 2el arilfafs e varics casos par
ticularea (coma we hizo con Pi(n} en £l ojezple I.7.4 - 2}, perc nun

ca & demaoacrarla,
L]

A diftarencia dol razeranicnto inductivo, el cual s681e pLade saegy -
rar la valides dw la conclusifn para los casoa particulares de los
cusles fue chtanide, el méeodo de demastracifn por fnduccifn mateml
tica nos qarantiza la vallder de ia concluslin para todes loa ca -

oon.

Coma hvmau viees, uhs pruoba por induccldn Tacenielcd concta da dos

partus Sualitativamgnte difarentes.

I} Ura verificaeifn: Fil} es cliscta,
II} La dewgutracidn do una implicacifn: Pilk] ca3 clecta =5 Fik+l]

o Cirlrkba .,

El papul guo juegan amtas dow partos en la prueta em sicilar al que

4 describa en 14 siguients situacidn.

Iupongange que altamos frentm &4 wns esacalers gle tispe uwni Infinidad

-

de peldahes ¥ quc descamos tenec la seguridad de que podeoon llegar
4 cuslguliers do eus prldafics. Esta seguridad pog 1o pueden propac-

cionar lom daos hechas miguienten: |

1} FPodapon sublir al primer peldano.

) Earando wn un peldafio cualquiers podesos sublr al eiguients,

In afagror  jror 1} podencs silbuatngs en el-prlxgr prldalio. Estando
an vl primwr peldats, jpor I podecos sitvarnos en 21 sequndn. Es -
tando «p @l srqundo peldara, por 2] (ouavasente) podesns sLtuarnpos

0 ¢l tercero, v 23] cuccsivamente podemos llegar a cualguiera da

allon.

LIn wna prugbs ;6¢ induccifn la parte I nos garantiza que existe un
valer para el cual ia proposiclén &s CIertd, mientras que la partae

i1 nod dice gue ai la proposiclén of Clerka pard un valor antoncon

" mard clarta para el siguicnte valor [aungue esta parte no garantigs

Que axidka un valer para el cual la proposicidn sea orerca),

Pudabg gue la jigrfnera parte de una prucha por inducciﬁp &8 una xim=
ple verifieasifin, waualmente la Affiseltad de la prucha astriba on
demowtrar la implicacidn de la segunda pazte, 1o cual reoqulera an
Algunes éﬂﬂﬂh doe una buena Jdosis de ingenlo:r empero, ambaz partas
aoh indispanEsllos para la prusb~. A gontinvacidn prescntamus un
ajomple an el gue pecde demcstrarae la fmplicacisn y. ain embacga,

i proponicisis ew falza.

Sca

b R - A Y L - = = Pin}



¥ supanganod que FIL) &3 clertar eeta ca
T+ dh v 6 & ... +#%=wb? +Xr1l
wuzands 4n Aebos mieskras Ik o+ L}
- O I TR N1 TR & T 4 LR S B B R
=k sk + 1 ¢ 2k 2
o 0?4+ T+ 1+ 04+ 1) + 1
2+ d ¢+ & v L., v Znor 2hor 1] s IR+ 1Y o+ Ik o+ 1) O+
con la quo hesoy demsatrado qua ai P{X) cf <icrta gntooces Plk + 1}

€0 Clerta; xin ezhargo, is prusbs por induccién no pueds coppletarc-

KR ¥a gue no €3 posible hallar un valor para el cual li propeaiciia

ara clarta (demulatralsd.

Hay proposicionad que auncjus Ao dm cubplan parca todos los ofoeros
raturalas scp vilidan a partir de up cilereg valor, Tol &8 el cacso

de la miguisnce propoaieidn

a1 x'¢ Uy 2 *» §, unloncaw {:+1ln:r;'"_+1 - = = = Pin}
puceto que para no= 1

{now 1ph = nt el

¥ la rrogosicildn no wa cumpla.

Para n = I teonemad qua
| [z + 117 = x¥ + 1
ra gua
{x ¢« 11 = x! + Ix 42
¥, como a * O, Ix > 9y par lo que

2t e e e 1 o2 x" x )

de donda
{(x« 11* » 2" ¢+ 1

v la p:cpnli;:if.-n ci wilida para n = 1.

Dal an3lieis de Pial pusda verma gue s wudids que n auments (x + 11°
crese min ripllamcnce gue el par lo quea, comd La pr:p-nlh:idn fus
vilida para h ~ I, cabe osperar qua sequirl #lenda vilida para valg

res de o maparcs gue Jo8.

Ea efeckn, dere.straizvmad a conclnusclSn que li validea de pik} 18 -
plics la valtdez <2 P{kx + 1}. KipStesisr F(k] @ cierta, lumga

[xfl]hhuhrl '

Coma ¥ * O, soltipligends par & + 1 Lanemas

tx + 11" [n o+ 1) » fxt v 110w + 1}

Esta 3 -
iz + :I.]h'lI R !

 hhora, camg x * U od candrd que "o x r‘ﬁ, jor lo gua
1'"11':t + %t 1= uk” 1l

En conagcusnela
h+1 kel
I I I T L

por lo qua Blk + 1] ex Ciurtus.

Finaleente, coma 1a propokielén o@ civrth para no = 2, de lo ante . =
rior ge Eigue jgue tarbkién ea ciorka para cuslquier valor rayer gue

duos.

Copa wizom ad #} ejerple snterior, es paiible utilizar la induccidn

matecfgioa para democtrar la valides da unk propenicifn & partir de



- | K - - i1 -

ut walar fiJo As.  En catos cascom 1a parta I da la prucca consisti- 4) Pare cads ura 44 las sicuientes proposlciones. hallsz el wanar

£l en verificar qua ls proposiciln es cierta pars el vwalcz ne, la valar da n para 8l cusl 1& cusple ¥y demostrarla per iaducciln ma

* paria II conaiaticrd nusvasente en demnstrar gue la valifez de Pik]} temftica:
ipplica 12 de Pk + 1], teniendo &n cuenta gue ahora x &5 mayer o A _ A
) ) B L &.
fqual fue na, ¥ 1a concluwifin serd que la proposicifn es clerta pa- |
Ta todo velor da noEayor o Igual’que n,. B} nl » n’, docdo ot = L =2 2 2 3 & ov. 2 By ¥R MYy Q=1L
’ e} izm + 1™ 5 nud # pxz o+ 1, ¥ xc R x>0,
I.é.1 [JERCICLOS ’

3} Dopowtrar por inducciSn ratemitica las sigulsnked propisdades del
1) Demastrar por indugcidn waterdtica que las siguientes fSrmulas

valor ab#aluto:
san villdaa paza todo ndmazo natural n:

n n r
) m+ 13 al [2"] = Va[™ ¥ o eX
l}1+=+3+_,_+n-5._2_,_,_
vee a ) o=}a a ay| »-- la js ®ncH 032
by L+ 2 # 4+ ... % 2% = 2% 0 1, ,yu represenca aqui n? by Jay ey as bo=cbadd lasl aald o .
cia+rap v agt e ... v ag" ! a E%EZ:EEEL . ¥ a, gc A ' el layrageayra.va g |anf v la | + |ag|*s -u- * |an|1 WAL N on
[]
i} Dhadrvern guag i a ralacionus tri
- ! 6] Domamerar por 1hduccidn matemdtica las 4lguignte 1
1+3=: ' ) gonohEtTicax:
1
A} men (¢ +nnl = { = 11" Ban & ; A = 0, 1, I «ux .
(1)l e3)=2 :
L] [ Ea
h]:in[ﬂ+{2n-llw:|-l-11 ok B ; ¥ncCH
L] 1 1 a - '
(1« 701« 30l +q) -4
proponel und luy goneral y demoatrarla por fnduccifs matemitica. | i A

3} Hallar la f&yaula que sipplifica =1 productc

(1-90-DQ - ... -2

e+l
y demcatrarla par inducclién.
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CAFITLLO 11 WLMERQS COMPLEJGS

INTROOLCC 20

Lee niswros cocplajon aparocen #n el horironte de jaz -atecdcicas con
la fncroduccidn de loa nlreros [raguindTios. Estes surglesen en el A1
Gtbra cBro conmecusncia de una necesidad, 9¢ la pilaza ranera gue loa

tlrezos nogatlvonm.

CGirolamo Cardand, <hinente materdticd 2talzamo dpl suiges OV, fud =1
Pricuro en raconocdc la vergadera importancis e lai ralces negatives
a] entabiloger la tedgis general de l&s ecvacifnes de tersusn p CLUATTa
gJtada, Lo Jid cuenta d# la necreidad de nioergs regativos y llegd a
haklar inclusac da teicey cuadradas da nimeras megativos a-ngue, al pa

rucar, no llegl & procisar el concepto da ofirmerg imagiraris.

Fatav) Derkclll, tamhidn ieallano, contined la obra de Cacdand ¥, @0
una cleka fiublleada en 1572, sefald gua los hiterss izaginariQEe eran
indiepensables para la eoluclfn de ecuacliones de la foics w? + o= o0,

donde € ¢a un nbmers pasitivo.

- 41 -

laa pOmarce ingginarise furron atacadea & parctic de entoncesn, fusren
declarados por mochae come *lrposibles™ O *“lpexistenten”™, por ol Deps
hacho de no podeyr pelacionazlos con expeffencias de @o vida cotidia -

Al

Pero una OCuACiin como af + 1 = O e lbs 2 gquadacee nin solusifn. Lag
patezitlced reguerfar da lan imaginécios pacs desarrcllarse ¥, final-

zanka, ESLON & IZpuaioren.

Tn olzero ImsGinazio r;pfn:nntn una Ices abstracta perc muy preciza,

Li FeEpUSITA & la praquntay SOul rbxero al ser pultipileado por I

Biems #n Igual 4 =17 sdlo pueds concebirns con la, ayuda del lEogina-
i

rio ois condcido. al qua Euler representd con el aisbolc { qua toda —+

wia Em axplea.
il.t FORMA BLLOCMICA

Lpa var EcEpLldsy la anlebtencls da L COBS bn nlosro tel gue 1 3 1 o= - 1)
un nimerd Lhig.rsric gueda definlde coro todo aquel de la Ioraa bi.
dords b wa cudisuter nldcoro peal. Por elerplo:

TR T TRt

jon pfizerca lragiesrlos.

Log fraglinazrids, oon las miuwraw ceglaz da oparacida que lam ninercs
roalas, y €ondileranda i ==, proporciansa solucicoeom a tada acta -

eifdn da la forma xf + £ = {0, Jdonde © w3 un Rimera poalbive.

Por e¢ivoplo, ban polucionen de la ecuscidn

¥ o+ 15 =03



aon loa nfltecod 5 y - S5i puesko guel

(5117 = (5170560 = 2517 = 254= 1} = - 33

f- 5137 = j~ Si{jd- 54} = 2517 = ¥5{- I} = - 2%

En general, laa eoluciones de La ecuacifn
¥ + £ =0, con @ * Q.

mce loa nGreroa iracginarica 2 £ ¥ - ¥T 1, donda 4T ¢ R

Poz atra parete 41 Leneocs Laa ecuaclidn comg

x4+ 4x + 13 = 0 -
v aplicamcs la fErmula qensral co la ecwacidn de segunds grade, n?te-
Nensx .

¥ ==3 ¢t = 53 m=2331
¥ Nos GNEpnkrsccd con gue cada wuna de las galucicnes ©3 la “suma- da
un nbmero real con un némors fmeginsvie, lo cual debe iniecpretarse

goen LR muevo tine de nlhrprol surgen asf los nfmecros cascplejos SUyo

ganjunte, gue rebreguntamos con O, 62 define cora sigue

Iz.l.l1 CIFIWICION

Cafz)] zm=a+bi,a bikR #=-1F

Awl, por sjerple, - % + 34, - 2 - 31, 1 + JS5L, ; -n ! ezn ndzeras <em

plejce.

Patd teneijar log nlimercs corplojes heceditasos saber codndo doa de

ellom Bon igualies, por lp que estableccmoa la sigqulente definicidn

IT.1.2 DEFINICION
Gean T, = a + bi, Ta = ¢ + di dog niimaros complejon
con e, by, o, d € R, €nEONCes

I, = Iz EL a =< ¥ b =4d

Como pueda varpe la igualdsad en © ragulers de dos dgqualdades enkra

nérergs realca- A%, 8L a # o 0 b p d me tendred gue T, pP 2p.
= La adfelfn y la mulriplicacide an O.

Lay speraciones de adicida y mueltiplicacisn 48 nineros complejos ea
definen, an tSrminog da la adicidn y muleiplicacifn de niimerca rea-

les, da l& mancra siguiencs

TI.l.X CEFINICICH
Seoan ¥, wa » biy, I3 = & + di dos nbreros complejos,

donds a, &, ©, 4 ¢ F-

1Y el nimees 2, o+ 2; 8e define cama
2 + 2; = fa »ch v [b+d)d
11] el cimero 3, . 4= sufine como

T, %: = fam = Sd) 4 [ad # beld




Entas oparacionas tiensn les siguientes propledadas

II.1l.% TEQREHA ! -
Para todo £y, T Iy £ O
1] 1 + £ £ € N

1y %, £ C . ' :-rfldhr; oo

LR TR PR PSR N E TR TS B Y i
N

1 ' 1
! t|:{11t|! = {L,L11 T ampcintividad
] I
$18) T ¢ 13 = xg e 3y | t
. e, |
EiuTy = Iy Ey conputaltividad
1 1 K
1w} %, + (B + G1) = x,
: ~ ! Wt
By (1 & Biy = x *  alsmentoc lddntieo
- i .. .
¥y 3-z, ¢ ¢ tal qua x, + {=2,) =0 ¢ QL '
gl x; PO+ 0i A £ C cal que ‘ .
oY i,
‘ Frr =1 ¢ 01 slamantcs inversos
v L) R
wi) zy lxza + ng) = 3,83 + I distritutividad
sy . a1
' |
AEMOS TRAC T O . ¥ '
n. N L]
"y
$a demostrariin Anicamants 1), iil) ¥y ¥} . 3,

LY Eman I, = & + bi, :; - g+ dl -dﬂl G o Bﬂlﬂlljﬂ;
tivze v iasch e (b4 dL pac 13 e I£E1+;

comc a, b, ¢, d ¢ Rde i) de 1.5.7 (a ¢ e, (b rd) ¢ R .

pox Lo aut. da IT.1.1

A + 2] + b+ ) C

an Coneecushclia

£ + 2r 2 C coms ma gquarls

For otrm parle

o

Iyky = {8a = kd) + [ed ¢ Lol
, B G, 0 € R, da 1} da I.5.1 sa tiche que
By iyl . [ !
fag = bd), [ad + b2} €L N
NFEEEETE :
por 1o tanto, de [1.1.1 .
-|||1.|| - L]
lag '|hd} * lad « bheld © C
SN

Y B0 chnEacudncias

Por I1) de& II.1.]

[ 11
16 [!C conc me quecia
e y

Lil) Bearn ] * & +# bi, zy = ¢ + 41 dow ndmerge complajos
[

¥l

v I
EL o+ !L = fa + hi] + (o « di]

2 {a + o) + tﬂ + dll poxr L) dw II.1.3}
= ic +al +(d+ b ’ por 111) dm I.%5.3
a lc + di} + {a + bL) por 1% de 17T.1.1

1.
I1 * Xy = X3 + Iy
-

LY T

] i
Ty3a = [ r D1 [ + 40
]

T m (ae - BN+ {;ﬁ * bell por L£1) da II.1.D
= (éa - db) + {(cb + dalil par i1l da I.5.1
A {e s dlila » bi) . poz 1d) de 11.1.3

¢ I

nTa. Y ¥ :
R " "

!Ll T, = s + &L un nimaro complelc. con a, bed
+ 4

e ¥) de I.5%.1 3 — a4, = b c N, ¥y 4n CONAMecuEncia

v

f--a) ¢ {- B}L & € © per II.1.1
Fﬁ:lnin ;;tu nimerc 4 z, aa obotisna

fasbi)+[i=adst-ni1] = [as(-a1] + [ (B1]1  par £} da II.1.3
' ]

*
{asbi|+[(=a2=[=B}1] = @ + Of par v} d= I.3.1

i .
con 1l qua - 3, = (- &) « |- B}
- ]



Gas ahgra T, - a vkl cen a, b Rya, bpo

1 L] - B
al + L' 3% a bt

cfA, v de TI 1.1

) -]
TR 'Ly 'b,j.;i:
Aplicanda 1] do ITI.1.1

[

= h
{"hilt‘lthl';t*b’li}-{alyb:-.}+];l ]15..t1

At s B abh = ab
AT + b3 ¥ ZL + EBF

i

[ - &
(6« BL) {77 + et I B |

= h

- a :
con lo qua 2, 1% e % e s v

y tarmina la domnetrracidn. []
Te acuerde con ¥I1.1.1 un nécoro cocplejo o cdo la forma

t =3+ bl, cor o, b £ R
En particular, o1 b = 0 al nireco sorplaje gueda coms

d = a + 04
que fusde E0r copzidaradda coms ol Adters Teal a, ¥a gua la CSETERpOn
dencia

A+ Ol +— a

an gonserys @ cravdy Jde las cperacicnes e adiciam y mulbtiplicacida.

In «fecta, Zman
v 1 — a4
y €+ 0 ~¢
{a = 0IY » o« Q1) = [a +c) + 0L — 4 + ¢

y (o = 0L} e » 0i) =~ fac) +» 0L — ac

L B (-] & =Bl b A
Yol g4 gt

- kN -

D¢ panera gerejacte, 4 o Afoero cocplaio da Ia forma O + B! 1o e

“dergs comsiderar ooz el nfoers Leagineria bi.

Le acuerdd on 1o anterior. Lacko &l conjunto de low nbeeros resles

cezo al Sopiunte de los efiseroa lzaginarics son supconjuntos de £

Con la delipicidr forcal del conjunto de los nilsecos complejan y de
lam aparaciones or acdicifn ¥ muliiplicacitn orm ©, podemos ahorzd verl
fizar qua el noors corplejs x|, = = 2 4+ 1| on una molusisn da la
eCUAC LS

M o dx w11 - 8
Para ello, consideraccs qua 4 = 4 + O4 ¢ §3 « 13 + 01, v sustituimon

ay, ® = 2 + 3 en £l swderbre Ligulerds da la scuacidn, abtenlendo

(=2 % 311+ {4 « QLbd= 2 + I4] * (11 + ai)

da 1i) da IT.3.3 tenexoo

(64 =3+ (-6 - &)L] + [{- 8 + 0] « (12 » 0)2] + {13 + 04 =

= {= % = 12/« {- 3 ¢ 131] + L3 + QL)
y da {} de II.1.1

= % - 8 + 111 + [= 1% » i2 » QO)L = @ + Oi

-0 coma guerilsmon
O

Coms veTeras eJs adelsentik. N pirerc coople)s pusde 34T Cepresencada

en vasilas formas. A la lorss A o+ bi, que heook sicado RanelIRE, A

1 conoce cood foora Diafmirza dohido a su apariencily de bipoafno.

fuardo un pfrers so-pie’s Ioeald exprasadd on fores hindmica, as de~-
cir cEED

T = a4+ bt



- 9g - - ER -

4 los rlrevcs raales o y b a4 les conoce, reipeceivamanie, Somg Raz EEMISTRAZTON

te vyl y parte Indgipacia de x. Algunas vecum e crmploa para asta

fw deroatracin Gnilgucente 14), 111} y wi)
ided La siguisnte pdTacifng

’ - 11} B¢a 3, = a + Ll up nlraro compleale
Rizl = &

Probaromos pritero Qud @, = I. = z, ¢t R
Il =t _
2, = I, —poa ¢+ b 2 4 - bi por FI1.1.5
- ! conjughde d& un nfimeroc Sogpplejs E= =@ por II.1.32
POT o fue b= 0
[ ' Soozy =a +rClepach
II.1.5 CEFINICLLH f . -

ANDra PIGhaluamaos gud LI 18 = L=,
fea ¥ = & * bl un nicerc coeplwis T, = & ¢+ &1
El conjugada da 2, gue Feprencntarefog T, = a - 0f . par tI.1.5
een ?_"' se define coxs Ty o= om o+ 2z, ya que ¢l cero ea dgual 4 sy doverso sditiva
T =a=hi 2, =T por Ir.1.z

For lo tuanto queda duempeybirado que

El conjugaco tienc las propledadesy Qua se enupclan en vl sigculente 2, = ;L % g, &R

-’

tearaca ' i1l 5ea 2, = o + Bi un ehbhcra cooplajo N
Ty =& - =2 . por II.1.5

11.1.6 TEQREKA ) . T; # E, = (4 + a) + (b = EIL por 1) dm II.L1.2
FPara tade @,, 2, ¢ €1 . = Ja =« 0 -
L} ?.-:L. Z, *+ It ™ la L R
] oz =T, &F 2, €A wi] Sean y < a4 + i, fy = o + 4} dos nfnaros complajos
11 1, * L, c R TR TR PRI TY R (- ¢!
wlh 2. T ER = (32 - Bdy + fag = E2Tl ; par i1} de IT.1.1
vl Z; I, =2 v = jaz = bd) = {ad + BE}L . por 11.1.%

iy wil Tp L1 % T, 23 T, 1, - faz - bd] + (- ad - B




- e -

T: 71 % [ac = (- bi({- 23] « [al~ 4} + (= BicjL
= {a — billc - 41} P 11F de I1.1.1
I] Z1 =~ T, I3 por F1.1.%
¥ la prusba termind.

0

- La suatraccifn y la divislin en &.

Ly mumtraceifn ¥ la divieide en € ma definen a partic de la adicién
¥ i multiplicaciin en C, rempactivagente, ¥ de ¥ Jo II.1.4, de la

lgquisnie Eanerd -

II.1.7 CEFLKICICH . ]

Sranm 2, = &4 + Di, 2y = 0 + 4l 4og nlmerce complajom,

dopde &, b, o, 4 C R

1} ¢l npinérg 2, = 2, Aw dafipne como
$, =13 =1 *» |= ¢l

i1l wf 2, O + 01 wl nimero ;l sm Jelire coro
T

3 Rt =L
z
1, 1 1

1
Ce 1 definicidn ancericr e puedsn obtener lad elguicntes [dymulas

 de uso riiztico

de vl J¢ I7.3.4 “[c + di) = §= g) + |- dif

de 1} Jda IT.1.7 {a ¢ BI} = i¢ » df}= (a + bi} + [i- ¢} =+ 1= di1]

y da L] de FI.1.1 {2 + B4} - [c + dL) = {a = c},+ {b = d}l

o2 €1 la f20Fula que se seples para }a wstraccldn.

1

- = -4
Tw vl d# TI.1.4 (o + 4{] il avrar £ SIS a3 | L

da Li}) de II.1.7

3+ bl g -d
T ar A e

. a + Ul ac + hd be_+ wd
y 9« {31 cda II. 1.3 | a1 =T tEraar !

Gue 04 la fircula que e ecplaa pacs 14 divisidna.

Anl, mi £, = 1 + 4} y xg = 2 *+ i
2y = 23 = 11— 21 » (8 = 3}
I, = T3 = - 1 + 7L

Ty 2+ b 16 = 1 1
ET S R k)
10 %

I-—-;'r—\s,‘
CL I A 11
ia

El remgaltads So la dwvisiéin puede raobidn chtaneces pulbiplicerde di-

vidanda y diviser pag el conjugada dal diviear ¥ considerandc a Los

nimeroa comple]sd £omo binomicd, como puade YeCee & gontinuasién

ESR S I
®y T+ I
o b1+ w1l = 4 -
(T v d -l
T -1+ 164 - gt
= = 1
2 + #3 + 151
= A r .
-‘Lléf-‘-?:lnl
Zhoaoz o+ 34 , Qua coincide con &)l resulesda obkenids antem.
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la

Ea general, todas las opecaclones con nidsaros :a-plcjnc e:éztlld;l

an lorea hin&linl

T P

pundan sfsctusrae cenadurindolos cnﬁo L fusren

P i' +

vk
binowics, tomsndn en cusnts gue las pntlnci.ll da 1 :u:p-r.lnul l- g

deban ceducicse de acusrds & 1o aigquientas

1]
1I
i*
L

+ B ¥ i

=17
11

it

*

- 11
- 1)1
(11 =

il = -

)

¥ an adslante lod valores se Tepiten pa:lﬂdlcil-nt--

1I.L.0

-Sman t, == 3 - 2L, xp =

)

EJENFLOZ

1+ 1

.

R
—in

Y al
oo .
+
ll E)
. i * [,
RT3 I S
L ] L
i LB
II.1:9° EIEECICIOS i ,
1
ii tha o

L]

2]

3}

4

6}

L] l. = Jo gu
TR TR e i TV S I R I IR PR O iy
' - [ 1 ’ '
:,,-“:g-{-S-I.I.I-I-.‘;i-l.lli-S-_J1+1‘i-—ir-h
el 34 Ty o= (= %5 = MI{= 1 # 1] w5 = 51 + 2L - 21 = 5 - 5I + i+ 1
ry k3 = T = 3L . T: .
B - S _ (S e If-1-4) 3 s 24 51 ¢ 21
a L TTIw CIT =TT - T O
S0
§5 = 2) « 82 + 550 ¥4 ¥ 1 T
ne I+l 13t .
. r ‘
r [] l- 4 -
l..l
i Por
A -
-p

L

*Dorostzal que pafs toda 3,, 25, Iy € €
I

al' #, + (0 + 05} = 1, “ .
B30l e 00 = ny . ,

é} :.l:l T t|t; + I,k .

D.;;l'tr:l; qua para mdu 1. 2r bt :

:1'?I :-—:;{:;'tﬂlz] =0

Eli :l|. :L [ ]

i-

D-ul:ﬂ.r que law upn‘.cinn-l cen nd:n-ral complejos pusden efeg -
'L

tuaras cunildirlndalos somd binopioe:. il decir, que considerfinda
1u._§L-n binceles #e oabtiehdh low lilnu: Tevultados que con law
;;ﬁr;libnll 11.1.3 ¥ las f3rmulas de ulu prlctlcn qus Te axplenn
[.'.l[; 1a BiBtraceLn ]r la divisién. I i

et Al Oy

ﬂbtunnﬁﬂtodna los r;iur-- :. yrR qu¢ --t:-:;:-n ias siquisntas
Filr =

igualdadas 1
e _
+*
! 1 1 t.""
h],l:ﬂ:r“‘-i:-rﬂ' dundtz il
| by i '
51 Ju .-, t: - Jr!!. - Y-, :; - -2 nh:tnar al
Lultidd hé lat -1qu1|nt-: opartcinnaa
LL —;-JI-: I | f
] 1‘[1”" .
py HEL
L 3% 1]
a;t
i 3= I -
[ Tllr_." [ % 19 . -
! .,
1. s
E:p:e;a: ¢l resultado de las niqui:nt-- opersclones wn la fﬂllJ
& ; hii '
- [} ' . L
P {dre 1t e 1t
. R .
K st (IR W TR TSRS "
ATEELE 17712 +« 1
Uoqfe= 3434 = 4FF 4 4 = 1) (=1 s 151}
<l 1, £ EREY .
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1I.2 I'OFMA PCLAR O TRIGONOMETALLA

A cada pare]a ordenada de pnfesrog geales (2.0} correspemde uyrc y sf=
lo un nfmero compleys & v B ¥ wiceycraa, por 1o gue pode-nyg rEpLe -
sentar a dicks nirers cemploje como un punte de escrdcnadas la.b) en
el plang cartedfang, dohde wu parte real a QUEd-i'Lrt.Prlasentada en el

#3¢ ¥, ¥ U pParCu lhagyinacia b #n sl 8] ¥.
1

] A E4ba reprasenRcacidn de los npiira-—
rod corplejos en el plarc se Ie €o
noce Como TOlagrama de Argand®, y

a los ejes x, y se iea llama, res-

pectivamance, “¢fe zeal” v "eje

x|

ieaginarino®.

El puntg dw coordensdas (a,b) taebifn sacd decercsiracdo par bos pard-
catros (i, 8] da la (igura, conpeidos COd courdenadas polacea del

PUALD .,

las coordenadan cartealanas (4.4} sc €Dtlenen 4 partir o2 li: pols -
raa 2,0} cadisnta las siguientes f5reulac de tranzfomeaciln

a =1 tga

== 0 o (k)

Lo~ r men
En consccuuvnela, £l nlnerg complejo = % & * Bl poede tasbidn cxpre -
Lardc COEO

= Ir can &) + {r mun pit

I = bicta B + L pan &)

- mE: -

guw re la llamada lurna polar o trigenowdtrica dat nimero corplejo z,.
Fodemos empledr wna abreviatura para slpplificar esta Gltima EXpre =
slén, ya que an anban funclonve trigonomdtricae setrata del mismo in
gule., Usszames witonoes la exptaosictn "cie B" para representar al
factor coe & + 1 Zep b, con lo que podamos sacrlblr z = ¢ cise H,

Forraliyacreeds lo aniterlor madiante la aiguiente definlcifn

IZ.2.1 DEFIKICIAN

£ ogim B oW (f gga U] + {C men B}4

En consucuenclsa, pata euprasar ol neero complejo ¥ = 4 + ol en forwa
palar eagriblyaman

T ez cin é
dorde law coordenadey polires (F.8) s¢ cheienen a partir de jas car-

tesianan {é, b Badldnte Lem enpFesioned:

I‘I'I.!'U'E’

]
] t =
* ang tan 7

i, por eljecplo, wl ionecos el niRerd

cocplaja

T
I, == 1 ¢ 3
14
¥ Gueremod sapredarlo en forna palar, !
aplicanda las exapzositoes [B) cbtehivmos 77
r = I .i
= S .
T n =
4 = Eng tAn :L-

i = 135"

da denda 2, = ¢¥7 cle 1%



5L tencmos akera uyp pizera ofplejo en Forra palat

1 = I ocis dape
Y fuerveca esprnnnrie en faroa binCmica, 4plicando las exnreaicrnen
&) ghborgmas

a = ¢ coa B lT

- 20~ g . 2N

a ==

e

h= I genm B
. i1
= 2= ﬁr;

o= = S

¥ flpalrente 25 = = 1 = &7 4 Iy

fn la fotra palac al ndmero real ©, gue €f una distanclad y pec tan-
L Ln NCMETo MO Negative, 3¢ l¢ roroce cama ol "rEdela” del pérerg

ecrplein, ¢ al dngulo B como Bu "argumente”.  Para el cisp particy -
iar del nleere 0 + 04, ey efduln em gero ¥ au argqueenic sa consldcka

-

arbitrario.

Candfderenss el facg de log nlcg

eom cerplejos ¥, = 1 gie L297 ¢ JY

1) = 2 cia 480" it

Al Eransfarmaciod & la toroa bi- | _"Mﬁh\qa?
ndinlga wACCORLIAGGE Que v

;% - 1 + 5L ¥ l ﬁ\ i

I3 = = L+ 731

fer le gue, do 71.1.7 \-..,____ﬂ,

L, = Zp

£n geaeral, sf cenermos doa pimeros corplejoa expresddns en forma po-
lary con sSdulcs iguased ¥ arganentos que 2ifisran wn miltiple eccers
de 160", dicros nireres Guodardn reprezentados on el planea por al
mizmo punto; en corgecuencia, en Eu forpa hindmica tendrin lalmiina
Farte real p ia mirra p4rce lmagiraria, par Lo qua mezin lguales; co

ra la ¢stablecr ml slguiento Lecrecd.

I1.2.2 TEQRERA
Span T, = ¢, o183 B, ¥ Ty = 3 Ci@ d51:
Ty = I; Gih p, = I ¥ #, = By + &k (IG0%)
can k = O, I, 3, 3, .-

DEMLS W RRC LD

1} Sean #3 = .y cis 9y
zr =1y cls By
e L. 2.1
2y % . con 90+ IT; sen d43i
Z; = l£, cos @1 ¢ {1, sen Bajd

Entences, s 3 = 7p de IT.1.2 E6 tlene qua
[y C3% 0, % C; Co& B
- = = = {1}
r, €0 8, = ¥; scn 93
glevanio sl cuadrado
£, ec3? gy, =yt eoxfn;

r 3 een? g, » £ Feniy,



e

surands mlembre a nirebiro lad fgualdades vy facegeizandn

H

£y tcow!

1

B; « wen® 9,1 = ry! {coa® B; & sen! B

per 1o qua
! e,
cod Ty, £ 3 0 s0 mlgus gua

r; ® ry = == = 12}

avtituyends eoto resultads wn (1) abtencmos

cos vy = coe B,

dep @y = kwn 9

.
par Lo gue, da la triguanasgrriy

By = & ¢+ REJE0™), €00 Kk = D, L, I, ... === =N
En conascusrcls, e (21 ¥ (1) e tierne gue

Ty = 2y =L, = £ Y By » 9 « K{IEZ*1. k - 3, 1. 1,

L4) Ewan AnGZa £, = I ¥ B, =8, + E{Id*), a2 kK - 0, 1, I,
Entongue por la periodicidad de lanm funclanes SOLO ¥ coseno
r, cod B, = 0y o 8,
ry aen ¢, = r, san 8,
y da 1I.1.12

try; cos G40 + {f, e 9,14 = [ry ec6 9,0 + fp; sem 4,041

aEka ey
£y @by 0, = oy cie H;
¥ lipalrento

1; = i veh lo gua bermina la derosbracidn.

C]

Como consdouvnela de I1.2.2 un nlimezo complejo pusde toner mde de

un

argumanks. Llamiremas "arfgurentos principal* del almerg rofplejo, al

Ingulo 8 tal gue
o® &£ & ¢ 340"
And, comd ajesple teneros que el arguments prircipal da
B, = T can THOY es B, = 30°
ya gua T5G* = F0* + 2{XED*F oy @& 20T« 1ED°

y wl argqueantioc principal de 3; = 2 cis 363" e 8, = O

=  La multiplicaciinm y la divieifn de nboeres complejos en forma
lar.

B2

Una da las venta)sd ¢l vanelo e nLESC0F CoEplelos en mu 073k PO -

4

lar, #a la wescille: con gue pueden efectusrse algunas operacionss,

#ntfe #1las la =ultiplicaclipn y la diviaifn que 34 reducen 4 mulbl -

pllpar m5dclam ¥ Su-af arqurentos &n wl pricer caso, y & dividiz md-

dulos ¥ reetas srguzentos cn el sequondo.  AsI, por siemnln, sl
z, = § ol 20" ¥ r; = 2 cis 40"

Larahod gquw
Tya; » {61021 cim (12E* o+ 40*) = 12 i LGO*

%f . g gl (120" - 4G7] = 3 cis BOT.

Formalizereson lo anterior sediante el siguienta cegroma.

I3.2.1 TEQRLMA

B4an 2z, = ¢ f1s H, ¥ 23 = r; cim 93, entonceds

Lhoz,03 = £ary wis 8, v H3)

' ; -
111 ) . cis 18, Byl
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"Bt Saan t) w r; gim B, y gy :; cles_ ¥, )

. -.4-"_ ance a4 oL . _ j X
[ . .- . .

e My = ir) cox 8] + ir; wen §;34 s - RL
. _7‘ Iy = Iry can Nk * [£y sen hu" ) o
. - . . 1 P . + .
s de Ui} da IT.1.3 - * - v
4 . " .. : - :._ '
-:' . 140y = {tnmﬂ.]t:;mll.] - tr.--nh”r,:-nh]] + Y-
. ., - . . o,
- N a2 Y ° . ) ER- HERR
",rf v . . * [l‘.r;eullﬂ [cpman¥,} + {r;sant,) [:.cull.l] 1
Te T T kg = ryry[cast ool = ltnl;:iul.} o) . (A
. e T M
b . T\Ty l:ﬂnl.lnl. + sanll coal, i
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- S ' . =t
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I oy
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e , banamne qua L Lo
- - . \ L . L ! T -
Lt e myry cos (0 ¢ 850+ orprgean [ 3 001 5
L3 L enta aa L Fe e - L el
LI L] N I LI e . o I
et N " © ra Ee® DhEcads (#) ¢ #y] ¢ como gquecismon, N
- * - | . . .
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L = -
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' Vav wader - i o -
II.2.4) DEFINICICN 1 ol - -
O T : : N
‘Seanty 0 ¢ ¥ netw o ..
¥ [ | b ] LA B ] N .
h tancla -niuu di t.. qus Hpr-nnt-lﬂlnl con 1", \ -
vt 11 ' L e
. u define Coms i LN .
1 ! r + o, a" ! . ! .
! B B 1T PR | Lo .
+ | { s factocma
F v L - w1y . -
4 3 il .
| i [| R 3 , w "
con la dil:l.nl.ciﬁn antazrior -l - )
l’ — . ) M
H . | I - . :
1 l-ruil Il" , b ! wet
T L r Lh'u + 0 = r* cin (10} i ST AT "*
I N RSN ) ' S
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z' e o' ogiw (20 ¥ A}

= o' cla 129]
En gegwral, cuanda uwl nbirers goeplele gitd en forma poler podemcs ob
tencr suld pokoncias naturales con la 1lamsda fadrmula de Ce Moivrie,

qua fa sxproia on el Alguiance Ckocers y cuya dercAtTAcCiic sa dela

1l lecesr cama ejarsicls,

TI1.2.% TEGREMA
Para toda nAC¥ero netutal ne

£ L
ir c1x 81 =1 cin Inkl

Fi.2.8 EJEYZLOS

Sean 1, =~ <7 £ip 10" ¥ ry = Y cis 225*
a3 2t Tlets (2 4 701 = 2 ela 14G°

¥l oza* = (31" cim ) = HIS) = 37 cie 678 = 37 cim 215"

€3 3t o= (N s (4 € I2%) = ML cie SO0 « G £Ie 160°

51 ur rCzaro cecple)e entd on torca hindaica, gercralecnte ea mis £5
cil ehtener aun patenclas tranafop

cirdele a la forma polar y aplican ¥

¢ ¢l teorema JT.1.5, ©Cma #e Llud
Lra & cuntlnuaciﬁnl

4) obtener /7 - a1’

ro= St e = e ST L= ¥

4 = 4ng tan =1 . 330+
|

sy,
1« 1= 2 gia 330* _T\-_..'L—-:_';
(43 = L' = g gim 990%
« B gla 2747 .

T - ' - -1t

- 111 -

%] Chtaner la cuarta pobtencia de [5'—2-{-2] T., donde:

2, = ¢F gia 98%, £y = 1+ 3FTL, 2, = 2 CL3 BB ¥y oz, v - L.
Fara aumar ica nirerca z, y z, pakamol ¥, & COTMa bindoica
27 = 7 cle €0% = 2 com 60" + {2 san 607)L = 1 * 11

sHLOnCaL

T R T I R 7 B Ak LE I

ahora
A1
n-u.""._ﬂ-u:-:/n . - l
L 1% - o - |
pars witg rirers
-2 ne TN

= A=zt o« -2 - ST T . ' X

=1/1
$ = ang tah =TT 1. Japs
oI+ N & SuP RE P P L -

EY Ty

pr obtra Fefitd
I, - ¥ oriE 9D = 0 o« Fad /T

por lo que 3, = & = T4 = /Fcta270%
ani

[;1;:-11]E. e LdCLiE340%) (¢Tols2T70") = 4/T0is510% = 4/ Fetalin”
¥ E;nalr-.f_-:-.nr la cuarta potencia bosgada es -

Ardeinib0®) " = (4¢T71" cam {4x150") = l034cieéDOY » 1024cimldd”

. o

II.1.7 DEFINICICH
S5oan & L € s LoCM

£1 M w z deolmus gue w €s rafr enfeima de I, ¥

Lo raptvesptamgs tedianta o = WT.




Para gbrlentr ura expresidn gue Qo3 peemita caleoilar las vafces de un
rfirera corpleja, tonzideremgd log rdoeroa
t=rcls 8 ¥y we*gclsn
#l - &5 ralz enfnirma do I, eRLChCas
{: cts 3™ » z cla 9
por o que, da I17.2.5 !
" 15 no = ¢ oin b

En coniccuencia, o¢a II.2.2

L

p" =
¥

fna = 6 + &k (160"}, con k = O, 1, 2
4 decir

s - WEC

4 « k [160%)
o

a1 -

an donde hetagy ruptv}untaﬂa con ¥ET al nimerd real no regative Cuys
¢nénima potencia o6 Lgual a r.
For lo gue

&
- = 4T cis

4+ &k [1EQ")

- « €on ok = 0, 1, 1,

Véarss ahord guf valores tocd ol srcurento ¢4 o para 15z valafos da
k=, 1, 20 .,

peka b = 0

L] L]
w, = T grg L2ER ¢nlﬂb = VT ot [% - —“: ]

- 115 -

Paty K m g = 1

S O N 1 VB T3 LA Y [% . :.-.—1‘:11“']

n=1 n
pAca k = p

. "
w, = " cta ﬂ_r_(%fﬂ__l_ - T cin [% - .“l'l’]

Y du II,.!.Z - ey
Pard k = + 1

. L[] L[ ]
w o T ogpg A In + 1IIEQE om0 [E s 2E2° ].5|:|-J
at+1 n 1] 1]

y de IT, 2.2 Saar ™M

e 1o anterice podesos obeervar que la ralz endeipa de un nfcero com
plolo no os Gnica ¥y que 4aisten exactazents n rafces Jiferectws <o -

rearpondientes a lon valores de bk = §, X, .o o 0o = L1, ¥4 que

Ca #9Ca panera Sesnos domdbgrado el siguidnte tdorsma

II.2.0 TEDREMA

Para tcds nCraro matural o

T cis 0= VT clp u.nﬂﬂ_’ .
con ko= @, L, 2}, ... 5 in - 1)

Ettan p rafces guedun IeplopenLacas en ¢l Diagrama de Argand 03 b

puntos aobre cna clircunfefencld con centto en &l orlgan ¥ radio

iqual a VT,



II.2.9 EJEMPIOS

#l Qitenve las rafces clboleaw de & = = 447 = 44 y ceprecenterlas en
1l Dlagrams de Argand.
Prlreeo pasamos z # = 477 - 41 & wu forma palar
e ow wIE R § ¥ 18 =k
1. 110* 7
) g

¢ = & o1 216"
- /
hhora, del veorema II.2.E Fan N
. . ¥ o
Vi - VE cig 210Tek(18G7) *%;{‘\1\

con k = @, 1, 2 w, sen] X
por lo zca
Mare k=0, w, = I gta T0°¢ -y

| -
TP FEURTTE =

T = ang can

h
-

para k

Fara & = 2, w, = I ¢ia 114"

Bl Obtener loa valores da o taled gue
al + # =l
Sespejands a ¥ Lensnos
xta - @, x=- V@

la fcrra poplar de = 4 gep 0 C18 1PD", can 1o gura
VB = M7 clg LBE- = 2 ot ALy LT360¢ . Ten & o= oo, 1, I.

para k = G, £ = 7 gla E0°« 1 + <31
Para A = I, x = )} c[s 90" = = 2
para ®k = I, 3, = I oiw MO =~ 1 - /N
Coeo podeccs oocervar hay tres valoces de x Qua satigfacin la dcua =

cLin dalds, un nlzeso geal (= M y den nbmered cecplejos {1 + /11y

1= 4.

O

Hasta akbora heccs deilnido t“ P4 O L H; sin emBargo, & la ralz tn!

1!“. 1o que su-

sira de un rimera real =, avale cepresspticsels con x
Glera una extersuie du la defindcidn IT.2.4 & cheos ¢n donda sl expo
CAGEE RO B3 Lo nitesd fndcufal, e que haramos de acusrdo & la sl - -

gulente defipiciin

IT.2.10 DTFINICTON

Sean = ¢« ¢ ¥ m, n € M

Fara ilustrar csca cdafiniciin veamos log siquisnces ejemplos

AT e 1 1 cig 0= _ 1 -
ay z = (I gls T5™") iTTIa - "m i cis {=140"})

e 3= v cis 1307
Bl Las salucicncs oo La cewadifn w® = (4 ¢fsa 20"1% = 0, mon
1
w o= 4 cze 10 Y & YT Cie 20T o SET ol BOF

w = 5E4 cis iEﬂlshiEEE:;,

coa ko= 0,1, 0,04 ¥
w, = ¢ VT opip e
=, o= 3 ¥ ooy . +
: " -
4y = 2 %I cim 156 //,— I
i = 2 N7 cos ot = L
=3 v ke - - g
w o= 2 VI cis do0* ! i
1
ft 1
-y
i




IT.2.11 ETERCICIOS

1}

F

4}

£

Ohen

' RS
nar la forms polar de lam slquientes pisszos coxpiejom
ST §

T I T A R N R TR TR B

-

Dwinsy

. .
e ctn AR = ¢® gty (nd) [(fOrwuls 44 Da Wolveal

v ¥
QbEanar h. 1o rma h:nﬁ-lcl da las siguisntas ndsarow corplejos

Ty & & ele 310", xp = 37 cin M1

cis 130*,

HLZaf DOr Inducolfn matesdCics qus pars toeda B4 N
-

Efsctuar Lad dlguientes opsrsslonss § ’ '

 Qhtanear : c C cal que

i

ir = 2T+ 41100 (% cis 10%}
o |

1= 1) = [} + 1) =« v
Tels 1207 1
: ]

, 1lels ge-
-1+ 1 '

B} 11 - 1"

%

% i

L]

4] OCateroinar las soluciones de la scuacidn
L] - . ;
" + " =4 Jpara cualquler ? £« R .
1
L] Datwrminar lom valoram da o ¢ Hlp-lrl lom quae 2, = 1 + |
¥ = 1 = { mpn soluciones da la scuacidn y obtenec las
Brras solucivnad, '
L . ¢
PR
r
. -
!
f ) NIT
L] -
u it .
’ .
3

¥

L

{i ,I' !"l . - ! B

| - 1% - 1

g )
i 1 1
E ! i A
|
" r l” | ' .
IX.3 DE EULER O EXPONENCIAL \
_- I , " . A
‘ f + v !
En ul nlql X¥III, cl u;t-:itlcn aulin Leonard Euler matablecid la
i ! 11 v 1, r
rtl;cl&al a
L f“ ”
E - ™ o & + 1 ltn [ L3N I A .
b e ‘ol L ' :
que LoA pqr‘u.g exc: IELLT 4] nlmerc compleje  # £ cla & an la forma
o | | 1 1 ,
T - Il
Il : I
conq;:d; Xy furna de Eular o farma -:pnntncill: en lé cual © en wl
wo I, T b
:n!;du:l.n ¥y 1 #l afgusenta axpretado sn radlanea. -
“ |"
1 I il ’i H ot
ror ajllpln,ill forma de Eular da loa ﬂﬂllrﬂl cn.pli]ol
P I
!IE- -‘2 cis. 225" g = 1 cin 1BO* y 24 = r"! ols ‘ﬂ‘ [T
[ N r‘11 1
N , -"Jh T 1e P TR | a7 .
0 e I F-
cun [ 1]

1 -
1¢n jal rearema 11. : I podamos satablecer la l!ll:lﬁn da 1gual
n {F 11 I .

ﬂrd antra nﬂ-:rn: :nnple]nl ¢xprysados an forss de Eules, dt ncuwtdd
LR

con l]. siguiante teorvona *

. 1 .
o d bk . . -1 f
a ol .
ITI.1.1 TECREHWA ‘e N
S JEN
LY sesn oz, o= ovieitt, a2y e et
n | N E
- T, : Ty &= £, = Iy ¥ By = By + k (23) .
" F
I - con ko= 8, 4y 37 aes
IR ; v
.5_ | | .{I ' L
=  Dperaciones con nlinerow complajos an [opwa de Zular.
L "h b
LoZ tecresas IX.2.3, II. I 5y II 1 B, eatablacidoe para Lom nbmeron

I T

K
complew)os en fokma polar, uenen e:p:nn‘.unll andloqan pace 1o plme=.
Y [ | b
ros Emp];jn-] exprenddos en forma da [‘.ulnr, lam cudlus aw pr- :"ntm
Ja w o 20
i :nntinuaclﬁn

. .

. v - ¥
lrll- .:' H r ] .

W% 1

3 L .

L ' ¥ ¥

] 1 -

.

i .

+



tr ey iretil] a gp rget® v M

8,
LAMM TR |- T T T

dyi L1
Tr#
(relly o o om0

8.« kidnp,

el = T, B ccn ko= 0, 1, 2,

r o dn = 1

Estae ISrmulas nos permliten efectusr oparaciores de Eultiplicacisn y
CIvisiin direcra—ente en la formy exporencial, o3l coos SDLAREr [
-

tenc{as y ralces de nilzeros cosplelos expresados en Jicha fores,

Tz. 1.} EIEHrLOL

- -

= Ti L]
SAEEE T W 3 BT, I, = ¢1L, g =+ ketd s fu = 5eT |

efectudr las algeicaies CRRIACICREEE

&
al 2.2y k] 3 el z,}! a; 22 X:
i .
Solucifn -

T, ]
al z,73 = {nTtT‘}{e‘lJ - eTll

-
-1 -
F] — Irg
bl :—l- - —.-.ﬁn: = T e lIJu P L !

-4

va gque £l aygusente principal 8, en radiares, au tal qud

G s 8 ¢ Ix

: ., ; e xi2n),
cb tz? = ABetiyt « Ve &'l a WEF e !

oeh k= G, 1, 2

{ o?d

c ' con k = 0
o+ kI1m)
! e kIl 3
—_— n
t:,IT - Y55 oa a i e{z Y L
21 .
4 5{2 v con k = 2

d] Para efecrcar la a2)cidn Irdicada en el numerador, tranafortares
won lox nfireres &; ¢y 2, a sy forra binfmica y, poEterioroencs, la L]
EA Ly + i; a4 la IpTza de Enler.

2, o= T 2T 2 {7 coa E Y -+ (7 sen ;]I =8+ /I

I, = t“ = {cos ) + (Een 1)}f = = 1 + O}F
e

Iy + 23 =~ - 1 ¢ £ L

Ahora, efgctvacie la divisiin oghteneocs

3 I iy Tnt
Lt .le L2 é o7

e 0
- Logaritee natural de un olzero coople)n,

[
Una v quo hercs manejada la expresidip ea‘ pademas aceptar la ex[3

tencia de ewponrotes copplejos. ERED DGS permite generalizar el con

CEpte de logaritro pare ol cas® <6 Los nimergs complajol, como aigue

TL. 3.1 DEFINICION "
Sea z © T
El icjariero natural de i, fue repiasentaremos ooR LIT),
gr dellne cems

Liz) = w 5L T =z




A partir do cete defipiciién deduciremos wna fcrrula para la ghran -

cifn de logaritmos o ndzercs corplajon

Sean @ = ¥ eai ¥ wo=a + bi

i w = L{r}, entcnces por II.3.32

" w T; ms doeir

a2l Bi
€

et =
¥

L e & + x(27, con x =@, I, I, ...
Fa dessz

a = -°r
¥

h = g+ Jkr, con ¥ o« 0, 1, 2. ..,

En donde Lr sepresentas e} logeritme ritural dal rieero ceal ro nagda-

cive K.

Coe, 1o anteci{or hepos depascrade &l siguients cearaca

I[I1.]1.4 TEOREMA

Eizm=r cﬂi. entonCced:

Lit] = Lz + {8 + 2kun)i, con k=0, 1, I,

hal, por ejemsplo, ¢l 1logacitha matwrel del ndroro eorpl @
n
i
2 =20 T H

Liz) = LI2} * {% + 2knldi, con k «w 0, 1, 2,

En dacir
Liz] = L2} 4 Elii_l,;* conk w B, L, Z, .o.
Eeta expresifsn repregencs a una infinidad de pimeros coepleios, uno

pars cada valer de k, esto es:

i3y o+ %i B Fara x =
L3y + 1'1 - FAra & = 1
il

LEi2) + —:—:i, para k = 2

-’

Cuandy nop [ntecwedi LA SSla 1:&ar1t=a, en gancral sea copsldera ol
que Carresponie 2l arquiento princlpal dal nftizeror 3 decir. al qug
a4 Obbigne Ccob r = 0 cuandc B £ 8 4 29, A wite logaritmc 54 le Sona

ce cono "Ilogaricso prinsifmatct.

Fi.3.5 ESEMFICE
Obtener wl logacie=s principal de cada und e 1oa eigulentes nCasron:

al cis 43° Bl -4 -t e)] = i
Salucidn

T

al Llcte 45%) = Li{e" } = L{L} = % im0+ }1 i o0,7854 1

o .
i Lf-¢T - 1) = L{2 et S} = ELD) ¢ I ¢ 0.6532 43,6452 4

©] L~ 43 » L{4 €75) = L{41 + ni = T.3E6T ¢ T 1416 4

Fl srqQuEertl Corfespondlenty a on nGeerd real regabivo o3 ¥, par lp
que Eu logaritso reieral no ed Un OCEErD real; @5 par e2Le qua Cuapn-
g ap cansidess ol logaritme notugal cemo una funcide resal de varis -

4o real no estd definida pors nbrerdd pegativod.
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- 1 ¥
] ] | F
[l.}.& EJERCICIOS { I [
1] Efsctuar las afgQuisntas GRersclohes !
T
L 1= cTi 11
)y 1 - -1 c) 1+ 4t
1+ !"

+

I} ::E;“‘nt'r an al Diagrama da iiqund las malugiones da 1; eéui!

- - ' ' ' .
4= 4k, ce T
ry L * E
. 1 . -
[ L ] 1 L ]
=l FLE -1 I
¥} Dadom z, = 1 + %, 2 = /i s s F1 T ® . tw = K =ia JO

. R . ' L]
eutencr los pfimarca 1 ¢t €, gus sacixfacen & l& wcusciln
a .- !

t .
2T :
. , o
ER ' i . |
- 1 L
4] obtener todos los valorss de x, y ¢ B talan quag )
‘ .
[ o
yi .

‘Il+f1-ltf

Y T T R

=y
1) CObterar todos 158 nlmezcs & € © tales guaes .
. | T
al oz ow S 93(1 4T} !
: L]
Bl :_L[I1+1I+r‘1n1115' . .
-3 '

N t

H '

1

T

I

-



' S 1 , R .
. o
. } ikt T
ad |E - 3
II ‘ .! . |- _ i'\ .
ra L t
1 . o’
: ""‘.’H“H‘ : 'I.é v E":'.i P e
[ - o, 0 3 i .
- T - ‘rl .
' I,1} CPEFARCICYES RINARI AX - .
. : T *
i . - .
- . ] “}sea 5 un ganjunce po vacfa,, #n #1 cual aa defina 1s relacise

,'iae tycaldad ancfe dus wlements: Una operacifin binavis &
il

1 Tl . y )
p b3 Men civhe gonjunlo ve una relacidn qué asocds & cads per orde
' - .
i - '3 Y[ nado {a.b} de plerontos.de 5, un elemento Onico 4 a b, el
+ - . . Eig

¥

"

ieual podemos 1lamar resultado de la operacisn,

A . " _I.r.‘, . L
T - i =y 5L el rescleads Je la operacifn wstd oo gl Conjunta 5 |, ¢
L] . i » Jdice zue % gy carrada con respecto a dicha ap-t.u':iﬁn; e
i .: -
. ' " ‘ - ‘..-i lg cual la opearacidn awtd Jdefinida L &l genjunta,
f -\'ﬁ V- y -k : - N
' . |' T W=, - 1 r . . b -
* " .nl.- ‘tj E‘jtlll_l_"'ll:l I.1.1 ' .- N
ESTRUETURAS ALGEBRAICAS ' P % ) Bt U O
. - " o ., "d8:a £ el conjunto de low rGreros natursles [K) yiaes 5 la
1 LI - k)
* i ii: ouriacifn muma {+). ° :
' Nl . B B -
y ) ; |1? 1 ' ' "o . 4 v
r t \ - Th cacs par ordenddd de nioeros'citucrales {8.5) ssocismos, me-
. -
- T . .' gdla:‘:: 12 operacidn sumas, ¢! nCmece & + &, &1 tus)] w5 Grico ¥y
.. . L L |
- " " -__‘.‘ {y es-f rambifn en lom natyrales. .
' b v . by T
vl L e ber maEmdar S TN ¥
- . B ' . ‘ R ‘al part ordenado  {1,2) Asccimmom sl plmero 3 es
. . ; .
POR . T F “ 5 decir: 1 42 =13 . ) "
EDUJARDED S0LAT (. ) ) ; : al par ardenado (5,1) axociamos ] nficers B; e
) -t ia . -
- * ' ' ) ] deciTa 5+« 3 -k O+, . * ,
) A M : :'§ Al par prdensdo i:;*i‘:ancit-n: #l nimers 6 oF
. . B : *E .
Frojeaon o In Rivisidn de Cienciad Bliicak ode L1 Faewlfad de . - "f! decir 2 rd =& Ly
R - . ar v "
Tugendeafs de fa U N. 4, M, ' n LA etc. : *
- Pl ' 5 - .
) 1 ',_‘ W il i '_II,..—-”'." B 1
\ R l
i 7 1 .



Lyymple I,1.3 ' Eqerpla T,4.3

s divIEI&h €4 Una opecraclén binarja po deflnids o2 el Conlyr

Sea F o= {a,0l,7) ¥ sea £ la operaciin delinida par ja siguicr

to ¢ los nlmerde cnteres {20, puents quai

te talla: . ¥ 2a.bh 1 2 it cumple L % £ g
: f £ ¥ Fed® no obstanbe gue
- L S -4
para -4.7 « ¢, £ I
1| & £ Y =
el lete tarbifn que
[}
Py ok para 2,31 1 I, % Foi:
R +.€,..u.. cot Lo tudl ya no ae culple para todow 1os nhveros eNtecps.
(v £ ¢ = a) ' Flopicdades de loe gneracionos binspriag
{KOTA:  Fl primnry elere-zto do la paress delo LusCaces nn la e

i Ura cperacifin binardim 4 en un CORJURLE 5 €6 "COTBULALiva”,
lunza de lr lzguierds y ol acgundo en el renglfa supdrier-  E2

i Dard 468 elemcntos cualesquigra & ¥ E del conjunto ae
resultofo 2¢ 18 Optracitn scrd el elementa Que $ CNCUEnTrE

. f cLrple Quee "m pperadeo con B es el mismo elemonto gus "L
¢n la Intereeccifn del renglén correspondicnce al primer ele-

nperado Ccon A" o woad
mentd ¥ 18 colurna cocrespondients al sequrdc, coma pe Dlusepy),

¥ 4.0 0 5 se cuxpie que & L b vk L &

T LB =a TR 1o sucesive utilizaremos Eolamchte exta fltimk forma
& mral f Hira crunclar las demde propiedaded. ,

al par erdenado [y,F) azorciamon 1 elemgpts 6; of Eycmple T.1.4

deCiry oy L 5 woa 4l 5.2 cperaTiones de adiciln ¥y rultipllcaciSn en ol conjun-

al par orderads (o,#) sstciamer o1 elecenle E: eg . - to de loe nlrprog reales (A} son conmutativap ya gue:

decin a L L= Wahr Rk oso cumple que a + b = b o+ 4

al par ordenada (B,y) ascciamag ol elemgnbo E; oy ¥

decirn Broy =k ¥ abiReecuplegue a - b=Dh - &

ELE. b La viergtlén A on el capjunke § dal ejemplo I1.1.2 no as

cunmatativa, ya gue

By =g ¥ Y2 B0= o !

LT



Por 1o tanko
ELT YT A PE
2] Una operscifn binaris & on un SGnjuntd 5 ors “asociativa®

0 ¥ g, b, & ¢ 5 ¢« cumple que ab{bic] =~ jaiblLic.
Ejemplo I.1°%

41 L& adfclén #n los nfimeros naturales es asocjariva, ya que:
¥ #,b,c £ K e cunple que 3 =+ (F + cl = la + Bl + &
bl La operacifn en wl conjunte § del ejexplo I.l.2 en sasocia
Live, ¥a guy
¥ a,b,c t 5 st cumple gue ablbdc) =~ (ailblam
Analicemon uno de ios casge nosiklex:
g A (R &) —a s B =+E
fa 4 B) &4y =B &y =@
par Lo tanto

a 2 (ELY) slad ) LY== B

Ll andlisim exhauvstive dc todod lea cascE €5 una tarma CO0
llderabl;: sln emharge, e rncomienda al eatudiante, an o3te
#lomple, verlficar cada una de las sigulentes afirmacionea:
a vy & Eb = fa & v] & B
B fo & 7F = (B & a} & ¥

L]
L

gLy bhay = f8 LYl 2 a
Ldo A B =iy Ao) b E
b

[ 8 w) = (v & B) &da

SujinemoE purd que

¥ oa,b.cr &
ne curple gue
sribic) = (atblic

en base 2 lp cual podemor wfirear que AiChe Operscitn e aEo -

Clétiva.

I} S5¢ Alck Yur yn COAJunto & extd dotado de "Elwmento idintl
0" COn rERpCCLO & 18 operacifn bineris A sl
3 ur § tal gue Voo §
o Tienw qur '"

LI 'R RN LR
lrdcpendientementse de qua la operacifn 4 mea conmutatlva

o one.,

Sr hace notsr que pusder existlic un elemenco que gea gdlo
]

ldfintico por la liquierda: am decirt w L & & Bf O bi#n

ud Kk Wole lAERELco por la derecha) es declr & 4 & % 2

Ejmmplve T.1.4

a] El rciemcnato idéntico para la suma en el conjunto dw 1ow
nlmron resles e el ROmero cwro, ya gue:
4 0 ¢ Hltal que & & :.R
Nr biehe gue
m ot =0 e

B} El zlemento idéntico pars la eultiplicacifn =n £l conjuntc



b

d}

1]

de loe phrerus reales es el ndmero una, ya gue:
-1
4 1c F tal que ¥a e R,
1
EE ElERe gque v
-1k
a "1l =1 + a = a f
L
fra ¢l canfunko de lof nlmerop enteros y doa * la opera -
LYl

cifin definida come

ooy I o4y
™
(dande el Bigno + :EPEESEHEQ 1a guma orflinarial

i
EI pleneato ldéntice lzguierds ee uw = 0 ya qua:

AL T | nﬂtinnnquuﬂ"a:n...n,;,

Ripnkras gue para eltd oLerasidn no exicte elements 1dénti

oo derecho.

5@ deja a]l esbtudiante encontrar @l elemento idéntico paga

la operacidn & del ejerple 1.1.2

S#&a yn conjunte 5 dotade de elemente (dintieo & CON resneg
nr =y
to a una gperacitn binaria & . Un elemento & me dice In=
worgd oo & min
ALha=aba=uy -
Ll
ipdependientemente de que in gperacifn & eed conmutativa

1
9 po la sed.

i.l
S¢ pare notar gue UA elemcnttr puede tener lnverse 1o
“li 4

per ia lzguierda, €8 decir: )

AlLam= u;
@ bien, tener inversc s8lo por la derccha, es decir:

A 0L A= 4

Ejemple T7,2.7

nl

Ep

ch

El cloemento fnverao de & para la suma en el conjunto de

los reales es A = - @ {llamhda $imf.rico de al, ¥a gque:

¥ar B, 3 -2 tal que -p + 8 = p + [a} = Q

[tervérdese gue el cerd ep el 1A&pbice pars la sumaj .,

El elemente invarso pare le multipliceci®n en el conjunte
de los nimeros realies Bt & = % illamade reciproco de atl,
wa gue;

P

1 1
] a

1
Haﬁ’l:ll’.a,ga- tal gua
lzecubcdess gue el une es el 1dfntico para 1a multiplica

cifn| .

Fara la operacifn & en ®] conjunto S del ejemplo I.1.7
el 1nvere? lzgquierdo de B w3 ¥y, vA& gQUE:

TAE=a

[o o5 el 1dBnbico para la aperacifn &)

mienkras gue A no tiene inversd deracho, ya que:

A xe 5 tal que B L x = n

de donde podeecs toneluly que £ no tiene Iaverac.

k5 epneeniente hacer notar Ggue mientres ol 4d#ntico &8 pl

migmo para todg &1 conjunto. los invermos Beon proplae de ca- .

da elemonto.

Hea ahora 5 un conjunto #n ¢l cual se definen las aperaciocnes

biparias * vy L,

S

La opperaciin * a8 "distribytive por la izgquievda™ sopre

la operacién &, al:



r k ’ "‘I FEN | I .
K L ., f .:-.‘:Fr:ll. - . '
h ' L , " - - .1
' - L Vo i
.t - B . C l:r. B + b -
. . N L T B ! ! o
’ * :I ! r v k _:.1::;'. : :': 1 ° ‘-! ' h e
. - O * o A IR ; : . ! St T
f - N h]h "l - -_’ L, ‘.h . . ©
- SRV TY *' --‘* 5N ¢ £
) . B \ ,i r*i Cte :
¥a, b, e & . v Yo ! . ’
T ' | tlbflﬂ-bl"*c. L . . o0
e cumple guet ) . . " [ | 5 i !
. + " " . debido & 1s :L'I:i 11 L6 '
at(nac) = fathistatel “f | 1 3 -'ft: .o qur multip c:n: nﬂulcnmuutivl& .
. | LA | ! | Wt Ca al L
N ! Vi Er £l ¢ ko d | ,
6) 1La operacién ¢ s "distributiva por la Gerecha® wobre LI, n 8l conjunta lullf:l'hﬁmlrl:ll ".1". la --.arn.n ‘na ll!d.il
' L trivutiva sobre la multepld ' .
la cperaciSn & 9l I s A bl L sobre lu multiplicacién, ya.ques . - i
L] n ' ° H .
- + [k e - . -
¥a, b, cxc B sy ’ 1“ } !. [:J-r’iad-h;lu-rc: e 1
- P -y TN R DL
& cumpla gue . Hl . < T h ;! 1{;.1 -""‘.:l. ' f-.;lr': - B P
’ L L GRUPDS "ARILLOS ¥ CAMP ol
{bAc)*m = 1h-.1a:c*nr| N _:‘" ";,___";-'-' ] r ok os i ‘ -t
[ - J - -Aflk ..}\- “'1- ‘.rlli "E. Ll b 1!115 * .I“ 1:‘ - '2-'" -t
Una cpearacidin L1} tutllrenu d'iatrihutu-n (o simplamente i A : at ;i._; e |'| g mie AP e g a o E!
| H n aldtema’ s vrm t '
“distributive"} sobre otra cparacién &, wi: . ,'-br . 4 gebra I'l-l un :unjun o n@ \mcin; 9 % am owl
- T e b S cual Ar daffinen una n mi- up-r.r,-:.on.-n n:l.n.r:lu. ’ LY

|
|
]
H
Ex distributiva por la izguierda y por la derecha y smbom re .{, by t;i'- - " P e “a
. . . LR -l
It. [e acuerdo con el nfimerc de operaciones y con lu; propleds -
f

L]

gultadeos mon iguales; es depir, que ademia de cumplir :an * r
- 4

lam propiodades 5 y 6, #e debe oumpliz que: o o dea tagpecto a low alementos du 5, low misteman algubraices
He T ! a "
. vy Eeen CIATEN efbryctura int LE
a"lbic] = [Bic)i™a . - P 1% ’ ntarna -
n ] w .
. .. ‘- oot t
le cual implica guan . . o T Eatudisramos @& conbtinuacifn la neturslers du, 1l principales
v s . Y
[a*bha{a*c) = {b*a)d[c*al a T ‘h eEtructuras.algebraican. * P (UL -
NEtamw qua esto Altimo reguiere gue la operacifn * mas conmy. 3 - r‘l PETR . .iJ.i- et ‘! o 'J‘ ot f . 'L
s me - Frvx ol i _* BT L gE . e,
B SRUPDS St - e 5 LA
tativa, . . . 'y"‘: . 5 ool e i
[N L S T '|I [ ! :. 1 f t‘. , ) L H
L e L& truceura algebrail m ' iqu
Eiemplo I.1.8 , ) r;: ex algebralcs ] ::I.mplc1qut l.qu!:ltudil.rmn.
T, " 4 la de Grupa. I wor A
- .o L A . '

&) En wl copjunto de loa ndmerss realss, la modiiplicacidn , - ! Tt . N .
. . . un cunjuntn"‘ﬁ' ne vacle furme. un Qrupa COh Kespecto s la b
an dimtributiva sobiw la suma, ya que: - . ' ; ’ !
.. boe v >" aperaclin binarda *, sl cumple ¢on law siguientas mropleds -

¥ A, b, CEf R f w . A [
wea Y - vt dog l".|. . .
A# Elmna guat LS ! ' |‘- " " L
[ A - Gl) & au clrrldu COn TRARWCEO &' Lk op-:m:i.uﬁn L] .
Alb + &) = ab + ac {wn digtributiva por 1a iz .
quinzds) :1.-” YWa, bgF we cunple gque® a'h ¢ & ,
b+ cla = ba = ca [ex dimtriburive par la duiqf e . _'lt'l!‘ " ‘ ua PIE T
rechal . * Vs . I &+ H ! *
- n : Fi o Nl N )
- e i~ *or [ '
. Lty H.i -3* PR . % = - Yoo
- - ' :I ' , b . . { %= 3 -
. . . ey v . ”
l. I - - L w * . - T l i B - " _|r‘ - '
- o By [ gt v,
] " -
.o . - .




L | I3
' .
'y '
" \
s
- 1]
f 1|
G1) La gperacifin * as asocclagiva:’ 1 . Balucifin:
' ¥abe ot 6, atib'c) = fathltc o tid 1 ' l.-¥a. bt a-bsz!
i
G3] Exipte &p £l grupo un elemanto {d£ntico con reapacto a i Icuzple con la corrsdurcsl
la operacifin *: . . T A PO I T cumple gue ,
3 uc b fal que V46, a's =om o= oaty 1 'y s - b=~ = ia =B =-¢c M
Gi] Fara todg clements 4 © 5 axiate su inveras ;. qua tam - PLERTD i +
bi#n asti &n el grupa: ' i l-!h-c}-,-b+c
Vaih, 3 2eG tal que & % & muw av i, 1 ¢, la=-p} -cww=b-=-g
S hare DOTAr gue para que la eREructura BeA un,‘qrupa”™. no da donde; . )
1
es indiapensanle gus ln operac18n ses conmutativa., 6% el A= fb=c] ¥ [a-D)-0,
+
grupo G, sdemids de cumplir con las CUALTE Propiedades antwe y- ¥ la oparaciln no e asocistiva
riocres, umple tambidn con la miguisnte: Concluwién: '
) G5| « " El conjunto de los wntergs oo forma un Fruph ©On respacto n
¥a,br @, a'b = b'a . . o . la operaciSno *; y wn COnasCURnCia, tampoco podrl formar gru-
- . ] . -
ae dice sntonceg gue § forma an "Grupe Abelfane® B "Gru o abeliasno. " - .
. y
po Conmutativo™ con respecid 4 la operacaidn . vE : -

+

Proplededes Elpsantalen de los GCrupos. .
1

Eymmplio I.7.1 a 8 oo:;ur-u-cmn srunclacrwsos Slgunas de las propiedsdss que cimplsn
. - ]

El conjunts de los nisercs eorsros forms un grupo abeliano 1os 11:1I.IP01 dabido a sy wetrwstyrs, Las #nuncliremsos mo Iorma da Tao
con TespEctd a la opacracidn de mume © adicidn, (54 deja al camas y serdn desoatradan a pactir de la dafioicién de gropo, ©
. L] '
estudiante comprobar qoe e cumple con jas Cinco propiedaden) bian h-ltﬂ'itl'ldﬂ uga de algin Teorwmi anteficl pPreviamecte demostredo.
e P
| " '
' [
Tieapla I1.2.2 I . ".ll'rlo:ill I. Ley de Cancelacifn . .
L] + -

¥ &, b, 1 "hom 2t = -

éForman 108 enteros un grupo sbeliasnc COn reupecto &4 la opara ) A S e ate b <
: i} b*a = g+ == b

clén * definida a continuacidn: " } Bfa = ot e

.  Damset FL-T-H
a'h = & = B 7 : r.ll.'ll.' r F

' dr L
[donde £} aigno -~ reprefenta la rests & sudtraccldn ordinarisd., Pastamcs dr L4 espiesidn que Se -n.cuun:cr. * 18 frguierds de 14 cop
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#icional; ' - ca
1

I

[existencia && InVeTscd| podaman macrikird

a'h = g'c .

En base a Gi

Gi: & * [a*k} = 4 * {ag) ' T
En base a G2 {ley ascclatival Tenemos:! . "

GIl: f{a " adl"b = {2 " xl"g
En base & G4 (propiedades de los 1nversos) Tehesos: .

Bd: utb = u*e " . .
En base a 683 (propiedades del iddntica) tansmcy: ,

Gl b w & '
Vemon gus pAItlendo de 1a sxprasifn ds 1o jagulerds y haciends

Tk

L.
o

. .
usa solamgnte de la definicifin de grupo. hemos llegade a la sxpre -~

s1£n da la derecha (an al santids gue fndice la condicieonal}, com

lo gue hemon demcatrado qué, & un grupdid
B b m WY = D =g
L}

{Se deje al estudianta la demosiracisn 44 la sagunda parta de exte
.Tearemal, 1

En adelants OO CONSratara™osm 4 anotar 1k propleiod o I_l Teoremna
’ ] |

que Justifica cada pamc. . i_r
Teorems II '
¥ a, b e G, lam svusciconas &' = p, y'a = b, tlenen sdlucianen

Gricam x y y &0 0l grupo.

Demoa tyacifine

' - 4

Sen la 'cuacian: iz = L

12

*

M
LJ
O] TR .
:J.i' * +1
I o .- +
N . . M W -
&Pﬂrhlﬂ que ¥« § o b #1 una valucidn de (11" supongamos ahors que .
: .
‘ 'eximten ©0s 10l D:Innil, ¥ y &', da lm ecuaclén {1}. Entonces:
ERLS oot ‘
Yjax 'R . e 1 _
# % g donde Eu o= AK', Tltia -:' L . — .
“ax'= b} o & . . .
3 5 - - . Lo . L
con, 1o cual hd:ot danoETrado qurl,h lﬂluﬂ.ﬁn X = I * b 28 Cnica.
b 1 ’
o MI-J-DQH'E“-L'E; Podimi- dmll‘.l’l]’ q“'{r = b 4 §F go la Onice golucifn de
— L8 a - 13
‘15a 'hace ROTAC quc,run un qrupc,,l... lﬂ-lugiqn.. 1 - :|. * by l' a b+ i
- o 1 -
‘mon en general si{fsrentes, En Elln de qua =l qrup-nn fuene shellang -
tendriamas que !*' r.' e dueir; qu- ambaa -cm.c;l.an'-l cgndrlan la mis-
.
ma moluclls, F l, y v . . .
¥ ’ 1
y Tr FLEY, )
. Tearems 1iI Il <"*' _d" -;i:;‘b”' s
"El ElemEnT.D Idén:h;g on un grupa am fnlge*”. o = o
o - i
- .-_En_afec-r_n, el elewento idéntico em La Ghice :cluciﬁn da la ecubzifin:
T b ' - A
ne, AX -_'l, - '[l' l‘t + o+ g . - .
! w o f TR LR ., '
TEQTIM I 1"]L - vl zl;" \ . . EBAS ’ 1 N *
R - g el C TN .
14, "El J_n-.rers& de un"'.]..rn-nto enun gru.pq. ws dnico” .t - . AN r . .
S En Ifu{'tDr [ invtr:n T de’s wn :L. ﬁ.m.ca pclucion de 1; ecuarcitn: —
I« - .
ax =g i P : ;'j L . .
- \ rf.‘ - , . . . .
Teurm V. 'E-I‘j . ! b ,.' T P . ! . -
f . 3 i e 1 .
+"El .f.mrerm de & we'a” ey -
"EF dacir: ¥ a r EJ‘{!I - a b * .
A Wk d' L] - ! .
' i - - SR T 1
'.ﬁt- | oo xni‘ " .:.
K b | T .,
- I.- N g, L . 11
g il Vo
j ,
' : ] ‘ 1 .
t
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*rl inverse del regultsdo de una operacifin am el resulesdo de la

Teorema VI; ’ ' ' i

operacidn de los inversod En orden contrarsie” - .|
Fs decir: ¥ a, b € G, {aip) = £ +a

Corplagio: ¥ &, By ... , P, 9 ¢ C

L ,-‘:“"p'ql - LIS - T b v i \i.""r

l-'ﬂn.l-*

n (%" mn
. Bl 51 & = H y * gy 1o suma,
ol nos dice queL !
R T O Ya n :ullndaﬂ
f = Q-n = ¢ (elesante [QEntico pii'i la wuma)

"k om oanea ow (=al + {-#) + .. + -4 (0 sosandos)

Ew Axja al estndisnte la demodtracitn de los teoremas ¥ ¥ W1,
) I} y [ watablece que: 'F
" 1
In bage a la propiedad asoclativa de uns aparacifn * an uh grupe ., ! Wt ma +na= (o *+nla ¥y min'e] = (mn)-a
. e
Aaremcs la siguiente definicifo.
. ] m:u.m v
. N Fr- :_ : r. , .o
Di) Para cualguier a € G ¥ R C M ' ' [
= . a",““‘_ . in términcs] ' “pr o lﬂu- #atudlado hasta ahors las p:npi-dldu de uns sstructurs alge

+

. hulil:.- ‘an la gue ae deline uhi sols
§ = [k = slemanto [dEntico pars la opera B . T ¢ BpeFacifn. Las entructurss
- clén ") Y q:u-‘_nn-ju:ml &n adelantes we definen con redpaits o At apErs
B - t . -1
T s (2] =4 " A Y ...---" & In ckrminos} *clmi binariaa difecentan. : r
I i " L L - v
4

En bane a D1 pe pusds demnabrsl ques

u“ mnjmtn 4" no wacio, Forms wn anille l.'nn IEdpECLo & dos Cperl

B2] Paca cualguisr a £y ™ B € N tinnn‘mnau" Wy B 813 MU N
B l
=+ R 1 -
1.-8+fa a . All-  El conjunto A forme uh STUpe a.b-e_'l_um con raspects m la OpE
. . ] i .
¥ - - 1 racifin § . 4 i" FlJ oo N
. r . . . 1
F -
2.- 5 = % . L¥y] El ¢onjunta A .l curradn con rupectn + la cpecacifn B
. I - I'f! 11 va, bt Ay 8 ba b’ *
Ejiompla I.1.3 ' . . .
. N AM ~ La operacién § as meoClativa: i _’.
s S1GaRysesla sultiplicacisn, . T4 i : .
Ry  wab,cr A: af b E]-‘l bl -
bl mos dice gques b . B 8318
. Ad) 1a sequnda cpacacifin (B) == ditt:ihutivn sobre 1n primsevs (A),
0= a"e miat.oann .14 f(n facrorest N
. tarto por la izguisrds como por 'la den:m:
§ =« o=} {elamenta Lld€ntica para ba multiplicacién) Cr
¥ab,crcd:aBibGc = [a@8hl§ (agdel
A |'“‘--1- l- ...... 1ot facrorex) H
2 (b HclH a= Ib @ a)l § (e B a)
y DI aatablace gqua: - :

bl

14
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S hace nolar gue pard Qua  la ealructura wiea apillo ne e En wlecton

. c -

indispensatle gue 1a Argqunda operaglén (B} Eeo conmutotiva. 1 ¥abel o oasbe? ¢ e2 cerrado con reapec
e & 1A buma) .

»  ppoeoed e sorlo, la eEEructura toma el nperboe de “anille

11 ¥ abet 2, a8+ lbrcclmia+ bl +¢ {la Bura em amocimtl
conmutativa®: e decif sit val
N 2907 tal que ¥ &L I, 0+ 8 xa+ 0=
A b= B
AS] ¥ a, b e 4. e B B a texittencia del 1dén
Ex cvidente entoRces, gue pokam un 4ailin conmutativa la ) tiro aditive).
cperacién [§ es totalpente distributiva sccte B . 1] Woac 2,09 (=a) ¢ T tal gque (=a} + A v a + {=a) = 0 (exig
tancie de loF lnversds
= FPussto qur un anflla fOrra un gr.pe abmllano con respecio & aditivan)
ia primera operacifn {f}. cumpllzd pars dicha cperacifn con . Hastw shora trnemos que I fOrMa ur §TUPG CON Tespectc & la wuma.
d
tpd.f las propivdades de grups:r Qud ya hamop CRURClado. L) Vabcl:s+sn=bta

fesms un QEupe ADE1I1ARD CON THAPECED & Lla dwkd
Al eiccentd [dErbtico para la operacifin B ir asignarescs ¢l

) ¥ a,Lt %1 ab ¢ 2 -
neebre de “elerento €510 del anille®, y lp denotaremcs con | o5 cxrzado con reapecto s la multlplicacttn)
sre, 21 elementc idéntice para le operacife A . en cago de n ¥ oa,lru I3 afbcl = lablc

138 rultiriicaniAn ¢ asoclacival

pxlatir, lr llamaremed “tlercnto unidad®, y io denoctarcmos " Voa.b.C ¢ I me L1ERE qQuéi aib + €] = ab + ac

Corn L

(b * cla = ba + £a
{la wultiplicazidn e distributiva sobre la sumsa por ambon
. Tadne) .
Fesulta evidents gue 4wh anille pusde £ no tener "slomcnto

S, lom rAteroa forman un anille eon remApecEs 4 lag operacioney O
pnldag”, puec pArs Suf uUna entructura forme snlllo ne &8 '

guma ¥ multielicacidng ¥y el cerc del anilla =s &l nfimerp cereo
indispensable que exista el fdEntice para i3 operacifin @

12= 0

en cas® de ¢xiatir fete, o mnag ' .
3w A tal gun ¥ai A vAa = af v a Continuemen con el anflisis do esta estructura:
e dice gua la estructuta oo wn "Anilleo eon unidad”. 9 Woa.bt 7: ab = ba

{ha rultiplicacifn es conmugatival
Ejemplo I1.2.4 Fl anllle cx, ademSs, cornmutative .

i) 7 1t 7 ctal que ¥ a b 31 1+a » '] = g -

E! conjunte de los nbreros cntares (2] {orme un aniilc con respectd jralnte rn el anilic el Lddntico multiplicatival

# lag gperaciones de wuma ¥ multiplicecidn, Por L0 Lanto, se trats dy un enllle conmutstivo coen unidad

fv ~ 1}
16



Ejemplo 1.32.5

51 s L=bR a=h {la operacidn § es conmatativa)
Sea el conjunte § = {a,b]. Investigar gi forma anille con regpecto
LT x, vi 3 x[Fyes 15 ¢8 cerrado con reapecto a f)
a lag opcracionea B vy . definidas por las giguirrtrcs tablag:
. 71 La operaci&én B s asoclativa
_.%_Jﬂ_}':_ Rl s, ® iF eE Bat=1aB bl a
i a b a a A
b b N b . 5 aHa = afas [8e cumple)
Enlumiin; 1i} bR (agbr=1Ibdal Bk
Veamga con redpccis a Ja operacifn +: be = adb
1] ¥k, Y€ S5: X4+ vyEdb5 a = 2 tme cumple)
{5 es cerrado con reapocto a B . 1i1) BP 28 by =~ BB BIAR
] Frobemca ahora aigunaa combinaciones diferentea para la Ao - ) g b = b B b fme cumple) .
slacividad: ' D] Frobemos algunas combinaciones difersntes para 3o dietributl
1) a2 B (&% a) = [a B L} B a2 vidad
affb = b@a 1) 2@ i(Lb@a)=ia@bB (4@ a
B = b [5e cumple) aBb = afia
Li] bH (a@b) = (bR a] P E a = A& {ge cumplal
BA L = b@Eb {oe cumple) . 1] ]aﬁiaﬂb]-ﬂbﬁaﬁéibﬂh]
11i) bE (B H b = (b E b B B ) bR = afib
bk a = afh B - b [ se cumple por la lrquierdal
E = b i s& furplel {440 b @ alGas = ib B al & (a g a1
SuponemoE puss gue la operaclin § e3 agocletiva fno haremos ba - & #a
el andligia exkhavstive de todas los gases posibles). ) a *© A (e cumple)
3t aec5tal gue v x ES: AR xexfha=1 ivl (s d bl b = fab bt B (kG bt
foxipte ] idfntico para lb operacifim o vy es *a-, EBb - afb
41 El {nvereo Ge a &8 &, ¥a quo: a kEawa no* b ima Cumple por ld derecha)
El invcreg de b es b, ya que: b & b o= & ror la tanto, el conjunte 5 forma wn anille con yYespecto a
{vmisten log invergos para Wi las nperaciones # ¥

19
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Er de3d 4] citudiante invetcigar a1 =)} anille e» CcoOrPuCAtlve ¥

ml tiene wnidad.

CAHPOS

liemuw lleggade finelmente sl pstudic de la eetrudtura nlgepraiea mis
L

coFpleta, i ta cual tambiln e definen dos Gperacinrcs Bipariag:

Un campo ¢4 bn anille conmutative con ueldad, cn r] cual esfater

loa inveracm para la sequnda cperaclfin, con wecepolén del cera

drl anille &), el cusl carece de diche inverso.

Lata CONCEpto ¢ campo nOE Conduce a la siguiente del lnicidéng

Us conjunts 07 ﬂt‘Pﬁr ioc m'noa dox clemento:r f0rT4 un Campo con

TEApPCLo & dom operaciones Einarias 8 y O =l

1) Forma un grupd cbeliano con respecto & la oyeraclén . P
cuya elementa 1S€Rtico 1lawgros "slementa erre Jdel campn t
¥ tcprescntamom con T T

L) S5us olemencos difcrontes de z fgrthan un grupw alx-lliang con
roapecta a la operacién [, & cvyo elemento Jdéntico llamamss

"elrmencs wnidad del campa”, y 1o represgntamon con "o

€3} La operacifn § ¢3 distributiva sobre la operacifn @

Zjemple 1.2.6
Spa #l conjunto A= {p, g. r, g}

Investiqar si forRe un capo con sespecto & las opézaclones § y £

definidas & continvacidn:

P

L P A Blp a r
Bl 1 ok pon PI8 P I g
g ¢ ro4q p " 9l 9 T &
t] I+ g r & ; ffr v r©
sl 4 o E T g ¢« r p
Solucldn
iy A ra crrreda £on ceapecto a B
Y 1 PH IgBrl=ipgq) fr
Fdq =~ s@r
L
- s @I Apl - {sadar g
s - pgp
r =
1] r B in B gl v 2 @8} Ag
riep = s@gqg
P op
1} Erigty =l idEntico para la f§ (z = r}
L2 Exlaten lom inverzos para la § v son dnicos en cada caga
ForP§ =g f =r. @ =
5}

La operacidn § e¢ conmutativa indtese la simetzia de 1a ta -

blaj.

El con)untd & [O7x4 un grupo abelisng con respacto & 1 opela -

clén g,

i



Adenbe: L] Lé vreracifn @ es conmutative

(3] A ww cerraio con respecto 4 la B (fitveae la sirccria de Lla tablal
1 ] pEigh ol =trEql B 10 lxirte ri idéntica para 1o § (v = qI
Er - pgs
131 ZB iz ql =fafrifg Tedes loo elemenecs tienen inverwe para le § exceptn r
aflc = 1d4q i g8 ]l Coro,
[ = T FOF bo taneto, el eonjunts A [GTMA UR CAMPpO COR TeEpacto & lay
111y s B [gE P =~ (s q) @ p , Qpreaviones By P

-

sgf = sfp

La pperacifn [ es AEOCilativa

" 1 pRigdrr=1phal @ A} -
pig = PRt
F = P

1) mB ey - (g A w3 g
$fig = rgw .
[ 3 - E

H em distributive por 1a izguierda agbre o

1£i) tp @A) 3r=iphzy 8 Ighr

s 2r- TR
S . ;
ivl BRIz tafql @ ipQal

z
qBg= s fp
9= 4

A em distridutiva por la deorecha schre @

1}
k&)



Conjuntos m¥tricon. Mitrica. Sea M un conjunto coalquiers., Ew dice

que 5 em una "rderica® con reppecto & M oal, ¥ s8lo sl para dos sleman
EQL P, £ M #nfate un nCpard resl saaoclado R0p,) denominada "dimtan-

cla® de p & g7 que tiere lax siquisntes propledades:

l.- Bip.q} > 40
: Z.= Sip.q) = @ {=Sp s q’
i .- "Sip.gt = SLE)

_A.= Sfp.gl o+ Slg.7) * Elpc) pAFa LOAG P.g, CEM

COSJUNTGS PEVRILGS
. - . Estay proplededes colnciden con wl concapts intultivo de distancia,

{CHCEPTOS TOPOLOGICES

" -
“Conjuntt SEtrlcogt mo deflpe como 2l par M, B) conelstwnitda ma wn con-

Junte M ¥ una mitcica 5 para M.

: ESTURID GENERAL DE LAS FLRCIONES

Lon wlwmenton d= & sueien Llimarse "puntos*
Ejsmplos de conjuntos mitricos

1] My =éx]xc AT 5, [pogl = a0 = xg]: miomptm,

. ] ) M, » E' = Fapagio Euclidiang unidiesnslonal
I IO Maow (%, Xp. o oaaay :H]|:||,. :“....xntklrplra toda
Porolmgs speaee, w lag o ® I¥y Faaeeon b B M
Biip.ql = e, - ?;!‘ T . e A L
POR: ' LA E" - Eapacie Fuclidisne '+ dimenalonsl
ARTURO DELSADG R. 3 oMy = dxiwe 2"l poax, g ouy

i 1 -
. S,ip.aq) = Jey = 2g]

Tt|ay = my

Dempstracidn da que &5, [p.gql coanscibtuye una mékedck, Dabemos hacer

Pepieaon de fa Piviedidn dr Fatudios do¢ Peagqnade @1 ta Fucafead de ver que ae cumplen L3a 4 proplodsdes que datinen una métricar (Ob -

Tagendienda 4o Ea U, N, A, M. sfirvema qua H;, = M)

-
L]



1.~ Eyip,g)l % 0, en efocto;

Moy F Xy . owed B - ox,

e
S;Ip,ql = m >0

=n >4

2, - 51 xy, " ®xy =p |u, = 27| =

Evimyy myl = -? = 0
reciprocamente: Siip.ql «~ 0 =
wy kg = 2p] =8 = ¥ =

.= Salpuygl = Spiq,p)

LTI T R E TR 11|
b= 1xy - Er) 1ppXy = a4

d.= Sip.g) + Sig,c! * Sip,r}

Sea p = xy, Q= Xz, T = x,

1a, ==4l . Pep = wy]
IETETEE Y]] Ly = %y

Iy, = %1

ley, = %ol
1'i:|l:| - :I:ai

&

=g - =yl

1+(®m, - sa[*[%s = xg|

T, = mglw]mg = 4] a3
Te{x| - Kal Tixz - X1]
Fay = =

-

L*f®s = w1

— £y - x,; Xy =

RETEE TR T 1)

A

L¥[Xy = N5 + ®r = Xj}

3 K l=- ¥

L+)5; — Az t[xr = x, DETEEET

+
Le[ry = xaftyng = wa] -

4]  Sea M, cualgaier copiynte; siando S (p.q) tal que, para
tod..a P © Fan
Ila. Bl p = g-
S.lpagqt ~
l. sl 4 g
Demonttacifin de que §,.[p.q} pusde aceptaras como mitrics
villida: ’
l1.- S.lp,ql * 0 ipor definicisn)
.- S.lp.g} ~ 4, sip -1-; (por defipicidnd
J.= S ip.q) = Eu{q.p] -
op -
Suip.ql = E.qg,pl = 1 Ipor dafinicifn}
si p =~ q:
S« lp.pl = Scigugl = 0
4.= Sulpeq] + Sulqg,r) 4 S lp.2}
[ acurrdn con la pogpicifin relativa gque oCupen loa puntos

p.g.r, pueden Presencacss los miguisntes Casoet

[ C

r

ELRETL * Aia. Ty S{P.‘.E-.—
H_._'i. + 1 EY 1
a + 1 x L
1 ¥ 1 2 0
1 s g -] i
] - b - ']

=% &G(p.qh + Ela,r} + Sip, 1}



5] Sex My ol conjunte de funcigpes conbinucss an &> fptervalo
carrade E,Lﬂ: definiéndons para dos funciores f.g € Mg
Syif.q) % max |fix) - grxl]: = £ 3.5

by

1
I
f
1
1
I [
| |
| |
i I
L _____l_____;___x
o |n ' [
Damodtracifn de lap préepiedades.
Fusnto qua, por definicidn.f y g san funcianes continuap
t [a,5] = |[fix) - glx]| €3 animisma funcisn cuntlnua,
= mar [fix] - gixi| « (a.B], de anf gue ternga aentids
51(f.q) on la forme &n que s Jefine,
.= man |[fi=) - qix}]| * 0

.- ma¥ [fix) - gixi]| = 04=D fix) = glx) para teda
x ¢ {a.5) .

1.- max |£{x) = gix}| = mux |gi{x)} - £ixi]

1.- 51 F.q;h b Myr

J2tx} = nix)| = [Cixl - qixt + gtx) - hint| £
£ [riuy ~ gix)] » [gix) = Hix)}

= max |ti:| - ntxll € max [eixd - gixd] o+ l3ia) - B{xlJE

& max |£{x) = gix)| + max [gix) - hix]|
= 8, (.91 + d,{gh) + 5 (1, k)

" kb b

1

] Eed ¥, =l oisme coapyunto Hy) del problems anterdor: cdeflna-
gE A-ora Tara el exspaciog
Se 17,31 = 7 lEix) - g0 dx
peoostrariin de lax propiedadess
1w 5 liixde- gtx)] 4w d @

2.- 27

; Trx)
- 1

gixt| du = D=y el - gix) 1 0,
puesco que a3 ¥ b
T3 B Qtimy - miar] de = 2P feiw) - fx}] ax

+

4= 2P Ex - ga)) ax

-

% lotx} = hix| s =

I,:-

Clsixd = atxr] + [9fa) - Rixp|} dx 2

o

A N IR TR I Y I P 7 leexr - mix| ax

leex] = gtad | dx + 27 |gx) - hixy| dx 2

R R AL L
a Efa
S [f.c] + 8, {g.h] ¥ S.if,h)

M E,g.h T M:

La% e;erploa ;nten‘.drti hatkn vel QUe un sikpaclo puoede ser
corvarcido en 9n espacio mitrico #n nis de und -IT.I'ITI-? Exte
ef, ma-a un slise espacio, pusdeh axiptlry wariar mEtricax
almisitles.

. .
Entornos lo vecirdzdes). Sea (M, 8] <ualquler conjunto mEErico: alen—

do p wn punto fI-n ea ¥, Sea ademfa E 2 0. £ ¢ Rt

pafinimon come cnoocao {e vecindad] Vip,F] de p, con redle E, al con-
Junkao: .

Vig,E] =~ %o [ ge M y Sim.ql « E} -



§ | ? !
_

Ejuzploal 4 b . :15
1.= En E'; ¥ip,E) as #l Intarvalo sbiecto: ip~E, ; + Ely pu:.;!
e qual : | I

Vip,[} & (x[p=E <« x ¢« p+ £1 i
o - |

Los wxtremos dal intervale |puneos p:-: Eyp+ El noen =
|

Vip.El = (x{ |x - p|

tn wn al antorcpa.

Bt P ek I
r't_....—u-:h—,—_r _ i
E E ] [ J '

1 '
Z.- En BE* § ¥ip,E} me =l conjunte da puntos dentro de la safe-

T8 COn cmhtrp p = (&,b,c) y radin E:

¥Ip £l = {la,y,2) | Flx-ad® « (y-bp7 + 2, = ed3(E} Lt

Li suparficie exterior (o fronters) de ls exfers no  watd
a0 al ‘sntorna Vip, £ i

1l.- Ssa 4 cuslquiar cenjuntd cuya mftrica se define det ai -
quiehte modo

Sip.q) ={%- " P =a
i, sl prq

{ vip,El'= p, mi E £ 1
¥Yip.El = A, g1 E » 1

f I- [ |__..

Entorno incceplato (o vaclndasd reducida o aquierada). Es un enterno
i

qua Contlianm un punto manca qus Vip.E],
Hotacidm VIp,E) o V' [p.E]

Vip.€) = {q | 0 < Bip,q} = F }
=]

VIP.El = Vip,E} - (p] = V' (p.E)

|.. 1 o | to '
Pu.ntu 1|'|.1:vl1'1.|l:+r+ Soa 2l conjunte A= (H,5). | 5a dice que p ea un pun

1= "I.nur:l'.nr de 4, 5l axiste ¥{p, €} cal qun v{p;Ei =i,
it !
| |

FURED uxt!rin El punta g &% punte "extarior® da Ay ml wxisca
4

‘-’[q.ﬂ t-ll qut: ' '

Hmundo, pau abrovis:, (M,5) 2 M; resuzlea gue un punto axterior de
[
A wa on punto interior da W - A ]
t ol R ! tp . i I
. ilg'r

"vtqi::mﬂ~.& 4 !Il',

Puntc (ronters. 50 tedo antorne Vip,.E] coantiens un punto de A ¥ un
[ g
punto d4e M - J. me Jice gue [ owe punto "frontera* de 4. Ea ohv:l.o

que p-l ur punta frentera de A xl, ¥ 010 sl s pantno frunurl da
N. - A, ]

I J|!

Ejmmplos: | p!

L]
1

1) s.l"_-':.J mlendo 4 = (x| & <« x & L}
Il intariarde 4 en (0,1] .

]
Ll fl.'anurl de A wg |0,1}; soo I ponesas |l ' ) | -

[
"l I s

El -xt"!mj de 4 ws £° = [B.i] = [x | 2> 1} w0 {x | 2 « 8]

P B .
! ‘i *Ij- e Il : g' -
F)) 5Il|H llI CEY g oA e,y | xtre oyt £ o4} . -
14

1 {nterior de 4 as {(x,y) [ 2" + y' < 4}

I'.J
El wxtmr or da 4 o3 [{x,y) [x! + ¥* » 4} '

"

]
La fronteca de 4 es la ciccunfarencia (i(x.y) | x! o+ y! s 4}
i
r

EXTERIQA QE &

FROMTERA DE A

A i e— ———




1 Bea M = £ 4w Liz,y) | 2% - ¥7 2 1) Punta de scumylaciin (o punto 1iaite). Sea & = F:p < K. 56 dica

Gur p #3 un punto do Tacumulasién® de A, Al todo entarno incosplate
T

v'[p,f) cantlere un puntd ¢4 4. Dicho de okro rodo, poEs Un PUATO
ENTERIOR dg acumulacifn de A, 11 ceda antorno ¥ip,£] contiere un punto de 4,
! A T a que no sea &l pukke p.
WWTEHGA - | W I E®H /
e & 5. T orDEAA Bl sonjunta de puntom 4n acumalacidn en el elemplo 1) anterior esc
S
- - s,
s /.'/' \&/‘.—/’ .0 =1z | o £ =% 1)
r
En el ejempla Zt, vl eonjunto do punkos dm acumulacifn de A, s ol

TL INTERIOR DE A = & = ({x,y) | x% = p! » 1} migmo canjunto 4.

EL EXTERIOK DE A = {(x,y) | x% = y° < 1} El conjunte de punton du acumulaciSn del conjunta 4, en wl ujugpla

ER LR

{{a,y) | of - 7 * 11

LA FRONTERA DE A - {(x,y) | 27 - y! = L}

fun}U?tﬂ sblertyg. Sema A = H, Sw dice gue el canjunte 4 ea wn con - 5L p e# un punta de acumulaclin de un conjunto A — K= gue todo Wh
Jurto “ablecte”, ml, ¥ #fio i no contlens ningdn pukte do su fronte- torno Vip,£) concicny un nbmero infinito de puntos del cnn:uﬁtn LI
[ £

On conjunto cerrads Contiense todos wuw puntod de acumulacifng recl -

4

Contynte Serrado. El conjunta { ma UN conjunte cercada el, y sdlo sl FroCamENte, UR CORJUREG Que contlens todos pus punton de acumslactln, © .

es un conjunto corrado.
contlanse todos Rug puntes Irontera- 3

F LoTes. 1 L] 1in uno de 1 neeptos bisicos de
D4 las dwlfiniclones anterloces ¢ deduce Que A ea un CoOnjuntd ablecta, Fupclares La rociin de ‘“F‘ - OF concep

3 K udig 4 ay matemiticas.
Bl todo punto da A ex al pismo tiempa punto interior da A. mayer trascendencia en el eox ® las '

En el capftulo anrerior ae precind li ddes dw funcidn, describifndo-

El conjente del ejemplo 1} anteriar oo &8 fal conjunto cerrade ni con la £sta coma una relacidn en la cual ningdn par ordenzde tiens =l

junto sblarea. migme primer elemunto. En pate caplitule se hard un estudio min com-
-

El ¢onjunto del ejemplo 2] vs gonjunto <arcrado. pieto do lag funciares, clawilflcdndalans y-establecienda aus proplodn
En al viemplo 1) el coniunte o abiorto. dan.

El complemanto do un coanjunto ablerte @6 un conjunts carradn; siendo FueefBn  upfvoea Lo tunciSa onl.  Esto ex el tipe mig qereral de fun
ol complemento de un fonjunto cerrado, un conjunta dbierto. elfn. Una furcifin univoca d® un condjunkto A en un conjunto & o8 upa

regla o DApec) quo estcis a cdde elemento £ £ A, un Unico siesante

be 8



La
Laotacliores:
. A= f
T F
LI

oe maners qrillca, podemop representdar ba Puncidn unfvecs come sigue:

Chegrvaciones

Todos lon elementos del conjunte & deben tonar una iragen en al
conjunte B: pudiends, en la funedfn unlvods, ser un r]emanéu
b 8 imagen de iy de un elomente del fonjunte A,

La racifn de funcifn dcovolucra!

1 Un ¢enjunte A deromlpade "dominio”® de f

1L} Un conjunto F dancminade "codominie”™ {0 contradominio da £}

112) Una reqla que swetabloce gqui elesedtos dal conjunta 5 mon

. imigenex do jom elemonton dal conjunto 4.

S5e accoRtuchra dowiqnar las inigenes ‘i L A come r{dii t E1 farn
en, de 13 figura anterior,

Fict ] = Efzz} = b;

Elzs] = Eias] = Fflay) = b

E(A} = (by,b,l

Eo= Dl faly farpais faspalida byllaghy )

11

1]

1.- 81 f: A" =+ R'. ia funcifn £ 2& denomina "funcidn resl de ?Iril -

bla raal”™.
51 el dominie ¥ el codominio estdn conaticvuidom par &) mismo con
Junco 4, Ee dice gue f es un “operador® (o uns traneformacidn)
en A,
T
L ]
5+ llama "rangc™de I al conjunto constituido por todas lam imSge

rea f{4) € B Ce elecentos I £ A

i) < 1
Geométricamor:n: Lira lipea vertical cocta 1w grifica de una fun
clfn wolveca en wn s0le puato Lfa R‘ - H'i
Elemplol 1] A = § = R'
F1 A = B tal que y = Efx] = =t
¥
| .
F\h_Jﬁ:fii x
i |
" - [
2y £ = {fw. =« L} | 2 e {L,2.3}}
Jv[_ ’ -
5 .
| » E={y1,2),(2,31,3.41)
1
|- " T
- o -]
Puncifn blunfvera (ipyeckiva o uno &4 uhol. Una funcldn £r & + B ew

denomins kivnfvoca, o1 para todo par de eslemcntod oy, & £ A diaklp -

tom, lasg Imidgenea bajo £ scon asimiegmo distintas: Gat0 em:
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fra } = f{ay]l e dq = dy !
! Diche de otro wods, ura funcifn = "wobra” cuando su range ¥ au oods

Yiamplos:
I mipie #om ol risme corjunto; eatd e

.- . - t(A} = B
! ~ T C?ﬂ’dﬂlﬁm
1

Ejemplam: & = {a,, a5, dy. G, a3 ; B ={by, Byl

S —r— — i L}
[
' .‘lf a‘ ‘I - - — e — .
) '
H ﬂ!. — — =
Yawviaa '
— - g7 !
= Dava iy e ;
'
d !
Fal A = F o= Hl‘ , 11 f- R -'H.‘ tal cue Eiz)] = =7
. y ]
Bre- -1 R - —
£: mf o+ R sfendo oy = x : R t: 10 :E r pere IIx) L no eniete
B £ R O+R ral (=] = x' -
£ zo w5 blunivocs, puean [(1} = £)-1) = 1 2. gue gix] = x x
I E: It' - Rl, tal gue fle) » » 5i eF sobre: presto gque el rango en H*
. . Geaeétricanente: 4o eslxte Ringuna Iinws ROCLIORTAL Que N0 COFES 1
! =1 em EIunivoca . .
af1 d Taneihin . R =
ar = r' <@t a1 que f(xl = ¢* . grafica de una cifin gobre por lo menod «n us punto. (E: L A
55l en bi.univrxu. Coy e ferplo, considercnas la griflca gque corrasponds 4l sixtelcia
11 flrima:
Geombericamente: Lna 1ines DOrifoncal corta la qrdfica de una fun - ) :
cifm blunivocs on un #3018 punta. (€ at . rls -
i P
P e :,l—"l‘--——'"“ . - ] - —
= ) L. o S B iR
...--"'"..Fr =1 f”f = A y
© " - N
L] * - e a \ I
I S . S
Funcifn aocbie (0 supcayectiva), Una funcién £t & « B ef “aohre”™ ai i ah mim
para tede elements ¥ ¢ 8 wxists Al menon un alemento X ¢ A tal fue ) o I L e e

Tim) w y.



1

FuRSISn Blyectlvs. Unk funcifin €: 4 + & go denomine "Biyectiva® 81

#%: Al migma tiaxpd, bIunivoca y 3obre.

Ejsmplo:

T L It'r siendo f{x] = x'
£ 31 w3 biysctiva

la. Obesrvacitfin. Fl concepta de funcifn que sa he sxPlcsto am Lan

1l-l»;!]-Iﬂ'.- Quw Farmite dedignar {y opecar] fusciones de suy var(ads Indo

tir qua wn nads s parscwn a lay funciones numéricas,

Ljsmpla 1] Funcidn biunivoca P
. _ ;:\\ . _— e
T A / Dowain ye -
1 -
£ Ia__ e &
ra ] LY Poow
; | " L oolawiaLp

o \.
p EH"‘} “~ f

****** Cavig o .
“ - . :
FH P;Iﬂﬂ!'.ﬂn birff. 7
tiva. fbiuni™ — . . .. . N e vm ot ———
vala ¥ wobre) ) ; :'::=\
“Cod ewivip ! - Oy oo

-

¥ ( i N
Fi)-

AV, /

8y e e”" 2 Dopaimio = C—{ P

al E

)

Por &)l punto P ga traza una semirrecta, la eual, al cartar

dominia ¥ wl codeminio defipe los puptos a ¥ ““i' respectiva
REnLE. "

Nicena gue &1 funclones biunlvocas, dos pares ordecadoy distlin-
ton o pusdan tener &l mlzey Fegundo elemento:

i ik} = [ing] == x, = %,

Horgirh

H

4}

15

.-
-t

furvas f: ' + 0

Supmrficiea. I: Ef +EB?

xm Flu,wl; vy =9 fu,vir T = hig,v)

LI

1. —————
H ol
Cwpneralizando _. -
t: g -
< -
u 3 n

al £ E* = B} ; flx,y,.z] % @

an II L.

o
1

-y -

(=4}

L]
o

3

a) 51 m = 7. =lendo: x = £(t]: ¥y = glt); & [ - < -1
5z Sy .
H .= - .
I i : Pt .
- T— T
T )
o = - - =
B} L m= 2 x = F;{k}; v *» f;fck, T = (s a f e d b

Al e ammE

: U an ) .
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"Tranaformacicones”

¥ o= ) [(®yy Tpeean, ln]

e i = I Iln_, | T x“:

LA (X0, ®3,..., x)
Dorder o *» m, A = m, 0 Nt R

ia. Qbaarvacifn.
diguisnte moedod

£* = [(a,b)

|1£-‘- b= f£{a}]

n:lultu\dn da la dqtiniciﬁn LR

‘a) [* R4 ow §

b} Para cads & £ 4 EXIFte una pareja prdepads {a,b) € E°
c} S{ {a,b) ¢ 2+ ¥ [a,2) ¢ E* == b=c :
d) La gréfices £+ puede gor un conjunto an un esp:niu de ofp dw )

dicmgpalonen, A0 cuyo caso,, s6lo me concibe mn farma abltl‘l:tl.

Eiemplao,

Saa f D = E'; mjendo O = E":

"= (la,b) | & n'. b= Efajl

B a = fu,y,%l7 b = £{a}

=pb = Hx.y.x} = £*= E! 2

1

L]

1 Jyofl
Bl En ganaralys a las Funciones !, :“ z# leg suele danominar

o Ty

'
La irlficl da una fupcifin ﬁ+ Bap define dal

I AT

il -

i

iv |

17

= la.,b] = {x,y,2.b]

1 * .
=L grdfica (%, de la funcifn I, resvlts ser un conjun

F
tey de YN sspacio tetradiesnsional.

£ = i,y 1,80 | fe,yet) c D, B = ftr.r.l}]

sun cuando 13 construceién vigpual de la qul‘icl rn an peaible an

ill

ba

Cadan com gl que ilumtra al sjempls anturiar. 1a nooidn da
i

Flca™ -iqu- siendo wha jdes Gril y muy cnnv-nlnntc.

la, ubl-rv-ctdn

PR N
F p.rl.nitri:a une guparficle,
L LI
p-rtlult.
i ¥
+ fa B - E'; dorde 41 dominio D= E'
o Fil .
E:-pla:
LRTE L
fQx, yl - l - 5 P D= [yl | x?

+y"

q.l E Ly

1"

-, .
186} ‘
[

»

gti

Ademil de la [forma 4) anterior para definicr »n Inr~*

la siguignte funcidn Faprasents uns L1"}
L

¢

ﬂilull‘.l .'li. lupe:fiCJI: una !‘lipll cuye plan-u watl #n &l planc proysc - -

tantetr « '
Eaoafatly!

s [

B - % ; eatando nl plr!m-tru de la alipaw dl!inido poz la

iv o

Lhcarsaccidn del plano antecicec

con sl cilindro x* '+ y =- 1§,

, ' - —— -
. z : -
tai-' ) { fﬂﬂl’ “.:_ . - o
Ehpse iy, BT LIS -
fjﬂmrr ;cfanﬁ'i S :}ﬂ "“?i._\\: ‘gz A
it e N.d .
| ! ottt -2* T
. :1 — Py n ; =
{ﬁﬂdbﬂﬂ ‘ . ’
: (wﬁ.f' de fzr/ /)
- (0,400
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La funcidn png ss blunfvoeoa; pessts ::;ue.. para & = constante, 1 tiene gl
miamg valor, indepondlivncemente del yaler de ?; par eiemple:
Gy va) = 42,01 =F 2w Tiofxy, yg) = {;,£:=$ T w7
La funcifin no ee adbre, pues 2lcondo el codemintio g', al rango ez
.10] ¢ E' = t- == DS
Deade ¢l punte dn vimta georiricao, una funtiﬁn 1 BN a2 oz = flmuy)
trrd bilunivora (Uno 2 unnjr #1 todo plana paralele al plana w,y da
ecuacidn z = LA {z, £ rango Je [}, silo Eﬂhti!'na un puntc de la oeSfi
ca da E. b
La fynciin £ secd AWpPLAyecEIva .l'sr:h:'e}, 51 el plapp T = 3, {dondm I,
exa todas los vilorws correspondientes aX codominio}, cnrta la grifi
ca de f. por la mOnas, &n un PURES.
Las idcan antvt‘_:l.ﬂfl‘l Tusdon gentralizarge pars ger Aplicadas a fuﬂ =

cibnes cuys deminie gex Y slendo au codominio Bt

£ E" . EYy tnocol

T

I
Iqualdad de dow_funciofen. 51 dos Fupciones £ y g ewtdn definidag en
vir

el mimmo dorinlo T, ¥ ae tiene adomdg gue para tods & € 0, F(a) = gia),

¢ aflrma que lad funéloney san Iqualeas £ = 4.

Ejemplon:

]
al sua!;ki«-l:ml'-‘l’.'

fix) = a's qly) = y' =2 £ = g

]
.k F T 3 o

Bl Sea f: R
Efx] = x'y giyl » yf
i A g porgue no tlcenen 2] pismo domintio

gl = = 1 Lil} no exiats

_ : 2y ks _...;-______i.
/'| 'f“.l. .

iy

FunciSn fdentldad. 5Sea Ja funcidn fc A » A derinida par la formula

fix} # wr g #ca. B hacs SHCcTesSpondr & un slemento 4, el miamo ala -

mangD &4 como EJd Imacen,

A A
potaciing .
E= | AL~ 1,
L
PRI

E ]
sl F:p'— gy 0 — &

Funcifn conatante. Sp dice gue £: & + 8 +s uns funcifn “constants”,

itodo a, ¢ A tie -
[ a,¢ ene A

la mizma fmagen & 1 B

Cyomples Seda f(x] = 3: siendo flxb = x' + manx

= %7 + genx =}

Funcifpn monAEOEAs creciente.  Se dige que‘una fungidn ! &2y “monétona

creciontg” ef un intccvalo, 2l para des puntos cudlesquierd X, ¥ xg

dal [ntarvylo, tales gue %, < xz; e veriflca gque fx;) £ rixel.

SL Fimgl « 21,0 la funcifn ge denomina "estrictamente creciente®,

Furcién monStona decreciente, Su definlcién +8 setwriante & la ante

i . B, Ty ]

FULC IOH BUNQTONMA URECIELTE TUIRCTIAN MOMOtONA DECRECTERTE



{4

rier.

Fergjonrn cfiAcavas v funcioses CORVCOTAR. Sea fin] wuna funcidn defis

nios ¢n wn thtervale {a,b). 51 pars dos puntos cualesquicra

ta €%y ¢ oxy boBY x oy ong ge vortflosl ¥ X, , Xz € (a,b].

e Sty o L] (e

k4 alica gue la funcidfn gn "convexa” en la,b]

51

A v Wy flxpgt & flugl
rix]a—= * 4 I 1 H r_,"flﬁ [t funcidn s« denomina
i ' . “réncava” en

_lab),

. ' .
- ey gy TS
H ' 12 e ———— . . '
i r(mm.;;f-- e R S R S
4P| Se— Y - :
. o . : . .
.—..:_.' -_I_E_J e —— "—.—:.—--—-— [. - 1...: -
) " A Iy r - . i.j . .
ar =, 4N, :trx “t = EAE Xy 3.'.'
— e ermE = e s TR —_— . —— - =) -

~ g2 =z ; .
f;6¢m4£444‘._ Tt AL e Frntadston L e,
Funclin ihversa. 24 f: 4 + B en urd EQnc{In Eiyecriva (bivnivecs y

subra}, entonces cxiste la [unclén 1averma £ 0. 1a cusl se defina:

LT R

dado qua para cada elerents b ¢ B oxloka uno, ¥y s8lo wnc de los ele

Menedy do A, tales que:s
ot
Y s {ifla), a3 | 2 c Al; AmoD,

En {nterssante obzervar que, =n términc dal lenguaie de lag relaclo

res satudladag anteriorments, podewcs decis que las funciones £y [-1

conalderadap ronjuntacents, consbtituyen una "relacifn simétrlca” &n
la cual ¢ no certinre das pareh otdenAdds COh sus primeros elemen -
Lom iguales, ¥ por lo tagte, f-l tampoen; amimismo, pl F ond f-l de=

Len tepar parcs ordcnadod cuysd soqundes alomontoe pean fguales.

Elemplo L} '_'ﬁ_

EStweo gue la furRcifn inversa t71 tiene como dominio a1 conjunco Bf

siendd wu Codominio =1 <onjunte A,

Ziomple 21 Sea 1: B '

LAl gjue

- B

Fixt w u'
-1
por sef [ blyectiva, cxizte f
- L.
I L :l} - e

Inveras da una funcisn., Sea f: A& + & '
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Se dgfine como "laverag® Je [ al #iguiente canjunto: Ceomdtricamrente:
€ b1 = fatae &, £ (e} = 8] TTE . i
" fawl —n
1 s R -
Zlemplo: PRy d( )

= .
Bcaulta: ' ' J——
£ (b)) = fau,ay) : . .
€0 (6a) @ fay) |
™ by - ) : Arilogamente: (F - ghx = Cilxl = gix})
fbservaciones: I by = 4 . Ejempleo 1) Sean: )
En este ojemple la funcifn {nVerka f_l: B+4 na exlstye, pUsscod gue o= [(1.1:, (2,10, (330, 4,2, (5,43}
I o ea biyectiva. @ = (10,10, [2.2), {341} !
Oreracionsx van funciones, pr.!lni.remna, para las [unciones, cpera - Haillar £ + o
cloned semétantem a4 las ¢unuc1das_uperacf.nn¢: para log ndbaros rog - . Solucifin: ;]: 1 Dg = (2,1}
lea. Egcvudiarewmos pard funcicnes de valores reales (luncionce rea - =% f eq = {({7,5. (1.7}
lea) tres opecaciones bisicam. 4 saber: =una, spltiplicecidn, y com Crificamente:
posicifn, as! copo las propliedoden de Sskas. i = T T
Suma (o adicifcl da funciones. Sean I y g dos [whciones reales, cu- 1 - - - mm— —a—
yos dominlos desiqnaremon comd D: ¥ Dq ratpactivamcrnte, Se daline - - {:},,_.... e T
la suma | o+ g coror & - : s s T/
[£ + glix) = f(x] » glx) d ¢ B
o s0d Y - i W or——————— e
£+ q = (qa, I[ultq{xﬂlucntﬂu& 5 ll - e e
z a - —_ ==
X . . - == -=-
'_J..,._:a:"‘_"" T




14 25

dbafrveae que la adicidn de funcicsces no 4w lo smisme que la suma do Featando las funciones y, ¥y Y1 ocdficamente, medisnte la superpand
parrs ordeasdey {vectarex oa £l planc]. cldn de 1ok clagraras en law flquraa [3) y {4

Lijemple 2} Fesplver la siquiente necuscidha

§ ot — o —————

-

'x = &] ¢ |x - Ja} . eaadly

ltﬂ;;:-]a.iulllﬂlhﬂ

|

Eolucidn:
de (1}: |x = a] = |= = Ja| s 0 - lx"'"l" [z—ﬁ;f:g—i
Ifagienda: :

I= - al -~ |x - 32|=y

¥
)
-t

- ltd
Ix - a] = ¥, r o
i h
I= - 3a]l= yal =y ¥, -y =¥ . . |
]
de la deficicifn de valor abaaluto: o -4 ql
: Frgura
kK=&, pl 2 =~ 2 A G ——— e - J— ; g,

¥1 v Ix - af =
=K + d, pl x — a<Q

- - H
x Iz, Wl x da &0 Cw La flgura |6) £e purds obtener la sclucidn da ks inacuacidn 1) :
¥r = fx - 2z]=- Dada quer oI x = 0 —» da 1 .

-% # la, af x - Jx2 < 0 Iu.,.al.-|u_3g|:1-g|—|—]li1-l-]l == 2d = yp s O
grificamonte:

=3de [I] . » = § satisface [2]
Obmarvonds de la figurs (6} gum las crdenadas son nagativas (y = @)
0 ai intarvalo: -3x * x % 2d) serdn fxtos loe valores da x qusa 2a -
tiafarin la desigqualdad 11 il ; hsto am, la solucidn de ls fnecuacidn
Q) rewulea:

=la « ¥ ¢ 2a, ¢ {=Ju, 4a}

oy

r - - i ——— - —

F..J-H.-'f.l. @ ._ o m 1 ff'-f""fﬂ-_@ ——!

———— ———



Ejoempie 3 Si: £ = a |a =2lr g = (x - 31 |x}

Hallar todos los valorey de x para losx ccales sw verifica que f - gt

f{r=-u
Selucitn:
i
2" - 2z 5L x w2 PR T I
I = q - 1
=xt e Zupoaf w <3 =xT e Twy omlom oo

Por le tanta: £ = g 4n lqn‘liqulznteg intervalon:
- = 41 w3, o
f == qe’{021

Lo snteTior pe visvallaa [Sgilments obhiervands law qgrificas de anbasx

funeiones:

f - —— -
g o e

Eatudlo de las concavidadesr
Slipua=ax! =2y =y =2w=2 =>u" =gy = S
{Ul-r’+h=)\r"l-n2‘;+2:‘-,'I..I'"--zeg =

Ejamplo 4 Resolucidn ordfica de la ecuacidn guneral de Tercer grado

con codficlaonces E':

k ]

k' v ! o bx o+ cm ll?llﬂ-ph;CER

it

Eolucidn:

ShraTvacLlones yieliminares:

l.- Aun guando pocde encortrarkr J& BOlucldn anailtlca ;rplrtndn las
fldrmulan v Cardans, en la prictica se oncuentra gue exto mitodo
proadenty ineonvaenlienslas, como 1an que e citan a continuacidn:
1] La muaritucién punéelcs rn las Fe@rmulas conduce & cXléulan

eRGATIONSMT.,
14} 51 L& eouacisn tiene rafces racionslcs lo enteras) €stae s+
abtirnen on Jorma de sura A nflsseros Llrracionsles. -
;111 Aun 3lendn lag trem rafcen rasles, £dths wa presgntan ool
suymay da nimeros cokpleios.

Z,~ Slempra wip paallle, medionte un cambia de variable, sliminar de
la ecuacién {171, el tézmino en %71 en efectos
Hacfomde = = 2 + a 2 en [11h 4

12" + Ja z' v Ju? 2 # 0”2 + 2{2' + 2oz + o) + b (4 + 4]l *+C=

=zl ezt QJa+ a2l ~ 213 «zaa+ B s+ +hasc) e D
51:
Ja + 2= 0 =Eroa x - %

1} J,:]' + dne ¥+ b = B

al + anls ba o+ £ =g

congidaranda 2F y O en Q) , rasulcas
' s prag g

la molucidn de (4} copdyce 4 la solucifn de {1}
da |41 pr v q = =z [5]

5i sa hacen:

]

PEo*q =¥l =% = y; {6}



Queda resuelba la ecuacifin M} gl oy =y ; perol pa1 + @ = ¥

tiene por gridfica una lirnea recta, de pendiente o) onn ordendsda

al erigen g, mivndo - z* ¥, yrificamenta una parSlola £ibica

FI2h.

Lox hechos anteriores tuéic;cn al slgquiente procedimirenbes grafi-
[+ 19
I} Cibhlwas, con 11 mayor precislén posiole la curva o o= = 2!

en papel milieftrico. LA forma genaral ea

T

-4, .

TN

II) A la mismk esCala, y sobre la qrifica cue gq ditusd en I,

rrpleando ios miseoa €)ea [y, x) trdccac la recta de pardre=-
tros p = pandionte, § = ordenada’ al arigen. Se nuqlqrﬂ
que y; = - ! Be trace con pinta; en tanteo la recka ¥ pueds
dibijaree con 1dpiz: de rodo qua 14 Dola 2ilieEtrics pucda
gervir muchas voces, con pflo barrar la recta en Cada casa,
el diagrama queda listo pars usaTrsa ©on nuevas palSmerros

Py

ITIILas ralcas bugcadas serdn Jag abcigas de los puntes de {nter

secclin de la curva vy ¥ la regta ¥y,

51 la recta Corts 4 1 Curwy an tres puntos, entonces la

couacibn 1) toedrd tics rafces ceales.

Qbsfrvesr qua & Tectd tlpne gue cortar a la curva por lo o

b e mmm ot

nGe En Un DUCES, pUREtO que yi B funcién piysctivac

1
it F' - B

¥
por tesmer 1 rorbicienies a,b,o ¢ R. lam rafces camplelss
Eighen que Ser parck conjdgados; o mea, &1 F ¥ 8 o3 rafz

tambifin ticne que sar pafz T - 54, (L = T

waltipligaciBn dr :uaciopes. Sean f y § dow funciones de valores T3

les, con dominios O, Y Dg radpegtivanente, ta defina la sulEipiica -
cifn f g comd Eiyue:

{fgl {x) = Eiwl-gix)
o oA

tg = [ix.2[=i-gi(x1}]| = ¢ Dy 0 nqi
Ejerpio: $ean ! y g isy Rlscay funclones definidan en ¢l Gltimo
erexpla.

=3 tg = ({361, L3133

cacitn de furcioneh

1 4] H' - R'

Propiedadas de 1as rreraciones de suma v rulbipld

sea E #l canjunto de funclonds realed Jda variable reals
Al Cercadura: 51 Ly 9« S=h f +9ES
Ay) Conmutatlvided: £« g &g« f; fygk 5
A.) haociatividad: (£ + gb + h = £+ g + hlt ,g:h O F
A,) Eslwtu un elrmrnte newtts dplco tAl guet
para todo boC o H. 01+ o=t
M1 Cerraduyra: 5: 7 v g 5wy tqt5
H:) Cormutatividad: I =g [ Y g E 5
My} Apoclstivicdad: [iglh = tignl; f,9.h £ 5
o] Eajatg un rlecente noutre Grico en 5 F‘l qums

para tode 1 € #, fl =t



b
I

|
0! DMatribucividad: £(g + hl = fg + fhr f.q,ﬂ [

Obsmrvaciches: d ¢ 5, puen de¢ atra meda no 5¢irl:l.|.rn:pl:l'.rfan Ay v M
Law funcionen veslwd, dw vaclable raal pnlt!niFHdal lak prop:.dld!:.
de un campy, exispto la exiztencia de 8ditfve Inverss Cnlca ¥y dw re
cipraco dnice [A, y Aql.

i
i1 al dominlo da F no en todo 4l conjunto Jde los rtealms, untonces

nd akinte funcifn g tal que £ + g = 0 @ fy = 1, dede quo el deminio

de lam funciones cohetantes 0 ¥ 1 ea Ri: pero '

T l'.

fagh D{q ne puede

Composigifn Aw funclones, Algunos autoras consideran la cempanicifn

de funciones coba yn productt (o multiplicacisn) de fypciores.

Definicisns Saan £f: A =~ 8: g1 & = 2,

f aw una Iunclﬁﬂ'cuvo dominic eocn los &lekentan

izl c Bk

0 E A taicE qua

igetifal = glf{x)}:
igef)t A - €
Cbaldrveys que paza QUe guadg dafinida g o € neG =8 necesaris qoe £y
g mman tuncicnes realay de varlable real.

Crificymanta;

gof dencminada g ¢crposicifn

. oy L
) “: : b
T wl " )
. .5 l.'!! . L
= . '
1.! N f H . .
N ¥ 1A s \
! 1435 PP B
II 2 b
2 VR LI '
v B 1 -
f PR, B, " - e o=
| {I. P .,
g e -4y R AT A
Ljemploa: Determinar gof y fog on cada yno de log siguiences ojem = -
b e
Plox: ,; y - H L.
Tl E = {01,2).02,20,03,58], (&, T3} % IF : .
. N T Il s »
g = {le.3y, 11,2y (7.0 (3,4]) - .
.al  Cileale dr gef: . ] N
i . -
Detelmlnaciﬁn del dominin Dgaf= \ ,
1le Dgnf pu:!stn Gque £(3] = 32 & Dq . . _ .
- 4
2 0, poaacoc gue f[2) =1 e D ' -
) € Ogas ¥ q 1 . q

-

1
_,1
i

fir

s - L
'3|F
12
-+ b
{0128, 02,40}

T gof =
b} Ciloulo de fog E
Determinacifn del dominic nfa.g-"
D E B,y F23ue £i0) € D, -
- ’ t e Ly.q SOTQUE 1) r oy . .
* . .
- 2 n._ng roTgue FII) ¢ P
parque £i3 ¢ 0,
L 1
- - N L]
; | : .
| [P
e
. . _ -
rog = Fic,5). 01,30, 12,2) . (3,1}
[ +



11 - !

I} fix} w ozt g gz} = ow o+ 1]
2o lucildn:

(flix) = gUe(x}) = gix’') a »' + 1

| ]
(feglint = £1gi{u)) = fin + 3} = (x + 1*
N 1 LY
Vemcs que, an genersl, la comporicisn da funciones no ss una Opera -
+ - . =

clin conmutstiva, '

N f: E' = 'y donde Fie) = {1 s &, I - E)
9: E' « 'y siendo gle,yd = (u - 1, ¥y - 1)

Soluciding

(gof)fe) & g{fle)) = 9l + b, 2 - E] = {t, 1 -*tl

WStane qua {fog] (k) 0D ¢xInte, pRETED e -1 dominio de f ro es
igual &l codominio de g.

er

. b

Caomdiclcamance: Cie) = (L + &, 3 - k| THPCNRERES Und Tecta, cuyes
. P

BCUACIONAS CATABMEIICAS #0N: o = L + t, ¥y = T - Lr siendo la recta
T b

i+ y = 3 on tanto que Igoliit) = {&,} - t.'p ras da lll ecuaclonan

paramdtricans x » £; y = L - §, qua ccrrupund-n 4 la rucf_d T+ y =]l

1(_'1:'}_.,. t llllrl
R —
TN | o
. . “ N ) R i
sz, . :\\;\;\ u‘::r——l
of 1 E T-rE‘- B} ay

T

A f{al o Xy gixl o= Ik v 1
Suluc;ﬁli'u

lq:&tl[;] lq[!l:!} - gifxy =3 el
pnr 1='r”c|.;fl n = [O,=

Ifnq] I'r',l =1 tql:l} - l[:lx + 1) = MAx+ 1
1.4
por la Cul DBy . * - ] =}

i

L‘unstruccmn de 1a grifica de 1a funcifn cu-puuu qu 4 partir d| "

1
lan I'-'I."fil’.‘l:l.'d.! L v g,
e i Wagpn ot !
Sean { v qambax tunclones realeés du varlable radlr slanda yua qréft
il
cas lim turess que me muyzsbran #n Lk siquients flgura:

e 3

r ! - — .
L

- b {foaifea) )

ot
- |
—_—b (ke

[ § ke ! ]
Prirm!.p:‘.e“ & gonutruir la grifica do gaf an ll. punte i) da ccordens

dAs {z,0) da r.
by

Gbaa:vac 18n:

I ot [ -

51 f &3 una funcifn mondtopa, ¥ ademds f = I .>. una de dos posiblill

d-‘ldcll '



1q

flx) = x para toda x:r @
{ fiv) = - x para coda x
bDemcatracifn:
Aun cuzands le intuiclfn geomitrica parece corroborar la afirmacidn,
€ara go justificard mediante ¢l siguients ra£n1'||amicntu, Ya cus, ca-
£ 2& camprabard en un afecplo despufis de Eake, la iRtuicifn qeumé-‘
Erdca puede fajlar:
la. Supdingase gue £ es rordtona cetecfconto:
#l 51 £fx) £ x =r fIfix))] <= 1(x] « x
= E(8x1] < x; pero £06 Yikh) = ELf(x}) = x
par hipdtoale; de akl gue £{fix)) < % e5s Zmpasible.
bl st Plud > x =2 E4f(R11 > i) > =
== f[_f!x}} * %) 10 gue por la miama ratdn anterior ea
impoaible,
For ‘lr:u tante %o croncluye: 521 f ee mapftona .crecientu; s1anda
O

do. Conaldfrose gue £ ea mondtons'decreciente:

Fazgnamientos similared a los enteriores meos llevan a Ja conclu =

ifn que: S £ ea manfiena decracienter terddndesa aderda gue
£t =» f[x] = - x para toda =x. ’
[puede hacerse ¢ c - f on el caso io. para ¢Iemegtrar &2 2od

Ovra cheervacldn IFrportante:

Aun cvande la {ntuicidn sugiere gue s6le las funciones eorrickamente

monfieenas, f: A + B; donde A = E': B o E', pueden Lener irversa

-1 .

7 B + 4; el elgualento cjomplo nos demuestra que existern funciones
1

gie 5in BAr monflonas, tienen invarsd: en efecta:

ELT

Seat
X, I %2 £ D
H.\:h-{
EF T 7 B B b
DemdstraT:

il [ ng em monfitona en n_.lnqﬁn intecrvalo
11y £ = et
salucidn:
Sea I cnalgufer intervale con mds de un pu.:ntn..l eaciiansa
Xy, wr E G 3 My £ wy
{x..x. < LR S S
{ i) — Efwzt = %) = my2 ) + craclante

E{xy)] = Efi®yy = = xy + Ky » 0 + decrecients

- f na ex mantitrna £ I

1i1) i x e O =2 [/E(n]} = fix) = x =» [ = f-l

8l ¥ £ Q' ==>Ffif{x)} m F[-x) = = [=gx) = ¥ =3 [ = f-'l

m> Para toda x: E{F{z)1) = &«

=r f a f}

(Ll cjetpld anterior, puede concluirse gue Ja £ de ests ejemplo no

pucde ser Penftona, ya que £ ono ex tal que fix] = x; nil Fix) = = x

para toda xp

Tearcema. Sea Eouna funcidn biyvecciva tal quar fr & = &) :I.'-l: B+ Ay

ap afilrma gue:

faf Y w £ lar - 1



] ]

dersattaciifa
f1
tea x £ A ¢ wlenda fix)] =y & d=¢ E-l{y} =X
=2 ol e TRt e i a2y k) A x
= lera
L RF p8.T - H

Fl:

fix} = yr x o= £ iy 06 (g1 -y

7

Elemplin
Sablendo que &f: ! x) = z‘; Eﬁltx] = fnx} con page wn al teocwkes
ancerior. demontrar que: .

tnet _r_ﬂm =y

Eglucidn: Aal Eecrema anterior:

1 Lnx

ot i xt = x = ELET (k) = E{fnxt -

1

e lorbint = x = Elrrixls = 71 fe¥) = ne®

Soow o :IM - tne®

Tedrema. Seaa § el conjunto de funciones Teales dew varisble real.
5» verlfics la sctquienkte: Fara toda f,g.h o B

1,8 £ yqgc 5, a7 £ 5 .

Ci} En gencral, Iog ¢ yol

Chy} Lfegloh = fa{gekl

C.} Fafpce un Gnico elementd I ¢ 5 tal quas

fol=Totf =F¢F

Gi] If # gloh » F o b » g @ K
rero folg + B] # fay + Foh, en geperal.

Dy} Ifgleh = (Ieh) Inch}
poro f&!qh] # ifcegql (fwh) . en genaral.

Compatcacignes.

C,] Ca una conaccucncla de la definicidn dclcnnpaslcidn dw fungleo =
nas.

Gyl Eakn gquadd evidoaciaodo #n loA ajemplos cesuslics anteclormants,



Cr} DemoSerarecos primeacs qua loa dominiox son iguales:

-~ 0

nlfuq]uh falgah}

2 =i | 2t yhiz) e, }

tieqioh q

el nc %.hujcnqygmun LR

= {x [ xr ﬂqnh ¥ (genllzi ¢ nfl

Braiyoh!
En sequlda se cemestratd £, ., En efecto, para'teda x en vl deminin
comiln de lag.funciuneu 0o Liene;
{(fey)ohb (x] =+ {foghih(kh)
= Elgihix]l}
= Elqahl (%)
= {to{goni] ixi
Con io cual gqueda demostrads la agoclacivigad en la composicién de
Tunciores .
ChEErveEe que ¢n la demadtracifn de €, 7% ha #{do necenario catipy -
iar gue lag Eunciched F,9 v h sean funciocnes reales de var,able rTealr
por conalguiente, la ley aseciativa en la corpasicifn de funciares
es clerta para ftundlones on u;n:mn'al.'I
C.] Ea Tineidn {deacidad 1 em la funcifn Asutra con reapecio g 14
corposicifn de funeloped., 4 nedesarip demoastcar Laafo qum
£ ol =t como takbidn qua I 2 £ = 7 puesto que no @9 vilida la
een=tzatividad para la composicidin do funciones.
ics doziniom de £ 6 1 ¢ T o f san el miamo: miendo vn asbok €3 -

o8 O,

LL]

Fars roda n ¢ D[ B& tzenae:
[(Fellixl = FiTx11 = Eix)
{Iof)ix) = I{tlad) = £fix)
=} fpl = Jaf » ¢
En seguida wx deroscrard que T oes Gnico en 8,
Supahgazos QUe eX13T8 ptrg elemento Neutio I
I" = ['a] = I Lueqo I oa Anico

D] DemoptraTerod ETirore gue LS68 deminlos san los o)pnoss

n¢£+qiuh = Yk v LT

={x | xcDO ¥y hix} € D_ 1

B{fsqlahn h feg

- {x | 2 o, ¥ hix) « nf P nq}

a{x fuc L hix] ¢ D[} ninfxce o Y hix} ¢ ﬂh]

- nfﬂﬁ + geh

Entablecids lo antedipr, procedesos & demostrar O..
had x en wl dominda eorln de lap [untlanean
lEeglanhixy = [frgy[hix])])
= fihrx)] + glhixh}
= {fohlixt + [geh)ix)
= [foh + goh) =}
Gy La demoztraciin de esta segunda loy distribuciva se efectda da
EaNwra EEMEANTeE 3 l.lsgquidﬁ #n la demosrracidn da la prizsars

ley discributiva 0.

Ejwspla &n yué Gue s¢ halfe Ver Qua)
fojg + h} r a5 v foh
faigh! # {fog)ifenl

Seam £ * 2, g~ h =]
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axy 1w o[l + ), en tanto qua 1

= 4 o= Jol o+ 2ol w 3 o4 3
por atre lados

= in{ll}; pere,

A = {aI|{iol) = 2.2
En cambio: -

¥+ Tal = 2 + 1

77 + 10l = 2 » 1

{2Iyel - 21

[2eX) Tal} = (2}(r} = FI

L)
La compomicifn de funciones no sdlo am TIrCUnACEibe a funclonos Les

les du variable real; ca ahf resulca, por ajamplo, que

1 fr A - § =
[ %] 'Isvf - IOIA = f

Bl 81 f &8 biyecriva, wxistm £ ° 1

<1 -1
-y ¢ a[-IJ.:f'Df_ " I
tlsndo smimiamo viljda la proposicidn ceciproca:

€} 51 fa1 4 +By g: B+4, gatisfacens

gof » I, yfnq-ru'

Entonces maimte £ 0; f-4y g = 22

d) Si fi A=H, g C=-7

9+~ L y ha
e varifica la ley ampciativa:
thoglof = hefgaf]

Damoatracidn: M

Fara toda o & A . B

{thoglef] fa} = {hegl {flz)) = hig{L{adl}
(helgetl}ia) = hifgaf) (z)] = higlf{a}))

=} iheglof = hoigof) -
irdependientements de que A ¥y B saan igualasm a “‘.’!

o LA

——— e i e

;jil", e, e T
* = I o po! A
‘ . a1 [
] i;é l '.I_I- P
LI A L .
a : L AT af
Ay SN H
el | 5t Er 4 -ty gi B+{ 20n funCIOnes biyecrivas, entonden
_r - . apE
tref)™! + ¢ Pag 1 amar L LI -
- I
(gel] “:7 -4 cxinte, ¥ &8 iqua!."!t i
, £ g™ 1 - :.';':_ v .
. 1. _
Damostracitint dg C) harames var qus; i -
-l a _ .- l J. . . -
(2™ o g Mergen - 1, _% T .
adenly: v [ [
L ' !
[gaflolf = p g ) = 131 v

En efcetu,ldn LA

k
'

efgefl} .. _ 7 -
K )

Y n;q_llnigufj - £~ ey

: -1 z
. F s f “wlin loq#n”i" _l‘rrd“-,-
i v e
"o Ny Lo .t laiters t i el
Lf L] 1 v H - -
i N -1 " r 1 L‘e‘:
1 L = et Pt L »
w "y i _' I i -;T - e '1- .
- T - T " ERLI S -
Coel [ Mooe s e
Animiame: ¢ -1 * + 17 L' ' '
1 . = em o N
L - -
qnl.’.'rnlf “log _11 = gol(folf .Iaq M, W
A _ - = i "
L, T gol(Eef “leq ") T, PR
e o -1 o
! » :..- - gn‘rng’ ] e ' ]-i
i , - . LR )
:r" s a cog 1. N vl b : !
. 2T g I P
- h,.r. 4 . i. ' R.“"g':. - " Y
) j . :L' qI; - LT .
S e MLy it o
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ESPACIOS VECTORIALES

INTRGDUCC 1O

Ern vatias ramas o la matemitica, se presculan canjunton
donde results importante conaiderar "cambinnciunes licesles™ de sus
elecentos. E! flgehra lineal, trata las propiedades comunes de -
todos aquellos sistemas algebralcos que constan de un conjunto mis
uns nocién de “cumbinaciﬁn lineal" de sus elementos.

C! ertudiante ha tenido ya experiencis con vectores Jel
espacio euclidiano tridimensienal, ¥ en particular <om cpmbinacio-
nes lineales de tales veclores. En este caplitulo estallecercmos
1z definicidn de una estructura algebraica, llamada espaclo vecto-
ri:l,.que en la expericncia ha demostrads ser la mis Cril abstrac
cidn de un tipu de sistemas ¢ome el espacke euclidiane tridismensio
nal.

El espscig vectorial de law ternas.

Considerezas los vectores
o« 5, -1, 1 ¢y ¥y=01,2,0)
Camo sabemos, la suma de ¥, y ¥, es el vectors
?1 * F:‘ {4, 1, I}
y el producto del escalar § g R por ¥, es el vector:
3¥,- (9, -3, 6)
En general, i
£=(a,, 5y, a,) ¥ B= (b, b, b,
son dos vectores del tipe de ¥, ¥ ¥,, es decir, ternas ardenadas de
ntizeros reales, !z suma se define como
7+ B = fa,+b,, #,+b,, a,+b,} . ... ()

¥ el producte de un escalar g por un vector + 1e defize rome:

aa= (aa,, oh;, e2,} . . ., (DY

Al conjunto formadp por todas las ternas ordenadas de nd
meros reales, lo represvntaremss con R'. Simb&licamente:

R'=o{(x, ¥y, ]| %, ¥, =z & R}

En R’, las opetraciones definidas por la; expresiones {1}
y (2), tienen las siguientes propiedadas,

Para todas las ternas ordenadss de nfizeros reales a,B.F
y todas los escalares o,B i R se cumple que:
1) Rl ¢s cerradg respecto a4 la suma ¥y Al producto por un &scalar.
2} {aeB)sTe as+(b+z) .
3) a+0eD+3=3 , donde u={0,0,0)
4 Fef-d)=(-a)+a=7,
51 a+beb+w. :
6) a{a+F)=a3+ob,
7)1 (a-B)3-a3z+8%,
8) o[(83)= [of)m.
9) 137,

1 .
Como puede verse, R° forma un grupo abelianc con respecto

a la sumi; sir embargo, posee slgunas propiedades adiclonales (6 a9)

con respecto al producto por on escalar.

Existen varies slstezas que tienen las xismas caracteristi
cas que Rl, a este tino de sistenas les llasaremos ESPACIOS VECTORIA
LES.

Ejemplia ¥. T,
Un sistema que pasee la misas sstructura {de sspacio vecty

rial] que R', es el conjunte de todos los polinomios de grada 5§ cor
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' 1
las eperaclones de sume ¥ producto por un cscalaT. Demcstrarcmos 41 Bea Fp=a,x ta,x +a, Kvd,

4 continuarifn que 5o cumplen todas las propledades que enunclamas existe el polinamio
para R'. -0 =-2 ,x’-a x1.2 x-3,
1) Sean p,-a,:‘*alx’+51:+a_ tal que
T Biebyx" by ebyxob, prel-p,)o(a,-a,)x s, -0, )z (8, -0, )xe (a,-2,) =D
dos polinonios cualesquiera de prade £3 con coeficientes reales. y ademis .
Cntances: -p1+pl'ﬁ . \
Porey= (B, *b Yxtefa +b Jxtefu +b Txr{a s ) por lg que -p s »7 inverso aditive de p.
¢% otro polipnomio de grodo <3, v a8 a ¢ A: 5} pl4a'-[al*b1}11'[ﬂ]*bllxz*[al‘hh}l*{ﬂ,'h.] ‘
ap, = {ua,)x’-{na,];1+(¢;l}1;(ua=} - c1+nl'[h]‘=,}"'ibl*allxg'[bl"l)"{b.".] .
tambifn es un pollnomic de grade %3, IR I et
Par lo que #l corjunts de todes los poiinoaios de prado poT tanlo, 1a susmd &e politomios e conmutativa,
£3, &5 cerrado respecte % las aperacicnes da suma ¥ producto por un €) Sia © R
escolar. u(ntip*]-ufu‘+h!}1’*a(az+h2]x=+u{l*4hl}x*u{a'*b‘1
2) Sean g{p|+pt}-fun,-uh,}x'f[uaz+ubl}1‘¢[ua.-ubl}x+[ua.+ub.]
pyrayetra xteq xva, alp,*pyl=oo, "an,, I.
ﬂ;-h,:l+bzx=¢biva. ) El producto porT un #scalar e3 distribotive respecto a la

n,':.x’-cix:+clx-c' supa de polipomios.

entonces: 3 5 o8 € R
{91tp:}ipl-(a.'b,Jx"(l,*b!]x=+[a1+b1}x-{a.-baj-fc]x’+c=xltclx*cl} ) [u4B}a.-(a*ﬂ]a,x’-{u+5]a=x‘*(a+ﬁ}alx¢[n-£]a.
[pl1-|;|.=]tpl-[a,qh‘rc‘};l+(u!*bloc2]x=s(alyb.icljx*l:ﬂni'bni' Cn:l {a4ﬂ]p.-un'x'+~1n:xzﬂia.xraaﬂﬂalx'-Ba,x'fﬂal;ﬁﬂa‘

(R, *py)v0," ﬂjxl*ﬂgxi 0, x+a, t[bl...,:!]xi.[b: ocl}x*.(hl+¢l}x4(hn+:.} {aeB)a =map +30,

(0, +0,)%0,=0, (o, *,] El products por un escalar es distributivo respecto s la
por lo gue la su=2@ s mfociativa. suma de escalares.

3) 8§ O=0z" +0x sOx+D 8) a(fa, )-a(Ba,s’ r3a x +Ba z+8a,) , .
entonces: PieDadef; =Py u{aplj-{aaiai;'+{u$}azxx*inﬂ}a|:*[uhjl.

poy 1o que &1 polinemio B es el idéntico para la suma. . alBp, )={aBlp,
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El preducto por un escalar es asociativo. misma estructura de espacit vectorial gue R,

9} Tpy=t{a,x’va,xen xea, ) ma x va x®ra xea e, e e e e e e i e e e e e e e e
1 ¢ R ¢s el idSntica para el proddcte por un escalar. Hemas viszo tres sistemss distintos que tienen la misma -
En consecuencin, el conjuntd de todos las polipomios de estructurs, a los que hemos llamado espacios vecteriales. Los
grade 2} 1azbifn es un espacic vectorial para las operscicnes Je sy veciores de R' Tienen una representacién gecaftrica (segmentos diri
ma y producto por un escilar, gidos), mas no as! los polinomios ¥y las matrices, sin embargo, por
- - S-S TrmTTTTTs s T ¢l heche de ser elementos de un espacie vectorial, tambidn les 1la-

Mmaremos veftares, "
Ljemple V., 2. . . o b

Vearos =i las matrlces tachidn formam un espacio vectorisl.

Considéress al conjunto M 4= todas las matrices de orden - ) .
naxn ¢on e¢lemcntos en C. i . .
M=lfa; )8y 5 € (i=1, 2....m,§*1, 2,...n)}} L. T

De la definigifin de suma de matrides ¥ de producta de un es . , R
calar por upa matriz, se desprenden la; sigulentes prepiedades pars . . v .
todas las matricos &, B, & de M ¥y todos los eacalares a, 4 de ) |;+
17 M es cerralc con respecto & la suza ¥ el proedicto por un &s5os-

lar.

217 (A*B)+C=A+{B+C},
5] A+D=D+Avh , (Aquf O representa la matriz nula}, . .
43 A+[-A)=(-A)+A=D.
5] A+B=Bea .
" §) elA+B)raA+ab.
7] (av@)A=oA-8A . '
B] a(sA)=({aB)A . . . i
83 1A=A . I

por 1o que €l conjunto de todas las matrices de arden mxn tiene la i - i
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v. 1.  DEEINJCTON DE ESPACIO YRCTORIAL. .

Definlcifn,
Un éspacia vectorial ¥ sobre un campe K, cs un conjunto
ne vacfo en ol cual se definem los Sipguientes dos apcraciones:
Una operacldn ghe asigna a coalesqulera ciemcntos o, ¥
€ V un elemento U+¥eV sl que se Conoce como la suma de Uy V.
Una operacién que agigna a cads clemento vV y a cada ca-
calar as ¥, un elemento avc¥ al que s5e conoce como el producto de
a por ¥.
Lus cuales cumplen las diguientes prapicdades,
PiTa cualesquiera elementos o, ¥, W € V:
1} [Wey)ow= we{vea) .
21 H30ev  tal gque wel=feusi,
(a T le llamazos vector ceTo).
11 ¥ue¥, T-ue¥ tal que e [-ud=-u~u=l,
4] Uevevew .
Para cuzlesquiera o, B €K y o, ¥ ¢ V:
8] o(U+v]=oisav, -
6 (o+Bya-oo+Bi,
1) e{Eu)=({of)l.
81 1u=u,

* faguf 1 represents la unidad de ¥],

Teprema V.
5i F e2 ¢l vector cero de ¥, entonces:

®oac€ K se tiene que af«d

Demostraciln,
51 8 ex un escalar cualquiera de Ky T ¢35 el vector cero
de ¥, entonces, por las propiedades Z]Iy 5) do la deflnicidn;
sfaa(l-T)-ol+ad
sumands -{al) € ¥V, por la propiedad 3) tlntla;:
alf+ (- (al}} -eF-al+ (- {20))
T (ad-ol)+ (- (oT})
por 11 tenemos:
a-af«(al+{-(ad})

dre 3] se sigue que:

finalmente, por 21:

Dy, Taoe K.,

Teorema V. 2.
1 0 r2 c? elemento cero de X, entonces:

£V €V sc tiene gue  Ov=D

Consecuencing vlementales de la definicidn,

Hay hechos simples que so desprenden casi inmediztezente
de la definjcisds de Eapacio Vectorial, algunocs de los cusles enon-

ciomos a continuacisn an forma de teoremas.
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Demostracidn.

S1 0 es vl escalar cera ¥ ¥ un vector cualquiers de ¥V, an

ronces, coms 0 es £ idéntice aditivo en K: . '
Ov=[0sG17

For 1a propiedad &) de 11 definicifn
Ov=0¥e0v

sumanda - (0¥} € V, por la propiedsd 3 tenemas:
OV+ (=0T )= (Gre0dy o (- (0¥] )



b= {0707} (- (07))
por 1) tencaos "
] U=gie (0¥« (- {0V})
da 3} se sigue que
u vl
finalmente, por 2]

Ty , ¥voecV.

Teorema VY. 3.

%1 1 £5 12 unidad d» K, tntnn:es?

¥ 7 e ¥ ae tieme que {-11v=-¥

Demastracldn.

&1 ¥ ez un vector cualquisra de ¥V, entonces:
FeO¥=(1-1]¥ =17+ [-1IVaTe[-1)¥

an consocuencla, [(-1) ¥ es el lpverso aditivo de ¥ ol que hemos re-
presentads con -V, Esto demuestra el leorema.

En-generll, el vector f-al ¥ €3 el inverso aditivo de oF,
¥a que: f
{-atve(-1a)¥=[-1]a¥=-[av)
Por otra parie:

a{-F)ea(-17)(-a)¥e- (a7)

poT lo que

[(-a)Fra(-F)=-o¥]

AsT, 1a rosta o sustyaccidén de vectores s¢ obtiene @ pereir

de la suma de 1a sigulente aanera:

Definicidn.

Si U vy v san dos voftores de Vi

. e T (T

£l

Ejemple V. 3.

El cenjunta de tedos los puntos de la recta gque pasa por
¢l origen ¥y tiene co#o nfzeres directores 1, 2, 3, forma un espacic
vectorial sobre el chrmpo de les nimeros teales,

La ecuacidn de dicha recta en Eorma simétrica es:

Tet-g

Por lo tunto, les puntos de diche rects tendridn por copr-
denzdas;

A=x, ¥=2Ix, I=3x

¥ el conjunto de puntos de la recta zetd;

S=1(x, 2x. Ix}iz ¢ Ry
fuyos elementos 5o torngs ordenadas de nfimercs reales. Entonces,
le suma y &l producto por un cacalar estin definidos de fguel forme
que £n l'. .

¥erifiquesos que 5 satisface todes las propiedades gua de
finen un espacio vectorial. )

Las operaciones deban ser cervadas: B

Sean v o=(x , Iz JAx ) y ¥ =[x

. -+ 3;11 des alementos

cuglesqulers de 5 vy a cualquier escalar de R:

Voev =(x,, Ix,, Ix J+{x,, Iz

! Jx:]-(llixl,2[1:+x.],!(xl*xt}] c S

l'l
y: .

ﬂ-"-'i =n(x, . Ix,, 3%, d=(ax, ,lacx, yinE, ) B &,

Prapiedadus para la suma.

Sean v, =~{x,.2¥, 32,7, Vom(xy 25, 3%,) ¥ ¥,=(x,,2%, .32}

tres elementos de 51

1) {vy #F, drvy = {0, »x, ) 20%, %%, ), 3(x, 4%, 1) + (%, , 2x, , 3%, )
R LI CCR I S P CRI R RIS TR R W)
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[Fl*?,J-F,-(xl.le,1:1]*({11+x,},2(:1-31],1(11*:.}}
(¥, ¥, 047, o7, (¥, o7, )

por la gque la suma ms ssociativa en 5.

2} Existe B=(0,0,0) ¢ S tal que:

B (x,+0,2x,40,3x, +0} = (0+x 0+ 2%, ,043x,)

T BT, -,
?]“;;rlt;?dn ¥, existe +F|-[vx1,-ExI,-3x|] L 5 t&]l gue:
™ _?;vt-}.J- (X, .28, 3%, )0 (~Xy 0= 2%, ,-3%,) =T
;?{EF, - (-xy,-2x, /3%, e (%, , 22, 35,31

4];?11F; B CITS L T EI KT € SO I

2 = -
¥, v, - {11411, 211-1:,, Ix +3x )
¥yrv, = lmyexy, 2u,+2x,, 3x,+3x.}
WY ¥y mo¥rv,

BT }nntn le suma es conmutativa en 5.
Propiedades pars 2l producteo POr un eacalar,
Sgan ¥, ¥, tlementos de 5 ¥ a, A escalates de R:
5) al¥, "V, )=alx,~x, 22, «2x,.52,+3x,) .
a{?l*?,]-{uxi*ax!.an|¢2ux=,3axl+3uxlj

Q{Fli‘-_l':]'-[l;u'l,Zc:xl,iuxlj+[qlezax |5'13=]|

3

u[?I-?IJ'aF:+uF!.

El producto par un escalar es dlstributive sobre la suma

de vectores, 4
£) {a-B)V,*((o+*2)x,,2{a*8)x,,3{a*8}x,}

{a+B)¥ =(ax,+Bx, 2ax, + 285, , 30K, *3Bx,)

(at8}¥, = (ax, , Zax, ,3ax, )+ (8x, ,28%, , 36, )

(asB)¥, »a¥, +57,

El producte por un escalar s distributive sobre la. sums

¥-14/15

de escalares.
7] algV,I=a{ax,.2sx,.3p8x,)
alg¥, )={(sB)x . 2(an)x,,3{ap)x ] ‘
alg¥, }=(apl¥, .
El producto por un escalar es asociative.
[:}) 1#.-1[:1.z:|.3;1}-(1.,2x1,3x1}~?l,
La unidad de R es el idénticg pars el products por un es
calar.
De tode lo anterior se sigus qume, al ca;juntu
S={{x.3x,3x)|x ¢ R}

forma un espacio vecrorial sobre ¢l campo de los nimercs realss,

Antes . de pasar & la seccito sigulenta, hay que hecer noter
que les teoTemas ¥-1, ¥.Z, V- 3 v la definicifn de resta o shitrac
cifn de vectores, fueran cnunciados o partir de 1a definicidn de LT
pacio vectarlal, y se cuaplen para los vectores de_cualquinr cenjun
to que fenga dichs ssiructura. Con esta misma idea, se& anunclarin

los teoremas y definiciones & lo lagpe de todo el caﬁ!tuln.

-
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V. 2. »...dPACIOS DE UN ESPACIQ YECTCRIAL. " pemostracitnbes 1y Ledtriex Ten: fﬂn=11ﬁltﬂvﬂ oifs ErgY
. 1 . g b
EI SRR . '.-r _ l" CamuYE contiene n;emﬂﬂ.tﬂlide Vo k1 sat‘lﬁfacen 1ad propieda
_...-... v N
: En el sjemplo V.3, "anelizames el conjunto ) al . ;,‘,“T iqd“' l]l,,, -i] , !'5], 61, 71 ¥ 3] de ll definir_iﬁn, ,{' PurJtantn,Ihutaré
' LI I "o
s={(x, ix,3x)|xcR) A awzs con pruhlr que . s¢ complen Ias propiudldts 2] ¥i3).algans gr:ala mu X
F
que eath formade por ternas ordenadas de nfmeres reales, por;lo: yop En eﬂ:c o ',}l . . . Loastd wf 4129 e
' - Al J i : ]
que 5 e3 un subconjunta de R . Ademis, se demostrd que 5 taebidn Ses ¥ un vectur cua QL-Erl]de ‘r-su Eitl escalar IeTo de—IL Coma
. 1.
forma un espacio vectorimllsobre R..Direnmos entonces que 5 es un sub % ex cerradeo respe__g al pruduc o-pnr u.m escalal ¥|par el. teoremt
. =y
espacio de R'. AU R 2* ! ! : }-_* | 4 1. o+ LA ab th1iem k370 r3 sup
. . . .
Befinicisn, T T m e s e e T ; s | oveT £ S, %“ --uu",'rnu 161 orspbasy Ie swpeq (4
T h 1, \-* ;
Dade un espacls vecterial ¥V oy un subcanjunte § de ¥, deci- San ¥ un;vcctor cusl qule“ de § YI-]frl 1,1,,-””1 ldlti‘i"nlde la unidad
. 1 . 1= il - r
mox que 5 es un subespacis dea V, £1 3 e5 tambifn un cspeclo vecterial de K. Eumﬂ 5§ es cerrads r“pg;m tl,pruductu]por un escalar y por
r L] L .i
Tespecto-g las oparaciopes definidas.en V, . §{. « (T " al teorema 1,,-'5, 'R r 1. I ‘ '...; K auHYiTug nbi 11:..1 tl-b‘-
. ' 1 Iltl_" w T
- foddei ielg 4, owls Lt b oum P I TV, i P R S Iau;i [ ﬂ‘l:('.l]F"\-r £ 5 ﬁ:} J ‘.,;pgj !g Hﬁ]!l .u..rn:n.l
' r '
fidae I Edempln ¥._d £ vl e Soa o ow Lk sy 8 o shatg Can ilu;que 5&-cnnpletl-liidemltrlc15n+ feizorasv aimages
- . ] - - - . ]
w-+ = En ¢l ejespla V.1, demostramos que el conjunto de todas, los - [ A '..‘.. T -
- : L N
[} o 'I. + H - . .
poliromins de grado £¥ e3 un espacio vectorial zobre R, ) Ej,.;,]_n VR W, ,'. i. iy
1 SFRETI .
, . i r:
Si considermmes nl conjunte de todes los polinomios de gra- El conjunts de todes las mutri:u-de 18, forma! {3 .
4
doe €2, wemos que Este es un subconjunto del primeroc vy en farma ani- nj:uq"m 2 ‘ﬂ%zl T rbdon pandag Lol {vh abizouzrednt el
_ . - idonde =, 'I:' c C}I FIPRPLI -
loga 2l eiesplo en cuestién, pusde probarse que formi un aspacio wec- Wl ‘u, 0 . Il ; ** = Tzeroelu.nf
- - I l'- . L
; - ) .
toriel por sf mismo, En cansscuencla; se trata.de un subaspacio., acp ‘ma unrsubg;pacio del espacio’ Yecturill‘de nltrices Ycladradas de er-
R . A ' .
Bl siguients tocrema eostahlece un criterlo sencille para de “dan 2 sobre al carr'pu de 1“ ndmarTos :nnpl”“:gj‘#* "‘. ol e e L
- .ot . L - L
terminer =i un suhconjunte _de un espucio vectorial ea ademfy, un sub- i,En efecto: : " .,:L'.i ar :- . _ 5* ¥ B[} A . -
sspecio, . CEPTE TP S 8 ¢ 301 o olicg h ., £t RN LY 418 ﬁ;l o gt Y, f 2sanoast
- T Sea A= L a, b e Cp qua,es un, subcnn;untu d: Iu matrices
Teorema Y. d et . = - s - - ' | R+ - e 1] 1
- - ' n o, WA
Sea 5 un subconjunto de un espacio vectorial V. 5 s un '’ de "ardent i-‘foibt.-p-n- carepn L Emﬁ; i ""f"nb nt:nq::&ua A oae A r.t:‘t:'.'
. i : . - . "EL" -t .| HEI
subsspacio de V si y s&lo si sy cerrado respects & 12 sums y ol pro- < leTmayy gr!.fiquemns qie’ Ales"ct;ndu"rupectn ailasumaly elipro-
T ; ] .
jducto por un escelay definidps an V. i d,‘_,u:_., p‘;; un nimete cnmpleju. e 1; T -; RN,
. " a ot =l . o
. : . ’ . : RATE slh v LR Ve
- , - om T . 1} -Ji.!'.__‘l L 1 .- { 1
. : ek M R | . !
. . { T - :
- , M LUl DA . V16717
: . ' 1: b . iy LI
- . . . .
L + L} .



Parn =lle, conslidérenae dos matrices Cullu=quié?£'d¢'g?:ﬁ“

r el EIf [‘: ! ML a, v2agl ¢+ T e Wai v
B u..hbl..m,]ﬂ' o y..l,,-, Bg-e- 0 |1 L OEE oy 20k (LF wab
¥ un Atmero comnleja.a. 7% YIRS TR PE SR P T 1o Jp detduy B3
a) Parm 1a :ima: Tue il
[ r|lay -Iay i 1,7 2a). | a vy «2{& vR3])] A eeTe A % KED
by 0 ] Byse ) P JMITTATE L T BT fohi1vey kn @
que &1 ortra matriz de A, 1T
b) Pare el producto POT un eacalar, 4 L ’
. -.u: a,.: In, - leny 1o, o wiuk e iToi oo T e
CRRTRIL I TUF W - ITPPR ¢ LI R R N s tgn bl
qué también pertenece a A. ¥ Zminat [+

Entonces, segfin el teocreme V. 35, A o3 un, subespacio del

expacio vectorial de leas matrices cusdradas:de ordep . el

Pk i
Elemplo: V. 6..nuiigem ol » %ol ob .2 .3
La interseccién de dos subespaciss ey un nuevo ,subespacio,
En efecto: . o . ‘:: GE

TN

.. 3¢an ¥ un espacio vectorlal sobre un campe X y A, B dos, .,

subespacios de ¥ tales que: . A P ldue b fubs
AflBE ¥4 wt
— — 4 )
Entonces, ¥'v,, ¥, £ (A B) se tiene que ]]
I - - I T {3 2
Ve, ¥, E A, ¥y, ¥, EB dj i A Fhu

Comu A =3 un subespacio de ¥, Como B #s un subaspacio de V, ex |

es cerrado para la suet,.poT . | cerrado paTa,ls suma, poT tanto ]
tanto:
S LRI Ho1an o b
V¥, £ A Visv, € B
V.18/19 ’

- . I' - 4
: ' pmzn nie uj"az.i R R P TR
T . ;-l; T e mnm " T'»}
1]jiﬁ“ R -En f;;ma andloge,ei uTé Krt :?ngh n E}. a¥ oAy
e ¥ ¢ B, - ¢ o _ L't:;!ut.;'i -

M E u"h.:rmh'r& 339743 Toq obaxeoY 2tz pup
]

4#1 ;‘.mp!m L*. ‘s shiazautmboduz nu ea 2 v

por lo'ﬁue% aslyer
AMLLY Y EH:.I"- nn

A ' Iiﬂelvt:oeru V. 11!59-51gue qUE A nJB s un nueys ;subespacio

. . . - s - ‘.
ll bria
de ¥, i_ . ! : ] v A e DULLILG.
.o
> _ L A —rr N —
e e e e e s - L A a2 m o m = o= ox s oa = = nn__,,;,”!!!j
PR -I.‘ ‘:1. ‘ 1 . } § o s

stawb ¥ sbiZ.g2aus - oAb N, fhb~ors ;? olisqre nu chaii
K Bt TR

. Intzaromw .Ejzm;lﬂllV Irqﬂ.u kmﬂ f}nb nj:sqnudut AN 28 ¥ aup g

I- - !

. Cunsldérest el cunjunta de;tndos*lﬂs-pulinumiu: de.grldu:jj

vyt e fegljlep— -l--qw-ﬂ- -l e PR w -

igusl & 2; aungue e3 un subconlunto del conjunic de pelinomios de

, - 4

grado ¢ 3, neo forma ur subespacio de fste. Pars'demsstraris basta

Tf ron' prabar que no ﬂntlsface ia. cerradura‘respe:tn l;la sURL,

. [
Sean: Qﬁd. - rJJsu ul rqaﬁ purga Z2

3 trr e,

¥ 1 ag{x}--: +btmac! 'nuhb.znr: iz

-utg ol an f{xj;xlihx4c

dbtt; 3h vuizont [ug

oh
~u%y o'; qf{xj*g{xj (b+b"Jasc+c? ,q :bn-;: ::bLa;u o olqeyin li agol

i
que no es um pullnnm1ﬁ de ﬁegundu gtadoupuq; ad . a amii® Tk Tow lelrdt
oF

dus polinemios; Ze s:gundo grldc ro. Sulsuna serk el pulinullu o

_ b
mb g g ~EL2 :-;r*a; a, taBY ll:."I.J‘i":..;"'l‘.l‘tlJaJ 11n:ruih 14

~duz oo, aPor. o .tan: o, &l cnn*untu de los.polinaains e ug.mdn_,_ w1
L]

"

A . .;t:.qli

4

grade no forma un esoacio vectorial,
e o ——tan -

“H——a marm

. R -x- - { o i,T':mﬁanzj
- i Rl ' o
oAy oEe 2 Y Iniﬁ'_ml -'.J!I;!S-}.I_:U‘t M:nu;n-:a:tdua e oaed # ‘
PR, ‘ [ 1 !
j-nq T ¥ 4eme I & s :34 15;111; 1": Iz albz % la ¥ shrobasqeedor
IR 4 1
R . vy £hy ..1*- :Ill -whmt‘uh ftniadan oy Toq n::luh
. —r e e kg
wl i Y 1 i -
. b S
‘-,*i- i *l'! ! St ||!-* | ¥
C % o N .
. . ; -11- * . * il
- '.l'i b - - ’ '

vl " . P



Y. 3.  DEPENDENCIA LINEAL. | .

Consideramos las siguientes vectores de R . r

*a=70 ."{3‘-1 i 2]-'1 choovE E.:ll '1I|'l] ' o

¥ obtecgaacs;un vactnr T el que 7 . b
!u c=n-2F a? it .rﬁ (M- . t !
dicho vactor :ari:j Ia S -;
cre . =f1, 1, 4).= = . v, . -
o Diremos entonces gué el vector T 3¢ obtuvo & p;;tir d; -
una coabinsclén lineal de los vectoTes % y b. i Lol

44"

L}
En genersl, una combinacidn lineal de.m vectares as lai-

140

suma de dichos vertores multiplicados por. ciartos esc:llr:l,[n.: HE

Dafinicidin, . T . [FLET b
i I|."

f

Unw combinacisn linesl da lom vectares ¥,, [ S Fﬁ

(TN (T

de un sspacia vactorial ¥ :ubre un camps K, o3 una expresidn de la

forma: T owge e
L +
a,¥ sa, ¥, sty L -t .
r - "4 '{, Tu & ]
donde CTEL PTRRETL M K. FECI P

FEL

Al conjunte de todas las comblnaclanes lipeales de un :JE

. ' - . '!.1' "
jupta 5 de vectoras, lo represeataremcs con  L(5). Li *

Teorema V. 5. oot ’ T =
! Al N

El cenjunto de tudll 1as combinwcionas lineales de un con

"y F Torekamaal #! pogitesr be o1
ju-ntﬂ B i L] ; 4

. 1 -

g= (¥, ¥5,:1., v-} . 1 ;

b | .
de vectores de un ezpacio vectoeriml ¥'igbre'ue campe L, e3 un subed

-
pucio de ¥, R A T e TR & P

—J

]
. .
i L
Desostracién. : - - - - .,,,,-¢.fp
. In;
- n ‘j-5°‘ L({5) el conjunto de :ud-: 1:1 combinaciones 11nn;1¢l
1 ;

1.d-aﬂ. :nujunﬁ:. . T C LY amded 2 a. " iainna,y ol
b .o s _ _ .
[T N Lsﬁﬁf“,r ”Ia P v.} . *"'Jﬂ R EL Y
Ir E&an, n y E dos vectores cualesquiers de L {5} PRI 1
|I

l ' 7 = - -
i i‘l.‘ I|‘i-n|{vl‘u:v= .‘u.V. .-t‘*r_.-“fi"...""-' s f: b
L. |[- E:F:*""Hlﬁn . L i !
' I
'donds a1, 81 % X, . C e ] t ..

i -

La suma dz u ¥ B

P _ +I.! PR - - -

] . ‘j:-g-(aiiﬂ }\r o{u. 'ﬂ:}"'z _l[u.vﬁ‘]f‘
a3 otro slemsnte de L{S). : 3

LI 1

. , ¥ el producto de X £ K por & " v
i :
- :L'.‘-pa, W tlha, It Qa vy 0 0t e
1oy .

o3 otre ul:nentu do L{S]). B I O IR A

I

Entoncrs ror el :unrull ¥.4 , .L (8] e3,un subespacic de
¥. ° R T I S ECLE ST ¥

poa; ' [ .

{ Volvamps shora con los vectores 3, B y € mencionados. La

., k-
ezpresién (1) puede escribirse comoil .in wl by ChHTps & &8 @
i LR Y ]
t a-b-Tel T T T a”“q“jr. b
f 1 i * :
véLu, entONCEs quu ral -vector . cery  pusde nbtancr:n a4 par-
T TR " T
tir de una comabinacidn linaal e ln: va:tnrus I, by c. con.escall
' i || 'u 1
res KO TﬂﬂﬂsiHULDS. Epn aste CESO, 'direln; que lns vucturus 2, By
1 Mg b
€ sonilinealmente DEFENDIENTES, A B | M TR

L o ! b
' '} Es claro que, dado un conjunto de vectores’ Cuslesquiers,
1 I,""E I ]
ol veétqr c;ro'sielprt puede obtenerse s partir de, uns comdipacidn

1 . 1 | Y :
1!neal de . &llas con tedos lod escalares pulosl.'.: -
|



., ' Bt

Definicidn. ; —

) - - -+ ' al LR 1 I
* ‘Un comjunto-5=-{¥, 'V, . F ) de v:ctnrel de un ecapa-

clo vt:tnri-l ¥ sobre un ceapo K, ex 11nnllnentu dupnndicnte il eii;‘

] .

ten nsc:llres de K, “:-“: « +e0a®y , NO'todos nuln: ‘gue sati:f::an

ln ocuacisn: H {EJ i) | 5-5-‘5# Py -‘lTﬁ'--"}J’;» sal !. T B
. .
- - " -
mow, +a W o+, va vy vl W ometreTLT _*‘x-
1% ¥4,V n'n \ ﬁ ey Ia
En cazo caontrario, sl 1a ecuscidn séla’ ldmitu 1 solucidn
I It i BRE G
trivial [a 1=y ema -0], dlreacs qus 5 #1 lineallunta Lndapendian-
te. 5w qlaed . !
i '.lt.-'o“ ‘.-J!'l_. -!-;_,'::“ ...,]1 :;Ii{r“"“ H |
Ejeapino V. 4, S LA LR TRY Wit e

Demostrar que &l canjunto -~ b wi orcubi g 1

A= {01, -2, 3),r(-2,7=3,.1},8(-2; 4; "))
, r
de wectores de R’ ' ns linealmente dupendinnte, ¥'aua ol conjunts o

b ﬂ'i:l-q'.lﬂﬂ- {{1| [ l]rJIIr i, u]r'(ﬂl lr:l}}‘"‘l.""ﬂa

¢3 linsalments independients, . o

. .i&t*n501uclﬁn'f NPT O Y Y c;cﬁa bt Ay

s} Do acuardo con la definicifn,.el conjuntn: A lﬂrlllineﬂl;ﬂ;;ll-u
dupund1en:u ll la wcuacién o PR O !

Tog B stia, (1,+2,3)+a,(-2,-3,1)+a,{-1,4,-6)~(0, o D]nm .

que. 1llamaTemosz de?dnpendpncilJlinaaI e :ntisfacu plTl es:al:;:;ps

coh
De:u:trlrnlqs [ cnntinuac:dn due .-

a,s ays «,e:R 0o todos oulos..

¥

1
dichos eacalarss existen. . BRICORIT Lpegasy oger T

.*u oty ¢ Efactuanda D‘P!Tlclﬂn":n: 1 I ' .‘."I:L'Z:;|||1:Il'1| I"'l

atrar rdm (g -dageda, 20, cE0, eday S0 ex - 60 =0, 0,00, 1
rF

For igualded da vectores,en R', obtenemcs el siguisnte sistema ho- ¢

mogénec: .

m=, cuf - a
B .

Tu IJ;'Iu.' da ris ALCTD el L
v Ly el
-In,-!nt¢4u = 0

I . ki .

3J1¢ :t-gﬂl. Q : can el Ragwyuotonad

1 -
Veamgy, cu|1 ps el rango de ll lltri: dl cuuficllntls+ Ce
P St
1 -2 §ri-2 1 -2 i =1 .: |16 2-2i.k =2|182 ¥
i [

1
- [ AT | - a
i 5’

' ' G i; 0
I 1.i|~'n'“ f L

‘Coma e; range d= la lltrlz £s R{A]= 2,-lunnr que al nﬁnern
de inéﬁgn;%i:: ;£1J;Sttll t1eno :niu:iunHSFdiftrontns de 1a trivill.
Pnf lé tl;g;, ;Listsn esclllres na téd;s nulns4;..[n,, L iE R oque-w
slti:élcenrﬂh.-cunéiﬂn de dep:ndlncil 11n=:1 ) L--ngndunn:trndu gue
'1 cnnjuhto A oS E&ne-llcntﬂ dupendirnte..z M- LKL et gaea

S P N I N B LA R T

0t~ ;e0iugaad]rriati

-
.

ALl
o

] 51 queralus chiener lns alcnllras a,, o, o, rnsq}vliqigl

L] ] [ ) T
¢l liﬁtuml..,; *HJ o vl . I yaawmasnday oyl
EII 1. i
Y hhi -Iu -Iu - { i bl Y fearetoty obhayed ng oo
' I-.
.ot “;' 0 fpaETal
Ty r FTEE IR ) B u-l' l-lu
JUna de cuyas loluclunaa a5 ?qr-...i17t$+'¥lr
1 T if: L
’ u,-:'*u =0, 'n 1 fr 5 .
' fe it F"* o P R Tl slind
e ***‘Entance:f;lus vectores de A :un L ialas q g L sk mme———
o2 wd, il e 14 hl b ) AR S B |

.
Py e :F? fi?”?{+q( 2, -3, 1]+1( z {3 -ﬁ]-{ﬂ **n.] b o o out

¥ poademos expru:lr 1l menos uno de nllu: como unl cnlhin.:iﬁndli--‘1

AR (N L ST N . Ve a3y
hexl de lox ntru: doy, - -
TR TR A MY L e L S WLERTE T |
kY En fnrnl lnlln:l la acuacidén de dependencia lihEll PATA lsl‘;rlt
vectores do B h%a: ’ NI .2 }:E{i
Tg: dam s @¥;1’;?F¢1]'n'{]' 1, 0)ve, {0, 1, 1= (ﬂ‘ P' uu [EETHETT I ;

da donde gbtenemos sl siguient# sistesa homopénen:
¥ orfF gz

- _— e =i e — HL -



al+u= = 0 cuya matriz 1 5 2 o3 de Tango I,
Tyt * Iy A= 2 y -3
1 -2 -
B, n, =0 3 .
. : For lo tsnto 1 sistema ¢5 indeterminada. U Iuci -
cuyw matriz de coeficientes es d¢ range 3, por lo que sflo admite 1a s i 2 na salucifn particu
- laz es:
solucldn trivinl (a,=a,=a,=0). € .
aw-3 B=1 ¥ ==
Hemos demostrade que los vectores de B son linpalmenta in
(') pp consecusncina, ninguno de los vectores de B pue peTt lo gue,una cicbinscidn lineal de los palinomias es: ;
=3E{x) + g(x) - ki{zx) - 0

Con esta hemos demostrado que f(x), gix}, h(x) son polino

dependlentes,

de expresarie como upa cosbingcisSn lineal de los orres dos,

- = - e % W A A = = p m o om a & & a

wigs linealmante dependientes.

Ejempla  ¥. 5.

Cemostrar que Ios polinomios
Flaymx'+2xe1, gx)=5x"+3x-2 ¥ h(x)wzx’-3x.5 Ejecple ¥. 10,
san llpenlmente dependientes, obtenlendo al polinczio cere Comu una Veamos si las matrices . .

cozbinacifn lineal de ellos, cen e3calaves no toeda: aulos. F l.'l] {ﬂ 1] |:l _1]
= 1) L4y o]l ylz o

= P

Soclucifn,
son linealmente depondientes o indspendientaes,
Farmemes lg ecuacidn do dependencia lineal . :
La ecuacidn de dependencian lineal tomard en este caso la

af (x)+8g(x}+ yh(z)=D , o 5ed:

I’ 1 z - forma:
alx +2x+3})«B[5x% +3x-2}+ v(2x -3x-5)= 0
1 1] o 1 1 1 1] 1]
Efectuando operaciones y EETupando; a +8 + oy -
1 - . 1] 1 1 o & 0 [
[a+5Be2 ¥)x +(Zo+dE-3 ylx+{o-28-5 y]eD
. efectuande operaciones:
de donde pbtenemos el sistema: .
' ary By 1] 4]
2-3842T = 0 - .
B+dr a 1] ]
Ja.38_3Y - g v ' o
de donde, por igualdad da matrices:
m.28-57 = 0
a+y = 0
f1} Cuands.un conjunte de vectores €3 linesleents independients (de Bey =
peadiente), es comdn decir qua lox vectares sea lincalaente indepen- .
dlentes [(dependientas). . Bely= Q
a =0

3 V.24 125



sistams que 3410 admite la sclucldn trivial, par lo que las matyices

propusstas scn linsalmente independientes.

Efexpla ¥, 17,

De acuerdo con la definlcién, la dependercin o independen
cla lineal de un mismo conjunte de vectores, pusde varlar segin la
naturalers de los sscalazes de K, como veremos en ¢l siguiente elen
plo:

Consideremas €l Conjunts de los alsepos coaplejos:

C = {ashl | &, b ¢ R, i= /~T}

Comp s« vwif en #]1 Capitulo II, dicho conjunte formo un grupa lhelii
Ao pare le aume ¥ tiene las siguientes propicdades pare ol products
por un ndaeTos real;

C es cerrado pars el producte por un niaero real.

*u,ﬂtkrt,,:lgt:

1 afz,+T;) = az, +0¢,
2) (avB) £, = ai,*fr,
3] a(Bz,)] = (aB) I,
4} 1.1, U

por lo que =1 conjunte C de log plimeres complejos forma un eapacic
vectorinl sobre el campe de log pomeros reales,
51 #n este eatTuctura analizamos la dependancis linﬁll -
del conjunte ‘
' 5w {3+1, =11}
-plantzondo 1a =cuacidn
a(3+1) + Bf-21)= 0+0§

donde 1oy eacalares a, B ¢ R, cbtondremps que:

-,
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Ja =0
= a=f=0
a-Xg={

por le que ¢l conjunte § e2 lipealmente INDEPENDIENTE.

For otTh parte, €5 claro que ol conjunto C tambifn forms un
espacie vectorial sobr# ¢l caapo de las nlmeros complejos.

En este casp, &l producto de un escelar o0 la multiplice-
¢idn prdinaria de ntmeros Complejos ¥y s verlfican todes las propie-
dades gque definen un espacio wvectorial,

" Analicemos en esta estTucturse la dependencis llneal del. -
zismg conjuntao

s« {31, -21}
planternda la ecusclén

ai+i] « B[«2i] = Q+01

donds shara los escalares @, A £ C,

Sean o= a+bi ¥y Fecedi, entonces: | I enmrge
(avbi) {3+1) + {e+di} (-28) =0+0i e
(3a-b+2d) + (a+3b-2c)i = Oe0i
da donda & uP}iene el sistema: .
3a-be2d-0 .- C
k+lb-2c=0 . T '
una de cuyay sulucidoes eX s
a=I, =3, c=1, d=.3,
Entonce s exlsten escalares compleios ne nLlo- a=3 ¥y

S=1-3{ talas que .
af3+i) + B{-2i)=0+0d
por lo que el conjunto & e5 linealmente DEPENDIENTE.

Eapnciare=08 A continuacisn dos importactss TatTemas quas



son cansecusncias inmediatas de 1a Jdefinlgidn de dependencia 14-

neal:

Teorema Y, 6.

Todo comionto que coltiene al vector ¢ero es linealmente

dependients,

Demostraciln.
Sex N, V. oo F;} UR CANFLALS gue contiene al vectar

Cero; entonces, se cumple $lsmpre que

-, . -
g, 0-a, v +.., o1V
Para E,e... -a._l-u

¥ cualquier escalar o,7%0.

[TeoTema ¥, 7.

Todo subconjuato d& uA conjunto de vectores lipealmente

irdependiente, es tambifn independiente. ¢

Demastraciin,

Lan T WL, V. cees ?n! un cénjunte de vecrores lineal
wanta JidadanA e, st Ay

LR TR AR ”!. {nlﬂ

1 y s6lo ai “1'“:’-"'°“'° .
por 1o gque “IV!'E ¥i, ¥ podomos cancelar en la exnresidn anterier
tantos términcs como se deseen.
De gqul gque, para cuslduier subconjunto de 3
e v‘} (donde min)
sa teadr§ que: B,V;+5,¥V,e.,  #f V =T
sl y 38lo sl ﬁl-ﬂ,-...-ln-ﬂ. por 1o gue 5 &3 linealmente lnde-

pendienta,

V. 4. BASE T BIRENSION [E UM ESPACIO VECTORIAL.

Consideremos el sipulents conjunto de vectoras de R':

G={f1.6,13, {1,-1,08), (0,-1,1], (%,-2,2)1

Comap vetemons a concinuacldn, cualquier vector de &' pueds
CXIPTESATS® COomD unek coshlnaciin llneal de los wectiores <rx fo

En efects, sea (x, ¥, =) ud }ectnr cuaiquiera de R'; de-
MoltYRTERGS que Liémpre mxisten escmlates a, B, ¥, § £ R tales que:

(;;}-:]-a(1,ﬂ,l]vaft,-l,ﬂ]*y (0,+1,1) §(2,-2,2],

De-la rapresidn anteriar 3o chtlens o] sigulente Bliate-

mh de ecuaciones:

GrB+l8 = x .

“Eey =24 s ¥

ar*yY+2L.* 1
cuya patriz empliada es '
1T 1 8 2, .
(A,Fy= 0 -1 -1 =2 [ ¥
1 1] 1+ 1 : 1

Reduciendo ests marriz & su forma e3caloneda tenoman:
T 1 8 X
)
g 01 1} -y
o0 1 1 | z-K-y
1
donde vemos que R{A}I=R{A Bl=3,por lo que el aistems &3 cCompmtibla

¥ existen los escalares o, £, 7. § ¢ A para custquler valor de -

£, ¥, 1.
Hemos demnstrado que cualguier vector de R’ puede #APTE
sarst como una combinacidn lineal de los vectoeres de G.  Por as-

'
ta hecho, diremes Gue G #3% up coRjunts generador de R, o que las
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Ivtctores de © generan al espacio vectorial K.

Hay que catar, sln embargo, que G és un conjunte de vectn
res linealmente dependiente, ya gue:

(2, =2, 2¥= (1, 0, 1y+(1, =1, 0Ys(D, -1, 1.

Ahora bien, si oxXClufmos de G al vectar (2, -2, 23, los -
vectores pestantes formardn 1 coniunta

T B=(01, 0. 1). (7, -t, 0), (0, -1, 1)}

el cupl, ceme el estudiante puede comprobar, €& ta-bifn un genera-
dor de R*. A diferencia do O, B es un conjunto linecalmente inde.

pendiente y entonces se dice que es una base de R .

El esrudiante puede coeprobar que sl exciuimos de B alpu-

ne de sus vectores, <1 nuevo conjunte qua se obticoe ya no &4 un ge

rnerTadur de R' .

Defiricidn,

Sz llama base de un espacio vecterial V, a cualgquier con
Junto B de vectores de ¥V tal que:

la. B es linealménte independiente.

2p, Cualguicr vector de V pucde £xpresaTse Comd combing-

cifn lireal de 1o vectores de B, __J

Ejeaplo ¥. 12,

Conalderszos nueveRente el conjunto de matrices cuadradas

é in
| =2, % ¢¢
b a

el-cual, coma se demosird en el ejemple V. 5, forsa un espaclo vec

a Ar

torizl para las operacionss de suza y producto por un escelar.

51 observamos 12 forma de las matrices gus astdn en el -

v-20431

conjunts A, pucde verse que una bese de dicho espacle es el canjuptao:

i1 3 o o
E=
_ 0 1] L 1]
como demostraremns a centinuecidn:

1} Las matrices san linealmente independientes.

En efecto, la ecuacidn de dependencia es

o3 H Y I O A

que, por igualdad de matrices, conduce allslstama

o= 0

2 h,= 0

]'I' a
cuys fnica solucidn es 1a trivial, por lo que las matrices pon inpde-
pundientes.
2] P genera a A. . "

En efacto, cualguier matriz de A &5 de la forma

a 2a N

¥y puede expresarse como

2 za] Voo 6 0 )
- 2 + b )
> o 0 0 !0

es decir, cuslgquier matriz de A e una combinacidn lineal de las an

tyices del conmjunto E.
Con 1} ¥ 21, hemos Jdemuatradn que #1 conjunto B &8 una ba

1e de A.

En les= dos casos antericores, ambos espacios vectorialps - °-

puedan ser gerrralas par ud conjunto finito ds vectores, por 1o que



diremds que 5an espacios de DIMENSION FINITA. Ahoti bien, no to- Formenos shora 1z ecuacifn de dependencia lineal parz los

das 1e3 aspacios vectoriales pueden ser generades par un conjunio clementas de 5:

finlte do vectores, Por cjempla, el espacle de wodas los pnfino- ll;l.ll;i*-"'.}'n;m-n—

miocs es ganerado par el conjunto infinito . Feemplaiande los vectores ;i poT sus respectivas expresiomes en tér
{t, x, 3 «* ... ’ zinos de¢ los vecrares de B, tensoos:

¥ nho puede ser Eéntradn par ningfin conjunte finite. A este tipa 1|(“11?:'---'“Lnfgl‘*:(ﬂal?;ﬂ-++*°.nﬁﬁ3*---'

de espaciocs les llamaremos de NIMENSION INFINITA. - -

+ln{nm1vl*...funnvn]-ﬁ
Pasemos ahora a la tarea de establecer una definleldn de
efectusnde los productes ¥y agrupande:

"dimensién', Aungue 1w palabra dimensidn suele gsociaTse & UR CON . .
- (}1“1l+*=°=i"*“*nanljvl""’tlldln*lzu:n""*
H T =
* nann]‘n T

* Lomo F., Fl, I ﬁ; sop lirealpente lndependlentes, tenemos que:

cepto geomEtrico, aqui tratavemns de encantrar una Zefinicidn apro
piada en 1émines algebralcos.

Consideremos primero el caso de dimensiéin Tinita, para lo

Jxlu..:-'-l_.':__ ol__ol T -
' ' FI | mml
cual requerimos de las dos teoremas sipuientes: l N N 0
Tecrema ¥. B — e TR R L

Sen ¥V un espacie wectarial gensrado por cn conjunto fini. o ) )
to - L.o -3 a - FFun - :0

1an Tatyn Y TmTmA

Brlv,. v, .. V! el cual e3 un sis‘ena homegéneo de n ecuaciones con o Incdgnitas
de vectoros linealmente independlentes. fntences, cualquier conjun (Myy Ays --ee Ay} y como nem, el sistrma admite soluciones mo tri-
to que contenga mis de n oelementos es linfalmpenter dependliente. viales. Por lo zante, los vectores FI_ EI_ . ;- agn lineal-
Dempstracidn. pente dependientes.

Sea S-IHI' ;” Ut “n} kn subtenjunto ¢e ¥ con Rds de B Con arvuSa del tecrema anterior, puede demostrarse #@ si
A : =I5 T
vectores (m*R).  Come e1 conjunto E=iV,, ¥,, ..., v ! es un generg guients resultado importcnte.

der de ¥, cuslquier vector de § es una combinacién lineal de elermen Teorema V. 0.

tos de By o5 decir, existen ¢scalaTes uij tales gue: Todas Zas bases d2 un espacio vectorial de dimensidn fi
¥,V ea, 7 “"'Q:n;n . nita, tienen el cisze ndmero de elementss,
;l-uzzFl*“z:F:""'nzn;ﬁ Lezastracidn.
) D Sean
Wiy % F 1P F;’ *% Ty
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B,=(¥,, ¥y, ..o v b ¥ By= {W,, ¥, _.., vl
dos bases cualesquiera de un espaclo vectorial v,

Como B, w3 unz base de V, &5 un conjunts ipndependients
¥ genera 3 V,

Entonces, 3! B, e5 una bese,debe ser un conjunte indepen
diente ¥, par el teorema V, ill:lin-

Et mismo ratonamiento con B, y B, lntercamblades prushba
que nim.
Far lo tant&s n=a,

Este dltimg teoreda, nos peraite establecer 1 aiguientas

Definicidn

Lz dimensidn de un especls vectorlal o5 el nimerc de ele

-+

mentas de pna cualqulera de sus bases,

Repressntaremos 1s dimensién de ¥ mediacce el simbolo
dim ¥.

Asf, para el case del espacle vectorial 2", hemos visto
que dim RI-S, mtentras que para el espacle A Ze matrices del ejem
ple V. 1% se tiene que dim A=2,

Un ce3c pnrtiiulnr 5¢ prasenta con £l conjunte cuye Hnico
elepcnto Bs &l vector Cors.
do para l&s operaclones de suzma y preducto RBOT un cscalar, ¥ satis
face todas las propledmndes que dafinen a un espacio vectorial, reci
be o1 nombre de "espaclo cera™ o “espacio nulen.

Al espaclo nule le asignaremps arhitrariamente la dimen-
sifin cero ¥ diremos gque &5 Je dimensisn finita,

La deflnicidn de dipensién puede generallzarze z8n para

¢! caso de eapacios vectorizles de dimenzién infinita, Sin enbar
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Esta conjunte {T!: , #1 cual es cerra |

g0, un a3rudic fermal de tales cxpaclos vectorisles requiere un tra
tamisnta Bastunte mis complejo qua ol que aqul hemos empleado. En
£3te CUTSg, nos inteTesar4n especialmonte 1es carscteristicas de las
aapaclos vectoriales de dizensisn finlte,

Ejempla V. 13.

En el ejemplo V. 3 demostramos que el cenjunto

Se-{{x, Iz, Ix}| x ¢ R}
©5 UN espicio vectorial sobre R (posterlommente 3o vi6 que o5 un sub
t;paciu de '3, Hbteng!;ns ahora la dimensifn de dicha espacie, -
Para =llo, ghtengapos primcro una bage de §.

Camo vencs, los clementos de 5 son ternas ordenadas de nfi
meTos Teales, donde lu sepunda componohto es e} dphle de ta primera
¥ la tercera comporente &5 el triple d¢ la primeras, siendo 1a Prime
TA componente arbitraria.  Entonces, 3 de esperarse que ¢l conjun
to

B-{{1, I, N}
sea una base de §.

En zfectio, <omo B tiene un sélo elementa v no s al vector
ceto, £1 Zonjunte B es indejendiente. Ademds, cuslquier vecter
{x, Zx, 3x) de 5 pueds obienerse como

(x, 2a, Sx}=xit, 2, B3
por lo gque E g5 una hase de 5,

“Ahare, como B contiene un solo vector, de la definiclén -
de dimensifin £o sigue que:

dio 5= 1.

Coma ejercicic adicional, podemes obrenar otra base ds 5,
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XeA r{xle B
Figura ¥, 1. Tlustraclén del concepte de funcifin,

lTgualdad de funcignes.

IDEIlnicidn-

Dos funcienes { y g de un Conjunto & e 2rre conjunte B

son dguale® si ¥ 36le 3l la imagen de cualguier clemento del domi-
nio sogdn las funclanes £ y § &3 la misma. Eimh&llcamente:
£(x}=g(x])

El espacio vactorial de las funcjoncs teales de warjable real,

f=g == ¥ xc A

—_

Las clasges mis ceonocidas de funcicres sop aquellas gue Ie
lacionan un ntmero real con otro por medie de una regla de corred-
rondencia £, es declr; funcioses del tipo:

f:r =+ R
cong ajemplos: de este tipo de funciones pueden citarse

f(x}p= 2z’

glx1=¢Y sen (Ix}

hix)=x"veX etc.

El conjunty de rodas estsd funciones forma un espacig -
¥retorial poTa las operacionss de suma ¥y produttio pOT un e#s5calar-
Coma saksces, s5i £ ¥ ¢ son dos funcienes cuslesqguicya, la funcidn
suma f+g &5 asquella que relaciona al ndmere real x ¢on el nioero -

real fx)+yi{x) lo cual represeniamos medimante:

(Frg) () = £Gx)oq(®) . . .. (&)

¥ s acR ¥y £ es una funcidn, &l prodocto of es una fupcldn tal que
c(afl{x} = = f(x} N 43

El vectar cerq de este EiEI:iﬂ es 1a llsmads "funcidn ce
ro", la cusl ¢5 1nm funeildn £ tal que £(x)-0 ¥ x.

Podencs encontrar algunes subespacios de e3te eapacio ver
terial, los cuales son llsmados frecuentemente "ESpIC%ﬂI funcions-
lex™, Como ¢jemplos pueden citarse los sigulentes:

17 El conjunte de todes las funciones definidas en uh intervalo -
cado,

21 El conjunte de todes lasz pollnomies.

X1 El conjunto de todps los polinomios de grade £n, sisnde n fijo,

4] E1 conjunto deo todas laa funcionea contipuas ¢n un intovvalo -
dado,

$) El conjunto de todas las funciones derivebles en un punto dado.

£) EI conjunto de todax las fun:iun;s integrables &n un intervalo
dada, ’

?1 El conjunte 2¢ todas las funciones y tales Gued

¥'epy "thyeld
dondes & ¥ b son constantes dadas.
Etc,

Dependencia linesl.

51 representames con F, gl conjunto de todas lam funcio-
nes reales d¢ variable real, como F ey up espacloc vectorial zobra
R, ex claro gque los conceptos dea comblnacién, dependencla o inde-
pendencla lineal zan apllcables tanto & los elementos de F como

a ios slemenros do cualqulers de sus subespacios.
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Por ejemplo, las funclenes f, R i € F tales gque: El Wrenskiano.

f,(x]-cnszx,‘ fl[x]-aen:x, f,(x1=5 % x ¢ 3{3} Establecerenos ahora la independencla linwal do las funcig
son linealmente dependientes. res dal efemplo antrrior utilizamda otvo método, &1 derivamos 1y
En efecto, como ‘elpresiﬁn (1) s& chriene:
cos xesenixe ¥xch a(Bx)+5{2%) = 0 ¥ x R 3
e tiine quse Las expresianes (1} ¥ () conducen sl siguiente sistema:
Fo{xde 5 {f,(x}+f,(x)) ¥xeR (3x7ee) e 2 ¥e3) pe0
EnTONCEs Gx ga  2x  A=D
E =5f #5f, Para cvalgquier x fija, este e5 up sistend homogenes en las in
PoT lo que £, es una combinaclén lineal de las funciones £, y £,. cpnitas a2 ¥y # . El detcrminante de la matri: de coeficlentas, lle-

zado Wronskianc d¢ las funcicnes Iuled ¥ ate1, sl

Ejemplo ¥. 17. Ix '+ x 141 : "
Laz funciones 3x®+4 ¥ x*=1 son linealmente indepgndientes, L oa "
" ya que Puesto Gue exisre al menos un vilor de x para ol cual £
a(3x +4)+a(x +1)=0 ¥ x ... W determinants ne es nulo {de hecho cualquier x¢3), la solucién del -
implica gqus . sistema £x arfed v Tas funcicnes 3on lineslments independisntes.
a=f=0 ’ . Cepetalizurenos akorva el procedimiento anterior:
En efecto, de (1) sa xigus que Mefinicidn.
{Iu-aj;’*(dn-a]-u ¥ x Sean f , SN fn func iones derivablex al menos p-T ve
¥ por igualdad de pollinoeios ces an el intervals (&, BY. El determinante: . )
3a+Beg . . £ [x] t,0x] . £,{x])
FLEY B ' () £, 0 £R1(0)
ststema gue s8lo admite la solucidn trivial ; N(x)= fugx)  £4(=) ... En(x) T
a=B=g,
{2} En forma meonos estricta, se acastumbra hepblar Je las funciones: fEn-11x]fEn Eij e fin‘l{xl
cos’x, sen’x y §, como eventualmente lo hareros. | S« llana Wronskispg ce las funclones f, £, ..., £, sn nl
intervaio [a,b}. -
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[Teorems v, 11 " ]
Sea W(x] 21 Wronskiana de las funclones L L
tn vl intervala {a,b).

51 H[x‘}iﬂ para algen x_, on el intervalo entonces el cop

Junte f,, £,, ..., £ es linealmente independierte. N

Demostracldn.
Lo ecuacifin de dependencin lineal as
“1f|[‘]‘“:f:[‘}""‘“nfn(“}'u ¥z (&,b)
derivando n-1 veces:
o, f] (R)+n £ {x)~...+anf‘nt:]-ﬁ

a £ (x)+a,f) (x)¢...va 1 (x}=0

ulffniilx]*u,fgn'l}xj++..tunfén'iaz]-u
’ 5i hacemgs x=x, testmos un sisg;ma homopénes donde W(x,)
ey &l Jeterplnante de lg martiz de caefifientes; cez0 este determi
nante es diferente de cerc el sistema adoite sdlo 13 solucién tri-
vial.

Entences, el Cnicoe conjunta de valores de Byo Byy ey
para los cuales la ecuacidn

ulfl[x]+u,f:{x}+..++unfn{x}-0 .
s8 satisface en todp ml intervalo (e,b) ef

ul-u,-,..-u“-ﬂ.

CEato prieba que las funciomes fop linealmente indepen-

dientes.

Ejemplc V. 1B.
Derostrar que las funciones £, f’, £ tales gue

f.[I}' Lenx £, (x)=cosx I,fx}ex ¥xetq

son linealmente indepondisntes,
Solucién.

E! Wronskiane de £ , £y f es:

LSS c0dx X
W{x)= casx o 1.3+ ! -
Lenx CO5% 4]

Y& fuo existen vaiores da x para los cuales W(x)/FD, por &1 teorega
¥. 11 laz funcionss f,, £, ¥ f, son lineglmente Independisntes en

.
el ipzervalo [-=, =).

Ejempla V., 19,
Eél §= [-g~"+s3ant, sezt, 2sen t -} :zt]
un conjunto do func:eoaes de F, detarmlnar el subespacio generadao -
por 5 gsf come la dimensidn da dicho subespacia,
Solucidn.
Pripere dezerminemos =i 5 es up conjunto linealnents in-

depeandisnte, para lo cual obtenemos el Wronskiepo de las funclones

1
~etts senm t 3 it lsent -% o2t
Wit)= -2e31+ cos T ﬁtzt Icost - ¢2t
-GEE: -cem 126 2% ~Isent -1 ¢2t

multiplicande por -7 y -4 ¢l primer renglén y sumando el segunda y

tercar tenglén Tespectivamente:

_EE: L1 11 5¢Zl 2 sen t +% alt
W(t)]={ =2 sen t + ¢as t Q =4 s2n t *I Cps t
=L zen t ¢ 10 sen t

desarrpllands por cafactores segin ls Segunda columna
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e -1 sem ¢t ¥ CO% L 4 sen t + 2 con t

Wit)=- 3o
=5 sen 1

=10 scoot
W{e)= -3¢1t[20 sunzt—iﬂ sent cost-20 :enzt+ln sent Cost)
por lo que

Witie O ¥R,

En este caso, ol tesrema V., 11 no nos dice nada respecto
2 1a independancie de las funcianes, Pare poder afircar que som
linealoents dependisntes, debemos obtener tres eacalarces &, By
talexz que ’
af-e’Tesen 118030  Yovzsen t -F im0 L L L (D)

Dichos escslares pueden calcularse medianie up sistema de
tras scuaciones obtenidas a partir de {1} pars valares fifos de 1,
demostrando posteriormente que la exprosldn [1) $e sacisface para -
tode Tt ¢ R con los mismos escalares obtentdos,

Para nuestro ceso, heclendo ted, t-%, t=n en £1}, se ab-
tienen las ecuaciones:

-a + 3p '%‘T =0

{1=eR]n*3£' E+ {2—% efyy = 0

-t"u ‘SG" B-% e!‘ = 0

Lm soluclsn genersl del sistema es

a= £ B, f=5 ¥ y=-28
¥ una salucidn particular

' ar 4, Ba 1,  ye-2

sustituyondo estns valores en (1} tenawos:

((-o% esen 1) o3¢ T-2(25ent-Jat)u0

Rolacibn que se cumple ¥ t ¢ R, por lo gque las funcicnes

son linealmente dependientzs en el intervale (-=, =].
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Ahora bien, como el estudiants pueds damastrar flclilments,
cualquier subcanjunie de 5 quo contenge dus eleémentas 4f linsalaen-
te independiente. For cjeaple ¢l conjunto:

Be {-g tesen 3, 302t}
el cunl w3 una base Je L({8), por lo que

dim L({5) = 2
¥ el subcspacio generado pear 5 estd constituido por todss lax fun-
clones de la forma
=2t

Ae +R sen t.

L]
ia o anulasitn de Wreonskiano en al menes un punto del ip
tervalo, se ka estabiccide come una Condicisn SufiCi&nt:‘plrl 1z in
dependencia lineal d¢ un conjunto de funciones (ceorems V. 11}, Es
ta condicifin no &3 cecesarin, yv& que el Nronsklano pusde anulerse -
en todo el intervale siendo las funciones independlentes coma sa --

ilustre en el siguientes ajemplo.

Ejempla ¥. ID.

Laz funcicnes f ¥ g tales quae:

f{x)= x* ¥xe¢ (-1, 1} .

Y g{z)= x[z| ¥ x ¢ (-1, 1}

son linealmente indenendientes en el intervele (-1, 13 ¥ o! Wrens-
klang e% zulo en todos lod puntos de dicho intervale.

Bn efecto, en el Llntervalo (-1, 0):

fla)ext oy glx)eex’

par lo qua
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TRANSFORMACIONES LINEALES

¥I. 1. TRANSFORMAC IOHES,

Como hemes visto, una funcidn £ de A on B (donde A v B
Lamn dnﬁ canjuntas np waclos :ﬁalnsqu;u:a} €5 una regla ¢ criteripo
que @3ocin a code ¢lemento de A, wne ¥ s8le un slemente de B, lo
ctudl deénotanos mediante

f: A~ B

Existen tazmbifn funciones entre espacica vectoriales gque,
en formg similﬁr, dergtiTemos por

T: VYW ;‘ *
donde ¥V y W son espacios vecrariales definldos schre el mitsao cam-
po Kk, ¥ T o5 L3 tegla de correspondencls gque G51gna & cada vecrar
¥ de ¥ uno vy s6lo un vector de W, al que llararemos [MAGEX de 7 ¥
TepTescntaremos com T(V). .

A este vipd de funcicnes les daremps ol nombre de TRANG-
FORMACIONES.

caclén o mapeo en luger del dr rransforhacisc),

Podesos flustray Zase idess anterigres mediante la siguien

ta fligura:

(@) e>

VeV Tiv}cH

donda ¥ y M representan dos espacios vectoriales.

(Algunos sutores eaplean los :£-mings operador, apli

Efenmple VIL T, A
8} Copsidervmes upna trapsformacidn T que zonsiste &pn multiplicar
por 3 un vecter coalguiers (x, y) de R,

Examinemos aljuncs casos:

La imagen del vector [1, 4] es 3(1, #}=(3, 12}, la que describimea
como: T (1, 4t = (X, 11] .
En forma anilega:

L0 I e T R

Es mvidente que se tratz de una transfordacidn de R en Rl. e de-
cirs ' T: R® = g’
¥ la ipagen de um vector cuslquiers (X, y)] estd dada por la ragla
T o=, oy} o~ (52, 1y) ,
b) Sea ghora la transormacidn 5! R' » 1?
definida par la regla 5 fx, ¥] = {xz-l, iry) |
Obtengamos, reor ejemple s {1, &1 = [0, 4}
que en palebras dice: La imagen del vector (1, 2) segfin la trans-
for=acifin 5 3 el wvector (f, 4}; o bien: S aplica sl vector (1, )
en el vector [0, 4)- .
De igtal formn se ohtendrian: .
s (-9, 3) = (80, -54)
S (0, 0y = (-1, @) etc.

—

Sepn ¥ ¥ W dos espacies wvectarisles definides sobre um -

mismo campg K:

Urai transifoTpacién de ¥V ern ¥ €2 una funcibn qua asocia’ &

cada vectar de ¥V ung ¥ 3810 un vector de W,
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Ejenp19 ¥I. 2.

Sea ta transforawcién t1: R’ + R

definida per 1a regla T (x, ¥, =1 = [x, ¥}

T, 2,3 = {H, vy

T {1, 2,-143= {1, 2} ) '
T (&, 0, 13 = {;, 0} etc.

Es clare que

Una interpretacifn geomftrica de esta trarsfarmacifin sevrfa
Ta sigulenta:

5i (=, ¥. 2] representa un segoento ditigido en el espncin
de trex dimensicnes, su imagen (x, ¥} rep;esentl la proyeccldn de di

tho segmento en el plane XY. .

Ejempla VI, 3, '

El dperador derivada (D).

Sea F el espacic vectorial formade par todas lws funcionss
de R en R, derivablies en un intervalo [n, b). Lx :r;nsf;rnzciﬁn LE
gn la cual la imagen de une fupcidpn £ e T ef so devlvada €' se 1l1a-
ma apersdor devivada y se denoca con D,

Tenemas par tanta; o: F~ G
dundf G =3 #]1 especila que contlene & todas las derivadas.

Por ejemplo, D [33'*]] = 6%

[La imagen de 3x' et fegln It es Sx).
., I (senx)] = cosx '

D (1} = © 34 -0

En general: o)) = £°(x)

Y1.6/7

Transformaciones lineales.

Regresc=os a !a transformaclén T: BT = R det cjemplo VI,

dadn por: T =, ¥} = [3x, 3
Sabemes que T, 4 = {3, 14
¥ T i6,-2) = {18, -8)

Podemos rreguntarnas: yCufl serd la imagen del vector que
se obtlene sumanda los vectores (1, 4) ¥ (5, =)t

Cajeuldmosla: (1, 4y=(p, -2)= (7, 23

Aplicanio ia regla de transformacibn 2l vecior obtenido:

T (7. 2 = (11, &)

Observeacs que el Mlsmo resultsdo se hahrfa obteaido su-
mando simplemente lzs imdgencs de low vectores involucrados, aste
es:

TET, 43+(6,-2)3=T (1, 43 + T{&, -2}
g * (3,12} + {1E, -B)
_ - {21, 6} .

Cabe ahera preguntarse: g5e curple lo anterior pars cusl
duier par de vectares [xy, ¥} ¥ {%;, ¥,) de Rt Es declir, ies --
slempre clerte gque

T [0xy, v delxy, ¥,0) » T (2, ¥,) +T {2, ¥,) ?
Investigufmosleo:

T (&, ¥y Jelx,, ¥, 1)

eplicancdo in regla:

T =, >;y{x;, 11 = (30x,+x, 1, 3r,+¥. 0]

T 0=, 7 Y0, ¥33) = (3x,v3x,,

T (KI‘ v ¥y ?:]

3y, +3v.}
Far ptra parie, aplicando la regla tenemoa:

Tz, ¥ 3Tl . ¥, ) = (32, 3¥ )+ (3%, 3r,)



0 ad ques
T {x,, ¥ 070X, ¥y)= [3xy+3x,, 3y,~3¥;)
For tanto: T C({x,, ¥ )=(ng. ¥,00= Tlx,. ¥.)*T{x;, ¥;)
Vemos que para e¢sta transformacida:
“Lg lmagen de 12 suma de dos vectoTes o5 lpwal a la suza
de las imlgones do cada une de ellos™,
En forma similar, podemos var que ocurre ruande maltipli
camps un vecler por un escalar y obtenemos la imagen del vector T
sulrante. .
Tomemos por ejesplo el vector 505, -1 = [0, -10)
Aplicando Ia regla de transformacidn al vector obtenide:
T {30, -101 = (88, -30]
Nuovamente, habris heastado com moltiplicar per 5 la ima-
gen del veetar [§, -2):
T {56, =23} = & T (6, -2]
= 5 [tE, -6)
. {90,-337 ,

Es ficil comprabar que esto s5¢ cumple para cwalguier veg

tor (%, ¥) ¥ tunlquier escalar a £ R, o sea: r

T (alx, ¥J) =a T (x, ¥]
En efecto:
T (2fx, ¥)) = T fax, ay) = {32z, Jey)
e T (x, ¥) = al3x, 3y} = (3ux, 3ay}
Concluimp: gque para exta transform=cibn:
- "La imagen del preducts de un escalar por UR YELLAT €3 -

tgual al escelar multiplicade por la imagea del wveotar'.

A lay transformacienes que tienen csias dos propiedades,

e les llams TRANSTORMACICGNES LINEALES.
Hagamos un astudie similar cen la trinsformacidnm s:RIR?
del ejenmplo VI. 1, definida pay:
S (x. ¥) = (x°-1, 2xy)
Sabemos que: 5 {-9,3) = [BO, -54)
' g5 {1, 2] = (G, &}

 Obtengamas

5 (-9, 3¥+(1, 21} = & (-8, 5) = {63, -&D)
En cste Caso, sudar las imdgenes de cada uno de los vec-
teres hubiers centucide a up resultado distinto, pues:
g (-9, 31« 5 [1, 2)= (80, -54]) « (0, 4)= (%2, -50}
Dicho de otra furma: )
5 ({-9, 3)e(1, 2)) F 8 (-9, 3) + & (1, 2).
En 13 gque concierne al producte par un escalar, cbtenga-
§ {2 [1, 2)) = & (3, &) = (3, 18}, .

Este resulrada difiere del qua se obriene multiplicende

mos pof eje-plod

_por 1 la imagen de (1, I), ye que:

24 (i, 13 =2 (0, 1) = (O, B)
S (241, 2))428(1, 17

* Observamos que la treasformacién § no pesee las propleda-

;
es degir:

des que tiens T, por lo fual se dice que 5 KO e lineal.

oefinicifc.
La transformacidn
T: ¥V * W
ay una trarsformacidn lineal s:i:
1o T {F AT, =T« T HFD L VT, T, e ¥
P ¥ e Vyace Kk

.- T {a¥V] o T (V)

vi-8/9
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Se dice entonces que T praserva lus aperaclones de suma ¥
producto por un escalaer.

{(En &l estudic de slatemas fisicom ex comin llamer a4 1 ¥
I propledades de “superposicidn” y "homegeneidad™ respectivamente].
Estas dos propiedades pusden comblrarse en una sola que establece -

que:

T &3 lineal si:
T (o¥,*¥,) =a T (¥F)) ¢ T V) -

para todo per de vectores ¥, ¥ ¥, de ¥V y todo escalar q.

e ¢ntre todas las transformacioncs de un espacio vectorial
en otro, son e3pecialmente ﬂtiies aquellas que.ﬁun lineales pues se&
presentan eh diversas ramas de la matezitlca v, frecuentemente, las
propiedades de transformaciones més gpenereles se ohtienen aproximin
dolas medlante traasforpacioney linesles, Al estudio de estas Gl-
timas s& dedicard el resto del capitule,

Ya hemos depostrado que la transformacidén T del ejemplo

¥I. 1 es lipneal, mientras gue 5 @ 1o «%,  Vesmos oLrol CH3O0S!

Ejemplo ¥I. 4.

Decir al las si;uiéntez transformadciones zan lineales:

8] T R' - r', T (x, ¥, Z) ® (xey, x-2)

b) T: R +R', T (x, ¥y}, =x*1,7 )
Soluclén:
T R+ R o T ix, v, 2) = (x+y, x+z]

Veamos si cumpie cob las propiedades de linesalidad:

1] Sean (x,, ¥,, 2,1 ¥ (x,, ¥,. z,) des vectores arbitrarles de

R':
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T =y, ¥y 2,3 (xy, ¥y 210~ T LR PIU STL N I *1,)
aplicands la regla
LACITID SPREIVARE PUIL PUIE PPO AL C N P PR ST P PLEICL
Ademlc: )
aplicandn 13 regla
T Uy, ¥i. 202 T{as Yoo T2)"(X,0¥ 1, 2,2 )0 (X,30y,, X,02;)
0 sez que
T (2 ¥aop 2;00Tmg, vae 2)=0X " F (4X 0¥ 5, X027 42,4+ 24).
«Te e cumple gque TO(x, ¥, 11]~{x=, ¥ ga zljjnT[xl,yl.zl}+
+T(x=,yl_ L3 I
2} Sea (x, ¥, =) un vector R’ ¥ a un nfimero real:
T Cafx, ¥, z2)) = T {ox, ar, a2}
= {ax *o¥, oEtaz)
Ademix:
o T (x, ¥y, #) = o {x*y, x+2]
= {gx*o¥, aX+nz)

+

+*. 5e& cumple gue T fafz, ¥v 23} = a T (x, ¥, 2].
En ceoaclusifn, 7 es une transformacifin linsal,
B} T: R'-RY | T [x, y)= (x+1, ¥)
1) Sean {x,, ¥,1 ¥ (x,;, ¥,) das vectores Cualesquiers de R":

T [fxge v b o* (2, ¥,0) = T (242, ¥ ¥,

= (e ex . ¥ L)
for otra parte:
T (xys ¥ )+T(xy, ¥ )= [x*F, 73) ¢ (501, 7,]
=[x, sx, 42, ¥,0v,)

S T Ly, oy ME,, vy )Y AT Ay x0T (X y,)

Puemsto gue neo 2e cumple ia primers propiedad, Ia transfor-



macidén que nos ocupa NO o3 linsal.
Es evidente que, segdn la definicidn, basta con que no se

cumpla alguna de las dos propledades para que la transformacidn ne

-

sra lineal.

S0 deja al estudiants demostrar que la transformacisn del

elemplo Y1, 7 25 lineal.

Ejemplo ¥I1. 5.

El eperader D es llneal,

En afecto, de cursos de matemiticas sahemoa gue:

"La dorivada e 1w suma de dpos fungiongs cx igusl a la -
suma de lus derivadas de cada una de :ilas“. es dpcir:

q (£,+f} =D (£« D () ¥f,.,f,¢F.

Tambifén sabemos que "'La derivads de una constante por unx
funcifin #% igual a 1a constsnte por la deriv:;l de la furcifn", & -
sea: D (af) = a D (f) Tuaklyi'flcl".

' 4

Como vemas, lo gque hemoes enunciade son preclaazente law ¢a
L L -

racteristicas de linealidad del operadur*ﬂ. )

Ejempple ¥I. 6.
Transformacidn fdencidaed.

La trensformacidn ldentidad Iv: Y-

definida por I, (¥} = ¥ para tedo ¥ de V, e¢s linesl.

Ejempls V1, 7.

Transformaclén cero.

La transformnacidn cero

definida por

0z

LR |

0 (¥) = T, para tode ¥V de ¥, ex lineal,

- w m om o=

vI-12/13



¥i, 2 DOMINIO, RECORRIDZ ¥ NUCLED.

Conzideremos la transformacifn lineal 7: R' - RY, dada
por la regla T {x, ¥, 1) = (x, 2x].

Es clzro que #3ta ex unz regla que se puede aplicar x -
cuslquier vector de R', por lo que llamareros a ' DOMINIO de la -
transfornacién,

Yeamogs ghora gue ocurre con-las.vn:tnres imagen por me-
dia de slgunocs cjlemplon: - )

T (2, &, -8) = {2, 4) g

T {1, 3, 0] = (1, 2}

T {-%,8, -9) = {-5, 18}

E: Importante notar que, Aungque las icfpenes estfn en R,
ne todos los vectorex de¢ R’ son lpagen de alptn vecter del doninie,
Esto se debe & que, como 3¢ ve de 12 regla de transtormacién, zodos
los wvectores imagen tlenen la forma [x, Ix), =3 ZeciT, su srgunda
companente es fgual a dos veces Ja primera.

Surge por tento la necesidad de dar un nambre al conjunto
de vectores imugtn.Nu;nErul ls llnmaremhs RECOR®TDI de la trapsfor-
macifn ¥ 1o represcntaremos par T(R'}. , Emtances:

T{R') = f(x, 26) | x ¢ R}

Es clare que los vectores (1,.3), (2, -B) ¥ [&, O0), entre
gtros, no son jmagen de ningﬁq’vector dél doninie, lo que ex cquiva
lente £ decic que no £3tdn on ¢l recorride d& 1a rranstormacidn.

Aralicemos slgunos casos adicionzles:

T [0, Y, 4} = (9, I
T (¢, 9, 0) = (0, 0]
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T (9. -9, 2} = (b, O]

Ficilacnte se deduce que todos aguellos vectores del doai
nio cuye primera companente r£ pizla zi®nen come Imegen el wector cg
ro de R'. A csie cenjunte de vectores se le da tambifn un nombre:
NUCLEQ de lz trarsforaacidn y se 1& representx par K(T).

En exte caso: W7} =~ £{0, ¥, 2z} | ¥. 2 ¢ R}

Por Ie anterior: (0, 3. %) ¢ N(T)

(o, 0, 03 ¢ N(T)
f1, 4, 0} ¢ N{T) =tc.

Pasaremos 3 [ormalizar las ideas anterdiores con la slguisn

o

Ipefinicidn.
Sea 13 :ransformacidn lineal
T: ¥ =W
DOMINIO:  Es el copjuate ¥V de veciores sobre los cuales actfa la -
transformocién.
RECORRIDG: Es 0 conjunto Formade por las Imdgents de los vectoTes
del dominlo. Lo representstemes con T(V), £s decir:
TIVY = { & | w= TI(¥), ¥ & ¥)
NUCLEO: Es el conjunte de vectores del dominic cuya imagen es ¢l
Le representaremas con HET)}, cs decir:

vector corn de W,

M) =l vV vev, T 0,1

Ejenplo VI. B,

Fara ol operador derivada D yx discut{do anteriorpente

(ver ejemple ¥I. %) Creremps:

Deminio - Es el conjunto de todas las funciones derlvables en ¢l ip

teryale,




Racorrido - Es 21 conjunto de todes las funcienes derlvades.
Nicleo - BEs &l copjunte de todas las funciones gur son constantes
I en ol intervale (ya que sl derdvar uns constante se obtie-

ne la funcifn cero).

En general, para enconirar el nficlee de une transforaa-
clfn lineal, igualamos la imagen al vector cere ¥ vemes que condi-
clares resultan de ello para los vectores 2ol deainle. -

Par ejemplo, para el caso discutido al zrinclpio de esla
seccifn, donde:

- T (x, ¥, £) = [x, Ix]
para gbrener el nficleo de T harfamos
[z, Zx) = (0, 0]
lo que implica = x =0, por le cunl
H(Ty« {0, ¥, 2) [y, 22 R}
come s& tenfa, '

Hemos visto que, en ung transformacldn lineel T: V + ¥,
el recorride T(¥) ¥ eI nicles NET} son subconjuntes de W y ¥V, Tes-
Demostraremos & continuacidn que no sSlo =on sub-

pectivamente.

canjuntas, sino tambign subespacios,

Tearema VI, I
Sea 1a transformacidn lineal T: vV~ N,

El recorrido de 1n transfgrmacidn ¢s un subespacio de N,

Demoatracidn.

De prcusrdn con &l Teorema Y. 4, Dasta con demostrar que
el recorride, T(¥), es cerrado para ls 3uma y 2] preducto por um -

escalar,

1) Senn T (¥, ) ¥ T (¥,)] des vectores cualesquiera de T (V).
Por Lincalided: T{v,} + T(¥F0= TIv,+v,) ¢ T (V)

£V oentonces ¥ osv_ £ ¥,

Ya que, coma ¥ , ¥, VY

Es decir, si T {¥,} ¥ T {F:] ton elementes del recorrido,
1(7,) * T(F,)

tazbifén lo es, cunplifndose la cerradura para 1a Su-

2} Sean T(¥) un e¢lemente cualquiera de T (V) ¥ o un escalar del -
CazpO.
FPor tlrmenlidad: a T [¥) = T (av) e T (V]
Ya gue, coma Vo ¥, cntuﬁcaa av eV,
£x dezlr, aT (¥) es tazhlfpn un elemento del recorride ¥
hemos dempstrada la cerradura para el producte par on escalar.
Oe 1) ¥ ! queda demostrado el teorema.

Imagen del vectipr orero.

Un resultadg lmpurtante gque se desprende de las propiecds

des de linealidud ea ol siguiente:

En wrni transfoermocién lineal Ti! ¥V + W,

la imagen del vector coro do ¥V es ¢l vector cere de ¥, o sen: .

T (T - T,

Une demostracldn inmedinta eos la siguiente:
Haciendo o = 0 en .
T (af) = &1(¥)
se obtiene
T (0,0 = 0, como se querla.
Por io que,el nicleo siempre contlene al vector cero 51 T

(.34 lincul.‘

Vi 1617



Tearema VI, 2.
Sea la transformacidn llaeal T! ¥V = W

El nfclec de la transformacifn es un subcspacio vectorial

d= V.

Demostraciln.
1) 5ean ¥, y ¥, dos vecteres de H {T},
ENTONCES T (¥,] = g,
) T (¥;) =T, _
Por limealidad: T [¥,-¥,] = T (¥} *T(¥,)
Sustituyendo: T (¥,+¥,) = E; . ﬁ;
T (¥,+v,) = T,
par lo que, ¥,+v, es tambifn un vector de ¥ (T).
2) Sca v un vector de N (T), entonces T(VI= Ew, ¥ 5CA G uf €3Ca
lar del cazpo.
Por linralidad: T (a¥) =a T (V)
T (M) -0 8,
T {a¥) = E;

.., & ¥ tanbifn estf en K [T},

Sustituyrndo:

Esto coampleta la demostracidn.

Consideremcs nuevamente la transfotmacifc T: R - R da

da por
T (x, ¥y, 2] = (%, Ix)

FuFEta quelel nficles ¥ ¢l roecorride son a su ve:r espaciox
vactorlales, tienen base ¥ dimensién.

Como s¢ vid anteriormente,T (') = {fx, 2x) | x € R} e3 el
recarrido de la transformacidpn, y ¢1 estudiante purde verificar f4-

cilaente que el cenjunto Bp- {{1, )} es una base de dicho espacin,
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per lo que: dim T [Rj] w 1.

En forma similar, pars ol pdgles K (T} = ((D,y,2)|y,z2e R},
uns base es B.= {{0,1,0], (0,0,1)) y per elle: dim N (T) = 2.

En coanio al dominig R'* sabemns que cf de dimensidn trey;
dia R' = 3.

Chsezsvacos que 1a dimensifn del du!iniu es la suma de 1as
dimensiones del recorride ¥ del ndcleo. Este e5 un resultado muy

lnportante que, <oo0 veremds a contlinuacidn, se tiene sieEpra Que -

1e¢ tradaia con esnazios d¢ Jdimansidn finita.

Teorema 7VI. 3.
Sea ¥ un espacio vectarial da dimensisn finita ¥ sea
T: ¥V ~ ¥
una traptformacidn lineal,
Entences

dim V = <im T [V} + dim N (T}

Dezostracidn. .
Sea IT,, T, «--. ?ﬁl una base del recarrido T ({V), es decir,
dim T [V) = p
Sea My, Ou, .-y ﬁa} una base del nticlea X [T), es decir,
dim X [T) = g

Puesto que los vectores T, T

ze cre Tp pertenecen a T (V),
deben existir p vectores ¥, Yy vaen Fﬁ £ ¥V tales qua; '
T (vy)] = T,
T (¥} =7, N )
T (v, ) =T . .
(vF] P

81 dercostrazos gue el conjunto

B Ty, Fa oui, Ty, By B2 coo gl



ex una base de ¥V, habiremos demestrado el teoress, pues eso probard
que dim ¥V = peq,
1] .} generl'll eapacie ¥,

Ses ¥V un vector conlqulera de V.

Ye que T [¥) estd en £l recorrido, poderos expresarlo -}

#¢ comblnacidn linesl de los elementos de Ia base 1t , 7,, ..., T}

T(V) =a ¥ +a,T,+ ...* s Tp
Sustituyenda 1}

T(V] = &, T{¥ }ea, T(V,}* ... o, T [?ﬁ}
Por linealidad;

T(¥] = T E“1$1+“:;;‘---*“ v ]

PP
de donde: T{¥) - T (ulFl*n,F;'---+“pF;]'U;
Per Iinealldad:
T(F'"iﬁi'n:F:""'np?ﬁ]'u;
Far tante, el vectorT [F'-dl?;-u,?;=...—np3£} eatf en ¢l nd

cleo (ya que au imsgen es el cero} ¥ Io poderos exrresar como combl

nacign lisnewl de los elencntas de I base (n,, &,. ..., “q}' ey de-

cir:

CERIL YL ZCIE - PE TN L 5 PR P PR

PP

o
=l
o

Finalmentn;
Tosoa,F, 00,00 0T 08 T8 T
Hemos demostrade que cualguier vector de ¥V se puede exapTe
sar en tErmings de los vectorss de B, por lo que £ste e5 un conjun-
to gensevador,
23} B ex linealments Independlente,
Formemas la comblpacisn lineal

11Fu*IIF;*---‘1PFL‘T15|‘T:ﬁ;‘--v‘Tqﬁh'5§ N ¢3

Transfo-aando anbos miechros de [2]):
T(l|?|'1;?;‘---'1PE£'T151‘1151‘---'Tqia]'T{U§} .
"Por lincalidad:

1175?1J‘---'APTIFPJ*?.T(EI}'--**TqTKEAI'U; PR -3

Puesto que los vectores ®,, T,, ..., Eﬁ eathn en el nfcleo:

T(h,) = T(R,] = nTEY ST, L (4)
Sustituvendo (11 ¥ {3) en (3):

BT s e T 2 T N £
Por hipftesis, {T . T30 «rns rp}-cs una base, per lo gue

(%) implica qur:

L T g " H P 1
Sustituyendo (6] en (2F:
TR L T Ty e T (D)

Anflegazents, par ser IR, ®,, ..., Hhi una baxe, [7) iZ
plica que:
. (B

Hemos dencsirado queé (2) implica que

T1* Y“'--.'ﬂ
b=, e lp T, T Ty " ey, "0 .
por lo que B =5 linealzente independiente.
De 13 v Z), B es une base de ¥V ¥ por tanto: .
dim v = p = q

quedunde demostrado el teprema.

Efempic ¥I. &,

Coensidoreons la transformacidm linenl T R + R' dada -
por la regla T (x, v, £] = (3x = v, bx - z, 2y + z}).
L]
Determinemes el ndclec hactendo
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(3x v, Bx - z, 2yl* £ = (0, 0, 0}
de donde se obtiene el fiszema

Ix v ¥y = 0

6 = z = 0

iy + z = 0

El estudiante puede verificar que la solucifn gerersl de
este sisteaa homogéned &5

¥ - -3x

r = oOx
poT lo que:

N {T] = [{z. -3x, 6x} | = £ R}

Una base del nlicleo €5 el conjunto By= i1, -3, 6)1 ¥y
en consecusncia dim X (T} = 1.

Es clarc que la dimensida del dominie es dim R'= 3.

Aplicande ¢! tecrema VI.¥, conclulmes gque la dimenzidn
del recorrido es dim T (R') = 2.

Saheaos que laos vectores del recorrice tienen tres LORpQ
nentes, pero el heche de que la dimensifn de fste sra dos nos obli
ga 1 pensar que (nicemente dos de esas componentes san independiel
tes. ftallemos la relacifn Jde dependencia entre loas componentes -
de uh vector

(a, b, &} €T (R} - .« (1

Para ello, podemss plantear 1 ecuacida

a8 + a,b + n,c = i} T 3

Seghn 1 regla de transformacifn:

(a, b, €] = (3x + y, 6x - 2, 2y + 2)

¥ sustituyendc en {2}

122723

ﬂlfﬁx-y]+u=[6x-:}tul{2y+1}-0
Reacomodanda:

(3a 060, x+ [, ¢2a,}y*(-a,%0, )20

#sta ecumcidén sc verifica pata cualguler valor de x, ¥, 7 sl

3u1+6u: = fQ '
a,+lo, = 1}
g+ a, = D
La sulucibn general de este sistens es:
ae-i0,
a,= @,
que sustituy&ndola em (1) nes dice:
' -2a,3 so,b +a,c = O
c bler ~la + b+ =10
P ¢ = Ta-b
¥ ¢l recorrido sc puede describir como
T(R')= ({a, b, 2a-b)| a, b e R}
Flnalpernte, una base del recorride es el conjunto
Bpe {01, 0, 2), (0, 1, -1}

donde se ve claramente que dim T [R') = I,

‘Efempie Vi. 10,

Fara la transformaciée T: A'. R? dat ejempla VI, 1

dada por T (x, y)= [ix, 3y), cbtengames el niclea:
(3x, Iy)={0, 0)
- Ix=

Jy=0} 1



Ln finice soluclfin de eate sistona e3
x =1
. ?-u
‘da donde;
N {T) = ((0, 8}}
¥, por definlcisn, dim X [T} =0
AdemSs, lm dinensidn del dominio =2 dim Rz,
For tante, del teorsma VI. 3}, diam T {R!}-I, lo oue t=pli
ca que ¢! recorride 1 tode R’ Para este cazo. Is degir: Tig‘).g‘_
Obséyvese que, como consecuencia del teorema VI, 3, Ia di
aenslon del recorrlde e3 cuando mis igual 4 1a del dewinio, pers fo

Puede 3eT BAYQE,

Efemplo ¥I, 11,
Sea ¥ el evpacic vectorial de matrices de ordemn Ix3, y sez
¥ el especlo vectoried de matrices de orden Ix2, sches sobre H.

Conslderemos la transformacldn T: ¥ + W

definlda por T [X) = KA, pare todo X de ¥ donde:
A= 3 o
& a

Ex claro que T ea lineal pues, para todo X, ¥ e V:
' T (X «¥] = (X +7¥) A
=X A+ YA
=T (X} «» T (V]
en forma enfloge

T (@ X) = (a0 X] A

- a (XA
= 5 T (X}, ¥ar R,

e b <«
¢ Ilrbtcldlftf'c R

N B

Para encontyar ! aficlco necesitamos conocer la imagen de

El deminio de T #5 Ve
d e

Una base del deminioc es:
1 00 LR | 0 0 Q9 1
Bn' . + '
a o 0O [ a g 0 ¢
. dig vV = &
una matriz cualquiera X= 2 b . H
d ¢ f
T (X} - T4
a b «c 1 7 [ ]-Rd-1- e
T ix)= [; . f] 3 9 -
& 0 d+Jesbf 2
Para que ¥ e3t& en el nicleg:
g v 3b s bc 2a| e 0
d + % + 6f d 0 0

- ReIb+be

in =

d+le+shf =

[ = T = - T = |

2] =
La sclucién generel de este aistema de ccunclones es
a0
Bl
d =0
¢ n 2
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b -2c <] ,
.7 N{T)= { ] | ¢, fcR
g -2f f

na base del nicleo s

we A0 T

. dlm R(T) = 2,

Por Gltimg, segiin el tTeorema VI. 3, la dimensidn del re-
corrido =% dim T(¥] = 4.

Esto implica que

a [+
T(¥]=- {. [ ] | @, b, ¢c,d, e A=W
< al

es declr, ¢l recorrida de la transformacidn s£sta canstituide por -
todas las matrices cuadredas de orden dos.

Una base de T(V] =5

A IR R

YI-26527

¥1l. &, RETRESENTALION MATRICTIAL DE UNA TRANSFORMACION TLINEAL.

Considercmos el siguiente caso:
De una transformacidn linpeal
T: R . R
$¢ concce Onicamente gue:
T{Z,=-10,3
T (7, 3] = (0, 3] :

LEs posible encontrar T (1, 91T -

Velmos lo:

El vector (1, D) se puede expresar como combinacidn li-
neal de (2, 1) ¥ {7, }). En efecto! ’ foa

€1,0) = (7, 3) -3 (2,1] :

Por ello T (1,0 =T {{7,3)-3(2,1])
¥, puesto que T £3 llncal: ‘ .

T(1,0) = T(7,3) -37(2,1)
T1,0) = (0,8) -3(1,3) T
TLE,D) = [-3, -1)

Ex fHc!] comprobar que ol compjunts ({2,1), (7,3)} es una
base de R', por 1o que cualquier vector [x,y) de R pueds obterer-
5o & partir de dichy confunto, Feva ceste Cazo:

(2,7) = (-du+Pp)(2.00+0(x-2¥1(7.,3)

Exto nos permite obtener ln regla de transformacidn, ya -

. ¥ (x,rlel’?,

e
Tex,¥)m TO(-3x+Ty) (2, 0)+({x-2¥3(7,3))
¥ comz T e lins=al:

Tle, v}~ (-FIx+7p)T(3, 1)+ (x-27IT(7 5



de donde:

T{x,y)= (-3x+¥y)(1,23+[x-2¥)(0,8)
Finalmwente:

Ti=,y)= (-2x+7y, -x+5y}

tn general, i se comocen las imdpenes Je los vectores
de upna base del dominio, s¢ tiene completamconte drfinidf una trans

formacidn lineal. Formalizaremos este resultede medionte ol si-

glirnte; _

Teorema ¥I. 4
Sea B= £, Vo4 aua, ?53 una base de un espacie vectorial

V, ¥ sedn W, , W,, ..., ﬁh n vectores cualesquicry de otre espacip

W,
Entonces, existe una Upica transformacidn lineal
T: ¥ - W
—_ —_ e’
tal gue: T[v|3-w1
T[V:}'”:
) L +o»oeos (1)
T{vn]-un §
Pemastracitno,

51 ¥ es un vector cualquiera de ¥V, padrd eéxpresarse wnf-

vocxmente o tEraina: de la base B conn:

vad oy eRow a0 W PR
Definaeos una transformacién T por:
TI¥)=2 % +0 w +. . +0.w A -

¥ demosirecos que e lineal,
En efecto, 51 Iomapoas otro vector U de Vo tal que:

u-B]vi*B,V!+...*3n?n.

se tiene que v-u-(u:tﬁl}vio[uliﬂl]v=+..,t[unoan}vn
En censecuvncia:

T(FTimin +B W (o B I +...e(a oB Y,

- - - - -
W eu W T W 'BLHI*EIW

* .53
At ¥a saa*B W

i nn
= (VT (UL
Memds, 31 ¢ o8 un esfalar,

cWmca ¥ osea, ¥, . w08 ¥ '

| non .
For zanta '
Tievhs co, W, w0 W, *. el W,

NIRRT RPN R b

TV}

Vemos gque T, definids por (3} es linesl. - Ademds, ha-

clenda ¥=¥,, do (21 ac ehtiene que
ul-t ¥ uzuu‘-.,.-an-ﬂ
Sustituycnde en {3}, T(¥, }=w, !

Procedichdo en forma similar, TV, )=, .

T[vn} -"'11
Hemos depostrade que existe una transformacidén lineal que

satisface (1]. Resta s8lo demostrer que dicha transformacidn ex -

tnica. ]
Para ¢1lo supendreocs que existen dos transformsciones 1§

neales, Ty T', ¥ demostirarcaos que son iguales, Tu;elo: el ve-

ter ¥ dada por (2. ERtonces:

THIV) =T (a, T 0,5, -, 00 ¥ )

Por limeslidad: T'(¥)ea TH(¥ )ea,T'(¥,)+. ..+ T'(V )
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Par hipOtesis, TV, e,

T'(F,) T,

T‘{?ﬁ]-ﬁh

Por tanto, T'(?]-ulFl+a:;=+,..-unun
de donde T=T', guedando demostrade el teorema.

Vereaos ahora que las treasformaciones lineales pueden Te
presentarse por nedio de matrices, para la cual estediemos el si-
guiente caso:

Tenepos una transformacidn lineal T: R = &7 dada por la
regla T(x, ¥, ?I=(x*y, E*zZ) e (1)

Es clave que T (3, 2, 3)= (6, 7]

51 consideramos la matriz:

1 1 L)
Me )
1 1) 1 4

y prepultiplicamos el vector columna 2| por dicha marriz:
5

se obtiene la imagen del vecter (4, 2, 3) segfn la traasfermacidn,
De hecho, para cualquier vector {x, r, z) d# B’:
1 1 Q x X * ¥
y| =
1 0 ] z X + 3
quo os la regla de transformaciSn dads por {1).

Pudemos por teato escribir:
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LV -MT
donde ¥ as un vector columna,
La matric M se obtiene a partir de las imfgencs de los
vectores de la base condnics de R':
T (1. 0, Gy« [0, 1)

T (0, 1, 0= (1, 4

T [0, &, 1)= (&, 1]
las cuales, como puede verse, son las.calumnas de 1o marriz M,que
rec¢lbe el nombre de "matriz asociada a ll‘trnnsfurll:iﬁn, referl-

ds & las bazwes canfnicas™.

Ejeaple Vi. 12,
Pars la zransfosrmacisn T: R ~ RY definida par
Tfx.y)={3y,2x]
chtener au matriz asocianda referida o la base canfnpica de RY y cal
cular T{4, I) explefindola. '
Solucidn.
De la regla de transformacidn -
T {1, 0] = {G, I}
T {0, 1] = {3, @)
¥ la natriz pedida cos
[n 3
-

para abtensr T [d, 2] efectuames al producto

o3 "2 [5]
[2 u] : B
per lo que T [4, 2]=(6, 3].



A partir de ahora trabajaremos exclusivacente con vecto-
res columna, ¥ya que &sito facilita grandemente el nanejo de las --
transformaciones linesles cuande 3+ ezplezn las natTices ssociadas.

Matrlz msociada referidas a dos bases cualesouiera,

Analicemos shora el caso de una transforcacifn lineal -
t: gl %%, sahiendo que A= {¥,, ¥, ¥,} &5 una base de Rty - -
Ea {El. W,] a3 uns hase de rY. S5¢ conoce ademfis gue:
TV, )=2w,+ 3%,
T(7,)e=6T,+7¥, Nt
T(¥,)= Wy -5"y
1o cusl dafine completemente la transformacidn T, se¢gln el Tecremd
L
Supongamos que se TiENE un vector ¥ £ rR' ral que
. $¥ulFl*a:F:4u‘F.
Entonces, como T es lineal:
' T(F) =0, T(F, ) +u, T{F,) »a, T (¥,)
Utillzando las expresiones dadas por {(1}:
TU¥)=a, (27 +3w, Yo, (-6W, 7% Jea, (¥ -54 )
que pueds eacriblrse como
T(F}-{Zul-ﬁa,+u.]il+[1uh+1a1-5u,]E=
per 1o que, £l vector de coordenadas de T(¥)] en la base B es:
(TN = e
"l 3o, +Tag-5 Ay

Ests vector pucde obtenerse a partir del vecter de caards

naday dw ¥ tn Ia base A;

{;}A = u;
o

madjunte el procucto

2 -t 1 N
(T(F), - 0,
3 7 =-& '
que Tepresentancs medlante -
(Tf?JJE M% (%),
L]
T 61
dende M: .
. 3 7o ¢s la matrl: asocisdm a la TTERY

formacisn, Teferida a las kases Ay B,
Es importante obseTvar Jas cosas:

1.- La matriz H; transforna un vector de coardenadas an A, sn un

vector d= coordenadas en B.
2.- Los columnas de Hi san las coordenadas de¢ los vegtores ims-
gan de la base A en la base B, ] H
Formalizaremes u continuacién al estudio hecho anterlof-

L]
mEnt as '
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Tearera VI, §

Sean V y W dos espacios vectoriamles tales que dim V=n ¥

W

m} bases

dim Wem; ¥ sean A= [v,, V., ..., ¥

al ¥ B Wy, W, L.

de ¥V y W, respectivamcnte.
56 T: V ~ W es una transformacién lircal, entonces exista

una fUnlca matricz Mg, de orden mxn, tal gue

A

T{v}ﬂ =My [vJA para tado ¥ de ¥, donde, 3i

T(v.)=5 .W *B_.w » i
[ 1} BGW YRV, v

la ifzime calumna Jde Mﬁ

B e5

entonces,
ali
224

UGN

a

r i

Lste teoorema nos garantiza que, parad cocontrar las covrde
nadas de la imagen de un vector ¥ referidas 3 la base B de W, bas
tar® con premultiplicar al veceor de co;rdenadas de ¥ en la base A
por la matriz Mﬁ « & la yue llamaremos "matric de ls transformacidn
teferida a las bases A y B".

Demastracidin,

51 ¥ e5 un vector cualquiera de ¥, sabemas quo se puede
cxpresar univocamente en tErminas de fa hase A como:

171 Y1t '“ﬂ:'nFn ! (1

Y. T{\_Fj'Tfu]F‘*uiiTz"- . .*un;n]

Por linealidad:

(2]

Por otra parte, 1os vectores imagen T{v }, ..., T(ﬁh}

T(W=a,T(F, 140, T(F) e v 1) . . . .

L1
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puedan cbtener ¢n forma finlca a partlr de la base B:

......... o
i
Llevanle estas cxpresiones & (2):

T(¥)}“g (2 W *a W+, , . ¢8 W }+ W o+
(v} |( PR T I 'n. m} u:“u 1 .I g
ooovo la W ove Woe, L ea_ W),
H( %1 ‘tH :' .I'I'II'IWIII'I!:|
Agrupando:
Tﬁ’-]'['fltﬂ. AL TR ,+una1n]w.*{u1ﬂ' L
LY ¢ 3 T - W
(ul i} u:nM1* 'un“nn}wm

+

*--

Y. por definicién, las sumas encerradas antre paréntasisa

coordenadas de T{¥}

cribir: -
I + 1 -
TR A PR ML o
R TR S TR LT
(T(¥] }w
i ! '
a a
[“s%m.” s P ..+unnmn' .
o, en forma matricial .
B Byp o oeer &0 &,
‘-lal. I;"I: e a:n a:
ET{¥Y) | . .
) # . B
Umr *ma Tnn ) fnJ
a, . -
2y
¥, por (1): . NON
. 3
a g

d |

ma

oLl
ntn

), .

son lug -

veferidss a la bane B, por lo quo podemos ex-



os ocflir:

(T{¥11 - i tv)- RS 3

B A
- b |
L B 80
T ) i:n

dande: HA -
- B
' __ar.ll an: T am]'l‘

tomn se quetla demostrar.
La prutba de que estz matrir es Gnica es5 1nmediata, ya que
+1l suponemR9s que exisie N; tal gque

JOPREE AN O NI S R I

las ecuaciones {%] ¥ (4) claramente implican que:

oA

B B

Esto completa la decestracida.

Ejexpio ¥I. 13.

Sea la transiurna:iﬂndlinenl T: R' = B!
definida por: Tix, ¥, =} = (z, %-¥]

Ficilzente se comprueba gue A={(7, 2 3} . (L, -Z, -1},
(1, 1, 11} y &= {1, 2. (0, 3} son bases de ' y R, respectiva-
mente.

Calculemos la representaciSn aatricial de 7 en estas dos
bases,

Es clarc que: T{1,2,3} = {3,3) = 3(i,2}-1(0,3)

T(O,-2,-1) =(-1,-2]=-1(1,2)+00(0,3)

T(1,7,1) = (1,2) = 1(1,2)+2{0,3}

da doends

FA 3 -1 1

. u

B S

Utilicenps esta matriz para obtener Inm imagen del vector

Vel-1,4,68), cuyp veetar de coprdenndas en la bose A ex:

3
(V1 = |-
-4

s -1 ]2 5
Entonces: [Te-1,4,61) -{ : ] -1 '[ }
»ol-1oe ol -3

El vecior (&, -3) es &) vector do coordenndas de T(V)

en la base B, + g

Eiemple VI. 14.
Volvamos 4 1a transformacidn lineal del ejemple ¥1,12

: R}

it R
definida por Tf(x,r] = (}¥, 22}, ¥ considersags la base candni-
ca  E = {{1,0), [0,1}}.

Pado que T (1,03« [0,2) ~0(1,0)+2(0,1]
T (0,1)= (3,0) =3{1,0)+0(0,1) :
[ |

Por elio (T(¥v)] = HE {?}E pata todo ¥ de R,
E

tenenos

Cuande rrabajemos con matrices referidas » bases caninl-

cas, onitirenos los frdices.
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Pars £s5te cCaso! ME - M . . i a g 0 -1 ]
T T{(V}=M7 para todo ¥ de R', comg se obtuve b (Dox"+9x"-1)], = LA ol -|re
0 o3 [ 27
en la phgina 37.
R . Broxt+0x’-1) = 0(1)+12(x)s27{x?)
Tjempls VI. 15, Diox +9x 1) = 12x +27x”

Sesn P Bl espacis vecterial 2¢ palinomios de grade menor que se comprueba ccn facilidad derivando divactamente.

o 1gual que tres y Q el espacie vectorial de polinomios de grudo - Pare hacer £nfasis en el hecho de que se trabajs con bas

menor o ilgual que dos, 185 ordenadas, tonsideremos gphora como base de P a

11

H 1
Comp sabemos, una base de P oes Bell,x, =, x !y una de Fu {,’. x, ©

; .
Q es C= {1, x, X }. En #3te caso, la reprtsentlc%ﬁn matriciel de D es

Consideresas el operador derivada D: P +Q y encan- . 1 0 o
tremos gu representacidn matricial en las bases By €. HE - | 0 o @
Calchlemas, para clls, las imSgenes de 105 vectarea de - o 0 3 D

1s base B refiriéndolas a 13 basc C:
D1} = 0 = O(3)+0{=z) "D(x:‘i
u{;] =1 1(1)+0fx}-0(x")
Bexi)= 2x = 0(1)+2(x}+0(x7}
Dz iy= 3x% = 0(1)+0(x)*+3{z")

- w m m A& - A =& = = = = ®x W m om m m m = -

Ranga de 13 matrit de transformacidn,

Sza lm transformacidn T: R' = &

definida par T (%, ¥, 1) = (%, Zx}

Encontrenos la matriz de la traosformacién referida s las

(]
Por tant bases candnicas: .
2 1 4 i}
T (1,0,0) - (1,2) ) ) .
plalo o 2 0o ;
c T (0,1,0] = (0,0)

t G qQ 3

: T [0,0,t) = {0,0) _ )
' Caleulemas D (6x +9x*-1) utilizando esta matrit;sabeomos

v o n]
. M
aue: 2 0 0

Es clare que el ranpgo de la matriz W es uno:

E A "I -
(6x7e8x -1} REMY = 1

que #% precizamente la dimensidn del recorride de la trensformacifn.
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S« deja al estudiante 1z dempatraclén del sigulence tecre ¥I, 4. ALGERAn DE LAS TRARSFORMAC IOWES LINEALES.

Ba .,

ITeoTema ¥I. &. En las »tcciones anteriores hemos trabajade fOnicaments -

En una transforpacidn lineal, la Jimensifrn del recarride £gn una transfur:a:iéﬁ a 1s vez, estudianda sus propledades ¥ cp-

ts tgunl at rango de la matriz de ls transiormacicn raferida a dos racteristicas particulares.

bases cunlesquiera. En exta seccidn wrilizaremes simultdneanents dos o mis

transformaciones linevales, con el objete de extudiar 1as cperacio-
nes que £on ellas pusden efcctuarse,

Espacie vectorial de transformacignes lineales,

Copsidetcmps el case de dos transformaciones lineales T
y 85 de R en R Sefinidas por:
Tix,y,E)=(x,2x]
S(x,r IY)=[x+y,x+1]
y hallemos la imagen del vector (4,2,3) segdn ambas trenaformacio
nes: Tra,2,3)=(4,8)
564,2,3)=(6,7)

Podemos farmar ahara una nueva transformacidn T+5 tal -
que, la imagen de Un vectar de r' segln T+5 sen la suma de las imié-
genes de ese miszmo vector seplin T v 5.

For ejerplo:

{Te5)(4,2,5)T{4,2,3)+5{4,2,3)

*[4,8)+06,7)
={10,15)

De igual fo7ra, paras el vector §1,5,-2):

(T+3}{1,5,-23=T(1,5,-2}+5(1,5,-2)

=(1,2)+(6,-1)]
=[7,13
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La repla Jde transformecifn de T+5 puede olitenorse galeu-
tando Ia imagen de un vector cualqGiera (w,y,r) de R

(T+5) {x,y, 2)=T(x,y,2)+5(x,y,2)

(T+«SI(x,y,z]= {x,2x}+{x+y, u+z)

{T+5)(x,y, ) (Zx+y, 3x+1) A

Es fici] verificar que utilizandp #sta regla se ghtienen
los mismos resultados aateriores.

Un esiundio similar se puorde llevar a cabo para Una opera
¢ifin cansistente en cultiplicar una crarsforpacidn lipeal por um -
escalar.

For ejeppio, a partit de la transiormacidn 5 podenas de-
finir la transformacifn 55 #n 1a sigulente forma:

(55 (¥)=55¢(v} + ¥ de R',

Caltulemgs algones Casos: -

(55(4,2,3)=55{4,2,5)

=5 (6,7}
k- 30,35}
Andlogamente, para el vector [1,5,-27:

(551(t,5.~2)=55{1,5,-1]
) 5 15,41}
“{(30,-5}
¥, para obtener 13 reopla de transformacidn:
(55}[X,y,:i-55[x.y,:}
(5583 (x,y,z)=5 [x+y, x+1}
(55) (&,y,z)=(5u+By, Sx+52) . . ., (2}

El estudiante puede demesirtar que las transformaclones

T+5 v 58, definidas por {1} ¥ {1} respectivamente, son linesles,
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Acontiruacitn definiremas 1a suma de transformacioncs y

el producto 7er ur cscalar para el caso peneral:

Definicifin,
Sean V ¥y W dos espacies vectorigles sobre Un misso Cefipg
K, ¥ sean Ty § 3os iransformaciones do Vo en W
1} La suza T+5 e£= una transformacibn tal que: -
(T+531{T]=T(¥}+5{7), ¥ Ve V.
¥} EI preoducto aT e¢ upa transformscidn ral gue:

(aT){T7]=3T(v),

¥ E X, Ye¥

Tegresa ¥I, 7.

51 Ty % sca transformacionas lineales, entonces T+5 y

aT sen taabién liopeales. ,

Depostyacidn.
4 T+5 ez llneal.
Sean %, v v; dps vecrares de Y,y ¢ un ecxcalar de K:

Por definleldn

_ - _ de T+5.

=cT[v )TV, 1 +e5(¥, )+ 5(v¥, ) |Por lincalidad
de T ¥ 5. )

(T+5] [cF, +v )= T(eV ¥, ) +5(c¥, +¥,)

~cT (v yras(v J+T(¥, 1+8(¥,]
=c(T(v, 1=8(¥ 1}+T(V,)+58(¥,)

=c (T+8) (¥ )+ {T*5) (V)

For definiclénp
de T = &,

quedande demositalo.

B)Y aT es lineal, .

y ¥, dos vectores de V,¥ ¢ un escalar:

En efecto, seap v s

3
(aT) (v +v }=aTlcV +¥ ) Por defintcién de aT,
=2 [(€T(¥ J+T(¥ )] (Por linwalidad de T.
=a(eT{v,)}+aT{V,]
sefaT(V,))raTlv ,}
=c(aT)(¥ )= (aTI(¥ Y Por Jefinicién de aT.




quedande demostrade.

TeaTeoa VI, &.
Sean ¥ y W dos espacices vectoriales y sca L{V,W] el con-

junte formade por todaz las transformacivnes lipeales de Voen W,

Li{V¥,#) es un espacio vectortal.

De las Jdefimicipnes dadas para la suma de transformecia-
pes ¥ producto por un escalar, es £5cll demestrar el teorema ante-
rior. Unicamente enumcraremos las propiedsdes de L{V,W], dejanda
romo ejercicio al estudiante su demosirvacifin:

Sean 5,7 y U transformaciopes lineales de V en W, 5 de-
cir: 5, T, U c L [V, W),
1j Cerradura,

Ya demgstramos gue la suxd de transformacicones linciales
s lineal, esta £s, 5¢T ¢ L (v, ¥},

Taghifn demositamos que ¢l producto de una transfoTma-
c£ifin lincal por un escalar es lineal, esto €5, o T e L (¥, W),

2} S+[T+UJ=[S+T)+U.
3} Transformacidn ferao:
A0cL(V,¥} ral gque, ¥TeL(V, %)}:

T+Q=0+T=T ,

4} Te(-T)*0, donde -T-{-1)Tcl(¥,N].,
£} T+5=5+T.
Sean o ¥ B das escalares coalssquiera:
L6 af8T)={aB)}T.
h afT+5)=aT+a3.
E} ({o+R)]T=aT+aT.

9}  1-TeT,

Volvamu- mliora & las trapsformaciones T y § definidas por:

Tla,v.c01={x,x}

Six,v,th=[z*y, x+i]
para lap cusles so obtuve:

(T+53 [,y ) (2n+y, Ix+2) d e e [

Ls sura de ostas 1rnnsfurma:iuqes se puede llevar ; cabo
por medio de lat matrices atociadax, referidas a lay bases candnicas.
Representaremos con M{T), M(S) ¥ H[T;S} 4 lps matrices asociadas a

T, 5y T+5 respoctivamente; dichas matrices sen:

1 qQ G . 1 1 a L
N(T]= M(5)=
1 Q ¢ i n i -
Fy ] ¥} . 4
¥ M(T-5)~-
3 1} 1 )
Come es f8cil coaprobar, esta Gltima matriz puede tazbién
obtenerse jumanle lés matvices M[T) y M{S), Es decir:
H{T=5) = MIT) + MH(5).
Recordemos que al inicio de esta seccifn, tambifn se ohb-
¥
tuvo la tranaformacidn §5 cuyz regla de correspondencia es:
{853ix, ¥, c)=[Sx=%y, Sxn+Sz) I 3
¥ on forma an&loga, vemos gque el multiplicer por ¢l escalar 5 la

matriz M{5} da comd rvesulbtado M{5%):

. 1 1 @ 5 5
SM(5)-5 -
1 Q 1 o0

En general, 31 v y % sop dos espuclos vectoriales ¥ 5y

o] '
= M{55). 1
-

T dos transformiciones lineales cualesquiera de L(V.,W), se tiens;

V14445

LS



para la suma: .. para el producte por un escalsr:
si MT) — T 51 M{T] — T
¥ H[Si — 5 ¥ o 85 tuzlquier escalar,
catonces: entonces:
M{T)*M[E] ++ T+5 aM[T) += . aT
¢ 5ea- o Eed:
M[T)+«M{5)=M{T+5} . aM{T] ='M[aT]).

Par 1o que, susmar transfermacippes .o multiplicarlas per
un escdalar &5 eguivalente 4 SURAT sus matri:e; asnciadas ¢ oulti-
plicarlas per un escalar, _

Ee dice que LIV,W) ¢t isomorio al conjuntso de las matri
ces da orden mxn {dands m=dim % y n=din V) para las operaciones -

de suma y producte por Un escalar,

Teorema VI, B. - . _]

(Tectema de Isgmorfismo)

PaTa cualesquicra T ¥ 5 de L[%,W] ¥ todos los escalares
® 5& tigne que:

M{T+S) = M(T) *M(S)
[ Y M{aT] = aM(T)

Dempstraremos este teorema finlcamente para transformacio
nes de R7 g Rm, erpleands las bases canfinicas. Tl ¢casp generdl -
se puede demostrar en farma anfiloga, tenierdo en cuenta que las ma
trices que se vap a aperar deben estar referidas a las mismas bases)

Sean T: R™ « g™ ¥ o5 kR® « R" dos transformaciones 1i-
neales ¥ 5&8an M{T] ¥ M({5)] sus respectivas matrices astciadas, en

las bases candnicas.

V.45 /4T

a)

Suhemos que T(vI=M{TIV
y  S{T}=M(S)¥, ¥ ¥ de R"
Parg la suma:
por definicifn de Te5;
(T+S)(vi=T{v]+8{%3 -
por (1):
(T+8) (V] =M(T)T+M[S)V .
por la distributividad del producto sebre ls sumé de matrices!:
(T+5Y (7]=(M(TY*M(EIIF - . 00 {2y - ¢ = s
PoT ptra parte, de {1]):
(T+5) (¥ 1=M[T+581¥ Y ¢ | MRS v
e (21 ¥ (3] =se sigue que R
MO eMETIAMSY, Cr L e
Para =1 producto por un escalar: e R P
por definicidin de aT: ' : oL st
(aT) (Vi=aT(v) DL . m
pot [1):
(aT) (¥)=u (M(TI¥}

por las propiedades de las matrices para #l1 producto por wn es-

calar:
{aT) (T}=(aM{T))¥ ) 4
par-nf}a porte, de 1) i
(aT) (F)=M(aT)7 RPN
P A

de {47 ¥ ([5) se &igue que
M(a7?)=aM(T). R

Psto completa la demostracifin,



Compogiclén de trapsformaciones lineales.

Una cperacifn bastante mis interesante con transfnrmaclE
nes 1lreales es5 la composicidn,
Censidéremes el problema siguicnte:

Se tiete un segmento Jdirigide #n el espacio euclidiano hi

dipensional ¥ se desea girarlo un Anpulo de &0*(sentido antihorarie),

¥y uns vez girado, se desea aumentar ocho wveces su magnltud.

Resolvamos este problema en dof partes:

Primero, ohtengames la transformacifn linesl T sepdn la -
cusl un vector del plamo es girade un dnguloe de 60%. Por el Teore
ma ¥I. 4, bastari con haller la imagen de los vectores de la basa -
canénica para poder definir T. Tentwds pues, para UL Angulo cual-

quisra B;:
¥4 ) . - —r - }"1

F) T(‘!ﬂ] /——h[ull]
{0, )

Bt X )

T{1,0} = {cosd, 3=no] T(G,1} ={-sens, cosd)
For tanto, la watriz de la transfermazién en la base cand
nica es:
cos8 -5enﬂ-
MiT}= [ ... N

senf cosg |

Haciendg B = &0%:

- _
cos H0* -sen 60* % -1%

R(T)= - P (23
sen G4° cos 60" 'E {r

En sepunde lugsr, encontramgs la transiorgacidm linesl §

que gultiptica por & la magnitud de un vector.
Este s un crsa inmediate: S5(1,0)~(8,0)

5(0,13=(0,48)

' g 0
L M{s]-[ ] e )
PO

Ya podemos resolver nuesird Problems:

Por tjemple, pera el vector (,4),primers le giramos

&0 :
) 3 f'%r- 2 1-2/%
T{2,4) ~ \ -
K
¥ T ] fr-oz

T(2.4)(1=2/3, SI42)

y después o multiplicamos por 8:

1 1-25]  [e-1e/
8 Wiz a'.f!nﬁ .

S01-2¢T, SIe2y-(8-167%, B3 ¢+ 18]

8
S{1-0F, VIe2)m ]:
0

Vemos gque el proceso aguf srfuide se puede resumir en -
1a expresién;: S{TL? 4+ (8-16/3, 875e18)
que es 1a composicifin de lss transformaciones S y T, siabolizads
con 5CT. [Léasc: "5 composicién T").

Esto es, 59T e una transrormacidn que se define CDIG:.

(59T){\)1=S{T{¥)}

* Par ella podemas #scribir

¥ ¥ de B

(50T (2, 4)-(8-16"3, 8/3+18)
donde 50T #£3 justamente la transformicidn que ll-liilﬂ tiempo gira
un vector 60* ¥ lo multiplica por B,

5i querexos obtener 1a matrlz ayoclads s SaT podemod ha-

cer la sigulente;
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(SoT){x,¥)=S(T{x,¥]]

1 ¥
I 7 X
(SoT) [(=,r)]= &5 " Utilizande M(T]
=
i é’ —2 rx
{5aT)(x,r}= Utilizendo M($)
g i 1
7 4 L
4 4.#3
(SeTr(x,¥]=
[4#3 [y
4 4,7
L. HM{SeT) - [ }
43 4

Chservamas qua la marvir asociada » 50T es o] producto de
las matrices aspciadas a 5 ¥ T, esto £5: M(SeTI=M(5IM(T].

Uzilizande esta matriz, podeans sbtener directamente
473 z 8-16/3
&
S T 4 B/5-16

En resuzen, 5oT7 es uvna transformacidn lineal gue “reune

L
(50T)(2,4)- [
a

como s+ itenia.

los efectos” de S ¥ T, ¥ cuya matri: asociada ¢s el producto de lax
mairices M(5) ¥ M(T) {en =3¢ orden}. .
Yeanos otreo Caso:

Zean dos transformacicones lineales

: RY - Y dada per G{x,¥,.z,w)={lx,y,1+vw)
k| 2
F: R ~R dada por Fix,¥,z} =(3xey,z}
El estudiante puede verificar ticilmente guu
2 0 ¢ ¢ 1 0
M(5)= |4 1 & o ¥ M[E}e
¢ ¢ 1 1 a a0
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sor lax mattices ascciadas a O y F, en las bases canfpicas.
Encontremas i matriz ascciada a Fog:

I 1 0 A I+ I v

M{F2G) =M [FIM(C)= 1 0 0

0 1 o & t 1

8 1 a 0
M{FaGyw
0o 1 1

Es cleroc que fof es upa transformacifin de R en Ri. Gré-

ficamente;
- 3 ]
R R R

S

nil Fon R!

Encontreaos por £jenple la imagen del vecter [-1,4,7,8}

seglin Fofi: .1
6 1 0 0 4 -2] T
(Foc}(-1,4.2 8]~ -
U 2 10
i

Este resultado se puede verificar ficilmenta i chsearva-
mos que G[-1,4,2 8)=({-2,4,1C) T,
¥  F[-2,4,i0) =(-2,10) !
es decir, (FAG)(-1,2,2,8-F(G(-1,4,2,8)}
9, en general: .

(Fod) (V)=F(L{¥])7 % ¥ de R, i

que =% Ia definicidn de Fag. O



Daremps ahora la defini¢idn pars el casc general:

‘Definicisn,

Sean las transformacicmes T: U+ ¥V v 5 ¥ « W,
Definimos la trans{crmacifin
50T: U + W

comn

{50T) (uy=5(T(ul}

Podenos representar grificamente 1@ comresicidnm de trans

¥ u de u.

forzaclones lineales mediante la sigoniente figura:

U

kf

Figura VI, 2.

Tearenma VI, 0
BiT: U +-%V ¥y 5: V + W son dos transformacicnes linea

les, entopnces '

307 1 U~ W

tachién es lineal,

Demaostracidn.
Sean U, ¥ U, das vectores de U, ¥ %¢8 o un escnlaer; én-
tonces: [S0T)(al,+ T,)= S{T(al,+,]) Pet definicifn de 59T,
= S(aT(T,)+T{Ts1) Por linealidad da T,
=aS(T(T,))+8{T{u,)} |Por linralidad de §,
=af50T) (W 1+ (58T) (4, )| Par definicidn de SoT.
quednndo demastrade,
Hemgs mencionada ¢]1 heche de que la composicifn de crans
formaciones linealcs carrasponde & la multlplicecitn de matyices,

Fste se puede pencralizar con =] sliguiente:

Teorema Y. l;. i
Sean Jas rransformaciones linesles T: U ~ V¥ y § : V + W,
Sean A, Iy C hases delV y W, respectivamente. -
Hﬁ[T] et 1a matriz msaciada o T, ¥ HE{S} #s lua oatriz ssociada & §,
entoRCes

M (SIS (T) =M (50T)

es la aantriz asociada a 507,

La demositacifn d¢ #s1p teoreaa puede consultarse #n la 7o

ferencia Z, phg. 107,

Eiemple ¥1. 1b,

Tenlazos (ver ejemplo ¥1. 13) uns transformacidn lineal
T: R’ - a’ éada nat T(x,y,:}-{:.x:y}.

Siendo A=((1,2.37, (0,-2,-93,¢1,1,13} ¥ B=(({1,2),00,3)}

vespectivaments, habfapos obtenido

T

dos bases de k' ¥ R
1

MR(T) - [ ]
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51 ahora considerames ls transformacidém lingal
St R° + R dada par
501,21=(1,2)
Y 5(0,3)=090,3)
¥ utilizamos la base cantmica E={(1,0),{0,11) se ceadrd:

B 15
Mg (3 '[z 3]

Por tanto, la matviz Esnciada a 57T es:

B v 3.1 1
e (5) My (T) L N I
I -1 1
- l: j| . \TE (52T}
3 -2 2 .

Encontremes (Sol)(¥), dunde ¥ = [-1,4,86],

3
Sabemos que: {v) A" -1
-4
(ST = ME (S0T) (F),
-1 3 5
(8aT3{-1,4,6] -1 =

3 =2 L -4 1
i
(TI{-1,4,61=(6,3)] . M
a i
Vemos gue en este caso la transformacidn & equivale sim

plemente & un cambip de base £n pd [ver resultade del ejemple V1,13},

Algunas propiedades de }as eperacignes con transforrocicpes lincales

Seap U, V y W tres espacics vecterlales schre un campo K.
1.- Si F- U~V
G: W~ W

T: V*W
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san transformacienes lineales, entonces
[S+T)oFn 5ol + ToF .
2.- S Fr U+ ¥
¥y T: VW . . i
son transforpacignes lineales y o €5 un escalar, entonces
(aT)oF=*a{TOF}
I.- 8 F: U0« ¥
G: U= V¥
¥ T: V =+ &
san transformaciones lineales, entances
To[F+«G}= T2F+Tal . L .
4.- 53 ¥ es on esparcis vectorial ¥ ] -
) F: UV
: ¥+ W K
T: W+ X
son transformaciones lingales, entonces
To[S0F)={Ins)aF.,
E.- 851 T: ¥ + W g3 una trensfarmacidn lineal, entonces?
TﬂIv- T
IoeT= T
donde I e I son las transformaciones identidad en los espacics ¥V,
¥y W, respectivamente (ver definicién en el ejemplo ¥I. 6},
Uhserve que estas propiedades son equivalentes a las ya
phtenidas para eperaciones con matrices, en el capltuls IV.
Nitese que, salve casos muy particulares, la comansiclén
de transformacionss lineales NO ES CONMUTATIVA (resultads anflogo

6l de multiplicacidn de matrices).



Transformacifin dnversa.

Veamos la transtormacifn lineal G: R® - R® definida por
‘Gix,y)={3y, ¥), v cansiderenos £l problena de detercinar, dade unm
vactor dal recorride, de que vector del deminic es imagen.

For ejemplo, sabiende que G{¥i={6,2), quercmos determi-
nar v £ R,

Surge afn embargo una dificultad: varies vectores del
dominla ciernen w {&,2)} coomn imagen.

G(-3,2)=(6,1)

GE 8,2)=(5,2)

GL 9,2)=(6.2)

Mencioneans por ejemplo

¥a gue un vector dado del tecorrideo o5 ipagjen de mis de
in vector del dominio, observazmcs que =l problems que nos plantea-
| mos NO tiene solucidn dnica.
Analicemos Otro Casol
Como wimos #n la piglna 28,1a transforcaciin

T: Rt - R’ cuyw natriy asocieda es

13

(T} ! K
M(T}=

VL 1

-7 T

Elre un vector del plange un Lngule de 6&:'{stn:ida antiharariol.

. Es fficil pensar gue conaciendo un vector imagen se puede
dgtnrminlr con cnrgtza de que-vectar del deminio procede, ¥a qde
bastart £lmplemonts con givarle un dngule de -90° (60% sentido ho-
rarlo) para obtener ol vecter original.

Por ejemple, si T{Fl]'ti-lff, ¥}, doscames determi-

— H
nar ¥, de R .

Obtenpamns pnra elle 1w transfnrmiciﬁn s: R’ ®° que gi
ra un vector un fdngulo de -607. Heclendg B=-60% en la expresidn

(1) de 15 pigina 48, tenemas:

cos(-60%) -sen(-60*) _' r ﬁ%
Mes) sen{-50%*) cos(-60") :fg }
Entonces:; ) .
7 -JI Y 2
5{1-2¢7, /3+2)= fsr } _,ﬁ'q - .

F. - {2,4]

Hempa resuclio €1 problemsd, pues y& tememos una Izansfor

macibn [5) que nos permite regresar™ cualguier vector del recorri

-

do &1 vector del domlnie del cual =3 [magen. Gréficamente:
. n i

A5 le llamaremos trensformaclién inversa de T ¥ la repre

sentaremos mediante T . .. Cee

Pars ol cafo que hedos analizado:

T(2,41=01-243, /3+1)
T rtiass, ez
Esto 3 vilida para todo vector ¥ de R', es decit:
(V) =
T

|

¥

=i
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be cstus cxpresiones es clare gue:
THT(V )7

b i
T{T ‘(U] }ai vF, meR?

Definicidin,

Seo wna tronsformaciéen Tr V -+ W, Ala transformacicdn

TN v tal que
1 TN T v Ty C e ]

Y _ .
TT (W) ¥ew N E S

se le llama transformacién inversa de T,

De (1) ¥ (2) s¢ tiche que:
(T aT)(¥) = 7 ¥ ¥ey
{TaT ')1(¥) » YN

¥, par definicifn de¢ transformaclidn identidad:

5y
£
(43
E

T 0T » 1
Y

TaT LI
w

Estas capresiones, son equivalentes a las condiciones [1}
¥ {2) de 1la definicién.

Es lbgico pregunzarse ahora cudndo unma transformacidn tie
Pata resporder a &sta, conviene comparat slgunas ca-

ne inversa.

ragtaristicas de las transformaciones G ¥ T de los dos ejemplor an-

teriores:

Como vimas, para }s transformacién G: R® - R’ definida -
por GIx,¥)={3¥. ¥) enisten vectores diferentes del dominio que tie-

nen cond lmagen un nisoo vecior del recorride. Entonces, no exis
te una transfgrmacidn 6‘1 tal que G"(G{;)]-F ¥y R', por lo

que G no tlene inversa,

Vi-58/59

For el ¢antraria, para la transformacidén T: g + Rt gue
gita un wector &0° (pata 1a cual obtuvimoes una transfurﬁa:iﬁn in-
versi), es ¢lare yur dos vectercs diferentes del dominie tienen -
siempre imfpgenes distintas en £l Tecerridd (se dice gue T €5 uno

g unal, Mcho de p=1a farma:

T(¥)=T(V,1 =¥ =¥, ¥ F‘, F=‘£ R
Ademdis, ez f32t] verificar gue tpdos les vectores de g
5on twagen de algln vecter del dominic, @ sea, #1 recerride de la
transformacifn T: R® = #° es todo R° [se dice gque T es sohre).
Estas diforencias bfisicas entre las transformaciones G ¥
T son las que determinan la exrstencia de la trensformacidn inver-

sa, come se eslaylece a contipuarcitn de 1a sipuiente definiciéa.

Defijnicidn.

Decimos que la transformacidn T: ¥ + W es biyective si:
1} T #5 uno a une, esto B5:

T(?l}-.(vz} =bv1-v1 b Yo v: de ¥. ¥

2] T es sobre, es:0 es:

TV)=N.

Podema: apora enunciar un teoreda que estzblece la condi

cifn necesaria ¥ scficiente para la existepcia de la transformacidnp

inversa:

Teoreza VI. 12.

Sea la rransiarmaciin T: V o+ W, Existe Ia inversa ds

¥ es fnica 5i ¥y s3la si T es hiyectiva,

Demastracidn.
Sea T: ¥V ~ % una transformacidnm biyectiva:

Cozo T ¢ sohre, ¥ = € N eXxiste gl menos un vecter v ¢ ¥



{

tal gue T{vi=w. Comp T €5 ung a una, diche vector e Gnico.
Existe entonces una Gnica transformaclén G: W » ¥ tal que:
EW) =T TweN .
Es claro gque [ as tambifn bivecilve ¥ que
TIGIW)I=T(¥)ww
R GIL O

por 1o gue GoT °

Exsio coEpleta la demostracifn.

Tearesa YI, 13.

Sea T: ¥V = W una transforxacifn lineal.

Su deversa T°', 5§ cxidre, también ex ligcal.

Demostraciféo.

. =1
Supangamos Que exizte T @ W - ¥V,

Sean W, y W, dos vec
torea de W ¥y 582 9 un escalar.
Necesitamos demostrar que
-1 — - -l 1 -
T [aw W, J=aT “{w J+T {”:]

pera lo cual, consideremos dos vectores ¥, ¥, ¢ V tales que:

'
TNy TN ()
Por defintcisn de T ':
Tiv, J=w, ¥ TIv,}=w, A 3
come T ex lineal:

T(a¥, +¥, )=aT (¥, )+T({¥,}
de (2) se sigue que’

Tlav, +¥, )=a¥ « U
por definicitn de T ':

- — 1.~
av, +v, =T (““l"z}

finalmente, de (1}:
L T R {F"}-T" {o% ¥ )
como querfamos depesTrar.

Regrescmos & las transformaciones G ¥ T que estamos anali

zando. -

Vimos gque G: R' = B? no €3 une & uno.  El lector pueds
verificay que el nlcleo de G o5: -

H(E)={{=.0) | = ¢ A}.

En casbio, ¢l nlicleo de T es:

H(TY=1(0,0)}= T}

¥, comg vimos, T €3 uno & uno.

Yotemas gue el niiclee ¢ G conticne otros vectores ade-
mis del wectar crvo {por ejempla, (1,03, (6,0) ete,], mientras gque

¢l niclen de T contione dnicamente gl vector cerd,

Teorems VI. 14 ' ]

Unn translormacién lineal T: ¥ + W,

es uno a uno i ¥ s6la xi el ndcleo contiens (nicamente al vector

cero, o senl

H{T) = {Tv}
Demostracidn,
10, Si T &% UNe & Lno, eATGNCES H[T]-[E}}.

En efecto, sabepas que, por sar T lineal:
Tiﬁv}-i;

Supongamus gue v estd en ¢l abclew, ¢5 deciy
TV -EH

Por hipdtesis, T es unc & une, o sea que
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T(M=T(0,) = ©-T,
-7 KT
le, &i H[T]-iﬂ}}, entonces T e5 uUno 4 ung.
En efecio, supunznnns'quedgxistcn dos vectores v, , ¥_ da ¥
tales que T(v )=Ti¥,). L
Entonces T[F.J‘T{F:}- ﬁg
comgp T ey linesl:
T{v,-¥,) =~ T

Es decir, ?I*F; esthk en el aGelea ¥, por hipSresis,

v,-v,-T,
a bien Vv, *
Por tanto: Tf?ll-T{vl} = F:'F: ¥ v!, V, eV

¥ T =3 uno & unmo,
Queda demostrado £l tegrema.
Recordemos que en una transformacidn linesl T: ¥V o W:
dim V=dia T{¥)}+dln K{T).

Ahora hien, 3l H[T]-{ﬁ}}, entences dimy-diaT(v].

De este ratonamiento ¥ de los teoremas VI, 12 y VI.. 14,

¢ obtiens #1 siguleénte importante resultade:
Coreclario, '

Sea un aspacio V de gimensifin finita ¥ seq T: ¥ - W una
transformacifn lineal

T tiene inversa 3l y sblo si

1o, dig V= dim W

2o, N(T) = {T))

Obsérvese que astas condiclones son equivalentes a afir-

mar gus T TIENE INVERSA 51 Y SQLO 5I LA MATRIZ ASOCIADA A T ES CUA
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DRADA Y NO SINGULAR. .

Ahors ya podemos decidit en cualquier caso 51 una erans-
formacidn dada tiene inversa. Nos falta Gnicamante encontrar uns
forma de calculay dicha inversa, cuande exista,

Fara ello, regresemos a la transformacidn T qus gita un

vector del plano ue fngula de 60%, cuys matrlz ssoclada esx; '

1 ]
T o

M{T}~ )
L g

La transforRacifn inversa de T, como 3# sncontrd anterior

mente, tiene como metriz asoclada:

1 T
HT Y 7 i ,
3 1
z T
Es fECil ver qua: )
1 Al 1 4 1 6 1 3 1 A
: Il Y 7 I 7 -7

42y bl o le
Es decir, M(T™') E5 LA MATRIZ INVERSA DE M(T):
Tty = Ty
De heche, en cualquier trensformacisdn linegl donds el da-
einto ses de dimensifdn finite, para encontrar ls matrir asociada »
la transformacidn inversa bastari con invertir ls matvir asocisda &

la transforoacidn, <oa0 extablecs &l sigulente:



Teorema ¥I. 15,
Sea la trapsformacidn lineal T: ¥ = Wy sea T ': W « V

su inversa. 1
Sern A y B lzs respeacCtivas bases da V ¥ W,
Sl Hﬁ{T} cs la matr]? asociada a8 T y ME[T-l} e3 la matriz

-1
asortads a T ~, entences;

=1 =3
Mt tye (bt

Se deja al estudiante la demnstﬂlclﬁn de este teorema.

Ejeaple VI. 17.

Sea la transformacidn lineat T@ k' + ' dada por la regla
Tix, ¥, 2)]u(3x*y, x+y+I, j}+d;].

Investipuenmes si tienz inversa:

Fara que un vector c?té en el niclen

(3x+y, zmeyrz, 2y+42)={0,0,0)

Es decir, Ix+y = D .
r+y+z = O . e e a (1)
2y~4z = &
LI
Puesto que el determinante | 1 1| = ¢ ex diferenta
' b2z 4

de cere, ¢l sistems (1) tiene por Onica solucifn:
x+~ 0
y » 0
z 0
. N(T)=((0,0,0])
Ademis, por ser la transformacidn de R en R", podemos

concluir que existe la inversa T ',

E5 fdcil verificar que la matriz ssociada w T ea;

) i1 0
M{TI= |1 i
bz 4

Wote que cn la obtenclén del ndcleo se investigd inplicl

tamente si M{T} ex singular o ne lo es5, 8 dacir, 8% se puede lpver

Tl
tiT,¥2 qu= 1 1| 1f es precisamente 8] Zetarminante de M(T).
o 2 4

La inversa de la matrlz M(T) es
1 -2
("t - |-z 8 “M(T7 ")

1 -3

v

1
H
L5
I
1

Podemos par fltimo encontrar 1o regla de treapsformacidn

pata T ':
1 1
Po-looy x X-2ytqe
T *x,y,2)= 1-2 6 3 i e)-2xesy-de
1 -5 1 T X-3yex

. T"{x,r.:}-[x-2r*%z,—2:*ﬁr-%z,:-51+z}.
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VI, &, ¥WAL{RES ¥ VECTORES CARACTERISTICOS.

Considercmos la transformacitn lineal T: A' . BY definids
port Tix,r)=(2x+y, Bary]

T{1,2)=(4,8)=40(1,2]

21 representamps al vector (1,2] como un segmento dirigi-
do en plano « ¥, pademas ver gue la transformacitn MO le cambid de

direcelfn, sino dnicamentes de magnitud:

AUNEEEN

oA
BENyANERRNE
ARG Rt ]

NER i s
T(vy=d7
5i ahora tcaamos el vector (3,68]:
©T(3,6)=(12,24)=4(3,6)

veEos Que le ocarre exactimente lo mismo que 2l anterior {su magni-
tud sumenta cuatro veces perc ne cambia de direccién al eplicarle 1g
rogle de transformacifn).

Qtro ceso similar: T(-2,-4)=d4(-2,-4)

Es f4cil ver, 3in embargo, que los wvectares @ los que e5
to oturre son cases muy particulares, y que en general la transfor
saciftn modificari rwnte la magnitud coap ls direccidn del vector

sobre £1 Cual actta, For ejeaplo:

VI-65/67

¥ encontremo: la iesgen del vector (1,1):

1.5
ANENVAN

Ll

¥ i

—5-1- "

i !

= :

I |

Cabe entonces pregunlarse: '

1.- irdae deben ser los yectores pard que la trun:f?rnaciﬁn no les
cambie de Jdireccidn?

2.- Tlos vectates que aepdn T no son modificades en direccidn, lza
multiplican sicmpre por &l mismo escalar (4 en éste ceso) o -
existen alpunos otros valores?

Para tesponder n lo anterior, plantesmon el pfuhlema en
una forma mis general, es decir, veames &n que ca3os la imagen de
un vector es sizpliemente el producto de un escalar por dicho vec-
Ter, e5t0 es

T{v)=tv e . (1
pors alpin escalarc A vy algln vectar ¥ de R’,

“Bea ve{x,y] un vector cualquiera de R'.

Requerimns, de (1], que

Tix,¥)=*(x,y)

Aplicande la regla de transformacidn: .

(Zx+y, Gxey}=(ix, dy)
de donde Iaey =iy : .

Easy =hy



@ bisn: [2-33x + ¥= 0

}- P £

Comg $o vif #n ol cepitule IV, lat solucicpes del sista.

Gxe[1-23y = 0

ma homogfneo {2} dependen del valer del determinants de la matriz

de roeficicntes:

=% 1

‘ = {2-3)(1-3)-6237-3)-4
6 1-2

51 e#ste determinante, llamade polinomlo ¢esracteristice,
es diferente de cers, tendremas la solucidn trivial
Velx,y)=(0,0}
que pg oo interesa, pues e3 ubvie que
T{U&j-lﬂ? para todo escelar b,
Por tenty, para shtener yvectores ng nulos, requetimos que
¢l deteroinante sea cera, &5 decir:
PR PR TY R ¢ )
Gue S¢ conoce como ecuacifpa cAracteristica, y de ella se obtlernen
dos walores de X, llemados wvaleores caracterfsticas: A =-1
’ lz- 4
GCon estos valores podends regresdar a las tcuaclones (1) ¥
ebteper solucicrnes diferventes de la trivial:

Para A «-1, de {1): 3xsy={

Gxsiy=0
de donde ye-32
Es decir, todos aquellas vectored de la forma {x,;3x) no
sufrirdn cambic alguno en su direccidn 2l aplicarles la tegla de -
transformacifn y @nicaments =e multiplicardn por -1:

Tixr3x}=={u 3%}

A {xyix), con 50, se le conoce Comd yeCtoT caracterist]
co psociads o) valar corecteristico -1,

Grificamente: YT

(%)

En forma similar, llevando a (2) =1 atro valor caTectorfis
ticg A, =4, 3¢ tiene
=lxey a
Gz=3y=0
cuya scluclédp es y=ix.

Erntonces, [%,3x), con x¢/), as el vector caracterlistico -

asocledo al velor caracterfscico 4, =5 decir:
TiE,fx)=4[x,2x)

Observe que los vectores considervados 81 principio de es-
ta seccldn son justamenge de la forma (x,Ix); de shi que a4l trens-
formarlos su magnitud se muitiplicars por 4 ¥y no cambiaran 3u direc
clén,

Podemos mscgurar, pofr otra perte, que los valeres obteni-
doy {-1 ¥ 4) son los Cnicos gque nos permiten hallar wectares no npu
loa tales gun

TEW) =¥, .o -

VILEBFES



1
¥a que cualquier arro valar de 3 nos havis distinto de cero el de-
terminante, quedando 1z trivial (Flﬁv] comd nica solucién de {1).

Daremes ahara la definicién formal de estos conceptos.

Definicidn.
Sea ¥ un espacio vectorial sobre un canpo K y sea T:V-¥
ung transformaclén lineal. Entonces, si
T{¥)=3¥
pars algfin vector no nule veV y algin escalar keX, 1 &5 1lamade ¥a

lar caracterfstico de T y ¥ ¢s llamado wector caraceeristico asocia

do & 1.{IJ

Obsérvese que 51 ¥ o8 un vector caracteristics msocinde
4
al valpgr A y k€¥ o3 uz escalar no zulo, ¢ntonces XV s tazhidn un

vector caracteristice asacimdg a] valar L,

En efecte, si T [V) =% ¥
entun:es! coma T &% lineal: T(k¥) = kT (¥}
TkV) = k{2 .
Es daclr: . T(x¥) = A{k¥) ¥, por definicidén,

k¥ #9 tachién un vector caracterfstico.
Volvames w] problema de la transformecitn lineal T:R'-R’
definida por Tix,y)]=[2x+y, 6x+y],
Es clara gue T(},0)<fZ,8)
TiO,1=(1,1}
por 1o que la matrlz asociada s la transtormacidn en ls base candnjl

cd os:

(1) Existen varios sinfnimes de valor ¥ vector carecteristico:
eigenvalor y eigenvector; valor prople ¥y vector prepio; aute
¥3{OT ¥ AULOVACTOr; Btic,

IO T

Ficilmente se comprieba que la matriz de cosficientas del
sisrean {2) (que nos permitil obtemer 1os valares ¥y vectorss carit-

terfsticas de T) cs A-3I, siendo ] lg matriz identided:

S S

En generyl, 51 T &5 una transformacifn lineal do un espas
cio de dimensifn finits en sf misao, e! problema de encontrar sus
valares y vectores caracteristiras se puesde resolver por medioc de In
matriz asociada 3 T,

En sfecto:

Sea ¥ un espacio veactorial de dimsnnién finits sobre un
campe K, ¥ sea T:V » ¥V una transformacisn lineal cuys matriz asecia
da eas AL

Un vecrior no nLlo VeV oes un vectgr caracteristico de T

[s2 dice tambifn fue ez ﬁn veltor caracterf{stico de la macTiz A) 2§:

.

ALY para algdn ek,
Es decir:

AT- 1T

AV-3IveT

(A~ T)veT

Al determinante det(A-XI) 3¢ le Conoce Como pnlinnniﬁ ca~

racterf{stico, ¥ al igualarlo 4 cerc (para g3f chtenar vectores no
n:los) se cohtiene la ecuacifn caracterIstica:

Jar{A-1I)=0

cuyds soluciones en K son los valorss carscteristicos de la trens-

formacisn T {o de la matriz A},



&i :j £s un valor caracteristice, 1a sfolucifn general del

R
sistema homogénen det{A-11}= g I _(} -1][% A)e i% f%
= . i _
(Arijl]v ) 5 7 -H
ros de lod vectores caracteristicos wsoclados al valor ceracteyiseq- det{A-l[]-h’~l*1 . .
M. v
ce M cuyas Talces son: - % + —% i
L A . A £ )
Ejemple V1. 18, T
2} Y& hemos estudisdo la transformecibn linesl T:R- + R que gira por lo que no existen oscalares 1 € R tales que
-y = t
un vecter un fngulo de 60°, dada por la regla de corresponden- Tivl=dv, ¥ e R
cia ' Es decir, T no tiene valares czracterintices al, ®=n con-
1{,'y}.(} x- ﬁg ¥s f; x } ¥l . ... (1) secuencis, vectores caracteristices, come habfames cenclulde ante-
« ¥ Cuya matriz asociada es TigTRente.
1 A3 b) Consideremos ahors el problema de determinar Ios velares carac
A ? ? N ¥ 3 teristicos de unn transfaraacidn Téc' - et (1 dsda por 1% -
FE3 -
_é % misma regla:
1 /3 /3 1 '
iTendri esta eransformocidn vectores caracterfsticos? Ea fo-?l"(r L i ror ¥) A
claro qus no, ya que ningfin vector de R diferente del cero conser- donde %, ¥ v €, \ )
vard su misma direccifin despufs de aplicarle la transformactfin, pues 51 elepimas LI base Be({1,0},{0,1}} de C', la matriz A -,
el efecto de estz transformacidn o3 precliwmente cazhiar la direc- asaciads 3 T €5 1a misan, y: .
ci8n del vector el girarlo 60", 1, 3 . ..
T ) .
Eapleandoe ¢l proceso descrito anteriormente, se tendria; A-1T= 7 PR )
3 1 "
-4
] /3 i 7
T A = :
A-)l= Entonges, los velores cavacterfsticos de T son las rail-
ﬂ% % - al ' ces ys obtenidas del palinomio caracteristico det(a AI):
1 ¥y .
El palinomio caracteristico =5 LERG Bl
B £ 1
R -
"y -l ~

(D] £* es el esracio veciorial de paTes ordensdoa de nlmeaTos com-
plajos sobre ¢l campo L.
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pot 1o que existen escalapas & ¢ C tales que

TN=4%, vec

Dado que sxisten valores carwcteristicos, podemos obtener
sus torrespondientss vectores caracterfistices:

Lievando 4= ;- . {Iz 1 & (21, el sistema (A-AI)v=T queds:

1 1S 3 C 3 7]
A e I 3 1 |®
- dande x, vy ¢ €
3 11 /% .
I T L) Le
5. 4 AN
ﬁ% -Jgi ¥ o

Resolviendo se obtlepn que: y= -ix , ¥ x e C,
(x, -ix} 5 up vector caragteristice asociado al waler

Ay~ % * ﬂ% i, para cualquier fdmera complejo x¥D,

En forma pniloga 3# obtiene gue [z, ix) es un ¥ector ca-

racterixtico asociado a 1,-% - f% i

x¥0.

Fata cualquier rnimerc compleja
Este ejedplo pone o manifiesto que la existencia de valg

a3 caracterfsticas depende del gappo 5cbrTe el cual se tfrabaja.

Ejemple ¥I. 19,
]
Se tiene una transformacién lineal T: B' -~ k', cuya me-

triz asaciada es:

VI-7475

Encontrerns sus vRlores carsacferfstlcoa:

-k A 3
A-AI = | 0 43 4 | =k (2-2)01%%)
S 1Y
L, =0
A=t ¥alores caracteristicos. '
3, v-1

Gbtenpamcs los vectpres atocladoy, utilizando

(A-211w-T:

Para 11=0
2 3 x x=0
] 4 i q - }"'kl
[ - L o ek,

2T {0, ki, k] es up veclor asoclado a a,=0, ¥k F 0.

Para A, =2
| 3 x g x-ki
] ? 4 y| = |0 = yel
. n -5 -1 1 ) =0

ote Lkye 9, 0) €5 un veclor ssoclado & 3,1, ¥ KyFD.
Para i, = -

1 o xu-ky

y| = 10| = y=-4k,

1 0 z=5k,

.T. [-ks, -4k,, ik,)] es un vector asoclado a Aye-1, ¥ k0.

Chservercs gue, 51 bien le deflpicidn de valor ¥y vector
caraCtericstico EXCLUYE AL VECTOR CLERO, permite al escalar cero ey
pventualmente un valpor catacteristice, Como ocurrlé &n este Gltiams
elemplo. De techs, en cualquier transforpacidn lineal TV *+ ¥, -

con nGeleo distinto del 10.)  todos 1oy vectores no nulos del nd-



cleo perteneten al wvaley caracterictico cero, pues
T(VI=0,=0(¥) i ¥ ¢ N(T).
Se deju al estudiante encontrar el niclue 4e la transfor

macifin del ejempla wnterior.

Ejemplo W¥WI. 0.

Sea F £l espacio vecrorial de todas las funciones - -
fz R~ R que admiten derivadaz de cualquier orden en un !nterva-
a {a,b}, ¥ conslderemos ¢! problems de obeener los valares y vec-
tores caracteristicos del operador derivads

D: F+ F
_ Por sev F un espacic de dimensidn infinita, no exlste una
representaciln matricial para el operader p: F + T, ¥ ne podemas -
proceder comn en lax ejemplos anteriores, Negesitamas £nEanees Te
currir a la definicidn de wvalor ¥ vector caracterfstico, segdn la
cual ;

Una funcidn f, diferentr e la funcidn cero, o3 un vec-
tor caracterfstice del operader O si

Df(x)=di(x) pats alghin 2 € R, 1

a bien

m_‘}-if[x}

%
dx

Io cual impllca qua

200 0 .

Integrando ambos miembros dm BSTA expresibn, podemos ab

tener la funclfn [ que buscamos:

df (21 .
£ x'Jil‘lI

L(f{x))= %xag,
£ -clx‘c*selx eS

Finalmente, haciendp o%'=¢:
LY

f(xYrco ¥¢, e R, cfd N ¥ ]

Deyivando [2) se compruebs (1), ya que:
Drce®) -« Ageet®) ¥ o, %o A, oA,

13 .
En conciusidn, ce " es un vector carecteriatico asociadg

al.valar caracteristice X, ¥ % ¢ A, por lo que todos los nimeran

reales son valoares caracteristicos del operador D: F - F

Yectores caracteeioricgs lincrlmente indevendientes.

Volvamos al ejempla ¥I. 12, Tenfamos gue {U,kl,-klﬂ.

[k 6, 0y ¥ (-k,, -4} 5k,) son los vectores caracterfisticos wsg

ir r

ciados a los valores caracteristicos 0, I ¥y -1, rvespectivamentn,
Féctinenie se compruebs qus estos vectores son linsalmen

t= independientes, In efecio:

Bk, -k

W0 -k,

k0 Sk

= -k k k, F0 (pues kiiﬂ] .
k

para £l caso geoeral tendreads que:

|leoTe=a VI. 16

VectoTes caracteristicos esociadgs a valorms caracterist]

ot 4istintas, sop linealmente independientes.

Demostracidn. {For indugcifin matemitica).

Sea T: ¥V + % una transformacidn line=al con n valoTéd CR-

racterfsticos diferentes &, , hyy vv-y Age ¥ SeaD ¥4 ¥pu veva Y
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los respectivos vectores curacteristicos asociados,

Demostraremos gque

a v ra ¥ s v sl =2 om0, ¥ P )

1o. Para mn=}, u.?.*ﬂ-’v => a, =0, ya que Fliﬂ',_,

1o, Supongamos villdeo pira n=k, es decir

“|F|*“|Fr‘-'-'“lFi'E} =» a;+0, wi )]
¥ veriflquemos para nek+1:
BIFI'BIFI'*"'Bkﬁi'ﬂk+1;i+l'nv S &)

Aptiquemes la tpansformacidia lineal T e¢n ambos miepbros
de (3] tomando en cuanta que

T[vil-livi

Ge tiena entonces gue:

BT B ¥ B, A Tl e (8)
Multiplicande (3) por 2,
a'hl'lfl'ﬁllk+le+'"*Bklktlvk*ﬂk+1lk*lvl+|' ¥
Restando (3] de (3'):
Bl(l1'lk-|]Fu'51(1:';k+a];;+‘“*Eltll'lkil}ii'n;

Pero par hipfitesis {ecuacifn (2)), los vectorss - -
?}, ?:’ P ;k' son linealasnte independientes, a3 decir:
B (3 m My, ) - 2
a:{l:+1k-|} =0 > (43
Pelidgn) =0
Ademis, todos lox valores caracterIsticos xon distintos,
esto es, Ai-hk‘liu. Yi=1, &, ..., k. En consecuencia, da 4},
Bo=B," +r, =B =D,
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v. ... (3"

Llevaadu vstos valores g (3],

Bk-t vk+L-E}

Coma W, #H&,

e

antonces Bk,l-ﬂ

Par tanto, los vellores ¥, ¥ 2on linesl

L L ii' Fkr:
mente independientes.

Con esio queda depositado ¢l teorema,

Es corveniente sefalar que el reciproco del teorems VI.36

no es cierto. sto e5, 3i T tiene vectores caracteristicos linpal- -

meate independientes ¥,, ¥,, ..., ¥V , entonces lox correspondientes

valotes caracterfsticos &, 3.p «vay ¥ no son necesariaments distinton,

n

Par ejempleo, para la transformecisn identidad I:k* = pt
definida por

I(V)=¥ v :
Tenemeas : \
SIT.00=(1,00

I(4,1)1=00,11

Obviameare, (1,0} vy (0,1) son vectores caracter{sticos 1i
nealoente independicntes, ambos asoclados al aismo valor carscterls
tice av1.

Espacios cavacter{sticos,

Recardemas gue para la Iransformacisn T del ejemplo ?[.19
e obtuvieraﬁ lag valeres ceracterlisgicos: 3,=0, A,=2, i,=-1,

El conjunto de todos los vectores caracterfsticos asccla
dos al veler 4,=-1 s -

{(-k,, -2k Skl} | X, c R ¥ k, ¢ 0} ’

5i & este conjunto agregamos el vector cero, obtencmos el



. \ L]
subsspacio vectorial de R

E (3,3={{-k,, -4k,, 8k,) | &, € B}

llamado espacie cavacterfstice asociado al valer caracterfstico LIAN

En forma similar se¢ pueden obtener los espacios caracte-

tisticos:
E (3 =0, k. k3| %, € &}
E (3,)={{k,, 8, 0) | k, €&}
Teorema ¥I. 17.

Sea T:¥ + ¥V upa transformaciéa lineal y sea & un dalor
caracteristico de T. El conjunto

E(M={¥ | ¥ £ ¥ y T(V)=iv}

€% un subespacio vecrortal Jde ¥, J

Lemcstracidn:

1) Sean ¥, ¥, € E {i). Entonces
TV, =3%,
T(v,i=av, .

comd T ex lineal

TV, AV, 1=T UV, )= T{V, 1 =37 AT =i {7V +¥))

. ¥,e¥, € E 13}.°
2) Seen v e E (3) yac K. Entonges
T{v¥ )=iv,

y como T rs lineal
Tla¥,}-aT{¥,}=a(a¥ )=1(a¥,)
+T.oa ?1 c E (A).

Estyu demuestra el teorema.

Delinicidn.

A E[*) 5o 1= conoco como espaclo caracterfstico asocin-

do al valer caracteristlca 4.

Ejempla V1. Il.

3t
a) Sea la patriz A= |22
r 2

Exta matriz define unae transformacifin linesl T: - R

dads por TI(VI=A¥, Y7 ¢ R

-1
-1
{q

r

Encontronds los vspacios cetacteristicos,

Pera obtener los valores caracterfisticos, calculemost

LI
detfh-31)= :
?

Las ralces de eate polinomic son: i, =1

1 -1 .
2-4 1] entasatean-a
z e

X, =1
A, =1

Note que existen valores caracterfsticos repetidos. En

contremos los correspondientes

Para i »1
1
LA I) 1
2
de doade z = Ix
¥y = 0

L k. 0, 2k ¥ K0, es
Elx Jef(k . 0, 3% ) | k ¢ R},

Yectores: . R
-1 i )
=1 ¥l - 1]
-1 H 0

un vecior azocliado = Aol oy
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Este subespacio e5 gencrado por 1 wector (1,0,1} y, coma

e5 clara, dim E(x,)+1.

A mh=2 oy ECGL=E(R )={(k_, k

Fste subespacio es generado par el vector [(1,1,2) ¥ su dimensidn

Para h’-11-

1
i
2

2

1
a
2

-1
-1
-2

de donde ze2x

*x

(k. &

es  dim E{,)"1.

bY Consideremas otra transformacidn con valores carpcteristicos TE

petidas,

?'l

k) ¥k 0, es un vector isociado a - -

LI

2k | X, o R,

Sea T:R' - R‘ 13 transformacifn linepl definida por

donda

VB2 A3

T(¥)1~B¥
o

I S
i}

Entohces,
det(B-3I) =

1,.7
1:.1
1..1

Pars 1, +7

¥TCR
2.3 1
I T
33
-5 1
F Y |
303

oo ow

=xt-gatersioy

]
[ = =~

h

de donde pe=ix

Ivix

- {kl, Ikl, 5&1] ¥ kliﬂ, a3 un vector asoclado & hl-I
y E(3)={(k,, 2k,, 3k ) | k, ¢ R}].

En este cadg, dim E(2,]=1, ya que &% gemerade por el veg
tor [1,2,37.

Parm j, e »1,

I I % g
P 2 IJ ¥l =10
1 3 3 z 1]

as decip, xey+1=0
E Lien RS TEY

R “kyek,y Wk, k., no smbos certe, es un veg
g <

[
F )

tor caracteriscico asociedo 3 Ayma, "1, r
E{l}-E{ll}.{Ekl' | . ‘k:-k‘] I kli kl [ R}-

Ahorz la dimensifin es dos, pues E(;zj 25 genernde por los

vectores {ndepepdientes (1,0,-13 ¥ {0,5,-1):
CiAd=Bfh J=[% {1,0,-1]+k {n,1,-l}| k. kx ¢ R}
1 H L] i 1
Tenemos agul otro caso de vactores caracteristicos linaal

pente independlentes asociades 21 mlsen valor caracterfstice 3 -

(ver pigirna 79). )

Bjemplo ¥I.322

Sea T aquella que transfoyma un vector Cuilquilera del es

: L3
pacio eurlidlang tridisensicnal en du simftrico TeSpecto sl pland

P que Contieps al efe @ y forma un fngulo de 45° con el plano x-%,



como s& muestra en la flgura:

15"

La imagen dr un vector cualgoiern {x,r,z} de R’ segdn T
es {(y,%,2) por 10 quo la rogls de correspondencia es

TEELY 2 = (y,2,z) e .. )

Como &% fhcil verificar, se trate de una transformacidn
1inesl, por Lo que, para obtener la marriz sseciada = T en la bate

1
canénica de R , calculamps

TEllufE] - [uljlnj
T{g. 1,0} = (1,0,0)
T@,0,13 - (0,0,1)

Entences
[0 1
M = 1 1] 4}
] 1] 1

Obtengamos ahara los espacios caracteristices de T:

=atpr-a)-g1-a)=-atenTean

-4 1 a
datffH-rI)~ 1 -4 Q
0 8 T-x

[] 2 .
haciends -%* #A°+3i_1ag ap obtlenen los valeres carscteristicon

hy=-t
b= 1

Ao !

Del sis:zema homogéneo (M-XI}v=T, con

- —
L - ]
H O, e

cuya solucifn gerneral es

T=-¥
== 0

se gbriens £l espacio caracteristico

E{h)=i(x,, -k,, 93} | %, € R}

y del sistema hemogéneo {M-11]¥=0, con X Wl

| 1 ¢
1 -t 0
1] a 0

cuya 3olucidn general e%

T A

-

A=z
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A=y
i=z
pe abtienc el espacio caructer{stico
E{llj-{{k:, LI | k., k, e R}.
Veznos ahora lz interpretacifin georétrica de ¢stos resul
tados:
El espaclo caracteristico E(ll}. de di?ensiﬁn ung, Tepre
senta al! conjunte de vectgres sabye la rects y=-x alojada en el pla
Lo A-¥. Estos vectaTes solsmente cimbian su septido sl aplicar T,

Es degir:

¥YVei(p)

pere conservan su Ragnitud y direccidn.
T{¥)=-¥,

El espacio caracteristice E (x,), d¢ dimensidn dos, repre

sentas al! conjunta de vectorss contenidos en ¢! plann P. Estos veg
toTes no sufren plteracidén alpuma nl aplicar T, Es deciy:

TI(VI=¥, ¥ ¥ E(},).

vI-85/787
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" STEMAS DE ECUACIONES LINE
INTRODUCHION ‘Y, I"L’IATRICEE

Considersmos el siguiente ejemplo:

Una industria fabrics tres tipos de producios {llamfmcsles
A, By C} y cuenta con un total de 50 ohrqrﬁs que Lrabajan & hr. dia
rias. Es decir, dispopge de unm total da*ﬂﬂﬂ horas-hombre wml dla.

Para fahricar un producto del tipo A, se requieren 20 ho-
ras-hombre ; para uno del tipe B, 100 y pars une del tipe C, 40,

En <ondiciones noroales, no e:i%ttn Testricclones de mate
ria prima nj de maquinaria y los abrarocs estan capacitsdes para fao-
tervenlr en la (abricacidn de cualguiers de los productos.

5& quiere saber, que cantidad de productos A, B y C pue-
den fabricaram diariamente #mpleando lg tortalidad de horas-hopbre
dispanible.

Podeaos cntonces plantsar el mwedelo matemitico siguientas

81 x,, 5,7 %, representan ¢l ntoere de proedugtes A, By €
que se fabrican disrismente, entonces 20z , 100x,y 40x, serin, el n
marn de horas-hesbre ecpleadas disrlamente en fabricar rodos leos -
productos A, B y C.

Como se desean emplear las 400 horas-hombre disponibles,
los valores de x,, %, ¥ x, deben ser tales que

0% 1007 +#0x =300 . . . .. . (1]

Expresiones. como #sta, reclben el nombre de ecuaciones 1i
neales.

. Urna Tespuestin gl problema podria ser fabricar 4 productos
del tipo A, 2 del tipo B y 3 del tipe C, yas que, 21 sustituir estos

valores en la expresidn (1), ze verlflcp la igualdad, Entonces, -

S '

dizrepos que

=4, x,=1,

x,-s
es una solucidn de la ecuscisn (1),

Sin embarge, podemos notir que esta 3olucifn oo £3 dnica

¥a que lps velores

:1-?. L L
taabidn satisfacen la epeuscidn (1), por lo que constituyen otrm 8g
lucidn,

Generalizands, la ecuacibn [1) e5 une erpresifin del tipo

llxl*azx!*...-jnln-h P ¥ 3
a2 la que llamarenos ccuacidn lineal,

A las constantes a,, 4,,..., & 3¢ 1ed llama rcoeficlentes,
2 b término independiente ¥y a n,, X;,..4, % lrcfgnites o variables.
Vemas gue las incognitus aparecen todas clevadar & la primers poten

cia, de ght el nomhve Ja scuacidén linenl,
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v SISTEMAS DE LECUACTONES LIMLEALLES
. ’

Regresando al ejeaple anterior, supongamos que poT TAIO-
es de demsnda los productes B y € deben fabricarse en cantidades
lguales,

Crionces, se tiene 1o restriceidn adicional x,-~x,, qus
expresada en la forma (2] queds '

Ox *x,=x,=0 . . ., . . [}

Ahpra el probiems CoRsiste en encontrar una solucidn que
satlsfage, simolcineamente, las ecuaciones (3} y (3). poer la gque -
las dos spluciopes que sntes encontra:og no son (Griles.

8i sc fabrican & productos del tipo A v 2 de los tipos B
¥ O, veémos que s= satisfacen slmu{tﬁneﬂmantc las ecuacipnes (11 y -
{1}, Eptonces divemos que

T, =6, x,=2, x,=?
es una golucidn del sistemp

20x,*100x,+40x =400

(1}
0x,+ z2,- =z, 0

el cual consta de 7 ecupciaones gon tres incdgnitas.

L TTEIRCIPE PR PR TP LELY A
lalxlva!,x,*...+alnx“-hl
I T
- - + L *
am1x.'“m:x:""4amnxn'hn §

dunde a5 € € san los caeficientes, x; las incfgnites y by ¢ C los

términn: independionces,

Definicifin.
Una solucidn del sistens de ecunclones (5) €5 un Cohjunte

pordenade de n valores que satisface sigultdnesaente & todas lms ecun

ciones,

Definicitn,
Un sistema de seuaclones linecales &% wun LONjunto de ecup-

ciones de ln forma (3} que deben resolverse sioclidncazente.

En general, un sistemg de o scuacionds con noanchgnitas,

deflnidg sobre £1 campe de los niceros compleios, a3 de la forda

W-6,7

Una forma de abteper_Splugiones,

Tal vei, la técnica fupdamental patd enconirsy las solucig
nes de un s5istema d¢ ecuaciones lineales, sea la de eliminecién, El
preceso consis:e en transformar el S1stema griginal en un nuevo sis
tema de ecuaciones gue puede Tesolverse ficilpente. El nusyo 3is-
tema, Jeberd Tener las mismas soluciones nue el origlhal ¥ en este
caso diremos gue amhos sistemas soh Aquivelantes.

Para obieneT el nuevo sistema se hace uso de les alguien-
tes transfarmacieoncs, que reciben ¢l Roobre de "Transformaciones --
elerentales” ¥ conristen en:

17 Iptercambiar dos ecuaclones.

I} Mleipiigar una ecu;flﬂn por un pimero kd0

-

37 Multiplicar unz scuacitn por ue afaerc kD y susar &l

resultado a olra ecuacitdn del aistami.




No es 4ificil aceptar gque ¢l sisteaz origzinal y el pueve
sistemaz son equivalentes, Sin embargo, #1 sstudiante puede con--
sultar 1a referencia 1 pag. 414 para una demosiTacidn.

Pademos {lustrar 18 técnica medlante el sigulente ejem-

plo:

Cjeaplo IV.1.
I, +2x, =6
g mdx ex, ]
-x, % *5e, =10
si intercanbiamos las dos primerss ecuaciones [cor el objeto de que
%, 0pErvica on la primera ecuagidn) obtenemos
¥ o txyex, =t
Ix +Ip =6
-II'II.SI! =10
51 sumamcd la primera ecuacidn & la tercera obtenecos
xl:2x2+x:-1
th+1:}'ﬁ
U-It “ﬁi‘ =11
si multiplicamos la segunda ecusciédn por i_y sumamos el resgltado
a la tercera sbtencacs
11-2x=*:l-l
i, +Ix =0
ﬂ'?x‘ =14

dividiendo las #cuaciones das y tres entre 2 y 7 respeclivaments:

X, -1z 4,
LI ]

x, =2
r - . -
Oe Ta terCers ecugcibn inmediatamente vemos que
x.-! y sustituyendo este valor en la 5egﬁnda acuacisbn {e enCUEentra
b T .
Que % ai, Finrlmente, ol sustlituir en 1s primera ecuacién 3e £n
Cuentra que x, =1, por o que la selucidn del sistemn £x
X~ .-, E,2
Ahora bien, hay sidzemas de etuaclanes que admiten mfis gs
une splucidin; un ejempla lo tenemos en el sistemn
ID;L+1ﬂﬂxtfﬂﬁx|-ﬂﬁﬂ
e (8]

Ox,» 2.~ %, 10

queé empleamcs <oma introdugcisn, Li solucidn que hlhIaEns mencio
nedo es

x, "G i, =2
¥ el astudiante pusle comprobar gque

x,=13 ¥,=1 X,
e ;ttl sglucibn. A oste tipo de slstemas, que tlonen mis de ung
salucidn, se les Ilama lpdeterminades,

Tazhiér hay sistemas que no sdmiten golucifn, Per ejem
plo, results evidente gque =1 sistems

xl;x:=1

X, Kk, =3
o Llene solucidn, puesto qQuu ng existen dos nldmeros cuya Sump Aey
1 v 3 u la vez, A este tipo de sistemas se les llama incompati--

bles [ inconsistentes).
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En general, de acuerds con la existencia y tipos de solu-
cifn, los slstemas de ecuaclones lineales se clasifican £n:

f Detersinados
Compatibles {una seclucidn]

Indeterminados

(tienen solucitm] .
(mds de una solucidn)

Incompatibles

L {no tienen solucién)

Mis sdelante, ¥ con aywla de 0TTos CORCEptas gque TIetare-

mos, podremos determinst si un slstema tiene solucifn o no la ticne,

¥ &i e¢sta ey dnlca o 0o la es.

V-10/11

Iv¥.2 HATRICES.

El estudio de los sistemas de ecuaciones realizmdo en la
secclén precedente, puede servir Como una introduccidn natural al
concepta de matriz, In el precesd de construccién da un sistens
equivalente, puede advertirse que no 3 pecesarie #scribir las in-
cognitas x,;, x4, ..., X,. Fa que realmente s6lo se opera con las -

coeficientes 3jj ¥ con los térninos independientes ;.

8i analizamos ¢1 #jemple [¥.1, wveaos que al sistema
2:;2: s7E
X -ix v =
- 4x +5n =10
queds completanents deterpinada 4 conocer el valor y la posicifa
de cada uno de los coeficientes ¥ términes independientes, Esta

informacidn se puedc presentar convenientemente en al'ligulente -

arreglo
02 2 &
Vedoor o ..., [8)
-1 1 5 W

al cunl 28 le llama MATRIZL.
Este arreglo en particular, consta de 1 elementos [hﬁn&
ras) dispuestos en 3 renglones ¥ 4 columnas, por le que diremos que

le macriz es de ordan Ixd.



pefinicidn.
Une matriz dr orden . mxn sobre ol campo de los ndmeros -

corplejos, o5 un arveglo rectangular .

T e )

1
con o rénglones y np celeppas, donds los #9548 C se llaman sus ele-

MELTOS.

Comunaente, s¢ representn m las matrices con letrss mayds

culas y a sus elempentos con letras &inlsculas. En forma abreviadm

la matriz (7) puede mxpresavie  comg

demde 4=1,2,...,8m ¥ j=1.,2.. ... Hm

ﬁ'[“ij}
Las subfindices i, j indican, }espcctivamcnte. el renglén

¥ la columpna &n gue s& epcuentra el elemento aiJ. Azl por ejem-

ple. 3, representa al €lesento gue s¢ oncuentrd ec el sepundo Ten
glén ¥ tercera coluzsna de la mairiz Ao

Dada la Importancia de la poticidn que guardan loy els--
wentos en el arveglo, decimos que dos Batrices son iguales sl son
del mismo orden v sus clementos correipondientes szon iguales, A

esto wbedace la sigulente

Pefinicién.

Sean A-{:ij] ¥ B-Ehij] dos matrices del olamo grden, en-

tonces:

A= = =h ¥ 1i.,]

i, ;
ij 13
Haclendo referencia nuevaments gl ejemplo I¥. 1, podefios

efectuar con los renglones de le matrl: (6] trensformecleanes equi-

alentes o laa eiectuadas con las ecuaciones dol sistema.

El proceso seris entonces ol que se Lllustrs & continuacidén

[0 2 2 6]
Me 1 -2 1 1 ceen (8)
_-l 1 & 10_
1 -2 1 1] heros intercacbiado los dos prime-
M = ¢ 2 2 4 ros renglones, . .
_-l 1 3 19#
(1 -2 1 1] hewas sumado 21 primet renglén ai
MII' BT 2 4 tercerc.
-1 & 1
- = [
1 -2 1 1] multlplicande =1 segundo ranglén
HIII' a I I @ pot %. lo hemos sumada #) tercery
Lo 0 7ia]
- = A
1- 1 3 hemos dividide ¢1 segundo y tercer
Mlv' e 1 1 3 renglOn entre 2 y 7 respectivemen-
! 0 o 2_ 1e i L

La flleima matriz (Miyl representa el Sistemm tquivalente
s TS Pupe : :
Xogrx, =3
=2
caya selucién puede obtenerse flciimente,

Ls matriz M., se dice que e3td en forma eacalonada o que

€5 una matrir ¢scalonada. En general, una matriz es escaloneds si
el primer elementa distinte de cerc de ceda renglén, axz lgusl a 1 ¥

el ntimero de ceros enterioTes & dicho olemento muments de renglén a
12713



Terglén. Las sjguientes matrices son escalonalas: trapsformar & lo matriz A on una matriz eicalonada equivalents uti

1 3 & L . B 12 3 4 1 lizandg trapsformacicnes slementales por renglin,
Ha | 0 1 5 YR T p- (0 0 1 52 Soluci&n
a0 0 0 1 @ _ -
LA e ¢ 01 B 00 0 ¢ Dividiendo entre 2 ¢l primer LI S B B
4 8 418 -4
Tronsformaciokns alementales por rveongldn, renglén de A obtencmos A= 5.3 9 )
\ - 1
Las transformaciones efectusdss con los rengplones de 1a ! 1
«1 3 S )
matriz M, para obtener finalmente la matriz MI?' s# llawan “trans - ¥ -
formaciones alementales peor Tenglin” y comc hemos wvistio, pueden - Multiplicando por -4 el pri- -l 107 4 -3 -
ser d= tres tipos: mear rengldn ¥ sunanda al Ze, ¢ o0 00 O
. F
1] Intercambia de dos renglones. renglon de A, obtenemos Il 3.3 g 1 .
21 Multiplicacifn de un Tenglén por un nimere kf0, T
. LT ¥ .
3} Multiplicacifn de un renglsn por un nimero k4D ¥ su-
ap del resultado & otro renplén de la matriz. Multiplicando por -3 el pri- 1 2 1 ¢ -1
Utilizanda las trensformiciones elementales per renplén, mey pengldn y suasade al Jer, A c 0 0 O ]
-
es posible transformar cualquier matriz &n una matriz escalonada, vengldn de A obtenemos 0 -9 6-11 4
— T INE S B
Definicifin. L ¥ .
ivil i lgui - -
MHryeans que Jdos matrlices zon squivalenics, 31 cualquierh Maltiplicande por -1 el pri- v o2t 4 -1
tir de la otra efectunande un nfaere
de ellas puede obtencrse & partir de & otr mer Tengldn y suzacde al 4o, o0 0 0o 0
finito de transformaciones #lementales por renglén. Ara®
nito de tr & P & renglén de Appp obtenemos v ¢ -9 6 -1 i
En a1 ejemplo anterior tenemos que las matrices M, Mp, .11 .
0-3 2 —~y 5
Mype Miqp ¥ Mpy som eguivalentes. . _ . -
Intercambiando el segundo ren LI i -1
. glén con &l cuarto Tenglin de i a-3 1 'l} £
Ejempla I¥.2 "H.'
A obhtensmgs =
2 4 2 8 -1 v 0 -9 6 -11 &
& B 416 -4 L0000 o o
San la matriz A= - . 1
3.3 8 i 1 .
- L ‘
1 -1 1 3
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Multiplicando por -3 el segum Tt o201 4 1] Range de una matyiz. .
do renglén y fumande ol ter- 0 -3 2 'l} £ . . Deflnicidn,
cer remglén de A, obtencmos Ayt e o o 0.1 S5i trans{ormamos una matrir A &#n una watriz escalonada B,
. - |=1 ntmere de renglencs de lg matriz B con al menos un elemento dis
10 0 ¢ n tinto de cero se llama RANGO DE LA MATRIZ A y se represents con --
Dlvidiends entre +3 ¢l segun- [t 2 1 4 1] R{Al. El mismo range s& asigna 4 la matriz B,
do renglén de Ay; obtencmos o % -'—& =§- Oe acuervdo can esta definicidn, cusndo dos matrices son
Ayrr- b 0 0 0 -11 eiulvalentes ambus [ichen cl Mismo Yango. Llﬁ-nntricus Ay Apyaaay
6 ¢ 0 U D Ayrr; del ejemple V.2 son tedas de rango 3.
i ] | El eoncepro de rangc de una matriz, juegs un papel wuy -
Dividiendo entre -1} el ter- 1z 1 . inportante en la teoria de sistemas da ecuaclanes lineales que ve-
Cfr reaglén de Avrlohtgngmns o -% l% -% Temos mis adelante, El estudiante puede darse cuents que 1a defl
*vlll- s 6 o o : . nlciSn de rango, tal como se enuncia aqui, proporcicns s 1"'¢; un
. 00 0 i 0 mftodo para obtenerla, '
Le matriz Ayypp es une matriz escalonada
-Al hablar de las cransformaciones elementalas, hemos he-
che Enfasis e¢n el término "por renglén",  Este obedecs v gque exi$ h
ten transformaciones, andloges B las aqul descritas, efectuadas -- " '
con las columnas de una matTiz. En este capitulc no se justifica
8 1a existencia de dichas rransformaciones ¥ taopoco serdn utili- I
tedss. Fl sstudiante interesado en saber miis scerca de eslo, pus ) ) r "
de consultar ls refezrencia 3 pag. 141, una vet gue havs terminado . ’ '
el capitulo. Tt H
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Iv. X PRODUCTO DE MATRICES.

Consideresos nuevamente el yistema

20x, +100x, +4Qx = 40D

LY
0:,- b S 0
podemas formar les matrices
20 100 40 ' X, 400
An _ F -
0 1 =1 A=l 1]

donde hemos reunide los coeficientes{en A)},lss incdgnitas (en X} ¥
los términes ipdepeadientes (en B) que aparecen en el sistema.

Con ayuda de estes matrices, podemos exprosar ol sistema
(4} comp :

Ax=b"  ,.... (8§}
siempre ¥ cusndo demos una definicifn adecuada para ¢1 preducto -
AX .

La matri: producto Af, debe ser de orden Zxl para poder
establecer 1s iguaidad com DL Ademis, por igualdad de matrices,
los elementos correspendisntes de AX ¥ F deben sar iguales.

Sabomps que la igualdad entre matrices

20x, +100x, #40x, 400

Oz, + x,- =X, o
se satlsface xi ¥ s56lo =i

202, + 100K, - 40x, =200

fx, » - X, 0

que son precisamente las condiclones que estableca el sis

~tema (4], Por tanto
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_ | 20x,er005, - 20x,
AX= covs 19)
O, x,- X,

A la matriz AX expresada en (9) le llamaremos ¢l produc
to de las matrices A ¥ =" {en ese orden]. Yeamos como puede obte
nerse la matrir Ax, a4 partir de las matrices A ¥ X:

El primer elementa de AX, es igual e la surs Je los produg
tos de los elementas del primer renglén de A por los elementos de 1w

Grica columna de x. Cn forma esquemdtica:

Iﬂx,
| Ioﬂx,
r 40z,

Tia, =G0k, vd0x,

100 0]
E1 segunle elemento de AX, os igual a la sume de los pro.
ductos de 103 eleocatas del segundo renglén de A por los elementos

de 1a Gpica caluona Je¢ X. En forma esquemfitica:

0=,

-

=
To *X %,

{o 1 1] : ‘
Cn forma similar, obtengamos el producto de las matrices

a, ¥,; &, LI

A=

L T ¥ B= h:n

b

con el ¢hjeto de establecer tUna deflnicidn general.

El producto serd la matrlz



altbli

lllhll‘atlhiltilihll

+
‘11h1|’a|:h11

AB=

dondes cbservamos gque:
lo.) El eleosnic que 3£ €ncusntra er el primer renglén
primera calumna de lz matriz producte, es la suma:

1
& b _eg b, +a . b =% a.b
1 T M Ta T et O 1%k

2e.) El elemento que 3e encuentre en rl segunda renglén

primers columna de ls matriz producto, es la suma:
1

LT T L T T LI I REI PP
L]

Generalizands, el elesento que e encuentra en el renglén
i1, columna j, de upa matrli producto AR es 1a suma:

n

L1 PixPkj
donde n ex €] ntmero de columnia de la matriz A v el nimerc de ren
glones de la oarriz B, que deberd ser ] aismc pars que pucda efec

tuarse el prodocto.

Definicitin.
Sean: Aw [aij] (ae1, 2, -, my j=1, 2, ...a B

¥ B

{hij] (i=1, 2, voom ¥ =1, 2, «uvy Pl
dos matrices de grden man ¥ nxp respectivamente.

El producte AR es unm Batriz

Cw [cij] [i=1, 2,

de orden mxp cuyos eleaentos estdn dadas por
7
i 2:uhy
k=] ik k]

e ¥ O§*1, 02, ... Pl

Ejemplo TV 3
Fara jlustrar la definlcién, obtengemos #l producto de las
matrices
2 -3 -1 1 ¢ -2 1
*'{-1 P "Is + 0

X1 -1 -3

-
LW

1%
que #3 una rattiz © de orden Ix4 el que

el -
€y, 2-9+1% =B

€, = 0-3+3= 0

T, = =iep-d= -8

£, ¢ 2-3-3% -4

c,, = =1=12-1= 140

€,," D=4-3= 1

€,,% 2+0+3 = &

C,, = -1+4+3® §
entences, la masriz producio es
[ﬁ 0 -8 -4
AR~
1 1 & b
Obsfrvese que =l clemento que e encuentrd &n 8l renglin
i columna j de 33 matriz producte AB. se obtiens efectuando =i pro
ducto excalar dcl renglén i de A por la columna j de B.
Por ejemplo, el slamento ¢, es el producto
-2

-3 1] o

—
k2

s -4e0-dm -Eicl.

Podcaos cancluir, #n base a 1a definicidn, que podemos

pfectuar 8l producto AR 3dlo cusndo ol nfimero de columnes de A es -
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igual ul nfimeroc de renglones de L, En este caso, diremos que las
watrices A y B son conformubles para la multiplicacidn,

Er general, la multiplicacidn de laz matrices KD es con-
autativa, Incluse, en muchas ocasianes se tiene que dos matrices
Ay B son conformables parm multiplicarse en £5¢ orden [es decir -
Fuede uhtEFerst el praducte AB}, mientras que no son cnnfurn;hlts
pars multlplicarse en el orden contrario (no puéde obienerse el --
producto BA). Por tal motive, es necesario precizar el nrdeﬁ eh
que las matrices s& van a multiplicer. Para el case del preducto

AB, diremos que A premultiplice a B, o bien que B postmultiplica a

A .
Ejemplo IV. 4.
Dada las matTtices
1 2 a 1 @
o SN RN RN I
3
chtener: a) RS N
b) SA
c) TS
d] ST
Boluclln:

S I B W I

[Las matrices Ry 5 ®onr de orden 222, por 1o que les 113

mareaoy matrices cuadradas y diremos simplemente gquc son de orden

Z)
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¢ -1 1 z -5 -4
b)] SR= .
LI 34 [
En este caso, pudieran obtencrse tento el producto RS co
a0 el producto 3R, debido 2 que aobes matrices son cuadradas y del
mlsmo orden.

Sin exbargo, notames que RSASR pues, Como se mencio

nd, el producto de matrices no e¢s una operacidn conmutativa,

1 Q 1]

o -1 -
c] T5= 1 i - 3 -2
KD S § -5
" o 17 1 1]
d) 5T= 1 1 no sa puedas
L 3 -14 hz 3J

- efectuar, ¥a que el ndnero de columnzs de 5 (2] es diferente del -

ndmara de renglones Jda T [3). En otras palabras, 5 y T no son --

conformables para 1a multiplicacidn.

Obsérvese gue, aungue pudo obtenorse el producta TS5, no
fué posible obtener 5T, lo cual resalta la impartancia de especifi
car clarazente #] arden en que s¢ desea multiplicar dos matrices,

Definicifin.

S5i una matriz A es d¢ grden nxn, diremos que A o5 una mL

triz cuegdrada de orden n.

Ejempla 1Y, 5.

Piza las matricaxn

b ita 1 .1
M= | -1 ne [ -4, 1, 1] Paip,, -2 1
1 -1 el P,

3




encontrar los valores de o8 4 P,,, P,, de tal forma que se verifi

gque la lgusldad

My = P
tolucidn:
Frimero obtenemos
1 i -1
M= -7 -1 1
-i 1 i
Pgr otra partie, coma MN=F,
1 4 - [ 1ea i -1 fere=1 ', ;met-i
el o= | gy, ot 1 Pt
SRR B it b, bRt gz 0
- Faa®™tl

Tegrema 1V,!
La multiplicacidn de matrices (cusndo puede efectuarse]

es asoclativa.

Demoatracifn.

Sesn A-{aij}mxn, B'[hjk]nxp ¥ c'fckr]pxq tres natrices -

cunlesquiera de orden men, N¥p, prg respactivemente. {Jueremos pro

bar que
i {AD} C = A (BC)
De la definicifn de productot
b
AB= [jf| 35 bidasp
donde los fndices libres som is1,2,...,0 ¥ k=1,2,....,p, ¥ la matriz

#35 d& orden mxp. {Los fadices libres son los gue indican el tén-

gl%n ¥y la colurna del nuevg elemental.

Aplicandu akoro Jw definicidn de producte & lax matrices

(ABluyp ¥ Cpxq’
b8 n
{aB)C~ KRE1 tjfj 'ij hjk} ckr]qu

pultiplicande C, . por cade une de las sumas del paténtesls, obtene

E Lt

P n
{ABJC~ {kfl [ E .ij hjk CRT}]IIQ

=
donde los Indices livres son i=1,7,...,m ¥ 71,2,...,4 ¥ LIa matrit
e¢v de orden mxg.

En forma snfilogs gbtonsmos:

1]

n i
s A

i1

Dade que el arden Jde la suma e3 arbitreric,

| ]

bjk :kr] i, r

k

T n D
1 {]:laij hjk cﬁfl- - O A P

j=1 k=1 U

Por lo tanto quada demostrade que

[AB}C= A(BC)

8¢ reccmiepda al estudiante conmsultar €1 apéndice | de la
referencta 3 pars chtener hebilidad en el manejo y comprensifin de
los simbolas de T(suma) y LT {doble suma), ¥ hacer ls demostracldn
completa de este reorema pere £1 caso particular de lews matrices

cuadradas de ordep dos. )
Ejemple 1¥. 6. .

Verificar la propiedad asociativa pera el preducto, con

las matTices.
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81 con la misma matriz I efectuamss el producte A, donds A &3 pue

1 matriz con 3 renglenes ¥ cualquier ndmero de coluwnas, obienemos -

-

]
]
EE T N
- o

-]

u
1
[P
L =]
-I-'l'D
[ Sl

3}

[]
L F3 -
Fl - &

“aiempre que JA-A. Ala matriz I le llamamos matriz identidad de

Solucifn. debemox verificar que orden 3 y la representanos mediante T,
(AB)C=A{EC) : Er getieral, a la matriz cuadrade
-z 0 -1 0 0 F2 0 ¢ "0 0 0 ...0
AB= -
1 1 L T B Lz 1 1-if 0
. _ - ' ]
: o o 1o z b A A
(AB)C= A B n . C e
z 1. l-i 1 3 1 r - - " r +
SR § 7-3 oyt ' 6 0 0 ... v
L 2 : “oxn
For otro ledeo: ,
_ _ . le llemaremos matriz identldad de¢ orden n,
-1 [+ 4] 1 0 -1 1]
{BC)= 2 : . Esta matriz puede expresarse on forma abreviads como
L X 1 l'i_ ; b3 301 . £, .= 51 i=}j
-3l I_I 1 . ij
I I,e {ﬁ{j} dende
_ . = . ﬁij-ﬂ i 14j
+2 0 -1 1 z b
A[BC)= = 3 T |Tegrgma IV.2
1o 831 334 7-31 35
. - ] g Para toda matriz A de orden man se tiene gue:
por lo gue - .
Igh = A
(ABYC=A(BC)
""" e e e e e AL = A
Ceapstracldn
Marriz Identidad, .
Sean In=(fij)lmae ¥ A.["jk]Ixn
51 con las matrices
1 § @ 3 Oe 1a definicifin de producta:
1= [+ 1 1] ¥ b= 1 m
T .-
0o ¢ S Twd = 2 8450 dnxn
sfpctuamas el producte ID veno1 que donde las Indices libres son i=1,2,...,m ¥ k=1,2,.,. 0.
3 b3 Coma Gij-u ¥ 1dg:
I8= 1 4 sB I'[I
a1 _ Iah {j';, 43525k pan
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- . .

donde shaora, les Indices libres son j*1,Z,...,m ¥y k=1,2,....0.

Como 6jj-| ¥i:

o
L he (jE1 ajk]mxn

Como ] #% un fndice libre
LA {aik}m:n-h

Las szgunda parte del teovems gp demuestra en forma similar.

Hatrices elementzlies,

El resultado de efectuar un ntrero fipito de trensformacia
nes :Izncntglzs por renglén 4 una u.trii A de orden man, puede obie
acrse tambifn si preauitiplicames A por una clerta matriz cuadrada -
de orden m,

Fara zmustrar lo anterior, conslderemes por separade cada
una de 125 tres trunsformaciones elementales por renglén.

1} Interca=hie de renglones.

Supongames que TenCmos una Bacrir A d¢ mxn y que efectua-
mos el intercambio de sus renplones i ¥y j, Llazcros a la metriz -
asIi cbtenida matriz 8.

5i por atro lado, tomamos 1w matrl: idepcidad de orden m
{1} = inmtercashiamas sus renglones | ¥ j, obtendremos una rueva ma

triz que llamaresos I:i'jl

51 shora efectuamas el producta I;iljl A, 3¢ obtlene 1a -

matriz B,

T Ejempla I¥. 7.

- -

S5ea A=

LA owrd =

intercambiamos sus renglenes 1 ¥ 3} para obtener la matriz

|—5 6—'
L= 1 [+
_1 2-—'
Por etto lade, consideremos 1o metriz
P g
I~|o 1 1
i] i

e intercambjemps sus renglores 1 v % para chtener

[ D 0 1] .
FLLEES I [ T
H
|1 0 0|
(1.1)
Efectuande ¢l productoa I A, tencmos:
o o 1] 12 5 8]
(e
l‘ A= @ 1 a 1 g - 1 ]
1 0 0 5 & 1 2

vemas entonces que, I}"’] A es igual a B.

7} Multiplicacifm de un renglfén par un nimero LF0,

Supenpamos que tenezos una matril A de man ¥ que multipli
Camos su-renglﬁn i per &1 escalar (F0. Llamemos s la matriz asf -
obtenlda matriz B.

5i par otto lado, tomanmgs la matviz identided de orden -
R (1,) ¥ nultizplicames su rengldn & por el ¢3calar k#0 obtendremos
una nueva matri: gue llamnaremos ImF{i}.

5i ahors efectuamds ol producte 1:(1}** se obtiene la ms
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triz B, ; remos EE{i'j]'

5i shote efectuamos 2l producto L:{i'jjn, se obtiene lam
Ejemplo V. &. matriz B.
1 2
Sea A=
| & 1¢ 2 . Ejemplo IV. 98
aultiplicuemos el segundo renglén por 3 parp obtener lm matri:z 1 z
1z 1 Sea a=| ¥ ¢
o i5 33 6D ¢ i
L 5 102
For otro lado, consideTemos la metirl: i
LI sultipliquenos #1 primer rengldn per 2 ¥ Sumemgs sl cusrtg renglén
SRR
I = pars chtensr las matri: \
i 1 -
e _U - 1 2
y sultipliquemos su segunde renglén por 3 patra obtener X 4
— . Be
Il(t] 1 o a 1
s - . 714
[0 3] -
10 ) Por otro lado consideremos la matriz
Efectuands ¢1 producto I, A, chtensmon: .
- - 1 o D !
2 O, 10 1ozoT 12 .1 s 1 o b .
o 3] 5 10 20 15 30 60 "y ¢ o 1 o
¥emus entonces que, ﬂ'(’}A e3 igusl m B L ¢ & 0 1

...................... aultiplicsnde ¢l primer renglén poer 2 y sumando al cusrte renglén

3] Multiplicacifin de un reanglén por un nleera kFf0, sunando el Te- , obtenemos ]
sultado a ptro renglén diferente. 1 ¢ ¢ b

Supnngznus Que tenemod una maiTlz A de Exn oen la gue =ul ]:EI"] L] E ; ? :
tiplicamos su Tenglén i por 1 escalsr k#0 y el resultads lo suma- 7 0 0 1
moy el renglén jihi. Llamemos & 1l matriz as! obtenida, matriz B, Efectuando ¢l producto I:{"i]h, chtenemos:

5i por otrto lade, tomames la watrl: identidad de orden - 1 G o 0 1 Fi 1 r]
z (I}, multiplicames su renglsn i por el escalar kéd y ol resulta It{:_-}ﬁ u 100 3 4 - 3 4

. “le o 1 0 0 1 0

do lo sumamox al rengldn j, ohrendromos unm nueva natrif quullllng - 2 a a 1 1 18 ¥ 14
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1
¥Yemos enITOoOnces que, I,{ "JA e3 igual a B,

4 m m m m w m o m o® W m o o®w o ow ® m * s A& F & = 4 o

Defjnicifn.
A las matrices ]:i'j}, I:El}*I I=li'JJ:= les llama matrices
tlementales correspondientes a las transfarmaciencs cvliementales 1,

i, &, respectivaoente.

Vemos ahora gue, cada transformaclén elecaental pueds sey
llevada & cabo presultiplicandec, 1a matrl: dada, por la matrlz ale
pental que se chtiene efectuando en I, la mltma transformacidn ele

mental.

Ejemplo IV. 14.
Hallar im matriz P, d¢ orden 3, tal que transforme & la
matriz A en una matriz escaloneda [es decly, que ol producto PA sea

una matriz escalonsdal,

o 1 -1
¥
A= '2' & 1
]
L a

'%uluciﬁn.

. Em 1s sipguiente tabla eparece une sacuencii de tramsforms
ciones elementales que transforms a la matrl: A en una matrii esce
lonada, las correspondientes matrices elezentalen ¥y el rasultado -

de efectuar estas transformaciones sobTe A.

e v .2
Matriz e¢lemental 1
Transformucitn. correspondiente, I 6 1A
5 1 0 ] 2 L 0
Intercanbic de los rten- - T .
H ] 0 "
glones 1 y 2 " -
1] 0 1 ] 7 & 1
1] 1 -1
f: o 0] : 3 0
Multiplicacifn del pri- 1 o - . =
mer yenglén por 2 0 a 1 1 11
- e 1] 1 -2
Multiplicacidn del 7en- 1 1 a7, _2 ; U_
glén )} por -2 ¥ sumar al 0 ;. ° - + -
Tenglén 3. -2 T 12 :
1] 1 3
Multiplicacifn del ren- [ 1 [+ 0] LD 'lgl -._
glén 2 por l%l ¥ suzar o1 o, +
al renglén 3. o lgl 1 112 2]
1] 1 -2
, [v 8 0] 0. D -352
Multiplicacidn del ren- i
g 1 o i +
glén ¥ por _ 7 .1 -
XET qQ 0 m | 12 2 {mntri:
L "
1] 1 -1 escalao-
e (LI /! 1] nadae]

El mismo resultada que 5 obtienn &l apllcar 1w secusncla
de transformecicnes, puede obtensrse prepultiplicando por las res-
peotivas matrices elementales,

Efecruardae estad productos can 18 zecuencim gque marca la

tabla y dado gue la multiplicacién e asocistlva, podemes escribir:
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[=]

=

-

& o

= Pk

- o

L= L]

- =

[ =] —

[+ ] =
e PRl

]
6 o zhlla XL qllz o 1
T N

—
-

L=

=

—

=

=]

—
-

X ’ .Mar.“r':z

escaldn

La matriz P buscadn, serd el producte de 1as cinco matri-
ces elementales.

S5in embarga, para ebrener 'a matrit P no es necesario aul
tiplicar las cinco matrices =lementales; bastard con efectuar ls --
misza secuencia de Iransformaciones elementales sobre la watriz [ -
(referencia l; ;;g‘ 4523,

La% =miguientes rransformacionecs schre I conducen o iz ma-

triz P (las transformaciones son las de la tabla]l.

1 e o] fo v o] oz ol o £ of [o 2z o 0 2 0
8 1 al-p o al-p o o|-Jr @ of- [1 & ¢l 1 o0 o =P
A 167 167 14 -7

Pare compyobar, efectusmes el producte PA

C et 2 0 0 1 .7 1,12 2
pA | T B 1 T & 1] -|0 1 -2

167 14 -7 1

[T TET IR L ¢ o

Una siteacifén interesante, 5e presenta en ol caso de las
matrices cuadradas de orden n cuyo rango es tambifn on, 189 cusles
pueden transformarse en la matriz identidad In.

Estas matrices son squivalentes & una matrii escalonada

de la forma

I¥-34735

1 a g By . ot . . . .h.n'l '|:|'|.
i} 1 ‘21 + . - . . ahn'l I’n
| Toa, - o« . kg Ry
. . (10)
o 0 0 - e 1 hen
T [ e e o !

donde todos los clecenios dgy tales que 1=j (m los que 3¢ llams #lB

mentos de la diagenal principal) son iguales = 1. Es declr,

- =
L N - R R I Y 1.

Mostrarccos ahora que, unda matrlz 4¢ sste tipo, .se pusde

transformar en una oatriz identidad ln msedlante uns secuencle de -

- L]

transferraciones clecentales.
En efectn, si g1 filtimo rengiﬂn de 1s matriz [10] lo mul
tiplicamos por-a,, v lo sumasns al primer renglén, luego lo multl-

plicamos por =a y lo sumamos al segunda ranglﬁn.'ntc.. obtenemos

v

F33]

la matriz.

1 o8y &y - e o , L 0
Lo @
f 1 all ) 1:0"4
n 1 1 'I.' BN, a
, .
P 1 0
L L] L] u l

51 ahkova, cl pendltipo rcnglhn de e5te npuave matriz leo
pultiplicames por -a ¢ ¥ 1o supamos al primer renglén, luegoe 1o
pultiplicamos por '3;.n-|r 1o sumamos a1 segunda renglén, elc., ol
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1 a0,, a1, A
e 1 R, . e 0
0 a 1 . 0 a
6 0 ., . . . 1 0
¢ 1] A |

Al fipal de este proceso se obtendrd la matrit identidad

Fjempla Iv. 11, .

Usanda trnnsfurmnciune: clementales, transformarcmes la

matriz ecscaldn

1 ? -1 1

1} 1 [t} 1 i

¢ 0t 3

L1} 1} 1} 1
en una matri: identidad:
|- 1" =10 12 =110 12 -10 1200 10408
a1l o1 o1 &1 1 00 g1 00 o ! 00 01T a4

1 - 1 - 1 - - -

oo 1 7 oo 1 T ge 1 b oo 10 o410 20710
a0 o aco 43 B e 01 o o1 0301 G0l

Este procedimiento puede splicarse a cualquier zatTiz es

calonads arbitraria.

s =2 m m m m w % ®m m o m m m = w r = = = = - = a

Sin esbarpo, €3 imporrante notar que una matriz cuadrada
de orden n, en forma ¢scalonada y Cuys Yango Led RInor que n, Lo -
podri nunca transformarse en uha matris identidac. Fsto se debe-

1 que una matrlz de este ripo, tendrd siempre en su dltimo renglén

dnicamente ceros.
Asl mismo, una matriz no cuadrade tampoce pedri transfor-
Warse en une matviz identldad (ya que Este #5 una matriz cuadrada).

Matriz Inversa,

Con 1o gue hemos viste hasta ahors, 2abemes que 3i za tie
ne uni matriz cusdrada A de orden noy rapgo n, es posible [(mediaprte
una se#rie de trapsformaciones elementalos) transformarls primero en
una matriz escalonada y luege en la matrl: identided Ip,

Tambifn o vib antoriormente, que ol efecto de una suce-
gifin finita de transformacidanes elementales schre cuzlguier matriz
A, puede obtencrse premultiplicands A por una clerta matriz P, Por
le que, ol efecto de toda la secuencia de tramsfarmaciones utllizadas
para llevar le matric A a la matrl:z I, se puede chtener premultipli
cande A par una cierts matriz B

* Podenos entonces cpunciar ol sigulente

Teorema IV, 3.
5i A es una matrlz cuadrada de orden n ¥y tango n, existe
und watriz P tal que

PA = I

No es 2iffcil dznnstrat[’} gua dicha matriz P, cumple tam
blen con
AP = T,
aungue la sultaplicacidn de zatriges po Fas COnRmutative.

Puesto que la matriz In' #3 al alementa 1dEntico para 1a

(1) E1 estudiante pucde obtener una demostracién, & partir de la de
sostracién del reprexa 10-49 da la reforencin 1 (pags, 454 y T
455),
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multiplicacién en e] conjunte de las matrices cuadrades de orden n,

resulta adecuada 1 siguience

Befinicidn.
5i A y P son dos matrices cuadredas de crden n tales gque

Ph'hP-ln

L la patriz P le llamaremos nnt;i: inversaz de A.

Si wng matriz A tlens inversa, Jdiremes cuc &5 o singu-
ley ¥ 2 su inversa la representaremos con A . Ze puede demostrar
que la fnversa A™lde una matriz A es dnicaly también gue [(referen-
cla 1 pag. 444) el producte de dos metrices neo singulares €5 una ma

_triz no singular.
Dado que una matriz cuadrads de orden n ¥y rTarge mener que
n ng pche transformurse en una matriz 1dentidaé, ng £xisce ningu-

na mgtri: P tal que

A = In

En consecuencia, #ttas matrices no rlgzen inversa, A lzs
matrices que no tlenen inversa les lluwirenos Marrices singulares,
Cont 1o conceptos tratades hasta phora, el estudiante de

be poder demostrar el siguients

Tearens IV, 4.
51 A es una patrlz de orden mxn, exister $o inversa ATisi

¥ solo s5i

@E=p= R{A).

Etemple IV, 12,

Investigus sl 1ln siguinnte matriz tilene inversa

v-328,/39

1 -2 3 @
y -1 I
A ols 21 0
2 o £
Solucion
Yaxes a transfermir & en una metri:z escslén
v oez s 0] 1oz 36l [z s 0} [vo-z 3 o0
S L I L R I I T A R .
& 201 0 s 21 o lewe-nr o} lo 11 0
@ 9 _E- tf |2 o 3 0 2z o & ooy o a-FH o
.2 30| b2 30 [1-z 3 el 3 -z 3 0]
11T .1 11 1 11 1 11 1
o 1e1 o [0 o o-z] e e o-2| lo o o 1
22 22 1 ]
‘_IJ i-—g I_ :"J 4-—-5 1* hﬂ ¥} 1] E'.. _U o o 5;
W -2 3 0
" 1 )
B 1-TH x
0 o0 o !
b o 0 o

venos que lp mactiz escalonads tiene’tres renglones diferentes de

cero, en consecuencia Riaj=3. Entaonces, A &5 ung matriz singular

(no existe A~').

Parm obterer 1o matriz inverss de una matriz no singular,

haremos uso del sagpulents tedrems.



Teorema V. 5.
La {nversa deo una matriz A no singular s¢ pusde abreper
31 aplicamos a T, 12 elsma secuencia de transforzacicnss elenmepnta

les por renglén que se utilirzan para transfortar g matriz A ep -

Hl matriz I.

Demastracidn

Sabemoa que podemos transformar 1a matriz A en 1 median-
[}

te una cierta securncla de tranaformacicnes #lementales.

Entonces,
existe una sccuenclz de matrices tlcnentalﬁs E,v Eooovei Ek-l' Ek
tales que )

i
Ek Ek_1 i E! Elh - I

51 1lemamos P al producto de las matrices ¢lementales
Pe ELE .. By

pooemas escribir
PA= I

ademis, sabemos que

i AP= I

Es declr; P oes 14 inverss de AL

Comg I as wl {déntico para el producto
P= PI

entonces

P EREk-I"‘ Eaﬁil

1o cunl nos irndica que P se obtieps a parilr de I, efectuando en
orden las trensformacionsos elementales que corresponden a E;, E,,

+ex E y E

k- X

Eiemplo IV, 13,
Investigar &1 la siguiente matrll tiens inverss ¥ ap ca-

50 aflrmativeo hallarla,

solucién;

Aplicarermcs el proceso descrito on 2l teorema [V.5. La
primera columna Je la siguiente tabla, describe la tecuencla de -
transfarmaciencs clementales por renglén, Ltilizada para transfer
mar la matriz & on la maeriz I,

Lz segunda colusne, muestra las

matrices nbrenidas a partit de A con la aplicacidn de estas trany

farmaciones. La tercera columna, muescra las matrices chtenldas
& partir de ! con la aplicacifn de las mismas transformacicnes,
Transformacicnes E -ﬂ 2 i" hl o n‘ ’
s - I 1 -7 1 =A ] 1 b| =t
Intercambio del pricerc vt 1 5] L 1]
i * - - ‘ -
y segundo renglores I 1 -1 1 4 1 1]
' i 2 z 1 0 ] e
Suma del primer renglén .ok ] L4 & 0 t) y
+ 4
al tercero f1 - c 1 o
Z z 1 1} Q
Maltiplicacifn del segun | -1 B et 1
- + - - + -
do tengldn por % i 1 -2 1 Q 1 0
o 1 1 y 0 0
Suma del segundo rven- L& -1 t_| L0 1 1
glén al tercerno 1 -3 1] o 1 o]
. L T 7 0 ©
Multiplicacidn del ter L& o 7l L
* L . .
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cer Tenglén por } 1 =2 } N 1 i} Podemns comprobar el Tesuliado efectuands el producto:
1 .
11
g1 1 ¥+ 0 0 moF 3 b 2 2 1 0 0
1 1 1
0 0
wor 7 A oasld il T S| B R I B
Hasta shora hemes trunsformads o la matri:z A en una ma- 1 1 1 -
T T 7 -1 LI [

triz wscalonsde. Vemsos que sl rango ex 3 & lgual al erden de la

matrit, por lo tanto la matriz A Tiene inversa,

i 1
Contipuande el proceso: En ocasiaones, en lugar d¢ hacer una tabla como la del --

sultiplicaclon del tefcer ejexplo antmrior, s¢ rrabaja con un arreglio que contlene a la Metriz
* + !
renglén por -1 y sumar sl #1 .z 7l mos 1 o] A en 2l lado izquierdo ¥ 3 la matriz I en el lado derecho. 5t --
segundo renglén 0 1 5 Tg _} -l efectdan las mismas irantforpaciones en anbas matrices, hazta gQua
- 4
a g . 1 1 1 s¢ obtenga 1a matriz T en el lade izguierdo. Lo aatriz que resul
1 mwmr 7
Multiplicacitn del tercer L | L £ ta en el 1ada derecho es A'.
- - i ™ I~ 4 I ’ ’

Tenglén por -1 ¥ suaar A o 1 g i} } En forma esqueadtica:
al primer renglén "

o 1 o 8 .1 .1 .

T 7 °r : i 1 '
A.I:| ..t [I-F]

“ n 1 .I _i 1 1 B

Multiplicacifn del segunde A g D EE B :
L

renglfn per 2 ¥ sumar al ™ M - [ 13 ; 3]

1 Q a ] -

4 7 T

primer renglén i ’

b1 0| eI 7—;-1} '7 =4 ‘

1 1 1 I
L? o 1_ T 7 7]

Li matriz qua se epcuentra al final de la segunda colum-
na, es lu matriz identidad, en consecusncia, por el tesrema IV. 5,

1a matriz qua se encuentra sl final Jde la vercera coivena es la ip

versa de A, Far 1o que:
11 4 3
o ¥ °7 v
-1 ] "l _l
w T v
1 1 1)
Tt 7 7 :
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v, 4. SLMA DE MATRICES.

e'ri 1 'ﬁn.
Sean &-{lij} ¥ B-Ebij] dot matrices del mismo orden mxn.
Ls adicidn o suma A+B de dichas malrices #5 una nuéva matylr - - -

Ck{cij] de orden oxan Tal que

€iy7815 7%

Es decir, los elementos de 1 patri: € son las sunas de

las elencntgs correspondlentes de A ¥y B,

Ejemple 1IV. 14,

Dadas las matrices

5 7 -4 -3 3 -2 0 -3
Av | D 4] B~ 2 1 C=|l2 -1 I| D=fl ]
-1 I 1 A -1 L1 1
a) Obrener A+B
bl AQbktener C+D
Solucisn
a} 5 -4 =3 §-4 -3 1 §
AvDe [ D 4| 1| =|0e2 ae1| =2 %
-1 1 2 =11 32 1 5

B} #o pusde efectuarse la sufma C+D dado que las mraotrices mo sop -
del cismo ordemn, en estos casos 8¢ dice que las matrvices RO gon cOn

formables para la susma.

Fropiedades de la suma_de metrices,

El estudiante puede demagtrar Las siguientes propiedades.

Sean A, B y C tres matrices del mispo orden (mxn], ze cull

ple siempre que:
1.- (A+<B)+C=pA-[E+C] la suma e3 asocistiva
2.- A+*E = B-a la suam &5 Cansubaiiva

I.- CExiste nns matriz u'[:lj] [donde clj-ﬂ ¥ 1, i} de

orden mxn, a la gue llasarroos matric nula, tal que
FERTNRY LY

4,- Pgra toda matTisz ﬁ—{aij} de orden man, exlate una -

matriz a 'a qur llamatemos simftrica de A y representaremoy con -
=&, 1al gue ..
Av{-A]w(-A}+A=D

(ficilmente se pucdie comprobar que la simétrica de ﬁ'{lijj e
.A-{.ai_]

]
De la definicidn de suma ¥ lus proplededes anteriores,

vemas que el conjuaza de las matrtices del mlsme orden farman un -

grupo abeliano,

Un casp particular, €5 =l de lax matrices cumdradas de

orden o, ElL coniunte (M3 de estas matrices, con ias operacio

nes de suma y procucte, forma un anillo con unidad (ne conmutati

voj, yg gus,

WA, B, C £ (M} 3u cumple siempre que:

17 A+ B e ()
AB e (M) _ .
2) {A+BYeCe A+(T+()
[AB)C= A[EC)
L} 30 g (M) tal gue  A+0= O-k=4

3 I.e {¥)] =tal que

n A In-In Ak
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) ¥ A (M), T -Ag (M) ctal que Ae{-A)= -A*A 0
5] AsB = Bei
6]  A{EsC) = AB+AC y ({5+C)A = BA + CA

Las propiedades 1 a 5, s5¢ han tratado ¥ para ¢l caso ge-
netsl de patrices de orden oxn. L; propiedad distribucive (6) 1a
dezostrarenes & continvacisn,
Demostracidn,

Sean A-(aijj, E-(hij} ¥ C'(cij] tres matrices cuwales-

quiere da orden n.
De la definiciédn de suma
E+{m {hij+ci}]
De la definicifin de products

A(BC)*(ay 3 (bys¥c;4)

n
ABCI g ayjbyymeyy)
Comp 1w multiplicacidn s dixtributiva Sobre la suma en

C y por las propledades de 1z suza

n 1|
E{E'C}- L ‘1jbi-+E aijcij

i 1=
De 1a dafinicién de producte; A[B+C} = ABeAC.
La segunda parte 3¢ demuestra en forma andloga.
La prepledad distributiva del producto sabre la suma de -
patrices, tanta por la irquierda como por la derecha, pueds gene-

ralizarse (referencia 3 pig. 25) de la siguiente forma:

Definitenos la resta o Sustraccidn d& matrices, s partir
de la suma, como

A-B=as[-E)
lo cusl squivale simplemente & TE3TaT de los elementos do A, lo® -
correspondientes de B, Resulta claro segln la definiclén que, pa-

TA que dos matrices Sean conformables para la vests delien serlo pa

ra la sunma,

Efemplua IV, 15,

Pare las matrlcas

i -3 4 4 2 L]
A= 5 1 B -1 -1 c
i -1 3} -t 1 i
a) Obtener A-B
k] Obtaner A-C .
So0lucibn - .
~de3i -7 )
a) A-PB= 5+i 2
-3 Q

k) A-C no puede ofectudrse,

Froductg por un csvular,

A{EeC)mAB-AC ¥y (BeClA=BA+CA

siempre y cuando las pperaciones indicadas puecan ser sfsctuadas,

Definicidn, .

Sean: A*{aij] unad matriz de orden man ¥ ge C un eacelar.

El producta 5 por A, qu& Tepresentaremos medisnte oA, a3

la matriz

ﬂ.’t'{ﬂﬂij}
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Ejempla IV, 16, Ejemple IV, 17,

[0 -1 _ 13 z
Sean n=3i y A=~} i 3 Sean A= | O 5 ¥ b2
L1 i+ -1 ? 1 1
el producto gh es 13 matrir ’ obtener [AE} ¥ AT .
[0 .3 ) Solucisn
QA= -3 i P3 4 510
L3 -3e6 AB= |0 8 = |5 e
------------- L -1 4 1 z 1] 0
El estudiante puede ficllmente demostrar que esta operd- 5 c 0
cifn tlene las sipuientes propledaden. (AB = [ICI 10 Ii;’
L] *
Sean A ¥ B dos matrlces del misme orden ¥ 0,8 doa ndme- .
) 1 1 a - 5 5 0
ros complejos, se cumple siempre que: - B AT - - . Lty se
. 4 Z I 5 Fy 1 10 0

1.+ (a+8la=al+adh
2.- a(A+*Bl=oA+al

J.- el(zA)={ad)A
Ecuaciones matviciales,

.- 1-A=A

Transpuests de una matriz,

Ejemple 1V, 18,

befinicitn,
. Dadas ias matrices
Sea la matTii A de ordem man. Llamarcmos “transpuesta
: u . 1T -3 n -1 2«1 4 b -
de A" ¥ lo representaremos mediante A , & la matriz de arden nxm A B= |3 2 Ca= b=
(RS -5 4] o0 +3 +X Q 1
cuyes renglones son lias coluanas de A ¥y cuyas columnes son los --
obtensr uns mazrit & Tel gque
Tenglanea de A. .
Az - B =L = Dx

.o deelr:
' Solucibn
si A={a;.) entonces A'-:aji) uc
} &l En este c353 [eNeRos una ecuacidn eptre matrices, donda

cia X . 33 (¥
Se puede demostrar (referencis ¥ pag. 33) que la incSgniza es la matriz x. Este tipo de ecuacionss pueden re-

(AB) = B4 L
* solverse enmpleanda lay propiedades de las cperaclonss que hemas - ©

definfde, siempre y cumndo la ecuacidn hays sido plantesda corTo:
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tamenta,

Para =] ca%0 que mos ocupa, x deba s5er tal que

Ax-B wCeDx
suzande en ambas cienbros
- D+ (Ax-B" }u-Dx+{C+Dx)
-D:-{Ax:hﬁ w-Dx+ (Dx+C)
~Dx+hx-BTw [-DxeDx}+C

“Dx+Ax-BTn 0+C
“Dzeax-2"=C
(~Da+Ax-H J+8" =C+0"
-Ox+Axe (B «B 1=C+l
-DreAxel=C+B
~Dx+hn=CeE

f-Ti+A)xmCR"

(DoAY " CL-DeaIx) = (DA (CBT

-Dx:

L2 suma &% gORmLtativa,

La suma m§ aseciativa,

“Dx a5 &] inverszo parta la suma da
WX,

Lz matrlz nula #3 el idéntica pa-
ra la Suos,

Surande en ambotr wiembros BT,

La suma &3 asofiativa,

-B" p3 el inverso para la sums de

T

B .

4 matriz nula e5 el idéntico pa-
Td la suma,
La multiplicacifn s distributiva

sohre la suma.

Suponiendo que existe (-O+A)"% pre

multiplicaros azbos mirsbros por

dicha matriz.

((-DeA)"F[-D+A)})x=(-D+A)"* {C+BTIPor asociatividad del producta,

I,:-(:DvA]"[c.a']
tx, Finalmenta, comd [; o5 ¢l

coangutatividad 2 1a suma

V50751

Por la definlcién de matriz inver-

idéntico pars =] producto ¥ por la

x= (A=D1 (C+0T)

La que hemod heche es despejur la Inclgnita x de la ecua-
cldn matricial, justificande leos pasus de diche despaje,  Pueden
omltirse estas justificaciones y algures paSos que 5¢ CORsideren --
obvlos, con el pbjeio de hacer mas corto ¢] PTOCEsd.

§in embargo, el estudiante debe vener cuidade a] despejar
una incfgnita de una ccuacifn matriclal, ya que existen difevenciss

entre las propiedades de las operacicnes cof natr}:es ¥ COn nimaros

raples,
Efecturzos las operaciones indi¢adas en la flrvima expre---
sifn:
2 -1 4 a7 3 -5 o '
.Er. - -
¢ o -3 =} A 'Y I F RS B
I -1 3 -7 i B | .
A-Dw : - -
¢ -1 a 1 0 -2
Yeamos sl efcctlvamente existe (A-D)71:
’ : ] 1.1 T |
2 -1t -2o-r o Voxy 0 10 ) 7
' - - |
' - ! 1 ! 1| 1
- 1T @ - g.11 Q- a 1 1 8 -
i} H : [+ 1 4] \ E’_ | z | '2-
1 1]
T T -2 L ‘ '
] - L1
y BRI LRLY o Y "7 | e -2
Por lo que, 14 incégnita x puede ahtenerse comg: !
«2 1 é 2 -1
=i T 1 . -
x= [A-D] [CeB ) = T

o -2 =1 =1 1

;[ s 3
LI [FR - 3

Finglmente, 1a matriz pedidas as



[AR = i) =@ [BeC)

5 5 3
T T T .
. Par ejemplo, con las matrices A ¥ B del =jemplo anterior
1 T 1
¥ T - teneapos que

AN = AL pero B0, por lo que no podemos cancelar A.
Nota. Aungue [A3-AC) = [E=C), sI se cumple que
[(E=C} == [AB=AC)} W A,

La principal diferencia entre las matrices ¥ los nfimeros

Teales es que, mientras que podemos sumar o multiplicar dos nGme--
ros cualeaquiera, ng ileepre podemos hagerls con las matrices, Su Antes de pasar # 1z seccidn sig{iente, es conveniente rels
poriends gque pueden efeciuarse las operacicnes indicadas, enlista- rar que gunque fesos definide matriz como un :rrf:lu de ndaeros --

mos a continuacidn las principales diferencias entre las propieda- (reales o conplejos}, e} concepto do matriz puede generalizarse ca-
des de las operaciones con nfimeros ¥ con matrices: mo "un wrregle ce nfmeros, funciones u operadorest. En ol siguien
1] Lz multiplicacifn de nimeros es conmutativa; la multiplicseidn te capliulo y en cursos poateriores so verd 1o utilided de dicha -

dr catrices no lo es. extensida,

2} Si definimos A®=AA, €] desarrollo matricial (a+B}'=A"s2aB+p?
¢5 en general falso (coma consecuencia Fc 1}. E: Jdesarrollo co-
rrecto es (A+B)2eal+aBeBA~BE,

3] El producic de dos ndmeros diftrnnt¢; de fero RUNCRE =% CeTa,
perc el producto de dos matrices diferentexs de la catrir nula --
puede ser lgual a cerc [le matriz nula).

Por ejemplo, al

3 3 1 -2
A= ¥ B~ )
1 1 -1 2 .
o tiene que  AE=D ) . p i, .
4} Li ley cencelativa pare ol producto se verifica en los niimeros, - ,
r

PETD na &0 las matrices.
) Esto &5, 54 a, b e R ¥y s¥g
(ab = ac) =5 (b=c)

pero =n las matrices
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Iv. 5. SOLUCION NE SISTEMAS TE CCUACTONES.

Coap vimes 2l inlcio de 1z seccién IV. 3, podesos repre-
sentar ol sistema
20x, +100x, +40x, «400
.. [

ﬂxlf X, -

x - a
etdiante la expresidn matricial

AX = B

A esta ecuactsn matricial, donde X es la matriz incégni
ta o indeterainada, se le conoce cowmo “forma matricial del siste-
ma de ecuaciones [43",

La matriz

[zn 100 40]
A=
g . 1 -1

recibe el nombre de “matriz de coeficiontes del sistema’™, ¥ w las

-matrices
Ky 400
= N b= :
Xy o

se les llama "vector <e incbgnltas™ y Yvector 2e términes indepen
dientes” respectivanente.

En peneral, la forem matricial del sistema

LIRS IR TRERT R e il

By % 8y, %,

- + -
ce-ta oEn b:

P L T Y

'nlxl*'m:::"“*lmnxn'hn

IV.54/5%

4

Ax=E

donde la matrir de coeficientes o5 la matriz de axn:

28, Byz ... 3 4
4 a a

1. rr af
' .
a a ve. @

Ful nx mn

el vegtor de incdpnitas es la matriz de& nxl:

- -y

X1

X
n

¥y el vector de térninos independientes #3 la matriz de mx1:
_b., )
g |

[ Pr]
Es claro que resolver la ecumclén matricial Ax-b es
equivalente 3 Tesolver ¢l siscemsa, por lo que une 2olucidp de diche

gistema serd una motviz coluzna de 7 Tenglones

F' . [ki % CJ

Ak-E.

Definirezos una matril mfs para el sistems, & 18 qua 1la-

tal que

paremos “matriz ampliada” del sistema, la cual juege un pepel impor

tunte an ol estudio tedrTico de los sistemas de ecuaclones,

[



Definicién.

La matriz ampliada de un sistemg d# ecuaciones, gque TepTe
sentaremos con (A, §), s la matriz de orden mxfpel} que Tesulra de
aumentar, 4 la matriz de coeficientes, el wector de 8rmines inde-

rendientes. ; . .

Entences, la matriz awpliada del sistema es:
.

a0 By e B bl
B, B, e CA b2

[ﬁ..E}' N [ T
Ham1 PR bm_

Gistemas_incompatibles,

21 analizamos el sistema
x:+x1+1:-&
z, 4%, -2, =1
K 4K X -0 )
vemns que las ecuaciones la, ¥ 3a. mno puedep satisfacerse simults-
fezmenite, Y& que no existen Treg nﬁmeruslxl, %, X, CUya SUMa 5e8

lgusl a 6 ¥ -5 & la vei. El sistems es entences incorpatible.

Veamos que sucede con los trangos de las mairices

T T 11 &
A= 1 -t y  {AB)-1 2z -1
R I 11 -8

Al mfectuar selamente transformactents pov renglén, e3 -
posible deterninar a4 la vel 182 rangos de las matrices A ¥ (A, Bl
agperando schre la matriz ampliada, Pa cual contiene a la matriz A.

Transformarc=os entoflces ef Una mAtTiz cscalén el si--

guiente arreglo,

4

1 1T 1 18 111':5

2 S SRR | IR PR T B
0 1} 4 '-1 ¥} 0 g ' 1

(A5
De la Cltima matTiz vemos gue
R{A) » 2
y R{a, B) -3
#3 docie R{A) < FiA, ©), que as una caracterfstrica de todos los -
sistemas incompatibles.

Sabemos que el slstema es incompatible porque les ecuacia
nes 1a. ¥ Ja. ng admiten sclucidn simulténea. Daremas otya pruchm
de la incompatibilidad de dicheo sistema: . . . .

La dltima marTiz

1 1 1 6 .
] 1 =1 =5 ) .
1 Q o 1
Tepresenta &1 siguiente sistema oguivalente
Aptx,*+ x,= b W
Ox,ox,-Ix,= -5
Ox,+0x,+Cx,=1 “
donde vemos que ne existen velores para x,, X, x, que satisfagen
ta 3ja, ecuacifin. Esto implice gque el sistema squivalente no tle-

ne solucidn y en conrsecuencia el sistema original tampoco.

Conviene hacer la siguiente observacifn,

El rangs de la matviz ampliada de un sistema de ecuacig
nes lineales, es ipual al range de la wmetriz de coeficientes o =g

¥oT en utia unidad, peT la que:

R(AY £ Ri{A, B}
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taz

En ¢fecio, séa Un Sittema e m ecurciores con n inedgni-

inn o1 e . LI
LT BT B D famnxn-hm
cura matriz de coeficlentes es:
.'II nJ.:l T
3 a - a
A= T I it | ... .(12)
_'u: i == gn
y cuya aatriz mopliada es:
ll“ au e .111. b.
[ a L. 4 b
{A,Fj- il ia in i NEET
_anl lm: vee dpn bn

Sex nl rango de la ratriz de coeficienzes R[(A)}=r, Efeg-

tuando en (A, B} las miszas transformaclones gue s¢ efectdan para

llevar 1ln matriz A & su forma escslonads, obrtendrezps la matrizs

rl [=r P Sir Conpey oo €in dII
1
T 6 Ci1 ree Cpr Carrey oo Cin d:
rTenglones o o e, cr;r‘* X e dr
[+ i} . 0 i aea 0 dr+1
[+ v} . 0 o] . Q d'

continuande ¢an &l procesc, hasta ETanSformar #3ia =alrii en und mR

I €y +-- g itrer ' Sin d:
¢ Eix = Sir Farrn “+ Sn d:
] ¢ - Cor Srrrer 't S dr ETY
¢ 0 e L]
o .. ¢ Ces i
hn L] e 4] Q . 0 « 0
c,j-t si j=k } pars slgdn kz i,
donde P
‘;j'“ si j<k

Existen entonces s51o dos pasihilidades

a] 81 e=0, RiA, Bi=T=R{A)
b) §5i orly, podemss dividir el rel &sima venglén en-
tre &, obtenfiandn:
) L Sya trr Sir Syrrep ot By dti
Q %2 Lyr fr+1 €ia d:
I R I
30 C€r Crera, err S 4| L. L0152
¢ 0 vo. 1 o I | 1
4 & o B ] - b
ﬁ . é s q g ' ...' o 0]
de donde  B{A.BE] = re1 = R[A)Y+1
Entonces R[A) < _R(A. B1.
Par tante, hemos demostrads que R{A) £ R{A, B),
Teorena IV, 6.

51 #n un sistema de escusciones linealas

R{A) « R(A,B)

trizt escalonada chtendremos:
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Dexostracifn
Si R(A) « R(A, F), 1a watri: ampliada del sistema {11}

En esta Gltima, el 7+1

»

puede transformarse en la matriz (1%},
€simo rengldn representa la eruacidn

' Dx, +lx, +

+0x= 1
de un sistema equivalente.
Obviamente, esta ecpacidn no se satisfase para ningln Con

sevy X, PBT 1o que el sistema ez incompa-

Junto de valores LI A
tible.

Eiemplo IV, 15,

Investigus si el siguiente slatepa de couaciones tiene sg
1ncidin

Ix +Ix o5k ," 2

ﬁ:l~i:=-l$x.- 1

Transformemos la matriz de cpeficientes en und matrl: cy-
calonada

z s s [+ 3% |3 %

-+ -

1] 9 1% i 9 1= i] 4]

e R{A}w1 M

Transformemts ahora la matriz wmpliada eo una matrl:z esca
lonzada _

- ] I T | L

- - -

L5 8 15 1] & 9 15 1 ¢ v a4 -5

- 5 g -

11:“ -

-
LD a 1] 1)

RIA BY= 2
Como B{A) ¢ R{A,B), el sistesa no tiene solucidn.

Ohsfrvese que se¢ hubiern llegado a la misma conclusidn -

de haber trabajado ditectamente con le matriz ampliada,

Sistemas compatibles determinados,

Aanalicemos prizevamente el case particular de los siste-
mit de n #cusciores con N incégnitas, en los cusles la patriz de -

coeficientes % de rango n.

Un sistema de n acusacionss con n incégnitan tlene la for

ma P -
X L X = b
Hll ] -'”1 n 1
*
a0 == * % In T h'
. ' . P or 4 e m
P e
a - S P D i = b
mi i nn n n

En es5te case, la matriz de coeficientes 3 la matrii cua-

drada de @rden n .

a . -~
L ' 1R !
a - a
A= 3 oav 1T, am
.o .
- .
a . ]
1 ! nn

. ) .
y £1 ademls R{A)-n, por &1 teorema IV. 4 existe su inverza A
El sistema puede escribirse como
Ax=B
+1

Premultiplicando ambos mismbTos por A7 -
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que Tepreasenta al sistema squivalents -

T2 3! g 1 2 31 & 1 2 31 5
| X = + * -d
2-1 4 uf-fe-s-zt al+loa 1! os|- el imen
| | | N x =
0 -1 1t 1 3 g -1 1, 3 0 -5-2 1 1 2 Cin*n"Y
(A.B} . e e
Jr 2 31 s {2 31§
~ e 1) s 01-11'.5 x4,
o0 o - 1 -T4 | I DT

¥a que les ecusrCciones representadas por los renglones n+l, ., =
be la filtima matrlz vemes qus

4
R(A)=3 0, +0X,* .., Oz =0

RiA,B)=% . )
(4.D)» ¥y se satisfacen para cuslquier Conjunte de valores x,, %, ..., X_.
ps decir RiA)=R{A,F)

son todas de la forma

n
‘ . El sistema mgquivalente tiezne n ecuacionsy CON n incdgnl-

Adenfis, R{AJ-R(A,B)=n. que er ume caracterfstica de lox tas, ¥ el rango <e su matriz de Coeficientas es tambiln n, por lo

sisteass conpatibles determinades. que &5 compatible detsrminade.

Tgorema I¥. 7.
S5i en un silstema Jo W ccuaciones linwales con n incdigni- Ejemplo IV. 21,
tas . Resolver «] $lstema
R(A)=R{A,D)=n Ix e 2%, %6
entonces ]l 3istems e coepatible determinadoe, - x,=1
Demostraclén, dx,+ x,=T Pt
51 R{A}=R[A, Dlen, la matyi: ampliade del sistean [11) Solueidn .
pusde tranaformarse on la matri: 3 Calculemps los rangos de & } (A B) ;
(1 ey - v v €y d] [+ 20 6] I éizq 1}32
. =® LT L 1-I:|I-!-1I|1+D-§I:-l -
renglones| |+ + - - ¢ - b e . . : 5 .
S e A e e e e e e s & 1+ 7] 4 1 ?u 0 TI:'I
_ R B ) ' ) : ]
6 ¢ ..... 0 ¢ 1§:|: I
. B T T oo . I .
e e L 0 0] ~Joaigleo 1 g
_u-g.:.-l_ 0 n':_
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veass que R{AF=R{A,B}=6=2, p2r Ic que ¢1 slstems #5 compatibla de damas a x, el valor de & =2, tendremocs

terminada. xR ov5x 4 oa 2D
Reasslviendo 2l sistema !quivalfnte . LI 1 v i
x,*%x,* 2 De la sepunda ecuncidn
x,= ; ’ x =2 )

¥, sustituvendo en la prinmera ecuacidn

¥, v % =6
1 con 1o qua hemaa abtenido la solucidn a).
*2" ¥ 50 ¢n e] sisremp equivalente hacemos ahoys ¥ =1, obtene-
rrrToTrrrroTTmTEEE R T mos la solucién b)Y,
Slstemas compatibles {ndaterminadoa. ) En gerncral, haclenda x,=k {una constante arbitraria) en
Volvamos musvemente a1 sistema ' ' el sistema equivalente, obtenemas .
20x;+100x; 140x, = 400| ) . . X, 82, 2k=20 ,
0x = - x,= 0 K, ke 0 .
pars al que, al inicio del gapitulo, dimos las solucianes De 1a segunds ecuaeién
e} !1-5' :I-E, x'-i %, k
y b} x =13, x,=1, x,*1 ¥, sustiturandp en la primera
Veamos sahora cuales son 1o 7anges de Ay {h,Ei : X +She2held =5 x =20-7K . . y -:
Dividicado entre 240 el primer rerglsn de lz mstriz sm- con 16 que pedemss dejas la selucifin en funcibn de k como
pllada X, 20-TF
[zu 100 40 T"‘“’:I . [1 I zn] - el (16)
0 1 -1 0 ¢ 1 -1 D x,- k
En consscuencla A la exprosidn (18] 1e !limaremos solucidn general del -
R{A)=R[A,B)=2 distema (4), ya que, para cualquisr velor de k, los valores de x,,
$i en el sisterz 2quivalente x,y =, dados por dicha cxpresitn constituyen una solucibn del sls-
. x +5x +ix = 1N ) tema, . ’ '
X x,= 0 Recordeass gue 2l sisteaa (4] nas rveprasents ol problems
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_de spcentrar vl nlmero (a;, x;, ¥,] de objetos de diferentes tipos
;{A. B, C) que a& parden tabricae, por le gure 15 soluclén estd res-
tringida & valores entesos no megektives (0, 1, } ...} de dichas in
clgnitas. kotonces, de {16}, es fhicil obseivar que k pueds pomar
Gnlcamente los valores 0, 1 vy 2 (k 23 harla x, negativo).

Tenewos por tanto un sistenas indeterminado cen tres SﬂlE
ciones [para k=0, 1, I1.

5in embarge, 8! consideramas un problema =n ®]l gque las -

incégnltas x , x, ¥ ¥, pueden tomar cualquier valor, tendreacs un

1’ T
sisTema indeterminade con un ntmerc lnfinito de soluciones (une pa
ra <ada valar rerl de k}. ) ,
Consideranda muevamente los rangos Jde A y {A, B) ¥ &1 nt
rero de incégnitsas n, vemaos que, pari €l slatema del ofemplo ante
Tior
R(A}= R(A, B) < n
qué# e% una caracterfstica de los slstomas compatibles indetermina-

dos.

(Jegrean IV, & - .
51 ea un sistoma de m scudcionexs linsales cen o incdgnitas
R{A)=R({A, B)=r

¥ ¥ o<n

entoncos ¢l sistema es compatible lndeterminado

Cenostracidn
5i R{A)=R[A, B)=r y v« n
la matriz ampliads del sistema {11} puede readucirse s la forma [14),

dande e=Q,

Los primeros T repglonss de diche matriz son tales gue su

primer elemcnto distinto de cero a3 igusl o uno y #l ndmere de ca-
Tes anterici#s a diche elemento aumenta de yengltm & tenglén,
5. llamamos 1, z,, ..., LI ing Inclgaltes cuyos comfl

clentes sun los elemenios menclonedos, podemos ordepur al sistems

efulvalents e¢n 1a forma
" LR - = =t ra™
AT LS Pt Py e, Pinda

gt et ptrzr.d!-p!,r*‘11T+l-' . .-p’htn

lr'dr-pr,r*|=r+|' -="Praly

51 asignamos valores arbitratios a las Inefgnitas tya,s

4 L trasladadas a los ssgundos mlembros, al slistema ps -

peptt e
compatible Jdeterminade en 15 ilncdgnites :I, Toeeeny :r.

Akora bhlen, comg o 12 Tra remeniy podenos asigherles

re, !
un plsero Infinito de valores arbitrarios, el sistean adenfs ds -
18T compatible €5 indeterminado,

Ejenmpla ¥, 22 T,

H Resolver ol slgujente sistems de ecusciones: -

LS S IR N AR

I +5u - v v = A . .

A rx +hx -8x -Bx = 0
Solusidn, .

Calculazmos primsro Ios rehgos de A y [A, ) I

tro sz i 1o ez -15 I

5 1 -1 1 44| |0 0 -4 7 T - .

1 v 5 -9 o-g,0] |08 4 -7 T
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]
] s 1
[}
«lo 6. 7 7ia| <o e 0 -} Ik
1
o0 0 0 0
Como R{A)=R{A, B)=isr £l sistema es compaiibla,
Coma v < n, (2« 5), ¢l sistepa o5 indeterminado.
Tenepod ahora e] sigtems equivalents
Ko *X *x ~Ix -x =1
7 7 1
LT TER T
Las dus incOgnitas que dejamos wn el sistemn squivalente
son z, ¥ 3, ¥i que sus coeficlentes sum las primeres clementas dis

tintos de core #n los Tenygloned de Js Oltiea maevTiz. Cn consecuen

cis, tresladamcy las tves incdgnitas restantes s los degundos miem-
bras da 13s ecuaclones,

Asignando a x

Tencs 2l sfistema
x,+x, =1k, + 2k, 0k,
1 7 7
x, - T - T_'[l- ]_k,

an la& primera acugscidfn obienemos fipal-

L

Sustituyenda x,
mente
x =y (5-4%, vk, -3k,)
Xk,

x,m1 {147k, 07k,)

que w3 la splucidn peneral] dml sistemsx.
5i por ejemplo hacemos

vl k=1, %,=0

iv-70,:71

X,r ¥, los valores x =k . x =k ¥y x =k 18

obtenemos la =olugith particular,

x;*%. xp=l, x,-%. w1, xpe0
Otra solucifén particular serfn
_ xl-%, w0, x,= -}, z, =0, x =0
ﬁue 18 obtuve pava los valpres
) k,=k,*k +0

Los resultados obtenldos &n #sta seccifn,pueden resumirse

#n 8l siguiente cuadro

Determinados
Competibles r=n
R{AJ=R(A,B)ur Indeterminadaos
Sistemns de ecua rT<n
ciones lipcales .
Ax = & Incoepatibles
R(AY<R(A,B)

Las copdiciones que aparecen en el cusdro,fueron enuncie-
des en los teoremas IV, o, IV. 7 y IV, 8 como condicienes sufictien~
tas. No es difficil prabar que dichas condiclones son tambifn nece
sarias,

De los eriemples wtilizadons en el desarrollo deo esta saccidn,
& Ve qué LT Praceso convenlewia pars nh;ener anluciones de sistemas

. ]
de ecusciones lineales es el siguiente:

R |

] Se& gbtienen los rtangoe de A ¥ (A, B) trabajando directamente -
:nn-la matriz ompliada.

2} 5S¢ claxifice el sistema en base 2l cuadro antericr.

X) De ser compatible, se¢ trabajs con el pistenms equivalente repre
sentedo por la motriz sscelonada que se ohtuve al celcular los
TAngos.

4) Se trasladan r-r facSgnitas & los segundos miecbras de les --




ecusciones, de tal forms que se obtenga un slstema compatible

detorminede en t Incédgnitas,

5] 5Se vesuelve el xistema obtenido em 4 por cualquier mérodn (ma

triz inversa, sustitucldo, etec.}

Ejemploc IV, 23,
Rexolver ol siguiente sistema
-1x|*x:'¢1'-101‘+22x,v4x‘- -3

x -Zx.-{x‘ - Sx‘- X, = 3

-Ixi+2x!¢ix.fS:‘+13x;+4x.--£
Iny-Zxy - 2% w3 -21x +dg, = 15
5x, *10x,+20x -I5x -5z =10
y CE ex el edm ~Gupex -]

obtengemas los rangos:

|

4 1 .4 18 22 &4 | -8 "1I
1o 2 $ -5 -1 24 |-v
-2 7 4 5013 t-s| |2
1 -1 -2 I N 1 15 3
5 to 20 -25 -5 14| |3
| 1 -1 .2 -1 -6 v 2] [
(1 0 2 + s -1, 0N
[ i L] t o} o
oz & 33 2o g0
1o -z -8 -9 5 61 9 a.
¢ o o o o o! o
o -1 -4 -5 -1 2z o] o

-2
=1

2 |
-4 -10
4 1
-3 3
o240
=2 -1
z 4
4 1]
B 13
-8 -4
+4 -5
o 0

]
21
13
=21
-i5
-6

= Y L e e

2 kO ok D -

10 2 &4 -5 -17] 1 0 2 4 -§ -1 2
21 4 & 7 01 01 4 6 2 0.y
0 @& 0 % -1 213 0 06 0 1 -1 2,3
B0 0 3 -2 &7 o o 00 1 o:-2|"
[
9 0 ¢ 1 1z 6 0 0 0 2 0 -4 -
000 00 o orp/ {0 0@ o 0 oo
0 2 4 -5 -1, 1] '
b1 4 & L oi-1
200 ¢ 1 -1 1.3
“le o 0 0 v 0z
0 0 0 0 0 640
9 o 0 o o olg
De gsta matrip podemos cbservar gue H
R{AT=R{A ,B)=4 {sistema compatihle),
Tencmos entonces r=d
y nesbt (nGmero de lncfgnites), per lo gus
ol sistema en cuestidn &s compatible indeterminade, ar
El sistexa eguivalente que Tepresentn la Gltima satriz es:
X, S ERE E SRR I ) ' ‘

Xty rha vIx, =l
LR PR )
i, =y .
Coma se¢ dije anteriormente, debeags despejar n-r=2 incédg

nites, dejando Jdel lade irzquierde equellssy cuyo coeficiente os el

primer uno Jde cola renglén de la matyli escalonada fxl, Ky Koo x,.):

ay by =Sy aleIxoex,
'ﬂ. - - d
x;ﬁx~ Tz =-1 4:.
X o-ox. J-Z.‘x.

X - -z
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Dands valores arbltrarios a X, ¥ X . - _ . .
H . x, 22k 4R -4[3-2Kk,)-2
x,*k, . x, -1-4k -6{3-2k,)-8{-2) ) '
x,vk, ' i 3-2k, -2 .
cbtezemos ol zizteow x4 | v e .
X, *Adx, -Sx, =22k +ky finslmente . .
X +6x, v 2%, - 1-4k, %, -12-2k +9K,
. x, -3 -3k, +11k,
K - 2 =3-2k, \ X, - P2k,
1‘--2 ) K‘ -2
Este sistesn #% dea lu forma . Entences, la solucidn general del sistema criginal es:
AX=F . X, e-12-7% +0k, e .
donde Hym=dedi +12k,
Il-_'l'.L
1 0 4 -3 X 22K 44k, . eihak . _ . .
01 & - ‘ -1-4k, It- ; 1
AT le 2 1 1 N b | 5o, . ok - T
o0 LB X . -2 . ; - TR !
AR .
¥ podemos resalverlo utilizando la matriz inversa de A, como . ' . "
SeAT g S Tttt st -
- + t_.
Comn es ficll verificar: L. " :
Ejemplo IV. I4. ! .
1 g -4 1 .o . :
. 0 1 - & . Sea #] sistema L+ytles . ) . -
=1, -F
Ao 1 ‘ x-2z -4
aa o Sy 2yeg n
Por tento 5x+2y+Bz=0 )
%, 1 0 -4 1 -2k vk, ’ LQué valores ﬁuude tozar 8 para que ls solucifn del sistems soa dni
b I T T -1-4%
' - ' cal Dando a B uno de eses valorer resuflvase ol sistems,
x, g 0 1 1 3-2k,
X g o o0 -2 Soluclén. -

L3 splucibn del xistepn ey Onfca para #quelles valores de

B qus hagen R{A)=H({A,B)=n

Reduciendo le matriz ampliada 4 su forma escalonads: .
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e e

fr 1 1} 11 16 11 1 | & :
1 0 -2 :-I q -1 -3 :vlﬂ g1 X g llamada solucific trivial. Ademds, en Ul sistemd homogéneo se tia
¢ - . . 1 - 1 -
32 8,8 q -1 310 0 v © ' e - ne sigmpre quc
5 2 8! b -3 -Siﬂ:-lﬂ 0 -3 -5+8 -3¢
- \ ' R{A)=R(A,D)
1T 1 1 .+ 6 T 11 &
o 7 5 10 B 1 -3 110 - puesto que agregando una coluena de CeTos no puede elevarse el raf
[]
"lo o o ol T|o e 40 gon de una matri:,
| 1
[0 0 d+p I ", 1o ¢ 0 @ ) Si RiAlwa, £l sistema s30lo admice 1p a¢lucidn trivlal ya
L - - : - -
Ve la ditima matriz vemas que gue la sclucién Je la ecuacifn
51 4+B=0, RI{A)=R{A ,B)~*? (compatible indeteraminado} ATl
L
S5i 4+B40, RIA)=R{A D=3 [compatible dererminade) . e xap loed.
for tanto, el sistema tiene solucidn ET:“ ¥YeoocokRopto -4, i R(AJ< n, ol sistema £+ indsterminade y admite otray -
S5i Bf-4, de la fltima matriz s= tiene el sistemd equivalente solucjones adenss de la trivial, las cusles pueden obtenerse median
xvy+zaf .-
te cualquiera de los procedimientos vistes antarTicrmenta,
y+3z=10
L -
[4+8]) z=0
cuya solucldn es
- . []
x==4, y*10, =0
e m e s s omeomemeommomeeeae e meaaae o om »
. '
Sistemas honoréneos.
A los sistemas de ecuaciones lineales de la forma : .
. 1 "
Byy X tRy Xt ... toag o xoo= a - T Yo
a, F ‘B 4”."‘!-‘" xn-n . i .
- - - - - - - - ."r L] l‘lli‘ 4 ; + +n+ - - L) L]
'n, ¥, a“‘ x: MRS an  *n ]

Se les llams sistemas homog#neos.
La tepresentacidn matricial de un sistema homopénea es
AT=0 [donde O es la matriz rula de orden 2xl]

Estos sistemis son Sieaprs compatibles pucsto que admiten

la solucién
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Iv. &, DETERMINANTES. ¥ s5¢ 1# Tepresenta con det [A), S dice que £3 un determlinante

de sepunde orden, par ser lm Batri:z de orden 2, ]
Consideremos el sistema de ecuaciones Para dosigonar el determinante de la matriz A se emplen
;ilxi.;ltxl.h. an la sipulente notacidn
a,. x *a % =h A, B,
PR R "A,,84780,8,, ., . .. (20)
cuys matrii de coeficientes s a, L.
t a, donde hemos reepplazado lod paréniesis rectangulares por Larras -
A= .
[F’J a‘l] varticales para distinguir Al determinante de 1n matTiz. Es im
Fara eliminar X, por sustroccién multipliquemos la prime portante subrayer que, mientras que 1m matrir ey un arregle de ng
ra ecuacibn por a,, ¥ la_segunda por 2 .. €on lo que results ol - mergs, @l determinante es un ndmera pazfectamente definide por 1
slstemn equivalence. matrlz cuadrada.
TR R N TR R T L _Por @jcrplo .
. - -z
4 R X %A ar X, Ilgh= af-2){51-(3}(-1)*-10+3=-7
restands la sepunda scuacidn de 1g primera -1
[“L|‘::'“1:“:|]‘:'az:h." b ’ Lot numertadores de las exprasiones (18) y (19] tienen la
I 2 .
si o a8 . -0 a, 44 ' . ) misma forma que el Jdenominador, o sea, tedbién son determinantes -
byay -3y, de segundo crden.
LY T A, -8 - ’
11hxe Tt De acwerdo con 1n expresifn (20) gque dafine al detorml-
En forma similar podemes ocbtener nante le segundo erden, podemos escriblr )
T
- a,,b,"bja,, (19} . P
Toom AL, T . Ai: . ST
. x'l-. . . c .r [
Sustituyendn en las ecuaciones (17}, los valores de kK ¥ - 111 Ay . '
%, dados por las expresiones (18] y (13), puede comprobarse fdcil- far Faa] . .
mente que se trata de una solucidn. . #1715, \
; b
El camin dencminador de las eapresicnes [18) y [198] esth Xy" i TN i e . oa
expresads en términos de los elementos de 1a matriz A de coeficien i B
r1 g

tes. A eite nimeroc se le¢ Conoca como determinante de la matriz A
. El numerador de la Primera eupresifn ez ol determinante
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de una metriz que 36 chriene & partir de 'la matriz A, sustiturvenda
la columne de coeflcientes de ¥, por el vettar de térainos indepen
dientes. El nuaerador de la segunda expTasisn cs ol determinante
de atra matriz, que 3¢ phtlens tambifn = pl;tir da A, reemplpzando
shora 1a ¢olumna de coeficientes de.x, For #l vector de términcs -
independicntex. *

A lpg tegla superida poT estas &Xpresionel PI;I resolver
un slateme de e:uléiﬂﬂﬂs g¢ la tonoce comd regla de Cramer y cbvla
mente &3 Aplicable slempre y cugndo det (A) 4 O

Consideresns shors ¢l liltemg.dl 3 ecuaclongs con 3 ip-
LSgnites -

Ny x SN, R v X s

> * -
FTETRLFPLALIE SN

ew e .. L2170

x +a, x *a_x =h '

"1. 1 11 = 11 1

cuya metriz de coeficientes o3

by B Ry
A= a,, &, &,
L a3y,

Mediante un proceso similar 4l eppleade pars el sistens
(77), encontrames gue los velores de lak dncégnitas que satisfacen
el sistemd son

- bIljjal]‘a[’blili.‘]t.llbl'.llljlbl'hlalla!]-.llblall

LR .- - — - {ii)
1 .'ll.}lall‘ailllll‘l*aii"|.:= a]l‘:l"l ai"a"l“l allill...

.= a||b;nl|+a1:a:|h|+h:ﬂ::alldul1bqa:|'.lLH:;bi'httlla!: (23)
O T e i T P T PR L e T P T i S R R A el k|

xym i T TR M Thl TRt P L bt DI Sl Thd TS PLE LI ST bt That (24)

By Bzplg ¥, 0y By 0 Gl 8 m ) 3,8y R L0y By, md 3,8,

Al comdn denominadar de las expresiones (22), (23) ¥ {24)

$o lo conoce como detarminents de la matTiz A y e3 unm deternlnapte

da tercer vrden. Ls wxpresidn que define al determipante dea tar-

Cer grden ang

i Ry R,

A, ¥ my, ,

L L R AT T PR I N L L TR LT L b

{153

Ay, 1y By PRI TR TR P
Por ejexple

1 a -3 ) )
-4 5 2 'E‘]{51[0}+(ﬂ][2}{;}*(—I}[-l][-2]—[-1}{5]{1]-

1 -2 0 (O (-4 - {13 (ZIC-2D=0e-24+15-04d=-5

Da gcuerdo con la expresidn [25), podemos escribir la 0

[ |

lucifin del sistema comg 3igue -
b, &, =, .
b, 8, 1
by, By, &, el ‘et
- , .
Ay ¥, 8,
a;, 4,; 1y,
Ay, 4, 2., . Y B
a,, tl' !'II- ] * r .
CYI dra - e ae

34, by LT

LA
@y, &y &g Pt
, dr1 ¥z 13 +
A,y By, Ay
- a,, #,; by : £
ajy My, by -
'
8y 44 B \
E T
i, My 1, .o . "
iy a0 Mg
Byy By A4, N i
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con lo gque results 18gico tratar de generaliczar 1o regls da Cramer
para =1 caso de un sistema da n ecuacionas con n incdgnitas, gin

tmbatgo, requerimes de una definicién para e] deterainante de or-

den n.

Definicidn de determinante,

Queranos generalizal la definicidn de determipante pars,
un n arbltraric, en base a 1lad expresiones {203 ¥ (2%) que definen
a lox deter2inantes da orden 3 ¥ 3, resdpeciivamente.

S5in esmbarge, no ex poiible hacer etto del misao modo (e3
decit, resplviendo en forma goneral un #istema de ecuaclones linea
les)], pues & medida que aumepts n,los cllculos se hacen mis compll
cades y, slendo n atbitrario, son prictlcamente itrealizables,

Estableceremas une ley generel examinando lgs determinan
tes de segunda ¥y tercer orden, ¥ TomaTesgd exla comg deflricibn
perd el determpinante de ordan ﬂ+ Antes, definiremos los concep-
tos de permutacién y clase de Una permutacidn que necesitaremes pa
ra ello.

Las perputaciones de los n nlmeros del conjunte [1,2,3,
«v. 0} son las diferentes maneTas en que pueden ser arreglados,

Por ejemple, las perditeciones de los nlperos 1,1,3, soR

lox arregios

*
L

= = Rd 2 L e
-
b bl bl e e 3

* *

El conjunto de todas las permutacicones de n ndmeros, es-

ta formads por n! wrregles o PeTRULACionex ¥y se represents PAr S, -

Wv-82/83

Llamaremos petmutacién princlpal & squella en la que los nioeros -.

aparecen en el orden natural. Y

: En el ejemplo anterior tenemos 3!e8 permurasiones, donde

la pearmutacidn principal es 1, &, 3. 1
Consideremos upa peroutacidn arbloreria a,, a; .00y a1

de los ndmeras 1, 2, ..., 0, Diremus que dicha permutacibn ea de
claso peT © impur segln exista un ndmerg par o lmpar de inversio-
nes en ¢l orden natural, es decir; parejas {nl,nk] tales que a, Pre
cedn a a, e Jo permatacisn ¥ ag tey - A la pereputacidin pripcipal
le aslgnaremos la rlase par.
. Pary las permutaciones del ejemplo tenemos que:

1, 3, 2 es de clase inpar ya gue existe una pareja, la -
pareja (3, 2}, tul que J precede a I en la permutacidn y 243,

2, 3, ! £5 de clase par ya que exlsten dos parelas, (2,1)
¥ [3,.1), tales qur I precede 3 1 ¥ 1<2; 3 procede 2 1 ¥ 1<3
" 3, 2, 1 es de clase impar ya que existen tres parejas,
(3,2), [3,1) ¥ (2.1), tales que 3 precede & T y 2«3 3 precede a 1
Y 1e3; 2 precedv o 1 y 1€, -
' 1, 2, 3 es de clase par [por definicisn).
Procediendo en forma anflogs vemos que: , )
2, 1. ¥ es de clase impar.
3, 1, 7 e5 de clase par.
né;nrdandu la expresién qua define al det:rtintnt:_dn o,

orden LRI, B -, .

- -~ " - r

chservamos que: T



El| ﬂ.l, Ty “l'.l.

de los ntmeres 1, 3, ... 5. Fara exte permutecién definiremns
c=+1 ai la pereutacidn as de clase par

i=-1 s$i 1s parmutscidn es de clase lopar

Formemos el producto pruvi;tu da signe

e Mg {26)

[ 3 ]
a, i -1

Ia

Coma el conjunta §, de codas lay perautscicnes de n ndme
ros esti foramda por n! srreglos, podemos foraar n! productes del
tipa (26}

El determlnante de 14 matriz A I; define coma la suma d=
estos p! productos dotados de signo (& 1oy cuales se les llams tér

minas del detarminante}.

Definicidn.

det [A}-En: .’“| "“1 s 'nun RN 13

De 1a definicifin anteriar se corcluye que: .

3) Pars chtener todos los términos del desarralle de un deteTml-
nante, basta con escribiz el téraino principal (multiplicande

tos elementos sobye la disgonsl principal) ¥ o pariie de-éxte cb-

tener todos los deeds dejando fijes les prieeros Indices y perma-

tando de todas laa maneras posibles los segundos Indices.

2] Como de los segundes Indlces hay n! parmutecianes, ls altad -
de Elli; par ¥ la mited do clase impur, habrd n! términos en

el des:rruliu del detarminante, la mitad con slgao » ¥y in mitad

-

con signa -.

3] Los signos + ¥ - se aslgnan segdn la permutacién de las segun
1

dos Indices sea de clase par o lopar. Coa
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Ejemplo IV.

Obtener el deserrollo del determinante de 20. orden a par

f
‘tir deo 1la definicién

De wcuerdo con lo anterier, €1 térming principel serd

bejamos fijos los primeres Indices y permutamos las segun '

de

t (A)=

213

5.

Tz

dos de todas las mzoeras posibles:

12
n

clase par -

clase impar =

*

El desarroilo serd entonces:

det(A)=a ja,,-a,,3,,

Ejemplo IV,

obtener el desarrollo del determinante de 3er, -orden, o'

26,

partizr Je la delfinicicn

By,

der [A]= | a,;

Término principal: 3

néjlndn {ijos los primevas Inilces, las permutaciones

1,

14 i1

los segundos [ndices sonm:

bt W R R e

2
X
1
3
1
z

b

-t Pl = et B

clase
clase
clase
clase
claze
clase

par
impar
impar
PRT
par
lnpar

a

it
I
LR

a
BN

gy
FY

:1

=

r

L !

-’
[

-

b

ar

»
F

de



. ' - 26. Renglé
dEt[*]'tf.['1]i*k‘ik“1k ¢. Renglén

3er. Renglén

En general, S5i A e% una pattriz cusdrada de orden n: ’ ,
- 1a, Columna '

n . N
det(A)=1 ['1]k+ll 1& veene (28) la. Columna
j.. 1.1' j .
¥a que cada una de ellas tiene up ¢lements nelo ¥y &l producto de -
n
detf{A]~ E {-l]“IE 'ik:ﬁt. cear.  [291 diche eleaento per su respectivo cofactar serd igusl & cerc, Es-

-1

dande X € N y 1¢k<n to sleplifica ol trabejo al cElcula de 181e tres daterminantes de

1

T

Cefinicidn, Jer. orden, - -

Liamamos cofsctor del elemento ‘ij 4l determinante Desarrollando por cofactores segin el 2o, renglén:

{-lil’j Hij’ al GUE TepTESERTIMOY can *1]‘ I det{A}=1h, =34, ,%0A, ,-bA, - )

Los cofactores Aij 3¢ obtiensn como L

Con ayuda de eata definicidn, ¢l método sugerido por las
A =f-1 N,
ij ij

expresiones (28)y (29) (ol que e llaas "método de desarrollo par

cofactores”] pueds epunciarse coma sigue: ) Dezarrellande por la regla de Eirru: lu;.nuﬁurc; H.::1I'
El vulor de un determinantas puede obtenerse efectuanda | M, ¥ H;L obtenemas: P L .
1s suma de los productes de los elemsntad de una cualquiera de sus 1y -5 1 n ' T
lineas {renglén o columna) por sus respectivos cofactares, M= : ; : “-6-40-T4edef0eidn1d 770, "'u':“ T
. o
. Ejemplo IV, 27 ) 7 .5 1 - " .T“
Calcular el deteTminantes de la matriz 4 par el wétodo de Hyy= | 0 -1 2] =-12-10+1e28=7- 7 - 40 A a? Ll
desurrello por cofacrores, 1 1 -7 8 _ - T L
> : z v S 1" TN
I ;' -?{l-,._ﬁ_ finulmente T . )
selucitn ) det{a)=-18-3{?)-6(-11)=27 .

Primero, debemos elegir un renglén ¢ una coeluans para --

. i metriz, veaos Gue o3 Conve
afectuar el desarratlo Anelizends 1 ' § . - En &1 ca50 peneral, el dasarrolle per cofactores transfor

lant lagi 1guna de las siguiences 1Inews: .
rianty Slegtn ! ma ¢l problems de calcular un determinants Jde orden n an 41 de cals
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1 -1 3
a's ez 1
i 3 =2

| Adjunta LI

o0 1 |0 1
3 -z 'Ia -2l {4 sl -
o3P 31
el I [ T |4 .21 7la J
S T -1
L 12 -lu il lo 2]

desarrollando log determinantes cbtenemos finalments:

-1 4 -2
Ave T 14 -7
«7 -1 2

So pusde demostrar que la inversa de une matriz A, Duede
cbtenerss sadiants lp relacifn

) 1 -
A cgormar A
da esta relecidn vemos que

Y ale—> der(a)so.

SN 11!

En consecuencia:
1} 53 A es yuna matri:z coadrada de orden n, no singular, 1lsy litula&
ey afirmmcionss san equivalentes:
SERS :
b) R{A)=n
c) dec{A)FD
Z) 51 A es uns mutriz cuadrada de orden n, singular, lus siguientes

wfirmaciones son equivelentes:

Iv-98/99

SN 3 ‘
Ej R{hj «n
¢} det(A)=0

Eoplesndo la relacién (30), podemos obteper 1a iftversa de

la matriz . r
LI
A= -1 1 3 ) ' v

11 -2 rood ., .
del ejémplo IV, 19 .

En #feCro, comd

1 L] 4
det{A)= | -1 2 3| =-356p ' T
3001 -7 e e
sxiste A7Y,
Del resultade dal sjeaple V. 29 "
-7 4 -A
ﬁ-:'Té—l'rIj— At ':‘E‘ s ¥ o1 -7
=7 -1 i
Para comprobar afectuemos el rroductp A A'l:
v oo 4] -7 4 el 35 ¢ o] [1 o ¢
-1 1 1
AA 14 =1 2 3 T +t4 -2 1 0 -3% Of=10. 1 o
I 1 -2 -1 .. X ] ¢ -35 e 2 1)

Pegla da Cramer, '

Qtra de lus spllcaciones de los determinantes, la sncon
tramox #p (4 resolucifn de sistemas de scuaciones linsales, Lw
definicidn de determinante dsda por la expresidn (27), permite [1]

neralizar la regla de Craser (3 enunciada al princlpio de mnty -, -«
[3) La demostracidn de esta afirmaclén pueds consulturse en 1s e
ferencie Z pegs. 50 = 54,



Xprx ex =3

-xlixl*ZIl-l

Salucidn
11 1.3 1 1 1.3
[ - []
T ' o 2z ' q|”
1 1
R(AY=R({A E)=2vr el 2lstenma
<X, {rtn) e] sistemn

Trasladando a 105 segundos miembros 1y lrcdgnita x, ¥ - -

asignande el valor de &k gbtenemos

X, +x,=3-k
X +x, vk 2K
i 1
detid)= 2
-1 1
I-k 1
detfa,}= =1tk
1=-2k 1
1 3-k
det(Az])= 73k
' -1 d-2
. X, = -1+k
T L
X, - 7-3%
X% k

¥ ik,

s compatible

Upa solucidn particular ¢s por tji:plu

1
!'-1' ‘I
7
PR
x = 0
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£3 Llndeterminada

LT A |

1]

2)

3)

L]
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