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INTRODUCCION 

Los avances tecnológicos logrados en el diseño y fa-

bricación de computadoras digitales 1 han puesto a la disposición de 
, 

la comunidad científica en general una poderosa. herramienta de calcu 

lo que ha dado pauta al desarrollo de nuevas técnicas de solución COB 

sideradas con anterioridad como imposibles por su complejidad y la-

boriosidad. Estos avances a su vez han exigido por parte del inge-

niero y del científico un conocimiento más profundo de los problemas 

y de las bases matemáticas necesarias para su planteamiento y solu-

ción. 

El· sector eléctrico ha sido tradicionalmente uno de los 

usuarios de computadoras de mayor magnitud y se cuenta entre los que 

requieren- mayor .sofisticación en sus técnicas de modelado y de cálc}!_ 

lo. Lo anterior es comprensible cuando se toma en consideración el 

costo del equipo eléctrico -de potencia -Y los ·sever·o~s requerimientos --

de operación 1 necesarios para suJ11inistrar energía eléctrica en forma 

·contínua y de buena calidad. 

La planeación 1 el diseño y la operación pe los siste--

mas eléctricos de potencia requieren de un análisis detallado y ÓoniJ: 

nuo que permita evaluar las condiciones de funcionamiento del sistema 1 

y estudiar las diferentes alternativas de expansión con objeto de ga-

rantizar 1 hasta donde sea posible, la mejor utilización del capital 

disponible. 



En adición a su uso en los diversos aspectos de la pl~ 

neación 1 diseño y operación 1 las computadoras digitales se utilizan 

cada vez con mayor intensidad en aplicaciones de tiempo real del sis­

tema de potencia·~ a saber : 

a) adquisición de datos en línea. 

b) monitoreo del sistema. 

e) análisis en tiempo real. 

d) control en tiempo real. 

Estas aplicaciones aunadas al desarrollo de los nue­

vos centros de control han sido quizás las tenden'cias mas significati­

vas en el campo de los sistemas eléctricos de potencia en los últimos 

diez años. El trabajo desarrollado en este lapso ha consistido en -

parte en la adaptación de técnicas originalmente utilizadas en el area 

de .planeación y operación a funciones de tiempo real del sistema de 

potencia, pero ciertamente las exigencias de este tipo de aplicaciones 

han demandado el desarrollo de nuevas técnicas y la util_ización de 

tecnología moderna para satisfacerlas adecuadamente. 

El curso tiene como objetivo el de transmitir las expe:­

rfencias adquiridas en el desarrollo, implantación y utilización de 

nuevos modelos matemáticos; empleados unos en funqiones de_ control 

en tiempo real de una red eléctrica y otros en la planeación de la· ex-

~Pélnsión de la misma, con -J.o~cuat se ptoponé dar una ampliá -vi-siÓn de . 

2 



.. 

la problemática de análisis que presenta un sistema eléctrico de poten 

cia en diferentes fases de su estudio. 

Para facilitar ia comprensión de los diferentes modelos 

de red y las técnicas empleadas en su solución, se han incluido, a ~ 

modo introductorio, temas de algebra matricial, probabilidad y estadís .. , ~ . , -

tica y optimización que dan al curso una mayor solidez permitiendo a 

los participantes ·obtener un mejor aprovechamiento del mismo • 

• Eduardo Arriola Valdés 

Enero 1979. 
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e CONCEPTOS BASICOS DE ALGEBRA MATRICIAL APLICABLES 

AL ANALISIS DE SISTEMAS ELECTRICOS DE POTENCIA 

INTRODUCCION 

· Las técnic.a s de algebra matricial fueron inicialmente' uti 

lizadas en el análisis de sistemas eléctricos de potencia por el sim-

· ple hecho de proporcionar un· m~todb conciso y sistemático para la fo..!:_ 

mulacién y .solución . .de .. sistemas de ecuaciones. Entre -las principa- · 

les ventajas que presenta la utilización .·de estas técnicas se pueden 

mencionar las siguientes: 

a) . Reducen la probabilidad de cometer errores al efectuar -

cálculos mahuaies. 

b) Permiten a través de expresiones concisas la formulación 

e interpretación de moq~l_os matemáticos de sistemas 

c_omplejos. 

--~~-" ,_-~=o-

Eh adición a estas ventajas _que en sí hacen atractivo efuso· de-fééni- ···--

cas de algebra matricial, es necesario ·mencionar que dada la impor-

. . . 
tancia que ha adquirido la computadora digital en·el::análi"sis:destste--

mas de potencia~,.-eL estudio de estas técnicas se ha ·convertido _para 

eLingeniero de. sistemas de. potencia er1 una· imperiosa necesidad ya 

que el análisis con computadora. de los problema·s que presentan las 

1 

. grandes redes eléctricas involucran invariablemente operaciones ~o-

·bre arreglos de números. 



DEFINICIONES Y NOTACION /""\ 

/ 

Una matriz es un arreglo rectangular de números 1 llama-

dos elementos 1 colocados de mane~a ordenada y sistemática en " m " 

renglones y " n " columnas. Estos elementos pued~n ser números 

reales o números complejos y se utiliza una notación con doble subín-

dice. aij para identifica"rlos. El primer subíndice· i indica el ren--

glón y el segundo subíndice indica la columna dando así una localiza 

ción única a CC!da elemento. Usualmente se utilizan. letras mayús-

culas entre paréntesis cuadrados; p. e. ·para denotar una 

matriz. 

Sea por ejemplo una matriz rectangular de la forma 

!a11 · 
l 
1· 

1 azl 
i 

1 l .• 
' 1 

1 

!aml .a 2 .m 

alnl 

azn 1 

1 
i 
j 

1 

ainnj· mxn 

.. cuya dimensión se define como el número total de renglones y el nú-

. mero total de columnas contenidos en la misma. Esta se indica eri la 

parte inferior derecha ·del arreglo· como un producto m x n. y se dice 

. entonces que la matriz es de dimensión"· m por n ". 

Una matriz consistente de. un solo renglón o u~a sola 

columna se conoce con el nombre de_ vector. Un. vector renglón .· es ~-

2· 

• :!":: 



. . . 

una matriz de un solo renglón, es decir es una ma,triz de_ <_limensión . -

--, 

1 x n. Vn vec:::tor columna es un~ matriz de una _sola colu.mna, es-de-

cir. es .una matriz de dimensión . m x.l. .Algunos ejemplos de matrices 

y vectores con sus dimensiones son : 

!· 1 1 8 1 
r-· 1 1 
1 6 ¡ o . 
1 1 1 

·! 4 1 2 1 

3x2 

3 5 7] .. 
1x4 

r-2 
·1 4 
1--

l~ 4xl 

Una matriz aumentada .. se forma ·anexando una matriz . 

· {o vector ): de-dimensiones ad~cuadas a lcL derecha o a la izquierda d~' 

otra. ·Por ·ejemplo, si ... 

2 4 1 
6 1 

y 
B= 8JE 

2x2 

1 3 5 ! 
A= 

2x3 

la matriz aumentada A, B será 

. 1 
[A, B].-

2 

Se dice que una· -matriz es dispersa :,cuando un .porcenta-

je significativo de sus elementos son igual a cero. Es usual qué - -

cuando se escribe. una matriz 1 los elementos de la misma con valor e~ 

ro sean simplemente dejados en blanco. Por ejemplo : 

3 



r--IT! Jsi 
1 1 : 1 1. 

1 . 1 1 . . 1 

¡ 2j 4 1 ·.! . 1--r-i .:- i ; 7 ; ·¡ 
! 1 ! 1 

1 1 1 
1 

1 
1 i 3 ' 1 i 8 1 
1 

1 1 1 1 

La matriz nula es aquella en la que todos sus elementos 

son igúal a cero. 1 

La transpuesta de una ·matriz A 1 indicada como 
T 

'A . 1 

se encuentra intercambiando los renglones y las columnas de A de 

tal manera que cada f.englón i de A 

i de 
.. :· 

.. A T • Si' 

A 
! 1

1 
3 \ 5 1 ; entonces 

= 1 · ? 1 4 ·. 6. ·r ·. zx3 

se convierta en la columna· 

A T = ~·.3x2 
La matriz· conjugada de una matriz compléja 1 ·indicada como * A 1 se 

encuentra reemplazando cada elemento.de A· por su complejo con-

jugado.· 

- j S 
* 

¡2-j 3 
1 

j S ·¡ 
A· = A. = 1 

6 "".i 2 ·¡ J 8 6 + j zJ 1 

MATRICES CUADRADAS' 

Una matriz duadrada es una matriz de dimensión m x m. 

Los elementos . aij en que'· i' = j reciben el nombre de elementos dia 

gonales y aquellos en ·que· 1~ j · ele-mentos no-diagonales o elemen-

tos fuera de la diagonal. 
=-~~--;-

4 
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e-x 

e 

., 

··~.· 
~ 

elementos diagonales 

elementos no . .:..qÚlgonales 

' . 
Una matriz diagonal es una matriz ·cuadradacuyos ele--

mentos no:...diag~nales son todos. cero. ·' : .. .. 

1 
all l " 

' ' 

a22 

a33 
. ; ~ 

··Un caso especial de matriz diagonal es' la llamada ma..;. · 

triz unitaria o matriz identidad y· en la que todos los· elementos dia;-

gonales ·son unos. 
·.: '·. : 

. .. '. 

esta matriz se denota usualmente por el símbolo I 

Una matriz simétrica· es una matriz cuadráda con la pro 
·r .. 

piedad de que . ~j = aji para ~oda i. y. toda·. j . 

'1 -·2-' ·o 

1 
'2 ·-2 2 7 

o 7 3 ~3 
: 

S 



'una matriz triangular es una matriz cuadrada cuyos ele 

mentos en el triángulo superior (elementos aij _con . j,.. i ) o en el 

triángulo inferior ( elementos aij con i ~ j · ) . son todos igual a 

cero. 

Una matriz triangular superior contiene elementos dife..: 

rentes d~ cero unicamente en su triángulo superior, ·mientras qU:e una 

. . . \ ·. 
matriz triangular inferior. contien~ elementos diferente. de cero unica-

mente en su triángulo inferior. 

1. 2 ! -4 11 S ! 9 1 

,__, ---+i--+-· ---+-1---l' 
: 8 . S l 
~ 1 . - ¡ 

~-------~ 

1 1 1
1 

1 

Triangular Superior . . Triangular Inferior 

OPERACIONES CON MATRICES 

Equivalencia . - Se dice que las matrices ·A y B son '-

. equivalentes. -0 iguales si y solo s-í: -

a)· Son de la misma dimensión 
... 

b) aij = bij para toda. i · y toda j 

Adición·.~· La operación de suma o resta m~tricial se 

puede efectuar unicamente -si las matrices son ·de la mism·a dimensión~ 

La matr1z C se define como la suma de las matrices· A y· · B a. tra-
,...·. 
'··'~-~· 

6 
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.( vés de la ecuación 

A +. B = C 

y los elementos de e. están dados por : 
/ 

a .. +·b .. =c·· paratóda i ytoda j 
lJ lJ 1) 

3 6 9 

+ 
7 ¡1o 13 

Las leyes asociativa y conmutativa se cumplen para · la 

suma matricial, esto es, para matrices A, B y .G ... dé lá ·misma di-

mensión se .cumple que : 

A+B=B+A 

y· ·.•A + { B + C) = (A+ B) +e 

'·· 
. MULTIPLICACION POR UN ESCALAR 

El producto de un escalar .k -y una matriz- ·A se en-

cuentra multiplicando"todos y cada uno de los ele~menros de !f. por él 

escalar k. 

1' all al2 ! . . k ail k alz 
'k 

a21 azz k azl k azz ¡ 

También en este caso de multiplicación por un esc,alar se cumplen las 

leyes conmutativa y distributiva · 

kA= Ak 

k(A+B)=·kA+kB 

7 r· 
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M ULTIPLICACION MATRICIAL 

El producto de la multiplicación de dos matrices A x B" 

esta definido Únicamente cuando el f1:Úm~ro de columnas de A es 

/ 
igual al número de renglones ,de B. Cuando se satisfáce esta condi-

ción se dice que las matrices son conformables. El producto esta da 

do por: 

Los elementos- c.. se calculan sumando los productos lJ 
, 

de los elementos correspondientes del renglon i de A y la columna 

j de B mediante la ecuación 

c .. = 
1) 

Ejemplos : 

1 ~ 1 IE = 

2x2 2xl 

'=__) 

-~ 2 /4 16 1 

1 x3'-.. _ ~3x1 

8 

= 

i=l,2, • , m 

j=l,2, .,n 

3x5+0x4 
1x5.+2x4 

= 

2 X 1 +~ 4 X 3. + 6 X S ::;;, 4 4 

2xl 

., 

\ 

\ __ .) 



/ 

,-,,. 
i 
1 

·------

Al efectuar el producto ·A x B = C . se acostum-

bra a decir que la matriz B es premultiplicada por la matriz A. Tam-

bién se dice que la .matriz A es postmultiplicada por la matriz B. 

La razón por la que se hace esta diferencia entre pre y post multipli-

cación es muy ~mportante ya que la multiplicación matricial no es 

conmutativa, es decir 

.A X R' ·=~=- B X A en general 

Sin embargo 1 la multiplicación_ matricial si es asocia-

tiva y distributiva con respecto a la suma 
.. 

(A X B e = A ( B e ·::;,. 
·:.·;:¡ 

(A + B e = A X e + B X e 

La-transposición de un producto matricial es igual al 

producto de las matrices transpuestas en orden invertido es decir: 

A B )T BT AT : 
= 

A B e )T = eT BT AT 
--- --

~......- -~~--

Cuando se pre o post multiplica una matriz cuadrada 

por una matriz identidad de dimensiones conformables el 'resultado es 

la matriz original 

. I A A- I = A A mati-iz cuadrada 

OPERACIONES ELEMENTALES SOBRE RENGLONES Y COLUMNAS. 

Las manipulaciones efectuadas sobre una matriz· cono-. 

. cidas como Operaciones Elementales sobre renglones pUeden ser de 3 

tipos 1 a saber : 

9 
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a ) Intercambio del renglón 11 k 11 y el renglón " 1 ·" de una · 

matriz 

b ) Multiplicación del renglón k por ¡.ma constante diferente 

de cero 

1 3 l- x z~EE@j6 . 
i----4--,-.-6---., 1 8 1 2 ' 
'-----"----'--0-__l 

e ) Suma al renglón " k " del conteni.do del renglón " 1 "mul 

tiplicado por " e " siendo e una constante diferente de 

cero. 

Rl 
R2 ~------------~!~.-~~---;~ 

Estas operaciones pueden ser aplicadas también sobre -

las columnas de la matriz utilizando la denominación de operaciones 

·.elementales sobre columnas •. 

DETERMINANTES.-

Asociado a toda matriz cuadrada existe un escalar deno-

minado determinante y cuyo valor se denota como JA J •. El ·cálculo 

del determinante de una matriz se calcula por· técnicas de· expansión, 

Por ejemplo el determinante de una matriz de 2 x 2 y de 3 x 3 se cal-

cula de la siguiente manera : 

10 
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·'~ 
J 

~-

1 a·ll al2 

j •z¡ 
=.· all a22 a12 a21 

a22 
1 

l all al2 al3 

! a21 azz az3 = al1 azz a33 + a¡z az3 

Ja31 a32 a33 a31 .. 
+ a21 a32 al3 

al3 azz a:n al2 a21 

a33 all a23 a32 

Una:obserV-acipn interesante en la expansión de \A\ ·es 

. el hecho de que en cada término de la expansión aparece un elemento 

de cada columna y uno dE! cada renglón •. 

' . El calculo de los determinantes se facilita· con la intro- .· 

ducción de nuevos elementos como son los llamados menores y cofac-

tores de una matriz. El menor del término aij de la matriz A se de 

': \,: 

fine como el determinante de la matriz resultante de eliminar de la ma 

triz original el renglón 11 i " y la columna 11 j 11 

1 1 3 1 S 
si· A = 2 i 4 6 

3 1 2 1 8 

Por ejemplo : 

3 
2 

El co-factor de un elemento es el menor del mismo con el -

signo adecuado, esto es : 

c .. = ( -1 ) 
1] 

( i +j ) 

11 

... 
!: ' 
1 
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Estos elementos se utilizan en el c~lculo del · determi-

nante de una matriz cuadrada a través de las siguientes expresiones : 

n 
¡.Al = z= aij e' .. ( suma de productos en la columna j ) l] / i=l 

n 
ó t A ' 

1 1 = L. .aij cij (suma de productos en el renglón i ) 
j=l 

en donde n es el número de renglones de la matriz A y Cij es el 

cófactor del término aij • Ejemplo. Evaluar el determinante de una 

matriz de ( 3 x 3 ) usando cofactores :. 

1 2 4 1 

3 s- 6 ! 
7 ! A S 6 = 

~ 

si seleccionamos el renglón .. l para el calculo tenemos : 

1 1 2 '4¡· 16 7) l; ~r 1; ;¡ lA! = 1 S 6 71 = 1 j 8 6. +(-1)2 '+ 4 
1 3 8 6j 

= 1 '(36-56)- 2 ( 30-21 )+4.{40-18) =so 

Observe .que el valor de _cualquier determinante dé dime_!! 

sión finita puede ser calculado por la aplicación sucesiva del uso de 

los cofactores. 

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES 

a) Si se intercambian d9s renglones o dos columnas dé 
- _.,.__ 

un 

determinante, el valor del determinante cambia de signo . 

12 
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e 

e 

,. :-· 

, 

1 2 3 4 
2 = 2 

3 4 1 2 

b), Si todos los elementos de.ün renglón o todos' los elemen 

e) 

tos de una columna se multiplican por una constante k, 

·el valor del determinante resultante es k A 

ka11 kal2 
' 

. ,. 
= ka11 az2 k alz azl 

a21 azz 

= k ( all a· al.2 a21-' . 22 
. , . . . . . 

Si se añade un rnultiplo de una línea (renglón o colum.:... 

· na ) a una línea paralela el valor del determinante rip: sec,· ·. 

altera 
... 

Rl 3 o 
RZ · 5· i· 
R3 2 .6 

3 
5+6 

2 

6 
2 . = 153; 
1 

o 
1+0 

' 6 .. 

3 
5 
z 

6 

. \ 

2+12 
7 

o 6 . .. 
1 - · 2 ~ R2 + 2Rl ~ 
6 7 

: .:.·· . .. · .. ·· 

.. -.. ....... 

= 15~ 
•• ' ~-.> .. . 

Si una matriz tiene dos renglones Ide'nticos o dos colum-

na S identica S , S U determinante cero. .. · 

Para demostrar esto, observe ·cfue si restamos uha de 
' . . , . . .· . . . . . ·. 

esas líneas identicas (renglón o columna) .de lé!- otra, ob.tenemos··co-

mo res.ultado una línea de ceros' d'~ndÓ com~ r~'sultad~ un valor.. cero 

para el determinante. 

13. 
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Una matriz cuyo determinante es cero recibe el nombre 

de matriz singular . 

. El determinante de una matriz diagonal o de una mátriz 

triangular se evalúa tomando el pro~ucto de los elementos sobre la dia 

gonal princ~pal. 

1~ o o 
8 o ::;: 2x8x s· ::;: 80 

lo· o 5 

.. ' 

14 S .6 
,1 o 1 2 ::;: 4 X 1 X 3 ::;: 12 
lo o. 3 ... 1 

Esta característica se puede explotar para desarrollar -

una técnica ·.computacionalme!'t~ eficiente 1 que consiste en llevar una 

matriz dada a forma triangular a través de operaciones elementales so 

bre los renglones y columnas de la misma y una vez l.ogrado esto efec 

· tuar el producto de los elementos de la diagonal principal. 

MATRIZ ADJUNT-A 

Si cada elemento de una matriz cuadrada es: reemplazado 

por su c~factor y ~~_transpone la matriz resultante,obtenemos la ma-

triz adjunta la cual se denota por 

. + A ·. 

·roll 
= ···lcü 
, ·: 1631 

L. 

14 

+ ' A . 1 esto es 

T 
C¡~ . 

e , 
23 

e 
33 ... ~ 

/-
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C' 
. MATRIZ. INVERSA . 

La inversa de una matriz cuadrada; . representada por A - 1 ', 

•. • ~ 1 

·Observe qi..J.·e la inversión de una matriz'··:.~s. análoga a la . 
: ' :·. ' 

. operación algebraica de división • 

. ' . : La inversa de una .matriz se p~ed~ obtener de dife:rentes 
·' 

:formas s.iendo la mas explícita la siguief1,f.e": 

.:·,; 

A-1 

,.~ 

.,· 

de donde se: puede observar que.no existe inversa de una matriz 
•.l'}r: 

sin-

gu:lar '( su· déterminante es cero ).~ 
~· .. : ' ~ . ..-?;, . . . ~ ~ 

Otro ,método para calcular la inversa de.una ·matriz:~·-~·iñ·~. 
. . . '· .. '~:.:'' 

volucra el uso de operaciones elementales y consiste:én anexar una 

inversa se desea obtener. A éontinuación se efectúan operaciones. 

elementales sobré los renglones de la matriz aumentada, con el obje-:-
•• ' • " • \ ' • ·,__ < • : \ : • ~ • • • 

tivo de forzar· a la m~triz A . a convertirse .en una matriz unidad de 

dimensión n x n ~ Cuando se:Jogra<este objetivo, la parte derecha. 

de la matriz aumentada es la matriz. inversa de. A. , , 

Ejemplo : Encontrar la inversa .de la mátriz: 

,.-
( 
'\ ,.. __ 

15 f..: 
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El primer paso es aumentar A con r2 x 2 

~· ... : . 

efectuando a.continuación las operaciones eleme_ntales ind~cadas_ . en 

la siguiente secuencia : 

·¡z l o! 
11 1 -~ 1 

Rl l 3 !! 1 . lLZIÜ .~1 ~ 13{2 
1¿2 

~ 
R2 ,s ' 4· j¡ o j 1 : o R2-5 Rl 

i 1 

-2/7- R2 \ .. :·. 

R 1 - 3 L 2 R 2 . ~ ¡~-t -+--"~---+fi-1-...:::.L~~--";-+-1---";.t-,_2,:-; -il 

. ~ . - } . : ' . ·-
a la matriz unitaria 1 .la mitad derech~ es la deseada matriz inversa 1 · 

esto es : 
........ ~..: !. .. 

~. .. -; ! 
~~ .. ;.. ' . : .. 

·' .... 

ALGUNAS PROPIEDADES DE LA INvERSA 

• . .,- . · .. ·~ 
·de I·a·s ·. m·atrice·s inversas en orde~conúarú)' 

,;.. . 1 ,• 

' . 

La inversa de una matriz diagonal es otra matriz ·diago~~l 
--~-. . _, 

.__~"" ·.'. ~- ~- . . . ······. -~ ·~~:_;:· ... ·. ~ . .:.. 
cuyos E:lernentos son los inversos dé 1os elemerlt~s de ·la matriz. origi-

,, 

.. _,·"' .. :-~ 

f'. ' 

1 ·. i 

16 
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2 t 
-3 -r-

-1 

= [I/ZI-l/Jil/4] 
........ ~ 

Una matriz cúadrada compuesta por bloques diagonales 

puede ser invertida tomando las inversas de las submatrices · res:pec-

uvas : . ,_ . > :~ 

A 
. l A-l 

-1 

B ¡ = B-1 

i 1 
. 1 e c-1 

SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 'POR METODOS 

MATRICIALES. 

La aplicación principal del algebra matricial al análisis 

de sistemas de potenc.ia {y en _general al análisis ingenieril ) es la 

solución .de conjuntos de ec~aciones lineales de la forma 
. • :f' ,·: ' ." . : ) , • • •f' . . . . .. : . : .... ~ . . :\, .• . .. ... · .. ~ . . . 

x· l. + . ~12. · x2. + 
.. 

• .... 

+ + 

. -1:' al ... n 

+ ~n 

í 

+ 

(1) 
= b 

.. 2. 

Este conjunto de ecuaciones puede escribirse en nota-

ción matricial como : 

.. A X = b 
._, 

en donde : 

A . ·matriz cuadrada de coeficientes 
••• 1 ···'l. 

. -.' 



b vector de constantes 

·x vector de incógnitas·. 

El valor del vector de incógnitas x se puede encontrar 

premultiplicando ambos lados de la ecuación por la inversa de A ( su 

poniendo que dicha inversa existe, es decir la matriz .. A es no singu­

lar ) , 

A 
-1 

A A 
-1 

b X = 
ó 

= A -1 b X 

· ·En la práctica los sistemas grandes de ecuaciones no se 

resuelven por inversión directa, sino que se utilizan técnicas de dis­

persidad y alguno ·de los procesos de eliminación Gaus siana o 

Un conjunto de ecuaciones lineales se puede resolver -

mediante operaciones elementales sobre los renglones o El objetivo 

de estas operaciones es el de transformar la matriz de coeficientes en 

una matriz triangular superior, con lo cual es posible obtener la solu­

ción por sustitución hacia atrás. Si cada operación sobre los renglo-

nes qe A_ se efectúa también sobre los elementos correspondier'ltes 

del vector b , el nuevo conjunto de ecuaciones A X = b 

tendrá· el mismo vector de solución del sistema original. En 

la práctica, las operaciones elementales se efectúan sobre la matriz 

aumentada [A ,. b J hasta que la matriz· A es convertida a· forma~ 

triangular. Una vez logrado esto el vector X se obtiene facil-

-~·mente" por sustitución directa, como se ve a continuación : 

18 



Sea el" sistema de ecuaciones lineales 

a u a12 al·nl r x¡ 
bl 

azi a22 . . . azn xz bz 

= 

El proceso consiste en llevar la matriz aumentada 

anl an2 ann bn 

a la forma : 

~ , r V 

a12 a1n bl 

o 1 
, 

a ~-

2n 
b' 
. 2 . 

o o 1 
. ... 
b n 

mediante operaciones elementales sobre los renglones. La solución 

para x de este nuevo conjunto de ecuaciones se obtiene por susti-
, 

tución hacia atras de la siguiente manera 

xn = b' 
n , ,. 

xn-1 = bn-1 an-l,n Xn 
, , 1" 

xn-2 = bn-2 a xn a . 
~-1 n-2,n n-2,n-l • 

19 



n 
::::: L: 

j::::Z 

,. 
a1.. . ] 

La fórmula recursiva para el proceso de sustitución ha-

cia atra~ se puede entonces escribir como : 

::::: 
n ' L aij 

j::::i+1 
i ::::ni n-1, n-2, ••• ,2,1 

Si se desea resolver un sistema de ecuaciones lineales 

A x ::::: b para varios valores del vector . b 1 resulta mas conve--

niente llevar la matriz A a la forma : 

A ::::: L u 

en donde L es una matriz triangular inferior, y U una matriz trian-

gular superior. Para ilustrar este procedimiento conocido qomo fac-

torización triangular L U 1 utilizemos la matriz de 3 x 3 : 

rar-1 a12 a13 1 o o u u U12 l\3l 
l21 1 o o U22 az1 a22 a23 ::::: 

Uz31 

~31 131 132 1 o o a32 a33 u~ 

De esta igualdad surgen las siguientes relaciones entre 

los elementos de A L y U : 

all ::::: 
u11 

a21 ::::: 121 u u 

·~a31~ -. · 13T ·uu.· 

20 
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. , 
de donde podemos calcular los elementos de la primera columna ...... de 

u y L • A continuación tenemos 

' 
/ a12 = U12 

azz = 1 21 U1z + Uzz 

a . 
32 = 131 Urz + 132 · Uzz · 

.t··. 

relaciones que nos permiten calcular los· elementos de la segunda co- ·· 

. . 
lumna: de U • y L. Finalmente para nuestr,a matriz de 3 x 3 tene-

mos las relaciones 
·,. 

a13 = . ul3 

a23 = 1 21 
u .. 

13 + u~3 

a33 = 13i U13 + 1 32 Uz3 + U33 

de las cuales se encuentran los valores de la-: tercera columna de las 

matdces L y U.· 

. Una véz. log~ada la transformación la solución del siste-

A x = L U x .. = L y = b (3) 

resolviendo primero para y por sustitución hacia adelante la ec. 

L y = b (4) 

y a continuación por sustitución hacia atrás 

u X = y (5) 

en' donde la solución de las ecuaciones. (4) ·y (5) es bastante sim-· 

ple debido a la es!ructura triangular·de las matrices L y U. 
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GRAFICAS Y MATRICES DE INCIDENCIA 

Para describir la. estructura geométrica de una red eléctri 

ca es suficiente reemplazar los componentes de la red por segmentos 
. . / e 

de línea independientemente de las características de dichas componen 

t~s. Estos segmentos de línea reciben el nombre de elementos y sus. 

terminales s~ ~onocen por noc:ios. Un nodo y un elemento son inci-:-

dentes si el nodo es una termin.al del elemento. Los nodos pu.eden -

, . 
ser incidentes a uno o mas elementos. 

Una gráfica muestra la intercortección geométrica de los 

elementos de· una red y se dice que es conexa si y solo si, existe la 

posibilidad 1 a través de la conección de va~ios elementos 1 de ,llegar 

partiendo de cada uno de los nodos a todos los demás. · Se .dice ade-
. . . . . . . ' 

más que la gráfica es orientada si se asigna una dir:ección a cada uno 

de sus elementos.' . . .· 

,. 
Un ejemplo de representac~ón_ de una red electri- · 

ca y su gráfica orientada se presenta en la figura } 
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.. , 
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_e).-

Figura 1 • Representación del sistema de Potencia 
a) Diagrama Unifilar 

• b) Diagrama de Secuencia Positiva 
e) Gráfica· Conexa Orientada 
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MATRIZ DE INCIDENCIA ELEMENTO-NODO 

La información de la incidencia de elementos a nodos 

en una gráfica conexa se puede colectar en una matriz de incidencia -

Elemento - Nodo 

a .. = .:..1 
lJ -

a .. = O lJ 

,... . 
A 1 en la que sus componentes estan dadas por: 

si el i - esimo elemento es incidente a y orien 

tado saliendo del j - esimo nodo4 

si el i '- esimo elemento es. incidente a y orienta-

do hacia el j - esimo nodo •. 

si el i - esirno elemento no incide en el nodo i. 

·La dimensión de esta matriz es e x n 1 en donde e es 

el número de elementos y n es el número de nodos en la gráfica. 
, 

La matriz de incidencia elemento - nodo para la grafica mostrada en la 

figura l es : 

·~(Q) 
l l 1 
2 ; l 
3 ! 1 
4 1 

5 
6 
7 

Por el. hecho de que 

4 
¿ 
j=O 

(i) 
! -1 
! 
! 

i 

i 
; 1 
¡ 

' 
a .. = O 

1) 

(2) G) (4) 

1 
-1 

1 -1 
-1 1 

1 l -1 
1 -1 

1 -1 1 

i = f 1· 21 ••• 1 e 

_se dice que las columnas de "A son linealmente dependientes. 
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• MATRIZ DE INCIDENCIA MEDIDOR - NODO 

La matriz de incidencia Medidor - Nodo tiene aplicación 

en las técnicas de estimación de estado. y por ser estas parte del -

curso se incluye en estas notas. Para formar esta matriz los elemen­

tos los constituyen los medtdores de flujos de potencia colocados so­

bre las líneas o medidores de voltaje y/ o inyecciones de potencia n_2 

dales. Para el caso de medidores de flujo de potencia en las líneas· 

la gráfica se orienta de tal manera que si el medidor esta colocado. 

del lado del nodo 11 i 11 en la línea que conecta 11 i 11 con 11 j" entonces 

la orientación es de i hacia j. En el caso en que existan medi-

dores colocados en ambos extremos de la línea i - j la gráfica preseg 

tará d-os elementos en paralelo conectando los nodos. i - j • Si en 

alguna de las lí_neas digamos k - m no existe medición alguna, en la 

gráfica no aparecerá conexión entre los nodos k - m aunque la línea 

este en operación. 

Para ilustrar estos conceptos se presenta en la figura 2 

una pequeña red con los medidores representados en forma rectangular 

y su respectiva gráfica en donde los elementos son los medidores. 

25 



h).- @) 

a).-

Figura 2 • ..;. Representación de una red eléCtrica con medidores de Flu­
jo de potencia en líneas ffi de inyección de· potencia ' rn y magnitud de voltaje m 
a) Diagrama unifilar 
b) Gráfica conexa orientada 
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• La matriz de incidencia medidor - nodo de la gráfica pre-

sentada en la figura 2 es : 

~ @ Ci) G) (3) (4) (5) 
1 l 1 -1 
2 1 1 -.1 
3 1 1 -1 1 

A = 4 1 1 -1 1 
5 ! -1 1 
6 1 

\ -1 ! 1 \ 

7 1 1 ¡ -1 i 
8 l l l -1 
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NOTAS SOBRE MA'!'RICES DISPERSAS.*. 

INTRODUCCION 

D e f i n i e i ó n. 

La primer idea asociada.con matrices que tienen pocos elemen­

tos~ es decir, pocos elementos d~ferentes de cero, es tratar 

de definirlas .en términos cuantitativos por la razón de los -

elementos de la matriz. Sin embargo, es mejor decir que una 

matriz con elementos dispersos es aquella en la cual, se pue­

de aprovechar la proporción y/o la distribuci6n d~ elementos 

igual a cero. 

En términos. cuantitativos, la densidad de una matriz está de­

finida como el porcentaje del número de elementos difereptes 

de cero al número total de elementos de la matriz. 

·Existen varias ventajas asociadas a los sistemas descritos 

. po:r- matrices~~ d-isper-sa-s. ~ La~más ev:i.aente -se .tiene en -e~l-·manej·o 

de informaci6n, su almacenamiento y recuperación. Este ahorro 

que es considerable permite el análisis de mayores sistem~s y 

modelos más exactos. Las mayores ganancias son obtenidas al -

realizar operaciones sobre estructuras "mantenidas" en forma 

compacta. La computaci6n (el ·proceso de c6mputo) deberá estar 

organizada de tal forma que: Se ·eviten las operaciones con el~ 

mentos iguales a cero (o unos.) , reducir al mínimo los costos -

* Estas notas forman parte de la tesis de maestría en ingenie­

ría eléctrica., de la secci6n de graduados, I·PN; de Ricardo -

Mota 'Palomino. 



·de organización y las operaciones aritméticas involucradas. 

Cuando se utilizan métodos directos para la solución del siste 

ma de ecuaciones lineales, es importante el diseño de los alg~ 

ritmos para preservar al máximo. el número de elementos iguales· 

a cero del sistema original. 

~ r o b 1 e m a. 

El problema a resolver es : 

La solución del conjunto de ecuaciones . 

A X = b (1) 

Donde : A es·una matriz no-singular con elementos diferentes. 

··de cero dispersos, de orden n, x y E son vectores n-dimensiona 

les. 

La mayor parte de los métodos diiectos para la solución de sis 

temas de ecuaciones lineales son variantes de la eliminación -

gausiana. Aunque estas yariantes tienden a comportarse. de mane 

ra similar en el caso de la matriz A·siendo prácticamente llena, 

·la eficiencia de su ejecución con matrices qispersas es bastante 

- variad~ y frecuentemente el algoritmo escogido puede afectar el 

.esquema de dispersión. 

Forma d'e Eliminación· de la Inversa. 

La descompos.ición LU de u~.a matriz A, es e·l prod.ucto de una ma­

triz triangul~r inferior L y una matriz. triangular superior u. 
Esto lo podemos escribir 

A = -L U (2) 

~'. . -

Las columnas deL pueden se~66n~ideiadas como 16s factores 
- ' -1 

(ele6entos dispersos) de la matrJz L que é~~Uriamatriz-norma~-
~~~ ~~ -- • ===-

mente llena. El sistema de ecuaciones (1), puede ser resuelto 

en forma sencilla por la eliminación hacia adelante 

L y = b ( 3) 



seguido por la substitución hacia atrás 

U X = y ( 4) 

Ambos pasos son la solución de ~n 9istema triangular de.ecuacio 

nes y es tal que la estructura de dispersión de las matrices L 

y U no es alterada por el proceso. El número de operaciones 

aritméticas involucradas es justamente el número combinado de -

elementos diferentes de cero en L y U. 

Es conveniente hacer notar que po~ motivos de estabilidad rium! 

rica y de mantener las caracteri~ticas de dispersión originales, 

las matrices de permutación P y Q deberán ser incluidas en (2) 

PAQ=LU (5) 

En general, podemos decir que la mayor parte de los sistemas de 

ecuaciones a resolver obtenidos de lo~ modelos matemáticos en 
\ 

los sistemas de energi?. eléctrica, son numéricamente estables y 

para propósitos de la explicación siguiente, omitiremos ·las ma­

trices P y Q. · 



CAPI'I'ULO l. 

Almacenamiento de Matrices Dispersas. 

1.1 Introducción. 

En campi~adores comunes,el almacenamiento de arreglos matricial~s de dos 

dimensiones se efectua en localidades de memoria contiguas 

ejemplo,para una matriz de orden tres almacenada por columnas: 

1 2 3 4 5 6 7 
f 

. 1 

A(3,2) 

8 9 localidad 

Figura i.l Almacenamiento de un arreglo matricial 
en loca~idades de rnarroria contiguas. 

por 

· De nodo que cualquier elerrento a .. del arreglo es interpretado por el 
lJ 

compilador como F. A(I,J)=A(MJ+I~M),donde M es el número de columnas para 

un arreglo de orden (N x M) • I.o anterior significa que al requerir, por e-

jempló ,un elemento A(3,2),en realidad nos estarnos refiriendo a un elemen 

to · A(3x2 + 3 - 3)=A(6) como se ilustra en la f_igura 1.1 • 

la regla de eXpa.nsi6n anterior (i, j) = (Mx j +i. -M )., ··es construida en el 

campilador,0bteniéndose la información en forma automática al ·referirse a 

un elemento del arreglo. 

En el caso de matrices dispersas en las cuales no se desea almacenar los 

elerrentos nulos , se requ.iere diseñar un esquema de aLmacenamiento en arr~ 

glos vectoriales(unidimensionales) que nos permita referirnos a cualquier 

· elerrento (i,j) del arreglo .rna.triciaÍ. en forma sencilla, Esta técnica es lo 

que se conoce corro. empaquetamiento de matrices. Al empaquetar una matriz 

'dispersa,a cambio de la redÚcción de localidades de memoria necesarias, 



""·:. 

se tendrá que aportar una lógica de programación mas sofisticada,ya que los a-

rreglos utilizados para almacenar la matriz,no corresponderán visualmente a 
, 
un arreglo de dos dLmensiones como los utilizados en lenguajes de programa-

ci6n convencionales. 

1.2 Almacenamiento de matrices dispersas en forma de vectores. 

Una vez conocida la naturaleza de los elerrentos de la matriz 6 arreglo por· 

empaquetar, la infonnaci6n no nula puede ser almacenada en arreglos unidimensi~ 

nales reconociendo los atributos que definen a cada elemento del arreglo,esto- es: 

I número de fila del elemento considerado. 

J número de columna del elemento considerado. 

V · valor del elemento. 

En un arreglo matricial convencional,se almacenarían únicamente los elementos 

V,pero el hecho de manejar explícitamente (I,J) obliga a tener una g~an cantidad 
- 1 

' 
de elementos cero almacenados. 

Se pueden en base a lo anterior proponer diferentes esquemas para almacenar 

una matriz dispersa, variando uno de otro por la forma en que, se manejan los a-
1' 

tributos enlistados y se ilustra con dos de ellos,utilizables prácticamente, 

ilustrando su apliSa?i6n al almacenar la matriz : 
- - ---

~ 

yll y12 ~ ·-13 

y=· y21 y22 y23 

y31 y32 y33 

1. 2 .1 Prirrer esquema de ~quetamiento. 

En est~ prirrer esquema ,se almacenan los tres atributos mencionados en la 

sección anterior,únicamente para cada elemento diferente de cero del arreglo, 

en tres vectores como se ilustra: 

•• 1 



IFTI...E ICOL VNJJR 

Si la matriz que se empaqueta es una matriz de admitancias de nodo de una red 

eléctrica,el orden de los vectores que se reqliieren para empaquetarla serán,dadas 

las características de simetría de la matriz, si esta se empaqueta completa: 

IFTI...E · = N + 2B (Vector entero) . 

ICOL = ~ + 2B · (Vector entero) . 

VALOR= N+ 2B (Vector complejo). 

donde N es el número d~ nodos y B el número de ramas de la red. 

Un inconveniente de este esquema elemental sería que al ahorrar localidades 

de IDernoria ,se sacrifique flexibilidad por r~erirse de una busqueda exahustiva 

en los vectores IFILE e ICOL para obtener algún elemento de inte1· 'és del arreglo. 

1.2.2. Segundo esquema de empaquetamiento. 

En el esque:m3, anterior se puede observar que en el vector IFTI...E se alma.cena 

información redundante, la cual se puede simplificar almacenando la infonnación 

ya sea por fila 6 pc)r columna,suprimiéndose así el vector IFILE ,y siendo nece­

sario introducir un ·arreglo que infonne la localidad en que se inicia la infor­

mación de la fila 6 coltm1I1a I en los vectores ICOL, VAlOR y que denominarerros 

INIC. 



Inicio de rnrc 

Información 1 

por fila. 

3 

\ 

. ICOL 

yll 

y13 

y22 

y23 

y31 

y32 

IDealidad 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

El orden de los vectores utilizados. será ahora: 

rniC = N (Vector entero). 

ICOL = N+2B(Vector entero). 

VALOR =N+2B (Vector complejo) • 

. En este esqu~ , la inconveniencia apuntada en el esquema anterior es disminuida 

ya que al requerirse un elemento del arreglo,la busqueda de este se reduce a un 

número limitado de elementos de IOOL,ya que de INIC se conoce el rango de locali­

dades en que se ~ede encontrar alojado el elemento buscado. 

l. 2. 3. Tercer esquema de empaquetamiento. 

ia. inforrriación .§.J..macenada ·mediante _el esquema anterior puede ser m~j9r9da_ ~ . 
. . 

· contenido si se coloca en la primera localidad de cada fila ó columna I lo sigui~2 

te: En VAIJJR el elemento diagonal de la fila y en la posición correspondiente 

de ICOL el número 'de elementos existentes fuera de. la diagonal corro sigue: 

INIC IOOL VAIJJR IDealidad. 

1 

2 

3 

4" 

5 

6 

7 



El orden de los vectores utilizados en este esquema es el mismo que en _el 

esquema anterior pero por la información contenida es mas sencilla la busqueda 

de un elemento de-interés,utilizando INIC e IOOL. 

Es conveniente observar que en el caso de matrices simétricas,cualquiera de 

los esquemas anteriores puede ser modificado a f~ de almacenar únicamente una 

triangular de ella, pero a medida _que se compaGta · mas la información, va resul tanda 

mas complicado el acceso a los elementos del arreglo empaquetado. 

lDs esJms anteriores dan solo _una idea de la técnica para almacenar matr1:. 

ces dispersas y en general el esquema utilizado en una aplicación debe ser tal 

que se obtenga un buen compromiso entre los requerimientos de merroria y la efi 
1 

ciencia con ·que se tiene acceso a la información empaquetada. 

1.3. Listas encadenadas. 

La posibilidad de empaquetar matrices aun en localidades no contiguas de me-
1 

' 
noria se amplia ·grandemente mediante la utili?ación de-las llamadas "listas enea-

denadas". El encadenamieni:ó consiste en agregar a la información de cada elemen-

to del arreglo ernpaquetado, un apuntador que indique la localidad en que se en-
1' 

cuentra otro elemento con alguna característica común al considerado,por ejemplo 

en este caso el pertenecer a una misma fila ó columna. 

Para el tercer empaquetamiento, se tendría ahora una lista encadenada corro la 

siguiente: 

rnrc IOOL VAIJ)R ISP IDealidad 

yll i 

y13 2 

y22 3 

y23 4 

y33 5 

y31 6 

Y-~-
32 7 

El encadenamiento d~ la información puede ser seguido para la fila 3 como 

·-



ejemplo. En la localidad INIC(3) se tiene un S almacenado,que como lo indica 
4 

la flecha correspondiente,apunta a la localidad en que se inicia la información de la 

fila 3 en los vectores ICOL,VALOR e ISP.: En ICOL(S) se almacena un 2 que significa que 

existen dos elementos fuera de la diagonal en la fila tres de la matriz Y. ~n VALOR(S) 

se almacena el elemento diagonal y33" En ISP(S) se almacena un 6 que indica qu'e en' 

la localidad 6 de ICOL,VALOR e ISP existe otro elemento de la misma fila. En ICOL(6) 

est.á almacenado un 1 que indica·· que en la primera columna de la fila 3 existe un ~ 

lemento diferente de cero. En VALOR(6) se almacena el valor de este elemento Y31 y 

en ISP(6) se almacena un 7 que apunta a la localidad 7 de ICOL,VALOR e ISP indic~ 

do que en esas localidades existe información-de la fila 3. En ICOL(7) se almacena. 

un 2 indicando que en la columna 2 de la tercera fila existe un elemento diferente 

de cero ;el valor de este está almacenado en VALOR(7) (Y32) ;finalmente en ISP(7) se 

almacena un O,que significa que esa es la última posición en los vectores ISP,VALOR 

e ICOL en que existen elementos de la fila 3. 

Se observa que para almacenar una matriz dispersa como una. lista encadenada,se re 

quiere ~demás de los vectores mencionados en cualquiera de los esquemas de empaquet~ 

miento presentados,de tin vector de encadenamiento conocido como de "siguiente posi-

ción" ISP de dimensión N+2B y entero. 

La desventaja de requerir un. vector adicional de ap~tadores se justifica ampli~ 

mente por la gran flexibilidad que se logra para efectuar modificaciones en la infor 

mación empaquetada. 

Se debe mencionar que la utilización de listas encadenadas par~ almacenar matrices 

dispersas es solo una aplicación particular,siendo posible emplearlas en otras áreas 

dentro de aplicaciones computacionales. 

1.~ Modificación de matrices empaquetadas. 

La modificación de una lista encadenada utilizada para almacenar una matriz dis 

persa se ilustra utilizando la matriz de la sección 1.2 • 

1.3. 1. Adición de elementos. 

S~póngase que la matriz Y está empaquetada como se·muestra: 



.... : 

INIC ICOL VALOR ISP Localidad 

y 11 o y 
" 13 

1 

y= o Yzzl y23 2 

y31 y32 y33 3 

4 

S 

6 

7 

El arreglo anterior se va a modificar para incluir los elementos Y12 y Y21 . Si el 

esquema de almacenamiento utilizado fuera secuencial(en localidades de memoria conti 

guas,se necesitarían localidades de memoria auxiliares para recorrer toda la inform~ 

ción de los vectores ICOL y VALOR a fin de insertar los elementos que se desea agr~ 

gar en las posiciones adecuadas. Lo anterior resulta irnpráctico en el caso de matrices 

grandes. Sin embargo utilizando listas encadenadas las modificaciones resultan sLUna­

mente sencillas. Esto se logra agregando Y12 y Y21 y en general cualquier elemento _ 

que se agregue,al final de los vectores correspondientes y encadenando la información 

a la de la fila en que se agregan ,mediante el vector ISP como se muestra: 

INIC · ICOL VALOR ISP Localidad 

y11 y12 y13 1 

y= y21 y22 '( 23 2 

y31 y32 y33 3 

4 

S 

6 

7 

8 

9 

Nótese que se modifica el vector ICOL en la. primera posición de las filas 1 y 2 



para reflejar el aumento en número de elementos fuera de la diagonal de esas filas. El 

vector de ·encadenamiento ISP se modifica en la posición que contenía un O indicando el 

fin qe información de la fila 1 y apuntando ahora a la posición 8 que es donde se lo 

caliza el elemento insertado Y12 . En ISP(8) se coloca un cero indicando que. finaliza 

en esas posiciones la información de la fila. 1\nálogamente ISP(4) que contenía un e~ 

ro indicando el fin de los elementos de la.fila 2 se modifica para apuntar a la posi. 

ción 9 en que se inserta el elemento Y 21 ,colocándose ·en la localidad correspondiente 

ISP(9) un cero para indicar el fin de la inform~ción de la fila 2. 

1.3.2. Remoción de elementos~ 

En la misma matriz empaquetada en el ejemplo.anterior,supóngase que se desea eliminar 

el elemento Y31 . Lo anterior se logra eliminando el encadenamiento del elemento a la in­

formación de la fila corno se muestra: 

1 . 
. y11 o Y· 

l3 

y = o y22 y23 

o y32 y33' 

INIC ICOL VALOR ISP Localidad 

2 

3 

4 

S 

6 

7. 

El elemento de ISP que apunta a la localidad·6 de VALOR que contiene el elemento 
./ 

que se desea eliminar (Y31) ~se modifica para hacerlo ahora apuntar hacia la posición 

en que se localiza el siguiente elemento de la 'fila. También el elemento diagonal de 

ICOL se modifica para reflejar la reducción en el número de elementos fuera de la 

diagonal de la fila. 

1. 3. 3. Condensación de listas ó ·"Recolección de Basura". 

'En el caso de procesos de factorización matricial en que se presenta el caso de· 

adición ó eliminación de elementos en el arreglo empaquetado,las localidades dispo 



nibles para realizar el procedimiento pueden ser mejor aprovechadas manteniendo una 

lista encadenada de localidades disponibles para alojar los elementos que se c~ean 

durante· el proceso. En el esquema hasta ahora utilizado para ilustrar ·.el empleo de lé. 

listas encadenadas,esta lista de localidades disponibles puede ser mantenida eri el mis 
. o . . . -

mo vector de siguiente posición ISP ,utilizando un indicador que apunte a la primera 

posición disponible para alojar un·nuevo elemento creado. El mantenimiento de esta 

lista se ilu!?tra en el siguiente ejemplo: 

Sea la matriz empaquetada: 

y11 o y13 

y= o y22 y23 

Y31 o y33 

INIC ICOL VALOR 

y11 

y13 

y22 

y23 

y33 

y31 

ISP Localidad 

2 

3 

4 

S 

6 

7 

8 

9 

La variable entera IDISP apunta a la localidad 7 de ICOL,VALOR e ISP que son las 

localidades en que puede ser introducido algún elemento nuevo en el arreglo. Supóngase 

que se agrega el elemento Y32 ; los vectores se modifican como: 

INIC ICOL VALOR ISP Localidad 

y11 o y13 1 

y= o Yzz y23 2 

y31 y32 y33 3. 

'4 

S 

6 

7 

8 
.~ 9 

1{ 

... 
~ 



Los vectores del arreglo se modifican en una forma análoga a la ilustrada en la sección 

1.3.1. Ahora la variable IDISP apW1ta a la localidad 8,que es la nueva primera locali­

dad disponible para alojar un elemento. El elemento correspondiente ISP(8) apuntará a la 

siguie~te posición disponible y así sucesivamente hasta encontrar un cero que indicará 
' . 

el fin de las posiciónes disponibles para alojar nuevos elementos en el arreglo. 

El caso de remoción de_elementos se ilustra suponiendo que en el arreglo anterior se 

desea eliminar el elmento Y31 . Las modificaciones en ·los vectores serían: 

. y11 

y = o 

o 

o 

1 Y22 
1 
ly 32 

1 • 

INIC 

y13 

y23 

y33 

IDISP 

ICOL ·VALOR 

y11 

--¡ y13 

Y22 

y23 

y33 

ISP Localidad 

1 

2 

3 

4 

S 

6 

7 

8 

9 

Se observa que la_localidad.que ocupaba la .infqnnación del elemei)tO Y31' ~hora ha si-
.. 

do encadenada en la lista.de elemcnt~s disponibles,ya que ahora IDISP apunta hacia esas 
1 

localidades de ICOL,VALOR e'ISP. El elemento correspondiente de IDISP se actualiza para 
r 

continuar el encadenamiento hacia la siguiente ~ocalidad libre mientras que los vectores 

ICOL,VALOR e ISP se modifican para reflejar la eliminación del elemento de acuerdo al 

procedimiento de la sección 1.3.2 . 

Mediante el procedimiento ilustrado para. mantener la lista de posiciones de memoria 

disponibles,siempre la primera de estas posiciones será la colocada mas arriba en los 

vectores en que se almacena el arreglo. 



CAPITULO 2. 

Esquemas de Ordenamiento. 

2.1. Introducción. 

Las matrices de coeficientes que resultan del análisis de SEP,poseen generalmente 

dispersas,simétricas y con dominancia diagonal. Resulta importante tratar de mantener 

las características anteriores durante la solución de algún problema en particular .. 

Cualquier procedimiento utilizado para mantener la dispersidad de la matríz de -

coeficientes durante el proceso de f.actorización para resolver sis~emas de ecuacio 

nes se reduce,dadas las características de dominancia diagonal,a seleccionar el ele -

mento pivote ,en métodos derivados del básico de eliminación de Gauss,únicamente en 

tre los elementos diagonáles de la matriz,obteniéndose implícitamente tina buena pre­

cisiÓn numérica y manteniéndose la simetría de la matriz de coeficientes durante· 

el proceso. 
1 

2.2. Matrices de Incid~ncia y Gráficas de flujo. 

-Una manera simple de analizar la efectividad de ordenar las ecuaciones de un sis-
. ' 

tema a fin de preservar la dispersidad de ·la matriz de coeficientes,es mediante la 
,-. 

aplicación de conceptos topológicos·de gráficas de flujo y matrices de incidencia· 

La estructura de una matriz Y de-órden~~N se puede representar por una matriz de 

incidencia B cuyos elementos serán: 

b .. = 
1J 

Si el elemento y .. de la matriz de coefi 
1J 

cientes es diferente de cero. 

b. . = O Si el elemento· y ... de la matriz de coefi 
1J -- 1J 

cientes es cero. 

A esta matriz de incidencia le corresponderá una gráfica de flijo que se puede cons 

truir incluyendo un número de nodos igual al orden de la matriz de incidencia y_ donde a­

cada uno de los nodos le corresponde una fila y/o columna de la. matriz. Estos nodos son 

unidos por -segmentos de recta si las intersecciones entre filas y coltmmas correspondien 

tes a ellos contienen elementos diferent_es de cero. 
-- _·---==- ·==-- ="-- -~:-

-~ A continuación se -muestra un SEP -elemental ,la matriz de incidencia de su rríatriz de 

admitancias de nodo y la correspondiente gráfica de flujo: 



1 2 

a) 

Figura 2.1. 

y1.1 y12 y13 y14 y15 1 1 1 1 1 1 

y21 Yzz o o o 1 1 o o o 

y31 o y33 y34 o 1 o 1 1 o 

y41 o y43 y44 o 1 o 1 1 o 

y 51 o o o Yss 1 o o o 1 

b) e) 

a)SEP ·elemental. b)Matriz qe 'incidencia correspondiente a 
su matriz de admitancias de nodo. c)Gráfica de flujo. 

2 

S 

Se debe notar que en el caso de SEP y de una red eléctrica en general,la gráfica de 

flujo obtenida de la matriz de incidencia de la red ,derivada de su-matriz de admitan 

cias de nodo,corresponderá a la gráfica lineal inherente a la propia red,lo que signi­

fica que· existirá una correspondencia entre red-matriz de admitancias de nodo y grá­

fic;a de flujo-matriz de incidencia del sistema,que se explota en la obtención de e-
\ 

quivalentes reducidos de las redes 

. La utilidad de estos conceptos para evaluar 1a eficiencia de ordenar las ec1,1aciones 

en un proceso de factorización matricial derivados del método de eliminación de Gauss 

'' estriban en el hecho de que al eliminar una variable del sistema de ecuaciones que se 
' 

Jesu~~ve,se obtendrá una matriz de coeficientes reducida que puede a su vez ser re-

presentada por una gráfica de flujo reducida. Esta gráfica puede obtenerse sin n~ 

cesidad de realizar el preces; de eliminación de la variable algebráicamente,simple-

mente-eliminando el nodo_que corresponde a la ecuación de la variable que se elimina 

e interconectando todos los nodos que incidian al nodo eliminado. En el caso de que 

dichos nodos no estuvieran conectados antes de eliminar un nodo,se introducirán ramas. 

Lo anteriór.~_podría ser interpretado~omo debido a la_necesidad de que el estado de los_ 

nodos de la gráfica que se conectan a través de1 nodo que se elimina,debe de pennanecer 

invariable ante la eliminación. 

2.2. Efecto de reordenar las ecuaciones de un sistema. 

En una red ·eléctrica,el efecto de reordenar la numeración de los nodos de lared,ori-

gina un reordenamiento en las ecuaciones de los nodos (en una formulación nodal). 

Esto se reflejará en la disposición de los elementos cero de la matriz de admitancias 

3 

4 



de nodo,y consecuentemente en la matriz de incidencia. Sin embargo la gráfica de flujo 

resultará la misma que antes de reordenar. 

Usando la ~triz de incidencia y gráfica de flujo dél SEP de la figura 2.1 ,se pu~ 

.de simular la eliminación de variables de las ecuaciones de nodo,e1iminando nodos de 
J 

la gráfica de flujo como se mencionó en la sección anterior,en el orden en que están 

numerados los nodos: 
2 

1 1 1 1 1 

3 1 1 o o o 

4 1 o 1 1 o 1 

1 o 1 1 o 

1 o o o 1 

-. 
·Al eliminar el nodo 1 de la gráfica,se obtiene una gráfica reducida,que corresponde 

a una matriz de incidencia reducida,que a su vez se derivaría de eliminar la variable· 
1 

' de la prünera· ecuación de nodo de la red,como la siguiente:· 

2 
/~, 

. ; , 1 ' 
/ 1 \· 

:~/:: ·- '1'3 ·} 
S ,. ' 

'l ~.... 1 . - .... , 
. ... 4 

1 1 1 1 
1 

1 ¡ 1 0 

l 1 J 0 1 . 
.1! 0 1 

1 
0 0 1 1 

1 . 1 

0 0 

1 0 

1 0 

0 1 

~Las lineas punteadas en la gráfica de flujo reducida así como los 0 en la matriz de 

inciden~ia representan los elementos que se introducen al eliminar algebráicamente la 

primera variable del sistema.En este caso todos los nodos han quedado interconectados 

reducida. 

Supóngase que ahora los nodos de la red se reenumeran de acuerdo a la figura siguiente: 



S 1 1 1 1 o o o 1 

o 1 o ·O 1 

S 
3 o o 1 1 1 

4 o o 1 1 . 1 

1 1 1 1 1 

Al eliminar la primera variabledel sistema de ecuaciones de nodo de la red,estruc-

turalmente ser~ia equivalente a eliminar al nodo 1 de-la gráfica de flujo resultando la­

matriz de .incidencia y gráfica reducidas como se muestra: 

1 o o o 1 
3 

4 

1 1 o o 11 o, 

5 O! o 1 1 1 

ol' o 1 1 1 . 

• 1 
: 1 1 1 1 1 1 

El eliminar .la segunda variable sería equivalente a eliminar el segundo nodo de la 
1' 

gráfica de .flujo resultand,o: 

3 1 o o o 1 
~ - -

o 1 o o 1 

5 o o i 
1 1 1 1 -

4 
o o j 

1 1 l 1 

1 1 1 
1 1 1 1 

Igualmente se puede proceder a eliminar el resto de las variables(3 y 4),momento en que 

algebráicament~ se llegaría al problema de resolver una ecuación en una ·incógnita. 

El ejemplo anterior ilustra el hecho de que el simple reordenamiento de 

los nodos de un SEP afecta en forma determinante: -~ la estructura dispersa de la 

matriz de coeficientes que describe su comportamiento,al aplicarse un método de fac-

torización matricial para resolverlo. 

En el caso del ejemplo se observa que eh el segundo ordep. de eliminación no se intro­

ducen nuevos elementos en el proceso de eliminación,es dcéir se preserva la .estructura 

' .. 



.;.le dispersidad de la matriz de coeficientes original. En el primer orden de eliminación 

en cambio,al eliminar la primera variáble,esta estructura de dispersidad se· destruye 

dando lugar a:.una matriz llena . . . ·~ ' 

2.3. Esquemas de Ordenamiento. 

Al aplicar un método de ordenamiento de ecuaciones para resolver un sistema lineal,se 

debe de considerar que esta técnica es sólo una herramienta para mejorar la eficiencia 
. . 

del método de solución utilizado,de modo que su aplicación deberá emplear un tiempo de 

"- ejecución razonable ó recuperable al final de una aplicación. Aún cuándo actualmente 

se trata de obtener un algoritmo que proporcione un orden que minirnize el número de 

elementos introducidos durante el proceso de solución ,actualmente el obtener dicho 

orden para cada red en particular resulta prohibitivo en tiempo de procesamiento lo que , 

a causado que se empleen métodos que proporcionan resultados subóptimos pero que. 

emplean recursos computacionales moderados. Sé presentan tres esquemás de ordenamiento 

subóptimo que han mostrado proporcionar resultados satisfactorios en aplicaciones de 

SEP,aunque las modificaciones a realizar en la presentación básica para el caso de 

matrices.no.simétricas o con elementos diagonales iguales a cero ha sido presentada 

Esquema 1. Este esquema consiste simplemente.en ordenar en forma ascendente las e 

cuaciones de acuerdo al número de elementos diferentes de cero fuera de la diagonal 

que contengan,ó en otras palabras de acuerdo al número de ramas que incidan al nodo 

correspondiente de la gráfica de flujo. Se dice que este. esquema es de preordenamiento 

estático porque únicamente reordena ecuaciones de acuerdo a la información de la matriz 
. . 

de coeficientes original. En este esquema si dos o mas variables cUmplen con la condición 

de tener el mínimo número de elementos fuera de la diagonal~se selecciona la varia­

ble de cualquiera de ellas como siguiente a eliminar • 

Esquema 2. Selecciona como variable a eliminar,aquella cuya ecuación co~tiene el 

menor número de elementos fuera c:Ie,la diagonq.l.ó el menor número de ramas incidiendo 

en el nodo correspondiente en la gráfica de flujo reducida en cada paso ·del proceso 

de eliminac~?~-· §i. dos Ó mas .. variables ClUllplen -con la condición- anterior-, s-e-selecciona 

cualquiera de ellas. 

Esquema 3. Selecciona como variable a eliminar aquella que al ser eliminada intro­

duce el menr1r número de elementos en la matriz ¿~ coeficientes reci.'.CÍ¡J1 6 menos ramas 



en la gráfica de flujo correspondiente en cada paso del proceso de eliminación. 

Se dice que los dos últimos esquemas son dinámicos porque toman en ~uenta la infor­

mación de la matriz de coeficientes o gráfica reducidas y no simplemente la información 

de la matriz de coeficientes original. .. . . 

Los tres esquemas se listan en orden creciente de complejidad y recursos computa-

cionales requeridos para implementarlos. El esquema 1 es el mas simple y requiere 

de un tiempo mínimo de ejecución,per9 al ser aplicado a sistemas gr~ndes produce UD nú 

mero de elementos creados durante el proceso de eliminación de variables grande. El es­

quema 2 es el mas ampliamente utilizado por proporcionar un buen compromiso entre 

tiempo de ejecución y resultados obtenidos en dispersidad. El esquema 3 requiere 

de mayor tiempo de ejecución así como lógica de programación,pero los resultados ob-

tenidos respecto al esquema 2 no son superiores consistentemente. 

2.4. Ejemplo de aplicación de los esquemas de ordenamiento. 

A continuación se muestra la aplicación de las · . matrices·de incidencia y 

gráficas de flujo,aunadas a los métodos de empaquetamiento presentados en el Capítulo l 

, para aplicar los métodos de-ordenamiento subóptimos. 

Considerando la red.de la figura.2.2: 

X X o X X 
•. 

X X X o o 

o X X X o 

X o X X o S 1 2 

5 X o o o X 

Figura 2.2. a)SEP elemental,su matriz de incidencia y gráfica de flujo. 

La información de la matriz de admitancias de nodo del sistema anteri<?r podría ser al 

macenado en arreglos unidimensionales como se muestra: 



.. 
INIC(J) ICOL(J) VALOR(J) ISP(J) Localidad 

1 

2 

3 

4-

S 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

\ 12 

13' 

14 

15 

16 

17 

Un orden de eliminación de variables desde el punto de vista de dispersidad 

se.determina,según el esquema 1 de ordenamiento ,simplemente comparando el número de 

elementos que incide:. a cáda nodo de la _gráficéiJ. de flujo. En Ja.S.Jlrreglos en que se 
' ' . . 

empaqueta la matriz de admitancias de nodo,esta información está en las primeras 

posiciones de la información ~e cada nodo ó fila de la matriz en el vector ICOL (J), . 

posiciones a las 'que apuntan los elementos de INIC(I) • El nuevo-orden de .eliminación 

de nodos ó variables se podría almacenar en un vector NORDEN(I) paralelo al vector INIC(I) 

corito se muéstra: 

;. 



. . . ~ 

Número de elementos que in­
ciden al nodo I. 

ICOL(INIC(I)) 

Vector de nuevo orden de 
eliminación de nodos 

NORDEJ\I ( I) 

El orden de eliminación determinado indica que los nodos del sistema deberán arde-

narse como se indica: 

X o o o X 4 3 
! 

o X X o X 

o X X X o 

o o x¡x X 
I J • . 1 S 2 

X X o X X 

Figura 2,2, SEP elemental. Nodos reordenados de a- · 

cuerdo al primer esquema. 

Para ver el efecto del reordenruniento,se puede observar la eliminación de nodos en las 

gráficas de flujo correspondientes a la red ordenada y sin ordenar: 

3 

1 2 
Gráfica de la red original. 

• 
1 

4 3 

I I 
s ·z 

Gráfica de la red ordenada. 
... 

· Eliminando. el primer nodo en ambas gráficas se obtienen las siguientes gráficas redu-

cidas: 

"'4:]3 "' ... 
;' ' "' \ , . \ 

e:::----------
S . 2 

En la red sin ordenar al eliminar el primer nodo,se il).troducen tres nuevas ramas, 



que representarían seis nuevos elementos en la matriz de incidencia reducida de la red, 

En la gráfica ordenada,no se introducen elementos. 

Eliminando el segundo nodo de la gráfica reducida resulta: 

4 3 

[7 
S 

4 3 

V S . 

Al eliminar este nodo en ambos casos se introduce una rama en la gráfica de flujo 

reducida resultante. Finalmente la eliminación de cualquiera de los nodos restantes 

en las gráficas reducidas no introducen nuevos elementos en ninguno de los dos casos. 

El aspecto de las matrices de incidencia en uno y otro caso al final del proceso 

de eliminación sería: 

1 1 o 1 1 1 o o o 1 

1 1 l 0 0 o ,. 1 D 1 

o 1 1 1 0 o 1 1 1 0 

1 0 1 1 0· o o 1 1 1 

1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 

Una vez mas,0 indica elementos que se introducen en el proceso de eliminación y que de. 

alguna manera necesitan ser almacenados y procesados en algún momento, 

En el esquema anterior se observa que los arreglos en que se almacena la matriz de 

adrnitancias de nodo de la red no ~e modifica en ningun momento. Si se aplica el esquema 

2 ó el esquema 3,se tendría que simular el proceso de eliminación de nodos de ia gráfi 

ca de flujo para ir determinando el siguiente nodo a eliminar en el proceso. A continua 

ción se ilustra la aplicación del.segundo esquema a la red del caso anterior. 

En este caso,de la información almacenada en ICOL se seleccionaría inicialmente como 

nodo a eliminar,el nodo que tuviera el menor número ie elementos conectados a él. 

A.continuación se simula la eliminación de este nodo,desconectando las ramas correspon 

dientes de acuerdo al procedimiento_ descrito en. la s~cción 1 .3. 2 .. En ICOL se debe de ~checar 

Ia ..,...ó5iiectív:i..dad del nodo que se elimina así como la de los nodos a él conectados ,a fin de 

determinar las ramas que se introducen. Al eliminar el primer nodo que sería el S de la 



' .. 

figura 2.1 .,los arreglos se modificarían como se muestra: 

INIC . ICOL VALOR ISP . Localidad N ORDEN 

o 

o 

o 

o 

l 

·~Los (*l indican posiciones· en las· que ha~habido modificaciones~ en ICQL .e ISP~ pªra. si­

mular la eliminación del nodo 5, La gráfica de flujo resultante sería: 

2. 

Y no se ha creado ningún elemento al eliminar el nodo. Para determinar el siguiente nodo 

a eliminar, se· inspecciona el nCnnero de elementos que inciden a los nodos de la gráfica ·- :: .. 

reducida ;esta información se encuentra en ICOL(INIC(I)), 

Todos los nodos tienen ahora dos ramas conectadas y se selecciona el 1 como siguiente 

a eliminar. 

Se procede a simular la eliminación del nodo l, Como los nodos 2 y 4 están conectados 

al nodo 1 pero no están interconectados entre sí,se crea una rama entre ellos al elimi-



nar el n9do 1 ,como se muestra en la gráfica reducida: 

Y los elementos de los arreglos que contienen la información de la grafica de flujo re 

ducida quedaría n como se muestra: 

INIC ICOL ISP Localidad NORDEN' 

-. 

* Elementos creados al eliminar el nodo 1 . 

Una vez más se inspecciona el número .de ramas que inciden a los nodos aún no elimina-

~ d<:: -~~--~C~~L(I_NI~fQ}!_ TQd()s.Jos~nQ<ios ~in ~ordenar~ ~tienen ·el mismo número de conexiones'(2)~ 

seleccionandose el 2 como siguiente nodo a ellininar. La gráfica de flujo resultante sería: 
1 

.. . 
l; 



4 3 
o o -- ..... 

,'~z 
\~ ' . 

Quedando los arreglos como: 

INIC ICOL ISP ·Localidad 

1 

2 

3 

4 

S 

6 

7 

8 

9 

:10 

J 1 

12 

~- -:1-3-: 

J4 

15 

16 

17 

NORDS\1 

2 

3 

o 

o 

1 

Nuevamente se inspecciona el. número de elementos conectados a los nodos aún no elimi­

nados,resultando que los nodos 3 y 4 tienen el mismo número ~e elementos (1) conectados, 

Se selecciona como siguiente nodo a eliminar el 3 , resultando una gráfica como la si­

guiente: 

3 4 ... 
' o--, e 

~-/ 
1 



.· , .. 

. Finalmente el nuevo orden de eliminación proporcionado por el segundo esquema de or-

denamiento sería: 

NORDEN 

Si se maneja análogamente la información de la estructura de la matriz de admitan~ 

cias de nodo almacenada en INIC,ICOL e ISP,se puede aplicar el tercer esquema de or-

denamiento. La diferencia respecto al segundo esquema sería que habría que eliminar 

en cada. paso del proceso de eliminación,los nodos aún no ordenados y observar cual 

de ellos introduce el menor-número de ramas al ser eliminado. Analizando la gráfica de 

flujo del ejemplo: 

4 3 

lo-----1 
S 1 2 

La eliminación de cada uno de los nodos produciría cada una de las siguientes grá-

ficas reducidas,respectivamente: 

·4 3 .1732 ~ 
4 3 

" ~ 

D 1 ' 1 

1 ', 1 . 1 '\ '2 1 

S4L--- ~ 2 S S 1 

k=3 k=1 k=1 k=1 k= O 

k es un contador de ramas introducidas al eliminar cada uno de los nodos. Se observa 

que al eliminar el nodo S no se crean elementos y por lo tanto se selecciona como pri 

mer nodo-a eliminar resultando: 

4 3 

-0 
1 2 

~ .. 



-· ' 

Eltminando cada uno de los nodos que testan por eliminar se obtendrían las gráfi­

cas de flujo reducidas siguientes: 

4 3 4 3 

~ 
2 

V 
f!f' 

1 2 2 

k=1 k=1 k=1 k=1 

Al eltminar cualquierá ~e los nodos se intróduce una rama. Se selecciona el nodo 1 

como siguiente a eliminar,resultando: 

N ORDEN 

4 3 

~ 
2 .' 

La eliminación de cada uno de los nodos que restan,producirían'las gráficas de flujo si 

guientes,respectivamente: 

4 3 4 2 3 2 

0----· 
k= O k=O., k= O 

Seleccionando como siguiente nodo a eliminar el 2 resultando: 

N ORDEN 

-. 
o,__ ___ __,.a 

Finalmente al eliminar cualquiera de los dos nodos restantes no introduciría nuevos ele-

mento,de modo que se pueden ordenar arbitrariamente resultando: 

N ORDEN 

Aunque en este ejemplo los esquemas 2 y 3 han obtenido iguales resultados,es convenien 



t0 no-car lo siguiente: a) :tn el ejemplo del segundo esquema,se mtiestra que al apli-

_car computacionalmente un esquema dinámico ó estático de ordenamiento,implica manejar 

únicamente la información de la estructura de la matriz de coeficientes del sistema qw: 

se resuelve,información que se empaqueta en vectores_ enteros,y que se pued~ simular 
' el proceso de eliminación en forma sencilla manipulando dicha información. b)Existe 

un grado creciente de complejidad entre esquema y esquema. La diferencia existente en 

dicha complejidad entreel segundo y tercer esquem~ y la diferencia en resultados obteni 

dos han favorecido la mas amplia utilización del esquema _2. e) El concepto de grá 

ficas de flujo es una herramienta para evaluar visualmente el comportamiento de diferentes 

esquemas de ordenamiento y son la base para simular eliminaciones nodales o facto-

rizaciones matriciales. 

2.4.1. Resultados de :)_a aplicación de esquemas de ordenamiento. 

El efecto dramático· de aplicar métodos de ordenamiento en la dispersidad de una ma-
' lo.. .. 

triz al ser factorizada,se muestra en la siguiente figura para la estructura de la ma-
. ·, . ' 

triz de admitancias de nodo del sistema de prueba de 30 nodos del IEEE 

el esquema 2 de ordenamiento al triangularizar: 

,aplicando 

JlO.t.lt. 00 

"'Jt 11. o" 'lL 
Jtoo•o~t. o 
11. o J(. o ll. "'11 "" o 
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JtOJtQ O 000 O 
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····------.ICOli,.O o 000 O 

_.;_ __________ '110 Jr4 004 OOOll O 
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~!~r!z de tn~id~ns;ia del-sistema~.de ,prueba-del-IEEE(30 nodos). a)Matriz trian­

gularizada sin orden"ar los nodos de la red. b)Matriz triangularizada después de 

aplicar el segundo esquema de ordenamiento. 

~ 



En las matrices anteriores las X son los elementos originales de las matrice's,mientras 

que los O son elementos introducidos al triangularizar. 

En la siguiente tabla se muestra el resultado de aplicar el segtrr!.db esquema de ordena 

miento a diferentes SEP de prueba; el coeficiente_de dispersidad indicado es la relación 

entre elementos cero de cada matriz de admitancias de nodo y el número de elementos 

totales de las mismas. 

-Matriz original Elementos creados al Matriz triangularizada 
Sistema ·- Coeficiente de Triangularizar Coeficiente de dispersidad 

Dispersidad Ordenando Sin ordenar Ordenando Sírt ordenar 

IEEE. 
14 nodos o. 7248 8 . 44 .68367 • S 
30 ramas 

IEEE 
\ 

30 nodos 0.87555 28 174 .8444 .68222 
41 ramas 

IEEE 
57 nodos 0.93444 118 790 ' .89812 .69128 
78 ramas 

CFE SIN. 
98 nodos 0.96668 33 198 ·. 9598 . 85089 
111 ramas .. 

IEEE 
118 nodos 0.96581 172 

' 
1692 .95346 .84429 

J79 ramas ~-v - ·> =- ---- -- - ~-- - --

En la tabla anterior se puede observar la forma tan acelerada en que crece el número 

de elementos diferentes de cero si el orden de eliminación de variables se hac~ al azar 

así como la forma en que la dispersidad de la matriz de coeficientes original se mantie 

ne mediante la aplicación del esquema de ordenamiento. 

Obviamente la no aplicación de ún esquema de ordenamiento tendría como consecuencia 

un aumento sustancial de la capacidad de memoria requerida para procesar una matriz de 

coeficientes ,así como del tiempo de ejecución empleado en procesar todos los elementos 
. 

que se introducen durante el proceso de solución del sistema de ecuaciones. Se observa · 
S . 

también en la tabla que resulta más aplicable e impretindible un método de ordenamiento 
. . . 

a medida que el sistema a analizar crece en dimensiones. 
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NOTAS SOBRE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA. 

Describiremos la teoría de la probabilidad en términos 
-------------~----- -------- ---. ±n·tui-tivos~- ---- -------- ------- ----------------- ~-- ----

Iniciarnos nuestro trabajo con la noción de que los ju! 

cios probabilfsticos contienen ciértas propiedades ob-

jetivas del fenómeno involucrado de acuerdo con nues-­

tro conocimiento empírico. _El problema probabilístico 

lo enfocaremos de manera que cuantitativamente poda-­

mos estimar la probabilidad d~ ia ocurrencia de algu-­

nos fenómenos que es razonable que se presenten bajo -

cier tas condiciones completamente definidas. Esto sig 

nifica que no podernos establecer ninguna probabilidad 

de un evento aislado. Así, por ejemplo, ima rredición de 

energía eléctrica. 

Ahora, si considerarnos a. priori que existe una cierta 

probabilidad de que el error en el valor que asignemos 

esté expresado corno una función 

_ p (x) = a-f (x) 

necesitaremos calcular a, -la cual caracteriza el va.lor 

-de la magnitud del error . - En~tonces, ~p-odemos~~p~eguntar 

¿en qué medida depende la magnitud del error de otras 

COndiciones, CQinO Sbn!la magnitud de- la cantidad medi­

da, condiciones del equipo de medición, etc.? 

En este punto podemos continuar con la suposición de 

que a cada conjunto de condiciones externas le corres­

ponde algGn valor definido de a. En todas las aplica-­

e iones de la teoría de La probabilidad, "probabilidad" 

significa la probabilida~ de que algGn evento, llamé~­

mosle A, ocurrirá bajo J.a realiz~cióri de un cierto con 

junto de condiciones S, l.as cuales en_principio son re 

producibles un número inf:i.nito de veces. 

'-- --~ ----- ---
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Denominamos experimento a cualquier evento cuyo resulta 

do no puede ser'predicho con certeza. 

Llamaremos espacio de la muestra S, de un experimento, 

al conjunto de todos los resultados posibles del experi 

mento. 

Un ~vento es un subconjunto del espa~io muestra. Cada -

subconjunto es un evento. 

Decimos que un evento ocurre si cualquiera de sus ele-­

meptos es el result~do del experimento. 

Aquellos puntos que son de interés determinarán el esp~ 

cio muestra a definir. Al mismo tiempo, alguna indica-­

ción del núm,ero de veces que puede ocurrir cierto resu!_ 

.tado puede derivarse de consideraciones analíticas del 

experim~nto.r~aliZado y los mecanismos inherentes. 

Un evento de un solo elemento A,<.:es un subconjul)to de S, 

el cual tiene solamente un elemento que pertenece a S, -

ésto es, si ahí existe solamente una x ~ S tal que 

x E A e S, entonces A es un evento con .un solo elemento. 

Un evento cuya ocurrencia es inevitable siempre y cuando 

el conjunto de condiciones S esá pneéente, se le llama 

cierto . Si el evento A no puede ocurrir cuando el co~­

junto de condiciones S está presente, se le llama 'imposi 

ble. 

Un evento que puede no ocurrir cuando el conjunto de con­

diciones S está presente, se le llama aleatorio. 

Principio No. 1.- La probabilidad de que el evento A ocu­

rra, siempre y cuando el conjunto de con 

diciones S esté presente, es igual a p. 

Las ~leyes· de este tipo son denomirradas· 

leyes probabilísticas o estocásticas. 

1 
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Por ejemplo: la probabilidad de la .Pé~ 

dida de una línea de transmisión en un 

sistema eléctrico'de potencia durante 

un cierto intetvalo de tiempo. El con­

junto de cond~ciones está formado por 

el nivel de carga del sistema, de -

frecuencia, voltaj:e, atmosfér:iJ.cas, etc. 

El evento A es en sí el hecho de· la pér 

dida d'e la línea durante el período de 

tiempo considerado. 

Es posible encontrar muchos. fenómenos e~ la vida _real, -

en cualquier campo del conocimiento,de tal modo que pode­

mos hablar de algún juicio "bien definido" de un evento, 

el cual tiene una mayor o menor probabilidad de ocurren­

cia. Esto, históricamente llevó a la construcción axiomá­

tica de la teoría de la probabilidad. 

Definamos U como un conjunto de eventos elementales. 

Consideremos una familia F de subconjuntos del conjunto. u. 
Llamemos a los elementos de F eventos aleatorios. 

Las siguientes 3 condiciones deberán ser satisfechas: 

1- F contiene el conjunto U c:::omo uno de sus elemen-­

tos. 

2- Si los subconjuntos A y B del conjunto U son.ele­

mentos de F, entonces los conjuntos A+B, AB, A y 

B son también elementos de F. Si F es cerrado 

bajo_ estas tres operaciones elementales de los 

eventos, designamos esta familia de eventos F 

un campo de eventos. El conjunto F forma9o de es­

ta manera es denominado en la literatura, un cam­

po de eventos de Borel1 
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3- Si los subconjuntos A1 , A2 , ... , An' .. ~del con­

junto U son elementos del conjunto F, entonces las 

~s A
1

+ ... + An+ de estos subconjuntos son 

también elementos de F. 

AXiomas. 

I. Para cad'a evento aleatorio A en un campo de eventos F, 

hay un número no negativo p{A) asociado a él, denomina 

do su probabilidad. 

II. p(Ú) = 1 

III. Si los eventos A1 , A2 , ... ,A, ... son mutuamente ex-­n . 
cluyentes uno al otro~ entonc_es . 

= 
n 
::;: 

i=1 
p (A.) 

l 

Propiedades. 

'* 

i) P(V) = O ¡ P{V) + P(U) = 1 

junto vacío, 

donde V=~, el con-

ii) para cualquier evento A, P(A)=1-P(A) 

iii) O ~ P(A) ~ 1 

iv) si A~B, entonces 

P{A) :!!:: P(B) 

v) P(A+B) = P{A)+P(B)-P(AB) 

del axioma I, P(A+B) ~ P{A)+P{B) 

Si dos eventos aleatorios A y B son tales que los elemen­
tos de U pertenecientes a A son distintos de ·los elemen-­
tos de B, entonces los denominarnos mutuamente excluyentes 
Definimos U y U=v,· ·como los t · . even os c1erto e imposible. 
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Extensión del axioma de la suma (III). 

Si el evento A es equivalente a la ocurrencia de por 

lo menos uno de· los eventos mutuamente excluyentes -

A1 , ••• 1 An 1 • • • entonces 

podemos reemplazarlo por el axioma de continuidad. 

Si la secuencia de eventos B1 , B21 ••• 1 es el evento 

imposible, entonces P (B ) ~ O cuando n-c::>D • La demos 
n 

tr~ción de lo anterior puede encontrarse en la refe-

rencia 2. 

Si la única restricción impuesta al calcular P(A) 
' 

es el conjunto de condiciones S 1 :entonces esta prob~ 

bilidad es llamada incondicional. 

En muchos problemas el cálculo de la probabilidad se 

·reduce a contar el número de elementos en S y el nú­

mero.de elementos en los eventos que son de interés. 

Las probabilidades están entonces dadas por la razón 

de estas cantidades. Esto es importante cuando esta­

mos construyendo modelos matemáticos para describir 

la probabilidad de algún evento. 

La probabilidad condicional de que ocurra B 1 dado -

que A ha ·ocurrido, P (B/A) 1 está dada por la expre-­

sión siguiente: 

J? (B/A) = P (Bn A) /P (A) 1 donde P (A)'> O 

si P (A) = O definimos 

P(B/A) = O 

Decimos que A y B son mutuamente excluyentes si y -

solo si A() B = ~ 
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Decimos qu8 2 eventos, A y B son independierites si 

J.sclo si 

P(AnB) = P(A)P(B) 

Nota.- Si A y B son independientes, entonces 

P(A/B) = P(AB)/P(B) 

= P(A)P(B)/P(B) = P(A) 

Un experimento está formado de n eventos independien 

·tes, si y solo si: 

1) S es el producto cartesiano* de'n conjuntos 

sl' s2' ... , sn Y 

2) la probabilidad de la ocurrencia de un even­

·to de un solo elemento A S, es el producto -

de las probabilidades de la ocurrencia de 

·ras eventos apropiados de un solo elemento 

Ai Si' i=l,2, ..• n, ésto es,P(A)= P 1 (A1 )P 2 (A2 ) 

... P (A) , donde A S, A. S., i=l,2,.o,n n n 1 1 

y A, A1 , ... ,An' son cada uno eventos con un 

solo elemento. 

Supongamos n exhaustivas, mutuamente excluyentes e 

igualmente posibles ocurrencias A1 ,A2
, o o. ,An , de 

las cuales m son favorables al evento A, k al even­

to B,y r al evento AB (r~k y r~m) 

*-

P(A/B) = r/k = (r/n)/(k/n) 

= P(AB)/P(B) 

El producto·cartesiano AxB de A 
junto de todos los pares posibles 
x1 ~ A y x 2 E: B, o sea, 

y B es el con­
(x1,x2) donde 

AxB = 1<x1 ,x2 ): x1 ~ A,x2 E B.} 
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De la misma manera pci.demos escribir 

P(B/A) = P(AB)/P(A). 

Las últimas 2 expres~ones nos llevan al denominado -

Teorema de Multiplicaci6n: 

P(AB) = P·(A)P(B/A) = P(B)P(A/B) 

el cual podemos expresar en palabras como sigue: la 

probabilidad del producto de 2 elementos es igual al 

producto de la probabilidad de uno de ellos por la -

probabilidad condicional del otro·, dado que el pri~ 

ro ha ocurrido. 

Un evento A· es estocásticamente independiente -o sim-­

plemente independiente- de un evento B si la relaci6n 

P (A/B) = P (A) 

es váli.da. 

De ello se deriva 

P(A)P(B/A) = P{A}P(B) 

P(B/A) = P(B) 

Asf, la ocurrencia del evento B no afecta la probabi~ 

lidad del evento A. La independencia e~ una relaci6n 

simétrica. Si. los eventos A y B son independientes, 

P(AB) = P(A)P(B) 

Un espacio muestra discreto es aquel que tiene un nú 

mero finito o un número contable infinito* de elemen­
tos. 

* Un conjunto S contiene una infinidad contable de -

elementos si es posible establecer una co~respon--
, 

dencia uno a uno entre los elementos de S y el con 

junto de los enteros positivos. 
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Un espacio muestra continuo (unidimensional) es aquel 

que tiene corno elementos todos los puntos en algún in 

tervalo definido sobre la línea de los reales. 

Se puede demostrar que para espacios muestra continuos~ 

debernos especificar una regla para asignar las probabi 

lidades a subintervalos continuos más que especificar 

probabilidades para todos los eventos de un solo ele­

mento. Es sencillo demostrar que la probabilidad de -

algún punto particular en.un espacio contínuo es cero. 

Podernos asignar probabilidades para espacios muestra 

contínuos unidimensionales, dada la longitud de S, 

L (S), S = [ x: a~ #b } y dado algún subintervalo A = 

{ x:c~x~d 1 1 siempre y cuando d > ~' d~ b. y a~ e, en­

tonces 

P(A) = L(A)/L(S) A es 

El enunciado anterior satisface los axiomas de la 

teoría de prob~bilidad. 

Cuando llevarnos a cabo.una medición, por ejemplo en­

un sistema de potencia, tenernos un gran número de 

efectos de tal manera que podernos decir que el valor 

de la cantidad medida variará en forma aleatoria alre 

dedor de cierto valor. Si repetirnos el experimento en 

las mismas condiciones (siempre y cuando ésto sea po­

sible) , aún en este caso obtendríamos valores diferen 

tes cada vez. Esta variabilidad de los resultados es 

descrita adecuadamente por la teoría de la probabili­

dad, por variables aleatorias. Podernos decir que todo 

el proceso de medición es un proceso aleatorio, pues­

to que la variabilidad de los valores medidos depende 

de tantos factores que no podríamos definirla de una 

manera deterrninís ti ca·. . Así,, podernos decir que una va 
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riable cuyo,valor está determinado por el resultado de un 

experimento del tipo antes mencionado es denominada varia 

ble aleatoria. 

Una v~riable al~atoria x es _una función con val6res reales 

de los elementos de un espacio muestra S. 

Una variable aleatoria x es discreta si su rango forma un 

conjunto discreto (contable) de números reales. Una varia­

ble aleatoria x es continua si su rango forma un conjunto 

continuo (no con·table) ·de números reales, y la probabilidad 

·de que x sea igual a un va.lor específico en su rango es cero·. 

La función de probabilidad para X es una función( represen­

tada por P{x), de una variable real x y será definida por 

P(x)_ = P(X(w)=x) para toda x real;donde X(w) 

es una descripción funcional de X. 

La función de probabilidad puede ser derivada intuitivamen-
. . 

te de la medida de la probabilidad de los subconjuntos del 

espacío muestra y puede ser usada para_producir juicios 

acerca de 1~ variable al~atoria. 

La función de distrib~ción para una variable aleatoria x, 
expresada por FX (t) = P(~t), es una función de una va­

riable reai t, tal que:· 1) El dominio de definición de F X 

es la línea recta, -y 2L para cualquier recta real t; 

F X Ct )_ ;=: P (X , t) 

Para una variable aleatoria discreta X, podernos escribir 

¿ p(x) 

x~t 

La función de distribución probabilística para una varia­

ble aleatoria continua Y, definida por fy (y) es una fun 

ci6n de una variable real y tal que: 1) el dominio de fy 

es ·1a línea recta y 2) para cualquier número real t 

Fy(t) • Jt fyiYI dy 

-oc 
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Se puede pensar que fy-(t) está midiendo la razón de acumulación 

de la probabilidad en cualquier punto t. ~ 

Podemos calcular la probabilidad de que Y se encuentre en el -

intervalo comprendido entre a y b con la expresión siguiente 
. ' b 

P(a< Y< b) = P(a~Y~b) =] fy(Y) dy 
, a . 

Antes de continuar con las propiedades numéricas de las varia­

bles aleatorias, vamos a presentar·en forma breve, una fÓrmula 

importante para la teorfa de estimación, la fórmula de Bayes. 

Fórmula de Baye s. La probabilidad de Ai dado que B ha ocurrido 

n 
donde P (B) = 2 P (~j) P (B/Aj) 

j==l 

La mayor parte de las veces, cuando hablamos de un evento, hay 

algunos resultados con uria mayor probabilidad de ocurrir y es­

pecialmente hay uno más esperado, en términos numéricos hay un 

punto, donde el valor promedio puede ser encontrado. A este va­

lor se le denomina, el valor esper~do. Las dos caracteristicas 

más importantes de una variable aleatoria son su valor e~perado 

y su variancia o dispersión. 

Valor ·esperado o esperanza matemát~ca. 

Si X es una variable aleatoria discreta con función de probabi­

lidad px(x), el valor esperado de H (x), expresado por E{H (X)} 

está definido por 

E { H (X ) } = ¿ H (X ) Px (X ) 
rango 
de x 

Siempre y cuando la suma sea absolutamente convergente. 
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Si X es una variable aleatoria continua GOn función de probabi­

lidad fX(~, el valor esperado de H (X) está definido por 

Et H (X)] = I: (x) f X (x) dx 

Siempre y cuando la integral sea absolutamente convergente. Si 

la integral o la suma no son absolutamente convergentes, deci­

mos simplemente que el valor esperado no existe. 

El valor esperado de X, le denominamos la media o el valor pro 

medio de X y lo representamos por }Jx esto es, }-'x=ElX3 · 

El valor medio de la variable aleatoria localiza el centro de 

la función de probabilidad en el sentido del centro de grave-­

dad. 

La media de una variable aleatoria proporciona una medida.del 

centro de la distribución probabilística qe la variable alea­

toria. 

La medida de la variabilidad de una variable aleatoria frecuen 

temente utilizada es el promedio del cuadrado de la distancia 

entre la variable aleatoria y su media p x· Si X varía relati 

vamente poco, la mayor parte de ras veces estará cercano a su 

valor meuio y su distancia promedio de la medial al cuadrado,­

será relativamente pequeña; si X varía bastante, entonces una 

buena parte de las veces diferirá por un valor relativamente 

grande y su distancia promedio de la media al cuadrado será re 

lativamente grande. A esta desviación de la media al cuadrado 

se le llama dispersión .o variancia de la variable aleatoria. 

La variancia o dispersión de una variable aleatoria X, repre­

sentada por 6 ~ está definida por - ó~ = E [ (x-ftx_) 
2

} 

Su raíz cuadrada positiva le llamamos la desviación estándar 

de x. Así, (S"x = g 
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Si hay unidades asociadas a la variable aleatoria X, la dis-

persi6n será medida con el cuadrado de esas unidades. La -

desviaci6n estándar revíste un especial interés puesto que -

está medida en las mismas unidades que las de la variable a­

leatoria. 

La dispersi6n puede ser expresada: 

() ~ = E { (X- ~) 2 } = E ~ x2 
} - j-J ~ 

Es fácil ver, que (f ~ puede ser calculada como el promedio de 

los cuadrados de variable X menos el cuadrado del valor prome 

dio de X. 

E 1 momento k- ésimo de una variable aleatoria X es .expresado por: 

~=E {0}. 

La n~etlia o valor esperado y la C.i~3persi6n o . var:tancia -­
de una variable aleatoria X son funciones de los primeros dos 

momentos de X. El primer momento, m, esta expresado por: 

m = 1 

El segundo momento m2 está expresad~ por: 

m.. -- E { x2
} t ¿ , en onces 

El conocimiento de m, y m2 de una variable aleatoria nos permi 

.tirá calcular la media y la variancia de la variable aleatoria. 

Estos dos momentos proporcionan información acerca de la parte 

media de la ley de probabilidad y el grado de variación alrede­

dor del valor promedio. 

La funci6n generadora de momentos, o función caracteristica, ex 

presada por mx (t) de una variable aleatoria X está definido 

por: 
~(t) =E{etx} 

Para ver por qué a nx(t) se le denoiDina una función generadora 

de momentos, veamos sus derivados con respecto a t, calculadas 
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·para t=O. Como se puede ver, por ejemplo: 

~1) (o) = E t Xe
0

} = E t X 1 = m . 1 

La expresión E \ex JJx) k} = }Jk se denomina el momento 

k-ésimo con respecto a la media de X, donde k= 1, 2 1 ••• 

.Para: k=1, 

k=2 1 

Teorema: 

Para dos variables aleatorias X y Y con funciones generado­

ras de momentos ~ (t) y ny (t), respectivamente 

Entonces, mx(t) = rry(t) si y solo si ·FX(t) = FY(t) para 

cualquier real t. 

Teorema: 

Para una variable aleatoria X con función de distribución 

F X (t), definimos Y = a + bX, donde b) O. Entonces, 

FY(a+bt) = FX(t), para toda t. 

La forma estándar de una variable aleatoria X es la varia­

b,le aleat.oria Z = (X - f-lx) / 0 X · 

Es fácil ver que: }Jz = - J-lxl Cfx + J-lx (1/ Ox) = O. Y· 

o~ = ( 1/()~) (S" X 

asf, la forma estándar de una variable aleatoria siempre 

tendrá una valor medio igual· a cero y su variancia igual a 1. 

Teorema·: 

Supongamos que X es una variable aleatoria continua con 

función de distribución F X ( t) • Si Y = ax2 , a> O,. enton­

ces la función de distribución de Y es 
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Fy(t) = O, 

= Fx (JI)- t ~o 

y la función de probabilidad de Y es: 

FY(t)- 2 ~ ( fx(J~) + fx (- .J!)] , t >O 

= O para cualquier otro valor de t. 

Teorema: 

Consideremos una variable aleatoria continua X, y F(o) = u. 
Si y = X, entonces: 

F y.( t) = o para t <O 

2 
= Fx (t .) para t ~O 

y 

Fy(t) = o para t "'-O 

= 2t fx (t) para t ~O 

A continuación presentamos algunos teoremas que expresan 

propiedades del valor esperado y la variancia de una varia 

ble aleatoria. 

Las demostraciones pueden ser encontradas en las referencias. 

Teorema: 

El valor esperado de una constante es la misma constante: 

= 
oO 

fcfc(x) dx =e. 1 =e 
-oo 

Teorema: 

El valor esperado de la suma de dos variables aleatorias es 

igual a la suma de los valores esperados de cada una. 

+ E t ~} 
Corolar{o: El valor esperado de la suma de un número finito 

de var~ables aleatorias es igual a la suma de valores espera-
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dos de cada una de ellas. 

E { e( 1 + 0(2 + . • . + o< n 1 = E l otl} + ... + E {o<. n } 

Teorema: 

El valor esperado del producto de dos variables aleatorias 

independientes eJ... y ~ es igual al producto de los valores es­

perados de cada una. 

Corolario 1: El valor esperado del producto de un número 

finito de variables ale~tori~s independientes (todas entre 

s{} es igual al producto de los valores esperados de cada 

uno de ellas. 

E{o<.1 o<.2 cx3 ··· cxn} = E{o(11 E{ oe2}·~E tctnl 

Corolario 2: Un factor constante puede ser sacado del sím­

bolo de valor esperado: 

cE l oc} 
Teorema: 

La variancia de una constante es cero: 

E t[ e - E {e } J 2 
} = O 

Teorema: 

Si e es una constante, y si p = 0 e, 

E { r~ - E,{ f2>}] 2
} = c

2 
Var {ex) 

2 2 2 
().6 = Var ( ~ ) = e o~ 

Teorema: 

La variancia de la suma de dos variables aleatorias indepen-· 

dientes ~y ~es igual a la suma de sus variancias: 

Var (ex.+ !!> ) = Var (ex) + Var ( f3) 

= 
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Corolario: La variancia de la suma de un número finito de va­

riables aleatorias, tales que cada una·es independiente del­

resto, es igual a la suma de las variancias de cada una: 

Var( cx
1 

+ cx2 + ... +cxn) = Var c:x. 1 + Varo<: 2+ ... +Varcxn 

Funciones de distribución más comunes: 

Lna variable aleatoria está completamente caracterizada por 

su función de distribución. Una función de distribución in 

dica simultáneamente quévalores puede tomar lá variable alea­

toria y con qué probabilidad. En la práctica, sólo necesita 

mos una descripción breve de la variable aleatoria de que se ~ 

trate y ésto puede ·obtenerse de su valor esperado, su variancia 

o dispersión y los momentos de varios órdenes. 

Llamamos una prueba de Bernoulli a un experimento que solo tie­

ne dos posibles resultados, generalmente denominados éxito y -

falla. 

Sea X el número total de ~xitos en n pruebas de Bernoulli indepen-

dientes con probabilidad de éxito p para cada prueba. A X se le 

denomina como la variable aleatoria binominal con parámetros -­

n y p, entonces: 

l?x (x) = ( ~) x n-x 
p q x = 0;1,2, ... ,n 

= O para cualquier otro valor de x. 

El valor esperado y la dispersi6n, están dados por: 

Vx = n P ; 
2 6 X = npq 

Consideremos que X es una variable aleatoria binominal con pará­

metros n = 1 y p. Entonces a X se le llama variable aleatoria ~ 

de Bernoulli"con ·parámetro p. 

La variable aleatoria de Bernoulli es simplemente el número de 

éxitos que observamos en una sola prueba de·Bernoulli y tiene­

como función de probabilidad: 

1 
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para x=l 

para x=O 

= o para cualquier otro valor. 

En muchas ocasiones observamos eventos discretos en un in­

tervalo continuo. Este tipo de eventos est.á definido como 

sigue: 

En un proceso de Poisson con parámetro A 1 eventos discre­

tos son producidos en un intervalo continuo (por ejemplo, 

tiempo) , de la siguiente manera: 

1) Consideremos un intervalo suficientemente pequeño, de 

longitud h, tal que: 

i) la probabilidad de una sola ocurrencia del.evento 

en el intervalo es aproximadamente Ah, y 

ii) la probabilidad de 2 o más ocurrencias en el inter 

valo es aproximadamente O. 

2) La ocurrencia.de un evento en un intervalo de longitud 

h no tiene efecto sobre la ocurrencia o no-ocurrencia 

en otro intervalo no.entre~azado de longitud h. Esto 

significa que las ocurrencias del evento son estadfs­

ticamente independientes una de la otra. 

Si 'observamos un proceso de Poisson durante. una unidad de 

t~empo, el número de eventos que ocurren es una variable 

áleatoria. 
1 

Un procese:> de Poisson con parámetro A es obser;vado duran-
¡ ' 

te s unidades de tiempo. · 
1 

Sea X el número de eventos que ocurren. 

Entonces, llamamos a X la variable aleatoria de Poisson 

con parámetro As. 

·Teorema: 

Si X es una variable aleatoria de Poisson con parámetro AS, 
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entonces, 

p X ( k ) = ( A. s ) k . e- :\ s /k ! , k = O , 1 , 2 , • • • , • • • 

= O para cualquier otro valor de k. 

El valor esperado y su variancia están dados por: 

() 2· = As 
X 

La variable aleatoria continua más simple es la variable 

aleatoria uniforme. 

X es una variable aleatoria uniforme en el intervalo (a,b) 

si: 

1) El rango de X es .el intervalo (a,b). 

2) Todos los puntos en el intervalo tienen· la misma· pro­

babilidad de ocurrir con el valor X (X está distribui 

da uniformemente en (a,b)). 

Teorema: 

·si X está distribuida.uniforrnernente en (a,b), entonces 

fx(x) = 1/(b-a), a(x"-b 

= O para cualquier otro valor de x. 

Su valor esperado y su variancia están dados por: 

b+a . J.Jx -· -2- y 
2 _ (b-a) 

- 12 

La figura 1 ilustra la funci6n de densidad de probabili-· 
' . 

dad y la funci6n de distribuci6n de la variable aleatoria 

uniforme. 

Dado un proceso de Poisson con parámetro A, designarnos e~· 

mocero al tiernpo.en que.iniciamos la observaci6n del pro­

ceso. 

Sea T el tiempo que transcurre hasta que se.presenta el -

primer evento. A T se le denomina la variable aleatoria 

,, . 
l 
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exponencial con parámetr9 A. , 

Teorema: 

Consideremos a T una variable aleatoria exponencial con 

parámetro A . En ton ces, 

FT(s) = O S < 0 

= j _ ~-As s?:O, y 

- AS = e s>O 

= O para cualquier otro valor de s. 

Su valor esperado y variancia están dados por: 

. }J T = 1/). a; = 11A 2 

En la figura 2 se muestran la función de densidad y la -

función de distribución para una variable aleatoria expo­

nencial. 

La función de densidad probabilística más común es la dis­

tribución normal. La variable aleatoria.normal se presenta 

frecuentemente en problemas práctico~. Además, proporciona 

una ·aproximación prácticamente exacta a un número conside­

rable de otras leyes probabilísticas. 

Una variable aleatoria X se dice que es normalmente distri 

buída si y solo si su función de densidad de probabilidad 

es: 

para 

toda x real. 

El parámetro ~ puede ser cualquier número real y el par! 
' 

metro <S" debe ser positivo. 

La figura 3 muestra varias gráficas de funciones qe densi-. 

dad para dos valores de .1-' y tres valores de o • El pará-
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·+ (x) 
'¡( 

Flt (X.) 

o b 

Fig. 1.- Densidad de distribución y 
Func1ón de distribucion de una 
variable aleatoria uniforme 

f (" ) 
A. x 

F t ll) 
X 

l. 

o X o 

2. - Densidad de distribuci6n Y Fig. , d 
Función de distribucion e un~ 
variable aleatoria exponenc1al. 

Fig. 3.- Densidades de distribución y 
Funciones de distribucion de varias 
variables aleatorias normales 

•1 
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metro J..-1 define la posición de la curva "acampanada" y 

~ la hace más o menos aplanada. Para el mismo valor de 

~y reduciendo ~' la función de densidad. se hace más 

aguda, lo cual significa que aumenta la probabilidad de 

que cualquier valor de x sea cercano a }J • 

Al aumentar <S" , se aplana la curva de la función de den­

·sidad, produciendo una d-isminución de la probabilidad de 

que cualquier valor de x sea cercano a }J. 

Teorema: 

Si X es una variable aleatoria normal con la función de 

densidad de probabilidad definida arriba, entonces la fun 

ción· generadora de momentos para X es: 

IDx ( t) =·e((t}-.1 +t
2 

6
2
)/2) 

El parámetro }...1 , en la función de densidad, es el valor es 

'perado de la variable aleatoria X y el parámetro ó es la 

variancia de X. 

La función de distribución para una variable aleatoria nor· 

mal X es: 

Si z es una variable aleatoria normal con }-J.= O, ()2 = 1, 

entonces a Z se le ·denomina la variable aleatoria normal 

estándar. Su función de densidad es: 

e 
2 

-(-(Z /2)) 

·.; su función de distribución es 

t 

Nz(t) = L~/hn e(-(Z2/2)) dZ 
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La función de distribución normal estándar puede ser utili­

zada para calcular la función de distribución para una va­

riable aleatoria normal con valores arbitrarios de }J y z. 

Teorema: 

Si X es una variable aleatoria normal con media p X , y va­

ria.rcia (S" 
2 entonces, 

.X 

Fx· (t) = N (~) z () 

Hasta el momento, hemos estado viendo los conceptos básicos 

de probabilidad para variables aleatorias unidimensionales. 

La extensión al caso de variables aleatorias multidimensio­

nales está fuera.del propósito de las presentes notas. Sin 

·embargo, lo fundamental está descrito y puede ser aplicado, 

no en forma sencilla, pero para componentes independientes 

entre sí de una variable aleatoria multidimensional, una·­

gran parte de las propiedades descritas son válidas. 

En el Apéndice .8 se incluyen algunos conceptos de cálculo 

matricial, variancia y valor esperado para el caso multi­

variable. 

Antes de proseguir con las distribuciones para· muestras p~ 

queñas, haremos .una breve desc.ripción simplificada de pro­

cesos estocásticos 2 . 

El estado verdadero de un sistema, para cualquier instante 

de tiempo, no se conoce exactamente debido a la interac-­

ción de una gran cantidad de eventos producidos al azar o 

en algunos casos que parecen ser al azar, que actfian sobre 

el sistema. 

Podrfamos conside.rar a los procesos aleatorios como la su,.,.. 

ma de un sistema dinámico determinista y una variable alea 

toria cuya función de densidad cambia con el tiempo. 

•> 



- 23 -

Definimos un proceso estocástico de orden n como la histo­

ria en el tiempo de upa variable aleatoria, la cual tiene 

un valor medio, una variancia y todos· los otros momentos 

hasta el orden n, en el intervalo de tiempo de interés. 

De una manera formal, definimos un proceso estocástico co­

mo sigue: 

Tenemos un conjunto de eventos. elementales, U, y un.pará­

metro contfnuo t. 

Ahora, si tenemos·. alguna relación entre el estado del sis­

tema y el parámetro t, digamos, la función de dos argumen­

tos: 

o< (t) = <p(e,t) e E. U 

se le denomina un proceso estocástico. 

Para cada· valor del parámetro t la función cp (e, t) es una 

función de e solamente y, consecuentemente, es una variable. 

aleatoria. 

Un proceso estocástico puede ser interpretado como una co­

lección de variables aleatorias ~(t~ dependiendo del pará . -
metro t. 

Podemos describir un proceso estocástico de dos maneras: 

a) Considerar .el sistema en un insta-nte dado, implicando 

que en un cierto· intervalo de tiempo el sistema no 

cambia, y 

b) considerar que el sistema está cambiando, aún para in­

tervalos de tiempo reiativamente p~queños. 

Los procesos aleatorios pueden ser clasificados como. dis­

cretos y continuos. 

~os primeros pueden ser representados por un conjunto con­

table de valores discretos en el tiempo, de una variable 
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aleatoria. 

Los segundos pueden ser descritos por una serie en el tiem­

po, de secuencia aleatoria continu4J..,- de una variable aleato 

ria. 

Se puede elaborar una. descripción matemática de la siguien­

te manera: 

Sea x un vector aleatorio c~yos componentes son variables 

aleatorias y están r_epresentadas por ( x1 , x 2 , ... , xm) , en­

tonces ~(t) es un p~oceso o secuencia de orden n de un 

vector aleatorio si y sólo si el vector esperado ~x(t) y 

los productos de los momentos 

existen para i y j tales que i+j=m. 

Para nuestros objetivos sólo estamos interesados en proce 

sos aleatorios de orden 2, o sea, en el vector del valor 

esperado y matriz de covariancia del proceso estocástico. 
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Muestra y Población. 

En el análisis de un grupo de objetos, individuos, resul­

tad'os de un experimento, proceso industrial, etc., si el 

número,de elementos que lo int~gran es muy grande y desde 

un punto de vista práctico no es posible analizar las prQ 

piedades de inter€s de todo el conjunto, ser~ necesario : 

'disponer de un método que nos permita de una manera signi:_ 

ficativa realizar el estudio deseado. Este tipo de análi­

sis se puede realizar,por medio de muestreo. 

L.lamamos población al conjunto universal de los objetos. 

de inter€s. 

Una. muestra de una población es una parte die los elementos. 

de dicho grupo, la cual representa a todo el conjunto. 

Muestra aleatoria. Un conjunto de observaciones x 1 , x 2 , 

... , xn' forma una muestra aleatoria de .tamaño n de uria 

población cuya densidad de probabilidad es ((J(x), si. cada 

xi es.una variable aleatoria cuy~ densidad de probabili~ 

dad es lf (x) y estas n variables aleatorias son indepen­

dientes. 

Dtstribución de probabilidad de un experimento. 

Sea x una variable aleatoria. 

Al realizar un.experimento observamos n valores de. x, de 

los ·cuales obtuvimos f
1 

iguales a x1 , f 2 iguales a x 2 , 

fm son iguales a xm. 

Es fácil ver que fl + f2 + o •• + f = n m 

Podemos definir las frecuencias relativas: 

hl 
fl 

h2 
f2 

h 
fm 

= =·- i = n n m n· 

Supongamos una variable aleatoria y que toma los valqres 
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X y 2, ••• , m 
con probabilidades h 1 , 

h2 '· ••• ' 

Al conjunto de valores h: (i=l, ... ,m) se le llama 
1 

una distribución de probabilidad empírica de la variable 

aleatoria x. 

Tabla de frecuencias. Al arreglo en forma de tabla de 

los resultados por intervalos de un experimento, junto 

con sus frecuencias de cada intervalo, se le llama tabla 

de frecuencias. 

En la figura 4 se muestra la gráfica de una tabla de fre­

cuencias. A esta representación se le llama histograma. 

Densidad de probabilidad del valor esperad~ de una mues­

tra. 

Consideremos inicialmente que: 

1 
n 

1\ L. X = - x. n i 1 • 

donde S( es el valor medio de la muestra. 

Teorema. 

Si se obtiene una muestra aleatoria de tamaño n de una 

población cuyo valor esperado es ~x y su variancia 
~2 A · · 
v x' entonces x es un valor de· una variable aleatoria 

cuya distribución tiene media ;úx~ Si la población es 

infinita la variancia de e~ta distribución ~s ~ 2 ;n. 
X 

El hecho de que la variancia de la variable aleatoria 

~ sea igual a u 2 /n para muestras aleatorias extraí-x 
d~s de una población infinita es muy importante. 

Conviene describir en este punto una de las relaciones 

más importan tes de la teoría de la probabilic:ad: la de­

sigualdad de Tchebichev. 
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RESIDUAL ACUMULADO CON RESPECTOA 1.-.001 

DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS 

INTERVALO OCURRENCIA FRECUENCIA FRECUENCIA 
RELATIVA ACUMULADA 

o -.1 57 .116 .116 
1 2 64. o131 o247 
2 3 30 .• 061 o308 
3 - 4 51 .. 104 .412 
4 - 5 53 o108 o 52 
5 - 6 . 56 .114 .634 
6 
7 
8 
9 

-
.... 

7 40 .082 o716 
8 50 .102 .818 
9 36 o073 .891 
10· 53 .108 .999 

QUIERES EL HISTOGRAMA·? SI 

·HISTOGRAMA DE LA MUESTRA? TEST 
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!+++++t+++++++++ 
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+++++++++ 
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e 9 

NOTA.- EL ORIGEN DE LA GRAFICA CORRESPONDE AL VALOR 
MINIMO < O ) Y EL VALOR MAXIMOC .995769 ~ AL INTER­
VALO MAXIMOo 

LA LONGITUD DEL INTERVALO ES: o995769E-1. 

++++ 
10 

Fig. 4.- Tabla de frecuencias e histogra.I!la de una rruestra 
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Desigua·ldad de Tchebychev. 

Sea x una variable aleatoria con valor esperado_? x y 

~ su desviación estándar. La expresión: 
V X 

muestra que si t aumenta, la probabilidad de una desvia­

ción mayor o igual que t ~ disminuye al menos en la 
X· 

relación 1/t2 . A la expresión anterior se le denomina la 

desigualdad de Tchebychev. 

tillara, si en la desigualdad de Tchebychev substituimos x 

por Q y u por u 1 Vñ y hacemos E= t ó" 1m , podemos 
X X X · 

escribir: 

P ~ 1 X - l-'x 1 ~ ~-} ~ 6~ 
2 . nt. 

Lo anterior significa que para cualquier ~~o por pequeño 

que sea, la probabilidad de que x sea diferente de ~ en 
X 

una can.tidad mayor o igual que E puede hacerse tan pe-

queña co:mo se desee si se escoge n lo suficientemente 

· grande. 

Frecuentemente se expresa la confiabilidad de x como esti 

mación de ~x' a través de la expresión Dxl~ , lo cual 

se d9nomina error estándar de la media. 

Estimación puntual. 

Sea x una variable aleatoria cuya función de densidad 

fx(x,8) depende de un parámetro desconocido 9 y sean 

x 1 , x 2 , ... , xn, los valores obs'ervados en una muestra 

aleatoria de tamaño n, de la población asociada a la va­

riable aleatoria x~ 

í r. 



- 29 -

Un estimador puntual del parámetro 9 es una función: 

A • 1' 

e = e ( xl" x 2 , ••• , xn) 

qU.e hace corresponder a cada muestra aleatoria de tamaño 

n un .valor estimado de 9. Obsérvese que el estimador B es 

a su vez una variable aleatoria que para cada mu~stra tie 

ne un valor determinado. 

Una propi~dad importante de una estimación es que sus re­

sultados produzcan un valor estimado lo más cercano posi­

ble al valor verdadero de una manera consistente. Esto es, 

que la dispersión de. e sea lo más pequeña posible. 

Lo anterior significa que un estimador debe tener las si­

guientes ·propiedades: 

I) 

II) 

no-sesgado 

mínima 

La propiedad I establece que: 

.E{e}=e 

Esto quiere decir que la variable aleatoria § tiene una ~ 

densidad de probabilidad cuyo valor esperado es igual a,, 9. 

La .propiedad II establece que si hay otro estimador, dig~ 

mos e, que sea no-sesgado, esto es, 

Deseamos que 

y por lo tanto 

"~ <.o? ue 9 
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Intervalos de confianza. 

•El valor estimado del par&metro e correspondiente a una 

muestra de tamaño n, es s6lo un punto, y puesto que la 

probabilidad de que el valor estimado e sea exactamente 

igual a e es cero, en casos prácticos lo normal es que 

e no sea conocido. Es posible sin embargo determinar un 

intervalo dentro del cual, con un cierto grado de con­

fianza, ~e encuentre el valor.desconocido de e. As~, se 

dice que el intervalo (a,b) es un intervalo del (I-~)% 

de confianza del parámetro e, si: 

P (a~ es b) = 1 - o<. 

en donde los extremos a,b del intervalo son variables 

aleatorias puesto que dependen de la muestra que se to­

me. Esto es, el intervalo (a,b) es a su vez una varia­

ble aleatoria. 

Así, suponiendo que un experimento se repite 100 veces, en 

cada una de las cuales se toma una muestra de tamaño n 

y se calcula (a,b), se tendrá en promedio que de cada 

100 intervalos. así obtenidos, (1-~)% de ellos contie­

nen el parámetro e. 

Ahora, en realidad se toma una sola muestra de tamaño n 

y se afirma que el intervalo obtenido contiene el pará­

metro e. Esto puede ser falso o verdadero. Sin embargo, 

se tiene una probabilidad igual a (1-~)% de e~tar en lo 

correcto. 

Los límites del intervalo de confianza para el valor es 

perado están dados por: 

en donde fo depende del nivel de confianza deseado para 
.,.... 

la ~istribución de e. 
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Para el caso en que la variancia de la población es des­

conocida, se estima comúnmente calculando la variancia 

s~~~ª~e=~_la muestra,~ con .lo c,ual- los intervalos de-"confia-n 

za para la media e se expr~san: 

Pruebas de hipótesis. 

Definición. Una hipótesis estadística es una suposición 

acerca de la densidad de distribución de una variable -

· aleatori·a. 

Las hipótesis pueden ser simples o compuestas. Si una 

hipótesis especifica los valores de todos los parámetr.os 

de una densidad de probabilidad de una variable aleato­

ria, se le denomina una hipótesis simple. De lo contra­

rio, compuesta. 

Las hipótesis admisibles pueden agruparse de la siguie~ 

te manera: 

H
0 

hipótesis bajo prueba 

H1 hipótesis alterna 

Si bajo la suposición de que H es verdadera se encuen-· o . . . 
tra que los resultados observados en una muestra aleat~ 

ria difieren notablemente de los obtenidos basándose en 

la teoría de la.probabilidad y el muestreo~ se dice que 

las diferencias observadas son significativas, y habrá 

cierta razón para rechazar la hipótesis, o cuando menos 
1 

no aceptarla. 

A los procedimientos que permiten decidir entre la acep 

tación o rechazo de una'hipótesis se les llama pruebas 

de hipótesis. 
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Se llama región crítica. de una. prueba de hipótesis a 

aquella parte del·espacio de muestra en donde se rechaza 

la hipótesis H . La figura 5 ilustra la definición. 
o 

Fig. 

Región Región Crítica 

% 

-3 -2 -1 o 1 2 3 

5.- Región.crítica para H con 95% de confianza. 
o 

Al disefiar un~ pr1eba de hipótesis se elige un nivel de 

significación, la miixi; ·a probabilidad de rechazar a H
0 

cuando ésta es verdadera. 

Siv por ejemplo, se toma un nivel del 5%, existen apro­

ximadamente 5 posibilidades en 100 de que_se rechace la 

hipótesis cua.ndo debía ser aceptada. 

Veamos un ejemplo con una variable aleatoria normal estan 

dar izada z. Esto es, )A- z = O ; (f ~ = 1 , que correspon­

de a la figura 5. 

Como se indica· en la ·figura, se-tiene el 95% de confianza 

en que si la hipótesis es verdadera el valor de z caerá 

entre -1.96 y 1.96. 

Si al extraer u~a muestra aleatoria se encuentra que el 

valor de z cae fuera del intervalo, se dice entonces que 

la hipótesis se rechaza con un nivel de significación d~l 

5%. 

Se podrían elaborar las siguientes reglas de decisión: 
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a) Rechazar la hipótesis, con un 5% de nivel 

de signific~ción, si el valor de z cae 

~~fuera~del.interva·lo (-1:~96,·1::96) ~~.~·· 

b) Aceptar ~a hipótesis ·en cualquier otro 

caso. 

Si se desea otro nivel de significación, digamos del 1%, 

bastarfa desplazar la región crítica a los .extremos del 

intervalo (-2. 58,2" 58). ·como es·tamos interesados ·en am'­
bos extremos, a estas pruebas se les llama pruebas de dos 

extremos. 

Para continuar con el estudio de las muestras, vamos a 

describir brevemente las distribuciones asociadas ava­

riables aleatorias normales. 

Supongamos que X. (i=lv2, ••. ,n) son variables aleato--· 
1 

rias independientes normales. Además, el valor esperado 

de cada una de ellas.es igual a. cero y su desviación es­

tándar es igual a la unidad. En este caso, ·la suma de 

los cuadrados de estas variables: 

2 11 
y = l: 2 

i=l xi 

tiene la densidad.de probabilidad 

de libertad. 

con k=n grados 

La densidad de probabilidad de la distribución es: 

para y~ O 

para y-!!!: O 

. .-
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donde 
oO -

r(w) • Jt•-l e-t dt 
o 

es la función gamma. En particular, 

r(n+l) = n! 

Como se puede ver, la distribución "ji cuadrada" se deter­

mina por un'parámetro: el número de grados de libertad k. 

Al aumentar el número de graóos de libertad, la distribu­

ción se aproxima lentamente a la normal" 

La figura 6 muestra varias curvas con diferentes grados de 

libertad k para la distribución "ji cuadrada". 

Distribución t de Student. 

Supongamos que z es una variable aleatoria normal estanda-

rizada, o sea,~z = O, u = 1 y v una variable aleato­z 
.ria independiente de z, con una densidad de probabilidad 

-x__2 con k grados de libertad. En este caso la variable 

t = zi Jv/k 

tiene una densidad de probabilidad llamada t o distribu-

ción t de Student. 

Así, l<i relación entre la variable aleatoria normal estan 

darizada y la raíz cuadrada de la variable aleatoria inde 

pendiente v, dividida por k, se distribuye según la ley 

de Stud~nt, con k grados de libertad. 

Al aumentar el número de grados de libertad la distribu­

ción t se aproxima rápidamente a la normal. La figura 1 
ilustra un ejemplo. 
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10 15 20 

Fig. 6.- Densidad de distribución "ji cuadrada" . 

. f (t JI) 
F (t!1 

_ Normal (O. 1) 
k= y 

· t JI ( V=4) 

Fig ~ 7.- Densidad de distribución t de Student . 

. f(F . ) . 
ll1, V¡¡ 

o 
F 

JI¡ ,V:¡ 

Fig. 8 .. - Densidad · de Distribución F • 
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Distribución F· de Fisher-Snedecor. 

Si u y v son variables aleatorias independientes, distri­

buidas por .la ley "\_ 2 con grados de libertad k 1 y k 2 
respecti varnente, la ma.gni tud 

tiene una distribución llamada distribución F de Fisher~ 

Snedecor con grados de libertad k 1 y k2 . Su función de den 

sidad está dada por: 

f(x) =·o para x sO 

para x >O 

donde 

co 

., 

·' 
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APEII!!JICE A 
Least Squares Estimator ( 3) 

Let us have a sequence of measurements Y1 , Y2 1 o •.•• , Y m 1 

where m is the number of measurements. The measurements can be 

. w.ritten as: 
1

measurement = true value-+ noise. Or: 

y=Ji;+rt 

. ' and the expected value: 

(Al-1) 

(Al-2) 

Now, the feature of the linea.r estima tor is that we hq,ve a linear 

relationship between the state unknowns x. which are to be estima­

ted., 

(Al-3) 
1 
' We also want that our linear estimates be unbiased; this menns: 

(Al-4) 

and its covariance matrix: . ' 
(Al-5) 

The theory states (3 ) that the least squares linear unbiased esti 

mate of ~ is defined as the vector ~ , which minimizes the 

quadratic risk function with respect .to ~: 

. T . 
'J{29 =(y- A~) (y- A~) (Al-6) 

. T 
We have to note that the matrix A /-;, has to be non-singular. To 

minimize (Al-6), differentiate with respect to 2f , and equating the 

deriva ti ve to zero 1 wc ha ve: 

· 1 T T \lxJ(Zf.) ?f.:<= -2A y_+2A AR=Q (Al-7) 

and 

{Al-8) 

To show that 1t is a minimuni point, we write tho risk functJ.on in 

,, 



.. , 

the fonn of the squared norm: 

2 

d ~==Jix- A~~~~~ 
If i =Ax , 

d=llx.~A~~~2 
> 1\x.\1

2
- \1Axll

2 

(Al--9) . 

(Al-10} 

Then J has a mínimum if and only if ~ = x , whete x is given by 

(Al-7}. 

The ncxt step is to show that x is an ynbiased estímate • 

Let us write: · 

E lx-~t1= E t(ATA)-lATy·}- 2ft 

= (ATAflATE tY} -·~t 
= (ATA)-l ATAx 

=t ~t 

=X - X = 0 
-t -t 

This means that g approaches x.t and we do not have any cieviation · 

of this value. Therefore, x is an unbiased estímate of x • . - . . -
The ·c<Jvariance matrix of x can be writtem as follows :• 

cov (x) =E ~(x- x) (x- x }T} l- -t - -t 

= E ~ xxT\ - [E {.x} J ~ 
= E t (ATA) -1 A T y Y.T A ~ATA} -:-11 - 2ft 2f~ 

Define 

C ov ( x ) = E \ B y y_ T B T 1 - 2ft 2f ~ 

E \ B Y i B T 1 = B E l.;:: i ~B T ~ B [A ~ t 2.<:; AT + E \ q Ij '"l l B T 

= BA~t~~ ATBT + B~ \ rrf1 BT 



Then 

., l_.' 

= !2ftXTI + BE\_qq-c1 BT 

Cov ( x) = 2f t2f ~ + B E \ q q T } 

. = (ATA) -1 ATE\ q qT 1 
We!ghted Least Squares Linear Est!mator ; 

(A1-11) 

tAl-12) 

Most of the times we wish to assign .a relative importance to the 
' 

nieasurements. Then 1 we assign sorne welghting factors to the risk 

function associated with the d!fferent measurements o Thus 1 we can 

write: 

T -1 · . 
J (2f) = (y-A2f) W (y- A~) (A1~13) 

- . -1 
In practica! si tuations 1 we generally ha ve that W is a sym-

metric and positive-definite matrix. 

, The es~mate x, which produces a min!muri1 of the rlsk function 1 . -

can be establlshed by c;>perating on J 1 as follows: 

\l'xJ <~)_ = o . (A1-14) 

... 
T T T· -1 1 

= \1 2f (y - 2f A ) W ( y - A~) ~=2f 

. T -1 T -1 = -2A W y_+ 2A W A~ = Q 

AT W:..~x = ATW-1 y_ (A1-15) 

X= (ATW-1A)-1ATw-1 y. .(A1-16) 1 

The proof théit (Al-16) yields an absolute minimum requires sor:ne 

mathematical manipulations that are out of our present objectives. 

Reference (3 ) deals with it in detail. 

The ccvariánce matrix of the est!mate is: 

Cov(2_) 

E(x) 
(Al-17) 

(A1-18) 

.-' 



1¡¡ 

By analogy with (A1-ll) and writing 

.C= (ATW-1A)-.1ATW-1 . , 

E{x>7} =,C [A"-t~AT +E\!)!.\') 1 CT (Al-19) 

1 

Su!Jstituting (Al-17) and (Al-18) into (A1-19): 

T T e - xtxt 

=CE \qcf} CT 

T · T e - x· ·-x­
-t-t 

= (ATW-1A)-1ATW-1~ lqqT.\ W-1A(ATW-1A)-1 

. (A1-20) 

We now choose W =E \ q q,.} · , .which will provide the minimúm 

variance. estimator (3 ) o In other words, any other weighting matrix 

would givG us a greater covariance matrix for the estimated values. 

Then, substituting W =E l q qT 1· into (Al-20) we have: 

Cov(x) = (ATW-1 A)- 1 ATW-lWW-l A(ATW- 1 A).-.1 

= (ATW-1A)- 1 ATW-l Ú-i(ATW- 1 A)- 1 

= (ATW-1 A)- 1 (ATW-lA)(ATW-1 A)- 1 

= (ATW ... 1A)-l I 

(Al-21) 

Now, if W 1 ;!: R, we state, wi~hout proof, that the covariance 

matrix is: . 

(A1-22) 

1 ' 



where 

is greater than the matrix {Al-21). Then, we write: 
/· 

c 1 R-lt~ > {ATR-1A)-l 

Thu s, our choosing of W = R gives us the mínimum variance es­

tima te. This expression is of more theoretical.than practical use, 

because in practical applications the exact values of the elements 

of the covariance matrix of the erron3 are seldom known. HoWC;ver, 

it gives us the possibility to state that we use sorne values as clos~ 

as possible to the true but unknown elements of the covarfance matrix. 

\ 
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APENDICE · B 

· · Con~eptos B~sic6s ·de C&lc~lo matricial 

-
La derivada de una matriz A~ cuyos elementos son funciones 

escalares de la variable t, est~ defin'ida como la matriz cuyos , 
elementos son las derivadas de los elementos de la matriz-
original 

5 i A 

A. d C<.u 
d-t dA · 

-[Wl*V)j-J-t. -

cl(AB) 
d-t 

d ~' -di 

da: .., 1 

dt 

~ B -rA ~ dt j_t_ 

dA. ·A· dA 
_ _e_· A+. J-t 
d. t . cl 

d!..S cvo....clv~d..a.. 
. -1 

J. ~ 
J-t 

d a..l1 
dt" 

d a.'MY) -Jt 

( 1 ) 

( 2 )' 

() ) 

(4) 

( 5 )" 

Definimos al operador de derivadas parciales matricial, 
como el vector 

v-v 1 - r n ..lf rJ 
( b) 



como este operador está definido como un vector,solamente 

puede ser aplicado a un vector transpuesto, 

~ [YI)l.l] 

T C) [ x,,x,, .•. ,x ... ] (7) 
X [.IJ( WIJ d-f, 

? 

~ -

a m en os q u e -~ s e a de 1 o r den de x , 1 as re g 1 as de d i fe re n e i a­
ción similares a (2),(3),{4)y(5) ,simplemente no son validas. 

Por ejemplo vp, (A 3 ' )·no puede ser. expresada co~o 
+ [ I#.VIJ ['III#Mil) · 

1 a f o r m a ( 3 ) . H a y u n e a s o e s p e e i a 1 e n e 1 e u a 1 1 a re g 1 a de 1 pro 
dueto es válida,el caso de entonces 

(8) 

Si Bcn»-,1es un vector· cuyos elementos no son funciones de q , 
entonces 

í 

\1~ B ~- = 8 

:Ahora, en el caso de formas cuadráticas, tenemos 

( 1 o ) 

Si ~ es una matrjz simétrica positiva-semidefinida, ~puede 

ser escrita como ·sigue 



,ol¡ 

· APENDI CE B 

·Conceptos B~sico~ de C~lculo matricial 

La derivada de una m~triz A, cuyos elementos son funcicnes 
escalares de la variablé t, est~ defin"ida como la matriz cuyos 
elementos son las derivadas de los elementos de la matriz-
original A. d ({_ ;1 d a.,11 . 

dA . d-t: d.-t 
-[l11*V)1- ( 1 ) 
J-t- -

d a.-Y) da: Wl 1 -
dt Jt 

. . ,t(A-+ ~) . dA. ·cLB ( 2 ) dt d-{: 
-f- -c:J.t-

cl(AB) ~B -rA dB 
( 3 ) -d-t dt d-t 

d ~"Z. d A A +A dA (4) - - -
d -t -

d. t Jt 

Si- A.~ S cvo-..clvo..d.o.. 

eL 
_, 
~ -1 d~ -1 

- - A A ( 5) J-t -. 

dt 

Definimos al operador de derivadas parciales matricial, 
como el vecto_r 

V =V -_ 
1 · r Yl ..lf rJ 

( b) 



1 

como .este operador está definido como un vector,solamente 

puede ser aplicado a un vector transpuesto, 

v;. [Yil<-1] 

.T 

X t.t~ ~J 
[ z,,x,, ... ,x-.] (7) 

B . 
[ Yl Ji' -m] 

a menos que '4 sea del or~en de x,las re_glas de diferencia­
ción similares a (2),{3),{4)y(5) ,simplemente no son validas. . . 

Por ejemplo vp, (A· . 3 ) no puede ser expresada como 
+ [ J~YIJ ['111#1-\1] 

1 a f o r m a ( 3 ) . H a y u n e a s o e s p e e i a 1 e n e 1 e u a 1 1 a re g 1 a de 1 pro 
dueto es válida,el caso de A B ; 

[I~Vl] ["111~ 1] 
entonces 

(8) 

Si Brn-*"J]es un vector· cuyos elementos no son funciones de q , 
entonces 

Ahora~ en el caso de f6rmas cuadráticas, tenemos 

( 1 o ) 

Si ~ es una matriz simétrica positiva-semidefinida, ~puede 

ser escrita como si~ue 

.I. ST 5 

't .... " . 



Entonces, 

d e (B) 

Q= 
T -

. CZ.()C)'S • 'S a.. (x). 

sa. ==- 8 

\]Q ).. ( VA)'B 

· VR =- 2{v a.Ts7) s a._ 

\1 Q = 2 e \J a 1 ) ~ ~ 

VQ = 2 (\1/ a 7(x)) ~ a. (x) 

·.Un caso especial es cuando a (~J=- z - -
Entonces,escrihimos 

{¿::::.. ~T f ;( 

V,Q =. 2.. V(~-r) ;¡ X 

Otro caso es·cuando tenemos una matriz 

( 11) :. -" -

( 12 ) 

(1 3) 



El operador integral puede ser aplicado como se ilustra 

fa,(t)Jt . . 

, 5 AUJdf {14). 
.. 

. J ril'l 1 ( t } d t . . D/a (tJdt .,.,...., 

El válor esperado de un vector cuyos ~omponentes ,son vartables 

aleatorias,puede ser expresado en la forma siguiente 

f f K,J r 'K, f (>e , ) d X 1 

Ef ~r= o o 

(J 5") o 

E[x11 ). 

J x'-1 t (x"' ) J x: lt 

El valor esperado para la matriz de momentos de segundo orden 

del vector aleatorio x es 



E i >e, x,} • E fx, X" J )JI/ . . . JI.~ 

~~ 

rrx~x,] E ~x~x~) #1,.., )/..,.~ 

donde los momentos j)¡j:; ~ f x4. :<;} 
Transformaciones lineales de un vector aleatorio x. 

Sea ·Y = H X 

con E f~ J· = Q , entonces la matriz de covariancia de y_ 
es (podemos sacar H fuera del operador de esperanza matemá­

tica si no está en función ·de las variables aleatorias) 

R = E ~ :2 ~· f = E f H ~ ?5, í H
7
] =- H [E {X. ~ '¡] J-1

1 

. .·· .. 

R. ::: H p H T (1 B) 

Si E f ~J '1 Q , la matriz de covariancia R,se puede demostrar 
que,tiene la misma forma que (18). · 

S i y_ • e s t a dad o por .1 a ex p res i ó n . ( 1 9 ) y x ti en e e 1 -

valor esperado g>< =tfi5· Calculamos la covariancia de y_ , 

donde ~ y A son matrices con elementos constantes. 

~=A~+Z? ( '" ) 

. e o V ( ~ ) = E f ~ ~ r¡ - ,./! ft T 
- - - '1 -1 

. (2. o) 

Ef>~'f == CQ.-v(~j+/!-xA,r ( 2 l ) 

E f z ~'S. ::.r f ( A ~ + n (A ~ + ?.) Tj {22) 



.Usando algebra matricial y aplicando el_ operador de esperanza 

matem&tica, se obtiene la siguiente expresf6n. 

. T 
~(X) A . (z1) 
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Number of busses = 4 ; Number of Measurements = 8 
Ref. ~ .. i s. = Bus No. 1 ; Ref. V-oltage _Manitude = l. 02: ·,· 

~-CASE A. True flows perturbed in the 2 % ray < with 
· random member _g~nerator 

-. ~ . ~ .. 
.. 

Meas. # ·-; Bus to Bus 

·.' ... .. 
' 1 1 i" 

2 2 1 

3 1 3 

4 3 1 

S 2 4" 

6 4 2 

7 3 4 

8 4 3 

.. ·' 

True ··. ' . 
--

p .. 

.514.8 

-512.8 

237.3 

-235.8 

383.7 

-382.4 

30.8 

- 30.8 .. 

.. 

Flows 

Q 

+j 5o. 9 

-j 35. 9 

-j 0.1 

-j 22.4 

-j 13. 3 

+j 15. 7 

-j 31. 2 

-j 25.8 

f"Meas_ured" 

····'.'T:p .. :' ... ' ·. 

504.5 

-523.0 

-235.1 

+379.8 

-379.6 

31.2 

- 31.2 

: Optimal order is equal to original order using Tinney Scheme 1 • 

bus ses 
1 2 3 4 

1 .. ' ':"l 
.. 
.. 

2 1' 8 
3' ... . 

-1 
CD 

. :_· p¡ - . tll 
elemts of = 4 1 e ; Diag. .., 

S 1 -1 CD 
8 

6 -1 .·· 1 CD 

-1 
;:::¡ 

:7 1 ..-r 
tll 

8 :-1 1 

Triang { A t DA } ~ { l 

¡_ 

D= 

o 
1 

.1394 X 107 

.1333 X 107 

.3113 X 106 

.3153x1o6 

.1636xlo7 

l.J636 X 10
7 

.2866x1o6 

,2937 X 106 

-0.5454 
-0.4808 

1 

Flows 

,Q .35% F.S.: 
'; 

+j 49. 9 .052 

-j 36.6 .052 

-j o .. 1 .052 

-j 22.3 .052 

-j13.2 .052 

+J 15.6 .052 

-j 31. 6 .052 

-j 26.1 .052 

.599x1o7 

Random #S 

-.9994 

• 9969 

.4260 

-.1426 

-.5097 

-.3591 

.5754 

.5937 

o 
.1·207 X 1Q 7 

-1 
Weight,W 

• 7895 x· 1 o-2 

.8254 x 1o-2 

• 3358 X 10- 2 

.3316x10- 2 

.6504x1o-2 

. -2 
.5503 X 10 

.j22s x 10- 2 

- 3272 X 10 7 
• . 6 

-.S803xl0. 
.3852 x io7 

. ' j 



ITERATIONS 

1 .2 

1t. Bus 2 1.0200 +iO. 0000 1,0120 

lL Bus 3 1.0200 ' +iO. 0000 1. 0101 . 
Jt. Bus 4 1.0200 +jO. 0000 J. .0101 

~m=1 0.0090 +jO. 0466 0.0090 

... 1Tm-2 -0.0070 -jO. 0485 -0.0094 
·- _lf"m--:3 -0.0125 +j0.0717 0.0125-

' 1ffu=4 -0.0072 -iO. 0709 -0.0123 

-~'U""m-5 0.0027 +j0.0392 0.0046 
,1Tm=6 -o. oo11 -j0.0393 -0.0045 
1fffi-7 0.0003 +j0.0162 0.001-2 .. 

___ 1frir=8 0.0002 -;0.0162 -0.0014 
;!f D1fm)l · - .1566-.10g¡ -j .1227•104 - . í 019*1 os 
,¡t' Dlrm)2 - • 6164~1 o4 -i .3531-1t10~ - .7054~104 

!f· n:.vrn) 3 - .• 6253~104 -j .1377~106 - .155 7*1 os 

i Calculated Flows 
l. 

Meas.# Busto Bus p o 
1 1 2 515.3 51.0 
2 2 ' 1 -513.3 :...36.0 

3 1 ' 3 237.0 - 0.1 
4 3 1 -235.5 -22.4 -_ 

5 2 4 380.9 -13.3 
6 4 2 -379.6 15.5 
7 3 

,, 4 80.6 -31.2 
11 

8 4 " 3 - 30.5 -25.9 1 

J 
~/ 99.5%_ 

J = 2 • 92 ; Y\., = 
:i 10 d.f. 

25.2 

J --
Detection Tes.t is Passed 

-i0.0476 l. 0108 
-10.0710 . 1.0076 
-jO. 0868 \ l. 0063 
+j0.0466• 0.0090 
..;iO. 0485 -0.0094 
+j0.0717 0.0125 
-iO. 0708 -0.0124 
+j0.0392 0.0046 
-iO. 0393 -0.0045. 
+j0.0162 0.0011 
-i0.0162 -0.0015 
-j • 9976~10~ - .1 014Y.il o~ 
-i .3522~10~ - .7060~104 

-j .1379*10° - .1565114d05 

Meas-Cale. Residuals 
p o 

-10.79 -1.09 
- 9.73 -0.69 

2.36 0.05 
0.34 0.07 

- 1.13 0.15 
- 0.02 0.09 

0.62 -0.40 
- 0.63 -0.26 

Voltage Results _ = 

4 

-jO. 0475 l. 0108 
-jO. 0709 1.0075 
-j0.0869 1.0063 
+jO. 0466 O.Q090 
-jO. 0485 -0.0094 
+jO. 0717 0.0125 
-jO. 0709 0.0124 
+i0.0393 0.0046 
-j0.0394 -0.0046 
+i0.0163 o. 0011 
-jO. 0163 -0.0015 
-j .7617.Jtr10.:S - .1 013"'1 o~ 
-j .3525~10~- .7061~104 
-j .1382>V-106 - .1566~105 

. Tr.Ue.,.Calc. Residuals 
p 

-0.5 
0.5 
0.3 
0.3 
2.8 

-2.8 
0.2 
0.3 

1 1.020 
2 1.012 
3 l. 01 o 
4 _1.010 

o 
-0.1 

0.1 
o. o 
o. o 
o. o 
0.2 

. o. o 
0.1 

1+ o. o o o, 
1- 2. 694, 
(- 4. 032, 
l-4.940, 

-jO. 0476 
-j0.0710 
-W.0870 
+jO. 0466 
-j0.0485 
+j0.0717 
-iO. 0709 
+j0.0393 
-i0.0394 
+]0.0163 
-i0.0163 
-j • 7612~1 OJ 
-i • 3525*1 o5 

-j .138211t10b 



CASE B Same as Case A except that abad measurement of O. +jO. was assumed.for Meas; l •.. 
. · •. ·: . '.'... 

Changes With Respect to CASE A 

·w -1-'-1 -

D11 

0.9187 ~ 10""'3 

0.1198 * 108 

(At DA )11 = 0.1658 ~ 108 -

Triag • ( A t DA ) 13 · = -O • 19 7 3 

RESULTS OF CASE B ( 4 iterations ') 

Calculated Flows .. Meas.- Cale. Residuals 
Meas. # Bus to Bus p Q p ·O 

1 1 2 62.0 4.1 - 62.00 - 4:07 
2- 2 1 - 62.0 -13.3 -461.03 -23.38 
3 1 3 175.1 8.8 64.~7 8.77 
4 3 1 -174.3 -21.4 - áfl>.as - 0.90 
5 2 '4 415.7 - 9.2 - 35.90 - 3.92 
6 4 2 -414.1 13. 9 .. 34.52 l. 72 
7 3 4 - 8.5 -:-33.9 39.69 2.28 
8 4 3 8.5 -24.2 -. 39.66 - 1.97 

X
99.5% 

J=3540; = 25.2 
10d.f. Voltage Res ults = 

1 
2 
3 
4 

l. 020 b o. 000 
1.019 - 0.321 
1.013L- 2.974 

Detection Test is Failed 

Largest 
Norrnalized 
Residual 

= Meas. # 1 = .-3. 78 -j 2.48 

Measurement # 1 is Identified as Bad. 

-1.016/-2.739 

lf--.1199.5%' l = 3. 2 
10d.f. 

-·-+ ... 



''® 

{CASE B} Continued 

1: 

Normalized Flow 
= Residuals 

[. 7360 "lo-
7 

Q 1 .. p 

-3.78 - j .248' 
-2.85 - j .144 

• 702 + j .0957· 
- • 668 - j • 0099 
- • 355 - j • 0388 

• 340 + j • 0171 
.698 + j .0397 
• 709 - j • 0351 

p6740*1o-7 

• 1642 ~ 1o-6 
.3416*10-6 

ClearlY, Measureinent No. 1 , is the largest and is the only one that fails the Student - t Test. 
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THE AEP STATE ESTIMATION MONJTORING ANO SECURITY SYSTEM 

J.F. DOPAZO, S.T. EHRMANN, A.M. SASSON ana L.S. VAN SLYCK 

American Electric Power Service Corpora~ion, 2 Broadway, 

New York, N. Y., 10004 (USA) 

SUMMAR Y 

The AEP state estimation monitoring system has been sat­

isfactorily functi'oning on line. The importance and justifi-. . . 

cation of monitoring a power system through state estimation 

calculations is discussed in this paper. An intuitiva i~tro~ 

duction to state estimation concepts serves as~ backgrobnd 

to the form~l presentation of the AEP state estimation algo-

rithm. As an a id to those implementing similar projects in 

the ·near futura, the paper presents many detai ls on the p~o­

grannlng syste~ structure, the meaning of redundancy, the 

eh o ice of the meas urement s ystem and the i mp 1 i cat i ons beh i nd 

the solution of the equations in the AEP algorithm. Sorne 

sugg~stions are also made on procedures to test and debug•the 

real-time orogramming system-. Final ly the present state and 

plans in the security area are detai led with emphasis on 

contingency calculations ·and voltage'level correction proce­

dures. 

! NTRODUCTI ON 

Thc AEP state.estimation monitoring system [1-11]. 1s 

fully implement'ed and_\.o.'Ot'kin9 satisfactori ly. A smal 1 number··· 

of cornpc~_nies or coui1tries have ulre.:ldy initiated similar pro­

jects whi le many others are now considering th~ instal lation 

---1 
1 



of new. computerized control centers that wi f 1 include the mon-
o 

1toring functrbn. 

What are the main consid~rations behind this trend? Al 1 

power systems are monitor~d- to various degrees, whether manu­

al ly or simi-automatic. As systems grow and become.more ~bm-
1 

p!ex, their operation becomes more inv61~~d. Security con~ 

siderations d~mand cáreful analysis be.fore planned switching 
' 

operations. loading of facilities and valtage levels have ~o 

b~ seen to be within certain limits. In case of unforseeo 

rl' 

outages or abnormal system changes, it is i_o_c_~e_a_s_i_r:fg-Ly-V-i-ta-1------
---~-----~~-

to rapidly assess the abi 1 ity of the system to perform prop-

erly under the new present conditions and to be abfe to ini­

tiate corrective actions as quickly as possible if necessary. 

Furthermore, security or rel iabi 1 ity considerations make it 

highly desirable to assess system performa~ce under contin­

gent cond it i ons. 

In arder to fulfi 11 better the above tasks a greater num­

ber of measurements have to be brought into the control cen­

ter. Conventional individual meter displays are cJearly in­

adequate if operators havé to visual ly ~~mmunicate with large 

. - In addition, there is the need for checking numb.ers of them . 

limiting or abnormal conditions which the operator would:only 

be able todo in a slow manner by fol lowing each meter one by 

one. Furthermore, as it is frequently the case, it is no:t 

economical to measure áll quantities thataredesired, such as, 

all fine flows and currents, all voltages and all injections. 

Whi le sorne of these quantities are ~xpensive to get, such as 
l 

voltage phase angles with a common reference, others may re• 

_q~ire the insta! lati~n of current or potential transformers 

ata prohibitive cost in sorne system loeat~ons. The need for 
.. ,, . .!.·t·¡,. 

eomputing sorne quantitré§ ba~ed on othe~ quantities being 
' tj'¡J· .... )';~' 

measured beeomes. é)!JPdt'ent. 

T h e j u s t i f Í' e a t i -~ n o f a r e a !'- t i m e e o m p u t e r e a n be m a de o n 

the grounds ~f ,}~terfaeing between an expanded measurement 

systcm and ope:r\:i'tors, present i ng system cond i ti ons in a 



mean~ngful manner. Further justificatio~ is based on the ca­

pacity of the co~puter to p~rform computations that wil 1 au~-
·~ 1 . 

matical ly check operating 1 i~its and compute non-measur~d 

quantities and thus extend and complete the me~surement sys-

.tem. 

The fol lowing~que·~ti,on~ari.ses. ltJhat -if one~or~-more 
1 

measurements are bad 1 that is, outside the accuracy r~nge~ 
1 

Cle.arly, if such measurements are displayed or used to corrl¡ 
1 

pute others, an erroneou.s system condition is commun·icate'd\ to . . 
the operator. lt would be f~ustrating to conclude that after 

al 1 the expense ~f insta! 1 ing an ~xpanded mea~urement syst~m, 

together with its associated and c~stly communications system 

and that of a computeri=ed control center~ an erroneous sys­

tem conditibn may-b~ represented because a single measurement 

or communi6ation d~vice has become faulty. The basic re-

quirement of insur·ing the val idity of the syst~m conditions 

communicated to the operator is ·the central ta~k of state 

estimation. Whi le it is important to know when sorne measure­

ments arriving at the control center are.fault~ it is equally 

important to be able to present system· condit ions to the · 

operator \"·itho"ut the effect of the bad measurements. This is 

also accdmpl ished by state esfi~ation. In short, through 

computations on inc<?ming measurements,·state estimation quan­

tities communi·cated to the operator are guaranteed to be' 

correct even if sorne measurements were.bad. State estimation 

wi 11 not only detect and isolate bad measur~ments but wil 1 

provide the means for compensating for. such me~surements, 

such that in most cases, the presence of bad measurements 

bicornes transparent to the operator. Bad measurements are 

a n no un e e d . o n 1 y f o r t he p u r pos e o f m a k i n g .t he m e v i den t so t he y 

can be fixed. 

Thc point has been impl ied, that for proper morritoring, 

a measure~ent system consisting of high qua! ity on site de­

vices~ high.speed si.multancous communication, a real-time 

computer, statc e.stimation calculations and efficicntdisplays 

_,_ 



are ne~ed. All these pieces have to work together and al 1 

are within present day technology. The AEP state estimation 

moni~or.ing system has been desilgned with the above considera­

tions in mind and has been performing as planned. 

Using the ~nowledge of preseht conditioris provided thro~gh 

state estimation~ the security or reliabil ity of operation qan 

be studied by performing contingency calculati6ns. An impor-'r 

tant problem here ~s th~ representation o{ externa! or interr~al 
' 

non-monitored systems a~ their reaction to interna! contin­

gencies must be taken into account. This important problem .ts 

under study now. A~other important security function is the 

correction of abnormal voltage leveLs. 

CONCEPTS IN STATE ESTJMATION 

Consider the measurement of a flow in a tr.ansmission fine. 
' 

lf a single measurement is made there is no assurance that it 

1s correct for a number of reasons. The meter may have· been 

connected wrong or it may be faulty, in which case abad 

measurement results. In any case, measurement devices are not 

absolutely perfeot and measurement error ts always present. 

Th~ device c6uld be cal ib~ated every time a mea~urement is to 

be taken which is clearly impractical when frequent measure­

ments are re~uired. In practice, the performance of the de~ 

vice is dérived from the precision information given by the 

manufacturer. He wi 11 test a sample of instruments manufac­

tu~ed, to verify that they conform to design goals. His tests 

wi 11 P,roduce the plot of Fig. 1, where ,){ ts the known 'mean 

valu~ of the measured test quantity.· The curve most likely 

will representa Gaussian or normal distribution, where most 

of. the dev ices w i 1 1 pr'od~ce measurements e 1 ose toA , sorne wi 11 

be further out and few wi 11 measure even Further. The measure ... 
i ' 

ments themselves are random eve~ts. The average or expetted. 

va 1 ue of a 1 1 measur.ements w i 1 1 tend towardsA the more measure­

ments tn the sample. Clearly it is importa9t. to knów the 

-4-



spread of these m~asurements. The ~evi~tions of each measure­
o 

ment from .A prov i des th·i s i nf ormat ion. A quant i t Y rr can be 

computed as fol lows, 

For a. normal curve 68% of measurements faf 1 with in!'o-of .;l/1 

95% within t2Ci-and 99% within±.3o-. The term cr is called, 

the standard deviation, and its square the variance. 

Considering our original measure~ent of ~ transm~ssion 

ine flow, the manufacturar test performance of the instrument 

actua 1 1 y used ¡S not known as on 1 y samp 1 es were tes-ted .i A 1! 

that is known is th~t ~he device used belongs to· a clas~ of 

instruments ·whose sample test results produced a certain stan­

card deviation~ . The conclusion can be reached that with a . 
· 9-9% e e r t a i n t y, t he t r u e va 1 u e o f t he me asure me n t 1 i .es w i t h in 

·±3CJ of the measured value. 

To improve on the above result, repetition of the measure­

m e n t i s n e e e s s a r y • As s u m i n g t h e de v i e e has a d i g i t a 1 re a do u t , 

the human error 9f reading a scale is el iminated.for the repe­

tition to be significant, different devices should be used: 

because the precision of.a single device does not.change from 
----one moment to the next. Each new measurement provides addir-

tional or redundant iriformation. Their average wil 1 be much 

closer to the true value the more measurements are taken. · Jt 
can happen that sorne of these measurements are indeed closer 

to the 'true value than the averag~; This is not important. 

What. is of importance is that there is a greater certaintythat 

the average is closer to the true value than each individual 

measurement.· In fact, the standard deviation of the average is 

1 e s s t h a n cr· . lt is thus seen that redundancy wi 11 tend.+o 

reduce or f i !ter nor~rna 1 measurement error. 

1 t h as be e n t a e i t 1 y as s u m e d t ha t d u r i n g t he ' re pe t i t i o n o.f 

the measurements the F 1 ow in the 1 i ne has not changed. 1 n other 

-s-



words, the measurements are simultaneous in the sense · that they 
1 

& . 

represent the same system conditions. 

·rrom a practica! point of yJew different devices wi 11 not 

be used to measure each flow in e~ch 1 ine when a power system 
\ 

is to be monitored. The concept of redundancy and fi lt~ring . 
enters in a different, although related way~ Consider that· 

a calculation wi 11 be p~rformed with the measurement, as fo~ 

example, to calculate a bus voltage. In that case the equi~~ 

al~nt circuit i·mpedances of the measured 1 ine are needed. 

Alternatively· to saying that a calculatio~ is performed ~ith 

the flow measurement, it can be said_~hat a bus voltagé 

"measurement" is made with a "device" that performs the phys-

ical flow measurem~nt and the computation. From this point 'of . - ~~ ... 

view, redundancy in "tlie "voltage measurement" can be ob.tained 

by nieasuring the flow in severa! fines. l.t is clearly s~en 

that information on impedance and on system configuration mu~t 

~e used. This information is cal led the model of the system. 

Note that the model only includes system information used in 

the calculations. The measurements on the various 1 ines must 

be taken simultaneously for the computatio~s to be val id. 

In the power system monitoring appl ication the "voltage 

measurement" concept is used. Whi le more than one flow mea-. . 

surement is used redundantly for each voltage, it is also the 

case th~t each flow measurement is used in-the computation pf 

more than one voltage. 1~ fact, each flow measurement is used 

in_the. computation of the voltages at both end~ of -the 1 iné. 

1 n a power system, the noda 1 vo 1 tages are the mini mum number 

: of variables that relate to al 1 measuremehts. Such a set of 

.variables are cal led state var~ables wherefrom the term state 

estiniation is derived. When al 1 the equations relating the 

physical measurements to the voltages through the model are 

written clo .... ·n, a redundan~ set of equa,tions result·, with an 

equation for e~ch measurement and ~a~h equation relating the 

±wo 1 ine-end voltages. In the simultaneous solut~on of th~se 

equations to compute the voltages, al 1 measurements influence 

-6-
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.~ the value of each voltage. The error component of ~ach mea­

surementc. is fi ltered out in the. averaging process impl ied in 

the so 1 ut'i on of the redundant eq~at i ons. 1 n the same \va y that 
1 J . 

the average of a repeated measurement differs from, and has 

grea~er certainty of being closer to the true value.than eac~~ 

component m~~su~ement, it is also .the case that the 1 ine flo~s 
-- ____ _....=..,.---""---"---- --

computed from. the resu lt i'ng bus voltages have a greater cer-
, 

tainty of being closer to t~e true 1 ine flóws than the isolat~d 

flow measurement taken on' each 1 ine. In this statement it is 1 

' 
being infe~red that flow measurements are used to calculate '\ 

voltages, which in turnare used to calculate individaul line 

flows. This last calcul~tion is a direct one. 

Wh~ does the solution of the r~dundant equations imply an 

averag·ing process? As was said, each equ~tion reLates a single 
. . 

measurement to vo 1 tages through. the mode'l . lf a trial by error 

solution is fol lowed, a set of voltages is guessed from which, 

in each equation, a flow is computed and compared to the mea­

sured value. From this comparison a better guess of voltages 

could be made. lt is known befare hand th~t ~ voltage set 

that exactl~ matches al 1 measurements does not exist because 

each measurement contains sorne independent ·error component. 

lf there are n voltages, a perfect match could be made with 

n flows at the expénse of large deviations for the rest of 

the redundant flows. Clearly this is not desirdble. The so­

lut~on sought rs the on~ that averages out the deviati6ns 

among all flows. Mathematically, one possible solution is the 

one that produce~ the minimum ¿um of squares of deviations 

between measured and talculated flows. Thus the name least 

sguares for this solution. 

lt is frequent!y thc case that measuring devices used are 

not a 1 1 of the same qua 1 ity. The manufactur,er stated standard 

deviation wi 11 vary accordingly. In a power syst~m current 

<3 n d p o t e n t i a 1 t r a n s f o r~ m e rs , m e t e r s. a n d a na 1 o g t o d i g i t a 1 e o n-

verters ar·e used t.o get a single measurement. Each of these 

components introduce error into the·measurement. The case rs 

-7-



that 1n power system ~onitoring th~ error component of measur~ 

ments a0re not al! the same .. This information c~n be takcn into 

accourit by tending to bel ieve ~o~e, orto put greater weigh~, 
J . 

to the more accurate measurements. This can be done by making 
• 

~he aver~ging process a we~ghted averaged one. 1 n the ·5um of 

squares to be ~inimized, different coefficients or weights can 

be given to each term td reflect the various degrees of cer­

tainty in each meas'urement ~ The. least squ_ares solutíon wi 11 

then tend to produce voltages whose computed flows are closer 
. ' 

to those taken with more accurate devices·. ·one way ofchoosing 

weights is to make.them be inversely proportional to the var1-

ances of the measurement~. 

be as f o 1 1 ows, 

This makes each indi~idual term to 

[Measured Valuc;;... Calculated Value] 
2 

The calculated value rs an approximation to ~he average, mean 

or true value. For example, consider two measurements taken 

with devices of unequal pr~cision. A least squares solution 

without weights would treat each equal ly and thus would con­

sider the less accurate meas~rement to be as good as the more 

accurate one. The weighted least squares-would treat them 

unequal ly in favor of the more accurate one. Notice that rn 

the weighted least squares case for both m~asurements the 

above term would be equal to 1 if each measurement had fa! len 

at its own 1u-· value. 

The above term can also be seen as a transformation. lf 

"for each point of Fig. 1 the mean value is substracted and tbe 

differenc~ is divided by the stan~ard deviation, a curve 

results having zero mean anda variance of one. 'lf the Fig. 1 

distribution is a normal one, a _unit normal 'distributior· is 

obta i ned. In the unit normal, a compari~on for measurements· 

taken with devices with different accuracies can be made with 

-8-
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.. ~ thc same scale • 

Because the calculated vafue is an approximation to the 

mean value, the weighted sum of squares.is also·a point in a 

curve of sums of unit normals. Such a curve is cal led a 

h 
. ~ 

chi-sguared distribution •. lt is interes~ing to note t. at 1n a 

pro~J-~~~-·~ i th r:'O r:-.~~L~J~I'}gaf)CY t~e _)~~~j_gbted 1 ea?t_s_gt.J_a~es so Lut.Lon 

exactly matches the measurements independently of the weights. 

Furthermore the sum of squares would be zero. There is no 

averaging effect .taking place, the flow.measurements producing 
' 

voltages that in turn produce calculated fl.ows equal to the 

measured ones. Only when there i~ redundancy does the averaci­

ing or fi ltering effe~t ~akes place and the sum'of squares is 

positive. The redundancy, .that is the excess of measurements 

over voltages, is given the name degrees of freedom. Ke~ping 

the concept of degrees of freedom in mind, the statement made 

previously that the unit normal has a~ equal to one is 

analyzed in rel~tion to the chi-squared distr~bution. From 

the definition of the standard deviation, · it can be seeN that 

the un i t norma 1 'squared has an expected va 1 ue e qua 1 to 1. The 

fol lowing intuitive reasoning wi 11 show th~t the expected 

value of .a chi-sgu~re distributlon is equal _to its degrees ·of 

freedom. With n · vbltages or state variable~ it has been 

,stated that the weighted sum of squares or chi-squared distri­

b u t i o n h a s a va 1 u e o f z e r o , i n de pe n de ~t- o f t he m e as u re m e. n t 

values, when there are n measurements. When the degrees of 

freedom is one,·the first contribution to the sum of squares 

is made. T he e o n t r i bu t i o n o f t h a t s i n g 1 e un i t norma 1 s q u a,~ e d 

term has an dvcrage value of l. Thus the average of the 

term.sum of squares is also 1 and it can be said that the 

exp~cted value of a chi~squared di~tribution with 1 de9ree of 

freedom is equal to l. Every additional term increases both 

the dcgrees of freedom and the average by l. There is thus a 

f a m i 1 y o f eh i - s q u a r e d d i s t r i b u t i o n s , o n e f o r e a eh de gr e e o F 

freedom, as ~hown in Fig. 2. 

The chi-square distribution. play~ an important role tn tbe 
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detection and i~entific~ti0n of bad measurements, that is 

measurements that gróssly differ from the true value by many; 

_ey- va 1 ues of the dev ice used .1 Cons i der the case where one .. 
such bad measurement exist.- That measurement by definition, 

does not be 1 ong to the 30""' range of the normal distri-but ion 

of the dev ice : 

Knowing the degrees·of freedom of the particular problems 

at hand, a chi-square distribution is fixed. The value of 

the chi-square (the ~orizontal axis on Fig. 2) that includes 

99% of the area below the curve is theoretical ly ~he maximum 

value or boundary ~ttainable by the weighted sum of squares 
. . 

if all measurements were within 31T of their par~ticular stan-

dard variation. The presence of the bad measurement wi 11 

produce calculated ~alues that for sorne terms wi 1 r diff~r from 

the measured value by more than their individu-al 3<r, thus 

making the sum of squares exceed the boundary for a 99% confi-

dence. Not ice thaJ i t has .not be en sa id that sum of' sqi.Jares 

term correiponding to the bad measurement is necessarily large. 

·Jndeed, it may be that .the calcUiated and measured values at 

the bad measurement locatfon are close. However, this is at 

the expense of other terms becomin~ large. lt ís this charac-

ter ist ic that makes the eh i.-sguared bad data detect ion test so 

powe rfu l . 

Having detected the presence of bad data, the problem 

remains of identifying which is the bad measurement. lt has 

been mentioned that th~ expected val-ue of a chi-squared distr~ 

bution _¡~ equal to its degrees of freedom. Consider that the 

calculatcd v~lue of the sum 6f squares is taken as an approxi~ 

mation to the. expected value. ·Then the ratio of the sum of 

squares to the degrees of freedom is a measure of how much the 

~um of ~quares differed from the expected value. A ratio 

somewhat near to one impl ies that the individual standard 

dcviat ions uscd with each measurernent corresponded to the 

normal r•ungc of its"measur·ed minus calculated values. A !urge 

ratio su99ests that at least for one measurement this 
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··r-. correnpondence did not occur. lf ~1 1 measurement var1ances 
0 

are increased by this r~tio, then corre~pondenc~ wil 1 h~ve been 

forced to exist. 

The term measured minus calculated value IS cal led a 

measurement res i dua 1 • That.residual is H:self also a random 1 

var.i ab le ..• ~LL~d.i fferent c.ompJ,(.;te sets .of~~mea·s·ureme·nt dev+ces· 

were used to gather sets of measurements, and each.set w~s 

used to solve the redundant equations by mjnimizing the 

weighted sum of squares, a set of residuals corresponding to 

each measurement would be obtained. Each of these residuals • 

describe a normal distribution with an expected.value of zero. 

The standard deviation of this distribution can be computed 

from theoretical considerations without the need of obtaining 

sets of measureme~ts~ exfracting this information from the 

redundancy present 1n the measurement system. ·rhe fol lowing 

transformation from normal to unit normal can be made: 

Measurement Residual -~ero 
Standard Deviation of Measurement Residual 

The zero is the mean value of the residual. In the same way 

tha t meas urement 'standard dev i at i ons we re a 1 1 i ncre a sed by the 

ratio obtained from the chi-~quared di~tribution, the measure­

ment residual standard deviation also becomes increased bythis 

same factor. The oret i ca 11 y the .effect of the factor i s t o 

increase the ~tandard deviation of measurement r~siduals such 

that the residuals of good.measurements are enclosed within 

the 3cr range around the mean of zero. 1 f the effect of the 
.¡ 

factor is omitted and the results of the above tr.ansformation 

ranked from. large to smal 1 values, the resi~ual of the bad 

m e a s u re m e n t \~ o u 1 d t e n d t o be a t t h e t o p o f t he 1 i s t , 1 n t u i -

tively this can be inferred considering that the effect of a 

b a d m e a s u re rn e n t i s s o s t r o n g , t h a t t he n o t' m a 1 p os s i b 1 e r a n ge 

of all the other 9l~od measur'cments within their individuc1l ~v 

w i 1 1 res u 1 t 1 n a srna 1 1 er res idua 1 standard dev i at ion for· the 
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bad measurement than for the good oncs. As in the above tráns• 

formati~n the standard deviation appears in the denominator, 

it wi 1 1 push the bad measuremenF term towards the top of 
J. 

the i st even i f its actua 1 res idua 1 was · sma 11. With the ' . 

inclusion of the factor, the who-le- -list is scaled down·sud\ 

that in the un:t normal transformation the good measurement 

terms wi 11 tend to be smal ler than 3 with a 99% confidence. :n 
practice, it happens that th~ factor canno~ be computed exactJy 

from the chi-squared distribution as only one point of that 

distribution is available and the approximatírin was made to 

consider that point to be the expected value. The error ih 

the factor makes the transformation b~ inexact ahd instead of 

transforming into a unit normal it can be shown that it trans­

forms into a very similar distributi.ori called the Student-t 

distribution. In fact, for degrees of freedom larger than 

about 30, the unit normal and the Student-t are practica! ly 

identical. The effect of the Student-t is that the 99% confi­

dence instead of being at a leve! of 3 is at a number somewhat 

smal ler than 3. The Student-t test to determine which of the 

transformation terms is the largest of those above the 99% 
confidence leve!, 1S called the bad data identification test. 

The importance of the factor is that it makes the bad measure­

ment identification more clear cut. Occasi~nal ly it mayhappen 

that severa! measurements ar~ closely beyond their 3Cí levels 

such that the chi-square detection test flags the existence 

of bad data~ The Student-t ideritification test finds that the 

largest t~rm 1n its ranked 1 ist is smal ler than the 99% confi-

-~ence le~el and concludes that no clear cut bad data exists. 
< 

lt was mentióned that the standard deviation of the resid-

ual distribution can be computed from theoretical considera­

tions. Simi larly, the standard deviation of the state vari­

ables, the voltages, and that of the flows themselves can be 

~lio be computad. As s u m i n g t h a t t. h ·e e a 1 e u 1 ate d va 1 u e j s a n 

approxim~'ltion 'to the mean, that value plus or minus 3cr gives 

<l run~)e 1n which the true vulue líes with a 99% confidcnce, 
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assuming that the voltage and flow distributions are normal. 
:.) 

These ·3cr ~anges are called confidence 1 imits. A small confi-

dence r'imit impl ies h igh accuraJy. 

THE AEP STATE ESTIMATJON ALGORITHM 

In this section the equations of the AEP state estimatio~ 

algorithm wi 11 be summarized relating their.presentation to 

the concepts discussed previously. · 

L i ne f.l ows are measured at both ends of most ¡'¡ nes •.. The 

fol lowing equation can be written: 

s = S (E) +E 
m e 

(1) 

where S is a measUJ~ed flow, S 1s a ca'lcul·ated 1 i.ne power 
m e 

flow as a function of the state variables, the compl~x model 

voltages E and €. is the measurement error •. lt is assumed that 

~ belongs toa distribution having zero mean ~nd a diagonal 
. -1 

covariance matrix W, each diagonal term being the variance of 

the particular error~ Eqs. (1) are a redundant set of equa-: 

ti ons . lts solut~on is obtained by minimizing the weighted 

. sum of squares 

J(f) ( 2)' 

Eq. (2) can be algebraica! ly transformed into the form 

J(E) = (v 
m 

>'·t 
- v ).. o (v 

e m 
- v ) 

e 
(3) 

h'herc v is the eleme.nt voltage across a 1 ine, D a diagonal 

matrix with 

o . = 
J 

(4) 
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and z is the impedance of the 1 ine where measurement j has 

been taken. The relation between Eqns. (2) and (1) infer that 

the minimization of J(E) of Eq.J·(3) implies the solution of 

the fol lowi~g redundant set, 

V 
m 

- v (E) + V 
e 

( 5) 

where v is taken as an element voltage "measurement" com-
m 

puted "from the correspond1ng physical measurement S ~· the . m 1 

impedance characteristi~s of the 1 ine and th~ n~dal voltage E 

at the measured end of the 1 ine. The term v is the differ-· 
e 

ence of 1 ine end nodal .voltages E, which in tP.rms of an inci~ 

dent matrix A can be written as 

V 
m 

= A E +V (6) 

In the above equations simultaneity of flow-measurements 

are assumed. lt is to be noticed that the alBebraic tansfor­

mation performed transforms the nonl inear problem (1) into a 

linear problem (6) in which the nonlinearit~ is b~ried into· 

the "measurementn 

The minimization of J(E) of Eq. (3) with'respect to rec~ 

tangular components of E is accompl ished by solving. 

wnere 

and v 
m 

ó J Cfl = 
dE AE) = o (7) 

the term (v - AE) is an e lement voltage res idua 1 'vector 
m 

has been ~ssumed as constant and independent of E. As 

thís is not strictly true, thesolution of Eq. ( 7), 

(8) 
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ha3 to be iteratively repeated after v has been updatad for 
m 

the new~Diues obtained for E. One bus voltage is ass~med 

known and used as reference. 

In Eq. (8) no actual inatrix. ínversi~n takes place. Trian­

gtilar Gaussia~ factorization techniques and sp~rsity are used 

(At D A} E = -V 
m 

(9) 

The importance of the algebraic transformation performed to 

get Eq. (3) is now apparent. Th~ (At D A)matrix has the prop-

erties: 

l. Sparse, permitting the use of s~arsity techniques. 

2. Symmetrical, ~educing by half storage requirements. 

3. Constant, al lowing the triangularizatioh to be made once 

for all iterations, · 

4. Real,.decoupling Eq.(9) when rectangular components are 

used and reducing storage requirements by another half. 

Once conv~rgence is obtained, then the chi~squared detec­

tion test described in the previous section can be performed 

to see if ~(E) satisfies the inequality 

2 
where ::X k, b/2 

2 . 
J(E) <Xk,b/2 

is the theoretical value of a chi-squared dis-

tribution for k degrees of freedom and a probabi 1 ity of c~n-

fidence. b lf inequal ity (10): is not satisfied this is taken 

to mean that the existence of bad data has been detected. The 

degrees of freedom is twice the difference between the number 

of compléx measurements and the number of complex nodal volt­

ages to be estimated. 

Once bad data has been detected it is identified by per­

.forming the hud di3ta identification tests on each measurement 

j, and findin9 the larg12st one for which, 
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(v - v ) . - zero 
.e m e J 

.(11) 

1 -t 
where k 1 b/2 .is the theoretical value of a Studen·t-t dis-

tribution for k degrees of freedom anda pro~abil ity of con­

fidence b. The term s is the factor mentioned in the pre­

vious ~ection in relation to the property that expected value 

of a chi-squared distribution is i·ts degrees of freedom, 

S = 
J(E) 
k 

'The confidence limits of voltages E is given by 

and th ose of f 1 ows by 

(12) 

(13) 

( 14) 

where K 1s the Jacobi~n of P with respect to E for C.L. (P), 

or K is the Jacobian of Q for C.L. (Q). 

PROGRAMMING SYSTEM STRUCTURE 

Up to now,·the mathematical considerations of state· esti­

mation have been _mentiohed. A real-tim¿ process control com­

puter must be avai Jable in the control center to'perform.these 

calcu1·ations and its programming system developed. There must 

be programs which interface with incoming measurements and 

programs which define the problem mod~ls befare any state 

-est imat-i-on c·ornputat ions rnay be dOne·;· ·Furthermore, after state 

estimation there must be programs that communicate results to 

operators, ln th~ AEP control center this is done through 
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-.. CRT's and t~rough lights on a mimic board. The AEP pro-

gr~mminb system struct~re is presented in Fig. 3. 

The teleproc~ssing programs_ inte_rf~ce with ¡ncom;ng.mea­

surements and periodi~al ly sch~dule the other module~ unless 

a breaker st~tus has ¿hanged in whic~ case the s~heduling ¡; 
done i mmed i ate r y. The Conf i gurat or 1 pr ogr,.,.;,m~ a na 1 yze br'e aker; 

status to deter_mine open· 1 ines. and separated ·su.bstat.ions. The;. 

Conf i gurat or 1 1 programs de termines. a bas i e conf·i gurat ion con­

sisting of ~nergized 1 ines whose flow measurements are avaiL-
. ' . . 

able and then anal~zes the connectivity of th~ system'through_ 

.th a t. conf ¡:gurat ion t o determine separated s ubs ystems conta in;... . . 

ing a refere~ce voltage measurement. ··The Val idator perfrirms a· 
. . 

pse ud o-detect ion test by compa r in g t he t he oret i·ca 1 eh i -sq u a red 

bound toa sum of- sq~ares 1n which the calcula~ed values are 

the most re¿ent past r~sults and the measured values are the 

new ones just read. 1 f · the test i s passed·, there i s' no need 
" 

to proce~s the new measurements as the p~st results are still 
. . 

val id. The Estjmator 1 programs perform al 1 .the non-iterative 

portions of the least squares solution algorithm, special l_y 
. t 

the formatio~ and triangulariz~tion of the (A D A)matrix and 

the optimal ordering. The Estimator 11 module perform~· the 

iterative ca[cula~ions described by Eq. (9) until convergence 

1 s obta i ned. L i ne f 1 ows are then c9mputed in F 1 ows f:o 1 1 owed, 

by the performing of the ·Detector tests. In case bad data is 

d~tected,· th~ ldentifier programs are used. lf there rs no-

b~d data, then Limits co~putes the confidence 1 imits described 

in Eqs. (13) and (14) for output purpos~s. The Screen. programs 

interfa¿e with th~ CRT's and drives them upon request eritered 

vra the keyboard. Simi larly, fhe Board programs interface wifu· 

~nd d~iv~s ·the lights of a large mimic board. 

The basic interfaces between modules shown on Fig. 3 are 

intended to show the adaptive ¿haracteristics of the program-
,·, . 

~ing system, by ~hich only those modules that are strictly. 

required for 'the particular conditions at hand are scheduled. 

lmpressive garns an efficiency are made this .... ·ay and.justify 
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faces. o 

1 

OTHER TOPICS ANO CONCEPTS IN A ~ONITORING SYST~M 

G 1 aba 1 vs. 1 oc-a 1 redunda~ 

Redundaricy has bee·n shown to be ~he key c~ncept fd~ fi 1-

t.ering, detection anq identification. The degrees of freedotr 

~efinition given is a measure of the redundancy of the whole 

measuring system, the global redundancy. However th·is global. 

figure does not guarantee proper estimator performance every­

where in the system since.the~e may·be local ized sect~ons 

•,.,he re the redundancy. i s nonex i st i ng, as for examp 1 ~, 1 n a 

radial fine with only one flow measurement. Loca 1 1 y, that 

meas~re~ent and the voltage to be estimated at th~ .radial end 

of the fine balance out feaving no local red~ndancy. In fact, 

the radial end voltage will adjust itself through .the solution 

6f the equations such that the ·camp~ted flow on the 1 ine .· 

exactly matches ihe measurement, with no_fi~tering. Detection 

and identification of bad data on that measurement .is tmpos­

sible. Ref. 15 discusses this tn more depth .. 

Solution process· 

To gatn a deeper insight into the meaning of the solution 

process and its relation t~ the measu~ement.system; tq. (7) 

shou!d be analyzed. The~e· are the set of simultan~ous equa­

tions solved, one equation per nodal ·v61tage state variable. 
1 . . 

In. wo~d~· Eq. (7) says that the algebraic (A), sum of al! the 

weighted, (D), element voltage r·esiduals,(v ·- AE), coPre-
. m 

sponcJing to áf 1- flow medSUrements on f Ínes· COnnected toa bus, 

(J\), is equal 'i:o zcro. · Considering the·radiul 1 ine· h·ith one 
. . . 

meus urement, the equat ion of the radia 1 end bus hus on 1 y one · 

t·~:--m, u+ D, multiplicd by an element voltage residual, equated 
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_ ..... _._ 

to z~ro. This forc~s the residual :to be zero and defines the 

radial :!;'Id. _voltage to correspond exactly with the flow .~ea­

suremen~. lf the radial 1 ine h~s two flow measurements, then 
. J . 

there are two terms in Eq. (7) and the radial end voltage is 

adjusted to correspond to the weighted average of the t~o 

flows. This av"eraging of two measurements ~i~ -~ fi ltering pro­

cess. 1 f one af these measurements · i s bad, it wl·l ·1 ;be detect~d .. 

mainly dueto the large flow residuals that wil 1 be obtained 

an both meas~remerits after the averaging. However, identifi~ 

cation is not po~sible becausé there is not á third piece of 

indeperident information to decide on a two out of three ba~is 

which is the good one. In student-t identificatlon test, this 

case wi 11 show as two .equa 1 and 1 argest terms on the ranked 

l. i st, · and the act ion :taken i s ·the rem'ova 1 of both measur·erne.nts., 

the good with the bad one. Notice that this leaves the 1 ine 
•<, 

without mea.urements making im~ossible the estimation of a~y 
flows on the 1 ine or the radial end bus voltag~. That voltage 

would not appear in a·ny of. the Eqns. (7). Another conclusion 
.;:.~ 

that can be reached by study'ing the solution of Eq~ (7) is that 
. ~.) 

Kirchoff's current law forcing currents or flows around a ~ode 

to add to zero, is. not used anywhere in the formulation. 

Kirchoff's voltage law forcing the difference in element volt-
, . 

ages around a loop to add to zero, while not directly used, is 

inferred by Eq. (7) when severa! equations are added togethe~. 
1 

F or a deta i 1 e·d t reatment of the so l.ut ion process Ref. 15 i s 

recommended. 

Measur~ment syste~ 

Frorn the above remarks on 1 oca 1 redundancy and its re 1 at icn 

t o f i 1 te r i n g, de te ct i o n a nd i den t _i f i e at i o n , i t i s e 1 e a r t b a t 

the location, number and type of .measurements to be installed 

has to be chosen judiciously. 1 F there are many 1 oops in t.he 

syst~m, f 1 P\.: me<lsurements at both ends of most 1 i nes i s suf-.. 

ficicnt. On a radial string flow méasurents on botH··~nds of 
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every 1 ine is a must for proper detection ·but insufficien-t fo·r 

identifi~ation of abad measurement without removing a good 

one along wlth it and leaving the rest of the radial string '. . . 
hanging in the airas far as the estimator equations are con• 

cerned. More measurements are required on the ~adial string~· 

As flow measure~ent locations have been exhausted, thi~ leav~s . . ¡ 

two other types of measu~ements p~ssible: bus v6ltage or bu~ 

injection measurements. Of thes~ two,. the voltage one is to 

be preferred as -it wi 11 preserve the eff ic ient four charac­

teristics of the solution process mentioned in relation to 

Eq. (9). These voltage measurements should be processed as 

recommend~d .in Ref. 12. 
. '. 

1 nject _ion mea'sUrements reduce· the 

efficiency of the algorithms. For a good triatment of the 

processing of injed:i:on measurements with the AEP algorithm 

Ref. 14 is suggested, complemented by Ref. 15. 

Model and parameter uncertainties 

For proper estimation it rs necessary that the correct con­

f i gurat ion mode 1 i s obta i ned and the correct- i mpedance and 

off-nominal tap parameters are used. An interesting property 

of the AEP algorithm is introduced by the algebraic transfor-

mation used between Eqn~. (2) and (3). 

puted from the flow measurement, 1 ine 

A v quan·t ity is éom­
·m 

impedance and tap. The 

resulting V IS u sed as if it were a measurement. Obviously, 
m 

V could be bad due to any of its three possible components. 
m 

Thus, when a mea·surement is identified as bad, it may not rnean 

that the actual flow measurement was bad. lmpedance and tap 

error•s were found this way dur:ng the finalcheck-out tests of 

the AEP estimator. 

Model errors are not identified precisely. Only deener­

gized 1 ines that are assumed to be in service cause problems. 

This is us_ual ly un~ikely to occur if the 1 ine is taken as open 

if deenergized at_any end. That rs, bad breaker information 

must be received From both sides. Even then, the Detector 
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fleo~ hed data and, what is very usefui, t~e identificator 

w i 1 1 tend t o f 1 ag as bad meas urements that are on · i _¡ nes in the 

same loop as the incorrectly modeled one. The e~fect of thi~ 
1 . 

is to break the loop leaving th~·l ine in question as part of~a 

radial string where its damage is isolated to on_ly :that string1
• 

1 n effect, ·the mode 1 error has be en neutra 1 i zed. More on modJ 1 

and parameter errors and their identification can be found in\ 

Refs. 13 and 15. :, 

Debugging and implementation strategy 

For an efficient i~plementation of .a real-time.programming 

system as the one for monitoríng a power system, it is neces­

sary to prciceed in ce~tain ordered steps. First, certain 

essential programs are written and independently tested unde~ 

simulated data for which results are known.· Ne~t, these pro-~ 

grams can be .interfaced and again tested under simulation. ·At 

that time 1 imited, ~pen loop real time testing can start slowly 

adding the various other modules of the programming system. 

Finally,. full real-time, closed loop, testing can take place. 

This ordered approach was found viry useful in implementingthe 

AEP system. No pr6gram is real ly cbmpl~te and no interface is 

final unti 1 the whole programming syst~m is debugged. A str~~ 

egy is recommended by which changes in the design of programs 

are not frozen at any intermediate step in the implementation' 

process because much is le~rned about the performance of the 

programmrng ~ystem during al 1 phases of implementation. 

RESULTS 

Fig. 4 p~esents actual results of the AEP state estima-

tion monitori~g system on June 4, at 10:10 a.m. A map of the 

monitored system consisting oF approximately 60 busses and SO 

1 i n es i s p ,, epa red off- 1 i n e a n d d i s p 1 a y e d o n- 1 i n e o n a e 1 u s te r 

of four CRT's. Numerical results are superimposed on the map 
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in various modes. The one presented in Fig. 4 displays 1 ine 0 

flows (P0 and o) with a dot signall ing the P value alongsid~ the 

1 ine, voltage magnitudes lnside fhe substatlon box and voltage 

phase angles near the box. The magnitudes are in percent and 

d · t h d · 1 1 a ys ·, m p 1 ·, e d • · Wh en the angles in egrees, wr one ecrma a w 

• · · · b d d th ·n not be determi nk. d measurements are mrssrng or a , an ey ca 

from other quantities, MM' or 88 is displayed instead of the 

num~.r.:-ical. value. lfa substation is separated, SS is display,d 

In ~:dlác.e 1of the:·.'v6tt~9e·.·:~mag~itude. ·anc;J no phas.e an.gle is dis'"·' 
' ' . . ' . . :' . . 

p 1 ayed. Noth i ng i s di sp 1 ayed on 1 i nes and the' bus ses the y are! 

connected to when their val id measurements could not be used 

because their corresponding 1 ines were in an isol~ted subsys­

tem with no ~eference voltage measurement available. 

Fig. 5 presenfs n~merical results corresponding to the same 

case shown on Fig. 4. These printed output results are not. 

considered normal means of output, they are intended mpre for 

checking purposes. 

MON!TORING ANO SYSTEM SECURITY 

The enJ;.,.t,cement of the security of operation through mont-
. 

~oring was discussed in the introduction of this paper. In 

this section some of the concepts involving contingency studies 

and voltage leve! corrections u~ing the information avai lable 
• 1 

through real-time results wi 11 be discussed. A proposed con-

tingent situation is a non-existent one ·and thus cannot be 

mon i tored. Through monitor~ng rel iable precontingent system 

pperation information is obtained. For an island system, the 

last state estimation results may be sufficient as ·a data base 

from which contingency analysis may be made. · The data prec 1 -

sron information derived from the confidence ~, imits o~ resul­

tant estimated quantities may be used as input toa stochastic 

load flow [16] contingency annlysi~; For interconnected.sys-

tems; t.he vital problem of the t'euction of extcrnul systems to 

coritingcncies must be consider·ed. This problem is under st,Jdy 
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now and pre!iminary results available at the time of this .writ:;, 

ing ~ncotr...,..agingly point toa satisfactory.solut.ion·. Basicly, 

wh i 1 e externa 1 system conf i gurat i o~ and 1 oad i ngs are not known, 

the known reaction of the extern~l system in past time·_ as 

viewed from the monitored system, contains information thatmay 

make poss i b 1 e th~ proper móde 1 i ng of i ts fut ure react ion u.nder 

contingent situations. Th~ stochastic load flo~ als6 pl~ys a 

role here. 

Final ly, on the quewtion of voltage lev~l ~orrection, .the 

ro 1 e of opt i ma 1 1 oad f 1 ows, or operat ion secur i ty 1 a"t:!d f 1 ows. a's 

they can be called, t~gether with reliable data from the mon­

!<itoring system, appears to hold much pr.om1se. A precise answer 

to the voltage correction p~obl~m is not needed in one step 

since the monitoring makes it possible to fol low the effect of 

a sequence of corrections step by step. 

CONCLUS 1 ONS 

In this paper, the importance and justification of cen­

tral ized computer monitoring of power systems. through state 

estimation has been presented as viewed by the a~thors. Sta­

tistical concepts Dehind the state estimation have been intro­

duced in intuitive terms to serve as a b~sis.for the presenta­

ti on of the AEP a lgor i thm and programm i ng_ system. Other con-
' 

cepts that compl iment and extend the understanding of monitor~ 

ing was discussed. The conclusion can be reached that the AEP 

experience has shown that: 

l. State ·estimation monitoring is féasible with present.·tech­

nology. This has been confirmed by months of o~-1 ine real­

time experience at AEP. 

2. Such items as numbe~ and location of measurements, pro-
. . 

gramming syst:em structure e>md display systems have to be 

judiciously designed for the o~eral 1 ·su~cess of state esti­

mation monitoring. The problem is indeed m~ch more complex 

than that of the solution algorithm itself, altho~gh this 
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plays a central role in overal 1 performance. Much needs to 

be done ~omputational ly in the related security area, although 

it seems cl~ar to the authors th~t the approach described in .. 
this paper appears technical ly and practic~lly feasible in the 

~ 

near future. At AEP work in this direction is iri progr~as at 

this time. Thro~gh the combination of monitoring and security 

calcufations in a central~zed computer, an impressive stepfor­

wárd is tc;1ken in assuring a rel iable ope.r'at.ion of power systemsQ 
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·'. C ONFIUENCE 
BUS VOLT.AGE LIMITS 

MAG ANGLE MAG ANGLE 

2 96 .. 7 0.72 Oo23 o. 13 
32 102ol -14 .. 69' 0.34 0 .. 19 
50 100.0 lo 7 B 1..01 o .. sH 
52 103.4 7.58 0.17 o .. 1.0 
53 99o6 -10.45 Oo22 0.12 
54 99.2 -:-l2o 57 0 .. 13 0.07 
56 95.7 -12o77 0.27 o.'¡ 5 
57 103 o2 -~3.01 0 .. 34 0.19 
61 102.3 -13 .. 55 Oo29 Oo 16 
62 101.3 6. 32 0.83 0.47 

1 99.5 8 .. 44 o .. 59 0 .. 34 
3 99.4 6o74 0.,59 0.33 
6 96.9 -0 .. 71 o. 50 o. 2 8 
7 97.3 -2 .. 10 0 .. 50 0 .. 2 9 
8 99.0 -4 .. 79 O o 59' 0 .. 33 
9 9&.6 -5., 40 0 .. 58 0.33 

15' 97.7 13 .. 0.5 0·.40 Oo 2.3 
16 98.2 -2 .. 34 0.,39 0.22 
20 98.0 -9 .. 91· 0 .. 42 o. 24 
21 101 ~ 7 -11 .. 16 o.,n9 o. 39 
23 99 .• 4 -1 5 .. 49 0.64 0 .. 36 
24 1 o o· .1 -19.03 o.n3 Oo36 
26 98o8 -18 .. 97 Oo64 o. 3 7 
27 9R.4 -14 .. 51 0.79 0.45 
28 98 .. 7 -10 .. 06 Oo47 o.·2 1 
34 98 o9 -11 o 09 0.3 7 0.?.1 
38 97.4 -9 ... 02 0.23 0.13 
40 104o2 -7 .. 35 0.36 0.20 
41 104 .. 5 -7 o3ó 0.,25 o. 14 
43 104 .. 0 -11.10 o. 3 5 o. 2 o 
45 100.6 -5.1 o o o 31 O. 1 H 
46 96 .. 2 -3 o 31 o. si 0.29 
47 1 o 1 o 6 -12.28 0.46 o. 26 
49 96 .. 8 1 a·. 62 0.09 o. os 
55 9fl.8 -12.80 0.02 o.o1 
60 103 o 3 -16 o 52 1..04 0.59 
12 97.1 5 .. 0 1 o .. 30 0.17 
13 95.4 6. 71 o ·'·3 Oo24 ·---
14 101.4 8.69 0.40 o. 23 
18 100.1 -2.27 0.10 ÜoÜÓ 

19 100.1 -4.65 o .. zo 0.11 
22 99.0 -8.97 0.42 o;24 
25 9flo7 -19.76 . 0.,63 0.3h 

36 1 o lo 4 -13.05 O.l:>él 0.39 
37 98.4 -10.7Y o. 38 0.?2 
't4 101.1 -12. 76 0.16 0.09 
48 97.9 8.36 0.36 o. 2 o 

4 9ft o 7 11. 13 0.40 0.23 
5 . 99.8 1 .a 3 0.37 Üo 21 

29 102.4 -17.63 0.59 Oo34 
30 100.8 .-15o2A Oo63 o.3h 

. 4?. 104.8 -10o0l o. 3 5 o. 20 
1 1 99.h -2o77 0.28 o.ló 
31 101.7 -13.9) 0.65 o. 3 7 
D· 1 o? o 1 -11.67 o. l 7 Oo10 
35 102.0 -13 •. 2'> o o 7l 0.40. 

F IGUfn Sa. NUMERICAL RES UL TS CORRESPOND.ING TO CASE OF FIG. ~1 
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THE AEP REAL·TIME MONITORING AND CONTROL COMPUTER SYSTEM 
by 

J. F. OOPAZO, S. T. EIIRMANN, A. F. GABRIELLE, A. M. SASSON ANO L. S. VAN SLYCK 
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ABSTRACT 

This paper presen!s design crileria anct performance resul!'s of 
!he AEP reaH1me moni toring and control computcr system. lnclude!l 
is a llescri;ltion of ll1c corn¡Ju!¡;r system !laruware ami lile ~ssoci· 
aled ~pplica!!on softv:;ue. 1 !1e various display rnodesare descrilled. 
The parcr also :nclucJes rcill-time res11its ilnd compu!er syslem avail· 
a!Jili!y perfor!!lar.ce. lrnrnedinte fulure devclopn1ents are outlined. 

INTRODUCTION 

In 1969, management al American Electric Power approved a 
new real·tirne con!ro! COIIiputer pro]ecl for i!s energy control and 
dispalclling center r•1 Can!on, Oh;o. ·111e o!Jjeclives o! thc ncw sys· 

· tern were to monitor !'le E HV !ra'lsmission network to provide system 
opwlors with relia!Jie, real·time. information about tlle stale of lile 
nelwork and !he sla!•.Js of its com;Joncnts. In addilion, l11e system 
would perform liJe economic disp~tcll and logginR functions !!len 
opcrating on a second generation computer, (l) l'lhich was installed 
in1964. 

Al! t11e real·lime functions llave been implemented on one 
moderate size process control computer. This paper will describe 

_lile ha1dw;ne components ~11ú software design of the cornputer sys· 
tem. lt wil! discuss t!ia d1sp!ay system· opera~or in!crf0ce and 
present cost figures and resu'ts. Future developments regarding 
ti,e :.olution of the systern securily pro!JI~m wili be lllenlioncd. 

SYSTEM DES!GtJ OBJECTIVES 

Overall design objectives for the new control system were: 

1. Limiting !he scope of lile pro)ecl lo real·time functions 
wllich incl1rde: 

crea!io_n of a real-lime dali1 base. 
ilie cconomic dispatc!l of power plants. 
ll1c monitoring of tlle transmission network by com· 
pulaliona! techniw1es 111<11 wou!d prorruce re su! ts of 
assured accur<~cy and reliability for clc•:ision r.;akin~ 
purposes. . 

· liJe acquisition of dala for regulatory rcporting, ínter· 
company billing, and systcm opera!o1 records. 

. ?.. Ulilizing a single process control coinputer for the real· 
time funclions an~ interconnec!ing il to a general purpose 
host computcr for !tle off·IIIIC func!ions. 

3. Crealing a modular design that would pcrmil hJiil1iing of 
futurc problems, sucli as contingency <HIJlysis and systern 

I'J¡l\!r r 76 OS(,.(). ICc<lllllll<lhkd nnd n¡>¡HoVt'<l hy thc 11'1'1' l'mwr Svstem 
Eni:inr~.·rin}!. (\ltlllllltt~.·~ df th~.,' II.FI: l'u\\'l'l rn¡~llll.'t'ring Sl~~·tl"ty r,,¡ p~t·scttl:tt~nn ;.lt 
thc IEIT l'LS 1\·,,lcr ~k,·lillt~ .tnd ·lcsb Syntp<~>llllll, ~.:w Yu1h, !';.Y., .IJnu;~rv 
~)._\ll, 1117h. ~l:rull.><'lipl >llhlllllinl SqllrlllhCI 2, 1'!75; llt:l.lc ;1\',IÍI.lhlc ¡,, p11rtiÍ11.g 
tkl<>l>cr .11, 1'1'/5. · · 

securíly, will1 tomorrow's solu!ions as well as ·tomorrow's 
hardware costs. · 

4. Developing a staff of engineering personnel to li~nclle !he 
interactivo process of problern c!efinition, matiJel!liilical 

formulalion ilr:d ttle selcclion of solution lechniqucs. Tllis­
staff is essential to the continuing support and solution 
of power systcrn operalion problems ns vicwec! from lile 
real·lin1e lalloratory of !11e control center. 

Based on lile design óbjeclives, research was initiated in 
1969 perlaining to !he solution of lile renl·lime gencralion/trans· 
mission operating reliability problen1. Tlie implementation of this 
syslem embraced analysis, design, simulation, progJéJ!!IIlling, and 
testing and was carried out during lile 1970·1975 period IJy a staff 
tila! ranged between 4 lo 7, depending u pon lile project stage.~ 

HARDWARE 

CENTRAL COMPUTER ANO PERIPIIERALS 

Tlle AEP control computer is a dedicatecl, real-time syslem 
which providcs the functions of state es!imation of tlle EHV network, 
s!udy-morte and control-mode economic t!iS!l<I!C\ a~d megawalt hour 
.logging llirough a variety of display interfaces to system operalors. 
To provide al! !llese functions, t11e compuler required a number of 
input-ou~put interfaces such as process 1/0 terrnina!s to interface. 
witll exisling analog Loacl FreQuency control equipmenl; externa! 
interrupt structure lo interface with mocfern display devices sucll 
as CRT's, CRT keyboards, anda Oynarnic V/al! Display Board; and 
binary synclironous communication adapters lo interface wit11 other 
compulers at remole locntions. Secondly, a liigh degree of reli~bi!· 
ity was necessary bccause a second computcr to provide i1 back·up 
function was not plllnned. Finally, a simp!c-to·use, rroven, and 
relatively maintenllllce-.free opera!ing system was required. Figure 
1 presents !he hardware interfaces required for t11e control conliluter. 

Frve different comruters were evaluoled and an 1m1 1800 
willi a 64 tl10usand worcl (16 bit) core, utilizing !!le MPX real-lime 
rnul!iproer amming executive· was selectecl as meeting al! !!1e abo ve 
criteria. Two floating point processors coPiplete wii!l software 
suppol! for FORTRAN or Assembler L~ngua¿:e programs were added 
to ÍIIIPIDVe calcuiJ!ion speed. '1\c!clitionJI llarclware includes 1.5. 
Million 1'/0rds of clisk storage, a linc prinler, a carel reaclcr/puncll, 
3 console typewri!ers, ami ptocess 1/0 sucll as an;1log inputs, 
digital inpuls ancl outputs, a11d externa! inlerrupt st1ucture. 

Tlie average montllly avaii:Jbility of the system for lile 19 
month pcriod bclwecn January 1974 a1HI July 1975 was allove 99 
per cent. The systcn1 I!Js becn on site since J~nua_r)' 1972 and 
requirect only one complete oper;-¡linn systcn1 genmtion since tllen. 

c:J 

· DISPLf1Y SYSTEM 

Tllr.1c are two llasic displily devices u sed at lile control cenler: 
a cluster of 4 CRT's antl a f)ynamic W~ll Display Ooard. ·111e CRT's 
and 1\cy!JoJrds were supplicd by D<lla Oisc, lnc. éliHI irllt~rf~cecl 
tlirouell ;:xtcrnal proccss interrupts ~nd digi!<il oulptrt tcrmiti:J!ion~. 
1\ Goulcl clectrnstatic printer is COIIIICC!ctl lo t11e CIH sys!Ciil for 
liilrd copy ami can reproduce any dispi:Jy tliag1a1n. lile Display 

lill:> 
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Figure l. Control Computcr Interfaces 

Board System was supplied by Mavell and Quindar and is interfaced 
througt1 exlernal process interrupts and a digital output register. 

A map of !he EHV transmission syslem largely following 
geographical lines is impresscr! on t!Je 4 CRT's. For each measured 
line end, one of the following display quantilies may appear: 

• numerical real and renclive computed line flows. 

• numerical curren! and MVA computed values. 

• xxx indicating a line is open nt that end. 

• (blank) indicating that flow calculations for lile line were not 
possible even though lile measured flow was recéived in the 
computer bccause lile line was eilher eleclrically or mathe­
malic~lly disconncclcd from a píilh lo a refcrcnce bus. 

• mmm indicating that !he measurements were rnissing. · 

• bbb indicating !hat lile mcasurenícnt has bcen idenlified 
as bad. ' 

In !he case of missing or bacl data, it is usually possible lo 
calculale numcrical flow valucs from tlle vo!IJrcs ;¡t the terminals 
of liJe line. These are then dis~IJycd instearl of MMM or 888. 

For Cílch electric:JI node or subslalion, lile voltJge magnitudc 
in per ccnt íllld Jnglc in dccrces are displc1ycd. -:-ilere are linee 
possiblc drsplc1y 11rodes for cc1ch subs!:Jtion: 

- numerical values of vol!c1gc magnitude and ancle. 

- (lllank) indicating tila! lile nodc i<; elec:ric<JIIy or malllemali· 
cally disconnccled from !he voltage reference and numerical 
calculations were impossible. 

• sss indicaling that !he nade hns scparated into two or more 
nodes as a resull of circuil breakcr operations. 

The cluster of 4 CRT's is updnted only on rcquest by tire 
operatoi via a l<eyboard, allowing llinr to study a static nrap for any 
lenglh oftinre. He has tlle abilily lo oblain a hard copy of !he screen 
contents on a Gould eleclrostatic printer via anolllcr keyhoard re­
quest. Thus, lhere is logic to insure that the contcnls of all screens 
refer to the sarne slate estimation case. Figure 2 presents a hJrú 
copy of !he CRT cluster contenls for conditions dcrived from 123 
measuremenls on June · 4, 1975 at 10 hours, 19 minutes, and 47 
seconr!s. Al! line flows are adjacenl lo lile darkened squares witll 
the r.cal flow a!Jove the reactive flow and a posilivc quc1ntity indi­
cating a direction "away froin" lile node. Voltage magnitudes (G3) 
are within thc nade !Jox ancl angles are near the box. Figure 3 
presents addilional information al¡out !he calcula!ed line flows 
such as conficlence limits, and liJe normalized ;~nd unnormalized 
residuals. Figure 4 presenls !he confidence linrits for !he bus volt­
ages and angles and clisplays ll1e reference bus avail~bility alld 
its voltage. lf a slation separates, its new configuration is printecl. 
O!her !han t!Je new configuration print out, information on Figures 2 
and 3 is used for diagnoslic purposes and is notnormally availaiJie 
to the system operator. lt is planned to have a confidence limil 
display in tlle future. 

Outside of the control room, lllere are single CRT's that cnn 
display on requesl any of !he tour screens described above. Remole 
CRT displays at regional control centers can IJe nrnde available. 

A large Oynamic Wall Display Board is driven by the control 
conrputer. Appropriate signals are sen! lo activate lights on lile 
Board lo reflecllhe following conditions: 

• open-close position of circuít breakers. 

• de-energized, energized or overloaded condilion of a trans­
mission line or transformer. 

• direction of power flow ·in a line or transformer. 

A memory of the curren! state of !he Display Board is l<ept in lile 
control compuler in order to dri ve lile Board on !y on cllanges from 
curren! condition~. 

The Board is driven directly from the conrtiuler wrthoul opera­
torintervcntion, in contrJst to lile CRT displays !lr<Jf require an opcr· 
ator request for Jn upr!ate. The normal use of lile OispiJy System is 
for lile operalórs lo view· tlie Minric Board lo oblain a broad, non­
nunreric overview of systenr conditions. When breaker oper:~tions, 
line outagcs, ovcrloads or change of flow dircctions occur, lile opcr­
ator c~n use lile CRT's lo study cert:lin nunrericJI values. Befare 
giving cleéHJIICCS for planned oul<igcs, tire Cfn's pro\lide lile de­
!ailed rrumeric~l information rrq11ired for decision maki11g. In :~dd­
ition; lile effcct Of lile clearJIICC Cilll be followcd by fli:Jking J Cfn 
request once the Board upcJ!e reve<Jis !he oulage hJs occurrccl. 

SOFTWARE 

The <1lgori!ilms developcd to estim<lle nctwork volt;-¡ges from 
line flow mcasurcnrents, to es!;J!Jiisil nelwork conliguration <lrHf 

. conneclivily fro1n circuit breakcr and measurcmenl status, ami lo 
delect ;¡nr! idcntify IJ;¡d rlle<lsurenJcrrls liJvc becn previousl}' reportcd. 
Tlris.section will discuss tire software opcr:~tiorr ami ~csign. 
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Tlic MPX opera!inr, sys!cm supports multiprogramrning wi!h a 
fixed nu111ber o! partitior1s. lt allows ovcrlay progrJm structures and 
also supporls \!:e sch0c!ul1ng of programs into one narlition from 
another partition. Thesc two features were used extensively in our 
syslcm dcsign. A functional core map of our system is presented in 
¡rgure S. · · 

All core sizes a1e expressed in 16 bit words. The Cómmon 
A;ea is slrarcd by all parti!ions and contains the following types 
o( data: ra;v measurements and breaker status transmilted from lhe 
Data Ac~uisition System, thc vector of · calculated and measured 
line flows, al! tl1e analog inputs from !he Load Frequency Control 
equipment, inp1J! buffcrs from al! display· devices, a change lis! to 
drivc lile Dynamic Wall Display Board, a number of syslem connec· 
tivity matrices u sed by lile Sta te Estirnator, and rnany other quantities. 
The idea is to use tllis area to transfer data betv1een partitions when 
spced is essential. · 

The analog input areJ is dedicated to continuously reading 
analog inputs from lhe Load Frequency control equipment and storing 
them in tllé Common Area for use by economic dispatch and display 
proeran1s. 

The CRT and Keyboard interface provide the function of 
cturacter echo-hack to !he CRT's, cursor movement on !he CRT's, 
interrogating CRT requests and scheduling !he appropriate display 
application progtam into Dynamic Rcgion 11, ané filling interface 
buffers in the Common Area witll data base changes from the key· 
boards. This partition is dcdicated to these routines lo insure fast 
response ~on lile CRT system. 

The Data Acquisition System (DAS) communication routines 
transmit requests for data and receive data from three mini·computer. 
data concentra:ors over tilrce 50,000 bit per second binary synchro· 
nous conHnunication li~ks. The cor.lmunicalion routine operates in 
the follov1ine manner. Every second, a request for a status indicalion 
is !rJnsmittcd in para!lcl lo cach mini·computer. The data trans­
mitted to liJe 1800 is a series of l/0 flags indicating one or more of 
the fo!lowing states: 

·no change since las! transmission. 

·a circuit brea!<er I1Js changed status. 

• megawatt hour values l1ave been read into !he mini and are 
available to be tr:lllsmitted to !he 1800 upon request. 

·databas~ update from tire 1800 lo !he mini·computer has been 
accomplishcd successfully. 

• line flow measurements ha've becn read into the mini and are 
avail able lo be transm itted. 

·data ba.se.update from the 1800 is too large. 

The mini-computcrs <He polling the suhstations two or tlnec 
times evcry second, searclring for a breaker change. lf a change 
occiHs, t11e 1800 is notified viJ tire status indication and then pro· 
cecds to reJd !he breJkcr stJlus information from the mini·cómputer 
and lransmils a request lo al! n1irri's lo iniliJte reading all flow 
rncasure111ents in prcpJration for J new statc estimJte. Al! readings 
'''e availablc in lile 111ini's wl!llin 3 scconds Jnd are transmitted to 
tire 1800 wlren rcquested. Flow measurements thilt ilft~ received are 
placeo in lile ConHliOII A1ea <JIH.l Cunfigu1a!ion and State Eslimaticn 
routines a1e sclleduled into Dynamic Region 111 provided t11at add· 
itiorral circuit IHeJkers llave no! cliangcd slJlus. A co~rpanioo pJper 
describes !he operJtion of !l!esc. routines in more d~tait.5 lf no 

Figuro 3. Numcrical Rcsufts Couospo11di11g to Coso ol Fi91.1r0 2 ~ 
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chanecs in circllif hreaker status occur during a 30 second inlerval, 
a flow mctisurement sean is inrtiatcd to check if a new stale estímate 
may be r'r.quircr! di!'' lo load clrangcs or changes in status of un­
monitor~'d cornponenls in the nelwork. 

Megawatt-hour values are read automatically by the mini at 
Yz hour or 1 lwur intervals ancl notification is transmitted to the 
1800. Tire values are read in, placed into the Cornrnon ·Area, and 
communication routines are schcduled inlo Dynarnic Regían 11 to 
transrriit tlrem to lile I~.Y. IBM 370 syslem. Data Base revisions for 
the mini-computcr system are under control of !he 1800 computer 
to insure !Ira! no incompalibility exisls between !he lhree mini's 
and lile 1800. Any revisions to lile hardware moniloring system are 
entered inlo the 1800 whiclr upclales tlw mini-compulers data base 
and its ovm data bases and lransnlils !he revised dala base to !he 
respective mini. All !he comnrunication routines are residen!. 

Dynarnic Region 1 has programs scheduled there for sorne 
megawatt hour lor.2ing, communication reslarls, and VIal! Displa~ 
Board. Dynanric Region 11 l1andles al! application displays and dis­
play updates, study·mode economic dispatch and transnction evalu­
ation routines, sorne data base routines, and mega·mtt hour logging 
routines. Dynamic Recion 111 llandles all State Estimation routines, 
Control:mode Econonric dispalch, and !he computer functions such 
as compiles, assemblie:;, and disk n1anagement functions. · 

·. The dynamic regions were estalllished lo use lile 64 thousand 
words of lile machine in an optimal fasl1ron. All routines are sched­
uled, execute, and exit wllen cornolete. Displays are not refreslled 
from the 1800 once placed onto file CRT's. They can be requested 
again if necessary. State Estimation results are stored on disk and 
transferred to !he CRT's wlien requested. All Econornic Dispatch 
displays can be ~laced on CRT's wi!hin a 2-3 second period. St~dy 

· nrode Econonric Oispatclws can be run and !he results displayed 
within an 8-10 second_period. State Estimation resulls can be dis­
played on a single CRT within 12 seconds and the 4 CRT cluster 
Ciln be urdntcd within a 15 to 20 second period. 1! requires approx­
!mately 1 second per point to update lile ','.'all Display Board. 
1; 

The programs are efÍicient because many a!gorithms were 
desi.gned to work lly exception only. Stations where circuit breaker$ 
had 'changed were t11.e only ones analyzed by !he configuratiorj 
loutines. A memory Of !he \'lall 8o<líd State was kept in the 1800 
and only !hose components that had c~wnged were driven by !he 
1'800. EstimJ!ion algorithms were execut.:d only if t11e Chi-Squar~ 
test failed.(4) \'!e believe that it is !he efficient design of file com­
pütational alcoritlrr.rs and tile utilization of tire DynJmic Region~ 
that allo1'1ed us lo use one moderJte sized computer for !he above 
fuiJctions. !! is estirnated tila! al present tlle system includes 150 
app~;~ation progrJms totalling approximJtely 90,000 lines of code. 

cosn 
The hardware and develonment costs were as follows: 

L Hardware 

a. 

b. 

c. 

Figure 4. 

18M 1800 process control compu:cr, S~k corc s!orage, 
floJfing point hardwJre, comnwnication adJpters, disks, 
printer <1nd miscell;111eous peripherJis. $491,000 

Limited Grllphic, Non-color CRT Display S)•stem 
(0:11:1 Disc Corp.). $ 54,000 

High-speed printe1 for CR.l Displays 
(Gould M fg. Ca.). J 1 9,~~~ S5G4, . 

Numcdcal Rr.sults Cor,•>pOHding to c,,.<O o/ Fi9ur~ 2 
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CONFIDfNCE 
BUS VOLTAGE L 11~1 T~ 

MAG ANGLE MAG 

2 96.7 o. 72 o. 2 3 .. 
32 102.1 -14.68 0.34 
50 100.0 1.78 1.03 
'>2 103.4 7. 58 . 0.18 
53 99.6 -10.45 0.22 
54 99.2 -12.57 0.14 
56 95.7 -12. 76 0.28 
57 103.2 -13.00 0.35 
61 102.4 -13. 53 0.30 
62 101.3 6.32 O, A5 

1 99.5 8 o 43 0,60 
3 99.4 6. 7 3 0,60 
6 96.9 -o. n . 0,50 
7 97.3 -2.10 o. 51 
8 99.1 -4.79 0.60 
9 9A,6 -5.40 0.59 

15 97.7 13.05 0.41 
16 98.2 -2.34 0,40 
20 98.0 -9.91 0.43 
21 101.7 -11.17 o. 70 
23 99.4 -15. 50 0.71 
24 100.0 -19.04 o. 72 
26 98,8 -18.99 0.74 
27 98.4. -14.53 o. f<8 
28 98.7 -10.06 0, 1+8 
29 102.4 -17.65 o.-n 
.34 99.0 -11.08 O, 3 H 

38 97.4 -9.01 0.2.3 
40 104.2 -7.30 0.36 
41 104.5 -7.27 0.26 
43 104.0 -11.09 0.36 
45 100.6 -5.1 o o. 32 
46 96. 2' -3.31 0.53 
47 101.6 -12.28 0,47 
4'9 96.8 .. 10.62 0,09 
s5 98.8 -12.80 0.02 
60 103.3 -16.48 1.01 
63 102.5 -17.51 o. 71 
12 97.1 5.01 0.31 
13 95.4 6.71 0,44 
14 101.4 8.69 0.41 
18 100.1 -2.27 o. 10 
19 .1 o o. 1 -4.65 0.21 
22 99·. o -8.97 0,44 
25 98.6 -19.77 0.72 
36 1 o 1.4 -13.04 o. 70 
37 98.5 -10.77 0.39 
44 10 l. 1 -12.76 0.16 
48 97.9 B. 36 0.3 7 

4 96,7 11 • 1 3 0.41 
5 99.8 1. 83 o. 3 8 

30 100.8 -1 5. 2 9 o. 71 
42 104.8 -1 o. 00 0.36 
11 99.6 -2.77 0.29 
31. 1 o l. 7 -13.92 0.66 
·33 102.1 -11.66 0.18 
35 102.0 -13.24 0.72 

BUS AVAJLABI LIT Y VA LilE 

9 1 97.9 
17 o 100.3 

·36 o 102.6 

SEPARATED STATION CONDITION 

STAT!ON 29 SEPARATEO !NTO 
NDDES 29 63 
NEW CONFIGURATION AT STATION 29 

25 . 29 
29 30 
29 25 
30 29 
33 63 
63 33 
(>3 60 

/,NGL F 

0.13 
0.19 
o. 59 
o. 1 () 
0.12 
o.oA 
0.16 
o. 20 
0.17 
O.'• 11 
0,34 
0.34 
0.29 
o. 29 
0.34 
0.33 
0.23 
o. 23 
0.24 
0.40 
0.41 
o. 41 
0,42 
0.50 
0.27 
o. 41 
0.22 
0.1 3 
o. 21· 
0.15 
0.20 
0.18 
0.30 
0.26 
0,05 
o. 01 
0,58 
o. 41 
0.17 
o. 25 
0.23 
0.06 
0.12 
o. 2 5 
0.41 
0.40 
0.22 
o. 04 
0.21 
o. 2 3 
o. 22 
0.41 
0.20 
0.16 
o. 3 8 
o. 1 o 
0.41 



2. 

Monthly Cosí (7 yr. full-payout lease) 

a. Hardware $8,000/mo. 

b. Maintenance illQO/~ 
$9 ,800/n1o. 

Dev~lopmént 

a. Ge~e.ral purpu.,€! computer usage for simulalion, form· 
ulation and ¡¡nalysis ot solulion techniques. $200,000 

b. Advance insta!lation of IBM 1800 computer for program 
devclopmcnt. $180,000 

c. Personnel (approximalely ~000 man-days) 

d. Educalion 

$400,000 

S 6,000 
$876,000 

3. lnvestment Tolals 

a. Hardware 

b. Developmenl Effort 

FUTURE DEVELOPMENTS 

$564,000 

$786,000 
SI ,350,000 

Ti.c mor.itoring function is an importan! application by itself. 
E.¡: providing a picture of curren! system conditions, operators can 
Wtitcll for impending abnormal conditions, aulhorize clearances and 
power intercl1anges and corree! abnormal situations basing their' 
judgments on re!i<:bl!:. information. fiDI'Iever. it is clear thal ot!ler 
functions are necrled tor further enilancements of reliability of 
operation. Two such securily oriented functions are currently under 
developme~t: !he con!ingency evaluation and !he corrective action. 
determination function. 

Al AEP, ihe main probiem in contingency evalua!ion is to 
represen! t11e effect of lh_e reaction of externa! systems to contin- · 

MPX EXECUTIVE 

25,000 
'" ·------··· " 

6,000 
COMMON AREA 

1,000 --ANALOG INPUT READ 
-

6,000 
CRT ANO KEYBOARD INTERFACE 

4,0QO D.A.S. COMMUNICATIONS 
i'·. 

?700 DYNAMIC 1 .... 

DYNAMIC 11 
10,000 ' 

1 

DYNAMIC 111 
! 10,000 . 1 

Figuro S. /800 (ore Mop 

gencfes in a sufficiently ¡¡ccurate manner. Research has been 
oricnted towards lile devclopment of an adaptive equivalence of ex· 
lernal system reaction thJI could be used for stocllastic load flow 
calculalions. lt now appears tila! an equivalence, .together willl its 
accuracy information, is possible 'lo be develópcd from prior state 
estimation results on the interna! moni:ored syslem. Slate estimalion 
resulls on curren! system condilions providc dala on system loads 
and voltages and their accuracies. The slochastic load flow wi 11 

combine all this informalion to calculate probable range of power 
fiows and voltages throughout the system for a specific contingency. 

Once the contingency evaluation function is ready, it is ex­
pected that it wi 11 be manual! y acluated by an operator request. 
Certainly, !he effec! of a planned outage will be studied with this 
function. During other conditions, such as heavy system-loading, 
the operator may test c~rtain specific outages for the purpose of 
being alert and . .ready to take action should such contingencies 
occur. 

The corrective action determination function will be a security 
load flow !ha!' will derive control actions requjrC'd·to alleviate a 
curren! problem by an optimiz¡¡tion technique:'Correction of over­
loads or abnormal voltage !.evels are ty,piéal problems that will be 
treated in this way. State estimJ!iO,~··.calculations not only provide 
tlle initial system condilions, .~w·t will make possible the tracking 
of the effect of control ac.Jion· thercby providing feedback to corn· 
pensate for model inaccurácies. As in lhe contingency evaluation 
case, operalor assistance in initiali~lng the corrective action 
determination function and executing its control results will 
be required. 

CONCLUSIONS 

The paper has described th.e .design of the AEP control com· 
puter. 11 has presented data that shows costs can be minimized 
wiihout sacrificing response time or availability. Design concepts 
that may be useful to others who are planning a control compute¡ 
installation are discussed. 
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ABSTRACi 

Ouring the final implemcntalion of the AEP real·lime moniloring syslem a 
considerable lheorelical and practica! expcrience was obtained which has re· 
sul!ed in a deeper insighl and undefslandir.g of rls performance. The paper 
prestnls the various modules and interfaces of !he progranrmrng syslem and 
discusses concepls relaled lo radial fines, redundancy, idenltficatíon, separaled 
slalíons, weíghls, converr!cnce, model and para11reler uncerlainlres and zero 
injeclion measurcmenls. The final par! of !he paper presenls hrnls on debuggíng 
and irnplemenlalion stralegies. · The information prc>enled would be of use to 
bolh researchers and lo !hose wílh rcsponsiLililics in ímplenrentíng estimation 
monilorini! syslems. 

INTROOUCTION 

Our previous papers have presenled and drscusscd lhe juslrfícalion and 
theorelical aspccls of !he AEP rcal·lime monilorine syslern.I-11 Ouring !he final 
implemcnlalion and ch'eckoul phases, a considerable experience was oblained 
whích resulled in .. a deeper insighl and undersldndrrrg of bolh lheorelical and 
practica! consideratíons of !he AEP moníloring sysltm. Thís raper will presenl 
sorne of !!lis expcrience whrch may be u~cful lo'bolh researchers and lhose·wilh 
respunsibilrlies in implcn,enlrng slale cslllnalion'n,oniloring systems. 

The paper will firsl sumnrarize !he AEP stale estimalion and configurator 
algoril~rns lo provide a basis for sorne of !he lopícs d1scussed later. This will · 
be. followed by a block d ragram presento! ion of .!he monr!o11ng syslern and ils 
interfaces. The central porl,on of !he paper presenls loprcs relaled lo !he ex· 
perience and recent insighls galhered during imp!ementa!ron. The paper ends 
by presenling debucging and rmplcmenlalion liínls. 

AEP STATE ESTIMA110N ALGORITHM 

Line llow inforrnalion of real and reactive power, Sm, is received for one 
or bolh ends of mosl EHV 345 and 165 KV lines. Tne following equalions can 
be wrillen, 

(1) 

when Sc(E) is !he calculated line power flow as a funclion of lhe complex nodal 
vollages l. The measuremcnl errors (are assnrned lo be zero mean wrlh diagonal 
covariance malrix W~ 1 

The solution of lile redundan! sel (!) is accomplished by 
m:nimizing lhe weighled sum of squares 

J(El = (Srn ·Se ¡•T Y1 (s10 - Se l (2) 

which can be algebraically reduced lo lhe form 

(3) 

where v · is the· elernenl vol!agé across the line, D a diagonal mat11x with 

w·;E ·¡2 
D¡=~ ( 4) 

and 1 is the impedance of the line whcre measuremenl j has been l:tken. The re· 
!al ion belween Eqns (2) and ( 1) rnler !ha! !he minimizatíon of J(E) ol E Q.(3) irnplies 
the solulion of the following redundan! se!, ' 

(5) 

where v10 is taken as an e lcment vollage "measurcmenl" computed from the 
corresponding physical measurcmenl Sm, !he impedance characterislrcs of !he 

i'¡¡per F 76 OH7·7, u.:<lltllncnded :111d npprovctl by !he IFU:.I'llwcr Syslcm 
Enginn·tillf, Conunitt~·c of th..: ll.EE Pll\\'L'f Fngilll'l',in~ SHnl.'ly f\•1' prt·s~·nt;Jtiun nl 
!he 11'1·1' l't:S 1\'nrll'l ~ket111~ '""' lesl.1 S)'llll'•'""'"· Nnv y,,k, N.Y.,.J:nluary 
25-~0. I'J'ill. ~I."""'''ÍI'I suhnnltod Allr,usl 2S, 1'175: lll.llk :ol':til"hlt• ¡',,r plinling 
0d<lbCt JI, 11175. 

line and the noda f voltage E al lhe measured end of the line. 'The ter m 'Ve is 
the diflerence of nodal vollages E, which in terms of an inciden! matrix A can 
be wrilten as 

Ve = At + v (6) 

The minizalion ol J(r) of Eq. (3) with respect lo rectangular components of t is 
accomplished by solving 

(7) 

where the term ( Vm • AE) is an elemenl vol!age residual vector and vm has heen 
assuméd as constan! and rndepenrlcnt of E. As lhis is not striclly lrue, lhc solu· 
of Eq. (7), 

(8) 

has to be iteralively repeated alter v01 has been updated lor the new vatues ob· · 
lained lor [ One bus vol!age is assumed known and used as reference. 

BAO OATA.OÜECTION, IOENTIFICATION 
ANO COI'IFIDEIICE LltmS 

In a previous paper, it was discussed lhat at its mínimum, J(h should 
satisfy the inequality 

J(El < x~. b/2 (9) 

wh~re x2 k, b/2 is the lheorelical value of a chi squared distrirwtion lor k degrees 
of freedom and for a probability of confidence b. lf inequalilv 19) is not satislied 

·!Iris is laken lo mean !ha! the e,.islence of bad data has been detected. The 
degrees of freedom is twice lhe difference belween lhe nuruuer of complex meas· 
urements and lhe number ol complex noda 1 vollagcs lo be eslirnated. · 

Once bad data has been detected, it is idenlified as !hose measurements j 
where the largest value of . · 

(vm • Ve) j • zero 
r--:-===~==,.....,......,... > lk,b/2 

s J Oj ·1 · diag [ A(AI DA)'! A1 ]_; (10) 

occurs. The value of lk,h/2 is thal of a sludenl-1 dislribulion and that of s2 is 
J(E);ic Since the (\im • ~c)tcrm is an element vollage residual, lhe expression 
(.10) is a notmalizcd residual with lhe denominalor being lhe standard devialion 
of the residual. 

The c-onfidente limils of voltages E is given by 

C.l. (El'-' s J diag [(At OA)'J ) (11) 

and those of the flows by 

02) 

where K is the Jacobian of P with respecllo E for C.l. (P), or K is !he Jacobian of. 
Q lor C. L. (Q). 

NETVIORK CONFIGURATOR 

The basic lunction of thc network configuralor is lo define subsysterus 
interna !!y connected by measureli energizcd lines and containing a relercnce 
vollacc measuremenl. As measurcmenls and hrcaker st¡¡tus dala is •rete!ved !he 
configurator pcrforins the following lasks: 

l. Analyzes breaker status changes to determine interna! connectrons 
ol lines and busses al subslatrons. 

2. Determines if lhere are dcenergizcd fines. 

3.' Oete11nines il lherc are separalcd subslatious 

4. Determines if thcrc are lin~s whosc measurcmcnls are not availa!Jie. 
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;). i:~t,;i!iiÍih:~ a ~·?1-;,H: :..y?~h:m co;dltuiJilon co,,teining only msa:úued 
energized line·s. · · 

6. Analyzes !he basic conliguralion to determine ·lis connectivily. 

7, Determines conncc!ed subsystems containing al leas! one avaitable 
relerence vol!age measurrnrent. 

The nelwork configuralor desrgn concepts presenled in Refs. 6 and 7, have 
proven in the real:lirrle'chv,'idnmcnl lo 'be adequale lo cope wilh all·t!re abovc 
tasks. · :.~.l. '' l •• ' · 

PROGRAMMING SYSTEM STRUCTURE 

The programming sys!em structure ~r.~sented in Figure 1 w~s designed lo 
achieve efficiency·from lhc poinls of vrew .bf running time and co·r~:· requirements. 
As cach set of meastuemcnts is lo be proc'esscd, analysis is ma·de lo determine 
ihe oplimum pallr througlr tire various s!eps. This adoplive charackristic of the 
pro2rammine systenr increa~es rls complexrty, lo be able to achieve lhe flexrbilrly 
of dcciurnr. on·line whiclr programnrrrrg modules are necessary to process !he ir.· 
e o m ir:g da la,: 

The várious modules and some of their interfaces will now be described. 
Many modvies have data basts prepared by off·line programs and these are no! 
sho.wn in Figure l. 

MODULES 
l. Te !eprocsp.J~g •.. , .· , 

This name summarizes prcgrams lhal interface with 1ne comnrunication 
systern, receive and si ore· rncomrng. dala, determine which d~ta is missrng and 
schedule !he monitorirre process ·orr •a Irme basis or when breaker changes ha ve 
occurretl. Parts of this modu!e ,are conlinuously residen! in !he computer. In 

Fig. 1, Progrommi!>9 Sysr.,m Struclure· 

1()19 

addi!io.n it has special functiQnS during syslcm initializatio.n wherc lhcre is no 
previous hislory. 

2. Conflguralor 1 

Ttre programs in Confrgurdiür 1 analyze hreilker 
effecl on dccnergizrng lines or scparating statrons. 
if lhcre are no breaker changes. 

status changcs, and lheir 
1 he module is by-passc·. 

3. Conligurator 11 
This nródule determines wlrich lines are measurcd arrd· energizcd,·studits 

lhe conneclivily ol lhese lincs and determines lhe number and 'conrpo.silion ol 
scparaled subsyslenrs containing a vollagc magnrtucte measurement. 'Mosl ol 
lhis module is by·passed if thcrc are no changes in lines being measured and 
energized. 

4. Validator . 
Although Eq. (9J presents !he chi·square test to detect bad datii, a' simila' 

tesi<S made in the Validatorlo determine whether the inconrrng data is statistrcal' · 
comparable with !he previous res u !ts. 

5.· Eslimalor 1 
• Once a subsyst'em has be en defined Estimator 1 proceeds wilh all !he non· 

iteratrve. porlions of !he cstrmator algorith~r. Basically, r1 defines malrix D, 
oplirrrally orders !he equalions contarrrcd rn (8)'. calculates~ and lriangularizes 
!he (A1 DA) matrix and perlorms a series of preparatory lurrction's lo i'ncrease 
lhe efficiency of lhe ileralrve section. 

6. Es !imator JI 
This is the iterative section, where EQ. (8) is ·solved usiilg 'spa.rsily te eh· 

niques. 
••!• 

7. F.lows 
The. outpul quanlities of line flows and vollages are. calcula!ed in !Iris 

module based on lhe resul.ls o.f Eslimator 11. 

8. Detector 
The chi-square test describeJ by Eq.(9) is perforrned. here tu detect the 

presente of bad data. 

9. ldentifier 
Once bad data has beerr detected, rhis module perfornrs !lit ;t·.Jent·l test 

described in Eq. (!Ol and renroves identified ba~ data., 

10. Limils 
This module computes !he CO!Ifiderice limits of voitages and ftow; .;escribed , .. 

in [qs. (11) and (12) for oulpul purposes. 

11. Screens and Keyboard 
' The _screen prog;ams prepare lh,e ouqiut 

upon requcsts enlered lhrough tire keybpard. 
lila! will be displayed on CRT,s 

12. Ooard 
The display board programs analyze outpu! data and drive a large minric 

'·oard tJy actuating various lights. ., ¡;¡ ;." ~ •• , .••• ,. ,,11, .;. 

INTERFACES 
l. 

?. 

3'. 

4. 

5. 
6. 

'· 
B. 

9. 

1! there are: no changes in subsyste·m configuralíun'~,' Corrfigirratron 11 
interfaces vilth lhe Validator. ''' ' .. 
When the Validalor chi·square test is successful, H rnterfaces back to 
CoHfiguratorilllo pick next·subsysiem. Previous oulput remains valid. 
11 lhere are cha11ges in subsystem corrliguralron, new nreasu:enrents nrusl 
be processed:arrd Conlrguralor 11 interfaces wr61 Eslrmator !: t>y,-p_pssing 
lhe Validator.: ' · · · . ., 
When the Val.idator chi·square test fails, mcasurn1ents 'nru>l 'bé;¡iroécssc·d. 
Tire Vatidalor ,<rrrlcrlaces wrlll Estrma!or 11 by·passrrrg (slr•liJiul l. 
When lhcrc ar.e no chan¡:rs irr subsys!cm corrlr¡:uratrorr cor11rrr¡~ vía 6. 
1\'hen bad dal;a a1e irlenlrlrcd arrd removed rn tire ldCIJ!rlrcr rl inlt•rf,ltes 
wilh Configui;.Jior 11 lo determine tlrccllect ol this rcrrroval upon sub· 
syslcm conlri~Jatrvn belo1e Jepe~!Íllg lhr cslllnatron process. 
\VI¡en Detecto) does not detect bad ~ata it 1nlerfaces wilh Linrrls lo 
provide oulpÚI for subsystem. 
A:ter complrl!on of all outpul, [Joard interlaces Wilh Confip,urator 11 lo 
process next ~ubsystem. 
11 a!l subsyslcms have been. processed the programmi.ng system.c·xrls 
trom core. 

•' 



.. STORIIGE OF INFORMIITION 

A real lime process such as lile prcscnt one requircs a careful organizalion 
of ll•t lransfer of information between 01üdule5 and lhe treatment ol rnformation 
wi!h1n n,odules. Spec111cally, a carelul ha'ance mus! be a'ec1ded upon on lwo 
issucs: 

l. Quanlilies that will be maintai11ed in their original state. 
2. Quantit1es t¡1a! wi 11 Le translwed 1nto a packcd stalé. 

In bolh .cases a price is paid •. In· H1e fi1sl one, a series ol pointeis mav 
have lo be constructed in 1eat 11me lo setect,vely access 'iriformalion whose 
organizalion wl!l remain stat,(. Addi110nally, a series of ch·eckl mav have to. 
be made lo determ1ne whal 1s the pertrntnt rnformal•on lor the curren! condilion. 

In lhe second case, informalion musl eilher be transferred or tormed lo gel 
it inlo a compact slate for processrng. A sems uf pointers nray have to be con· 
structed during ,~his. operatron lo Le atole lo interpret resutts in their oliginal 
state which is !he physically meaninglul one. 

Bolh of these issues burden !he interfaces between modules especially 
when lhey treat informalion dillerenlly. A process in which the problem size and 
content can vary in real lime, bul wrllrrn a certam fr1ed lramework, is particularly 
ditl•cu !1 lo design. 

In addition lo !he above issues from !he pornl of view of curren! problem 
definílion, lhere is another d1fferent leve! which also musí co11sider !he same 
lwo issues, this is tire concept of sparsity programm1ng and its relatcd issue of 
optimal ordering. He QuesJ¡on hcre r5 whether certain inlorn,ation should be 
racked or no! lparsily w1se, antl shoul~ '' be oreanrzed in o11grnal or optimal 
ordering. Again on lhis level a pme 1s pa1d ertner v;ay and a carelul program 
design mus! be made. 

When lhe.above two 1ssues are pÍo~erly resolved in its two levels, an effi· 
cien! program is obtained from !he point ol view ol bolh core requi1emenls and 
speed ol execution. Bülh are VItal tn a realt11ne process •. 

RADIAL LINES 

For a deeper understanding ol !he eslimation, detection and 1dentification. 
processes, sorne simple siluat,ons can be examined in detail. Du11ng implemen· 
talron, such close ex•r•i!li'!1on of isolaled cases preved lo be invaluable in 
def1ning !he final lunct,on and sl!uctu·,e ¿, many programs ¡u¡d rn tocat1ng pro· 
gramming erro.rs. Th1s sect1on wdl exam1ne closely the radial l1ne. The next 
sectión will extend ·the concepts de11ved lrom !he radial case te lines belonging 
to toops. 

Behavior ol Eslimator 

'tt is importan! lo understand the behavior of radial lines in the estimation, 
detect10n and identif1catron protesses. Frequently lines beco;•¡e radial due lo 
the brraking of a loop due lo the opening ol sorne other lrne or io measurements 
bcing e1lher missing DI prevrously !Cn;oved as bad. The effecl ol !he eSI1mator 
solulron process on !he n¡easurements· ·or a rad1a l !rne can be Rredicted when lhe 
fofluw,ng analysis is made. . . 

. . 
F ig. 2. Roáiol Porlion o( o System 

Consider Figure 2 where fine 4·5· is open thus breaking a loop leaving a 
radial string. Line 2·3 has one measurement and fines 1·2 and 3·4 have two •. 
measurements e~ch. From !he po1nt ol v1ew ol E Q, 7 !he complex equations 
SÓ!ved by the [S(Iffi3(0I include !he fotlowrng for busses 2, J and' 4, 

·Da Rl2+f.bRz¡~D¡ R.Jl'O 

D¡ R32 i Dd R34 • De Ru= O 

·Dd R34 " De Ro .=o 

(13) 

(14) 

(15) 

\ J - where O are !!1e v10 variances and 

Rij = vm,ij vc,ij (16) 

and Vc,ij .., f¡ ; E¡ ( 17) 

1620 

il ls clear that "' Eq. (!~) 

Vc,34 • Vc,B (16) 

thus, 

(19) 

and 

·Dd vm,34 i De· Vm,O 

0¡, " De '20) 

11 E3 was known, Eq.(21)shows that E4 is only dependen! on weignted eflect ol 
!he two measurements on line 3·4. This is a .general statemenl for a rad1al fine 
with lwo measuremcnts. Anothcr charactelisf¡c thal can be dfrived lrorn Eq. (!51 

is that if Od :=De, .thcn R34 = R43 anll Eq. (20) becomes an average. 

E4 • EJ =·Vm,34 ; v m,43 
(21) 

A comparison between EQs. (14) and (!5) shows !ha! alter (!5) has becn 
satisfied, (14) becomes Dr R32 =·O which impl1es ·that R32 ,- O 1ndependenlly 
or Dr: 

(22) 

'! E2was known, E 3 is directly determined by Eq.t22). Finally, a comparison of 
Eqs. (14) and (13) alter convergence of {15) and (14), shóws thai (13) hecomes 
!he same type of eQuation as was (15). Eq. (20), with subscrips 4, 3, d ande sub· 
slitutcd lor 2, !, a and b, also .holds. 

The voltáge al bus 1 is no! affected by measuremcnls or conditions in lhc 
radial string, lrom !he poinl of view of !he esl11nalor convergencc pror.ess. Thal 
voltage is determined by condi!ions imposed by Kirchoff's voltage law on lhe 
systcm· side and involving !he referente voltage measurement. This can be seen 
clearly by realizing !ha! given E¡ al any vatue, Eq. (13) dele1mines E2, Eq, (14) 
provides E3 and Eq. (15) fixes E4, so that !he radial string docs no! p!ace any. 
condilions on E 1• 

In re lation to EQ. (22), i! is lrue !ha! E3 is directty detcrrnined !ro m this 
equation al every i!eration of !he estimalion process. Howevcr, 1132 = O only 
alter convergente. The term v01 32 .was calculaled using !he flow.mea~·urement 
and lhe voltage from !he prev1ous 1terat10n. Thus · Vm 32 changr.s ás soün as 
a new vol!age is cornputed except, ~of course, at converg¿nce. 

Redundancy 
From !he previous paragraph it could be erroneously concruded t11at t11ere 

is ampte redui1dancy lor bad data identificalion on lhe radial string bcing exan1ine(\ 
~ measuremcnts and only 3 voltages lo dete,mine. This global delerminat!On ol 
the redundancy of !he s!ring is no! meaningful. The examHrJ!ion ol !he solulion 
processmade on Eqs • .(IS), (16) and (1)) revcals !he more valid conccpt of local 
redundancy. Ylhatever measurement f is, good.o1 bad, Eqs, (16) or (74) will pro· 
duce an RJ2:::0, that is, a perlect match, ad¡usl111g E3 accort11ngly: Tlws, there 
is no way. that a bad nreasurement 1 can be detected or iden!if1ed. lis local 
redundancy is zero, one measurement allcclinr. one ~oltage. In lincs 1·2, or 3·4, 
there are 2 measuremenls lo determine one voltaec in encll case. In thcse cases, 
a single bad mcasurenrerrt will be detectcd oecause the 1esrduJis 'wiil be large. 
However, i! is no! possiblc lo identily whi'ch is tire bad one ul tire lwu. 11 any 
of !he two were lo be removed, the rcsit!ual would beconre zcro as in lrne 2-3. 
The only s!ep !hat could be taken is lile rernova! of Loth measurr-menls, lile goo(l 
and !he bad one, paying !he price th~·l lrom that iine ontwa1ds, ihe sl11ng is los!. 

1 

Varlance and Bad Dala ldcntifica!ion 

To see mathenra!ically how !he Bad Data Jdcn!if1er would rcnrovc both 
measurements ola radial line conlaininc lwo measurerner.ts, one ol l),r::;c IJe,ng 
bad, !he following example is enlightcning: 

RHER~E>•CE l € 

·----l>-j--<> 
• b 1 

Fig. 3. Two Bus Samplu Sy$tem 

One 1.•n:l has been chosen as !he rr.lercnce bus wi!h no toss of gcnerality 
according !o !he reasons given in rrlation to E¡. in Fig. 3. As in lhc prev1ous 
exaruple, only one of !he rectangular cnruponrnts witl be analizcd. 

1 ~ 

.• ·J 



calling O( !he denomina lar or EQ. (10), 

o( a = 

o( b = 

2 Db 1 Da 
s Da t Db 

s2.~ 
u.+ o~ 

From EQ. ( 15), il can be shown lhat 

Db , 
Ra = Da Rb 

The normalized residual used in !he Sludcnf.llesl is, according·to Eq. (10). 

0 _ Ra _ R a 

Ra -C( ;¡72 ~ -(":~-{.,...8:-~-) -:-1/"'2 

Substiluling EQ:(25J into (26), 

R" _ Rb 
a-s(Da/Db¡l/2 

Da t Db 

:: 2l.b_:: R~ 
~112 b 

b 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

demonsllaling lhal bol~ normalized residuals will be identical. As it has been 
sl,own that lhe bad data vnll alféct only ils ov1n l1ne residuals in !he radifil case, 
R3 and Rb will be lu1r,e. llowever, the nOllli31ized residuals R~ and Rb wi'! be 
equa: anú bol, measureq1ents w1'! be simuttaneous!y removed as beinr. !he largesl 
o,¡es !lial fail lhe s'ucenl·ltest. 

Elfect ol Addilional Voltage Measuremenls 

lf a sys!em is predom,natf!y radial, some lhoughl should be given lo adding 
vo!tage magn1tude measuremenls and process1ng these in lhe manner suggested in 
Re!. 17. Such a measurernenl will no' change !he advanlageous charactemtic or 
!he Es:,mator iri terms el sparsity, core and specd. A voltage measurement essen· 
f¡ally closcs a loop by prov1drng a voltage ddíerence between the measured bus 
and thc referente ~us. lhis 1s a loop in the scrrse· ol Kircholf's voltage law and 
not ol ne!work conliguralion. 

Consider !he e!lect or adding a v~!tage n.easurement E as shown in Fig. 3. 
, Matrices A and V become, 

roa . l 
D = 1 O ¡ 

L . b 1· 1 

• .J 

where Dv is !he weight of !he voltage measurenrent. Eqs. (23) • ítl). btcome, 

. 2 Db /Da t [lv .' Da 
<>('a = s O~ r llb j Dv 

o(b 

R" = 
a 

5 2 Da/ Db +D.¡ / Db 
Da t Db t Dv . 

(28) 

{?9) 

(30) 

(31) 

32) 

Eq.(32) concludes tliat the normatized residuals or a and b are no longer equal . 
mJ'i'rP. ,¡ possihle lt•r bad data idcnt,frcat,on. For a simpler ~Íialysis, consider 
a case in which 03 ·. Db :Dv O, -. ;.. . · 

(33) 

(34) 

and tQ. (30) n~:comes, 

(35) 

Consíder that b becomcs a bad mcasurcment. Thcn, EQ. (35).will force !he ab· 
solule values or lla and Rv lo incrcasc lo olfsct a larr.c RIJ. As •n the case 
analyzcd,thc denorrrin~tor or R2 and R{} are ·c~ual, Eqs. (33) ;rnd (34) show that 
if H~ > R~ then R~ > ll~ arrd propcr idcnlification is made. 

In relalion lo Fig. 7, if a voltagc measurc'rncnl is added at bus 4, it would 
then be possiblc to idcntify a bad measurcnrcnt on any or lhe five mca5uremenls, 
includin~ r the single measuremenl on linc ?·3, However, if measuremcnl d were 
lo l!e missing leaving a single measurcmcnl on lwo branches ol thc radial string, 
a vott~r.e measurement at 4 wí 11 provide bad dala detection rl r or e wcre !Jad but 
il would no! be possible to identily ·which or lhesc lwo is bad. For prorrer iden· 
tification between two measuremenls, il must be possiblc lor the good one lo be 
removed and !he ellecl or tire bad one corilinue lo bP. fell. In the case considered, 
if either f ore is rem~ved, lhe residual or the remarning one would hecome zero 
making bolh deteclion and idenlification inrpossible. An addrlional volta¡~e mcas­
urement al bus 2 would no! help because it has the effect of correlatinr. with meas· 
urenrenls a and b which are good ones. An additronal one al 3, trowever, wilt pro· 
vide proper detection and identrfication. 

REDUNDANCY IN LOOPS 

The concepl of redundancy in estimalion refers lo !he difference between 
!he number óf measurerncnts and stales. This is a global concept invotving all 
measurements and slates. There also exists the concepl ot local redundancv 
when a subgroup of nreasurements and statcs are re tated only to ea eh ,other. Su eh 

, a case is discussed in the section on radial fines. However, locaf rcdundancy 
can exisl with a network loop. Consider the cxample ol Fig. 4, , 

SYSTEM 

Fig. 4. Loop Por!ion of a System 

where thé porlion or a loop !ha! has no boundaries with olher loops is shown. 
fines 2·3 and 5·6 each have only one rneasurement. lf one or tlrese .two becomes 
bad, bad data will be detected because residuals al! over !he loop W'ill be targe. 
An analysis similar lo tire one made ror radial line~ wourct reveal that the nor· 
malized residuats at c'an{h would be equal and at~o the largest, making idenli· 
ficalron belween the two impossible. As in the radial fine case discussed, rf 
the rood measurement weJe lo be removed, thc ellect or !he ba(f onc disappears 
because !he loop woultl be broken leavrng two r~dial strings. This appears to 
be a va lid test for determining lhe possibilily or bad data idenlification. 

lf a system has·many loop sections as !he one or Fig. 4, serious consid· 
eration should be given lo the inclusion or voltaP,e measurements for bad daiJ 
idenlification purposes. For the example jusi discussed, a voll~r,e nreasurement 

'at busses·3, 4 or 5 wóuld make possible bad data rdentification of either e or h. 
, A voltage measurement at busses 2 ·or 6 would not provide this condition. 

In lhe absence or' voltage measurements in lhe loop or Fig. 4, wheil a bad 
dala occur,s al e or h, bolh measurements would be removed. Convcrsely, if any 

· of the olher measurements becornes bad, thc loop and lhe remain•ng ROOd measure· 
.·menl on the same line prov•de thc nccessary redund,•ncy ror rdent•f•c.1110n. 

IDENTIFICATI9N WITH FLO'ÍIS OR ELEMENT VOLTI\GES 

, 11 has been menlioncd that line rtow nieasurements are !he physicat quan· 
"tities thal are transinitted lo the monilorinr. computer. However, once bad data 
. has becn detected, lhere-are lwo alternalive Qtiantities tt•at ttreorcltca!ly can be 

uscd ror bad data ideiílif•cation: 

, l. Linc power (low measurements, S111 
2. Ocrived elemenl voltage measurcments, Ym 

The second alte'rnative uses Eq. (lO) for the 
,, first allernative, thc,followinr. retaúh'n must be uscd: 

idcntilication test. In !he 

rs'm · Sc)j ----::::::::=:.======::;::==;:::== > tk b/2 
s J W¡'l- diag [K(A1 DA)' 1 K1 ]j 

when K is !he Jacobian of S with respcct lo E. 

(36) 
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¡: must be remembeted that in deliving Eqs, (12) or (36) !he approximalion 
was made lhal v10 is a constan!, per 'itcraliÓn, compuled trom S10 and lhc bes! 
nodal vollagc valucs available. Thís línCJiiiCS equalions, enhant_es sparsily and 
dccouples equalions lrom lite- poinl-of vicw of lh·e- ieclangular co_mponents of nodal 
vollagcs. The detoupled stalc covariance' malrix inlroduccs a srnall ciror in lhe 
compulalion of the vari<~ncc of S, whith is normally ncgligible • .- Vlhen compuling 
lhe vamnce of a flow that is tite only rneasuremcnl on a radial line, the resull 
should be exaclly lhe input measurement·v<~rianc_e. This leads lo a zero normal­
izing lerm for thc denominator of [q, (36) lor the S!udent-1 bad dala idenlification 
test. Practica! rca't lime experience Itas shown lhal lhe small e1101 in lhc com­
putation of !he variance of ~ is sufficientlo sometimes provide a variance slighl· 
ly larger !han lhc input one, resulling iri a negaÜve lerm, within !he square rool 
of Eq. {36). This is no! so serious bccau'S(this cono ilion can be. chccked before 
laking lhe square roo! and !he bad data idenlilicaiion skipped. Vlhe.n !he erior is 
such lhal lhe varían ce is smaller lhan lhe in'pul one ils dil!erence 'is somelimes a 
large enough number thal il becomes difficulllo d;slinguish ii from !hose thal are 
rndeed differenl from zero in order lo skip bad data identrlicalion. 

AJI lhe. above problems 'can_ be .avoided by compuling lhe variance ol 'In using 
allernalive 2. Real lime e1.perience has shown lhat the differences oblained are 
severa! orders of magnitude smaller than the ones that should indeed be differe'nt 
from zero, allowing propcr discrimination. · · 

However, lor the computation of confideÓ~.e limils ol S!_itie small·-error.· 
mentioned is completely negl,igible._· 

EFFECT OF SEPARATED STATIDt!S ON CALCULATIDIIS 

1t ·has been· men!ioned thal the configurator· modules··will-alter the syslein 
configuralion when breaker opeiation result in a separa.led siation. All data files 
are cynamically changed to reflect lhe existing condition. 11 is clear that a 
station separalioro will subslantially alter flows and voltages arourid that station. 
In lesting the abilily of the programming syste'm to cope wilh separated slalio"ris, 
cases where provo~.ed by ar~itrarily considering open bieakers lhat were closed 
in the power syslem. Ttieoretica!ly, i.f all measurements and weights were per­
fecl, such a non-e•istenl separation should not alter any of lhe results ·around 
t~al stalion, and the separated busses should lurn oul lo have ide-ntical voltages. 
lri practice some drffercnces will be encoo;'ntered due to lhe change' inlroduced in 
local redundancy. 

Considcr the Eq. (7) coúesponding to lhe slation .fn queslion. · Normally, 
y,·hen slation i is one eleclrical node, EQ. Plisas lollo~s,- . 

m . . 

~ ( A1 Dli¡ R1· .= O , . (37) 
j = 1 

< , of , , 

consiJ<ri.1g that there are m noeasureme'nts on lines connecled lo-bus i. Afler a 
separation in lwo parls i¡ and i2, Eq. (7) becomes, 

m¡ 
t ~ (A 0) ¡1¡ · R j .:= O (38: 

i = 1 

mz 
(Al ~ Dl izi_ R j = o (39) 

j=l. 

~~<here m1 + m2 = m. tt is clear that lo force in terms lo add lo zero is not the 
S<~me as lo force the mi and -m2 t.erms to separately meel the same condi!ion • 

.'J 

WEIGHTit!G JACTORS 

In previous pu~lished work it v.-as ·adv~cated use of measurement variances 
which would be cillculaled as a lunction of lhe noagnitude oÍ the llow and as a 
funclion of the full sea le conoponent as tollows: 

y; - . 1- • : 
l- [.02' ,MVA¡ + .0052 'fS) )_2 (40) 

Experience with !he estima! ion algorilhm has shown that po_ssibly su eh compu· 
talion of the weighl may b_e undesirablc., 

for inslance,.consider a bild line,llow measurtmenl of O t jO. More oflen 
!han not,such cases are lcw physically and such a rradong may be abad measure­
ment. In that c~se a very large weic~t woul~ be compuled frvuo equation (40). 

When- uscd in the algorillom, suc~ a "eiclot couoparalively makes lloat rucasurement 
more accurate t!oan others "'it1o sntilller ·v.·eichts noaking identofocation more difft­
cult. lhe samc.argument applics in reverse, ilthe.meHurcmcnt is relalivcty 
close·to.t!tc fu!!.scJ!r vo1tuc, ilnd is faulty, w!ten processc~ h)· ol::c c~!ino.1'·· and 
in rrlatoon lo others y,·hicto n•ay.~e,.sily, ncar !he noe;;r. ol'!te rantc. 

. , 

i~cnturcalion of Lad measurements, tite weighls were chan~ed':lo be const~otls 
depcndine oóly on !he full scale o'f tite me.1surcrnenl assu¡ninfi-~trcadine al tite 
mean of thc scale. 

W¡ = [.0152• fSj) 2 ( 4 1) 

Additionally, lf mcasuremenls are nol laully, lhat is, 11 residuals are srnall, the 
cffccl of weighls on eslimator performance are ol second order. 

· For bad dala de!eclion and identilication.il is 'essenliallo havc'·the corree! 
weight leve!. 11 all weiehts are larger lhan lheir true leve!, lhe Detector will see 
an aLnormally large.sum of squares in Eq. (2) leading lo !he conclusion that bad 

:data exist. The ldenli_ficalion may nol find any bad dala. 11 weighls are smaller 
!han lhey should be, lhe risk ol not ~electing bad data ·exisls. 11 has ·6een fouríd· 
tloatthere is room lor a,range ol values around the lrue weights belwPen lhese two 
ex treme' condi lions. · '. · · ' · 

Concernine impleinentalion, when a noeasurernenl is missing or bad, the 
measurement on the olhei cnd o! lhe samc tine is used in ils place. The corre­
sponding weigh! mus! a!so !Je used in Eq. (B) in two places: the rnatrix (Al DA) 
and the term Al O Vm. The weight is included in O as given in Eq. (4). An 
exceplion lo the ideal choiée ol lhls we-ighl wa~ made .when the miss-ing or bad 
measurément occurs without !he configura! ion chan'ging at ·lhe same ·lime. 1 o 

. avoid forming and triangularizing- matrix fll DA-agai-n lo reflect-.tne change in 
Vleighl, lhe term A1 O v111 mus! also use lhe weighl of the missing or bod meas-

• ment. The tneasurement value used will be tite one al the other end of the line. 
Evenlually, when lhe configuration· changes due to breaker ope-ration 'or meas­
u-remen!' unavailability, the Al OA mátrix is updated, al which tinoc:the righl 
weight is use'd e'verywhere. .'off:· 

. ~r~. 
CONVERGEN CE At!D 'NUMERICAL CONSIOERAT-IONS :i~-

Estimator convergen ce characlerislics_áre generally good- and. c:o~Ve'rgence 
::can be expec!ed, from" ita! starJ; in 6 lo 9 iterations wilh a .rcctangufi!'~-QI!age 

lo_lerance ol 0.000005. A~ditional ilerations may cause slighl irHprov~iner¡_ls but 
are not warranled. · - · · =· 

-;. ..... .,· ... :· 

S~ch a stale~e.nl can aid !hose who may be implementing this programmiÓg 
syslem lo recognize ·abnorma lities or errors· in programming or data. Considerable 
'dcbugr,ing time was spent in the AEP-, fina·l.imp!ementation bccau'se- \he abo,·e 
stalement was vio!aled in some inslanées of ·lheoday in an apparenl.random iash-
ion. Small errors were eventua!ly iocáted :and 'correcled. -

There are two cr.ileria that could be followed lor tesling conver·g~nce. Eq. 
(7) could be compuled atlhe end o! every iteration .and u sed as a mislllaJ~c~ to!er­
ance test. This requires addilional ctimpulalion .. For (his reason, lhe·_~nge_ in 
lhe voltage of l~o succcssive iteralions, as compuled by Eq. (8\-~S, u sed. 
Vórious !olerance leve1s were lesled. The one chosen was a good ccm~romise 

'' . . .~"~.:...· 

between 2ccuracy and number ol iterations. >l.'!§:~>: 

-,Al sorne slages ollhe implementation cerl<~in problems arose which_appeared 
lo po¡nt towards sorne numericar round-oll probl_ems in sorne computati-ons. Al­
though laler it was 'found lhat this was nol·lhe case, some elforls we!e conduc!ed 
in testing_lhe need for double precision compulaloons. 1t -was concluded that 
single precision round-off aftected the sixth and -seventh digit of the triangulillized · 
AI'DA malrix withoul allecting the solulion.o! the. e_qu~lions rn a r.oticcable manner. 

Slrictly speaking, Eq. (8) computes the _nodal vollaees with .respect to the 
relerence bus vollage. The referente vollage must be added lo each conopu!ed 
one for output purposes or for furlher compulali~ns invo!vine voltages, once con­
vergente has be en ··o~tained.- An allernative approach could be followed in which 
Eq. (81 is rewrillen as: 

·, ·r .. ·· : l' 

(42) 
'• 

wrere the elemenls ol Ag are .ti for measurements on lines conneclcd lo the rel­
erence andO for other nreasurements, and·Eg is lhe referencevolla¡;e. Tite com­
Pulrd vollage woutd be .. automatica!ly IÍ·ilh resp~ct lo erou~d. The numericat 
round-off properlies of this allernate formu!ation are not thc same as wilh the one 
,;nplemeroted and should be l<ept in mind as a poss.ibilily in the cvent that nurr.er-

. _ic<~l pro~lerns are cncounlered. · · 

.... -~ •. MODEL AtlD PARAMETER UtlCERTAINTIES 

1t v.-as previous.ly menlioned that bad measurcmen\s can be dctecterl ar.d 
identified. _For !!liS to hapven, it must be ~ssumcd lhal adequate paramcler 
values-and modelare ·availa~le~ Parametcrs rcr'er lo transmis~iun lint inrpe~Jnct 
and t;ansfo;mer taps and inopedanccs. By n:~~el it is relcrred lo the nct,.ork con-

Since these considcrations coutd tventuatlr ¡,r;.,ct rea!-t.:r.e vcrtorcan~e-._of · ;-. • fir.~ration. n.ese two lactors, ~ara!!le!cr~ and mo~tl, atlect the process in· re-
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la!r~ hui difieren! manners. Á ·rrcent v~pcr adJ_rcsscs lhis problc'm similarty as 
¡rr::~c·n!cd here. IJ 

Param~ler [rrors 
Eq. 1 i~ the ~q~alion solved by lhe Estimator. A vm term can be said lo 

be , . o;· 

( 43) 

w!rtre Í.are the impedanccs ar.d a lhc lran~forrrrer lap selling •. As far as Yrn is 
toncerned, it can be in gross error due lo bad value~ ·in any of its lhree func.: 
!iünal co'"f>onenls. The lhenretical corre rus ion ·can be reached that.crror~ in z 
an~/or ~ will be delcc!ed and iden!ifrcd as bad dala wi!lrou! !he rdcutifrcation 

. vroé~~s L·eing·a~le !o discrirnrnale belwC('n ~ny of !he lhrce sources. 

. G!oss errors i~ !. will occur only durinr. tt;e checkoul period when ·!he pro· 
f.13mS. are fi·r~l GEing ¡¡sed '01 wlren a IICW i>nc (JI (ransforrnei is addcd lo !he n\On· 
dored system: Such crrors are frrst lakcn lü be rneasuremen! errors. Only afler 
l!•fst are con!rrmed lo be corree! !he susprciou o11ses tha! ·lhe impcdance :e~ated 
to Ur~ !ine-end w!rcre !he ~a:l ilow measurr:ment is berng rdenlified rs lhe real. 
- ;.;,>~. 'T!;is· psycholor.tcai pr(-~tss was err'~"f~Úd ur,der bolh Stmulatron and 
·La!-li'n;e c!tcckou! ph;;sc,. !n every.case l'rat th.c 11:easuremenl was teasonably 
tlier'e·~_lo. ~e conecl a fl';ltrer ctreck on !he im.pu!ar!ce yrowed_l~at il wa~ indecd 
1n tfiOi. _ 

1hest same comments ·are applrcable tu transformer lap ~e!.lir,P,s as they 
ai[ec! :,ofh, !he reactance. and, lhe er¡uiva'en! circuiL V/rouf tap sellings can 
hr.p¡.¡·r rn realtrme o~cralrou. l!s elfecl wrr: !,c dclecled. rdcntrfred andrtmoved 
os·. •' ti were a't;;d n:e?.sur~n.enL Durllog c!,eci<ou! rl was lound l'•al e1rors were 
CO!II~ril:cd rn s~rc:c!:nc lile tollert equ•v:r:crl crrcurl ~hunl e!ernen! of an off· 
nor:llr.ol ~ap !r<:nston~ocr. Care has·¡,, !Jc e>.ercrseú rn detelnHnrng whdner !he 
rap :~ en I!Íe fi!Casu:e;ner.t si~e or noL llrrs rs because on!y !lre measurement 

.¿:;' ~!1unt .~ranch is us~d w1th a _llow m·~?.suremc~! lo ca!culiltl: ,Vfi1 i_n Eq. S. 

From !he iheoie!ica! 'considerations arrd practica! expe:iences jusi menlión·· 
.~. ihe ronc!usron w;;s 1cached !hal wit•, ll.e esl•m<olro;r melhod used and lhe 
· ¡,e~a~H:P v2 1t:CS !ha! a L!ne Cons!~n! P1oglf.J.m produced.lt]cre was 110 need lo 

~~~ ·}.(lfi!fl!fltl·. estirna!!on. \'/e h;,vc S3il1 l!;tt' serious eoors ~~· intpedJnces were 

re~~;\ ic!en!ifie:l. Sn,jll inucuracies rn the•r va•ues procure lhe·errecl oi aller· 
ing !he pietision 'o! thr flow mc.Jsu'len.en!s. ·lf lile- es•rmator resnlls are ··accept· 
ab!c te !~e Bad Dala Oeleclu:.' lhen !IH: :impcJa~ce :n~ccor¡¡cy is of no serious 
c0n1eQucnce. ... ' . '1~. • •. p • 

ltlodel ·frrors 
~.tor:e t' errors ai; próduced ,'by· incorrect b1eaker stalus inform'ation. Only 

!hose elrors lila! lead lo !he conc!usron of in!1~ducrnr. a OcenergÍlPd lrne into 
!he mo·.'el have lo ~e coosrdercd. 'He iut(•llt>CI removal of an enercizrd fine 
o•rly h3~ !he e !fe el rf red"cinp, rneásure.mcnt 'redun~<ncy and ·will no! introduce 
furti'1er errors in es!imated rrstdls. 

In the AEP sysler.r rnost subs!atioi1s' are of a ·b1eaker-and-a-half scheme, 
•·•:•re !hus being lwo ~rc.akcrs a'ssociall'tfwr!!r each lrne·end. ·For an open fine 
lo he tousidered c!jse( wroog "bieaker sla!us mnst be 1eceived frorn al leas! 
one 'brraker on each en~. fls ·a safe!y lea!ure, a lrne rs consrd~red c,pen"if lhe 
b1e2~:~1S 011 one .end ·are oprn. [ven llren; l~e'Oekctur f!ags b;rd data and, whal 
i~ very ~se tul. !he lden!ifie• '''" terid !o' flae mrasurernen!s thal '"-~ un lrnes rn · 
!he lome loop a~ 1:1e incorratry mv~t·'ed _or,¡_ 1 t.e ¡dfeci úf_l_h;s •S to ~reak tire 
!rl:• 'eavine !he !rnt •n cues!ion as par! o! a·ra!1'"' st11ng where 1!s dama¡;e is 
isJ.J'<'d lo only t~a! s!11ng. In e!fecl, tire mortrl e11or has b~cn neulia!i7ed. 

1 ; ... 

ZERO IIIJECTiO!I. l.iEASliREMENTS 
• ~ i . 

11re rslirnatiou, !1ct~clrorr and i~entrlrcalron processes depend on having 
proper c'ul•a' and !o·: al r~,1un.lancy. Rednnd:~nq•, l•f course, inc1~ase' by !laving more 
mensur~•lP~<IS. Howrver. meJ~ule:nents are e•~tnsrve rn data acqu•sitron equip· 
nornt r;:•posrng econ.cmrca• lrn•I!Jiions !o lf,eu .nu111ber .• lhere rs one lype ol 
rl·t~SuH·u.Jfnt 'w'd1ictt rs flt~t:' f1o•u datJ JCQutStiiUu e,.pense'. anJ tha! ts J zero 

."rÍI?l~ll'fl fi¡C.aSuh'lllCIII al j ~eS Y>l)ere l'rerc rS llv !oJd Ór fCnera!ron. l!owever, 
~·!la! is free rn one as;,ecl c:.u Decome e•pen~r>r 111 another. 

Re f. 14 prese111s a o~:a.rled analys', of !he liea!r.;eni of tire 7ero inrection 
r.:rasutemer<l in t'rr fi[P <i!¡'c'rrlhrn as was OlifrnJI!y suggested 111 tire Closure lo 
Hel. ~- lt.eiE: arr !"'o ~~lt~rnJ!rve melhods: _ 

l. Consiccr an 1 : 'i'C ('Q~J!iori fcr ea't.ir nr~Jsur~rir~~l üf lhrs !ype with 
1 = O. H11s nra rn!.lr~>l !hr rrnca1 aspecl Jn~ some olhO.! chorJctells!ics 
o! !he es·l·nrilfur. llowcvr:r. !!re ¡Hit e rs párd,.rn subs!an~rallt rnc1casrng 
storace rr~u11rr.rrn!s as Y bec,•mcs t;J¡f o'·matrix A and ¡Al nA¡ w111 
ha ve· a crnr¡•lex.!H·ssran li~r sliucli:re ;· c~iisiderably· oro re dense !han 
the prrscnl ~·lctrlt.tnce like slruct:rrr. ·• -·. · 
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? The uncon'strail;eo rninimizalion'prucrss behinrt. ihe cstim<llion proress 
tJn ~e expandcr'lo an fQualily constrain•il n11nimiralron ·onc, ir•nosinc 
!he zcro injcclton as a con~lrainl lo be ·haudled L'acraupi~lly; Thr$ 
augmcnl> the st~lc hul·conscrves sparsr!y. tluwever, rl has t;.c atldi· 

. !ional serious' cor;s_idcralron, lhat 11 ·_ciran¡;es tire 'idcr\!if¡c_a!lon proccss .. 
• .-..¡f 

·:, Ha sy¿tem has a ~crious rcdundancy limitalion.~the ~Úernálive ·af lJSing 
iero injec!ion mcasurcrr.ents should be given considrra!ion. Olherwise. t!re pi ice 

· of us111g tt.em nray no! he wór'th the· e•lr_a ca~e, !rrne and prograuiining cornplicaliorr: 

The point can also 'be made lltal fhe lwo techniQue.s describéd above can 
also be.uscd for non-zero rnje'clion nrc~surements. All lhat has lo be consitlcred. 
is !ha! tire curren! is corr•pute1 lronr !he rnieclion power" an~ lhe·vollage available 

· althe íte1a!ion, ob!ainrng !he correc!·c,urent at conveiceitce. '': '· · 

OEBUGGING ANO IMPLEMENTATION _-STRATEGY 

ljfter !he inil1al programming of Confir,u1a1or aud Es!inrolor modules i! is 
hclpful lo have a plan for dcbu~ging the evolving real-lime ~rogrammrng syslern. 
Su eh a plan (s presenled in f ie. 5. The arrows .indlcate' ·possible debup,ging 
sir alegres !Ira! were found 110m experience lo be ·eJ!ec!ive. 'Ea eh box in F rp,. 5 
tJa!, beU~ numbered. -... 

6 
01-.TA BASfS (IMP~DANCES, 
HANSfOP.M(RS, ~REA>::ERS . 
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1 FINAL SYSTEM STRUCTURE 

Fig. 5. Del,ugging and /mplen•enrorion S11otegy 

l. Simulation wilh off·line dala 
The ini!ial Configuralor and Estimalor rnodules.should be lhoroughly chccked 

wit"h simulaled data before fu;-tltér"irnplemc.n!a·tion' be ca11ied out. Thrs is one uf 
tire oros! time cons~mrng but pe;haps nr·o;e· u's.efu 1 slr'ps, IEQUÍII~g' about SO'< !J 
GO~ of !he ilebugging e flor!.· . : .. . ..... ! 

2: Simulltion with real-tim·e data 
Onfe !here is· enüt•gh ·confidente in ofÍ-Iine 9erforrr,Mce, reaf.lin•e sir.•ula­

lion c~n st~it. Rea:-time measurenienls and conctdr,,,,s on be ó~taind ft<:-Jn 
insld~! of time and saved lo provide a controlltd trst:ni tnv:ront,c:ú. 1 h:s nrec 
no! he fM the whole srsteni. -. 

3. e onfig Ul a !or-E S lima lor 'lnlt rfa c"e ,. .... 
Wi!11 t:re herp ol rlem 2 Confieuralor-Estimator iriterfJces coul_d then !.e 

tested. Thrs is one of 'thc mdsi Clllrcal rnlcrf;;ces in 1~1e s1·stem. The lel'cl of 
abslractic·n is such ttrJI rl may be necess~ry·to "rP!rJCe back •o· ÍIÚ\S and 7 lo 
eslil~lish firm foundalrons on sorne details prtviousty overlool.ed. 

• 1 •• : :e·· 

~- Meas;¡rernent and Brea~er reaf-time inlerlace's 
- Tem.porory ploframming ol lhis funrtion may ~e inrl1ally_ neresscry for rlrm 

2. finat'pr·>~rammrne and testing can p•o:ecd a!ter rlem 3 f,as tcen tomp!ere~. 
. ! . 

5. Display devlc~s deburginr 
111 lhis star.e prüduc!ron prograrr.miug u.r test•n( can p•,;c<ed ~" di5p!;•y 

modules: 



6. Data bases and measuremenl validily checks 

Alter leaving the rtems 1, 2 and 3 loop, lull system parameter checkout 
should be¡done. lmpedances, translormers, breakers and measuring scale factors 
data bases must ue frnalrzed at !Iris slagc. ·The Detcctor-ldcnlificr team ol 
procrilms was lound most useful in detcclrng and isolaling many !lata problems. 
Psychologically, /he confidente in tire capabililies ol lhc wholc process is 
Dui 11 here. 

7. On-line Operation 
c·Josed-loop on-line testing can start al lhis stage and be used in con­

junclion wilh ítem 6 for dala base checking. Interfaces wilh display modules 
and lheir testing can be carried out. The full rmplicatioo of on-line operation 
will become quickly evidenl as numerous details orrgíirally overlooked will ha•1e 
to be coped wilh. The amounl of dcbugging effort involved in this·slep is of the 
arder of 30% of tola 1 debuggiug Irme. Many of !he problenrs that are encounlered 
are so/ved by making changcs in many modules. Given.lhc complexity of the 
programming system bc)ng tested, il is in many cases difficult lo relate symploms 
lo causes. This is cspecially so for problems that are re lated lo soecrfic system 
conditions thal do not exrst al all times makrng rt difficult, if not impossible lo 
duplicate fo·r furtlrer lesting. These prohlems appear somelimes· lo be random. 
The possibrlity always exrsts lhat rt is nol a programming problem but a hard­
w~re one, and spetia 1 tests m ay. have lo be desígned to answer llrís question. 

8. Program sequencing, struclure and. scheduling .. 
In perforrning the te~ts ol rtem 7, much is Jearned lrom lh~ opcration of llre 

syslem in reJa/ion lo the organization of ~he various modules and the sequencine 
of programs for specilrc system conditions_ lo achieve added clfíciency. This 
new knowlcdge translates into changés in various programs requrring further 
verification. · 

9. Final system structure . 
ltem 8 slowly converges lo the final system strucJure as !he appearance of 

problems starl beine less frequent. Changes in in.tcrface.s lor eitra'cting added 
1/exibilrly and srrral: changcs rn design derrved from on-line operation experience 
are lhe last imp!er•rcrrlation and debueging chores. · 

CONCLUSIONS 

The paper has summarized the experience gained L1 the authors in fro_ple­
menling !he AEP real-time inoniloring system. Atthoug.h lile main algorithms ñad 
beeh developed and reported in !he literature, the final inrplementation produced 
a \'{ea!th of knowledge that is summarized here. Thrs includes rnany helpful hinls 
roí others who have or will be faced with rcsponsibrlities in implementing state 
e,~lim~tion monitoring systc~1s. The original algorithms llave proveo lo be ade­
quate for !he function they were designed lo perform.15-16 

ACKtWWLEDGEMENTS 

The authors wish lo acknowlcdge the exce!lcnt programmrng ellorts of Sara 
E lam and Lewis Nowr'z rn the 1 e!eproccssing and Display modules respective/y. 
In addilion, Dr. Hvde M. Mcrrill is giatcfully acknowlcdged for many helplul 
comments made during the inrplcmentatron pirase. 

REFERENCES 

L G. VI. Stagg, J. F. Dopazo, D. A. Klitin and L. S. Van Slyck, "Tei:hniques 
for tire Rca!-Trme Monitoring of Power System Operations" IEEE" PAS-89, 
pp. 545·555, Apri 1, 1970. 

:· 

.. 162L¡ 

). 

2. J. F. D~pazo, O. A. Klilin, G. W. Stagg and L. S. Van Slyék, "SÍat·e Calcu· 
lalron ol Power Systems lrorn Line Ftow Measurements", IEEE PAS-89, pp, 
1698-1708, Septcmber/Oclober, 1970. 

3. J. F. Dopazo, O. A. Klitin and L. S. Van Slyck, "State Calculation ol Power 
Syslems lrom Line Flow Measuremenl, Par! 11", IEEE PAS-91, pp. 145-151, 
January/February, 1972. · 

4. J. Dopazo, O. Klilin, A. Sasson, L. Van Slyck, "Real-Time Load Flow for 
the AEP System", Paper No. 3-j/8, 4th Power Systems Compulation Con­
ference Proceedings, Grenoble, France, September, 1972. 

5. J. F. Dopazo, S. T. Ehrmann, O. A •. K litio ·andA. M. Sasson, "Justification 
of the AEP Real-Time Load Flow Pro,ecl", IEEE PAS·92, .pp. 1501-1509, 
September/October, 1973. 

6. A. M. Sasson, S. T. Ehrmann, P. Lynch and L; S. Van Slyck, "Automatic 
l'ower System Network Topology Determrnation", IEEE PAS-92, pp. 610-618, 
March/April, 1973. 

7. ~- M. Sasson, S. T. Ehrmann, "Topological Consideralrons for Real-Time 
Monitoring ol Power Transmíssron f1etworks", Proceedings ol the IEEE 
lnlernational Symposium on Circuit Theory, Toronto, April, J9i3. 

8. L. S. Van Slyck and J. F. Dopazo, "Conventional Load Flow No! Suited for 
Real Time Power System Monitoring", Proceedings ol the 8th IEEE 'PICA 
Conference, June, 1973. 

9. J. r. Dopazo, O. A. Klitin andA. 1~. Sasson "State Eslimation lor Power 
Syslem: Detection and ldentification ol Gross Measurenrenl Errors", Pro·. 
ceedings of the IEEE PICA Conference, Junevl973. 

10. J. F. Dopazo andA. M. Sasson, "AEP Reai-Trme MoniloriQ& Cornputer Sys­
tern", Syrnposium on lmplemenlation of Real-Time Power s·ystem Control by 
Digital Computer, Imperial College of Science and TÚ~nology, London, 
September, 1973. ·"· 

11. J. F. Dopázo andA. M. Sasson, ···Least Square Estimation"App·Jied lo Power 
Systerns," Seminar on Computer Methods of Power System Analysis a·n-J'Con-
trol, Bucharest, Romanía, June, 1974. ' 

.12. H. L. Fuller. and T. A. Hughes, "State Estirnation lor·Power Sysiems wilh 
Mixed Measuremenls," IEEE Paper No. C 74 363-8, Summef Power Meeting, 
Ar;¡¡heim, Calilor"nia, 1974. · :.::-

13. F. Ab9yles and B. J. Cory, "ldentifícation ol Measurement, Parameler and 
.conligu'ration Errors in Static State Estimation," Proceedings of the 9th 
IEEE. PICA Conference, June, 1975. 

14. S. lonescu and L. Rádu, "State Estimation lrom Line Flow !.teasurements illrd 
Zero.lnjection Pseudomeasureme.nts, "Seminar on Conrputer Melhods of Power 

· System Analysrs and Control, Bucharest, Romanía·, June, 1974. 

15. J. F. Dopazo, S. T. Ehrmann, A. F. Gabrielle, A.·M. Sasson and L. S. Van 
Slyck; ''The AEP Real-Time Monitorrng and Control Conrpuler System," "to 
be subnrilled for !he IEE(Winter ~.teeting, 1976. 

16. J. F. Dopazo, S. T. Ehrmann, A. M. Sasson and L. S. Van Slyck, "Thc AEP 
State Estimatron and Security Systenr," lo De prcsented a! Cornpulerized 
Operation of Power Syslems Conference, Sao Carlos, Brasrl, August, 1915, 
(To be pubtished in book form by Elsevicr, Anrsterdam, 1976). 



· Combincil Discussion 1 2 

ti·. F. WoÍk1.1bng (l'owcr Tt·chnolo¡!ics, lnc., Schcncciady, Ncw York): 
1 would J¡k,· to tl¡;,¡¡k t!1c authors ot' this,papl'r Jor lhc1r wlllmgncss lo 
puuJb!Í Sí>Hil' f';1CI' anJ f'i¡;urcs·¡cl;llillf\ !O tite ÚcVC~OJlHICJII OJ' thc_i\f:f'. 
real ti 1ilc rPtJnitorin¡; ami coutml CIHIIJfUtcr srstcm. 1 hts was a real lllno­
vativc JlrOJL'L'I 1i·hich pusht·d thc sLI!<:··of'-thc-arl considcraloly in regar~ 
to 1 he soi'twan· tkvt•lopnlt'nt arHI 1 commcnú !he authors on thc1r 
achicVl'IIICIII. . . . 

Tome,. the v;due of this p:uticular papcr !ie.s in what it rcvcals 
about thc prncl'ss or devcloping real time systcms. More spccificülly, it 
is véry usei'u! to cumparc tl1c fi¡!III'L'.S prcscntcd to !hose which might 
h:ivc bet•n pr,·scntcd had lht• cntitc S)'Sicm IJccn pur.:hascú rathcr !han 
¡Jévdo¡¡ed intt•rn;dly in AEP. Cntain fa~.:tors bccomc itnmtúialcly ap­
phrent and 1 will try to summari1c thcmunckr the knns ~.:ost, schcúules, 
a11d risks. 

Cost: The pcrsunnel cost of $400,000 for 5000 man-<lays as quoted 
by lhe authors rcsu!ts in a pcrsonn<:l cosl rate of $80 pcr man-<lay. This 
fi:~"'" i> pwb<~bly in tite range ol' twcntylivc to fifly perccnl of lhe ratc 
wliic:h mighl bt: c:llarg..:d by a >llpplin for such work. Ckarly, a difTerent 
m~thod of accounting Í$llscd to oht<~in !he S80 pn man"I"Y figure. Dif­
ferenccs Íll :lt:COllllling bCIWCCllU!iJitit:s anO Sll[1[11iers <tr<:, lO he ~XpeCtcd, 
of cours~, but (!¡ey mus! be faclored in whcn comparing costs for in­
lém:d ver>us cxtcrnai tkvelnpm~nt work. 11 i~ also <q>parent that on1y 
tlie dircct costs . .of the equiplncnl tll'etkd spccil'ically for this phase of 

- the systcm's dcv~Jopmcnt Wc:ll' inclu<kJ in thc paper. lmention this be­
. cau"· tllcrc b a kndcncy in purcha>ing sucll Sy$lerns frurn suprlicrs to 

purchasc thc cniÍI'l' sysh:m at lHIC ti111e. Tl!US, in cornparing costs onc 
shoCtld bear in mind th:~t lht· co't of remoles and mini computcr data 
concenlrator<; are nut inc·luded. 

S.-!t.,du!t·;. Srhe,:,,lll<t'. ul co!nplcx syslcrns projt·cts is ~ very diffi­
cult la~ k. Tt1is is ~,p,·ci:i!ly 1 f'liC wilen one is pushin~ lile stat~-of·the-art 
~s w~s the ca$e wi!h lile aut!lors' J>IOJt:d. Vrry o!'tcn today a systcrn 
;upp!it:r i<~kc> on ~~ pn.>Jl'Ct witlt a fi.-.cd ti111c sd1cdu:e. ·1 he contract for 
thc prc1ject may includ, a sy,lc'lfl of inet:<ttives <111d pena!licS which are a 
functic'll of how l'lth<'!y th•c "·heduk is 111<:1. Withnut doubt, tl1c mern­
hcts of any gtu!IJ' ,·;¡¡ry¡ng out a ,;n,i!ardrve!Op111t'lll within a utility are 
¡¡sknl lo lllt'l'l time scht"lul,•, 1 r<llhcr suspc·ct, !lowcv,·r, tl1at l.:<>llliiancc 
wi!IJ sueh an illtt·rnal SL'ht'tillie has far Jess weight tl,:lll it would wcre the 
schedlllc imposed upon an o11tsidt· supplier. The !970-1975 paiod docs 
not sel'm lllln·;J$Oil:lb!e whcn onc considcrs that .puw~r sy>tcm statc 
cstimation w¡¡s in its inf:n1ey in 1.970. Huwcvt~r. if such a projcct had 
l'cen aw:~rdn! to an NJliÍJllllent supplin, lile supplicr would probably 
h:il'e bccn cxnccted !o n1ccl a much IÍt!hiL'r schedule. 

· Risk: A.s indic<~ted abol't', pow,·r~syslenl si ate estimation was in its 
infancy i11 1 '!70 wh~n tht• aut'ldTS start~t! t!ri> projcct. This means that 
tl!er~ ,·vas ·t'unsidt·r~ild~ ri,k illvulvnl ~s to wllelll~r thcir u!timate objec­
tiv~s WO\Iid 1>~ 1nct. In f':<cl, it would nut !>,• at :1!1 ·surprising· to learn · 
r!iat rile tktails ul· th~ pn'.;éc1 o!.,.kctiws ch:tngt•d J:tdically ov~r tirne as 
new d<!Vl'luplnents '-'Pc'nct! new l'f'JH>rlllllii!C> for enh<Hic'Íng lile system. 
ror exan1pk, di.! !lit· ""tilo" ft't't.:se,· lt:nin~ a con1p!crc bad mcasurc-. 
ment' tlcit'ction <IIHI idt·ntlfi,·;,ti<Hl schc>llll' w!1cn t!1cy started'1 This is an 
impurl;n¡l point wh,·n pttrc 1 ::~>ing such a sysil'Jn from an Ollbide sup­
p:icr 'wht> has tn lllÍIIÍIII'~e r"~' if J,,. i' tu ll'il'c'l a f¡xcd scht·dule ata 
fixcd pricc. \\'hc11 >U di 1 i,ks tln cxist tilt:y <~re bcst h:~ndkd by carefu!ly 
itknlifying llicni an'd lrcating thc111 tlilferent!y fron1 othcr functions as 
to lhc·.ir scltedult' :11a! co,;t. 

In sunlln<try, 'et IIIL' ¡¡g;1in nimmcnd the aulhors on thcir work, the 
sys!t:111 d~s,·rihed is Ollt' oí rht' nwst atlvanced sys!t•ms opnating at this 
ti1nc, Con1pa1i~on ,ol' the figures prcs<'ll!t'<l hcrc and thos~ which may 
come• from <111 outsidc supplicr cann(l( be made without adjusting for · 
dif!.ercnces in n•st ac,·uuntlll[!, schcduling, and risks iril·olvccl. 

~tanll>ctipl rec·<ived Fcbnwry 17, 1 ~76 

B. !1. liapp l(;,.·n,•ril! Ekctric (\>!I'Jlai!Y, Sl'ltt:llt:clady, Nt·w York): To 
my knnwkdg,·. t!ti> is thc.first ÍIH¡: 1 ct~ll'lll<illnnof Stak "stim<~tion in a 
R.:al Tune Cotllpltll'J'. lt fl'Jlft•,l:nts :1 rc:d <tc'liJL'Vt:lllt'llL 

Cus!s l'ut illlJ'I'.'IIh'lll;llivn hutl¡ fllf' ll:lldll';!l·c as Wl'll as what th~ 
~utliurs cdl 1 kl'c·!uJ'nÍt'lll 1\'t'l't' lllc'llltkd '""' will l>t! rc:;Jd with interrst 
by pc·upk 1\'ht' <ll't' ,:unst<kl in¡'. a sÍ111ilar inst~dl:itiun.· 

Silh'<' thc· ligtne, ¡:iVL'II tn:~y i,,.·llldl' !lit' ,·osts r,•quired to dcvclop 
tlll' b:~>ic' IL'CIIIIU:\1~'.)' ll"'d in stalt• t'S(ÍIIt<llit>ll, il 1\'0tl!d b,· hdpful if !he 
authors could rsl itn:~IL' wh;lt il tila)' Jt'quirc in tkvl'lnplll<'ntal l'OSts 

\ ' 1 
l.i: F. fl,•pa!t', S. T. Fhlln;IIHI, A. F: Cah,i,•ll,•, A. M. Sassnn, anu S. S. Van Slyt:k; 

Tlk -AEI' Rt·ai-Tunc Moni<orin~ un.! Ct'lllllll Culllputcr S}'S!Ctll, lhis issüe, 
Pi'·· l ó l2 · 

~J .. 1'. J),\pn<', S. T. Ehm1aun, O. A. !\lit in, A. M. Sassun, auJ L. S. V;lll Sl)'t:k, 
lmpl,•n¡cnl"l''"'''f !he Al'l' Rt•at-'1 Íllll' ~f,,ulluring S)'stcul, l!u> issuc, pp. 1618 

starting from thc prcscnt state of the art to imp1crnent tlie software 
indicatcd. 

In thc Section cntitled Futurc Dcvc1oprncnts, thc aulhors indica te 
that thcy planto dcvclop a stodJastic Jo;¡d i'Jow for l'Uil! ÍIIJ!t'JH:y cv<t1ua­
tion lo be cxccutcli upon opcrator rcquc_st. Thcy also plan to dcvdop a 

. St!Curity load flow for corrcctive strakgy. Two qucs.tions cometo rnind 
towhich thc authors may wish lo rcspnnd: .· 

1. ls it corn·ct to assume that a dc!l:nnii\istic wntingcncy cvalua­
tion progr¡¡m6 using thc data base gcncratcd by thc stntc l'Stimator is 
prcscnlly not bcing planncú. . · 

2. ls the sccurity load flow as prcscntly cnvisioned limited to cor .. 
rcctivc str~tcgy, or will it be uscd <tS ~n optinwlload tlow :tlso. 

[6] 

REFERENCE 

"Economy Security Functions in Power System Operations", a 
committee report, IEEE Speci~l Puhlication, 75 CI!O 969-G PWR. 

J. O. Ring (Lccds & Northrup Company, North Wales, PA): ·nüs 
description of the design concepts nml n·al-time opcration results of 
AEP's control system is most intercsting and educational. Some 
additional infonnation in sorne arcas would have been ht:lpful in 
('Valu:t"ting the performance of the systcm. For instance, docs tite state 
cst imator run on a periodic basis or ¡¡pon a status or load t:hange 
detcction? lf thc former, what is thc period? lf the latter, what is tlie 
awr:wc number of slate estimator. nms in a 24-hour pcriod'! lndced, a 
summary of the 1 SO ¡¡pplication 'prugrams giving thc funclions per­
íormcd and thc period of execution would t>c desirablc. 

Conccrning the authors' commenls on thcir use of thc 64K of 16 
hit corc, additiona1 dala concerning d<lla b;bc ,;;.in~ is needcd. lt appcars 
t'rom the rcsults givcn in thc papc'r th<~t tht• statc cstintator is c:urr~ntly 
sizcd for 57 buses and 115 fines. Otla:r Jeal-time digital systt·ms have 
b,·en implemcnted which, for instance, run 500 bus, 1000 line load 
llows in 48K of 32 bit e ore, and ll 00 bus, 166 7 !in<" load llows in !!OK 
of 3 2 bit core. 

Finally, ,is it anticipated to re place the analog AGC with a digital 
system? 

Manuscript received 'February 12,1976. 

H. Siemaszko {lnstytut Energetyki, Warsaw, Poland): 'l11e authors have 
presented very intercsting papcr dcaJing with practic~l ¡¡spccts of the 
AF!'-I:~timator bcing implemented and tested íor sornething like thrcl' 
ycars. 

This "hardware-software measurcmcnt too!" cbst "approximately 
5000 man-clays" whis;h mcans ncarly nothing in cornparison wilh the 
facilities and possibilities of the AEl'-E$timalor as far as more exact 
powt·r systems opcrations is t'Üncerncd. 

lt would be intercsting to obtain some information asto further 
dcv('lopmcnt of !he AEP-Estimator. There is no doubt that the existing 
''measurc!Ticnt too!" is opcration oricn'' · 1nc but is it pos,ible to 
estal>li,h with thc aid of this too! perh;~ps .o;;oriented or11i for thc results 
ami calculations concl'rning the short ll't~rn planning of thé hasic system 
c!c-mcnls like: thc more exact d:ites of individual lines constructiun, tite 
more exact dates of sub's construction mor~ cxac:t voltage re~ulalion 
paramctcrs allll as t'ar as phasc shifting is con cerned as wcll. 1 f y e~ it 
<:c>uld bring significan! savings in invt•stmcnt costs. · 

Manuscript received February 11, 1976. 

E. Handschin (Univcrsity of Dortmund, 46 Dorlmund: FRG): The 
.:lllthors of this p;1pcr and thc companion papcr (F 76 086-lJ) are to be 
commendcd for a distind contribution to tite prohkm of on-linL' cstima­
tion allll system monitoring. This kind c>f paper is csp,•cially importan! 
l>et·ause' it docs not describe what could l>c ac'lticvetl wilh mndl'rn 
thcotctic;ll rcsults but what k1s be,·n ·rcalizt·d witli a suund cwnhin:~ti<lll 
of tht•nry and ·rractic'al engirwerin!!, knowlt'd¡".e. Wh,·n impl~·nh'nting <t 

stak t'>l.imatiun scht'llll' -· indt'Jlc'lltknt whdhcr it is based <lll a wc·i¡dl!­
l'li kast·squart·scritnion or on th,·linc-tluw·measurenlc'nts·only·nl\'llind 
- a wry import:mt pr~1dical qu,·stiL>rl is ronct·rnt:d with tht• acn11·~1L·y or 
tht· lllt':JSllfl'lllL'IliS. lndced, not :111 thL' mt·~¡sur,·mcnts are t~lkL'II with thc 
S<llllL' I)'Jl~ i:Jf instrl!lllt'lll aJHJ (!':IJ)SJlliSSIUJl Ways !llay tlifkr f!'l)IJI llllC 
swikhy:¡rt! to Jnother. i\ny conuncnts n•ncernitig this prohkit'l wuuld 
l>c :1ppr;·ciatcd. 

A ~-.·ry in< portan! practica! qucstiOHtk~lb with thc probkm wht•thcr 
thc E'Stl111~11or. is <lblt· to find a unique solulion or HOI. llowt·v,·r it is hc­
li.cved th:1l the meter lot:ation prubkrn ltlust not !Hily he tn·att'd.frllrn 
tllis point 0f vicw but ;dso with r,·spcct tu a hig.h probal>ility for ddcct­
illi; had data. ReL [ 11 dcst.:ribcs a nwt!wt! wht•rt' a syslcllt:tlic ptun·durc 

Manuscrlpt recelveJ February 17. 1976. 
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is g:v,:n to find :tn optirnal meter c·onfiguration. ls it possiblc to gencral­
izc tlil' cxa111pks given in t!Jc p;1per fur radial lim·s ;onu loops? 

Tloe A El' computer sysll'lll is based on o11ly one computcr. In case 
of a f~ilurc c;ouscJ hy hardware· or ~oftware crrors wh:ol are thc quanti­
ties d•splayed 011 the display ho;ml'! lt is kit lhat lile display or line 
flo'w ""·asure.mcnts only h nut sul'ficicnt for an emcrgcncy dispatch 
solulion. Cln the olhcr h;uHI, lile display of infl.!eds or .loads tu lhe 
opcrator whcn tllc computcr is llül working, may rcquirc thcsc mcasuré­
ments. What ¡¡re thc opcrators' expcricnces with !in..: now mcasurcrncnts 
only whc11 !he con•pukr >'yskm is no! <IVail;,blc. ' 

REPERENCE 

[ 1] E. llandschin and C. 13ongcrs: "Thcoretical and Practica! Considcr· 
atit>ns in tl1c DcsiQn of State Estimators for Elq:tric·Powcr Svs· 
tcms", in S.C. Savulc,;cu (ctlitor): 'C01np4terized Opera,­
tlon of Power Systems',Elsevier, Amstcrdam,1976 

H. D'uran (Sistecom LTDA, Bogot~): One aspect of thc AEP detection 
and iclcntification schcme thal h:•s bc~n niticized in discu;sions to earlicr 
papcrs.is the use ofthe scaling "conslant" a2 wluch multiplics thc error 
covitriance matrix W-1[ 11. Jt is apparcnl from cquations 10, 11 and 12 
that the ••uthors still think lhat this procedure pl:1ys an esscntial role in 
bail da!a iclentification. As far as dctcction it sccms that. there is no 
long~r such a claim. . 

¡ 1 t appcar~ that the ó2 procedure is not csscntial to tlie identifica­
ti.bn schc·n¡e cjthl'r, sincc thc nH:asurcment with the l:ll'gest value givcn by 
exprc,,ion 10 Joes not chan¡;l.! iJ' ¡¡Jithé normalizcd rcsicluals are dividcd 
by thc: s:•tne copstant s. Ther<!·fore if thc f:~ctor s is ignor<!d the data 
identilicd JS batl woulcl he thc sarne providcd thcre is al kast one rncas­
rnent 11!uch satisfics lhc corn·sponding inequalitics. 

lt rnust be ohservcd at this point lllat thc test given by JO shoulcl 
be changcd tu. 

·> 776/2 . 

if thc error covariancc mat1 ix is assumcd known and constan t. r¡ 6/2 is 
the ·v~lue of a normal vari¡¡tc with zc.ro mean aJHI tlllit.standárd devia­

'tion ~mi for a prollability (.fconl'idcncc b.lt is wcll known that lk.b/2> 
flb/2 for :dl y;ducs ot' k; al,o s>l if had dat~ has ber.n detccted. Hence 
if mcquality !U is satisficd, thc inequtility above is also satist'icd, show­
ihg the equivalenc:c of the •dclltification schenws. 
. Tl•e."line-tlow only" scileme for slatr cstimation isjustified by the 

n!sulline simplicity of the compututional algoritlnn and !he consequcnt· 
!Y. lowcr comrutcr time and stor:~gc requiremcnts. The pricc paid by 
tliis in•:lhod is ils lack of lll·xilti!ity to accommodatc othcr types of 
m~asure1nents such as injc~cL:ons, which, in som..: cases me instrumental 
in:;rcaching th~ n•inimum lcv,;l of !(,cal rcdunda•i'cy necessjry to idenlify 
ball data. Tllis is p3rticul:1rly true in tllc case of radial JWtworks, a> the 
authors point out. With the lrcnd towards lowcr communi..:at¡ons and 
hordwarc marginal costs it is worth asking how do thc lrade·offs between 
inc¡L·ased llcxibility ;md fpnction'ality ¡¡nd the rorrcspondi11g bigger 
collq>UL1tion:d rl·quiremcnls balance out today. Could the ;1uthors com­
mcht on this'' 

REFERENCE 

[ 11 ·F. C. Schweppe, E.' Handschin, V. Koh!Js, "Diswssion of' State 
Estirnation for l'owcr Syst~ms: Detection ;me! ldentif'icat.ion of 
Gruss 1\!~;rsurt:JIIC!llS Errors", IEEE Trans !'AS vol. I'AS-93, p. 21, 
1974. 

Manuscript received Fcbruary'II, 1976. 

Paul 11. Haley (Wcstinghous..: Resc:1rch, Pittshurgh, PA): Thc authors' 
wor.~ is valuabk not only fur th~ knowkdgcablc: applil:ation of stalis­
tical.aild m:lthcmatic·ai an:dysis tu powcr systcmniOIIilorillg ~nd control, 
but ilbo for t!le very usct'ul ami int'orn1ativ.: rcsults about lhcir cxpn· 
il·nc,;~ in :1pplying lhl·sc n1dhods. This disc·uss'cr would lik.: to add lo 
this !<q>cr by claborating on a kw lclpic·s givc•n in lhc· papcr. 

'·
1 

• 1) In rl'fcrt•ncc 1, thc advant;~gcs uf intnprc·ting lile solution of 
tlje t'<]u;it'iun ' 

E (AtDA)-
1 

At D V 
m ( 1) 

in ll'fllls of an cquivalc·ut !i<:lwork of rcsistors with brand! ck!lll.'nts. 
havin~~ condul'laiiC:cs c·qual lo thc• ckmcnts of U, wilh :111 ~kmcnl·node 
Íll\'ickllc'c' lll:llri;; A allll with "'lic·s brand¡ voltaecs v111 are disl·usscd. 
Thc'"' advant;¡g,·s an• applic·;¡hlc· hc'l\:.llriclly, thl·linc rtow llll';IStii'CIIIl'll! 
syskill of ¡:;gurc ·t ind u,·,·s llil' cquiv;dc·•rl drl'llit srstl'lll ut' Figure 1 b 

hl:111us~• ipt rc.:ci,·ed February 11, 1976. 

Sctting [r.iil = D, that ls giving the conductancc clemcnts values ec¡ual 
to thl' wcights, wc scc that: 

a) br~nch currcnls, I [ii) vm g 

b) Rcsiduais, 

whcre [- ] 
gij 

R. V •· V rsiir.1 m e 

[gii] -
t -1 

[gii] A(A (gii]A) 

2 3 

a b 

~------~·*--~*-----~ 
e 

System 

Fig. la Portion of Mcasurement System 

1 g 

At [gii) 

2 3 

i 
g,e 
--¡ 

Fig. 1 b Portian of Equivalen! Circuit 

(2) 

(3) 

(4) 

TI1e. brancl1 curren ts Tg are a function of thc errors in Vm and ~re unre­
latecl lo the line currents of thc actual systcm. lfvm is a consisten! sct 
of measuremcnts ·¡g = O. A simple circuil intcrprctation exists for thc 

· normalized resicluals. Lct 
. 2 . . -1 t -1 t 
[o ii ) diagonal (D - A (A DA) A ) / (5) 

and 

- t -1 t 
[gii) = dlagona1 ([gii) - [gli)A(A [gii)A) A [gii)) (6) 

then 

(7) 

and 
-n .-1- - - -1/2_ 

normalized residua1s, R = !oiil (vm- ve)= [gii] · ig (8) 

or 

-n R e [gij) 
- 1/2-

([gii) vm) (9) 

where 

[gij) "' 
[- )-1/2 
gii rii1J J ¡-: )-1/2 

g1i (1 0) 

Thc diagonol dcmcnt gi¡ is the clri1•in~ point admittancc se.:n by 
th\· corr~sponcling voltag.: sourcc whcn al! othcr voltagc sources ¡¡re 
shurted .. JJ¡,: norm¡¡lizcd nwtrix r !!ij 1 is sudl thal 

~ . . 

gii a 1 for a11 i (11) 

-for all i ~ j (12) 

sincc l!'.iil is positive scmi·t!C'finitl'. Thc clctl'Clion ancl idcntific;1tion of 
bad dala· is casily lllidcrstooll in te m\:> ,,f lhc cir~uit c·qt1ations and r:ig.:.!. 
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.~ ( ·¡: ~:r_.:;~-~ ,;' .... ,,;~' ;~:-:::\l~Y'\'C H~~~~ ::i! volflt!\C~ i!H~ ,:t:ro v;;i/¡ 
itJ·~ c>.c<:ptiun oi une voiL•!!.e, v111 ,a. lly use uf l'quatiims (9), (11) and 
( 12) wc scc tl•at 

and 

Hcncc 

R" " (-; )1/'1. 
a eaa V m,a 

R" D g (-g )1/2 V 
i ai aa m,a 

for i </ a 

·¡R
0 1:!.1 R

0 1 . a 1 i 

+ 

since 1 g 
1

!< l. 
¡¡ -

'

i '=li l=li 1 . g,p' g,q g,r 

Fig. 2 Measurement ·Eicments in Common Series Loop. 

Thc equality_ sign holtls when series loops exist such that !he cur­
rc:'nt' in one brand¡ equa!~ in ¡na);nitud~ !he. curren! in otlier branclt 
e!l'lll~lll' as illustratcd in • Figure 2 ami CXpl'l'SSCu by. equution (k). 
Obvi<•u,ly t!Jc· drivi11g pnint admitlancc ,¡;en by c•ach of the voltagc 
soUJú'' is thc s;¡mc; lll'lll'<' thc Jllagnitudc ot' th,· rcsidu:J!s is the samc. 
Jn sucl1 .1 CISC 011c can <kte·c·t tl1c: cxistcllcc <>( l.lad data but not isolatc· 
01 idt•JJti(y its h>t::Jtinll. 'ly Je'Jterating thc ,·stinJ:Jtioll cquations with low 
wt·i¡:!J! v:1!ucs for the high Jnidll;d Jncasun:mcnts, one can ~.rt voltage 
t'Slimatc:s wiJil'tl are COJhistcnt withi11 <:ac:h JJIC;"!liTillCnt "isl,utd" b!l!, 
the rl'!;Jiiom bdw~..:n "isiJJJds" wJ!I be ,·orrupted by !he error. Thc 
r¡¡di:J! li11c· witl1 two llll';J'tlrt'lll<'lils is a spet:iJI cJ,;e of a loop. Bad data 
C;Jil be dckcted l>ut !he· 1>:~,1 IJJ•L' Jill';JSLJre•IIL'Ill C:Jili!Ot be ilkl!tifJcd. 

lf IJIL'~JSllrCillt'llt> are· :Hid-:d tu cli•nill:Jte· series paths, thcn !he 
stdct incqu:dity holds in cqtt;~tion ( 11 ). l'iom circ"uit considerations it 
is ('..•.;.:: tu s!Jow that if hrJnc.l• a is not in any comntun loops, then 

for i ,¡ a 

and thus 

2) By a casual loo!.: at thc ~xpression 

D e W !E 12;¡z ¡2 
j j ·~ 1 j 

:.} 

( 13) 

om· lllight <'ünclu<k th:11 !he~ wcights D¡ ""' wildly varying functions of 
t!Jc· scri,·s lint: Íllll'<'<'_:,n,·,·. Zj_. .!low,,va· if thc fui! sc;Jk rc•,tding is t'X­
prcsscd as a prupc~rttC>JJ;tllly '"'''"'tHne·s Jl.jJ-1 fiJen cquatJon (41) of 
thc· :nllhu1 s' p.1p.:r s!Jóws 

k
2 !lz 1

2 
' ,:1 j' 

· D .. k
2 

1 E 1
2 

j j' p 
and thus 

Thc signifi•:mt que•.stion ;,, "ll"w Illllcli do !he proportion;~lity fat:tor~ 
kj or tiJt' W<'ights Dj vaty witi!in ¡¡ group of 11c:twork l'lclll<.:IJ!s, i.c. from 
lillt' tt> lillc, rrom tra!l,f<llllll'r tu tratbfonnn?" Jly setling ;JI! or lht: 
we·ighls !)j t•qu:il t<i tlt\· ,,lllle' ,,,,¡,;t:IIJI a >impk sul>t>Ptirn:d dl'!,·e·tiun 

;:dl:.:li•<' m.1y be implcrnented. When thc wci¡.:hts. are equal, me un­
norrnalizcd rcsidu.als R may be usCLI to dclcc:t bad data. With only a 
singk batl Jlle;~sun·¡n~nl, thc l~rgcst residual will corre,spoml to th~- b"d 
measurcmcnt 1. Thc l>ad data m;¡ y be removed om· !>y onc itcratin,ly 
mHI un t!J~ final ikration thc éX:H;t v:duc of thc wcigl1t>, givcn by equa­
tion (! 3), uscd fur the good data. TI lis rncthod ~vuids ti•~ nccd lo re­
compute thc scaling f:Jctors o¡¡ ;¡ftcr a c:h;Jil!!C in thc es! iruation e qua !ion· 
duc to thc c!iJilirution of a measurcrncnl. Thc one dis'advantagc lo IIJÍ 
schcme is that widcr limits tila! are ciTl'divc!y nonunil'onn an1on¡: tlw 
mcasurcrncnts lllllSI i>c uscd in dccidine whcthcr lo ;¡cce·pt or rcJe'cl ·' 
mcasurcrncnt. Assuming that !he gross err'lHs llave a II!Ut:h bn>adn dis­
tribution !han th~ gaussi;111 componcnts. the percent of gross crrors nut 
dctcctcd by this subop!im~l schcmc is slight. 

Pcrhaps lile autlwrs could cornn•cnt on whcther the k¡'s are rwr­
rowly or bro~dly distributed for thc'ir systcrn and whdhcr thc assump­
tion of a bruad distribution for thc gross crrors is va lid. Answcrs to thc:,e 
qúcstions will help decide the viability of !he proposcd snboptimal b;1d 
dHta ddcction schcmc. 
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l. S. T. Despolovi~ (Ekctrical Research lnstitute Nikola Tesla, Dclgrade, 
Yugoslavia): Th~ paper is very useful ami interestin¡.: from !he thcorcti­
cal poiill of vicw as well as from the practica! poi ni of view. lt has bct:n 
the result uf a considerable theorcti~al and practicitl cxpcrienc..: of t·hc 
'authorsduring !he final implementation of t!Je AEP real-time monitoring 
systclll. Tl1e tl•eoretical and practic;d infonnation ami cxpcricncc as w.:ll 
as !he original algurithms prcsentc·d in !he papcr. it is neccssary lo point 
out, will be of a grcat use to both researchcrs and !hose who have or 
will be faced with responsibilities in implementing statc estimation 
rnonitoring systems. 

Thc authors are to be congratul<tted for an exccllcnt and very use­
fui paper. 

2. The AEP Real-Time ..... Paper Number F 76 086-9. 
S. T. Dcspotovic ·.(Electrical Research lnstitute Nikola Tcsla, llel­

grade. Yugoslavia): The paper has givt:n design crite1ia of the·AEP re<il­
timc r¡-ionitoring :me! control computcr systcrn, J dcscription of !he co,n­
puter system hardwJrc and software as well as real-iime n~su!ts a,m' 
computing system <tvailability performance. Givcn design conccpts an, 
future dcvt:IOI'mcnts may bt vcry us.cful to res~:ardters <~nd desi!'n.:rs, a:, 
well a.s to cornpanies which are p!anni11g a L'Ontrol computcr systcm. 

The au!IJOrs are to be conunendrd for contributin~ tite valuable 
and uscl-ul p:q1er in ti!~ area of th.: dc•sign of the rcal~tin;e monrtori.ng 
and corJtrol compukr syskm. 

Manuscript received February 11, 19 76. 

Gcorge Gross, Ronal.d P. Thompson, ami i{ichard H. Weustcr (Pacifir 
Gas and E!cctric Company, San Fr~ncisco, CA): Thc sh;1rp incrc•ases in 
production costs exp.:ricnccd rccently by ulilities coupkd wirh th~ 
impusitiun of considcrably tiglitcr eonstr;Jints in the opcratiun of powa 
systcrns have resulted in ii1cn~asin!i l'lnpltasis on rcunomic produetion 
scheduling. A prime requirement fur thc optimal econumic ,¡i,patch of 
a powcr sysll'n1 is !he avail<~bility of ;ln accur:;té rcal-ti'rn.: d:~t:r b;1se. Tite 
authors are p.:rforming a -.::rluablr srrvicc to the cngint:cring co¡nmunity 
by irnparting their exp!.'riences in the irnpkmcnt:Jtion of tite AEP n:al-

. time nwnitoring qnd con! rol systcm. 
The stale t:stim<~tion progr:un of thc· AEP systcm uses the linc now 

measurJments (real and reactivé) takcn at !he· cnds of each tr~nsmission 
line. Rcli;mcc on this limi!t:d se! of l!l(';JsrlrcnJ.:nts rcsults in a r:Jt!¡,•r low 
leve! or rcdund:ntcy. In gcn.:ral, thc qu:J!ity of the estim;rtes uf a stalc 
cstirn;¡tor illnc:~scs with !he leve! of rt:dumlancy. l.arge• nrors in esti­
rnating the statc v:1riabks card>e cau,;,·d by rnissing ;u;d I•.Jd dat:1. This is 
p:~rticularly truc t'or systcms with a rninin¡;J! numbc:r or p;Jr;dld paths 

. whe11 Jin,· ilows ¡¡r-e th.: only d;¡r_;l ai';Jil<,'..>k. !f. on the ot!J,·r IJand, addi-
. tional llleasurt'lllt:ll ts su eh as real ami rt•;Jl'! iw powc•r inj~cl iuns ;>nd 
vo!tag~ m:Jgnitudcs ni each nodc. werc: av:~ilahic', proccssing ü!' tliis 11lore 
rcdund;p¡t dat;, would l'<:>ult in :lll improvnl statc ~stim:ttc. Also, tllt•. 
prol>k•(r-:; ;i'Slh'i;,tnl with radial portío11s of tlie systcrn \\'<luid be less 
pronoUilCe'l!. Olle'C thc ¡·omrnunic'ation links are <'Stal>!i,!Jc•d, !he• costs 
assol'iated witiJ liJe acquisition of thcse additionalnlca,urc:nJt'nls ca11 bt: 
justil'ie·d in tenns of tht: imprnvc'lll<'Jll in tlie aceuracy o!' tlic si ate t•sti­
lll;Jtiun. Of CO\ll'SL', we rc;ilizc tlwt ccrl¡¡in algoritlunic: nwdit'ications 

Manuscrlpt rc.:eive•l Fcl>ruMy 10; !976. 
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would beco me m:ccss¡¡ry; while !hose nssociatcd with !he use of lhe 
injcclion mcasurements would be quite substanlial, !he dwngcs associ­
ntcd wi1!1 using lile nodal vollagc rncasurc1ncnls would be rather small. 
Jlas sttch additional cl:ila at Al:!' no! bccn utilizcd bccausc or thc rcla­
tivdy sn1all dcdicatcd colllplllcr uscd? 

In 1 he so-callcd crner~cncy modc a powcr systcm is suhjcctcd toa 
varicty uf r<~pidly varyin~ co11ditions. Jlow was the stnle eslimator uscd 
durint• pcriods or rapid cl1allgc' in thc powcr systcm nctwork cont'i~ura­
tion'l What uses ltavc l>ccn m;lliC of !he stalc cstintalor for post ntorlem 
an;dysis'l 

A. Le Roy (Elcctrit;itc de Frunce, Paris, Francc): 1 have rcad with grcat 
intercsl tite two p¡¡pcrs on stalc es1inwti01'1. 1 complimcnt the authors 
fo1 t!1eir new job ami, niorc gencrally, for ll11:ir sig_nificant conlribution 
in thc dcvclop1nent of real· time static·cs1imalion. 

1 lowcver, 1 h;n'c somc qucstions and conunents. First, 1 a m sur­
priscd that nctwork 1upology ami estimakd quantitics are not re­
frcslll'd once displaycd 011 lhc CIZT's. In our syslcms we always display 
updaiéd data, in acconLo11cc witl1 thc cyck or acquisilion for measurc­
nrcnts and thc cyclc of <.:~d..:u!a1ion programs for computcd quantities. 
Second!y, it is rnentio11ed tlwt whcn a rncasuremcnt is missing or bad, 
thc mcasurcmenl on tl1c olhcr sitie of tite samc linc is used in its place. 
Tltis 111c;111S that lile s;ultC mcasurcmcnt is ust'ti lwicc and this is a 
c¡ueslional.lle proccdurc. Thirdly, thc proposccl bcncfits of having addi­
tional voltage magnilude rncasurements is not confinned by our expcr­
icnce. \Ve think vollagc mcasurcmcnts are no! accuratc enough to be 
uscil in the same way as reactive powcr componcnts. lf ins1cad of hav­
ing' DA=Db~Dv, it was 1 ODv=Da=Db thc conclusions of the paper would 
nol be so clear. · 

A 1 lals 1 ha ve noticcd somc typist mist¡¡kes: 

- Eq (33) 
Rn 

a 

J 

Jnstead of R
0 

a 

sorne Jines further 

S (2/3) 

R a 

s (2/3) o112 

if R~ > R~ 
if Rb > Ra instead of " 

on 1\g. 4 nodc. numbers are omittecl. 
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then R~ > 
then ... " 

J. F. Dopazo, S. T. Ehrmann, A. F. G¡d,r,dlc, A. M. Sasson, L. S. Van 
Slyc,k, and O. A. Klitin: Tite authors are~· pleascd with the positivc 
rcspqnse :11HI suggcstions made by tite discussors. \Ve will cununent on 
the' (lis,·ussions in tite ordcr thcy appcar. 

lJr. WolleniJcrg inquires ab'.Hlt tite accounling method uscd to 
anivc'· al our C(lst figures. Tite pasOIIIIe'i cosls of Si!O/p~r man-day -· 
t'ikd in thc papcr -- rdkcl lile' contpus1ft' din'Ct s:darics of lile p.:rsonncl 
inl"{úed during the 1'!70-1'.175 tirne span. Without question il does not 
<'qui1k wilit cltargcs that a supplie•r would llt'~d lo ch;1rgc !o covcr risk, 
pr"fit alHI ovcriH·:ltl. . 

'·As mentiont'd by Dr. Woll~nbcrc, thc schcduling of complcx state­
of·tll_,··;lrt systcms is a vcry difficult lask. Tile' projcct was ;1pproved on 
!lit~ Ll:~sis of its t:L"lm<>nlic, h.:rhnical and opcr~111onal feasibili.ty.llowever, 
mue'it systcn1 analysis and enginee·ring fl'lllaillnl 1o he carricd out~~ thc 
ti111c of approval. In addilion, tite proje<:l <'llCOiliJ'asscd the rcpl:lcemcnt 
of cxisling economic disp~tlch, dat;i ID['.ging ami inkrconnection trans­
ae·tieHI study nlOdt• pmgrams and installmg thcm in tile new computcr 
sy,tclll. This or coursc rc.¡uirctl some systcms a11alysis to takc ;~dvant;tge 
of llt"ll' kchniqu,·s and a t·ompll'll'iy ilt'W svsle'lll eksie.n. Tite effort to 
ac"hie'l·c ;~!! lhc·sc l;~sl~'- includin¡>, invcnlin.g thc futu;e- witcn t:;irried 
oul l'Y <~de'qu;¡lt'ly qualifi,,d pcupil! in a lltulivdling cnvironlllCIII results 
in lite· he'sl schcduk ~1tlai1uhk. 

Dr. Wolknl>ng is nliTt'c:i !ha! thc rt·scarch aspccts of this projcct 
inve>il·,· 1is~s wlti,·il " slll'l'lic:r cuuld flut 1>~ t'xpel'ie'd lo rncct al a fixcd 
pri,',·;tnd wilh a l'il1ll schcduk.llowt'Yl'f',lilf.l!,,. s~llill' ri,ks h01d lo be: mL'I 
Ílllc'lll.lii:-' ill kl'lllS of JlfÍL'c" Sifll"L' OUr fe~ISihi(ll)' S!Ud)' l"OIIIIniliCd liS (O 

llLIIla¡:e'lllt'lll 111:11 lile' proit't'l e·ould he snc·ccsslúlly a<'ilil'>l"d al :1 fixnl 
e\lj'i Ld t'<lSI for .d:1L1 ;¡,·q 11 isi 1 ion :111d ;1 Silla!! Sc".lk procc:ss l"llll t rol nrm­
puki· and :ISS<.h'Í;~kd displ.1y pniphn~1!.,. !!.,wc:vt'l', w.: wne allowt'd 
s0111e; knvay in knns ul· sl"ik'dulc su le•ng as the l'ncr~y rontrol cc111l'r 
P•'fSt~lllll'i w~rt' not inlp:1ckd. 

M:mus,;ripl ll'c"<'i~'<',! 1\! ,., 21,1976. 

At th~ ht•art of Dr. Wollcnbcrg's pcrccptivc qucstions conccrniil;: 
wst, st:hc~lule.; ;md risk is thc issuc of insidc or outsidc dcvclopmcnt ol 
t:ornpukr pm.iccts. llowcva computcr projccls are similar lo other 
powcr curnp¡¡ny projects. lf a powcr company makcs ~ colllllliltrncnt to. 
carry out its own fui! range of cnginccring scrviccs, it follows that it 
slwuld have its own staff of cnginccrs dcvotcd lo thc :1pplication of 
colllputcr an;ilytic l<.!chniqucs, sincc cngim.:cring ami thc computcr urc ' 
intcgrat~.:d. 

Dr. llapp askcd for an estímate of costs lo othcrs now that our 
rcscMch work has bcen publbhed ami irilplcrnentcd. \\'hile thc dewlop· 
rncnt of thc algorithms is an importan! sll"p that can now l>c by-¡ws"·d, 
wc fcc! ·that therc is a CO!lsidcrabk gap bdwccn having thcm and ilavin1\ 
a finishcd impil-mcntcd systcm. lt is iwt possibk to corH.knsc in papcrs 
al! ll1c cxpcricncc wc obtainccl whilc carrying out the projcct. A pro· 
spec1ivc group implcrncnting a si1.nilar. projcct will find that a dccp~r 
undcrstanding of all thc issues involvt'd ami tlll~ir interrdations will 
dcvclop slowly as thcir work progrcsses. Thcir savings in rclation to our 

,costs rnighl be in the 10% lo 307~ rangc. 
A recen! pa¡>erl describes sorne of our currcnt thoughts on con­

- tingcncy evaluation nnd thc rclated suhject of externa] systcm equiv¡d­
cnce which ¡n~ bascd in non-detcrministic formulations. Our sc~urity 
load now is of an optimal load llow typc. . 

Mr. Ring inquircs about the. periodi.cily of mnning !he slate esti­
mation ¡frograms. Al prcscnt, the programs are schcclulcc! in two ways, 
(1 ),every time a circuit breaker. status L'hangc occurs and {2) every five 
minutes. lf in the fonncr case tlw l>rcakcr changc·ctoes not changc net­
wor<. configurarion and thc validator fincl thc prcvious rcsu!ts are s1ill 
valicl, a statc estimation ca!t.:ulation is by-passcd evcn if the programs 
hacl been schedulcd. 

In !he !alter case, the validntor program may also inhibit a stalc 
estimation calculalion. When a calcul:ition is madc, timings nonnally 
vary bctwcen 50 and 100 seco neis depend ing on which modules ar~ 
called u pon. Data base dimensions are curren ti y for 100 busses, 160 !in e 
flow mcasur~ments and 320 circuit brcakcrs ancl prcH(rams fil' in a lO K 
par.tition witlt son1e room lcft J'or future expansions.\Ye have no plans 
at prcscnt lo replace !he analog AGC with a digital systcm. 

Dr. Sicn1aszko's comrncnts are appreciated. lndcccl !he state csti­
mation monitoring results are bcing used for calibrating off-lin~ load 
flows for s!ion tcrm planning studies and for general infonnation on 
the performance of our systcm. Thesc applications wne not part of !he 
original projecl plans. 

Dr. Handschin refers lo his cxcdlent papcr on the qucstion of 
meter placement from thc point of vicw of bad data detcction and 
iclcntification. He prcsents a scheme whcreby !he tovariance matrix nf 
the mcasurcment residuals is analvzed and shows that the 'dfccl of bad 
data does not sprcad very far fro~1 its plt'ysicallocation. He th~n del n­
mines the probability of identify.ing bad data ami how it can be in­
cre~sed by belter meter placemcnt, whidl usually means a more cven 
sprcad of mcters througltout the systcm. Wc IÚve observcd similar bc­
havior on !la: cffccts of bad daL1. Our studies Ice! to lkfining thc c.:oncept 
of local redundancy as one lhat is more meaningful than global re· 

· dundancy. Meter placerncnt titen reduces to the simple crit~ria th~t to 
detecl a had d:1ta al lcast onc othcr mcasurement mus! exist nc~1rhy that 
wou!d inlcract and prevent the residual at tite b~1d data point from re­
ducing to zero. To ickntify properly, at !cast two adclitional rneasurc­
ments mus1 exist that would vcrify cach othcr a1Hl rhus sig,nal al lile br1d 

. data onc. A knowlcdge of the estim¡¡tion proccdurt'·iS sufficicnt to lit-­
termine which me:~suremcnts inkracl wilh cach othcr undcr radial or 
loop configurations. On thc point of tm•asmcmcnt wcights, thc D 
wei¡'.hls ~re normally in tite !O(, ami 108 rangc for our lincs ami vollagc 
lcvcls. At lowcr vollage ]..,veis thcse nun1bers will bt'comc sm;dlcr. Final-

. !y, Dr. llandschin comments on the nccd for injcction mc¡¡sur~nlciiiS, 
spe<.:ially for display as raw mcasurcments whcn lhcre are comp!ltcr 
software or hardware problems. llasc·d on more re<.:cnl on-linc <'XPe'r· 
ienn,s, wc can say rhat thc grcater than <J<J','(, availability or 0111 control 
cornpulcr ovcr a 27 rnonth ·pcriod kts indicatcd that tl'le line flow plus 
vollage mcasurement system is ;tn adcquJ!e onc. Morcovcr, b~causc of 
the frequent cxistcncl' of onc or a fcw more bad dJt;¡ poin1s, it was 
considcre·d Í1nproper lo dispby raw d:11a. 

Dr. Duran comments on thc sc:ding constan! o2. This ~ives us lhe 
opportunity lo clarify our position on litis itL'Ill tit;tl has bee·n SlHncwhat 
conlrovt•rsial. Whcn lhnc is had d:d:1 prcscnt, tite .:xpn·ssiu11 in his in­
ec¡ualily yil'lds brgc 11111nbers, mud1 ¡;rc:da than1¡ or 1. Thc v:duc: of o:! 
is also l:lre~. ami thus i1s ..,rre'ct is ont' or sc:ding down the cxpre·ssion. 
Unde•r ccrlain m:ll·,·.inal circumstatll'l'S or wl11:n s0111c typt'S uf nwdd 
nrors a1c prt·sent, thc ddcction ll'sl is faikd hut ;~ll lllt'a'llfl'IIH'IIIS pass 
the id.:lllifit·~i!ion ll'sl. Wc t:1kc IIOlt' uf this situ~1tion. rcquesl a IH'\\' sd 
of flle'asurt'lllcnls and, if it persists. considcr thc S)'Sil'lll tu he umkr ~omc 
softwar<'.;.fúi!tlrc or llll'iiSllfl'llle'nt systcm probkm condilion. 'l'his o(­
<:urrcd fle'que•ntly during lht' impic·ntt'llialion tcsting pit~ISC ;md ·W.IS 
~:<lllsidt·n·d v:liuablc in di:•r,nosillt!, pr.,h!.:nl :1rc:1S. l111dcr !<'~" tim~ opt~_r;t· 
t1on, we havc rat"c'IY t'ncountdt'd tl1is situalion and wl!cn il has occurr.:d, 
it has not prcsistcd, thus re.:ovcrin[!. normal opn;~tion whcnthc nl'\t st·1 
of mcasurt•mcnts c;11nc in. On !!:•: qucstion of injc·clions, il is known 
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,),¡ .. , ,,~,. w '''"'' n~dl\c;;c: ~c.curacy \íwy ¡¡re no! very helpful in the 
c~!ilft;dí¡¡n p!<>t'C>~ l>11! !!!ere is no douht !ha! !bey ..:an be u~ct'ul fur had 
(!;da idcntifll·ation. We wotild n:contllH'nti l!tal if f!tt·ir use can be avoid­
cd and ~ti!J yuu ;,re ;thlc to itkntíl'y had da!¡¡ prupcrly.-tlicn thcir irn­
p:tct on lile ;t!¡~urithntt:!ficicncy >hlltild no! he :t!luwcd. 

!lr. i ialt·y prcse11!~ an tlllcrcsling schl'IIIC fur interprcting !he csti­
mation conu:ph with :tn cqlliv;tlcn! circuit :11t:dogy. Wc :tre surc rc:tdcrs 
ofour p.tpn wi!l fittd il cttlír.lttt:ning. Un tite rangeof !ti~ sc;ding k vaiues, 
thcy f:tl! in tite i ().l !o i oS r<~ngc lur uur rtlcasttrcntcn!s. 

We :trc vcry !'.ta!cful to l!r. lkst'<tlovit: t'ur ltis n:marks. 
1-.lt:ssrs. CttJ,s, Tltompson a11tl Wcb~lct ll'fcr :tlso to !he qucstion of 

injcction mc:tslll<'lllcn!s. Thc dceisiun on tltcir use should bc b:tscJ on 
. tite ~hi!ity uf identil'ying b:tt! d:~!:t wit!tout tlu:rn. 1! ltad, in our case, 

not!ting !o do witlt !itc sizc of our compu!t:r or p:tr!iti'ort. On our use of 
tite c.,r:mator duríng· periods of rapid syskrn cha•lges in nc!work con­
fi¡\lll'<lliun, wc poinl out !ha! it was not ntcan! tu do tha! by ¡h;sign. 
A fkr a hrcakcr opera tes a de!ay of sevt:r¡il seconds is introduced before 
flow ntc·;~:;urcntctl'.s are takcn. lf du1i11g lhis pc·liod, or wltilc mcasun:­
nrcnts ;11c bc:ing rcad, thcrc are furthcrbrc:tkcr operations a ncw dclay 
is intwdun·tt. Tite cnd resu!t is a ltig\1cr l~uarantce of mcasurcn1cnt 
comp::tit.>ility with cach otltcr allli wi!lt sys!ctn configuration. Tite hard 
copy fHl'l'isiom :d!ow cases to be savcd for /11!11re analysis. 

Dr. Lci~oy cornnwnts un !he facl !/tal wc do notupdale !he CRT 
~crecns ¡lf'tn caclt sla!c estirnatc. \Ve on nurposc wantcd lo avoid 
chanr.in¡• snccn infonnalion al !he lltOI!tCltl it is bcing vit:Wl'd hy an 
upcr"lor¡111d lo:!i!ow !tirn tu ohlaina !tan! copy for fllrlhcrs!udy.llow­
cwr, lite ntilllic board, witlt its non-nlllllc'ric d"pl:ty, is upú:t!cd dynam­
il:al!y and :t!cJ!s !he opn:tlor lo scriuus condilions for which he thcn 

-, 

rcquesls !hemos! r~:ccn! CRT display. \\'e a:·.l áwarc that tite substitu­
tion oi' a IIICasurctncn! a! onc Clld for ;t 111issíng or had one a! tlu.: olh.:r 
t:nd du<'S no! contribull' !o a.:curacy or rcdundancy. lfowcvt.:r, it docs 
!tavc tite prupcrly of avuiding !he formal ion and i11vcrsion of' !he-AfilA 
matrix un tu:tny oc.:asio11s. Wc :tgrec wilh lit<: cornmc·nts on tite wcigltls 
,.¡ vol!:t¡~c rne:tsurcntcn!s. lt' in :1 particular syskm !he vo/!agc wcit~hts 
"rt: ntuch sm:tl/cr than !/tose of o!ltcr mc:tsurctncnls titen tite ir cffcct on 
,tccu~;tcy is ncgii¡~iblc. llowcvcr, thcir cJfcc! on bad data idcntification 
can bt: a vcry use fui onc. We apprt.:ciate ami agrcc with tite !ypol~raphical 
crrot ~ spo!lcd by Dr. Ld{oy. 

Thc ¡¡uthors wisil !o point out a typogntphkal error in thc papcr 
"Tht: Al:!' Reai-Tirnc Monitoring ami Control Computa Systcrn". In 
thc, scction cntitlcd cosls, tite tota/rnon!hly cos! in suhst'dion 1 should 
rcad $9,000 ratlwr !han $lJ,HOO antl !he total dcvclopmcn! wst in sub­
scction 2 sitoultl rcad $71)6,000 ra!hcr titan $H76,000. 

ln closing, may wt.: cxtcnd our apprcciation !o all thc discussors 
for t!tcir kind remarks on our work and !hcir hclpful comments. 
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HJTRODUCT!ON 

In 1969, milnagement at American Eleclric Pol'ler approved a· 
new reJI-tirne control computer project for its energy control and 
dispntching center in C::n:on. 0:1io. T~e cb¡ect:·¡es of the new 
systení were to monitor tl1e 7'65· 345 kV EHV transr!liSsion network 
tp prcvice system coorúinJtion opmrors with reliJble, reJI·tirne 
inforrnation :¡bout tlle st.;te of the networ:<. illl\1 the stJtus of its com­
ponents. !n Jddition, the system would perform the econor:1ic dis­
pJtch a.1d logging functior.s then operatin~ on a second generation 
computer, (1·3•Which was instJIIed in 1954. · 

CONTROL COYPUTER SYSTEM 

Figure l. shows the control computer interface scheme. Auto­
mtic ge:1eration control is ~ digitaly cirected analog function. The 
18:., !SJ'J computer is a dJtJ b~1ffer anc conc.:ntrlltor for t~e non­
real-time Jog~ing 'reporting bil!ing functiOnS períorr:~ed lfl t~e i\ew 
York !8.',! 37Q · ~GS compu~er. The statc estlmat!on EHV monitorin'! 
functicns are accor:1pi i sned in the 18.\~ 18C0. They process the in: 

· for::1ation received tilrou~h the dJta acquis1!1Gn system tOAS) 
w~ir;h includ~s tt1e three ~HP) Hewlett PJckilrd 2116 B minicom­
put~rs !ocí1t:C in RoJno~e (Virginia), For! ·,·:ayne (lr.diJna) and 
C~n\:n (Qhio). State estlm:Jtion output is Jcco~plished throueh 1en 
b!'3~k and wr.ite CRT's. s1x associJted !<:eybGJids, a printer. cop1er 
.:~d J dyi1c?: ~ ... ::~y 8oJrd. T~2 ke)·boZirds Jnd six of th2 CRT's 
?.~:~ a!so used for econo:71iC disp~tch f!lr.ctions. nte printericopier 
s 'port of t:1e keyboarc .. CRT system and provides flilrd copy 1oenti· 

CJI. to a CRT im2ge. The 2.7m by 6rn disp!ay board is dri'lcn by 
the lB.',! 1300 through an HP 2100 A minicomputer to reliect the 
fc!lé1·iing conditíons: 

.:.open/closed status of circuit bre:Jkers. 
-open/closed or overloaded condition of a transmission line 

or transformer. 
-direc!ion of watt f!ow in a line or transformer. 

Thc coíilputer system configuration together wilh its costs are 
more ful!y descrihed in Reference L The dispatch and logging 
fenctiqns are not greiltly dlfier~nt th.:Jn descr1bed in rt-3L The 
stJ~:~ c·stimation algorlthí1S Jnd interfJces <Jre describea in (5) and 
!h..:·references listed therein. · 

Figure 2 si10'NS the confrcf cen~er functional r;;lationsllip. The 
state estimation system co~~f.Hised tite fun:::tions of net·..,.o;r. conilg­
uration, estimation. ée~ection and isentification of errors. and dis­
p!ay. The n~~·.·;ork configurJt:Jr fu~ct:ons <Jre te de·¡elco ::1e ccn­
tigu:ty of r.1on:tored circuit e!ements oy Jna!ys1ng cirwit.breaker 
~~1d ~e~s 1Jre1r.e;1t s·tJtus (g·iG;. T~e wisp!~y bGLlrG is d'¡¡·1·e~• ufter 
eve!y stJ~e c~úu!Jt,on. 

'fHE STATE EST!MATlO~~ f,LGORJTH:,1 

In the AEP 3!gorithm tlle stJte vector is tt1e cor:1plex nod:JI 
v0lt~g~s 1[1 . !El e1), a:-!t1 the meJsLJrer.;ent vector is ttle co~1íllex 
li!12 t!O\'!:> S., p., • 1 Q,". CJicuiJted !ir. e flO'.'I'i Sr. are rwctio:1s. 
:~he SIJt~ 'leCtor E. S.: , s~ (t.). T~12 state estimJte is !til! value 

.1: r:_: •·¡~ic~ oi!i'lir,Jizes the si:Jiar residuJI: 

J , .... ) (S S \0 T "/ "' ~ ) ( 1" (t..• m·CJ 'l.)!~·)c····················) 
,·.~ere: 

(-}0vt~i~3r i~dicates a v~ctor quJntity · 
(~¡ i::~ic;¡tes conp!ex r;onjugJte · 

(n indicates r.1atrixtranspose 
W 'is a diagoniJI weighting.mtriit 

The algorithm is extensively discussed in previous papers, as 
mentioned, and it was said that at its mínimum~ (E) should satisfy 
the inequal i ty: 

J (E) < X 2 k, b/2 · • • · • • • • • • • ~ • • • • • • • • • • • • • (2) 

" where the right hand side is the v;¡Jue of a chi sq·med distribution 
for k degrees offreedom anda protJJbility of ccnfidence b. \'le use a 
b v<Jlue corresponding to the 3:- P·Ji~t, i.e. three times standllrd 
de vi ation: · 

and k= 2m- 2(n-l) 

·Where 

m = number of comprex flow · me<Jsurements, the dimension · 
of S111 

n·l a number ofcomplex bus voltages to estímate: ;he dimen· 
sion of E. s is defined at one bus, a reference, whera 

!EJis measured) •. 

Subject to the vicissitudes of mainte'nance. equipment mal­
function and telemeter f<Jilure, m has a 'changing volue through time, 
and when severa! rr.easvrements are missing from a portian af the 
network n also changes because voltages may not be computable in 
the local area. Morecver, inec¡uality 12:, may not al.~ays be sar1sfied. 
Th i s i s tak'en to me Jn th a t b ad dll ta has be en de t~c te d. Tliu s the 
DAS has two types of infidelity: · 

-Sorne data missing, time variant where m varies with time. 
-Bad data, one or more components of Sm is grossly in error. 

This in(idelity of the DAS is tl1e r2íson d'etre fcr .state e.sti­
mation. The monitoring syste~ müst function in the oresence of 
t1ese vicissitudes with as great a nracity as possible. The llc-
curacy enhJncement realized, nome:y: · 

·nhe're, R011.1 means co;resconding "real or imag1nary part", is 
merely a fi:teri11g by-procuct of the state estim3tor and not a jus­
tification for it. !Of course. no one knows Str 11 e, <:nd the fact of t~e 
latter ineqL',Jiities, (3)can on!y be iníerred fro1.1 sir.:ulation studies). 

From a physical s~. a "r.1easured" branch voltzge for e~ch 
line flow measur¡;:nent is vbt:;ineó. 

. S" 
v m· , z (f" - y E) .•....•••••• - • . • • • • . • • (o) 

where: 
S is an element of S"' . 
E is an eler.ent ot E. at the bu-s where.S is t3:\cn 
z ís t11e series imp¿úJnce or the line PI section. and 
y is the shunt aémitt;::nce of ttte ~ine PI sect1on Jt tt1e rneasure­

ment side. (The two shunt Jre of dlfterent value for trcns­
formcr.eq~JÍ'IJI~nts ·,·,il~' ~lf·nominJI tJp.! 

For each measurement tllere is also a cor:1puted br<Jnch ve!­
. tage, being the difference oí t·.·~o nada! voltJges. Tl1is c~n b~ 
vuitte11 in terr.1~ of J ~~:!JSl.He:~!C:nt nct~e incide~ce :;¡Jtrix A ;:JS: 



O;l'=e bad data has been detected, it is identified as those 
t\1¡~;:¡~.;,:-;:r:enh wn~te the i;Hg~s! \IJiue o! MrmJiizeá residual branch· 
voltaEe: 

l~~:M (v m ·ve), l 
s J Q·l¡ • diag [A (A T DA) ·1 A T ] 

>tk,b'2 •••••• (6) 

1 . 
occurs. ¡s l 

Where: h, b i 2 i s a Student • t di stribútion: 

s2 .. J (E)/k 

o i D Y/dE¡ p 1 . z 2 ••••••••••••••••••••••• (7) 

The numerator of (eq. 6) is the ROIM of the branch voltage 
residu:tl and the denar.1inator is its st::Jndard de'liation, a noma!· 
izing fac~or. Tlle ice:~tified bad dota is removed iróm Sm and E is 
then recomputed from the reduced Sm. 

THE ESTIMATOR S!ZE AND T!M!NG 

.:¡ The AEP data acq'.lisition syst{rn has had dimensions as 
shown in Tilble l for the pJsl year: 

DATE 

~~arch '75 
September '75 
Oí:cem~er '75 

·r~bls l. DAS Sin 

8USSES 

62 
63 
ti S 

MEASUREMENTS 

121 
124 
134 

Every second the 18\1 !800. polls the three HP 2116 8 mini· 
C'Jmputers for a s·~tus inGicJiicn. (4) lf no bre<::~ers have c~anged 
st:~tus, fi'J'o'l m;::Jsu;e:;,er.ts are reJd into thc 1300 e•;ery Í!V~ m1nutes. 
:r the netv10rk cor.fl.g~!f2tiO!l tlJs chJng.::d, f!o,·, measurer:1ents ore 
t~en reJé after an 8 second ceiJy for t;ans1e~ts to die out. Th1s 
lon2 w:>it is bec2use A. D con;erter and multiplexor equ1pr.:c:nt hos 
a surge pro~e.ction circuit \'11th a t·:10 second time conmnt (6-J). lf 
net\'/Dí~ co!lfJguration I1Js not c!Jonged frorn the prio~ state estima te· 
Se (ole) is compJred w1th Sm (new), us1ng (eq. ll, to obtain a res1d: 

. ua!. 11 !his residual sJtisfies (eél. 2l the prior state est1mate is 
deemeé to sti!l be vJiic ar.d no fu~ttwr c·o1'!puta!icns a~e cJrried out 
lt m3Ybe necessJry, twwe·¡er, to uoaate the map board v1ith one or' 
mere breJker changes \'ih1ch d1d ncr affe::t network ccnuguity. 

Thus, the state estimJtor is run following any network ch?.n! .' 
after tfle system transic:r;t IIJS cied, or at five minute intervJis · • 
the prior so!ution !s r.o !on¡¡ei vJ!id. The five minute interval e;;:: 
e3si!y be chJ:1ged, but cur r;xper1ence h~s shOI''n it to be compleie· 
ly sJtisfactory. 

. Figure 3 shows our exper1ence in passine the residual test 
il't'Jth new measur.:ments versus ti:e PfliJr srJte estirr.ate. As one 
WO!JI~ exp~ct it sllO'o'IS th2t t~:e ->:;ste:o is most steady in the e:;rly 
rr.orn!ng hour:>, ~ut becomes rJtl1er uv;:J~tc by 6 to 6 a. m. r::osr prob· 
abiy dueto tr<:!r.smission sm~cntr.o, :n prepar<lttJI'l íor iine and eQutp· 
r:1er.t maintenance. The droa or r•;~ cur·.e pric¡ to midnight is gener· 
al!y due t•J loJd ~rop Jfter J 9 to 93G ::ven!ng peak fcllowed by a 
chJrac:e ri ;tic <:huii5e 1 n s:¡ s~e:n e:1ergy SJ :es. 

. . Recert energy tr::nsfer exoerience has been a daily transfer 
cf aboyta lCOOr.:·,·¡ to the south dJyt1me and iOOO :.m north nightitr.e. 

figure 3 shows 3g5reg1te riove111ber d:Jta. The p1ssing per· 
·:-~nta~e ms ir.1~roved by Jbout J i:lllr·to·one r:J~io due to tuning 
__ ; !it.=, wqig!1tiug fo~to;s. fh1s l'ii!l be GJscussed lu:er in the p~per.. 

~ig~re 3 sho·,•¡s about 240 tria!s oer hour !or J 3C dJyoa~·;rio~; 
'1.s U12 í~SiL4 !1Ji test is be111~ mad;; on .1n JverJge oi Jbcut g ti;r.e:. 
. iyJi_._ Since a st:ltc es!JmJ!e IS iniJteú Jbout ¡;very f1ve :ntnutes, 

é:f course, when system contiguity hJs ciiJnged. 

The AEP system covers a ge~gra¡ihic:JI are3 about 600 "Km t1 , 

500 Km •. Tt1erefcne, J certJJn Jntount. of dJtJ is often .mtssing dué 
to communicati:Jn JnomJiies and,:or mintenJnce. The n~tw:Jrk c::Jn· 
fi&•.Jrn~or m~tsl ~eter!Tlin~ a network r'loje! Jppr:JDrJJte t:J this miss­
;ng dJ.ta. This mJ:lel mJy be one, tNc or three sep:HJte·:l systems 
each lnclujing at .leJst one of three PJSS!ble voltJge referew · 
bus ses in arder tt1Jl ttle system stJte m3y be computed in eJch sub 
system. As a result of missing jJtJ, certJi11 line qu:JntJties may 
· .. ~ computed without redunj:~ncy wi1ich w::lltlj guarJnte~ abserice of 
~;rrcrs. · Therefore, a fe:Jture nJs been impleiT'enteJ IJ flag nonre- · 
.tundan! results of the state estimator output. (5) 

BAD DATA EXPER!ENCE 

Figure 4 shows -bad data experience for 29 dJys of November 
1975 •. Thi s month i s typi ca1 of our pJs t years experi ene e wi th DAS. 
!t should be noted thJt if ei ther watts or vJrs are ba::l we say the 
measurement is b~d; !'le always try to determine the cause f:Jr bJd 
datJ and we hJve found a full spec(rum of reJsons. In the begin· 
ning, naturally, there were many bJd datJ due to miswiring, wJtt/ 
var address reversals, etc. The b¡¡d dJta identifier la.,ic in the 
state estimtor was of greot assistance in identifing Jnd ~orrecting 
these expected problems. (5) · 

When a measureme,lt is removed <JS bad, we have found. that 
!! is better to leave it O'.lt for a period of time rul~Ier thJn expecting 
1t to be only a momentary f:Jilure. An expedicious me~i1od to accom· 
plísh this has been to lcave it flagged as bJd unttl the end of the 
current ho!)r. At the end of the 11our then, we lo:~ at the flags on 
al! measurements and lag th::Jse that are "on". This loa is printed 
once a day which lists al! tr.e measurements so detected and the 
number of times each had,...been flagged. Tilerefore, the m1x.!mum 
flag cour.t would be 24 for any measurement. · 

Figure 5 shows our experience with bad measuremem G'Jr~ti 
arso for N:l\lember !.975. There is no reguiJr feeJbac~ to rnete1 
maintenance personnel .in regJrd to bJd meJstHemer.rs until tite lcg 
!S 1n~pected the followJng morntng. Asan experiiency wh1le doin~ 
certa1n maintenance work, f1eld personnel 1'1éty ailol'l bad dJtJ to 
tempararily exist kn:Jwing th3t the slJte estimator will hdr.dle it 
Dr:Jperly. This would account for some bJd :!3tJ up to severnl hours 
durJti~r. •. In r.egard to particular measurernents, many nave very 
h1gh fr:Jellty wn1le a fe·,·¡ are part1c:.Jiar "bild act:m" requirino re· 
peated rnaintenJnce. 1'íhether this wi:J cont!nue through tne se~onó 
years' experience and beyond, we can't predict, but it t1as be:n 
-true lo date. Certainly .our b?.d data experle.JlCe alone has been 
enough to jusi1f1 srate esUmJti:Jn versus a reJd·dispiJy sche~r.e. 
Bad data does not 1mpw the vemity of s~Jte estJ~Jtdr re:oults. 
We feel a reJd·dlspiJy scne~e ·.•titii tne sar:1:! infi:elity le•;el ·,·;ou!d 
h:l\le mJde system oper:Jtors very írustrated and dubious about usipcr 
its output. . ·::o 

WEIGHTING FACTOR$ 
~1Z!ny of our prev10us pJpers hJve includecl a discussion af 

weighting factors, "ti" in eq. (l). StJtisticJIIy the ccrrect l'teight 
to use is: . 

Wi = [(.02[.S[true + .0052 FS)/3J2 ..................... (8) 

which is the s~Jndard deviat1on of the me1surement varience. T:1e 
2% factor is due to c.t. Jnj potentíal de·11ce err:Jr JS a percentJge 
of Mva. The 0.52'ó fJCtJr is :Jue to a,'d c::mv<Jrter and tD:lsduc~r 
error as a percentage fui! scJie (FS/ ·Jalue. Thes= percen~J;zcs 
correspond to the 3 a error level of the me3surement hard1'1Jro 

FS, Fui! scaie is the ~:.vJ corresp:Jnding to rated trJnsdu~.. .. 
outp¡¡t. As previously stJte::l ~5). this mJde bJd dJtJ ider.tificJtiJn 
difficult so: · · 

Yli .:: [0152" FS/3] ·2 .......................... •(9) 

was proposed:_ :n~l~..!e~u:ted __ from feigning a const~nl !SI:r~e.eQuJI 



!o .5 n. This allevi<Jted tne lcentlllc3tlon prohlem CJused by as­
:;ignic.rimpr:Jper weights to hJd dJtJwl¡ere Sm :Jiffered greJtly from 
Strus • Howcver, it introduced J dif!erent u:1cesirable effect. 

Because the weighting f<Jctors are crucial lo proper blld datJ 
identiflc:Jtion Sm coul:J n:Jt be su~stituted f~r S .... e· But tt1e com· 
'lU!ed S!Jte vector E IS J!S:J 3 function of lile weÍgllt3. Ttierefore, 

hen (9) was used the s:Jiutlon was degrJ:led to a certJin e~t~nt 
tnot enough to invJiidJte 1!1e results for trJnsrnission mon1t:>r:ng; 
bu! eno•Jgh thJt occasionJIIy', {once or twice per ·weekl the ine~ual· 
ity (2) wou\d fJil, yet no bJd dJtum could be found viJ eq. (5)). 
Also, we se:com pilssed the resi:lual test with the prior stJte es· 
timate. · 

Having gained this experience the ompromise was apparent. 
The Strue term in (8) must be replilced by a "bJse cJse· or "system 
normal" value. That is, a constant .YJiue wou\d salve the identi· 
fication prob!em, and a typicJI value wou!d salve the detection 
problem. lt was not necessary thJt.S 1rue be accurate. annuJI re~ 
view w:JLi!d seern suUicient. Tilis chJnge was m:-tde in October !975 
a~d it about doub!ed the likelihood of pass1r.g the residual test 
with the prior sta~e esti¡;¡LJte. No bad dJta identification failures 
have occurred since. 
,· 
'r"S.PPLICATION SITUAT!ONS 

Two particular system conditions have made the state esti­
.mator an importJnt too! for system operators: Hig!l voltélge alerts 
and line loJding alerts. On severa! occasi'Jns at botll 765 kv and 
345 ~v levels, transforí'1ers voltages hJ·:e been wit!1in .O.S'l of con· 
tingency limits at a few locations throughout the system. This 
c.ecessitated continuous monitoring of voltage ievels. !he state 
e.>~i¡rator was importJnt for this ílpplication and system operators 
ex~jbited a great deci of confi~ence in it. 

. The line lo3ding alerts were that heavy !oading on an EHV 
ir~uit caused a concern thát if that circtllt were los! the loadincr 
.1 a 133 kv line woulrJ c:xceed 1ts 20 minute contingc:r.cy !oadin~ 

thereby requiring immediJte ilCtlon. Again the· s!ate esti¡¡¡ator was 
th~ best too! fo¡ closely monitoring the alert. 

. System conditions projected for sorne three to five years in. 
the future are for genera!!y tighter generation c<Jpac!ly and heavier 
iine loacling. Security a!ert and system reliability concerns will 
r.iJke the estimator an a lmost indispensible too! under these con· 
~itions. 

·¡ ' 

~ONCLIJS!ONS 

Bad dflta suppression and availa~lity of system data when 
f!JP.asurem~nts are missing mJKe th·e state est1mator an invaluable 
fool for netl'lork monit·Jr1ng. '.'.'hile: tile state esiimator is ¡ustified 
because cf its infide:ities 1t a!so pro·¡¡des syste:.1 dJtJ of enhanced 
~ccuracy. Th is is part1cui;:Hiy importan! for ·vol ta ge leve 1 m o ni tori ng. 

State estimation together with e::onomic dispJtch and some 
ol:1er fenctions can be cccoc.plished in a relatively srnall comouter 
ma.i11 trame. The CPU a·:ai!Jbtlity of our svstem llJs exceeded 99~. 
fo\ the pas t two years. · 
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!U:I NETWORK REDUCTION FOR POWEk SYSTEM AI'I'L!CATIONS · 

W. F. Tinn~y 

Uonn~villt: Puwer Administration 
P.O. Bux 36:! 1 Purtl~nd, Oregon 97:!08 

ABSTRACf 

Tl1.: Rl:l ¡¡pprua~h !u pow<:r rwtworl. cqllivai<:nts largely 
ovaú>lll.:s ~c:rt.1in Jiffi.:ultics cn~ounterc.:d with other t:quivaknts 
ami p~rmits a mo.rc: favorabll! tradc:·uff bctw.:c:n accuracy and 
<:ompu!t.:r r~quiremc:nts. In tilo: RE! approul:h a group af 
fuuc·tiunally rc.:lateJ ••ctive nud~s is rcpla..:cd by an equivalen! 
li..:II!Íulls· nmk. In t·he rcsulting cquiv:llc.:nt th..: fictitiuus nodc 
p •• rti:illy prc·M:rvcs tllc id.:11li.ty and du,c.:ty· approximatcs tilo.: 
dfc:cl uf tilo.: .1div.: 110dó it r..:p!:u.:..:s. lt alsu duscly appruxim<lll.!s 
tli..: origin:il powa input·uutput r..:l.dion,ilips. Tilo.: !f.lpa outlincs 
tl1c: h:"ic· ich:;¡s, sllows iluw tu ¡n;1ko.: lile REI t:quiv¡llcnt 
wmratihk with sp:1rsity and suggcsts topks fur furth..:r 
inv.:st íg:1l íun. 

INTKODLIC1'10N 

llc.:tkr puwcr m:twork equivalents are nccdcd for stcady­
sratc· .111d dyn:.11nic simubtion applic:atíons. Allhough a number uf 
diJrcr..:nt ¡•llwc.:r n..:twurk ..:quivaknts )r:¡v.; hl.!cil prapascd, !he 
lll<J'! wich:ly us~:d equivalcnts ar.: b<l>l!d un straigh!forw;lrd 
nc:twurk .r.:dLH.:tion 1• :!. Tlris. papcr .:xpl:1ins tilo.: lit ti~ known REI 
;q>pru~lc·h \VI1i~li is <111 cx.tcnsion uf nctwork rcduc:tio.n. Tht: 
dc:si~nation 1<!:1, whic:lt is uerivc:u from. thc words Radial, 
I:,Juiv¡JI..:nt and lnd..:p.:nd.:nt. is· usc:d by Dr. Paul Dimo of 

. l~u1110111Ía fur lile puwc:r ndwork cquiv•il~nt s..:h.:mc:·ht: Jevdopcd 
in th.: carly I'J60's3. 4 · 5. !lis work. has anly rc.:cntly gain.:u 
:111\:nlion in !!l..: Unikd States. ·At Uonnc:villc Puwcr Auminístra­
tiun ( III'A¡ J{t:l cquiv:d.:nh are nuw bi:ing us..:d in pow~:r tlow 
and tr<IIISicnt st:1bilit~· ,ruJic>6. TI!..: RE! appruach ofTcrs 
'igniiÚ:<~n! adv¡ult:rg..:, over ..:unvcntiünal nctwurk r~uuction for 
fHiwer nctwurk cquiv:dcnts in a..:..:ur.r..:y, c:omputer r..:quirt:mcnts 
:1nd dcpcnd:rhility. 

l'uwcr tratblllÍssiL'II ,y,tems in normal stcaJy-slatc ap.:ra­
ti•>ll c:rn h.: :rnc¡lyzcd ~s th.:tworks compowd of lim!:~r aclmittan..:c 
eklll<.'ll!s. I'UW<!f sysll.!lll n<!lwurk prol>lenl>, huwcv..:r. ¡¡re usuülly 
Jlonli1h::1r b.:;,;:n:sc lv;.td :111d gcner:triun ;¡r~ ~¡~~..:~ifit:d ~s cuntpkx 

pow,·r i1htc.1t! uf currcnt and v,>lt:rg<:. Tltcrdorc, c:quivaknb for 
P<>w,,r. rldv-'<>rk pru!>klns a1~ .r¡>pro.~imatiun,; wilosc <~Ccur:lc:ie•: 

·::::> bc cl.:t..:r:nin~d cl!lly by conrparing su!tlliZlns al>!aincJ \\ith 
.>11<1 witliuHI lhc,r use:. 

Bccause of thc !arg.: diffc:rencc: betwcen thc: pow.:r frc­
c¡ut:ncy and thc: muc!1 lawer frequ~:nci~s af clc:l:tromc~hanic31 
o'dll~11ians asso..:iatct.l witli transient ancl uyn;:1ni..: stability. 
steaJy-state ph:tsar analysís can b.: U>cd for lh<! tr;¡nsmission 
nctwork in most power sys.tem clynamíc simulation probkm~. 
Thcrc:fare, improvem~:nts in steady-sta.te equivalénts su..:h as thc 
!<El ap¡>mar:h are also n.:lcvant fur thc:sc dynamic prublems. 

Tlic .largcst int~n;onncctt:d powcr transmissivn n<:twork;; 
naw bcing studio.:d llave frum fivc: tu ten thuusand huscs (or 
nod~s): systems uf two tilousand buscs are curnrnun. Nc.:t work 
problcms of this siw can be solv.:d, but tlicy tax tlu: .L¡rgcst 
r:umpu.tcr sysl<!rn>. Qft¡;n only ¡¡ portíon uf a large nl!!work is of 
intcrest. For these situations. effidcnt, accuratc, canvcnicnt und 
dcpendabt..! tndhods for rcducing thc problem to un equivalen! 
rcpr~:scntirit: only !he arca of intcrest wuuld b..: of grcat bcnefit. 
Equivaknts also c¡¡n bt: useful in avercaming other diffi<:ulti.:s 
;¡ssocbtt:d with systcm síze such as the IJ.:k ar unccrtainty of 
data. l'rcscnt mcthods fur pow.:r system equivaknts fall sl1c>rt uf 
lllt!ding tht: ideal requirt!ments for most ;¡pplit:atiun>. 

~, 

In the RE! ¡ipprauch a ~o:raup af functianally rclated a.:tivc 
nades of u netwark is repbced by a single fktitiaus cquiv.ílcnt 
nodc. Thc: t:quivaknt notlt: is canne..:tc:d tlrrou:¡h a lossl~ss 
rictítíous netwark to the group of.¡¡ctivl.! nocks whkh it rcpb..:es. 
Tlic n:al and n:a..:tive pawcr injt:ctions at .t he cquiv;dcnt no J.: aro: 
thc: algcbr .. Jic sums af the r.:al all(l n:at:tiv.: inj.:l:tions of tht: graup 
af nadc:s .. Afta the .:onnel.!liun af thc fit:ticíau:; ndwork, tl1c 
farmcrly activt: nad.:s are passive and tht: fi..:titious ndwark 
suppli.;s the farmer inj.:ctions through its connc..:tíons tu tht: 
original network. The passive nade> may thc:n b.: clíminatc:d by 
ardinary nctwark n:duction h:aving only thc ec¡uivaknt node lo 
rcprcsc;1t their effe..:t on tht: n:maimter uf the origin<JI ndwork. 

In a typi<:al appli~ation the nades that art: not m:eded in thc 
autpul are furmeJ intu a numbcr af gruups hascd on thcír 
fu11ction;d sirnil~1rity ¡md each ~o:ruur is replaced hy an equivalen! 
REI nud.; as outlincd. Thc rcsulting nt!lwork ..:quivalent ís ..:.\;Jet 

a! a .:ho,;c:n opcrating poiní aiHI ~~ good .arrraximation at 
nl'ighborin¡; up.:ratint: paints. Tht: v;~ri;Jblcs a:t the equiv . .J..:nt RL:l 
uodes an: physically mcaniugful ¡¡nd can be U>t:d lll Jllc>nitur and 
control solutiuns obtaineu wilh tlit: cquivalcnt. In contras! to 
convcntiunal ndwark r.:cluction s<:IJ..:lll~S lhc puwcr input, 
autpu't. :~ncl loss.:s ar.: approximat.:!y !11c sam.: for th<.: KEI 
.:quiv;llcnt a> fur th<J arigin.ilu.:rwork. 

E<trly wark on the REI approach was concc:rncJ mainl~· 

with rcdlldiun in numbcr of nodcs in a net~vorkund i¡:niucd its 



cllo:L!' 1)11 >p:rrsily. Sine.: t.:ompukr pri.lgr~JilS ror al! brg.: powcr 
'Y'krll pr,>lll..:nrs llt>W o:rnpl<~y >p:rr>c uratrix tcdrniqucs, it is 
nc.:o:";rry lt> ll>mlily tlr,, I<L! ;q,pwaclr to t.:opé witlr spúsity. 

Tlris p:1p..:r prcscnts tlr.: !{El ;¡ppro;r.;h from u diffcn:nl 
vicw¡~<llnt tlr:111 t:rkcn by Dimo. Ir cxpl:tins thc: cffét.:t of lhc REI 
"i'Jlr<>:Jt.:h un sparsity ;rml givcs guidclint!s for stralcgi.:s lo 
nriti~.rtc tire '"''l.:i:Jkd sp;rr,ily probl<:rn. A mon: g~:ncr;rlizcd 

· l<lllll uf'tlrc I<FI cquiv.rknl ¡, suggcskd. l'ossibilitics for furtlwr 
inv..:>tig;rtion wlrklr 'lrouiJ bt: of int.:r.:st to c:ircuit th.:orists art: 
poi11tcd out. 

NOTATION 

Uppr:r ~.:ast: lettcrs urt: uscd ro·r ~.:ompl.:x' qu~ntili.:s, lower 
~se ictt<.!rs for rc;d quantitics. Complt:x <.:onjugatc is tl<:nolcd by 
•. AH matrices ;rnd vccturs <rrc cndoscd iu bnrckets 1 

IYJ 
1 VI 
l 1 1 
S¡= fl¡ + j</¡ 
1¡ 
1' 

1 

)'¡ 

r 
11 

)" 
IJ 

: nudal ;tdmittam:c matrix 
: nodc vult:Jgt: véctor 
: nodc currcnt v.:.:tor 
: <.:()rllpit:.x p,,w.:r injcdion at nodc i 
: corllpkx ..:urr.:nl inj.:clion al no(lt: i 
: cun1 pkX volt~1gc: ~d nade i 

: .:olllJ'kX physic·:rl :rdmit1;11rt.:c of branch i, 
(nui !u b<.! confuscd with tran,fcraJmitt:llh:e) 

: C0111plc.x driving ¡mini :rdmittan.:e oi' r Y! 
: C0111pkx lr~tnstá admittatH:t: of [Y! 

NI'TW!>I~K Ht;nucno~ ¡:ul< 
1'0\YI'I~ Nl.l WOI{K I'.<)UIVALI'NTS 

Sin.:..: rito.: HEI ;rpproadt is cs~o.:nrially all cxto.:nsiun uf und a 

>rtlhtitttl.: fur cllnVo.:trl~"nal lll!twork rcdut.:tion, il is lwlpful tu 
bri~fly r.:viéw Jll:twurk ro.:du<.:tiun ~llll i!s tl.:fit.:iem:il.!s in powa 
sy,km :.¡ppli.:;ttions. 

Tlrt: rciJtionship hdwc:o.:n nud.:-to-ground vultag.:s and nodal 
clltTc'll! rnj.:ctio11S in ;r ndwurk is 

!!'I[VJ=I/1 ( l) 

In tli,.;ussing nt:lworJ.; ro.:úu~tion ir is convenit:nt to divide the 
nud.;, u( tire !ll!IW<Hk into tlrrc.: '<!ls as fo!lows: 

(,1 J Notles ttJ be ret•tÍtll:Ú th;tt hav.: no branch.:s connct.:ting 
. [O llOdl!s uf ,1![ C 

(/IJ Notlo.:s lo b<.: rctained tita! h;tv.: one or more bran.:h.:s 
~onn<.!ding tu nod..:s of ,1!1 C. 

f('¡ Nudc:s to be eliminatcJ. 

With tlrcsc dc:i'inirions l:q. ( 1} .:a.n he wrirren in parririonr!d form 

rr }'/¡¡¡ l [ ~.Jl 
r ::1 

: .'1.-1 

¡ Yli,·l t¡J/1 }'/1(..' 1 
1 ¡ ~J 1 

(2) 

¡ l 1 

L· ~'cu Y ce i l icJ L lcj 
.J 

wh.:r.: 

[Yun] 
['a]· 

(3) 

(4a) 

(4b) 

lntroducing new symbols, Eqs. (4a) and (4b) can be writh:n mor.: 
compactly as 

(5a) 

(5b) 

Th.: elimination of lhe nodes of set C introdu~.:ls tictitio\ls 
branchcs betw~en <tnd fictitious cürrcnl injections iirlo lhe noJes 
uf .s\!1 B, known as !he bou.ndary noJes. Sel A is unaffct.:ted by 
tire eliminatiun ofC because it is isolatt:d i'rom set C by >e.t B. 

Eqs. (J.) through (5) oullinc: linear ndwork redu.:tiun iu 
which the injections :rr.: cÍtrrt:nts. In powcr nc:tworks th.: given or 
known injedions <tre compl<.:x pow.:r ·inst~a·d of .:urrcnt. Thc 
inj.:ction S¡ at node i is 

(5) 

Jf S¡ an'~- V¡. ar<.! known, 1¡ cun be dctcrmincd. Tlr.:reforc, 
varinus udapiutions of thc lint:~r reJuctiun sdrcm<.! .:¡¡n · :.tlsu h~ 
us..:d fur power nctwork cquivulcnls. lluw~v.:r, il is fir,! th:¡,;c"ary 
tu ohl;tin u sulutiun tu tire nonlinc:rr sy>l<.!lll uf powcr fluw 
cquations in arder tu dctc:rminc thc: ¡;urrcnt inj<.!t.:tions. Sin..:.: the 
s<!l of powcr injct:tions d10scn lor this solution will al'fccl the 
rcsulring cquiv;dc:nt, tll.: choicl! of the injections for th.: base case 
must take into account tite problc:ms lo be solveJ with the 
equivalen t. 

Assuming a suitable hase case solution for lhe entire 
nt:twork is known, a power network equivalént· c~n be dcriv~d 
f~om tht: linear redut:tion s.:heme. Following the pro,edur.: 
illllicated by Eq. (4) produl:cs an .:quivaknt nod;d admittant:c 

, matrix anJ a sct of fit.:titious currént injet:tions [tíí) . For most 
power systcm appli..:alions ,thcse curren! inje.:!Í•HTs l)lust be 
wnverted ro cquivaknt compkx power injcc:tions whkh c;m be 
combined with thc givcn powcr injeclions al tite: houndar}' nodcs. 
Sitie.: tire vo!lagcs at the boundary IlUdes urc: known from the 
b:.tsc case solution, the ficlitious injection Sj'at eách n,odc i of th.: 
boundary t.:an be cornputed. from · 

(6) 

whcn: V¡ is from [v8] and li. is from [lilJ. Tht: augmenlcd 
injcction s; Jt e;rch buundary noJc is 

s; = s;- s;· 
w!rcrc S¡ is tht: adual injcction ;t_t th.: boundary noJ.: i . 

·¡ 



i\n inlf'llrl:t!ll :tikmaltVI: of lliis proc:.:tlur~ is lo c:onvert tite 
,·tttfl'ttl i,¡j,·ctitltt' [te] lo equinlcttl ,ltunt admit:ttt..:es hel'llre 
p,·rlt~rllling tito.: r.:dudilltt. Tlti' st.:p nwdifi.:s tllt t.liag,lll:JI 

c:kttlc:tth ol· [re e;] uf l·:q. 1 ~ l :tnd nt:tkes V,c) ~ [U J. Eat:ll 
dt:t¡.:•Jn:tl ekntettt 1 ¡¡ ul [1 ('(] " cllanged to Y¡¡ as tullows: 

wlter,· 1¡ and V¡ are lite i-!lt ~kments of ['e] ·ancl [Ve] 
IC.>JIL'dively. 

1:· lile sllunt ;¡dtnill;uh.:t: altern:tlive ol' Fq. (HJ is used, titen: are 
llll fi..:tititllls inj..:t:tions at tlie buund;¡ry nades hui [Yn/J] bu 
fum:tiun uf tlw bas..: ..:a:;e solution. lf the distributed ~.:urrcnt 

s..:ltci!IC is usct.l, [r;;/JJ is Ílllkpcndcnl of th.: .:!tosell basl! case. 
ltllt:rltll.:llialt.: ,.;belll~S ill wllicll SUillt! nudes uf(' ¡¡re trcalcd in 
''"" way anll su111e in tite ullter way are ;tlso uscd. Simil:~rly, a 
fractiun 11f lite injc.:litHIS ;tl .;¡¡d¡ nolk .:an be trealed c;¡ . .;lt w;~y. 
t\11 of lites.: ;tllernatives i"tti'l.ucncc t!tc :H.:cur.tcy ¡¡mi othcr 
pruperlies u!' lite .:quivaknt, but knuwkdge nf tite cl'ft:ds is 
!.trgcly etttpiric;tl. 

Th.: powe~ flow prublcm is repn:sentativc al' most power 
nctwurk appli..:ations or equivulents; t!tcrcl'urc, the ensuing 
Jis..:ussion will be bas~d 011 it. 

fn lile JllliVt!r lluw prublt.!111 IIOdes ;¡re uf !lirt!é basic i~'pt:s7. 

f 1 J . YO nodc:s wl!c:rc: J~'; J and 0
1 

are: s¡Jt:cifieu. 

f :!J I'Q 110t.les wlll.:re fl¡ ""d '/¡are: specil'icd. 

fJJ J'V nut.ll!s whcrc !'¡ andJV,-i:~rc spc:t:ificll. 

Tl1~ n.:l:ttiullsltips bt:twecn i11jcctions 1'¡ a11d 1/¡ ami the t.lt!pendetlt 
Vdlldbll.!!l J"; ~1rt.: 

rl!al {V¡ ¿ n· v• l = P¡ (9a) 
i 11 1 f 

irnag {V¡ ~ Y¡¡ v~l = 1/¡ '(9b) 
i 1 ( 

In tite (llllar rurmul:~tion c:tl'll !'<) nudc rc:quit~s Eq~. (9a)' ami 
·f'!hJ. "'"' c;~cll I'V nud.: requir.:s only Eq. ('J;t). Tite YO not.les do 
1101 uppe;tr .:~plicitly i11 tite ,y>tc:tn of equatiom but tlleir ef'f.:ct 
i, n.:pr..:sent..:d in Eqs. (');¡) :111d ('Jb¡, 

Tite: nunlin.:;¡r puwa tlow .:quatiu11s can be solvt:t.l by 
>e,·er:d iter;~tivt: nlt!thodsX but tite pcrforrnan..:e ol' tltt!St: m.:thot.ls 
is probktll tkp.:mh:nt in w;~ys ti!Jt ;¡re: not wdl undastooll and 
tite: cu11ditiuns necc:ss;t9' for tl!c existen.:.: of a power flow 
soluti•lll ;¡re nut known . For ~ given probkm there may be no 
Mlutioit ur rnany solutions, o11ly une uf wlti..:h is physically 
;t,ec·,·pl.tbl.:. l'robkm cunJitiuns also arrc:ct the rate of conv.:r­

,gc·nc..: ;,r,ulutionmetltoJs. In general, it ismore dilli..:ult to so!ve 
P""'·r l'lllw probl~rns. ufter a ndwork. rc•du..:tiun til.tn befare. Tllt: 
lúl!uwing f¡¡c·tors 't!tlll lo be re!.pUIISiltk fur SOille of lile 
dill iculties: 

1 1 l The climill:ttion of ..:rili..:aii'V nudc:s in s..:t C. 

( 2) Tlt.: gn:al diversity of magnitLH.kS or fi..:tiliou~ injo.:\;­
. . r¡" 1 trcJtl>LlJJ· 

( 3! 'lit~ "tmorrn;tl values of rY;,lJ~ . 
L J 

!11 ,!(•!ll•:t.tf. tite l!tJLtiv;,knt dllcS IH>t r~present tlt~ t:t'r'cc·¡ 0f tht! 
~illnllt;lll.:~.l 'Y'!c:lll OVl!r :1 Wldc CIIUUgli r;111g~ uf C(JII,It!tllnS with 
un1-..~~~~ :lt o1l·~urac~·. 

IJillkultics in power flow solutio'ns witl, ~unvcntim~:t! .:quiva· 
lc11ts an: manifcslcd in thc following ways: 

J.( 1) The solutiün mclhod fails to convt:rgc ultlhlugh u 
solutiun exists. 

(2) Tite m~lltod converges to a physical!y una..:..:cptablc 

solution. 

(3) Tite mdhod converges lo tht: dcsirc:d solutiun bu! it 
takes mure titan ti!<: usual munbcr ot' itc:rations. 

(4) The :1ccuracy of the solution is utw..:ccptablc:. 

These uil'fil.:ulties can bt: mitigated toso me extl!nt by Ú;utsfc:rring 
cert;tin critica! I'V nodt!s t'rom sd C to séts A or /J. !f too muny 
PV 110des un: rdained, it largcly ckfcuts the purpose of havi11g 
tlll! l!quivulcnt; if too fcw PV 11odcs are retaincd, t!lc dil'fit.;u!tii::s 
pcrsist. lt.l.:ntil'it.:;~tiun or tht: critica! PV lllllkS tita! shou,kl be 
rd<tined dcpcnds un ~xperiencc. 

In .:ertain applications it wquld be pos:;ible to eliminare 
'"""Y more noll~s of any of thé thrce '!y pes if it w.:re pos~ible to 
monitor tlw effects of the subsequent solutions upon them orto 
modify their 'given conditions in accorchtnce with problem 
requir.:ments. This cunnot be done with tho convcntional 
t:quiv;llcnt b~t:ULISC the identity Of elimina!éd IIOUt:S ÍS lost. 
Accuracy is poor bct;ausc the equiv;tknt inj.:ctions ut !he 
boundary nodcs du not adcquately n:fkt:t tltt: inrtu.:nc.: of !he 
t:litilinatcll systern. 

Anolha def.:d of conventional equivulcnts is tlwl they do 
nul preservt: the power input-output rclation;\lips for lht! total 
network. In rnany applications it 'is desirahle to b.: ;~blc to 
determine the total system losses as the. nlg~braic sum of th.: 
compléX power injcctions. Althongh the pow.:r nows anu !()SS.:s 
in t!te branc:h.:s of [YAA] and [rn11) ar.: th.: san1e in. the 
t'<]lliValt:nt HS in the ful! System for !IW b;ISl! CaSé, the IOSSt!S Íll thc 
fictitious brancl1cs of [Y8 11] an:. not th.: sam.: as in tl~e 
elinlinatcd network. The ickntity of gencration and load is lost in 
the ec¡uivalcnt. 

RE! EQUIVALENT 

a. H;1sic Develupment 

' The RE! concept can b.: explained with sdt.:matic cliagrams. 
Fig. (la) shows a network ata known operating point with a set 
of N active nades, having complex powtr injectiuns S¡. to be 
made into an RE! equivalen!. l'he first step is shown in Fig. { 1 b) 
wht:re an REI network is COJII!Ccted to the N nodt!s. Thc: RE! 
n..:twurk has onc active node R, witlt inj.:ction SR, in aJditiun to 
tite N nulks conne..:ti11g it !u th.: origin<~l ndwork. At tltis point 
tite !~El nctwurk has no specific inkrnal stru..:ture, but it is 
.t:iSIIIItl!d to be cotnposed of ·passivc lint:ar elcmcdts with nu 
..:unnt:..:tion to ground. Tite inj~dion SR li!ll>t Ut! cqu:d tu the 
;!lgchrai..: sun1 or tlt.: N known in1..:Uiuns and tite R El n.:iwork 
mu~t ltav.: Zt!!'O rt::!l ami rt:a..:tive power los:;es .. Th.: powcr fluws 
frum lile RE! network intq tite N noJ.:s of th.: origimlndwork 
must nwtdt tite N origin:tl injt:ctions·, the rh11k voltag.:s 1'¡ musl 
a!"' be the satne ;~s bel'ort:. Sii!L't! tllc N·conn.:..:ting nod.:s, ;t~ wt.:ll 
as any hiddcn inkrn;tl nodt!s, are: passive, th~y c·an ;¡ll bl! 
dtntitukJ as shown in Fig. (le) witltv:ot. :tffedrng the ..:unditions 
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~,¡ rc''""inin[\ lliHk, uf tll~ ori~i11.1l nctwork. SiJH:c SI< r~pbc:cs rile 
,\ ,,.¡ 1~111.d injcdi"'"· tl1c t>rigi!J;Ji puwcr input·olllput rcl~tionsllip 
Í'\ prt:'\L'I \1..'\.1. 

r s,.-.. '11 

m -} SU8S~ r j S¿- o-- -OHIGINAL- ÓHIER 
o: f'.J NE IWOHK- +- ACfiVE 

i (Nl - ...., .,....._ 
NlJll(S ! V: - ,NODES 

l Sry-

(hl 

(e) 

Ftg 1 (,¡) Urigilwlnt'IIVurk slwwing gruup of IUJI!t:s .fu be made 

int" ~.¡ttt••a/ent. { h) NF! 1/I!IIVurk cullltt:Cicd tu urigillalllctwurk.· 

(e) l.'<¡llil'<Ji,·nruelwtlfA. ttjl.:r diminatiu11 oj'¡u1ssi~e nudt:I. 

iH< 
REI 

NEli"IORK 

111 . -s, 
v, 

{NI 
-srv 

(b) Vry 

1-'ig. -'. (,¡) J< ¡.;¡ ue/ll'ork witlt km)wn tt·nnina/, 1•alues. (b) Star 

cull/tgur.t/i()/1 of U 1-:1 1/t'IH'urk .\lttJI.-i!lg hrunclt tilll/11/ hmces. 

hr,/1/t !1 ¡·urr•'IIIS with li.\Stllllt'tl ¡;ulwt!t•.'.~ tlltÚ otltt:r c/erh>t:d 

lJlhll_lfillC\'. 

l'x<.:ept for sunlt~ Jcgcneratc l'ilSCs uf no pr.ll.:ti..:.d i111por: 
lance, iris always pussibk tu .:stublisll an I{I·.!Jh:tw.Jrk tk11 will 
s;lli¡fy lhc fnrcguing c:onJili<lllS. Fig. (:!a) sllows tllc gclll.'r;d c:asc 
f..>r• ·~lit REI netwurk. of N noJcs whosc powcr i11j.:.,:tions 
!dirc<:tion rcver,.:J) und noJc voltugcs are ubtailll:J fruJJJ tllc 
solutiun of a sp~dfi~ nctwork probkm. Tite RE! ll~lwtlrk Jllust 
s;ttisfy th.:s.: known <.:ontlitions us its t.:rminals. Th.: star 
c:onfiguration of' Fig. (~b) fullills thc r~quircm~nts. lt hu~ onc 
intc:rnal passive notlc G whost: volt;,g.: <.:an be a~sign~J :111 

arbitrary value. Dimo ulways lets V G =O, but a mur.: general 
for111 of th.: cquivuknt can be obtained by allnwing V e; lo 
a>Sllllle othcr valucs. 

Ead1 curren! injcdionl; ilito nodc i must be 

1; = s¡¡v¡ 
Thc <.:urr~nt IR entcring n·ode R must be 

N 
1 = ¿ 1 
R 1 = 1 ¡ 

Thc complex powcr injection SI< is required to be 

N 
SR = ¡ ~ 1 S¡ 

Thc voltage VR mus! then be 

VR = Su/IR. 

1 f l·:c =O, the branclt admittanccs are 

Y1 =- I¡IV; =- Sji Jv1 J2 

YR = lu/VR = S¡iJI ~R~2 
lf V G *O, the.branch adrnittances are 

1¡ !U' e-· V¡ ) 

ln/(VR- Ve) 

(10) 

( 11) 

( 12) 

( IJ) 

( 14a) 

ll4b) 

( 1 5a) 

(l5b) 

Nott: that Ec¡s. ( 1 O¡ through ( 13) (lo 110! depcnd on tite tupology 
. or branch atlmittances of the configuration <.:hosen. Eqs. ( 1 4) and 
( 15), of course, apply only to !he star cunfigurution. Bram:h 
curren!~ do not llave tu be computed C!(plicitly. 

b. Propertics 

Since the notlc G is passivc, it can be diminateJ wilhvut 
<.:hJngíng ·!he krminal condi!ions. lts elimination 'results in a -
m.:slt ndwork in whi~lt tite N wnn.:cting notl.:s and tJ•)de R an: 
fully inlen.:onnccted. lf N is I:Jrv,c this st:Jr·tcrmesh convcrsion 
c:11i greutly inc:rcase the numbcr brun..:hcs in t!Je cquiv~lcnt. As 
will be expbinecl, in some upplications th.:re is 110 rcason to 
elituiuate the 11ude G unkss or until it is at.!Ya11lageous in th.: 
str~tegy for con>crving spJrsity. Por othc:r applicarion:> it m;,y be 
no::~cssary or dcsirabl~ to ..:linJinate node G. lf the IZEI·~·ltliV~Icnt 
is based un Vr; =U, Ve will always be <.:lose to zem whcn 
prob lclllS are sul1'c:d. ,using t hc c:q u iva l.:nt. S in ce s<>rne i tcr:Jt ivc 
soiution metlwds tlcpc:nd 011 nodt! voltagcs being, llc'.tr tu their 
notnin;Ji valucs. tiJC n:lt!ntion of nuJc C fur appli.::~tions using 
thc>c rncthoJs muy cause t!iffi..:ultie>. lu· t!Jc e:-.~mp!c-:; in this 
p.,p.:r noJ,c Gis eliminatetl. 
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¡,r,nikly 1110111)' IU·I ctpliv:dcnts ..:uuld he dcrivcd fron1 lile 
,(,¡[ L<Jili'i¡:ur:iliun hy lile t'recd<JIII or cltoic~ or V(;• Une cas~ ol' 
P""ihk llllcr<.!'l. b wl!.:n l'r; is 'd cqual lo Vu. lt' tl!is is done, 
!lit! J.ran<.:!l 1{(.; has j¡¡filllic adll!iii<!IIC\! and, i11 effc~t, VillliSIJt:S. 
Any ~dv:llll:lg<.!, ut tlii:; 'I't:t:ial t:as.: liav~ no! b.:cn investigated. 

lnt'init.:ly many tupologi..:al <.:onfigurations wuuld abo fulfill 
tlt.: IU.I r.:quiro:ments. lJut sin.:<' al! t:on!'i¡;urations would b.: 
r~t.fu,·ihk l·u an N+ 1 notk mesh cquivaknt. there is no re:1SOll to 
.:unsiJ.:r o.:unt'igurations more L'Llnlplk:ikd !han tilis mesh.· 
Wh.:tltcr all}' lll<.!Sh tk1t would not be tlt.: rcsult of elimin"ting 
ll<Jlk e; o!' ti! estar wuuld. b~ ot' any use has not been ii!Vcstigated. 
In this pape~ the star configuration is assumed. 

Since the admittanccs ot' the RE! ndwork úrc i'unction, 0f 
ti!..: opcr:.ting puint or tl!e 0riginal ndwork ami the choice of 
Vr;· [1·;; 11] uf Eq. (5a) hecomcs a l'unction uf lhesc same fadors 
\'fht:n t11c RE! approach is used. Tl!e accuracy of tl!e REI 
cquivaknt JercnJs in [Jart on liow t:lusdy tlic computcd values 
or lh ;,tJ,uittanccs i!ppruxirnate tl1c v<ilu~s t!1at wo11ld givc cxad 

results' i11 c<~.:h problc:m for wl1ich lile equiv<~knt is uscd. H wuuld 
b.: ck>ir;thk to knuw itow tl!c clloit:c uf V e aiTe<.:ts tl1t: 
pcrl'urnl:rnc..: o!' tlt..: cquival<.!nt. Tllis has kcn c.xamincd tu sume 
cxkit! c:xp..:riniellt:dly but not allalyti..:ally. 

f:xperim.:nt as well as rca")ll indica tes that V G =O is 
prob:.bly the optinltllll d10Í<:<! fur mo't power nc:twork equiva· 
lents. Wh<.!n V(; = IJ, 111.: vaiLI<!S of thc br;tl!<.:h <~dmittu1ices Y¡ of 
thc 1{1-:1 nctwork ;m: !he same as thosc o!' 11!.: slamt adrnittances 
whic·h rl•pl:i..:e node i11jcctions. This c:~n be scen by comparing 
h1!>. fH) ;_111d ( 1-1:1). lt is wel! knuwn tlr:1t lile equiv<~lent shunt 
<~dnlitt;nt!-'e. is ;¡ goud <IJ'Jli'O.\illratioll for tlle nodal puwer 
illjL"..:Iillll h<.:o.:<~use it ¡, sensitiVL! only tu L'lw1ges in nude voltage 
llla¡.:nitudl'. lllll <lllgk, ;111d th.: voltage nr;ig11itlldes renrain 
r..:l.ltiv..:ly t:on,l;llll in rnust powcr nelwurk prublcms. This sanie 

r~.·:.,uninl.: applit.:s· to tl1e clwio.:c ol· V(;= IJ l'ur th..: !{El cquivalcnt. 
11' V!;= O, tl1t.: bran..:l1 ad•nilt;~n~..:s or tite RE! 11t:twork ure 

I'IIIIL·_ti~.rll' u!' H>lt.1gc !I!Jgllitudes only; il' VG o¡, U, they are <ilso · 
i'tlll~tillns 1.11' vullage <lllg!.:, wllicl1 tend to ..:l1ange frorn caseto 
e;".: . lllurc ·lk111 tl1e nl<~gnitudes. · Nevertllekss .. tl•erl! may be 
applit::1tio11 or prubkms where tl1e cluJic..: ol' Ve;* O is better. 

'i'l1c ut11er qtr:111tity of importance is Vu which is u current 
wc:ighted average uf tlle N nodc vo!Ugcs \O whidt th~ RE! 
nctwurk is cunnct.:ted. Tllis vollage is physi..:¡dly meaningfLrl und 
i11 using tllc cquivalerH in subs~qucnt prohlerns it can be 
monitLHL'd ur adjustcd inmu..:h tliP s:11ne w:¡y.as tite volt~gc ofan 
adu:d 11udc. 

Tlu: I~U cquiv;dcnt c;Jil be uscd in 111any Jiíren:nt powcr 
sy,knl applit::rtiono; su•n.:· ur witich hav<! alrc<Hly hc:cn implc­
rn,·nkd but rnust ol' wllicli are still >p~.·culativL'. (Jnly a !'cw 
sugg'.!sti,lllS ..:•111 bt: gi\t:ll lh.:.rc. 

TI¡,· ilUdes tu be: .:li111Í11alcd :1re orgJniud into groups 
:t~.:cunl111g l1l !'!UIIú: crit~.·ri;.¡ itnd ~.::~t.:h gtllup i~ cumhinl.!d into a11 

1~1.1 nudc. As ;rn c:-.tr<:lllc ex:11ttp!c, :ill o!' t!ic unmcdéd active 
Jl<H 1.:s i11 a11 <:llt11c n<:tw<~rJ.. could he i:u1nbin<.:d intL> onc RE! 
•.:quiv.d.:nt. [\Jure t~:pi~.diy lit~ llllllll>.:r o!' 1{!:1 L'íjtliv:ilcnts in a 
Pdwc·r ndwurk migl1! r;nlt~c· bctw,·ell lO :11td [(JI), The grouping 

~rikria wuult! I!Orlllally be based 011 fum;tional sin!ii.Jfity of 
nuiks. Fur cxamplc, in tite simu!ation or clct.:tromc..:liallit:al 
dyli:unics, nod~s rcprcscnling machines whosc ust:i!latÍL>ns wcrc 
kn•~wn to be approxi1natcly cohcn:nt would be' wmbin<.:d into 
on.: !~El nocle. In ·a powcr llow rroblcm nodes of th.: s:srnc typc: 
wuuld be groupcd togetller. As will be: shown. spar;ity t:fkds 
must also be taken into account along \Vith fundional >intibrity 
ami otila problcm rclated t'udors in grouping nod.:s. Prorcr 
grouping uf nodcs f0r RE! equivalents is an importaut sub­
probkm rcquiring more study. 

RE! equivalt.:nts can be used in conjunction wilh conv..:n­
tional network r~dudion .for elirnination of aclivt! noJ.:s, sonw 
nodcs bcing llamli.:J by tite RE! scherne, others by thc 
convention:rl scheme. However, when· active nodes ar:.: climinateJ.I 

by the conventional scheme, their inje..:tions will l'e Jistributed 
to tl1e R nudés us well as to the normal boundary nodes of the 
cquivaknt. lf t!te G nudes are retained, the injections will be 
distrillLrted to tl1em instead of to' the R nod.:s. In either cas~ 
tliese distribLÍteci' injections must be tak.:n into account propcrly 
in using tll..: equivaknt. Also, wh..:n combined with tllc cunven· 

tiona! scheme, sume of the advantages of th~ f<.U approut:h an.: 
.!iminislted. 

lt is possibk to hav.: one group .l)f nodt:s wnnectcd to two 
.. r more REI networks ea(h having a diffcrent innucnl:c or 
t ,mction in thc probkms' to be solv'ed with the cquivah:nt. For 
'"'amplé, tite real power coulcl be supplied thro.ugh one' RE! 
n·;twork ancl tlle rcactiv) power tllrough tht: otha. In a 
úc..:ouplcd sólution sch..:me the cquiv<~lents for ead1 dccoupled 
p.1rt would not llave to be the same. In sor11.: dynamic prubkms 
" :.:re tlie load behavior al each nod..: is divitkd intu· parts, lhe 
p :rt"s wuld b..: scgrctated !1.1 scparatc IU.!I cquiv<ilcnls. Th~><: ar..: 
u dy suggl!slions or po,sibilitil!s; tlteir pradical advantag~.:s h;svc 
r.·t been cxplú"'re<J:' 

Although !he R notles are fktitious, tltey are physicany 
li•C(IItingful. In subscc¡ucnt problems !he depentknt v:triahh:s or 
l'•e R notles can b~ monitored in much the same way as th.: 
•ndividual t!l1minateJ nodes whi<.:h they collectivdy rcpr.:scnt. 
·;he ·ind.:pendcnt variables at the R nodes can bé dtunged 
,,c:curding tu. conditiuns monitored during tite problcm solut.ion 
•Jr according to problcm r.:quirements prior· to solution. The 
,,bility to control the indept:ndent vari;~bl<!s at th.: R nodes and 
t!l.:réby approximate the .samt: control at the eliminatcd nodes is 
a unique advantage of tite apprc.J::h 

SPARSITY ASPECTS OF RE! API'IWA('ff 

\\ i1en cunvcntion:rl m:rtrix methods are to be used, the 
obj~ctive 0f netw0rk rctlut:tion is to clirninate as many nmks as 
possil>lc:. Whcn ~parse matrix mt:thods are to h¿ used, !he 
objective of lh.:twork rt:duction is to l!llhancc: lit<: sr<~rsity 

cxpi<Jitation of the n:sulting· equivaknt. Pr:Jt:tkul suhoptimal 
tr:.kgics fur .spar,ity enh:~nt:t:rnent in network rctluction luv.: 

· ecn lkvelopcd :1ntl used for severa! ye<rrs') Ndwork r~dw.:tion 
· :>c!r is· impléiuc.ntetl with spar.sity tcclwiqu.:s and tlt.: matrix 

:tv•:rsions illllicall!d in Ec¡. (4) Jre uscd only for symbüli<.: 

onveni<:nce. Sinc:c sparsity·"ri.:ntl!d nctwurk réducli:Jn has bc:c:n 
.. ovcr.:d ~Js.:whcrc'J. ii will bé r~view.:d only briéfly ha,. 
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~UMiHR OF NOOES ELIMINATED 

K 

Fig J. l:jj~·ci uf 1/t'l\vork ret!ttcJioll un 1111111ba uf nodt!s plus 

blwtc/icx in rcmuining nr:I>Vork. 

lkf'ure perf'onning" spar,it~·-ori~nt~J n~!work: redudion it 
is nece";¡ry !11 divide titt: nodcs of tite network into two seis; 
( 1 l fi<Hk, rl¡;¡t lll\ISt '!Jc rd;¡iri~J and (2) noJcs tl1;d rnay be, but 

du nu! ncccS>Mily llave tu k, elinllmtkd. H titt: nodt:s ofset (2) 

are clilllinatcd 111 a sp,¡r-;it~·-dircctt:d ortkr, tht: dlr.:ct is t:k!rac­

tni,ri..:.dly as Jndi.;;Jtt:d in l'ig ( J 1 in whid1 !!1~ numbcr of nodt:s 

pi'" IH"IIdlt:S i11 tite n.:twork is plottcJ as u fuJh;!ion of tite 
lllli!lhcr nr IIUtks ciirllinatt:J. As tit~ rt:dur.:tion pr<lt:t!t:ds, !he total 
llllll\llt:r of nodcs ami branr.:itt:s, wlrid1 is u meast'Jrt! of titt: 
r.:urnplll;diorJ.il Ullllpic~xity ol' tite nctwork, d~crcases until it 
re:rdi~S" lllÍIIilllliJn (point LJ. !hen it incre;¡ses until al! of sct (2) 

is t:liininatl'd (point J¡ .. Jf tltt: nctwork rcúuction i:; stopp~d at !h~ 
miniiiHJI1!, !he: rcsulting ~qlliV<~It:nt will be nnH;it better suikd for 
sp;¡r,ity nll:tliods. NULks rcll!<tiniug in st:t ( 2) (bctwccti L and ]) 

;¡[ 111~ nlinillllltll point urc n.:t.lin~:J ~long witli till' nodes of sd 

( 1 J ( hctw~~~~ 'J antl K; tu cnkllh.:t spar~ity. 

Sin..:c t!1c RE! ndwurb.bc..:ome a part of !lit! total ndwork 

bcfctfc' rl'tiu..:tiun, [J¡c WJY in wilicil nodes ar~ groupccl [O 

c~t.,hli>li t[1~ J<L,! nctwo1b Gil! havo; a significan! in~'lu_ence on 

llll'·,p.~r;,ity o!' tl1~ fin~! cquivJ!ent. Attcr titt: RFI nctworks hav~ 
b..:c'11 <rdckt.!, tli.: nt!twork rt!ductiun is no diiTt!rcnt tli;u¡ for any 

ull1~r prul.rlctll. Tlicrdclfc, !Iic. S!rategy fur sparsity cnkJn..:crncnt 
o( 111~ IU:I ;rppro¡¡ch 11111s! be appli~tl in lile gro11ping of nodes 
r,,r: lile RU cc¡uiv;dcrll>. l11 grcHlping tite nodes, functional 

sintibrity a11tl sp;¡rsity ei'i'er.:ts mus! bot!1 be ..:oiiSidacd. In soml' 
r.:;tse~ tliesc twu l';~..:turs ..:an be ¡;onsllkrcd indepcmkntly, but 
mur~ ol len ¡J,cy conr!id ~mi a cornprlllni;;t! ITILJSt be established. 

' . 
. From tlle standpoint of sparsity tht: gro11ping of nodes for 

J{!-.1 cquiv.dcHtS s!iould be b;ISl'd on l<>pologically wcakly coupled 

,uhndwurb ac..:onling to tlil' s;nn~ pnnc:ipks t!tat shou!d b~ 

uhst!rvcd in ordin:~ry sp;¡rsity-orienkd rcúuction 9 Ea..:it weakly 

c'ullneckd Slti•n.:!wurl. rc·cognit,:d hy liJe sparsity str;¡kgy ..:an be 
c•Jilllt!C,~ct! tu (Jill' lif II!Ofl' 1{1:1 lld\vurb, ltut <rn RE! ndwork 

'''""''! 'n"! !h: e'!;ihli,lrcd wliit:IJ w·ould ..:onn~..:l two oth~rwis~ 
..... rUy \ull!lcc'led 'ubncfw,n!..,. '1 !mis p;lrlit:LII.Jrly i111purtant ii' 
r:,\.· t; lH.lLl· . .':i .11·~ tu hl...' c..:!!IIIÍllJfl.!J. 

,. -·~¡ 

1 
J 

(e) 

Fig. 4. (a) Main nt:JIVork A Wilh subne{lvork 8 whlch can bt 
climimaed. ( b) Co111:ection uf RE/ nctwork. 10 ~t!lectt:d auive 
nodes of B: (e) Sirtwlion u/r~r e/iminaliun of passil'e t!Udt!s. 

(tl) 

Ftg. 5. ( aJ Muin ncrwork A witlt radial/y connt:clt'd ~mbm·iwurks 

H uml C connected wger/Jcr tftru11glt un U El n~:twur/,. (b) Sittw· 

riun ujier elilllinution of ul111odes ufJJ uml C. (e) SamL' sÚwlli1111 

as (u) /na IViJit <'Ucit suhJI(:fwork c:onJtt:cJeJ Jo a St!f>LiratL' IU:i 

llefH'ork. (d) Siruution of ( <) ujier eliminaliun uf u/1 ncult'S of /J 

clllcl e 



Th..: id..:a can b..: ~hown ,c!JI.!JiliJtit:¡d/y. l'i¡;. (4;1) siJows a 
,uhndwurk A, w!Jich is tu b..: ri.!Liined, illld '! suhndwork Ll, al! 
II<Jtk' ol' wiJi.;il 1nay he o.:IÍlliÍnakd. Suhnetwork Á is t:onncctcl) 

'" 11 al unly tl1ro.:..: l><>tllhbry nutll.!,. Fi¡;. (4h) sl1uws '' sclcdcd 
gruup ol' llütks ur ll cUIII\O.:ckd (() ;11\ !{El ndwurk. Fig. (4c) 

,!J,l\vS tl11.! rcsult ~rr.:r elilllill.lting al! nod~s uf sul.llidwork U and 
r..:t.lining only notk 1{. lf tl1c nodcs of B liad be.:n !!liminat.:d by 
tl1e .:onv..:ntiunal llld!J,,d uf Eq. (J). Íhl.!rc would havt: b.:cn 
addcd, al ntust, only tllr.:.: equivalen! br;Hlt:hl.!s intcrconnl.!cting 
th..: thrcc houndary notks. Wit!l thl! REI approach three mort: 
ur.llll'llcs are nccdcd tu t:<Jiln.:d nodc R to thc bou11Jary nodcs. 
.-\hu tit.:rc is tite additiollal nuuc !{. 

Tite way in witic.;it sparsity can be 'acrifit:eJ by cstablishing 

"'' KEI l!quival.:nt tila! wnnct:ts two subndworks is shown in 
¡:ig. (5). Fig. (Sa) silows two subnl!tworks ll and C each 
c.;unned..:d tu thrct: dil'krcnt buumiJry nmks of nctwork A. lf 
lllldcs fn.JII\ u illld e ilrl.! WilÍICt:!cd lo Ul\1:! R El ndwork, thcn: is a 
l"'lt.:lllial fill-in of ~ 1 l>ri1111.:hes as ,iJ,Jwn i11 Fig. (Sb). lf a separa k 
1\1-.1 11c·twurk is esl¡d>IJSlicd fur eacil suul\ctwork, ¡¡s sitown in fig. 
(Se· l. !IJ<: putcntial fill-in.' as shown in Fig. (5d), is only !2 
brunt:lit:S. Almost !l!t! Sillllt! ..:ons.:rvation or sp;¡rsity c.;ould have 
b..:..:n a..:hi.:vc:t.l for tlw single /{ t::l .:quivalcP! if its nodt: G has not 
b..:.:n <:liJninateJ. 

(a) 

(b) 

/)~. IJ. (,¡} ¡:IJI/f .w/Jiit'/ll'orks \VÍ/iJ 'Rfc/ m•/IJ'CJI'I.S CUII//t;Cinf /u 

_¡cf,.;.¡,·tl nrnlt'.1 uf mclt. (h) SiltiUIÍ"II ujier elimin<IIÍUIJ uf u/1 b111 

1/ic· lwlllfli.lfJ' nurlc:s U JI(/ R Iludes uf !he 1< lc'l 1/t'/1\'urks. 

As shown in Rc:f. [91, if al!· nod..:s of a subnl!!work ¡¡r<: 
clirninated. thc poknti:li fill-in is an c:quivuknt brant:l1 conncct­
ing c¡¡ch bounJary no de tu cvc:ry ot hcr bml!lliMy no,!'..:. Fur M 

bun,idary nudc:s tl1c llJaxinHIIII fill-in is (¡\/2- ,l/J/~. hut "11n..: uf 

th..:s..: hraJH.:h.:s may alreauy cxist so tht: nd fill·in is usu~lly 1..:». 

lf un RE! m:twork is c.:onneclcd toa subndwork that has been 
properly idt!ntified by· the sparsity logic, the bound:Hy nod..: 
fill·in is tht: samt! as for convt:ntiollal ndwork redlll.:tion, but 
thcrt! will be¡\/ aJt.litional bwnches ..:unnectin¡¡ tht: ,1! buumbry 
nodcs to the no de R or G. Note tha t the numbcr of brJn~hes to 
R or G in the final equivaknt is M, th.: number of buunuary 
nudes, not N, thc number of origin:JI connccting nmks. Nutc ulso 

· that wht!ther tht: node G· is eliminatcd o:r not makes very lit ti..: 
diiTcrence unlcss the RE! n.:twork involv.;s two or mure 
subn~tworks. For eaclt node G ·that is npt eliminated thae will 
bt: on~ additional brancl1 RG and one additional nade R. Sine~ 
th.:se brall(;hcs an.: radial, tht:y will cause no fiil-in· in t lu: sparsl! 
tria11gular factorization of tht: equivalen!. That: are situati.,ns in 
which retaillillg nodc G cnhanc.:s sparsity ami othcrs in which it 
is bctter to t:limi;wtc it. 

The aim of the str<~tegy for selecting RE! nodes shoult.l be to 
avoid joining of subnt:tworks as much as possiblt:. A ·simplificil 
ex:unple is shown. in Fig. (ó). Fig. (6a) shows four subnetworks 
with five RE! nctworks. Fig. (6b) shows tlw situatiun aft.:r 
climination of al! a.:tivt: and passive i11tcrior nodcs (not shown), 
conncdi11g nodes ami G nudcs; only th..: R not.l.:s ami buund:ny 
notks of tl1c subnctworks ¡trc r.:ti.lincJ. C'tHIV~lltional nctwork 
rcduction lws b~cn .wmhined with thc RE! üppruach. Th.: G 
nod~s wtre t:liminatcd bt!t:ause thcre was no advantage from tlw 
standpoint of spilrsity in retai11ing thern. 

Logic for automatic grouping of nodcs for RE! equivaknts 
¡¡ccurding to functional sií11ilarity is straightforwiird. llut tl1e 
n:quiremcnt tÓ 11;-~ke grouping compiiliblc wirh· srarsity •is more 
difficult becausc the problem of identifying we<Jkly COIIII~c:tcd 

subnt.!lwork> h<~s not ~~~~~~ solved. A sparsity-dirc~tcJ orckring of 
thc no,!es prior to estublishin~ tht: RELndworks can b~ h<!lpful 
in illentifying subnetworks. In the BPA appli~ations tht: input 
d.1ta is always codcd by control are;~s whi~.:h appro.ximatcly 
cunform ro thc t:riterion of wcak topologi,;al conn.:ctivity. _In 
.:stablishing !he Rt.::l grouping~.·thc logic restri~ts cach fun,;tional 
grouping to only one control arca. for most. puw..:r. system 
prubk111S the nurmlllclata ~.:oding·providcfsu!Ti.:i~nt du.:s to tlft: 
nl!twork topology for lllll purposcs of :;parsi ty t:x ploi taüon. 

DISCUSSION ANU CONCLUSIONS 

The merits of thc R El approach ha ve be en cl.::i.lrly cstah­
lished in largc-s..:alc practica! applic¡¡tiom in [uropc ;~nd thc 
U11itcd Stat.;s. lt app!!:Jrs tu uff~r advantages as a rcp!.Jc:cm~nt for 
COllVCIJ!ional lldiVUfk reuuctiun Sdi<!JileS llllW widcly U,úl in 
most power sy:;tcm appli.:iítions. Fu.rthermorc:, bc,;;,tisc ot' its 

unique properties it cutdd open the way for n~w ;~ppiJ..:atioiiS of 
equivalents. 

Critic;d cxarnination of the RE! approach reveals it is nut as 
·silnpl~ as it first >ecn:s to b~. l'rcsent knowkJgt: c:uuccrning its 
pcr!·orrnance is l;~rgcly empirical and b;¡scd on rclativcly ft:w of its 



tll.•''Y pu,sihlc ;opp!i.:aliuns, lis pro.:s.:nl ;opplil:atiuns in puwcr 
f111w ;oud lransicnl sLol>ility havc IIOl bco.:n p~rfo.:c:tcd ami 
signific:onl irnpruvcm.:nls arc still cxpo:cku. 

Tl1~ !Jrgo.:nt 11c.:d ror bctlcr powc:r H<!lwork cquiv:rlcnts and 
tloc r.,\ur;o!oh: rcsulls obr;rincd witlr tire !{El cquivakrH indit.:;tte 

· th.ll 111urc r"searclr a11u dcl'cluprucnt work slrould be dt:vutt:u lo 
it. lile I{L! cquivJicut sliould be studieJ botlr theoretically ~nd 
c"pcrilno.:nt;olly and .:urnp;1rcd witlr altcrnati'vc approaclrcs to 
puwo.:r 11o.:1wurk cquivalcnts. Tire papcr suggcsts sorno.: of thc 
tupics t!l;n slrou!J be wmidcrt:d in such invcstigations. StuJy of 

' tite R!-.1 equivalen! wuiJ be undcrlak..:n as an imlcpcnJcnt 
r..:scardt prciblcm or tn:;qcd as a subprobl~m of ¡¡ particular 
apploc:otio,o. 
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ADuracl • An· equ1valen1 model for e~ternal systems lo Le used in on-line 
conlingency studies is presented. The eQuivalen! uses 01mo's fiE 1 net·Nork re­
duc!iori technique togethcr w1!h a melhod lor !rac•1ne on-hne •nrec11on and net­
work cnangcs in t~e externa! system by moddy1ng !he para:neters ol the equ1valenl. 
This 1'"portan! character1stic results in a 1erendable equ1vatent w'1th excellent 
response al a:l operat1ng points. 

Another importan! aspect of lhis paper is !he facl thal for !he first time !he 
testinf of on-l1ne equ1valents 11 carried oul 1n a real-lime environment rather 
th~n under simulated condlflons. The response ol !he equ1valent model proposed 
herein !o the ou!age ot a ma¡or 765KV CIICUII 1n !he AEP System 11 repo:!ed and· 
the resu!ls prov1:ed by !he eQuiValen! are col'lpared lo the resulls prov1deC by !he 
AEP S1a!e Est1~ator. The re>ulls obla1ned w•lh !he model presenrea 1n tn:s paper 
kre super1or lo the results ob!ª1ned with other equ1valen1 models. 

INTRODUCTION 

Agreal deal of atlention has recentlv been gíven lo !he problem of o~taining 
equivalents of ex:ernal syslems !o be used 1n !he on-l1ne stat1c secu11ty a~alys1s 
ol interconnecled ~ower syslems. The need lor these equrva.!enls resülts from !he 
·tacl tha! al a parlic~'ar power system computer ·mondo11ng lac•ldy or control 
cenlel; very little-if any-real·l•me data lro:n t~e externa' syslem 11 avai!able. 
Al!hough lha recen! tenaency •n !he e!ect11c ul1!1!y industry has been to, favor a 
more active interchange of data between neighbo11ng companies, 1! does ncl seein 
leasibl~ t!1al co:;,p!ele Cala ~;¡ses- sur.h as !hose ·requ1r€d by, lor rnsta,,ce, a 
state estimat'ion based mon1tor•ng systern -wdl ~e ava•lat;le toa particular control 
e ente~ in lile near lu!ure. Sy'stern secu11ty prob'ems, nevcrtheless, are be•ng ,feft 
with more and more inlenS1Iy 1rnpos1ng a tremendous burden on 'Doth the system 
a.nd !he operator. Conse~uently, ,¡ seems thal the only viable a!ternatlve.avail­
able loday lo !he control c.enter d~s1gner IS to torgo !he poss1bility of bas1ng lhe 
c~·signon'he use ofreál·tlmelnfcrmar•on from !he edernal syslems and concentrate 
on'-óevelorine equivalen! m.odels ot !he ex1ernal system tha! respond !o both 
interna! and externa! network and 1n¡ect1on chang1ng cé•nd1tions wdh suificienl 
accu;acy toi dec1sion makrng •. 

\ 

T~oi approaches. hcve been suggesled for !he dt)fermination ~~ externa! 
equivalents. One consrsts of !he so-ca!led topolog1cal equ1valents of !he Ward 
type (!,i) or !he RE! equ1valent type ~3-6;, whereby the equ•valenls.are ob· 
tained, c(f,fine, USing Standard net .... ork reduC!IOO lechniQUCS and faler COU-Ied lO 
!he. inler~al s·ystem lo be used lor on-l1ne calculatlons. The second ap~roach 
consists ol !he on·line délermination ol an eQUivalen! of the Ward type by using 
!he' real-time measurements as 1nputs toa pararneler es11marron algorl!hm ~7.8]. 
The former' me!hc.d requ11es !he knowledee of at leas! a base case systern condilion 
for the e/r~rnal network. in thai approach, 11nce !he eotulvalents are calculared for 
1 partiéu:~r base case operat1ng cond1!10n, they fa!l lo reflcct !he conl•nuous 
cha~ges í~ bolh 1n¡ections ~nd n.étwork cc·t1gurat10n lhat take place at al! times 
in the pbwer system. 'ne on-trne equ1valent model, on !he other hand, has the 
adva~lage of a!te:npl!nf lo rdlect curren! operat1ng cond111ons thal are manifcs·t 
in th,e available measureme11ts; however, thrs typt! ot equrvalent, beíng of the 
lard'lype, fails lo provide an adeGuate measure ol react1ve supporl lo !he nelwoik, 
aside from !he inherenl computallonal d1lfi~oJII1CS of !he parameter estimation 
al¡crithms so far pr:posed [ 7,8 J. 

lnthe lighl of !he above discussion,an 'llprovecl externa! equivalen! modeling 
techniQue. that overcom~s many of the liml!atlons of p;ev1ous\y reported mett1ods 
is pres'ent~d in lh1S paper. The new method essent1ally benef!ls from the advan-
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tages of bolh the topological and on-l1ne eQu1valencrng approaches. 11 c~rr~1nes 

an off-l1ne topological eQuivalen! of the D1mo REI·Íype wdh on·l•ne teCMIQces IJr 
updat1ng the pararneters of !he equrvalent. In th1s way •.1 rs poSS10ie le r:flecl 
both externa! system 1n¡ectlon and netwcrk changes as .,el! as any ,,.~Cel•n;; 
etrors that may be present 1n !he base case l.oad flow ccndllrons c~ns1derec '" the 
calculation of lhe off-l1ne equivalen!. 

The pro'cedure. for calculating !he equivalen! co~sists or the follow1ng steps: 

l. Oblain a base case load flow cond1tion.ilf !he interconnected sym.; for 
peak. cond1tions for !he present da y. 

2. Def1ne various externa! areas accord1ng toa ·certa1n Clltellon sucn as 
ownersh1p boundaries, etc. 

3. Calculale a Dimo equivalen! for each area w11h lwo equ1valenl no~es in 
each, one for area generation and one for area load. 

4. Determine unbalances between real-time boundary condilions an;j rhose 
given by !he eQuivalents. 

S. Adjust Dimo node voltages to_ minirnize these unbalances. 

6. Adjust eQuivalen! transmission network parameters lo further m1nrm1ze 
boundary unba lances. 

7. ·Te si for acceplance of equivatents by e~am1n1ng the levet Jf unba!ances. 

Steps 4 through 7 are repeated every .time a state eslimation solut1on is 
obtained. 

Resulls oblained wilh the eQuivalen! under a rei!l-timc testing environ-nent 
are presented in the paper. ·11 was observed lhat !he eou•valent ¡He~ rete~ • ,¡n 

remarkable accuracy the effects vf outaging a ma1or 765 KV fine in the .<EP 
System. Also, by adjusting !he parameters of !he equivalen! as 1nd1cated 1n sleps 
S and 6 above !he equivalencing techn1que 1s a~le lo \!ack chan5ing loa: ~nd 
generation conditions as Yl'ell as any network changes or model1ng inaccurac1es 
thatdo nol warrant recalculatlon of the eq¡11valent. Another 1mportant character•sllc 
ol the eoui'lalencing tech11ique is th~ ab!lity lo de!ect any ma¡or •n¡ect1on or nel· 
work cnanges 1n the e~ternal system.\1 a par11cular eourvaJenl fails the accep:ance 
test, !he corresponding cornpany or compan1es cornp11S1ng the equ•vai1Zed !rea 
may be contacted for 1nforma1ion perta1ning lo poss•Oie cont•guraf,~l1 or !evete 
1njection changes. The eQuivalen! is then modil1ed lo rellect the change. 

In !he lollowing sections of tl:e papcr !he eouivalencing techn1que w1ll be 
described in detail and lhe resutls o/ the real·t1me tests perlorrned w1th the 
eQuivalen! vnll be presented. 

EQU!V·ALOiT MODEL 

The equivalencing technique descr1bed in !he introctuctio11 consists ol, 
essr.ntially, a !wo par! method. In t!le frrst parta topolog1cal equ.valent ol the 
externa! system of the 01mo REI-Iype is obla•ned, olf·l1ne, from a base case 
syst•em condil1on. The second part CGtiSisls ma1nly of on·l1nc tun11ig _procedures to 
corree! model1ng errors and reflecl turren! operat1ng condd1ons not 1ncluded, 111 
!he base case data. 

Given a power system as illusi'I.Jted in F'ig. 1., the following data rs avarl­
able from the base case .load flow sotullon: ·a )lhe comple. voltar,es 111 magnr!"de 
and angle, and !he amou11f of 'r.enet<rl•on and.'or load at. every node and; ~~a 
topolog1cal drJ.CIIpfiOn of lhe net .. ·Grk. Wl!h this 1nlorrnal!on !1 rs possrb!~ lo 
detetm1n'e, ·off·flne, a 01mo RE!- lfpe eqr"valent ol the externa! svstem. Thr. 
externa! s-ystem can be d1v1ded 1n o~s many areas as des11ed lo reflect cr!!el!.l 
such as nternal companv bounda11es. 1i1terch,1nr.e areas or ~e.or.raph1cJI group•nr.s, 
etc., or ,¡ des11ed, !he externa! sysle·rn nodes can be r.rouped·accord1ng lo sp.11srty 
cons1derJiions [4]. In any case, a O•mo llEI_rr,u1valent rs obta1ned lor each are.1 
which cons

1
1sts.cf a r.enerat1o11 nmfe anda load node plus !he •nlerco11nrcl1nr. 

lines lo eac/1 ol the boundaty nodes ~nd to t!:e olhet Drmo nodes. F1g. 7 shows the 
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equivalenllhal wouÍd be ohlarned for lhe power syslem shown in Fig. l. Aner lhe 
nelwork reduclion, !he followrnr 1nforma!ron rs ava!labfc: a) !he comp.lel vollages 
rn mapnrlude Jnd an~le al every n~de rncludrnr, lhe Ormo ~eneralron and load 
nodes; bllhe ~mounl of rn¡ecl,on al every node, whrre lhe [Jrmo rn¡cCIIOns are 
equallo !he scm ol !he externa! arra w1de p,cneralron and toad f~r the base case 
loac liow corrclrl,on, and; ctl~e'lopulo~rcal descr,ptron of bollr !he eQurvalenl and 
the relawrd rnltrnal syslem. 1 he calcutalrons nece~sary lo o~larn !he eQurvalenl 
can be performed ofl·lrne srncr ll'ey only requrre !he rnlorrnalron grven by !he base 
case load flow. T he procedurc drstr,urd so lar correspo11ds lo sleps 1 lo 3 ól tire 
seven slrp logre lo cblarn t~e eQurva!enl g1ven earlrer. llolrce lhal lhe boundary 
mrsmalches J'e, of course, equal lo zero lor !he base case cond11ions. 

EXTERNAL 
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Fig. 1 /nrerconnectec/ Power Sysr .. m 
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Fig. 2 Dimo RE/ Eqvivalent of Externo/ System 

1he second par! ol !he equivalencrng procedure cons1sts of !he coup!ing of 
!h~ lopolog,cal REr eQurvalent to !he rea!·trme lsansm1SS1on network monilo11ng 
syslem. "fh,s sys!em consrs!s of !he data acqursllron and slate esl1malron monitor· 
rnt'acrlr!y. The data prcvrded b¡ !he stale. estimalor consrsls of !he la test comptex 
vollaReS and node rnJeÚrons at every rnlernal nooe 11nclud1ng, ol course, !he 
bou 1•éary nodes). and !he correspondrng network confrguratron for lhe rnlesnal 
sptem. Srnce sys!em condrtrons al a partrcutar Irme lbolh interna! and extesnal¡ 
may not agree wrlh !he base rase condrl!ons lor wh1ch.lhe equrvalent was cal· 
cura:ec, rnis.~.;t,hes vtrll appear al every Loundary bus as shown 1n Fig. 3. These 
m,sr.alches a•e a manileslalron ol !he lacl tnat lhe power inlerchanges belween 
!hé rrrlernal syslrm anú lile equrval1zed externa! syslenr are no! rn agreemenl be· 
cause !he '"Jeclron condrtions.'n the e•ternal syslems are !he assumed peak load 
condrlrons. 1! rs c!ear, !'ren. lnat rn order lo reéluce lhe boundary m1smatches as 
e tese lo zero as f'ossrble, !he node vortages and, as a consequence, !he nade 
in,ectrons for t~e RE 1 equrvalenl have lo be difieren! !han !hose oblarned tor !he 
baH case condrlrons, 
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Redundan! load Flow 

To calcutale !he new REI vo!lages and mJeclions, a state eslimalion like 
calculalron wrll be perlormed where !he "measured" quanlllies are !he boundary 
complex vollar,es and boundary rnjecfron.s and !he "slale" would be r,iven by 11 
RE! genetal10n and load nodes al each ollhe Drmo equrvalenls. This psoblem 1. 

lhus lormnlaled as a "redundan!"' load llow where there are lwice as many equa· 
tions as lhere are boundary nodes and lhcre are onty lour unknowns per Dimo 
eou1valenl {!he comple~ vollages allhe ~eneral1on and load nodes ol !he equivalen!). 
In !he e•perrmental work represenl1ng actual conddrons for tire AEP EflV syslem 
!ale 1977, lhere were 4~ boundary nodes and only 5 Oimo area·equrvalents. There· 
lore, there were .90 equalions and only 20 unknowns. 

The redundan! toad ltow problem can be solved in exact!y the same way as 
the Newlon load llow, lhe only d1flerence being lhal al each ileralion inslead of 
solving a linear system of equa11ons where there are as rr.any equalions as !flete 
are unknowns, an overdelermrned system has lo be solved. The solulion, in this 
case, can be .oblained as !he solulion lo a lrnear leasi·SQuases problem. The 
redundan! !oad llow consi1IU!es successive leas! squares solulions ol !he over­
delermined jacobian·malrix equalion 

r-J 
l 

H 
1 

N 1 All 
1 

~~IV;-
( ,. ) B ----,~ 

L 
1' M 1 
1 

lVI 

J 

whese the vector [tlP óQ)T is lhe vector of boundasy mismalches, !he veclor 
[6! tlrVI/rvr]Trs !he vector ol angle and vollage magnitude corrections for the 

RE 1 node voltages and !he J is !he jacobran mal11~. The solution lo !he syslem ol 
eouations {l) is grven by !he syslem of nosmal equations for !he linear teas!· 
sQuares problem [9]: 

61VI 

lVI 

( J T.J ) 
-1 

( 2) 

The redundan! load llow ileralive leasl-squares solution psocess is repealed until 
lhe ma~imum vollage magnrlude and angle correclrons are smaller !han a specrlred 
lolerance. llolice that lhrs does nol rmply lhal al tne sofutrcn poinl !he bounaasy 
mrsmalches are smaller !han a maxrmum pre~pecilred nodal rr.ismatch as is usually 
reQurred in !he load llow problem. 

Afler !he new RE! nodal voltages have been de!erm1ned, the te.vised REI 
in¡ectrons, i.e.,.new generalion and load values al each are a equivalen!, can ·be 
ca\culated. These rn¡ection values correspond lo !he aggre¡¡ated e~ terna 1 syslem 
injectrons al !he new operal1ng poi ni. Wrlh lhrs procedure, 11 1s lhus poss1ble lo 
"!1ack", on·l1ne, !he externa! syslem ·,njeclron Changes Wllhoul !he need for 
recerving real-time measurements from the externa! syslems. 

Eqúiwalenl Transmission Nelwork Adjustment 

Afler lhe calculalio·n of !he curren! operaling poinl RE! node vollages has 
been conJpleled,lhe new boundary mrsmalches can be recalculaled. These boundary 
mrsmatches are parlly due lo transmrss1on modelrne inaccuracies. These 1n· 
accuracies m1eht resull lsom modetrne errors rn lhe base case loJd llow nelwork 
data. r'or rnstance, hnes nray have been 1ncluded rn lhe base case data allhough 
lhese lrnes were out ol servrce rn tire system. Also, du11ng a typ1cal day lhere 
are a vwely ol l1ne swrlchings lhat could nol possrbly be 1ncluded 1n lhe base 
case dala and lhal mosl cerlarnly wrtl atlect !he paramelers ol lhe eQuivalen!. 
Anolher o~vrous reaso~ rs I!Jal bolh !he base case data and !he load llow network 
modelrrig are no! exaclly equal lo lhc real values rn lhe syslem. Alilhese errots 
mandcst !hemselves as boundary mismalchcs. 

Srnce !he boundary mr~matches are 1eal·lime Quanlilies, lhey convey cerlain 
amount of informatron concerutng lhe nelwork modelrnc euors. 11 lhus seenrs 



·,¿ appropriale lo use lhis informa!ion lo corree! !he parame!ers of !he equrvalent 
ne!worL Thrs can be accomplrshed vcry elfrcocnlll' by using syslcm rdenlrficalion 
alg((ilhms such as !hose deswbcd in referentes (8,10]. No!rce !hal thos does 
nol imply lhal al! confrguralron e.rrors can be corrcclcd wtlh lhrs melhod. Ralher, 
lhe paramelers of lhe eQurva!enl are moddred so as !o reduce the boundary mrs­
malthes !hal resul! from confrguratron e11ors.· 

A~ each of lhe boundary nodes lhe mismatch can be expressed as: 

lll i.. T !.IV¡¡ V¡ (3) 

111he!e !.111 is lhe complex curren! mismalch,liYij"is !he amounl of corr"eclion lo !he 
equryalenl bus admrllance n1a!rrx and V¡ rs !he vollage at boundary bus j as given 
by the sla!e es!imator. 

~qualioR (3) can bv wriÚen in matrix formas: 

(4) 

or, with lll • (GI R • j 61M), liY"(liG+jliB) and V a (VR • j VMi, equalron (4) car. 
be rewril!en as: 

liiR(k) aoG(k)VR (k) -liB(k)VM (k) 

lllu(k) ~liB(k)Vr¡ (k) • liG(k)VM(k) 

(S~a) 

(S.b) 

where lhe lime dependance of the difieren! quantities in equation (4) has be en 
:n•de ev•qenl by the inclusion of the coun!ing varrable k. 

\• 

'f 

.The problem r,~duces lo lhal of ca!culalrng the para meter correclrons /.G(k 1 
a~d LIO(k) grven lhe real·trme "mcJsurements" I~IRikJ. l\IM(k l. VR lkl an:l 'l\1rk l. 
The inrtral condrlron on lhe parameler matrrces rs. ot course, ~G10r•O anj 
,'\610)·0. The nrelhod of solulron consrsls of determrnrng .the real coll~ct,on 
.C.G(k) g1ven oB¡k l usrng eQuatron (5.a l and lhen, usrng thc calcvlaled varue for 
LIG(k) 1n equalron (5.b), determrne !he rmagrnary to11eclron ~\B1k1. In general, eaeh 
or lhese sutproblems can_ be expressed as · 

i(k) oA(k)u (k) (6) 

The algorithm for "estimating" the mat!IX ·A(k) given the measurement 
veclors z(k) and u(k) is given by [lO): 

A(k) ~A(k-1 l • [z(kl -A(k:l)u(k )) u T (k)S(k) 

S(k l cS(k-1) _S(l<-l )J(l< kJ T¡k lSfk~ l \ 
l•uT(k)S(k·IJU(k) 

(71 

(8\ 

wilh initial condi!ions A(OJ=O and S(Ol any suitable positive defrnrte weishlin¡; 
malrrx reflec!rng confrdence rn !he estrmate A(O). The transmiss•Jn netv•or~ ac­
JUS!ment algqrrlhm is schemalically represented rn Frg. 4. 

Fig. 4 Tronsmission n~>twork_ odjuslment schem• 

------·-;¡,------· .......... _.,_,¡ ......... . 

figúro S ..... 



The pr..,cedtue ju!f de.~C:rib~d for "lrack•ne" t~P- extero~! ~ys!em opeuting poini 
.:~;<ditlol;~ anrl <16¡JSI1ng rhe t:QtllV.llcn! nelwork paramcfcrs on·llnc lo reftccl 
modcl1nP.·and o!hcr lnaccur.lCICS,IS applied evcry lime a ncw sla!e esflmafe is 
calculattd at the !ransn•ISSIOfl system mon1!o11ne lacillly. The melhod is very 
eH1crcn! and, moie i¡nporlantly,hlfhly reliable. 

An rmportanl aspec! of tt.e equ1vatencing technique presented in lhis paper 
rs !he ahlllly lo detect a11y mil¡or 1n¡eci10n or nctwork changes in !he externa! 
;yst~ms. He on-l1ne tun1nr. pooudurts OcSCIIhCd above would, essentially. e1ve 
a "5moo!hr:d" vcrs1on ol fl;c Ol1~1nal boundary ml·smalches. Consequenlly, il 
there 11 an ""pollan! change 1n ll1e rxtr·rnal systems · lhat is, a changc which is: 
staloSIIcally "ddlcrcnl" rrom lhe h1s1ory ol ob~ervcd values ·, il will be possitde, 
by "ob~crv<ng" lhe boundary n11sn,a!ches, lo assess thal an importan! change in 
!he externa! system d1d occur and, .1n particular, 1n what area-equ1valenl !he 
r:hanRe look place. The !est1np, pe1lormed so lar w1th lhis 1mporlanl aspect of !he 
equ1vatencutc lechniQue has ptoduced satisfactory resulls. 

REAL·TIME TEST OF EQUIVALENT 

For !he putpose of tcsl111g !he val1dity of !he stéady·state real·llme equ1va· 
" lencing tec'•niQue describPd in tile p1eceed1ng páragraplls, lhc p!anned óulagc of 

ihe A[P Oun,onH.!alysvillc 765KV l1ne was used as a conl1ngency.ISee F1gure 
~l. Sta!t es'·¡~a!,o•• cases be 1.ore and alter !he oulage o! !he l1ne were saved foi 
!ne pu!pOSC 0 1 compa111Ír !he resulls Ol !he On·linC conl<ngency Slmula!IOil !O !~e 
actuál 1e~ufi~ as ~·ven by the stale eslimator. 

As has been indicaled befare, !he equivalencing !echniQue consists of an 
oft·line nelwork reducl1on techniQue followed by the on·l1ne tun1ng ateor~thms. A 
separate presenlalion fo1 each pa11 will be given next. 

Olf·line Equivalen! Calculation 

The !opo!ogical eQuivalen! of the Dimo REI-fype was calculated off-fine 
fr~m t11e pe•ll l6:td1ng conáitlons base case load lrow prep~·;.~ by System Oper­
a!Ions re1sur,ne! !or !he day ol !he outage. T'r ~:,stem ant: c;,mponent data for 
the·case is g1ven bel.ow: 

Syslam DstJ 1!11'1 !i1VAR -~f 

Gcnerat1on 184,273 34,016 
Load J 81,030 . 45,330 
Los ses 3,239 33,339 
~lismalch 1 4 
Cap/fleaclors 3,945 
line charginr 40,711 

Components 
11 odes J,561 
Lines !i,OOJ 
T r ans formers 757 
Cap/ReaciOIS 379 
Rcgulated nodes 477 
Systems 42 
Tie lines 469 
Meter jumpers o 

The externa! systems (including the non·monitored AEP 138 Kv system) were 
div1dcd inlo five (5) externa! areas accord1ng lo a "r.eog1aphical proximity" 
c11!e¡¡on as shown in Fig. 6. A Oimo fiEl equivalen! was catculaled lor each of 
these areas. Thc total 'are a generat1on and a1ea load werc agg1egated into one 
D1mo generat1on and one Dimo load node respccl1vely, The tol~ls per area a1e 
c1ven 1n Tab.le l. The passive exte1nal netwo1k (includrne !he add1tional REI 
nodes and lines) was· reduced, using standard network 1educlion lechniques, 
f1om a total.of 3581 nodes and 8833 l1nes to 72 ncdes (45 boundary nodes, 10 
Dímo nodes ·and 17 interna! nodes) and 1647 lines (the equivalen! admillaoce 
ma!flx is a full matrix). The eQuivalen! matrix and !he add1t1onal node data given 
in Table 1 comprise the oll·line 01mo equivalen! ol the ex!e1nal systems. 

On·line Tunlng Procedure 

:rhe on·line calculations described earlier are repeated every time a new 
state es.timate ol !he 1nternal system is obtained. For the purpose of showing the 
eflect of both the 1edundant load rtow and !he network parameter correction 
algorithm, 19 state estimation cases viere processec prior·to the outage of the 

Fig. 6 Externo/ syslem oreos for equivo/onc/n9 
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Load ' Vollar.e 

Al~ 
REI Genera !Ion 

! lloda IMI I~VAfl MW MVAR M a~. Anglelrad) 

1 
~ 27,479 3,939 - - l. 060 ~o. 121 

1 
l LOJd l - - 29.567 6,308 l. 0110 ¡-0.338 

' ' 1 C..n. 13. 521 1 788 - ' - l. 045 -0.033 
2 

! 
1 

0.995 1-0.239 Load - 17,625 . 4, 100 . 
132.:23 

-j 

! 
Gen. 1 5,042 - - 1.071 1-o. 152 

3 
load - - 31 '793 6,835 1.007 -0.403 

1 ' 1 1.067 0.235 1 4 Gen. 37,412 6 482 - -
í 

Load 
. 

33,905 10,596 1 .o 10 0.020 1 

19.:09 1 

-
i 5 J~n 3,845 . - l. 036 -0.038 

1 Load - ! - 19. 158 1 5,524 0.987 -o. ?64 

Table l. REI Nade Vollages and lnjeclions 

Oumoni·Marysville 765 KV line on October 18, 1977. The lirsl case calculated 
by !he stale estimalor corresponds lo 5.542 am and lhe las! case lmmedialely. 
before !he con!'nEency was calcu'ated al 7.057 am. The oulage ol !he l1ne look 
place immed,alely aller lhe last case. Figures 7 (a-e) presenl plols oí lhe total 
area active and react,ve mismatches. The lota! m1smalch is eQual to !he a1gebra1C 
sum of !he bo~ndary "''smatches ror all boundary nades 1n a partiCular area. In 
each of t~e I1E:Hes, tne lotalm,smatch is shown lora case in wh1ch lhe l9 slate 
eslimalion cases were ¡;rocessed WJ!houl !he network parameter ad¡ustment algor· 
ilhm and wilh lhe algorrthm. · 

To show the ellecl ol conliguralion errors 1n !he equivalen!, !he Di m o off·· 
fine catculatic1 was repeated Wl!houl includ1ng the 765 KV tie l1ne Our.ronl 
(AEPl • Wl!lon Ctr (CE J, The same state est1malron cases were processed wrth 
ihis error on lhe area eQuivalen!. F1€ures 8 (a-el g1ve !he tola' ar~a m1srratches lor 

·thiS case. Not1ce lhal only !he total mrsmatch lor area eQu1valenl 1 shows a 
larger !han "e•éecled" va lue. This 1mmed1ale!y suggests that a !arge conliguration 
ch,ange has occ~rred in area one. Therefore, analyz1ng the 1pdrv1dual boundary 
changes, it is t'lus posstble to narrow down !he locatron of !he change to perhaps 
a le_w· neighbonng compan1es that can subseQ~en!ly be contacteo lor 1nlormat1on 
perla,ining !he pcssible conl1gurauon changes. · 

Conli~gency Simulalion 

The most importan! aspect ol any eQu1valencing melhod, ol course, is the 
ability lo accurale!y predrct lhe eflects ol a conllngency. To test the melhod 
pres~nled\11ere,n, the outage ola mator 765 KV 11ne '" the AEP system was used 
as a !contingency. A loa e r•ow case Slmulalrng the ou!age o/ !he l1ne was run w1th 
!he ~~slem ·c,on~;tions ~·ven by !~e AEP sta!e est,mator JUSI p11or to.the outage 
or !~e' line. S,1nce sta!e estimat•on resu!ls alter tne outaee were saved, 1! was 
poss,'rble, !o· cÓ.-::paie !he resu!ls ol lhe 1oad llow wrlh tlie syslem cond1lions 
corresponding lo'the aclual values observed in the power syslem. Tables !1 and 
111 summarize these results. Only the values 1n a lew nodes and !1nes in the 
imm~diate neigh:orhood ol lhe outage are grven. The results rn nodes and fines 
lurth~r appa1t rro" \he ou1age are. of course, even better. 

~o· comparison purposes, Similar resulls obla1ned W1lh the E•tended Ward 
EQurv_alent tEWJ ol relerence [?) and !he ward equ1vatent ol relerence J) are 
also g1ven in Tables 1! and 11!. 

Discussion of results 

Severa! Importan! characleristics of the eQuivalencing lechniQue are made 
ev1dent by lhe results presented ;-- this sec!Jon. 

1 ¡ The plols shown in· F1g. 7 :a-b) demonslrate !he 1mpor:ance of ~otn the re. 
dundant load ltow and the netwo1k param~!~r ad¡uslment algnllthm. Th~ reaundant 
load llow will calculate the REI eQuJva!ent nodal voltaees that m1n1m1Ze !he 
boundary miSmJtches. By lelt1ng these voltages be ad¡uslable Quan!l!les. tne 
'n!ect,on leve! o! the eQuivalen! will change in agreemenl 'N1\h the s·¡ste~ toa~ 

curve. Th1s, in ellect, 1S the "track1n(' effect ol !he re~undant load flow. In 
addit1on, lhe para'meter identilicat1on aleorilhm mod1lies the admiltances of !he 
eouJvalenl lo lurlher reduce !he boundary mrsmalches due lo va11ous model1ng 

· errors, as evidenced by lhe plols. tt 1s 'nterest1ng to not1ce that !he para,,eter 
Jdentilicalion algorithm will cease ad¡ust,ng the transmJSSIOn parame!ers al tne 

equ1valenl alter a lew cases are processed unless a new change takes p:.Jce '" 
lhe Hlernal syslem. · 

21 The plols ol Fig, 8 (a-e) show lhe abd,ty ol !he equivatencing metnodo'cgy to 
cetect externa! system changes. 11 is clearly shown 10 the p!ots !ha! o~!~ lhe 
m1smalch ·,n theJarea where !he tiansmrss,on change occurr~d respcn~ea ·:;; l~e 

change. In this way 1! would be poSSible to. Jdenl:l¡ the.c~ange anC ¡;rocet'ó !;; 
corree! 'the equivalen!. lf lhe effect ol lhe éhange 11 minor, !t:~ networ. ¡¡an:-eter 
ac¡ustment tecnn1Que corrects the cqu,vale"t w1thout the neec of recalc~!al,ng the 
01mo off·line equ,valent. 

3) The results presented in Tables t-111 s!rongly indicate the salislactory per· 
lormance ol !he equivalen! in predict1ng the ellecls ol a ::~a¡or f1?,5'1''5Sicn 
contJngency. 11 is a!so shown 1n tt1e la~les that the equi'IJienCing tec~n·oue 

proposed 1n lhrs paper ·responds more accurately than the Viard or !he Exten:Je~ 
Ward eQuiva lents. 

CONCLUSIONS 

tn lhis paper, !he firsl- to the aul~.:rs' k non ledge- successlu 1 re a 1-t:"le 
les! ol an externa! nelwork eQuiva)enl tecr.n\Que lor on-l1ne conl,ngency .analySJS 
-has been presented. The resulls ob1a1ned wdh the new methco to lh·e ~c~age el a 
major 755 KV line in !he AEP systein ind,cate lhat !he equ,valent has .excellent 
response characterislics. · 

The essence ol lhe new technique cons·,sts ot !he comb1nalion al a rel~a~le· 
off·line netwo1k reduclion method • OiiÍ'o's ~El me!hod • w1(h ·~n·l1ne iu"'ns pro­
cedures that ad¡usl !he REI eQu1valeni lo !he chang1ng conddions 111 !he externa! 
sys\ems wilhout reQuinng lhe lranster ol real-!1me 1nlormat1on between ddlerenl. 
systems. Only real-t1ine lntormatJon l1om rne JOternal syste"' is usej 1n :ne 
eQu1valent ad¡ustment aleonthms. Althoueh tne resulls presented here1n are aulle 
encouraging, lurther test:ng ol lhe eQuJvalencrng methodology 1S presently ·~e:ng 
coni!ucted al AEP. For rnsta~ce, tne tollow,ng tests are oe1ng planned ·rar the 
1mmed1ate luture: 

)) testinc ol severa! addit1onat transmission conl1ngenc¡es. 
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Table 111. line flows in the vicinily of the Dumont·Marysville line 
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2) studing the ability of the eQuivalen! !o predict the etfect ol generation and/or 
load contingenc,es.' · 

3) determination of the response o( !he eQl'iv?.!c~cing model lo inter·system 
energy transfers. 
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Abslracl • Resulls of various reai·l1me tests perlormed on the AEP· 
EHV Syslc~• wilh lhe aulomatic contingency select1on átgorithm proposed in [1) 
are re por ted. 

The first·order perlormance index sensilivities used in the atgorithm 
for line contingency ranking are rederived in a straight forw~rd manner and, more· 
over, the ranki,¡g algor1lhm is extended lo accornmcdate second·order performance· 
inc~~ sens,tivít,es. 1.1any tests, however, ind1cate lhal • for lhe AEP·EHV Nel· 
work operating condil10ns • lhe auiomatic con!ingency ranking algorilhrns do not. 
perform relia~ty •• 

As an a!tcrnative, it is shown thal a DC·Load Flow, allhough com· 
pu!al1onal!y more cemand1ng lhan the firsl·order automatrc contingency selection 
al¡;or•lhm (but less computalionally complex lha! !he second·order exlension), is 
a rel1ab!e and efficienl way o! ranking line cunl,ngencies. 

INTRODUCTION 

The on·line sleady·slate conli11gency analys1s packages presentty 
being used in energy conlro! centers simulate. lransmission lrne conlingencies 
by e ilher 

;electing the oulages lo be stud¡eJ from a pre·prepared lis! of meaning· 
fui con!ingenc1es, or, 

by operJ!or selection depending on curren! system cvndltiüns as given 
by a s!ate es!im~lor or any other power system rnoniloring lacilily. 

The. íormer approach is an oll·lrne planning praclice appli.ed to the 
on·!1ne silua!ion. Th1s rllelhod lails to rer;ognrze thal system conditions assumed 
lc1 the prcparat.on of lh~ cuntingency !1sls mJy he lar from rea 1 time c·ondilions. 
In facl, vri1JI 1S underslood lo be a single conl•nge"cy in a planning study may 
ver¡ wcll be a t!c~ble or even a lrrple conling~ncy '" a rea! l1me silualion. The 
s~cond met!1oll • ·.e. opcrJtor se!ec'.lon • rnJy prove to !Je burdensome even lo 
C<perienc~d cpc;ators. As orcr.lling condd1ons •n n'osl syslrms gel more slrin· 
gen•, lhe numoer o' conl,ng·;·¡cy chorces gels la•ger anr! no arnount of experience 
gua;antees p•0rcr select.on ol lro"blesome cor•l"lgent Siluat10ns. 

As a conseq,;ence, il is necessJry lo c!evelop melhods for aulomatic 
se:eclion of mean:ngíul CO•ll,ngency cases. A l•rsl ~pproach i;r lhis directio~ ·is 
!he melholl pco:;osed by E¡ehe-\'lollenberg ~ 1' ¡seA al so referente [21 ). In lheir 
paper lhé 2ut;:ors propo>c a melhodology for ran~•ng Jraqsrniss•on line conlin • 
gencies by eva~u~t\~~~ !he nürf'ld 'rzed scnsitivd,ts o~ a syst~fi! w1de performance 
inde~ wil~ r,;spect to l1ne oulages. The aulhors show lhdl lhrough lhe use of 
.Te itegen's l~¡e.Jrem !hé iirst·orc,;r sensitivilies ol !he performance index wilh re· 
s.c~:l lo :hanges in l1ne ad•"illance can be readily de!ermined and efficiently 
~~r~·'.:-rnent~·d. T~1e norma!lled sePS!I!VJt:es (or fJiSt·ordcr c11anges in the perfarm .. 
an:e 1n•Je~i, a:corCH•g lo E¡ebe·\':ol'enherg, can then be uscu to rank conlin· 
~é:1C1oS lr~m !he :nosl irnporlant r::~igcst posil1\le pcrfounJnce index change) lo 
1 ~" 1 :!41~~ ,,.¡p,~r!dnt ( 1 art,eS~ ,e~~J!!Ve perfot;:IJ!l(e rnfltl/. C!::!qg:;!. 

P¡:-ic~: :·!t!r.1b~rs s::.so Nonm~~bers $3.00 
At ;.:~·ctin¿; $~.00 
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Tests perforn\ed on the AEP·EHV syslem reveal, howev~r, thal lhe 
auto111atic conl1ngency ranking method of Ejebe·Wollenberg is unre!iable. In lacl, 
ior lhe case of real power l!ow performance indei lhe rnelhod may produce ex­
lensive misclassificalion of traDsmission line. c9ntingencies resulting nol on!y 
in lalse atarms (i.e. unimportanl outages class!lied h1gh in the lisll bu!, more 
criJ¡cally yel, meaningful contingencies may be classilied as unimportanl tlow 
i:1 lhe lisl). The main reason for this ur.predictable behavinur ol lhe aulomatic 
co1tingency selection method is thal.lhe performance index suggested in ~1] 1$ 
not a rnonolonic function of lhe susceplance (DC·Load Flow lcrmulllionl of the 
'.1nes. This monotonicily condilion seems lo be al least a n~cessary conJilior1 
for · the lrustworthy pe,rformance of lhe .melhod. 

To improv'e the performance of lhe method, lhe calcula! ion ol the · 
normalized sensilivilies of Ejebe·\Vollenberg was· extended lo include second­
order effecls. Even rn this case, however, lhe autornatic conlingency seleclion 
a !gorilhm was nol found lo be sufficiently reliab!e. 

However, lhe use of a DC·Load Flow calculalion·was determined lo be 
highly celiable and less compulationai'ly demand1ng !han the second-order exlen· 
sion considered in lhis paper. 11 is concluded, then, lhJI use of a DC·Load Flow 
rnodel m ay· be a des1rable allernat'ive lo the automatrc method of .Eje~e·l'lol!enberg 
for contingency select1on. 

In the following sections ollhe paper the first·order and seco'nd·order 
sensitivilies ·of lhe real power flow performance index will be developed. The 
approach presenled herein lor the developmenl of lhese formulas is drfferenl from 
lhal sucgested by Ejebe·Wollenberg. Ralher than using Tellegen's lheJrem, il 1s 
shown tliat lhe same results cari be oblained in a slra¡glil forward r~anner by lhe. 
use of elemerilary differenlial ca!culus. A!so, results of the tests performed wiÍil 
the f1rst·order, second·order and DC·Load Flow rnéthoJs are cornpared to tr.e 
"corree!" ranking as given by full AC·Load Flow outage simulalions. 

CONTINGENCY SEL~CTION ALGORfTH[ll 

According lo Ejebe·Wollenberg [1] rsee al so [4·5] ), an intuitively 
, 'Jpealing index for quantifying lhe exlent of line overloads may be ·defineu in 
' , 1ns of a real power performance 1ndex 

where 

p max 
.-e 

NL 

NL 

L. 
...( = 1 

.!!! (~)2n 
2n ~max' ' (1\ 

megawatl flow in line ..( 

megawalt capacity of fine;¿ 

real non·negalive weighting coeflicient (assumed .equal ta unily in lhe 
seque 1) 

number of fines in the system 
spec1fred exponen! (11 = 1 used in the seque!) 

The DC·flow' in fine J t.belween nades m and n) is 

Pj = B) Ci_e . (2) 

where B.f is lhe snsceptance of ·fine L. and D.f is the angle across lhe li.ne 
I.IJ_( -:: cm· en). 
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. , ·¡ f ¡· j(Pmax) Moréover, ,f it is a~sum~d that the megawatt capact y o tne ,! 
ts a linear function of the susceptance of the line, that is, 

( 3) 

th~". substituting eqs. (21 and (3) in ( 1), resutls in lite performance index 

( 4) 

The assumption of eq. (3), a!though not r.tentioned expticitely, was 
ais.1 made by Ejehe·\'lollenberg '" thetr paper (1). In lhts paper results for bolh 
~eíler,nance indeces (eqs. 11) and (4) l will be given. 

Tite performance tndeces· of eqs. (!) and (4) are norrna!ized funcltons 
of the tine llows leq. (l)l and anglos .across the tines (eq. (4)) respecttvely. In 
bol~ cases, the. performance trH!eces have a smalt value when al! the lin·e flows 
are less !han the Cil~a~t!dy o! the respective ltnes, and a high value whenever 
!here are !u1e ovLrioads. 

The purpose of ttie automatic contingency selection method is to 
eflictently tdent,fy lhe con!tngenctes 'line oulages) lhat wanant further study 
by means of a full AG-Load F•ow sotution. This is achieved by calcuto:ing the 
changes in the '.lW-f!ow pe:iortnonce index lo changes 'n suscepl~nce of the lines 
in lhe network. Titese changes to.lhe performJnce index can be obtained from 
lhe 'sr.nsiliviltes of J:.IW w'tlr respec! lo the susceplance of lhe, lines in the nel· 
work. The ftrst-order and s~cond-urder sensitivtly exoressions are grven nexl 
ISee appendi~ 1 for details¡. 

First-Order Sensilivities 

The first-order sensilivrty of the MW-performance index of eq. (4) is 
(similor forrnu!as hotd fo, 'he performance tn~ex or eq_ ( 1)), 

a t ~ · 
~ = - (~t 1:.e ,f,-, 1, 2, ·-·· NL 
oll,c . 

(5) 

wheré 
13_.1 anglc across linel (between nades m and ~) for the ·base case condi!ion 

angles acros; ltoe,t' in the "adjoint" network (~ole: the same notation 
of [ 1] is u sed he•etn although !he concepl of adjoint network as used in 
that paper .ts not used in the presenl paper.) 

The ad¡o.tnl angle across ltne _R can be expressed as 

... " 
DJ. = ~l (6) 

where 

!:!/ column vector INBd) which is null accept for elcments m and n which 
are equal lo 1 anl1 ·1 respcctively !NB ~ number al nodes} 

vector uf adjotnl nodat angles. (NBx') 

11 eQ. (6) lhe ~ector:l adtoint nodal angles can be oDiained frotn 

R ~ p (l). 

w~ere 

8 susceplance nraltrx INBxNBt 

"' P vector ol adjoint injections (NBx!) 

The ¡,Jjoint injections vector can be calculated trom 

(8) 

,.,hé:e (; J¡,ny/3t.-J 1 1 can be calcuiJted dt,ectly frorn eQ. f 1). 

Noltce thal 11,~ ,J;tgl.:s 0.{ of eqs. (5)- (8) correspond to angl<s dtller­
ences across loe ltnes fcr !he tJJSe case condt!tOit. This !Jase c~st, for on-lrne 

2 

<lpplicalions, corresponds lo the curren! 'angles at l!te nodes of the network given 
'•y, rar example, a statc eslimation monitoring fact:d .. y, The first-order sensitivily 
melltud Jnly requircs one forward ami backward s&lution r;,nce 8 is triangulated) 
as evrJenced by eq. (7t. { 

Second-Order Sensitivities 
The scconll-order sensilivity of the MW-flow perf~rmance index of eq. 

(41 can be shown lo be 1see appendix 1) · 

(9) 

whe1e 

fl "adjoint" nelwork susceplance matri~ · 

The adjoint susceplance rnatrix of eq. (9) is gtven by 

NL 
A L{ ()2 JMw 
~ = Cli8¡t 2 ~j ~1} (10) 

j = 1 

F or both cases • i.e. irtsl·order and second·order sensitivities .• the change in 
the performance index 6 J( is calculated using the Taylur series expansion ol 
hiW as a function of the suscepi.MlCe B,.e of line,.e Lf" 1,2, ... ,NL). That is, 

{11) 

where the derivalives ClJ~11yloB..t and ()2J1.11v/<lBJ are given by eqs. (5) and (9) 
tcspectively. ~atice thol the "change" in susceplance is precisely equal to the 
susceplance of lile ltne so as lo simuia•e a line outage. For lhe first·ordcr 
ctfccts only the firsl terttt tn !he right hand side of eq. (\1) is necded. Nolice 
thallit< second-o1der me!hod reguires t/L forward-backward so!uttons (see eq.l9)). 

OC-Load Flow 

The MW-Jiow in the fines of the network alter a change in susceplan~e 
: l:_e for lineJ are given by (see ~ppendtx 11 

(12) 

where P( is the new flow in line k ror a change in susceptance in line..(' and 

( 13) 

Therelo1e, the effect of the outage can be easily simulated by calculating the 
approximate line flows frorn eq. ( 12) and substi!uling in lhe performance index 
of eq. (1). Notice lita! lhe cornputalional complexity of lhrs app1oach is of lhe 
same arder as that of the second-order sensitrvity method as NL forward·back· 
ward sofutions a•e require,!. 

TEs·¡ CASES ANO RESUL TS 

The aulomaltc contingency seleclion alg.ordhnr described above was 
lested under real·time conditions on tire AEf'-EHV sys:~m. The base case con­
ddions corresponded lo the syslem condilions grven by lile AEP Stale Estimalor 
al 6 AM on Ocloher 18, 1971, The reJclion uf lhe externa! sys!enr to changes 
in the AEP-EHV interna! systern was considered by cou~!in~ lo the int~rn~l 
system an updolcd REI equtvalenl of the e~!ernal syslea1 ~3:, A WJrd equt­
valent (constJnl curren!J was also used lo dctermtne t!lc eff~ct or the equtvalent 
on the s~leclion a!gofllhm. Tlie r.csu'its o!J!atned l'lit'' !t11S type of equtvalenl 
werr. inferior lo lite results oblairterJ wilh lite REI equ'''a'cnt. 

Results with both perfor:nance ind.:ces leqs. r ll and !4)) for the first­
order senstltvily, second-order sensrt1vity and DC-Lo3d Fiow methods are given 
in !he seque!. The "corree!" ranktng, as gtven by a IJit AC-Load F!ow, is uscd 
as refcrence for comparts0n. Thus, the no:maltlétl sensth:l,r.s and approxrmate 
OC-Load F!ow performance ind0x va~u~s ai'c arde;~~ f\~CCrt:~~·~ tn the tan~nlg 
given b¡ !he AC-Load F low. 
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'TABLE 1: CONTINGEtiCY RANKING FOR PERFORMANCE INDEX OF EQ. (l) 

Line 

7 
11 

5 
10 
14 
1l 
31 ,,.. 
3C 

9 
14 
11 
10 
4; 
31 
21 
20 
29 
55 
:;s 
.::s 

5 
2S 
14 

-~ 

!3 
37 
li 
35 
35 
39 
42 
31 
45 
<,<¡ 

45 
7 
b 

49 
4~ 

39 
15 
41 

3 
57 
32 

~:. 

27 
!7 
:.'J. 

o! 

·a 
lO 

4 
~ 

9 
7 
7 

33 
31 
~1 
15 
12 
19 
44 

21 
30 
2.5 
25 

5 
59 

1 
13 
49 
49 
B 
·s~ 

37 
:o 
28 

35 
15 

33 
53 
3!. 

l3 
so 
43 
n 
l > 
47 
(.¡.~ 

44 
ó 

47 
23 

16 
1 1 
23 
15 

"' 43 
51 

2o 

AC-Load 
Flow 

O. E •'•06E +01 
o.~ 1172 E+ o 1 
o. 7o::3:C:+Ol 
O. 75:6?E•Ol 
O. h670E+Ol 
0.7.."tS:óCt01 
o. 7.:;5:5(•01 
o . 7'¡:::.:. 3: t o 1 
o.?:.:c~~·Dl 
O./' .. ~.:;;[-. Cl 
a·. 737:2~+01 
o. 713?3:+01 
O. 73:!70E >01 
o. nn·'·E•01 
0.7:5l~Et01 

O. 7~.:..77E tOl 
.c. 7Z:75Ef01 
0.7:;:¿.-;::tOl 
o. 7~::c.~t .. o.l 
O. 72:32Et0l 
o. nit9:•ot 
O. 7:cCOE•Ol 
o. 7!.9?0Et0! 
0.7l";Z4:f01 
O. 7lü'5E+Ol 
0.71S.SE•Ol 
O. 7170:C•01 
0.7l601E•Ol 
o. 714:¡·~E+Ol 
0.713S~[t01 

0.7i32lé•Cl 
0.712~Ü•Ol 
0.71~77Et0l 

O. 71~71E•Ol 
O. 7llC2E•01 
Q.71.0:3[t0l 
0.71014ttOl 
0.7lC03E•01 
O. i"0?~6E+Ol 
o. 709c'•E • o 1 
O. 7C9~·-;::+0l 
o. ;:::";e;-:: • 0,1 
O. 70S~OE+Ol 

'O.lC:j70:.Et0t 
0.70'30~2+01 

0.7079H.t0t 
0.70730Et01 
O. 7C753!:+~l 
0.7C7:Si+Cl 
0.7C7~~E+~! 

O. 7~711HOJ 
o. 7:1703::.+01 
O. 72!l5~EtOt 
O. 7:J~3·7E+Ot 
o.:~s;s~+-Ot 

O. 7JS~:t+Ot 
0.7.C..;.9::C•Ol 
o.-;~·.ss~~-ot 

O. 703 1J:3é~Ot 

C.c-:.3t:.C.::"+Ol 
o.~.,·~.J";'Z+Jl 

O,o.;s:JE+O! 
0.69J-:;.3~'r0l 

C.6~C:lC::•Ot 

0.6:?.';:,3E•Ol 
~.t..S3i72+Cll 

O.t':775E+Oi 
C.é.·37~'0EtCl 

O.t..37l::.::+Ol. 
(;- :;_::,:,~-::. t 01 
O. c.. :·.1:.:¡:: + 01 
0.6f:..17/E-t0l 
C.6.J2S1E+Ol 
C.t':.~QSEt~ll 

o.¿:-.::.;~ .. a 1 
e .67:i7~¿·ot 
O.l.ó:'~,t:;:1-Cl 

F irst Order 
Sensitivity 

0.3SS23E•OO 
O.ll832!'tCO 

-O.l!óO;'EtOO 
-o .a7c;¿s:-ol 

O. 7Q;Ot;E-01 
o. 3'1356E-o·t 
0.3103~E-Ol 
O.~óC69E>OO 

O.l742~!::tCO 

-o .1 'l9'óEtOO 
o.zoas~EJ.OO 

-o.ss354::-ot 
-0.9.446E·Ol 
O.lO~ZóE+OO 
0.67503!:-0l 
O.l't5i'O:-Ol 

-0.9~7~6!:·01 

0.49955E-Ol 
0.9J2>EE-Ol 
0.92792E-01 
O. 743S'JE-Cl 
0.1455i'C-Ol 
o.e9309::-o1 
0.59~47E-Ol 

0.6:595E-Ol 
0.62575~-01 

0.6~379:::-ct 
0.559ó$!:-02 
o. )61;17[-01 
o.1o.:.ss:-c2 
0.19<)6E-01 
0.21934F.-Ol 
o .l769·'o-Ol 
O.l7<8)E-01 
0.1!COIE-Ol 
0.42535E-02 
O. 7~c·,:E-O~ 

-o."!.o:;J.;~::-o2 

-o. 3::.!>S5t-oz 

0.4~921:-0.! 

O.l0769E-02 
-O.!SO:bE-n 

o. 3:f~S4:-oz 
-o. 37575<:-ot 
-0.22947Et00 
-o. 5'l48~E-oz 
-0.~'.Zl9~-0l 

-0 . .?.3'il~F.~02 
-o. l1:!5SS-c1 
-0.53:!3CE~O!. 

-C.l:d76~-9l 

-o.7~S:;c:-o2 

-o. e::3t n-oz 
-0.[.3431:-oz 
-0.1'-!00 .::-ot 
-0. ~~fll~E+OO 
.:.o.3755S~-ct 

-'o.:7o·>~·E-o1 
-O.S9i4~E ·01 
··0. 7~7.:3-!E-01 
-0. 7ó~IOE-Ol 
-O.o'l71~E-o't 
-0.1 76t,CE+OJ 
-0.191~CE•OO 

-o. 3l343!:+Go 
-O.)C':;l~'.::.:+CJ 

-C.ólfd2E-OJ 
-c. fo6cef.•OJ 
-o. )·;:::>5::- :ll 
-O.lll·55f•Oa 
':"0.l~~j).,E,¡r)Q 

-O.Sl9C6~-0l 

-o. Dt.·s~·~o 
-O.ll~'+~[;+CO 

-o .l~; 727E •J·5 
-o.:! ·J :1 :..J:: • ·Jo 
-0_.2f'J 1:d/[t:J(:¡ 
- ') • ,\ '(;':';::: t:' ~o o 

Sec.·Order 
Sensitivity 

O. 7,195SE + 00 
0.-25049E•OO 

--0.1 3tJ5 7E t 00 
-0.630t.l,.E-02 

O.l30l6E+OO 
0.1431-oE+OO 
o .1450 ¡¡; +00 
0.4C..455E+OO 
0.?.7030Et00 

-O.l69!.~E+OO 

0.29771E+OO 
-0.848~6E-.01 

O. 2076<JE-Ol 
0.14971E+OO 
O.ll7SlE+OO 
0.4ó'i49E-Ol 

-O.l34';6E+OO 
0.66273E-01 

. 0.12tt3~E+OO 
0.12'353E+OO 
0.1C640Et00 
O.Z9óllE·01 
O.ll~69E-J00 

0.83l99E-01 
0.9ló75E-Ol 
0.9lo75E-Ol 
0.87572!'-01 
O.ll187E-Ol 
o.:s:'lSE-01 
o. 8 315?::-02 
0.3Z3:J3t-Ol 
0.3'1l:OE·Ol 
0. ~Ctl8Ji:-0l 
0.23773~-01 
o.l766cE-01 
O .ó9?J!E-02 
0.1039~E-01 

-0. 33~JIOE-02 
-o. 33t¡37E-oz 

0.33-.>02E-02 
O. 773C'>E·02 
O,l93:.3E-02 

·O.M3C"E-03 
0.430<ilE-C2 

-0.'•143:E-Ol 
-O.lq]4ttE+OO 
-0.8ó293E-02 
-0. Zl75';E-01 
-0.5l833E~02 

-0.18022E-Ol 
-0.911~25-02 

-O.l4235E-Ol 
·0.109:,;(-01 
-O .12.:.~7E-Ol 
-0.12735f.-0l 
-0.2517-lE-Ol 
-0.21239Et00 
-0.'¡3J.~QE,Ol 

-0.3953&~-01 

-O.ll.l72E+O!J 
·O.ll039E •OO 
-0.llS93EiOO 
·-o .ll790E tOO 
-0.21566E+OO 
-0.:3ll6E•OO 
-0.413'-i'•=+ü:l 
-C.lJ.J62EJ.00 
-0.11J~1E•OO 

-O.l673i'E+OJ 
-o. 71énE-01 
-0.lf.S3ZEtCO 
-0.26929E+-OO 
-o. J439.SE· o o 
-O.:i1053E•OO 
-0.;'663';E•OO 
-0.2C:.4t2Et00 
-o.s::612EtUO 
-0.42653!:•00 
·0.12ló;'E•01 

O e-Load 
Flow 

1 
0.86371E•Ol 
0.85.Ht'Et0l. 
O. 77251E >Ol­
O. 76032EJ.Ol 
0.7504'1E+Ol 
O. 7<.665E +01· 
o. 746óéE10l 
0.77241E+Ol 
0.745~6~+01 

O. 75072E+Ol 
O. ]:¡'o-iSE+Ol 
0.73931Et0l 
0.7877:Et0l 
o. no4lE•Ol 
0.7233CE101 
0.7~ó66Et0l 

O. 72759Et-Ol 
0.7~t.79Et0l 
0.7226[¡E+Ol 
0.7225SE+Ol 
o. 72Jt¡JEJ.01 
0.72505!::t0l 
o. 72197':'+01 
0.718'o5Et01 
o. no~'·E •ot 
o.7:c.::<.E+Ol 
0.7lS9:réiOl 
o:n797E+Ol 
0.714óOC:t01 
D.7133óE+01 
0.7l<;4c;EtOl 
O. 7L~;t.;Cl-Ol 
O. 7ll4SE!Ol 
O. 7ll'•:E•01 
0.71149E+01 
O. 70'l30.E•Ol. 
0.709~'/(101 

O. 700~13E-t0l 
O. 70143E•Ol 
O.]o·:;=tJEtOl 
0.,71035(+01 
o. 70923~+01 
0.70e97E+Cl 
0.7091!3C't0l 
O. 709';',E+Ol 
o. 75·~62€•01 
o.-/0789E>Ol 
0.70734E•81 
0.7~321E•Ol 

0.706ó4E•Ol 
0.70S-35Et-01 
0.70S1<;E't0l 
0.707~9E+Ol 

o. 7070',!'+01 
0.70727Et01 
0./0677~+01 

0.7001ZE+01 
O. 70,.f5i'é:+Ol 
O. 7Ct;22E •~01 
.0.6?;'0:)~+01 

0.6~'>66E+Ol 

0.6932SE+.Ol 
0.6~~5S7E~Ol 

0.6SQ~-t9E+Ot 

0.6~33'•E+Cl 
0.6t::134:•Cl 
O.ó·~~31E+01 
o.67e65!:-tnl 
0.6~5.3:,¡EJ.Ol 

o. 7115;r:•o1 
O.f..522~Et01 

O .6f::~¡O;?E:-t Cl 
O.é.~S00[-t01 

o .6a 1 •• 3lE-tOl 
O.ó7~l.:.!:t01 

0.7C:'J6t+Ol 
0.67709E•Ot 
0.6'tt;·:;eE+01 
O.fl~~<J¡f.~Ol 

TABLE 11: CDNTINGENCY RANKING FOR PERFORMANCE INDEX OF EQ,(4) 

Line 
p Q 

7 
11 

5 
10 
14 

9 
31 
31 
30 
!4 
49 
ll 
lO 
43 
20' 
31 
:t 
55 
29 
55 

8 
25 
14 
25 
42 
lo2 
32 
6a 
10 
35 
29 
3; 
34 
32 
13 
13 
37 
35 
35 
39 
42 
45 
37 
49 

6 
45 
47 
42 

7 
39 
41 
15 

3 
57 
32 
4tj 
12 
54 
45 
46 
20 

5 
43 

l 
44 
27 
24 
27 
52 
17 
11) 

51 
19 
61 
21i 
'•3 

9 
l 

25 

8 
10 

4 
9 
9 

Zl 
7 
7 

31 
15 
33 
¡~ 

19 

"" 21 
:z 
22 
25 
30 
25 
59 

5 
13 

l 
49 
49 
33 
59 
20 
37 
28 
35 
35 
34 
25 
58 
38 
36 
36 
38 
43 
46 
40 
34 
59 
50 
43 
41 

6 
36 
3"t 
16 

2 
13 
50 
43 
13 
47 
44 
4't 
23 

ó 
47 

2 
47 

23 
28 
51 
lb 
17 
45 
1/J 

4 
S!> 
53 

8 

26 

AC-Load 
Flow 

0.87901E+Ol 
0.0~872!:+01 
0."79739Et0l 
0.77740Et01 
O. 7ó91:E+01 
O. 76599E •01 
O. 76517E>01 
O. 7b516E•01 
0.70}~~EJ.01 

O. 7él 1•1E+Ol 
O. 7S?lOE•Ol 
0.758D~Et0l 

0.753BlE•Ol 
0.7'r6:9~E+Ol 

O. 71.ó't3Et01 
0. JC¡576E-+01 
0.744(.¡8!:+01 
o. 7426.S!:t0l 
d.74.25~EJ.Ol 
0.7423lEtOl 
O. ]c¡z~~EtOl 
O. ¡7 .;079E+Ol 
o •. 73978E+01 
O. 73t~t,Et01 
0.73i50E+Ol 
O. 7375CE+01 
0.73592Et01 
0.73571Et0l 
O. 73lt20Et01 
0.73354EtC1 
0.7329;!:+01 
o.73:t~:•ol 
0.732l0Et0l 
0.73~10Et0l 

0.73076Et0l 
0.72995E+01 
0.72~3lE+Ol 
0.7295DE+Ol 
o. 7~?--i3': +01 
0.7~927Et01 

O. 728?9E tOl 
0.72;)~4[+01 

o.72e:,~E+01 

O. 7293'1Et01 
O. 7?8Q7Et01 
C. 72730E•Ol 
0.72705Et0l 
0.7:695~t0l 

O. 7C::-?2E ~01' 
O. n68'>E•Ol 
o. n¡,en•ol 
O. 7266~E•01 
0.72649E+Ol 
O. 72612E+01 
O. 72547E+01 
o. 725 1;4!'+01 
O. 72'tSOE-t 01 
0.7240J:•ot 
O. 720<;E;Ol 
O. 71S31Et01 
·0.7!~1iEt01 
O. 7179~E+Ol 
C.7l3'>0E>01 
o. 71 '327Et0l 
0.7078:;~+01 

0.7Có97E•Ol 
0.7J59~E+'Jl 
0.70531E+Ol 
0.7C497Et01 
O. 7c:,6 j'E 101 
0.7C.;ó:¡Et01 
0.70.:,29f:J.Ol 
9. 70h5Et01 
0.6?0>'.9E10l 
0.6964~Et0! 

O.t-=633Et01 
0.6U5(•9Et01 
O .éó6C'•Et01 
0.639352't01 

FirsHJrder 
S ensiti vil y 

O.ól241E+OO 
0.3ó9~5E+OO 

0.10160E•Ol 
0.38803E+OO 
0.20~16E+OO 

-0.1l4l3E-02. 
0.42~ó1Et00 
0.4,54SE+CO 
O.l7ó:l5E•OO 
O. 20-:.H:E+OO 
O.Z395lE+OO 
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Jab!e 1 gtves lile results obtarned fe: the perfo,manct inde~ ol eq. 
(11, wht'c ,r;,~.:" )! gives cufiCSpondurg resul!s oblained fur lile performance 
rndex e: el\. 1)•." .The rcsul!s ob!Jt~cd wtlh !!1.: OC·Lo~d Ftow fornl!tlalton are 
s11.111n "' ,tal!le í 'and !hey a•t t:1e saq:o lar bo:ll performance 1ndeces. !'he base 
CJS~ VJ'•~t ol lile performJi!Ce tnde< for !he resurts ol T dble 1 is 7.087 wrtile for 
!he resul!' o! .T~ble 11 •S 1.2tl?.~. 

Front lhesc results il is cleilr ihat ;¡'th;;ugh the ranking of conlin· 
genc•es acctJrJong lo lite f!fst-or•ler anct scconli·order senstlivity methons is nol 
to!J:rj ¡ncolfeC! ras ev:denccd hy lh•~ "clu>lelln{' of con!tngencics accorá111g 
lo ••11\luttoncel, só.~e of tite poss·b'e 11ne ou!il~es were mtscldssifieo. For in· 
Std::ce, IGI lhe performance :q;!e.< of eQ. 11), lh! oulilge o~ l1nes 15-4), (10-9), 
(9-211, ele., •ha!' ~ppeJr 10 be lfnportan! from l:re rank111g gtvcn by the AC·Load 
Ftow, W•Juld liJve b:!en class•fred as oni:nporlanl collllllge¡¡cies by bolh !he 
flr?t·ord•:r dnd sccont!·ordcr se¡¡sii!VIIy melho~s. Also, for lhe resu'ls of Table 

._11, :1ne !~·ill would have been classdred as unimpurtant b~sed on first-order 
sens!ltv!f;es. Use ol seco11d-oaler sen>•!lvtlies correéis this particular case 
(i'l does ~ou!, howcver, p;ovi.le CAiensive correclton i11 olher cases). Cases such 
as these a~e p~rlicularly dangerous and any automatic conlingency sclection 
melhod sno•.:rct Jvord suclr silualrons. On t~e ollier hand, false alarms (unimporl­
anl lines r.lassrfted as ¡mpor!ant) are not as dangerous except if the misclassi· 
fica!toll is e>lerstve. lndeed, d sorne unimpotlant cases are classified high .in· 
lhe list, lhey mny overshadow imporldnt cases whtch otherwise would have been 
constd~red when runntng U1e fui! AC·Load F!ows !o furtlier sludy !he outages. 
TI11S srtuation is a'so lo be avotded. Examples of false ala11as can be seen 
frot~ Ta';!e 1:. For instance, ltnes (61--1), r2j·26!, r•18-53) would have been 
classilreJ h:~h by bol11 lhe firsl·urder anJ second·order sensi!iv1!y tnethods 
a!though lhe ,\C·!.oad Flow flaggeé lhem :S Ullllllportant. 

For ll1e purpose of dernonstraltng the reasons behind !he unreliable 
oehaviour of !~e sensdivl!y melhods, p!o!s of h,tW versus 9..(were made for a 
few ltnes. Ftv:n !~le p'ols ti was d;scovered lhat :11e per'ormance ináeces (bo!h 
eqs. 1 l.' and (1)1 Jre 1101 a:ways monolon·C fune'11Jns of o¡. F•gure !, for ¡nstancc, 
rs a p!ot o! J•¡w (eq. (·1!) vers11s Bj'for 'rne '19·181. ~lol1ce 'hal for this parli· 
colar lrne ht\'l IS no' a n:onotonoc funCitO•l u' fl.f. '.toreover, !!re operaling poinl 
(OP} 11 J p~•·:l el negill•ve s!ope anc, w••h•n ·~·e iegion ol 1n 1erest (fronr OP lo 
lhe or~<nJ:e ¡rxrs.l, !he slope of !''e perlo11nonce rndex lunctton Jr.nv chJ11ges sign. 
There!0re, tf 1he fffsl·order seosrtivtly (aPd, 111 l~1s case, even the second·order 
senstli·,i!y b~cJuse ht-W is nota second·L••der funct1on of f!_c) is used to "pre­
d:cl" !!:e vJ!<;e uf J:¡w Jfter úulaging !l1e l111e ll:l_l ~ 0), !he prediction would he 
la· 1ru•>• lhe "true" v;.tue g!Ven by !he AC·LOJ.l Flow. This behaviour o! lhe 
p~tiorlll;o·ce llld<•x luncl10n rs, of course, syslem aod operating point dependen! 
a:r.J 111Jy or may no! occur. This incons•s!en! b~l•aviour is, prectsely, whal 
II<J~es 11·.c m•:!:.od of aulomattc scteclion untelrahle and, lo some exlent, un· 
awactt'lt:. 

Ano'her obvious reaso11 1u1 ttre unpredictable behaviour of !he method 
i~ that !he approxima!ron lo !he performance rncex funclion as given by eq. (JI) 

i~, of couf5~, v:t~•d onty in lhl' ne1ghborhood of !1e "operat<ng p01111", and may 
nol ho''.! !rue rever. wiiil seco"d·vfl.:ér e!!ecls) wl!en the susceplance chonge is 
l~rge, ~~ 1s precise!y the c;'se w!ien Slrnu:at¡ng a ltne oulage. 

A way al ove~co'm•r.g these diff1culties ts p'rovided by the use of the 
OC-Load Flow mude! of eq. ( !?). T:,e resulls g,ven in Table 1 for lhe OC-Load 
F!ow r•odel ¡wh1ch also apply lor !he performance index of eQ. !1)) shuw lhal 
!ht> Jpproach !S high!y re'·ab:e and accuralc. '.!1110r mtsclassificatton resulting 
in lalse a'.llmS ras is !'•e case of !•nes 110-19), (/·6), (19·1d), an•J (9·8)) may 
occur as sh·Hn tn !he 1e1u!ls~ 11 is expected, 'wwever, lhal these errors will 
be more. inl,.;quel!l in oses whe•e lhere 1S '"'Jre separalion between the impar· 
!ao•. and "'''r.!púr:ant cor.•rn~enc'¡es. Th~ OC-Load Flow rnethods is, ol course, 
more demall,!tng, co·11pulatronally, !han lile f•rsl·order sensitivily rnülhod. 11 is, 
~o.-~e·,er, less so lhar. t:re secund-order seosilivily melholl. 

CONCLUSIDNS 

The resulls of applying !he ~ulomaltc conlingency selection method 
of E1ebe·WJ!Ientoer~ r 1' lo !he reJ'·tiiue ,\EP-EHV sys!em conJitions were pre~ 
S·:n:cd "' !h11 p::per. 11 W.lS lountl t~a! l'~:s me!hud, al!hoogh conceplually high· 
!¡aove~:~~~~, is vmeltable and, u11C•!r cer:dtn cHcums!anccs, m;Jy g¡ve incorrcct 
<•!S· ·.s. r-,,o l'f·,·,es o! ano:na'ous IJehavtor were idenlified, 

•.'J·,,d .. ;;l•o•l uf '""mportanl lrne oulages as importan! (false· alñrrns), and, 

cla>s•rrc,llron of ,,npo;tant outa¡¡es as un1m~ortant. 

The forr,¡er !y pe of error, a llhough nol extre:nely ddngerous, m ay in­
•.:teJSc lr•e co:;;pu!J~ional lu"J Gi ,rnq;,.,, lnll AC·Lo.ld Flow cases far furlhPr 
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Figure 7: Pfot of th~ Performance lnclex of Eq. (4) vs. Susceptonce (B¡) 

for fine ( 19 • 18) 

sludies, 11 may even mask importan! fines that otherwise would appear higher 
in the ranking than lhe misclassified cases. The taller case· misclassificJtion 
ul importan! oulages - is, of course, highly linwanted in an on·lrne· auto:nal1c 
env¡ronmenl. 

lt was shown in lhe paper that the un re ti~.ble behaviour of !he auto­
matic contingency selection mcthod is duelo lhe fact lhal !he perfor,nanc~ index 
function ·is nol a monotonic function of lransmission i'ine susceptances, l h, 
is, in fact, ·al leas! a necessary condition lor lhe accr:p!ab:e performa11ce of 
lhe melhod. Even if t:1e performance index is monotonic, a high degrce of mis­
classification may result depending on !he degree ;Of convcxdy or C•Jncavily of 
the performance tndex function. This, however, is highly syst~m aad operating 
poinl t~ependenl and ca,¡nol he ascerlained a p!iori. 1\11 the>e tactors ma>.e !he 
methad, al best, unreliable. 

For lhe purpose of enhancing the performance ol lhe autornatic con­
lingency selection, lhe melhod was extended lo include second·order effects. 
Allhough lhe results oblained with lhe second-order extension were better lhan 
!hose obtained with !he f'trst-order rnelhod, the 11oproven:2nl was nol significan!. 
1t was shown lhat, nol only !he first-order sensrtivity bol lhe second-ord.:r sen· 
sitivily for1nutas can be readily developed usi;¡p, ele¡nenllly differential ca!.:ulus 
pruviding lhus an alteroalive, and clearer way of devetopi¡¡g the equations, !han 
/he use of Tellegen's theorem. 

11 was also shown in the paper lhat !he OC·Lo,;d Flow provides a 
compelilive allernal1ve lo lhe automalic con!ing.;.;¡cy selr.ction melhod. 1! is 
a~pa1e.nt frorn ll1e results obta1ned wilh !he DC-Loaú F!ow, tha! lhts :nethod 1s 
accurate and reliable. Thcrefore, for on-line corilfngency analysis, s~rious 

constderation should be gtven lo !he poss¡b¡l:ly of using a OC-Load FlJ'.V mortel 
fnr Ute sclec!iun of me~~ingful liansmisston !ine CO!IIlnge;¡ctes. 
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APPEND!X 1 

First-Order Sensilivities 

The gradient ot !he- performance rnJex ol tq. (4) wilh respect lo 
changes in suscep!.;nce ot lhe lines in the network is 

where 

(í7 J )T _ Í oJMW oJMW l 
_8 MW - --.,-• ••••••• , -,- J 

_ L oB¡ <JB,u 

the J th e lemenl is 

~h.m = [ ~ Jr.nv l T 
v 8..( rli¡IJ . - -' 

[
otfttl 
il B.( J 

(1.1) 

(1.2) 

with ¡,:;¡ a vector or angle differences across !he lines 1n the network. Notice 
thal t:ie elements or vector [ClJt.tl'//~1-'1 1 rn eq. 11.21, can be readi!y obtained 
fro~i cq.l 'l. On t~e olher hand, e!erne"01 jth or [ at{JI/a 8.() is equal to 

;;¡,lj 1 

"JB~ 

or' sign (Bj) __ !, Oj JI: O 
as~ 

( 1.3) 

To calculate lhe derivalrve ()O¡/ o B.( in eq. (1.3), consider the OC­
Load Flov. forrn·~lal•on 

- B ~ " p ( 1.4) 

wh~r~-ª 1s the vector or nodal angles and P is the vector of nodal inject1ons. 
t'rom eq. (l.·\! il is clcar thal 

a~ = 
a el 

as-1 - p 
(!(J.{ 

bul ·lhe derivative of the inverse susceptance rnatrix is ~qual lo 

-¡ . 

CiJL=- s·t i3.fl a·l 
0e( - oB,e-

( 1.5) 

(1.6) 

using eq. 11.61 and ncJ11cin~ t!Jat a B.'o s1 = '·!t '·~JI can be easily shown that 

rl ' -¡ 
~B = - 13 ,,,, J) D 

() 'J. - -:-"- ...... 
(1.7) 

and lrom eqs. 1 1.3) and (1.7) it is tina/ly seen that 

· ·· ' T ~.¡ '1 ) " .11-·, 1 ,. _ s:gn (f•¡) (,1,1
1 

_ ~'..( -< 
-;-;¡jj - ¡ t.e l 

Tu calculate lhe elements of lhe grad1enl vector, en. •!.2i can be 
wrrlre<r as 

NL 

cJ~!l!.. = L i3J•.¡w cl!:·1¡1 

-'~~ _, ,11.·¡1 cr.i( (1.9) 
1:-! 

and using eq. (1.8) in (1.9) and the fact that !AT.!fr .!!!..( = ,!.:~J!- 1 M¡. it is seen 

lhal [ N L . l·. 

LJ· 

and 

aJMW::-M~B-1) JJt.!l'/sign(.'!¡J~ 1 - 'J. 
oB_.e -A- L at('¡t J 

1 =1 

" NL [ ClJr.ll'/ . l 
p = L. a!!..) 1 sign (O¡) !!li 

J=l ... 

A A 
S = B ·l P 

(1.!0) 

fl.ll) 

(1.!2) 

Using eq. (1.12) in (1.10) and lelting t} = ~J~. il is finally oblained 

"OJM\'Í " • 
- ~ e.f ao..l 

( 1.13) 

which is theflh ~ = 1,2, ••• , NL) etemenl of lhe gradient vector of ~q:(t.l). 

Second·Order Sensilivities 

From eq. (1.9) JI can be· shown lhat !he second arder derivalive 
fohnv.'a Bk o ~Í is given by 

2 NL { o JMW oJMW 

ask a!f<L ate¡! 
i = r 

2 2 o lO¡ t + o Jwv a 11?¡ 1 

"OBka~ o!O¡t2 ~ ó~:~'} 
(1.!4) 

In this equalion !he only lerm that needs further elaboratio,, is the derivative 
("02 W¡l/oBk o B..{). The other terms can be oblarned from pre~ious results. 

11. can be easily seen that 

o2
1 O· 1 . . o 2 O¡ 
~ = srgn (OJ) ----, tJ¡ '1 O a Bk o B.( a Bk d B.! 

(1.!5) 

From eq. (I.Bl, and using similar manipulation as thal uscd lor lhe 
f11st-order case, it can be shown that eq. (1.!5) can be wrillen · 

a2 t e·¡ · 
0 Bk ~ ~= sign(8¡ lí.!f .1!_"

1 ~k) (~1¡ ~- 1 ¡ (~.fc7 k +~k 0_,() (i.lol 

Notice that lhis is a general formula lhal can be used lo simulate the.effects 
of doub!e con!ingencies. However, for the case of single contingencíes, eq. 
1 1.!6) reduces to · 

2 ' . 
~ = 2 sign(é11-)IMJB"1 M,l(MT

1
B"1M") (1!7) o B.t 2 --< - ...,.. - - "-"" , • 

Using eq. (1.17) in (1.!4) fwilh k =,tl il is obtained 

Let 

that 

--,2 " 0 JMW = 2 (M T 8"1 1,1 l (M T g·l l P O o 
--2- -'..(- ~ -'...<- - r o B..t 

+(M T s·l ) "")" 
[ 

NL 

-~- L 
o 2Jr,!W 

ol [1¡ 1_
2 

j =1 

NL { a2 JMW T} L ~.!;!¡~J 
j= 1 1 

" B 

M- 1,1Tjt ¡lr'!:!.flC} 
-J- j .-

(1.18) 

(l. !91 

Substiluling eq. (1.!9) into (1.181 and sim¡ilifying it is finall7 ohla1r.<!l' 

d2J·~ " .... ... w- 2 I"T 8-r ., -, ' • 0 -1 8 2 11 201 --2-- '"~ ::.:.(lt.-t.!:".t+.::!( B-1:,\ 1 ;'1 • 
;¡ B.! - - - - - - .< 



wtltc~ C<HI be usen, toge:'.er wtth eq. (1.13), to·catcuiJle tite changes in the per· 
fof!ilil!lt.:'r~ ind2){ to ch:w¡¿r.s 10 lhe susceplancc of line..(using t!lJ. ~ ll). 

DC·Lo.1J F low 

From eq. (1.11 !he nudal an~les, alter a chilnge in susceplance for 
'·•·; f- ol 6 Bj, are gtven !Jy 

,;;C- (0 +/\B..( M..t:~l- 1 p - - - (1.21) 

Using the well krown matrix inversion lemma it can be shown that 

s .( = 1 - b..e. !r' 1:1-t (j ..e (I.ZZ) 

w~ere b~ 1s given by eq. 1 t 3) and ~ is the vector of nodal angtes corresponding 
to ttle b~se cilse cunditions. 

The ncw trne llaws are 

f- sk o~ , k o , . 

P·¡.:: i -(B..<_ +6B.t l é): ' k=/. 

(1.23) 

SubslittÚng O~in eq. (1.23) from eq. (1.21) it is finally obtarned 

.J. { Pk + b,E' (~! ~-! ~) 811 ~, k i .R. 
pk :: . 

(~ ·66.( 13.{) [l- ~(~1~-1 !!!.!l]' k =.l. 
f> 

(t.24) 

The new fi'ows given by eq. (1.24) can be subsliluted in eq. ll) tJ catculate !he 
vatuc of the performance index •• 

( 
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AN OVERVIEW Ql> POWER S'/5Tf,M CON1'ROL CENTERS 

Tomas E. Dy Liacco·, Fell.ow, IEEE 

Thc Clcveland Electric Illwrd.nating Company 
Clevclan<.l, Ohio 

ABSTRACT - 'l'his paper describes the objectivcs, func­
U on:;, and clcmcnts of power systcm control. c:cntcrs. 
Thc pistingui,;hin<J fcaturc of modern control cent.ers 
is the adch U on of moni toring and control funct.i.ons 
relatad to sccuriLy of system· opcration. 'l'he four 
majar elements of control center dcsign '- data acqui­
sition and control, computcrs, man-rnachine interface, 
software, and pcople - are discussed bricfly. 

INTRODUCTION 

Throughout t.lte electric utili ty industry in thc 
world today, tra?itional dispatcher's offi.ces are 
giving way to modcrn system control centers [1]. This 
changé from the old to the new is not merely one of 
mode!;nization'of dispatching and supervisory ec.¡uipment, 
although there are i11deed many nt:w c:euters which pro­
vide' little rnore. tharo what used to be done with old­
sty~e equipment. ~/hat is significant is the change 
from a l.imitt:d conct:pt of generatio11 dispatching or 
supcrvi~ory control to a more cornprehensive and inte­
gr~t~d ~pproach Lo monitoring and controlling a power 
syktern! This broader concept which we shall refcr 'to 
ai the 1 "sccurity contrql" concept (2], has stimulatcd 
ongoing developm•~nt of. the hanlwarc and software func­
tions 1whi eh character ize the current trends in power 
s,

1
ystem control c~ntcr design. 

· .bné may ask vlhY: a mo(.jern control center is needed 
at al l. Or ratl,er, why should a control center be de­
signed to do more than generation and supervisor-y con­
:t:rol? The un:>wer, of course i s that there are many 
.di'fficult operat i ng pr.oblems which are outsidc the 
purv.iéw of the:,;e tt·<lditional co~tlrols. .The nature, 
comple:xity, and sevel:it:y of 'the:;e operating problems 

:Vil t-y' from one cvm¡.>uroy to anoth,"·. Bul whatever the 
··comP,any and its specific conditions, the resolution qf · 
these day-to-day and even mi.llute-to-minute operating 
problems had hbtol'ically been left solely to the hu­
man operatot·. 'fhe operator had gcnerally been left to 
his .own resourccs to makc opcrettlr.g deci.sions with 
lit,tle relevant information about the natu.re of a prob­
lem and of the i.mplicat.ions of each dccision alterna­
tiv~ that he could consider.· lronically, in cases of 
re a lly seri ous and complex si tttaU ons the operator 
~1ould be flooded wi th too much inform.:ttion which tended· 
to':hamper or. confuse rather than assist his decis.ion­
mak.ing process. 

, Over the years, improvements were being made in 
thcl traditional c•~ntra.l co.ntrols. By the end of the 
1960's, the ·state-of-the-art in gencration control h<1d 
cvdlved from a11 analo<J system to a digitally-dire'cted 
ana1og and (~VCnt:u,1lly to .:t full 0igi.tZtl cont.rol sy¡¡tem. 
SinÜlaz:ly, Stt)'ervi.sory control systems had evolved 
frb!n onc hanh1ircd master pe~ r<::mot.t~ t.o one hardv:ired 
m.1!'iter for s..,v,,n\1 r"motes and evL,ntually to· a digital 
con\i•utel· maslét:. ·'l'hus, hy the end of the 1960's there 
w,;,t!.~ in servi ce two typcs o'l' cligi tal computer control· 
iÍts'taJl,~tions th.., dispatch computer and the super-

: visdry contt·ol com;•ut,or -- usi.ng small c:omputcrs and 
. req1\1iring no more data than what wa:; csscnti.al for 
, citll...,_r gencratiou di,;patch or fot· supcrvisory control. 

' 
j· 
1 

5 

Digital telemetry was also coming into use to replace 
analog telemetry. Up to this time the man-machine 
interface consisted of strip-chart recorders, loggers, 
indicating lights, annunciators, consolc pushbutton 
panels, thurnbwheels, and other special-purpose hard­
waro. La ter, _black and whi te or color CRT' s were in­
troduced in the design of these tradi.tional centers 
but the monitoring and control objectives still re­
maincd li.mited to generation dispatch and supervisory 
cont•·ol. 

1'he first significant step in expanding the scope 
of control ccnters was made with the addition of s~s­
tem security consideration to the generation controland 
supervisory control requirements. This factor caused 
radical changes in the real-time data requirements, 
the amount and sophisti.cation of information processing, 
the computer configtn·ation, and in the design of the 
man-machine interface. We can correctly say thatthe 
difference between a modern control center and a tradi­
tional one is the incórporation of functions :r;elatedl t·o 
secur·i ty. 

S'/STEN OPERA'l'ION ANO SECURl'rY CONTROL 

The goal_of system control center· design is the 
implementation of security control. 

Security control requires the proper integration 
of botJ¡ aÚtornatic and manual control functions, i. e., 
a total systems approach with the human operatoz: being 
an integral paz:t of the control system design. Secur­
ity control requires that all condiU.ons of operation 
be recognized ~nd that control decisions by the man­
computer system must be made not only when thc power 
system is operating nonnally, but also when it is 
or.Jerati.ng under abnorrnal. condit~ions. 

The natu!e of security control in terms of a.de­
sign organi~ation or structure was presented at the 
1966 IEEE Swnmer Power Meeting in the paper, "The Adap­
tive Reliability Control System" [3]. The concepts 
advanced in this initial paper were furthcr developed 
in a succeeding work, "Control of Power Systems via the 
Nul ti-Leve 1 Concept" published in 1968 [ 4] • I wi 11 
briefly discuss the basic ideas originnlly presented 
in thesc two referenoes. 

The Overall'Operating Problern 

The power systcm may be assume:d as being operated 
under two sets of constraints: load constraints and 
operating constraints. 

-Tite load constraints impose the requirement that 
the load demands musé' be met by the system. The oper­
ating constraints imposc maximum or noini.mwn opcrating 
limi Ls on system variables Clnd are associ.atcd wi th 
both steady-state and stabili ty limi tal ions. Matl•e­
maticaily, ~he load constrai.nts can be cxpressed in the 
forro of th~ familiar load flow equations. 'I'hc oper·a­
ting coustraints can be ('Xpresscd in the fonn of in­
equ¿ll i ti es, such as on equipmcnt loadings, bus vol tage, 
phil~lf. anr;le di ffércnces, generator real and reactive 
puWl!l.S, l.!tC. 

Th,~ éohditions of opcration can then be .categorized 



into thrc<' u¡h;rat in<J state:; -- nonual (or proventive), 
eHH!rgcncy, .;:utll rt~:itc.>rative. 

A system i.:l in thu norm.1l stiltC wlocn the load and 
opera ti n<J <.:ons tr.li nts ar;;-;;;;t"L;';ti.~d. It ls roa sonable 
t·o ass.ume that in thc norm.J.l 'Jtate thc power sy,;tem .ts 
in il c¡udsi-stca<ly-:;tatc cond.i.tiun. For any givcn tinie, 
lhe inlel:J<.:<.:t iun of Lhc lo•1d constr;1ints ancl thc opera­
t.inq con:;tt:;1ints defines the space of all fcasible 
nOIIII..ll O[.h.!t:atin•J statcs. 'l'he . power system may be 
up,..!rutcd dii)'\Vhc·ru in this s{>..\<.:C!. · 

1\ systc:m is in the ~~~:.!l_CY. ..... :~t~ltc when the ·opcra­
tinq con,;u· .. dnts are not <.:olnpl•:tcly satisfied. Two 
tYP'-'~ o E <:ln<::r<Jo.::nc:y may be noted. One is "hen only 
stl..!uyy-!;tate op.~r..ttinCJ constra ints are b12inq violated, 
e.<J . .', an c•¡UÍ[>f•le>nt loading li.mi.t is exceede,\ or the 
voltage at u. bus is below a given lcvel. '!'he other is 
whe~ a stab.ilily urocrating constraint is violatud and 
as a rcsul t ot which the systl•m cannot maintain sta­
uility. The first type of crno.!l"<Jency may bu called 
11 Stf:ltldy-s~ ... ltC t~murtJcncy 11 and the scc:ond type, 11 dynamic 
ernorgP.¡1cy." F'ot· thc momeni:, however, wc shall not 
distingui.::¡h bo.::t.wtwn the two types of emergenc.y. . 

A ~yste~. is in the rcsl~rative state ~hen the 
load constraints. are not c:om¡:;J:-;;t-;;ly7ati-;;-üed. This 
means a condition of e.i.thcr- a partial or a total sys­
tcm shuto;Jown. In case of a partial sliutdown the re­
rluccd system m<.~ y be in an emergency statc, 'rhis is 
thA start of a cascading situation~ and if uncorrec­
ted, would lend to a furthcr do.::terioration of the 

!iystem~ ·-
The concept of thruc opcrati..ng states breaks up the 

complex overa.U op<!l"ating ¡,>roblem into thrue cperating 
sub··problems ,:,ith di.fferent control objcctivcs, Of 
pri.mary inter<!St and of m<,jor .impact on the desigri of 

systum contL·ol cc:ntcrs ic; the coutrol done in the normal 
st.-ttc. It is basicall.y the ,j,·:velormcnt and i.mplementa­
tion of funct.ions in this area that represunt the state­
o~-the-art in ,;ystem <.:ontrol c,enters .. Emergency and 
r~sturative. contL·ols are nccded for a complete security 
ct:¡!ltrol systeiñ, but so far thei.r implementati.on at con­
t~·ol Centers ha,; been Very lirn.ited -in SCOpH and in in­
g~nuity, 

; The effcctivcness of security control depcnds 
h~avily on t.he control done cluring the normal operating 
st<.~te. If a system could be controlled so that it re­
'1\n:ins normal lOO% o f the time, then all the load con­
straints woul.•l be met 1útilout any problem• and there 
":0!--~ld exht thc m,tximwn opportun.ity for realizing the 
t~~l econornicbenefits of sound operation. 'l'hc objec­
ttye of secun ty control may therefore be restated as 
rovows: to kc•~P lile pow.or nystem op'eratin<j .in the 
noi~Idl operati ny state, i.e., to prevent or to minimize 
the dcpartures from normal stilte into either the emer­
gancy or the restorative state. To realize an effec­
tivc strategy. tor carrying out this objective let us 
look more close.ly into Lhe concept of systein security. 

The Cónccpt of ~~tem Sccudty 

Systum security may be considered as the ability 
of a pow.~r Sy!item in normal operation to undergo a dis­
turbancc wi~hout gettin9 into an emergency condition. 
The systcm 1:; t!1om said to be "secure." . on the oth.er 
hand, a nonu<tl operating systcm wou.ld be · "insecure" if 
thece wcre a di :;turbancc whi.cl1 could br.i.nq about an 
em.oryency opet·atin•J condition. If one considers an 
pos::;ible di,;tul·IJ,.u¡c:es it woul.d be impossiblc to find a· 
secltre powcr ,;y:; Lcm. In practice system secur.ity is 
cl"tennined w.ith reference to an a1:bitrary ·subsct of the 
com¡•.lete clisLucbancc set. 'l'hi.s subset is catlcd the 
"ncxt-cont.in•")<:ncy" :;ct, '!'he choice of thc culli¡>Ololition 
of the ncxt-continr¡cncy set is dictated by Lhe prob­
ability of occurrcnce of the contingency within the 
ncxt short [l<'riocl of t.lme (in the order of minutes) 
•~n.•l th.c. conscquP.ncos to thc sy¡;tem shoul.d t:hc contin­
<Jo.::pc:y :occut:. ln mnst power systems thc nc:xt-contin­
<J•:~c;y set .Lncludcs, alol a m.i.nimwn, the follow.ing types 
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of dlsturbanci.ls: 

ll any circult out; 
2) any gcner3ting unit out1 
3) Any pl~ac-to-p~ase or 3-ph3se short ci~~uit. 

Other typcs of di.sturbanccs may be added. The more 
<.l.i.st11rbances included in. thc IH:xt-contingency ::;et thc 
more stringent the system-securi.ty requircments bccome. 

For a given na~t-contingcncy set, tho sut of all 
nclrmal operdting states m,1y l)<) Partitioned into two 
disjoint subsets--sccure and insc:~;ure. That is, a nor­
mal opcrating system is either s..,cure or insecura. We 
scc thun that for security control to accomplish its 
oujcctive of prcvcnt.i.ng or m.i.nind.zinq <lcp.1rturcs from 
the normal state it would be hi'.]hly dusirable to be 
able to identify, firstly, 1•hether the system is nor'­
mal or not, and secondly, if normal, 1•hether the sys­
tem is insecure or not, and thirdly, if insecure, what 
corrective action may be recommcnded to makc the sys:­
tem secure. Th.ia leads us to thc functions of secur­
_iJ:y__monit'oring and ~EJ.ty" an .. llys.i.s which we shall 
discuss a little later. 

General Characteristics of Security Control 

We should recall the previously stated objcctive 
of system control ccnter design as the implcmentation 
of sec:urity control in the br.oad sunse of integrating 
all required automatic and manual funct.i.ons . for all 
conditions of opcrat.i.on. From this prospectivc 1•c can 
seH the genE:ral patterns in wh ich system control cen­
tcrs have been dcvelqping in the rccent years. 

. 'I'he necGssi ty for integrat ion has brought .together. 
thc .previ_ously scparately implt'Inl<nted functions of gene­
rat1on control.and transmiss.ion control i"nto one systcm. 
l•'or geographically small power systcms the inÍ:cgration 
is carricd out in the system control centcr. For large 
systems or systcms with exlstii~ regional or arca con­
trol centers this integration .i.s accomplishéd l.ly linking 
the centers atvarious lcvels into a c:omputcr hicrarchy·~ 

·rhe new requlrement of security monitorii<<J alone 
has necessitated the collcction of a large volume of 
real-time system data every few seconds anct 1"\as brought 
about the u~e of filtering and state. estimation techni­
t¡ues. 
. In addition, th~ integration of autom,ltic and manu-

al functions is being man.ifes tHd i.n the fol·m of o1dvanced 
display devices and technic¡ues. '!'he CHT w L th limlted 
graphics has. become the unlven;al man-machln~ interface 
for system control centers. 

Operating decisions by the human opcriltor are being 
supported by the presentaU.on of m<ne complete and co­
herent information about thc power syst.em thdn was ever 
done bcfore. 

If wc review the.modern systcm control centcrs 
which have been placed in scrvicc throWJhout the world 
since the start of l:he 1970's and ,ügo tliono wld.ch are 
in the process._of i.mplementation wu c0mn up with •l to­
tality of real-time fcatures 1_1nd functlon!l whlch lnclu­
des thc folluwing: 

l. 

2. 

3. 

4. 

,. 
J, 

6. 
7. 
8. 
9. 

10. 

Hierarchical structurc:; conoistlll\/ of ~ovorlll. 
levels of computer syutcms. 
Dual real-time proccs::;or,;· or mul.t l-proccu11orn 
plus redundant pcr iphur·,ll!l. 

. High-spE:crl di.rJital tclcm•:try nnd dl;t·l\-· 

act¡uisition equlpmcnt. 
Sy,;tcm-widn instrument.ltlon of cloctrlcnl 
quantiti.cs and devicn status; 
Color éH'r's "ith graphic:l for inturnctlvo 
display. . 
Dynamlc wallboard group di!;plny. 
Automatlc gcneration contr~l; 
Economic clispatch calculatlon. 
Automatl.c voltagc (v<>r) c:o11Lrol. 
Supervi.sory crntro.l (llnJakorn, CI\J>Acltaro, 



transformer taps, gcncrating unlt atartup and 
shutdown). 

11. Sccurity monitorlng. 
12. SLate esLimalion. 
1~. On-llne load flow. 
lf. Stuady-statc socurity analysis. 
1~. Opt1mum powcr flow. 
1~. · Jlulonwtic syst<:IH Lrouble analysi.s. 
17. On-linc abo:r:t-cin:uit calculation. 
18. 'Emorgcncy control -- · 

aulomatic load shedding, generator shedding ,' 
lino tripping. 

19. Jlut~lllilLic circui t restoration. · 

Therc is no control system that has all of the 
functions just enurnet·dted. 'rhis is to be cxpected. 
Opcrating problcms di ffc:r: due to different networks aud · 
generatíon rcsourccs. Up0rating philo,;ophy and thc 
structu:r:c of ope:r:ating :r:esponsibilitics are not the 
same 'for all companies. A_ fe~ centers ha ve adopted an 
eqolutionary approach, adding something new to e~isting 
control equipment and telemetry. F.inally·there is the. 
signíficant time gap between th~ testíng of a new idea 
on paper and its implemcntation in a real-time control 
sys_tem. 

FUNCTIONS OF A CONTROL CENTER 

ln this section we will surnmarize only the real­
time functions that are gene rally oC widespread con­
concern to system operatlon. There are of course ot~er 
functions which belong to the structure of security 
control but which ilre · usually run off-line or in a 

_hatch-process-iAg-mod<:-.------'flli s is not to say that thüse 
lat ter functions are not important, but wc recognize 
that the difficult part Of system control center design 
Jies in thc implernentation of functions 1~hich run in the 
reaJ-time envirorunent. 

Automatic Generation Control (1\GC) 

The function of AutoJUatic Generation Control (AGC) 
is to determine the genetation required to meet the ac­
tl1al system l'oad and t.o allocate this gencration among 
the regula ting uni ts, coordinating the rer¡ui.rements of 
regulation w.i th the desi red base operating point of each 
unit. 'rhe last par:t of this definilion .i.dentifies an 
important interface b'etwcen 1\GC and some other function 
which calculatcs the desired base points or settings. 
T:r:aditionn.l.ly the base seLt.i.ngs are detcrmined by the 
'economic dispatch funct.ion. But in our concept of secu­
.i.l ty control th.l s need nol always be the case. During· 
certain opct·ating conditions, other functions such as 
secud. ty anal ysis or emen;¡cncy con'trol could establish 
the desired hase ore:r:ating points. 

'l'he basic AGC algorilluns, Le., the calculatíon of 
area control. error and the. ass.ignment of regulatíon tb 
each uni t t·ecognizíng the desired b;.se points, are well­
known. To apply thcse algorithms in a system control 
cent.er requirt!S , the adcljt ion of modules which, in effect 
interface with the real-time environment. 'l'hese modules 
should initialize the AGC ·function, coordinate all in­
fo~-mation from other programs which affcct AGC, prepare 
and hand off to the data-aCoJuisition subsystem the sig­
na:ls to be sent to the plants, and communicate with the 

. di!,plal' sul.Jsyst.em. 
~·he use of plant comput.ers commun.icat.iug with the 

'sy.stem control centc:r: offers fclxlbllity for carrying 
OLlt thc 1\GC function. 1\n example of th.is application 
is. at the Clcvcland F~l.cctric Illluninating Canpany (CET). · 
The JIGC software at C~T's system control ccnte:r: sends 
ickircd mw si')nals for c,ach tC'JulatiÍo<J unit to tl;e plctnt 
;ot\tputcrs. 'l'lte plant computet·s act a,; local closcc.l-loop 
controllers for cach unit {~>]. The control alc¡oritluus 
a1: the plant computcrs rccogni:>:e the individual ratc of 
response of each un.i t. Ovc,;r the samc data -links the 
1-·lant computer,; rcport to the _ systcm control centcr 
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every second Uoe control utatus of each· unit and its 
!lhort:-tc:r:m rai,c and lower capabil.i ty. Th.i.¡¡ informa­
tion i s used Ly thc l\GC algorltiun such that. the desil:ed 
ltlW requestcd .i.S Within thc c.lyllilmÍ.C capal;.lli ty of thc 
unit. ''!'he comput:er-to-cornputer link also lonndles spe­
cial requeuts by a unit operatór to place n unit off 
or on regulat'ion orto change. a unit's operatlng limits. 

Econom~atch Calculati.on (EDC) 

· Economic dl.spatch calcul.atii'Jn i.s perfonncd every 
fcw minutes using the 'set of coordination equations 
which requircs that tbc incremental cost of. delivercd 
power from each generating unit toan arbitrary ref.e­
rence point be the same for cach unit. The incremen­
tal cost of delivered power to a given point fl·om a 
genarating unit is equal to the incremental cost of 
gc:nerated pow<•r multiplied by a penalty factor. Tradi­
tlonally the penalty factors are calculated usingtrans­
mission loss B-constarits. 

In·present day control centers, B-constants are 
usually calculated off-l.ine and are updated very infre­
quently. There is an cconomic advantage to be gained 
i.n upda,ting B-constants ·on-line especially in thesc 
times of hi.gh fuel costs. 

In centers where a real-time load flow is required 
for other reasons, it would be possible to calculate 
the penalty factors on line by adding a real powcr op­
ti.rnization routine thus · obtaining an optimum powcr 
flow [ 5 ]., {6) • At CEI, every time thcre is a network 
change or when the system load 'has changed significan­
tly in magnitude o~ in relatíve distribution between 
arcas, the opti.murn po~1er flml runs autom<ot.i.calJ.y and 
a new set of penalty fact01:s is passed on to the EDC. 
The benalty factor calculation takes less than 40 sec~ 
onds on the· Sigma S· computer. 'l'his is the total res­
ponse time and includes network configuration'update, 
3 'to '4 fast decoupled load flows [ 71, Jacobian calcu­
lation ¡tt_the optimum solution point, calculation and 
transfer of new penalty factors·to the data base. 

Although EDC should be madc only for those units 
which are regulating, it is desirable to make another 
calculation including all the other units on local con­
trol. 'l'his second-pass EDC is made everytime the regu­
lar EDC is run. The results of the second-pass EDC are 

· displayed to the operator so that he may manually dircct 
the units on local control to be moved closer to their 
optimurn generating points. Considerable addttl.onal 
economy may be realized this way. 

· Supervisory Control (SBC, SVC) 

Supervisory control is not a new operating func­
tion. Its integration into a system control ccnter is 
new. Since supervisory control is a manual function it 
is exercised v.ia the man-machi.ne interface or the dis­
play subsystem. 

The i.ntcgration of 'superv.isory control of circuit 
breakers (SBC) is not always straightforward in•thc 
case of a control hierarcby where, historically, supe!:­
visory control had becn excrcise'd at a loHer leve!, 
such as a district or regional'office. The common ap­
proach has be en to reta in ti• is function at the lo~1er · 
leve! and morely repot·t the brc~ker status to the cen­
tral or higher level. Such a structure will need rc­
examination of thc interfaces in thc cvent that there 
would be a rcquircmcnt for breaker control from the 
higher level. 1\n example of this would be sorne form of 
emergency control such as load-shedding or system sp-
1 itting. 

Wlu~n thcre is a necd, the control centcr may al so 
perform supcrvisory contr·ol of voltage regulating ele­
vices (SVC), such as tap-changers, capacitors, qcnera­
tor voJ.tágc regulators. 



1\utum<d:ic Voltaq,~/Var Control. (IIVCJ 

The aut.omatic control of system voltago and of var 
a lloc:tt ion i!.; not yct .in wi.dc uso e ven by those com­
p~nlus wlw fcel they nucd it 1 pr~narily due to the ab­
senc0. ot "" efficicnt on-l i11u opt.Lmizution algoritlun. 
In J.>pan 1 however 1 1\IJC has buen in use. for many Yti~\rs 

now. 
Thc l\VC rcgulat<!S the voltage profile and also 

m.inimizus l0sse:; duo to reactive powcr flow [0], 'l'he 
contt·ol var.i.al.llcs are gonerator roact i.ve powers 1 trans­
fonnl!r t..>p';, sllunt capaci tors 1 and shunt reactors. The 
control is a two-step operation. Voltagcs and var 
flows are checkcd pe r iod .lcally and when t. he re is any 
·,\evi,ltion ),;:,yond cc.rt.:.in toleranccs the voltage profile 
control c..!l<.:ul ation Ls in.iti,>tud. At lcss frequent in­
torv.~ ls Lhu minimtUn los:; calculation and centrar is 
cx.ecut:.ed. 

ln 1976, thc Potomac Electt·ic Power Company placed 
in servi.c:c their. ncw control centcr (9] and ene of its 
unique fc•ature:; is a clo.scd-loop voltage control (10] 
of dbtt'ibution bus voltages, the first of its kind in 
thc \·Jorld. 

~'.Ei.SL ~1onitoring (SM) 

Sccur.ity monitoring (SM) is the'on-line identifi­
cation and ·the display of the actual operating condi­
tions of th~ power system. This one function has made 
the diffcrl.>nce between thc traditional dispatch center 
and th~.; modern sys tem control con ter. ; SM rcquircs a 
systemwide instrwnentation on a greater scale and 
variety than that required by a ccnter without SM. The 
types of meüsurements include: MI~ and ~1Vl\R flows, 
branch currents 1 bus voltu']es, bus MW and ~1Vi\R i.nj.ec­
ti ons, f rcquenc ies, ener·gy rcad.i.ngs 1 circui t breaker 

- stalu:; or· op.eration cow1ts, manual switch positions, 
pnltcct.L'Ic rcl.áyin9 operations, transformer tap posi­
tions, and .nisc<1lleneous sub::;tation status and alarms. 

The SM function, .in general, checks the analog 
values .lgain:;t limits basically .to determine whether the 
systern is e lose to 1 or a t, the emergency state. Thc 
lirnlt-checking also allows sorne kind of data validation 
-'l.nc.l thc rejection of incongruous data. Limit-checking 
is done! as often as thc data is l>rought in which is us­
u¡¡ll y in the arder of every one tQ a few seconds. 

'l'h" d.hplay rnqu.lrcd for: Sr.t entails the useofCRT's 
and a lan;e number of display fonnat~. The dynam.Lc ~all 
display is also used for SM. Part of the SM function ís 
the on-line detennination of thc network topology (11], 
[12]. In most cases it is sufficient to cleterm.i.ne the 
network configuration. In centers where ther:e is a dir­
ect rcsponsibility for transmisslon switching and·safe­
ty is a parrunount factor, tho SM function should inclu­
de an identification of the electricalstatus (cnergized 
or de-cmet·gizcd) or every physically isolatable segment. 

~.!:it\c Statc Estillldtion (SE) 

State estimation (SE) may be defincd as a mathe­
muth:ill procedure for calculating, from a set of sy~tern 
tTI(htsur"rn"nts, a "best" e:stirnate of the vec.;tor of bus 
voltagc m,l<JJÜtudes and phdse anglos of the net•;ork. 

· 1'he mcasurcment sct is undcrstood to contain an 
adcc¡uate degree and spread of redundancy to allow the 
statistical correlation and correction of the rneasure­
m..,nts 1 dr,tcct and pre fet·al.lly iclcntify bad düta 1 . and 
yicld calcul.ated values for non-telemetered quantities. 

An cxc..:!llent surn~nary of SE and its mcthods i's 
glvon in lhe 1974 Procecdings of the IEEE paper by 
Schwcppo and Hancl:;chin [13]. 

. /\lthoit<Jh thorc are just a fow control centcrs with 
SE in O[Jl!ration.~ uue tho value to ~pcration of this 
function ls becomi.ng more widcly ack~owlcd'}ecl. Recent 
'-P'-'cifi.c:at ions for contJc·ol ceuters L•clu.le SP. as p;:~rt 
of tl~e ~oftware requircmt.~nts. As pres'cntly practiced, 
S P. ls lwccl for tho following purposos: 
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bad data idcntiflcation 
calculation of non-tcl•.~metered or missing dat.a 
pxuvide l.nputs to security monitoring function 
providc vector of bug injections for anon-lino 
loacl flow, socurity analysis1 and bu~ load 
forecatiting. 

On-Line Load Flow (OLF) 

By "on-llne.foad flow" Ido not mean a load·flow 
that is m¡-¡de available to th8' operator for planning or 
study purposes. llowever such a load flow is run 1 eit)1er 
by convcntional batch piocessing or intoractivcly, it 
Ls st.Lll an off-line ioad flow. An on-line load fl?w 
(OLF) .is one which is used for real-titM functions such 
as security monitoring, security analysis 1 and penal¿.Y 
f.i.ctor. calculation 1 and can al so be used for study 
purposes. OLF" makcs use of real-time data. ' 

The OLF requires a vector of bus injections. In 
the general case, thc bus .i.njections are calculated 
from statistical data obtained on-line and sorne off­
line histor.i.cal infonnatiori. The bus injections may 
also be obtainéd from the results of a state estima­
tion program. These injections may be used as they are 
or nonnalized· to produce a set of load distribution 
factors. These distribution factors may be projected 
to a futuro time for predictive purposes. 

The on-line load flow is a necessary function for 
system control ccnters. It should not be interpreted , 
however 1 as supplanting state estimation. As we have 
secn, these two functions serve different needs. Since 
the on-line load flow uses bus injections which are 
statistical in origin 1 the ultin~te OLF should give 
r~sults with_some kincl of statistical interpretation1 
i. e. 1 an stochastic load flow. We are not yet there 
with the present state-of-the art. However 1 the bas.i¡:: 
formulation of the OLF for penalty factor calc.:ulation, 
for esta.blishing the base case of security analysis, as 
an alternative method for performaing ~ontingency evalu­
ation is of value now at system control centers. 

Steady-State Security Analys.is (Sl\) 

The first function of ~ecurity a~alysis ~SAl is to 
determine whether the normal system is secure or inse­
cure. ·Tl!e .second function is to determine what correc­
tivo action strat.egy should be t«ken when tne system is 
J.nsecure. 

The first function is commonly known as coritingen­
cy. evaluation since by def.inition, the .security of asys­
tem is determined with reference to a set of ne}¡t-con­
tingencies. In present'state-of-thc-art 1 onlysteady­
state contingcncy evaluation is done at system control 
centers. . Tha t is, the emergency· col'\ di t.i.on that is to 
be avoided is civerloading of er¡uipment or poor bus vol-· 
tages. There is still nothing in the way of dynamic 
security-anaQysls. 

' The earliest method used for contingency evaluation 
is the distribution .factor method derived from elements 
of the bus reactance or bus impedance rr.atrix (14], [15), 
This method is used.at seve.ral control qontert~. The 

. same approach is u sed for detcrmining a fcasible 1 though 
not nccessarily optimal, correctivo action. 

Load flow methods are also in use for sccurity 
analysis. Amor.g these techniques are: OC load flowl 
Causs-Seidcl 1 Newton-Raphons, linearizcd l\C (16} 1 and 
Stott's Fast Decoupled Load ~'low. 'rhe last ment.loned 
method has the advantac¡e of having the same algorithm 
u,;eable to obtain ·either an approxinldtc solut len ora 
full AC solution. 'I'hc approxim¡¡te solution ·itl compar­
able in spced to thc method of dist~ibution factor~ but 
it .is more L·eliablc and accuratc in that thc voltac¡ll pr:o­
file is takcn into account. •rhe first itoratton o( tha 
Fcwt Dccouplcd Load Flow yield,; thc approxlmato Bolution. 
If a full /\C solution is dcsircd furthnr iteratlonn i\rc 
rtíh until thc m.i.m~atch requin,rnent .ls o;at.l!lfied. 

A recnnt surv~y of sccurlty analysi~ mcthodu.ia 



givt:n in [17]. 
Security an<Jlysis as presantly modelled requircs an 

up-to-clüte equlvalcnt. of the cxternal interconnection. 
So ·far, lhe only e•¡uiv,tle:nt ,1vailable and used at control 
centeu; h"s l.Jeen tilo tr<J.ditional Ward e<¡uivalcnt whlch 

:has sevcrdl recognizcd · shorteomingB. There is now a 
revivcd inll!rCfjt in equiv<Jlents for security analysis. 
Two bd sic typcs are cmerging: topolog ical ali·d non-topb­
logit:i:d.. Tupoloqical <.:c¡uivalcnts, like the Ward equi­
valent, anl derived ft·om prior knowlcdgc of the dctailed 
cxten,al sy~tem. tJon-topological cquivalents rcquire no 
physical '""two1:k informati.on !Jut are derived from real­
tilllc 11\casuremcnts v.i.<J. ;;Lochaslic approximation techniques. 

A rcccntly cit'·veloped to[Jologi.cal cqui.valent [lO] based on 
Dimo' s REI mcthod [ 191 has fe~ a tu res for on-line applica­
tion not available wi.th the Warcl equi.valent:. Work on 
non-topological equivalents is continuing and initial 
results have been re¡;orted in the literatura [20], [21]. 

As disqussed previously, the space of feasible nor­
mal states may be partitioned into secure a••d insecure 
regions. This, of course, is .a dynamic situati.on. As 
the system generation ,- load, and topology change so does 
the space of nor.mal states and so doc& the boundary be­
tween securc and insecure regions. In fact, eilher re­
gion could be a null subspace. Clearly, <•s systcm condi­
tions change' ti.e Cúntingencies in lhe next-continvency 
set whicl; yields insccure operdting points also change. 
If at times the system is very stronc; that no contingency 
in the ncxt-conlinqency set can cause an emergency, the 
insecurc region is null and contingency evahtation is not 
1·equired. lit other t i.rnes only certai n contingencias need 
be evaluatcd. This lec1ds us to the idea that we should 
have él more scicnLific or systematic way of detennining 
on.;.line whcther theJ u i.s any need to do seclll:ity analysis 
and if so, which contingenci es we should be. looking at. 
Presently, we do nC>t ha ve any techniques for accomplishing· 
this. -We are thus compelled to use a fixcd llst of 
contingencies, perl¡aps wit:h some spare roorn for opera­
tor-specified cmttingcncies. Since the secutity analy­
sis routines could i.mpose a large computational burden, 
in certain centers the next-contingency list i~ pared 
down ,to a small .l<urnbcr of items. This is not always 
possible. ~·herc could __ s.till_be enough contingencias to 
cause loading problems of computer rcsources. Part of 
the problem is the requirement that security analysis 
be :.;un periodically, 24 hours a day. An alternative 
approach would he to use the Securit:y Monitoring func­
tio•Í to determine wllether or not there is a necd for SA, 
Tltis cotild be based on arbitrary levels of line load­
ings. 

A detail som<:t j mes overlooked in control cente'r 
specificat.ions i.s Lhe fact that in many power systcm 
n:tworks there are multi-terminal lines, such as lines 
wlth ~ tap for a transformar connection. For a 3-ter­
m i na 1 line, a 1 in e out age would mean an outage of three 
load ~low br<tnches and thc isolation of one node. This 
ract lS oftcn lost ~ight of by a software designar with 

. -~~tle power sy:;tem background, 1'he contingcncy evalu-
atJ.on progr<un gets erroncously dcvelopcd on the basis 
of a line outage being a brancl1 outage in the lúad flow 
~ense~ 

-----'---

DESlGN CRTTEHIA 

_The ~ucccssful performance of control cent:er ~ .:nc­
t:ions suc~ as those described in the preceding section 
1ep<!nds. o•: ~he adherence to certain design ¡¡ncl perform­
'ln~e crltepa. The tht·ee most irnportant design and 
_r;crforn~ancq. critei:ia for a systcm control center are: 
systcm rt.JsP<?nse, system a va Llabili ty, and system main­
t'ainability; 

1 Systcrn rcf;ponse is mcasured in terms of the ·time: 
_.e, takcs f~·om thc instant él ftU1ction ÍG re•]uestcd 

1 
un­

t~l the 1nstant: thc outputs from that function are 
a'-;al.lable. . Th.:: response U m¡;, requirement depends upon 
thc natu:c of the function in •1uestion. Thc actuitl rc­
sr-"?nse t1me obtaincd ~cpenJ;; u pon the speed of. t:he hard-

' 
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ware relÚ•bili ty or software rcliabili ty, or both com­
binad. The measure of system availability also depends 
upon system response. For any givcn function, tho 
availability, A, is given byl 

A 
Available Time 

Period of Interest 

Unava.ilable Time 
~ 1 - Period of Intere~t 

Un<>.vailable time is the total time during the pcriod 
of intcrest when the function is not availablc. Any 
time beyond thc maxinium prc~cribed response of a func­
tion is also considcred as unavailable. 

· It is an extreme design requirement to specify the 
samc availabili.ty for all functions, critical and- non­
critical. .. An overall system availability is difficult 
to define let alone measure. Besides, an overall 
system availability requirement does not necessarify 
ensure a good response and availability of a critica! 
function. It would therefore be more reasonable and 
prefcrable to specify two availability figures, one 
for critica! functions and andther for non-critical 
functions. A critical function which shoulcl have a 
high availability is the man-machine interface. The 
availability of this function could be used as a sim­
ple, readily measurablc criterion for system design 
and performance. 'Fhe thinking behind t:his is that as 
long as the man-machine interface is available the 
operator is not completely helpless. Even if other 
operating functions were not working, the operator could 
do sornething manually if the interface werú therc to 
provide sorne information and to permit manual eorrec­
Jons. 

Achievement of good response and high availability 
should be pursued from the very start of systern design, 
through implemenlation, and ·during the life of the sys-

. tem. Very much a factor in this achievement is system 
rna.intajnability. The·levels of response and availab.Ll-o 
ith are obviously affected by hardware ar.d software 
maintenance. The repair times .following hardware or 
failures depend upon the maintenance capabili ty·, diag­
nostic aids, and equipment that are available to main-. 
tenance personnel. Preventiva maintenance, system de­
bUCJ<Jing, correcti ons, updates, tests, a·nd enhancements 
are: on-going activities ''hich have to be performed us­
inc; the computer system facilities. The system design 
from the very beginning should provide for this type of 
work to be done at any time wi th li. ttle or no impact on 
thc performance.of the real-time system. 

Software n1ai.ntenance could be a serious problem in 
a system control center. Even with an actequate staff 
of trained people, it is higltly advisable to have enough 
cornputerized mai.nten'ance and testing aids in order to 
reduce significantly the time n;quired to do mai/lten­
ance. Just like system response and availability, sys­
tem rnaintenance must be designed into the system at the 
start and nqt as au aftei·-thought . 

CONTROL SYSTEM Cm!PONEN'I'S 

A system control center consists of the following 
Clements 9r subsystems: data-acquisition and control; 
couununications; computers; display; software; uninter­
l·upU.ble power supply; the building; and people. The 
conununication .channcls, the pow('r supply and the build­
in9 facilities design are all import:nnt to the propcr 
funetioning of a contt:ol center will not be discusscd 
hcrc. 'l'heir requirements are nOl ilS intimately WOVCrl 

in with thc control desig.n problcm as are those of thc 
data:-ncquisition, the computer, tht~ display, and Sl)ft­
ware subsystcms, and people. 

~·he Data-Acquisition and Control Subsystcm 

The data-acquisition and control suhsystcm con­
sists of: r·emotn tcrml.nal cquipment for interfacing 



with powcr sy~tt!rn tnstrunt<!lltation and control devices¡ 
int~r face;i wi th communic.:~tt ion chan11elD 1 and m~\5ter. sta­
tlon uquipment for intecL.1c.lng with thé ::;ystcm control 
c~ntcr. In sorne cünter,¡ a dcdicatcd channcl is as-' 
signcJ to each remate statLon. In othcrs there are 
less ch.1nnel.s than rcmote stations requiring more than 
onc remole to share a cllilnncl. 1\nalo•; data is scanrtt!d 
periodicálly in the o~cter generally of 1 second to a 
few seconds. Eilch sean is tric¡c¡crcd by. the system con­
trol ccn~er ~t the prcscribcd interval by using a rc­
qucst to all remete stat.i.ons to send in data. Data is 
reccivecl ut thc master equ.ipment in a random arder. 
'rhe lurctware equ.i.pment Hhich converts the bit-serial 
data inlo a bit-parallel word does error-checking and 
ra ises an in terrupt to the computer for each word re­
ceived. · There are. tHo approaches to this: one is .to 
have a single inter.rupt for all c.:hannels; the other is 
to have onc hardware i.nterrurlt for eac.:h Channel. The 
si.nqle- in terrupt me thod r.equ.i res pollin•J by a software 
rou~ine to find out where the dat.t word carne· from. The 
multiple interrupt approach results in a much better 
re~ponse time due to the very fast interrupt proces­
sing. 

Status data is aluo processed in the same way as 
analog data except that there are two ways of reporting 
st¡¡tus ch;tn<Jes. '!'he first way is to send in all sta­
tus information f~:orn iil.l remates at the required in­
tervals rccprdless of 1~hether or not there has been . a 
chanc¡e. This approach requires a softHare routine at 
the system control center to check each new status 
with the old status to determine any changes. Consider­
ing the very large number of status points that is moni­
tored in a power system this approach represents a siz­
able burden on the central· processor at the control cen­
tcr. Thc second way .i.s to scnd status data from the re­
, .. ~~,; on ly when there lh1!.J be en an actual·change of status. 
Since norma.lly the system is qu.iescent and since, if 
there are any status chan']es, only a certa.in number of 
stations are involvect, the second method resu.lts in a 
better overall system response for the same amount of 
cornputer resources. Thnre are, hoHever, many systems in 
service which use the continuous status sean approach 
and whic.:h apparently are not bothered by this processing 
overhead. At least, now yet. Having a not-so-frequent 
sean hclps. 1\ssi<Jning data-acquisition to a fro.nt-enq 
cornputer also helps. 

The use of front-end computers for the data-acqui­
sition function is a desirable option as it off-loads 
the main computers which would be doing the rest of the 
real-time functions. In sorne applications the front-end 
computar serves only as a message.switcher. This does 
not hclp system response. 

The data link procedures and word structures are 
different with each data-acquisition equipment manu­
facturet· and sometimcs Hith different rnodel.s from the 
5ame milnu f acturers. ~lld.le this si tunt ion e reates a· 
constrai.nt on the expansion of an existing. system it 
silould not lock i.n a utility company to an ob~o.lescent 
model when, due to the fast-changing tcchnology, better 
and more cost-effective equipment may be available. 
~licropcocessors wou.ld rcsolve this industry proolem by 
mak,ing i.t easier and less expensivc to convert from one 
data format to another. 'rhere is now a trend to so­
callee! progranunahle remo tes which would ineci tably be­
come micr.ocomputers or minicomputers. Eventually the 
data-acquis L tion subsystem would be a computer network. 
using a stundard d<•ta link fonnat and control. 

The d.tta-acquisition software besides managing the 
collcc.:tion of dnta and placing them in computer.memory, 
al6o performs: error-checking1 conversion to cngineer­
ing Wlits; limit-checktJ~; and interfacing with appli­
cation programs. For. f;1st re5ponse, tlte data-acquisi­
tion noftware must be: rcsiclent in mai.n nt(:mory; of the 
higl1c~t h<trdwilrc priorlty of al.L applica.tion software¡ 
a~ indupt:ndent of the operat l.ng ~·y5tc:m as possibl.e, 
mak Uv; '~Sn o f harclwüre in terrupts for scheduling i ts 
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OWII I/0 1 S, 1'he real-timo d;~tabase must also be resi~ 

dcnt in ma,l.n memory. 
One should look askance at a system design in which 

the real-time d;¡ta base is not rcsident in m~lin mcmory. 
Such a design is h,1ndicapped from the stat·t since al­
ready a lat·ge amount of traffic is bcin<J built J,.nto tha 
I/0 chann.::l. Sincc t.he cost of main memory is no lon­
ger very high, the extra cost incurrcd to m;:¡ke the data 
base rcsident is ·a >imall price to pay to ensure gooc~ 
performance. One should not readily yield to ~he ar­
CJLUnunt that one 1 s rcquirements are not too great any­
how an~ that the design would be adequate. Control 
centers have a habit of expanding from very humble be­
ginnings. If it turns out that the r.eason the data­
base cannot be made resident in main memory is that 
there is no more expandability, then the com¡.mter being 
offer:ed is not the right one to have. 

THE Cm!PUTER SUBSYSTEM 

Real-Time Computer Character\stlcs 

A system control center is a real-time syst~m and 
the computers selected for this applicati'on must be 
designed for real-time. Essentially this means that 
the computer must have out:standing hard\~are features 
and must have a. preven and eff.ic.lent 1·eal-time opera'­
.ting system. Sorne of the hardware featur.es. that h~ve 
been found to be important at control centers are the 
fo.llowing: 

memory cycle times of micro:,."cond or lower 

' multiple externa! interrupt structur.e with a 
fair nurnber of .interrupts 

fast access disk in the arder of less than 
20 milliseconds access time and transfer 
rate of better than 250 kbytes per. second 

multiport memory banks with provision for 
interleaving 

--.,memory expandability to, at least, 64K" 32 
bit words or equivalent 

direct memory access (DMA) with multip"texer 
for several peripherals sharing the DMA 
channel 

floating point hardware 

interna! interrupts for various trav conditions 

interna! real-time cl.ocks 

watchdog Úm~r. 

The actual performance of á cumputer system f;or the 
same hardvmre depends upon the confi.guration, the opera-
ting system, and the software design. · 

Computer Configuration 

The design criteria of response, availability, and 
ma.i.ntainabi.lity dictate the uJe of more than one pro­
cessor. Pl.acing all funct.lons -- real-time monitoring 
and control, background processing, software malnten­
ance and testing--in a sÍlÍ<Jlc processor makes it extre­
mcly difficult or impractical to obta.ln a hic¡h levcl of 
response and availability. 'one would llave to l.lmit · the 
scope · of functions assigncd to thc di<Jital computer 
(such as u,;c ;malog for 1\GC) ¡¡nd also accrJpt a dec;ratl<><l 
security monitoring funcU.on. But thls is not rupre­
sentative of the new 'breed of ny,;tem control centeL·a 
that we are .i.nvef!tf.gat:inq, >~hcre fi:Jnctlon,; EJUch iltl AGC, 
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F.Dü, 3M, sr,, SE, OL!', snc.are being l.ntegrated into one 
sy_stern and CRT respon¡¡e timC!s of 1 sccond or better are 
cornmon. 

· There are sorne control centers wi th single pro-
ccssors. 1111 of thcse havo analog AGC controllcrs 
·eithcr a>.J pa.i:t of thr. . systcm or avail.able as backup. 
In such centers, thc rnan-rnacliinc Jnterface is evident­
ly not con~i.dcrcd critica!· as it is unavailable when­
ever the single proccssor is down. 

In tilo majority of thc control ccnters, the corn­
puter configuration uscd is the "dual" computer system. 
This ls shown in grcatly sirnplificd form in Figure·la. 
A and n are basicall.y identical cornputer systems, each 
con,;i.sting of a central processor, . main memory, and 
aux.Üiary mernory. 

1 1'hcre are severa! ways in which f1,uictions may be 
assÍ.gned to A and B. This depends primar)ly. on the 

· ~va·il.abi.li.ty requi.rements. One way would be to say 
that all functions, .crit.ical and non-critical, as well 
~s; sorne typ<~s of background processing, must be fulJ y 
b~pportab1e on one cornputer. This takes·us back to 
th~ response probl.em of a single processor. llowever,. 
i,p this case tlie availability would be much better 
s;ince there is a· second computer. in stand-by. The more 
Common practico ÍS tO share the functions between the 
two computers. Cri.tical real-time .functions would be 
assigned, say to A, which would be called "primary", 
and non-critica! real-time functions, off-line func­
tions, and background proccssing would be assigned ton·, 
dcsJgnat<'d "secondary". 

In ·case of failure of the prirnary computer, the 
secondary can asswne the critical real-time functions by 
rnan~al. or automatic failover of the real-time ínter-
faces, such as the data-acquis.i.tion equipmcnt and opera­
tofs' consoles, and initializing itself to the real .. time 
eryvironment:. Figure l.b with the dashed line betweon 
c?mputers, representa the failover arrangernent. 

·' 
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Fig. 1 - Dual Computer Configuration 

In actual operating cxperience, a computcr system 
~~j.ll recovcr from most failures by simpl y starting it 
ovor again. Doing this automatically is a· desirable 
dosign feature. Actually, automatic restart is more 
berwficial to . system availability than is automatJc 
failover. The :).atter function entails sorne hardware 
and so.ftware complication and works only if tho other 
computer system is available. -FaÍlover also takes lon­
gar. 'A few control centers have both automatic re­
start and autornatic fail.over. Most havo autornatic 
failover only. Definitely'worth considering in·dcsign 
is automatic restart only plus m~~ual failover. · 

1'he autornatic restart routine is designed for a 
ccrtain number of re-tries·. Prior to each tri.al pre­
assigned areas of main mcmory would be dumped on disk 
or on magnetic tape for later diagnosis. A mínimum up­
time is also observed such that, after a rostart, if 
the computer do es not stay Úp for so many minutes, re­
trials would not be attempi:ed. Obviously if the fail­
tire .is in the auxiliary mernory automatic restat·t would 
not be initiated. Failover must be resorted to. 

After a failo.ver from A to B, therc are sorne de­
sign options as to what functioAs should ·be assumed uy 
B. 8 could take on only thc real-time critica! func-. 
tions that A had been doing and . abandun all of. the 
other functions. Or B could have all functions that 
were originally assigned to it plus all of A's, as 
long as we accept a reduced response and availabi.lity. 
Now this .second option is not so ba·d if you ha ve enough 
rnÍiin rnemory in each cornputer. This ensures good res­
ponse and availability most of the time but gives you 
a slightly degraded performa.nce during the times that 
the system is do~l to one computer. 

The system desi.gn should make it possible to 
operate one of the cornputers in a stand-alone mode for 

· maintenance, testing, or large program developrnent. It 
should also be possible to operate a computer in a 
pseudo-real-time mode with one. console anda data-ac-
quisition cha'nnel or two attache9 to it so that a pro­
gram change or new program may be tested in a real­
time environment. 

Each half of the dual configuration need not con­
sist only of one computer. · As discussed previously, 
front-end cornputers could be used for data-acquisition 
thus enhancing the response times of the main computer. 
Figure 2a shows a dual configuration with front-end 

.. computers FEl and FE2. There are two possible schemes 
for failover. The sintple one, shown in Fig. 2b is to 
consider FEl as an extension or slave of A and FE2 as a 
slave of B. The other failover acherne, shown in Fig. 
2c allows the front-end computers to be sÍátched to 
eithcr one of the main computers. 

Typically, the front-end computers are 16-bit ml.nl.• 
1 computers of a size large enough so that either one can 

A 
--4 handle all of the data acquisition channels. The other 

1 

1

' ·-~--1 L ,._, channels (or remates) increase beyond the expandability 
of the minicomputer it would be time for a re-design 

outset divide the channels belween FEl and FE2 so that g with ~ rlarger> front-end capahility. One could at the 

. ~ [;] both are sharing the work of data-acquisition. Such an ___ ~--
FEl . '¡ FE2 

_____ L..__j _____ arrangement~is-shown~i-n-Flgure Ja where both FE' s now 
~-----­

---~-~- taf__________ (b) have liñks with A and B. The failover scherne is shown 
in Figure 3b. Since one rninicomputer. is not quite. big 
enough to handle the entire data-acquisition load then 
on a failure of FEl or FE2, the rernaining mini would 
have to do cvcrytriinq in a dcqr¡¡dcd mode. 

Fig. 2 -

0 11 
A --1 B ! -, .L. ,J, (e) 

l::~J --·t~ 
Dual Computer Configuration with Front-End 
Cornputcrs 

11 
! f 

There are othcr possible configurations such as 
thosc using multi-processors with shared mernories or 
rcdundant high-s¡~ed data paths. Redundant I/0 chan­
nels are also possible, in fact desirable. And the 
concept.;·of d.istributed proccssing in the scnse of ene 
process.or for one function has yct to be cxplot·ed for 
controi center application. With regard to distribu­
ted processing, one should kccp in mind the tracle-off 
in cornplcxity of hardware and software fcir automatic 
failoveJ:. 
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i 
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(a) 

Fig. 3 - Dual Computer Configuration \vith Task-Sharing 
f'ront-End Computers 

In spite of thc mnny possibilities in computer 
confic;uration, the first-time user can only choosc 
from wilat the system suppliers havc to offcr. 'rhc. sup­
pl.iers c.Hinot afforct to d.::viate too much from a· stand­
ard configurdtion th.1t they havc al.ready deveJoped. 
!!cncc, e ven be fore a ncw sct of specif ica tions are re­
lc;úwd to V<!llclors one can generally predict the vari­
ous con:puter confiqut·a"tions that would be proposed. 
Most of th<OsH configurati.ons are bascd on 9- prc-con­
ceivcct grouping of critica! and non-critica! functions. 
Tttere i!; 11oi:hing wt·ony with this as long as the user 
h,is the same grouping in mind. Unfortunately this is 
not o<!cessnrily true. For instance, if one subscribed 
to the ofte11-:-held ar<Jumcnt that for real-time monitor­
i.ng ar.d control we rnust ·fir:>t of all have a reliable 
data base, one would consi.der state estimation to be a 
f.unct:i.on as critical as data-acquisition itself and 

, \4oul.d rcquirc that !.ltate estiJnation have the same avail­
ah Ll.i.ty as data acc¡uis ition, AGC, and the rnan-rnachine· 
int~rface. None of the currently offcred configurations 
guatantee th-is kind oE availability. One uti.lity engi­
neeo:- has lam<mted the fact that although his cornpany's 
modern contt·ot center had been authorized on the basis 
of .i.rnpr0ved system securi.ty, the security-related func­
tions incJ.udi11g state estlmation had been relegated to 
the non-critical category. 

'rhe Real-"Tirne Operating System 

Superior hardware .features in a computer system do 
not necessarily guarantee good performance unless used 
effecti.vely and to the overall systern.advantage by the 
real-·t~rne operating system. One of the more difficult 
problems of control center cte!.lign and operation is ob-, 
taining a computer with a well-designed, field proven, 
real-time operating system, 

llistorically _cornputer so_ftware has lagged behind 
hardware dnvul.opment b·y at least a year. Th.is is still, 
tntc wi th some of the new computers that aro coming out 
on the market today. Also some computers, not neces­
$arily ne~, are not intended by the manufacturers for 
re'ul-tilotü application and therefore are not supported 
by any real-time operatirig system. 

The industry picture so far show~: special opera­
ti.ng !.lysterns devcloped by vendors for an initial pro­
jcct ami offered on subsequent projects; st.andard real 
t'itne opcratinrJ systems with slight rnodificat.ions and 
wi llt sume enltancements to provide addi ti anal real-time 
fdatures; real-tirne operating .system$ oporating as a 
joll under a gP.neral-purpose opcrating system; and time 
sha·l:'im¡ oper,1t.ing systerns modified to handle real-time 
proc.,ssinq, Tha sitnation Itas improved recently. There 
are now some standard real-time operating systems with 
practically all of the ~eatures desired for a system 
contt·o.l center. 

For a system control center, what is a good real­
time O¡><,rationl I would say ano that carried out its 
functions wJ.thout unduly impairlng !.lystem response. ·rhe 
les!! ovel.lto,ad tho operating system takes, the ·better 
'ot· tltiJ res¡.>Clnse, 
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ovarlwad. is lncurrcd and hcnce response ttJ af~ec­
t•~d 1~1tcrevet· thurc is a shared rcsout·co. ~lit.l.n ttldHC>rY;;·' 
1. 1

1
c I/0 cltannei, subrout.i._ncs u.nrl files are !Jhared rc­

:i)urces. Opcrating S)•stcms differ in the Wi\Y they 
Tl1csu are kcy fe~tttrcn of an 

should also be considered in 
~.~,lnilt.J'.3 thc se ro~¡ource~ • 
. •:)erati.ng systcm which 
::vftware design. 

'l'IIE HAN-MACIIINE SUI3SY!:iTEM 

In system control centet'S the man-mach.ine inter­
, fa ce or the displ,1y subsys tem cons lsts of CRT' s 1 dyna­
mic wall displays, trend recordcrs, logge,rs, and ala m 
davices. 

The CRT Display 

The cathode-ray tube (CR'l') display has ·become a 
universal feature of system control centers. 'l'his is 
betause the CRT display can providc practically .1ll of 
thu needed interactlon with the human operator, Hhile 
other forms of display may also be necessary in a sys­
t;em control rooní;' these device¡¡ do not have anY\~he1:e 
ne¡tr the 1.\tility or the .wlde-ranging power of the CRT 
as a device v.i.a wtüch the ·opcrator can observe,· analyze 
and control .the powcr sy~tem. 

•rne CRT display should be designed to meet the 
needs for· man-mar.hine. interactions in: power systems 
oparation; control system diagnostics; software deve­
loprncnt;. and control systern rnaintenance. Detailed 
discussions of these needs plus other CR'r design con­
siderations may be found in [22] and [231. Spcc.ific 
CRT applications at variotts control centers are des­
cribed in [51_, [61, (;14-281. 

The CR'r idsplay hardware con¡¡lsts basically of a 
color monitor, display genera tor wi th re!resh memory J 
parallel int~rface unit to tite computer system, cursor 
control devices,· and standard keyboard. 

To 'insure fast response, thc rate of data tx·ansfer 
through the parallel interface ~~o~ld be in the arder 
of 300 kilobytes per second. Thc co:n'puter arch.i.tecture 
shou.ld have the facility for this_Ij_O to take place 
concurrently with CPU processing. 

The use of spccial-purpose function keys should be 
held to a bar"e mínimum. It is highly desirable to ad­
hcre to the standard general-purpose keyboard and to 
one or more of the standard cursor control options. 

The design of interactivo procedures between the 
operator and the computer should be aimed at minimizing 
the a.mount of manual inputs requ.i.red of the operator. 
This is particularly essential in designing tite input 
procedures Eor support pro<Jrams such as the load flo\1 
or security analysis. The use of one-line diagrams 
both for input and output purposes is highly desirable. 
It should be po~is.ib.le for the operator to indicate spe­
cific network configuration chan<]es by simple opora­
tions wi th the l.i.ght pen on nct\•ork diagrams. 'l'o be an 
effective and. satisfactory man-machine' interface, the 
display subsystem mu~t have a "response time of about 2 
seconds on the average, from the instant . the operator 
makes a CRT selection to the ti!'le requested fot·mat ls 
completely on view. In the worst case, it is not un­
reasonable to rcquire a· rnaximum response time of 5 scc­
onds. If the power system is quiescent, respon:>e times 
of 1 second or less should be readily obtainable, 

The frequency of ~pdate of dynamic data on a· CR'r 
display depcnds on the purpose of the spcclfic picture 
on view. For dioplays used by the nystcrn operatar· ana­
lag data may be uptlated every lO sC>conds on the avcr­
aye. Status data should be updated inunediatcly· after a 
change, occurs, For displays used by proc¡r.-.n~nct·s and 
mil.i.ntenance pcrsonnel the fr.cq•lc:ncy of up•.l••ln cottld be 
as often as t11e da t.'l is scanned. Mout o 1' the dyr~<Hnic 
data is real· ~ime data and ~tnco thls lS auoumcd to be 
rc:;ident in "'"in rncmory u1xlat~ug ruster tl1an l.!'lory 10 



seconds should not crcato ·a surlous problém in over­
head, 'l'lF! situal.i.on would. ))O qui.tc cliffurcnt if the 
real-timo d,1ta ba<Je were in bulk mernory off the I/0 
chünncl. 

It is dusirablu to be. ablc to excrcise all of the 
man-machinc interface functions at any one of the re­
dun_dant cor!solr"s. When thc function,; are brokcn up 
into dedicatcci, special-pucposc consoles, problems of 
backup bccorne more d.ifficul.l Lo handle and the provi­
sions .for rc,dundancy bccomc more costly. llavi.ng all 
consolcs ·al i.ke and cach capablc of pcrforming all func­
tions in thc interface repcrtt,irc will make it possi­
ble to operatc lhe ,;ystem oven if only oné console were 
in wurking c:o1.'dj_ t ion. 

:_I'h e 1_!~~-~.E .. .!"i 11 J.l:.._Qi s p 1 a y 

The dyna.mic wáll display is intended to gi.ve an 
ovcrview of l.he po_wcr systern. 1'he overview concept is 
best accompl.Lshcd by a simpl.i.fi.cd representation p!"c­
scrving as much as possible the geographi.cal oricnta­
tion of t!ie sy~tcm. Details on the "allboard not only 
spoil the bvervle" peispective but, actually, are best 
left to the era' s. For example, there is no point in 
rcpresent.i.ng all thc · substation details includlng man­
ual switches on a wal.l clio.pl.ily when they can all be 
presented more effectively on lhe CR'r. 

There are dl.fferences of opinion on the need for 
dy"namic wall display at a control center. My own recorn­
rnendation .is to exclude the dynamic wall display from 
the control center requirernents. lt may· be consi.dered, 
as an option, Jf thc cost-benefit ratio could be rnore 
attracti.ve throuyh simplific<~tion anda reduction of the 
s.izto to rnode•·at:l.! di.munsions ,;o that geographical orl cn­
tat.ion coulr! be pen;r"rved. i would, howcver, recommend 
consideration of an electrostati.c. plotter/printer to 
provJ.dc in o·few· sE!conds, whenever wanted, a real-time 
snapshot of the entire system i.n graphic form. If, in 
addition to thi.s di.agram, something on the wall is still 
desired, a cornpletely.static representation, should be 
adequate. Again, it should be of moderate size, as 
trying lo cover an entirc wall from floor to ceiling 
distorts the repr~sentation to a grossly elongated rec-
tanglc .. 

THE 50FT!~ ARE SUBSY STEM 

The software in a control system may be divi.ded 
into three categories: 

l. System softwar~ consists of: the real-time 
operatir,g !Jy:>tem; processors for assembly; 
compili.ng, loading and overlay structures, 
file managerncnt, syslern generation, ut i.li­
ty routines for debuyging and test.i.ng. The 
system software is usually · supplicd by 
tl1e computer rnunufacturer. 

:.) 

2. ~.!:'_1 i cn_tlon ~oftw'!.E_~ in eludes all the pro­
grarns 1~id.ch pcrfor·ms ta,;ks for the O!'erati.on 
of the power syst.ern, sucJ¡ as data-aqui.sition 
soflware., disploy ''oft11are, software to im­
pl.cment viu·ious coni.rol functions, nnd opera-

attributable to a poor analysis and design. Thi.s ini­
tial. phase of softwat·e developrncnt specifies thc in­
divi.duul. program modules,. tl•c inputs, outputs, tabl.cs 
used, tablcs updatcd, and the algorithrns. Design· dc­
c"isions are macle on the database structurc and acccss 
rncthod, table and file structures, data update rcquire­
mcnts, and backup requirements. All hardwa·re-to-soft­
warc and software-te-software interfaces are spelled 
out. !ni tializati.on procedures, CR'l' and logger mes­
sages, mai.ntenance reyuirements, test ptocedures, and 
acceptance criteria are all speci.fied. All this must 
be done, reviewed, and agreed upon before one linc of 
code is put on paper, All. too often thc·natural ten­
dency to get goi.ng and start coding gets the bettcr of 
the software designers and the analysis and design ef­
fort gets hurried through. This is an invitation to 
disa.stl.!r. 

Tl1e ~oding and debugging phase typically &hould 
take less than 25 pcrcent of the ~ntire software deve­
loprnent work. Most of the real-time application·soft­
>~are f= control ccnters have been written in assenlbly 
language. However, the capabi li ti es of Fortran fot· 
real-U.me use havo improved and there is a growing 
trcnd toward more use of this language. Whatcver l.an­
guage is used careful attention must be given to those 
program features which affect feal-time linkages, res­
ponse times, and program reliability. 

·rhe real-time linkages of a program consist of: 
accesses to the databas e; 1/0 requests to use and/or up­
date files; I/0 requests for CRT display and l.ogger mcs­
sages; .program execution requests. Good respohse means 
anefficient code, a mínimum I/0, effective use of sub­
routines, and proper use. of interrupt control · Program 
reliability means use of fail-safe logic,·proper ini.t:ia­
lization on system startup, avidance of timing prob­
lems, invulnerabi.lity to bad parame:ters, control of 
possi.ble arithmetic overflow, and proper handling ofer­
ror returns on I/0 and prograrn execution requcsts. 

The checkout and test phase takes up the rest of. 
the software development work. The individual progréUn 
is tested in the foreground in as complete a rcal-tirne 
environmenl as possible. The real-time environment is 
built up graduall.y as cach prograrn is integrated into 
the system. When the entire system .is put togcther, 
hardware and software, the individual program tests are 

·rcpeated as part of the system checkout. The accept­
. ance tests complete the test cycle. The test drivers 
written for the individual program tests •re kept for 
later use in systcm maintenance. 

There are two groúps of support software. The· 
first group consists of foreground diagnostic progra~s 
which are run on-line· to monitor and cont~ol the perfot·­
mance of the control system. These programs provide 
the following functions: 

------------~--~-~ion __ plannir~g_p~gJ.~arns .• ______________ _ 

l. Sumrnary and control of remete station status: 
- On request, the status of the data-acquis~­
.tion subs:,·s tem "is displayecl on the CRT. The 

--display, wfiTchid dynarnically updated, shows 
the sean conclitions of each remoto. using 

3. ~1port software are programs u sed by support 
pcr'!onnel for computer system moni.torin<], 
real- time diognos ti es ancl debugging, m.:lin­
tcnance and tcsting. 

~~~lication Software Dev~~}~~ 

The software development cyclc consists of three 
p;u-ts: ar.oly:;is and desi9n; coding. and debug.ging; check-
out and"tcst. . 

Analysis nnct design is thc most important phase 
of soft:wñJ:c devcl.opmcnt 11nct should be carri.ect" out as 
thorou'Jhly élS po:;sibln. l'L·obl0ms in cocling, debugging, 
cltcckt'ut itlld t.esting, anct in m;.inten<:~r¡ce, at·e laryely 

... 
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· this display it should be possible to place 
any· remete off, or back on the sean. 

2. Display of all. data received from a rernote 
station: - On the CR'r, al.l elata being re­
ceived from a sel.ect.ed station may be viewed. 
'l'his is a clynamic d.i ;;play and the data· is se en 
~as it changes from one sean to thc next. Color 
. ls used lu i.l,tlicilLe wlien a piece of data is 
not updat.ed or when it is out-of-lirnits. 'l'hi,; 
fw¡ction ·is very uscful for check.ing data and 
for troublu-shooting programs which use the· 
database. 

' 



3. Sttnllll.:ll"Y of <lata U.nk Cl:rors: - 1\ summary of 
all type·,; of data link •:.·rors ls kcpt on 
file. •rho :1<U1U11.1ry show:; the remete stati.on, 
thc typH of error, th•~ number of times the 
error hau occurrud, and thu times of the 
first ocr:urrencu and of thc last occurrence. 
'l'his sunua.uy is vicwable. on the CRT. It .}s 
pe r i.oclica l. l y pr in tud out on the logc¡er for 
revi ew by m.t.inte:nance pcrson.H~l_. 

4. Dynamic display of aclivity in computer 
ovurl;¡y arca: - Thi.s is. a CR'r display 
which sllow:; Jynamically what progr:uns are 
in memocy cxecuting or waitinq for_ I/0, 
\<lldt prO'II·;uns called thmn, an<l what proqrams 
are waiting in thc queue. 

5. Display of main or auxili<~ry memory <~nd the 
<~b~l ily to [Jiltch any mmnory lociltions: -. 
14ith this function an area of main or auxi­
liar:y memol·y startiny with a spccified 
adtir:ess .m.1y be display on the CRT. In 
th i s mani1er, tilhlcs ór seqments of pro.,­
gram code '"''Y be examined. 'rhe patch 
capabi.tity .i.s useful for on-lin~ debuqying·, 
¡u <)tJrilm tl~sting, and an inunediate correc­
tion of an· erroneous cond.ition. The patch 
on the on-Llne system .is .i.ntended to an 
intt:ri.rn m~a~:¡ure untíl a pcrmanent ~ystem 
revision can be tnilde. 

6. On-line measurcmant of computer system 
per formancc: - 1'his on-line funct ion, 
somü t i.mes kno\vn as 11 soflw.:-tre accounti.ng 11

, 

9at'Iu::rs ::;tat:istic~ at spc,cified time in­
tcrvals about CPU utilization, ··cPU idle 
time, .I/0 waits, ·nwnber of I/0 transf.-rs, 
what programs have run and how often, etc.­
This function may run automatica.lly or at 
operator'~ request. The statistics ~re 
useful for: eva.luatl.ng system loading and 
perform<•nce. The impact of adding new 
pt:oyrruns may also be measured by tak.ing 
before-ancl-after statistics. 

7. Dwnp of real-time data ~n tape: - Via the 
CR'l' thu operator can initiate the clwnping 
of selcctcd real-time data ilt specificd 
time intcrvals on magnctic tape. 1'he 
op.,rator ~;pccifies un tho CR'r the data 
to be dumpe<l and the time interval. 'l'hc 
dwnp cont.i nues until the operator stops 
it by·a CHT entry. The magnet.i.c tape is 
la ter pr.i.n ted out on the 'linc printer by 
an editing program on the secondary 
computer. 

Severa! control centers have sorne or all of• the 
support function's mcntioned above. Actually these pro­
•JL1m!; are of trcmendous value. during thc implementation 
of the control system and not just after the control 
ccnter is placcd in service. 'l'he system design shóuld 
thcrcfor:e include such on-line support programs. These 
:.;hould be complcted by the ·!;ystem supplier early in 
the irnpl"mentat.ion period so that the development work 
~uuld be spcccled up. 

'rhe second <Jroup of support software consists of 
PH><¡ram~; for: sy~tcm rnaintcnanc.:>. 'rhcse are off-lino 
pro•p:urns which are uscd for upclating files to mat.ch 
c..:h.\ll<.JL'!i or additions in the powcr system. A nt.!CCSf.Jary 

flln milintcnunce subnystem is onH that updiltes all 
files related to the man-mac~ine interface. fhis iri­
cluctcs a "pictur:e compilar" which woulcl allow· a main­
t•~n;.,,r;e pro<g;unmor to compose. a Cl!'r pictu¡;-e at a con­
tJOl•: and thon ,r:un t:he compiler to qenerate the CH'r 
Co<le of tite pictur:o and store it in ~1c correct file 

, loc11tion, In an interactivo mode the maintenance pro-

')ram wi 11 ~.t~p thwugh 1~hatcver operator .input~ aro 
n'qu.i.rml to up<late .tll othcr tables t·elat.~d to the new 
picturc. A goocl m.li.ntcn.lnce program. de,;~gn should 
min im.ize the cUnount of operator inputs. Other file 
n~ollnten,ll\Cu sul>sy:;tems ''"'Y bo. desi'}ncd for othcr fami­
lics of prO<Jrims, such au J:IH! SE,_ SA, and OL!-' group or 
the AGC, EDC group. Altllot,qh it is not n•!Cessary to 
have one ovcrall file mdintenance system to upclate all 
affected files in one operation, somc control centcrs 
havc such a support program. 

An interesting proc¡ralll is in scrvice at General 
Public Utilities which ollow:l upLlatcs of fi.lcs on-line 
in thc primary computer system [26]. 'l'his interactive 
proyram also updi\Les application. programs · which are 
affl!cted by the power !;ystem chango oÍ: adcl.ition. 

People or the In-llouse Project Tcam 
The last, but certa.inl~ not the least, of the 

t!lements of system control center design which wc 
shall cl.iscuss in this paper is people. '!'he col·rec­
ness of a control center design and its successful 
implementation obviously depends. on the pcóple assig­
ned to the proj'éct. It ls absolutely nccessary that 
this group includ" an "in-house" project team assigned 
full-time to work on the project from the time ·t.he. 
project is authorized by management up to time that 
the control center has bccn tul:ned ovcr to the systcm 
operators and has been ri.d of majar probl.ems. 

'l'he in-house tcam should h;,ve a combi.118d. background 
in power system enginecring; digital hard1vare, computer 
application, and system opcration. The tcam should have 

.cnouc;h software spec.ialistswhocan und.~rstand and clcvc­
lop eeal-tirge software. The team \·muld be charged with 
the mission )f becom.i.nc¡ thorouc;hly familiar with the 
control sysfem and of makinq sure ' that it carrie~ ·out 
the funct.i.ons according tu speci fications. · Specifica­
tions, no matter how well written, ca1uiot always be 
interpreted unequivocally. The inclivicluals assigned by 
the vendar to translate thc· spccifi.::ations into a de­
ta.iled désign may not nccessarily háve a full apprecia­
tion of what thc utility really has in mind for certain 
functions. Or the vendar may feel certain it has under­
stood an item ·in the specifications and on that assump-
tion go!3s ahead with the design. Numcrous problems a-· 
rise in.software design and implementat.ion. Real-time 
software. has to be broken clown into sma ll modules and 
each module is assigned to an inclivÍ.dual progranuner. 

• lfence, very rarely does a programmer know the full con­
text or s.i.gnificancc to system opet:aUon of the· module 
he is worki.nc;. ~n. The pur.pose of the in-housc team is 
to rcview very thoroughly, check, ami approve all sys­
tem interfaces and all detailed cleslgn apccifications, 
In addition to checking,the correctncss of the design 
with regard to the functions requi_rcd, thc .i.n-house· 
test would also check te¡;t.i.ng proccdures, malntenance 
features, ancl the design ·adaptab.i.lity to future needs, 
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Clase collaboration betwcen the ~ystem contractor 
and the in-housc projcct tcam is essential clur.ing the 
software .cocling and dcbugginq phase. Int<,raction bet­
ween the vendar and the tcam must ~e cncouraryed at ~he 
progranuncr ·1evel ·and not jus t at the su¡>erv isory leve l. 
Such a rapport is readily achicvecl if thc in-house tea~ 
were do.ing some portian of the progranuning. I strongly 
reconuncnd that. the in-house team reserve for somc of 
its mcmbel:'s some of the programming effort. -This not 
only gives valuable training but also glvcs thc team 
me:ntbers the ahllity to be o·f assistance t<l the vendar' s 
pro')rauliOers. 

In organizing thc in-housc te<.~m, consideratlon 
must ·be givcn to thc future work of :;y~tem mainten¡:¡nce 
and enhancement. Spccial.ists carmark<"l for key posi­
tions in this futura·· function shoultl bo part of the 
team from its inception. 

· StJMMARY 

What has buen prer;cntcd in thi_s papcr is a dos-

.. 
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C'x·lpi:.ion of •,.;h;J.t a powct' system control ccntcr !s in­
tenclccl to do, how Jt ~:houlcl perfnrm, what it consi.sts 

of, a 11 cl how it :.;hould be clcsiqntéd. 
As ·of this wdtirFJ thunJ are úbout 60 power system 

control cenLcr:; in ser vice or un<lt·r eleve lopment wh.i.ch 
have ¿¡s a mininnun, automatic <J(·IIeration control nnd 
se:curity monit.or:J.rH.J. 1\bout 20 in~Lallatiom; in service 
h~vc supervisory }Jrc .. kcr control, J.css than 15 do se­

State cstimation is in servicu in O 
For scctlrily una1ysi s, the distri.Lu­

tion factor m.ethod i:.; usc<l l11 thc ol.der installati.ons. 

curily analysis. 
contrul centers. 

Newer c¡mt.ers ~1itlr SN;urlty ana.ly,,i.s use or plan to 
use an on-line load flow method: The fast decoupled 
loa<.l flow is in use at one ccnter. ·'l'here are Higns 
that this approae 11 will be usccl in more fut:nre centf.,rs. 
Recent specifications for control centers now rccog­
nist! a rieed fur st:<>tc c:>timation. • Whercas in thc early 
invesligations of thi.s fun<.:Lion thc, approach favorcd 
no~;ter placcrroenL to fit known ¡ol goritlun~:, the trend i.s 
now to find thc proper algorithm lo fit the actual 
met:ering al ready ino::talled or plalolled. 

currently two rnethods are in use in rnedium to 
large systems: the r,EP or "li nes-on1 y" inethod and the 
ba!lic weighted least squares. 1'hc: Kalman filter or 
sequential. approach is in use for a very sma1 1 nctwork 
and lws not as Y''t bcen installccl for a largc system. 
Overal.l, the imt>lementation of aclv<Utced application 
coftwure is proceed ing at a sJ t>lv pace. 

IrinovaL.ions in lhe harclware ¿¡rea are taking place 
at a littl~ faster rate. There is a trend in the in­
cre¡¡sed use ·Of minieon.puters, """' configurations with 
shared mernory are appuari.ng, aml cornr.-t•tcr-conunwoication 
·het1wrks are bei.ng ;; tud.ied. 1\1 though Cull-graphic culor 
CRT's have"been avaiJ¿ol,J.e thcre is sti ll no significant 
movement towards thelr <•pp1ication. 

A control ccntur should be ctesiyned and built for 
system oper.ator. Admittedly, a co:-~trol. center has prcs­
tige va1uA as well. Anda utility is entitled to ex­
ploit this aspect as liberally aE possible. Still in 
the final analys i.s one should stand back from thc im­
pressive plrys.i.ca.l features· and tecl,;licaJ. statistics of 
a control cc:nlc•r and,ask >~hat actual.!.y does_the contt·ol 
center cto fo1· o¡J(;rati.nn. 

If a coutJ·uJ. cunter. is inadcqua~.e to the neeuu of 
operation or ¡x:I·funns very poorly when it· is most 
needed, the sys Le m o¡:.cra to.r can take no comfort · j n thc 
fact that he is huusecl in an arc:hitec:turaJ. shO~>T>iece 

or that redLUlc1.~u1t COHij)ut.ers an~ galher ing t]Jousands of 
data cvery so JPaHy sccunds:, \•:hcn, .in fact, litlJe usc­
ful information i s being producc:tl and Lt is takiuy for­
ever to get a ncedr:.] p.i cturc or; lhc: Ck'l' screen. 

It is nol t:::tsy to desi-,m, bui.ld, and maintain a 
systclll control ccnlc~r tlli:lt wil.J. do the job well. But 
it can be dont!. \·ii.th ü well. t!.uuylrt-oll~ desiy11, hard · 
work, Smart \•:o:t·k, ,"i.JJ in-house proj l~cL team, and a bit. 
of luck, it can l.ot! done rather smoolhly. 
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ABSTHAC'f 

The object of th1s. pnper js to lntroduce 
the render to bnsic concepts in the nrea of 
Ppwer System Security from the operatton view­
pbint. Rmphasis has bcen place~ on concepts 
rather tlwrt c.lf~ri va tl.on of equat1ons which can 
be· founc.l in •·.he publications included as ref­
~rences. Thc following topics are covered: 

Power System Monitorine 
In~; trurnenta tion 
HodunrlarJcy 
S La te Es Urna tion 
nctwork Confi~uration 
Con ti ngeney /\na] ysis 
Corr~ctive Strategies 

Terminology and simple concepts of 
• Probability and Statistics are included 

·thr<;JU¡~lJOu t the tex t. 

None of the topics mentioned can be 
completely covered in this single· puper; 

· the~efor~, the reader is encouraged to study 
the publications lisled in the rcferences. 

INTHODUCTION 
• Power System Security begins at its 

planni11e st&ge. A poorly planned system 
cannot achiove a hi~h level of sccurity 
reiardless of how w~ll it is operatcd. On 
thc oth0r hand, becnuse of econom:!.c consid­
eratlons, the amount of built-in security 
j¡as to be lirnited. Tllus, regardless of the. 
strenr.th pl<.tnned into a power syslem, its 
day to day operation must be such that 
m n illill.lliLQ e: o 11.'2.!PJ'_jljlL~~U:.'LJ s e t t a in e .Q. 
'v.o'it.lrin llw lirüta'.io:Js uf the svst;,_em. 'l'o 
-ac;co¡npli:o~is o!Jj·;:;-e:-;.:-ivo,- tlle -ovcraU.on of 
po1·1er syst.crns i.s cooniinated frorn control 
centers~ 

In the earJy rlays, the coordination for 
econorüc operation was performed throu¡::h 
telepl10nc ccimrm.m.i ca t i_ons bctween sys t(•rn and 
pln~t operators. At the sume tJme, for per­
forniinc: t 11c ~:ccu¡·ity function, the system 
operator depended on telephone communj .. callons 
with plant and substation operators for 
moni tori.nr. !.:he varlous facili tJes of the 
Pv\\'ei· sys tcrn. 

Gcnerally, system o¡J(!rators had direct 
access ·t.o l'w values of f¡·equency and vol t-. 
nr,e nt tlre! r localion. Klll)Wledr,e of these 
varial>lqs pol'm.i tted thern Lo deLect somc 
::;ysl;•:•m a!morrnalitics, l!owever, to jdentify 

the abnormal condition, the system operator 
had to rcly on information from personncl 
at substations where the abnormal conditions 
could be monitored, 

. The relatively small amount of dnta 
at each substation could be analyzcd by its 
operntbr. Thus, the information received 
by the system operator ~as sufficiently re­
liable to be synthesized for taking correc­
tivo action. The experience and r;ood judr,e­
ment of substation operators played an im­
portnnt role in power system secuJ•ity. 

1\lso, in those days, the number of 
strong interconnections was rclatively small. 
As a consequr;nce, the intei~action arnonr;;,t 
the various portlons of the network was not 
as pronounced as it is today~ 

As power systems expanded in size, 
' voltage class, major concentration of genera­

tion and interconnections, their operatlon 
became more complex. Furthermore, the 
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advent of remate telemetering, although a 
progressive step, triggered a trcnd toward 
unatlended substations. As a consequence, 

.the experience of substation operators he-
cam~ a missing link in the process, and the 
system operator was burdened with substantial 
amuunts of raw data, 

Under these conditions,'in addition to 
synthesis of information, bnolysis of a large 

·nurnber ~f individual pieces of data was trans­
ferred to a hj.gher level in the hierarchy of 
system operators. 

During the early 1960's, process con­
trol digital computers became a valuable tool 
for system operations~ However, the main 
ernpha si s a t tila t. time wa s placed on the 
economic operation function as well· as in 
relieving the system operator from the wprk 
load asspciated with the preparation of · 
operation reports. 

In 1965, the northeast ~lackout created 
a major concern amongst electric utilities 
and government authorities. Systcm security 
considerations became an issue of the highest 
priority and the electric industry focused 
ori developing mcthods to ensure reliable 
opcration of plant and transmission 
facll.t ti es, 

Since the late 19g0 1 s and early 1970's 
mnjor cfforts have heen placed in the follow­
int broad arcas: 



Po~~0.r. Sy:> tern Mont tnrinrr to irnprove . 
lu10wledge. ol' curl'<~nt :;ys tern condi tions 

r.nnt.lnp;0.ncy Annlysls to determine the 
~rrects of outa~es of syste~ 
fae.ll.l ti es. 

Corrr~ctive ~:tt·atep;ies to provide the 
system operator with renl-t.lrne guide­
lines for eliminatlng undesirable 
systom conditions 

Substnntial progress has been made in 
Power System Monitoring. A number of 
utilitiés hoVe new control centers in which 
soma kind of lmproved monitoring system is 
oocrnttonal. Also, for co~tln~ency analysis, 
a· number of control cen ters llave ·access to 
computer programs to simulate power system 
outages. 

l!o11ever 1 it .ls the author's opinion that, 
expecially in the arens of contlngency 
analys.is .1nd correctiva strategies, ndctitiof1-
nl.. \wrk is necessnry to satlsfy the real­
time requlrements of power systems security. 

POWER SYSTEM MONITORING 

Power System :foni toring has always been 
a basic function for ensuring a secure 
sys te·m. 

The development of modern Data Acquisi­
tion Systems coupled witit communieat.ton 
networks <P1d ctigi ':.al computers, permi t ted 
the automatic collection of lnrge amounts 
of real-time dnta to be displnyed at central 
locations. The ability of transmiting any 
amount and type of data to a central location 
raisecl ·the ¡luestion of which quanti ti es 
should qe measured. 

Representativas of sorne utilities favored 
the philosophy of measuring those quantities 
which permlt monitoring of some key facil­
ities af ~he power system. Others have fol­
lowed tlle route of guthering ':.he necessary. 
data to perform conventional I~ad Flow cal­
cula tions Ln real-time for· moni f;oring all 
system components. A third group of utilities 
hnve used state estimation techniques in 
tlwir· moni toring schemes, to take into ac­
count the reliabili ty of ·the. measuring system. 
To the :.1uthor's lmo•,,~.ec!r:e, thi..s approach has 
been followcd by five or six ~ower systems 
of variuus sizes around tite world. However, 
others ar_¡~ showing .l.nterest in the approach. 

· T!lC · ;; !·:r s '.ate e:>t.: m a tor becarne opera U.onal 
in Fel,ruary 1975 :t!Hl has provcd t;o be a Valu­
?tllc ·~ool l'or s.ecurity of ~;ystem operaUon. · 

The ph1losophy of monitoring key facil: 
ities, in th•e nutllor's opinion, yields an 
lncomplete ~onltoring system and appears to 
be corlfli,~ting w.ith good plnnning practicas. 
lt is reusonable to expuct .that any facility 
of n power systcm may become n key one de­
pend.Lne OJt Uw existing operating conditions 
¡tt a p;lrticu.tar time. On the other hand, if 
under normal condi tions certain faci.li ti es · 
c\an b0 selccted as neerling to be monitored 
m_ore cluse.l.y than others of the sume cntego-, 
1':(, thl:: s:lr.ua tion should be remediad by 
IH!C ter plann1 n¡::, 
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The approach of perforrning a convention­
al Load FJ.ow in ·real- time permi ts the System 
Operator to hove access to me.:1sureu c¡uant.l­
ties as well as to othcr quant.tties of ln­
terest which can be obtainctl from cnlcula­
t.tons. Tltis nppronch cvolved from tlle ex.;. 
perience of using the l.oacl Flo\.f in power 
systein simulation fo1· plmming purposcs. 
llowever, for the real-time function, it has 
several limitations: 
(a) In the conventional Load Flow, the 

in-put variables. are restricted .to the 
complex powers at load buses.nnd the 
real power and scheduled voltnge at 
regulated buses. In real-time however 1 
this constraint presents a serious 
limitation because conveniently avail­
able measurements of other variables 
cannot be usect. 

(b) Since the Loai Flow formulation consists 
of a set of independent equations, a 
colution cannot be obtnined if one of 
the input variables becom~s unavailable. 

(e) If a piece of input data is incorrect, 
the results might be rendered useless. 

(~) It is not•possible to determine the 
level of confidence that can be placed 
on displayed quantities. This scverely 
impacts the System Operator in his 
décision making function. 

The justification for using state 
estimation techniques has been based on the 
facts that a certain amount of error is in­
herent in any measurement ~6heme ond that 
indiVidual measurements can become giossly 
incorrect or m~ssing. 

State Estimation provides the ability 
for coping with measurement errór, ~etects 
anct·~ctentifies incorrect or missing data and 
ensures the validity of the information dis­
played to the system operator, including 
quanti ti es whose meosurernents ha ve been. 
missing or identified to be incorrect. 

INSTRUHENTATION 

Adequate instrumentation is a basic re­
quirement for monitoring any physical prnr"9S, 
An instrumentation system, in order ':" o 

adec¡uate, must permit extracting tho p¡·,~ 1 .. -.. •. 
amount and quality of information from the 
process such that the monitoring systern is 
trustworthy. It would be a paradox if the 
monitoring of a process were less reliable 
than the process it~elf. 

. The main quantities of interest in 
assessing the overall performance of o power 
system are: complex voltages at the notwork 
buses and complex powers and current flows 
in the vorious facilities of the system, 

In modern instrumentation systems, th~r·e 
are a number of devices ~1hich col lec t .tnfor~ 

ti t 
~'t:l·} 

ma · on a a remote location and transmit 1~;9 
to a control center. Those devices includ~: 
instrument transformers, sensors and annlog 
to digital converters. 

'. 



Ary ono of these davices can fnil and 
nono of Lhem is perf~ct, i.e. a certn1n 
am'ount ol' error is inherent in its pL:!'f'or­
m1n~e. 

The umount of error in a partic~lar de­
vice is, in r.eneral, unknown, llowover 1 from 
experj.ments in a controlled environrncnt, 
~he munufncturer can nrovide information on 
the stnt.:L~;ticnl hehav1our of a device that 
tclon~s to a speciftc precision cnteRory. 
¡ 

These oxperj~ents consist of takine a 
sample frorn thc enU.re populuticin of the 
dev.l.ces :!:n quest:ion and 1 w.l.ttr a fixed input,· 
~he output of ench device is observad. In 
the proccss of repentinc the expcrimpnt, 
the outcome varies from trial to trial in a 
ranclorn fnshion. 'l'hus, the quar1Lity of 
:!.nteresc. is said to be a·nAI!D0:·1 Vfd\IIIDLE. 

A plot of the various outputs vs the 
number of devices associ~ted with each out­
put Js l1ke1y t.o be as shown Jn Fir,. l. 
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MEASUREMENT 

FIGURE 1 
AN ACCURACY TEST ON A SAMPLE OF OE~ICES 
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This plot i~ called a GAUSSIAN'or NORMAL 
pro.babUi ty den si ty function. The value A4. 
is Vw ~:l~A:~ or EXP'·:CTl~D VA~JJE of tlle various 
O,Ut~ornes and provid!JS an index of tt1e ten­
c\'ency o!' most of •;he outputs beinr, clase to 
a \cé':¡;tain "aver.1r,ü" nun:ber. !1n indication 
of. U.\e srreact of the various outputs is pro-,_ 
vided\ by thc VAHlANCE, 'vlhich ls denoted by r 
rU1d'Js, <.tppl·oximately equal to the average of 
tlle ~lUu,, o~ Ute s4uares ·or, the deviations of 
the v·arious outputs wit.r¡ respect•to.-«, i.e. 

l \ 1 

.\ 

N '2.. 

o-~~ -J~ ¿ (z¿ ---<(¿) 
G ~~ 

... 
Tl1e square root of the VAlUANCE ::r is the 

STA 1~~iM!!.l lJEVIATIOt\ :r.' The sir,nificance of-:r 
is ttwt in a GAli~SIAN prob:~bilily density 
funcU on lht: followinr,. condi tions are 
satisfied: 

681- of the outputs fall within .<( !: .:rr. 
9~1- of tlle outputs fall wi U1ln ."( !: ·z.r 
9Si;i 0f ttre outputs fnll wlt!1in .<C!:..J.r 

The S'rt\NDARD DEVIATION then previdos 
valuable Jnformation on the precislon of 
the various .devices in thc instrumcn~nLion 
~;ystrJm, It perml.ts not onJy e~ti.nratin¡~ the 
amount of error which Js likely to be as­
sociated with nny indlvictunl measuremcnt 
but, what is more lmporl.:~nt, it allows 
discrim1natlne incorrect measuremcnts from 
acceptahle ones. Also, it pcrmits mixing 
measurcrnents tnlccn with devices of' dlfferent 
precisions. This is ~one by placing more 
wei~ht in the informalion content of hicher 
precision devlces. 

REDUNDIINCY 

It has been mentioned that the error 
ani~nt of an individual measurement is 

unknown. Thus, the true value of a quantity 
of interest cannot be obtained, Then, in 
.arder to discriminate between correct and 
incorrcct measurement as well as to improve 
the accuracy in the values of the measured 
quantities (error filtering ·effect) if it 

'is required, Hl~NDUNDANCY Js necessary, Le. 
·more than one measurement of the qua¡ltity 
of intercst must be taken • 

. The amount and type of redundancy 
requirements depend on factqrs such as: qual-
1ty of the measurernent system, requ1rements 
for detect1on and identification of incorrect 
measurements, feasibility of modeling the 
process in sorne mathematical fash1on, ef­
fic1ency of solution techniques, cost, etc. 

In ~ummary, adequacy ~f rcdund~ncy can­
not be deteJ·rni.ned from specific rules, l.Jut 
rathet from a good understanding of the 
process and the requirements of the monitoring 
systr;m. 

To illustrate the train of thought in 
the approach to the redundancy problem, lets 
cons1der the simple case where the temperatura 
of a particular process must be monitored. 
Obvi.ously, a good quali.ty thermor:rt:ter could 
be u sed. l!ovwver, if thi s tempera tu re 
happens to be a critica! quarit1ty, a single 
thermometer mi~ht not be sufficient for en­
suring the reliability of the mon1toring 
system. 
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A second thermometer, for in~tance, 
vlotlld prevido the menns of detect:i r:u::_ rnalfunc.­
tioning of the monitor1ng systeru whon the two 
readings differ by an amount largor than the 
t1recision of the Jns truments Jn q1wst1on. Al­
though this two to one redundancy ratio per­
mit9 detectirm an incorrect measurement, it 
is still inauequntc i'or jdenti f'ytr:.u: which one 
of the two measurements is incorrect. Thus, 
for this purposc, a thlrd picea of informa­
tion is nccded. This nddit1onal redundancy 
can be ol.Jta1ned from a tlli.rd termpel':l tu re 
rearlinr, or from a pre~.;~.m!'e nlready nvnilCJble 
jf n mathc~matical· morleJ. c;:m be formuJ.nlcd 
to relate the two varinhlPs, Thcn, lhe 
rnon¡ t.orlnr, systcm of tlll s process rcq11J res 
n !nl1lirnurn redundc,ncy ra tlo of thrce to one 
to be adequate. 



In a pm~er system, a mntiJcmatical rnodol 
can be fLHrnulnted nnd, in ccrwrnl, dupllcate 
mcasurcmcnts are not tal<<:!n. Tlle model to­
r,ethcr I.Jl tll STA'l'l•; E:>'l'It4A'l'ION techniqucs 
rcl ,, tes m o:~ t of t ho qua n ti U. os of :Ln t •:• r·es t. 
In tlw p!'c)CP.s:> 1 each mcasttremcnt cont;rl.!Jutes 
to tllc cstlmation of more ·thnn one qunntlty 
nnd cach quantlty ls estirnated from miJre 
t!Jr; 11 ,·Jne rneasurcmen t, 

STATB ESTIMATION 

State Estirnat!on techn!ques prov!de the 
means of nracessing n set of redundnnt 
J.nfur·rnntion to obt<1.in an E:.i'l'INATI·: of the 
S'!.',\TE V,\HIAB:..'·:S of the system. Once the 
STA':·~; v.,\1\::.ABU:·s nre detcrm.ined, othcr 
qttantities of .lnterest can be obtained. A 
t'ttnda!ll•mt.•l pro¡H!r·ty of the solution process 
is tha t i t dcteri!J.~!I•1S the av<~t·ar_~es or t·1!~/\N 
yalues of thc r¡unnttt!cs ot' l.ntcrcst. 'l'hus, 
tlle c:<lculated vu.Lues, in general, do not 
rnatc;h any one of thc measurements. Instead, 
the :solution is reached by a BSST FIT of 
the entire set of input data. · 

The procedure consists of minimizlng a 
function of tlle STAT8 VARIADLSS. · One pos­
slble objectivt~ function is th0 sum of the 
S<~ares of the dcviations be~wcen rneasured 
an1l calCLtlate,l values. To tal<e into account 
trie. nccnracy of eac!J tneasurernent, each of 
the terms i.n the ~·.1mmaU.on is weiehted in 
inverse nronortion to the V/\~IANC8 of the 
nssociat~d ~en~urcmcnt. Thus, the solution 
criterlon is the welghted lcast squares 
i.'e. 

Hin!mize 

where x !s the set of state variables 
z is the set of measured quantlties 
f 1 (x) is t~1e functional relat!onship 

of the 1th mensured variable with 
respect to ~he state variables 

N !s thc number of rneasurcments 

The difference between the number of 
state variables and the number of measurp­
mcn ts is the r,;dtmllancy and is given the 
name DEGHEES üfi' !•'llEEDOH. 

At the solution po!nt, the calculated 
ynlues of the rneasure variables are approx!­
rnately the MEA~ values of these variables. 

Inspectlon of the object!ve function 
J(x) reveals thnt, at the solution, each 
of tts terms ls approximately equal to 

( 

' 2 
z[- --<.(<'-) 

o; 
It was mentinned that the measured 

vnlue Z1 has ttH~ GNJ::s~/\N or 'iOf\!-1/\L probabil­
\':.~·;dt!nsity function shown in l"lp,, l. If the 
t.l."r' valut~ is subtrac tect f¡•om :'.f and thn 
~s11lt ls dividt!d by tho !iTMHl/\HO D~VI/\TION 
· f~ ~ nnw prohablllty density functlon is 
o.¡ .n.nect which has a MEAN Villuc cqu:ll to 
z,!ro nntl a V fl. 1li M!CI·: equnl to onc, Thc new . 

curve !s a UNIT NOnHAL. Thus, thc objective 
functJon becorncs a sum of squnrcs of UNIT 
NOHt-1/\T,S and is donoted as a Cl!I-SQUAHI~ 
dlstribution. A C!li-!)QUAim distrlbution has 
the p1·opcrty tlw t i ts expec tecl val u e is equa~ 
to tlle number of clecrees of freedom. F!g, 2 
shows a family of CHI-:SQUAHE ct1stributions. 

~o 

k : DEGREES OF FREEDOM 

.0!1 

FIG~RE 2. CHI-SOUARED OISTRIBUTION 

, Thp chi-square distribution plays an 
important role in the detection and identi­
f1cat1~n of.bad Meqsurements, that is · 
measur.~ments that grossly d.i.ff'.)r frorn the 
true v,alue by manyc- values of the device 
used," Cons!der the case where one such bad 
measurement exists. That measurement by 
dcfin!tion does not belong to the Jd- range 
of the normal distrlbution of the devlce; 

.Know!ng the degrees of freedome of the 
particular problems at. hand, a chi-squ.are 
distribution is fixed. The value of the 
chi~square (the horizontal axis on ~lg. 2) 
that includes 99% of the aren below the 
cunie is theoretically the mnximum value 
or boundary attairlable by ~he welghted sum 
of squares lf all rneasurements were within 
3 ·~r their particular standard ya~iatlon~ 

:The presence of i b~d measurement will 
prodl\ce calculaterl values that fOr sorne 
terms will d!ffer from the measured value 
by mdre than their individual 3r, thus 
mak~ng the sum of squares excecd the boundary 
for a 99% confidence. Not!ce that it has 
n9t been said that the sum of squares term · 
corresponding to the bad measurement. is 
necessarily large. Indeect, it may be that 
the calculated and measured values at the 
bad measurem~nt location are close, Howevcr, 
this is at thc expense of other terms be­
com1ng large, It is this characterlstic 
that makes the chi-!1quared bnd data rletection 
test so powerful. 

Ha~ing detectect the presence of bad 
data, the pro!Jlem remains of ·id,mtlfying 
which is the bad measurement. It h~s been 
menti9ÍlL~d that LhP. expectc<l ,valuc of a chi­
sq_u¡cd dis tri bu tion i s ec¡U:~l to· 1t s d~grees 



of freedom. Consider thut the calcularcd 
VHlue of the nurn of squarcs is taken as an 
approximation t~ the expected value. Then 
the ratio of tilo surn of squares to the 
decrees of freedom is a mensure of how much 
the sum of squures differed from thc expcctod 
valuo. 

A ratio somewhat near to one implies 
that the individual standard deviations used 
with each measurcment corresponded to the 
normal rancc of its measured minus calculated 
values. A large ratio sugcests that at 
least for one mcasurement this correspondence 
did not occur. J f all rneGsurement variances 
are increascd by this· ratio, then correspon­
dence will have bc~n forccd to exist. 

The te~m measured minus calculated value 
is called n mensurement residual. T~nt · 
residunJ. is i: .. sr:Tf"""ülso a randorn variable. 
If diff'rJrent complete seLs of' rneasuremcnt 
devices wero uscd to gathor sets of measure­
ments, al)d oach set was used to salve the 
rcdundent equations·by minimizing the 
weighted sum of squares, a set of residuals 
corresponrlin~ to each m~asurement would be 
obtuin8d. ~nch of these rcsiduals is a nor-. 

·mally distribu~ed randorn variable wiLh an 
expected value o!' zero. The standard devia~ 
tion of this distribution can be computed 
from the th~orutical considerations without 
the need of obLaJ.ning· ~ets of rneasurements. 
This informa t1on can be extractad from the 
redundancy presont in the measurement system. 
TJw folJ.ol·.':i.nr, '; ran s forma tion from normal to 
un 1 t nornwJ. e a:: be m a de: 

~--;--M:_;.:=.;e a s t 1 r u m en t Res 1 d \111. ]"-. --"-. _:Z~e~-r~o~· :::--:--:--=­
Standard !)e·\;-i:-;Cion of l·~easuremcnt Residual 

The zero is the mean value of the resid­
ual. In the same wav that measurement stan­
dard deviations were.all increased by the 
ratio obtn1neL1 frorn the chi-squared clistrib­
ll tion 1 thc nwasurement res.idual standard 
deviation also hecorne~ increased by tllis 
same factor. Theoretically the effect of 
t~1e fnctcJr :i.s to increase t;he stanclarcl 
devL1 tJo·n o,f measurernen': residÜaJ.s such that 
the residun!~ of ~ood measurements are en­
cJ.osed •,.¡i thin the 3V'"ranr,e around the mean 
of; zero. If the effect 0r· tlle f:1ctor is 
orhitLrell nnd the res•JlLs o~ tlle ilbove trans­
foÍ·!na tion rankr:d ft•om larr:e to small val ues, 
the residtt:Jl of thc bélcl nle!ilSLire!nent would 
tend to )•e at the ·~op of the list. Intu­
it~vely t:ti~ can be inferr<:.!d consi.deJ'inr, 
that the eff'ec~ o!' a ·uilcl mcnsurcment is so 
sd·on¡; 1 tha t Lile norrnCJl po~;s1 bl e rnnee of 
all tho other good rneusurl'ments withln their 
ind.lviclual ~cr-v.•HJ. resul t; .ln a smallcr re­
'sidual stun~ar~ devia~ion for the bad meusur-
1\ten t titan for the r~ood ones. An in the 
al•ove transfonn<~tion thc~ standard devintion 
appeHrs Jn the tl.:norninn tor, i t will push 
l.,h€ bad mensu¡•cment term tuwnrds the top of 
thc ,_ist 1 evcn if i ts actu:tl J·r·sidual was 
.smnll. \H t!1 the inclu~;ion of tlle factor, 
;tlJl~ wholc list is sc<üe:t! d01m such that in 
:thc uni.t norm;ll trnn:.!'orm;tU.on the r,ood 
measuremen L tc,rrns wl.ll tend to be smnllcr 
t.h . .,n 30"'" wi.tlJ a 99;'~ ~'Onfidcncc. In prnetice, 
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it hnppcns that the factor cannot be computed 
exactly from the chi-squarcd distrihution as 
only one poi.nt of thnt distribution is avail­
able and the approximation was madc to con­
sider that point to be the expected valuc. 
The error in thc factor mnkes the trnnsforma­
tion Jt1exact and instead of transf'orrnin¡; into 
a unit normal, it can be shown that it trans­
forms into a very similar distribution calJ~d 
the Studnnt-t distribution. In fact, for 
de~recs of freedorn larger than about 301 the 
unit normal and the Student-t are practically 
idcntical. The effect of the Student-t is 
thijt the 99% confidence instead of being nt 
a level of )vis at a nurnber somewhat smaller 
thnt 3~ The Student-t test to dctcrmi~c 
which of the transformation tcrms is the 
lnrcesL of thosc above the 99% confidence 
levcl 1 is caJ.led the bad data ictentificntion 
test. The importance of the factor is that 
it makes the bad measurement identification 
more clear cut. Occasionally it may happen 
that several measurements are closely beyond 
their 3 levels such that the chi-square 
detection test flaes the existence of bnd 
data; The Student-t identif'ication test fi.nds 
that the largest term in its ranked list is 
srnnller than the 99% confidence level and 
concludcs that no clear cut bad daLa exists. 

It was mentioned that the standard 
deviation of the residual distribution can 
be computed from theoretical corisiderations.· 
Similarly 1 the stand<1rd deviation of thc · 
staLe variables, the voltagcs, and Lhat of 
the flows themsclves can olso be computed. 
Assurning that the calculated value is ;m 
approximation to the mean, that value plus 
or minus 3cr gives a ranr,e in which the true 
value lies with a 99% confidence 1 assumin~ 
that the voltage ancl flow distributions are 
normal. These 37" ran~es are calléd 
.conrictence ~imits. A srnall conf'idence limit. 
implies high accuracy. 

NETWORK CONFIGURATION 

_ .An important aspect in power system 
security is the knowledge of the status of thc 
various systern .facilities. 

These facilities are interconnected-by 
means ~f circuit 'breakers which mny ·opdrate · 
at any time. 'l'hus, monitorinr.; of circuit 
breaker status in real-time is esscntial to 
determine the prescnt operating condltion of 
the system as well as for the analysis of 
system contingencias. 

There are three basic effccts of circuit 
breaker operations: 

1) Circuits may or may not be discon­
nected. 

2) Substations may include one or more 
electrical nades. Thus, the toLal number of 
systcm nodos can be vuriable. 

3) The·poYer system ;·¡ay split into ty¡o 
or more scparated arcas. 

Al so, knmd cd¡:; e of the s ta tns o f thq 
various mensurcments is required for sta~e 
estlmntion purposes becaus"e the number of 
e qua tJons in tlw sys te m rnodel depencls on t,hc 
numbor of rne1!surcl!lenLs availablc. 



Thero~ore, in nny monitorine ·system, u 
Networl< Con f.ir,m·n tor should be inc:luc\e<t. The 
functlon of t:1e Networl< Conri¡;urator .is to 
analyze thc ~tntus of circuit brenkors as 
wcll ns mcnsurcrnents and to autornatlcnlly 
üetcr1nlne the current rnodol of thc power 
systern, 

A posslble Network Confir,urator is the 
one developed at A~P which, nlthough con­
ceptually sJ.n1pJ.e 1 is ecneral in the sense 
thnt it can handle any breaker scherne at 
the various substatlons~ 

The logic to determine which facilities 
are connocted at a substation is the same 
as thnt to determine if the power system 
has split into two or more areas: 

An important complement of the configur­
ator Iog Le· i s a Data Base in wllich every 
circuit brenker is defincd in terms of sub­
station and t'acilities connectod nt its two 
terrnir1nls. 1t also .includes iclent.if.ieation 
of measnrements 1~ith ássoclated facilities. 
This Dn ta Base is 1naintüined current by 
operations personnel in accordance with any 
structurnl cilanges or addi tions a t the 
various substattons. 

The Network Configurator interfaces with 
the Teleproccssing System, the State 
Estimator and the Display System. 

The Teleprocessing System continuously 
scans the status of circuit breakers and 
in the event of a ch~nge, the configurator 
is informad. The Configurator loglc then 
traces the paths provide<\ by closed breakers 
~t the various substations where changes 
have occurred. Lists associated with each 
~losed oath then include all those facili­
ties whlch are incidental to common nades. 

Once ·the status of the network facilities 
is determinad, the same logic is used in 
tracing the paths providcd by facilities 
energizad at their terminals. Appearance 
of more than one list of interconnected 
facilities means two or more separa t.ed 

·areas. 

At. thls point, the configurator can pass 
to the Estimator an updated version of the 

·network model. 

When faulty measuremcnts are detected . 
and identified, the configurator function 
is to rernovc 1~he rneasurerncnts in qucs tions, 
analyze thc effect on the model and return 
the proper mortal to the Rstimator. . 

Finall~, the configurator, through his 
interface with the Display System, drives 
the proper indications and alarms. 

CONTINGENCY ANALYSIS 

. The analysis of system contingencias has 
been n functlon pcrformed for sy~tem plan­
ning purposes since the days of the Net­
work Analyzer. This function consists of 
slmulatinc outages of generating units 
and tran~mi~sion facilities to study their 
effcc~ on bus voltages, power flows, and 
the trnnsicnt stability of the powcr !.lystem 
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ns. n \~hole ~. 

With th& advent of digital computers, 
progrnms such as the Load Flov1 and Trnnstont 
0t::~b1lity ~~ere dcveloped in tllc late l9)0 1 s 
ancl.enrly 1960's to perform the contingüncy 
nnalysis funetion. 

Substantial progress has been made in 
improving the qunlity of these programs in 
terms of their culculation speed as well as 
their ability to simulate more prccisely 
the various systcm ¡;omponents. For. instance, 
the early Load Flow programs using the Bus 
Admittance Matrix for its formulation and 
Gauss Seidel as the numerical solution, 
evolved through thc Newton Raphson solution, 
cxploiting the spnrsity of the Jacobian 
matrix and up to a decoupled technique, Tri 
this technique, the J;:¡cobian matrlx is 
assumed constant and the variables of the 
problem becorne decoupled i.e. real powers are 
·related only to the voltage anglos and.re­
active powers to voltage magnitute. 

This substantially improved the calcula­
tion speed of the Load Flow program. In 
the Transient Stability area improved models 
for synchronou~machines, governors, excita­
tion systcms, _etc. have been developed. 

. 
For operation security, most control 

centers'have access to these programs in an 
off-line mode and sorne are adapting them to 
the. real-time environment. In this case, 
the System Operator has been provided with 
means such as keyboards, lightpens and CRT'~ 
to simplify the input data requirements and 
the selection of the contingency cases to be 
studied. 

Emphasis has been placed in adapting 
the.Load Flow program for the nnaly~is of 
steady state contingencias. Also, vur.ious 
techniques have been developed in which 
iistribution factors are used to screen, 
from all probable outages, those outages 
which are likely to result in unacceptable 
loading conditions. These outages then, are 
studied more rigorously using a qonventional 
A.C. Load Flow program. 

There are sorne fundamental differences 
between the contingency analysis to be per­
forrned at ~ control center ancl that for 
planning purposes: 

l) Current ~tem ConcH tions 
In real-time, the currcnt state of the 

power systern must be known in order .to pre- , 
dict a future state resulting from tho outag~ 
of one of thc system facilities, Also, thc' 
selection of the contingency cases to oe -
studied is strongly guvcrned by current opel' .. 
ating conditions. Statc Estimation and Sys~ 
tem Configuration programs provide the · 
starting polnt on which conLlngcncy analysi:t 
can be based • 

2) Continr•;ncy Se lec !:.ton 
In planning studics, outnges of systcm 

facilities are sirnulatcd in accordance with 
a sinf3lc, double or higher arder contin~nncy 
criteri6n. In real-time, d~pónding ~n cur­
rent conditions, which may iilready include 
ene or more outnges, a subsequent sinelc 



continr·ency case mtr,ht correspond to a hi~her 
order one :Ln plnnnir¡¡: studies. 

Planning st~rlies focus ~n outu~es of 
generation and trunsmission facilities. In 
real-t:lrne, ·~iw status of circuit breakers . 
at t11c various substatioris is irnportant for 
contint,cn<;y s0lection. ~'or iw;Lance, due to 
constructio~ rnainLcnance, ternporary nrrange­
ments, etc., the brenker status at a sub­
statiun mj_r,ht be such that the operation of 
another brr~aker, which norrnally resul ts in 
the outage. of a sin~le facility, might this 
time resul t 1n several fc:tci}j_ ':ies Lc'cyming 
out of service. 

Proper selection 
a difficult problem. 
techniques appear to 
a.rea. 

of contingertcy cases is 
Pattern recor.nition 

be promisine 1.n this 

Jj Ex_ternal System_ 
External ~yst8m ~s 1ef1ned as that portion 

of an j_nte!'connected network which is outside 
the reach of' the d.lrec t rnoni toring system of 
the network or interest. 

The operatine condltion as weJ.l as_the 
reaction of the externnl system, affects the 
results of ccnt1ncency annlysis of the 
monitored ~or~lon. 

This bns:ic problem of insufficiE:rt~- 1:\for­
mation could be solved by real-time inter~ 
change of data amun~sL the utilities of the 
interconnec Led net\wrl{ and/or extending the 
ranee o!' mrmitorin¡·. systerns. However, the 
intcrc!J:tnf:(~ o!" rea·:::--.t~lne data i s not a 
simple pi·rJ:tle:n, nncl va'rious ·procedures ·~ó 
COl-'B· \ál~h L\Jis f;¡ct (;itlwr are in use OT' 

Under invest:L(:Btion. 

(a) 

.(b) 

(e) 

Conventional Netvwrk Redttctio11 
1'J¡fS-"T8c!lnique has been useci-:in system 
planninc studies where a portien of a 
network is replnced by its equivalent 
for rcc!ucing the problem size. However, 
it does not tu~0 into account the 
varyin¡:, opern tl.ng conditions of the 
repl•tct'd portien 'of the network. 

~etwork Identificntion 
-Severa-J. p<;¡;-m-:-:i )l:1V8 reported theoreti~a:c. 
allcl'lpts !:.o iJen':ify external networks 
:.oJ.e1.y frsliTr l!tO<l~;uJ·ements taken i.n the 
i.nterrwl sysl.ern. !iowever, no approach 
has bc•on nr1nuunccd tha L has be en sho.w'l. 
to wor~<. under all operating com!i·;i·,us 
of the exter:1nl systcm. 

Stoc!J:1 s U_Lfiq_~l1_v<~ J G.!lt 
In l:1i.!; .:1pproach, conventional reduction 
technir¡ues are cumplornented by lnternal 
measuremonts i.n an attempt to compensate 
fOJ' the assumptions made in· conventional 
reductlon tec!rniqucs. A procednre thaJ; 
appcar:J prondsine is as follo~<s: 

The p_ortion of the external systern 
consisting of all lines and modos 
directly conrwcted to inl:ernnl bound-, 
ary buses, i!; retained as part of the 
internal syslern. 1'Jw remainlng portien 
of the exLernal system is then re­
pJ.aced by an o~¡Úi valcnt u sin¡:: 

conventional reduction techniqucs and 
nssumpU.ons on loads, genera ti un and 
configura tion.· 

State Estimation is then extended to 
the new boundary buses~ 

Equivalent injections at the new 
bouncl:lry buses are cornputed from 
the aJ.getraic sum of the total 
flow into these nodos from the . 
internal systern and thc flows in 
the equivalent lines. 

The equivalent injections are tested 
using post history tó verify thoir 
validity. These tests also detect 
if unreported conficuration-and/or 
injectlon chnnges ha~e occurred in 
the external system. 

The above procedure is being tested 
at AEP at the time of this writing. 
So far, resuJ.ts have been encouraging. 

~~tochastic Load Flow 
Once the external equivalent is avail­

able the problem remains of solving the 
network equations with the simulated con­
tingency case. However, to account for the 
uncertainties in the input data it appears 
that the Stochastic Load Flow can be ~uit­
nble. The Stochastic Load Flow is a con­
ventional Load Flow with a post-processor 
in which tlle variances of the input quanti­
ties are considered to determ~e the vari­
ances 9f the results. 

CORRECTIVE STRATEGIES 

The monitoring system keeps track of 
current steady state operating conditions 
whereas results from the contingency nnaly­
sis provides conditions which are likoly to 
occur in the event of system outages. 
Either one of these conditions may violate 
sorne specified limits; therefo~~, the 
system operator should be provided with cor~ 
recti~e strategies to bring the system bnc~ 
to-norrnal. 

The principal means available to the 
operator to take corrective action a~e: 
powe~ generation schedule, _switchine·of 
reactive sources, transformar taps, voJ.tage 
schcdules and power interchange wlth inter­
connected netwo~ks. 

At present, correctiva strate~ies nre 
basect on operator experience and. guidclines 
from off-line studies. With incrensed 
complexity of power systems, it appc~rs tha~ 
this proccdure may become inadequate. 

Sine e the 1960's, annlytical techniques. 
hove been doveloped in thc areas of optimal' 
load flows. These techniques, in·contrast 
with conventional load flows, permlt 
handlin~ additional constraints such as: 
Dllowed rn'nr;e Of VOltnge J.evels HS wei.l as 
-capabiJ.ities of generaU.on and transmission 
facilities. Therefore, such Lechniques ap­
pear suitable to the problem of determinin~ 
corrective ~trategics. 



Various mcthrid~ have becn pr .. posed; how­
ever 1 to thc author' s lmowlcdge 1 nono ha~ 
bee>n \1~()~1 in a real-time envlt•onment, nt 11 
control center. 

'l'he purpo!ie of these methods is to 
optLml~e .sorne system objective function 1 
sucll as productlon cost, losses, etc. sub~ 
J•?Ct to physic<lllirniting constraints on 
facilities and the obserVation of tha net­
\·:orl< laHs. 

1 

1 

FolloHing are brief description of three 
proposed methods: 

1) Reduced Gradient 
In t!1is mcthod 1 a L.agrangian approach is 

followed 1 1. e. : 

'l'he objective funrition is bUgmented 
by the constraints multiplied by' 
their a~soclated lagraneian 
multipliers. · 

~he partial derivativas of tha 
augmcnted function with respect 
to thc control variables is force~ 
to be ~ero at the solution point. 

For the process, tha control variables 
are correctcd in the. direc tion along the 
re.dnced gradient. 'l'ha re ducect gradient is 
the gradlent o! the augmented function 
computad at the point where the dependent 
variables forc~ quality constraints to be 
met. In other words, thc direction of 
travel is along the equality constraints 
anrl the amount of correction is determinad 
hy adjusting the step size. This adjust­
mont Js the most critical part of the 
proce~;s. 

Th_e following simple example permi ts a 
geometrical lnterpretation of ~he process. 

Con?ider the economic dispatch of two 
genera '~).ng unl ts, one of which opera tes 
at a límit. 

The o~jective function to be minimizad is 

·r = c1 CP1 )+C2(P
2

) 

' . 
where P

0 
is the total generation required. 

The augmented function is 

r~ = r+)... h 

Taking the partial derivativas, 

IJb' = Vf+ ).'ih 

where V t!enotes gradient vector whose 
entrles are the partial t!erivatives of the 
a~sociated ~unctlon with respect to tha 
ccintrol vuri~bles. 

,.· 
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CONSTRAINT h=.O 

Pr 

FIG. 3 
GEOMETRICAL INTERPRETATION 

OF LAGRANGIAN APPROACH 

?) Hessian Matrix 

The objective function is augmented 
by the square of each constraint 
equation multiplied by a weighting 
factor. · 

The resulting augmented function 
is expa,nded into a Taylor series 
up to the first order term. 

The partial derivativas ~r the 
ex~and~d function with .respect 
to the state variables are equated 
to ~ero. This results iri an 
equatipn containing a matrix of 
seconrl partial derivativas, the 
Hessi,im Matrix. · 

This iast equation is iteratively 
solyed to successively correct the 
state variables until a minimum of 
the ~ugmented function is found. 
During this iterativa process, the 
weighting factors of those con­
straint equntions that persist in 
~c~aining outside limlts is in­
~reased·to force thc process to 
concen~rate on these constraints. 

Simila~ly to the case of the Reducea 
pradient in which the aijjustment of 
the step slze was crlttcal, the 
adju~tment of the welghtln~ factors 
is the most critical part of the 
!!essian t-1ntrix approach. 

JlJ1yhrid Approach 
This method is currently being develop~4 

at AEP in an attempt to cop¿ with the prob­
lembs of step size and Heightine fnctors. 
The method uses a sensitiv{ty relationship 
to predict the effect on the cohstrAints 
,when the control vnrtahles are corrccted. 

i'fhts mechanism permi ts adjus tinr, tho s tep 
size 'lnd weightlne factors in a stablo · 



manner. This method is reported in a paper 
prescnted Rt PICA 197'l. 

CONCLUSIO!JS 

Proper.planning 1s'an essenU.nl prerequi­
site for security of system opcrat1on 1 but 
planning s tudies cannot .cover all U1e c.on-. 
d~tions which will occur in real-time. 

In the real-time environment 1 the system 
operator has to face the fact that the full 
capnbilities· of the sy~tem are seldom avail-

- al.Jle. ~~evr~rtheless he has to do his best 
in bptimizinc the secure and economic opera­
tioh uf Lhe system. A bas·ic requirement to 
neJ·form j;his function is a trustwor1'.hy 
mon1todr:g system. . 

~he complexity of present power systems 
rcquires that means for real-time contingen­
cy ?nn1ysis be avai1ab1e at the control 
centcr. 

Techniques for contingency ana1ys1s 
should adc1ress the problcm at t!·.e substation 
leve::.. ~'Lis is in contrast with U1e ap­
p:roncli fo:.1 owed in systr:rn planninr, in .which 
ou tar,es of een0ration and trnnsJni!;sion 
facilities are studied. A major problem 
in tll:Ls nrea is the proper jnclusion of the 
effect, u¡'JOn '~he netHork of intercst, of 
those portions of thc netwo:rk which are 
dutside the rench of the monitoring sy~tem. 

In the area of ~orrective strateg1es 1 
additional effor~s slwuld be made for 
app~yin~ optimal load flow techniques iri 

"thc real-time environment. These techniques 
are s6i~ab!e for ~rrJving at real-time 
~utddlinas for eliminuting undesirable 
qond~ tions such as OV•.!rloading of sys-tem 
f·ód;ll tlt:.'S nnd Violations of SCI!eduled 
voltage }evels. 

' 
rinnlly, althour,h this paper deals 

v;~ th t!1e sub¿cct · of po·.-~er system security, 
the pr0~1J.em s!-iould be approached as a part 
of the ové,ra!l f'unctions of a control 
c~nter. Fi¡:ure t, sllOHS a c;liagram wlüch 
n1ttempts to indlcate these func tions nnd 
their in t~·ac tions. 

1, 
; l 
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N O T A S O E P R O G R A M A C 1 O N N O - l 1 N E A l 

.qAFAEL CRISTERNA OCAMPO 
D 1 V 1 ~ 1 ON O E ES TUD 1 OS S UP'ER 1 ORES 
~ACUlTAD DE INGENIERIA 
UNIVER3!011DI\1AS!0N.Al AUTONOMA DE MEXICO 

ESTAS NOHS P'RETENOE~! INTDODUC 1 R EN FORMA BREVE ALGUN03 CON 

CEPTCB DE OPT,IMI ZAC 1 ON DE PROBLEMAS NOL f NEALES. 

El PPOBLEMA DE P'ROGRM'ACION NOLif\!EAl CONSISTE EN SElECCIONAR 
. ' 

LCS VAlORES DE CIERTA$ VARIABLE8 9 GENERALMENTE NO NEGATIVAS, DE lv1ANERI\ 

QUE S E MAXIMICE O MI N 1M 1 CE UNA FuNC 1 ON DADA,- SUJETA A U"-! CONJUNTO DE -

RES TR 1 CC 1 ONI;S . DE 1 GUALDAO Y /0 DE DES 1 GUALDAD o -

EN GENERA.L, LA FUNCION PO~ OPTIMIZA~ f'UE_DE RE~RESENTAR UN BE· 

NEFICIO O UN COSTO DEBIDO Al DESARROLLO DE ALGUNA(S) ACTIVIDAD(ES) ME-

O IANTE LO CUAL SE BUSCA CUMPLIR AlGUN OBJETIVO O AlCANZAR AlGUNA META 

O DEFINIR EL PP.OCESO DE OPERACION DE.ALGUN SISTEMA, ETC. 

ANALITICAMENTE, El PROBLEMA DE PROGRAMACION NO LINEAl PUEDE 

EXPRESARSE. COMO: 

ESCPI TO EN 

----- --·-- --

hl 6:,~----~ l11.) ~e, 
h2_ (z:,J~----..>~0 ~e~ 
-·--------~-----

( 1) 

( ¡') 



LAS~ VARIABLES Z 1 )i.~,-··· ~!loo\. SE DEFINEN COMO lAS""- COMPONEN­

TES REALES DEl VECTOR COlUMNA Z. lA FUNCION OBJETIVO F(Z) REPRESENTA -

Al CRITERIO PARA El CUAl SE REQUIERE ENCONTRAR SU V.A.LO'R MINIMO. lAS -

FL'NCIC'NES DE RESTRICCIC'N ~·(:c))d .. J~)) ___ d~~) SON REPRESENTAO~S PCR ElVEQ 

Tú~ COlUMNA stz) AS 1 SC'M') L.\S hl(i!)~\.,\.(~)r-1'~) INVOi..UC~I\DAS EN LAS Rf:§. 

TRICC!·:'"J~S OE DESIGL!Atl)l'!"l ~E qr:::PREr:·ZNTA"l POR El VECT:)~ COi..UM\Jt, h(~). 
~AS. CC'f\1~T.'I'JTES b,),z_.----l:tNi Y C,..,,) __ --~C¡;. SE DENOMINA~-! li\S CONSTANTES 

O TERMINOO DERC:CHCS DE LAS ~ESTF:!':CICNES Y SE REPRESENThN POR lCS VEC­

TORES COLUMNA b 'f C RESPECTI VA';1ENTE. 

SE ACEPTA 0'JE lAS n1+p+t FUNCI0NES, F(Z),if,(~~----¡""-{11))h,(~) ... l,~) 
SON FLNC 1 ONES DADAS, CONT 1 NUA".AENTE !J 1 FERENCI AB!..E:S, QUE NO CCNT 1 ENEN El .S 

MENTOO AlEATORIOO, bY C ESTAN FORM.AD03 POR NUMEROO .REALES .Y QUE Z 0 Uf 

DE SER CUALQUIER VECTOR CON 6'\ COMPONENTES REALES, SUJETO UNICAMI=:NTE A 

lAS i111+p+n RESTRICCIONES DEFINIDAS EN (1). )1; tn Y p SON FINITAS. 

ES COMUN DESIGNAR A l.~S VARIABLES Z COMO LOO 111NSTRUMENT00 11 -

DEL PROCESO QUE SE REQUIERE OPTIMIZAR. !-AS RESTRICCIONES DE DESIGUAl-­

DAD REP'QESENTAN GENERALMFNTE liMITACIONES FISICAS O DE OPERACION OE Al 

GLN ELEMENTO DENTRO DEl SISTEMA O LIM 1 TACI ONES DEl PROCESO. CUANDO SE 

TRATA DE UN SISTEMA F IS 1 CO, POR EJEMPLO, APARECEN COMUNMENTE RESTqf C--

ClONES DE IGUALDAD, lAS QUE NORMALMENTE REPRESENTAN LEYES FIS ICAS DEL 

COMPORTAMIENTO DEl SISTEMA, EN El CASO DE UN SISTE~A El~CTRICO, ESTAS 

UlTIMAS PUEDEt-.1 SER l "S LEYES DE K P~CHHOFF Y LAS PRIMERAS PUEDEN SER --
'· 

VOl TAJES O ~APACIDADES DE GENERI'IDORES. CUANDO SE INVOLUCRAN EN El P~-

2 



BLEMA RES TRI CCI ONES DE 1 GUALÓAD (LEYES F 18 1 CAS O DE COMPORTAMIENTO), -

EN OCAS IONES ES CONVENIENTE SUBDIVIDIR lAS VARIABLES Z EN 2 TIPOS DE 

VARIABlES: VARIABLES DE CONTROL V VA.RI ABLES DE ESTADO DEL SISTEMA, YA 

QUE EN CONDICIONES NOR!\1AlES ES P'OSIBLE EJERCER ALGUN.TIP'O DE CONTROl 

S08RE E( SISTEMA PARA CONDUCIRLO A UN ESTADO DETERJV11NADO. ES CONVE--. 

' NIENTE NOTACIONALMENTE EN CIERTAS OCASIONES, SUSTITUIR lA VA'RIABLE Z 

POR El PAR DE VECTORES (X, U) 9 CON lO CUAL El PROBlEMA ( 1) QUEDA COMO 

SIGUE: 

~F(~~ 
:(~.Ao<.. 

S:"{j<e. k ~: 1 (~j 4<-) :: b 
'h {-;e)~ 6-¿ (2) 

d~n~~~-k: .::( ~o..).-..~0 
-NO-TESE QUE El c·oNJUÑTO f:fE~RESTRICCI-oNES-d(~.).:;,,b -y ltl;c,-~sc. liS 

. . 

lA I~T~R3ECCION DE LOO CONJUNTOS (X0 U) PARA lOS CUALES SE CU\t1PlEN SI 

MU.. TANEAMENTE El CONJUNTO DE RES TRI CC 1 ONES: 

d-' (Jty--..) =:. b~ 
. 

A. -:::IJ-4-J ~h •••• .> M 

~ (:().v0 ~ <¡' 

ESTE CONJUNTO (X,U) SE DENOMINA ÉL CONJUNTO DE SOLUCIONES FACTIBlES O 

,CONJUNTO DE OPORTUNIDADES DEL PROBlEMA. 

CON El FIN nE INICIAR EN FORMA SENCillA El ANALISIS DE LAS­

CONDICIONES NECESA~IAS 0- RE0UISITOS P'ARA QUE (X,U) SEA UN PUNTO OPTIMO 

SE SUPONDRA QUE wt~p=O , ES DECIR QUE NO EXISTEN RESTRICCIONES PARA 

z. SINO QUE UNICAMENTE SE DESE.A ENCONTRAR UN VECTOR Z REAL QUE HAGA MI . . -
NIMA A LA FU~CION F(Z). A ESTE CASO Y AL CASÓ CON RESTRICCIONES DE 1'-­

GUALD .AD S E ACCB TUMBRA LlAMAR!... C6 COMO AL PROBL F:MA O E OPT 1M 1 ZA C 1 ON CL AS 1 
3 



6A. LA SOLUCION SE ENCUENTRA Al OBTENER El ~UNTO ~ TAl QUE ~ARA CUAl­

QU 1 ER CAMB 1 O ~z EN El VECTOR t S E CUMPlE: 

F(z*) -~ F (z~+ ~2) { 3) 

(EN TODO LO QUE SIGUE SE SUP'ONDRA ~UE F ES DOBLE DIFERENCIABLE CONTIW­

NU~MENTE Y CON DERIVADAS FINITAS Y CONTINUAS). DESAR?.OltANF)O EN SERIE 

* DE TAY!_Oq ALRmEDOR DE Z : 2 ,. 

. d FJ' 1 [d F(i!! t-SO.i!) 
F(-2\~e) -::F(~"'J+["dc ~?: +~.Aitt di!2 ~'i! (4) 

o .e:. e< 1 

ENTONCES, SE OBTIENE DE (2) Y (3): 

~F] 1 1 [ ~'3F(~~+8 Ai!J) A ~ 
[

- ~:::.~ +.Ltse: oc; -;:::o 
~2 ,., 2 d~'Z . . 

2 
(5) 

EN DONDE 
ES El VECTOR GRAO 1 ENTE DE F(Z) 

y 

[~] 

[~~~ ES lA MATRIZ HESSIANA O DE SEGUNDAS 
DERI.VADAS. 

·ESTA DES 1 GUALDAD SE ACOSTUMBRA lLAMAR 11 DES 1 GUALDAD FUNC>AMENTAl", lA 

CUAL DE8E CUMPLIR3E PARA CUALQUIER VARIACIOf\1 ARBITRARIA Az, EN PARTJ.. 

CUL~R, S 1 SE TOMA LA COMPONENTE i DEL VECTOR /J.z NEGATIVA Y TODAS -

LAS ÓEMAS NULAS, TOM.ANIJO LIMI.TES SE IMPLICA 
'dF . 
o-¡:._:~ 0 . S 1 POR El CON 

' 

TRARIO SE TOMA A2.;.>0y TODAS LASOEMAS CERO, TOMANDO LIMITES SE IMPll-

" -af >.o 
CA ~ ~ -,. POR LO TANTO: 

ur-.;, 

dF -=O· 
d 2 .e (6) 

AH,9RA, LSANDO (6), lA DES 1 GUALDAD F\..t.JD.AMENTAl IMPLICA: 

4 



(7) 

ES DECIR, lA MATRIZ HESSIANA DEBE SER P'C'X?ITIVA SEMIOEFINIDA P'ARA.,. 

QUE Z-#f:JSEA UN P'UNTO EXTREMO (MINIMO e PUNTO DE INFlEXIeN) e ESTRICT.A.Mt;~_­

TE POSITIVA DEFINIDA PARA GARANTIZAR UN MI~IMO lOCAlMENTE EN. LA VECIN~· 

DAD OE Z~ 

OPTIMIZAC ON CON 'REST'RICC ONES DE 

IGUALDAD 

EL PROBlEMA CONSISTE EN ENCONTRAR Z~TAL QUE SE IENG.Arv.Mf'(z) 

V AL MISMO TIEMPO SE CUMPLAN L~SRESTRICCIONES DE IGUAlDAD ~(Z.)"=b 
ES DECIR: -

~F(2) 
4- -="' ~ ~ 

>A, ? (<!) -=::. b 
~ 

(S) 

PA~A-QUE EXISTA SOlUCIONA ESTE PROBlEMA" SE REQUIERE IMP'e-

NE'R AlG_UNA.S CONDICIONES MAS FUERTES QUE EN El CASO ANTERIOR, LAS CUA-

lES PER!vll TEN .TOMAI:l EN CUENTA lAS CARACTERISTICAS DE LAS 'RES TRI CCie 

NES DE IGUAlOAD. lA C0NDICION FUNDMlENTAl REOUERIDA ES QUE SEA POSt-
- ·,. ~ ' 

BlE APLIC.I'\R El"TEOREMA DE LA FUNCION IMPliCITA 11 Al CONJUNTO DE RES---

TRICCIQNES DE IGUALDAD. ESTO IMPLICA QUE SI EXISTEN Wt RESTRICCIONES, 

ES POS 1 BLE EFECTUAR UNA PARTI Cl ON DE lAS !tt VARI A8LES O COMPONENTES 

DE Z, EN UN VECTOR X CON Wl COMPONENTES 1V UN VECTOR U CON Yé:=nt CCM~ 

PONENTES; V QUE, ADEMAS S EA PCB 1 BLE RESOLVER PARA X A PARTIR DE LAS -

1'11 RESTRICCIONES EN LA 11 VECINDAD 11 DE lA SOLUCION ~~(;;(;JA..¿j,)Es DECI~: 

(9) 

EN OTRAS PAt ABRAS, .LAS REtACJ·ONES FUNC 1 ON<'ILES ( 9) SON EQUIVALEN TES A 
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lAS RES TRI CCI ONES (g) ~ S LB TI TUYENDO ENTONCES (9) EN LA FUNCION OBJETIVO. 

POR M I1'1 1M 1 ZAR, EL PROBLEMA PUEDE ESCRI B 1 RSE COMO: 

JUWr_ F(:z) = ,nWt F(~:JAA.) = ~ F(:l~)~~ = ~ 17 ( .-<..) , ( 1 o) 
i! ~....... ~ .....,c. 

ESTE ULTIMO PROBLEMA EXPRF.S.A'10 EN (10) ES UN PQOBLEMA SIN RESTRICCIONES 

0UE IMPLICITAMJ:NTE INVOLUCRA A LAS RESTRICCIONES?(??)= b Y QUE SU E§_ 

PACIO DE SOLUCIONES SE HA qEOUC-IDO AL ESPACIO DE LASJf-111. VARIABLES DE 

~ONTR~l U a ENTONCES LAS CONO 1 C 1 ONES DEL OfP'IMO PUEDEN OBTENER3 E EN FOR­

,MA sr::NCILi_.~ COMO SIGUE: LA CONDICION NECESARIA PARA UN MINIMO LOCAL ES: 

;;;:,H '=- "dF(:cl.-.) '_ :2_f'+ ~·~ (lt) 
:;;:;>A-<. d 4A- ~ ~ a :e 'd ~ 

PUESTO QUE LAS RES TRI CC 1 ONES ~{:f:l~a.b S E PUEDEN ESCRI B 1 R CO~AO 

UNA 1 DENT 1 DAD: 

( 12) 

DERIVANDO: 

( 13) 

COMO lAM~TRIZ ~~~1 ES NO SINGULAR, SE PUEDE RESOLVE.R PAR~ lA MATRIZ 

'dx . -. o M.. 

( 14) 

Y lA CONDICION ( 1 1) SE PUr:DE ESCRIBIR COMO: -l 

e>\-\'_ "dF' _ "d F'[~J (~)=O (Ir' - - ~ ........___ 'GT';:(. "'2:JM. )' oAA o"""- c;;r- . 
OBVI M.AENTE: 

( 16) 

!NOTA: PAPA GARIINTIZAR LA ~X!STENCIA DE (9), ES NECESARIO QUE EL JACOBIA 

NO DE LAS RÉSTRICCIONES CON RF:SPECTO A X SF.:A DE RANGO M.. 

6 



.• 

SE PUEDE !JEF IN 1 R EL VECTOR A llAMA!1C) DE MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 

. -\ 
G_OMO S 1 GUE: D . - - d f" '[ ~ J 

) = [l,~.{¡,·~-11'\'\] - d'X, "d:c... ( 17) 

POR lO HNTO~ lAS .CONDICIONES NECESaRIAS (15) Y (16) SE PUEDEN ESCRIB1 1R 

COMO: · 

( 15') 

( 16 1) 

O EN FO~~-~ GlOBAL CON Z EN LUGAR DE ( X9 )J): 

_'dF' + ).1 Ü -:o 
óZ . dZ . 

( 18) 
\ 

S 1 SE OBSERVA LA GOND ICION ( 18),. PUEDE OBSEIWARSE QUE LAS QONDJCIO~ES -

N-~CffiARI AS JLNTÜ coi'J l•S R~T~I ~C;O~~- ;RI C,I~A~~-d (i!)- b PUED9J OBTJ; 

NEffiE DERIVANDO LA FUI\JCION F(-e)+ A.' [~(t)-b]. CON RESPECTO 

A LAS VARIABLES Z V.). ESTE LtTIMO RESULTADO CORRESPONDE A LA TECNICA 

DE LOS MULTIPLICADORES DE lAGRANGE APliCADA AL PROBLEMA GENERAL DE OPT.!_ 

MIZACION CLASICA. ESTA TECNICA CONSISTE EN lA APLICACION DE LOS J PASOO 

S 1 GU 1 EN T.ES :. 

1 .• - S E 1 NTRODUCE UN NUEVO VECTOR DE VARIABLE$ ) CON M COMPONENTES 

2o- SE DEFINF.: LA FUNCION DE LAGR~NGE FORM.ADA POR L~ SUMA DE lA FUNCION 

OBJETIVO F y EL PRODUCTO INTERNO DEl VECTOR A DE LOS MULTIPLICADO= 

RES DElAGRANGE PORl~S RESTRICCIONES DE IGUALDAD ?(~)-b=O. 

L(~) = F(e) + ).' [ 1(2-)-6] ( 1 9) 
" 

L(:t:o-0- F(:~CA+ .<'[~(:(, .... )-bJ 
o 

( 19~ 
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).- S E ENCUENTRA EL PUNTO (~~/..Wz) 6 (:(~..l.<.,~)) PARA EL CU.AL S E ANULAN 

TO'lAS LA.S DERIVADAS PA'RCII\LES DE PRIMER ORDEN, ES DECIR: 

~l' =-~'+).'~=O 
díi! 'da: 'd;a 

Vl ECUACIONES 

(20) 

"'d L = ti (il)-6 =-o 
&;{ a . 

M ECUAC.I ONES 

Al ANALIZAR ESTAS ULTIMAS CONDICIONES DE'3F. NOTARSE QUE lAS PRIMERASVlCOf:! 

DICION§ IMPLICAN QUE El GRA[')IENTE DE LAFUNCION OBJETIVO EVALUADO EN EL 

PUNTO OPTIMO, ES LNA COMBINACION LINEAL DE LOS GRADIENTES DE LAS FUNCIO­

NES DE RES TRI CC 1 ON, EN LA CUAL UB COEI=' 1 C 1 t:NTF.S CONS TI TLN EN LOO MUL TI PL! 

CA'JORES DE LAGRANGE. LAS UlTIMAS W\ CONDICIONES S IMPLE'·.~ENTE REPRESENTAN 

A LAS ·RESTRICCIONES DE IGUALDI\D. POR LO TANTO, LAS CONDICIONES (20) IM-. 

PLICAN QUF."Z~ESTA EN EL CONJUNTO FACTIBLE DE LAS RESTRif::CIONES O CONJUN-

TO DE OPORTUN 1 DAD ES DEL PROBLEMA, Y QUE LA D 1 RECC 1 ON PREFERENTE DE VARI~ 

CION PAR'~ l.t\ FUNCION OBJETIVO ES UNA COMBINACION LINEAL DE lC'6 VECTORES 

NO~ALES (GRADIENTES) A LAS CURVAS DE RESTRICCIONES 11 • ESTA INTERPRETA-­

CION GEOMETRICA PUEDE 08SERVAR3E A PARTIR DE lA [')IFERENCIAL DE l~S ECUA 

ClONES DE RESTRICCION d~(tt)~b_rDYA QUE: 

d4 .• : = zo'JA. ... Ji!,..,= o (21) 
( k e:;. 2-k 

Y PUFSTO QUE LOS d.a~.;- ESTAN EN LA DIRECCION nNGENTE A lA CURVA> 

'da...: 
EL VECTOR ~ ES NORMAL A lA CURVA~.\ (i!-)-b~ =-0. 

lAS CONO 1 ClONES DE 200. ORDEN ES-TABLECEN QUE LA MATRIZ HE'SS 1 A­

NA DEL LAGRANGEANO DEBE SER POSITIV.I\ DEFINIDA CUANDO SE EVALUA EN El P~ 

Tp MI N IMO LOCAL S WETA A lAS CONO 1 C 1 ONES DE QUE lA O 1 RECC 1 ON DE EVALUA ... 

C!,ON SE ENCUENTRE SOBRE El HIPERPtANO TANGENTE A LAS SUPERFI Cl ES DE RES-
~ ', 

TR.,ICCION, LO CUAL ANALITICAMENTE PUEDE EXPRESARlE SEGUN (22) Y (23): 

.8 



Ai!.' 

SUJETA A: 

ó~L 

d2:; 
~aL 

~~l.di, 

;)aL ~ -- - -. 

~~~td. 

~J..L -u~--­
"C)~ 

' ' ' \. 

~aL . '~a.L 
;da~~~--·..... 'di~ 

(22) 

(23) 

CUANDO LAMA TRIZ HESSIANA ES POSITIVA DEFINIDA, SUJETA A LAS CONfJICI.Q 

NES (23) 9 .LAS COWliCIONES (20) <:;ON SUFICIENTES., NOTESE QUE LAS CONDI­

CIONES DE 2DO. ORDEN NO IMPLICAN QUE LA MATRIZ HESSÍAN~ ClE lA FUNCION 

OBJETIVO.SEA ~OSITIVA OEFINIDA;~SINO QUE, ESTO DEBE Cl1v1PLIRSE PARA LA 

MATRIZ H:SS lANA DE LA FUNCION DELAGRANGEo 

NTERPRETACION DE LOS MULTIPLICAOORF.'S 

D E L A G R A N G E 

SE HA VISTO QUE LA SOtUGION DEl PROBLEMA DE OPTIMIZAC1Cf\f NOS 

P0 C'PORCION'-I ADEMAS DE Lffi VAlORt:S DE LAS VARIABlES Z, '_OS VJI.lORES DE;;.. 

LOS MULTIPLIC1100°~ DE lACRI\~iGE ) , Q.UE T!~NEN MUCHA I.M001HANCh~, VA 

QUE PROPORCIONAN LNA ~.t!EDIDA DE LA SENSITIVIDAD DEL V.ALO'R OPTIMO DE LA 

FUNCION OBJC:TIVO F~A PEQUE~%$ VARIACIONES EN LAS CONSTANTES b Y C DE 

DEC 1 R: *' . "dF.g¡. 
) = ab (24) 

_PARA PROBAR LO ANTERIOR,. DEBE PROBARSE ANTPi QUE S 1 SE TRATAN 

LAS b8~COMO VARIABLES, ES P031BLE RESOLVER A PARTitR DE LAS CCWDICIONES 

DE PRIMER ORDEN (20), PARAtAS VARIABLES z y A EN F'UNCION DE LAS. VARI~ 

BLES. b. PARA ESTO, SE PUEDEN CONSIDERAR L.~S CONDICIONES (20) 66M6 SI-

9 



. ' 

GUE: 

(20
1

' 

LAS QUE ¡:-o~.'lNl'II\+~ECUt>CION83 CON ..4!-\1+V1... VARIABLES·(b~.:l.l.:a), ENTONCES 

!_.f, lv'ATRI Z JACOS 1 ANA DEl SISTEMA ES: 

-1 o 
(25) 

o 
lA CUAL, ACEPTANDO LA NOS INGULARIDAD IMPUESTA A ~ , ES. DE RANGO Mtl1 
PO'R LO TANTO,POq EL TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA ES P'OOIBLE RESOL--

VE'R PARA A y z EN FUNC 1 ON DE b: 
(26) 

SLBTITUYENDO EN LA FUNCION DE LAGRANGE: 

(27) 

(28) 

EN El PUNTO DE LA SOLUCION OPTIMA (~.t) lOO DC6 PRIMEROS TERMINe$ .16 

S ; AN Ul t>N , P'OR lO TANTO : 

ro 



:JERIDO A (29), Al OBTENER LA SOLUCION OPTIMA A UN PROBlEMA DE LA FO~.~ 

DE Un, SE OBTIENE ADEMAS UNA ~EDIOA DE LA SENSITIVIDAO, VA QIJE LOS MUb_ 

TIPLI~ADORES DE LAGRI\~JGE INDICAN QUE Tli.I\J SENSIBLE ES El. VALOR OPTI~O DE 

LA FUN~ION OBJETIVO A LOS CAMBIOS EN LAS CONSTANTES DE LAS RESTRICCIO­

NES o ESTAS CONS H1NTES GENE~AlM~NTE REPRESEN TAN lA CAN TI DAD DE RECUR.C)OS 

D!SPONIBLF.S O RE0UERIDCB PARA LA OPERACION DE UN SISTC::~A.EL S IGI\!IF!CA-

DO ANTERIO'R DE Lffi MULTIPLICADORES TAJJBIEN ES VAliDO PARA LAS CONSTANTES 

C DE·LAS RC::ST'RICCIONES DE [)r::BIGUALDIID EN Fl PROBLEMA (l)o 

P R O B L E M A G E N E R A L D E P R O G R A M A C 1 O N 

N O L 1 N E A L 

ESTE CASO r::s'Tt\ REPRESENTADO POR ~L P~OBLEMA ( 1), QUE ADE\~AS -

--~-- =-- ~,= 

DE~M.RESTRIGCI,ONES DE IGtJA[DAD COt~TIENE p RESTRICCIONES DE DESIGUALDAD, 

C::L ESTABLECIMI!:NTO DE lAS C0NOICICNES ~IJE SE DEBEN CUMPLIR EN El PUNTO 
, 

OPTir-10 O C:N LA SOLUCION, RE0;UIERE DE U\IA GENERA.LIZACION DE LA APliCA--

CICN DE lCB MULTIPLICADORES DE lAGRANGE, LA CUAL CONDUCE A LA OBTENCION 

DEL TEOREMA DE KUHN Y TUCKER,. EL QUE NOS INTROOUCE AL PROBLEMA 

ENERAL DE P'ROGRAMl\CION NO LINEAL EN VARI ABLEB ·REALES (O EN EL 

ESP/;CIO EUCLIDEANO V\ -DIMENSIONAl}. EXISTE"J DIVERSAS TC:ORIAS SOBRE 81TE 

P,ROBLEMA, LAS CUAlES SON ENC.AMINADAS A lA OBTENCION DE PROPC61CIONES GE 

NERALES Y DEFINIT!VN? DE LAS COND!CIONC:S NECESARIAS Y SUF="ICIF.NTEB EN LA 

SOLUCJON. CN~E NOTAR 0UE ThLES RESUlT.ADOS NO SE PPETENDA OBTENE11t.OS ME­
! 

DIANTE UNA Sl'viPtE EXTENSION DE LA TEORI.A APliCABLE A-LCS PROBLEMAS QUE 

CO~TIENEN UNICAMENTE RESTRICCIONES DE IGUAlDAD. DA.DO El CARACTER INTRO­

rJUCTOPiO DE ESTAS ~!CT.AS,·LA INCO'RPOR~CION DE lAS RESTRICCIONES DE DES!-

GUALDAD SE H,l\RA EN FC'RI-AA SENCILUI PARA FACILITAR EL DESARROLLO DEL TEMA. 

SI SE C'8SERVA E!_ PROBlc:MA (1), LAS RESTRICCIONF,S DE DESIGUALDt.D PUEDEN 

11 



CONVEPTIRSE 1\ RESTRICCIONES DE IGUALDAD lv19JIANTE LA ADICION DE UN TER\11 

NO P('ISIT!VO EN C.I\DA RESTRICCION DE DESIGUALDAD DEFINIDO CO'vlO: 

(30) 

DERE NOTA~E ~UE PARA f)U¡:;: El VECTO'R Z ES TE CONTEN 1 DO EN El CONJUNTO FAC 

TIBLE, SE nEBE CUMPLIR QUE $.\'t.~O, YA 0UE ~_¡(~)~C.¡. ES DECIR, LAS 

COMPONENTES S-4. _DEBEN S E~ 'REAL83. 

ENTONCES, El. PROBLEMA ( 1) PUEDE EXPRES.AffiE COMO: 

~ F(~) 

S.A.: (ti!)= b 

h.;.(2) + s ... ~ ==·e,: 

( 31) 

ESTE PROBLEMA CON f VARIABLES ADICIONAlES DE HOLGURA C.ONTIENE UNICAMEN­

RES TRI CC f ONES DE IGUALDAD, POR LO TANTO S E PUEDE APLI C.AR lA TECN 1 CA DE 
; 
' 

LCS MULTIPLICADO~ES DE lAGRANGE. lOO PROBlEMAS ( 1) Y (31) SON EQUIVAl~ 

TES AUN CUANDO ESTE ULTIMO CONTIENE p VARIABLES ADICIONALES. 

SE FORMA lA FUNC'I0N DE LAGRANGE: 

L(2'=F(a) +)'[q(a)- b] +~ ec-~(h.;M+sl-c.J 
') (/ "'101.1 

ClN A-S VAR 1 ABLES SON ( 2.) ).:.> ~ J s.) 'Ó ( :(.) ~ .> Q.) te--.J S) 
r .. AS CONO 1 C 1 ONES DE PRIMER ORDEN SON: 

~L' dF' 1' ~ 1 óh~ -=-+A.-., +:Z..t<-- d'::.l. 
d~ a 'iiiJ c;:7i! c.o 

h.;.(i!) +S! -C~ =:O 

12 
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· ~ ECS. 

r ec:s. 

(32) 

(33) 

( 35) 



.· ., 

{.36) 

Ell M IN ANDO lA VARIABlE S;. DE lAS CONO 1 C 1 ONES ( 35) Y( ~6), ESTAS S E PUEOEN 

ENijlOB!d~ EN UNA SOLA CONOICION, llA~ADA DE EXCLLS ION O DE HOLGURI\ CCM-

PLEMr::NTAf(l A, LA CUAL SE PUEDE EXP'i?ESAR COMO: 

ft;. e h:..(i!)-~cJ ( 37) 

ES POS 1 BLE PROBAR ()UE lC6 ~~Ul T 1 Pl 1 CAOORES f;.DE KUHN V TUCKE'R 

ASOC!I\OCB A lAS RESTPICCIONES DE DESIGUAlDfAD ESTAN PEST<qJNGIDCB EN SU o.. 

SIGNO MEDIANTE CONDICIONt::S DE 1\JC NEGATIVIDADo TOMANDO EN CUENTA lA CON 

DICION (J)). lA ECUACI0N (23} V LA OESiGUALQAD FUNDAMENTAL~ ASI COMO El 

Ht:CHO DE QUE PARA UNA RESTRICCION DE IJESIGUALDAD ACTIVA (EN SU li~~IT;:) 

SE CUMPLE QUE PARA· UN MOVIMIENTO F~ACTIBLE~Z: 

D.-k~= :i ~i! ~o (38) 

S E OBT 1 ENE EN El PUNTO CPTJ MO: 

d F(2'~) óh ·t~) h~ a 
2 

¿ z ::::: = t_-<.A. ó ; .b. :z: = - ~.{,~ 6. .; ~o < 39) 

DE ( 38) Y ( J9) Sé: CON Cl LJY E QUE g 

(40) 

REBWIEN'JO LC6 RESULTADOS ANTERIORES SE P'UEDE ENUNCIAR EL: 

TEOREMA D~ KUHN Y TUCKE'R 

SEA z.P LN PUNTO MIN IMO lOCAL REGULA'~ ¡ DEL PROBlEJVA ( 1). EN­

TCN,CES EXIsTE uN vEcToR ) ,1-n-o IMENS 'ONAL v UN vEcwR f-~O, p..v '"EN-

'3 1 ONAL 
TAL QUE:~ 1 dt:l (2'tí-) f ah (2-j¡-) . 
"df(i22 + ;( C)j: +(<= -~z- =O ( 41) 

'"d2 

t<-'[h(~*)-c] =O (42) 

1 LA REGULARIDAD DE Z IMPLICA LA NO SINGULARIDAD DE LA MATRIZ CUVOS REN 

GLONF:S SON L0!3 GRAO 1 F"NIES . 1) 
:'lE h. ~· ~t 



S! SE CC'MPARAN (41) Y (42) Y LA FORMUL.A.CION DEL PROBLEMA (1) CON LAS CON 

DICIONF:S DE LAGRANGE, NOTESE lA SIMILITUD EXISTENTE.A TRAVES DE LAS CON­

DICIONES (41), YA QUE ESTAS PUEDEN OBTENER3E A PARTIR DE lA FUNCION DE-

KUHN Y TUCKER DEFINIDA COMO: 

T(2,:te-)"" F(2) + :{'[ ~(;~;)-6] + ~·[ h(~)- e] ' (43) 

'· 

SIN EMBARGO, EXISTE UNA DIFERENCIA MUY IMPORTANTE A TRAVES DE LAS CONDI-

ClONES (42), ASI COMO lA NO NEGATIVIDAD DE LOS MULTIPLICADORES~- DE kU­

Hf)J Y TUCKER, YA QUE ESTO NO S E PRffi ENTA EN EL CASO DE ~AGRANGEo 
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í í 

E '=----~-~-=-E_-r:_ __ O_~ __ O _ O E:.___-=:..l _ __;:;G_R:....:_·a..:.-:=...D--=-1 __:.:E;___N_T-----"E 

EL CC'N~F:PTO 'lE D 1 RECC 10N 

CUAlQUIE'R VECTOR yt-DIMEl\ISIONAl PUEDE SERVIR COMO UNA D!~EC~ 

CION. DNJO UN p·LJNTO X, SE PUEDE GEt\JEPAR UN/\ LINE.I\ 'RECTA QUE ~ASA POR X 

·SI SE APliCA UNADIRECCION d- (VECTO~ CONII\COMPONENTES d.),f--~-:.J}i) 
Y fJI\! ~~CAL l\R 7: TAl QUE ..,.,o:zO ~ 7'~ 0:0 , ES DECIIR, S 1 

~=:("+zd 

a RECO<>!!E lA Ll NEA RECTA EN U O 1 RECC 1 0N ;t d, QUE PASA POR X CUANDO 

. {:::0. . 

PUEDE DEMOSTRAHSE 0UE S 1 NO ES NULO, El GRAIJIENTE MISMO APUN 

TA EN UNA DIRECCION TAl, QUE UN PE?Ut:f'O ~QI,IlMIENTO EN.ES~ fHRECCI(:'lN A~ 
.-~-= ~ --=- -=<-=--- ~ -=4--

Mt::NTA A. L t1 FUNC 1 ON; S EA: . n . . 

. ·t (X+ 7 d)-= t(::c) + v-f.C:t.) rd + t.9(-r':) (45) 

S 1 !_ ~ O 1 RECC 1 ON d 8 E S El ECC 1 ON A 1 GU"l AL GRAO 1 EN TE: 

t (:C. +7 \7+óó) = f(~) +z1V-k](){~-t- t9(-rz) (46) 

::.!\JTONCf-8 EN lA, VECINDI'\D DE X P'ARI\ 'l">O~ 

(47) 

FSTE LtTirv'O RESULHOO SUGIERE UN pqOCEOIIIIENTO P.A.RA LA 8USQU~ 

DA DE LA SOLUCION OPTIMA AL P'ROBL8~A DE PROGRAMACION NO liNEAl S!N RES 

TRICCIONES. S! SE TRATA DE UN PROBLEMA EN EL QUE SE RE~UIE~E ENCONTRA'R 

El MAXIMO, D.t.DO Ul\1 PUNTO EN lA VECINDAD f1EL OP'TIMO SE EFECTUA U~!A CO--

'RRECC 1 ON b.,. Z- TAL OUE: A . '\"'1' ro-( ) 
. . 2' + t.~ 2 :::::. 'i! + .T v 11 ~ (4B) 

. $ 
SE AP110XIME Al P"UNTO OPTIIv'O Z MEO 1 ANTE LA-SELECCION DE UN VAlO'R ADECUA 
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DO DE 'l"', EL CUAL S E OBT 1 ENE DE: 'l r)7 
m~ F[ii! + TV F( i!!.l (49)' 

z-

EN CA~BIO, COMO ... VfC'á!')APUNTA EN LA DIRECCION EN QUE LA FUNCION F'(Z) DIS-

M!N'JrF:, S 1 SE TRATA DE ENCONTRAR UN MINIMO, SE EF'ECTUA UNA CORRECCION Az 

EN LADIREGCION-'\7f('z)sELECCIONANDO· El VALOR ADECUADO DE (PARA OBTENER~ 

;~n,'Jt F[ a -rV FC2i) C5o) 
r . 

COMO ESTA CORRECCION SE HACE A LO LARGO DE UNA LINEA PECTA Y LA FUNCION 

F(Z) QUE NOS INTERESA ES NO LINEAL, SE GENERA UN PROCEBO ITERATIVO PARA 

lA RLBQUEDA DE LA SOLUCION OPTIMA z•. ESTE PPOCEOIMIENTO SE CONOCE COMO 

EL METODO DEL GRADIENTE Y SE PUEDE RESUMIR COMO SIGUE: 

PASO O SE ASIGNAN VALORES DE ARRANQUE Z=i!o 

PASO . S E CALCULA EL GRACJ 1 ENTE SJF(~) . S 1 LA ~AGN 1 TUO DEL GRAO 1 ENTE 

TIENDE A CERO~ EL PROCESO TER'v~INA Y LA SOLUCION ES Z"/i$=Z 

PAso 2 sE QBTt ENE T.uTAL QUE: -r•= {r~ m in. F[z- rV F(;e.i}1 
-z: 

'· 
P. ASO 3 S E CALCULA UN NUEVO VALOR DE Z CON LA EXPRES 1 ON 

at'\\Jctvo..• i! + ~2 = z- -!vF(?!.) 

Y SE 'REPITE EL P'P.OCESO APLICANDO DE NUEVO lCS PASOS 1,2 Y 3 HAS-

TA lOGRAR LA CONVERGENCIA. 

~pooo DEL GRAO 1 F.:NTE REDUCIDO 

ES TE METCDO ,ES O 1 RECTAMENTE APL 1 CABLE Al PROBLEMA DE -pqoGRAMJ\­

~ICN NC' LINEAL CON RESTRICCICNES DE IGUALDAD. SU NctABRE P~VIEf\'E DE l.f. = 

. ~C'I1MA P'.I\RTI~ULA,P QUE TOllA LA EXD' 0~SION (15), Y!. ')UE AL P.:J='RESENTAR A LAS 

V,'\'P.IA9LE0 ?. CCY.vlC' v•.R!AB LES X Y U (DE EsTVJO Y DE CONTROL qESPECTIVN.~EN­

TE), IMPLICIT¡,I.~C:::HE LAS VARIABLES DE Cf'INTROL U TOMAN EL PAPEL DE VARIA--

BLFS DEL PROBLE'·~A Y ESTE REnUCE SU DIMt::NSIONALIDAD A \11.-W\. VARIABLESo 
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BAJO OTRO PLNTO DE VISTA,.ESTE ENFOQUE TMP.BIEN PUEDE VISUALIZARSE CCMO;,; 

UNA T~CNICA O~ OESCOMPOCICION NO LINEAL. 

El PROCEDIMIENTO PUEDE VISUALIZAR3E FACILMENTE A Pl\RTIR DEl Mg 

TODO DEL GRADIENTE YÁ ESTABLECIDO Y DE lAS RELACIONES (15) Y(l6) O (15') 
' . 

Y ( 16 1
), AS 1 COMO DEl CUfVPL 1M 1 ENTO DE lAS RES T'R! CCI ONES EN El PUNTO OPTJ.. 

MO (CONDICIONES DE lAGRANGE). 

ESQU8v'A DEl MET0DQ DEl GRAO 1 ENTE REr)UCI DO PARA OBTENER El_M 1 N IMO DE F(fl 

PASO O SÉ SUPONE UN CONJUNTO DE VALORES PARA U (VAlORES DE ARR"-NQUE) 

PASO 1 S E CALCUlAN lC'8 VA.LO~ES O E X A PART 1 P PE: 

1[(:().1A) _; b .;¡o 
S E CALCULAN LCS VALORES DE A A PA~TI R DE LA EC. ( 16 1 ): 

.· _ ~A! -~-- -~.e( óF~)~( ~a) ... , ~- . 
~ -· ~ ~ -at ~ 

- dJ!.: ÓX 

S E CAlCUlAN lOS VALORES DEL GRAO 1 ENTE RED.UCIDO ~L QUE EN GENE-
RAL NO SERAN NULCB, A PARTIR DE ( 15) O ( 15 1 ): M. 

PASO 2 

PASO :J 

ve~= 7r:+ :r\7~~ = ;~ + ~r ~ 
PASO 4 SE TOMA lA OIRECCION DEl GRADIENTE REIJUCIDO CON SIGNO NEGATIVO 

Y 'SE CALCULA El ESCALA'R T~AL QUE: 

'G*= ~G) -~ L(:x:.+."T~;aC.~·~+TAM-)l-
- - . T . d ''(~)(~\ 

<:;oH · A.AA--=., VLAA Y Áx =( ~ 1 ·~-4A. <;AA) 

PASO_l S E CALCULAN LOS. NUEVOS VALORES DE U APLICANDO EL VAlOR DE ~ 

J..{.:::: ..vt +T~6..A...<.."= M... -7:*\7l . -
~~ M 

PASO 6 SE PRUEBA LA CONVE'qGENCIA DEL PROCESO: SI lA 1\AAGNITUD IJEl GRA­
DIENTE REOUCIOO TI~NCJE A CERO, EL PROCESO TE~INA. EN CASO CON~ 
TRARIO SE REPiTE F.:L PROCESO CON LOO 1\!UEVOS V.ALORES iJE U A PAR­
T 1 R O EL PASO 1 • 

GEOMETRI CAMENTE 9 EN El ESPAC 1 O DE LAS VARIABLES DE CONTROL U, 

El PROCESO PUEDE VISUALIZARSE COMO SE MUESTRA EN lA FIGURA SIGUIENTEo 
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C: ons/QJtk.s: 
d-4 F 

~~~~~--------------~----~~, 

REPRESENTACION GECMETRICA DEl P!m~ESO DE DISMINUCION DE LA F"UNCION F(Z) 

METOQO DE PENALIZACION 
-------.--~ 

UN METODO CC'MUNMENTE USADO PARA EL MANEJO TANTO DE LAS REST~IC 

C 1 ON~ DE 1 GUALDAD COMO DE 'DES 1 GUALDAD 9 . ES El CONOC 1 DO COMO El METCOO DE 

LA FUNCION DE PENALIZACION, CUYA IDEA ES MlJr' SENCILLAo SUPONGASE QUE SE 

QUit::RE RESOlVER El PROBLEMA (1); LA IDEA DEl METODO DE lA F"Uf\.ICION DE PE­

NALIZAC!ON CONSISTE EN REEMPLAZAR EL PROBLEMA (1) POR UN PROBLEMA NO RES 

TRINGIDO DE LA FOffJ.A:min F(z) + r P(z) 
(.51' 

, E~ DONO~ d'ES UNA CONSTANTE POSITIVA Y P(Z) ES UNA FUNCION REAl DEvtVA­

RI.A,BlES REALES QUE SATISFACE: 

.-i,) P(Z) ES CONTINUA 

.Ü) P( Z) ~0 PARA TODA Z CON COMPONENTES REALES 

ili)P(Z):O SI Y SOLO SI Z ESTA EN LA REGION FACTIBLE. 

FN El CASO DEl PROBlEMA ( 1), UNA FUNCION DE PENALIZACION UTIL 

p(z) ='tJ!J;t)-6,)... + ±(IWJ.X[O, h_¡(z)-c:;ó' 
. A:;l <\ ¿t::( 

(52) 

LA SIGUIENTE FIGURA MUESTRA ~ P('a) PARA EL CAso UNIOIMENSIONAL DE Z
9 

EN 
. 1 g 



EL QEIE S E TIENEN 2 RES TRI CCI ONES· DE DES 1 GUAlDAD d'.a- b~o~ a,-rz ~0 

APROXIfVACION DE lA FUNCION P(Z) A LAS RESTRICCIONES VERDADERAS 

PARA VALORES GRANDES 'oE ({ ES CLARO QUE El PUNTO MIN IMO DEL PR.Q 

~LEMA (51) SE lOCALIZARA EN UNA REGION EN DON·D·E~P(Z) SE HAGA PEQUEÑA, -­

POr'~ LO QUE PARA VALO'RES CREC 1 ENTES DE Q S E ESPERA QUE LOS PUNTOS C~RR~ 
-~-. ~ .~~'0"=--- ~--~- :~- -- -

~ ~-- -~--. - ----

--PóNDIENTES A lA'SOLUCION SE.APROXIMAR~N A LA REGION FACTIBL~9 LO CUAL TEN 
1 

DER~ A MINIMIZAR A LA ~="UNCION F(Z). 

ES FACIL VISUALIZM~ QUE PARA EL CASO DE RESTRICCIONES DE IGUAL 

QA0 0 EN CASO DE EXISTI~ UN MINIMO FACTI9lE, lA FUNCION DE PENALIZACION­

DEL T 1 PO CUADRA TI CA TENDERA A SATISFACER LAS RES TRI CCI ONES DE 1 GUALDAD, 

YA QUE: 

(53) 

EXISTEN TECNICAS QUE PERv11TEN GENERAR UNA SECUENCIA CRECIENTE 

DF,: VALOPES PARA Q , lffi CUAlES SE ASOCIAN A UNA SECUENCIA DE PROBLEMAS 

Ct,JYA SOLUCION TIENDE A lA SOLUCION DE (1). 

EL METODO EXTE~lDIDO DEL GRADIENTE REDUCIDO 

ES POSIBLE .ADAPTMl LA TECNICA DEl. GRADIENTt: REDUCIDO PARA MANI .,... 
ti 

PULAR lAS RESTRICCIONES DE DESIGU.ALDAÚ MEDIANTE 2 FO~AS DISTINTAS:.L)A-
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G:REGANDO VARIABLES DE HOLGURA (TERMINOS P031TIVOS) A CADA RESTRICCION OE 

DESIGUALDfiO PARA CONVERTIRLA EN IGUALDAD, lO QUE EN GENERAl NO ES EFICI.S,N. 

TE YA 0UE AUMENTA El NUMERO DE VARIARLES 'Y AUMENTA El NUMERO DE RESTRIC-

ClONES DE IGUALDAD O ) MANEJANDO LAS VARIABlES DE C0NTROl EN FO~A DIQ 

RECTA EN SU3 'RES TRI CCI ONES OE COTAS SUPERIORES O 1 NFERI ORES Y MANEJANDO 
\ . 

MEDIANTE TECNICAS DE PENALIZACION A LAS V.ARIABlES DE ESTADO Y lAS RES--

TRICCIONES DE DESIGUALDAD ASOCIADAS A EllAS. F:STA ULTIMA OPCION HA SIOO 

UTI Ll lADA EN FC~A S IM llAR CON Cl ERTO EXI TO EN lA CPTIM 17AC 1 ON DE lA 0-

PE'RACION, EN El CAL~ULO DE ~="lUJOS OPTIMOS. Y EN lA PlANEACIC'NDE SISTE-­

MAS ELECTRIC03o ES SENCILLO VISUALIZAR ESTA EXTENSION Al PR0~EDIMIENTO 

DEL GRfiDI.~NTE RE!JUCIDO V A CONTINUACION SE PRESENTA lJ\J POO!BLE ESQUEMt\ S 

PARA lA 8U3QUEDA OE LA SOLUC 1 ON, EN EL CUAl, S 1 S E CCMPARA CON 'EL ESQUE­

tv'A ANTERIO'R 0 PUEDEN OBSERVAFf1.E LAS DIFERENCIAS IMPORTANTES ENTRE AMBOSo 
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ESQUEt-AA EXTENDIDO DEl METOOO DEL GRADIENTE REDUCIDO PJ..l~A MINIMO DE F(Z) 

PASO O SE SUPO!\IE UN CONJUNTO FACTIBLE DE VALORES DE ARRANQUE PARA U 

PASO SE CALCULAN LOS VALORES DE X A PARTIR DE: 

~ ("JCJ~) = b ~o 
.PASO 2 SE DETECTAN LAS RESTRICCIONES DE DESIGUALDAD 

QUE SE VIOLAN Y SE INCLUYEN EN LA FUNCION OBJ,ETIVO CWO FUNCIO--

NES DE PENAL 1 ZAC! ON: <C"'" V, r h l '- cJ2. 
F:(<lt M..'= F(:c.)~ + 4- Qj L ~ :J!...l.M.; .... 

p .) ·) 'l 
SE CALCULAN LOO VALORES DE A_ APLIC,.~NDO LA NUEVA FUNCICN Fp(X,U} 

1'- = (~)(~\=\ 
A -. -ax. -o x.) 

~~~ S E CALCULAN LOO V.ALORES DEL GRAO! ENTE REDUCIDO APLI ~l\NDO lA NUE-

VA c-uNe ION PENAl! Z.ADA F p (X¡¡ u) 'd R 1 ~ 

\JL r ... = ~~ _:::__ '%~ +_). ~M. , 

PASO 4 SE TOMA LA DIRECCION QEL GRADIENTE REDUCI.DO .Y SE CALCULA El ESC~ . . . 

LAR T T~:;~~: ( T· ~ Ll" (:X:+ 4 Á:(~ AA. +T A..-<-)1 
. ~ .) 'i' -1 

coN AM. =- !:: =-VLP_ '( ~x=(~4~)(~)VLp.<~ 
~ 

PASO 5 S E CAlCUlAN L03 NUEVOS VALORES DE U APll CA"lDO EL VALOR DE T" 

SGSTENIENDO lAS COMPONENTES EN SUS LIMITES S 1 ES f)UE LA CORREC--

CION TIENI')E .A VIOLAR SIJ.l COTASo SE CALCULAN LOS VALORES DE X EN 

LA MISMA FOR!vlA QUE EN EL PASO l. 

PA.SO 6 SE REALI74N L/.\8 SIGUIENTES PRUEBAS: SI El PROCESO OBTIENE CON­

VERGENCIA MEDIANTE LA ~ftAGNITUD DEl GRADIENTE PERO LAS RESTRICCIO 
. " ' -

NES DE DESIGUALDAD VIOLADAS· NÓ SE APROXIMAN A SUS LIMITES, SE .R_s 

ESTABLECEN LOS F~CTORES DE PENALIZACION,Y SE REPITE EL PROCESO 

.A. PARTIR DEL PASO 2o CUANDO SE CUMPLEN AMBAS TOLERANCI·AS, EL PRQ 

CESO TERMINA. EN CASO CONTR.AIIO. EL PROCESO SE REPITE A PARTIR 

DEL PASO 2 CON L03 NUEVOS VALORES DE X.. 
2} 
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NOTAS DE PROGRAMACION LINEAL 

Las presentes notas describen en 

form& general, qué es un problema de programación lineal y muestran, 

aprovechando conceptos geométricos, cuales son los principios del 

método. simplex. 

Mucha gente considera a la programa-

ción lineal entre uno de los más importantes~avances científicos de estos 

últimos años, su impacto desde 1950 ha sido extraordinario. Actual---

les de millones de.dólares en todo el mundo. Docenas de libros sobre 

el tema se han estrito,y se han publicado una gran cantidad de artículos. 

De he~ho, la compañía IBM en 1970 estimó que el 25 por ciento de todo 

el calculo científico en computadoras usa programación lineal y otras 

técnicas estrechamente relacionadas. 

Veamos ahora que es la programación 

I fneal. Brevemente, la programación lineal trata típicamente proble-

mas de ubicar recursos limitados entre actividades competitivas de Ja 

mejor manera posible, es decir, de menera óptima. Este problema 

de ubicación de-recursos se tiene cuando uno trata de definir el nivel 
' 

al que han de desarrolbrse ciertas actividades que compiten por 

.1 
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cierto tipo de recursos escasos, necesarios para poder efectuar di.cbas 

actividades. La variedad de situaciones donde es aplicable esta des--

cripción es sumamente diversa, pueden s~r situaciones tales como 

ubicación de facilidades de producción, selección de portafolios, se--

lección de rutas de envío de ·productos etc. 

La programación lineal usa un modelo 

matemático para describir el problema. El adjetivo lineal, significa 

que todas las funciones en el modelo deben ser lineales, y la palabra 

programación tiene un sentido de planeación es decir la programación 

lineal es la planeación de actividades para obtener un resultado óptimo, 

en otras palabras, un resultado que cumple las metas especificadas d~ 

la mejor manera posible de acuerdo al modelo matemático, entre todos 

los resultados factibles. 

Para entender con más claridad lo que 

es la programación lineal, usaremos el siguiente ejemplo: 

Hay una compañía que produce varios 

artículos de vidrio de alta calidad incluyendo entre ellos puetas y ven-

tanas, tiene tres plantas; en la primera se tiene la forja para el a·lumi-. 

nio; en la segunda se hacen los marcos de madera y en la tercera se 

produce vidrio y se ensamblan los productos. 
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Deb¡cto a· que han empezado a decli-

nar los ingresos. la Gerenciá de la compañía ha decidido descontinua·r 

algunos productos, y dejar la capacidad sobrante para producir uno 

o dos artículos nuevos que han sido solicitados. El primer produc-

to es una puerta de vidrio con marco de aluminio, el segundo es una 

ventana con marco de madera. El departamento de mercado ~a_ con-

cluido que la compañía podría vender cualquier cantidad ele cada produc 

to que pueda producir con' .la capacidad de producción de la compañía, 

sin embargo, debido a que ambos productos deben competir por la mi~ 
. . 

~ . 
capacidad de producción en la planta 3, no es claro que mezcla de 

productos es la más conveniente. · _ 
. ---

Despues de una pequeña investigación 

se determinó el porcentaje de capacidad disponible en cada planta, la 

utilidad que puede dejar cada producto y los requerimientos en porcen-

taje, de capacidad de -producción que cada producto tiene ·por minuto 

en cada una de las plantas, Esta información se re.sume en la tabla l 
1 

Debe notarse que cuando la capacidad de produc;ción en la planta 3 

es usada por alguno de los productos .. ya no puede ser usada por el 

otro 

nr 



¡ 

-4-

. l Producto Capacidad usada por Capacidad 
Planta unidad de producción Disponible 

Producto 1 Producto 2 

1 1 o 4 

2 o 2 '\ 12 

3 3 2 18 

Utilidad 
Unitaria 3 5 

Tabla l. Características de la Producción. 

Par~ formular el modelo matemático 

de programación lineal para este problema, llamemos x
1 

, el hClme­

ro de unidades del primer producto que debemos produciJ:" y x2 el núme 

ro de "unidades del" segundo pro~:fucto, y llamemos Z la contribución 

por minuto a la utilidad. Entorices X1 y x2 son las variables de 

de~isión del modelo y hay que seleccionar sus valores de modo de 

obtener e.i máximo de 

Z = · 3 x1 .+ Sx2 

sujeto a las limitaciones impuestas por las capacidades de producción 

disponibles en cada planta En la tabla 1 se ve que cada unidad pr~ 

ducida de producto 1 por minuto requiere 1%de la capacidad de la planta 

1 y que sólo hay 4% de la capacidad disponible, esta restricción se 
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expresa matemáticamente como 

Similarmente, la planta 2 impone la 

restricción 

El porcentaje de uso de la planta 3 

se!eccionando los_ valores x
1 

y x2 COI}10 tasas de producción es 3x1 + 2x2, 

entonces la ecuación matemática de la capacidad en la planta 3 es 

. 3xl + 2x2 -~ rs -
y finaln11::nte debido a que las tasas de producción no pueden ser nega-

ti vas, se requiere que x1 ~O, x2 ~ O. 

En resumen el probler 1a puede plan-

tearse como 

Minimizar 

sujeto a 

xl ~ 4 

2x
2 

:: 12 

3x +·2x ~18 
1 2 

;xl ~ O, }{2 ~ o 
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El problema anterior es muy .¡Jeque -
. \ 

ño, pues sólo tiene dos variables, y por consiguiente, sólo dos 

" dimensiones ", de modo que se puede usar un procedimiento gráfico 

para resolverlo. Este procedimiento involucra la_ construcción de 

una gráfica en dos .dimensiones con xl y x2 en los ejes. Lo primero 

es identificar los valores que las restricciones permiten tomar a 

X y X· 
1 2 

se muestran en la figura 1 

X: 

lO 

4 

Los valores permisibles para (xl' x2) 

x.;.:: 4 

Figura l. Valores Permis~bles para ( x
1

, x
2 

) 
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Finalmente hay que seleccionar. el .. 
· punto dentro de la región de la figura· 1 que maximiza el valor de 

Z = 3x + Sx 
1 '2 

Primero podemos buscar por ejemplo si hay 

algCm valor que haga que la función objetivo valga 10, ello lo podemos 

lograr dibujando en la región de pu~tos factibles la línea 3x
1 

+ 5x
2 

= 10; 

como vemos en la figura 2 hay una gran cantidad' de puntos· sobre la 

línea que clan una utilidad igual a 10. 

Ahora podemos intentar un mayor va-· 

lor de Z, por E;jemplo Z = 20 = 3x
1 

+ Sx2 ... Nuevah1Emte vemos 
X~ 

~-L--~~·--L-~---~~--~~---~~~~ o ' 10 

Figura 2. Búsqueda de la Solución Optima. 

que hay muchos puntos que producen una utilidad igual a 20. 

Nótese que la recta que produce el 

valor Z = 20 está arriba de la que produce el valor~ = 10 y que arn­

bas rectas son paralelas. Es decir este procedimiento ele prueba 
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y error. no es otra cosa sino el dibujar una familia ele líneas paralc-
. 

~a~ que contengan al menos un punto dentro de la región factible, y 

. seleccionar la línea que proporciona el mayor valor de Z. En nues 

tro ejemplo la lín~a· pasa por ,el punto ( 2, 6 ) , es decir, la solución 

al problema es x1 = 2, x
2 

= 61 que i.ndica que la compañía deberá 

producir el producto 1 a una tasa de dos por minuto y el producto 2 a 

. una tasa de seis por minuto, con un resultado de una utilidad de :36 por 

minuto; más aun, no hay otra mezcla de productos, de acuerdo al mo-

delo, que sea tan buena como esta. 

Ahora podemos generalizar el pro---

blema anterior, supongamos que hay un total de m recursos limitados 

,de cualquier clase, que deben ser distribuidos entre n actividades com-

petitivas, también de cualquier clase. Sean xj el nivel de la actividad 

j, Z la medida de efectividad total, c. el incremento en Z que resulta 
J ' . 

de producir una unidad adicional de la actividad j. Además sea b. 
1 

la cantidad disponible de recurso i para ser distribuido y finalmente, 

sea aij la cant_idad de recurso i consumido por- cada ~nidad de activi­

dad j. 

Procediendo como en el ejmplo anterior,· 

podemos formular el problema de pr.ogramación lineal, el cual consiste 

... , 
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en seleccionar los valores ~l , x2 ' • o. lt.;. , xn de modo ele maximi-

sujeto a: O..u _K, +- Cftz. ,(z + 
.a-¿,;(, + ct:2z. Kz +-

a,~· Kr. ~ h, 
~2.11'\ X 11\ ~ bz. 
.. . -

Ka, K2., -~ 'J Kil\ ~o 

Esta última formulación del problema 

se conoce como forma canónica del problema de programación 

lineal. 

Un problema más general de progra-

mación · Iiñeal puede incluir rest;ricciones con signo de igualdad, es 

decir, por ejemplo 

y además no todas las variables x .. tienen que ser restringidas a ro-
J . 

mar valQres no negativos. 
'· . 

A continuación veremos los princi--

pios en los que se basa el método simplex para la solución de proble-

mas de programación.lfneal, usaremos para ello el ejemplo desarro-

liado anteriormente. 
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En primer lugar introduciremos al-

guna terminología básica en programación líneal 

Una SOLUCION FACTIBLE es una solución que satisface 

todas las restricciones. 

- Una SOLUCION OPTIMA es una solución factible que pro-
·-

duce el mejor valor en la función objetivo. El mejor va-

lor será el menor o el mayor, -dependiendo si se trata de 

un problema de minimización o rnaximización. 

Nótese que un problema de progra-

mación lineal puede tener una única solución óptima, como es el 

caso de nuestro ejemplo; puede también no tener solución, como se-

ría el caso si al problema agr:egamos la restricción de que deseamos 

obtener una utilidad de cuando menos 50 por minuto ( 3x
1 

+ Sx2 ~ 50) o, 

finalmente, puede tener un wímero infinito de soluciones óptimas, co-

mo seria el caso en el que la utilidad del producto 2 fuera igual a dos., . 
pues en este caso la función objetivo y la restricción serían paralelas. 

Una SOLUCION BASICA FACTIBLE es una solución factible 

que no pLiede representarse corno combinación convexa de 

cualesquiera otras soluciones, es decir, que no esta en el 

.· ... ; 
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interior de. ningún segmento de línea que conecte cuales--

quiera otras dos soluciones. Las soluciones básicas fac-

tibies son precisamente las soluciones que están en las 

esquinas del conjunto de puntos factibles. Dado que en 

más ele tres dimensiones no es posible identificar geomé-

tricamente las soluciones básicas factibles, es convenien-

te identificarlas algebraicamente: las soluciones básicas 
-. 

factibles en un problema ele programación línal con una 

matriz de restricciones A ele dimensiones mxn, se obtie-

nen de la solución simultenea de un sistema ele ecuacion-

nes ele tamaño mxm." haciendo igual a cero las variables 
• • • 1 

que no intervienen en las ecuaciones del sistema reducido . 

. Debe tomarse en cuenta que no todas 

las soluclOiles básicas así obtenidas son soluciones factibles. 

A continuación mencionaremos tres 

propiedades importantes sobre las soluciones básicas factibles, ellas 

constituyen 1os principios del método simplex. 

Propiedad 1 Si existe sólo una' solución óptima ésta debe 

ser una soluci6n básica factible; si hay multiples soluciones óptimas 

entonces al menos dos deben ~·er soluciones básicas factibles adyacentes. 



Propiedad 2. 

cas factibles. 

Propiedad 3. 
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Sólo hay un númerO finito de soluciones bási-

Si una solución básica factible. medida median 

te la función objetivo, es mejor que las soluciones básicas factibles 

adyacentes · a ella, entonces es meJor que todas las otras soluciones 

básicas factibles. 

Ahora para finalizar, resumimos el 

método simplex en forE1a de algoritmo 

PASO INICIAL. 

PASO ITERATIVO 

Empezar en una solución básica factible. 

Moverse a una mejor solución b~üca factible 

adyacente. 

REGLA PARA FINALIZAR Parar cuando la actual solución bási-

ca factible sea mejor que todas las soluciones 

básicas factibles adyacentes.. Esta última 

soluci0n es óptima 



.•. 
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. NOTAS DE PROGRAMACION ENTERA 
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RESUMEN: Se presentan una notas de pro-

gramación en enteros a nivel intruductorio, para una 

plática de aproximadamente 90 minutos de duración. 

~se ilustran los principales métodos de solución de 

1problema s en enteros. 

/ 
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NOTAS DE PROGRAMACION ENTERA 

La programación entera es una rama 

de la programación matemática • Un problema general de programa-

ción matemática puede establecerse como 

minf(x), xt::S (1) 

el conjunto S es llamad'? conjunto de restricciones y f es llamada 

función objetivo • 

Cada x€ S es llamada solución 

factible al problema (lL y si existe un X 0€ S tal que -oo< f (X 0
) ~ f (x) 

para toda x E S
1 
entonces X 0es llamada solución óptima para el pro -

blema (1) • · El propósito de la programación matemática es estable 

cer cuándo existe una solución óptima y encontrar una o tal vez to-

Un problema de programación ente 

ra es un problema de programación matemática en el que además se 

. 
pide como restricción que los valores que el vector x· pueda tomar 

sean enteros . Un problema de programación entera mixta , es un 

problema en el cual al menos una, pero no todas, de las componen -

tes del vector x se restringen a tom¡;¡.r valores enteros . 

PROGRAMACION LINEAL ENTERA • 

El desarrollo de la programación en 

tera se ha encaminado fundamental~ente ala busqueda de algorit -
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mos cuando el problema es un problema lineal, es decir, cuando 

f(x) =ex .. 

y 

S = { x 1 Ax = b, x3 o\ 
en este caso plantearemos el problema de programación entera como 

sujeto a 

min z = ex 

Ax = b 
X~ 0 

~Xj .E~ I·-L= lO, ,l,~-2, ••• }J/ j€ J 

donde Jc r = t l, 21 • • • n \ 
-==""" --==-"'-" -~=- ~ 

(2) 

Nótese·que si en.el.prob1e;a-(2) J.=% tenemos un problema de progra 

mación lineal; si J e r y J 1 r 1 tenemos un problema de programación 

lineal mixta y si J =r tenemos un problema puro en enteros • 

Un caso particular muy importante 

del problema (2) es en el que Xj .E { 0 1 1\ pa~ toda j .' es de~ir, 

cuar:do las variables son "binarias" o "lógicas"; ello se debe a que 

muchos· problemas se plantean exclusivamente en función de varia-

bles binarias, por otro lado, los algoritmos de solu.ción son en gene 

ral más eficientes para este tipo de problemas, y además cualquier 

problema eh enteros' se puede transformar a un problema en variables 

binarias, siempre y cuando las variables estén ~acotadas por arriba, 

por ejemplo, si xjeN y xj ~ 13, sustituimos xJ por· 
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con .. 

cualquier valor entre O y 1ª puede expresarse como la suma anterior, 

substituyendo los valores adecuados de O y 1 para las Yij , Si es 

· necesario podemos agregar la restricción 
4 
!-2¿~\~tj~\3 
,:. 

REDONDEO DE LA SOLUCION AL PROBLEMA LINEAL ASOCIADO • 

,. 
El primer intento de resolver un pro 

blema, en enteros es redondear la solución obtenida al resolver el 

problema lineal asociado, sü1 embargo, la solución redondeada y la 

solución real pueden ser drásticamente diferentes, como puede ver· 

se en los dos ejemplos que siguen 

Ejemplo 1 • 

sujeto a : 

)(, ~ )(2. -\-' )(~ ··- -'( ~S ~ \ 

)('2. + )(! 4-X:4 + x~ 1 \ 
)C' + X3 + )(4 +l!C9 ~ \ 

lC, ~ X 'l. + )(4 + )((p ~ \ 

J=-r 

La solución del problema lineal 

asociado, es decir, reemplazando la restricción Xj E- N Vj por x ~ O, 

es 

.. 
• 



el •¡alar je la función obje'!:ivo es 
1 

Z* = '131.. 
. 3 
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La solución óptima del problema 

en enteros es 

coh un valor en la función objetivo .de 

Nótese que las variables que son 

diferentes de cero son radicalmente diferentes 1 lo cual en t~rminos 
•.. ' ~ .-- -

prácticos puede significar políticas drásticamente diferentes y que 

una solución factible si se redondea a cero y si se redondea a uno, 

el valor de la función ·objetivo sería Z* = 40, ·que es más del do-

· ble del valor óptimo 

Ejemplo 2 

sujeto a 

ciado es 

max · 2x, + ~.s Xz. 

6 X' + l X: 2. ~ 5eíJ 

5~, 4- '2J( 1. ~ ~S 

)(,,)(2. e. N 

La solución del problema lineal a so 

mientras que la solución al. problema discreto es 
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Obsérvese que nuevamente la solu 

ci6n 6ptima está muy lejos del ,6ptimo del problema lineal asociado. 

El problema se ilustra geom~trica -

mente en la Figura l. 

,- .. - · ....... ~ ·~Xt+-7Xz ~5, ______ ; ··--.--i--··· ·-·: -~--

-· ... d -t-· " ~ - f ··t "1"' • ' --~.- ----:-~.- -:. __ ..... ~---~. -· ,- ~ 1 ... ·¡ ----, - t ---

---~-- ~ --···- .. -----t. t··--1 -· •. 

---~ -· •. ..:.-..----···-···· .. - :- ·t··--·-1----~-- ... 

---~·-· .. 

-,~-- ~ . . e -~-e- t -., ¡¡, -: .e- . 1) 

1 ' 

-;;· t'F tiMO Ct.?l'\ + tV\t..tO 
---~ 4- C+--7···6} -· ·411 t 

_____ ¡ - ---- + • -.i.-t- -r· --- _, ____ ~--

------+· ---- - --~-- ·"---f-··· .,_ -- + .:.__,¡. ______ ~-- - r---t·-. ' 

---~·· '2. 

·-·"1-- o 

r-- ... ----;--~--·t -· •-· !---r--··r 

' 
. o. • • --·- e · · & . • 
: . • ..., - __ .., ____ ..,__ ••• ---·-- ..., __ ..j. 

--· ~ ___ ,_ o . - t 1 '2 -·¡ . '3 -
- 1-~. :-·· r·-: ··r-.-?-. ~- r. : • - ···-r--;- ·- ... -.; 
[_i_,_~-~---__l ___ _! ~ .• .:. -- ~ l- L l ~ ~ _____ : _-l. 

Figura l. Región Factible del Ejemplo 2 · 

MODELADO DE PROBLEMAS 

~-. - .... 
1 

., . 

- •·. --l . .. 

El problema del redondeo discutido 

anteriormente , ·no es sin e'mbargo lo que da la mayor importancia al 

•l 
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problema de programaci6n de enteros, quizá la mayor importancia 

del problema estriba en el hecho de podé~ modelar condiciones l6g:! 

ca.s. • A. continuaci6n ilustraremos unos ejemplos : 

Ejemplo 3 . El problema del cargo fijo . 

Este problema es de mucha impor· 

tancia en la práctica, ya que hay multitLÍd de situaciones donde, 

al contratar o aceptar una actividad,. se debe pagar un cargo fijo, 

además de incurrir en costos creciente·, según el nivel al que se rea . . --
!ice la actividad • Es decir, la- función de C()stoses~ c()7n.o se mu~s 

tra· en la figura 2 . 
1. 

1 

--~~-:~~-- ~ .. ·~--~--~-----~- --- ... - --~~---;---+-=--.;.-:;..;..-...._:-~;-; .. ~..:::; .... ---{·t ~-- ~-.. _...--~-~~ ..... -·-··-- ·- ·~ 
--+----·:- ---- --t- ..,_ .... -~-r--' ·-¡-- -.--.. .... -..,. --· ..... 

---+-__.,_- --.----..,.---+---- -,------.. -- .. - ,.._ •.. , 
' 1 

1 ' 

. ·- . _, .... 

--... ------~- .... --
..... ·-··' -- +------

Figura 2. Problema del Cargo Fijo 

En este· caso , la: cortdici6n I6gica: es:-

¡pagu.mos. el cargo. fijo fj, si realizamos: la·· actividad.' t , .. y:n.o. se :paga·: 

1 
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en caso contratio · •. 

Ma~eináticamente el problema lo po 

demos formular como sigue : 
lf\ 

Y\'\\n z~ .2. ( CJKj + ~( Ó¡) 

sujeto a 
t=~' . . 

Ax :b 
x~o 

x~ ~ ukóf 

sk € ~o, 'l 
se ve clara m en te que si 

y si 

''·. 

_donde uj es una cota superior adecuada para la variable Xj • 

Ejemolo 4 • La variable menor . 

En este caso se desea usar solamen 

te la variable que tenga el valor mínimo (o·máximo) de entre dos cua..;:. 

lesquiera • Consideraremos la variable 

y supongamos que x1 , x 2 están acotadas o 
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Para modelar la variable menor re 

querimos de dos variables binarias Ó, ···bt. y de tres variables con 
1 

tinua.s. YI , Y2 y Y3 , entonces 

finalmente 

en caso contrario 

St ~ { 1 si x 2>x 1 

~ O en caso contrario 

ó, + bz.:: 1 
~-- - ~~---~-M--8 i.-

~7. ~ Mo2 

x, ~~~~~; 
X't:: ~'2.-\ ~'?> 

u~~, 

·Para comprobar que este grupo dE;! 

variables y restricciones resuelvan el. problema, veamos el proceso 

inverso : 

(a) J,:: t ::::) Ót=-0 .=> ~~ 6f\!l ¡ ~t SO ~) ~1:: O 

.. 
. . . 

)( t ~ ~ ~ :::::.") )( \ ~ '3 \ + '¡( t ~ )( ~ ~ t ~ \ ~ o 
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'~) ,·' 
( 

. . 

· . (e) Finalmente supóngase que x1 < x
2

, entonces 

Ejemplo S • · Alternativas discretas . 

Supóngase que se tiene el problema sJ 

guiente : 
MIN ex 

·sujeto a 

Ax: b 
X ~ Ü 

y ut x ~ 0u 6 v t x ~ ~ v pero no ambas 

Supóngase además. que se tienen 

si la restricción v debe ser respetada 

en caso contr~rio 
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La formulación del problema queda 

como 

sujeto a : 

min ex 

lC ~o 

U tx - Ól u ~ ~u .. 

U' ~K .. {\·b) br ~ ~ 1J' 

ó~{o,,\ 

entonces para Lu y Lv suficientemente grandres, si Ó = 1 se tiene 

~u e 

u tx ~~u+ Lu no .es restrictiva, mientras que 

si .es restrictiva • 

Ejemplo 6 . La función "y" 

definimos 

en caso contrario 

entonces el problema se puede modelar como 



Ejemplo 7. La Función Negación 

Dado definimos 

entonces 

Ejemplo 8 La Función "o" 

Dados x1 , x2 €. ~O 1 1 ~ definjmos 

ó~ { .o 
Si. ,Ct 1 )('Z. O 0\.Mbets Vetl€!1'1 l).r'\0 

~'{\ e~~." ce n hrtt Y"¡ o 
entqnces 

} ) 

Métodos de Solución 
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A continuación se mencionarán bre-

vemente los principales métodos de solución de los probiemas de 

programación lineal entera 

a) Unimodularidad 

mación lineal en enteros 

sujeto a 

Considérese el problema de progra-

min ex 

A)(:b 
X),O . 
)(J eN 1 ¡e J 

( 
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nótese que si podemos garantizar que, para cualquier submatriz no sin;3t.I­

lar: B formada por m column;s de A, que.·B-lb es un vec~os de enteros; 

entonces Ja rest~icciórt de integralidad es superflua e~ decir, podemos 

resolver eJ problema en enteros simplemente resolviendo el j)roble--

ma lineal asociado. Para problemas de optimización asociados con 

gráficas, hay varios casos en los que esto . se cumple, debido a que 

la matriz A; que está íntimamente ligada con la metriz de incidencia 

de la gráfica asociada al· problema tiene la propiedad de unimodularida"cl" 

Una· matriz cuadrada B es llamada 

___ . ________ unimodula-r-si D = 1 o\e t B \ = · l. Una mau·iz A de~dimensiones 

m x n es totalmente Uní modular si cada submatriz cuadrada no singu-

lar es unimodular; es decir, si A es totalmente u ni modular, cáda ba-

se Bes unimodulJ.r, y cada solución básica 

es entera. 

Nótese que una condición necesaria'para que tina· 

matriz A sea totalmente unimodular es que 

a.,¡ € t ~ ~ , o, , r 
. Una forma rigurosa ele·. prona·r si una 

matriz es toral mente unimoclular, se enuncia en el siguiente teorema' 
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( la prueba puede .verse en la referencia 1 .. ) 

Teorema 

Una matriz A entera, con elementos 

aij E t -1, O, 1\ para toda i y toda j es totalmente unimodular si 

· l. Cada columna tiene nO más de dos elementos diferen­

tes de cero 

2. Los renglones pueden ser particionados en dos subcon­

juntos Q1 ~ Q2 tales que 

(a) Si una columna tiene dos elementos diferentes de 

cero con el mismo signo, un elemento está· en 

cada subconjunto. 

(b) Si una columna tiene dos elementos diferentes de 

cero con signo opuesto, los dos elementos perte­

necen al mismo conjunto. 

-.... 

., 

( 
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· Un problema particular muy conocí-

do en programación lineal, que tiene la propiedad de u ni modularidad 

es el problema del transporte, el cual tiei1e la siguiente estructura: 

...., ~ 

rvd n · .2. .2. Cc.·j Xi¿: 
i:t J-= 1 

(3) 

Sujeto a 

(4) 

(5) 

donde c.. representa el costo de enviar una unidad de un .bl en desde 
lJ 

el origen i hacia el destino j, entonces la función objetivo ( 3 ) busca 
' 

el costo mínimo de envío de la totalidad de los bienes; la restricción 

' ' 

(4) significa que el total de bienes enviados desde todos los orígenes 
,') 

hacia el destino j. debe ser igual a la demanda bj del destino j; final-

mente la restricción (5) significa que lo que se erivía a todos los des-

tinos desde el origen i debe ser igual a la disponibilidad a •, en el ori­
' 1 

gen i. 
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b) Enumeración Exhaustiva. · 

El primér intento para resolver un 

problema de programación entera es hacer:- una. enumeración exhau~ 

tiva de todas las posibles soluciones, y tomar como solución óptima 

aquella que minimice el valor de la función objetivo y satisfaga todas 

las restricciones. Pensemos en un problema cori variables binariasJ 

y si se tienen dos variables, el número de posibles soluciones es 

2 . 
2 = 4 ; si el número de variables es 3, las posibles soluciones son 

23 
= 8 ; en general con n variab.les .se tendrán 2n posibles soluciones, 

muchas de ellas tal vez no satisfagan las restricciones,· pero sin e m-

bargo ha:Jrá que analizarlas. En el caso de que el problema no sea en 

variables binarias, habrá muchas m'ás soluciones posibles a analizar 

A pesar de ser posible resolver este 

tipo de problemas por enumeración explicita, sólo es atractivo para 

problemas muy ·pequeños, por lo que se hace nec~saria una técnica de 

enumeración implícita para problemas grandes. 

e)· Enumeración Implícita 

En este procedimiento para resolver 

problemas binarios, todas las soluciones (factibles y no factibles ) 
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son enumeradas, pero la gran mayoría son nu.meradas implícitamente, 
. 

. sólo unas cuantas son explícitamente enumeré)das. La noCión de 

enumeración implfcita es ·simple y puede ilustrarse claramente con 

un ejemplo. 

Considerese el problema 

( 7 ) 

.Sujeto' a 

( 8 ) 

( 9 ) 

. (_ 10 ) 

( 11 ) 

Hay 32 posibles soluciones, incluyendo 

las factibl'es y no factibles. . 

.· 
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Dado que des'c::amos minim_i~ar la. 

función objetivo f, y que todos los coeficientes en f son positivos, lo 

primero que podemos hacer es igua·lar todas las variables a cero -

lJamemos X
0 =( O, O, O, O, O,) a esta solución; ello hará el valor de 

f lo mas pequeño posible tomando En cuenta sólo l~s restricciones ~0. 

Sin embargo, a menos que el problema sea trivial, violará una o más 

restricciones. 

En seguida buscamos las restricciones 

que viola esta primer solución . Es inmediato que g2 y g3 están vio­

ladas, pues 

g2 (xo) = O 

g3 ( xo) =O 

Analizaremos primero la restricción 

91 si g2 debe ser mayor o igual a 2, entonces una o mas vari<~bles en 

g2 , que tienen coeficiente positivo, deben tomar valor l.· Las varia­

bles en g2 con coeficiente positivo son x3 y x4. Haciendo x3 = x4=1, 

·negamos a queg2 valga 5 y s~lo·es necesario qme sea mayor o igual 

a 2, entonces, dado que pretendemos minimizar el valor de f, debe-

mos fntentar llevar al valor uno el tnenor número de variables. 

. ) '·' 

( 



Hagamos entonces x3 = 1 y conservemos 

Llamemos x1 = (O, O, 1, O, O, .) 

X • 0 
4 

En este caso g2 ( x1 ) = 3 y ya no 

esta violada. 

La restricción 8 no es violada por 
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1 
x , pero la res~ricción 10 continúa vio1ada. Las variables con coe-

ficiente p6sidvo en g
3 

son x
2 

, .x 
4 

y x
5 

. Nótese que si x3 := 1 

f todas las variablesco~ coeficiente positivo en ~g 3 ~valen~ uno, la res­

tEiC:ción g3 e~e~~uirá ~~io~~da, ello i~pl~ic~ q~~ I1üt~una solución co~ -~~-
. . . - - -

·x
3 

= 1 puede ser factible, por lo que podemos desde ahora eliminar 

todas las soluciones que incluyen x
3 

= 1 y podemos decir que hemos 

ennumerado implícitamente todas estas soluciones. 

- ' 
Regresemos-ahora a .las restricciones; 

·':> 

con x3 =O, g2 y g
3 

son violadas,· a menos que otras variables to.men 

'valor !·entonces, tomando en cuenta la restricción 91 x
4 

debe valer 1, 

_,pues es la única variable sobrante en g
2 

que tiene coeficiente ·po-sitivo. 

Con la solución x2 = ( O, O, O, 1 ,.O,) 

tenemos que g
2 

( x 2 ) = 2, pero g
3
(x2) ~ 1, por lo que alguna combi-­

nación de x2 y x
5 

debe tornar valores uno, ·dado .que son las variables 
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remanentes con coeficiente positivo. El ~acer solamente x
5 

.= 1 no 

es suficiente para no violar g3 , y no es necesario hacer que ambas 

x
2 

y x5 valgan 'Lmo, entonces analicemos 

x 3 = (O, 1, O, 1, O, ) 

vemos que x 3 no viola a ninguna re~tricción, entonces tenemos .una· 

solución factible, es además fácil darse cuenta que ésta es la solución 

óptima, pues el hacer cualquiera otr~ variable igual a uno sólo aumenta 

el valor de la función objetivo 

e) Ramificación y Acotamiento 

El método de Ramificación y Acota­

miento ( Branch and Bound ) es una generalizacióndel método de enu­

meración implícita , y es útil pa1~a programación entera mixta, no 

sólo ·para programación cero -uno.-·-

Para ent'ender el método de ramifica­

ción y acotamiento se debe entender que un problema de programación. 

lfneal entera- es un problema de programación lineal "más restringido". 

( 
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Si añadimos a un problema de progrE, 
. ,• 

mación lineal la restricción de que alguna o todas la.svariables sean e~ 

teras, no aumentamos el tamaño de la región factible. El valor de la 

función objetivo asociada con la solución entera puede ser menos 

atractiva que la solución asociada"con la solución óptima no entera, 

pero nunca será más atractiva. 

Entonce:;:; el valor de la función objeti .. 

vo asociada con la solución óptima no entera, siempre será una cota . 
inferior para todás las soruciones " más restringidas " por ·el reque-

rimiento de integralidad de algunas de las variables. 

Similarmente, para un problema de 

maximización ,' la solución óptima no entera será úna cota superior . 

·a todas las soluciones más restringidas. 

En la solución 'de problemas por el 

método de_ ramificación'y acotamiento se explotan las propiedades an -· 

teriores, se hace una partición de las· variables, formando un árbol, 

se t?usca entre aquellos subconjuntos con la mejor cota inferior o su-
~ ... ! 

perior, dependiendo de si se minimiza o maximiza 



Resumiendo las caracterfstiCc'ls antes 

mencionadas tenemos 

' 
l. - Si la solución a t:m problema Jíneal es una solución con to-

das las variables tomando un valor entero, esta solución 

entera es una solución óptima al correspondiente problema 

de programación lineal entera. 

2.- Si dividimos la región factible de un proble~a de progra-

mación Jíneal con u~a restricción del tipo, ya sea x 3~4 ó 
' ,, 

x 3 ~ 5, reducimos la región factible del problema de 

programación lineal, pero· se deja invariante la región fa~ 

tibie del problema lineal entero correspondiente, pues no 

hay enteros entre 4 y S. Ahora podemos incorporar este ti-

po de restricciónes , resolviendo dos problemas línealesJ 

un problema con cada una de las r~stricciones agregada 

al previo conjunto de r.estricciones. 

Entonces seleccionaremos como solución, aquella con valor 

más atractivo en la función objetivo. Este proc~dimiento 

de agregar restricciones para formar urí nuevo par de 

problemas se llama ramificación. Llamaremos al proble-

ma al final de cada rama, un nodo. 

., 

1- / 
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3.- El valor de la función objetivt'j en la solución del pro-

blema líneal de cada nodo es una cota para el valor 

de la función obje~ivo .de los problemas que se deriven 

de ese nodo. 

Habremos encontrado la solución al problema entero 

original cuando encontremos una solución entera cuyo 

valor en la función objetivo sea al menos tan atractivo 

como la cota en cada nodo terminal del árbol. 

A continuaGión~se da~ un diagrama det 

algoritmo de ramificación y acotamiento. 
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~· 

Resolver el problema lineal sin 
la condición de integralidad. 
Temporalmente nombrar B a 
este problema. 

1 
La solución de B es 1 

óptima para el pro- 1 

blema original 1 

r Buscar cualquier variable de la solución de B que no 
tiene valor entero, sea Xa estd variable, y z su valor. 

1 . . 
: Construir dos puevos nodos agregando a cada uno de 
1 ellos una de estas restricciones: · 

1 
(1) Xa >;. el menor entero mayor o igual a z 

1 (2) X ~ El mayor entero menor o igual a z 
1 a 
¡ Resolver estos dos problemas. 

1 

1 ¡ 
1. 

'-
De todos los nodos finales, renombrar B el problema 
con valor ele f mtís atractivú (el menor valor en la 
función objt.•tivo 



EjcmpJo; 

Solución 

Oprima 

Max 

Sujeto a 

20x1 + 10x
2 

>,.. 75 

12x
1
• +· 7x2 ~ 55 

. 2Sx
1 

+ 10x2 ~ 90 

x1 , x2 ),.0 

x
1

, x
2 

enteros 
~~--

rna~ ~ = 20x1:. + 10x2 \ 

s. a. 20x1 + :ox2 >, 75 -\ 

12x1 + 7x2 ~. 55 ,i 
. . 1 

25x1 + lOx
2 
~ 90 ./ 

\ ·~· x; "~o / . .· 

. (!) ~--~ 
sol ( \ 

\X~ 2 , 

~--/ X == 1 
1 

x
2 

== 6. 15 

f2 .== 81. 5 

sol 

X = 1 
1 

X = 6 ·2 

:t;:: so 

( 3 ) 

r:~~ 
x2 ~ 7./ . . _ ... 

(~) 

Soluci6n 

xl =li\ 

sol 

X = 2 
. 1 

X = 4 
2 

4 
x2 = 5 TI 

f1 = 82. 7 

f =so . 3 

E:Ol 

X = Ü. 5 
1 

X =7 
2 . 

r5 =so 

-25-
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ESTUDIO DE FLUJO OPTIMO 

El estucHo Cle flujos convencional se puede plantear matemati-

camentep como la solucidn de un sistema de ecuacionesp no-li-

neales. 

g (x,y) = O i = 1o n 
i ...., "' 

donde x vector de variables depenoientes (estad~) ,., 

y vector de variables independientes 
N 

Vna especificación típica de las variables es como sigue, 

Ív} 
l.g. 
1 

i 
1. l 
l' 

¡~¡ 

L 

en l 
nacos l 
P,Q ' 

en 
nodos ¡ 

P,V j 
--1 

r::} . V 

-& 
. r' ._1 

1 y'l=l 
'N 1 

L _¡ 1 

p} 
Q 

~} 

nodo~ 
slack J 

1 . 

nodos j. 
PPQ 1 

1 

d 1 no os !' 

1' V _ji 

Para encontrar el vector x se selecciona un número de ecua-

ciones de yigual al número de incognitas. 
N 

~· p1 
1 

en nodos 
1 g(x, y) = ec. Q .) PpQ 

ec. P} en nodos PV 
__¡ 



la característica importante es que las variables indepen­

dientes tienen un valor fijo (potencias y voltajes especi­

ficados) durante el proceso de solución. Asío se tendrá 

una solución única. 

En el caso de 2 variables se puede ilustrar como 

sigue 1 
cc:::d.<e 

objetivo 

En la figura anterior se observa que si se tiene una fun­

ción objetivo a optimizar al existir .solo un punto que 

cu~ple con las restricciones esa es la solución optima del 

problema. Es importante notar que las restricciones. impi­

den escoger una mejor solución de acuerdo a la función ob­

jetivo, en este caso se dice que no se tienen grados de 

libertad. 

Si solo se tuviera una restricción de igualdad en 

el problemau es decir s6lo una 7ariable independiente to­

mará un valor fijo, entonces 



\ 

----1----~~~-J.,f~---~--Y. :e 
z 

Se tiene libertad para escoger el punto 6ptimo de acuerdo a 

la funci6n ohjetivo 0 existe un grado de libertad. La linea 

doble en la figura ilustra el conjunto de puntos que sa-

tisf~cen la rest~iccidn con diferentes valores de la funci6n 

~-~ ~-- ·~ En-eT prob~lema convencional de flujos al· tener las 

variabies independientes fijas se forza a tener una soluci6n 

sin· tomar. en consideración ningún criterio económico o de 

funcionamiento. 

En la pr~ctica el problema de flujos tiene un con~ 

junto de restricciones extras que hacen más dificil su so­

lución ya que se requiere control sobre las variables inde-

pendientes. Así se manejana 

1. límites de reactivos de generadores 

2. cambio automático de taps en transformadores 

J. intercambios-de potencia activa entre areas 

4. control de voltaje en nodos de carga 

J. 



Una forma de resolver el problema es utilizar un procedimien-

to de prueba y error en el cual las variables independientes 

Clel problema se· cambian entre iteraciones para tratar de sa­

tisfacer· la~ restricciones impuestas. Generalmente los cri~ 

terios que· se usan para determinar el valor de las variables 

in~ependientes son diseñados en forma aislada para· cada res­

tricción que se .desea satisfacer, lo cual en algunos casos 

6rea problemas de convergencia ya que existen conflictos en­

tre las variables independientes que se manejan. Por otro 
, 

laoo es importante notar.que en la solución de flujos ajus-

tada lo que se desea es obtener una solución que cumpla con 

las restricciones impuestas sin tener en consideraci~n si es 

la mejor en algún sentido. 

El estudio de flujos óptimo permite formular el pro-

blema de flujos sujeto a un conjunto de restricciones. La 

.soluci6n que se obtiene no solo cumple con las restricciones 

impuestas sino que es optima en algún sentido. Para lograr­

lo se requiere que algunas de las variables independientes 

controlert el problema pa~a obtener la mejor solución. 

Funciones Objetivo 

' . 

En la formulación del pro.blema de flujos Óptimos -

algunas de las f-unciones objetivo más comunes sont 



. " Costo de generac1on 

Pérdidas mínimas 

Costo compensación de reactivos 

Factibilidad de rlujos 
\ 

Costo de corte de carga 
' 

Generación de reactivos 

Errores de potencia nodales 

.La solución Ópti~a se obtiene encontrando las varia­

bles· de-control qúe cumplan con las restricciones impuestas 

y que al mismo tiempo minimizan la función objetivo. 

Una de las funciones más comunmente usadas en la 

qperacidn y planeación de los sistemas eldctricos de poten­

cia es el costo de generación y el problema de flujos ópti-

mos correspondiente recibe el nombre de despacho económicoe 

Determinación de Curvas de Costo de Generación 

Los componentes del costo de generación más impor-

tantes son, 

Costo por combustible 

Costo de p~rsonal de op&ración 

Una diferencia importante entre los costos anteriores es que 

el costo por combustible se ve afec~ado por el nivel de ge-



neración que se tenga, en cambi~.el costo de personal se man­

tiene casi independiente de la generación. 

Por lo tanto se considera como un cargo fijo que no 

afecta la distribución de generación, una vez que se a deci­

dico que máquinas están en servicio. 

El costo de combustible se obtiene. por medio de 

pruebas en las plantas 10:eneradoras ~ Existen dos curvas que 
- . 

se ~~terminan en la pr~ctica una que relaciona Potencia T6r-

mica con Po~encia Eléctrica (curva de entrada - salida) y 

otra que relaciona la eficiencia de la conversión de la ener-

gÍa con la potencia de salida (curva de con~umo específico). 

c(P)f 

M-Kcal/hr 

p 

La relación entre las curvas en la siguiente 

CE(P) = 
C(P) 
-~ 

' . .1 

Es decir un punto en la curva de consumo específico se ob­

tiene dividiendo la potencia térmica (Kcal/hr) entre la po­

tencia eléctrica correspondiente.-

6 •' 

p 



. .. 

La determinación de los puntos de las curvas requie­

re de controlar el proceso térmico y permitir su estabiliza­

ción. La curva de consumo específico tiene un mínimo a cuyo 

valor de generación (o<.) el proceso de conversión de energía 

es más eficiente. 

Para obtener una función analftica de las curvas ~e 

,asume un polinomio que ajuste adecuadamente los puntos obte­

nidos en las pruebas. 

·Típicamente se utiliza una función cuadrática o cú­

bica para aproximar la curva de entrada salida. Para una 

curva cuadrática se tiene 
,· 

C(P) = a P2 + b P ~ e 

y para el consumo específico 

CE(P) : a P + b ~ c/P 

Para determinar las constantes (a,b,c) se requieren por lo 

m~nos tres mediciones de consumo específico. Sin embargo en 

la práctica se requieren más valores para determinar en for­

ma adecuada las constantes debido a 16s errores en las medi­

ciones de consumo específico. 

Para n mediciones se tierien las siguientes ecuacto-

nes 

? . 



1' ./l 
1 1 

1 . 
1 

¡' 
¡ 

., 1 
pn . 

j 

1 i 
1 1 

\ E" j 
! 1 
L-i 

~- 8 •. 

En algunos casosv con las medici~nes anteriores se obtienen 

curvas con el punto de máxima eficiencia en un valor negati-
1 

vo o muy peque~o de potencia lo cual no es aceptable. 

P~ra orienta~ la curva se requiere de una'restriccidn 

extr~ .. En el punto de m~xima eficiencia s~ tiene un consumo 

c1cE¡ = a - e = O· 
rH' - i')"'Z" 

.. :Por .Lef 

Generalmente se tiene 

Per 
85 lOÓ~~ O( = p-- = -

max 

de doncle se obtiene la restricción 

a o< T> e 
J:max -

- O<Pmax 
:: o 



El conjunto de ecuaciones completo es 

1 
1 cxPmax 
i 

r-o ..., 
1 

1 CE1 1- 1 p1 

\ GE2 l_! p2 
i ¡¡-·¡· 
1 
' 1 1 

1 • 1 1 

1 ! ! LEnJ '-Pn 

o 

1 

1 

1 

... 
l 

.-Li 
p ! 

n __¡ 

En forma compacta la ecuación anterior se puede expresar 

como 

CE = H X· + é' 

\ 

La suma de cuadrados de errores ponderados se puede 

expresar como 

F = (CE - H x)t W(CE - H x) 
<IV ,..., ,..., ,..., 

donde 

w matriz diagonal el e factores de ponderación 

Si se minimiza F se obtiene una estimación de las cortstan-

tes del ~olinomio 

la*l 
x* - lbJ = ( Ht WI-I) -1 Ht WCE -

1 e~· ,...., ""' 
1 
¡_ 



Es importante notar aue el proce0imiento de ajuste es gene­

ral y en el caso de tener un polinomio c~bico se tendrán 

cuatro constantes por rleterminar. 

Valores típicos de consumos específicos para plantas · 

c1el ' " pals. 

Unidad 1 Salamanca 

Capacidad 158 MW 

Generación Consumo Esp. Consumo· 
% Kcal./Kw-hr. M~Kcal/hr 

------------~-----------------------------·~ 
100 
87.5 
81.25 
75 
~ ') 75 bL·o 
62.5 
50 

Generación 
% 

100 
87.5 
81.25 
75 
68.75 
62.5 . 
52.7 

2442 
2459 
247J 
2489 
2512 
25J8 
26.30 

Unidad 2 Tul a 

Capacidad JOO MW 

Consumo Esp. 
Kcal/Kw-hr. 

2427 
2J6J 
2Jl.¡.9 
2359 
2395 

'2459 
2657 

J85o7 
339 .. 5 
J16o7 
297 .. 0 
27Jo9 
250o7 
208.J 

- ,., . .,._ 
Consumo 

M-Kcal/hr. 

728 
618.8 
575.2 
~J1.5 

95o1 
458 .. 7 
419.8 

l 
í 
1 
1 

! 

10. 
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Desnacho económico simplificado 

Este caso particular se caracteriza por no considerar 

la configuración del sistema de transmisiónp sobre el cual 

se lleva a cabo el estudio. 

Esto equivale a suponer que 0 · tanto la generación como 

la carga se encuentran concentradas en un mismo nodo1 

8 P,. 1 
1 

~ 
1 

ID 
y 

Figura 1 

La consecuencia de esta suposición es no considerar 

flujos en lÍneas, con lo cual se excluye el efecto que las 

p~rdidas ejercerían sobre los resultados de1 Estudio de 

Despacho económico, siendo ésta la causa'. de su simplifica-

e ión. 

Obviamente de la Fig. 1, se deduce que los costos 

usados, , estan referidos en terminales de generación. 

La formulación matemática del problema de despacho 

económico, para el caso de 2 generadores alimentando una -

carga D, con funciones <'le costo de generación cuadráticas 

es como sigue, 

11. 



minimizar 

F : 

sujeto a: 

Antes rle analizar las posibles formas de solución se debe 

verificar la existencia de granos de libertad (n~ de res-

trice iones de igualdad < no. ele incogni tas). En éste caso 

existe 1 grado de libert~d, ya que se tienen dos incó~nitas 

(P1 y P2 ) y uria sola restricción (P1 + P2 = D). 

El algoritmo de solución.es: 

1. !)espe,iar P2 en función de P1 (P2 .= D- P1 ) 

2. Substituir P2 = f(P1 ) en la función objetivo. 

J. ~ncontrar el mínimo de la función objetivo con respec­

to a P1 y sin restricciones. 

4. Encontrar P2 con el valor de P1 obtenido en el paso 

anterior. 

En forma cesarrollada se tiene 

1. p2 = D - p1 

2. F: 2 
Ct+b1 P1+a1 P1+C2 +b2 

.. . . 2 
(D~P1 ) + a2 (D-P1 ) 

J. cF 
b1 + 2a1P1 + b2 + ·2a2 ( D-P 1 )(~'}:: o (Ji) --.1 ~ 1 

12. 
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de donde e 

b2-b1 . +. 2a2 D 
p1 :::: 2(a1+a2 

)-

4. p2 = D - p1 

Este procedimiento aunque sencillo en el caso de 2 variables 
, 

se complica cuando se tienen mas variables y restricciones -

al despejar variables en funci6n de otras. 

Ejemplos numéricos sencillos¡ 

caso I: 

Las 

La 

0-----iJ Q ! 

funciones de costo de 

el 1 p2 + Jo89 p = 2. 1 1 

c2 
1 . 2 

+ J. 51 p2 = 'Z p2 

demanda es D = 2.6 

p1. + p - 2 o 6 
2 -

p2 = 2 o 6 - p 1 

los 

+ 

+ 

~ D·· · .. 

generadores 

00 406 

0.444 

son 

Ct : c1 + ~(2.6-P1 ) 2+ ).5-(2.6-P1 ). + 0.444 

C')Ct . 
3P1 = 2P1 2.22 = O 

1J. 



p - 1.11 
1 

P2 = 2.6 - 1.11 - 1.49 

caso II. 

Se tiene a~emás la restricción 

p1 = 2P2 

p + p2 = 2. 6 1 

\ 

resolviendo simultáneamente: 

2P2 + p . 2 = 2.6 

p 2.6 
2 = l 

p 
1 - 2(~6) -

No se requiere evaluar derivadas por no existir gra-

dos de libertad. 

Multiulicadores de Lagrange 

~1 problema·de optimización con restricciones se con-

vierte en un problema sin restricciones incluyendo un multi-

plicanor de Lagrange por cada restricción de igualdad. 

como 

donde 

La función de costo aumentada (Lagrangiano) se obtiene 

L = F + Á (P1 + P2 - D) 

~ es el multiplicador de Lagrange y es una va~ia­

ble más del problema. 

14. 



La condici6n necesaria para que ~sta funci6n sea 

un m!nimo es que el gra~iente de la funci6n con respecto 

a las variables sea ceroo · 

Deri.vando 1 

dL - Oo 
op2 

~ /_ 
:::¡p + J\.- o 
e 1 

2>F = O 
(jP2 ·. 

(1) 

Se puede observar que ya que la variable 

P1 solo est~ contenida en F11 y lo mismo·se puede decir para 
QL la variable P2 p por lo que ;.,.p = 
(...l 2 

Entonces 

-a_L_ - dF1 + Á -- dP -
(7P1 1 

aL 
::: 

dF2 .... Á = o 152 ñJ52 
de ronne se 0.eruce que 

d1i' .l 
-J: ·-~ -dJ 1 -

t'l}i'., 
-Á '- =· cr2 

o 

o 

fl p., ..... 
-;:n¡:­
(...(2 

( 2) 

( J) 

(ln 

(5) 

15. 



16. 

La 
F'· ~sé-conoce como costo incremental del genera-

dPi 
representa el incremento de costo ctebirlo a un in-

cremento en la pot~ncia generada. 

rtilizando el m6todo de 16s multiplicadores de Lagrange 

el nrohlemn consiste en la soluci¿n ~e un sistema de ecuacio-

nes si~ultfnenR, el cual se loera en forma directa o en for-

ma secuenc~al, se~~n sea el ~ra~o de las funciones de costo 

re los ~eneradores. 

· ...:...F...::uc..;,_n_~....:::i;...:;o..:..cn_~.:c:; _c¡;_ __ c_o s ~_g_l i_Q e a 1 es 0 e 1 a forma b i Pi + C i 

~el con~unto de ecuaciones (1) se tiene que 

dL h. + Á o = ,.Jl = --~ ( 6) a.~. i 

C)L = ¿Pi - D = o 
ax-

El conjunto de ecuaciones (6) no se satisfacen simul-

t~neamente, ~e donde surge la necesidad de considerar lÍmites 

, + '• -l ·' (P . -"1) J'p ) en .1.as po-.enc~as ,,e ,crenerac1on i min::::: i::::. i rnax debido 

a aue los costos incrementales de cada generador son ~n GB-

neral diferentes. 

En éste caso todos los generadores se cargan inicial­

mente a su límite mínimo y secuencialmente los de menor cos-

to incremental se car~an a su lÍmite m~ximo. 



'•· 

El algoritmo ce solución para este caso es: 

1. Or~enar los coeficientes bi de menor a mayor· 

2. Cargar toños los generadores en su límite mínimo 

J. Cargar los generadores en su limite m~ximo de acuerdo 

al· orden del inciso 1 p hasta satisfacer L. Pi :: b 

Nota. Obviamente al 6ltimo generador se le asignari solo la· 

potencia necesaria para satisfacer ::;;-Pi ::: D. 

Eiemplo numérico 

En el caso de dos generadores cuyas func~ones de cos-

to son 

c1 - ).89 p1 + o.4o6 -
c2 = J. 51 p2 + o o 441.¡. 

con límttes 

J :S p1 ~ '5 

2 .:S p2 ~ 4 

y demanda D :: 8 

.3.39 

.3.5.1. 

J. 2 4 S MW 

1'7. 



Paso 1 

2 J.51 
1 J. 89 

Paso 2 

Paso J 

p2 = 4 

P1 - D - P2 : 8-4 : 4 

2 Funciones de costo cuadr~ticas ~e la forma a1 Pi+biPi+Ci 

1R. 

Se observa que en este caso el conjunto de ecuaciones 

( 1) queda 

dL - 2 aiPi+ b· +Á = o O p. - 1 ( 7 ) ~ 1 

C>L L pi D o al. = - --

La forma directa de resolver el conjunto de ecuaciones 

simultáneas ( 7) para los Pi y Á (que es una variable más) in­

cluyendo adem~s limites, se logra mediante el siguiente algo­

ritmo. 



1. Escribir el conjunto de ecuaciones (7) en forma matricial 

y resolverlo. 

l2a1 o • • o (J o o o 
1 

1 

o • • 2a. 
J. 

• o o o • 

1 

2o Verificar l!mites 

---;1 
1 

:!. 

1 

o· 

P. 
l 

Á 

l l 
. 1 

19. 

Si existen violacionesp sustituir la ecuaci6n de costo 

incremental. ~por la del ·1ími te violado, en la siguiente forma t 

2a1 o 

o 2a2 

o 1 r:~ 
-l 

-b. 
o + 

l 

o 

o 

o o 1 o o pi pi violada 
'· ' o o 2an 1 Pn -b n 

1 1 1 1 o Á D 

Resolve~ éste sistema y repetir el paso 2 hasta que no exis­

tan vi,olac iones de lÍmites~ 

Ejemnlo 

Para el caso ·de nos ¡generadores cuyas fu.qc iones de 

costo son: 



c1 = 1 p2 + 
2 1 J. 89 p 

1 
... 

c2 = 
1 p2 
2 2 + J. 51 p2 ..¡. 

y con demani!a 

y lÍmites 

Paso 1 

3 ~ p1 ~ 5 

2 .:$"P2 :$ 4 

D = 8 

CJL 
apt = p1 + J.89 + 

2JL = p2 + 3.51 + 
C>P2 

p1 + p 
2 = !l 

r-- l 1 
1 1 o ! 

1 

o 1 1. ! 

~ : 1 1 
L 

o.L~o6 

o. 41.¡,4 

.Á = o 

Á -- o 

!1 

~~J 
·La solución de éste sistema es 

Paso 2 

1-J.B~ 
- L3~5J -

De acuerdo a los resultados del paso 1, el límite má-

2.0 o 



21. 

ximo de p2 se· ha violado·o por lo que, el sistema de ecuaciones 

queda, 

j7 ·o 1 p1 -J. 89 

! o 1 o p2 4 
1 
1 

8 1 j_ 1 o .Á L_ 

Para este sistema de ecuaciones 1~ ~oluci6n es 

Á - -. 7. 89 -
p 

1 = 4 

p2 = 4 

/ 
En éste caso el cunjunto de ecuaciones (1) queda 

= o 
(8) 

Para resolver éste sistema de ecuaciones cuadráticas 

se usa el método de Newtono 

~xl 
[ _¡ 

donde 

L J J es el Jacobiano de ( 8) 

[óx J es el vector de incógnitas 

[g] es el vector independiente, cuyos elementos son 



en un principio el conjunto (8) evaluado para 

condiciones iniciales. 

El algoritmo de soluci6n es1 

1 o 

2. 

J. 

¡;-
1\ -:-...e. ' o 1 
',!~ 

1' .... 
1 ~ í .l. 

1 

1 
! __ _ 

o /0 
Seleccionar valores iniciales PioA 

Calcular los. elementos de j J J Y [ g J 
Formar el siguiente sistema de ecuaciones 

lll 
1 j ! 6Pt l 
o ¡ ! • \ 

: : 1 . 11; 

i 1 ~Pn · 

1 

o j 1 •. 

o 1 1 ~/... 
1 1 ' __1 \....-. __¡ 

D o e • • 1 

y resolver para ~Pi, IJ.Á 

4. Corregir los valores de ~i'~ 

5. Continuar·iterativamente con los pasos 3 y 4 hasta 

que .óP; .ól.. sea menor o igual que una tolerancia 
"- , 

• .f" • rl espec 1., ,J. ca. a. 

Desnacho econ6mico con Pérdidas 

La inclusi6n de las p~rdidas en el estudio de Déspa­

cho econ6mico de potencia activé (distribuci6n 6ptima de 

generaci6n) da lugar a formulaciones que incluyen su efecto, 

22. 



unas veces, en forma aproximada y otros en forma exacta. 

Se describen aquí los siguientes métodos, 

I. fórmula de pérdidas (constantes B) 

II. solución de las ecuaciones de coordinación utilizando 

el método desacoplado en el_cálculo de pérdidas incre­

mentales. (solución explícita) 

III. solución i~plicita (gradiente) 

IV. programación lineal 

V. método de la matriz Hessiana 

Ie Fórmula de Pérd i.das 

Determinación de consta:ntes B. Las pérdidas sonuna 

función de las potencias de generación PL = f(Pi) 

Expansión en serie de Taylor de las pérdidas 

( 9) 

Las incógnitas son los coefi,':! ientes 

Para determinarlos se ·requiere por lo menos el mismo 

húmero de ecuaciones. 

2). 



Al~oritmo¡ 
o· 

1. Partienc'lo rle un caso base de flujos se determina Pr · 
.w 

2. Se calculan casos de flujos para diferentes incrementos 
o 

~e los P1. ( A Pi) alrededor del caso base Pi; su número 

no debe ser menor al n~mero de inc6gnitas. 

J. Se calculan las Pér0 ioas totales P1 .. para cada caso o y 
- . 1 

se forma el sistema ~e ecuaciones 

de 

rr 
i ¡ 1 

{ 1 ~p 
1 

L\P 

casos 

flujos 
. 1 1 

.i 1 . 
\._.__ 

! 
! . 

____.) ·J 
transformacidn lineal de la forma Ax = b , 

4. Utilizando la t~cnica de mínimos cuadrados obtener un 

valor estimarlo para las inc6~nitas (x) del inciso ante--
rior. 

minimizar .el errora 

F - (Ax - b)t(Ax - b) 

soluci6n 

5. Se d eterm'inan las constantes B como sigue, 

·B·. p. p. 
1 J 1 J 

cornpara.n~o la ecuacidn (9 y 10) 

( 1. o) 

24 •. 



Bo = 
<r 

C)PL 
.B. -l - a ri- -

~ r? 2JPL ~ 
PL - -+ 

o L_ l ¿)Pi L 
(. L 

o :!.P. zL_P. a\_ 
l oBaPa 

~ 

B·. = lJ 

en forma matricial 

p + pt B p 

a 

L o () PL o 
p.- p. 

l dP· o P · J 
l J 

d 

Desventajas del c~lculo de p~rdidas con constantes B : 

1. Se obtienen para condiciones particulares y es difícil 

'su generalización 

2. Se requir~ren diferentes grupos de constantes para diver-

sas con0iciones de operación.· 

J .. Su ine~actitud aumenta para condiciones ,de operacidn no 

compr~ndidas en su c~lculo. 

Nota. Se toma en todos los c~lculos la carga equivalente 

~el sistema como variable dependiente, 

Aplic:ación ce las constantes B 



su,ieto a: 

min max 
p. < P. ~ p1. 

l. -......: 1 ~ 

Utili~an~o multiplicadores ~e Lagrange 

Las con0iciones necesarias para la existencia de un Óptimo 

son, 
-de. ~Pr 

-r,:;-l-.1. +. /.. ( _o _.w - 1 ) = o 
CP 1; O]'· l 

11a 

( 11) 

11b 

El conjunto de ecuaciones 11a son ecuaciones de coordinación. 

La derivada parcial ~PL o son las p~rdidas incrementales; 
d I'. 

significa el incremento 1 rle las p~rdidas dado un .incremento 
· .. 

(de~\ FP. = 1.. ,-d p~) L 

d Cnc ::.Á 
d p. 

. 'nc 

~6. 



Se obtiene el Óptimo con costos incrementales iguales 

que a rliferencia ~el Despacho Económico simplificado no se 

obtienen en.terminales del generador, sino en un punto co­

m~n a ~onde se refiere la carga equivalente (nodo compen­

saclor). Debido a la derivada. d PL = Bi .r 2 \J BijP'j -
ol\ L 

el conjunto de ecuaciones 11 sera no-lineal. 

Nota. Si dPL =o. i:1,NG el conjunto de ecuaciones· 
aP· 1 

se re~uce al conjunto 1 _(caso sin pérdidas) o· 

En adelante se hará notar 

la similitud que existe entre el multiplicador de Lagrange 

c1 e cada 'tipo de formulación. 

E .iemnlo numérico '·.· 

Las caract~r!sticas de costo incremental de producción 

~e dos unidad~s ~eneradoras de vapor están dadas por 

rlonde P está expresada en por unidad a una base de 100 MVA. 

Los lÍmites de operacióri máximo y mí~imo para ambas unidades 

son 20 MW .y 1000CW respectivament19. Los coeficientes de la 

fÓrmula de pérc1idas en por unidad: a una base de 100MVA están 



~8. 

daños por: 

[s] 
.- ·¡o.1o 

1 -0.05 
....__ 

-0.~ 
o.~ 

a) Calcule la distribución Óptima de generación 

para satisfacer una demanda de 112.11MW dentro de 

una tolerancia de 1 MW. 

'!., ) •. 
1.1 Calcule las péro iQas por .transmisión PL 

Solución 

0.10 -0.05l [pl-
PL ·e: p J = . 1 2 

1 -0.05 o. 20_j .P2 
1_. 

fPt P2] r-: 
-0.05P2 ] = ¡ O.lOP1 

1 

l-o~o5P1 +0.20P2 

= 

dpL 
0.2 ~1 '- 0.1 p2 a P1 = 

dpL - O. 4P2_ -0.1 }l 
aP2 - 1 

La función d~ costo aumentada es 



29. 

Las ecua e iones· de coordinación son: 

dL dC1. aPL 
l) - ·+ Á(~ -- ... - - dP:" d .r 1 1 
. -

- P1 t 2 + Á (0.2P1 -0.1P2 -1) = O 

·:' 

Para resolver ~ste siste~a de ecu~ci¿nes c~adr~ticas 

se emplea el método de Newton r iJ [ó*J 
donde los elementos de [ J] 

.· -
son 

~ .. 

CJL 0.2·Á 
- . ,. ·~ .· : 1 

J(1,1) - - 1 + - c3Pi -

J(1,2) 
d

4
L 0.1,( = ¿)}11 C)P2 - --

J(l,J) 
a7. L 

O. 2P1 O.,_¡ P2-1 = ¿,1\C>A = -

J(2,1) = J(1,2) 
..... ~ . 

~ : ·.· ·: :- : 
J(2,2) 2J L 1 0.4 Á - - ..... - - .,_ 

'' - ()pG -
2 

J(2,J) - 2/L - o.4P2 -0.1P1-1 - aP2a:t... -



·y los 

g( 1) = 

J(J,l) - J(1,J} 

J(J,2)- -.T(2~J) 

P1 (1 + 0.2Á)~o.t ÁP2 -Á+ 2 

g(2) 

g(J) 

- p2 ( 1+0. 4 ,.( ) - o. 1 Á ~ 1 -Á + 1. 5 
2 ,2 - 0.1P1 • 0.21 2 - 0.1P1P2 - P1 -P2 + 1.12 

El sistema ñe resolver esa 

Seleccionando vai~re~'::'Íhiciales rle P~ :. 

el siste[T)a ñe ecuaciÓn~'s queda 

de donde 

~p~ = • 0517 

.ó p~ :: • 14 3 5 

LlÁ
0 

~p1 
¡ ..1P2 

j.1Á 
L. 

~ 
-. 125 1 

.125 1 

-.1711 

-' 

JO. 

son 



Los valores corregidos son 

p1 = pO + 
1 1 

LlP0 
1 = .5517 

p1 
2 = pO + .. 2 ¿\ pO 

2 = .6435 

1 Áo+ fj. Á. o= 
Á = 2.67 

Con estos nuevos valores se evalÚan [J J y [ g J Y el sis­

tema por·resolver en ésta iteración es, 

l1.535, -.-2675 
1 

1 

¡ -o2675 .2070 
1 

~9540 -o7977 

,...o954 

-.7977. 

o 

La solución de éste sistema es 

f1P1 
. ·,· 

.LJ-7 10-2 
= X 

1 
1 

.{)¡P·c 
2 = .- .1 o X 10-2 

~~..· - o 71 X 10-2 

ne nonne 

P2 - o 5564 
1 
2 

'p 2 - • 6424 
2 

Á = 2. 68 

el gradi~nte valuado en este punlo e~ muy pequefio con lo 

cual se tiene la solución, todos los componentes son meno­

res que 10~5. 

Jl. 



J2.'. 

Desnacho Econ6mico ~e Potencia Activa· 

II.. !Vétodo exacto (solución explicita) 

Sl problema ~e Despacho Econ6mico s~ formula como sigue 

Su.ieto a1 

(. 

T.!ti1 izanrlo mul tiplicarlores de Lagrange 

L ( P 1 • Á ) : L · e i ( P 1) +- Á (D + PL( Pi ) - L · I-> i) 
L ~ 

Las con~iciones necesarias para la obtención de un Óptimo sorit 

-ª~= -a ·J J • 
l 

' ( 12) 

-1; :: (D + PL - L Pi).= o 
L 

Este m~todo utiliza un aleoritmo que difiere del anterior 

(constantes B), en los sir;uientes puntosr 

1) Calcula flujos en ca0a ciclo, manteniendo el balance 

nofal al cumplir con las ecuaciones de la red g(xpu )=o - "' 

x varia~les rle estado 

u p6tencias de generación (Pi) 



2) CalculFJ. en forma exacta PL (pérdidas)y 

rlas incrementales) en carla ciclo 

JJ. 

"\. PL o (pérdi-
c)l\ 

J) El conjunto ne ecuaciones (12) es lineal si las ci son 

cucH~ rát icas y es posible obtener una solución simultá-

nea .pFJ.ra p. y Á • si las funciones de costo C· son 
1 1 1 

rl~ or~en > 2 existe la necesidad de lin~alizar el 

con~unto 12 de la misma manera que 11, solo que las 

pérr idas en este· caso, se mantendr<:1n constantes. 

4) Las cargas pe~manecen en su situación realp tomándose . . 

una ce las f~en~rac iones corno rlepend iente del resto 

(no~o compensador). 

""\ PL Nota: Si se excluyen las pérdidas y por lo tanto o o p. 
(p~rrlidHs incrementales), el conjunto de ecuacioA~s 

12, resulta el Despacho Ec·onóm ico simplificarlo. 

Se derivan expresiones para el cálculo de las pérdidas 

incremental As 

C OtYJO 

y 

PL = f(P1 ,P2, o •• Pn, Ql, Q2, . o • Qn) 

P = f (V ,-e-), Q = f (V,-&) 

90r la re~la rle la cadena 



en forma compacta 

r '1 
id~ 1! H 
ió-& ¡-i 
i dPL V-~¡ J 
1 av 1 
L --

t r l 
N I~J L' i _-a_P!:.. 
_j L oQ 

. ( 13) 

Utilizando el principio de desacoplamiento (relación x/r) ' 

grande 

(14) 

(15) 

Simplificando 14 con base al algoritmo del m~todo desacopla­

do para solución de flujos. 

_, 

[~lívl =[BJI~l dB-JL ..1 L.:aP.J 
(16) 

El término independiente (vector) de la. ecuación 16 se evalúa 

con la fÓrmula siguientea 

~~' ~,=z¿s.,(ec-e¡)G,J (17) 

jEi. 

J4. 



DIAGRAMA DE FLUJO DEL ALGORITMO 

[ 
~ectura de. da~os del_problema 

¡ 

1 

Resolver despacho econ6mico sim­
plificado. (factores de penaliza-
ción unitarios). · 

T 
~------------------~~ 

1 

! 

~ 

1 ¡ 
1 

1 
1 
1 

¡ 
1 
¡ 

1 

! 
! 

. j 

Resolver estudio de flujo utili­
zando el método oesacoplado 

Encontrar factores de penaliza­
ción mediante la ecuación 16 

Suavizar los factores de pena­
lización* 

' lt.-· h it-1) 
PFc: = PF¿ +{3 (PF~ - PF(. 

f3<1para evitar oscila­
ción numérica. 

Resolver ecuaciones de coor­
dinación del despacho- econó­
mico. 

(
dF . 

. *Se usó f3 = O. l:. 

· -.- ) PF- - 1 
ePI' L-A 

l. 1 

'LR=Po+PL 
Verificar convergencia~* 

lsoluci6n 
'----.....1 

**Se usó €. = . oos 



Generador 

Generador 

Generador 

. J4b~ 

EJEMPLO ILUSTRATIVO 

311--' -~· 
,-----l ll 

t 
S 

r-------------~----------~ z 

Figura 2 

Sistema de prueba 

Ecuaciones de costo utilizadas 

1 50P2 
1 

.¡. 351. pl .f. 44.0 

4 50P~ + 245.0 p4 + 105.0 

5 
2 

50P.b- + 389. Ps + 4o.6 



DATOS DE LINEAS DATOS DE CARGAS 

rBUS BUS IMPEDANCIA l BUS MW MVARS 
1 

O, OJO+ jO.lOJ -1 
i 

4 5 1 o ·o 

2 5 Oo080+j0o262 2 JO 12 

3 5 o. 105+j0. J47 ·¡ 3 70 3 
1 

4 86 2 3 O.OJJ+j0.118 ~ 20 

3 1 l. ·5 80 10 o. 106+j0 .. 403 1 

Se muestra el algoritmo a seguir y tablas de resulta~ 

dos de cada una de las iteraciones. En la Tabla ! 0 se lis-

tan los resultados cuando se modelan como nodos (PoV) io 4 y 

5odcomo nodos (P,Q) 2 y J. En la Tabla II~ todos los nodos 

son (P 0 V)., 

T A B LA I 

Resultados del ejemplo de la Figo 2 (MW) 

I T E R A C I O N 
BUS 1 2 3 4 

1 53.0 53o9 53o10 5).10 
2 OoO OoO o .. o o. o 
3 OoO OuO o .. o OaO 
4 176.4 172o2 171.7 1'71.4 
5 44.2 46 .. 0 47o2 47o5 

COSTO TOT 
DE GEN. $1,159.2 



•' 

MAGNITUD VOL~AJES p. u. 

BUS 1 2 .3 4 

j_ 1.05 1.05 L05 1.05 
2' 0.984.5' 0.9865 0.986.3 . 0.9864 
J 0.98.53 0.9887 0.9884 . 0.988.5 
4 1.05 1.05 1. 05 1. 05 
5 . 1 .• oL~. 1. oi.¡. 1.04 1.04 

FACTORES DE PENALIZACION 

r Generador 1 2' .3 4 

1 LO 1.0 1.0 1.0 
4 0.9)86 0.9704 o. 9697 0.9707 
5 0.9324 0.9J07 0.9264 0.9259 

TABLA . II 

RESULTADOS DEL EJEMPLO DE LA FIGURA 2 XMW) 

r f. 
1 

BUS 1 2 J 4 
1 

1 54.1 54.7 54.1 54.1 
2 o. o o. o o. o o.o 
J o. o o. o o. o o. o 
4 17).6 171.7 171.2 170.8 
5 4J.) 45.5 46.6 46.9 

t COSTO TOT. 
1 DE GEN. $ 1 

1 1,157.2 1.152.4 1,152.4 1,152.15 L.. 

FACTORES DE PENALIZACION 

GENERADOR 1 2 J 4 
1 1.0 LO 1.0 . 1. o 
4 0.96.3 0.97.3 0.973 0.974 
5 0.9J6 0.9JJ 0.930 0.929 



VECTOR DE MAGNITUD DE VOLTAJE (Po U o) 

BUS MAGNITUD 

1 1.05 

2 . 1 o 0153 

1 3 1 .. 0158 

4' Ío05 

5 1.04 

.III. . Método implícito 

En éste método la función da costo a minimizar es 

xi = ~i• 1 *' N.C. son las variables de estado 

ui = Pi, i # N.C. ~on variables de controlo 

gi (.x. u.. ) son las restricc ior¡.es de igualdad e (ecuaciones 
,.., .V 

de red). 

La· función rle costo au~entada o Lagrangiano es 

/t 
L ·~ f( X 0 U.. ) + A g( X 0 U. ) - "' ,.,_ ""'-~ ,..,. 

Las condiciones necesarias p1ara la existencia de un 

óptimo (mínimo) sona 

aL = af(~ ~) + e· ~~g(;z,~))t/ = o ( 18) 
a;c 8.:C ~:e -

. 1 ~ 
aL = ;yf(:5 ~) _,. ( ag (::::J ~J) J =o , 

19
> 

au. au ., du. -

J'7. ' 



donde 

'dL = g(x,u) = o 
a.,< ,.., N 

og(~I¿.J= J es un Jacobianoo 
ar 

De la ecuac16n (18), 

la cual en forma extendida queda 

de la ecuaci6n 

de Á deben 

Á ,...., 

• o • 

" • o 

r -, 
! Á2 1 

1 ' 

1 • 1 

¡ . 

(21) se deduce que las unidades 

sera 

ldf~ 1 1 _1 - dp1 : 
é) p2 a~ 

o 

o 1- df1 • -
1 • ,- dp1 • 

d f11 é)P1 
_1 

C>Pn ! aPn! 
L _¡ L-

(20) 

~~~l 
! ' . 

(21) 

dimensionales 

. (22) 

Por otro lado se sabe que en todo sistema se debe 

cumplir el balance de potencia 



L pi - D - PL = o o i - 1. N 

(.. 

Tomando una generación como variable dependiente (nodo com­

pensador i = 1 ) 

de donde 

P1 4- L Pi - D - PL : 0 9 i :#:1 
¿ 

~1 :~PL + D- L. pi i-:f:l 

l 

Derivando con respecto a las variables independiántes: 

a R · =· a R. 1 L ::~: 1 
· a p. a P. - ' 

l. l. 

aP, =-i·- -aR. L=l=t 
-) 

aP,: - "dP~ 

sustituyendo (2J) en (22) se.tienes 

r dpL 
1 ... 

pP2 

Á - dfl 
e -' 

"" dP1 o 

o 

1 - ¿¿PL 
oPn 

Y sustituyendo (24) en (19) se tiene 

'(24) 



., 4o .. 

~1 o • . En forma desarrollada y sabiendo • -1 
o 

o -1. 

el sistema de ecuaciones anteriores queda 

~21 
1 aP2 

1 : ¡ 

~ 
1 

o (25) 

1 : 1 
i 
' d :f' i ¡__n 1 

LPn_¡ 

Diferencias con las formulaciones anteriores 

i) El multiplicador de Lagrange (J() calculado con la 

ecuación (18), es ;( (- d 1) de las formulaciones anterio= 
ctP1 res afectada por el factor de penalización, el cual 

está implícito en el oilculo. 

ii) El conjunto de ecuaciones (25)no se resuelve en for­

ma analítica para las Pio sino que se le da un significado 

de gradiente reducido de la formaa 

VF (26) 



El cual se resuelve en forma numérica para obt~ner 

incrementos en las variables U que conducen al Óptimo de-,.... 

seado 

Lla = -e VF (27) 

El signo negativo de (27) indica proceso de minimi­

zación (dirección opuesta al gradiente)u e es un factor 

que optimiza el Ll U evitando ose ilaciones alrededor del 

mínimo o 

Se llega ai óptimo ·(mínimo) cuando VF = O o En la 

práctica es usual especificar una tolerancia~ /VF/ ~e 

En el caso de que las variables 

ten restringidas 

a {de control) es-,.., 

Las componentes de 'V F tendrán el siguiente compor­

tamiento en el Óptimoo 

oF =o 
()U¿ 

h,m 
/J .• -d.. ve., - (. 



iii) Las restricciones de igualdad de la función aumentada 

son las ecuaciones de red 

En las formulaciones anteriores la restricción de i-

gualdad es, 

Algoritmo de Solución 

Suponer un conjunto de variables de control 

2. Resolver un estudio de flujos convencional para deter­

minar una·solución factible (se utiliza el m~todo de­

sacoplado). 

3. Resolver la ecuación (18) para 6 
4o Sustituir Á del paso J en, la ecuación (19) para cal~ ..... 

cular el gradiente V F 

5o Obtener incrementos 

donde 
1..-t h 

e = u -u 
VFi¡._,_ V~ 



4). 

Calcular 

SL 

U.t"m ,5¿ 

lt -1 

U~· + ~u.L· 

7o Verificar convergencia 

Si 

el mínimo se ha determinado 0 de otra manerao regresar 

al paso 2o 

Condiciones de Kuhn-Tucker 

Minimizar la función objetivo con respecto a las va­

riables de control u o f es función de variables dependientes 

(x)y de control (u)o 

Sujeto a restricciones de la red, balance de potencias nodal 

Y sujeto a restricciones de desigualdad en las variables de 

control 
max 

u - u ~ o 
U

min 
- u ~ o 



Condiciones necesarias.para el mínimo 

VL=o con respecto a (u,x,Á) 
"" ........ 

y 
/{ !11/Ll& ( u. - u.. ÑUJ.K ) : o 

/( IYII'I ( /.)_ '"'~ f.J.. ) ": O (28) 

Si la variable de control está entre límites 

wn (j_ MaK u. :5 fl. ..:: -
entonces 

/-{ m a x 11. m/1'1 - -o - . -
. ·.· 

Si la variable de control está en un límite 

o /{ '"'" ':9-0 

El Lagrangiano de la función aumentada es 

j{~l(/{111111 
multiplicadores asociados a las desigualda­

des en las variables de control. 

, VL =o 
)( ~ +(~ )f =o 

crx:: 'C)x 

~ + (~ ~~ + j{ = o 
2Ju.. \:a u) 

44. 



tamb.ien puede escribirse como 

VLu.= Vuf+j-<. 

./< =- Vuf 

o 
(29) 

s :t el gradiente = O => las variables de con-trol están entre 

límites 
n max u.ml < U< U. 

-....; ........ ' 

si // 
/\./O implic~ que se tiene la variable dé 

control en el máximo y el gradiente es negativo·~[ <O· 

si se libera la restricción la·f.'unc.ión de costo disminuye. 

si /{ < o · ?)r se tiene ~a variable de control en 

el mínimo y el gradiente es poei tivo. tt /'0 

Como las condiciones de'Kuhn\Tucker se deben cumplir, 

no se permite que las variables de control violen límites y· 

las condiciones de exclusión se deben de cumplir en el ópti-

m o 

Vuf =o 

,, f'lln u..= lA. ' 

-

' ·{30) 



M~todos para obtener cambios en las variables de 

control. 

Sea 

.6f(xou) = fx(x,u) L\x;. fu, (x,u) L\U 
~ ·~ ~ ~ ~ ~ 

l~s variables (x,u) están relacionadas mediante 

g(x,u) = o ,., ,. 

1 -
¿\X : - g; ( X r U ) g U. ( X, U ) Ó Ü. 

por lo tanto 

- rxC~·~l [ -g;1 c~.~l~"" '~·~> LlLL} 
+ fu (x 0 u) .6.U. 

"' ..., 

(Jl) 

el problema es determinar los cambios .6U que minimizan 

f(x 11 u) ,..., ,..., 

'lof gradiente reducido de f 

lo Método descenso rápido 

si .ó. u. ::: -e Vuf ( J2) 

e = constante 

, 46o, 



· luego 

lo cual ciertamente minimiza f(x 0 u) sin embargo hay que de-
"' ..... 

terminar el rango de validez de Vu f y el valor 'e, esto 

requiere una busqueda unidimensional (Fibónaccio intervalo 

medio~ busquedas dicotomica 9 etco) Generalmente se emplea 

una interpolación, la convergencia ·generalmente es lenta y 

ose ilatoriao 

1 

2e Método de programación lineal. 

S.a. 

estas últimas res.tricc iones se obtienen por .renglo­

nes de 

Jo Método de Segundo Orden 

Si se 'hace una expansión hasta el segundo término 

de la función objetivoo 

JC:;~l = f(:;>-:_') + V..f~u +; tJut!-lu !:di. (J4) 

'?uf + l-lu Ll.U =o 
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IJ.ll = - Hu. Vuf. (J5.) . 

Aquí el problema es determinar la inversa de la ma­

triz Hessiana Hu ~ una aproximación es despreciar los ele­

mentos de fuera de la diagonal y obtener los de la diagonal 

mediante desplazamientos 

/{¿ = Ll¿{gradienteJ · 
LJ (j_ L. 

Como la matriz Hessiana debe ser positiva definida cual­

quier elemento negativo se considera como ceroo 

Esta aproximación es ~quivalente a t~ner una cons­

tante para cada variable de control multiplicada por el -

gradiente. 

4. Método Mixto 

Se combina el método de descenso rápido con el méto­

do de segundo orden J primero se usa el método de d·es­

censo rápido calculando el factor . "C" en forma opti-
1 

ma. El método de se·gundo orden se usa cuando algun 

90mponente del grad lente ha cambiado de s i:gno (de una 

iteración (h-1) a otra (h)) 

ll· = ((,, .( J6) 



siempre y· cuando esta 0'segunda derivada o• sea positiva. 

5o Programación ouadrát'ica 

M;, ¿j f = Vu { -f -$ L1tl ti-/u 4 {.( (J?) 

S.Q. mm 
LJU SL!U~ ~Uma" 

m111 ( ) A ma. IC L1X ~LlX IJ() 5- LJ.X .. 

el problema aquí es determinar Hu 

sea 

luego 

aunque esta expresión se puede evaluar 0 requiere de mucho 

trabajo)por lo tanto es mejor evaluar Hu a trayes de despla~ 

zamlento alrededor de un punto de operacióno 

Sea f(x,u) una .función cuadrática 
. ""~ 

t 
f(x 0 u)=f(x0 ,u0 )+ ath(x 0 u)+h(xou)A h(xou) 

~ N ,..., ,..., 'V "" ,..., AJ 

un cambio LlU. produce /J.A (xlu) 

por lo tanto 

A{= {a. t f ;:¡ ¡,_ 1(:,!!) A) ¡j M:,t;;J + A/... t (";: "!) A A~ (y.;) 

el cambio Llh(x,u) producido por el LlU. se puede obtener como 

/ 



donde la matriz ~h es una matriz de sensitividad 

L1f= 
·¿tu_ t ( 5~t A S~t ) Llu.· 

{J8) 

el primer término (a t f. 2 ¡,_ é( :S~ J A) 5h. 
es el gradiente reducido ~ f 

t 
el segundo término 54. A SJ,.. es la matriz Hessiana 

Hu 

La ma-triz 5¡ se obtiene mediante desplazamientos 

Ll U y viendo su .efecto en LL h, cada elemento. requiere de 

una substitución hacia adelante y hacia atrás con un Jaco­

biano constante. 

Restricciones Funcionales 

En este tipo de restricciones se involucran variables 

dependientes 

cp (x,u) ~ o (J9) 

Como no se tiene ningún control sobre las variables 

dependientes, una forma de incluir estas restricciones. es 

a través de penalizaciones cuando la restricción se viola 

so. 



donde las penallzaci~nes son del tipo 

(40) 

donde Sj es una constante que modifica la penalización de 

acuerdo al proceso 

generalmente se empieza en una Sj calculada de manera que 

la función objetivo y las penalizaciones sean del mismo 

orden, después los valores de S j se van modificando en forma. 

arbitraria de acuerdo al problema. ··Ejemplo) si un término da 

penalización no disminuye en un factor de 4 la constante se 

multiplica pOr 5. 

Este es uno de los aspectos débiles del método ya que 

requiere ajustes empéricose 

Otra forma más efectiva de incluir restricciones fun-

51. 
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cionales es expresarlos en función de las variables de con­

trol a través de relación de sensitividad 

(41) 

esto se puede hacer mediante calcular analíticos 0 o bien 

mediante desplazamientos (estudios de flujos)o 

Al incluir las restricciones funcionales de esta ma­

nera se calculan los iJU. las variables de control ni las 

restricciones funcionalese 



5Jo 

IV. Programación lineal 

En esta formulación se requieren curvas de costo li-
' 

neales o en segmentos lineales y restricciones lineales. 

El atrac'tivo· es que la solución se obtiene en un número fi­

nito de pasoso y no se tienen problemas de convergencia de 

~as formulaciones no-lineales. 

La función objetivo a minimizar será el costo. de ge­

neración total 

F = '¿__ ci = L ai + L bi PGi 
'L l. t. 

En forma alternativa se puede minimizar el cambio de costo 
'·.'· 

a partir de un punto dé operación especificado ( PGi) o 

(42) 

· Las restricciones que se deben satisfacer en la mi­

nimización sons 

i. la demanda en todos los nodos de la red 

ii. . la generación de las unidades generadoras debe estar 

entre un máximo y un mínimoo 

iii. el flujo de potencia activa en líneas de transmisión 

debe ser menor que un máximo especificado en cual= 

quier direcciÓno 

Las restricciones (i) son ~as ecuaciones de flujos 

de, la red. 



Las restricciones (ii) pueden expresarse matematica-

mente como 

(43) 

1 

Las restricciones (liD se ·pueden expresar como 

para lineas que han 

violado e'! l!mite 

De la ecuación (2J) se tiene que el cambio de potencia en 

el nodo compensador se ex.preea como 

(4.5) 

Esta es una restric~ión adicional al problema la cual pue­

de ser manejada como restricción o bien se substituye en 

la función objetivo. Siguiendo la segunda opción la función 

objetivo se transforma a 

LIF = L (bi + 
' l"' 1 
,·~s 

(46) 

la cual solo es función de las variables independientes. 

Los términos dentro del paréntesis son componentes del gra­

diente reducido de la función (ver ecuacion (2.5)) 

Los cambios en los flujos de potencia activa· también 

pueden expresarse en función de las generac-iones independien­

tes 



'• 

De las ecuaciones (46) 

re lR eVRlunoión ñe 'dP§ 
. d.PG. 

mediante un cálculo , i 

y (4?) 

55 o 

(47) 

se observa que se requie-

1 ~ 011~.1 afl l'''añe afac:tl~~ r 

analítico.o bien por cleso 

piazamientos a partir de un punto de operacióno 

Para el cálculo por desplazamientos se usa el Jaco­

biano del problema de flu.jos 

donde 

(4~) 

H es el Jacobiano de la potencia activa· con raspee= 

to a.los angulqs de fase. 

,1 x es el vector de cambios en los ángulos de fas.~. 

,1a es el vector de c~bios en las variables indepen~ 

dientes. 

AU es un vector de ceros excepto el elemento con respec~ 

to al cual se calcula la sensitividada Con el ~ x produ-

cido por el LIU se calculan !os cambios en la generación 

del nodo compensador ( ~ Ps) y el c~biq en la potencia ac­

tiva de las lÍneas sobre cargadas ( ~pij)o Los coeficien­

tes de sensitividad se obtienen como 



El tiempo de cálculo es mínimo ya que solo involucra una 

substitución hacia adelante y hacia atrás en el Jacobiano 

triangularizado. Este procedimiento se repite para cada 

variable independienteo 

El cálculo analítico hace uso de las condiciones 

·necesarias para el Óptimo (.ecuaciones (18)-(20)) 

aL 
a ::e 

-= Ht_¡ -1- E_{ = o 
dx 

JVo 

H-t./ =- ~ 
(49) 

;)X 

Como la única potencia de generación dependiente es la del 

nodo compensador se tiene 

(50) 

De la solución de este sistema de ecuaciones se obtiene J( 
que se puede expresar como 

.f - - afs 
. aP 

o bien 
(51) 

d~ 6 .Á=- aP .s 

que corresponde al segundo término dentro del paréntesis 

de la ecuación (46) 

Para el cálculo de coeficientes de sensitividad de 



lineas se utiliza la regla de la cadena 

(.52) 

donde 

La ecuación (52) se re su el ve para cada lírisa. qua 

viole su l!mite de operacióno Es importante no~ar que en 

las ecuaciones (50)y(52) se utiliza el Jacobiano tra.ns= 

puesto 0 el cual para mejorar la eficiencia se ap~oxima por 

términos constantes (ecuacion• (16) )e La matriz 

resultante es simétrica y solo se requiere una triangula= 

rizacióno 

Al tener una función objetivo linsal .en las varia ... 

bles independientes 0 se-requieren lÍmites para efectuar el 

despacho económicoo El método de programación lineal per­

mite manejar en forma eficiente todos los limites y res= 

tricciones del problemao 

De acuerdo a las condiciones esnecesarios para el 

óptimo .. 

1a Las ecuaciones de flujos se resuelven en forma indepen= 

diente (~L = O)o 
al\ 

' ' ' 



2.o La parcial ( dL = O) se ·::utiliza para calcular coeficien­a::c 
tee de sensitividad.' 

J. La parcial <S~= O)·(grediente reducido) se resuelve me­

diante la programación lineal. 



Vo Método de la Matriz Hessiana 

En este enfoqu@ la 'minimización se efectúa en fun­

ción de las variables dependientes y se usa la técnica de 

·penalizaciónG La función objetivo del problema se penali~ 

za con términos cuadráticos de las violaciones de Jrestri­

ccioneso En el problema de flujos no existe función obje­

tivo pero las restricciones de igualdad del problema siem­

pre se encuentran violadas,e~cepto en la solucióne por lo 

tanto 

(53) 

El mínimo de este problema se conoce que es cero al tener 

satisfechas simultaneamente todas las restriccioneso 

Linealizando F con respecto a x se tiene 

F = L {gi(;:_O,!) 
i. 

en forma matricial 

Minimizando con respecto a x 

~F = O =. 2 JtJ Ax + 2 Jtg(x0 .y) 
"" -

(54) 

(55) 

Es interesante notar que al ser J una matriz cuadra-



./ 

60¡, 

da noQsingular la ecuación (55) se raduce a 

J &x (56) 

que es el resultado que se obtiene con el método de Newtono 

En el problema de flujos óptimos existe una función 

objetivo'sujeta a restricciones de igualdad y desigualdad 

F = f(x) 
IV 

sujeto a 

gi(x,y) = O 
..., .. rv 

1=1 o o o o n (57) 

g j (~o ~lim) ~ 0 j=1 o o o o m 

Las restricciones de igualdad siempre estarán viola­

das por lo tanto se incluirán en la función penalizada 0 en 

cambio las restricciones de desigualdad solo se incluirán 

·cuando estén violadas 

F = f(~) + >.. (gi(~·~))2- I (gk(~·:!':lim))2 (58) 

(. -kE:ot 

o< conjunto de restricciones de desigualdad violadase 

Si se expande la función o~jetivo hasta el segundo 

término de la serie de Taylor 

F::: f(x) +~ttl X+...!.. AX-t daf Llr 
.... o a:x: z a .:x:a 

(59) 



61o 

donde 

w es una matriz diagonal de ponderación 

G es el Jacobiano de restricciones violadas 

Minimizando con respecto a x se tiene 

la corrección en cada iteración es 

(61) 

La característica importante del método es que consi­

dera la matriz de segundas derivadas de la función.de costo 

y maneja en forma sencilla cualquier restricción. 

Es importante notar que la téenica de penalización 

se puede utilizar en el método de gradiente para controlar 

las variables dependientes o funciones de variables dependien-

tes. 
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Se enfoca· como una aplicación del máximo­
.de PONTRYAGIN a la selección de equipo ... 
para el desarrollo de un sistema de poten-­
cia. El problema se visualiza como un pro..: 
blema de control óptimo con el fin de obte-­
ner una descomposición en el tiempo. El -­
proceso. de solución se basa en la aplicación 
del método gel g-radiente a cada uno de los­
·subproblemas en forma iterativa, los que .­
se coordinan a través de las ecuaciones ad 
juntas, hasta la obtención de la convergen=. 
cia. 





Al'LICACION DEL PRINCIPIO DEL HAXHfO DE PONTRYAGIN A LA SELECCION DE 
EQUIPO PAM EL DESMROLLO DE U:-.1 SISTE':1A DE .POTE:-JCIA. 

(FO~RflJ\CION SI~WLIFICADA PARA DESCRIBIR EL PRQGESO DE CALCULO). 

R. CRISTERNA .. . 
Enero 1974. 

SISTE•JAS CON ETAPAS MULTIPLES. 

Un sistema de esta clase puede esquematizarse según 

la figura 1. 

u(o) J u(1) u(T-1) 

x(o) ~. x(l) fl xJ2t 
r y 1-~x(T) 
,. 

Fig. 1 Sistema con etapas múltiples. 
, .. 

La obtención de los controles u(o}, u(l) ,---u(T-1} 

para llevar el sistema desde el estado x(o) al x(T), de tal forma -­

que se minimice un cierto índice de co~nportamiento J = J [xCt) ,u(t)J, 

consiste en la solución Je uri problema de control óptimo discreto en 
• •J 

el tiempO, el cual se enuncia como sigue: 

"Para un sistema.con etapas mútiples descrito por 

las ecuaciones del comportamiento (ecuaciones de diferencias no li -

ncales) secuenciai o ecuaciones de estado de evolución de sistema: 

, x(t+1) = ft [x(t), u(t~ 
u(t) ~ u(t)~ Ü(t) 

. 2 

t =O , 1 ;, - - -T- 1 (1) 



Con x(o).dado~ x(t) una secuencia de n vectores de­

estado, que son definidos por u(t), una secuencia de m vectores de~ 
' 

control. Si existe un ín~ice de comportamiento global del sistema ~-

que sea .de la siguiente forma (separable). . . 

J = ~ [xcr~. + 
T-1 [ 

1: L t .x (t) ,uct)l 
t=o j 

(2) 

el problema consi~te en ohtener la secuencia u(t) que maximiza (o mi­

nimiza) J". 

FORMULA.CION PARA LA SOLUCION . 
.. . 

Las ecuaciones (l) pueden verse como un conJunto se -

cuencial de restricciones de ig~ldad, las. cuales se pueden adjuntar. 
' ' 

·-

al índice J a través de una secuenda de multiplicadores 'f'(i) para-

obtener una nueva función J: 

T 1 ) (t+l) r ft fX(t) ,u(tt] -
J • <P [(xCr)J + t~O { ~(t) ,u(t] + ~ • ( L _j 

x(t+T) ~} (3) 

Se definirá una secuencia escalar lit (Hamiltoniano): 

t=0,1,,,. ,T-1 (4) 

Entonces, se puede escribir: 

(5) 

3 



.Si se considera un cambio diferencial en j, debido a cambios difere~ · 

ciales u(t): 

-~ ·a · T-1 ~ G311t ~·(t~ dx(t) + 
3Ht . du(t)} dJ = _ a x(f) ~ 'i' (T) dx(T) ~ : ax(t) au(t) 

' .t-1 . 
. \ a1f' 3If du(o) (6) ' + 

ax(o) dx(o) + 
~u(o) 

Entonces·, las condicionés para obtener un ptmto extre 

mo quedan: 

íl!It . . . . ~~l 
~x(t) ~ 'i'*(t):==· o(·~r'i'*(t~_::: 

• -1 

t = o , 1 , • , •• , T ~ 1 ,. 

. 'i'* (T) = 

como x(o) es dado, dx(o) = o 

. <lHt · .. aL: .. · ,. w* (t+l) aft 
·a X ( t r-=: . d X ( t J -.; T . -----=-a X--:(1":-<t) 

(7) 

· ax(T) (8) 

31 { 0 t=o, 1 , ••• , T -1 · . (9) 
au(t) = · 

Es decir,. para maximizar el índice de comportamiento 

global es necesario maxirni zar el ~lamil toniano Ht en cada etapa, Ec. 

(9) resolviendo simultanearncnte a las ,ecuaciones adjuntas (7), tornan · 

do en cuenta las condiciones ·finales (S).y las ecuaciones del compor­
tamiento dinámico del sistema· (1). 

EXPA~STON OP.TI:Vtt\ GLOBAL DE UN SISTE'tt\ DE _POTENCIA. 

El prohlema consiste en construir uri mo.delo que ·per­

mita determinar las políticas de selección de equipo a lo largo de tm 

cierto período de tiempo tratando de minimizar el costo total actuali 

zado: \ 

Costo de la expansión = Inversi6n + Operaci6n + Falla. (1 O) 

4 



FOffi.1TJLACION DEL PROBLEMA. 

El sistema se caracteriza por un- cierto conjtmto de 

medios de producción.(generación) 

Nuclear 

Térmica convencional 

Térmica de pico 

Hidráulica 

en el que para cada medio de los anteriores, pueden e~istir varios tí 

pos. 

Los costos de operación en un año dado ,para las plantas 

de un cierto tipo, son función de los conjuntos de las plantas de otros 

tipos disponibles en ese año. 

El-período de vida elevado' de las plantas (30 o mas 

años) define que los estudios se hagan a largo plazo. 

La formulación de este problema se hará en base al -­

-problema de control óptimo establecido én las ecuaciones (1) a (9) • 

El sistema se caracteriza por las variables de esta-­

do x~ que representan la cantidad de potencia instalada hasta antes -
.';) 

del año t del medio de generación del tipo i, (i=1,2, ••• ,n) 

El flujo de inversión queda directamente definido por 

la cantidad de potencia puesta en serVicio el año t del tipo i 

representada por el vector~de control ·ui, (i=1 ,2, ••••• n). 

Th1tonces, las ecuaciones de estado, que caracterizan 

la evoluci6n del sistema de generación se escriben a partir de la Ec, 
. '· 

5 



xt+1 t t (i=1,2, ••• ,n) = x. + u. 
1 1 1 

(11) . 

las restricciones t ut u~ -t con u. ~ o . . ~ ~ u. 
1 -1 1 1 

(12) 

FUNCION OBJETIVO. 

Se debe escribir una expresión que defina el costo -

global actualizado, de acuerdo con la Ec. (10). 

El costo actualizado de inversión en el año t, es: 
n 

It = E I t t . . u. 
1 1 

(13) 
i=1 

en donde I~ es el costo unitario 
1 

actualizado de inversión del equipo 

de tipo i en el. año t, (costo/M'/) 

Se definirán: 

·' ,·, 

Costo actualizado de operación en el año t, 

tf:t i1 
F L ,u _1 = Costo actualizado de falla (o de la energía no sumi­

nistrada) en el .año t. 

Los dos conceptos anteriores son completamente proh~ 

bilfsticos, por lo tanto deben considerarse como esperanzas matemáti. 

cas de. los costos. 

· Entonces, el p·roblema de selección óptima de equipos 

de generación puede escribirse como sigue: 

11Encontrar las capacidades instaladas ui (y los flu-

. 1 . . ,. Jt t) .. . d 1 1 b 1 JOS e e 1nvers1on i ui C?Ptllnos, e manera que e costo g o a actua 

lizado 

T 
C:GA = · ¿ 

t=1 

n 
·¿ 

i=1 
(14). 

6 



sea mínimo para el sistema que evoluciona de acuerdo con las ecuacio 

nes de estado 

t+1 . 
x. = x~ + u~ 

1 1 1 

con las condiciones iniciaies dadas x~ .• . 1 . 
COJ\TJJICIO!\'ES DEL OPTHlO. 

. 

(i=1 , 2, •• , ,n) . (11) 

El Hamiltoniano de la Ec. (3) queda, para el caso de-

minimización: 

- rri Ilt = - ¡; 
' i=l 

Sustituyend<;J 

()Jit 
I~ ---=-t 1 au. 

1 
a 

puesto que: 

Aplicando las Ecs. (7), (8) y (9), se obtiene: 

t+l 
'Y. 

1 

3Ht 
t au. 
1 

(161) en 

aGt 
t au. . 1 

t = 'Y i _= ' 

= - t-r. -
1-

:;, 

(17) : 

·aFt 
t au1 

·7 

..... -. 

+ 

aG 3Ft 
--t -

a u~ áu. 
1 1 

+ 'Y~ + 
aGt 

1 ax! 
1 

+ 

+ 

+ '1'~+1 
1 

(i = 1,2, ••• ,n) (16 1) 

t+1 
'f. 

1 
(17) 

aFt 
(18) t ax. 

1 



1 .( 

Gt(xt ,ut)· = Gt(xt+ut) . 

Ft (x\ut) = Ft (xt+ut) 

3Gt 3Gt aFt 
= .y t au~ ax~ ax. 

1 1 1 

Sustituyendo en (18), el gradiente queda: 

= -

aHt = 7~ _ 1~ t 1 1 au. 
1 

8 

(19) 

(20) 

3Ft 
= 

a u~ 
1 

(21) 

(22) 

' . 



. ALC:DRITI10 DE SOLUCION. 

mo descenso). 

Paso O 

Paso·1 

Paso 2 

Paso 3 

Paso 4 

Se utiliza el método del gradiente de 1cr 6rden (ffiáxi 

Se asigna tma evolución inicial ui para toda i y t. 

Se calculan las potencias instaladas x~ con la Ec.-
1 

(11) a partir de t=1 

t+1 t. t: x. = x·¡ + u. 
1 1 1 

Se calcula desde la frontera T, los valores~~ con la 
1 

Ec. (16). · 

Se mejora el control 

del gradiente de lit. 

u~, corrigiendo en la dirección 
1 

··-=> 

u~ (9) = o si 
. 1 

u~ = o 
1 

y ~~ - I~ 
1 1 

< o 

Si '1'~ - I~ 
1 1 

< e: , 
r! 

1 

\ti,t con . t u. 
1 

. "· 
> 

-t 
~u. 

. 1 

o 

' el ·proceso tcmina, en caso contrario se regresa al p~ 

so , .• 

9 
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CURVA DE DB-tA.l\ffiA. 

~a demanda se puede introducir al modelo, utilizando­

la curva de duración de-carga del sistema, la cual puede representar­

se con un polinomio de séptimo gradO, 

en donde:. 

gura siguiente. 

' 

. 
7 

6(h) = t ai hi 
i=o 

6 (h) = 

h = 
Demanda dé potencia 

Tiempo · 

La curva de duración de carga tiene la forma de la fi 

6max· 

dó 

6min 
h 

a 

ómax. = Demanda máxima del sistema. 

ómin = Demanda mínima del sistema. 

ha = Tiempo total del período considerado. 

El área bajo la curva representa la energía E reque­

rida por el sistema. 
0max 

E = 6min ha + [· hd~(h) 
6 n 

10 



g. (x.) 
1 1 

.f. 15 i = 15 i-1 + ( 1-fpi) fmi xi 

· hdc5 (h) + f . f . X. h 
p1 m1 1 a 

~ 

~: 1 1-

5.- El costo de la generación stnninistrada por cada.grupo es: 
6. 

En donde: 

1 

Gi (xi)= ¡i S h(6)d6 • ~i fpi fmi xi ha 

c5. 1 1-

li = Costo de la gen~ratión complementaria del grupo i. 
' .... 

Bi = Costo de. la generación del grupo i, cuando trabaja "' 

. en el límite inferior de capacidad • 

. CALCULO DEL COSTO DE FALLA. 

· Se st~one que la generación no suministrada por falla 

en el sistema es 

(1) 

D = Demanda máxima anual 

X = Capacidad instalada 

Gf = Generación no suministrada por falla 

~D 
' 

.11 
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'CALCULO DEL COSTO Df: OPERACION. 

· El costo de operación dependerá del reparto de genera 

ción entre los distintos grupos de producción para satisfacer· la de--

manda. 

El reparto se hará en la forma clásica de asignación 

por órden de eficiencia bajo la curva.de duración de carga. Si se ti~ 

nen 5 grupos de producción, su operación queda asignada bajo la curva 

de duración de carga según la figura. 

~ -{ (1-f .)x~ Capacidad en operación comple _ -· -· _ _ 5 pl 1 mentaria del grupo i. -

l xi = Capacidad en operación comple-
) mentaría, del grupo 1 

~ C~pacidad. mj_nima de operación del 
~--------------~--------~2 s1stema. 

Tiempo.· 

Sea xi = Capacidad instalada del tiempo i, 

fmi = Factor de disponibilidad por mante.nimiento del grupo i, 

f. ~ 1.0 m1. 

fpi =Factor de operación· de potencia mínima para plantas de 

tipo i. 

12 



... 

p. =Probabilidad de· servicio para plaritas de tipo·i. 
1 

IS(h) .=Ordenada de la curva de duración de carga (potencia) 

en í1.mción de la abscisa h que representa el tiempo. 

Debido al mantenimiento, la. capacidad en operación -

de cáda grupo es 

..... __ 

te: 

1 x. 
1 

=. f x. m. 1 
1 

El proceso de asignación de generación es el siguien-

1.- A partir de la base 15 =O, se asigna la capacidad mínima de ope­

ración del sistema. 

• 1 
= l:f . X. . p1. •1 

= · I: f . f . X~ 
p1 m1 1 

2.- A partir de la ordenada o = x1min, se asignan las capacidades de 
1 operación complementarios de cada grupo (1--fpi) xi, en órden de-

mayor a menor eficiencia. 
;!, 

1 

3.- Se obtienen así, los niveles sl.tperiores de operación para cada g~ 

po, que son 

' t5 • = t5. 1 + (1 - f .) X~ 1 1- p1 1 

= 15. 1 + (1-f .) f . X 
1- pl ml 

4.- La generación que suministra cada grupo es entonces: 

13 



Obtención de los parametros.'A y a 

a) Si x=o, la energía no suministrada es igual a la Energía requerí 

da por et sistema. 

b) Si la capacidad en operación esta constituida por n grupos: 

x = rx. 
1 

(2) 

(3) 

y cada grupo ti~ne una probabilidad de servicio asociada pi' la capa­

·cidad esperada en servicio es: 

x =·rp.x. 
1 1 

(4) 

Tomando como ptmto particular de operación el cuál --

x = D, se puede calcular la generación no suministrada cuando se tie-

ne la capacidad en servicio correspondiente x, o sea: 

-A = Gf(x=D), para x < x ' (5) 
;1 

De (2) a = 1 .. R." E 
D nA (6) 

Es decir, para cada intervalo de tiempo, los parrune-
' 

tros A y a dependmde la demanda máxima D, la energía requerida total 

E y la _energía no suministrad~ en un ptmto particular de operación • 

Si w es- e! costo del Q\11 no smninistrndo, el costo de · 

/lj 

la falla es: 

F(x) = w/\e a_(D-x) 



DIAGJW'.IA DE BLOQUES - ADICION OPTH1A DE CAPACIDAD 

Lectura 

de datos. 

s1gnac10n e -

valores 9 y Kt . 

s1gnac10n 
de arranque 

' t u .• 
1 

os param~ 

Calculo del estaco el­
. sistema 

x~+l = x~ + u~ 1 ,· 1 1 

Calculo ele las derivadas 
del costo de operación y 
falla: 

t t t t aG /axi, ~F /axi 

los valores de 

orrccc1on. lC os contro es 

u~4- -u~+ OK (~~- rt) ut < ut < üt· 
1 - 1 1 -1 ' 1 ' 1 
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LOCALIZACION DE LINEAS DE TRANSMISION 

Y PLANTAS GENERADORAS 

INTRODUCCION 

La expansión del sistema eléctricro de potencia requie­

re de la localización de plantas generadoras y líneas de trans­

misión para satisfacer la demanda de energía eléctrica. El 

problema requiere para su solución del uso de técnicas de op­

timización para obtener la alternativa óptima. La formulación 

involucra un número de variables y restricciones muy conside­

rable J esto se debe a la característica dinámica del proble­

ma que abarca varios períodos de tfempo. Por otro lado se 

requiere manejar tamaflos estandar de lÍneas y plantas genera­

doras para obtener una solución realista y poder aprovechar 

la economía de escala. 

La solución Óptima .·requiere de una complejidad 

matemática formidable por lo que se opta por hacer algunas 

consideraciones que simplifiquen el problema y se obtengan 

soluciones subóptimas • 

. FORMULACION 

OBJETIVO 

Loc~lizar dinámicamente, en varios períodos de tiem-



po, dentro de un horizonte especificado. 

. i) medios de generación en tamaño estándar 

ii) lÍneas de transmisión de capacidad estándar 

iii) demanda industrial reubicable. 

de manera que 

i) se minimize una función objetivo 

ii) se satisfagan restricciones impuestas 

MODELO CURVA DURACION DE CARGA 

El balance de potencia que se debe cumplir en cada 

nodo requiere de simplificar el modelo de la curva de du­

rac.ión de carga. 

La curva de duración de carga del sistema determina 

la duración de los modos de operación del sistema 0 así pa­

ra dos escalones del sistema se tienen los modos de opera­

ción. 

i) en el pico 

ii) en la base 

La forma de la curva de duración de carga eh cada 

nodo puede ser diferente. solo se respeta la duración de en 



.. 

cada modo de operación. Las figuras 1-J muestran las cur­

v.as de duración de carga de sistema y de dos nodos para lQ.S 

mismas duraciones de los modos de operacion 

C.DC 

PICO 

e oc 

NODO A 

dp 1 db 
j:'cg. 2. 

MODELO DE PLANTAS GENERADORAS 

SJSTE'MA 

BASE 

1 
1 
1 

NODO B 

Se deben considerar. distinto.s tipos de plantas 

1. nuclear 

2. carbón 

J. térmicas convencionales 

4. turbina de gas 

5· geotérmicas 

6. hidráulicas 

J • 



4 •. 

Y aún dentro de cada categor!a se pueden considerar varios 

tamaños estándar para·aproveé:har la economía de ~sc~ia. Por 
. . . 

ejemplo térmica de ·150MW y JOOMW. 

La utilización de la planta se controla mediante el 

uso de. factores de carga superiores e inferiores 0 de manera 

de que las inversiones en generación sean efectivas. 

Se debe tener la flexibilidad de manejar varias uni~ 

dad es del mismo tipo, esto resulta 'crítico cuando se mane. jan 

tamaños estándaro 

Se utiliza el co~to de inversión por nodo y tipo de 

generación, además el costo de operación se utiliza por no­

do, tipo y modo de operación. .. 

MODELO DE ENLACES DE TRANSMISION 

En cada enlace de transmisión se requiere determinar 

el nivel de voltaje a us~r~ · ~~·geher~l sé deben terier al­

ternativas en el voltaje de transmisión. Se recomienda te­

ner dos alternativas de voltajes de transmisión por enlace. 

La representación de las pérdid~s se efectúa en. for­

ma aproximada, esta se obtiene mediante el producto del flu-

jo en las líneas por la longitud todo afectado por un fac­
J 

tor de pérdidas. 



Se utiliza el costo de inversión y costo de pérdidas 

por enlace de transmisión. 

RESTRICCIONES 

Las restricciones a considerar son las siguientes, 

lo balance nodal de potencia 

2o demanda industrial reubicable 

). utilización efectiva de generadores 

4. límite de localización de generación 

5. capacidad enlaces de transmisión 

6. reserva de generación de demanda máxim·a 

7. energía hidráulica disponible 

B. potencia hidráulica máxima 

FUNCION OBJETIVO 

Se fonna con el valor presente de 

1. costo de operación de generación 

2. costo de pérdidas de transmisión 

). costo de inversión en generación 

4. costo de inversión en sistema de transmisión 



DESCRIPCION DE RESTRICCIONES 

BALANCE NODAL .DE POTENCIA 

Se requiere que para todos los nodos de la red en ca­

da mooo de operación y cada período se logre un equilibrio 

de potencia. 

potencia entrada 

nodo/modo/período 

potencia salida 

~ GR n,t,m,p +~ FL n,n,m,p = DF(n,m,p)+DI n,m,p 

Tipo 

DEMANDA INDUSTRIAL REUBICABLE 

En cada modo de operación y para cada perÍÓdo se de­

sea localiza~ en el sistema una demanda ~eubicada especifi-

cada. 

suma demanda 

reubicable en nodos 

modo/período 

demanda reubicable 

por sistema 

L DI n,m,p = DTR m,p 
Nodos 

6 .. 



UTILIZACION EFECTIVA DE PLANTAS GENERADORAS 

Se requiere que cada generador existente o que el 

modelo localize, sea utilizado en cada modo y cada perío­

do entre los lÍmites impuestos por el factor de carga su~ 

perior- e inf'eriorcorrespondiente. 

(fci)(capacidad) ~ generaci6n :S (fcs)(capacidad) 

nodo/tipo/modo/período 
1 

fes factor de carga superior 

fci factor de c~rga inferior 

GR n,t,m,p ,a FACI(n,t,m,p) {nN n.t,p *· AB-4-CAGI(n,t) 1 
GR n,t,m,p ~· FACS(n,t,m,p). {GN n,t,p * AB+,t!:AGI(n,t)} 

.LIMITE DE LOCALIZACION DE GENERACION 

En cada nodo del sistema y para cada período se de­

, sea tener un límite de capacidad de generación a instalar. 

total de capacidad a . · . 
instalar en un nodo 

nodo/período· 

límite especificado 

L GN n,t,p * AB ~ GLIM(n,p) 

Tipo 



a. 

CAPACIDAD DE ENLACES DE TRANSMISION 

Se requiere exista capacidad de enlace para transmi­

tir el flujo de potencia en lineas en cada modo de operaci.ón 

y para cada per!od~a 

flujo de potencia 
por enlace 

enlace/modo/período 

capacidad de transmisión 
del enlace 

FL n,n,m,p ~ ~ . ~ Ln,ri,v,p * BAtCAPEL(n,n) 

f Voltaje 

RESERVA GENERACION EN DEMANDA MAXIMA 

En cada perí.odo se de~ea tener una reserva de genera­

ción de sistema para la demanda máxima del sistemao 

generación total del 
sistema en demanda 

período 

¿ 
Nodos 

(factor de 
reserva) 

) GR n,t,m,p 
Tipos 

(capacidad de genera­
ción instalada en el 
sistérna) 

~ -
FACRE {~ ¿ L·GNn,t,p 

Nodos tipos· f' 
* AB-CAGI(n,t)} 



ENERGIA HIDRAULICA DISPONIBLE 

De acuerdo con los recursos hidroeléctricos disponi­

bles, se tiene un límite para efectuar inversiones en plan­

tas hidroeléctricas. 

energía hidriulica utilizada ~ -limite especificado 

nodo/período 

POTENCIA HIDRAULICA MAXIMA 

La potencia hidráulica utilizada debe ser menor que 

la instalada. 

potencia hidriulica en 
demanda máxima 

' .... 

potencia hidráulica máxima 

DESCRIPCION FUNCION OBJETIVO 

COSTO OPERACION 

(potencia generada)(duración)(costo ener­
gía generada) 

nodo/tipo/modo/transmisión 

C0 = COOP(n,t,m)*DURA(m) * GRn,t,m,p/DE 



COSTO PERDIDAS TRANSMISION 

e,= (costo energía)(duración)(flujo de potencia)(factor de 
pérdidas)(distancia) 

enlace/modo/perÍodo 

~p= COPE(m)* DLON(k) * DURA(m) * FL n,n,m,p/ DE 

COSTO INVERSION EN GENERACION 

e =~costo por unidad)" 
3 de potencia ins-

talada. 

nodo/tipo/período 

(
número de) 
unidades 

Cg = CAPCO(n,t) * AB * GN n,t,p / DE 

COSTO INVERSION EN LINEAS 

(
capacidad estándar) 
a instalar 

e = (costo por unidad) 
· l de longitud (

longitud. ) (número d. e 1 íneas) 
del enla- a instalar 
ce 

enlace/voltaje/perÍodo 

~t = COSTOL(k,v) * DLON(k) * L n,n,v,p/ DE 

10. 



METODO DE SOLUCION 

El problema se formula con, 

i) La función objetivo y restricciones lineales 

ii) La locaiización de generadores y l!~eas con~ 

variables enteras 1/0 

iii) La generación y el flujo de potencia en lÍ­

neas con variables continúas. 

En la solución se utiliza un método des 

Programación Lineal Mixta 

CARACTERISTICAS DEL MODELO 

Se ha diseñado para tener flexibilidad en la-formu­

lación de diferentes condiciones del problema. 

Las variables de decisión para inversiones en gene­

ración y/o sistema de transmisión se pueden designar ente­

ras o cont!nuas a elección del usuario. 

La especificación. de planes de desarrollo en cons­

trucción o próximos a realizarse se logra fijando varia­

bles en el valor decidido. 

Se designa por excepción en que nodos puede existir 

generación y de que tipos.· 

11. 



Se especifican los enlaces de transmisión factibles 

y los voltajes adecuados por enlace. 

CALCULO DE LOS COSTOS REGIONALES 

Para sirnpHficnr la exposición del cálculo de los costos re­
gionnles, supongamos que el modelo de programnciém line<1l mixta 
descrito anteriormente tiene la siguiente estructura 

t t 
M in e x . + c..,,xe 

P p e 
(1) 

Sujeto a 

donde: 

Ax +Ax =b 
p p e e 

(2) 

(3) 

··--X p 

xP, xe ~ O 

. ·:· 
es d vect"or de variables asociadas nl costo }XJr po­
tencia ( Inversión en generación e inversión en Ji­
neas) 
es el vector de incógnitas asociadas al costo por 
·energía (Costo. de operación y costo de pérdidas) 
es· el vecLor de cos Los a socia do n xp 

es el vector de costos asociado a x · 

J 
. e 

[Ap, Ae es la matriz de restricciones, donde la 

submatriz AP toma en cuenta .los coeficient~s nsocia 
. dos al vector xp y·la ~ubmatnz Ae los a socwdos a 

X . 
e 

Nótese que en Ja formulación anterior se omiten las rcstric 
ciones de integraliclad de nlgunas variables, ello se hc1ce -­
solo p~1ra simplificar la exrosición y no implica ninguna 
pérdida de generalidad. 

En función de la formulación anterior es posible es 
cribir la Fésii?Hl restricción del problema como -

- (a
1
)). x + (ne>· x = b

1
. 

1. p 1. e 

t ;r. 



donde (n ). y~ (a ). son resf:>cctivamente el i -ésimo renglón ele la· · 
p l. eL 

submntri.z A y A • 
. p e 

En programación lineal se cumple que la variable dual ·· JJ. 
l 

asociada a la i -ésima restricción mi de margh1:1lmente el incremen­
to sufre el .valor óptimo de la funcWn objetivo por e] aumento ele una 
unit.bd t:.:n b., es decir, indica el valor que la función objetivo toma­
rf~1 cil un ploblcrna que fuera exacU.llTicntc igual al definido en las 
ecuaciones (1), (2) y (3), excepto que el i-ésimo elemento del vector 
b tuvi.cr<l una unicbd más: 

\ 
(ap)

1
. x + (a ). x = bi + 1 . p eL e 

Aprovechando esta propiedad de las variables duales es po 
sil.Jle cunntificar el costo que para el sector eléctrico tiene el sumF 
nistra r un KWh adicional en un nodo n, en un modo de opera ci.ón 
( pico y fuera c.le pi.co ) m y un período p, pues si la i -ésima restric 
ció.n rcpresentll Ja satisfacción de la c.lemanda del nodo n en el modo 
de o¡KTétCión m, y el pcrfoc1o de p, entorices la variable dual Pj. que 
lX>c.lcmos denot<.1 r m5s clunnnente como }1 cuantifica el costo 

nmp, 
de Jn sntisfacción ele esta unidad adicional. 

El valor Pnpm cuantifíca el costo de la satísfacción de un 
KWh ndicional en el nodo n, modo m y período p, sin embargo, el 
satisL1ce:r en KWh adicional implica erogaciones en dos conceptos 
diferentes que clcfinen la estructura tnrifaria actual: es necesario 
hacer erogaciones ~X>r inversión en generación y en líneas, estas 
erog:1ciones se consic.lernn imputables al costo por potcndn de ese 
K Wh [Hli ciona.l n satisfacer; y adem[ls es. necesario hacl:!r crogacio- .! 

nes adicionales motivad<lS rx::>r e] costo c.le operación y las pénlicbs 
en trnnsmisión, estos tl.ltimos gastos sé consideran nsocü1clos ~11 cos 
to por energt<l del KWh ncncion<ll, es decir es necesario divicli.r ln­
val'inblc p nmp en dos pnrtcs que.cuélntifiqucn en forma separada el. 

costo jmputablc <1 la potencia y el costo imputnble a la energía m·J-­
tivndos por ln s<.nisfacción de un KVv'll ¿:¡dicional, y que estéis dos 
comDoncntes ¿:¡dicion~nlas clen como resultado el valor ele la variable 

J1 nmp. 

En el siguiente p5rrnfo se menciona la manera de hacer es­
tn el ivi sión. 

14. 



Las variables duales se calculan con la fórmula matricial 
.·siguiente: 

-1 
p.= c

8
B 

donde B -1 es la invE;rsa de la base del método simplex ·y c 13 el costo 

en la función objetivo ele los vectores básicos. 

Como ya· se mencionó anteriormente el vector de costos ele 
la función objetivo (1) está compuesto' de dos partes, el costo impu­
table a la potencia y el costo imputable a la energía, de 1nodo que si 
la i :.ésima variable dualp.i está dada por 

p.. == :? e ¡3 
1 1 B. 1· 1 • 

-1 
donde f3. i es la i -ésima columna de B este valor se puede descom 
rxmer en dos partes, en la primera acumular todos los productos -
c8. ¡3 • en los que c8 . es un elemento del vector cp; llamemos a 

1 • 1 1 . . 

.1.5o . 

esta suma 1ri; en la segunda parte que llamaremos 77i se acumulnn -: 

tbdos.los productos c8i 13, i en los que c8i es elemento del vcc"' 

Es obvio que 

1· 

' 
P..== 11'. + 71~ 

l 1 :¡, 

Usando la misma notación anterior, 1r mide el costo -
nmp 

imputable de la potencia y 77 mide el costo impuuible a la ener-
. nmp 
gía que para el sector tiene una demanda de un KWh adicional en e 1 
nodo n, nodo m y ~ríodo p . .. ) 

Una vez que se han calculado los valores rr y71 es nmp nmp, 
. necesario analizarlos, pues no son valores que puedan ser usados -
de inmediato para definir un costo regional de la energía, es posible 
que por las características propias de la programélción J ineal, los 
valores ~ y 11 para un mismo nodo y un mismo modo tengan cnmbios 
bruscos ele un período a otro, por lo que habrá de "suavizarlos" p.:-~ 
ra que tengan un comportamiento adecuado en el horizonte de cstudTo 
desde el punto de vista de su evolución. 

·- -. 
·.Una vez "suaviznclas" las váriables es .necesario convc1.tir 

lar a pesos, ya que los costos mnrginales no pueden ser usados di:-



, rectamente para rarificar, pues si el sistema está subeqLiipado, los 
costos marginales serán excesivamente nitos, y serán sumamente 
bajos, o tal vez valgan cero si el sistema esta sobre-equipado 

16. 

Cuando los costos han sido convertidos a pesos es necesario 
adicionarles los costos que eJ modelo no considera, éstos son rx>r 
personal, por mnterialcs y mantenimiento y otros. Posteriormente 
se considerará la manera de agregar estos costos. 

Como observación final en cuanto a las variables duales, 
hay que mencionar que son Otiles cuando el sistema se encuentra en 
el óptimo ·que indica el modelo, y que si se permite al modelo ha 
cer un desarrollo óptimo en función de los datos· que se le alimentén, 
este desnrrollo puede ser diferentG al que se menciona eii el POISE 
o en los estudios a más largo plazo desarrollados con el MNl- PROLOG-
LOG. . 

Por otra parte, "forzar" al-modelo mediante restricciones 
adicionales para que obtenga un plan de expansión dado altera el 
valor de las variables duales y· se pierden su significado. 

' .... 



OBTENC ION DEL COSTO TOTAL DEL !0N Y DEL KWH REGIONAL. 

La asignación de costos en forma regional para el 
KW y KWTI en el nivel de consumidores industriales, se puede hacer 
€m for1na práctica tomando en cuenta las distintas componentes que 
ocasionan dicho costo. Por ejemplo, si Cp y Ce representan los 

costos por KV/ y los costos por KWH respectivamente: 

cP 

c. e = 

en donde los Índices p, e, V y f SOn los Índices de potencia, energÍa, 
costos variables y costos fijos respectivamente.· 

A su vez, los costos variables están definidos por 4 
componentes que son: 

... 

Entonces: 

e = e 
cj = 

C· = lp 

en = 

e ·"'= ve 

Costo de combustible $/ h'V/H 

Costo por pérdidas $/ !0!/H 

Costo de inversión en plantas $/ K\V 

Costo de inversión ~n líneas $/ KVi! 

"Costos Variables" 

En estas condiciones·, es facil identificar que 1as 4 -
componentes de costos anteriores forman los términos correspon -
dientes de la función objetivo, para ios cuales, a través del proce­
so de optimización, es necesario encontrar su distribución entre to 
dos los nodos . 

. • 

Por otro lado, los costos fijos incurrida:;en el sumi-
nistro son: 
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Csp = Costo del personal (sueldos y prestaciones) 
$/KW. . . 

Costo por materiales y 1nantenimicnto. $/KW. 

Costo por otros conceptos. $/ I\.W. 

Entonces: 

e + e + e sp mp . o 

En estas condiciones. es necesario estimar los ces -
tos fijos-y distribuirlos uniformemente en todos los nodos. para adi 
cionarlos a los costos variables obtenidos en los procesos de opti -
mización. separación y suavizado de costos marginales ya descri -
to. 

Por lo tanto. el ajuste proporcional de los costos mar 
ginales suavizados 7T" i y r¡ i de potencia y energía respectivamente:-
para obtener los costos totales a ninp y 13 hmp del KW y del · 

KWH. se hace como sigue: 

• f3nmp = K2p l7 nmp 

en donde K 1p y K2p se obtienen de las relaciones siguientes: 
t 

= Costo Total de Inversión en Plantas y Líneas en el período p 

M N 

~ ~ 1r nmp pnmp . e:! ··.7'!!! 

111=1 tf=l 

= Costo Total·de Combustible en el períod~. 

·M. 
-~ c.:. 
1n=l 

N 
~= 
2 
n=l 

'1'1nmp Enmp 

Pnmp y Erunp son las potencias y energías suministra­
-das al sistema en el nodo n. modo de operación m y período P• 



NOMENCLATURA 

·Indicess 

Nodos 

Modos 

Períodos 

Tipos de generación . 

Voltajes de transmisión 

Líneas 

Datos y variables 

. Número de nodos 

. Número de modos 

Número de periodos 

Número de 
o "' 

tipos de genera-
c~on 

Número de voltajes de trans-
misión/enlace 

Número de enlaces 

Costo de operación por generador 

Duración del modo de operación 

Potencia activa generada 

Costo de pérdidas 

Longitud de la ~!nea , : .r:. 

Flujo de potencia en líneas ':: 

Costo de inversión en generacicSn 

19o .. 

n 

m 

p 

t 

V 

k 

NN 

NM 

NP 

NT 

NV 

NE 

COOP(n,t,m)$/(MW-HR) 

DURA(m) HRS. 

GRn 11 t,m,p MW 

COPE( m) $/(MW-HR) 

: DLON(k) U.L. 

FLnom, P. MW 

·':cAPCO(n,t) $/MW 



Capacidad estándar de generación 

Costo de inversión de líneas 

Variable de decisión para instalar 
líneas 

Demanda fija 

Demanda reubicable 

Demanda total reubicable 

-:-:Factor de carga superior para genera­
dor 

Factor de carga inferior para genera­
dor 

Límite de capacidad de generación a 
instalar 

Capacidad de Generación existente 

Capaci~ad de Transmisión existente. 

Variable de decisión para instalar 
generación 

Factor de descuento 

20. 

AB MW 

COSTOL( k o v) $/Klfi 

Lri,n,v,p 

DF(n~mop) MW 

Dln,mpp MW 

DTR_(m~~p) MW 

FACS(n~t,ml)p) 

_FACI(n,t,m,p) 

GLIM(n,p) MW 

GAGI(n,t) MW 

CAPEL(n,n) MW 

· GN n, t,m 

DÉ 



.... 

) 
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and 
" L a¡¡X¡ = b; i = 1, 2, ... , m 

j=_l 

b. tl\Iiniriiize: 

{e~( : . .. (t.l~' . 

subject to 

~X?:; Q : (l.Z.' 
and 

~X =Ji:~--- ( F'))'. 

[Chap.l 

where e = (cl,Ct, ... ,en) is a row vector, X = (x1,x1, .•. ,x.) is a 
column vector, A = (a;¡), b = ( b1, b,, ... , b,.) is a column vector, and 
O is an n-dimensional null column vector. 
c. ~Hnimize~ 

"~.ex~ 

subject to 

~:?:·Q 
and 

{x1P1 + x2P¡¡ + · · :·;. + x.,P~ ~=. Po' 

«-here P¡ for r;. 1, 2, ·, . .n is -the jth columri of the matrlj('A,"' 
\nd Po.~ li:~ 

2. PROPERTIES Of A SOLUTION TO THE UNEAR-PROGRAMMING 
PRCBLEM 

In this section we shall state a number of standard definitions and describe 
the more important characteristics of a sol~tion to the general linear­
programming problem. Much of this material and that in Chap. 4 is 
contained in D ·mtzig [17] and Charnes, Cooper, and Henderson [12J. 

~Ocfinition 1. A feasible solufion to the linear-programming prqblem. t3" 
it vector_X ~-- (x~x~. ~.::~,·- ,xnLwh!~h sati?fies e<onditions (1..2) an~­
f.{l.3)? 

iDcfini.tion 2a. A basic s-olutionto (l.:})'is a solutiOn obtaincd by setting~ 
fh·- m -vaáables equal to zero and solving for thc rema.ining7h-_varia-:-:' 
\fui~s, providcd. thu.i the _detcrminant of the coeffiCicnts of t.hese :?rl 

Variables ÍS ri(mz~r!)._ __ ';f'he m:vn.JÍables are called bq,_$tC_-Variq.ples~: · 

lbctinition 2o;:· ... A ba.siC"lcas!blé solutiori.~is a basíe.sohition which a1Sa.sáHs:'! 
~es ·(1.2); thn.t is, ll,iLbiisic~vatiáblés ñ,~ n:oiir.:ciMivé:11· 

\. \ \' 
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:;¡.. -- . . . \ \ 

vofinltion 3. A nondeger.e.-ale)e'..sic fcasible solulto~ "is a Lasic fcasihl~ 
<'solution WÍth exaclly m positive X¡; that Ís, all basic _Variables are· 
lpositivé.~' 

'befi~ition 4. A miMmum fcasiblC sol1~tion is afeas~_gl~_solu._tioii \vhich' 
·also minimizes (1.1). 

Unless othenvisc- siated, when we refer to a solution, we shall mean 
any feasible solution. 

Definition 5. A linear functional j(X) is a real-Yalued function defined 
on an n-dimensional vector space such that, for every vector 
X = a U + {JV, f(X) = f(aU + {JV) = af(U) + {Jj(V) for all n~dimen­
sional vectors U and V nnd all scalars a and {J. For example, let 
U = (9,3), V = (6,6), a = }5, fJ = -%, andj(X) = 2x1 + x2• We 
have cxU +{N= (-1,-3) andf(o:U + f3V) = -5; af(U) = 7 and 
Pf(V) = -12. · 

We note that the objective function (1.1) is a linear functional for 
those X satisfying (1.2) and (1.3). . 

'Qheorem í. The sct of allfeasible solutions lo the linear_-prQBÚiinming prob1 
·nem is a ccm!·ex set."- · · 

Proof. We need to show that every convex combination of any two 
feasible solutions is also a feasible solution. (The theorem is true, of 
course, if the set of solutions has only one element.) Assume there 
are at least t\VO solutions xl and x,. We have 

for X1 ?:; O 

ForO ::;.ex:::; l,letX = cxXx + (1- a)X7 beanyconvexcombination 
o( X¡ and Xg. We note that all the elements of the vector X are non­
nega.tive; tha.t is, X ?:; O. We then see that X is a feasible solution,. 
íor we have 

AX = A[aX¡ + (1 - cx)X2] = _cxAX 1 + (1 - a)AX2 

= ab + b - cxb = b 

· In a similar manner, one can prove that the scts of solutions to 
the inequaliti~s (4.4) and the equalities (5.1) of Chap. 2 are convex 
sets. 

We shall denote the convex sct of solutions to the linear-programming 
problem by K. Since K is dctermincd by the interséction of thc finite 
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set of linear constraints (1.2) :md (L3), the bourH!ary of K (if K is not 
void) will consist of sections of sorne of the corrcsponding hypcrpl:mes. 
K will be a rcgion of E~ ·and can ei ther be void,. a con vex poi y hedron, or·a 
convex region whiéh is unbounded in sorne direction. If K is void, then 
our problem does not ha ve riny solutions; if it is a conYex polyhedron, then 
our problem has a solution \úÜi a finite mínimum value for the objcctive 
function; and if K is unbounded, the problem has a solution, but the 
mínimum mioht be unbounded. Y a lid linear-progr:~mming models shou.l_d 
vield K's of the second or possibly the third type, as they are models of 
~ituations that ha ve a number of possible solutions. By Theorem 1, if a 
problem has more than one solution, it has, in rcality, an infinite number 
of solutions. Out of all these solutions, it is our task to determine the 
one which minimizes the corresponding objective function. This work is 
somewhat simplified by the results of Theorem 2 below. Befare pro­
ceeding with this theorem, we should note the follo\\·ing: If K is a convex 
polyhedron, then K is the convex hull of the extreme points of K. That is, 
every feasible solution in K can be represented as a convex combinat_ion of 
the extreme íeasible solutions in K. _ (By dcfinition, a convex polyhedron 
has a finite number of e~treme points.) An unbounded K also has a 
finite number of extreme points, but not all points of K can be repre­
sented as convex combinations of these extreme points. For e~e in dis- · 

. cussion, we. can assume that al! our problems ha ve a K that is a convex 
polyhedron. As will be shown in later chapters, computational devices 
exist that dete~mine whether K is void or whether a problem has an 
unboundéd mlnimum. (For computational purpo·ses, we always assume 
thát K is a convex polyhedron.) 

With the assumption th.at K is a convex polyhedron, we can surmise 
from the above discussion that wc need only to'Iook at the extreme poínts 
of the convex polyhedron in order to determine the mínimum feasibie 
solution. W e pro ve this with the following theorem: 

' f(heorem 2 •. The objeCtivefJ,lnctiO'!.t. (1.1) asswizes its miñírriufd. al cui ~xtr~l.ne!. 
fP.oint oj the conv~x sel !{. geri,ératea by the ~et nf fcasible solution~ lo the.•:· 
. . . ····------······-···--·:a fl..inear_-prog'(amming problem::. lj it .assumes its .rnintmum at more lnan 

~one extreme .. point, then it takes on _the s!lnie vctltie'¡ói:evéry-~cónve,_,'3; 
t!Ombinatión. ol thoie 1Jái-tf:cúlá~: pOfnts_:·:· 

Proof. Since we have assumed K to be a convex polyhedron, K has s, 
finite number of extreme points. In two· dimensions, K might look 
like Fig. 3.1. Let us denote the objective function by f(X), the 
extreme points by X.l, 'Xt, ... ' xp, arid the mínimum feasible 
solution by Xo. This means that j{Xo) ~ f(X) for al! X in K. If 
Xo is an extreme point, the first part of the theorem is true. Suppose 
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Xo is notan extreme point (as indicated in Fig. 3.1). We can then 
write X0 as a convex combination of the extreme p_oints pf K,_ th~t is, 

for a¡ ~ o and r a; = 1. 

• ha ve 
p 

Then, since f(X) is a linear functional, we 

f(Xo) = f ( L aJC.;) = f(a¡'X, + a2X2 + · · · +a~,) · 
i=l 

= a¡f(X1) + a~(X2) + · · · + asJ('X,) = m 
. (2.1) 

where m is the mini m u m of f(X) for al! X\ in K. 

1 Xs 
---+---------------------------------+~ 

FIGUR:O: 3.1 

Since al! a; ;?::: O, we do not increase the sum (2.1) if we substitute 
foreachj(X;) the mini m u m ofthe vuluesf(X,). Letf(X,.) = mtllj(í!:,). 

. . tt· 

Substituting in (2.1) we ha ve, since ¿a; = 1, 
i 

f(Xo) ~ a¡f(Xm) + a.J(X,.) + • · · + a,J(Xm) = j(X,.) 

Since we assumcd j{Xo) ~ f(X) for all X in K, we must ha ve 

/(Xo) = J(Xm) = m , '." 

Therefore, there is an extreme point, X .. , at which the objeétive func­
tion assumcs its mínimum value. 
. _. To pro ve thq · second part of the t.heorem, Jet f(X) assumc its 

mínimum at more th:m one extreme poiut, say at X1, X2, .••• , Xq. 
Here we have /(X~) .= f(X2) o;= • • • = /(X9 ) = m. If X is uny 

1 

! 

... 
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convcx combination of 'the above }!:;, say, ·.~ _ 

q 

X= \' aX· i:¡ t G 

i-1 

for a; ;::: O ar~d La; = 1, then 
; 

. J(X) =J(a¡Xl + a2X2 + 
= aJ(X 1) + aJ(X,) + 

=m 

+ aqXq) 

· + á,f(Y..Q) = L a;m 
i 

[Chap. 3 

The proof is now completed. By making the obvious changes, the 
theorem can be proved for the case where (1.1) is to be maximizelf:. 
By Theorem 2, we need only to consider the extreme points of K in 
our search for a mínimum feasible solution to the linear-programming 
problem. 

Recall that a feasible solution is a vector X = (z1,x2, 

. all X¡ ;::: O, such that 

x1P1 + x2P2 + · · · + x,P,. = Po 

Assume we have found a set of k vectors that is linearly independent 
and that there exists a nonnegative combination of_ thcse vectors that is 
equal to P0• Let this set of vectors be P1, P2, ••• , P=. Wethen have 
the following theorem: 

theorem .3 ... •. lf.Ji.set....ofk.5;._fjper;[ors __ p.JJ _p1J·~=.:· -·~~p~·:¿a.,n. be]Q_/¡~ 
~- is linearly .inaépe.ndeil,(]ili.rt ~w;h .. thq,C 

h-x p + X p ± ..... · '•'' ·- :f' - X p~ = p ~ ' 1 .!.~ ... __ : ... 1.·. ~·----· ...... <'i ........... ____ $}· 

ti'nd all x; ?;:_O,.th~ztthf}~poin,L¡·.~ {x¡;i,. .. ~ .. ~·:·-~x¡,_,\&::.~::::::oi ii añ~ 
1fextreui._e __ point.oJ .. tM.conúex sct oJ feasible solutiPns .. :..!IIere . .X ia. an ?i,;' 
~mr:.nsi.onalv.ec.t.Q.LWhQ~.la.:¡ln __ -=...k...elemeatts.are,.zerO:: 

Proof. Supposc X is not an extreme point. Then, since X is a fea~ible · 
solu,tion, it can be wñtten as a convex combination of two other points 
XI and, x2 in K. We have X = aX¡ + (1 - a)X2 for o < a < l. 
Since all thc elements x, of X are nonnegative and since O < a < l, 
the last n - k clements of xl and x2 must also equal zero; tha.t is, 

~~ = (x¡<ll,x2CI>, 

X2 :;= (x¡< 2>,xzu>, 

. ,x.(l),o, 

. ,x~u>,o, 
~Q) 

,0) 

' ¡ 
¡ 
! 
1 

• 1 
1 

1 
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Sincc X 1 and X2 are feasible solutions, we ha ve. 

and 
AX2 = b 

Rcwriting these equations in vector not!ition, we ha ve 

x1(1)P1 + X2(l)P2 + + X¡;<npk = Po 
· and 

x
1
mp1 + x2(2)P2 + + x~;(2)P~; = Po 

But P
1

, P 2, •• , • , Pt are Jincarly indcpcndcnt, and hcnce Po can be 
· expresscd as a uniquc linear combination in tcrms of P¡, P2, · ... , Pt. t 
Thisimpliesthatx, =·x¡<l> = x,<2>. Thercfore,Xcannotbeexprcsscd 
as a convex combination of two distinct points in K and must be an 

extreme point of K. 

l::fheorem . 4 •.. lf _:K -~ (x.t;:f2,: ••• · • ,xnLis. 4a .extréme poi11-t oj_ K, .thcii~ 
. \)Ject~rs q,ssg_c~fll€.tt _with p_o§itive_xiforrn ~1úJ.carly _in,dc!'-e.ndcnt seL,,..&omt 

l., thi?.._fij ollCJYJ.?..lh.IJJ,._at .?J.YJSt.J!l: 9Lthi.:iZ..ilie póiitive. ·· 

Proof. 

" 
Lct the nonzero coefficient.s be t.he first. k coefficicnts, so that 

x;P,; = Po. We prove the main part of the theorcm by contra.-2: 
i=l . d d t diction. Assume that P¡, P2, ••• , Pt are lmearly epen en . 
Then there exists a linear combination of thesc vectors which equals 

the zero vector, 

dtP! + d2Ps + (2.2) 

witb at least one d; ~ O. From the hypothesis of thc theorem, we 

ha ve 
(2.3) 

t This can be shown as follows: Let P., P,, ... , Pt be a set of linearly inde­
pendent vectors and assumc tl!at we can reprcscnt the vector Po in tcrms of these 
~ectors by two diffcrent linear combinations, for exnmple, 

e1P 1 + e:P: + · · · + etP= = Po 
and 

f,PA +/tPt + · · · +f•P• =Po } 

To show that thcse .combinat.ion!> ha ve to be identical, we súbtract the second from 

the first to obtnin 

(e1 - f 1)P1 + (e: - /t)Pt + · · · + (e¡ - ft)PA = 0 

By the definition of linear independt.>nce we must ha ve cach e; - f¡ = O, which implics 

~hat e,= j;. 

... ,.-,-
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For sorne d > O, we multiply (2.2) by d and add and subtract the 
rcsult from (2.3) to .obtain the two equations 

l l 

L ~,P, + d L d,P, = Po 
i-1 i-1 
t· 1: 

L x;P; - d L d,P, = Po 
i=l i=l ' 

We then have the two solutions to (1.3) (note that they might not be 
feasible solutions): 

X1 = (X¡ + dd¡, X2 + dd2, 
and 

X2 = (X¡ - dd1, X2 - dd2, 

, O) 

, O) 

Since all X¡ > o, we can letd be as small as necessary, but still positive, 
to make the first k components of both X1 and X2 positive. Then X1 

and X2 are feasible solutions. But X = }-5X1 + !1X2, which eon· 
tradicts the hypothcsis that X is an extreme point. The assumption 
of linear dependence for the vectors P1, P 2, ••• , Pt has thus Ied to 
a contradiction and hence must be false; i.e., the set of vectors 
P1, P2, ... , Pk is linearly independent. 

Since every set of m + 1 vectors in in-dimensional space is 
necessarily linearly dependent, we cannot have more than m positive 
X;. For assume that we did. Then the above proof of the main part 
of the theorem would imply that there exist vectors P~, ... , P,., 
Pm+1 that are lincarly ind~pendent. _ 

We can, without any loss of generality, assume that the set of 
vectors P1, P2, ... , Pn of the linear-programming problem always 
contains a set of m linearly independent vectors. If this property is 
not evident when a particular problem is being solved, the original 
set of vectors is augmented by a set of m linear] y independent vectors, 
and we then seek a solution to the extended problem. This proccdUre 
will be explained in detail in the succeeding chapters. 

Corollary l. Associated with euery extreme point of K is a set of m linearly 
independenl vectors from the gú·en set P¡, P 2, • ••• , P,.. 

Proof. Theorem 4 has shown that there are k ~ m such vectors. For 
k = m, thc corollary is proved. Assume that. k < m and that we can 
find only additional vectors Pk+I•- ••• , P, such that thc set 

for r < m is lincarly 1ndependent. Then this implies that _the 
remaining n - r vectors are dependent on P 1, ••• , P,. But this 
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contradicts the assumption that wc al~ays have a sct of m lincarly 
indcpcndcnt vcctors in thc. givcn set of Ph ... , P,.. Therefore, 
thcre must be m linearly indcpendent vectors P 1, ·; p:_:·associ-
ated with cvery extreme point, such that .. 

z. m 

L x;P; + L OP; = Po 
i~l i-A:+l 

We can sum up the preceding theorems by the following: 

íheorem 5. X = (x¡,x2, ••• ,xn) is an extreme pdint of K if and only 
if ihe positiuc x¡ are 'Coejfrácnls of lincarly indcpcndent vectors P¡ in 

" 
}; x¡P¡ =Po 

i=l 

As a result of the assumptions and theorems of this section, we have: 

1. There is an extreme point of K at which the objective function takes 
on its mínimum. 

2. Every basic feasible solution corresponds to an extreme point of K. 
3. Every extreme point of K has m linearly indepeudent. vectors oí the 

given set of n associated with it. 

From the above we can conclude that we need only investigate 
extreme-point solutions and hence only those feasible solutions generated 

by m linearly independent vectors. Since ther~ are at ñwst (:) sets of 

m linearly independent vectors from .the given set of n, the value ( n ') 
,m 

is the upper bound to the number of possil?le solutions to the problem. 1 

For large n at1d m it would be an impossible task to evaluate all the pos­
sible solutions and select one that minimizes the objective function. 
What is required is a computational scheme that selects, in an orderly 
f¡¡.shion, a small subset of the possible solutións which converges to a 
mínimum solution. The simplex proced11re, devised by G. B. Dantzig, 
is such a scheme.2 This procedure finds an extreme point and deter­
mines whether it is the mínimum. If it is not, the procedure finds a 
neighboring extreme point3 whose corresponding value of the objec~ive 

1 Sce Saaty [SS) and Quandt and Kuhn [85c) for discussions of the upper bound. to 
thc number of possible solutions. 

1 The name simplex method is due to the use of the equation L :&j = 1 as a con-
- . . i 

straint in a geomctric interpretntion of this proccdurc, as dcscribed in Dantzig [17). · 
' Two extreme points are said to be neighbors if they are joined by a boundary of 

t.hc convcx polyhedron. 
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functioh is less than or cqual to the prcccding value. In a finit.c number 
of such stcps (usually bctwccn m :md 2m), a mínimum fcasibÍe solution is 
found. .The simplex method makes it possihle to discover whcther the 
problcm has no finile mínimum solutions or no fe~sible solutions. It is a 
powerft~l schcme for solving any Jinear-programming prohlem; 

Befare going into tlie validity and full computational aspccts of the 
sin1plex procedúre, we wish to introduce the · following computational 
clqmcnt of the procedure. 

r
~~~j:i.~~JRJ\nt.T~ffx_-r:_~~ M i:~aífír·-~Pi~Jl_Q_f'!s:! 

He re we· assume that an extreme-point solution in terms o( m vectors P
1 l ~f the original set o( n vectors is known. W e can lct this set of m linearly 

1

, 1ndcpe~ent vectors be the first m, :and Iet 

X - (x1,x2, . • . ,x.,.,O, . . . ,O) 

¡ be the solution vector. \Ve then have 

1 x1P1 + x2P2 + · · · + x,.P,. =Po (3.1) 

1 where al! x,_ ~ O. Wit? this information, the prob1em is to determine, in 
¡ a computatwnally e.fficient manner, a new extreme-point solution. (We 
¡ s~all, of course, assume that a di~erent e_xtreme solution exists.) Since 
1 tne vectors Pt; P2, ... , P.,. are hnearly mdependent, they form a basis 
1 i~ m-dimensio.nal vector ~pac_e. W e can the~ cxpress every vector of the 
· g1ven n .as a lmear combmat10n of these bas1s vectors. We can write 

"' _¿ X;;P; ~ P¡ j = 1, .. , n 
i=l 

· Assuine that sorne vector not in the given basis, say P,.+1, has at Ieast one 
e]cment X;. m+I > 0 in the expression . 

(3.2) 

l Let 8 be any number, and multiply (3;2) by (} and subtract the result 

1 from(~:-~ ::1~::~:1 + (xz - 8~2. m+I)P2 + . 
~ + (x., - Bxm. m+t)P,:. + OP,.+I = Po (3.3) 

1 The vector X' = (x! - Ox¡, m+I, X2 - 8x2. m+I, • • • 1 x .. - óx .... m+l, 8) ia 
, a solution to the problem, and if all the elcmcnts of X' are nonncgative, 
f X' is a feásible solution. Since we want X' to be a féasible solution dií· j 
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f ferent from X, we rcstrict 8 to be great~r than zero. 1 With this rcstric­
r tion, all thc elements OÍ X' that ha ve a nega~Í\'C or zero X¡, m.+l will a~so 
f, have a nonnegative x; ~ ex,. m+I· We need only conccrn ourselvcs w1th 
t those elements having a posi.tive X;, m+I· We wish to find a e > o such 

/

! that · 

X; - exi. m~l ~ O (3.4) 

l
! for all x ••. rn+l > o. 

From (3.4) we hav~ 

~>e 
X;, m+I-

¡ and hence any 8 for which 

;O<O<min~ 
1 - i X;, m+I 

t will give a ~easible s_olution for (3.3). However, as. we are looking for an 
¡ extreme-pomt solutwn, we know by our thcorems m Sec. 2 that we can-' 
t not.have all the m + 1 elements of X' positive. We then must force at 
lleast one of the elements of X' to be exactly equal to zero. We see that, 

if ·we let 

8 
. Xi 

8= o=nnn--
' Xi,m+l 

. Íor X;, m+! > o, then the elemmt in X' for which this minimum is attained 
wili reduce to zero. Let this element be the first, that is, 

1 
So= min~ = ~ 

i Xi,m+l .XI,m+l · 
, We hav~ now obtained a ncw feasible solution 

x~P2 + x~P8 + · • · + x~Pm + X~+1PmH =Po 

·¡· where 
. 

1 

:::; = X.¡ - (JoX;, rn+l i = 2, . . • l m 

~ z.,.+1 = Bo ~ 

H 1 T"lle reader should note that this rcstriction causes us to assume (for illustrative 
purposes) tbat associatcd with an :.;. ~+• >.O is an x; > O. This, in. gcncr~l, is not 
the case and will be true only if nondegcneracy is assumed for all bas1c fcasJble solu­
tions. As discusscd in Chap. 4, a val u e of O = O is an acccptaJ>!e óne; i.c., so me :r; = O 
for an x; . .. H > O. "With e = O, thc tru.nsforrnation retains the old·extreme point but 
oeiecta a ncw fcasible basie. In sum, the simplex procedure allows for al! values of 
e > O. The reader should review thc applicability of thc above discussion to the 
c,;-e a = min (x;/z;, .. +t) = O for x; . .. +1 > o: 

,¡ 

i 
\ 
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If all the X;, m+J had bel?n equal to or l<:'ss than zcro, then we would not 
have been able to selecta positive 8 that would have eliminatcd at Ieast 
one ?f the vectors P1, ... , P .. from the basis. For this situation we 
o~tmn for a?tY 8 > O a non-extremc-point fcasible solution associated 
WI.th ~he n~ + _1 v~ctors P 1, · •••• , P .. , P .. +l· As will be shown in Chap. 4, 
th1s sltuntion md1cates that the problem does not have a finite m· · 
solútion. · Immum 
~ . 

To show that X' = ( ' ' ' ) ·· · . X21 • • • ,x .. ,x .. +l 1s an extreme pomt we ha veto 
~rove Pz, · · · , P,.., P .. +l are linearly independent. Assu~e they are 
hnearly dependent. We can then find (from the definition of linear 
dependencc) 

· d2P2 + daPa + · · .· + d,.P.,. + dm+JPm+l = O (3.5) 

· where n?t all d, = O. Since any subset of a set of linearly independent 
vectors IS also a set of linearly independent vectors p p 
¡¡ 1 · , z, • • • , .,. are 

near Y mdependent. This implies that d .. +l ¡é O. From (3.5) we have 

e2P2 + eaPa + 
where 

e·= -d; 
• d ... +l 

· + e .. P ... ·=.P ... +1 

Subtracting (3.6) from (3.2), we obtain 

X¡, m+JPl + (xz. m+l - e,)Pz + (xa, m+l - ea)Pa + 

(3.6) 

+ (x ... m+l - e .. )P .. = O (3.7) 
Since P1, Pz, · · . , P .. are linearly independent, all the coefficients in 
(3.7) must equal zero. But X¡, m+l was assumed to be positive. Hence 
the ~ss~mption of linear dependence for P 2, ••• , P,.+l has Ied toa con­
tradiCtiOn, and these vcctors must be linearly·independent. 

~n order to continue this process of obtaining new extreme feasible 
solut10ns, we need the representation of any vector not in the new basis 
Pz, Pa, ... , P,.+l in terms of this basis. Froni (3.2) we have 

Let 
(3.8) 

P; = xliPl + xz;Pz + · · · + x,1P,. . (3.9) 

be ~ny vector not _in the new basis. Substitute 'the expression (3.8) for 
P1 m (3.9) to obtam . 

p. = (X•• - ~X ) p + ( X¡¡ ) p 
1 "' X 2, Dl+l 2 X a¡ - - X a, "'+l a + • • • 

l,m+l X¡, "'+1 

+ (x -~ ) p + X¡¡ ... ¡ X x ... m+l m -- P,.+l 
l, "'+1 X¡, m+l 
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The reader will note that the formulas for complete elimination 
rcquircd in Exercisc 8, Chap. 2, are equivalent to the transformation thú 
describes Po and P,. in terins of the new basis. The procedure for obtaining 
new extreme-point solutions isthat of selecting a new variable to be.intro­
duced into the systcm, determining 'Y.hich variable has to be removed 
from the solution in order to preserve 'fcasibility, and applying the com­
nlete elimination formul~s to obtain thc new solution and the new repre- · 
~cntations of the vectors not 'in the basis. The criterion used to deter­
mine which variable is to be introduccd into the solution is a feature of 
the simplex proccdure and will be considered in Chap. 4. · 

Example •. We are given the following set of equations: 

P 1 P: Pa P, p,· P, Po 

3x1 - Xs + 2xa + z. = 7 
2x1 - 4.x2 + x~ = 12 

-4:t1 .- 3x1 + 8xa + Xe = 10 

V-le have asan init.ial extreme-point solution Xt = O, Xt = O, xa = O, 
x 4 = 7, x 6 = 12, x 6 = 10, which in vector notation is given by 

7P4 + 12P6 + lOPs =Po (3.10) 

Here the basis vectors P4, Ps, P6 are unit vectors. We wish to intro­
duce vector P 1 to obtain another extreme-point solution. The 
representation of P 1 in terms of th:e basis vectors is simply 

~P4 +2Pó- 4Pe = I\ 

that is, 

Z41 = 3 Xs! = 2 

(3.11) 

X61 = -4 

. H we multiply (3.11) by 8 and subtract the result from (3.10), 
we have 

(7 - 30)P4 + (12 - 20)P& + {10 + 48)PG + 8P1 = Po ~3.12) 

Since x 41 = 3 and x51 = 2 are both positive, we determine 6o by 
evaluating, for thesc positive x,¡, 

• X; . 7Lt 8 = 6o =mm-= /3 
X;¡ 

Substituting this value in (3.12), we eliminate P. from the basis to 
obtain 

2_%P6 + 5_%P6 + :UP, = Po 

t We forro thc ratios for those i in the current solution. Here i = 4, 5, 6. /, 
• 
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orthcextremc-pointsolutionx1 = H x 2 = 0 x = 0 x _ 0- _ 
2
2, 

X = 58<' . ' ' 3 ' '- 'X&- 73: 6 73• . . 

~f, ins~ead of P¡, we tried in a. similar manner.to obtain an extreme 
solutw~ w1th P2, where·- · 

-P,- 4I\- 3Pa = P:: 

we \vould h~ve developed the following exp~ession for p
0 

in terms of 
P4, P6, P 6, P 2 : · · 

(7 + o)_P, + (12 + 40)P5 + {10 + 30)P& + OP: = Po (3.13) 

Fróm (3.13) we see that any (} > o yields a feasible solution X¡ == O· 
:z;2 = O, X¡ = O,· X4 = 7 + O, X&. = 12 + 40, x 6 ,;, 10 + 38. Here: 
smce all X;2 < O, _we do not obtam a new extreme-point solution. 

A _more effiCie~t way of interpreting the problem is as a trans­
formatwn accom~hshed by the elimination. procedure. Here · we 
detach the coefficients of the equations and set u· the 
tableau: P following 

p3 Pa p4 
@ 
2 

-4 

-1-
-4 
-3 

2 
o 
8 

1 
o 
o 

o 
1 
o 

Po 1 Po ~~- (J 0 ~ %=8a 
o 12 6 
1 10. 1 

As we want to intro~uce P 1 into the basis, we ·again form the ratios 
x;/x;¡ for X;¡ > O. Smce Oo = U is the mínimum oí th t' ¡ h ¡ ese ra ws, we 
et t e e ement 3 of Pz be the pivot element of th li · t' d . e .e mma 1on pro-

ce ure, as de~o.ted by the Circle. That is, we shall elimina té x
1 

from 
all the equa_twns except the first. If we carry out- the elimination 
transformatiOn, we obtain a new tableau. Hera x = u _ 22L 

- 58/ d ·- . ~ l /3, x, - 711. 
Xe - 73> an Xz = x 3 = x~ = O. 

1 
o 
o 

o 
1 
o 

o 
o 
1 /t/1-" 

We now have a ba.sis of P 1, P 6, P 6, with P2, P,, p 4 expÚcitly given in 
terms of these bas1s vectors, that is, 

- ~Pz - 1%P6 - l%'Ps .,; P 1 

%P1 - %'P6 + 3%P6 = p, 

~P1 - %P, + %PQ = P, 

1. 
1 
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Hence if we wanted to obtain IJ-11 cxtrcme-point solution with Pa in 
thc basis, we could start with thc sccond tablea u and determine 00 as 
bcfore and transform this tablcau by t.l;c climination formulas. Thc 
rcsulting tabicau w.ill yicld thc rcprcscntation of thc vcctors not .in 
the basis in terms of the new basis vectors. 

E:XERCISES. 

1. Find all basic fcasible solutions for the equations 

2x1 + 6x, + 2xa + x. = 3 

6x1 + 4xa'·+ 4xa + 6x. = 2 

and determine the associatcd general convcx combination of extreme-point solutions. 
2. Construct and grÚph lincar-programming problems in three variables with a 

unique extremc-point optimum solution, threc extrcme-point optlmum solutions, and 
four extreme-point optimum solutions. 

8. In the discussion in Sec .. 3, thc extreme-point solution (3.1) can be degenerate .. 
Discuss the computation of IJ and the transformation to a new basic feasible solution 
if sorne :r; = O. Can there be any assurance that 110 > O? Also discuss and interpret 
tbe situation where the sclccti~n of min (x;/x;;) for X;¡ > O is not unique. 

i 
4. The following set of equations has a givcn ext.rcme-point solution X = (x,,z,,x.) 

= (4,3,6). By the algébraic procedure of Sec. 3, obtain two basic solutions for the 
bases P 1, P 2, P 4 and P 2, Pa, P 4• In each case, determine the expression for P, and 
the ve'Ct~r eliminated in terms of the new basis. 

p, Ps Pa p, P. Po 
%~ +Zx. - x, = 4 

Z!i - x, + Xs = 3 
Zs +S:x, -2x, = 6 

5. Do Exercise 4 by setting up the tableau and applyin~ the general formulas 
developed íor ihe complete climination proccdure in Exercisc 8 of Chap. 2. For 
both bases, the variable x4 is eliminated from al! the equations exccpt one. 

6. For the 3 X 3 mntrix forrned by vcctors P., P 1, P 4 of Exercise 4 compute its 
inver~e by mesns o! the adjoint matrix as described in Chap. 2. Do the same for 
vectors P,, P,, P.4· 

.:;, '1. Given the íollowing set of equations: 

z 1 + 4xs - Xa = 3 

5r1 + 2xs + 3ra = 4 

Determine the basic feasible s¿lution involving r 1 and x1• Do basic fcnsiblc solutions 
exist for x 1 and X; and for x; nnd xa? 

Discuss the graphicnl solution to this problem if each column of the matrix is 
assumed to be a vector in two-dimcnsional spnce .. 



CHAPTER 4 / THE SIMPLEX 
COMPUTATIONAl PROCEDURE 

-· .. 

Wé shall next discuss and provc the vali9ity of the basic elements of the­
simplcx procedure and relatcd computational algorithms. By thc simplex 
procedure, we can, once any basic· (extreme--point) feasible solution has 
been-determined', obtain a minimun1 feasible soluLion in a finite number of 
steps. These steps, or iterations, consist in finding a new feasible solution 
whose corrcsponding value of the objective function is less than the value 
of the oojcctive function for the preceding solution. This process is 
continued until a mínimum solution has been reached. From the discus­
sion of Chap. 3, we have that all extreme-point solutions, and especially 
the mínimum solution, have m Iinearly independent vectors associated 
wit}:l them. We then limit our search to those solutions that are generated 
by m linearly indépendent vectors. We note that there are a finite num- · 
ber of such solutions. 

J.,J)E}{f:1QJ.'M~NT ... QF'-J\:"'MIN.l.J.YIJ!1Yl.:UASJ;lt~ól:tlll~ 
We assume that the Iinear-programming p~oblem is feasible, that ev~ry 
basic feasible solution is nondegenerate, and that we are givén a basic 
feasiblc sollJtion. 1 These assumptions, as wil!'be discussed later, are made 
without any loss in generality. Let the givcn solution be Xo = (x 1o,x2o, 
••• 1J;mo) t and the associated set of linearly independent vectors be 
P,, P2, ... P,.. We then have 

X1oP1 + X2oPs + 
X¡oC¡ + X2oC2 + 

+ X,.oPm =Po 

+ XmoCm = Zo 

• The dcfinitions of thcse tcrms are givcn in Sec. 2 of Cháp. 3. 

(1.1) 

(1.2} 

t In ordcr to gcncralize the sirnplex transformations we now denote the solution 
vector X "' (x.,x., .... ,xm) by the vector Xo = (x1n,xz0, • , • ,xm0). We should 
note that the remaining n - m valucs of the solution vector ha ve arbitrarily been aet 
eq u al to zero. · 
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where all X;o. > O, the e; a~c the cost cocfficients of the objectivc functionl 
and zo is the corrcsponding valuc of thc objcctivc function for the givcn 
solution. Sincc P 1, ;!>2, ••• 1 Pm are lincarly indcpcndent, wc can express 
any vector from the sct P 11 P2 1 ••• , P,. in terms of P¡, P2, · · · ' Pm. 
Lct P; be given oy 

X¡1P¡ + X2;P2 + 
and define 

j = 11 ,n . (1.3) 

X¡¡C¡ + X2¡C2 + · · • + Xrn;Cm =;' Z¡ j = 11 r n (1.4) 

where the e; ·are the cost ·coefficicn ts corresponding t~ the P;. 

'fiieorem "1.-~.-Ii. /or-anyJixed i~ tht~-coñaiiian.zi,_::_:'ci:-'>::--~~ña.~~,~~~.:'!F~ \ 
'JlJJ jeasible solutions can bli.1=_Qnsir_ucte_d s:lch tha:t.:z:S:. .z_J.or-: a:::n~_m!J~. ¡ 
ft;j the set, wherc the lºwer boun._d of_Z.)§ .edhe¡;fi~~~ gr..tnfin,tt_~'::::.:~~fS.-~?1, ¡ 
~alue of thc objectiL•ef¡,.mctionfgr a . .P.IJXl1cu.Ja.r..mcmber .JJ!_the sct Of]cQ:;whii . 
~olutwn~'Y 

Case l. If the lower hound is finite, a new feasible solutÍO!J- con-
sisting of exactly m positive variables can be constructed whose v~~ue· 
of the objective function is less than the valuc for the preceamg 
soluLion. 

Case][. If the lower bound is infinite, a new feásible solution 
consistíng of exact.ly m + 1 positive variables can b~ co~structed 
whose value of the objective function can be made arb1tranly small. 

. The f ollowing analysis applies to the proof of both cases: 
Multiplying (1.3) by some number fJ and subtracting fr~m (1.1), 

and similarly multiplying (1.4) by the same 8 and subtractmg from 
(1.2), for j = 1, 21 • _ • , n we get 

(x 10 - ·Ox¡¡)P1 + (x2o - 8X2¡)P2 + · + (Xrno - 8Xm;)P"' + &P¡ 
= Po (1.5) 

+ (Xrno - 8Xm¡)Cm + 8C; 

= z0 - 8(z; - e;) (1.6) 

where Be· has been added to both sides of (1.6). If al! the cocfficients 
of the v;ctors P¡, P 2, •• _ 1 P"'' P; in (1.5) are nonnegativc, then we 
have determined a ne\v feasible solution whosc value of the objcctiye 
function is, by (1.6), z = z0 - 8(z; - e;). Sin ce the variables X¡o, X2o, 

••• , Xmo in (1.5) are all positive, it is clcar, from our discussion in, 
Sec. 3 of Chap. 3, thnt there is a value of e > O (cithcr finitc or infinite) 
for which the cocfficients of the vectors in (1.5) remain positive. 
From the assumption that, for a fixcd j, z; - e; > O; we hav~ 

z ,;. z0 - O(z¡ - e¡) < zo 
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forO> O. Wc:;ccthatineithcrcvcntancwfC'asihlcsolutioncanbc 
obtnitwd whose corrcsponding value of thc objcctivc function is less 
thnn thc valuc for the prcccding solut.ion. 

Thc proof of Case I follows: 
Ü, for the fixcd j, at lcast one :r;; > O in .(1.3) for i = 1, 2, ..• , 

m, thc brgrst vr~.lue of O for which allcoefli.cicnts of (1.5) rcmnin non-
ncgative is givcn by · 

8 . X;o O 
o= mm-> 

i Xij 
(1.7) 

for x.; > O (scc Scc. 3 of Chap. 3). Since ''"e assumed- that the prob­
lcm is nondl'gcncrate, i.e., that al! basic fcasible solutions havc m 
positivc clcmcnts, thc mínimum in (1.7) will be obt.aincd for a unique 
i. If Oo is substitutcd for () in (1.5) and (1.6), the coefficicnt corre­
sp~nding to t his unique i will vanish. W e ha ve then constructed a 
new basic feasiblc solution consisting of Pi and m - 1 vcctors of the 
original basis. This new basis can be used as thc previous one. If 
a new z; - e; > O and a corresponding X;; > O, another solution can 
be obtained which has a smaller value of the objcctive function. This 
process will continue either until all zi - e; ~ O, or until, for sorne 
z; - e; >.O, all X;; ~ O. If all z; - e; ~ O, the process termina tes. 

For Case JI we have: · 
If at any stage we ha ve, for some j, z, - e; > O and all X;¡ ~ O, 

then therc is no upper bound to () and the objective function has a lower 
bound of- co. \Ve scc for this case that, for any O> O, aH thc coeffi­
cients of (1.5) are positive. We thcn have a feasible solution· con­
sisting of m + 1 positive elements. Hence, by taking O large enough, 
the corresponding value of thc objcctive function given by the right­
hand sidc of (1.6) can be made arbitrarily small. 

-:fheorem 2. lj for any basie fcasible soltdion X = (x10,x20, , ·'- • ,:rmn) .lhe; 
condift'ons Zj - e;~ 0 Jw[d jor all j = d, 2, . , ., 1 n, then (l.l}mid' 

. Jl.2) constilule a minimum feasible solution,, 1 

1 This optimality criterion is somctirncs varicd. For· a minimization probiem we 
could hnvc computed, inst.cad of the z¡ - e¡, the numbers e; - z; and selected as the 
vector to be introduccd into the Lasis the one corrcsponding to the min (e¡ - z;). An 
optimum has becn reachcd whcn al! e¡ - z; ~ O. U thc problem was originally io 
be maximized, we coultl use thc following critcrion instcad qf changing toa minimiza.­
tion .proLlcm: Compute the Z¡ - e¡ .and sclcct a ncw vector corrcspondíng to m in 
(z¡ - e,); an optimum solt.ition has bccn found whcn all z; - e¡ ~ O. Or compute 
the e¡ - z; clcments with thc ncw vector corrcspondiug to inax (e; - z¡), thc proccdure 
litopping when al! e; - z¡ :::; O. It is much more efiiricnt, howcver, especially in 
dcveloping a computational proccdure for an (']eetronic computer, to sclect one 
critcrion to be uscd in solving all prohlcms. Sec pnge 71 for the discussion on the 
critcrion uscd to select a vector to be introduccd into the basis. 
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Proof. Let 

Y1oP1 + Y2oP2 + (1.8) 

and 
Y1oC¡ + Y2oC2 + · ' · + Ynoen = z* (1.9) 

be any other feasible solution with z* the corrcsponding value of the 
objective' function. We shall show that zo ~ z*. (N o te that the 
nondegeneracy assumption is not rcquired for this thc?rcm.) . 

By hypothesis, z; - e; ~ O for all j, so that replacmg e; by z; m 

(1.9) yields 

Y10Z1 + Y2oZ.2 + · · · + YnoZn ~ z* (1.10) 

For eachj we substitute the expression for P; given by (1.3) into (1.8), 

-to obtain 

or, by regrouping terms, 
n n 

( L Y;oXli) P1 + (.Í: Y;oX2;) P2 + 
i=l . ¡=l . 

n 

+ ( L Y;oXm¡) P.-. 
i=l 

= Po 

= Po (1.11) 

Similarly, for eachj we substitute the expression for zi given by (1.4) 

into (1.10) to obtain 

n n n. ) * ( :¿ YiuX!i) CI + ( 2: Y;oX2;) c2 + ... + (_L y¡oXm; Cm ~ z 
j=l i=l J=!. (1.12) 

Since the set of vect.ors P¡, P 2, ••• , P ... is linearly indcpendent, the 
coefficients of the corrcsponding vectors in (1.1) and (1.11) mus~: be 
equal,I and hencc (1.12) bccomes 

X¡oe! + X:oe2 + ' • ' + XmoCm ~ z* 

or, by {1.2), zo ~ z*. 

The results of Thcorcms 1 n.nd 2 ennhlc. us to start with a.basic fcnsible 
solutíon and gencrate a sct of new b:J.sic fcusiblc soluti~ns that convc~gc 
to ti.·· minimum solution or determine that a finitc solutwn docs not ex1st. 

Thc nondegc:Ueracy R:$sumption wns Íl!voked to cnsurc thc c~nvc~­
gence to the ~inimum solut.ion. lf wc did not make this assumptwn, 1t 

1 Scc footnot6 of Thcorcm 3, Chap. 3, for a proof of the equality of thc coefficicnts 

of (U) and (Lll). 

1!. í. J 
• 

.. .:;". 
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would be possiblc to hn.ve n.t least onc of the m x;0 of the gi\'C>n ~olution 
equal to zcro. If this wcre thc case, thcn Oo could cqun.l zero ant! thc value 
of the objcctive function for the ncw solution woult! thcn cqual thc value 
of thc old solution. This lack of impro\'emcnt in thc solution could 
continne for a numbcr of succcssive steps. For this situation, the proce­
dure could conceivably repcat a bn.sis. and hencc kecp rcturning to this 
basis. The simplcx procedurc is then said to ha ve cycled, and thc compu- . 
tat~onal routine for determining the mínimum :>olution bren.ks clown. 
During actual computation, thc phenomenon of degencracy is reflected:' 
by basic solutions \Vith less than m positive X;o and/or by more than one i · 
yielding 8o = min (x;o/X;;) for X;; > O. lf the i is not unique, some of the 

i . 7 

X;o in the new solution will equal zero. 
Dnntzig, Orden, and W olí e [3~] and Charnes, Cooper, and Henderson 

[12] h:we resolved degeneracy .from both the theoretical and computa~ 
tional points of view. Computational expcrience, however, does not 
warrant incorporating thcir "degeneracy tech"niques" into the standard 
simplex prÓcedure. Qut of the DlílP'" linear-prQgr;Hnming problcms con­
l?idered bv invcstigators in the field, only three ha ve been known to cycle. 
Thcse were n.rtificiallv constructed bv Hoffm:m [58) and Be.!_ll_~ (4] to 
demonsirate that cycling could occur. What is normally done in a com­
putation is to treat degenerate solutions as nothing unusual and to com­
pute with Bo = O whenever the proccdure yields such a value for 8. If 
ties occur when determining 80, the usual rule is to select 80 = min (x;0 /x;¡) . . 
for thc smalles~ index i, Degeneracy techniques and a cycling pro~lem 
of Beale are discussed in Chap. ? .. 

2. COMPUTATIONAL PROCEDURE 

In this sectíon we assume either. that (1) we have selected m linearly 
independent vectors that yield a feasible solution and have expressed aH 
other vectors in terms of this basis or that (2) our problem matrix con­
tains m vectors that canbe explicitly arrangcd to form a unit matrix of 
arder m. 

For the first case let- the m linearly independent vectors be P¡, P2, 

... , Pm and denote the· m X m matrix (P1P2 · · · Pm) by B. The 
matrix B.is termed an admissible basis. To compute the corresponding 
solution vector X aud the reprcsentation of the other vcctors in terms of 
the basis, we must first co.J,npute B~1 • Since 

BXo =Po 

we have 

Xc = B-1Po 

··:<;.. •• ,.:, .. 



PJBECI'ORIO [)E .ASISTENTES AL. CURSO: .TENAS SELECI'OS DE ANALISIS .DE RED~S ELECI'J:UCAS 

l. 

···" '· · . DEL 15 AL 19 DE ENERO DE 1979 -

NOMBRE· Y DIRECCION 

BENJAMIN ACIJSTA SEGURA 
José Ma. Morelos No. 42 
Col. Concepei6n 
México 2o, D.F. 
Tel. 568-53-7'8 

2. ENRIQUE ACHA DAZA 
-~~.ücina No. 65 Dpto. 5 
Col. Copilco 

3. 
···. i :: .' -

5. 

6. 

México , D . F. 
· TeJ_ •. 

. . ING. SALVAIX)R ACH.A DAZA 
Bernal Díaz·d~l Castillo No. 275 
Col : Chapul tepec Sur 
M:)relia, Mi eh. 
Tel. 

CONZAID ARROYO A. 
Apdo • · 22-21 o 
coi. vergel de Coy. 
MéXico· 22, D.F •. · 
Tel. 677-31-06 

ING. AUGUS'IO AWJ..J:JS REYNA. 
· ~~lfn No·. 305 
. cOl~ camr?estre 
Gómez Palacio,Dgo. 
Tel. 4-23-93 · 

ING. JOSE MA. ALVAREZ M. 
José Ma. Iglesias No. 62 
Col. Constitución 

·Hermosillo, Son. 
Tel. 4-14-78 

EMPRESA Y DIRECCION 

DELEGACION ALVARO OBREOON 
Feo. I. Madero Esq. Av. 
Revolución 
Col. Sn. Angel 
México 20, D.F. 
Tel. 559-25-33 Ext. 125 

ESC'UELA DE ING •. ELECTRICA 
(UNIVERSIDAD MICHOACANA) 
Morelia, Mi eh. 
Tel. 277-76 

COMISION FEDERAL DE ELECrRICIDAD­
ApJ.o •. 19099. 
Co,l. Olivar de los Padres 
Méxiqo, D.F. 
Tel. 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Boulevard Alemán y Gunaceví 
G6mez Palacio, Dgo. 
Tel. 4-28-87 4-39-31 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Juárez y San Luis Potpsí 
Hermosillo, Son. 
Tel. 3-27-13 



7. 

8 •. 

9. 

10. 

1L 

12. 

1 ...... 

DIREcrORrO DE ASISTENTEs AL CURSÓ: .TEMAs SELECI'QS DE ANALISIS DE REDES E:L:EctRffAs 
DEL 15 AL 19 DE ENERO DE 1979 

NOMBRE Y DIRECCION 

MANUELAVIIAOÑATE 
Asturias No. 62 -
Col. Alarros 
Méxioo, D.F~ 
Tel. 519-07-48 

ING. JAIME BARRIOS DIAZ 
C6rdoba No. 480 
Col. Valle Dorado 
Tlanepantla, Edo. de Méx. 
Tel. 379-21-61 

. ING. LUIS CABEZA RESENDEZ 
clarín No. 13 
Col. Las Arboledas 
Atizapan, Edo. de Méx. 
Tel. 379-00-01 

JOSE LUIS CALDERON GARCIA 
Presa Sta .. Teresa No. 177-201 
Col. Irrigaci6n 
Méxioo 10, D.F. 
Tel. 557-68-35 

ING. · JUAN -MANUEL CALVILLO ZAMUDIO 
Taxqueña No. 1818 casa K-12 
Col. Coyoacan -
Méxioo 21, D.F. 
Tel. 549-00-69 

ING. ARI'URO CAMARGO RAYON 
M. Ocampo No. 171-222 . 
Col. Aná.'f-}uac 
México 17, D.F. 
Tel. 546-58-39 

EMPRESA Y .DIRECCION 

S I CA R T S A_ 
Lazare Cardenas , MJ_cl).. 

. . 
COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Rodana No. 14 .; 
Col. cuauhtémoc · 
México 5, D.F. . 
Tel. 553-71-33 Ext. 2!82. 

INST. DE INVESTIGACIONES EIECTRICAS 
Shakespeare No. q-5o. Piso 
Col. Ansures 
México, D.F. 
Tel. 511-34-74 

COMISION FEDERAL DE ElECTRICIDAD 
Av. Tol-uca Esq. Don· Manueli to 
Col. Olivar de los_Padres. 
México 20, D.F. 
Tel. 595-55-66 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Calle Don Manuelito Av. Toiuca 
Col. Olivar de los Padres 

. México 20, D.F. 
Tel. 595-54-00 

CIA. DE LUZ Y FUERZA 
M. Oc ampo No. 156:-3er. Piso 
Col. Sn. Rafael 
México, D.F. 
-Tel. 518-00-80 Ext. 117 
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13. 

. 14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

DIRECI'ORIO DE ASISTENTES AL CURSO: TEMAS SELECI'OS DE ANALISIS DE REDES ELECI'RICAS 
DEL 15 AL 19 DE ENERO DE 1979 

NOMBRE Y DIRECCION 

ING. RAYMUNDO CAMPOS MUAN 
8 Norte Priv. C No. 2609 
Col. Rinc6n del Bosque 
Puebla, Pue • 
Tel.· 41-93-42 

ING. JOSE CARRASCO IDRAI.ES 
Faro No. 79 Depto. 11. 
Col. Vallejo la Patera 
México 14, D.F. 
Tel. 535-19-13 

JESUS QU INFANTE 
EDIF. 136 Opto. 1 Unidad Kennedy 
cOl·. Jardín Balbuena 
Méxic<;:> 17, D.F. 
Tel. 552-53-55 

ING. ANTONIO DE LA ROSA SORIA 
Palmira Apto. Postal 475 
Cuerna vaca, Mor. 
Tel. 4-13-71 

ING. PAULINO DIAZ MEDINA 
Puebla No. 353-504 
Col. Roma" 
México 7, D.F. 
Tel. 553-71-33 Ext. 2161 

ISAIAS ELIZARRARAZ AI1::.ARAZ 
A. Serdán No. 789-B 
.r-brelia, Mi.ch. 
Tel. 

EMPRESA Y DIRECCION 

COMISION FEDERAL DE ELECrRICIDAD 
Antiguo Camino Resurrección Km. 41/2 
Puebla, Pue. · 
Tel. 41-79-64 

DELEGACION CUAUHTEMJC D. D.F. 
Aldama y Mina 
Col. Buena Vista 
México 3, D.F. 
Tel. 535-19-13 

DEPARI'AMENTO DEL DISTRITO FEDE;RAL 
Tlalpan 
México,. D.F. 
Tel. 577-00-55 

INSTITUTO 'I'EOJOIOGICO REG. DE IA 
LAGUNA 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Ródano No. 14-406 
Col. Cuauthénoc 
México 5, D.F. 
Tel. 53-71-33 Ext. 2161 

ESC. DE ING. ELECTRICA 
(UNIVERSIDAD MICI-IOACANA) 
Morelia, Mi.ch. 
Tel. 2-77-76 

1. 
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DIRECI'ORIO DE ASISTENTES AL CURSO: TEMAS SELECIDS DE ANALISIS DE REDES ELECTRI­
CAS ( DEL 15 AL 19 de ENEro DE. 1979 ) _ 

NOMBRE Y DIRECCION 

19. ING. ADOLFO EQUIHUA TAPIC 
Gral. José Frontera No. 8 
Col. Mercurio 
Querétaro, Qro. 
Tel: 2-44-22 

20. ING. WOLF FAINSILBER 
Chilpancingo 14-702 
Col. Condesa 
México 11, D. F. 
Tel: 5-64-76-71 

21. ING. ARSENIO FERNANDEZ AGRAZ 
Sto. Santiago 3548 
Jardines de los Arcos 
Guadalajara, Jal. 
Tel: 21-59-70 

2 2 • ING. JAIME FLORES BOI'EI.LO 
Carolota 175 Int. 7 
Col. Guadalupe Tepeyac 
México 14, D. F. 
Tel: 5-17-02-34 

23. ING. ANGEL FLORES I..DPEZ 
Paseo de la Reforma No. 730-1501 
Edif. Zacatecas 
Tlatelolco 
México 3, D. F. 
Tel: 5-53-71-33 Ext. 2161 

24. MIGUEL FLORES ORI'EGA 
Corona Boreal 92 Bis 
Col. Prado Churubusco 
México 13, D. F. 
Tel: 5-81-21-12 

2 5. ING. ARMANDO FRAUSTO SO LIS 
Hda. Olivar del Conde 36 
Fraccionamiento Prados del Rosario 
México 16, D. F. 
Tel: 5-46-58-39 

26 • CESAR FUENTES ESTRADA 
Circ. Mu.Sicos Gustavo Campa No. 11 
Cd. Satélite, Edo. de México 

EMPRESA Y DIRECCION 

INSTITUTO TECNOLOGICO REGIONAL DE 
QUERETAID 
Av. Tecnologico 
Querétaro, Qro •. 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
R6dano No. 14 
Col. Anzurez 
México 5, D. F. 
Tel: 5-53-71-33 Ext. 2084 

COMISION FEDERAL :DE ELECTRICIDAD 
Km. 12.5 Carretera a Morelia 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Río Ródano No. 14 
Col. Cuauhtémbc 
México S, D. F. 
Tel:5-53-71-33 Ext. 2400 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Río Ró:lano No. 14 
Col. Cuauhtémoc 
México 5, D • F. 
Tel: 5-53-71-33 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
R!o Ró:lano No. 14 
Col. Cuauhtérnx 
México 5 , D • F. 
Tel: 5-53-71-33 Ext. 2677 

CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO, S .A. 
Melchor Ocampo 171-222 
Col. Anáhuac 
México, D. F. 
Tel: 5-46-58-39 

ESIME-SECCION DE GRADUADOS E INVESTIGACION 
Unidad Prófesional Zacatenco 
Col. Lindavista 
México 14, D. F. · 
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DIRECI'ORIO DE ASISTENTES AL CURSO: TEMAS SELECI'OS DE ANALISIS DE REDES EI.ECTRI .;_ 

·:CA$ ( DEL ·15 AL 19 DE ENERO DE 1979 ) 

NOMBRE Y DIRECCION 

27 .' AGUSTIN GALVAN MALOONADO . 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

Herreras 117 
Col. 20 de Noviembre 
.México 2, D. F. 
Tel: 7-89-08-74 

ING. AJX)LFQ GARCIA GARCIA 
ArbolEda de la Hacienda 68 
Col. ArbolEdas 
Atiza pan 
Edo. · de México 
Tel: 3-79-26-91 

ING. GUILLERMO GARIBAY BORREGO 
San Marcos 11 Edif. AMALFI 102 
Sta. Teresa Contreras 
México 20, D. F. 
Tel: 5-68-71-56 

ING. J. JESUS GONZALEZ HERNANDEZ 
Ret. 3 de I'-1anuel Rivera Cambas No. 28 
Col. Jardín Ba],buena 
.México 9, D. F. 
Tel: 5-71-42-06 

ING. ENRIQUE GUERRA VAZQUEZ. 
Paseo del Reloj 47 M.-12-L-14 
Ojo de Agua, Edo. de México 
Tel: 80148 

J. AGUSTIN GUERREro FIDRES 
Edif. 4 Depto. · 3 Zona Hab. La 
Orilla 
Lazaro Cárdenas, Michoacan 
Tel: 2-03-33 Ext. 1367 

ING. CARLOS GUTIERREZ R. 

ING. ANIBAL HERNANDEZ LOPEZ 
Golf No. 175 
Country Club 
México 21, D. F. 
Tel: 5-49-94-26 

. EMPRESA Y DIRECciON 

SISTEMA DE TRANSPORI'E COLECTIVO "MEI'RO" 
Delicias 67 Edif. P.C.C. So. Piso 
México 1, D. F. 
Tel: 5-12-76-86 

CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENI'RO,S. A. 
Melchor Ocampo 171 
Col. Anáhuac 
México, D. F. 
Tel: 5-35-16-10 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Río Ródano No. 14 
Col. Cuauhtérroc 
Mé:Y..ico 5, D. F. 
Tel: 5-53~71-33 Ext. 2616 

COMISION FEDERAL DE ElECTRICIDAD· 
Río Ródano No. ¡ 4 
Col. Cuauhtémoc 
México 5, D. F. 
Tel: 5-53-66-24 

COMISION FEDERAL DE ElECTRICIDAD 
Río Ródano No. 14 
Col. Cuauhtémoc 

. México 5, D. F. 
Tel: 5-53-66-24. 

SIDERURGICA IAZAFD CARDENAS "LAS TRUOIAS, 
S. A. " 
Domicilio Conocido 
Lazaro Cárdenas, Michoacan 

· Tel: 2-03-33 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Río Ródano No. 14 
Col. Cuauhtérroc 
México 5 , . D • F'. 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Río Ródano No. 14 
Col. Cuauhtémoc' 
México 5 , D. F. 
Tel: 5-53-65-08 
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DIROC'IDRIO DE AS.ISTENTES AL CURSO: 'I'EMAS. SELECTOS DE ANALISIS DE REDES ELECTRI­

CAS , ( DEL 15 AL 19 DE ENERO DE 1979 ) 

NOMBRE Y DIRECCION 

35. ING. RAUL HERRERIAS OJRZO 
Castillo Velasco No. 44 
Col. Periodista 
México 10, D. F. 
Tel: 5-57-30-23 

3 6 • ING. .MARIO IARA CARMONA 
Emilio Castelar 4'4-104 
Col. Polanco 
México 5, D. F. 
Tel: 5-31-15-76 

37. ING. FAUSTINO LARA ~z 
Rio Panuco No o 137 
Col. CUauhtérroc 
México 5 , D. F. 
Tel: 5-28-86-17 

3 8. ING. AlBERI'O F. LINDSAY 
Colima No. 4 
Herrnosillo, Son. 
Tel: 3-33-86 

3 9 o RENE WPEZ GUZMAN 
Coahuila 156-38 
Col. Roma 
México 7, D. F. 
Tel'~ 5-25-67-93 

4 O • ING. CESAR WPEZ AIDRETE 
Río Janeiro 100-A 
Col. Alta Vista 
Ivbnterrey, N. L. · 
58-17-19 

41. ING. ALEJANDRO WZANO G. 
San Marcos No. 102-6 
La Joya Tlalpan 
México 22, D. F. 
Tel: 5-11-34-74 

4 2 . ING. J. JESUS MALOONADO WPEZ 
M-5 L-14 Lemas Santiaguito 
1'-brelia, Mich. 
Tel; 2-33-44 

EMPRESA Y DIRECCION 

OJMISION FEDERAL DE ElECTRICIDAD 
Río Ródano No. 14 
Rio' Ródano · 
México 5, D. F. 
Tel: -·5-53-71-33· Ext. 2410 

COMISION FEDERAl, DE ELECTRICIDAD 
Río· Ródano No. 14 
México 14, D. F. 

COMISION FEDERAL DE ELECI'RICIDAD 
Río Rédano No. 14 
Col. CUauhtémoc 
MéXico 5, D. F. 
Tel: 5-53-71-33 Exto 2677 

COMISION FEDERAL DE ELEL"'TRICIDAD 
Río Ródano No. 14 
Col. Cuauhtémoc 
México 5 , D. F. 

INSTITUTO DE INVESTIGACIONES ELECTRI 
C..l\5 
Shallespeare No. 6-3er. Piso 
Col. Anzures 
México, D. F. 

OJMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Carretera Antigua a Roma Krri. 6 .1/2 
'l'el: 52-50-14 

INSTI'IÚTO DE INVESTIGACIONES E:f..OCTRICAS 
Shakespeare No. 6-So. Piso 
Col. · Anzurez 
México 5, D. F. 
Tel: 5-11-34-74 

UNIVERSIDAD MICHOACAN, ESCUELA DE 
INGENIERIA ELECTRICA 
Morelia·, MI eh. 
Tel: 2-77-76 



.... .. .i¿ 

DIRECI'ORIO.DE ASISTENTES AL CURSO: TEMAS SELECTOS DE AJ.'W:..ISIS DE REDES ELECTRI­
CA.S ( DEL 15·-AL 19 DE ENEOO DE 1979 ) 

NOMBRE Y DIRECCION 

4 3 • ING. WILFRIDO G. MARI'INEZ FUENTES 
Sierra Diamantina No. 8 
Col. Real de las Lomas 
México 20, D. F. 

44' WCIO MAYA ARADILLAS 
Av. 565 - 147 
Unidad Aragón 
México 14, D. F. 
Tel: 5-60-34-75 

45. 'EDUARDO M)LEID RAMIREZ 
Milayo 11 Mayorazgo del Bosque 
Edo. de México 
Tel: 3-79-58-63 

46. IN(} •. IUCAROO MYl'A PALOMINO 
División del Norte 3000 
Atlántida, Coyoacán 
México 21, D. F. 
Tel: 5-49-10-25 

4 7. ING. ALFREro NA VA SEGURA 
Chiapas No. 135-804 
Col. Roma . . 
México 7 , D. F. 
Tel: 5-86-27-38 

4 8 • SALVAOOR Nm!EZ cAsTILI.D 
Calle Industria No. 7 
Col. Del Recreo 
Azcapotzalco 
México, D . F . 
Tel: 5-61-84-22 

4 9 • lliG •. HECI'OR NUfíEZ DIAZ 
Gardenia No. 18 
Col. Jardín 
MéXico 21, D.F. 
Tel. 549-51-45 

' .. 

EMPRESA Y DIRECCION 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
fun Manueli to Esq. lw .•. Toluca 
Col. Olivar de los Padres 
México 10, D. F. 
Tel: 5-95-54-00 . 

COMISION FEDERAL DE ELECI'RICIDAD 
Río RÓdano No. 14 
Col. Cuauhtérooc 
México 5 ,. D. F. · 
Tel: 5-73-71-33 Ext. ·2161 

·CIA. DE LUZ Y _FUERZA DEL CEN'Tro, S .A. 
Melchor acampo 171 Ofina No. 407 
Col. Anáhuac 
México, D. F. 
Te.l: 5-18-00-80 Ext. 221 

cOMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Calle fun Manuelito Esq. Av. Toluca 
Olivares de los Padres 
México 22, D. F. 
Tel: 5-95-54-22 

IPN-SECCION DE GRADUADOS ESIME 
Unidad Profesional de Zacatenco 
Col. Lindavista 
México 14, D. F. 
Tel: 5-86-27-38 

SISTEMA DE TRANSPORIE CDLECTIVO"METID" 
Ernesto Pugibet No. 8-6o. Piso 
México 1, D. F. 
Tel: 5-21-86-20 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Rádano No. 18 
Col. Cuauhtémoc 
México 5, D.F. 
Tel. 286-20-94 



50. 

51. 

52. 

53. 

.54. 

55. 

56. 

57. 
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DIRECI'ORIO DE ASIS'IENTES AL CURSO: TEMAS SELECTOS DE ANALISIS DE REDES EIECTRICAS · 
( DEL 15 AL 19 DE ENERO DE 1979 ) 

NOMBRE Y DIRECCION 

MAXIMINO OCHOA RIVAS. 
Colina de dos Rocas No. 52 
México 5, -D.F. 
Tel~ 286-20-94 

GJILLERMO ORI'EGA RODRIGJEZ 
Gustavo Sotelo No. 1795-lA 
Col. Héroes de Nacozari 
Mexicali, B.C. 

ING. JOSE RUPERTO -PEfJA MORENO 
· Ebano No. 18 
Col. Santa María ' lla Ribera 
México 4, D.F. 
Tel. 541-15.-19 

ING. ARTURO I. PEON ZAPATA 
Las Flores No. 60 
Col. La Candelaria Coy. 
México 21, D.F. 
Tel. 549-67-30 

GUILLERMJ JOSE LUIS PERALTA SOIDRIO 
Cali No. 323-A 
Col. Valle Dorado 
Tlalnepantla, Edo. de Méx. 
Tel. 379-34-16 

ING. OODOil""'O PIMENTEL C. 
Hda. Santiago No. 82 
Col. Prado del Rosario 
México 16, D.F. 
Tel. 561-71-37 

ING. IDRENZO REYES OSORIO 
Valle Dmieper No. 8 
Col. Valle de Arag6n 
Edo. de Méx. 
Tel. 

ING. VICI'OR MANUEL RODRIGUEZ IDPEZ 
Ayuntamietb No. 114 G-501 
Col. Tlalpan 
México 22, D.F. 

EMPRESA Y DIRECCION 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Río Ródano No. 14-413 
Col. Cuauhtánoc 

·México 5, D.F. 
Tel. 286-20..:..94 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Benito Juárez y Iazaro Cárdenas 
Mexili, B.C. 
Tel. 878-ol 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
R6dano No. 14-4o. Piso 
Col. CUauhtérnoc 
México S, D.F. 
Tel. 553-66-24 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
R6dano No. 14-405 
Col. Cuauhtémoc 
México 5, D.F. 
Tel. 553-71-33 Ext. 2677,2143,2084 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Av. Toluca y Calle Don Manuelito 
Col. Olivar de los Padres 
México 20, D.F. 
Tel. 595-54-00 

CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CEN'I'ro 
Tlaloc No. 90-4o. Piso 
Col. Anáhuac 
Méxioo 16, D.F. 
Tel. 546-11-55 

COMISION FEDERAL DE ElECTRICIDAD 
Río Ródano NÓ. 14-403 
Col. Cuautémoc 
México 5, D.F. 
Tel.553-71-33 Ext. 2781 

COMISION FEDERAL DE ElECTRICIDAD 
Ródano No. 14 
Col. Cuauhtémoc 
Méxioo 5, D.F. 
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59. 

60. 

61. 

62. 

63. 

64. 

DIRECTORIO DE ASISTENTES l\f..; CURSO: TEMAS SELECTOS DE ANALISIS DE REDES ELECTRICAS 
( DEL 15 AL 19 DE ENERO DE 1979 ) 

NOMBRE Y DIRECCION; 

ING. RIKICA ROMANO 
Aldama No. 9-303 
Col. Buenavista 
México 3, D.F. 
Tel. 

ING •. DAVID FOMEro ROMERO 
Edificio Libertad B-2-207 
Col. Centro 
México, D.F. 
Tel. 529-13-09 

ING. HECI'OR G. SARMIENTO 
Cerro. Coporo No. 46 
Col. C. Churubusco 

. México, D.F. 
· Tel. 549-10-46 

ING. GERARDO SORDO LINARES 
Cuzco No. 881 
Col. Lindavista 
México 14, D.F. 
Tel.~~86-85-68 

ING., VIRGILIO VALDEZ CERVANTES 
Salazar No. 827-.?\ Pte. 
!-bnterrey, N.L. 
Tel. 74-34-47 

ING. RICARDO VAP[.;AS SALAS 
Priv. del Rosal No. 37 
CUerna vaca, !-br. 
Tel. 265-67 

ING. CESAR M. VIICHIS CERVANTES 
Guerrero No. 387-0-713 
Col. Nonoalco Tlatelolco 
México 3, D.F. 
Tel. 597-45-46 

EMPRESA Y DI:REX:::CION. 

INST. DE INVESTIGACIONES ELECTRICAS 
Shakespeare No. 6-5 · 
Col. Anzu.res 
México 5, D.F. 
Tel. 511-34-74 

COMISION FEDERAL DE :IUECTRICIDAD 
Calle Don Manuelito y Av. Toluca 
Col. Olivar de los Padres 
México 22, D.F. 
Tel. 595-55-11 

INST. DE INVESTIGACIONES ELECTRICAS. 
Internado Palmira Apdo. Postal 475 
Cuerna vaca, Mor • 
Tel. (731) 413-71 

CIA. DE LUZ Y FUERZA DEL CENTRO 
Melchor Ocampo No. 171 
Col. San Rafael 
México 5, D.F. 
Ter:~ 518-oo;..so EXt. 213 

COMISION FEDERAL DE EI..EX:TRICIDAD 
Anaya y Universidad 
.Monterrey, N.L. 
Tel. 52-50-14 

INST. DE INVESTIGAClLES ELECTRICAS 
Cuernava.ca,Mor. 
Tel. 

COMISION FEDERAL DE ElECTRICIDAD 
Ródano No. 14-4o. Piso 
Col. CUauhtérroc· 
México 5, D.F. 
Tel. 553-71-33 Ext. 2003 
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. DIRECI'ORÍO DE ASISTENTES AL CURSO: TEMAs. SELEC'IDS DE. ANALISIS DE REDES ELECTRICAS 
·(- DEL-1:5 AL:·-19 DE:-ENERO :DE 1979- ) ... 

NOMBRE Y DIRECCION 

ING. DANIEL ZAVAIA . .MAI.JX)NADQ 

Av. San Jeronimo No. 1363-8 
Col. San Jerónimo 

·México 20, D.F. 
Tel. 595-58-30 

C. ALBERI'O BLANCO MONTIEL 
Calz. Niño Perdido No. 580 Depto. 302 
Col. Alamas 
México 13, D.F. 
Tel. 590-32-77 

ING. HORACIO CRISTIAN BUITRON SANCHEZ 
Hernández No. 64 
Col. 'I'epeyac Ins . 
México 14, D.F. 
Tel. 577-94-86 

RODOLFO CALDERON GAOCIA 
· Clarín No. 13 · 
Col. Las Arboledas 
Atizapan, Edo. de Méx •. 

EMPRESA Y DÍRECCION 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Calle Don Manuelito Av. Toluca 
Col. Olivar de los Padres 
México 20, D.F. 
Tel. 595-55-44 Ext. 224 

COMISION FEDERAL DE ELECTRICIDAD 
Río Ródano ·No. 14 
Col. CUautérnoc .. 
México 5, D.F. 
Tel. 553-71-33 Ext. 2189 

COMISION 1:<--:EDERAL DE ELECTRICIDAD · 
Av. Tol uca Esq. Don Manueli to· 
Col. Olivar de los Padres 
México 20, D.F. 
Tel. 595-54-00 

INST. DE INVESTIGACIONES ELECTRICAS 
Shakespeare No. 6-So. Piso 
Col Anzures 
México, D.F. 


