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RESUMEN

Se plantean una serie de modelos analiticos para analizar problemas como son: deformaciones por
peso propio de la estructura, deformacién por carga hidrdulica y deformacién ante la carga por
sismo. El enfoque analitico de los problemas es comparado con observaciones experimentales
obtenidas en las presas de Aguamilpa, El Cajéon e Infiernillo. Se desarrollé también un modelo
analitico para estudiar las deformaciones en las losas ante las observaciones de los inclindmetros.
Algunos de los aspectos mas relevantes que resultaron de la presente investigacidon, se pueden
resumir a continuacion:

- Todos los modelos analiticos resueltos, tanto estaticos, como dindmicos, indican que es
erréneo suponer que las caras laterales de la estructura (en la direccién longitudinal del
rio), son libres de esfuerzo. Los modelos analiticos para problemas de peso propio, por
ejemplo, indican que la forma en que puede asentarse la estructura es fuertemente
dependiente del nivel de esfuerzo que exista en las caras laterales de la presa. Un nivel de
esfuerzo bajo en las caras laterales sugiere un asentamiento uniforme de todo el continuo,
mientras que un esfuerzo alto concentra los mayores asentamientos hacia el centro de la
estructura. Por otro lado, para un problema de empuje de carga de agua, particularmente
en la direccién horizontal, los modelos con esfuerzo cero en la cara libre de la estructura,
indican una deformacion parabdlica, sin desplazamientos en la parte superior a la presa,
mientras que la presencia de un esfuerzo en la cara libre, genera una serie de curvas que
se asemejan mas a las observaciones experimentalesde desplazamiento observadas en las
losas de concreto instrumentadas con inclindmetros. Para los problemas dinamicos
considerar nulos los esfuerzos en las fronteras laterales de la estructura lleva a una
solucién de tipo complejo para el problema de vibracién forzada (Bravo y Romo,1999); la
existencia de un esfuerzo en estas fronteras laterales, en cambio, incrementa el
movimiento en la corona de la estructura por la accién sismica, lo cual es congruente con
las observaciones experimentales.

- Los mddulos elasticos de los materiales constitutivos de una presa de enrocamiento son
Unicos. No es facil determinar dichos mddulos en laboratorio, en particular si los
enrocamientos tiene particulas de gran tamafio. Los modelos analiticos resueltos en este
trabajo de investigacion indican que los valores de estos mddulos pueden variar en
funcién del modelo que se resuelve. Por ejemplo, un modelo bidimensional que no
considere restricciones laterales ante un empuje de carga de agua, requerird maédulos
eldsticos mayores a los que se requeririan al usar un modelo tridimensional que si
considere la presencia de estos apoyos laterales. Estas diferencias no se deben a los
materiales sino a que el modelo tridimensional es mdas completo que el modelo
bidimensional, entonces no es valido usar los modelos simples para calibrar propiedades
mecdnicas sobre el prototipo.



Se desarrollaron modelos dinamicos unidimensionales, bidimensionales vy
tridimensionales. En particular, el modelo tridimensional tiene la cualidad de ser
relativamente sencillo y bien puede ser una herramienta de mucha utilidad para el estudio
de problemas dindmicos en presas. Los resultados de este modelo indican que las
estructuras en forma de cufias tienen un movimiento notable en practicamente toda la
presa, ya que mientras unas formas modales llevan la energia hacia arriba, otras lo hacen
hacia abajo, generando con ello un movimiento en todo el continuo. Es posible que la
geometria en forma de embudo que tiene la cuiia en su base sea importante en este
comportamiento. Una de los efectos mas importantes en las presas de enrocamiento
después de las acciones sismicas, es el asentamiento de la estructura. Las formas modales
que se observan son congruentes con este comportamiento. En otras palabras, los
modelos aqui presentados sugieren que lo sismos, al parecer, favorecen la estabilidad de
los enrocamientos, sin que con ello se quiera decir que esto es bueno o malo para la
funcionalidad de la estructura.

Se realizaron algunas investigaciones sobre el comportamiento de las losas
instrumentadas en la presas de Aguamilpa y El Cajén. Las mediciones con inclinémetros
muestran que estas losas pueden tener importantes flexiones y experimentar una
importante tensidn ante el empuje del agua, dicha fuerza de tensién puede ser valorada si
se tiene idea de la magnitud de la fuerza en el contacto losa-enrocamiento, lo cual es
particularmente dificil si ya ha sido llenado el embalse, pues las fuerzas de friccidon en los
cantos de las losas no son despreciables en este caso. Se estudié adicionalmente el caso
de una losa flexionada en Aguamilpa durante su etapa constructiva. En esta losa se
determind una fuerza de friccién de 0.1 el peso de la losa en el contacto losa-
enrocamiento, aqui fue posible despreciar la friccion en los cantos de las losas. Es
probable que este valor sea ligeramente superior al que se tiene en la realidad, dado que
el estudio se realizéd después de una inundacidn en la estructura, que pudo reducir el
coeficiente de friccion por la presencia del agua.

Los datos experimentales indican una notable fluencia del material de enrocamiento que
constituye el cuerpo de la estructura para los afios posteriores al primer llenado. Esta
fluencia no debe ser ignorada, pues cambia de manera notable los esfuerzos en las losas.
Un modelo tridimensional de empuje de agua horizontal que se presenta en el presente
trabajo, sugiere no linealidad en el comportamiento del enrocamiento para aproximar las
observaciones experimentales a los calculos. Este comportamiento se observé tanto en la
presa de Aguamilpa, como en la presa de El Cajon.



INTRODUCCION

El disefio de presas de enrocamiento con cara de concreto ha cambiado de manera considerable
con relacidn en las primeras estructuras de este tipo. Uno de los aspectos mas peculiares en estas
presas, es la interaccién que se desarrolla entre dos materiales de naturaleza completamente
diferentes desde el punto de vista mecdnico, como lo son: el enrocamiento, que constituye el
cuerpo de la estructura, y las losas de concreto, que forma el sello hidraulico del sistema. La
presa Cogoti en Chile cuya construccidon se finalizé en 1938 y sin ningln tratamiento de
compactacién al enrocamiento; es un caso tipico de los procedimientos constructivos que se
seguian en aquellos tiempos. El 4rea de la cara de concreto es de 16,000 m? y los ingenieros,
contrarrestaban la notable deformabilidad del enrocamiento, dividiendo la losa en una gran
cantidad de paneles individuales (de 10x10 m), separados por juntas libres estructuralmente y
limitadas mediantes sellos hidraulicos como el cobre, fieltro con bitumen, madera y asfalto (Arrau
et al, 1985). En los anos 60 del siglo pasado, y con las mejoras importantes en el tratamiento de
compactacién de los enrocamientos, el nimero de juntas se redujo de manera notable. En Ia
actualidad, es comun la presencia de losas continuas de mas de 300 m de longitud por 15 m de
ancho, que en general han funcionado correctamente, sin embargo, existen claras incertidumbres
sobre su comportamiento y la interaccion que guardan con el enrocamiento. Las experiencias
obtenidas en las losas instrumentadas con inclindmetros en las presas de Aguamilpa y El Cajén en
México, son claras evidencias experimentales que indican que las losas pueden tener
comportamientos notablemente diferentes. Es muy importante, y es uno de los aspectos que
requiere mayor atencion para tener un mejor entendimiento sobre el desempefio de estas losas,
poder colocar instrumentos que permitan tener una idea de las fuerzas que se desarrollan entre
los contactos losa-losa y losa-enrocamiento. Pero no sdélo los aspectos de instrumentacién son
importantes. Los modelos que se empleen para validar esta informacion experimental, juegan un
papel crucial. La tesis de investigacién abarca ambos aspectos: la generacidn de modelos que
auxilien en el entendimiento de las presas de enrocamiento con cara de concreto, y algunas
interpretaciones obtenidas a partir de los datos experimentales en las losas de concreto de las
presas de Aguamilpa y El Cajon. El trabajo desarrollado aqui permite abrir el panorama de analisis
mediante el desarrollo de modelos analiticos en el estudio de este tipo de presas. Considerar que
un modelo es la verdad absoluta no tiene sentido, sobre todo cuando existen tantas variables e
incertidumbres en las variables involucradas. El enfoque debe plantearse en el sentido de que los
modelos deben contribuir a entender conceptos que permitan identificar variables fundamentales
del problema en estudio. Esa es la intencién de los modelos analiticos de este trabajo. Por ello, se
plantean desarrollos unidimiensionales, bidimiensionales y tridimensionales que permitan
observar lo que cambia entre dos modelos que pretenden resolver el mismo problema, como
podria ser por ejemplo el asentamiento, o el comportamiento de la estructura ante la accidon de un
sismo. La contribucidn de cada modelo debe ser valorada siempre en comparacién con los datos
experimentales que son la fuente primaria y fundamental del entendimiento de un fendmeno. Si
el modelo es capaz de aproximarse a los datos experimentales, entonces es muy probable que se
estén considerando las variables de mayor relevancia del problema en estudio.



CAPITULO 1

ANTECEDENTES

En los afios recientes, se ha generado un importante interés en la construccién de presas
de enrocamiento con cara de concreto, no sélo en México, sino en muchas otras partes del
mundo. Estas estructuras tienen caracteristicas inherentes en su concepcién que las hace seguras
y con ventajas sobre otro tipo de presas. Cooke, 1999 menciona algunas de las principales
ventajas se tiene en este tipo de estructuras:

- Porla presencia de la cara de concreto, no se generan presiones de poro en los materiales
de la estructura.

- El enrocamiento dispone de una resistencia a cortante alta (particularmente en la
direccion horizontal, Fitzpatrick et al,1985).

- Elenrocamiento es estable y capaz de aceptar importantes flujos de agua sin erosionarse.

- Los asentamientos del enrocamiento son pequefios y generalmente tienden a reducirse
después de algunos afos.

El comportamiento de presas de enrocamiento con cara de concreto ha mostrado ser satisfactorio
en cuanto a la estabilidad de la estructura se refiere, aun ante importantes desplazamientos del
enrocamiento, lo que ha llevado a aclarar que el Ultimo punto mencionado por Cooke, 1999 no es
necesariamente cierto. Estos importantes desplazamientos ocurridos en algunas presas han
ocasionado fallas importantes en la cara de concreto. Los casos emblematicos recientes generados
en las presa de Campos Novos y Barra Grande en Brasil, en el aflo de 2005 y de la presa Mohale,
en Sudafrica, en 2006, han llamado la atencién sobre las practicas que se siguen actualmente en la
construccion de este tipo de estructuras. La Figura 1.1 muestra los dafios en la cara de concreto
para las presas de Campos Novos, en Brasil y Mohale en Sudafrica (Pinto, 2007 y Johannesson y
Tohlang, 2007; respectivamente)

N

Figura 1.1.- En la imagen izquierda, agrietamiento horizontal y vertical en la cara de concreto de la
presa Campos Novos (Pinto, 2007). En la imagen derecha, agrietamiento vertical visto desde arriba
para la presa Mohale, después de un llenado rapido en 2006 (Johannesson y Tohlang, 2007)



La altura de disefio en este tipo de presas se ha incrementado de manera notable y la reduccion
en el nimero de juntas en la cara de concreto, también ha ido en aumento. Los casos de falla
antes mencionados, demuestran la necesidad de incrementar la investigacién del comportamiento
gue estas presas pueden tener. La extrapolacién de disefios que funcionan en algunos casos no
necesariamente ocurre en otros, sobre todo, cuando muchos aspectos del disefio estan basados
en fundamentos empiricos. Mucha informaciéon experimental se tiene de las presas construidas
gue ayuda a entender por qué ocurre un comportamiento u otro, sin embargo, la informacidn
experimental se valida con modelos y la capacidad de los modelos es crucial para conocer que se
puede esperar en un nuevo disefio. En México se han construido en las ultimas dos décadas dos
grandes presas con cara de concreto: la presa de Aguamilpa y la presa de El Cajon, ambas sobre el
rio Santiago en el estado de Nayarit. La informacién disponible de los instrumentos instalados en
estas estructuras de mas de 150 metros de altura, han mostrado un comportamiento
notablemente diferente, no sélo en la cara de concreto sino en el comportamiento general de las
estructuras.

La Figura 1.2 presenta dos eldsticas observadas por inclindmetros colocados a lo largo de una de
las losascentrales que constituyen la cara de concreto de las presas de Aguamilpa y El Cajon. Esta
informacidn fue generada por la Gerencia de Estudios de Ingenieria Civil de CFE.
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Figura 1.2.- Dos eldsticas de una de las losas centrales en las presas de Aguamilpa (izquierda) y
Cajon (derecha), medidas con inclinémetros. La desviacidn en las abscisas indica el movimiento en
la direccidn perpendicular a la losa. Las mediciones se realizaron después del llenado del embalse.

La Figura 1.2, muestra claramente, no sélo la diferencia entre las eldsticas para ambas estructuras,
sino los notables cambios que se tienen en la configuracién de desplazamientos después de
algunos afios posteriores al llenado del embalse. Entonces, esta informacién muestra con claridad
gue aun en una misma presa, la cara de concreto con toda probabilidad tendra modificaciones
significativas en su configuracion de desplazamientos a través del tiempo.

Longitud (m)



Algunos resultados del presente trabajo sugieren que estos cambios en la configuracion de la
deformada en la cara de concreto, pueden deberse no solamente a laforma en que se mueve el
enrocamiento, sino también a cdmo reacciona la losa de concreto a las deformaciones que
imponen las fuerzas involucradas en el problema.

Se observa en los modelos analiticos que se presentan aqui, que los cambios en la configuracion
de desplazamientos en el enrocamiento, pueden explicarse como cambios en la distribucién de
esfuerzos en éste continuo ante la misma carga. Es decir, el hecho de que la presencia de
desplazamientos no cese en la presa para la misma carga de agua, podria explicarse como las
variaciones de la forma en que la estructura “toma” ésta demanda de carga con el tiempo. Esto,
como se explica en los modelos, no sélo cambia la cantidad del desplazamiento, sino la forma en
gue este desplazamiento se desarrolla. Seria de esperar que esta importante fluencia del material,
sea aulin mas drastica si la demanda o carga de agua, también cambia de manera significativa en el
tiempo.

Al tomar el mismo caso presentado en la Figura 1.2, de la presa Mohale en Sudafrica; se presenta
en la Figura 1.3 los asentamientos medidos en el parapeto de la estructura (tomado de
Johannesson y Tohlang, 2007). Es importante aclarar el hecho de que el cierre del embalse en esta
presa sudafricana se realizd en el afio de 2001, sin dano observable. Los dafos se generaron por
un llenado rapido en el afio de 2006.
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Figura 1.3.- Asentamientos en el parapeto de la presa Mohale en 2006 (Johannesson y Tohlang,
2007).

El dafio en la losa de concreto fue observado con claridad en febrero de 2006. Para septiembre de
2006, el asentamiento habia avanzado cerca de1l5 cm mas como se puede ver en la Figura.

Un diagrama del tipo de falla que se generd en las losas 17 y 18 de la presa Mohale se presenta en
la Figura 1.4 (Johannesson y Tohlang, 2007). Note en particular el resultado de pasar el acero entre
las juntas verticales de la estructura. Sin embargo, es muy probablemente que el dafio en las losas



se hubiera generado aun si la presa contara con juntas libres estructuralmente, ya que, segin
estos mismos autores, la losa 18 traslapd por encima 7.5 cm a la losa 17. La presa de Campos
Novos, es otro ejemplo del dafio generado por este traslape o choque entre losas, ante los
excesivos desplazamientos del terraplén.

Losa 17 Modo de falla Losa 18

7 rem———

Y 41 Mf

—

Movimiento longitudinal 20.4 cm

Movimiento vertical 7.8 cm

Figura 1.4.- Diagrama de falla en las losas de concreto 17 y 18, de la presa Mohale (Johannesson y
Tohlang, 2007).

Note en las elasticas de la Figura 1.3, que las juntas en la parte mds alta de la estructura, que
podrian considerarse de tensién para el afno 2005, para el afio 2006, muy bien pudieron haber
pasado a un estado de compresion. Ello en particular a las distancias £100 a + 200 m (Figura 1.3).

La notable fluencia del material que caracteriza al enrocamiento, produjo también el
agrietamiento en el tercio superior de la presa Aguamilpa, como lo indica claramente la eldstica
del inclindmetro medido en octubre de 2008, que se presenta en la Figura 1.2.

Los problemas estaticos han requerido de una revision continua en los ultimos afios, no sélo en
cuanto a la zonificacidon de los materiales que constituyen el enrocamiento y la explicacidn de las
causas por las que este elemento responde de maneras tan peculiares (ver por ejemplo Pinto,
2007), sino a la linea de defensa que se puede conseguir con el disefio de las juntas libres en la
cara de concreto, las cuales pueden mejorar el desempefio que se requiere en el sello hidraulico
de la estructura.

Los problemas dinamicos en este tipo de estructuras tienen también una importante cantidad de
incertidumbres. En Figura 1.5 se presentan dos fotografias de la presa Zipingpu de 152 m de
altura, construida en China. Esta estructura, sufrid los efectos de un terremoto magnitud Mw=7.9°,
cuyo epicentro se ubicé a sélo 17 km de la presa. El terremoto de Wenchuan en 2008, generd una
aceleracién en la cresta de la estructura, medida en la cara de concreto, de 2g (Zeping, 2009). La
fotografia del lado izquierdo, muestra una grieta horizontal que se produjo a 106 m de altura, a
partir de la base, donde se tiene la junta constructiva que liga la tercera etapa de construccién con



la segunda etapa. El salto de la falla es de aproximadamente 15 cm (Zeping,2009). En la fotografia
del lado derecho, se puede ver el desconchamiento del concreto en las juntas verticales, como
consecuencia de importantes esfuerzos de compresion a lo largo de los bordes verticales de estas
tiras de concreto.

Se conoce también, que la junta perimetral (entre el plinto y la losa), experimentd importantes
desplazamientos. Algunos instrumentos fueron dafados como consecuencia de que el
desplazamiento superd el limite de medicion del instrumento. De acuerdo a los instrumentos
disponibles, por ejemplo, en la margen izquierda a 100 m la altura de la estructura, un
instrumento registré las siguientes mediciones: asentamiento 9.82 c¢m, separaciéon 5.78 cm vy
desplazamiento de cortante 1.34 cm. Antes del sismo estos movimientos eran: 0.16 cm de
asentamiento, 1.19 cm de apertura y 0.46 cm de cortante, en la junta plinto-losa. El autor no
menciona cuales mediciones fueron saturadas, lo que implicaria que los desplazamientos fueron
mayores al valor indicado.

Mediante exploraciones por perforacion, se conoce que importantes zonas de la cara de concreto
se encuentran separadas del enrocamiento en la parte superior de la estructura. Cerca de la
corona de la presa, en la margen izquierda se llegaron a medir 23 cm de separacion.

Sin embargo, el nivel de infiltraciones en 2009, no superd los 50 I/s, lo que ciertamente hace
suponer que los dafos principales se limitaron a la parte superior de la presa.

Figura 1.5.- Dafios en la cara de concreto de la presa Zipingpu por el sismo de Wuenchuan en la
region del Tibet en China en el afio de 2008 (Zeping, 2009)

Asi por ejemplo, la eldstica de la cara de concreto de la presa Aguamilpa, sugiere que era necesaria
la construccién de una junta libre para evitar el agrietamiento de la losa en el tercio superior de la
estructura para problemas estaticos; mientras que los efectos dinamicos del terremoto de
Wuenchuan en la presa Zipingpu en China, sugieren que la presencia de una junta libre horizontal
en el tercio superior de esta estructura, pudo haber generado un salto mucho mayor que el
observado sin la existencia de esta junta libre horizontal, tal como ocurrié. La comparacién debe
realizarse atendiendo las caracteristicas particulares de cada estructura, incluyendo su situacion



sismica. Aqui, lo que se quiere resaltar es la importancia que tienen los modelos en los disefios de
las estructuras. Es decir, si los modelos pueden ser capaces de indicar la necesidad o no de colocar
una junta libre horizontal en el tercio superior de la presa.

Muchos de los problemas estaticos y dinamicos en las presas de enrocamiento con cara de
concreto, han sido estudiados con el uso de la técnica del elemento finito. Esta herramienta, ha
jugado un papel fundamental como instrumento de andlisis para estudiar el comportamiento de
este tipo de estructuras. Los modelos han logrado reproducir buena parte de los comportamientos
observados en las mediciones experimentales.

En general, la técnica del elemento finito ha sido la herramienta de mayor utilidad para estudiar el
comportamiento de presas de enrocamiento con cara de concreto. Poco se ha recurrido a
soluciones cerradas o modelos analiticos. En este trabajo se ha realizado un esfuerzo con la
intencién de conocer la utilidad de los modelos analiticos en comparacion con el comportamiento
experimental que se tiene en este tipo de estructuras.
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CAPITULO 2

MODELOS ANALITICOS

El presente capitulo trata sobre el desarrollo de modelos analiticos que constituiran la
herramienta fundamental para realizar los analisis de algunas de las demandas que se dan en
presas de enrocamiento con cara de concreto. Los desarrollos que se exponen a continuacion,
parten de modelos unidimensionales. Se incrementa la complejidad de los problemas, hasta llegar
a planteamientos bidimensionales y tridimensionales. Se presentan todos los problemas resueltos
en esta tesis, no sélo por los aspectos ilustrativos para personas interesadas en el tema, sino
porque la solucién de los problemas unidimensionales dieron la pauta para incrementar la
complejidad de los modelos como se vera a continuacidn. Los modelos se separar en dos partes,
una corresponde a problemas estaticos y la otra a problemas dindmicos.

2.1 Modelos Estdaticos

2.1.1 MODELOS UNIDIMENSIONALES DE UNA FUERZA AXIAL VERTICAL

2.1.1.1 MODELO UNIDIMENSIONAL PARAUN PRISMA RECTANGULAR

Se parte del modelo elemental que se presenta en la Figura 2.1.1, ya que este modelo, por su
simplicidad, permite abordar su solucién desde diferentes puntos de vista.

U A A A A A

W A A A l R R R A U A A A A
/”T””TTTTTMMTTTT ‘[ 00 B O 0 0 O B I e B

Si

dsi
&+

Z Z Z

b
(a) (b) (c)

Figura 2.1.1.- Tres modelos estdaticos para prismas de seccidn rectangular

Las diferencias en los casos anteriores consisten en que para el caso (a), el esfuerzo S esta en la
frontera, para el caso (b), se considera al peso como una constante que actia como la fuerza
interna del sistema, y en el caso (c), es la inercia la fuerza interna que actua en el sistema

En el caso (a), para un elemento diferencial en el continuo, se tiene el siguiente equilibrio de

H 2
fuerzas: Si:Ed—u :Fizsib:Ed—ub:Edz:Ed—u
dz dz

dz dz? bdz
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En el equilibrio: ?dz =0 = %:0 = u=cz+d. Que al aplicar las siguientes condiciones
z z
defrontera:Ed—u =-S; u_, =0,da: u=i(h—z)
dz|,, = E

Para el caso (b), se asume el peso proporcional a la constante de gravedad g, por lo que se tiene la
siguiente ecuacion de equilibrio:

H 2
dﬂdz:—W, W = pghdz = Ed—gz—pg = Uu=- gzzz+cz+d; VPZ:E
dz dz PAYS P
Al aplicar condiciones de frontera: Eg—u =0; u| ,=0,sellega a:
z z=0 =
u=-9_(h*-z? (2.1.1)
= 1.

P

Finalmente en el caso (c), la fuerza de gravedad sera asumida por una funcion de la inercia que es
dependiente del tiempo. En este caso, la variacion de la fuerza sobre el elemento diferencial Fi
debera ser igualada a la inercia, lo que conduce a:

OFi o%u o%u o%u

——dz=~I, Il=pbdz- = E_S=-p—

oz ot oz ot

Si se define el desplazamiento u como el producto de dos funciones: u=dzdt, al sustituir en la
expresién anterior, se tiene:

v Pz P (2.1.2)
q)Z q)t

Si la funcidn de tiempo representa a la fuerza de gravedad, resultaria ldgica una solucién de tipo
hiperbdlica para esta funcidn, ya que las funciones hiperbdlicas no tiene cruces por cero mas que
en el origen; y la fuerza de la gravedad no tiene cambios de sentido (o de signo), que es lo que
representa fisicamente un cruce por cero.

Se aceptard que la segunda derivada de la funcidon de tiempo sea la constante g, y que el
desplazamiento en t=oo, sea cero. Para estas condiciones:

®/=g para t=0 = w’A=g
®, =0 para t=0o = (A+B)(x)+(A-B)(0)=0 = B=-A

Lo que conduce a la siguiente solucidn:
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Para t=0, es posible “rescatar” el término — en la solucién. Este término, se considera
w

fundamental en la solucion de los problemas estaticos que se resuelven en los modelos de este
capitulo.

Al sustituir la solucién del tiempo en (2.1.2):

0)2

(D; +V_2q)z :O

P

Con solucién en términos de senos y cosenos. Si se aplican las mismas condiciones de frontera que
en el caso anterior, da por solucién:

oz =cos| @K=D7 ) con: wzva, k=12,...
2h 2h

u=od, = %e‘“" cos| 2K -D7 , (2.1.3)
w 2h

Al comparar las soluciones (2.1.1) y (2.1.3) para z=0, t=0, se tiene:

2 2
u=9" 059"
;. V;
2 2
u=o, 4§h2 = %
Ve Vi

Las soluciones de los planteamientos presentados en la Figura 2.1.1, se muestran con un ejemplo
especifico en la Figura 2.1.2, al considerar los siguientes parametros: Vp=500 m/s, h=150 m y

b=300 my g=9.81 m/s’y S para el caso (a) se normalizé al caso (b).
0

40 —| 7
Caso (a) ,

Z (m)

.
80 —| Caso(c)cont=0 ,”
.

120 — .
7 Caso (b)

I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Asentamiento (m)

Figura 2.1.2.- Modelos unidimensionales para peso propio.

Como se puede observar, la fuerza externa genera sobre todo el continuo un movimiento lineal.
Las curvas para la existencia del peso, como una constante, o como una funcién de la inercia,
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generan curvas semejantes. Lo que se plantea en este ejercicio, es la posibilidad de usar una
funcién de inercia en lugar de la constante gravitacional g, para un problema de peso propio. La
ventaja de ello, ante problemas mas complejos, es la posibilidad de separar las variables del
problema, lo cual no es posible al usar simplemente la constante g. Algo que parece una
observacién menor, pero que no lo es, es que, para un problema de peso propio, la variacién de la

. N . . L . dR,
fuerza del elemento diferencial, tiene el mismo sentido que la direccién del peso; es decir: r Ldz
z

tiene el mismo sentido que W o /, en los casos (b) y (c) de la Figura 2.1.1. Ello le da sentido a la
direccion de los desplazamientos u, para el sistema de referencia que se presenta en esta misma
figura. La consideracion de los signos juega un papel fundamental en los problemas
bidimensionales y tridimensionales como se vera posteriormente. A continuacion, se presentan las
soluciones de otros problemas unidimensionales siguiendo la Iégica de los planteamientos (b) y (c)
presentados en la secciéon 2.1.1.1

2.1.1.2 MODELO UNIDIMENSIONAL PARA UN PRISMA TRAPEZOIDAL

Considérese el problema unidimensional vertical, al aceptar que la seccién varia en funcién de la
variable espacial z. Este caso puede también ser resuelto con facilidad por los dos caminos que se
presentaron en la seccién anterior.

(a) (b)
= - pz+b/2) e— b —= W ¥=-(pz+b/2) — b — b

¥=pz+hi2

Z Z
Figura 2.1.3.- Modelos unidimensionales para calcular asentamientos en trapecios

Para el caso (a), y siguiendo la analogia de la Figura 2.1.1, la fuerza Fi estaria dada por:

H 2
Fi—E X 2(pz+b/2)= gy =g 4
dz oz dz

(pz+b/2)+ pd—uJ
dz

W =209(pz+b/2)dz
Lo que lleva a la siguiente ecuacidn de equilibrio:

d%u 1 du g

+ =
dz?  (z+by) dz V2
sz =E, by :l
p 2p
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Una solucién particular es: u, = —iz(z +by)?
p

Y la solucidn de la homogénea asociada es: u,, = Alog(z +b,)+ B

La solucién general después de aplicar las condiciones de frontera u(h)=0, u’(0)=0es:

g
u:AIn(z+b0)+B—4VP2 (z+by)?

con:
2

g 2 g 2 gbo
A=_>_b;, B= h+by)* = =% In(h+b
v 4sz( ) V2 (h=by)

Para el caso (b) de la Figura 2.1.3, mediante la separacion de variables, se llega a una funcion
exponencial para el tiempo, mientras que para la funcién de Z se obtiene una funcién de Bessel, es

decir:
9 .~
d)l:;e“
,,Z(DZ+ 1 @z :_q)t S CI)t:a)2
®z  (z+b,) Oz ot
o’ b
= (z2+by)P"2+ D2+ —(z+hy)Pz =0; bo:% (2.1.4)
P

Si en (2.1.4), se traslada al origen (z+h,) mediante el siguiente cambio de variable z=v-Iy, la
expresion (2.1.4) se transforma en:
>
vd)"u+d)’u+—zu®u:0
V
P

La solucién de la ecuacién es:

Dv= C.I.q)ul + CZCDUZ

_ 2 (1) (aof
CI)Ul(u)_rgo 22" 2

o (_1\n+l 2n
®@,,5(v) = q)ul(il)) Ln (}. z))+ > ) 2|r:|n(2/1U)
n=1 2'n!

Para frontera fija en z=h y libre en z=0, implica
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CLD1(v) +Co @y (v) =0, (z=h) (2.1.5)
CD1(0) +Co @5(0) =0, (z=0) (2.1.6)
Por lo que se requiere resolver la siguiente ecuacidon caracteristica:

@, ()@} (0) @, (D} (0) =0

Los asentamientos para el caso (b) son: u=®,®, . La siguiente figura muestra las funciones de

asentamientos para las dos soluciones anteriores al variar la relaciéon b/d como se muestra

Caso (a) caso (b)

120 |

05 0.1 0.4

b/d=0 b/d=0.5 b/d=0.99

caso (b)

7 Caso (b)

120 |
Caso (a) caso (a) caso (a)

T T T
03 0.4 0.1 o 0.4 0s

T
015 02 025 T

© Reentamiento (m) 0.1 0.2 0.1 0.2 0.3
Asentamiento (m) Asentamiento (m)

Figura 2.1.4.- Asentamiento para un elemento en forma de trapecio, al considerarel peso propio
constante (caso a), y peso propio como funcién de la inercia (caso b).

Como se puede ver en la Figura 2.1.4, la forma de las curvas de asentamiento son muy semejantes
para los dos modelos, sin embargo, los asentamientos son ligeramente mayores cuando el peso es
constante, y la diferencia es ain mayor cuando el parametro b es pequefo. Es importante decir
gue aqui no se sabe cudl de los dos asentamientos resueltos se acerca mas a la realidad. Esto lo

deberia indicar la evidencia experimental.

Los valores de wse determinan al resolver las condiciones de frontera de la funcion @z, en el
caso (b). Asi, por ejemplo, en la Figura 2.1.5 se presenta la variacion de » para dos valores de la
rigidez axial del material en funcion del parametro b/d.

10 4

Figura2.1.5.- Determinacién de w,

Vp=500 m/s

w(rad/s) - para dos valores diferentes de la
7 rigidez axial del material

) Vp=200 m/s
2
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2.1.1.3 MODELO UNIDIMENSIONAL PARA UN PRISMA TRAPEZOIDAL CON VARIACION DE LA RIGIDEZ EN FUNCION DE LA
PROFUNDIDAD

Se estudid un tercer caso unidimensional, en el que se acepta la variacién de la rigidez axial en
funcién de la profundidad. Este planteamiento se ilustra en la Figura 2.1.6.

(a) (b)

*=-pz+hi2) e — ¥ %= -(pz+b/2) e—h — ¥

E=E,f(z)

1.0
Figura 2.1.6.- Planteamiento estatico unidimensional con variacidn de la rigidez axial en funcién de

la profundidad.

A continuacién se presenta una breve discusion sobre la forma de la funcion de variacién de la
rigidez f(z), que se ilustra en la Figura 2.1.6. En un trabajo sobre el estado del arte en presas de

materiales graduados, Gazetas, 1987 sugiere que la funcién de variacién de rigidez a cortante

puede ser definida como G :Go[éj , donde « podria tener un valor del orden de 2/3. Podria

o
definirse una funciéon de variacién andloga para la rigidez axial; es decir: E = Eo(hj , sin embargo,

esta definicion tiene el problema de que la rigidez en z=0 es nula. Si se resuelve el problema para
el caso en el que el peso es proporcional a g, como seria el caso (a) de la Figura 2.1.6, el analisis
matemadtico del problema estatico muestra una indeterminacién en la solucién en este punto. El

Z+Db,
h+b,

problema se podria salvar si: f (z) :( ] , de modo que la rigidez axial no sea nula en z=0. Sin

embargo, en z=0 el valor de rigidez dependeria del valor de b, lo cual puede no tener ningln

sentido fisico. Para hacer menos arbitrario el valor de la rigidez en z=0, se requeriria un pardmetro
adicional para definir esta funcion. Asi, al seguir la misma filosofia de variacién de la funcién de
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rigidez, propuesta por Gazetas, 1987, se puede proponer la siguiente funcién: E = Eo[w+ﬂj

, €l valor de fyn definirian el valor de la rigidez en los extremos z=0, z=h, como se muestra en la
Figura 2.1.7.

E/Eo E/Eo
© o o o o o o o
o N SN » (00} |l o N ESN » [00] |l

0_0111‘1‘1‘1 0_01111111‘1
I _la=0.01 = 0_570::0.01
N a=1/5 N a=1/5
a=2/3 o =2/3
“—a=3/2 —qa=3/2
=2 a=2

1.0

Figura 2.1.7.-Comportamiento de la funcién de variacion de la rigidez axial, para una funcién de
variacién definida como: E = EO((ZerO)+nJ.
La ecuacién diferencial para el caso en que el peso es proporcional a g queda definida por:
Fi=2Ed—u(pz+b/2), W =2pg(pz+b/2)dz
a a+l
E=E, M = Fi=2E,p &Jrn(ubo) du
p g dz

oFi (z+hy)*" (e +1)(z +by)" -
:a—zdz— W = 2pEo(([)7 + (z+b)J [ 5 Jd sz 209p(z +b,)dz

d2u+[ (@ +1)(z+by)* + B jdu:_gﬁ'[ 1 J
dz

dz® | (z+Dby)*" + Bn(z+h,) (z+by)* + Bn
du _
dz

Y'z+P(2)¥Yz=0Q(z2)

P(Z):( (r+(z +bo)” + iy j o) - - ﬂ[ 1 J
(z+by)"" + Bn(z +1;) (z+bo)" + B

Con solucién:
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¥y :_{ ap Z+Db, N A ]
] (z+b)" + B (2+by)™ + B(z +1y)

La integracion general exacta de la expresion anterior, que define los asentamientos, involucra
funciones hipergeométricas (Wolfram Research Mathematica), por lo que solamente se tomaran
algunos casos especificos de « .

Para o =1/2, los asentamientos quedan definidos como:

u= Zg/ﬂz (_ 2p°n° IOg(ﬁU"' (z +bo)1/2)+ 2p°n*(z +bo)ll2 - Bn(z+by) + %(Z +b0)3l2j

+A(Iog(2+bo)—2log(ﬁ77+(z+b0)1/z)j+ ;
B

Para a =2/3, los asentamientos son:

u= zsg (2p%0? Iog(ﬂﬁ+ (z+ bo)m)_ 2fn(z+by)*" +(z+ bo)m)
p

ﬁ{2'°9(z+bo>—3log(ﬂﬂ+(”b°) 2/3)J+B
2fn

Para o =1, los asentamientos son:

_ 9B B log(z +by) - log(B7 +1, +2)
u_zvp2 ((z+by) ﬂnlog(ﬂn+bo+z))+A( (+b) J+B

Para « =2, los asentamientos son:

9B 2\, A 2109(z + by) — log(Bn + (2 +1,)?)
u—4Vpz Iog(ﬁn+(z+b0) )+A[ 25 J+B

En las soluciones anteriores los pardametros A y B, son las constantes para definir las condiciones
de frontera, mientras que los parametros By r, estdn definidos como:

5B —(eb) b (e

217
y—1 T h —(h+by)” (2.1.7)

En (2.1.7) y representa la fraccién de la rigidez que se tendria en z=0; es decir, y va de cero a uno,

para el caso en el que la rigidez de la superficie sea inferior a la de la base.

Para la solucion del caso (b), que considera al peso del material como funcién de @t , la ecuacidn
diferencial resultante, se complica de manera extraordinaria cuando el pardmetro « no es un
entero menor o igual a 2. Por esta razon, se estudia a continuacion la posibilidad de plantear la
funcién de variacion de la rigidez de la siguiente forma:
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E= EO(A+ 2B(pz+b/2)/d +4C(pz +b/2)2/d2). Este planteamiento permite definir tres puntos de

la funcién de variacién de la rigidez mediante una funcidn cuadratica y; ademas, resolver el caso
(b). La funcion de variacidon se presenta en la siguiente figura en comparaciéon con la que se
presenté en el caso anterior:

E/Eo

o Py o E/Eo
- &8 8 2 - 2 8 ¢
o S I B o | L
o v | o 0
N © N o |
a=0.01 a=2/3
i —
E/Eo
o o o
[ (0] [op) B
o PR I T N E = Ey(A+2B(pz+b/2)/d +4C(pz+b/2)?/d?)
Figura 2.1.8.-
Comportamiento de dos
< 2 E_ EO((H;JO)" mj funciones de variacion de
la rigidez axial, propuestas
) en este trabajo.
a=3/2
— /

Se puede ver que los ajustes no son muy diferentes entre ambas funciones de variacion. De hecho,
la funcién de variacidn cuadratica es mds versatil, ya que permite definir curvas de variacién que

no son posibles con la funcién: E = EO((ZJF,;O)HyJ

Al resolver el caso (b) de la Figura 2.1.6, se tiene:

2
Fi=2E M (pz4b/2), 1=2p(pz+b/2)dzdY
dz dt
E=E,(A+2(pz+b/2)B'/d +4(pz+b/2)°C'/d?)= Fi:2Eop(A(z+bo)+(z+loo)213+(z+b0)3c)‘;'TUI
zZ
’ 12 H
B=28P %P . Flg_
d d oz
d?u A du 1 d%
A b,)B B)?C)—+| ——+2B+3(z+b,)C |— |=————

Por lo que al usar el método de separacién de variables, la funcidon de t queda como en los casos

anteriores, mientras que la funcidn de z a resolver es la siguiente:
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2
+2B+3(z+ bO)C}D'z +2 dz=0
Vp

A

(A+(z+Dby)B+(z+b)’Choz +
Z+Db,
La expresion anterior puede resolverse mediante el método de Frobenius (consulte el apéndice
2.1.1 para revisar el estudio de esta solucidn). En la siguiente figura se presentan los resultados de

asentamientos para las soluciones de los casos (a) y (b) de la Figura 2.1.6.

Caso (b)
B Caso (a)

1 \ \ \ Y 1 \ \ \ \
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 (o} 0.1
Asentamiento (m) Asentamiento (m)

Figura 2.1.9.-Comportamiento de los asentamientos para las dos funciones de variacién de la
rigidez axial, propuestas en este trabajo.

Como se puede observar, el caso (b) tiene asentamientos menores al caso (a) mientras que « sea
menor a 1, cuando a =2, los asentamientos son semejantes. La forma de las curvas de
asentamiento esligeramente diferente entre ambos casos, con una doble curvatura para el caso

(b).

La siguiente figura presenta las mediciones de asentamiento observadas en la Central
Hidroeléctrica Aguamilpa realizadas por personal de la Gerencia de Estudios de Ingenieria Civil de
CFE de 1993 a 2003, a partir del inclindmetro I-1, ubicado en el enrocamiento de esta estructura.

4 N

22-jun-93
— 13-sep-93
—— 13-may-94
31-oct-94
05-dic-94
—— 12-jun-95
CH Aguamilpa —13-nov-95
ntamientos en inclinémetro I-1 — 11-jun-96
—— 13-nov-96
13-may-97
24-nov-97
03-jun-98
26-nov-98
14-jun-99
16-nov-99

Elevacién msnm

\ Asentamientos en cm
Figura 2.1.10.- Asentamientos observados en un inclinédmetro instalado en la Presa de Aguamilpa

En estas mediciones se puede observar que las curvas de observacién, no son muy diferentes a las
qgue se obtienen con modelos tedricos unidimensionales. Particularmente son semejantes al
ultimo modelo unidimensional presentado, con una doble curvatura en la funcién de variacion del
asentamiento.
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2.1.2 MODELOS ESTATICOS BIDIMENSIONALES

En los desarrollos bidimensionales que se muestran en esta seccién, ya no es posible resolver el
problema de peso propio a partir de la constante gravitacionalg, si se quiere usar el método de
separacion de variables, por lo que se utilizard la inercia para definir el peso.

2.1.2.1 MODELO ESTATICO BIDIMENSIONAL DE UNA FUERZA AXIAL Y UN CORTANTE VERTICAL

El modelo bidimensional de una fuerza cortante y una fuerza axial vertical, se presenta en la Figura
2.2.1. En este caso, las fuerzas estan distribuidas de manera uniforme en la direccién Y

x=(pz+b/2

y=-(qzraiz) TR

X

x=-(pz+b/2

y=(qz+a/2)

Y

eff}e,(e/
S <)
v «
z dz %

Figura 2.2.1.- Modelo bidimensional de un esfuerzo cortante y un axial en direccién vertical

Al resolver el problema, se obtiene suma de fuerzas igual a cero:

o, dz + %, dz=-Iz
oz 0z

Las fuerzas del sistema son:

2
P, :ZE@(qz+a/2)dz 7S, :ZG(qz+a/2)@dx ; Iz:2,o(qz+a/2)dxd267W
0z OX 6‘12

Entonces:

(2.2.1)

o*w 1 ow o*w  da
[ J“’Szaxz “a W

. 724_77 — . VZZE, VSZZE
0z° (z+a,) oz o, o)
Si u=dxdzdt, al aplicar sobre la expresion anterior:

o[ D"z 1 @Dz , DX D"t
ol ot ———— |V —=———
Dz (z+a,) Oz DX Dt

La solucidn en direccién X es:

®x = Acos(@, )+ Bsin(w,x)
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Para trabajar con las condiciones de frontera de ®x, se seguira el planteamiento que se presenta

en la Figura 2.2.2.

Frontera lateral de la estructura

k— b

v
x

Esfuerzo cortante en la frontera lateral
A del elemento diferencial

Elemento
Diferencial

dz

O
£ d N| dx
z
Superficie libre
dx A N dela estructura sgn | A
Vd J
Sdt
dz sd
Van
>/ Vat LSd%\{
Sdt
(%
Vn A
4
1 FUNCION DE DEFORMACION a 7d
. o8 Yt

0.6

05

] 0.4

DX o o1

-0.8 0.4 0 04 08

pz+b/2
Figura 2.2.2.- Esquema que representa los esfuerzos cortantes del elemento diferencial, en la

frontera lateral de la estructura

Si la frontera lateral es libre, por ejemplo, se aceptara que los esfuerzos cortantes no son nulos en
la frontera, sino proporcionales al coseno del angulo . Esta hipodtesis tiene una doble finalidad:

- Permite resolver el problema dindmico de vibracidn forzada (como se vera posteriormente); y,

- Genera una serie de soluciones que tienen mayor congruencia con las observaciones

experimentales. Cuando el dngulo de inclinacién de la frontera es de 6=90°, entonces los
esfuerzos deberan ser nulos para el caso de frontera libre, ya que el angulo de la frontera coincide
con el angulo del elemento diferencial. Geométricamente, esto puede ser explicado como se
ilustra en la Figura 2.2.2. Note que cuando el elemento diferencial definido en el problema, toca la
frontera libre en el punto A, podriamos rotar al elemento diferencial un angulo @, para hacerlo
coincidir con la frontera libre de la estructura. Si la dimensidn del elemento diferencial se
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mantiene, la fuerza cortante Sd puede descomponerse en dos fuerzas cortantes Sdty Sdn. Ahora
bien, como la longitud sobre la que se aplican estas dos fuerzas cortantes, es la misma. Entonces,
las deformaciones angulares que se generan, son proporcionales a Sdty Sdn(dado que el médulo
de elasticidad es constante), por lo que la deformacién angular y, puede descomponerse eny,y

74 - El elemento diferencial rotado presenta el cortante Sdten coincidencia con la frontera libre,

lo que hace nulo su valor, al aplicar la compatibilidad de esfuerzos con la frontera libre. La fuerza
residual, o que resta, es Sdn, la cual es proporcional al coseno del dangulo de inclinacién de la
frontera.

Asi, si las fronteras: x=-(pz+b/2), x=(pz+b/2) son libres para el movimiento en direccién u;
entonces,

Gd'x = +Gw, cosd
Al sustituir en la solucion @x, se tiene:

G, (-Asinw, (pz +b/2) + Bcosw, (pz + b/ 2)) = -Gw, cos@sinw, (pz + b/ 2) DOx = cos @ cosex (2.2.2)
Go, (Asinw, (pz +b/2) +Bcosw,(pz +b/2)) = Gw, cosdsinw, (pz +b/2) _sinwx(pz+b/2) Px

El pardmetro o, , no se ha requerido para definir la solucién anterior; sin embargo, al aceptar que
el esfuerzo es igual a todo lo largo de la frontera +(pz+b/2), la frecuencia natural @, deberd al

menos ser funcién de este pardmetro:

ar ar _

(()X= = ; bo—f
(pz+b/2) p(z+b,) 2p

La Figura 2.2.2 presenta esta funcion de deformacién obtenida en la ec (2.2.2), para diferentes
valores de «, donde la fraccidon que se presenta es la fracciéon de m. Note que cuando « crece en
general la deformacidn en los bordes crece y por lo tanto el esfuerzo crece. Por otro lado, si para
la funcién de t se tiene una solucion hiperbdlica, entonces:

@"t _ 2

o= = @t = Acosh at + Bsinh ot (2.2.3)

Al aplicar (2.2.2) y (2.2.3) en la expresidn (2.2.1)

2

2
(z+a0)¢>z"+<1)z’+(z+ao{\a/)—2—(zf—k€)zj®z:0 (2.2.4)
P o

donde: C,, = [WNSJ
PVe

La ecuacion (2.2.4) se encuentra resuelta mediante el método de Frobenius en el Apéndice 2.2.1.
Esta solucidn de Z debera cumplir con esfuerzos nulos en z=0 y desplazamiento nulos en z=h,que
serian las condiciones de frontera del problema planteado en la Figura 2.2.1. Es importante
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destacar, que en el caso de la funcidn de Z, la cara superior del elemento diferencial coincide con
la cara superior de la estructura en Z=0, por lo que si se aplica que las deformaciones sean nulas
en esta superficie (z=0).

A continuacidén se presenta la solucién de Z para diferentes valores del parametro «, al conservar
la geometria de un caso especifico, cuyos pardmetros considerados fueron: a=350, b=20, c=75,
d=525y h=150 m; y con las siguientes propiedades mecanicas: Vp=500 m/s y Vs=350 m/s.

0.2+
a=038
1 a=09
0.4+
< B
N a=0.6
0.6 4
a=07
0.8
1 \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0 0.04 0.08 0.12 0.16
Asentamiento (m) Asentamiento (m)

Figura 2.2.3.- Funcidn de asentamientos para x=0, en funcién del parametro a que define la
solucidn para la funcion de x.

En la Figura 2.2.4, se muestra la eldstica de asentamiento que se genera para los casos
a=0.105y0.9, donde puede verse claramente el efecto del parametro. Note de manera
particular que si a > 0.5, se pueden generar movimientos verticales en direccién contraria a la
gravedad, lo cual, aunque no seria el caso para un material granular que carece de capacidad a

tensidn, si podria presentarse para otro tipo de materiales.

e

—_— ——

Figura 2.2.4.- Elastica de asentamiento que se genera para el modelo de la figura 2.2.1, al variar el
pardmetro «
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La Figura 2.2.5 presenta el asentamiento para variaciones de la geometria como se indica en la
figura. Los parametros del modelo son como los empleados en la Figura 2.2.3, y solamente se
variaron los parametros b y ¢, como se especifica en la figura. El asentamiento es maximo para una
relacién b/d=0.5. Por otro lado, cuando el parametro c es pequefio, el asentamiento migra hacia la
base, mientras que cuando este parametro crece, el asentamiento es mas uniforme en el
continuo. Es importante recordar que las condiciones de frontera solamente estan definidas en las

direcciones Xy Z en este caso.

b

0 d
b/d=0.3
_ b/d=0.7
0.2~ bid=0.1 J\ P/d=0-2
1 b/d=0.8
0.4
s |
S .
06 | /d=0.01 b/d=0.4
: b/d=0.5
|bra=0.9 bld=0.6
0.8
1 T T T T
0 005 01 015 02 025

Asentamiento (m)

a

o 5
0.2 +
-4 cla=0.5
c/a=0.4
0.4 — c/a=0.
= c/a=0.
= 4 cla=0.1 c/a=0.9
c/a=0.8
0.6 4 c/a=0.7
i c/a=0.6
0.8 —
1 \ \ \
(0] 0.04 0.08 0.12 0.16

Asentamiento (m)

Figura 2.2.5.- Asentamientos para variaciones de la geometria del modelo definido en 2.2.1. El
pardmetro a es de 0.5 en todos los casos.

Si se estudia el problema en la otra direccién, como se muestra en la Figura 2.2.6. Es decir, ahora

las condiciones de fronteras estaran definidas en y=t(qz+a/2) y z=0, z=h

x=-(pz+b/2)

y=-(qz+al2)

u(y,z,t)

x=(pz+b/2)

y=(qz+a/2)

Figura 2.2.6.- Estudio del movimiento bidimensional vertical, con el esfuerzo cortante en la

direcciony

De la misma forma que en el caso anterior, se llega a la siguiente ecuacion diferencial:

2 2
; 67\9/4-71 ow +V526 w
0z° (z2+by) oz

(2.2.5)
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Si w=@ydz®dt, al aplicar sobre la expresidn anterior:

La solucién en direccidn y es:
@y = Acos(w,y )+ Bsin(w, y)

Para el caso de que las fronteras sean fijas en: y=+(gz+a/2), la solucidn se puede expresar

como:

T

Al considerar la solucién anterior sobre (2.2.5) y la solucién de t como una solucién hiperbdlica, se
llega a:

2
(0] |
Z+b, 02"+ @7 +(z+b, )| = ——2 Dz =0 2.2.6
( 0 ( 0 sz (Z+a0)2 ( )

Donde: C,, =(27Z;/—VSJ
P

La ecuacidn (2.2.6) tiene la misma forma que la ecuacion (2.2.4), de manera que la solucién que se

presenta en el Apéndice 2.2.1 es aplicable a (2.2.6).

La Figura 2.2.7 contiene los resultados al variar la relaciéonb/d y a/c, para caso en el que el esfuerzo
cortante resuelve las fronteras en y=+#(qz+a/2). Aqui, como estas fronteras son fijas, el sentido
fisico de la solucidon es mas ldgica con lo que se esperaria fisicamente; es decir, la reduccién del
asentamiento ante reducciones de los pardmetros b o c. Como ocurre en la Figura 2.2.7.

b a
S bia=oos

o d
b/d=0.01
| b/d=0.1
bd=03
0.2 —| b/d=0.4
b/d=0.5
| b/d=0'6
D=0
0.4 — b/d=0.9
<
£ |
0.6 —|
0.8 —|
1 \ \ \ \ 1 T \ \
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.04 0.08 0.12 0.16
Asentamiento (m) Asentamiento (m)

Figura 2.2.7.- Asentamientos para variaciones de la geometria del modelo definido en 2.2.6. El
pardmetro a es de 0.5 en todos los casos.
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Note que también en la figura anterior, mientras es mas cerrada la base del cafién, es mas
pronunciada la doble curvatura que se genera en la funcion de asentamiento.

Finalmente, en la Figura 2.2.8, se presentan las curvas de asentamiento para las variaciones de la
relacién Vp/Vs, donde, nuevamente la generacion de la doble curvatura, que es importante para el
comportamiento de las losas de concreto en presas de enrocamiento, se acentla cuando la rigidez
a cortante es semejante a la rigidez axial del material en el caso en el que las condiciones de
frontera estan definidas en las direcciones Yy Z (lado derecho de la Figura 2.2.8)

0 0
Vs/Vp=0.5 L1 Vs/Vp=0.5 [T 1]
1 Vs/Vp=0.6 1 Vs/Vp=0.6
02 | Vs/Vp=0.7 Vs/Vp=0.7
) Vs/Vp=0.8 0.2 4 VsVp=0.8
| Vs/Vp=0.9 i Vsz:0.9\
0.4 0.4 —
SR s
N N
0.6 0.6 —|
1 I \ 1 i i i
0 0.2 0.4 0.6 0 0.04 0.08 0.12 0.16

Asentamiento (m) Asentamiento (m)

Figura 2.2.8.- Asentamientos para variaciones de la relacion Vp/Vs, en el continuo, para los casos
donde se definen las condiciones de frontera en x=1(pz+b/2), z=0,h (lado izquierdo de la Figura); y
en las fronteras y=#(qz+a/2), z=0,h (lado derecho de la Figura).
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2.1.3 MODELOS ESTATICOS TRIDIMENSIONALES

2.1.3.1 MODELO ESTATICO DE UNA FUERZA AXIAL Y DOS CORTANTES EN DIRECCION VERTICAL

Siguiendo la légica del planteamiento anterior, el modelo tridimensional que se presenta a
continuacién considera a dos fuerzas cortantes y una axial, todas en la misma direccion, por lo que
el modelo estd limitado a una sola direccion de movimiento. Esta distribucion de fuerzas, tiene la
ventaja de que permite cumplir con las condiciones en frontera en todas las caras de la cufia que

define la geometria de una presa, tal como se muestra en el esquema definido en la Figura 2.3.1
x=(pz+b/2
al2) (p )

w%

Figura 2.3.1.- Modelo tridimensional para el problema de asentamientos. En la eldstica que se
muestra en el lado izquierdo, 1 es la deformacion debida a la fuerza axial y 2,3 son las
deformaciones angulares debidas a las fuerzas cortantes, Iz representa el peso del material.

Al aceptar el sentido de las fuerzas que se ilustran en la Figura 2.3.1, el sistema de fuerzas en
equilibrio lleva a la siguiente ecuacion diferencial:

2 2 2 2
P v ? V;+v;[g v Wjo (23.)
Z X

Usando el método de separacion de variables: w = Oxdydzdt

+2
LOY ARV

@'z V¢ i A T
X Dy

Vs T
Con las siguientes soluciones:
®x = A, cos(@,x)+ B, sin(e,x)

Dy = A cos(a)yy)+ B, sin(a)y y)

@t = A, cosh(at)+ B, sinh(«t)
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Si la naturaleza del movimiento en las direcciones x, y y t, fuese la misma que la indicada en los
casos bidimensionales, solamente resta determinar la ecuacion diferencial resultante para z, que

esta dada por:

a)Z C'i’ _ Ck2><
VI Zra)’ (2+by)?

Donde: C,, :[Oﬂr\/sj;cIy :( s j
PVe 2qVe

El estudio de la ecuacidn (2.3.2) se expone en el Apéndice 2.3.1, por lo que a continuacion,

=0 (2.3.2)

solamente se presentan los aspectos mas relevante de la solucién.

Al estudiar el comportamiento del modelo para diferentes valores del parametro a que define la
solucidn en x, se tienen los resultados que se presentan en la Figura 2.3.2. Estos resultados son
semejantes a los obtenidos en el modelo bidimensional. Note como migra el asentamiento
maximo hacia la base de la estructura con el incremento de a. El incremento de a implica
comenzar a generar movimientos contrarios al sentido de la gravedad en las fronteras laterales
(a=0.9), mientras que su reduccién implica menor esfuerzo en las fronteras laterales (a=0.1), como
lo muestra la Figura 2.3.2.

0 0]
0.2 0.2 — a=0.8 09
1 a=05 1 a=v
0.4 a=04 0.4
= =
® b a=03 =
N N a=0.6
0.6 —| 0.6 -
a=07
a=0.2
0.8 — 0.8 -
| a=01 |
1 \ \ \ \ 1 \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 [0] 0.04 0.08 0.12 0.16
Asentamiento (m) Asentamiento (m)

a =05 a=0.9

Figura 2.3.2.- Asentamientos para el modelo tridimensional en funcién del parametro «

Como en el caso bidimensional, se analiza a continuacidn la distribucion de asentamientos para
diferentes geometrias. Los resultados se ilustranen la Figura 2.3.3. En el lado izquierdo de esta
Figura, se modifica la relacién b/d, manteniendo la relacién a/c fija; mientras que en el lado
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derecho, se modifica la relacion a/c, al mantener fija la relacion b/d (refiérase a la Figura 2.3.1,
para identificar los parametros sobre el sistema de referencia).

Es clara la tendencia de migrar el asentamiento maximo hacia la parte media de la estructura para
el caso de una relacién b/d pequefia; mientras que cerrar la base del cafién (parametro c), implica
reducir el valor del asentamiento hacia la base, como se puede observar en la figura.

b a
A alezat v b/d=0.05
d c
0
| b/d=0.01
| b/d=0.1
02 7h/g=0.2
|b/d=0.3
0.4 —
. b/d=0.4
N b b/d=0.5
B b/d=0.6
0.6 b/d=0.7
il b/d=0.8
b/d=0.9
0.8 —
1 I I 1 I I
0 0.04 0.08 0.12 0 0.04 0.08 0.12
Asentamiento (m) Asentamiento (m)

Figura 2.3.3.- Asentamientos en funcion de la altura (x=0,y=0), para el modelo tridimensional al
variar la geometria del continuo (@ =0.5), con Vp=500 m/s, Vs=350 m/s.

En las siguientes figuras, se muestran las curvas de asentamiento en las direcciones X e Y, ante la
variacién de la relacion Vp/Vs. La relacion b/d=0.03 y a/c=4.7, se usaron para el ejemplo que se
muestra en la Figura 2.3.4.

0 0
0.2 vs/vp=0.9 0.2 Vs/Vp=0.9
| Vs/Vp=0.8 | Vs/Vp=0.8
Vs/Vp=0.7 Vs/Vp=0.7
0.4 — Vs/Vp=0.6 0.4 —| Vs/Vp=0.6
< Vs/Vp=0.5 < | Vs/Vp=0.5
N 7 N
0.6 — 0.6 —
0.8 1 0.8
Vp=300 m/s Vp=500 m/s
1 T T T 1 T T T T T T
0 0.1 0.2 0.3 (o] 0.02 0.04  0.06 0.08 0.1
Asentamiento (m) Asentamiento (m)

Figura 2.3.4.- Asentamientos en funcidn de la altura (x=0,y=0),para el modelo tridimensional al
variar la rigidez del material en el continuo (a =0.5)

Algo claro en laFigura 2.3.4, es que el maximo de asentamiento, migra hacia la parte media del
continuo cuando crece el valor de Vs en relacién al de Vp.
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Dado que la soluciéon es tridimensional, se generaron algunas figuras de curvas de igual
asentamiento para diferentes casos, que se presenta en la Figura 2.3.5.

=

b/d =0.03

Vp =500m/s

p=300m/s

Vs =350m/s Vs =210m/s
Vp =500m/s Vp =300m/s
Vs =350m/s

% Vs =210m/s

Figura 2.3.5.- Curvas de igual asentamientos en el continuo, al variar diferentes parametros del

modelo tridimensional

En los analisis de la Figura 2.3.5, el modelo base es: =350, b=20, c=75, d=525 y h=150 m, Vp=500
m/s ,Vs=350 m/s, a=0.5. De manera que se modificé Unicamente el pardmetro sefialado en cada
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caso. Para las relaciones b/d y c¢/a, lo que se modificd fue el pardmetro b o ¢, respectivamente.
Esta figura complementa lo observado en las figuras presentadas de 2.3.2 a 2.3.4, e ilustra el
comportamiento del modelo.

Como ejemplo del tipo de curvas de asentamiento que se generan en presas de enrocamiento, se
presenta en la Figura 2.3.6, las curvas de igual asentamiento para la presa de El Cajén, reportadas
por Marengo y Aguirre,2007, al final de la construccién.

===7, . CORONA

SECCION L-21

VRLOAES EN CENTRRETROS

Figura 2.3.6.- Curvas de igual asentamiento en una seccion del continuo para la presa Cajon,
reportadas por Marengo y Aguirre, 2007

2.1.3.2 MODELO ESTATICO DE UNA FUERZA AXIAL Y DOS CORTANTES EN DIRECCION HORIZONTAL

Se presenta el siguiente problema estatico tridimensional para estudiar el problema de la carga
del embalse. Consideremos las fuerzas del sistema que se ilustran en la Figura 2.3.7

) x=(pz+b/2)

x=-(pz+b/2)

dPy

Figura 2.3.7.- Modelo tridimensional para carga de agua en direccion horizontal

Este problema es analogo al problema anterior, solamente que en este caso no se considera a
ninguna funcién de tiempo, dado que solamente se analizard una fuerza horizontal que resuelva la
carga de agua en esta direccién. La ecuacién de equilibrio da:
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2 2 2
E‘;—S+G(‘2y—‘j+g—‘jj=o (2.3.3)
X Z

En el caso anterior, todas las fuerzas internas estaban en la misma direccion, excepto la inercia. En
este caso, también todas las fuerzas internas estan en la misma direccién y se opondran a la fuerza
externa que define la carga de agua.

. ., . Dx" oy"  ©z"
Usando el método de separacidn de variables: u = dxdydz = E—+G Ny =0
()4 oy Dz

Para el problema de carga de agua consideremos la solucién exponencial para la funcién de x:
Dx=Ae™ +Be ™

Para la funcidn de y se considerara la solucién en términos de senos y cosenos

Dy = A cos(coyy)+ B,sen(a)yy)

Las soluciones anteriores deberan cumplir con condiciones de frontera de acuerdo al tipo de
frontera que exista. Al considerar la carga de agua en una frontera de X, se aceptard que es la
funcion ®xla que cumpla con la condicion de esfuerzo en x=(pz+b/2), mientras que el otro
extremo se considera libre, asi:

E®'x = p,, gz en: x=-(pz+b/2); y,
EdD'x =0 en: x=(pz+b/2)
Se puede mostrar que la solucidn da:

_ P9z ( w(x+pz+b/2) w(3(pz+b/2)—x))
Ox = Ea)(l_eAw(pz+b/2)) e +e

Si en cambio, como en los casos de peso propio, se considera que la deformacidn no es nula en la
cara libre, sino proporcional a la inclinacion de la frontera, esto llevaria a considerar las dos
siguientes condiciones de frontera:

E®'x = p, 9z en: x=-(pz+b/2); y,
E®'x = Ewcos O en: x=(pz+b/2)
Esta condicion conduce a la siguiente solucion:

P9z ( w(crpzeb/2) | e(o(3(pz+b/2)—x))+ cos & ( w(pzeb/2-x) | q@(3( pz+b/2)+x))

Ox = a- e4w(pz+b/2))

- Ea)(l— e4w(pz+b/2))

Las diferencias fundamentales entre las dos soluciones anteriores, implican que no deberia
observarse desplazamiento en z=0, si el esfuerzo en la frontera contraria a donde se ubica la carga
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de agua fuese nulo. Por otro lado, si existiera un esfuerzo en la frontera libre, el movimiento en
z=0 puede ser diferente de cero. La evidencia experimental muestra que el desplazamiento en la
corona de la estructura no es cero, lo que sugiere que la frontera x=pz+b/2 esta sometida a un
esfuerzo.

La solucién de y cumple condiciones de frontera fijas en y=#(gz+a/2), por lo que y es funcidn de
este pardmetro en términos de las condiciones de frontera, con solucién:

@l -z

Dy = A cos(a)yy) @y = 2(qz+al2)

La ecuacién diferencial resultante para Z es:

CZ
o7+ Ewt o lpz=0 (2.3.4)
G (z+4a,)
Con: C,, = @-y a, =
2q

La ecuacién diferencial de Z se resuelve a partir del método de Frobenius (Apéndice 2.3.2), con
resultados como los que se muestran en la Figura 2.3.8; donde se muestran los desplazamientos
del continuo en el plano XZ, para los costados definidos como x=1#(pz+b/2) en la Figura 2.3.7, en
funcion de la variacion del parametro b/d. Como se puede ver en la figura, los desplazamientos
son independientes de la pendiente del continuo para el lado que tiene la carga de agua, mientras
que en el lado libre, los resultados si dependen de la relacidn b/d, siendo notablemente mayores
cuando b es pequeiio.

b
d
0 —
Lado con carga de agua (x=-(pz+b/2)) (0]
= 40 — a0
= £
@ 4 £ b/d=0.01
53 =1 b/d=0.1
£ [ b/d=0.2
= — k3] b/d=0.3
80 80
3 o) b/d=0.4
© - b/d=0.5
2 4 5 b/d=0.6
< B4 b/d=0.7
b/d=0.8
120 — 120 b/d=0.9
b/d=0.01-0.9
i Lado sin carga de agua (x=(pz+b/2))
I I I I ! I I T T ! I I
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
Desplazamiento Horizontal (m) Desplazamiento Horizontal (m)

Figura 2.3.8.- Comportamiento del desplazamiento en funcion de la relacion b/d, para los costados
x=*(pz+b/2)
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Al estudiar el comportamiento del modelo para la variacién del parametro a/c, se obtienen los
resultados que se muestran en la Figura 2.3.9. Algo que es muy evidente en esta figura, es que el
confinamiento del continuo al reducir el valor de ¢, reduce de manera notable los
desplazamientos, y para el lado con carga de agua, que es donde se ubicaria la cara de concreto,
se genera una doble curvatura para el movimiento horizontal cuando el pardmetro c es muy
pequeiio.

a

U bi-0os

0 — C 0 —

c/a=0.01
40 4 c/a=0.1
c/a=0.2
c/a=0.3
7 cla=0.4
c/a=0.5
c/a=0.6
80 7| c/a=0.7
c/a=0.8
c/a=0.9

Altura del terraplén (m)

Altura del terraplén (m)

120 —

Lado sin carga de agua (x=(pz+b/2))

b Lado con carga de agua (x=-(pz+b/2))
[ I I I 1

T T
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Figura 2.3.9.- Comportamiento del desplazamiento en funcion de la relacion a/c, para los costados
x=*(pz+b/2)

Un par de ejemplos de la eldstica que se genera en el continuo para las soluciones anteriores, se

presenta en la Figura 2.3.10

p

[QH

o

Figura 2.3.10.- Elastica del continuo al considerar dos casos de la relacion b/d, asi como una
distribucidn de curvas de igual movimiento horizontal que el modelo genera para un caso

especifico.
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Los parametros base de las soluciones anteriores son, como en los modelos anteriores: b=25 m,
d=525m, h=150 m, a=350 m, c=75 m, Vp=500 m/s, Vs=350 m/s (para obtener la relacién E/G), y se
uso un médulo de Young E=2100 kg/cm”.

Si se considera la variacién del moédulo de Young, considerando todos los demas parametros
iguales incluida la relacion E/G, al considerar E=21000 kg/cm’en lugar de E=2100 kg/cm* como se
realizd en el caso anterior, los desplazamientos son un orden de magnitud inferior a los resultados
de la Figura 2.3.8, como se muestra en la Figura 2.3.11, que corresponde al caso b/d=0.05.

07 b/d=0.05

. 40 —
E
@ ] Lado con carga de agua
o
c
13
©
o Lado sin carga de agua
3 —
<

120 —

T 1r T T T 1 T ]

-0.04 0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2
Desplazamiento Horizontal (m)

Figura 2.3.11- Desplazamientos horizontales al tomar E=21000 kg/cm’

Si se considera el problema en el que la derivada de ®x es proporcional al coseno del angulo de
inclinacién de la frontera, tal como se realizd para los casos estaticos de peso propio, pero ahora
multiplicados por un factor Fr, es decir: ®'x , =Frcos@, donde, Fr es un indicador de la

x=pz+b/
magnitud de los esfuerzos en la fronteras laterales libres (x=+(pz+b/2)). Los desplazamientos
horizontales serian ahora, como se ilustra en la Figura 2.3.12. En este caso, se usé E=2100
kg/cm?, y se puede ver que los desplazamientos son muy altos, aunque lo que interesa mostrar es
la elastica que se genera. Los nimeros en la figura indican el valor de Fr. La informacion
experimental muestra desplazamientos muy parecidos a los que se tienen en la cara de concreto
de la presa Aguamilpa, para diferentes valores del esfuerzo en la frontera libre. Entonces, esta
figura sugiere que si los cambios en la configuracion de la deformada de la cara con carga de
agua, pueden explicarse con cambios en los esfuerzos en la cara libre de la estructura, ello sugiere
que hay cambios permanentes en la distribucién de esfuerzos en el continuo.
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Figura 2.3.12- Desplazamientos horizontales en las fronteras del continuo, al hacer que una
frontera es igual al esfuerzo debido a la carga de agua, y la otra proporcional a una fraccion del
coseno del &ngulo de inclinacion de la frontera.

2.1.3.3 MODELO ESTATICO DE UNA FUERZA AXIAL Y DOS CORTANTES EN DIRECCION HORIZONTAL AL CONSIDERAR UNA FUNCION DE
VARIACION DE LA RIGIDEZ EN FUNCION DE LA PROFUNDIDAD

En el siguiente modelo se presenta el mismo caso anterior solamente que variando la relacién de
rigidez a cortante y mddulo elastico al mismo exponente de variacidn en funcién de la
profundidad, es decir:

Z a

E=E,| =
;)
Z a

G=G,| =
(3]

Estas relaciones muy posiblemente deberian obedecer a un exponente diferente, sin embargo, se
presenta este problema porque se simplifica de manera importante la ecuaciéon diferencial para z
que queda expresada como:

C2
o2+ w7+ E w2 -—
z G (z+4a,)

®z=0 (2.3.5)

La solucién, como en otros casos, se obtiene a partir del poderoso método de Frobenius. Las
soluciones de O®Ox y @y son analogas al planteamiento anterior. Los resultados al variar el
parametro a, que define la funcién de variacion de la rigidez, de 0.1 a 0.6 se muestran en la Figura
2.3.13
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Fronteras sin carga de agua

0 Fronteras con carga de agua

~ 40 —
E -
pt a=0.6
2 . a=0.1
]
g
= 80—
[}
©
g | a=0.6
<

120 — a=01

I I I I
-0.4 0 0.4 0.8 1.2 1.6

Desplazamiento (m)

Figura 2.3.13.- Comportamiento del desplazamiento horizontal para un modelo que varia sus
constantes elasticas en funcion de la profundidad

Si los resultados de los modelos son validos con la realidad, se observa que reducir la base del
cafidon o incrementar la rigidez de los materiales, producen ambos una reduccién en los
desplazamientos horizontales y verticales como se observé en la Figura 2.3.3. Es posible entonces
que los cafiones estrechos sean mas eficientes, al menos en la reduccidon de desplazamientos, que

aquellos cafiones abiertos.

2.1.3.4 MODELO ESTATICO DE UNA FUERZA AXIAL Y DOS CORTANTES EN DIRECCION VERTICAL PARA EL PROBLEMA DE LA CARGA DE
AGUA

Siguiendo la ldgica del planteamiento de la seccion 2.3.3, el modelo tridimensional que se
presenta a continuacion, considera a dos fuerzas cortantes y una axial, todas en la direccidon
vertical, para resolver la accion de la carga de agua en un costado de la estructura.

y x=(pz+b/2)

Figura 2.3.14.- Modelo tridimensional para carga de agua en direccion vertical
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Al analizar el equilibrio del problema se llega a la siguiente ecuacién diferencial:

2 2 2
EZVZV+G[‘2XV2V+‘;;2VJ:0 (23.6)
Z

Usando el método de separacion de variables: w = ®xdydz

E®Z+G[®X+®y]=0
dz Ox Dy

La funcion de x resolvera el problema de la carga de agua en direccion vertical por lo que se
considerara la solucion hiperbélica para esta funcién mientras que para la funcion de y (fija en dos
extremos), se considerara la solucién en términos de senos y cosenos:

®x = A, cosh(ex)+ B, sinh(ax)

Dy = A cos(a)yy)+ B, sin(a)y y)

Al considerar la solucién hiperbdlica para la funcién de x, se debera cumplir con:
GD'x = p, gz en: x=-(pz+b/2); y,

Gd'x=0en: x=(pz+b/2)

Lo que lleva a la siguiente solucién:

Pr 92 .
Px= h(w(x - (pz +b/2
X Gosinh@o(pz+b/2) (@(x—(pz+b/2)))

La solucién de y es:

T

Solamente restaria determinar la ecuacién diferencial resultante para z, que estd dada por:

CZ
o7+ C o ~ Y ldz=0, C,= 6 (2.3.7)
E (z+a,) 20E

La ecuacidn (2.3.7) es analoga a la ecuacion (2.3.4), de manera que se resuelven de la misma
forma. Los resultados de asentamiento para las variaciones de la geometria se muestran en la

Figura 2.3.15



37

i Lado con carga de agua
0.2 —
0.4 —
=
S i
0.6 —
0.8 —
Centro de la estructura
i b/d=0.01-0.9
1 T T T T l T T T T T T T T T
0] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
Asentamiento (m) Asentamiento (m)
a a
v b/d=0.05 v b/d=0.05
c
(o]
B Lado con carga de agua
Centro de la estructura
0.2 —
047 cra=0.01
< | c/a=0.1
N c/a=0.2
c/a=0.3
06 7 cja=0.4
B c/a=0.9
0.8 | c/a=0.8
cla=0.7
i c/a=0.6
c/a=0.5
1 T T T T T T T T T T I T
0 0.1 0.2 03 0 0.004 0.008 0.012 0.016 0.02

Asentamiento (m)

Asentamiento (m)

Figura 2.3.15.- Asentamientos por carga de agua, en funcién de la variacién de la geometria

En la siguiente Figura se presenta una muestra de la eldstica de la estructura para el modelo
propuesto, asi como la distribucidon de asentamientos, para un caso especifico.

N

Figura 2.3.16.- Asentamientos por carga de agua para el modelo propuesto

La Figura 2.3.17 presenta las observaciones de curvas de igual asentamiento reportadas por
Marengo y Aguirre, 2007 para la presa de Cajon, después del llenado del embalse. En esta Figura,
de acuerdo a la informacidn de los autores, ha sido separado el asentamiento que corresponde al
proceso constructivo. Aunque el modelo tedrico tiene la geometria que se aproxima a la presa El
Infiernillo, los resultados son semejantes en la cara donde se encuentra la carga de agua, sin
embargo, el modelo subestima los asentamientos en el resto del continuo.
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Figura 2.3.17.- Curvas de igual asentamientos para después del llenado del embalse, en una
seccién del continuo para la presa El Cajdn, reportadas por Marengo y Aguirre, 2007

Nuevamente, es interesante conocer el comportamiento del modelo cuando se acepta que la
frontera contraria a la carga de agua no es libre, sino que existe en ella un esfuerzo. Al considerar
éste esfuerzo proporcional al coseno del angulo de inclinacién de la frontera, tal como se realizé
para el caso horizontal, se tiene:

D'

x=pz+b/2 = Frcoso

La eldstica que genera este esfuerzo en la frontera libre se presenta en la Figura 2.3.18. Note la
presencia de un movimiento contrario al sentido de la gravedad, en la parte superior de la
estructura. Este comportamiento es muy peculiar. Para este caso se tomd un médulo de Young de
E=2.1*10° kg/m’ , con una relacién G/E=0.37 (v=0.35). Si en cambio se usa E=2.1*10" kg/m?, con
una relacion G/E=0.83(v=-0.39), la tendencia a producir movimientos en sentido contrario a la
gravedad se reduce, como se presenta en esta misma figura.

o

~0

Figura 2.3.18.- Elasticas de problema de carga de agua en un extremo del continuo, al considerar
dos casos diferentes de propiedades mecdanicas de los materiales y la existencia de un esfuerzo en
la frontera derecha del continuo. Se uso Fr=0.1 para ambos casos, donde Fr es una fraccién del
coseno de la inclinacion de la frontera, como se indica en el texto.
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2.1.3.5 MODELO ESTATICO TRIDIMENSIONAL PARA LOSAS ANTE LA PRESENCIA DE FUERZAS EXTERNAS

El modelo que se estudia a continuacién considera a una losa para el caso de la existencia de
fuerzas externas Unicamente (no se estd considerando el problema de peso propio). El
planteamiento se presenta en la Figura 2.3.19, donde se estudian sdélo las fuerzas en las
direcciones X y Z. Este modelo tridimensional es mas completo que los anteriores pues asume las
tres fuerzas en dos direcciones diferentes. ‘

A B’ c D’

Figura 2.3.19.- Modelo tridimensional de una losa (lado izquierdo), y signos de la elastica del
elemento diferencial para las fuerzas cortantes en diferentes sistemas de referencia (lado
derecho), y diferentes elasticas del elemento diferencial para el mismo sistema de referencia
(abajo).

Los desplazamientos quedan definidos como: u=u(x,y,z); y, w=w(X, Y, z)

Las fuerzas son:

au BPx o%u ow oPz 2w

Px = E —dydz; APx=——dx=E —_—-dxdydz Pz = E_—dxdy; APz =_—dz=E —-dxdydz
OX OoX OX oz 74 oz
2 2

Szx =G @dydz; ASzZX = oSzx dx =G o \;V dxdydz Sxz =G a—udxdy; ASXz = 657x2d2 =G o S dxdydz
OX oX OX oz oz oz
au OSxy o%u ow 8Szy o*w

Sxy =G —dxdz; ASxy =—>dy=G dxdydz Szy =G —dxdz; ASzy = dy =G dxdydz
oy oy oy? oy oy oy?

Note en la Figura 2.3.19, como, para cuatro sistemas de referencia de mano derecha, cambian los
signos para la misma elastica del elemento diferencial, al considerar las deformaciones debidas a
fuerzas cortantes. Lo mismo ocurre al considerar diferentes elasticas, para el mismo sistema de
referencia. En este esquema, los nimeros indican las deformaciones asociadas a las fuerzas. Asi,
asociar signos a la ecuacién de equilibrio para diferentes sistemas de referencia o diferentes
eldsticas, implica modificaciones en la ecuacidon de equilibrio. Otro aspecto que influye en los
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signos de la ecuacion de equilibrio, es el tipo de solucidn. Para una solucidn de tipo seno-coseno el
signo es contrario al que se tiene para una solucién de tipo hiperbdlico.

Sean las siguientes ecuaciones de equilibrio para el elemento diferencial:

o o o
N3 +G(sz Ws aZzJ:o (23.8)

2 2 2
sGEaaz\;v+G(s4 vazv+s5 Zy‘gvj:o (2.3.9)

Donde s; son los signos del sistema de referencia o eldstica considerada. Por otro lado, el equilibrio
de momentos lleva a:

ou ow
+

2 " (2.3.10)
Al hacer que se cumpla la ecuacidon de momentos (2.3.10), se tiene:

W = —DXD'zDY + W, (2.3.11)
u = O'xdzPy + U, (2.3.12)

Por lo que las ecuaciones (2.3.8) y (2.3.9), se transforman en:

le—(D,X+G SZ—Q y+33® G
D'x Dy Dz

sGEE+G s4q) x+35<Dy =0
D'z ()] Dy

Si se asume que se conoce la funcién ®'x de la primer ecuacidn diferencial anterior, entonces:

@x:j®’xdx+c = fx+C ; y lo mismo para la funcién de Z, es decir ®z :j®'zdz+C: fz+C. Porlo

que las dos ecuaciones diferenciales anteriores se transforman en:

sEXgls, Vs 2 |0 (2.3.13)
fX dy fz+C
sE2agls, X 45, PV 0 (2.3.14)
fz fx+C oy
gx= fx-C
Sitgz=fz-C

(2.3.13) y (2.3.14) se transforman en:
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s,E g,X+G(Sz®y+Ss gz]=0 (2.3.15)
gXx oy gz

5, E W+G[54 9% s ‘Dyjzo (2.3.16)
gz X oy

Dadas las caracteristicas geométricas de la losa que se plantea en la Figura 2.3.19, fisicamente
resultaria aceptable suponer soluciones de tipo seno-coseno para las funciones de Xy Y, ya que no
seria descartable que la deformacién en estas direcciones, tuviera mds de un cruce por cero,
particularmente en la direccién X; mientras que en la direccién corta del elemento (direccién Z2),
mads de un cruce por cero en el movimiento, es muy poco probable sin que el elemento falle, por
lo que se propone una solucién de tipo hiperbdlico en este caso.

Al sustituir las soluciones anteriores en (2.3.15) y (2.3.16), se llega a:
—S,E@} +Gl- 5,02 +5,02)=0 (2.3.17)
ssE@? + G- 5,0 —5,0)=0 (2.3.18)

Como w},w?, o} son reales, entonces son positivas, y ambas deberan resolver simultdaneamente las
ecuaciones (2.3.17) y (2.3.18), por lo que los signos s,, son muy importantes en la solucién que se

determina. En el Apéndice 2.3.3 se presentan unas tablas que estudian de manera detallada la
influencia de los signos en las relaciones que pueden guardar los parametros o}, o;,; entre si. En

estas tablas se evalian las posibles soluciones sobre los cuatro sistemas de referencia que se
presentan en la Figura 2.3.19; al considerar, ademas, cuatro cambios de signo en el movimiento

axial. Las soluciones imaginarias entre cofwi , se deben a que se considera G < E. La relacién entre
estos médulos de elasticidad se puede considerar como: E =2G(1+v) . Donde v es el médulo de

Poisson. En sintesis, la relacion w,,0,, se puede simplificar en 4 relaciones reales diferentes:

(E Gj (E Gj (E GJ (E Gj
- — 4+ 4+ -
2 \G E) , , \G E), , \G E), , (G E), (2.3.19)

@, w, = , w, = , w, =

y X1 y X1 y -y, y ——~ Wy
S C R
E E E E

Las relaciones w,,®,, tiene los siguientes valores:

8], o
e 2. 2 E o2 @ E) .. 2 2 (2.3.20)

,

w, = . .

Las relaciones o,,o,, tiene los siguientes valores:
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(E Gj [E Gj (E G E Gj
— - — — 4+ = — 4+ = — -
._\6 E), . \6'E), ., |6 E . . |6 E, (2.3.21)

w,;, @ . o, =0

Oy =7\ @2 vy =7 ey P Oy = ey Yo y z
G
E E E E

Los cuatro valores de la ecuaciéon (2.3.19) y (2.3.20) corresponden respectivamente a los cuatro
primeros valores de la ecuacion (2.3.21).

Hasta este punto se puede considerar la solucién general del problema planteado en la Figura
2.3.19. La solucién de cada caso especifico, depende de las condiciones de frontera que se tengan

en particular.

Para ejemplificar el modelo, en el Apéndice 2.3.4, se presenta un problema donde es posible
comparar este modelo con uno que resuelve la teoria de flexion. La intencion de este trabajo es
establecer comparativamente como son las deformaciones obtenidas por ambos modelos.

El planteamiento del segundo caso de estudio,concierne al tipo de problemas que se presentan en
las losas que se instalan en presas de enrocamiento con cara de concreto. Este problema
especifico se ilustra en la Figura 2.3.20

Figura 2.3.20.- Modelo de una losa en presas de enrocamiento

Los desplazamientos determinados del planteamiento anterior son:

w = OXD'zdy
u = O'xdzdy

Para resolver las condiciones de frontera del modelo, se recurrird a las observaciones fisicas que se
tienen en losas de presas de enrocamiento con cara de concreto. Es decir, se resolvera el modelo
de acuerdo a esta informacién. Sin embargo, podria existir mayor instrumentacidon en presas
futuras, de manera que la solucidon de las constantes bien pueden resolverse por caminos
diferentes al que aqui se ilustra.

Del modelo de la Figura 2.3.20, las dos caras perpendiculares al eje z (fronteras z=%h), estan
cargadas; una carga es el peso del agua definido como P,, y la otra es la reaccién del enrocamiento
definida como P,. Para el problema de dos cargas axiales en direccion z se determind la expresién
(2.3), que se indica en el Apéndice 2.3.4:
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P,sinhw,(z+h)—P,sinhw,(z —h))+6
Ew’ sinh2w,h

@z =

y = (P, cosh @, (z + h) — P, cosh e, (z - h))
Ew, sinh2w,h

[0)]

La solucién en direccion x es:

Ox = Acos w,x+ Bsino x+C
DX = w, (—Asin o X+ B cos @, x)

Ahora bien, si mediante el uso de un instrumento se conoce el movimiento w en z=h, a todo lo
largo de la losa (recorrido de x), y en el centro de la misma(y=0), es posible determinar la
curvatura al calcular la segunda derivada de w con respecto a x. La intencion de este cdlculo es
obtener los cruces por cero (o puntos homogéneos), del comportamiento real de la losa para el
movimiento medido w, y simplificar la obtencién de las diferentes constantes que se requieren
determinar.

. , o*w
Al suponer que se tienen dos raices de e en x=a y x=b, tenemos:
X

I aZW ”. ’
W= DXP'z0y = > = O"XD'70y
OX

— w?(Acos w,a+ Bsinw,a) =0

—w?(Acos w,b + Bsinw,b) =0

Con lo que es posible obtener dos constantes:

A=Y@  , _ 7 (2.3.22)
oS w,a b-a

La solucidn se reduce a:

sinw, (x—a) \C (2.3.23)
Cos w,a

dx =B

Como se conoce el movimiento w o deflexion de la losa en los puntos x=a y x=b, y puesto que la
medicion se realizé en z=h,y=0 se tiene:

Wz:h x=a,y=0

’
= Wa = q)z:hq)x:a(byzo

— —_ ’
Wz:h,x:b,y:o - Wb - ch:thx:b(I)y:O

P cosh2w,h— P
o_ =17 2 ¢o_=b_ =C, ®
" Ewm,sinh2m,h = e

Como las cargas P1y P2 son diferentes en los puntos x=a y x=b, las ecuaciones que se tienen son:
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w, =C P. cosh_Zth— P, — C= w,Ew, sinh2m,h (2.3.24)
Ew, sinh2m,h P, cosh2w,h - P,,

Para el punto b se tiene:

_C P, cosh 2m,h —P,,
’ Ew, sinh2w,h

Al Sustituir el valor de C, en la expresidon anterior se tiene:

w, Py cosh2m,h—P,,

w, P, cosh2w,h—P,

a

Entonces, la reaccion del enrocamiento en el punto b, en términos de los desplazamientos w, se
puede expresar como:

(Wa Plb - Wb Pla)

P, = cosh 2a,h + 2o p,_ (2.3.25)
W,

a a

Puesto que se conoce el movimiento w a todo lo largo de la losa, es posible determinar la reaccién
del enrocamiento en todos los puntos, en funcién de la deflexion w, y bien puede asumirse que la
reaccion del enrocamiento es igual a la carga de agua en el plinto, donde la cercania de la losa al
apoyo fijo en la base de la estructura hace mas factible esta suposicion.

Asi, para el punto xi

Bsinax(x; —a) P; cosh 2m,h — P,
W, = +C "
COS wXxa Ew, sinh2w,h

Y para el punto x;

Bsinax(x; —a) R; cosh 2w,h - P,;
= +
! CoS wxa Ew, sinh2w,h

Igualando las dos expresiones anteriores en términos de C, se tiene:

WE®, sinh2w,h  Bsinax(x —a) _ w;Ea, sinh2w,h B Bsinax(x; —a)
P; cosh 2m,h — P, COS wxa R; cosh 2,h — P;; COS wxa

Con lo que es posible obtener la reaccién del enrocamiento en todos los puntos del recorrido de x,
mediante la siguiente expresidn (recuerde que esta evaluacion se esta obteniendo en z=h y y=0):
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C
P,;=C, - é
_[ WEw,sinh2o,h  Bsinwx(x —a) N Bsinax(x; —a)
' | P, cosh 2w,h — P, cos wxa cos wxa

C, =w,Ew, sinh2w,h
C, =R, cosh 2m,h
La constante C de la solucidn de x es:

_ WE®,sinh2o,h  Bsinax(x; —a) (2.3.26)
P, cosh 2m,h — P, COS wxa o

Falta la constante B en la solucidn de x. Si mediante el uso de un extensémetro entre el plinto y la
losa instrumentada se conoce el movimiento uy,, entonces:

!
u uh = CDZ:h(Dx=aCD y=0

z=h,x=a,y=0 =

(2.3.27)

2
Ox Oz = P12+C_:, oy=1 = B = IhE®; Cs@,a

O'x=B , = 2
cos w,a Ew;, P +CEw;

Finalmente, la constante C define, como en el caso anterior, la posicion del eje neutro en el
peralte de la losa.

P,sinhw,(z + h) — P, sinhw,(z —h))

> +C
Ew; sinh2w,h

CI>z=(

Si se aceptara que el eje neutro se encuentra en z=0, para todo el recorrido de x, se requeriria lo

siguiente:
Dz :WJFCZO — C:_w (2.3.28)
Ew! sinh2m,h Ew; sinh2m,h

En cambio, si se aceptara que no hay movimiento en el contacto de la losa con el enrocamiento
(u=0 en z=-h), se tiene:

Co_ (2.3.29)

Dada la naturaleza periddica de la solucién ®x (resuelta en términos de senos y cosenos). La
correlacién entre el modelo y los datos experimentales, sugeriria que las curvaturas observadas
experimentalmente, tendrian que comportarse de forma periddica. Este resultado se tiene en
cierta medida en las observaciones. La Figura 2.3.21, presenta las curvaturas para dos losas
instrumentadas con inclindmetros de las presas Aguamilpa. Un comportamiento similar se observa
para las losas de la presa El Cajon.
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Figura 2.3.21.- Estimacidén de curvaturas para dos losas instrumentadas de la presa Aguamilpa

En resumen, para obtener informacién del modelo usando los datos experimentales de una losa
instrumentada se puede proceder de la siguiente manera:

- Se determinan dos puntos que presenten un cruce por cero de las curvaturas de las
mediciones experimentales con los que se determina el valor de w, y una constante de la

solucion de x. Los valores de o,y w,, deben determinarse a partir de las ecuaciones
(2.3.19) y (2.3.20)

- De la medicién de deflexiones w, se determina la reaccién del enrocamiento, usando la
ecuacion (2.3.25), al considerar que la reaccién del enrocamiento es igual a la carga de
agua en la base de la estructura

- La constante C de la solucién de x y la constante B se obtienen a partir de la ecuacion
(2.3.26) y (2.3.27), respectivamente

- La constante C de la soluciéon z depende de la posicidon del eje neutro y podria ser la
ecuacion (2.3.28) o0 (2.3.29)

La solucién de un caso especifico, se muestra en la Figura 2.3.22. La solucidn se obtuvo a partir
de la medicion de una losa instrumentada con un inclindmetro en la presa El Cajon.

Para obtener los calculos, primero se suavizdé la mediciéon con un polinomio de grado diez,
luego se calculd la curvatura de la medicién con una segunda derivada. Para el calculo de los
desplazamientos se utilizaron las raices 2 y 3 de la curvatura calculada. Puede verse que la
reaccion del enrocamiento (P2) calculado resultd practicamente igual a la carga de agua (P1).
Ademas, los desplazamientos w de la losa indican que la losa esta en compresidn en la base,
donde la carga de agua es mayor.
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Figura 2.3.22.- Solucién de desplazamientos en las direcciones x (u) y z (w), para una medicidn de
deflexiones en una losa instrumentada de la presa El Cajén.

Si en cambio, en lugar de utilizar las raices 2 y 3 de la funcidn de curvatura calculada, se utilizaran
las raices 3 y 4, los resultados de los calculos serian los que se indican en la Figura 2.3.23
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Figura 2.3.23.- Solucién de desplazamientos en las direcciones x (u) y z (w), para una medicién de
deflexiones en una losa instrumentada de la presa el Cajon, al usar las raices 2 y 3 de la funcién de
curvaturas.

Como se puede ver, han cambiado los desplazamientos en la direccidn x. Para entender de manera

mas clara la naturaleza de las soluciones, se presenta en Figura 2.3.24, la elastica de los dos casos.
En esta figura, se exagerd por un lado, la elastica del movimiento w, y por el otro, la elastica del
movimiento u, para los dos casos. Es claro que las zonas en tensién y compresién que generarian
los movimientos u son mds préximas unas a otras cuando se utilizan las raices 2 y 3, mientras que

cuando se emplean las raices 3 y 4, estas zonas de tensidon y compresion se encuentran mas
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separadas. Al observar el movimiento u y w simultdaneamente, parece mas ldgica la solucidon que
considera a las raices 3y 4.

0.8 —
0.4 — = —_I
E o = —
N 1B
-0.4 — i -
0.8 | Elastica del movimiento w
I \ ! \ ! |
0 100 200 300
0.8 — X (m)
o o o e
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N |
fr—t———+ Y
_04 ) 1 { 1 {
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o St e e
— i 1 1 ¥
E o
N 1
[ “ \\ 1 l.
-0.4 1 T B -
0.8 ] Elastica del movimiento u
- \ | \ | \
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X (m)

Figura 2.3.24.- Eldsticas de los movimientos u y w, en una losa instrumentada, los dos caso del
movimiento u se obtuvieron al tomar dos raices diferentes de las curvaturas obtenidas a partir de

la medicidn.

2.1.3.6 MODELO ESTATICO DE DOS FUERZAS AXIALES Y CUATRO FUERZAS CORTANTES EN DIRECCION HORIZONTAL

El modelo que se presenta a continuacién es una solucidn tridimensional con las fuerzas en las
direcciones x e y, y se plantea para el problema de la carga de agua.
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) x=(pz+b/2)

y=-(gz+al2

Figura 2.3.25.- Modelo Tridimensional para carga de agua
Las fuerzas en las dos direcciones estan dadas por:

dPx=E a—udydz; dSyx =G a—udxdz; dSzx =G a—udxdy
OX oy oz

ov ov ov
dPy =E —dxdz; dSxy =G -——dydz; dSzy=G —dxd
y 2y Xy o Y y pe y

De nuevo, son importantes los signos en la distribucidén de fuerzas en el elemento diferencial. Las
posibles combinaciones indicarian nuevamente, tal como en el modelo anterior, los valores de
o, 0,0, y su relacion en las ecuaciones de equilibrio. La representacion de los signos sobre cada
una de las fuerzas, se expresan mediante el pardmetros, (donde i=1,2...6), tal como se realiz6 en el

modelo anterior.

Asi, por el equilibrio de fuerzas en las dos direcciones se deberan cumplir con las siguientes dos
ecuaciones diferenciales:

2 2 2
SEZYvals, This, O |0 (2:330)
OX oz oy

0 (2.3.31)

2 2 2
SSEa—\Zl+G s4a—¥+368—\2/
oy 1524 oz

Adicionalmente se debera cumplir con la siguiente ecuacién de momentos:

u_ o

X (2.3.32)
oy OX
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Supdnganse los siguientes desplazamientos:

V=—OxO'yDz +V, (2.3.33)
U = O'xDydZz +U, (2.3.34)

La definicion de (2.3.33) y (2.3.34), cumple con la ecuacidn (2.3.32), por lo que solamente resta
resolver (2.3.30) y (2.3.31). Al sustituir (2.3.33) y (2.3.34) en (2.3.30) y (2.3.31), se tiene:

sEQ % qls, D215, DY | g (2.3.35)
DX Oz dy

SSEM+G(54® X+SGCD Zj:O (2336)
D'y DX dz

Supdngase que se conoce la funcién @'x de (2.3.35), entonces: @x:IQ’xdx+C:fx+C; y de

manera analoga, si se conoce @'y de (2.3.36), entonces: ch:'[cD’ydy+C: fy+C

Al sustituir en (2.3.35) y (2.3.36), se tiene:

sET X qls, P25, 1Y |0 (2.3.37)
fX Dz fy+C

sET Y gls, X 45, 220 (2.3.38)
fy fx+C Oz

Si las constantes C y C no son nulas, y:

hx = fx-C
hy = fy—C

Al Sustituir las expresiones en (2.3.37) y (2.3.38), se tiene:

" " h"

sEM vals, P25, =0 (2.3.39)
h oz,

sE Y +cls, Mas, P2 (2.3.40)
hy h, Dz

Asumamos la solucién para X en términos hiperbdlicos, de manera andloga a los otros problemas
de carga de agua en esa direccion:
h"x h"x

=,

h'’x  hx X

= hx=wo,(Asinho,x+Bcoshw,x) = hx=Acosho,x+Bsinhw,x
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Al aceptar que la solucion de Y sea en términos de senos y cosenos (puesto que se considerara fija
en los extremos y ello requiere al menos dos cruces por cero):

hwy _ h"y
h'y  hy

2 2 - .
=-w;, = hy=o/(-Asinoy+Bcosm,y) = hy=Acoswy+Bsinoy+C

Las ecuaciones (2.3.39) y (2.3.40), se transforman en:

2 E 2
s,Ew? +G SSE—SZG)§ 0 = o742 —S—Zwi Dz =0
Oz S3 S3

X
s6 SG

” ECUZ
—s.Ew? +G| s, +5 @7z =0 = @'7+] P25 "N lpz=0
5 y 4™x 6 dz G

Dado que los coeficientes de @z deben ser iguales para que las dos ecuaciones diferenciales
anteriores tengan la misma solucién, se exploraron los signos tal como en el caso anterior,
encontrandose que o,, o, tiene dos posibilidades en funcion de Ey G:

(g—lja)f =[E+1ja)§ Y, (§+1ja)f =((§—1ja)§ (2.3.41)

Mientras que las posibilidades de la relacién w,,®,, son:

{(ET +1Ja)§ - (E—lja)f v, {(ET +1Ja)§ - [E+1ja)f (2.3.42)

Las soluciones de (2.3.42), son respectivas con las de las ecuaciones (2.3.41).

Al estudiar las condiciones de frontera para la funcion de x, se considerara que tiene la carga de
agua en un costado; mientras que el otro extremo es libre (pero con un esfuerzo debido a su
inclinacion).

ED"X = p,, 09z en: x=-(pz+b/2); v,
E®"x = Frcos@en: x=(pz+b/2)
Lo que lleva a la siguiente solucidn:

Frcos 8
sinh(2ew, (pz +b/2))

—Pn 9 inh(a, (x— (pz+b/2)))+

Px = SI sinh(w, (x+(pz+b/2)))+C
Ew? sinha, (pz +b/2)) (@, (x+(pz+b/2)+

(2.3.43)

La ecuacion (2.3.43) explica en cierta medida porque la solucion de X debe ser en términos
hiperbdlicos. Si se observa con cuidado esta expresién, se puede ver que tiene en el denominador
el término sinh(2w, (pz+b/2)), que no tiene cruces por cero mas que para o, =0. En cambio, sila

solucién de x se propone en términos de senos y cosenos, la solucién es muy semejante a (2.3.43),
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con el denominador conteniendo al término sin(2w, (pz+b/2)). Ello implicaria que o,, fuese tal
que sin(2w, (pz +b/2)), no presentara cruces por cero, para que no existieran indeterminaciones

en (2.3.43), lo cual no ocurre en el problema que aqui se presenta, como se vera a continuacion.

La solucion de y implica desplazamientos nulos para los desplazamientos u y v en y=+(qz+a/2), por
lo que se tiene:

u=0en:y=*(qz+a/2) = dy=Acosw,y+Bsinwy+C =0para: y==+(qz+a/2)
v=0en:y=%(qz+a/2) :@’y:wy(—ﬁsinwyy+ BCOSa)yy)zopara: y=+(gz+a/2)

Por lo que la solucién es:

Dy = B(cos w, Y +1) (2.3.44)
@'y =-Bo,sine,y

-
(gz+al?2)

C()y
Resta resolver la ecuacién de Z de la ecuacion (2.3.42):

”

2
@ Z—qz(ﬂﬁao)ZCDZ=O (2.3.45)
Z+

Donde el pardmetro g, puede tener dos soluciones:

2 2
(gj +1 [Ej +1
a
B=|— B=| "% Vi =
~ 1 ~ 41 q
G G

Sia, <0, se requiere el siguiente cambio de variable:z=-u-a,. En cambio a, >0el cambio de
variable se puede tomar como: z=u-a,. Asi, para cualquiera de los dos casos, al sustituir en
(2.3.45) se tiene:

2
D"u-—

~DU=0 (2.3.46)

2

q‘u
Sea por solucién:
du =u”

Al sustituir en (2.3.46), se tiene:



(a(@-1)+C,u*2=0
c, =P

2

q

Con lo que:

1+ f1+4C,

a, =
1,2
2

®u = Au® + Bu*?

53

Como condiciones de frontera se requiere que los desplazamientos sean nulos en z=h, por lo que,

para el caso g, <0, la solucién de la funcién de z es:

A(-h—a,)" +B(-h—2,)? =0 = B=—A(-h—a,)**

2 = Al(-2-3,)% ~ (-h-8,)" (-2~ a,)"?)

Note que deformaciones nulas en la cresta de la estructura no son posibles de determinar con la

soluciéon obtenida de Z. Lo que queda, es usar la constante A para normalizarla solucidn de z en

z=0:

1

A=
(~ap)™ — (~h —a,) 2 (~a,)*? )

Como en el problema de la seccion 2.3.2, se estudid el comportamiento de la solucién en funcion

de la geometria de la estructura.

Para la variacién de la relacidn b/d, se presenta la Figura 2.3.27, mientras que para estudiar la

variacién de la relacion c¢/a, se presenta la Figura 2.3.28.

0.8 —

b/d=0.01-0.9

Lado con carga de agua

b/d=0.01

Lado sin carga de agua

o

Figura 2.3.26.- Comportamiento del desplazamiento

costados x=x(pz+b/2)

T
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i T i T i 1
0.08 0.12 0.16
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i T i T i T i 1
0.001 0.002 0.003 0.004
Desp. Horizontal (m)

en funciéon de la relacién b/d,

para los
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Figura 2.3.27.- Comportamiento del desplazamiento en funcién de la relacion c/a, para los costados
X=%(pz+b/2)

Se puede observar en las figuras anteriores que ha cambiado la naturaleza del movimiento con
respecto a lo que se observa en el modelo de la seccidn 2.3.2. Particularmente en el lado con carga
de agua donde ya no se observa un comportamiento parabdlico. En la Figura 2.3.28, se presentan
las eldsticas en las tres direcciones, de manera andloga a como se presenta en la Figura 2.3.10.
Importantes diferencias pueden observarse en la solucién de este modelo contra el planteado en
la seccién 2.3.2, con una importante reduccién del movimiento hacia la base, pero
fundamentalmente, la presencia de una doble curvatura en el movimiento que se observa en la
planta de las seccién. La evidencia experimental de los movimientos en las losas de concreto
muestra que las zonas cercanas a los apoyos laterales se encuentran en tensién, mientras que la
parte central se encuentra en compresion. Este efecto puede generase para la eldstica que se
presenta en los casos de la Figura 2.3.28, mientras que no podria ocurrir en el modelo de la
seccion 2.3.2, cuyas plantas presentan una curvatura simple como se puede observar en la Figura
2.3.10

Figura 2.3.28.- Elastica exagerada del continuo al considerar el modelo de esta seccion. En el lado
izquierdo es un corte sobre el plano XZ, en la parte central es un corte sobre el plano YZ y en el
lado derecho es una vista en planta sobre el plano xy(refiérase a la Figura 2.3.13 para ver el
continuo en perspectiva)

En los casos anteriores se tomd un médulo de Poisson de v =-0.4, con un mddulo de Young de
E=2.1*10° kg/m’. Ademas, se aceptd que existe un esfuerzo en direccién X, en la frontera que se



55

considera libre en la estructura, proporcional a una fraccion Fr del coseno del angulo de inclinacién
de la frontera. El valor de g, utilizado fué de:

Para comparar el efecto del médulo de Poisson en los desplazamientos del continuo, se presenta
en la siguiente Figura, las eldsticas que se generan al usar dos casos de los médulos de Poisson
v=-0.4y v=-0.3; asi como las curvas de igual desplazamiento en los movimientos u (direccion
X), y v (en la direccién Y).

Figura 2.3.29.- Elasticas del problema de carga de agua en la direccién horizontal, al considerar dos
valores diferentes del médulo de Poisson (v =-0.4, arriba; y v=-0.3, abajo). Los mddulos de
elasticidad son de E=2.1*10° kg/mz, en ambos casos. Se usdFr=1.0 , donde Fr es una fraccion del
coseno de la inclinacién de la frontera.

La Figura 2.3.29 muestra que reducir el moddulo de Poisson, reduce la magnitud del
desplazamiento en la direccidn Y, el cual se concentra en la parte superior de la estructura
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2.2 Modelos Dindmicos

2.2.1 MODELOS UNIDIMENSIONALES

Los desarrollos que se presentan a continuacion, son andlogos a los problemas estaticos, con la
diferencia en que ahora, todas las funciones involucradas son de tipo seno-coseno, incluida Ila
funcién del tiempo que representa a una carga transitoria como puede ser un sismo.

2.2.1.1 MODELO UNIDIMENSIONAL PARA UN TRAPECIO ANTE UNA FUERZA CORTANTE HORIZONTAL

Un modelo unidimensional de viga de cortante para el analisis sismico de presas fue presentado
inicialmente por Mononobe et al, 1936, el cual consiste en una seccién triangular y un cortante
actuando en secciones horizontales como se muestra en la Figura 2.4.1. Este modelo es
modificado en este trabajo al considerar en lugar de un tridngulo, la geometria de un trapecio, que
le da generalidad al planteamiento al definir la existencia de b.

>y e—bh—) > X
/ X ! dz h / N\ idz U= *>S
/ k— pz ——\[ / K 2(pztbi2) K S+dS/dz)dz
f< d >

!, ',

Figura 2.4.1.- Modelos unidimensionales de la viga de cortante para el analisis sismico de presas

En la figura anterior S es la fuerza cortante, u(z,t) es un movimiento arbitrario del elemento
diferencial e / es la inercia sobre dicho elemento. Al hacer suma de fuerzas igual a cero:

S—[S+dsdzj+l =0
dz

2
$=26(pz+b/2)%: 1 =2p(pr+br2)dz 4Y; p=@=D)
dz dt 2h
Donde:
v2 (pz+b/2)ﬂ+ pdi :ﬂ (2.4.2)
® A2 dz )| dt?

Ve = E; G = Modulo de rigidez, p = Densidad
P

Por separacién de variables: u(z,t) = @zt
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" ’ " " 2
A2, 1 07 O g DN e (rab)drze @zt P (z4b)dz=0; b= 2
Dz (z+Db,) ©z ot Ot \'A 2p

Las soluciones de ®t, es una solucién en términos de senos y cosenos:
Dt = Acos(at) + Bsin(at)

Para la funcion @z, se tiene una ecuacién de Bessel trasladada, andloga a la presentada en la
ecuacion (2.1.4), y resuelta en el planteamiento estatico unidimensional de la seccién 2.1.2. Sin
embargo, aqui se consideran los diferentes valores de @ que cumplen con las condiciones de
deformaciones nulas en z=0 y desplazamientos nulos en z=h. Dichas funciones son, como se sabe,
los modos de vibracidon en la solucidn de los problemas dinamicos.

El estudio de los problemas dindmicos requiere también analizar el problema de vibracién forzada,
el cual se estudia a continuacién al considerar el movimiento en el apoyo. Considérese el
desplazamiento total del elemento diferencial como:

Uy =Ug +U
u; = desplazamiento total del elemento diferencial

u4 =desplazamiento del apoyo

u =desplazamiento del elemento diferencial con respecto al apoyo

Al sustituir u, por u, en la ecuacidn (2.4.1), se tiene:

v us— P |=—uy, (2.4.2)
(pz+b/2)
. 2 . 82U 2
Con:u:a—u;ug: g;u”:ail;;uf:‘lu
ot? ot? oz oz

La ecuacién (2.4.2), corresponde a la ecuacion diferencial para el caso de vibracién forzada.

De la solucién general del problema de vibracién libre, se tiene:
u(z,t) = 3 (A, cos et + B,senea t)q(3,2)
n=1
(Se ha cambiado la nomenclatura ®z por g). La solucion funcion de t, para el modo n es:

p,(t)= A, 00s w,t +B,senw,t = p,(t)=—0? (A, c0s Wt +Bysenwnt) = —o? py (t)

Por lo que la aceleracion para el modo n, se puede expresar como:



Un(z,t) =~} P, (1)(5,2)

De manera, andloga para el modo m:

Un(z,1) = ~; P, A(B,2)

La diferencial de masa de la seccién esta dada por:

dm= p(pz+b/2)dz

Por lo que las fuerzas de inercia para cada modo, son:

F, =mun =-ma?p, 1)d(5,2)
= dF, = —’p(pz+b/2)p,(t)q(,2)dz

Al aplicar el teorema de Maxwell-Betti, se tiene:

F.u.(z,t)=F,u,(z,t)

b, (O)p, (N2 —co,i)ip(pz+b/2)q(ﬂnz>q<ﬂmz>dz ~0
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F, =MUn = -ma? p, ()a(8,2)
= dF,, = -w’p(pz+b/2)p,()q(B,2)dz

h
Si: (@2 —@?)=0,para m=n = [ p(pz+b/2)q(B,2)a(B,2)dz =0
0

La ultima expresién es la propiedad ortogonal de las formas modales, que servira para desacoplar
las funciones de z y t. Asi, al aplicarla en la ecuacion (2.4.2), se tiene:

mi(pz +b12)q(5,2)4(6,2)dz - pnvszi(pz +b/2)q"(B,2)4(6,2)dz — p, pVSZEQ’(ﬁnZ)Q(ﬂnZ)dZ - —ugi(pz +b/2)q(B,y)dz

La igualdad anterior, requiere de un laborioso proceso de integracidn; sin embargo, al usar las
propiedades conmutativa entre sumatoria e integracién y distributiva entre sumatorias, todas
estas integrales son inmediatas. En los casos bidimensionales y tridimensionales que se presentan
posteriormente, las integraciones se realizaron de manera numérica.

Sea:

a, =i<pz +b/2)9(8,2)a(8,2)dz

h
ay, = —{ pq'(5,2)q(B,2)dz

h
8y = —g(pz +b/2)q"(8,2)a(8,2)dz

8, = [ (p2+b/2)q(8,2)dz
Do
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Se puede verificar que se cumple la siguiente igualdad: a,, =VZ(a,, +a,,) . Por lo que el problema

de vibracion forzada para cada modo de vibraciéon se reduce a la solucién de una ecuacidn
elemental de movimiento:

a,, - a
p,+a@lp,=——2"Ug ; AM = Zn

Qn &,

El coeficiente AM en el miembro derecho de la igualdad, corresponde al factor de amplificacion
modal. Es importante mencionar que en todos y cada uno de los problemas unidimensionales,
bidimensionales y tridimensionales resueltos en este trabajo, se observé que las soluciones
obtenidas, conducen a esta ecuacidén elemental de movimiento.

La ecuacién anterior puede ser resuelta con el uso de la integral de Duhamel:

A ¢

p, () = . }ug(r)sen[wn(t—r)dr]

Si en cambio, la sefal de la excitacion correspondiera a una sefial armodnica, la funcién de
transferencia tedrica, se puede obtener como:

2 2 2 2 3
L L e A I P K o
i1 (0] —0°)" +(25,0,0) i1 (0] —0°)" +(25,0,0)

Una explicacion muy clara y detallada de la obtencidn de la expresién anterior puede encontrarse
en Taborda y Ordaz, 2003.

La solucion del modelo anterior se presenta en las Figuras 2.4.2 y 2.4.3, donde se muestran las
formas modales, factores de amplificacion modal y frecuencias naturales, para las variaciones de
la relacion b/d y d/b.

d FRECUENCIAS NATURALES
00 00 50
Modo 1 Modo 2
02 | 02 _
b/d=0.0 big=1.0
0.4 0.4

zhh
zh

0.6 - 06

0.8 b/d=1.0 08 b/d=0.0

w(rads)

10 T T T 10+ T Y T
00 03 05 08 10 10 05 00 05 10
Amplificacion Amplificacion

0.0 0.0
Modo 3 Modo 4

0.2 0.2 -

0.4 b/d=0.0 0.4 T T T T
0.4 06
b/d=1.0 bid

zh
zh

0.6 4 0.6

b/d=1.0 2
b/d=0.0

0.8 -

10 T f T i 10 T Y T
10 05 00 05 10 10 05 00 05 10
Amplificacion Amplificacion

0.0 0.0
Modo 5 Modo 6

0.2 4 0.2

Amplificacien

0.4 4b/d=1.0 0.4 -

zh
zh

0.6 0.6 - b/d=0.0

08 ] b/d=0.0 o8 Joidero

1.0 1.0 T v T
10 05 00 05 10 10 05 00 05 10 2 T T T T
Amplificacion Amplificacion o 0.2 0.4 06 08 1

Figura 2.4.2.- Solucién del modelo unidimensional de viga de cortante cuando b<d
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0.6
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Amplificacion
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0.0
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Figura 2.4.3.- Solucién del modelo unidimensional de viga de cortante cuando d<b
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Se obtuvieron las funciones de transferencia tedricas para la formulacién del trapecio, al

considerar un amortiguamiento de 5%, las cuales se muestran en la Figura 2.4.4

Amplificacion

FUNCION DE TRANSFERENCIA TEORICA
(2/h=0.0)

Amplificacion

__ FUNCION DE TRANSFERENCIA TEORICA
(z/h=0.5)

Amplificacién

_ FUNCION DE TRANSFERENCIA TEORICA
(2/h=0.9)

124

Amplificacién

4 6
Frecuencia (Hz)

FUNCION DE TRANSFERENCIA TEORICA
(2/h=0.0)

Amplificacion

4 6
Frecuencia (Hz)

__ FUNCION DE TRANSFERENCIA TEORICA
(z/h=0.5)

Amplificacién

Frecuencia (Hz)

_ FUNCION DE TRANSFERENCIA TEORICA
(2/h=0.9)

©

a
Frecuencia (Hz)

Figura 2.4.4.- Funciones de transferencia tedricas

4
Frecuencia (Hz)

Frecuencia (Hz)
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Varias conclusiones pueden extraerse de estos modelos unidimensionales pero un resultado muy
evidente es que la respuesta dinamica para el tridngulo (b/d=0) en la cima (z/h=0), es mayor con
respecto a todas las otras geometrias, como lo indican claramente las funciones de transferencia.
Otro resultado importante es que la amplificacién del modo fundamental en la base del trapecio
(z/h=0.9), es mayor para el triangulo invertido (d/b=0), con respecto a las otras geometrias, lo que
refleja el movimiento con un efecto de embudo.

El planteamiento unidimensional permite solamente aplicar condiciones de frontera sobre el eje Z
ya que los planos perpendiculares a este eje, son tangentes a la fuerza cortanteque se presenta en
el planteamiento. Las fronteras laterales del trapecio, no tienen condiciones de frontera definidas
(no son ni libres, ni fijas), sin embargo, se utilizan para definir la magnitud de la fuerza cortante y la
inercia. En este sentido, se podria considerar elementos diferenciales con dimension
tridimensional, sobre el modelo unidimensional y observar su comportamiento. Un prisma
tridimensional en forma de cufia se presenta en la Figura 2.4.5. El elemento diferencial para
estudiar el modelo unidimensional esta definido por el plano L;-L, y tiene espesor dz.

Figura 2.4.5.- Modelo unidimensional de viga de cortante con distribucién de masa tridimensional

ou o%u

Las fuerzas del problema son: S = LleGE, I :pLideyﬁ
d-b c-a
=2(gz+al2); L, =2(pz+b/2); =— =—
Li(q+)z(p+)p2hq2h

En el equilibrio: ﬁdz =1
oz

L[ %u 1 1 ou| d%u a b
=V a—2+ + — == ay=—; by=—
Z (z+a,) (z+b,) )oz ot 2q p

Por separacién de variables: u(z,t) = @zt

14
P _

2 " a, +by . @
o = (z+a,)(z+by)D" +2 24— CDZ+V—2(z+aO)(z+b0)CDZ=0 (2.4.2)
t

S
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2
0 -CH +2va + L 04 -Cha=0  z=v-2tD ¢ Bt gy

g 2 2
La ecuacidn (2.4.3) se simplifica en una ecuacidn esférica de Bessel cuando C, =0, lo que implica
que: a, =-h,. Esto incluye a la piramide cuadrada y algunas piramides rectangulares que cumplen

con la relacién anterior. La solucién de una ecuacién esférica de Bessel es:

Se realizd un analisis andlogo al presentado para el trapecio, cuyos resultados se presentan en la
Figura 2.4.6 para el caso de la piramide y la Figura 2.4.7 para el caso de la piramide invertida.

b a
b/d=al/c
c d
0.0 0.0
{ Modo 1 P N
0.2 4 0.2 e e e -e g0 }odod
b/d=1
0.4 4 0.4 4 I
< | < "\'~~of—of—o—f-7—0—7?E't9y9d—0¢
N N
06 | 06 - R
1 8 See e, .- Cuarto Modo
@z Te--e--e--0--0e--0-—-0— -
08 b/d=0 08 | 2 1
4 Q >
1.0 — 10 = e e a4 g _,__crcerModo]
0.0 0.4 0.8 1.2 -1.2 -06 00 0.6 1.2
A s [
Amplificacion Amplificacion e e e e, _gSeaydoNodo |
0.0 0.0
| Modo 3 b G T )
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02 0.2 o~ o Pgmeriodo ]
| 0 T T T T
- 04 = 047 0.00 020 0.40 0.60 080 1.00
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0.6 1 0.6
0.8 - 0.8 - P
] N
y N The .
1.0 — T 1.0 4 Ve ® e _ 4. primer modo
N —e- e g _
-1.2 -06 0.0 0.6 1.2 -1.2 -06 0.0 0.6 1.2 1 R e
Amplificacion Amplificaciéon N> g tercer modo
.. T e
5 Jquintomodo “e-_ _ T ®-_4
0.0 0.0 SEXTO MODO § R T :.':::::‘
£0 —
0.2 1 0.2 2 '//,//;:1:’}:11174
1 < - sexto mow/;//aar’w modo R
0.4 0.4 Paries e segundo modo
< J < 1 5,7 -
N N S .
0.6 | 0.6 /8 e
a1 -
1 s
v -
08 - 08 - , &
1.0 1.0 — N ‘ ‘ ‘ ‘
-1.2 -06 0.0 0.6 1.2 -1.2 -06 0.0 0.6 12 0 0.2 04 0.6 0.8 1
Amplificacion Amplificacion b/d

Figura 2.4.6.- Solucién del modelo unidimensional de la pirdmide cuando b<d (bajo la condicidn
b/d=a/c)
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b/d=alc
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e
i — 0
T T T T T T
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Amplificacion Amplificacion d/b

Figura 2.4.7.- Solucién del modelo unidimensional de la pirdmide cuando d<b (bajo la condicidn
b/d=a/c).

En la solucién de la pirdmide invertida se puede ver la inestabilidad de la estructura cuando el
valor de d tiende a cero, dado que los factores de amplificacién modal son todos cero, excepto en
el primer modo, sin embargo, la frecuencia natural del primer modo es cero, lo que se interpreta
como una estructura infinitamente flexible.

Para el caso en el que C, #0en la expresidn (2.4.3), un segundo cambio de variable sobre esta
ecuacion permite transformarla en la siguiente ecuacion diferencial
@°C}

\/72(02 -)d,=0 con: v=_— (2.4.4)

S 0

L? —D)D! + 20D, g +

La expresion 2.4.4 es una ecuacidn conocida en la literatura como la ecuacién escalar de onda
esferoidal, y existe software que resuelve este tipo de funciones (ej. Mathematica de Wolfram
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Research Inc.). En este trabajo se encontré que mediante series de Frobenius es posible obtener la

convergencia de las series cuando en la expresion (2.4.2) se traslada el valor de a, ob, al origen,

mediante los siguientes cambios de variable

Cuando se traslada bo{

Cuando se traslada ao{

Z=U-b,

z=u-a, Si:

si: by>0 = d,=a,-b,
z=-u-b, si:

8, >0 = d,=b,—a,

by<0 = d,=b,—a,

z=-Uu-a, si: a,<0 = d,=a,-b,

Estos cambios de variable conducen a la siguiente ecuacidn diferencial

(U? +dyu)®! + Z(U +d7°)

2

S

' (4]
CDU +V—2(U +dou)(1)u = O

Con la siguiente solucidn en series de Frobenius

D, = AD, +BD,,;

D, =D, Inu+¥,,; lI’uzzéfnu”; f

e,=f =0 V n<0; e =1 e="f=0; ﬂ:vﬁ

2
= § enu”; e, :_Me _'B_
n=0 ndo
n— _gen - (Zn_l) €na
n 2nd, 2d,

S

ﬂZ

€
-1 -2 2 | -3
n 2 “n n

2 'n-27 2
n d,n“d,

I P

f

n-3

A continuacién se presentan las soluciones para una cufia con las dimensiones de la presa El

Infiernillo, al hacer variar solamente la dimensién dela base del cafidon (pardmetro c¢), como se

indica en la Figura 2.4.8
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-10 -05 0.0 05 1.0
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Amplificacién

Figura 2.4.8.- Solucién del modelo unidimensional de la cufia
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Las funciones de transferencia para la solucién anterior se presentan en la Figura 2.4.9

FUNCION DE TRANSFERENCIA TEORICA 5
16 — =00 1 _ FUNCION DE TRANSFERENCIA TEORICA FUNCION DE TRANSFERENCIA TEORICA
(@/h=0.0) (2/h=0.5) 57 (2/h=0.9)

Amplificacion
Amplificacion

<
2

]

8

£ A ..} cla=1

=

£

<

c/a=0

4 6 4 6
Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)

4 6
Frecuencia (Hz)

Figura 2.4.9.- Funciones de transferencia tedrica para tres diferentes niveles de la cufia, al variar la
dimension de la base (parametro c).

En la Figura 2.4.9, se puede mostrar que la amplificacion de la cima (z/h=0.0), es mayor cuando el
cafidén tiene forma rectangular (c=a), pero que las amplificaciones del modo fundamental son
mayores en la base de la cuiia (z/h=0.9) cuando la base del cafidn es estrecha (c=0). Si observamos
la forma modal del modo fundamental multiplicada por su factor de amplificacién, para la
variacion de c¢/a, se puede observar que dichas formas modales se cruzan indicando mayores
amplificaciones en la cima para cafiones abiertos y mayores amplificaciones en la base para
cafiones cerrados, lo cual explica lo que se observa en las funciones de transferencia ilustradas en
Ia Flgura 249 0 MODO FUNDAMENTAL } .

INFIERNILLO

0 0.4 0.8 12 16
Amplificacion

Figura 2.4.10.- Amplificacion de las formas modales del modo fundamental, al variar el parametro

c/a.

2.2.1.2 MODELO UNIDIMENSIONAL PARAUN TRAPECIO ANTE UNA FUERZA AXIAL VERTICAL

En este caso se plantea un modelo unidimensional con una fuerza axial uniformemente distribuida
en planos horizontales del trapecio, tal como se muestra en la Figura 2.4.11.

k— b-—> B X
. TT u@
‘L Pz
h / ‘ \ folsjeloinlesialaelablafoik.
F 2(pz«‘tb/2> —4\ pz+ 9P2 g,
d N |
z

Figura 2.4.11.- Modelo unidimensional de una fuerza axial y la inercia
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Las fuerzas actuantes en este modelo, son:

2 2
P2t = v (ebigdly |4 (2.4.5)
d P @? ) g
du d2u (d-b)
Donde: pz=2E(pz+b/2)—; |=2p(pz+b/2)dz—r; p=-—-
dz dt2 2h

La ecuacién (2.4.5) es analoga a (2.4.1) por lo que las soluciones presentadas anteriormente son
todas validas para este modelo, incluidos los casos con distribucidn tridimensional de la masa, con
la Unica diferencia de sustituir el parametro Vs por Vp. Sin embargo, la naturaleza del movimiento
en este planteamiento es en direccion al eje Z, lo que produciria formas modales como las que se
presentan en la Figura 2.4.12, donde se ilustran algunos casos del trapecio y trapecio invertido. De
manera andloga podrian obtenerse formas modales para cufias y pirdmides, tal como se presentd
en el caso anterior.

Figura 2.4.12.- Primeras cuatro formas modales para diferentes trapecios, al considerar el modelo
unidimensional de carga axial.

Las formas modales de la Figura 2.4.16 son sumamente interesantes y reflejan con mucha claridad
la importancia del movimiento en la cresta y la base en el tridngulo y tridngulo invertido,
respectivamente. Todos los demds resultados son analogos al planteamiento unidimensional de
un cortante horizontal.
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2.2.2 MODELOS BIDIMENSIONALES DINAMICOS

2.2.2.1 MODELO BIDIMENSIONAL DINAMICO PARA UNA GEOMETRIA DE UNA TRAPECIO CONFINADO POR UN CAJON

En esta seccidn se proponen los modelos que se presentan en la Figura2.5.1, donde se puede ver
que los modelos (a), (c) y (e), tienen las fuerzas uniformemente distribuidas en direccidon X y los
casos (b), (d) y (f) tiene la fuerza uniformemente distribuida en la direccion Y.

De acuerdo con el caso (a) de la Figura2.5.1, se tienen las siguientes fuerzas

F —ZGa—u(pz+b/2)dz ;. F —ZGa—u(pz+b/2)dy ;o Ix=2 (pz+b/2)dydz@
xy = ay C T gy ’ P ot

G es el médulo de cortante y p es la densidad de un material homogéneo.

Por equilibrio dinamico

yiTu o 1 ) du
Loy a2 (z+by) oz ) ot (2.5.1)

b, =b/2p; p=(d—b)/2h

Frontera lateral
de la estructura

a) X=(pz+b/2)

x=-(pz+b/2)
X=-(pz+b/
d
Z . Ix - v
a k) u(x,z,t)
L/ x‘(’\q) dz dz ‘P) 0
NG z P X
z ) I X % A

c) u(y,z,t) d) x=(pz+bi2) =X dx
X Frontera lateral

de la estructura

x=(pz+b/2)

x=-(pz+b/2)

Syz
y dz o) 0

dx Y dx

x=(pz+b/2)
e) Frontera lateral
de la estructura

x=-(pz+b/2)

dz 4
Szx

dx

Figure 2.5.1. Modelos bidimensionales. En los casos (a), (c) y (e), el movimiento es uniforme en la direcciéon X mientras

que en los casos (b), (d) y (f), el movimiento es uniforme en la direccion Y.
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Usando el método de separacidn de variables, se tiene:

u = Oydzot

Al sustituir (2.5.2) en (2.5.1):

(o e 1 e er
oy @z (z+h) ®z ) @t

DY e O
Dy ot

Con:

Dy = Acos(w,y) +Bsin(w,y)
Ot = Ccos(wt) + Dsin(wt)

(2.5.2)

(2.5.3)

Las constantes A B, dependendelas condiciones de frontera de Y; yC,Ddependen de las

condiciones iniciales. Para extremos fijos en y:i% la solucién oy es:

2k -1
@y = A cos(w,Y) ; a)y:( a )7[

La ecuacion diferencial de Z es:

VZ

S

(z+hy) +a—z+ﬂ(z+b0)¢>z=0; A=

0z?

a

2 2 2_2
oDz oDz [a) _(2k—} ;rj (2.5.4)

Por inspeccién note que cuando a—» y b,=0 la ecuacidn (2.5.4) es la ecuacién de Bessel tipica

del modelo unidimensional de viga de cortante. Para resolver (2.5.4), que es un problema de

Bessel, se realiza el siguiente cambio de variable: z=v-b,sib,>0; o, z=-v-b, si b <0; v,

cualquiera de ambos cambios da:

"v+ D' v+ D=0

(2.5.5)

La ecuacion (2.5.5) tiene la misma solucién del problema estatico que se presenta en la ecuacion

(2.1.4), es decir:

v =C,@,, (W) +CD,, ()

Donde:
w (_1\" 2n o [_
0, -3 o, —0, 1)+
n=0 H n=1

Las condiciones de frontera para ®z son:

(2.5.6)

"H, (1) 01 o (2k-1°7°
n ; H = - ;ﬂ: I
22nn!2 n ;J

% a’



69

C,®,(h)+C,®,,(N)=0 (z=h base fija)

: . (2.5.7)
C,®;,(h)+C, @), (h)=0 (y=0, cima libre)
Las frecuencias naturales son ahora:
A ENCEL NG S (2.5.8)
nk — dzhz a2 S g

.., son las raices de la solucién @z

Para los casos (c), y (e), la solucidnes la misma, solamente cambia el parametro 1 en la ecuacion
2 V2 Zk—l 271_2 2 2 _ 12,2 .

w—z—% ,YA= o Vs @k-1yz , respectivamente.

Vi Via

2.5.4), tal A=
( ), tal que, [ V2 Vgt

Cuando el movimiento es uniforme en la direccién Y (caso (b)), se tienen las siguientes fuerzas:

2,
F =2E0—uadz . F :ZGa—uadx ; IX:2padXdZa—lj
Xy oy Xz 0z ot

Y da las siguientes ecuaciones de equilibrio:

2 2 2 " " n”
EOU,GTU_ 0 o 2 Xy 02O (2.5.9)
OX oy ot Dx oz Dt
u=oxdzdt; V7= E; V2= G
P P
La solucién @x es:
®x = Acos(w,X) + Bsin(o,x) (2.5.10)
Si las fronteras laterales son libres en x=+(pz+b/2), entonces se podria tomarax _, =0, para

hacer esfuerzos nulos en estas fronteras del continuo, pero para resolver la ecuacion (2.5.10),
para fronteras libres, no se tienen esfuerzos cero en las fronteras laterales porque las fronteras
tienen una inclinacidn con respecto a la frontera lateral del elemento diferencial (Figura2.5.1). De
modo que las deformaciones pueden ser proporcionales a o, cos@; donde @ esla inclinacién de la
frontera lateral. Si# =0 entonces la deformacion es proporcional aw,, y sié=x=/2, la frontera del
continuo coincide con la frontera lateral del elemento diferencial, tal que la deformacion es cero.
Esta es una consideracién muy importante en la solucién de los problemas que se resuelven en
este trabajo y ya ha sido explicada en los problemas estaticos. Asi se tienen las siguientes
condiciones de frontera para la solucién de X:

o, (Asin(w,(pz+b/2))+Bcos(w,(pz+b/2))) =—-w, cosd
o, (—Asin(@, (pz+b/2))+ Bcos(w,(pz+b/2))) = w, cosd
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3 cosé c
sinw, (pz+b/2)

0S®, X

El término »,, no ha sido usado aun; por lo que podemos definir :%, tal que ®x tenga un
pPz+

valor constante a lo largo de x=+(pz+b/2). Ahora, si ®xi es una funcién ortogonal con respecto a
®xj , dondeiy j son dos diferentes soluciones de ®x, entonces:

F:(pzfld?xicbxjdx=0; = (pTIZ)(cos aX J[cos X )dx:(pz+b/2)[sm(a’_a')+5in(a‘+a')]=0 (2.5.11)

~(pz+b12) ~(pz+b/2) pz+b/2 pz+hb/2 (05, -a;) (aJ +a;)
En efecto, la ecuacién (2.5.11) es ortogonal como se puede observar en la Figure 2.5.2

i=1

=2 i=3

Il =11

1€f valor 20 valor 3er valor Ath orth.
ortogonal
ortogonal  ortogonal 9 value lervalor  2do valor g?tro\gl?:;l ortogonal
ortogonal  ortogonal
-1
‘ ‘ ! 1 ‘ \ \ \
0 4 8 12 0 4 s 12
a a

Figura 2.5.2.- Valores ortogonalesde laecuacidon (2.5.11), para dos valores dea,. En estos ejemploS, o, =0.4 (lado

izquierdo), y &, =0.9 (lado derecho).

Note que el primer valor ortogonal corresponde a «,. Ahora, sustituyendo las soluciones ®xy ot

en la ecuacioén (2.5.9), la funcién @z deberd resolverse a partir de la siguiente ecuacion:

2 VZ 2 2 VZ 2
D"z + &27% ®z=d"z+A0z=0, donde: 1= w—z—% (2.5.12)
Vs Vgp“(z+by) Vs Vg pi(z+hy)

De nuevo, se puede hacer el siguiente cambio de variable: z=v-b, si: b,>0; 0, z=-v-b,si: b,<0.

Y, si: C, :\\//PO;* , la ecuacidn (2.5.12) puede ser transformada en la siguiente ecuacién:
S
2 2
o | 2 _Culp —o (2.5.13)
Ve b

A partir del método de Frobenius la ecuacion (2.5.13), tiene la siguiente solucion:

@, = A3 c. 0™ +BY d v (2.5.14)

n=0 n=0
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Cn—z .
(n+x)(n+x,-1)-C2’

C @’
n VSZ

2
d,=-2
VS

d., 1+ 1+4C)

7 Kip =
(n+x,)(n+x,-1)-C,, 2

De nuevo, la ecuacién (2.5.14) necesita satisfacer las condiciones de frontera dadas en la ecuacion
(2.5.7).

Para los casos (d), y (f), el problema es resuelto bajo la misma légica, pero es necesario cambiar el

2 2 2 2 2
parametroien la ecuacion (2.5.12), tal que,ﬂ,:(wz—zakzj, yﬂ,:[a’z—z\!sakzj,
Vs pi(z+hy) Ve Vepi(z+h)

respectivamente, en cada caso.

Ya que Ox, ®y y &z son todas funciones ortogonales, es posible resolver el problema de vibracion
forzada.

2.2.2.2 MODELO BIDIMENSIONAL DINAMICO DE LA CUNA CUANDO EL MOVIMIENTO ES UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDO EN
DIRECCION X

El modelo bidimensional de la cuiia se presenta en la Figura 2.5.3. En este caso se tienen dos
esfuerzos cortantes en una geometria formada por dos trapecios.

x=(pz+b/2
y=-(qz+a/2) (p )

x=-(pz+b/2

u(y,z,t)

Figura 2.5.3.- Se tienen dos esfuerzos cortantes (SxzySxy), y u(y,z,t) uniforme en direccidn X. La geometria es un trapecio
confinado por un trapecio.

La diferencia fundamental con el caso (a) de la Figura 2.5.1, es que ahora se tiene la solucién @y
dependiente de Z, en el sentido de las condiciones de frontera, tal que, la solucidn para fronteras
fijas (y =+(qz+a/2)), es:

PR Gl L P Gl P T Y
Y 2qz+al2)’ 2h '

y = A cos(a, Y);
La ecuacién diferencial que resulta para Z es:

0*Dz  odz o (2k-1)*~*
b)——+—— b)) ——-—— 2" _|®dz=0 2.5.15
(2+h) 7 & e O)(VSZ 4(qz+al2)? ’ ( )
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Puede verse en la ecuaciéon anterior que sic—a, entoncesq—0, y la ecuacion (2.5.15) se

transforma en la ecuacion (2.5.4).

Es posible encontrar la solucidn de la ecuacién (2.5.15) usando el método de Frobenius. Primero,
para el siguiente cambio de variable: z=v-b;si: b,>0; 0, z=-v-b, si: b,<0, la ecuacién (2.5.15)

se transforma en:

” ' 2
v®, + @, +U(ﬁ2(u_‘3ﬁ))zj¢vzo (2.5.16)
0
2
2O, (2k-Dr . gb—ap
Y. c= © D =h-a=
:B Vsz 0 2q (] 0 aO qu

Con la siguiente solucién:

o, =AD, +BD,,

<I>1U:Z(;anu”, D, =0, Inv+Y,, ‘PZ:Z;an"
n=l n=

-2D,(n-1)%a,, +((N-2)* + f°Dg —Cg)a, , + B° (8, , — 2Dy, 5)
N DZ2n?
0
2D¢Zna, + B, + B, + #%(b, , —2Dyb, 5)
DZn?
B, = —4D,(n-1a, , —2D,(n-1)°b, ,
B, =2(n-2)a, , +(("-2)" + D7 -CH)b, ,

a, =

b =

n

ﬂzz—z, a, =1 a,=b,=0 para n<0 ypara n=1

S

Pero, para el siguiente cambio de variable:z=v-a, si: a,>0; 0, z=-v—-a, si: a, <0, la ecuacién
(2.5.15) se transforma en

" ’ CZ
(L+D)D, +®, +(L+ DO)(,BZ—U‘;}D“ =0 (2.5.17)
Aqui; D,=b,—3a,, cuandoz=v-a,, 0; D,=a,-h,cuandoz=-v-a,. Con la siguiente solucioén en serie

de Frobenius

(Du = A(Dlu + Bq)ZU
3 £ 1+ 1+C?
@, = Zanuanl D, = anunwzv 2= 0
n=0 n=0 2
2 2 2 2
an - ~a -1 %an—z - ﬂan—B I bn = _Lbn—l - %bn—z - ﬂbn—3
n en en gn gn gn

d, =(x +n-1)°-Cg; & =Dy((x +n)(x +n-)-C7); f,=(x,+n-1)°-C7; g, =Dy((x, +N)(x, +n—-1)-C7)



73

Las condiciones de frontera para la ecuacién (2.5.15), estan dadas por la ecuacion (2.5.7), esto da
la siguiente ecuacidn caracteristica

®z1(h)d'22(0) + dz1(h)d'z1(0) =0 (2.5.18)

Por otro lado, se puede ver que la ecuacién (2.5.15) es un problema de Sturm-Liouville

(R2)D'2) +(Q(2) + AP(2))Dz =0
Donde

2
Co@HB). by i) =2 a=al2g b,=b/2p

R@=(+h) Q@ =" v

Q(2) es continuo en el intervalo (0 <z < h)

En este sentido, la siguiente ecuacidn es satisfecha

A, —ﬂn)j'(z +b,)Pzmdzndz = (R(z)((I)erKI)’zn—CIDzn(I)'zm))\z (2.5.19)

Donde ny m son dos raices de la solucién oz, y el lado izquierdo de la ecuacién (2.5.19) es cero de
acuerdo con las condiciones de frontera del problema, tal que®zny®zm, son soluciones
ortogonales.

Si se resuelve el problema de vibracion forzada, y usando las propiedades de ortogonalidad de las
formas modales, es posible encontrar que, se necesita resolver una ecuacién elemental de
movimiento para cada modo de vibracion, tal que:

h qz+al/2
. ) -] [®,dyD,,dz
O+ 2 Dy, = A, Ug A, =l (2.5.20)
[ [oidyd,dz

0-qz+al2

2.2.2.3 MODELO BIDIMENSIONAL DINAMICO DE LA CUNA CUANDO EL MOVIMIENTO ES UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDO EN
DIRECCION Y

El dltimo modelo bidimensional se presenta en la Figura 2.2.5. En este caso, se esta modelando
una fuerza axial y una fuerza cortante en una geometria formada por dos trapecios.

x=(pz+b/2,
y=-(qz+a/2) ® )

x=-(pz+b/2

Figura 2.5.4.- La geometria es una cufia con un esfuerzo cortante y un esfuerzo axial; u(x,zt) es uniforme sobre el eje Y
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El procedimiento es completamente analogo al caso (b) de la Figura 2.5.1. La Unica diferencia es
gue Sxz es dependiente de Z para este caso, tal que, la ecuacidn diferencial para @z es ahora

o’dz oDz @ C?
ooz @ S piop 2.5.21
) +(Z+a“)[v; (z+b0)2] ? ( )
c _Ve,
°Vp

De nuevo, en la ecuacién (2.5.21), siqg—0 (a partir de a, :;), entonces, esta ecuacion puede ser
q

transformada en la ecuacion (2.5.12). Se puede ver que la ecuacién (2.5.21) es similar a la
ecuacion (2.5.15), por lo que puede ser resuelta de la misma forma

2.2.2.4 MODELO BIDIMENSIONAL DINAMICO DE LA CUNA A PARTIR DEL MODELO BIDIMENSIONAL DINAMICO DEL CAJON

Se observd que, por inspeccion, la ecuacion diferencial del modelo de la cuia puede ser
transformada en la ecuacién diferencial del cajén, tanto para el movimiento uniformemente
distribuido en direccidn X, como para el movimiento uniformemente distribuido en direccién Y. Sin
embargo, otra forma de validar la ldgica que se plantea en la solucién de la cuiia, es obtener los
resultados de las formas modales del la cufia, a partir de las formas modales del cajon. Este
planteamiento se presenta en la Figura 2.5.5.

/2

Modelo del cajén e
Y
N [l
2 hy
E an/2
m ay/2 hm
n hn
Modelo de lacufia  Z
Z

Figura 2.5.5.- Generacién del modelo de la cufia a partir de elementos de forma rectangular.

Primero, es posible considerar un sistema local de referencia en cada elemento en forma de cajon.
Posteriormente, es necesario dar continuidad a esfuerzos y desplazamientos en las fronteras de
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los planos XY. Por definicidn, los desplazamientos son: u = &xdzat, y los esfuerzos en los planos XY
son:

Sz =G Z—u = GDydtd'z
z

La solucién @z, para el elemento m, esta dada por:

dz = Amdzmil+ Bmdzm?2

Amy Bmson constantes en el elemento m

Si ¥z es la solucién Z para el elemento m=n+1, entonces:
Yz = An¥znl+ Bndzn2

Note que existe discontinuidad en la solucién @y entre los elementos n y m, ya que se necesitan
cumplir las mismas condiciones de frontera y las dimensiones de ambos son diferentes, (a,/2y
a,/2, enla Figura 5). Un criterio practico puede ser usado para evitar este problema. Sin embargo,
es claro que dym=dynen Y=0, y esto simplifica el problema. Se trabajard en este punto por
simplicidad. Ahora, tomando un sistema local de referencia y dando continuidad a esfuerzos y
desplazamientos, se tiene:

Amdzmil(hm) + Bmdzm2(hm) = AnWznl(0) + Bn¥zn2(0) (2.5.22)
Am®'zml(hm) + Bm®'zm2(hm) = An¥'znl(0) + Bn¥'zn2(0)

A partir de (2.5.22) es posible encontrar la siguiente ecuacion de recurrencia

. ((D'zml(hm)‘l’znl(O) <I>zml(hm)‘1"znl(0)J Am+(cl)'zm2(hm)‘¥znl(0) —®dzm2(h m)‘I"znl(O)]Bm
W'zn2(0)Wznl(0) — Wzn2(0)¥'zn1(0) ¥'zn2(0)Wznl(0) — ¥zn2(0)¥' znl(0)

_ ®zml(hm)Am+ dzm2Bm—¥znl(0)Bn

B wznl(0)

An

La condicion inicial de la recurrencia anterior es dada por la frontera libre en z=0 para el primer
elemento.

La Figura 2.5.6 muestra las formas modales para el tercer modo en direccidonY y el primer modo en
direccion Z. Se muestra la solucidon para el modelo de la caja, el modelo de la cufia y las
aproximaciones que se obtienen para dos y cinco elementos. Esta figura sugiere una rdpida
convergencia del método de aproximacién propuesto.
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0— FORMAS MODALES

CURA (w=20.898 rad/s)

0.4 — primer modo en Z
primer modo en Y

CINCO ELEMENTOS (w=19.499 rad/s)
DOS ELEMENTOS (w=17.859 rad/s)

CAJA (w=16.6 rad/s)

" T " T !

-0.4 0 04 0.8 12
AMPLIFICACION

Figura 2.5.6.- Generacién de las formas modales para la solucién @z de la cufia, a partir de la solucidn de elementos en
forma de cajon. Los modelos fueron calculados para los siguientes parametros de la cuiia: a=350 m, b=20 m, c=75
myd=525 m. El valor de Vs utilizado fue de Vs=350 m/s.

2.2.2.5 FORMAS MODALES Y FUNCIONES DE TRANSFERENCIA TEORICA PARA LOS MODELOS BIDIMENSIONALES

Se presentan, en la Figura 2.5.7, las formas modales para una geometria que se aproxima a las
dimensiones de Infiernillo, al considerar el cafién con forma de rectdngulo. En estos casos el
pardmetro n representa el modo en Z mientras que el pardametro k representa el modo en Yy X,
respectivamente para los casos (a) y (b). Note como para el caso (a), no cambian las formas

modales para la seccién en estudio, mientras que en el caso (b), si cambian, al variar el parametro

k.
z

Formas Modales (caso (a), Figura 2.5.1)

WY e
N AN AN

Formas modales (caso (b), Figura2.5.1)

n

Figura 2.5.7.- Formas modales para dos modelos bidimensionales con el movimiento en direccion X. La geometria es una
aproximacion de la presa El infiernillo (arriba).

Si ahora se estudia el movimiento en la direccidn Y, las formas modales son las que se presentan en la Figura 2.5.8.
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Caso (c)

T

Caso (d)

T

Figura 2.5.8. Formas modales para el movimiento en direccion Y.La vista del movimiento es visto desde arriba.

En el mismo sentido, la Figura 2.5.9 presenta las formas modales para el movimiento en la
direccion Z (casos (e) y (f)), de la Figura2.5.1).

k=2 caso (f)

I

Figura 2.5.9. Formas modales para el movimiento en direccién Z. La vista del movimiento es en los planos YZ (arriba); y a
partir del plano XZ (abajo).

Para los casos (b), (d) y (f); se us6 «, =05 en la solucion @x. El efecto de este parametro es

importante en la configuracion de las formas modales como se puede ver en la Figura 2.5.10,
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donde se presenta el modo fundamental para los movimientos en las tres direcciones al
considerar diferentes valores de «,

/m\ /%N Honmeentoen”

Movimiento en Y

Movimiento en Z

a, =0.057 a, =037 a, =0.757

Figura 2.5.10. Forma modal fundamental para diferentes valores de «, en la solucion de ®X

La Figura 2.5.10 muestra que cuando q,incrementa su valor, el movimiento es mds importante

hacia la base del continuo y menos importante hacia la cima.

Se reviso el cambio de las amplificaciones del modelo de dos cortantes (caso (a) de la Figura 2.5.1),

para cambios en las dimensiones del caiidn como se muestra en la Figura 2.5.11.Para ello se

calcularon las funciones de transferencia tedricas como se muestra en esta misma figura.

b=20m

k— a=150m—

Ampliicacion

2h=0.0

4 6
Frecuencia (Hz)

a=350 m a=150 m az7sm
oomn -

Nimero de modo en Z

N
1
i
!

Amplificacion
1

H

'

Namero de modo en 'y

1 —frrmpsser——

° W (radis)

4 6
Frecuencia (Hz)

Figura 2.5.11.- Funciones de Trasferencia tedrica para tres variaciones del parametro a

Para estudiar los modelos bidimensionales de la cufia que se presentan en la Figura 2.5.3 y 2.5.4,
se presentan en las Figura 2.5.12 y 2.5.13, las formas modales en X=Y=0 al considerar dos valores
de la dimension de la base (parametro c).
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2=350 m

a=350m
c=0m ——cimm——
c/a=0.0
0.0 c/a:O,g:O
n=1 :
0.2 4 k=6 02
< < 0.4 4 _ o]
N N <
0.6 4 N e d
0.8 k=1 084
1.0 T T T T 1.0 T T 1.0
00 03 05 08 10 13 08 -04 00 04 08 12
Amp. Amp.
0.0 0.0
0.2 4 02 |
0.4 4 0.4 -
< < S
N N 064 06
038 087
10 I 10 R o
08 -04 00 04 08 12 08 04 00 04 08 12
Amp. Amp. Amp. Amp.
0.0 0.0 00
02
02 0.2 4
0.4
0.4 - 0.4 4 = =
< < N N
< S 06 -
06 0.6 4
0.8 -
0.8 0.8 4
10 T f T T
10 T T T T 1.0 T T T T 0.8 -04 00 04 08 12 08 -04 00 04 08 12
08 04 00 04 08 12 08 -04 00 04 08 12 Amp. Amp.
Amp. Amp.
Figura 2.5.12. Formas modales para el modelo de la cufia de dos cortantes (Figura 2.5.3).
b=20 m
a=350 m a=350 m
c=0m c=175m———!
0.0 c/a=0.0 c/a=0.5
n=1 i - 0.0 0.0
k=1 n=2 n=1 k=1
027 027 0.2 02
0.4 - 0.4 - i i
= < 0.4 < 0.4
06 06 N o6 Y o6
084 K8 08 0sJ k=6 08
1.0 T ——T 1.0
-1.2 0.8 -04 00 04 08
Amp. Amp.
0.0
0.2
0.4 -
£
06 N
0.8 |
1.0
-1.2 0.8 -04 00 04 08
Amp. Amp. Amp. Amp.
0.0 0.0
0.2 0.2
0.4 0.4
<
N
0.6 0.6
0.8 08
1.0 1.0
0.8 04 00 04 08 12 -12 08 -04 00 04 08 -1.2-0.8-0.4 0.0 0.4 08 12 1.2 0.8 -0.4 0.0 04 08 1.2
Amp. Amp. Amp. Amp.

Figura 2.5.13. Formas modales para el modelo de la cufia de dos cortantes (Figura 2.5.4).

En la Figura 2.5.12, es clara la tendencia del movimiento de migrar hacia arriba, con el incremento
del valor de k. Esta tendencia es mas importante cuando se cierra la base del cafién. En cambio, si
el movimiento, en lugar de ser generado por dos fuerzas cortantes, es generado por una fuerza
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axial y una cortante (Figura 2.5.4), la tendencia del movimiento es migrar hacia abajo con el
incremento del valor de k. Esta tendencia también es mds importante cuando se cierra la base del
cafion.
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2.3 MODELOS DINAMICOS TRIDIMENSIONALES

2.3.1 MODELO DINAMICO TRIDIMENSIONAL PARA DOS FUERZAS CORTANTES HORIZONTALES Y UNA AXIAL

Siguiendo las ideas expresadas en la seccidn 2.5, se presenta el modelo tridimensional que se

plantea en la Figura 2.6.1
x=(pz+b/2)
y=-(az+a/2)

Figura 2.6.1.- Modelo tridimensional de una cufia. Se consideran dos esfuerzos cortantes y uno axial sobre el elemento
tridimensional.

Por equilibrio dinamico, y si las variables son separadas, se tiene:

2 2 2 2 " " " ”
6U+V2[8u 0 UJ— ou = szq)ervsz[q)er @z j— ot (2.6.1)

VF’2 2 S T [T a7 -
OX oy: oz ot DX oy Dz ot

Si las soluciones de X'y Y son como las presentadas en los problemas bidimensionales

@-Dz . _(c-a).

®y = A cos ; = ; o 1=123,..
y=Acoso Y @ =5 v al2) 2h
OX = —%cos%x; W, = aik; k=123,..
sine, (pz+b/2) pz+b/2
La ecuacién diferencial para la variable Z es:
CZ 2 _ 2
O'7+| B _7'V2_C7kx2 ®z=0; C, = @-nz. CkX:VPak e (2.6.2)
(z+a,)" (z+h) 2aVs Vsp v

Para resolver la ecuacion(2.6.2) se propone la siguiente transformacion:

(z+ay)"(z+by)¥Yz si a,>0 y b,>0
. (-z—a,)"(z+b,)’¥Yz si a,<0 y b,>0

(z+a,)"(-z—by,)¥z si a,>0 y b, <0

(-z—-a,)"(-z—-by)"¥Pz si a,<0 y b, <0

En el caso especifico de una cufia, se tiene: a, <0, yb, >0, que transforma a la ecuacién (2.6.2) en:

‘P”z+2[ A j‘}”z+[ﬂ2+2m]‘l’z=0 (2.6.3)
z+b, z+a, (z+b)(z+a,)
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. . 1+ . [1+4C2 1+, [1+4C]
Donde y y 7 tienen dos posibles valores: y = = 5 L — 5 il

Ahora, es posible trasladar Z a un punto donde la convergencia numérica de la solucién sea posible
usando un lenguaje de programacion comercial como podria ser QBASIC. Asi, siz=v-x e tiene:

” }/ 77 ’ 2 27/77 . .
g 2 P — =1 |Yu=0 =a,—-x, b _=b,— 2.6.4
ot (u+b0x+v+am} U+(ﬁ+(u+bok)(u+aok)J OTE B TR TR (2.6.4)

La solucién en series de Frobeniusde la ecuacién (2.6.4) es:
YYo= A(C0 + ZCHU")-r B>.d."
n=2 n=1

__(n-D)(e(n=2) +hy)C,, +((N=2)(N—=3) + ) +y)C, , + Be,Cy s + F7C, s

c = i G, =1 =0; n>2
" fn(n—1) =5 G g
d =_(n_1)(eo(n_2)+ho)dn—1+((n_2)((n_3)+go)+i0)dn—2 +ﬁ2e0dn—3+ﬁ2dn—4 . do =0 d1 :1; n>1

" f,n(n—1) ' '

c,=d,=0 cuando n<0; e, =a, +b,; fy=2a,bo: 9o=2(m+7);
hy = 2@y, +78, ) 1o = ﬂZaOI(bOI\‘ +2ny

Este modelo tridimensional puede usarse para resolver el movimiento en las direcciones Yy Z, y
todas las soluciones presentadas aqui (bidimensionales y tridimensionales), llevan a una ecuacion
elemental de movimiento en vibracidn forzada.

Para observar las caracteristicas de las soluciones determinadas, se presenta en la Figura 2.6.2, las
formas modales para el movimiento en direccién X. Los parametros k,/,n corresponden a los
modos en las direcciones X,Y, Z; respectivamente.

AN DN
NN AN
VANSZINZINEIIZAN
ANANAR

IR e sen o
/N%\/wamm

n=1 n=2
k=1

con el movimiento en
n=2 n=3

k=3

direccion X.
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Figura 2.6.3. Formas modales para el modelo tridimensional de dos esfuerzos axiales y uno cortante para el movimiento
en direccién Y.

De nuevo, las Figuras 2.6.2 y 2.6.3, muestran que el movimiento va hacia arriba del continuo
cuando el modo / incrementa su valor (con k y n iguales), y va hacia abajo del continuo cuando el
modo k incrementa su valor (para el mismo valor de / y n). En efecto, estos modelos tienen las
mismas caracteristicas de los modelos bidimensionales, y dan una solucién mas general del
problema. La soluciéon de ®xpara las formas modales que se presentan en las Figuras 2.6.2 y
2.6.3, consideré un valor de «, =0.05z . Si se incrementa el valor de «,a ¢, =05z, el movimiento de

la cresta de la estructura tiende a desaparecer. Esto se puede ver claramente en las Figuras 2.6.4 y
2.6.5, donde se presentan las funciones de transferencia tedricas para el movimiento en las
direcciones Xy Y, al considerar dos valores diferentes del pardmetro a, (o =0.057 y 057 ).

20 —
20 —

16 —
16 —

[
N
|

12 —

Amplitude

Amplitude
ee]
|

Figura 2.6.4. Funciones de transferencia tedricas para el movimiento en direccion X (lado izquierdo) y en direccion Y

(lado derecho), para las geometrias presentadas en las Figuras2.6.2 and 2.6.3 (x=0 y y=0). En este caso o, =0.057, y

Vp/Vs=1.3.
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Figura 2.6.5.
(lado derecho), para las geometrias presentadas en las Figuras 2.6.2 y 2.6.3 (x=0 and y=0). En este casor; =0.57, y

Funciones de transferencia tedricas para el movimiento en direccion X (lado izquierdo) y en direccion Y

Vp/Vs=1.3.

Vpak

Se puede examinar el término c,,=-?“¢ de la ecuacion (2.6.2). Si & =0.01; Vp/Vs =0.30; Vs =450m/s .
Vsp

El valor de c,,, es el mismo en comparacidén con: ¢ =0.15; Ve /Vs =15; Vg =450m/s . Las funciones de

transferencia son muy similares, al menos en X=0y Y=0. Esto puede explicarse matematicamente,
sin embargo, se sugiere que el parametro o, tiene que ver con los “verdaderos” valores de Vv, yvs .

Por otro lado, resulta mecdnicamente mas ldgica una relacién Vp/vs=15, que una relacién
Vp/Vs =0.3. Se realizd la siguiente investigacion de estos pardmetros: se mantuvo fija la relacién
Vp IV, incrementando el valor de vgy usando al mismo tiempo el valor de «, para mantener la

frecuencia fundamental en el mismo valor. La Figura 2.6.6 muestra el resultado de este trabajo

16 16—

20
PROF. PROF.
1 R e b 2/h=0.0 g 2/h=0.0
2Ih=0.0 - o, =0.107 -
16 - 2/h=0.1 oy = 0.15x Z/h:O.l 1 z;::gé
2/h=0.2 12 —| 2/h=0.2 12 - 2h=0.
] o, =0.257 2h=0.3 2h=0.3 2/h=0.3
2/h=0.4 ] z/h=0.4 ] z/h=0.4
012 2/h=0.5 g 2/h=0.5 5] z;:ig‘g
E 2/h=0.6 = 2/h=0.6 E z/h=0.
g 2/h=0.7 z 87 2h=0.7 z 87 2h=0.7
CEL 2/h=0.8 = z/h=0.8 § 2/h=0.8
<& N - 2h=0.9 < 4 M by - 2/h=0.9 4 It A M L 2/h=0.9
7 Amortiguamiento:5% Amortiguamiento:5% 4 Am/gﬂi_g;uamiemo:s%
VpVs=1.5 44 . VpIVs=1.5 VpIVs=15
4 Vs=250 m/s & Vs=300 m/s Vs=350 m/s
] ok ]
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)
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Figura 2.6.6. Funciones tedricas de transferencia para diferentes valores de Vs, al conservar constante la relacién Vp/Vs
y el modo fundamental de la respuesta.

Note en la Figura 2.6.6 como los modos se separan cuando el valor de ; decrece.
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CAPITULO 3

OBSERVACIONES EXPERIMENTALES DEL CONTACTO LOSA-ENROCAMIENTO EN LAS PRESAS
AGUAMILPA Y EL CAJON

El capitulo 3 se refiere a la evaluacidn de los datos experimentales de inclindmetros instalados en las losas
de concreto de las presas de Aguamilpa y El Cajon. Con esta informacién, se pudieron evaluar algunos
aspectos del comportamiento de estas losas sobre la estructura misma, pero sobre todo, se realizaron
algunas interpretaciones fisicas de uno de los aspectos fundamentales en el entendimiento de este tipo de
estructuras, que es el contacto losa-enrocamiento.

Presa Aguamilpa

3.1 INFORMACION EXPERIMENTAL

3.1.1 INSTRUMENTACION

La Figura 3.1.1 presenta la instrumentacién disponible en la cara de concreto de la presa de Aguamilpa
(Galvan, 2003). Se puede ver en esta figura, la instalacién en particular de cuatro inclinémetros instalados a
todo lo largo de las tiras que conforman la cara de concreto, y un nimero importante de medidores de
juntas que consisten en extensémetros que miden el movimiento de estas separaciones estructurales en
diferentes direcciones. Se tienen adicionalmente referencias topograficas en la corona de la estructura.

;uoaocu»ooo-quo.

|
\\, ....;..}—.

m...

£3 +13
e
e

i b i

CELDAS OC ASCMTAMIENTO TG COFE
HHI:D'DGH OC JUNTAS 10
L urmoom OF SUMTAS 30
k& wvEmDor o suuTAS 3D
el MEDIODOR DE JSUUTA TIPD PUACA —CAL IRRADOR
Il CCHTEAL OC MOHCION
. Ba—i, FRCLINCHARTROE INCLINADOR SORRE LA LORS DE COMCRETO
+ DASE FARE MM O CISTARCHOMOTRO
+ m&cum rE..arH’.A. SUPTRINMCIAL TIFRD Pl AUNILLAR Pl

R ISR ESTACI OH DN CHIRAL

Figura 3.1.1.- Instrumentacion en la cara de concreto de la presa Aguamilpa (Galvan, 2003).
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3.1.2 INCLINOMETROS

Se recopilé la informacién de inclindmetros de las caras de concreto de las presas de Aguamilpa y El Cajon,
que fue proporcionada por la Gerencia de Estudios de Ingenieria Civil de CFE. La informacion de los armados
de las losas que constituyen la cara de concreto de dichas estructuras, fue proporcionada por la
Coordinacion de Proyectos Hidroeléctricos, también de CFE.

Del total de losas de Aguamilpa, cuatro de ellas se encuentran instrumentadas con inclindmetros como lo
indica la Figura 3.1.2. Los tubos en los que se realizan las mediciones de los inclindmetros, se encuentran
fuera de las losas de concreto como se muestra en las fotografias que se presentan en esta misma figura.

29)
Ar(gev. £229)
(g 2291

i M) \
L)
|} pa-marzo-24 T

N

presa Aguamilpa (arriba); Galvan, 2003; y detalles de la instalacién de la tuberia para los inclindmetros
(abajo); cortesia de CFE.
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La cara de concreto de Aguamilpa, esta constituida por una serie de tiras verticales de 15 metros de ancho,
las cuales son continuas estructuralmente desde el plinto hasta la corona de la presa ya que solamente
disponen de juntas necesarias para la construccidén de dichos elementos. El espesor de las losas varia segun
la relacidn E=0.3+0.003*H, donde E es el espesor de la losa y H la altura a partir de |la corona de la presa en
metros. Entre cada tira de concreto, existen una serie de sellos hidraulicos formados a partir de material de
cobre y madera. La informacidn estructural indica que los armados de las diferentes losas, se ubican en un
solo lecho. En todas las losas el acero fue colocado a la mitad del peralte de las mismas. Los armados
indican que no existe acero que cruce entre diferentes tiras, de manera que todas las tiras son
independientes estructuralmente. La cuantia de acero varia también en funcién de la profundidad de la
losa. Se indica un concreto con especificacién de F'c=250 kg/cm?.

La Figura 3.1.3 presenta las mediciones realizadas mediante los inclindmetros en diferentes fechas. En esta
figura se desecharon algunas mediciones de caracteristicas sumamente ruidosas que, se considera,
solamente quitan claridad a la informacién.
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Figura 3.1.3.- Mediciones de los inclindmetros en las losas de la presa Aguamilpa, la flecha que se muestra

Desviacion (mm)

en el inclindmetro 22 es un punto de probable agrietamiento explicado en el texto.

La desviacidén que se indica en la figura anterior, corresponde al movimiento perpendicular a la losa. Es
evidente la presencia de una sefial ruidosa de alta frecuencia montada en la medicidn, que dificilmente
tendria que ver con la deformacidon de una losa cuyo espesor tiene como minimo 30 cm. El Ingeniero
Reginaldo Hernandez de la Subgerencia de Seguridad de Estructuras de CFE, quien tiene muchos afos
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trabajando con este tipo de instrumentacién, considera que este ruido puede deberse a las imperfecciones
del riel sobre el que se desliza el instrumento y a las caracteristicas electrénicas de la medicién. Asi pues,
para poder utilizar las mediciones de los inclindmetros, se requiere de un proceso de suavizado.

En la Figura 3.1.4 se presenta un método de suavizado que se ided para que la curva se suavice y al mismo
tiempo no se aleje de la sefal original, tratando con ello de conservar las caracteristicas fundamentales de
la medicién. El método consiste en usar tres puntos de medicidn (a,b,c). El valor de la medicién del punto
intermedio (b), se evalla en el punto p; que corresponde al valor de la recta que une a los puntos extremos
(a-c). Entonces el punto c es reevaluado en p, que corresponde al punto intermedio de la recta formada por
p;-d, y asi sucesivamente. Por otro lado, si se interpolan puntos intermedios entre las mediciones (puntos
a’, b’y c’, en la figura), y aplicamos el método descrito anteriormente llegamos al esquema intermedio de la
figura (dx se ha reducido a la mitad). Un siguiente paso en la reduccion del intervalo de muestreo lleva a la
curva del esquema del tercer renglon. Es claro que si dx tiende a cero, se tiende a la curva original y por
tanto se tiene un modo de controlar la medida del suavizado y que tanto se aleja la curva suavizada de la
curva original. La segunda columna de esta Figura 3.1.4, muestra un segundo suavizado sobre la primera
curva suavizada. Como se puede ver, las caracteristicas de estas curvas indican una menor variacién de la
pendiente con respecto a la curva original. El procedimiento de suavizado permite entonces controlar la
separacion entre la curva original y suavizada mediante la interpolacidon de puntos, y al mismo tiempo una
menor variacién de la pendiente entre puntos de medicion.

30 —

desviacion (cm)
|

10 —

0
I I

o 100 200 300
distancia (m)

Figura 3.1.4.- Método de suavizado para las mediciones de inclindmetros y la aplicacién sobre una medicion.

En la Figura 3.1.5 se muestran las observaciones disponibles para la losa 10, en comparacion con las que se
obtienen al aplicar el suavizado descrito anteriormente, al interpolar un punto intermedio de medicidony 4
veces el procedimiento de suavizado, sobre la losa original.
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Figura 3.1.5.- Método de suavizado aplicado cuatro veces al considerar la interpolacidn de un punto
intermedio sobre la medicién original (derecha) y la medicién original (izquierda).

Debido a que se identificaron grietas en el tercio superior de las losas de Aguamilpa, el personal de CFE
realizé una campafa de inspeccidon para mapear dichas grietas, que pueden ser observadas en la Figura
3.1.6 (Galvan 2003). Entonces, se dispone de informacion sobre los movimientos perpendiculares a la losa y
de los efectos que tuvieron dichos movimientos en estos elementos. La intencién del trabajo que se
presenta a continuacion, es utilizar esta informacidon para conocer cémo funciona el procedimiento de
suavizado y por tanto, la validez de las mediciones que se realizan con los inclindmetros.
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Figura 3.1.6.- Mapeo de agrietamiento en las losas de la presa Aguamilpa (tomado de Galvan, 2003)

De acuerdo a la teoria de flexién para elementos de concreto reforzado, se tienen las siguientes

consideraciones:

1.- las secciones planas antes de la flexién permanecen planas después de la flexién
2.- Se conoce la curva esfuerzo-deformacion del acero

3.- Se conoce la curva esfuerzo-deformacién del concreto

4.- Se desprecia la resistencia a tension del concreto
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Unos de los modelos extensamente utilizados para concreto confinado y no confinado, es el que proponen
Kenty Park, 1971, cuyos parametros se presentan en la Figura 3.1.7.

300 — MODELO DE CONCRETO NO CONFINADO
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Figura 3.1.7.- Modelo esfuerzo-deformacidn para concreto no confinado propuesto por Kent y Park, 1971.

De la misma manera, uno de los modelos para comportamiento del acero ampliamente utilizado es el que
se muestra en la Figura 3.1.8.

MODELO DE ACERO
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Figura 3.1.8.- Modelo esfuerzo-deformacion para acero y los parametros recomendados para este modelo
(Mander, 1989)

Es claro que la funcidon de la cara de concreto en presas como las de Aguamila y El Cajon, no es por
resistencia, sino como sello hidraulico. Entonces, seria de interés conocer, en el detalle posible, como es el
comportamiento del elemento en flexidn y cuando ocurre su agrietamiento en funcién de la curvatura. Para
tal fin, se realizaron una serie de analisis que se presentan a continuacion.

En un analisis tipico de momento-curvatura, de un elemento de concreto reforzado sometido a flexién, se
sigue el siguiente procedimiento:

Se impone una curvatura y se asume una posicion del eje neutro; se divide el bloque a compresién de
concreto, en una serie de celdas cuya deformacién determinara la fuerza en compresiéon que actua sobre
cada una de dichas celdas (de acuerdo al modelo de concreto propuesto). Se obtiene la fuerza total en
compresion del concreto y se obtienen entonces las fuerzas del refuerzo (tanto en compresidn, como en
tensidn), el valor de dichas fuerzas depende de la posicion del eje neutro y de la curvatura impuesta.
Moviendo la posicién del eje neutro, se busca el equilibrio de fuerzas para esa curvatura. Se incrementa la
curvaturay se inicia nuevamente, generando con ello un diagrama de momento resistente vs curvatura.
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Se generd un programa de computadora que resolviera el problema anterior, con la consideracidn adicional
de tomar en cuenta el concreto a tensién. La intencidon es poder seguir la distancia con respecto al eje
neutro a partir de la cual se ha superado la resistencia a tensidon para la curvatura de andlisis. Las
consideraciones para el concreto a tension son las siguientes:

La resistencia a tensién del concreto no confinado en flexién estd dada por el médulo de ruptura (Park y
Paulay, 1994):

f=K,/f, en Ib/plg’

El valor de K varia de 7 a 13.

El modelo de esfuerzo-deformacién para el concreto a tensién se puede idealizar como una linea recta
hasta la resistencia a tension. Se puede asumir que el médulo de elasticidad es el mismo en tension y
compresion (Park y Paulay, 1994).

T ., f
La deformacidn limite a tension es entonces: ¢, :E’
C

Donde, Ec es el mdédulo de elasticidad del concreto, que cuando es de clase |, se puede estimar como

E, :14ooq/f_; , (reglamento de construcciones del D.F.).

Si los modelos constitutivos de los materiales son adecuados. Es posible conocer en detalle, el momento
resistente de las losas para cualquier curvatura.

Como ejemplo, se muestra en la siguiente Figura un calculo de momento vs curvatura para un armado tipico
de una de las losas instrumentadas de la presa de Aguamilpa. En esta Figura se incluyen dos curvas: una
considerando el concreto en tensidn y otra sin considerarlo.

DIAGRAMA MOMENTO VS CURVATURA
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Figura 3.1.9.- Diagrama momento vs curvatura para la losa 10, evaluado en la elevacidon 115 m debajo de la
corona de la presa Aguamilpa (ver Figura 3.1.3 como referencia).

Las grietas de tensidén en vigas, han sido estudiadas por diferentes autores. Park y Paulay, 1994, por
ejemplo, presentan las caracteristicas del agrietamiento por flexién en vigas que se reproducen en la Figura
3.1.10.
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Figura 3.1.10.- Agrietamiento de una viga debido a flexién. En la parte izquierda, la viga estd cerca del
momento ultimo sin fuerza cortante significativa. En la parte derecha, la viga se encuentra cerca del
momento Ultimo con fuerza cortante significativa (tomado de Park y Paulay, 1994)

En la figura anterior se puede observar como una viga sin presencia de cortante tiene un patrén de
agrietamiento mas simple, que cuando la fuerza cortante es significativa. La combinacién de tensién y
cortante produce no solo un drea mayor de agrietamiento, sino agrietamiento por tensién diagonal. En el
caso de ausencia de cortante, el agrietamiento se concentra en una o dos grietas significativas, que si
continda la flexién puede generar grietas intermedias adicionales.

Una estimacion aproximada del agrietamiento en funcidn de la curvatura al usar los programas generados
de momentos resistentes, seria: identificar la profundidad de la fibra a tensién del concreto que ha
superado la resistencia a tension propuesta en el modelo. En la Figura 3.1.11, se muestra como seria el
“avance” de la grieta de tension debida a flexién, en funcién de la curvatura; comparativamente con el
momento resistente del elemento. Esta estimacion se basa en los modelos constitutivos presentados
anteriormente y la profundidad de la grieta se considera a partir de la fibra que ha superado la resistencia a
tensién del concreto. La curvatura se presenta en escala logaritmica para identificar claramente el inicio del
agrietamiento. La seccion de andlisis corresponde al caso que se presenta en la Figura 3.1.9.
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Figura 3.1.11.- Comportamiento del momento resistente y del agrietamiento en tension de la losa 10 a la
elevacién 115 m de la presa Aguamilpa. La linea punteada corresponde a la profundidad de la grieta,
mientras que la linea continua corresponde al momento resistente del elemento.
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Ademas, se realizaron algunas modificaciones a los programas de andlisis para que tomaran en cuenta la
variacion del peralte de las losas y las diferentes cuantias de acero que se tienen a las diferentes distancias
del elemento. Con ello se logré obtener las curvaturas a las que inicia el agrietamiento a todo lo largo de las
losas. Por otro lado, de las mediciones de los inclindmetros se obtuvieron las curvaturas mediante la
siguiente relacion:

%
O = d?x ~

312
2
dx

Lo que permite obtener las curvaturas medidas contra las curvaturas a la que inicia el agrietamiento, de
acuerdo al planteamiento antes expuesto.
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Figura 3.1.12.- Tres estimaciones de curvatura a partir de las mediciones del inclindmetro 18 y el método de
suavizado presentado en la Figura 3.1.4.

La Figura 3.1.12 muestra los resultados al interpolar un punto de la curva original y aplicar el suavizado una,
cuatro y nueve veces repetidamente. Se muestra adicionalmente el inicio del agrietamiento de la losa de
acuerdo al médulo de ruptura de Park y Paulay.

Con lineas punteadas en la Figura anterior, se indican los puntos en los que se ha detectado agrietamiento
en la losa 18 en campafias de observacidn realizadas por CFE. Entonces, se puede observar como el
procedimiento permite ir (limpiando) la sefial del inclindmetro dejando los rasgos mds importantes de la
medicion. A continuacion se presentan las estimaciones de curvatura en los diferentes inclinémetros al



reducir dx con un punto intermedio y suavizando las curvas hasta cuatro veces, de

procedimiento de suavizado.
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Varios resultados pueden anotarse del ejercicio anterior:
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acuerdo al
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la medicidon de inclindmetros, para las losas

- Las sefiales de la losa 10 son demasiado ruidosas para el proceso de suavizado propuesto en este

trabajo (Figura 3.1.13)

- Las curvaturas calculadas para las losas 18 y 22, son congruentes con la ubicacion de la grieta

principal (Figura 3.1.6)

- Se identifica un agrietamiento en la losa 22 en la elevacidon que se aproxima a 120 m, sefialado con
una flecha en la Figura 3.1.13 y que se puede confirmar en la flecha sefialada en la Figura 3.1.3

- Podrian existir otros puntos de agrietamiento, sin embargo, el nivel de ruido no permite detectarlos

- Llas curvaturas para las grietas menores estan subestimadas, o también es probable que la losa
tenga una importante influencia de cortante, que hace que dichas grietas no sean atribuibles al

valor de la curvatura

Si se eligiera la utilizacion de un polinomio para suavizar la medicion de los inclinédmetros, se podra ver que
se pierde la informacion del agrietamiento. Un ejemplo se presenta en la Figura 3.1.14.
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Figura 3.1.14.- Estimacion de curvaturas al considerar diferentes funciones de suavizado en la medicién del
inclindmetro.

En efecto, la Figura 3.1.14 muestra como el polinomio no puede ver detalles que pudieran indicar
agrietamiento; sin embargo, se considera que esta aproximacidn es mas representativa del comportamiento
general de la losa, dado que elimina cualquier medicion de alta frecuencia, incluidas evidentemente la
presencia de grietas.

Al revisar la informacién experimental disponible de la presa Aguamilpa se encontré que durante la
construccion de la losa 18, se realizaron mediciones en el inclindmetro cuando la losa se encontraba en
construccion. Lo mas importante de este trabajo, son las caracteristicas tan particulares de las mediciones
realizadas, las cuales se ilustran en la Figura 3.1.15.

Observe la configuracion notablemente diferente que se obtuvo en la medicién de mayo 25 y la de junio 8
de 1992. La comba de cerca de 3 cm que describe la losa en las proximidades del plinto desaparece doce
dias después. ¢Porque la losa adquirié dicha configuracion? Es una pregunta dificil de responder, aunque
sugiere que pudiera deberse a peso propio de la losa y pérdida de friccion, puesto que la comba se ubica en
la base de la losa. Sin embargo, no hay mediciones anteriores en el inclindmetro que aclararian esta
suposicién. En esta misma figura, se presenta el nivel del agua en la estructura y como se puede ver,
existieron dos avenidas extraordinarias en enero de ese mismo afio que alcanzaron la elevacién 78 m en la
cortina de la presa (Castro y Montafiez, 1993). De acuerdo a estos mismos autores, la losa 18 se encontraba
construida en la elevacion 94 (50 metros mas abajo), cuando las inundaciones ocurrieron. Lo que
fisicamente parece poco cuestionable de las mediciones, es que la losa “disipé” energia entre mayo 25y
junio 8. La forma en que se interpreta este hecho, es por el decremento del momento flexionante. Es decir,
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el momento flexionante después de mayo 25 fue superior al coeficiente de friccion estatica entre losa y
enrocamiento, de modo que la losa deslizé. Entonces, la caida de momentos entre las dos configuraciones
de la losa podria dar un indicio del valor limite del coeficiente de friccidon en el contacto losa-enrocamiento.
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Figura 3.1.15.- Avance de construccion de losas en mayo de 1992 (arriba), mediciones del inclindmetro I1L18
de Aguamilpa en mayo y junio de 1992 (abajo), e historia del nivel de agua (arriba a la derecha).

Al investigar la informacidn disponible del inclindmetro 18 se encontrd que existen cuatro mediciones entre
mayo y junio de 1992, las cuales se presentan en la Figura 3.1.16. En esta misma figura, se incluyen las
curvaturas de estas mediciones (calculadas con el suavizado propuesto en este trabajo).
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Figura 3.1.16.- Mediciones del inclindmetro 18 entre mayo 25 y junio 8 de 1992 (izquierda), y calculo de
curvaturas de ésta mediciones (derecha).

De acuerdo a los célculos de curvatura, no pareceria extrafio que la losa presentara claros indicios de
agrietamiento. De hecho, se piensa que el agrietamiento se localizé en las dos pequeiias discontinuidades
gue se observan en la mediciéon de mayo 25 (encerradas con un circulo en la Figura 3.1.16). Esta misma
Figura 3.1.16, sugiere que el relajamiento del momento flexionante en la losa fue gradual.
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Se calcularon los momentos flexionantes a partir de la informacidn que se presenta en la Figura 3.1.15. Para
ello, se digitizaron las sefiales del inclindmetro y luego se suavizaron mediante el procedimiento presentado
en este trabajo, con lo que se calcularon las curvaturas. No se utilizé la informacidn digital disponible de la
Figura 3.1.16, porque se requiere de la informacién de un extensdémetro al pie de la losa y no se dispone de
dicha informacidn. La Figura 3.1.17 muestra los datos digitizados (lineas azules), y suavizados (lineas rojas),
de la sefial de la Figura 3.1.15, asi como las curvaturas calculadas.
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Figura 3.1.17.- Cdlculo de curvaturas para las mediciones de mayo 25 y junio 8 de 1992

Por otro lado, se hara la suposicion de que la pérdida de momento interno de la losa se traduce en el
desplazamiento de la losa con respecto al enrocamiento (u), en este sentido, la losa se comportaria como
cuerpo rigido. Esta suposicién se ilustra esquematicamente en la siguiente Figura 3.1.18.

L
dx,
L
a, dax,
=
—5 L
\ | 1
L2

Figura 3.1.18.- Obtencion de desplazamientos entre losa y enrocamiento (valor de u), a partir de las
mediciones del inclinémetro (dx; y dx,). L es el largo de la losa.

En la Figura 3.1.18 dx, y dx,, son dos mediciones del inclinémetro de la losa, L es su longitud (que no

cambia en las dos mediciones, ya que se asume que la losa se comporta como cuerpo rigido) y el valor de u
(correspondiente al desplazamiento de la losa), se obtiene como:

1/2

d \12 i V2
X X
=L —L =L]|1=| 222 1] 3.1.1
u=t -3 | () 3.11)

Al aplicar la suposicidn anterior y considerar que la caida de momento se puede obtener como
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AM = Fr*uA (3.1.2)

Donde: Fr es el médulo de rigidez a friccién (con unidades de fuerza sobre area), en el contacto losa-
enrocamiento

u es el desplazamiento de la losa respecto del enrocamiento
A es el area de deslizamiento de la losa

Observe en la expresion (3.1.2) que si los desplazamientos entre losa y enrocamiento (u), son nulos,
entonces la caida de momentos deberia ser nula. A continuacidon se presenta la estimaciéon de los
desplazamientos utilizando la expresion (3.1.1), asi como la diferencia de momentos entre las mediciones
de mayo 25y junio 8 de 1992.
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Figura 3.1.19.- Estimacion de desplazamientos entre losa y enrocamiento

La Figura 3.1.19 indica que el deslizamiento entre losa-enrocamiento se presenta entre 0 y 15 metros a
partir del plinto (lineas punteadas). Sin embargo, la diferencia de momentos que se muestra en la figura, es
mayor a esa distancia; es decir, existe diferencia de momentos, sin deslizamiento. Fisicamente es razonable
ver que la pérdida del arqueamiento de la losa, reduzca la reaccion del enrocamiento en la vecindad de este
arqueamiento. Este hecho se ilustra en la Figura 3.1.19, donde, ante la reduccidon del momento M; a M,
(segmento AB), se reduce la reaccidn de la losa sobre el enrocamiento (segmento BC), y la losa tiende a
deslizarse hacia arriba en este tramo.
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Figura 3.1.20.- Cambio de la accidn de la losa sobre el enrocamiento (segmento BC), debido a la pérdida de
momento en la losa por el deslizamiento de ésta (segmento AB)
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El hecho anterior explicaria la existencia de cambios de curvatura en el segmento BC, y por tanto, los
cambios de momento. Por lo tanto, la determinacidn del coeficiente de friccién (Fr) a partir de la expresiéon
(3.1.2), se determind solamente para el segmento AB, que es la zona donde se tiene desplazamiento de la
losa, de acuerdo a la Figura 3.1.19. Los resultados se presentan en la Figura 3.1.21. El drea de deslizamiento
considerada en el calculo, es de un metro, que es el intervalo de evaluacién de cada deslizamiento a lo largo
de la losa, por un ancho de 15 metros. Se desprecia la friccion que pudiera existir en los cantos de la losa 18.
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Figura 3.1.21.- Estimacién del limite de friccidn estatica en la losa 18 de Aguamilpa durante la construccién
de la presa (mediciones entre mayo 25 y junio 8 de 1992)

En esta Figura 3.1.21 se presenta Wn que corresponde al peso de la losa 18 en la direccién perpendicular al
enrocamiento, al considerar un peso de concreto de 2.3 t/m?, y un volumen de losa de 15 metros de ancho
por un metro de largo y un espesor de losa definido por: E=0.3+0.003*h (h es la altura de la estructura
respecto a la corona).

De la Figura 3.1.21, si se considera que Fr es del orden de 2.5 t (para el area unitaria de deslizamiento
considerada), para el modelo de Coulomb, se tendria que esta fuerza es 0.1 veces el peso de la losa (Wn),
aunque la friccion crece en los bordes de la zona de desplazamiento, lo cual haria sentido con la
interpretacion fisica que se esta asumiendo del fendmeno. No sobra marcar el interés de obtener valores de
Fr directamente sobre la estructura, ya que éste parametro, es fundamental para conocer el grado de
acoplamiento que existe entre el enrocamiento y las losas.

Se investigo el agrietamiento detectado en la losa 22 a la elevacidon 120 m, considerandose la posibilidad de
que alguna irregularidad topografica de la roca de cimentacidn bajo la losa pudiera ser responsable de la
presencia de dicho agrietamiento. Al disponer de una superficie del caiidn de la presa de Aguamilpa, se
ubicé el punto de agrietamiento sobre esta superficie, el cual se muestra en la Figura 3.1.22. Se observa
gue, aunque si existe una irregularidad topografica cercana a la losa, esta irregularidad no se encuentra
debajo de la grieta identificada en la misma. Otra posibilidad del agrietamiento que se detecta, es que la
losa 22 sufriera un arqueamiento semejante al que experimenté la losa 18 y que ha sido analizado en este
trabajo; aunque, en el caso de la losa 22, ésta no se recuperd, pero esto no se puede comprobar, porque no
existen mediciones previas en esta losa.
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AGUAMILPA

AGUAMILPA

Figura 3.1.22.- Ubicacién del punto de agrietamiento de la losa 22 en la topografia del cafién de la presa

Aguamilpa.

Presa Cajon
3.2 INFORMACION EXPERIMENTAL

3.2.1 INCLINOMETROS

La Figura 3.1.22 presenta la ubicacion de los inclindmetros instalados en la presa Cajén, de los cuales se

dispone de informacion.
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Figura 3.1.23.- Esquema de la ubicacién del acero de refuerzo en la presa Cajon (arriba), y ubicacion de las
losas instrumentadas con inclinémetros (abajo).

Como se puede ver en la Figura 3.1.23, la tuberia instalada para las mediciones de las losas, a diferencia de
la presa Aguamilpa, se encuentra ahogada en la losa de concreto. El acero de refuerzo se distribuye en dos
lechos para esta estructura, mientras que para Aguamilpa se encuentra en un solo lecho a la mitad del
peralte de la losa.
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La Figura 3.1.24, muestra las mediciones disponibles en los tres inclindmetros de El Cajon, y a diferencia de
Aguamilpa no se tuvieron que desechar datos. Note como el hecho de haber ahogado la tuberia del
inclinédmetro en la losa parece haber reducido el nivel de ruido en las mediciones.
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Figura 3.1.24.- Mediciones de los inclinédmetros en las losas de la presa Cajon
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Resulta interesante el calculo de los valores de curvatura a los que inicia el agrietamiento para las losas de El
Cajon en comparacion con las losas de la presa Aguamilpa.
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Figura 3.1.25.- Estimacién de momentos resistentes y curvaturas de agrietamiento para las losas de
Aguamilpa en comparacién con las losas de El Cajon

En la Figura 3.1.25, se incluye un cdlculo al considerar el valor del médulo de ruptura para disefio que las
Normas Técnicas Complementarias para Estructuras de Concreto del Reglamento de Construcciones del DF,

indican. Este valor es de f, =13,/08f, (kg/cm’). Como se sabe, los valores de disefio, generalmente tienen un
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margen mayor de seguridad que los valores obtenidos experimentalmente. De la figura anterior, se pueden
hacer dos anotaciones importantes:

- Aunque los momentos resistentes de las losas de El Cajon son diez veces mayores a los que se

obtienen para las losas de Aguamilpa, los valores de curvatura a los que inicia el agrietamiento, son
practicamente iguales para ambas presas

- Los rangos de curvatura para el inicio del agrietamiento, en esta seccion especifica, van de 6 a 8*10
® rad/cm en ambas estructuras

En la Figura 3.1.25, se presentan los valores de curvatura de las mediciones a todo lo largo de las losas y se
anota, como referencia, la curvatura a la que inicia el agrietamiento, la cual se calculé de acuerdo a la
informacidn de los armados. El calculo de curvaturas se realizé como en el caso de Aguamilpa, es decir,
interpolando un punto y suavizando la curva hasta cuatro veces, de acuerdo al procedimiento planteado en
la seccién anterior. Con flechas en esta figura, se indican los puntos donde la curvatura se aproxima mas al
inicio del agrietamiento. Los resultados indican que la losa 16 no tiene problemas. Para la losa 21 y 26, se
tiene un claro salto en la medicién del inclindmetro (para ambas losas), que se indica también con una
flecha en la Figura 3.1.23. Este salto incrementa la curvatura en las dos caras de las losas y no es descartable

un incipiente ag

rietamiento en ellas.
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Figura 3.1.26.- Estimacion de curvaturas de las mediciones de inclinédmetros en la presa El Cajon. Las lineas
indican el calculo del inicio del agrietamiento siguiendo el mismo procedimiento empleado en Aguamilpa, y
las flechas indican los puntos de mayores curvaturas observadas.
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El Cajon revela en la informacidn de sus inclindmetros caracteristicas muy peculiares que, al parecer,

también podrian darnos informaciéon del valor de la fuerza que ocurre en el contacto losa-enrocamiento,
como se explica a continuacion.

Las mediciones en los inclindmetros de esta presa fueron realizadas en intervalos muy cortos de tiempo,
cuando inicid el llenado de la presa en julio de 2006, sin embargo, para los afios de 2007, 2008 y 2009 se ha
realizado practicamente una medicién por afio, de acuerdo con la informacién disponible. Estas tres ultimas
mediciones, se destacan en la Figura 3.1.26. No se dispone de la medicion de 2009 para el Inclinémetro 26.
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Figura 3.1.27.- Se destacan las mediciones de los inclindmetros realizadas en 2007, 2008 y 2009 en la presa

El Cajon.

Las curvaturas de estas tres mediciones se presentan en la Figura 3.1.27.
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Figura 3.1.28.- Cdlculos de curvatura para las mediciones de 2007, 2008 y 2009 en la presa El Cajon.

Note en la Figura 3.1.28 que, aunque las elasticas de las losas medidas por los inclindmetros son
notablemente diferentes en las tres mediciones, las curvaturas no cambian de manera significativa. Este
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hecho es notablemente peculiar. La curvatura se calculé como la segunda derivada de la seial del

inclinémetro, pero de hecho, la primera derivada parece basicamente estar rotada en las sefiales de 2007,

2008 y 2009, como se muestra en la Figura 3.1.28.

1A. DERIVADA

-0.003

0.002 —

INCLINOMETRO 16
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JULIO/2007

MAYO/2009

I I \
100 200 300
LONGITUD (m)

Figura 3.1.29.- Cdlculo de la primera derivada para las mediciones de 2007, 2008 y 2009 en el Inclindmetro

16 de la presa El Cajén

Una forma en que se podria interpretar la informacién, es mediante la siguiente hipdtesis: Se asume que no

hay deslizamiento entre la losa y el enrocamiento. El empuje del agua incrementa la longitud de la losa al

deformarla; entonces, la losa acumula energia por tensién axial y no por flexion, puesto que no hay cambios

importantes de curvatura. Si esta tensidn supera la resistencia a friccion de la losa con el enrocamiento, la

losa desliza acortandose nuevamente.

De acuerdo a lo anterior, el primer problema requeriria interpretar el cambio de longitud axial de la losa, a

partir de las mediciones del inclindmetro, esto se realiz6 como se indica a continuacion. Considérese la

Figura 3.1.30

L,

dy

’\

Figura 3.1.30.- Cambio de longitud de la losa al usar mediciones del inclindmetro

L

En la Figura 3.1.30, L es la longitud inicial de la losa, dy es la observacién del inclindmetro y L, es la nueva

longitud de la losa debida a la deflexion dy. Esta solucién geométrica indicaria que:

L1 — (LZ +dy2)l/2
dy=Ltan

L

== (1+tan? a)Y?
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Ante la suposicion, la expresion anterior indicaria que toda la deflexidn es traducida en alargamiento de la
losa, lo que implicaria que no existe deslizamiento en el contacto losa-enrocamiento.

La deformacion de la losa es:
&= L_TLl:l— (1+tan’® a)*?

Y la fuerza que se genera por este alargamiento es:

F :g( ch\: + fsA%)

Las fuerzas f_ y f son los esfuerzos que se generan en los modelos de concreto y acero, respectivamente,

por la deformacion ¢ . Los parametros A y A,, son las areas de concreto y acero, respectivamente, para la

seccién. La Figura 3.1.29 presenta los alargamientos de las losas (L;/L). Para obtener esta figura, se
suavizaron las curvas como en el planteamiento presentado para flexién.

Es importante indicar que la deformacidn de agrietamiento se encuentra en un valor de 1.4¥10™, mientras
que las deformaciones de la Figura 3.1.30, son inferiores a 3*10°, es decir, las losas son seguras para

agrietamiento por tensién axial.
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Figura 3.1.31.- Alargamiento de la losa en términos de la deflexidon observada por el inclindmetro.

Para tener una idea de la magnitud de las fuerzas que generan las deformaciones que se tienen en la Figura

3.1.30, se presentan en la Figura 3.1.31 dichas fuerzas,

sin embargo, no se conoce el drea de friccidn para
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determinar la fuerza que se desarrolla en el contacto losa-enrocamiento, con la informacién de la Figura
3.1.31. Ademas, aqui no seria correcto despreciar la friccion que existe en los cantos, como se hizo con
Aguamilpa durante el proceso constructivo.
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Figura 3.1.32.- Fuerzas axiales en las losas debidas a la tensién por alargamiento, de acuerdo a los armados
y modelos constitutivos de acero y concreto
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CAPITULO 4

COMPARACION DE MODELOS ANALITICOS CONTRA LA INFORMACION EXPERIMENTAL

En este capitulo se investiga el comportamiento de los modelos tedricos que se presentan en el capitulo 2,
en comparacion con la informacion experimental. Se pone especial atencién a la informacién que se tiene
de las dos grandes presas de enrocamiento con cara de concreto que se han construido en México; las
presas de Aguamilpa y El Cajon, aunque también se realizan comparaciones de los modelos dinamicos con la
informacidn que se tiene de la presa El Infiernillo, y una pirdmide que tienen instrumentacion sismica en la
zona arqueoldgica de Monte Alban, Oaxaca.

Modelos Estdticos

4.1 ASENTAMIENTOS

Las caracteristicas geométricas de la presa de Aguamilpa se presentan en la Figura 4.1.1 Esta estructura
tiene 180 m de altura, con respaldos que siguen una pendiente 1.5:1 el de aguas arriba, y de 1.4:1 el de
aguas abajo. La cara de concreto estd formada por 44 tiras de concreto de 15 m de ancho y un espesor que
sigue la relacién T=0.3+.003H (donde T es el espesor de concreto y H la altura a partir de la corona de la
presa), la informacién del proyecto puede consultarse por ejemplo en Montafez, 1991. En la Figura 4.1.1, se
presentan dos perfiles sobre el eje de la cortina y perpendicular a éste. Como se puede observar, existe una
clara asimetria del cafién que se debe tomar en cuenta en los modelos.

Figura 4.1.1- Perfiles sobre las secciones maximas de la presa de Aguamilpa. Arriba, es un corte en la
direccion perpendicular al eje de la cortina, y abajo es un corte sobre el eje de la cortina

Adicionalmente, los materiales con los que se construyé el cuerpo de la presa son diferentes. El material 3B,
que se indica en la Figura 4.1.1, es un aluvion compactado, el material T estd compuesto de los materiales
3B o 3C, mientras que el material 3C es un enrocamiento formado de ignimbrita compactada. Estas
diferencias de materiales tuvieron un efecto importante en la distribucion de asentamientos durante la
construcciéon, como se puede observar en la Figura 4.1.2, donde se presentan las curvas de igual
asentamiento.
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Figura 4.1.2.- Distribucién de curvas de igual asentamiento durante la construccidon de Aguamilpa. Los
valores son en centimetros (tomado de Montanez, 1991).

Para tomar en cuenta la asimetria del cafidén y la diferencia de pendientes en los respaldos de esta
estructura, se modificé el modelo original como se ilustra en la Figura 4.1.3.

z
dy
v \4
z
EL dz
dSzx dx
v
IZ

Figura 4.1.3. Geometria formada por dos trapecios asimétricos. Se presenta un elemento diferencial y las
fuerzas verticales consideradas en el modelo.

El equilibrio del elemento diferencial, como en la seccion 2.3.1, debera cumplir con la siguiente ecuacion:

8%u ., 0w [ o®w  H*w
a P a e Ty )

Con lo que al separar las variables se llega a:

" 2 " n "
(DZ+V—S2 %, @Yy +i2cl>t =0 (4.1)
Oz VE\dx Dy ) Vg Dt

Con soluciones:
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®x = A, cos(@,x)+ B, sin(w, x)
Dy =A, cos(a)y y)+ B, sin(a)y y)
@t = Acosh(at )+ Bsinhat)

Donde: w,w,,», son constantes de separacion en la expresion (4.1)

y

Considerar la asimetria de los trapecios, Unicamente requiere aplicar las condiciones de frontera en las
variables de Z que definen dicha asimetria, pero como se ver4, el resultado final conduce a una ecuacion
diferencial muy similar a la que se observa para el caso simétrico.

Si como en los casos bidimensionales y tridimensionales anteriores, se considera que las deformaciones en
las fronteras libres de x no son nulas, sino proporcionales al coseno del angulo de inclinacion de las
fronteras 6,y 6,, se tiene:

Wy (_ Ax Sin(a)x(pmz erm ))Jr Bx COS(a)x(me +bm ))): — Wy COSQZ
o, (= A, sin(w, (p,z +b, )+ B, cos(e, (p,z +b, ) = @, cosé,

Se puede mostrar que de acuerdo a las condiciones de frontera anteriores, la solucion es:

_ 056,05, (P2 + by, )— X)+ C086, cos e, (P2 + by )— )

> Sinwx((pmz+bm)_(pnz+bn))

En los casos bidimensionales y tridimensionales antes presentados, como en éste, el parametro @, no se

requiere para resolver las condiciones de frontera planteadas, de modo que este valor puede ser definido
como:

o o

(Pn— Pz + (B, b))  pz+b’

P=Pmn—Pn b:bm_bn

@y

Para fronteras fijas en la solucibn de y se puede demostrar que se llega a la siguiente solucion:
T

@, :sin(a)y(y—(qm2+am))) @y :m;

0=0n—0n, a=a,—a,

El comportamiento geométrico de esta solucion es interesante y se muestra en la Figura 4.1.4

\ 'I' '

q@h’s\v
=

v

7 AmZ+a,

Figura 4.1.4.- Cumplimiento de las condiciones de frontera fijas para un trapecio asimétrico

Como se puede ver, la solucion busca el punto medio del continuo en cada altura (valor de z), para cumplir
con las condiciones de frontera en sus extremos.
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La solucién de la funcion de tiempo es, como en los casos anteriores:

Finalmente, la ecuacion diferencial resultante para la funcion de Z, es la siguiente:

2 2 2 2 c2
<1>”z+(wz—vsz(a)f—w§)j®z—d)"z+ w—z— Cio s |dz=0
Ve Vg VS (pz+b) (gz+a)

VZ v
lex_\Tszwff Cé,—v%a)i

Los trapecios que se proponen para modelar la geometria de Aguamilpa, se presentan en la Figura 4.1.5

Figura 4.1.5.- Modelacién de Aguamilpa con trapecios asimétricos

En la siguiente Figura se presentan las curvas de igual asentamiento, al variar uno de los respaldos de la
cuia, mientras que todos los demas parametros se mantienen iguales.

-100-{ 0.28
-150+
300 200 4100 0 100 200
0 L |
-100 0.28 0
-150+ =
T T T T T T T
-400 -300 -200 -100 0 100 200

Figura 4.1.6.- Distribucidn de curvas de igual asentamiento, al variar una de las pendientes del respaldo
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La Figura 4.1.6, muestra que al variar una de las pendientes de las fronteras laterales, el modelo propuesto
genera cierta asimetria en la distribucién de asentamientos.

Por otro lado, para tomar en consideracién diferencias de los materiales en la estructura se propone
modelar el problema mediante dos elementos. En realidad el planteamiento que se presenta a continuacién
es un bosquejo de como se podria atacar el problema, sin embargo, se requiere una mayor investigacion. En
la Figura 4.1.7 se plantean dos elementos separados por una frontera vertical, de manera que se deberd
cumplir continuidad de desplazamientos y deformaciones entre los dos elementos.

dpP,
dy X >X
X=p,z+b,
dz v (1) (2) X=p,z+b,,
z
dSzx dx
Iz
Z

Funcién de
Desplazamiento

F = A—cos@cos ay (pnz +by)

F' =, cosOsinwy (ppz +by)

i Funci6n de
Deformacion

0 \ ‘ \ ‘ \ \
0 0.4 0.8 1.2 1.6
Inclinacion de la frontera g

Figura 4.1.7.- Problema tridimensional para dos elementos separados por una frontera vertical (arriba).
Posibles funciones de variacion del desplazamiento y deformacién en las fronteras laterales (abajo).

El elemento diferencial de la Figura 4.1.7, muestra que el esfuerzo Szx es el que deberd observar
continuidad entre los elementos 1y 2, los cuales tendran diferencias en sus modulos de rigidez a cortante.
Por lo tanto, se aceptara que la solucién de desplazamiento de los dos elementos esta dada por:

w = OxDydzdt para el elemento 1
w = PxPyW¥z>dt para el elemento 2

Es decir, se considera que solamente son diferentes las soluciones ®xy ¥x, de las variables separadas. Ello
implica que las constantes de separacion o,@,,®, son iguales. Por tanto, se tienen las siguientes dos

ecuaciones de equilibrio para los elementos:

" 2 " 2 "
EWLV%l ’x DY +i2g:0 para el elemento 1 (4.2)
oz VZax @y ) vZ ot
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2 2 12 ", "
EJrVizz 'x @Yy +i2ql:o para el elemento 2 (4.3)
Dz VEPx @y ) V5 Dt

Al usar las constantes de separacidn, e igualar las dos expresiones anteriores, se llega a:

V¢ G
a)xz=i22(wxz+a)§)—a)§=G—2(1Ux2+a)§)—ca§ (4.4)

S1 1
Para que la constante de separacién o, sea real, se requiere que el miembro derecho de la expresion (4.4)
2

sea positivo, lo que implica la siguiente condicion: @} 2(?—1}03
2

Donde:

G,y G,, son los médulos de rigidez a cortante de los elementos 1y 2, respectivamente.

d"X 2

— =y

[O)¢

WK 2

WX

: 2_[ G 2
Note que el caso particular en que o =| *-1lo; = o,=0
G,

Se requiere continuidad de esfuerzos y desplazamientos en x=0, que es la frontera entre los dos elementos,
es decir:

Si : ®x= Acos(w,x)+ Bsin(w,x), para el primer elemento
Yy @ Wx=Acos(@,x)+Bsin(@,x), para el segundo elemento

La igualdad de desplazamientos en x=0, da:
A=A (4.5)

Y la igualdad de esfuerzos en x=0, da:

g-G%p (4.6)

G,

Si @, es la inclinacion de la frontera lateral del elemento 1y se aceptan esfuerzos proporcionales a esta

inclinaciéon multiplicados por la solucidn anti simétrica de esta solucién en la frontera x= p,z+b,, es decir:

G| =G,w, cosé, sin(, (p,z+b,)). Si se integra la expresidon anterior, los desplazamientos en esta

X=pnz+bp

misma frontera serian proporcionales a x| =A—cosf, cos(@, (p,z+b,)). Si A=1, las funciones de

X=pnz+bn
deformacién se presentan en la Figura 4.1.7. Note en estas funciones, que para una frontera vertical la
deformacién (F’) seria cero, ya que el elemento diferencial coincide con la frontera lateral; y los
desplazamientos serian unitarios (F). En cambio si el angulo de inclinacion fuese cero, entonces se
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incrementarian las deformaciones y se reducirian los desplazamientos, pero estos no llegarian a cero
porque la frontera no es fija. Esta solucion da por resultado para las constantes del primer elemento:

A= cos(w,(p,z +b,)) —cosé,
B =sin(o,(p,z+b,))

Las constantes de la solucién del segundo elemento, ya estdn determinadas por la continuidad definida en
las ecuaciones (4.5) y (4.6). Si se acepta que la deformacion en la frontera lateral del segundo elemento es

su solucidn anti simétrica, entonces se debe cumplir que:

G,D'x =G, c0s8, sin(@, (pnz+by,))

X=Pmz+bm

Como ya estdn determinadas las constantes de la segunda solucién ¥x, para cumplir con esta condicién lo
que queda es resolver la siguiente ecuacién caracteristica:

Gzéijin(mx(me + bm))COS(a)X(an + bn)) +G20jx COS(@l)Sin(ij(me +bm))
_lexSin(wx(an +bn))COS(Z(7x(me +bm)) +G2a7x COS(QZ)Sin(ajx(me +bm)) =0

=% G,/G; =01 /
= & 4 [
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Figura 4.1.8.- Asentamientos para diferentes valores de la rigidez a cortante de los dos elementos

Note en la Figura 4.1.8, como el elemento menos rigido tiende desplazarse en sentido contrario a la fuerza
de gravedad, en la frontera lateral. Sin embargo, los materiales granulares que constituyen las presas de
enrocamiento, carecen de resistencia a tensién de modo que si la tendencia del elemento menos rigido
fuera la que indica el modelo presentado, los desplazamientos en la frontera lateral derecha seria proxima

acero.
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Si en cambio proponemos que la deformacién fuese proporcional al coseno de la inclinacion de la frontera
del primer elemento y el desplazamiento proporcional al seno de esta misma inclinaciéon el modelo tomaria
las siguientes caracteristicas:

(DX:Sin(wx(X_(an+bn))+61)
Ya que:

A:Sin(gl_wx(pnz+bn))

(4.7)
B=cos(®; — o, (pnz+by,))

Por lo tanto, la solucidn sobre el segundo elemento es:

Wx = Acos@, X+ Bsin@, X

Donde A,B se obtienen de (4.5) y (4.6). Finalmente, si se acepta que el esfuerzo en x=p,z+b_ es

proporcional a la inclinacion de la cara libre del segundo elemento, entonces: G,¥'X =-G,w, c0sb, ,

X=PmZ+by
donde 6, es la inclinacién de la frontera del elemento 2. Esta ultima condicion, y dado que las constantes

Ay B, ya se encuentran determinadas, se debera cumplir con la siguiente ecuacién caracteristica:
—Asin@, (p,,z+b,)+Bcos@, (p,z+b,)+cos@d, =0 (4.8)
La solucién de la funcién de y para el caso de fronteras fijas es:

v

:m; 0=0n—0n; @a=ay— &, (4.9)

d)y:sin(wy(y—(qmuam))), ,
La solucidn de la funcién de t es:

ot=9 ¢
2]

La ecuacién que se requiere resolver para la funcidn de z, al usar la igualdad de la expresion (4.4), es:

2 2 2 2
"7 + %_VS%GZ( % —— ” ZJ Dz =0
VE VEG 2+ /) dP(z+a)

El procedimiento de calculo, al igual que el primer planteamiento es el siguiente:

Se propone o,
- Usando (4.9) y (4.4) se determinan o,, o,

- Se determinan las constantes A,B,A,B mediante (4.5), (4.6)y (4.7)

- Se evalta (4.8). Si el valor propuesto de @, no cumple con (4.8), se cambia el valor de @, y se

repiten los tres pasos anteriores, hasta que (4.8) se cumpla. Esto se hace para todos los valores de z.
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Se observé que los valores de @,y w,, resultado de resolver la ecuacion caracteristica (4.8), pueden ser

aproximados en funcién de Z, mediante las siguientes expresiones:

25 24
X Y, o=
2+ f, I+ 5

La siguiente figura, presenta los resultados de asentamiento, al variar la relacién de mddulos de rigidez a
cortante de los dos elementos, junto con las elasticas que se generan de la solucién del problema.
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Figura 4.1.8’.- Comportamiento de la eldstica y valores de asentamiento, para un continuo formado por dos
elementos de diferente mddulo de rigidez a cortante, ante el problema de peso propio.

En el ejercicio anterior, note como el contraste entre los mdédulos de rigidez a cortante incrementa o reduce
la continuidad de desplazamientos en la frontera de los elementos. También este contraste muestra
claramente el efecto de la asimetria del asentamiento. Se observa que esta asimetria, generada por la
diferencia de rigideces, tiende a producir movimientos contarios al sentido de la gravedad en la frontera
libre del elemento 1, tal como ocurrié en el caso anterior. Particularmente si es muy alto el contraste de
rigideces. Como se dijo, es posible que esta tendencia no se cumpla para un material granular cuya
resistencia a tensidn es sumamente baja o nula.
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Se plantea a continuacién que la frontera lateral del elemento 1 cumpla con asentamientos proporcionales
a asing,, por lo que solamente se modifican las siguientes dos constantes:

A=sing, cosw, (p,z+b,)—cosé,sinm, (p,z+b,)
B =cosé, cosw, (p,z +b,) +sing,sine, (p,z+b,)

El efecto de éste parametro se ilustra en la Figura 4.1.9
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Figura 4.1.9.- Comportamiento de la elastica y valores de asentamiento, para un continuo formado por dos
elementos de diferente mdédulo de rigidez a cortante, ante el problema de peso propio y al variar el valor
del esfuerzo en una frontera del continuo como funcién del parametro « .

La Figura 4.1.9 muestra que en la medida que el pardmetro « tiende a cero, los asentamientos en la
frontera libre del elemento 1 se aproximan a cero.

Si en lugar de considerar una frontera vertical como se indicé en la Figura 4.1.7, se propone una frontera
inclinada como se indica en la Figura 4.1.10, se presenta a continuacién una solucién simplificada, ya que la
inclinaciéon de esta frontera genera dos componentes de esfuerzo, como se a mostrados con los casos de las
fronteras laterales libres. A continuacién se presenta un planteamiento simplificado, que puede dar pauta a
otras soluciones. La simplificacién considera que la continuidad de esfuerzos y desplazamientos deberd
cumplirse solamente para la componente de x, tal como en el caso vertical. Esta simplificaciéon implica que
las constantes del segundo elemento A, B deberan cumplir con la siguiente igualdad.
G

B =12 (Bcosw, X — Asinm,x;)cos @, X +(Acos m, X; + Bsinm, x;)sinm,x
G . X1 X X7 X X7
2%7x
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A =(Acosw, X; + Bsinw, X, — Bsina@, x,)/ cos @, X;
X =(p;z+b;)

X=p,z+b
X=p,z+b,,

Figura 4.1.10.- Solucién de dos elementos separados por la frontera x=p;z+b;
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Figura 4.1.11.- Elasticas y curvas de igual asentamiento para dos elementos con una frontera inclinada, al
variar los modulos de rigidez a cortante como se indica.

Nuevamente se considera el caso en que los desplazamientos en la frontera del elemento 1 son
proporcionales al parametro « , por el seno de la inclinacién de esta frontera. Este caso se presenta en la
Figura 4.1.12, en comparacién con la Figura 4.1.11 en donde a =1
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Figura 4.1.12.- Elasticas y curvas de igual asentamiento para dos elementos con una frontera inclinada, al
variar los mddulos de rigidez a cortante como se indica y considerar un factor « en las condiciones de la
frontera lateral del elemento 1.

En general, el orden de los asentamientos obtenidos en los casos presentados, es 20 a 30 cm. Todos los
ejemplos consideraron los siguientes valores de rigidez axial y de rigidez a cortante: Vp=350 m/s y Vs=200
m/s. Las observaciones experimentales en Aguamilpa indican asentamientos hasta de 170 cm, como se
ilustra en la Figura 4.1.2. Al variar los pardmetros de rigidez axial y a cortante del modelos a los valores de
Vp=110 m/s y a Vs=75 m/s, respectivamente, y usando contraste de rigideces a cortante de 0.6 para el
segundo elemento con respecto al primero, se obtienen los resultados de la Figura 4.1.13, que es una
aproximacion razonable a los valores observados en la Figura 4.1.2. Se usé un valor de a =0.15
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Figura 4.1.13.- Aproximacion a los valores de asentamiento observados en Aguamilpa mediante la variacidn
de los parametros Vp y Vs, los valores utilizados fueron: Vp=110 m/sy Vs=75 m/s.
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Para los asentamientos debidos al llenado del embalse, se puede proceder de manera analoga al caso
anterior, con algunas diferencias menores. Como se planted en el Capitulo 2, el modelo tridimensional
considera dos fuerzas cortantes y una axial, todas en la direccién vertical, para resolver la accién de la carga
de agua en un costado de la estructura, como se indica en la Figura 4.1.14.

X
X=p,z+b,
(1) (2) X=p, z+b,,
dy
z Z
dSyy dx
aSzy

Figura 4.1.14.- Modelo tridimensional para carga de agua en direccién vertical

Entonces, las ecuaciones de equilibrio de los dos elementos deberan cumplir con la siguiente ecuacion
diferencial:

2 2 2
EOW, gl 2w, TWI_g
oz x| oy

Si los desplazamientos para los dos elementos quedan definidos por:
w=Oxdydz Para el elemento 1
w=Wx®dydz Parael elemento 2

Al asumir que las soluciones de x son de tipo hiperbdlico y las de y son en términos de senos y cosenos; y
usando las constantes de separacion o,, o,y ®,, se tiene para las dos ecuaciones de equilibrio:

Ew? +Gl(a)x2 —a;j):o Para el elemento 1

Ew? +Gz(aff —wj): 0 Parael elemento 2
Al igualar las dos expresiones anteriores, se tiene:

(4.9)
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Para que o, sea real en la expresion (4.9), se requiere que: @ > Ll—glja)j

Si las soluciones para las funciones de x son:

®x = Acosh(w,x)+ Bsinh(w,x)

Wx = Acosh(a, x)+ B sinh(, x)

La continuidad de desplazamientos y deformaciones en x=0 requiere, como en el caso anterior, que:

A=Ay B=2%p
G,

X
Si la carga de agua se encuentra en: x= p,z+b,, se deberd cumplir la siguiente condicién:
GO'x=p,0z

Lo que lleva a:

DX = PH gz Sinh(a)xx)+ACOSh(wx(X_(an+bn))
Gla)x COSh(a)x(an +bn )) COSh(a)x(an+bn))

Puesto que:

Pi9 _ asinh(w, (p,z+b,))
Gla)x

cosh(e, (p,z+b,))

Finalmente, considérense esfuerzos nulos en la frontera x = p,,z+b,, del elemento 2, lo que conduce a:

— pH gZCOSh(wx(me+bm))
G, @, sinh(w, (P, 2 +b,,)) cosh(w, (p,Z +b,)) — Gy, Sinh(@, (P, +b,)) c0sh(@, (Pyz +b,))

La solucién de la funcion de y para el caso de fronteras fijas es:

(Dy:sin(a)y(y—(quJram))) wy:(qz—Za); q=0,-0d,; a=a,-a,

Solamente restaria determinar la ecuacién diferencial resultante para z, que esta dada por:

C2
D"z +{GE2@2 7 layo)z JCDZ =0, C, = {7;(';2) (4.10)
z+
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En la Figura 4.1.15, se muestra la distribucién de asentamientos para tres contrastes de los mddulos de

rigidez a cortante de los dos elementos.
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Figura 4.1.15.- Distribucién de asentamientos para el problema de la carga de agua ante tres diferentes
contrastes de la relacion del médulo de rigidez que tienen los elementos.

Las mediciones de asentamientos reportadas por Gonzdlez Valencia 1994, para la presa de Aguamilpa
después del llenado del embalse, son muy peculiares y se presentan en la Figura 4.1.16. Se incluyen las
mediciones ya presentadas de asentamientos que se observaron durante la construccion. Observé en
particular el punto de maximo asentamiento en 170 cm durante la construccién y de solo 15 cm después del
llenado. Este punto tuvo que ascender del orden de 145 cm por la accién vertical del agua en la cara de
concreto. Esta misma Figura sugiere que la Unica parte que en realidad se asenté después del llenado, fue la
corona de la seccién. El trabajo de Gonzélez Valencia, 1994, no indica mayor explicacién que la que aparece
al pie de la figura, por lo que no se pudo validad el modelo de llenado del embalse con la informacién
experimental.

LELEV 230
L 4%

g ELEV 226 v

ELEV 180

5.

ELEV 180
E

ELEV 140

ELEV 140
<

-LEV 90
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a) Mediciones durante construccion (1) feb 91 - 24 jun 93) K25ihn 98:~"1% 000 34)

Figura 4.1.16.- Asentamientos después del primer llenado y durante las construccién en la presa de
Aguamilpa.

Para observar el comportamiento del empuje horizontal del agua, al considerar un continuo constituido por
dos materiales, separados por una frontera vertical, se procede de manera analoga al caso anterior. La
Figura 4.1.17 presenta el modelo
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(1) (2) X=p, z+b,,

A
Figura 4.1.17.- Modelo tridimensional para carga de agua en direccién horizontal

Entonces, las ecuaciones de equilibrio de los dos elementos deberan cumplir con la siguiente ecuacion
diferencial:

o°u @ o°u

E—+G +—|=0
axz [azz asz

Si los desplazamientos para los dos elementos quedan definidos por:

w=®xPydz Para el elemento 1
w=W¥xdydz Parael elemento 2

Al asumir que las soluciones de x son de tipo hiperbdlico y las de y son en términos de senos y cosenos; y
usando las constantes de separacion o,, o,y w,, se tiene para las dos ecuaciones de equilibrio:

o2, wa ~w?=0 Paraelelemento 1
oz G
D"z

+imf —w?=0 Parael elemento 2
oz G

Al igualar las dos expresiones anteriores, se tiene:

Si las soluciones para las funciones de x son:

®x = Acosh(w,x)+ Bsinh(w, )

Wx = Acosh(a@,x)+ B sinh(w, x)

La continuidad de desplazamientos y deformaciones en x=0 requiere, como en el caso anterior, que:

A=Ay B=1%p
Zajx

Si la carga de agua se encuentra en: x= p,z+b,, se debera cumplir la siguiente condicidn:

E®'x=p, 0z
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Lo que lleva a:

dx = pHgZ Sinh(a)XX)-l-ACOSh(a)X(X_(an+bn))

~ E,w, cosh(w, (p,z+b,)) cosh(a, (p,z+b,))

Puesto que:

Pi9 _ asinh(w, (p,z+b,))
El a)x

cosh(w, (p,z+b,))

Finalmente, considérense esfuerzos nulos en la frontera x= p,,z+b, del elemento 2, lo que conduce a:

— pHgZCOSh(wx(me+bm))
 E,@, sinh(@, (p,z +b,,)) cosh(w, (p,z +b,)) - Eyo, sinh(@, (p,2 +b,)) cosh(@, (p,,z+b,))

La solucién de la funcién de y para el caso de fronteras fijas es:

T

@, =sin(w, (y—(a,z +a, )} %= q@ra)

q:qm_qn; a':a'm_a'n
Solamente restaria determinar la ecuacion diferencial resultante para z, que esta dada por:

CZ
D"z + Eaff—i’y ,lz=0, ¢ =|
G (z+a,) " \a

En este caso, el parametro @, se requiere para determinar las condiciones de frontera de la solucién ®@z. La

Figura 4.1.17, presenta los resultados de movimiento horizontal, para diferentes valores de la relacién
EZ/El [

o] i
E,/E, =01
-100— S =
-150— =
E,/E, =05
-2“50 -260 -1‘50 -1‘00 -‘:'10 6 5‘0 160 1%0 260 2\‘50
E,/E =09 .
0] i
-100 =
P
-150 -
—2‘50 —2‘00 —1‘50 —1‘00 —flO 6 5‘0 l(‘JO l%O 260 25‘)0

Figura 4.1.18.- Modelo tridimensional para carga de agua en direccién horizontal
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Para el estudio de asentamientos de la presa Cajon, se presenta en la Figura 4.1.19, la aproximacion de la
geometria de la estructura mediante dos trapecios, tal como se realizé para la presa de Aguamilpa.

Figura 4.1.19.- Modelo de aproximacion a la geometria de la presa de Cajon mediante la configuracion de
dos trapecios

La distribucidon de asentamientos por peso propio que se muestra en la Figura 4.1.20 se obtuvo usando la
geometria de la Figura 4.1.19, al usar una frontera vertical para dos elementos cuya relacion de rigidez a
cortante entre ambos es de G, /G, =0.6 y un valor de Vp=150 m/s y Vs=120 m/s. Se usé un valor de a =0.1.

En esta misma Figura se muestra la distribucién de asentamientos reportada por Marengo y Aguirre, 2007.
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Figura 4.1.20.- Comparacién de asentamientos entre un modelo tedrico de dos elementos separados por
una frontera vertical y la distribuciéon de asentamientos observada por Marengo y Aguirre, 2007 para la
presa de Cajon

Un ajuste mds exacto podria obtenerse pero no se considera de mayor relevancia. Lo que parece claro, es
que las propiedades mecanicas de la presa Cajén muestran ser mayores a las propiedades de los materiales
de Aguamilpa para los mismos modelos estudiados.

Para el problema de desplazamientos verticales debidos a la carga de agua, se tiene también el reporte de
Marengo y Aguirre. La aproximacion con el modelo de dos elementos se presenta en la Figura 4.1.21, aqui
se us6 una relacién de rigideces entre los dos modelos de E,/E, =0.6, para una frontera vertical entre los
dos elementos. El valor de mddulo de Young para el primer elemento fue de 3500 MPa, se uso un modulo
de Poisson de 0.4. Este valor tan alto del mddulo de elasticidad se explica por las caracteristicas del modelo.
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Si se usara el modelo tridimensional que se presenta en la seccion 2.3.4, el médulo de elasticidad requerido

para obtener los desplazamientos de la Figura 4.1.21, seria muy probablemente un orden de magnitud

inferior al que se obtiene de considerar el modelo de la seccidn 2.3.2 como es el caso.
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Figura 4.1.21.- Distribucién de asentamientos para el problema de carga de agua usando un modelo de dos

elementos separados por una frontera vertical

Marengo y Aguirre, 2007.

(lado izquierdo), y las observaciones reportadas por

Para comparar la eldstica que se observa en la losa de concreto de Aguamilpa, contra el modelo

tridimensional de empuje horizontal por carga de agua que se presenta en la seccion 2.3.2, se presenta en la

Figura 4.1.22, el cdlculo de la deformada en la frontera donde se encuentra la carga de agua, contra la

informacion observada en el inclindmetro instalado en la losa.
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Figura 4.1.22.- Ajuste de las mediciones de la losa del inclindmetro 18 de Aguamilpa (arriba) contra el

modelo de movimiento horizontal por empuje de agua de la seccién 2.3.2. El ajuste de abajo corresponde a

la presa El Cajon.
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Note en la Figura 4.1.22, para el caso de Aguamilpa, como el ajuste para la medicién de enero de 1994 es
aproximadamente bueno, en cambid para la medicién de 2008, el ajuste es menor, pero deben tenerse en
consideracion dos aspectos importantes: primero, que no se considera la iteracion entre losa vy
enrocamiento, es decir, la losa genera un momento que no se estd tomando en cuenta; y lo segundo, es que
la losa esta agrietada lo que debe afectar la eldstica que se observa en la realidad. Se dejé este ajuste,
porque se puede ver en la losa la correspondencia en la curvatura para el tramo arriba del agrietamiento
(sefialado con una flecha).

Para el célculo de elastica de enero de 1994 se usaron los siguientes pardmetros: a=600 m, b=15 m, c=70 m,
d=520 m, E=2.9*10° kg/mz, v=-0.49, Fr=0.008. Mientras que para el cdlculo de la elastica de Octubre de
2008, se modificaron los siguientes parametros E=7.5*10° kg/m? y Fr=0.03. Lo que indicaria que se redujo
el modulo de elasticidad y se incremento el esfuerzo en la frontera libre de la estructura. El valor del
modulo de Poisson fue de v=-0.49 en ambos casos. En el caso del inclindmetro 21 de la presa El Cajén,
nuevamente el ajuste es mejor para la medicidén préxima al primer llenado del embalse, y es menos buena
para la medicidon de dos afios después. En este caso la geometria de la presa se ajustd con los siguientes
parametros: a=477 m, b=15 m, c=40 m, d=491 m. Para la medicién de agosto de 2006, se usé: E=9.0*10°
kg/m’, Fr=0.0005; mientras que para la medicién de junio de 2008, se usd: E=8.0*10° kg/m’ Fr=0.006. Es
decir, de manera analoga al caso de Aguamilpa, se redujo el modulo de elasticidad y se incrementé el
esfuerzo en la frontera libre. Nuevamente en la solucién de los casos de El Cajon se usé un mddulo de
Poisson de v=-0.49, para ambos calculos.

Si en realidad la variacion de la elastica de la cara de concreto se puede explicar de esta manera, ello
indicaria que el continuo esta teniendo una redistribucién importante del esfuerzo ante la misma carga. Y es
probable que la causa de esta redistribucién del esfuerzo sea que el material del enrocamiento fluye de
manera importante.

Los analisis de los modelos han mostrado de manera consistente que los mddulos eldsticos son
dependientes del modelo que se utiliza. Asi, para el modelo de la seccidn 2.3.4, los médulos requeridos para
producir una magnitud del desplazamiento en el continuo son menores que los médulos que requiere el
modelo de la seccion 2.3.2 para producir el mismo desplazamiento. Sin embargo, al comparar los resultados
de dos presas sobre un mismo modelo, se obtienen valores mas significativos. En efecto, El Cajon tiene una
rigidez horizontal probablemente 3 veces mas alta que la que tiene Aguamilpa.
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Modelos Dinamicos
4.2 MOVIMIENTOS SISMICOS

La validacion de los movimientos sismicos debiera realizarse también utilizando la informacién de las presas
de cara de concreto, tal como se realizé en el trabajo estdatico, sin embargo, estas estructuras no han sido
objeto de importantes demandas sismicas. No sdélo eso, al revisar los registros sismicos de Aguamilpa, que
son los datos de donde se dispone informacidn, se ha detectado que dichos registros estan influenciados
por una sefial de alta frecuencia que es persistente en toda la informacién disponible, por lo que se toma la
informacidn con reserva. Desafortunadamente, el problema se presenta en los Unicos dos instrumentos
ubicados en la estructura. Uno de los instrumentos se ubica en la corona y el otro, inmerso en el
enrocamiento, dentro de un pozo a 50 m de profundidad de la corona. Los acelerogramas disponibles, son
en general de baja intensidad por lo que, cuando los datos son débiles, la sefial de ruido cobra mayor
relevancia. En la Figura 4.1.23, se muestra un registro en el instrumento de la corona y la informacién
concerniente al ruido. Este sismo es uno de los mas intensos registrados en la estructura (con aceleracién
de 80 cm/sz). Aqui, se puede observar con claridad, la sefial sismica “montada” en la sefial de alta frecuencia
gue muy probablemente sea de tipo eléctrico, y le da un aspecto extrafio al acelerograma.

ESPECTRO DE FOURIER

40 —

100 —

50 —

sefial de ruido en acelerogramas

" \
T

a (cmis?)
°
|
Amplificacion
3
|

50 —|

-100 —|

I I I 0 T T T

0 4000 8000 12000

muestra 1 10 100

F (Hz)

Figura 4.1.23.- Registro de aceleracién agcc9810.281 en la corona centro de Aguamilpa donde se puede
observar la sefial de ruido de alta frecuencia que se presenta en todos los registros del instrumento.

Una de las presas mas relevantes de México construidas a partir de materiales granulares es la presa El
Infiernillo. Esta estructura de 150 m de altura, ha sido sometida a varios terremotos de diferentes
caracteristicas, por lo que ha sido objeto de una importante cantidad de trabajos de investigacién
internacional. No sélo es una estructura que se ha comportado de manera excelente, sino que tiene una
instrumentacién sismica que ha trabajado sin interrupcion desde los afios 60. Para la validacién de los
modelos sismicos que se presentan en este trabajo, se utilizard uno de los registros sismicos de la presa El
Infiernillo. El sismo que se analiza, es un evento que ocurrié en enero de 1997, y tuvo aceleraciones
superiores a 300 cm/s’. La instrumentacion de la estructura se presenta en la Figura 4.1.24, junto con los
registros del sismo estudiado. Los sismos en los puntos E y H deben considerarse datos de campo libre. El
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sismo en la margen derecha (punto D) que corresponde a otro punto de campo libre no fue registrado en

274 cm/s? 323 cm/s?
168 cm/s? +—' \. 396 cm/s?
' 244 cm/s?

' 334 cm/s?
e —
0 100 m
A *—‘

este caso.

*E

Figura 4.1.24.- Distribucién de instrumentos acelerograficos en El Infiernillo. Se muestran los acelerogramas
del terremoto del 11 de enero de 1997; A-Corona Centro, B-Nivel 120, C- Nivel 80, E- Margen lzquierda, F-
Pozo 25 m, G- Pozo 50 m y H- Planta Potabilizadora, en la direccién longitudinal al rio. Los nimeros indican
el valor maximo de aceleracion.

Para observar las comparaciones entre los modelos y los registros de aceleracion se emplearan los modelos
tridimensionales que se indican en la Figura 4.1.25.

x=(pz+b/2)

y=-(qz+a/2)

b Direccién del movimiento

c \b

Direcciéon del movimiento

Figura 4.1.25.- Modelos tridimensionales de dos fuerzas cortantes y una axial, para estudiar el
comportamiento sismico de la presa El Infiernillo

Como en los casos estaticos, se considerara que las fronteras en direccidn X nos son libres, y que por tanto
las deformaciones en esa direccidon, son proporcionales al coseno del dngulo de inclinacién de la frontera 4.
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Las fronteras en direccién Y se consideraran fijas y en direccidn Z, se acepta la frontera fija en la base de la

estructuray libre en la corona.

Bajo estas condiciones, las soluciones son:

cos @ o
OX =—— COS Wy, X ; W, =———
sina, pz+b/2
@a-)z

Dy =c0s @,y ;

La solucién de la funcidn de z, debera resolver de manera general la siguiente ecuacidn diferencial:

2 CZ
q)”Z'i‘ ﬂZ_ Ckx ~— ly . (I)ZIO
(z+by)* (z+4a,)
Donde:
B= Vﬁ Movimiento en direccién Z
P
f= Vﬂ Moviemento en direcciones Xy Y
S
Via, V. (2l -
Ckx: o ’ CIy = .
Vep 2Vpq
V _
C, - P(Ikﬂ, C, = @2 -
Vsp 2q
. V,(21-Drx
Cy = k- Cly =M
p 2Vsq

w0, =——""—
Y 2(qz+al2)

Movimiento en direccion Z
Moviemento en direccion X

Moviemento en direccion Y

La solucién de la funcién de Z, ha sido presentada en el Capitulo 2 para el movimiento en direccion X. La

geometria de Infiernillo fue aproximada mediante dos trapecios simétricos, como se ilustra en la Figura

4.1.26.

a=350m —— |

Figura 4.1.26.- Aproximacion de la geometria de Infiernillo mediante dos trapecios simétricos.

c=7/5m
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De acuerdo al planteamiento, considerar tres modos en cada direccion, implica resolver 27 frecuencias
naturales. Las soluciones que se muestran en la Figura 4.1.27, incluyen estas 27 primeras frecuencias
naturales, a través de las formas modales que generan en la direccién X.

AN AN NN A
%\/N/f\ =/R\/’\/\

Figura 4.1.27.- Modos de la solucidn en direccién X para ¢, =0.1. Los valores de k, | y n corresponden a los

numeros de modo en X, Yy Z respectivamente.

Los espectros de Fourier de los registros disponibles de campo libre del sismo que se presenta en la Figura
4.1.24, se muestran en la Figura 4.1.28.

ESPECTROS DE FOURIER
100 — REGISTROS DE CAMPO LIBRE

MARGEN IZQUIERDA
PLANTA POTABILIZADORA

80 —

AMP. ESPECTRAL
L

0 \ \ \ \ \

0 5 10 15 20 25
FRECUENCIA (Hz)

Figura 4.1.28.- Espectros de Fourier de los registros disponibles de campo libre para el sismo de enero de
1997, disponibles en la presa El Infiernillo
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La Figura 4.1.28 presenta notables diferencias en la sefial de los dos puntos de campo libre, que pueden
atribuirse a diferencias geoldgicas y topograficas en los sitios de medicion.

Si se obtienen las funciones de trasferencia empiricas para los puntos de la estructura al considerar los dos
registros de campo libre, se tienen los resultados que se presentan en la Figura 4.1.29.
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Figura 4.1.29.- Funciones de transferencia empirica en los diferentes puntos de la estructura, a partir de los
dos registros disponibles de campo libre: Margen Izquierda y Planta Potabilizadora

La Figura 4.1.29, indica que las funciones de transferencia de los registros ubicados en los pozos, son menos
sensibles a la influencia de cual sefial se utiliza como sefial de campo libre, mientras que los registros
ubicados en la ladera de la estructura presentan mayores diferencias al considerar los diferentes registros
de campo libre. Es un resultado en cierta medida desconcertante.

Por otro lado, las funciones de transferencia empiricas indican que las respuestas en la estructura pueden
separarse en dos grupos: uno formado por los instrumentos ubicados en el material de arcilla (puntos A, Fy
G), y la respuesta de los instrumentos ubicados en el material de enrocamiento a volteo (puntos B y C). La
Figura 4.1.30, muestra las funciones de transferencia en las tres direcciones del movimiento. Se aclara que
transversal es perpendicular al eje de la cortina, o en otras palabras, paralela a la direcciéon del rio.
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Figura 4.1.30.- Funciones de trasferencia empiricas en Infiernillo para el sismo de enero de 1997, en los
diferentes puntos de la estructura. Los puntos A, F y G se ubican en la arcilla del nucleo, y los puntos By C,
sobre el enrocamiento.

Estas congruencias y diferencias entre los dos grupos de observacion, bien pueden deberse a la diferente
caracteristicas mecdanicas de los materiales, aunque, evidentemente, la posicion en la geometria de la
estructura también es importante.

Puesto que el modelo que se plantea involucra una variedad importante de parametros y cada vez que se
modifica un pardmetro es necesario resolver 27 frecuencias naturales, se realizd el siguiente ensayo que
considera la siguiente simplificacion: se tomdé como sefial de entrada a la estructura la que se obtuvo en el
nivel 80 de la presa; es decir, aquella que se ubica en el contrafuerte que cambia de manera drastica la
geometria de la presa como se ilustra en la Figura 4.1.31. Ello permitid, no solo reducir la incertidumbre que
se tiene en la sefial de campo libre, sino también simplificar la presencia del contrafuerte y en consecuencia
ver el efecto que tiene en la respuesta de la estructura. En esta simplificacion, se acepta que se desprecia el
hecho de que la base del elemento superior que se modela, no es fija, como se plantea en el modelo, y por
tanto, se desprecia movimiento relativo del elemento inferior con el superior (ambos elasticos).

Los resultados de las funciones de trasferencia observadas y calculadas al considerar una subestructura
como la sefialada en la Figura 4.1.31, se presentan en la Figura 4.1.32. Para las estimaciones de la respuesta,
se usaron los siguientes parametros: =350 m, ¢=210 m, b=20 m, d=382 m y valores de Vp=392 m/s y Vs=
560 m/s (Vp/Vs=0.7). Los valores de amortiguamiento usados fueron del 5 % para los puntos Ay F y del 10%
para los puntos B, Cy G. El valor de « para la primer solucién de x fue: ¢, =0.157, @, ya;, cumplen con la
ortogonalidad para la solucién propuesta para X. Los resultados menos semejantes entre observaciones y

calculos, corresponden al punto B, que se ubica sobre material de enrocamiento en el respaldo de la
estructura.
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a=350m ————

k—c=75m~

Nivel 80

Figura 4.1.31.- Reduccion de la estructura El Infiernillo en dos elementos. El elemento superior es estudiado
a partir del registro sismico que se tiene en el Nivel 80, sefialado en la figura con un punto.
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Figura 4.1.32.- Estimaciones de las funciones de trasferencia tedricas, al emplear como sefial de la fuente el

registro del Nivel 80 en la componente transversal.

Usando ahora la geometria que se ilustra en la Figura 4.1.33, con los mismos parametros de Vp=392 m/sy
Vs= 560 m/s y amortiguamientos del 5 % para los puntos A y F y del 10% para los puntos B, Cy G. Y
considerando los mismos valores de « para la solucién del primer modo en direccidn X, es decir: o, =0.157

, la correlacién entre observaciones y calculos, se reduce auin mas, como se ilustra en esta misma Figura

4.1.33



c=75m

Amplificacion

Amplificacion

FUNCIONES DE TRANSFERENCIA EMPIRICAS
PARA EL POZO 25 m

A PARTIR DE MARGEN IZQUIERDA
A PARTIR DE PLANTA POTABILIZADORA

S | T —— CALCULADO

COMPONENTE
TRANSVERSAL

4
F (Hz)

FUNCIONES DE TRANSFERENCIA EMPIRICAS
PARA EL NIVEL 120

10 —
A PARTIR DE MARGEN IZQUIERDA
| A PARTIR DE PLANTA POTABILIZADORA
P CALCULADO
COMPONENTE
A TRANSVERSAL
0 \ \ \
0 4 8 12

FUNCIONES DE TRANSFERENCIA EMPIRICAS
PARA LA CORONA CENTRO

A PARTIR DE MARGEN IZQUIERDA
A PARTIR DE PLANTA POTABILIZADORA

o4 1 ------ CALCULADO

c

© 15

Q

S |

= T g

g ! " COMPONENTE

< 10+ 1 ‘ TRANSVERSAL
\
\

4
F (Hz)

FUNCIONES DE TRANSFERENCIA EMPIRICAS
PARA EL POZO 50 m

A PARTIR DE MARGEN IZQUIERDA

8
1 “ A PARTIR DE PLANTA POTABILIZADORA

------ CALCULADO

COMPONENTE
TRANSVERSAL

h
'
1
1
'
]
'
'
'
{
{
'
'
1
'
'

Amplificacion

4
F (Hz)

FUNCIONES DE TRANSFERENCIA EMPIRICAS
PARA EL NIVEL 80

A PARTIR DE MARGEN IZQUIERDA
B A PARTIR DE PLANTA POTABILIZADORA

L}
I= 4 1
) [
% 'I COMPONENTE
£ 4 ' TRANSVERSAL
= [
£ b ,' Y
< B o 1
[ 'I ! \|
2 - ll H " \"/‘\
1
B A
v 1 | A\ NV -
A \ Aty
A i R RN
0 I I \
0 12

F (Hz)

132

. . . FH) . . . ,
Figura 4.1.33.- Estimaciones de las funciones de trasferencia tedricas, al emplear la geometria de la

estructura como se ilustra en esta misma Figura.

El resultado anterior, sugiere que el contrafuerte juega un papel importante en la dindmica de la estructura.
No sélo eso, sino que las heterogeneidades de los materiales parecen hacer que las respuestas pudieran
tener modos fundamentales diferentes de los instrumentos ubicados en los diferentes materiales, como se
indica con una flecha en la Figura 4.1.30 para los instrumentos ubicados en arcilla y los ubicados en el

enrocamiento.



133

Para estudiar el modelo en la otra direccidn, se presenta en la siguiente Figura las observaciones de las
funciones de transferencia empiricas en la direccién Y
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Figura 4.1.34.- Estimaciones de las funciones de trasferencia tedricas, al emplear la geometria de la

estructura como se ilustra en esta misma Figura.

En la Figura 4.1.34, las funciones de transferencia son ain menos consistentes unas con otras al usar las
diferentes sefales de campo libre disponibles. Estas mayores diferencias bien pueden explicarse como
consecuencia de un mayor efecto topografico que tiene el instrumento ubicado en la margen izquierda, el
cual, como se puede observar en las curvas de nivel de la Figura 4.1.35 (punto E), esta ubicado en un cerro
alargado, cuya extensidon delgada se tiene precisamente en la direccion longitudinal al eje de la estructura.



Figura 4.1.35.- Diferencias entre registros de campo libre

cortina

AMP. ESPECTRAL
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para la componente longitudinal al eje de la

Al considerar estas diferencias, se tomard como sefial de campo libre el punto H que esta menos
influenciado por el efecto topografico del cerro ubicado en la margen izquierda. Se tomd la estructura
completa, con la geometria que se ilustra en la Figura 4.1.26
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Figura 4.1.36.- Comparaciones entre observaciones y cdlculos en la componente longitudinal
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PIRAMIDE INSTRUMENTADA

La zona arqueoldgica de Monte Alban, Oaxaca, cuenta en la actualidad con una serie de instrumentos
sismicos ubicados en sus estructuras piramidales. Estas estructuras fueron danadas por un sismo en 1999 y
a partir de 2004, se inicié un monitoreo sismico por parte del Instituto Nacional de Atropologia e Historia
con el apoyo en la operacién por parte del Instituto de Ingenieria de la UNAM. La instrumentacién es un
acelerdgrafo con cuatro medidores de aceleracién de tres componentes en cuatro puntos de la estructura,
como se muestra en la Figura 4.1.37, donde se presenta ademas una fotografia de la piramide analizada. Las
dimensiones de la estructura se tomaron del plano disponible en esta figura, y fueron las siguientes: a=5.0,
b=12.5, c=17.5 and d=25.0 m (donde a y c son las dimensiones en la cima y base, respectivamente en la
direccion EW; y b y d , son las dimensiones en la direccion NS), h=11.0 m (donde h es la altura de la
piramide). El sismo mds intenso registrado tiene una aceleracién maxima en la estructura de 80 cm/s’, y se
utilizé en el andlisis. De acuerdo con la informacion del personal de la oficina de Instrumentacién Sismica
del Instituto de Ingenieria, el acelerémetro 3 no estd en la base de la estructura sino en un monticulo
cercano a la base. En cualquier caso se tomé la informacién del instrumento 3 como la entrada de la sefial a

la piramide y se compard con las mediciones obtenidas por el instrumento 4.
—> N

alin
i

“ Posicién aproximada del Instru-
H mento 4 en la cima de la piramide
\\

° INSTRUMENTO
SIsMico

Figura 4.1.37.- Instrumentacion sismica en Monte Alban, la fotografia muestra la pirdmide en donde se
ubica el instrumento 4, cuya posicion fue descrita por personal de instrumentacidon del Instituto de
Ingenieria.

Se determinaron las funciones de transferencia empiricas para la piramide en las dos direcciones
horizontales de observacién de los instrumentos, al obtener el cociente espectral entre el acelerograma del
equipo 4 sobre el equipo 3, cuyos resultados se presentan en la Figura 4.1.38. Usando los modelos
tridimensionales del trapecio, se determind la respuesta de esta estructura en las dos direcciones, las
propiedades de los materiales se determinaron por observacién de las funciones de trasferencia empiricas
contra las calculadas. En la misma Figura 4.1.38 se presentan los resultados de los célculos en términos de
las funciones de transferencia y espectros de Fourier. Los pardmetros requeridos por el modelo para las
sefiales calculadas fueron: Vp/Vs=1.7 y Vs= 75 m/s, en direccion Xy Vp/Vs=1.7 y Vs=60 m/s en direccion Y.
Se uso: a,, =0.27y a,, =0.27 en ambas direcciones. El amortiguamiento utilizado en los calculos fue del 10

% en ambas direcciones.
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Figura 4.1.38.- Funciones de transferencia empiricas y calculadas para la pirdmide de Monte Alban vy los
espectros de Fourier, en las direcciones horizontales de la piramide.



137

CAPITULO 5

DISCUSION DE RESULTADOS

En este capitulo se sintetizan los principales resultados de la presente investigacion. Para el lector del
presente trabajo e interesado en este tipo de temas, no es dificil observar que las posibilidades de los
modelos analiticos son amplias. El ingenio aplicado en las soluciones analiticas, podra mostrar que este tipo
de modelos tienen posibilidades simples y robustas en la solucidn de los problemas relacionados con presas.

Es posible observar de manera sencilla el comportamiento del asentamiento en los modelos mds simples
desarrollados aqui. Esto se muestra en la Figura 5.1 donde se presenta el modelo unidimensional en
comparacién con modelos bidimensionales donde se va cerrando el cajéon que confina el continuo
(reduccién del parametro a).
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Figura 5.1.- Asentamiento para el modelo unidimensional y modelos bidimensionales donde se va
reduciendo el pardmetro a (o ancho del cajén confinante). El caso superior de la derecha es el modelo
unidimensional.
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Por otro lado, el modelo bidimensional de la cuiia, comparativamente con el modelo tridimensional, que se
presentan en la Figura 5.2, muestra como se comportan los asentamientos para ambos tipos de modelos

= b/2
2 Xx=(pz+b/2)
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Figura 5.2.- Comparacién del asentamiento para el modelo bidimensional y tridimensional de la cufia.

Como se indico en el capitulo 2, el asentamiento del modelo tridimensional es fuertemente dependiente del
nivel de esfuerzo que exista en las fronteras laterales de la estructura las cuales son superficies libres
durante la construccion. Si el esfuerzo es bajo en estas superficies, el continuo se asentard de manera
uniforme, mientras que el crecimiento de este parametro, o incremento del esfuerzo, no sélo reducira los
asentamientos en las fronteras laterales, sino que éstos serdn mayores en la parte media del continuo. Es
muy probable que el valor del esfuerzo en las fronteras laterales (pardametro « o Fr en los modelos), tenga
que ver con la rigidez horizontal del material del enrocamiento.

Los pardmetros elasticos del continuo, representados por Vp y Vs en las Figuras 5.1 y 5.2, indican que sus
valores en realidad son relativos a la cantidad de variables y fuerzas que se incluyen en el planteamiento del
problema. Dicho en otras palabras, si un modelo es capaz de reproducir aspectos fundamentales del
asentamiento de una presa, se requiere calibrar los valores de sus propiedades mecdanicas con las
observaciones reales. Estos parametros mecanicos no necesariamente son reales, bien podrian aproximarse
a la realidad, sin embargo, se veran afectados por las simplificaciones involucradas en el modelo, por lo que
calibrar propiedades mecanicas de los enrocamientos usando los modelos, debe verse con cautela.

Se realizaron modelos analiticos tridimensionales para el problema de la carga de agua en un costado de la
estructura, al considerar la cara contraria libre de esfuerzo, o bien con la presencia de éste. Los resultados
sugieren que las observaciones experimentales se ajustan mas a la posibilidad de que la cara libre se
encuentre cargada con un esfuerzo, lo que permite obtener curvas en la cara con carga de agua semejantes
a las observadas por los inclindmetros de las losas instrumentadas como se mostré en la Figura 4.1.22 del
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Capitulo 4. Sin embargo, no se hizo inca pie, en este modelo, sobre la influencia del médulo de Poisson y su
efecto en la eldstica de la curva que se genera en la frontera donde existe la carga de agua. La Figura 5.3
presenta los cambios en funcién del médulo de Poisson al conservar todos los demdas pardmetros iguales
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Figura 5.3.- Cambios en la eldstica del lado con carga de agua para diferentes valores del modulo de Poisson
y tres casos del valor de Fr en el lado libre de la estructura. El valor de Fr es 0.01, 0.03 y 0.10 de izquierda a

derecha, respectivamente.

Es importante aclarar que el calculo considera la deformada del continuo y no de la losa de concreto que se
encuentra sobre él. La iteracion entre ambos elementos, que debe influenciar la deformada que se obtiene
en la losa, no se considera en el presente andlisis, aunque algunas valoraciones sobre el prototipo se
realizaron en el capitulo 3.

Uno de los aspectos mas interesantes de las mediciones, es la fluencia que se observa en el
comportamiento de los enrocamientos. En las siguientes graficas se presenta el desplazamiento de
diferentes puntos de las losas instrumentadas en el tiempo.
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Figura 5.4.- Comparacion de los desplazamientos en las losas a largo plazo a diferentes distancias a partir de
la corona (parametro X).

Es claro en la figura anterior que aunque la fluencia del enrocamiento ha alcanzado los 30 cm para la presa
de Aguamilpa (Inclinometro 18), es mas largo el periodo de observacion. Mientras El Cajon tiene
desplazamientos horizontales inferiores a 16 cm, no sabemos realmente cuanto alcanzara en los afios
siguientes (no se dispone de informacidn de 2010, 2011 y 2012). La fluencia es claramente mayor cerca de
la corona de la estructura, para las dos presas. Estos desplazamientos de largo plazo, no deben ser
ignorados y su comportamiento esta intimamente ligado a las fuerzas que se desarrollan en las losas como
se mostré en el capitulo 3.

También, en el Capitulo 2, se desarrollé un modelo tridimensional al considerar las fuerzas horizontales en
las dos direcciones (X e Y), éste modelo muestra que las zonas de tensién y compresion en las juntas de las
losas de la cara de concreto podrian deberse a que se consideran los desplazamientos nulos en las
direcciones X e Y, es decir, los apoyos del cafidn estan empotrados. Asi los resultados del modelo sugieren
que la separacion entre zona de tensidon y compresion se ubicarian en la inflexion de una funcién coseno,
como se muestra en la Figura 5.5. Sin embargo, se considera que este modelo, aunque presenta una
solucidn exacta, bien puede mostrar otro tipo de soluciones menos rigidas en la deformacion en direccién X
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Figura 5.5.- Deformada del movimiento horizontal para un modelo que considera el movimiento en dos
direcciones horizontales. Los puntos indican los puntos de inflexidn de la funcién coseno, que definen los
cambios de concavidad de la curva de deformacién.

Se desarrollaron en detalle modelos unidimensionales y bidimensionales para los problemas dindmicos, sin
embargo, de todos los desarrollos planteados, queda claro que el modelo tridimensional que se presenta en
la seccién 2.6.1, del Capitulo 2, contiene informaciéon mdas completa y que en cierta medida guardan los
modelos simples.

Uno de los aspectos mas relevantes del modelo tridimensional; es, como ocurre con los problemas
estaticos, la presencia de un esfuerzo en las caras libres de la estructura. En los problemas dindmicos, no
considerar la existencia de un esfuerzo en éstas caras, requiere de una solucién de tipo compleja para
resolver el problema de vibracion forzada como se explica en Bravo y Romo, 2010. Ademas, al considerar
esfuerzos no nulos en estas fronteras libres, se generan aceleraciones importantes en la corona de la presa,
lo cual, hace mds congruente la solucidn del problema con la informacidn real observada en presas durante
la accién de los sismos. La Figura 5.6, presenta un ejemplo, en el que se determinaron las aceleraciones
absolutas maximas, asi como los desplazamientos relativos maximos para un sismo Tipo. El sismo utilizado
corresponde a un registro en roca, del sismo de 21 de septiembre de 1985 a una distancia del orden de 80
km a la estacion.

Usando esta informacion, se estudié el movimiento en las direcciones X e Y, de acuerdo a la misma Figura
5.7 y 5.8, con lo que se obtuvieron los valores maximos de aceleracién absoluta y desplazamiento relativo,
gue se presentan. Las propiedades mecanicas utilizadas fueron: Vp=450 m/s y Vs=300 m/s, en direccién X; y
Vp=550 m/s y Vs=350 m/s, en la direccion Y. Con un valor del pardmetro «, , de o, =001z y o, =005z, en las

direcciones X e Y, respectivamente.



142

h=70 m

250

1340 — 1360 —
- 1320 B I _:x a=200 m
€ 1300 B 1320 i
P4 4 h=70m 2 ] I
1 ‘
& 1280 2 i |
o ] 1280 ‘
z ] :
1260 — ] ;
] N it ]
=60
1240 | 1240 : —==0 |
450 -100 50 0 50 100 150 0 50 100 150
DISTANCIA (m) DISTANCIA (m)
150 —
il ESTACION: PAPANOA
100 — SISMO: 850921

COMPONENTE: EW

a (cm/s2)

-150 T T T T 1

o 20 40 60 80 100
t(s)

Figura 5.6.- Geometria de una presa para estudiar las aceleraciones mdaximas y desplazamientos relativos en

una de las caras laterales de la presa, al usar el sismo que se muestra en esta misma figura. Los cdlculos se

realizaron al 5% de amortiguamiento.

Desplazamientos relativos maximos X

Figura 5.7.- Curvas de aceleracién absoluta y desplazamiento relativo, maximo para la superficie de la presa

donde se ubicaria la cara de concreto, cuando el movimiento es perpendicular a esta superficie, se

considera 5% de amortiguamiento. Los valores estan en cm/s’ (arriba) y cm (abajo).
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Figura 5.8.- Curvas de aceleracién absoluta y desplazamiento relativo, maximo para la superficie de la presa
donde se ubicaria la cara de concreto, cuando el movimiento es cortante a esta superficie, se considera 5%
de amortiguamiento. Los valores estan en cm/s’ (arriba) y cm (abajo).

Note en las Figuras 5.7 y 5.8, como los valores maximos de aceleracidon pueden ser cercanos a 1.0 de g.
Estos niveles de aceleracién han sido observados en estructuras de este tipo y sus efectos parecen estar
relacionados mas al asentamiento de la presa, que a la posible inestabilidad de los taludes laterales. El
hecho es que una presa de enrocamiento es toda de material granular susceptible de asentarse; por otra
parte, su forma de cuiia genera aceleraciones importantes en todo el continuo como lo indica claramente la
distribucidn de aceleraciones mdaximas. Finalmente, un sismo genera el movimiento de manera simultanea
sobre todo el enrocamiento y no de manera puntual como lo realiza una maquina durante el proceso
constructivo. La presa de Xipingpu en China, como ya se dijo, tuvo aceleraciones medidas de 2 g en la
corona de la presa por el sismo de Wenchuan de 2008. Aun ante el tamafio de las aceleraciones, uno de los
principales efectos fue el asentamiento de la estructura (préoximo a 75 cm), mientras que no hubo
problemas por estabilidad en los taludes laterales (Zeping, 2008). Este es s6lo un ejemplo, pero existen mas
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y al parecer los mecanismos de falla por estabilidad de los taludes de las estructuras de enrocamiento,
requieren de una mayor investigacién. Es probable incluso, que los enrocamientos sean mas seguros en
cuanto a estabilidad, después de las acciones sismicas. La evidencia tedrica y experimental asi lo sugiere;
aunque, se reitera, se requiere mayor investigacion. Lo anterior, tampoco quiere decir que el asentamiento
y los movimientos en los taludes laterales, no pudieran afectar la funcionalidad de la cara de concreto; de
hecho, la presa Xipingpu sufrié dafios por estos efectos, como ya se indicé en el Capitulo 1.

Finalmente, se estudié el contacto losa-enrocamiento en los datos de las presas de Aguamilpa y El Cajon,
con lo que se obtuvieron algunos resultados interesantes. Uno de ellos sugiere que la fuerza de fricciéon en
el enrocamiento con la losa para la presa de Aguamilpa debe ser superior a 0.1 veces la fuerza normal. Se
determind ademas que muy probablemente las losas se estén estirando por el empuje del agua,
particularmente si en ellas se sigue un proceso constructivo que incrementa de manera notable la
restriccion a los deslizamientos en el contacto losa enrocamiento como se muestra esquematicamente en la
Figura 5.9. La inspeccion de los datos de inclindmetros en la presa del Cajén, sugieren que las losas se
estiran si el contacto losa-enrocamiento no experimenta deslizamiento. Los cdlculos realizados en este
sentido, en el Capitulo 3, indican que los armados que se tienen en esta estructura permiten superar la
resistencia que impone la friccion en este contacto, sin que se llegue al agrietamiento. Si se revisa la parte
final del capitulo 3, no se pudo calcular el valor de la fuerza de friccién porque se desconoce el area de
deslizamiento de las losas y porque después del llenado, no es posible despreciar la friccién que existe en
los cantos de losas continuas que se encuentran a compresién. Conocer el valor que se genera en los
contactos laterales entre losas es un dato muy importante para entender las fuerzas que se generan en esta
parte de la estructura, esto se podria lograr posiblemente colocando celdas de presién en estos limites.

Figura 5.9.- Detalle del proceso constructivo en las losas de Aguamilpa (izquierda) y El Cajon (derecha).
Pareciera mas seguro y mejor el mecanismo del lado derecho, sin contar con la ayuda que puede brindar al
proceso constructivo de las losas; sin embargo, existe informacion que sugiere que las losas se tensan al
incrementar la friccion en el contacto losa-enrocamiento. Para problemas de flexidn incrementar la friccién
de este contacto lleva el eje neutro hacia la cara del enrocamiento.



145

CAPITULO 6

CONCLUSIONES
Las principales conclusiones de la presente investigacidn son las siguientes:

De acuerdo a los modelos presentados en este trabajo, es erréneo suponer esfuerzos nulos en las
superficies laterales libres inclinadas de un terraplén, al usar elementos diferenciales con caras verticales. La
forma en que puede asentarse un terraplén depende fuertemente del esfuerzo que exista en estas caras
laterales. Los modelos estaticos presentados, sugieren que cuando el esfuerzo es alto en estas cara
laterales, el terraplén se asentara de manera uniforme, si en cambio, este esfuerzo es bajo y tiende a cero el
asentamiento principal serda mds importante hacia la parte media del continuo y en las caras laterales se
generardn movimientos en sentido contrario a la fuerza de gravedad. Por otro lado los problemas dindmicos
indican que la existencia de este esfuerzo genera movimientos sismicos importantes en la corona de la
estructura. La existencia de esfuerzos en estas caras laterales no implica perder la ortogonalidad de las
formas modales que es requisito indispensable para resolver un problema de vibracién forzada.

Las observaciones experimentales en las losas de concreto de las presas de Aguamilpa, sugieren que la
fuerza de friccién en el contacto losa-enrocamiento debe ser superior a 0.1 el peso de la losa durante el
proceso constructivo. Las observaciones experimentales de la presa El Cajén sugieren que las losas se
estiran por el llenado del embalse y el comportamiento ductil del enrocamiento. No se detectd que este
estiramiento de las losas fuese generador de agrietamientos.

Se estudié el comportamiento dindmico de la presa El Infiernillo, encontrandose que es una estructura de
movimiento complejo; se considera que incluir la presencia del agua en los modelos dindmicos puede
ayudar a mejorar los resultados. Se observé también el comportamiento del modelo tridimensional para
una pirdmide instrumentada en la zona arqueoldgica de Monte Alban. Los resultados en este caso fueron
mejores y reproducen los diferentes modos de la estructura aunque con diferente amplificacién a las
observadas. Se uso un solo valor de amortiguamiento en el estudio comparativo.

Un modelo tridimensional estatico estudiado en este trabajo, indica que la separacién entre la zona de
tensién y compresion en la cara de concreto, se encuentra en los puntos de inflexién de una funcién coseno,
como ya ha sido anotado en la discusiéon de resultados.

Los resultados dindmicos de los modelos estudiados en este trabajo indican que toda la cufia puede
experimentar importantes aceleraciones. Algunas formas modales llevan el movimiento hacia arriba y otros
hacia abajo. En este sentido, se considera que los enrocamientos, al ser susceptibles de asentamiento en
toda su masa, tenderdn a asentarse mas que a generar superficies laterales de falla. Esta conclusion es
resultado de las observaciones experimentales y tedricas presentadas, aunque como ya se ha mencionado,
debe realizarse una mayor investigacion en este sentido.
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APENDICE 2.1.1

El problema unidimensional de la variacidon de la rigidez en funcidon de la profundidad, propone una
variacion de la funcién de la siguiente forma:

E= (A+ B(z+h,)+C(z ero)z)E0

0.2
0.4 —
o
Woe 2

m

0.8 —

z/h
Funcién de variacién de la rigidez en funcidn de la profundidad de Z

La funcién propuesta permite definir tres puntos de la curva. Estos tres puntos deberan cumplir con las

siguientes igualdades:
A+B(h+Db,)+C(h+b,)* =1
A+B(h+b)+C(h+b)> =4
A+Bb, +Cl =«

De las expresiones anteriores se deduce que:

h = E/Eo=1
h = E/Eo=p
0 = E/Eo=a

z
z
z

Al resolver el sistema de ecuaciones planteado, se llega a lo siguiente:

C — ﬂ .

o 1=/ _BUh+2b,).
7hZ’ h 7/h2

s

1-p_pOh+2b) ) B
h 7h2 bO 7hZ bo
Las fuerzas involucradas en el problema son:

2

Fi = 2E %“(pz +b/2), | =-2p(pz +b/2)dzzTg; pero:
zZ

E=Ey(A+(z+by)B+(z+by)°C)= Fi=2Ep(Az+by)+(z+b,)*B+(z +b0)3c)‘3T“
zZ
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Si: @dz:l
oz
2 2
- UAa+bQ+Ba+b@2+a+b@%jzf4{A+2Ba+b0+3cc+bﬁﬁg“J=_j;a+b@zé‘Mwloquea
zZ zZ
p

usar el método de separacién de variables, la funcién de t queda como en los casos anteriores, mientras que

la funcién de z a resolver es la siguiente:

2
(A(z +b,) +B(z+b,)* +C(z +b0)3)CD”z +(A+ 2B(z +b,) +3C(z +b0)2)<I>’z +\%(z +b,)®z =0

p

Una solucion de la ecuacién diferencial anterior, es trasladar z al punto z=u-b,

2
(Au+BU? +Cu®)®"u + (A + 2Bu + 3Cu?)d'u + 2 _udu =0 (2.1.1)
VZ

p

Mediante el método de Frobenius, se supone una solucidn de la forma:

du=Yau"; du=Ya N+ Ou=3a (n+A)(n+A-Du"?
n=0 n=0
Lo que lleva a la siguiente ecuacion

2
A(n+A)’au™? +B(n+A)(n+A+Dau™ " +(Ch+A)(N+A+2)+ \%)anu"M =0 (2.1.2)

p
Para n=0, el término correspondiente al exponente u*?, lleva a la siguiente ecuacidn inicial:
Alau*?=0 =21,=0

Si se sustituye uno de los valores 4, =0 en (2.1.2), se tiene la siguiente ecuacion de recurrencia:

__Bn(n-Da,, +(Cn(n-2)+pa,, . B = o
" An? ’ V2
La primera solucion es
D, =Yau" (2.1.3)
n=0

La segunda solucidn puede ser obtenida mediante la siguiente expresién

D, :®ullnu+uibnu” (2.1.4)
n=0
Por lo que
’ ’ (I),l < n-1
o, :®u1|nU+T“+Z”an (2.1.5)
n=1

o, = inu+22u - Pu S g (2.1.6)
u u n=1



Al sustituir (2.1.4), (2.1.5) y (2.1.6) en (2.1.1), lleva a:

2(A+ Bu+Cu2(qL;1+®gj+(S+ 2(:]@“1 +(uﬁ+ 28+3Cuj®'2 +4°0,=0
Donde:

o, :ibnu"; o, :gnbnu“‘l; o) :gn(n—l)bnu“‘2

Después de un proceso algebraico, se llega a:

__2nAa, +B(2n-Da , +nB(n-1b,, +2(n-1)Ca, , +(nC(n-2) + pb. .,

b
" n?A

a,=b, =0, para n<0

Sin embargo, se observd que diferentes casos de esta solucién no convergen de manera sencilla para
algunos casos de funciones de rigidez, por lo que esta alternativa de solucién es sélo una posibilidad.
Deberan plantearse otras. A continuacion se plantea otro procedimiento que podria utilizarse:

De la ecuacién 2.1.1, supdngase que la solucidon @ues el producto de dos funciones:

du=pg = Du=pg+pg = D'u=p'q+2p'q+pq" al sustituir en (2.1.1), la ecuaciéon se puede rescribir de la
siguiente manera:

((Au+Bu? +Cu®)q) p" + (2(Au+Bu? +Cu®)q’ + (A+ 2Bu+3Cu?)q) p’ + ((Au+Bu® + Cu®)q" + (A+ 2Bu+3Cu?)q’ + S2uq) p =0

Sila funcién q, se define como la primera solucién determinada en el caso anterior:q= Y au"
n=0

_Bn(n-Da,, +(Cn(n-2)+p%a,,

2
@
Con: a, = > ; B?=_5,loquerestaesresolver:
An A
, (29 A+2Bu+3cu? ),
p"+ 1P =0
g Au+Bu“+Cu

Entonces:
—| R(u)d
p'=e [r@ ‘ic

Donde:

' 2
R(U) = Zi+ A+28u2+3Cu3
qg Au+Bu“+Cu

La solucidn seria entonces:

p :je_IR(u)dudu+Cu +D

150
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En esta solucion que se plantea, se podria integrar numéricamente la funcidon R(u), lo cual no induce errores

importantes.
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APENDICE 2.2.1

Solucién de la ecuacién diferencial

o®  Cg
VZ (2t

}pz:o; cz = s (2.2.1)
pV,

(z+8)P"2+D'z+(z +a0)(

Sea la siguiente transformacién:
@z =(z+by)*¥z para b, >0
Oz =(—z—-b,)* Pz para b, <0

Con lo que la ecuacién (2.2.1), se transforma en la siguiente ecuacién

2

¥z + 2a + ! Yz + w—er Yz=0 (2.2.3)
z+b, z+a, Ve (z+a,)(z+hy)

1+.1+4C?
Con dos posibles valores del valor de o = H

Siempre es posible trasladar z a un punto donde se tenga convergencia de la solucidn

Z=U+y

2a 1 wZ o
P+ + wur @ % Nu=0; a, =a+y b, =h+ 224
(“J“bw u+aoJ {VS (u+a0,)(u+bo,)J o =%tsi By =hry (224)

Al suponer una solucién en series de Frobenius de la forma

Yu=>au*"
n=0

Los valores de A para resolver (2.2.4) son 4, , = 0,1con las siguientes dos soluciones

APENDICE 2.3.1
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La ecuacion diferencial de la variable z es

" 2 Clj Ckzx . 2-DHr a . 2 o’
_ _ _0:C - Co=%. g @ 2.3.1
® “(ﬂ Cra)e (an)y )T T g STy V2 (2.3.1)

Para resolver (2.3.1), se propone la siguiente transformacion

(z+a)"(z+b))¥z if a,>0 and b,>0
. (-z-4a,)"(z+b,)’¥z if a,<0 and b, >0

(z+a,)"(-z—-b))"¥z if a,>0 and b, <0

(-z-a,)"(-z—-b,)¥z if a,<0 and b <0

Para el caso especifico de la cufia se tiene que: a, <0, y b, >0, que transforma la ecuacion (2.3.1) en

w2 L T gy ,BHL‘PZ:O (2.3.2)
z+b, z+4, (z+by)(z+3,)

. 1+.1+4C? 1+./1+4C?
Donde yy 5 pueden tener dos posibles valores: y === 5 L — 5 Y

Ahora, es posible trasladar z a un punto donde se pueda tener convergencia de la solucién tal que z=v—«

2
vor2 L Ty T £/ B T} —a -« b _=b — 2.3.3
ot [u+boK+u+aok.] U+(ﬂ+(u+bok)(v+aw) OTT B TR T B =T (233)

La solucién en series de Frobenius de la ecuacién (2.3.3) es

You= A(c0 + icnu“}r Bidnu"
n=2

n=1

_ (n=D(g,(n-2)+hy)c,, +(n—=2)(n—-3)+g,) +iy)C, , + ﬁzeocnfz + ﬁzcn% .
B f,n(n—1) ’

C

n

¢, =1 ¢=0 n>2

g - (=D (n—2)+h)d,, +((N=2)((N=3) + o) +is)d, , + f&d, s + d, s .

 d,=0; d, =1 n>1
n fn(n-1) 0 i=L n>

c,=d, =0 cuando n<0

n

& =a, +b; fo=a,by; 9=2m+y); h =20, +78,); iUZﬂZaOKbOK‘_'_ZW
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APENDICE 2.3.2

La ecuacidn diferencial de la variable Z es

2

C _ 2
7+ - 2 |®d2=0; C,y:(2I 1)7[; z2=E®
(z+3,) 2q G

(2.3.2)

Si se realiza el siguiente cambio de variable: z=v-a, si a,>0; 0, z=-v-a,si a,<0. La ecuacién (2.3.2),
puede ser transformada en

2
<I>f§+[/12 —CZ}D,, =0 (2.3.3)
19

A partir del método de Frobenius se tiene:

@, = ASc,o™ +BY d, 0" (2.3.4)

n=0 n=0

;od : =
" G (n+x)n+x-)-C;" " G (n+r)n+x,-)-Co~ *° 2




Apéndice 2.3.4

_ 2 L G(os 2 2y _ 2_8%E 2.5 2 2 2 sy G ss G
s1E0f +G(-S05 +5305) =0 = of = % +§wy (U) seEw} +G(-ss05 —5402)=0 = ?= SiEmf +SiEw§ (W)
Sist Ec. X Y z 2 lgualdad 2 (2 lgualdad 2 2 lgualdad 2, »?
Ref | u s s, s ®; D1 @y oy, 0; 8 o}, 0’
w S Ss Sg
A u + - - -E0} G +0} E G) ., G) , 1 G)., (E_G), of =}
A cef e | emleTE
w + - - ~GafIE+Gwl/E
A u - - - 2 2
Ewy /G 2 _ 2
ey [%7 %]a)f = [—1— E}of (—l+ %]wf = (g— %wa O =@
A w + - ¢ Go}IE-GwlIE E
A u + - - 2 2
~Eay/G+a E G G G E G
A Ty (6+E ? :[1+ij§ [17E 2 :—[G ijf [1—%}03 :[—1—%}03
w + - + Gwl IE-Gwi|E
A u - - - 2 2
Ewy/G E
BTy [EJr ijf = [—1+ E](uf [l+ %Jw§ = (g+ %)wf (1+ E}Uf = [—1+ gjwf
A w * - 2 —GoRIE+Gof/E E E E E
B u + + + 2 2
Ewg/G+ E G G E G
_ arlC oy [E’E 02 :[—l+%jw§ [1-ij§ :(E—E]wf [172}03 :[71+ %}.,
w - - - Gof/E+Gwf/E
B u - + + 2 2
-Eox IG E G
wf 1G+oy [E, 7}05 - [1+ E}UYZ [1+ %]a)f = [— g+ E]a)f (1+ ijf = [—1— 9}03
B w - - + ~Ga?IE-GaR/E E E E E E
B u + + + 2 2
Ew} /G E G G
o5 1G+oy [E+ 7]50: = 7(1+ 7](,)3 [71+ E}uz = [g+ %sz (,1+ ijx = [717 EJ,UZZ
B | w - - & ~GoZIE-Ga}/E E E E
B u - + + E02 |G+l
] [E+ Eja)f = (1— E]wf [l+ %]w§ = (g+ %]wf (1+ Ejmf = (1— ]wf
B w - - - Go}IE+Ga}IE ® B E E
C u + - + ) G E
x o (E—E (uf :[1—9}05 (—1+Ej(f —(E—%}f [71+E}03 :[179},,3
c w - + - Gw}/E-Gal/E G E E E E
C u - - + 2 2
—Ewg /G- E G G
T (77 —wa = —(1+ 9)(05 (—l— 7]0)5 :( E ijf (—1— ijf = (1+ E}of
¢ w - + + ~Ga}/E +GallE G E E E G E E 2
C u + - + 2 2
Ewg /G- E G G E G
c KT [aJr E]wf = (l+ %]w§ [1, 5 w§ = [aJr E)wf (1— %jmf = (1+ %}wf
w - * 4 ~GoZ/E+Gwl/E
c u o - + -EallG-ol
ETy E.G ? = 214802 | (148 )2 -[-E & w? 14802 =[1-8 02
C w - + 2 G E E)” E)” G E E)” E)"
- Gof/E-GuwlIE
D u + + - 2 2
~Eo?/G- E 2 _ o2
xETy (6—% ! :(—1+ 9](05 (1—% o’ :(—ngfjwlz O =@
b w * * - ~GoRIE-GoR/E
D u - + - Ewl/G—w? E G G E _
g e e S ORI
w * + ¢ G} IE+GalIE
D u + + - 2 2
—Ewg /G- E G G
BTy [—— —]wf —(1+ 9)(05 (—14— 7}05 = [— E_ 9]0)1 [—1+ E}of = [1+ 9](012
b w + + + ~Gal/E+Ga}lE G E E E G E E E
3
D u = + - 2 2
Ewf /G- E G G E
S [a+ E]wf = [l— Ejmy (—l— —Jmf = [a+ %J(uf (—1— ijf = (l— ijf
bW * * - ~GoRIE-Ga}/E E E E
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Apéndice 2.3.5

Se tomara el caso de un elemento tipo viga que puede deformarse en flexidn, al considerar el peso propio
como una fuerza externa actuando en una cara del continuo. Note que en el planteamiento presentado,
podria haberse resuelto el problema de peso propio, a través de la inercia como ya se ha planteado en otros
problemas, sin embargo, para este problema interesa mas el comportamiento del elemento ante la accidn
de fuerzas externas como se vera posteriormente.

Zh# X

2a
Figura 2.3.1.- Modelo de un elemento prismatico con los bordes fijos en los extremos

Al trabajar con las condiciones de frontera del problema.
u = O'xPzPy + U,
W = OXD'zDY + W,

Si las fronteras: x=-a, x=a son fijas para el movimiento en direccién u; entonces:

Lo que implica que ®'x = fX =0 en estos puntos, es decir:

—Asinw,a+Bcoswa=0

Asinm,a+Bcoswa=0

Como la frontera x=#a también es fija para el movimiento w, se requiere cumplir con:
W _,, =0 = ®x=0 en x=za

Acosw,a—Bsinma+C=0

Acosw,a+Bsinw,a+C =0

Para resolver las cuatro condiciones de frontera anteriores, se tiene que si B=0, entonces w, =z/a, y
C=A

Ox = Alcosw,x+1), o, =

o N

D'x =-Aw, Sinw,X

Para la funcidn de y se considerara que la solucién es simétrica

@y = Acos o, y
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Se trabaja ahora con la funcién de z:

@&z = Acoshw,z+ Bsinhw,z+C

Considérese el caso general en el que las dos caras perpendiculares al eje z estén cargadas y luego hagamos
una de las fuerzas nulas para resolver el problema actual y, al mismo tiempo, tener una solucién general
gue serd usada posteriormente en otro problema presentado en este trabajo. Sea:

E%"Z‘La —~ E®"7=PB (z=h)

E;ﬂ:P2 = E®"z=P, (z=-h)
z

Se puede mostrar que:

P,sinh, (z +h)— P, sinhw,(z—h))

az = L}
Ew; sinh2w,h

c (2.3)

Si P, =0, entonces:

D7 = -P, sthwz(z —-h) L
Ew; sinh2m,h

La expresidn anterior cumple con las condiciones de frontera que requiere w en su movimiento axial.

Si aceptamos ademas, que para un material homogéneo el eje neutro se encuentra en z=0:

U, =0 = @z=_RSMheh o 4 o PRsithoh
- Ew] sinh2w,h Ew?sinh2w,h

Donde se tienen tres opciones para o, :

g 2
2 2. 2 _ E 2. 2 _ E 2

W, =y, O, = G %0 @ = oY
1-— 1+ =
e )

Resultard interesante comparar las deflexiones w, del modelo resuelto en este trabajo con la teoria de
4

P . Lo . .
=—1, integrando y tomando las siguientes condiciones de

flexidn. Se sabe de la teoria de flexién que: i El

dw
frontera: —

=0, \N|x:+a =0, que corresponden al caso de extremos fijos en x=#a, se puede deducir la

X=ta

siguiente expresion:

W= P1 (XZ _a2)2
24El

Que indicaria las deflexiones para la carga P1. El conocimiento del movimiento w podria obedecer a una
observacién experimental como se presentard posteriormente.
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Asumamos en el ejemplo que se presenta a continuacién que el elemento tiene un espesor de 0.2 m
(h=0.1), por 5 metros de largo (a=2.5) y un ancho de 3 metros. El médulo de elasticidad considerado es
E=2.1*1075 kg/cm’ y un peso volumétrico del concreto de 2400 kg /m>. La siguiente figura presenta la
eldstica exagerada del elemento para el modelo propuesto en comparacion con el modelo de flexion. Las
deflexiones que se presentan en linea negra corresponden a la solucién del modelo tridimensional, mientras
gue la elastica en lineas grises corresponde a la teoria de flexidn. Las comparaciones se presentan para tres
valores del mddulo de Poisson. La aproximacién de la teoria de flexion con el modelo de este trabajo, se
aproximan solo cuando el médulo de Poissén es negativo y préximo a su valor limite de -0.5.

0.15 — Poisson= -0.4922
0.1 —
— 0.05 —
E o]
™ -0.05 —
0.1 —
-0.15 | | | | | |
-3 -2 -1 0 1 2 3
x (m)
0.15 — Poisson= -0.485
0.1
— 0.05 —
E o
™ -0.05 —
-0.1 —
-0.15 | | | | | |
-3 -2 -1 0 1 2 3
x (m)
0.15 — Poisson= -0.495
0.1 —
— 0.05 —| — —
E  o- — =
N .0.05 — —
0.1 — —
-0.15 ‘ \ ‘ \/‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3
x (m)

Figura 2.3.2.- Elastica del modelo tridimensional de una losa en comparacion con la teoria de flexiéon para un
elemento de 0.2 m de espesor.

Si consideramos que el peralte del mismo elemento es de 2 m en lugar de 20 cm, la elastica de los dos

modelos es la que se muestra en la Figura 2.3.3
Poisson= -0.45

e o 1

[

o
o

O
o

N

(m)
o
by

1
=
a P

\ \ \ \
-3 -2 -1 0 1 2 3
X (m)

Figura 2.3.3.- Elastica del modelo tridimensional de una losa en comparacion con la teoria de flexion para un
elemento de 2 m de espesor.
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Algo muy evidente es el crecimiento de la deformacién angular, o la mayor variacién del movimiento en

direccion u, en relacién al movimiento w, para el elemento de mayor peralte, lo cual es congruente con la
evidencia fisica. Si se incrementa el mddulo de Poisson el desarrollo de los
notablemente mayor. Los valores numéricos de los desplazamientos se presentan en la Figura 2.3.4.

0 —

-0.0002 —
g -
=
S -0.0004 — v =-0.4922
8 |
% Teoria de Flexion
8 -0.0006 —|
Qo
2
j<8J
g i

-0.0008 — v =-0.495

Calculado en z=-h h=0.1
-0.001 \ \ \ \ ]
3 2 1 0 1 2 3
X (m)
Calculado en z=h
Calculado en z=-h
0 —
-4E-005 —

Desplazamiento w (m)
&
m
o
S
a
|

-0.00012 —|

-0.00016

-3 -2 -1

Desplazamiento u (m)

Desplazamiento u (m)

movimientos u y w es

8E-005 —
v =-0.495
4E-005 —
0
-4E-005 —
Calculado en z=-h h=0.1
-8E-005 : T T T [ —
-3 2 1 0 1 2 3
x (m)
Calculado en z=h
0.00012 —
Calculado en z=-h
8E-005 —|
4E-005 —|
0 — ‘
-4E-005 — ' \
-8E-005 —|
v=-0.48 bh=
-0.00012 \ I I o
-3 2 -1 0 1 2 3
x (m)

Figura 2.3.4.- Valores de desplazamiento para el modelo tridimensional de la losa.



NOMENCLATURA BASICA

u - Movimiento en direccidén X 6 también desplazamiento en la interfaz losa-enrocamiento

v- Movimiento en direccion Y

w - Movimiento en direccién Z

@x - Funcidn dependiente de la variable espacial X
@'x - Primera derivada de ®xcon respecto a X
@y - Funcidn dependiente de la variable espacial Y
@'y - Primera derivada de ®y con respectoaY

@z - Funcidn dependiente de la variable espacial Z
@'z - Primera derivada de ®z con respectoaZ

@t - Funcidn dependiente del tiempo

@'t - Primera derivada de @t con respecto a't

oy - Frecuencia natural de X

wy - Frecuencia natural de Y

o, - Frecuencia natural de Z

- Frecuencia natural de t

Cyx - Constante que depende de la frecuencia natural de x

Cjy - Constante que depende de la frecuencia natural dey

a - parametro que depende del nivel de deformacidn en la frontera de x
a- largo en la corona de una presa formada por trapecios

b - ancho en la corona de una presa formada por trapecios

c-largo en la base de una presa formada por trapecios

d - ancho en la base de una presa formada por trapecios

h - altura de una presa

p= d=b_ pendiente del trapecio en direccién X
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g= CZT pendiente del trapecio en direccidon Y

a
= _—- Constante
2l 2p

by = b Constante
2q

Px - Esfuerzo axial en direccion X

Py - Esfuerzo axial en direccion Y

Pz - Esfuerzo axial en direccién Z

Sxz - Esfuerzo cortante en direccidn X en caras paralelas al plano XY
Syz - Esfuerzo cortante en direccidn Y en caras paralelas al plano XY
Szx - Esfuerzo cortante en direccidn Z en caras paralelas al plano YZ
Szy - Esfuerzo cortante en direccion Z en caras paralelas al plano XZ
Sxy - Esfuerzo cortante en direccion X en caras paralelas al plano XZ
Syx - Esfuerzo cortante en direccidn Y en caras paralelas al plano YZ
Ix - Inercia en direccidn X

ly - Inercia en direccidon Y

Iz - Inercia en direccién Z

E - Mddulo de rigidez axial

G - Mddulo de rigidez a cortante

p - Densidad del material

Vp - Velocidad de ondas de compresion

Vs - Velocidad de ondas de corte

AM - Factor de amplificacion modal

Fr - Esfuerzo de rigidez a friccion en la interfaz losa enrocamiento

Fr - Escalar adimensional de esfuerzo en la frontera libre
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