centro de educacion continua

divisidén de estudlos superiores

facultad de ingenieria, unam

A LOS ASISTENTES & LOS CURSOS DEL CENTRO DE ERUCACION,
CONTINUA

~a& autoridades de la Facultad de Ingeniaxia, por conducto d=l Jere del
Centro de Educacién Continua, otorgan una constancia de asistencia a -
guienes cumplan con los requisitos establecidos para cada cursc. Las
personas que deseen que aparezca su titulo profesional precediendo a -
su nombre en la constancia, deberdn entregar copia del mismo ¢ de su -
cédula a més. tardar el SEGUMDO DIA de clases, en las oficinas del Centro
con la seniorita encargada de inscripciones.

El control de asistencia se llevar& a cabo a iravés de la persona encar
gada de entregar las notas del curso. Las inaSistencias serd@n computa-
das por las autoridades del ' Centro, con el fin de entregarle ccnstancia
solamente a los alumnos que tengan un minimo del 80% de asistencia.

Se recomienda a los asistentes participar activamente con sus ‘ideas vy
experiencias, pues los cursos que ofrece el Centro estén planeados para
que los profesores expongan una tesis, pero sobre todo, para que coprdi
nen las oplnlones de todos los interesados constituyendo verdaderos se-
minarios.

Es muy importante que todos los asistentes llenen y entregen su hoja -
de inscripcifn al inicio del curso. Las personas comisionadas por al-
guna institucién deberén pasar a inscribirse: en las oficinas del Centro
en la misma forma que los dem&s asistentes, entregando el sficio respec
tivo.

Con objeto de mejorar los servicios que el Centro de Educacién Contiava
ofrece, al final del curso se har8 una evaluacién a trdves de, un cues--

tionario disefiado para’emitir juicios andnimcs por parte de los asisten
tes. .
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UNIVERSIDAD NACICNAL AUTONOMA DE MEXICO
FACULTAD DE IINGENIERIA
DIVISION DE ESTUDIOS SUPERIORES
CEMTRO DE EDUCACION CONTINUA
DIRECTORIO GENERAL

REGISTRC DE ASTSTENTES Y PROFESORES.

NOMBRE DEL CURSO: FOLIO CLAVE ASOC(
I 6 7
. _ .
1 3 |
8 13 14 NOMBRE(S) APELLIDO PATERNO APELLIDO MATERNO 41
REG. FED. CAUS. | CED. PROF,
47 51 52 58
TEL. PARTICULAR TEL. OFICINA EXTENSION T
59 85 66 72 73 76
MARQUE CON UNA CRUZ
—
ASISTENTE D PROFESOR [-_J D :
77 80
!
8 DOMICILIO PARTICULAR ( CALLE. NUUMERO Y No. INTERIOR ) 4
[ | Z.p.
42 COLONIA ' 71 72 73
ESTADO 74 75
TITULO PROFESIONAL 76 77 ESPECIALIDAD 78 79 80
8 DOMICIUO DE OFICINA ( CALLE, NUMERO Y No. INTERIOR) 41
! |
{ .‘ Z.P.
42 COLONIA 71 7273
[
ESTADO 7475
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10, X, 77. 'edcs.

INGENIERIA DE SISTEMAS Y APLICACIONES ' v
(Del 4 al 26 de noviembre de 1977)

Tema
EL ENFOQUE DE SISTEMAS
JERARQUIZACION
PROCESAMIENTO DE INFORMACION
MODELADO
SIMUL ACION
EVALUACION DE PROYECTOS
OPTIMIZACION
OPTIMIZACION
APLICACIONES
APLICACIONES
TEORIA DE DECISIONES

Profesor
M. EN C, LUIS P, M. GRIJALVA
M. EN C. MARCIAL PORTILLA ROBERTSdN
M. EN C. MARCIAL PORTILLA ROBERTSON
M. EN C. MAURICIO MIER
M. EN C. MAURICIO MIER
DR. VICTOR GEREZ GREISER
M. EN C. VERONICA CZITROM

DR. VICTOR GEREZ GREISER
DR. VICTOR GEREZ GREISER

DR. JESUS ACOSTA FLORES
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DIRECTORIO DE PROFESORES DEL CURSO

INGENIERIA DE SISTEMAS Y APLICACIONES

DR. JESUS ACOSTAFLORES

Asesor del C. Director de la

Direccidn General de Ingenieria de Sistemas
S.A.H.O.P,

Av. Universidad s/n

México 12, D.F,

Tel.: 590. 30.85

DR. VICTOR GEREZ GREISER
Profesor Titular

Ingenieria Mecénica y Eléctrica
Facultad de Ingenierfa -

UNAM

Tel.: 550.52.15 E. 3746

M. EN C. VERONICA CZITROM
Profesora de Matematicas
DESFI, UNAM

Tel.: 548.09.50

M. EN C. LUIS PABLO MANUEL GRIJALVA LOPEZ
Jefe de la Seccién de Ingenieria de Control

Seccidn de Ingenieria Mecdnica y Eléctrica
Facultad de Ingenieria, UNAM

Tel.: 550.52.15 E. 3731

M. EN C. MAURICIO MIER MUTH
Investigador

Divisidon de Sistemas de Potencia
Shakespeare 6-3°

Meéxico 5, D.F.

Tel.: 525.64.52

M. EN C. MARCIAL PORTILLA ROBERTSON
Jefe de 1a Seccién de Computacion
Edificio de Ingenieria Mecinica y Eléctrica

Facultad de Ingenieria

UNAM
Tel.: 550.52.15 E. 3750

'edcs. 11, X, 77.
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EVALUACION DEL CURS50

CONCEPTC

EVALUACION

1. :APLICACION INMEDIATA DE LO5 CONCEPTOS EXPUESTOS

+
f) 2. ’CLARIDAD CON QUE SE EXPUSIERON LOS TEMAS
|
{ '
;3. iGRADO DE ACTUALIZACION LOGRADO CON EL CURSO
, t
;4, CUMPLIMIENTO DE LOS OBJETIVOS DEL CURSO

CALIDAD DE LAS NOTAS DEL CURSO

GRADO DE MOTIVACION LOGRADO CON EL CURSO

ESCALA DE EVALUACION DE 1 A 10







1.

8.

¢Qué le parecid el ambiente del Centro de Educacién Continuay

Muy agradable[ ] Agradable | Desagradable [:]

Medio de comunicacién por el que se enterdé del curso:

Periddico Periédico Folleto del
ExcSlsior [:j Novedades [:] Curso - ]
Cartel Radio Comunicacidn
mensual ) Universidad[:] carta,teléfo [:]

no,verbal,etc.

mMedio de transporte utilizado para venir al Palacio de Mineria:

Autombdvil Metro | | Otro medio
particular [:] E:]

¢Qué cambios haria usted en el programa para tratar de pcrfeccio

nar el curso?

;Recomendaria el curso a otras personas? si[] No [ ]

¢Qué curso le gustaria que ofreciera el Centro de Educacién Conti

nua?

iQué servicios desearia que tuviese el CEC para los asistentes

Ccursos?

a

Otras sugestiones:







centro de educacion continua
divisioén de estudios superiores
faAc_:ulta.d de ingenieria, unam

INGENIERIA DE SISTEMAS APLICADO A LA PLANEACION
Y ADMINISTRACION

PROBLEMA DEL INVENTARIO

DR. VICTOR GEREZ GREISER

NOVIEMBRE DE 1977.
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centro de educacion continua
divisidén de estudios superiores
facultad - de ingenierfa, lunam

INGENIERIA DFE SISTEMAS APLICADO A LA PLANEACION
Y ADM;NISTRACION

PROGRAMACION LINEAL 7 OPTIMIZACION

M. EN C. VERONICA CZITROM

NOVIEMBRE DE 1977.
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INTRODUCCION
VARIABLES ALEATORIAS
FUNCIONES DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD

2.1 Funciones de densidad de probabilidad discretas: uniforme, binomial,
Poisson

2.2 Funciones de densidad de probabilidad continuos : uniforme, exponen=
cial, normal.

VALOR ESPERADO,
GENERACION DE VARIABLES ALEATORIAS,

METODO DE MONTECARLO,



INTRODUCCION,



FENOMENOS ALEATORIOS

Los diferentes fenémenos que se presentan en el mundo real, ya sean flsicos, biolégicos,
. g .ce

econémicos, socioégicos, etc., se pueden clasificar dentro de dos grandes grupos: los

fenémenos deterministicos y los fenémenos aleatorios * . A este Gltimo grupo de fenéme

nos pertenecen la mayorla de los fenémenos mencionados.

Un fen6meno deterministico es aquel que se caracteriza por la propiedod de que al rea=
lizarlo bajo condiciones similares se obtienen los mismos resultados. Algunos ejemplos

de fenémenos deterministicos son: ,

1. Observar el color de una bola extrofda de una que contiene solamente bolas blancas.

Al ocurrir este fen6meno siempre observaremos una bola blanca.

2. Determinar el resultado de la suma de dos nimeros pares. Por teorfa de los nGmeros
sabemos que si sumamos dos nimeros pares, la suma de ellos es par, por lo tanto el

resultado observado siempre ser6 par cada vez que realicemos el experimento de su-

mar dos ndmeros pares.,

A diferencia de ios fen6menos determintsticos, los fenémenos aleatorios se caracterizan
por el hecho de que al realizarlos, bajo condiéiones similares, nunca se observa que to-
dos los resultados sean iguales sino solo se advierte una frecuencia de ocurrencia de cada
uno de ellos. A esta frecuencia de ocurrencic se le llama regularidad estadistica., Se -
acostumbra cuantificar a la regularidad estadfstica de cada uno de los resultados por un nG
mero entre cero y uno, en forma tal que representa la frecuencia de ocurrencia del resulta
do considerado, Entre los numeroses fenémenos que son fenémenos aleatorios se encuentran

los siguientes:

*También son llamados fenémeros al azar, probabillsticos 6 casuales.



10,

Observor lo cara de la moneda, dl tirarlo desde una altura determinada. - .-,
En este fenémeno cada vez que tiremos la moneda podemos tener dos posibles re-
sultados: éguila 6 sol.

Observar el nimero obtenido al tirar un dado.

Los resuftados posibles son: 1,2,3,4, 5,6,

Registrar el nimero de accidentes de trénsito en la interseccién de dos avenidas,
entre las 7 y 8 de la mafiona. Los posibles resultados serfon ¢ 0,1,2,3, ...
Registrar la demanda semanal de un articulo.

Observa diariamente el precio de un comestible,

Analizar el contenido de niquel en cierto tipo de acero,

El ndmero de cuentas bacterianas en un producto alimenticio,

El nimero de defectos encontrados en la fabricacién de un medidor de presién.
Determinar el nomero de personas que llegan a un cierto servicio como un super-
mercado, 6 un aeropuerto, etc,

Observar el tiempo de vida de una méquina, un problema de interés asociado a
este fen6meno aleatorio es determinar el tiempo 6ptimo para reemplazar la méqui

na.

PROBABILIDAD,

El estudio de los fen6menos deterministicos se realiza en los propios campos de los que

surgen, asi, st la temperatura de ebullicién de una substancia se considera determinis-

tico entonces el estudio de la temperatura y de sus implicaciones que tenga seré dents.,

de la fTsica 6 flsicoquimica.



El objetivo de la probabilidad es el estudio de los fenémenos aleatorios con el tin de
predecir su comportamiento en un tiempo futuro y asl poder elegir la accién mas apro
piada para hacer frente a las implicaciones que tenga el fen6meno aleatorio bajo es-
tudio, asl por ejemplo, si el fendmeno aleatorio estudiado es el nimero de personas
que arriban a un cierto servicio, nos interesa conocer su comportamiento futuro 6 in-
cluso presente paro después decidir qué nGmero de servidores son necesarios para aten
der esa demanda de servicios. Si el fenémeno aleatorio de interés es observar el por-
centaje de niquel de un envic de materia previa nos interesa conocer el nimero de -
muestras que debemos tomar y después tener un criterio para decidir si este producto

cumple con la calidad especificada en el contrato de compra-venta.

.

Entonces con la ayuda de probabilidad conoceremos el comportamiento del fenémenc
aleatorio pero no las implicaciones del sisterss del que forma parte. Por o tantc en

un sistema complejo en el que estén involucrados uno 6 varios fen6menos generalmente
aleatorios, el objetivo del analista de sistemas no es solo conocer el fené6meno aleato-
rios, el objetivo del analista de sistemas no es solo conocer el fenémeno aleatorio sino
las implicaciones que tiene al tomar una decisién para |"eso|ver el sistema. Por ejemplo,
considere que el sistema de interés es un sistema de inventarios en el que debemos deci-
dir cuando surtir nuestro almacén y cuanto ordenar para que el nivel de inventarios en

el almacén sea tal que minimice los costos de inventarios., En este sistema interviene un
fenémeno determinfstico 6 aleatorio (generalmente cleatorio) que es la demanda, el cual
forma parte del sistema y es un factor importante en la solucién del sistema. Por lo tanto,
el onalista de sistema le intereso la probabilidad solo como una herramienta para conocer
las propiedades probabillsticas de su demanda, pero su papel principal seré encontrar un

modelo matemético que represente su sist7mo de inventarios y la solucién del mismo, -




Por esta razon uno de los objetivos de estos notas es dar el conocimiento probabilis~
tico necesario que requiere un analista de sistema en la modelacién y en particular -
cuando el modelo elegido es un modelo de simulacién, También se presentaré el mé-

todo de Montecarlo como un método de simulacién. de variables aleatorias independien

tes con una funcién de probabilidad preespecificada.

La teorfa de probabilidad nos presenta medios para representar y conocer un fenémeno
oleatorio. Sin embargo una vez estudiado las carocf.eri'sticos de! fenémeno, y posible=
mente habiendo elegido alguna funcién de probabilidad que proporciona la frecuencia
de ocurrencia de cada uno de los posibles resultados, seré necesario estimar los parG=~
metros de la funcién de probabilidad elegide. Este problema de estimacién corresponde

al campo de la Estadistica,
ESTADISTICA.

En general la estadistica se divide en dos ramas : la estadistica descriptiva y la inferen~
cia estadistica. La estadistico descriptiva comprende técnicas de agrupacién, represen-
tacién y calculo de ciertas medidas de interés de un conjunto de datos obtenidos al cbser

var un fenémeno oleatorio. Algunas medidas bésicas son la media, variancia, Eic,

La inferencia estadlstica proporciona técnicas que en base a un conjunio de =
datos experimentales proporcionan las caracteristicas desconocidas de un fenémeno aleato-
rio. Algunos problemas concernientes, a la inferencia estadfstica son : estimacién de para
metros de la funcién de distribucién que sigue un fenémeno aleaforio, pruebas de hipoies!s,

regresién, anélisis de variancia, control de calidad, Etc,



1. VARIABLES ALEATORIAS

DEFINICION 1.1 El espacio muestra de un fenbmeno aleatorio, es el
conjunto de todos los posibles resultados que se pueden obtener
al realizar el fenfmeno. El espacio muestra se indicard por Q .
Otra notacidn que se acostumbra usar para el espacio muestra es S.

Los resultados, o sea los elementos de  , se indicardn por w.

EJEMPLOS.

1. Si el fenbmeno aleatorio consiste en tirar una moneda desde u-
na altura determinada, entonces los posibles resultados son a-=
guila (gque serd abreviada por a) y sol {(abreviado s), ie.,

Q ={wiw=a,s}={a,s}

2. Si observamos el nlimero obtenido al tirar un dado entonces su

espacio muestra es
Q ={w: w=1,2,3,4,5,6}

3. Si el fenbmeno aleatorio consiste en observar el nlimero de a-
ccidentes de transito en la interseccibn de dos avenidas du-
rante las 7 y 8 de la mahana entonces

$2={u::w =0,l,2,3,..%

4. El1 espacio muestra correspondiente a la demanda semanal de un

articulo podria ser

Q={w:w=0,1,2,3,...}
0 en caso de que la regidn tuviera 1000 habitantes, el espacio
muestra seria

2 ={w:w=0,1,2,3,...,1000}

5. Para el precio de un articulo determinado, el espacio muestra
seria

Q@={w: wes un ntmero real positivo ¢ cero |
Q={w: w30}

6. Si observamos el tiempo de vida de una mlquina, éste podria

ser cualquier numero real positivo, ie.,

$1={cn:cn20 }
El posible resultado w=0, significa que la midguina estaba defec-
tuosa cuando fue adquirida.




7. Considere el diagrama que muestra dos reactores de etileno y clo-

ro-etileno conectados en serie.

Suponga que cada reactor puede operar O no operar en un tiempo
determinado, y que el fenbdmeno alcatorio de interés es observar
las condiciones en que se encuentra el sistema formado por los
reactores en serie. »

Defina Z1 como una variable que nos representa el estado del
reactor 1, y Z2 otra variable que representa el estado del reac-

tor 2. Si definimos Zi por

0 si el reactor i no cpera

. (i’—'—'l,Z)
l si el reactor 1 opera
entonces el estado del sistema esta dado por el par a)=(Zj,Zz)p

y el espacio muestra seré

@ ={(z,,2,): (0,0), (0,1), (1,00, (1,1}
Q ={(010)9 (0,1), (1,0), (lrl)}
Q _{ wl 2 3 4
= 7 W o W (.0}
donde wl=(0,0), w2=(0,l), w3=(1,0) Yy aﬂ=(l,l) son puntos de un

espacio bidimensional.

DEFINICION 1.2 Sea ! el espacio muesntra de un experimento. Un even-
to del experimento, es cualquier subconjunto de . Los eventos se
indicarén por letras latinas mayusculas.

NOTA. Se dice que el evento A ocurre si cualquier elemento de A o-
curre, ie., si A={1,2,3} es un subconjunto de un espacio nmuestra

Yy al observar un experimentoc se obtiene w=2, entonces el evento A
ocurre, O sea que para que el eventb A ocurra no se necesita que
cada uno de los elementos de A ogcurra.

EJEMPLOS.

l. Para el ejemplo 1 mencionado anteriormente, con = {a,s} , los

subconjuntos



A= {a} , B={s} , C=g, D= Q2
son eventos. El subconjunto A={a} , representa el evento de obtener
un aguila. El1 subconjunto B={s} , representa el evento de obtener un
sol. El subconjunto C=@, el vacio, representa el evento de que mone-
da desaparece ¢ que caiga de canto, o qué ruede indefinidamente. El
subconjunto propio D=Q , llamado el evento seguro, representa la se-
guridad de que el experimento (o0 fenbmeno aleatorio) se llevo a ca-
bo.
2. Algunos eventos del ejemplo de la tirada de un dado,con espacio
muestra Q = {l,Z,...,G},son
a={1,3,s5}, B={2,4,6}, c={3,4,5,6} .,
El subconjuntc A representa el evento de obtener un nGmero par,
B el evento de obtener un nfimero par, C obtener un nfimero mayor
que dos, etc.
3. Para el sistema de reactores mostrado en el ejemplo 7, defina
los eventos A y B como sigue
A es el evento de que el sistema de reactores opere
B es el evento de que al menos uno de los reactores
opere
Exprese A y B como subconjuntos de  , dando sus elementos. En-
cuentre AS Yy BC.
SOLUCION.
A= {@,ni, B ={(,0), (0,1), (1,1)}
AC= {(,1), (1,0), (0,0)} representa que el sistema no

funciona, ya que estén en serie

B®= {(0,0)} representa que ninguno de los

reactores funciona

DEFINICION 1.3 Se dice que dos eventos son mutuamente exclusivos
si no ocurren simultaneamente, ie., si su interseccidn es el vacio.
EJEMPLO. Sea ?={1,2,3,4,5,6} el espacio muestra de la tirada de un
dado. Sea A el evento correspondiente a aquellas tiradas que mues-
tren un nimero menor o igual a 4, sea B que muestren un nfimero ma-
yor de 3, y sea C el evento equivalente a obtener el nGmero 5.Enton-
ces, .

a={1,2,3,4}, B =1{4,5,6}, c =1{s5}

Los eventos A y B no son mmutuamente exclusivos ya que pueden ocu-




T~
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rriv simulténeamente, porque el elemento 4 es comin a ambos conjuntos, AMB = {4} #: $

Para los eventos A y C, se tiene que ANC =@ , por lo fanto son mutuamente exclu-

sivos. By C no son mutuamente exclusivos porgue BNC = { 51 = ﬂ

DEFINICION. 1.4 Se dice que dos eventos elementales w; y w; son igualmente pro=
bables si se espera que cada uno de ellos ocurra con igual frecuencia cuando se repite
el experimento un gran némero de veces 5 es decir, si existe el mismo ndmero de opor=~

tunidades para que ocurra cada uno de ellos,

EJEMPLO. Si @ ={a,s} es el espacio muestra el juego de volados, entonces wy =ay
wo =s son igualmente probables )"a que una moneda solo tiene dos cantos marcados: uno
para éguila y otro para sol. Por lo tanto, el nﬁmgj,ro de oportunidades para obtener sol -
(6 sea el nmero de veces que esté acufiado el sol en la moneda) es igual al nGmero de --

oportunidades para obtener Gguila.

DEFINICION 1.5 (DEFINICION CLASICA DE PROBABILIDAD)., Sea 2 el espacio
muestra de un fenémeno aleatorio que puede ocurrir en n caminos mutuamente exclusivos
e igualmente probables. Si el evento A puede ocurrir en n, de esos n caminos emtonces

la probabilidad del evento A, indicada por P(A), se define por

P(A) = PA

n

EJEMPLO, Sea @ =1{1,2,3,4,5,6 } el espacio muestra en la tirada de un dado. Si ~

1A
A= { 1,3,5} es el evento de obtener un nimero por entonces na=3 y n= 6, po lo lun

to .
PA.3 _ )
' - - 2

o



Si B=1{1,4] entonces

PB)_ 2 '
=1=

3

NOTA, La definicién clésica de probabilidad esté restringida a determinado tipo de

fenémenos aleatorios que reuna las condiciones dadas en la definicién. Las desventa

jos que tiene son:

i. Solo se aplica a espacios muestra finitos

ii. Define probabilidad en términos del concepto de eventos elementoles igual
mente probables, ie hay una redundancia al definir probabilidad en térmi-
nos de la misma palabra.

iii. Esté restringida a problemas con eventos el ementales igual mente probables.

DEFINICION 1.6 (DEFINICION FRECUENCIAL DE PROBABILIDAD), La probabi-

lidad del evento A, se define como el ITmite de la frecuencia relativa del evento A =
cuando e! nimero de veces que se repite el fenémeno tiende a infinito, ie. si fp (N)
es la frecuencio de ocurrencia del evento A cuando el esperimento se repite N veces,

6 sea la frecuencia relativa de Aes f ,(N) / N, entonces

P(A) = lim - f A(N)
N-oo N

NOTAS.
1. La definicién frecuencial es también llamada una definicién aposteriori, porque
su determinacién se hace después de realizado el experimento.
2. Los desventajas de esta definicién son:
i) Es diffcil saber cual es el ITmite de esta frecuencia reloﬁvo; ya que esta fre=-
cuencia es emplrica y no analitica.

ii) Es necesaria la experimentacién para conocer la frecuencia relative,
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EJEMPLO, Considere el juego de volados en el que deseamos cbnogcer la probabi~

lidad de obtener un éguila. Defino

7 0 si no ocurre guila en el N~ésimo volado
N 1 si ocurre éguila en el N =ésimo volado

y defina A como el evento de obtener un Gguila, A = {o} . Suponga que al tirar 30

veces un volado se obtuvo los resultados siguientes:

N

1 1 1 11
2 1 2 2/2
3 0 2 2/3
4 ] 3 3/4
5 0 3 3/5
6 0 3 3/6
7 1 4 4/7
8 0 4 4/8
9 0 4 4/9
10 1 5 5/10 -
11 1 6 &/
12 0 6 . 6/12
13 0 6 6/13
14 0 6 6/14
15 1 7 7/15
16 1 8 8/16
17 1 9 9/17
18 1 10 10/18
19 0 10 10/19
20 0 10 10/20
21 0 10 10/21
22 ! 1 11/22
23 ] 12 12/23
24 1 13 13/24
25 0 13 13/25
26 0 13 *13/26
27 1 14 14/27
28 0 15 15/28°
29 1 16 14/29
30 ! 17 17/30



5i se troza la frecuencia fA (N) / N contra N se puede'intuir " que el ITmite de -
fa (N) / Nes 1/2, sin embargo es necesario repetir muchas veces el experimento -

para poder tener una idea a que nimero tiende esta frecuencia.

DEFINICION 1.7 (DEFINICION AXIOMATICA DE PROBABILIDAD), Sea 2 wun
cor;iunto arbitrario que representa el espacio muestra de un fen6meno aleatorio. Una
funcién probabilidad es una funcién que va de una coleccién de subconjuntos de al
intervalo [0,1] , en forma tal que satisface los siguientes axiomas.

i) P(A)20 pora cada A de la coleccién de subconjuntos ;de

i) P(Q) =1

iii) P(Ay UA U,..) =P(A)) +P(A) + ...

Si Ay, A2 , ve. €suna coleccibén de subconjuntos de Q , mutuamente exclu=
sivos, ie A; N Ai =@ paratodai#j.

NOTAS

1. Lo representacién de la funcién de probabilidad, usando la representacién de fun-

cién en teoria de conjuntos, es

P (A)

g= coleccibn de
subconjuntos de 9 -

2.  El nomero P(A), asociado al elemento A de B, es llamado la probabilidad del =-

evento A, Este nimero P(A) debe satisfacer los axiomas de lo definicion.

\
)



TEOREMA 1.8 Sea @ un espacio muestra y P una funcién de probabilidad asocia-
da @ una colecei6n B de subconjuntos de @ . Se afirmo:
i) P(A) =1 - P(AS)

W) P@) =0 —
i) SiA £ B entonces P(A) < P(B)

iv) 0SP(A)£] paracada Ad P
v) P (A UB)=P(A) + P(B) - P(ANB)
vi) P(AOB) =P(A) + P(B) - 2P(ANB)
cionde A D B es la diferencia simétrica de Ay B, la cual se defipe por =

A AB = (A-B) U (B-A),
DEMOSTRACION, (Ver Mood, Parzen, 6 Hogg dados en las refere ncios).
La siguiente definicién de funcién solo tiene como objeto recordar conceptos fundamenta
les que serén necesarios para definir variable aleatoria.
DEFINICION 1.9 Sean A y B dos conjuntos preespecificados. Si a cada elemento x de
A le esté asociado uno y solo un elemento y de B, a través de una regla f, entonces se -
dice que f es una funcién de A ;: B. Al conjunto A se le llama el dominio de la funcién
f, y al conjunto B se le llama el contradominio de f. Si a un elemento x de A le corres=
ponde el elemento. Y de B, se dice que y es la imagen de x bajo la regla f, y se escri-
be y = f(x). El conjunto de todas las ilmégenes de los elementos de A, se Ilama el rango de
f y se indica por rng (f), ie.

rng(f) ={y: y = f(x) pora dlguna x€ A}

NOTAS:

1. Siuna funcién f tiene como dominio al conjunto A y contradominio el conjunto B,

entonces se escribe f: A—eB,

2.  larepresentacién de una funcién f, f: A—B, en teorfa de conjuntos es



EJEMPLO, Sif, f: A—B, es lafuncién mostrada en la figura de abajo, de’ el domi-

nio, el contradominio y el rango de f.

A %\—X £ B

)

1
> 2
c 3
\% ‘ 4
5 4
SOLUCION, ‘ 7

dominio de f = {gq, b, ¢, d }

contradominio de f = { 1,2,3,4,5}

ranfode f =rng (f) = {1, 2, 4}

DEFINICION 1,10 Se dice que una funcién f, f: A—B, es inyectiva si para cada par
de elementos x| y x5 del dominio les corresponden distintos elementos Y1 Y Y2 fespecti-

vamente, del contradominio, ie f es inyectiva si para todo

N Fxg > oy =E0G) £ yp =Fbg).
EJEMPLO, La funci6én mostrada abajo es inyectiva
f

observe en este ejemplo que:
dom (f)={a,b,c,d } =A
contrdom (F) =11,2,3,4,5} =8
rng (f) = {],2,4,5 }
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EJEMPLO. La funcién siguiente

no es inyectiva porque existe un par, ay b, de elementos de A que‘ tienen la misma
imagen, ie.,

f(a) =1 =£(b)
DEFINICION 1,11, Se dice que una funcién f, f: A—B, es suprayectiva si el rango
de f es igual a su contradominio.

EJEMPLOS. Considere los funciones f, f: A—B, y g, g: C—D, mostradas a con-

tinvacién,

A

00 p

Se observa que contradom (f) ={1,2,3} =8 es igual al rng (f) ={1,2,3} . Por lo tan
to f es suprayectiva. Para la funcién g, se tiene que

contradom (g) =1{1,2,3, 4}
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es distinto que |

rng (@) ={1,2,3}
Por lo tanto g no es suprayectiva
DEFINICION 1.12 Se dice que una funcién f, f: A— B, es biyectivasi es inyec-

tivo y suprayectiva,

NOTA. Si una funcién es biyectiva también se acostumbra decir que es uno a uno

EJEMPLOS.,

1. Lafunciénf, f: A—B,
£

Qe —1
b —p2
3
4

es biyectivo yo que es inyectiva y suprayectiva.
2, Lafunciénf, f: A—B, con
A=R; B=R, R esel conjunto de nimeros reales

f(x) = 2
Af (%)

! . .

-3 3 "X

no es inyectiva ya que para todo xq y x5 = =.x tiene que f(x}) = x% y f(x2) =
’% = (-x] )2 = x% son iguales. Por lo tanto, no es biyectiva.

3. Lofunciénf, f: A>B, con
A=R, B=R

f(x) =2x + 4

es inyectiva y suproyectiva. Por lo tanto, es  biyectiva.
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DEFINICION L;\'l 13. Seaf, f: A =B, una funcién biyectiva dada. La funcién in-
versa de f, indi\ccdo por fgl, es una funcién cuyo dominio es B y su contradominio
A en forma tal que si x es la imagen de y bajo la regla £ (le., x = al (y) ) enton=
ces se satisface y = f(x).

NOTAS:

1.  Sif: A—B; es una funcién dada y £ es su inversa entonces se escribe f-]: B—A

2,  Para que la inversa de f se defina es necesario que f sea “iyectiva.
EJEMPLOS

1. Seaf la funcién mostrada abajo.

A f

1
2
3

Lo inversa de f, f'], es

2. Seay=f(x)=x+3, f:R+R, Determine su inversa

Te(x)

3

/|

X\}
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i ' -
Siy = x +3 entonces x =y = 3, Por lo.tanto, la funcién inversa f “, esté dado por

- x=F )=y -3
tx= £ (y)

3

/ Y

F:

ao
En la funcién inversa x = f™! (y) =y + 3, los elementos del cominio. estén indicados por

Y. y los elementos de controdominio por x. Sin embargo, debido a la cost umbre que

se tiene de indicar a los elementos del dominio por x y a los del contradominio por y, -
podemos rebautizar estos elementos en la funcién inversa x = f-] (y) =y + 3 escrib iendo
y = § (x) =x + 3., Con esta convencién, los gréficas de f y f-‘, en un mismo sistema

de coordenadas aparece abajo

¢

YAP

Y.

NOTA; Observe que 'l es la imagen de f con respecto a la ITheay = x.
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O eF] NICION 1,14 Sea 2 un espacio muestra arbitrario, y sea P ‘una finciéh de

nrobabilidad asociada a una clase de subconjuntos de © . Una variable aleatoria, -

indicada por X , es una funcién cuyo dominio es § y su contradominio los reales.

NOTAS

]:

2,

Lo variable aleatorio (v.a.) X, X: € — R, representada en diagrama de -

a
funciones es

Q X

— x= X (o)

Observe que existe una contradiccién entre el nombre de variable aleatoria y su de
finicién, ya que en el nombre se habla de una variable y en su definicién se dice =
que es una funcién. Sin embargo esta ambiguedad se sigue manteniendo por motivos
histéricos.
Otra observacién importante es con respecto a los sTmbolos usados para una variable

r'd
oleatoria., La variable aleatoria se indica por letras maydsculas, por ejemplo X, Es
te simbolo X debe entenderse como la regla que asocia elementos de Q  con -
elementos de R, de acuerdo con el carécter de funcién que tiene X. Por lo tanto,
la notacién

x = X (w)

Significa que x es el valor que toma la funcién X cuando se evalua en el punto w,
oque x eslaimagende w bajo laregla X, Esta observacién se refuerza con la no

tacién
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la cual significa que X es una funciény que X ( * ) corresponde al valor
que toma la funcién cuando se evalua en un punto cualquiera del dominio. El
punto que aparece entre paréntesis representa cualquier elemento del dominio,

y es llamado el argumento de la funcién X,

EJEMPLO . Para el fenémeno de la tirada de una moneda con espacio muestra

Q= { q, s }, se podré definir la siguiente funcién.

X

1=X(a)

A 0=X(s)

Otra posible funcién serfa:

10=y(a)

5 =Y(s)
DEFINICION 1,15, Se dice que una variable aleatoria X es discreta si los valores

x que puede tomar la funcién X son discretos, y se dice que es continua si los va~
lores que toma son contfnuos.

NOTA: Una definicién mas apropiada de variable aleatoria discreta y continua in=-
- volucra el concepto de conjuntos finitos, infinitos, denumerables y contables., Es-
tos con;epfos se dan ‘a—continuacién .

1. Se dice que un conjunto A es finito si existe un nGmero entero M, M< @ , tq]
que se puede encontrar una funcién uno a uno entre el conjunto A y el conjunto

1,2,.0., M}, y se dice que A es infinito si A no es finito,
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Ejemplos.
'i)) Bl conjunto {o,b,c,d} es finito ya que existe un nGmero entero M, M=4" " ’
tal que existe una funcién f entre Ay {1,2,3,4 } , por ejemplo la mostrada e n

la figura

ii) El conjunto A = { 2,4 6,1'8, .o .'} no es finito ya que no es posible encontrar un
ndmero M, M, tal que exista una funcién uno a uno entre A y {1,2,..., M} .
Por lo tanto A es; infinito.

iii) El conjunto A={x: 0<x<1}  no es finito.

2. Se dice que un conjunto A es denumerable si existe una funcién uno a uno entre

A y el conjunto N de nGmeros naturales, N={n: n~=1,2,3, .., } .

{

EJEMPLOS

i) El conjunto A={x:x=2,4,6, ... | es denumerable ya que existe una funcién f,

§(x)

=x, entre Ay N; o sea paraicada x de A existe un n de N, a través de la
T ":“‘ = , . Pl
funcién $:n=x "
- - N B AY
; 2 -

H

i) El conjunto A ={ x:0<x<1} no esdenumerable,

3. Se dice que un conjunto A es contdble si es finito o es infinito denumerable, Se
dice que A es no contable si es infinito no denumerable. Entonces un conjunto A

puede clasificarse de acuerdo a la siguiente caracterizacidn esquemética:

Finito
Conjunto contables
: Denumerable ——— |
Infinito
No denumerable | = No contable
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DEFINICION 1,16, Se dice que lo variable aleatoiia es discreta si rng (K} es
un conjunto contable, y es continua si rng (X) es un conjunto no contable.,
2. FUNCIONES DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD Y FUNCIONES DE DISTRI-
BUCION DE PROBABI LIDAD,
DEFINICION 2.1, Se dice que fx,(x) es una funcién de densidad de probabi-

lidad discreta de la v.a. X, si

i) fx (x) >0 para todo x

(¢4
Y fF (x)=1
xz-w X
iii)  Si A esun evento, enfonces

P(AY = 2 6(%)
€ A

DEFINICION 2,2, Se dice que § (x) es una funcién de densidad de probabilidad

continua

i) f ~(,<) _>_ ° parotodo X ) L
n)ﬁx (x)dx -=l ‘ - : o ‘ ’

i) . Si A es un evento, entonces
P(A)— ff (x) dx , .
Lo XQA ‘ . 3 " E ‘,1"' "/v_.-’ll
DEFINICION 2 3 Lo funcién de dnstnbucuén de probabnlldod (acumulada) de una

v.a. X, indicada por Fx(x) se define por ff\; RN 0
Fx(x)=P \XSx}
NOTAS: 1, Otra notacién para Fy () es Fx),

2, Si X es una v.o. discreta entonces

S f.(e)

- s

Fx(x) =X

3. Si X es una v.a. contfnua entonces

Fx(X) = f fx(s) ds

[=-0
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3. ESPERANZA MATEMATICA O VALOR ESPERADO

DAFTHICION 3,1 Sea X una variable »leatoria con funcidn de densi-
ded dc probabilidad £y(x). Sea u(X) una funcién de la variable a-
leatorie X. E1 valor esperado de u(X), indicado por E[u(X)] , se
define por o

E[u(X)]‘= > ulx)fy(x)

X=—=00 00
o1 X es una variable aleatoria discreta y si I u(x)fx(x)
X=— 00

existe. 351 X es una variable 2leatoria continua entonces el valor

esperado de u({X) se define por
(e o]

E u(X) = ’/' u(x)fy(x)ax
X=- 00
siemore y cuando esta intcgral exista.
NOTA: Otrs> nombre para valor esperadd es esperanza matemdtica.
TEORENA 3.2 Sea £ una variable ocleatoria, Se afirme que

i) S1 u(X) y v(X) son funciones de la variable aleatoria X, v o1
u(X)= cv(X) donde ¢ es una constante, entonces
. E[ev(X)] = cE[u(x)]
11) 51 v;(X) y v,(X) son funciones de la . variables aleatoria X, ¥y
¢y ¥ ¢, 80n constantes entonces
Efeyvy (X) + 0,vy(X)] = e k[ (X)] + ¢ B [v,(X)]

DENOSTRACION. Use so0lo 1a definici‘’n de valor esperadod.

INTERPRETACION DE VALOR ESPLRADO. o

A continuacidn se presentd un ejemplo en el que se ilugtra
la interpretacidn de valor esperado.



EJuliPLO. Considere un juego de salén en el que se gansn 48 si al
tiraor un” moneda se obtiene un aguila y se pierden 35 si se oh=
tiene =01,
S5i una nrerssna participa 20 veces en el juegd se espers que Ob-
tenga 10 aguilas y por 1o tanto gana 10x8=80 pesos, tembién
se esvera qué obten~a 10 soles y por lo tanto una pérdide de
10x5=50 pesos. Par lo tanto

Ganancia total en 20 tiradas = 10x8 + 10 (-5)=80-50=30

Ganancia esperada por tirada = 30/20 = 1.5
S1i considersmos que 12 persona p2rticipe 50 veces entonces

Ganancia esperada total en 50 tiradas=25(8)+25(-5)=75
Ganoncia esperads por tirada = 75/50=3/2=1.5

Similarmente, si se particips en N tiradas, entonces

Genancia esperada total en N tiradas= (N/2)(8)+(N/2)(-5)
(N/2)(8)+(N/2)(=5) _ 3/2

N
Este procedimiento intuitivo, se puede obtener usando el con-
cepto de valor esperado, si definimos una funcidén u(X) por

8 81 x=0 (=sguila)

Gansncia esperada por tirada =

ul(x) =

-5 81 x=1 (=sol)
Sabiendo que la funcidén de densided de probabilidsd para la
tirada 4de uns moneds es

1/2 81 x=0
fx(x) = ) 3/5 o4 xe1

0 en otro caso
De scuerdo a.ls definicidn de valor espersdo se¢ tiene’

E@)] = T ulx)fg(x) = u(0)2g(0) + u(1)e, (1)
x=-o = 8(1/2) + (=5)(1/2) = 1.5
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TABLE 3A

Sovt FRIQUENTLY ENCOUNTERED DISCRETE Prosaniiery Laws witH THRIR MOMEINTS AND GINERATING FUNCTIONS

) : e . . M a N Varia C
Probability Law Parameters Probability Mass Functioa p(*) m :Eniav] R L‘I- Lz}n_,c EXz)
Bemoulli n<psi ) =p ze=l )
=g x = P9
=0 otherwise P
iunomial o}, 2,000 .
mnomi n 1h P(x) - (:)qun—o 2m0,1,2,°,n np noq
0<p<l1 =0 otherwise
Poisson A>0 p(::)-e"‘g; z =0, l,2,~“' 2 i A
= 0 othenwise
Geometric 0<psl px) = pg? T e ], 2,000 - 1 q
=0 othcrwisa ? P
Negative binomial r>0 pa) = (’ +E= 1) s durp -f{ = riQ
P
if if
OSPS‘ “'( ) '(""l)". ""0.1.2."' Pi Q%
= otherwise
Hypergeometric Nel,2,00 (NP)( )
- . z/\n —z [N =n
n 1.21' 2'N PR) = memean Z z@0,1,°0n rp ’W\R’._;)
p-O,N,l-v,” . (n)
=0 otherwiso

TABLE 3B
SoME FREQU‘E;ITLY ENCOUNTERED CONTINUOUS PRODABILITY LAWS WITH THEIR MOMENTS AND GENERATING FUNCTIONS
X . Probability Deasity Fun ;'on © Mecan Variance
I'robability Law Parameters robability Deasity ; unction f m = Elz) & = E[z%) — EX2)
1 a+b (b —.a)®
Uniform over -0 <a<b<® f(x)—-b—_-_—a a<x <} -5 73
intervalato b -0 otherwise y
~yg(E=m .
Normal - <m< f@) = —=e¢ ( 0,) m a?
. oV2n
>0
Exponcatial 1>0 J@ =2~ z>0 1 1
0 otherwise 2 B
is r r
Gamma r> 0 f(::) - _f(—) (Ax)r~le= 230 3 %
=0 otherwise
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1.- Funcion de densidad de probabilidad unitorme de parametros
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2.- Funcion de densidad de probabilidad gamma de parametros
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f(x) 4

3.~ Funcion de densidad de probabilidad j-i cuadrada de parametro r

f(X) 4}

|
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n
4.- Funcion de densidad de probabilidad normal de parametros u,¢
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Yﬂormal
e[ 2y

5-Funcion de densidad de probabiiidud de student con parametro r

FF) 4

6.-Funcion de densidad de probabilidad F con parametros oy r2



626 Simulation

Table 16.1 Table of Random gits®

09656 96657 64842 49222 49506 10 48455 21505 90430 04180
24712 557199 6887 73479 kRAY:S IR REEY) 30406 0SK42 72044 Y063
07202 96341 23699 76171 19126 uti2 15470 15980 KRHOR OO0 S
R4575 46820 . 54083  4WIR 46989 0SV1Y TOGKY  430K] 6O1TY 3R942
JIR144 87037 46626 70582y 2ME 3 ORGOR - THIRD 4398 75743
48048 56149 01986 29814 OYRND  9Lohy 09314 2ulh Wr0d 59443
41936 58566 31276 19952 01352 18K} 99596 09302 20087 19003
73391 94006 03822 81845 76158 41182 40596 14325 27020 17546
57580 08954 73554 28698 29022 11568 35068 59906 39557 27217
92646 41113 91411 56215 69302 80419 61224 41936 56939 27816

07118 12707 35622 81485 73354 49800 60805  05¢48 28898 60933
57842 57831 24130 75408 83784 64307 91620 40810 006539 70347
65078 44981 81009 33697 98124 40228 34198 96032 98426 77488
04294 96120 67629 55205 26248 40602 25566 12520 89785 93932
48381 06807 43775 09708 73199 53406 02910 83292 59249 - 18597

00459 62045 19249 67095 22752 24636 16965 91836 00582 46721
38824 81681 33323 64086 55970 04849 24819 20749 51711 86i73
91465 22232 02907 01050 07121 53536 71070 26916 47620 01619
50874 00807 77751 73952 03073  64%063 16894 85570 81746 07568
26644 75871 15618 50310 72610 66205 82640 86205 73453 90232

* Reproduced with permission from The Rand Corporation, 4 Mulior Random Digits with
100,000 Normal Deviates. Copynght, The Free Press, Glencoe, I1i., 1955, top of p. 182,

bers or not.'  Basically the requircments are that cach successive number in the
sequence must have an equal probability of taking on any one of the possible
values, and it must be statistically independent of the other numbers in the
sequence. In other words, the numbers necd to be random observations from a
(discretized) uniform distribution.

If a digital computer is to be uscd for exccuting the simulation, the random
numbers it necds could be fed into the computer from onc of the available
tables. (In fact, the Rand table alrcady is available on punched cards.) How-
ever, it is more common to have the computer iiscif gencrate the random num-
bers. There are a number of methods for doing this, of which the most popular
are the congruential methods (additive, muluplicative, and mixed). The mixed
congruential method has become probably the most widely usced in recent years,
so we shall focus on this approach.

The mixed congruential method generates a sequence of random numbers
by always calculating the next random number from the last one obtained,
given an initial random number x, (called the seed), which may be obtained from
some published source such as the Rand table. In particular, it calculates the
(n + 1)st random number x,,, from the nth random number x, by using the
recurrence relation

X4y = (ax, + c)(modulo m),

! The interested reader is referred to Sclected References 4 and 6 for a description of thess icsts
and for more details about the generation of random numbers.
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