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DIVISION BE ESTUDIOS SUPERIORES
FACULTAD DE INGENIERIA, UNAM,

CURSOS DE MAESTRIA Y DOCTORADO

La Divisi6én de Estudios Superiores de la Facultad de Ingenierfa, UNAM, ofrecc las

siguientes Maestrias y Doctorados:

Maestrias

Control
Electronica
Estructuras
Hidraulica
Investigacién de

Operaciones
Mecédnica tébrica y
Aplicada

Doctorados

Mecénica Estructuras
Mecanica de Suelos Hidraulica
Petrolera Mecinica de Suelos
Potencia Mecdnica Tefrica y
Planeacién Aplicada
Sanitaria Investigacién de
Operaciones

Programa de actividades para el segundo semestre de 1976

Eximenes de admisién:

Inscripciones:

Iniciacién de clases:

10, 11 y 12 de mayo

31 de mayo al 4 de junio

7 de junio

Requisitos de admisién

a) Cumplir con una de las siguientes condiciones:

b)

c)

Mayores informes:
Apartado Postal 70-256, Ciudad Universitaria, . México 20, D. F.

1. Poseer titulo profesional en Ingenicria o cen alguna disciplina afin
a las maestrias que se ofrecen cn la Divisidn, otorgado por la UN\Mo -

por cualquier institucidén nacional o extranjera.

2. Ser pasante de la Facultad de Ingenieria, UNAM

Aprobar los exdmenes de admisién que se efectuardn en las fechas sefialadas -

arriba.

Presentar, dentro del periodo de inscripciones arriba mencionado, la documen-
tacién que se indica en el folleto de Actividades Académicas 1975 dc la DISFI

L

Division de Estudios Superiorcs de la Facultad de Ingenieria,

Tel.: 548-58-77

"POR MI RAZA HABLARA EL ESPIRITU"
Cd. Universitaria, febrero 3. 1976

EL DIRECTOR DE hA FACULTAD

M. en C. ENRIQUE DEL VALLE CALDERON

EL JEFE DE LA DIVISION
DR, OCTAVIO A. RASCON CIIAVEZ
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FECHA

Marzo 29
Martes 30

Miércoles 31

Jueves [°
Abril

Viernes 2

Sabado 3

Lunes 5
Martes 6

Miércoles 7
Jueves 8

Viernes 9

Sébado 10

'edcs.
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METODQOS NUMERICOS Y APLICACIONES CON tA COMPUTADORA DIGITAL

DURACION

16a 20 h
16a 20 h

16a 20 h

16a 20 h

16a 20 h

9al2h

16a 20 h
l6a 20 h

l6a 20 h

l6a 20 h

16a 20 h

2al2h

TEMA

INTRODUCCION COMPUTADORA DIGITAL
LENGUAJE FORTRAN IV Y DIAGRAMA DE FLUJO

FUNCIONES TRASCEDENTES, FUNCIONES POLINOMIALES
Y ALGEBRA MATRICIAL

SOLUCION SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES, VECTORES
Y VALORES CARACTERISTICOS

PROGRAMACION LINEAL

RECORRIDO DE INSTALACIONES, EMPLEO DE EQUIPO,
PROGRAMAS

APROXIMACION POLINOMIAL, APROXIMACION FUNCIONAL
DERIVACION E INTEGRACION NUMERICA

ERRORES Y SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEA
LES -

SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES, METODOS ESTADIS
TICOS -

OPTIMIZACION DE FUNCIONES

EMPLEO DE PROGRAMAS

PROFESOR

M. en C. Marcial Portilla Robertson

M. en C. Marcial Partilla Roberton

Ing. Armando Torres Fentanes

Dr. Victor Gerez Greiser

Dr, Victor Gerez Greiser

Ing. Armando Torres Fentanes
Ing. Heriberto Olguin Romo

Ing. Heriberto Olguin Romo

M. en C. Marcial Portilla R.

Ing. Armando Torres Fentanes
Ing. Armando Torres Fentanes

Ing. Armando Torres Fentanes







DIRECTORIO DE PROFESORES

. METODOS NUMERICOS Y APLICACIONES CON LA COMPUTADORA DIGITAL

DR. VICTOR GEREZ GREYSER

Jefe del Departamento de Ingenieria
Mecénica y Eléctrica

Facultad de Ingenieria, UNAM
Ciudad Universitaria

México 20, D. F. —
Tel.: 48-99-58 y 550-00-40

2. ING., HERIBERTO OLGUIN
Jefe del Centro de Calculo
Facultad de Ingenieria, UNAM
Ciudad Universitaria
México 20, D. F. .
Tel.: 548-99- 58 y 548-65-00 ext. 261

3. ING. MARCIAL PORTILLA ROBERTSON
Secretario del Departamento de
Ingenier ia Meddnica y Eléctrica
Facultad de Ingenieria, UNAM
Ciudad Universitaria
México 20, D. F.
Tel.: 548-99-58 y 550-00-40

4. ING. JOSE ARMANDO TORRES FENTANES
Asesor de Matemdticas Il
Facuitad de Ingenieria  UNAM
Ciudad Universitaria
México 20, D. F.
Tel.: 548-99-58 y 550-00-40
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FORTRAN

INTRODUCCION. - Desde el inicio de las computadoras digi-
tales, uno de los campos de m&s aplicacibn de estos disposi -
tivos ha sido el cientffico, donde existen necesidades de -
c8@lculos y operacicnes muy complicadas o largas, siendo la

computadora un auxiliar poderoso en la solucidn de estos --

problemas.

Inicialmente, la programacifn de las computadoras
se hacfa a nivel de lenguaje de miquina, ésto es, instruccio
nes numéricas que obligan a la mdgquina a e@jecutar una opera-
cibén sencilla (sumar, restar, etc.). Esta manera de progra-
mar a la computadora exigia al usuario un profundo corocimien
to de las caracterfisticas del equipo usado, tanto de hardware

como de operacibn.

Por la dificultad que entrafiaba el usar una computa
dora para un uso cientffico, se pensé en simplificar la pro--
gramacifn mediante un lenguaje mis parecido al lenguaje mate-
matico, por lo tanto més sencillo de aprender, y que pudiera
ser compatible con distintas marcas de computadoras. Uno de
los primeros lenguajes de alto nivel (o0 sea que para ser eje-
cutados tienen que ser traducidos mediante un compilador) fue
el Fortran (F6rmula Translation) que es un lenguaje para uso
eminentemente cientifico, con instrucciones muy f&ciles de en

tender y con compiladores en casi todas las computadoras del

mercado.

Estas notas estaz&n orientadas a &1 "c6bmo resolver
el problema utilizando la computadora”. Pues durante el res-

to del curso la computadora serd una herramienta para el dise




no de mecanismos.

La estructura del problema tiene 4 pasos a sequir,

los cuales son:

1l.- La formuléci6n precisa del problema
2.~ Modelo matemitico
3.~ Andlisis matemitico

4.- Solucibén del problema con computadora

Resulta importante poder pasar del fenfmeno fisico
al modelo matemdtico, esta relacibén se muestra en la siguien

te figura:

1 [ S

FENOMEMO FISICO IDEALIZACION DEL MODELO MATEMATICO
PROBLEMA

Veamos como sucede &sto en la solucibn de un proble
ma cientffico. Por ejemplo veamos el caso de la Ley de Movi-
miento de Newton, la cual dice que la fuerza es igual a la ma

sa por la aceleracibn:

Supongamos que esta relacibn es exacta, sin tomar -

en cuenta la teorfa de la relatividad.

Este tfpico problema se estudi en un curso elemen--

tal de Fisica conocido como el problema de la piedra que cae.

LA TORRE

100 m.
DE PISA




Queremos preguntarnos cufinto tarda la piedra
en caer,

Si analizamos la situacidn vemos que la dis-
tancia 4 que viaja en un tiempo t con aceleracidén cons

tante es:

si a =9.8 m/seg.2

1/2
t =9.8 x (100)

2

Bien ahora preguntémonos qué tan realista fue
nues tra respuesta. Notemos que NO consideramos efectos

tales como:

1.- La variacién de la direccidn de la gravedad
2.,- Variacién de la gravedad dependiente de la -
altura sobre el nivel del mar.
3.- Resistencia del aire (sobre la piedra)
a) Forma de la piedra
b) Velocidad de la piedra
c) 'Densidad del aire (varfa con la altitud
y la temperatura).
d) Densidad de la piedra.
4.~ Atraccidn gravitacional entre sol y luna

/

5.- Vientos y corrientes de aire, etc.

Es posible incluir todos estos factores en nues-

tro modelo matemdtico, analizar estas ecuaciones y mejorar
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el tiempo de caifida real (prequnta original). Creo yo
que hemos ilevado el problema a un extremo, como conclu
si6én podemos decir que el modelo debe ser lo suficiente
mente exacto para obtener de este resultados fitiles, --
sin caer en el extremo anterior, donde el precio que =--
hay que pagar en el andlisis matemdtico y esfuerzos de

computacibn, tal vez no sea lo que queremos.

Una vez que se ha hecho el disefio matematico =

del modelo del problema, es necesario determinar un "al
1

goritmo” para resolverlo, @sto es, una serie finita de

pasos que nos lleve a la solucibn del problema.

Para el problema anterior, el algoritmo serfa -

el siquiente: .

1.~ Leer el valor de la altura (d)

2.- Hacer a = 9.8 m/éeg.

3.- Hacer t 9.8 x'd 1/2

2
4.- Escribir el valor de t como respuesta.

Una de las técnicas m4s populares para descri-

' 1

bir algoritmos es por medio de diagramas de flujo, los =
I i a o
cuales se explicarin a continuacibn.
: !

DIAGRAMAS DE FLUJO '

Los diagramas de flujo son representaciones gri

O



O

O

ficas de los programas. Cada decisibén y operacién a
desarrollar ser& colocada en una caja, la fo?ma de la
caja nos indicari el tipo de instrucciébn a desarrollar.
Se utilizaré&n flechas para interconectar estas cajas,
las flechas nos indicarén la secuencia de las operacio-
nes, usualmente debemos empezar por la parte superior vy

bajar siguiendo las flechas {top down).

El andlisis del problema se facilita utilizan
do diagramas de flujo, pues no son ambiguos y tienen una
estructura similar a la del problema. Desafortunadamen-
te, no existe hoy en dia una convencidn estandard para -
estas representaciones, a lo largo de estas notas se usa
rid la notacibén IBM, que resulta ser la mds general aunque

no es universal.
Las siguientes reglas seré&n usadas.

1.- Cada proposicién ser@ colocada en una caija.
(Es vdlido colocar varias proposiciones en

la misma caija).

2.- La secuencia de las operaciones se indica
con segmentos de linea dirigidos (flechas)

entre las cajas.

3.- Se utilizan diferentes tipos de cajas se-

gn sea la proposiciéh.




DESCRIPCION DE LOS SIMBOILOS

( ) Indica inicio del programa o de

un subprograma.

Operacidn a ejecutar por ejemplo

de la figura 1.

:

lDIsc =BA4AC J

Indica que se debe de hacer la =

operacibn:
B2 -4 ac Yy su valor asignar (:)
lo a DISC.

Proposici6én IF ( # pag 7 ) compa
- racibn, compara lo que esti den-
tro de la caja dependiendo de -
esta comparacidn se podr&n sequir
3 caminos. La comparacibn se in-
dica con: si queremos comparar I
con N, lo indicaremos (dentro de

la caja) por I : N.

Indica que hay que leer tarjetas

_(//' .} perforadas con datos o proposicio- (:)

nes.




) *~ Indicd ‘que ‘queremds imprimir en
<i> . fx}q img;egg;gwa;?q?ﬂmgnsaje o re-
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.., ., Este simbolo es un conector
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_Paquete. de' tarjetas. (usualmente
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un programa).

- e e
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" Operacibn DO * ( ‘la cual’'sé- expli=-

cara en la siguiente seccibn.
. Ty PR . o ET R

il SE
Fin o alto del programa.
“';\\ﬁfn T

Cinta magnética o cinta de papel

perforado.

;
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Primer problema de clase.

Este problema trata de determinar la precipita-

cién pluvial total y su promedio en el Distrito Federal du

rante un lapso, digamos

L.os datos con

diarias efectuadas en milfmetros,

un ano.

los que se cuenta son las lecturas

(notemos que no es posi-

ble tener nimeros negativos) o sea la cantidad de lluvia.

Procederemos a resolver el problema de la

siguien

te forma, ( utilizando primero un diagrama de flujo).
A= cantidad de lluvia (agua)
N= §#§ de perfiodos leidos
S=0
PROM nN= O
!
LEE '
|
A
< A.D\
&
PloM = AL
N |
[ |
lE):S YA ]
|
J
I srangr S S -
iIM? 1ML . r .
) , N ! _ '
ESU?".;«. ‘ ;N’I‘J“l '
PRSI | L .




A continuacién procederemos a explicar el dia-

grama de flujo.

La primera caja de inicio nos indica el comien
zo de nuestro programa. La siguiente caja asigna el va-
lor cero a las variables A y N donde A es el valor (can-
tidad de 1lluvia) leido, y N va a ser el n(mero de lectu
ras tomadas. A continuacién procedemos a leer el primer
dato, notemos que no es posible tener, valor negativo de
lluvia, por lo que valiéndonos de esta propiedad en la -
siguiente caja preguntamos si el valor lefdo es negativo,
si es negativo calculamos el promedio de lluvia en el Dis
trito Federal, e imprimimos la suma y el promedio, para -
poder hacer esta operacifn en la Gltima tarjeta de datos
se pondrd un nimero negativo. Si el valor leido no es ce
ro, se procede a symar, lo cual s efectfia haciendo la --
asignacidn de la suma del valor anterior de suma mds el -
valor lefdo, cosa similar ocurre en el "contador" del nf
mero de datos lefdos. Notemos que este ciclo se repite -
hasta que leamos un nimero negativo, al suceder é&sto, el

programa imprime el resultado y termina.
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CODIFICACION FORTRAN DEL PROGRAMA

TARJETAS DE CONTROL
INICIO DE LAS VARIABLES

SUMA = 0

N = 0

READ ( 2, 2) A

FORMAT (15)

IF (A) 3, 3, 4

SUMA = SUMA + A
N=N+1

GO TO 1

PROM = SUMA/N

WRITE ( 3,5 ) PROM, SUMA
FORMAT ( 10X, F10.4, 5X, I5 )
CALL EXIT

END.



DESCRIPCION.

Como todo lenguaje (ya sea de programacidn o
natural) el Fortran tiene un alfabeto, &sto es, una serie
de simbolos que sirven para formar expresiones e instruc-

ciones. El1 alfabeto de Fortran para B - 6500 consta de:

Letras: A, B, C. D, -« » . , X, ¥, 2,

CARACTERES ESPECIALES.

+ MAS

- MENOS

* ASTERISCO ( MULTIPLICA )

/ DIAGONAL (SLASH) DIVIDE

= ASIGNA (NO CONFUNDIR CON IGUALDAD)
’ COMA ( USADA COMO SEPARADOR )

( ABRE PARENTESIS

) CIERRA PARENTESIS

¥ ESPACIO EN BLANCO

" COMILLAS {(UTILIZADA EN FORMATOS)

k& DOS ASTERISCOS ( ELEVA AL CUADRADO )




Todo programa en Fortran contiene instrucciones de

los s iguientes tipos:

a ) Asignacién

b ) Control

c) Entrada/Salida

d) Informacién para el compilador

e) Funcioraes y subprogramas

La forma de codificar (escribir) un programa en For

tran es la siguiente.

Cada tarjeta contiene 80 °columnas que deben distri-

buirse de la siguiente manera:

COLUMNAS Uso
1 - 5 NGmero de proposicibén (etiqueta)
6 Continuacidn
7 - 72 Proposicibén
73 - 80 Identificacién o nimero de secuencia

Un programa completo . en Fortran se verfa codifica-

do como sigue: (PROGRAMA MOSTRADO EN DIAGRAMA DE FLUJO AN

TERIORMENTE) .
5 6 7 — 72 73 80 '
READ 10, A, B, C !
10 FORMAT ( 3 F10.0 ) |
IF (A( 20, 50, 20 3
20 | DISC = B #*%2 - 4*A*C
IF (DISC) 40, 25, 25
25 DISC = SORT (DISC)
X1 = (-B + DISC) / (2*a)
X2 = (-B - DISC) / (2*a)
PRINT 30, X1, X2 |
30 FORMAT (1H, 2 F10. 3 )
GO TO 50
40 PRINT 45
45 FORMAT ("DISCRIMINANTE NEGATIVO")
50 CALL EXIT
END




CONSTANTES .

e Iy
P >

e

Una constante en Fortran puede ser de 2 tipos: ¢~

W ey g
a) Entera ( Integer )

o "7 b) ~Real. ov(vReal.’) =..o o . C0odar sy

Pl - V2 oy

L Sl
. Fomge oy

- A -0 VY - HAN

a) Una constante entera es cualquier n(mero -
N1 P mpsinﬁpunto;debimal:f-Ejemplb: TR e e W
B A T ks L e s Al ok wne X REL
0, 91, 173, + 327
si un entero se escribe 51n 51gno,¢se“supone po
sitivo. Los valores queﬁpueden‘tomar las cons

s ewpesy tantes L en IBM-1130 son-los comprendidos en el

e pEARGOT

1
,
W
e

Y
t
N

- 32%651 A o SEB SO @'géjtjﬁixﬁsv St

(- (2B -1y | 215 1),

DN BRI a CEK LY RIS O a ] i \iijt'_z
s No,sg.permitgf,introdu01r comas en ,una. cqns;en:w
teﬁenggra%,_Bjemplo de constantes enteras.ilega-
les:
. R SR IRV AR, Co e s R ca T e e
v B [ td HEIPESCRE Ty I e e Tty —
3.2 tiene punto decimal ‘
:j 27. .
31459036 demasiado grande
5,496 contiene una coma
b) Uha constante real es cualquier nﬁmero con -
LR L maoedn St s SEST N T g L
D LTI punto -decimal. - Ejemnlo. i
B RSt T SR AP .
Casell o T /

R TS
~145.8 |
5.E3 7




Que escribiremos como:

5.0 x 10° 5. EO03
-5. x 10° -5. EO03
4.1 x 10° 4. EO00

La maginitud de una constante real n o debe ser ma-

127 -128

yor que 2 6 menor que 2

VARIABLES. Una variable en Fortran es la representacién sim

b6lica de una cantidad que puede tomar diferentes valores.

Por ejemplo, en la instruccibn
A=5,0+B
A y B son variables, el valor de B estd determinado
por alguna instruccidn previa y puede cambiar. E1l valor de A

estd variando para cada nuevo valor de B.

NOMBRES DE VARIABLES.- Un nombre de una variable consiste =

en una cadena de 1 a 5 caracteres alfanuméricos, excluyendo ca

racteres especiales, y siendo el primero una letra.

Ejemplo: de nombres de variables permisibles.
DET
AB1
I
LL4E

Ejemplo: de nombres de variabldds ilegales:

1LL4 Empieza con caracter no alfabetico
ABCDEFGHIJ Demasiado grande

A-B Caracter ilegal

A/B Caracter ilegal



1 -

El tipo de cantidad (reai o] éhtera)'que representa se

puede especificar de dos maneras: explfcita e implicitamente.

‘La“férmé‘implfcita de especificar una variable es como -

L E a0 e
[P Rr LN Yo

a) si la prlmera letra del nombre de la variable es: I,
J, K, L, M, N, la variable se considera como una va-

_.riable  entera.

o g

b) ~Si la primera letra del nombre ‘de -la-variable NO es:

1, J, K, L, M, N, la variable.se considera como una
variable real.

La forma explfcita de especificar una variable es usando

una Declaraéién'de tipo, la cual hace qhe el compilador ignore la-

especificacién implicita, por ejemplo: si por medio de una decla
racibn de tipo, designamos a la variable ITEM como de tipo real,
serd manejéda por el compilador como qna‘vafiable\real,wsln impo;

tar ‘qie su primera letra-sea‘'una T. .7 % 5t e oa v

EXPRESIONES ARITMETICAS

Una expresién aritmética” (e.d.) es una sucesifn de cons-
tantes, varlables y simbolos de operac1ones arltmétlcas que si---

.t N N
RN 5 s

guen las reglas que a continua01on se darén.

Los siguientes son los sfimbolos de operacibn aritmética:




Simbolo u operador: Significado:

+ SUMA
- RESTA
* MULTIPLICACION
/ DIVISION
bl EXPONENCIACION .
Ejemplo:
Expresidn algebrafca Equivalente en Fortran
a+b A+ B
a-»> A B
ab A*B
a
- A/B
aP A**B
REGLAS.
1.- Dos operadores no deben estar juntos. Deben estar

separados por cantidades o paréntesis en la expresidn
por ejemplo; A + B es invilida, mientras que B +

A 6 A + (" B) son v4lidas.

2.- No se pueden omitir operadores, por ejemplo:

3A NO significa 3*A.



MODOE COMPUTACIONALES.

Los c8lculos: aritméticos son hechos en dos formas:

entera y real, dependiendo del tipo de las cantidades envuel-

tas en el cédlculo.

Las constantes o variables que forman una

expresidn aritmética no necesitan ser del mismo tipo.

El modo de la expresifn es entero, real o mixto, de

pendiendo de si las constantes son enteras, reales o estan =--

mezcladas.

Por ejemplo:

MODO DE LA EXPRESION

EXPRESION TIPO DE CANTIDAD
3 Constante entera
I+ J  Variables enteras
3.0 Constante real
A Variable real

5%*JOB + ITEM . . Variables enteras-

Constante entera

A%*B Variables reales

A + B/ITEM Variables reales

entera
entero
real

real,

entera
real
mixto (el resulta-

do se guarda como
real).

Se pueden usar paréntesis en las expresiones aritmé-

ticas como en algebra, para especificar el orden en el cual se

P .

van a efectuar las operaciones aritméticas que forman la expre

sién.




PROPOSICION DE ASIGNACION

La forma general de esta proposicibn es:

(variable) = (expresidn aritmética)

Ejemplo:

A=~
AB2 = A* ( B ** 2 )
DISCR = B ** 2 - 4% A* C
El objeto de esta instruccidén 2s el de asignar a la
(variable) el valor de la (expresién aritmética), borrando el va-

lor anterior de dicha variable.

PROPOSICIONES DE ENTRADA/SALIDA

Las proposiciones de entrada/salida permiten al progra
mador introducir (obtener) datos al (del) programa.

La forma general de dichas instrucciones es:

READ ( 2 , ne ) ( lista de variables )

WRITE ( 3 , nf ) ( lista de variables

n, Es el nGmero de la unidad (ffsica) de lectura de datos:
Lectora de tarjetas perforadas, lectora de cinta perfo-
rada, cinta magnética, etc. En IBM-1130 este nimero esg
el 2 para lectora de tarjetas.

ne Es el nfimero de una proposicidn de formato. Para que =~

el programa pueda leer datos, debe tener conocimiento -
de la forma en que se le van a presentar. Esto se hace

mediante la prop®sicién FORMAT. (:)
{

f



LA FORMA GENLRAL DE ESTA POSICION ES

ne FORMAT (lista de especificaciones)

La lista de Especificaciones le indica al compilador

en qué forma estén perforados los datos. Béasicamente hay dos

tipos de especificaciones

I entera
F Flotante ( cant. reales )

E Exponencial

El formato I tiene la forma

Iw donde w es el ancho del campo

Este formato se utiliza para leer (o escribir) valores
de variables enteros, con un ancho miximo de w dfgitos.
Por ejemplo, si queremos leer un valor de la variable L

de tarjeta, tendremos que escribir:

READ (2, 10 ) I
10 FORMAT (I4)

Las dos proposiciones anteriores hacen que la computa-
dora lea un valor entero de a 1o mas 4§ dfgitos, y lo asigne a la
variable L.

Para leer ( o escribir ) valores que corresponden a ==
cantidades reales, se usa el formato F el cual tiene la forma ge
neral Fw.d, donde w es el nimero miximo de digitos y d es el nG-
mero de dfgitos decimales. (4 puede ser 0 ).

Por ejemplo, para leer el valor de la variable R podemcs usar:




READ (2,3) R
3 FORMAT (F10.3)
Esto le indica al compilador que va a leer un valor

real de 9 digitos, de los cuales 3 son decimales.

Para la impresidn de resultados, el nfimero asignado a

la impresora en linea en IBM-1130 es 3.

Existe un formato que permite mejorar la impresidn de
resultados, este es el fomato X, el cual hace que la impre
sora ( y en algunos casos la lectora ) se "salte" tantos es
pacios como lo indique la especificacién, por ejemplo, 1la
especificacién 4x hari que el programa, en impresién, deje

4 espacios en blanco, libres.

A continuacién veremos las conversiones en entrada-sali
da, de distintos valores bajo diferentes especificaciones.

(¥ significa espacio en blanco)

ENTRADA
Campo de Entrada Especificacidn Valor Interno
567 I3 + 567
- 329 I6 - 329
- 27 I7 - 27
27 I5 + 27000
234 17 234
SALIDA

Valor Interno Especificacibn Campo de Salida

+ 23 I4 + 23



VaioruInterno.

A - 3
T djz")ﬂ 2:

- 79

+ 30145

30145
+978
0

ENTRADA

Campo de ‘Entrada

36725931
3.672593
-.367259.

1367259

SALIDA

© Valor Inte;no*:_ahnEgpecificaCiGn

+ 36.7929
.+ 36.7934
- 0.0316
+ 579.645
+ 579.645
-s%é;édsmf

Especificacibn

Campo,de Salida

Especificacién .Valor Interno

‘F8.4
F8.4

- FB.4 ..
F6.6

Ty e

~ s

LU

7.3
TF9.3 o -
F6 .3
F4.2-
F6.2

F6.2

R

+ 3672.5931
©“+ 3.672593
- 367259 . .
40.367259 -

.

+ Todls

A!Caﬁgo de Salida

T 36763
Lo '“lff“k36g793
- 0.032
X8 ]
© '§79.65

g d




En algunos de los casos, es necesario imprimir tftulos
O encabezados de tal manera de que los resultados del pro-- <:)
grama sean mis legibles y comprensibles. Para este tipo de
problemas es comin poner el texto a ser impreso entre comi-

las, dentro del formato que le corresponda.

Por ejemplo, si queremos imprimir los valores de tres
variables A, B, C, <n una forma legible, podrfamos usar el

siguiente formato:

WRITE ( 3, 10 ) A, B, C,

10 FORMAT (‘A = ', F10.4, B = ', F10.4,'C = 'F10.4)

Lo cual provoca que la miquina imprima lo siguiente:

( suponiendo que A = 5.6, B = - 4,85, C 1.492)

A= _ __ _ _5.6000 _B = - 4.8500 C = _ 1. 4920 O

Es importante hacer notar que la primera posicién de
impresién ( i-e la columna 1) sirve para el control del ca
rro de impresién, por lo que es necesario tener presente

este hecho siempre que se vaya a imprimir.

El control de carro posible se reduce a las siguien-

tes:

PRIMERA COLUMNA

)1 Espaciamiento sencillo antes de imprimir
0 Espaciamiento doble antes de imprimir

1 Salto a otra pigina antes de imprimir

+ Sobre - escritura antes de imprimir

Proposiciones de Control (:>

Normalmente, las instrucciones de un programa en Fortran



£y

se van ejecutando en forma secuencial, por lo que es’nece-

sarlo alterar (en algunos problemas) esta forma dqgejecu-—

-, -
\.‘n¢- _‘4\ . 3 Lo

qlén.v

Las 1nstrucc1ones _que alteran el flujo de las 1nstruc

B SAULIE L77¢477~)p‘,_ SR I AL e —— - - -
ciones en un programa son las 1nstrucc1ones de control que
S ”3, (o2 IR

son

ioe

~ R TR eo R, o SRR S T Ceet e
ST IR ArdtmEtico v BN snhirs o e

IF Lbgico ’ e

ZviSlTop", s RS ! P

T CONTINUE", P BRI .
Proposicifn™ G0 TO « F o £ L PR

Esta pfoposicién es llamada de transferencia incondi-

-
cional 'y su.forma general es: .. . .. .+.,." =

o res . N = N - oy
. Do R LT ~d
GO TO n donde n es un nimero
NS * ’ Lo " ka - e ._.: [ ; e ‘ : P vt b =
de proposicidn
L om ‘,I“' . TR T P Yo . e

El efecto de esta proposxc 6n es .el. de; transferlr el -
flujo de las jns;rpcc;qnes‘a.aguella que tiene el nfmero de
a :proposicifn n. - Esto se puede; visualizar.como un "salto" en

el orden de ejecucibn_.del.programa,,
S s >~ ’1_7 IS . \/ .. " e YT L T~ N o ~
: . S NPtV S A S H

Por Jemplo'

En el segmento de programa 51gu1ente, el orden de

ejecucibén es: “,2,3;5;&22[3“;5,6;7 ’ oo

-

1 A=0 R ‘ 4 C=AT™B

2 B A+ 3 WRITE (3,8), A,B,C

3 GO TO 5 GO TO 2

~3 =) w

END




Proposicién IF

Generalmente, en el transcurso de un programa, es ne-
cesario hacer "pregtntas" sobre algunos valores de las va-
riables del programa, y tomar "decisiones" seglin el resul

tado de la pregunta.

Esta "toma de decisiones se efectfia por medio de la -
proposicién IF, la cual tiene las versiones icrmadas Arit-

mética Lbgica.

El IF Aritmético tiene la forma

IF ( exp. aritmética ) nye Ny, Dy

Donde n1' n2 Y n, son 3 etiquetas 6 nlmeros de propo-

sicién.

ﬁl funcionamiento de este IF es el siguiente:
1.- Evalfia la expresibn aritmética
2.~ Compara el resultado con cero y toma cualquiera
de las siguientes acciones:
a) Si el resultado es 0, transfiere el control
a la proposicibébn con el nfimero n,
b) Si el resultado es = 0, transfiere el control
a la proposicibén con el n@mero n,
c) Si el resultado es 0, transfiere el control
a la proposicibn con el nlmero n,
Como ejemplo, veamos un programa que calcula la funcién

SIGNUM {(x), ( (x) ) definida como:
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o 3
i, = 0 .
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Hagamos primero un diagrama de Flujo:
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La codificacibn en Fortran IB-1130 queda como
sigue: = " \

READ (42,2 ) X \
FORMAT . ( F10.0 )

IF (X)-4,6,8 .
§ =~ 1

GO TO 9

S

0

-]




7 GO TO 9

8 S =1

9 WRITE (3,10) X,S
10 FORMAT (F10.6, 3)

END

El IF 16gico’tiene la forma

IF (expresibn l6gica) proposicibn ejecutable

Una expresién l6gica es una expresidn que puede ser

cierta o falsa, como es el caso de las comparaciones:

¢ Es A B ?

& Es sen x +y log. z ?

Este tipo de expresionaes son llamadas expresiones de
relacién y consisten de dos expresiones aritméticas (rea-~-
les o enteras) separadas por un operador de relacibn. Los
operadores de relacién son las 6 comparaciones matemdticas:

= #£ = = que en Fortran quedan expresadas como se mues—=-

tra ‘en la tabla:

OPERADOR DE RELACION NOMBRE EN FORTRAN

= -EQ.
# .NE.
.LT.
- .LE.
.GT.

.GE.,



‘\t‘i,:‘;'j T N ,\‘ - P e . L L
Ademnds de estos operadores, 'se usan tres operado-
S I I P I e CaeEe 3 ‘
res lbgicos para'cbnstruir expresiones ' mas elaboradas.
N I P T L e il . .
Estos operadores son llamados ‘disyuncifén, conjuncibn y

iy, . R 7 - T T
negac16n, sus nomn rés en Fortran son .OR., ~:AND., NOT.

Respectivamente. Su funcdionamiento ‘es el siguiente:

Si Xy Y son expresionesflégicas, entonces X.OR. Y
" es 01erta. ‘a’ menog” que 'X'6° Y sean ambas falsas. -
-t A A IS 5 B ?@Q Lok s cor o

X. AND. ¥ es falsa, a menos que X Y Y sean ambas

f'; f f ~,
T A v

AR o

re s ~

ciertas.
"NOT.X e$ falsa si’X es-cierta y viceversa®

§ :“l}.\ R PR P \,.. ! L !,\‘ -
ST N - XTL N T < Se T
¢

‘IF "L‘é‘g“;'icé'ﬁsf' del TF ar‘itmético:**?“i DRI

, ' —
RN B RS 3
P N R N = e R ~ PRGN SN -
~ TR ,/-Ea A a I3 “}.I A ~ = ‘r,‘r ‘7‘,‘: ',\y;,, [,X "y s e “‘,‘ .

o e T R

Supongamos gque queremos hacer R = R1 solamente si

P

o ‘C“S‘ 3" Y T =4, hay 3 maneras de hacer esto:. Wl s )
T A T AP - S el T St oL Voo SRR T ;
1IF ARITMETICO ' IF LOGICO
IF (s -3) 1,2,1 a) b)
= 2 IP(T-4)" 13,1 VS IF(8.NE.3)"-GO’ TO ;1 ~ IF(S.EQ.3.AND.
R Eeb Tt S5 IR ((TUEQL 4) %R = RIBIT. EQ.4)iR=R1
TUETT L I T e e oo s 0D, B smm e 3
TN S S AT S e TR S S 1 -v&rr g wE
Vemos que usandp el IF arltmétlco nece51tamos 3 eti-
- oA ',112‘2‘“ }? . . ‘a ‘wit - An\ A ?L\:'» ﬁ‘)‘j - @
_qgetas,' En el IF Ldglco, elrfunc1onam1ento es el 51qu1en-

. oo
JEI D P

te: > ¥
a) 'Se evalGa (n) la (s)” expresibn (es): aritmética (s)

involucrada (s) en “1a exprésidn:l6gica.:

- B - - Y P : Ed
E R s o m .




b) Se va evaluando el valor légico {(cierto o falso)
- de la expresifn lb6gica, siguiendo un orden de =
prioridad de operadores lbgicos. El orden es el
siguiente: La mis alta prioridad es dada. NOT.
Después se evalfla .AND.

y finalmente .OR.

c) Una vez gque se ha evaluado la expresibn l1légica en
tre los paréntesis del IF, se observa su valor y

ocurre una de dos situaciones:

Si la expresibn 16gica es cierta, se procede a -

ejecutar la proposicién a la derecha del If;

Si la expresibn lbgica es falsa, se ignora dicha propo-

sicidn y se contfnua con la secuencia normal del programa.

ARREGLOS.~ Generalmente, en los problemas cientificos, es

necesario usar vectores, matrices o estructuras con mis di

mensiones.

Debido a que todas las variables usadas en el programa
ocupan un lugar en la memoria de la computadora, los proble-
mas deben ser "declarados" (esto es, se le debe dar informa
cién al compiladér) a8 fin de que se les asignen localidades
en la Memoria. La manera de declarar un arreglo en Fortran

es por medio de la proposicién "dimension® es como sigue:
P ) g

DIMENSION A (n,, ng), B (n3), Clngs ng, ng)
Donde A, B, C son los nombres de los arreglos y nl, n,.

sesN  SON las dimensiones médximas de dichos arreglos.

O



Por Ejemplo:
N SRS PR TSTSTY B PR R R SNV RN Lo ad

Dimension NOM (10,10)

Har& que el compiladpr reserve 100 localidades para

una matriz llamada NOM con 10 renglones y 10 columnas.
R
- / .- ot

.- C.ov L [

L

} Para referirse a algﬁn elemento de un arreglo, basta
con poner el nombre del ary eglo, seguldo por el Indlce -

fro o T . S :
(o los indlces) encerrado entre parénte51s por ejemplo, -

Ml L - ..L\ N NS -

si queremos sumar los dos prlmeros elementos‘del arreglo A

R,‘., A

0 L .
P2 AN

Y guardar el resultado en el tercero, lo hariamos por me=

s '\ d ) Lo

dio de la 51gulente prop051c16n.

&\\ ’aja ,"f) o :;L\ o wa . L
A(3)=A(1)+A(2) T

En general;- 1os fndices-de-un arreglo son yariables -

‘
-
3

enteras, que van cambiando'de-valores en el transcurso del
\ i . . i

programa. Como ejemplo, veaﬁos‘un pfogfama que lee un vec-
tor llamado valor,"de-a lo més 100 elementos,cy calcula la i.

suma de sus elementos. g T
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La codificacién del programa en Fortran quedarfa como

sigue:

567

C . SE DECLARA EL ARREGIf
DIMENSION VALOR (100)
c SE LEE EL NUMERO REAL, DE ELEMENTOS A PROCESAR
READ (2,1) N
1 F@RMAT (13)
c LA SIGUIENTE PROPOSICION LEE LOS ELEMENTOS DEL
ARREGLO MEDIANTE UNA PROPOSICION DE ITERACION
QUE SE EXPLICARA CON MAS DETALLE
READ (2,2) ( VALOR (I), I = 1,N)
2 FORMAT ( 8F 10.0 )
c DE AQUI EN ADELANTE SON 10S CALCULOS
SUMA = 0.0
I=1
3 SUMA = SUMA + VALOR (I)
IF (I.EQ.N) GO TO 4
I=1I+1
GO TO 3
4 WRITE (3,5) SUMA
5 FORMAT ( 1H, °SUMA = ' , F12.4 )
CALL EXIT

END

'
Ny a4 ST Cacisash © e e =



En el programa usamos una proposicidn de la forma
( VAIOR (1), I =1, N)

La cual es usada con mucha frecuencia para lectura
e impresidn de arreglos ( de cualquier dimensibén ) y su -

funcionamiento es equivalente a escribir.

( VALOR (1), VALOR (2), VALOR (3), . . ., VALOR (Nj

Este tipo de proposiciones de iteraccidén son las que
quizd dan mis poder al lenguaje, ya que es posible reali-
zar grandes cantidades de c8lculos mediante pocas proposi
ciones.

Una de las proposiciones de interaci6én mds usadas por

los programadores en Fortran en la proposicibn DO.

PROPOSICION DO.

La proposiciétn de control DO nos permite efectuar una
serie de iteraciones con una sola proposicidén, por ejemplo:
si queremos inicializar un arreglo 4 de N elementos a ceros,
se puede hacer usando If‘s o usando una proposicibn Do. Vea

mos las dos formas:

Con If's Con Do
I =1 Do 1 I = 1,N
1AM =0 1A (1) =0
I=1I+1

La forma general de la proposicibén Do es:
Do etiqueta variable entera = valor inicial, valor

final, incremento




La etiqueta que aparece en la proposicidn DO le indi-
ca a la m&quina hasta donde llegar el alcance del DO, esto

es, define los limites dentro de los cuales se efectuard -

la iteracién.

La variable que’serviré como un "contador" para el DO
su valor inicial estd dado en ;g proposicibn y se iré incrg:
mentandoc cada vez gue llegue al final del DO, comparando
su valor con el valor final especificado. En el caso de =--

que sea mayor o igual, el ciclo termina y se ejecuta la pro

posicién siquiente del bloque definido por el 00,

La dltima proposicién en el bloque de un DO no puede -
ser Go To, If Return o Do. En el caso en que sea necesario
usar algunas veces estas proposiciones, se recurre a una pro
posici6én "muda” que es el Continue cuya Gnica funcibn es la

de definir a una etiqueta.

Se puede dar el caso de tener varios bloques de DO‘'s --
"anidados", esto es, uno dentro sel otro, siempre y cuando =

cada uno esté completamente abarcado por el mis largo.

Para ejemplificar lo que se ha dicho, veamos un segmento
de programa que multiplica dos matrices A, B cada una de NxN

Y guarda el producto en la matriz C de N x N.

" Recordemos que si C = A*B



El programa quedarfa como:

po 1 1=1, N
DO1J=1, N
c (1,J) =0

DO 2K=1, N
2 ¢ (1,3) = ¢C(1,3) + A(I,K) * B(K,J)
1 CONTINUE )

SUBRUTINAS Y FUNCIONES

Muy frecuentemente sucede que una Seccidn de programa,
0 secuencia de instrucciones es frecuentemente usada. Si
tal caso sucede tal seccibn del programa es usualmente --
identificada como una rutina sepaiada llamada SUBROUTINE en

Fortran ( PROCEDURE ALGOL ).

Cuando una subrutina es definida, se le d4 un norbre -
de identificacibn, y sus argumentos son identificados, estos
argumentos son sus variables. A continuacidn estudiaremos -

la naturaleza, uso y objeto de las subrutinas.

Cada subrutina debe de empezar con la proposicifén subru
tina, su nombre, y una lista de argumentos y terminar con -

las PROPOSICIONES RETURN Y END.

SUBROUTINE SUMPRO ( A, B, SUM, PRO ).

REAL A (20), B (20), SUM (20), PRO (20).
1 SUM (1) = A (I) + B (I)

PROD (I) = A(I) * B(I)

i=I+1




IF (I - 20) 1, 1, 2
2 RETURN

END

La manera como se transfiere el control se ilustra
en la sigquiente figura. El control se transfiere a la sub-
rutina cada vez gque es llamada. El control se transfiere
al programa principai ( u otra subrutina ) cuando encuentra
la proposicifén RETURN. La siguiente proposicibn a ejecutar

es la siguiente A la llamada.

|
LLAMADA A
SUBROUTINE

L |
N .

LLAMADA A
SUBROUTINE

L-*

II /
LLAMADA A |
SOBROUTINE

&5

SUBROUTINE

SN
.

RETURN




La estructura de la subrutina es la siguiente:

N ’ﬁ" ~ . STty 3, -
o v PRSI -y . N

Sk ew A v fan oo ‘ ;
# Tarjetas de control : o C

" Real”a” (1000) -7 ¢ < S
SR T5 S SR P ER IR ‘ o
SO0 petn ot e W Doy 1 ~ e~
= - & u
*
A T I S :
> : .’ ’ B
Call error C
o b o
[ ]
-]
oty o e LT oo ey NI TT AR .
.
Lo a0 Ll T

End., o

i 23w ic Subroutineserror; (o5 i e s iaers g
.. (WRITE) (6, 1)
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v AL IOBTINCE e ;“: Sl e .,
by et P Ry A o~ P R .
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Principal .
Y7 “Callsuma’ ( A * A, B))

End
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Cuando ejecuta la preposicidn call suma (A * B, B),
la exjmesibn A * A, es valuada y su valor es asignado a una
variable temporal no accesible al programador llamémosle t.
El segundo argumento es simplemente una variable, su nom--
bre es pasado a la subrutina suma. O sea que call suma ( A*™

A, B ) es equivalente A;

A esta manera de tratar argumentos se le conoce como

"Llamada por valor;

En general, una subrutina admite determinados valores de
entrada y "regresa" al programa principal otros valores, por
ejemplo, en la subrutina SUMPRO (A, B, SUM, PRO) 1los valo--

res de entrada son A, B; y los valores de regreso son SUM y

FRO.

Existe otro tipo de subrutinas que regresan un solo va-
lor, por lo que son llamadaslfunciones. En este tipo de sub
rutinas todos los argumentos }epresentan valores de entrada y

el valor de salida queda asociﬁdo al nombre de la subrutina.

Veamos un ejemplo: gqueremos una subrutina que admita --

tres valores A, B, Cy calcule Az + B2 + C2 si Ay B son po-

sitivos o - C si A 6 B son Qegativos, se procede a decla
A+ B '
rar la subrutina:



.FUNCION . F (A, B, C)
~s.o. IF:(A,,GE. O, OR.. B GE -0) . GO TO 2.

AL S R I

.

PR EL:(:,_;' o RE\TUII‘IJ" e s ‘\‘”“, SNy . [ e 9

<3 ’ L
. b Sl . - SR .t "

2. F + SORT.. (. A.* %2 +B ** 2 4 C ** 2 )

RETURN f .
END
“ SR o SR T S T ;
N TS WS = - r .1,
METODO DE NEWTON o e e ok

4

Este método sea tal vez él método mAs popular para en-

<:> contrar los ceros ( raIces ) de- una funcibén de una variable

e

f (X). Es decir se encuentra una X tal que f (X) = 0.

El método de Newton es un‘método iterégivo que\produée
una seéﬁencia de aproximaciqg/aw;arraié, siémpre y cuando:
a) £ (X) -sea continué ;léiférenciable en la vecindad

de la rafz, y que las segundas derivadas deﬂfpcxﬂ

no lleguen»auser.excesivamenteugrandes,oﬁb il

b) Se puede dar un 1ntento lnlClal del valor de la -

S -
TR B R Ct S . P , vl = ici

raIz "bueno
-
Para funciones de variables reales, el método de Newton
~tiene una interpretacién geométrica simple' somo se 'ilustra

en 'la siguiente..figuras "~




Suponga que gueremos encontrar unsa r. .2z de la funcibn
{ (x), es decir el punto donde f (x} corta el eje x. Supon
gamos que la curva tiene la forma de la figura anterior, si
nuestro primer intento es Xyr %y serd una mejor aproxima--
cidn de la rafz la cual se obtiene encontrando la intersec-
cibn de la tangente (xl, f (xl) ) en el eje x. Este proceso
se repite varias veces, cada vez utilizando la X, calculada

de la X4 anterior; hasta encontrar la rafz con la aproxima-~

cibn deseada.
Refiriéndose nuevamente a la figura anterior deje que
f1 (x) sea la derivada de f (x) wvaluada en el punto Xq0 pOI

consideraciones geométricas.

= f
£ (xl) £ (xl) 1
X1 7 %
Y la nueva aproximacidén de la raiz
X, = X5 - £ (xl) R
' fl(xl)
Ejemplo:
M&8todo para calcular la rafz cuadrada.
Si la ecuacidn x2 = A, la ecuacién a resolver seré&:
f (x) = 4 = x2 =0
£l (x) = - 2x
De la fdrmula 2
- e D e 2 . -
x2 = x1 A x1 ESCRIBIENDO: x2 1 A + x1
2 X
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METODO DE NEWTON

PROGRAMA ENCONTRAR LOS CEROS DE UNA FUNCION

AQUI SE bEFINEN LA FUNCION Y SU DERIVADA

F (X)

DF (X)
LEE EL VALOR INICIAL DE LA SOLUCION Y LA TOLERANCIA
DE ERROR |
READ (5, 1) XVIEJA, EPS

1 FORMAT (‘2”F10.0)
COMIENZAN LAS ITERACIONES

2 XNUEVA = XVIEJA - F (XVIEJa) / DF:(XVIEJA)

7 1

DIF = ABS fxvxﬁdA‘ - XNUEVA)
IF;( DIF. LT. EPS ) Gé'To 3
 XVIEJA = XNUEVA
GO TO z
3 WRITE (6; 4) XNUEVA,\DIF
4 FORMAT ( " X =", F12.4, 5 X, "ERROR = ", E14.10 )

END
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CENTRO DE EDUCACION CONTINUA

TEMA; METODOS NUMERICOS

1) SOLUCION DE _ECUAC:ONES
1. Funciones transcendentes
- Bquuegic por particién de intervalos.
- Método de aproximaciones sucesivas.
= Método de Newton Raphson.

- Método de Newton 20. o;den.

= Método de Yon Mises

A

2. Fynciones polinomiales:

.
N

- 'i'eoremos .

- bivisién sintética.

- liegla de los signos de Descu.rtes.

- Ral'ces racionales (Divisi\én Slinféfic'a)

= Ralces irracionales: (Newton - Raphson y Newton 2o. orden)

- Método de Lin Bairstow

1) SOLUCION DE SISTEMAS DE fCUACiONES LINEALES

1. Operaciones matriciales :

i

\

= Suma y Resta
= Multiplicacién,

= Obtencién de la matriz inversa poriel método de Gauss = Jordan







2. Solucién Sist, de ecuaciones:
O ; "= Método de Gouss
- Mefodo de Gauss—Jordan
- Méfodo de Jacobl
2401 Método de Gauss # - Seidel - T sl Y
o oo™ e
1) VECTORES Y VALORES CARACTERISTICOS.
\-- ‘Méfodo dia‘ecto R
- Método de Kryiov |
- Método de Jacobl pora osfener el mayor)vaior caracteristico
h o - Méfodo de Jacobi para obtener el menqr \vqlorﬁ coracterlstico.
~ IV) APROXIMACION POLINOMIAL et
O | 1. Interpolacién con ‘valores muestrales o espacios igbales:

- Méfodo lmea!

- Método de Newfon ‘

.
R To . . P . e 3 s P LTI S
AR R fatls st L SR o -

2, Interpolacién con valores muestrales desigual mente espaciados.
_=.Método de Lagrange. - . ... - il

l - -
. ¢ } , TR s Vo
R : MR T AR

3. Aprommacnén de punfos por pclmomnos.

o
© oAt ‘»-7*'

- Método de los mi’mmos cvadrados .

V) DERIVACION E INTEGRACION NUMERICA,
1, Derivacién:

= Método de las diferencias.

2. Integracién :




- Método trapezoidal
- Método de Simpson 1/3

- Método de Simpson 3/8

Vi) SOLUCION ECUACIONES DIFERENCIALES ORDI NARIAS.

= MAz2s
]

JURPN (RN DU S I
T AIVIRIOUY Ue LUl

u
- Método de Euler mejorado
- Método de Runge - Kutta
- Método de las diferencias finitas.
Vi) SOLUCION SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS DE Ter. ORDEN,

- Método de Runge - Kutta

~ Método de variacién de parémetros

Vili) METODPS ESTADISTICOS Y PROBABILISTICOS
- Generacién de n.a. por método de la congruencia lineal
- Método de la transformada inversa.
- Generacién de v.a. gaussianas p.or el método polar.
= Generacién de v.a. con f.d.p. exponencial

{
- Métodos de Monte -~ Carlo

1X) OPTIMIZACION DE FUNCIONES

1. Funciones unidimensional es:
-~ Método Aleatorio

= Método de Fibonacci.
2. Funciones multidimensionales.

= Bisqueda por Gradiente.
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El objeto del presente curso es dar'un panorama general.de la:eplicacién
de la computadora para resolver problemas mateméticos y a la vez familiarizar
a los asistentes ol curso con el manejo deé. los métodos existentes, a fin de que
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C.E.C. 2.

APUNTES METODOS NUMERICOS

1) SOLUCION DE ECUACIONES

Existen dos tipos bésicos de ecuaciones:

- trascendentes (™. sen 3X = 0)

3 2

+10 X* +1=0)

- polinomiales (X4— 3IX

1. Funciones trascendentes

a) Bisqueda por particién de intervalos.

La metodologia a seguir es:

- trazar oprox. la curva y ver en qué intervalo se encuentra la solu=
cién.

- discretizar el intervalo y los valores de la funcién F (x)=©

= los puntos intermedios més préximos con las siguientes caracteristi=
cas: F(X)){ Oy F(X9)»0 ; tomarlos como nuevos Iimites del in--
tervalo y asl sucesivamente segin sea la precisién buscada.

Ejemplo

]
1

Resolver la ecuacién e ™*=sen (TT X/2) =0,
. 50‘ ° .
Se traza la curva y busca el intervalo dentro del cual esté la Sol.



s
wnd

IR}

1t

- en m e e

CO0COoO0O0O0 0O

o=Mwruoluno—
- 3 2

A S T .
0 02 04 06 08 4.6 X
' Coy ] -:'\: T s {'“1‘.4” - " .

)

y. se forma la siguiente tabla:® = > “no e cu L ia

i

.
‘i H by ' @‘ @
MR SR R 1 R .
—— -
. .

1| .5 leoss. | 707

/I( 2 25 . 7788 |- .3827 R
\

i ’ | o R L
N3 375 |.6873 | 556 | v
N | ; i o
74 4375 | .6456 84 )
~ ’ ’ 1 ’
s 46875].6258 | 676 |

" 437 X o 4687 4 .
PV | , Ry IRV .

» \‘ ] . ° < s R .' g - B
b) Método de cproximaciones ‘suéesivas® + = i+ . "
. ‘ o '
Sea F(x) = 0, sumando X en ambos miembros:: .
Fix) + X =g(x) =X

sa F(a) = 0, se concluye:

gla) =e




cso sucede si laralz os exacta, en caso contrario :
Xy =g (Xo) = F (Xo) + Xo

X2 =g (X1) =F(X3) + X

Xntl= g (Xn) =F (Xn) + Xp
el método se detiene cuando:

xan - xa < €

es decir, cuando los valores de X y X, 41 son casi iguales. Este

método converge si:

. | .
L9 (0 {1
E'Iemelo
Der la raiz negativa de X= \l 0.5.
Sol.
Del l'enunciado se tiene :
2
X'=0.5
2 .
X=0.5=0= F(x) A

: , L. e
Sumando "X" en ambos miembros:

2

XP_ 0.5 +X=g(x) =X
2
Xatl= X _ 0.5+ X,

Sea Xo==0.6:

O



1=10.6)2 - 0.6 - 0.5=-0.74
 Xp=( -0, 74) ~0.74 - o 5--0 6924
X3=( -0. 6924)2 -o 6924 o 5= -o 713
x4—( 0.7312-0.713 - 0. s--o 704

Xs = -0.704) -0.704 - 0.5 f - 0.706

de dende

X2 -0.7 \

c) Newton - Rézphson

El método consiste en trazar !a tangente a la curva en un punto (X0, Yo)y
la interseccién de esa rectc con el eje."X".dar§ el nuevo valor (Xy, Y;), el mé-

todo se repite sucesivomente hasta ques

-.l?‘hﬂ -)?nl L€ -:. ‘
l'xﬂ’—'- 'F('s() Vaoovame ooy il A »’: ‘3

/ kl s

At

P (Xo) =tg@ =F00) = 0 1 £lx)
o Ko =X Xem Xy




por lo que :
(Xo = X1) £ (Xo) = f(Xo)

. £ (Xo)

Xn+1=X_ - f(Xn)
X))

El método conveurge si:

lo 0} ¢

donde:

g(x) = X - #(x)
e

Si Xo es la primera oproximacién, el método converge si:

- Xo estd suficientemente cercano a la raiz
1 .
=" (x) no debe ser excesivamente grande

-f'(x) no debe estar muy préxima a cero.

Resolver la ecuacién f(x) = X2- C=0,C=24
Sol.

f'(x) = 2X
por lo que:

Xn+]= Xn-}.z_n"c



O Sea Xg=1 7.-
X1=p (1+24)=12.5 -
Xy =y (12.5+24 )=7.21 0
2.5 R
Xq =1
35 (7.21+24 ) =5.26% 2
: / 7.21 L
Xg=1 (5.2693 +24 249119
2 . 5.2693
AR e A= DpL TV e e
en 2T
.- L T S R T
ey : Jx % ! 4“'94"‘\:
) Losen 3w Dot o Bl e

O ' -d) Método de Newton de 20. Orden’ =~

Este método funciona igual que el anterior solo que converge més répida-

o4

mente y sus restricciones son iguales que én el caso anterior.

A RO
* LTS ;o [
Egpandiehao f(>) en series de Taylor :
f(Xn) =f(Xno ) + (Xp=Xn=u) ' Xn=e) ™ 7
- ] ‘. .
230 0= 0 Tnan 200 e G e s
) +<(Xn-xn- l) ’ ‘f" (Xn—.|) + w\. oo

i

71

.
4

Si se toman los 3 primeros miembros y considera X, .como raiz:

#8Xn) = £ (Xna1) + (KX =1 P (X 7)
+ (Xq~ xn-if)z £ (Xn-1)

O 70




0 =f(X,-1) + (XXn-1) P (X _y)
1
+ (Xn-Xn-])2
21

4l (Xn...])

pero :

Xn =X, 1 == f(Xn=1)
£ (Xn-1)

0=F 0 + 0 = Xoot) [ #0het) =1 5Xgo1) )
" 2 F 0

! =-f'(Xp-1) + 1 (X))
Xn=Xa-1 £ (Xp-1) 2 (Xn-1)

con lo que la férmula de recurrencia esté dada por

A Xn-|= Xo = Xn-]
Xn = Xna1 + DX 4 :
Ejemplo

Resolver f(x) =sen X =0, suponiendo Xo=1,165

Sol.



e ST s gty
| X, if(x)=senx | f'(x)=cos X | £"(x)=-sen X "AX
Xo=1.165 ‘ : o
=66.7° 9174 3978 .| =.9V74 | "-0.6302 |
X1=0.534 * EEIT E
© =30.5° 508 +8611 =0.508 - =0,5024
X=0.0315 O

=1.79° 20314 9995 ~0:0314 cr2f - 003147 . <

X3=0.0001
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e)\Méfoda de Von Mises i )
S o To e ar e el 20Nl S T g T ,
. " Consuste en tomor slempre Io pnmerce t*angente como, frqyecfor!q\ Jd%.,

busqueda. Es més lento pero reduce el-inconveniente de que f'(x) quede --

muy préxima @ cero. Se uhhza este méfodo en los casos en que los puntos -
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. o~ X

"y o flxa-1)
f| = n

(XO) xn"'l-Xn

° AY
o o Xn = Xn-] - (xn-])

2. Funciones polinomiales

Polinomios de orden "n" son aquellos que tienen la siguiente confi-

guracién :

P()=Aq X"+ Ay X074+ A X2 + Ay X + A

Para resolver estas ecuaciones se empliean los métodos antes vistos pe
| =

ro con modificaciones que permiten realizar las operaciones més répidamente.

o) Teoremos

-T. del residuo : el residuo resultante de dividir el polinomio P(x) en-

tre el binomio X-a es igual a P(a).

P(x) = (X-a) Q(X) +R

P(a) =R

-T! del factor : Si x=a es una rafz de P(x) =0 =P (x=0)esun fac-
tor de P(x). | !
A P(a) =0
=R =0

©

0. o P(x) = (x~a) Q(x)



O

.-

b) Divisién sintética

Permite efectuar numéricomente la divisién de P(x) por el factor x-c.

Sea::

PO =A X" +A__y X™ 4 4A

-1 o

An P Ao
!

QBnq <3 i - 0L
BMM

B n=1= An

Bn-2= Apet + oRn-1

QU =By X" 4R 2 X" 2+ 4By +R
' X-a

LY -

Eiemelo

-
-

Si P(x) =3%%-7x3 +2X2 + 1, encontrar Q(x) si se divide P(x) por

X+ 2 y hallar P(=2) aplicando el T. del residuo,

Sol.

L)




12~

-6 26 =50 12 -2
3 -13 28 =56 | 113

Qx) = 3X3-13 X2 + 28 X - 56

R=P(-2)=113

Demostrar que X = - 2 es raiz de la ecuacién X3 - x2 -4X+4=0

Sol.

R=0

P (x) = (X+2) (X2-3X+2)

¢) Regla de los signos de Descartes

Esta regla sirve para determinar el maximo nGmero de raices positivas
6 negativas y sus posibles tipos (reales o imaginarias). El procedimiento es:

- Obtener todas las ralces nulas y reducir el polinomio,

AXM+ . +A X" =0

:

=> existen m raices nulas
m n-m -
X (Mg XPTM4 L +AL) =0
. S
' g

: polinomio reducido para lo
- - bisquedo.
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‘:" { e 3 . °
. = Ordenar el polinomio en orden decreciente:

An X® A1 XV a L AXEA, =0

~ @ ' s
> ¢ < -

- El nGmero de raices reales positivas es igual al ndmero de com=

S TR e YT

bios de signo ‘en P(x) 6 un nfmero menor en pares. El nﬁmerg de

1.
\

raices reales negahvcs es sguai u! numero de cambios de s»gno en

- s ;~4‘ vew o ;
P {-x} o un nlimerc menor enpares, 3 Lo
H ! ’ ’ ! v N
SR SO T e

f

bt Fas‘ra?’ces compleias‘,Sa existen, siempre cparecenj porpores °?rﬁ¥°
gados. 3 , - Lo

- Una ecucc:én de grado "n npw hene o 'rai’ces req!es o cbmplems.

SRR

- E§§ab!ecer un cuadro con las posabnhdadas que se feﬂgan para las
L ",
"n" raices. - /
. n g . . RN
: taN i - G T T
\ | P ‘. v —~ -~ 1;- o T A Ay
3 v ! ~ -
- Caso {( N ";“,-""u‘“: R L U P TR o
Tipo o 1 511 N
b ' ' < '
i St ' : : )
posifivas | ) PUNNN R R R PRI
N i . - . o
I : : ;
oo o : : AR !
;negchvus- ; : ?
T A a7 S e T PR PP
N . .
compiems ,: : : ;
T : ; PP e S il TRt TR
oY \ ) \ ! \ ®
total: ‘ ' ; L oo
\ ' et |
Bonh g oo LTI NENRII IOt O
v ‘J»L‘fw N;.:I'T‘ [ R

E'lfemel’ow 't - . e

.
;
Fndagar los: posibles tipos de:rafces para. el siguiente polinomio:

P =X 116X 180
Sol. ' - o

; P-X) = = X3 - 7X2 # 10X+ 16 =0 .




14, -
.No. de cambios en P(x) =2 =>r.p. 22, 0
No. de cambios en P(~X) =1 = r.n,: |

Total de ratces : 3

!
| 1
X>0 ? 0
X <0 ] ]
compleja | O 2 )
Total 3 3 .

d) Obtencién de rafces racionales

Las posibles rafces racionales estar6n dadas por ¢

Xposible =+ mdltiplos de Ag
A

. n

Se aplica divisién sintética en P(x) para cada raiz posible y si R=0,

entonces Xposible seré raiz de P(x).

Las rai’ces se buscan de acuerdo al cuadro obtenido por la regla de -

los sign?s de Descartes.
Ejemplo .

Encontrar las rafces racionales del poljnomios
PO) = X3 7X2=10 X +16 =0
Sol .. : 2

3 A, =16



A, =1
- mdltiplosde Aj: +16, + 8, +4, + 2, + 1

X

a2

xp=:t 16, +8,+4, +
A T 1

_.|M

1
T .

T A':f',:]' .§;'::-%\ L -‘,.’Io E ]6:

’ o -;’ ’]8 . -16\; _:_ 2:! e

TR [0

T Q) =X2=9X+8

de donde:

N
s

e KB OE N 8le 320 29 E T i i
’ 2 2

I3 ’ « y N ){:.
RS VRS TP IR P F B s 5 Vb .
X, =8 L
2 3 .
' i oy
X3 =1 ;
* Ca

e) Obtencién de rafces irracionales (Ne—w?on?chhson): -

Xn+1 = Xn = PX)
P (X,)

sabemos que :
P9 = (X=X,) Q) +Ry
Vsie 3 ':i;
X=X,
=5 P (X ) =R, "
! derivando (1.1 X &

P = (X = X)) Q" 6+ Qulick

. b
LR ‘\/'1“ .

(r2Y

(0.3)
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si:
X=Xn

P' (Xn) = Q (X))

donde Q (Xp) es el restduo que se obtiene al dividir Q(x) por X=X, @

Q%) = (X=Xa) ‘Qx) + Ry (1.4)

P'(Xa) = Q(X,) =R, (1.5)

substituyendo (1.5) y (1.2) en (1.0) :

Para aplicar el mé&todo es necesario obtener primero las cotas de la -
ralz mediante divisién sintética y esas cotas se utilizan como valores iniciales :
PX;) > 0
P(X) < 0
o X4 £x & X,

€

Newton 20. orden"

Se tiene :

1 _ = Pn) 41 (X)) | (1.6)
DX, P(X) 2 PRy

xn+]= xn+ Axn

t

Derivando  (1.3):

P = (X-X)QH) + Q)+ Q)

= (X=X,) Q") +2Q" ()

O
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P X=X . TR A
St X Xn'

P (X)) = 2.Q(X,) o ! (i-7)l

d@rivanc{o (1.4) ) - M : mw, o
Q' () = (x=x,) Q)+ QT w e T w
Q) =00

coama e

pero Q (Xn) es el restduo que se obtie hYe"&l,’div‘idiF @'(X)'p‘éi’ (X=Xp): :
N ’ . ) ) . b ' ‘/

Qo= QXD =R3 1.8)
substituyendo :(I;B)en (1.7 ;- B

P"(Xp) ---l 2Ry (1.9)

i :J IR ArRRE S
substituyendo (1.9), (1.5),'(1.2) en (3.6):
a7 e A 7 s
- R] R2 N <ot J [P ’
xn'ﬂ =xﬂ+ A X‘? e 3 IR & : LK s
. o P e _u a .
H : k . { - ) .
_i_E.,_E emplo SN T ale -
} R . m‘ - ,,.. - AJM e e .mvi.
A jl" * N :'7\

Obtener para el polinomio SR
4 2 wigeo T e

X*-6x%3 - X
N
o8 RS N !
el cuadro de posibles scluciones, una de las ralces irracionales poriles 2 métedos

vistos y éxpresa[ P(x) en funci6n de dicha ralz e indicor Q(x)

{ 4




Sol .

P(x) = X4- 6X3-X2-2X -

5, r.p.r |

P-x) = X4 +6X3-X2+2X -8, 1.n.:3,1

| H
X>0 ! 1 ]
X <0 3 L
] comp. 0 2
( total 4 4
(
Xpos: £ 8, +4,+2, %1
ragc.
aplicando divisién sintética:
1 -6 -1 -2 -8
1 AN\~ 5N
/ \6/ \a/ :
| -6 | -
N2 78 N\18 40T N\2
'd A4 /-9 2 -48 N~
N4 -8/ 8§ =152, 74N
/ \/ -33\L4/
N8 157 120 944)TB
4 Us 118\ lgé o~
-1 7 -6 8 | -
T <7 6 -8 0

18.-



X, ==1

Plx) = (X+1) (X3-7x2+6X-8)
se trabojars con Q{x) = x3 . 7)(2 +6X -8
de los operaciones efectuadas ¢ cbserva :

P4y £ 0

PB) > 0
4£xésg

Sea Xo=6:
APHW&@ New?on Raphsen :

1 =7 6 -8

)

0 : 1 =l 0 |-8&

6.26 -4.63 8.58 6.26

1\ -74 137 | 58| iRy

6.26 34.55| 6.26
1 -5.52/35.92 R,

Xp = 6.26~ .58 =6.244
35.92

£

AplicandoNewton 2¢. Orden .

19.-
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| — 0 -81 =R
| !
6 30
1 5 30| =R
6 6
1 n|R3

1l —oR B =80 w2y

DX )
° R] R2 =8 30

X =Xo+ DX, =6+ 2429=6.242

f ) Método de Lin - Bairstow

Los métodos de Newton = Raphson y Newton 20. orden solo dan raices reales.
Para obtener las raices imaginarias se tienen dos procedimientos: obtener las rafces
reales y después en el polinomio reducido buscar las ralces imaginarias o bien aoli-

car un método numérico.

Dentro de'los métodos numéricos el nlés eficiente es el de Lin - Bairstow, del
cual solo se darén sus principios bésicos. Bésicamente consiste en un proceso de =

descompasicién del polinomio P(x) en formas cuadréaticas y hallar la solucién de esas

ecuaciones.
] A '
E. 3] l b il
jemplo
Dado el polinomio : L c

-

. i
P(f) = Y5 -17 y4 +124 y3- 508 y2+ 1035y ~ 875 encontrar sus raices por el

método de Lin - Bairstow.
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“Sol .
NP .:",Qiyiaier(Y) por-e! foctor cuadrético y2+ py+q:e e A
- T T S s w f SR RAVE Iy L
P(y) =P+ py+q) (y3+B) y2+3,y +B3) TRy¢s 7
s8 iguolan coeficientes de los términos de 595;9! grado- ¢
P+B]__17 i e .
B? + B-ip + q= 124
; SUES TIERTS S ST
i B3*Byp+big=-508")
. R+B3p+32 q = 1035 :
S+ By q= - 875 )
o I
de las 3 primeras ecucciones: ] N
'3 : ‘h T
B-l = "'» ]7 - p
LR £5 {v\-, \;

8y =124 + 1"7“p +p? (‘-(q *

B3 =~ 508 - ]24p - ]7p2 -'p3+2pq +174

estos valores se substituyen en el segundo g;rupo de ecuaciones?

T M 17e8 1242 508 p + 1035 - 34p2 -
-3468 - 124q =2 =R ;
P3q+]7pzq‘l’i24§q—2pq2 -17q2+

§t

+508 q -875=S

ol problema se resume a encontrar "p® y q" tol que ¢
F
R=0

o ¢« §=0




22.-

una vez hecho eso, se substituyen los valoies en la forma cuadrética y?+py+q=0; S¢ encven Q
Hran Sus rai‘ces

se substituyen en B], By, By teniéndose a continuacién :

P (y) =(y2+ py *q) éY3 + By )’2 +Boyy +B3)
—
Q (y)

J

se aplica el mismo procedimiento para Q(y) y asi sucesivamente.

Para el ejemplo tratado se llega a :

P=-4
. q=5
| Y2 -4y+5=0 ( f
‘ ‘ y=2%; - i

Q(y) =y3-13y° +67 y - 303

(8 ' o
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Q b)) SOLUC!ON DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

1. Operaciones matriciales .

- EEP ‘ N ‘ . - l‘ ;
Une mafriz es un arreglo de elementos en “m™ renglones y "n” co-

S
lumnes.
A - All A]Z o s & & @ A]n'} S 1 ) {1:}:‘ J‘;: _1 '
A ,
T ‘ (A}zl . 22 .8 e.0 18 e ?Azng‘w “ S -
j ' - ! A
A‘
( _‘ LA'“] m2 ¢ ¢ 9 o @ Aan ;
PATENY.
O o) Suma & Resta . 1 o
K4 -

Para sumar dos matrices se requiere que el nGmers da renglones y -
) Yo L A L D N U S '.7&,";1-.’,:,'-,“,5 (t::‘»:,;f-:{h' -

columnas de una sean iguales a los-de la otra. a

E

P
. ®

| A(m X n) +,B (rx s)M

B
4

es posible solo si i
' m=r )
N i
n=s
- Si C representc la matriz suma s
Ci = Aij +Bij _ _
! 3




Obtener la suma A +Bsi:

A=[3 t B= |1 0]
20 13 ZJ

b) Multiplicacién

Dos matrices A y B se pueden multiplicar solo si el ndmero de columnas de
la primera son iguales a los renglones de la segunda, es decir ¢
Si A(m X n)
5 Blr x 5)
existe AB <G=p n=r

Si C representa la matriz producto se tendré:

- . CLJ

€=

Ejemplg y

e

Encontrar el producto AB si s

A= {3 14
L?O

B= [1 0
S : 32 &

1%
g
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o [ 8%, (0%2d4 -
321 1@a+0) " (0+0)

-

. B . PN Foa b e o bty e Wl v
IEPLINETR N S TR SV AT S5 I A A L IS E

¢

] Mafnz inversa por el método de Gauss . Jordan

Y JE VS r S I S R
c:‘ctubun» » i. il H p
f

PRSI}
Y N “ f

' Hr M . - -

~ - “

RoR) 1 R%s

La mg?ni“iﬁvem 'S¢’ denoﬁ‘a por'A” ] y eumple E@ siguiemo mpﬂod@d g

N

‘*5(5;3 B e PR e Y S T S ;1 ,j( . '
AA"L 1= A-‘ A yo o
i . v R . ’ T B
dondeT es la’ mafnz |denhdad o C L
.o ‘ bl Voo '

'sz?ﬁd'e;isi;é'inver;&a :ié' una matriz A si IAI;‘ 0, .en cuyo caso A ‘ s pue-

“ ~ T

da obtener por vanos méfodos e contmuacnén se deseﬂbe ¢l de Gauu Jordsn

- " Yy “’,,. 2 -
%,,ﬁ N S b iy ey / . “,‘ PR N A e, 3 :JF_,

A s ' . P . 3

R@ﬂ‘mm’w lo-matriz Ay’ lq adentud@d I e um sola m@nz;

v

"‘rl [A v v 11-:3-; ~‘-L" , x,(il.@);

)| c";
4

Transformar i matruz A en una matriz I aplacmdo las s?guienm ttamforma-

RANhh N © S ¥
. . ’u ~ L v W, i -
¢lonaes @ h:_rm@h'iz 41.0). | C | =
- e‘e\ulhpllcccsén de un renglén por o.m escokw )if 0. - 7., !
- swmar. olos elemenfos .de un renglm los eara'espondﬁemees ds oﬁro multigli-

ccdos por una constante (sume de 'etjuimu!?‘ipﬂés) e

11\- - N

-infercambsar renglones DR T ‘




wob
i e

~iEmpIo

Eiemsolo

Obtener la matriz inversa de la siguiente matriz:

Sol .

Al =2-6#0, Texiste A~

A=

—
nN

Gy
[
N

| RN

Aplicando el método :

i

93®2

xS 4

S T

S
3 2 oo
) 1o

a gt
0 -4 i3 p

-t AR wer @

7S5 =25

- e W A

75  -.25

75 -0,25‘1

'renglén pivote

se divide = -4

renglén pivote
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2. Solucién sistemas de ecuaciones lineales.

TS ) . 'y
P e g O g

- PR Y R N

. £ ¥
o W o apm e s %Hw‘

o o’ A 2 , Py ° o '
Un sistema; de-ecuaciones lineales:tiene la siguiente forma ¢ ..
. v - B el . Voneth \ikt" Vi, ,Al farae AT

", . P N M
An x'g"' Au X2+'“'“+A'|n xn = b'l
e Y T T ?Q T L P,
- “ “ » N :,.' . , e -
® C A ; ® o N

Aat X% A2 X0 cevs A X ™ by

* €
,\‘{l»{,‘ A ‘l '"f'p— o )/) i \"‘-‘r, o
e T T e T S . )
o o g o IR P LV A P R LD LA RO S
que motricialmente se puede expresar $ ’
T e T T e R e e
: Y
P e v

Wlepns t., - LT e s o ,‘-4 ~; TR ¥
(’\.'1 a § v ! RN MR R VLA SO
I- g

Ai]( 4“-@’. b A*lnﬂjj X‘gﬂ ’5';[‘* v

i N J~ L -' + el ,*:
, - ' o A’» x _'.2, B '.\\ :«L,, ¥ .',I bnoon A :"q‘, Ty by %"‘«E
i r ‘ ¢ \ ! ‘\ v, 'A ‘l ro- v
" ! ¢ ’; 'x‘ v * 0 e - Y 4
pare resdver du:hos sssfemos se trcfar&n a!gunes de Ios mé%odos mdmes.
BTN
3 RN Gk o VT S \.? ,\: -\% Py
ot ‘“\",A\ (. soph ot [T T M i NRTTREE ‘?‘w’" 'xf‘.,w‘/_/i !
a) chss W SR _
e X o X)'"‘\ - \T v ' . : % ;\ E -
-~ b oo CERy e i /\ i n':
Es un método de elummacndn snstemghco, gi susﬁ‘ema /'\'n emc!on es eon “n"
P de (, . ':
!ncégmtcs se rpduce a'un sistema tri anguior que se emp'ieze a nwivu'.a p‘aﬂw det
o 4 , 3o e .,~,,,.<';'(,~ SR R
Gﬁhmo renglGn 6 sea, se l!ego a un slsi'ema' .
AL o N * -4 " "‘ ' -

L]
(o]

waE +A]2 g+ veveit AlgeXy =

Azrxz +.....+A2' v %

ll
0
»

. Bl o > . ~,'" ‘.‘;0, (Fa
° n-] ° ~
oA X =€ !
"“nn - Tn Cn'.
4

Xy=C,
R




~)

Co

Parg ello se utilizan s siguientes transfoimaciones ¢
- intercambio de renglones
- suma de equimGltiplos de un renjlén u ciro renglén

- multiplicacién de un renglén por un escalar ,)\ A0

Ejemplo

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones :

Xy +4Xy +X3=7

Xy + - =
ks 6%)= X3 =13

‘2X] =Xy +2X3=5

Sol .

Para evitor trabajar con las incdgnitas se utiliza solo 1a matriz de coe~

ficientes y el vector de términos independientes

« O 4 7]
Tie -1 113
N :
(12§ 2 15
14 7]
0o 2 -2 E b6 | ~a
Jo -9 o i -9 415sedivide - 2
14 1L 7 |
« fo (@) 2 3
0 {-9t0: -
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O -4 3 7 |
s {
VR B L3 _ )
l i ‘ . [ ( . ': -
) e 0 =9 | 18 - se divide, 5 -9~ ~
T - = R ‘

i

v £ 1' 9 . i't‘ . ;o
g RV D
? Xy %
Y ] 2 37 ‘v’ » TET
X =%- Xq= 4X2 S
]
b) Gouss - Jordcm - _ 3
§ : . ' - -
i i 3 ;’, R 5 l - L
£ =y 4 o f;is’; i
. Su proceso es el ?nismo que 'purc“bbfener,ia matriz inversa;-solo que eni-
l

/
- s l -

PN
B ’ L._»

vez de trobo!ar con Ic matriz’ A~ y la cdenhdad se frcbam con la motnz de coe-

O fucuenfes y el vector de térmmos mdependlentes. Se transforma la matriz de --
¢

“ v

‘) :
coeficientes en una |denhdad empleando las ?ransfofmacsones.

= sumg de equumulhplos de’un renglén o ofro. B

- RS s Prnt ¢

- mulhphcocuén de un renglén por >\ ?4 0.

°‘|nte,mambu0nde renglones_ -
= N 5 o~
ks . 1 . w

Se tiene ' que observar la siguiente regle 's
> . !'l r) Ce

o <
~

= un rengldn empleado.como pivo!e no puede volverse a usar
. : !

]

€ E'Ie'mglo | .

" K " K

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones ¢

O X1 =% +X3=-4

5X] - 4X2+3X3 =12

'2)(]+)(2+)(3 n




@,

[
($p]
f )
+~ o =
3 []
— o) —
— ~F —
1 g
O = «
N
+
©

b ] f e |
Wy -
<~ ! = !
1 L]
— oy —
- ~® 70
' 0
o — [ Q — o
— (@] o — o o
4 | S S |
L

9




Los casos particulares que se presentan al aplicar el método son :

= sistema indeterminado:

1 0 2 .1
)
o 1 3 2
- . . e - e e e mw "'--\
. 0 0 .0
L_--—-_...-------C--‘.—d

al presentarse esta situaci6n hay que obtener las ecuaciones independientes

que guedan y oplicar la metodologia correspondiente a sistemas indeterminag

1
1

dos - € il
X'] + 2X3 =1.

XQ +3X3=2

= sistema incompatible :

son sistemas que no tienen solucién y al oplicar las transformacio-
nes queda el siguiente patrén :

" € B

B . -

‘ 1 1 2 Ir i

2 I

A ;é*o-l

c 2 3

@M emewm o e © o

6o 0 0 -

e
O seqa :

o=>\;éfo

lo cual es una contradiccién.

<

¢) Gauss - Jordén modificado

El método de Gauss = Jordan da-una solucién aproximada debida a los
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T
o

E‘ LT 4; ". : "':

4 i
redondeos; poro obfener la solucuon més fiel posible lo que se hace es pivo-
13 "a e '7‘ t
tear sobre los :;noyores el emenios (en vclor abso!uto) que queden en lg matriz
‘ ' \ ¢ o St i pﬁ(",: ‘: ‘ *1 @iy "uni mL - v.;‘f

de coef ucnenteﬁ transformada, respefondo la slguuente restnccsén

= un renglén ve se haya: empleqdo como pwofe puede velver
q 4 X
“Q 1 -
% '

i §

0 USOi’SG .

Ly Tk, wt

N N e F e R e G PR ! ’ .

et T . »f‘u'ﬁ'}' IEAE L L AN A S T A ) . L N
- LT . 7

(:.}‘,-_5-Aipjermiﬁ?:;r:'dé;jécpl-i’cforr‘élé‘s”inéto'ao se reordenan los renglones paro ob-

I
> 1

tenerwna “hatriz identidad . Este método se aplico tombién wo&"i&i’élw-

o Speuis e Jorags

mentos de Iu cngonal prmcnpal son nulos. ' *
_;i Y 2 .

i
'
i

;
g . ¢ CRER " \ - . .
L e O it A IED TR I foy rogen S Wf‘é‘ WG, Pnidinn oo e

il E'lerhgla ) SU S I 1 ’

Vb L RS o 200 o marris A W e T S L ST A X R oy spog s
L d
o Resolver el siguiente sistema ¢

o

¢ ¢ 2 PR [RUR . ) Fono =PI
g’,b@d@wéh” b ﬁl G ] i i%,q,ﬁr)}, ;,MA(,L_, Dedie RN, sl q J» CERTe B oty v
. ;I“ ‘?’L. AL Rl L G e < . ' v

‘e < s . - L 4 4 P SN
calistai s By ux3, e renie e g ,

bl
SNSRI

! ]
g, , . 24
,:c gy T L s a
5)(] - 4X + 3X3 =12
- . & >’ -
ST et et ST _)E{'L““ i\'),.r ~1v!. e .'.;d Gy [l
B E%38 ¥ \ AN Y !
2X1 + x: + )(3 = 'n
; M Fary ]
.- .3 23t e ST
Sl s TN Tde e PESO RS 4
y - . »
H e L "
) vouR M S @ = aemem .
t A‘ >
'J"*So U TS L B
' , N . 2 . A
. L @ ot . P I . ’ H .
. ' r . Vi gt Dy vy £, i PR
Lo san el Venbr @ede Ja L lediong T4
A s - " o 4
2% N L

)
“'If?*f‘»‘zf“:t @ e 4 RN 3,“1 “»:;

: T ’ ]
? 1 l v

4 o -1/5 2/5 -8/-‘3.
,' -f:;*.;.,ﬁ Erafan i 14/5’3;\3/5 ]l"fk’-1-2/5
Lo |

32.-

e




[N
o

@

e %0 0 @‘3X5D;" 25/(1345)

1 0 35/(13X5) . 160/(13X5)

o Vo= TN
o o 1 0 -1

| "o ! 3 \\

0 1 o 6 l

i .

reordenondo i

R o 0 { 3“1

0 ! o I 6 \

mo 0 i : ulj
X! =3

X, =6

Xy ==

d) Método de Jocobi

Este método se oplica cuondo la mairiz wo coeficientes (A) cumple los
»

h
-

siguientes requisistos :

= los elementos no nulos se acumulan en o disgonal principel

- los elementos de lo diagonal principal sen mayores en valor

absoluto que los demds de s renglén correspondiente,

El procedimiento se describe @ continuacién,
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Sea el sistema ¢

A X = b
.Y . ,
R CR o L REE I

g @é(’:g ,j'h'n“t"‘pPuiu 5"" O R
donde z

[IATSL NN 3! *’g;"; gul,v,a ~‘?z TS fl,x‘{

v
N - e 3 . ‘. -
qrtel p gty L AR NA

R - oty gt
[ SIS ’,;‘}bg(';f‘,m Y S LA PR I
H s 1

H

'

. . + ‘ : matriz. dicgone )
M enssierantos sr’a%‘esf’wa‘m’é r’(-p-;ﬁmu&w o d (2,,’»11@‘3'&;&44@\9@»‘4‘ a' 4
po“!v uiq ‘Mn‘(//?

M\

e Sam gt o o
g v Fays omploads aamy pheors  PUEE VTR

; J‘\n
T

T"M»
(D + R) X=b
TR o - o — e
< R 3 W S S R x g T
D X - b - » TN N ook s Gt s e
—=m aam ozn - o - v W [RE RN 4
~ . i P Coinghy e Wi ST - 3 . Sk, v
s e nrine oy wp it olalitnth sobigagionen bor 0 rwﬁ ‘]‘w\l%
= b - D R ‘( Y
= - - - oo ez : N 'P’ .
“p ""-‘i!»’w, 7 .t - * . N A9 1y o . e s g
e et wairie iedend e Eove spobdude o smiiemts i e BEie s fak

IS
PR TR R
i,

de lo ecuacion (i .1
e I T g AN

L J\J.u

stgunente foérmula iterativo ¢

¥
,.,.V., o

Lo e erae
] g

. (H 2)

ST

LI [ RN R ARG >
W, - 13
O 'J\_) \f\l qu" )‘ Fﬁ" 2 vb”*i SCRN S

En ocasiones un Sumple intercambio de ITneas permite aplicar ol méto-

. Ly K € , s BT A
- : A f AT . ~ -

" > - -, . .

v ¢ = . s R . .

3~ ‘ D w3 -
do . R SRS R B N

v N ] [ N
4\ >

La ewac:én*(li. 2), Io que; gndnco s que, de la lo. scvecién se despe-

je ‘x;, de la 2a. ;Xﬁ;, Y. qs\f}tsué‘e";sﬂ‘ivam;enfe'. .
vl ,.:(. ‘ ‘ =I-]- {wb] -A]z x2 ’Ala )(‘)3‘-.' AB“\*“
it A e e
(!1‘.3) A} - ‘5 ! “ \ ' @ Cheep e Uy —j‘&,
b - . f, = DI \g

.
i
2

T-"' . ‘; .bn{a -An'h XI A.uAn
. n(‘ \\\, s

=4

e

Wor E'\-
" ’;1 ) b J3
el méfodo se estab?ece \unb soiu i6n cproxomda:
'(,‘ : o OW . i E
4%2 = B U X

1
o2
M | B g )
- - L] Fl
« MO
s ] 8y s g N ST -5 S . .
5 . + [ Pty ’é.(‘;‘ 3 P 1),21};(41 1 PERIEN [ A ¥
\ LN
? N
L g8 P k
B "B . [
H] SN 13 1 T
- e b h <




lo eval se substituye en el segundo miembro ds {it,

n

[} ahy L
Ny ',;‘Y’,jfx 1’
RN L

y osi sucesivamente hasta que ¢

i
Aty = i‘:’ !( &
E';emgio

Resolver el sistema de ecuaciones :

4x‘ -xz =2
- x] +4><2-X3=6
-x2+4x3=2

'
{

Sol.
Despejando ¢

X1=0.5+0.25 X,
XZ =1.5+ 25X, +e.25 %,

X3=0.5+0.25 X,

io que do la siguiente férmula de recurrencia s

LN

. poro obtener :

[4)

(83}



) ok (k)
S X2 =1,5+, 25:),(1 )"' '-2,5;)(3 .
k‘hi can BN y . A = NN 'u' Y:J' [ L (i 5.
( i "“);ﬁ -3 Lzs S T T I S b

- » a
RE B S . :
B . ; -
. & .
' Che e awe
- ol y :An
‘ 1
&
- N
.o Lo REED R ;g
~ . ot
.
Tl ? M RN

5 SrOreh iveg 7

’:‘\'“J
.
- . . ‘ , )
A -
.t « (l) * ‘% 51 r - ) "\
< " At A - "
S Xy o= 253 0 Q 5 RO
: TN ] B 0 LI
¢
- Y e s s
S 3 ( ) v
S X2 'l 5+ 25(0)+ 25(0)
» LAkt
N‘. B (S e S e o e e \'\’o“r = )[ , ﬁff«'yﬂ'-‘(}(' ey BEAS LA apyaats
3 e TR OCTNTY LI Av «uui SR Dot ,4‘»: ! PCAD PRI mEn T
L -
. . =
- X3 5 + 25 ) = 5 : ,
~
k)
.
Gad e ! #
: e “ . ;
' o n - ¥ w8 N "
W - AN 3 AT T AN PRt PR L COag e, Au e T,
PN R A PV e Ao B “3.3 :;x‘*«'=-",H '/.5,4 b BEN "S’#‘«’ ".‘I"; LA A SR G A gl
s R “
- i ;‘ N L v ¢
& i ¥
Ty roy I . o, 5 At - L .
R A G T T oA | LA R T O
K .
1" £Y2 (f '5 vy 4 7 SN
s .
i PR SO b V;q I - l‘r"jl) T e ey e .
o % f sy . s E ot o
[ 3
asi suceswamente se'tondrla ) :
7 '
Hz ")9 3 N
e p ' . ' Y \ . 4 . wn
: bat s A N, o o
5 l(l: 1 . '.‘
. s N A Y 5 . . \
X, = ! Lo g n & v, RN
s 2 { , Xy s alis oo e ST R
: . . 2
R e wh
4 - 1197
.N e S e A
at By i E
K . byt v L { L e €3, L b -
Y Plinhwy ta wonieipde Sy, AR PATIBERER A1
Vs ;

¢

___
A |
- 'a

e e

3
T,

+

‘
i
N
L]
-4
3
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| N |
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d) Gouss Seidel

37,

Es igual que el de Jacobi y cuento con las mismas restricciones solo que
g Y

es més répido ya que en cuonto se obtiene YE

digtomente en las ecuaciones, o sea ¢

(K+1)

K+1)

7
, se substituye su valor inme-

(K (K)

X'l =-]_ Eb] -'A]Q XQ ""’"’-Alnxﬂ
1

A

(K+1)
% =L [bZ'Aﬂ
A22

[ X o

(k+1) |
xﬂ =_L Ebn'An’s
Ann

. E’Iemaio

Resolver el sistema de ecuoci'or}es :

4)(] "Xz =;2
--)(1 +4X2..x3=6
a-X2+4X3=2,

Sol.,

%

(K+1) (k) (k)
- A23 XS @ e o’Azn xn

(k+1) k+1) =

] - “"an=1 Ma-l ]
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) VEGTORES Y VALORES CARACTERISTICOS

Valores caracreristicos de una matriz no singuiar A son los valores A pa=

ra jos cucles se cumple:
Ax = A x ,x#0 (111.0)

donde x se conoce como el vector caracteristico asociado al valer caracteristico >x,
pora cada valor caracteristico existe un vector caracteristico, En ung mairiz de or

den "n* hay "n" valores y vectores caracteristices.

1
[ H !

E€stos valores caracteristicos se vtilizon en problemas de corge y pandeo pore
’ ; ; 3 /
determinor las condiciones de carga critica, en sistemas oscilatorio, meednicos y ==

i

eléctricos pora determinar las frecuencias noturcles que caracterizan el comportamien

to del sistema,

) Méetoedo directo

- ]
De (111.0) se tiene ¢

(A- XD X=0, XiA0.. (11,1)

’

de lo evai se concluye :

A-AL) =0

o

poro que exista solucién diferente de la triviai ¢

la- N o= o (11.2)
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vz har niare. o .
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Y
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B )
>\— 3tV
] Ay =5.828
A, =071

-

5 - Ay

~ -2

’ -

-0.828 -2

=2 -4,828

M,

P

- 0.828 X] -2)(2 =0

X]=]
Xy= - .828 .
‘ 2
)
a1 =
-0.414

=2 X; -4.828%X,=0
{

-0.414

S
]

- “

s a— . ey

»
4

= obteniendo el vector caracterfstico para

[ 5 Ny
az 7

~ 4.829

-2

) -

-2

i.‘-°>\z:x

-2

0.823
o
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oplicondo el T, de Cayley - Hamilton en (111.3} :

! bl

FA=AT+p  AMTe b At l =0 (H14)

multiplicando (H1.4) por un vector Y, tal que- Y # 0

~1

FIA)Y =A™ Y +b, A" Y+ . +b AY+by Y=0  {ii.5)

to eual do un sistemo de ecuaciones con incégnites by, bZ’ ve ve., bpouere-
presentan los coeficientes de l@ ecuacidn coracteristica. Se resvelve dicho

sistemao y los valores obtenidos se substituyen en ({11.3),
3

! ] +
Ejemplo
ASi 5 ~ 2 04
A= -2 3 =1 | , encontror su ecuacibn corocte~
g =1 }
sistica empleando el método de Krylov. '
Sol .
- Segs Y = u

se ebtandrén fos siguientes términos de lo ecuccién (11 .5) ¢

Ay !
L X !
2y L
A Y
; .
los cugles son 3 c ‘ ‘
1y a » > M
ay = 5 -2 o T1]  [s]
. M Py i !
g-z 3-»1!150{’-: fﬂg
1 j .
0 -1 1l
L Lo, Lo
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b2 -9
il by o= |8 O
[ Bo ] -6 |

por o que :

P(N) = N oW+ BN -6 =0

¢) Método de Jacobi para obtener el mayor valor caracteristics .

Por definicién se tiene que un valor y vector coracterlstico cumplen lo

siguiente relacién @

AX=AX, XF0

Para aplicar el método se toma un valor cproximado de X = X, por el -
que se multiplica la motriz A, de dicho producto se extrae como factor comin - Q
el moyor elemento obteniéndose la nueva aproximacién del vector caracterstico

y osf sjcesivomente, o sea 3

>\‘3(_1
)«zfz

>
|3
]

1> >
l::x * o © li(
i

N Yoil,

ol mbtodo se detiene cuando

f “>\m..°'>\n‘e‘<£‘

Ejemplo . ’ Q
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d) Métcdo de Jacobi paro obtener el menor voler caracteristico.

" Sabemos que lo ecuacién ¢
AX= >\1< XE O (11.6)

-

siempre converge al mayor >3 oplicande Jacobi. Multiplicondo {ill.8) por

Aq 2

e

]

X =a A x

AT AX ‘
X = At x f
At x =1 x ¢ (41.7)
5 2
Alx= Nx (i11.8)

5
ol igual que (111.6), (ill.8) convergiré ol mayor A , de lo 2ual se des-

=1
e e A, dondé A
prende'que converge al menor A, dondé ¢

A= L
>\J

este proceso se detiene cuando @



“8.-

2

de s

¢

=t

.

istico

o
elt

¢

H&
carac

) -
;
r valor

“menor va

b

Er

. Encontror el

e

PN 2

Ead
Ve

Loy

P

ve @sr}é oo

@
§

155;.7‘3‘ @?

b
$

Srin gl

£

@ f

i

;;i,.r?i
h
Poem b &Y
; 5
w _

- Pt e M»
W .
> 5 =3

poy prie

e e et s e st

B s

§ 3

i e e~

lo f6rmula recursiva @

T _al
fe e

Bkl

R

’ e

- -
IN —
Y
b

P T,

0 N _4 -
ll.w.ﬁlve Y

=
= ©
_
<
<4
u-ll\-..'~n1\ e R, ey

8 3 T

Lo L

h * € ]
.
=
. = RS J.%
Y 2 -
: A 5
Bt a amoe e - -

-

S = n— |

L -

SRRV,

eSS

-

N

3!

0!

o w1

<

mw_au Zn -



¥

F w !

W1 ik ¢ 7%.%
w ™ N
WO 8 /rl.m

mlbl.llE 3

- Y [ iwL

iy

g -g~




@
»
C

(0]
o
1S
(o]
-
()
Q
3
)

unam

estudios
ingenierfa,

de
de

centro de educacion cont

divisidon

TROABCALOML B AT

et

)

ot b4 o
- oareyias

e
Y

I TR

Minertfa

Tacuba 5, primer piso. México 1, D. F.

VICTOR GEREZ GREISER
de

ABRIL DE 1976.

521-40-23  521-73-35 5123-123

Palactio

Tels :

e s A B
fa

o

i

o N S T P T T e PR e
g el i it b B RO B Bt e e R i g i g 8 T ENCE W4

METODOS NUMERICOS Y APLICACIONES CON LA COMPUTADORA DIGITAL



- RN "
P - 1
~ - . 1
- RS
- =T, ' h
: N +
o .,
.
' r
-
g
"
i} B
[
i i -
9 T
X . B
) ot A
\ N -
! P .
I3 - ’ h\
— x.& I - R .
= - o ”
'
PR e 1\\ )
i - .
v = . )
.
PR . .
v ~ :
L :nv ! h :
o - N
: N
;.// - -
P N Y -
T L -
. - ’- -
\ 5
. ¢
’f .
- e
i ’
-,
' N - "
¢
. o A
et AY s
, R
A
\
N t
]




Glosahcocaon de‘motnces P AT )

: S RO »:"Lr,l'“:"_: PR RERCRNE oo L T S e _»} o
A.2 ‘Operaciones con matrices LI -
B T PRINLL YT S R BRALOIP R LPERE T i LN g I o
o ab . ABes -Ecuacionestinealesssimultdreas’ y‘operaciones
= ;'-L_\’:z.»;j S S \neklem‘g;;foles Tamrn Do f.‘,.;;.;-:;: s:‘}:{:f )
? o oamtis . WgTRf e S0y VU T S PV A SRR PPRP
co A Vecfores y espaccos vectoriagle's ¢ ' 'A
o Wi Came v o7 E ';:,,u peopourmeT 1Y WAL

y vecfores
M . corccter:shcos ST g Cnela T 3

R . ")‘ ‘ — ‘ s 7 ;- SR TR s -7
.., .. A.6 Funciones de:matrices cuadradas * < 7’
N . " N P P R 'hl_/,' ) - }‘.'.4.\_ o
:'\: (R Vel AN IR Y ELTE AN [P . o>

1\7 Problemas ) ' S :

- PR - .
- - ” i i - A 1 . .
) N v s I NN N
. R n B R . ) 3
o . a T . :
TS SR LIV P ) ] |
. - PR et
y ; : Vel 1 MR 5% S D2
e, L : LIS ‘ L o Yiy
FRALE . ‘
A}
: © . v3 4 .- .
N « T U A Lo
' o7 ' B PP BV AR . '
A . ,
. . s, TR S )
: i - 3 ‘ v ! v i ~
. '~ e TN T . 2% - . . o . .
N IO E R L [ 3 -
P L = e e .
e pgen . [t w L. i
RN S (AR et R S \
P T A S e
W - [ Loy N S
PR R A AR B SUL IS ST I ;
Tl o - ‘ e “ . “ . - Kl P
R T s A b7 1 ]
’ - N ;( PP 9‘ s
. o vl ! 2 s , E B .
A 3 A A HE U A I N T P
LR AN v . )
B - PP
5 o - r
KT S G
- ; . a e 5
4 e -~ ' + A Py L .
~ R iy N : ~") . ), Q"l . .
. Ve SEE .
A .
. ) ‘ ‘ V
: - ’ Toe -3
. M - . ,
- X _
\




Al

(A.1.1)

El objeto de esta seriede cuatro apéndices es resumir bre-
vemente, conceptos de la teoria de matrices, ecuaciones di-
ferenciales, métodos operacionales y funciones especiales
que se requieren para el estudio dei materialde este libro.
No pretenden sustituir textos especializados sobre esios
topicos, sino solamente recordar al iector conceptos que
debe haber estudiado en otra parte. Alguros teoremas so-
lamente se enuncian, mientras que en otros se incluye la
demostracion, cuando se considera que ésta corresponde
al nivel del presente curso o es importante para entender
el teorema.

En este apéndice repasamos algunos aspectosbasicos
de la teoria de matrices, de ecuaciones lineales y de es-
pacios vectoriales. Definimos los principales conceptosde
la teoria de matrices. Establecemosunarelacién entre es-
ta teoria y la de sistemas de ecuacioneslineales algebrai-
cas. Sefalamos la utilidad de ia forma normal escalonada
y del rango de una matriz paraladeterminacion de la solu-
cién de sistemas de ecuacioneslinealesalgebraicas. Estu-
diemos los conceptos de valoresy vectores caracteristicos
de una matriz cuadrada y la diagonalizacidén deuna matriz
cuadrada que nos permiten introducir el calculo de

exp[A]t. Finalmente, el teorema de Cayley-Hamilton nos

sirve para calcular funciones de matrices.

Clasificacion de matrice,

Empecemos definiendo el concepto de matriz.
Una matriz es un arreglorectangular de elementos que
pueden ser: nimeros reales, nimeros complejos,fraccio-

nes racionales de polinomios en s, funriones del tiempo,

operadores, etc.
A continuaciéon damos algunos ejet plos de matrices:

&
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En la segunda matriz j representa a/"T; es decir, el
coeficiente de jeslaparte imaginariade los niimeros com-
plejos. En la Gltima matriz el” operador d1ferenc1a1D re-
preserta la enémma derwada o sea .
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Una matriz estd compuesta por renglones (lineas ho-
r1zontales) y por columnas (lineas vert1cales) Se diceque

«_-:_ 'una matriz’ con. "'p"" renglones y gt ‘columnas es de ovden
co p*X g..Con ars designaremos’ al elemento de1 renglon ryla

A

columna s de la matriz [:A] escr1b1endo a' la matr1z

a__ - L
oo oee 1l PR PRI TL I IO alq,

en forma mas compacta como f_A] [ rsJ

o




Los drcones de las mairicesque seGieron Como ejem-
plos en (A.i.1) son, respecuvamente, 2%X2,3X1,1X%X2,
SX2yZX 2

Los eler entos a;; de una mairiz forman la diagonal
principcl de dicna mairiz.

A contintacioén clasificamos diversos tipos de matri-
ces:

Gy waGiviz cucdrada:

-Recibe estenombre toda inaiviz con igual nimero de colum-
nas que ue renglones. Ejempios de matrices cuadradas son
1a pr ;mel a y la Gltima matriz de (A.1.1).

0) Matriz columna:

Toda mairiz de una sola columna recibe elnombre de ma-
triz coiumaa y larepresentaremos con A] La segunda ma-

triz dei grupo (A.l.1) es de colurana.

¢) JMatviz de venglon:

Una madriz de un solo rengldon recibe elnombre de matriz
renglon y se denota con A. La tercera matriz del grupo
(A.i.1) es de este tipo.

G) Matriz diagonal:

Si ios elementos al.]. de una matriz son nulos para i # j, la

matriz se conoce con elnombrede matrizdiagonal. La ma-
triz de los operadores diferenciales D en (A.1.1)es diago-
nai.

e) Matviz unitaria:

Se conoce con estenombreuna matriz diagonal cuadrada de
cualquier orden para la cual a; = Ipara todo valor del in-

dice i. Se representa con FE Ly esta dada por:

| S
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N v Y o, h » . * }} }
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~ . v : . A P \
f) Matriz nula: P el N 1
e Ao § Vo '
. 7 e © g . e ~ & .
. } s
\

Una matriz con todos sus elementos 1gua1egs,1a cero recibe
este nombre, L. LA

T ng) Métriz® szmotwca R T T

~r7

'_f(‘\

Si los elementos dela matriz satxsfacen la relacmn aaj =

P ~J"}~' S }u*)\.;:‘u,f,: O N ;& [~ NS .72'

et

.. :la matriz es 31metr1ca.,:La pr1mera matnz de la serie
SRRy (A 1. 1) -es- 81metr1ca D o ogaen mPL B30 69

[,

a::z\z poa T e srn et oenels e oh s on 07 G
h) Matviz transpuesta : b )

f . v, N

* . . T A %

Lia matriz transpuesta [AJ ide-la matr1z,LA] =§ [asrs:]es,
por'defin'icic’m la matriz que se obtiene colocando como
i- e81ma columna de [A] al z-e51mo renglon de rA] es
decir, [A_] l_

Por esta deﬁmcxon Ia matrxz transpucs a de ura ma-
triz de orden m X n sera de ordenin X' m. Es fac11 demos-
trar que el transpuesto deuna matrlz simétfica es la pro-
p1a matriz.

Vel Ty i
A.2 Operaciones con matrices - = . S

' ' I3 Ea i 2~ 4
“Empecemd’s definiendo la‘igualdad e~tre matrices:.

Las dos matrices , o




Ay T ey

(A.2.1)

}
[A:\z(a’l’s) y [B.Jz 0, O

¥S

son iguales sisondel mismoordenylos elementos corres-

pondientes de las matrices soniguales,osea a. = b,/s pa-

ra todo valor de v y s.
Por ejemplo, la siguiente igualdad:

41 %2 t 0

Gy Gpp | = | /T 6

921 %32 o £
implica que a;= t, a,= 0',a21 = /T a,, = -6, ay; = 0,
032 = 2

Cuando dos matrices son del mismo orden se puede de-
finir una tercera matriz llamadalasumadelas dos matri-
ces, 0 matriz suma., La matriz suma tiene elementos que — ___.Q
s0n la suma de los elementos correspondientes de las ma-
trices: es decir, dadas las matrices

I:A']‘= @) [B] = (blr'-s)
la matriz suma

[€] = [4] + [#]

estd dada por:

f
Desde luego, la suma de matrices es conmulativa, 0
sea:



(A.2.2) rAjl + [3] = [B] + '[A]

EJEMPLO A.2a Sume las dos matrices y muestre que la suma de matrices

conmuta
i’ 3 -1 0 51 [ 3 4]
2 3| + | -9 '3 = | -7 0
| i 3 ,
-4 2] 2 23] A
[0 5] 3 -1
= =9 )3 + =3
L 2 -3 L-4 2 N
EJEMPLO A.2b Sume las matrices
3 2 0 -3 2
4 -1 4 5 0

Solucién:
Estas matricesno se pueden sumar por no ser del mis-
mo orden. '

De manera similar se define la resta de matrices.

La multiplicacién de una matviz porunescalar es, por de-
finicibn, una segunda matriz cuyos elementos son el pro-
ductc de los elementos de la matriz original por el escalar;
O sea, si : ’

o




&g
e
o
I
Tt
>

%‘/

Bipwpr o £,%e Calcule el giguiente productc de un escalzy por e maty 4

K 20t 10t + 5 |

= §
-3 2f _} -15 - 108

Se define el negativo de una matriz como &l producis
de la matriz por el escalar -1, o sea:

(&;,304) “[AJ = =]

| A
o
| —

K . r a r 5 9 . 5 F SRy
{ Dos maidrices ;AJ y g.B:] se pueden muisidlicar, sivy

solamente si, elnimerode columnasdelaprimera 25 igu i
al mimero de renglones de la segunda. Dos malrices ¢
@3ta propiedad se llaman conformables. En ests casyg &l
elemento (7, j) del producto se calcula empleando la rein-
cidn (A.2.5).

n

(A.2.5) cij - Z %k bkjf 3_3 1,2, cec,m @

k-1



"De acuerdo con esta férmula, si el primer factor del

: producto, la ‘matriz |A] es dé ordern m X ny el segundo

.. factor, 1a matriz.. ]_BJ es:de orden n X r, el producto, la

EJEMPLO A.2d

mzq

EJEMPLO A.2¢ -

[

matnz LC], es de orden m X 1’

I; ‘ \

l‘ ) | , .

El negativo de la matriz del ejemplo anterior es:
F ; l

3 213

" En general el- producto de dos matrlces no es con-
mutatwo, esdecir . - - - :

[%]; 217 [2]le)

! - SR \

5 - . [ 8
. § L - IV v .
L P L.

. , A A I

Calcule el producto de las siguientes matrices:

" [ 3 27
0 2 -3 o :
o e |-9 -1
6 4 =1 4
L 0 =3

OX3+2X(-9  0X2+2x(1)

- -3x0 + (-3) X (-3)
6X3+4X(-9)  6X2+4x(-l)
-1x0 -+ (=1) x (~-3)
18 70




Des:gnemos ¢on A, 1z matriz rengldn formada poi el
i=€simo ranglon de la matriz iLA] y eon BJ{" la matriz co-

lumna formada por la j-ésima columna de LB]; entonces
el =lemento ¢,; de la matriz producto

J

{’ - _ " |

el = [a] - 1]

puede calevlarss tambign empleands 1a yelaoudn (8027

@bij = A4 ; Bj
\ E! iecioy puede verificar fdcilmente gque pava cuslgu i
| terna de matrices conformables se cumplen lus siguientes
| propiedades:
| rA + [B] [c] = LAJ' [c] - £B%] Lc
pif - [e] T [e] 4] - (o] o]
a] [5] [e] . [a] 2] [<]

Y7

: Erampio A.2f  Calcule el producto de las siguientes matrises v ohsorvs
| .
| que el productc en orden inversc no puede caleulecse

| .

| 0 3 ;‘“ 3]
1 .

| Jioe

| Ao il T Le-s

Si se trata de efectuar la multiplicacidn invistiendu el
| : orden de los factores, habria que mulitiplicar una matriz
2 X 1 por una matriz 3X2, cosa que no se puede bater por
no ser conformables.



O

EJtMmiinA2g

El ejemplo anterior ilustra la no conmutatividad del
producto de dos matrices. Sin embargo, existen casos ex-
cepcionales enlos que el producto de dos matrices conmuta,
como vemos en el siguiente ejemplo:

Muestre que los siguientes productos si conmutan.

s -2 |-1 %_O‘I [ s -2
4 6 | | 4 6
s+ 1 s ['0 | 1'_’ s + 1 s
1 0] [ s -2
=1 4 4 6
0 1 Ls+1 s_l
g8 3|2 -] [1 o
5 2] |-5 8 0o 1
2 -3]fs 3
L-5 8jls 2

En el primer ejemplo el productode dos matrices conmuta

por tratarse del producto [A] [I :] que siempre satisface
l1a relacion: ‘

v

(][] - [1][4] - (4]

’

En el segundo ejemplo el producto es conmutativo por
tratarse del producto de una matriz por su inverso, como
se vera posteriormente.
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L JIEMPLO A,2h

Deleywinanie de unae malviz

O

A cortinuacién definiremos el determinante de una matriz
cuadrada de n X z como un so0lo nUmero que se representa

n dal Lf’-’ f o lA]. Fldeterminante dzvna matriz de orden

-

se definird en funcién del determinante deuna matriz de
@rden n - 1, Ademéis, el determinante deuna mairiz de or-
den 1 X 1 es el elemento

Para establecer 1a definicidon de determinantsiendrs-

s que introducir primero los conceptos de menoy y ¢o-
faatar,

Sien una mafriz se eliminan el rengléniy Iu columus |

se obiienz una nueva matriz cuyo determinaris se lama

menor del elemento aL.]. y que se:ldenota con el simbolo iéa’(ijﬂ

Se llama cofactor del elemento azij al nimero

ozz.]'.= (-1) llwijl

En la matriz

: 0 ] »@4"!:
T4l = 7 3
4]

=2 I | f

b
[

1) = O

y su cofactor es (-1)'~



El valor del determinante de una matriz cuadrada de
orden n X n se puede evaluar empleando cualquiera de las
siguientes formulas

A = ZAa..a.]. para cualquier i

Al = Za“a,, pava cualquier j

‘Apliquemos cualquiera de las formulas anteriores para
calcular el determinante de una matriz de orden 2 X 2,

‘Sea
[ 91 a5,
[4] -
| %21 %22

i

I !

R
[
8

11 22
%42 T "8y
obtenemos
(A=

%11%2 " %12%;

para el determinante de una matriz 2 X 2.

|
|

— e ctmm e ——
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EJEMPLO A.2j

EIEMPLO A .21

Obtenga el valor del siguiente determinante.

? L
gz’} =] =4§
i
bl 3
i ]
[ g
51-2 3 zg
| I
7 21 1 VA
SN A ST i; :
5 2 -« Y =5
gu & Jlﬁ ;,;53
! : | !

G+ (7«9 +1(6+1) +4(3 + 14

it

=0+ 7 +68=175

A continuacidn introducimos una importante definicidn:
, 51 el determinante de una matriz cuadrada esnulo, se¢
dice que la matriz es swngular.

Sean az'j' los cofactores de la matriz cuadrada LA . Be

| S

llama matriz adjunia adjl_A] = adj[afj] a la matriz cuyo.
elementos son ajz“ (Ndtese la inversidn en los indices de 1ox

cofactores.)

Calcule el adjunto de la matriz:
1 s g ]

[4]-]2 & o
; J

Los factores son:



(A.2.14)

AT

al‘l = +10 oz12 = =4 ¢.113 = =21
a21 = =9 ’ a22 =. 8. a23‘“' +15
Aoy = & Aoy = -2 Qoo = -1

. (10 o 5]
adj[A] = |- 8 -2
-21 - 15 .-I 1

. La matriz adjunta satisface las siguientes relaciones:
“ . L i . "_ . ) .

cal] - [4] = [a] - as[a] - 14T[1]

en donde ;[1]. es la matriz unidad.
, De la ec. (A.2.14) se'obtiene inmediatamente: -

adj| 4]

IAI

L

ad][A] '
lAl

(2]

, P .
Observamos que la matriz ;[A_jg'pre-o postmultiplicada
por o B e ‘ -

4]

a;j[A] | |

E
1

nos da la matriz unitaria 2[1]. A la matriz




S

=
S
I
(=t
wrd
ot

(A.3.1)

-~

e le llama el inverso de la matriz i_A} y se designa con
AJ" 5 por lo tanto:

Como en (A.2.12) se divide entre |A|alinverso de [ 4|
solemente rxiste si L

a7

0 sea si la matriz es no singular.

Ecuaciones lineales simultaneas y operaciones

elementales

El sistema de ecuaciones lineales simuitaneas:

11 1 12 2 In n 1
+ =
G *3  t Gy Ey %n % ‘L
.Q. =
1 *1  f %o %3 Sin *n S

i .

en el cual los nimeros aij’ y bz. r(zj.‘-- 1,2gcae, M3 ] = 4, 2,000 10
'
;

t
lx

p

@



B T

son constanteb ('onoc1das v las 1, 2,...x sor: incOgnitas,

se puede escr1b1r en forma matr1c1a1 como’

[ ]
-

' - q ‘ ,
asz) (4] =] =]
si se definen las. siguientes matrices
- 93 Y2 X In
‘ A] = : | = a..
[ ‘12 %2 e %y (a; )7
%n1 ) e M Gn
z -y LT \_ PURNE " \“‘"’ R Vot +)‘a.r )
x1 - e RN S
%, o )
’x] = ' .
X
n
bl
52 ﬂ
5] =
b~ )
m

Notese que el néimero de’ mcogmtasn yel numero de ecua-
ciones m no son necesariamente iguales.

v




Tlustrareiros primero con un ejemplo una forma sis-
temaitica para encontrar la solucidon deun sistema de ecua-
ciones lineales algebraicas simultineas:

bsmscrit 4,35 Dado el sistema de ecuaciones algebraicas:

2 x, -~ x -~ 3x, = 2

Encuentre %o %oy :xg,
Solucion:

De acuerdo con la notacién usada en (A.3.1) m =2.n=2
Multipliquemos la segunda ecuacion per 2

2 X, - X, = '3 X, = 2
(403.4)
+ 3 =
2 %4 4 %, + 2 Xs 2
Restemos la segunda de ia primera ecuacidn para eliminss
de ella a x -
1 ,
.~ - - = 2
2 %, X 3 x.
(A.'S.S)
- 5$x, = §x, = 0

Dividiendo entre 5 la segunda ecuacidn y restandola de iz
primerai nos permite eliminar }"” . la primera ecuacion

L=
i

PO 2 s

O



2 Xy - 2 Xy = 2 o
(A.3.6) '
- X, - x3 = 0 '
y finalmente diviendo la prxmera entreZy mu1t1p11cando la
segunda por merios ‘uné’ténemos: © = ¢
— 1 P - -~ )
X, Xo = :
(Ao3o7) LT -
. ‘ .ng -;/- x3 = 0~ J ,

x, = 1 + x L ‘
1( * 3 ] L -
X = - X
2 . 3 ~ ‘. * !
S :‘.\ggsn,-.: LR «;,v;::.z FERQD e GERIReT BU 6 R0
SIS A lazmcoomta x\,),mpuede darsele cualqu1er valor; una
* L - "’“r "f ' .j N1 ,V '} '_}! “ ‘ J’"’“ P \V .

vez f1]o este pueden calcularse xl y;xz Debemos hacer

: ¢ notar. que‘ 14} 6lucidn -de! este s1stema no ‘es unzca, puesto
que dxferentes valores=de x3 nos*daran diferentes x 1V %y

Defmlendo las matrlceS' .
r 2 -1% K ""3 I 2 -
LT ' = ‘ H .
I_A] =- : TR A
L .
|1 2071 | -
i
b1 = -.
J ' :
L1




e
£

b
B3
o

(A.3.8)

(A.3.3")

(A.3.4')

k5
J

8]
Lo
u

Ty
® y
AV)

{A.3.3) pueie escribirse como

Introduzcamos ahora un importante concepio: la wmo-
triz aumeniada definida por (A.3.8)

[[] 4]

O sea a la matriz de coeficientes az’j se le agrega como ul-

tima columna la columna & |. Esta matriz juega un papel
importante en la solucién sistematicade sistemas de ecuz-
ciones diferenciales lineales. _ _—

Usando la notacién matricial (A.3.8) los pasos que lle-
varon a la solucidn del sistema del ejemplo A.3.a quedan:

= 3
2 -1 -3 2
1 2 1 e

E -1 -3 2
2 4 2

i 2 ]

I



(A.3.6")

(A.3.7")

0 -2
=1 -1 0
1 0 =] 1
0 1 1 0

Las operaciones que permitieron llegar a (A.3.7") se lla-
man operaciones elementales de rengldony la forma (A.3.7')
se llama forma normal escalonada, A continuacién for-
malizamos estas ideas.

Operaciones elementales

Se Haman'operaciones elementales las siguientes opera-

ciones aplicadas a los renglones (0 columnas) de una ma-

triz. | S

1. Intercambiar dos rengiones (o columnas).

2. Multiplicar un renglén (o cohflmna) por un nimero dife-
rente de cero.

3. Aifiadir a los elementos de un rengldn (o columna) k ve-
ces los elementos de otro renglén (o columna).

Reduccién de una matriz a forma normal escalonada por
rvenglones, , , |

Antes de entrar a definir esta forma recordemos que un
vecltor unitarvio de columna e:] _tiene todos sus elementos
Z

nulos, menos el i-ésimo que es igual a 1a unidad.

- Una matriz esti en forma normal escalonada por ren-
glones, si satisface las siguientes condiciones:
a) Ciertas columnas denominadas CyrCore v s Cp 50D los

vectores unitarios e] ’ e} e o e e] .

2 k
b) Estas columnas deben: estar precisamente en el orden
sefialado. La primera columna entre el conjunto c; de-

be ser e] , 1a segundad e]‘ , etc.
1 2




¢) Siuna columna esid a laizquierdadela columna ¢ tie-
ne tcdos los elementos nules; si estd entre la €,y la

¢ todos sus elementos despuésdel "i-ésimo’ sonnu-

i+l
ios, y toda columna situada después de la Ck tiene sus

slementos posteriores al''k-ésimo' igualesa cero.

La definicidn anterior implica:
Lo elementos en el tridngulo inferior de posicidn (i, j),
{i=&simo rengldn, j-&sima columna)donde 5 <ison nulos.

fral
Hamrrt

o

“Todo rengldn postericr al "k-ésimo" es nule. fxistenk

renglones diferentes de ceroc.

%) 21 primer elemento no nulo de cada rengidn es L
Un ejemplo de una matriz en formanormal escaicnada

por renglones, es el siguiente:

¢
8
Vanae®

0 1 0o 3 0 !
0o 0o 1 2 0 6
9 0o o0 o0 1 -9
o o0 o0 o0 o0 o0

Cualquier matriz rectangular se puede reducir a forma
normal escalonada por renglones empleando operaciones
elementales de renglones usando el siguiente procedimien-
to: Se trata primero de tenerun uno en la pes®3ién (1,1). St
el elemento que esti en esta posicidn es diferente de cero,
multiplique el primer rengldn por el inverso de «ste ele-
mento para obtener un uno er la posicidn (k,/1). Si e! ele-
mento que estd inicialmente en la posicidn (1, 1; es nulo,
se debe intercambiar este rengldn con alginotro cuyo pri-

° .mer elemento no sea nulo, y despuésrealizar la operacidn

-anterior. Si todos los elementosdelapr} seracolunma son
nulos, entonces se debe seguir este mivr o procedimiento
con la siguiente columna a suderechaq.eno sea nula. Una

vez obtenido el vector unitario €. jl en alguna columna, se
procede de la misma manera g obtener el vector unitario

e ] en la primera columna a st der=cha cuyos elemenics
2 Y .

[



del segundo renglén en adelante seannonulos. Este proce-

dimiento se sigue hasta obtener la matriz rectangular en
forma normal escalonada por renclones deseada.

’ Como eJemplo suponcramos que partimos de la matriz

: | [A ] o

""'v’y(-yg »

Intercambiando el primero y segundo renglonesy mul-
t1p11cando el primer renglon por: 1/ 2, se obt1ene la matriz

\' 4
- . oo Lo T
LA B AR v ‘
- O R
- v Lo gt PN
. .

[] ozsé

" Se ha obtenido un_uro en la posm1on (1 ,1) (0 en su de-
fecto, en 1a primera 'columna diferente de cero). Ahora hay
que transformar la primera columna en el vector unitario
e] realizando operaciones'elementales de rengldn. En es-
-1 - o R

te caso basta restarle al rénglén. 3 el 1 para obtener A,

[4;]= 10 2 & 2




Anora se procede a cambiar la matriz I,A

transformar Ia coiumnac ,en elvector unitarioe
F

Como la posicibn (2,2} de la matriz ;—A3] ya es distin-

ta de cero, noserdnecesario intercaminar renglones, sim-
wlemente se multiplica el segundo rengldn por 1/2; reali-
zando operaciones elemeatales de rengidn se convierte la
columna 2 en ¢ | obteniendo [-A

1, 4]
- 1 0 =2 37
!f‘%] =19 1 4 1
Lo 0 g -4

Realizando operaciones elementales de rengzlon, se

transforma esta matriz en la matriz [A5J sdondeya la ter-

cera columna es e] .

3
!r_l 0 0 2
[A5]=!o 1 0 3
o0 1 -4

. -~
La matriz | AS:’ esta en formanormal esculonada como
[

el lector puede comprobar. ,

Para resolver el sistema de ecuaciones del ¢jemplo
A.3a, dadasporla ecuacion (A.3.3)nohicimos més que pa-
sar la matriz aumentada (A.3.2°) a la forma normal esca-
lonada (A.3.7'). Como se vioc en ese ejemplo,una vez ancon-
trada la forma normal escaionada setieneresieits el pro-
blema, que es encontrar el valor de xJ'.,

Los siguientes ejemplos nos servirdn para ilustrar
tres posibles casos:



O

EJEMPLO A.3b

1)

e - n -
1 1 2 xl 9
(S EREFE 0 IR v
L2z el l o ]
Solucién: - g
La fnatriz aumentada es:
1 1 2 9
- IS DU TS
-0 1 2 5
2 2 4 18 | - -
¥ su forma normal “esé’alﬁ(madé_tﬁé‘é: v
1 0 0 .47 ! ’ Co
o 1 2 5| . .
L0 o0 o o] . - s 3
\i “\h M
0 sea:.
= 4
*1

La solucién es, por lo tanto,no wnica y esti dada por




A la incdgnita PRl le puede dar cualquier valor y de este

valor dependera X g El nimero de soluciones es infinito.

n_,,m“.w

)

-

AV
oz

LalR 21

-

W

S T
L -2 -1 -2 | x3J

Solucidn:

La matriz aumentada es:

".1 0 0 9]
0 1 12
0 0 0 14 _]
O §éa;
xl = 2}
xz + 2 x3 = 12

= 14



3)

+ - - = 2
xl ;.2 + x3 3
ls - = 7
2 x1 x2 + 3 x3 12
- -+ - E
xl 3 x2 x,j, i0
xi - 2 xz - x3 = 0
Solucion:

La matriz aumentada es:

|1 1 3
' 2 -1 3 1z
f-l 3 -1 -10,."
iL 1 -2 -1 0.

y su forma normal escalonada es:

1 0 0 1
0 1 0 -1
0 0 1 3J
0 0 0 0
0O sea
.xl = 1
= -]
1 xZ
x3 = 3




-+

Este sistema tiene una soluciéa fnica,

Este siemplo muestra queun sistema de ecuaciones li-

neales algebraicas puede tener:

a) Una solucidn nica.

b} Un nlimero infinito de sclucicnes.
¢) Ninguna solucién,

El empleo de la matriz aumentada y su forma normal
escalonada permiten determinar cudl ess el tipo de solu-
¢idn.

Para iormalizar los resultados del ejemplo anterior,
tenemos que introducir una importante definuc ifn:

Se ilama rangode una matriz alnimeronc zulo de fen-
giones de su forma normal eScalonada.

Supongamos que un sistema tiene no solucicn, Enloy.
¢es 1a forma normal escalonada de la matriz aumentada
| [Alib] ]seré de la forma:

w

1 bt
I, 0 0 b1
0 1 .
! D0 0 ’
. 1
o
f . 0000000000000000000 b’ N
| 0 . n+1|
L D..O...080....5.000..0.0..C J
Con b;; e 0 yaque estaformanormal escalenada .-
plica
%5 = bt
= RP? .
%, bz
= B!
*n bn
0 bn+;

El dltimo renglén implica una Contradiccion. En el segundo
Sistema del ejemplo anterior se presenta precisamento os.
te caso.



O

De acuerdo con la definicidn derango, esta matriz au-
mertada tiene un rangoden+ 1. La forma normal escalona-

da de la matmz [Aj‘ eé:

PR

1 00..5:00:0\0'

o1 - 7 ‘ '
0 0 1| S
0..' .°°. ...0

Locooooooonno_J

y surango esn. Por lo tarto podemos establecer ‘el siguien-
te teorema:

-~ ;‘;:

Teorema A.3.1
Si el rango de la matf"iz ahmexitada 2[[A]:b] ] es mayor

que el rango de la matrlz [:A el sxstema (A 3. 2) no tiene

solucion, L x .
De manera s1m11ar el Iector puede estaolecer el si-
g‘mente teorema I

v

i - - oo - a
T ra L ~-E

Teore}na“A:3.2 i

N
!
h

- l' o

Si elfrancro de la matmz aumentada es 1gua1 al rango de [A_J

"el sistema (A 3 2) tzene soluczon v si el rango es 1gual al
numero de mcogmta.,, la solucién es unica. :

/. ; . . 7
~Un s1stema de e\=cs. (A.3.2) es homogéneo, si b] = O_J'-
En este caso la matmz aumentada tiene igual rango que la

matr1z [A ‘ sxempre y cuando elteorema (A.3. l)resulte

irrelevante y podemc»s establecer.que un 51stema nomorre-
neo siempre tiene solucmn ,pero deacuerdo con el teorema




A4

(A.4.1)

A.3.2 51 el range de ‘A . esigualal nilmero de medgnitus,
la solucidn es {nica e 104&1 a :ﬂ 0. En caso contrario, si

&l rango de gAJl es menor que el nimero de incognitas,
|

existiran una infinidad de soluciones.

Puede demostrarse que si el rangode una matriz cua-
drada de n X n esmenorquen entonces su delehminanie es
7udo.

Por lo tanto, para un sistema homngineo [ Al _} _i

4

e n ecuaciones enn mcovmtas exisie una solu~ibn dife-

rente a x] (}J siy qoiamente si el rango’de Lgﬂ 28 Ne-

nor que n 6 sea el determinante |4 |= 0.

Vectores y espacios vectoriales

El lector recordari que una terna ordenada de nimeros
reales, que en general se escriben como si se tratase de
una matriz de columnade3d X1,pueden representar las tres
componentes, en un sistema de referencia x, v, 2, de un
segmento de recta dirigido. ' N
Podemos generalizar este concepte y considerar a un
vector como un n-tuplo ordenado de elementos gue puede::
ser reales; cc-mplejos, funciones del tiempo uoperadores.
Desde luego, si el nimero de elementos €3 mayor de tres
ya no podemos emplear larepresentacion geom 3trica usual.
Para las operacicnes de suma, restay multiplicacidn.
lcs vectores se manipulan como si {uesen mawricesde una

columna. En general los veciores se representan’con x |,

:»J]’ Z], etcﬂ

Se dice ue n ve t res U] ‘vj enso U.i SoF ey i
q ctore 1Yo |y SOT lineal

74

mentc independientes, si la igualdad

O



U g

O

!
i i = = § = ’t = r) . a LA X ] a
1mp11?a uea, =a, e = Gl 0, dor‘fle Agr Qps wees G
son escalares. :
" . En caso contrario s¢ dice que los vectores son lineal-
‘mente dependientes. i H \
o I I c
X Wi . R
ol
R .
EJEMPLO A.4a - Determine si los vectores
T ] H .
, S

son linealmente independientes: o .
i ’ ' '} T

—— — “ -, ; c

o ! .
~ Solucidn: \ -
. i |’

~. - 8Si los vectores.son :lin}"ealméhteiindepéndientes, entonces N

'
£ It

¢ . . - « T e, pmome TN N i‘:'x - e :‘
X ;,'f;\..'ﬂv' D PRI U PR o " ", J- R SR R , A
- 4 x] + a :] +-a z:]r‘~ = ]
1 2 Y r3 t:;;? Do T
] _—_— . | 0 ; 1
I '
imphca Co i
a, = a, = a. = 0 ’
1 2 T G T
{
) £
0. sea tenemos que analizar 1a solucidn & 22




Zsta esuna ecuacidn homoygérea con 3 incégmtasal s G57 .y
<

Pasemos 1a matriz

1 0 2
g@ -1 2
| 2 1 2

s -

% la forma normal escalonada

E‘”‘z 0 2 © 1 0 2
{0 -1 21 1o i -2
i_a 1 2 L0 0 o ]

-
De acuerdo con la ultima matriz el rango de EA les

menor que el nimero de incdgnitas, existe una sclucidn di-

ferente a a; =0, a,= 7,85 = 0. En efecto de la ecuacidon an-

terior tenemos:

&1 + 203 = 0
az - 2a3 = 0

0 sea

al = -2a3

a2 = 2a3

Del numeroc infinito de soluciones que tienen sstes

T et e



ecuaciones podemos considerar aquella para la quea, = I,

que implica que a; = -2y a2 =2,

El lector puede comprobar que en efecto:
- ] =
2x] + 2y | + z] 0]

por lo que los tres vectores son linealmente dependientes.

Espacio vectorial

Daremos solamente una definicidn apropiada a nuestras
propodsitos:
Un conjunto de vectores se dice que forman un espacio

vectorial, sidados dos miembros delconjunto u]y v] y dos

escalares cualesquiera oy B, entonces au_] + Byﬁl también
pertenecen al conjunto.

El espacio cartesiano de tres dimensiones esun espa-
cio vectorial. Existen muchos otros tipos de espaciosvec-

toriales.
Se dice que un conjunto de vectores { u:[, cerens u:}n }

7

s - bl
expanden un espacio vectorlal s1 cualquier vector- v [ per-

tenec1ente a este espacio Vectomal puede e@:}resarse como
una combinacién lineal de ellosy

n _

}

a. u ;.

Z 2 e
[

- Un conjunto de vectores ¢ 1 b.]l ) toeees b_] }forman una

base del espacio vectorial silo expandeny son linealmente
independientes.
En el espacio de tres dimensic :s




formar una posible base ya que cualquier vector:

B~

vjz

S o

en_una combinacibn lineal de los e]i. En efecte:;

-v]=ae]1 +be]2+ce:]3

A.5 Transformaciones lineales, valores v vectores
caracteristicos

El producto de una matriz cuadrada LA_] den Xnyun vec-
tor u] de n elementos es otro vector también de 7 elemern -

tos. Para visualizar la relaczon entre el vector u] y el vee-
tor [A] u] consideremos que n=2, Er la fig, A.5.1la s«

muestran dos vectores u:] yu _f ¥ los productcs

)= [4]+]

y] = [4]]



O

donde la matriz [/ﬂ es:
o)

2 1
3 3
[4]-
2 y
R

Lafig. 4.5.1b muestra ia suma de los vectores u“] y z,]
obtenida empleando la regla del paralelogramo. En la {ig.

A.D.1c aparece el vector producto LA“ u:] U | |y final-
|

mente lafig. A.5.1d muestra los vectores [_A] u] v 'LA v

i
i
-

'Yy su suma, | [A] u] + [A] v:] . Observemos que:

[4(x] « »]) = [4]%] + [4]%]

En general si u] s .41 y o o u] son 7 vectores de n ele-
. v

mentos, [ ‘] es una mat:x-iz denxny gy Oy v ooy @, son

o
2
v _é:scalares entonces

[A] ; C‘z"“]i =2 [‘ﬂ“i“]i

3=]

Poaemos concluir, de acuerac LO’" elconcepto de linealidad
mtrodu01do en la seccidén 1.1 que una matriz LA1 denXn
es ur opervador lineal en el espacio den dimensiones,

a 2 —]
Notemocs ademas que los Vectoresw]y % |y los vecto-
res y] y v_’ tienenno solamente diferente mddulo sino tam-

bién diferentedireccidon. En general el vector u] y el vector




{a)

)

Fig, A5.1. llustracién del concepiode trasforma-
cion lineal



[A] u] +no sonnideigual méduloni colineales. Sin embar-
go, en la fig, A.5. 2 Se observa que para dos vectores en
particular, u ] y u]2 los vectores producto [A] u] y
[A :l *si t1enen la misma direccidn que los vectores u]

]2. Los vectores que tienen esta propiedad, que puede

expresarse como

(@

P -
/’
4 !
14' ! '
P | kg " »xl
\
\
\
\ -3
\
\
\
[A] u-l =1 ﬂ B
o)

Fig. A.5.2.  llustracién de las propiedades geomé-
tricas de los vectores caracteristicos
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reciben el rombre de vectores caracteristicosde la matriz
[A_]. Los valores (M se conocencon elnombre de valores
cairacteristicos de la matriz [A] Estos valores caracte-

risticos se obtienen resolviendo el sistema de ecs. (A.5.1)
que también puede escribirse de la siguiente forma:

L)

rAJ, u] - u] =
u] - 1]
1]} «]

i,
YT
N
| S
[}

]
L)

i
L)
T | I |

La solucidn de (A.5.2) nos permite encontrar los va-
lores vy vectores caracteristicos asociados a 1a matriz LAJ .

EJEMpLO A.52 Encuentre los vectores y valores caracteristicos de la ma-
triz:

3 4
(4] =
2 1
Solucidn:
de (A.5.2)
3 4 1 0 ) xl ] ]
- X ' : =
2 1 0 1 S % 0
4. 2 d

ok e e e i



—\‘\1 -

donde u]=
*2
3 4 A 0 xl _ .
- = OJ
2 1 - 0 A x2
3= A 4 x
1 - 0]
2 1l = xz
) (S-A)x, + 4x. = 0
(A.5.3) - 2

2x1 + (1-Hx2= o

. Esta ecuacifn homogénea tiene una solucidn diferente

a xJ = 0 si y solamente si.se cumple

al determinante [A] - X [:1] se lellama polinomio carac-

teristico de la. matriz [A] y lo representamos con g(\)
(A.5.4) g(r) = [A] - [1]

En este ejemplo la ecuacién-carae: rristica es:

i

g\ (3=-x) (1-2) = 24
I~-4y + A* -

8
P-4y - 5 = ¢

n
o




Y sus raices son:

Para calcular los vectores caracteristicos sustituimos

en (A.4.4), Fura Al =5

(3«5)::1 t dx, = 0

Ged

2x1 + (1-5)x2 = Q0
0 sea
- 2x1 + 4x2 = 0

2x1 - 4x2 = 0

Vemos que una ecuacién es el negative de la otra de tal
forma que

es la solucidn del sistema de ecuaciones,

Dando cualquier valor a X, tendremos un valor de X35
y existen un nimero infinito de soluciones. Sitomamos %, s
2, x2 =1 y por lo tanto: para )‘1 = 5, un posible vector ca-

racteristico es:



O

O

(A.5.5)

para el segundo vector caracteristico

7\2 = -]

(3-(-1))x1 + 4x2 = 0
2x1, + (1-(-1))x2 =, 0
oséa

4x1' + 4x2 = 0

2x1 + sz = @

Como x 7= %,es la solucidn del sistema de ecuaciones. Una

de las posibles soluciones de este sistema es:

+1

8
"

-1

-

Para encontrarlos valores caracteristicos como sevio
en el ejemplo, hay que encontrar las raices de:

) { 2

(4] - o] -0

La ec. (A.5.5) representa una ecuacidn algebraica de
grado igual al orden de la matriz [A:} Esta ecuacion he-
mos dicho que se llama ecuacion carvacteristica de FA-I; v

[
L .y .
su lado izquierdo se llama polinomio cavacteristico de LA !
)



(A.5.6) u]

v representado por g(W. Como es ura ecuacidon de grado i, .
ia ecuacidn caracteristicatienenraices {(nonecesariame- Q
te distintas), que determina n valores caracteristicos. En

este iibro, consideraremos solamente el caso en que las

raices son distintas, pues s1 hay raices repetidas, se pre-

sentan ciertas dificultades que complican la teoria.

Para cada J\i se establece el sistema ecuaciones ho-
mogéneas {A.5.3); si surango es menor que el nimero de

incdgnitas, su solucibn seri diferente au7 = Uy dicha sC~
lucidn es ei vector caractevistico.

La solucidn de cada uno delos sistemasde ecuaciones
del tipo (A.5.3) (una paracada ) permite encontrar un vec-

tor caracteristico u ! cerrespondiente a cada A este vecior

caracteristico no q‘dedd caracterizado totalmente, sino que
contiene una constante arbitraria que lo mulitiplica. Para
eliminar esta constante arbitraria, los vectores caracie-
risticos pueden normalizarse, haciendo sumodulo igualala
unidad. Recordemos gue como moédulo de un vector enten-
demos:

[V

2 , 2 '
u T u + e00%00 + u
ﬁ/ 1 2 n

Para normalizar el vector caracteristice dividinies
cada componente U, entre su modulo.

. Antes de seguir adelante tenemos gue egudiar un im-
portante teorema y sus implicaciones:

Teorema A.5.1 a

“( 1) Los vectores caracteristicos corresrondientes avaio-
res caracteristicos dlstmtos son lincalmente indepon -
" dientes. T e
(ii) Si la matriz rfl-‘ tiene n valores caracteristicosdife-

‘rentes, entonces exzsten exactamenten vectores carac-
. teristicos.



(A.5.7)

(A.5.8)

(A.5.9)

O

Desmostracibn:

Supongamos que S es el menor nimerodevectores li-

. . . 7 i !

nealmente dependientes, y.llamémoslos u ;1, ug_!’ cees us I

' - ]
Entonces se debe cumplir que:

'

u | + .=
a‘Z uﬂ a2 u]2 P eeess T as uJS 0

4
| A

donde, todas las az. son diferentes a cero.

'Si pre-multiplicamos (A.5.7) por !FA} v recordamos
que ‘ -

[4] 4] = 3o,

se obtiene

[ [N
F oeeeee + @ A u] = 0]
, s

Restando (A.5.8) de A vec‘iés (A.5.7) se tiene

1

. ’ | s
a, (,7\1 >\2) u]2 Foeeeees * A (A A u

Como 7\1 —AZ. # Opara‘z'= 2,...,S, {A.5.9) establece

una relacién de dependencia lineal entres - 1 vectores, re-
sultado que contradice la suposicidon de que s era el menor
nimero para el cual son linealmente dependientes.

'




(4.5,10)

(A.5.11)

Supongamos ahora que ademais de ul. existe un seguy-
do vector Caracteristico x] correspondiente a i 5 Como log
L veciores “75 por {i) son linealmente ir:dependientes,si:&--
vVen como base en un espacio dendimensiomes, y el vector

.

% | puede expresarse ¢Omo una combinacisn lineal de Iog

0 Sea:

Restando 7\2- veces (A.5.11) de (A.5.10)

o o - |
OJ& = 31 (?\1 AZ.) u]l F ecoecons F ﬂﬂ(?\n Xz.) qun

= - .
Como los vectores y lz' son linealmente mdependxentes,

Bj =0(=1,... n, 1 = j) de donde de (A.5.10)

%)= s, “Jz.

O



EJEMPLO A.5b

O sea x] depende de u]‘ .» quedando demostrada la segunda
. i ‘

parte del teorema, es decir a cada valor caracteristico co-
rresponde un solo vector caracteristico.
El lector debe recordar que el mddulo del vector ca-

racteristico puede ser cualquiera,porloquex iy qu S, vee-
‘ - l

tores con igual direccidn pero diferente mddulo, seconsi-~
deran como el mismo vector caracteristico.

1
PJes

|

Por lo estudiado anteriormente el rango de

n

‘ . L . T

y su determinante diferente de cero, el inveros de || PJ
existe. | C

- - s

Se ha visto que la matriz

i
[4]- |
D2 4 .
3 3 |

~

S 1
3 31\

tiene por valores caracteristicos >\1 =2, XZ = 1. Los vec~

tores caracteristicos correspondientes son

' - ‘ 1
. 1 ; 1]

"bgmo estos dosvectores corresponden a #derentes valores
caracteristicos, son linealmente indepe.dientes y pueden
servir como base cn el espaciodedosdir ensiones. Expre-
se al vector : e



- .« 2 - - T
como una combinacién linealdew | yu]gy caleule |A] v]
oy < od
|
;

!
directamente y empieando lasdos componentesde v |.
-

Soluciodn:

El vector v | pueds expresarse como combinacién li-

J

rneal de u:} y‘uj como sigue:
I 2

Por lo tanto, si empleamos un sistema de coordenadas con

el eje de lasabscisasalineado con el vector u}l y el de las

ordenadas alineado con « | lasdos componentes del vector
i2 -
v] serian -1y -1. Se dice que el vecter vJ en ¢l sistema

coordenado con bases

1
e] =
<1 0
y
0

O



lo

tiene como componentes

<
e
i

'
Iy

- . ”‘I*é‘ Vo \’: o
Para calcular [A]u] Puede procederse de las siguien-

tes maneras:

i

a) | iy

[4]5] -

AN
'\A
.
¥
i
i
.
.
Y
e e
a1
N \
‘;
13
4
t
4’: -—
.
¥

-

i

a
N

¢

. N




b)

bl

Ejemplo de cambio de bases

Fig, A.5.3.




O

por (A.5.1) podemos escribir:

=a u] +b>\2u:]

174 2
-2 -1 -3

= + =
-2 2 0

La fig. A.5.3 ilustra estas dos formas de calcular
[4])- |
Si la matriz [A] de nXntiene n vectores caracteris-

ticos linealmente independientes, éstos pueden servir como
base. Todo vector de dimensidén n puede expresarse en esa
base. Este ejemplo ilustra cémo se calculan las componen-
tes de un vector al cambiar de base. Ademas si se cumple
como base, la formada por losvectores caracteristicos,la

transformacién lineal I[A] v.l se conviente en una combi-

nacidn lineal de los vectores caracteristicos.

A.6 Funciones de matrices cuadradas

Empecemos definiendo las potencias positivas de una ma-
triz. Estas se definen por analogia con las potencias de es-
calares como: '

[a] = [4] [a]: [4]° = [4] [4]°

+

= [a]7 [4] -

k-
Al

T [A}k = 4] F‘[A]'k.....



Las potencias negativas se definen como polenclus e
ia matriz inversa

Las potencias negativas,por lo tanto, existen solzmen-~
-1
te cuando [A i existe, 0 sea cuando la matriz es 1o Sin-

sulay, ,

La ley de los exponentes es valida cuando las potencias
de las matrices existen.

Asi:

[4] [4) - [4]

A (A1 = (4

k+p

También tenemos:

(4] [a]" - [a - [1]

i
—

Podemos deiinir polinomios de matrices con coeficien-
tes escalares como sigue: si

bix) = a x" + a "1+ ..

O



(A.6.3) . + a [A] + a [1]
Si
f(x) = i: a, x*
- k=0

podemos definir una serie infinita de matrices como

(A.G.?) f([A]) = i a, [4]

k=0

Las series infinitas se emplean paradefinir funciones
como: seno, exponencial, senh, cosh, etc. de una matriz

cuadrada [A] .

Por ejemplo:

oo([4]) 5L - (4]« [4]

(A.6.5) | + L}]—i + L?l{-ﬁ+




(A.8.7)

y

Suaciones de maliices cuadvades

Resulta muy 1aborioso tener que evaluar una serie usiiuta
e miatrices para encontrar el vajor de la funcidn de una
matriz. Un método para calcularias consiste en emplear
teoremas derivados del teorema de Cayley-Hamiltor que
a continuacién se enuncia:

-

Teovema dv Cayley-Hamilton (A.6a)

tisface su propia ecuacidn caracteristica, Porlo kzmtu, 53 ei
polinomio caracteristico de una matriz LA | €5 gi{n, en-
tonces 'grA f = 01,

A continuacion estudiaremos algunas imporiantes -
plicaciones de este teorema.
Sea la ecuacidn caracteristica de una matriz:

’g(AA-) = A" + a A + a X

N B
Por elteoremade Cayley-Hamilton lamatriz ! 4 | dei

[ ot
sdtisfacer a su propia ecuacidn caracteristira por lo gue

sustituyendo en (A.6.7) X por [A] tenemos:

r 7'\ — n ~n=] :" 1
& ,(LAJ/ [A] G L‘AJ @214
+ G, .3 [ATJ * aese F 4. {4;}

o= ol
g, ["'J 19



(A.6.8)

(A.6.9)

(A.6.10)

Despejando, [_A " tenemos:
E. IR I & -

[4] - ‘n.ziA]"fd o ;Z[A]mfm"4~

2, [4] - 9 [[ ]

r- Y EL e ae W0 LT
VIultxphcar'do por L :] L

[A] [A]‘n o n-1 [A] -2 [A-H
- o [4]7 o [4]

Sustituyendo (A.6.8) en (A.6.9)

i
S e RE ST
Y RS (L TES S ,5&& 5

(47 (e [A]'” S o]
- [I ] } Gp-2- [A] -
[AJ K [Ai

Observamos que en la expresion (A.6.10)1a mixima po-
tencia de [A] en elilado derecho de 1i’ecuacidnt es n - 1;

podemos, por lo tanto, establecer el siguiente teorema.

Teorem'a (A.6b)

S1 [A] es una matriz cuadrada de n X n cualquier suma

,potenc1a de [A | puede expresarse .omo una suma de po-




|

ﬁ -
tencias de ,LI-A | cuyo mayor exponenteescuandomas n - 1,
- -
0 sea

(A.6.11) f<[A]> - 2 «. [A]]

=r J

Eyempro A.8a  Verifique el teorema de Cayley-Hamilton para la matriz

[A:) dada en el ejemplo A.4b

Solucidn

La ecuacibn caracteristica es;

¢

(3 - 1A) 4
g’(k) = = 0
2 (1 -21)

g'()\)=kg-4l-=5=0

En este caso, g ([A::) sera:

«([4])

O



O

EJEMPLO A.6b

(A.6.12).

El primer término es

qug sustituido en la ecuacidn da -

«([4])
s iz, 15‘l 2 16 5 0

[ 8 9_]' e 4] Lo s

)

(17 =125 = 5)04(16 cim 16 =.20)

[

(8 - 8 - 6). (!9 - 4 - 5)
0 i 07) ! E *

Por lo tanto, el ted:rema de Cayley-Hamilton que afir-

ma que g‘( [A] ) =0, sé satisface.

:Calcule:

([4) - [ - o4




Soiucidn:

Por el teorema de Cayley-Hamilton

[ - a[e] - 5[] = 0]

LAl = 2[4] + s{/]

Multiplicando por [A]

Sustituyendo el valor de ]-AJQ dado por la ecuacidn ca-

racteristica tenemos:

4(4[A] * 5[1]) + 5[{]
21 [A] + go[z}

[4]°

y sustituyendo en f {A“I:

j([A]) = 23 [A] + 201} .,

3 41

= 23[ j + 20
2 1 Lo

e reem ]

b

o)



@)

EJempLO A.6C

| 69 92" reco o0°

R ;‘

| 46 23J ‘Lo\ 20 |
. T 89 92“
/r .1\ ’ ,
f{|A = 1
([4]) P

Obsérvese que f ( ,_ A])‘que contenia originalmente una
potencia ciibica de ,[A-] quedd reducido a una combinacién
de potencias de [A] cuyo-maximo -exponente fue2 - 1 =1,

como el teorema (A.6b) afirma debe suceder.” -

A continuacién enunciaremos otro teorema;

Teovema (A.6¢)

Cualqu1er funciér de una matrlz f ([A )debe ser tamblen
satisfecha si [A | se sustxtuye par alguno de los valores ca-

racteristicos de la matriz. - v ' - .
_ A continuacidn 11ustramos la aphcacmn del teorema

(A. 5c) para el cilculo de exp (l’ A]t)

Calcule exp ([411) para la matrizdel ejemplo A.4b,usan-

- do el teorema (A.6c). .

¥

~ Solucién:

Por (A.5.17)




Por ol teorema (A.6c).

cz‘Z Al + aa

i

exp(A 1 &

axp()\zt_) = Q. A ooy

en el ejemplo A.4b encontramos Al =5, 7\2 = =1 0 sea:

exp {5t ="5a1 ta,
exp(~t) = «a, + a

p 0

despejando a;y a,

exj; (5t) ~ exp(-t)

%4 = 6
s _ exp(5l) + 5 exp(-t)
Q i . 6 .

Sustituyendo en (A.5.20)

[ 3 ¢ 1
= |
l =
exp, <,LA]t) a, L + a,
‘2 1 0
3’3&1 * e, 4a,
T
Zal a, +

0‘!



2 1 R
T exp(St) + —— exp(-t) 2 exp(5t) - -?— exp(~lj

O I 3 5 |

i
i

L exp(5t) - = exp(-t) 2 - 5t 2 i
i 3 3 exbh + = exp('j

A.7 Problemas

1, Tustre due [4][5] ¢ [5][4] para 1as matrices:

-

. L .2 :
: a 1 3|, I j .
£ J 1 4 :
b [1 o] To 47
. ).’ ‘
0 2 3 | & -6
2. Dadas las matrices 5
: 1 0 -1
Al = {
J 2 -3 0
) 0 10 -5
B =
[ J 2 -6 2
2 y




: T \
Cowrueba qge:{\aLA L+ 1B )
_ - !

|

d

Vol
L

3. Para la matriz

Demuestre que se satisface la ec. (A.2.15).
4. Empleando (A.2.17) calcule el inverso de la matriz de
2X2

11 12

] -

S

.
!
1
| %1 Y22

y establezca unaregla para calcular dichos inversos en
el caso de una matriz de 2 X 2,
9. Establezca si los siguientes sistemas de ecuaciones
tienen solucidn o no.
En caso afirmativo encuéntrela

2 =
a) x 1 + X P + :,x&, 3
2% 7 - X Pl x 3 = 4
b) 2x ] + 3w P +  Dx 4 = &
x 1 +  x 5 X 3 = 4
dx + 2% + dx, = 4



ca) | -1 '3 -1

c) X, t 2%, - Jx, = 8

2 3
2x1 - x2 + 2x3 = 2
3x1 + sz T 6
d) 2x1 + 2x27 + 4:_c3 = 0
X, - x2 - xé =0
%, * 2x2 L+ 4x3 = 0

6. Encuentre el rango de ias siguientes matrices

&’ [-1 -2 3.
5 -4
3 - -1
{ -~
b) i 1 2 :
¢ |2 2 4 ! ;
N 1° -1 -1
1 2 - 4

K

.

I ~

7. Encuentre si los cor]ur:tos 1e vectores son lmealmen
te mdependxentes C




| b)

b)

fsd]

5.

Q _10,

v

11.

[4]

R
L0 el i,a-g
! i ; !

K o i{m3!
[O.J 0 L‘Z.;l

8. Iocuentre los veciores yalores cuvacteristicos de
J

las siguiectes matrices:

i) 1

i s

2 -3 |
L l
I I

1 0 2

1 2
2 2 3.
b 1 151
2 3 -1 |

‘Demuestre que exp (LA;{) . exp{[B] = e:cf;{[Aer

y
/
LB] si v sclamente s [A-] [B] [

Calcule exp ({_A If\ para ias matrices a) yix)del pro-
: e, .

blema 8,

te

Calcule sen | AJH para la matriz

Ii
"""
14
ot
A5
| N

AW
S
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5 8 ltenmc Mclhods for I\onlmcar Equallons

Sections 5. 8 :md 5.9 are conccrned with ﬁndmg the
solution, or solutions, of the system
,f!(-tlyXZ' "' ®y xn) = b:
fz(:'!hx!'-:‘\"'ixn) i:‘O'
. Y (5.33)

H

- Vg

) f("l»‘z": W X ) = '
m\olvmg n real, {llnctxons of the n real \anablcs
Xy Xa0aeny x,'. Followmg the prcv:ous notahon x-
[x1.x2 .. ,x] e shall wnte f(x) f(\',,r,,..'. X,).
Here; and in: thc subsequcnl dcvelopment,:l r<n
Thea let.a=[x,2,,..., % %] be a soluuon of’ (5 33),
that:is, fet f(a) 0. o g L,
Let thc n functlons F(\) be-such that R

I ? (5.34)

|mphes j;(x) 0 1< J <n Basmahv, thc n equatxons
(5.39) will constitutc a .,u:.a'vle rearrnngemcm of the

L tr

LIPS

ty
"

,original system (5 33) in partxcular. let

= F(@).

Let the starting vector Xp = [X10.X20s ..., Xao) be an
approximation to . Define successive new estimates of
the solution vector, X, = [xypxgn .0 Xl k=1,2,.

by computing the individual elemems from the recursxon
relations

Xpg-1) = F(x¢-y).. (5.36)

Suppose there is a region R describable as x; — o, <4,
1 €j< n.and for x in R there is a positive number g,
less than one, such that

X = F.(-V:.A-h-"z.n—u .ess

CF(x)
cx;

=

Then. if the starting vector x, lies in R, we show that the
iteratne method expressed by (5.36) converges to a
solution of the system (5.33), that is,

lim x, =a.
koo

Using the mean-value theorem, the truth of (5.38) ls‘ '

estabhsh d by first noting from (5.35) and (5.36), that
Xp = % = FX- 1) F((u)

OF (ot + & l(xl 1= ¢)]
ox,

= J;l(x],l—l -a;)
(5. 39)

in which 0 < §, ., < 1. That s,

(£ <ph<h,

a

(5.35) |

(5.37)

. (5a38) ‘4 l all + cZk(xn,k-! - n)]"

Syszems of Equations ) -~

showing that theé points x, lic in. R.: Also; by. induction,
from (5.37) and (5.39), oo

Ixak - a,' < [:I:mﬂxvﬂtj.ﬁ-| - U}I) < ﬂl,_l.
o J

Therefore, (5.38) is true, and the procedure converges to a
solution of (5.33). Note that if ‘the F(\) are lincar, we
have the Jacobs mcthod, and the sufficient conditions of
(. 37) are the <1me as the sccond set of sufﬁcxenl con-
ditions in (5. 20). 7 R TR

For the nonlinear equations, there is -also a counter-
part to the Gauss-Seidel’ method, ‘previously used in
Scc. 5.7 for the linear case. We proceed as bcfore, except
that (5.36) is replaced by “#-: -0t

Y e

Xu = F (X0, X35 . ¢ xi lbxlh e oo Xn =)
That is, the most recentiy computed elemcnts of the solu-

tion vector are always used in evaluatmg ‘the” F;. The

- proof of convergencs according. to..(5.38) is much the

same as for the Jacobi-type ncratlon We have s

Z(xll L~ cF (cu)

I -—a,

o —

where

e = [y + fu(xx,k—l — )y, + fu(xn.t-l -]

It will appear inductively that the above is true, because
the various points concerned remain in R. If ¢,_, is the
largest of the numbers |x;,., —a;, then Ix,,—- o<

pey_y <ep_y < h 1t follows that

OF y(€2y) ]

Xzp — 3 =(Xu — ) FY
1

OF (€31)
6xj ’

+ Y (Xjp-1 — a;)
i=2 '

where €45 = {2 + X — #p), 73 + Ep(x2p-g — t2)s- 00
That is, |x; —a,| € pigpy <
€,-y <h, and, in general, |x, — o)l S pey.y < ey <A
Therefore, Jx; — 2,} < p*h, and convergence according (0
(5.38) is .again established. Observe that the first of the
sufficiency conditions of (5.28) has been reaffirmed under-
slightly more general circumstances.

Example. To illustrate the above techniques, choose the

. équations

‘ ' .
Jo{xq,x2) =3 sin(x,x;) ~m 3 =0,

1 x2
So(x1x3) = (l —4—”)(;”'1 L 5:-': - zex,', =0,

SR
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rewrite these equations in a form which i3 consistent with
45.34)0 r

xy = Fy(x.x;) = sin(xx;) — ;_:r'

X3 = Fa(xy,x;) = 2mx, — (Tf - %)(e"'" - 1),

and choose the starting values x,o =0.4, X310 = 3.0. Within
shde-rule accuracy, the Jacobi-type iteration gives

3
x4y =sin{1.2) — i 0.455,

X31 =21 X 0.4 —2.8%(e~°? — 1) = 3.03;

) 3103
43 =8in(1.379) — o = 0.499,

X33 =27 X 0.455 — 2.89(e -°-%°* — 1) =3.11;

win Jaely, Xi3 = 0.505, x3; = 3.14; x,s = 0.500, x,4 = 3.14;
E 0,500, Xzs =1,

Using the same arrangement of the equations in conyjunction
with the same starng values, iteration of, the Gauss-Scidel

typo gives

3
X = Sln(,Z) bad i‘; = 0455,

X1y =27 X 0.455 —2.89(e-% 2 — 1) =3.11;

. in
xy3 =sin(1.415) — ik 0.493,

X322 =21 X 0.493 — 2 89(e —° %4 — 1) =3 14;

similarly, x;3 = 0.500, x;3 =7; x4 = 0.500, x,4 = 7, elc.

There is less risk involved in using an approximate slhide-
rule approach.in these iterative calculations than migh! be
supposed. Unlike the exact methuds, such as Gaussian elimina-
tion for linear equations, there is no inherited round-ofl crror
from one step to the next. This follows, stnce the resulis at
cach stage of the itcration can be viewed as a ncw guess or
initial approximation to' the solution vector.” Substantiai
error can be tolerated, provided that there is no gross error sp
the final stages of calculation. These remarks apply to the
iterative solution of linear equations as well.



EXAMPLE 5.4

FLOW IN A PIPE NETWORK
SUCCESSIVE-SUBSTITUTION METHOD

Problem Statement

A network consists of a number of horizontal pipes,
of specified diameters and lengths, that are joined at n
nodes, numbered i = 1, 2, .. .. n. The pressure is specified
at some of thcse rnedes. There is at most a single pipe
connected directly between any two nodes.

Write a program that will accept information concern-
ing the above, and that will proceed te conipute: {a) the
pressures at all remaining nodes, and (b) the flow rate
(and direction of flow) in cach pipe.

Method of Solution

For flow of a hquid from point i to point j in a horizon-
tal pipe, the pressure drop is given by the Fanning
equation:

(5.4.9)

'’
j’slpum:!-)'

RO wea

* pl"p_;:

Here, f, is the dimensianless Afoody friction factor, p is
the liquid density. w,, is the mean velocity, and L and D
are the length and diameter of the pipe, respectively.
Since the volumetric flow rate is Q = (. D?/4)u,,, equation
{5.4.1) becomes

_ 8fupQ’L
Pi—p= TaDS

Here, all quantities are in consistent units. However, if
p. apd p, are expressed in psi (Ib,/sq in.), p in Ib_ /cu ft,
@ in gpm {gallons/min), L in ft, and D in inches, we
obtain

L 2
p—p;=C ——D% ) (5.4.2)
where
8 x 12° )
Sup. (54.3)

C =
7% x 144 x 32.2 x (7.48 x 60)?

Let ¢, = CL,,/D}, where the subscripts ij now em-
phasize that we are concerned with the pipe joining
nodes i and j. The flow rate @, between nodes i and j
is then given by

ipi - Fji = Cqus (5.4.4)
in which @, ; is plus or minus for flow from i to j or vice
versa, respectivcly. In the following version, @,; will

310

automaticaily have the correct sign:

1
O,=(p:— Pj)\/

Cuipa - pj'

At any free node j, where the pressure is not specified,
the sum of the fows frem ncighboring nodes / must be
zero:

1

C:jif’i - Pji

; Q=2 (n.~-p) =0. (54.5)

When applied at al! the free nodes, cquation (5.4 5)
yields a sysiem of nonlinear simultangous equations in
the unknown pressures. We shall soive this systzm by
the successive-substitution tvpe of method desciibed in
Section 3.8. First, note that (p; — p,} is more sensitive
than ({p; — p,1)'/? to variations in p,. Thus an appropriaie
version, analogous to eguation (5.34, is

;aup!

Pi= 5
g 2 ay

(5.4.6}

in which
alj = (cuipl - l"‘)ln)-l/z' (5'47)

Equation (5.4.6) is applied repeatedly-at all free nodes
until cither each computed pressure p; does not change
by more than a small amount’c from one neration to the
next, or a preassigned nuimber of iterations, inax, has
been exceeded. The most recently estimatcd values of p,
will always be used in the right-hand side of equation
(5.4 6).

In order to impiement the above, we also introduce
the following:

(a) A vector of logical values, p,, 74, ..., i, (PGIVEN
in the program), such that p, is true (T} if the pressure 1s
specified at node j, and false (FYaf it 15 not '

(b)Y A matrix of logical values, /,, ... I,, {the mcidence
miatrix INCID in the program), such that [,; is true il
there is a pipe directly joining nodes i and j, and false
if not.

Since the incidence. diameter, and Jergth matrices ar¢
symmetric (for cxample, 1, =0 D), we need supply
only the lower (riangular portions of such matiwes &
data. The input data will also include a complete set of
DFEsSSUres, g, bz, - - -» P, some of these will be the knowd

" pressures, and the remainder will be the starting guesses

at the free nodes.




Example 5.4  Flow e & fipe Neiv wk (Successive-5ubst.. Toovkioe 311

tlow Diagram

n, itmax, p, €,

Sage Pis Pis
i=12,...,n

C+eqn.(54.3)

F )
T [” '=j
F

i

(( cr, | Y P
Bt 3 /" il cont « T

if.;;o- Dj; L1y
Cji‘—Cu

i

{

!

i

i

j

|

|

num «0 | F . it |

den «— 0 ”JT H

I

1

|

1

i1

i1

iau"‘(cull’l"}’jl)—”z Pep, ,: :
| num « num + a,;p; num | IP—pl=e conv «— F |1
! den «—den + ay; P den |
e B
I

1

[

=

]

¥

!

. ~ iter, p, N

‘ Qu"‘""'—E‘—"‘—-—f‘,i—-——~ ;Qu"""'Qu Qu(j=|.2.---."). =\ End }
v

cylpi—pjl C-% ;
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Syst. ns of Equations

FORTRAN Impl.mentation

List of Principal Variables

Program Symbol

A
Cc

CONV :

D, L

DENOM, NUMER
EPS

[S

FACTOR

id

{NCID

ITER

IPRINT

ATHARX

id
e
PGIVEN

Q
RHO
SAVEP

Dc¢finition

Malrix. whose elements a,; are.defined by (5.4.7). ' o
Matrix, whose elenients c;; relate the, ﬂow rate to the pressure drop in.the pipe joining nodes i
and j.

Logical variable used in. testlnz for comergcnce, conv.' .o
M irices, whose clcments D,, and L,, gne lhe dlameter (m ) and length (ft) of the pxpe joining

’nodesmnd_/ L, ¥

Sloraze for the dcnommator and numurator of (5 4. 6) den and num, respecuvely
Tolerance. ¢. used in testing for convergence.,
Moady friction factor. fy, (assumed constant).
The constant, C, in équation’(5.4.3). .- .
Indices for reprcsentmg the nodes i andj
Matrix of loglcal \alues, I;if LisT, there is'a plpe Jomlng nodes i and _1, if F, there is not.
Countet on the. number of 1teratlons, iter..

Logical variable. whxch must have. the value Tif mtermedlate approxlmauons to the pressures

o, .

are to be printed. - S ; C
Upper limit on the number of 1teratlons, umax. ) A,
Total number of nodes, n. T UL .

Vector of prcssures, Pi (psi), at each node. :
Vector of logical values. p,, at ‘each, node If p; ls 'l’ the pressure is specxﬁed at node 7; if F, it

is not.
Matrix, whose elements Qi glve the flow rate (gpm) from node i to node J

Ve I

Density of the liquid in the plpes, p (b, feu f).. ' ; v
Temporary storage for old pressure p, dunng convergenoe testmg, P.




Fxample 5.4 Flow in a Pipe Network (Successive-Substitution Method)

yogram Listing

SOOI AO0

[y X x]

(2 X2 X o]

APPLIED NUMERICAL METHODS, EXAMPLE 5.& .
FLOW IN A PIPE NETWORK ~ SUCCESSIVE SUBSTITUTION METHOD

THIS PROGRAM READS A DESCRIPTION OF THME TOPOLOGY OF AN
ARBITRARY N NODE PIPE NETWORX WITH PRESSURES SPECIFIED AT
PARTICULAR NODES, AND THEN COMPUTES THE PRESSURES AT THE
REMAINING NODES AND THE INTER-NODAL FLOW RATES USING A METHOD
OF SUCCESSIVE SUBSTITUTIONS, {F INCID(1,J) IS TRUE, THEN NODES
I AND J ARE CONNECTED BY A PIPE SEGMENT OF DIAMETER D(1,d)
FNCHES AND LENGTH L{1,J) FEET, If PGIVEN(1) 1S TRUE, THE
PRESSURE AT NODE |, PC(1) PSI, IS FIXED, OTHERWISE, P{l) ASSUMES
SUCCESSIVE ESTIMATES OF THE PRESSURE AT NODE !, RHO §S THE
FLUTD DENSITY IN LB/CU FT AND F THE PIPE FRICTION FACTOR,
ASSUMED IDENTICAL FOR ALL PIPE SEGMENTS. {TER IS THE ITERATION
COUNTER., ITERATION 1S STOPPED WHEN ITER EXCEEDS 1TMAX OR WHEN
KO NODAL PRESSURE CHANGES BY AN AMOUNT GREATER THAN EPS P31
BETWEEN TWO SUCCESSIVE ITERATIONS, Q(t,d) 1S THE FLOW RATE IN
GAL/MIN BETWEEN NODES | AND J. WHEN Q(1,d) IS POSITIVE, FLUID
FLOWS FROM NODE | TO NODE J., THE MATRICES A AND C ARE
DESCRIBED IN THE TEXT, WHEN IPRINT IS TRUE, INTERMEDIATE
APPROXIMATIONS OF THE NODAL PRESSURES ARE PRINTED.

LOGICAL IPRINT, PGIVEN, INCID, CONV

REAL 1, NUMER

DIMENSION P{10), PGIVEN(10), A(10,10), C{10,10), D(10,10},
b L{10,10}, INCID(10,10), Q(10,10)

eeeso READ DATA .....
READ (5,100) N, ITMAX, RHO, EPS, F, IPRINT, (PGIVEN(1), 1a1,N)
READ (5,101) (P(1), i=1,N) _

00 2 1=1,N

READ (5,102) (INCID(1,d), J=1,1)

READ (5,101) (D(i,J), J=1,1)

READ (5,101) (L(t,d), J=1,1)

ee... SET UP UPPER TRIANGULAR PARTS OF SYMMETRIC MATRICES D, L,
AND INCID AND COMPUTE ELEMENTS OF C MATRIX .....

FACTOR = 8,812,0%50RHOF/(3,1415926+22432,2#(60.¢7,48)ec2e148,)

DO 3 tel,N

P2 3 Jel,i

c(1,4) = 0,

IF ( 1.EQ.J } GO TO 3

IE ( INCID(L,) ) C(1,d) = FACTORL{1,u)/D(1,d)en5

D(a,1} = D(1,d)

LI, 1) = L(1,4d)

INCID(J, 1) = INCIDCS,d)

c(J, 1) = C(1,J)

CONTINUE

eeesea PRINT OUT INITIAL INFORMATION ABOUT RETWORK .....
WRITE (6,200) N,ITMAX,RHO,EPS,F, I1PRINT, (I, P(F),PGIVEN(]), 1o]1,N)
WRITE (6,201) .

DO & i=], N g

WRITE (6,202) 1, &, N, C(INCID(I,Jd), J=1,N)

WRITE (6,201) .

0O S =i, ,N

WRITE (6,203) 4§, {1, N, (D(1,d), Jsl,N)

WRITE (6,201) .

DG & i=],N

WRITE (65,208) &, |, N, (L{1,d), 4=1,R)

313
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Program Listing (Conrinued)

c .
c veees COMPUTE SUCCESSIVE ESTIMATES OF Pncssuazs AT NODES -eee.e
¢ 1F C IPRINT ) WRITE (6, 205)’ (l. 1], ) CL

DO 9 CITERSY, ITMAX - . .
CONV = ,TRUE, , o ‘ )
D0 8  Jel,N , : g . . o
IF ( PGIVENCJ) ) GO TO 8 . PR
NUMER = 0, e . TyoT

% N St Lt s

DENOM = O, o e “ . .
00 7 1=1,N . Bl ~ PR
LF ( .NOT.INCID(1,d).) = GO JO°7' ~ S S RTI Cea
ALL,d) = 1,0/SQRY(CCI,J)»ABS(P(1)~- P(J))) R
NUMER = NUMER + ACI,U)sP(1) e g e
DENOM = DENOM + AC1,J) AR I PRI
7 CONTINUE ~ PR S 8 L .
SAVEP = P(J) = - m‘)- v L - L
v, -, > P(J) = NUMER/DENOM " @g‘r'z~J, S
“t. | 1F, (. ABS(SAVEP- P(J)). GE EPS ) couv = .FALSE, e T
§. CONTINUE ~ “" oy T ;.
1FCAPRINT ) WRITE (6,206) lTER, (P(!) f=1,N) © 77 )
IF ( CONV ) GO TO 10
9 CONTINUE ;
WRITE (6,207) 1VMAX

seves COMPUTE FLOWS IN INDIVIDUAL NETWORK BRANCHES “c.eoo0-
10 00 11 I=1,N
D0 11 J"I,I ) A .
qQ(t,Jd) = 0, ‘ i X Lo
Q(J,l) = 0, . 2T . -
'F ( 1.EQ.J .OR, . NOT,INCIO(i,J) ) GO TO 11¢.-:50 o 3 -
Qe1,d) = (P{1)- P(J))/SQRT(C(I J)eABS(P(1)=P(d)) ) sz
a(J, 1) = - Qo) | -
11 .CONTINUE . ’
c ”:\Lv(“"wj'é . 3
c esess PRINT FINAL PRESSURES AND FLOWS o000 I .
WRITE (6,208) ITER, N o “
DO 12 f=1,N : -
12 WRITE (6,209) i, PC(1), (aC1,d), J=1,N)}) - - e
GO TO0 1 . . ¥

c
c

c ve... FORMATS FOR INPUT AND OUTPUT STATEMENTS .....
100 FORMAT( 3X,12,17X,13,15X,FS.1,15X,€5,9/ &X,F6.3,16X,L1 /
1 (30X, 20(L1,1X)) )
101 FORMAT( 30X, SF8.3 ) - . . L
102 FORMAT( 30X,20(L1,1X) ) ‘ PSR N e
200 FORMAT( 23HIFLOW IN A PIPE NETWORK/ 1ouon ° , 13/ IOH‘ITMAX
1= , 13/ 10H RHO &, F1.3/ 10 EPS “J = ,E10,2/ 10H F .
2 F7.3/ 10H IPRINT = , 2X, L1/ 3HO 1, sx, bHP(I), ux, SHPGIVEN(I)I
3 (1M, 12, F10.3, 6%, L1) ) - " AR . (
201 FORMAT( 1HO/1HO )
202 FORMAT( THOINCID(, 12, 13H, 1)...INCID(,(1251H,,12, - 3H) =,
1 w0(L1,1X)/ (1H, 29X, 4O(L1,1X)) )
203 FORMAT( 3HOD(, 12, 9H, 1)...0C, ‘12, 1H;, 12, '1H); '9X, '1He-, 8F10.3 /
1 (1M, 29X, 8F10.3) )
204 FORMAT( 3HOL(, 12, 9H, 1)...L(, 12,1H,,12, 1H), 9X, 1H= , 8F10.3 /
1 (14, 29X, B8F10.3) )
205 FORMAT( 1HO/ SHOITER, 7X, 16HPRESSURE AT NODE/ (1H ,11x a(|1 9X)))
L 206 FORMAT( 1H , 13, 3X, 8F10.4/ (1H , 6X, 8F10,4) ) -
207 FORMAT( 3SHOSOLUTIONS FAILED"TO CONVERGE AFTER,.13,11H ITERATIONS)
208 . FORMAT( 1HO0/26HOPRESSURES AND FLOWS AFTER, I3, 15H I1TERATIONS ARE/
. 1 3HO 1,5X,WHPCE),T7X,16HQC t, 1)...QC 1,,12,10). 7, M, 7X, 34PSI,
3o noe 2 lhx,{7HGAL/MIN/’ )
209 FORMAT( 1IH , az, '¥10,8, SX, '8F10,3/ (1H ., 17X, 8F10: 3) ) o7

L, ¢ b T

END o L ‘ ) E




Exoryp.e 5.4 Flowina Pipe Neiwork (Successive-Subsii ¢

ogram Listing (Continued)
lata

N=S5 1 TMAX 2100
F = 0.056 IPRINT & T
PGIVEN(1)...PGIVEN(S)
P(1)...P(5)

INCID(1,1)

p(1,1)

w1,
INCIDC2,1), .. INCID(2,2)
p(2,1)...0(2,2)
1€2,1)...L(2,2)
INCID(3,1)...INCID(3,3)
0(3,1)...0(3,3)

(3, 1)...L(3,3)
INCID(8,1), .. INCID(E,4)
D(t,1)...D(u,8)
t(s,1)...1{4,8)
INCID(S,1)... ENCID(S,5)
D(5,1)...D(5,5)
Lt(s,1)...L(5,5)

"ymputer Output
ELOW IN A PIPE NETWORK

N = 5

“ITMAX = 100

RHO = 50,000

Eps = 0,10E-03

F = 0.056

IPRINT & T
1 “P(1y  PGIVEN(I)
1 50.000 T
2 20,000 F
3 0.0 T
8 80,000 F
s 30.000 F

INCIDC 1, 1)...INCIDC 1,
INCIDC 2, 1)...INCIDC 2,
INCIDC 3, 1)...INCIDC 3,
'NCIDC &, 1)7e0 TNCIDC B,
INCIDC 5, 1)...INCIDC S,

0 1, 1)...0¢ 1, 5)
0C 2, 1)...0C 2, 5)
DC 3, 1)...00 3, 5)
0C 4, 1)...0¢ &, 5)
0( 5, 1)...0¢ 5, 5)

S)
5)
5)
5)

$)

.llﬂlll.!ﬂﬂllllll

RHO = 50.0
TETFF
50.000 20,000
0.000
0.000
TF
3.000 0,000
150,000  0.000
F1F
0.000 3.000
0.000 150.000
TFEFF )
5,000 0.000
100,000  0.000
FTFETEF
0.000 4.000
0.000 100,000
o TFTEF
STFTFT
f TFFEF
STEFFT
F TETF
. 0.0 3,000
e ' 3.000 0.0
0.0 3.000
. %.000 0.0
- 0.0 %.000

fetnouy

EPS = 1.E-b

0.000 40,000 30.000

0,000
0,000

0.000
0,000

00

0.000

0.000

5,000
100,000

0.0
3.000
0.0
0.0
0.0

v.100
0.000

4,000
0.0
0.0
0.0
4.000

0.0
4,000
0.0
4,000

315
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Computer Output (Continued)

Lt 1, ... 1, 5) a 0.0 150,000 0.0 100,000 * 0,00 -,
Lt 2, D,..Lt 2, 9 = 150,000; 0.0 '.-150,000 ., 0.0  -100.€00«
DIPSR N ‘I, ] j : i
L 3, 1eestl 3, 5) e 0,0 . ,.150,000 - 0.0 .-"-, 0.0 " 0.0
: . § foe Ly ST e o
Ly, 1)...LE 8, 8) B "6&'100.‘000_%, 0.0 0.0.. . 0.:0!"—‘ . 100,000
e R L s, R 20
s, 1)...LL 5 5) ©«a ' 0.0, :7100,000:: 0.0-. - 100,000 '° 0.0 .
. . Y Soage v . u.,. N K ‘4'\"9? . ' ”_'»’ ‘&' Y s,
Sorn Lo L, Lo ; I
iTER PRESSURE AT NODE "% ‘ - MO R \ !
. .1 2 BT | S N T TRV ™
1 50,0000 27,4553 7" 0.0 -+ 40,0000 31,6616 . - o
2 50,0000 30,3218 . “0.,0 ' .40.L145 .['33,1600 '.~ Y
3 50,0000 31,9882 " 0,0 . 40,994k ','34,6999 7 7 s
T h. 50,0000 33,2753 0.0 41,6180 ° 35.721Y - . C e e
5 50,0000 34,3876 0.0 b2,2345 36,8321
6 50,0000 35,3809 0.0 42,8204 37,8350
7 50,0000 36,2724 0.0 “A43,3644 - 38,7339
8 50,0000 37,0706 0.0 43,8616 39,5349 ¥ swisy e g e e
.9 50,0000 37,7819 0.0 46,3111, 40,2651 TG A
10 50.6000" 38,4132 .. 0.0 44,7139 40,8726 ¢ %; iy .
i1 50,0000 "2 38,971k ° 0,0 45,0728 »-741,4253 I g
12 50.0006 39,4634 0,0-": {,45,3909 - 41,9110 SR
13 50,0000 --.39,8960 0.0 ~.- 45,6718- --42,3370 - Sl
14 $0.0000° 40,2756  _0.0 ' ' 45,9191 42,7100 P
13 50.0000 40,6081 0,0 ‘' 46,1362 . 43,0361°¢: TERE
16 50.0000 40,8989 " 0.0 46,3266 ' 43,3211 o
17 50,0000 41,1530 0.0 46.t931  L3,569% : :
18 50,0000 41.3748 0.0 46.6387 43,7867
19 50.0000 41,5682 0.0 46,7658 43,9758
20 50.0000 41,7368 0.0 46.8767 44,1406
21 50,0000 41,8837 0.0 46,9734 44,2841
22 50,0000 42,0117 ‘0.0 47,0576  L&,4090
23 50.0000 42,1230 6.0 47.1310 44,5178
24, 50.0000 42,2200 < 0.0 47,1949 44,6125
28 50,0006 42,3043 0.0 47.2505 44 . 6948,
25 50,0060 42,3777 0.0 47,2989 44,7665
27, 50,0000 42,4416 0.0 47,3411  4b,.8288 -
28 50,0000 42,5971 0.0 47,3777 44,8831
29 50,0000 42,5454 0.0 47,4096 44,9302
30 50,0000 42,5874 0.0 47,4373 84,9713
31 50,0000 - 42,6239 0.0 47,4615 45,0070
32, 50.0000 42,6557 0.0 47.4825 45,0380
33 50,0000 42,6833 0.0 47.5007 45,0650
34 50,0000 42,7073 0,0 47.5166 45,0834
35 $0.0000 42,7281 0.0 87.5303 45,1088
36 50.0000 42.7463  -0,0 7,542 45,1265
37 50.0000 42,7621 0.0 47,5528 45,1420
38 50,0000 42,7758 0.0 47,5619 45,1554
39 50.0000 42,7878 0.0 $7.5597 45,1670
] 50,0000 42,7981 0.0 47,5766 45,1772
41 50,0000 42,8071 0.0 47.5826 45,1860
52 50,0000 42,8150 0.0 47.5878 45,1937
83 50,0000 42,8218 0.0 47,5923 45,2003
by 50,0000 42,8277 0.0 47,5962 45,2061
4s 50,0000 42,8329 0.0 47.5996 45,2112
46 50,0000 42,8374 0.0 47,6026  45.2155
57 50,0000 42,8413 0.0 47,6051 45,2193
48 50.0000 42,8u47 0.0 47,6078 15,2227
49 50.0000 42,8476 0.0 47.6093 45,2255
S0 50,0000 42,8502 0.0 47.6110 45,2280
s1 50,0000 42,852h 0.0 47,6125 45,2302
52 56,0000 42,8543 0.0 47.6138 45,2321
53 50,0000 42,8560 0.0 47.6189 45,2337
Sk 50,0000 42,8574 0.0 47,6158 45,2352
5% 50,0000 42,8587 0.0 47,6167 45,236%




Example 5.4  Flow in a Pipe Network (Successive-Substitution Method}

ater Qutput (Continued)

56
57
58
$9
60
61
62
63
68
6%
66
§7
68
69
70
73
¥2
7%
It

50,0000
50,0000
50.0000
50,0600
50.0000
50.0000
50,0000
$0.0000
50,0000
$0.0000
5$0.0000
$0,0000
50.0000
50.0000
50,0000
50.0000
50,0000
56.0000
50.0000

42,8598
42,8608
42,8616
b2.8624
42,8630
42,8636
42,.86L0
42,864k
42,8648
42,8651
42,8654
42,8656
42,8558
42,8660
42,8662
u2.8663
42,8664
42,8665
52,8666

COOOOOO0O0O0ODOOODQOO O
[-N-N-N-N- R XN~ R NN NN~ NN R- K]

47.6174
87.6181
47.6186
47.6191
47.6195
47.6193
47.6202
47,6205
47.6207
47,6209
87,6211
67.6212
47,6214
47.6215
47.6216
47.6217
47.6218
47.6218
47.6219

PRESSURES AND FLOWS AFTER 7t ITERATIONS ARE
1, D...aC 0, 5)

§

W LP S B s

pLl)
PS1
50,0000
k2.8666
0.0
47.6219
55,2481

GAL/MIN
0.0 138.242
-138.242 0.0
0.0 -338.885
=200.677 0.0
0.0 200.65%

45,2375
45,2385
45,2393
45,2400
45,2406
45,211
45,2616
45,2420
45,2624
45,2427
45,2429
45,2632
LbS5,243%
4S,2435
45,2437
45,2438
u5.2u39
45,2440
u5.2u441

200.677
0.0
0.0
0.0

=200.66%

0.0
=200.65%

0.0
200.664

0.0

ar

ar
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Fm 541 \\lth f,, = 0.056; p = 50*1b,,/cu’ ft, and'.two

pressurcs ﬁxcd p| = 50 p,=0p51. v

P RN R
.

’

‘13 P

KYAN e'Ln:I/ﬁ:]SOQ N .

“L14=L45=L25=109" .
DIZ"‘ v1—3 in

’\!‘)“ D;5‘Dn'—d in vt

x~
N

i
u

Fi :gure 5 4 1" Pipe nerwork Jor examp!e calculation.

R

Although the method is con*putauonally stralght-

«rforward, nt necds many iterations to give a reasonable

“degree” of ‘convergence.- Alsor'refemng to equahon
(5.4.7), we can see that a starting guess of p; = p; for .

o« N AN

‘unl"or!unatc ’ : o

S)srems of Equations . N

any two nodes that are dxrectly conncctcd ,\»c-uid be

Fontde gn 0

Note that the bulk of- lhe pressure drop occuirs in the
pipe 2-3, and’ that the flow.in_ the branch i 4 -5- 2 is

) apprccmbly greater than that in the pipe 1-2, e ¢ thouph

the latter is much shortcr Both these obscrvations can
be reconciled by noting thm prLssurc drop is proportional
to Q?/D%, and that plpc 2-3 must take the! "combined
ﬂo\»salongl452and12 W

.*The method can be, ex!cndcd to more compkx situ-

“ations, in which we could allow, for (@) S bemg ¥ function

of Rey nolds number and pipe roughncss mstmd of being

>.treated as a constant, and (b) pumps and valves in some

of the branches, etc. Also the logical arrays used above
could find a similar application in solving for-the currents
in a network of resistors,.with known voltages applied,

" at'some of the nodes. (although. this would fead to a set

.of snmultaneous linear equatmns)
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3.9  HNewton-Raphson lteva, on for Wenlmear £gia. 319

¢« Newton-Raphson Iteration for Nenlinear Equations

.he equations to be solved are again those of (5.33),
,-J we retain the nomenclature of the previous section.
; - Newton-Raphson process, to be described, is once
. re iterative in chdracter. We first define

o/{x)
J,(x) = /. (5.40)
27
veut define the matrix ¢(x) as
dx)=(/,x)). I<i<nl<j<n (541)
Thus det(d(x)) is the Jacohian of the system (5.33)
aoluated for the sector X = [xy,X,, ..., X,)'. Now define
e vector f(x) as
(%) = [A(x), (), ..., L0 (5-42)
With these definitions in mind, and with the starting
vector 2o = [X10,X500 - - -» Xnol's let
Toyy =X + 8y, (5.43)

where 8, is the solution vector for the set of simultaneous
fi~zar equations
(%)) 8, = —1(x,). (5.44)
The fundamental theorem -concerning convergence is
much less restrictive than those of the previous sections.
We have the result that if the components of ¢(x} are
conunuous in a neighborhood of a point & such that
fx)=0, if det(d)(u)) # 0, and if xo is “near” @, then
imy . Xi = @

An outline for a method of proof follows. By (5.42)
.and {5.44), since / (2) = '

=¢- '(xk)[f(a_) —1(x)] (5.45)
By the mean-value theorem,
150 = £@) = T Jfn + Culoa = = ),
where 0 < &, < 1. For the ith row of a matrix { use

Ve + Ca(xs — @), - oo finla + §ulxe — @))).
Then -7 .
Hppy =@ =% — &+ § = ¢-,(xl;)[¢(xl) - Y)(x, — @). .

Since the entries 1n the matrix ¢(x,) — Y are differences
of the type f,,(v) — f,{x + &, (X, — @)}, they can be kept
uniformiy small if the starting vector X, hes in an initially
chosen region R describable as |x; — | <h 1<ign
Concurrent with this is the fact that since det(d(x)) # 0,
det(d(x,}) can be bounded from zero. The net result is
that, forO<pu < 1, fx, —a,| < hp*, 1 <i<n Thus the
sequence {X,} converges to a.

Example. To illustrate the procedure, the equations of the
previous section are used, namely

X X
Silxx3) == Sln(xlx,) - 4—’ —-2_0
2

1
Sa(xi,x;) = (l - I—)(e“l —e)+ bk —2ex, =0,
™ w N

It is readily seen that

o 1 + X3 €0s(x,X3) ef, I xycos(xyx;)
2 2w TRt
2
_ff.=_ze+ 2——l—e"'l, _?i’____f.
ox, 2n cx; m

The increments Ax and Ax, in x, and x; are determined by

of of,
o, Ax+ g, A= —fa

24 o !
axz. '+—1Ax3="fz

Or, writing the determinant D of the coefficient matrix (the
Jacobian),

o 8fy Ofi of

P=oriom axoxy
then
of of; of of,
A — fz‘a—x';—fls;;) B fl—‘_"f _)
Xy = D y BX3 = ———D—-—— .

For ease in “verification, detailed results are tabulated in
Table 5.1. Once again, calculations have been carried out by

. shde rule. The entries —0.0000 designate tiny negative values.

0.4
Table 5.1 Newton-Raphson Solution for xo = [3 0]

2, e, 3 c
k X, b N I -5% a—ilz 5% e—ii, D Ax, Ax,
0 0400 3000 0.0272  —0.0324 0.0435 —0.007t —1.34 0.865 00281 —083t —1.249
i —0431 1751 —0.266" 1.74 0.138 —0236 —466 0865 —0.982 0.186 —1.018
2 —0245 0733 —0.0251 0.0303 ~0.139 -0.200 —431 0865 —0984 -0.016 —0.114
3 0261 0619 0.0009 00003 —0.195 -0.208 —4.35 0.865 —1.07 0.0007  0.003
4 0260 0622 0.0000 00000 —0.193 —-0.208 —4.34 0.865 —1.07 0.0000  0.0000
S —0260 0622 0.0000 0.0000 .

L] .
Note that despite using the same initial value, this solution differs from that obtained in Section 5.8. However, the starting Q
values x,o = 0.6, x:o = 3.0 do lead to the alternative solution x, = 0.5, x; = =. Vaiues are given in Table 5.2.

‘a
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320 Sy stems of Equations
: . 0.6
Table 5.2 Newton-Raphson Solution for x4 = 3.0
e o i o o e
k\_( x| - ’;'Xh INERC (AN * . Jr CEXy X, . !‘?Xl'f‘)_ exs «:é D Ax, " “A;C';:
10600 73000 00518  —0:A12 20841 —O.0480 06750865 . —0.627 -0098  6.306°
» 72705027 73.206 0 —0.0066 +  0.0549 —0:563 —0.0894 —041i' 0865 —0.524 = L0001  —0.064
© 7300508 <3142 0.0003 ° 10.0000 " ~0.503 —0.0801° 0426 .0.865: :-0.470 = —0.0006 —0.0004 .
Y74 10,500 - XFd2: - —0.0000, . —~0.0000 , 0500 —0.0796 =043} 0865 —0467 ~0.0000 -0.0000
ST 551705000 314200000000 . 00000 ;. Yo T D : '
v e, N : - ~ '; H - . o~ T - ; S5 L i o
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EXAMPLE 5.5

CHEMICAL EQUILIBRIUM
NEWTON-RAPHSON METHOD

Promem Statement

The principal reactions in the production of synthesis
gas by partial oxidation of methane with oxygen are:

CH, + 10,=CO + 2H, (5.5.1)
CH, + H,0=2CO + 3H, (5.5.2)
H, + CO,=CO + H,0 (5.5.3)

write a program that finds the O,/CH, reactant ratio
that will produce an adiabatic equilibrium tempzrature of
4200 F at an operating pressure of 20 atmospheres, when
the reactant gases are preheated to an entering tempera-
ture of (000°F.

Assumng that the gases behave ideally, so that the
component activities are 1dentical with component partial
pressures, the equilibrium constants at 2200°F for the
1 ¢ gquations are respectively:

PcoPi
Ky =22 =13 x 104, (5.5.4)
Pcn,Po, -
. 3
K, = POl _ 49837 % 105, (5.5.5)
* Pcu.Pu0
K, =Fcolmo _ 5 6058,

(5.5.6)

Pco,Pu,

ACTC Peos Pcogr Pyor Puyr Peu, and po, are the partial
pressures of CO (carbon monoxide), CO, (carbon

dioxide), H,0 (water vapor), H, (hydrogen), CH,
{methane), and O, (oxygen}, respectively.

Enthalpics of the various components at 1000°F and
2200°F are listed in Table 5.5.1.

Table 5.5.1 Component Enthalpies in

BTU/lb mole
Component 1000°F 2200°F
CH, — 13492 8427
H,0 — 90546 —~78213
COo, — 154958 - 139009
co —38528 —28837
H, 10100 18927
0O; 10690 20831

A fourth reaction may also occur at high temperatures:
C+CO,=2C0 (5.5.7

At 2200°F, any carbon formed would be deposited as a
solid; the equilibrium constant is given by -

2
Peo_ _ 132935,

K, =
¢ anCO;

(5.5.8)

where ae is the activity of carbon in the solid state Do
not inciude reaction (5 57) in the equilibrium analysss.
After establishing the equilibrium composition, con-
sidering only the homogencous gaseous reactions given
by (55.1), (5.5.2), and (5.5.3), determine the thermo-
dynamic likelihood that solid carbon would appear as a
result of reaction (5.5.7). Assume that the activity of
solid carbon is unaffected by pressure and equals unity.

Use the Newton-Raphson method to solve the system
of simultaneous nonlinear equations developed as the
result of the equilibrium analysis.

Method of Solution

Because of the magnitude of K,, the equilibrium
constant for reaction (5.1.1), the first reaction can be
assumed to go to complection at 2200°F, that is, virtually
no unreacted oxygen will remain in the product gases at
equilibrium. i

Let the following nomenclature be used:

X, mole fraction of CO in the equilibrium
mixture

x, mole fraction of CO, in the equilibrium
mixture

X3 mole fraction of H,0 in the equilibrium
mixture

X4 mole fraction of H,; in the equilibrivm
mixture .

Xs mole fraction of CH, in the equilibrium
mixture

xs.  number of moles of O, per mole of CH, in
the feed gascs

x number of moles of product gases in the
equilibrium mixture per mole of CH, in
the feed pases.

Then a system of seven simultaneous equations may be
generated from three atom balai.ces, an energy balance,
a mole fraction constraint, and two equilibrium re-
lations.

Atom conservation balances. The number of atoms of
each element entering equals the number of atoms of
each element in the equilibrium mixture.

Oxygen: xg = (3x; + x5 + $x3)x4. {(55.9)
Hydrogen: 4 = (2x3 4+ 2x, + 4x;)v,. (5.5.10)
Carbon: 1 = (x, + x, + x5)x4. (5.5.11)

Encrgy (enthalpy) balance. Since the reaction is to be
conducted adiabatically, that is, no energy is added to

j 21



a2

or remoud from lhc rmcung gascs, thc enlhalp) (1) of

lhc rcactants. mucl equnl the, cnth.ilp) ol‘thc products

o oo

[”cn. + xollo. ]moo - =X;[%Heo + xznco; + "JHH,O

+ x,Hy, + Vchu.]zzoo o

(5.5.12)
AMole fraction constraint, 0
Xy + Xy + x; + x4+ x5=1. (5.5.13)
Equilibrium relations. ..
2. 3 RN
Ky= D% aganx 0%, (3510
XJ'\.ﬁ o, Lot e > .
Ky= 2153 _aeoss (5.5.15)
XXy °

The relationéhips (5.5.14) and (‘5 5.15) follow directly
from {5.5.5) and.(3 5.6); respectively, where P is the total
pressure and pcq = Px,, etciIn addmon there are five
side conditions, .. i et e d

20, i=12..58

These conditions insure thatlall mole fl‘ﬂCthﬂS in the

ethbnum mixture are honnegative, that is, any solution ..
5.9) to (5.5.15) that contains negative . -
mole fractions ts physically meaningless. From physical- ' -

of equations (5.

chemical principles, there is one and only one solution

of the equations that satisfics conditions (5.5.16). Any B

lrrele\ant solutions may be detected easily.
.The se\cn equauons may bc rc“rmcn in the form

{

v (5.5.16) -

S f(x) =1, 2 (5:5.17)
wh\er~e x =[x, n X3 X4 X5 Xg x-,] as fO"OWS \
1 1 Xg '
f,(x)=-2-x, +.t=-|j§x3 —;—7-=0 (5.5..1832 L
) -_:}g, + Xg + 2%5 — ’-?; =167 K | (5 5.18b)
, ‘o ; g "
1) =x, * X2 + Xs —%_o S V, (5.5.18)
Ju(x) = —28837x, — 139009x, — 78213x, + 18927x,
+8427xs + 13492 06905 =0 (5.5.18d)
X7, X7 -
FdX) = Xy 4+ Xy 4 Xy Xy x5 —1=0. (5.5.18¢)
Jo(x) = PIx,x3 — 1.7837 x 10°x3x5 = 0 (5.5.18f)
SAX) = x,xy — 2.6058x,%, = 0. (5.5.18¢)

The systerm of simultaneous nonlinear equations has the
form of (5.33), and will be 'solved using the Newton-
Raphson method, described in Section 5.9. The partial

Systems of Equations

derivatives of. (5.40) may be found by partml dlﬂ'crcn-
tiation of .the seven functions, J{x), with respecﬂ to cach
of lhc seven varnblcs For example, g

F]

SIU My Mmos o
axl, 2 ng ax" ) X-' L
ch afy

=1, = - .55
0x, oxs - '~i5‘§ ! 9')*
ofy 1 af 1 B
éx; 27 cxﬁ_ x;

" The, Ncwton-Raphson .method: may be summanzcd as

follows R C

1 Choose a stamng Vector X, = Xo = [\',o, X200 0
x,o],,“here X is hopefully near a sohition a.
2. Solvé the system of hnear equations (5.44), Ty

I

Mmm——ﬂm. e

'wherte . - ¢
ey =Ty, TTLDwT (5o
Bx; J=1,2,.,,7,
and |
) = LA, T (5520
for theﬂi;lcrement vector T . .
e A= Bwba ol (552D

: T3 Update the approxnmanon lQ lhe root for the nen

nerauon

Xpa1 = Xp + Oy

4. Check for possxble comergence to a root «. One
such test might be . -

Bal<ey i=12..,T (55-2‘3‘)\

I (5.5. "3) is true for all thenu Xp+y IS takcn/ to be thc

.‘ root. If test (5.5.23).is failed for any i, then the process

“is Fepeated starting with stcp’2. The iterative process is
continued until test (5.5.23) is passed for some k, or
when k exceeds some specified upper limit:

—

In the programs that follow, the elements of the -
augmented matrix - - R

= (b | —T(x)] (5.5.24

are e\aluated by a <ubroutmc namcd CALCN. The systeny
of linear equations (5.44) is solved by calling.on the
function SIMUL, described:in dct:ul in Examplc 5.2..

The main. ‘program is a gencral one, in that’it is not
~ specifically wrmen to. solve, only the seven eguations of
interest. By properly defining the subroutine CALCN; the
main program could be used 1o solve any system of @




Example 3.3

,,.tancous nonlincar equations. The main program
.»3s data values for itmax, iprint, n, &, €, and x,, x,,

, x,. Here, itmax is thc maximum number of Newton-
Uphson iterations, iprint is a variable that controls
-anting of intermediate output, n is the number of

tow Diagram

23 v mm v e—-‘

e b

Main Program

ifmax, iprint,
nv 5]! 52:

xlo, ey x,.o

f “Matrix ili-
conditioned"”

S

A

—
N

d=0

=
y

N
A

- )

11

itcon « 1

Chemical Equulibrivm (Newfun- Rephson Mo o, ny

nonlinear equations, &, is the minimum pivot magnitude
allowed in the Gauss-Jordan reduction algorithm, ¢, is
a small positive number used in test (5.5.23), and x,,
X3, .. X, are the initial estimates x,q, X39. « + -p Xa9, that
is, the elements of x,.

Evaluate elements

a,; of augmented
matrix A (see (5.5 24)).
(Subroutine CALCN)

\

Solve system of n
linear equations
~F———1 (5.44) for the
increments

O1as Oty -+ s O

and determinant, d.
(Function siMuL)

<& )

Y

itcon «— 0

*Convergence”

]

A

X

> T -
) I-!QJ < “'

Xineg & Xp+ 0y

———————— e

Subroutine CALCN (Arguments:x,, A, N)’

Calculate
elements a,;
i=42,...,n
j=L2,..,n+1
of matrix A

(see (5.5.24)).

k,d, n,

Xikt1yoooy

Xnk+1l

‘GNO

@——> convergence”’ : End

e _
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324 Systems of Equations
FORTRAN JImplementation - ' o e
. , A amie
List of Principul Variables . . ' o
Program Symbol Defi mll({)rfx- S v o ' !
(Main) AU o ' T T ;
A Aunmcntcd ma!m of coel’ﬁcncnts, A (see (5.5 24)) co ' .o
DETER d dctcrmmant of!he matrix ¢ (the! Jacobian). Cve ' J
EPS1 “Eyr mxmmum pnot mi wmtude permmed in subroutme SIMUL.,’
EPS2 &y . small posmve number used in convergcnce test, (5 5 23)’ v
[ Subscnpt i »i:'; . A T E
IPRINT Print control vanable lprmt If :prmt = 1 mtermedute soluuons are prmled after each itera-
tion.’;."» g T RPN G Ll :
ITCON U<cd in converaence test (5 5 23).1 ITCON 1 lf (5 523) is passed for all i i= l 2, ..m
otherwise ITCON =0, - Sea :-‘\u A .
ITER Tteration counter, k. ’ . ’ B,
ITMAX Maximum number of lterauons permmed ifmax; ..o o . '
N Number. of nonlinear equat:ons m, . Cofoy ova )
XINC Vector ofmcrements, 6u. » T E s R o : .
XOLD Vector of approximations to the solution, ’ xu. " o ¢ ’
SIMUL Function developed in Example 5.2. Solves 'the: system of n lmear equzmons (5 44) for the
increments, d,, l = l 2, “res R C
(Subroutine TR ' -
CALCN) TF A e ‘ o
DXOLD Same as XOLD. Used to avmd an excessrve number of references to subroulme arguments in
CALCN. sty T A
1.J i and j, row and column subscripts, respectively. oy :
NRC , N, dimension of the matrix A in the calhng program. A is assumed to have the same number of.
rows and columns. Tt T e - : 3
P Pressure, P, atm, | = ‘ '
: R .
T VA B S B . k
- I . S
V , r‘ g ;’*; T .
"",'" ‘,r”‘(ta 5 S "
1)¢‘V'f.fq " ":\;{‘"Jf . ;' ) ) ‘:._ ' J
ERNE AW By O )
foe. \ N A (-
- [ L N L v e P ot ¥ oag
N on o - .
i o e Ciecs L om
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weram Listing
sfain Program

A OOOATANAAAIOOOCOO0NON

OO0 00 06

(3 X 1]

100
200

201
202
203
20%

APPLIED MUMERICAL METHODS, EXAMPLE 5.5
CHEMICAL EQUILIBRIUM - NEWTOM-RAPHSON METHOD

THIS PROGRAM SOLVES N SIMULTANEOUS NON-LINEAR EQUATIONS

IN N UNKNOWNS 8Y THE NEWTON-RAPHSON I TERATIVE PROCEDURE.
INITIAL GUESSES FOR VALUES OF THE UNKNOQWNS ARE REALD INTO
XOLD(1)...XOLD(N). THE PROGRAM FIRST CALLS ON THE SUBROUTINE
CALCN TO COMPUTE THE ELEMENTS OF A, THE AUGMENTED MATRIX OF
PARTIAL DERIVATIVES, THEN ON FUNCTION SiMUL (SEE PROBLEM 5.2)
TO SOLVE THE GENERATED SET OF LINEAR EQUATIONS FOR THE CHANGES
IN THE SOLUTION VALUES XINC(1)...XINC(N). DETER IS THE
JACOB{AN COMPUTED BY SIMUL. THE SOLUTIONS ARE UPDATED AND THE
PROCESS CONTINUED UNTIL ITER, THE NUMBER OF ITERATIONS,
EXCEEDS ITMAX OR UNTIL T..E CHANGE IN EACH OF THE N VARIABLES
1S SMALLER IN MAGNITUDE THAN EPS2 (ITCON = 1 UNDER THESE
CONDITIONS). EPS1 IS THE MINIMUM P)IVOT MAGNITUDE PERMITTCD

IN SIMUL., WHEN JPRINT = 1, INTERMEDIATE SOLUTION YALUES ARE

PRINTED AFTER EACH (TERATION,
DIMENSION XOLD(21), XxiINC(21), A(Z1,21)

eseeo READ AND PRINT DATA .....
READ (5,100) 1TMAX,IPRINT,N,EPS1,EPS2, (XOLD(1),1=],N)
WRITE (6,200) )TMAX,IPRINT,N,EPS],EPS2,N,(XOLD(1),  =]1,H}

eoses NEWTON-RAPHSON ITERATION ,....
Do 9 ITER = 1, 1TMAX

eeseo CALL ON CALCN TO SET UP THE A MATRIX sc0se
CALL CALCN{ x0tD, A, 21 )

vess, CALL SIMUL TO COMPUTE JACOBIAN AND CORRECTIONS IN XINC .....
DETER = SIMUL( N, A, XINC, EPSE; 1, 21 ) :
IF ( DETER,NE.O. ) GO Y0 3

WRITE (6,201)

GO T0 1

wee.s CHECK FOR CONVERGENCE AND UPDATE XOLD VALUES .....
ITCON = 1
po 5 t =1, N
IF ¢ ABS(XINC(1)).GT.EPS2 ) fTCON = 0 ,
X0LD(}§) = XOLD(1) ¢ XINC(I) .
IF ( IPRINT.EQ.Y ) WRITE (6,202) ITER,DETER,N,{XOLD(1),i=1,N)
IF ( ITCON.EQ.O ) GO 70 9
WRITE (6,203) ITER,N,{XOLD{1),1=1,N)
GO 10 1 :
CONTINUE

WRITE (6,204)
6o TO 1

ee-ss FORMATS FGR INPUT AND OUTPUT STATEMENTS .....
FORMAT ( 10X,13,17X,11,19%,13/ 10x,E7.1,13X,€7.1/ (20X, SF10.3) .

FORMAT ( 10H11TMAX = , 18/ 10H IPRINT = , 18/ 10H N s,
1 18/ 10H EPS1 s , 1PE1&.1/ 10H EPS2 = , 1PE14.1/ .
2 26HO . XOLD(1)...XOLD(, 12, IH)/ QIH [ (1H ,1PBEL6.6) )

FORMAT { 38HOMATRIX IS 1LL-CONDITIONED OR SINGULAR )
FORMAT ( 10HOITER = ,18/ 10H DETER = , E18.5/

2 26H XOLD(1),..XOLD(, 12, 1H) / (1H ,1P4EL6.6) )
FORMAT ( 2uHOSUCCESSFUL CONVERGENCE / 10HOITER = , 13/
2 26H0 X0LD(1)...X0LD¢, §2, 1H) / 1IH / (1IH ,1P4EL6.6) )

FORMAT { 15H NO CONVERGENCE )
END
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Program Listing (Continued)
Subroutine CALCN

aa

PO O 0000000000

N ot

SUBROUTINE CALCN( DXOLD, A, NRC )

THIS SUBROUTINE SETS UP THE AUGHENTED MATRIX OF PARTIAL

DERIVAT!VES REQUIRED 'FOR THE SOLUTION OF THE NON- -LINEAR ©
~+EQUATIONS WHICH DESCRIBE THE EQUILIBRlUM CONCENTRATIONS

OF CHEMICAL CONSTITUENTS RESULTING FROM PARTIAL OXIDATION

OF METHANE WITH OXYGEN TO PRODUCE SYNTHES!S GAS. THE PRESSURE
© IS 20 ATMOSPHERES, SEE TEXT FOR MEANINGS OF XOLD(I)...XOLD(N)
..AND A LISTING OF THE EQUATIONS. DXOLD HAS BEEN: USED AS THE

DUMMY ARGUMENT FOR- XOLD TO AVOID AN EXCESS!VE-NUMBER OF |

REFERENCES TO ELEMENTS IN THE ARGUMENT LIST. e,

DIMENSION XOLB(20), DXOLD(NRC), A(NRC;NRC)

DATA 'P / 20. /

vv.. SHIFT ELEMENTS OF DXOLD 10 X0LD AND CLEAR A ARRAY .eocs
001 1 =1, 7

XOLD(1) = DXOLDCI) ‘ » e
D01 J=i,8 e
AC(1,d) = 0.

eesss COMPUTE NON-ZERO ELEMENTS OF A cesco

- A(1,1) = 0.5 .
A(1,2) = 1,0 . ‘ .
A(1,3) = 0.5 - i ‘
A(1,6) = -1,0/%0LD(7) ' ST, e
A(1.7) o ’XOLD(6)/XOLD(T)ee2
A(1,8) = -X0LD(1)/2, = -XOLD(2) = XOLD(3)IZ. * XOLD(6)IXOLD(1)
A(2,3) = 1.0 o
A(2,4) = 1.0 . .
A(2,5) = 2.0 . ,
A(2,7) = 2.0/x0Ln(7)--2 L
A(2,8) = =XOLWD(3) - xOLo(u) - 2, o-x0Lo(5) + z OIXOLD(7) .
A(3,1) =.1,0 - R oo .
A(3,2) = 1.0 ? o o
A(3,5) = 1.0 . T .
A(3,7) = 1.0/x0LD(7)°'2
A(3,8) = ~XOLD(1) - XOLD(2) = XOLD(S) + 1,0/%0LD(7)
ACL,1) o '-28837, P o T
Alb,2) a -139009, - L Lo o
A(4,3) = -78213, o ) N e L
A(b,8) = 18927, . . oo
A(h,5) = 8427,
A(4,6) = -10690,/X0LD(7} : -
A(4,7)-= (=13492, + 10690, -xOLo(s))/x0L0(7>ooz o, T
A(4,8) = 28837,+X0LD(1) + 139009,¢X0LD(2) # 78213, ¢XOUD(3) -
218927.X0LD(4) - 8427,sXOLD(S) - 13482, 7X0LD(7) « 10690,
*X0LD(6)/XOLD(7) 2 N .
A(5,1) = 1.0
A(5,2) = 1.0 \< ,
A(5,3)"s 1.0 . .- N . et b
A(5,4) = 1.0 . i A
A(5,5) = 1,0 - o T e
A(5,8) = 1,0 - xOLD(1) - XOLD(Z) - XOLD(S) - XOLD(&) = xOLo(S)
A(6,1) = P*P+XOLD(b4)*e3
A(6,3) = =1,7837E59X0LD(S) T T,
A(6,k) = 3, o-p-PexOLo(l)axOLo(u)-ez : ‘ L : % Voo
A(6,5) = ~1,7837E5eX0LD(3) L
A(6.8) o 1.7837E52XOLD(5)*X0LD(3) =. PoPoxOLntl)-XOLota)aos e
A(7,1) = XOLD(3) e
A(7,2) = -2,60589X0LD(4) - L
AC7,3) = XOLD(1) e ‘ .

A(7.8) ia =2,60580X0LD(2) o
A(7,8) = 2, sosaoxoLo(b)-XOLo(z) - x0Lo(1)ox0Lo(3) AR
RETURN e A

END
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qram Listing (Continued)

Jata
ITMAX = 50 IPRINT = 1 ® « 7
EPSl] = 1,0£-10 EPS2 = 1,0E-05
XOL0(1)...XOLD(S) = 0.500 0.000 0.000 0.500 0.000
X0LD(6),..X0LD(7) = 0.500 2.000
ITMAX = 50 IPRINT = O N e 7
EPS] = 1.0E-10 EPSZ = 1.0E-05
XGLD(1)...X0LD(5) = 6.200 0.200 0,200 0.200 0.200
XOLD(6)...XOLD(7) = 0.500 2.000
ITMAX = 50 IPRINT = 1 N s 7

EPS1 = 1,0E-10 EPS2 = 1.0€-05
X0LD(1)...X0LD(5}) 0.220 0.075 0.001 0.580 0.125
ROLD(6).,.X0LD(7) = 0.436 2.350

smputer Qutput
Resulss for the Ist Data Set

ETMAX = 50
IPRINT = 1
N L 7
EPS1 = i.0E-10
£PS2 e 1,0€-05
X0LD(1)...X0LD( 7)
5.000000€-01 0.0 - 0.0 $.000000E-01
0.0 5.000000£-01 2.000000E 00
ITER 4 1
DETER = -0.,97077€E 07

XoLD(1)...X0LD( 7)
2.,210175€E-01 2.,592762€-02 6,756210€E~02 4,263276E-G!
2.591652E-01 3.343250E-01 1,975559€ 00

tTER = 2
OETER = -0,10221€ 10
* XoLp(1).,.x0to( 73
3.101482€E-01 7.142063€E-03 5.538273€-02 5.791981E~.
4.812878E-02 4.681466E-01 2.52u948E 00

ITER = 3
DETER = -0,81151E 09
XoLn(1)...X0L0DC 7) -
3.202843E-01 9,.5548777E-03 4.671279E-02 6.129668E-D
1.048106€-02 5.533223E-01 2.880228E 00

ITER = ) .
DETER = -0.22807€ 09
XOLD(1)...XO0LD( 7) .
3.228380E-01  9.220802€-03  4.603060E-02  6.180951E-01
3,811378€-03  5,758237€-01  2.974139E 00

ITER = H)
DETER = -0,20218E 09
X0LD(1),..XOLD( 7)
3.228708E-01 9,223551€E-03 . 4,601713€E-02 6.181716E-01
3,716873€E-03 $.767141€E-01 2.977859E 00

I1TER = b
DETER = -0,20134E 09
X0LD(1)...XOLD( ?)
3,2287028E~-01 9,223547E-03 4,601710E-02 6,181716E-01
3.716847E-03 5.767153E-01 2.977863E 00
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v

;. Computer Output (Continued)

. SUCCESSFUL CONVERGENCE

#

ATER » " 6

3.716847E-03 °

CXOLDI1) 4 iXOLDS, 7Y

¥,278708€-01 . 0,223547€-03 .
5.767153E-01

i

- ‘ s
“ PRPE AT

Resuhlt ;[ar thé 3rd Data Ser

1TMAX = 50
_~IPRINT = 1

N = LI AR

EPS1 ™ Sw- , . 1,0E-10 R
_ EPS2 = 1.0€-05

ITER = -
DETER =

I TER =
DETER =

-4,366657E-01

2 .

XOLD(1)...XOLD( 7)

2.200000E-01 - 7.4599999E=02
1.250000E-01-' 4,360000E-01

1. .
'~0.61808E 08 - -
xotb(1)...x0LD( 7)-
6.951495E-01  -8.022028E+02
-8.447912E-01 1.31754E 00

2

0.12576E 09
XOLD(1)...XOLD( 7)
4,958702E-01  ~1.698154E=02
2,379797E 00

ITER = 3

DETER =

ITER .o
DETER =

ITER =
DETER =

- 4,558822E-01

0.77199E 07
XoLD(1) ... Xo0LD( 7)
-9,799302E-04

-3,650070E-01 2.509821E. 00

s .
0.53378E 07
XOLD(1),.,X0LD( 7)
-4,071472E-04
2.608933E 00

t,569673E-01
-3.696806E-01

5 .
0.49739E 07
X0LD(1).,.XoLD{ 7)
4,569306E-01 -4,071994E-04
-3.695705E-01 2,610552€ 00

ITER = 6

DETER =

0.49611E 07

X0L0(1)...X0LD( 7)
4,569306E-01 | -4,07198LE-04
~3.,695703E-01 2,6105L9E 00

SUCCESSFUL CONVERGENCE

ITER = &6

X0LD(1) ... X0LD( 7)

4.569306E-01 - ~=4.071984E-04
-3.695703E~-01  2,610549E 00

-2,125205E-03

Systems of Equutions

'
¢

4,601710E=02 ' 6,181716€=01:"

2.977863€°00 © ¢ . 4
B e L R Ry
CUoare O .

3 s e Ly, ary v, e e

I ]
shet s

R,
DTN

9,999999E-~04

2,349938E::00 ...

—yee

L
2 -

L
R = _

=z i
p

1.272939€-02
5.96340LE 00

5.952045E-03 9,518250E-01
1.063425E 01

-7.583648E-00 9,107630E=03
1.107038E 01

-2.142648E<03 9.152630E-01

1.149338E 01

9,151721€E-01

il

1.150046E 01

~2.125199E<03 9,151720E-01
1.150045€ 01
-2.125199E~03 9,151720E-01

1.150065€ 01

1.217132€ 00

5.800000€-01
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weussion of Results

aesults are shown for the first and third data sets only.
.t the first two data sets, the Newton-Raphson iteration
averged to the same solution, one that satisfies the
12 conditions (5.5.16). Results for the third data set
a0t be physically meaningful, because the solution
s segative mole fractions for CO,, H,0, and CH,.
4¢ equilibrium compositions, reactant ratio O,/CH,

Table 5.5.2 Equihibrium Gas Mixture

x,, tnole fraction CO 0.322871
x5, mole fraction CO, 0.009224
x3, mole fraction H,0 0.046017
x4, mole fraction H, 0.615172
x5, mole fraction CH, 0003717
Xg, feed ratio O; CH, 0.57€715
X3, total moles of product 2.977863

in the feed gases, and the total number of moles of pro-
duct per mole of CH, in thc fced are tabulated in Table
5.5.2. Thus the required feed ratio is 0.5767 moles of
oxygen per mole of methane in the feed gases.

To establish if carbon is likely to be formed according
to reaction (5.5.7) at 2200°F for a gas of the computed
composition, it is necessary to calculate the magnitude of

2 )
Pco Pxi
K="=,
acPco, dcXa

(5.5.25)

If K is larger than K, from (5.5.8), then thcre will be a
tendency for reaction (5.5.7) to shift toward the lefi;
carbon will be formed. Assuming that ac = 1,

_20x (0.322871)*

% 00000 = 226.03 <K, =1329.5. (5.5.26)

Therefore there will be no tendency for carbon to form.
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L Solutions of Pulynomuial Equarmes 30V, $ eua 2 Lo *°Te o @ © g
b. Find the highest common factor of these polynomiats. P e w2 o e ) ) 7] (‘.’
¢. Find the roots. & & S U 00 o Co 4 z.! :
= o D& o D £y 4 P : Iy
14. By di.rect substitution show that y = ce* is a solution of the Jiferenial g N o g @ -9 .; - ’Ci ” o @3 -, ::))L O Jg o ”E f‘
cquation P CE B9 QLI L LD o | S
dy _d% _d¥ o @ S0 - S I o I EUEY et e

dy
aet3g5 2 d:z“‘“ 0

if @ is a root of the polynomial equation
a®+3a®~222 43+ 1=0
If @4, 223, @3, and as are the four roots of this equation, show that

o. Y= + 1€ eye't 4 Cie™ S SimUItaneOUS L!ﬂear

slso satisfies the differential equation for any values of ¢y, €32, €5, and ¢s. (

15. Show that for ¢ suflicicatly large and «,, a2, oy, aud a, all fca!, the value of y I t_ q u a i O a n d M a T: ri C e S

will be determined by the largest positive «; .

16. Show that if y — ce™, then y is less than or equal to ¢ in absolute value for all
¢ > 0, if the real part of « is zcro or negative.

17. In: mechanical system of springs and masses, the motion of any part after a 10.1 INTRODUCTION
sudden impulse acceleravon is governed by a differential equation of the form
. d_:{'+_ o d.-zy+ ta Q+a =0 In this chapter we turn to a problerm of finding the values of unknowns,
o preen dr Xy, X3, etc., which satisfy systeins of cquations of type
The system will be stable, that is, will not tend to shake itseif apart, if none of B -
the solutions y = ce* grow very large as ¢ increases, Show that the system will anx;+dax; +a;3xy+ s+ ax,=b,
be stable if all the roots of the polynomial equation s )

X, +enx, a3 x4+ +a,x, =5,
Mo+ ettt aaat aoy . =0

O3 X + a3 Xy +a33X3 4+ @yx, = by (10-1)
have zero or negative rcal parts. . ..
18, In an electrical circuit of resistors, capacitors, and inductances, the current
.at any poin after a sudden initial impulse current is governed by a differential ) Xy + G2 X2 + Ay Xy + 0+ G X, = b,
equation of the form .
- d" a1 di “{hen thc n}zmbcr of ccgualinns u. cqual to the number of unknowns, there
a o — gy — ey ~-+a,,d—:+a”. =0 will ordinunly bf’ a unique solution, thit is, one sct of valuves of x,, x,,,
cevs X, Which satisty all of the cquations. At Jeast such is the concept in the
The system will be stable, that is, will not tend to develop very large local world of eaact numbers and evact arsthnietic. When the coelficients are

currents and burn out components if none of the solutious of the form § = ¢z anproximate numbhers, the concept of a solution becomes less clear, as the

grow very large as ¢ increases. Show that the system will be stable if all the following example demonstraies.
reois of the polynomial equation

aa®+ a0t + o dgx -t Gaer =0 . Exampie 1. Find the solntion of
have zerc or ncgative real parts. §.0¢—2.0y-:10

Sc -4 0y =1.0
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Figure 10-1 represcnts the solution, takmg 1IN0 account the 5 ;v . mane
nature of the coeflicicnts. Each equation is represented not by a bt 14 g
band. Within our knowledge of the accuracy of the abuve BURTY, any val g
in the band is as acceptable as any other. For example, in the first cqust:
when x=0, y can be as small as ~1.05/1.95x —.54 or as large as
=.95/2.05 = —.46. Thus at x = 0, the band for the first equation covens
the region from y = - .54 to y = — .46. The two bands intersect not in a
unique point but in a region, and any peint in this region might be accepted
as a solution. The nominal solution, for the above system- of equations,
obtained by accepting the coeflicients as exact, is x =2/3, y = —1/6, or
approximately x = .67, y = —.17. However, the points x = .86, y = — .12

0y

-
“,

|-L VAR 2.0
285% - Jo

Flgur: 10-1

- gad x = .5, y = — .21 are also within the acceptakie region. It is somewhat

disconcerting to notc that in this rather straightforward case, with the co-
¢fficients known to 109 or better, the solution is uncertain by 30%; or more.
it can be scen that if the equations represent lines that are nearly parallel,

the region of overlap of the two bands representing the equations can be -

quite extended, as illustrztzd in Figure 10-2(a). In this case, even if the
coefficients were exact, z small change in one of them can muke a sizable
difference in the sofution, as Pustrated in Figure 10-2{b) and {c). Equations
haoung his property & € lermed i-condiraned. Ap accurnte solution can be
Covursh anty by pesformang the ornog w2t 00 aith great o0 | sirice even small

O

O

r he = —— T o e = b —

_% . \
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pound A crrors may influence the answer greatly. Further, in pracncal/’
g s, the answer itself must be viewcd with some circumspection, since
amy 1gherent inaccurscics in the valucs of the coefficients may cause large
¢hanges 1n the answers.

The above example concerned itself with two equations and two unknowns,

" . but analogous situutions exist for higher numbers of equations and unknowns.

In this chapter, three general methods of solving a set of simultaneous linear
equations are discussed: dircct methods, in which the solution is found by a
finite numbcr of algcbraic m.mlpulatlons of the coefficients; iterative methods, |
which produce a sct of successive approximationsto the solution which hope-
fully become very close to the solution but never actually reach it; and matrix

N

(a) 1) ' (&)
Figure 10-2

\\

inversion methods, which are quite similar to the direct methods in numerical
content but which provide conceptually more clegant bases for such methor ..
As was indicated in Chapter 5, no one of these methods is always best. Tle
direct methods and matrix methods can have accuracy problems for somme
values of the coeflicicnts and constant terms. The iterative methods can fail
to cc conve_g__to a solution. A attempt will be made toindicate the conditions

under which the various mcthods can b be expected to give saust'actory results,

N

10.2 THE ELIMINATION METHOD

The elimination mecthod consists of multiplying various of the equations by
appropriate constants and adding to other equations so as to obtain zero
coefficients in some locations and eventually obtain equations that can be
solved disectly. The particular form of the climination we shall use is that
known as the G.mss Jordan methed. In this method, an appropriate me tm.b
of the first equation is added to cach of the other equations so that the r-

ingn ~ § equations have zero coeflicients for the x; term. (If t?}&ﬁrst cqu N
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does not have a term involving Xu, We must first intercharpe tmee ¢, A
to obtain onc with an x, term as the first €quation.) Then an ag;: .- .o
L <

multiple of the next equation is added to all cyuations to eliningte 1
from all but one equation. The process is contnued until cach eqearing
contains only one unknown, and the equations are solved. At cach step, the
cocfficicnt being used to eliminate other coefficients is called the pnotal
coellicient. ,

To demonstrate how a machine program can be organized to perform this
process, we shall construct some diagrams. Equation (10-1) will be represented
internally in a ‘computer only by the stored value of the coefficients ag,
through a,, and b through b,, perhaps as subscripted variables ALY and
R(J). Since the plus signs, x's, and equals signs will not be stored in the
compuler anyway, let us omit them and write down only the constants and
cocflicients, armnged as in the equations but omitting the x’s and algebraic
symbols, thus" |

[
:

a4 a3 a3 - a, b
a;, Q;; a;,
Q3 a3 @5 ay, by

(10-2)

Gyy Gy Qyy ccc G, bw

remembering that we will mentally supply the x's and symbols where needed
To make the notation appcar more uniform, let us rename 4, b,, ...,
b,as @044, 2041, ..., @y, Then the array can be written

G @ Gy3 @y, dye,

@y @, a4 G Qa4

G351 @33 Gy3 Gy, Ay.4, (10-3)

Gy Gy Gy " Gy Gy

As a first step in the elimination process we can divide the first equation
by a,; to make the cocllicient of x; become 1, and obtain the equations
represcnted by

i a2 G5 By G
Gy, a;y a4, a,y .
G3; L FY) Q33 @29 Ant1
i
LETY Gy 33 a3, B3¢
8y 252 Gys tee Qs Gonv1

S

VN
im A, A
3
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Som we can eliminate the x; term from cach of the other equations by muli-
ghne the first equation by @, and subtracting from the second, by a,,, and

subtracting from the third, ete, giving
M—.-‘_——‘

) Q43 a3 . 8y G1a+1
a;, a;, ay, LT
dy2 a, Qyp Qipsy
0 azz““zn("“) a3 —az:(‘”‘ A3p = Q24 Ap+1 — A | —
it an a5 a1y
a;z y, Ay Aypyy
0 a3 —ay|— an—a:n(“— Tt Uy Gy Q3,4 — A3y
2 H 21y ag, " dyy ayy
a2 ayy a;, Qi
0"2-‘71‘_)‘33”‘71<“~ Aoy = Qg =] Qpp41 — Gy
" " a,) ” "\ay,/ @1 : gy /|

At this point, we have eliminzted the x, term from all but the first equation,
using a,, as'thc pivotal cocficient Note that in the computer, the new
cocflicients may as well be stored i the locations which held the old cnes;
that'is, a,,/a,, simply reploces a,,, cte. If this is done, the above array
becomes

1 ayy ayy - ay, @G
0 a; a5 " ay, Gpey
C ay, ay; - Aya Q3544
0 Ay Gy IR ¢ aan+l

and the process which gives this array from the original one can be descrited
by
forf=2,...,n+1

fori=2...,n
J=2,....,n+1

ayla,, - ay,
au - a“(l“ i ﬂll

Note that these steps will not actually put @3 =1 and a;, =0 for i >1,
that is, will not set the first colvmn to one and zeros. Since we know they
should be there, we can simnly remermher the fact, and not force the computer
to take the extra steps to 1.ty put them there.

Now we need to eliminare . "rom cau ttions 3 through 7 and from cq: 2tion
1 by an aaalogous process Tiie steps are described by

ayfay;, — u,, fory=3,....n+1

Gy~ a0, —a, fori=3,...,n andi=1

=3,...,n+1
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and produce an array of the form
1 0 a3 - @, a4y

0 1 ay *r @y ay,4,
0 0 ay; ' - a4y, d3eey
0

0 a3 * Gn Guss
If the process is continucd, we eventually obtain the arraa).f

100 - 0 Qta+g
0 1 0' ee 0 Q2p+ 1
001 - 0 ay,, (10-4)

000 -+ 1 Gy

and so x; = Qras 1o X2 = rnyys etc. The process can be summarized in flow
chart form as in Figure 10-3. A remote-terminal routine which would perform
the process for systems up to 10 by 10 can be written as follows:

!  DIMENSION A(10,11)

2 1 PRINT, “NUMBER OF EQUATIONS”

3 INPUT, N v
4 NN=N+I Vo m’;s?sf;z)'
S PRINT, “A(1,1),A(1,2),,,A(1,N),B(1),A(2,1),ETC” vy

& INPUT, ((A(,)),J=1,NN),I=1N) :

7 DO 3 K=1,N

8 KK=K+1

9

DO 3 J=KK,NN

10 AKJ)=AKJIAK,K)

11 DO 3I=I,N

12 IRK-0232

13 2 A=A - A(LK)A(K,])

14 3 CONTINUE

{5  PRINT, “SOLUTION"(A(LNN),I=1,N)
16 GO TOI

17-- END

Example . Show all inputs and machine responses for running the above program
io solve the set of equations
hr +3Xa+5)1?3"-‘-5
3:&73 '&“44&:7 “"‘?KJ =%
ﬁﬁ+3kg*&L:m5

()

Sec. 10.2]  ‘The Elimination Method 343

The inputs and responses would appear as follows: )
RUN
°N
?3
A(1L,1),A(1,2),,,A(1,N),B(1},A(2,1),ETC
? 2,3,5,5,3,4,7,6,1,3,2,5 :
1.000000

SOLUTION -3.0600000 2.900000
ENTER
"@ k = I, n

-'@ jekelinst
ay, =a,'/a“

2@ i=Lntisk
a,=8y+a,ay

EXIT

Figure 10-3: Flow chart for Gauss-Jordan method

The program given above will run into trouble if any of the coefficicms
A(K,K) are zero, since it will attempt to divide by zero. One way to avoid
this problem is to rearrange the cquations any ume 4 zcro element on the
diagonal is encountered.

Another way, not much more diflicult to cxecute, is to rearrange the
equations at each stcp so that the pivotal_cocllicient at_cach step is not only
nonzero but is actually the largest coctlicient. This approach not only avoils
division by zero but also tends to cnhance accuracy by minimizing round
o error. 1t has the disadvantage that the rearrangement will cause the ut.-
knowns to be scrambled at the end of the process. Suppose, for exampi.,
that initially the largest cocflicient 1s @y, . Then we would like to arrange the

equations as

@y3%; + 83, X + X3+ + a3, X, =Dy

a2 X + 3%, +1023XJ + 03X, = bz
B3 X) + 8 Xy + Ay Xy + 00+ ax, = by
@3 X3 + G Xy + Qi3 X3+ H A, Xa = by

@2X; + 2, Xy + Q3 X3 + 0+ Oin Xa =bn

In terms of the orizinal set of equations, (10-1), we have interchanged the
first and third squations and have also intcrchanged the positions of x, and
x; in all equations. In terms of the array of coefficients (10-3) we have intar-
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changed the first and third rows and the first 2nd second columns. If we
continued the process to the end with no further rearrangement, the final
value in a,,.; when we reach the stage represented by (10-4) is not x, but
X,. Thus when we interchange rows or cotumns to obtain a large pivotal
coeficient, we must also keep track of which unknown is represented by a
particuluar column, This can be done by storing an identification number, 1D,
for each column which indicates the number of the unknown represented
by that column. For example, in the rearrangement shown above, the infor-
mation that the variable x, was now in the first columa would be indicated
" by setting 1D(1) = 2. )

A scparate subroutine can be written to handle the exchange of rows and
columns to make the largest clement appear at location A(K,K). The sub-
routine given below would suftice for tius purpose.

SUBROUTINE EXCH(A,N,NN,K,ID)
DIMENSION A(20,21),1D(20)

NROW =K

NCOL=K

B=ABS(A(K,K))

DO 2 1=1,N

DO 2 J=1,NN
[F(ABS(A(1,J) - B))2,2,21

21 NROW =
NCOL=)J
B =ABS(A(L,J))

2 CONTINUE _
IF(NROW - K)3,3,31

31 DO 32 J=X,NN
C=A(NROW,J)
A(NROW, J) = A(K.J)

32 AK,))=C

3 CONTINUE
IF(NCOL ~ K)4,4,41

41 DO 42 I=1,N
C=A(I,NCOL)
A(LNCOL) = A(L,K)

42 A(LK)Y=C
1=1D(NCOL)
ID(NCOL) = ID(K)
ID(K)=1

4 CONTINUE
RETURN
END

O

Sec. 10.2] The Elimination Mecthod 347

In this subroutine, the statements up to number 2 locate the clement having
the largest absolute valuc and identify its location as NROW,NCOL. The
statements from 2 to 3 interchange rows K and NROW if they are not the
same 1ow. The statements from 3 to 4 interchange columns K and NCOL
if they are not the same column, and also interchange the I numbers to
record this fact Using this subroutine, one to solve the set of Lincar equations
can be written as follows:

SUBROUTINE ELIM{AA,N,BB,X)
DIMENSION AA(20,20),B13(20),A(20,21),X(20),1 D{20)

NN=N+I

DO 100 i=1,N

A(l,NN) = BB(l)

IDh=1

DO 100 J=1,N
100 A(LLD=AA(LY)

K=I

" § CALL EXCH(A,N,NN,K,ID)
2 IF(A(K,K))3,999,3
3 KK=K+!
DO 4 J=KK,NN
AK D =A(K,J)/AK,K)
DO 4 [=1,N
IF(K —1)41,4,41
41 AL =A(,3)~ A(LK)+A(K,))
4 CONTINUE
K=KK
IF(K~N)1,2,5
$ DO 10 1=1,N
DO 10 J=1,N
IFAD())—1)10,6,10
6 X(=A(J,NN)
10 CONTINUE
RETURN
999 PRINT 1000
RETURN
1600 FORMAT(I911 NO UNIQUE SOLUTION)
END

In this subtoutine, the input coeflictents are wdentificd as A V(L) and the
input constants as BB({} The statements up to 100 rerdena'y these quantilics
as A(LJ), so the onginal values will not be destroyed by the subroutine
Statement 1 calls subroutine EXCH to make the largest coeliicient the prvotal

/
I
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coeflicient. If the largest coeflicient is zero, the message * NO UNIOE ¢
SOLUTION™ is printed and an exit is taken. Otherwise, statements 3 through
4 solve the cquations as in the remote-terminal program given earlier. State.
ments 5 through 10 use the identification numbers to unscramblc the
unknowns and return them in proper order.

10.3 GAUSS-SEIDEL METHOD

Anather and quite different method of solving a system of linear equations

is the so-called Gauss-Seidel method, 1n which c.quauons (10-1) are rewritten .

in the following form:

3

anXx, =by —a,;x; —a;3x, =t Aa X,

@2 % = b; —ayx, —ay3x R T
dy3Xy=by —ay, X, — a5, X3 = @34 X4 =+ — A3, X, (10-3)
GQuuXy = b, — a1 x; —a,x; ==y Xy~

In words, in cach of the equations all but one unknown is taken to the right.
hand side of the equation. We then guess a set of values for x;, x5, ..., X,
and substitute these in the right-hand side of the first equation and solve for
x,. Then we substitute this value and the ongmal values of x;, ..., x, in the
right-hand side of the second equation and solve for x,. We discard the old
value of x, and heep this as a better one. We then substitute in the right-
hand stde of the third equation and obtain a new value for x,. After we
have proceeded through all the equations in this fashion, we have a new set
of values xq, x;. ..., 5, (We must first arrange the equations so that none
of the a,; = 0.) We then start again with the first equation and find a new
Xy, then a new x;, ete Each time through this process gives us a new, and,
we hope, better set of values for v, xy, ..., x,. When the new values ob-
tained agree with the previous set to wathin the accuracy we desire, we have
the solution This 1s an iteration process similar in nature to those discussed
in Chapter 8. 1t s not dbsolutely certain that this process will converge,
that is, that the differences between succeeding sets of values will get smaller

'\/and smaller. We shall discuss the convergence problem more fully a little
later. 1t 1s not certitin, either, how many multipications will be required to

obtan the solution i a dwrcd accuracy. Each trip through the set of

eytintions, or Iferaiion, Ui es s n? mubtiphications. I (/3 iterations

aappen o e Teqing ., then the mmmd wibl take abou. as fong as the ehimi-

aatron metnod. Boany ke reoze C7 ot e, thepends o Latively on the speed
¢ copy= ence and wuitaly reguined, ’

$ec 10.3]  Gauss-Scidel Method 349
Enample 1. Solve the system
x?. o~ 211 =1
° Xy 4 4){; =4
by the Gauss-Seidel method,
We writc the cquations as
xy =14+ 2x, {10-6)

{10-7)

Let us take as starting values x, = x, = 0.
Putting x; = 0 in cquation (10-6), we obtain

Xy =1
Putting x, = 1 in equation 110-7), we obtain
' Xy =34
At the ¢nd of the first iteration, then, we have
X, =1, x, =3/4

Putting x, = 3/4 in equation (10-6), we have

Xy =52
Putting x, = 5/2 in equation (10-7), we have
=3/8
At the end of the second iteration, then, we have . -
oy = 572, x;=3/8

We can continue this process. Thc results for the first several steps, starting
from the beginning, are

X4 X2
o 0
i .15
2.5 378

_ 1.7 .5625
2,125 .46875
1.9375 .515625
2.03125 4921875
1.984375 . 71390625
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It is easily verified frum the equation that the correct solution js Xy o D
X3 = 1/2. This solution is slowly converging toward those values. a

Example 2. Solve the system
X1+ 4x;=4
. Xy - 211 =1
by the Gauss-Seidel method.

s
-~

This is the same problem as Example 1, with the equations reversed We
write the equations as

X|=4—4x2

Xy = =12+ x,/2

Then the successive interations give the following values:

Xy X2
0 0
4 1.5
-2 e
8 3.5
-10 -35.5
26 12.5
—46 -21.5

It is clear-that the process is diverging, and the solution will not be obtained.

Example 3. Apply the Guuss-Scidel method to Example 1, Section 10.2.
The equations arc

le +3X1 +5I3=5
3%, +4x, + 7x3/= 6

x, +3X2+2xs=5
We write them as

2xl=5—3xZ"'SX3
4x, =6 - 3x, — Ix,

2X3=5—X|—'3XZ

%n 103]  Gauss-Seide! Method 351

suceessive iterations give {to four decimal places)

° Xy X3 - X
[} 0 ]

2.5 - .375 1.8125

-1.4688 .5703 2.3789

—-4.3027 .5640 3.8054

—7.8595 L7352 5.3270

—11.9203 1.1180 6.78131

In Section 10.2 we found that the solution to this system was
x|=—3, Xz‘—"z, .\’3=l

Our iteration scheme is not converging toward those values.

1031 Convergence of the Gauss-Seide!l Method

Some insight ito the convergence problem can be obtained by following
Examples 1 and 2, Section 10.3, 1n graphical forn. Figure 10-4 illustrates
the scheme followed in Exuample | Starung at the point Py, we change x,
(that is, move horszontally) to arrive on the line x; —2x, =1, and then
change x, (that is. move vertically) to armve on the hine x, + 4v, =4,
bringing us to the pomt P, This is the point given by the first iteration.

On the second iteration we move horrzontally, then vertically to arrive at Py .

On the third we move horizontally, then vertically to arrive at Py, etc. It is
clear from the figure that this process is bringing us closcr and closer to the
true point of interscction,

%\

Figure 10-4
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Figure 10-5 illustrates the scheme followed in Example
lines are involved, but this time we always move Raazenially 1o e s
the line x; + 4x, = 4 and vertically to reach the lin: X, .
Po, P, Py, ..

2. Thc |9 24 " U g

the dx, = |, Thc'p\nnu
. are the results of the successive iterations in this case.

E4

\*Qf\-

)

Figure 10-3

It appears that graphically the Gauss-Seide! method for two equations in
two unknown consists of following the above boxlike pattern about the point
of sntersection of the two lines: If this pattern is followed in the correct
direction the 1ntersection will be approuched, but if it is followed in the
wrong direction the process will diverge from the intersection. This is the
case if the slopes of the lines have opposite signs. If the signs of the slopes
are the sume, the situation is a little different, as depicted 1in Figure 10-6.
The sequente of points Py, Py, P, is part of a convergent process, in which we
proceed honizontally to line (b), then vertically to line (a). The points Py,

L {b)

(a)

’ ,.

P

: sigure k6

O

.
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P, P, are part of a divergent process, in which we proceed horizontally to
Line () then vertically to line (b).

Aa idhicated by ?he above figures, the situation regarding convergence for
the Gauss-Serdel method for two eguations in two unknowns is as follows:
The process will converge for the equations arranged in one order and
dnverye for the equations ananged in the opposite order. The only exception
occurs when the equations represent perpendicular lines, in which case the
process will not converge for either arcangement. [t s interesting to note that,
contraty to our expericnce with iteration methods in the preceding chapters,
the convergence or noneonvorgence for these hinear equations does ot
depend on chorce of wnital estimate, ‘

For Lureer systems of eqrations the situation becomes much more complex,
The necussary and suffaent conditions for convergence arc known but are
not casly expressed in a very usable form. Sometimes a rearrangement of
the cquations will produce convergence, but this is not at all guarantecd.
The EXihihood of convervence is usuaily increased if the equations are re-
artany.d o th U ihe coelMcionts @y, gy @334 - - -4 fl,, Which appear on the
Jeft-liand w'wan the syatem as writte in Section 10 3 are the fargest coefli-
cients r oo, ce value, In fact, cm{\"_c“r_az-ﬁéé is assured i this case if i exch
equation the absolute value of the coeflicient ay, is larger than the sum of th:
absolute valies of the romaimng cocflicients This condstion is not ctie.
met. In loct, ws o Exanple 3, Section 10.3, it 1s oficn impossible even o
-write all the cqurtions with L s st terms on the left-hand side.

'10.32 Flow Chart and Program for the Gauss-Seidel
Method

The flow chart n [ orure 10-7 deseribes the Gauss-Seidel method. This
flow chart uses the equetions arranged just as they are, with no atten.r
rearrange the cquations toonerense the likelihood of convergence, If dusir.d,
it could be preceded by asother sectron of flow chart which would rearrange
the equations v attempt to enhance the likehhood of convergence. In order
to cut down on the vo wber of divisions required, each of the equations is
first dosided throuph by the ool Cwoent ay;, so that in the set of new coetlicients,
cipy the s are ol one This flow chart computes at each iteration a quantity

n
E = I~ x :
-1

and when the quantity becomes smaller than the given number d, the iteration
stops INole t'ray, in the way the expression for P is written, P is preuisely

new

X

ol

—— _\‘
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Tbc FORTRAN ﬂubmu(m«. b~ low uses the (muss Sewdel miethod 1o coinve
an N by N system of lincar equations, followiny the flow cnurt. \;“u' if
a reairangement of the equations were desired, 1t could be accomplishiod by
using a <ubrou(.n‘. for that purpose just piior to using the one given below:

SUBROUTINE GAUSID(AN.B.X,ERR)
DIMENSION A(20,20), 1{20;,C(20,21),X(20)

[ - :

K=0 ‘ : : oo
NN=N+ 1 ~ ‘ .
DO Il [=1.N \ o
A6 IR
12°Xth=1. S o C
_ L CUNN) = S(hAdD ’ -
DO il I=1.N o ‘ oD e
I CURN=MLIAGE Lo
i CONTINUE ' R
L=0 "7~ Co T e e -
DO 3 [=1,N o N o
P CILNN ’
DO 2 s N ,
P =P -Cil DX E : ’ -
2 CONLINUE .
T X =XyRe - - s
an¢ABV1H ‘ , -
3 CONTINUE ' . \ '
IRE-ERR)M44S i Ll
4 RETURN SN C
S K=K+l
Q- K)I» It o ..
6 PRINT 1 ‘ .
R{LIU!\\J :
1600 FORMATI2511 GAUSID DOLS NOT. CONVERGE)
END

EAIKCINE 26
1o Followia e o am of Secton 10.2, solve the following

nete-tanunal pros
systems of cquations, '

A Xx—yp-:2 b a=+ly==? .
x—y-=4 A v--§

C.,..\-t-J) -z -2 T ey 4
+ 2y -4z -3 v —yp--za=1
4r—~2y--zf:—2 XN+ 2y—z= §

Q

) 2

A . O
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r.-TE.l'L E=0 T )
Jl'!.’f . ‘ -@iml.u -....4."—]
£, v ] M Pac,,” N "T"‘ 2 ;_. P B }" [ ‘9
=l n+4l . 2 i -«
‘(,OLKJIUI‘CHJ ! - —@ JHI'" h L-r—J .
j P=P—cyx, NS R
= o
R LD e

- e 5 i 5 ’ ") i an ‘(J- 'i"\, :‘4‘ : ) :
Fu;ure 10-7 Sulution of lincar cqu..tmns——(‘nu‘:')-q SN, rr-: wed

" R vl

Fullm\.rg the Jow chart, Figure 10-7, .l'\ 1.3 tie first four iterations for the
5 P

ffollowmg systens of ¢quations. .
a. 2+ y=3 ) b. dx~y--6
X+ 2y=3 x+3y=--5
c._3x+ 2z =§ d. x+2v4-0r-6
- W +Sy+d;-=8 e oy a2z <5
X+ 4y + 6z Wby rzed

..

: Wmc a FORTRAN pm"lum that will inputa syudtm ﬂfun..a. 2 ations up to

size 20, by 20, call sub.oulmc ELIM of Secuun 10.2 t0 solv‘ them, and print
thc rcsul..

a. Wnte a FO'(TRAN suarouum_ Whichr witl rearrengs a set of linear eGua-
tions, for use of subroutine GAUSID of Section 10.3, s that after ic-
arrangement

v

a, 2 a,, for k >

b. Show that your subroutine Will correctiy ariange the cquatr ne

x,+ 8, x3— 10
Xv+a; =7y =9
9x + x4 x1==11
so that the Gauss-Seidel method will comve.ge.
¢. Dxplain what may go wrong with thes nicthod of arrange. e of enae o
the codtlicients are sero.

10.4 MATHI\,ES

In all the methods of solving bincar equations by campuizn, we hae ~en

i

that only the coeflizienis and the coastants appear within the machine 1ae

PN

Iy
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formialism of writing down the unknowns x, x,, ctc., when we write the
equations longhand, mercly serves to identify the proper locations of the

cocflicicnts and constants. In other words, the soluticn of the system of
equations

Xy + X+t a, X, =0,

ayx, +a;,x;+ - +a;,x,=5;

Xy + Ay Xy + 0+ a,,x, =0b,
1s determined completely by the array of coctficients

Gy G2 "t Gy,

e

a;, 4 a2

dpy  Qn3 R ¢ P

and the array of constants

If we are given any (wo such arrays, we can write the sct of cquations
they represent. 1 we were to chanpe the numerical value of any number
in one of these arrays, a different set of equations would be represented.
Further, if we were to intcrchange the position of any two of the numbers, a
still Jdifferent set of equations would be represented. All this suggests that it
may be useful to consider these arrays of numbers as separate entities,
establish rules for manipulating then:, and perhaps free ourseives somewhat
of the repetitious writing of the basically nonessenual symbols x| +, x; +,
x, 4, etc. Considerations such as these have led to the definition of a
mainx as an array of numbers, and to the Jevelopment of an “algebra™ of
matrices, a set of rules for combining matrices to form other matrices. Once
dew loped, matrix algebra has come to have far-reaching applications, com-
pistely apart fiom systems of hincar cquations.

105 DEFINITIONS AND ELEMENTARY OPERATIONS

A matrix 15 a reclangular array of guantities or numbers, such s

€y, &3 Sy

g3s 3z CGas
& 1y Gaz
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In order to distinguish a matrix from a determinant, which also fregaently
looks like an array of numbeis, 1t1s customary to enclose a matrix in brackats,
or large parentheses, or deable hars, as

a4y a.; ‘7.3] NETREIPRN: ) ![au G, a”{
ay az; Gyl Vhyy dpy Ay, or bdyy fGaz &1

: H N
dy; Q3 aJ.\J \ay, dy; a4 a5, a3z @yl

A determinunt is usually wrnitten between single bars, as

[ @12 ag
|

jd21 da2 Gy3
|Gy A3z Gy

This duternunaant only Joohs § Le an array. Ready the symbel only stands for
a single quanuty winch s obtitad by muluplymg and wddng the iedindent
a,’s o the munner deserioed wa Section 1054, The matan, on the ot'wr
hand, 225 no wagle numenical vaiue but s instead the erire wrray. We shall
be using a single letter o symbol 0 stard for 2 matnix, such as

4y 42 4y,
A =] % B2 "0 Gy

Upy Ogpy °°° Cpnf

. When we do this, ttis vuportant to remember that A 15 not a number, v .0 3
does not act ke a number; that is, it does not obey the ordinary Ly af

algebia

‘Geeustonally, we will be mterasied 1o the vilue of a deternunant mads up
of eractly the samie sicdicnis as wome square matnx 4. When we de we 2l
refer to it as the de o nunant of the matrix A

A mianx of g ocows sid o cciamns is an m by n matrix, I mo= 4, the
WMalin 15 @ square wracon of order m.

The sum of the duronal cteraents of a square matria is calied the *trace™
of the waitiia, d = 0y - @ys F 0+ a,,.

1w e ahiny Cont s 0 wosngne column gt 15 called o co'vain all \ a
SOty o column vector

I the clement 1 the man disgonal of a square malic are ones wod
all tac other demants are zeros, *he matnX is called a unit mutnIx, o 1w sty
matrin. Thus

n 6 0
010 O
0 0 i
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is & unit matrix of order 3. Unit matrices of any order are usually denoted
by the symbol I.

I all the elements are zero, the matrix is called a zero matrix.

Two matrices 4 and B are said {0 be equal of:

(/) They have the same number of rows.

(2) They bhave the same number of columns.

(3) Each pair of correspoading elements are equal.

10.51 Addition and Subtraction of Matrices

The operations of addition and subtraction are defined for two matrices
A and Bif:

(/) They have the samc number of rows.

(2) They have the same number of columns.

The sum of two matrices is the matrix obtained by adding corresponding
pairs of elements. Thus, 1f

dyy 812 Gy

/bll blz le
A=1a; a;; ap

and B=(bzx bZZ b23

d31 9z 4y by b3y b3
then
ay +b,y g +biy a3 45,
A+B=la; +by ay+by; ay+by;
a3 + by, a3, + b3 az3 + by

The difference 4 — B is the matrix obtaincd by subtracting the clements of 8
from the corresponding clements of 4.

a—by a—bi2 aiz-bi;
A—-B={ay —by a,y— by ay3—by;
gy, — b3y a3 — by a3 = by

Lxample 1. Find 4 + Fand 4 -- B, where

3 0 =2
A=-(1‘3 1)'

SOLUTION:

s 10 1 —1 -4
“”B:(o 6 -1)' ""B“(z 0 3)

O

O
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Example 2. Find A 4- Band A — I, where

2 -—
3 0 -2
"‘:(1 3 2)’ L=l

Suice there are not the same number of rows o1 columnsan A and B, they

cannot be added or subtracted. The symbols A + Band 4 — Bare meaning-
fess on tins case.

9 W =

Examzle 3. Guven two miatrices .4 and B, cach with N columns and M row:, wiite
FORTRAN uiatements which would form the sum, C= A + 8

Tue mair v 4 can be represented by a siagle subscriptaa variabic A(LTL
whe e e from §to M and J runs from 1 to N, The saire s truc o £ and
C. Then e required FORTRAN statemients are

DO 2o [=1M,
DO 20'J=1,N

26 S,y =AL))+BL))

A totai of ¥ x Af additions are required to ottan €
As o dozel eatenston of addition, 1t would be matural to te able to suy

This leads (o the definition of multiphication of a matriX by a constant as
follows: A constant times a matrix is the matiia obtained by mulupiying ulf
elcruents of the original matrix by the constant.

10.22 Multiplication of Matices

(]
At fist acquaintance, the operation of multirheation of two matrices weans
to be delined 1a a most peculiar way There are very good reasons for chooug
to cail the stemingly awkward process “muitiphicat.on,” and these Wi
apnear shortly.

Tic proc ot AZ of two matiices, A and L is defined onl, S nomber of
coli x4 15 equal to the number of zow m £ 1aall other ases the pro-
Gt ts tawcined 18 the numbe, of colians a4 o> equal to the ruoer of
rovean £ then A and B are said to be " conivimasic™ in the order A

The produdt AR of two conformatic mairicss s itseif o matrin, whose
cemanis ure found according to the following ruie: The cloment in the ith
row wad e stk column of the product is tiie sum of the preducts by pairs
of the eluaeats of the sth row of 4 and sth column of B.
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G ) ey

Since 4 has 2 columns and B has 2 rows, 4 and B are conformable in the
order AB, 5o the product 1s indeed defined. To find the element in the first
row, first column of the product matrix, we take the first row of A4, which is

Example 1. If

find 4B,

I 2

and the first column of B, which s
3
2
and form the sum of the products by pairs;
Ix3+2x2=7
Hence 7 is the element in the first row, first column of the product.

In like manner, the element in the first row and second column of the

product is obtained from combining the first row of 4 with the second column
of B, thus;

Ix(=)+2x1=¢
and for the second row, first column,

3x3+(-Yx2=7
and the sccond row, second column,

3x(-—2)+(-l) L l= =7

Hence the product is

Example 2, 1If
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Sence A has 3 columns and B has 3 rows, they are conformable. 1:n the orde-
AB We can expzdite the process of finding the product by writing the twc
matrices side by side, and then going across a sow of A and down a colums
of B forming products by pairs, thus:

13 “_( 1xl+3x2+lx3>x(!0)
(-—2 1 —l)§~\—2xl+lx2—-lx3 -3
Examplce 3. For the mairices 4 and B of Example 2, find BA.

Stnce B8 hus | column and A4 has 2 rows, they are not conformable in the
order B4 The product 8.4 is not defined!

Exomple 4., I

Ay Qy; .., a,. bu b.z oo b“
A=191 @ ... a, ' B - l'I“ bis ... by
ll’-u Qaz ... Qma by by ... bam
and
AB=C

. . . ot I
write a formula for finding ¢, , the element in the it row and jth column of C.
The ith row of 4 is
8y Gy ' a4

and the jth column of B i,

and the sum of the products by pairs gives
Cy=auby+anby+-+ A1 by,

or, in more abbreviated form,

CU =b§lalk b‘l O
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Example 5. Given matrix 4 with A rows and & columns and matcix B with A
rows and L columns, write a set of FORTRAN statements which will form the
product C = 4B,

v

A sutable sct of statements is

r DO 10 [=1M

N
DO 10 J=1,L
C(1,J)=0.
| DO 10 K=I,N ,
L_xo C(L1)=C(L) +A(,K)+B(K,])

We rote that statement 10 is in three DO loops, and will be performed
N x M x L times, or N x A7 x L multiplications are required to find the

produst mutrix C.

Example 6. I{

a1y G,z Qs Xy
A=1a; a; ainl, xX=}Xx;
a3y Q2 Qs X3

write the product Ax.
SOLUTION:
Ay X, +d;;x; +a3x;
Ax== alel +ﬂ22x2+an.\‘3 .

Ay Xy + a3 % + Q333

Note tiat this product Ax is actually a column vector, having three clements

" Laan.ple 7. Write the systemn of lincar cquations

g x1+anax,tanx, =5,

QX+ a2 X2 Ak, = hy

anx Fagxstaysxy by
'

in matna form

Foony Feaank 6, 1f we define

/
@y Ay Gps Xy
A=la, ay, ;i vezfa,
sy 43 4y, Ay

then the left-hand sides of the cquations above are just the three elements

O

- O
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of the columa vector Ax. Now let us define the column vector

b,

We recali that two matrices are equial if and only if evéry pair of correspo..d-
ing elements are equal. Thus, the statcment

Ax =5

is a matrix cquation. The expressions on cach side of the cquals wgn ¢
matrices. The ecquation means that

(/) Thefirstelement of Ax, that s ay v, + a,, X, + a3 ¥y isequal to )
(2) The second elument of Ax, that is, @y, x; + G35 X, + 213 X5, 15 ¢l
to 5,. :

(3) The third element of Ax, that is. @y, X, + @30y + €305, s 0g
to b,.

Hence the matrix cquation

Ax = b

says cxactly thc same thing as the system of lincar equationrs aheve
We sce from Examples 6 and 7 that any system of bneor egedouils, o
any number of unkaowns, can be repiesented by a matnx cquaticn

Ax =5

where 4 is a matrix and x and b are column vectors of the correct onllr
This simplc expression is one of the several happy results of the secinungly o
definition of muitiphication.

10.53 Laws of Matrix Algebra

We have dofined thires operations with riatrees und bave geen thea o
namces Y additon,” “subtraction,”” and *multphcation - saames we u
the ordinary algebira of numbers Actually this 15 2 lhitle Jdasgeroas, o
it suggosts that these now matrin operations will obey the sumie raaes as
ordinary anthmet:c oncrations, aad we ically have no rehit to e pectitin s
will do so.

The fundwinental laws »f ordinary alpebra are the {fodown 3

LIEYY

(0. Additionis commutative. a + b = b -+ a;, thatis, if we add btoa,ora to ¢
we will get the same result
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(2). Addwion iy associative. (a+ B)+ ¢ =a+ (b ¢); thatis, if we edd a b,
and then add ¢ to this sum, we get the same result as if we add b and c first, and then
add a to the sum,

(3). Multiplication is distributive with respect to additing. a(d + ¢) =ab + ac;
thatis, if we add & to c and then muluply by a, we get the same result as if we multiply
a by b, multiply a by ¢, and then add the result,

(4). Muluplication s conunutative. ab = ba; that is, if we multiply a by b or
b by a, we get the sarme result,

(5). Muluplication s associative. (ab)c = a(bc); that is, if we_take the product ab
and multiply by ¢ we get the same answer as if we take the product bc and multiply
by a.

When these laws for the algebra of numbers are investigated for matrices,
it is found that they all hold except law 4, the commutative law for multi-
plication. As was scen in Examples 2 and 3, Section 10.52, it is possible
to have two matrices whose product A8 could be found but whose product
BA was not even defined.

In summary, then, we can say that, in expressions involving sums, difler-
ences, and products of matrices, we can use the same laws for combining
these operations as for ordinary numbers except that the order of any two
matrices in a product cannot be reversed. In a matrix equation, we may add
the same matrix to both sides or subtract the same matrix from both sides
without changing the equahity. We also may multiply both sides by the same
matrix, provided that:

(1) The matrix is conformable with those by which it is to be multiplied.

(2} The order of muluplication is made the same on both sides of the
equation.

Example 1. If A, B, and C are square matrices of order », and if
A+B=C

solve for 4.
Subtracting B from both sides, we have
A=C—-PR

Feample 2. If A, B, C, and D are square matrices of order n, and if A = B+ C,
find AD and DA.

Multiplying the equativn
A=B+C

on the ripht by D, we have

O
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AD =(B+ C)D=BD +CD

Multiplying the above equution on thz left by D, we have

DA = DB+ Cy= DB+ DC

10.54 Determinants

The determinant of a squarc matrix 4 is defined to be the number obtained in
the following manner: From the elements of 4, we form all possible products
containing exactiy one element from each row and column in A. To each such
term we assign a plus or minus sign in accordance with a rule to be state

shortly. The sum of these terms is the value of the determinant. The sign to

. be assigned to a term is determined by the following procedure. The faciors

in the term are arranged in order according to.the row from which each facior
was chosen:*

e ——————.

Qe A2, q30,° " " A,

We then rcarrange these factors so that they are in order according to the
column from whtch each was chosen, that 1s, so that the subscripts ky, Az, ..oy
k, arc in their pateral order, and count the number of interchanges required
to do this. We assign the term a plus sign if the number of interchanges w1
even and a minus sign 1f it v.as odd. For a 2 by 2 determinant, then,

Il )‘,1
G Gz, ay,dy; — 3342 A Ll'?
a a; : ) [ q.
Lo/
For a 3 by 3 system, FRe '\/A
-
dyy 4,z 4y 4

Gy Q32 A3 =440y = 81d330y; — ;503,43
asy 4y; dys + Q503 + 0y385,05; — 3130338y,

It is clear that, by utilizing the programming methods of the earlier chapters,
we can cause a computer to perform such calculations and provide the solu-
tion to a system of equations. It is not so obvious, but 1t can be shown that
such a procedure is guite inedicient in machine time, particolarly for systems
involving a very largs number of unknowns, According to the rule just
stated for evaluating a determinant, an n by # determinant is the sum of n!
terms, each of wlich is the product of » numbers. If we were to calculate
the value of a determinant by the most direct method, then, about # x 2!
multiplications would be required. For ¢ven a 10 by 10 dctcrm@u, several
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million multiplications would be required, and for a 20 by 20 d—ctcrmm:mt,
over 10'® multiplications would be needed. This would require over 100,000
years even on the fastest computers.

There is another method of evaluation of a deternminant that is very much
faster than the brute-force approach. If all elemeats on one row of a deter-
minant are changed by adding or subtracting a constant multiple of the
corresponding clements of another row, the value of the determinant is
unchanged. By repeated application of this rule, we can reduce a determinant
to a “triangular” form, in which ali clements below the main diagonal are
zero. For example,

bu by, by - bu

0 by b33 - b4

— 0 0 [733 et b3,.
/V/ 0 0 0 by - b,
I 0 6 0 - Bon

The vilue of a determinant when written in thus form turns out to be just
the product of the diagonal elements, b, ,b,, 8, - b,,. since all other terms
formed in accordance with the definition of a determinant’s value contain at
least one factor whose value i1s zerc. Hence, after a determunant s written
in triangular form, orly n — 1 multiplications are rcquired to find its value.

The process is quite similarto that used in-Section 10.2 to solve a system
of linear equations by the elimination method. We start out with the array

@y Gyz 4y """ A,
Qyy G2 A3 °°° G,
3y Q3y dyy 7" Uy,

Gy Gy 4y Tt GQan

and perform the operations

a,a -
U—M—» g forrandj=k+1.k+42,...,n
Qi
k=1,...,n
Figure 10-8 15 a flow churt of the process .

A calculation based on the flow chart, Figure 10-8, could sun into troubie
if a,, ever becomes zero, since there is o division by this quaatty. This
probiem can be avoided by tahin® the additonzl precaution of checking ;;)

R, DL S

SEC M Qyy 1y 2200 .ulg nF:W l.mnx.am 10 W0 0WS 1O 3 NOBACEO VS

IF a4y - StiNCe inte «.h.m S WO TOws 1 o deturmis il <hanges the 01 o

_..'-m

"
N
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the determinunt’s value, we must also chap -2 the siens of the cles o te 1, olie

ol the 1oV 16 COtred! hbs.

fierc can ais0 oc¢ aceuracy problems associated with evalurting & deter-
minant ustng the above flow churt, particelarly for dete. iz anty of large
order. These problems tend to be alleviated if the rows .. d cOumins are
rearranged at each swep so that gy, is not only nonzero but s acwaliy tae
largest clement in absolute vaive. SUBROUTINE EXCH ¢! Sectiva 102

D =auD
ENTER @ i1=k+ln ———
D=} y-a’@—-— @iy = an /i "—'@"‘1’\ =L L__../F___—',\_I___i It ,.L.'. i
k l \ '/ 1 Lo Sad '
° '@ tel+l,n ol [ SR R—
1

3y =0u=0a.as O
'
i

Figurc 10-8: Lvaluation of a deteiminant

provided this service for the chimination method, and O
fications it can be made to work in the present case. Thc T TN NN
that inteichanging rows or columns 10 2 determiauant churs. 7~ 00 the

determminant. We can correct for this by changing stateme- "2 13 .0
32 A(K,))=-C

and statement 42 to read
42 A(LK)=-C

We also need the dimension statement to read A(20,20) in v 0007 21
We do not need the quantity ID as oulput, s0 we ¢a1 ¢ .un e the Jduee
statements following statement 42 and charge the first steie nent ool d

Ny

SUBROUTINE EXCHZ(A,N,NN,K)

We changed the name as well, to ensure that the old rote, © of Loton
is not used by ristake.

Another step which is useful to avoird undetecied oooey v
connectipn with the computation

Qi =G, = A4,

If the result of this subtraction is supnesed to be zero, U 7 ¢ Ld
will be subject to the trouble mentioned many times !

L3 Cdlice’ 0 L L oan o
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of accuracy caused by introduction of leading 7z~ros. The mctaod of pro- DO 4 1=KK,N
tect:on aganst this trouble is the stme one usca 1. division of polynomials W=A(LK)«AKK, )
in Scction 9 43. We check the result of the subiraction, and U the differcnce AL =A(LD-W
is much smaller than the rumbers being subtracted, w : sct the duticience x,qu.xl IF(ALS(AULT) — . 0001 - ABS(W))42,4,4
to zero. The opciation can be descitoed by o sectuon of flow chart {as in 42 A(1LD)=0.
Figure 10-9) in which a,, 13 sct eqaal to zero if more than four significant 4 CONTINDE
figures have been lostan the suotracaon. K=XK
The FORTRAN subioutine below evaluates the Mih-order determinant IF(K=N)1,9,10

9 D=A(N,N)«D
10 RETURN
, END

AL ALY e ALLN)
A2, 1) AQ,2) - AQN)

A(N, 1) A(N,2) -+ A(N,N)

|
|

10.55 Matix nvorsion

for values of N to 20. In the ﬁnt statement, the deternuaant is given the We have ziven dltaiisas and rales for the addiioy, »at aci v,
name AA, and the staterients up 103 redeiine the clemicnis so that the muttiplication of . ey which pazailll to soue extunt the ez ol oia .
original determinant will not be c’ estinyed dunag the caleulation. State- algebra. A yot ve have not menttonesd divisess, for thove s racd e
that 4.vioion as sach s not adlned for ey Thirc ., e Lar 4 e,

N e ot ves which_ serves a s-n‘r:c»h;r Giralopdds PLIpose, LOWACL Toal opli e d

Quy=ay—u the “inversion™ ol 4 mainx
no‘ In ordinary alyebra, & stands Tor the aaaber wheoh, Vo n
; by g, gives b Tuos, fae =6, v cw ooy that =0 o e o or
Figare 10-9 division in s manaen, wecoall Jolaean :..\'.‘.;.,' afaras. "ol

For aay number ¢, tnc averse, ¢ ' b that Dusber whall, voca )
by a gives L. Lvery nonsero namber l.ts a4oun QM s, [O7 cvaih)
the inverse of 2is .5, and .51s the ouly taveise oi 2. Tacu vz hove ¢ =
we do not even have to have a process of division in o.der to 0oy,

ment 1 calls EXCH2 to interchange rows and columns if nccessary to
move the largest eiement to location A(X,K). Statements 3 through 4
perform the actual caleulation required in the main part of the fiow chart,

Figure 10-8. we can mwuply both sides of the cquutina by ¢7F, giviny
~ SUBRCUTINE DETERVM(AAN,D alax=a"'h or  x=uTld
DIMENSION AA(20.20),A(20,20)
DO 160 1=i.N For square midaices, we define the fnverid inoa manner wialogoes o)
DO 100 J=1IN . above. For a squure matran A ol ocder n, themmnerse mal iy, 6701 oL,
100 AL =AA(LY) matrix winch wnan rinitipled Uy o 2oves the aonldy Moain 0Y e,
O=1. . that is,
K=1 .
1 CALL LXCH2(ANN,K) Ad7 V=
D -A(K,K}<D

LCA(K,K1)3,10,3

K=K i1

DO 4 Jo: KN { 2 -
(K.5) ALK IAKK,K) -1

QA i O ;o -/,‘. ;\\ \\O

Exampic 1. Soow ial the wancae of
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72 Simultancous Lincar Equations and Matrices [Ch. 10
200 A(L,L])=0.
DO 300 I=I,N
300 A(ILN+1)=1.
K=1 AP
1 CALL EXCH3(ANNZK,ID) == oAbl asl .
2 IF(A(K,K))3,999,3 e, A S
3 KK=K+1I

DO 4 J=KK,N2
AK,J)=A(K,))/A(K, K)
DO 4 I=I,N

~ IF(K - 1)41,4,41

41 W=A(,K)+A(K,J)
AN =A(N)-W
IF(ABS(A(L,J)) - .0001 sABS(W))42,4,4

42 A(1,J)=0.
4 CONTINUE
K=KK

IF(K=N)1,2,5
5 DO 10 J=,N
DO i6 i=1I,N
IF(ID(J)-1)10,8,10
8 DO 10 K=1,N
AINV(LK)=A(J,N+K)
10 CONTINUE
RETURN
999 PRINT 1000
RETURN
1000 FORMAT(19H MATRIX IS SINGULAR)
END

1n this subroutine the statements through 303 move the quantitics to working
storage to form the array depicted by (10-9). Statement 1 calls a version of
SUBROUTINE EXCH given in Scction 10.2, Tt is callcd EXCHS3, to indicate
that it must be a modificd version o that sabroutine with dnmensxon state-
ment changed to read

DIMENSION A(20,40)

Statements down to statement 4 paallel SUBROUTINE ELTM, eacept that’

the accuracy flag shown in Figure 10-9 has been inscited at statement 42,
in the loops ternunaung on statoment 10, instead of setticg individual valucs
of the X(I)'s, the subrouting »cts entive rows of the invesse matr. AINVUELK).

Once an inverse matrix has boon oblaiacd, an fov roved Securacy version

can C)obmms.d in 2 sxlatively sireightforward < .nner. Lot A be the matrix \Q
- AN

Lo 100.5) Dcfinitions and Elusientary Operations 373

to be imverted, and let D| be the approaimate inverse produccd by the above
routina. Then, because of inaccuracics,

AD, # 1
but instead
I"' ADl = Fl

where F| is a matrix which, if D, was a reasonably good estimate, has small
elements. If all the elements of £ arc less than onc in absolute value, then
the matrix D, defined by

D, =D+ F)

is an aproved estimate of 471 If the error mainx F, = — 177, suli bus
elements which dre wo large, then the matrix D, defined by D, - D7 - Fi
is a still better estimate. und »o on. Thus repetition of 4 provess in.olvin s
some matrix multiphcatioss can be used to imaprove the accuracy of the
inverse to the extent Je.ired. witiun the twaits imposed by the usual proolems
of approximale arithmetic on compuicers

EXERCISE 27

1. Given the following matrices

(i) =6y ()
SRR NN Y

evaluate the following capressions, or, if the capicssion is meaningless, so st.ic

a. AD b. NC c. DE

d. BA e. ALE f. DA+ A
g FALB - h. FC+ BE i. FDABE
jo AF+ D

2. Using the method of Section 10,55, invert the following miatncs

302 : -3
“(43) "'(24

2 3 1
[ I -1
-3 1 =1

13
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374 Simultapcous Lineur Equations and Matrices  [Ch. 10

3. Find 477, then solve Ax = b by multiply.ng both sides by A, if

b g ;

2 4 -1 4
b. A={~1 3 t, b=} -2
3 -1 2 6,

4. Write a FORTRAN subrouume INVIMP that will take the trnal inverse ob-
tained from MATINVY ana use the method dowrtoed at the end of Section 10°5S
to impiove the inveise until ali die clcawnts of e error matrix F. arc less than
.00l in absolute value

10.6 OVERDETERMINED AND UNDGERDETERMINEC
SYSTEWVS OF LINELR EQUATIONS

In several of the preceding secticns, mzthods were discussed for solving
systeras of Irnear equations [a ali these discessions 1t was assumed that there
was a unrque solution and that thae were just as many cquations as uu-
Knowr.s. Further, 1L was tawtly assumed thae the equations were nonhiomo-
geneous, that s, net &l the constant teoms were zero, and also that the
ctermrnant of the coeilicients was not zuio With these conditions satisfied
there 15 2 unique soiution In muny important cases, however, these condi-
tions are not ail satisiicd—yet there may stil be a unique solution, or there
may be no solution or an infinite number of solutions. In this scction we
will discuss a method for finding which situation prevails and for completely
describing the solutions when there is an infinte number of them.

10.61 Rank of a Matrix

As a tool for further study of systems o equations we will need the concept
of rank of 2 mairic. )

Dutinicon. The rank of 4 matn s tha ordee of the highest-order nonvanishing
determinant within the miatrix.

By a *“determuraat withun the wat, &' we mican any deieraunant that can
BE flede DY SrossSILg 0ul 70WSs OF Coic thds Ll ine MatlfiX.

Find the rank of the waatry

(350

Example 1.

e

\ M ——y

9

RS ~TER s

Overdetermined and Underdetermined Systems 375

Scc 10.€)

The lugest-order determinant we cun construct is sccond order, so the
rank 1s 2 or less. To sec if it is 2, we must check all second-order deterninants.
I we cross out the third column, we can constract the determ.nant

-1 1
-3 3
which has the value sero. Since this one vunishes, we must check other

second-order determinants. Crossing out tlie sccond cofumn the matnix,
we obtain the determinant

i—-1 2

R
which has the value 5. Since there is @ nonvinishing sceond-order detsrmi-
nant, the rank is 2.

.

Example 2. Find the rank of the matrix

12 3
-1 -2 =3 ,
2 4 6

The largest-order determinant we can constiuct is third o1éer, so the rank
is 3 or less. The only third-order determinant s

1 2 3
-1 -2 =3|=0
2 4 6

so the rank is not 3. If we cross odt the third row and third column, we
have the deicrminant

-1 -]

b

imilarly. if we check all other second-order determinunts, we and the
Similarly, if we check all o
they all vanish
1c ¥ N R N L MR TR

Fence the rank is jess than 2 10 we cross o the cConG wrd Laid Tov s,
and the seeond and third columas, we can form the determnaat =
Since the highest-order nonvanishing deternunent s first gider, the rank 0l
the matrix is I.

It is scen from the above exaniples that finding the rank of a raatevas 2
straightforward process. For matrices of hither otder, however, the process

+
LS
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376 Simultancous Lircae Equations arnd Matrices [Ch. 10

as just demonstrated is extremely iaborious, semetimes iavolving the cvalua-

tion of mary determinaats Fortunately, however, a iess laborious method
ts available, based on the following theorem:

Theorem L. Tiie renk of a matcix is unsianged if any multiple of the elemenis

of one row (or columns) is udded to the correspoiding clements of another row
(or colinn).

This theorem mrcans that wo can proceed, just as in evaluating a determi-
nant, to combiic rows or coluiuns to obtain zeros where we choose.

Example 3. Find the rank of

1 -1 -1 =2

Using Theorem [, we may proceed as follows:

1 -1 -1 -2\ I =1 —1 =2\ (twice first
rank {2 1 -2 ] 3 0 6} row subtracted
4 3 -4 6 ¢ 3 -4 6/ Tromsecund)

-1 =2\ (four timzs first
=rank| 0 3 0 6 ] row subtracted
0 14/ from third

/l -1 ~1 <2\ (7/3 times sccond
= rank 3 0 6§ row subtractad
\0 ¢ 0 0f from third)

It is aobvious in this last mairix il third-order determinants arc zero, but
at least one second-oider determinant,

i =1
0 3

s not zero. Hence the renk ol the o’ Lo matrin s 2,

Note that in the above exxinple, we have rvof sud the matrices obteaed
at cach step ore cqaal, bat ondy that e renky are cqual. Each step has
created a new matnx, one diusing ficm the pecediag in many respecs,
but having the runk in cominon.

1t is scen tha. the method of determining o .n.\';v;s:f:momtmtcdlnF.x:mp.cls

is clasely akin to the mchod of mddonting of & L clermunant given in Sccl:onQ

PSS P P T - -

s 10.6] Overdeterminad and Underdetermined Sysients 377

10.34. Minor modifications to the program given there wall pive a prozrat
for finding the rank of a matrix with no moare effoct than that mvolhved .n
evaluating the largast determinaat in the mairia.

The FORTRAN subroutine below finds the rank, K, of a muirix Laung ¥
rows and A columins, wieae reither &V nor A anceed 20,

SUBROUTINE MARANK(AA,N M, K)
DIMENSION AA20,20),A(20,20)
DO 100 i=1,N
DO 100 J=1,M
100 A(LLD)=AAGU, D)
K=1
1 CALL EXCH2(AN,M,K)
TH{A(K,K)2,10,2
IF(K-N)3.11,11
[0(K = M}+0,11,.1
40 KX =X +1
DO 4 J=xKK,M
AR N =AK AR K)
DO 4 {=KK,N
W=AK)e AKX ])
AGT) = ALY -W
INABS(AL L) = 0T e ABS(W)H-2,4,4
42 A{l.))=0.
4 CONTINUE
K=KK
GO TO 1
10 K=K-1
11 RETURN
END

w2

10.62 Consistent and Inccassten: Egquations
A set of linear equatioas
a6+t e, .= b,
Xy + G, = b
anlxl R o Uy Xy = bn

3 snd to be consistent 1f there exista 4l iews! ong soluti Q b
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- " U E - 0 ) i %, {
if thcre is no so ution, Wt. are aow in a.pos mon -tosgive a criterion for \.\.ter- ) The codfficient matrix i a ? A S [} . ? i -7
mining whcthcr a, s*t of €quations ds consistentor inconsisterits We* Wil w7 '’ Yy AR * oy
refer to the matrix . 1 2
. S, . . T e L 2 -1 .
G diy o dig\ RSP " TS VA
. Gy 3 romy, ‘
: L 7o -7 P
- \ay 8 -0 @) .. . < i - ... which bas rank 2 0 s - o ‘: -
T e e ‘ The dugficnted fiatiix,is . IS
as the cocﬁic:em matrix, and to thg. matux PR e ‘1/; S o o
4;/ : y“‘j,ﬁf::t, . s ' I 2 3
a,; axz -‘--‘g & b} ) T PR )
a3, azz v Gy by ' 3 l 5
: B S o7 T N '
T @Gy Gy @ b, ' witich has rank 2. i ’ sy : N N

. Henee thig c.q.mtxom an. consxslc...t and znm, is a sotulicas dah sate the

as the augménted athix. Then the followm’*thcurem applies: fact thit thefe are mOh equations taanunkionss! Upea closer scruting,
‘ y / P ‘ it will be observed that the third equation 1 m;r..l" the sum of the fust two.

The lait cxamnk Hluxtmtcx an mmnortant principls, thot censsicuny or

R '2 .
Theotem 2, A set of linear equ:mansn' con,xslert f and on!y if ke coefficient -
mconsxstcncy cannot be mcuumcd e selyofrom the numibers of cQuat.ons
and unknowiis, A syat-m \utl n.orc. cquatiuns thae uak :0,\;»':1.5 can b2

matrix and ay, _/)ren ted matrix have the jarie rank.

v s ot - . N id \
S consistent, and’a systuv o th mofe unkiiowns than CYLATIC.S Ca D2 1o
Example 1. Dctermn e if tl‘c fol’uv iag cquat wons are coasistent:
e ' ‘ qu; :~ SEE SO Ly ek ethon " sistent. The subrouline for fin Whng fatth Zoen m“SLuxo;‘ iu(;.. i> the too!
' T e i3y —4 ‘ néeded to investigdte consteien ’y‘ 1t ladger Systeims.
x4 6y . X ‘ . . ;
Yy oa T , o ’ N
The coéfficient matrix is ‘ A . 1063 Linear Independ\,nce of Vccgors
. R IFEER A P
Y (1 3) : , Consistent 'S/st‘cn’xé 'of !im’:‘ar eqn:iti‘ons may have infinitcly many solunions.
. 2 6 : It is possible, -however; toinvéstigite- these soluiions sy st»....uu“.t) and
N e A Y ‘.
’ ’ characterizé tha.m complut\.ly sTodd $81we feed first thd corcépt of Lnear
e
whichi has fank 1. N depénderice and. mdcpcnduncc. -Consider tln set ol' caluma veclors
The augthénted matrix is T T L - :
. . . gy U Iy, /l'lr\
| {7 4 . P 0 R i
’ 2 6 2 ! : "»UZ“K:’ peney “r.‘\:
. L . ) . A R X . .
_ L . ¢ ‘ Uii/ g2/ | ‘ Yar .
which has rank 2. o ) ) - S . . o -
Herice the $yStem is ifitonfisient, e SR ’ Ife,, €:...5 € are uny constaats; the txzression
ce fu T . N
e LA -~ 0 g [T - . . H Se ' " NN
Exzample 2. Determine if the following equaticns arc.consiswent: 1 Cay F Cquy + 00 TG E
x-l-" 31' . TN [ $ <. k I .
ﬂ 2% __1511_“_‘2‘ Tt e L v called a “lincar comburation™ of the veotors #y, ..., 0, il e s v
Ik Gy= 2§ ,;—"}' selof tonstants ¢y, .., 6, ADL 2l zero, wth that ..
2 . -
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Clty + Crudy+ -+ c,u,=0

then the vectors are s2id to be “hnearly depea lont” If, op the other hard
every lincar combination of the vectuss .,
casc Cl = Cz =
pendent.”

.y 4, 1s nonzero except for the
=or=¢, =0, then the vectors are said to be “lincarly inde-

Example 1. Arc the vectors

linearly independent ?

The sum

a(1) +elo) - )

1s zero only if both ¢; and ¢, are zero. Herce they are linearly independent.

Examole 2. Are the vectors

] 12\ /3
-1}, iy, and {0
2/ \ \3
lincarly independent? )
The sum
l\‘ /2 2 ICI - 2C‘0+3‘:3
=1+ +c_,0 TR
2 3 \‘cl + ¢y + 3¢y
1s zev0 f ¢, =1, ¢, =1, ¢; = --1. Hence she vectors are not linearly inde-
pendaitt.

10.64 Comniie Soluton of Sve.emn of Liacar Equations
The following 1o cenent vy o Coliniaw Tactiee of the situation regarding

S0lGliLas JOT 83 ivint O falear cquativas,

Theovem: 3. Lot Ax = b be a cons.. [grt 53 $tein 1,..1 ing . unknowns and let
ll;e rank of A bv:t .T/ld). ¢

- it 2 y - o= ‘., T,
P ,w (i SR ACR A 53 Q

Scc. 10.6}

Ovendetennined wag Undesdeternunad Systems

(1Y Ifr =, there is a unique solut.on 1 ccror x.

(2) Ifr < m, then there is at least oue solution voctor x. In clhition, £,
lincarly i'r(!u;'('ndcm FeCtOrS Gy, My, ooy Hn, can be found vl are s le
to tie set of homoegereous cquations Aa = Q. The vecios & plus any b
combination of these is also a sviction of the jiven equation, and shore ar
otier soluticns. If § = 9, the vector x can be taken as x = 0.

" Hereafier we will refer to the vecior :
particular solution.

A method of obtaining all these solutions in a systematic fashion i.
trated by the exampic below.

2 described in this thcorem o

Examgle 1. Solve the system

f._f ;_:\ ‘/\'.\ /s\
303 -3 2 X,
SRR BRI Y

We will proceed as in the eimination method as lustratzC v Scction
Dividing the first equation by 4 ana using it to elimunaic x; frem theizma -

cquations,
! 5 =25 a8 {.rl z.s‘\
0 -1.5 2.25 —1.25 w) | -.s)
0 1.5 =225 1.25 PO 5
0 -3 4.5 =2.5 X -1/

Rearranging to maie the largest clenient to be in the pronr sosttion,
o o & r 4 H

1 ~.25 .5 .25 /% 1.5\
0 45 -3 =25 ERUN T
¢ ~2.25 1.5 1.25 X, 5
0 225 -1.5 -1.25 X, -.5/

Dividing the second equation by 4.5 aad using it to ehinunase xy {1
other equations,

10 13 19 AN
01 -23 -59% [} zv

00 o0 0 \x, 0

( 00 .0 .0 X4 0

)

A! xhls po.rt we ses that thc rank of A is 2 a.\d th‘.l\v, system now Fas
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two equations. 17 ‘the. syuu,n. had been inconsisient, there would be ma.e Tamrg x; =0, x, =}, wehave . - .
than two non.cro C'Cﬂ]\.n[b remaining on the right-Land side of the equat:on v
at thispoint.” " - = =7, s , x, +1/9=0 .
Since there'dre four u“.\now.la and the ranh of A is 2, Theovem 2 tells ¢s o ' Xy —~5/9=0 -
that the com;n te s.oll.uon is mude up of 2 particular solution and any linea R S
. a0 i Tt !
comb.natton of wo l.nca:!y mderendent solution vectors. winch has the soluiion -
We can find” tl.g p.xmuul.tr sciulion by sctting X, =x, =0 Then t.e .
system becomes” - ¢ xp=—19, x3=59
- “u B N : 7 -
. - / - Y - t. N o
‘ k= 13/9 and so the other solutica is . ) -
Xy = =2 : TS R
. ) . ' L ‘- / — l, 9\\
Hence thc parucular solutmn is - R o SN AP
: o , , L i 5,01
A - - 1
{ \ {1y9\ v/
o - he senesdl: ; S
R \ _2/9 . and the gene i ?u.u’(/m.' b \ :
Xa \ 0 b .
| 13;9) [-13 [~
T i A oo 4 x0 . i i ! 0 !
To find two lmeallv md‘.pcndc.u soleticn vectors, we tahe thc homovcnaoas x=h gl et A bt L
. = - - ! A !
equation . ‘ ; T ' - \ ! Vo
; R U Gy [N
1 0 13 \‘1,9’.,;‘3( ARG e ot
R L ] N X. -
/ _,/3 5/1() . ‘/ _‘\ { waiete ¢y uhd Ca \h\. & \lh.\ .) Lernldingg .
. 0 R TOI\ S R o : L ‘Eo. comgaence i, Organisny & cumpiler solutivn, e T Al
‘ 0 0 0 - 0«"1“' \“2/\ L ph actors (apart £r on. acor tatuiit x..m. sle ol = iR sodi. Lt T vt e
- . ¢ e 3e . tons
SRR Yo/ L TR SRS from the iase set of »u lut.u 1S "7) the jonow.nZ somewhiai o o o “r‘
- . Y A T T (1) Add 1" QO‘H e hast t\ ocolumn. ef the dagoaat vl costt L
and c‘xoooc arbitrary Vald(... for x X3 and Xgo 0, S R mGiriX SO tha[ xi bbcom 3 ‘

Taking x, = 1,/%,=0,' we have, .. '~ v ¥ -
e NN meste

« T e o ,/1 LS M
xR 15=00 e e S ¥ R R AV
1

Coa Xy =250 e T SV e o0 =1 g
. — 3 1A . . -
B P 4 N - .

which has tie solut:on’™ ) L e ) r y . :

oy AR - o) | S [
s A . R ’ ’ 4y P b Ch i y
' T (2) Rearralpe these lust B0 Culon 1 diie Ll v 2t RN
’ X = =173, X3 =2[3 - they were ordered just as the A% e
; I A }C T?‘ . :A Lot
so onc of the Lncarly indpendent vectuigns , LR TN
. L. f .
: ERN 4 . ) . Ay e
k! —-1/3\ L0 - ' . IR U A :
: . o ' T Ys/
ul';T- ?y ‘r\/j{’ t o
o /- and xxu«J to be cooractly onds. od They tecone. ’
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1/3 1/9  13/9

-1 0 0

-2/3 -59 -2/9 ¢
0 - 0

The column of constants has become the particular soiution and the other
two columns two Lincarly independent vectors that can be used to form the
complete solution.

The method just demonstrated s a generai one, and can be used for com-
puter solution of larger systems. It requres oniy a few modilications and
extensions of the chimmation method given in Sechon 0.2,

The FORTRAN subroutine given below solves a system of N equauons in
M unknowns, where N and A7 are both 20 or iss. laputs are A4, the
cocfhicient matrnix; B, the constant vector; and NI w... M, the dimensions of
the system. Outnuts are: X, a particuiar solution vector, X, the number of
lincarly independent solution veciors for the homogenzous system, and U, a
set of lineatly independent solution vectors.

SUBROUTINE LINEQ(AA,NIM,BB,X,X,U)

DIMENSION AA(20,20),EB(20),A(20,21),X(20),1D(20), U(20,20)

N=NI

MM=M+1

DO 100 I=1,N

A(1LMM) =BB(l)

DO 100 J=1,M
100 A(LJ)==AA(LJ)

K=1

1F(N —~ M)200,1,1
200 NP=N+1

N=M

DO 300 1=NP,M

DO 300 J=1,MM
300 A(i,J)=0.

K=1

1 CALL EXCH(AM, MM, X,ID)
TF(A(K,K))2,5,2

2 KK =K+1

DO 3 J=hK,MM
A(K, 1) = AR, I/ A(K,K)
DO 3 [=I,N
MK ~1)31,3,31
31 W=ALKAKY)
AU D) = ALY~ W
IF(ABS(A(L 3}y — COOL=ABS(W))32.7,3 Q

@

s MY 7}

32
3

10

999

1006 FORMAT(27H EQUATIONS ARL INCGINS . LN

Eigenvaiues and Eigenvectors

Al 1) =0.
CONTINUE

= XK
IF(K~M)1,2,7
DO 6 J=K,M
A(lN=-1.
DG 7 1=%K,N
TF{A(I,MN1))999,7,999
CONTINUE
DO 10 I=1M
DO 10 J=1,M
IF(IDJ)~110,8,10
X{)=A(J,MM)
IF(X - MM)9,10,10
KM=K-1
DO 16 [P=.[\M
ULIP-KM)=A(J,1P)
CONTINUE
L=h~K
RETURN
PRINT 1069
RETURN

END

10.7 EIGENVALUES AND EIGENVECTORS

A surpzisineiy Jacee number of sieplems in physios and enn

reduced to the foliowire mathe vt d orocieis Give, &g
R Facts Dot

matrix 4,

find 2 nonzero vector ¥ and &4 Coasutdt Asuuh il

YT, AT

Ax = Ax
L=~ o

That is, find a vector x such that A s seonly a ool

itseif. We can revtfe this equalion as
Lo

or

. A s 7/\5
Inthis form, the eqiintion appears as a set of hon.ogensousy L0

Ax ~ix =0
PP S

(l" - J.!)I = 0

x

v a my
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forx,, x,,. ., x Tbc mut rix 0{(.0&, i
matrix-is {Iu. Sanic Wit a Colunin 0: Z2ros adk.gd so by Theor em 2 af Scction
10.62 the cquanons arc consistent. By Theorem 3 of SLCtluﬂ 10.63 there
~is_annigie solution if the rank of the cocfficient matrix is #. We "!ready
now that solution; it 1s ¥, = x, = - -+ = x_= 0. Hence there is a no
vector x only if the fank of (d —+f)s TCaS than a. This will be :mr;;;f

det(d =0, . -

If this determinant is zero, then by Theorem 3 of Section 10.64 there are
oae or more lincarly independeat solution vectorsthat can be used to describe
the compicte solution. Thus we are m.crcated in the values of A for which

ay, -4 a2 I -y,
@y . @p=i Ty | g
: : ,
anl a3 ° allll '1

“Tn Section 10.54 it was stated that the value of a determinant could be
obtained by forming all possible tcrms coutaining as factors exactly one
element from cach row and cach column. If we were to attempt to do this with
the d..tc'minart above, we would find that the virious terms would contain
differént’- powcrs of.A. If we. were to collcet the terms havmg like powers,
we would obtain an expression of the form

\

(-1~ pw"-— pz A == p,) (10-32)
where the constants p,, P2y .- Ps.arC numbers resulting frorm some very
complicated manipulations of the numbers a, , in'the determinant.

From Chapter 9, there arc cxactlv n \allus of A (not nccessarily distinct)
which will make (10-12) be equal to zero. Tucsc valucs are uﬂ“Cd the “* e1gen-
values™ (or “charactetistic roots, or “latant roots,” or *“ proper vaiues’)
of the matrix A. For any Cﬁg\.nVJllh. , the vector x which S:lllbﬁCb eq.latxon
(10-10).is called the * c:gcnvcc,lor (or, ‘ charactenistic vcctor “latent
vector,”.or * proper vector”?) coxrcspmd.ng tol,. The po.ynonml (10-12) 1S
called the *characteristic p?.ynomxal »of thé ‘matrix A, and tfie equation

§ -

b

P p Tt p e p =0 (10-13)

is called the ““ characteristic equation.™

t 4 S s N
Find the cigenvalucs and cigenvectors for tne matrix
!( " ’ v R

Sty e 2
w12 2

Exanmple 1.

afpis (4 = A0, 4nd the augmented -

(IO-H)\

Sec. 10.7]

Eizenvaldes aad Eigeavectors 38
To find the eigenvalues, we sctg S
- [
-4 3 0
* 2 2-12

Expanding, we obtain the chasaclernistic-equation
. L .

=2 -6=2253124=0 «

This facto:s into o o

so the cigenvaiucs are

' 1

i
, v

To find the cizenvector coirespoiden g 16 4y,

.

RTSNTA

H

-4, 3 0N x)
( 2 “2“71)(\*";4) -

" Since there are two unanownsand the cocl Teicat v alea has ek 1 Theore o
.

3 of Seci.on 1063 el us that these cduations Tave ons incar’, inugp oo

vector solution &/, and tnat ail other solutions are meit e of s v
' We se¢ by .anspection tiat the vewor:
. (1\. I
. \l,)
R ) T S S N T RPN
1572 530.UON, 0L Teals o5 wil L ACAVLLIOS COMTSNpOICg 13 4 vl v U0

Csolutions ure or the Jorm

where ¢ o oan arlatrary constant Tieres the Ggaadedian o foals « swranod

only Up tu .ol wobiirary Comidl § Lty

To ind tie Cige Ny il Lulr«.\"un\,u YR LY /2 N
. Rl " —t e
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l - lz 3 Xl - 0
2 2 - l: x: -
or

o (3=

Again there is one lincarly independent solution vector. We see by in-
spection that
3
-2

is a solution. All solutions are of the form

o(-2)

where ¢, is an arbitrary constant.
Hence the eigenvaiues are

4, -1

and the correspending eigenvectors are

() = ()

(We ordinarily izrore the arbitrary constant multiplc when writing an eigen-
vector.)

Example 2. Find ihe cigenvaiues and cigenvectors for the matrix

302 4 -
1 4 4
-1 -2 =2
. To determine the ¢igeavaiues, we set
3-4 2 4
I 4é4~-4 4 = §
- =2 =2-4

see. 10.7) Eigenvalues and Eigenvestors

Expanding, we obtain the characterstic equation
—A 4547 ~BA+4=0

which has the roots

12":4‘.);"2

llﬂl,

To find the eigenvector corresponding to Ay, We St

3-4 2 4 "{x.‘
1 bd-2 4 )xl =0

- 1 - 2 —2 b Al \X_,,
or
22 sy
L}
: : 13 4)/ w2} =0
-1 -2 -3 \\x;,/
The cocflicient mattix has rank 2, so this syswemt has one oo e

> TWIN O 4 R \‘ b Al 1 ' -
dent vector solution. I we solve by the meihod of aol
that the eigenvector is
1

1
-1

To find the cigenvector corresponding te 2z, we set

2 4 {'xl
4 - }“1 4 \.\':_ = 0

-2

3""12
) 1
-1

~2 = Ayl \X3,

or

1 2 4\ {/.\‘x\

i 2 4=
-1 -2 -4/ \xj,/
The coaflicicnt matrix has rana 1, so this systent has two \ KPR
dant vecio- solutions. Solving by the piethod of Sestion 1w Ao ta
linewurly indepeident cigenveciors, O
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0 and i )
1 0 4
The root 4, bei
43, being the same as 4, h . .
. 2, nas the saume a ;
have a single root, 1, with its cigcnvec,tor eigenvectors. Hence we Since all roots are the same, we can obian no more eizenvectors fence
in this case we have a taple cigeavalue, -2, and oaly one cigenvector (which
1 might be considered an eigenvector of multiplicity 3):
i

-1 1

-2

and a double root, 2, with two eigeavectors: 4
~4 -2 i The above examples have Lilustrated all the possibilitios conserning reat
i L
0 and ! : eigenvalues and their coricspoinding cigenvectors. These possibiitlics can be
1 0 , i summarized 1a tae following theorent.

EY'A"'IPL," 3 Flﬂd th H N .

haite . € eige..vaiues and e genvecio fO 1%

igenveciors for the m tr Thcore"n 4 A; I”II OI'C/L’J S’[!"'l Oomalrx i'('\ N Erjent e [f NG LG
. . i - lival o XN oCs . [SI® TN O 4 ) [EZENAEN

0 1 0 discrote, thore is ore cigenvector ~orresno darg to cach coger e Ihan oo
0 0 1 value 15 of mudtiplicity r, 1t may baie from one ta r hnearly v por ont ciziens
-8 —-12 —¢ veciors associated with it.
We sct
—4 1 0 ‘ 10.71  Program for Largest Eigenvalue end Eigaavestor
0 -1 1 =0

-8 =12 —-6- . . . : .
2 64 ; Suppose that the matrix A has one eigenvalue A4, Vhon v Li-ser then ol

BEHCIo 1N GDSGILLe VAIUC, G ) 15 4y NOG7ZEro COLLMN Yici €3 I riluiic

ard obtain the characteristic equation . SR A Lot the veclons y 3 Sle g
R . 3 - 1 2 . - (AR PRIV

. =
3 . s
~A* =64 -12,-8=0 }
Y= Ay
which has the roots ' Y1 =4y, h s
R (i'u 14)
Ay==2, Ly=-2 i =-2 Yo = A¥ay
To find the eige
. CAvLClors, we set s . s , .
5 P e st The vectors 3, Jod cod i this maanner canc lat to e raur on e 7o a,
/ the ctuenvalue coteesponding i 2. Tae methcd of o8 2E e o tadus
2 1 o XA\ and cozenvecter will be thostrucd wihout proor © in CVRNRIY) gt
0 2 1 ’\:‘_/ =0 ) Budration, lor us first wine a remofo-iormnial poo oo 16 e the
\—8 ~12 —4/\a, Sompatatons fdcated by eapresston (10-14) A sdiabie prerrant s

Since the coeflicie : :
1 cmicient matran nas rank 2. there -3
: aas rank <5 HNCTC I Galy ong lmear!y 1nde- *5le fos enaunte, J G Harwot, Met/ode af Muathen ool ey and Can porlt on,

> . 1eny o , . |
pendent eigenvector. It turns out to be Jehn Wiy xS 1, kc » Seaw Vork, 1963
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DIMENSION A(10,10),Y(!3), YN(I0)
PRINT, “INPUT N, TEN OR LESS”
JINPUT, N
PRINT, “INPUT A(l,1DA(L2),, AN,N;”
INPUT, ((A(LI),T=1N),I=1,N)
PRINT, “INPUT Y(1),Y(2),.. Y(N)"
INPUT, (Y(1),I=1,N)

1 DO 2 I=1,N
YN{I)=0-

10 DO2IJ=IN

112 YN(O)=YNO)+ AU DY)

12 PRINT, (YN(),I=1,N)

13 INPUT, Q

14 DO3I=IN

15 3 Y(I)=YN(Q)

16 GO TO |

17 END

DI WD WN -

In this program, the statesnents at Lnes 2 throuzh 7 allow the user to inpat
an initial metrix 4 and vector y of ¢ider up to 10. The siatements ot Lires 3
through 12 compute and print the vector y, = Ay. At line 13, the user 15
allowed to speerfy whether wotier step of the process is required if the
typed eniry is the ictter S, the pregram wl! terminaie, IF the catey 15 any
number whaisoever, the program will cause p; to replace p, and will repeat
lines 8 through 12, thereby computing and printing y, = .4y;, and so on.
Example 1. Wnite ail user inputs and mach.ae responses for running the above
program wiih the matria

(; ;) and the vector ((l)) .

coatinuing until veclors through ya have toen gensrated.
The inputs and responscs are

RUN

INPUT N, TEN OR LESS
72
INPUT A(1,1),A(1,2),,A(N,N)
1,3,2,2 -
INPUT Y(1),Y{2),,, % N)
? 1,0

-~

18600062 2.005609
20
7.00G630 §.003300

O ' O

S 10.7) E:genvalues and Cigenvectors 393

25.60000 25.C0069
103.0060 102.¢0C9

409.02¢0 416,658

o~
(=]

1632.CC0 1535.000

-3
(=4

6553.35 6353.609

~2

0

L262150025 2621400035
?S
STOP

The above program was Examic 1, Secton 10.6, which Bad alare ost oigen-

. I .
value of 4 andicorresponding et cctor of (” Looktag at e veetess

printed out above, we sce that the vecions generalid vere

1) (7) {25\ 103\ (405y (1639} (6552 (24215°
(2)' (o) (:a/' (10:)' (410)' (253} (o553} (2nus)

. \

and that after the first few stens the componeats arealway, vory aces 'y eguas’,
that 1s, the vectors themselves are very nearty sunple tiwinpes ol dievecwr

1
can say that the vector y, of (10-14) is actualiy approachiag e cigainver
x. Now since

1 . . . ,
( . Since eigenvectors are delernuned only up to o constant mulaple, we

Ax = Ax
.
then if 3, 1s %, then 'y, wil be Ax, We note without sarpete, the i, it o
each of the vecters compted in the noove exiiple, e compeir's o

“very nearly four tinies tho.e b the precaoing vector.

It appears, tucn, that the above prozram can bz used ahnosd drocd;

to find the Lirgest cigenvalue dud corresponding Cioenvecion Suni miriove-
ment can be maae by replacaiy the sturzracnt at bae 15 by

15 3 Y(@=YNUKYN{

Ca

This will serve to necp the components [rom grow.ng at each stage, an
further w:il cause the first componzat to approach the actuat value of L2
eigenvalue. If this had been done for Example 1, the printouts wocld have

buen O
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1.000030 2.C583C0
20 S
7.000000 §.0GC50
720
3.571429 3.714286
20
4.120000 4.6880L0
20
3.970374 3.980333
20
4.007335 4.¢04550
20
3.692109 3.965395
20
4.000453 4.650305 S '
7?8 .
STOP
§ 1

From these results, the eigeavalue 4 and the cigenvector (;) are appare;t.

10.72 Complex Eigenvaluas
From Chapter 9 it is known 1.,ui the characteristic cquation may have
complea roois, oCCUring i conjupube pairs. In this case, the eigenvectors

are also complex, and the equation -
L

(A-iDx=¢
instead of being n cqmtions in # unkrowns, is really 2 equations in 2a

unknowrs, for both the real and naaginary part of x must satisfy the equaticn.

Let
A=a+fli
be a complex cigenvalug, and [

zt the cpenveetor be

[.‘;1 +_}’,l\
x4 X2 "‘:}':’ ]

X, + )',,i
If we substtuie these ip the above cauation and separate rou! and imaginzry
parts, the resui can b rivten tu the foon

F L SR S G maaa S m oS T S

<. 127} Eigeavalues and Eigenvectors 305
gy & a,, oo a;, B 0 ee o x'l
J3, Ay — o s, 0 ﬁ 0 _\‘2
¢.1,,, d,: o g, —a 0 0 cee B i},‘ .
-8 0 0 a; —a a,, Tt s :!‘ il
0 -5 0 S a;; —a /ST F
: '\I :
‘.) 0 v ‘-ﬁ alll aal . a,. ~— 1} "}‘n

These are 21 real equations in 22 1eai UNKNOWAS Wi Lich car Lo solved fur
the x's and 3/'s. The eigenwicior corresparaing e e COL TN COTiarnie
of 4 is the complex conjuguic of the eigenvectior for «, so Lhe process recdy 10
be done only once for each pair of comiplea rodls.

F.nd tha cigenvalues and cigenveciors of

' (7 73)

Exarmple 1.

We set

whicz has roots:

=1—i

A=14+i, A

ALy s A
gcnvbcmt corzesponding to Ay, wsing the meivod 2 it

To find the
above, we wrii
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Applying the mcthod of Section 13.34, this reduces to

10 -.2 :4\{x2\

(=
o
o

[=]

0 0 0 X5

This has two lincarly independent soiution vectors

xx\ 1 . .
l

|
»

and

ene st

-9
4

These vectors of themseives ore not of inisrest (o us, except to use the
numbess i them to construct the complex of vectors

Xy + yii i
= and
X3 + ¥l 22— 4

X+ 0 f 1
\-— 4= 28

These two vectors are not lincarly mdopendznt at all, for if we niallipty
the second by 4, we obiamn the first. chcc we have really obtained ony
onc eigenvector corresponding to the eigenvalue 1 + 1, and thatis -«

(21AJ

The eigenv.ctor currenponding to 1 = iis the conjugate of this:

~i
24 .4

10.73 Detarmingtion of All Lige

X3 + }’2‘?

avalues and Eigenvectors

The micthed ouaeribed in Scetion 1071 will provide e l.r*:.-: cigcmu!u:
and corresponditiy LigRnvecio

e, Fiequently 1 s cuwssary to fing all cigen-

O -

e

e 107

Eigeavaluzs and igensectorns 397

Lolaes and vigenvectors. From the discusaoas of Section 0.7, it 1s clear
that this can te dane Sy accompli hing the foliowing three steps:

(/) tind the characieristic palyn smial

(2) Soive the charactenistit cyuicien Tor o fuots.

(3) Solve sets of linear equations for the ¢izenvectors.

Chapter 9 gave mizthods for solvins polyaantad cquntions, so we diready
have conpuier racthods for step (2) Sccroa 10 04 gave a cortp iter mothod
for solving systemis of hincer ey ions v alch wotatnfactony for sop I
Heace the only il ng reudly required 1o compater method for gegeriir
the characteristic polynoanan {n the examinies abose, we have o

matrices and found the charuclonstic polynomill b, botie-loice exniiion
of the ceternunant, but this process s n2 Doeat for Larag-order mictoee,
A more ctficient method is the Loverrier-Faaseey mthod, which prosecds
as foliows:

Seu YTy sl

Let A, == anu
Let A,
Lct A,

o=t A
A(/!l - pli)' and .= (i;E}‘ ir :42
A(dy — p,d), arnd py =1{if3)u A,

"

A,, = /:(.‘f,_l -pa 0 Cad pa= 00y te A,
The nuinbers py, p-,
equation

oy P are the regih cu Culile ents in e charaliernti

Y Rt

In addition, @5 a bouus side product of thiy pracess, it can be e w8
the 1averse of 4 is given by

- =(1/pn)(f:n—l —pu-![) ‘/}"‘-l‘:)

and also, as a so.’nutmcs Feopfld clialk,

t —pd=0 (31-16)

Faample 1. Fral the caaraciointic equanon of

l 3 W
-2 1 .
P -2 -~
LT R T TR R P oy O
. AR IR SIS AP LA ViR SURRI DAVY SL VR SN DY
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398 Simuitancous Linear Equaticas aad Mza.rices ICh. 10
1 3 2
I -2 -1
I 3 2\/ 0 3 2\ -4 -~ I
A =[-2 1 I}{—Z 6 Il={-i -8 -3
1 -2 —iJ\ 1 -2 =2/ V3 s 2

Pr=(I2{-4-8+2) = -
i 3 2 1 -1 H 4 0 0
Ay=1{=2 I Ij{~1 =3 ~35}==(0 4 0
1 -2 -1 3 5 7 0 0 4

Pra={/3{d -4+ 4 =4

As a check, w2 see that

4 0 0\ 4 0 O
004 0o 4

Hence the churac.eristic equation is
B —A50—-4=0 .

The flow chart, Figure 10-10, cescribes this process for an ath-order
matrix. Accorling 10 cquaiiun (10-16), the matria A, is sin.ply the ideni:ty
matrix mu! 1;1, wd by p,., so oaly the hiest eiencat of A need be caicalaied
to give p, . The value of p, 15, 1n fact, the duwerimia. 1ol d, 50 that if p, is <cro,
the matrix = singulan If g, 18 not zero, the awurse of A is casily calculated
from equation (10-15), and the flows chart includes this calculation. The
elements of 477 ic the last value, obtained for fi;.

The FOX "x{/‘\\ subroutine given below will generate cozificiants i accord-
ance with the Juw chart, for mutrices up to order 20, However, in order that
the sub.cripis wib match the notation m the subroutiaes of Chapter 9, the
characteriiic scuation Is wr.iten as

QAN - QAN e 1 QN+ 1) =90

The reluicr.iun batween the p, of e flow clart and the Q) of the

subrouiine 1y i .en by

Q) =1, QK +1)=—p, fork=1,...,n

Se 107 Eigenvalues and [igenvecton 39

Pe=0 m=rlk

@ i=t.n : 1 ~@i=ln *—*@

Pe=Dn f.'fl_l ju '—'!u—;.

— FO-Eo-TE

yes
A=n=]° _@1_1.,, ]
)‘10!k Pr=pPar iyfy ¥
—f_s) 1=l
@ i o] | @ =G
AR fo=l. e &

< '
emfo 1 iml,

S RSSO R

Figure 10-10: Generad'on of Clarauienslic polsnunt .

-@y i=ln .__@_,i* fo=
!

As in the tiow chart, e subserpoed varabio D5 o the mver ¢ 1ot
uniess LN+, Lappens to be soro

SUBROUTIND CHAKLOAN
DIMLNSION A(20,20,i (20,20)
Q=1
K=1
DO Il [=1,N
DO 11 J=1,N
It F(LD)=A())
1 CONTINUE
QK +1)=0. ’ ¢
DO 2 [=1,N
QU+ D=CK+D+Fi,0)
2 CONTINUE
F:l=K
Q(krl)——Q K+1yFK
DO 3 :=:,N
FLO=FLD+ QK+ 1)
CUNTINUE
IFK ~N+171.41,71
M DO 7 I=IN
DO 6 I=1,N
C(l)=F(,N

-
2

OO

w




Sunultaneous Lincar Equations and Matrices

6 CONTINUE
DO 7 I=1I,N
F(I,1)=0.
DO 7 IS=1I,N
F(L3)=F(LJ) + A{,IS)-C(IS)
7 CONTINUE
K=K+!
GO 10 |
QN+ 1)=0.
DO 4 I=I,N
Q(N-+ )= Q(N+1)~A{l,)«F(J,1)
4 CONTINUE
IF(Q(N +i))51,5,51

41

51 DO 352 I=11
DO 52 J=1I,N

52

5 RETURN
END

F(I,J)= —F(1,)/Q(N+1)

{Ch. 10

ETC

With the above subioutine and stbroutines of Chanier 9 and Section 10.6,
eigenvalucs and cirenvectors can be Jound in 2 systenie‘ic way. There arc
also methods vidch, under some cenchiticns, can be wsed o iind all eigen-
values dicectly from the matiia itself, without gene.wt.ng the characteristic
equation first. These methods are availzdie 1a the Liccature and will not be

repoited here.

EXERCISE 23

1. Dctermine the rank of thc following matrices

i 23
b'(123

-1 3 4
/f -2 -2 —1\)
3

d. \o

2. Deteraunce whether the following sysiems ate coasisicat or wneonaistent,

a. x+2)4+2z=4

—2x —4y —2r=:3

c. x+3,:=7
2x—y:=-4
4x + 5, =18
3. Solve compieicly the
8. X+ 2} ==

O —2x—4,=0

b. X"i":)'-;
x4+ 3y =3

d. x+2y=38
Iv—y=12

x4+ p=0
following sysieri, of equaiians,

5. x+y-—z=2
X—ytz=3

S a2tz T

Sev. 10.7]

°d.

e . W W A e Tae M WA WBMM. S mie  we nn M § e el e s e
St s e - —————

Ewgervalues and Eigenvectors

c. X4 3y—z=4
2x—y+2r=3
Ix+2y4 z2=7

d x+2y+z=:

Find ali cigenvalues and cigeasectorns for the foliowing matnises.

0 1 3 )
2 (1 0) . (—: —4) < (—2
{01 2 1

d (011 €. -1 ]

2
00 2 QL i

2
3

e e ——— e s e

401

Find the number of mukiiplications jequired to fac therank of & 10 0y 13 ne.rix
Lsing SUBROUTIMNE MARANK of Sceton 10001, if thetank turs oui to Lo 3,

Write o program that will input 2 systent of Lncar ¢QULl.ons o~ 11 20 by 2
call storouune FINEQ of Section 10.6+ o obrawn all sulwau-s, an.d

the resalte.

Vyrite a program that will 19Dt 3 sauare matra Lp o 19 by v,
CHARLQ of Sccuion 10173 10 obiara the chit us ornies VR
propriate subreutine frorr Chapter 9 to Sod G L-civa.
routine LINEQ of Section 1063 121 ad ihe CuiTe poldicy « Lodvaciod,

priat the result,

ooyt
Cas 0ol
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Ll eruationg with preaonbed tndtnl condytiog,

the problems of the lesd Coapter are Ovractenioed by mty of o

i!hc problems of the fourth end Gfth chapters are characterived by ordy.
amary or partiad differcace b cqnations with closed boreelary coniditing,

of problems,

and the problems of the =it ehapter are charncterized by puatia
differentiad equations with open boundary conditions.  This survey of
numerical procedures thels amonnts to a catalogue of practical methods
for the solution of alghinic, ordinary differential, and partial differential
cquations.  In Chaps. 1, 2, 4, and 6 both linear und nonlinear problems
are considered.  The di-cu-sion of eigenvalue problems in Chaps, 2and 5
iy limited to linenr systeuns

All six chapters bave the <aume structute. At the beginning of each
chapter several representatie problems are pres onted These serve to
identify the class of prohlo s under consideration.  The process of for-
mulating & mathematica! model is illustrated for cach of these problems,

Before leaving these forreulitions they are each east into dimensionless
f0|m “This is an extrancy useful organizational tool! of the analyst.
In connection with numeneal caleulations it removes all unnecessary
symbols, leaving the Lusie problem in its simplest form.

Then, befere survevir g nomerieal procedures applicable to this class
a bref rfoamé of the classical mathematical theery is
A complete mut cmatieal development has not been attempted
: to describe eleatly the properties of the well-
behaved o regular =y -rern The possibilities of irregular behavior are
hinted at by means of -inple counterexamples.  Enough theory is pre-
sented to provide & b Losound for the explanation of the success (and
limitations) of the nuewerical procedures which follow.

After these prebinivencs the actual survey of numerical procedures
beging.  THnstrative enarnples are drawn from the problems formulated
at the beginning of the chapter. At the end of each section there is o
set of exereises for the roader A few of these are of the nature of drill
problems but the taajosity represent interesting extensions or alternative
develepments of the vt material, Answers or hints for the solution
are given in most eases

The numerical prorcdures deseribed here are those which in the judg-
ment of the anthor are of most potential interest to the engineering
analyst. Methods for Lol hand and machine eomputation ave given.

Throughout the test there are teferences to books and papets having
direet, beatine on the o cter at hand, For the reader’s convenience o
number of seleeted g2 references are grouped together in the Bibliog-
raphy at the end of the buok.

given.
but an effort hias Heen . e

"teshionr, f Dinensaotind Andyaes snd Theory of Modeby,”
York, 1151

P See, fur example, L
Johin Wiley & Mons, T, S

O

o o ———— e im o ————————— — .
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EQUILILRIUM PROBIENMS IN SYSTEMS
WITH A FINITE NUMULR OF DEGRLES OF FREEDOM

The state of a physical system can often be deseribed with adequate
precision by giving the magnitudes of a finite number of state varibles,
This chapter dewds with wumencal procedures for determining st ady
states of such systems. The chepler bemns with a preliminary evami-
nation of several partiendar probietes The genceral problem of thi- type
is then formulated mothematienlls as o set of siltancous Jeotane
equations,  There is a review of the elosaeal results from the the oty of
such systems, including a discussion of the relutionslup of extrenimm
principles to equilibrinm problems Numerieal procedures, bhoth et
and approxinuate, are then desenhed and ustrated b opplvie then 1o
the particular problems set up ar the heginning of the hapter

1-1. Particular Examples

We begin with an assortment of examples of how mathematical for o, -
lations are set up for puGeular physical problems.
taken from a variety of ficlds and, tu general, have been chosen tor the
simplicity despite the tact that the really significant contobution. of
numeticad piocedures oceur in problems of exterded complesity.

It is generally recoguized that the most difiieult step i the ot
process of cnginee ving su Myats §s th it 1'1 whieh a mathemateal noe, !
\ubnhg_ut('d for a real phy e il syete mo 1t is here that jusdement, e o
enee, and ingentty of the bighest order aue requured of the cnalvat -
here that the really gross approximations and simphfication,
In this text the basie struetre of the varous physical problem types
and the coreesponding matbemutieal models is emphasirod,

The genetad equildnium problem in a lemped-prameter sy-fom has
the following sttuctuie:

The examiphes aye

are el

The given system s made up by saercomens iy
A nnmber of sunple clenents,

3

The equibbenm o steady e e vooupen.
wents for eaeh individnal olement ore fnown, As exon b ~we !
st st law for elastie ole ments, Ohim's law for eleetial tesistanee s,

,.,‘.l In nddinon tn

dave H\(\

Pthe pressie-tlow velation for ‘n(lmnln' resistanee
tefa g the «‘qmlxhlmm lL(]Illlenh of the m(h\"' nal elements gt ogs

) c—_

O
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2 EQUILIRRIUM PROBLEMS IN DISCRETE SYSTEMS ‘

also necessary o satisfy certain interconncction requiremants. Thus in
clastic sLs_cms we must have geomctric fit and balange of forees_ai all

joints; in electric networks we must satis{y both of Kirchihoff’s laws; and
in le:zlaulxc nctwcxks we mist havc r'onqcx vation of flow and uniquencss
' ofT)Ffz-;q\xxe at every ) mLouonm (‘Lmn The.. over-all equilibrium problem
then consists in finding the state o s of 4 s system which simultaneously satis-
fies the othlmum L requurements s of the individual elements together r with
the interconnection _requurements.

To serve as conerele tlustiations of this general statement and to
provx(lc illustrative examples for (he numerical procedures which tollow,
we here consider (he folluwmg five particular equilibrium problems:

1-1. Elastie spring system. .

1-2. D-c network.

1-3. A-¢ network.

1-4. Continuous beam.

1-5. Hydraulic network.

In _cach casc the problem is cast into nondimensional form, with par-
ticular data_assumed, i preparation for numerical solution. In most
CLSCS vomplomon. ry forms of the prol».om arc considered. The first
four problems are Lincar, while the filth represents an example of a practi-
cally imporlant nonhincar problem.

Problem 1-1. [lastic Spring System.

In Fig. 1-1 a system of four

L

000090,
_>Pl kJ

h — 00—

ky
2 4 A

Fie. 1-1 Llastic system of interconncated springs subjected to loads P, and Pa.

—-—pPz

\\\\\\\\\\\\\\\\\\

lincar springs is shown. _and Py are zero then u

and u, are hoth :-;_mp_g.n“d_gl_x.q_i,‘n_u_spxmgs__.x_z_e_m ,_t_hexr_nauu;\L.po.utxonL
The_ pioblem here is 1o find the displacements_w, and uz_and_the forces
Ju o fry ad fom the four spimgs when vhe loads £ and £2; are applied
The fnn(’ ancntal mqnwnnmnh are:

‘) I‘muw .shmml h uanee on C't('l* nov .xhlx (‘.KM

3. Sprmrr elongations sl_;_m_xid :)(“_QQxnpiggxlic__yg_h_&hc disy
the eacts
A .s&.und.ud metha s af solution is to choose unknown viriables in such

acement of

. A

BECTION 1-1 3

a way that requircment 3 above s automatieally satisfied. [n vur prob-
lem this 1s done by Ldl\lllh 1w, and v, as unknowns and eXpressng .

g the
El-pnn_;?glingwtlonk i tevma of ther (e elongation ol spring 415 1, — 1)),

Next the spring foices [ll_l_‘.(‘\_l‘\(“\\(‘(l in terms of uy and up by ints urllu g

the_s_guntr constants i allv, writing | th(‘ force-halance conditions for

each cart gives us the f()llomn;, Cop lens for npand wuy:

u,)_—- /.4()(0 - 1(,) = Pl

kﬂ(, I (Iln —
ICﬂlz + I\.1(l(2 —_ 'Ill) T /\4(”-1 —_ 1!1) 2

(1-1)

A complete solution of var problem would tequare the solution of these
simultancous equations  We stop at this point, however,
here concerued only with the formulation of 1he problem. gumm.u iamyg,
we limited ourselves Lo geometrically compatible states as soon as we
took w, and u, as unknowns; requiring that force balance should aico
hold gave us (1-1).

A complementary method of solution for the same pmMom is to chrose
unknown variables in such a way that tequirement 2 above ls aubomati-
cally satisfied. This may be done by taking the spring forees fx and f,

Sinee we e

as unkuo'vn_amd eXPressing t}_u_\ other spring forces, £ and 4, m teims of
them by mieans of the force

-balance conditions,

x't'fa +f4= (1-2)

)l'xL'PZ_f'z

Next tho__plmg clongations are expressed | in_terms of fi and fi by lnfio-
d'u‘mg the spring e constants. Tmull) we ol)( ain_the following equations_

for f, ana f; by rcqunmg that the spring clong \ttous be comptltnbln with

unique dlsplaccmcnrh of the carts:

fo Pt Pimfi, Pz fi

Ry ki ke
Ay -3
I\:z e

The second of these oxpresses th fact, thut the olnnultmm O Spans 3
and 4 should he the same. Tt _the o

AN (SSOL

gation of spring 2 must_be lho SN m«_- bxl[Luk Lh(,_(,lo. L0 Ul
springs 1 and | :\;:.un ae \All\')[gf;s_olxlil<)nx woudd requue the st -
ous soition ot {(1-3 lml we stopoat thos oo

we llmllml vwselves to seli-i, LLNCiNG S

\(‘l(fl 1( I Ot o,

Liet ‘_j‘“_“__
Il.:w‘ w,:‘

i W H('ll A

[(u)‘\ l~

mkno\ ‘e :m 1 vmerd Aoy

= Q!»‘}] “)l Llu‘ \)Il“‘t
amm" at um Hu' troe stafe

I(nl!‘k [EHYS
o ('Im JY hz - 3) \\hu i ettt
spring clongaiions shmxld be companible with the given interconnections

of the systom,
MATRLLLDA ML)




4 EQUILIBRIUM PROBLEMS IN DISCRETE SBYSTEMS

For future use we now specialize the above problem to the case where

k| = 3,\7
kg = 2 _1:_1 = P
- - k; =k P1 = 2P (1-4)
IC‘ =k
Substituting these values in (1-1) and (1-3), we obtain
Skuy —~ 2kuy = P
—2ku, 4+ 4hu; = 2P (1-5)
as the equations for the displacements and
11 -
T+ [y =3P (1-6)

Jit e =2P

as the complementary cquations for the forces. These formulations can

be simplified even further by introducing dimensionless variables.  If we
~define the nondimensional displacements
u, Usg
z, = 2 =8 7
‘=PI T PR (-7

the displacement erquations (1-5) can be written in the following form:

5z _— 225 = 1

~22, + 41y = 2 +(1-8)
Similarly, in terms of the nondimensional forces
I _ s
nh= P Yz = P (1-9)
the force equatious (1-6) become
Tyt oy =3 (1-10)

it =2

Problem 1-2. D-C Network. We consider the problem of determun-
ing the voltages and currents in the network shown in Fig. 1-2.  The
resistances and hattery emfs are given m the figure in terms of 12 and I,
The equibbrivm or steady-state conditiony are Ohn’s law for cach indi-
vidual resistor plus the interconnection requirements which are the two
faws of Iirchholl.® We can obtain complementary formulations of the
problem in the following manner: If we represent the state of the sys-
+ See, for cxnmpie, Co L. Dawes, @ Bloetriond ¥ giocering,” 3d ed., vod [, MeGraw-

il Book Cnmpnn;@c., New York, 1037, p, 72

sectioN 1-1 5
tem by a set of independent curtents such that Kirehho!t's first law is
automatically satisfied, we then obtain cquations for determining these
currents by requiring that the second law be satisfied.
the state of the system is ropresented
by a set of independent voitages
such that Kirchho!'s sccond luw 1s
automatically satisfic 1, equations ean
then be obtained for determining
these voltages by requiring the satis-
faction of the first law.

In accordance with the first proce-
dure the state of the system is repre-
sented by the three loop currents [,

I, and I,. The uet current flow B = £

into any junction is always zero for Fra, 1-2. Network of resistors and
any values of 7, Ip, and [, Om's Dhienes

law together with the requirement that the net voilage drop in any closed
locp should vanish yields the following equations: )

Altecnatively if

R
; A YAYAY:
O
4R SR
Aj AVAVAY. B
| 4
CE OO ?
|

{'é“"‘"“‘?{:—-—iii
’

e

/;'{;,/rﬂ._ L‘:;
2K — BRIy, — 410, — ) =0
~RIy =50, — 1)) — 4RIy~ [) =0
"'R[a - 51\’([1 e [z) - E = 0

(1-11)

When the currents which satisly (1-11) are found, any desived network
emf is casily obtained by an clementary application of Ohm's law.

Following the second procedure, the state of the system can be repre-
sented by the potentials e, and e; of the nodes A aud B with respect to (7
This ensures that the voltage drop around any closed loop vamishes  Ths
requirement that there should be no net current flow into the nodes .
and B results in the following equations:

Leip, 17
2L — €] &, |, €1 — ¢ )
TR TR T Ty 0
E—e ¢ Lo (1-12)
I 510 [

When the voltages ¢ und e, wineh sutsly (1-12) oo been foned. s
desired network current may be obtumed by a Shapie W
Ohm’s law. .

The complete solution can thus be obiajned by ~oliing eithel (-1
or (1-12).  Note that here the number of degrees of fircdom is not the
same for the two aualyses. Before leaving this pioblem, we cast_the

appucation of

O equations into nondimensional form.  Dimernsionless current” Yyd voit-
S

4
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) EQUILIBRIUM PROBLEMS IN DISCRETE BYSTEMS
)

\gos are defined as follows:

I T /S
=R T T E/R E/R (1-13)
o €1 (3]
1/1 = .E yl - -E-'
The current equations (1-11) then becomeo
5z, — 4z = 2
—4z, + 10z, — 523, =0 (1-14)
- 527,+6$Ca = -1 3
while the voltage equations (1-12) take the following form:
225y, — y: = 2 (1-15)
=l -+ 2201/2 =1

These last two sets of equations constitute complementary dimensionless

formuistions of Prob. 1-2.

A-C Network The equlibrium 7 ~roblem here is to determine th?
stesdy-state currenta 1n the network o
Fig. 1-3. The impedances of the bronches at
the {requency of the voltage source are lﬂd.l-
eated in the usual' complex notation in
terms of &. Complementary formulations
of this problem can be obtained in the
game manuner as in Prob. 1-2. We con-
auler here orly the equations for the
aurreatn. If we toke i and Ia as t.h.e
atate varnablez, Iarchhofi’s  first law 18
automadtically qntlsﬁcd and the second iavw
poures: yielda the following equations:

Problem 1-3.

i3-4i1R

{1430R
©CE @

f1o. i-3. Network of impedaices
connected  to  siternating-volrage

- (3 = a0RL —- (2 - WR( ~I:) =0 (1-13)
-2 - 2R - 1) — (1 +3)RIL=0
4 nondunensional formulation 18 obtainrd by wtroducing the dimensaionless varisbles
R 1 A2 1-17)
hoe g 1T E/R

. -16 follows:

1to (1-16) as [ollow 5= ot~ @ - 2l l -
—2 -2yl 4 G+ Oy =0

Although procedures exist for

J ro expeated to be comples. . : i
b sl Il o [ " it 18 sometimes useful to trans

-ue direct solution of scts of cquatwns such as (1-18},

@A Course o Mectricnl Engineering,’” 44 ed,

18ag, {or cxamaple, C. T Danes, ol +

wol. 11, deGraw-ihil Bool Comnpany, Iac., New York, 1947, p. 70
stands for the imnginnry umit v/ = 1.

BECTION 1-1 =

form the complex equations into their real equivalents.  To illustrate thia process for
the present exawmple, we dofine the real quantities z,, . . ., z, as lollows:

¢ .
I; = I +IZ|

Iy = 10 + iz, (1-19)

When these are gubstituted an (1-18), ench cquation ran be separated into two: one
obtained from the real terms and onc from the imaginnry terims.  We thus obtain the

following four real equations, which are equivalent to the two complex equations of
(1-18):

52y 4+ 061y — 213 — 20y = |

6y — 574 — 22y + 21y = 0
=25, - 2234+ 353 ~ T =0 (1-20)
~27, 4+ 223~ 72— 31, =0

Problem 1-4. Continuous Beam. In Fig. 1-4 a uniform clastic beam
is shown. It is simply supported at A, B, and C and clamped at D.
Equilibrium problems for such systems wnsxat, in determining the bend-

KA B E__ DY
7 o 2
L ¢ 'L a 1 2a J1

Fic. 1-4. Contmuous beam freely sapported at A4, B, and C, clamped at D, aml sub-
jected to external moment M applied at A.

ing moments and deficctions resulting from assigned loads  We consider
the parti par.,xcula__ﬂg(_hlcm of Iy, 1~ 4J_L\hcre the load 1 1s the single momeni Wi Ix
applied at 4. The flexural studTness of the beam is £/, and the span /
lengths are given ir lerms of a. o
" This systein_imay be treated as a lumped parameter svstem by con- 4
sidering each span as a single clement.  The total equilibrium problem |+ +
then _involves satislying the_clastic requirements_within_cach_span, i’
togcther thh _the interconncction_requirements_at the joints. Th(‘svl /!
mterconnccmon rc‘qulroments arc that adjacent_spans should _have the. K
same mclmayoll_ and the szme bending moment at_their common_june- |
tion. The internal clastic rerquirements for a single_span are_one stage_ [
n.ore complicated than the corresponding s mf*lc -cieinent,_relations in the
foregoing examples. IIcrc each span 1s_itsclf a two- dcrrrec-of freedom_
W}E\ﬁd(‘scnbcd by two geometric ¢ quanmtxcs (the inclinations at the
ends) and by_two force quantities (the bending moments at the en(l.s)
The relations botncux Lll(‘s(‘ which represent lhc_qh\sh’c_xequlrvmm:\_‘
are_shown in _I__xg._ l_.). L/lO(:l\‘th angles have been caded po-ian
Benamg moments which tend to streteh the bottom fibeis ana « e s
the top ﬁ‘)ers have l)(:Ul cnlied positive.

Aformulation of tne equanbrmum!
- l - -

* See, fnr example, I.. C. Muaugn, “Statically Indetesminate Structures,” John
Wiley & Soas, Ine, New York, 1916, p. 49,
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prebiem may be obtained by using either inclinations or bending mowents

to represent the state of the system. Thus a sct of independent_angles

which satisfy tl th«, Lompatibility requirements might be chosen. . With the

aid of the elastic iclations >_bending moments could then be_expressed in
terms of these angles, and linally, by writing the condmom for moment

(M/,\%

My=2EL 126, + 0, {

Mﬂ‘ - g[[:l (205 "QAI

My

Ba= gor 2Mu+ Mp)

{05~ (2 My

Fia. 1-5. Elastic relationships for a span whose ends are restrained from trsnslation
and which is subjcctcd to end moments

balance, a set of equations for determining the angles would be obtained.
A.lterna.txvcw a sct of inde pcnd(‘nt l>0ndmg moments which satisfy the

thc Gy Lem The ¢ compy mlnhty requirements tog:ctlxcr with the elastic
relations would then furtish_cquations for determining these pioments.

Adoptmg, t—he former | procedure, the state of the sy stem of Iig. 1-4 can

2EL (29, +0,) 2L (29, +6) Eli29y

(\;\,/ —=>)n a(.@ﬁb;)c c(\/

- 3Fi (20,+6,] - 2EL(29.+y)

Fra. 1-6. Representntion of the beam of Fig. 1-4 1n terms of the diaplacements 6, 6,
and 8,

be represented by the clockwise inclinations of the beam at 4, B, and C.
‘These angles are denoted by 0y, 0y, and 0y, respectively.  Making use of
t,be clastic relations of g, 1-5, the termunal bending moments in n_each

BPAN 4re as m(hcatcd mn I‘w 1 G

Governing equations for the angles arc_now v_obtained by _wriling the

ﬂondxﬁ()'u;Tm moment balance at the supports A; B “and (‘

e o

M = 2~1:£ (26, + 84)
~ 2 0, 40 = 2—’” (20, + 0) (1-21)
2” (205 + 03) = “ (205)

O -

skcTioN 1-1 9

These may be cast into nondimensional form by introducing the follow-
ing dimensionless inchinatinng:

01 31 - 63

== Masafit T diajeEr T depent (PP

We thus obtain the following formulation of the equilibrium problem:

2z, + =z = 41
2y + 42+ 13 =0 (1-23)
T2 + 3.E| = O

A complementary formulation may be obtamned in_terms o thC bcnd.n<r
moments My, Ma, and 3y ab B, C, and D, respectively, in the beam of

Fig. 1-4. Tt i l(_fbt_,_asm_.}t_lmexer(:ise for the reader to show that in terms of
the dimensionless momengs
N 1"11 11[1 J[;
= - = —.2 - 1-24
Y I3 /4] Al Ya M ( ")

the governing equations arce as follows:

4_’/1 + Y2
i+ Gya + 2y;
22 + dys

-1
0 (1-25)
0

i

Problem 1-6. Ilydraulic Network. We cmmgl_cL the problem of
determining_the steady fdow of an mecompressible fluid i o network of
branched pipes under the assumption_that the chs:.uu_dLug_m_.L;m'rlu

A(‘/&O/o . /—\
;o /R-Zb
,/ 4 \R 2b ,.....Q - /1

/ o
R=50 E

Fia. 1-7, Sehemate diagram of hy«dowdic network passing o totud flow @

branch is propomoxml to the square_of_the_rate of {low. mrm'"h that
branch Tigure 1-7 shows the plan of a particular pipe network. The
total rate of flow, in at .1 and out at £, is Q. TFor a sip-le bianch the
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pressure drop in the direction of flow is given! by the following resistance

law,
= R¢? (1-26)

where g is rate of flow thhough the branch and R is a resistance cocfficicnt,

The resistance coeflicient of each branch m Tig 1-7 is given in terms of b.
The equilibrium problem cot 1slsts an dchex mining the pressure and flo 1d {low

distribution_in_the steady state. To make the problem definite, we

__assume that @ is given and that the pressure at I is %ero. . The governing
requircments arc that “the piessure at each june fion should be single-

valued, that the rate of flow into any junction should equal the rate of

flow out of that junction, and that in each separate branch the resistance

law (1-206) should be satisfied. A formulation_of the problem can be
made in terms of either junction_pressures or branch flow rates. Thus
the st state of tao sy stun can be repr (‘3(‘;lt0d.‘)} py and_ps, the pressures at
4 and B, respectively  In terims of these the flow rates i the individual

branches are given by (1-26).
]
= ({PL " P2
gan ( 3 )
Y
Tocr = <3b) ’
§
= (D2
Ve 14 \2())
50

The requircment of continuity of flow at the junctions A and B provides
the following governing cquations:

]
= (PLT P m
”“(\ % >+<ob>
o\ ¥ }
psme) (o) (0
( 2b > <3b, + (Zb)

A nondimensional formulution may be obluined by introducars dumen-
stonlesy pressures

(1-27)

i

GARF

(1-28)

™ D Y
) = - Ly = P L'&J)
b0 b0
1 See, for cxanple, I W Kung, € O Wister, and J. G Woodburn, “ Iy drunlios,”
John Wiley & Sons, Tne , New Yaorg, 1918 Sthed |, p 220 Strictly spesking weshould
consider Ap and ¢ we directs] qunntities wnd wnte Ap = [sign (PDIRYT If we use
(126}, 1t ancumbent ot us to ¢urck thut all pressure drepaare nctunlly .o the direction

of flow iz ny proposed sointion.

O

BECTION 1-1 11

In terme of these (1-28) may be cast into the following form:

1
0

0.4472z} + 0.7071 (2, — zo)}

0.7071(z, — z2)} — 1.2845.,) (1-30)

1

A complementary formulation may be obtained in terms of branch flow

rates. Contmmhy of flow will be preserved i Fig, 127 4f the {flow rates

¢ “and q2 In the bl.u.cnes AB anrl BCF, .upccuvdy, are mdr‘p« ndent

provided the flow Tates in the remaimng nmnches are taken as folluws.

qrpe = @ ~ Q2
Qaer = Q — (1-31)

With the aid of {1-26) the roqmrmnonl of single-valued pressures at 4
and B leads to the ful.omnb ;:,ovunmb ecuations:

2bq: 4 2b(q) -~ ¢ = 36(Q — q1)?

Y
_— 8bg:" = 2b(qu — gv)? \I-34)
Introducing the dmmns.omcss flow rates
$ == g_l_ q2 7
nTY T (1-83)
we obtain a nondimensional founulation as follows:
01 — yi® — Ay 4 20 = 5 (134"
25 ~ iy — gt =G (1-34)

EXERCISES

1-1. The lengths and cross-sectional nreas of the bars of a plane pinned truss are
indicated in Fig 1-8. The bags are joined by frictionless pins, and each one satisfien
Hocke's law, f/A = Es/L, where f18 the tenwle foree and § 19 the elongation. The

! !
[ e

) p 1 Li~5a
- “ [,2'5(1
’L 27 r
- 13¢ Ly=2a
35

LA'BG

Fia 1-8 Fxercise 1-1,




CHAPIER 2

EIGENVALUE PROBLEMS FOR SYSTEMS, __
WITH A FINITE NUMBER OF DEGREES OF FREEDOM

- n ame =

o e — W e P T W — s
e s T v oms

}"qni.l}'»rinm pm] !mn: in\ olve the d(1(lmi_!l@!_i()ﬂ__(l{_f}'!j(’_n]_(‘QD_ﬁ_,'_[U-

_____ Anercenvalue problem may
ml\c the d(tummumn of sy~tem eonfigurations, hut_of ngl_t;}
impo: tance 15 the defermmation of the” (llil("r](m(]nlL (()mh.mm under
\"}m] ﬂmte mnTT,Tﬁ ations_aie_poxsibles patamcter which describes

such a ¢iitical condifion 1s rnll_c:d ap_cigenyajue.  As eaxamples we have
the natural frequencies in oscillatmg systems and the buckling loads in
elastic-stalinlity problems.

W consider only linear eigenvalue problems.  Matrix notation is used
because it facilitates the theoretieal discussion and because it provides a

useful system for Jaying out the actual compuiations. The necessary
rules are biiefly reviewed in Sec. 2-2. '

2-1. Particular Examples

Two examples arc used to illustrate the fermulation of eigenv alue prob-
fems from physical systems:

2-1. Three-mass vibrating system.

2-2. Buckling of a structure

In both cases the formulations are left in ordinary aigebraic form.
Matrix formulations will be given in See 2-2.

I I
3k 2k | k
é -~ 0900~ m 2m 000 3m
[e)
w2 //////////// 77 ///////////////////,,, ///

Fig. 2-1. Vibraticnal sy stem wath three degrees of {freedom.

Problem 2-1. Three-mass Vibrating System. The system is shown
in Fig. 2-1. The displacements of the three masses from the unstrained

configuration are measured by uy, 1, and ;. The equations of motion
may be written by imagining the system disturbed from equilibrium and
61



O

62 EIGENVALUE PROBLEMS IN DISCRETE BYSTEMS
applying Newton’s sccond law to each mass. Neglecting friction, we
obtain
d*u
-— . — — i
o 3lru1 +‘2]\.(Ug ”l) = m _gt_z_.
du
- 2h(us — us) + k(g — uz) = 2m Ué?z (2-1)
. d?us
—~ k{(uy — up) = 3m = P

For a natural vibration we would have

%y = 2 sin (wf + 4,0)
Zz sin (w! 4+ ¢) (2-2)

u; = z; sin (ol + @)

£
(9
i

where 7, &3, and z; represent the amplitudes of vibiation, w 1s the natural

frequency, and gis a phase angle It we substitute (2-2) inito (2-1) and sct

(2-3)

we find the following equations as the conditions for determining the
amplitudes and frequency:

5351 — 21:2 = :\(-Tl)
. —2zy + 3z, — x5 = N2x2) (2-4)
/ — T2 + X3 = )\(3’[‘1)

The parameter X is a dimensionless measure of the frequency.  An eigen-
mlnm is a value of X for whieli there are nonzero amphitudes shich satisfy
a-1). A—(_g)h'rm,umn of_wmplitudes whiclh meets these requirements is
Wl‘od a natura! mode. l__l[ﬂ»(f)_l_l_(}p()ndi(lg frequency is ealled a natural
frequency. A complete solution would involve finding all the natural fre-
quaeneies and their associated natural modes.  In technical problems it
may not be of interest to obtlain the complete solution.  Sometimes only
the lowest natural frequecuey is desived; sometimes just the lowest fre-
quency and the corresponding mode or just the two lowest frequencies
o desired.
Problem 2-2.  Buekling of 2 Stiuetbiie. A syster of nigid weishtless
sl }.m;_r“_i together m{(i—\l_ pported by springs 16 chown o g 2-2q

in this po poaition all thr cc iimks are exactly verbieal, and there 13 no force

1 auy of the springs. ‘\\c consider_the stabiity of [ dus system whes

N “hjo('tcd te a vertical load P applhied : slicd at 3. Tor smml loads the three

snhs will remaan vertienl, moving down as a it arnsd the sprangs L.
E'Or large foads the Fro links vl mxmjo that s, I and ¢ vl uidergo trans-

verse disp'.cementy as shovn in 1f e 2-26 Cur problem is Lo deternune

e ——— s

/ O

sEcTIiON 2-1 : 63

thellsgﬁ{)'xﬁgi_‘lixnit‘nfor the vertical position. e want to know the value

of P for which an equilibrium position with transverse displacements first
becomes possible.
To obtain a quantltatwc analysis, we assume that the desired critical

buckiing load is holding the system in equilibrium and find the cqui-

——— N -

|

Al

%:
{ H
NS
(9]
.L-Nb-

e———— t ——

A
{a) {b}

Fie 2-2. Buckling of n gystem of spring-supported rigud links

libriuro condivions by applving the principle of mmmum potential energy.

A geomeuneally (’onu\ L M *late can be tepresented by arbitiary (small)

values of yy, @, and 22 i we take Yo A

z.? L - x)? rt
”’“‘J‘_‘E}‘,‘( T : 2, (5]

——— — -

The usual swall-angle approvimations, 1~ cos ¢ = 0% and sin 0 = 0,
have beeu made here. By adding the strain encrgy of the springs to the
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potential energy of the load P we have the total potential energy

20
(2-6)

b = %Iilyl2 -+ 'é'kl'lz -+ '}k(Il + .‘01)2 - -;k.l'zz -+ ,ilgly.lz R (y1 — ﬂf)

where y2 is understood to take the value (2-5). The equihibrium equa-
tions are the coudiiions for stationary potential energy.

ab
@; =k + k. —P =90
ab . Ty m—z Pz
Frete kxy + k(z, + x,) + /clyq<— E‘ — ‘_L_’> + _L_‘ =0 (27
b -z
6_1:—2 = k(l:l + xz) + ,L.’Lz + /\z;Jz (_T-'LE - %) = (
One solution of this system 1s 1, = 23 = 0 and
e v = _ _;_‘:
Yyr=y = 2k, (2-8)

which 1s obtamned from (2-3) and the first of (2-7).
equilibrium position.
If z; and x; do not vanish, we obtun

This 1s the unbuckled

r l
Ui =g + g ot + (@ = 22 4 22

Pl 1 (2-9)
Y1 F 9, T AL [ + (z1 — z2)? + 2,7

by solving (2-5) and the first of {2-7) W(‘ next msert the see cond of
(2-9)_into the last Lwo relitions of (2-7) to set_a_par of s .sxmultanr‘om
equations m 7 and va.  These Loraiions contam bnear_and eubie_terms.
Sinee we are imterested the | fitst appearance of buckling, we need con-
ader o ouly such siall values of 4, and r; that the cubie terms may be

mgl(\( ted 1 comparison \\llh the lm(nu terns. 'lhc Luearized cquations

for 2, and 1. they apprar as [ollows:

r z
kry 4 k(e 4+ 1q) + 57 (—2r, + 1) + - P 1
(2-10)
l\:(.l'x "’ .lz‘) '*" l\ + :;[—* ( 2_[‘2) = Q
antroducpy AJMMLuLuLbluAﬂL:LpLLumLLC
) 251, (211

O L

Ow

BECTION 2-1 65
we obtain
— z1 = M2r +_ 22
= Fa m AEr 2-12
—Z 21y = XL.TL -k 2172) ( )
as our formudation_of the cizenvalue problen.

An efgenvaluc is a value of N for which the equations permit nonvanish-
ing displae clnents. Such a_configuiation of displacements s called _a
buclkling morle.

A complese solution of an cicenvalue poblem involyes fudine oli
ble eigenvalucs with thew assoctbed modes.  In technical buchhing prob- 4.
lems a complete solittion 1s not of mierest  Very often the magmtude of 73
the smallest bucking load s all that is requued.  Sometimes_the corre-
s_[;onclmg buckling mode 15 of wlerest in order_to a:sxﬁt_u_l__gh dg:g.,.x__m
st'i-l"fenmg reinforcement

The present system has the interesting feature that 1f the load I s
reversed (i.e., applied vertically upward) theire s still_the posubility of
buckling In such cases both the smallest positive aind smallest nesative.
buckling loads aie of praclieal interest

ssi-

EXERCISES -

2-1. Show that the eigenvalue problem for determining the natural frequencies
and modes of torsional vibration of the system of Fig 2-3 may be formuinted as

follows:*
T~ I3 = A
-z ++ 2z, — 1z, = \rg
- Ty + 25y — 14 = \r1;
- )y + %.‘64 - 7}15 = Az,
- 1;'!« + é’-’ﬂs = 4z,

where A = o3/ /k and k is the tormonal stiffuess of a shaft wnd J 18 the moment of

IF1a. 2-3 Daercice 2-1 -

The system 19y 50 %uppnrtml on frictioniess hearings that it is free to

O

incrtin of a disk,
mL'LLc without sny bending of the <hafts,
\'/2 -2. At resonance let the curtents in Fig 2-1 he

\V

[l = 7 s1n ((a)l + V’)
Iy = 380 (ot + ¢)



tinua

(0]
o
-
0
-
o
Q
3
0]

«
.
o
c
(]
o]
c

I

OonNn CON

estudios

O
@
O
)
O
ee
(IR
AU
O
N
-+
C
Q
O

divisidn
facultad

unam

de

METODOS NUMERICOS Y APLICACIONES CON LA COMPUTADORA DIGITAL

Pusseloy

e
Uzﬁsm

e pxnwu HHMMW.N/ m/ B,Lﬁl!(,: ﬁw %...i,_r, :z.nﬂ,
p
T

e

R et o s

L

\ =] wm
Bid T mp.
/el

N

X N oot = i

< T

PH e e e i Ty Y -

S0 G PR P
S [y R s B
,(wwm%mﬁnw%mf \ sl ke

=y

e L
- ey SRS

ARMANDO TORRES FENTANES

ABRIL DE 1976

de Minerfa

Palacio

Tacuba 5, primer piso. México 1, D. F.

Tels :

521-73-35 5123-123

521-40-23



et : b =
) =
L9
. n n ’ -
<
« “.,m.

» v

-~
o , ) L]

Ao
Jur— > . -
= -

. . -
PRI s 5 - -
.Sy - ! \ ot
i = I
- ~ tey A

- ) W
- . -

g ' :

v, v v

v z
X . -

_ ; P - o
o> “ s
| . —e
J [

S .
- ﬁ'\\
- a ' °
e v
e :
. ,.J
-
. . . - o
o - ’ ’ K\vd
.
lnl_ ’ A -Q-ﬂ

. . (SIS
,
. , : . - Lo
. , v\ Fe o

LaadiP

-

) -

b, <
. & e

| , \ sl
. P
!
-
i ~
. . AR
Ly o7



S
]
x
+
=

metgs Y2 - Y

X =X

=Y o-Yy
Koo =%

= Yk -Y2
Xe = X%

de las ecuaciones (IV.O); (IV.1), (1Iv.2) :

2=A4

(IvV.0)

(IvV.1)

(IvV.2)

"_\"%‘ Y2 -\ ][X« le

an_ X4

Xy & Xu & Xa
E'IemElo

Si se tiens la siguiente tabla de puntos muestrales

(@)




52 .-

K'X Y
0 0 1
1 2 4
2 4 9
3 6|l2

encontrar el valor de Y para X=0.5

Sol .

Y0.5)= Yo+ Ly -v,
(0.5) °+[Y] Y_} (X - %]

Xl'xo
= 1+ [3] 1

2 2
= 1+ 3

vy
- 7/4

Método de Newton

Este procedimiento es més exacto y su demostracién cae fuera de los pro-
pésitos del curso. Se dice que para una serie de puntos muestrales, el valor Yk -
correspondiente a X} ests dado por

Y =Yo +KAS+K (K = 1) bo +(K)(K-1)(K-2) C, IV .3)
21 3}

donde ¢
Yo=Y (Xo)

- Xo ¢ * valor inmediato anterior de X,



@

g-xk“xo‘.

orimeras difcrencias de X
segundas diferencias de X

terceras diferencias de Xq

Los diferencios se chiienen en la siguiente forma :

Xt

AX.

3N/,

T

Xo

‘QO.& \{;"YQ

; Xi:XQ.’.-L)

X2=X1‘5’h

\rlc?" \{:2:- /i. —

X%‘*Xz* h

045 Y%’Yz '

bc,: al- QO « . e
‘ ch be’ bc-‘.""’"‘_‘“‘
‘D.rﬂ,z"au

X n?Xﬁ»a*l')

Y

La &?mﬁmwsﬁ serd més exacta enj're mq;for contidad de términos se

utilice.

Ejemplo

Hellor ‘y (C.5) para la siguiente tabla muestiral :




r 0 | !
- 3
2 4 1|
4 |9
]
6 ||
Sol .
l !
X Yi Y; (o) 2Y; (b) 3Y| (c)
0 L |
1/2 = ~I_ 3
5— —
4 9 -2
3
6 12
!

Xo= 0
Yo =1
Y=Y, +KA, K (k-1) by +K(k-1)(k-2)
7T 3!
Y(0.5)=1+1 Q)+ 1 (-)1(@)+1 (-1)(-3) 1 (-4)
2 2 22 22 2¢
=t+3-1-1
2 4 4
=1+3-2=1+3-1
2 4 Z 2

Y(0.5) =2
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[&4]
i

b) Interpelacién con velores muestrales desigual mente espaciados.

Método de Lagrenge

En este caso se cuenta con una serie de valores muestrales del siguien=

te tipo:

L Y(X)

Y. Voo ¥

B

XX, Xz Xz Ka~ X

|
|
!I ]

Se supone que dichos puntos se pueden aproximar por un polinomio de or-

den "n=-1%, donde "n" son ia cantidad de puntos muestrales, 6 sea :

Y (X) = Aq- x4 An-2 xn=2 4 seat Ay
este polinomio se puede representar en la siguiente forma ¢
Y (0 = Aq (X=Xp) (X-Xg) = = o (X=Xn) +
+ Ay (X=X1) (X-X3) o o o (X=Xq) +... 1V .4)

$ Ay XX XX) L oL (XXo)

donde Ay .... A, se determinan en forma tal que el polinomio satisfaga los pun-~

tos muestrales, en base @ lo anterior y empleando (V. 4) se tiene :




du. =

=<
I

= Ay (X X) (X =Xg) L (XK= X,)

Ay= M _
(X] - XZ) (X] - X3) cen .(X] -an

Yo = Ay (Xg = Xq) (Xg=Xg) v.. (X = X)

A2 = Y’,
X2 =X 05 = X3). ... (Xp=X)

[
[

Yo = AL (XX (Xn=%) <o (X=X )

An = Yn
Ko _Xq) (X, _Xg) .. (XX )

substituyendo estos valoresen  (IV.4) :

Y(X) = (X-Xp) (X-Xg). . ..(X-X,)

! Y
(X;-%5) (Xy-X3) .. (X=X} ! '
(X = X)) (X=X,) ..., (X-X,1)
(XnX7) (XnXy) «or (X _Xp1) "

La férmula anterior permite evaluar Y(X) aun en el caso de que los pun-

tos estén igualmente espaciados.

E'|émE!o

Determinar y(0.5) pora la siguiente tabla muestral :



Sol .

¥(0.5 =

(5-2) (.5-4) (.5-6)
(0-2) (0-4) (0-9  (1)¥
+ (.5-0) (.5-4) (.5-6)
(Z-0) (2-3) (2-6) (40 *

+ | (.5-0) (.5-2) (.5-6)
(4-0) (4-2) (4 -

) (9) +

+ (.5-0) (.5-2) (.5-4)
oG- 6-8 "2

¥(0.5) =0.602 + 2,406 - 2,320 + .65625
Y(O.S) =1.,344 ' \

c) Mé&todo de los minimos cuadrados.

Este procedimiento se utiliza para aproximar una serie de "n" punios aur

polinomio de orden , en forma tal que pase lo més cercano posible a todos los

!
puntos. Para ello se minimiza o suma de los cuadrados de los errores.




NI
Sca f(x) el polinomio aproximado de ia funcién que da los valores mues-

trales @

fx) = Ap XT+ A, xm=l4 o+ Ay X+A, (IV.5)

El valor de la variable dependiente que corresponde a la variable inde=

pendiente X; es Y;, por lo que el error estaré dado por :

e; =f(x) - y;

™ Ve +A -y

m-1 : o i

e =A, X - A

y la suma de los cuadrados de los errores considerando todos los puntos seré :

n
> e Z[A+AX+AX++AX AN
para obtener el minimo se deriva la expresién (IV.6) con respecto a los parG- O

metros Ai y dichas expresiones se |guo|on acerd o
n

P) el._ -
—.S-AJ% H DJ;|[A +AX '\'...""A X Y

- Z_ 2 [ A°+‘A0X1 ...t AMX'\—\(\}X;=O

lo cwal se cumple solo si:

Aoix +AZX + o+ A ZX Z/( Y.  (va)

L=

ol evaluar (IV.7) para todas las "j" se tiene :

Aes AZX+AEX s r AmZX= ZY
A°-Zx'+A‘2x‘+Azzx3+..;+—AmZx'f';‘z><\( .

AKX FASX M AIX ™ A AZX E XY



dicho sistema se resuelve para obtener los parémetros A, los cuales se substi-

tuyen en la expresién (IV.5).

E'Iemolo

Aproximar mediante una recta, empleando el método de mfnimos cua~

drados, los siguientes puntos :

x | v
] 2
3 7
4 8
5 | 10
6 )

Sol .
La ecuacién seré de la forma :

Yx) = A, + Ay X : av.7

por o que se tiene que resolver el siguiente sistema ¢

ﬁAo{‘*" Abzxzz\{ }
AoZX + A-2X2= ZX\{ j

(Iv.8)




para resolverlo se construye la siguiente tabla @

4 g |1 | 3

———

6 11 136 66

2 |19 3sis7 | n

substituyendo en (IV.8)
5A,+19 A, =38
19 A, +87 Ay =17
resolviendo el sistema:

-~ Ag = 38 -19 Ay
‘ 5

19 [ 38-19A,] + 874, =172
-5—[ L] Ay

144.4 - 72,2 A) +87 A} =171

A] =171 - 144 = 1,824
"8/ =72.2

Ay = 38 -34.662 = 0,667
[

por lo que :
Y(x) =0.667 + 1,824 X



V) DERIVACION E INTEGRACION NUMERICA

1. Derivacién

Los métodos de derivacién numérica son apiicables en funciones bien

comportadas y continuas.

Si se tiene una tabulacién de puntos,una forma de obtener el vaior de
la derivada para un punto dado es aproximar los puntos mediante un polinomio
de orden "m", derivarlo y evaluar la derivada en el punto considercdo. El -
otro método aprovecha la posibilided de expandir une funcibrien series de = =

Taylor si dicha funcién es continua.

a) Método de las diferencics

En este método se expande la funcién mediante una serie de Taylor clre
dedor del punto considerado y se llega @ una serie de expresiones correspondien

tes a la primera, segunda, tercera derivada, etc.

Una versién modificada es aceptar que se pueden oproximar los puntos =
por un polinomio aplicando el método de Newton y derivar dicha expansién.
Sea:

Fooy= Yo v KOV ¢ e AN+

+ £(k-l)(’<-2)l AB,Y..-, +
3!

(v.0)




Ge -

donde :

_AYO : primeras diferencias
A Y2, segundas diferencias

JAN YS: terceras diferencias
de lo anterior se concluye :

dk =1
dx h (vV.1)

derivando (V .0) con respecto a "X" ¢

.ﬁ_’E.:gL_[Y,,.KAY + \( KAY,+ K 3L+2KA\(+ cl_
X

"'S—i - LAY, 2 KY. + 3K k42 NN+ (v2)

derivando(V .2)con respecto a X :

'I 2\:}:'_"'.\_- . \/o ' Q -1 o vos AK
é\?—hiEA +__\_§_T_AY+ ]

e L_ [ N Y, + (K ‘)AY +--- (v.3)
A

I
\

T



derivando V.3 :

CEed [ AYr]

fes Férmulas‘cnfenores dan las expresiones para cada una de los derivadas y -
segdn se tomen los términos de primer, segundo, tercer orden, etc. se habla -
de f&rmulas de diferencias de primer, segundo, fercer orden, efc. Como mues
tre tenemos ¢

= diferencias de primer orden

Fi%) 2 1 Ay, =Y,
. h

O y' () & _i]‘_ -1 1]\

conde 1 significa que se trata del coeficiente del valor y (x) .

- diferencias ie segundo orden

FOOS L [AY + 2621 A'YC]
] o) A
?n(x)é .‘E'?: [AYQ]
AY. = Y. - Y
AzYoz Y7_°2Y.+Y°
?’(X)Z _L_ [ Y.-Ye + QK—\ (Yz-z\ﬁ‘,_\./':‘)j
Q , '—”(X\) E Y2. 2\/5 +Y®




1 és.-

adelante

= >:(X°>: .i_ [ ,i;- -2 1] J diferencias hacia

diferenc:as centrales

Ve igual forma se obtienen las f&rmulas para diferencias de mayor orden.
A continuacién se da una tabla de férmulas de derivacién hasta tercer orden, in
dicando cual es el elemento para el cudl se esté evaluando la derivada. Las --

que mayor exactitud proporcionan son las férmulas de diferencias centradles.

Tabla de férmulas para derivacién numérica

primer orden



segundo orden

t ercer orden

Yid=a [ -3 4-1]
2n =

Yi(x)= L I-4 o 41

2h =

Y (X):élﬁ[‘i -4 é_]

-Y"(X):'\!r_z-[’é -2 Ql

65,




Y”(X):._):_)Z[1 -2 4 o]
Y”(><>=15F[o i -2 1]
Y"(x)z.ll/‘?[% 4 -5 2]
Y%= -L[-1 3 =3 4]

W =
1= L L4 23 ]

g
e

Y "(x)= # [-43-314])

Y (x)anl\_;[-l 3-3__:1_1

Para obtener el valor de las derivadas de mayor orden correspondientes a
las diferencias de un orden lo que se hace es correr operadores de dos deriva-
das de orden menor, es decir, si se quiere 3a. derivada de 20. orden, hay que

|

aplicar la 1a. y 20, derivadas de dicho orden en la siguiente forma:

-4 [Lo-20 ]

T 1
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E.I emplo

Obtener la prlmera y segunda derivadd’'en X = 3 empl eando dsferencms

*de 205 orden y comparar con los resultados exucfos, pera los valores de lo si=

- - » " - .
Quiente tcbla. N AP T L S A
v ' a s . - ]
. .

e TR« l Y ! R \r

x‘ s ,'[\;"v = 0. .. ‘1‘ Y =

; o UG Al i fe) +

2 ] -
3 |1.414 Yex-i ’
4 |1.732
5| 2 .
- so'.‘

- Caleculando fas derivadas exactas ¢ .10~ oo+

_ Y(X) .L(x-a) By ‘__-_- o 353
= . ‘x-a 2y2-
L2

Y"(x)- (x D s ~=="~='»cs‘©é&“
X=3 4&? |

Aplicando f;",6rmuios do difarancios doZo. odm
Y'(=1 [-1 o 4] -
Y"(x)- W‘ [4____%_.1
had Pooe
X’ (3)___2. [-—4 +H32] 0.34¢
""(3) Ci-20F + 1, 7’32‘3“;@ 056
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2. Integracién numérica.

" El integrar una curva y = f(x) consiste en encontrar el &rea bajo dicha -
curva. En ocasiones es impnsible el encontrar la integral exacta de una fun-=
cién dada o en otras no se cuenta con la expresién analitica de la curva; en -

ambos casos es necesario acudir a {os métodos de integracién numérica.

i

Solo trataremos tres de dichos métodos ¢

Traplezoidcl, Simpson de 1/3 y Simpson de 3/8

a) Método Trapezoidal

Debido a que la integral de una funcién es el érea bajo la curva, este -
método lo que hace es dividir el intervalo d? integracién en "n" puntos equi-
distantes y aproxima la curva original por una serie de rectas en cada uno de
los "n=1" subintervalos, finalmente se encuentra el érea de cada trapezoide y

la suma de dichas Greas da la integral en la totalidad del intervalo.

A'.x :F< )0




numéricamente se tendrg :

b z
S;F()Oclx’: 24 Al
-A.: -.%ﬁ (Yo +Y'\)
A; - ;A_Z_:A, (Y,+Yz)

para "n" puntos :
Aq: %_’S ( Yn-q‘\“Yn)
, S-'F(X)AXE Ax [\(o +2¥,+2Y, 4...+2Yn_,+\(n]
Z | 3

= :.A.?ﬁ EYO +Ynh+ 25 rests orc‘ienaé‘a&j
2

Para aplicar el método se requiere que el incremento £)x sea lo més =
pequeiio posible para reducir el error al minimo. Se puede demostror que el

error producido es del orden de AXZ‘

b) Método de Simpson de 1/3

Este método lo que hace es aproximar 3 puntos sucesivos del intervalo
mediante una parébola y calcular el érea que se encuentra debajo de esia =
curva. El procedimiento se repite para todos los puntos del intervalo (igua!

merse espaciados) de 3 en 3 y al final se obtiene la suma de todas las éreas.
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Numéricaomente se tendria ¢

Y=F(x) = g0
4= AX s BX +C (V.4

SA%MA  (Vgooax= (Tl d

) Ay X-S—Aé()o X= O(A-:X +BX+C3 )4
ANY

=Ax

= Z%;‘\_,Ax; +2¢ Ax (V.5)

- Agf . @Zx%cxl
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pora evaluar a, b, ¢ se utiliza (V.4), la cual debe satisfacer todos los pun-

tos del intervalo :

Yi= AM:.-BAx+C )
YL-H:’ C V.¢)
Yisz = AAXZ + BAX +C

de (V .6) se obtiene :

A: YC + 2 Y # Yivz

2 AX? |
'B'.: \(L-'l"}_. - YC (\/.7)
, 20X \

C:= YL+1

substituyendo (V.7) en (V.5) :

. .
gt’;méx.% Dx [ Y, + 44 ¢ Yi«-z]
L Ax 3

pora el total del intervalo de integracién :
‘A‘l:: _4\)_‘{ Yo +4Y|'+Yz]
Avz Dy [ VY2 +4Y5+ Ya)
o

7&0/Z= .%.?.( fYn,_z + 4Yn-;+“‘\(“]

b nf |
Comeo S‘,A'-F‘-'()()A,X: é_ AL 5 Se ‘%";ene $
* L=

{
/

|
4
!
Bl




1.~

b
(Foodiz [Yor Yo r 20% ¥ar )+ 4 (Yin Yo )

()

:%[ \/o +Yﬂ ¥ 2 g‘orc). !‘»res + 4 ior:ﬁ— nanes]

Para oplicar este método se requiere que el némero de puntos muestra=-

Sea
v .
les’non o que "n" seapar, sin=0,1,2, .....

; en caso contrerio se usa -
una cantidad non de puntos para aplicar este método y el resto del intervalo
se integra por el método tropezoidal . Se puede demostrar que el error produ

cido por el método es del orden de AX4.

c) Método de Simpson de 3/8

U -
1

En este caso se conectan 4 puntos del intervalo mediante un polinomio
de tercer orden y se evalua la integral bajo diche' Pgl;n@m;o . Lo in=

Tegrel bajo Jodo el infervalo serd la suma’' de las dreas encop

.fradas.

-
-

Xo X\ X?-, XB X

O
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Aplicando lo antes dicho se tiene :
| X3 , W \ Ed
g F) = S q0ex = 2. Ay
Ko %o L=
3(,4): AX3+ BXZ CX + D (v.8Y)
X X3
‘ f(u)éxé g (AX+BY 4 Cx+D)d ¥
A..j ._2§3+ CX + DXD}
2
o AQlYY +B(Xe-XeY + £ (XoX)r
“ 4 3 2

o “+ D(Xa-Xo} _ (v.9)

pero 3

Xg-X =3 DN x

substituyendo en (V.9)

g‘?-'(x)c\x A( ama <32>><) + € (3&1)@(5&)

{V.40)

de la ecuacién (V .8) se obtienen A_,B.C, D ol plontear un sistema de ecuacio-
4
nes como en cl mélodo anterior y csos valores obtenidos se substituyen en (V.10)

para cbtener la sigbiente expresién :

Y3

A= gx’"(x)éx=»3'Ax[Yo+3Y+3Y +
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para todo el intervalo se sumau las érecs obtenidas Hlegéndose ¢ la siguienie

expresién para un intervalo completo ¢

: = S {+ na) o ]
g’F(x)c"X :_ 3_25_}_4 [Y«:*Yﬂ * 22__ °:‘,¢' "%“' '_‘,‘5’iz (‘g‘aé'o ]
& 8 v=2 e

Para aplicar el método se requiere que "n" sea mdltiplo de 3, donde -
n=0,1,2,..... Encaso contrario se procede igual que en el método an

terior. El error que produce esta férmula es del orde‘n de AX4,

En términos generales, cuando sedesee integrer una funcién con la mayor
exactitud posible se debe trator de aplicar lo ‘;'nds que se pueda los métodos des;-
i
critos con anterioridad ateniéndose a la siguiente jerarquia ¢
- Simpson 3/8
= Simpson 1/3

- Tropezoidal .

Efemplo
Encontrar el &rea bajo la curva, aplicando los métodos vistos, para los si-

guientes valores muestrales de una parébola y ‘compdrarlos con la integral exacta.

n x y
o | o] o

1 | 0.5]0.25

2 1 ]

3 | 1.5]2.25 y = X%

4 2 | 4 =

5 | 2.5|6.25 Ax=0.5
6 3] 9




Sol.
Aplicondo Simpson 3/8 :

S3f(x) ax=3 (0.9 0+9+2 (2.25 +3 (.2571+
0 8
+4+6.25) |

Aplicando Simpson 1/3 :

g3f('x) dx=0.5 (0+9+2(1+4)+4(.25+2.25+
o 3
+6.25)

U}
0

Aplicando Trapezoidal :

§3f(x)dx=o.5 [o+9+2(25+1+2.25+
o 7
+4+6.25)

= 9,125

Solucién exacta ¢

gaf(x)dx= x3 ] 3 - 27 =9
T ‘
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V1) SOLUCION ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS .

Las ecuaciones diferencial es ordinarias son aquellas en las que ia varia-

ble dependiente es funcién de una sola variable independiente :

* Y(n) =(XI YI Y'I LY Y(n-]))

a) Método de Euler

Se tratar§ el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden ¢
dy = y''dx

Substituyendo por los incrementos en la expresién anterior se tiene ¢

Dy=y Ax (V1.0)

Tomando un punto inicial para arrancar y conservando un incremento cons

tante Ax se obtiene la siguiente férmula iterativa :

vi=v, ey | A

| Kor Yo)
Y2=Y]I+Yl‘ Ax
o (XMYI)
[ ]
]
Yo =Yty | D 01.1)
(%ns Yn)

# y(n) = dh vy

dXxXn
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%6 / métodos numdiicos 3 programacica fortsan

didos entre 1000 cps y 3500 cps en incrementos die 100 cps. Los rsulta-
dos obtenidos se muestran en la figura 1.12.

Cuando 2=FL = 1/({2:FC), el ténmino en paréntesis en ol radical es
cero, y sc dice que ¢l circuito csid en resonancia. Eu los resultados im-
presos cs evideate la preseacia de un amplio pico de resonancia corres-
pondiente 2 una (recucncia resonante de unos 2250 cps.

O

caPITULO

2

grroras

2.3 Intreduccidn

El andlisis-del entor en ua sesultade nnménico os fundomentad jata enal
quiet conputaciine intelio nte, tea hedhoe 4 meno o con una o e
(lOf-‘l. l.an l;.l(ﬂt de entraddy rara v, e Cnios, Ya tjue a et o
basan o experinientos o won cdtimados, v los processs pumcnces asi
vez introducen errores de varion tipos, Anies de iniciar nuictio edtudio
del tema de crrores observennos en unos pocns ejemplos cuan iraportante
cs. En el ejercicio 18 al final de oste capitulo se pide encontiac una dista de
las raices de Ia ecuaciéa x2 | 0.1002¢ i 000007 = 0, usando anunéiia
de punto {lotante de cuatro digites. Utilizando {a conocida [Onnula

—h + VFTAm

2n

obtencmos ua resultado de - 000015, Este formuda se pre-enta usual-
mente on cursos de dlgebra sin uingana discundn de su predcision, sin
eanbargo, la aritmética -de punto flot nte de cuatea diritos intreduce
etrores Gue hacen ¢l resultodo cnidnes cu 2990 | L raiz 1eal, detorminada
con aritmética de ocho digitos s - 0 (4,02,

Fa esie caso fa culpa fue de Ta atitndtica de cuatro digitos, 1ero fio
#e pirnse que ios nawmctas de punto flotante de ol dicits readvoran
tedos tos problemas, Considdiese La secie de Tavlor pa of saiae

X =

ok - x A ; x* &7 '
W& - X, b s = b ..
3t 5 7!

Foo e s dewribe usualnte como vilida Pt cnaliuler Joculo fi-

T el o por 1o witient cone tid suspeonder Sa s dev ads

Lo tadte de terminos se due gue 8 nop oo valor ab <ol
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qie ¢l primer témino despreciado. Estos postulados serian verdaderos
5i hubiera alguna forma de conservar un nimero [inito de digitos en cada
resultade aritmético. Veremos en ol caso particular 3 del capitulo 3
que la seric cs, de hecho, totalmiente indtil para dngulos grandes, Supén-
gase, por cjemplo, que tratamos de valuar el scno de 1470° (= 25.7 ra-

dianes, aproximadamente), usando aritmética de punto flotante dc ocho |

digitos y calculando los ténninos hasta encontrar uno que sea menor que
1078 en valor absoluto. El resultado calcuiado sera 24.25401855, que apa-
rentemente tiene gran precision, pero que por supucsto, carece de senti-
do. Adn si usamos aritmética de punto flotante de 16 dngnos el scno de
2550° resulta 29.5. - e

Las dificultades cn estos cjemplos se deben a la representacién finita
de los ndmeros. Este no es el Gnico problema. Considérese las dos ccua-
ciones simultaneas siguientes:

5x — 33ty = 3.5
6x — 397y = 5.2

Una respuesta “exacta” se determina ficilinente sin problemas del tipo
que sc cncontré anteriortnrnte: x = 3317, y = 5000. Aparcntemente
cstos resultados contiunen cuatro digitos significativos ¢ Los tienen real-
mente? Veamos primeramente que sucede a las respucstas si la constante
de Ia segunda ccuacidn sc cambia a 5.1, es decir, sulic una variacién de
un 265. Se obtienc ahora v = 2986, y = 4.5, Esto da que prnsar: un
cambio de 2% cn uno de los datos c:unhla los resultados en un 10%%.
Motivo_de mayor preocupacion ¢s que si sustituimos x = 358.173, y =
5.4 en las ccuaciones, el valor redondeado de los primeros miembros ¢s
exactamente igual a los scgundos micmbros. Concluimos que los valores
calculados de x y y tienen a lo sumo un digito significativo.

Esto no se debibé a la aritmética; todos los resultados cran exactos.
El problema radica en la naturaleza de los datos; ¢l determinante del
sisterna es pequeiio, o dicha en forma geométrica, Ias dos lineas repre-
sentadas por las ccuaciones son casi paralelas,

Como un ejemplo final, el valor de la integral

J" dx

* PRECEN 4

e d-termina exactamente igual a b Sinembargo, Ly intesnaion con la

formula trapecial, Geandn 10 intervalos, daun resuitado de 95 Adn s
. S g - ., . . gy

se usan 40 intervalos: obti ivmos 4.1, que tiene un error de 370, .

fee e

En cste caw el probiema estriba en v nataealesa e
que cs muy grande parn valores pegueios dis e, v "l A
rico Con_datns exartne ¥ oprraciones Xt eherne, oy 0 me m

O

errorcs / 59

muy grande debide a la naturalesa de la funcién y a la técnica numé-
rica cinpleada.

Sin aumentar mids ios cjeinplos, debe estar claro que sin un anibisis
de los errores cn una computacion, 1ecalmente no sabunos gran cosa
acerca de los resultados. Por supuesto a veers puede ocurtir que con
una inspeccidn cuidadosa de las operaciones se puede decir que no habrd
problemas especiales; en los dos primeros casos particulares del capi-
tulo 4, por cjemiplo, observamos mmediatamente que no cxiste problena
respecto a la precision de los cileulos Sin embargo, es clare que esto no
es cicrto smnprc

El matcrial prvscnt.ndo cnooate
ntil en’ st misruo para analizar los resultados de operaciones aritindiicas
sitnples, Es tambicén fundamantal para cefectuar ¢l andlisis de los errores
en los procedituicntos numdéricos que se van a discutir en los capltulos
siguientes. Fl andilisis def crror 5 un punto de pattida adecuado para
nuestro estudio de métodos numndricos.

capitulo debe resultar intetesante y

2.2 Errores relativos y errores absolutos

Para empcezar establecemo, una distincion entre errores relativos v
crrores absolutos, El error abcoluto en una contidad es la difrienaia en-
tre el valor verdadero, supeniendo que se conace, y una aprovimacidn
al valor verdadero, La notacion ordinana consiste en indicar el vaior
aproximado mediante una baita sobre ¢l simbolo de la cantidad, y el
error se indica imediante 1a letra ¢ con un subindice. Entonces, st x ¢s el
valor verdadero, escribirfamos

X=X+ €

En esta expresion ¢z ¢s ¢l error absoluto, que, repetinios, se define (omo
v ) t ]
la difcrencia entie ¢l valor real y la aproximacion:

€g = v -X

El error relativo s cf codiente dil ertor abealuto entre la aprosima-
cion. Parcceria mas tazonable del nitlo como el error alnoluto doil do
eniee ol vador eordadeoco, peta generaline e no conocemo, <0 Foc o o
fque Wnemaes goneealmonte oy e valor aoresmade y unac e e e
vrior a un gt

Do en b delmiadn no tene una mduenoa s patede

o tuimrico del cnor relativo =

al tarmano masame dol errer Sl error oy e e oy a
en el va-

. Vv dbalutoy el enron selative son apionimada sente ienalo g

oo b Para mimcros pe eercanes a e B rouan

. . N )
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y una aproximacién de 000003, el error absoluto ¢y sélo 10~%, pero el
error rrlativo es 02, es decir, 2005, Por otra patte, <i tencmos un valor
verdadero de 100,500 y una aproximacion de 100,000, el error absoluto
es 500 pero el crror relativo es s6lo 0.005, o sca, 0.5%.

Obviamente es necesario en cualquier caso indicar si nos referimos al
error absoluto o al relativo, a menos que el significado esté claramente
determinado con la notacién o con el contenido dc la frase,

2.3 Errores inherentes

Existen tres tipos bisicos de errores en una computacién numérica?
inherentes, por truncamiento, y por redondeo. Cada uno se pucde ex-
presar en forma absoluta o en forma relativa.

Los errores inherentes son errores que existen cn los valores de los
datos, causados por incertidumbre cn las mediciones, por verdaderas cqui-
vocaciones, o por la naturaleza necesariunente aproximada de la repre-
sentacion, mediante un nimero finito 'de digitos, de cantidades que no
pueden repiesentaise exactamente con ¢l nimero de digitos permisible.

Una medicién fisica, tal como una distancia, un voltaje, o un periodo
de ticmpo, no puede scr exacta. Si la medicién se da con muchos disi-
tos, tal como un voltaje de 64837569, podemns estar segos de ue al
menos algunos de los dizitos de la extrema derecha no tienen ningiin
sentido, porque los voltajes no pusden medirse con esta precision. Si la
medicidn se da con unos cuantos digitos, tal como un intervalo de tiemn-
po de 2.3 scgundos, podemos estar bactante seguros de que hay algin
error inherente, porque solo accidentalmente ¢l intervalo de ticmpo seria
de exactamente 2.3 scg.® Fa talcs casos podemos conocer algunos fimites
razonables del error inherente, por cjemplo decir que ¢l tiempo es 2.3
=+ 0.1 seg.

A menudo se supone que cuando se da una medicién fisica sin nin-
guna declaracién referente a ia precision de los digitos, s entiende que
Ja precision de esa medicién coresponde a media unidad en la altima
posicion Ast si una distancia se da como 5.63 G, se entenderia que ne
es menor que 5629 ni mayor que 5637 Esta convenadon no s univer-
calmwente aceptada. Cnando los linuteos de preciadn son ampeitantes, e
o ho mejor indicarlos explicitunente, cserlnendo por rnple D08
- 0 G

Indeprndientomente del mimeco /'J’::' Aieto. wadn pary oo ent
una cantidad, ésta puede contene: wn sead ulr oy e T

quicr Cas, Fatas cgquineracmne s cdon s o
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cotno copiar mal los datos o leer equivoradamente una escala, a crrores
“sofisticados™ dv bidos a un entendimicnto incompleto de las leyes fisicas.

Muchos ninieros no pueden ser representados exactamente cn un nii-
mero dado de digites decitaales. Sinecesitamos usar = en un cilculo,
podemos cscribitlo como 3 14, 3.11159265, o 3.141592653509793. En

cualquicra de los casos no tenemos una 1epresentacion evacta de =, que

-es un nimero irracional y por lo tanto no tiene una representacion de-

cimal exacta finita. En wuchos casos adn una fraceidon simple no tivne

. . . 1 .
representacién decimal exacta, por ejemplo 3 que puede escitbirse

solamente como una sucesion infinita de ndmeros 3.
Sucede también que muchas fiaccionrs que ticnen una representa-
cién finita en algin sistema numérico no la ticnen en otro sistema. Por

cjemplo, ¢l ndmero cusa tepresentacion en el siste na decimal es

1
0
simplemente 0.1, se reprosanta en ef sistema hinatio en una founa cepe-
titiva infinita, O CODLTOOTTO0T IO, Latonces, st s efectia la sray de

10 nieros, cada une de los cuales s uni aprovacacGén binaa o le

cantidad decimal 01 el reauliade no <erd exactunente 10 Los que tra-
bajan por primera vez con computadoias binarias han tesaitado a seees
frusttados por su piinter encurntro con esta pecuiiaiidad de la nawra-
leza. El problemna es inevitable, su solucion no o dilial una ver que se
le ha reconocido, como veretnas en algunos de los casos particulaies.

2.4 Errores por trunccmiento

Los errores inherentes son cirores en los datos con 1oy que la conpu-
tadora efectia algiin proceso numérico. Los otros dos tipos de erroves,
por truncamicnto y per redondeo, <e reficien a errores debidos a la ma-
nera de efectnar fos procesns numidioes,

La conocida s-rie infinita de Tavior

LU v

s€eny == X~--—-
X X 2 t

ST

s~ pucde usar pua calcalar ol sono de cualquier dr odo e e oo
tadiines ® Por supnecsto no podoin, iear todoy bog Cro e ety e
oo cdlendol poriue A sene o8 intoait o Gonemo e oo o )

.-

prics deociieular un nlanero firte ce o oo

(BRI ! P S B
s imino, onnticos CUE b 100 o ory 0T e T e b e e
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Muchos de los procedimientos usados en cileulos numéricos son infi-
nitos, asi que cl problema del error por truncamicento adepuicie una gran
importancia. Lo discutircmos en detalle en capitulos fututos en relacion
con ¢l tépico al que se aplica.

2.5 Errores por redondeo

Adn si suponemos que los datos de entrada no ticnen errores inhe-
rentes y aplicamos procesns de computacidén que son fimtos y no tie-
nen, por tanto, error por truncamicnto, podemos intioducir otra clase
de errores al efcctuar aritmética simple: ertor por redondeo Supdngase
por el momento qur tenemos una computadora en la cual cada niimero
conticne cinco digitos y que descamos sumar 92654 y 7.1625, los que
suponemos cxactos. La suma es 16.4279, que tienc scis digitos y por lo
tanto no puede ser almacenada en nuestra computadora hipotética. La
computadora debe cntonces redondear el resultado de seis digitos a 16 428
y al hacerlo introduce un error pior redondeo Como cl trabajo de una
computadora sc efcctita con cantidades que tienen algin nimero fijo de
digitos, la necesidad de redondear ocurre con frecuencia.

El redondeo en FORTRAN ¢s de inteiéds solamente en lo referente
a naumeros de punto flotante Fn FORTRAN los niumeios de punto fijo
son enferos. La suma, resta, o multiplicacion de dos enteres es siempre
un entero; si un resultado es demasiado grande y no cabe en una dirce-
cién de la computadara, sc considera que el programa tiene un cnor;
no se redondea y se almacenan solo los digitos posibles. El cociente de
dos entcros no sicinpre ¢s un cntero, asi que podria pensarse que el re-
dondeo constituye un problema, pero ¢n la prictica la aritmética de punto
fijo no se aplica en forma tal que de ordinario necesitemos redondear
un cociente. (En la gran maymia de los cilculos de ingenicriano sc usa
la divisién dc punto fijo )

Como nos interesa primeramente el redondeo de punto flotante, re-
visarenios brevemente la forma de represeatacién de un namero de pun-
to flotante y estableceremos una notacién, Recordamos que cada niuncro
esta representado por una fraccion, geneiahaente Hlainada mantisa, la
cual estd multiplicada por una potencia del nimeto base, llamada gene-
ralmente ¢l exponente Tenemos niuneios como fos signivontes

392100 (42 7392)
326100 Z¢-: 32.46)
162710 2 (= 0001627

. ’ . . . - 1] .
.+ Se dice que un nimero de punto fletante et s om0

‘“':“‘OL\ mantiaa ey diferente deocrrn Sopee Yoo
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quc todos los ndincros de punto flotante han quedado en cierta forma
nonnalizados

Si representamos la mantise de un ndmero x de punto flotante me-
diante la letra f y el exponente mediante la letra e, 1a fonna genceralizada
de un nimero de punto fiotante (de base decimal) es

x = f"10°

0 . l
El valor de f no pucde ser menor que Tor Pues suponemos nduieros

n_o’rmallmdos, y 1o puede llegar a ser 1, porque la mantisa es una frac-
cién propia,

El resultado de una operacion artmétiva consta en general de dos
partes, una mds significativa y otia menos significativa Por jempio, su-

, .

pongasc quc vamos a sumar los dos nlicros de punto flotante signien-
tes, ca und cornputadors en la que la mantisa tene cuatro dgitos v ¢l
exponente ticne un digito,

620100 (= b2 4

1769 - 1O (= l?b())
Dijirmos .quc cuando reddiza adundtica de punio fiotante 1a computadora
automaticamente s¢ cnvaga de dos problemas de eclocacon del punto
decimal. Lo quie csto sizmfica en la suma, es que los oxponentes de dos
dos nilncios son comparados para ver «uantos lugates debe ser despla-
zada hacia la derecha la mantisa del nimcio (ue tienc menot exponerte,
para “alincar” los puntos decimales supuestos, En el cjemplo, ¢l resui-
tado scria ‘ ’

1624 S 100
001769 160

L]
En otras palabras, Ia montisa del ntunero Gue tirne mienor expone ate ¢
. ! . . -
desplazada hacia fa derscha tantos fugares como indique 1o difereacia
entre los exponentes. Fntonces s¢ pued

. en sumar duecianante las dos
niantisas, !

Obviamente, la mantisa de fa suma tiene mis de cuatio digites An-

tes de redondear, ¢} 1esultado se purde rosirar como dos cantudades de
punto flotante:

628 -0
+ 01769 10
ABHIGO 10T = 1611 10" 4+ 6000 10!

Cualguicra de Las cuatro aperaciones antiae

ticas prodicied un reed-.
LI SRR NI i)‘ll ‘!I'

il uen general {(antes de receond, weoen dos i

LN (37 O
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ey = [ 10 4 gy 10

en que fy ticne ¢ digitos. Como hemos visto, el intervalo de valores posi-

bles de f,, cs % < |ty < 1. El caso de g, es diferente, poique no po- .

demos garantizar que g, cstard normalizada; de hecho, g, puede ser cero.
El intervalo ae variacién s 0 < lo| < L.

Llegamos a dos asuntos de impottancia primordial en esta discusién:
¢cémo sc va a tomar en considetacién g, para wodificar f,, y pata cada
caso cudl ¢s ¢l error miaximo que resulta en §?2

Generalmente “1edondear” implica afectar de alquna manera a fy,
dependiendo del valor de g, Sin embatgo, una definicion mis general
de redondco debe incluir ¢l caso en el que g, s ignora, lo cnal significa
que f, nunca sc modifica. Esta regla s¢ llama “truncar” ¢l resultado; pero
nosotros preferimos amaila “redondeo tiuncado”, que es una termino-
logia alterna aceptable, paia evitar confusién con cl error por trunca-
miento que se comete al considerar sélo una patte de un proceso infi-
nito —lo cual ¢s una cosa cnteramente difciente,

Un gran nimero do los compladores FORTRAN que < encuentran
en operacién cuando se ¢std escribiendo este libro preparan ol programa
objeto de manera que use redondeo truncado. Como veremos mas arde-
lante csta clase de 1edondeo introduce mayor etror que la regla mis co-
nocida. Por otra patte, el uso de esta Gltima 1egla de icdondeo desper-
dicia tiempo de computadora si sc usa en cada opcracion aritinética
incluyendo aquellos lugares del programa en que no cs rcalmente nece-
saria. Evidentemente muchos disciiadaies de compiladores. han tomado
fa decisién cconémica de que ¢l redondeo truncado no causa problemas
tales que justifiquen el costo de una 1egla mds sofisticada de redonden

Se puede detepminar ficiimente un liniwe al error relativo mixiino
que pucde ocurriv en un resultado aritético obtenido con redondeo
truncado. El crror relativo miaximo ocuree cuando g, es grande y fy s
pequeiio. El valor mixima posible de ¢, es menor que 1.0; €l valor mi-
nimo de f, es 0.1. Por lo tanto cl valor absolute del error relativo es

— g r0e
TR

R LT S

0l 1

O

y!

Reeardando que ¢ es ¢l niiicio de dicitos en Tuinantisa de enaliutee

nimero de punto flotante, ohienemos un resultacdo mtere antes el e
ximo error ielativo por vedonden on. el N N T LR N I I T
aritmética de punto flotante o deprnde en e panee et

de las cantidades Tt s dooun enteor duments frevie 5 caren o

o+ en chlenlns de punio flotante
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El tpo mdis conocido de redondeo, que se dencinina gencralmente
. redondco simétrico, pucde describirse como siguc: dadas las dos partes
dc un resultado como cn cl caso anterior, la aproximacion redondcada a
y estia dada por
' 5l = fiful 107 si 'Eul‘< './z
LAl - 107 4+ 10 si faf > s

cn que ¥ tiene el mismo signo que f,. La adicién de 10°~* en cl scgundo
renglén de la ecuacién coresponde a sumar 1 al Gltimo digito retenido
si ¢l primer digito que se picide es igual o mayor que 5. Se escriben los
simbolos de valor absolute paia indicar que las mismas férmulas se apli-
can a cantidadces positivas y negativas.

Si gy < /3, cl crror absoluto es

lesl = lgil - 10
Si |g,] > 'z, ¢l crror abscluto s

led = |t — g 10 -
De cualquicr mancra, tunemos 107" multiplicado por un factor cuyo
valor absoluto no es mayor qua ;. El valor absoluto del error absoluto
¢s, por lo tanto
ley] < Yo 10

y el valor absoluto del crror relativo es cntonces

A A Ll D U (e . .’
3| <o | < oo | =370 = e 1o

A veces se usa una reela lizeramente mis refinada para tomar en
consideracion el caso en que g, es exactamente un medio: f, se deja in-
alterado si su Wltimo digito ¢s par y se redondea < su Gltimo digito es
impar. Esto s» hace rara vez porque complica el dissiio y la operacién
de la computadora.

En adrlante supondremos que la reela adecuada para redondeo simé-
trico es aquelli con la gue ectianos mas familiarzados, sin ninguna pro-
vision especial paia el caco en que gy = Ya.

Para un ejemplo de la diferencia entre las dos reglas de redonceo,
considérese el siguiente 1esuiado de alguna operacién actmdéiica:

y = 7324 10" + 8261 10—
Para “redondeo truncado™

F= 7324108

/| B261:107

15 17 T ST
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(ex signilica “aproximadainente 1igual o).
Para la opcracion que llamamies redondeo simétrico,
¥ =.7325"10°
ey = —.1739° 10—

o 2410

¥

Entonces en este ejemplo el error por redondeo simétrico es considera-
blemente menor que el crror por redondeo truncado. El error por re-
“dondeo simétrico nunca excede al ertar por redondco truncado y la mitad
de las veces ¢s menor que éste.

Ninguno de los crrores cs tan grande como su limite superior corres-
pondiente, que es 10.107 para el truncado y 5+ 10™* para el simétrico. Y
puede suceder, por circunstancias cspeciales o buena sucite, que el error
por redondeo sea cero. La situacién tipica es que conocemnos un limite al
tamaiio del error en un cilculo, pero no el error real. Para cstar del lado
de la seguridad, upondiemos sicmpre lo peor, cs decir, que cl crior pu-
dicra ser tan grande como su limite. Un camino mds satisfactorio seria
tomar alguna clase de etror “promedio” y usar técnicas estadisticas para

T L7325 108

ﬁ,’_ 1739 10~

encontrar el valor mis probable del error total cn una computacion. Sin'

embargo, tales técnicas estin mas alld del alcance de este libro,
Estos resultados han sido establecidos cn términos de nameros {lotan-

tes decimales. Muchas computadoras para calculos cientificos operan en -

sistema flotantc binario, es decir, con nimeros de base 2 en lugar de nG-
meros de base 10. En dicho sistema, cada nimero de punto flotante se
representa como una {raccién (expresada por supuesto en sistema bina-
rio) multiplicada por una potencia de 2:

=2 <<

Un anilisis similar al efectuado previamente conduce a un limite en el
error relativo de 2 - 27" para redondceo truncado y 2~ para redondco si-
métrico.

Algunas computadoras <on hrxadecimales, cs decir, trabajan con nii-
meros de base 16. En cllas los limites al error relativo son 16+ 167" para
redondco truncado y 816 ™' pars redonedeo simdtiico,

En lo que signe trataremo, el erron por redondea en cantidad - ole
punto flotante en términos de niunceo, ;I‘-,'- imales o peder o roen
un sistema que nos es faniliae, Debe ot eoan e Daren qoa Y et
tados serdn ligeramente diferentog en oceve - oy fres

O

crrores / 67

2.6 Propagacion del error

De mucha importancia on andlisis numéiico es la foan
error ¢n algin punto de una computacion se fropasa,
‘mar si su efccto tumonta o distinuye al efectu
tes. La resta de dos canndades aprosumadane
tremo: aundque los dos niincros tenean criowes pequenns, el error relativo
en la diferencia pucde scr inuy grande. Lste etror relativo orande serd
propagado por opcracioncs aiimdélicas posteriores, °

I}Iucstro ptimer paso en cste imnportantisino ¢swidio ¢s encontrar o-
presiones para cl crior alroluto y o] error telative on of resul
una de las cuatro operaciones antruéticas on tuncion de
sus errores. Después, en la scccidn siguicnte desarroilare
para determinar un limite al crior 1otal en un cilculo ¢
namero cualquicra de operaciones aritmdéticas.

2 en que un
cs dectr, deterni.
ar operaciones subsiguicn-
nte iguales es un caso ex-

tado de cada
los operandos y
mos una {écnica
jue contenga un

Suma

Se tienen dos aprexiniaciones, X Y ¥ a dos valores verdaderos, x y .

junto con sus cuiores rospectives, ¢ y . Tendremos entonces
Xty =X+ AT = (X5 4 (€4
El error en la suma, que indicarcinos mediante ¢ , v« €S por tanto
€ory == €5 + €y
Resta

De una manera semejante obtenemos

L]
€py = Cp—¢y

Multiplicacién

En este caso se ticne

~ T~

x'y

o)Ay o)
Xy 4 X, e b £.0,

Suponemos que los errores son mneno Mis poquetios que Las anoonima-

frenes, e amnoraremos el producto de los erroncs Fitone s

Ny X4 Ty, oy,

Cey T XCy + ey O
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Division

Tenemos

Multiplicando el denominador por 5/ y reacomodando términos obte-
nemos

£+ e, 1
§ \l+e/7

<IN
{

El factor,en paréntesis puede desarrollarse cn serie mediante una di-

visién:
i (-5 (- )
2= 1 =¥ M2 T
/4 7 37+ j

Efectuando la multiplicacién y despreciando todos los términos que con-
tienen productos o potencias de otden superior al primero de e, y ¢, te-
nemos

¢
+ = —
y

i

2] =y

4

X
o2 v
y

AR

'

Por lo tanto

., A
) ez/uﬁ‘;‘:""_.;ey

Para un cjemplo simple del significado de estas [érmulas, con idérese
fa suma de dos logaritmos de cuatro cifras Como podemos suponct que
fos logaritmos estin correctos hasta la cuarta cifia, sabemaos que ¢l error
en cada une no es mayor que 000005 Ei curor en la suma no pueqe see
mayor que 0000i. Natmalmente, no sabemos que sea tan giande, sin
que podria scrlo, ‘

Debe obsenarse que rara ves conocrnos o] sieno de un crior Por
eietnplo, no se dibe inferir que la suna merementa acmpre of cror s
que la resta siempre lo donnauye s demente porgae los cnroes e e
man cn la adicidn y sz restan en fa wbstraceion S_l b €rp or n fper e
signos difcrenies sourntd precisate nte fo contranio

Como tencnuy ahora formnlas para b prope v dnde oae ores
wlutos rn 1as cuatro eperaciones antmeLoan b peden o
Y

de <dir y obtener los crrore s olatea, Pap lovara sy tarey -
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tados han sido rcacomodados para mostrar explicitamente el efccto de
los errores ¢n los operandos.

Suma -
)50
Z+9§ I4+g\: Z+g\g
Resta
ey _ 2 fﬁ) y_(%
2=y 2-4 z-g\7
Multiplicacion
ety
-7
Division
€zry _ € &y

iy £ 0§

Es impartante comprondor daraune nte ¢l senificado de estas {ormue
las de propagacion, Partmaons de dos valoies aprosimnados, 3 ¥ 3, QUE COLs
tienen los cniowes ¢qy < Los cirores preden ser de cna quicr tso. Los
valores de Xy ¥ puedin ser resudtados expenimentales gre conticnen ctro-
res inherentes: pucden ser el 1esultado de algin cieulo previo efce-
tuado mediante un proceso infinito y por lo tanto pueden cnontensr
errores por Liuncamiunto; pucden ser resuitado de operacic: o5 atilaic-
ticas previas y par tanto contener enamces por tedonGeo. Fanbén pacden
con sura facihdad ser una conibinacion de los ties tipas que te han wi-
numerado.

Entonees Ias {drmulas antetiores dan el cnvor en el residtado de eadz
una de las operacioncs antinéucas en fanaon de X, . ¢f Y €y ufonicnda
que no hay cnor por redondeo en la opcracidn . Si conn o e con

t
frccucncm (qretternos ﬁ.lh(‘r .lllm.l COMmy se [ropaca (] CLINr et este re-

¢
sultado a otras operadion s animéucas, debomos g oar cxplicitamente
el error por yedondeo

A menudoe eseribinomos v osin L barea supenor, aunea AT SOr Ca e
pletamenie proccos deberia csanbse fa barr D) 1o poede infe-
vree en b mavetie de fon casos s ae tratl e o a0 osor o n v onn
def verdadero vator

La sitiocd'n pede aclararse con un sictiplo Superase que o e-

iy

L STAL N AR Y Canarputact e con tre s cantidade., LY.V S, v or s xv';;qu(!u{

Troorrranac g cen exactas, o deegr, que no Ceacn corotes 0 minoan
Sendne e que alentame
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u=(x+7y) z
Por la forma en que se escribié la capiesidn, debe cfcctuarse primero
la suma. Se supuso que ambos operandos no tieuen crror, asi que el
error propagado por la suma cs cero; sin embargo, al cfectuar ésta se
introduce un error por redondeo. Este error por redeondeo pucde const-
derarse como un error inhercate cn la suma cuando procedemos a eje-
cutar la multiplicacién. Si acordamos lamar ¢, ,, al ciror total en la

Suma, incluyendo cualquicr error propagado y el 1edondeo, se ticne

| ery
x +y

=5-10"¢

que ¢s simpleinente « limite en el error por redondeo en cualquicr ope-
racién aritmética, suponiendo siempre redondeo siméurico. Nuevamente
estamos suponicndo una computadota en la que los ntmneros de punto
flotante tiene una parte {raccionaria que consta de ¢t digitos decimales.

Sabemos que el error relativo en un producto s la suma de los erro-
res relativos de los dos factorces, mas ¢l creor por redondeo que se in-
troduce en la muluplicacién, Como el resuliado de la wmultiplicacién es
4, que es nuestra aproximacion a u, podemos escribir

€y €rair

~_

+ =
i X+y z+rm

en que e;/z es el error relativo en z, y rm ¢s el crior por icdondeo en la
multiplicacién. Como supusimos nulo €l error ¢n z, y como

Col | €rn __fw.{
= -—‘x+y+rm p— + {rmf

(La Gltima desigualdad se denomina la desigualdad triangular: 1a igual-
dad se cumple si ¢z .4/ (x + ) y rm ticnen signos iguales, y la desigualdad
si tienen signos diferenics.) Entonces tenemos

ey

=510 4+ 510~

Come al final del cilrulo conocemos u, podemoes facilinente obtener el
limite del error absainto:

leu] < @- 10—+

2.7 Graficas de procesos
’
. ‘. . o
Tenemos CXPrevionrs ue nos p rmiten conocer DEABACAC O R
errores que oxisten en los aperandas de las opoir coante Seas vy -

mos cn un ejemplo li manera de determinar el coer e tilen ooy e

O
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tacion. Necesitarios ahora una forea mds convencente de manejar cl
preblema de la propagacion de los errores en un cdleuln comp'eto.

Una griftca de procisos® es una representacidn pictdrica de la se-
cuencia en fa que se clectian lis operaciones aritméticas en una compu-
tacion, y un cxquema paua wientilicar las {lechas que aparecen en la
grafica de mancra que sea (Aol detennar o error tniad en el resultado
final El método tambi®n facihita deteinnnar fa contribncidon al ertor to-
tal de un error cualquicra en cualquier lugar de Li secuencia,

La figura 2.1 s la grifica de proceso del ejemnplo de la seccidn pre-
cedente, u = {x + y) - 2. Una grifica de proceso debe leerse de abajo
hacia arriba, sicuicndo las flechas Pruncio se cfectian todas las opera-
ciones en un unel horizontal dado, despuds todas las operaciones i
nivel superior siguicnte, y asi sucestvamente. Eala figura 21 sc ve ex-
plicitatnente que fa suma de vy y se efectita primero, y que el resultado
se multiplica po 2,

Hacta el mmomento ten 'mos sélo una represcntacion pictérica del or-
den de las operaciones antiéucas, lo ol os inteicsanie pero no es el
proposito principal A icganios ahora identificaciones a cada una de las
flechas, de acucido con las reglas siguientes, para ndicar la manera en
que s¢ propagan los enares

Suma

Considérese que las dos {lechas que llezan a un circulo de adicon
provienen de dos circulos cuyos resultados son @, y a.. (Estos “resulta-
dos” pucden en cfecto ser el resultado de otras operaciones, o nueden
scr datos de entrada cotno en nuestio cato ) La flecha que va de ¢ a
@ sc idenufica con la cuqueta a/(a, + a.) y la flecha que va < a;
a @ cop la etiqueta a_/(a, + a.).

Resta

Si la operacion es a, — a., las flechas coniespondientes pueden iden-
tificarse como a,/{a, — a;) y —a:/(a,—a.).

Multiplicacion

Las dos flechas que conducen a una mualtiphicacidn ilevan Ia wlen-
uhicacion 4 1.

® Tl uso de las griflicas de pracesns para eate fin fue surerido primeramente a
ey par el Pr K- vieth ML King de la Uliversidad Celumtna

O
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Diwvision

Si la division es a,/a., la flecha que va de a, a@so identifica con
+ 1, y la flecha que va de a. a @llcva la identificacion -~ 1.

El objcto de todo esto apaiece en la regla siguicnte: El crror relativo
sn el resultado dc cualquicr operacién (circulo) Gpaicce en ¢l resultado

g %

Fig. 2.1 Grdfice do proceso de la ope-
vacién u = (x  y) -z

Fig. 22 Graficoa de proceso de la figu-
ra 21, con los flechos identificades para
indicar la propagacién de les errores.

de la siguicnte operacion multiplicado por ¢l término que identifica la
flecha que unc ambas 'operaciones,

Por ejemplo, considérese Ia figura 22, que es igual a la figura 2.1,
pero con las flechas debidamnente wdentificadas.,

Supongamos ahoia que las tres cantidades de la figura 2.1 tienen erio-
res inherentes ielativos por redondeo Hamados 1y, 1, e 12, y veamos como
se aplica la regla. Considére.e prmeramente fa suma Tencenios un enior
relativo i en la cantidad x, éste apatcce en ] resultado de fa operadion
siguiente {Ia suma) muitiplicado por ei término que identifica la flecha
que une (+) con P:

x
—e,
vy *
Hemos onuticlo las barras en vy et v, proo debe sobpentenderce e (s
tas son aproximaciones a los valomes yerdadeo Dy by e oo o of
¢rroc en v, iw apotres wn el resaltade b oo oo YA
phicado per el trming goe adenthica Todboh cge v foe

O
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Hay finaltnente un cntor por redondeo en ia suma, al que llamamos 7,
y €l error relativo total cn ol resultado de la adicion es

LRSS S SR i+
x+y X4y X4y

Lo regla puede apheaise aloia a Ly multiplicacién. Uno de los fac-
tores o5 la suma de Xy 3. que tiene un ciror que se acaba de indicar;
éste aparcee como enior inherente cn el resultado de la multiplicacién,
de acucrdo con la regla, multiplicado por + 1. El enor inherenic por
redondco c¢n z, £, aparcce en ¢l 1esultado de la multiplicacidn mualtpli-
cado tambicn por + L. La multiplicacidn tendid an entoc por 1edon-
deo que llamaimos 7,, y el evor total después de efectuar la multiphcadion,
que ¢s el error total en u, es

e et 0 RS IS A

Si todos fos resuitados estin conectumente redondeacos {de acuerdo
con ¢l método de redondea convenido), ninguno de los crioies por ie-
dondeo sc1d wayor que 5- 107" Fntonces teacmos

(]

: . .
bt bov i L5 . 10—t
. S(lzj+1/+l.r+ l+3)510

Si tanto x como y son no ncgativos, catonces

| ¥ ,+ s ,
T

no puede ser mayor que i, y finalmentc teacnios

r'l rs
E[ 200167 = 2- 10+

2.8 Ejemplos

Apliquemos aliora la «onea de graficas de procens a ties cjeranlos,
para ver do gue sientca ks propagaesin del cnar en tomino, e oconare
tciones prictucas Las condiones que denvcmo, <erin direct unente
atilizablos oo muchas staacones de ios copitidos sanentes Bagos m

. - LGS | N
vles tonbe S Pasiian e vt haners altoctie 1 e Peohde e e e

oo resultan de tabaiae eon una compuiadara die als on egueg,] o

Prmeces resnitados e son o que cvperariamas de aoaerda con nues-

L, e

Ha o wodomateas ol tsicas




74 / métodos numéricos y programacion fortran

Ejemplo 1

Adicion de nameros positivos acomodados en orden ascendente.
Considérese el problema de sumar cuatro nimeros positivos:

y=x1+ X3+ x5 + x4
en que

O x < oy

La grifica de proceso sc mucstra c¢n la figura 2 3. Supongamos quc no
hay errores inherentes en las x,, y sean ry, 1, y 13 los errotes relativos por
redondco cn cada una de !las operaciones de ahajo hacia arriba. La apli-
cacién sistemitica de la regla para dcterminar cl error total en una gra-
fica de proceso da

X|+X3+X1

v + x. Xy 4+ X2 -+ X4
TXy Xy + Xy X,

n
X 4+ Xo 4 X3 Xy b oxa Xy o oxyg

e

bl = + Ts
¥

~Cancclando la suma x, + x: + x; en el primer término y multiplicando
toda la ccuacién por y = x + x2 + X3 + X, nos da

ey = Xy + x2) + (x4 x2 A x) A+ (X F x4 x5+ ox)

Multiplicando y rcacomodando los tériminos sc obticne

Ielll < (3x + 3x2 + 25 + x4) 5710~
Es obvio que cl limite en cl error total
(abso'uto o relative) dcebido a redon-
deo se minimiza reacomodando los tér-
minos de manera que los ndieros mas
pequeiios sean ios que prmiciamente

) s¢ sumen.

. Htxgto s,
b bry

Este resultado es un poco sorpren-
mx:flgfl‘

d(‘nt(‘, ya que todo nuestro cnticna-
miento natemditico ha estacdo basado en
o In suposicion —a menude implicita—
{t0vn de que la suma es a ociatina y conmn-
tativa La diferencia s» debe a que no
estamos operando con precosion anfi-
nita, que Lictaenente se supone en las
matematicas ¢lasicas Cada rewaltade
en una computadora debe expucsare en
un namero finto de dirtes e
r("illir( i("“ 7‘[":"' fale ttaegiler 0y ! 1

Fig 2.3 Grdfica de proceso para la hin compietunente nir Pas e e
adicion okt X X @n

) .
ma'ein aticas DRI A T ]
quo 0 A _Lnm<nln

O
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La férmula para el limite del crror total en la suma de n niuncros
que no ticnen crrores inherentes es

le) SUn—Dyxi + (n—1)xs + (n—2)xs + . . .
+ 2%54 + x,]°5° 10
Como un cjemplo numéiico supongas: que necesitamos cfectuar las
sumas de los siguicntes ndinctos:

0.2897 * 1O
0 1976 107
0218 10
07259 100
01638 10¢
0.6219 - 16°
02162 10°
05234108
0o 10
05291 - 10¢

Si sumamos en oaiden ascendonte, Ias sumas parciales suce ivas won las
siguientes (La pomera soma paceial es Ja suma de los dos prudicios na-
mieros. la segunda sima paraal e {a sima de Ia primera suma par.ial
y el tercer mituoio, ete ) “Iéngne on omente que cstamos sapoaenco
una computadora en [a que Golanantea tiene cuairo digitos, cada swi a
parcial .que excede cuatro d'gitos debe <or redondeada, Cste hedho, por
supuesto, es bisico para la expheacion total, aunque ocho digitos sctian
mds usuales en nGmeros de computadora.

07873 10"
03275-10¢
0.1053 - 10*
0.2691 - 10°
08910- 102
01056+ 107
08289 10°
02232 1o
0.7523 - 10*

Si por otra parte sumamos los nimeros en el orden inverso, de mayor
a menor, las sumas parciales son

06604+ 10
0721710
07433 108
0719510
G751 100
07518 10

7520 100

07
07320108
07520 10 Q

-
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La suma correcta a ocho ciftas se pucde encontrar conservando todos
los digitos en cada suma. Es 0.75229013 - 10*. Entonces ¢l error en la
suma ascendunte es — 0.1 - [0% wicntras que ¢f crror ¢n la suma descen-
dente es 2.9+ 10° que ¢s aproxirnadamente 30 veces mayor.

Los limites en los criotes son del orden de 5.3 - 10" para la suma as-
cendente y 33 - 10° para la descendente. En ambos casos los errores actua-
les son considerablemente menores que el error mdximo posible. El ertor
miximo, dado -por los limites, ocurre-cuando el redondeo de cada suma
parcial requicie desprecian una parte de menor significado que es apro-
ximadamente 1/2. lo cual ocunie raras veccs.

“Nétese que si~se descartan los dos nimeros s pequefios Iy
ascendente se convierte en 0.7522 - 10 que es ligeramiente diferente, pero
la suma descendente permance inalterada como 0.7520 - 10%, Lo que su-
cede es que los dos nidnicros mds pequeiios n la swma descendente son
demasiado pequeiios para afectar el altimo digito de la suina parcial
cuando sc agregan separadamente. Fn la suma ascendente, por otra par-
te, son sumados primcro, y su suma es lo suficientemente giande para
afectar ¢l Gltimo digito de las sumas parciales mayores.

sna

Bjemplo 2

Adicién d¢ cuatro nmiuncros positivos aptoximadarente iguales, Su-
péngase que cstamos sumando ¢uatro niimceros positivos, pero e ahora
son aproximadamente iguales. Podemos escribir

X = xq + -8, t = l’, 2,3. 4

Is.l < Xo . b

(El simbolo & significa “es mucho menor que”.) La aplicacion directa
de Ia regla al resultado de 1a suma de cuatro niimeros da

en que

fesl < (9x0 + 318,] - 3]8.] -+ 2/8.| 4 |84]) -5 10~
Como |8,] s pequeiia comparada con x,, icnemos aproximadamente

fe ] <45-107""1 -,

Este resultado se basa en calcular h< aimas parciales cono se indica en
iztaa 23, C nnml« rese una forma .xlu o de
v ferera

la graiica de procico de la
efcctunr 10 suma, como se indica en Ly grifica de pro ren (e
2.4 En ella y = (v, + ) 4+ (v, + o2 alictindo praneeo h: O
ciones encerradas en paréntesis -

Si "ﬂinﬂnlﬁ‘ fi, 7.V ro & fos Crrege s et r,,‘,- vleoy o) | S S

[ t . .

e los subiodhices indicando o] orde oo e e foitian O

O . O
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€ . Xy -k Xy Xy 4 X
Z=n - + 1 T + 1y
b4 X1+ X2 + Ay o+ X, Xy + X3 +.x;| + X4

Reacomodando, tencmios

leg < (2%, 4 2x: + 2%, + 2%¢,) "5° 10—

Haciendo nucvamiente x, = x, + 8§, y despreciando los términos cn
[8 | comparados con la a,, obtencmos finalmente

le)] < 410141 x,

Comparando con ¢l limute del error paia la grifica de proceso de la
figura 2.3, vemos que este aricglo da un limite higeramente menor, lo
cual no es intuitivamente obvio,

En general, si descamos sumar n? nimeros positivos de aproximada-
mente igual magnitud, ¢l erior total por redondeo se reduce si s¢ suman

2, b2y
bzt x‘

rybx,
X a3+ x3 by

Fig. 2.4 Difarente gréfico de preceso pora la suma do cualro nimeros. Los nimarss cere
(unon a los cleculos de c.dicién indican lo sacuencio do las adiciones,

en n grupns de n elementos cada uno y después se suman las n sumas
parciales. Para un valor grande de n, ¢ limite en el error es solo I/n
del limite correspondicnte a la suma de Jos n* términos en una sola “ faja”
(ver figura 2 3},
fernn) g el :
Como ejermplo numérnico consulirense ostos cuatro némeros:
xy= 05248 10°
X, = 05262 [0

Xy = 00226 40"
xy = 05278 10"

Podernos hacer x, = 05200 v

]

it

- = 4 conio antes. Sumando uro a con-
1 -
it uncsén del otro y redionde, nndo carrectarnente en cada ariicidn ohtene-
[N 0 1

. = 02102 - 10", “uiando separadanente %y 4+ x;, = 01031 - {0* v
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x3 + x = 01050 - 10", obicnemos y = 02101 - 10 La suma exacta
0.21009 - 10'.

El programador incxperto pudicra proguntaise si valen la pena cstas
pequeiias mecjoras. Debe tenctse en mente sicmipre que estamos presen-
tando e¢jemplos que requirren sélo unas cuantas opcraciones. Mas ade-
lante veremos proccsos que 1equicren cicmtos y a veces hasta miles de
opcraciones aritinéticas; en cstas situaciones mis reales un error pequeiio
pucde multiplicarse considerablemente en operaciones futuras. Lo que es-
tamos discuticndo tiene entonces importancia piactica bien definida.

: = L TSRFY PO,

Ejemplo 3~

Substraccién de dos numeios aproximadamente iguales. Supéngase

que tenemos z = x —y. De las férmulas de la pigina 69 sc obtiene en-

tonccs .
& = (e_) _ Y (fy)
2 zT+~y\=z r—y\y

Supéngase ahora que x y ¥ son ndmeros positivos correctamente redon-
deados, de manera que

Cp
B ) o X

Si x —y ¢s pequena, el error relativo en z pucde ser grande, aunque cl
error absoluto sca pequeiio. Como los crrores relativos son los que se pro-
pagan en computaciones de punto {lotante, csto pucde tencr un cfecto
dristico en los resultados finalcs.

Como cjemnplo simple supéngasc que tenemos

x = 0.5628" 10*
y.= 0.5631 * 10*

Coy

<510 ¢ | —

<510~

Entonccs
z = —0.0003 - {0*
Como conocemos x y ¥y, podemos escribir
€z ._n:')-_ . 1h—s 0~ — 001"
T S osio 10T <107 =001%
@l ¢ 93 0= 1070 = 0017
y S st 0TS s
quc‘ son crrores relativos poqueitos. Sin ciibargo
r_’. < 191 10~ = .‘_ Ve

o AR
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que es un error relativo grande. Este error reiativo grande en x —y sc
p.ropng'a a través de todas las computaciones que sicuen. Si la siguicnte
operacién fuera maltipiicar por 07259 - 10, e imprimiéramos el resul-
tado, éste seria 02178 - 10° que aparcntemente tiene una precisién de
cuatro digitos. Sin embargo, sélo uno dc los digitos ¢s correcto.

29 Lista de recomendaciones para lograr mayor precision

Algunas de las ideas preseniadas en este capitulo pueden resumirse
en una pequeiia lista de sugestiones para computaciones pricticas Alru-
nos de los cjercicios que sijzuen ilustran estos puntos y se indica cn la
lista la refcrencia correspondiente a ellos.

1. Cuando sc van a sumar y/o restar niuncros, trabajar sicmpie con
los nimecros mds pequeiios primero (Ejercicio 13).

2. De scr posible, evitar fa substraccién de dos niiracros aproximada-
mente iguales. Una expiesién que contenga sdicha substraccion puede a
menudo ser reescrita para cvitatla (Ljeccicios 12, 14y 18).

3. Una expresion del tipo a(b—¢) puede recscrivirse en la forma
ab—ac, y (a—b)/c purde reescribirse como a/c — b/c. Si hay nin~-
ros aproximadamente iguales en el pai‘ntesis, cjccutar la r€sta aates que
la multiplicacién. Esto evitard complicar el problema con errores de re-
dondco adicionales (Ejercicios 16 y 17).

4. Cuando no sc apiica ninguna de las reglas anteriores, rainimizar
el niimero de operaciones aritraélicas (Ejercicios 6 y 7).,

Ejercicios

®1. La corricnte pasa a través de una resistencia de 10 ohmios cuya precision euf

’ dentro del 1065, La corriente ¢ 2 0 amperios, medida con una aprouiracidn
de % 0.1 amp. Scgan la ley de Ohm, la calia de poteacial a travds de fa
resistencia cs el producto de la redistencia por la cortate ¢ CGuales son los
errores relativo y absoli to cn el voltaje calenludo? Despeeciar errores por
redondco.

2. La distancin adrea media entre Nueva York Yy San Francisco es 4300 hls-
metros, pero puede ser 320 kiddinetros s larga o mas corta Cebicn a va-
riaciones en la ruta La veiocidad de cracero de un avien dado s 9 hi aph,
Pero pucde variar hasta en (U0 kph en exceso 0 en del cto a caust de los
vientos. ¢Cuales son los linutes minimo y miienno de wuracion Jol vucio?

3. La rcactancia de un condensador esta dada por

-—‘l -

2=/C

en que X, = reactancia caparitiva, ohmios .
{ = frecuenaia, acles por segurdo
C = ciypacitancis, faradios .

¢Cualey 1t Iy Hlrantes de variac 6n de X, pars f = 400 £ | cmyC—=.G"
faradion £ {0552

Xn-
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4.

°3

*6.

o8,

10.
°fl.

12,

13.

14.

La posicién § de un cucrpo quc cac libremente en el vacio estd dada por
S ®a '/.-gt’

en que g = accleracién de la gravedad, metros/seg’
¢ = tiempo dc caida, scg.

Supdngase que g cs exactamente 9 81 m/scg’, prro que ¢ puede medirse sola-
mente dentro de % 0.1 scg Deinuestre que al anmentar ¢, aumenta el error
absoluto en el valor calculado de §, pero disminuye el error relativo.

Supéngasc que a €3 un niuncro positive propiamnente redondeado, y que el
numero 2 puede representarse exactamente en una computadora. Dibuje
grificas de procesos y determine los limites en los errores re'ativos madximos

-para demostrar que son iguales para u = a - a y para v = 2a.

Con las mismas hipdtesis que en cl ejercicio 5. demuesire que el fimite en ¢l
maiximo ervor relativo para u = a -+ @ + ¢ s mayor que para v = 3a. Ilustre
esto con a = 06992, conservando sdlo cuatro digitos después de cada opera-
cion aritmética. |

Supdngase que @ y b son mimeros positivos propiamente redondeados. Dibuje
grificas de proccsos y derive las exprestones para el limite del error, con las
que se demucstre que ¢l lirmite en el error relativo de u == 3(ab) es mnenor
que ¢l que corresponde a v — (a -+ a t a)b. liGstrelo para a = 0.4299 y
b = 06824.

Supéngase que x ¢s un nimero correctamente redondeado, Dibuje grificas
de procesos y dcerive expresiones para el limite det error con las que se de-
muestre que & = x- (x. (x x)) y v = (1")? tiencn el mismo limite de
error. ’

Supongase que x es un ndinero propiamente redondeado. Dibuje grificas de
procesos y derive expresiones para el limite del error con las que se demuestre
que u = x- (x-{x-(x (x-(x (x-2))))))ye=({s")") ticnen ¢l mis-
mo limite de error.

Demuestre que en decirnal flotante 10./10. = 10°%(1./10) y 2./2. = 2°*
(1.72.) pero 3 /3.5 3.%(1./3.). ’

Supdngase quc a, b, y x son niuncros positivos exactos, Mibuje grificas de
proccsos y derive expresiones para el limite del error para demostear que los
limites del error relativo por redondeo para u == ax 4 b¢' y para v =
(a + bx) son iguales, Use a = 0.7625, b == 0.6917, y x = 0.4302 para de-
mostrar que aungue los limites son iguales, los errores reales, que general-
mente son incnores que los limites, no tienen que ser iguaies.

Supéngase que @ y b son positivos y exactos, y que a > b Demuestre que
aunque en un sistema de precision infivita @ 4 b = (a'—b*)/(a—b), los
errores por redondeo pueden hacer que el serndo imembio resalte conside-
rablemrnte diferente del prunero Demrstre que ¢l easo pror ocutre cuando
los errores por redondeo mcurndos wl caleular o' v b son praximes al mfixi-
mo, pero de signo eontrario Ilistrese con @ =- 03525 y b = 0 3411, usando
aritmdtica de punto flotante de cuatro dieitos

Supéngase gue a et un nGinere postive propamente redondeada y que cl
namero | puede ser representado exoctapunte Conaddrese Tig o preciores
ue= (1l 4 a)yve~=1+ (204 a') Demurstes que cianda a eeece e e
nidamnente Tos limites para el crror relativo en u v on e son apre ord eoents
iguales, pero cuando a distny e iadelundamence -l Tirte 8 Lereor 07 20
en u ticnde al triple del liite del crror rriving rnov Husre e o000
a = 02635

Dibuje un gedhca de procesny clienciuns sopee “opara el te o .
relatine en Ja apervtdn fa v bl --h Liovrelo con g e coondb o '
b =09 yean g =N 0ty b —~ 005007

11, ¢ ¢

[

hv

17.

“18.

19.

O
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Considcrese la exprisciin 5a -1 b. Demuestre que en ¢l resultado ¢l error
relativo inhierente en « influye cinco veces mis que el error relanvo inherente
en b.

Considérense las exprosiones u = (@ ——b)/c y v = a/c — b/c. Supbngase
que a, b, y ¢ son todos posibvos y no tienen eriores inhicrentes y que @ = b
Dewuestre que ¢l error relativo por 1edondeo en v puede ser inucho muvor
que ¢l error relative por rcdondro en u Thistre esto con a =~ 0) t1,b = 0356,y
¢ = 0.70, usando anitmdtica de punto flotante de dos digitos

Considérense las cxpresiones w2 a° (b—-¢) y v =ab--ac, en las que
auponctios que a > 0, 8> 0, ¢>0, b > ¢, y b 2x c. Demurstre que en las
condiciones citadas u triene mucho mayor precisién relativa que ¢ Demucstre
que con a = 0.9364, b == 06392, y ¢ =0 6375, u = 01592 . 107 lo cual
cs una expresion propunente redondeada de la respuesta exacta, pero
v = 01500107

Supoéngase que los coelicientes en la ccutciGn cuadriuca ax’ 4 bx + ¢ = 0,
son todos positivos y cxaclus, y que b » 4ac. Demuestre prmrramente que
con precisidn infinita la menor de las dos raices estd dada por

fy o B E Vb —tac
' 2a
o por
—2c
X.' -

P .

b i Vb -~ e
Demuestre despuds que parn las condidiencs especific wlas d ¢ nuche
mejor preasion relatna Demuestre gue con g —~ 0 1000 ', s - 01002
10, y ¢ = 08000 10 %, 4y == -0 150010 " y x' =~ 02000 107" La ul.
tima es la raiz exacta {Pucde tambin mostrar que en una widne de proceao
la raiz cuadrada es un circulo al que Hera un solo operande Ll error telativo
inherente en ¢l operando aparece en fa raiz cuadrad mnaluphcada por 'y
la flecha que unc el ope.ando con el circulo de la raiz cuads wla puede jaen-
tificarse con dicha marca L. raiz cuadiada contiear un etrur relitnvo poe
redondeo adicional que cn la mayoria de los sistemas FORTRAN no exc ede
lo—lol.)

Considérese las ccuaciones shinultincas

ax + by = ¢ '
dx 4 ey = f
y la solucién por la regla de Cramer
re--- bf
¥ = ae-- bd
af -ed
Y™ e --hd
Demuestre que si ae - bd es poguedio, by preoasion de T soluc.in puede ser

deficie nte, aunque les conficienies o teyman errores inhirrentes Hustre lo
antenor mostiando gue o saluaon del sistoma

0200 ¢ 01208y ~- 0201
01071 t 02136y —~ 04018

ebtenidy ean antmdticy de panta flotante de caatro divies evx = - 1714,

o B ITO Laentrac e by ac'ueidn ety que poacede ol tenerce con antinés

voude porta flanint e ool dititos, ey v 2 2000,y - 5000 S los
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coeficientes en si son incxactos . i
s o : ctos. comn ecurre en by mayoria de los casos, la
20, E este sistema pucede carceer totalmente de significado
. El siguiente problema, sugernido por Ruhard V rAndree, demuestre efectiva-
mente que cl redondes no es el vnico probicma en computacion numériea,
Considérese el sistema

2450y 170
1.5x + 7501y =25 503

Demuestre que si : ic il
 emuesty que si se conservan suficientes '(hmtos para_hacer cero todos los
otes” por redondeo el sistema tendid solugidn fnica, x =2 y =3
. . . - ' .
Dcm}xcslrc despuds que si el tdrmine constante de la scgunda ecnacién se
convierte cn 25 5‘01, que cs una modilicnadn de una parte en 12,000 se
obtiene una solucién mucho muy diferente A
. Si llos cocflclwn(dcs y los términos independientes fueran resuitados expe-
rimentales con la duda
mentales ) d: cnrrcspomhcnt(_: acerca de sus valores exactos, la
ucion” careceria totalmente de sentido.

CAPITULO

3.1 Introduccidn

Vimos en ¢l capitulo 1 que Las funcones dementales comunes -~ weno
coseno, logatitmo, ete. - estin disponibles cu FORTRAN con ewcnibn
simplemente el neabie adocuado Estas nnctones suminictradas atotad-
ticamente son adecaadas pata muchos fines, Otras voces, sin embare
puedern no ser suficientemente rapidas; pucden deperdician tomapo calon-
lando Las funciones connucha rrayor proasidn de la que cs necessin o
pucde necesitarse una funcién de v que no se dispone en Ia st -
tindar

Por esias razones principiamos nucsiio estudio de mdndos due comie-
tacion numdiica con ¢l tema de valuacidn de fundones La presentacion
se desarrolla mwdiante una fundion conodida, ol seno, pero hay que notar
que los misimos métodos s aphean a coualquer funadn que pucda dese
arrollaise cn serie de Taylor La reprcsentacion de vna [inadn mediante
una serie de "Taylor, con lo que el lector debe estar familarizado por sus
estudios de Cileudo, ¢s ¢l punto de paruda para valuar cualquier funcion
por los métodos que aqui s exphcan

Adeniis de presentar mdtodos de vaduacion de tunciones, este capi-
tulo trata el importante tema de (dmo evaina nejor un pehinomio
continda el desauiollo de Ladea fundame ntal de andlisis dei crror

3.2 Series de potencias

Cuanda s trobaja con cualguier FEPTOS at GO en Sere G I
cion Jo prnoere b hacet, o reducn s oes coshic b raneo Bl e -
tnte paa el gue seopogniere aalcalar Lo dondn Tsto - gacmd aone -
Sorableiaente o] creor e todendeo [ G0l e Gn maiematiea de .
]

oo . - ' . . PR '
deven thomime de Jeooo cedn e e peeincnis STavier e comntes

. O
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tamente ilida para todos los valoies del angumento, esto es, st fueia
posible consenar un ndmero iufinito de digitos en cada- operacion avit-
wmética. Computacionalmente, la seric simple del seno es indtil para in-
gulos grandes y produce resultados que no ticnen ninguna cifra signi-
ficativa vilida. )

Afortunadamente csto no es probleta en el caso de la seiic del seno.
Recuérdese que si 7 ¢s cntero

sen (nz+ ¥) = sennzcosy 4 cosnrseny = (——1)"seny,

' ’ : ——'—;'<r<'§'

Asf, restando un maltiplo adecuado de = podemnos 1educir el problema
de dcterminar el scno de cualquier dngulo a la detenminacion del seno de
un angulo comprendido entre -—x/2 y =/2. Finalimente, si hacewos la
sustitucion

TX L dy .
= "2“, «en Y == sen -:Z

es suficicate con considern sen =2 para -- 1 < x < 1L
En la prictica la reduccidn no se hace mediante testa acpetrda. En
vez de ello el angulo original se divide entie =, con la division preparada
dentro de la miqguina de mancia que el cociente ¢s un entero. Elresiduo
.. serd entonces un dngulo comprendido entie 0 y = Si el 1esiduo estd com-
prendido entre =/2 y =, una resta final de = produce un angulo compien-
dido cntre —=/2 y =/2. El cociente entero se usa solamente para deter-

- minar si‘el signo dc! resultado [inal debe alterdtse 77 7
Estas operaciones prchminares en el Jngulo modifican su erior inhe-
rente. El valor de = usado en la division conticne un cnor inherente poi
redondeo, ya que = es un nimero wiacional; la disminucion de la mnag-
nitud del dngulo aumenta su crror ielativo aunque el error absoluto es
el misuio; la sustitucion y = 7x/2 inttoduee un error por redondeo adi-
cional. Un andlisis conipleto del enno debe considerar todos estos facto-
ies. En la prictica, sin embaigo, tales efectos serin oscurecidos por la
incertidumbre en el valor del dngulo originat y por el crior comeudo
al tiuncar a sene usada para caleular ol vador de la fundidn Esto -
tiiio es nuestto pnncipal interds en este capitalo.

Los primetos cinco téminos de 1a sene de “tandor para el seno s

rz rr LA 1 (1!’1‘ s 1 [=r\’ L n:‘)q
(3.1) ""?’*\‘_2—“51(?> * 5 \Tz') —7!(7.5> +w('z

= 13707063 — 0 643001103 4+ 0 0Tan0lu26,*
— QO0RITS T 4- D 0ODENGEES

O
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o0 0i2 04

005}~

™

=010
=015}
0201~

« x10°

=025
. -030¢-
~0.35}
=040 L 1 ] A

Fig. 3.1 Curve del errar para la serie truncada de Toylor (2.7}

La saiic completa ticne un ntmero o de wWéimmnes, s que haoos
introducido uin error poc Lancamiento. Se puede deinostiar que para
Cll:llquier sene alternante cenvergente este erior por truncaniento ao es
mayor ¢ue ¢l pranee tmino despreaiado:

I fzr\}" R "
3.2) ler] < mi\z < 0.0000035988 =~ 3.6 - 10~°
(x cs a lo sumo, 1.) N

La figura 3.1 es una grifica del enor total incurrido al usar la seiic
(3.1). Este enor wotal induye los erioies por ttuncamiento y por re-
dondco, peio ¢l ettor por ttuncaniento predottuna en este caso Notew
que aunque cl crror s esencialmente cero para |y, <Yy, aumenta sapida-
mente cuando x tcnde a 1. El error mdximo es 354 10™, lo cual estd
de acuerdo con el limite dado en la expresion (3.25.

3.3 Series de Chebyshov

Tuteresa ver st hw alguna mancra de rednca o nagnatad wel co
cerca de oy cs b Podemias Jogrado, pero solanente a expensas de aunen-
tar el errac on adedn oto Ineae Ta Ko que vaneos a e o anos
Las veries de Chebyshes, distidauye o Lror o tede Gondenvado

Corn este {1 Gelmnnmen Tos l,)u:i”(”.,(,q e Chare b sten I, vi como

vioage s

bt 1.0y - cosnf
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+1 Tolx) bl
Taix) Ta(x) Tu(x)
. x
x2
)
. 1 L. |
J - . -1 E
-1 +1 +1
-] r—
-1 T Fig. 3.3 Graficas do los tres primeras artencias de x
Fig. 3.2 Graficas de los polinomios de Cheobyshev 1W(x), T's(x), Ta(x), v Ta(x). <y
(77N Tair(x) = 2T, (v To (X

en que x = cosd, En otras palalias, )
q s palalnas Mediante las ccuaciones (34), (35), (3.6) y (3.7) podemos enco-tiar

. cualquier polinoinio de Chebyshevy Por ¢jemplo, hacicndon = 2 en (37)
T'a(x) = cos (n arccos x)

obtenemos
Por ejemplo, T = 2T () - T (%)
“(34) To(x) =vtos0 = | - . y usando (3.5) y (3.6) - ————
(3.5) T (x) = cos0 = x . Ta(x) = 2¢(2%% - 1) —x = 4 3v
(36) T;(x) = cos0 = cos* 0 senf = v —. (L == v?) = 27— En la parte A del aptadice 2 se tucluye una heta de los 12 primeros
' polinomios de Chebyshev, junto con las primeras 1 potencias de x ex-
Podriamos continuar usando identidades trigonométricas pata en- presadas en términos de los polinomios de Chelishiey,
contrar tantos clementos T (x) como quisiéramos, pero en vez de cllo Los primeros cuatro polinomios de Chebyshey s grafican en la fi-
vamnos a establecer una {Mimula de recuriencia que definird cualquicr gura 3.2, Los sguicntes 70001 siquen esailando entre 42 1) con Las osci-

Ta.1(x) en funcion de 1 ,(x) veTn o (x). laciones cada verz inds llecatntes confonme 7 aumenta

le needtionierds en los jo-

Como contraste, ¥ para mmostrar Lo rasin ¢

Tan(x) =cos (r 1+ 0) = cosnficos O - -sen nf sen O linotios de Chiebyshes en da fimura 37 se zrafican ias tres primeias
potencias de x Comparaido Las dos figaeas, sewns que mn canbio en jos
Too(x) - cos(nd 0) = cosndcos@ i sennfsen0 coeticientes de las funcwonco wsadas oo una serie de "Casdor [ v, 0007,

. ) tendiin un efecto nucho maser para e = 1 oque cerea del e,
Sumando estas dos ccuacionses, ohtenrmos mirntras que el efeco de un cambio on los cocficientes de usa sede cus
Gyv»-‘ trinunos son ot polnomios de Chebyshev se distribuird on el intenalo
Tavilx) &+ Tay(X) = 2eoamiconti Nigo cort bty = 1

; | O | O
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¢ x 10°
o

-5} -

-10 1 -
0 02 04 06 08 10

Fig. 3.4 Curva dol error poro la aproximacién. (3 8). Nétese ol combio ds escola con

raspecto a la figure 3.1.

El problema-de la detenininacidn de los cocficientes en la scric de

* Chebyshev es algo complejo y no se discute en este lilbio.* El resultado

para una seric que determmina ol seno mediante polinomins de Chebyshev

hasta de grado 9 y por lo tanto resulte en una expresion de potencias
impares dc x hasta de grado 9 cs el siguicnte.**

(3.8) sen (%I) = 1.3707963x — 0.61396336:% + 0.0796881752°
-]
— 0.0016722203¢7 + 0.00015081716x°

La curva del ertor paa esta aproziimacion se muestta en la figura
3.4. Debe ser comparada con la serie de Tavlor de la ligaru 3.1, que
eontiene-las mismas potencias dé x, pero coni difeicntes cocficicutes. (N6-
tese ¢l cambio cn fa escalal) i oesa fligura vaaes las earacteristicas de
la expansion en polinomios de Chebysivy s el coor mdximo es menor
que con la serie de Toylor, los puntos die ciror minino ostan’ distibuidos
a lo largo del intervalo, y los signos de los criores mixinmos se altetnan.

La dilerencia entie los dos tipos de aprosimacion se muestiia mis cla-
ramente ¢n la fizuia 3.5, on la que s presonta la Tincidn seno con as
dos ?])ln\im.ldun:'\. Pt SUpUesto el error ocoanuestua miuy ('\:‘.gnn(lo

La “wejor” iprosimacion, que es L que tone an salor minimo para
ol valor miximo del enror en et intenvalo -1y <7 1 se Hama aproai-
macion de Chebydico, Fsto es daferente & o que hicamos anteriotente,
que fue una cpansion on polmonsios do Chebushed, Por supuesto) esis-
ten mdtodos para obtener la aproximacdn de Chcysdev, pero el talingo

adicional requendo pina obitenodda tane vez e justificn, dada la pequeny

* Fllector mtoresado pucde consaltar “Mata saane o Tables, Chebashoy se-
vies for Mathootre d Fencnons ', O W Glorloow Nat Dinvs Iah (Gaan I«
tana), 1002, pira tener wn eaphicacddn dot b o del oo )

e® Tubia 9 de “Chdnshey Approsumitens of Some Trocendont Fbeooe,
for Use 1n Diestal Compuung”, A W Dugvestgn y A} Delien, 070 70 1
Rept, 16 (\brd, 1961), Fste rporte tambuen contione vy e € b v
muchag funcones clenentaley {log, sene, arctin ovp ot

@
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reduccién relativa en ¢l crror.* (Muchos centros de cilculo ticnen pro-
gramas para dceterminar [a aproximacién de Cheby iev para una funcién

cualquiera. En cse case la detenininacién de la aproxunacién es casi un
procese de rutina,)

P T T T T -
. | Sene de
. Taylor -
truncada
.
:‘N sen
< T Senie de .
. 3 Chebyshev
. _ ] R
H i ] ] L
0 02 04 06 _ 08 16- x

Fig. 3.5 La funcién scno, la apresunanidn de Chebyshev,

y la aproxtmacien modiante
la sene do Taylor truncada. Los errares estén

tonsiderablemento exagerados

3.4 Acortamiento de series de potencias

Los poiinomios d, Chebyshev propuracnan un buena aniosieacon

a wna funcion, v, e SRTIR . !
aon, ya que el coer mimo s pequena, petoes aleo difiol

calcular Ia apiovinacidn. A menado vale 1o preoe dosacgonla

de computadora que e utiliza con frecunongnm por runchos procaaados

res, pero el esluerso e 1oquacre deoun procramadom
:

U WHL 1uting

el dosarralia pana
su o persondd una evpanaon o polmcnnes de Chelinshoy
b

! N Ot -
ralivente sape tior a s utlica!

Fraste un mdtodo relativame nie facil de e gomar ona s oo e Lades
. ) ‘- 'l. Y "
La detormina ion de jos con licientes ieior dos no v dioresl, que ol

o ve. .
e '?'r. por cpemale, T D Mo shog y JU Worench “The Do noton
YT \’I,H”‘IIU,II.IH; tobhvnonaad for w Difforonn he ] Tt .1/.1!1’)

s Dt NS (1499).

NITRY
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método, llamado economizacion o acortamicnto de uma scric de poten-
cias, cae dentro del rango de aplicabilidad (n computaciones de aso fre-
cuente,

_Considérese nucvamiente a setie de “Taylor para ¢l seno, pero ahora .
incluyendo términos hasta x''.

X

sen = = 1.570796% ¢ — - 0.645964 10\ + 0.079692626x"

2 .
— 0.004681754127 |- 0.000160141 18" — 0.0000035988432x*"!

De la parte B dcl apéndice 2 tenemos

_ 1
1024

Recmplazando ahora Ty, T, Ts, Ty Ty con las expresiones dadas en
la partc A del apéndice 2, se obtiene

Xt (4627, + 3307, + 165T, + 55T + 11T\ + Tw)

e —- Tﬁlﬁ (11x —220¢* + 1232x5 - 281647 + 2816x° + Tu)
Recmplazando el valor de x'* dado en esta (cuacioén en la serie de Tay-
lor, obtenemos

EX')) ser;(iz:—c)’ = 1.5707962r — 0.61596332r® + 0.079688296r° -
— 0.0046718573z7 + 0.000150541362° — 0.00000000351 T 11

1.

! PRI N 7 - PR Py ..
Como T, (x) nunca es mayor que | en valor absoliito, el “dltimo tér-
mino cs

ler] < 3.51-10-°

siempre y cuando hayamos drterminado los ¢oeficientes de (3.9) con
precision infinita. Como este no s el caso, ¢l error al utilizar (3.9) es
considerablemente mayor. De heclho, evalnando (3.3) para varios valores
de x, sc obticne ¢l crror miximo

max |er] = 807107 «

Este es wmenor que el error por truncannento dgﬁ:\ serie de Taylor del
mismo wiado [v.c'r (3]

La curva del error para (39 s muestra en la fiema 36 Notese que
la :\iun\'im:\cit'm es meior que | (que s ohtiene con Ia wrie de Uavlor
no acortada (fimura 3 1, notando el eambin de eseala) prro no tan Loe
como la obtenida con Ia serie de Chebyehew (fignra 3 3, e il nt
para 07 el 210

F.l I)I'O('("ﬂ de avon antento v docont e \? pre dev mep v 0y

: : = N . Lt P
7ad>—or un polinouio d- rrade 7y e Iy Nt nte

O
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truncaniicnto seria cntonces wayor, El proceso de acortamicnto pucde
continuarse micntras ¢l crror penuanczca dentro de los limites acepta-
bles. En la parte C del apéndice 2 se dan formulas para el acoitamicento
de todas las potencias de x hasta la '

60

T | o ] LB

201 - ' -

30— -

Fig. 3.6 Curva del error para la sene comprimida dol seno {3.9).

3.5 Valuacion de series

Independientemente d-! upo de seric usada para repieseniar-una {un-
cion —scrie de Taylor, de Cletashev, o comprimida — el anadisea ticne
que encarar eventualmente el problema de determinar el valor aumé-
rico d¢ un polinomio de la fonna

1310, IY) A boan s oand = @p X"V 2 gt

Fote polinomio pmede set e otiodado en una forina GHe N SGlo O TS

veida de calealane, sino tandnén mis preasa en mudhos ¢aso, e oan-
. otutice Lloviaemon a czibo ana derivacion detallada de fa thoniea
e cevtcantac on o aunque el resitado oy Latwhivamesite obvio o con i
. 1

e e b paa aplicaciones futinas, espuaalme ntg las del

.. Yt . ,
voteeren o dividinny v entie ”-.O,.). Obhi ndre-
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mos un cociente que ¢s un polinomio de grado » — 1y un residuo cons-
tante:

(3.11 pler - eexd (b n b s o et N b,

Nétese que p(xs) = ba, asi que si podemos encontrar b, tendieinos una
manera de valuar 7v,;. Esto se puede hacer facilinente. Efectuando Lo
wultiplicacién en el segundo wicmbro de (3.11) e igualando potencias

iguales de v:

ay == b.

Ay-y == bn-' ‘:2.\-.1),, ’ N

a, " ": [ \nb)‘|

a. = b, b )
0

h,' = @y, .

b, =a,+ by = Ho—=te...,0

Por lo tanto. podeinos calcular ba. by 1y buzs oo Y ﬁlﬂlla'lllll'lll(‘: ib.. en
esc orden. ' . .
Por cjemuplo, sta n = 3 y nétese que las b's sucesivas son las si-
guientes, e am e e
b:. = a,
- b‘ = dg -4 R¥Y- 33 . A
by = a- + xa(a, + Aoas)

b, == as + v, + Xu(a, + V,al))

b| == a, 4 T,{flz -4 .\'n(ﬂ..’ wala, \.,li-,)))

bo = @g + x.7a, + xo{a: - wa(a. -+ valag -t e} } )

Cotno 10 dinos nie 2w testiiceion a va, puede ser cualgquicr v, v poce-
s abandona ¢l subindice cevo. /
Este mctodo de s al v el polinoune {3 10) s connte coma la regla

o v
e I[()P"Cf. Y Se e lCilﬂ_\l‘ll(.ll “"n ';l‘ll(‘l.ll ¢noaa ot

. b
plry — au = Viao O v {a, A fay
K 1 t . . Ik
[.as @'s Cit esta Ctu ann son las st gue e i Queda chuo
. , . . . e, v
en la computacion e civctuan prneoe Jon parcntess s it

( PPN O R IR
realiclad, pn esiste onaommant de efoctian di amnnntn

1
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birla totalmwente. A causa de la apanencia de la fonnada, la regla de
Hawer se denomina a menudo proseo de anidamicnts,

La evaluacion de un polinomio genead mediante {aaegla de Horner
requicre de » multiplicaciones y n adiciones. El ntunero de minltiplicacio-
nes en Lt evaleacion de (3.00) es n{n 4 1) /2 si cada potencia de v s
obtiene wmediante mualtiplicaciones sucesivas
por voes decin Wk = ek 1 ete,

hua la maymia de Jas aplicaciones Loegla
de Hormer e sufiicnte y se usa con ficcuen-
cia. Para polinomios especiales que deben s
valuados gran munero de veeds con diferentes
argumentos, se han creado métodos gue sedu-
cen consilerablemente el nineio otal de
operaciones atitméticas.”

Natimalmente el métocdo de ovalia ién de
un polinoune tene v asfluencoa ansides
table en la propagacion de los erores wilie-
tentes y de Jos gue se intioducen por edon-
dea. Por ecjemplo, supomzase gue neeesitimos
valuae ol polinoniio de «egundo giado.

’l(\:l z=a ) by o} oen”

La g ificd de’proceso para o regla de’ flor- '.‘:‘“.?.,‘
ner se maestta en la figquea 3.7, Las flechas ¢
estian identificadas en l fonma descrita en f")
el epitila 2, pag. 70, : ‘S
Podemis entonces detenmuni el efecto en @ +1
plx) de los crrores inherentes y de los ertores
por redondeo. Scan my y o, los errores re- (S
latives en Ia primera vy oseannda mahiplicas
Crones respec Uy anente, o y o, fos errores 1e- Fig. 37 Grufien de process
lativos por tedondeo en das dos adicunes P2 voivar vy

4 ¢x? mediante la reqla d»

Figatimente, sea A o coror anherente ea v,.  Hermer, piv; = o Cohoy
y scan 8. 8 y & lov curores inficrentes en €
a, by ¢, respectivamente Lntonces
2 . 2 :
cro bxg i rro° bra + 707\
fp=28, -~— 48 --—— +§ - - S :
plro) PATa) pPLrg) plra P /
cry? hro + cr)? S, cdnt
+my - -+ s R I - 4o,
plroj IR pria)

o
* Vo CEaadvanon of Polonomids by Congomiter Doaald PR ah ¢
romg i he Nwoctation Iy € o (R FITIR HRTH T TN D e T
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El crior alsoluto en fivs) s

( : ' : b))
est pivel == A (8, <23 L my ) om0 . .
’ " " -+ ')-\'..(Sb - A m, i oy ! l(_-) + a(8¢ i (I:)
Para una computadoia con ¢ digitos decimales en la mantisa de cada
cantidad de punto flotante y para Ivol < 1 tenemos
-0 g3t el [ 4 A
leas p(x0)t <5107 (Tie] + 5(h] 4 2jal) K
- S T. . . . . . . .' i
Considérese ahora otra forma de valuar el polinonio, a saber, la cvat
Juacién dirccta en la forma en que estd escrito. Podemos representar -la
.secuencia de operaciones reagrupando los_términos de la mancra sngjmln-
% H I 4 » Al . :‘
te; las operaciones denuio de parcutesis se ejecutan primero, despuds las
’ . . . . . (1.
encerradas cn paréntesis icctangulares y finalimente la aperacion enc
irada cn Haves.

p(xo) = {la + (b "xo)] + ¢ (xo'o"o)}

La grifica dc proceso se presenta en la figu-rm '18 S.can <,y @z l;)’s
errorcs relativos por redondeo en las dos .ldlcmincs indicadas por los sub-
indices, y sean m,, m. y my los criowes rcl’atnio.s por redondeo en las
multiplicaciones indicadas con los mismos indices. Entonces

plxa) ep= cva2(8e + 28 + my + my -+ @) ‘
L A bx(8 FAA MA@ b a) +alle Fa @)

y nuevamente para el caso de x| < 1

AT L B |(‘1" .I,(a'to)‘ g.? : 10—-‘ (6|CI ltlmmn“!‘l%lal)fhﬁ‘g*u‘n

Por lo tanto

E, — En =510~ (la] — le])

#.g 38 Grilico de pratesa puro £70. Y . e .

O )

e

.. » . ! . ~
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Si lal > Jcf. La regly de Homer da un fre menor per efecto de los
errores inherentes y de sedondeo En ol cavon que se tratan en este
capitulo se <atislace esta condicidin: las sones son senes truns adas con-
vergentes, ¥ los covficientes w teducen para potencias mds altas de v

Entonces en esta v en muchas otras aplicadiones priacticas fa rogla
de Hoiner no solo alionta tiemjio de comjantacion por requetir smenol
namero de opetaciones atitménueas, sino tambica produce un menor crier
absoluto por 1cdondeo

Para un polinomio genetal, como el de La ecuacion (3.10), ¢l limite
del ‘error obtenide mediante la togla die Horner es

. error < 5 - lO"[ i (37 + 2)ia,| - |Gn!]

1=0

En el caso de scies convergentes, los a, disunnvern con 2,y en fa expie-
sion del thante del ervor los cocficientes mads grandes estin muluplicado.
.por los ndunero. wias peguenos

Vale la pena hacer notar nuevamente gue estas son los limites supe-

riores para los entores inherentes ¥ de redondeo Los etrores reales sun
considerablemente mds pegueiios

3.6 Aproximaciones racionales y fracciones continuadas

Algunas funciones no putden ser decarrodadss comvementenicnte en
términos de polinomios. Fa otias ocasiones se dispone de un desarrallo
polinomial precivo, pero converge muy lentainente. Por estas razones re-
curri nos a otra forma de 1epresentacién de funciones: aproximactin ra-
cional, en la cual trabajamos con ¢} cociente de dos polinomios,

Nucvamente empezamos a partir de una expansion en serie de Taylor

(3.12)  f(x) = a@n + aix I anx® 4 ax’ Fapnt i oand
+ a,;.\"' 4- a1x1 +
A continuacién escribimos f(x) como el cociente de dos polinowmios e

tercer grado

- b oAl 8
(3.13) i(%) by - by 4 bt b

1+ ¢4 26 -+ 040

La constante + | que aparcce en ¢l denominador no indica pérdida de
reaeralidad, ya que cualquicr otra constante que apareciera ahi pod:ia

~wr simplificada dividicndo entre clla numerador y denominador. Igua-

Fevdo dos serumdos wiembros de (3.12) y (3.13) y simplificando las frac-

c ey ten oS :
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be + byt bt ¢ b - .
\ =l cx + 6 ke X (G tax+ ... 4+ axX)

Muluplicando y agrupones hatencias iguales de x,

; by =

= @y + ayty

=a; + @y } ayr;

= 8y + ax¢;: + aCa - QuCs
= Q¢ + a6y F a3 + ac;
= G; + as6y -+ aic; 1 azey
= 8o A @€y -} Ay |- 36,

cooSTSTT

(Las tres ultitnas ecuaciones resultan de haber supuesto una forma de
representacion en la que los coeficientes de potencias de x de orden su-
perior al tercero en el numerador son cero.)

Tenemos ahora sicte ernaciones en las sicte incdgnitas by, by, by, bs,
¢y, €2, ¥ ¢~ Estas sicte ccuaciones simultineas pueden ser 1esueltas por
los métndas que se indican en el capimilo 8.

Estimamos €l crror rn csta fornuulacién considerando la magnitud
del coeficiente de &: « estuvicra incluido, dividido por el valor del de-
vw~minador:

{@as + a.c, + a:ca 4 aye )Y
oL+ i F €x? 4 e x? N .

Esta cs una aproximaci‘n finicamente al error por truncamicnto y no in-

cluye ¢l error por redondio, pero el error por tiuncamicnto general-

mente serk muclo mayor que el éfror por redondvo,

Gencralmente las aproximaciones racionales no se valian como se
expiesa en la ecuacion /3 13}, sino mediante ¢l uso de una fraccidn con-
tinuada cquivalente Porlemos ver cdmo se lleva a cabo esto consideran-
do por ultima vez la funcién seno

. rT rr 1 [=z\? U /rr\®
311 enf{oz) = TF _ 2 (7T R &
1Y S"(‘z) 2 :;!(2) ‘L.-.!(‘E) - F

Buscaumos una aprovmarion racional de la forma ®

® La se'cecton de v fornmy apropoda para una aproxomaaion wacional eeen
parte ciencia, en parte arie,y on parie buen juicio guiada por L esponendie No
podemos dar poslas o plicir s pera gl menos podemos jushifiear Tis ot s
generales de aste Gpanp’s No pecesttatios un térnuan constante en el oreceer vlor,

g Uy eramos unee 16 o user oo, | orque o senn de cero vode cero Dot
[nlt'l!r‘ ‘\"flfl(‘.lr qn(‘ [ A ST 1 (Il' nin ll'l'l"‘)'.!) [IR21 \. (1] '| numer o F ) »l-n
oo e v on b der e cntoe e ede o e o eene e f .
impu, e doar on t ry seep S b ddeeme s e teep 0 o )
i boprndientes ey cor o teate conn by e ol e 0! et

LT R LT T T TR T N A B Ty TPV TN L LR S PR I
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(3.15) sen (?’f) ar - b’

I +ecr

y

. v N\ 1 #\% 1 1 .
) (1 + ez?) EI—(2 3—'r’+(2) g'r”-—(é) _;_—!Jz:')=a.’:~1¥-hrJ

Por lo tanto

w
. e = 2 {potencias de x)
. * (,): L p (powncias de &°
2. - = ote .
2- 92} 3 ) ['otencias de &)

=

=\’ 1 r\* .
—cls 3_!+ 5) ; =0 (potrncias dv.? x*)

Determinando el valor de ¢ en Ta ltima eCuacion, encmos

5(5)
c=—1{-
20\2

>

0.12337 0055

Entonces
(3.16) b = 1(’1’): = —0.43217.4868
- fo\z) T TOH2ITAR0
y
»
@=3 = 1.57079 633
El error aproximads por truncamicnto es
<x) 1. ’
C o\ T 006iesiad
(:)2 . 14+ 0123370
1+ “—(') . £

Nétese que (3.13) s aproximnacameite equisalente a una serie de po-
tencias de tres térmninos, como Loondicada en 1318

Esta aproximacién racional ticne ol misio_orden de precisién que
una scric de Taylor de cinco térnunos:

I xr 3 at
- __)f_\_.“___,‘_ AN LS
2 2 ao\2 /) To\s

Vet pioaon se vaida o iante Ty itela e Tomer, ¢on eva'uacidn

Toserogpneren cuatto mudtipheacones vodos snmas
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m(r?x) =z(a — z*(b — cz?)) | 22'1(3)'

L T 7 \r
son ? R E. z - _______.2 3
Si 1a funcién racional (3.15) se valiia aplicando Ia regla de Iloiner al . 20 (_)
numerador y al denominador, se requiercen cuatro multiplicaciones, dos £+ r
sumas y una divisién. Es decir, no sc ahorra trabajo con respecto a la : " T
serie de Taylor. , u ' o :
Por tanto convertimos (3.15) cn una fraccion continuada equiva- vz 11.47221432
lente. Primeramente rezccribimos (3.15) en la forma i (3.17) sen — = —3.66519143 [ r - ————t
8.03055026
A Y - T [ ? B i Fiase N . . > I + e —
s 60/2\? o
2} -—(-) =z
L Tx 7 \r . : - .
sen 5 )= "l La evaluacién de (3.17) requicie dos divisiones, dos sumas y una multi-
z? 4+ 20 (_) plicacion, lo cual es un alionio considerable de trabajo en comparacion
x con la funcién racional (3.15) y con ¢l pohinomno (3.14). En este ejuin-
T 1 » 1 10 0 H - . Y 1.
y dividimos el numerador entre el denominador para obtener un co- p.lo, si el tiempo de (h’\mun de la' computadort cs n-l.(nor qu'( Codel
. . . . tiempo de mulupheacion, la fiaceidn conunvada (3.17) es mis rupnda
ciente igual a x, y un residuo igual a il . :
que cl polinomio (3.14). (En bastantes camputadotas de uso comdin se
. satisface esta condicién de tiempo; en algunas maiquinas Ia multiplica-
_ 200 g) . , cibén y la divisidn constunen ¢l mismo ticuapo )
7 \r ; Las fracciones continuadas pueden ser comprunidas anilogamente a
: p { 4
EOO oX? fo que sc hizo con las sciies c.](‘ potencias, Véase, por ejemplo, Ilans
. =\ T J. Machly, “Methods for Fitting Rational Approsunations. Part I+ Trics
7z Gl . . . ; .
sen (_) L - —_—— ) coping Proceduices for Continued Fractions”, Communications de la Aso-
2 6 2F 30 2)‘ ’ “17 7 ciacién de Maquinaria de Computacién, 7, 150-162 (abril 1960).
g
é
200 2)11 3.7 Funciones elementales
e S .
7 (r . ., .
7z Tz )z — N Vimos en la Scccién 3.1 que no es necesario poder valuar un seno
eenf—) = — = oo . .
2 6 z? + 20 (_) para un argumento arbitrario: siempie ¢s posible reducir ¢l argumento
Sl a —r/2 < x < n/2 Esto es un ejemplo de la mancra en que pucde
z simplificarse la computacién Je funciones clementalcs, Podemos ahora

considerar técnicas similaics para algunas otras funciones comuncs,

. .. .. !

Tomamos ahora la fraccién encerrada en paréntesis rectangular y divi- :

dimos su numecrador entre su denominador para obtener ' Coscno

' 2\? 2 3 Nunca se requiere un programa separado para calcalar un coseno
22 4+ 20 (—) 20 (") . Portue podenios emplear Ja identidad
z *
z =rt z ’ sen (x4 w/2) - srnxcosn/2 4 cos esen =/2 = cosx

*y finalinent . Freedimiente, sw requicre solunente agrezar #/2 al dnmulo v usar la
.

y finalinente .o

O | O O
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Funciones hiperbélicas .

Suponicndo que se dispone de una rutina para calcular funciones i
exponcnciales, ¢l seno y ¢l coseno hiperhélicos pueden determinarse a
partir de .

senh x = 1;(e*—- %)
cosh x'= Y, (c* + e~*)" - N I

- Nétese, sin embargo, quc € y ¢ ° son aproximadamente iguales para

‘valom de x. cercangs a cero. Entonccs al calcular senh (x) estamos res-

tando dos mimecros aproximadamente iguales, y ya hemos visto en la
seccibn 2.8 que csto distuinuye la precisién relativa. Si la precision rela-
tiva es importante para valores pequciios de x, cs mucho mejor usar la
seric de potencias:

X3 x5 x! 0
scnhx:.v+§—!-.‘--5-!-+-7-':+

Para pequrciios valores de x basta tomar unos cuantos términos.

Loeantmo:

‘ La rutina del logaritiso que se llama a ejecucion evando cscrllumm

- -

LOGF en un piograma FORTRAN fuc clasificada (n el capitulo T T

como un logaritmo natural, es decir, un logaritmo de base e. Algunos
sistemas proporcicnan una Iunc:on adiciong], para ohtener el lovnnfmo
ordinario (de basc 10) cn los casos en que sc usa con mucha frecuen-
cia, pero esto se hace solamente para simplificar la preparacién de pro-
gramas y no es esencial.

Si se conoce el Iogaritmo de base ¢ de algin nimero y sc desca ob- )
tener su Iogantmo de base b, sc procede de la manera siguiente. Rccor-
demos que si

l°g¢x=k
e":x

caotonces

por definicién, Por 1o tanto
lagy a = lngy (¢%) = Llom, ¢ = (log ¢} (log. x) .

Entonces, pnm obtear r el loraritmo de un ndmere en alguna bose dife

reate de g nﬁh raltiplierr el lomantmn nawal pon o1 devaiim del

Anmere ¢ e ld nueva hase; Csteoes unn conctante hje Bn v w0l
logm AR £ I B MALR At .
En a pace TVt apindice 2, o0 paceentan gaoxiee s ros v 0o

13s e dae fu el i fue
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[

3.8 Caso particular 3: Errores cn lo evaluacién directa de la serie
dal sens

La serie de Taylor para ¢l scno

es valida tedricamente para cualquier valor de ¥, como hemos indicado.
En realidad cs casi initil para valores grandes de x. Serd instructivo
mvcsugar por qu(- ocutge csto.

Escribiremos un programa que, valia la scrie directamente, es decir,
comrnzando con el primer témino y procedicngln ténnino a térnino
hasta encontrar alguno quc cs menor cn valor absoluio que alguna can-
tidad, digamos 1078, Sahemos que el error por truncamicnto es entonces
menor que cf primer témuno despreciado, asi que deberia ser posible
caleular el seno con una aproximacion de 107" con simplemente tomar
suficicntes térinns. Vercinos que este no es pricticamente posible de-
bido a problemas extictos de redondeo.

" El promama tequerini una interesante cstratagema para evitar pro-
ducir rewsltados intermiedios que sean demasiado grandes como variabies
de punto flotante, Fl mayor ingulo que consideraremos serd de aproxi-

" - madaimente 50 radianes; si-tratiramos de_clevar 50 a las clevadas poten-

cias requeridas excederiamos con mucho las magnitudes miximas permi-
1] . - .

tidas para variables de punto flotante casi en todos los sistemas FOR-
TRAN. Por -farito el mdétodo i seguiremos consistird .en calcular cada

Jnucvo término cn la serie a partir del precedente, La relacién d¢ recu-

rrencia no os complicada. Dado el primer ténnino x, podemos obtener
el sisuiente término multiplicando por —2? y dividiendo por 2-3. Una
vez obtenido el segendo téimino podemoes obtener el tercero multipli-
cando por —x? y dividicnde entre 4+5. Bievemente, dado el términe
precedente, podemos obtener el siguiente multiplicando por —t? y divi-
diendo cntic ¢l producto de los dos enteros sivuientes.

El diagrama dc blogue e iuedtra en la figuia 39, Fstd preparado
de manera que lea tarjetas, cada una de las cuales contiene un 4nzu-
lo en grados, hasta Herar a wma “tarjeta centinela™ con un anmulo de
cero prados. Los dngules en mados se convierten primeramente €0 ra-
dianes miediante la dinision enire 180/7, ¢l resuitado s denonina A
Neeesitamios ahora poner en movimicnto el procesa de recurrencia, Eeta-
s anncqando continnamente un téimino a una suma que cventual-

Pyt N N )
ate constiiine el seno, una vez que se havan calculado suficientes

ree

e [P . ” . . . . .
reet Para eipezar Bacemos esta suma igual a X el primer térnino
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que se calcula por el métedo de recurrencia werd —x/3!. Entonces el

término precedente es tushitn X, Para obtener los enteros sucesivos en-

. tre los que hay que dividir, damos el valor 3 a una variable llamada

. DENOM. Pua evitar recaleular repetidas veces 2%, lo calculamos una
vez antes de entrar al cielo repetitivo y le damos el nombre XSQ.

La obtencién de un nueve ténnine es ahora sitaplemente la opera-

READ
. DEGREE

cién de multiplicar ¢l ténumo precedente por —XSQ v dividir el pro-
SoP) . ; I ducto por el resultado de multiplicac DENOM por DENOM — 1.0, Este
. - .—.:‘lll'l""l“
DEGR=EL i1~ u Tvw . - - ' %.':.7.::",‘;';%7 - o - PROPOSICION FORTRAN 1
T180fx o ran 100 peacer

i .62 RFAD_I’ ool’LlocGFEEI_I_A.LA_l_L_A_L.I [EPUEY NV TS S W S VA DI A S0 Y SO0 S R U B S NP |

¥ | L LOA JFPRMAT, (10 Oy oot hi s« bt s et ht b a ettt e
wia (LA (DEGREE). .1.50,...200, !

I,A._Jnsov RSOy WU S G D [ U W 5 U ST S0 U W W

SUM =X ' _._.z.aﬂsn‘.*‘...__L_.A_.L...(....._,_._L...,. b e e i e
" , LSO (K m DEGREE ST 2OSTTDE ki et ot vk st e
% e 5”:“ &3 -rl [JN T O W A W V) W S VA T SR GO S NS U SR SO S S WO R B IR U S W I Y S R U R }

—hLloi L |r£:ARrM l=l IXI 2NN WA R T T NN U U U DU OV N DA SO U W S S W SO S R PR N R S S RN ST N W S U N DA S S )
- TERM =X B ' s oo lDFV"‘“lzlAJAOIKAAILAL_ILLLL.ILL_L.J_LL.. LIIIAEILIILILA-A—I(
o b Y@ R i bl e h s et 3 L as otk A'
1 28 [TERM . TERM & XSG f L (OENM o L (SFW Y m Ll) )
. e LIS UM 5 SUM ¢ TERK e s i e it it 4 ‘_u_u_“’

DENOM = 30 _L_I_LJA;[FI ‘(ABSF(TF-«’M) L S)L .n&,..JS“ N - Y

N T | o LB BEMI 5 DEALH 2 ..’:,“_L_A_._._.,,LU,LUqu_.&‘u_‘_‘_u_u’
- ! A TR 25 e s et
e —— SO TEST & SLINA(X) 0 ihaian by ce e st i
O T I N . Lﬁ o e e pasa [ PRI 30, DECREE K SUM L TEST o o st s
; [ 3 FIRMAT (10, Oy 15 o 2R By T S s s |

‘]; ‘ LA.A L GﬂLArIpJ_J6 Z-_J_LLA.L J YO VO W 0 W WA O W N0 SV WY 00 QN N W W I Y UG W G AN N PO Y T W W0 W

o . A A K 1 54’0. YUID Uy VY U U VI O W W N W N WD W U S N N R W Wy N WU N W WD U W EO DN W W N S R NP S

T[Esmx—-; " | I Y P T S W T N Y WYy OV Y Wy I U Wy I S VNN U By WO W N W T W T ST T S U N U RN S W
mg‘:‘ﬁ N AL A0 R b A A4 B3 A 1A 3 AA AL AL L1 i a0l 2 L b At A daAlay L_LL.L_J_.L_.L_X

_P_R".Nr \\ '.—_ : ’ Fig. 3.10 Programa paro colcular el seno (Caso particular 3)
DEGREE, ' SUM = SUM
SUM et + TERM {
! nucvo ténnino recnplaza al timmoe precodente y se astega aia suma

Fn cste punto debemas detcrminar < ya se Lan caleulado sufic.entes
términns. Paia esto premmtameos sioel valoe absoluto dej oo quoe
acabamns de calcular s mesor o igual que 10 Si o es, podemos
iiprinur el resuliado y proceder a la fectura de fa . nente

— / -
TEST = ‘L( TERN <l0"" - DENCM =
SINF(R) 1\' ! DENOM + 2

| S -

tadjeia, S
no o es, debemos incrementar en 2 unidades ef valor de DENOM antes
de proaceder a calenlar otro ttamo

Fig. 3 9 Diagromo de blaquo de ‘un mrlodo paro colevlur of sono {Coso particvlar 3}

Afemis de imprmir ol valor del sena caleulado por eser método, se-

' . Ca Bt ante cotaparat’es con el valor ealeulado or la funcidn seno

O O O
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suministrada por el sistema FORT RAN\\[Ecto se efectda inmediatamente
antes de impriniir. TN

El progranf que se muestra en la figura 3.10 <lQ‘ll(‘ los pasos del
diagrama de bloque y no intraduce nuevos conceptos de FORTRAN.
Las dinicnsiones de las especificaciones de campo F en la proposicion
30 se seleccionaron para peder acomodar cl tamaiio esperado de los re-
sultados.

Los resultados se presentan cn la figura 3.11 para_dumlos iguales a
30° mas multlpios de 3602, Por lo tanto, el resultado cxacto en cada '
caso deberia scr 1/2. El resultado para 30° es tan aproximado corno
wdnamos rﬂlond})l(‘nrn\? €s l)f‘rar ya qlls} Cl Cl'rOr Cn LS(C caso ¢y ¢Xac-
tamente la tolerancia de 107%, El crror se incremienta para angulos mas
grandes. Para 390° el valor es aceptable; los valores empirzan a dete-
riorarse; y a los 1470 ¢l sistema se desintegra, Angulos mayores produ-
cen valores del seno que también carecen de sentido,

Considerenios el prim~r valor para cl que el método falia completa-
mente (1470°) para vrr si podemos averiguar lo que ha suredido. Me-
diante un programa indrpendicnte que no se muesua aqui, se impri-
mieron los valores de cada uno de ios términos de la <crie. Fl primer
término es simplemente el valor de x, 25656340 radianss. El segundo
término, a ocho digitos, es ~2789.0121; cuando s suman estos dos tér-
minos conservando ocho digites, fa suma es - -2763 3021, En la adicién

o o~- s n R . - R R AN R R - g b TR A I g ) p
se’perdicron-os dos Gitimes digitos del prumer téimiifo Obiinente csos

dos términos nunca van a podcr ser reincorporadoes en ¢l cdlculo cuando
ia suma sc haya reducido a un valor menor que L El tercer término es
89849.610; al"sumiaclo con ¢l resultade’ anterior para obteicr 87086.218,
se pierde c] ultimo digito de la suma precedente. Se han perdido hasta
el momento tres digitos del primer término. El cuarto término es
—1362035.9; cn la adicidn para obtener -—1274949.7, se piciden dos
digitos de la suma previa. Se han perdido los altimos cinco Jigitos del
primer término y el csquema debe aparceer claro. El altimo ténnino
de ia serie es 55037620 - 16?; despuls de sumarlo a la suma previa, se
han perdido todos los d°zitos del primer ténnino, jiento con alannes di-
gitos de los otros término, En ¢l siguicnt: renelin de da figura 310,
correspondiente a 18357, el ténnino muis grande ey aproximadamn: nie
2.7- 10", lo que cauta la pérdida dc todos los digitos del punnm ¥
segundo términes. - - -
Claramente, ¢l preblrma mnds sero en cate caso en que Tt

se realizan en nna securncid gue extd oy boosde ool

vanios en el capitule 2 ¢ .~ s am ho-ane v e e -
- 1
mis pequenos, !

pcqucﬁ.u como wa |- =ile

0 0t prarraiinente, oot v e e e

. /\
. -,
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Pecro ostc no es ¢l Gnico problema. Este cjemplo se ejecuté en una
computadora binaria en la que las variables de punto flotante se repre-
sentan con cl equividente de unas ochio cifras decirnales. Considérese un
término como 0.26353589 - 10", Se¢ escribitia en la forma 2,665,368,
900,000 en la que los ceros carecen de significado: sirven sofumente para
localizar ¢l punto decimal en esta mancta de escribir ¢l niamrio Qbvia-
mente, los ocho digitos significativos son una aproximacion, y los ceros
.« ~Kepresentan Jos digits.que no podemos conservar ca ei sistema de compu-

30. 0.52359878 0.49999999 0.49999399

390, 6.80678415 0.499799993 0.50000005

. " 150, 13.08994952 0.50013507 0.50000010
1io. 19.37315488 0.51658490 0.50000016

1470. 25.65634012 24.25401355 0.5G000010Q

1630, 31.93952560 14380.23767090 0.500G9025

2190. 38.22271109 25922480.00000030 0.50000040

2550, 44.50589%09 -13C402508.00000000 0.50000013

2910, 50.78908i57 -83272283.20000C00 Q.50000022°

Fig. 3.11 Resultados doi progroms de Ju figura 3.10 {Coso particuler 3}

tacion. En otras palabras, esta aptoxitmacidn podria ditene del valor
verdadero hasta en 50,000 unidades. Ista clase de error bace imposible
esperar algan significado de un valor final quc nunca es wayor que i

0. 0.52359a748 045999939 0479932973
- AR -~ 390.~. ~ 680678415 - 0.500060006 0.50CC0CUS
750. 13.08996952 0.50000011 0.50000010
1110, 19.37315488 0.50000016 0.50000016
1470, 25.65634012 0.50000143 1.50000010
e s 18300 31.93952560... .., 0.69953845 -  0.50000025 -
A : 2i%0. 38.22271109 0.79868912 0.50000040
2550. 44.50589609 29.53991437 0.50000013
2910. 50.70908157  -142982.02734375 0.50000029

19}

Fig. 3.12 Resuitados del pregrama de fa figuro 310, modificado para realizar {os
cdleuios on doble precision (Caso porticular 3 )

Recurriendo a la doble precisién podeuns demostrar que en este caso
el problema estniba reglmente en el significado limitado de las variables
de punto flotante. Veremos en qué consiste ewte método

En el métado desdoble precision cada variable se representa eon el
dable de digitos que s¢ usavian nonnaine nte, v las opericiones antind-

. Gas «e preparan de maneia goe se tomea en cuenta todos los dizitos.
Lol vaaon de FORTRAN usaca Dare este e ninlo s ose coloca una

Beada eolumna 1 de una propoceidn antinduea, toda la atmdtica de

Vopen anlcaon se (J: ruty (nll doble

- PR

piee 1si00n. I,u; resaitatos obten dos
el e saienana con este Ganbo s preseatan en Lo foona
ca oy

° Vor g pra vaiores hadsta d- 108007

paca s que el puercama
e Sy Ll cotnnle tamente, | Itados
TR iplevimente, les poidtados wonaprevamadas
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mente correctns, Sin emba:zgo, para dngulos muy grandes, ain la deble
precision noecs suficiente. T

Podemos breveinente observar ¢dmo sc comportd la funcién stno su-
ministrada por ¢l sistrma FORTRAN FEn todos los casas cunando menos
scis digitos son cotrectos, La disminucion en la precision para dngulos
grandces s debida a una pédida de cifras significativas al reducir el in-
gulo original a un Jangulo menor que m/2, Por cjrmplo, cuando conver-
timos'a radidnes ¢l Adgulo 2190°, obtencmos 36 22271109, La computa-
dora ha impreso 10 digites como el equivalente decimal del valor binario
flotante, pero no puede haber alit mas que gcho digitos significativos.

o A TR e . . . T .
Cuando esta aproximacidn de ocho digitos es reducida a un A3 rhed:

nor que =/2, hcmos de hecho restado dos ninneros casi iguales, lo cual,
como hemos visto, reduce la aproximacidn relativa. En otras palabras, no
calculamos realmente ¢l scno de 2190°, sino de algun dngulo ligera-
mente difcrente.

Por razoncs ohvias Jos senos de dngulos grandcs nunca se calculan
por cl método presentado en este caso particular Se espera que ¢l lcctor
haya aprendido a cononcer algunos de los problemas que se ticnen que
encarar cuande s¢ trabaja con una compntadora, lo que obvianente en-
cierra aproximaciones Los usuarios ingenuos de las computadoras ticnen
una tendencia d suponer que si el “cerebro gigante” imprime ocho di-
gitdsT éstos tieneh quE significar algo- Confiamos que el estudio de este
caso particular muestre [a falta de fundamento de esta suposicion.

)

Ejercizias .- -

f. En scguida sc muestran algunas {unciones y 1a scric de Taylor correspon-
diente. Para el valor de x que sc indica estime el nimero de términos reque-
ridos para producir un valor de la funcidn cuyo error por truncamiento sca
menor que 5 - 10° Para cada caso cstime también el ndinero de términos
tequeridos para un error por trunramicnto menor que 5 - 107

] 3 A

3, genxe=x— X 4 X __ X 4 xe= 1
3! 51 7
k] k| \J
L E 4 x
b. senz = x ﬁ+53—-7—!+"' % =3
4 i 1 1 1
%, arctan x -- A SR N U . xe=?
d x 3x’ 5¢°  Ix'

]

°6.

7.

valuacién practica de funciones / t{

Drtanestre gue para (¢! << 1 los polinomios de Chebyshev satisfacen las dr
igualdades [T (x)] = 1. : :
Dcmuestre gue

b T(0) Talz) ds

- \/.l::-;::;z—— =0 m#En

Por tener este propicand, se dice que Jos pohinormios de Cliebyshiev son ort

gonales co ol witercale (-2 1) con 1 funcion de peso 1/V 1 — o, (Sug.
ton Use la definition de 7 u{x) y reemplace x por 6 )
Demucstre que

/‘ (Tm(2)f?de- |7 ™=0
Rty Iy
-1 \/l - 12 >

QOn base en los resultades de los Fjererios 3 y 4, demuestrc que los cot
cientcs i en una sene de Chebyshev para f(x)

L]

fig = a T(D
|éo

se pueden obtener o partir de

ag = : / | _f(rj.,'[;_
T f_ \/l -zt

Fr
1 \
a, = g I(I) Tn(r) d
n pu ST e— n 0
-1 \/l -z
kn ia ;{réctic:\ estas [Grnulas se ::mn'r-
@i, (lLll.IdO ala dificultaed en calowlar |
A partir de los resultados del ejercicio
aientes de a sene de Chebyshey para

arsinente para calcular los cocficient
as antegrotes

3 deternune los primeros cine coor

[(x) = «

Puede usar las siguicntes integrales defindas:

1 d.C r { id

4= L I'dr 3r

VIS BN
-1 il !

! ___ffl_fg__ ! ’dr

V=1 0 vitaol
-1 \/l - 1'2

Sabiendo i
que el sextq corficiente, a;, de |

. a serie de Chet W ‘
debe ser cero, duduzea que webyvshev para f{x) —

e b anteenade o o uedas cn el gjerdicio 6.
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%8. a. Encucntre los cinco primeros coeficicntes “Je 1a serie de Chebyshev para™-_.
Hx) = VI=2 17.

A\] . .
b. Escrite los cinco primeros términos de la seric en potencias de x.
¢ Calcule la seric de cinco términus en x para x =- 05, compare el resultade

con cl valor correcto y con el valor dado por la seric de Taylor de cinco .
términos desarrollada con ruspecto a x = 0, 18
9. a. Usando las integrales de los ejercicios 6 y 7, encuentre los cinco primeros .
coeficientes de la scric de Chebyshev para .
f(x) = |«] ] : et o~ — L e s -

b. Escriba los cinco términos de la scric de Chebyshev cu potencias de x.
. € Valie el resultado obtenido en la parte b pya x = +0.5.
210. Los polinomios desplazados de Chebysheu sc pueden definir como

To?(x) == Tu(2x — 1) co

Los polinomios desplazades, T2, sc usan en el intervalo 0 << x < | exacta-
mente en la misina forma cn que los polinomios 7% sc usan en —1 < x <[,
Determine los cuatro primeros polinonios desplazados de Chicbyshev.

i1. Demuestre que los polinmmios desplazados de Chebyshev son ortogonales en
el intervalo (0, 1) con una funcién de peso (x — x*)~'f2; es decir,

VT T °20,

0 \/t—t’

©12. Comprima la aproximacién

x* L'y x° 'y = I'd

a una aproximacién que incluya hasta x*.
. . - . . . - .
13. Comprima la seric que resulte del ejercicio 12 a una aproximacion que in-
cluya términos hasta x*.

14: a. -Entudntr&ies*#incy primeros cocficientes de la expansién de Chebyshev ©=r =+ * DR
f(x) =65 — 28" + 2’ —x+ 4 [z =1 21.
b. Utilizando dos veces 1a técnica de acortamicnto, aproxime f(x) mediante o
un peclinomio dc scgundo grado. 2
13. Demuestre que la aproximacion .
x 2L, 2 £ 2
cxl+attatats .
puede recscribirse en la forma )
xr z z b4
e‘zl-}-z(l-{--- l+—(l+—(l+—
2 3 4 5
16. Demucstre que la aproximacién
. ¢ ] ] r ]
mn'_'.r::x—%‘*'%_%"*; ) ) ) . o
puede reescribirse en la forma .

anty o x(l - S — 20 FCL- SN

' 019,
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Encucntre una factorizaciba semcjante a Jas de los ¢jercicios 13 y 16 para
la funcién
x [:3-2 1-3 5.2 1.35.7.»

-y —— - — - e e
sentxexx b gt TS TaTae 7 Y7468,

Encuentre una factorizacién similar a las de los ejercicios 15 y 16 para la
funcién

(x/2)* _  (x/2)° (x/2)°

Jolx) e 1 — -2 .23 Ty g
Si sc conoce de antemano el nimero de t{rminos que se van a retener cn una
serte truncada convergente nfunta, el mejor proccdumento de computacion

es la regla de Hotner Fscrtha una priposicion usando la regla de Horner
para valuar la serie de “Laylor para ¢ que incluya hasta 1"

a. Usando los valores de los coeficientes en forma decunal, es decir,

=1+ x4 057 + 0.166667x" + 0.0416667"
+ 000833333x%* + 0 00133309%°
b. Sin usar constanies cxcepto los entcros de 1 a 6, siguiendo el método del
ejercicio 15
Considere la siguiente secuencia de computacion;

Lo,

1., Haga la variable £ igual a I,

2. Haga la variable D agual 2 5

3. Reewplace L por i + (EX/D).

4. Si D esugual a 1, detenna ¢l preceso; si no lo e, rste 1 de Dy repiia el
paso 3. Dernuestre que cuando ¢ proceso termina

x' x x* x*
Esltst ptogtaaatagas="
Dibuje un diagraiaa sle.bloque para el proceso y csuriba un segmento de
programa en .cl que se supone que X ha recibido un valor dado en una pro-
posicion previa.
Siguicado el métedo del ¢jeraicio 20, dibuje un diagrama de bloque y escriba
un seginento de programa para cvaduar la seee de Taslor para la funcidn
sen v incluyendo tCnminos hasta " (Vea el ejeracio 17).
Escriba una rutma para cvaluar el sono de x jam —3 23 x 72 5 con un error
por tuncanicnto menor que 5+ 10 °, wsando una modiin wién adecuada al
métads del cjerenio 20, 81 Ikl S 1, haca D o= 7 antes de entrar al cicle de
computacién; si ¢ 2> 1, hava D igual al resultado dii Ejercicwo 1h,
$1 no sc cuno ¢ de antemane o ndcro de (Cnmnos gue se van a reteaer, no
se pucde usar la regla de Horner; L serie delee ser viluada “desde el “fiente”
Swin emb.nrg_n, si x es grande, digamos en el rango de 10 a 20, al levar x g
una potenciy grande se puede exceder i1omomitad peransible pora pumcres
de punto fotante aveqgue 1 oo complito noe sea dem o | ande
Una salucidn es efcctar Lay dwisones entre los nimaes Jded denonin vgee
e ticipe que e dova x a la potencia deverda i Ver o partalae
3 ) Evttba v ruana bara valaar e %, comenzando por o] prucgno y coniie
sondo st cnronteas un tr o e ses mienor gue 10 7 en valer alwolio
Fuwrdey it anling pata vaduar Jas sscmentes funcraes por ¢ e tedo del
Cropartrular 3 Com ence desde ¢ prim Huo y continie hasta caconttar un
P que scamenor en valor alsoluto que 107

fo 207y 2y
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T 1 1 1 $ . " 931, Dada una aproximacién racional d:c Ia § "
botantr= g — o tgaogat oo x> : ' T .
. I(") aa+b\'+;x'
= x' x* %° . . 1 4 de

c z) = —_ + — +
. Jit=) 2.2 2130 0 22t 4l 2°- 3135t determine la fraccibn continuada correspondicnte de la forma
25. Recuerde que si p(x) es un polinomio de grado n, entonces

‘ p(x) = (x—x0) q(x) + bo ! f(%) = ks + -
en que . . o x
g(x) = & + bax + - - ¢ 4 bux*? = b +
X
y las b, pueden ser calculadas en forma recurrente mediante f ] ks + i

ba = da ) 32. Da.tda una aproxamacion racional de la forma

b'ﬂd’+lob;u. i‘“n—l,...,o

- 8 Fbx b oext
2, Demuestre que f(=)

1+ dx + ex*
5p_ = q(x) determine Ia fraccion continuada correspondiente de la forma
x .
b. Encuentre una formula simple de recurrencia para determinar la deri- x) = & + _—
vada de p(x) para x = x. en términos de los b,. (Sugestion Note que g(x) : x
es un polinoimo de eradon — 1 en x) ko + — e
@26 Escriba una proposicién aritinética para clectuar las opcraciones de (3.17). x
27. Escnba proposiciones aritméticas para elcctuar las opcraciones de las cinco ' ke +
aproximaciones prescntadas en la Parte D del Apéndice 2. x
828 Escriba P . ke + P
. L AP ALE N + g 8 i"‘_ _ (f_ ! __I_’ 33. Dada una aproxunacién racional de la forina
2/ 2 2/ 6 \2/ 120 \2/ 5040 .
] - Hx) = 2k bx
Encuentre los cocficientes de una aproximacion racional de la forma I +dx+ ex’
- bz + byzt determine Ja fraceibn continuada correspondiente de la forma
sen | — PO — o .
2) I+ caz? + coz’ °
Hz) =
Haga uso del hecho que ¢l seno es una funcién impar [sen (—x) == —sen (x)] . . x
para explicar por qué se purdce hacer ba = by == ¢y = ¢q = 0 en la forma eu- . '+
puesta de la aproximacién racional. x
29. Determine los coeficientes de una aproximac'dn racional de cos (7x/2) en ky + ———~
la forma . PR
2 ~bo + b.z . &,
2/ 7 1 4 a2t 34. Pactiendo del teorema del binomio

30. Dada la serie

(l-—x)"'ml—--zl-x—!x’——-—s—-;'——ﬂx' 105

: 8 2% 384 " T8 %
ﬂl\xal-}--‘-l'+lx'+_l_7..x' .

3 15 33 o : gorl;.'ldm..\h a una senc de términos que incluyan hasta X
- - - e la serie cainprimida, determiine una i i ;
. . . . . ° aproximacién ra rma
encuentre los cocficientes de una aproximacién racional de la forina g aap n racional de la fo

' +b .
tan 2 og D17+ D’ . . (1— )t o O F B2 + cx

. +d
§ -+ o' + e’ ) O ) * O
O ' | ’
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10. Modify the program of problem 2 (o sct all coefficients of the Chebyshey
expansion which are less than § x 10-* equal to zcro, befure calimg SUB-
ROUTINE POWR. Now tnput K = 13 and the cocflicients of sin(m/2x) from
Example 1, Scction 6 33. Compare the answers with those obtained n Example

1, Scction 6.33. Can you trust your routine to do automatic tclescoping of
power series?

{Ch o

6.4 RATIONAL APPROXIMATIONS

In using the Taylor scries for tan™" x in Section 6.25, it was found that faster
convergence was obtained if tan ™! x was first multiplied by a polynonnalin v
This actually had the effect of representing tan™"' x as a rational function,
that is, as a quotient of two polynomials :n x. In general, rational functions
can be found which give better accuracy than polynomials for the same
number of terms, and which gine much better accuracy than any of the
approximat:ons discussed 1n the preceding sections. The so-called rational
Chebyshev approximations arc of the form

m . 7
LX) % Rou(x) = %’—Z—} -
J = J

where the a,’s and b;'s are chosen to minimize the maximum error in estimat-
ing f(x) over same range of values for x The process for delermining the
cocflicicnts is too involved to reproduce here.®

The rational Chebyshev approaunations are usually used for the intrinsic
functions such as SIN, COS, EXP, etc, included in FORTRAN compilers,
but zre sufficiently difficult to generate that they are not of particular value

to the analyst who dcsires to generate dn approximating function that will
receive only limited use.

6.5 ERROR ACCUMU!ATION IN EVALUATING
POLYNOMIALS

In all the approximations discussed in the preceding scctions, the actual
computation involved in obtiunimg a function value 1s the evaluation of a
polynomial (or possibly the quotient of two palvnommals) of the form

P(x)=a,+ayx+ -+ a, (647

® Sce, for example, Anthony Ralton and 1S SVaf o0 a7 b LT
Digital Computers, Yol i, Johi Wiley & Seny deg  New Y b e

i
N4 e

>
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I} s decres of tus polynonnal was determmed by consderation of the error
mvelved in truncating a senies and neglecting higher-order terms. In these
ceror considerations, it was assumed that this iruncation error was the only
source of error; that iy, the a;’» and x were exact numbers and the anthmelic
was performed exactly In fact, thisis not the case. In a computer caleulation,
the 4;'s and x will be approxinate numbers and the arithmetic will be per-
formed approximately. As was scen 1in Chapter 3, the errurs from these
sources can be of importance and must be considered. Indeed, it was shown
that on a computer the value computed for an eapression such as (6-49)
could be different depending upon the order in which the terms are combined.
The normal way of perferming the calculation ss to group the terms as

P(x)=a, + x(ag + x(ay + xae + +x{a,_; + x{(uy +a,,,7) M
. {6-50)

This grouping has two advantages Farst, il requres 4 near-mumimum number
of multiplications and additions, so 1t 15 fust Second, it tends to add the
-smallest numbers fist, since the iguer powers of vin the Taylor or Chehysiaev
series tend to have smali cocthicients 1t was seen i Chupter 3 that this tends
te work for improved accuiacy

Tke error propagation i evaluating (6-50) can be inferred from the rules
of Section 3 6. The required calculation can be represented hy the steps

Snn =n

S, =a,+x8,;, fori=nmn-1,n-2,...,2,1 (6-52
Let AS, be the absoluic crror 10 §,, r the roundoft eiror in the @,'s and the
machine arithmetic, and Ax the absolute crror in x. Then by the rules of

Section 3.6, the relative error i the product v8,, ( is

Av AS,.,
. - b e m———
Py AV
and the rcl.l-lnc crreran S o,
AVl (A\ AS,.y )+
. AR B -+ =t r
SN 1S9 Unp Sl
A 4 .

AV AT R AGIS G NAS,  + rx]iS ]+ IS (6-55)
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Let us first apply this rclationship for ¢ = [, obtaining a relation for AS;,
which is AP, the error 1n the final polynomial

AP = AS, =r(la,| + IS,! + [x]IS,]) + Ax|S,] + |x| AS,

Now let us apply it again; with i = 2, to the [x] AS; term in this expression,
obtaining ’

AP = r(la;] + IS,| + [x[|S,]) + Ax|S,]
+rixi(lay] + 1S;] + W S5)) + [x] Ax[Ss] + |x|? AS,
and again with 1 =3, i = 4, etc., until we finally obtain
AP =r(la;| + IS\| + |x[IS, D) + Ax|S,]
+ rlx|(ay] + 1521 + |x11S5]) + [x| Ax|S,]

+r|x1%(lay| + 1851+ Ix11SeD + 1x1” Ax[S,|
+ D

+elx" g, + 1S+ xS, ) + 177 Ax 1S, | + Ix]” AS, 4,

Now

1S:1 € la,| + la,llx| + lashix? + -+« + auelix7]

and

AS,iy = rlay .l

L]
pl

Using these relations and regrouping terms in the above relations, we have

AP < r(21S,1 + 21xISy] + - + 21x["HS.| + LIS, )
+ Ax(1S] + IxUISy |+ -+ X" Seai )

Ax
If we arbitrarily add in a term {x"|S,,, and a term i IS, 1 ta the night-tant

side,

APs(zr 4-%)(\5.\ F XIS+ NS+ v

O .. - O.
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Now

[Si1 € lay) + lagllx] + las e + <+ + la, oy 11
and

1S21 < lay| + Hapllxl + <o + {a, 0 171

‘etc., and if S,, S;, and so on, are replaced by these approximations, the
above becomes

Ax

AP < (Zr + m)(lu.] + 2a, x|+ 3la, x| + o+ (n + Dla,, D

é£< (Zr +é’_‘_) fay| + 2Ja, x] + 3“’\lel+ o+ l)‘i”nd-l'::l
P {x| fay +a;v+a;xt +- - +a,,,3

(6-54)

[t is seen that the relative error introduced by roundoef s depaadent on the
sizes and the signs of the a,, and the number of tereis Consider the case
where x is subject to the same sort of roundotl errors as the @,, so hat
Ax/|x| = r (in actual application v may be subject to additional ecrors from
other sourccs, wiuch 15 why 1t was teared separately i develsping the
formuia). Also, let us limit our consideration fur the monieat to the case where
all a;'s are positive. For this case, the above formula can be widten

.AP (d]dx)(xP(x))

or
AP xP'(x) .
7 < Br(l + —_l’(x—) ) (¢-56)

If, for example, the polynwmal P(A) is approximating the exponential
funcuion, then P(x) = % 2 (\) = ¢* and we have

%3’:‘”3!'([ + x)

¢ma e tnet vurselves to values of a less than one, the'relation error in P
os b . ; . .
vat e o tmes that of the coeflicients used, so that the value
s L -
o -

¢7w d b ahout one place less accuracy than the cocllicients

: 0
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If the a,'s are not all posttive, relation (6-56) is not guaranteed to give an
upper bound on the relative error. It will give a smallef value than relation
(6-54). Sometimes it can be mformative (o apply (6-56) to cases where the
a,'s are not all positive. If itindicates a large crror, then {6-54) would indicate

an even larger crror. and we know that a problem situation cxists. If it

indicates a small ecror, then we cannot be convinced that there is no problem,
however. Consider the case where P(x) is approximating sin x. Then applica-
tion of (6-56) would give P(x) = sin Y, P'(x) = cos x, and

—A—lg-s 3r(1 + x cot x)

The maximum value of x cot x is one, so that we obtain

%f—,s6r

indicating no serious accuracy problem in computing sin x from the poly-
nomial expression As we pointed out, this s not an actual upper bound, so
it dogs riot provide pasitive assurance that the error s stall. In this particular
ca»=, an actual upper bound for the errorn computing sin x can bc obtained
by noting that

3 xS

. X .
| smhx=x+3-!+5—!+

so that the expansion for the hyperbolic sine 1s the same as that for sin x,
except that all signs are positive tHence we can say with rigor that for the
approximation of sin x by a polynomial P(x), relation (6-54) can be wrilten

AP < (ddx)x smh_ﬂ

sin x

sinh x + ¥ cosh x

=2 5P T
Sin x

t our atts

The valuc of this expression inCreascs as ¢ INCreases If we restrn .
Do

uon to values of x less than /2, then the fargest value, at v =
or about 4. Hence

AP

< 12r
I)

. . s () et
Hence the relative error in the sie can he o v

.
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that of thc cocthicients, or the values of the sine can have one less correct
significant fipare than the input coellicients used.

As mentioned earlier, several overcstimates were made in deriving (6-54)
as an uppee bound for the crior. A closer bound for the error can be found
by using (6-53) duectly. The crror estimate can be included in a FORTRAN
program right with the computation of the value itself. Let A(1), A(2), ...,
AN + 1) be the cocllicients for the polynomial

P=A(l) + 4Q)x + AQ)x? + - + AN + 1)X°

and let R be the rclative error in the cocfficient and DX the absolute error
ir X. Then the statements

P=ANFD
AX=ABS(X)
AP = ARS(P)
DP=R«AP
DO 10 J=1I.N
I=N4+1-J
APOLD =AP
P=A()+PsX
AP =ABS(P)
10 P =R{ABS(A(I})) + AP + AXsAPOLD) ¢ DXsAPOLD + AXeDP

will compute P, ihie value of the polynomual, and DP, the maximum errorin
this value.

EXERCISE 20

t. The Taylor serics for in(l + a) 15

x* x?
bl + x)=x—— 4 — —--
2 3 .
Using relation (6-54), estimate the error 1 using 25 terms of this series to
estimate In{l + x} for & - ¢ << 1/2,4f seven-plice arihmenc 1s used

2. Wate a program which will

a Input the quanttics AN = A(3) - A5 = A = A9 -- A(11} =0,
AL AMY - 1L A 1S ARy = - 1T, ALY = 19,
(1) -

oo

( v Poand DP front the FORTRAN statements given in Scciion 6 5.

YT RATY SING FOULIAE 1O COMPULE S A

i ‘, ’tf‘““‘ sin( ), a), {sa 2~ P(a)), and DP(x) for x= 1,

«Pi'e about the error estimate DP compared to actual
el case?
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3. Perform problem 2, using inputs of

AN =1, AN = for/=2,3,.,., 11

i
-
Comparc with the library routine EXP(x) forx = .1, .2, ..., 1.0.

6.6 ERROR PROPAGATION THROUGH FUNCTIONS

Thus far in this chapter we have concentrated on two sources of error in the
evaluation of functions The first was the truncation error in discarding the
high-order terms in the approximating polynonual and the second was the
roundofT error associated with the use of approximate values for coeflicients
and approximate arithmetic Let us now assume that adcquate measures
have becen taken to make these errors acceptably small, and concern our- ;
selves with a different source of crror, the intrinsic error 1n the inputs to a
calculation That is, assume that given v, we can tind f{x) accuratiely, and we
wish to know the crror in f(x) when x 1s 1 error. To make the considerations
more general, consider the case where we have several input quantities
U, Uy, Uy, ..., u,, which are to be used to caiculate some quantity N. We
can indicate this relationship by writing

N=flu, u,ty,...,u,)
Now if small changes are made in u,, u,, etc., by amounts Au, Au,, etc.,
we can calculate a quantity called the dilfcrential of N by the relation

of of
dN—BE;AU, +£-1-Auz +

f of
— = 6-57
Ou) Au, + + au" Au" ( )

This quantity dN is approximately equal to AN, the error in N when u is
replaced by u, + Au,, u, by u, + Au,, ctc. To demonstrate the meaning of
this formula, we will use it to rederive the crror rules for addition, subtraction,

multiplication, and division given in Chapter 3.
For addition, we have

N = ul + u,
so that

dN = Au, + Au,

the situation expressed in Scction 3.51.
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For subtraction, we have

N=ul_u1

so that
dN = Au, — bu,
We must remember that Auy and Aw, can be either positive or negative, so if
we are interested 1n the maxiumum crror, 1t is A, | + [Dagy |,
For multiplication,
N =wuu,
or, if we take logarithms, we can write
in¥Y=lnu, +Iny,
If now we take the total diflerential, we nave
dNIN = Awfu, + Auylu,
Thus rule corresponds to the statement 1n Section 3.53 concerning relative
errors.
For duvision, if
N =u/u,
then
InN=Iny —lnu,
and

dNIN = Aufu, — Auylu,

Asm subtraction, to obtan an estimaie of the maumum posaibic error, we

“eotalicw for the case where Aug and Aw, are of Oppasite Sign, SO we must
- '
A

{A”l/”l! + |Au,/u,|

“e 'l‘l:‘:[

won for estimalting the error.,
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For more complicated expressions, equation (6-57) can be applicd directly
to give an expressioa for the crror, renembering that ia each case signs of the

individual c®rors Auy, Au,, etc., should be chosen in' such a way as to give
the maximum result.

6.61 Eror Accumulation for the Exponential Function

As a demonstration of the problem of error accumulation, let us apply
relation (6-57) to the function ’

e ]
Applying relation (6-57) with f(x) = ¢, we have
dy = & Ax

where dy is the absolute error in y. The relative error is
1)

dyly = Ax

Hence the relative crror in the computed value of e” is equal to the absolute
error in x itself. The disturbing feature of this result can be seen from the
following example:

Example 1. Supposc x = 100, .to three correct significant figures. What is the
relative error in y = ¢*?

The limit of the absolute error in xis
Ax = .5

Hence the relative error in y is .5, or 50%. The value of y has no significant
figures!

The above example demonstrates that, cven though our subroutines may
be designed to compute to many correct significant digits, the problem of
error accumulation is still with us when we use these subroutines.

6.62 Error Estimate by Formula

The example of Scction 6 61 was indicative of the problem associated with the
evaluation of any function of one or mo.e adependent guantities or approxr-
mate nuinbers. No calculation of this sort can be consiudiad conmiplete v o
some sort of assessment of the error has been made. For funttions w'
are not {00 complex, the relation of Scction 6 6 can be used for s pres o
Further exampics will be given to illustrate 1s usc

LY

O
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Exampic 1. The function y = asinb 15 1o be calcuiated, where a = 30.0 and
&= .45, the numbers being corrcct to the number of sigmificant digits shown.
Find the absolute and relative crrors in y

By the formula of Section 6.6,
d
dy =2 a0 + % b
da

=sin b Aa + a cos b Ab
(-435)( 05) + (30.0)(.900)(.005)
022+ .14=.16

or the absolute crroris . 16.

Since y = (30.0)(.435) = 13.05, the relative error 1s about .16/13, or
roughly 1%.

Example 2. The function y ~asinb is to be caleulated, where @ = 30.0 and
b = =/6, the number a being correct to three significant digits and the number &
being exact. Find the absolute and rclative errors in v

As belore, we may write

dy = z—a}i Aa + g—: Ab
but since b is exact, Ab = 0, so the term (#3/h) Ab will drop out Ths peints
up the fact that, whenever the function under consideration involves evact
numbers, they can be treated as constants throughout, and the EXPIEsston
necd not be dilferentiated with respect to them. All quantitics wiich may
be in error, whether constants o1 variables, should be treated as variables in
applying the crror formula of Section 6 6. (As indicated carlier, even the
constants arc subject to machine roundoff error. In the present case, and 1o
many cases, the truncatton error involved in roundofT is so small compared to
other sources of error that 1t can safely bz iznored.)
For the present problem, then,

dv
d =—A
y da !
=sin b Aa

= (.5)(.03)
= .025

* 7 atelute error s (025 and tue relative error is 025/15, or about 0 2%,
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Example 3. The function y—2.0sin v | 31n xis to be cvaluated for x = 1.26..

The constant 2.0 and the value of x are coriect only to the number of sipmificant

digits shown. The constant 3 is exact. Find the absolute and relative errors n .,
(]

Since the number 2.0 may be in error, it is best to replace it by a symbol
before gpplying the error formuld. Tlus

y=asinx+3lnx
dy = Aa sin x + (a cos x + 3/x) Ax
= (.05)(.952) + [(2.0)(.306) + 3/1.26](.005)
= .048 + [.612 + 2.38](.003)
.048 + 015 = .063

The absolute error is .063. Since

y=(2.0)(.952) + 3(.231)
=1.90+ .69=2.59 ,

the relative error is .063/2.59, or about 2%,
Example 4. Perform the calculation of Example 3 for v = .65,

Substituting tn the formula of the previous exercise, we have

- ; dy

(.05)(.605) + [(2.0)(.796) + 3/.65](.005)
.030 + [1.59 + 4.62](.005)
.030 + .031 = .062

I

Again, the absolute error is about .062
However, since

y = (2.0)(.605) + (3)(— .431)
=1.21 =1.29 = — .08

the relative error is about .06/ 08 = .75!

Although all the numbers used in this case were accurate to 2% or betier,
the final result had a 75% error! Closer inspection shows that ths crror
came from the operation remarhed as dangerous in Chapter 3, the sl
teaction of two ncarly Cqu;\i quantitics, For x = .65, ln v is nepatine a |
the quantitics 2 sin x and 3 In x are very neacly equal in abaalute s |!l_'c [~
subtraction involved in finding y above resulied i loss of the tes =yt
significant figures. :

O

!

O
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Example 5. The function y - Ae "**/x? is to be evaluated for 100 values of x,
ranging {from 100 to S000, and subyect to an experunental ercor-of one unit The
constant~are = 3.0~ 102 aud 4 - 1.3 ~ 107, each accurate to the numbar of
signiticant dignts indicated  Find the wbsolute and relative errors 1n y for a iow,
medium, and high value of x (usc x = 100, 700, and S000).

For functions such as this, where only multiplications, divisions, and

powers are invoived, it is convement to take logarithms and thzn differentiate,
thus obtaining relative error directly. Thus

Iny=lnk—-pux—-2lnx
dyfy = Oklk — p Bx ~ x Ap — 2 Ax/x

For x = 100,

relative ercor

dy .05 x 107 2A-1
== — (3 0 107%)(~=1) = (100X ~. B R
Y S Taxi0r @ O 10T=1 = (100X --05 % 1079 = =
(signs of Ak, Aw. and Ax were chosen to mmaninuze the error)
= .038 + 003 + 005+ .02
= .066 or 7%
Since

y = 1.3 x 1076—(5 [ 10“)(!00)/(100)1

=9.6 x 102 or 960

the absolute error s

(ONDO 6 x 10 =.7x10> o 70
Fot x = 700,
relatinve ceror
_dy  05x 107 =3 U €3 )
T3 XW-(J.O x 1074 (= 1) — (F00)(— .05 % i0™9) — 700

= 084 0034035+ .003=.079 or 8%

¥ 1.3 x 107713 0% 10201000760, = 3 3

O
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so the absolute error is T .
o (.08)3.3) =~ .3 '
For x = 5000,
relative error
= % = i—(?;—;—‘—;g—: ~ (3.0 x io")(— 1) — (5000)(— .05 x 107%) — %6(!)‘)

A -

.038 + .003 + .25 +..0004
.29 or 29%

. y=1.3x 107e 03 o:lo-’)fsoom/(sooo)z
=1.6 x 10”7

so the absolute error 1s about
(.29)(1.6 » 10'7) =.5%10"7

Comparing the valucs of the errors for the three different values of v gives
us some feel for the errors throughout the range of valves of x. The error
is between 5 and 107 for the smaller values of v, and increases to about 30°;
at the extremely large values of x. We cannot be sure that the percentage
error remains in the ranges indicated for all values of x, since we have
studied only three paruculag values. If we wish a surer prcture of the behavior
of the error throughout the entire range of x, we can look at the expression
for the relative error with numerical values substituted for all quantities
except x:

dy .05 x 10’ - .
-;—-—-m—(l.t)x 10 )(—I)-—x(—.OS x 10 )—2(-"])/X
= .038 + .G03 + 00005¢ + 2/x

= .041 + 00005¢ + 2/x

We can now study this expression as a function of ¢, making o plot of 1t
if destred, and thus obtain a more complete picture of the relative vriver
throughout the range of values of v Figure 6-5 indicates this bohasior Tie
relative erroris Q66 for x = 100, decreases ta 061 at x = 200, then nuene 7
continuously to .29 at x = 5000

O

See. 6.6]
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>
T

Relative Error
I
L4

o 1000 20090 3000 0 5000
z

Figure 6-5

6.63 Error Estimate by Computer Trial

The apphication of the error formula (6-57) of Section 6 6 s straghtforward
as long as the functions mveived are simple enough to be ditivrenaated
easily For extremcly compley Junctions, however, the process moy b
impracticable becaase of the dilicaltins voived m findiag the dermvaiings
or n evaluattng the derivatives once found. In such cases the precess of
estimating the errors s often ipnored conpletely, This s indecd unthtunete,
since these arc just the cases n wluch error acctimulation s most Bikzly 1o
have some uneypected ctiect oa the accuracy of the final answer Iesead of
neglectng the problem, one should attempt to estimate the error by otner
methads. One method, guite adepiable for computer use, s to perform the
calculation several times, cach time varymg one or more of the quantities
which may he in error, and observing the effect on the final answer. Dszd
properly, this method can give a mare valid index of the error than dres the
error formula of Section 6.6 Agan, as in that section. assume that the
quantitics u,, ,. ty. ..., u, are to be combined to form some resulting
number &, where

N=flu,uy,. cu) (6-58)

Suppose now that small changes Auy, Auy, . ., A, are made in the quantities
Wy, liyy ooy Uy, Then N owill be clianged to a new value N + AN, given by

N

N+ AN = [(u, + Auy,uy + Quy, o, + Q) (6-5N)

The Tuylor expansion for o function of one varabls gaen i Secton 62
LN - 0 -

Vs analogue for functions of several varables, tae chief ditfference
0 y .
< it the ordimary derivatives are replaced by partial derivatives. This

*




212 . Evatluation of Functions

{Ch.6
expansion applied to expression (6-58) gives
N+AN=f(u,,uy, ..., u)+ Au, _‘2[_ + Au, -(2";#- +Au,,i
du, ey Cu,
I oY oY a*f .
- A } B . 2 - e
+ 3 [( t,) Fu + + (Au,) u? + 20u, Au, 3u, ou, ]
i s 0y
+ﬂ[(A“|) (7—u|_"+]+ (6-60)

If the errors Au,, Ay, - ., A, are so small that we can neglect their squares,
products, and higher powers, we can write (6-60) as

¢ of af

N+AN = f(u,,uy,...;u)+ Auy =— 4 Auy —— + -+ + Au, — (6-61)
du, Jdu, du,
or, subtracting (6-58) from (6-61),
A A F)
AN = Au, (—f— + Au, -EL + 4+ Au, (6-62)
Qu, uy du,

This is just the error formula (6-57) of Section 6 6 Thus that error formula
is merely an approximation to the value of AN defined by relation (6-59)
Direct application of relation (6-59) should give a better estimate of the
error, since it does not neglect squares or products of errors The task, once
the computer program for cvaluattag the function [ s prepared, 1s quite
straightforward 1 concept We merely run the calculation twice, once with
input values w,. u,, ..., u,. and once with input values u, + Au,, u, + Au,,
vevy Uy + Aut,. The diffcrence in the results is then the absolute error. There
is one difliculty, however To obtain the maximum crror we must choose
the signs of the errors Ang, Auy, ..., Au, so as to combine in the worst
possibic way [tis not usually possible to do this by inspection Consequently,
it is nccessary first to change cach ane separately and observe how much N
is increased or decreased. In a sense, this procedure 1s somewhat analogous
to applying rclation (6-62). Since by the defimuion of a partial derivative

i{- £ hm f(“‘ + A”" o RIS SR “N) - ]’("l! Hyyonny “n)

uy w0 Au,
then, for well-behaved functions,

)

—[-AuI = i, +Auug gy, ) - flugoug o)

ou,
Hence the difference between the value of N whon w6 Ao el e .
are used in the calcutation and that when w1, :

//

g

.

- —— et

Sce 6 6] Lirot Propagation Thiough Functions 213

{f]1Cu)) Auy. 16 we do this for cach vanable and then add the dbsolute vaiucs
of the recutting errorsan N from ail the caleulation,, we have an error esturate
of the same type as s given by relation (6-62) To determine if the hugher-
order terms contained i relation (6-60) but ignored in relation (6-62) are
important, it 1s usually wise to make a final caleulation changing all the
vanables simultancously. tn each of the calculations in which only one
variable has been changed, we observe whether .V is increased or decreased,
and then make a final calealation in which all vanables are changed 1n
direcuons chosen to produce the same direction change in N. The follow.ng
set of steps outline the procedure:

(1} Caleulate N = f(u, uy, . ., u).

(2) Calculate N, =f(u,, uy, . 1, +Auy, .., u)fori=11ton

(3 Calculate N + AN = fu, + a, Auy, uy + ay Au,,
wherca, =+ 11if N, >Nanda, = =1ifN, <N

A word of caution should be given in connection with the use of the above
procedure The computation of the values of ¥ and each N,. and N + AV,
will be subject to the normal rrors associated with the use of approximate
numbers. If too small a value is chiosen for the Aw,, the change in N caused
by this deliberate alteration may be disguised by the change induced by
different roundofl errors. The value of the A, must be chosen large enough
that its ciTect 1s not lust in the " noise ™ of roundotl errors

oy Mot dn ALY,

Example 1.
Section 6.62

Use the method just deseribed to estimate the error for Exanple 3,

In order to make the procedure clearer, the problem will berewnitten in the
notation used in the description above. We wish to find

N = f(uy, uy)
where
Sl 1) = u;sinuy, + 3lnuy
and
u, =2.0 u, =1.26
Au, = .05 Au, = .005

i olivwing the steps above, we calculate:
N N=fle, u)=20sml 26+3In1.26=2.59.
(v Ny=flu, + Auy, 1) = 2.05sin 1.26 + 310 1.26 = 2.64,
Ny Songouy 4 Any) =205 1,265+ 31In1.265 =2 61.
‘T Sire Ny > N gy = +1. Since N, > N, a;= +L Henee N+ AN =
* N ug e @y Miag) =208 sin 1,265 + 31n 1.265 = 2.66, so that

) N R A
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Evaluation of Functions
Example 2. The cxpression y =- n(a - Vb4 457" %) s to be caleulated for values
of x from @ to 10 1n order to nmike a graph The values of the censtants are

a=204+ 1,h=354 2 ¢c—10+.}. Diaw a flow chart for the calcutatinn,
which includes an crror estimate for cach value of x.

Since in this problem we are allowed to choose the values of x, we may
assume them to be precise, so that no error in x necd be considered. The
quantitics @, b, and ¢ arc subject to ertors Aa = .1, Ab= .2, and Ac'= .1.
Figure 6-6 shows the flow chart only for a single value of x. Additions to

the chart to cause the calculation to be performed for a sequence of values
of x are icft to the reader.

START
Input a,b.¢,43,48,4¢
kiwa /‘\ :

! z=ln(ki+Vkigenm 7 @
bi=b -/ (=)
k;uc
@ wl

a=3

kh=a+4a _

a"-ﬂ“' ‘ ] m ’ics- | li=a+d4a '—-c—®
ki=a nn {

k= b+ Ab li=a-Aa ___,<:>

i yes
a=$

ki=b no ¥
kime+Ac

arb
kl=ll
kimaly

Print y,2
STOP

09§ © ¢

Figure 6-6

N
N

Sce 60.0] Frior Propagation Through Functions 218

In the discussion of flow chaits it was pointed out that the charts could
be made detaifed or crude as the occaston regquired In the example just
given, the calculation of the very complex function 3 s relegated to a single
box. Most ot the chart is devoted to outhmng the seleciion of the values
of ky, k,. and k, to be used in the caiculation. The varable connector
symbol was used to good advantage i this chart to indicaic the reuse of the
basic formula for y several times with ditfereat values for &, &, , and ;.

The FORTRAN program given below follows the fluw chart rather closely
but does include using a scyuence of values of x:

READ (01,A,B,C,DA,DB,DC,DX

X =0
L=10./DX
. DO 14 I=1,L
FKi=A
FK2=B ‘ ‘
FK3=C
I1=1

] Z=LOGF(FKIi+SQRTF(FK2+ EXPF(FKIATANE(X))
GO TO (2.3,69,13).)

2 1=2
Y=2Z
FKi=A+DA
GO TO |

3J=3
FKi=A
FK2=B+DB
IF(Z—-Y)4,4.5

4 FLI=A-DA
GO TO |

5 FLI=A+DA
GO TC |

6 I=4
FK2=8B
FK3=C+DC

IF(Z-Y)7.7.8

7 FL2=B-DB
GO TO |

8 FL2=B-+DB
GO TO 1

9 J=5
7 -Y)io10,1t

ey -C-pC
(LI N



2i6 Evaluatiop of Functions [Ch. 6

Il FL3=C+DC
12 FKt=FL!
FK2=FL2
FK3=FL3
GO TO |
13 PRINT 101,Y,Z
14 X=X+DX
sToP
101 FORMAT(7E10.4)
END

This estimatc by computer trial can be done much more simply in an inter-
active fashion from a remote terminal. In the language of Section 5.42, a
suitable remote-terminal program is

1 1 PRINT, “A,B,C.X"

2 INPUT, ABC.X

K} Z=ALOG(A +SQRT(B + EXP(CsATAN(X)))
4 PRINT, “Z=",Z

S GO TO 1|

6 END

Specific values of A, B, C, and X can be run as desired, using the computer
as a supercalifragilistic de<k calculator.

6.64 Limitations on Validity of the Error Estimate

Itmight scem that the procedure outlined above and illustrated in the example
would provide an absolutely certain means of ubtaining an upper estimate on
the error. Surprisingly enough, such s uo¢ the casc. [t 1s possible, although
unusual, for the error to be much laiger than indicated by the error estimate.
If the function fhappens to behave in a suflicicntly crratic fashion, it may be
that the quantites

N=flu,u,,..., u,,)
and
N+ AN =f(u, + Aug oy + Ay, .. o1y + Al
may bc'ncnrly equal, but that for some set of values of the s intern ol

between wy, 1y, ..., 1, and w, + Aug, 103 + Ay, ooyt Ay, the
has a very different value, More advanced studics shiow that the o
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AN given n abave cin be dpended upon, that is, ¥ will change only slowly as
the w's change, if the following cond:tions arc satisficd:

(1) All the partial derivatives &ffCu, exist and are continuous at the
point (uy, ty, ..., 1)

(2) The crrors Auy, Au,, ..., Au, arc sufficiently small (We shall not
try to define what is meant by * sufficiently.” This 1s properly a subject for

* an advanced calculus course.)

An example will itlustrate what may happen when these conditions are not
satisficd.

Exampte 1. Compute y = (1/16) In(tan Vii x 1 for v = 1. 211, and ¢estumats the
error, where the constants in the expression are cxact, and x 1s accurate to the
number of diits shown,

Let us attempt to ostimaate the error by computing 3 for the vatlue x and
for the valuc x + Ax, where Ax = .0005. For x=1.2il, y=1.02 For
X+ Ax=1.2115, p + Ay = . 14, Hence we would be led to bllieve taat ihe
maximum error 1s Ay~ 12, However, 1f we believe this, we are badiy
misled For example, of the true value ot x were 1 2113633, the value of y
would be 1.39, a value dilleriny from our ongoal value by 37 Henwe e
maximum crror is cleatly moce than J12 As a matter of fact, thee s a vaue
of vbetween i 21T and I 2115 {for which v s ininite, se the ¢irer oy may be
mhnte! We can e this as Totioas: Stace tan 7/2 = 0, 3 s iaeic when
I+ xt=n2 This is tue when x = \,/-_l (2} The exact value of
this number 15 between the two approsimaic numbers 1.2113633 and
1.2113634. The peculiar nature of this function 1 the regon of interest is
apparent fro from s graph, Vigure 6-7. {t has a vertical asymptote at the value
X = —1+ (1/2)?, and the two valucs of x, 1.21: and 1.2115, happa to
give necarly cqual vaiues of y on opposite sides of this asymptote. In Jus
example the difficulty ariscs from the fict that the derivative dy/dx becomes

1

-~

—
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i
|
'-l.le}_‘ |
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: y=102 Tu=ine
! 121 1211 | 1201 z
! “\
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Figure 6-7
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infinite within the interval ¥ to x + Av. This gives some idea as to what is
meant by errors ““sufliciently small™ in condition (2). Ax must be small

enough that the derwvative dpfdx does not become mordinately large in

the intcrval x to v + Ax.

The above exampic was included to demonstrate that calculation of an
error cstimate is no sure defense against the accudental acceptance of, an
answer grossly in crror. The only sure protection is a detailed knowledpe
of the behavior of the function involved This is no excuse, however, for
failure to attempt to evaluate the effects of errors in the constants and
variables nvolved in a caleulation, both theoretically and experimentally

- by addittonal computer runs varving the values of any uncertain quantities.
Stated another way, part of the performance of any calculation iy the tcsting
of the seusitivity of the results to vaniations m ile parantcters meolted mn the
probleni. In some cascs, as in the preceding example, this testing of the
sensitivity may be misleading, but such cases are fortunately rare. (They

do however, tend to follow Gumperson's law, which, stated roughly, 1s:

Those events which have a low probability of occurence tend to occur at the
feast opportuns time. This law has been aited as the reason for the ningming
of ihe telephore when onc is 1ee the bathtabs, or failure of the car to stort when
one 15 about to drave to an important engagement Gumperson reportedly
met his dcath by being struck by an automobiie e was walhing down the
left side of the road in order to face traffic but was struck down from behind

- by a-car driven by a visiting foreigner who was-accustemed to driving on the
left-hand side.)

6.65 Detailed Error Bounding in the P‘rogramr

In any program it is possible to include error-cstimation equations based
on Table I of Scction 3 6, and carry an error estimate right along with the
calculation This can be done as follows. Use an input paramcter, say R,
to represent the roundofT erior. If the machine 1s doing seven-place anithfctic

" the value assigned to R would be R =5.E--7. For each vanable in the
program, assign an associatzd variable, its absolute error (telative crros
could be chosen instead, the chowce 1s nnmaterial) For example, if the van-
ables are X, Y, and Z. cairy also the vanables DX, DY, and DZ. Fuch
FORTRAN statement snvolving X, Y, and Z would be accompamed by one
involving DX, DY, and DZ or example,

LZ=X+Y of Z=X-Y
would be accompanied by

DZ=DX + DY + ReAlS(Z)
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and
- Z=X+Y or Z=X[Y
would be accompanicd by
DZ=ABS(Z)«(DX/ABS(X)+DY/ABS(Y))+R
Use of an implicit function, such as
Z=SiN(X)

would be accompanmed by a statement based on equation (6-57), or in thus
case,

DZ=ABS(COS(X)N«DX

Statements involving combmations of these guantities would be broken

* down into the indinvidual operations and tredated as above

N v K "l
Example 1. Write a prograni with ciror bounding for the evaluation of the
expression

y ax y beosx i ¢
A FORTRAN expression for the caleulation of y is

Y=AsX+B+COS(X)+C

The compiler will create a program which will evaluate tlus from left to night,
first finding ax, then & cos x and adding, then adding ¢ The crror bounding
should be done n the same fashion, and can be done by a scrizs of
FORTRAN statements ratlicr than a single one. A suitable program is

READ 101.A,B.C.X

READ 100.DA.DB,DC.DY.R

U=A=X

DU = ABS{U)+(DA/ABS(A) 4 DX/ABS(X)+R)
V=COS(X)

DV = ABS(SINX )+ DX

W= RsV
DW = ARS(W)«(DB/ABS(B) + DV=ABS(V) + R)
Ve W

o DV LU+ DW 4 ReABS(V)
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Y=V+C
DY =DV +DC+ ReABS(Y)
PRINT 101,Y,DY
101 FORMAT(5E10.4)
sToP
END - ’

Clearly, this program is longer, slower, and more painful to prepare than a

simple one whicl eomputes y by a single FORTRAN statement and prints

the answer. The tume and trouble involved would be warranted only where
one had reason to suspcct serious accuracy problems.

6.7 LOSS OF SIGNIFICANT DIGITS IN SUBTRACTION

In Chapter 3 it was poiated out that the primary cause of loss of accuracy
in calculations was the mtroduction of leading zeros in subtiaction of two
nearly cqual numbers. In that chapter it was stated that, whenever such an
event might occur, speual programming precautions must be tahen to avoid
the dufficulty or at least to make the prograinmer aware that o dangerous
point in the calculation has .riscn

An error-bounding program as described in Section 6 6 will ordinanly
detect the problem, although, as indicated thcre such a technigue i1s expensive

* in machine time and effort and is not g wanteed to flag the accuracy problewms.

In some cascs it is possible to anticipate where accuracy loss during sub-
traction may occur, and mahe provision at those pomts to proudc protection
without eacumbering the entire program with *additional FORTRAN"
statements for error bounding. Some techniques for accomplishing this will
be discussed.

6.71 Programmed Warning of Accuracy Loss

The first problem in protecting against accuracy loss in subtraction is to
recognizc when such an crror may occur in o program, Any sabtraction
command (or addition command, since the machine adds algebraically) may
be guilty 1f the numbers being handled bappen to be of the nght size. A
program may work beautifully tor certain scis of mput and yet produce
worthless answers for other sets becatse of loss of leading digits in subtrice-
tions. Sometimes it is possible to recognize during programuung that sudh
a danger exists, and in other cases it may be virtually impossible to recege”
a danger spot. When a potential danger spnt in the piogram can be re.
nized, programming to provide warning of accuracy loss may be SRISIRN

o e
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Suppose, for example, that a part of our program contains the statement
Y=A-B

Suppose further that we know that this part of the program. will work satis-
factorily for most scts of inpul numbers, but we suspeet that in some cnses
the values of A and B at this puint imay be nearly equal We fear that of as
many as four leading zeros wic produced by the subtraction, vur tinal answer
will not be trustworthy. We would hke the machine to warn us if four igures
are lost at this point «n the calculation, It is an easy matter to write a section
for the program which wiil accomplish this. We note first that, [ four digis
are lost, then the difference obtiuned as the result of the *ubtraction is
roughly 107* tunes the nunuend or subtrahend. The following statements
will test for Uus occurience and print out a warning if it does happen:

2Y=A-B
IF(ABS(Y) - .0001«ABS{A))9.3.3
9 PRINT 101
101 FORMAT(2611 ACCURACY LOSS,STATTMENT 2)
3 (continuation of program)

Afler the calculation of A =B, a test 1vinserted which will detecmine »“ the
differcnce 1s less than 107% tmes AL I i¢ 1., the priat commuand 1s executad
If there is no cxcessive accuracy loss, the program continug, withoai the print.
out. A section of flow churt which describes this operation might appear

as in Figurc 6-8
O—L= o
yes
Priat Warning -———~®

Figure 6-8

Lyl 2 welial?

Example 1. The program ginen below will conspute the third side a of a triangle,
puen sides b and ¢ and the incldad angle 1, tic angle being dunowed by the
FORTRAN varnible AA. Fie formula used 15 the law of costric.. Rewriie tis pro-
REAM Lo give wataing when subtiaction resulis i the oss of two or mcre digite,

RI'AD 10!,8.C,AA
A-SORT(Be3 + CeC—-2. B2 CeCOS(AA))
PRINT 101A
CEORMATSLIZ 9
SO
° LA} ¢
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A program which will give warning is

READ 101,B,C,AA
U=B«B+CsC
V=2.¢B:CsCOS(AA)
[F(ABS(U-- V) - .0lsABS(U)2.2,3

2 PRINT 102
sToP

3 A=SQRT(U-V)

PRINT 101,A
STOP
101 FORMAT(3EL2.4)

102 FORMAT(29H ACCURACY LOSS IN COMPUTING A)
END

In this example we arbitrardy settled on the loss of two leadiag digits as
the danger point, the point at which we desire warning, [t s farr to ask
how such a requirement nvgelit come about fn a practical problem the toss
of digits we could tolerate would be determined by accuracy of cur knowledge
of the nput numbers b, ¢, and A and the requued accoracy of the result A
careful error anclysis usiag the general error formula of Section 6 6 would be
quite difficult, but a loose tine of reasoning following the accuracy theotems
of Chapter 3 15 sufficient to wdicate how the error sn the linal result will

depend on that of the inpuc numbers For example. suppose b, ¢, and 4

are each known to 1%. Then b2, ¢, and be have a relative ercor of about 2%
The absolute error in cos A is sin 4 AA, so the rclative error in cos A is
tan 4 A4. A little study of the expression b? + ¢ — 2bc cos A discloses that
the quantities (b7 + ¢?) and (26c cos A) are ncarly equal only when A is
near zero and b is nearly equal to ¢. When A is ncar zero, tan A is small,
so the relative error in cos 4 1s small Hence the term 2/¢ cas A4 has a relative

error of about 2% From these values of relative error, we see that the -
[+]

terms (5% + ¢?) and (2bc cos 1) cach have about two significant figures. If
one is lost in the subtraction, a® has one significant figure, or is accurate to
about [0% (which mecans a is accarate to about 5%). If twe significant
digits arc lost, @* may have no signtficant digits.

An error analysis of the type just given. while not at all precise, is usually
sufficient to give guidance as to the acceptability of lass of leading significant
digits in subtraction.

6.72 Programming to Avoid Accuracy Loss in Subtraction

In Scction 6.71 it was demonstrated that 1t is sometinies possible to progeas
a tr;achinc to give automatic wariing in the event of Sertons 1w los e
subtraction. It would be desirable to have the machine take ant oo

O
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corrective action nstend of merely 1ssuing o warning. This can be donc in
many cases Let us first consider the case in which we have only one uncertain
input number, x. Supposg we are evaluating the expression

y=1{x) ~ f5(x)

where f; and f; are functions calculable to a high degree of accuracy by

. standard computer subrouitnes Then by formula (6-57) of Scction 6.6 the

absclute errorin ) s

dy < [fi'(x) &xt + 1f,(x) Bal

and the celative ervor s

dy Il

e

y (0= fin

The relative error wili be large due to foss of leading sigaficant digits i
subtraction when £,(x) and f3(1) are nearly equal This will erdinartdy occus
near sume value of x for which £,(¥) and /,(x) are exactly cqual For enaniple.
suppaose that for x = a

fila) = fi(a)
Then for values of x ncar x = g, say, for example, x = g + h where fis smalt
fila+ )y =fila+ k)

and for small values of 4 we have subtraction problems. Now by Taylor’s
formula

fi(a+ h) = fi{a) + Nf}'(a) + terms involving higher powers of &
and
fi(a + b)Y = f(0) + 1/, (@) + terms snvolving higher powers of A

Sinze Bis simall, we do not ordinanly need to carry these expansions past the

List power i K o aciveve sufficient accuracy. Thus, for A small, that s,
{ vz a we have

y=filx} ~ [0 = (/@) - f3'(a)]
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If the first-order tecrms were equal, f;"(a) = f;'(a), 1t would be necessary to
take the terms involving sccond powets of i in order to have a useful approxi-
mation for y. In cases in which a painstaking error analysis is warranted,
the compitte Taylor formula with remainder as given in Section 6.2 should be
used.

Example 1. The function y =1 —e*~! is to be calculated for values of x very
near 1. Writt an approximation which will have good accuracy for x sufficiently
pear 1.

Let us consider

~ .

y=N(x) = f1(x)

where
hx) =1 .
Six) = e
Let
x=1=h
Then

AAMD-£')]=h0-1]=—h
so that the approximation is
) y=1-x

Example 2. If an observer takes horizontal sighting over a smooth sea-level
surface, how hizh is the line of sight at a distance of x milcs from the obscrver?
(The distance x 1s to be measured along the curved surface.) Write a program
which will perform this calculation.

It can be seen from Figure 6-9 that the correct formula is

H=asecxla—-a

. . . of
where a is the radius of the earth. In order to usc the standard func l/l- re !

o O
¢

~
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Figure 6-9

Chapter 4, we could writc this as

lH=—1——a
cos x/a

This formula appears quite straightforward, yet in using it we are apt to

have accuracy difficultics. For example, using 4000 nules for the radius of

the earth, coosider the case where x =4 mtles. Then to seven correct

significant digits,

cos x/a = .9999995

The values of the various quantitics involved, then, as they would be ca. ricd
inside the computer, are

Cuantity Value Stored

a 400000 ~ 104

a

.4000002 < 10¢

cos x/a

a
——— g 2777 x 1072
COs xfa

The six leading digits are lost in the subtract.on, leaviaz at most one correct
spnfeant digit,

Noete that an this case the accuracy probioin results fromn the fict that
the compurer has only seven significant domts ave dabie, and @ ot aecssariy
{2 v an weurate input data, It would not be at all unreasonabic to ask for
8 ¢ w7 that would produce better accuracy for values of x oa the order of

O
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a few mlle_s, and this can easily be arranged if we use the method desenited
above, taking '

Ji(x) = a sec x/a, fi(x)=a

When x =0, we have /| = f,, so we use the first nonzero term of a Taylor
expansion about x = 0. We have

filx) = a +a(x/a)?/2
fix)=a

Therefore,

Hy = [i(x) = f,(x) = x*|2a

A use of the remainder term to calculate the error would show that we obtain
a more accurate value for £ with this formula than with the original formula
when x < .0lg, or when x < 40 mules, Figure 6-10, then, indicates a good
way of setting up the problem to work for all reasonable vahies of x.

START
no
L Priat H
Cus z/a a
STOP

Figure 6-10
A FORTRAN program for this calcufation is

A =4000.
I READ 101,X
IF(ABS(X)~ .01«ABRS(A))2,3,3
2 FH=X+X/(2.2A)
GO TO 4
3 Fll=A/COS(X/A) A
4 PRINT 102,X.T 14
101 FORMAT(LI2 .4}
102 FOLRMNMAT2TI2 4
STOr
END

O O
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%44 analogous procddure can be followed when several variables are in-
» ved Por Duample 1, Section 6,61, we can derive an approximate relation
£ use when subtraction error is a problem as follows:

we need the approumation when 4 15 nearly zerg and b and ¢ wre nearly
cyual. Let us write '

A=0+ AA
b=d+ Ab
ce=d+ Ac

~

and assume henceforth that A4, Ab, and Ac are small. Then
2% = (d + AD)? + (d + Ac)? — 2(d + Ab)d + Ac) cos LY

Expanding, and discarding all terms having powers higher than the second in
small quantities (all first-order terms drop out 1n this case, so we must Leat
the second-order terms):

axd? + 3d Ab + Ab? + 4% + 2d Ac + Ac?

2 a4’
—2d* 4+ dAb + d Ac + Ab Ac) l—-—)—*

2 AbY + Ac? — 2Ab Ac + dP AAR
= (Ab ~ Ac)? + d7 AA?

or, adding and subtracting d within the parentheses, and using 4 = 44,
at=(b—c)l+d24?

This refation says that, when b and ¢ are nearly equal and A is small, we can
determine a by considering it to be the hypotenuse of a right triangle, one
of whose legs 15 b — ¢ and the other of whose legs 1s d A4 (or, to the same order
of accuracy, b4 or c4) Figure 6-11 (llustrates this approximation.

b

Flgure 6-11
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EXERCISE 21

1. Find the absolute and relative error in y for the following functions. The
constants are accurate to the number of digits shown.
8. y=1.00+Inx x=2.71 4.0t
b. y=2.00cosx+ 3.00 x* X =4.00 4 .005 (the exponent is exact)

c. oy =-¥"_" x =1, 10, 100, 1000 (exact values)
d.: y=e'sinx

x=6.34 .05
€. y=1.00cosx+ .60cos2x
+ .30cos 3x x=1,04.08
1.5+ .08
2.4+ .05

In f‘ circle of radius a, a chord 1s dra®Wit which subtefids a central angle 0.
Write the expression for the distance from the center of the chord to the edge

of the circlc_. x. Draw a flow chart for a program that will calculate to four
significant digits for all values of @ less than /2,

3. Draw a flow chart for a calculation that will find y accurate to four significant
figures for all valucs of v between 0 and 1. Write 2 FORTRAN program to
calculate and print y for 1000 equally spaced values of x.

a. y=x-sinx
C. y=e"—cCosx

b. y=tanx —sinx
d y=cosx—2In{l+x)
_ftanx—2In(l + x)

_coswx/2 —~ 1
sinx — In(l + x) -

x—1

f.

4. Write a program for Example 2, Section 6.63, with detailed error bo.unding.
Write a program for determining a side of a triangle from the cosine law
a* =5+ ¢* —2bccos §

with detailed error bounding. Compute a and Aa from this program for b= 1.,
Ab= .}, e=1, Ac=.1, 6 =1, A0 = .0.

O
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Quadrature

7.1 INTRODUCTION

-The preceding chapters have been devoted largely to describing the digital
computer and the types of operations it can perform. The remaining chapters
are devoted to topics ordinarily trcated in a numerical analysis course.

Strangely enough, it seems proper to make quadrature, or integration, the
first such topic to be covered. There are two reasons for doing this. First,
quadrature as ordiarily done on the computer is a very direct extension of
the material of Chapters 5 andt 6. Sccond, quadrature is one of the fields of
applied mathematics most markedly atfected by the advent of the computer.

In elementary cualculus the methods for differentiation and integration of
various functions are taught. Generally speaking, differentiation turns out
to be the more ecasily performed of the two operations. Physicists and
engineers, then, sometimes find it strange that mathematicians usually con-
sider integration to be the * nicer™ process. In particular, the mathematician
is inclined to regard a problem as solved once he presents the answer in terms
of a quadriture, that is, a definite integral of a known function, between
known limuts, After all, such an integral merely represents a number. To the
physicist or enpineer, howerver, the numerical vatue of this number may be a
matter of conwiderable concern. Before the adveit of the computer, the
task of evaluating any but the most simple deflinite integ-als was imposing, to
say the least, and was insurmountable in many cases. The digita computer
has produced a marked change in this situation. Numerical evaluation of
large classes of definite integrals 1s a process well within the c;s?mblhlics of
even the slower computers, Hlowever, there are still problems involving
grdrature i two or niore Jdunensions wlich would requiree inordinat
amounts of tine on eyen the fastest of present day compu(crs/}
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Lo ecuacién V1.1 nos da la férmula recursiva de Euler. Para apiicer

el método se requiere que Ax sea pequefio y ademés contar con un punto de
5"‘39‘0 Xo, Yo . El error producido es del orden de sz .
‘ L Sl el o vk K 3 o G ‘~" 2 T ) v T :
b} Euler modificado
“E procednmlento béslco es el mismo solo que para cadc Y' +] Se hace
una serie de nferacmnes cori los vciores obfemdos sucesivamente de Y4y a -
fin de obtener el valor més exacto de Y;y, .
Al tener : ’ ] A
ROWER (I Y ‘
R . <Xt Y' fg_ ey (V‘Z) .
se efectlan las siguientes iteraciones ¢ - =~ # ¢ SRR -4
vt ’7\,““‘«“'7 IRkTE I \‘.:‘.V"i‘\f- (aw \k\\‘\\1
. Yu-lz- F(Xg-ﬂ,YH.’L} B . "‘:'“?“*\"5',
Yz Yo+ ( e Y -
RS P Y 4 AX .
[
( )(L'O' ')—?L*‘ IS
//t S ‘ ,
Y‘: Y + ( ie +' Y &p) A X : N
1+‘ ’
o N N RS
y asl sucesivamente hasta que o S
TN .
l YL-H (vi.3) ,




78.-

el cumplirse,se procede a obtener Y; 19 y asi sucesivamente.

Al iguai que en el indtodo anterior es necesario emplear incremen~

tos ( A\ ¥ pequefios. El error producido es del orden AXS.

o) Método de Runge - Kutta

Este método utiliza las férmulas de integracién antes vista_para liegar
G
Dicho proceso es bastante

a la obtencidn de su propia férmula recursiva.

laborioso por lo que no se tratard.

La solucién para una ecuacién diferencial de primer orden Y'=f(x,y)

estd dada por : -
Yos1 =Y, + Ay,

donde 2

AYoz AX ( Ko+ 2K 42Kz +Ka)
A

Ko = g (X'ﬁ,\{w\)

K= F(Xas Ax Y
2 2

KZ.""C(\/\/A'*-;/;\;ZX)YW-#Ka!S%\)

’ 2

\
J

R

l

2

wt Ko A

X e

—

Ks = F(Yn-&» A){, Yn + Ky AX)"

|

v

O A T U

L
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La fé6rmula anterior es la de Runge-Kutta de 4o0. orden, hay ofras -
férmuics con mayor cantidad de férminos que ce obtienen empleando diferen

cies de mayor orden al deducir la férmuia.

Los parémetros K; representan la pendiente de la funcién en los ==
puntos en que se esté evaluando. El método da un error del orden de AX3

y es uno de los més precisos.

E'lemElo

Obtener la solucién de la ecuacién diferencigl Y'= 1-X+4y para -
5 puntos consecutivos empleando los métodos de Euler, Euler mejorado y Run-
O | ge - Kutta usando un inc;-emen’ro DAx=0.1. Comparar dichos valores con la
solucién real si X, =0, Y, =1.
Sol.

La solucién exacta estd dada por :

Y- 4Y =4-¥%
Yh: CQAx




-
.-

Y (%)= ){_1;_.,.,_,_-_\/

5 :
4 Z

“- -

las férmulas de solucién para los métodos son :

Yn ‘-'-Yn»s + Y,Jﬂ_‘ AX (Euler)

Yn = Yoy + Y ’ln-\ JARYS l
A > Euler mejorado
YH= \(w-l + (\/ }ﬂ-a"‘ ] XAXJ

2

er:\(n-. + é__%i ‘[_K. +2K7_+2K3+K4]
&
K, = C(Xn-l,Yﬂ-l\/

Ky = F(Xn-.*'é}.i ,Yn-u + ‘ﬁ\_A)(> Runge Kutta
| z 2 ,
K32 £ (Ko + B, Yoy + ks A)

Ka= g(%n-s"'AX9Yn-s+' K3 AX)

las soluciones se muestran en la siguiente tabla:



Kp X | Fuler E. Mej. | R.Kutta Real
0 0 ' 1. o , 1. 1.
C1 ] 0. 'i 1.5 1.595 1.608 1.609

:
2102 ;219 | 2463 2.505 2.505
© 3] 0.3 | 3.14¢ ! 3.737 i 3.829 3.830
4104 | 1774 | 5609 5.792 5,794
5105 | 6.3224 | 8.369 8.709 8.712

d) Diferencios finitas

Este método se emplea cuando se tienen problemas con valores en la

frontera.

El procedimiento consiste en lo siguiente : dividir el intervalo de in
tegracién en "n" espacios iguales, emplear las férmulas de derivacién de
diferencias finitas en la ecuacién diferencial (todas las diferencios deben =
ser del mismo orden), substituir las condiciones de frontera y por Gltimo re=
solver el 'sistemy de ecuaciones planteado. Se tiene que aplicar el opera-

dor diferencial a fodos los piveotes del intervalo.

Ej emElo

Resolver la ecuacién diferencial d2 yp =¥ =0, en el intervalo (0,1)

d X2
si y(0) =0, y{i) =1}




Sol .

Se divide el intervalo en "n" partes iguales, sean 4 en este caso :

Dx=1-0 =025

2
ﬁ;‘\( (¥)
— Y=L
Nloy=0u ! .
25 ) 075 A— X
empleando diferencias de 20. orden :
Yoe L -2Y*Y, ]
substituyendo en la ecuacién diferencial @
1 [Y- «2Y.+Y: -j Y. =0
_— i=1 i i+ i
Ax? o
Yi-] -2.0625 Yi+Yi+1 =0 (Vi.4)

las condiciones de frontera son :
0=0

Y=

aplicando VI.4 en los pivotes :



(D

N

X] =0.25

Yo"2'0625y'i +Y2=0

~2.0625Y) +Y,=0 (V1.5)
Y} -2.0625Y9 +Y3=0 , (V1.6)
X3 =0.75

Y2~2.0625Y3 +Y4=0

Y, -2.0625 Yz= -1 V1.7

el sistema de ecuaciones =5 :
Yy =-2.062 Yy +Y3 = 0

Y2 "2.062 Y3=-]

de donde :
Y] :().2]6
Y2 =0.445

Y3 =0.701

NOTA: Cuando se trata de ecuaciones diferenciales de mayor orden y se -
cuenta como condiciones y" =0, etc., hay que substituir en dichas ecuacio

nes las férmulas de diferencias y despejar de ahl’ las condiciones de frontera -

desconocidas.




Vil) SOLUCION SISTEMAS DE ECUACIONES DiFERENCIALES ORDINA-
RiAS DE PRIMER ORDEN.,

Uno ecuacién diferencial de orden "n" de la forma :
A v ey ia L yD Y (x) +AL Y (x) = £(x)
n (x) +A_ (x) + ... APV TIx) HAL Y (x X

se puede descomponer en un sistema ce "n" ecuaciones difeicnciales ordina-

rics de primer orden mediante el siguiente cambio de variables.

Y1=Y
\’2=\{,|
o

Yn = _]_ [f(x) ..An_] Yn_] - .= AO Y]]
An

es por ello que solo se hablaré de la solucién de sistemas de ecuaciones dife-

renciales ordinarias de primer orden .

a) Runge - Kutta

Con este método solo trataremos la solucién de sistemas de 2 2cuaciones
diferenciales y la: metodologla es similar a la empleada parc resolver una ecuc

cién diferencial de primer orden.  Como la demostracién cae fuera de los pro

pésitos del curso solo se daré la metodologia.

Sea un sistera de dos ecuaciones diferenciales de primer ordent
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o dy = f(x,y(), z (x) )
d x

dz =g (x, y(x), z (x})
dx

con las condiciones iniciales

Xor YXo)s Z (X).

Empleando el método de Runge = Kutta de 4o. orden
Yiﬁ""\(i"?' ASY (K + 2K + 25+ K4>
©

o | K= £ (X ,Y0,23)

O/

/ \<;=f<X;+_Z§1<,Y,;+ lg_._%_-g , Zi g;_%_g)
;s Kz = ;<><L+ \’H(»A% Zi+ % 2%)
K4 §<XL+AX,\{£+V3AX,Z‘.+%5&X)

Zig= Zi+ ..[—\_Z’L( ( q‘(u+2%2+2g3 +'9}4>

O'“:- 2( %L ,\(5;2‘:)

C;{z A()( +—L\X)\¢+!<4A>< Zi+
E’;,gr(%{ﬂi-er%:%,\{l-%-\(zé})(,Zi-i-ﬁ—zél‘.)()

5‘4; f \/}(L-—Hl%,\,i + Ky A’X, ZE“:’%% A)‘)
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EiemElo

Transformar la siguientz ecuacién diferencial ordinaria de cuarto orden
en un sistema de 4 ecuaciones diferenciales de primer orden:

4y"" + 3y"' +_]_ y" +2y' - 3y = 5 cost

2

Y=Y

V2= %
Y3=Y, b
Y4=Yy o
°4=_14_ [5cost-3Y4-;_Y3-?Y2+3Y]]

b ) Variacién de parémetros

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden con coefi~

cientes constantes de la forma :

@
X=Ax+By, X=X ()

la solucién est6 dada por :

Alt-to)

, I . s
Xit): @ Ko+ ge oAty (Ve
= A - -
‘ —_— L,
A ii*.- to) . .. O
donde e=’ se conoce como la motriz de tronsicién y es igual o :

/“E(t'td:) ,/:
2" o= l-}-__é_\'_ (t-t) + %‘2 (‘f-‘h}z’h.é (i L)



!

s

Si se considemn incrementos constantes de la variable independiente
(Af) Yy se aproxumon las funcnonea U {t)_por paralelogramos o trapezoides,

o
Ay

] e
- 3 ‘.'*
3 Z

- A(i e >t (”)c&t

to

se puede obtener una serie s:muar a Vll 1. para el término :

‘

Dichas series son féaciles de obteneg‘ en compufcdorc y para su conver=

Py -
DA n
4 I

o

gencia se pide que todos los elementos’ de las mai’nces obtenidas en dos itera

¢
> e
“

/ ) -
: clones sucesivas, sean menores que una cierta C preF||oda de antemano.

-

1

Este méfodo es bcsfcnte exacfo si se f||0 un incremento [\t muy peque-

(/
/ fio y se establece un buen criterio de convergencia € para las series.
|

Para obtener manualmente la matriz de transicién eé- hay dos métodos:

- en el dominio de la transformada de Laplace ¢

§

S B

- en.el dominio del tiempo, se necesita obtener los valores caracterfsti=

'
¢

P «
S seay

\\

cos de la matriz A, la cual en términos generales es de orden nx n, y -

"

aplicar teoremas de matrices para legar al siguiente sistema dé ecvacio=

nes con incdgnitas O(L :

L .
1
3

Ln] (¢ ), indica la antitransformada de Laplage de 4.
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'VIII) METODOSESTADISTICOS Y PROBABILISTICOS

«a) Generacién denimeros al eatoriosipor el métcdo de 1a congruencia

lineal muitiplicativa. .

T - - .

v

Némeros cleatorios son ‘aquelllos que se'generan-al azary que se utili=

i . . -

zan para efectuar simulaciones, predicciones; etc. - \Una caractéristica.que

-deben cumplir los nimeros dl edtorios creados para-dichos fines esque sean re
v producibles para efectos-de compiobar resultados.’ ‘Uno:de los métodos més

eficaces es.de la congruencia lineal, ‘el -cual-se describea-continuacién.
I T ed el O T

R, S -, R

Elegir 4 parémetros :
“Xo valoriinicial 6 semilla, 1“)<°': 200 2 e L
A multiplicador, A DO T s s e e e et

‘¢ .incremento ,. C 20O . .o B
/ ' ! - .
m mbédulo T ) Xo
S mSA i
t > C - T
vtilizer ia ecuacién siterunva )
Xn+1=(AX, +C) mod o
donde . s A ' ‘\ﬂ‘ R i Ced T
Z mod m = residuo de dividir Z <M

N - ‘ . 0 . ” |
todos los parémetros elegidos deben ser nGmeros enteros. e

La longitud del ciclo de nimeros aledtorios depende del médulom, por

lo tanto .es aconsejable elegirlo enla siguiente forma ¢ -

-

-
\
.

-—— i,




b r
m=p i P =2, en compuiadoras binarias
p = 10, en computadoras decimales

i

b= ndmero de bits por palabra de |«
computadora.
Se
ey
Para mayor facilidad suele emplear ¢ =0 y en casos de computadoras

binarias se obtienen mejores resultados si :
a=8t+3 , t=o0,42,...
a debe ser comparable con m

Xo debe ser entero impar no divisible =~ 5

¢

Los ndmeros aleatorios que se obtienen con este método quedan compren-
\ .
didos en el intervalo (o, m) ; pero la mayoria de las veces se necesitan nimeros

al eatorios uniformemente distribuidos (1) entre 0 y 1, para ello se hace lo si-=

guiente : .

= X,
m
Genere v.a. en el intervalo (0,1) si :
Xo =3
a =4
c = 5
m =12 |

Sol .

Lo fé6rmula recursiva es :

N



O Xn=(AX .1 +C) mod m
aplicando queda :

Xy =(12 + 5) mod 12
=17 mod 12
=5

ry=5/12=0.4166

X2 =(20 + 5) mod 12
=25 med 12
=1

ro = 1/12 =0.0833

Xq= (4 +5)mod 12 o j{
O = 9 mod 12 T ——
=9
13 =9/12=0.75

X4 = (36 + 5) mod 12
= 41 mod 12
=5

4 =512=0.4166

b) Método de la transformada inversa

Este proceso se emplea para obtener la configuracién de la funcién den-
sidad de probabilidad (f.d.p.) de una variable aleatoria (v.a.) X cuando solo

) y
C/ se conoce su funcién de densidad acumulada (f.d.a.) ya sea en forma discreta

SN .

N —

4,'-‘——“"’—.—_“‘——’ - ~————
e “*q:




6 continua . Numéricamente el método trabaja con valores discretos, por lo
l

que hay que discretizar f.d.a. si esta es continua.

Las caracteristicas de una f.d.a. son :

T

44

F(X) = g.cméx

y las de una variable dleatoria uniformemente distribuida entre (0,1) son :

PG ESCANEE

—

- Analiticamente lo que se hace es :



et
(&)
1

rq=F (%)

F! () = F ' F(x) = F (x)

Numéricamente el procedimiento es el siguiente :
se generan v.a. unii . dist. (fn) las cuales se proyectan sobre la f.d.a. de la
v.a. "x", se observa a que valor de "x" corresponde F(rn)’. esto se hace mul-

titud de veces y se archiva la frecuencia con que se cae en las variables "x", -

finalmente se troza un histograma de dichas frecuencias el cual corresponderé

la forma de la f.d.p. dela v.a. "x".

O F(X)

!

Y e

1
|
o e i - -
4 ta S 8 X
i
Vad !
a*”(x) |
F |
H‘ .
!
3 ;
g t
r | 3R
g ”/' \\
§ ', ; \\
Q ! ; /’ 1 \\
: 1

R
~3
?

v
<1~
ri
>
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c) Método poler pera generar v.a. gaussicnas

Ura v.a. gaussiana tiene vaa f.d.p. con las siguientes caracteristicas:

OxNZit

Se puede demostrar (ref. 5) que las ecuaciones :

f(x) = 1 exp {-

2 .
Xy = G (-24n13) cos (276 )+ Mx
2 |
X2 =Ty (-2 An%)) “sen (2m0y) */(/*X
donde :
M, ¥ =v.a. unif, dist. e ind;ep. entre si

dan veriables aleatorias Xy, X, con f.d.p. gaussiana.

2
Este método es muy Gtil cuando se cuenta con una computadora que cal-
cule eficientemente las funciones In, cos, sen.
Ejemplo

Generar 2 v.a. con f.d.p. gaussiana si :

rn =0.892
r2 ='0.072

qQ, =2.5

Sol .

| " |
Xy=25 (-2 3n0.692) cos (2110.092) + 5= 5.540%

P ‘ ]/z |
X2= 2.5 (-2 §00.892) sen (270.092)+5= 5,0094



d) Obtencién de v.a. con f.d.p. exponencial

La f.d.p. exponencial tiene la siguiente forma :

i) = o e &t

donde §{ se define segln las caracteristicas del problema en estudio :

Aplicando el métode de la transformada inversa se tiene :

S {.dr = %E—CY)A\(

rn = F(Y)

g )=t

+ -
-t | -l
‘(nr.gc&'e Atz - +4

. ;a(-.‘;

.

{
)




5.~

groficondo F{t) vy 1-F(t):

Ll B I i e T e T S

ey .;;)

=

PN
4=-7{t)
‘ e .

-

R Y

se observa que son simétricas y da lo mismo proyectar r, sobre cualquiera de

ellas ¢
rﬂ =."F<'t)
‘ -0l T
= A=-F(t)=e -
Qﬂﬁ\'é - Xt
T= -l &ﬂ a
A
Ejemplo :\ \

Generar v.a.:,‘con f.d.p. exponencial y media 2 seg.
]

: /

Soi . !

, Sean : ‘
2 =]).898
fy =)).175
r3 =.533

i
i
f
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por lo que :
Hh=-2In0.898=0.215

-21n0.175=3.,485 S

2

13=-2 In0.533=1.258 §

e) Maétodos de Monte Carlo

4

Por métodos de Monte Carlo se conocen todas las simulaciones en ias
e
" ® , . I'd ° . .
cuales estdn involucrados nimeros aleatorios 6 v.a. con cualquier tipo ca

distribucién. Este tipo de simulaciones es muy Gtil cuando resulta impréc-

tico, costoso 6 imposible el simular una actividad.

Para efectuar estas simulaciones se requiere Gnicamente conocer las

medias, desviaciones estandar y f.d.p. de las v.a. inmiscuidas.

Entre los procesos que se pueden simular de esta manera se cuentan :
. - " ° . Ao .
fendmenos de teoria de colas, simulaciones de accidentes, eventos de fre=

cuencia, etc.”

r

Para ilustrar el procedimiento se resolveré un ejemplo.

EiemElo

c 1

-Las llomadas telefénicas por minuto'que entran a una central teleféni=

ca tienen una f.d.p. de Poisson con media 5. Simular la contidad de Hlo-

r r

madaa que entrarén en 10 minutos si la f.d.p. de Poisson es ¢

ot s T

WA

" 1, K = L( (‘:
, p(K).:/V( ¢/ k:cql,hz,,,,
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Sol.
K P(k) P, (k)
0 | 0.00674 0.00674
1 | 0.0336 0.0404
7 | 0.0842 0.124
3 1 0.140 0.264
4 | 0.175 0.439
5 | 0.1754 0.6144
6 | 0.1462 0.7606
7 | 0.104 0.865
8 | 0.0652 0.93
9 | 0.0362 0.966
10 | 0.0181 0.984
11 1.0

De una tabla de nGmeros aleatorios se escogen 10 (correspondientes o

i

¢/ minuto) :
1) 0.621 6) 0.165
2) 0.861 7) 0.709
3) 0.824 8) 0.937
4}' 0.708 9) 0.630
5),‘ 0.395 10) 0.859

estos nimeros se consideran como los f.d.a. para ¢/ dia y con este valor se en-

tra ¢ la tabla paréd ver/\cua'nfas llamadas correspondién @
A :



TOTAL

min f.d. a. llamcdas
i 0.621 6
2. 0.841 7
3 0.824 7
4 0.708 6
5 0.395 4
6 0.165 3
7 0.709 é
g€ 0.987 i
9 0.630 6
10 0.859 7
VLT o L A
10, 63

NPT SRR,

99.-
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IX) OPTIMIZACION DE FUNCIONES

1. Funciones unidimensionales

Dade una funcién de una variable y = f(x), se denomina como puntos
. . ’ : . .
criticos de la misma aquellos que dan un valor méximo 6 minimo de la fun-

¢ién en un intervalo considerado, esto se cumple cuondo :
9 ?
Y= £(X)=0
£

; MAX

SN L

|

|

|

| Mo

-
B

s e

X

o sea, que la pendiente de la tangente a la curva en el punto considerado es
‘ . y

nula. Dicho proceso es el que se conoce como optimizacién.

El método analitico solo es véiido cuando la funcién es continua en el
intervalo considerodo, esta es una de las causas por las que existen métodos -
numéricos para resol ver dicho problema, la otra es que una computadora digi=-

tal no puede efectuar el proceso analitico.

a) Método de bidsqueda aleatoria

Este método es aplicable para funciones unidimensionales continuas o =

- &~

discontlnuas. es decir, para todo tipo de funciones. ' El procedimiento a se=

guir es @




o
-
N

-F?for un intervalo de bisqueda (g, b) :

s setal o A‘{-(ﬂ) e L Pl TN VO SR S AR - T

‘ ')
R T CI RIS C I dE T S SEN e § - el I e TR
d . !
) 3 .
i /; Py ¢i‘;\-:;",* s -3 e S AL S 4 MARI A *';
i ! - .
\ i , i
. . ) ’
. N ) l. e
| a b =X
9 :>‘ t\’ ‘ g ‘j;/
- Generar un nimero aleatorio uniformemente distribuido (r;) y proyec-
[N
tarlo en el intervalo de-bisqueda.{g, b).s..;x . o
3 3
Xi=A+Y¥i (b=a)
- Evaluar la funcién en el punio encontrado X; ’
=.Generar otro. njmero, olectorno .y evaluar la funcién en-el: punfo, ) S T
o~ \‘ ‘ ‘. ' .\’_,- S ,‘7"‘ e k“ r\i"i
- Comparcr Ios valores de lo func:én obtemdos en dos |ferac|ones suces:-
o 5 - " '\7" ‘L b - '~“~\:‘.\ - E::x S S S
‘vas e ir guoroondo lo vanaole que arro|e un valor 6phmo : )
e e o
max (£ (), £ (X;.41))
& 6
P : :
min (f(x;), f(x; +1))
o - E - I
= Detener el proceso cuando :
Fo) = Flg 4 LE
{X xi +] s o N ) _ B
: : ‘H : ’,f _ Ty L l : . . © T
) N e e
b) Mefodo de F:bonoccx MR

Este méfodo solo eq ophcable en funcnones ummoﬁales Y. umdnmensnonoles

TGS ~~x iy AT T T

pore el intervalo de b‘ﬁsqueda,‘ a fin de que el método sea convergente al valor
] 5

)

éptimo. b

g g




Ve o =

Bésicamente consiste en ir haciendo subdivisones simétricas del interva=
lo de bisqueda e ir eliminando los subintervalos que al ser muestreados dan v

valor en sentido contrario al 6ptimo buscado, esto es :

-
N

o 4o X % A
3¢ e‘Xczu:‘ e;

(e 4
=% p S

R

Al efectuar el cociente de dos particiones para encontrar la razén 6 foc-

tor al cual se estd haciendo la particién se llega a una serie de nomeros que se
2 ‘.,

conocen como nimeros de Fibonacci (Fn), los cuales se generan en la siguien-

te forma :

Fn = Fn-] + Fn-2

Nomeros de Fibonacci

[ntof1rj2|3]a]5]e|7]8]9]|0]|MN
Fn{lll 2 {3 |5 |€/ 13|21 (34|55/89 144!

Numéricamente para aplicar el método se procede como se indica a con=

tinuacién.



O

(V2™

b ! . ot . . : L. ’ LY .
Dade la funcida f{x) se escadioce un infervaio de blsgueaa \a,9; con .o

cual la longitud inicic! del intervalo es :

L]= -Q

el primer incremento de particidn serd :

N2 =L Foo
F

n
con lo que los primeros puntos limites del subintervalo son :
X] =g+t & 2
X2 = b - A?
se comparan los valores f(X1) y £(X5) y de acuerdo al resultado, ya sec que se
l
esté minimizando 6 maximizando, se rechaza cualquiera de los siguientes inter
valos :
Vo, a+ Ayl sif (X)) nosi
¢, @ 2 S 1) nosirve
e A - . .
Lb -9, b-‘,, si f(Xy) no sirve

el intervalo resténte se subdivide nuevamente y asl sucesivamente,el procedi--

[

miento se repite hasta alcanzar el grado de exccﬁi‘ud deseado, es decir :
! f(X;) = F(X;4y) 245

Después de la primera iteracién la longitud del intervalo restante ser6 :

a’ X3 X2 b

=L -0,
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En términos gencrales se llega a establecer que el valor del incremento

y longitud del intervalo pari fa "i = ésima" iterccién son :

1 =:-Lé-\ - AL

L

T n

A£+4= Lt "‘na(é'ﬂ‘j |

Faeli-4)

Ly ( Ii-i-h’l}

)

—

(o

es la max. cantidad de
ndmeros de Fibonacci -
que se deben usar para

el gredo de exaciiiud =

deseado.

La ventaja de este método es que solo se tiene que evaluar la funcién une

sola vez en cada iteracién debido a que en el intervalo restante uno de las nue=

vas subdivisiones cae en el mismo lugar que una de las subdivisiones de ia itera=~

cién anterior lo cual se demuestra a continuacién.

Se tenia :
CLEL A,
4
Ao=ty Fo
Fn

substituyendo (1X.1) en (1X.0) :

L2=L] (Fn_Fn-2)
< ~F.

n

por otro lado :

Fo=Fac1 *F 22

substituyendo (1X.3)en (1X.2) :

L2 = L] Fn-'l
Fn

i

i

(1X.0)

(1X.1)

(1X.2)

(1X.3)



A -
[ VRO

y se define el nuevo incremanto :

N .
& 37k T3

re

r .
n-i

[}

veamos la relacién de X] y X5 con [ s

Xe-Xo= b-Dg - (c=DN2)

e 4
Ko-Yym o | b= 2702
Y " )

Xz ¥y = Ls /EQ:%..\ (%.4)
\ =)
Li= L2 %;;_ (%.5)
’i-.nmé

suostituyendo (1X.5) en (iX.4) :

Tl

X=X =1

-3 . A (X.6)

n-1

Tl

analizando (1X.6) gcométricamente :




X/= a’+ As

i!

\/’(44’ L\_,‘

o]

= Q + Az-a—./ls

a.+ Az -;-\/<z.->(1

a + Az-;—%z-a-Az

por lo que :

£(X3) = (X,)

y ya no hay que evaluar . Se llega a un resultado semejante si se recheza

el intervalo (b- Az, b).

Para ver la cantidad de nGmeros de Fibonacei que se deben usar ana-

licemos las longitudes de ios subintervaios :

Ly = Ll Fn-]
Fn

L3=L; Foo

[ 4]

&

]
kn =1Ly Fo (iX.7)

Fn



de (iX.7) :

“n = ‘o (IX.8)

(1X.8) nos dao ia relacién de longitudes del primero y Gltimo intervalo, de

agui se deduce la cantidad de nimeros de Fibonacci de acuerco a la preci-

sién deseada, o seo; si se quiere Ly=¢ 5y Ly =50, se tendria :

-+« F,=100F, =100
esto se cumple solo si n = 11 de acuerdo o la tabla de nimeros de Fibonceci:

Ejemplo

Encontrar el punto para el cual la funcién y = 5%2 + 5X alcanza un mi-
nimo escogiendo como intervalo de bisqueda ( = 5, 0) y si se desea una cproxi.

macidn de 0.1.
Sof.

Determinemos "n" de acuerdo a la aproximacién pedida :

0.1 = F
Fn
F,=10F, =10

RGN
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-

PO
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Aplicando el método se tiene :

-5 o
Li=0-(-5=35
A2=L1 Fa2 _LiFg =5 (S)
Fn Fg 13
=1.92

X, ==5+1.92=3.076
Xp=0-1.92 ==1.92
f(X]) =31.928

f(Xo) = 8.832

FAX1) S %)

se rechaza (-5,-3.076)

-5 -3.036 =4.92

o
Lo= bi-Nz= L (.{:n-‘.>-_-. 5Ts
A
= 5-14.92= 3,08

Dz=Ll,T> = 3.08 (:—.s_,>= 4. 455
Fg 8
X:" - 3.0%4 4+ 4.165=-4.92= X2

X2"= O-4.4565=-4.455
fv.)= 0.8954 25

F )= £y >F (x2)

|
'



se rechaze (-3.075, - 1.92)

W02,

=L, =3 08 -1.155
L3 2° 2y
=TT ,_l:i"i ,{—) f + - y ) S t - Pl
’ ! : )T ¢ €’1;: PR - v o~ 4 P
) — e "
':\ = LAt
4 32 =1.9 (2)=0.768
4 5 “
y Y ;\‘_ - P
v H
Ai=-1.92- O768—-L.o2 ,<2 ~
' R O R P E L L ER A T L i L R
2=0-0-7o ==-0.768
- )-ﬂ,» g «;r-: I AN y.‘ffj:_:h),i».fv = ,i-nf} "~ . Yiep My
i 1 y ‘ ;
o FRD) 22089 0 (X)L s o e e e
~y BRSPS N A LR LS BN ACTIRS
se rechaza (-1 92 1 ‘.5 ) )
Lot ot et onitive Ay

L, =Ly Ay=1.923-0.768=1.115

Ne=L, F R

Bs b P15 (1) =038 T
|"3 3 -

M=-1.15+0.383=-0.767 ~ © " =

FAREN N [

X

M = (ol -
5 0.333 .
Xy =-1.81 f(X) SN

se rechaza (- 4,45 , = 0.969)

en Lge= L4’ "‘”Aj-5= 115 =.0.383:= 03769 ¢ & ‘u™ st o S
Yy R T N R T B I Fonth s T aa Vi
ni& -\' - L Tarw o ~ - s N I - « N LT I D e v
-\
L..6 5 =0.769 {1)=0.384
RS F21 STy 200k Dot s e 31 DR g T 4
X"" o J87+0.384 =0 384 ST SRL Y T SR EIY ot ST At
X:?“ =-0.384
o' o ’ﬂ‘ )_.;” 1o~ :-i’ ER
r§>or lo tanto :
i R A I I R -t S - ST
X =-0.384
1 , L . 1 -
I N ‘ i ’ -




2. Funciones multidimensionales

Una funcién multidimensional es cqueita en la que la veriable depen-

diente es funcidn ce varias variables inccpenaientes, es decir :
Nt
f( x ) r(xh X0y wens xn)

Pare encontrar los puntos criticos ce dicha funcién, el procedimiento
analitico consiste en derivar f(x) parcicimente con respecto a cade una de
las variables independientes e igualar dichas derivadas a cero; del sistema
de ecuaciones formado de esa manera se despejan los valores que arrojan un

punto critico de la funcién f(x)

]
T =0
N4
N
I~

1

O

;

Kz

¢

<

Q -

[~}

) §£ = O
2%Xn
En muchas ocasiones el evaluar las derivadas es practicamente imposi=-

ble o muy laborioso, asi como el resolver el sistema de ecuaciones que se for
ma; ademds en la computadora no se puede proceder en la forma antes deseri

ta; en todos estos casos el método de eleccién es una solucién numérica.

: a) Bérqueda por gradientc.

1

'
5

- Esta técnica sirve para maximizar o minimizar una funcién multidimen=
g

sional é(x). El procedimiento consiste en ir escclando la curva de niveies ==

|
9
1
4



e,

eligiendo paia ello ia trayectoria cue permita aicanzar el punto critico lo
més répidaentie posivle. . : - o
° g 7 ) [N . - - .= s - . .
.Es un méicdo de gproximaciones sucesivas y como todos’elios requie-

re de un vaior inicial de ia soluciéh con er cual iniciar el proceso :

- N - - R - . ~ - =
s atan ST N L - A SR AL b S A A S SO PR

Xo o ) p q\ ) . . : N . .
( ¥4 2, . & . y,,xn“)‘ R P

a continuacién se busca la direéccion de ia. irayectoria 6ptima de bisqueds

- para- €l punfo critico de la funcién t(x), io cual se hace en base al-graciua

te e la funcién Vi (x) mlsfn?’;hu,es@ve pcraigqic‘:ul‘cr_,,lgs incrementos L.x

v - - - P
i

Gue can ei siguiente valor cproximado de- la solucién Xi; esto se hace su-

N
f

cesivamente hasta que se liega ez~ - . . ooy DR AR

AN v f(%)g R DU R TR NS I P SRR e

) n !
S - AP ;r (?<n) -wf(xn + ]);45- AT O L I

El método presentu ia inconveniencia de que si la funcién presenia -
- e . ; ., v . N X
puntos criticos relativos se puede llegar a V{(xj.= 0.sin que se haya clcan-

zaco el pun.o 6pf.mo, para evifar es’ros errores se recomienda efectuar una

s ) . e

revussén airedecor ael ounto para, el cuczi V f(x) 20 hasta cs\,gurcrse de -

et i

» - =

que.no hay:otrcs’ntroyectorids que: éonduzcon duq, valort més exacto de.la‘so= -

I3

lucibn. A continuacién se ilustra el proceso numéricos:, -5 Lis rtui Tl

- Sea la'f({p‘cién,,: AT e : ey A
) o ”'“ . s,

F(Xp, X, .00 X)) : (iX.9)

o i g; .. ) + IA. ) .;, :\'\.

se escoje un valor inicici de la solucién :  “~

e Amn, e




\ — N ;0 RS P
AO = ()\II )\2; Y ERARY. (:>\.l0)
se evclua el gradiente de la funcién :

V’i:(2.<3=(§3_}i OF ..., OF (oo
% KT ¥

se evcluan las derivadas parciales del gradiente, las cuales empleando com-
putcdora se obtienen de la siguiente forma :

oF =T (%5-:-AX, ,Ym XnB-F()(tJXz‘,...va }

S A ) (1%.12)
j
|

| A 4

DF & FlXiNat Dz, Xo) = -:F(Xan,---.X"\ ,
%z DX, J

los incrementos AX° son diferentes de los incrementos de la varicble pora =
caminar sobre la trayectoria de bdsqueda, estos incrementos solo se utilizan
para evaluar las derivadas parciales y deben ser lo més pequefio posible para

que dichas derivadas sean lo més aproximadcs posible.

Se evalua el gradiente de la funcién en X ¢ :

VF(@] ._:V oF Dm . OF ‘ (1%.13)
}‘/o ( QX 322-> )9)('4 ,«.o

a continuacién se obtiene el incremento de la funcién, el cual por el célcuio

diferencial estd dado por :

AT=2F | A%+ 2F sz fout OF | A¥n

S le | S¥al%e S¥n 1t
F(x)=VF ,X AX (1%.44)

Xo
—

con lo que :



% 'F‘ Lo n "_ 4 ¢ ¥ ¢ .
" = R ‘._A " \ P ) B - 3 . AR
* ’ -\ o oo
) >\~ - AO + ciem XO T
—t - ——
. . .
VAN Tt e .
o R SF (%) + /4 : (/\o) (iX.15)
N B .
,'! ‘
El incremanto/2X  se debe caicular de forma en que se obtenga ei me-
‘é AL TS [ JV' . N _‘
ento de la funcién/ scgdne 0 G

jor incremento ¢ decreme

tendo.
~ - { 5\ : - ! e
ricble independiente se incremenfs en ic-direccién’del grediente : SRS
K i : "w -
ek AT = max Vi QX
/ CE—————
Q -~
m.n f_'f man Ko
1

Vi5.-

P

7

\

v

4

-~

Del céiculo se scbe que la funcidn variard més répidamente si ia va-

para ello se buscaré el volor ophmo en un entorno curcular olrededor de Xg 3~

SR, T R A R S U
g . . Lo ! = a - - e
’ N — .
‘ W= /<0 \"‘" r -
N, N/ N i ey A X -
N N e - LR A T
/ ~n= _/_\ o '
N S ~
‘ v b -~ ‘ . + P 1 "
e ETON T SRR S
- ,‘" xIA ‘r: ' . LT 7‘ i i ’
A }‘)Q’ ~2 s h & ! \
WAV WKL)
SRm—— =
' ‘ . ‘r’:' ) A'- “ X -
OIN N .’. r
X A D U-Qm, (i
g \ e s -
r‘~i.. . i ) o ‘71 -

ci punto éptimo se obrendia cplicendo el método de los multiplicedores de -~

Lagrenge :
‘( . b‘i
/1 2w et ) 7

T

—
‘

{
Y




’ =i c "’2\‘
L(A Y, %y W= \‘]-k-\i AN -){( VA=

™
- -} J
2 ek B2 | Dk -
D\/‘ /(0 ;X“ l‘}\l‘_?

[+

P

©
oL =T 2 XNAY, = J
BT SRV St

S

2 2
-..D__(.';.. — = A\,i. - AXZ = oo AXW -\-rz: O (i\[. ‘93

-.AV = i D = ;_'_': {
T ;><,.§~,<_3 7 X4 1%

‘A_)_( = /9 V}:‘ (1%.20)
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D estos vaoiores se suvsiity en en fa funciun F(g): N o
- _— P S )
A -1 - :
7 —ra . - . % .
F(X, + /'\ Xo) = FlXg * W2 \/ 3 ) (|x22
Y Ko o
! * ] -2 “‘ - 1. .(Y y‘: \: ".}‘q&‘ = """“j
con lo que se obticne una funcién unicimensional en” F lq cual se op-

timiza en funcion de " )O " y el valor obtenido se substituye en (1X.20j y

CE e
esto a su-vez en :

Y

X "2 T 270

n.’*; ‘:\: e ‘f:b
se compara F(Xy) y F(X,) vy de acuerdo al resultado se'déiiengl-proceso

o se vuelve a repetir la bisqueda de una nueva frayectoria hasta cbtener :

O | F (%n) -

g H [T T SN SR AT
F(Xn +1) < g I ONME R SRR
L N [ %4
S N P TE

'

El proceso de optimizacién de F (Jp ) en lc compu.adoro se puede ¢fec~

tuar eficientemente con el metodo de bisquedaialeatoridsstiun il att

g Iy
3 4
o Y ~
Ky LW TN © Ay RO Y
TN ¥ srfb -7 NN T P
L f i AL
N X 3 o L e

Ejemolo

- v
PO \ ! -
s Tau iy

& o
Determinar el minimo de la func én :

e et sulay dr et Aminlin
JCE R GRS I E OIS 24 IS R J [

S S i 3 m
2 2 : )
= X- + ~
F(Xl, x2) )\l + Xz X] X2 + X"
potnaitons ln ohaviostcs
; por el método anaiitico y el numérico-. ;. ~r | <. e
P D & Wt SR S
4 ’ 2 ’ 5,
iy (e 3
U e K L mL
J SO' . R ey w -
O , =
. 35 AL ey
NI o
t Y I 1,
! ' e




Analiticemente :

P-;,- = 2X, +X2+]=o
< Ag

g‘.‘: _ '

=< —2X21-x] =0
o2

2X4 +X2=-] |

Xy +2X2=o R

Xy =-2X,
~4Xp + Xog == 1

-3Xy = -

X, =1/3=0.333 9

X, ==2/3=-0.666

Numéricamente se tendrio :

2 2

eligiendo el valor inicici de la solucién :

Xo = (X2, X3) = (0,0)

ooteniendo el gradiente :

...-CE_'E'. ’:2;(5 "i'XQ""fL
X4 L
.';‘.E = 2 XZ +\/(£_ h
OXz. O
evaluando en _)i(_ : )
7F \x =00
i 7
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los incrementos  &—vir,

. . 5 b
I\ VA R A LTy
i I Nz ’ Vo e TR e - 13 W
—t SR T L ‘3 U/ - v
J LA L
A

N 3 Y
7 . S ¥ 1 ;
R J SN, 0w _./__' Yo r,‘- O s - /1 <
N 4 B s 4 \'Y; ’ = e s
S ot e Y . e e
- o N
Ler®s § g
suosiituyendo en F( ~ )
PR . e i »
T o b LY g
TN by e N Y e
Py I S S R A e A, e -,
‘ ¢ 2 : B o Y - EI R S gl C F N
) ..-—-E\f N ..4_.(, 7 L= z L) A
| s - = D ON = g
TR ) T [ o
- .
J J 4
e . o
s 2 1Y LR L N
S ,J,Rﬂ I TN N S A < 6 -h\ Y ;\‘,,‘ - fe N2
it N 2y TSR O NLD D, ey Al T FF T vt
ISRl YIRS LA &6 ) =0 -
- /
=

se tenarg @

“' T :l?z
= = o
‘ §
V'"J\, = (Q -'4/23 e
) -
Jox 4 \; )
\/ ~"f.\x7 = bl o s . .Y
A’/“E = {7\ :'@/}“s = L0 95‘562:?9’*
‘l Al oJer b
\ — N Ay . / :
o= Rewe Dy s, - P
i — { _ﬁg—’q,* ‘ig;) ¥ k s 3 o -
8 3

R Thad 4/, e e % n s e i et s 0
. I 7
H -
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T =l 2l + P hos o plio-ifa-lex s
=:=(Jr>5= )Oz/w +y/1@ +C |
f}_'ﬁ’:(ﬂ: flg + M=o

)0*= - 4/2
= (-'a-1Yg, Y4)
(-/s 4|4

3

1l

>
W
o

(-0.025,0.25)
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INTRODUCTION

The IPM 1130 Scientific Subroutine Package nilhes
available 4 matihiematical and statistical subroutine
library. The user may supplenient or oSy the
coll¢etion to imcet his necds. This hibrary micludes
a wiue varfety of subroutines to perform the iune-
ticns Lsted below, but is not intended to be eahaus~
tive s lerms of cither functions performed or
wethods used.

AREAS CF APPLICATION
Ird:videal subroutines, or a combination of them,
car be uscd to carry out the listed tunctions in the

followiny arcas:

Sttrislics

¢ Analysis of variance (factorial design)

o Corr-lat:on analysis

o Mulucle linear regression

¢ DPolymomial regression

¢ Canonical correlation

o JFactior unalysis (principal components,
VLariman)

v Discrinunant analysié {(many groups)

¢ rune scries anaiysis

v atd screening and analysis

© Ncenparametric tests |

o WRandom number generation (uriform, normal)

Mavox Manijulation

v Lliversion

« Figenvalues and cigenvectors (real symimetric
case)

Semutancous linear algebraic equations
Transpesitions

Matrix arithmetic (addition, product, ctc.)
i‘artitioning

Tabulation and sorting of rows or columns
lenentary operations on rows or columns

I3

¢ ¢ € ¢ ¢

Oiher Matticmatical Areas

o Integration of given or tabuicted I actions

o Integration of first-order dificruniiai
cquations N

o TFourier aralysis of given ortubulatediunctions

o Bessel and modified Besser fuinction eviuation

¢ Gamma function cvitluation

© Legeadre function cvaluation

¢ Liliptic. exponential. siac. cosiane. [ resnd
wtegrals

¢ Finding real roots of a given sui.caion

¢ T@indg rcal wnd complex 160is v o Teal poly -
nomial

o Polynomial arithmctic (addition. tivision, cte.)

@ Polynomial cvaluation, integiraiion, dudieren-
tiation

CHARACTERISTICS

Some of the characteristics of thue Scicuiilic Sabrou-
tine Pazkage are:
o All gubroutines are free of input/outt stalee
ments.
©  Subroutines do n0: contain fixed maximum -
mensions lor the data arrays naned o8 Ly
calling scyuences.
o All subroutines are written in 1150 TTORTILAN,
e Many matriv manipulidion subirou.. s Lanale
symmetric and diagonal miatrices (siorvd .
economical, compresscd forinais) s well i
general matrices. This can resuil L coisbis
eruble saving in data stora, e (o0 Liral ae e s,
® The use of the more complex subsoutinvs (08
groups of them) is illustrated wi il procram
documentation by sample nitiu piogrutis with
input/output.
® All subroutines are documented wiiforn.ly.

i inwroduction L







O SUBROCTINIS
— N et

GENZERAL REMARKS

Jelow wio nsted tag Subrutanes 6 22 l/106,
STOLDCU ouwd reldocd fWiicaonal Godte 1d the G
oi gix swavsticad eatnies (Mudlie Laoacar
Regressian 0 FRCtor AnL.Ysio) Wil uLallac, ,ves
the se veoe of several 352 suuroutines accucd to
puirlosi tae stalistical fuaction,

A iwstilation of the subreuntines of SS2, wita
wesailed characteristics, is given in the appendices.

G DU O,

TALLY=--1olals, moeans, sliadurd devi ons,

Nl diWiid, LaA0 RaNimums
DOUND--521lvc .0 Wi observaliuas w6 hounas

SUBST--swhset s2techon Joos voservation

manix
g ABSINT--delection o) wilssiag uilla
Q” - TASI-~tabulution ol data (1 variavly,
TAB2--tabulaion of data (2 variables)
SUBMNCS~--bu..u subset matrix

Elemeatary Statistics

e MOMEN--first four momenis
4 TTSTT-~-tests on population means

Corrclation

CORRE~-means, standard deviations, and
correlations

Muliiple Lunear Regression

Acstract (CORRE, ORDER, MINV, MULTR in
sequcace)

2 CRDER~=-rearrangemeont ol intercorreiutions
’ MULTG- - sulizpie regressioa and correlation
Q Poivavinial Regresaion

Lhstract (GOATA, ORJER, MINV, MULTR in
scquence)

GDATA--daia generation

R ~ . o te s ~
[OFY VIS TYGNNR OTe PR SR [y P

Avarie, (COgE, CANGR, TiiNy, o,
SiGAN In seGaeincy

CANGAR-=canonicai coireldasion

NROOTT--ecigenvalues and civenvec.uis of
a special nonsynuasetric natax

Anziysis of Variance

Abstract (AVDAT, AVCAL, MEAN( 14 seyuence)
AVDAT--cata storage allocation

AVCAL--Z and A -peration

MEANQ--mean square operation

Discruminant Anaiysis

Avsiract (DMATX, MINV, DIOCR @ suguenca)

>

DMAUN--imcana and gispersioa maid.
DISCR--aiscruminant funceners

Faclor Andlysis

Abstract (CORRE, ..IGLN, T2ACE, LOAD,
VARMN i3 secudins,

TRACE-=-curaun,alive percenlaze 0i .jvavaiues
LOAD--factor loadiag
VARMX--varimax rotation

Time Scries
AUTO--autocovariances
CROSS--crosscovariances
S§MO--apphcation of fiiter coefficicnis (woigas)
EX530--iriple exponential smoosaing

Nonparamnetric Statisiics

2
CHISQ--x tost {or.a contingacy tauie

UTEST-~-Marn-Wiilaey U-tes:



YWOAV==Fricdimian two-wiy aau’ /3.5 of SRV emmiry minhod 0y L sCaiud
variance
‘ SDIVe=mairix diviucd oy & scular
QTLST=-=Cochran Q-test e O
RADD==udd row of one mairix 1o row of
SKRANK~-=Spearman rauns coveiaion 2UOLICT MALCLR
ARANR=-=KXeadall rank correlation Ca0D--add columa of one maicix to columa
ol aacther matcix

WTEST-=Kendall coeificient of concordance
SRMA=--scalar muliipiy row ana ada o aunother

RANK~--rank observations row
iZe-ca.cuiction of ties ia ranked observations SCMA--scalar muitiply column aad add to

auother coluran
dandem Numbee Generators

RiNT-=interchange two rows
RANDU==uniform ranco:r. numvers
CINT-=interchange two columns

GAUSS=--normai randora aumoers
RSUM-=s5um the rows of a matrix
GATRIN MANIPULATION
CSUM--sum tne coiumas of & mairix
MINV-«)Mairix inversion
RTAB--tabulaie the rows of a matiux
ZiGEZN-~-eigeavaiucs and ecigenveciors of a real,

symmetric matrix CTADB--tabulate the columas of a matrix

3MQ-~s0lution of simulianeous linear, RASRT--s0rt matrix rows .
algebraic equations . O
i CSRT--sort matrix columnas
GMADD--add wwo gernecal mairices
RCUT-partition row-wise N
GMSUB--subtract two general matrices =
CCUT-~partition coiunii~wise
GM PRD-~product of two general matrices
RTIE--adjoin two matrices row-wise
GMTRA--transpose of a general matrix
CTI=Z--adjoin two matrices column-wise
TPRD--transpose product of two general
matrices MCPY--matrix copy
MADD~--add two matrices XCPY~~copy submatrix from given matrix
MSUR--subtract two matrices RCPY--copy Tow of matrix into vectlor
MPLRD=--mairix product (row into column;j CCPY=--copy column of matrix into vector -
MTRA--transpose a matrix DCPY--copy diagonal of raatrix into vecior “
TPRD=-=iranspose producs SCLA--matrix clcar and add scaiar ‘
MATA=-=transposo product of matrix by it: 11 DCLA=-raplace diagonal with scalar v
SADD--add scalar to matrix MSTR-~storage conversion

83UB--subiract scalar from a matrix MFUN=--matrix trarsiocsation oy a funciion
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QS == lue road of toiulated function by

Sini,.000 s file

QATR-=.a0 voul of gaven {ancuon by
e eczowlig sule vsing Romberg's
CA.IGJ0Iau0n Meiaod

Rvi--ateacal of first-oraer ailfereatial
eqLaon by Runge-Kuila melioa

AKZ-~teoulotae intezral of firsi-order
C..ovendal equaiion vy Runge-Kuita

PR Y

RXCS--ruiut.on of a system of (irat-order
Gi... rential equations by Runge-Kutia
mcaaod

P S R | -
SOLTIOT ALY DS

FORIT--Fourier anaiysis of a given function
FORTT--rFourier analysis of a tabuiated function

Spéciai Operauoss and Mathermaatical Functions

GAMMA~~gawma function
Loa P=- Legcicre polynomial
Jobi-=d Loswel function
LLUSY--Y Bessel iunciion

.. 00~~] Besscl suasciioa

o= Des ol funclion

- b ot et co4 RS - 3 ~t
Ul e tmCaipad WAWGNas O Ll DTS KNG
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SiCi=-2.01C ©0%I02 1ateLvas
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TG 90 NDC L0 Cent IR wlions

RTW ¢ -=rene esumiate of 1ool L)
Wegstein's iteration

nTMI--determine root within a raspc oy
Muetller's iteration

KTNT--celine estimate of roct by Newica's
iecation

iwwols of Polynomial

YOLRT=--rcal and complex (60 04w el
polynom.ai

Poiyr.oiniai Operations

PADD--add two polysiomiais

PADDM-~multipiy nolynomiul 9 tunswent and
aad {0 aiother polyaon:

DY faatier

PCLA--replace one polyrorsial

P5UB3--subtract one polynociaial {ron. wiwtnes

\

PMPY~--nuitiply wwo polyacaiials
PDIV-=divide one ;[6iynoaial oy awt.ey

PQSD-~-quadratic syathetic divisin~ ol a
polyn« m.ial

PVAL--value of a polynoraial

PVSUB--substitute variabic of palt wuniiid
by another poiynoi.a.

PCLO-~compiuic Lacar sy v uivieaod

PllD=--cvainate polynoniial & iy Lot
Gerivative

FOCR=-=cerivative o, . iy o aa,

DNT-=Goorral of G ivau. ol

PGCD== 71 QaiCSt COMMmMuLG LV O oL o

Puiynoiiae

PNORM~=000imna i a0 Covav.Lal Yoy vt

polyncnmia,




VUORALL RULES OF Us

USAGE

SOLROUTIND USACE
. Suboottices a1 e ScieninL.e Subcowdre Preage
S0GoGy eans uwe the stancara
STRAN CALL staeement. Thesce subicdunos are
Juipuiat.ocal in aatwire aud do no. coniain
rences oanput/oatpat Gevices. Tho user
fuirn.sa, as part ol his program,
Wihatvd oo aasut/outaut and oiler operailons are
=oulY 404 WC 16t 80aation ol ins poodlem. Ia
Llualivdg, LIC wser must define by D:MENSION
Sil.naCals all ausices o te ot oo by SS2

) e Gl

e
RETVER N

~
ol
Siwst LLOTR00e

Wi OO

SISS0GL A0S 43 Wil 33 L1032 NALC.WI0S Liiized i

ad S0, TOE S iDu.uils C(‘/JC‘.II‘-"‘(A in oSz

wup oLt saosouiine.

Aboodane noraal rules of FORTRAN coacerning
WUrCLIeS deud, wilrefore, be adheced 1o wilh the

CAS2 0N a1 the daniensioned areas in the SSP

20T LAe 2re not required to be the same as those

alT L0 Jaderont Sroan L7 UELr-
.

ol e Cﬁnur&, RIS I

2ATHIX OPERATIONS

Inccial consiuication musy be given 1o the subroutines
. a4t periornt matrix operations. These subroutiacs

. .ve wo chiracierisiics that affect the formai of the
.ol 11 St0sayge ~— variable dimensioning and data

€ cowmpression. .

200G,

Larwble Dimeusiommny

Y
ey

Thoose sudroutines taat deal with matrices caa operaie
o0 Ly size array limiated, in most cases, only by the
«V..iacie core storage and numerical analysis
conellaranions. Tne subroutines do not cc. iain

Ao maxinuni dimensions for data arrays «amed

St Zur calllng sequence. Tre varicbie du asion
Cwmwnnelly Das been umiplemented i SS2 by v ag a
vecier siorage agproach. Under this appro =a, cach
co.nia of a matris as immediately followed n stogage

U inC next ceiuran. Vector storage and twe -

cimeasiona. swocage result in the same izyc . of data
.32 €OLL, S0 107 ab Wie number of Ir'ows aiG  Jidsins
ia WG TRALNLX are ihe same as those in the v uats
zimeastion swicment. If, however, the mai 'x1s

saaile t wisn tae dimensioned area, tie two orms of
30FA5C Are Lot compatibie. A sudbroutine ¢ ied

-RRAY is available in SSP to change from« o
- swraZe to ihe otrer. ia acddition, a sub. tine
zailed LOC o avai.ie to assie n rciares ox
“aCiACas in;an array stored in the vector .

s =
-

—

o
——

S as e Con

iy sULICUines (N S50 (an ope. Wt 63 Cou.l)0esscd
OTLIs Of MAIFICCSE, 28 WELE ds LY wodiie, ooy o
Jsany, ;nis capibilivy, PPN
mioac'', CoasideraLle sav.ngs L Lanl Liosue Cln e
ovLLncd lor special furms o1 L.y, ¢ i s. Che
hree 1204eS 0 5LOrHEC 30C «Cllad L AChn i,
syauLnicuic, and tiaronal,

RN 1
WHICE & Ldaava !

seacral
are
Symiict1e inoGe o5 Oud WV hica only

se unper triangular

In th.s conu wy,
R.6UY 15 OnC 1N WAL QL CLLMTaw Of inl Mlaila
i siorage.
DOVl Ul b a3
reawaied coaulnn-wise
storuge.
COTesHoNG.AZ elemienis it wae lawer wrangie nLve
thc sa’..o vaiuc.;

_/ he uagonaa elemenls of the mair.a ace
relained an sequentinl locauons o atudio G (Cae
oii-uiagoaal elements are assumcs w b sero.
hus capability has been unplemented us.ay e
vecior storage aparoacis.

A special set of matrin suorouiines .5 mnciaucd

SSP. These subroatines GlinalUL,
GMDPRD, GMTRA, and GTPI.D) exceule fasies wiaa
their counterparss (MADD, MSUB, M24D, MTI
and TPRD) because they do not have e siorage
mode capadility.

in ST TN GO TN A0C L L 0ab 1A
{The assin.puica e AUl o wie

DAL 0G0 Litue ad 0LL il WalLCHl

(Gatals,

SAMPLE PROGRAMS

Distribuced with he subroutines of SSP arc 13
sampie main prograas with wpui/outpat, couirct

{(parameter) cards, and samg.ie data, Taese sample

a1 Programs serve lwo purioses. Firsi, thoy
deinonstrate input/oulpat cid the use 6. seCLences

of subroutines to carry cut hygaer level functions.
Secondly, many of the samnle arograns arc asululd
as tney stand. The uscr acuvd OAlY sULstiail his
own data (in sumilar formeay;.

There are sample mais projrais 0 uo €xcs of
the following opcrations (¢ coCe aames of wie raain
programs are enclosed in narenthoscs):

1. Data screeaing (DASCR
Regression (WEGRE) ,
Poiyaoniual regression (POLAG,
. Cawoaical corre.aiva (MCAND,
Analysis ol variaace, {acioriai des.Zu (ANCVA)
. Discrimisant analys.s, Mmany groups (iDidg)
TFactor analysis (FACTO)
. Exporentiai meOuuﬂg, hire ovdar (TMLON,
9. Matrix addition (Al-0AM)

- 8]
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viimiber Generators

wn
o
&
]
.
!.
g..

Pus can -
“vapues unformly distributed random floating
wount numbers between 0 and 1. 0 and integers in
the range 0 to 2%*15,

Ussg

CALL RANDUIX,IY,YFL)

oL siplion o parameters:

X = For the first eniry this must contain

:ny edd positive mteger less than

2 708. After the first entry, IX

Lwoild be the previous value of IY coin-
puted by this subroutine.

Y - Aaesultant wnteger random number re-
(ulsed for the next entry o this subrou=
tine. Jhe range of this number 1s from
sero to 2%%15,

o
o
o~
&

TFL - The resuliant uniformly distributed,
floatirg point. random nuinber in the
range 0 to 1.0,
Remaris:

This subroutine is specific to the IBM 1130,
Tiuis subrouiine should not repcat its cycie in
iess than 2 to the 13th entries.

Nute. If random bits are needed, tha high
order bits of IY should be chosen.

Suproutines and function subprograms required:
NarLe.

Mol
iower residue method discussed in IBM manual
tand . Number Generation and Testing (C20-

GUAA)-

Nare, TN Ganmn s le, 0000 sanyr 1
sa saera oanny P
*and Y

. rate} sae &
LI sawm; o
Tayevigssrtel, TasIr 8
o tiey raNte #
toes) @

i

o e

o)

GALSS

This subroutine computes a normaliy w.siriuica
rancom namber with a given mean gnc stanture dee
Viai.on.

An approximation to normally dist=ibated rondom
numbers Y can be {ound {rom o so,u0.0 9 LOTT
random numbers®* using the form ...

. K
Nt g

g

11

VE/12

where .\'i 3o a unzarmly disivibuled | aoaom aiuber,
0< Xl <1

Y = {4)

K is 1% nuriner of values I-Cl W Lava
Y approdcines a true aormal disteiocton wevinjiotodi-
cally as K approaches infinity. T'os o .= susroutine,
K was chosen as 12 Lo reduce eaccution titic.  Ty\ie
tion (1) thus becomes:

v
Y = Z .‘Cl -6.0
i=1

The adjustment for the required mean au.. iwadard
deviation is then

Y = ¥*8 « 5N )

where Y' s the required normally uistrinuicu ran-
dom nunier

S isthe required standard dis1aiion

AM is the required mean

= R, W, Hamming, Numeriweal Methods Do
Scientists and Engineers, McGraw-=t;i,. N.Y.,
1362, pages 34 and 389.




Subroutine GAUSS

Purpose:

v

¢ Cempttes a normally distributed random num-
ber with a given mean and standard deviation.

Usage:
CALL GAUSS(IX, S, AM, V)

Description ol parameters:

IX - IX must contain an odd positive integer
less than 32,768, Therealter it will
contain a uniformly distributed integer
rondom number generated by the subrou-
tine for use on the next entry to the sub-
routine.

§ = Tne desired standard deviation of the
normal distribution.

AM - The desired mean of the normal distri-
bution.

V - The value of the compuied normal random
variable.

Remarks:

This subroutine uses RANDU which is machine

specilic,

Subrsmutines and functior sulwrograms reguired:
RANDU

Method:
) Uses 12 uniurm random numbers to compute
normal random numbers by central limit theorem.
The resuit 1s then adjusted to match the given
mean and standard deviation. The uniform ran-
dom numbers computed within the subroutine
4are {ound by the power residue method.

Selins Gautlt 1.8,00.v) wauty g
243,23 ! nants )
28 e, il [ L I ]
Loy PanDila v T GeUNL &
[TU T

Cammy o

t.C10%0 80 fanks ¥
LAy 1) Gail3y ®
199 B} GaRy @

seatnemalies < Sgec.al Matrix O, craticas

MINV

Purpose:

Iovert a matrix. .
Usage: - '
CALL MINV(A,N,D, L, M)

Description of paran:ncters:
A - Input matrix, destroyed in computation
and replaced by resultant inverse.
= Order of matrix A.
- Resultant determinant,
Work vector of lenth N.
- Work vector of lengta N,

el gl v I~
'

Remarxs: v
Matrix A.must be a general mairix.

Subroutines and function subprograms required:
None.

Method:
The standard Gauss-Jordan method {s used.
Tke determinant is also caiculated. A determi-
nant with absolute value less than 10#=(~20)
wndicates singularity. The user may wish to

O

change this.
.
SUBSOUT IR HiNVIA Dol W2 ‘ iy .
CIMEns ON AldDolfibemait? uys 2
< SEARCH POA LAOGEST SLOmERY LI
I7iel | =Ny .
“Comyw e Y
0O 0% Xel,N ", Ny 8
TPty “ oy v
L turee #ive @
"{r,eg nisy L
REoatog »luy 1D
S.Casaisn) ° aisy 3%
TO #n set.n . ainy 13
12enoi ey} R e i3
00 20 lezen N Ran. be
taeils] < ey .9
10 171 4RSIRIGAIC AQBTATISIND 32422420 - 2
19 €1Ge=asi ) N G g 0
Vitve} A .iny -
ALY TF] k) wlve L@
20 CTHTInuE N LELT A
¢ Iv’reCHANGE ROVS v oav 2
FUINT 3 L NEE T
TP )=k 349989 mans vy
19 Kfskey LEL TN,
20 38 lelem LA LR
Cjarlen v.owY 38 M
=OLO=~a1(T] b @ing @7 AN
Jletletsy anvy 3d ™~
aiefiearyty PR
30 A1t LD L]
< curgacwancl COLUNS - =y
39 jemiq) “les .
IP1fadr a%vade5d wine 13
M sOeme =t} RS [
DX ) Jeleb >, .
LCenie, -ae
wloiuey L
MO L Decat JL ) -
Atgu,eat i - .
20 ALJ') «wOLD AL
< OIV.2F CLLmn BY wimys SiveT tvaLul OF DIvoT (Lfa€nt (3 ~ N
[ 4 CCatatsid 1% BIGAY a
% 17:083105Ga =1 =30100080008 - . &
e 100,08 a -
LI L] -~ .
a8 O 93 el B e Ay
12it=67 90693290 R M
30 jusndel Mlae ©f
AlIRieaigXI7i=gIRA) ciny %
9% Coatime LTCLANS 1
L4 ageuct sataie asw 9§91
83 49 lede® LR LI B
jeonge} =ia¥ HD

Statistics — Random Number Generators ¢i
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Wots - ruatine comrputes the cigenyaia &
vecic fo of & real svmmetric matrix,

Uachc & sVMMCITIC matrix A ol oo 5

P - —————— e e

Lt Ol ,eu-

[

vialuls wre to be developed i the diagorna: oo 2aid

ol vne atria. A matrix of eigenvecton s .«

to he gencrated.

zl=0

a4 a0untily matrix is usced s 4ttt u ol oailian

Lion e .

The initial off-diagonal norm 1s compaan

s

1Sk

-

8
o
——aom,
| 31
>
[¥9)
PP

2

Y1 = mtiad norm

A = inpul mairix (symmetric)

(33

This 1crm 1s divided by N at each Stage ta produce

the tarceshold.

The final norm 1s computed:

-6
’I x 10

F N

This {inal rorm 1s set sulficiently gmatl tial e Te-

qurement tadt any off-diazgaal etoment »

“adetd L

smaller than v ¢ in absolute magnituue c2 s e

convesunnce of the process.

An indicator 1s mitialized. This mdie vy s
later used to determine whetaer anv cid- . erondg
elements have been found thit avre greates shia tae

present threshold,

Fach off-diagonal element 15 seiectew 1a tarn and
a irans{nt mativa is performed (0 anninlale the oli-
diigonai (pivolai) element 4s sivown by e wnowin,

equations:

A= A

2 n
A . ou”
w

s Q0 = --

oS .
Ve + Vi - o
cos 9 = V1-51n29

Wy



MSUB

Purpose:
Sul.iract twe matrices element by element to
form resuitant matrix.

Usage:
CALL MSUBRB{A, B,R,N, M, MSA, MSP)

Description of parameters:

A - MNume of wput matrix.

B - XName of input matrix. .

R - Namo of cuiput mairix.

N - Number of rows i A, B.R.

o = MNurocer of columns in A,B,R.

MSA - Ose dig:t number for storage mode of

nairad A:
G - Goneral.
1 - Symmeirec,

. = Daagomal.
Same as MSA cxcept for matrix B.

ASB -
Hemasis:
Nune.
Subroutines and function subprograms required:
LOC
Meznoa:
Stracture of output matrix is first determincd.
Subtraction of matrix B elements from corre-

szoading matrix A elements is then performed.

Tae Jlollow  table shows the storage mode of
the output matrix for all combinations of input

matrices:
R A B R
General Gencral General
" Generdd Symmetric General
Gencra, Dizgonal General
Syvmmetrie General General
Symmetric Symmnictric Symmetric
Symmetric Diagonil Symmetric
Diagonal General General
Diagornal Symmetric Symmetric
Dizgonal Diagonal Diagonal
1080 0T g R IRIG 5.0, 0,08,088,9%80 : U8B
S miatlvim S0 RE11,20 80 wlyn
[ TEasing §7nmact =r0f NP OUTPUT RaTH]N agn
1+(% a-a%8; Y,8,7 "¢ A
UL L X In A A g p, @88} LLYY)
o'y 120 LAY
Yy a1j4teutseags LAYTL]
- ~ LYY
AENTY JOLdNL R LATE )
133 -3y
22 IR ESE=2) 38, 0%,)0 LA}
[ERIV RN ey
t VARTE Bu(ntet t an) PR Juntasltion LAY
" . » = I
[<] ., ley., N atlya
Tht ATl d T at N, 9, RL00 atym
TR LAYl niye
0 (800 L s il ded 48, v, 9,9%0) LLITTY
arp e, asirn
TEEiLh) 99,860,%0 LINY] )
43 arlL ey Jab LAYt
0 Lall L8, 400400 %9,8400 ayin
L =0.0 a1ya
TFLEan) 93,80,70 agg
70 Aisarlge) aiye
80 a1, AlsafL~0kL LAY
90 LaAmllag agya
BEt N LA1Y] ]
< 1 Tesll =avaICUY 0OR NTNER CatEY atum
100 9G 110 tel.ws RS
TR0 Bt reaiEp=RilY avys
actvan 2300
[ L] L1

Purpose:
Multiply two matrices 1o form a resuitant ma-
{rix.

Usage:

CALL MPRID{A, B, R, N, M, MSA, M35, L)

Description of purameters:

- Name of first input matrix.

- Namne of second input matria.
- Name of output matrix,

-~ Nimber of rows in A and R.

A

b
R
N
M

MSA -

LSB

L

- Number of columns 1n A and rows 11 B,
One digit number for storage mode of
matrix A:

0 - Ceneral.

1 - Symrmnetnic,

)

2 - Diagocal.

Same as MSA except for nu.irix B,

!

- Number of columns in B anu R,

Remarks.

Matrix R cannot be in the same localion as ma- -

trices A or B.

Number of columns of mu'‘rix A must e equal to

number of rows of matrix B.

Subroutines and function subprograms required:
LGC

Method:

The M by L matrix B is premult;,.uied by the N

by M matrix A and the result 1> stored 1nthe N

by L matrix R. This 1s a row into column
product.
The following table shows the storajge mode of
the output matrix for all combinations of input

matrices: )
A B R
General General vperal
General Symmetric Seneral
General Diagonal General
Symmetric Generad Gonerd
Symmetric Symmetric  Ceneral ~_
Symmetric Diagons General
Diagoral Geaeral weneral
Diagonal Symmetric General
Diagonal Diagonal Diazonal
SULADUTING ABAD(8, 8,8, 4.8, A58.530,1 ) et
DIRINSICH 3, TE.5i 00,0008 sren
SPECIAL (A% 702 JlacBmar BY dyaldast LLEY)
LITAAYE UL LY ] XY 4
S (A8-27) 30,10,39 ared
310 0G 20 leloh mne
20 Acitepilionild ar =
LY VI LN
ALt Of=re Ca®Ly

30 lie,

o1 97 ey,
£o *0 Jelon
Aglajen

vy 40

[RITY

1FLet)l 0,080,060

W0 Cali LOCIduiohAeYyM, 034}
Call LACII,R0004%s0 0BT

1F118) 30,060,950
90 (FilBt 70.90,70
00 lasnsrlejioy
(oeneta~ijey
170 Bysnreaqicioat SRIOCLLIRD
00 Continyd
0 lteine}

ag fyan
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o oA == teTralion and Differentiation

Chis Suw Oulile performs the integration of an

LGuidstaeny trLiated function by Simpson's rule,

To comjute the vector of integral values:

. A )
¢ =2x)= y (x) ax
Ju

(i“ 1,2.;.-.“)

Wio M = a+ (i-1) h

fuc a tubie of function values ¥i = 1,2,...,n),
et ot ocadictent points Xy = a + (i-1) h

(i - 3.9, ...,0), Simpeon's rule together with

S Ln'a 373 rulo or a combination of thasa two
Sudew a0 wouG. Tocal truncation error is of tha
v.xor i .0 il caoes with more than three pofats

..

alrdy 2%
ARDAY D
aAnpay 28
ases? s

L thoe guven tzble., Ounly z2 has a truncation error

o, U.2 orGer o i thore are only three points in the

een taoic. NO uction takes place if the table

Cl.eeuio 2§ ..50 than three sample polnts.

< ic {uneiioa 15 assumed continuous and differen-

tiat.c {«hree or Jjour tames, depending on the rule
WL},

sucimuizs wsed in this subroutine (24 are integral

vaiuus, yj {unction values) are:

"

zJ zj__1 +_1_31_ (1.25 yj-l *'-21,'j =-0,256 yjﬂ)

1.

=2 .',_n_' + 4
;T He TV T

tv
\

ty
=178 e

< =22

3
} J_s*ah(y_s*ayj_z“-BYJ_l.’yj)

J
(Newton's 3/8 rule)

]

4

+2.625 yj_2 + 3,875 yj\_1 +y.)

J

a :
z zJ“5 -|~-3~(yj_5 +3,375 yj_4 +2.,625y -3

(1)

} (Simpson's (2)

&)

(4)

[combim.tlon of (2) and (3)]

!
!
§

& A e - - W ) e . .
PAVTH TUPorRVIVERVE) (v e} SO B PUDRIVETR HeToTv By VR TV

z =z -l + 4 + 3
)= P2 30” '/j+1 ‘;r.’:’

) Sy

{9

Local trwcation errors of formulns (u)... (%) o,

respectivoly:

Y 4 e, i

R AN AN
L x

Rz = 93 h Y (52) (Eza[ ",_2' x;})

_.:_,2_ 5 811t 1 Lo
R3 Soh y (63) (fs‘t'\j :;' “3‘)

5

B

1
B == b v/ (g (&% 5]

However, these t..ncation errors may ascumuldats.

For refcrence see:

2

{1) F.B. Kudebrand, Intdici o te Nurje s

Analveis, AcCraw-Hill, New Vel
Toronto/lorndon, 155C, pp. T1-7¢.
(2) R. Zurmihl, Pralgicche 5

.“ . e,
o e ve Ve Y
] * o v

roniourc uné Phystker. Spriager, Berlin/
Gotungen/Herdeloarg, 1563, py. £14-021,

‘Subroutine QSF

Purpose:
To compute the vector of integral values for a
glven equidistan: table of function values,

Usage:
CALL QSF(H,Y,Z,NDIM)

Description of parameters: .
The increment of armumcent vl .es,

H -
Y - Tae input vector of functica vaiueas.
Z - The resulting vector of 1ategras values,
Z may be identicalto Y,
NDIM - The dimension of veciors ¥ and 4,
Remarks:

No acdon in case NDIM less thaen 3,

Subrouanes and function subprograms el red:
Nuae

Meuiod:
seginning with Z(1) = 0, evaluation of veetes 2
cone by means of Simpson's rule tegelner with

is

Newton's 3/8 rule or a combination of ticse £wo

rules,
lourth-ocdar metiod), Caly i curd 20L=3
truncation error of Z(2) {8 ol ocuer LM%,

Truncation error i3 of crdar fi*v3 ((hat is,



s subooaline uses e Idn, e-Kutts methoo for
T the salati o of UG-V L oo,

The po.gu-e of the Runge-ruaia method 5 0 ob-
it b o2 orevsmate solution on a system ot Lrst-
viceT otwaat y differential equations with given
baitiod Vests, It is a fourth-order integricion pro-

cedure wnl is stable and svif-starung, that s,
on'y 1nue tunct.onal values at i single previous point
ale iequiten 1o ontain tne functtonel valves sheaa,
For thi, reason il s casy 1o chapge the step size b
st a.y siep n the calcuiations  On the other hang,
edci. Benge-Rutta step requires the evaluation of the
£alhe-0ane side of the system four t-mes, which s
4 onoeat desadvartage compared wila oti.or methods
Ol luu SaME CIL3Cr Wi aceuracy, especliily predictor-
COSSr LD Anolher disadvantage of the
Mowddnd Lo thit neither the truncation errors nor
Cuidnates of them are ebiained in the calculation
sviceGure  Therefore, control of accuracy and
adjustpmient of the slep size h is done by comparison
of the results due to double and single step size 2h
and h.

G:ven the system of first-order ordinary differ-
enual equations:

mataods

uyl
! — =f * s se ey
New Thwen Y, Vo)
v, _
Yo . =
LR TR PURSRIR
dy

'=——Ea )
i fn ("'"1' Yoo voen ¥p)

and the initial values:
Yo 7Yy, 0r YolXg) Yo, gr e Vg TV, g

and using the following vector notations:

y LAY 1,0

’ F(x. Y) = iz(xu Y) Yo =
\(n(x, Y) yn. 0/

where Y, Foand Yy are column vectors, the given
problem appcears as follows:

dyY
'R = =
Y ’ F(x, Y} with Y(xo) Yo

92

Waih respect o Storage requirements and com-

punisated ol deeumiulaied rovnds{f errors, Giil's
muGiiic tton of the siuse:ii] Runpe-rutciormulas
15 prefesred. Thus, staring alag saen Yoo0) = Yy

AN Veetor O = (, the resuiting oeter ¥4 - Y(ng+h)
1s COinaicd by the foLiowing tormulas:

o IV
K o=hepg Y ¥ =¥ rL - Q)

1 4 . -
Q, =g, +3{5x -2p) -2 K

. h N
= w -— . =Y +4{1-]-- N -
K2 DFE(x) *+ 3, Yl) ,Y2 ‘1‘5 { I, Ql)

Q =q r3i8 "jim"‘z B Q;’] BASEENEILY)
.. h
Ka =nF‘x0 X

fi i
= . -0yl R st
Q=Q,*+3 ! y S -2 ]-0 NEL

= h's - = -:- - 20
K, =hFxg+h, Y) 1Y, =Y, +7 (K, - 20y

- Lk -2 -1k
Q=+ 3 [51¢, - 2] - 3K,

where Ky, Ko, K3, K4, Y;, Y2, Y3, Y4, Q1. Qo C)
Q1, Q4 are all columin vecters with n compoaunts.

1f the procedure were carrvied out with infinite
precision (that is, no rounding crrors), vector Qa4
defined above would be zero.  In practice this s not
true, and Q4 represenls approaimately thrce imes
the roundoff error in Y4 accumulated during one step.
To compensate for this aceumulated roundoff, Qg

is used as Qg for the next step. Also (kg + n) and Yy
serve as xg and Yq respectively at the nent step.

For initial control of accuracy, an appronimation
for Y{xp + 2b) called Y(2) (xg ~ 2h) is computeduaiig
the step size 2h, and then an approximation called )
¥(1) (x¢ + 2h), using two timces the step size h, From
these two approximaiations, a test value § ior ac-

¢

curacy is generated in the {ollowing way: s ,’
n |

- 1 .M (2 N

ST Ex SR AR AN A !l

where the cactlicients ay are creror-weighiis speaified
m the iput of the proceduse,

Test value & 15 an approaimaite measuie oy the
local truncation error at point ap+Zh. L § 1s greater
than a given tolerance €9, increment b is halved and
the procedure starts again at the point x5 {d1s .
less than 42, the results ¥({1) (xo+h) und Y(1} (xgp+"h) C>

I
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Jamun number of iteration steps
Spn ¢ied,
iER. - L. :ultant error piranicter coddad ao
soliows:
ils.i=0 - aourror
IEL-} - nocoavergence atier IEND
itcration steps
[ER=2 - at some iteration step
derivative DERF was equal
to zero

Remarks:
Taw Pt 1o byp.ssced aad gives the error
TeSSASe (RAT2 U ul any terdlion step the
wLiaatae o0 FyXY s eauul to 9, Possibly the
DUCTme ¢ ¥ waid v successiul if 1t were started
Do UL Lnutaer autial guess XST,

« .

Sebiuet.aos Lau functlion suhprograms required:
Troe enerng: sebooatine CCTX, F, DERF) must
Le iuwcnishcd oy Lie user,

Metnoi:
Satution of 11 equation F(X)j=0 is obtmined by

ireans of Newien's weratien inethod, which starts
at the inittad Juess XST of a root X,° ConverZence

= quitarat.e i the derivative of F() at root X is
not enuas 1o zevo, One iteration step reguires
uine eviliaat.on of F(X) anc one evaluation of the
cerwvanve o JiX), For tests on satisfactory
accui.cy 2o formuia (2) of the mathematical

Given 3 0lyROMies
Pos C "
f{iz) = 3, a z )

Z =X +.¥ be a starting vaiue for a root of {(2).

Then-

- o .
Z = (X+.Y) . (&
Define Np as real terms of expanded eguation (2).
Deiine Yn as mmaginary terms of eapanueu equa-

tion (2).

Tuaen ior:
n=0

X =190
o

Y
o

n>o

0.¢

b

o X
&
Ed
Ed
[]
-
°
<

2]

[

4
g

n n-1 -1
Let U bu the real terms of {1},
V he the umaginary terms of {1).

Then: -

or

. N
U = E an xn (1871

n=0

X
= (6
V=3 &Y, (%)

o]
[
(=]

XY Y X . (i

«waCTiplion,
IR NS L A AL R ESTY T Ta S A Y LI T £ -2 { L.0) Lfni i
< . es | roa* gom LREN .
et )
e, .
LRLYS s
AL R 3
LRLS N ]
< avwy [
ERLES ®
atn; .0
4 LY N 1S wrT 3877 0ED BY X H RN 3.
boas creryzon.y Aty 12
< A LI AN A LY 4 LALEIERS |
1 Iy - erel 18
QING ]
Ital 18
avsy 17
14 v ACIyRary erni .4
ars, e
A 29
&8, 21
) Ry, 2
LALLM TR Qrn, 2%
LRPERECY R NPT NN P T &2 Qe
LIRS A 4 LAY A
£ &R TEPAY O L "D KTHI 2%
¢ NTOT NseRGENCE #FTre L FND [TCRATION STEPSe FRA0A OfTUASY LALYER2
L t =] 28
L TANY oMl 7@
< Lo PETLEN 1w (att I JERO pIViSGA ANy 30
o ce 1Az 9}
ae- oen ave 124
[LT] ALY}

Mathematics - Roots of Polynomaal

POLAT

This subroutize computes the real and complex roots

of a real poiynomiai,

1
'

120 :

N

-

V= an Yn ("
1

n

_ N
Ju

ox n

n=1
.- N
u ,
g-f = $ﬁ n‘x‘-l an \19)
St :
n=1

Note that equations (3), (%), {7), (8), (5}, and (10)
can be performed iteratively for n = 1 to N by saving

Xn-landYn_l.

-—=Z neX ;"2 5
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+ De acuerdo con las definiciones introducidas en la seccion 4.5,
' ) DRSS e LT e . T o
i ., aparec 51t lacién, s -oductos margina-
las cantidades que apurecen en la dltima1elacién, son pro

s . ‘x M‘

les. Puede por io .unfo estcblecerse pcno esfe caso el s-cunenfe Criterio de’

‘ . e et
sdie o , v s

3 ¢ [ - FR L [

opf‘imcﬂidod.

v

- L, e ! ’ i
\ ° - L
En el capftulo, 7, dl estudiar el tema de estimacién del valor de

los insumos, se emplearcg\ con frecuencia estos conceptos de costo e ingre-

.

so marginal .

En !a s:gunenfe seccién se introduce la fecmca de opflmlzcc:én

pe o

matemética conocndq con, el nomme de programocnén Imeol ,Entre |as téc- .

~ u
H

nicas de optimizacién, es g:;fcx probablemenfe la més emplieada.- ..
. . N AL RO A b s N o Yo I-(‘ e H

F LT ' NN ;\)“ (LS TR PR ‘1-«"

~ ¢

Existen muchos problemos de optimizacién cuyo modeio mafemé

tico es de tal naturaleza que se pueden resolver con la técnica de ophmlza

ISR S

5

- i

cién conocids con el nombre de programacién lineai. Se hon desctrollado

algoritmos y basados en e”’os)progrcxmcxs de compufcdorc digin‘(ﬂ‘pcra la so-~

-

lucién de estos problemas.

1
—

~ La esiru cfura de |os puoolemas que puoden res olvcrsp con esfa -

T
~ t

técnica es siempre la.-misma, de manera que contando con un buen programa

s

<N

. s
“* Para maximizar el producto ¢

fijos. Shg
hd .

Ingreso marginal = Costo

/. 6.5 Programacién [i

insumos

marginal .

neal G /7

6.5.1 Ejemplos

/‘:-("('/4/ -jﬁ /).:) /O/D "i/’

’é /O/“O o V-V iV

“A

o~ -
»’7 4

/}/ ;’

N
cLe ’_,‘ Pk
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H . 3 4 4 AR ’ hed "‘::)' N 4’ g / o7 o e by ©y
pura la solucién de esi‘oj pueden resolverse sir necesided de tencr que escribir 7 /A / //é /ey : S D
, s

° R e . e o~ e 0y B R i J7 _:M,/i ‘ "
programas especiales para la solucién de preblemas.particulares.. Los problemas  Ja/0) 50 700 f00 S 7 in 2 s a0
. e 7 s
. W A 7/ . £ 7 / p
' o e . T - . . 71 /;/;’? ,t’"-,/ Pt e, Y. e Ny C YT e
w2 ophimizacidn gue se pueden resolver con la téenica de pregranacidn dindmi- AL AN T ol 2 D¢

ca por otia parte no tiene esta caracteristica y con frecuencia es necesario dej //’/)/5/”;3“

~

74

AN /0/&9 & A/ -

- . e
A . . ° Iy - ¢ L - S SIS R e | -
arrollar programas particulares para obtener la solucién de un problema especifi /27538 O/(D /0—4‘ EX DI ST 0D

0/ o/
co. ‘ CL D777 78S
”
. . o o j/\ 7
En esta seccidn se empezarg a ilustrar con ejemplos la formulacién de T
wodelos mateméiicos que permiten aplicar al programacién lineal para optimizar
° . ° 4
Pos. Posteriormente se estudia la forma normal de modelos de programacién Li-
0o LA continuacién, la ilustracién geométrica de la solucién del problema de Xy
) v "JI'
programacién lineal sirve para introducir el métedo simplex de solucién de L B
! .
problemas, ; Ejemplo 6.5.1
El primer ejemplo ilustra un preblema de transporte. Supéngase que e ! -
e 3 -
K, i~ . (A
' Y oo O P e
! F ii i 2 \ b K e e
una emcotelladera tiene dos plantas , una en Tlaxcala y ofra en Tehuacén, con N4 " s
!
! / / /‘ /7
R . . H r A7) - \,//,,:1 / S
capacidad de 7000 y 13000 cajas de refrescos af dfa, ademés tiene dos centros - 7—'57((-‘“ /< LTS
de consumo que son Puebla y Orizaba, que pueden consumir hasta 12000 y 8000,
ccjas diurias respectivamente. El costo de envio de una caja de refresco de los T oy
| . /3095 j ooy T
I ' . a . P ~ ’,‘»" A 7
diferenics lugares de produccién a los diferentes destinos estd dado en la tabla 1 : .
- ,
so2 S, e 29 o
5£.5.1. A RS AU

: La LR P N . B /O 7

Vo e o
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AT T e AT
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000120

. has sy A
g ' - £ w2 ’\“_v‘.ﬁ:zf"‘“‘m:ﬁma?;
-] 3
Y Tlaxcala Tehuacén B
i . T =%
f‘j; L _ 2B
? / 7
4 .  ie
jiPuebla 0.8 - 1.00 @
*g s = IS
LI S % YL i e
' -y L} ° ’ {::'
, :10rizaba 1.30 0.90 |3
LT s ‘L\ﬁ??“ﬂ:"‘f’{‘;‘Qk\« ‘~>-\\-‘-J',‘r 7 T RS T R "
. . SRR e e T e e
- ' Tabla 6.5.1 Costos de Transporte en el ejemplo 6.4.1
Lemrp;e‘s,c}j - ‘ . )
—— ,"-"’- o r
El administrador de la- ' debe determinar cuantas cajas deben en
viarse de cada embofelladom a-cada cenfro de consumo, de manera que se satisfa~ : 3/}
gan las s;guneni‘es CO“d'Cw“es : ‘ . 1. Cada embotelladora no puede enviar més cajas que el
e R ’ L . . méximo que puede producir.
2)." * Coda centio de consuimo puede obtener tantas cajas -
t i o como puede consumir,
JI ~ . » - °
: - 3). Deben minimizarse los gastos de transporte.
. T R - - -t o X B p)
e - O ' /?

Para plantear este prebiema en el marco de las ecuaciones (6.1.9) y --

(6.1.2) - M=, 2 e ,) (61 7) -~




C C(X X~ ..... X }>»Oparai=1,2, ...p 6.2} o p g

1%

: C( IZ" ° 0 Ctn)fo Patec ‘phd ce T
,=C.$xl,x2, ..... X) = Opcrcl—r+'|, ceee N
] n o

\-‘ - - e m ae mia e emy e 4 wwe RSSO

es necesario definir la siguiente variable : Xij es el ndmero de cajas -

~

e q
= wviadas de la embotelladora situada en la localidad i'sima ~ - ===~ == f/’}“‘éa /f""
{ 1=1 corresponde a Tiaxcala € L= 2 a Tehuacén) al centro con- N //go/o V4
sumidor j'simo {1 es el Indice de Puebla y 2 el de Orizaba). Con 1a

i ntroduccién de ecls variable el problema puede plantearse de la siguien

t e forma s o . fﬁ,q/{‘g) 0”’9 i S -
/O

l.as cajas enviadas de la localidad 1 (Tiaxcala) al centro de

censume 1 (Puekla), que se ha acordado representar con X, . més las ca <

1)
jas enviadas de la tecalidad 1 al centro de consumo 2 (Orizcbqﬁjﬁ

12

no deben exceder la capacidad de la emboteliadora de la localidad T

4

que os de 7000 cajas, es decir

XX T 70007 ‘ 6.5.1) .. &
\\\ 1 12 e e e e v s it v avene dmom e mamne mmiame s T ;

—
~—— 3

La figura 6.5.1 ilustra el planteamiento de esta ecLacién s

O O ©



© o | q]

Fig. £.5.17 Cajas enviadus desde la embotelladora en Tlaxcala.

En forme similar puede establecerse la siguiente ecuacién que limite

{ a produccién total do e enboteiladora de 1o 2da. localidad a 13000 cajes, a -

s aber : ‘ \le 7‘4\2’:2‘? é/ﬁ&a’:ﬂ/ﬁf;’\

La figura 6.5.2. ilustia el planteamiento de otras ecuacicnes e
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Fig. 6.5.2 Cajes enviadas desde la embotelladora en Tehuacén

Por otra parte, se ha sefialado que cada centro de consumo puede obtener

antas cajas como desea,

Al centro consumidor 1, Pucbla, le Hegan X cajas de Tlaxcala
l\'l

y 22 cajas de Tehuacén tal como ilustre 1 fig. 6.5.2 . Por lo tanto,

como el consumo de Pueblia es de 12,000 calas - Q ) JZ:‘ # J’/)/ = /.( OOO/\)/;. & 3/

O
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Finalmente como Gltima restriccién se tiene que las cajas que recibe Oriza-

~—

H

Y

ntro consumidor 2)deben ser iguales o mayor a 8000 cajas. Se tHene por lo tanto,  —- .

R &
7 7. r: - T e 7
© / - ‘_. 2 ‘:"}:5?‘ . ‘,."_{
AN . < (5 e T e s e ol
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La figura 6.5.4 ilustra el significado de esta ecuacién

4 Constiro : Sooo

_ & |
Fig. 6.5.4 Cojas recibidas por Orizaba. 5}@\_’?
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Para terminar con el establecimiento del modelo matemético de este problema
es necesario establecer la funcién objetivo.
El objetivo de andlisis es minimizar los costos de transporte que estén dados -

por s

—

pd ' e S 3?/ o
CM=08X%,, +1 X + 13X _ +0.9X e 77 - (6.5.5) TN L
= s § N3 N VAR ) - e T -

——— R

Debe ademés imponerse la siguiente condicién:

- ) (6.5.68) . D0
\\j_x’;igo Vi, Vi Lo o o e — (&.5.9) SN ASA



O @

ya que no tendr§ significado valores negativos de envies de cajas. -

En resumen puede deciise que el problema consiste en minimizar
-~ 1

lo funcién objetive. -~ "

Todos fos modelos mateméticos de problemas de programacién lineal

N s T LTt D L e
t ienen precisdirienté esta forma .

(PR BRI O S
Antes de con‘h nucr conv:ene recsrdar aigunas de f?,mao.\es

~ e ees
- i {
L1 ey 4T N ‘4’ N

wiredocids < en Iu snccnon 6. ’l 2 "y /. "’9 s
. ~ Ed )‘,J/I'O ] o
;,{? _ \V’\‘f/t" O;’as ;M”Oo"/"" = (=

ST jeﬂﬁﬁ

e /7 = /f:%:‘,,-»]%z,,f/a zf//m;(sss)

‘Suijeto a los resiricciones

3+ & 7000 {6.5.1)
11 i2 ‘
X o+x £ 13,000, (6.5.2)
(R "'_2!._.:__ 22 ~ f R il :—' .oz oot
s X+ X = 12,000 {5.5.3)
T 1'!A ”(:21" ~ [ : -
SO FR. 8,000 . (6.5.4)
12 22
X 20 % , \v’ i (6.5.6)
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" Un ccn;uni'o de'Valores de lasiFestriccionds def probfema se llama.una

L

‘.soluc‘fén f&:cﬁgié‘del“problém‘d de programacién lineai. Emp!eando !u difinicidn

-’ \w-‘*vll

anterior, puede decurse que a solucnén del probkm consas%n en encontrar una so-
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lucién Facﬁ’ble que sea éptimd. En este case del problemo del transporte

-”)/:/'./OIJ/N(-.'( 4/

., que minimice la funcién -ob|ehvo (6.5.5}.

7 Este problema tiene cuatro variables que hay que deferminai') S

XK , X ’ X y X €on objeto de visualizar geométricamente
1 12 21 22
I a solucién de los problemas de programacién lineal e introducir otro tipo

de problemas de optimizacidn de :ste tipo, se incluye un segundo ejemplo:

Supdngase que una compafifa de transporte tiene X,camionefas—
lal 2 .- o
de 2 tonelodas y 2. camionetas de 4 toneladas y desea maximizar su copa-

cidad de frarsporte. La funcidn objetivo es

. ' £z
/,{u,‘ S A y

~ T TiEonsiste’ en maximizar dicha expresién,
¥ Ademés la compaiifa tiene las siguientes restricciones s
% La primera es la siguiente : Las camionetds chicas requicren 1
d fa de mantenimiento al mes, y las grandes 4 dias y la compafifa solo tiene
disponibles 24 dfas de mecénico ol mes. Mateméticamente esta restriccién

se expresa de la sigulente forma @

O O

)/‘1

tl)
ES -~
5;’("‘%{{ £y

* o Jrs ef/f;.r s PreY s

3641) (% jf} LZ/(;’/ /'

.,- ..-

S e,

Ejemplo 6.5.2 . I .

/1
v f&ﬁ?/&ﬁf/c/?J aé) yd /‘{Q;J 2

ap c"a/ﬁ/cwf/ﬁw‘ e ;n,/,,

71 =2%7 9%, (G.57)
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ibilidad

i

"t la segunda restriccidn en este problema se refiere a la dispon
de andenes de carga. Ambos tipos de vehiculo, requieren de igual nimero de an
Empleando las va

deries de carga, y que la compadifa solo cuenta con 9 andenes

riables X, /.}'CQ estd restriccidn estoblece :

m
l

tima restriccién se refiere al personal que se requizre para cargarlas, Este --

:K

versonal que estd restringido a 21 personcs . Las camionetas chicas requieren tres

ners ¥
personas para cargarlas y las grandes solamente una persona. Se tiene por lo tanto

H
y .X'z , némeio de camienetas de 2 -

7 .
vego que las variables X
i

Desde

s er negativas, por lo tanto las Gltimas restricciones en este-problema.son .

tonelades y de 4 teneladas con que cuenta la compaita respectivamente, no pueden

O
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Desde luego existen otrcs muchos problemes donde
puede aplicarse la programacién lineal. Entre ellos pue
den citarse problemas de mezclado y planeacibén de la --
produccidn como el ejemplo 6.5.4 de la’seccién 6.5.5.

Después de estos ejemplos se procederd a plan- -
tear en forma formal el problema de programacibén lineal
y se estudiardn las ccndiciones que debe satisfacer tan

to la funcidn objetivo como las restricciones.

x Si se analiza la formulacidén de los problemas de

los dos ejemplos introducidos en la seccibén anterior, _

pueden detectarse ciertas variables que se llaman en for

ma genérica actividades.

*

enviar cajas de refrescos de la embotelladora al centro

En el ejemplo 6.5.1 las actividades consisten en

consumidor y se han representado con los simbolos:

»g 2 i B O S - WALl L LTI 2

En el ejemplo 6.5.2 estas act1v1dades con51sten -
en operar camiones de carga y se han empleado los simbo-

los za'y'mg para representarlias,

Cada actividad quede carzcterizada por una varia-

ble #<e se designa como nivel de acrtividad. <:>

-

6.5.2 Planteamiento Formal 57i/’

% /fcr//w c/:?a/&f Z o

: 720
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Ademds se observa que los problemas de los
ejenplos anteriores satisfacen las siguientes con-

diciones: -

s

*Tanto las restr1cc1ones como la func1on ob-

jetivo son func1ones llneales de los nlveles de ac-

tividad. Al ser lineales estas funciones scn homo-
Sy o AGYE, 5% FgI 5w T
‘geneas y adltlvas. St
: 1
. - Ty 2oEy -
Una funcidn -
~ .
es lineal. sidadosndos.conjuntos &7 & SoEEIT ~F

*y dos constantes cualquiera K y K°' se tiene:

] ] L} ] =
£(Kx; + K x’§ Kx + K xn) KE (%), Xo0

N

o 0 p

T 74

;e /80

1.- Wo negatividad de los niveles

2.~

es decir Xy

Linealidad.

ao,Vi

*Funciones objetivo y restricciones

f(xl,

*Conjuntos de variables _ .

J-‘ -

Xogr eos xn)

.y ¢l
. .

e

son llneales;+>,homogeneas y aditivas

cprh A

2,0

*Constantes K y KXK'

xn) + K'f(xi,

xi,

for s
s
T, LN _
R} S
ny ki: i=1, 2,...
94
...‘xr'l) (6.5.12)

Voorameyanor

 wym




*La condicidn de linealidad (6.5.12) es equi-
valente a dos condiciones. En primer lugar una fun-
cién lineal tiene un factor constante de escala es

decir.

f(le, sz, .o Kxn) = Kf('xl

N ]
£ e were £ 7 F
A .

*y es en segundo lugar es aditiva:

75/

*Condicidn de linealidad —=x
factor constante de escala Lﬁjffﬁ
14 XZ, » e 0 p xn) (6-5-13) \j"y/

*Condicién de linealidad —>

aditividad

5
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Un eJemplo serv1ré para 1lustrar es mportante con-
.+ Dn.elemple, séryics pasa, tisserar ool fapgreon (c)=arbx (6.575)
cepto y senalar=que func1ones de}itlpo Cone e : h /;”
= '*’-“ PRI IR sl j AR [ AR A
. X ER M o \j ‘/ ?
' e SR AT N A ST e ,//’
' ok ) OF PO /‘/7<'f’c7/
* LA
no son 11nea1es.MEs dec1r, 51 en las func1ones hay cargos ‘ ? . ;
Suel I, S e - ' I L
T - %
fleS( el termlno a) no es, p051ble apllcar dlrectamente el ~ s ' 0
' vk AR R S IO AN
concepto de programac1on-¢11nealv.w.w B ——— ", - ~ ‘ ~ A
UL S e L DT oL Uiz Je CaErot T - LG
I3 . ém lo 6.5.3 < -
FEANNE G S T AP ST U0 R A T Ky s S e o 3 T TS T R {"’: T e, 9 P e j J’-")
RSO NN S :
Determine si las siguientes funciones son llneaLes-~>»>~nr:n . P SN ) -
- » > - N ;ii wL
y justifique la respuesta. : FEUTLN N L N e ay
\ e \'>- Y n_ A
: ) 4 =32 # 2%
L A S £ T v T Y ’ .
R LN "351;3 ’ oy, T B e N B R ',\ S . -
| é), = 3x & o
R L . N
by v :\,u* 3 "" "y
St o p

a) 'Como alxl + bax + ax, + hxz\ NP

F el F2%5) . b(3X, + 2X,) ST AU i

se cumple la condlclén (5.5’12)y la func1on es. lineal.

b} Como/ a&x + 5 + b3¥ + Svp.a ( +5) + b(1x+5) ;_ﬂ_Ji Q;-:Q *f’“ L ' 1-¥}JTJ‘

la func1on no es lineal.

Elnproblema de programacién‘lineal pbr lo tanto - - o
- st P - - . s L ' B .

n N Y

puede plantearse de la siguiente forma. R N

A
1 )
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00rgixn

A3 7% / —
Hay que determinar el valor de los niveles de .,57 Cor 7Sy T 71.;.,4'3‘

Ny}

actividad Zt,, \xzr . an, aue maximicen a la fun-- SITI XS 70T
: o B Ve g
cidn objetivo: - . AN=C C;,, ;.i? S A A PR 4 (6, 5 ynf;«z/
o
7 J.Cy // .$ /J ?a t’ ¢____,4’ .o-:':«- “’.._:_«\..\
» L N ._\
15
* sujeto a las siguietes resticciones: # /‘fS‘Af')‘(’:Ca’@ e s C,/R‘.‘WN /f’ié:;)

L 4

Ay, 1G5 7 f{%ﬂfnsé [:42} e O
&, Yy +y Lot Pt (Pl e (é‘ o’f’/é"é) ‘

Q(./\Y/ f‘qt‘z \727:“)"@-”%34 C‘:,’_"‘J)’ »0 Pm:: . £ J 5-24 i

X *

. . e Xpzo oAb en

. / /
= loé 10780 S P5 @@

Los coeficientes Ci de la funcidn objetivo se C(_‘ 3
nococen con el noml?re de coeficientes de costo, y Cas/o ) <
Los coeficient&ée las ecuaciones de restriccidn se &({/E CoOf /.p/('ﬁ///’/l%" (:9\,)7‘44/(’“’
llaman coceficientes estructurales. 710/"5"/?\5‘

T Como se ilustra en el ejemplo 6.5.3 un problema
de maximizacibén puede convertirse en un problema de -
minimizacidén. Como muestra el sistema de ecuaciones - ﬁ
(6.5.16) las restricciones pueden ser del tipo de de- jf7
sigualdad o igualdad#?ara la solucidn del problema - #‘ . %97/‘/‘07 J/éi’\; C}/e )
de programacién lineal conviene fﬁ,ﬂ:{e’,r}:ir todas las - __ éﬁ/‘yﬂ,/_a>ﬁ/o7/é’ “{?9/7 vey =

desi@aldades en igualdades introduciendo varif(b)l_esv_: 7</7’ 0@5 /j” /(ﬁé"(/oj Yo ak
- , )

’



& o 7y ow

de holgura, que de preferencia deben de ser positi- . {fjﬁ ,/O/ofﬁfo«f
Bt tiost Bttt fCoy /(7 &fc7/c3’o g
vag., La siguilente desigualdad: - &%%QQ f&%?gg,f,‘o #’Zeﬂzg ? - -
. s )
i}//c"']f,x’/‘c’.w;/é (‘/é /70:’:;55( Ve=4 ?5’&'
puede converti a i intrcduciendo una
P vertirse en una igualdad intrcdu &f” 7‘,3>Q
variable positiva X llamada de holgura, En efec-
13 niq E ' /[3/40 ﬁlo/o’o/ é
ke ﬁ?/‘z} 7 ‘Q’?"‘% Sy 7%/37 ,AZ}J’_? Y7
- // .
7 - ~ o
* 51 por otra parte se tiene en la ecuacibn de 0?*3/(?7%’0' /GC-C/ J&
(’.T/t;/’c‘7ﬁ3 B - . g
» < . N 3 -~ = /
ricci6n la ﬁeigizﬂra en sentidc contrario. i ﬁy/u’l’} # ‘?}’z sz A, fﬂ}/} %’;; - O -
VCV"/JJ/Q 0/9//) /”/O
la introduccidn de la variable de holgura positiva - xL,,,/7o
~a | & wivs oo /:’74’2:"’] 2 ,‘? P J/ O"é‘c_‘/r 4
*n + g, convierte la desigualdad, va que: 0/ ’A/’;’?J PRI ”’VC,»,;/ 74
/
Ademds lcos métodos de solucidn del problema
N e

de prograinaciéh lineal exigen gue los niveles de ac-
tividad sean positivos, es decir X, = Ojjqfl%;Sl un ni ’% " /- R4 Vf/__ O/é’ c’/‘/// (Jé,://
vel de actividad no estd sujeto a esta restriccidn &2 ‘ch “ o >z 0

le puede sustituir por la diferencia de dos niveles

de actividad positivos. Supongamos que el nivel 3(‘1 -

no est8 restringido. Si se introducen las variables




+ -
X; v X, relacionadas con la variable X, mediante
la siguiente diferencia. # ., -
) Ly =Ly Ky D )
D
+ - (6.5.17) . i
X, 20 X 20
~e - ¢ .
q /
la variable & nivel de actividad original puede -
ser mayoxr, igual o menor que cero, sin que las va
. + -
r1ablesCKi y.X& tomen valores negativos. El si-
guiente ejemplo 11ustra tanto la 1ntroducc16n de B
variable de holgura comouel empleo de la relacidn ;2: 0/
~ - IEESNET A S fap =R S 3 N - R

(6.5.17)"y la transformacidén de un problema de mi --

nimizacién en uno de maximizacién.

Convierta el siguiente problema de minimi
zacibén en un problema de maximizacidn, transforme
todas las ecuaciones de restriccién en igualdades
mediante la 1ntroducc15n de variables de holgura .

\5% VN 4@7
y transforme- todas. las variables o .negativasé. .. ..

A

Ejemplo 6.5.3
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T : o . e = e e -
g Solucidn: e
se sabe que: ' o
. o S I
T Ny ) e Y. ,J/ g
Min. m=3X, + 5%, es equivalente a : —~ e e e T
\/ l 2 \ JEE s »”__:,.
s Max e = 3X. - o - EENSEPRY e
T S ] o
Wippvs Tl O &(oj/f VO £ P38
pad
7E =77 gss

Refiniendo una nueva funcidn de objetivo.
I

o T

la funcifén objetivo se convierte en:. . -
™ e 1775 X,

Para ‘convertir las dos desigualdades de res-

triccidn en igualdad es necesario introducir dos nue

D

{4

N C

yjﬁﬁ para realizar leos siguientes -

cambios en las restricciones. __ \,?x, p fl‘g E’é
’ B AR A PR =
# Finalmente la variable X, no restringida de #* Y

PP Prrec s O

v
iy

) o2

variables 'ﬁs
A~
N4

e s -
ENE P AR S
AR

Vsrrd She e ey - -
3%

vas

4

be sustituirse por la diferencia de dos variables no
—— - i e “w" : ;"

. /:: e S + - 1
as’ . = - e e
negativas . _%ﬁ_ww»éa//
Realizando esta sustitucibn, las ecuaciones

6 dondiciones de restriccién tienern la siguiente for

ma:




815
i i £ ' — ) ,
sy e _A/aL_ - 5{2 — u(} = 4
g ) " g " 7 N
% - // ST RS L, ;/
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También es posible resolver un problema de minimi-
zaclidn recurriendo a su formulacibn dﬁ&,gue se estudia en

la seccibn 6.5.5.

i ol orr ’/7757,7;‘7:’* o

cu;/ ] 3

'* La estructura del problema dé'programaciéﬁ"lineéff

se presta para el empleo de la notacibn matricial. Si se -

definen la matriz de coceficientes estructurales

M
]

*

Yy los Yectores de actividades:

X

de costos

(lm,/L;/Vc:A /" fﬁ?{wxv o)/{»

raf’ Q,O uaa//y
02/ v 0 ?,‘//1“._5
: 6.5.17) ad
ézu &Q% o 5%
¥ Aoy yr ofs oes
A‘:r/ y},N
x b
X = %l(6.5.18) /
Z |
* Costo s
< e
o _ Gfte.5.19) 319
c. ®




C O (
¥ /Z{f’f/{”/ '(."(*,-’Qﬁ;’?j‘ @gglg

b4
=y
v de restricciones - 4,
b= b hoe e
e * 1(6.5.20) 51

El problema de programacidn lineal queda plan-

teado de la sigquiente forma:

~

7 ) U
. max, /=€ & (6.5.21) 30)
Sujeto a las restricciones :
x £/ (52 N\
—_— Cooacla
P
X >0 (6.5.23) /
;
. . - . = 1” -~ , /!
En la siguiente seccidn se ilustra gré&ficamente /}\ Lo L -
! \‘). i . N
. s A h 3
Lo borma de oklener la zolocion di Pfﬂ’““9~ de programacidn
lineal. . 6.5.3 gblucién gré&fica.
En esta seccibn ilustraremos gr&ficamente la so- 38”3

lucidn del problema de programacidén lineal. Como es diff -- . - .
cil representar gradficamente funciones de mé&s de dos va-

riables, se emplear& el eijemplo 6.5.2 para realizar esta

representacidbn.

El modelo matemitico de este problema es el si--




guiente:

toy owp s
//‘/’L.I ‘.-?_, Fa

Sujeto a las restricciones

Las restricciones de este problema establecen
na zodﬁ del plano (xl, XQ) donde deben encontrarse -
las solucicnes factibles, tal como se sehald en la --
seccibn 6.1.2. Observe que la ecuaciéani + 4%& = 24
corresponde a una recta, que divide al plano en dos -
region=:., En la ingerior se cumple }fl+4.§f2 £ 24, por -
lo tanto la solucién factible debe estar "abajo" de -
dicha recta. La figura 6.5.5 ilustra la zona definida

por esta restriccidn. oo

-7 B ot i e 1

o

zp.;éb}¢§ﬂzé(6.5.7)

Z :/%2’252?(6.5.8)

XXy ¢ 7 (6.5.9)

3, # <y 47/ (6.5.10)
:C/} :[2 .2 o)

S0/

(Lr
)
&

] t2 7

O Fig.s.5.%.~-%Zcna con r@riccién C.Y/ 7 43’ f24

DR I L
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Un razonamiento similar lleva a concluir que

]
la solucién factible también debe estar a la "izquier
da" de las rectas.x1 +.x = 9y 3x1 +.Xz=21

Fig.6.5.6 Zona con restricciones & +X, £ % Z G, r Xy 22/

Ademds la condicion X, 20 %20 impone X » J U‘?
que. debe estar en el Pxim@r cuadrante. La regidn del pla A . \\5;&} £ Xy = 59/
P =~ X, *‘4E§2 =24
nc donde se cgmplgn todas lag restricciones, es por 1o -- > =
tanto poligono. convexo OA~BC+DO que aparece en la figura ?
-J"

6.5.7.

- q

Y\)J
CEL AL

«\\\

0
ST

Fig.6.5.7 Zona de soluciones factibles del -
ejemplo 6.5.2 L




El siguiente paso en la solucibn consisté en
encontrar dentro de los<puntos de dicho poligono, --
que son soluciones factibles todos ellos, aquel pun-
to para el cua 1 la funcibén objetivo 6.5.7 ZX1+4X2 -
es mixima. N6étese primero que cualquier recta depen-
diente -2 cumple con la condicibn 2X; + 4X,. Ademés
entre ma;or sea la dis*tancia al origen de una recta
dependiente -1, tanto mayor es le + 4X§ tal como se

2
ilustra en la figura 6.5.8.

et

Fig. 6.5.8 Funciones objetivo del ejemplo 6.5.2 . e

- L .

Para obtener el valor mé&ximo de la func16n ob
jetivo 2X; + 4X, es L necesario desplazar
una recta ?féendlente - % &,M'HAque su -distancia al - L 3;_27 .
orlgen sea méylma, pero tenga por lo menos un punto -
dentro de\la regién OABCDO. En la figura 6.5.% se - -

ilustra este procedimeitno de bﬁsquedaQaI mdximo. En

el(iﬁnto B de coordenadas {4,5) el valor de {:)fun— - (i)

- ~ ..
e . . L . o
.

2103
=89
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Q e O 06(A 40
cibn objetivo 2X," + 4X ,es de 284 ise cumplen todas
las restriccicnes. Por lo tanto X = 4,.%% =5 es -

la solucidn del problema de programacidén lineal. -

/ 5 -
Haciendo referencia a la fig. 6.5.9 obsérvese ade- ;§?0<9/é%770

. N2 YA 2n/§y¢g
mds que para dicho punto, tiene las caracteristi-- Firml 0%

« - dx s labla = DY, FIX ﬁn&x‘}
cas restmidas en el gﬁaafaf%fﬁfi /7 2?)9 4 2

Leslabrsones
: X, #9Xy 229 ()
| X, + Xz */: 7 @:‘),»
X+ Xg £ 27 (<)
X, 2 O ) -
X,2 O (e)
\3%,'{'12.:21
<€)

X140, = 0%
LT

Fig. 6.5.9 Ilustracién de la solucién’gréfica
del problema de programacidn lineal




eeiccion s mingera - 2003,

A SHeld g
S Restriccidn'® \ Holgura - s MRy

xl+ 4/le = 26’ ‘ 0

- ki ©
et s

7

- - - .?X1+ Lo = /7 £21 g / .o

Tabla 6.5.1 Propiedades de punto Sptimo B del ejemplo 6.5.2

N
=y

Es decir, el recurso mecé&nico "del que se cuen | S

ta con 24 dias mis, el de

C) "andenes de carga" coan% -- ' . (i)

Xph Xp o 9T el 59)



4«e se cuenta con 9, se emplea plenamente 5+’ se usan
4 camionetas de dos toneladas y 5 de 4 toneladas. --
Mientras que de tercer recurso, del que se cuenta --
con 21 unidades, solo se usan 17. Sin embargo ninguna
otra combinacidn de:Xi Y Xi permite obtener mayor vo-
lumen de carga sin violar las restriéciones (6.5.8) -
(6.5.10). Antes de continuar, nbétese gue la regibn --
definida por las restricciones (6.5.8)-6.5.10) es con
vexa, como\muestra la figura 6.5.10, ya que cuaiquier
recta que une dos puntos cualquiera de la periferia =
de la zona se encuentra en la frontera o dentro de la

regidn. P

i
En la seccibfi 6.5.4 se empleari la representa

cibén gréfica de la solucidn del programacién lineal -
para visualizar f&cilmente diversos casos especiales

de problemas de este tipo.
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Fig. 6.5.10 Zona convexa de

éoluciones factibles
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El métocdo gréfico de solucifn del prcblema
de programacidn lineal estéd restringido a modelos
con dos variables. Practicamente ﬁados los proble-
mas de interé@s para el analista tienen mis de dos
variables, por lo cual el método gréfﬁco no se
puecde emplear en estos casos, Es necesario contar
con métodos algebréicos que se puedan programar -
ern una computadora digital, con objeto de resolver
=roblemas con un gran nlmero de variables, como --
son la mayocria de los que se encuentran en la préc
tica. El método simplex que se introduce en la si-
guiente seccibn tiene esta propiedad. Sin embargo
es impor:ante familiarizarse con la solucibén gr&fi
ca estudiada en esta seccibn, ya que ayuda a enten
der la naturaleza de la solucidn del problema.

Al ir desarrollando el método simpléx de -
solucién analitica, continuamente se hard referen-
cia a la solucibn gr&fica. Los autores consideran

que de esta forma el lector(comprenderd con mayor

facilidad.

(:>El método analftico m&s importante para<t}
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5.4 Solucibn analitica
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solucidén de este tipo de problemas es el método
Simplex, que introduciremos resolviendo el ejem
plo 6.5.2. . - .
e - ® Laifunici6n objétivo de’este: ejemplo es: 7 A2 /Z%’F/f&’? : ‘34{/{’/ o

-y %1

e - -l o Lopviieee ax wel S PRI S
ma‘tx:,m=2xi“+:4x2;' ma&f. ﬁ? 2.?{,7‘/ (5%5‘,37)

398

N S ; S e N B S CSE M -~ .’::i - «:» R
# Sujeto a las restricciones ' * ’?‘0‘;7{7(‘[)/‘0/;6\ “ 55 _
o ' ’ | o \76,?‘4@’2 YZ(/\(G S8y 3‘{‘}

R T cos e . R
U -2 ~ ‘7‘-2 : 7 ts.s. 9 3

: T, - -t ’ . = w0 - : 7

B Y 3‘);’ Z. \352 - 2/ (6.5.100 '---~--"‘1\6100

' ' ) — ».'Z,)J?[ 2 0“ T
7\'{- R ; .)% jﬁ/éaﬁ/wo()w /&//07- é/&j

El primer’ paso ‘en feste’ metodo cor51ste en
~Z'
I o3 e ',”fv‘f"‘\ ",‘\* ' L oy g .’ ”i(‘." .
introducir 'variablés de"holgura“x:s,-vx ot X’/p Y O/€ %O/f””d’ ‘xJ) 7 ; '5‘

” F R P R - N \_ R -
‘convertir las- de51gualdades de las ecuadiones de o S A~
restriccién en’ igitaldades; tal coimo Se senald en ) A I —
- (e m T faas LT S T .
‘la seccibn 6{5.2° v -7 - ¢ ) - :
I 7% %rz # Qfé =27 .
" T L VR e A R A = j SN RN

el A DATESWT ST g, LT SRTESII ‘2?2. ‘2"/ = (6.5~:~24)‘-
oty e
: . R AN At e
- Debido al 31gno de las de31gualdades, las # Vu//d < /°~> ‘ ? C TGOS Tt ST /FU £
variables de holgura ‘deben ser p051t1vas, es de-- ﬁ‘)é/ / Vd.S' |
cir:

4
xd/ .Yz,} Xy 2 o (4.5{.3) 40




El problema consiste en encontrar los valores
de las variables X: que maximicen a la funcidn objeti

J
vo ( 6.5.7).

* Como el sistema (6.5.24) tiene 3 ecuaciones -
con 5 incognitas pueden expresarse 3 de ellas cuales—
guiera en funcidén de las dos restantes.

* Como la variablejx3 solo aparece en la ler. =
ecuacién, la X, en la 2da. y’.'KS en la 3er. ecuacidn -
lo mds conveniente es tomaiji=0 y:25=0, obteniéndose
de immediato del sistema (6.5.24) que1X3=24,.Z%=? y -
X.=21. Esta solucidn se conoce con el nombre de una -

5

solucidn bisica, y las variables cuyo valor se ha fi-

jado reciben el nombre de variables base. Teniendo --

presente la definicibn de solucibén factible, se nota

B
que el conjunto:Kl=O, X§=O, x3=24,.x4=9 y,X%=21 es --

una solucién factible aunque no éptima, ya que en es-

te caso la funcibén objetivo vale ) =0
M=
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Haciendo referencia a la figura 6.5.11 que -- ’ -

nuestra grédficamente la reqgién donde se cumplen las - L
restricciones (6.5.8) a (6.5.10), se observa que la - ) s 'ﬂ;_
solucibn bésica X;=X,= 0 y X,=24, Xy=9 y X;=21 corres | ‘m o S
ponde al origen del sistema. Nb6tese ademés que el va 4 {éé ST ﬁ
lor de las variables de holgura indica que nc se es— J? CQT
t4 empleando ning@n recurso en este punto.

- - \.‘ RO L{\;}»f:‘;l -

/‘77»Jvfr"/é):? ‘ %v'/f"'/) O
Qf/,LQ’,zé"f“ 2 Jo "'Q

X

73, ch.éé/ jQ’// Off) =0

o

Y
¥

.

Fig. 6.5.11 Valor de lasrfuhcioﬂes de restriccibn

en el punto de solucidn bésica.

.
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/7 ara incrementar el valor de la funcidn objetivo
se puede incrementar el valor de :K‘l 6 el de X, 8 ambas.
Se empieza por determinar en cual variable un incremen-
to unitario aumenta més la funcibén objetivo. La fig. --
6.5.12 ilustra que una unidad de incremento en X, aumen
ta en 4 el valor de m y un incremento unitario en J{l SO
lo aumenta afiNlen 2 unidades, por lo tanto conviene, pa
ra encontrar el méximo lo mds rédpido posible aumentaﬁ‘d@-

el valor de 3(2, manteniendo JIl=0.
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El méximo valor dejﬁa puede ser 6, ya que si es
mayor de 6, ¢, 40 y se violaria la condiciénI; Z 0, -
i=1,2, ...5. Graficamente, al ir moviendo la recta - -

2xi + 4%, gue representa la funcibn objetivo paralelamen

2
te asf{ misma, a lo largo de la recta_xa=0, se llega al -

punto A, otra esquina del poligono ABCD que define a la

regidn de soluciones factibles.
La figura 6.5.13 muestra este traslado de la fun

cidn objetivo m=2x1+4x2

Fig.

O O

Para:Xi = 0, de {(6.5.24) se obtiene:

Ly= 70 Xy (6.525)
3:5';: <2// - SKZ

Ve {;]
SRS
A
D i
— e Y
2 7

A ooc by sniersecc/on o2

Fn A X =9

a lo largo de la recta j(‘l =0

x,=3
Le=/5

6.5.13 Bisqueda del méximo de la funcién objetivo

O



O N o o
Del ‘sistema de ecuaciones (6.5.25)para ?<‘ .
ng =0y X%=ﬂ6 se tiene: : ' ) LT t . . {- | (

X, =3

B = 15 — P g A S :
) g ae % \‘, o~ . . P\’
Como 2% era la holgura.de la ecuacibn de -~ . o - .
t , oOm A3 era ta holgura.de e v N

restriccidn._ (6.5.8)-. i

St YIg Tea e o i e et K e h BT S LA i i,
PR >

: __,...u-—-'N"‘—m-.—:-_M-. .A,..%J_‘.wlo-—.‘:.-,.‘;;}“,_._-u.f_w.»--u» - ~—-~~-~j':-'"\""¢ i - T —— — 4‘1“ 2 3
Sl u‘)xl‘?.*-g.gz +?(3€= 24 LR ’ A ‘»‘: B "6 -"- * (6);518)‘)____‘3_

" -fe deduce: que eﬁfél’punto A el recurso li-

mitado correspondiente a esa ecuacibn de restriccibn

- PR pe ~

se ha empleado en su totalidad. En efecto el punto A W

b3

se encuentra sobre la recta de ecuacibng
1}
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i Tl e o vagie bter o
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) 0001P°
* oy 4 f BFrias s~ O ve
Las nuevas variables no bésicas, es decir -- é?f IS SRS Ao 287 7 ?
L {:’o
las que son diferentes de cero son: sxgwx4 j X 4 ) v,/,//
m=2%+ 9z, =27 (C 57,?6‘)4/3
7 o Y

El valor de la funcibn objetivo es:

que resulta mayor que el valor de esta funcién en el

i
ier. punto explorado, el origen, donde valia cero.
’.
l 714
|
{ /77 =0 x,
£
ol
% . .
€‘7/Cuando las variables bpasicas eran x v X,, * K()}y ‘Z) = CXZ = 0 /Vc?/‘/c?é/’d‘
© sea/el ler. paso de la solucibn del problema, tam- AJS/'(‘&.S‘ 9/ f/{f/'/é’ s R y
. 2 - ') "/ '/I
bién llamada lera. iteracidn, el sistema de ecuacio- P& PueEg ere., ch/g
. o, 3 -
nes algebraicas que hubo que resolver eran: Z, 7 —’/:2,2 7 ZL3 - 24
Xt Xr X, = 9 (£529)
; 3%+ x,* xo=2/
En este si;tema las variables no bésicas - * ZJS' V&//-dc;{éf ;z‘j LZ‘{// :ZJ.. -7-f‘ O
/
. < 10Tl POP 7
( o é&&/ﬁ&o‘/ &) ¢ 7 7 7/
Irrg  En ol PCuSCIO4

O O
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o e

Xgr X4 ¥ Rg aparecian en una ecuacidn cada una, y esto

facilité su evaluacién.

1. lag

YY)

ont5aay s :
“donsigual fac111dad se debe ma

¢ *PETA-proseduir‘'co

~ 2
R Lot T T TR i
73N T, &

4-»‘ e D

. . Crg T arane  FLS b IL TEL
nipula¥r’ algébraicaménte "a- 1as ecuaciones (6 5.24) para

que en cada una de ellas aparezca solamente una de las

nuevas: variables no bésicas Xor X, ¥ Xg de preférencia

con coefidiente- un&tarlo~7fDé“iEJIé}. ecuac16n del sis

tema (6.5.24). "

.
By

- maat B T .k LS PLE
DA SR TONTS T AL RIS 2 LTRSS

se tiene al dividir entre 4

L LT O JIJ@ Gf Tl

%

*Esta ecuacibn-ya tiene una. sola variable no b&-

sica'xz”con coeficiente unitario. *En la 2da. ecuacién

del sistema‘(6.5.24)~

v
-~

y
it [
4

*aparecen dos variables no b&sicas, Xy ¥ X,

Como x, Y2 quedd en la ecuacidn anterior se debe dejar

_ LI/
S L 000@15‘?

(7

w -
IR

*Manlpui% las. ecuac1ones para que las
: cor e A T :
PEIERVR RV,

»
-~ A

Varlables no bésicas (x2; x4, x.)

/A
aparezcan en una sola ecuacifn. 6%?-“

\\v 3 T "’ - bl \‘
A oo 3 b = 3k
IR Lot
SN
- e
- i - -

B o S HRN

. : &
w(» ”: ’ R’ R 3 L .
SRR S S S P ; A
. Frx..t 4 x., = 24 \
S RS 2
775
s ‘
i) i L T e ‘4. . i
Nrd \ 1o L w7 w5 i
%
1. + 1 x, + x, =6 6.5.2~.«"/.
S S T B ( &)
\“:(\\« :»‘L‘y\:s:%‘* o,
*Unica v.n.b: Xy 4?%Zi£' -
;- #2da.. ecuacidn-: 3

X, +x, +x, =09 é;iéf kjd

--------------- g P o~ “N . {3' oy ‘.
i T 4 [ 5 " b
elimine =. 4;24725 ]
o 2 Z t

- I S
= .

——————— e i e = m— - o e

e R AT S




en esta %x,. Restando de la ecuacidn

4

la ecuacifn anterior

*gse elimina la variable Xy En efecto se tiene:

*Finalmente la filtima ecuacidn del sistema’

(6.5.24)

¥Contiene las variables no b&sicas Xy ¥ Xgo
Hay que eliminar X, para que solo quede una. Res-
tando a esta ecuacidn la ecuacidn *(6.5.26) se eli-

mina en efecto x2

Realizando esta operacidn se okt !.ne:

O O

(1) ¥yt Xy Fx, =9

(2) g2 gt .
*se elimina X, T
)
-1 + = 3

(1)-(2) $™2 "5 T !

\_—///

*Ultima ecuacibn éy ﬂzjf

3 x, +x, +x_. = 21

1 2 5

*7.n.b. Xy ¥ Xg

4/12 ,/

elimine x2
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*El sistema de ecuaciones de restrfbcién-%a que -

dado de la forma deseada:

“ : : 1%, +
!

' T3, -
;1-4— l

11 -
=,'r~.~—‘—4-i~' ',1

.. .

*En eéte sistema de ecuaciones en cada una de-

CUD WL LTS G U AT TR
ellas aparece solamente una de las varlables no b551cas.
N k;‘. & v'~.~1’\11 . ‘“ ,51:\( N ‘,;. r I N
- e T f::} ,*-T- ,«IA{: \_L - : - ;:ll . ‘J‘v\" ‘»"j ;/;:.7 »
*La fun016n ObjethO hay que expresarla en
Suptn et oL el ARt CTarLtoe lass o
funcién de las varlables bés1cas. xl Y Xg, €s dec1r
. ,z,;wi s “"3 S I 3
hay que eliminar X éﬁ 1a etapa anterlor esta func1on
LIS 1= B R N L
estaba expresada en func1on de x 1 y x2:
T [TV R v B R i
despejando de la ecuac1on (6 5. 26) _
I ‘5
T , b h B o B
R L 0 i
‘ RN ¥ IR
. A ;"j‘v - ‘ - -
*a x, se tiene’s’

S emravm m o oeeag

\
,\'
431\
|
1 =6 (6.5.26 ;
4 ) 13
1 =3 (6.5.27)
3 Loy o AT
1 X e 2
T 73 & Xy 15 (6.5.28) /

*En cada ecuacidn aparece una sola

439

v.n.b. (x2, Xyt xs)
M*Expresar m en func16n de las v.b
(xlr x3)

o rrmme e e e s m s o - O
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) - » 06’r
Sustituyendo a ¥, en la funcidn objetivec \S‘M\;;//'f/.f;'//)/c"/g pPr: I77 U’j:/::é\
por este valor se tiene: . o - . . o
_ n L 438

(6.5.29) s

P .
S m=2xg -4 (6-1 %X, - 1X,) R ———
1 R S L . L P

N N W e T
* - 7
La funcidn objetivo ha quedado expresada /77 = //ﬁ' é, J tl:; ; ":(3) 737
' — - D
en funcibn de las variables bisicas xl y X3 ¥y en /’9&/3 xZ, = L3 = O =>/77= 4 4

valor para 2{1 =m0 y X, = 0 es m=24
3
A continuacidn hay qye determinar que pa * o= X, — \2:3 # Z 4/ 7‘)1’#
o
sa con la funcién objetivo si se aumenta X; 6 X;. S CC'\; / /72 y/
Para incrementar m, y seguir satisfaciendo la con

dicibn de no negatividad de las variables debe --

mantanerse QC3 = 0 ya que dado el coeficiente nega
Orbe R
tivo de X, ﬁ'x3 aumenta, pn disminuye, é"ﬁ‘chemenfe i

#* /0&/67 CCJ = O /o"'d’ EXTlam

ta ,‘}fl .'%Del sistema de ecuaciones de restriccibén - /

. . N N /\.,{-’, ';) ; -~ ', r-:_» - 2 .
para Jf3= 0, las variables no b&sicas en funcibén - OO L & (/g) YERIOYICCH g T,
de la variable base sz, quedan expresadas en la -

siguiente forma:

Ly = - X
2 -
q 4
) — 3 _- - ~.
Xy=3-2% == = (6.5.30) —
= A .
s = F% O

& . T
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'7!: - - N r. p .
Deben analizarse las ecuaciones '(6.5.30) para /Zy"'x‘)’ﬁo ;/;;?//)/‘ e Ty SIA
determinal cual es el méx:.mo valor de J>1, para el ciual g//i_&%?/" O 04.3’/‘,0/4&)‘ 0/@
todas las variables no bésicas Xz, .‘}f4 y.}fs Sean mayo-- PO /)P\?j &7//7/'6‘/5«'0/ (/y/
res o igualés.a cero. Se tiene- ?JCZ = 6 - x4 Z, =2 X, O
- : - Iy MIX ) =
X, = 3-3% X = x, =O
4 7 ! “mex 7 7
| R ""71' ’max ‘ // -
. — p e
Se vertws que el méximo valor posible. de. la*‘ya_rﬁia;- - /Zy.;z‘//%a ./c?/&r C"‘@ /005/ -
ble X., sin que'ninguna. de 1las varfables: Xy, % yXg = . é/é (/e x_z = 4 = \r‘? = 04% .

se vuelvan negativas. es 4, para lo cual Jt‘4 = 0.

#/////‘/o"\f ﬁé x\a //':;O

Estas variables se toman como base para el siguiente o :‘: )j

PR

% Se finaliza este paso se tiene que X’3 =}C4 =0

paso. o / // . % s
‘ . s o //ir 7 -
* Para X3 = X4‘ =0,y Xl = 4 el valor del resto - ﬂp f/‘f /5

4.76,/ = o !
Estos valoreg ob-- /7 P“S- 5“ 3(3 &f// y A?

de las variables es X, = 5 yzfs = 4
‘ k =g > 25, X5 =T

tienen del s:.stema de restr1cc1ones. /
U SR S L g "’Hj oo -7(- g e

#* El 51gu1ente conjunto de valores de las varlables /V/"/)/"? SQ/M{'/ O‘/) /C(ﬁ' : ’

. o FEE b . LT PRSI R B PR T A 3 i i ../{/_;"
"““«\:. P . . L , B - ‘ ‘xl = 4 ':x2 = r-;x3 = 0, X4 = O\VY"*(S = 4

constltuye una nueva soluc16n factlble.

ar oL . ' j}/t‘oj /Ol’"é 7ZO7("/014 \5),/-97 —U[)

% Antes de contlnuar resulta 11ustrativo 1nterpre--
oo o ZO/‘J‘ ;/ “
tar gréflcamente este segundo paso de soluc16n. En este - /)507 e 7T =

J c/c)/y, \r/(o/e 03{

paso de solucibn se: 1ncrementa el valor de la varlable -
I/.




basica .‘X‘l de 0 a 4 manteniendo 3 la otra variable ba- U

sica JCB = 0. Como .X’B es la variable de holgura de 1la

Y esta bls~

ler. ecuacién de restriccibn 3, + 4 3(2 =

1
queda de un mayor valor en la funcién objetivo se rea
liza a lo largo de la frontera AB de la zona de solucio

nes factibles tal como se ilustra en la figura 6.5.14.

Ry Ces

S WSk
s

X3
- \\_.\\\\\ N

byt

Rt

AT

Y

PERp
e

T AT ST AR, : RTINS TR T TR '_, - ,.— B
R _ ) O~‘"" P R B RIS R TR
. Fig. 6.5.14 Bfisqueda del m&ximo de la funcién objetivo a lo LJ

(\ largo de la recta AB. (20/5 /'/'//’/é"(’/'oﬂ}’))

é/ <;/ d,)

A s, P D (PO
Para continuar debe volverse a manipular el sis- ‘5/,7 e (7/07 ALl DT L
JES /{,, ',:1:"/'0:7 ST e D ZV

¢

;7 }
| . SN v, Xr;) ()
da@cuacién una soLa Je loo o unclic LuE T bésQas “lq4 3.«(‘2 P & f/ ‘Z/ vz, v

tema de ecuacicnes (5.5.257 -{& £.I%), para dejar en ca-



y X’S. Realizando operaciones algebraicas elémentdles 7 ]

sobre ese sistema similares a las descritas previa--

menté se obtiené: ~ /‘/-“ s T T | T
e 7Y Ao w2z X ;._-‘-‘.: L, = I
= g d xS .
| Ko ’ / v( o = &f ) l . \‘.
\‘I/ ' 3 :rJ 7 - 4”/ (6:5.38) e
h g p ~ //';r o X 4 -
e .3 e ke T T 4 ¢
y volviéndd & éxpresar la funéién objetivo en rela== _
cién a las.nuevas variables base 3t3 yCK ,ge Llene' ,
P :#- ~".~--‘~-~ T S e T T T EE S 477 J
fp = 28= 25 = 4 . - ° (6.5. 32) \————“"

G i I 1 N -
'#‘ Como en e1 ﬁltlmo paso x3 i }( g;ap_ nulas, = 77‘2 M() /)Mf(’/e % \2/3 ; (;/7

la dnica form ma dé dltera l as, ¥ satlsfa01endo 51mul- /90/‘7419 Vza

téneamente 1a condicién de.no negatividad de 1as va- = 2 1/
L ak L Ty /gf(’ é/e 7J

riables es incremént&nddlas, pero esto dismihuiria = SO/l O

ot/ ST S Fers o

47
\/ 4
a su vez es optlma es prec1samente la soluc1on obte-— ESs 0/0///7’2:7 /

S v 4ff
nlda en el paso anterlor a. saber. )

e RO T - = -
Gy 45 S Xm0, = 0 ¥ G i“‘r*\/‘ Fgﬁ) 457

W Lt ..

el valor de M Por lo tahto la soluc16n faclele que

..—/

# Re&”éfé?s"é" —érgiat;mlento del - problema' - K /07'_/)6//?/7707 4fj
Max1mlzar 1a func16n objetlvo. ' L/é”
- ’ ' ) T 9
/ ’ 3 » y r'e : N o l-—-—- B
{nz 2% 777 (o T
Sujeto a las ‘i‘estrlcc:Lones ’ T /’Pf =2 C(‘/ BDLs
C_ (mecénlcas) ) + 4.‘{2 +X§ gy 51 . (6.5.8) *f/liéf’/,

e - -




(andenes) X, + X, +:)(4 =v =29 (6.5.9)

[P
/o  h e - - Nooa A

(cargadores) 3x4 + X +:§g o 5121 T/ - (6.5.1C) ST

donde se recordaréd que la primér restriccibén la impo-
nfa "la disponibilidad de mecdnicos, la segunda estaba
relacionada con la existencia de andenes y la tercera

con la disponibilidad de cargadores.
A g = = ope/Is” &
Al operar 4 camionetas chicas y 5 grandes, co CZ} - — é/j y
: - Gl ESS
mo indica la solucidn del problema, (2a= 4, = 5), la Cﬁcy/?7/£9'v%9/£;a§ ‘

— o Err (5-
primer variable de holgura es nula (X%= 0), la segunda g:Z:Z - :; — 2%4
/ J5 17 Ao

también es nula (X,;'—‘ 0), v la tercera vale 4 L2§5= é). T NI Re SIS

Este conjunto de valores de la variable de holgura sig QZ3 = = S 4?/%?£3/{C?/7
nifica que el primer recurso (mecdnicos) se aproveche 7@%740 /éD /¢7f72fj//(mi§3 7
en su totalidad al igual que el segundo (andenes). - - :Zié/ =0= J€ %%@?ﬁ7/¢f7/4 =
Mientras que del tercer recurso se le emplea la canti-~ (ﬁ§5~ /éb 6377<W4977faf

= o .y GV
ZL = :°§7 = 67i- 6?ﬁ3/7 e 74
D)= & P DS

dad disponible menos la holgura, es decir

21 _._)(‘5 = 21- 4 = 17 N T ,(] . PR 0/,?/
‘f/‘dﬂ/p/v/';f(;‘? S o D
Para resolver un problema de programacidn lineal
- . . j// wf////’; CV<;
empleando el método simplex es necesario realizar repe-- e ‘904; (9779j f%ylf
' ' ~ g
titivamente diversas operaciones, como se acaba de ilus- 407¢?17€ﬁ/67695‘ }fq 7
trar. Es posible sistematizar el método solucién expues-
to empleando la notacidn matricial.
Se empieza vor for-ar urc v2rla o matriz cuvas - Cj

O



177677 0S
columnas .v==ne. - :lasGltimac:tienen: por valor -los coe-

ficientes de las varlables en las ecuaciones de --
restriccidén y en la funcibn objetivo. En esta Glti
ma ecuacidn.debe cambiarse.el signo de los coefi--
cientes. La (iltima co;umna tiene por valor los re-
cursos disponibles.y un cerO’en:la-ﬁltimarposigién.
Los elementos del fGltimo renglén de esta tabla, -
exceptuando el ﬁltlmo .u " ., se llamah——

los indicadores del problema. Como se senala a con

tinuacién, si despues-de realizar las operac1qnes,
que se indican posteriormente, tgdos los indicado-
res son p051t1vos, la bﬁsqueda del 6ptimo a termi-
nado. Con objeto de famlllarlzar al lector con el

método se;presentanglas;ecuaclones en forma expli-

cita y en notacidn.matricial, tal-como aparecenm a 5~ =:

continuacibén: -

o -

) /28
86016,
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El problema se inicia buscando una solucibn

factible. En este caso puede ser Xj = Xz =0, .253=24

) X4 = 9 y.Xs?Zl.
Posteriormente se sefiala como puede sistema

= 3

tizarse la bfisqueda de la ler. solucibn factible. .
Lrpi? A DT

#* Posteriormente debe seleccionarse la colum- = /”" co: /

ma con el término mis né&atiﬁé en el Gltimo rengldn 4 ///}7() €/p///‘04 2 /77075

6 sea el corré‘séoﬁdiénte d la funcidn objetivo. Con /75\53 5’7//‘/0

objeto de determlnarq. el 1ncremento de _cual varlab]ie .’L @ i" O Ov' 24
hace crecer més répldamente a la func16nAobjet1vo. - . i _’1 o) —'t O q

Er.1 este prlmer:’ ?aSé la steigur:ldé 'columna,_.c?rf:t?sp'olnt--- . 3 i o O i ,I 21 45/
diente a){‘z tiene esta propiedad, 6 sea més negat}vo _— e —— = —--- —_—

el Gltimo renglén.' A continuacién se dividen los ele |~ 2 '.LI‘ oo I O

mentos correspondiegtes)a la disponibilidad de recur Ad& ‘ / / o
sos, es decir los e;lementos de la dltima columan, :— ] #* ‘0/ // M.///%; S dtaited

231 0 (’a///wy so/brrio -
/70—70/5, 47 /ﬁ//()/‘//}ﬁﬁilc

D

exceptuando el iltimo, entre los correspondientes --

elementos de la columna seleccionada anteriormente -

en este caso la segunday El valor de estos cocientes — — [ '4 ; ’ 2 4 [6
se anota en una Gltima columna y se selecciona el --- _i ) l q @
renglén con el valor wmenor de esta columna, en este

| S = A | 94 120
caso el primero. En este ejemplo estos valores fueron 4 , [l
6,9 vy 21. Este problema se inicializd con xl =J(2= 0. Rani —




; 23 VAR 00&/5{‘
" Los incrementos en_,,z.2 resultan aumentafi m&s la fun- \QQ2 SR SIS < i
cidn objetivo que 1os de_}%. La columan adicional - /Q§y9/3747f?7f1*'/49 =4 ’C:;/j?‘zid

indica que el miximo valor que puede darse a X, es X, e 7h
de 6, sin hacer negativa alguna de las variables -- ngwg <i§223
Kyr Xy 6 X Q" pIxI o V-

22/ /49/“ Cyég Qf

7%? ﬁ¢7//OA%

X, >0 Ve 14

2% & /if’ 11057 /0 mSS
e L/f’ e
'7‘\?‘4 Se ha encontrado hasta el momento gque ! /O 7 "‘-\«J
FYro )< 6
el primer rengldn tiene el elemento mds pequefio en Co C ?
la i1t ‘ma columna y la segunda columna el mds negati
vo en el {iltimo rengldén. La interseccién de este ren J, ‘?/ i
glén (el primero) y esta columna, la segunda, defi-- : v
nen el elemento llamado pivote, en este caso 4. . = T\ - -
e/enme /0
/i =5 ﬂ( )57 Vo
; * Pos- : , / /’,’ Ao
teriormente se divide & el renglén del pivote, en :K éablzfsﬂféflf {}{?’ /?%tyfoa?
este caso el primero entre el pivote comoc se ilustra n/;// ,Q/;/L)/QD ST E 59//

a continuacién:

7SO /@
O O 2
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Formulacién explicita

4
N

Formulacién matricial.

s

<
\r/ + 412 7L \2/3 ::: . .r”lr -—i @ i O 0 Z (/
Loy 4+ &, L, = L L @ = o O ) -
¢~Z; 2 gy 3 - .4 4 , R
Después se emplea esta ﬁltlma ecuac16n parar—
eliminar 1la varlable X’ de las ecuaciones restantes -
del sistema. Como en la 2da. y 3er.ecuaci6nﬂ}%”tiene ,
uno por coeficiénte basta restar el renglén 6 sea la
ecuacibn del pivote de cada una de.esas ecuac1ones'ﬂ£ Pl - , -
Tt e T e ey TR \-;‘.fg;f“l.am_ S A AR NG A M A RS RN IR R SN ek
T ' o E ‘ C"“F‘ormu] ‘acién 7
' )‘l"or"mlqc:l.dn .:'1-‘» ) Q ‘[fl; ‘natrlcial k‘; . ) 5}:
wniexplicite iy 3 : e it i g ¥
" - oy e =
d : — 7 !
%8 gcuacibn X, + XLy + , z‘?, = 4. 4 O 9

-/ - ﬁ
.acién del ""LZ} %JQ 744%“2\} -

‘'ote norma- 4
lizada -~ .

ORI A AT ot D I AT S U PP IR ke

5

T
—— L
—— e 9
2!

0. S

Resta -

IS R0 s AN AN AL AN A N Sl
v

< —nTJf\z’g, “3 4

Xt 2o

- }’7‘ Sty

ol

NI k22 ¥ T CANEA
L]
== 2 O i
g "
‘ / 4 : A
[N :'_‘ g ot paakator s bt o RTINS sl K we 3 !
T \?"’"' S 7 SRS R G 0 R S A AN AR A DR =
W 7 SR S Sl s ded 2o Tar b i ';NZ .
e ¥ @ @, A4 21
] ‘
'ecuaca.dn \7/ \,?2 of /- \1:/» = .2/ 2

acién del’ /
ote norma- - 4

RS, f‘dﬁé + 4 =

25

& B

R

J!iz;:da m/“ .

R R TR MR PEME SRS R R R T X S e S N R T LR T
lesta o Vs J a r‘ Az A i) i
- e - ..v.__..__.._.._m i ppmrrrra % A oh e T iy iown .t o i s ey o ;}
z oy A T A V.
R RO M N L N R T S P O TN 4 e e I S SN St i PRI Pl NG
U Demege 2 ""\.' sk L i ) PR 20 B2 32 et A AT g N v\» KA % AL T TR~ L AL X Tad. = .
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Para eliminar a\Xb de la funcién objetivo,
es necesario multiplicar la ecuacidn del pivote --
por - 4 y restarla de la funcién objetivo, ya que
- 4 es el coeficiente de 1& en la funcidén objetivo,

tal como se ilustra:

Formulacién explicita

!

N B
///,z///o? "Z.}’/"‘,//J:q ) ) — O

cb e/l vo '
29

}
v S 0rng, X -

Formulacidn matricial

Xy X, O Xy X
-2 -4 O O O O
-7 -4 -7 O O -2¢

Geng lon A o~y -
Kesre % et =27

Después de realizadas las funciones anterio-
res Xy, X, ygxs)las variables no bésica%,quedan mul-

tiplicadas por 1, tal como muestra el siguiente cua-

dro:

oy O

7 0 7 0 0 29
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f.armu/af/on C’ //C//!J o /é:;z /?Nfé’(’/a//’_, /27&'2{[{7'4'(__‘__/"5{_/_ _‘4,?:@0@\
o O R R PP o AR TH L

v ‘“". i [ > -
S R < S\ - T
En este\cuadro la columna‘con el elemento més S
negatlvo es la 1era*«y el»coc1ente\de la prlmer colum “f
na entfe«ia dellgé r@str1cc1ones es 245 $ﬂ60 6 sea - W
. 11 -~

los elementos de la columna aux111ar 51tuada fuera de

pe
- s N f

1 )'\ R - :,h‘-_"' 1\"

las llaves“de la matrlz. Como el elemento més pequeno

// T - o
i I e o B
es 4, el del- segundo renglon, &1 plvote es ‘el aumento B
S SO T, e;T{"; VS . U pat »-‘} -

de -la& 1er£~columna v ‘qe1d segundo ‘rengldén‘y sé va a --
7 SRGE Il 82 i s

emplear pardlellmlnar'&a_de Tag” ecuac1oné§ ‘resfantes. L

2Se emp1ez§§61v1d1endo el gcnglénmdel prOte entre el A D -

(

% KA : PRy
..pivote,: tal ‘como se 1lustra, para obtener la’ ecuacibn \Aé;VVd&ﬁ/‘9’7\

dél plvote normallzada /%? /ﬁ> /7/) - /7Zif22%§;é$;?

. B .. - p
S N E &" N . > Y

e
ORI, -
kY
X
.
r
-,
-~ -«
b
-
.
v
POy T
\,
5 s . Y

Cp//o///o /"/é

o aklT . i-.@./?- 7z
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7wy J////'/

/7),",‘/‘/.4/,{7(‘/02/ p’ﬂ;/_i/?///'c? /Z;Qf/?jé-”Af/ Y
s, ofn ) | X, X, L Ly Xy JG‘?
S0 2a —tae s, =3 F ot /o
FS w F wrdE, = 10 ESE 0T g
Para eliminar X, de la primer ecuacibn es necesa-
rio restarle la ecuacién del pivote multiplicada por\l --
que es el coeficiente de.}a en la ler. ecs. ’
F o Yoy, éy{‘i /O p’f/j /, > /{;,- /Zb//ﬁfxé’?/’/ 7 /;,,:'(_577//‘7«.'/’/&'//
e g « , z I 13 Ly s
“les. 8 A X, 4 =& Lz 1 7 o © 6 473
u./,’ng' 4—,/‘7-’, /—Q/‘ X ’Lj/&ry =7 Z//- O “/2’"/ 3 © /
A ) Uy *F Ky T Xy =D o / F -F S
Para eliminar;Xi de la 3er. ecuacién hay que res-
tarle la del pivote normalizada multiplicada por L%.
For e /c;"/‘_/'cﬁ«') EXy) //?/'//a /5;7;7}/ Ly iz 278 200
' X, 2L X X, Xs
3 e S 4% A = S -;/—- O - g / /S
on Y Fy  Hady, =/ g7 9 zs 0/
bl gREEIG =y O TE T

Y finalmente para eliminar(}{i de la funcién obje-

'
tivo debe restérsele la normalizada del pivote multip. _oa

da_pol- 1, coeficiente de :2»5‘1 en la funciébn (D\jetivo, tal
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IV

1&6:101&1‘

Xy
+ 24

e e T

o .
' o
s

< uLqrn laCIOu“E;“l¢ClLa‘
- X ,
S 0{/‘ 2 7 Xy =249 K - A _
. I ” /
: / A — g - A
oy =2 ‘ , o
ey e T R T T R T R R T S I ﬂ?z&xL.Wiﬁﬁiﬁffiﬁ*Ffwﬁiiﬁfﬁ?leé
; L. : 2. 4 — g . ‘
o M R 7
Una vez realizadas estas operaciones el cuadro a){ R
queda“coﬁé”se;muestra. e T ) - B
ler. Etapa*‘ %:j a ‘ 4
N Formulacién matricial
% X Xy Ay -
VAR < B < G978
y; .
-5 7
e /0}9//7
' Y7rle)

Formula01on exp1101ta

O

7
@,
O O

/7 o// cT o/orﬁd*

7" Antes de continuar es neces-ario revisar el sig-

no dé los obnz;os del ﬁltlmo renglon, exceptuando el 4l

timo 6 sea de los 1nd1cadores. Cuando todos son pos1t1voslk
~ | 7 /
: ZE?QZHfZ_ﬁlJ e, fgg/foﬁz/é; .
| | O,

=

()

se ha encontrado el 6pt1mo.

4#‘Xz9rvv=: /)‘fvf ”‘“'ﬂc) -
sEs, S Fodbs, 2.0 _

@ éﬁ cﬂvnam//m e/ 477
% S = /////”/0

El valor del optlmo estd dado por el Gltimojdel

7@4)7:9_J . 22(53

Lérienglon.



Como en esta etapa ya todos

positivos,

loxr 6ptiuo es 28.

te de cero en el {iltimo rengldn valen cero, en este ca-

SDJ% =J% = 0.

A

) A
e LAt F LD

X .
“* Es posible obtener el valor de los niveles de -

actividad en el punto Sptimo a partir de la iltima tabla

del método simplex,

O

indicadores son

la blisqueda del Gptimo ha terminado. E1 va--

S
/" . . . .
Las variables con coeficiente dlfefeg

S5 f4£h¢5u azé e a ..

O,

)
g 3 373 Xy
2 e 74 ve
- 3 33 Y
- = &/ - o=
Xy ‘5;‘2/"/) Ly

I

fi

.08 Fesres 55 ob /as 7V

VP/A)” (?0///??705 (/p ks

//woé/o/ &

4JCV/ ;f;’P ‘742

-4 /4//4/,/.& 7/"// S/ 7 =

e

O
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Xy e Al ﬁé{f
(44

’ / / // ” c—_ Y
gl / - //r Leee f/(/( : ;_/"./ S L) eD KO - I tES
A C, '

/ ﬂ/ /t,.-,,—/ /)( /‘frg.{i’_-u(? /L//r Padie ) |
/ //ay f N

' /'//».& . —
O/mf’j Z{//’f/‘aj 1"/1,4-_., A‘ ,',”«L I‘)/ L- . | . O

it

, /}ﬂ ) - /’ ) ,é ‘ ciD (;é Cj(%/{‘ﬁ
/! / ﬂw’f £, /’/*’“'@ "/ Y e e
/e /C) e // Ty /}/! ‘” o :
/7\ L oile ¥ 1 -
7}/7 57 '; 7 /ﬂzt, A UK basta: numerarulos reng ohes
174 ~Y e B

de acuerdo con la. p081c16n donde se encuentra una colum- .
Tde Deat Y. 1Rel e RURWIIEL Gwl Drop: oy ‘ R

na unitaria, es decir una columna con un solo- uno y el -

resto ceros.

Para aclarar este paso nos réferimos a la fig: =~ N o
* ""\ } “‘ !.\ 1‘.3 (,' B . \‘A N ‘_\? _“‘ )\-”- - 'T\__}z
6.5.15 donde aparece la "‘tabla termlnal ‘del ejemplo. El - ] N N
A T R
ler. renglon tlene su ler. columna unltarla ‘en 1a segunda i o . - e
- - T B “ia N1 - o [ o
1.,‘ IR 3‘\,»' . i - ) .
posicibn, por eso se le designa con 2, y el 2do.‘renglon . g . Wt
.- = tieéne¥ ,1 ler: columna unitaria en la prifmer posicidn. Se * ) o T
le designa-.con"I;:Se-continfia hasfa “términar con todos - _
los renglones: menos.el .Gltimo. En el punto Sptimo las va : SRR

riables diferentes de cero tienen por indice el niimero - ‘




con el que se han designado los renglones y su valor

estid- - dado en la dltima columna. En este caso.§§= 5,

3&= 4 y,x%= 4,
O/P‘Wf NS - 2
1 e Z
Jos s f Jo-l &
/) ES

L
-

Fig. 6.5.15 Tabla terminal del problema

En la tabla 6.5.2 se resumen los diferentes pasos
que se siguen en la solucidén de un problema de programa--
cidn lineal mediante el método simplex. En las matrices -
de esta tabla la columna y el renglbén marcados con una --
flecha definen la posicién del pivote y las columnas mar-
cadas con un asterisco (*) corresponden a las variables -

base, es decir que se han tomado como nulas.
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=22 # /v@ /%&x)
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XA GX, £ 29 @) .
X, F X £ 07 (6D
3K+ X, £ 2/ @) ,
X2 0 @)
X2 0 (=)
Sy irie s Sin O /:;0’/5?/ /‘/ & O pe e ennor /7’///‘(:7/{ 4
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X, # FA, + Xy A O 525/ 6 ===
Z :[?: *Z = 7 4 4 o 1 2 7919
Sz, # 2 X =2/ 3 1 o) o 1 :21 21
12z, + 7, +O=/7| -2 -4 19
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Antes de continuar es necesario indicar"como
se obtiene la ler..soluc¢idn factible en:el problema -
de programacibén linedl.

Recuérdese qgue el problema de programacién -
lineal tiene n incognitas, los niveles de actividad
y existen m .ecuaciones de restriccidn. Si todas las
ecuaciones de restriccién son desigualdades se intro
ducen m variables de“hoclgura, y en el pflmer asé de

//’,/ /’"/C‘j/ 7 /’/’/Q‘p'
solucidbn, igualando a.cero las var1ab1°S/de “holgura
toman determlnados valores, gque forman una ler. solu

cién factible. En este caso se encuentra el problema

del ejemplo anterior, cuyas restricciones eran:

X 04

N7 O

;:/. /3707 Q7

P 107/ /.//('/c,c /

QFYs<
L’b G

0/@ é’ /,,, SOt =
/Z;(’ /44"

486

N
Y

AN .
¢r7 .///" """"\1' u.::-'\J

X, £ Xy £ 9 = T A Xy g z, = g
, Ty A %y £ 77 »in £ 2, e
1Nive1es de actividad}Xi,.X} o Ci— o IR i
l Variables. de‘=héflgur'a 9{3, X4 ,- 'XS el - [ —— _.W.,...Z:E/“\.
ler. Solugiﬁn‘Factible T .
Niveles de actividad ;Kl.=_xa =0 }
Variables de holgura ;K3 = 24; X= 9 y Ay = w,wf“// _ g)
En alg;;;g casps: algunas restflcc1o;;é-son-;a— ﬁEaL - AJ&P
yores que cerc o igualdades. En este caso habr& menos N [?b? /i%?ig;kaélﬂtaf, C?ééiﬁﬁlfiy:

-/
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80&17?

\ AV
de m variables de holgura y no se puede formar la - /J'?-’,’-::"é“"c*c)’

solucidén factible igualando los niveles de ac-

ler.
tividad a cero, como se ilust;a a continuacidn. 5/JM?
/rMax: m= le + 4&2 +JX} o \\F""” _____ T - ) ,Nr
Sujeto é las siguieﬁfeé~reétricciones: -
Xt 2, +2; F 7 A7
ZJL}+~4/I2%I3 = & A
S, P, —X; =6
* La introduccidn de dos variables de holgura, x [0:‘7 C\//f":J Vé«’f/‘év’(:gé’f e
va que solo hay dos desigualdades convierte a las -- féﬁé%ff/é7 -
ecuaciones de restriccién en: Z, 7 ZJQ 7"36'3 *"‘Zﬁ’ = y
2, + S, +Xs =& 5/
g+ 2X, ~ X3 ~ == 6 o
Si se da a los niveles de actividad Xy, 2(, -
9f3 el valor cero, como en el caso anterior, para ini
cializar el problema, se viola la segunda restric- -
cién ya que o ] 23.’/' 7 4‘1'2 a4 "77-L-= 8 5 ?)
2 =y =23 = O

De manera que no es posible obtener en esta foxr

ma la ler. solucidén factible para iniciar la solucibn -
793

del problema de programacibn lineal si se presenta un -
) ar/d”o/ 25 Srt /f’/gj___/@*
\
: of s

problema de este tipo es necesario incluir vaﬁ'ables ar-



O

tificiales en el problema. Una por cada ecuacibn de

restriccibén que sea una igualdad y una desigualdad
del tipo "mayor o igual gue cero". En gl ejemplo es

necesario introducir las variables artificiales - -

. [

m% ymx% ya que hay una igualdad y una desigualdad -

del tipo "mayor o igual ‘que cero" entre las restric

ciones. El sistema de ecuaciones de rest:igcién! -

1
~
después de introducir estas variables queda:

~

e

En este caso asignando a las variables estruc

turales y a una de las de holgura el valor cero se —

puede obtener la primer solucidn factible.
En efecto con~X1= X5=4X3= X5= 0, elrres;o>dé
las variables asume el valor de£ﬁ4= 4L;K65~8>y;2%512.
* Las‘variables artificiales no deben aparecer
en la sclucién Eﬁnalaen lé funcién obje%i&é. Para ase
gurarsé de aﬁe esto né suceda, se deben incluir en la
funcién.objetivo\éon gfandés\coeficient;é negativos -

en problemas de maximizacién. Estos grandes coeficien

tes negativos aseguran gque las variables artificiales

AN

Z, +2 x, £ X3 + Xy,

PR A e 2

! LR

Cme e
X

* . _
T lon O(/=a}=z3:2”d——0 //fr

X, = z océ_w-{? V4 I =/2

——y

* Dy 77;/07 L1 ¥~

-

735 O/Q SIS NI 17/ 251 D17

s varia & Ao &'/'///Z}'-Z

. C/‘a/%ii Com

_coC Zf/'fézf_fz/%’s ,/770774‘1/03

- S m e s ey S e he -
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o/
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660179
deben ser nulas para maximizar la funcidn objetivo.

Antes de terminar ccon esta seccidn para es-

tudiar el problema dual en la siguiente, es necesa-

~ -?-"ff Vi - / ,. i
rio enunciar un importante +eor\em; de programacibn /—290 rC77 S //T i 7
lineal y explicar porque este método es un método - 57?(?
de gradiente. P uede demostrarse * que en un problema de --

programacidn lineal con las restricciones definien-
do una zona convexa, el punto 6ptimo (ya sea mé&ximo

6 minimo de la funcién objetivo) se encuentra siem-
pre en la frontera ae la zona convexa definida por

las restriccionessg S, ,

lj{ébido a este teoramsla bisqueda * 5%3‘?&/ P(ﬂé" & /") é?f‘fjo a’e
del bptimo se realiza a lo largo de la frontera de =4 /1179}7 oS 56/é$2
la zona definida por las restricciones)como se ilus I
trd en la solucidn gré&fica y analitica del problema
del ejemplo 6.5.2, hacienderroferensia £yla figura -
6.5.9 referente a este problemf/se recuerda que el - T s T e
método siafex e empezb por calcular el valor de la
funcién objetivo en 0, después en A y finalmente en*
B. No fué sin embargo necesario aQaluarla en todos

los v8rtices del poligono OABCR. Faltaron los puntos

C y D. El método permiie .r buzcando valores siempre

N -
() Noble, B: npplied Linmear kiccnra, Cap.(Jrentice 7 refi/0 csp. & O
Hall. Fndlewcod Cliffs W.J. i0%69. e .
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crecientes (en un problema de maximizacién) de la
‘funcidn -objefivo ‘én “los vértices del poligono.” Es
ta”bﬁéghedafSEQreafiiéJsféﬁﬁré évlo;iargé‘aé 5qu§
1la ariéta@donde_el~Vélér?dé-1a funcién oBﬁéi?Qo
crece(P de#crece)con\mayor rapidez. Por esta ra=-
26n se trata de un método de gradiente. E1l método
permite descubrir cuande se ha encontrado el valor
optimo, sin necesidad de tener que evaluar en gene
ral “la. funcidn objetivo "en todos los‘vértices del
poligono 'y tener Llnalmente que bus;ar el valor op
‘£imo de la func1on objetivo. entf -estos valores.
_ , efq S .
" Un método de fuerza bkoska para encontrar -
el optimo consistiffa en evaluar la funcibn objeti
. - . buscar N
vo en toedos- los vértices V- después Hacer el médximo
6 minimo de -esta entre ‘todos estos valores. El mé-

todo simplex no solamente ‘reduce el-nlmero de vér-

-ticés dénde—hay que caléﬁié£>1a>fﬁnci5n‘objetivo,AV

sino al-§» 'ir de .paso-.en paso’ incrementando. (& des.

crementando) el valor de la funcidn objetivo hace

inecesaria la bfisqueda final del optimo. En proble

mas con gran nlimero de variables, el no tener que

explorar todos los vértices 'y de no tener gque alma

>
gyf\?’?}é’ffﬁﬁ LM

z{;)Z%zﬂ/QQZﬁ

(719 ///0")(//"//'57 VST O 4

\éé’/ // ) G“w)?(’, o -

Sol

. -
et T



cenar para una bisqueda final del Sptimo el va-
lor de las coordenadas de los vertices y de la
funcidn objetivo, ahorra muchoitiempo Yy reque-
rimiento de memoria al procesarse digitalmente
estos problemas. Desde luego que esta ventaja
computacional tiene como precio las restriccio-
nes que impone al modelo matem&tico @l problema,
las de linealidad en sus ecuaciones y de conve-
xidad ¥ de la zona de soluciones factibles.

Afortunadamente existen mAltiples problemas, /
\e/ @nalislisls o suilenss, enlos)

de gran interés pdray. que puede plantearse un
modelo matemdtico con las restricciones anterio-

res.

¥ Se indicd en la seccibn 6.5.2 que el problema
de programacién lineal puede plantearse en forma ma-

tricial de la siguiente manera:

9 : O

6.5.5 Problema dual.

7€/€5/¢»u//é%4/zﬁh A%t?/fé/f

v/ (o7
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ex: m=gx (652/)

X, s
Sujeto a las restricciones T LCSTICI0neS
Ax=z 4 (6522)
- . Xz (6.5 23)
donde x el vector de nivelss de-actividad, b el ff);f/
de restricciones vy c¢ el de costos. La matriz A
tiene por elementos los coeficientes estructurales . _
del problema.
La ilustracidn del problema dual puede reali-
! : . PN
zarse con el ejemplo 6.5.2, sin-embargo no se -le-em
] =
plearé) con objeto de introducir otro tipo de prob/l\e"
A A - €
ma. -
laV e
Ejemplo 6.5.4 O O

taller sc. s 5 &y cTs
7 En un taller se cuenta con tres mdquinas A, B, - * /o &,0_70//70/5 % 37 - / ,
. oo : : 7
/oS /Qr,oo/éfc/g)g _// 2 506

y C. Se emplean para fabricar dos productos 1 y 2.

La tabla 6.5.3 muestra las horas de maquinado que




S O
EEEE
requiere cada producto, las horas disponibles en cada
tipo de mé&quina y la ganancia que se obtiene en la
venta de cada producto.
i?":'ff O RN N R IS P S NS Zli.".."ﬁ'.t:f:f_‘;i?'j
Tipo de m&quina Producto Horas disponibles |
' 1 2 [
] : Jo 7
A 1 2 200 3
J— : ,: \\
- B 1 1 125 - "
. 3 | _
C 1 C 100 T T
Beneficio 2 3 3 T e
%
. 3
‘ Sog
| gmblassa putos pars of clomlo €50 oo |
o Py /‘
,‘:f“ Se trata de planear la produccidén de manera que se Ob /O/fﬁ/v// 47 ('/ =4
J370 K 2P0
tenga la méxima ganancia posible. Plantee el modelo mate /”0////’{’/'4/) 7 ‘/)o/fcg .
mitico para este problema. ; ) O e . f
/Od
JU7
Solucibn
)
Xy redoed fSEr s o
Sean x, y X, las cantidades del producto 1y 2 fa- =2 s/ O’é/ /[1"'0/"7
bricados. X, 4 X 510

O O < ’ O
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R R ‘g o e

- - 4 -

i?,;*x)' N
I R E N I SR N T s
Fl. objetivo! serd’ porido-tanto maximizar” iIa ganan

cia es decir

% Para pfoducir xl‘unidédes del prodgcto*lny x2

del 2 se requieren las siguientes horas de la ‘mdquina_

A gue estén restringidaé a 200:

7¥En forma similar las restricciones que provie-

nen de la mdquina B y C son:

Desde luego que no tiene significado fisico pro

ducir unidades negativas por lo tanto ¢

#

\
o

% /‘5,-'5)’5 (/l@ Z‘;f /}’.707}’)0//'/’(3’ /‘4

%,
[N

I L 15 B2 ST s 9o

et s

JF/ //

5 L 2
X + Zk ;_209

%(57/:)0/07 0/€ /95 /,2207':;)0////8\5‘

X1

X1

+

+ X

2

£ 125 }
" £ 100
>0 7

TP

‘/’7

I

-—
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e

O

. 1 f’;ﬁ, ’-—’E;l 200 o, -
£ .
/ / i 1 ‘_E . 125 “
x|

'y
7 . '
El planteamiento matricial del problema es: : /7;;7\_;;'/,,.3,1_,/1?\_4_—7/_,
) 8 /(/
2 W/ /’
max: m = )
3
N v/ S
: c - 2 o
Sujeto a las restriccliones: RKASI77E6C7 D208
P r;/ =7 . 4 %‘w\. -\\\ j/\j

. ‘H
N li/ 1 0 l 100 5 i e
, a A S o [ - - I
{ S
:“ /A ,i" /N_ﬂ»—"‘“’
j / i
| 7
! X 4
1
5 i S / / ,-"/
. = 0 -~
T X o /
- ~. — 2 g e S
pat T —— — ——- "i;-q./ﬂ ’“_,,'
, Yo T e e T s TP ,,’.,/ ’

~
G~

- :’L“ Tamii s R s ~ _‘,L-w;"'f 3 3 N O/ *‘\—/
A continuacicnsevintioduce el llamado problema * /D/"O g/? ST ///d/ ~

dual o dual simplemente)del problema de programacidn

lineal.

# Lo <7

Si m son el n@mero de restricciones y n el niime /7 rESIrIECs Opos D! / ~
ro de variables del problema para definir el dual es /) Vrsy & 549\5-
necesario introducir un vector w de m componentes ..7;/ /9/) (R ar-4 Vﬁ(‘/’/é)/"

&
O O



cuya interpretacidn se dari posteciormente. El dual
del problema de programacidn lineal es otro problema
cuya fcermulacién matricial, comparada con la del Gl-

timo aparece en el siguiente cuadro:

Problema original
O primo

-z

i
max: m = ¢ 2

e

sujeto a las restricciones:

A X 4 b

| %
1
o

A continuacibn se ilustra el planteamiento del

problema dual.

min:

T

s
-

Problema dual

n =

iz =

g

§
b (S

=
>

o

0

P s

[N

W
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Ejemplo 6.5.5 J 0
Plantee el problema dual del ejemplo 6.5.4
Solucidn: Jy "-Z/
La solucién aparece en el siguiente cuadro:
Problema original Problema dual
6 primo
T T
2 Xy 200 & s
max: m = = n = 125 Wy w = T
3 < 100 W 3
Sujeto a las restricciones:
2 200 N o . 1 1 1 \ 2
x—l_] wEED 125 ] et ‘ f ] w >
X - 00 & 3
2J 2 1 0 LY
1] N TR SR !
- e . e N g
X2 ‘. B , ) = 0
) W,
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‘£l teorema m&$ importante de la programacidn 1i

neal establece la Siguienté ‘relacidn ‘entre ‘el proble
. T - ‘
ma original 6 primo y el problema dual:

Teorema: TILa funcidn objetivo m de un problema
de maximizacidén de programacién lineal asume su va-
lor m&ximo si y solamente si la funcidn objetivo n

del problema dual correspondiente alcanza un mfinimo

Y en este caso. : J 7

cJ

p max m = min n.

Ademds si P y Q son soluciones factibles tales
que m(P) = n(Q), entonces las soluciones P vy O son
las dptimas del problema primo y del problema dual

- \ respectivamente.

R

] t s

La demostracidh de este ‘teorema aparece en la
mayoria de los textos de programacidn lineal (/?yf?). L \

¥
N \,; AN

R
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" Una primer aplicacibén de este teorema se encuen

tra en la solucidn de problemas de minimizacidn.

&~y

intes de una interpretacidn econdmica al proble
ma dnal se resolverd el problema de produccién del

2jemplo 6.5.4. Este ejemplo no solo sirve como repa
so del método simplex sino muestra como la tabla ter
miral de este problema permite resolver tanto el pro

lema original como el dual.

Enpleando el método simplex resuelva el proble-

ma de produccidn del ejemplo 6.5.4

A continuacibén aparecen las diferentes tablas
que se establecen hasta cncontrar la solucibén con el
pivote en cada ocasidn encerrado en un circulo y las
columnas de las variables base marcadas con un aste-

risco (*).

O O

06015,

X foSrvsorsm b/ Feoremes

f/c:’/ % /[/7/““) &,
21T

Ejemplo 6.5.6

Solucidn:

'/

LIRS

u

/° SIP) 37 2377 -

CT 7

PR

J,
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Siguiendo las reglas expuestas previamente se
puede obtener de inmediato la solucidn del problema

A saber:
i NS AP

e
HrSe .

la ittima tabla.

de
7% E1 valor méximo de la funcién objetivo es preci
samente 225, el valor de las variables es:
- ) \
/ ! = ‘%0 bhid = 75 - = ) = = g N
\il A ~J~.2 ! \,4(,3 :;(4 0 b XS 450.

Con objeto de aclarar el método también se in-
cluye la solucibn grafica en la ficura £.5.16.

senala *ccmo se obtiene la

A continuacidn se
folucibén del problema dual de la tabla final del mé

todo simplex del problema original,
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TLa tabla 6.5.4 muestra la taba final del método
simpiex del problema original y como se obtienen de
ella resultados del proklema original y del dual.

niveles de , variables de

actividad holgura
A A i 3 fvalor del i'simo nivel
TN U A . L.
) {,:K, Xy o000 Hnf vC;f/ ;KQ/Q .. 724077 /\'de actividad
Henglén co:l p—— P ) , F;:Q??
. K 3 o r
itesima ' 3 me—ﬂ":j{
columa i - - S g - i B L renglones
uny berie . : I correspondientes’
E : %i a las m restricciones
‘ s g
} —_— % — - ‘——t”;;jfi Valor del mé&ximo en el
L : - ~ ey ;
{ T 3 7QZ -~ - ;7%¢7 Lﬁah@ i {problema original o del

minimo en el dual.

. valores del vecH
tor &) en el pro-
\ blema dual }
indicadoreé
(todos p o s i-

s

t 1 vos) ‘ 3//)3

-

Tabla 6.5.4 Tabla final del método simplex del

problema original.

O O O
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El siguiente ejemplo ilustra el empleo de la
tabla 6.5.4 para resolver el problema original y

su dual.

, . fv - Ejerplo 6.5.7 :y137?7
¢

Obtenga de la tabla final del método simplex

la solucidn del problema original y del dual del . jrifaj

ejemplo 6.5.4

Solucién:

A continuacidn aparece el planteamiento origi

nal del problema y el dal dual.




]

9

Lrob

~s

original

Lena

Arind
5
i

JT S gy

/‘.""

Sujeto a las restricciones

m.....?. L Ty Bt e e s et

g N M

P
T LA

#
g

e

e e

.i%~
do 1 ol

D
Q —

- rA
.m — o T o=+ g
W ] ¥

—

S
N

¢
2 A

o et edmatass TR R

+ N . .Av
d~ =<t Q 4
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A o< D
DY e e
U
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\.f

Le la tabla 6.5.3 se tiene

[
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In efecto el valor minimo de 1la

jetivo en el problema dual es: |
J 1 4
|

{
v . . L
7 A continuacién se dar& una interpretacidn

1

P s \
ecenénica a la solucidn del problema dual. Re-

|
cuérdese el planteamiento del problema original

: 1
y del problema dual: ; .

oo

Problema original

© o TTEEIEITIIET
T
max: m = ¢ X

sujeto a las restriccio es‘

oA T -

T R b el Tl 4y oy
Vit s 1 e L‘;-LA- e 41’.’7“ e ity 2
A X < b
X = 0
. —

\ N

j[- l/a,gp /)'7//,// 7D [r‘o? /"' /ﬂ/7C‘/()/7

‘Oéj e%/'z/() e e/ 0/4/97/.’ o

- N
| 2. V| = F 5
I o2

A7 =
O

* " nFer /‘f‘/{w”/é)ﬁ OO P H

(’J o// 0/“’5) /é/f“u 12 a// gyt

N
O

Problema dual

2

5
v
a

i<
iy
o

(oo
<o
<o
S
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—— ,: "\v
e
R
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Si(gl,{ﬁz y(gg son los costos de operacién por hora

de las mfiquinas A, B, y C respectivamente, la suma

anterior en efecto representa el costo total de
\l/

operacién, Estos costos de operacibn, o sea

las componentes del vector w recihen el nombre

de precios sombra. .

Es necesario ahora interpretar la otra ecua-

cién del problema dual:

Ve e

T Recuérdese que la componente aij de la matriz

A representa el nGmero de horas de la mdquina i
gque se requiere para producir una unidad del produc
X . T .
to j. ' En el producto A w el primer rengldén es:

o~ - \\
T = ;
| A w | 17 Wyt asy Wy ..., T\
i R

El término agy vy representa el costo en la ma-
quina 1 para producir una unidad del producto 1, y

821 Y2

unidad del producto 1.

el costo de la .miguina 2, para producir una
X -
Por lo tanto el producto

|
|

*AT

/ vidi5Q
Ey ) \ 7R
L= precros &0/?75/’«:7‘ 54
T J"”,/f;‘:ij"‘

C

A w oD

/

i“‘ J ) "J == \nor as _oe mo-

Al
N

fw/? g <, / “57/” < /0/"00////’// ///707

/ Y S e
pro dlic / JI
;o Alw

//}1/(-;

/L”/Fﬁ)

J

i) = (22?/49 74;/62'// 5P

wanm

/ﬁ?/}j(ﬁ“

e e T e

>
N

”
.

.
-,

’

s .'C* —
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representa el costo total de produccidn
unidad de cada uno de los productos. Como

el coste de venta de una unidad de cada
T

uno

de los productos,

1%

l1a desigualdad A

sy

c

W

puede interpretarse de la siguiente manera:
T

to de produccidn unitaric A W

El cos
es por lo me
nos tan grande como el beneficio ¢ . Es posible
extender esta interpretacidn del problema dual, pa-
ra lo cual’es necesario introducir tefBrelids que es-
t&n fuera del alcance de esta ohra **

con frecuencia es més facil resolver el problema
dual gque el primo o viceversa,

resulta conveniente

conocer ambos métodos.

N

Con el siguiente comentario finalizari esta sec

cidén sobre programacién lineal.

**yer capitulo 6, NM\¥ (ref. 10) y capitulo 3 y 4

MEUE e (ref. 9).

O O

<o
)
P

A7

N

=9

u
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Si en el ejemplo 6.5.2 los datos fuesen diferen

tes de menera que el sistema de ecuaciones del pro-

blema de programacién lineal hubiese sido:

P Gt (e
i =,

- 3 “\
ff o . ® -~ Ty \
L
ST M= x, + 2 x e \\\
/ ’ \
s x, +4 x, & 12 N
i 1 2 R
I
¥ + x., = 4. i
.- X1 2 = > /7
2l . A
\Hf~“3x + x2 = 10.5 , J/
.N:.\(. ‘““r. - ﬁ.“{.,*’” y/
o M -
K75 R R g ~
La solucidn optlwa hublgse 51do X, =

1

como el lector podré checar facilmente

v

6.8.11).

. ’.LA

O

e ¥ XS

- - . ~ ‘5 -
vante debe ser entera.” Cuando como en este caso,

30lucidn debe ser entera,

2.

{ver problema

la

5

La solucién de este problema para ser rele-

puede recurrirse si las va-

riables son suficientemente grandes y el resultado no

es sensible a errores de aproximacidén a redondear el

resultado a la cifra mé&s prdxima, & puede recurrirse

a le programacidn entera.

En la seccibn 6.8 el lector puede encontrar di-

versos problemas de programacidn lineal

6.8.10-6.8.

°

(problemas

15} y en el apwnnlceiy”ETLuentra un progra

N 7

_ Wéx_&//rf/&’}/ o0 /’4:/775? S

/7
\%:2/ xa‘“un.é’

N / =
% f() Eocii G '(/f"r_:J PR

/e PN )
. "/ '

[y

2
i)
[
Ay
<
i



ma de computadora para resclver este tipoc de mo-

delos.

El problema del ejemplo 6.5.2 ha sido

resuelto empleando el programa A.17

Los datos de este problema aparecen en la

tabla 6.5.5 v los resultadcs en la 6.5.6. En
esta tabla las variables que no aparecen tie-

nen un valior nulo.

&0

Ce

(9%
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. bargo, exiﬁte un mé{odo que ‘permite deterininar la naturaleza.de la linea; csta‘li_nga se llama:linea de

Q . regresion y se calculd por. medlo del método de minimos cuadrados'. .. .. ..
o Supongamm que’ queremos represenlar Ios dalos correspondicentes.a: n punlos (xi,.y2) por, medlo
. de una Im a rcctd Los coeﬁcnenles ay bse’ puedcn cncon&rar por medio del método de minimos cuadra-

Fal)

. 'dos el cual ros da las formu!as sngunemes AT e s e s
- ' \,_, SRSV R , N .o, o -
«r‘ "‘ Tt ) . -5 -7«“, "',,: I -~ t T el Ty ":* “-' “ s
ETI Ey,‘Ex, —EX, ny ten s T FIT e b 28 g ety R PR (IO 17.1)
T,oa= R S S e S R i CALEAN
- ny “7:~:4‘,‘“ A ) ,\::3_ :“'é . e Lo e Aty Y SR e e, - ~pion,
T e A TRITLSDY ! ST
nzxm T Byf e Tl o ee T v (|0 17:2)
A - )
vdonde A = nZx;? — (Tx;)? : ) (10.17.3)

La figura 10.17.2 muestra un programa para llevar a ‘cabo estos calculos; la flgura 10.17.1 mues-

ra el diagrama de flujo correspondiente. El programa consta- de dos partes‘ un programa pnncnpal y
T

MITRNCE ' : . L
fo“'EME SUBRUTINA . I .
MCUADY ‘MCUAD Lo .
’—— i

.

. Haga B -
LEA SUMX =00
SUMY =00 .
SUMXX =06 . .

SUMXY = 00 AN

IMPRIMA, PO

“LEA VALOR DO l3° EE S A ' ;.

DE X' o Tl g )
I=I.N CoLL Lo e e

J— ”
] SRR :
{ S B ‘_‘_’ L L2
| - s
: Yo s A;
LEA. 1 Tooow LR T e
X, 1=1,N 1 Calcuk I RN L
. | SUMX D
| SUMY . e
i |, SUMXX
l SUMXY ,
IMPRIMA, ! -
“LEA :
VALORES 1 -
DEY i FIN DEL
- L cicLo
- ' T e L . " r
F . ,
: . .,
H . . ,
‘l‘ A -
~ - .t L
c et e ) ‘ R
Haga =~ * | -« " R . . .
CALCULE 4 LARAEE oL Ho o
7 DEL
J
: 11 teame - \
MCUAD ; ;
Caolcule .
AT . - . . e
,,: - 3 . H B‘Yl Py, y . ?' I . N

T imprista,
A.B ( REGRESE )
O, ( PARE }
: - Fig. 10.17.1 Diagrama de flujo del programa MCUADI.

\ ‘"W Volk, Applied Stattsucs for Engineers, 2d. ed . McGraw-Hill, Nueva York, 1969, pigina 261.




248 FORTRAN PARA INGENIERIA

una subruuna llamade MNCUAD El programa principal y la subrutina comparten los datos por
medio de las propostciones COMMON que aparecen en las lineas 1 y 12, Usted observard que no se
hizo necesario escribir proposiciones DIMENSION para ia definiaidn de las variables X(h y Y(1)
ya que éstas son dimensionadds en las proposiciones COMMON., El programa principal es bastante cor-
to. Esencialmente consta de tres proposiciones READ, una proposicion CALL y tres proposiciones
PRINT. Todos los cilculos s¢ llevan a cabo en ia subrutina. El ciclo DO gue comiensza en la linea 17,
calcula tas cuairo sumas requeridas por las ecuacicnes de (10.17.1) a (10.17.3). Estas sumas se alma-
cenan en las iocaiizaciones SUMX, SUMY, SUMXY y SUMXX, las cuales han recibido nembres
que concuerdan con ios valores que contienen; luego se calcula el valor de DEL y, finalmente, se calcu-
lan los valores de A y B. La figura 10.17.3 muestra un ejemplo de la corrida del programa.

[ MCUADY
1 COMMON X120} ,Y{20) N, AsB
2 READ¢N
3 PRINY,® LEA VALORES DE X°

READiX(1is1=1sN)

PRINT,® LEA VALCRES DE Y°
READ, (Y(1)elal,yN)

CALL MRCUAD

PRINT A48

sTop

END

SUBROUTINE ®RCUAD

COMMON X(200.Y{20)yNoA B -
SUMX=0.

SUMY=0.

SUMXX=0C.

SUMXY=0.

DC 30 I=14N
SUMX=SUHMX+X(1]}
SUMY=SUMY+Y (L]}
SUMXX=SUMXX+¢X{1l)%e2

N Pt tes ot et gt et e e g P
CQOVPNOCVERNI= DO W
- — - e e e — —— ——. — —— —— ——n o

21 30 SUMXY=SUMXY+X(1)eY(l)

22 IN=N

23 DEL=ZNYSUMXX-SUMX%#2

2% Az { SUMYSSUMXX~-SURX2SURXY ) /DEL
25 B={INsSUMXY-SURXSSUNY ) /DEL

26 RETURN

27 END

Fig 1017.2 Programa MCUADI

I studiemos hievemente Ta aphicacion def método de minimos cuadrados a datos recolectdos en
¢l estudio de flygo de traficot. Las vanables comiinmente usadas en este estudio son dos: w, la velon-
dad de‘los vehiculos medida en millas por hora, y d, la densidad de vehiculos medida en vehiculos por
milla. Los ingenieros de trafico han propuesto varias relaciones entre las variables u y d: nosotros es-
tudiamos la siguiente relacidén expenencial (propuesta por Greenberg) :

[

d=d, e "m ‘ | (10.17.4)

donde d,,,y u,, son parimetros que se desean determinar.
Al hacer una (rasformacion logaritmica de la ecuacién (10.17.4}, encontramos que*

l
Ind=1Ind,, — — u (10.17.8)
' Uy,

‘D R, Drew, Traffic Flow Tieory and Contrel. McGraw-Hill, Nuevi York. {1968, pigina 310
™M Wohly B V Martn. Traffic Svsten Analvais, McGraw-Hil), Nueva York, 1967, pagina 332

O
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DIRECTORIO DE ASISTENTES AL CURSO DE METCDOS NUMERICOS Y APLICACIONES

CON LA COMPUTADORA DIGITAL (_DEL 29 DE MARZO AL 10 DE ABRIL DE 1976 )

NOMBRE Y DIRECCION

FRANCISCO ALMADA VALENZUELA
Calle Ocho "A" 19-3

Col. Vértiz Narvarte
México 13, D. F,

ARMANDO AYALA FONTES
Calzada Arteaga 1209-C
Tlatelolco

México 3, D. F.

Tel: 5-83-95-18

HUMBERTO BASTIDAS ORTIZ
R.G. Robles 73 Sur
Culiacén Rosales, Sin.

Tel: 2-97-29

GABRIEL CARMONA WALKUP

Avé Mazatlén Edificio Condesa
T-

Col. Condesa

México 11, D. F.

Tel: 5-53-42-13

ING. VICTOR CASTILLO
México, D. F.

ING, JOSUE CORNEJO
Electricistas No. 103
Col, 20 de Noviembre
México 2, D. F.

Tel: 5-29-41-92

JESUS DIAZ BARRIGA CHAVEZ
Unidad H. Juan de Dios Batiz
Edificio 24-2-A

México, D. F.

EMPRESA Y DIRECCION

SECRETARIA DE RECURSOS HIDRAULICOS
Viena 20-302

Col. Juédrez

Méxicoc €6, D. F.

Tel: 5-92-39-82

SECRETARVIA DE RECURSOS HIDRAULICOS
Viena 20-30G2

Col. Juérez

México 6. D, F.

Tel: 5-92-35-68

UNIVERSI DAD AUTONOMA DE S!INALOA
Angel Flores s/n Pte.

Culiacdn Rosales, Sin,

Tel: 2-35-50

SECRETARIA DE RECURSOS HIDRAULICOS
Teotihuacén No. 19

Col. Roma

México 7, D. F,

Tel: 5-74-56-09

COMI SION FEDERAL DE ELECTRICIDAD
Rédano No. 1L
México, D. F.

SECRETARIA DE MARINA
Lerdo de Tejada No. 6
México, D, F.

Tel: 5-69-37-69

SECRETAR! A DE OBRAS PUBLICAS
Xola y Av. Universidad

Col. Narvarte

México, D. F.
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10.

11,

12,

13,

L,

DIRECTORIO DE ASISTENTES AL CURSC DE METODOS NUMERICOS Y APLI CACIONES

CON_LA COMPUTADGRA DiGITAL ({ DEL 23 DE MARZO AL 10 DE ABRIL DE 1976 )

NGMBRE Y DIRECCIGON

JOSE LUIS FIGUEROA CORREA
Av. 8 No. 249

Col. lignacio Zaragoza
México G, D, F.

Tel ¢ 5"71 -146"7&

ING., ARTURGC GARCIA GAL!INDO
Ramén Prida No. 30

Col. Jardin Balbuena
México 9, D, F.

Tel: 5-52-11-93

GONZALO GUTIERREZ TORRES
lsabel La Catdlica No. 1002
Nifos Héroes

México 13, D. F.

Tel: 5-90-72-08

ING. XAVIER HARO SOLORZANO
Aniceto Ortega No. 955
Col. del Valle

México 12, D. F,.

Tel: 5-75-04-28

RGSENDA LUZ LARA ALVAREZ
Tuxpango 127

Col, industrial

México 14, D. F,.

Tel: 5-17-09-11

Z0ILO MENDOZA NUNEZ
Calle 623 No. 109
San Juan de Aragdn
México 14, D, F,

ROGEL1O ORTEGA ARENAS

Bosque del Corregidor No. 22

Fracc. La Herradura
México 10, D. F.
Tel: 5-89-16-45

S0

EMPRESA Y DIRECCION

ALTOS HORNOS DE MEXICO, S.A.
Av.Judrez No. 90

México 1, O. F.

Tel: 5- 85 -57-00 Ext. 293

COMISION FEDERAL DE ELECTR!CIDAD
Paseo de la Reforma No. 107-Lo.Piso
Mexico, D, F.

SISTEMA DE TRANSPORTE COLECTIVO
"METRO"

Delicias No. 67

México 4. D. F.

Tel: 5-21-86-20 Ext, 554

COMISION DE AGUAS DEL VALLE DE MEXI -
Cco

Balderas No. 55

México 1, D.

Tel: 5- 10 02- 9h

INSTITUTO DE ASTRONOMIA
Torre de Ciencias
México 20, D. F.

Tel: 5-48-53-05

UN!VERSI DAD AUTONOMA METROPOLITANA
UNIDAD AZCAPQOTZALCO

Av. San Pablo s/n

Azcapotzalco

México, D. F.

Tel: 5-61-37-33 Ext. 182

PETROLEOS MEX!CANOS

Av. Marina Nacional No. 329

Col. Anahuac

México, D. F.

Tel: 5-31-62-63 ()



15-

16.

17.

’:58 .

i

19.

0.

-2\ CURSO DE_METOCDOS

co_LuMPUTAGORA DIGIT) T pE |

——

NOMBRE Y DIRECCION

HECTOR E. MORALES CARRENO
Juan de Dios Peza No. 152
Col. Obrera

México 8, D. F.
Tel: 5-78-58-56

VICTOR MANUEL RIOS NORIEGA
pPlaya Gaviotas No, 22

Coi. Reforma lztaccihuatl
México 13, D. F.

Tel: 5-39-90-58

| NG. MANUEL ARNOLDO RODRIGUEZ
Lag. de Tamiahua No. 1359
Las Quintas .
culiacan Rosales, Sin.

ING. IGNACIO ROSAS | BARRA
17 Poniente 1719

Puebia, Pue.

Tel: L2-17-32

ING. MIGUEL A. RUIZ VELASCO Y R,

Mier y Pesado No.
Col. del Valle
Mexico 12 D. F,
Tel: 5-23-08-23

136

ARQ. ROBERTO SAEZ ZUBIETA
Ave. Minerva No. 286

col. Florida
. México 20, D. F,

Tel: 5-34-53-25

cARLOS A, TELLA SAIZ

Av- Paciiico No. 277
pepto. 101-D
Coyoacén

sxico 21, D. F.
e 5-LhiuL-39

195 NUMERICOS Y APL
{29 DE MARZO AL T0 G ABRIL By
EMPRESA Y DIRECCION

s

PETRCLEOS MEXI CANGS
Av. Marina Nacionai
Col. Anzures
México 17, D. F.

Tel: 5-81-96-65

No. 329

COMI SION DE AG
Balderas No.
México 1, D, F,
Tel: 5-10-02-94

UNIVERSIDAD AUTONOMA pE SINALOA

Angel Flores y Riva P i
Culiacan Rosales, Sinalacno

UNI VERSIDAD AUT
L Sur No. 104
Puebla, Pue.

ONOMA DE PUEBLA

FACULTAD DE I NGEN | ER}
Ciudad Universitaria A UNam
México 20, D. F

Tel: 5-50-00-40

DESPACHO PARTI CULAR
Av. Minerva No. 286
Col. Florida

México 20, p. F.
Tel: 5-34-53-2¢

BUFETE I NDUSTRI
Tolstoi No., 3]
Col. Anzures
México 5, p.

Tel: 5-33-15-00 Ext. 106

AL N
A DiSENOS v PROYECTQg

l
!
l

UAS
CUAS DEL VALLE DE megx) o

l
!



CON LA
NOMBRE_Y DIRECCION

22.

TORLO DE_ASISTENTES AL CURSO v

tNG. ALFONSO TOVAR SANTANA ESCUELA S
Nonoalce 205 Edif. V. Gro. "BY-704 ARQUITECT
Unidad Nonoalco Zacatenco
México 3, D. F.
Tel: 5-83-29-37

México, D.
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