NOCIONAL AUTONDMA
(s

=—Sed) —

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN
INGENIERIA

AVPFN°MA DE
MEXICO

SISTEMA HIBRIDO DE ALMACENAMIENTO
DE ENERGIA ELECTRICA

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:
MAESTRO EN INGENIERIA

INGENIERIA ELECTRICA - CAMPO CONTROL

PRESENT A:

ALDO CHRISTIAN ROMERO BECERRIL

TUTOR:

DR. LUIS AGUSTIN ALVAREZ-ICAZA LONGORIA

MEXICO, D.F. 2009






JURADO ASIGNADO:

Presidente: Dr. Leonid Fridman
Secretario: Dr. Jaime Alberto Moreno Pérez
Vocal: Dr. Luis Agustin Alvarez-Icaza Longoria

ler. Suplente: Dra. Maria Cristina Verde Rodarte

20. Suplente: Dr. Gerardo René Espinosa Pérez

La tesis se realizo en el Instituto de Ingenierfa de la UNAM.

TUTOR DE TESIS:

Dr. Luis Agustin Alvarez-Icaza Longoria






Agradecimientos

A la Universidad Nacional Auténoma de México y al
Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia.

A los profesores del Colegio de Control de la UNAM,
especialmente a mi tutor de tesis.

A mis padres y hermanos.
A Blanca.

A mis amigos.






Indice general

1. Introduccién 11

1.1. Baterias electroquimicas . . . . . . . . . . ... 12

1.1.1. Especificaciones de una bateria electroquimica . . . . . . .. ... ... 12

1.1.2. Tecnologias de baterias electroquimicas . . . . .. .. ... ... ... 13

1.2. Supercapacitores . . . . . . . . . ... 16

1.2.1. Especificaciones de un supercapacitor . . . . . . . . . . .. ... .. .. 16

1.2.2. Tipos de supercapacitores . . . . . . . . .. .. .. ... ... 17

1.3. Alternativas . . . . . . . . . . e 19

1.3.1. Seleccién de baterias y supercapacitores . . . . . . ... ... ... .. 19

1.3.2. Seleccién de modelos matematicos de celdas Li-ion y capacitores ECED 19

1.4. Sistema hibrido de almacenamiento de energia eléctrica . . . . . . . . ... .. 20
1.4.1. Estado del arte de sistemas hibridos de almacenamiento de energia

eléctrica . . . . . . L 20

1.4.2. Sistema de almacenamiento de energia eléctrica propuesto . . . . . . . 21

1.5. Alcances y limitaciones . . . . . . . . . ... ... 24

2. Modelos electroquimicos de celdas Li-ion y capacitores ECED 26

2.1. Estado del arte de modelos electroquimicos de celdas Li-ion y capacitores ECED 26

2.2. Modelo electroquimico de una celda Li-ion . . . . . . . ... ... ... .... 28

2.3. Modelo electroquimico de un capacitor ECED . . . . ... ... ... ..... 35

3. Modelos aproximados de celdas Li-ion y capacitores ECED 40

3.1. Modelo aproximado de un capacitor ECED . . . . ... ... ... ...... 40

3.2. Simulacién del modelo aproximado de un capacitor ECED . . . . . . ... .. 45

3.3. Modelo aproximado de una celda Li-ion . . . . . . .. ... ... .. ..... 50

3.4. Simulacién del modelo aproximado de una celda Li-ion . . . . . . .. ... .. 55

4. Conclusiones y trabajo a futuro 61

A. Parametros 63

B. Aproximaciéon de términos con derivadas espaciales 65

C. Elementos de procesos en celdas electroquimicas 70






Resumen

Debido al consumo cada vez mayor, la energia debe generarse no sélo de forma mas
eficiente, sino también de manera mas limpia. Una alternativa para satisfacer los nuevos
requerimientos ambientales es el uso de recursos energéticos renovables. Sin embargo, en
comparaciéon con las tecnologias tradicionales, la potencia obtenida de las tecnologias al-
ternativas no es tan confiable ni tan facil de ajustar a la demanda. Esta desventaja puede
superarse a través del almacenamiento de energia. La mobilidad es otro beneficio importante
de las diversas tecnologias de acumulacién de energia, pues gracias a ellas es posible el uso
de equipos y herramientas eléctricas portatiles.

Las baterfas y los supercapacitores son dos dispositivos de almacenamiento de
energia con propiedades complementarias. Las baterias almacenan cantidades considerables
de energia pero no son capaces de entregar o recibir grandes potencias. Por otro lado, los
supercapacitores soportan grandes picos de potencia, aunque s6lo por periodos cortos.

En este trabajo se propone el esquema de un sistema hibrido de almacenamiento
de energia, el cual consiste en la combinacion de baterias de celdas de iones de litio (Li-ion) y
capacitores electroliticos de capa eléctrica doble (capacitores ECED). Se contempla manejar
los dispositivos de almacenamiento por medio de convertidores electrénicos bidireccionales,
con los cuales es posible gestionar el flujo de potencia en el sistema y asi aprovechar las
mejores caracteristicas de ambas tecnologias. El problema de control del sistema se deja
abierto y se abunda en la caracterizacion de los dispositivos de almacenamiento.

Existen diversos modelos desarrollados para describir el funcionamiento tanto de
las celdas Li-ion como de los capacitores ECED. Los mas comunes estan basados en reglas
heuristicas, a menudo complicadas o con muchos parametros, y se usan cuando la dinamica
del elemento almacenador no es muy importante. También existen los modelos electroquimi-
cos, desarrollados con base en principios fisico-quimicos y usados sobre todo para simulacién
dentro del proceso de diseno.

El diseno de algoritmos de control para el flujo de potencia de las celdas Li-ion
y los capacitores ECED requiere de modelos detallados. Tales modelos deben reproducir
adecuadamente tanto el comportamiento transitorio como el estatico de los dispositivos. Por
ello, en esta tesis se revisan modelos electroquimicos en ecuaciones diferenciales parciales
y se mejoran o proponen modelos aproximados en ecuaciones diferenciales ordinarias, los
cuales se han desarrollado a partir de los primeros.



En el caso del capacitor ECED, se desarrolla en su totalidad un modelo aproxi-
mado, en el cual las ecuaciones diferenciales parciales involucradas se reducen a ecuaciones
diferenciales ordinarias usando un esquema de discretizacion en diferencias finitas. En cuan-
to a la celda Li-ion, se retoma el modelo aproximado propuesto en un trabajo anterior y
se mejora introduciendo un esquema de discretizaciéon en diferencias finitas mas adecuado.
Los modelos resultantes se prueban a través de simulaciones numéricas, cuyas graficas se
presentan, aunque no pudieron ser validados experimentalmente.



Capitulo 1

Introduccion

En nuestros dias, la demanda de energia aumenta constantemente y los actuales
recursos afrontan graves problemas (Hadjipaschalis et al. 2009). Por ejemplo, la disminucién
en la extraccidén de petrbdleo ha repercutido en el aumento del precio de los combustibles
fosiles, las nuevas politicas ambientales obligan a disminuir la produccién de gases de efecto
invernadero y en algunos lugares se ha decidido desmantelar antiguas plantas nucleares.
Estas dificultades motivan el desplazamiento de las viejas fuentes de energia por fuentes
renovables como la energia edlica, la hidraulica y la energia solar. Sin embargo, las tecnologias
alternativas presentan limitaciones importantes debido a su dependencia sobre el clima.

La potencia generada con los métodos tradicionales es relativamente facil de ajus-
tar a la demanda. Sin embargo, esto no sucede con las fuentes alternativas, las cuales se
basan en atrapar parte de la potencia de los fenémenos naturales, en general cadticos. Una
manera de hacer confiables estos recursos es almacenando la energia excedente para después
aprovecharla cuando los niveles de produccion sean menores a los requerimientos. Otra gran
motivaciéon para el almacenamiento de energia radica en las aplicaciones portéatiles, como
los sistemas de comunicaciones electronicas y los vehiculos eléctricos, los cuales necesitan
fuentes de potencia independientes de las redes fijas de suministro.

Los vehiculos eléctricos hibridos poseen dos fuentes de potencia, una primaria y
otra secundaria o auxiliar (Nelson 2000). La fuente primaria es generalmente un motor
pequeiio de combustion interna y la fuente secundaria es un dispositivo de almacenamiento
de energia. Esta tdltima estd acoplada al tren motriz, por lo cual se recarga durante la
operacion de la fuente primaria y ademés recupera una parte importante de la energia
usada para frenar y de la producida al circular en bajadas. El uso de motores y generadores
eléctricos sugiere la aparicion de picos de corriente durante la aceleraciéon y durante la etapa
regenerativa. Entonces, la fuente secundaria debera ser capaz de suministrar energia durante
descargas sostenidas y de soportar picos de potencia. Aunque inicialmente el sistema hibrido
de almacenamiento de energia eléctrica propuesto en el presente trabajo estuvo motivado
por la operacion de un vehiculo eléctrico hibrido, su aplicaciéon no estd comprometida sélo
a este caso.

Dos dispositivos empleados para almacenar energia eléctrica (convertir energia eléc-
trica y almacenarla en forma de energia quimica) son las baterias electroquimicas y los
supercapacitores. Existen otros como los volantes de inercia y el hidrégeno, pero no se abor-
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daran en este trabajo. Las baterias son dispositivos con alta densidad de energia, es decir,
la energia que pueden almacenar es grande con respecto a su peso o volumen. Sin embargo,
la potencia instantanea extraible de ellas es pequetia (baja densidad de potencia), lo cual se
debe a que los picos de potencia acortan rapidamente su tiempo de vida. Por otra parte, los
supercapacitores o ultracapacitores ofrecen densidades de energia pequenas y densidades de
potencia grandes, caracteristicas complementarias a las de las baterias.

1.1. Baterias electroquimicas

Las baterias electroquimicas son dispositivos en los cuales es posible almacenar
energia eléctrica y después extraerla con alta eficiencia. Estan compuestas por una serie
de celdas arregladas en serie y paralelo, dependiendo de la tensién de salida necesaria y la
capacidad deseada para cierta aplicaciéon. Cada celda consta de dos electrodos sumergidos
en una sustancia electrolitica adecuada y separados por un aislante electrénico, el cual
s6lo permite el paso de iones. Su funcionamiento se basa en procesos reversibles de 6xido-
reduccién en los electrodos.

Cuando se conectan las terminales de una bateria a un circuito de carga ocurre
una reaccién de reduccion en el electrodo positivo, asi como una de oxidacion en el electrodo
negativo de cada celda. A este modo de operacion se le llama descarga y es durante el cual
la bateria entrega corriente eléctrica utilizable. En cambio, al forzar una corriente en sentido
inverso al de la corriente demandada durante la descarga, el electrodo positivo se oxida,
mientras el negativo acepta electrones y se reduce. Este es el modo de recarga y es en el cual
se almacena energia en la bateria. En las baterias primarias o no recargables, los procesos
en los electrodos son irreversibles.

1.1.1. Especificaciones de una bateria electroquimica

Algunas especificaciones con las cuales es posible caracterizar una bateria son las
siguientes (ThermoAnalytics 2007):

= Tension: La tension o diferencia de potencial nominal entre las terminales de una
bateria es el primer parametro a verificar, pues indica si una bateria es adecuada
para una aplicaciéon. A menudo se especifica la tension promedio de la bateria, aunque
en algunos casos también es importante conocer las tensiones minima y méaxima de
operacion.

» Corriente: La intensidad de corriente maxima senala cuénta corriente es capaz de
suministrar la bateria por cortos periodos de tiempo.

= Resistencia interna: La resistencia interna de una bateria es el resultado de los proce-
sos de difusién, conduccion y 6xido-reducciéon en las celdas. A través de este parametro
es posible estimar cuénta energia se perdera en forma de calor en los procesos de carga
y descarga de la bateria.

» Capacidad: La capacidad es la medida de cuanta energia puede almacenar una
bateria. La cantidad de energia extraible de una bateria totalmente cargada depende
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de variables como la temperatura, la tasa de descarga, la edad y la tecnologia. Una
medida tipica de capacidad se escribe en Ampere-hora (Ah). Esta medida indica la
corriente a la cual puede ser descargada una bateria en un periodo determinado de
tiempo y a una tasa constante. Una bateria con la especificacion 60 Ah C/20 producira
60 Ah durante 20 horas de descarga, es decir, 3 A por 20 horas. Esto no significa que
la bateria puede producir 6 A por 10 horas, tal especificacion se escribe 60 Ah C/10.

» Estado de carga (EDC): El estado de carga indica qué porcentaje de la capacidad
nominal de una bateria esta disponible.

» Profundidad de descarga: Indica qué cantidad de la capacidad total de una bateria
ha sido descargada. Por ejemplo, si una bateria se ha descargado hasta llegar al 40 %
de su capacidad nominal, entonces ha sufrido una profundidad de descarga del 60 %.
Las descargas profundas siempre acortan la vida de una baterfa, sin importar de qué
tecnologia se trate. Por ejemplo, una bateria que dura 300 ciclos de carga y descarga
al 80 % de su capacidad puede durar 600 ciclos si s6lo se descarga al 50 %.

» Densidad de energia o energia especifica: Es la medida de cuanta energia puede
extraerse por unidad de bateria, peso o volumen.

= Densidad de potencia o potencia especifica: Con este pardmetro se indica cuanta
potencia puede extraerse por unidad de bateria, peso o volumen. En analogia con un
automoévil convencional, la densidad de energia corresponde al tamanio del tanque
mientras la densidad de potencia corresponde al niimero de octanos del combustible.

= Tasa de autodescarga: Debido a corrientes internas de fuga, una bateria tiende a
descargarse cuado se deja desconectada por mucho tiempo; qué tan rapido, depende
del tipo de bateria y de su edad.

= Temperatura: El rango de temperatura de operacién es importante para determinar
si una bateria es adecuada para una aplicacién y para saber si estd operando en
una region segura. A temperaturas altas se esperaria un aumento en la capacidad,
aunque esto traeria consigo un envejecimiento prematuro de los electrodos. Por otra
parte, debido a su composicién, ciertas baterias pueden explotar cuando alcanzan
temperaturas por encima de sus limites recomendados.

= Ciclo de vida: Es el numero de ciclos de carga y descarga a los cuales puede someterse
una bateria antes de mostrar un deterioro considerable.

1.1.2. Tecnologias de baterias electroquimicas

Existen diversos tipos de baterias y se clasifican segiin los materiales y las técnicas
con que son fabricadas. Cada una posee caracteristicas distintas y se elige segtin la apli-
cacion a la cual esté destinada. A continuacion se describen brevemente los tres grupos més
importantes (ThermoAnalytics 2007), (Hadjipaschalis et al. 2009).
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Baterias plomo-acido

Las baterias plomo-acido (Pb-acido) son las baterias recargables més antiguas, las
de mayor disponibilidad en el mercado y las de menor precio. Por su sencillez y versatilidad se
han popularizado. Los electrodos son placas fabricadas de una aleacién de plomo y antimonio,
sumergidas en una solucion electrolitica a base de acido sulftrico y agua. Como material
activo en el electrodo positivo se emplea 6xido de plomo (PbOsz), mientras en el negativo se
usa plomo poroso.

La tensién reportada para una celda Pb-acido es de 2 V, la densidad de energia
tipica es de 30 Wh/kg y la densidad de potencia es de 180 W /kg. Poseen altas eficiencias
de energia (entre 85 y 90 %), son faciles de instalar y requieren poco mantenimiento y poca
inversion inicial. Ademaés, su tasa de autodescarga es muy baja, a temperatura ambiente
(25°C) es del 2% de la capacidad nominal por mes.

La principal desventaja de estas baterias es su corto tiempo de vida. Una bateria
Pb-acido dura entre 1200 y 1800 ciclos de carga y descarga, o de 5 a 15 anos de operacion,
dependiendo del uso. Los ciclos de descargas profundas disminuyen su vida tutil de forma
considerable, pues favorecen la formacién de sulfato en las placas, el cual dificulta progre-
sivamente la difusion de iones. Aunque las altas temperaturas de operacion (hasta 45°C)
aumentan la capacidad, también disminuyen la eficiencia y el tiempo de vida. Existen mejo-
ras en la tecnologia Pb-acido, como las baterias VRLA (Valve Regulated Lead Acid) las
cuales usan un electrolito sélido.

Baterias basadas en niquel

Las baterias basadas en niquel son tres: las baterias niquel-cadmio (NiCd), niquel-
hidruro metéalico (NiIMH) y las baterias niquel-zinc (NiZn). El electrodo positivo de estas
tres baterias esta fabricado de hidroxido de niquel y usan el mismo electrolito, una solucién
acuosa de hidréxido de potasio e hidréxido de litio. Como electrodo negativo usan hidréxido
de cadmio, una aleacién metélica e hidréxido de niquel, respectivamente.

La tension tipica por celda para estas baterias es de 1.2 V (1.65 V para las NiZn)
v las densidades méximas de energia son grandes en comparacién con las baterias Pb-acido:
50 Wh/kg para las baterias NiCd, 80 Wh /kg para las NitHM y 60 Wh/kg para las NiZn. Las
baterias NiCd presentan ciclos de vida mayores a las de las baterias Pb-acido. Sometidas a
descargas profundas, una bateria NiCd dura entre 1500 y 3000 ciclos de carga y descarga,
mientras el ciclo de vida de las baterias NiHM y NiZn es comparable con el de las Pb-acido.

Estas baterias ofrecen corrientes altas a tensiones practicamente constantes y son
resistentes a golpes y vibraciones, por lo cual son ampliamente usadas en aplicaciones
portatiles, aunque su costo es unas 10 veces mayor al de las baterias Pb-acido. Ademés sufren
el efecto memoria, es decir, si se recargan antes de ser descargadas totalmente, tienden a ac-
tuar como si tuvieran menor capacidad. Sin embargo, su potencial total de almacenamiento
se recupera después de algunos ciclos de carga y descarga. Otro inconveniente de esta familia
es el confinamiento de las baterias NiCd desechadas, pues el cadmio es un metal pesado muy
contaminante.

Las baterias de esta familia son menos eficientes que las baterias Pb-4cido. La
eficiencia de las baterfas NiCd depende del tipo de tecnologia usada para la fabricacion y se
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encuentra entre el 60 y el 80 %, para las NiHM entre 65 y 70 %, mientras las NiZn tienen una
eficiencia tipica del 80 %. Adicionalmente, estas baterias sufren autodescargas importantes,
siendo de aproximadamente el 10 % de la capacidad nominal por mes.

Baterias basadas en litio

Las baterias basadas en litio son de dos tipos: las baterias de iones de litio (Li-ion)
y las litio-polimero (Li-pol). De todos los metales, el litio posee el mayor potencial eléctrico y
es el més ligero, por lo cual parece ser el material ideal para construir baterias. Sin embargo,
es altamente reactivo y no puede usarse en su estado puro, por lo cual en su lugar se usan
compuestos y aleaciones basadas en litio. Estas baterias se usan en equipos moviles, como
computadoras portatiles, y estdn incorporandose con éxito en vehiculos eléctricos hibridos.

Las baterfas litio-polimero son una mejora de las baterias de iones de litio, pues
en ellas se sustituye el electrolito liquido por uno en forma de gel o polimero. Esta mejora
reduce la tendencia del electrolito liquido a descomponerse cuando reacciona con los catodos
de 6xido metélico de litio, ademéas de simplificar el proceso de fabricacién y permitir una
resistencia interna menor. Aunque todo esto representa una disminucién en costos, exis-
ten limitaciones técnicas, pues las baterias Li-pol deben ser operadas a altas temperaturas
(alrededor de 65°C) para permitir conductividades razonables en el electrolito.

En comparaciéon con las baterias basadas en niquel, las baterias de esta tercera
familia no presentan el efecto memoria, sus componentes no son téxicos y ademés poseen
eficiencias y densidades de energia mayores. Las celdas Li-ion, cuya tensién nominal es de
aproximadamente 3.7 V, tienen densidades de energia desde 80 hasta 150 Wh/kg, mientras
las celdas Li-pol tienen densidades de energia de entre 100 y 150 Wh/kg. Por otra parte, la
eficiencia oscila entre el 90 y el 100 % para ambos tipos de baterias. La densidad de potencia
tiene valores entre 500 y 2000 W /kg y entre 50 y 250 W /kg para baterias Li-ion y Li-pol,
respectivamente.

Las baterfas de iones de litio presentan una tasa de autodescarga muy pequeia,
tipicamente del 5 % por mes, y su tiempo de vida puede ser de hasta 1500 ciclos. Sin embargo,
esta reportado que las altas temperaturas y los ciclos profundos de descarga acortan dras-
ticamente su duraciéon. Por esta razon, las baterias de iones de litio no son recomendables
para aplicaciones de respaldo donde requieran ser totalmente descargadas. Son fragiles y
requieren circuitos de proteccién para asegurar su operacion dentro de los rangos adecuados
de tensién y temperatura y para limitar la corriente de descarga. Por otra parte, el tiempo
de vida de las baterias de litio-polimero es menor, de aproximadamente 600 ciclos, y su tasa
de autodescarga es también de alrededor de 5% por mes.

Otras tecnologias de baterias

Ademés de las baterias descritas hasta ahora, existen otras tecnologias con menor
impacto, aunque vale la pena mencionarlas. Entre ellas encontramos a las baterias azufre-
sodio (NaS), el sistema flujo Redox y las baterias metal-aire (Hadjipaschalis et al. 2009).

Las baterias azufre-sodio consisten de azufre fundido en el electrodo positivo y
sodio fundido en el electrodo negativo como materiales activos, ambos separados por un
electrolito cerdmico sé6lido de beta alimina. Durante la descarga el sodio libera electrones,
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mientras cationes de sodio fluyen a través del electrolito y migran hacia el contenedor de
azufre. Los electrones fluyen por un circuito externo, produciendo alrededor de 2 V entre los
electrodos, y regresan al contenedor de azufre. Aqui los electrones reaccionan con el azufre
para formar aniones de azufre, los que a su vez dan origen a polisulfidos de sodio después
de reaccionar con los cationes de sodio. El nivel de sodio disminuye conforme la celda se
descarga. En el proceso de recarga los polisulfidos de sodio se separan y los cationes de sodio
resultantes pasan por el electrolito y se recombinan como sodio elemental. Una vez iniciado
el proceso, el calor producido por los ciclos de carga y descarga es suficiente para mantener
la temperatura de operacion de estas baterias (entre 300 y 350°C).

Las baterias NaS son muy eficientes (entre 89 y 92 %) y son fabricadas de materiales
baratos y no contaminantes. Sin embargo, las altas temperaturas de operacion y la alta
corrosividad del sodio las orilla a ser usadas en aplicaciones estacionarias a gran escala, por
ejemplo, para mejorar la calidad de la energia en una red eléctrica.

Finalmente, las baterias metal-aire y el sistema flujo Redox son tecnologias atin bajo
desarrollo y no estan disponibles en el mercado. El sistema flujo Redox ofrece ventajas como
la ausencia de autodescarga y no degradacion durante descargas profundas. La tecnologia
metal-aire ofrece grandes densidades de energia (en comparaciéon con las baterias plomo-
acido) y largos ciclos de vida con costos razonables, aunque debe ser operada en rangos de
temperatura muy limitados y los materiales de los electrodos no estan bien desarrollados.

1.2. Supercapacitores

Los supercapacitores, también conocidos como ultracapacitores, son dispositivos
de almacenamiento de energia con alta densidad de potencia. En ellos el almacenamiento se
realiza por medio de cargas electrostaticas, como en los capacitores convencionales, aunque
difieren de ellos en ofrecer grandes capacitancias en poco espacio. Esto se debe a las extensas
superficies de contacto propias de los electrodos porosos y a que la separacién entre las
moléculas del electrolito y el electrodo (de unos cuantos nm) actta como dieléctrico.

Dependiendo de la tecnologia de los materiales usados para la fabricacién de los
electrodos, los supercapacitores se clasifican en capacitores electroquimicos de capa eléctrica
doble (capacitores ECED), pseudocapacitores y supercapacitores hibridos. Por lo general
estan disponibles en el mercado como celdas independientes y no en arreglos de baterias
como las celdas electroquimicas.

1.2.1. Especificaciones de un supercapacitor

Las especificaciones de un supercapacitor son parecidas a las de una bateria y a
continuaciéon se mencionan.

= Tension: En en caso de los supercapacitores sélo se especifica la tensiéon méaxima
entre sus terminales, con la cual es posible determinar si el dispositivo es adecuado
para cierta aplicacion.

» Corriente: La intensidad de corriente nominal sefiala la tasa maxima a la cual puede
cargarse o descargarse el supercapacitor de manera sostenida. También suele indicarse
la corriente de corto circuito, con la cual se destruiria la celda.
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» Resistencia interna: Como en una bateria, la resistencia interna de un superca-
pacitor es el resultado de los procesos de difusién y conducciéon, principalmente en el
electrolito, asi como las reacciones 6xido-reduccién en los electrodos si se trata de un
pseudocapacitor. Con este parametro se sabe cuénta energfa se disipard en forma de
calor en los procesos de carga y descarga. Generalmente también se indica el valor de
la resistencia interna a una o varias frecuencias de operacion.

= Capacitancia: Una especificacion importante es la capacitancia total, la cual se im-
prime en la etiqueta de los supercapacitores. Se indica en Faradios y es la proporciéon
entre la carga almacenable y la tension en los terminales de la celda, como sucede en
un capacitor ordinario.

» Capacidad: La capacidad es la medida de cuanta energia puede almacenarse en un
supercapacitor. En general es una funcion de la tensiéon méxima en los terminales del
dispositivo.

» Estado de carga (EDC): El estado de carga indica qué porcentaje de la capacidad
nominal de un supercapacitor esta disponible y se define como la relacion de la tension
actual entre la tensiéon méxima.

= Profundidad de descarga: Indica qué cantidad de la capacidad total de un superca-
pacitor ha sido usada. En comparacién con las baterias, los supercapacitores no sufren
danos si son sometidos a descargas profundas, pudiendo ser hasta del 100 %.

= Densidad de energia o energia especifica: Es la medida de cuanta energia puede
extraerse por supercapacitor, peso o volumen.

= Densidad de potencia o potencia especifica: Con este pardmetro se indica cuanta
potencia puede extraerse por supercapacitor, peso o volumen.

= Tasa de autodescarga: Como las baterias, los supercapacitores tienden a descargarse
cuado se dejan desconectados por mucho tiempo. Este fenémeno es mas significativo
en estos dispositivos. En las hojas técnicas se indica como la corriente de fuga en el
interior del supercapacitor.

= Temperatura: Es importante tomar en cuenta el rango de temperatura de operacion
de un supercapacitor. A temperaturas muy bajas los iones del electrolito podria perder
su movilidad, mientras a temperaturas altas podrian degradarse prematuramente tanto
los electrodos como el electrolito.

= Ciclo de vida: Es el nimero de ciclos de carga y descarga a los cuales puede someterce
un supercapacitor antes de mostrar un deterioro considerable.
1.2.2. Tipos de supercapacitores
Capacitores ECED

Los capacitores ECED consisten en electrodos de carbono poroso, sumergidos en
una solucién electrolitica acuosa u organica, igual a la usada en el separador. Los electrolitos



18

organicos son por lo general a base de acetonitrilo y permiten una tensién maxima de 3 V.
En los electrolitos acuosos se usan tanto acidos como bases (H2SO4, KOH) y en este caso la
tension maxima es de sélo 1 V.

Durante el proceso de carga de un capacitor ECED, los iones en el electrolito
migran hacia los electrodos de polaridad opuesta debido al campo eléctrico entre ellos, el
cual es producido por la corriente aplicada. De esta manera se forma una capa de iones en
cada electrodo. Como no existen reacciones quimicas asociadas en la formacién de las capas
eléctricas, el efecto se puede revertir rapidamente (mucho mas réapido que en las baterias) y
con muy poca degradacién en descargas profundas o sobrecarga. Lo anterior supone ciclos
de vida largos, tipicamente de 500,000 ciclos al 100 % de profundidad de descarga.

Ademas de las ventajas ya mencionadas, los capacitores ECED no operan bajo
reacciones electroquimicas peligrosas y tienen eficiencias energéticas altas, oscilando entre el
85 y el 98 %. Las grandes superficies interfaciales y la pequena separacion entre el electrodo y
el electrolito hacen posible alcanzar capacitancias de hasta 5000 F y densidades de potencia
de 10,000 W /kg, cantidad mucho mayor que para cualquier tipo de baterias.

En la actualidad se investigan nuevas tecnologias de fabricacién de supercapa-
citores. Por ejemplo, se prueba el uso de nanotubos, con los cuales se puede incrementar
significativamente el area efectiva de los electrodos. Con esta mejora se alcanzarian densi-
dades de energia de 60 Wh/kg y densidades de potencia de 100,000 Wh/kg. Una limitacion
es la autodescarga, la cual es de alrededor del 14 % de la energia nominal por mes.

Debido a su baja densidad de energia, los capacitores ECED no pueden sostener
descargas por largos periodos de tiempo. Sin embargo, su capacidad en el manejo de picos
de potencia y sus ciclos de descarga réapidos los hacen ideales como suministros temporales,
almacenando energia regenerativa y ayudando cuando la demanda de potencia crece ines-
peradamente. Combinando baterias y supercapacitores es posible prolongar la vida ttil de
las primeras y evitar su sobredimensionamiento.

Pseudocapacitores y capacitores hibridos

Los pseudocapacitores y los capacitores hibridos son tecnologias prometedoras,
ofreciendo algunas mejoras con respecto a los capacitores ECED. Los pseudocapacitores
estan construidos con electrodos de 6xidos metalicos como 6xido de rutenio (también se
usa o6xido de iridio, 6xido de niquel o polimeros conductores), tienen electrolitos a base de
agua y pueden alcanzar mayores densidades de potencia y energia en comparaciéon con los
capacitores ECED. Estan basados en transferencias de carga de cinéticas altas, describiendo
un comportamiento pseudocapacitivo.

La produccién de los supercapacitores metal-6xido, como también se conoce a los
pseudocapacitores, sigue siendo hoy muy cara. Ademés, estos dispositivos presentan poca
eficiencia y tensiones por celda muy bajas debido al uso de electrolitos acuosos.

Por otra parte, los capacitores hibridos ofrecen altas densidades tanto de potencia

como de energia al combinar las propiedades de baterias y supercapacitores. Sin embargo,
son una tecnologia nueva y poco probada, usada hasta ahora sélo en aplicaciones militares.
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1.3. Alternativas

1.3.1. Selecciéon de baterias y supercapacitores

Se ha decidido abordar el estudio de las baterias Li-ion, pues junto con las celdas
Li-pol, poseen el mayor potencial de desarrollo, optimizacién y accesibilidad en el futuro.
Cuentan con la méas alta densidad de energia, por lo cual ofrece una buena opcién de al-
macenamiento para aplicaciones portatiles y vehiculos eléctricos hibridos. Sin embargo, la
presente generaciéon Li-ion es incipiente y existe una necesidad por mejorar su desempenio,
asi como por reducir los costos de fabricaciéon. El desarrollo de nuevos materiales y la na-
noelectrénica, aunados con la creciente demanda de baterfas, ofrecen un futuro prometedor
para esta tecnologia (Hall y Bain 2008).

Por otra parte, se han seleccionado los capacitores ECED por estar actualmente
en su etapa madura de investigacién y por su amplia disponibilidad en el mercado. Los
pseudocapacitores y los capacitores hibridos estan en desarrollo y sélo se han usado en
algunas aplicaciones militares o espaciales.

1.3.2. Seleccion de modelos matematicos de celdas Li-ion y capacitores
ECED

En los modelos de circuito equivalente, como los propuestos en (Ceraolo 2000) y
(Chen y Rincéon-Mora 2006) o (Fritts 1997), las baterias y los supercapacitores se representan
con redes eléctricas de pocos componentes y poseen la gran ventaja de ser intuitivos para
aquellos familiarizados con el estudio de circuitos. Sin embargo, al no tener fundamentos
fisicos, las relaciones constitutivas de sus componentes son funciones complicadas y la tnica
manera de obtenerlos es experimentalmente.

En los modelos de circuito equivalente basados en espectroscopia, por ejemplo el
de (Kuhn et al. 2006) o (Buller et al. 2002), el dispositivo se representa con una serie finita
de circuitos lineales de primer orden (arreglos RC) cuya constante de tiempo se identifica a
través de experimentos de barrido en frecuencia. Como habra de suponerse, es necesario con-
tar fisicamente con la bateria o el supercapacitor para poder hacer pruebas y los parametros
a estimar son muchos.

Por otra parte, los modelos heuristicos son relaciones estaticas o dindmicas entre
la corriente, la tensiéon, la temperatura y el estado de carga de la celda. No tienen una
base fisica y no pueden representar las limitaciones de los dispositivos. Ademas, aunque los
modelos heuristicos suelen tener buen desempeno, es necesario conocer profundamente el
comportamiento del dispositivo para poder plantear un modelo de este tipo.

Los modelos electroquimicos como los propuestos en (Fuller et al. 1994), (Smith y
Wang 2006), (Posey y Morozumi 1966) o en (Verbrugge y Lu 2005) se basan en fenémenos
de transporte de material, leyes de conservacion de cargas y fenémenos de adsorciéon e in-
tercalacién para deducir las ecuaciones con que se describen los procesos en las baterias y
los supercapacitores. Con este enfoque, los parametros tienen un significado fisico y muchos
pueden consultarse en la literatura, aunque otros deben ser identificados. Ademaés, en es-
tos modelos se toman en cuenta las limitaciones fisicas de los dispositivos. Sin embargo, la
formulacion de los modelos electroquimicos incluye términos con derivadas espaciales de las
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variables de interés ademas de las derivadas temporales. El objetivo de este trabajo es la
aproximacion de los modelos electroquimicos en ecuaciones diferenciales parciales a través
de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, mejorar las aproximaciones ya propuestas
en la literatura o proponer nuevas.

1.4. Sistema hibrido de almacenamiento de energia eléctrica

1.4.1. Estado del arte de sistemas hibridos de almacenamiento de energia
eléctrica

Existen muchos trabajos en los cuales se hace un esfuerzo por construir sistemas
hibridos de almacenamiento de energia incorporando baterias y supercapacitores. A conti-
nuacién se mencionan algunos de los mas representativos, en los cuales se usan celdas Li-ion
y capacitores ECED. En la mayoria sblo se aborda el problema del control de convertidores
electrénicos de potencia, usados para interconectar los dispositivos de almacenamiento o
generacion de energia eléctrica. Aunque se han disefiado diversas estrategias para la opti-
mizacién de energia, atiin quedan muchos problemas abiertos.

En (Gao et al. 2003) se hace una comparacion entre el desempeno de una conexion
pasiva y una conexion activa entre una celda de iones de litio y un capacitor ECED. En
esta ultima, la celda Li-ion es conectada y desconectada de la carga a través de un con-
vertidor electronico de potencia bidireccional. Para representar los dispositivos se usa un
modelo heuristico en el caso de la celda Li-ion y un modelo de circuito equivalente para el
supercapacitor. Se concluye que con el esquema activo es posible manejar picos de potencia
de mayor amplitud que con el esquema pasivo.

En (Marie-Francoise et al. 2005) se sugiere el uso de supercapacitores como fuente
auxiliar en un sistema eléctrico automotriz de 42 V, el cual depende principalmente de
un banco de baterias. La potencia en los supercapacitores es gestionada a través de un
convertidor electrénico bidireccional, mientras las baterias se conectan en paralelo con los
supercapacitores por medio de un convertidor unidireccional. Se usan circuitos equivalentes
para modelar los dispositivos y se aplican técnicas clasicas en el dominio de la frecuencia
para disenar controladores proporcionales-integrales, con los cuales se regula la tension a la
salida de los convertidores. Los resultados tedricos son validados con experimentos realizados
en un banco de pruebas.

En (Sikha et al. 2005) se prueba la combinacion en paralelo de una celda de iones
de litio con un capacitor ECED por medio de simulaciones. Se analizan el intercambio
de corriente y la evolucién de la tensiéon en la interconexién bateria-supercapacitor. Los
dispositivos se representan con los modelos electroquimicos propuestos en (Fuller et al. 1994)
y (Verbrugge y Lu 2005). La desventaja de este esquema es la imposibilidad de controlar
independientemente el flujo de potencia de cada dispositivo, pues los bornes de ambos estan
conectados directamente.

En (Camara et al. 2006) se propone una fuente hibrida de potencia, la cual consta
de un banco de supercapacitores y uno de baterfas, y estd disenada para ser aplicada en
un vehiculo eléctrico hibrido en configuracién serie. El trabajo se centra en el control de
un convertidor electrénico de potencia bidireccional, el cual conecta a los supercapacitores
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con las baterfas. El banco de supercapacitores se modela como un solo capacitor variable y
las baterias se consideran ideales, destacando sélo la dindmica del convertidor. Se presentan
resultados tanto de simulacién como de experimentos.

En (Ayad et al. 2007a) se propone una fuente de corriente directa compuesta por
una celda combustible, baterias y supercapacitores. Los tres dispositivos estédn dispuestos
en paralelo, acoplados con convertidores electronicos de potencia, uno bidireccional para el
supercapacitor y convertidores unidireccionales para las baterias y la celda de combustible.
La funcién de estos dos tultimos dispositivos es proporcionar potencia uniforme, mientras los
supercapacitores absorben y entregan picos de potencia de poca duracion.

Se emplea un modelo estatico para describir el funcionamiento de la celda com-
bustible, un modelo de circuito equivalente para el supercapacitor y las baterias se consideran
fuentes ideales. Con estos modelos se llega a la representaciéon Hamiltoniana del sistema com-
pleto y se disefia una ley de control basada en pasividad con asignacién de interconexion y
amortiguamiento (IDA-PBC) para los convertidores. Por otra parte, en (Ayad et al. 2007b)
se implanta un controlador por modos deslizantes de primer orden para el mismo sistema.
En ambos trabajos sélo se presentan resultados de simulaciones.

En (Yoo et al. 2007) se propone una fuente secundaria de potencia para un vehiculo
eléctrico hibrido en configuracién serie. El sistema de almacenamiento propuesto consta de
baterias y supercapacitores, los cuales estan conectados a un colector de corriente directa
a través de convertidores bidireccionales y se representan a través de modelos ideales. El
control de los convertidores se realiza por medio de controladores proporcionales-integrales
diseniados con métodos clasicos, pero ademés se disefia un algoritmo légico para administrar
la potencia de las baterias y los supercapacitores, el cual se basa en la medicién del estado
de carga de los mismos.

1.4.2. Sistema de almacenamiento de energia eléctrica propuesto

El sistema de almacenamiento de energia propuesto consta de un banco de celdas
de iones de litio y uno de capacitores ECED. Las celdas de cada tipo se interconectan con
otras iguales, ya sea en serie y/o en paralelo, hasta alcanzar las caracteristicas deseadas.
Primero se conectan en serie tantas como sean necesarias hasta sumar la tensién requerida.
Una vez logrado este objetivo, se conectan en paralelo las ramas suficientes para conseguir
tanto la capacidad deseada como la corriente maxima necesaria.

En ambos bancos cada celda se considera idéntica a las demaés. Suponiendo que
cada uno tiene m celdas por rama y ademéas tiene n ramas, como se muestra en la figura
1.1, entonces la tensién en cada celda esta relacionada con la tensiéon total del banco por
la ecuacion Vig, = m Vi, donde Vi, es la tension total a la salida del banco y V. es
la tension de cada celda, ya sea Li-ion o capacitor ECED. Por otra parte, la corriente en
cada rama estd relacionada con la corriente total por la ecuacion Ip,, = n I, donde Ip,,
es la corriente total a la salida del banco e I.; es la corriente de cada rama del arreglo,
equivalente a la corriente en cada celda.

La primera idea es interconectar las baterias y los supercapacitores directamente
en paralelo, terminal con terminal, como en (Sikha et al. 2005). Como es de suponerse, la
desventaja de esta configuraciéon pasiva es la imposibilidad de controlar independientemente
la potencia de cada banco. En (Gao et al. 2003) se propone una conexién activa como la
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Figura 1.1: Banco de celdas Li-ion

mostrada en la figura 1.2, donde el convertidor ajusta la corriente y la tensiéon de la bateria
a los valores requeridos, mientras el supercapacitor opera como una reserva de potencia. Un
problema parecido se aborda en (Perez-Pinal et al. 2007), aunque en lugar de baterias de
iones de litio se usa una celda combustible.
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Figura 1.2: Interconexion tipica de celdas Li-ion y capacitores ECED

Un esquema similar al de (Gao et al. 2003) pero con las baterias y los supercapa-
citores intercambiados se estudia en (Camara et al. 2006). El mismo sistema, aunque con
la integracion de una celda de combustible, se aborda en (Ayad et al. 2007a) y (Ayad et al.
2007b). La interconexion propuesta en el presente trabajo se muestra en la figura 1.3, en la
cual ambos bancos inciden en un colector o bus de corriente directa a través de convertidores
bidireccionales. Esta configuracion puede encontrarse en (Yoo et al. 2007) o en (Annuar y
Yatim 2008), aunque en este ultimo trabajo el convertidor del banco de baterias es unidi-
reccional. El esquema propuesto es el méas general, pues permite cargar y descargar ambos
bancos independientemente. Con €l se espera resolver el problema de manejo de potencia a
corriente y tension variables.

Se pretende usar el convertidor electronico de potencia de la figura 1.4, modificada
de (Gao et al. 2003). Es conocido como convertidor buck-and-boost porque si 75 esta apagado
y la corriente fluye del banco hacia el colector, la topologia corresponde a la de un convertidor
buck. Por otra parte, si T esta apagado y la corriente fluye del colector hacia el banco,
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Figura 1.3: Interconexion tipica de celdas Li-ion y capacitores ECED

entonces se trata de un convertidor boost. Ambas configuraciones se ven en la figura 1.5. Este
convertidor es preferido por su sencillez en el analisis, construcciéon y control. Una versiéon
mejorada se propone en (Farzanehfard et al. 2008) y otros convertidores bidireccionales de
corriente directa a corriente directa mas sofisticados se presentan en (Olejar et al. 2007).
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Figura 1.4: Convertidor bidireccional buck and boost

En este punto, el problema de control se divide en dos partes. La primera consiste
en un problema de seguimiento de tensién, originado por la necesidad de hacer compatibles
las tensiones de los capacitores y las baterias con la tensién del colector. En la solucién de
este problema caben tanto las técnicas clasicas como las técnicas modernas de control.

La segunda parte es tal vez més complicada y consiste en gestionar la potencia
desde y hacia cada banco de almacenamiento. La corriente aplicada o demandada al sistema
deberd ser direccionada segtin sus caracteristicas y dependiendo del estado de carga y de los
valores limite de las baterias y los supercapacitores. Si se aplica un pulso regenerativo de co-
rriente, este debera dirigirse al banco de supercapacitores, mientras una corriente sostenida
de amplitud moderada deberé ir hacia el banco de baterias. Sin embargo, si los superca-
pacitores o las baterias estan demasiado cargadas, gran parte de la corriente regenerativa
deberé rechazarse, pues no siempre habra cabida para toda. Algo similar sucede cuando se
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Figura 1.5: Configuraciones del convertidor buck-and-boost

demanda potencia al sistema de almacenamiento.

Planteando todos los casos y las combinaciones es posible se disefiar politicas para
la gestion de potencia. El resultado puede ser un autémata finito, cuyos estados son funciones
del estado de carga de cada dispositivo, la direcciéon de la corriente, su amplitid, su tasa de
cambio con respecto al tiempo, entre otras variables. Numerosas técnicas son aplicables a
este problema. En (Perez-Pinal et al. 2007) se mencionan el control 6ptimo, la logica borrosa,
el control predictivo y el uso de reglas heuristicas.

1.5. Alcances y limitaciones

En el presente trabajo se hace una revisioén de los modelos electroquimicos desarro-
llados tanto para celdas de iones de litio como para capacitores electroliticos de capa eléctrica
doble, con el fin de comprender mejor su funcionamiento y sus limitaciones fisicas. Se re-
toma el modelo aproximado en ecuaciones diferenciales ordinarias propuesto en (Domenico
et al. 2008) para la celda Li-ion y se mejora. Se desarrolla un esquema de discretizacion
en diferencias finitas méas sofisticado que el propuesto en el trabajo citado, con el cual es
posible obtener un sistema de ecuaciones de bajo orden para aproximar més apropiadamente
la ecuacion de difusion en estado solido.

Por otra parte, se desarrolla un modelo en ecuaciones diferenciales ordinarias para
un capacitor ECED, el cual esta basado también en el uso de esquemas de discretizacion
espacial de ecuaciones diferenciales parciales. Se propone una expresion general para calcular
el potencial eléctrico en la fase electrolitica y se aplica tanto al modelo de la celda de iones
de litio como al supercapacitor. Se presentan resultados de simulaciones para ejemplificar el
comportamiento de dichos modelos, aunque no han podido ser validados experimentalmente.

Los modelos aproximados presentados son una alternativa para describir las celdas
Li-ion y los capacitores ECED. Cuentan con pocos parametros a estimar, los cuales tienen
una interpretacion fisica directa. El modelado se realiz6é previamente al diseno de esquemas
de control para sistemas hibridos de almacenamiento de energia eléctrica, bajo la hipotesis
de que contando con modelos més detallados de los componentes del sistema se podria
procurar una operaciéon mas eficiente, por un lado, y evitar regimenes de operacion que
podrian danarlos o reducir su vida tutil. Este tltimo objetivo es importante debido al costo
de los dispositivos de almacenamiento estudiados.
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En cuanto al sistema hibrido de almacenamiento de energfa, sélo se propone su
topologia y se deja abierto el problema de control de flujo de potencia desde y hacia las
baterias y los supercapacitores. Las deficiencias de los modelos existentes han dirigido la
presente tesis hacia la investigaciéon de modelos méas completos y apegados a los procesos
fisico-quimicos dentro de los dispositivos almacenadores.



Capitulo 2

Modelos electroquimicos de celdas
Li-ion y capacitores ECED

2.1. Estado del arte de modelos electroquimicos de celdas Li-
ion y capacitores ECED

A continuacion se describen brevemente los trabajos méas importantes sobre el de-
sarrollo de modelos electroquimicos de celdas Li-ion y capacitores ECED. Aunque el proceso
en los electrodos porosos se ha investigado desde las décadas de 1950 y 1960, en (Doyle et al.
1993) se presenta por primera vez el modelo electroquimico en una dimension de una celda
de iones de litio, la cual consta de un electrodo negativo de litio sélido, separador de polimero
y electrodo positivo de insercion (electrodo poroso). El modelo describe la distribucion de
las variables a lo largo de la celda usando la teoria de soluciones concentradas, resultando
en ecuaciones suficientemente versatiles para emplearse incluso con parametros variables. El
electrodo positivo se modela como un conjunto de particulas activas esféricas y se plantean
ecuaciones para representar la difusion de litio en el electrodo positivo, principal mecanismo
de almacenamiento de energia de este tipo de celdas. Se usa el modelo para investigar, a
través de simulaciones, el proceso de descarga de la celda a corrientes constantes.

En (Fuller et al. 1994) se extiende el trabajo anterior para modelar una celda con
ambos electrodos de insercion. El modelo es utilizado para simular una celda con electrodo
negativo de LixCg y electrodo positivo de LiyMnsOy y los resultados se comparan con los
datos experimentales presentados en (Guyomard y Tarascon 1992). Un punto de interés en
este trabajo es la influencia de la concentraciéon sobre el potencial en la fase electrolitica
y sobre la utilizacién del material activo del electrodo. En (Doyle et al. 1996) se toma el
modelo electroquimico extendido en (Fuller et al. 1994) y se compara el desempeno de tres
celdas diferentes.

En sentido estricto, el modelo usado en los tltimos tres trabajos citados no es en
una dimensiéon. Aunque la distribucién de todas las variables se estudia sélo a lo largo de la
celda, la difusiéon de litio en los electrodos se describe en funcién del radio de las particulas
activas hipotéticas. Entonces tenemos dos dimensiones, cada una perteneciente a un sistema
de coordenada diferente: x, la longitud de la celda y r, el radio promedio de las particulas
activas en cada electrodo. En (Smith y Wang 2006) se simplifica el modelo en una dimension
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y se exploran diversas maneras de atacar la difusion de litio en los electrodos. Se concluye
que la mejor alternativa es obtener un modelo aproximado de quinto orden a través del
método del elemento finito.

Maés tarde en (Smith et al. 2007) se retoman el modelo electroquimico simplificado
en (Smith y Wang 2006) y se escriben, en funcién de la frecuencia compleja s, las ecuaciones
de una celda de iones de litio con electrodo negativo de LixCg y electrodo positivo de
Liy CoO3. Como resultado se obtienen relaciones entre las variables de la celda y la corriente
aplicada, la mayoria funciones trascendentales de s. A partir de estas ecuaciones se calculan
numéricamente los parametros de un modelo orientado a control de orden reducido, el cual se
compara con un modelo de orden 313. Los resultados son validados a través de simulaciones.
Por otra parte, se presenta en (Smith et al. 2008) un observador basado en un filtro de
Kalman para estimar el estado de carga de una celda de iones de litio.

En (Domenico et al. 2008) se retoma la celda estudiada en (Smith y Wang 2006) y
se propone un modelo sencillo, en el cual las variables son promediadas a lo largo de la celda,
haciendo énfasis en el fendmeno de difusién de litio en los electrodos. Ademas se disena un
observador para estimar el estado de carga de la celda y los resultados son validados con
pruebas experimentales.

En el caso de los supercapacitores, en (Posey y Morozumi 1966) se plantean las
ecuaciones de carga y descarga de la capa eléctrica doble de un electrodo poroso de carbono
en una sola dimensién, despreciando el efecto del cambio en la concentraciéon del electrolito.
Se combinan las ecuaciones de los potenciales eléctricos en cada fase y se escriben en la forma
de Daniel’-Bek, para después ser resueltas explicitamente en el caso de corrientes constantes.
Como resultado se muestra graficamente la evolucion en el tiempo del proceso de carga en
diferentes puntos a lo largo del electrodo.

Posteriormente en (Johnson y Newman 1971) se aplican los resultados anteriores
y se propone una forma para desalar agua de mar aprovechando el efecto de la capa eléc-
trica doble de un electrodo poroso. El modelo presentado se desarrolla usando la teoria de
soluciones electroliticas diluidas y se repasan conceptos sobre adsorcién de iones. Se hace
un analisis del proceso en el electrodo en la ausencia de cambios en la concentraciéon del
electrolito y considerando constantes todos los parametros. También se obtienen soluciones
explicitas para diferentes formas de onda de la corriente aplicada y se comparan los resulta-
dos con los reportados en experimentos.

En (Srinivasan y Weidner 1999) se modela un capacitor ECED de electrodos
simétricos, retomando y resuelviendo las ecuaciones de los potenciales en la forma de Daniel’-
Bek para corrientes constantes a través de la transformada de Laplace. Ademas se incluye un
analisis paramétrico. También se resuelven las ecuaciones para corrientes senoidales y se hace
un estudio sobre la respuesta en frecuencia del capacitor y el efecto de la tempertura. Por
otro lado, en (Verbrugge y Lu 2005) se propone un modelo electroquimico de un capacitor
ECED con el cual es posible estudiar el proceso de carga y descarga, tanto a regimenes de
corriente como de tensién constante, debido al planteamiento de las condiciones de frontera.
Se desprecian los efectos secundarios, como los procesos faradicos y s6lo se toma en cuenta
el proceso capacitivo en cada electrodo poroso. Este modelo es analogo al de la celda Li-ion
desarrollado en (Fuller et al. 1994).
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2.2. Modelo electroquimico de una celda Li-ion

Una bateria de iones de litio esté formada por varias celdas individuales conectadas
en arreglos en serie o paralelo, segtn la tensiéon y la capacidad requeridas. Cada celda tiene
tres componentes principales como se muestra en la figura 2.1, modificada de (Smith y Wang
2006): electrodo negativo, separador y electrodo positivo!. Los electrodos estan construidos
de materiales porosos con intercalaciones de litio, llamados materiales de insercién. El elec-
trodo negativo de las celdas actuales se fabrica de carbono, LixCg (anteriormente se usaba
litio s6lido), mientras el electrodo positivo se fabrica de algtin 6xido metalico como Li, CoO»
o LiyMny0O4. Como conductor se usa un electrolito binario simétrico univalente a base de
litio y un solvente organico?. La reaccién parcial en el electrodo negativo es

d
LiyCs = Cg + xLit + xe (2.1)
4
mientras en un electrodo positivo es
d
Lii_yM + yLit + ye~ = LiM, (2.2)
C

donde x y y son las constantes estequiométricas de los iones de litio involucrados en cada
reaccion, las cuales representan el estado de carga del electrodo correspondiente. ¢ y d en
las flechas significan carga y descarga respectivamente y M es el 6xido metalico con que se
fabrica el electrodo positivo.

Se distinguen dos fases en cada electrodo: la correspondiente a la matriz solida
y la correspondiente a la soluciéon electrolitica. El electrolito llena los poros, con lo cual
se aumenta la superficie de contacto entre ambas fases y se reduce la resistencia eléctrica
en la superficie de contacto o interfase matriz-soluciéon. Durante la descarga, los iones de
litio dentro de las particulas activas del electrodo negativo se difunden hacia la superficie
de contacto, donde reaccionan con el electrolito y se transfieren de la fase s6lida a la fase
electrolitica. Los iones de litio (Li™) viajan por difusién y migracion a través del electrolito
hacia el electrodo positivo, reaccionando de nuevo e insertandose en las particulas solidas
de material activo. Este fenémeno es llamado intercalacién y es altamente reversible.

El separador permite el flujo de iones pero bloquea el flujo de electrones, forzandolos
a seguir una trayectoria opuesta a través de un circuito externo. Un proceso similar pero
inverso sucede durante la recarga de la celda. Por convencién, la corriente es positiva cuando
la celda se descarga, es decir, cuando los iones de litio viajan desde el electrodo negativo
hacia el positivo.

A continuacién se presenta el modelo propuesto en (Fuller et al. 1994), el cual
se desarrolla con base en la teorfa de soluciones electroliticas concentradas y de electro-
dos porosos, consultada en (Newman 1991) y en (Newman y Tobias 1962). Se toman las
consideraciones siguientes: el transporte de iones a lo largo de la celda ocurre en una sola
dimensién, la temperatura es constante y la concentraciéon del solvente es independiente de
la del electrolito, el cual es una solucién binaria simétrica univalente. Se desprecian tanto

'La mayoria de los autores nombran a los electrodos segiin su polaridad durante la descarga.
2Un electrolito binario simétrico univalente es un compuesto que al disolverse se disocia en un solo catién
y un solo anién, ambos con carga especifica unitaria, es decir, la carga de un protén.
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Figura 2.1: Celda electroquimica de iones de litio

el envejecimiento de los electrodos como el efecto capacitivo, este ultimo por tratarse de
un efecto parasito (Ong y Newman 1999). Se descartan cambios de volumen y densidad en
las dos fases y se considera que en la superficie de las particulas de material activo s6lo
reaccionan los iones de litio. El proceso en cada electrodo se describe con un conjunto de
ecuaciones, las cuales se desarrollan a continuacién. También se describe el proceso en el
separador y se presentan las condiciones de frontera en los extremos de la celda y en las
uniones electrodo-separador.

Proceso en los electrodos

La matriz solida de cada electrodo se modela como un conjunto de pequenas esferas,
como se ve en la figura 2.1. Cada esfera tiene inserciones de iones de litio, los cuales se
difunden desde el centro hacia la superficie en la direccién radial de la esfera, obedeciendo
la primera ley de Fick

N; = —D:Vec, (2.3)

analoga a la ley de Fourier de transferencia de calor (Haberman 1987), donde Ny es la
densidad de flujo, ¢, es la concentracion de iones de litio y Dy es el coeficiente de difusiéon de
la fase solida. Considerando D, constante y como no existen reacciones dentro de las esferas
(Ss =0), la ecuacion 2.3 junto con la de balance de material C.18 dan como resultado

Ocg

= = D Ve, | (2.4)
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donde la concentracion c¢g s6lo varia en la direcciéon de r, es decir, no depende de 6 ni de ¢.
Entonces, el laplaciano de ¢, en coordenadas esféricas es Ve, = T%% (7‘2%) y la ecuacion

de balance de material en la fase solida resulta finalmente en

oc 1 0 oc
s D, — 2Y%s ) 2.
ot r2 Or (r or ) (2:5)

La concentracion de iones de litio en cada electrodo esta limitada. Normalizando
la concentracion en la superficie de una particula de material activo cs(t, Rs) con respecto a
la concentraciéon maxima c'** se obtienen los estados de carga de los electrodos, definidos
por las ecuaciones

Csan(t’ Rs7n) Csyp(t’ Rs7p)

para el electrodo negativo y el electrodo positivo, respectivamente. En particular es impor-
tante conocer x y y cuando la celda esta totalmente cargada, x99 V ¥Y100%, ¥ cuando la
celda esta totalmente descargada, xgo ¥ yo%. El estado de carga de la celda puede definirse
en funcién del estado de carga de cualquiera de los electrodos, aunque se escoge el electrodo
positivo por ser el de mayor influencia en la tension de salida de la celda (ver la figura A.1).
En estos términos, el estado de carga de la celda es (Domenico et al. 2008)

EDC = Y Y% (2.7)
Yi00% — Yo%

Los poros en los electrodos presentan formas caprichosas, por lo cual resulta im-
posible seguir con precision el flujo de los iones. Una alternativa es considerar al electrodo
como la superposicion de dos medios, uno es la matriz sélida y el otro es la soluciéon elec-
trolitica, cuyas variables estan distribuidas s6lo en la direcciéon x (a lo largo de la celda) y
son constantes en las direcciones y y z.

Con los argumentos anteriores, la concentracion del electrolito es uniforme en un
corte transversal del electrodo y se calcula en la fracciéon porosa del electrodo mediante la
introduccion de los parametros € y a en la ecuaciéon de balance de material C.18, lo que
resulta en

8ci 8Ni

- = .nia 2.
€ 5 o + ajn, (2.8)

donde N; es el flujo de iones de la especie ¢ en la direccion = de la celda, j,; es el flujo
molar normal de la especie ¢ en la interfase y es positivo en la direccién matriz-solucion. ¢;
es la concentracion de los iones ¢ en el electrodo, € es la fraccidén del volumen del electrodo
ocupada por la solucion electrolitica (porosidad) y ec; es la concentracion del electrolito en la
fraccion del electrodo ocupada por la solucion electrolitica. Por otra parte, a es la superficie
especifica de contacto e indica cuanto area de intercambio hay entre las fases por unidad de
volumen del electrodo.

A partir de 2.8 y siguiendo el procedimiento para llegar a la ecuacion C.37, la
concentracién del electrolito en el electrodo esta dada por la ecuacion

oc 0 <D5’C> iy o N a(l—19)jn
ox zyvy F Oz 2

6&_833

, (2.9)
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donde se ha considerado la concentraciéon del solvente independiente de la del electrolito
(% = 0) y se ha tomado como referencia la velocidad del solvente (vo = 0). j, es el
flujo molar normal de los iones de litio en la interfase, pues sblo esta especie reacciona en
los electrodos (ver 2.2 y 2.1). D es el coeficiente de difusion corregido, el cual contiene tanto
el efecto de promediaciéon de la concentracion del electrolito como el de la tortuosidad del
recorrido de los iones en los huecos, y ti es el nimero de transporte para el catién en la
solucién electrolitica.

Aunque las relaciones constitutivas de los parametros no son bien conocidas, una
primera aproximacion lineal es aceptable. Considerando constantes D y tg_, y como en un
electrolito binario simétrico univalente vy = v_ = z; = 2_ = 1, la ecuacién de balance de
material 2.9 es simplemente

Oc d%c 0\ .
5 —D@+a<1—t+)jn. (2.10)

Si I es la corriente aplicada y A es el area de un corte transversal de la celda,
la densidad de corriente I = % tiene dos componentes: i; en la fase sélida e is en la fase

electrolitica:
I =1 + 1. (211)

Por convencion, I es positiva si la celda se estda descargando, es decir, cuando los iones de
litio fluyen desde el electrodo negativo hacia el positivo. La componente de I en la fase solida

sigue la ley de Ohm

, o
i = —0o aT:l‘ (2.12)

o es la conductividad corregida del material de insercién del electrodo en cuestion y @1 es
el potencial eléctrico a lo largo de la matriz porosa.

En la fase electrolitica la densidad de corriente esta relacionada con el potencial
eléctrico @2 y la concentracion c¢ del electrolito a través de la ecuacién C.49. Como la con-

centracion del solvente no depende de la del electrolito (%lﬁl @ = () y ademaés el solvente no
reacciona con el electrodo (sp = 0), la expresion de iy es
RT Oln fi_ t0
B = —KVDy — K7 <1+ n ) * 4+ ) Ve, (2.13)
F Jlnc ZyVy Ny

donde k es la conductividad corregida del electrolito dentro de los poros. En las reacciones
de los electrodos no intervienen ni el solvente ni los aniones, entonces de C.39 se tiene que
s+ = —n. Si se considera una reacciéon ideal, el coeficiente de actividad del electrolito es
unitario (f4— = 1) y como vy = v_ = 1 para un electrolito binario simétrico univalente, la
ecuacion de la densidad de corriente en la fase electrolitica se reduce a

0Py E(O_l)alnc‘

ip = =k — — K T o

ox F

(2.14)

Los parametros se calculan de la siguiente forma:

D = D (2.15)
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o = 00 €s (2.16)

= Ko €Y (2.17)
3€s

= —. 2.18

.= (2.18)

Dy es el coeficiente de difusiéon medido del electrolito, o la conductividad del material del
electrodo, kg es la conductividad del electrolito, €, el la porcion del electrodo ocupada por el
material activo, brug el exponente de Bruggeman y R es el radio promedio de las particulas
esféricas de material de insercién de cada electrodo.

La ecuacién de conservacion de carga C.21 para un electrodo poroso es
VI =V-(i+i2) =0, (2.19)
o bien, si se considera la distribucién de las variables en una sola direccién

ol oi;  Oig
= = 2 4Z= 0. 2.20
ox ox + ox ( )
Combinando las ecuaciones 2.8, C.1 y C.19 se obtiene la relaciéon entre la densidad de
corriente iz y la densidad de flujo molar j,; de cada especie i:
Oiy

il ani:zi Jni = aip (2.21)

donde i, es la densidad de corriente de transferencia neta entre las fases del electrodo, es
decir, la densidad de corriente normal a la interfase matriz-solucion. Ahora, por la ley de
Faraday C.51:

as; .
niF in -

Pero j,; = jn porque en la interfase de cada electrodo solo reaccionan los iones Lit y, como
ademas s = —n, entonces

(2.22)

Ani = —

Ois
B
Finalmente, introduciendo la ecuacién de conservacion de carga 2.20 en la forma 2.23 de la
ley de Faraday para electrodos porosos, el resultado es

aFj, = (2.23)

aFj, = —?;;. (2.24)

La cinética de la reacciéon en la interfase matriz-solucién se conoce como pola-
rizacién y esté descrita por la ecuacion de Butler-Volmer, la cual relaciona el flujo interfacial
Jin v el potecial E del electrodo de la siguiente manera:

) ) a. FE a.F'E
Fj, = 1 {exp( T )—exp (— T )} ) (2.25)
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o bien, en su forma lineal para valores pequenios de F:

(2.26)

En ambas formas F = &1 —®,—U es el potencial del electrodo, donde a su vez n = &1 — P9 es
el potencial galvanico en la interfase matriz-solucién, también conocido como sobrepotencial
de la reaccidon de intercalaciéon. U el potencial galvanico de equilibrio de cada electrodo,
se obtiene a partir de datos experimentales y esta en funcién del estado de carga de cada
electrodo (no confundir con el estado de carga de la celda).

La densidad de corriente de intercambio de equilibrio se define con la ecuacién

io = Fk(c)™ (¢ —cs) ()™, (2.27)

en la cual k es la constante de cambio de la reaccién y o, y «. son los coeficientes de
transferencia anddico y catddico de cada electrodo. Comtunmente 7y se considera constante
y se le asigna su valor inicial. También es posible fijar esta variable en su valor maximo, el
cual evidentemente ocurre cuando ¢; = %cgn“’”.

Para cada electrodo existe un conjunto de ecuaciones como las desarrolladas hasta
ahora, las cuales son vélidas s6lo en 0 < x < 6, y en d, + 6, < x < L para los electrodos
negativo y positivo, respectivamente. En el separador no existe la fase s6lida como en los
electrodos, por lo tanto, no aplica la ecuacion difusion en estado sélido. El balance de material
del electrolito en esta region se define también con la ecuacién 2.9, pero no hay ninguna
reaccion ni produccion, por lo tanto j, = 0. Como i; no existe en el separador, entonces
I =1is y a su vez is estd dada por la ecuacién 2.14.

Condiciones de frontera y condiciones iniciales

Las condiciones de frontera para la ecuacion 2.5 de difusién en estado sélido se
plantean por medio de la primera ley de Fick 2.3. Como el flujo s6lo ocurre en la direccién
del radio de la esfera, el gradiente de c¢s en coordenadas esféricas es Vg = %ér, donde é,
es el vector unitario en la direccion de r. De esta manera, el vector de flujo dentro de la
particula activa es

dcg
N, = —D,—¢, . 2.2
or € (2.28)

Como en el centro de la esfera no puede haber flujo hacia el exterior, entonces

Jdeg
or

=0enr=0. (2.29)

Por otra parte, la magnitud de la densidad de flujo de iones de litio en la superficie de una
particula activa es igual a la densidad de flujo en la interfase matriz-solucién, por lo tanto

Jdcs

SE:jnenr:Rs, (2.30)

donde R es el radio promedio de las particulas de material activo.
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Sustituyendo C.36 en C.28 y C.29, considerando %lﬁfg =0y vy =0, el resultado
es el par de ecuaciones

oc ) t9r

N = D — —_— 2.31

+ v Do + F (2.31)
80 i2 t(l

N_ = v_ D — . 2.32

v ox + z_F ( )

En los extremos de la celda la corriente es transportada tnicamente en la fase sélida, por
lo tanto, la densidad de corriente en la fase electrolitica y el flujo molar de cada especie es
cero en estos puntos, es decir, i, = Ny = N_ = 0. Entonces, de 2.31 y 2.32:

dc

%:0 en =0y z=1L. (2.33)

De las mismas suposiciones anteriores se tiene que
iih=Ien =0y z=L ademids is=0en z=0y z=1, (2.34)

donde I es la densidad superficial de corriente aplicada a la celda y puede depender del
tiempo. Por lo tanto, de la ecuaciéon 2.12, las condiciones de frontera para el potencial en la
fase solida ®1 en los extremos de la celda son

0P, -1 0P, -1

o= _ 1 — -l - =1. 2.35
9 Unena: Oyax Upenaﬂ ( )

En el caso del potencial en la fase electrolitica ®9, como iy = % = 0 en los extremos de la

celda, de la ecuaciéon 2.14:
00,
Oz

La fase solida so6lo existe a lo largo de los electrodos y en el separador se desvanece, es decir,

=0en x2=0y z=1L. (2.36)

iip=0en 6, <z<6,+0,. (2.37)
De esta forma, la conduccién en el separador se lleva a cabo sblo en la fase electrolitica
ib=Ien 0, <x<$6,+96,. (2.38)

Con base en lo anterior, las condiciones de frontera para el potencial ®; en las uniones
electrodo-separador son

09,

%:O en t=0, y £=0,+6,, (2.39)
mientas en el caso del potencial ®4
0P, -I  2RT / Olnc
B = om F (1T ey
0P, -I 2RT ,, dlnc
oz Kp F ( + ) or 7 + (2.40)
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Es importante destacar que tanto la concentraciéon c del electrolito como la densidad de
corriente en la fase electrolitica is y los potenciales eléctricos @1 y @2 son variables continuas
en las uniones electrodo-separador (en x = §,, y * = J,, + d.). Entonces, por la continuidad
de la densidad de corriente is:

00 L2y _q)2ne
* Ox

T I en r=0, y x=0,+0,. (2.41)

Los subindices n y p indican a cudl electrodo pertenece el parametro o la variable, y z se
refiere al separador. La tension en las terminales de la celda es la misma tensioén que entre
los colectores de corriente, los cuales estan colocados en x =0 y = = L. Por lo tanto:

V = &y(t, L) — 1(t,0) . (2.42)

En el caso de una celda de iones de litio, las condiciones iniciales corresponden
a la concentracién de material activo en cada electrodo en el tiempo inicial tg, es decir,
Csn(to,Tsn) ¥ Csp(to,Tsp). A menudo no se indica la concentracion inicial de iones de litio
en los electrodos, sino los estados de carga x y y iniciales (ver ecuaciones 2.6).

Conviene considerar que la celda se encontraba en reposo para tiempos anteriores
o iguales al tiempo inicial. Asi, al inicio de la prueba, la concentracién de iones de litio es
uniforme en todo el electrodo y dentro de cada particula de material activo, dando lugar a
condiciones iniciales constantes.

2.3. Modelo electroquimico de un capacitor ECED

Al igual que una celda de iones de litio, un capacitor electrolitico de capa eléctrica
doble consta de dos electrodos porosos y un separador, como puede verse en la figura 2.2,
modificada de (Verbrugge y Lu 2005). El separador es un espacio entre los electrodos lleno
con una solucion electrolitica acuosa o a base de algtin polimero, el cual impide el flujo de
electrones dentro de la celda. La corriente sigue la convencion vista: es positiva en descarga
y negativa durante recarga. Ambos electrodos son por lo general de carbono, de la misma
composiciéon y dimensiones, y sus poros estédn llenos con la misma solucién del separador.
Por lo comtn se usan electrolitos binarios simétricos univalentes como en las baterias de
iones de litio.

A diferencia de las baterias y los pseudocapacitores, en los capacitores ECED ideal-
mente no hay reacciones electroquimicas ni intercambio de material entre una fase y otra. El
almacenamiento de energia se debe a la formaciéon de una capa eléctrica doble en la interfase
matriz-solucién. Las razones por las cuales un supercapacitor permite acumular grandes can-
tidades de carga en comparaciéon con un capacitor ordinario son basicamente dos: primero,
la distancia interfacial es muy pequena y segundo, los electrodos porosos permiten areas de
contacto muy grandes.

Al aplicar una diferencia de potencial en las terminales de la celda, el electrodo més
negativo atrae a los cationes de la solucién hacia la interfase y el electrodo més positivo atrae
a los aniones, hasta lograr un equilibrio electrostatico. Las especies cargadas (electrones e
iones) se acumulan en un lado y otro de la interfase formando capas, dando origen a un
capacitor en cada electrodo. Al descargar el dispositivo sucede un proceso inverso. El exceso
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Figura 2.2: Supercapacitor de efecto de capa eléctrica doble

de electrones de un electrodo fluye a través de un circuito externo hacia el electrodo con
deficiencia de electrones, mientras los iones en las capas de la fase electrolitica regresan al
grueso de la solucién y asi se eliminan las capas en la interfase de cada electrodo.

Suponiendo constantes la temperatura y el volumen de los electrodos, el movimien-
to de los iones es en una sola dimension. Como se usan electrolitos binarios simétricos univa-
lentes, las ecuaciones para describir las densidades de corriente en funcién de los potenciales
electrostéticos y la concentracién en un capacitor ECED son las mismas ecuaciones desa-
rrolladas para la celda Li-ion, y pueden encontrarse en los trabajos de (Srinivasan y Weidner
1999) y (Verbrugge y Lu 2005). Esto se debe a la similitud en la geometria y los materiales
usados para la construccién de los dos dispositivos de almacenamiento estudiados.

Sin embargo, la ecuacion de conservacion de material en la fase electrolitica tiene
algunos cambios para el caso de los supercapacitores. Aunque no hay producciéon de especies
ibnicas como tal, la adsorciéon de iones en la interfase provoca un efecto similar. La concen-
tracién de iones en la superficie de contacto depende del potencial del electrodo, medido con
respecto a un electrodo de referencia. Cuanto mas negativo se vuelva el electrodo atraera mas
cationes y repelera més aniones y viceversa. La magnitud absoluta de adsorcion (formacion
de peliculas o capas en una superficie) de iones puede representarse por la cantidad

dQ+ dq_
=— - —. 2.43
L (2.43)
Con fines practicos, para un electrodo que atrae cationes (electrodo negativo)
d(J+ dq_
=1 =0 2.44
i A (2.44)

w0y gL (2.45)
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A pesar de la relativa simplicidad del mecanismo macroscopico de carga y descarga de la
capa eléctrica doble, no existe una explicaciéon apropiada para el fenémeno fisicoquimico que
toma lugar en la interfase matriz-soluciéon (Johnson y Newman 1971).

Incluyendo el efecto de adsorcién, la ecuaciéon de balance de material en la fase
electrolitica del electrodo es:

dc 0% dq_ dg
- pZo _ to—t0+) in - 2.4
‘ot Ox? a(+ dq ~ dg J (2.46)

En los procesos de carga y descarga, la densidad de corriente neta %, en la interfase corres-
ponde a un proceso capacitivo de la forma

(P — Pg)

T (2.47)

in = Z+V+an = Ced
donde j, es el flujo neto de iones en la superficie de contacto. C,q4 es la capacitancia especifica
del electrodo y en este caso se considera que dento del rango de tensiéon de operaciéon es
independiente de la diferencia de potencial ®; — ®5 y de cualquier otra variable. Debido al
electrolito utilizado, z, = vy = 1, y por lo tanto:

(P — P9)

F]n = Ced ot

(2.48)
Para capacitor electrolitico de capa eléctrica doble, los parametros D, o, k y a se definen
como se hizo para la celda Li-ion.

Las condiciones de frontera planteadas para la celda de iones de litio se retoman.
En este caso no existe difusion en estado sélido y, por lo tanto, la ecuacién 2.5 no aplica,
asi como las condiciones de frontera 2.29 y 2.30. De igual forma, la concentracion ¢ del
electrolito, la densidad de corriente en la fase electrolitica is y los potenciales eléctricos @4
y ®9 son variables continuas en las uniones electrodo-separador del capacitor ECED. La
dindmica en el separador tiene el mismo comportamiento que en la celda de iones de litio y
la tensién en los extremos de la celda est4 dada por la ecuacion 2.42.

Las condiciones iniciales para un capacitor electroquimico de capa eléctrica doble
son los potenciales interfaciales n = ®; — ®5 en el tiempo inicial, es decir, 7, (tg, ) en el
electrodo negativo y 1, (to, x) en el electrodo positivo. Como en el caso de la celda de iones
de litio, si se considera que el supercapacitor viene de un estado de reposo, las condiciones
iniciales son constantes. Ademas, por la simetria de los electrodos, en estado de reposo se
cumple que 7, = —n, ¥, como la corriente en el supercapacitor es nula, Vgcrp = 2n,(to, x).
Por lo tanto, en el instante inicial n,(to, ) = —nn(to, x) = cte. Las condiciones de frontera
también podrian indicarse en funcién de la carga almacenada en los electrodos. En ese caso,
la conversion entre carga y potencial se lleva a cabo con la ecuacion @Q = Ceg 7, donde @ es
la carga en el electrodo, n es el potencial interfacial y Cq es la capacitancia de la interfase.

En los cuadros 2.1 y 2.2 se presentan, a manera de resumen, las ecuaciones del
modelos desarrollados en este capitulo para la celda de iones de litio y para el capacitor
electroquimico de capa eléctrica doble.
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Resumen de las ecuaciones de una celda de iones de litio

Cuadro 2.1
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Resumen de las ecuaciones de un capacitor electrolitico de capa eléctrica doble

Cuadro 2.2



Capitulo 3

Modelos aproximados de celdas Li-ion
y capacitores ECED

El diseno de algoritmos de control se basa fuertemente en el modelo matemético
del sistema a controlar. Por esta razén los modelos deben ser capaces de representar los
principales fenémenos involucrados en el funcionamiento del sistema de interés, conservando
un compromiso entre complejidad y utilidad. En este capitulo se muestra el desarrollo de
modelos en ecuaciones ordinarias de una celda Li-ion y un supercapacitor ECED, los cuales
pueden ser usados para propositos de control.

Aunque hasta ahora se ha presentado primero lo concerniente a la celda de iones
de litio, esta vez se desarrolla primero un modelo simplificado para un capacitor electrolitico
de capa eléctrica doble, basado en el modelo electroquimico resumido en el cuadro 2.2 del
capitulo anterior. Se aproximan las ecuaciones de densidad de corriente a través de un
esquema de discretizacion de diferencias finitas centrado de tres puntos, obtieniendo un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales relacionan la diferencia de potencial
en los terminales y la corriente aplicada al supercapacitor.

Més adelante se retoma el modelo aproximado de la celda de iones de litio propuesto
en (Domenico et al. 2008) y se mejora. Tal modelo se basa en los procesos electroquimicos
resumidos en las ecuaciones del cuadro 2.1 y consiste en promediar las variables a lo largo de
la celda. Se destaca el proceso de difusion en estado solido por ser el principal mecanismo de
funcionamiento de estas celdas (Smith y Wang 2006) y se aproxima a través de ecuaciones
diferenciales ordinarias, resultado de aplicar un esquema de discretizacion de diferencias
finitas centrado de tres puntos con espaciamiento uniforme. La mejora hecha en el presente
trabajo consiste en introducir un esquema de discretizacién con espaciamiento no uniforme,
més apropiado para el caso de coordenadas esféricas.

3.1. Modelo aproximado de un capacitor ECED

Para iniciar la deduccién del modelo aproximado del capacitor ECED es conve-
niente hacer primero algunas simplificaciones. Tanto la ecuacién de densidad de corriente en
la fase electrolitica 2.14 como sus condiciones de frontera en las uniones electrodo-separador
2.40 contienen un término dependiente del gradiente de la concentraciéon del electrolito. Este
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término puede despreciarse si la celda opera bajo condiciones en las cuales tenga oportu-
nidad de relajarse. Considerando vélida esta suposicion, es decir, si |” %] < |I| siempre
y en toda la celda, las ecuaciones de densidad de corriente en ambas fases toman la forma
de la ley de Ohm, es decir:

. 6‘1)1 . 8@2

ip=—-0— i =—Kr—. 3.1

! Ox 2 ox (3:-1)
Combinando las ecuaciones anteriores con 2.24 y 2.23 se obtienen las relaciones entre los

potenciales eléctricos y la densidad de corriente en la interfase matriz-solucién

, >*®
aFj, = o 83:21 y (3.2)
‘ 0%®
aFj, = —HW; (3.3)
Las condiciones de frontera de 3.2 y 3.3 son, para el electrodo negativo
0P, I 0Py
- 2 =0 =0 3.4
ox On Y ox e Y (34)
0Py 0Py I
Ox Y Tox K = (3:5)
para el electrodo positivo
0P 0P, I
5 Y G T, M Tl (3.6)
0P, I 0Py
- i ) =1 3.7
ox op Y oz o ’ (37)
mientras para el separador
0P —I 0P —I
T2 en xz&nyiz—en =20, +9,. (3.8)
Ox Ky ox Ky

Al sumar término a término las expresiones 3.2 y 3.3, el resultado es la ecuacién
de Daniel’-Bek en funcién de la diferencia de potencial n = ®; — ®5, usada en numerosos
trabajos como (Posey y Morozumi 1966) y (Srinivasan y Weidner 1999):

ko 0%n

K+ o012 (3.9)

aFj, =

Las condiciones de frontera para esta nueva ecuacién se obtienen combinando las condiciones
09, 0Py

3.4-3.7, es decir, sumando %L con %522 en los extremos de la celda y en las uniones electrodo-

separador. Haciendo I = %, para el electrodo negativo se tiene

%_UHA en =0y or  K,A en &=0n, (3.10)
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mientras para el electrodo positivo

onp I on, I
Ip _ L G40y D L ~L. 11
dr  myd en r=0,+0s y gr  od en x (3.11)

Para mayor claridad se han distinguido las variables y los parametros de cada electrodo.

Como n = &1 — P9, la tensiéon en los terminales de un capacitor ECED, definida
por la ecuacion 2.42, puede llevarse a la forma

Vecep = (p + Pap)l,_p — (1 + Pan)l,—g » (3.12)

o bien, mas convenientemente
Vecep = np(t, L) — nn(t, 0) + @gyp(t, L) — @2’n(t’ 0) . (3.13)

Es posible expresar el término ® (¢, L) — ®2,(¢,0) en funciéon de la diferencia de potencial
1y de la corriente I. Igualando 3.3 y 3.9, el resultado es
o 0%n 0%®,

k+o0z2 Ox?

(3.14)

Integrando dos veces con respecto a z a lo largo del electrodo negativo y forzando las
condiciones de frontera en x = 0 y en & = d,, tanto para ®o como para 7, se obtiene la
ecuacion para el potencial eléctrico en la fase electrolitica

On, T I

[ (t,0) — 1 (t, )] — —, (3.15)

) t =& 0,t _—
2n(t,2) 2n(0,1) + Kn + on Kp +op A

la cual es valida s6lo en 0 < z < §,.
En el separador sélo existe la fase electrolitica y el potencial eléctrico en esta regiéon
lo caracteriza la ecuacién 3.3, la cual se reduce a

0*®, ,

porque jZ = 0 (no hay reacciones en el separador). Integrando una vez con respecto a z,
forzando las condiciones de frontera para el separador e integrando de nuevo resulta

xz I

@27Z(t,x) = ®2yn(t, (Sn) . A .

(3.17)

Por continuidad se sabe que ®3,(t,d,) = P2 .(t,d,). Evaluando la ecuacion 3.15 en = = 4y,
y sustituyendo el resultado en 3.17, el potencial en la fase electrolitica del separador es

Ba.(0) = @2(0.0) + 7 [1a(1,0) (8. 0)] + (o + - )

Kp T On Kn +0n Rz Rz

, (3.18)

ecuacion definida sélo en §,, < x < §,, + 0.
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Si 3.14 se integra dos veces con respecto a x a lo largo del electrodo positivo, y si
ademas se fuerzan las condiciones de frontera de ®o y nen x =49, + 9, y * = L, se tiene

(I)Zp(tv T) = D 4 (t, 0n +9d.) + O_E [np(t7 On +02) — np(t, )]+ ( 3.19)

Kp T Op

Op +0,—x £ (
Kp + op A

También por continuidad ® .(t, 0, +0.) = P2 p(t,0n + 0.). Si 3.18 se evalta en =, + 9,
y se sustituye en la ecuacién anterior, el resultado es una expresion con la cual se puede
calcular @, en del electrodo positivo

_ On B Op _
(I)va(tvx) - (I)Q,n(tv 0) + Ko, + on [ﬂn(t, 0) nn(t75n)] + Ko 4 op [np(tﬂ 671 + 52‘) np(tvr)]
R B + 9 Ontd:—z\ I ’ (3.20)
Kn+0n Ky Kp + op A

la cual solo puede aplicarse en 6, + 6, <z < L.
Finalmente, si 3.20 se evalta en x = L y ademas se resta ®3 ,,(0, ) en ambos lados:

On o
Dop(t,7) = an(t:0) = —2 [ (t,0) = Mt 80)] + — 22— [p(t, 5, + 82) = {8, L)
n n P p
Sn 5. 5, \1I
_ (Kn+0n+ﬁz+ﬁp+%>A. (3.21)

La deduccién de la ecuacién anterior junto con el desarrollo completo del modelo aproximado
del capacitor ECED son aportaciones de esta tesis.

Una caracteristica importante de los capacitores de capa eléctrica doble es su
simetria, pues basta con analizar un electrodo para conocer el proceso en el otro. Mien-
tras un electrodo recibe electrones el otro entrega la misma cantidad y a la misma tasa.
Supoéngase que se parte de un estado de reposo, en el cual la diferencia de potencial ®; — @4
a lo largo de ambos electrodos es cero. Si se aplica una corriente de recarga, ®; — @9 ira
aumentando en el electrodo positivo desde cero. Por otra parte, bajo las mismas condiciones,
la diferencia de potencial ®; —®s en el electrodo negativo disminuira desde cero hasta el final
de la recarga, tomando s6lo valores negativos. Por los argumentos de simetria mencionados,
M (t,0) = —np(t, L) y también 1, (¢, 8,) = —np(t, 0p + 05). Asimismo, las resistividades de un
electrodo son iguales a las del otro, es decir, k, = k), = kK y 0, = 0 = 0. De esta manera

VeceD = 2np(t, L) + o p(t, L) — ®2,(,0) v (3.22)

Bap(ts1) = Baalt,0) = 20 [y (1,66 —my(t. D] - (o4 =) L 2w)

I€+O'[ K+0 Ky

Sustituyendo 3.23 en 3.22, Vgcgp se escribe en funcion de I y n,:

2K 20 20 0,
= —n,(t, L —n,(t, 0 +0,) — =] =. .24
VECED ,{_i_o_np( L)+ IH_JUp( ,0+62) ( + > 1 (3.24)

K+0o Kz
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Combinando la ecuacién de Daniel’-Beck 3.9 con la ecuacion 2.48 del flujo en la
interfase debido al efecto capacitivo resulta la ecuaciéon de difusiéon eléctrica

on Ko 0%n
- =7 2
Ot  aCee(k + o) 022’ (3:25)

donde C¢. es la capacitanca especifica en la interfase. Esta ecuacion describe la propagacion
de la capa eléctrica doble a lo largo de un electrodo y es valida para ambos. Se ha decidido
estudiar el electrodo positivo, por lo que se tomaran las condiciones de frontera 3.11.

Una aproximacion de la ecuaciéon 3.25 puede encontrarse con un esquema de dis-
cretizacion centrada de tres puntos con espaciamiento uniforme. Si se divide el espesor del
electrodo en N 4 1 segmentos, entonces se tienen N puntos interiores y un punto exterior
en cada una de las dos fronteras. Para el primer punto interior, el mas cercano a la frontera
electrodo-separador del electrodo positivo, se usa el operador B.14. Haciendo D¢ = ko

aClee(k+0)
y sustituyendo la condicién de frontera, el resultado es
dT] 1 2D 1 I
di‘ = 3A;2 (‘771),1 +p2 — AUCHA> : (3.26)

En los puntos del 2 al N — 1 se aplica el operador B.13 y para cada punto se tiene una
ecuacion de la forma

dipg  Dei
diq = T; (Mp.g—1 = 27p,g + Tp,g+1) (3.27)
donde ¢ = 2,---, N — 1. Finalmente, para el punto interior mas cercano a x = L se usa el

operador puntual B.15. Después de sustituir la condicién de frontera de la derecha, resulta
la expresion

dnpn  2Dg

dt  3Ax?

Las ecuaciones 3.26-3.28 pueden escribirse en forma matricial para dar lugar a la ecuacion
de estado

I
(77p7N—1 — Np,N — AxaA) . (3.28)

di
b — Aij, +BI (3.29)
dt
la cual explicitamente es
Np.1 2 2 0 0 -~ 0 O Np.1 1
d : Dy, : : Dy, :
— = o -~ 1 -2 1 - 0 — 0o (I. (3.30
at | " Az? . T T AZA | (3:30)
Np, N o o -~ 0 o0 2 =2 Np, N 1

Para poder evaluar la ecuacion 3.24 es necesario conocer el valor de 1, en ambos
extremos del electrodo. Igualando 3.26 con 3.27 evaluada en ¢ = 1 y despejando el término
7p,0, correspondiente a n,(t, 0, + d5), se obtiene

1 2 1

4
T]p(t, (5 + 52;) = gan - gnpz — gAan . (331)
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Procediendo de forma similar, pero ahora combinando 3.27 evaluada en ¢ = N y 3.28.
Despejando 7, y+1, €l término correspondiente a 7,(t, L), el resultado es

-1 4 2 I

np(t, L) = 3 N1 + 3'lp.N gAxa : (3.32)

La salida del sistema es la tension en las terminales. Sustituyendo 3.31 y 3.32 en 3.24 y
simplificando

Vicso = (S~ 2 4 0 (P + S
ECED = K+ o 37]p,1 377p,2 ket o 3 Mp,N—1 377p,N
8Az + 36 0,1 I
_— 2 — 3.33
[3(/44—0) /432:|A (3:33)

Conociendo el niimero de puntos de discretizacién también es posible escribir la ecuaciéon de
salida en la forma matricial

Vecep = Cﬁp + DI . (3.34)

3.2. Simulacién del modelo aproximado de un capacitor ECED

Los parametros del supercapacitor Maxwell PC 10 F de 2.5 V, enlistados en la tabla
A.2, se usan para evaluar por simulacién el comportamiento de la tension en los terminales
de un capacitor ECED contra la corriente aplicada. El supercapacitor es representado por el
modelo aproximado desarrollado en la seccién anterior, el cual se resume con las ecuaciones
3.30 y 3.33.

Con 3 puntos de discretizacion, las matrices de la forma compacta 3.29 y 3.34 del
modelo aproximado son

[ —2.5204 2.5294 0
Az — 37942  —7.5883  3.7942
0 25204 —92.5294
r T
By = | —0.1261 0 —0.0024}
Cs = | 0.04933 —0.6666 2.6173}
D; = —0.0126. (3.35)

Por otra parte, si se escogen 5 puntos, las matrices son

[ —5.6913  5.6913 0 0 0
85369 —17.0738  8.5369 0 0
As — 0 8.5369 —17.0738  8.5369 0
0 0 85369 —17.0738 8.5369
0 0 0 56913  —5.6913
r T
Bs = | —0.1891 0 0 0 —0.0036]
Cs = | 004933 —0.0123 0 —0.6543 2.6173}

D; = —0.0118. (3.36)
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Las matrices Ag y As tiene los conjuntos de valores caracteristicos

A3 = { —10.1178, —2.5294, 0 } (3.37)
As = { —30.1795, —20.3812, —9.6593, —2.3838, 0 }. (3.38)

En ambos casos existe un valor caracteristico igual a cero, lo cual implica acumulacién en
una o mas variables de estado. Los valores caracteristicos de la matriz Az son muy parecidos
a los tres valores caracteristicos mas importantes de Ajs, lo cual sugiere la existencia de un
método 6ptimo para elegir los puntos de discretizacién. Sin embargo, este no se desarrolla
en el presente trabajo.

En las figuras 3.1, 3.2 y 3.3 se observa el proceso de carga del capacitor ECED cuan-
do se le aplica una corriente constante de 2.5 A de intensidad, la corriente méaxima nominal.
Se ha resuelto la ecuacién de difusiéon eléctrica 3.25 a través de un esquema de diferen-
cias finitas con 79 puntos interiores, cuya soluciéon es muy parecida a la solucién analitica,
por lo cual se ha tomado como referencia para evaluar los resultados de los esquemas de
3 y 5 puntos usados como ejemplo. En la figura 3.1 se muestra la diferencia de potencial
Np = P1p — Payp en x =6+ 0, el extremo izquierdo del electrodo positivo, calculada con la
ecuacion 3.31. En la figura 3.2 se ve 1, en x = L, obtenida con 3.32. Finalmente, la figura
3.3 corresponde a la tensiéon de salida 3.33 en los terminales del supercapacitor.

No es dificil deducir de las figuras que usando el esquema de 5 puntos se consigue
una mejor aproximacién. Si se toma un ntumero grande de puntos de discretizacion, el modelo
de ecuaciones diferenciales ordinarias resultante se acercara mucho méas al comportamiento
de la ecuacién diferencial parcial original. Sin embargo, debe conservarse un compromiso
entre el grado del sistema y la precisién requerida.

En las figuras 3.4, 3.5 y 3.6 se muestra también el proceso de carga del supercapa-
citor. A diferencia del anterior, en este caso se aplica como corriente de entrada una forma de
onda cuadrada de 0.5 Hz de frecuencia y 50 % de ciclo de trabajo, la cual oscila entre 0 y 2.5
A de intensidad. Con esta senal es posible destacar dos fendémenos importantes. El primero
es la caida de potencial debida a la resistencia interna del dispositivo, la cual se manifiesta
como un escaléon en las formas de onda de las figuras 3.4 y 3.6. El otro efecto corresponde a
la difusion eléctrica, es decir, la forma como la carga se distribuye a lo largo del electrodo
a través del tiempo. Debido a este fenémeno, la evoluciéon de las senales mostradas es suave
en el intervalo donde la corriente de entrada es cero (1s <t < 2s).
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3.3. Modelo aproximado de una celda Li-ion

Por lo general, las celdas de iones de litio son construidas con electrodos sumamente
delgados. Con esto se logra un efecto parecido a tener electrodos planos con mucho més area
de contacto que un electrodo plano convencional. También se consigue un flujo interfacial
mas uniforme a lo largo de los electrodos (esto no pasa en un capacitor ECED), lo cual
lleva a un mejor aprovechamiento del material activo. Este hecho ha sido explotado en
(Domenico et al. 2008) para deducir un modelo aproximado de una celda Li-ion basado en
la promediacién de las variables, el cual se desarrolla a continuacién.

Como se ha dicho, las ecuaciones que describen las densidades de corriente y los
potenciales eléctricos son validas tanto para capacitores ECED como para celdas Li-ion,
esto por la similitud en la geometria de ambos dispositivos. Promediando la ecuacién de
Daniel’-Beck 3.9 a lo largo de cada electrodo se obtiene una expresiéon aproximada para el
flujo interfacial j,, la cual trae consigo varias ventajas. Primero, la expresiéon promedio de
jn es proporcional a la corriente I, con lo cual se desacoplan las ecuaciones de difusién en
estado sélido 2.5 y de polarizacion 2.25 y 2.26, facilitando su manipulacién. Segundo, el
fenémeno de difusién en estado sélido se puede caracterizar a través de una sola particula
de material activo, con la cual es posible calcular el promedio de la concentracion de litio en
estado so6lido en la interfase matriz-solucién, variable necesaria para evaluar el potencial de
circuito abierto de los electrodos. Se entendera como promedio de una variable al promedio
espacial de la misma a lo largo de un electrodo, o sea, en la direcciéon del eje x.

Integrando ambos términos de la ecuacién 3.9 a lo largo del electrodo negativo y
dividiendo entre su espesor d,,:

1 Sn 1 [ kpo In 92n
—a. F n de = — ””) n
571 fin /0 In (w) . 571 ("in +on 0 Dz

Sijn = i f05" Jn(x)dz es el flujo promedio de iones en la interfase, entonces:

dx . (3.39)

= 1 KnOn 377n(ta 6”) ann(t? 0)
nFin = — — A
@n s Jn on (mn+0n> { ox ox } (340)
Sustituyendo las condiciones de frontera 3.10
- 1 KnOn Kn +op\ 1
il = — —, 3.41
ntdn On (Fﬂn +Un> ( KnOn ) A ( )

simplificando la ecuacién anterior, el flujo promedio en la interfase del electrodo negativo es

- 1 1
= — . 3.42

Con un procedimiento similar pero introduciendo las condiciones de frontera 3.11, el flujo
promedio en la interfase del electrodo positivo resulta
-1 I

jP = — . 3.43
.]Tl apF(SpA ( )
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Una vez obtenidas 3.42 y 3.43, el objetivo es aplicarlas al resto de las ecuaciones
del modelo electroquimico y asi plantear relaciones sencillas entre la corriente aplicada a la
celda y la tension en sus terminales. La diferencia de potencial en los extremos de la celda
estd dada por 2.42. Como E = &, — &3 — U, entonces

VLi—ion - (Ep + Q)Q,p + Up)‘x:L - (En + (I)Q,n + Un)‘wz(] 5 (344)
o también, si se escribe en funcién de aproximaciones de los términos involucrados
Viicion = Ep — En + Up — Un + éz’p(t, L) — (i)g’n(t, 0) . (345)

E,y Ep son el promedio de los potenciales de los electrodos y U, y Up son los potenciales de
circuito abierto en funcién de la concentracion promedio ¢ de iones de litio en los electrodos.
Cabe aclarar que ¢; no es el promedio de la concentracion de litio dentro de una particula de
material activo, sino la concentracion en la superficie de una particula esférica representativa
de un electrodo.

Con las expresiones de flujo interfacial promedio y la ecuacién de polarizacion
linealizada se puede encontrar el promedio de E en cada electrodo. Escribiendo 2.26 en
funcién de los promedios 7, y E y despejando F, el resultado es

E=—j., (3.46)

donde se han asumido reacciones simétricas, es decir, oy = @ = % Si se combina la ecuacién
anterior con 3.42 y 3.43, se obtien las expresiones para los potenciales promedio del electrodo
positivo y del electrodo negativo, respectivamente:
o2t 1 g R I (3.47)
10,n0nF'0y A i0,pap ko, A
En (Domenico et al. 2008) se propone calcular el potencial en la fase electrolitica
®y sustituyendo 3.42 y 3.43 en la ecuacién 3.3 e integrando con respecto a x. Con este
procedimento se encuentran ecuaciones de validez local, las cuales satisfacen las condiciones
de frontera y describen la propagacion de @, a lo largo de la celda, primero en el electrodo ne-
gativo, luego en el separador y finalmente en el electrodo positivo. Sin embargo, la expresion
®9p(t, L) — P2, (¢,0) en la ecuacion 3.45 de la tension en los terminales de la celda también
puede obtenerse a partir de la ecuacion 3.21, la cual se copia a continuacion:

On

a.
(bQ,P(t? .%') - (I)?,n(t7 0) - m [T]n(t, 0) - 77n(t7 57%)] + i _:0_ [np(t7 On + 52) - np(tv L)]
n n P p

On, 0 Op I
- —+ — + — .
kp+0n K. Kpt+op) A

En este caso, n,(t,0) —nn(t,0,) =0 y también n,(t,d, +ds) —np(t, L) = 0, lo cual se debe
al concepto de promediacion introducido, entonces

T T 571 (52; (5 I
‘I>2,p(t,$) - (I)Q,n(t,O) = — </§—|—0’ + ; + o _'I_)O_ ) Z . (348)
n n z D D
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Como se ha visto, los potenciales de circuito abierto de los electrodos U, y U,
dependen de la concentracién de litio en la superficie de las particulas de material activo. La
evolucién de tal concentracién en una particula esférica esté representada por la ecuacién
2.5, la cual se reescribe a continuacion junto con sus condiciones de frontera

oc 10 oc
=Dy 5= (r?* =2 4
ot r2 Or (r 6r> (3.49)
86s _ _ 86s _ _5n _
87“70 en =0y o = D. en r= Ry, (3.50)

donde ¢, es la concentracién en la particula representativa de cualquiera de los dos electrodos
y jn es el flujo promedio en la interfase. Una forma de aproximar la ecuacion de difusion es
a través del método de discretizacion en diferencias finitas (ver apéndice B).

Se eligen puntos a lo largo del radio de la particula, cada punto representa una esfera
concéntrica a las demés. Aplicando operadores puntuales en diferencias finitas a la ecuaciéon
3.49 se plantea una ecuacién diferencial ordinaria para la concentraciéon de iones de litio en
la superficie de cada esfera interior, obteniendo un sistema de ecuaciones acopladas. Entre
mayor sea el niimero de puntos de discretizacion (o esferas concéntricas), el comportamiento
del sistema de ecuaciones obtenido se parecera mas al de la ecuacién de difusiéon original.
Sin embargo, un sistema de orden muy grande no es practico y contradice el objetivo de
construir un modelo sencillo.

En (Smith y Wang 2006) se sugiere hacer el cambio de variable v = r¢g y escribir
3.49 de la forma

0¢cs 1 0%0
ot P r 92 (3.51)
ov  —R,-

v=0en r=0y o~ D
Como primera aproximacion se escoge una discretizaciéon usando el esquema de diferencias
finitas centrado de tres puntos con espaciamiento uniforme, como se propone en (Domenico
et al. 2008). En el centro de la esfera se definen condiciones de frontera de Dirichlet. Si se
eligen N puntos a lo largo del radio de la esfera, sin contar los puntos correspondientes al
centro y a la superficie, la ecuaciéon 3.51 puede aproximarse para los primeros N — 1 puntos
con el operador B.13. Entonces

dés,q Dy (,
=—(y,_
dt reAr? g-1

Jn en r=R;. (3.52)
S

— 20 + Vgr1) - (3.53)

Regresando el cambio de variable y como rq = qAr

de D —1_ _ +1_
d;’q = A7=S2 (q 7 Cs,g—1 — 2057(1 + qus’q+1) y (354)

donde ¢ = 1,2,--- N — 1. Para el dltimo punto interior, N, el anterior al correspondiente a
la superficie de la esfera, conviene desarrollar 3.49 en la forma

_S 2_5 2 _S
% _ p, (a St ‘9C> . (3.55)

ot or2 " r or
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Aproximando los términos de primera y segunda derivada con los operadores B.12 y B.15
respectivamente:

.y 2D, [ . 92,(t, Ry)
dt  3Ar2 {Cs’Nl Cs.N + AT or }
2D, _ _ 0¢s(t, Rs)
W |:—2057N1 + 2CS,N + Arar] y (356)

donde rny = NAr. Simplificando y sustituyendo la condiciéon de frontera en r = R, resulta

Cs,N—1 —

2N —2) N +1) Ar_ ]
3N oN 3N D"

desn Dy [2(N—2)

dt  Ar2 3N (3.57)

Para conocer la concentracién en la superficie de la esfera, una opcién es evaluar 3.54 en
q = N e igualarla con 3.57, lo cual lleva a

N-1_ . N+1_  2(N-2) 2N —2)_ 2(N + 1) Ar-
TCS,N—l - 2CS,N + Cs,R, = T%,N—l - STCS,N - TFS]n (3-58)
para después despejar el término ¢, gr,, correspondiente a ¢,(t, Rs):
_ —1_ 4_ 2 Ar
Cs(t, RS) = ?C&N_l + gCS,N — gFS]n . (359)

La aproximacion anterior es poco flexible y no conviene usarla en el problema de
difusion planteado en 3.49. Como la mayor parte de la actividad sucede cerca de la superficie,
es mejor usar un esquema de discretizacidon colocando los puntos a distancias no uniformes,
més juntos cerca de la superficie de la esfera y separdndose gradualmente a medida que
se acercan al centro. La aproximacién de la ecuaciéon de difusiéon para los primeros N — 1
puntos, aplicando B.19 a la ecuacién 3.51 y regresando el cambio de variable es

dcs 2 Tg—1 _ 2 _
—4 = D, 1 Cs,g—1 — A~ A GCsq
dt Arg_1(Arg_1 + Ary) 14 ’ Arg_1Ary 7
2 Tg+1 _
+ T e ortl 3.60
Arg(Arg—1 + Arg) 14 Sat (3.60)
donde Arg =71¢g41—1¢ Yy g = ;1;(} Ar;,cong=1,2,--- N —1. Para el punto NN se procede

como se hizo en el caso del esquema con espaciamiento uniforme, es decir, la ecuacién 3.55
se aproxima término a término, pero ahora con los operadores B.18 y B.21. Después de
simplificar y sustituir el valor de la condicién de frontera, el resultado es la ecuacion

dés’N B Q(TN — QA’I’N) Q(TN — QA’I“N)

SN p L
dt s ATNfl(ATNfl + QATN)TN Cs,N-1 ATNfl(ATNfl + QATN)TN Cs,N
2(ry + Ary_1) -

B DS(ATN,1 + QAT‘N)T'N In| (361)

En el caso del esquema de discretizacion actual, la ecuaciéon para conocer la concentracion
en la superficie es
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6t Ry = —Arn(2Ar%, + Ary ry — Ar% ) e

EA ATN_l(A’I“N_l + QAT‘N)RS s

(Ary_1+ Ary)[(Ary_1 + Ary) ry + 2A7%)]
AT’Nfl(ATNfl + QA’I“N)RS G

_ Ary(ry + Ary_1)(Arn-1 + Ary) - (3.62)
(Arn_1 + 2ArN)R,D; In '

la cual ha sido deducida siguiendo los pasos para encontrar 3.59.

Una manera sistematica para determinar la posiciéon de los puntos es la siguiente.
Primero se divide el radio de la esfera en dos segmentos, los cuales conservan una proporciéon
entre si. El primer punto interior se coloca en la divisiéon de los dos segmentos, como se ve en
la figura 3.7. Después se toma el segmento méas cercano a la superficie y se divide también
en dos partes, las cuales presentan entre si la misma proporcién de los segmentos obtenidos
en la primera particién, es decir, % = % = «, donde « es el factor de proporciéon. Como es
de suponerse, el segundo punto se coloca en el punto donde se hizo la segunda particion. El

resto de los puntos se obtienen repitiendo el proceso tantas veces como sea necesario.

as i fJQ 4‘

aji b

=
I —
=

Figura 3.7: Seleccién de puntos en el esquema de espaciamiento no uniforme

De esta forma,

Arg =ag11Rs = a(l — )R, (3.63)
y ademas
q—1 .
rq:RsaZ(l—aY, con ¢=0,1,---,N . (3.64)
i=0

La introduccién del esquema de discretizacion en diferencias finitas con espaciamiento no
uniforme, asi como el método para elegir los puntos, son contribuciones de esta tesis.

En general, la aportacion del potencial de circuito abierto del electrodo negativo a la
tension de salida de la celda es muy pequena en comparaciéon con la aportacion del electrodo
positivo (ver graficas del apéndice A). Por esta razon conviene aproximar la concentracion
de litio en el electrodo negativo a través de la concentraciéon en el electrodo positivo. Una

- _ . — = Csn(t,R
forma de hacerlo es escribiendo X en funcién de ¥, donde x = % es el estado de carga
s,mn
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promedio del electrodo negativo y y = % el estado de carga promedio del electrodo
S,p

positivo. De esta forma

X, — X y — X —X
a 0% _ _Y—Yo% o bien %, = 100 % 0%(
X100% — X0 % Y100% — Yo% Y100% — Yo%

Y — Yo%) +Xo% , (3.65)

donde x1p0% ¥ Y100% son los estados de carga de los electrodos cuando la celda esta a su
capacidad maxima, X9, v Yoo son los estados de carga con la celda totalmente agotada y
X, la aproximaciéon de X obtenida a partir de y. Con esta aproximacion se reduce el orden
del sistema con el costo de s6lo un pequeno error en la tensiéon de salida de la celda.
Introduciendo la expresion del flujo interfacial promedio 3.43 en el electrodo positi-
vo, las ecuaciones 3.54, 3.57 y 3.59 0 3.60, 3.61 y 3.62 pueden escribirse en la forma estandar

e
‘;‘;p Ac,, + BI (3.66)

cs(t,Rs) = Ccs+ DI (3.67)

si Dy es constante, donde €5p = [Csp1 Csp2 - Es,pyN]T es el vector de estado, el cual

corresponde a la concentracion aproximada de litio en los puntos de discretizacion, y cs(t, Rs)
es la concentracion en la superficie de la particula. A es la matriz de estado, B el vector de
entrada y la corriente [ es la entrada. En este caso, 3.66 y 3.67 no se escriben explicitamente
(como se hizo para el modelo del capacitor ECED) por razones de espacio.

La funcién de salida es la tensién en los terminales de la celda 3.45, la cual, con la
incorporacion de 3.47 y 3.48 toma la forma

i} ) RT RT 6 8 6, \I
Vsz'Lon = Up(Y)_Un(y)_ <i0,papF5p + ’L'O,nanF(Sn + o o + ;Z + W) Z (368)

y donde U, se escribe en funcién de y por medio de 3.65.

El modelo descrito es una mejora del propuesto en (Domenico et al. 2008). El prin-
cipal beneficio es la incorporacién del esquema de discretizacién con espaciamiento desigual,
cuyo desempenio més tarde se comparara con el esquema de paso uniforme. Otra ventaja es
el calculo de @ (¢, 2) — Pa, (2, 0) sin necesidad de asumir previamente el flujo promedio ji,.

3.4. Simulacién del modelo aproximado de una celda Li-ion

Se ha simulado el modelo presentado en la seccién anterior, el cual se resume en las
ecuaciones 3.66, 3.67, 3.65 y 3.68. Los parametros usados pueden consultarse en la tabla A.1
y corresponden a una celda del tipo US16850 de 1 Ah de capacidad. Ademés se han usado
las funciones A.1 y A.2 para representar los potenciales de circuito abierto de los electrodos.
Aunque en las fuentes existe una gran discrepancia sobre los valores de los parametros, se
han escogido aquellos que aparecen con mayor frecuencia en la literatura.

Como se recomienda en (Smith y Wang 2006), se ha escogido trabajar con cinco
puntos interiores de discretizaciéon para comparar el desempeno de los esquemas de paso
uniforme y paso no uniforme. En el primer caso, usando el esquema de paso uniforme, las
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matrices para el electrodo positivo son

—0.1125 0.1125 0 0 0
0.0281 —0.1125 0.0844 0 0
Ay, = 0 0.0375 —0.1125  0.0750 0
0 0 0.0422 —0.1125 0.0703
0 0 0 0.0225 —0.0225
T
By = [0 0 0 0 144196 |
Cpu = [0 00 -1/3 4/3] y D, =213.6238, (3.69)
mientras para el electrodo negativo son
—0.0179  0.0179 0 0 0
0.0045 —0.0179  0.0134 0 0
Apy = 0 0.0060 —0.0179  0.0120 0
0 0 0.0067 —0.0179  0.0112
0 0 0 0.0036  —0.0036
T
Byu = [0 0 0 0 —131451 |
Cow = [0 00 —=1/3 4/3] y D, =-1222. (3.70)

Considérese a = % en las ecuaciones 3.64 y 3.63, donde ¢ = 1‘*'27‘/5 es la razoén
Aurea. Si se consideran cinco, los puntos de discretizaciéon estén colocados en

r=[ 0.6180R, 0.8541R, 0.9443R, 0.9787TR, 0.9919R | (3.71)

Para el esquema de discretizacién de paso no uniforme, las matrices del electrodo positivo
son

~0.0214  0.0214 0 0 0
0.0204 —0.1468 0.1174 0 0
Apr = 0 0.2516 —1.0062 0.7547 0
0 0 1.8392  —6.8969 5.0577
0 0 0 7.9426 —7.9426
T
By = [0 0 0 0 206.9513 |
Cpnu = [0 0 0 —0.1686 1.1686} y Dy = 11.3683 , (3.72)
mientras las del electrodo negativo
~0.0034  0.0034 0 0 0
0.0047 —0.0234  0.0187 0 0
Appy = 0 0.0401 —0.1603  0.1202 0
0 0 0.2930 —1.0989  0.8059
0 0 0 1.2655 —1.2655
T
Bumu = |0 0 0 0 —188.6596 |
Chmu = [o 0 0 —0.1685 1.1685} Y Dypny = —65.0424 | (3.73)
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En el caso del electrodo positivo, los valores caracteristicos de A, ,, son
Apu={ —02048 —0.1519 —0.0858 —0.03 0 } (3.74)
y los de la matriz A, son
Apnu ={ —13.8293 —1.8827 —0.2662 —0.0358 0 } . (3.75)

El espectro Ay ., es més amplio que A, ,,, por lo cual es de esperarse una mejor aproximacion
del problema original de difusién. Lo mismo pasa en el caso del electrodo negativo. Los valores
caracteristicos de A,, ,, son

Ay ={ —0.0326 —0.0242 —0.0137 —0.0048 0 } (3.76)
y los de A, ;,, son
Appu =4 —2.2035 —0.3 —0.0424 —-0.0057 0 }. (3.77)

En las figuras 3.8 y 3.9 se muestra la evolucion de los estados de carga X y ¥ ante
la aplicacion de una corriente de descarga con forma de onda cuadrada de 1.5 A de amplitud
y periodo de 250 s. Los estados de carga iniciales son y1090 = 0.455 y X199 = 0.975. Aunque
fueron ajustados tal que la tension en los terminales fuera Vi;_;on = 4.2 V al inicio de la
descarga, con ellos no se asegura la capacidad nominal de la celda de 1.5 Ah.

Como se ha visto, X y y son la normalizaciéon de la concentracién de litio en la
superficie de la particula representativa de cada electrodo contra la concentraciéon méaxima
en estos. Se usa como base la solucién numeérica de la ecuacion de difusion en estado soélido,
obtenida con un esquema de diferencias finitas de 79 puntos interiores equidistantes, para
evaluar el desempenio de los esquemas de cinco puntos equidistantes y no equidistantes.
Como se esperaba, la aproximacién es mejor con el esquema de espaciamiento desigual. La
tension en los terminales de la celda se ve en la figura 3.10. El resultado obtenido con el
esquema de cinco puntos equidistantes es més parecido a la solucién base.

La mejora es mas notoria en el caso del electrodo negativo, aunque no tiene impacto
en la tension de salida de la celda debido a la aproximacién hecha con la ecuacién 3.65. En la
figura 3.11 se muestran los estados de carga X, aproximados a partir de ¥, calculados con el
esquema base de 79 puntos y los esquemas de cinco puntos, equidistantes y no equidistantes.
Comparando estos resultados con el estado de carga x obtenido con la solucién base de la
ecuacién de difusion en el electrodo negativo no es dificil notar que el error es muy grande.
Sin embargo, como se ve en la figura 3.12, el error generado en la tensién de salida de la
celda es muy pequeno, a lo més el 1% de la tensién nominal minima (2.5 V).
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Capitulo 4

Conclusiones y trabajo a futuro

En este trabajo se ha hecho una revisién de los modelos electroquimicos de propési-
to general de celdas Li-ion y capacitores ECED, usados en el disefio de estos dispositivos.
Tales modelos se han aproximado a través de ecuaciones diferenciales ordinarias con el fin
de poder usarse naturalmente en el diseno de algoritmos de control. Los modelos tradi-
cionalmente usados no caracterizan apropiadamente la dindmica de los dispositivos de al-
macenamiento, por esta razoén fue necesario buscar modelos alternativos con fundamentos
fisicos-quimicos sélidos.

En el caso de las baterias, los modelos méas usados son los heuristicos. En ellos se
plantean ecuaciones para describir el comportamiento de una celda con base en la observaciéon
de las relaciones entre corriente, tensiéon y estado de carga, todo esto sin tomar en cuenta
los procesos electroquimicos involucrados. Otros modelos también muy usados son los de
circuito equivalente. Como su nombre lo sugiere, se trata de aproximar la respuesta de una
celda a través de una red eléctrica cuyos componentes pueden ser lineales, en el caso de
los modelos basados en espectroscopia, o no lineales. Los modelos de circuito equivalente
también son muy usados para describir supercapacitores.

Aunque los modelos mencionados pueden llegar a tener resultados buenos en al-
gunos casos, es imperativo hacer una identificacién de los parametros involucrados para
cada celda, pues muchas veces ni siquiera se tiene una idea de su valor. Una ventaja de los
modelos electroquimicos es que la gran mayoria de sus parametros depende de propiedades
bien conocidas de los materiales de la celda, teniendo que identificarse s6lo unos cuantos.
Un problema encontrado en el desarrollo esta tesis fue la discrepancia en los valores de los
pardmetros de los modelos electroquimicos, sobre todo de la celda de iones de litio. Aunque
se consultaron trabajos en los cuales se estudian sistemas similares, el valor de algunos
parametros difiere mucho entre un trabajo y otro. En este sentido, es necesario hacer una
busqueda bibliogrifica més amplia.

A pesar de sus ventajas, los modelos electroquimicos estan planteados en ecua-
ciones diferenciales parciales, lo cual dificulta su uso para fines de control. Una forma de
aproximarlos a través de ecuaciones diferenciales ordinarias es el método de discretizacion en
diferencias finitas, explicado en esta tesis. Al respecto existe mucho trabajo por hacer, por
ejemplo, establecer un criterio o un procedimiento para decidir cuél es el nimero 6ptimo de
puntos de discretizacion y en dénde conviene colocarlos. Por otra parte, existen mas méto-



dos para aproximar ecuaciones diferenciales parciales a través de ecuaciones diferenciales
ordinarias, los cuales valdria la pena revisar. Entre ellos esta el método del elemento finito.

Una alternativa ante el problema de incertidumbre en los parametros es el disefio
de algortimos de identificacién basados en los modelos aproximados presentados, con los
cuales seria posible confrontar los valores seleccionados de la literatura con estimaciones de
los mismos. En el caso de la celda de iones de litio destaca la identificacion de las condiciones
iniciales, es decir, el estado de carga de los electrodos en el tiempo inicial.

Un punto dejado sin justificacion es el desprecio de los cambios en la concentracion
del electrolito. En muchos trabajos se hace la misma suposicién, aunque no se explica por
qué. Seria provechoso hacer un anélisis de la ecuacion de concentracion en la fase electrolitica
para definir en cuéles casos esta aseveracion es valida y en cuales no. También seria bueno
encontrar una mejor manera de aproximar el estado de carga del electrodo negativo a través
del estado de carga del electrodo positivo. La aproximacion presentada aqui y tomada de la
literatura es muy burda y sugiere que quiza seria mejor despreciar por completo el proceso
en el electrodo negativo.

Las contribuciones de esta tesis son el desarrollo completo del modelo aproximado
de un capacitor ECED a partir de el modelo electroquimico visto, la introduccién de un
esquema de discretizaciéon en diferencias finitas con espaciamiento desigual para aproximar
la difusién en estado solido de la celda Li-ion y un criterio para escoger los puntos de
discretizaciéon en este tultimo caso. Sin embargo, los modelos aproximados presentados no
pudieron ser validados experimentalmente, lo cual se deja como trabajo futuro junto con la
identificacion de pardmetros de las celdas usadas como ejemplo.

De igual forma, sélo se plante6 el esquema de almacenamiento de energia y se
esboz6 el problema de control de potencia, dejandolo totalmente abierto. Como alternativa
a los modelos heuristicos y los modelos de circuito equivalente de las celdas Li-ion y los
capacitores ECED se sugiere usar los modelos electroquimicos aproximados expuestos en el
capitulo 3 de este trabajo en el desarrollo de esquemas de control de potencia para el sistema
hibrido de almacenamiento de energia eléctrica propuesto. Esto traeria varias ventajas, por
ejemplo, la reduccién de parametros a identificar y una mejor caracterizacién de la respuesta
transitoria de las celdas Li-ion y los capacitores ECED.



Apéndice A

Parametros

‘ Parametro ‘ Li,Cg ‘ Li,CoOq ‘
Coeficiente de difusion en estado solido, Dy 3.89 x 107 m?/s | 1.0 x 10713 m?/s
Radio de la particula de material activo, R 12.5 x 1075 m 8 x 107 m
Concentracién maxima en estado solido, cr 30555 mol/m3 51554 mol/m?
Conductividad de la matriz sélida®, og 100 S/m 10 S/m
Coeficientes de transferencia de carga, ag, . 0.5 0.5
Corriente de intercambio, i 36 A/m? 26 A/m?
Porosidad®, e 0.332 0.33
Fraccién de material activo?, e 0.58 0.5
Fraccion de material conductor?, € 0.04 0.06
Coeficiente de Bruggeman de los electrodos, brug | 3.3 3.3
Espesor del electrodo, § 87 x 107 %m 92 x 1075 m
Estados de carga maximos®, x199% ¥ Y100 % 0.975 0.455
Estados de carga minimos®, zo ¥ yo 0.19 0.98

Conductividad del electrolitob, Ko

0.287279 S/m @ 1 M

Area transversal del electrodo, A 0.025 m?
Porosidad del separador, €, 0.723
Coeficiente de Bruggeman del separador, brug, 0
Temperatura, T’ 298 K

Constante de Faraday, F'

96487 C/mol

Constante de los gases ideales, R

8.3143 J/(mol - K)

a: Tomados de (Doyle y Fuentes 2003)

b: Tomados de (Doyle et al. 1996)

c: Estimados en simulacion

El resto fueron tomados de (Sikha et al. 2005)

Cuadro A.1: Parametros de la celda Li-ion Sony US18650

63



Potencial de circuito abierto de un electrodo negativo de LixCg

Un(x) = 8.0023 4+ 5.0647x — 12.5780x /2 — 8.6322 x 10~ *x 1 +2.1764 x 10~°x3/2
0.4602 exp(15x + 0.9) — 0.5536 exp(—2.4326x + 2.2413) (A1)

Potencial de circuito abierto de un electrodo positivo de Liy CoO2

Uy(y) = 3.8552+1.2473(1 —y) — 11.1524(1 — y)? + 42.8185(1 — y)?
67.711(1 — y)* + 42.5082(1 — y)® — 6.1324 x 10~ * exp (7.6574y"'?) (A.2)

Ambas funciones fueron tomadas de (Doyle y Fuentes 2003).

05
045F
04r 55

0.35-

o
T

0.3r

0.25-

Potencial Un [V]
Potencial Up [V]

&
»

02

0.15F

01

0.05-

I I | | I I I I I
0 0.1 02 0.3 04 05 06 07 08 09 1 0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1
Estado de carga, x Estado de carga, y

I I 35 I I

0 I I I

Electrodo negativo LixCg Electrodo positivo Liy CoO2

Figura A.1: Potenciales de circuito abierto

‘ Parametro ‘ Electrodo de carbono
Conductividad de la matriz sélida, og 100 S/m
Conductividad del electrolito, g 5S/m
Porosidad de los electrodos, € 0.38
Constante de Bruggeman de los electrodos, brug | 1.5
Espesor de los electrodos, ¢ 3.76 x 10~* m
Porosidad del separador, €, 0.7
Constante de Bruggeman del separador, brug, 0
Espesor del separador, 4, 0.52 x 107* m
Area transversal del supercapacitor, A 1.61 x 1073 m
Constante de tiempo, aCy8° (%) 4217 s
Constante de Faraday, F' 96487 C/mol

Todos fueron tomados de (Sikha et al. 2005)

Cuadro A.2: Parametros del capacitor ECED Maxwell PC 10 F
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Apéndice B

Aproximacion de términos con
derivadas espaciales

Muchas veces, el modelado matemético de fenémenos fisicos es obtenido en el marco
de referencia de ecuaciones diferenciales parciales (EDP). La resolucion de estas ecuaciones
a través de procedimientos analiticos, como el método de separaciéon de variables o las
transformadas de Fourier y Laplace, es en general complicado y no siempre es posible.
Una alternativa eficiente son los métodos numéricos, entre los cuales estan el método de
diferencias finitas y el del elemento finito.

Los métodos numéricos consisten en aproximar las EDP originales con ecuaciones
més sencillas y resolver iterativamente estas tltimas. En cada iteracion el problema diferen-
cial se reduce a un problema algebraico. El método de diferencias finitas es tal vez el mas
sencillo y merece especial atenciéon, pues a través de él es posible aproximar explicitamente
una ecuacion diferencial parcial en una dimensién a través de un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias. En este apéndice se presentan los operadores para aproximar la
primera y la segunda derivada espaciales a través del método de diferencias finitas, deduci-
dos segun el procedimiento propuesto en (Lomax et al. 1999), y al final se ejemplifica su
aplicacién en la obtencién de EDOs a partir de una EDP lineal.

En el caso unidimensional, x es generalmente la coordenada de interés. Si el espacio
se divide equidistantemente en segmentos de longitud Az, entonces x = jAx = z;, donde
J es el indice en el espacio discreto. De igual forma, u(z) = u(jAz) = u(z;), y ademas
w(x + kAz) = u([j + k]Az) = ujti, donde k es un desplazamiento adicional. Para puntos
cercanos a r = a, la expansion de Taylor de la funcion u(z) de una variable es:

1 du(a) 1 20%u(a) 1 30%ula)

u(@) = f(0) + 5o - ) 5+ 2w = 4 (e - P

(B.1)

Si la serie anterior se desarrolla para u(jAz + kAx), alrededor de z = jAx, la expresion
resultante es:
2

Ou; 1 0"
Wjrk = Uj + k:Aa:a—; + i(kA:U)Q 83:2]

N, .
na u]
ox™

+---+%(I£Ax) + (B.2)

Se pueden formar aproximaciones puntuales de términos con derivadas parciales haciendo



combinaciones lineales de u; y u;ix para k = £1,42,---. Por ejemplo, combinando ade-
cuadamente las expansiones de uj41 y uj—1 cerca de x = jAz, resulta la expresion:

upp — 1 (Ou\ 1 a%Pu 1Py
2z <6x>j =6 o T e T (B:3)

U4 —Uj— . .. A . . .
en la cual =55 =* es una aproximacion de (9u/9z);. El error estd contenido en los términos

que aparecen del lado derecho de la ecuacién y su orden lo define la menor potencia de
Ax presente en esta parte de la ecuacion. Entre mayor sea el orden del error mejor sera
la aproximacion; para este ejemplo el error es de segundo orden. Esquemas de cualquier
orden y para aproximar la n-ésima derivada de u en cualquier punto j pueden desarrollarse
haciendo combinaciones lineales de los desarrollos de Taylor de u en puntos adyacentes al
punto j en cuestion®.

Reacomodando y simplificando la ecuacién B.3 se tiene

Ou\  _ —ujo oy 9
(&C)j = SU W o(aa?) (B.4)

donde O(Az?) es el error. Con el mismo procedimiento se obtiene la aproximaciéon de la
segunda derivada:

9%u Ujt1 — QUj + uj—1 9
<83§2>J — Al‘2 +O(Al’ ) . (B.5)

Las dos ecuaciones anteriores pertenecen el esquema centrado de tres puntos con espa-
ciamiendo uniforme o equidistante. Aunque no se presentaran aqui, existen otros esquemas
de aproximacion en diferencias finitas, como el esquema aguas arriba (upwind) o el aguas
abajo (downstream).

Considérese la expresion B.5 para la segunda derivada. Si se desea aproximar el
término g%‘ y el espacio de interés se divide, por ejemplo, en 5 segmentos de longitud
Ar = % cada uno, entonces tenemos 4 puntos interiores colocados entre t = 0y «x = L.
Como se ve en la figura B.1, existen ademés dos puntos colocados en los bordes, a en x = 0
y b en x = L, respectivamente. Cada segmento se etiqueta con el nombre del punto que lo
limita a la izquierda y el primer segmento se etiqueta como 0. Conociendo tanto u(0) = u,
como u(L) = up (condiciones de frontera de Dirichlet) es posible escribir una ecuacion para
aproximar la segunda derivada en cada punto interior, lo cual conduce a las 4 ecuaciones

Opgll] = ﬁ(ua — 2u1 + u2)
Opzlly = ﬁ(m — 2ug + ug)
O3 &(ug — 2uz + uy)
Opplls = Aix?(u?’ — 2uyg + up) (B.6)

1Una forma de sisteméatica para hacer estas combinaciones es por medio de las Tablas de Taylor. Para
més detalles se recomienda consultar (Lomax et al. 1999).
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Figura B.1: Puntos de discretizacién con espaciamiento uniforme

2 . .. .
donde §,u; ~ (%) . Escribiéndolas en forma matricial se tiene:
J

OpalUl -2 1 0 0 U1 Ug
5mcUQ o 1 1 -2 1 0 ug 1 0
etz | D22 0 1 =2 1| |ws| T AzZ| 0 (B.7)
Definiendo los términos
ul -2 1 O 0 Ugq
| w 1 1 -2 1 0 1o
u = ws | A = A2 0 1 —9 1 y bc = A2 | o , (B.8)
» 0 0 1 -2 wp
la ecuacion (B.7) puede escribirse
dzzu = Au + bc. (B.9)

Este ejemplo ilustra la construccién de un operador matricial en diferencias finitas,
en el cual cada linea esta basada en un operador puntual. El mismo principio se usa para
obtener operadores matriciales de mayor dimensién (con mas puntos de discretizacion) y para
deducir operadores para aproximar la primera derivada y otras de grado mayor. Aunque en
este caso se cumple, no necesariamente se usa el mismo operador para cada punto. Si en lugar
de condiciones de frontera de Dirichlet se plantean condiciones de von Neumann, es decir, se
especifica (g—;‘) 0 (%)b7 entonces podria cambiar el operador usado en la linea inferior o
superior del opearador matricial, o ambos. Si se considera un espaciamiento desigual entre los
puntos de discretizacion, todos los operadores serian diferentes. La combinacion de diferentes
esquemas de discretizacion también llevaria a operadores matriciales més complejos.

A continuacion se enlistan los operadores puntuales del esquema centrado de dife-
rencias finitas de tres puntos para la primera y la segunda derivada en el caso de espacia-
miento uniforme. Todos han sido deducidos haciendo combinaciones lineales de u; y las
expansiones de Taylor de u;, donde k = &1, £2,---.

Para la primera derivada, los operadores son:

—Uj—1 + Ujt1



dgur = é (?;)a + % (B.11)
Souy = _QUNS’Al; 2uN +% (ng : (B.12)
mientras para la segunda derivada:
Sogtty = -2 _ZZ”';W“ (B.13)
Opg1 = % <ZZ)G % (B.14)
beguy = 2N glA;ZQUN + 3;; (gz)b . (B.15)

B.10 y B.13 se usan para todos los puntos interiores cuando hay condiciones de frontera de
Dirichlet tanto en el punto a como en el b. Si hay condiciones de frontera de von Neumann a
la izquierda se usan las ecuaciones B.11 o B.14 para el primer punto interior. Por otra parte,
si la condicién de frontera de von Neumann se especifica a la derecha, entonces se usan las
ecuaciones B.12 o B.15 para el ultimo punto interior. N es el ntimero de puntos interiores y
N + 1 es el numero de segmentos en los cuales se divide la regién de interés de longitud L
y, por lo tanto, Ax = NL—H

También es posible aplicar el esquema centrado de diferencias finitas de tres puntos
cuando la region de interés se divide en segmentos desiguales de longitud Ax;, como se ve en
la figura B.2. Los segmentos se etiquetan como en el caso anterior y los operadores también
se deducen haciendo combinaciones lineales de expansiones de Taylor. A diferencia de B.10-
B.15, los operadores para el punto j en el caso de espaciamiento desigual estaran en funcién
de las distancias Az;_1 y Az;.

Para la primera derivada, los operadores son:

ot = A%l_(izjuii Azj) (Amixlj:ifj)uj * ij(AA:C;jlfilej) (B.16)

i = gt (), Sk

Ot AiiNl((Azggf i QQZZJ)@ AxNAf T (gi)b : (B.18)
mientras para la segunda derivada:

doatty = Amj_l(A222:i + Az;) o A:C],Q_T?ij + ij(Ai?i1+ Az)) (B.19)

I vl () e v (B.20)

Septin = Amj?g;;fﬁg Aon] " A:r:N_12+ A (gz)b . (B.21)

No es dificil ver que si Az;j_1 = Azj, las ecuaciones anteriores colapsan en las planteadas
para el caso de espaciamiento uniforme. También con los operadores puntuales B.16-B.21 se



Figura B.2: Puntos de discretizacion con espaciamiento no uniforme

pueden construir operadores matriciales para aproximar tanto la primera como la segunda
derivada espacial de la variable u a lo largo de toda la regiéon de validez.

Con el siguiente ejemplo se ilustra la forma de aproximar una EDP lineal a través
de un sistema de EDOs lineales. Témese el problema de conduccién de calor en una direccién
(Haberman 1987) planteado con las ecuaciones

ou 0%u
Fri k@ (B.22)
w(0,z) = f(z)  w(t,0) =T1(t) u(t,0) =Tx(t), (B.23)

Dividiendo la regién de validez en cinco partes iguales, el término de la segunda derivada
espacial de u en el lado derecho de la ecuaciéon B.22 puede aproximarse con el operador
matricial B.7, lo cual arroja el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

Ul —2 1 0 0 Ul Tl(t)
d | uso 1 1 -2 1 0 U2 1 0
— = — — B.24
dt | us Ax? 0 1 -2 1 u3 + Ax? 0 ’ ( )
Uy 0 0 1 -2 Uy Ty(t)

en el cual las condiciones de frontera son las entradas. Por otra parte, las condiciones iniciales
para el sistema B.24 son ug = [u1(0) u2(0) u3(0) ug(0)]” y se obtiene evaluando la u(0, x)
en cada punto j en el tiempo inicial.
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Apéndice C

Elementos de procesos en celdas
electroquimicas

Por su naturaleza de conduccién, los materiales se clasifican en conductores, semi-
conductores y aislantes o dieléctricos (Bagotsky 2006). La conduccion eléctrica se debe a la
presencia de cargas libres, asociadas a dos tipos de particulas portadoras, los electrones y
los iones. La conduccién electréonica se observa en todos los metales y en otros materiales
como los compuestos a base de carbono. Por otra parte, la conduccién iénica se presenta
en los electrolitos, compuestos generalmente no conductores, los cuales se disocian en iones
(A&tomos o moléculas cargadas eléctricamente) al disolverse en agua u otros solventes.

Los circuitos eléctricos consisten en varios conductores conectados entre si. En
ingenieria eléctrica y electronica se estudian circuitos basados exclusivamente en conductores
electronicos. Aquellos circuitos en los cuales se agrega al menos un conductor idénico son
llamados circuitos electroquimicos y la realizacién técnica de uno de ellos es conocida como
celda electroquimica. A su vez, una celda electroquimica puede ser galvanica o electrolitica;
en la primera se almacena energia eléctrica en forma de energia quimica, mientras en la
segunda se aplica electricidad para provocar alguna reaccién quimica deseada.

Un conductor electrénico en contacto con un conductor iénico es llamado electrodo.
Asi, un circuito electroquimico consta al menos de dos electrodos, el anodo y el catodo.
Cuando se hace circular una corriente eléctrica! a través de una celda electroquimica, la
corriente pasa del electrodo hacia el electrolito en el &nodo, mientras en el catodo la corriente
pasa del electrolito hacia el electrodo. De esta forma, el 4nodo se convierte en catodo y
viceversa, dependiendo de la direcciéon de la corriente. En el electrolito la corriente siempre
fluye del 4nodo hacia el catodo, entonces, los iones con carga positiva o cationes viajan hacia
el catodo y los iones con carga negativa o aniones siempre van hacia el 4nodo.

La forma como la corriente fluira en la superficie de contacto entre dos conductores
depende de la naturaleza de las fases conectadas. El caso més simple es el de dos metales en
contacto, pues en ellos la conduccion es debida so6lo a electrones, los cuales viajan libremente
de una fase a otra sin pérdidas ni acumulacién. En cambio, en una celda electroquimica la
conduccién es debida tanto a electrones como a iones, involucrados en una reaccién en la

'En este caso se toma la convencion tradicional de corriente, es decir, es positiva en la direccion de las
cargas positivas.



superficie de contacto.

La concentracién de iones de la especie 7 en una solucién electrolitica puede es-
tablecerse en términos del niimero de moles n; de ese i6n por unidad de volumen V', es decir:
c; = 7. La carga eléctrica @; de un i6n esta dada por Q; = Qoz;, donde Qo = 1.62 x 1079 C
es la carga elemental o carga de un protén y z; es el nimero de cargas elementales asociadas
con el i6n. La carga de un mol de iones esta definida como z; F', donde FF = NaQq = 96485%
es la constante de Faraday y N4 es el nimero de Avogadro.

La densidad volumétrica de carga Qv,; de la especie ¢ estd definida como Qv,; =
z;F'c;. Una solucion electrolitica siempre es electroneutral, es decir, en cualquier parte de
ella la densidad de carga de los iones y otras particulas libres es cero, por lo tanto

Zzici =0 o bien Z 2iC; = — Z 2iC;i (C.1)
7 + _

donde > , y >._ son la suma de todas las especies de carga positiva y carga negativa,
respectivamente. La condiciéon de electroneutralidad C.1 sblo se incumple en capas muy
delgadas formadas en la interfase del conductor y otro material, donde el exceso de carga de
alguno de los dos signos puede existir.

La fraccién de las moléculas originales disociadas en una solucién es conocida como
grado de disociacién, «, y la ecuaciéon general de disociacién de un electrolito es

My, M_, < viM +v_M" . (C.2)
zyvy = z_v_ = z, donde z es el numero de carga del electrolito, es decir, el nimero de

cargas elementales de ambos signos presentes al disociar una molécula de electrolito.

Sea c la concentracion original del compuesto M, ,, M_ ,_ sin disociacién. En-
tonces, la concentracion ¢; del i6n ¢ y la concentraciéon ¢, de las moléculas no disociadas
pueden escribirse como

ci=avic 'y c=01-a)c, (C.3)

donde v = vy +v_ es el namero total de iones en los cuales se disocia una molécula original.
Una caso particular son los electrolitos simétricos, en los cuales z; = z_ y v4 = v_. Las
soluciones electroliticas binarias contienen un soluto en adicién con el solvente, mientras
las soluciones multicomponente contienen varios tipos de solutos. Por su sencillez, muchos
sistemas electroquimicos se basan en soluciones electroliticas binarias simétricas.

Algunas funciones termodinamicas son muy usadas para describir procesos en sis-
temas electroquimicos. Bajo condiciones de temperatura y presién constantes, la energia
interna de un sistema es

U=Q+W, (C.4)

donde @ es el calor y W el trabajo en el sistema. La entalpia H es la funciéon
H=U+pV, (C.5)

donde p es la presion y V' el volumen del sistema. Por otra parte, la energia libre de Gibbs
se define como
G=U+pV -TS. (C.6)



En este caso T es la temperatura absoluta (K) y S es la entropia, la cual representa aquella
energia del sistema que no puede ser convertida en trabajo. La entropia es una medida de
la irreversibilidad de un proceso.

Estas funciones cambian cuando ocurre un proceso. Por otra parte, la energia libre
es minima en estado de equilibrio y, por lo tanto, la condicién de equilibrio es AG = 0. Si
un sistema tiene varios componentes, la energia libre es la suma de ellos

G=> mGy, (C.7)

donde Gy es la energia libre especifica (por mol) del componente k y nj es el namero de
moles de este componente en el sistema.

Entonces definimos la funcién
_dG
N dnk ’
conocida como el potencial quimico de la especie k. Los valores de ui no son constantes
en comparaciéon con Gy, dependen de la concentracion de la sustancia de interés y de la
presencia de otros componentes. Si la solucién sigue las leyes de los gases ideales tenemos

pe = py + RTIncy, (C.9)

Hk (C.8)

donde ,ug es el potencial quimico en equilibrio del componente k£ y R es la constante universal
de los gases (8.3143 J/(mol-K)). A su vez, la expresion para la energia de Gibbs en funcion
de el potencial quimico es:

G = anﬂk (C.lO)

Sin embargo, la energia de un i6n en un medio determinado depende no sélo de fuerzas
quimicas, sino también de fuerzas electrostaticas. Para la especie i6nica i, el potencial elec-
troquimico i; es

donde el signo + es para un catién y — para un anién, y ® es el potencial electrostatico
dentro de la solucién.

Al sustituir la ecuacién C.11 en C.10 los términos +2z; F'® se anulan. Entonces, la
energia de Gibbs en un sistema electroneutral es independiente del potencial ®. Lo mismo
pasa si un electrolito se disocia en v cationes M. er+ y v_ aniones M*™:

Villy +V_fic = Vipip +V_pli— = [le , (C.12)

donde . es el potencial electroquimico del electrolito.

La concentracion de la especie i en la solucién aparece en varias de las funciones
vistas hasta ahora y es posible conocerla a través de un balance de material. Considérese que
la solucién electrolitica ocupa una regiéon arbitraria P en el espacio como la de la figura C.1,
modificada de (Haberman 1987). Entonces la conservacion de material de cualquier especie
i dentro de P se resume con la siguiente ecuacion (Haberman 1987):

Tasa de cambio Flujo de material Generacion de
de la 5 _ a través de n material dentro . (Ca3)
acumulacion las paredes por las paredes por

de material unidad de tiempo unidad de tiempo



Regién ocupada por la soluciéon Vector de densidad de flujo

Figura C.1: Vector de densidad de flujo en la frontera de la regiéon ocupada por la solucién

La especie i6nica i puede fluir en cualquier direccién, aunque para el balance de
material sélo interesa el flujo perpendicular a las paredes de P. Sea IN; el vector de densidad
de flujo de la especie i, la densidad de flujo perpendicular a las paredes puede calcularse
con el producto N; - A (ver figura C.1), donde @i es el vector normal unitario apuntando
hacia afuera de M. De esta forma, el flujo total puede conocerse multiplicando N; - fi por el
diferencial de area dS e integrando sobre las paredes donde exista flujo.

El flujo de material es positivo si contribuye a la acumulacién de material, es decir
si apunta hacia adentro. Entonces, IN; - i aparecera en la ecuacién de balance de material
con un signo negativo para asi invertir la direccién del flujo. Si R; es la producciéon de la
especie 7 dentro de P y ¢; es la concetracion de 4, la ecuacidon de balance de material de 7 es:

d
—/cidV:—nyi-ﬁdSJr/RidV, (C.14)
dt Sy S M

donde dV es el diferencial de volumen y dS es el diferencial de superficie. El teorema de la
divergencia relaciona una integral de superficie con una de volumen de la siguiente forma:

/V-NidV:j{Ni-ﬁdS. (C.15)
M S

Sustituyendo en la ecuacion C.14 y reacomodando los términos dentro de una sola integral:

/ (8Q+V-Ni—Ri) ~ 0. (C.16)
M\ Ot

Como esta integral es cero para cualquier regién M, el integrando por si mismo sera cero

8Ci
- + V-N, - R, =0. 1
o R 0 (C.17)

Si se manipulan los términos para dejar del lado izquierdo la derivada temporal de la con-

centracion, la ecuacion final para el balance de material de la especie i dentro del volumen

M es 5
Ci
_ = — . i i - 1
5 V-N;, + R (C.18)



La densidad de corriente en una solucién electrolitica esta definida por la suma
(Newman 1991)
i =F> zNj. (C.19)
i

Aunque los aniones se desplazan en sentido contrario con respecto a los cationes, al tener
cargas opuestas su aportacién a la densidad de corriente es en el mismo sentido que la de los
cationes. Multiplicando cada término de la ecuacion de balance de material C.18 por F'z; y
haciendo la suma sobre cada especie i tenemos

)
ani:zici = —V-in:ziNi + FZzR (C.20)

Pero por la condicién de electroneutralidad C.1 ), z;jc; = 0 y ademas la reacciéon neta
también es cero, es decir, >; z;R; = 0. Por lo tanto,

V-FY zN; = V-i =0 (C.21)

es la expresion de conservaciéon de carga en una solucién electrolitica.
Si se trata de una solucién muy diluida, Nj tiene tres componentes asociados a
fenémenos distintos: migracion, difusién y conveccion, o sea

N;, = —zu;Fe;V® — D;Ve;, + v . (C.QQ)

El término de migracién N;mg = —zu; F¢e;V® esta afectado por la concentracion ¢; y la
mobilidad u; de la especie 7 y depende principalmente del potencial ®, el cual se mide
entre un electrodo de prueba o referencia? y el electrodo de interés. El término de difusion
N?Zf = —D;Ve¢; describe el efecto del gradiente de concentraciéon de ¢ en la solucién vy,
finalmente, el término de convecciéon N§°"” = ¢;v representa la aportaciéon del efecto de la
velocidad v del medio (en este caso el solvente) sobre el flujo de la especie 1.

La teoria de soluciones diluidas ofrece una buena descripciéon y es muy utilizada. Sin
embargo, sélo considera el efecto del medio sobre las especies i6nicas y no toma en cuenta
el efecto de una especie sobre otra. En este sentido, la teoria de soluciones electroliticas
concentradas es mas completa. Considérese el caso de un medio donde el solvente no esté
ionizado, el soluto es un electrolito binario simétrico y puede haber componentes menores
sin carga, por ejemplo, moléculas del electrolito no disociadas.

Para una solucién concentrada, la densidad de flujo de cada especie puede calcularse
a partir de la ecuacion de difusién para multiples componentes

Vi, = ZKij (Vj —Vi) , (0.23)
J

donde [i; es el potencial electroquimico de la especie i (cationes +, aniones - y solvente 0)
y K;j son los coeficientes de fricciéon o interaccion. v; es la velocidad promedio de la especie
1, su concentracién es ¢; y su densidad de flujo se calcula N; = ¢;v;. El término ¢;Vji; en la
ecuacion C.23 es la fuerza de excitacion por unidad de volumen actuando sobre la especie i,

2Un electrodo de prueba se caracteriza por no reaccionar con el electrolito.



mientras K;;j (vj — v;) es la fuerza por unidad de volumen ejercida por la especie j sobre la
especie i como resultado del movimiento relativo de ambas especies.
La concentracion total es

cr = ZCZ‘, (C.24)

donde la suma incluye al solvente. La relacién entre los coeficientes de arrastre K;; y los
coeficientes de difusiéon D;;, los cuales describen la interaccién entre las especies i y j, es
RTc;c;
Ki; = —. (C.25)
crDij
R es la constante universal de los gases, T' es la temperatura absoluta y ademéas D;; = Dy;.
Para una solucion electrolitica binaria simétrica, compuesta por aniones, cationes
y solvente, la expresion C.23 arroja dos ecuaciones independientes

+Vig = Kot (vo—vy) + Kio (vo —vy) (C.26)
c-Vi- = Ko (vo—v_) + Ki_(vy—v_) . (C.27)
Estas expresiones pueden reacomodarse siguiendo el procedimiento indicado en la Seccién

12.6 de (Newman 1991) e introduciendo la ecuacion de densidad de corriente C.19. Como
resultado se obtienen dos ecuaciones de densidad de flujo

viD er 3 it(}F
N, = = — — cV C.28
+ C+ V4 VRT oo CVjle + A F + Cc+vo ( )
v_D cr it
N_ = cv_ = — — Vi —_— _vyo . C.29
c_V VRTCOCM8+2_F+CVO ( )

La fuerza de excitacién usada en las ecuaciones C.28 y C.29 es el gradiente del
potencial electroquimico fie del electrolito. El coeficiente de difusién del electrolito basado
en la fuerza termodindmica de excitaciéon fie es

Doy Do (24 — 2-)

D = C.30
z24Doy — z-Do- (C-30)

y los nimeros de transferencia son

Do+
0 =14 = ax C.31
+ o Z+D0+ — 2_Dy_ ’ ( )

los cuales indican la fracciéon de corriente debida a la especie 1. Ademés se tienen las siguientes
relaciones para un electrolito binario simétrico:

v =uvy + v, (C.32)
c=F 4+ = (C.33)
Vi v_

/_Le = I/+/._L+ + V_ﬂ_ . (C34>



c es la concentracion del electrolito en la solucién, v es la cantidad total de iones en los
cuales se disocia un mol del electrolito, v son los cationes y v_ los aniones.

El coeficiente de difusiéon medido D se basa en el gradiente de la concentracion del
electrolito y esta relacionado con D por

- Cl 8lnf+_>
p-p2 (1+8lnc , (C.35)

donde fy_ es el coeficiente de actividad molar promedio y es una medida de qué tan cerca
esta el sistema del caso ideal?. El gradiente del potencial electroquimico puede expresarse

en términos del gradiente de concentracion por 4
D cr _ Jlncy
— =D(1- . :
vRT ¢ cViie < (91nc> ve (C.36)

Insertando las ecuaciones C.28, C.33 y C.36 en la ecuacién C.18, se obtiene la ecuacion
general de balance de material de un electrolito en una solucién electrolitica binaria simétrica

Glnco) Vc} B i-V7§9r
81HC Z+Z/+F

oc + V- (evg) = V-{D(l

o +R. (C.37)

Esta ecuacion muestra que el electrolito se comporta como una sola especie y asi no es
necesario plantear un balance de material para cada ién. Este es un resultado implicito de
la condicién de electroneutralidad.

Una reaccion electroquimica ocurre en presencia de electrones en la interfase de
contacto entre el electrodo y el electrolito y puede ser anédica o catddica, segiin el electrodo
donde suceda (Newman 1991). En una reaccién anoddica se generan electrones durante la
oxidacion del electrodo, mientras en una reacciéon catddica se absorben electrones y se reduce
el material del catodo. En cualquier caso, la reacciéon en el electrodo asegura la continuidad
de la corriente entre una fase y otra. En una celda completa, las reacciones electroquimicas
estan acopladas y ocurren simultdneamente, pues la corriente es de igual intensidad en ambos
electrodos. Asi, la cantidad de electrones liberados en el &nodo en determinado intervalo de
tiempo es igual al nimero de electrones consumidos en el catodo en el mismo intervalo.

La reacciéon en un electrodo es en general

st MET 4+ s MF 4 soMy "é; ne” (C.38)
re
ademas
Syzp + S_z_ = —n, (C.39)

donde M; representa la féormula quimica del ion i, s; es su coeficiente estequiométrico y n es
el nimero de electrones involucrados en la reaccion.
Aplicando los principios electroquimicos sobre el electrodo a través de C.38:

s+Viy + s-Via_ + soVjig = —nFVo . (C.40)

3Una mayor explicacién sobre la actividad de un electrolito puede encontrarse en (Bagotsky 2006).
4El desarrollo de las ecuaciones C.35 y C.36 aparece en las referencias 11 y 12 de (Newman 1991).



Esta ecuaciéon puede manipularse para reemplazar los potenciales electroquimicos fi; por la
densidad de corriente i y el potencial ji. del electrolito. Despejando s— de C.39 y iy de
C.34, y desarrollando sy V4 + s_V[i_ tenemos

s Viiy + s Vi = %Vﬂe - ziw,. (C.41)

La ecuacion de Gibbs-Duhem relaciona el potencial electroquimico del electrolito
con el del solvente asi:

codpiy + cdiie = 0, (C.42)
o en la forma vectorial
coVio + ¢Viie = 0. (C.43)
Introduciendo C.41 y C.43 en C.40 se llega a
1
—FV® = (S* - SOC) Vie — —Vji_ . (C.44)
vin con Z_
La sustituciéon de las ecuaciones C.28 y C.29 en C.23 resulta en
1 F &9
—Vi. = ——i - — V., (C.45)
Z_ K 24V

donde k es la conductividad de la solucién electrolitica concentrada y estd dada por

1 RT 1 t0
1_ . ( + X ) . (C.46)
K crzyz_ F Di_ c+ Do
Despejando Vi de C.45 y sustituyendo en C.44
. K St t9r SocC
i=-&wVe - = [— + — — — ] V.. (C.47)
F \nvy ZyVy nco

Esta ecuacién proporciona una relaciéon entre la densidad de corriente i, el potencial eléctrico
® v el potencial electroquimico i, del electrolito.

Combinando las ecuaciones C.35 y C.36, la relacion entre Vi, y el gradiente de la
concentracion Ve es

_ 0lncy Oln fi_
= T(1— 1+ — Inc. 4
Viie VR ( 81110)( * Olnc )V e (C48)
Sustituyendo en C.47 finalmente se tiene
tO
i:—/iV@—nl/RT(s++ = —SOC>
F \nvy Zy Vg neco
O0lncy Oln fy_

Asi, la densidad de corriente i en una solucién electrolitica concentrada queda en funcién
del potencial eléctrico ® y la concentracion c del electrolito.



El nimero de moléculas de reactante involucradas en la reaccién de un electrodo
se relaciona estequiométricamente con el nimero de cargas fluyendo en el circuito, este es el
argumento bésico de las leyes de Faraday. El parametro > es llamado equivalente quimico
de la especie ¢ y, como se requiere una cantidad de carga % para convertir un mol de la
sustancia i, el argumento de las leyes de Faraday puede escribirse
5iQ

)

An; =
i nk’

(C.50)
donde An; es el nimero de moles del reactante i que han reaccionado, o bien, en términos
de la densidad de corriente en la interfase del electrodo

. Si .
Jin = =i - (C.51)

En este caso j;, es la densidad de flujo de la especie i perpendicular a la interfase, i es la
densidad de corriente en la interfase y el signo “—" aparece porque los electrones se desplazan
en sentido contrario al de las cargas positivas.

Existe una diferencia de potencial arbitraria entre dos piezas de metal aisladas una
de otra, la cual se debe a excesos de carga acumulada en las caras de los metales. Si las
dos piezas se ponen en contacto, las cargas sufrirdn una redistribuciéon. La diferencia de
potencial sera nula si se trata de metales idénticos y estard bien definida si son diferentes.
Esta diferencia de potencial es llamada potencial galvanico y esta definida por la ecuacién

n = (bl - q)2a (052)

donde ®; y ®o son los potenciales internos de las fases y el signo del potencial galvanico
depende de cuél fase es tomada como referencia. El exceso de cargas de signo distinto
acumuladas cerca de la interfase forman una capa eléctrica doble, produciendo un campo
eléctrico, el cual detendra un posterior flujo de electrones entre metal y metal. También
existe un potencial galvanico cuando un electrodo y un electrolito estan en contacto. En este
caso, la transicion de especies cargadas (electrones o iones) en la interfase ocurre a través
de una reaccién electroquimica.

A pesar de su importancia, es imposible medir el potencial galvanico. Al introducir
un instrumento de medicién en el circuito original se formarian dos interfases més, cada una
con su respectivo potencial. Ante esta dificultad existe el potencial del electrodo el cual se
obtiene midiendo la diferencia de potencial entre un electrodo de prueba y el electrodo de
interés. Esta definido por la ecuacion

E=1n-U, (C.53)

donde U es el potencial galvanico del electrodo de prueba. Esta magnitud es 1til porque, al
ser U constante, cualquier incremento en 7 es igual al incremento en E.

El equilibrio en la interfase de dos conductores es dinamico, es decir, aunque la
corriente neta es cero, existen corrientes parciales cruzando la interfase en una direcciéon y
otra. Las corrientes parciales dan lugar a un intercambio de particulas cargadas, asociado



con reacciones catédicas y anddicas parciales continuas. Entonces, es importante resaltar
que el equilibrio en un electrodo podra establecerse sélo si la reacciéon en él es invertible, o
sea, si puede ocurrir en ambas direcciones.

La tasa de intercambio por unidad de area es llamada densidad de corriente de
intercambio, ig y las densidades parciales de corriente anddica y catddica se designan con i,
y 1, respectivamente. La condicién de equilibrio es

ia — 1. = 0 yademas i, =71i.=1g. (C.54)

Los valores de la densidad de corriente de intercambio varian entre diferentes electrodos.
Entre mas grande sea 79, mas rapido se establecera el potencial galvanico de equilibrio y
serd mas robusto ante efectos externos. Cuando la corriente neta en la interfase electrodo-
electrolito no es cero, las corrientes parciales i, y i, no son de la misma intensidad, lo cual
provoca un cambio en el potencial del electrodo.

El incremento en el potencial de un electrodo, AFE, es causado por el flujo de co-
rriente y a este fenémeno se denomina polarizacién. AFE es positivo para corrientes anddicas
y negativo para corrientes catodicas. Cuando la corriente fluye en una celda electroquimica,
el fendomeno de polarizacion en un electrodo es independiente al del otro y el proceso en cada
electrodo debe estudiarse independientemente.

Es posible encontrar tres regiones de polarizacién: una de baja polarizaciéon al
rededor del potencial galvanico de equilibrio, donde la densidad de corriente de intercambio
estd en equilibrio, y dos regiones de alta polarizacién alejadas del punto de equilibrio. En
las regiones de alta polarizacion el potencial galvanico de un electrodo E esta relacionado
con la densidad de corriente de transferencia ¢ a través de la ecuaciéon

ajFE)
RT ) -

i = nFk;f(cj)exp (:l: (C.55)
El signo positivo y 7 = a son para reacciones anddicas y el signo negativo y j = ¢ para
reacciones catodicas, f(c;j) es una funcion de la concentracion del reactante en el electrodo
y a; es conocido como el coeficiente de transferencia. Si a; es el valor de la polarizacién con
densidad de corriente unitaria (1 mA /cm?), entonces la constante de cambio de la reaccién

k; es ta definida por
1 —ai F
kj = +—2— ). C.56
J nka; xp < RT ) ( )

Cuando las leyes de las reacciones parciales se preservan a lo largo de todo el rango
de polarizacién, puede escribirse una ecuaciéon general vilida tanto para corrientes anédicas
como catddicas:

1 = ig —i. = nkF {k:af(ca)exp <a;%I;E) — kef(ce)exp (_a;%f;Eﬂ (C.57)

v la expresiéon para la densidad de corriente de intercambio i, = i, = ig en el potencial de
equilibrio Ey toma la forma

(C.58)

o'E
io = nFkqf(cq)exp (a O)

_ aFEy
T = nFk.f(c.)exp <— )

RT



Asi, la ecuacion C.57 puede escribirse como

oF'E JFE
i = 1 {exp (aRT ) — exp <_aRT )] (C.59)

y es conocida como la ecuaciéon de Butler-Volmer de polarizacion.
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