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- INTRODUCCION

N

La presente obra fue elaborada con el propdsito de ofrecer a los estudiantes un
material didactico que facilite el estudio y la comprension de los conceptos funda-
mentales del Algebra Vectorial, asi como un repaso de las curvas conicas, con espe-
cial énfasis en sus representaciones paramétricas y vectoriales.
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El libro esta organizado en cinco partes. En la primera se desarrollan los conceptos
esenciales del Algebra Vectorial, incluyendo diversas demostraciones y la deduccién
de algunas de sus formulas fundamentales. La segunda parte ofrece un repaso breve,
pero integral, de las curvas cénicas desde tres perspectivas: la geométrica, la algebraica
—a través de la ecuacion general de segundo grado— y la paramétrica-vectorial.

SVJINQD

En el desarrollo de estas dos primeras partes, los conceptos tedricos se exponen
de la manera mas clara y accesible posible, procurando facilitar su comprension
sin sacrificar la formalidad ni el rigor matematico. Asimismo, se incluye una amplia
coleccion de ejercicios resueltos en los que se explican detalladamente cada uno de
los pasos del procedimiento, con el objetivo de favorecer la asimilacion de los con-
ceptos tedricos por parte del estudiante.

S0101043c3

La tercera parte retine una serie de ejercicios resueltos cuidadosamente selecciona-
dos y organizados con distintos niveles de dificultad. Algunos de ellos representan
un mayor reto que los presentados en el desarrollo teérico, con la finalidad de for-
talecer el dominio conceptual del lector y poner a prueba sus habilidades analiticas.
En la cuarta parte se propone una extensa coleccién de ejercicios propuestos des-
tinados a que el estudiante refuerce los conocimientos adquiridos, consolide su
aprendizaje del Algebra Vectorial y de las cénicas, y evaliie su propio nivel de com-
prension. Finalmente, la quinta parte contiene las respuestas correspondientes a los
ejercicios propuestos.
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Es importante senalar que buena parte de los ejercicios resueltos y propuestos
incluidos en la obra, han sido tomados o redisefiados de exdmenes colegiados depar-
tamentales que fueron aplicados en nuestra facultad desde 1980, el resto han sido
creados por su servidor. Es necesario entonces reconocer el trabajo de muchos pro-
fesores que participaron en el disefio de tales ejercicios y que en la actualidad algu-
nos de ellos ya no laboran en la facultad, o bien, ya no se encuentran entre nosotros.
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Aunque esta obra fue concebida principalmente como apoyo para los estudiantes
que cursaran la asignatura de Geometria Analitica del Espacio en los planes de estu-
dio actualizados, también se penso en los profesores que la impartiran, ofreciéndoles
un material que puede servir como fuente de consulta, apoyo didactico y generador
de actividades académicas.

Deseo expresar mi sincero agradecimiento a la M.I. Abigail Serralde Ruiz, secretaria
general, y a la Lic. Patricia Eugenia Garcia Naranjo, jefa de la Unidad de Apoyo Edi-
torial de nuestra facultad, por el apoyo institucional y las facilidades otorgadas que
hicieron posible la realizacién de esta obra. Asimismo, agradezco al Dr. Fernando
Sdnchez Rodriguez, jefe de la Divisién de Ciencias Basicas, y a la M.E Alicia Pineda
Ramirez, coordinadora de Matematicas, por el respaldo brindado para el desarrollo
de este proyecto académico.

Expreso también mi profundo reconocimiento a la Lic. Elvia Angélica Torres Rojas
por su invaluable labor en la revisiéon de la captura, correccion de estilo y cuidado
editorial, cuyo profesionalismo, compromiso y disposicién fueron fundamentales
para la conclusion de este libro.

Agradezco igualmente a la Srta. Maria Guadalupe Martinez Ddvalos por el empefio,
dedicacién y esmero demostrados en la captura del material, labor que hizo posible
la culminacién de esta obra. Son ya muchos afios de trabajo conjunto en los que, gra-
cias a su entusiasmo y compromiso, hemos logrado alcanzar importantes objetivos
académicos.

Extiendo también mi agradecimiento a la LDG Nismet Diaz Ferro por el disefio edito-
rial del libro, cuyo trabajo ha contribuido significativamente a modernizar y mejorar
la calidad y presentacion de las publicaciones de nuestra facultad.

Consciente de que toda obra es perfectible, agradeceré profundamente las observa-
ciones y comentarios que los lectores tengan a bien hacerme llegar, con el propoésito
de enriquecer y mejorar futuras ediciones.

FRANCISCO BARRERA GARCIA
Ciudad Universitaria, Ciudad de México
20 de febrero de 2026
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e ANTECEDENTES HISTORICOS

Los vectores en matematicas y en la fisica son un concepto fundamental que ha sido
desarrollado y utilizado por diversos matematicos y cientificos a lo largo de la histo-
ria. No hay una Unica persona que se pueda atribuir como la creadora de los vectores,
ya que su desarrollo fue el resultado de la evolucion de ideas y conceptos matematicos
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y fisicos a lo largo del tiempo.

La historia de los vectores puede rastrearse hasta los antiguos matematicos griegos,

>

especialmente Euclides (325-265 a. C.), quién sentd las bases de la geometria con su

SVJINQD

obra Los elementos alrededor del afio 300 a. C. Euclides trabajé con magnitudes direc-
cionales y distancias, sentando las bases para el pensamiento geométrico que mas
tarde se relacionaria con los conceptos vectoriales.

En el siglo XVII, René Descartes (1596-1650) introdujo el sistema de coordenadas

S0101043c3

cartesianas, que permitia describir puntos en un espacio bidimensional mediante pa-

res de numeros (coordenadas). Aunque esta no era una representacion vectorial en
sf misma, sent6 las bases para la nocién de direcciéon y magnitud en una geometria

numérica.

S3TVNOIJIaV

El siglo XIX fue una época crucial para el desarrollo del concepto de vector. El mate-

matico aleman Hermann Grassmann (1809-1877), en 1844 publicé un articulo lla-

mado “Teoria de la extensidn lineal, una nueva rama de las matematicas”, que
contenia el primer testimonio escrito de lo que hoy se conoce como Algebra Lineal y
la nocién de Espacio Vectorial.

S01S3aNd0oydd

El matematico, fisico y astronomo irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865), a

mediados del siglo XIX, dio un paso importante en el desarrollo del concepto de vector
con la introduccidén de los cuaterniones, una extension de los numeros complejos. Los
cuaterniones tienen componentes vectoriales, lo que permite representar rotaciones
y otras propiedades direccionales de manera mas efectiva en tres dimensiones.

Sv1S3ands3yd

El matematico britanico Oliver Heaviside (1850-1925), a finales del siglo XIX, refor-
mulo las ecuaciones del electromagnetismo utilizando notaciones vectoriales, lo que
dio como resultado un marco matematico mas elegante y compacto para describir



fendémenos fisicos. Su trabajo allan6 el camino para el uso moderno de los vectores en
fisica y otras disciplinas.

Sin embargo, fue el fisico estadounidense Josiah Willard Gibbs (1839-1903) quien for-
maliz6 y populariz6 el concepto moderno de vector en la primera mitad del siglo XX.
Gibbs desarrollé un sistema de notacion vectorial que permitio6 realizar operaciones
como el producto escalar y el producto vectorial, ampli6 las reglas y propiedades que

aun utilizamos hoy en dia.

El siglo XX vio la aplicacidn expansiva de los vectores en diversas areas, desde la fisica
hasta la ingenieria, la informatica, la geometria diferencial, la biologia y mas. La teoria
de la relatividad de Albert Einstein (1879-1955) y la mecanica cuantica también hi-
cieron uso de los conceptos vectoriales para describir fen6menos fisicos en el mundo

macro y microscépico.

La historia del concepto de vector es un testimonio de poder y de versatilidad de las
ideas matematicas, las que han evolucionado y prosperado a lo largo del tiempo para
enriquecer nuestra comprensién del mundo que nos rodea.

En el vasto universo de las matematicas, el algebra vectorial emerge como una pode-
rosa herramienta para describir y comprender una amplia gama de fen6menos fisicos
y abstractos. Dentro de esta rama de las matematicas, existe un concepto que ha de-
mostrado ser esencial en la representacion y analisis de una amplia gama de fenéme-
nos: los vectores. Estos pueden representarse graficamente por un segmento de recta
entre dos puntos, que posee tres caracteristicas que lo definen: magnitud, direccion
y, si lo consideramos como un segmento de recta, se agrega un sentido de recorrido.
En general, para definir completamente un vector, sera suficiente con dar su magni-
tud y su direccion.

Alo largo de este trabajo, iremos definiendo desde los conceptos mas basicos del al-
gebra vectorial, sus operaciones y las propiedades que rigen su manipulacién, inclu-
yendo, desde luego, el producto escalar y el producto vectorial, hasta algunas
aplicaciones de estas operaciones.
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lll-® Cantidades escalares y vectoriales

En el estudio de las magnitudes y propiedades en matematicas y fisica, se distingue
entre dos tipos fundamentales de cantidades: las cantidades escalares y las cantida-
des vectoriales. Estos dos conceptos juegan roles cruciales en la descripcién y analisis
de diversos fendmenos, ya que cada uno aporta informacién especifica sobre las ca-
racteristicas de las magnitudes que representan.
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Cantidades escalares

SVJINQD

Las cantidades escalares son aquellas que estan completamente determina-

das por su magnitud numérica. En otras palabras, son representadas unica-
mente por un numero real y la unidad de medida.

S0101043c3

Algunos ejemplos de cantidades escalares son la masa, la temperatura, la densidad, el

tiempo y la energia. Cuando se opera con cantidades escalares, se siguen las leyes al-
gebraicas convencionales de la adicion, la sustraccidn, la multiplicacion y la division.

Por ejemplo, si hablamos de una temperatura de 33 grados Celsius, simplemente es-

S3TVNOIJIaV

tamos describiendo una magnitud numérica sin considerar ninguna direccién en par-
ticular. No importa en qué direccidn se encuentre esa temperatura, siguen siendo 33

grados Celsius.

Cantidades vectoriales

S01S3aNd0oydd

Las cantidades vectoriales son aquellas que no solo tienen magnitud, sino
también direccion en un espacio tridimensional. Para representar completa-
mente una cantidad vectorial, es necesario especificar tanto su magnitud

como su direccion.

SV1S3aNds3y




Algunos ejemplos de cantidades vectoriales son la velocidad, la fuerza, la aceleracion
y el desplazamiento. Cuando se opera con cantidades vectoriales, se involucra tanto
la magnitud como la direccion y se deben seguir las reglas algebraicas de las opera-
ciones con vectores.

Por ejemplo, si hablamos de una velocidad de 57 kildémetros por hora al noreste, es-
tamos describiendo no solo la magnitud de la velocidad (57 km/h), sino también su
direccién (noreste). Las cantidades vectoriales se representan con vectores, los cua-
les definiremos a continuacién.

Segmento dirigido

Como se menciond renglones arriba, los vectores los podemos representar grafica-
mente mediante un segmento de recta entre dos puntos al que se le asigna un sentido
de recorrido.

Para definir un segmento dirigido, generalmente se utilizan dos puntos, donde el pri-
mero representa el extremo inicial y el segundo, el extremo final del segmento. El or-
den de los puntos es muy importante, ya que establece el sentido del recorrido. Por
ejemplo, si tenemos dos puntos A y B, el segmento dirigido lo representamos como
AB, indicando que el recorrido va desde A hacia B. Graficamente, el segmento diri-
gido AB lo representamos de la siguiente manera:

, Linea recta

Extremo inicial
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Resulta evidente que los segmentos dirigidos tienen las caracteristicas propias de un
vector, esto es, tiene una direccion, la cual queda definida por la recta, una magnitud
o tamafio que esta dado por la longitud del segmento y se tiene también un sentido

de recorrido, de A hacia B, representado por la flecha.

Componentes escalares de un vector

Las componentes escalares de un vector son las cantidades numéricas que describen
la magnitud y la direccién del vector en las diferentes direcciones de un sistema de
coordenadas. Cuando descomponemos un vector en sus componentes escalares, es-
tamos expresando su magnitud en las direcciones de los ejes coordenados.

En un sistema de coordenadas en el espacio de tres dimensiones ( x,y, z ), un vector
en el espacio puede descomponerse en tres componentes escalares: una componente
en la direccion del eje x, otra en la direccidn del eje y y una tercera en la direcciéon del
eje z.

Para ilustrar graficamente este concepto, consideremos un punto P de coordenadas
(a,b,c) yunvector v definido por el segmento dirigido que va del origen del sis-
tema de referencia al punto P, como se ilustra en la siguiente figura:

A
z

P(a, b, C)
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El vector que queda definido por el segmento dirigido OP es el vector de posicién
del punto P y alos nimerosreales a, b y ¢ se lesllama componentes del vector
v, esto es:

OP =v = (a, b, ¢)

Obsérvese que el vector de posiciéon v del punto P tiene por componentes las mis-
mas coordenadas del punto.

Consideremos ahora dos segmentos dirigidos particulares: el primero OP que va del
origenalpuntoP (1,2,3) quellamaremos vector v y uno segundo que va del punto
A(1,1,2) alpunto B(2,3,5).Elsegmento dirigido AB que llamaremos vector
u, queda determinado de la siguiente forma:

AB = (2-1, 3-1, 5-2)=(1, 2, 3)=1u
y el vector v que es el vector de posicion del punto P tiene por componentes:

OP=7 = (1, 2, 3)

Estos segmentos dirigidos OP y AB se muestran graficamente en la siguiente figura:
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Como se puede apreciar en la figura, los vectores u y v tienen la misma longitud, la
misma direccién pues son paralelos y el mismo sentido; ademas, las componentes de
ambos vectores son (1,2,3), por lo tanto, podemos concluir que u = v. De
acuerdo con esto, la igualdad de vectores se puede definir de la siguiente forma.

Igualdad de vectores

Sean a=(@1,a2,a3)y b= (by,b,,bs) dos vectores en el espacio de
tres dimensiones. Se tiene que:

a, = b,y
a=b © { a, = b,
a3 - b3

Podemos decir entonces que dos vectores son iguales si sus componentes correspon-
dientes son a su vez iguales o, también, cuando tienen la misma magnitud y la misma
direccién.

Una definicién similar a la anterior puede darse para vectores en el plano o, también,

a vectores en el espacio de n dimensiones.

De lo antes expuesto, podemos dar las siguientes definiciones.

Vector de posicion

Si v esun vector en el espacio cuyo punto inicial es el origen y su punto final
es un punto P de coordenadas (a,b,c ), entonces decimos que el vector v
es el vector de posicion del punto P, si sus componentes son:

v=1C(a, b, c)
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Es decir, las componentes del vector de posicion siempre son iguales a las coordena-
das del punto P .

Vector como segmento dirigido

Sean A(a@1,a2,a3)y B(by,b,,b3) dospuntos en el espacio de tres di-
mensiones. El vector AB se define como:

AB = (bi—ay, by—a,, bz—as)

Vector como terna de numeros reales

Un vector en el espacio de tres dimensiones queda completamente definido,
si se dan, en forma ordenada, los tres nimeros reales que corresponden a sus
componentes. Esto es:

v =(Vv1, V2, V3) donde Vi, V3, V3 € R

Es conveniente hacer notar que en el espacio de tres dimensiones, los vectores y los
puntos quedan definidos por una terna ordenada de niimeros reales; sin embargo, la
terna de numeros reales que representa a un vector son sus componentes escalares,
es decir, son las magnitudes de las proyecciones del vector en las direcciones de los
ejes coordenados, en tanto que, la terna de nimeros reales que representa a un punto
en el espacio son sus coordenadas, las cuales permiten ubicar al punto en el sistema
de referencia.
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Vector cero o vector nulo

El vector cero o vector nulo es aquel vector que tiene longitud igual a cero y
que no tiene direccion definida. Todas sus componentes son iguales a cero y
se denota como 0. En el espacio de tres dimensiones, el vector cero se define
como:

0= (0, 0, 0)

La definicién del vector cero puede extenderse a vectores en el espacio de n dimen-
siones, en este contexto, el vector cero quedaria definido como:

0=(0, 0, 0,..,0)

Donde el nimero de ceros dependera de la dimension del espacio en que se encuen-
tre dicho vector.

El vector cero es necesario definirlo, pues es de suma importancia en el algebra de
vectores.

Mddulo de un vector

Alalongitud o tamafio de un vector a se le llama médulo y se representa con | a | .
En un contexto mas general, al mo6dulo se le suele llamar norma de un vector.

Para un vector en el plano, su modulo se calcula empleando el teorema de Pitagoras,
como se ilustra a continuacion.
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Seaelvector @ = (@1,a2) cuya grafica es:

se tiene que:

7| = 2 2
lal= | a? + a;

Para el caso de un vector @ = (a@1,a2,a3) en el espacio de tres dimensiones, su
modulo se calcula en forma andloga de la siguiente manera:

|a|=\/a§+a§+a§

En general, para un vector definido en un espacio de n dimensiones, su mddulo se
define como:

Definicion
Seaa = (a,, a,, as,.., a, ) unvector definido en el espacio de n dimen-
siones. El mddulo del vector a, que representamos con | a |, se define como:

|a|z\]a§+a§+a§ +-+ a2
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Se han definido vectores en el plano, vectores en el espacio de tres dimensiones e
incluso en espacios de dimensién n con n > 3; sin embargo, es conveniente aclarar
que, en espacios de dimensiones mayores a tres, los vectores carecen de una inter-
pretaciéon geométrica. El manejo que se da a este tipo de vectores es ilnicamente en
términos algebraicos, lo cual es completamente valido a pesar de no tener sentido
geomeétrico.

Reforzaremos los conceptos antes definidos con el siguiente ejercicio.

Ejercicio 1. Sean los puntos:
p,(2,4,-1), P,(1,3,-2), P3(1,1,1) y P,(3,7,—-3)
y los vectores

a=(1,3,-2), b=(-1,-3,2) y ¢=1(2,2,2)

a) Obtenga los segmentos dirigidos P, P,, P,P; y P,P;

b) Calcule los médulos de los vectores q, b yC-

c) Calcule el médulo del segmento P, P, y compdrelo con el médulo del vectorc.
d) ;Elvector b resulta ser igual al vector P, P;?

e) Obtenga el vector de posicién del punto P, y determine si resulta ser igual al
vector P, P, .

Solucion:
a) Obteniendo los segmentos dirigidos solicitados, tenemos:

PP, =(3-2, 7—-4, -3+1) =(1, 3, -2)
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b)

PPy =(1-1, 1-3, 1+2)=(0, -2, 3)

p,P;=(1-3, 1-7, 1+3)=(-2, -6, 4)
Los modulos de los vectores a , b y € son:

Comoa = (1, 3, —2), entonces:

la| = J12+32+(-2)2 =14

dadoque b = (=1, —3, 2), entonces:

|E| =J(=1)2+(=-3)2+22 =14

ycomo ¢ = (2, 2, 2), entonces:

el = 22+22+22 =12

Como podemos observar, los vectores a y b son vectores diferentes; sin em-
bargo, tienen el mismo moédulo, es decir, tienen el mismo tamafo. Ademas, si
observamos las componentes de ambos vectores, podemos ver que tienen las
mismas componentes, pero con signos cambiados, lo cual implica que los vecto-
res @ y b resultan ser paralelos, del mismo tamafio, pero con direcciones dife-
rentes.

Calculando primero el segmento P, P, y después sumoédulo, tenemos:
p,Pp, =(2-1, 4-3, -1+2)=(1, 1, 1)

de donde:

|P,P. | = J12+12+12 =3
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d)

El médulo del vector ¢ lo calculamos en el inciso anterior, cuyo valor fue:

|c| = V12

simplificando, tenemos:
1T = V12 =/4(3) =23

Al comparar el |m | conel |c |, observamos que el médulo del vector ¢ es
el doble del médulo de m , es decir, el vector ¢ tiene el doble del tamario del
vector P, P, , ademas, podemos decir que ambos vectores son paralelos y tie-
nen la misma direccion, solo difieren en su tamarfio.

Debemos determinar si los vectores b y P, P5 son iguales. Obteniendo el vec-

tor P, P; ,tenemos:
P,P;=(1-2, 1—-4, 1+1)=(-1, =3, 2)
como el vector b es:
b=(-1, =3, 2)

entonces podemos concluir que:

Pl P3 = E
Comoelpunto P; (2, 4, —1),entonceselvectorde posiciéon P, es:
oP, =P, = (2, 4, -1)

Recordemos que el vector de posicidn de un punto tiene como extremo inicial el
origen y como extremo final el punto.
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Obteniendo el segmento dirigido P, P, tenemos:
p,P, =(3-1, 7-3, -34+42)=(2, 4, —-1)

Al comparar ambos vectores, nos damos cuenta de que se trata del mismo vec-
tor, es decir, OP, = P, P, . Portratarse de segmentos dirigidos, podemos decir
que ambos vectores tienen la misma longitud, la misma direcciéon y el mismo
sentido de recorrido.

En muchas ocasiones resulta ttil obtener un vector de médulo igual a uno con la

misma direccién de un vector determinado. A este vector se le conoce como vector
unitario y se puede obtener de la siguiente forma:

Vector unitario

Sea v =(V1, V2, V3 ) un vector no nulo en el espacio de tres dimensiones.
El vector unitario de v se define como:

- v v, v, Vs 1
UU._T: —_ ) —_ —_ = —_ (vll vz; v3)
|V | v vl vl |7 |

Ejercicio 2. Sean los puntos:
P,(3, 2, —=4) y P,(1, =1, 2)
y el vector: v=(5, =1, 3)

a) Calcule el vector unitario que tenga la misma direccion que el vector P, P, y
verifique que el modulo de dicho vector unitario es igual a uno.

b) Obtenga el vector unitario en direccion del vector P, P; y compare este resul-
tado con el obtenido en el inciso a).
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d) Calcule el vector unitario que tiene la misma direccion del vector de posicion del
punto P, .
Solucion:

a)

Obtenga un vector a que tengala misma direccién que el vector v, pero que su

modulo sea igual a 3.

Obteniendo el vector P, P, , tenemos:
PP, =(1-3, —-1-2, 2+4)=(-2, -3, 6)

calculando su médulo:

PPl =/ (—2)2+(=3)2+(6)2 =vV4+9+36 = V49 = 7

con lo cual, el vector unitario en direccion del vector P, P, es:

1 2 6
(PiP2), = 5(-2, =3, 6)=(-=, -, o)

comprobando que | ( P, P, )u | = 1, tenemos:

- (332 - [5050

|(PyP;), | = g =Vv1 =1

con lo cual, podemos afirmar que el modulo de todo vector unitario es igual a

uno.
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b)

Obteniendo el vector P, P, ,tenemos:
P2P1=(3_1, 2+1, _4‘_2)=(2, 3, _6)

calculando su médulo:

[P P| = V(2)2+(3)2+(-=6)2 =V4+9+36 = V49 = 7

con lo cual, el vector unitario en direccion del vector P, P, es:

1 2 3 6
(P.P1), = 5(2. 3, —6):(7’ :, __>

El vector unitario del vector P; P, obtenido en el inciso a) fue:

_— 2 3 6
*.7),= (-5 -5 3)

Al comparar ambos vectores unitarios, podemos darnos cuenta de que las com-
ponentes son iguales, pero con signos cambiados, lo cual implica que los dos vec-
tores son paralelos, tienen igual longitud, pero tienen diferente sentido de
recorrido.

Lo que haremos para obtener el vector @ que nos piden con longitud igual a 3 y
en la misma direccion del vector v, serd obtener el vector unitario v y poste-
riormente multiplicar dicho vector por 3.

Antes de realizar lo que acabamos de describir, es conveniente hacer la siguiente
aclaracion: hasta este momento, no hemos definido formalmente la multiplica-
cién de un vector por un escalar; sin embargo, implicitamente, en la definicién
que se dio de vector unitario, se estd aplicando dicha operacidn, en términos de
la multiplicaciéon del escalar por todas y cada una de las componentes del vector.
Al concluir este ejercicio, se procedera a definir las operaciones con vectores y,
poco a poco, iremos construyendo el algebra vectorial.
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Hecha la aclaracién anterior, procedamos a obtener el vector unitario de v .

Dadoque v = (5,—1,3), entonces:

[7] = J(5)2+(=1)2+(3)2 =V25+1+9 = V35

con lo cual, el vector unitario de v es:

5 1 3 )

O AT R b i

Entonces, el vector a que nos piden sera:

Ql
I

5 1 3
‘3<m' ek m)

.-.a=(\/1—i, S L)
35 V35 ' V35

este vector a tiene la misma direccion del vector v y su longitud es igual a 3.

. . 3 — i
Si factorizamos 5 en el vector a , quedaria como:

(5, -1, 3)

esto es:
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3T v 9 | a | 3

d) Nos piden obtener un vector unitario en la misma direccién del vector de posi-
cién del punto P,. Como P, (1,—1,2), entonces el vector de posicién de P,
sera:
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Calculando el | P, | , tenemos:

| P, | = J(D)2+ (—1)2+ (2)2 =VI+i+4 =6

entonces, el vector unitario solicitado es:

S0101043c3

(2) ——(1 -1, 2)
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lll-® Operaciones con vectores

Las operaciones entre vectores resultan ser un concepto fundamental en el ambito de
las matematicas y la fisica. Desempefian un papel muy importante para poder com-
prender, plantear y resolver problemas en areas tan diversas como la mecanica, la

S01S3aNd0oydd

geometria, la ingenieria, entre otras.

Definiremos las diversas operaciones que se pueden realizar entre vectores y tam-
bién hablaremos de las propiedades y reglas que rigen estas operaciones.
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Adicion de vectores

Sean u=(uq;, Uy, Uz,..,u,) y (v,, vy, v3,..,v,) dos vectores
en el espacio de n dimensiones. La adicion u + v se define como:

u+v= (u1+v1, Uy, +V,, Uz + V3 ,...,un+vn)
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donde las componentes del vector suma, se obtienen al sumar las componen-
tes correspondientes de los vectores originales.

SVJINQD

La adicion de vectores conserva o tiene en comun muchas de las propiedades alge-
braicas de los nimeros reales.

m
a
m
o
Propiedades de adicién 2
o)
%)

Sean u, v y w tres vectores en el espacio de n dimensiones.
>
=)
1) Cerradura: o
— — . " O
Laadicionde u + v daporresultado otro vector del espacio de n dimen- =
siones llamado suma. a
2) Asociatividad: -
— — — — — — e
u+(v+w)=(u+v)+w S
c
m
wn
3) Conmutatividad: a
w

u+v=v+u
m
4) Elemento idéntico: o
- . = e : c
Para todo vector u, existe un vector 0,llamado el elemento idéntico adi- m
tivo, tal que se cumple que: g
U+0=0+u=1u
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5) Elementos inversos:
Para todo vector u, existe un vector — u , llamado el inverso aditivo de

u, para el cual cumple que:
i+ (—u)=(-u)+u=0

6) Cancelacion:
Si u+ v =7v+ w, entonces u = w

La adicion de vectores en el espacio de dos y tres dimensiones puede interpretarse
geométricamente por medio de laley del tridngulo, 1a ley del paralelogramo y también
mediante la ley del poligono.

Ley del triangulo

Sean u y v dos vectores en el espacio de dos dimensiones, como se muestran en la
figura.

v=(v,, V)

ﬂ=(u1, uz)

A\ 2

Si desplazamos al vector v paralelamente a si mismo hasta colocar el origen de v
en el extremo de u, sellega ala figura:
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con esto se justifica geométricamente la adicion de dos vectores en el espacio de dos
dimensiones. En forma similar se puede hacer la interpretaciéon geométrica para vec-
tores en el espacio de tres dimensiones; sin embargo, se omitira dicha interpretacion
por resultar un tanto complicado el trazo de la gréfica.

Ley del paralelogramo

Es un método grafico para realizar la adicién de dos vectores en el plano o en el espa-
cio de tres dimensiones. Se trata de un método completamente equivalente a la ley
del tridngulo, la diferencia consiste en que en lugar de definir un triangulo con los
vectores que se suman y la resultante, en esta ley se define un paralelogramo tra-
zando lineas paralelas a los vectores que se suman que pasen por los extremos de
dichos vectores, definiendo con ello un paralelogramo y, el vector resultante, es decir,
el vector suma, queda determinado por la diagonal de dicho paralelogramo. Véase la

siguiente figura:

A\ 4
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ll-® Lecy del poligono

\

Se trata también de un método grafico para realizar la adiciéon de dos o mas vectores
en el plano o en el espacio de tres dimensiones. El método consiste en ir colocando de
manera consecutiva los vectores a sumar, de tal forma que el extremo final del primer
vector coincida con el extremo inicial del segundo vector, el extremo inicial del tercer
vector coincida con el extremo final del segundo vector y asi sucesivamente se van
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colocando todos los vectores que deseamos sumar. El vector resultante o vector

suma, se obtiene al unir el extremo inicial del primer vector con el extremo final del

ultimo vector. De esta manera se forma un poligono donde los vectores son los lados
adyacentes y el vector resultante es la diagonal del poligono. Véase figura.
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Sustraccion de vectores
P
_ _ m
Sean u=(u,, Uy, Uz,..,u,)y v=_(v,, vy, vz,..,v, ) dosvectores =
_ i c
en el espacio de n dimensiones. La sustraccion u — v se define como: o
_|
>
)
u—v = (ul_vl, uZ—UZ,U3—U3,...,un—Un)
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donde las componentes del vector diferencia se obtienen al restar las compo-
nentes correspondientes de los vectores originales.

La sustraccion de vectores en el espacio de dos y tres dimensiones puede interpre-
tarse geométricamente. A continuacion, se mostrara la interpretacion geométrica de
la sustraccion para vectores en el espacio de tres dimensiones.
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El vector diferencia v — u se obtiene graficamente mediante el siguiente procedi-
miento:

1) Setraza una linea paralela al vector u que pase por el extremo final del vector v .

2) Sobre la paralela trazada anteriormente, se dibuja el vector — u teniendo como
punto inicial el extremo final del vector v ( a partir del punto B ). Este vector

\
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— u tiene la misma magnitud que el vector u, pero con un sentido de recorrido

opuesto al de u.

3) Seaplicalaley del tridngulo a los vectores v y — u, definiendo con ello el vec-
tor 0C, que resulta ser el vector diferencia v —u .

4)  Este vector OC es exactamente el mismo que el vector AB que representa grafi-
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camente al vector diferencia v —u .

Multiplicacion de un escalar por un vector

SVJINQD

Seau=(u;, u,, us,..,U,) unvector en el espacio de n dimensionesy
sea k un numero real. La multiplicaciéon del escalar k por el vector u se
representa como k u y se define como:

S0101043c3

ku= (kuy, kuy, kusg, .., kuy)

La multiplicacién de un escalar por un vector se obtiene multiplicando el es-
calar por todas las componentes del vector.
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La multiplicacién de un escalar por un vector cumple las siguientes propiedades.

Propiedades de la multiplicacion de un escalar por un vector

S01S3Nd0oyd

Sea u y v dos vectores definidos en el mismo espacio y sean k; y k, dos
escalares. Se tiene que:

1) kl(kzﬂ) = (klkz)ﬂ

SV1S3aNds3y

2) k,(u+7v) =k, u+k,v
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3) (ky+ky) U =k,u+k,u

4) |k,ul|l = |k4| |u| donde | k| eselvalorabsoluto de k,
5 lu=1u

6) 0u =0

7) —-1lu=-u

Esta operacion tiene también una interpretaciéon geométrica que esta directamente
relacionada con el valor y el signo del escalar k. El vector ku puede ser de mayor
o menor tamafio que el vector u. Serd mayorsi k > 1,0 bien,si k < —1 y,serade
menor tamafio si — 1 < k < 1. Ademas, el vector k u conserva la misma direccién
queu, si k>0 y, ku tendra la direccion opuesta al vector u, si k < 0 .Véasela

figura.
kU ku
u
kU ku
con con con con
0<k<1 k>1 -1<k<0 k<—-1
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B Ejercicio 3. Paralos vectores:

a=(1,1,-1), b=(2,0,2) y ¢=(3,-1,1)
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c) |2a+c| y |2al + |c|

SVJINQD

d lal-|2b|+|c]

m
(@]
T
e) | a-2b+¢ | y compare el resultado con el obtenido en el inciso anterior. g
o)
%)

Solucion:
a) Setiene que: >
o
o
a+b-c=(1,1,-1)+(2,0,2) — (3,-1,1) S
=
w

= (3;111)_ (3’_1I1)

_ 0
a+b—-¢=1(0,2,0) ]
c
»
b) Debemos calcular: =
w
-a-2b+3¢c =-(1,1,-1)-2(2,0,2) +3(3,-1,1) -
»
e
=(-1,-1,1)+(—-4,0,—-4) + (9,-3,3) =
w
.
— wn

—a—2b+3c=(4,-4,0)
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d)

Se nos pide obtener |2a+c| y |2al| + |c|, entonces:

2a+c=2(1,1,-1)+(3,-1,1)=(2,2,-2)+(3,-1,1)

2a+c=(5,1,-1)

con lo cual:

|2a+c|=+/524+124+(-1)2 =V25+1+ 1 =27 =52 ... (1)
Por otro lado, tenemos que:

2a=2(1,1,-1) = (2,2,-2)

|2a|= 22422+ (-2)2 =V4+4+4 =12 =23

comoc=(3, —1, 1), entonces:

|cl=+/32+(-1)2+12 =vV9+1+1 = V11
entonces:
121 41C] = 2V3 4+ V11T 6.8 oveieiiiiieie i (2)
si comparamos (1) y (2),llegamos a la conclusion que:
|2a +¢c| < |2al+]|C|

Debemos obtener |a | — | 2b | + | ¢ |.Calcularemos por separado cada uno de

los moédulos y después efectuaremos su suma.

la|=J12+12+ (-1)2 =3
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como2b =2(2, 0, 2) = (4, 0, 4),entonces:

|2b|=V42+42 =V16+16 = V32 = 4V2

ademas:

1Tl=32+(-1)2+ 12 =V9+1+1 = V11
finalmente, tenemos que:

|la|—|2b| + |l =V3 —4V2 + V11 =~ — 061 ............. (3)

Se nos pide calcular | a-—2b+c | y comparar el resultado con el obtenido en

el inciso anterior.
Calculemos el vector:
a—-2b+c=(1,1,-1)-2(2,0,2)+ (3,-1,1)

=(1,1,-1) +(—4,0,-4)+ (3,-1,1)

entonces:

|a—2b+c|=y(=4)2 =vV16 =4 ... (4)

comparando (3) y (4),setiene que:
la —2b +c| >1lal—-|2b| + IT]

De los resultados que se obtuvieron en los incisos ¢) y e ), se podria llegar a
dos conclusiones importantes. La primera de ellas es conocida como desigual-

dad del tridngulo, la cual se enuncia a continuacion.
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Desigualdad del triangulo

Sean u y v dos vectores en el espacio de tres dimensiones. Se tiene que:

lu +v| < |ul + |v]

Esta desigualdad del tridngulo puede generalizarse en un contexto mucho mas amplio
dentro del Algebra Lineal.

La interpretacion geométrica de esta desigualdad se muestra a continuacion:

|

&\
2\

> Y

De esta figura, resulta evidente que la longitud del vector u + v es menor que la
suma de las longitudes de los vectores u y v, esto es:

lu +v| < |ul + |v]|
La desigualdad del triangulo también puede cumplirse como igualdad, esto es:

lu +v| = |ul +|7]

Esto es posible inicamente cuando los vectores u y v tienen la misma direccion.
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La segunda conclusién importante, que puede inferirse del resultado obtenido del in-
ciso e) del ejercicio anterior, es otra desigualdad conocida como desigualdad triangu-

lar inversa, que enunciamos a continuacidn.

Desigualdad triangular inversa

Sean u y v dos vectores en el espacio de tres dimensiones. Se tiene que:

Ejercicio 4. Sean los vectores:

a=(4, -2, 1), b=(-1, 3, 2) y c=(1, 1, =3)

Obtenga los valores de a;, a, y o3 con los cuales se cumple la siguiente igualdad:

a,a + a,b +azc = (3, 3, 14)

Solucion:
Sustituyendo los vectores a, b y ¢ en la ecuaciéon dada, tenemos:

a,(4,-2,1)+a,(-1,3,2)+0a3(1,1,-3) =(3,3,14)
(day;,—2aq,a)+(—ay,30a,,2a,)+(az,a;,—3a3) = (3,3,14)
sumando los vectores en el lado izquierdo de la igualdad, tenemos:
(da;—a,+a3, —2a;+3a,+a3, a;+2a,—3a3) = (3,3,14)

por igualdad de vectores surge el siguiente sistema de ecuaciones:

5 40(1—0(2+ a3 = 3
—20(1+3O(2+O(3 = 3
— a; +2a,— 3a; = 14
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Resolviendo el sistema por el método de Gauss, intercambiaremos la primeray la

tercera ecuacion como se indica en el sistema.

(—4)(2) a; +2a, —3a3=14 a;+ 2a,—3a;3 = 14
| |+—> —2a; +3a,+a3 = 3 ~ (9) 70, —5a3 = 31
’ 4a,— a, + a3 = 3 (7) —9a, + 13 a3 =—53

a;+ 2a, —3az = 14 o+ 2a,— 3a; = 14 .. (1)

(1) 63a, — 45053 = 279 ~ 630, — 45a; = 279 ...(2)

- —63a, + 91a; = —371 46a3 = —92 ...(3)

de la ecuacion (3), setiene que:

92 5
(04 = — — o = —
3 16 3
sustituyendo a; = — 2 enlaecuaciéon (2), tenemos:

63a, —45(—-2) =279 = 63a, + 90 = 279

189
63a,=279-90 = 63a,=189 = = —
O(2=3
sustituyendo a, =3 y a3 =—2 enlaecuacién (1), tenemos:

a; +2(3)=3(=2) = 14 = a, +12 =14

O(1=2
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por lo tanto, los valores de @1, @, y Q3 buscados son:

>
o, = 2 o
@
a, = 3 >
é
a3 = —2 9
%
Z

B» Ejercicio 5. Seanlospuntos A(1, 2, 3) y B(2, 5, 2).

Obtenga:

SVJINQD

a) Elvector de posicion del punto @ que divide en dos partes iguales al segmento
AB.

b) Las coordenadas del punto H que se encuentra ubicado a tres cuartas partes

S0101043c3

del segmento AB.

Solucion: E

. . — o

a) Hagamos una representacion grafica de los puntos A, B y del segmento AB . o

=

—

A m

VA w
A —

AB =b—-a T

e

o

— e

a -

- B

b 4

o

w

—a e

m

— wn

b—ua &

m

ot

>

7

X

De la figura, obsérvese que el segmento AB es igual al vector b —@ .
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Hagamos ahora otra figura que represente graficamente la posicion del punto Q so-
licitado y su vector de posicidn.

v
<

de la figura, se puede apreciar que el vector de posicién g del punto Q que nos pi-
den obtener, viene dado por:

1, -
g=a+s(b-a)
2
sustituyendo:
1
qg =(1,2,3) + > [(2,5,2) — (1,2,3)]
— 1
q = (1,2,3) + E (1,3,-1)
— _(3 7 5)
2 27 2

b) Senos pide obtener las coordenadas del punto H que se encuentra ubicado a tres
cuartas partes del segmento AB . Hagamos una figura que represente grafica-
mente la posicién del punto H .
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De la figura, el vector de posicién h del punto H que nos piden obtener sus coorde-
nadas, viene dado entonces por:

— 3 —
h=a+- (b —a)
sustituyendo:

— 3

— 3

h=1(1, 2, 3)+Z(1' 3, —-1)

P=(2,2,9)

4 4 4

por lo que, las coordenadas del punto H son:

W(Z,17,9)
4’ 4 4
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Jlll-® Vectores unitarios i, j, k

o
=
i
Los vectores unitarios i, j, k sonfundamentales en el dlgebra vectorial y en general W
A
en la geometria. Estos vectores tienen mddulo igual a uno y sus direcciones definen J<>
la direccién positiva de los ejes X, ¥, Z de un sistema de referencia en el espacio de Ay
. . . : —
tres dimensiones. Véase la figura. S
>
[
A
z
)
(@)
=
o
>
7]
k
m
a
m
5
— >y -
J o
%)

>
=
x S
=
>
—
m
T n
Las componentes de los vectores unitarios i, j, k son:
%
i=(1, 0, 0) j=1(00, 1, 0) k=0, 0, 1) S
c
»
Estos vectores unitarios son mutuamente perpendiculares y tienen multiples aplica- =
. . w
ciones, una de ellas es la de poder representar un vector cualquiera como la suma de
sus proyecciones en los ejes coordenados, como se muestra a continuacion. -
m
w
e
Seaelvector v = (V1,V2,V3). Este vector se puede descomponer como la suma =
w
de los siguientes tres vectores: =
7

Fz(vll 0, 0)+(01 Ui, 0)+(0; 0, 173)
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factorizando, tenemos
v=wv,(1, 0, 0)+v,(0, 1, 0)+v3(0, 0, 1)

de donde:
v=v1i+vzj+v3k

A esta forma de representar al vector v se le llama forma trinémica.

Ejercicio 6. Exprese los vectores dados en su forma trinémica.

a) a=(1, -2, 3)

b) b= (4, 0, —5)

¢ t=(0, 7, 0)

Solucioén:

a) Sia=(1, —2, 3),suformatrindmicaes a =i —2j +3k

b) Si b =(4, 0, —5),suformatrindmicaes b = 4i —5k

c) Sic=(0, 7, 0), suformatrinbmicaes ¢ = 7

Producto escalar de dos vectores

Hasta este momento, hemos definido la adicién y la sustraccién entre dos vectores,
ademas de la multiplicacion de un escalar por un vector; en estas tres operaciones el
resultado es un nuevo vector. A continuacién, definiremos una nueva operacion lla-
mada producto escalar de dos vectores, conocida también como producto punto, o
bien, producto interno.
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El resultado de esta operacion es un escalar y no un vector, razén por la cual, la ope-
racion lleva precisamente ese nombre.

Definicion
Sean u = (ul, Uy, Usg, .., un) y v= (vl, Vo, Vg, vn) dos vec-
tores en el espacio de n dimensiones. El producto escalar o producto punto de

dos vectores que representamos con u - v, se define como:

ﬂ'? =u1171 +u2U2 +u3U3+ . T+ unvn

El producto escalar de vectores es utilizado para definir otras operaciones con vecto-
res, para obtener la proyeccién de un vector sobre otro, calcular el angulo entre dos
vectores, entre otros multiples usos que iremos presentando.

Propiedades del producto escalar de dos vectores

Sea u, v y w tresvectores en el espacio de n dimensiones y sea k un esca-
lar. Se tiene que:

1) -7 =

<
|

<l

]

2) u-(v+w)=u-v+u-w

3) k(u-v)=(ku) -v=1u- (kv

4) u-u=|ul?
5 u-0=0
6) w-u>0 si u=+0
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B Ejercicio 7. Con los vectores:

o
=
_ @
a=1(1,3,-1), b=(2,-2,-4) vy ¢=(3,-2,1) AL
>
<
Obtenga: Ay
- — 4
a) a-c )
>
_ I
b) —-2b-¢
)
— - o\
c) a-b =z
o
>
_ 7]
d a-(b +7)
— G
e) b-(2¢c—-3a) m
Q
Q
Solucion: S
a) a-c=(1,3,-1)-(3,-2,1) =3-6—-1=—-4
B -
b) -2b:-¢c=-2(2,-2,-4)-(3,-2,1)=(—-4,4,8):-(3,-2,1) o
S
_ >
_2p-c =-12-8+8=—-12 m
) a-b=1(1,3,-1)-(2,-2,-4)=2-6+4=0 .
o
e
Cuando el producto escalar de dos vectores da como resultado cero, implica que S
dichos vectores son perpendiculares. Esta caracteristica geométrica entre vec- g
tores se definird un poco mas adelante. @
— (T .= m
d a-(b+7c)=1(1,3,-1)-((2,-2,-4)+ (3,-2,1)) 3
=
wn
= (1,3,-1)-(5,-4,-3) >
7

a-(b +¢) =5-12+3=—4
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e)

b-(2¢-3a)=(2,-2,-4)-(2(3,-2,1)-3(1,3,-1))

=(2,-2,-4)-((6,-4,2)-(3,9,-3))
=(2,-2,-4)-(3,-13,5)

b-(2¢-3a)=6+26-20=12

B Ejercicio 8. Con los vectores

u=(1,1,-1), v=1(2,-1,3) y w=(4,0,-3)

verifique el cumplimiento de las siguientes propiedades:

a) u-v=v-u

b) u - (v+w)=u-v+u-w

c) Si k=3, entonces k(u-v)=(ku) - v=u-(kv)
d u-u=|ul?

Solucioén:

a) u-v=7v-u

(1,1,-1)-(2,-1,3) =(2,-1,3) - (1,1,-1)
2-1-3=2-1-3
-2 = -2

se cumple

p>3
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b)

-(v+wW)=u-v+ u-w

|

Desarrollando por separado ambos miembros de la igualdad, tenemos:

- (v +w)=(1,1,-1) - ((2,-1,3) + (4,0,-3))
=(1,1,-1) - (6,-1,0)
T (T A W) = 6= 1 = 5 ooeeeeeiee e, (1)

por otro lado:
u-v+u-w=(1,1,-1)-(2,-1,3)+ (1,1,-1) -(4,0,-3)

= (2-1-3) + (4 + 3)
U UF U W = D (2)
Como la expresion (1) resultéigualala (2), entonces la propiedad se cumple.
k(u-v) =(ku)v =1u-(kv)
desarrollando por partes con k = 3, tenemos:
k(u-v)=3((1,1,-1):-(2,-1,3)) =3(2—-1-3)=-6..... (4)

calculando ahora:

(ku)-v

3(1,1,-1)-(2,-1,3)=(3,3,-3)-(2,-1,3)

(KU )V =6 =3 = 9 = — 6 coriiiiiiii i (5)
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d)

finalmente:

|

(kv)=(1,1,-1)-3(2,-1,3)=(1,1,-1)-(6,-3,9)

T (KT ) =6 = 3 = 9 = — 6 eeeeee e (6)

como las expresiones (4 ), (5) y ( 6) resultaron iguales, podemos concluir que
la propiedad se cumple.

En este inciso lo que haremos primero, es demostrar la propiedad y posterior-
mente se verificara su cumplimiento con el vector u dado en el enunciado.

Demostracion:
Siu = ( Ug, Uy, Uz, Uy ) , entonces de la definicion que se dio de médulo

de un vector, tenemos que:

IVIH0L03A VHE39TY

SVJINQD

m
o
m
Y
0
Q
o
7

| S01S3aNd0oydd | S3TVNOIJIaV

SV1S3aNds3y

42



de las expresiones (7) y (8) podemos concluir que:

a2 =u-u
con lo cual queda demostrada la propiedad.

Una conclusién que podemos sacar de esta propiedad es que:

N[ =

lul =vu-u =(u-u)

Comprobemos ahora que la propiedad se cumple con el vector u = (1,1,—1)

] =12+ 12+ (=12 = V3

entonces:

ademas, se tiene que:
T-uU=0(1,1,-1)-(1,1, 1) = 14141=3 cervreerrr... (10)
como la expresion (9 ) result6 igualala (10 ), entonces la propiedad:

|u|“ = u-u secumple

ll-e Angulo entre dos vectores

El concepto de dngulo entre dos vectores es fundamental en la teoria de vectores. Este
concepto nos permite establecer cémo estan dispuestos dos vectores, uno con res-

pecto al otro.
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Cuando dos vectores distintos de cero se colocan de manera tal que comparten un
origen comun, entonces forman un angulo entre ellos, el cual se mide en grados y va-
ria desde 0° hasta 180°. Desde luego, este angulo también puede medirse en radianes
y, en tal caso, varia desde 0 hasta m. El dngulo entre dos vectores se puede calcular a
través del producto escalar, o bien, mediante el producto vectorial. Dado que esta ul-
tima operacién ain no la hemos definido, entonces a continuacién se hara la deduc-
cion de la férmula que nos permite calcular dicho angulo mediante el uso del producto

escalar. Para ello, nos apoyaremos en la siguiente figura:

Tenemos un tridngulo formado por los vectores u, v y v — 4, ademas del angulo 6
que definen los vectores u y v. Considerando las magnitudes de estos tres vectores,
es decir, |u|, |v| y |v— u| y aplicando la ley de los cosenos para el angulo 6,
tenemos que:

1T—a)2 = |T[2+ |T12=2|T] | D] COSO werevvrrrereeeaeennss (1)

Por otro lado, haciendo uso de la propiedad 4 del producto escalar de vectores, la cual
establece que:
72

|| = u-u

entonces, tomando el primer miembro de la expresion (1), se tiene que:

(v —u)-(v —u)
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desarrollando tenemos:

v —ul? = (v-—u)-v—-(v—-1u)-u

como el producto escalar es conmutativo, entonces:
v —ul?2 =172 -2(u-v) +|ul? . (2)
sustituyendo (2 ) en (1), se tiene que:
[vI2=2(u-7)+ |ul?=|ul?+ |v|?=2|u||V]| cosO
simplificando los moédulos elevados al cuadrado, tenemos:
—2(u-v) = —=2|ul |v| cosO

multiplicando por (— %) en ambos lados, se llega a:

U-V = |U| V] oSO i, (3)

con esta expresion (3) , tenemos una forma alternativa para calcular el producto
escalar de dos vectores, si se conoce el valor del angulo entre ellos.

De la expresion (3) sellega a:

u-v
cosO =

lul 7]

De lo anterior, podemos dar la siguiente definicion.
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Definicion
Sean u y v dos vectores no nulos con un origen comun. Si 6 es el angulo en-
tre los vectores u y v, entonces se tiene que:

u-v

cosf = ——
lul [V

Si despejamos 0 de la expresion anterior, llegamos a que:

1 u-v

0 =cos™F ————
lul [v]

Férmula que nos permite calcular el angulo entre dos vectores en forma directa.

Al calcular el angulo entre dos vectores u y v, se presentan las siguientes cinco po-

sibilidades:

1) Quelosvectores u y v tengan la misma direccién. Graficamente:

u

<

En este caso, el angulo 6 = 0°, lo cual implica que cos6 = 1.

2) Quelosvectores u y v tengan direcciones opuestas. Graficamente:

0
VAR
v u
En este caso, el angulo 6 = 180°, lo cual implica que cos® = — 1.
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3) Quelosvectores u y v formen un angulo agudo. Graficamente:

IVIHOLO3IA VHE3IOTY

En este caso, el angulo 6 debe estar en el intervalo 0° < 6 < 90°, lo cual im-

SVJINQD

plicaque cos® > 0.

4) Quelosvectores u y v formen un angulo obtuso. Graficamente: 4
T
Q
Q
o)
%)
v
>
=
Q
9 S
>
—
> m
— w
u
En este caso, el angulo 6 debe estar en el intervalo 90° < 6 < 180°. Lo cual 3
L o
implica que cos® < 0. 2
m
4
5) Quelosvectores u y v sean perpendiculares. Graficamente: G
e
m
wn
e
c
m
— wn
v .
7
j >

<l
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En este caso, el angulo 6 = 90°, lo cual implica que cos® = 0.

Como se llegé a que:

u-v
cosO =

lul V]
paraque cos® = 0, esto solo es posible cuando u-v =0.

De este caso 5, se desprende la siguiente definicion.

Perpendicularidad entre vectores

Dos vectores u y v diferentes de cero, son perpendiculares, siy solo si:

u-v=20

Algunos autores, en lugar de hablar del concepto de “perpendicularidad de vectores”,
utilizan el término “ortogonalidad de vectores”. La ortogonalidad resulta ser un con-
cepto mas amplio que el concepto de perpendicularidad; sin embargo, con frecuencia
los manejan como sinénimos.

Es importante hacer notar que, en la definicién que se dio para el calculo del angulo
entre dos vectores, se especifica que los vectores u y v deben ser diferentes de cero,
lo cual resulta evidente pues si uno de ellos es el vector nulo, entonces se llegaria a la
indeterminacion cero entre cero; sin embargo, se acepta que el vector cero es ortogo-
nal a todo vector, pues cumple con la condicién de que u-v = 0.

Ejercicio 9. Los puntos
A(C2, 4, 3), B(1, 7, 1) y Cc(-5, 3, 2)

son los vértices de un triangulo.
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a) Calcule los angulos interiores del tridngulo que definen los puntos
A, B y C.

b) Compruebe que la suma de los angulos calculados en inciso anterior es 180°.
Solucion:

a) Unicamente para efectos de claridad en el desarrollo, supongamos que el trian-
gulo que definen los puntos A, B y C es el siguiente:

Calculando los dngulos o, B y Yy con los segmentos dirigidos que los definen, tene-
mos:

La féormula que nos permite calcular el angulo entre dos vectores es:
0 = (1)
COSO = ————
ul |v
Realizando los calculos necesarios, tenemos:

Angulo o (segmentos AB y AC)

AB = (1-2, 7—4, 1-3)= (-1,3,-2)
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AC = (-5-2, 3—-4, 2-3)= (-7,-1,—-1)

|[AB] = V(—1)2+ 32+ (—2)2

= V14

|4C| = J(=7)2 + (-1)%2 + (-1)? = V51

AB -AC = (-1,3,-2)-(-7,-1,-1)=7-34+2=6

sustituyendo en (1), tenemos:

cosa =

de donde:

6
a =cos™ !

Angulo B (segmentos BA y BC)
BA = (2—-1, 4-7, 3—-1) = (

C=(-5-1, 3-7, 2-1) =

V14 V51

V14 V51

1,-3,2)

a =77°

(—-6,—4,1)

|BA| = Y12 + (-3)2 + 22 = V14

|BC| =V (-6)2+ (—4)2+ 12 = 53

BA-BC = (1, =3, 2)-(—6,

sustituyendo en (1), tenemos:

cos f =

—4, 1) =

8
V14 V53

—-6+12+2 =28
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de donde:

8
= cos ! —— ~ B =729°
P v14 + 53

Angulo y (segmentos CA y CB)
CA = (245, 4-3, 3-2) = (7,1,1)

CB = (1+5, 7-3, 1-2) = (6,4,-1)

lcA|= V72 + 12+ 12 = V51

|CB|= 62 + 42+ (-1)2 = V53

CA-CB =(7, 1, 1)-(6, 4, —1) =424+ 4—-1 =45

sustituyendo en (1), tenemos:

45
COSY = ————
i v 51 +/53
de donde:
= cos ! L ~ y =~ 30.1°
Y V51 V53 '

b) Sumando los angulos a, B y vY,tenemos:

a+B+y = 77°+ 729° + 30.1° = 180°

Se cumple la condicién de que la suma de los angulos interiores de todo trian-
gulo es 180°, esto implica que los angulos calculados son correctos.
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B Ejercicio 10. Sean los vectores @ =i +j+k y b=2i+j—k. Com-

pruebe que se cumple que:
a-b=|al |E| cos©

donde 6 es el angulo que definen los vectores a y b .

Solucion:
Haciendo los calculos necesarios, tenemos que:

a-b= (1,1,1)-(2,1,-1)=2+1-1=2  0evvrrrrr.... (1)

lal =12 + 12+ 12 = V3

|b| =V22+12+(-1)2 = V6

calculando el angulo 6, tenemos:

a
cosf = ——
@l |b|
sustituyendo:
0 - = 0 -1 -
cosf = = cos
V3 V6 V3 V6
6 ~ 61.87°
de donde se tiene que:
|@| |b] cos8=vV3 V6 c0s6187° = 2 .coooeriiiiiiiiinnn. (2)

al comparar (1) y (2), podemos concluir que:

a-b = |al |E| cos 0
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B Ejercicio 11. Determine el valor que debe tener k para que los vectores
a=(1,k,—-2) y b = (k,3,1) sean perpendiculares.

Solucion:
Sabemos que dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es igual a cero,
esto es:

IVIHOLO3IA VHE3IOTY

a-b=0

sustituyendo, tenemos:

SVJINQD

(1, k, =2)-(k, 3, 1)=0

k+ 3k—-2=0

G
4k — 2 =0 i
Q
1 -
k == E n
>
=)
B Ejercicio 12. Sean los vectores: 2
=
_ _ —
u=i+2j—-k y v=3i-j+ 2k "
Determine: T
a) Elvalorde a tal que el vector u + a v sea perpendicular al vector u . g
b) Elvalorde B tal que el vector Bu — v sea perpendicular al vector v . 3
o
w

Solucion: .
a) Paraqueelvectoru + av seaperpendicular al vector u, se debe cumplir que: Y
S
c
(u+av)-u=20 »
.
7
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sustituyendo los vectores u y v, tenemos:

((1,2,-1) + a(3,-1,2))-(1,2,-1)

((1,2,-1) + (3a,—a,2a)) -(1,2,-1)

(1+3a,2-0a,—1+2a)-(1,2,—-1)

desarrollando el producto punto:

(1+3a)+2(2—a)+(-1)(—1+ 2a)
1+3a+4—-—2a+1 -2«

6 — «
a=26

b) Paraqueelvector u — v sea perpendicular al vector v,
que:

<
I
o

(Bu —7v) -

sustituyendo los vectores u y v, tenemos:

(p(1,2,-1) —(3,-1,2))-(3,-1,2)

((B'ZB'_B) - (3,—1,2)) * (31_1!2)

(B-3,2p+1,-B8-2)-(3,-1,2)

se debe cumplir
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desarrollando el producto punto:

3(B-3)+(-D)(2p+1)+2(-B—-2)=0

3 -9 —2Bp—-1—-2p—4=0

—B - 14 =0

B Ejercicio 13. De un cubo de una unidad por lado, calcule el angulo que forman una

de las diagonales del cubo con una de las diagonales de una de sus caras, conside-

rando que ambas diagonales comparten un mismo vértice.

Solucion:

Z A

A(C1, 0, 1)

Ql

S

X

De acuerdo con la figura, el angulo que nos piden calcular es el angulo 6 que definen
los vectores @ y b , siendo estos vectores, los vectores de posicion de los puntos

A y B. Tenemos entonces que:

a

b

(1, 0, 1) donde |a]

(1, 1, 1) donde |E|

V12 +12 = V2
V12 +12 + 12 =3
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sabemos que:

cosf = ——
al|b]
Sustituyendo, tenemos:
0 (1,0,1)-(1,1,1) 0 2
cos0 = = c0s0 = ————
v2 V3 v2 3
de donde:
0 -1 2 0 ~ 35.26°
= CO0Ss = — ~ 35.
Vv 6

Es importante hacer notar que el &ngulo 6 siempre tendra el mismo valor, sin impor-
tar la diagonal del cubo que se tome y la diagonal de cualquier de sus caras, inclu-
yendo desde luego, la base o la tapa del cubo, considerando la condicionante de que
ambas diagonales compartan un mismo vértice.

Ejercicio 14. Seaelvector a = 2i + 3 j + 4 k. Calcule los angulos que forma el vec-
tor a con cada uno de los ejes coordenados.

Solucion:

Los angulos que nos piden obtener se calcularan considerando el vector a y los vec-
tores unitarios i, j, k. De esta forma, el angulo que define el vector @ con el eje x
sera el angulo formado por a y el vector i; el angulo formado por a con el eje y sera
el angulo formado por a y el vector j y, finalmente, el angulo formado por a y el
eje z serd el angulo formado a y el vector k. A estos dngulos se les conoce como an-
gulos directores del vector a y se les representacon o, B y y, respectivamente. Cal-
culando dichos angulos, tenemos:

|a| = V22 +32 +42 =+/29
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Calculando el &ngulo o, se tiene:

(2, 3, 4)-(1, 0, 0)

cosa = ——— = coso =
lal [i]
= coso =
de donde:
L, 2
o = cos —
vV 29

Calculando el angulo 3, tenemos:

p= =L 5 cosp
COS = =0 Cos =
lal |l
= cosP =
de donde:
B =cos™! —
= coS —_—
v 29

Calculando el 4angulo y, tenemos:

a-k

OV = TE Tk

= cos y =

> cos y =

V29 (1)
2
V29
a ~ 68.20°

(2, 3, 4)-(0, 1, 0)

V29 (1)
3
V29
B ~ 56.15°

(2, 3, 4)-(0, 0, 1)

V29 (1)

9=
O

o
=
@
m
w
P
>
<
m
(@)
—
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22
>
=
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de donde:

1

Y = cos”™ Y =~ 42.03°

4
vV 29

Este ejercicio nos da pie para definir los siguientes conceptos.

>
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@
m
oY)
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(@]
|
o
29
>
-

ll-® Angulos y cosenos directores de un vector

Los angulos directores de un vector en el espacio de tres dimensiones son medidas
angulares que determinan la direccidn de un vector con respecto a los ejes coordena-

SVJINQD

dosX, ¥, Z del sistema de referencia. Como las direcciones de los ejes coordenados
quedan definidas por los vectores unitarios i, j, k, entonces los dngulos directores

m
de un vector son los angulos a, 3, Y que forma el vector con dichos vectores unita- =
. . o
rios, respectivamente. 9]
)
o
%
Definicion .
Sea u = (U1,Uz,U3) un vector cualquiera diferente del vector cero en el g
espacio de tres dimensiones. Los angulos directores del vector u , son los an- g
gulos a, B, y Y queforma u con los vectores unitarios i , j y k,respec- E
tivamente. @
0
)
S
Estos angulos directores se muestran graficamente en la siguiente figura. c
m
wn
_|
Z A (@]
w
g
m
S
k J u =
Y "
_|
>
»
o B




Para calcular estos dngulos directores, se emplea la formula:

>
>
77 -
u-v
cosf = ——— £
|| [V 2
<
m
. )
De esta forma, se tiene que: 5!
)
— . >
u-i (U1, Uz, uz)-(1, 0, 0) Uy T
COSU = =—77 = — S (1)
la| | lw] (1) |7 |
)
(@)
u1 Z
a = cos” ! — 9
|| >
u-j (uq, uz, uz)-(0, 1, 0) u
cosp = —— = . e (2) m
[l |jl lw] (1) | u| m
o
®)
u 9
B = cos~! —= o
| u| )
u-k (u’1' Uz, u3)'(0, 0, 1) Us >
cosy = — = — = — . (3) S
lu| | k| |w] (1) | u| 9]
o
=
= cos ™! s m
Y |a| w
Alas expresiones (1),(2)y(3) selesllama cosenos directores del vector u, o3
o
esto es: 2
m
e
Uy o
cosa = — wn
||
X
U . — m
cosf = ﬁ Cosenos directores del vector u @
o
=
cosy = s 7
| u|
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Obsérvese que estos cosenos directores se obtienen al dividir las componentes del

vector u entre su moédulo.

Los angulos directores de un vector no son independientes entre si, guardan cierta
relacion a través de sus cosenos directores, como se mostrara a continuacion.

Elevando al cuadrado en ambos lados de las expresiones de los cosenos directores,

tenemos que:

2 uf
cos?a = FiE
2

Uz

cos?B = FiE
2, _ U3
cos?y = FiE

al sumar estas expresiones, se llega a:

u u u
2 2 2 1 2 3
cos“a + cos + cos = — + — + —
B YEEEYEeE T e
2 2
u + us + u
cos?a + cos?B + cos?y = — _2 2
| u |2
como:
%] = Jui + uj+ uj
= |ul?= u? + u3+ uj}
de donde:
cos? a cos cos = —
IE
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finalmente:

cos?a + cos?B + cos?y = 1

Se resalta esta expresion enmarcandola en un rectangulo, dada su importancia y el
uso que haremos de ella en ejercicios posteriores.

Ejercicio 15. Obtenga las componentes del vector v, si se sabe que su médulo es
igual a 3 y dos de sus angulos directores son a = 60° y y = 45°.
Solucion:
Calculemos el angulo director 3 que hace falta para definir la direccién del vector v.
Para ello haremos uso de la expresion:

Cos?a 4+ €oS2B + OS2y = 1 o iiiiiiiiiii (1)

sustituyendoa y y, tenemos:

cos? 60° + cos?P + cos? 45° = 1

(3)

2 2

+ cos?B + (g) =1

N| =

1 2
— +cos?B+—-=1

4 4
cos?f = 1
cos?B =+ z
- 4
cos?fB =+ =
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1
— -1 _
B = cos (i 2) >
i
Bi= 60° 2
5
B,= 120° 2
2
>
[

Se obtienen dos dngulos 8 con los cuales se satisface la expresion (1) ,lo cual quiere
decir, que el problema tiene dos respuestas correctas.

Respuesta 1: Considerando los angulos directores:

SVJINQD

a = 60°, B=60°y y=45°

m
(@]
m
Si v=(V1, V2, V3)yconsiderando los cosenos directores, tenemos que: =
9
U1 — 7

cos60° = 3l = v, = |V]| cos60°
>
V2 — =)
cos60° = — = v, = |V| cos60° o
|| S
=z
>
—
v, _ "

cos45° = m = vy = |V| cos45°
2
del enunciado, sabemos que | v | = 3, conlo cual se tiene que: =
=
- scos60r = 3 (2) = 3
v, = 3 cos = ) = 3 S
=3 60° = 3 (1) _ 3 i
v, = 3 cos = 5 ) = 3 e
=
m
VZ VT >
2 3 >
v3=300545°=3<7): > »
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de donde:

w
s|
N———

N w
N W

Respuesta 2: Considerando los angulos directores:

a=60°, B=120°y y = 45°

se tiene que:

. 1 3
v, = 3 cos60 _3(5)25

. 1 3
v2=3c05120=3(—§>=—§

V2 3vV2
vy = 3 cos45° _3<T>= >
de donde:
_ _(3 3 3\/2)
v, = | 2 _Z
2’ 2’ 2

Ejercicio 16. Obtenga un vector u, cuyas componentes sean todas positivas, su
magnitud sea V3 y cuyos angulos directores sean todos iguales. Especifique el valor
de dichos angulos.

Solucion:
Sabemos que:

cos?a + cos?B + cos?y = 1

p>3
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Como a = 3 =y, entonces:

cos?a + cos?a + cos?a = 1
3cos?a = 1
1
2 _

cosla = =
3

, 1

cosa = + —

v 3

Como se nos pide que las componentes del vector u sean todas positivas, entonces
tomaremos solo el signo positivo, con lo cual:

1
cosa = ——
V3
o 1
a = cos™ T —
V3
a ~ 54.74°

con lo cual:
a =B =y~ 5474°

Si consideramos que u = (U1,U2,U3) yque |u| =+ 3 , entonces tenemos que:

I

cosa = —- = u; = |u| cosa
||
como:
cosa =

1
V3

entonces:
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V3
u, =1

dado que los angulos directores son todos iguales, entonces:

o
=
@
m
w
P
>
<
m
(@)
—
(@]
22
>
=

con lo cual:
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m
a
T
Ejercicio 17. Sea el vector u que tiene como cosenos directores a: 9]
)
2
1 V3
cosa, = =, cosf; = — y cosy;
2 2
>
=
— . . o
y sea el vector v que tiene como cosenos directores a: =
=
>
—
v3i+1 8 v3 -1 o
cosa, = ———— , cosff, = ——— y cCoSY,
22 2+V2 —
0
_ _ e
Obtenga el angulo 6 entre los vectores u y v . =
c
m
4
o o
Solucion: S
Calculando el cosy, , del vector u, tenemos:
e
»
cos?a; + cos?B,; + cos?y; =1 2
m
ot
>
7

sustituyendo:
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de los tres cosenos directores se concluye que el vector u es igual a:

u=(1, V3, 0) con |u|=2

Calculando el cosy, del vector v, tenemos:

S0101043c3

(G) + (F7) o
+ + cos“y, =1

—_— J— >
2V2 2V2 g
o
2 2 JZ>
(V3 + 1) (V3 - 1) , m
+ + cos“y, =1 7]
8 8
2 2 o3
(V3 + 1) + (V3 -1) " o
+ cos“y, =1 o
8 o
(7]
o
desarrollando los binomios, tenemos: %
34+42V3 + 1)+ (3-2V3+1 m
( ) + ( ) + cos?y, =1 &
8 c
m
=
8 ) 7
= + cos“y, =1
cos?y, =0
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sy, = 0

de los tres cosenos directores del vector v, sellega a:

v

=(V3 +1, v3 -1, 0) con |[7|=2V2

Finalmente, calculando el angulo 6 que definen los vectores u y v tenemos que:

sustituyendo:

de donde:

) Ejercicio 18.

tores a:

‘v

|V |

|

cosO =

|

(1, v3, 0)-(v¥y3 +1, VY3 -1, 0)

0 =
cos 2 (297
cos — (V3 +1)+ (3-V3)

4v2

0 4 > 0 !

CoS = — CcoS = —
442 V2

6—cos‘1i 0 = 45°

= Nea =

El vector cuyo segmento dirigido es P, P, , tiene como cosenos direc-

N
W] =

cosa = —

wl N

, cosB=§ y cosy = —
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Si la distancia entre los puntos P; y P, esigual a 3 y las coordenadas de P, son
P,(3,-3,1):

a) Determine las coordenadas del punto P, .

b) Mediante el dlgebra vectorial, calcule la distancia que hay entre el origen del sis-
tema de referencia y la linea que definen los puntos P; y P,.

Solucion:
a) Delos cosenos directores se obtiene que:

pP,P, = (-2, 2, —1) y que | PP, | = 3

como:

entonces:

que es el vector de posicion del punto P, .
P, (1, =1, 0)

b) Se nos pide calcular la distancia que hay entre el origen y el segmento P, P, .
Evidentemente, la distancia solicitada es la minima entre el origen y el segmento
P, P,,esdecir, es aquella que se mide en forma perpendicular a dicho segmento.
Véase la figura. Esta figura, que se muestra a continuacion, es meramente ilus-
trativa y no representa la ubicacion exacta de los puntos P; y P,.
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X

A continuacion, se ilustra, mediante una figura, la forma en que se calculara la distan-

cia solicitada empleando el algebra vectorial. De nueva cuenta, la figura es meramente

ilustrativa.
N
Z
Py
P,Q
Q
q P,
> Y
x

De la figura tenemos que:
P, : Punto conocido
P, : Vector de posicién del punto P,

\
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Q : Esun punto ubicado alo largo de la linea que definen los puntos P; y P, y
determina la distancia minima entre el origen y dicha linea.

Vector de posicion del punto Q, el cual es perpendicular alalinea que definen

Q|

los puntos P, y P,.

En dicha figura se puede apreciar que la distancia solicitada corresponde a la magni-

tud del vector q,estoes, d = |q|.

Ademas, se puede apreciar que:

Si consideramos que:

P.Q = a P, P,
ycomo P,P, =(—2, 2,—1), entonces:
PiQ = a(—2,2,—1) toriiiiiiiiiiiiiei e (2)
sustituyendo P; y (2) en (1), tenemos:
g=1(3-3,1) + a(-2,2,-1)
T=(3=20,-3+20,1 =) teoereerriieeeiiiiraaiinnnn, (3)

Por otro lado, sabemos que q es perpendicular al segmento P, P,, con lo cual, se
debe cumplir que:
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esto es:

(3-2a, -3+2a, 1—a) (-2, 2, —1)=0 o
z
(-6+4a) + (-6+4a) + (-1 +a)=0 >
=
2
9a — 13 = 0 (@)
o
>
13
“*= 3

SVJINQD

__(3 2(13) 3+2(13> 1 13)
1= 9 )’ 9 )’ 9

m
(@]
2
7 (3 26 3 26 4) @)
= - 5 - A . o
9 9 9 o
7

7= <1 1 4)
9’ 9’ 9 =
o
o
Sabemos que la distancia solicitada viene dada por: £
m
w
d = |ql .
%
entonces: S
=
m
wn
1 2 1 2 4 2 §
7= [(5) +(-5) +(-3) e
e
m
S
7l = |2 1 16 18 _ V18 _ 3v2 =
! 81 81 TB1 T Bl VBl 9 =
wn

V2
~od :? u
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lll-® Componente escalar y componente vectorial
de un vector en la direccidon de otro

Enla adicién de dos vectores, se nos dan dos vectores y el objetivo es obtener el vector
resultante, es decir, el vector suma; sin embargo, en ocasiones se nos puede presentar
el problema inverso, esto es, dado un vector, podria interesarnos obtener los vectores

IVIH0L03A VHE39TY

que al sumarlos dan por resultado el vector dado. Hay muchos problemas en fisica e

ingenieria donde la descomposicion de un vector en sus componentes vertical y hori-
zontal resultan fundamentales para resolver, por ejemplo, problemas de equilibrio.

SVJINQD

En un contexto mas general, la proyecciéon de un vector sobre otro es un concepto
relevante en el estudio de la geometria y el algebra lineal, que nos permite compren-
der como interactiian los vectores en el espacio tridimensional.

Cuando proyectamos un vector sobre otro, se obtienen dos resultados importantes:

m
o
m
Y
0
Q
o
7

la componente escalar y la componente vectorial.

La componente escalar representa la longitud o magnitud de la proyeccidn, en tanto
que, la componente vectorial geométricamente representa el vector que se obtiene al

proyectar un vector en la direccién de otro.

S3TVNOIJIaV

Es importante hacer hincapié en que la componente escalar de un vector sobre otro

puede ser positiva, negativa o cero, dependiendo del angulo que forman los dos vec-
tores. Cuando el angulo es agudo, menor a 90°, la componente escalar es positiva,
cuando es obtuso, mayor a 90°, la componente es negativa y, sera igual a cero, cuando
el angulo es de 90°, es decir, cuando los vectores son perpendiculares. Véanse las si-

S01S3aNd0oydd

guientes figuras:
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u
0
] , ,
v - — _ v =
=
0
Comp. Esc.; u=0 Comp. Esc.y; u<0 %
si 8=90° si 8>90°

Para obtener la componente vectorial y la componente escalar de un vector sobre

otro, se hace uso del producto escalar, como se muestra a continuacion.

S0101043c3

Componente vectorial y componente escalar

>
=
- — _ — — Q
Sean u y v dos vectores no nulos. La componente vectorial de u sobre v, S
que representamos como Comp. Vec. 3 u , viene dada por la expresion: =
m
w
¢ v _ u-v v —
omp. vec. ; U = ——+ 1=
B
EIREL T
o
e
_ _ =
La componente escalar de u sobre v, que representamos como o
— ., =
Comp. Esc. 3 u, se calcula con la expresion: e
_ a'? o
Comp. Esc. ; u = — m
|V | 2
=
m
ot
>
wn
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Demostracion:

Consideremos la siguiente figura:

— —> — >
u, v
De la figura, se tiene que:
u, : Eslaproyeccion del vector u sobre v .
u, : Eslaproyeccion del vector u sobre una direccién perpendiculara v .
Ademas, tenemos que:
U = Uqg F Uy oo aens (1)

Dado que en la figura se puede apreciar que u, y v son paralelos, entonces pode-
mos establecer la siguiente relacion:

Ty = KT oo (2)
sustituyendo (2) en (1), tenemos:

T = KT 4 Ty eeeeeeeeeeeeeeeeeee e (3)
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efectuando el producto escalar en ambos lados de la expresion (3) con el vector v,
se tiene:

U7 = (ko +U,) v

aplicando propiedades del producto escalar, se llega a:

~\

kv-v)

+

T-7 = (U,-7)

|

TT=h(TT) 4 (T D) eeeeeeennnnrnannenenee, (4)

dadoque u, y v son perpendiculares, entonces:
Uy U = 0 oot e (5)
y sabemos que:

ToT = | T2 oo, (6)

sustituyendo (5) y (6) en (4), tenemos que:

u-v =k|v|?2

de donde:

‘v
V|2

sustituyendo (7) en (2), tenemos:

_ u-v o\ _
u, = — v
! v

N
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la expresidn anterior la podemos escribir como:

el
:

I
el
i
B

S|

vl |

Como u, representa la proyeccion del vector u sobre v, finalmente llegamos a
que:

Comp. Vec.  u = -

lo cual completa la demostracion.

Ejercicio 19. Para los vectores dados, obtenga lo que se pide en cada uno de los si-
guientes incisos.

a) Siu=¢(1, -1, 2) y v=(-1, 0, 3), obtenga:

Comp. Esc. z u y Comp. Vec. 3 u

b) Sia=(-2, 1, 2) y b=(1, —1, 1), obtenga:

Comp. Esc. ; a y Comp. Vec. ; a
Comp. Esc. 3 b y Comp. Vec. 3 b
Solucion:
a) Los vectores dados son:
u= (1, -1, 2) y v= (-1, 0, 3)
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Sabemos que:

|
<

Comp. Esc.  u =

v

como:
7] = y(-1)2+ (3)2 = V10
entonces:
Comp. Esc. 3 u = (1, -t 2)- (=1, 0 3) _ 5
V10 V10

Por otro lado, se tiene que:
Comp. Vec.  u = — = ( Comp. Esc. 3 u)

sustituyendo, tenemos:

5 (=1, 0, 3)
V10 V10

Comp. Vec.  u =

1
Comp. Vec. z u = > (=1, 0, 3)

Un aspecto que resulta interesante resaltar en este inciso es que la
Comp. Esc. 3 u resultd un valor positivo, lo que implica que el angulo entre
losvectores u y v esmenora90°y, en consecuencia, la proyeccion del vector
u sobre v es un vector que tiene la misma direccion y el mismo sentido del
vector v . Véase la siguiente figura:

o
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m
(@)
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b)

Los vectores dados son:

Calculemos primero la
Comp. Esc. ; a 'y Comp.Vec. 3 a

Se tiene que:

|b| = J(1DZ+(-1)2+(1)% =V3

entonces:

Ql

-b -2, 1 2)-(1, -1, 1 1
Comp.Esc.EE=—=( ) - ( )=__

H 73 73

Dado que la Comp. Esc. 3 a resultd negativa, entonces el &ngulo 6, entre los
vectores @ y b, es mayor a 90°, lo que implica que la proyeccién del vector a

sobre b resulta un vector con sentido opuestoa b.
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Ademas:

o
=
- - - @
c v _ a‘b b 1 (1, -1, 1) o
omp. vec.  a = — T—/— = — X
’ |b| [b] V3 V3 >
m
)
_ 1 o
Comp.Vec.z @ = - = (1, -1, 1) Py
3 >
2
Graficamente:
)
(@)X
<
o
>
»
m
&
m
o
@)
)
o
%
>
O
9
" o
=z
>
—
m
w
Calculemos ahora la
0
)
- _ o
Comp. Esc. z b yla  Comp. Vec. g b =
"
_|
o
Tenemos que: %)
lal = (-2)2+(1)2+(2)2 =V9 = 3 7
c
: "
entonces: 3
»

S
I

Comp. Esc. gz

|
W -
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ademas:

C v b b-a !
omp. vec. g = - = - =
P “P=T1a0 Tal 3

|::|

(=2,1,2)

1
=—-=(-2,1,2
3 5 ( )

Ql

En este caso,la Comp. Esc. z b también resulté un valor negativo, en conse-
cuencia, se presenta la misma caracteristica geométrica de la proyeccion de los

o
=
@
m
w
po)
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=

vectores de la primera parte de este inciso, es decir, la proyeccién con sentido
opuesto al vector sobre el cual se proyecta.

SVJINQD

I Ejercicio 20. Sean los vectores:

u=(0,b,c), v=(-2,1,-3) yw=4i+ j -2k

S0101043c3

Obtenga los valores de b y ¢ del vector u, tales que la componente escalar de u
sobre v seaiguala V14 ylade u sobre w seaiguala v21 .

>
Solucion: =
Se nos dice que: S
>
_ m
_ u-v 2
Comp. Esc. 3 u = m = V14 (D)
e
X
o
como: 2
m
e
171 = J(-2)2+(1)2+(-3)2 = V14 8
sustituyendo u, vy |v| en (1), tenemos: E
c
m
(O: bl C).(_Zl 1; _3) %
Comp. Esc. ; u = = V14 >
p 7 VN >
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de donde se obtiene que:

como:

lw| = J(4)2+(1)2+(=-2)2 = V21

sustituyendo u, w y |w| en (3) , tenemos:

(0, b, ¢c)-(4, 1, =-2)

Comp. Esc. z u = = V21
p W ST
de donde se llega a:
D — 2C = 20 it i e (4)

resolviendo el sistema de ecuaciones que definen (2) y (4), tenemos:

+

(-1) Ib—Sc = 14 b—3¢c = 14 = b =35

b—2c = 21 c = 7
con lo cual, el vector u esigual a:

u=1(0, 35, 7)
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B Ejercicio 21. Sean los vectores:

Aa=i+2j+3k y b=—-i+2j+2k

Obtenga:

a)

b)

El valor de a para que la componente escalar del vector a @ sobre el vector b
seaigual a 6.

El valor de a para que la componente vectorial del vector a @ sobre el vector b
sea igual al mismo vector b.

Solucion:

a)

Se tiene que cumplir que:

Comp. Esc. ; aa = =0 (1)

como:

|b| =V (-1)2+(2)2+(2)2 =vV9 = 3
aa=aoa(1l, 2, 3) =(a, 2a, 3a)

sustituyendo en (1), tenemos:

(a, 2a, 3a)-(—-1, 2, 2)
3

de donde:

—a+ 4a+ 6a = 18

9a = 18 a=2
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En este inciso se debe cumplir que:

_ aa-b b —
Comp. Vec. ; aa = |E| =7 =b

sustituyendo a@, by |b| en (2) , tenemos:

IVIHOLO3IA VHE3IOTY

(a,2a,3a)-(—-1,2,2) (—-1,2,2)

= (—-1,2,2

3 3 ( ) o

(@)

=

desarrollando el producto escalar, se tiene: g
9a (-1, 2, 2)

- —— = (-1,2,2) m

3 3 m

o

Q

de donde: g

a(-1,2,2) = (-1,2,2) @

entonces el valor de a buscado es: E

o

o

=

a=1 >

m

w

aY

)

o

e

c

m

wn

—

o

w

e

m

wn

0

c

m

ot

>

7
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ll-® Producto vectorial de vectores

Anteriormente definimos el producto escalar o producto punto entre vectores, donde
el resultado es un escalar. Ahora definiremos un producto entre vectores cuyo resul-
tado sera un vector. A esta nueva operacion se le conoce como producto vectorial o
producto cruz. Es conveniente resaltar que esta operacion solo se define para vecto-
res en el espacio de tres dimensiones. Al efectuar el producto vectorial de dos vecto-

>
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m
w
po)
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m
(@)
_|
(@]
2
>
=

res, el resultado es un nuevo vector que es perpendicular a los dos vectores originales.

La definicidn de esta operacion se da en los siguientes términos. ®)
(@}
=
0
>
7

Definicion
Seanu = u i +u,j +uzkyv= vy;i+v,j + vyk dosvectores

del espacio de tres dimensiones. El producto vectorial o producto cruz de los
vectores u y v , que notamoscon u X v, se define como:

S0101043c3

UXV=(uvy —uzvy)i—(uvs —uzvy)j+(uvy —uvy)k

>

=

Q

0 . = =7 - e O

Como se puede apreciar, la definicidn del producto vectorial resultaria un tanto com- £

plicado aprendérsela para poder realizar esta operacién, por tal motivo, esta defini- a
cion se vincula con el desarrollo de un determinante de 3 X 3, donde se coloca como

primer renglén los vectores unitarios i, j, k y, como segundo y tercer renglones, -

— —_ e

los vectores u y v, estoes: S

c

m

i j k g

o

w

ﬁ X 5 = u 1 u 2 u 3 E——

g

v, UV, v o

1 Va2 V3 @

=

m

ot

>

7
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Si calculamos este determinante aplicando el método de cofactores con el primer ren-
glén, se tendria:

&l
X
<
Il
I
~
—+
==

Al calcular los tres determinantes de 2 X 2, se obtiene que:

UXV=(uyvy —uzvy)i— (uyvy —uzvy)j+ (ugvy, —uvy)k

que es, precisamente, la definicién que se dio del producto vectorial o producto cruz
de dos vectores.

Es conveniente hacer la siguiente aclaraciéon: el término “determinante” utilizado
para recordar facilmente la definiciéon del producto vectorial, técnicamente no es un
determinante en el sentido tradicional, pues su primer renglén lo integran tres vec-
tores y el resto de los elementos son numeros reales. Aunque tiene una forma similar,
seria mas preciso referirse a él como un “determinante simbélico”, o bien, como una
notacion conveniente para describir el producto vectorial.

Ejercicio 22. Conlosvectores u=(2, —1, 3) y v=(1,4, —1) obtenga:

a) UX7v
b) T xu

Q) u-(uUX7D)
d) 7-(ux7v)
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Solucion:

a) E
m
o
i k N
-1 3 2 3 2 -1 <
uxv=1,2 -1 3= i — j+ k Q
4 -1 1 -1 1 4 S
1 4 -1 >
P
de donde: -
(@)
=
uxv=(1-12)i—(-2-3)j+ (8+1)k g
uxv=-11i+5j+ 9k
G
D
b) o
Q
o)
i Ji k @
4 -1 1 -1 1 4
vXxu=|1 4 —-1|= i — j+ k >
-1 3 2 3 2 -1 =
2 -1 3 =
>
—
m
de donde: =
vxXxu=(12-1)i - (3+2)j+(—1-8)k S
9
=
_ —_ . . m
vxu=11i-5j -9k )
o
w
Obsérvese que al efectuar v X u, el resultado que se obtuvo es el mismo que —
el obtenido en el inciso a) pero con signos cambiados, es decir, podriamos ase- E
gurar que uX v = — (v X u), puesto que, al intercambiar dos filas en un p
determinante, el resultado cambia de signo. E
>
wn
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c)

d)

En este inciso nos piden calcular u -+ (u X v ). Veamos a qué resultado llega-
mos:

u(uxv)=(2,-1,3)-(-11,5,9) = —22 — 5 + 27
u-(uxv)=0

Dado que el producto punto entre u y (u X v) result6 igual a cero, esto im-
plica que dichos vectores son perpendiculares, esto es:

ul uxv

Ahora se nos pide calcular v+ (u X 7).

<|

(uxv)=(1,4,-1)-(-11,5,9) = —-11 + 20 — 9
v-(uxv)=0
entonces, el vector v también result6 perpendicular al vector (u X v ), esto es:
v L uxv
Los resultados obtenidos en los incisos c) y d), muestran que al efectuar el pro-
ducto vectorial u X v, el resultado es un nuevo vector que es perpendicular
tanto a u como v. Ademas, los resultados obtenidos en los incisos a) y b), mues-
tran que los vectores u X v y v X u tienenla misma longitud, pero con direc-

ciones opuestas.

La direccidn del vector u X v queda definida siguiendo la regla de la mano de-
recha. Véase la siguiente figura:
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|
X
<

Imaginemos que el vector u queda representado por la posicion de nuestro dedo in-
dice apuntando en su direccion, mientras que el vector v se representa con nuestro
dedo medio, también apuntando en su direccién correspondiente. Si extendemos el
dedo pulgar de manera que forme un angulo de 90° con respecto a los otros dos de-
dos, entonces, al girar el dedo indice en direccién al dedo medio, el dedo pulgar indi-
cara la direccidn del nuevo vector resultante.

Si lo que hacemos es girar el dedo medio en direccién del dedo indice, entonces el
vector resultante tendra la direccion opuesta al vector resultante anterior. Véase la
siguiente figura:

</

<
X
|

Otra alternativa para determinar la direccién del vector u X v, es observar la direc-
cion en la que se desplaza un tornillo de rosca derecha. Si se gira el tornillo en sentido
contrario a las manecillas del reloj, se desplazara hacia arriba; mientras que si lo gira-
mos en el mismo sentido de las manecillas del reloj, se apretara y, por ende, se despla-
zarda hacia abajo.

El producto vectorial de vectores tiene propiedades algebraicas y también propieda-
des geométricas. Enunciaremos primero las propiedades algebraicas.
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Propiedades algebraicas del producto vectorial

o
®
Sean u, v y w tres vectores en el espacio de tres dimensiones y sea k un o
escalar. Se tiene que: >
é
9
1) uxv=-wWxXu o
ps)
>
_ — - — r
2) ux0=0xu=290
8
3) k(uxv)=(ku)xv =ux(kv) z
o
>
_ 7]
4) uxu=0
G
5 ux(v+w) =(uxv)+ (uxw) n
Q
L . — Q
6) u-(vxw)=(uxv) -w S
7) ux(vxw)=(u-w)vr—(u-v)w >
o
o
o
=
La primera propiedad se justificé con los resultados obtenidos en los incisos a) y b) -
w
del ejercicio 22.
B
Las propiedades 2, 3 y 4 se pueden demostrar muy facilmente aplicando directamente 3
e
la definicion del producto vectorial. =
4
7
Haremos entonces la demostracion de las propiedades 5 y 6 que no son tan evidentes.
e
m
S
Demostracion de la propiedad 5. S
wn
.
7

uXx(v+w)=((uxv)+(

|
X
N
o
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Sean los vectores:

u = (U, uz,usz)
v = (Vv1,V2,V3)
w = (Wi, Wy, W3)

Desarrollando el primer miembro de (1 ):
v+ w=(V1, Va, V3) + (Wq, Wy, W3)=(V;+ W,,V,+ W,,V3+ W3)

con lo cual, tenemos que:

Ix (T4+w)=| u, u, s
ViAW, vatw, Vst ws
Ux (0+W) =, (vs+wy) —ug(vy+w,) i — [uy (vs+ws) —us (v, +wy)] j
+ [wy (v, +w,) —uy (v, +wy) [k
desarrollando los productos indicados:
UX (V+W) = (Uys+UyWy — UsVy — UsgW, )i — (Uy Vg + Uy Wy — Ug Uy — UgWy) |
+ (U 0y + Uy Wy — U, vy — U, Wy )k

agrupando los términos de la siguiente manera, tenemos:

u x (1_7 + v_v) = [(u2v3 - u3v2) + (u2W3 - u3W2)] i— [(ulvg - u3v1) + (u1W3 - uswl)] J

+ [(u1v2 - uzvl) + (ulw2 - uzwl)]k
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separando los términos de la siguiente forma:
u x (§+v_v) = (u2v3 - u3v2)i - (u1v3 - u3v1)j + (u1v2 - uzvl)k
+ (uyws —usw, )i — (uywy —ugwy ) j+ (wyw, —u,wy )k

expresando en términos de determinantes, tenemos:

U Us Uu; Us Uy Uy
ux(v+w)= i — j+ k +
UV, Vs Vi1 Vg3 V1 V3
U, Us u; Us u; U
i — j + k
Wiz W3 Wi W3 Wi Wy

Los tres primeros términos del lado derecho de la igualdad representan el resultado

del desarrollo del producto vectorial u X v, segtin la definicion. Los siguientes tres

términos, corresponden al desarrollo del producto u X w, conlo cual se llega a:
ux(v+w)=(uxv)+ (uxw)

Hemos llegado a la expresién (1), lo cual completa la demostracién.

Demostremos ahora la propiedad 6:

U (UVXW) = (U XTV) W i (2)

Sean los vectores:

u = (U, uz,usz)
v = (V1,V2,V3)
w = (W1, wy, ws)

>
=
@
m
w
po)
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=

SVJINQD

S0101043c3

| S01S3aNd0oydd | S3TVNOIJIaV

SV1S3aNds3y

91



desarrollando el miembro izquierdo de (2 ), tenemos:
i j k

vVXW= v, vV, Vs = (voaws—vazwy)i — (v w3 —vzwy)j

W1 W, W +(v1W2_v2W1)k

efectuando el producto punto con el vector u, se llega a:
a-(v X W) = (ul,uz,u3)-(UZW3—U3W2,U3W1—171W3,121W2—vzwl)

de donde:

u- (TJ+W) = Uy Uy W3 — Uy Vg Wy + Uy Vg Wy — Uy V; Wy
+u3U1W2—u3U2W1 ...................................... (3)

desarrollando ahora el miembro derecho de (2), tenemos:

i j  k

(U vy —u,vy)k

efectuando el producto punto con el vector w, se llega a:
(UxV) « W =(Uyvy—UsVy , UgVy— Uy Vg, Uy, — Uy ;) = (Wy, Wy, W)
de donde:
(ﬁxﬁ) W = Uy Vg Wy — Ug Uy Wy + Ug Vg Wy — Uy U W,y

T U Vy W3 —Uy V3 W3 eeviiiiiiiiiiiii e (4)
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como los lados derechosde (3 ) y (4) resultan iguales, entonces se puede concluir
que:

u-(vxw)=(uxv)- -w
lo cual completa la demostracidn.
De esta propiedad 6, podemos darnos cuenta de que si mantenemos el orden en que
aparecen los vectores u, v y w, el orden de las operaciones -+ y X las podemos
intercambiar.
Cuando tres vectores u, v y w se operan con los productos * y X simultineamente,
como se hace en la propiedad 6, a esta doble operacidn se le llama producto mixto de

vectores, de la cual hablaremos un poco mas adelante.

Se deja al lector como ejercicio la demostracion de la propiedad 7, siguiendo como
ejemplo las demostraciones de las propiedades 5 y 6.

Propiedades geométricas del producto vectorial

Sean u y v dos vectores en el espacio de tres dimensiones y sea 6 el angulo
entre u y v. Se tiene que:

1) u X v esunvector perpendicular tantoa u comoa v.
2) |luxv|=|ullv]|senbd
3) ux7v=0,siysolosi, u y v sonparaleloscon u# 0y v #0 .

4) |u X v| esigual al area del paralelogramo que tiene como dos de sus
lados concurrentes a los vectores u y v.
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Demostracion propiedad 1.
Sean u = (U1,Uz,U3)y v=(V1,V2,V3). Setiene que:

UuXV=(uzv3—uzvy)i— (uyvz—uzvy)j+ (uvy—uzvy)k

ﬁ -(ﬁ X 5) = (ul,uz,U3)-(u2v3_u3vz,u3vl_u1v3,u1v2_uzvl)
desarrollando el producto escalar:

u- (ﬁxTJ): U Uy Vg — U Ug Vy + Uy Ug Uy — Ug Uy Vg+ U Ug Uy — Uy Uz Vg

con lo cual:

cl
-
|
X

<

u-(uxv)=0
Por otro lado, tenemos que:
v - (ﬁ xﬁ) = (vl, V,, v3) . (u2 Vg — Ug Vy, UgV;— Uy Vs, Up Up— Uy vl)
desarrollando el producto escalar:
v (ﬁxi) S Uy Vy Vg — Ug V1 Vy + Ug Uy Uy — Uy Vy Vg + Uy Uy Vg — Uy Uy Uy

con lo cual:

<
—
_l
X

<

v-(uxv) =0

lo cual completa la demostracion.
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Demostracion de la propiedad 2.

Propiedad por demostrar:

[uxv| = |[ul|lv]sen® oo (1)
como:
sen?@ + cos?0 = 1
entonces:
sen@ = m
desarrollando el lado derecho de (1), tenemos:
1717 sen® = [T| 7] V1 — coS20  oveereeeeannnnn., (2)
ademas, sabemos que:
cos9 = 2
lul|v]
con lo cual:
cos?@ = % ................................... (3)
sustituyendo (3) en (2), tenemos:
|%|17] sen® = [7||T| | 1- léfz';flz
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metiendo |u | | v | dentro del radical, tenemos:

|ul|v]| senB = lul? |v]2 <1—

desarrollando el producto dentro del radical, se llega a:

(u-v)? )

lul? |v]?

1T 17 ] sen8 = v T2 [T12 = (Z-T)2  eoorroreeeeeeeeenens (4)
si consideramos que:
u=(Uy, Uz, Uz) y v=(Vy1, Vz, V3)

entonces:

|ﬂ|=\/u%+u% +u? = |ul?=u?+us+uid .. (5)
7] = Jv?2+vi+vi = |7|12=vi+vi+vi . (6)
u-v = (Ug,Uz,Uz) - (V1,V2,V3) = UV + UV FU3zVg convrnnnnne (7)
sustituyendo (5),(6) y (7)en(4), se tiene:
|t||v|sen 6= \/(uf+u§+u§)(vf+v§+v§)—(ulv1+u2v2+u3v3)2 .. (8)

si desarrollamos el producto y el cuadrado que estan dentro del radical de la expre-

sion (8) y se hace un manejo adecuado de los términos, se llega a la siguiente igual-

dad:

(w+ud+ul) (V+v5+v3) — (u vy +uy vy +usv5)> = (U v5 — uzv,)°

+(ugvy— uy )2+ (W v— uyv)* ool
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sustituyendo (9 )en (8), tenemos:

|u||v|senB = \/(u2 Vg = Uy )’ + (ug vy — uy v3)* + (uy v, — uy vp)? .. (10)
se sabe que:
ﬁx7=(u2v3 —UgVy, UgVy— Uy Vg, Uy Uy — uzvl)

con lo cual:

luxv| = \/(uzv3 —us )2+ (U vy — wy v5) 2+ (v — uy vy)* (11)

sustituyendo (11) en (10), sellegaa:
|u||v|sen® = |ux7v|
lo cual completa la demostracidn.
De la propiedad 3, se hara uinicamente la siguiente reflexidon.

Silos vectores u y v son paralelos, siendo ambos diferentes del vector nulo, enton-
ces se cumple que su producto cruz es igual al vector cero, lo que implica que su mo6-
dulo también es cero, esto es, | u X v | = 0. Al aplicar la propiedad 2, que establece
que |uxv| = |ul||v|senB, donde 6 eselangulo entre dichos vectores, entonces
paraque |u X v | =0 y sabiendo que | u |y | 7 | son distintos de cero, es necesario
que sen 8 = 0. Esto solo ocurre cuando 6 = 0° o 6 = 180°, lo que implica que los
vectores u y v sean paralelos. Si 6 = 0°, entonces u y v comparten la misma di-

reccion; mientras que si 6 = 180°, u y v tienen direcciones opuestas.

Demostracion de la propiedad 4.

La propiedad 4 establece que | u X v | resulta ser igual al area del paralelogramo que
tiene como dos de sus lados concurrentes a los vectores u y v.
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Para hacer la demostracion de esta propiedad, nos apoyaremos en la siguiente figura:

<l

|

De este paralelogramo, tenemos que dos de sus lados tienen por longitud |u |y |V |.

La altura h del paralelogramo sera igual a:

como:
h
senb = —
|V |
entonces:
h =|v|sen0

dado que el area del paralelogramo es igual a:

A = (Base) (Altura)

entonces:
A =|ul||v| sen0

de la propiedad 2, se llega a que:

lo cual completa la demostracion.
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B Ejercicio 23. Sean los puntos:
A(Zl_lll)l B(5’1)4)I C(O;lvl) y D(3r3;4)

a) Demuestre que el cuadrilatero que definen los punto A, B, C y D es un pa-
ralelogramo.

IVIH0L03A VHE39TY

b) Calcule el area de dicho paralelogramo.

Solucion:

SVJINQD

a) Para demostrar que el cuadrilatero definido por los puntos A, B, C y D es

un paralelogramo, se calcularan los cuatro segmentos dirigidos que lo delimitan
y debemos comprobar si son vectores paralelos al tomarlos de dos en dos.

m
(@]
m
Py
Tomaremos a los puntos A y D como dos de los vértices opuestos del cuadrila- g
tero y calcularemos entonces los siguientes segmentos dirigidos: g
AB = (5-2, 1+1, 4—1)=(3, 2, 3) >
o
o
AC = (0-2, 141, 1-1)=(-2, 2, 0) J%
=
m
—_ w

DB =(5-3, 1-3, 4—-4)=(2, =2, 0)
_ 0
DC =(0-3, 1-3, 1-4)=(-3, -2, —=3) =
c
»
Véase la siguiente figura: =
w
Cc D o)
m
wn
e
c
m
ot
>
wn

A B
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Obsérvese que:

AB = — DC vectores paralelos con

_ _ sentidos opuestos
AC = — DB

entonces, podemos afirmar que el segmento AB es paralelo al segmento DC y

IVIH0L03A VHE39TY

que los segmentos AC y DB también lo son, por lo tanto, podemos concluir que

el cuadrilatero es un paralelogramo.

b) De las propiedades geométricas del producto vectorial, la cuarta de ellas esta-

SVJINQD

blece que, el drea de un paralelogramo es igual al médulo del producto cruz de
dos de los vectores alojados en lados concurrentes. Tomaremos entonces los

vectores AB y AC para calcular el area solicitada. m
g
i k 5
— 2
AB X AC = 3 2 3| =-6i—-6j+ 10k

-2 2 0 =
)
o
de donde: z
=
o

A=|4B xAC| =(-6)2+(-6)2+ (10)2 =36 + 36 + 100
%
A= V172 =~ 13.11 u? e
=
wn
_|
7

B> Ejercicio 24. Calcule el rea del paralelogramo cuyas aristas son los vectores @ y b,
sisesabeque @ y b son perpendiculares, que el | E| =4 yqueelvectora =3¢ — o
- —_ m
2d,donde t=(1,2,-1)y d=i—j- 9
=
ot
Solucion: >

La segunda de las propiedades geométricas del producto vectorial establece que:

|a x b| = |@||b|sen® .coooeiiiiiiiiiiiii (1)
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donde 6 es el 4ngulo que definen los vectores @ y b .
Como se dice que los vectores @ y b son perpendiculares, entonces:
6 =90°

De la expresiéon (1), conocemos que | b | =4 y que 8 = 90°, solo nos haria falta
obtener al vector a y calcular su mddulo para obtener el area paralelogramo solici-
tada. Tenemos entonces que:

sustituyendo los vectores ¢y d :
a=3(1, 2, -1)-2(1, -1, 0) =(1, 8, —3)

de donde:

|1al=y/(1)2+(8)2+(=3)2 =VI+64+9 =74
sustituyendo en la expresion (1), se tiene que:
A = |E X E| = |a] |E| sen® = V74 (4) sen90°
de donde:
A=4V74 =~ 344 u?
Ejercicio 25. Calcule el area del paralelogramo que se forma conlosvectores u y v,
si estos vectores se definen de la siguiente manera:

Vector u: |u|=3 yconlamismadirecciondelvector a@ =2i —j + 2k

Vector v: |v|=2 yangulosdirectores a =y =60° con B < 90°
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Solucion:
A partir de los datos proporcionados de los vectores u y v, obtendremos sus com-
ponentes.

Vector u :
Se dice que sumoédulo es igual a 3 y con la misma direccién del vector a ; sin embargo,
se puede apreciar facilmente que | @ | = 3, por lo tanto, podemos concluir que:

|
Il

—~
N

Vector v :
Nos dan dos de los angulos directores de v, por lo que calcularemos el &ngulo 3 con
la expresion:
cos?a +cos?B +cos?y = 1
Sustituyendo o y vy, tenemos:

cos?60° +cos?PB +cos?60° = 1

de donde:

1+ 2B+ - =1
7 1 cos B =
cos?f + = =1

cos?B =

IVIH0L03A VHE39TY
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con lo cual, se tienen los siguientes valores de f:

como se dice que B < 90°, entonces el angulo a considerar es el de § = 45°, conlo

cos == |=
B=+ —
cos =+ —
V2
B, = 45°
B, = 135°

cual, los dngulos directores del vector v son:

con los cosenos directores podemos obtener las componentes del vector v.

a = 60°
B = 45°
y = 60°

Si v = (V1, V2, V3),setiene que:

Vi
cosa = m =
14
cos f =ﬁ =
V3
cosy = m =

con lo cual, el vector v es:

vy = |V| cosa = 2 cos60°

v, = |V| cosBp = 2 cos45°
vy = |V]| cosy = 2 cos60°
v=1(1, v2, 1)
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con los vectores u y v ya definidos, calcularemos el area del paralelogramo solici-

tada. E
m
oY)

i j k >

m

uxv=|2 -1 2| =(-1-2v2)i+(2v2 +1)k Q
o

Y

1 V2 1 >

=

de donde:

SVJINQD

X 7| = \/(—1—2\/7)2+ (2vZ +1)°

e
I
S

m
=\/(1+4x/7+8)+(8+4ﬁ+1) o
&
Q
o)
= \/ 18 + 8V2 @
5
A ~ 541 u? =
o
=
>
—
o
Ejercicio 26. Sean los vectores:
_ —_ _ 0
a=2i—j+k, b=3i+j—-—k y c¢c=-4i+2j—-2k =
c
m
Determine: g
a) Elareadel tridngulo en dos de cuyos lados se encuentran alojados los vectores @
ayb. -
m
S
b) Silosvectores a y ¢ son paralelos. =
wn
.
wn
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Solucion:

a) llustremos graficamente el area del tridngulo que se nos pide calcular.

En la grafica se puede apreciar que el area del tridngulo es igual a la mitad del
area del paralelogramo que se puede formar con los vectores @ y b, de esta

forma, se tiene que:

Area del triangulo = |E >2< E'
entonces, tenemos que:
i j k
axb=|2 -1 1| =5j+5k
3 1 -1

con lo cual:

|a xb| = {(5)2+(5)2 = V50 =

5v2
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por lo que, el rea del triangulo es:

b) Como se establece en la propiedad 3 de las propiedades geométricas del pro-
ducto vectorial, dos vectores son paralelos, si y solo si, su producto vectorial es

o
=
@
m
w
po)
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=

igual a cero, esto es:

_ )
allc & axc=0 =
o
7
calculemos entonces, a X ¢:

i Ji k 4
m
_ o
axtc=| 2 -1 1|[=0i+0j+0k=0 2
2

—4 2 =2
. - = >
con lo cual, podemos afirmar que los vectores a y ¢ son paralelos. o
o
o
=
>
ll-e® Producto mixto de vectores O
El producto mixto entre vectores, también conocido como triple producto escalar, es o3
o
una operacion donde intervienen tres vectores del espacio tridimensional y los dos =
productos entre vectores hasta ahora tratados, el producto escalar y el producto vec- z
torial. S
Al efectuar el producto mixto entre tres vectores, lo que se obtiene como resultado es m
wn
un escalar. =
m
wn
.
Consideremos los siguientes vectores: »

a: (ul,uz,us),v:(vl,vz,v3) y W:(Wl,WZ,W3)
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Si se quiere realizar el producto mixto de los vectores u, v y w, entonces lo que

debemos realizar es la operacion:
u-(vxw)

Esto es, tenemos que realizar el producto punto del vector u con el vector que resulta
de efectuar el producto cruzde v y w. Efectuemos entonces, en primera instancia,
el producto v X w .

i j k
vXw = |V YV Vg :(”2 W3~ vswz)i_ (V1W3_ V3W1)j+(”1w2_ V2W1)k
Wy Wy Wy

de donde:
U (Vxw)=(up, Uy, ug) * (VyWy—v3w,, —V, W+ VW, v, W~V W)
u- (Exv_v) = ul(v2 W3 — Vg W2) —uz(v1 Wy — vgwl) +u3(v1 w,— v, wl)

la anterior igualdad la podemos expresar en términos de determinantes de la si-
guiente manera:

o Vy U3 vV, Vg v, v,

Lo que corresponde al desarrollo por cofactores, con el primer renglén, del siguiente

determinante:
Ui U, Us
Uu- (5 X W) = V1 U, U3
w1 W, w3
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lo cual nos lleva a la siguiente definicion.

Definicion
Dados tres vectores del espacio de tres dimensiones cualesquiera:

ﬁz(ul,uz,u3), Ez(vl,vz,v3) y Wz(wl,wz,w3)

el producto mixto de los vectores u, v y w, viene dado por:

Uuiq Uu; Us
ﬁ-(?xW) = V1 ) U3
w1 W W3

Dado que la definicién del producto mixto de tres vectores se expresa en términos de
un determinante, entonces por propiedades de los determinantes, sabemos que el va-
lor de este cambia de signo, si se intercambian dos de sus filas; sin embargo, si el in-
tercambio de filas se hace en dos ocasiones, entonces el valor del determinante no
cambia. De acuerdo con esto, se tiene que:

Uq U; Us U, U, U3 Wi 1) w3

171 172 173 = W1 Wz W3 = ul uZ U3

w1 W, W3 U, Us Us Vq ) K]
u-(vxw) = v-(wxu) = w-(ux7v)
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Por otro lado, dentro de las propiedades algebraicas del producto vectorial, la nimero
6, establece que, en el producto mixto de vectores, las operaciones * ¥y X se pueden
intercambiar y el resultado de la operacion no se altera, esto es:

u-(vxw) = (uxv) -w
por tal raz6n, una notacion alterna para el producto mixto de vectores es la siguiente:
u-(vxw) = (uxv)-w = [u v w] = [u, v, w]
Al ser indistinto el orden de las operaciones + y X, entonces se omiten y se colocan

los vectores u, v y w dentro de corchetes separados por comas o sin ellas.

Volumen de un paralelepipedo

Al calcular el producto mixto entre tres vectores u, v y W , se obtiene un escalar
que representa el volumen de un paralelepipedo definido por estos tres vectores. Es-
tos vectores parten del mismo punto inicial, formando las tres aristas concurrentes

en un vértice del paralelepipedo. Véase la siguiente figura:

<
X
<l

o
=
@
m
w
po)
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=

SVJINQD

S0101043c3

| S01S3aNd0oydd | S3TVNOIJIaV

SV1S3aNds3y

109



Teorema
El volumen V de un paralelepipedo con vectores u, v y w como aristas con-
currentes, viene dado por:

V=u-(vxw)=(uxv)- -w

Demostracion:
El volumen de un paralelepipedo viene dado por:

Vo= AR e (1)

donde:
Ag: Areadelabase

h : Altura del paralelepipedo

el area de la base es igual a:

la altura h del paralelepipedo, de la figura, la podemos calcular de la siguiente ma-

nera:
cat ady h
- —_— = -
cos ¢ hip cos ¢ W]
B =|W|COSO it (3)

sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos que:

V= ]2 XT|IWcose .ooovrrriiiiiiiiiiiiiiinannn, (4)
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de la formula del &ngulo entre vectores:

c0s = ———
lu||v]
de donde se tiene que:

u-v = |ﬂ||§| cos©

Es decir, el producto escalar de dos vectores es igual al producto de sus médulos por
el coseno del angulo que forman dichos vectores. Aplicando esto a la expresién (4 ),

se llega a que:
V=(uxv)w

Lo cual completa la demostracion.

Al calcular el producto mixto entre tres vectores, se obtiene un escalar que puede ser
positivo, negativo o cero, lo cual dependera de la orientacién relativa de los vectores
en el espacio, por lo tanto, el producto mixto no inicamente proporciona informacién
sobre la magnitud del volumen del paralelepipedo, sino también sobre su direccién
en relacion con el sistema de coordenadas utilizado.

Muchos autores definen al volumen de un paralelepipedo como el valor absoluto del
producto mixto, es decir, el volumen siempre debera ser una cantidad positiva.

Ejercicio 27. Sean los vectores:

u=3i—j+2k, v=(1, 1, 1) y w=-2i+j+3k

Obtenga:
a) El producto mixto de los vectores u, vy w.

b) Los productos u - (5 X W) y (ﬁ X 5) - w, desarrollando primero los pro-

ductos vectoriales y después los productos escalares.
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Solucion:
a) Sepide calcular el producto mixto de los vectores u, v y w, entonces tenemos

que:
3 -1 2

T (v xw) = 1 1 1|=9424+42+44+3-3=17
-2 1 3

Como sabemos, el resultado del producto mixto de tres vectores es un escalar,
cuyo significado geométrico es el volumen del paralelepipedo que tiene a los
vectores u, v y w como tres de sus aristas concurrentes.

b) En este inciso, se nos pide comprobar que el producto mixto se puede obtener
mediante el calculo de un determinante o, también, desarrollando las dos ope-
raciones que intervienen por separado, el producto cruz primero y después el

producto punto.

Desarrollando u - (5 X W) .

Calculemos primero el producto cruz entre v y w :

i ik
Txw=| 1 1 1|=2i-5j+3k
—2 1 3

con lo cual, se tiene que:

y=(3, -1, 2)-(2, =5, 3)=6+5+6=17

g|

u-(vx

que es igual al resultado obtenido en el inciso anterior.
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Desarrollando ahora (u X v) - w

o
=
@
Tenemos entonces que: m
>
i j k §
_|
o
2
uxvs=1\ 3 -1 2 | =-3i—j+ 4k P
1 1 1

SVJINQD

con lo cual, se tiene que:

(uxv)-w=(-3,-1,4)-(-2,1,3) =6-1+12=17

con este resultado se comprueba que:

S0101043c3

7 7 wl=u-(vxw)=(uxv)w

>
o
o
2
B Ejercicio 28. Sean los puntos: >
ﬁ

A(1,-2,-1), B(4,2,-1), ¢(1,3,1) y D(2,0,-3) .
0
e
Si tres de las aristas concurrentes de un paralelepipedo son los vectores g
AB, AC y AD, calcule: m
o
w

a) Elvolumen del paralelepipedo. .
e
»
b) Elvolumen del prisma triangular que tiene las mismas aristas concurrentes que g
el paralelepipedo del inciso anterior. E
>
7
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Solucion:
a) Obteniendo los vectores, tenemos:

AB = (4-1, 2+2, —1+1) = (3,4,0)

AC = (1-1, 3+2, 1+1) = (0,5,2)

IVIH0L03A VHE39TY

AD = (2-1, 042, -3+41)= (1,2,-2)

3
de donde: =
S
>
3 4 0 @
V=AB:(ACxAD)=|0 5 2 |=-30+8+0+0+0-12=—34
1 2-2

Como se menciond anteriormente, en caso de resultar negativo el producto

S0101043c3

mixto, entonces el volumen del paralelepipedo sera igual al valor absoluto de

dicho valor, esto es:

>

V=34u?d o

o

S

b) El volumen del prisma triangular que se pide calcular, se ilustra en la siguiente >
. m
figura: (%)
e

X

o

o)

C

m

(7]

_|

o

wn

P

m

wn

v

c

m

g

>

(7]
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Como se puede apreciar en la figura, el volumen del prisma triangular es igual a
la mitad del volumen del paralelepipedo.

V =17 u3
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B Ejercicio 29. Sean los puntos:

A(2,0,1), B(4,3,2), c(1,4,-1) y D(1,2,5)

SVJINQD

Calcule:
a) El volumen del tetraedro que tiene a tres de sus aristas concurrentes a los vec-
tores AB, AC y AD .

b) Laaltura del tetraedro, si en su base estan alojados los vectores AB y AC .

S0101043c3

c¢) Elvolumen de la piramide rectangular que tiene a tres de sus aristas concurren-
tes a los vectores AB, AC y AD .

>
=
Q
d) Laaltura de la piramide, si en su base estan alojados los vectores ABy AC . S
=
m
-7 U)

Solucion:
a) En la siguiente figura se hace un bosquejo grafico del tetraedro, del cual nos pi- -
den calcular su volumen y, en el inciso b), su altura. §
=
D - 4
o
w
g
m
h S
=
C 7

—~ AB
AC
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b)

Se sabe que el volumen de un tetraedro es igual a la sexta parte del volumen del
paralelepipedo que tiene las mismas aristas concurrentes, esto es:

calculando los vectores:
AB = (4-2, 3-0, 2-1) = (2,3,1)
AC = (1-2, 4-0, —-1-1)= (-1,4,-2)
AD = (1-2, 2-0, 5-1)= (-1,2,4)

con lo cual, tenemos que:

2 3 1
1, . — 1 60
V=?(AB><AC)-AD= -1 4 -2 =€(32+6—2+4+12+8)=?
-1 2 4
V=10 u®

Para obtener la altura del tetraedro, debemos calcular el area de su base y, como
ya conocemos el volumen del tetraedro, entonces con un simple despeje podre-
mos calcular su altura.

Dado que la base del tetraedro es triangular, entonces tenemos que:

1 ,—  —
Ap = 5 |AB x AC |
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realizando el producto cruz, tenemos:

i j k
AB x AC = 2 3 1 | =-10i+3j+11k
-1 4 =2
entonces:
E><R|=\/(—1o)2+(3)2+(11)2 = /230

como la formula para calcular el volumen del tetraedro es:

vV ! Ag h h id
= — = —
3 78 Ag
entonces se tiene que:
3(10)
h = ~tg X h = 3.96u

c¢) Lapiramide de la cual nos piden calcular su volumen se muestra en la siguiente
figura:
D, _

IVIHOLO3IA VHE3IOTY
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d)

Se conoce que el volumen de una piramide con base rectangular es igual a un
tercio del volumen del paralelepipedo que tiene las mismas aristas concurren-
tes, esto es:

como:
(AB x AC )- AD = 60

entonces el volumen de la pirdmide sera:

V—60—20 3
_3_ u

Se nos pide calcular la altura de la piramide; sin embargo, como el tetraedro y
la piramide tienen las mismas aristas concurrentes, es evidente que la altura de
la piramide es igual a la altura del tetraedro, esto es:

Altura de la pirdmide ~ 3.96 u

Sin embargo, con los resultados de las operaciones realizadas haremos el calculo

de la altura de la piramide para corroborar la respuesta dada.

Sabemos que:

3V,
Vp=—ABh = h_ﬂ
como:
V, =20 u?
Ag = | AB x AC | = V230
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entonces:

h = o h =~ 396 u

lo cual corrobora la respuesta dada.
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B Ejercicio 30. Mediante el producto mixto de vectores, demuestre que los puntos:

A(-2,3,1), B(1,2,3), ¢(-3,5,2) y D(0,—-1,—-1)

SVJINQD

son coplanares.

Solucion:

Se tiene que los puntos A, B, C y D son coplanares, esto es, que estan contenidos
en el mismo plano, si el producto mixto de los vectores AB, AC y AD es igual al

S0101043c3

cero, es decir, que el volumen del paralelepipedo que tiene a tres de sus aristas con-

currentes a los vectores AB, AC y AD es igual a cero, esto implica que dichos vec-

tores estan contenidos también en el mismo plano. E
o
-
Obteniendo los vectores: >
3
AB = (142, 2-3, 3-1)=(3,-1,2) —
aY
_ )
AC =(-3+2, 5-3, 2-1)=(-1,2,1) S
i
D <
AD = (0+2, —-1-3, -1-1)= (2,-4,-2) S
1 I: 0
con lo cua 3 _1 5 m
0
c
0
(AB x AC)+AD =| — 1 2 1 |=—-12—2+8—-8+2+12=0 %
2 —4 —2

por lo tanto, los puntos A, B, C y D son coplanares.
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e CURVAS CONICAS

7

Los antecedentes historicos de las conicas se remontan al siglo IV a. C. en la antigua
Grecia. Se atribuye al matematico y fil6sofo griego Menecmo (380-320 a. C.) como el
pionero en el estudio sistematico de las cdnicas. Sus esfuerzos orientados a resolver
uno de los tres problemas clasicos de la geometria, la duplicacién del cubo, esto es,
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cémo construir un cubo con el doble del volumen de un cubo dado, pero empleando
Unicamente una regla sin graduar y un compas. Sus esfuerzos por resolver este pro-
blema lo llevaron al estudio de estas curvas. Su trabajo sent6 las bases para futuros

estudios geométricos de las conicas.

SVJINQD

Posteriormente, Euclides (323-283 a. C.) y Arquimedes (287-212 a. C.) también con-
tribuyeron al estudio de las conicas; sin embargo, fue Apolonio de Perge (262-190
a. C.) quien realizé la contribucién mas importante con su monumental obra Conics
que constaba de ocho libros, de los cuales han sobrevivido siete. Sistematiz6 el cono-

S0101043c3

cimiento de las conicas y les otorgd los nombres que usamos hoy: parabola, elipse e

hipérbola. Apolonio no solo clasificé estas curvas, sino que también demostré nume-
rosas propiedades geométricas fundamentales, siendo su trabajo muy importante
para el desarrollo de las matematicas griegas.

S3TVNOIJIaV

Durante la edad media, el conocimiento de las conicas fue preservado y expandido en el
mundo isldmico, el matematico y fisico arabe musulman Ibn Al-Haytham (965-1040),

conocido en occidente como Alhazen, estudié6 las conicas en el contexto de la 6ptica, in-
vestigando la reflexion y refraccion de la luz. Ademas, el matematico, astronomo y poeta
persa Khayyam (1048-1131), utiliz6 las conicas para resolver ecuaciones cubicas.

S01S3aNd0oydd

El renacimiento trajo consigo un resurgimiento del interés en las matematicas y las

conicas. El matematico y astronomo aleman Johannes Kepler (1571-1630), emple6
las conicas para describir las 6rbitas de los planetas. Sus leyes del movimiento plane-
tario, basado en elipses, revolucionaron la astronomia. Kepler demostré que los pla-
netas orbitan siguiendo una trayectoria eliptica, teniendo al sol en uno de sus focos.

Sv1S3ands3yd

Otro matematico, fisico y filésofo francés que contribuyé de manera importante al
estudio de las cénicas fue René Descartes (1596-1650), quien, al desarrollar la
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geometria analitica, permitid representar estas curvas mediante ecuaciones algebrai-
cas, facilitando con ello el analisis matematico de las conicas.

En el siglo XVIII, el matematico, fisico, te6logo y alquimista inglés Isaac Newton
(1642-1727), utilizé las cénicas en su obra Principia Matematica para describir las
orbitas de los cuerpos celestes, bajo la influencia de la gravedad.

Las conicas han recorrido un largo camino desde su descubrimiento en la antigua
Grecia, hasta hoy dia, que son utilizadas en multiples aplicaciones cientificas y tecno-
logicas.

Las conicas son un conjunto de curvas planas con propiedades geométricas Unicas,
que surgen de la interseccién de un plano con un cono circular recto de dos hojas y,
dependiendo de la inclinacion del plano, se forman: la circunferencia, la elipse, la pa-
rabola y la hipérbola.

Si el plano corta al cono perpendicularmente a su eje, se obtiene la circunferencia. Si
el plano esta ligeramente inclinado, pero no lo suficiente como para intersecar ambas
hojas del cono, se forma una elipse. En el caso en que el plano no sea paralelo a una
generatriz del cono, la interseccidon define una parabola. Finalmente, si el plano es
paralelo al eje del cono, se obtiene una hipérbola, una curva que consta de dos ramas
separadas. Véanse las siguientes figuras:
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Es importante sefialar que el cono se extiende indefinidamente tanto en la parte infe-

rior como en la superior.

A continuacion, se mostrara graficamente como es que se forman dichas curvas conicas.
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En el estudio de las conicas se presentan casos especiales conocidos como degenera-
ciones de las cénicas. Estas degeneraciones ocurren bajo ciertas condiciones especi-
ficas y resultan figuras geométricas que, aunque mas simples, son igualmente
interesantes y significativas.

Por ejemplo, una circunferencia degenera en un punto cuando el plano horizontal que
corta al cono contiene al vértice. Una elipse puede degenerar en una circunferencia
cuando sus ejes mayor y menor son iguales, o bien, podria degenerar en una linea
cuando uno de sus ejes se reduce a cero. Una parabola puede degenerar en una linea
recta cuando el plano que la define contiene al vértice del cono y a la generatriz.

Finalmente, una hipérbola puede degenerar en dos rectas que se cruzan cuando el
plano que la define contiene al vértice y al eje del cono. Véanse las siguientes figuras:

Un punto Recta

c

N~

Dos rectas que se cruzan
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Existen varias formas de definir a las conicas, una de ellas ya la hemos utilizado, me-
diante la interseccién de un plano con un cono de dos hojas; otra seria considerando
sus caracteristicas geométricas fundamentales, tales como su excentricidad, foco y
directriz; una mas seria, desde el punto de vista algebraico, mediante la ecuacion ge-
neral de segundo grado y, podriamos agregar dos alternativas mas, mediante sus
ecuaciones paramétricas y vectoriales.

A continuacion, hablaremos de cada una de estas definiciones en forma breve y nos
detendremos un poco mas en las ecuaciones paramétricas y vectoriales de las conicas,
que es uno de los puntos que nos interesa detallar un poco mas, por ser este un texto
que trata el tema de algebra vectorial.

Definicion general de las conicas

A pesar de sus diferencias, todas las conicas comparten una definicién general basada
en conceptos geométricos fundamentales que comparten, como ya se coment6 ren-
glones arriba, la excentricidad, el foco y la directriz.

La definicion que se presentara a continuacion abarca la parabola, la elipse y la hipér-
bola; sin embargo, no incluye a la circunferencia, ya que esta es un caso particular de
la elipse y no se define en términos de un foco y una directriz.

Definicion

Dada una recta fija L y un punto fijo F no contenido en L, se llama cénica al
lugar geométrico de todos los puntos P de un plano, cuya razén de las distan-
cias no dirigidas de P al punto fijo F y de P alarecta L es siempre igual a una
constante positiva e. A la recta fija L se le llama directriz, al punto fijo F, foco,
y ala constante positiva e, excentricidad de la cdnica. Véase la siguiente figura.
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L (directriz)

P (punto)

* >
F (foco)

La definicién anterior establece que el punto P es tal que:

d(P, F)
d(pP, L)

donde:
d (P, F) esladistancia del punto P al foco F .
d (P, L) esladistancia perpendicular desde el punto P a la directriz L .
La excentricidad e determina la naturaleza especifica de la conica.
e Si e < 1, lacdnicaesuna elipse.
e Si e = 1, lacdnicaesuna parabola.
e Si e > 1, lacénicaes una hipérbola.
La excentricidad de una elipse puede verse como una medida de cuanto se desvia la
elipse de ser una circunferencia. Cuando los dos semiejes de la elipse tienden a ser

iguales, entonces el valor de la excentricidad tiende a ser cero, por lo que, para el caso
particular de la circunferencia, su excentricidad e = 0. Imaginemos que los dos focos
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de una elipse se aproximan entre si cada vez mas, entonces la elipse se hace cada vez
mas redonda y, cuando los focos se unen, entonces la elipse se convierte en una cir-
cunferencia y sus focos se transforman en su centro.

Para el caso de la hipérbola, cuando el valor de la excentricidad es muy grande, las
ramas de la hipérbola se vuelven mas abiertas. Visualmente, la hipérbola se aplana y
se asemeja cada vez mas a sus asintotas. Por el contrario, cuando la excentricidad de
una hipérbola se acerca cada vez mas a uno, las ramas de la hipérbola se vuelven me-
nos abiertas y la curva se asemeja mas a una parabola. El caso limite es cuando e = 1

que corresponde a una parabola.

Ecuaciones cartesianas de las conicas
Siguiendo con el estudio de las conicas, a continuacién, presentaremos un resumen

completo pero breve de sus ecuaciones cartesianas. Detallaremos las principales ca-
racteristicas de cada conica en funcion de sus respectivas ecuaciones.

CIRCUNFERENCIA

Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan

de un punto fijo llamado centro.

Ecuacion de la circunferencia con centro en el origen y radio r.
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Ecuacion de la circunferencia con centro en el punto C (h,k ) y radio .
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(x—h)*+ (y—k)*=r?
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PARABOLA
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Una pardbola es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan de un =

punto fijo y una recta fija del mismo plano. El punto fijo se llama foco y la recta fija a
directriz.
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¢ Parabola con vértice en el origen
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/ eje focal

directriz
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El eje focal es la recta que se define con el vértice y el foco. Esta recta es también el =
wn
eje de simetria de la parabola. o
w
Si el eje de la parabola coincide con el eje x y su vértice estd en el origen, su ecuacion -
m
H wn
es: %
2 = 4P x m
g G
>
7

Si P > 0, laparabola abre hacia la derecha.

Si P < 0, laparabola abre hacia la izquierda.
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Obsérvese que el signo del coeficiente de x nos indica hacia dénde abre la parabola.

A
Y

con P>0

L

A
y

con P<0

N
7

Si el eje de la parabola coincide con el eje y y su vértice estd en el origen, su ecuacién

es:

Si P > 0, laparabola abre hacia arriba.

Si P < 0, laparabolaabre hacia abajo
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e Parabola con vértice fuera del origen

Si el eje de la pardbola es paralelo al eje x y su vértice estd en el punto V (h,k),su
ecuacion es:
(y—k)?>=4P (x—h)

Si P > 0, laparabolaabre haciala derecha.

Si P < 0, laparabolaabre hacia la izquierda.

A con P>0 A con P<0

1 e

V(h,k) F V(h,k)

La ubicacién del vértice puede estar en cualquiera de los cuatro cuadrantes.
Si el eje de la paradbola es paralelo al eje y y su vértice estd en el punto V (h,k),su
ecuacion es:

(x—h)2=4P (y—k)

Si P > 0, laparabola abre hacia arriba.

Si P < 0, laparabolaabre hacia abajo.
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con P>0

A
y
F
V(h, k)
0 X
ELIPSE

con P<0

V(h, k)

Una elipse es el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya distancia a dos pun-

tos fijos tiene una suma constante.

Los puntos fijos son los focos de la elipse y el punto medio del segmento que une alos

focos se llama centro de la elipse.

yA

Ay
P(xy)
b d2 d1
V2 F, 0 F1 Vi X
b

Az

dq+ d, = constante
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De la figura se tiene que:

Los puntos V; y V, son los vértices de la elipse y tienen por coordenadas:
ViCa, 0) y Vy(—-a, 0)

Los puntos F; y F, sonlos focos de la elipse y tienen por coordenadas:
Fi(c, 0) y Fy(-c, 0)

Las intersecciones de la elipse con el eje y sonlos puntosA; y A, ytienen por coor-
denadas:
A, (0, b) y A,(0, —-Db)

Al segmento de recta que definen los vértices V; y V5, se le llama eje mayor y su lon-
gitud es igual a 2a. Al segmento de rectas que va del origen a V4, o bien, del origen a
V,, se le llama semieje mayor y su longitud es a .

Al segmento de recta que definen los puntos A; y A ,, se le llama eje menor y su lon-
gitud es igual a 2b. Al segmento de recta que va el origen a A ;, o bien, del origena 4 ,,
se le llama semieje menor y su longitud es b .

La distancia que hay de F; o F, al punto (0,b) es igual a la longitud del semieje
mayor, esto es, igual a a. Véase la siguiente figura:

A

y

(0, b)

>
V; (-a, 0) F, 0 Fy Vi (a, 0) x
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De la figura anterior, se tiene que:

a’? =b%+ c?
de donde:

Relacion muy importante, pues con ella se logra deducir la ecuacion de la elipse.

¢ Elipse con centro en el origen

Si el eje focal coincide con el eje x, esto es, eje mayor horizontal, su ecuacion es:

oA

-

Si el eje focal coincide con el eje y, esto es, eje mayor vertical, su ecuacion es:
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o Elipse con centro fuera del origen

>
=
Si el eje focal es paralelo al eje x , esto es, eje mayor horizontal y con centro en el punto @
c(h, k),suecuacion es: %
B
A g
y o
2
>
[
(x=h)*  (y=k)’ 9
+ =1 (@)
a2 b2 =z
0
>
7]
0 x >
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Si el eje focal es paralelo al eje y, esto es, eje mayor vertical y con centro en el punto

c(h, k), suecuacion es:
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HIPERBOLA

Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya distancia a dos
puntos fijos tiene una diferencia constante.

Los puntos fijos son los focos de la hipérbola y el punto medio del segmento que une
a los focos se llama centro de la hipérbola.

A
y
Asintota Asintota
p (x, y)
) o
dz //dl b
sk
FZ / Vz 0 V]_\ F]_ b x >
* -
a a
c c
En esta rama En esta rama
PF, - PF,=2a d, - d, = constante PF,— PF, = 2a

De la figura se tiene que:

Los puntos V; y V, son los vértices de la hipérbola y tienen por coordenadas:
Vila, 0) 'y Vy(=a, 0)

Los puntos F1 y F, son los focos de la hipérbola y tienen por coordenadas:

Fl(C, 0) y FZ(_CJ 0)
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A pesar de que no hay intersecciones de la hipérbola con el eje y, se identifican dos
puntos A; y A, que tienen por coordenadas:

A;(0, b) y A,(0, —b).

Al segmento de recta que definen los vértices V; y V,, se le llama eje transverso y
su longitud es igual a 2a. Al segmento de recta que va del origen a V4, o bien, del

origen a V,, se le llama semieje transverso y su longitud es a .
Al segmento de recta que definen los puntos A; y A, se le llama eje conjugado y su
longitud esigual a 2b. Al segmento de recta que vadel origena A ;, obien, del origen

a A,,selellama semieje conjugado y su longitud es b .

La distancia que hay del centro de la hipérbola a cada foco es ¢ y los valoresde a, b
y ¢ estanrelacionados mediante la expresion:

c?= a*+ b*?

e Hipérbola con centro en el origen

Si el eje focal coincide con el eje x, su ecuacién es:

A
y

x? y2 _ F; Fy

IVIHOL1O3A VHE3901yY
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En este caso, las ecuaciones de las asintotas son:
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b b m
y ==X y=--x o
a a =~
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Si su eje focal coincide con el eje y, su ecuacion es: 3
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En este caso, las ecuaciones de las asintotas son: 9
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e Hipérbola con centro fuera del origen
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Si el eje focal es paralelo al eje x, esto es, eje transverso horizontal y con centro en el 2
punto ¢ (h,k),suecuacion es: <
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En este caso, las ecuaciones de las asintotas son: <
ﬁ
b b
y=k+ — (x —h) y =k ——(x —h) .
a a

B
S
Si el eje focal es paralelo al eje y, esto es, eje transverso vertical y con centro en el =
7 m
puntoc (h,k ), suecuacion es: %
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INDICE

ALGEBRA VECTORIAL

CONICAS

c(h.k)

EJERCICIOS

ADICIONALES

En este caso, las ecuaciones de las asintotas son:

PROPUESTOS

(x —h)

a

y=k-7

(x —h)

a

=k + —
y + oy

RESPUESTAS
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ll-® ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO

Llevaremos nuestro estudio de las conicas un paso mas alla. Ahora, hablaremos de la
ecuacion general de segundo grado con dos variables x, y .

La ecuacion general de segundo grado es:
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Ax> +Bxy +Cy*+Dx+Ey+F=0

En la seccion anterior estudiamos las ecuaciones cartesianas de las cOnicas: circunfe-
rencia, parabola, elipse e hipérbola con ejes coincidentes o paralelos a los ejes coor-
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denados. Todas las ecuaciones cartesianas a las que se llegd son casos particulares
de la ecuacion general de segundo grado. Una caracteristica comun a estas ecuaciones

es que todas ellas carecen del término B x y .
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La presencia del término B x y en la ecuacidn de una cénica indica que sus ejes estan

inclinados con respecto a los ejes del sistema de referencia, esto es, los ejes de la c6-
nica son oblicuos a los ejes cartesianos. La conica esta girada un angulo 6. Véase la
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siguiente figura: o
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La ecuacion general de segundo grado puede representar a una cénica, alguno de sus

casos degenerados o, incluso, a ningin lugar geométrico. Si algunos de los coeficientes

de la ecuacion toman el valor de cero, se pueden presentar los siguientes casos:

Caso

Caso

Caso

Caso

1:

2:

3:

4:

Si A>0,B=0,C>0,D=0,E=0y F=0, por ejemplo, si
A=1y C=1, sellegaalaecuacion:

En este caso, la ecuacidn representa al origen de coordenadas, esto es, al
punto (0,0).

Si A>0,B=0,C<0,D=0,E=0y F=0, por ejemplo, si

A=1y C= —1, sellegaalaecuacion:

x?2—y? =0 = y?=2x%2 > y=+x

En este caso, la ecuacion representa dos rectas que se cruzan en el origen
de coordenadas.

Si A=0, B=0, €C=0 con D,E y F#0, por ejemplo, si
D=1, E=1 y F=1, sellegaalaecuacién:

x+y+ 1=0
En este caso, la ecuacion representa una recta.
SiA>0,B=0,C>0,D=0,E=0y F>O0,porejemplo, si
A=1, C=1 y F=1,sellegaalaecuacion:
x2+yi+1=0 = x*+y?=-1

En este caso, la ecuacion no representa ningun lugar geométrico.

IVIHOL1O3A VHE3901yY
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@ Discriminante

Para el caso en que la ecuacion general de segundo grado represente a una conica, se
puede identificar qué tipo de conica es, mediante el signo de la expresiéon B2 — 4 AC.
A esta expresion se le llama Discriminante de la ecuacion. El teorema que se enuncia
a continuacion establece el siguiente criterio.
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Teorema

La ecuacion general de segundo grado es:
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Ax?+Bxy +Cy*+Dx + Ey +F=0

m
Representa una: =
o
)
1) Parabola si B2— 4AC=0 z
7
2) Elipse si B?2—4AC<0
&
Q
3) Circunferencia si B2—4AC<0, con B=0 y A=C =
=
4) Hipérbola si B2—4AC>0 @
av
pe)
o
0
=
B» Ejercicio 31. Determine qué tipo de cénica representa cada una de las ecuaciones &
o
dadas. Z
a) 4x’—4xy+y?—4x -8y —4=0 ﬁ
=
b) 8x%+ 4xy +5y%—18x + 36y + 45 =0 (ﬁ
n

¢ —x?+2xy+y?—6x—14y +39 =0

d) 2x2+2y%2-20x+ 12y +36 =0
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Solucion:

a)

b)

La ecuaciodn es:
4x2—4xy +y —4x -8y —4 =0

en este caso, tenemos que:
A=4, B=-4 y C=1
entonces, el valor del discriminante es:

B2— 4AC =(-4)2—-4(4)(1) =16 —16 = 0

como el discriminante es igual a cero, entonces se trata de una parabola.

La ecuacion es:
8x% 4+ 4xy +5y%2—18x + 36y + 45 =0
en este caso, tenemos que:
A=8, B=4 y (C=5
entonces, el valor del discriminante es:
B?2—4AC = (4)2—-4(8)(5) =16 —160 = —144<0
como el discriminante result6 negativo, entonces se trata de una elipse.

La ecuacion es:
—x2+2xy +y?—6x — 14y +39 =0

en este caso, tenemos que:

A=-1, B=2 y C=1

o
=
@
m
w
2
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=

SVOINQD

S0101043c3

| S01S3aNd0oydd | S3TVNOIJIaV

SV1S3aNds3y

144



entonces, el valor del discriminante es:

B2—4AC =(2)2-4(-1)(1)=4+4=8>0

como el discriminante resulté positivo, entonces se trata de una hipérbola.
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d) Laecuaciénes:
2x%2 4+ 2y2 —-20x + 12y + 36 =0

en este caso, tenemos que:
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A=2, B=0y C=2
entonces, el valor del discriminante es:

B2— 4AC = (0)2 —4(2)(2) =-16<0

S0101043c3

Al ser el discriminante negativo, podria tratarse de una elipse, o bien, de una
circunferencia; sin embargo, se cumpleque B = 0 y A = C, por lo tanto, se trata
de una circunferencia.

S3TVNOIJIaV

ll-® |dentificacion de las conicas cuando la ecuacion general
de segundo grado carece del término Bxy

Como se menciond anteriormente, cuando en la ecuacion general de segundo grado
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se tiene el término Bxy y dicha ecuacién representa una conica, esto implica que los
ejes de la conica son oblicuos al sistema de referencia y la identificacion de la curva

se hace mediante el signo del discriminante; sin embargo, es posible eliminar el tér-
mino Bxy de la ecuacion de la conica e identificarla mas facilmente, en forma directa,
mediante los coeficientes de su ecuacion.

SV1S3aNds3y

La eliminacién del término Bxy de la ecuacion general de segundo grado, se consigue
mediante una rotacion de ejes, haciendo que los ejes de la cénica coincidan o sean
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paralelos a los nuevos ejes x ', y ' del sistema de referencia ya girado. No detallaremos

el procedimiento especifico para realizar esta rotacién, ya que no es el objetivo princi-
pal de esta obra. Nuestro propdsito es mostrar cémo identificar el tipo de cénica a tra-
vés de los coeficientes de su ecuacion, una vez realizada la rotacién de ejes.

Con el giro adecuado de los ejes, la ecuacion general de segundo grado en el nuevo
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sistema de referencia x ', y ' toma la forma:

A'(x")2+C'(y)2+D'x'"+E'y'+F'=0
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Si esta nueva ecuacién representa una conica y no los casos degenerados de ellas, en-

tonces la identificacion de la conica se hace mediante el siguiente criterio.

m
(&
m
o
Teorema o
1. SiA'=0 o C'= 0 peronoambos,estoes,si A'C'= 0, entonces se =
trata de una parabola.
S
2. Si A'y C'tienen el mismo signo siendo A'# C',estoes, A'C' > 0, o
. o
entonces se trata de una elipse. Z
P
m
. 1 / . . 2
3. Si A'= C’', entonces se trata de una circunferencia.
2
4. SiA'y C'tienen signo distinto, estoes,si A’ C' < 0, entonces se trata S
de una hipérbola. =
(7]
_|
o
(7]
m
B Ejercicio 32. Analice los coeficientes de cada una de las ecuaciones proporcionadas &
. ;s ;. C
y determine qué tipo de conica representa. m
_|
>
7

a) (3x+1)2+4(2y—-1)2+19 = 5x2 —10x + 3y2—10y

b) 2(2-x)2—-4y2 -4y -5 = (3+y)2+x%2—-24x+3
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¢ x?—-12x+(y—-1)2+6y = y2—-11
d) 3(x+2)2-5(y—-3)2—-6x—-28y=x%2—-7y2?2—-236

Solucion:

Antes de proceder a la solucién del ejercicio, es importante aclarar que, en el teorema
anteriormente enunciado, se utilizan los coeficientes A’, B’ y C'. Esto se debe a
que el teorema hace referencia a la ecuacion general de segundo grado con B =0 y
un sistema de referencia con ejes girados x ', y '. Sin embargo, dado que las ecuacio-
nes proporcionadas en cada inciso no incluyen el término B x y, aplicaremos el cri-
terio establecido en el teorema usando los coeficientes A, B 'y C en lugar de
A',B'yC'.

En cuanto al procedimiento a seguir en la solucion de cada uno de los incisos, se desa-
rrollaran los binomios al cuadrado, se agruparan los términos en el primer miembro
de la ecuacién haciendo las simplificaciones correspondientes, se identificara la c6-
nica en funcioén de sus coeficientes y, finalmente, se daran algunos de los elementos
basicos de dichas cénicas.
a) Laecuacidn es:
(3x+1)2+(2y —1)2+19 =5x%2 —10x + 3y? —10y
desarrollando los binomios al cuadrado, tenemos:
(9x2+6x+1)+(4y?2—4y +1)+19 =5x%2—-10x+3y%—10y
agrupando y simplificando términos semejantes, se llega a:

4x2 + y2 +16x + 6y + 21 =0

entonces:
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como A y C tienen el mismo signo, siendo A # C, entonces se trata de una

elipse.

Para determinar algunas caracteristicas de la elipse, completaremos trinomios
cuadrados perfectos con la finalidad de llevar la ecuacién a su forma estandar u

ordinaria.
Reordenando la ecuacioén:
4x% +16x +y2+ 6y = —-21
de donde:
4(x?>+4x)+ (y2+6y) =-21
completando trinomios cuadrados perfectos:
4(x%2+4x+ 4)+ (y2+6y+9) =—-21+16 +9

entonces:
4(x+2)2+ (y+3)2= 4

con lo cual, la ecuacién de la elipse en su forma estandar es:

2 2
(x+2) +(y+3) _

1
1 4

como el eje mayor es paralelo al eje y, entonces se trata de una elipse con eje
focal vertical y con centro en el punto:

c (-2, =-3)
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b)

Las longitudes de sus semiejes son:

semieje mayor a = 2

semieje menor b = 1
La ecuacion es:

2(2 —x)2—4y2 -4y —-5=(3+y)2+x?—-24x + 3
desarrollando los binomios al cuadrado, tenemos:
(8—8x+2x%2)—4y?2—4y—-5=(94+6y+y?)+ x?—-24x+3
agrupando y simplificando términos semejantes, se llega a:
x> —5y2+16x —10y —9 =0

en este caso:
A=1y C=-5

como A y C tienen signos distintos, entonces se trata de una hipérbola.
Reordenando la ecuacién y completando trinomios cuadrados perfectos, tene-
mos:

x>+ 16x — 5y — 10y =9

(x? +16x + 64) —5(y2+2y+ 1) =9 +64— 5

entonces:
(x+8)2 —5(y +1)2? = 68
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con lo cual, la ecuacién de la hipérbola en su forma estandar es:

(x+8)? B (y +1)2

68 68
5

como el eje transverso es paralelo al eje x, entonces se trata de una hipérbola
con eje focal horizontal y con centro en el punto:

c (-8, —-1)
Las longitudes de sus ejes son:

eje transverso 2a = 2 Vv 68

/ 68
eje conjugado 2b = 2 =

La ecuacion es:
x2 - 12x+(y-1)2+6y=y%2-11
desarrollando el binomio al cuadrado, tenemos:
x? —-12x + (y* -2y + 1)+ 6y =y%—11
agrupando y simplificando términos semejantes, se llega a:
x*?—12x + 4y + 12 =0
comoA =1y C =0, entonces se trata de una parabola.
completando el trinomio cuadrado perfecto, tenemos:

(x?2—-12x + 36) + 4y +12 = 36
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simplificando se llega a:
(x—6)2 = 36 —12 —4y
(x—6)%2 = —4y +24
entonces, la ecuacion de la parabola en su forma estandar es:
(x—6)2 = -4 (y - 6)

Se trata de una parabola con eje paralelo a eje y, con P < 0, por lo que abre hacia
abajo. Su vértice esta en el punto:

V (6,6)
d) Laecuaciones:
3(x+2)2-5(y—3)2—-6x—28y = x>—-7y% —36
desarrollando los binomios al cuadrado, tenemos:
(3x%+12x +12) + (—=5y?+30y —45)—6x—28y = x*—-7y%—-36
agrupando y simplificando términos semejantes, se llega a:
2x2 +2y2+6x+2y+3=0

entonces:

como A = C, entonces se trata de una circunferencia.
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Reordenando la ecuaciéon y completando trinomios cuadrados perfectos, tenemos:

2x2 4+ 6x+2y2+2y=-3
2( 4+ 3 +9>+2<2+ +1> 3+9+1
x x - —_— = —_— —_ —
4 yory Ty 2 2

2 2

2(x43) w2 (v 1) =2
XT3 yva) <
con lo cual, la ecuacién de la circunferencia en su forma estandar es:

3\? 1y\?
— — = 1
( **3 ) * ( Y3 )
Se trata de una circunferencia con radio igual a uno y centro en el punto:
(-3 -3)
2 2

Se deja al lector el trazo de las graficas de las cuatro conicas analizadas.
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- ECUACIONES PARAMETRICAS Y VECTORIALES
DE LAS CONICAS

N

Hemos hecho un pequefio resumen de las ecuaciones cartesianas de las conicas. A
continuacion, presentaremos otra forma de representarlas a través de sus ecuaciones
paramétricas y vectoriales.
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Este nuevo enfoque, utilizando ecuaciones paramétricas y vectoriales, no solo nos per-
mite profundizar en el conocimiento de las conicas, sino que también abre la puerta

para entender aspectos mas complejos de las mismas matematicas. Esto nos da la po-
sibilidad de poder comprender y manejar aplicaciones mas sofisticadas de las conicas
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en campos como la fisica, la ingenieria y las ciencias en general. Nos permite estudiar
fenémenos que involucren movimientos y trayectorias, por ejemplo, 6rbitas planeta-
rias, la dinamica en el espacio, trayectorias de proyectiles, ingenieria aeroespacial, en-
tre otras. Las ecuaciones que hasta ahora hemos estudiado de las conicas quedan
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definidas en término de dos variables, pero ahora lo que haremos es representar a es-

tas dos variables en funcion de una tercera variable que llamaremos parametro.

Si la ecuacion de una cénica C la expresamos como:
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C: {F(x, y) =10

y hacemos que las variables x, y estén en funcidn de una tercera variable t, en-
tonces se tendria que:

S01S3aNd0oydd

x = f(t)

y = g(t)

A este par de ecuaciones se les llama ecuaciones paramétricas de la cénica C. Con
estas ecuaciones se pueden obtener todos los puntos de la grafica de la conica, para
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cada valor del parametro t se obtienen las coordenadas de un punto (X ,Y ) de la

grafica.
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Las ecuaciones paramétricas de una conica no son unicas. Existen muchas formas de
parametrizar la ecuacién de una cénica y, por lo tanto, se pueden obtener una infini-
dad de ecuaciones paramétricas para representar a una misma conica.

No existe un método general que podemos seguir para obtener las ecuaciones para-
métricas de las cdnicas; sin embargo, existen parametrizaciones que resultan mas
convenientes o sencillas que otras. Debemos optar por aquella parametrizacién que
mas nos facilite las cosas, o bien, aquella que mejor se adapte al problema que esta-
mos resolviendo.

Si lo que tenemos son las ecuaciones paramétricas de una cénica y lo que queremos
es obtener su ecuacion cartesiana, lo que debemos hacer es eliminar el parametro
combinando, de la manera que resulte mas conveniente, ambas ecuaciones paramé-
tricas. Tampoco, en este caso, existe un procedimiento inico que nos permita elimi-
nar el parametro; todo dependera de la forma que tengan dichas ecuaciones
paramétricas. A continuacion, citaremos algunos de los casos mas comunes:

1) Sienlasecuaciones paramétricas intervienen funciones trigonométricas, enton-
ces es muy probable que podamos utilizar una identidad trigonométrica para

eliminar el parametro.

2) Siambas ecuaciones paramétricas son algebraicas, entonces una posibilidad se-
ria modificar algebraicamente una o ambas ecuaciones, de tal manera que por
sumas y restas se logre eliminar el parametro. Se debe cuidar que las modifica-
ciones hechas a las ecuaciones paramétricas no las alteren.

3) Siambas ecuaciones paramétricas son algebraicas, pero una de ellas es mucho
mas sencilla que la otra, entonces lo que se recomienda hacer, es despejar el pa-
rametro de la ecuaciéon mas sencilla y sustituirlo en la otra ecuacion.

Dependiendo del procedimiento que se siga para llegar a la ecuacion cartesiana de la
conica, es posible que se llegue a ecuaciones cartesianas aparentemente diferentes;
sin embargo, en realidad se trata de la misma ecuacion en presentaciones distintas.
Con un manejo algebraico adecuado, se podra pasar de una forma a la otra sin dificultad.
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A continuacién, mostraremos como se puede llegar a ciertas parametrizaciones de las

conicas y daremos también sus correspondientes ecuaciones vectoriales.

CIRCUNFERENCIA

1) Circunferencia con centro en el origen y radio a .

La ecuacioén cartesiana es:

dividiendo ambos lados de la ecuacién entre a?, tenemos:

=
IN)

+ = =1
a

yZ
2

Q
N

de donde:

como llegamos a una ecuacién que es la suma de dos cuadrados e igual a uno,

esto nos lleva a pensar en la identidad trigonométrica:

sen’0® + cos?0 = 1
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La grafica de la circunferencia es:

Si elegimos un punto cualquiera P(X ,¥ ) de la circunferencia y escogemos
como parametro el angulo 0, entonces del triangulo de la figura y aplicando las
definiciones del seno y el coseno, tenemos que:

cosO = = X = a cosO

senf = 4
a

= y = asenf

con lo cual, se llega a que un par de ecuaciones paramétricas de la circunferencia
con centro en el origen y radio a son:

X = acosb

y = asenf

si consideramos al vector p como vector de posicién del punto P, entonces
una ecuacion vectorial de dicha circunferencia es:

p = (acosb)i + (a send)j
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si retomamos la ecuacién (1) con el propdsito de llegar a otro par de ecuacio-

nes paramétricas de la circunferencia, se tendria:

si hacemos x = t y sustituimos en la ecuacidn, se tiene:

t2 + y2= q?
despejando y:

y=i/a2_t2

con lo cual, otro par de ecuaciones paramétricas de la circunferencia con cen-
tro en el origen y radio a, serian:

x =t

De la segunda ecuacién se puede apreciar que los valores que puede tomar el
parametro t, estdn comprendidos en el intervalo —a < t < a,estoes, el
valor mayor que puede tomar x es el valor del radio, es decir, x = a y el menor
serax = — a. Porotro lado, el signo positivo de la raiz define la parte superior

de la circunferencia y el signo negativo la parte inferior.

Con estas nuevas ecuaciones paramétricas de la circunferencia se tendria la si-
guiente ecuacion vectorial:

p =ti+ a? —t? j
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2) Circunferencia con centro en el punto C (h, k) yradio a.

>
=
@
La ecuacion cartesiana es: .
o
>
<
(x — W2+ (y— k)2 =a? .., (2) i
o
2
y su grafica es: >

A
o)
y o
=
0
7
Y

m
(@]
m
k 1 o
i O
1 o
wn
‘ >
| o
i o
i o
| =
- > =
0 h X x i
del tridngulo de la figura, se tiene que: T
o
— c
cQ — m
cosb = — = (CQ = acosH 9
a o
w

QP — I
send = — = QP = asen® -
a %)
e
=
»
con esto, las coordenadas del punto P (X ,¥ ) resultan igual a: =
wn

h + acosb

X

y =k + asenf
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que son un par de ecuaciones paramétricas de la circunferencia con centro en
elpunto C (h ,k), radio ay parametro 6.

Entonces, una ecuacioén vectorial de dicha circunferencia es:
p=(h+acos®)i + (k + asenB)j
A manera de comprobacion, tomemos las ecuaciones paramétricas y, a partir de

ellas, obtengamos la ecuacién cartesiana de la circunferencia. Si despejamos
cos® y senB, sellegaa:

= cos®©

-k
y—: sen 0

elevando al cuadrado en ambas ecuaciones, tenemos:

x — h)?
gzcosze

sumando las dos ecuaciones, se tiene:

(x — h)? 4 (y —k)?

sen2@ + cos? 0
a? a?

de donde:

— 2 _ 2
(x =1 (y =17 _

1
a? a?
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finalmente:

>
(x —h)?> + (y —k)? = a? S
m
o
que resulta igual a la ecuaciéon (2). J<>
m
0O
_|
o
2
ELIPSE P
. . . . " n 1 O
1) Elipse con centro en el origen y semieje mayor "a" paralelo al eje x . =l
La ecuacion cartesiana es: %
>
7]
2 2
X

— + y_ =1
a? b? m
a
D
Para obtener un par de ecuaciones paramétricas de la elipse, partamos de la si- @)
)
guiente figura: g

A
Y 5
o
o
=z
>
m
B (7]
P(x, y)

B
a A >
e
=
b %)
0 | > =
0 C D x @
e
m
wn
e
c
m
ot
>
7
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2)

En la figura se tienen dos circunferencias concéntricas de radios a y b, con cen-
tro en el origen, donde a > b. El punto p (x, y ) queda definido por la intersec-
cién de la recta horizontal que pasa por el punto 4 y corta al segmento BD.

Con los elementos que se muestran en la figura, obtengamos las coordenadas
(x, y) del punto P. Se tiene que:

x = OD = OB cos® = acosb
y = DP = CA = OA sen® = bsen®b

con lo cual, un par de ecuaciones paramétricas de la elipse con centro en el ori-
gen, semieje mayor horizontal a y semieje menor b, son:

X = acosb

y = bsenf

Si consideramos al vector p como vector de posicién del punto P, entonces una
ecuacion vectorial de la elipse es:

p = (acosB)i + (bsenB)j

Elpunto p (x, y) esun punto de la elipse. Sise cambia el &ngulo 6 y se repite
el procedimiento descrito, entonces iremos obteniendo diferentes puntos de
ella. Conforme O varia, el punto P se desliza a lo largo de la elipse.

Elipse con centro en el punto ¢ (h, k) y semieje mayor paralelo al eje x .
La ecuacion cartesiana es:

(x=m)?  (y=k)? _

a? b2 1
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Con un procedimiento similar al que se hizo para el caso de la circunferencia con
centro en el punto ¢ (h, k), sellega a que un par de ecuaciones paramétricas
de la elipse con centro en el punto ¢ (h, k) y semieje mayor a horizontal, son:

Xx = h+ acosb

Yy = k + bsenb
y su correspondiente ecuacion vectorial es:

p = (h+acos®)i + (k + bsen0)j

HIPERBOLA

1)

Hipérbola con centro en el origen y eje focal coincidente con el eje x .
La ecuacion cartesiana es:

2

=

2
_y_=1
bZ

N

a

Para obtener un par de ecuaciones paramétricas de la hipérbola, partiremos de
la siguiente figura:

P(x,y)
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Enlafigura se tienen dos circunferencias concéntricas de radios a y b, con centro
en el origen, donde a > b. El puntop (x, y ) queda definido por la interseccion
de la recta horizontal que pasa por el punto E y la recta vertical que pasa por el
punto D. El punto E queda definido por la interseccion de la recta vertical que
pasa por el punto B ylarecta £ que define un dngulo 6 con el eje x .

El punto D queda definido por la interseccidn de la recta tangente a la circunfe-

rencia en el punto C y el eje x .

Con los elementos mostrados en la figura, obtengamos las coordenadas (x, y)
del punto P. De los tridngulos OCD y OBE, se tiene que:

sec9=O:D = x =0D=0C sech = asech
ocC
BE -

tan@ = — = y = DP = BE = OB tanf = btan0
OB

con lo cual, un par de ecuaciones paramétricas de la hipérbola con centro en el

origen y eje focal coincidente con el eje x, son:

X asecH

con cos9 =0
y = btanf

y su correspondiente ecuacion vectorial es:

p = (asec®)i + (btanB)j
De igual forma a lo descrito con la elipse, si se cambia el angulo 6 y se repite el
procedimiento descrito, entonces se obtendrian diferentes puntos de la hipér-

bola. Conforme O varia, el punto P se desliza a lo largo de toda la hipérbola.
En este caso, 8 no puede tomar los valores de 90 y 270 grados.

o
=
@
m
w
2
>
<
m
(@]
_|
(@]
2
>
=

SVJINQD

S0101043c3

| S01S3aNd0oydd | S3TVNOIJIaV

SV1S3aNds3y

163



2) Hipérbola con centro en el punto C (h, k) y eje focal paralelo al eje x .
La ecuacion cartesiana es:

(x =12 -k _

a? b?
Un par de ecuaciones paramétricas son:

h + asecB

X
con cosO#0
y = k + btanb

y su correspondiente ecuacion vectorial es:

p = (h+asecb )i + (k + btanb )j

PARABOLA

Para el caso de la parabola, se pueden generar ecuaciones paramétricas utilizando
funciones trigonométricas; sin embargo, optaremos por una parametrizacion de tipo
algebraico. Esto implica igualar la variable con exponente de segundo grado al para-
metro t. Luego, se sustituira esta expresion en la ecuacién original de la parabola, ob-
teniendo asi un par de ecuaciones paramétricas.

1) Parabola con vértice en el origen y eje focal coincidente con el eje y .
La ecuacion cartesiana es:

x%2 =4py

>
[y
@
m
w
2
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
(o

SVJINQD

S0101043c3

| S01S3aNd0oydd | S3TVNOIJIaV

SV1S3aNds3y

164



y su grafica es:

si hacemos que:

entonces, sustituyendo en la ecuacidn, se tiene:

t? = 4Py > y=-—t?

con lo cual, un par de ecuaciones paramétricas de la parabola, son:

o~

X =

1
=—t2
Y P

o~

y su correspondiente ecuacion vectorial es:

1
4P
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2)

Parabola con vértice en el punto V (h, k) y eje focal paralelo al eje y.

La ecuacion cartesiana es:
(x —h)? = 4p (y —k)

si hacemos que:

sustituyendo en la ecuacion, tenemos:

(t =h)? = 4p (y —k)

despejando y, se tiene:

k = —h)?
de donde:
= —h)? + k
y 1 (t )

con lo cual, un par de ecuaciones paramétricas de la parabola es:

x =t

- 2 (t —h)2 +k
Y T %4p

y su correspondiente ecuacion vectorial es:

1
D = 1 —_— —_ 2 j
D ti + 4P(t h)= + k|Jj
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En el caso de las ecuaciones paramétricas, es recomendable desarrollar el binomio al
cuadrado en la ecuacion de "y" y realizar las simplificaciones procedentes. Esto dara

lugar a ecuaciones paramétricas mas simples.

Ejercicio 33. Paralacurva C cuyas ecuaciones paramétricas son:

x = 3 4 2sent

y = 4cos?t

a) Obtenga una ecuacion vectorial de la curva C.
b) Dé una ecuacion cartesianade C.
c) Identifique de qué curva se trata.
d) Trace, en forma aproximada, la grafica de la curva.
Solucion:
a) Una ecuacion vectorial es:
p = (3+2sent)i + (4cos?t)j
b) Delas ecuaciones paramétricas, al despejar las dos funciones trigonométricas,

se llega a:

= sent

Y 2
- = t
4 Cos
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elevando al cuadrado ambos lados de la primera ecuaciéon paramétrica, tenemos:

o
®
(x =3)°? m
———— = sen?t =
4 >
y 2 <
— = cos“t m
4 9
o
2
. . . >
sumando ambas ecuaciones, se tiene: -
(x =3)2 y Q
——— + = =sen?t + cos?’t o
4 4 =
0
>
7]
de donde:

m
(x =32 v _ m
4 4 o
Q
o)
%)

(x =3)2 + y = 4
>
=
Q
o
. =
finalmente: >
m
y—4 =—(x —-3)2 n
es la ecuacion cartesiana de la curva en forma ordinaria o estandar. =
o
e
=
c) Setrata de una parabola concava hacia abajo con vértice en el punto V (3,4). %
o
w
e
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e
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d) Sugraficaes:
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>
B Ejercicio 34. Seap = (1 +cost)i + (sent )j + 2k la ecuacién vectorial de g
una curva C. =
>
—
o
a) Dé unas ecuaciones paramétricas de la curva C .
b) Determine unas ecuaciones cartesianas de C .
B
o . 12
c) Identifique de qué curva se trata. 3
d) Trace, en forma aproximada, la grafica de la curva. =
wn
_|
=7 O
Solucion: ®
a) Unas ecuaciones paramétricas de la curva son: .
e
m
S
x = 1+ cost =
m
ot
= sent >
Y 7
z = 2
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b)

A diferencia del ejercicio anterior, en este caso las ecuaciones paramétricas de
la curva incluyen tres expresiones, involucrando las variables x, y y z . Esto
implica que la curva no se encuentra en el plano cartesiano x y, sino en el espa-
cio de tres dimensiones.

La ecuacion z = 2 define un plano paralelo al plano x y, que interseca al eje z
en el punto (0,0, 2 ), donde se encuentra contenida la curva definida por las dos

primeras ecuaciones paramétricas, como se muestra en la siguiente figura:

A

VA

(0.02)¢ ,—~—°

La grafica de la curva C que se muestra en la figura es meramente ilustrativa,
no representa la curva que definen las ecuaciones paramétricas dadas.

Antes de proceder a la solucidon de este inciso, es conveniente hacer la siguiente
aclaracion: cuando una curva plana se encuentra definida en el espacio de tres
dimensiones, entonces su ecuacion cartesiana requiere de dos ecuaciones para
que quede completamente definida. Para el caso de nuestro ejercicio, una de
ellas es la ecuaciéon z = 2, la otra se obtendra a partir de las dos primeras ecua-
ciones paramétricas.
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Tomando las dos primeras ecuaciones paramétricas, tenemos:

x = 1 +cost

y sent

despejando la funcién cost de la primera ecuacién paramétrica, se llega a:
x —1 = cost

y = sent

elevando al cuadrado en ambos lados de las dos ecuaciones, tenemos:

(x —1)2 = cos?t
y? = sen?t
sumando ambas ecuaciones:
(x —1)2+ y?2 = sen?t + cos?t

de donde:
(x —1)2+ y2 =1

con lo cual, unas ecuaciones cartesianas de la curva C son:
(x — 1) + y2 =1
z= 2

Con la primera ecuacidn cartesiana, identificamos que se trata de una circunfe-
rencia con radio igual a uno, centro en el punto € (1,0,2) y contenida en el
plano de ecuaciéon z = 2
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d) Sugraficaes:

A z
z m
:
c(1,0,2) <
S
o
2
>
—
-2

z=2 §\
3 5
[} >
! @)

| 0 v

S0101043c3

>
o
Ejercicio 35. Sealacurva C de ecuaciones: o
)
=
(x-2)*  (y+1)? _ | "
C: 36 25
— 0
z = 3 3
o
0
=
Obtenga: i
. s —
a) Unas ecuaciones paramétricas de la curva C . S
b) Una ecuacion vectorial de C . o
w
e
L4 C
Solucion: m
_|
a) Como sabemos, existe una infinidad de formas de parametrizar la ecuacion car- &

tesiana de una curva; sin embargo, unas resultan mas convenientes que otras.
Al observar las ecuaciones cartesianas de la curva, nos damos cuenta de que se
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b)

trata de una hipérbola con centro en el punto (2,—1, 3), con eje focal paralelo
al eje x y que se encuentra contenida en el plano de ecuacién z = 3.

Por tratarse de una hipérbola, la forma mas conveniente de parametrizar su
ecuacion es haciendo:

X —2 = 6sect

y+ 1 = 5tant

donde el 6 es la longitud del semieje transverso y el 5 es la longitud del semieje
conjugado.

Al despejar x y y sellegaa:

2 + 6 sect

X
y =-1 + 5 tant
por lo tanto, unas ecuaciones paramétricas de la curva C, son:

x = 2 + 6sect
C:4{ y =-1 + 5 tant

z = 3
Una ecuacién vectorial de la hipérbola es:

p=(2+6sect)i + (—1+5tant)j + 3k
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EJERCICIOS ADICIONALES

S3TVNOIDIAV

Una vez expuestos los conceptos tedricos fundamentales del algebra vecto-
rial, en la siguiente seccién se presentara una serie de ejercicios resueltos
cuidadosamente seleccionados. Estos no solo ilustraran la aplicacion practi-
ca de los principios analizados, sino que también abarcaran distintos niveles
de dificultad. Algunos problemas seran mas basicos, ideales para afianzar la
comprension inicial, mientras que otros ofreceran un mayor desafio, per-
mitiendo a los lectores profundizar y reforzar su dominio de los conceptos,
ademas de elevar el nivel de exigencia respecto a los ejercicios resueltos
durante la exposicion de cada tema.
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B» Ejercicio 36. Determine las coordenadas de un punto @, contenido en el eje x,

. . : >
cuya distancia al punto P ( 1,3,4 ) seaiguala,/ 29 . é
ey
Solucion: >
[lustremos graficamente el problema: ﬁ
:
z 2
A >
=
P(1,3,4
(1.3,4) -
(@)
=
o
>
7]
opP
m
&
m
3
—>7 o
o)
7
Q=7

>
o
x o
o
=
El punto Q, por estar contenido en el eje x, las coordenadas y, z soniguales a cero, a

por lo tanto, la inica coordenada a determinar en Q seralade x, conlo cual, el punto
Q tiene la forma: -
e
9
Q(x,0,0) 2
wn
_|
— 7

El segmento QP esigual a:

— m
QP = (1-x, 3-0, 4-0)=(1-x, 3, 4) &
=
oF | = /25 7
dado que | QP | = ,/ 29 ,entonces se tiene que: g

|Q_P|=\/(1—x)2+ 32 + 42 = [29
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elevando al cuadrado en ambos lados de la igualdad, se tiene que:

o
=
@
(1-x)2+9+ 16 =29 o
>
<
(1 -x)%4+25 =29 m
_|
2
(1-x)2=4 =
1—-x = +,4 (9
2\
o
1—-—x = %2 &
x =1+ 2 m
m
P,
con lo cual, se tienen dos soluciones: g
o)
7
con el signo positivo:
Q, (3, 0, 0) >
)
. . o
con el signo negativo: z
Q (-1, 0, 0) a
0
B Ejercicio 37. Sean los vectores: §
B
u=(3,-5-1), v=i+2j-3k y w=(-4,0,1) =
w
Calcule: o
a) Los angulosy los cosenos directores de un vector a, el cual es simultanea- 2
mente perpendicular a los vectoresv y w. E
.
7

b) El producto mixto [ﬁ v W].
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c) Elvalordel escalar k, para que el vector v sea perpendicular al vector
b= (4k, 2k, 4).

d) El médulo de un vector ¢, que forma un angulo de 30° con el vector w y tal que

|wxtc|=17 .

Solucion:
a) Como a = v X w, entonces:

i k
a = 1 2 -3 | = 2i+11j+8k ~ a=(2, 11, 8)
-4 0 1
El médulo del vector @ es:
|E|=\/(2)2+(11)2+(8)2 :\/4+121+64 - /189

con lo cual, se tiene que sus cosenos y los angulos directores son:

4 2 > 1 2 81.63°
cosa = —— = o = cos s~ o = 8l
| @ | 189 /189
5 a, 11 5 ., 1 5 = 3686
cosf} = —— = = = oS = .86°
|a| /189 J 189
as 8 B 8
cosy = = = y =cos ! Yy = 54.41°

%

189

;

189
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b) Elproducto mixto de los vectores u, v y w, es:

b
&

3 -5 -1 m

o

>

<

[z 7 w]=|] 1 2 -3 |=(6-60)—(8-5)=—57 3
%

>

-4 0 1 -

¢) Sielvector v debe ser perpendicular al vector b, entonces se debe cumplir que:

SVJINQD

sustituyendo, tenemos:

(1, 2, =3)-(4k, 2k, 4)=0

S0101343c3

4k + 4k —12 = 0

S
8k = 12 2
=z
>
k_12 .- 3 m
~ 8 2
0
d) Sesabe que: 3
o
m
|wxc|=|w||c|sen® .ooiiiiiiiiiiiii, (1) 2
(7]
tenemos que: -
m
wn
c
W= (-4)+(1)" = JT7 7
>
w

|wxzc| =17
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de (1), setiene:
|¢| = —— con 0=30°

sustituyendo:
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) Ejercicio 38.

Dados los vectores @ = ( @1,a2,a3) y b =( by,b,,bs ), demuestre que:

m
&
m
2 2 — 2 — C;g
@ - b | =]a|"+[p] - 2(a-b) o
o
%)
Solucion:

La demostracion solicitada se hara por dos métodos distintos. E
S
Método 1: E
Se tiene que: A
a— b= (a1, az, as) — ( by, by, by) o
a—-b=(a;—by, a, —b,, az —b3) m
2

calculando el médulo:
g
»
|@-B = | (ar-b)"+ (az=b:)" + (as— bs)’ e
7

|35 |= J (a2 — 2aiby +b?) + (a2 — 2asby +b2) +(a? — 2azbs + b2)
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Agrupando términos de la siguiente manera, tenemos:

|a —b|= \/ (a? + a3 +a3) + (b2+ b3 + b3) — 2 (a.by + ayb, + aszbs)
%/—J - —~— J

1a|” 15| a-b

de donde:

|T-5]=(lal*+151°-2(a-5)
elevando al cuadrado en ambos lados, se tiene que:
la-5]" = |al”+|p|"-2(a-b)

que es lo que se queria demostrar.

Método 2:

Esta segunda demostracion se hara mediante trigonometria.

Considerando que la representacidn grafica de los vectores a y b es la siguiente:

Sl

A\ 4

Q|

el vector que une el extremo de b con el extremo de a es el vector a — b, como se
muestra en la figura:

N
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si consideramos los modulos de estos vectores, tenemos:

SVJINQD

o] m

m

Py

o

0

6 @

&

aplicando la ley de los cosenos, se tiene: 8
=

- 2 2 -2 -_ E

a5 "= |a|*+|5| = 2|a||B] cos® oorem... (1) %

como: e
a-b _ 3

cosh = —— > a b=|H||b|cosG ............ (2) S

[@|[b] %

7

sustituyendo (2) en (1): ﬁ
c

—_ —_ — m

251" =|al”+|b|"-2(a-b) 7

w

con lo cual queda esto demostrado.
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B Ejercicio 39. Seael punto A contenido en el plano y z, que esta a 12 unidades de

distancia del origen de coordenadas, que tiene ordenada positiva y cuyo vector de
posicion forma un dngulo de 60° con el eje z;y sea el punto B ( 4,843 ,-2 )

Calcule la distancia entre los puntos A y B empleando algebra vectorial.

Solucion:

>
=
@
m
oy
P,
>
<
m
)
—
)
=
>
=

Para poder calcular la distancia entre los puntos A y B, es necesario poder determi-

nar las coordenadas del punto A . Una vez que lo logremos, se calcula el segmento
AB y, finalmente, el | AB | es la distancia entre los puntos A y B solicitada.

)
(@)
=

. e _ o

Ubiquemos graficamente al punto A con los datos proporcionados: &

A El punto A esta ubicado
z en el plano yz con: A
m
|la|=12u o
O
o)
%)
A
>
— =)
a Q
2
60° >
m
30° n
>y
0
e
o
e
X =
wn
o
De la figura, podemos deducir los angulos directores del vector a, estos son: ®
— 7 . x
a =90°, dado que el vector a esta contenido en el planoy z. o
c
»
B =30°, puesto que el dngulo con el eje z es de 60°. =
7

y = 60°
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Del vector a sabemos que su mddulo es igual a 12 u y sus cosenos directores vienen

dados por:
cosa = |%| = A1 =@ 0SA e (1)
cosf = ﬁszl = az—|a|cosB ............................... (2)
cosy = % S A3 = @[ coSY v (3)

considerando que el vector a tiene por componentes:
a = (al,az,a3)

sustituyendo | @ | = 12 y los angulos directores en las expresiones (1),(2)y (3),
tenemos:

12 cos90°

Q
-
I

12(0)=0

a, = 12cos30° = 12 (2 ) = 63

1
12 cos60° = 12 (E>= 6

Q
w
I

a = (0, 63, 6)

Como el vector de posicion del punto A tiene por componentes las mismas coorde-
nadas del punto A, entonces:

A(o, 63, 6)

obsérvese que la ordenada del punto A es positiva como se indica en el enunciado.
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Calculando el segmento AB , tenemos:

AB=(4-0, 83 —-6/3, —-2-6)

AB = (4, 2,/3, -8)

de donde:

|48 | = \/(4)2+(2\/?)2+ (-8)° = \/16+ 12 +64 = /92
por lo tanto, la distancia del punto A al punto B es:

d (A, B) = 92

Ejercicio 40. Sea C ( 6,7,8) el punto medio del segmento dirigido AB. Em-

pleando algebra vectorial, determine las coordenadas de los puntos A y B, si los an-
gulos directores de AB son a = 60°, B =90°y y =150y el |AB | = 4.

Solucion:
Con los 4ngulos directores y el médulo del segmento AB , calculemos sus componentes.

Si consideramos que el segmento AB = ( X,¥,Z ), entonces:

X
cosa = |E| = x=|ﬁ|cosa .................. (1)
cosfB = 2 5 Y = | AB| cosB (2)
|AB| --------------------
Z —
cosy = |E| = Z=|AB|cosy .................... (3)
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sustituyendo los valores conocidos en las expresiones (1),(2) y (3), tenemos:

1

= 4 cos60° = 4(—) = 2
2

= 4¢c0s90° = 4(0) =0

3
cos150° = 4<—g> = —-243

AB = (2, 0, —2.3)

Se nos dice que C ( 6,7,8 ) es el punto medio del segmento AB, esto es:

con lo cual, se tiene que:

AC =

sabemos que:

N =

® »® B

_ _ 1
AB = AC = 5(2, 0, —2.3)
AC = (1, 0, —3)
AC = T = T oo, (4)

donde ¢ y a son los vectores de posicion de los puntos Cy A.Siel punto A tiene

por coordenadas:

A(a1: a, ‘13)
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sustituyendo en (4 ), tenemos:

de donde:
(ai,az,a3) = (6,7,8) = (1,0,-v3 )=1(5,7,8 ++v3 )
A(s5, 7, 8+ 3 )
supongamos ahora que el punto B tiene por coordenadas:
B(bl, b,, b3)
tenemos que:

B = D — @ e (5)

donde b y @ son los vectores de posicién de los puntos B y A . Sustituyendo 4B,

bya en (5), tenemos:
(2, 0, =23 ) =(b1, by, b3) - (5, 7, 8+V3)
de donde:
(by,by,bs) =(2,0,-2v3 )+(5,7,8+V3)
(b1, ba,bs) = (7,7,8-+3 )
B(7, 7, 8-3)
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I Ejercicio 41. Sean los puntos:
A(-2, 0, =5), B(2, 4, =3) y C(—-4, 4, =-3)
tres de los vértices de un paralelogramo ABCD , donde AC es una diagonal.

Determine:
a) Las coordenadas del punto D .

b) El coseno del angulo interior en el vértice B .

c) El perimetro del paralelogramo.

Solucioén:

Realizaremos una representacion grafica del paralelogramo. Esta grafica no muestra
una ubicacion exacta de los puntos en el sistema de referencia, sino que es una ilus-
tracién que nos ayudara a entender con mayor claridad los procedimientos utilizados
para resolver cada uno de los incisos.

a)

B(2, 4, -3) C(-4, 4, -3)

A—z, 0, -5) 4

d=a+AD

Ql
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El vector de posicién del punto D es el vector d , el cual se obtiene al sumar los vec-

tores:

d=a+ AD
como:

@ es el vector de posicién del punto A y AD = BC
entonces:
d=1a+ BC

dado que:

a=(-2,0,-5)

BC=¢-b=(-4,4,-3)-(2,4,-3)=(-6,0,0)

sustituyendo:

d=(-2,0,-5)+(-6,0,0)=(-8,0,—-5)
por lo tanto, las coordenadas del punto D son:
D(-8,0,-5)
b) Si 0 esel angulo en el vértice B, entonces el cos 6 viene dada por:

BA-BC
COSO = ————— & i (1)
| BA| | BC|

obteniendo los segmentos dirigidos y sus modulos, tenemos:
BA=a-b=(-2,0,-5)-(2,4,-3) =(-4,-4,-2)

BC = ( -6, 0, O ) se obtuvo en el inciso a)
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|ﬁ|=\/(—4)2+(—4)2+(—2)2 =V16+16+4 = /36 =6 ... (2)

1BC| =] (=6)" = 36 =6 oo, (3)

BA-BC =(-4,-4,-2)(-6,0,0)=24 .......oc.e ... (4)

IVIHOL1O3A VHE3901yY

sustituyendo (2), (3) y (4) en (1), se tiene que:

24 24
(6)(6) 36

cosO = cosfO =

SVJINQD

c) Setiene que el perimetro viene dado por:

P = |AB|+ |AD |+ |BC|+ |CD|

S01310d3c3

de la figura, se puede apreciar que:

>
J— R N o
4B | = |BA|= |7D| = 6 .
o
valores calculados en el inciso anterior. £
5| = || = 6 .
con lo cual: =
S
J— —_ 0
P=2|4B | + 2|4D | m
9
7

sustituyendo:

m
P=2(6)+2(6)= 12+ 12 %
7
P = 24u >
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B Ejercicio 42. Sean los vectores:

o
®
u=(0, b, ¢), v=(-2,1, =3) y w=4i+ j— 2k o
>
<

Determine los valoresde b y c, tales que la componente escalar de u sobre v sea Ay

iguala,/ 14 ylade u sobre w seaiguala / 21 . ;50'
>
—

Solucioén:

Se tiene que: o
(@)
=

u-v 2

Comp. Esc.3 u = m =J14 (1) »

m

realizando los calculos, tenemos: <
o

u-v=(0, b, ¢)-(-2, 1, =3) = b -3¢ 2

7

17| = y(=2)2+(1)2+(-3)2 =Va4 +1+9 = /14

>
O
2)
sustituyendo en (1), tenemos: =)
=
b—3c 7]
= 14
J 14 e
0
)
o
de donde: =
m
(7]
o
b—3c = 14 . (2) »
Por otro lado, tenemos que: ﬁ
c
u-w »
Comp. Esc.z u = T =21 (3) =
»
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haciendo operaciones:

uw=(0, b, ¢)-(4, 1, —=2) =b—-2c

|w | =\/(4)2+(1)2+(—2)2 = |16 +1+4 = 21

sustituyendo en (3 ), tenemos:

b—2c

Npiy

de donde:
b — 2¢C = 21 (4)

con las ecuaciones (2) y (4) se forma el sistema:
b— 3c= 14
I b—2c = 21

multiplicando por — 1 la segunda ecuacién:
{ b— 3c= 14

—b+2c = —21
—c = -7 S c=17

sustituyendo ¢ = 7 en la primera ecuacion, se tiene que:
b—3(7)= 14

b - 21 = 14
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con lo cual, el vector u esigual a:

Ejercicio 43. Sean los vectores u y v, tales que:

El vector u forma angulos de 60° y 45° con los ejes x y y, respectivamente.
El vector v forma dngulos de 30°y 60° con los ejes y y z, respectivamente.
Calcule el angulo que forman los vectores u y v.

Solucion:
Calculemos las componentes del vector u .

Dos de los dngulos directores de u son:
a = 60° y [ = 45°
obteniendo el angulo y, tenemos:

cos?60° + cos?45° + cos?y = 1

2

(%)2+ <£) + cos’y =1

2
1 2 5
Z+Z+cosy=1
3 2
Z+cosy=1
1
2, — _
cos“y 7
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cosy = =

e B

cosy = =

N| =

con lo cual, se tienen dos posibles valores del angulo vy :

Y1 = 60° y vz = 120°

entonces, los angulos directores del vector u podrian ser:

( a; = 60° ([ Oy
A: { By = 45° B: { B
\ Y1 = 600 \ yZ

con los angulos directores de la opciéon A, tenemos:

cosa, = |uT1| = u; = |ﬁ| cos a4
u

cosf, = |1;T2| = u2—|ﬂ|cos[31

cosy; = |uﬂ—3| = u; = |ﬂ| COSY 1

considerando que & = (U1, Uz, U3z ).

= 60°

= 45°

= 120°

Antes de continuar con la solucidn del ejercicio, es importante destacar que en el

enunciado del problema no se menciona nada acerca de los mddulos de los vectores

u y v;Unicamente se proporcionan dos de los angulos directores de cada vector. A

N

>
=
@
m
oy
P,
>
<
m
)
—
)
=
>
=

SVJINQD

S0101043c3

>
=
Q
o
=
>
=
m
(7]

| S01S3aNd0oydd |

SV1S3aNds3y

193



partir de los angulos directores, es posible determinar la direcciéon de un vector, y
para calcular el angulo entre dos vectores, el tamafio de estos no es relevante. En
otras palabras, los vectores pueden tener cualquier magnitud sin que ello afecte el
valor del angulo que forman. Véase la siguiente figura:

les estamos dando estos modulos, dado que con ellos los productos de las expresio-

nes (1),(2) y (3)resultan mas simples.

Sustituyendo los dngulos a4, B, ¥ Y1 delaopcion A yel |ﬁ| =2en (1),(2)

y (3), tenemos:

1
u; = 2cos60° = 2<§)= 1

V2

u, = 2 cos45° = 2<T)= V2
1

uz = 2 cos60° = 2(5): 1

por lo tanto, un vector u,, seria:

u, =(1, 2, 1)
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Calculando ahora un segundo vector u,, pero ahora considerando los angulos direc-
tores de la opcién B, tenemos que:

1
u; = 2cos60° = 2(§)=1
V2
u, = 2 cos45° = 2(7

1
uz = 2cosl20° = 2(—5

por lo tanto, en el segundo vector u, es:

u, =(1, Jy2, —-1)
Haremos ahora calculos similares para obtener primero los angulos directores del
vector v y posteriormente sus componentes. Veamos qué pasa ahora con el vector
v, considerando que:

B = 30° y y = 60° datos tomados del enunciado.

El angulo a lo calculamos con:

cos®?a 4+ cos?30° + cos?60° = 1
2 2

20 + V3 N (1) _
cos? a > 5 =

g D42 o= 1
cos®a + 7 7=

cos?a + 1 = 1

cos’a = 0

cosa = 0

IVIHOL1O3A VHE3901yY

SVJINQD

S0101043c3

>
=
Q
o
=
>
=
m
(7]

| S01S3aNd0oydd |

SV1S3aNds3y

195



con lo cual, solo se tiene un angulo «o:

a = 90°

Recuérdese que los angulos directores deben variar de 0° a 180°.

Entonces, los angulos directores del vector v son:

(@ = 90°
{ B = 30°
Ly = 60°

Calculando las componentes de v, tenemos:

cosa = |v71| = vy = |V|cosa (4)
v —

cosp = ﬁ = v, = |V|cosB (5)
v —

cosy = |Tv3| = vy = |V|cosy (6)

sustituyendo los angulos directores de v y su médulo en las expresiones (4),(5)
y (6),tenemos:

vy = 2c0s90° = 2(0) =0
V3

v, = 2 cos30° = 2(7 = 3
1

v3=2cos60°=2<§)=1
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por lo tanto, el vector v es:
v=(0, v3,1)

Como se obtuvieron dos vectores u y un solo vector v, entonces el ejercicio tendra
dos respuestas.

Calculando el &ngulo entre u; y v , tenemos:

u,-v (1, ¥2, 1)-(o0, y3, 1)

cos O = =
Yo ug | |7 (2)(2)
Ve + 1
cosf; = —
Ve + 1
0, = cos™ ! —
0; = 304°

Ahora, calculando el angulo entre u, y v, tenemos:

_ urv (1, 2, —1)-(0, y3, 1)

lu, | 7] (2)(2)
o _ V-1
cosf, = 2
0, = cos ! 6 -1
z - 4
8, = 687°
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B Ejercicio 44. Seanlosvectores u, 7 y W, que se muestran en la figura:

y A
B
w _
v
2 4
' 45°
l____| ______
A
1 1 1 1
1 2 3 4
u
45°

Calcule:
a) Lacomponente escalar de u sobre v.
b) Lacomponente vectorial de v sobre u.

Si el médulo de la componente vectorial de v sobre w es 3, determine:
c¢) Las componentes del vector v.

d) Lacomponente escalar de v sobre w.
e) Las coordenadas del punto B.
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Solucion:

S — . . P D
a) Losvectores u y v son perpendiculares, lo cual se puede apreciar facilmente =
si desplazamos el origen del vector v y lo colocamos en el extremo del vector o
— , _ b
u . Como ambos vectores forman un angulo de 45° con el eje x, es claro que el J<>
angulo entre ellos es de 90°. Véase la siguiente figura: Ay
_|
2
=
)
(@)
=
o
>
7]
v
m
a
m
pe)
45° )
> X g
45° 7]
u &
45° Q
o
=
>
—
m
w
0
— . >s)
Alser u y v vectores perpendiculares, entonces: S
c
m
wn
— =
Comp. Esc.; u =0 o
w
b) Recordemos que la componente escalar de un vector sobre otro representa la o
longitud o magnitud de la proyeccién, en tanto que, la componente vectorial re- 28
c
presenta el vector que se obtiene al proyectar un vector en la direccién de otro, o
— - . =
porlo tanto,alser u y v vectores perpendiculares, entonces: &

Comp. Vec.z; v =0

150



d)

Se nos pide obtener las componentes del vector v, si se sabe que:

Comp. Vec.yz; V| = 3

esto es, si se sabe que el mdédulo de la componente vectorial de v sobre w es
igual a 3. El médulo de esta proyeccion nos representa la longitud del cateto
vertical del tridngulo que se forma teniendo como hipotenusa al vector v. Véase
la figura:

45°

S|
w

o
At o |

Como el tridngulo tiene angulos de 45°, entonces las magnitudes de los dos ca-
tetos deben ser iguales, por lo tanto, el otro cateto también es igual a 3; con lo
cual, las componentes del vector v son:

v =(3,3)

La componente escalar de un vector sobre otro es la magnitud dirigida de la
proyeccion de un vector sobre otro. La magnitud de la proyecciéon de v sobre
w ya sabemos que es igual a 3, lo Unico que hace falta determinar es su signo.
Como la proyecciéon de v sobre w y el mismo vector w tienen sentidos opues-
tos, entonces podemos concluir que:

Comp. Esc.z;; v=-—3
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Las coordenadas del punto B se pueden determinar facilmente, si observamos
la figura del enunciado y tomamos en cuenta que las coordenadas del punto A
son A (4,1), los catetos del tridngulo miden 3 y el punto B se encuentra en el
extremo del vector v. Porlo que las coordenadas del punto B son:

B(7,4)

B Ejercicio 45. Dados los puntos:

A(7,3,-1), B(, 4,-3) y C€(8,2,-1)

Obtenga:

a) Elangulo interior del triangulo ABC , con vértice en A.

b) Lacomponente escalar de AC sobre AB.

¢) Elvector unitario en la direccién de 4B .

d) Lacomponente vectorial de AC sobre AB.

Solucioén:

a) Senos pide calcular el angulo interior del tridngulo ABC en el vértice A. Véase

la siguiente figura:

C

0
) :
A
Calculando los segmentos AB y AC, tenemos:

AB = (5-7, 4-3, -3+1) = (-2, 1, —-2)

AC = (8-7, 2-3, —-14+1) = (1, -1, 0)
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sabemos que el angulo solicitado viene dado por:

realizando los calculos necesarios:

AB-AC = (-2, 1, -=2)-(1, -1, 0)=-2-1=-3

B
=
Il

|Ac | = J(D2+ (-1)2 = 2
sustituyendo en (1), se tiene:

1

-3
3)(Vz) V2

cosO =

de donde:
1
0 =cos‘1< — —)
A2

6 = 135°

b) Lacomponente escalar de AC sobre AB, viene dada por:

. AC-4B
Comp. Esc.qz AC = |E| .............................. (2)

\/(—2)2+(1)2+(—2)2 =Vi+1+4 =9 =3
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d)

del inciso anterior, se tiene que:

sustituyendo en (2 ):
— 3
Comp. Esc.;z AC = =3 = -1

El vector unitario solicitado viene dado por:

(), - 1y O

sustituyendo tenemos:

W] =

(A), =5 (-2, 1, -2) = (-

1 2)
3’ 3

La componente vectorial de AC sobre AB viene dada por la expresion:

wl N

Comp. V ac = AC-4B 4B
omp. Vec.75 = — —
P A8 | 4B | | 4B |
que resulta igual a:
Comp. Vec.qz AC = (Comp. Esc.4z R) (E)u ................... (3)
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como los dos factores de la expresion (3 ) fueron calculados en los incisos

b) y c), sustituyendo tenemos: E‘
o
— 1 2
Comp.Vec.EAC=(—1)[§(—2, 1, —2)] -
O
o
— 2 1 2 o
Com.Vec.—AC=(—, -, _) 2
P 4B 3 3’ 3 z
3
B Ejercicio 46. Sean los vectores: %
~ 7]

a=3i—k, b=2i-3j+4k y c¢c=-2i-2j—-2k

Obtenga la suma de los vectores u y 7, talesque 7 = @ X b y v eslacompo-

nente vectorial del vector b sobre el vector €.

S0101343c3

Solucion:
Obteniendo los vectores u y v, tenemos: >
o
i J k 2
=
m
_ w
u=axb=| 3 0 —-1|=—-3i—14j — 9k
0
e
o
2 -3 4 2
»
- _ _ —
_ — b-t ¢ e
v = Comp. Vec.g b = — —
el |e| —

como

SV1S3aNds3y

1] = (~2)+C2)24(-2)2 =vEIFIFd = JTZ
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tenemos que:

<
Il

v J12 J12
_ —6
v = (-2, =2, =2)
_ 1
Vo= -3 (-2, -2, =2)

v = (1, 1, 1)
entonces el vector suma solicitado es:
u+v= (-3, -14, -9)+ (1, 1, 1)
u+ v= (-2, —-13, —-18)
Ejercicio 47. Sean los vectores a = (1,—1,0) y b= (bl,b2,4) con

by y b, e N.Si comp. Vec; a =(0, 0, 0) y |E|2=24,obtengaal

vector b .
Solucion:

Sila componente vectorial de @ sobre b es igual al vector cero, esto implica que los
vectores @y b son perpendiculares, por lo que se debe cumplir que:

a-b=0

o
=
@
m
w
2
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=
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esto es:

por otro lado, se tiene que:

al calcular el médulo del vector E, tenemos que:

|E|=\/b§+b§+(4)2 = \/b§+b22+16

entonces:

H \/bf+b§+16 - V7i

elevando al cuadrado en ambos lados:

b2+ bZ+16 = 24

b? + b? = 8
2b? = 8
b? = 4
b, =+ 2

IVIH0L03A VHE39TY
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pero en el enunciado se nos dice que b, y b, € N, entonces:
b 1 = 2

como b, = b,, entonces:
1 2

por lo tanto, el vector b es:

Ejercicio 48. El vector cuyo segmento dirigido es P, P, , tiene como cosenos di-
rectores a:

cosa = — =, cosf} = = y cosy = —

W] =

wl N
wil N

Si la distancia entre los puntos P; y P, es 3 y las coordenadas de P, son
P, (3, =3, 1):

a) Determine las coordenadas del punto P, .
b) Calcule el area del triangulo cuyos vértices son el origen y los puntos P; y P,.

Solucion:
a) Delos cosenos directores del segmento dirigido P, P,, se tiene que:

PP, =(-2, 2, -1)

por otro lado, en términos de vectores de posicion, se tiene que:

PiPy = Py = Pl oot (1)

N

>
=
@
m
oy
P,
>
<
m
)
—
)
=
>
=
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como P, = (3,—3, 1),sustituyendoen(1),tenemos:
(-2, 2, -1)=P,—(3, -3, 1)

de donde:
Pp,=(-2, 2, -1)+(3, =3, 1)

IVIH0L03A VHE39TY

P,=(1, -1, 0)

por lo que, las coordenadas del punto P, son:

SVJINQD

P,(1, -1, 0)

m
- . ‘s . d
b) Esquematicamente, el area del triangulo que se nos pide calcular es: I
Q
A 0
z @
5
P, S
o
=
— >
P, m
w
/ A \\

P2
0 y c
m
wn
—
o
X w
m
Es claro que: ®
P, X P, =
A = > %
>
7
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de donde:

i j ok by

@

m

w

— — )

P, x P, = 3 -3 1 =i+ j 3<>

m

(@)

_|

o

1 -1 0 Py}

>

entonces: l‘
|Py x P,| = [12+ 12 = /2

P
e}
4
o
>
(2}

por lo tanto, el area del triangulo es:

A=gu2

S0101343c3

B> Ejercicio 49. Obtenga el resultado de la operacién @ - b, donde @, b € R?; si

— - >
sesabeque |a|=3, |b|=2y |a x b| = 3. =
o
=
Solucion: e
Se tienen dos expresiones que relacionan los datos proporcionados en el ejercicio: “
—_ 7 0
|a><b|=|a||b|sen6 ................................ (1) ]
e
c
a - -
COSO = — (2) S
l@l|b]
e
sustituyendo los datos en la expresién (1), tenemos: 2
c
m
wn
3 = (3)(2)send >
7

3 = 6 senb

209



IVIH0L03A VHE39TY
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I
=l
y
a
o
]
D
—_
w
—/
SVOINOD

sustituyendo |@|, |b|y 8 en (3) , tenemos:

m
@-b = (3)(2) cos30° m
Q
_ = V3 S
a-b =6 | — %)
2

a-b =33 S
(@]
o
=
>
m
Ejercicio 50. Sean los vectores: @
a=2i+ 3j—k c= 2i—-2k 3
o
_ _ e
b=i+j+ 4k d=i+4j-3k o
4
7

Obtenga un vector unitario w que sea perpendicular simultdneamente a los vecto-
res uy v, si -
- - 1 —_ = = 7 -3 m
u=2(a-b)cC y v=rc—d o
c
m
wn
Solucion: N
wn

Calculando los vectores u y v, tenemos:
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sustituyendo:

a:z[(z, 3, —1)-(1, 1, 4)](2, 0, —2)
u=2(24+3-4)(2, 0, —=2)
u=2(1)(2, 0, =2)
u=(4, 0, —4)
por otro lado:
v =°c-d
sustituyendo:
v=(2, 0 -2)-(1, 4, =3)

v=(1, -4, 1)

como el vector w que nos piden obtener debe ser perpendicular simultdneamente a
los vectores u y v, entonces w debe tener la misma direccién del vector u X v,
pero con modulo igual a 1, pues nos piden que sea unitario. Véase la siguiente figura:

A

<
X
<

con |v_v| =1

o
=
@
m
w
2
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
(o
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con lo cual:

uUX7v ey
W o o (1) o
|u x v m
o
X
>
realizando operaciones, tenemos: =
9
Pk S
i
g >
P
uXv= 4 0 —4 |=-16i—8j— 16k .............. (2) -
2\
5
1 -4 1 n
con lo cual: m
(&)
m
3
|u x 7| = \/(—16)2 +(-8)2 +(-16)% = \/256 + 64 +256 = /576 O
@
|u x 7| =24 (3) .
o
o
sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos: =
=
m
_ (-16, -8, —16) 2
wo= 24 .
0
2 1 2 S
w=\(-=, —=, —= =
( 3’ 3’ 3) i
wn
_|
o
w
) Ejercicio 51. Determine el area del paralelogramo cuyas diagonales son los vectores: -
»
— . . T
c=3i+j—-2k y d=1i-3j+4k ﬁ
.
wn
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Solucion:
[lustremos graficamente el problema:

Q|

Se pide calcular el area del paralelogramo mostrado.

Para efectos de claridad en la explicacion de la solucion del ejercicio, se hara el si-
guiente manejo en la grafica del paralelogramo:

1) Sedesplazarael vector ¢ paralelamente a él, hasta colocarlo en el vértice donde
inicia el trazo del vector d .

2) Sedesplazara el vector d paralelamente a él, hasta colocarlo en el vértice donde
inicia el trazo del vector c.

Después de estos dos desplazamientos, la figura del paralelogramo queda de la si-
guiente forma:

a
(o]

N

>
=
@
m
oy
P,
>
<
m
)
—
)
=
>
=

SVJINQD
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El area del paralelogramo que nos piden calcular estd compuesta por la suma de las
areas de los tridngulos 1, 2, 3 y 4.

Por otro lado, el area del paralelogramo mas grande esta formada por la suma de las
areas de los 8 triangulos que se muestran.

Sin embargo, en la figura resulta evidente que los tridangulos con ntimero impar y los

o
=
@
m
w
2
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=

de numero par son iguales entre si, por lo que el area del paralelogramo que nos pi-

den calcular resulta igual a la mitad del area del paralelogramo mayor, esto es: ®)
2\
— = 0
A = |c X d | >
2
m
haciendo calculos, tenemos: =
&
i )
i j k =
)
cxd=| 3 1 -2 | =-2i-14j - 10k .
o
)
o
1 -3 4 =
>
m
w
de donde: .
aY
— )
| T xd | =\/(—2)2+(—14)2 + (—10)2 =\/4+196 + 100 Z
m
— wn
|exd| = /300=1o,/3 S
con lo cual: _—
e
o
10 3 T
A= —X"— . A=53 u’ =
: “
>
)
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B Ejercicio 52. Seael vector u = (8, - 15, 3) y sea el vector v, que es simulta-

neamente perpendicular al eje z y al vector u, donde |v | =51.
Determine las componentes del vector v (hay dos soluciones).

Solucion:
Elvector v que buscamos resulta ser paralelo al vector u X k, donde k es el vector

IVIHOL1O3A VHE3901yY

unitario que define la direccién del eje z.

9]
(@)X
Efectuando el producto u X k, tenemos: =z
X
. w
i j k
m
— - (@]
uxk=| 8 —-15 3| =-15i- 8} m
)
Q
o
0 0 1 @
de donde: =
9]
(&)
=z
|ﬁxk|=J(—15)2 +(-8)2 = /225+64 = /289 =17 E
(7]
el vector unitario en direccion del vector u X k es: -
S
e
(xk) = — (=15, -8, 0) %
u 17 ) ) 2
(@]
(7]
como |v| = 51, entonces el vector v solicitado es: —
m
1 S
7=17|(uxk), = 51(1—7)(—15,—8,0)= 3(-15,-8,0) =
wn
>
w

7 = (—45,-24,0)
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En el enunciado se nos dice que hay dos soluciones. Efectivamente, el otro vector v
sera el paralelo al vector k X u. De las propiedades algebraicas del producto cruz,

se tiene que:

kxu=—-(uxk)

de donde:
kxu =-(-15,-8,0)
kxu =(15,8,0)

como:

|k xu|=|ux k|=17
entonces el vector unitario en direccién del vector k X u es:
kxu _ 1 15,8,0
(kx @)= (15,8,0)

finalmente, comoel |7 | = 51, entonces:

1
v, = 51 (ﬁ> (15,8,0) = 3(15,8,0)

v, = (45,24,0)

Ejercicio 53. Sean los vectores:
a=(2,-3,2) y b=1(6,3,6)
Obtenga el o los valores de:
a) x € R, paraqueelvector u= ( x2,x,— 1) sea perpendicular al vector a

b) y € R, paraque el vector w = ( 2y,y,—6 ) sea paralelo al vector b

IVIHOL1O3A VHE3901yY
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Solucion:
a) Elvector u sera perpendicular al vector a, si se cumple que:

sustituyendo:

al factorizar, tenemos:

(2x+1)(x—-2)=0

de donde, se tiene que:

si 2x+1=20 = X, =-=
si x—2=0 = X, = 2
con lo cual, se tienen dos vectores u :
1 _ 1 1
con x; = -3 = ul:(Z -5 _1)
con x, = 2 = U, = (4, 2, —1)

comprobando que se cumple la condicién de perpendicularidad, tenemos:

N| W

1
u1-5=( ,_1)-(2, -3, ) =5+ -2=0

N =

1
4 )

U,~a =(4, 2, -1)-(2, =3, 2)=8-6-2=0

o
=
@
m
w
po)
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=
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b) Losvectores p y w seran paralelos, si se cumple que:
bxw=0
realizando el producto cruz, tenemos:

i j k

o
=
@
m
w
2
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=

bxw=| 6 3 6| =(-18-6y)i—(-36-12y)j+(6y—6y)k

2y y -6

SVJINQD

de donde se tiene que:

m
(—18—6y, 36412y, 0) = (0, 0, 0) §
Q
Q
por igualdad de vectores, tenemos: S
—-18 —6y=0 = 6y = —18 Loy =-—=3
5
o
36 +12y=0 = 12y =-36 ~ y=-3 =
>
o
como w = (2 vy, y, — 6) , entonces el vector w es:
— %
w= (-6, -3, —6) 3
c
»
Del resultado obtenido, se aprecia que: =
w
w =—b -
m
S
entonces, p y w son vectores paralelos, pero con sentidos opuestos. =
w
.
7
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B Ejercicio 54. Sea el paralelogramo que se muestra en la figura:

B(1, 3, 2)
|

|

h

|

|

|

|

.

A(1, 2, 5) E c(3j 4, -1)

Determine:
a) Laaltura h.
b) La distancia entre los puntos A y E.

c) Elarea del paralelogramo.

d) Las coordenadas del vértice D .

Solucion:

a)

Para poder calcular la altura h del paralelogramo, debemos calcular primero el
angulo 8 que definen los segmentos dirigidos AB y AC . Haciendo los célculos,

tenemos:

=
oy
I

Sl
)
Il

a

a

=(1, 3, 2)-(1, 2, 3) = (0, 1, —-1)

= (3, 4, -1) —(1, 2, 3)= (2, 2, —4)

calculando los mdédulos:

| 4B |

VD2 + (D2 =2

\/ (2)2+4(2)24 (-2 =V4+4+16 = J24 =2/6
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con lo cual, se tiene que:

o
®
AB - AC (0, 1, —-1)-(2, 2, —4) @
cos = —— — = Py
| 4B | | AC | J2 (246 ) >
S
2+ 4 6 3 o
cosB = = = 2
2412 2,12 V12 P
entonces: Q
=
3 5
0= cos™! — @
V12
m
&
6= 30° n
Q
Q
Para calcular la altura h, nos apoyaremos en la siguiente figura: 2
B
q >
o
)
o
=
>
—
m
w
h 0
e
o
e
c
m
wn
—
o
w
A” E _—
e
m
.z wn
del tridngulo, tenemos que: p
@
Cat o h >
senf = - P > senf = — @
Hip | 4B |
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b)

de donde:
h = | AB | sen©

sustituyendo:

2
h=ﬁsen30°=\/7(%) h=gu

Para calcular la distancia entre los puntos A y E, nos apoyaremos en el mismo

triangulo del inciso anterior. Se tiene que:

Cat ady |
Hip |

cosO =

de donde:

sustituyendo:

3

- \ 6
|AE|=1/2 cos30°= /2 <T>=T
por lo tanto, la distancia entre los puntos A y E es:

d(4, E)=g u

La distancia del punto 4 al punto E también puede calcularse vectorialmente
de la siguiente forma:

d(A, E) = Comp. Esc.4¢ AB

IVIHOL1O3A VHE3901yY
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Hagamos los célculos:

Comp. E a5 = 4B AC
omp. ESC. ;7 = —e—
p AC |AC|

sustituyendo:

Comp. Esc.zz AB =

Comp. Esc.zz AB

racionalizando la fraccidon, tenemos:

6 V6

Comp. Esc.z¢ AB =

2,6 V6
— 6,6 6
Comp. Esc.zz AB = o - 3
V6
d(A, E) = T u

c¢) Elcalculo del area del paralelogramo lo haremos por dos métodos distintos.

Método 1:

Sabemos que el area de un paralelogramo es igual al médulo del producto cruz
de dos de los vectores alojados en lados concurrentes de dicho paralelogramo;
en nuestro caso serfan los vectores AB y AC . Efectuando el producto cruz, te-
nemos:
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d)

=
&
X

AC =] 0 1 —-1|=-2i-2j-2k

con lo cual:

7B x AC|= [(-2)2+(-2)2 + (-2)2 = V12 = 2/3

A =23 u?
Método 2:
Se tiene que:
| AB x AC | = |AB||AC| sen®
sustituyendo:
| AB x AC | = J2 (2.6 ) sen30°
| AB x AC | = 2,/12 (%): J12 = 2 /3

A =23 u’

Al igual que en el inciso anterior, daremos respuesta a este inciso por dos mé-
todos distintos.

Método 1:
De la figura del paralelogramo, se tiene que:

AC= BD = (2, 2, —4)

o
=
@
m
w
po)
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=
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si suponemos que el punto D tiene por coordenadas:

D(x, y, z)

y como B ( 1,3,2 ) , entonces se tiene que:

BD =d—b

sustituyendo:

—~
\S}
\S}

[
NN
N
I

(x, ¥y, z2)-(1, 3, 2)

N
()
()

|
N
N—r
Il

(x—l, y — 3, Z—Z)

por igualdad de vectores, tenemos que:

(x—1= 2 = x=3
{ y—3= 2 = y =5
\z-2=—-4 = z=-=2

por lo tanto:

Método 2:
En la figura, se puede apreciar que el vector de posicion del punto D, viene dado
por:

d=a+ AB+ BD
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como BD = AC, entonces:

sustituyendo:

d=(1, 2, 3)+ (0, 1, —1)+ (2, 2, —4)

o
=
@
m
w
2
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=

por lo tanto:

SVJINQD

B Ejercicio 55. Sean losvectores u =(1, a, 1) y Wz( -1,0,b ) Siuyw

son perpendiculares, obtenga el o los valoresde a y b para que los vectores u y w

S0101343c3

sean dos de los lados de un paralelogramo de area igual a 6.

>
=)
Solucion: 2
Como los vectores u y w son perpendiculares, entonces su producto punto debe E
ser igual a cero, esto es: »
(1, a, 1)- (=1, 0, b)=0 o
o
e
c
-1+ b=20 A
—
o
w
b=1 ——
e
»
Conelvalorde b = 1, obtengamos el producto vectorial u X w 2
@
i j ok &
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calculando el médulo:

[ix@|= Jar+(-2)+a? = [207 +4

como el area del paralelogramo debe ser igual a 6, entonces:

/2a2+4 = 6

elevando al cuadrado:

2a?+ 4= 36
2a? = 32
a? =16
a = im
a==14

o
=
@
m
w
po)
>
<
m
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_|
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2
>
=
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B Ejercicio 56. Obtenga, empleando algebra vectorial, el volumen del prisma trian-

gular recto mostrado en la siguiente figura:

4 459

>
=
@
m
w
po)
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=

SVJINQD

m
(&)
Solucion: u
. . . - )
Ubiquemos el prisma en un sistema de referencia de tres dimensiones de la siguiente o
o
manera: %)
A
z
>
=
Q
o
=
4_ 459 =
w
B
e
o
e
=
»
3
= > o
e y ®
e A/ 8
-~ - x
~ m
wn
e
=
m
ot
>
X wn
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Como se trata de un prisma triangular recto, el triangulo de la parte de arriba es igual
al triangulo de la base. Como el &ngulo que nos dan de dato es de 45°, entonces los
dos catetos del tridangulo de la tapa tienen de longitud V'8 . Con esta informacién
podemos trazar un prisma recto de base cuadrada cuyo volumen es el doble del
prisma triangular. Véase la figura:

A
z
c(0, 0, 3)
3
4 459
V8
V8
c
3 5 B(0,4/8, 0) s
_ - y
a _© a5
|
A(+/8,0,0) -~
\8
X
El volumen del prisma triangular recto resulta ser igual A :
v8 0 0
V—l—E‘—l —1(24)
=5 la cl=3 0o J8 o0|=3
0 0 3
V=12 u3

o
=
@
m
w
2
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=
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B Ejercicio 57. Tres aristas concurrentes de un paralelepipedo de volumen igual a
5 u® sonlosvectoresa= (1, 1, 1), b =(0, 2, 1)y c.Delvector T se

sabe que se encuentra contenido en el plano x z y que uno de sus angulos directores
es o = 45°. Determine las componentes del vector ¢ .

Solucion:

>
=
@
m
oy
P,
>
<
m
)
—
)
=
>
=

Dado que el vector ¢ estd contenido en el plano x z y a = 45°, entonces sus angu-
los directores son:

)
(@)
o = 45° =z
o
>
n
B = 90° Véase la figura
a
J— [o]
y = 45 I
@)
)
%
A
A
>
=)
)
o
=z
>
c m
Y= 45° w
B=90° .
\ .
a=45° > o
Yy )
c
m
(7]
—|
o
x 17
X
m
— — . wn
Si suponemos que ¢ = (C,, C,, C3) yque |c| =k, entonces sus cosenos direc- =
m
tores son: (7%}
>
n
c, _
cosa = ﬁ = C, =|c| cosa
c
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)
N

cosf =

al

a
w

cosy =

al

sustituyendo, tenemos que:

C; = k cos45°

C, = k cos90°

C; = k cos45°

|c| cosB

|c| cosy

e

() -

k(0)=0

2

() -

con lo cual, el vector ¢ tendria por componentes:

Elvalor de k lo obtendremos con el dato del volumen del paralelepipedo que es igual

a 5 u3. Tenemos entonces que:

1

Jz
5k

de donde:

\/Tk

2
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sustituyendo (2)en (1), tenemos:

- (Z () o (L))

c= (5, 0, 5)

IVIHOL1O3A VHE3901yY

B Ejercicio 58. El volumen de un paralelepipedo cuyas aristas son los vectores
a,byc esde 30u?. Losvectores b y ¢ son dos lados concurrentes de su base

SVJINQD

y se sabe que:

13| = 20

Sl
Il

i+ k

S01310d3c3

C=2i+2j+k

>
=)
Determine: o
o
a) La altura del paralelepipedo. =
b) El angulo que forma el vector @ con un vector perpendicular a su base. a
Solucioén: -
a) Conlosvectores p y ¢ calculemos el drea de la base del paralelepipedo: §
i
wn
i j ok =
_ w
bxc=|1 0 1 |=-2i+j+2k
2 2 1 i
e
. c
entonces: E
>
7

|bxc|= \/(—2)2+(1)2+ (2)2 = /9 =3
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como se sabe, el volumen de un paralelepipedo es igual al drea de su base por la

1 - =
altura, esto es: g
m
o
po)
V = AB h >
<
m
&
de donde: o
174 Y
h=— =

Ap
@)
como V =30 y A = 3, sustituyendo: =
Q)
>
30 2]

h = ? oo h = 10 u

b) Senos pide calcular el angulo que forma el vector a con un vector perpendicu-
lar a la base del paralelepipedo. Dicho vector perpendiculares b x ¢, con lo

S0101043c3

cual, el angulo pedido lo calcularemos con la expresion:

a-(bxc >
cosb = _( = _) ................................ (1) =
| a | | b xc | g
=
=
El numerador en la expresiéon (1) es el volumen del paralelepipedo, el | a | e
es datoyel | b x E| ya lo calculamos. Sustituyendo, tenemos: —
0
g 30 _ S
OS¥ = 203) " 2 c
wn
_|
o
1 7
9=cos‘1(—> 0 =60°
2 —
g
m
w
e
— =
B Ejercicio 59. Obtenga el vector h correspondiente a la altura de la pirdmide trian- %)
gular cuya base esta definida por los puntos A (1, —=1,1), B (2, =1, 1) y 7

C (3,1, 2),ycuyovolumenes 5u3.
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Solucion:
Calculemos el area de la base de la piramide triangular.

AB =b-a= (2, -1, 1)-(1, -1, 1)=(1, 0, 0)

AC =c¢c—-a= (3,1, 2)-(1, -1, 1)=(2, 2, 1)
de donde:
[ j k
AB x AC = 1 0 0]|=-j+2k=(0, -1, 2)
2 2 1
con lo cual:

ABxAC|= [ (-1)° +(2)" = 5
como la base es triangular, entonces:

L mB x|
B 2

sabemos que el volumen de la piramide triangular es igual a:

Ap: areadelabase

1
V = 3 Agh donde:
h : altura de la piramide

de donde:

o
=
@
m
w
po)
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=
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sustituyendo valores:

Tene

. 3(5) 15
5
2

El vector h que nos piden obtener debe ser perpendicular a la base y de magnitud
igual ala altura h calculada. El vector h es paralelo al vector AB X AC, porlo que
h viene dado por la expresién:

ho= |K| (4B x 4 ),
donde ( AB x AC )u es el vector unitario de ( AB X AC ) .

como:

30 — 1
h=— y (ABxAC)u=ﬁ(O, -1, 2)

5

sustituyendo, tenemos:

E=<%><%>(o, -1, 2)=6(0, -1, 2)

o
=
@
m
w
2
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=
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B Ejercicio 60. Seala curva:

N

( x =1 — 2cos?t

C:{ y = sen2t

>
=
@
m
w
D
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=

\z = =2

. . )
a) Obtenga unas ecuaciones cartesianas de la curva C . o
b) Identifique de qué curva se trata. §
7]

Solucion:
a) Numeremos las ecuaciones paramétricas de la curva: 4
T
Q
([ X = 1 — 2 COSZt  tiiiiiiiiiiiiii ittt (1) 0
o)
7

C: § ¥ = SEN 26 i (2)
>
=
Q
o
\ = —

z 7/ (3) z
>
m
w

Se tiene la identidad trigonométrica:

sen 2t = 2 sent cost

sustituyendoen (2):

S01S3Nd0oyd

y = 2sent cost

elevando al cuadrado:

SV1S3aNds3y

2

¥2 = 4sen?t cos?t  ciiiiiiiiiii (4)
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despejando cos?t de (1), tenemos:

x = 1—2cos?t

Por otro lado, de la identidad:
sen?t + cos?t =1
se tiene que:
SeN2t = 1 — COS2t  viveriiiiiiiiiieein e (6)

sustituyendo (5) en (6):

1—x
sen2t=1—( )

2
simplificando:
2p =g 4 221
sen =
2

24+ (x—1

sen?t = ( )
2

x+ 1

Senzt R ==ox (7)

o
=
@
m
w
po)
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=
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con la finalidad de eliminar el parametro y con ello llegar a la ecuacion carte-

siana de la curva, sustituiremos (5) y (7) en (4):

- () ()

simplificando:

. 4<(x+1)(1—x)>
4

y2=(x+1)(1-x)
y2=x—x%4+1 —x
y2 =1 _x2

de donde:
x2+y?2 =1

z=-2

b) Setratade una circunferencia de radio 1, con centro en el punto C ( 0,0,-2 )

ubicada en el plano z = — 2, el cual es paralelo al plano x y . Véase la figura:
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- ic(o, 0, -2)

B Ejercicio 61. Sealaecuacion vectorial dela curva C:

(4 st L s ) (s A ene) 1+ 35

p =

—— a cost+ — a sent —— a cost— —— a sent
2 2 2 2

a) Obtenga las ecuaciones cartesianas de la curva C .

b) Identifique de qué curva se trata.

Solucion:

a)

Las ecuaciones paramétricas de la curva C son:
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SVJINQD

S0101343c3

| S01S3Nd0oyd | S3TVNOIJIaVv

SV1S3aNds3y

238



Utilizaremos las ecuaciones (1) y (2) para establecer una relacion entre las

variables x y y, eliminar el parametro t y obtener de este modo las ecuaciones

cartesianas solicitadas.

Sumando las ecuaciones (1) y (2), tenemos:

Jz

x+y = 2<Tacost>

Il
N
Q
(o]
]
7]
~

x+y

restando ahora (1) menos (2), setiene:

V 2
X —y = Z(Tasent>

x—y=\/7asent .....................

elevando al cuadrado las expresiones (4) y (5):

(x+y)? = (\/Tacost)2

(x —y)? = (\/Tasent)2
con lo cual:

(x+y)2 = 2a®cos?t

2a’sen?t

(x-y)°

o
=
@
m
w
2
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=
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despejando las funciones sen?t y cos?t, tenemos:

N
>

( (x+y)2 m
W

~— 72 = cos?t o
2 a? >

<

\ o
2 o

G =y)T e 5
\  2a? B =

sumando ambas ecuaciones, se tiene:

P
e}
4
o
>
(2}

2 2
+ —
(x2 ayz) + (x2 aJZ}) = sen?t + cos?t
(x+y)° N (x-y)°
2 a? 2 a?

S0101343c3

multiplicando por 2 a?:

2 2 >
(x+y) +(x—y) = 2a? =
o
=
desarrollando los binomios al cuadrado: r
(7]
(x2+2xy +y2%) + (x2=2xy +y?%) = 2a?
2
9
simplificando: =
2x% +2y%=2a? 4
&
X2+ y2 = a? (6) .
P
m
9
Finalmente, con las ecuaciones (3) y (6) setiene que las ecuaciones cartesia- <
nas de la curva C son: g
2 &
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b) Setratade una circunferencia de radio a, concentroenelpunto € (0, 0, 3)
ubicada en el plano z = 3, el cual es paralelo al plano xy .

Ejercicio 62. Sean las ecuaciones cartesianas de la curva:
16z% — 25y2 —32z+100y — 484 = 0
x = -1

a) Obtenga una ecuacidn vectorial que represente analiticamente a la curva C .
b) Identifique de qué curva se trata y dé algunas de sus caracteristicas.

Solucion:
a) Completando trinomios cuadrados perfectos en la ecuacion:

16z2 — 25y2 —32z+100y — 484 =0

tenemos:

1622 — 32z — 25y2+100y = 484

16 (z2 —2z) — 25(y% —4y) =484

16 (z2 —2z+1)—25(y%?—4y +4) =484 + 16— 100
de donde:

16 (z —1)" — 25(y — 2)" =400
dividiendo entre 400, tenemos:

16(z-1)" 25 (y-2)" _

400 400 1
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(z-1)° (v-2)° _

....................... (1)
25 16 1

Observando la ecuacién, nos damos cuenta de que se trata de una hipérbola.
Como se sefald anteriormente, existen una infinidad de formas de parametrizar
una ecuacion cartesiana; sin embargo, por tratarse de una hipérbola, la forma
mas conveniente es haciendo:

y = h + b secH

z =k + atanb

en este caso:

sustituyendo, tenemos:

y = 2+ 4 secH

z =1+ 5tan®0

con lo cual, si consideramos que en el enunciado se dice que x = — 1, enton-
ces unas ecuaciones paramétricas de la curva C son:

(x = —1

C:H y =2+ 4sech

Lz=1+5tane

N

>
=
@
m
oy
P,
>
<
m
)
—
)
=
>
=
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por lo tanto, una ecuacién vectorial de la curva C es:

o
=
— . ) @
p=—i+(2+4sec0)j+ (1+ 5tan0)k i
b
>
b) Delaecuacion (1) ytomando en cuenta la ecuacién cartesiana de la curva, se ﬁ
tiene que se trata de una hipérbola con centro en el punto C ( -1, 2, 1 ), =
con eje focal paralelo al eje z y que se encuentra contenida en el plano de ecua- g
-7 '_
cion x = — 1 que es paralelo al plano yz .
)
(@)
=
) Ejercicio 63. Sealacurva C cuyas ecuaciones paramétricas son: 2
7]
( 1
X = S
sect ¢l
g
C: Y y=3— cos?t 2]
o)
%)
‘.z =0 -
=
Q
a) Obtenga unas ecuaciones cartesianas de C . )
b) Determine las coordenadas de los puntos de interseccién de C con los ejes x, y. E
c) Identifique de qué curva se trata y dé algunas de sus caracteristicas principales. @
d) Trace su grafica. e
0
e
o
Solucion: =
m
a) Como =
1 7
cost = ——
sect
m
entonces las ecuaciones paramétricas de C quedan como: @
=
wn
X = 2 4 COSE ettt (1) =
7
C Y = 3= COSZE i (2)
Z = 0 (3)
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b)

De las ecuaciones (1) y (2), se tiene que:

x— 2 = cost > cos?’t = (x—2)2

y—3 = —cos’t > cos’t= 33—y ..

igualando (4) y (5), tenemos:
2
3—y = (x—Z)

multiplicando por — 1, se tiene:

y —3 = —(x—2)2 ......

considerando las ecuaciones (6) y (3), se tiene que unas ecuaciones carte-

sianas de la curva C son:

y — 3

—(x-2)"

En las ecuaciones cartesianas de C, solo una variable esta elevada al cuadrado,

por lo que podemos afirmar que se trata de una parabola.

Para obtener el o los puntos de interseccion de la curva C con el eje y, susti-

tuiremos x =0 en (6):

y—3 =-(-2)?
y—3 = —4
y= -1
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por lo tanto, el punto de interseccion de C con el eje y es:
p, (0, -1, 0)
para obtener el o los puntos de intersecciéon de C con el eje x, sustituiremos

y =0en (6):
3= (x-2)°

con lo cual, los puntos de interseccion con el eje x son:

P,(2-y3, 0, 0) vy Ps(2+3, 0, 0)

c) Se trata de una parabola con eje focal paralelo al eje y, con vértice en el punto
% ( 2,3,0 ), contenida en el plano xy y que abre hacia el lado negativo del eje y.

d) Lagraficaes:

V(2,3,0)

o
=
@
m
w
2
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=
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B Ejercicio 64. Determine la ecuacién de la circunferencia que es tangente a la recta

x+ 2y =3 enel punto P ( -1, 2 ) y cuyo centro esta sobre el eje y. E
m
=7 m
Solucion: J<>
Analicemos la ecuacidn de la recta tangente a la circunferencia: Ay
o
py)
x+ 2y =3 >
=
2y = —x + 3

9]
(@}
1 4 3 %

= — - X —

se trata de una recta con las siguientes caracteristicas:

m
&
T
1 . &
M, = — 5 pendiente o
o)
7
b = — ordenada al origen
2 >
=)
Q
e . . . o
[lustremos graficamente el problema. Circunferencia con centro sobre el eje y y tan- z
gente a la recta dada. m
w
A
y
%
RN o
e
c
m
wn
—
o
w
e
m
wn
e
c
m
ot
>
7
>
X
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La ecuacion de la recta normal a la recta tangente, que pasa por el punto P ( -1,2 )

y por el centro de la circunferencia, es de la forma:

y— 2=mg, (x+ 1)

como:
1 1
m = — m = — —
Ry My y Rr >
entonces:
1
Mg, = ——3 = 2
2

por lo que, la ecuacién de la recta normal es:
y—2=2(x+1)

simplificando:
y— 2 = 2x+ 2

V= 2X = 4 (1)

Para obtener las coordenadas del centro de la circunferencia, sustituiremos x = 0
en (1):

y—2(0) =4
y =4
c(o, 4)
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Para determinar el radio de la circunferencia, debemos calcular la distancia entre el
punto P(—1, 2) yelcentro C (0, 4). Sabemos que:

d(p,c) = \/(xz— xl)z + (y,— yl)2

entonces:

d(P,C) =\/(0+1)2 +(4-2)" = [1+4 = 5

= VT

finalmente, la ecuacién de la circunferencia es:
x>+ (y—4)2=5
Ejercicio 65. Determine la ecuacién de la parabola cuyo eje focal es paralelo al eje
X y que pasa por los puntos:
A(C3, 3), B(6, 5), y C(6, —3)
Trace su grafica.
Solucion:

Dado que la parabola tiene su eje focal paralelo al eje x, entonces su ecuacion es de
la forma:

2
(y k)" =4p(x 1)
realizando las operaciones indicadas:

y?2— 2ky +k? = 4px — 4ph
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de donde:

y2—2ky—4px+(4ph+ k?)=0 .coiiiiiniinn (1)
si hacemos que:

b=-2k

c=—4p

d =4ph + k?
entonces la ecuaciéon (1) queda como:

Y2+ by +cx+d=0 i (2)
sustituyendo las coordenadas de los puntos dados en la ecuaciéon (2 ), tenemos:
con A(3, 3):

(3)*+b(3)+c(3)+d=0

9+3b+3c+d=20

con B(6, 5):
(5)"+b(5)+c(6)+d=0
25+ 5b+6c+d=0

S5b+6c+d=—25 . (4)
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con C(6, —3):
(-3) +b(-3)+c(6)+d=0
9—-3b+6c+d=0

—3b+6c+d=—9 . (5)

IVIH0L03A VHE39TY

Con las ecuaciones (3), (4) y (5) seforma el sistema: 9
2

(3b+ 3c+d = -9 2

w

{ 5b+ 6c+ d = —-25 m

m

o)

)

\ —3b+ 6c+d= -9 2

w

al resolver el sistema, se obtiene que:

>
=)
b =-2 2
=
>
—
c=—4 A
d = 9 o)
e
o
<
sustituyendo estos valores en (2 ), tenemos: o
o
w
y2—2y —4x+9 =0
m
y2—2y =4x -9 %
=
0
Completando el trinomio cuadrado perfecto en el primer miembro de la ecuacién, g

se tiene:
y2=2y +1=4x —9 +1
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(y—1)° = 4x — 8
(y-1)" = 4 (x-2)

que es la ecuacién de la parabola buscada. Dicha parabola tiene su vértice en el punto

V (2, 1), suejefocal paralelo al eje x y abre hacia la derecha. Su gréfica es:

A
y

o
=
@
m
w
po)
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=
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iNDICE ALGEBRA VECTORIAL CONICAS

EJERCICIOS ADICIONALES PROPUESTOS RESPUESTAS

EJERCICIOS PROPUESTOS



Sea el punto Q que esta contenido en el eje "y" y cuya distancia al origen es
igual a 5, y sea el punto P cuyo vector de posicion tiene como cosenos directo-

E
2

res:

cosa = =, cosBp =0 y cosy = —

Si el moédulo del vector de posicion del punto P esigual a 10, calcule la distancia
entre los puntos P y Q.

Dados los vectores @ = (a;,a,,a3) y b= (by,b,,b3), calcule el valor

|E - E| sisesabeque: |a| = 4, |E| =1 y que el angulo que forman @ y b
es de 60°.

Sean los vectores u y v, tales que: |u|=3, |v| =4y forman unangulo
2m
0 = —

3

a) Calcule el producto u - v.
b) Haciendo uso de las propiedades del producto escalar, calcule:

| u + v |?

Paralos puntos A, B, C y D de la siguiente figura:

A

A

5 lA 2m
1m

D
B
>
6 y
4
C

X

Obtenga el vector ¥ = 2 CD + 3 BC
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El vector cuyo segmento dirigido es P, P,, tiene como cosenos directores a:

2 1
cosa , cosf = = y cosy = — 3

3

I
Wl N

Si la distancia entre los puntos P; y P, es 3y las coordenadas de P, son
P,(3,—3, 1), determine las coordenadas del punto P, .

Sean el punto:

y el segmento dirigido AB = ( -7,0, 4) que se muestra en la figura:

2
3 B

Obtenga:
a) Las coordenadas de los puntos extremos del segmento AB .

b) La componente vectorial del vector de posicion del punto C en la direccién
del eje x.

¢) La componente escalar del vector de posicion del punto C sobre el vector
AB.

d) El angulo que forma el vector de posicién del punto C con el vector AB .
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7. Conlos datos mostrados en la figura:

o
=
@
m
w
2
>
<
m
(@)
_|
(@]
2
>
=

SVJINQD

S0101343c3

a) Obtenga un vector de médulo igual a tres en la direcciéon u — v.

b) Obtenga la componente vectorial de u sobre v. =
)

o

c) Determine siel vector w = (—4,—3) forma un 4ngulo de 0° con el vec- =
=

toru — v. I

8. Seanlosvectores: u=2i—3j+ 4k, v =(-3,1,1)yw =(5,-1,1) T
9

[

Determine: m
a) Unvector a, talque 2u — 3v + 4a = w. §
b) Unvector b que sea perpendicular tantoa T comoa w, y cuyo médulo 2
seaiguala 3.,/8 . @

=

ot

c) El producto mixto [ﬁ v owl|. &
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9. Seanlosvectores u y v, talesque |u| =10 y |v|=5. Siel vector u tiene

N

la misma direccién que el vector a = 3 i+ 4j ysiel vector v tiene la misma
direccién que el vector ¢ = (—8, 0, 6 ), utilizando 4lgebra vectorial:

a) Calcule el angulo que forman los vectores u y v.
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b) Obtenga el mddulo del vector u + v.

c) Determine las componentes del vector u + v.

SVJINQD

10. Seanlosvectores u, v y w que se muestran en la siguiente figura:
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Determine: =
— — wn

a) Lacomponente escalar de u sobre w. 2
. — — m

b) La componente vectorial de u sobre w. %
c¢) Lacomponente escalar de u sobre v. &

d) La componente vectorial de v sobre u.
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11.

Si | componente escalar de W sobre il | =4/ 2

Determine:
e) Las componentes del vector w.
f) Las coordenadas del punto E .

Sean a, b, c y d vectores del espacio de tres dimensiones. Los vectores

@, b y ¢ se enfuentran alojados en los lados de un tridngulo rectangulo, tal

como se muestra en la figura:

(S ¥

Si@a=(1,1,m), Comp. Esc.;a =2 y b es paralelo al vector d =
(2, 2, 1), determine:

a) Elvalorde m.
b) Elvectorde b.
c) Comp. Vec.; a.

d) Elvector c.
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12.

13.

14.

15.

16.

Mediante algebra vectorial, determine el &ngulo agudo que forman dos diago-
nales interiores cualesquiera de un cubo.

Determine las componentes de un vector a que define un angulo de 60° con el

eje x, un angulo de 45° con el eje y y su componente escalar sobre el vector
w=7i+,2 j+ 7k es igual a ?.

Seanlospuntos A (0, 4,/2, 4) y B(4/2, 0, 4) yseaC el
punto medio del segmento AB .

Determine:

a) Lacomponente vectorial del vector de posicion del punto A sobre el vector j.

b) La componente escalar del vector de posicién del punto B sobre el vector
deposicion del punto C .

Sean los vectores:
a=(ay, 12, 12) 'y b=i-2j+ 2k

Determine:

a) Elvalorde a; paraquelosvectores a y b sean perpendiculares.
b) La componente escalar del vector a en la direccion del vector j .
¢) Lacomponente vectorial del vector b en la direccién del vector @.

Sea el vector u que forma 45° con el vector i y 60° con el vector k. Sila
componente vectorial de u sobre el vector j esigual a (0 , 3, 0 ) , de-

termine las componentes del vector u.
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17. Sean los puntos A, B y C los vértices de un tridngulo equilatero, tal que la
longitud de cada uno de sus lados es 8,/ 2 . Véase la siguiente figura:

C

A(10, -1,3) D B
Si el segmento AB tiene la misma direccién del vector 4 = — i+ j yelseg-
mento DC tiene la direccién del vector 7 = —i— j+ 2k:

a) Determine las coordenadas de los vértices B y C.
b) Compruebe, mediante algebra vectorial, que el angulo en el vértice C es de
60°.
18. Seael paralelogramo A B C D que se muestra en la siguiente figura:

C

[
A(1,0,3)
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19.

20.

21.

22.

23.

donde:

u= (-4, =3, —-1)

w= (1, 1, —-2)
a) Determine las coordenadas de los puntos B, C, D y M.
b) Calcule el area del triangulo B C M .
Demuestre que:
= 1al* 3|’

utilizando las definiciones de producto escalar y del médulo del producto vec-
torial entre vectores.

Determine el area del paralelogramo que tiene como aristas los vectores a y b

pertenecientes al espacio de tres dimensiones, si se sabe que el dngulo entre
dichos vectoresesde 30°yque a b = /3 .

Demuestre que si u y v son vectores perpendiculares del espacio de tres di-

mensiones, entonces:
u-v=20

Determine el area del paralelogramo cuyas aristas son los vectores a y b,
siendo que:

alb, |a|=3, b=2¢-3d, c=j—k y d=(02, -1, 2)
Sean los puntos:

A(10, 2, 6), B(4, 0, 6) y (2, 6, 8)
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24,

25.

a) Demuestre que los puntos A, B y C son los vértices de un tridngulo rec-
tangulo.

b) Calcule el area de dicho triangulo rectangulo.

c) Obtenga sus angulos interiores.

Seanlosvectores u =3i—2j+2k y v =(2,1,—2) las diagonales de
un rombo.

Calcule:

a) El area del rombo.
b) Sus angulos interiores.

Se desea construir una alberca cuya area sea de 160 m2. Silos lados de la alberca

deben ser paralelos a los lados del terreno, determine vectorialmente las coor-
denadas de los puntos E y F, si se sabe que:

A(o, o, 3), B(0, 22, 3), Cc(30, 22, 3), D(30, 0, 3)

G(3, 17, 3) 'y H(19, 17, 3)

A B
F Terreno G
/ Alberca /
E H
D C

Nota: Las coordenadas estan en metros.
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26.

27.

28.

29.

Sean los vectores:
a=(/2, -1, 2), c=2i+3j—-k y u=(1, 0, —2)

Determine:

a) El area del paralelogramo que tiene como dos de sus lados concurrentes a
los vectores @ y w. Del vector w se sabe que dos de sus dngulos directores
son:

a=45° 'y B=120° <con Yy<90° 'y |W|=2
b) El producto mixto de los vectores u, a y c.

Sean los vectores:

=(1, 2, 1) y b=(-1, -2, =3)

Ql

Determine:
a) Unvector w que sea perpendicular al vector a, tal que su primer coseno

. 2 , . 7
director sea 7= Sutercer angulo director sea 90° y ademas:

|w x a@| = 2,/30

b) Elvalorde x € R, tal que el vector v = (x , 2Xx, 8) sea paralelo al vector

b.

Sean los vectores a y ¢ que forman un angulo de 60°. Si el médulo del vector
a esiguala 6,3 ysic = ( -1,2,-2 ) , calcule el area del tridngulo del

cual dos de sus lados son los vectores a y c.

Sean los puntos P (1,2,—1), Q(3,-1,4) y R(2,6,4) tresdelos vér-

tices de un paralelogramo P QR S .
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a) Determine las coordenadas del punto S.
b) Calcule el area de dicho paralelogramo.

R S

IVIHOL1O3A VHE3901yY

SVJINQD

30. Los puntos A ( 1,—-2,2 ) y B ( 1,—-1, 1) son los vértices de un tridngulo
A B C. Determine el o los valores de z del punto C ( 1, —4, z ) , tercer vértice

del tridngulo, para que se cumpla cada una de las siguientes condiciones:

S0101043c3

a) Que el dngulo interior en el vértice A sea de 60°.

b) Que el tridngulo tenga 3 unidades de area. E
(@]
o
=
31. Sean los puntos: P
o
A(4,2,-1), B(2,0,-2), c(4,2,z) y D(x,0,2) e
£
Determine los valores de x y z para que los segmentos dirigidos AB y DC 2
sean paralelos. 2
(@]
w
32. Seanlosvectores @, b y ¢ representados en la figura. Se sabe que: —
m
_ — _ —_ _ _ wn
|a|=|b|=1, a*b =0 y c-a=1 =
»
.
wn
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33.

34.

a
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Determine:

a) Lacomponente vectorial de ¢ sobre a.
b) El coseno del angulo entre a y c.

c) Elareadel triangulo ACO .

S0101343c3

>

Los vértices de un tridngulo son los puntos: g
o

=

1 >

A(2,-2,-1), B(2,2,2) 'y c(—z, Y, E) =

w

donde se tiene que | ﬁ| = |§| o
o

c

a) Determine el valorde y. m
b) Calcule el area del triangulo. é
Sean los puntos: o
»

c

A(0,0,0), B(1,1,1), ¢c(1,2,2) y D(2,1,d3) m

—

>

wn

Determine el valor de la constante d; para que el volumen del paralelepipedo
formado por las aristas AB, AC y AD sea igual a uno.
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35.

36.

37.

38.

Obtenga, mediante algebra vectorial, el volumen del prisma triangular recto
mostrado en la siguiente figura:

Sean los puntos:
A(1,2,-3), B(2,3,5), ¢(3,5,6) y D(0,1,—-11)

a) Demuestre vectorialmente que tales puntos son coplanares.
b) Obtenga el angulo que forman los segmentos AB y AD.

Sean los vectores:
a=(m,2,-1) y b=(-1,8,m)

a) Determine el valor de m de tal manera que la componente vectorial de a
sobre b sea igual al vector (0 ,0,0 ) .
b) Si ¢ = (0, -1, 0), determine los valores m para que los vectores

a,by C sean coplanares.
Sean los puntos:
A(3,0,1), B(2,1,-1) y €(2,-1,3)
Obtenga las coordenadas del punto D, si el volumen del paralelepipedo for-

mado por los vectores AB, AC y AD es de 30 unidades ctibicasy D se en-
cuentra en la parte positiva del eje de las ordenadas.
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39. Seanlosvectores u y v queson perpendiculares al vector w. Sise sabe que
|ﬁ| =1, |5| =2, |W| = 3 y que el angulo entre los vectores u y v esde
30°, calcule:

(ux7v) - w

Nota: Existen dos respuestas.
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40. El paralelepipedo que se muestra en la figura tiene un volumen de 12 u 3y el
area de su base es igual a 4 u?. Haciendo uso de estos datos, determine las coor-

denadas a y b delosvértices A y D del paralelepipedo.
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41. Determine el volumen del paralelepipedo que se muestra en la figura, el cual —
tiene alojados en tres de sus aristas concurrentes a los vectores a, b y c. ®
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42.

43.

44,

Sesabeque |@ x b | =10, | ¢ | =10 y que el ngulo entre los vectores
(axb) y ¢ esde30°

Sean los vectores:
u=(-2,1,-3), v=(4,1,-2) y w=(0,w,,ws)

a) Determine los valoresde w, y w3, de manera que la componente escalar
de w sobre u seaigualav14 y quelacomponente escalar de w sobre v

sea V21 .

b) Obtenga el volumen del paralelepipedo que tiene a los vectores u,vy w
como tres de sus aristas concurrentes.

Mediante el calculo del discriminante, determine qué tipo de conica representa
cada una de las siguientes ecuaciones:

a) x’4+4xy+y?—8x+10y +12 =0

b) 3x?+6xy +3y%—12x +18y—27 =0

¢) 8x%+ 10xy +5y2—40x— 25y +50 =0

d) x?+y?2—8x+ 12y—48 =0

e) x’+2xy+y?—16x +24y—36 =0

f) 4x%+ 10xy + 9y%2—20x + 30y — 120 = 0

g) 5x%?—12xy +7y% —20x + 35y — 100 = 0

Analice los coeficientes de las ecuaciones dadas, identifique el tipo de cdnica

que representan, exprese sus ecuaciones en su forma estandar u ordinaria y
describa algunas de sus principales caracteristicas.
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a) 7x2—24x+4y2+5y—8=23—2(x+2)2+2x—3y
b) 3(y+1)° +3x2—12x=2(x—1)"+ 3y% + 30y + 33

A 3(x+1) +x2+9x+4+ (y—1)"=3x2+11x +4 + 4y

IVIHOL1O3A VHE3901yY

d) 2(x+1)°+9x2-54x—17y2—66y+16 =146—(y+1)"+ 2x% +4x

45. Si y = —1+sent esunaecuacién paramétrica de la curva cuya ecuacion car-
tesiana es:

SVJINQD

(x-1)" +(y+1)" =1

Determine la otra ecuacién parameétrica.

S0101043c3

46. Determine las ecuaciones cartesianas de la curva C, cuya ecuacién vectorial es:

_ 2
p=( +3)i+(3tanB+5)j+4k

cos 3 E
Q
o
. . , =
e identifique de qué curva se trata. >
m
w
47. Seala curva C, cuyas ecuaciones paramétricas son: e
0
e
( sen 0 =
x = 2 ©
cos O m
wn
—|
o
w
1 —
C: A« y =3 ( )
cos 0 Y
w
e
=
m
9
\ z =275 >
wn

a) Obtenga unas ecuaciones cartesianas de la curva C .
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48.

49,

50.

51.

b) Identifique de qué curva se trata y dé algunas de sus caracteristicas princi-
pales.

Sea la curva C, cuyas ecuaciones cartesianas son:
4(x+3)°+25(y—1)"-100 =0
z = 2

a) Obtenga unas ecuaciones paramétricas de la curva C .
b) Identifique de qué curva se trata y dé algunas de sus caracteristicas princi-
pales.

Seala curva C de ecuacién vectorial:

4
p=(—1+2cost, 5, 3+ — )
csct

a) Obtenga las ecuaciones cartesianas de C .
b) Identifique de qué curva se trata y dé algunas de sus caracteristicas princi-
pales.

Seala curva:
x = sen® cos@

C: y = cos?0

a) Obtenga unas ecuaciones cartesianas de C .
b) Trace su grafica.

Seala curva C de ecuacioén vectorial:

D= (4sen0)i + (2cos26)j + 3k
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52.

53.

a) Obtenga las ecuaciones cartesianas de C .

b) Identifique de qué curva se trata y dé algunas de sus caracteristicas princi-
pales.

c) Trace su grafica.

Seala curva C de ecuaciones:
x =5

y2—2y—4z+4+9 =0
a) Obtenga unas ecuaciones paramétricas de C .
b) Determine una ecuacion vectorial de C .

c) Identifique de qué curva se trata y dé algunas de sus caracteristicas princi-
pales.

Seala curva C de ecuacion vectorial:

ﬁ=—i+<—3+ )j+(—3+3cott)k

sent

a) Obtenga unas ecuaciones paramétricas de C .
b) Identifique de qué curva se trata y dé algunas de sus caracteristicas princi-
pales.

54. Sealacurva C cuyas ecuaciones paramétricas son:

( —_3 5
= secO
C: 4 =5 3
Y +Csc9
\ z =3

a) Obtenga unas ecuaciones cartesianas de C .
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55.

56.

b) Identifique de qué curva se trata y dé algunas de sus caracteristicas princi-
pales.
c) Trace su grafica.

Seala curva C de ecuacion vectorial:
‘—(1 2)'+4'+(2+2 t) k
p = p— i j cos

a) Obtenga unas ecuaciones cartesianas de C .
b) Identifique de qué curva se trata y dé algunas de sus caracteristicas princi-
pales.

Seala curva C cuyas ecuaciones paramétricas son:

( x =1+ 2cos206

a) Obtenga unas ecuaciones cartesianas de C .

b) Identifique de qué curva se trata y dé algunas de sus caracteristicas prin-
cipales.

c¢) Trace su gréfica.
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iNDICE ALGEBRA VECTORIAL CONICAS

EJERCICIOS ADICIONALES PROPUESTOS RESPUESTAS

EJERCICIOS PROPUESTOS

RESPUESTAS A




=

d(P, Q)= 4125
la—b| = /13
a) u-v=-6
2
b) |u+v| = 13

a) A(6, 0, —1) y B(-1, 0, 3)

_ 11
b) Comp. Vec.; c=(?, 0, 0)

c¢) Comp. Esc.uz ¢ = —

3,65

d) 0 = 145.06°

vae(22)

b) Comp. Vec.; u = (0, 2)

c¢) No, el angulo que forma w con u — v es de 180°

a) a=(-2, 2, -1)

b) b=(2, 8, -2)
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10.

11.

[z 7 w] = —28
6 =118.68°
|lu+ 7| =77 u

Comp. Vec.y ¥ =0
w=2i
E(6, —1)
m = 2
zzz(f, r E)
3° 3 3
— 4
Comp.Vec.5a=(§,
- < 1 1 4)
c = - 5 - 5 5
3 3° 3

12. 6 = 70.53°

|

y v son vectores perpendiculares.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Dos respuestas:

1=(2’ 2\/7, 2) y 62=(16, 16\/7,

a) Comp.Vec.; a=(0, 4,/2, 0)

Sl

b) Comp. Esc.; b = 4,/2
a) a1 ES 0

12

Qf
I

b) Comp. Esc.;

¢) Comp.Vec.z b =0

i=(J8, /T, JT)

a) B(2, 7, 3) y €(2, -1, 11)
b) 6 = 60°

a) B(5, 3, 4)

c(7, 4, 9)
D(3, 1, 8)
M(4, 2, 6)

b) Apow = Yo

Se deja a criterio del lector.

A =1 u?

—-16)
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21. Se deja a criterio del lector.
22. A =3125 = 15,5 u?

23. a) Se dejaa criterio del lector.

IVIH0L03A VHE39TY

b) A =20.98 u?

c) Anguloenelvértice A: 46.36°
Angulo en el vértice B: 90°

SVJINQD

Angulo en el vértice C: 43.64°

;

153 2

24. A = u
a) >

S0101343c3

b) Dos de los angulos interiores son de 72.08° y los otros dos de 107.92°

>
25. E(19, 7, 3) o
(@)
S
=
F(3, 7, 3) m
wn
26. a) A =,3 u?
o
Py
(@)
b) [u a ¢]=-9- 6,2 e
O
o
27.a) w= (4, -2, 0) Z
8 2
b) x = = g
3 =
m
27 o
28. A= u’ 7

29. a) s(o, 9, —-1)
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

b) A = 37.02 u?

z;= =2+ 23

a)
ZZ = _2 - 2“3
Zl=_2

b)
Zz= 10

x =2

z =13

a) Comp.Vec.z ¢

c

Ql

b) cosb =

a) Sison coplanares

b) 6 = 180°

a -
lallel V2
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37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44,

a) m = 8
b) mq = 1 y m, = — 1
p(o, 8, 0)
(uxv)-w=3 o (uxv)-w=-3
ar=1 bi=5
a=7/3 b=-1
V=503 u3
a) w, = 35 y wy =7
b) V = 602 u?3
a) Hipérbola
b) Parabola
c) Elipse
d) Circunferencia
e) Parabola
f) Elipse
g) Hipérbola
a) A =9y C =4, mismosignocon 4 # C.
Se trata de una elipse con centro en el punto C ( 1, -1 )
Eje focal paralelo al eje y .
Longitudes de sus semiejes:
Semieje mayor: a = 3
Semieje menor: b = 2
b)) A=1y C=0
Se trata de una parabola con vértice en el punto V (4, -2 ) .
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45.

46.

47. a)

Eje focal paralelo al eje y.
Con P= 6, P > 0 porloquelaparabola abre hacia arriba.

c) A=1yC =1cond =¢C

Se trata de una circunferencia con radio igual a 3 y centro en el punto
c(-2, 3).

d) A=9y C=-16, Ay C signos distintos.

Se trata de una hipérbola con centro en el punto C ( 3, =2 )
Eje focal paralelo al eje x.

Longitudes de sus ejes:

Eje transverso: 2a =8

Eje conjugado: 2b =6

= 14 cost

Ecuaciones cartesianas:

Hipérbola con eje focal paralelo al eje x, con centro en el punto C ( 3, 5, 4 )
y contenida en el plano de ecuacién z = 4.

Longitudes de los ejes:

Eje transverso: 2a = 4

Eje conjugado: 2b = 6

X
-7 =1
C:
z =275
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b)

48. a)
b)
49. a)
b)

Se trata de una hipérbola con eje focal paralelo al eje y, con centro en el
punto € (0,0,5) y contenida en el plano de ecuacién z = 5.
Longitudes de los ejes:

Eje transverso: 2a = 6

Eje conjugado: 2b = 4

x = —3+ 5cos6
C: y=1+4+2senb

z =2

Se trata de una elipse con eje focal paralelo al eje x, con centro en el punto
c( -3, 1, 2) ycontenidaen el plano de ecuacién z = 2.
Longitudes de los ejes:

Eje mayor: 2a = 10

Ejemenor: 2b = 4

(x+1)2 N (z—3)2 _

4 16 1

y =5

Se trata de una elipse con eje focal paralelo al eje z, con centro en el punto
C ( -1, 5, 3) y contenida en el plano de ecuacién y = 5.
Longitudes de los ejes:

Eje mayor: 2a = 8

Eje menor: 2b = 4
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50. a) ,
1 1
e (r-4) -
C:
z =2
b)
A
z
c(0, 3., 2)
(D
z=2 1
i
|
} >
1 Yy
2
X
51. a)
x?=-4(y - 2)
C:
z =3

b) Se trata de una parabola con eje focal paralelo al eje y, que abre hacia el
lado negativo del mismo eje y, con vértice en el punto V ( 0,2,3 ) y con-

tenida en el plano de ecuaciéon z = 3.
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c)
A
z
3.D v(0,2,3)
JE— |
z=3 1
|
|
I >
2 y
X
52. a)
(x =5
c: { Y=t

1
2= 7 (t-1)"+ 2

b) 5=5i+ tj+ (3 (t—-1)"+ 2)k
c) Se trata de una parabola con eje focal paralelo al eje z, que abre hacia el
lado positivo del mismo eje z, con vérticeenelpunto V (5, 1, 2)y

contenida en el plano de ecuaciéon x = 5.

53. a)

(z+3)°

2
(y+3) - =1
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54.

b)

b)

Se trata de una hipérbola con eje focal paralelo al eje y, con centro en el
punto C( —1,—3,—3) y contenida en el plano de ecuacién x = — 1.

Longitudes de los ejes:
Eje transverso: 2a = 2
Eje conjugado: 2b = 6

Se trata de una elipse con eje focal paralelo al eje x, con centro en el punto
3.

C ( -2, 2, 3) y contenida en el plano de ecuaciéon z =
Longitudes de los ejes:

Eje mayor: 2a = 10

Ejemenor: 2b = 6

c(-2,2,3)
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55.

56.

(x—1)+ (z-2)2 = 4

y =4

b) Se trata de una circunferencia con centro en el punto C ( 1, 4, 2 ) de
radio igual a dos y contenida en el plano de ecuacién y = 4 que es paralelo
al plano xz

(y— 1)2= —(x—=3)

b) Setrata de una parabola con eje focal paralelo al eje x, que abre hacia el lado
negativo del mismo eje x, con vértice en el punto V ( 3,1,0 ) y contenida

en el plano xy .
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