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CA¡.,cu¡.O SIMPLIFICADO .JE LOS ESFUERZOS DE MEMBRANA EN Ul~A 

CUBIERTA DE CONCRETO TIPO "CASCAROill11
. EN FORMA DE CONO 

ARO. JOfitGE MOLXNA MON'l'ES 

Las exigencias de un proyecto arquitectónico en el cual 

as cubiertas de la bomba de una estaci6n de aervicio de ---

EMEX, estaban resueltas con unos conos invertidos descan~an-

do sobre una columna central, hizo posible la b~aqueda de los 

esfuerzos de membrana en una superficie cónica. Nos dimQs 

cuenta que el proceso se pod1a simplificar partiendo unicamen_ 

te de ecuaciones de equilibrio dadas por el sendido común. -·-

En este articulo presentamos dichas ecuaciones y las comparamos 

con la teoria de la membrana posteriormente. 

En la Fig. l se muestran las condiciones arquitect6nic":::.; 

de la cubierta y también las cons~antes geometricas que la;defJ:. 

nen. 

1?i~. I . 
Fig. 1 
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~~ 
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I.- Ecuaciones de eguili~io ~egún el m6todo simpli~i~ 

IAs premiaam sobrs lao cua.lGa df.Dscansa eate md'todo so~ 

las que se doscribGA a continuacióna 

sG dividieron en una radial, llamada s~ daóa en uni-­

dad de peso entre unidad 40 longitud, y otra siguiendo 

la direcci6n do la tanqsnta al c!rculo d@ corto ll~mada 

Su .Eatoa esfuorzoo dG m~mbrana ~e r~presentan en la-

Fiq. 2. Sus proyecciones sobre un plano horizontal las 

lla.marnoa Gx y Gx. rGspectivamónto. 

Estas tuGrzaa son principales, estos as no oxia~ec-

fuarzaa cortant~e pa:alGlas a allaa. 

2.- La carga ext@rior, d@nomin&da q 0s un~carga vertical 

dada en Kg/m2 que actua sobre la superficie media. 

Fig. 2 



Cttlculo de s:r 

Eleqtmos un corte cualquie~a por un plano 

horizontal (11') llamado r al radio del círculo 6ilil el -

corte. El area arriba del corto será la semisuma d3-

los perimetros del circulo superior, o Afie frontera,­

d& radio R y del círculo inforior de radio r, multi­

P,licnda por la distancia, sobre el cono, e~~rG los -

dos círculos. Si esta superficie la multip~ic~~s por 

la carqa por unidad de area. g, obt.endremos.la carga­

total del planm da corte.~ 

"ff ( R't.- ,..z ) 
Area= - c:.os 9 

car,.a= 9'1T" ( ~&- r8) 
':11 C:O$ Q 

Esta carqa por unidad .de lonqitud ser~ a 
P= ·s (~e- r'Z) 

e'C:O$ 9-r. 

En virtud de que se han supuesto solamente -

como fuerzas actuando en el corta a. St y a s JI ,la 

proyección vertial de S~ será igual a la carga total 

por unidad da longitud en el corto citado. 

Por tanto 
~------------~ 
S1:. = g(R~- ..-z:) ( 1) 

\"" <t>en· 2 & 

CUmplimiendo aG! con el equilibrio vertical. 

3 

.. 
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cá:lcu1o de Slt 

Para el c~lculo del esfuerzo a lo lar-

qo da la dirección de la tangente, es necesario hacer 

un corte unitario de la superficie, como se represen-

ta en l.a Fig. 3 

El esfuerzo tangeacial inducido por la -­

pres16n h en un anillo esa 

·su= h-r 

Las expresiones (1) y {2) nos dar~n en cua~ 

quier punto de la· superficie los esfuerzos E:xtensiqn<llefr 

deseados. 

En la eY.presi6n (l) cuando r = O, s1 esta in­

determinado. Esto es, en la cercan!a de la columna, el -

volor de s1 es muy qrande. Para evitar esta dificultad -

se aumenta, en un radio r tal que el esfuerzo S¡ sea el-



' . 
pe:::-misirle, :el espesor formado una placa q~e se 'dis:~f:;o-, 

a flexo·~ompresioñ~ ~r no cumplirae.la lla~da teoría 

de la m~mbrana en ese tipo de placas donde no puede de~ 

preciarse el espesor. 

La comparaci6n de este m'todo se presenta a con­

tinuaci6n partiendo de las ecuaciones da equilibrio de­

membrana para s~perficies de revolución obtenidas por -
'· ' 

Adolf PÜcher .. 

E? la f~qura (4) se muestra. el estado d~ Qquili­

brio de un elemento de una superficie cualquiera z=J., . :" .' 

de revolución.· 

c. 

5·x1'~dr-
. ~t' 

' 
' 
1 

Z, P, Y~ aon=la earqa actuando sobre la superficie pro­

yectada 

.. 



... tan9= 1~ <r.J: 8 '$z GO$> 9 

AP=- r d. tf Gu • S11 
1 

oos9 

- dv- ~ -.,. 
t.."' - cos & 

Laa ecuaciones de equilibrio eeqán la dir~cc14n -

radial, la dirección de la tanqanta y on la direcc1én­

dccl eje z sona 

(a) 

J G<t. 
¡.,. + 

__!.... JGu + 
r J'f 

G't- Gu ... 
'(' 

e~ ,. .. 
' J~ 1>. o - J\f 

.... 
'(' 

J¡g -t-/ -o Jr 

\t) 

(JI) 

J ( \!\1:: te=- ... 9 J 
J,. + + G.'t fcaf\ & <t-

1 J(~~~~>,.zco(IDj 
' , 

Para obtener la funcicSn do fuarzas Gll:u.iJt.icaa, ob-

sorvemoa que 1 

G. 1 J'fl. t= 1 J r ...., A 
'%..=-;:a J tfZ. -+ r J r 

( b) J :f. ;: """ S 
J 'f"" 

0 =_L _jr - _L J~t= --
r" J Cf \"' Ó r J tf 



Aplicando a nuestro caso particular la ecuaciones -

obtenidas para el caso general ar.teriormentea en primer­

lugar la carqa Z es ~a carga 9 obrandg sobr~ la proyección 

do la super~icie ver Fig. 5 

r= h cos 9 

g= z cos g 

Z=_g_ ·. 
coa 9 

La ecua~16n de una generatriz recta del cono es --

:J.g~al a z= - r tan.& .. z= f ( r ) por ser un circulo completo. 

A y B dependen de P y~ que en nuestro caso son nulas 

y ~ F:Opor las condiciones de carga y oor la·simetr!a. 

~ntonces de la sol ucuón de ( b) . 

~ J ~ J~F =-Z 
r Ó r d ,..z 

Si hacemos; 



• : ... 

.. 

.. 

8 

Por tantoa J" F .A.r -d '('Z 

', 

Inte~antloa 
J;= A r-& 

+ c.~ ( cr) --Jy- 2. 

.A r" ,, 

F'a -t- C.\ +Ce (d) & 

' Pero do (e) 

y d<i (4) 

:t.o cual implica ~ • 1 ~e • O 

Aplicando la conaici.Sn de borda para r==R, e¡ = o, -

~ntoncaG do la la. ecuac16n de (b) 

Por tanto e, 

Intruduciendo este valor de la ecuaci6n (f) en (d) 

'1==- Av-l A Rz J;: = A t'z !RZ ( 9) r 
J z. -Jr 2 a 

Jf" - .Ar J r'2· -



En la la. ecuación ee (D) 

G.:t.·=- ~ . (rz-~ 2) 
Z,.V"' 

Glt·-= A r 
~ -==o 

Las ecuac~ones anteriores d~las proyecciones-

de los esfuerzos da membranas en cualquier punto de 
9 

la superficie. Cambiando z por~ y a q. y c:::.Qpor s. 

y s¡r resultac 

Que son las mism~s ecuaciones obtenidas anteriormente. 

lXI.- Solución de caso practico. 

En el caso practico que se resolvio donde g=200kg/~~ 
• 

r= 7.00 mt y S = 16° Si 200~7 x 7.50 = 4553 kg/m.l. 
2.~5 

Que si espaciamos las barras de refuerzos 20 eros.,· nos 
daria una fuorza de 9ll kls., que pueae'ser tomada am-

~ u 
pliamentc porbarra de 3/So, 

El esfúerzo Sx n~. se encontró a la orilla del plato-

./ .... 

y su•?valor fue de: · .. 



.. 

.. 

sr • 2oo e 49 - 2. 22,¿ 
1 1.50 X 0 • .53 

De donde: 

11,765 kg/ m.l. por 
unidad de espes~·· 

fe. 11765 ~ 28.82 kg/om2 

500 
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FORMULAS GENERALES PARA EL CALCULO DE ESPUEH.ZC0 
CASCARONES PAl~ABOLOlDES-HIPERBOL!COS 

por el Sr. Arquitecto Don FÉLIX CANDELA 

Datos sobre el Autor: 

El Sr. Arquitecto don Félix Candela nació en Madrid, España 
en 1910, y en 1935 rectbió el título de /tcquítecto de la E::.cucla 
Supenor de Acqwtectura de Madrid. Radtca er1 Ivléxtco desde 
1939, y en 19':Íl obtuvo la cwdadar.ía mexicana. Despllés de v,1rios 
años de practicar la Arqwtectum en [v!éxtco, fundó en 1950, 
junto con su hermano Antonio, la Empresa "Cubtertas Ala, S. A.", 
espcciaftsta en el dtseño y construcctón de estructuras de casca~ 
rones de concreto armado. Como Presidente de esta [mna ha di~ 
señado y construido tan sólq en la Ciudad de México más áe 300 
estructuras de cascarón. Además ha actuado como Consultor en 
varios proyectos de casca.rone~ en Sud, y Centro Améric:o.,:.y·tilm~: 
bién en los Estados Unidos. Desde 1953 tiene a su c~rgo una Cáte~ 
dra de Proyectos en la Escuela de ArquitecturrJ de la Universidad 
Nacwnal de Mé:"Cico. 

A partir d(' 1955, cuando en un estud;o previo del mismo autor, publicado 
por el Instituto Amencano del Concreto,* aparec;ó la desi;:¡naCJón "H'..."P i\:{", * * 
ésta ha sido aceptada con beneplácito, tanto por los L.sei1icros cuanto j)Or los 
Arquitectos, y es ahora amrhamente usada en todo el r.nmdo. 

Poco después de publ1cado dicho estudio oSscrvó el autor vanos errores 
en el texto que obscurecían la exposición, y un can.bio de variables que moti­
vaba e¡ u e las fórmulas Ímales se hiciesen innecc;a; te: mente co.:;pl:c.:das. 

En luqar de limitarnos sólo estncta;nente a cor;·cgir el texto ongii1<:l, he­
mos considcr:1do más convemente, en vista del em:J!eo cada vez mz.yor C.:e las 
cub1ertas constituidas por este tipo de cascarones ele concreto arm<:do, pu:•licar 
un conjunto de fórmulas más generales. Estos ::on las que permiten calcular 
los esfuerzos en un hypar cargado con su pro>o peso, pero colocado en el 
espacio en una posición arbitraria, es decir, con carga que p;:, <:nta compor.en­
tes a lo largo de los tres ejes del hypar. Las iónnul.1s mejor conocid<:is para el 
hypar con su eje z en posición vertical pueden ¿cci.~círse como casos ¡J<.rti­
cuiaces a· partir .d_e la serie de ecuaciones ~e s:arioctcr mús ¡:¡er.er<Ai c,uc .. s.ou.Jas 

"- ------ ~ "'' '--"·- ·-- ...... - . que presentamos. · 

• 'Aphcacione.s estructurales de los cascarones par¡¡bolo¡dcs h;perból;cos", por Péhx Can~ 
dela, Rcv,~ta del Inst1tuto Amencano del Concoeto, Vol. 25, No. 5. Enc•o-1955. 

• • Con objeto de s1mpliÍ•car, se ha sugendo abrcv1ar el ru:.r.·,b;c cie par;.bo;o•cie hiper~ 
bóhco emplrando la des•gn¡¡clón "HYPAR" Guc se 10Uií:.::;aá cíe a¡;ui en acieian•c. 

259 



'290 ] Ul';TA ·,ILGION.'\L ACI, EN MEXICO 

L's ano:tlnones y figur.1s son las mismas que empleamos err el estudio 
,;¡Jt,, , ::,1do, excepto en aquellos casos cuando se indiq ·' cosa en contrario. 

Dc{111ición de la superficie 

Supongamos dos rectas no paralelas en el espacio. las cuales no se cortan: 
HOD y ABC ( Fig. 1) y a las cuales provisionalmente llamaremos directrices. 
Las líneas rectas h!' que interceptan ambas directrices, y que al mismo tiempo 

z 

Def,n,rión de la Superf1C1P . 
~"IG 1 

son paralefas al plano xOz que llamaremos plano director son las que definen 
la ~uperficie. Estas últimas rectas las designaremos como el primer sistema de 
jeneratrices. , 

Las dos directrices precitadas determinan a su vez un· segundo plano di­
rector r¡Ü;:, paralelo a ellas. La superficie puede considerarse como generada 
por un· :;;egundo sistema de generatrices i,. paralelo a este plano y que inter­
cepta cualqtuer generatriz h., del primer sistema. 

El hypar está constituido. por lo tanto, por dos sistemas de líneas rectas 
h, e i,. c<tda sistema paralelo a un plano director, formando ambos planos un 
ángulo arb1trario "'· Cada punto de la superficie está determinado por la inter­
sección de dos líneas rectas. que quedan dentro de la superficie. 

Tomzmdo como ejes de coordenadas a las dos generatrices que pasan por 
1il corona del hypar, y el eje del hypar o sea la intersección de ambos planos 

ESFUERZOS EN PARABOLOIDES HIPERDOLICC., 291 
1 

directores, la ecu:1dón de la superficie, en estas coordenadas birec~angulares. 
será: 

z = kxy ( 1 ) 

;1endo k una <:.<:>nst;1nte que representa la pendiente unitaria o el alabeo ~el 
hypar (en la hg. 1, k= AA/[OB. OH]); xOy = w puede ser cualqu1er 
ángulo; xOz e yOz son ángulos rectos. , . 

Esta es la ecuación más sencilla posible de se_gundo grado que hga sunul­
táneamcnte l<1s tres coordenadas de cada punto. Cuando los planos directores 
forman un ángulo recto ( w = 90°) el hypar es equilátero o rectangular. Cuan­
do ·~ es cualquier otro ángulo. el hypar es oblicuo. Las secciones planas pa­
ralelas a los planos bisectores del ángulo diedro director xOy son parabólicas. 
Se les designa como pc1rábolas principales. ~su curvatura es. respectiV~l~lente, 
hacia ;:¡rriba (GOC). y hacia abajo (AOE); de aquí que la superfiCie sea 
anticlástica o de doble curvatura inversa. Todas las demás secciones planas 
y sus proyecciones sobre el plano xy son hipérbolas o su degradación en dos 
lineas rectas, excepto aquellas paralelas al eje z las cuales son parábolas. y 
por supuesto, los cortes paralelos a los planos directores. los cuales son gene­
ratrices rectas. 

Como una superficie de traslación ( Fig. 2). el hypar· puede considerarse 
como generado por una 'parábola principal ABC que se mueve paralela a sí 

Lo superf1c1e del Hypor presenla dos s1sltmos de 
generolnces porobóhcas 

' FIG. 2 

misma a lo largo de la parábola principal inversa f30F. Por lo ' ·ln. !.1 ·o~tpcr­
f•cie presenta dos sistemas de generatrices paraból•cas. Cada s1stema (''itá 
constituido por parábolas idénticas situadas en plt~nos par<~kloo; 

Ecuaciones para el cálculo de esfuerzos en ejes bircctan;)lrl.lt ,.< 

Las ecuaciones para el cálculo de esfuerzos de mcmbran.1, • en llll 1 ,upc•­
ficie representada por z = f ( xy). en un sistema de coonkn.HI,J~ l·n d <:u.d 
el ángulo xOy puede presentar cualquier valor'" y tanto xO:. (Udnto yO.:: snn 

• Debe con~1dcrarse que en el prescn~e c~tud,o, lo~ c~fucrzo, , d, nd!l·.. .,,•n. h ,¡,1,,,, 'o 
estnctamcute, esfuerzos un1tarios multiplicados por <'1 r'J·<~or tkl .-;,,, .; •lll. 



' ) 

JUNTA RUGION/\L 1\CI, EN MEXICO 
ESl'llERZOS EN Pl\RADOLOIOE.S HIPEIWOU. 293~~ 

:'ngulos r•:cto<;, se obtiencn,11 expresando el equilibrio a lo larg~ de x, '}; y z 
-Jc Lls fueHc~s qul! actúan sobre el elemento superficial, mostrado en la Fig. 
3, y en la inteligencia que. se desprecian las diferenctalcs de segundo orden. 
S e tiene así: 

donde, de 

OVJJ OT 
-+-=-Xsen((l ?x ay 

aT a ... , - + -- = -Ysen((l ax ay 
rv~ + tv11 + 2sr = (pX + qY-Z) sen ((1 

acuerdo con la notación de Monge 

(2a) 

(2b) 

(2c) 

. X. Y, y Z son, lns coordenadas de los componentes de las fuerzas cx~ernas me­
didas por unid<1d de superficie proyectada sobre el plano xy. 

Todas. las fuerzas, esfuc:tzos, y direcciones de los eJes de cootdcnadas 
representados en la Fig. 3, se consideran como positivos.-

y a que el hypar está representado por la ecuación ( 1 ) : 

p = ky q = kx r = t = O s = k , 

!.t ccuad<'>n ( ?) ;e convicrt~ en: 
e 

2kr = (kyX + kxY- Z) sen ro 

( 5) 

(6) 

- oz . - az . o2z o2z 
p - QX ' q - (}y ' r = OX2 ; S = oxoy ; 

o 

Diferenciando la ecuación (6) con respecto a x, e y. substituyendo en la 
' ecuación ( 2a) y ( 2b), e integrando las expresiones resultantes, se obtienen 

( 3) ·' las soluciones generales para v., y "v• que contienen funciones arbitrarias res· 
pectivamente ya sea de y O de X las cuales deben determinarse para las concli· 
c1ones de borde. La ecuación ( 1) da los valores finales de los esfuerzos reales 
O'r, O'v. Y T. 

FIG 3 

z 
E 1 Ónqulo 0<. estó tormo do por lo 

rnterseccrón de oos ge~>erolr~ces 

. ' 

ademá~ v.,, 1·, y T son las proyecciones de los esfuerzos renles b 1 1 xy (Fig. 3). so re e pano 

l'z = Ur V ; ! ;: ; Vu = O'v Y* ; T = T (1) 

Debe observarse que u., y u 11 son componentes oblicuos de los esfuer~ 
z:os. ya que son paralelos a los lados ds 1 y cls, del elemento de superficie. Por 
consiguiente, el diagrama com(m de Mohr o círculo diádico no puede: USar:>e 

para obtener los esfuerzos en ottas secc:Qnes, excepto en founa sólo apto:>.Ima· 
da en hypares rectangulares muy planos. · 

El ángulo a ( Fig. 3) formado por dos generatríces que se intersect,1n se 
obtiene mediante: 

cosa= 
pq + cos (~ -

v' ( 1 + p2) ( 1 + q2) 
(7) 

En forma análoga, el ángulo f1 formado por cualquier sección contenida •?n 
el primer cuadrante, y la porción positiva de la generatriz x que pasa por un 
punto ( Fig. 4) se obtiene mediante: 

(8) 

En el cual '''/! es la proyección del ángulo (1 sobre el plano :~:y y qíl C'> la 
tan'gente trigonométrica del ángulo formado por la linea recta que reprcs.·nta 
la sección con el plano xy. Con objeto de evitar errores, es indispensable .1pe· 
garse estrictamente al empleo de los signos convenidos. El signo del producto 
pq¡¡ será positivo cuando ambos lados del ángulo ~'/J son ascendentes o dcs.·cn· 
dentes a partir del vértice. Será negativo cuando un lado va hacia an 1b.1 y el 
otro hacia abnjo en relación con el propio vértice. 

Los esfuerzos normal y tangencial u~ y TiJ en cualquier sección como la 
indicada se obtienen considerando el equilibrio en las d1recc1oncs "f! }' r,L .. '"· 
pectivarucnte ( Fig. 4). 

scn 2 {J 
2 

sen(Jsen({J-a) scn 2 ({1-a) 
up =u~---+ T - + u11 ------sen a sen a sen a 

sen {l cos f1 sen {2fl- a) sen ({l-a) cos ([1-- a) 
T~ = -<1:t ------ T ------- O'v · sen n: sen a 

) 

('Jb) 
sen a 

... 
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FIG 4 
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Substituyendo las ecuaciones ( 13, I 4a, Úb), en la ecuación ( 12). se 
llene: 

(15a) 

siendo 

.p = s.:n 2 w + p2 +q2
- 2pq cos w = sen2 w + k~y2 + k2x 2

- 2k2xy cos w ( 16) 

A :~:llogamente 

Y sen w = Y1 y¡; 
Z sen w = Z1 V q, 

{15b) 

{ l5c) 

Se determinan las direcciones de los esfuerzos principales igualando T{j y finalmmte las ecuaciones 2a, 2b, y 2c, se t,, ,1sforman en: 
con cero en la ecuación ( 9b) 

2T sen a + uu sen 2a 
tg2 

(J = llz, + 2T cosa + 11
11 

cos 2a 
(10) 

1 y ( 90° - (J) son los ángulos de los esfuerzos principales con la parte posi­
tiva de la generatriz x que pasa por el punto considerado. Los valores de los 
esfuerzos principales son: 

sen 2 9 sen9sen(9-a) sen2 (8-a) 
O'( = O':t + 2T + O' u-----sen a sen a sen a 

( 11 a) 

cos2 (J 
2 

cos (J cos ( 9 -- cos2 ( 8 a) 
1111 = fll --- + T ------- + O'IJ -------sen a sen a sen a 

( 11 b) 

H y par con carga uniformemente distribuida en su superficie (carga muerta) 

Supondremos en este análisis que el eje z del hypar tiene una posición 
ubitraria en el espacio. En consecuencia, la carga tendrá 3 componentes X1. 
Y1 y Z~o a lo largo de los 3 ejes del hypar. Estos componentes están relacio­
lados a las fuerzas X. Y y Z (tal como aparecen en las ecuaciones: 2a, 2b. 
2c). por la relación entre el área real del elemento de superficie, y el área 
de su pro)'ección sobre el plano xy. 

Xdxdysenw=X1 ds 1 ds2sena (12) 

De la ecuación ( 7) obtenemos: 

sen2 a= 
+ p2 + qz + p'qz- pzqz - cosz w -2pq cos w 

(1 + p2) (1 + q2)-. 
( 13) 

( I 1a · \ 

~+~=-Xl Vi 
ox oy 

( 17a) 

~ + _ov, = -Y1 v-;¡ 
ox oy 

(17b) 

(17c) 

La ecuación ( 17c) es una expresión algebraica la cual inequívocamente pro­
porciona el valor de T en cada punto. Diferenciando ( 17c) con respecto a 
x. e y. sustituyendo estas diferenciales en las ecuaciones (17a, 17b), e inte­
grando las ecuaciones resultantes con respecto a y y x, se obtienen las ecua­
ciones para Vz y v6 • 

(h 1 X .r. k2X _.,!J:.-(_;;_y_-_x_·=co=-s-(_o)_ + =- tY</»+ 1-
(Jy 2 2 y¡, 

k2 y x(y -xcos (!,) _ '·Z y-x cos w 

+ 1 2 y;¡,· 1( 
1 2 v~-

Sustituyendo en la ecuación ( 17a) 

Resolviendo la integral anterior se tiene 
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-2~ coswZ1 J if¡; + [(--~ksen2 X 3 k ) 
i w 1 - T cos w sen 2 w Y

1 
ya + 

l!:Sl'llERZOS HN PA:lJ\rJOLOJOCS ~il'': ~<JUCOS ~ 

Ba = - 2
1
k cos w Z1 =: A, 

2')1 

+ (-2
1 

zl sen 2 "')y-- l 2 J •. .v··- . J 1f sen w ( 3~'!(, + cos w yl) . 

. Lo kx --k y cos w + v;¡; 
g,. __ s_en w VJ.=+'"),:ya + f, ( !1) 

o en forma abreviada ¡. 

"x == (A 1x +A y+ A ) v;¡. 
en la cual 2 a q, + (A.y2 + A" y + Aa) Log,. [XrJ. + f¡(y) 

A - 1 3 - --cos Z 2k <ti 1 

A. :::: - 2_ k senz X 3 
· i lll 1 -- k COS s 2 y 

A - 1 "- -sen2 z 2 (¡) 1 

i w en w 1 

1 . 
Ao==--senz (3X 

1k .., ' + cos 6) Y¡) 

X
1

:::: kx-kycosw + v;¡; 

Análogamente 

sen w Y-1" + léyi 

"v == (B,y + B2x + 8) y;¡; 
a 9 + W.x2 + B"x + Ba)Lo [Y J 

donde, · g,. 1 + /z(x) 

8 - 5 
2 - - cos 6} y 1 X 3 

- i 1 
- -2- t + -- cos2 X 1 w 1 

(l8a) 

(l8b) 

-
f, (y) y { 2 (x} en las ecuaciones (l8a) y ( 18b) son funciv'lcs a,:bitralias 
de integración, las cu;:¡Jes nos permiten satisfacer determin;:J¿s condtcioncs el< 
~~~ . 

Cc1sos particulares 

Las simplificaciones de las ecuaciones ( 17c, 18a, 18b), para otras indina­
dones de los ejes en relac1ón con la vertical o para hypa1es rectangukt•:s se 
obtienen fácilmente mediante la cancelación de los valores con:e:.,¡.,onciíentcs 
en las ecuaciones generales. Las simphficaciones m.ís comunes son: 

a) w = 90° (Hypar rectangular) 

sen w = 1 • cos w = O Aa = Ba = O 

( 19a) 

( 19b) 

(1'\) 

b) X,::.: O; Yt =O (Hypar con el eje.:, Lrtiol} (Fig. 5) 
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a 
l 

Carga un1formemen!e ro¡:arhdo sobre lo "·.:perfltle, y 
actuando en lo d1reccidn de z 

(20a) 

ky-kxcosw +Vi 
sen w vrJ + k=x2 + f~ (x) 

(20c) 

O, 'IJ -- 90° (Hypar rectangular con el eje z vertical) 

T =-2tk z~ Vi (2la) 

(21b) 

( 21 
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d) X 1 =O, Y1 =O, Z 1 = Z = g =constante (Fig. 6) (carga uniforme­
mente repartida sob1e la proyección l10rizontal.. siendo vertical ~1 eje z). 

g sen w 

l'z = {t (y) 

v11 = /2 (x) 

2k 
constante (22a) 

(22b) 

· ( 22c) 

/ 1 (y), y f 2 (x) son funciones arbitrarias de integración y pueden tener cual­
quier valor, inclusive O, lo cual da v,. = O, v11 = O. En este caso O ~ w/2 y 
ambos esfuerzo:; principales tienen el mismo valor absoluto de T y su direc­
ción es aproxim,1dau1ente la que se tiene a lo largo de las líneas bisectrice~ 
del tmgulo w. 

/'--­
)!../ 

o 

l 

Corgo untformcmente reportrdo sobre lo proyección ho,.:ontol 
FIG. 6 

(23) 

Este caso, muy particular. es el más comúnmente conocido, pero debemo~ 
recordar que tratándose de una simplificación aproximada de la fórmula ge­
neral. qu.;: supone a g prácticamente constante y a casi igual a '" en cu.1lquie1 
punto de la superficie, sólo puede aplicarse en un número muy limitado d( 
casos, cu.:1ndo el eje z es vertical y la superficie es suficientemente pbna par< 
permitirnos considerar la c<~rga cf_cctiva, como tmíformemente rqlat ti da sobr< 
el plano Xlf. Si la elevación se incrementa sustanci.Jimente, o el e¡e :: tkja d{ 
ser vertical, se debcr.Jn emplear las fórmulas más generales. 

Debe observarse que en todos los casos d valor de r se ddme .::n form¡ 
fija, mediante la ecuación ( 1 7c): pero los valores l'r• v11 y ur. y "v pueden :-.e 
vanables que dependen de los valores selecCionados pi1ra las fundPlh~s ¡¡r)¿i 
tr.Jrias _?e integración {. (y) y {2 (x) que ap<~reccn .\as ecu:~..:ioncs ( 1 S':>1 
18b). l:.sto signif1ca que lo'; ':sfucrzos ob:il.llOS en u·~·perfKie nn hm1t.j 
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0ou e~táticam~nte indeten:1~nados, o hiperestáticos. Para poder determinarlos 
neccs1t.umos fiJar los cond¡czones de borde o ansta. Esta propiedad nos da al­
guna hbertad para seleccionar los dispositivos de borde 0 de soporte. 

Condiciorzes de borde 

a) Hypar -limitado por generatrices rectas 

D.ando 1?s valores convenientes a las funciones arbitrarias de integración, 
-es pos1ble deJar dos Jados contiguos de cualquier cuadrángulo alabeado exen­
tos de esfuerzos oblicuos. Pero por supuesto los esfuerzos en los dos lados 

Formas eslructuroles obtenidos por osocooclón de cuodróngulos olobcms 

!J9, J 

-opuestos tomarán un valor fijo y determim~d :. · . 
a fuerzas oblicuas ue dcb < 

0 • Y estas ar.~tas cst;lri1n SUJetas 
largo de ell~s Est q. ·r· en soporltarse proveyendo un c~po¡o co;Hinuo a lo 

< , " • o s1gn¡ 1ca que en a prá t' • f · numérico que debes 1 f <e Jea sera su JcJcntc enú)Jl/r.1r el valor 
tro del e~tramado deun¡¡rse a os es uerzos a'? largo de ,_adn ~--: ',;er:HriL (den­

e as que queramos cons1derar} pRra pürlr-c :::<tti~:/ 1cer l<1s 

1 
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~..ondiciones de apoyo en determinado borde. Podemos por ejemplo, suprimil."' 
··1 componente oblicuo del esfuerzo a lo largo de un borde, introduciendo 
t·omo flv,: o tlt•11, un grupo de esfuerzos iguales y opuestos a los resultnntes en 
d propio borde según las ecuaciones ( 18a) o ( l8b). pero esto involucra la 
.ntroducción de los mismos esfuerzos adicionales en el borde opuesto, coi~lO 
si cada ·generatriz fuese un tirante o un puntal, y producirá por consiguiente, 
::llteraciones en el estado de esfuerzos en los pu''.'0S interiores ele la superficie. 

De est,1S consideraciones resulta que un cuadrángulo alabeado sencillo· 
sometido a este tipo de cargn, no puede estar en eqUihbrio, a menos que si­
·~uiera dos lados contiguos estén provistos de miembros de borde o elementos 
de apoyo capaces de resistir cargas en cualquier dirección. Consideraciones de 
snnetría en la asociación de varios cuadrángulos alabeados pueden motivar sim­
plificaciones de las condiciones de apoyo necesarias: pero existirán siempre 
componentes de esfuerzo no equilibrados a lo largo de determinadas aristas 
( Pigura 7). 

Dado que los esfuerzos cortantes a lo largo de las generatrices se han 
considerado como fijos, es imposible que cualquier borde recto quede exento 
de esfuerzo cortante. Las fuerzas tangenciales resultantes de la adición de es­
fuerzos cort:mtes a lo lnrgo del borde deben ser soportados por el propio 
borde trabajando en tens1ón o en compresión. 

b) H y par con bordes de curvatura arbitraria 

Puesto que en las fórmulas (9a y 9b), que dan los esfuerzos normales y 
tungenciales sobre cualquier sección no paralela a las generatrices, rrz y u 11 , 

pueden tener cualquier valor arbitrario, es decir, son variables, es posible en 
el caso de un borde curvo dar a <Tf3 y rp, cualquier valor optativo, inclusive cero. 
Cuando se anulan uil y TJ3 a lo largo de dicho borde, es claro que estando este 
borde exento de esfuerzos, no requiere ningún elemento auxiliar de rigidez. 
Esto puede dar como resultado un borde de lineas extremadamente gráciles. 
Los valores de <T# y u11 requeridos para anular UfJ y TfJ. se obtienen haciendo las. 
ecuaciones (9a, y 9b), iguales a cero. 

0'¿: ::: -T 
sen (/1-a) 

(21a) senp 

'I/1 ::: -T 
sen fJ 

(24b) 
sen (fJ-a) 

Si por otra parte. fijamos de antemano los valores de <T/3 y rp corrcc;pon­
dientes a cada punto del borde, los valores de vz y <T11 necesarios para cqlllhbrar 
d1chos esfuerzos se obtienen mediante: 

_ _ cae; (/1-«) ( ' ) sen (/1-a) 
<T, - 0'{3 Q - T/3 + T fJ sen,.. sen (25a) 

sen p cos p 
( T/3 - r) sen ( p - a) - 0'/J sen ( fJ - a) (2Sb) 

Una ve:: que los valores (i,. y ;;v en los puntos de borde han <;Ido ddnm1 4 

nados, los ro Jios valores a lo lar o :le las cneratticcs t uc ml ,rcc 'tan d1 1 
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orde se consider,,n con un valor ya no indeterminado sino f1jo. Cuando estas 
eneratnces interceptan otro borde, los esfuerzos de borde resultantes ua. y 'll 
. btenidos mediante las ecuaciones ( 9a) y ( 9b) se deberán soportar mediante 
m apoyo íntegro, es decir, un apoyo que pueda resistir fuerzas en cualquier 
lirección. La distribución simétrica de varios hypares puede conducir a sim­
,hficar las condiciones necesarias de apoyo. Por ejemplo, en las aristas de cual­
¡uier bóveda con aristas simétricas, sólo permanecerán fuerzas en el plano 

P l. A N T A 
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de la arista, puesto que las fuerzas normales a este pldno se anulan una a otra 
con aquellas que provienen de superficies contiguas . 

Hay algunas consideraciones importantes respecto al análisis práct1co. 
Debemos tener presente, por ejemplo que cuando investigamos los punto-; de 
cualquier entramado formado por generatrices, estamos empleando un métodc 
de diferencias finitas, en el cual la longitud real de cada intervalo cambia cot. 
::.u posición, pero los esfuerzos que actúan sobre cada punto de intersccctón, 
o;on esfuerzos unitarios o esfuerzos por unidad de longitud. Cuando los co;­
fucrzos se transmiten de tillO a otro extt·emo de una ~leneriltriz. la difc,·cno.l 
de longitud del intcrvillo sobre el cual estos esfuerzos cst:m ¿¡ctu,mdo en c.~d.1 
~xtremo se deberá tomar en cuenta. 

Por otra parte, si empleamos las proyecciones de los esfuerzos v z, y v1,. 

y las proyecciones de los intervalos sobre el plano xy, los estamos distribu­
yendo de acuerdo con una repartición uniforme, en la cual los intervalos ;:,on 
constantes. Para transmitir los esfuerzos debemos primero encontrar v,. a por~ 
tir de u,. en un extremo, trasladar v, al otro extremo, y entonces encontrar 
a,r a p,utir de , . .., sobre este último extremo. 

En la Fig. 8, puede verse el caso de una bóveda por arista sobre una 
planta en cuadro: L = 20 m; h = 10 m; (Jj/2 = 26° 31'; espesor = 1: cm 

Ftg. 9 

CVGI(ATA CONSTITVIOA POR HYPARES, 8 GAJOS 

Aes.tauranto en Xoct·umtlc;o, MO,uco, O F 
Arq Joaquín Alvaro¡ Ordoiln 
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CUBIERTA CONSTITUIOA POR HVPARES 
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CUBIERTA CONSTITUIOA POR liVPARES, 3 GAJOS 

Cel'llro nocturno lo Jaeorondo, • .-. Aeopulco 
Arq . .lu11n Sordo MolloLeno 
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SHELLS OF DOUBLE CURVATURE 
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BY ALFRED L. PARME, 1 A. M •. ASCE 

WITH DtscussioN DY MEsaRa. TuNo Au; W. WA.TTlms PAGON¡ SANTI 

P. BANEIIJEE¡ MAmo G. SA.LVADonx; AND ALFRED L. PARMF. 

SYNOPSIS 

A comprchcnsive derivn.tion of formulas for the evn.luation of the membrane 
forces acting in a.ny doubly curved shell is presentad.· For the specific case of 
an elliptica.l paraboloid shell, numerical tablea are given, thus simpliíying the 
determina.tion of the stresses. The applicabilíty of thcse tabular values to 
other doubly curvad shells is shown togcther with illustrative examples. 

lNTRODUCTION 

Thc grea.t strcngth of doubly curved concrete shells with edges stiffened by 
11.rches or ribs is due to thcir a.bility to support a.ny continuous load principally . 
by direct strcsscs-tho.t is, by axial comprcssion or tension. I!Joreover, the 
~trcsscs Í_9r thcsc shells, in~~u_di_J!g those thnt nre extremelyJhin, are rolatively 
sma.ll compnred with the cqmpressive strpngth of concrete._ The shell is free oí 
flexural {orces except for localized bcnding, which may occur near tbe edgcs of a 
doubly curved shell, due to the effect on the shell of the displn.cement of tho 
edgo members. This behavior is not restricted solely to surfaces of revolution 
thnt are suita.bly restraincd horizontully and vertically at tho base, but is 
typica.l of most doubly curvcd shells with edge beams. As will be described 
subsequently, it is not necessary that the cdge mcmbcrs be capa.ble of resisting 
lateral Corees. 

The direct forees acting in a. doubly curved shellare obta.ined dircctly from 
a. considera.. , of statics only. There a.re innumerable coordina.te systems 
that can be used to express the interreln.tionship between the interna! forces 
acting in a. shell. It has been found, however, that for the general caso the 
Cnrtesian system leads to the simplest expressions. 

NOTE.-Publisbed, CAscntinlly na printcd here, in Septomber, 1056, in tho Journnl of tho Structural 
D•vision, 118 ProcecdHtO• Paper 1051. Posit10ns nnd t1tl08 ¡¡1vnn aro thoao 111 offoo\ whcn tbo pap~r or du•· 
ouae1on wna approvcd for publicnt•on in Tran•achon•. 

• ~t¡¡r., Struotural & Rrulwnya Bul't'au, Port.land Cem~nt Aaan., Cbion¡¡o, lU. 
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.\d•>j>tinr• tl11. · ) "' ~''•01• lll'ltcs~·ct f f · _," cm ore · J,;,·n~ o :. ~hdl uf duublc curvaturc i f Oll\~Illrnccl a rcprcscnt:J.tivP srnnli ·"'• 
p: '"' ''!Jo: r hurizonbl llJ s ormc 1 as showu in Fig 1 by t _,:··. 

l 

• lCS n re p:tr JJ 1 t · • wo rauJ• 1 
r:., "'1 pl.tnc:- in ,,¡ll<'h thc 1 . : a e o thc y-axis nnd by t. ·-ti a f 1' tonzon!:l.l hu es 11 \\o o lCr 
nl ,·{ ~. ' :: nd T. lllt ~~tlr c·cl . . are p:tra el to thc x-axis Thc d' 1 •' · • m pounds · · 1rect 

w ten th(·y cr(':t{c teno,ion Thc l . pcr Unlt lcngth, are considcrcd pos't· · ¡ · b tc·tnn f S 1 1ve 
umt _ength, is po~itive whcn it crc:t.t g. o~cc,., also mcasured in pounds e c-rc:tsln~ 'alues of :r nnd y 'l'J . cfs tcnswn m the di:~gonal dircction of~ r 

f J • lC SU! :l.CC 1 d . ln-ac mg < 0\\'Jl\\arcl. Thc fur ·n<. t . o:~ , w, JS con5idcrcd positive , .. h 

t 1 
~' · u e mg on ti • ' en 

ncn s t l'Ü are p:~ralld lo ti ¡· te c.cnJCnt are rcsoh·ed int · 
1 

te e o ore m:~ tes . i b o campo-
tia lo lhc surfacc. Thus f . '1' : )S cm ut havc their dircction t b 

1 
1 orce 18 pa 11 1 t h ungen-

y t tr angle, cj>, lo thc (xy)-pln.nc. :z , ra e o t e (zx)-plane but is inclined 

y 

S 

FJG. 1 -ELE\IENT oF A Snnr D •.• OF ounu: CunvATURE 

A considerable simplificalion' in . for~e~ parallcl to lhe various axcs rcsult~~~; t~xprcsswns for thc equilibrium of 
fictJtJous forces acting on th . d e actual forccs are transformcd into 
Fr~m geomctry it is evident ~h~;oJccte area of the _Iower element in Fig. l. 

dp cosY, = dy....... · · · · · · · · ........... (la) 

~1(1 1 
SHELLS 

which, by inlroducing thc noblion of J:q. la, l.n:comrs T:z (coc; ~·feos •h Jy. 
lf tl1e projcctcd clemcnt is lo ha ve the samc total forc:c acting on itas thc actual 

element1 cose!> T :zp dy = T"'----:;; dy . .••.••.•••.••...•••. (2a) 
. cos 't" . 

or 
COB cj> T:z, = Tse0s1· ........•.............. (2b) 

Similarly, 
cosY, .· · . 

T IIP = T JI cose!> ....... - ... .' .. · ....... · .... (3) 

------
Equating the horizontal component of the _shear acting on face ad to the ¡;hear 

on the projected element, SdpcosY, = S,dy .. , ................... (4a) 

Substitutiug for the val~e of dp its value from Eq. la results in 

S =S, ........................... (4b) ___ , __ ... ~ 
Assuming that only a. vertical load acls on the shell and recognizing that the. 
{orces acting on the element vary from the ncar faceto the far face 1 tbe equilib­
rium of forces in the x-direction expressed in terms of T :zp1 T JIP• and Sp (horizon-

t~l componcnts of the actual forces) yields · 

a~;"+ aas; =o ..... -.... -............ : (5) 

Equilibrium of the {orces in tbe y-direction results in 

a;"" +a~, = o .... -........... · ........ (6) 
uy uX . 

In arder to csbblish the equations of equilibrium of forccs in tl1e z-direction, . 

it is necessary first to obts.in their vcrtic:~l componcnts. The vertical compo­
ncnt of the normnl force, T ~. acting on face ad is T :z sin e? dp. Substitutiug for 

'l's and dp their values as given by Eqs. 2b and la yields 

sin <tJ . az ~ T,.,----:;; dy = T.p tan <tJ dy = T,.p :;- dy .............. (t) 
_
1
_ COS 't" • uX 

t. 

Thc vertical componcnt ading per unit of length along thc y-a"\is is, therefore, 

,_ 
·' 
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Trp (o:fiJx}. Snnil··rly, thr wrtiral roJ:lj OlH'llt of T 11 ver unit of lcngth nlong 
tht> :r-:l\.is is T~P (iJ:fiJy). Thc vertical componrnt of the sLca.r force on f&.ce 
ad h 8 d¡> ~in v, '1 hich N¡u:,ls Sp (c!zfoy) dy whirh, pcr unit of lcngth along the 
y-:1\i~, f·quals Sp (uz/tly). Simibrly, thc vertical componcnt of shcnr ncting on 
fncc ob is S,. { 8z/8x). Tnking into nccount the variation in the magnitude of 
Corees from onc face to the othcr, the summation of forccs in the z-direction 
yieJds 

. 
in "J,ith w, is the load pt>r unit of p10jcctcd arca. Eq. Sa reduces to 

+ iJz (ar"P + asp) +_a_: (oT11; + asp) = _ w .... (Bb) 
iJz iJz iJy iJy éJy iJx • Y 

~\ ~ ··~- -~ ~~ 

' - "!· - ..... , 
By Eqs. 5 and 6, the terms in the parenthescs coual zcro. H f'l11'E'. Ec:. 8b re­
duces to 

Eqs. 5, 6, and Sa can be rcduced to a single equation wiih onc uli:.,JOv.-n by 
introduring the funrtion, F, so that 

iJ2F oy' = T:rp· .......••...•••.........• (9a) 

a~F ax2 = Tvp· . ............••......... (9b) 

and 

iJ'F . 
- ilx o!,' = S p •.••••.•••••••••••••••••• {9c) 

Thcse ,·alucs sati'ify ihe rcquircmcnts of Eqs. 5 ami 6 and rcducc gq. Se lo 

-- tl'; ............ (10) 

snr;LJ,s 

E:xcept for a fcw spccinl c.".<JC.'>, the algcbr:,ic so1ution of dificrcntial Eq. 10 Íq 

difficult, Rnd n ntnr.crir:81 p1oeedure such as finite diffcrenccs must Le used. 

z 

l"w. 2.-·SECTIONS oF ;,. fiYPERBOLIC PAIU . .BOLoiD SullFACE 
TAKEN AT 45° TO TIIE CooRDlNAT& Ax1s 

One of the simpler cases to solve is the byperboli.:: paraboloid shcH subject to 
a uniform load. Tbe surface of a hyperbolic paraboloid sbc1J (Fig. 2) is formed 
by a series of straight lincs pnrallel to the (zx)-plane and (zy)-plane and, hence, 
is de.fined by 

h 
"""abxy .....•••••........••...... (11) 

The second differential of Eq. 11 equals zero. Therefore, for a hyperbolic 

paraboloid shell, Eq. 10 becomes 

o2F h ·· 
- 2 axoyab = w ..... ·•······ · · .. ·· · · .• {l2) 

which simplifies by means of Eq. 9c to 

. ·-ab ; 
..,, ,_ 2 h w .. .....•..••••••..•...•.•• (13) 

Bccnuse thc di!Ierentinl of SP with respect to y and x is zcro, when the dircd 
forces normal to the edge are zero, it is seen r- .1. thc rebtion:;hi¡;s in Eq,· 

5 and 6 that 
'!' zp = T 1I'P = O . ... - ........ ,. ~ ...... ~ ........ {1 ~1) ~ 

Eq. 14 indica tes that tht:' rntirc rhrll i<> slliJjcct rol"ly to pme ¡;}¡rnr of C01
' ':in'. 

• · 1 · · ' 1 ' ' 'l ~ ~ ti· tl,·¡, ttr1.1Í"r '" "l1""·'r l""·-' '· tn\t.'.ll"-lty ,,~ 1cn unHCH If'··J- O~tut:c,. ..;. o.~~ ,r ~ "' H •'"' (.H ._. h • ... 

rr_~i:,~cd L.1 i!.c c·l~~c J'C\.'TLtlxr. 
/ - ' 1 1 

L J (,...'; '•' 

' ' ' , \ 1 

¡ • ' ··' 



This ~<t:l.tc of pure shrar, whid1 actually rcsolvcs into principal strcsscs of 
rqll'tl anl! oppo::.ite mnguitudc acting on sections at 45° to shcar planc, can be 
olt·•hl<'Cd from purrly physical considerations without recourse to difTerential 
t•c¡uations. As shown in Fig. 2, sections of a hyperbolic parnboloid surface 
tal..en at ·15° to the coordinate axcs form identical parabolic arches. In other 
words, the surface shown in Fig. 2 cnn be obtaincd by translating (moving) 
a parabolic curve along curve om. The parabolas parallel to om curve down­
wnrd, whereas those at right angles to these pnrabolas curve in the opposite 
direction. 

Assuming tbat the load is cqually divided betwecn the two sets of perpen­
dicular parabolas, it is evident that at the edge the parabolas parallel to curve 
om c::~.ert an outward thrust, whereas those perpendicular to this curve exert 
an inward pull. Although oppositc in character, the mngnituoe of these forces 

Fm. 3.-FoRCJ::l' A<."TiliC os EnGE ME\!Ill-:11::. o•· P.\RAROL!C AllcHES 

iutcrsccting at any point on the boundnry of the surface is equal because the 
intersecting para bolas are identical. The net efTcct, as shown in Fig. 3, is that 
the outward force acting on the cdge is cancelled and only pure shear acts 
along the edge. This shear must be rcsisted by a rigid edge member. Becausc 
horizontnl reactions are supplied to the ends of the parabolns by the intcraction 
of one on the other, it is vnlid to nssume that the load is rarried by a series of 

para bolas. 
For most hyperbolic paraboloid shells of moderate ri,e, it is satisfaetory 

to consider tlw load as being uniform. Howcvcr, when the rise is great the 
deiid load can no longcr be considcred as acting uniformly on the projectrrl 
:~.rea. For this conrlition the dead lond of the shell is 

w, = cos ci> cos"' . . ... 
....... : ... (15a) 

SlH.LLS 

which, by trigonomctry, can be shown to cqual 

w, = w. ll + (:~y) [ 1 + (: 1 y l· .......... :l5b)_ 

(:~Y(:1Y 
Neglecting 

.. a o 
beca.use it is small, Eq. 15b reduces to \ 

. . 2 ( )2.+ 
l+(h:c) + hy ............... (15c) 

w, = w a b a b · 

From Eqs. 10 and 13, 

_ a2F 2 h = S;p 2 h = w 1 + (: ~ )' + (: 1 r .... ,. .. (16) 
éJ:c éJy a b a b . 

DifTere;ltiating Eq. 16 and integrating according to Eqs. 5 and 6 yields . ' 

T rp = - w ~ log [ : ~ + 1 + ( ~): + ( ~ ) 
21 ~ f(y) · • · · (l

7
_}. ~ 

T11p=-w~log[:~+~ 1 +(:~Y +(:t)

2

1+f(:c) .r.(lS)' 

f . f With onlv one constant of ' 
iu which f(y) and f(x) are constants o mtegra lo~. d . f h force-

bl r h mal force and with two e ges or eac . 
integration availn. e or cae nor ' d b f T -it is evident '.,\..~· ·.> 

· t - o nd :e = a for T "'"' or at y = O an Y or "~' . that IS, a :e - a . f t' mal reactions are reqmred. \ 
that, for pure ~embrane or d1fect.-dodrce te ¡ont ~~~st one of the two parallel 1 

lf normal reactwns are not proVl ~ a ong a .J 

h f . bject to bendmg moments. . 
edg~h: ~~~u:i::le ;:::boloid is another surface that is ame~able to algebra~~ 

1 t
. ltphough it is slightly more involved than the solut1o~ for the hybpe1. so u IOD, a . t d by movmg a para o IC 

bolic paraboloid surface. This sur~ac: ~~ g~~r\~a). The equation of this 
curve along another para bola, as s o\\ n m . ~! 

surfs.ce is ,. -kv'!! +h,.1!- ................... : .. (19) 
" - ¡;. a! . 

The second differentinls of the foregoing expression with rcspect to :e s Hrl Y 

are (Pz 2hz; 
a;ft=-¡¡: .. ···· 

••••••••• 1 :la) 

a2z 2 hv (20b) 
a¡}= V" ...... 

nnd • ........ (20d 

h. • . \ 
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(a) FORMAT!ON or 
ElLIPTICAL PARABOLOJD 
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11 

FIG. 4 -J~I.lll·ncAI. PtRHlOLom Sut:I,L 
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' 
Suh5tituting thc·sc exprcssions in EQ. 4.0;-.for a uhi!orm load, w, = w, 

iJ2F hw a2 iJ2F - at 
éJy2 + h,. ¡;. éJx2 -- 2 h,. w ..••••.•...•....... (21) 

Differential Eq. 21 is satisfied if 

[ 

~ -- J.. a2 ,;·w 
F =- .. -f.: ... A,. (cosh /h) (cos /..y) -~ ......... (22) 

in whicb 

p = ~~: ~: ........................ (23a) 

and · ' - , 
nr · 1 

____ - -- --" = ~-~ · __ · · ~ :_· ·-~·~~-_.: .. ~_. ·-~ ~: ·_:_: · ·: ~~3~1\r 
In· tl1e forcgoing expre~~ions, the val u es of n considered are the odd integers. \ 
This"cá.n be checked by diffcrentiating Eq.--22 and substituting the resultl'ng/ 
valucs in Eq. 21. If the value of F is uscd in accordance with Eqs. 9, the ex­
prcssions for the forces are 

T.,11 = ( É .1.,;\2 (coshPz) (cos/.. y)]- ~th~ ........ (24a)· 
n-1,3... . \ 

"' 
T11 ., =- Í: A,. {31 (cosh Q x) cos). y .... : .•• · ..... (24b) 

n-1.1 ... 

and 

"' -811 =- L A,.p>. (sinhPx)sinXy ............. (24c) 
•-1,1 ... 

At the boundary, 11 = :±: b, T~P = O beca use cos /.. b = O for aU valucs oí n. 
In order to satisfy the condition that T,p = O at x = :±: a, it is necessary that 
a1 w • • . 
2 

h,. be expressed as a Founer senes. The general cxpression oC the trigono-

rnetric series for a constant is 

1 = f. 4 (- J)<n-1)/2 COS). Y • • • ... • • .. • ...... (25) 
n-~1.1... n 1r 

Therefore, at x = ± a, Eq. 24a bccomes 

• { [4 (- I)Cn-ll/2 atto]} · T.,so =O= Í: A,.>.'cosh¡la- --n-1r-- Zhz cos:\y . .. (2G) 
n-l.a ... . 

This cxpression can equal only zero for nll values of y i{ 

2 a! w ( _ J)Cn-1)/2 
A,.= h ).2 1{3 .................... (27) n 1r % cos 1 a 
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f'ul.~litnti!J~ 4 in En~ "4 · d · ¡¡· ti 
- •• • r. '1-- - .tn cnnce 111g te cowrnon tcrms resulta in 

' [ 2 "' • T,;~ = ~~ _ L (- I)<n-I)/t cosh fh J 
hz 11" n-1.1... n cosh {J a cos >. Y - ! · · • · · (28a) 

and 

TIIP = - '!!_}! r~ i:, (- l)<n-l)/11 cosh {J X • J . 
__ _ h" 11" ,_1•1... n cosh {J a cosA 71 · · · · · • · (28b) 

sp =-~[~ i:, <-1)<"-1>''sinhfJx. ] 
..J h,. h11 1r n-1.3... n cosh {J a sm A Y · · • • • • · (28c) 

By mcans of Eq. 28 nnd Eqs. 2b, 3, and 4b, the actual interna} !orces can 
be computcd as thc sum of a series. If hz/h11 is grcatcr than unity rapid 
conYcrgence of the series is obtaincd for most values, nnd, thercfore, o~ly the 
first three or four tcrms (n = 1,3,5, and 7) are rcquircd to obtain sufficient 
accurncy. liowcvcr, at the boundary x = ± a the expression for shear con­
verges very slowly. In this case one can rcstate Eq. 2Sc at the boundar 
x=au Y 

Sp= wab{~;... [(sinh{Ja ) ]C-1)<n-J)/11} .. 
..fhz h11 1r ,!t:;... cosh {J a - 1 + 1 n sin A 71· • (29) 

However, 

"' "' ( _ l)<n-1)/2 ( ) 2 
L..- n sin>.'!/ = ~ Jog sc.c ~ yb + tan 11"

2 
Yb ...... :. (30) 

n-t.a ... 

Thcrefore, Eq. 29 reduces to 
. . 

S wab [ 1 ( 1ry )1 
P = - ..J h,. h

11 
2 11" log sec 2-¡; + tan ; t 

2 "" . 
11" .. E ... (1 - tanh fJ a) (- l~<n-l¡/'2 sin}. y J .. (31) 

For Yalucs of ltz/hv greater than 1, for practica! purposcs, t:lnh {J a is equal 
to l. Thcrefore, the sceond term in Eq. 31 can be ignorcd · thus the exprcssion 
for shcar ronverges rapidly. · ' ' 

A t Y = ± b,. sec (1r _y/2 ?) and tan (1r y/2 b) are infinite. Therefore, the log 
of these values JS also mfimte. Consequently, Eq. 31 indicatcs ths~ the she~tr 
at the corncr is infinite. ~fhis would be true if the corner were completely 
free of normal forccs and 1! the shell had 110 bending rcsistance. Rowever, 
bceau.sc of tlw integral action of tl1e supporting ribs and shcll, normal forces 
do ex1st nt thc corner. These normal !orces alter the resistance to the extcnt 
that the shc~tr does not necd to be infinite to sntisfy statics. Moreover, at the 
corner sorne of tlw load can be, and is, rrsistcd by flexura) resistancc. From 
!)tudic<> m a de of C.) lincirical shcllfl, it has bccn found that this 11cxural acti~n is 
c.~nfine4 _to a _di'ibnc~ o[ appro~irr.atcly_ 0.4 {Ir. fr01n th<' rih, in whirh r is thc 
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radius of thc shcll and t is the shcll thickncss. Thcrefore, it is felt that Eqs. 
2&an-cf3rdo no-t ;pply within the dista-ncc óX ..¡rt f;oñ1 -th-c comer~ .. Shear 
~~~-b~ .. c!)nsjdcre~_ f!l-ª'~ig1U_I_!l__at._Íh_c· p~~t Y.~~~~ ~-~~Ü-~~~~- --- ------------ ·-

The symbols, T,., T11, and S, represent forccs per unit of length. In ordcr 
to obtain strcsses, thcse valucs must be dividcd by the tllickness of the shcll. 

The trigonomctric functions involvcd in Eqs. 2b, 3, and 4b can be readily 
expressed as functions of x and y. Differentiating Eq. 19 with respcct to x 
yields 

iJz 2 h., x a = -- = tan <J>, . •••.••..•.•.••.. 1 ••• (32) 
x a a . . 

By utilizing 
. í 

ta.n2 4> = --¡-:¡ - 1 ...................... (33) 
cos '1' ' 

Eq. 2b reduces to 

( 2 h.,!.)' + 1 = ~ ............. ~ ...... (34) 
a a cos "~' 

or 
1 -

coa~ - ~ i + ( ·:· n ............. : ..... (35a) 

Similarly, 
1 . 

cos Vt = /1 + ( 2 hl! '!!. )t .. · ........... ~ ..... (35b) 

'V b b . . 
and, thcrefore, 

c~s ~ = J 1 
+ ( ~~ ~· ............. : .... (35c) 

cos 1" 1 + ( 2 h,.!. 2 -

a a -

In order to avoid mathcmatioal.complications, the value of w. was assumed 
to be const:l.nt in establisLiug Eq. 21. Howevcr, although the algcbraic com­
putations bccome extensive and rather formidable, the procedurc outlined for 
the uniform load can also be applied to the case of any symmctrical loading, 
sueh as the dead wcight of the shell. In this case the load is exprcssed in tcrms 
of the double Fourier series, 

"' "' 
w. = ¿ L fJmn COS "( X COSA Y • •••••••• ', •••• (36) 

m-1,8 ... n-1,8 ... 

in which "( = m 11"/2 a. 

The rcsulting expressions for T "'P and T 11¡¡, obtaincd by expressing w. in this 
manner, indicatc that nny symmetricalloading ca!J be rcsistcd by direct forccs 
without thc necessity for lateral or normai !orces at the boundaries. The 
behavior of the clliptic.al paraboloid shell under dead load thercforc differs 
from that of thc hypcrbolic paraboloid shell, for which the de:td load induces 
some hcnding if no I:J.ter:~l rcstraint is provided. 
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In odr1 to cxpedite the anlll;sis of thc clliptkal p:;r¡;Lülú1rl d!i.lls a1•d to 
obtttin a bettcr undcrst:llldl!tg of thcir lo:;d-c:urying c!.:lradL• istics, T&ble l 
has bccn compilcd on the bae.is of Eqs 28 and F1g. 4(b). The cxp1cssions 
inside the p:;rentheses in Eqs. 28 contain only thc paramctcr, h.,/h 11• Therefore, 
the behavior of this doubly curved sbell can be cxpressed as a function of this 

single parameter. 
poefficients are giye!1 for computingth~ tl~ree force components, T ::, T v• 

_;!Dd S, at the cighth points of a dome .. The !orces determined by multiplying 

th~ coefficien_ts by ~onstants are _ 
l" , ... ----- -----.. ---~---.:....1-

\ 

T
11 

= ~~ (coe~cíent) ..... \·· ............. (37a) 

w a2 k • T,. =- -h- (coeffiment) .... ¡ ..•........... (37b) 
1 " . 1 . 
1 S - -~ (coefficient) ... \ ..... : ........ (37c) 

-.¡ h,. hll . 1 

and ¡ 
1 + [(2 h~fa)(x/a)'J 

k= 1 + [(2h
11
/b)(y/b))2""'\•············<

37
d) 

These constants are dependent only on the selected dimensions of the shell and 
i~ _the 1o'ad!. ~ ~!!- thÍ~ c¡:¡n~ec!i9ri Íos_ t~~-s_a~é_ 9!"_é_oni2!e~(}~~~;-~h_~J~~t9_¡._ ~ ha~ 

-· ......... -· . ·-·-- "" --·- .... ' 

been included. In practice the additional accuracy secured by the inclusion 
of this term is unwarr:mted becausc the stressés"d"ué""to-·r;·;n.·;rr; are ñever 
cr1üéaC Exccpt in the zone near the corners in which the principal stress due 
tO thec-;;.;;bi~átioñ'oi 'tf;c-three force compoñénts '¡8 tensÜe, the stresses ~re so 
lº~ .in_ compression for spans bcing consid~r~d tha(~~ in_\:.estiga~ion ~f th~ 
stresses in a dome is of academic interest only. Tberefore, _the real. reason 
a_;d· ~eed for .comp_uting st.resses. in a shcll with a fair degr_ee_Qf _ac_cu_ra~Y- !1-.~e­
to obtain __ a 1-"~liable determination of the tangentialload whic)l must be carried. 

2r.the supporting ~~trch~s!. 
For this purpose the tangential shear existing along tbe boundaries (Fig . 

4(é)fat'the tenth intervals of half the chord are shown in Table 2. Tsble 2 
aJ?.o _p~~mits a_ better evaluation of th~ te1~~io~. _n_e~r the ~o!ne! ~e~a~~~- thJ 
principal str.;Rscs are primarily related _to S. 

A graphical presentation of the values in Table 1 for Tv'P at midspan is 
shown in Fig. 5 for various vnlucs of h,Jh~. The values of T 1111 for h:rJh~ from 
1.0 to 5.0 are obtn.incd from thc val u es of T ,.11 by symmetry. For example, 
the value of T vp at y = O for h~/h 11 = 5 is the same as the value oí T , 11 at 
:t = O for h,./h

11 
= 0.2. At :t = ± a, for all values of h,.fh 11 , 

T IIP = - 0.5 w b2 
hll 

0.125 to L1 
- h ••....•....••... (38) 

11 

The last ter m in Eq. 3S is thc thrust in a parabolic nrch su bjcct to thc 
uniform lond, w. This idcntity is not surprising because at the boundnry 
the force norr""l t0 tl,c- cd¡;c w:u; mnde cq\mJ to zcro. Cons~quent.ly, thr 
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Ílllj•(•Cf'tl n.: 11:ir,ll of l•:~traint comprls the entire load in tl1e immediate vicinity 
t>f t hP ( • 1 se t o br c:11 rÍ(·cl b) a reh nction in thc y-clircction. Furthermore, 
O 5 b~/1·~ ((¡u:d, thr r.J(liu, of the p:trabob at its crown. Thercfore, the vnluc 
T~P :d :r ~ e .1 :HI¡¡ = O n·pH:~cnts mrrcly the tl1ru~t incluced in a ring with the 
np¡Hopli.•k ¡:,(hu<. duc· ton r:ldialload, 111. 

Ne.1r tlw rru11 n, lll:trkPd Y:l!intions in the Yalue of T~ 11 occur as h,jh11 varies. 
\\ ht·n thC> 1 i~c iu thc :r-dirct ti un is smnll comparcd with thc risc in the y-dircc­
tion·--~for l'\:tiuplc, \\ hcn hrfltv = 0.2-the curves in Fig. 5 are almos& hori­
zontnl, iudieating that a lnrgc proportion of the load is being rcsistecl in the 
y-dircction. This can be anticipated from thc geometry of the shell. As the 

'fABLE 2.---Sm:An ALoxo TJu: EnoEs oF ELLIPTICAL PAnABOLOID SHELL 

======-=--===========================~=========~ 

""1"-
11/b 

1.0 0.8 0.6 04 0.2 

,• 

At :t:-:1:4 . ~. -
0.0 00000 00000 0.0000 00000 00000 
01 001111 o 0389 00342 o 0307 00137 
0:! 00854 00793 00701 {) 0550 o 0286 
03 o 1319 o 1231 0.1096 00872 00481 
04 o 1836 o 1721 0.1516 0.1254 00731 
o-~ o 2432 o 2294 o 2081 o 1728 0.1075 
06 o 3204 0 30G6 o 2859 o 2493 o 1818 
07 04071 o 38'!7 O 3G27 03173 o 22!)6 
08 O 53G3 o 5178 o 4~87 04400 0.3443 
I)SS o 6279 06090 o 5791 o 5292 0.4306 
0.9 07570 0.7378 07074 0.~667 o 5059 
0.9:> 0.9777 0.9582 0.9276 08763 0.77·U 
1.0 .. .. "' 

., ., 

:t:/tl At v=:!:l> 

00 00000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.1 o 0419 00444 O 04G8 01).188 00500 
0.2 o 0854 00903 o 0950 00&?0 0.10!4 
03 0.1319 o 1391 o 1460 o 1519 0.1553 
04 O.lS3G 0.1930 020Hl 02095 o 2140 
05 o 2432 o 2545 02()52 02i43 o 2798 
06 03204 03317 03425 03516 0.3571 
07 o 4071 04213 o 4348 OHG3 o 4532 
08 9 5363 05515 o 5()59 o 5782 05855 
os;; OGJ79 06434 o 6582 06707 06782 
o.~ o 7570 0.7128 . 0.7878 08005 08081 
095 09777 09935 1.00l>7 1.0215 1.02~0 

10 .. .. ., .. .. 
-

curvnture in one direction is flattcncd, thereby approaching a horizontal plane 
llS n Jimit, iL is natural that the load is transmiLtecl in thc othcr direction. 

With no normal forces nlong the edges, it follows that thc increasc in tbe 
proportion of Joa,d cnrriecl in the y-dirrrtion ns h,jh11 decrcnses must be accom­
p:mkd by sn incrense in thc tangential shenrs a long thc edges, x ± a. Such 
an incrcnse is confirmed by thc coefficients listed in Tnble 2. Although thcse 
coefficients diminish at x = ± a as h,Jh11 decrenscs, they do not climinish as 

rapidly ns ...[TJ~. 
For lnrge vnlucs of h,/h 11, the valurs of T 11 p become nppreciably sroaller as 

the crown is aP~~oachcd, and, thercforc, for such shclls only the e:~.terior 

1003 
Sl!EJ,L<; 

Value ol :r;¡a 

F¡o. 5.-CoEFFlClE:NT VALUES FOR VARIOUS VALUEB oF h./h. 

. 
1 
' 

-----Par abola \ 
Vert•cal componcnl oJ S 
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AH intr n:~·~j¡¡g qurstion is "J,ctl1er or not lhc cocfficicnts in Tnb!f:s 1 nnd 2 
<>:11~ he :1¡?lr:d lo clOI:l:'l of olhn shnprs \IÍth nn equnl ri-.e nnd spnn. As 
c1t•·¡l jlrC\ lu'l'-1;:, !loe cn!1cal sln':;.<,r·s nre a fullction of the Bl1~"'ar nrnr thc cornera 
lh,\1,'\ ~~. the -,ummation of thc n·Jtic~l colnponellls of thc shcnr nlong nn cdg~ 
mn~t eqn·;\ ll.c l("ltl on tl1e shcll. If thc snmc vntiF<tion of shcar nlong an 
C1lgr. i; :;~ ,Jincrl. ~or. all shap~s, it .is .npparcnt that, to sntisfy thc forcgoing 
c-uzl<htwn of f'(¡tnhhuum, thc mh:nc;¡ty of t.hc tnngcntial shear is dcpendent on 
thC' strc·¡.mc·-s of the slopc nrnr tl1e corner. This is particularly true bccnusc 
thc maxumnn shcnr occurs at thc corner. 

20¡;----~ 

] 
;¡¡ 16 
Q. .. 
"" e:: 

8. 
o 
o 
o 
~ 12 

" • 
1 .. 

;¡¡ 
f/4 
o 8 .. 
" ~ 

08 06 04 02 

Valut of :r/b 

F1o. 7.-Com•¡.msoN OF TAr;GF.NTIAI.. Sur. tn 

o 

The slopc nrar the cerner of 1r10st oí thc commonly used shells of ot.her 
ru1 \ ature gencrally 11 ill be stceper thnn the slopc of thc el.liptical paraboloid, 
:-~s &110\\ n in Fig. 6. Conscqucntly, thc shc>ar nt the cdgc should be Jcss for 
thc shcll<; of othcr curynture th:m for nn clliptic:-~1 pat3boloid of t.hc same 
climcnsions. Thc magnitudc of the reductíon is dcpcndcnt on the relatin· 
~lr.¡)cs ncat thc corncrs of lhc tUtf.Iccs bcing comp:u<:J. For domes whosc 
cdgcs are clliptic:ll, the magnitm>:' of t},c t.hrnr :"l:,•;¡l,l ¡,,., c:'Jn<.:cl<:l:,Lly k:s tha1' 
that for dolllcs with othe;r shnpc<>. Tf thc cdge of thc dome is circuhr, thC' 
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taugcntinl sl1Cilr should approxim:,tcly-ll:w same v.s for an elliptical pum· 

boloid. 
'l'o confirm this hypothcsis, Fig. 7 compares thc tangentíal shC'nr compulcd3 

for domes at a factor y in Brynma wr, England, and that obtained for an 
elliptical pnraboloid of thc same dimcnsions. Thc shape used for the Bryn­
rnawr domes was a surfaee of translation gcnerated by moving one vertical 
circlc on another. Fig. 7 shows good ngrcemcnt betwccn the two curves except 
in the immediate vicinity of thc corner, in which a finite value is given for the 
circular curve in contrast to the infinite value implied for the parabolic curve. 
Tbe reason for this apparent discrcpancy is that, due to mathcmatical diffi­
culties, a numerical procedure based on finite-differences equations was used to 
determine the forccs for the Brynmawr dome. Beca use this procedure is based 
on the average val u e between the chosen interval, a finite val u e results at the 
corner. If a rigorous mathematical solution had bcen used, an infinite value 
for thc ,circular curve would ha ve resulted. 

}'ro. 8.-ROOF DESIO!-.'"ED IN EXAMPLB 1 

At y = b - 0.4 4ft, the point previously recommended as tl1e breakoff 
place for shcar cvaluation, the shear computed for the parabolic curve is 
approximately 7% higher than that for the circular curve. \Vhcther this 
differcnce is real or merely due to dissin.ilarity in melhods of computation is 
not known. However, the differcnce is in the p10per direction. -

Examplc 1.-A hyperbolic pnmbolo!d shell with a column at the center is 
designed. Thr rooí shown in Fig. 8 is obtained by joining four identical 
sections in a m:i ·111C'r simil~t1 to t}lC mcthod uscd in Fig. 2. 1\fany other arrangc­
mcnt.s can be uscd/ all of which are designed in thc same manner by considering 
each quadrant oí a rectangular unit individu~lly. 

Assuming ·w = 60 lb per sq ft, tbe interna} !orces at the cdtical points of the 

shcll roof shown in Fig. 8 are 

S wab = 60 X 15 X 20 = 1800 lG-ft \bs/J_~ 
2h 2X5 ' ·· r; 

T1 =- C1 l,SOO X 20 = 36,000 lb 
----------------~--·- ------

.... 'rbe ncsl'•n of a Rt'tnf(I ... C('d Con.crC'tC Faét{l .1 nt nr;,nm5\H, NL:::b \Vr.l\:s:· hv o ... ~ ~)~Lht ~\rur 
'"J n," -!,!le,,~, .. ,. PL 1!1, Prc·:wlwus. Iu,t. (' E. London, n~ccmLr, 1953,pp 315-3?7. 

.... .!tnll"¡\~r'l.t /'.,,\,,: ""t•n·_~ e' 1b~-"-h.JlH:. ¡ ~r~ 1 ·C•1\)Illh'•l s~:tlb;' ~·} l"'d\. c ..... ,z.!cl"' •• Jet" d, AC! ¡ 

\"ol ":t•, :\1.' ó. i ' .. 11, flj' ~-~i~'i.~:, 
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1', =- Cz 1,800 X 15 = 27,000 lb 

]:,.,:,u;;c thc ~hell is ~nbjcct to pule shc:ar, thc prinripnl tcnsilc force \~illalso 
br l,SO(l!i; ¡n·r ft. ,\n allO\Ia!.lc o.terl strr's of 20,000 lh pcr sq in. rcsults in a 
rcr¡ulrrcl :-trra of ¡,t.rcl of 0.09 sq in. pcr ft. Thcrcforc, !\o. 2 ba1s, (¡ in. on 
t'• ,,(.~¡.,, :•1c sufll,·icnt. Thi, rcinforccmcnt slwuld be pbcrd diagonnlly, cx­
knrl!ng fwm onc free cdgc to thc other. 

The !>hdl c:>.crts a co11stant ~hcar on the Nlge members, which have been 
vmiltt'tl in Fig. S. Th(• total thrust or pull exerted by this shear is equal to the 
¡noduct of the length of thc edge membcr affected and the mngnitude of the 
bhcnr. In this examplc this equals 36,000 lb. Becausc there is no e:xternal 
rcnction acting on the edge beams, either at the corners or along the edge, it 
is evident tl;at thc ma\imum tension or compression in the edge members 

--

--

TABLE 3.-INTERNAL FoncEs IN AN ELLIPTICAL PAnADOLOID 

SHEI,L Fon ExAMPLE No. 2 

' V.t.LUE Cl" 11/1> 

z/o Force 

o 0.25 0.50 0.75 100 

T,J: -4,300 -4,100 -3,200 -1,800 o 
o T'JI' -1,900 -2.100 -2.600 -3,500 -4.600 o o o o o 

T,k -4,600 -4,300 -3,400 -2,000 o 
0.25 T./J: -1.800 -2,000 -2,500 -3,400 -4,600 

S o - 400 - 800 -1,200 -1,300 

T,k -5,200 -5,000 -4,200 -2,500 o 
0.50 T•l' -1,400 -1,600 -2,100 -3,000 -4,600 

o - 800 -1,600 -2,500 -3,000 

T, J: -6,200 -6,100 -5,500 -4,100 o 
0.75 T./k - 800 - 900 -1,200 -2,100 -4,600 

S o -1,100 -2,400 -4,100 --5,600 

T. k -7,500 -7,500 -7,500 -7,500 o 
1.00 T'fk o o o o o 

o -1,200 -2,700 -5,200 ., 
... 

occurs at the midspnn. The tension and comprcssion in the edge member 
diminish ulong the length to zcro at the ends. 

To determine the type of force (compression or tension) present in the 
edge members, it is recommendcd that free body diagrams be dunm of the 
membcr bcing considered rather than relying mcrely on a sign convuntion. 
Thus, the possibility of making serious errors in complicatcd layouLs will be 
minimized. For this cnsc the layout is so simple that the type of force present 
can be ascertnincd by inspcction. Bccause the shear is positive and the 
coordinntc of each quadrant occurs at the corncr, thc shear is outward along 
the four horizontal cdges and inward nlong the four sloping edges. Hence, 
the cdgc bcnms at the exterior cd¡-res nrc in tension, whcrens those extcnding 
out from the column are in comprcgsion. 
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Examplc s.-An elliptícal paraboloid shell is designed. Tal;le 3 shows tJ,e 
interna! forccs dividcd by k or 1/k acting in an clliptic[,] parnboloid ~uLjcct 
toa uniform load of 60 lb pcr sq ft and spanning 100ft in onc dilcction and iO ft 
in tlw othcr with a total ri!>c of 18ft. Thcsc v:-~1•·· '>are obtaincd by multiplyir¡g 
thc cocfficirnts for h%/h 11 = 0.8 shown in Table l by one of the following val u es: 

For T 11-

~ rr = 60 i~0)2 = 15,000 lb per ft 
11 • 

For T,.-

w a' 60 (35)
2 

9 200 lb ft ¡:¡; = 
8 

= , per 

ForS-

\ 
~ = 60 (50) (35} = 11 700 lb ft 
..¡ h,. h

11 
..¡ 8 (lO) ' pcr 

Because the stresscs are small the effect of k is ignored. The maximum 
compression due to an assumed load of 60 lb per sq ít on the shell is 7,500 lb 

TABLE 4.-SHEAR S A~D PRINCIPAL STRESS S' ALONG EDGE 

!1/b o 0.1 0.2 0.3 04 0.6 
8. ; o - 460 - 930 -1,440 -2,010 --2,680 
8' o 30 110 270 500 860 . 
f'> 06 07 08 085 09 095 

--3.590 -4,560 -6,0GO -7,130 -8.630 --11.200 
s· 1,440 2,150 3,380 4,300 4,880 8,060 

z¡o o 01 0.2 0.3 0.4 06 
o -- 520 --l,OGO -1,630 -2,260 -2.980 

8' o 60 230 520 920 1,460 

::/o 06 0.7 08 085 09 095 
8 -3,SSO -4,930 -6,450 -7,530 --9.040 --11,600 
8' -2,210 3,140 4,550 5,570 7,030 9,500 

per ft. If the thickness of thc shell Is assumed as 3 in., the maximum com­
pressive stress is only 

fe = 3
7 ~0~2 = 208 lb per sq in. 

whieh is considerably lowcr t.han the allowable stress of concrete. 
To obtain knowlcdge of thc tcnsile forces cxisLing in the shell, the mínimum 

principal stresscs h:we been evaluated along the cdges in Tn.ble 4. Thc value 
of the shear, S, is computed by using Tablc 2, with the muJt.iplier in this case 
being 11,700 lb per ft bken from Table 3. Thc principal stress, S', is computed 



:v~ ,¡, :.crihrd in mod ~t:~ndard I:ICdl'lllics t(w(l.r¡ol·~. Thr· dirert ÍOICC nt ¡¡ - b 
i< ·l,Wf"\ Jl, J·• ::- it, n•1J tl.e dircct fc·rre nt x = t... is 7,500 IL l'"r fi. In most of 
t),. (".' ,·< t!.·. ~,; J;fill ~Íp[J.) Y:t]UCS ft Jo u¡; t. he shcll reprcscnt thc m:n .. imum vnJue 
r·: !k ir ¡nr•r 

.\ t t 
1
1c corner tire r:ulius of curvaturc in thc x-dircction cnn he computed 

from 

RZ; = 

in whicb 

!tnd 

r~ + (:;rr'2 
iJ!z • • • • • • • · • · • · · • •.•••.• (39) 
iJxt 

iJz 16 x 
a-x = 35' . 

iJ2z 16 
a;;¡ = 85' 

At the corncr x = 35, Eq. 39 yields 

102ft 

and, similarlv, 

R11 = 156ft 

The m~~imu m shear can therefore be, expected to be at 

:: = 35 - 0.4 .J 101 X t = O 94 a 35 · 
and Rt 

y 50 - 0.4 .J 156 X t 
b = 50 0.95 

Therefore, from Table 4 the hrgcst mínimum principal stress along thc 
edges is 9,500 lb per ft. Severa] points in the interior should be inve~tigatcd 
also to dctePlÍne the cxtcnt of t.hc tcnsile arca. Using the interna] forccs 
shown in Table 3, the principal stress a.t yjb = xÍa = 0.75 and nt y/b = ::rfa 
= 0.5 is 

S'=- e ·- 2.lOO - ~~~=-·+ 4,100') 1,100 lb per ft 

r.nd 

JO':JS 

005 

Comer remforcement 

6X6-6/6 mesh) 

lt 

047 

Ed¡;e nbs 

FIG. 9.-REQUIRED STEEL FOil ELLIPTICAL PAR..~BOLOID SHELL 

Assuming a linear vnrintion in principal 
tension would occur at x/a = y/b = f. 

stress between these points, zero 

From a theoretical point of view, 
the reinforcement should follow the 
lines of principal stress. However, 
this is not practica], and, therefore, 
it is customary to place the rein-
forcement in the corners along diag-
onallines, as ahown in Fig. 9. For 

+1 -1 +lO +1 +1 

this particular example and probnbly >---=o+--1=----.--'o::;-=-o- ___ oi_+_l ___ , 
for al! instances, the cont.rollíng ten~ j 
sion for any gwup of bar~ occur.:; at L 
the cdge. The amount of rcinforce- -<n !<·-S:~-> 

ment, w:th ¡, 20,000 lb per sq in., __::.l.:::..! j_.::.! 2_~ __ _::.! .±L 
computcd from the pri:lcip~ 1 stJ esses , 
showu in Tnblc 4 is shown along the 
edge ribs of one corner. 

For most. of the shells oí double 
curvaturo,even for such a. simple case Fw. 10.-FI:s-IT:c-DIFFERE:<cEs EQUATION<J.) 

as n. imnsbticual shell formcd by NoTATION 

moving one rircubr curve on the . 
other, llD algc·brair solution beco mes extrcmcly im·olved. In such c:1scs thc con· 
YU8;...,'1 cf Lb" various difTLrentilll equ:ltions into finite-difTer, ncc~ cr¡uation~ i~ 

------ ------------
--;.~;:., iu~i•' ~- L" 2T l..l h f:•r d ¡~ .~ Prc~1-::•n-; b) F¿tl.t<,.' D '7-.."' ('"¡_::";.'t;:' by AH::-d Pt\.ll"!::'.~Journal,-\ e I .. 
\'ol 22~ i{,l\('t),t~: .. , !GSO, vr ~::i7-2J5 
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more pmdiral. 'l'his mttnrrir::-:1 proccdurc con:,Í<::ts of ~ub<tilulittg for thc IJIJr­
f:¡rc a g1 id of cYrnly :op.lercllírw<> tlt:lt ~i·nubte !he hr }w\'ir,, of t!.e su! fa ce. Fm 
ra<"h inlf'r'cc !ion, a fiHite-cJ:IT.•r('necs • f¡Uatiun is c"!:trJli'-hcd tb·tt exprrs~cs U1c 
'' brnn'-1lip t•(L\H'Pn tltc i:llr~-,c~ or fun('(ÍfJPs of tl1c ::,lr<'>,cs at tMs point, and 
··t '" i~hLnrin:; point' :tw! tlw lua;l :1t thc ÍHtrrscctiou. 

u~j;¡g thr no[ .tion in Flg. 10, tiJC gcncr.ll Lltitc-diiTrrcnces cquntion equiva­
h·nL to JiiTerrr.tiall:q. 10 is 

fo.t - 2 Fo,o + Fo,-t +k¡ (F1,o- 2 Fo.o + F-l.o) 

- 0.5 1;2 (F1.1 - F -l. t - F1.-t + F -I.-t) = - ;;,~~; .. (40) 

in which 
_ i12z/iJ'fl S,,' 

k¡ - iJ2z/iJzt S,., .. ····· .... · ._. ......... (41a) 

and 
- iJ2z/8z ay s,;: . 

lc:- iJlz/iJzt S,.s~~··········: .. :··· .... (4Ib) 

The finitc-differenccs equations for Eqs. 9a and 9b are, rcspcctively, 

Fo,-1 - 2 Fo.o + Fo 1 s 2 • • • • • • • •••••••••••• (42) 
1 ll 

and 
T _ Fu - 2 Fo,o + F-1.o 

1/P- S,.' ......•.••..• {43) 

Beca use of the qu:mtity of cquations '\ hicl1 result even with a conrse grid, a 
dircct solution of t.hc simultaneous equations obtaincd !roro Eq. 40 is not 
feasiblc. Gcncrally, an iteration process called thc rclaxation method6 is used. 

Eqs. 42 and 431uwe a disadvantage in that a value for F roust be deterroined 
quite accuratcly to obtain rclinble stress values. With the stress cqual to the 
sccond diffcrcnrcs in F (Eqs. 9), minor cr1·ors in F grcatly affect the value of 
the strcsses. In addition it is somewhat difficult to cstimate the initinl values 
to commcnce the itcmtion proccss. l"or this rrason finite-diiTercnccs equations 
h:t,:crl on the interna! (orces are prefcrable. For thc general cnse these equa­
tions becomc cumbcr~ome. Howcver, for the case of transbtion::~l shclls, the 
rcsulting cquations nre no more complicatcd than Eq. 40. 

To exprcss the rebtionship in terms oí the interna! forres, first express T :::p 

in tcJ ms of T 11p by diffcrcntiating Eqs. 5 and 6 with respect to x and y, re­
spccf.iyeJy, wl1ich yields 

0 .... .......... (44) 

Beca use éPz/iJx ay = O, Eq. Se ean be rewriiten as 

' a~z/iJ y! UJ, 

T :¡. + 1 vP 7/iz/c'lí! = - iJ2xfiJx: 

C''!=! "·,e: 1 '¡)~!),,~~' :.t~ 1:} t'' U-.,e o' n"'·'\,'lhon !\íf!tlvvif.( (("<'!' tf·~ Sol.1!l(l[! of Ord11'~r.;· and l'Artu.l 
f)¡f' •• nt•,.1 r:'l: ._1t1o:tq" P·O\a:!1r '· R'J} '1 "·"" o( l oq,}o'l, ~srH'l .\-190, 19;7. 
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in whkh 

···················:·(47) 

Alla.wing T to equal T
11

p, the finite-differences equation corrcsponding to 

differcl'lti" 1 li'r: 46 ; .. 

T~ 1 - 2 To.o + To,-t + ( ~: r kt_ (;t,o - 2 To.o ~ T-I.o) 

+ k2S~,l {Tt.o- Lt:o) + k1 Ta.~ =- k• S112
•• (4~! 

Fia. 11.-BENDlN~ !\ío~ENT m SuEr.Ls oF DouBLE CURYATURE 

'l'l e riLs supportin,.,. t11e ::~rchcs must be dcsigned to c:tny t~JC tung('nP:·! 
• 

1¡ d · 1 d tothcm bY the shell. Because this problcm mYolyes or.¡Jy 
snc:n oa. nnp:u .c • . · d h · · t 

· l · of .10 aJ eh this ,;ub¡'ect w!ll not be e;.,amme crcw e.xccp 
a routme n TJa Y<'lS • • • · ' · 1 'L} tl 

1 •J J '¡~ ¡¡{ tl··- r.·rh t'"'l 1,,, m··ule Jw drnhPg on Y \\l 1 IC t 0 note t. . ...t 'JC ;¡n::; )" ~ 'y '· 1 
• • • 
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hug.•Jdi:d <lw:u r>l•t:!incd f10tn the cocfllcicuts in Tnblc 2, or by using dircctly 
tht : ur f:i( e lv:tds on thc slwll.7 

lf tiJC \ <>rticnl lo:~ds nrc used dircctly for shells of doublc curvnture, con­
siderntion mu<-t. be gin.'n to thc b(:nding momcnt crcntcd by the rise of the shcll 
in thc tlir cdion nonn:~l to thc nrch. This momcnt, ns shown in Fig. 11, equals 
thc product of thc summntion of the T,.11-forccs or Tu 11-forces from the midspan 
to thc cdgc nnd the lcvcr arm bctwccn the ccntroid of the interna} forccs in the 
shrll nnd thc ccntroidal axis of the arch. The tcnsilc force, T1, must be super­
imposcd on tl1e thrust duc to the cnd rcactions in ordcr to obtain thc nct thrust 
in the arch. 
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DISCUSSION 

T\JXG A u,$ A.l\f. ASCE.-The general equations for r,hells of d 
tlll.': ha~rd on lhc Jnrml>r.'lne thcory ha ve bccn rc~c . 'ouble ?urva­
h•gJ,·al oltler. \lith specinl applicat.ions to h, . p .~ ntcd In~ S)stematic and 
Jl.llaboloi,ls. Altliough only a lirnitcd numt~~~~~hc J:araboloi?~ and clliptical 
nblc to :m algcbrnic &olution tlw autl 1 • l londmg conditJons are amen-

, ' • JOr ws me U( cd thc cases of r 1 • 
POI lanec. Thus, !he solutions are obbincd with m ' . . pmc Jea lm-
struC'turnl bchavior of thcsc shclls is nls 1 1 ' l a_thematlcal rigor, and the 

T . . ·• o e C/u y exp :~mcd. 
he use of d1ffcrence equatJons nnd the rcl . t" 

thc solution of othrr shclls of double e . t a~a IOJll :netlwd nrc snggcsted for 
are dtJ,cr c>.l!cmcly complícatcd or uuna ·t¡Jrbcl or 'T' lllCh the ch1''3ical solutions 
t i · · · navm a e. JCrcfore it ma b d · 

a ) e to llllhrate also that such tcdllliqurs e b d ' y e csn-
c~liptiC'al paraboloids with lo:-tdings other tha:n un~f a aptcd .to hyperbolic a.nd 
dJITc¡ cnt boundnry conditions B ' "d . orm vcrtJCal load and wlth 
f . . . ) consJ ermg U>z and w ns COl t { 
Old' lll thc <hreetion of thc x-nxis :~nd th . ! nponen s o 

ccntcr of thc elcment in Ji"ig 1 J;qs ,5 6 8 e 9y-a>.dJs, rcspectivcly, acting at thc 
lows: . ' ' . ' ' ' 'an 10 can be gcncralizcd as fol-

aTzp +as,. _ 
éJx éJy ¡.. 10

% - O.··········· ......... (49) 

ar!IP + asp 
~ ~+w.-=0 · u" u- · · · • · · • · · · • · · • · · ..... (50) 

Eqs. 8 rc1113in unch:w:.:cd. Th ti t f 
that - en !c s ress unction, F, can be introduced so 

éJ2F L" T"P =--éJy2 w .. dx. · · · · .............. (5la) 
Zt , 

and 

iJ2F L" ' T,~~ =-- w d1 iJx! 11 Y· · • · • · · · · ...•.•••.. (5lb) 
, Yo .. 

iJ2F . . 
Sp =-- ) éJz iJy • • • • • • • · • • • • • • • • · · •••••• (51 e 

Thcse valucs satisf;r Eqs. 5 and 6 and reduce Eq. Se to 

i!!_l~ !!_~ + ~"?_ ih 2 ¡pp iJ2z 
iJ ¡/ (}e~ OX2 ()y! - iJx ay ax ay 

= _ w, ;~u· az + , éJz iPz (z azzi" 
• ax 'Uv ay : éJx2 J,., U>z dx + iJy2 w, dy . • (52) . ~. 
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· where10 as bcing ouly of academic dgnilicance bccausc the di~tJibution of lateral 
{orces is gencrally simplificd and assumcd in a n.athemntically convcuient 
manner. Even though the assurnption of the distribution of wiud pressurc in 
tbcse solutions may not meet the requirernents of building codcs in the United 
Statcs, thc cffcct of an carthquake can be simulated by a distributed horizontal 
force. This bttcr problern is probably not academic, and a similar approach 
has bcen used to compute carthquakc stresSes in spherical domes and in cones.11 

There is a minor point in the paper, which is perhaps not pertincnt :n practi­
ca! applications but which neverthelcss should be cwified. In the dcrivation 
of Eq. 14 for hypcrbolic paraboloids with a moderate ri~e, it is stated that "be­
cause the differential of SP with respcct to y and x is zero, it is scen from the 
relationships in Eqs. 5 and 6 that T.,. = TH 0." Actually, from the deriva­
tion t.hc following et¡uations are obtained: 

T.p f(y) • ......................... (53) 

T.IIP =/(X) • • • • · • • • • • • • • • • • • • • ...... • (54) 

The functions, f(y) and f(x), be come zero only if the boundary conditions indi­
ca te that no normal forces are acting on the edgcs. Hence, it is the boundary 
conditions of thc free edgcs th11t prescribe the constants of intcgration, and 
Eq. 14 represcnts only one of the many possible edge conditions. Mr. Parme 
has not ncglccted this point for hyperbolic parabo!oids with a great rise be­
cause the terms, f(y) and f(x), are includcd in Eqs. 17 and 18, respectively. 

W. WATTERS PAGON/2 ~L ASCE.-Mrmy engineers and architccts have 
recen ti)• become intcrcstcd in the use of the hyperbolic paraboloid as a structure. 
The author's autlwritati,·e presentation of this subject is of grcat value to 
the profcssion. 

Howcvcr, a revicw of the dcflections of shells of double curvature has not 
bcen i ncludcd. In addition, although thc hyperbolic paraboloid is considered 
to be ;;gid because of the opposing parabolic clements, no statement concerning 

its limiting fiatncss has been presented. 
For roof structurcs, dead load and snow are usually the essential loadings 

bccause a wbd load seldom will ha ve a marked infinence on domes. However, 
there are three othcr load conditions that are not included-earthquake lo:~ding, 
uniform radial prcssure,11 and a radial uniform pressure or suction. In 1956 
tite writcr designed a building to housc a jct-cngine test {acility. One of the 
dcsign conditions was a large unit load per square foot with eithcr inside pres­
sure or inside suction. This caused large strcsscs and Iarge st.ructuralmcmbers 

that could htwe bccn avoidcd h:~d a domcd st,ructrue bcen used. 

u "'Str•:ctu¡a! A¡•plicntions of Hype•bolic P~r"boloidrcal Shell," by F. Cnndch, Jctrnal, A C J • \"o! 
26, No. S. huun¡•, 1%5, pp. 379-415. 

11 "Eartbqur~.tf'" Su·.~~C'S 1n .S,~heriraJ Dom('S n.nd in Con<'.:;/* by E. P. Popov, ProccedH1CJ Pape .. 97 .l, 
ASCF;, ~b¡, I!l:•ú 

t: C'o'l.s l":n¡;.r • D"''1im-.rr, ~td 
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~tr. P:mnc. h:-s e '~··nine<i only a !'r¡u:m: 0r rectangular roof slnb. Cou!d 
!'• •t t hl• ], .' ; •U bn]¡,~ p:tL'! o!,,:,¡ be U!>CU lo housc a cy]i•· .J. l n;, 1 f{ T'~rf.t:l e, or struc­
t" · · , (•f hr ·.:<¡:,C•H:•! or oct:lgoP:o.l slw.pc? 

f.:.~ ·.-n P. B• :, ¡;¡w¡;c,a A ?.L ASCK-Thc forrnulntion of thc cquations a.nd 
tJ,, Ilidhod ndoptcd for thcir solution havo bccn presentad. 

Thc tlead lond, w,, of a hypcrbolic paraboloid shcll with a. rcasonnbly grcat 
rbc hfls bccn rcprcscntcd by Eq. 15a, in which w is thc constnnt wcight of shcll 
mt'mbmnc pcr unit arca. Eq. l5a is nlso applicnble to doubly curvcd shclls of 
other shapcs. Thc writcr finds that, ns the clcmcnts in thc shcll away from the 
origin form obliquc nnglcs, w, bctw. en their ndjaccnt sidos, thc rcbtionship 
bct\1 ccn the varinble load, w,, on thc projectcd aren nnd thc unit weight, w, 
::;lJould be shown ns 

w, = ----]!------;;; sin w • •...••.•...•.•..•... (55) 
cos 'Y cos 'Y 

in:;tcad of Eq. 15a. Thc subsequcnt rclnted cquntions prescntctl in the jJapcr 
nlso require modificntion. 

With rcgard to thc solution of Eqs. 5, 6, and Se for the thrcc unknowns, it is 
cu~tom:ny, ns has bccn shown, lo reduce lhcm to a ~ingle cquation with one 
unl,nown by suit:tbly introducing a stress funetion, F. The mathcrnatil'::d 
solution of such an cquation bccomcs C\tlemdy invoh·cd, nnd, thr-rcforc, re­
hxation or nnother similar iterativo mcthod is applicd fnr n practical solution 
ofF. Howcvcr, thcsc p1 occdures nlso rcquire a gre:J.t arnount of time beca use an 
co!imatc of thc initial vnlucs is rcquircd to begin thc itcration procese. 

Howevcr, thc writcr hns found it more convcnicnt to soln thc thrce equa­
tions simultnncously nfter rcprcscnting thcm through :.lgcbraic exprcssions 
ül>l:1incd from the gcomctry of the shell form. A solution by this mcthod is 

-0 direct. 
To illustrate thc proccdurc a hypcrbolic paraboloid may be considercd. 

Thc fundamental cquations are Eqs. 5, 6, and Se. The rcprescntntivc equation 
of 'lht'll form is gÍ\·cn by Eq. 1l as 

Thu.,, 

Al=c·, 

and 

'l = (a\) X Y = e X y. , .......... , . , , , ... {5C\) 

E~= e 11 
iJx 

iJ2z a~z -.=-;---;:=o iJ;:¡,· cJ¡¡-

!; ex}. . .. _ . . . . . . ..... (.:/;') 
~z:~v =e 

_ ( h ) 1 _ · f'S) tan? - by a - e y ....•............... ,<:1 

tan Y,= (~x)i = Cz . .......... . .. .. (59) 

.. 
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'fhus, 
</> = tarc1 e y } 
Y, = tnn-l e X • • • • • • • • • • • • • • • • • • • (60) 
w cos-1 (sin</> sin Y,) 

From Eq. Se, after substitution of values, 

. 2 Sp C =- w, . ...................... (6la) 

Therefore, 
S;p = _ ; 0 ..... .................... (61b) 

When w, varíes, dueto the constant weight, w, of thc shell slab, thcn 

w ( ·sin w ) = 10 m ......•..•......• (62) 
w. = cos </> cos "' 

apd Eq. 6lb becomes 
' 

- w r: .. ................ (6~) 

From Eq. 5 of thc p:Jpcr, 

T =- _P dx + f(y) ... · · .. · ...... · · .. (64a J as · ) 
~;p éJy . . 

and 
T,.

11 
= w J :r dx + f(y) ...... • • ..... • · .. : · -. (Mb) 

- y 

The conditions a.t thc boundaries require t11at, at z = a, T~., = O. Thcrefore, 

f(y) = - w 1" :~ dx 

.. éJr •••••••••. -••.••••.••• (65) 
f(y) = - 'W QX ~ ély 

f(y) - w ox K~ 
in wl·irh 

" éJr . (6G) ¡\., = ~ éJy' •••••..••.•..•••••.••.• 

Thcrdorc·, 

T,. 11 = w ox ( * !~ - 1(.) · · · · · · · · · · · · · · · · · · (6t) 
Sí 1l'ibrly, from Eq. 6, 

'T' - w o y ( f_ éJr - K,) ................... (68) 
111-

0 
iJx 

in \\ hieh Kv 
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Eqs. G3, 67, anrl 68 repb.ce Eqs. 16, 17, and 18 of the paper, and, for pur­
poscs of solution, are suital>lo íor represontn.tion in finite-d¡fícrences forros. 

Thc numcrical vnlucs of r o.t each nodal point of tho working grid on the 
(xy)-plr.nc are known íroro the gcomctry oí tho shell forro (Eqs. 60, 62, o.nd 63). 

, Thcrcfore, tho valucs of fJr/fJ:t and iJr/fJ¡¡ o.nd those of the unknowna, Sl', T.p, 
nnd T 11p are co.sily obtnincd.. , 

Equations simibr to those derived in tho íoregoing can nlao be formcd íor 
doubly curvod shcll: oí othcr ahn.pca. 

/ 

-·~ ' 

ll 
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'. Porffrio Ballesteros 

Hyperbolic Paraboloid Shells 

The followi~g discussion is a brief resume oí a talk 

gi ven a. t the 'i'b.in Shell Se:nina.r in Cb.icago in Ma.rch 19 55 •.. 

This is not iLtend~d to be a co~plete treatise on the analysis 

of hyperbolic para.boloid shells but has been preparad to give 

a physical picture of the structural action involved. Resulta 

obtained agree with the exact solution presentad by F. Candela in 

tb.e January 1955 issua of the ACI Journal as far as·unifor:n¡ 

loads are COMCGI'MGd. 

Figure 1: 

Co~s~~er the horizontal pl~n~ A'CVErar. This surface 

co~tains the ~eneratrices in p&rallel to the y axis and h~ 

para.llel to t~e x axis. A warping o! this surface is achieved 

by vertically depressing the cor~ers A' and E1 to new positions 

A and E respectively. During this action the in generatrices 

pivot about the fixed axis F03 w~ile the hn ge~eratrices pivot 

~bo~~ ~OD. T~e resulting warpad suríace ~s the hyperbolic 

paraboloid a~d contains two systems of straight lines hn and' 

in~ these systems being parallel to the planes XOZ and YOZ 

respectively which form an arbitrary angla úJ • Every point on 

this surface may be considerad the intersection oí two straight 

lines oontained in the surfaca. 

Fizure 2: 

The portio~ of the hyperbolic paraboloid with which 

~~ a~o co~cer~ed is ~ha square ABOa~ reprasenting a portien of 

1 



tarms oí x, y and z where z equals a co~stant multipliad by tha 

X and Y coordinates. 

Fieure 3: 

For convanianca, the axes OX an~ OY shovn.in Figure 2 

are rotated through an angla ~ of 45°, so that the axis 0~ 1 ~ov 

lies in a vertical plana vith OA. Figure 3 gives the sta~eard 

formulas for trausformation of coordinates by·rc~ation. ?hese 

formulas are modiíied for application here by introduction of 

the angla~= 45°. 

Figure 4: 

Figure 4 shovs the transformad coordinates OX 1 anü OY 1 

in position above ABOH. At the top of Figure 4 the equation 

dafining the surfaca of the hyperbolic paraboloid in terms of 

Xg y and z is transformad to the new coordinate system by means 

of expressions givan with Figure 3. When x' is given a constant 

value in the transformad equation the result is the equation o~ 

a parabola lying either in or parallel to the yvz plana. Tha 

vertex of the parabola defined by setting x' = O intersects ·tha 

X1 axis at the origin of the xr, Y1 and Z axes, but for any 
qbn~~ 

other value of x• the vertex fa:ls ~~~ the xvyr plana. In any 

case the principal axes of all thesa parabolas ara parallel to 

the Z axis and lie in the X'Z plana. 

In a similar manner, for any given value of y 1 the 

~eneral expression becomas the equation oí a parabola lying 

eit~er in or parallel to the X1 Z plana. If y' = O the e~uation 

~s for a parabola having a vartax which intersacts tha ya axis 

at the origin. Any other value of y1 defines a parabola havi~J 

-2-



its vertex belo~ the X1 Yi plana but vith its principal axis 

parallel to the Z axis and lying in the YiZ plane. 

It is important to note that for any givan warpad sur­

faca either x• or y' may be varied without affectiog the term 

. "0.5k" in the parabolic equátion. As a result, all parabolas in 

botb directions have the sama shape. In addition it can be sean 

that one of the expres&ions i3 positiva while the other is nega-

tive. This difference in sign i"dicates that parabolas parallel 

to the X'Z plane are coocave upward while those parallel to the 

yaz plana are concave downward. 

If z is given a constant value in the general expression 

the warped surface is cut by a horizontal plana, the elevation of 

which depends on the particular value give~ to·z. This c~tting 
l 

plane forms a hyperbola. 

Figure 2: 

Figure 5 illustrates the advantage resulting from the 

fact that the hyperholic paraboloid is made up entirely of two 

seta ot parabolic archas, ooa set normal to the other and all of 

the sama shape. 

Assume that the total load w is divided aqually in two 

direct1ons so that any given arch carries a load of intensity 

,,-," 

2. The midspao simple beam bending moment due to this uniform 

-
u .?2 

~o~d is 
2 
·~· The only other force acting on any of the &rches 

is the horizontal thrust H ~hich, when multiplied by the ar~ b, 

~ - d . • l u u~ 
~~so pro uces a ~~aspan mcwent eoua to -.L- but opposite in 

2 a 
Girection ~o the ~ni~o~m load moment. To preve that H produces 

t~a aame midspan women~ ca the unito~m load consider the para-

·oo:.i e arch shc-. .-~-:. below. 
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The general equation ·for this parabola is y = px2. The parameter 

p may be evaluated from the íact that y=b, when x = f; therefore, 

n :::: .:'J?. 
J:" 2. 

!. 
The general equation may then be written: 

Y 
_ L~b 2 - 2 X /' 

1 

The general expression ior simple beam bending moment in an arch is: 

(1) 

while the general exp1·ession íor moment due to thrust H is: 

For the two-hinged arch carrying uniíorm load: 

.O.H = o " s~l-!yds " 
. El 

o 

p 
jO;¡t + Ms) il~f (3a) 

jG-4 

..., 
o = Hb <f>2J ~ .. */2J F-4 <t>2J y~i (3b) 

f-:o;;. whi .. :1.: 

.... : t2 
Hb = - 2 • ·2; (4) 

subs~ituting (4) in (2) reveals that ~t and Ms are aqual and 

opposite and as a result undor uniíorm load there is zero moment 

-1.,-



throughout the arch. Horizontal thrust H may be axpressed as 

..S ~o sho>7n. 
21: 

Figure 6 sho~s the theoretical parabolic arches o~ th0 

roof in plan. It is evident tha~ at any point along the odge o~ 

the roof where two perpendicular archas intersect the co~ponents 

(normal to the edge) of horizontal thrust H are equal in Dagni-

tude but-opposite in direction. As a rasult there is no force 

normal to the edge. Components parallel to the edge all act in 

the same direction and, as shown in Figure 6, produce a ccnstant 

shearin g stress along the edge oqual to ~. 
21;: 

Yhi..-3' shoar combines 

vith t~e vertical co~po~ent of arch thrust to put pura compres-

sion in the edge baam. 

the inüersection of edge 

shown on Figure 7 • 

Figure ... , . 
' . 

The accu~ulated horizontal compression 

' b 2 
baam .::.;o.d column then equals L. L ;;;.s 

h 2 

Compression at the column may be checked by statics 

by referring to the figure below wh~ch represents an elevation 

view of the roof section ABOH cant~!evered t~om the central post. 

~o~e~t at any soction dua to a uniform load w !s 
? 

~~::---. 2 
Dividine 

~~i3 ~o~ant b7 tha dapth of the roof at that point g~vas the 

~-~r.ituda of horizon~al compression at t~e botto; libar equ~l to 

-:;¡-



wx2 • J._ _ .!!X • 1. 2 2hx - 2h 2• Theref'ore 3 thrust at the support, cons.idering 

the load v applied to an area ab where x ; 1 ; a· is 
2 

Summary: 

This material agrees with the derivations for warped 

surf'aces given on pages 402-404 ot the January 1955 issue of 

the ACI Journal. 
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SURFACE: DEFINfT/oN S 

Fig. 1 



z 

In L'> H t\ A x h 
e - ~ or e= -a­h- a 

In ~ Ea'a 

z = Y._ 
e b 

y e -L xh 
•~ z = 

b - b a 

letti ng h 
k= ab 

z =k X Y 

Fi 2 

X 

h = xy . 
ab 



x = x• cos.4>- y' sin.9'> = .707 (x'-y') 

y= y' cos.cp + x' sin.<f> = .707 ( x'+ y'} 

Fig. 3 



z 

when x' is constant 
2 z - k 1 = z' = O. 5 k (-1 ( i ) 

when y' is constant 
. 2 

z- k2 = z' = 0.5 k (x') 

when z is constant 

1 = k3[ (x')2- (y')2] 

Fig.4 

z 
1 

0.5kc2 ~ 
0.5kc2 X::;:c 

1 

---x o.skc
2 t--==:::::::::::----x~.:::....;::c"""' y' 



....... ..... 

H -> t---~ __ - _L--=/2=----------"''.J _..o_._P_o robo 1 a 1 <~---- H 

~----------~L~------~DI . 
w L2 

Sirnple Beam Bending Moment = 2 · 8 
w L2 wL2 w L2 

H b = ·2 · -8 or H = 16 b = 4 · 4b 

Equation of Para bola 
2 

y =px when y=b 

Therefore 

Hence 

L2 
b = p- or 

4 
L2 1 =-

4b p 

H = ~ • + = * . 0~5k = :k 

Fig.5 
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Parabolic arches 

. PLAN 

Tota 1 Force = S = Hd s sin cp 
Unit Force = s = ~ = H d~:in L = H sin1) cosrp 

With rp = 45° ond H = ;k 

Combing effect ·Jf both arches 

v = 2 (0.5w) _ ..::!L 
2k - 2k 

' Fig.6 
-· 

dx 

N 
..... 



...... 
\tJ 

wa 
e= L:s :: 2k 

Since k = _b __ 
ob 

wa ob C= ---·-
2 h 

Frorn Statics 
wba 2 

e= 2h 

__..Column 

b 
2· _ w a 

- 1)""2 

Fig. 7 
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Porfirio Ballesteros 

Elementary Analiysis of 

Hyperbolic Paraboloid §h~lls 

lntroduction 

The rapid gro'wth of interest in one of the newest 
forms of shell roof construction- the hyperbolic parab­
oloid- is due largely to its economical use of construc· 
tion materials, the simplicity of its structural action and 
to its inherent beauty. 

The hyperbolic paraboloid js one of the types of con­
struction that make efficient use of materials by rclying 
11n ·form or shape for strength rather than on mass. 
nouble curvature enables loads to be transferred to sup· 

rts entircly by direct forces so that all material in the 
cross-section of the shell is uniformly stressed. 

Although intricacies of mathematics obscured the 
analysis of hyperbolic paraboloids for many years, it will 
be shown that the underlying static principies are not 
diflicult to understand or to apply and that the design ( 
can be handled as easily as the design of many other 
types of structures. 

Economy in the construction and design of hyper­
bolic paraboloids anows the architect to depart from the 
conventional practic~- of forcing all structures to con· 
form to networks of linear members confined to three 
perpendicular planes and to make imaginative use of tpe 
many graceful shapes that may be developed. 

translation or as a warped parallelogram. In the fir!;L 
case the surface can be defined by translating or moving 
a vertical parabola having upward curvature over another 
parabola with downward curvature, the parabola of trans­
lation lying in a plane perpendicular to the first but mov­
ing parallel to i~. This is shown graphically in Fig. 1 where 
the saddle-shaped surface is formed by moving parabola 
ABC over parabola BOF. 

Fig. 1 
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Thc hypcrboHc paraboloid surface may also be gen· 
rratcJ as shown in Fig. 2 by moving along the Y axis a 
strnight line that remains parallel to the XZ plane at all 
times but pivota while sliding along the straight line ABC. 
Thc rcsulting surface is represented in Fig. 2 by the grid 
of strai¡;ht lines h,. and i", and every point on it may be 
considcred to be the interscction of two such linea 
containcd in the surface. This surface can be visualized 
by consiJering the horizontal plane A'C'E'G' to be 
warped by vertically depressing corners A' and E' to 
new positions A and E. Straight Jines h,. and i,. are, of 
cq~rse, longer in the warped surface than in the pro­
jecJed horizonta · urface in order that an intersection 
Sl!~h as A may remain directly under A'. 

Strudural Shapes 

A varicty of roof forros may be developed either by 
use of the entire warped surface or by combining parts 
of it in various ways. A few of these are illustrated in 
f¡g. 3. 

The surface in Fig. 3a has been used successfully to 
give a striking appearance to such diverse structures as 
churches, banks and restaurants. This is the complete 
warpeJ surface identica] to that shown in Fig. 2. 

Surfaces in Figs. 3b, 3c and 3d are formed by com­
bining in various ways one quadrant of the surface in 
Fíg. 2. For example, consider quadrant ABOH in which 
línes BO and OH are horizontal, coincident with the axes 

Fig. 3. (lidge beamt and tles not thown) 

(C) 

.. 

' ' ' 

i ¡. 

Fig. 2. Surface deflnitiona. 

OX and OY. In Fig. 3b four of these quadrants are joined, 
with the horizontal edges of each quadrant at the exterior 
of the roof and all depressed cornera A at the single center 
column. This shape is commonly known as the inverted 
umbrella. :. 

In Fig. 3c, edges HO and OB of the near quadrant 
are horizontal, while the depressed comer A is at the 
column. A corresponding arrangement of the other three 
sections of the roof results in one horizontal ridge line and 
two horizontal exterior edges. In contrast to Fig. 3c, both 
ridge lines in Fig. 3d are horizontal, the roof dropping 
to each of the corner columna. Roof types in Figs. 3b, 
3c and 3d are wellsuited for covering the large rectangular 
areas common to industrial planta. 
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Comtrudion 

One of the principal economies of the hyperbolic 
~araboloid is that its forming is simple, even though the 
doubly curved surface has the appearance of posing a 
complicated forming problcm. Because the surface is de· 
fined by two intersecting systems of straight lines, the 
formwork requires only straight wood joist generators. 
The smooth, warped surface may be secured merely by 
· covcring these joists with flexible plywood sheathing. 

Stresses in the hyperbolic paraboloid roof are low 
and requirc only a mínimum thickness of concrete. In 
fa~t, the roof of the Cosmic Ray Pavilion at the University 
of JYfexico has a thickness of only % in. Gcnerally, how· 
ever, she11 thickness depends upon the concrete cover re­
qu'fred for the reinforcement, with 3 in. being an average 
figure. 

Geometry 

The study of the hyperbolic paraboloid may be con­
fined to the basic quadrant ABOH of the surface shown 
in Fig. 2. Referring to Fig. 4, any point on the surface 
may be defined in terma of x, y and z, where z equals the 
product of the x and y coordinates anda constant h/ab. 
For example, in triangle HA'A, by similar triangles, 

e X ' ·,Xh 
-=-ore,_­
h a a 

Simüarly in triangle Ed' d, 

z 11 
- =-
e b 

from which 

z ==~e=(~)(~) ~ xy (:b) 
Letting k = !::_ 

ab 

z = kxy (1) 

For convenience in a:nalysis, axes OX and OY shown 
in Fig. 4 are rotated through an angle I/J=45° so that the 
axis OY'lies in a vertical plane with OA. Using the stand· 
ard formulas for transformation of coordinates by rota· 
tion and letting !fJ=45° in Fig. 5, gives 

x == x' coa.; - y' sin q, = 0.707 {x' - y') (2a) 

and 

11 = y' cos.; + ;r;' sin q, = 0.707 (x' + y') (2b) 

Substituting equations (2a) and (2b) into equation (1) 
gives 
.--~----~~~~~--~----~ z = kxy = O.ók (x' + y') (:e' - y') 

= 0.5k [ (z')2 - (y')2] (3) 

which defines the surface of the hyperbolic paraboloid in 
tcrms of the new coordinate system. The rotated position 
of the ·coordinates above the quadrant ABOH is ahown 
in Fig. 6. ! ·¡-.c. 
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A study of physical properties of the surface is 
possible by introducing specific values of x', y' and z into 
eq_uation (3}. Whcn x' is constant, 

z - 0.5k (x')2 = z - k1 = z' = - 0.5k (y')2 (4) 

which is the equation of a parabola lying either in or 
parallcl to the Y' Z plan e. The vertex of the parabola de­
fined by setting x' =0 intersects the X' axis at the origin 
of the X', Y' and Z axes, but for any other value of x' 
the vertex is abo ve thc X' Y' plane. In any case the prin­
cipal axes of all these parabolas are parallel to the Z axis 
and líe in the X'Z plane. 

In a similar manner, if y' is co~stant, 

z + 0.5k (y')2 = z + k2 = z' = 0.5k (x')2 (5) · 

Equation (5) is the general cxpression for a parabola lying 
cither in or parallel to the X'Z plane. lf y' =0 the equa· 
twn rc'presents a parabola having a vertéx which ínter· 
sccts the Y' axis at the origin. Any other value of y' 
defines a parabola having its vertex below the X'Y' plane' 
but with its principal axis parallcl to' the Z axis and lying 
in thc y~z phine. 

It is 1mportant to note in equations (4) and (5) that 
for any given warped surface the value of either x' or 
y' may be varicd without affecting the term "0.5k" in the . 
equation for the parahola. As a result, all parabolas in 
both directions ha ve the same shape. Also note that one of 
the. expressions is positive while the other is negative. 
This difference in sign indicates that parabolas parallel to 
the X' Z plan e are concave upward, while those parallel 
io the Y' Z plane are con cave downward. 

If z is given a constant value in equation (3), 

1 = ka [ (x')2 - (y')2] (6) 

This is the equation of a horizontal plane cutting the 
warped surface, the elevation of which dependa on the 
particular value given to z. This cutting plane forms a 
hyperbola,-thereby indicating the reaso~ for the designa· 
tion hyperbolic paraboloid for the surface. 

Deaign 

In Fig. 7, a typical parabolic arch is shown ~epresent· 
ing a strip cut parallel to the Y'Z plane. Since the surface 

Fig.7 

. ·-

z 

H-

is made up entirely of two sets of paraholic arches, one 
eet normal to the other and all having the same shape, it 
can he assumed that the total load w is divided equally 
in.. two directions. Any given arch will, therefore, carry 
a load of intensity w/2. ' 

The interna! moment in any two-hinged arch is equal 
to the simple beam hending moment minus the moment., 
due to the horizontal reaction H. Midspan simple beam 

bending momcnt due to uniform load is ( ~) ( ~). Thc 

bending moment throughout a parabolic arch sup· 
porting only a uniform load equals zero. Hence moment 
produced by horizont!ll thrust must be equal and opposite 

"· to the simple beam hending moment. Therefore, thrust 
mqment Hh., 11 at midspan is 

wL2 
H( -h.,11 ) = 2 S (7a) 

w L2 
or H =- - (7b) 

4 4hZI/ 

But the expression for all arches in this direction has 
been shown in equation (4) to be: 

z' = -0.5k(y')2 

Letting z' = h:U and y' 
, ' 

i (Lt) 1 h., = -;-0.5k ·-¡-
L2 1 

or 4h:r
11 

= 0.5k 

· Suhstituting this in equation (7b) gives 

H = -:: [- o.~J = ;k = ~~b (8) . 
Equation (8) gives the tensile or compressive thrust, 

• induced in the shell by a uniform load. The shell must 
be reinforced only for this force. Actually, since the slope 
of the sur~ace steepens near the column, the load is not 
strictly uniform; but the departure from uniform load­
ing is insignificant. 

Proof of Analysis 

In the foregoing it has been assumed that the arches 
are properly supported at their cnds. The validity of this 
assumption will he demonstrated. 

Fig. 8a shows theoretical positions of typical para· 
bolíc arches and indicatcs their action on edge members 
of the roof. Each arch exerts both a vertical and horizon· 
tal force at its ends. lt is seen in Fig. Sb that where two 
perpendicular arches intersect an edge, the norm~l com· 
ponents HN of H are equal in magnitude hut opposite in 
direction. As a result both components cancel each other 
and theré is no force normal to any cdge. 

Thc other components of the horizontal forces H, 
called S, in Fig. 8b, act in the same direction for both 

' , 
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scts of archcs and, lhcrefore, are additive. When applicd 
to the surface of lenglh ds, each force equals S.,ds or H 
sin .¡, ds. To determine the intensity of shear S per unit 
of length along the edge heam, an equation of equilihrium 
is writtcn for forces parallel to the edge acting on the 
small triangular wedge: · 

' 
2H sin q, dt~ = S th 

from which 

S H 
. ds 

=2 sm.P-= 
dx 

2H sin q, coa q, 

With .1. == 45° "rd H = ~ ., _· 2k 

i) = 2 [o
2
.5kw] w wab 

= 2k = 2h (9) 

The effect of vertical components V along hotizon­
tal edgcs OB and OH is differcnt from that at the sloped 
cdgcs AB and AH~ In cithcr case, because the thrust line 
in a parabolic arch supporting a uniform load follows the 
centroidal axis, the comhined vertical component at any 
point duc to the thrust in the two arches· is 

1' = ~ II tan e = H dz + H dz 
dy' d:r.' 

(lO) 

whert· the angle e lies ip a vertical plane bet~;een the 
nrch thrust line and its horizontal projection as shown in 
Fig. Se. From equation (3), slopes of the arches are ·' 

dz = ( -0.5k)(2y') = -ky' (lla) 
dy' 

and 

dz 
~ - (0.5k)(2:r.') = +kx.' 
d:r.'- . tllb) 

At any point on the horiz01ttal edge OH, x' =y' as evident · 
in Fig. 6. Thcrefore by cquations (ll) the slope of two 
archcs must he eqÚal hut of different sign. Vertical com· 
ponents, therefore, cancel because they are equal in mag-

' nitude and opposite in direction. Vertical components 
along cdge OB also nullify each other. 1 

Along sloping edges, coordinates x' and y' are not 
er¡ual at any point. With edge OB in Fig. 6 equal to a 
and 0/l cqual lo b, the equation of line AB is from the 
g<'neral expression y==mx+b: 

y' = :r.' - a{2 . (12) 

Substituting lhij'¡ value in equations (ll), slopes of arches 
al cdg<' AB are 

and 

~~· = -k (x.• -a {2) 

dz· 
kx.' d.:J:== 

(13a) 

(13b) 
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Suhstituting in equation (10), net vertical component of 
arch thrusts at the edge is 

V= H [- k(x.'- ~~)] + H (k<),... Hka'\[2 
. (14) 

.With k = a: equation (14) may be -lvritten . 
h Hh'\f2 

V = H ab a-{2 = -b- (15) 

The ·force V is applied on the surface having thc 
lenglh ds in Fig. 8c. To determine intensity V' per unit 
length of the cdge heam, 

Hh "-/2 
V'dx = Vds= -b- ds 

V'· = Vds = V cos .P = ~ 
dx "\[2 

Therefore, fr_om equation (15) 

V' ""' Hh '\[2 ( _!..) Hh . 
b '\[2 =-¡- (16a) 



In~ similar monncr it can be ehown that the vertical force 
exél\'ted by the shell along edge HA is 

V' = Hh (16b) 
a 

Jf thcre were no other force present along the in­
clined edges, thc shell would require vertical supports. 
However, as shown previously the arches simultaneously 
excrt a horizontal force in the plane of the edge. The two 
forccs, horizontal and vertical, combine as shown in Fig. 
9 to produce a rcsultant force parallel to the edge. 

In summary, the net rcsult of the interaction of the 
two systems of arch elements is that they exert merely 
shearing Corees parallel to the edges. Therefore, the as· 
sumption that the ends of the arches are adequately sup· 
ported is justified, proper support being provided by the 
prescnce of members pa.rallel to the edges only, as shown 
in Fig. 10. , 

Statical Check 

The horizontal thrust given by equation (8) may be ' 
checked by comparing it with the thrust determined stat· 
ically using the total shcll as a free body. In the elevation 
view of Fig. 11, assume the structure left of section PP 
to be a cantilever beam ca.rrying the uniform load· w. 

Moment at section PP equals 2~ba ~ • Dividing this by 

the height h gives thrust 

2wba2 
( 1 ) wba2 

.-2- h =¡;- (17) 

The force expressed by equation (17) may be ~hought 
of as the force which occurs in the top and bottom flanges 
of an I-beam, with the' Aanges represented here by edge 
beams. In the lower or sloping edge beam this thrust is 
the horizontal component of the axial force in the beam. 
The corresponding vertical component is 

w~a
2 

( ~) = wba (18) 

This indicates that of the total vertical roof load 
2wlm applicd lcft of scction PP, an amount wba is car· 
riPd down hcam ll A and that the rcmainder, or 2wba­
ulm = rclm, must be carricd clown beams AB and AB' as 
shown in plan, Fig. 11. Shears acting on the shell ad­
Jaccnt to thcsc beams are shown in section PP, and vertÍ· 
cal componcnts of thcse shears must add up to the load 
u·ba. Calling S, the shear intensity per unit length in the 
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sloped direction and assuming it \lniformly distributed 
aiong the shell, total shear in the slopeá direction is fóund 
by multiplying S, by the total sloped length, or 

s. ( 2 v h2 + b2
) 

The total vertical component then is expressed as , 

,from which 

wba w 
S,= 2h = 2k (19) 

which agrces with equation (9). 
lt should be noted that S, in section PP, Fig. 11, is 

not a vertical shear, but is the vertical component of the 
thrust in the shell. The presence of any radial shear would 
riécessitate bending in the shell, a condition which does 
not exist under uniform loads. 



Skewed Hyperbolic Paraboloids 

Thc prcceding discussion concerns hyperbolic parab· 
oloids that are rectangular in plan. However, the same 
basic approach may be applied to the more general case 
of roofs skewed in plan as shown in Fig. 12. In this case 
the surface is defined by the equation 

h 
íZ =- uv (20) 

ab 

in which u and v represent skewed coordinates. In this 
systcm the location of any point is designated by a dis· 
lance u measured parallel to the U axis and a distance t• 

measurcd parallel to thc V axis. Henee the surface still 
contains two systems of straight lines parallel to the co· 

. ordinate axes, U and V. 
As with the rectangular surface, it is necessary first 

to determine the directions of the load-carryh{g parabolic 
arch~s. The proccdure for determining this direction is 
devclopcd in the Appendix. BrieHy it consists of rotating 
the axes U and V (Fig. 12), skewed at the angle w, through 
the anglc f/J to new positions U' and V'. The angle of rota· 
tion q, which defines the positions of •the parabolas is 
given by the expression 

. sin w 
smf/J = ---
~ 

' (21) 

Note that thc parabolas as well as the axes interseet at 
the angle w instead of being perpendicular to each other 
as in the rectangular roof. 

As shown in the derivation in the Appendix, arch 
thrusts in the skewed shell are 

Hv• = (wab) '\/2 sin w 
4h sin (w - q,)' 

(
wab) '\12 sin w 

and Hu• = 4h sin (w + q,) 

(22n) 

(22b) 

equations (22) correspond to equation (8) and give thrusts 
'induced in the V' and U' directions. Shear at the bounda· 
ríes is equal to 

S 
wab . 

= --sm w 
• 2h 

(23) 
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The derivation in the Appendix also shows that the 
horizontal components of the thrusts of any two arches 
intersecting al thc edge of the surface combine so that 
no force is exerted normal to the edge. Only shears par· 
allel to the edge exist, and these can be resisted effectively 
by an edge member. 

Sloping Hyperbolic Paraboloids 
In the previous derivations it was assumcd that cach 

hyperbolic paraboloid ahell has two horizontal interscct· 
ing edge beams. However, this is nota necessary condition. 
The method is equally suitable for a sloping hyperbolic 
paraboloid shown in Fig. 13. For example', each quadrant 
of the structure in Fig. 13 is composed of hyperbolic 
paraboloids with one horizontal and three sloping edge 
beams. The magnitude of the forces acting in. the archcs 
can be. determined by extending the shell in quandrant 
BCDO so that two edges BC' and C' D' are horizontal, and 
substituting the di~ensions of BC'D'O in equation (9). 

· Since, in previous derivations, it was shown that com· 
ponents of the arch thrust perpendicular to sections paral­
lel to· the axis nullify each other, the force obtained for 
quadrant BC' D'O applies equally well to quadrant BCDO 
eve-n though edge CD is free. If the preceding operation 
is performed in general terms the resulting equation re· 
duces to f 

·· "wab 
H == ::1: 2h (24) 

Fig. 13 
..... ~ ... - ..... - ~.r 
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Equation (24) is thc samc as equation (9). It should 
be notcd that dimcnsion a is the projected length rather 
than the true length of the edge beam. The same expres­
sion may be derived by considering quandrant DEFO. The 
horizontal edges in this case are E' F and E' D" or EE' and 
E'D", and the dimensiona of D"E'FO or D"E'ED may 
he used to substitute in equation (9). As previously, total 
force in any cdge beam equals the sum of the shear forces 
acting along its length. For example, 

T = '!!!ab a' etc. (25) 
2h 

Desi~n Example 

The following example illustrates the design of a 
typical hypcrbolic paraboloid shell roof. 

Considcr a roof unit of the shape shown in Fig.·3h 
having ,exterior edges horizontal. A unit 40x40 ft. in plan 
is sclf.'ctcd·as being typical of the unobstructed floor area 
gcncrally rcquircd for industrial buildings. Because com­
prcssive stresses in the concrete are quite low, shell thick­
ness is controlled only by requirements of adequate 
coveragc for rcinforcemcnt, and in this case a thickness 
of 3 in. is selected. Vertical rise h of the shell from column 
to exterior edgc beam is chosen to be 5~ ft. A.Jive loa~ of 

. 30 psf plus 5 psf to account for the weight of the edge 
bcams is ádded to the 37.5 psf for weight of the shell to 
give a uniform load w of 72.5 psf. 

Horizontal thrusts created in the parabolic arches by 
this load are, by equation (8), 

wab 72.5 X 20 X 20 
H = ± 2h = ± ·2 X 5.5 

= ± 2,640 lb. per ft. 

Reinforcement required for negative thrust is 

2,640 . e' , 
A, = --- = 0.132 sq.m. per t. 

20,000 . 

Compressive stress in the concrete is 

2,640 7 . J. = = 4 ps1 
3 X 12 

Although no reinforcement is indicated in the dircc­
tion of thc parabolic arches under compression, a nominal 
amount should be used to take care of shrinkage strcsscs. 
In Fig. H. rcinforcemcnt is shown placed diagonally, but 
if duc account is taken of thc direction of thc stress it 
can be placcd parallel to the edges. 

Total force in any edgc bcam equals the sum of the 
shear forccs acting along its lcngth. In the horizontal 
cdgr mcmlwrs of this examplc, tension at the roof corner 
1s zcro anrl increases to a maximum valuc at the center. 
Thcrrforc, thc maximum force equals the sum of shear 
forres acting over only one·half the length of the edge 
be a m. 

Tcnsion 111 the horizontal edge beams is 

Ha = 2,640 X 20 = 52,800 lb. 

from which B 
A - 52,80~ - 2 64 . 

' - 20,000 - · sq.m. 

The steel should be detailed so that its centroid coincides 
with the line of application of the shear forces, otherwise 
due account should be taken of the eccentricity. In this 
connection, the effect of secondary bending moments in­
duced near the cornera and discussed under the heading 
of Secondary Stresses should also be included in the de­
sign of the edge members. 

Compression in the sloped edge members is 

20.75 20.75 
2Ha -- = 2 X 52,800 X -- = 109,560 lb. 

20 20 

Note that the shearing force at both sides of a sloped 
member contributes to its total axial force. 

There is sorne question regarding the allowable stress 
and method of analysis to be used in determining the area 
of the compression mcmber in the valley of the shell. 
Because this member is only subject to an axial thrust 
with small ecc~ntricity, the use of column formulas is 
indicated. But since the member also ·acts as the flange 
of an 1-bcam having the shell. as a web, the use of the 
allowable compressive stress permitted in flexure is justi· 
fied. For average spans the section arca obtained from 
column formulas is small and a design is not penalized 
by this conservative interpretation. Furthermore, it is de­
sirable to reduce strains in edge members as much as 
possible to minimize bending momen.ts caused by the in­
teraction of shell and edge beam. Although analysis of 
the shell does· not include effect of RO strains parallel to 
the edge be~m, f!traips occurring in the edge beam are 
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rcllcctcd into thc shcll bccause the two are joined inte· 
grally. This effect is reduced when beams are slightly 
larg1.1r than required. 

Using the standard formula for tied columna with a 
percentage of steel p, = 0.01, the gross area required at 
the valley for the sloped beam is 

p 
A, == --------,--:-

0.8(0.225/; + J,pfl) 

100,560 157 . 
= 540 + 16,000 X 0.01 = aq.tn. 

With a rise of 5~ ft. in 20 ft., the depth d shown in 
ser:tion AA of Fig. 14 is 

el = /157 X 5.5 = 7 in. 
'\j 20 

A depth of 9 in. will be used at this point to providesuffi. 
cicnt strength in bending for unsymmetricalloading'con· 
ditions. 

Groined Vaults 

The approach just outlined- examining a shell in 
terms of the behavior of individual arches- cán also be 
employed in considering other shells. One of these is the 
groined vault made by the hyperbolic paraboloid surface 
as shown in Fig. 15. Although for clarity only' the rec· 
langular plan is shown, intersecting barreis can also be 
adapted in many ways to triangular or polygonal plans. 

The chief difference between previously discussed 
shells and the groined vault is that in the former case the 

Fig. u 
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free edges were placed along the straight linea, but in this 
case the free edges occur as shown in Fig. 15, parallel to 
the arches. For one particular segment as previously de· -
rived, the equation of the surface is 

h,. 
z = kuv = --uv 

a'b' 

This expression can be altered to the form 

(x)' (1')2 

z .. -h. -; + hll b 

(26) 

(27) 

which may be more suitable in preparing a layout and 
studying the general arrangement. 

In the case of the groined vault it is advantageous to 
consider arches that are parallel and perpendicular to the 
free edges. lt is apparent that the arches normal to the 
free edge, being unrestrained at that edge, can offer little 
resistance to the load. Hence, _loads are carried mainly 
by the arches acting parallel to the free edges. 

In the case of a uniform load, these arches are com· 
pletely free of bending, and thus t~e load is transmittcd 
direct1y to the intcrscction of the barreis as pure axial 
thrust. The horizontal component of this thrust is mercly 
equal to wa%/2h 11 or wb2/2h 11 , depending on the barrel that 
is bcing considered. However, for this type of hyperbolic 
paraboloid Lhe dead load of structure cannot be assumC'cl 
as uniform, éince the weight per square foot of projected 
area is considerably more at the support than at the crown. 

For this loading condition, ifthe shell is considered 
as a se,r:ies of independent arches-parallel to the free edges, 
each arch' would be subject to bending as well as axial load. . . -
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Although the calculated bending momcnts in the arches 
would be relatively small, such moments do not exist in 
the shcll. Hence, a modification of the general arch treat· 
ment is necessary. 

If the arches are to be completely free of bending, 
the thrust line must follow the axis of the arch. The dead 
load cannot by itself satisfy the requirement. However, 
as an arch tcnds to deflect, it creatcs a difference in shear 
héJwecn itsclf and the neighboring arch. This difference 
in '-shear between the various elements can be regarded 
as 'n externa! load on the arch. The magnitude and dis­
triqution of this shear must be such that the thrust line 
pro!IUced by the shear and dead load líes on the axis of 

· the"arch. Sin ce the edge of the shell is complete! y ·free 
of shcar, one could commence from this plane and by 
trial' ;,nd error determine the shear required at various 
secti6'ns to maintain the arches free of bending. Such a 
procedure ís, however, very lengthy and involved. To 
simplify thc task, Table 1 gives force coefficients to permit 
rap1d calculation of interna! forces throughout a shell. 

To obtain a generalized solution it was found mor~ 
advantageous to solve the differential equations express· 
ing the behavior of the shell, rather than a lengthy arch 
analysis. Further simplification was achieved by assumin~ 
that the dead weight varied as 

W = Wc [ k1 + k2 COS ~~ J (28) 

In Table 1, T,, Tv and S represent \he interna! forcef 
acting tangent to the surface in pounds per foot occurrin¡; 
in the shell al various points dcsignated as yfb in the first 
column and as (1 - x/a) '\j hzfhv in the top row. 

As notcd in Table 1 the formulas and c-oefficients ar\ 
applicable only to shells where h, ~ O. If the dimensÍPt· 
hz becomes zero, the groined vault is no longer composrd 
of hyperbolic paraboloids. The component units are set:­
tions of parabolic cylinders. The formulas for the limit· 
ing condition hz = O are transformed to 

k2a2 
[ ( x)2 1ry] T 11: = --- Wck 1r

2 1 - - COS -
l6h11 a 2b 

(29a) 

k1b2 
We [ k2 •7rY J 

T11 == - 2h; k k; cos 2b + 1 (29h) 

8 = h~~ Wc [ 7r ( 1 - ~) sin ;n (29c) 

The Jrlinition o1 the various symbols is the same as in 
the table. 

The forcgoing analysis has been predicated on thc 
basis that thc shcll is rigiJiy supported along the intcr· 
scctions or groins. Since this is not the case, the groin 
must be designcd to transmit the reaction from the shell 
to the support. Depending on the type of support, the 
groin can be considered either as a fixed or two-hinged 
arch. For small spans (be'cause of the small stiffness oc-

tO 
, curring at the crown) it is possible to consider the groin 

as three-hinged. 
To determine the moments and stresses produced in 

the arch, it is necessary to estímate what portion of the 
~¡hell acts as the arch. For a very conservatíve estímate, 
it could be assumed that half the width of the arch is 
equal to eight times the thickness of the shell. For a more 
realistic figure, it could be assumed that the effective width 
acting asan arch equo.ls 1.52"'{ñ. in which r is the aver­
age radius at the i;,tersection. Even·when a constant effec­
tive width is assumed, the moment of inertia will vary 
because the cross-section of the arch ríb depends on the 
slope at which the two adjacent shells intersect, the angle 
or V bcing most acule near the corner. 

The analysis for an arch consísts of solving for the 
unknuwn horizontal reaction by means of the moments 
produced by the externa! loads and the elastic propertie"' 
of the arch. Two methods can be used to determine the 
loading which the arch is subjected to. The first and most 
natural one is to compute the interna! forces acting in 
the shell along the intersection. These forces are then 
resolved into vertical and horizontal forces in the plane 
of the arch, and used as externa! loads on the arch. This 
method has the disadvantage that the determination of 
the angle at the intersections and the components of the 
forces paral!cl to the arch is complicated. 

The second -method, shown in Fig. 16, consists of 
trcating an en tire section of the shell as a free body. In 
such a free body, the• moment parallel to the direction of 
the arch axis produced by the externa! loads and the in· 
terna! forces can be obt-nined quite readily. For example, 
the moment al e equals the algebraic sum of the moments 
of the load w and the re~ction V as in an ordinary arch, and 
the moments of the internal forces Tv and S. The interna! 
forces are compu~ed from Table l. For these forces, only 
the component of the moment acting parall.el to the arch 
axis is used. lt will be necessary to find the slope of the 

. . 
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forces T~ and S before procceding with the summation 
of moments. The angle 1/1 which T~ makes with the hori· 
zontal is obtained from the relationship that 

2huY 
tan 1/1 = -¡;2 (30n) 

and angle q, between force S and the horizontal can be 
calculated from the relationship that 

(30b) 

Design Example 

Thc following example illustrates the design of a typi· 
cal groincd vault using Table l. 

Considcr the unit shown in Fig. 17. The roof is lOOx 
lOO ft. in plan wath a maximum height h~=37.5 ft. The 
risc of thc ccn tral arch h.,= 6.0 ft. and the shell thick· 
ncss is 4 m. The dead load of the shell, roofing, etc. is 
w, = 60 psf, with a uniform live load equal to 30 psf. 

Bcfore the calculation of interna! forces the quan· 
tities ka and k2 must be computed from the expressions 
shown in Table l. 

and 

ka = '\)1 + (2h./b)2 = '\)1 + (2 X 37.5/50)1 = 1.8 

k2 = 1 - ka = 1 - 1.8 = -0.80 

k2 -0.8 
- = -- = -0.444 

ka 1.8 

The interna! forces will be obtained for ~ and ~ varying 

at intervals of 0.2, therefore coefficient k must also b•' 
evaluated for the 'Same points from the equation for k 

shown in Table l. For example at point ~ = 0.6,); = 0.4. 

k = /1 + [(2h .. /a)(x/a) ]2 

'\j 1 + [(2h~/b)(y/b) ]2 

= / 1 + [ (2 X 6/50) (0.6) ]2 = 0.
866 

'\j 1 + [(2 X 37.5/50)(0.4) ]2 

The values of the coefficient k foi' the remaining points 
on the shell are shown in the first section of Table 2. 

All the constants required. to determine interna! 
forccs are now available. The procedure will be illustrated 

by calculating forces at the same point ~ = 0.6, ~ = 0.4. 

• 
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From Table l, for ~ = 0.4 and 

( 1 - ~)~ h .. /h~ = (1 - 0.6)~ 6/37.5 = 0.16 

the coefficients for T.,, T~ and S are 0.0254, 0.7836 a'nd 
0.1462 respective! y. Using the equations shown in Table l, 

k2a2 

T. = -h- w,k (coefficient) 
2 m 

= -0.8 X 
502 

X 60 X 0.866 X 0.0254 
2X6 

= -220 lb. per ft. 

T, = kab
2 

(' w, )[ k2 ( . J - -- - 1 +-k coeffic1ent) 
2hu k 1 

= - 1.
8 

X 
502 

X ~[ 1 - 0.444 X O. 7836] 
2 X 37.5 · 0.866 

- 2,709 lb. per ft. 

k2ab . 
S = ---- w, (c'oeffie~ent) 

2"\/ h .. hiJ · 

-0.8 X 50 X 50 X 60 X 0.1462 

2V 6 X 37.5 

= -585 lb. per ft. 1 • 

The interna! forces due to dead load for the entire shcll 
are shown in Table 2. lt should be noted that values below 
the horizontal broken line in the tables were omitted be 
cause these points líe below the groin. Calculations of 
constants beyond the boundary of the shell are only 
needcd when it is necessary to obtain values at the groin 

·by interpolation. · 
As mentioned previously, uniform load such as live 

load is transmitted to the support by pure axial thrust; 
therefore only forces T~ exist for this loading condition. 
The horizontal component TIJ of this thrust with a live · 
load of 30 psf for all points on the shell is 

wa2 30 X 502 
r: = 

2
ku = 

2 
x 

37
.
5 

= 1,ooo lb. per"ít. 

The axial thrust is obtained from 

Tll 
T, = " 

cos"" 

where angle 1/1 is evaluated from equation (30a): 

2huY 
tn.nl/1 = --b2 

For all points along the line ~ =0.4, 

2 X 37.5 
tan 1/1 = X 0.4 = 0.6 

50 

and therefore 

cos"" = 0.857 



1,000 
Therefore T, = - O.SS

7 
= - 1,166 lb. per ft. 

and the final dead plus live load force is 

T, = - (2,709 + 1,166) = - 3,875 lb. per ft. 

Interna) forces Tz and S are a function of dead load only, 
nnd are no_t increased by the live load. 

Examination of Table 2 shows that the forces are 
eompressive throughout the shell. Furthermore, their 
~su;nitude is very small. The maximum compressive force 

,., occurs at ! = 1.0, Lb'J = 1.0. The live load force at this 
. a 

f1•rint is -1,803 lb. per ft. and the dead load force from 
T...11hle 2 is -6,316 lb. per ft. Thus the maximum com­
ptl"!'l!live stress is 

J 
- - 1,803 + 6,316 

e - . 4 X 
12 

= -·169 psi 

Compressive stresses due to T, are considerably smaller. 
The maximum shear stress shown in Table 2 is 

V= 
866 18 . = ps1 

4 X 12 

By inspection of Table 2 it is evident that the combined 
stress es are small; therefore it will not be necessary to 
compute them. Although the above stresses do not re· 
quire any reinforcing, it is advisable to provide at least 
the mínimum steel specified by the ACI Code to accom­
modate unsymmetrical loads and stresses due to volumet· 
ric changes. 

The last step is the analysis and design of the groin 
arch by either one of the two procedures already described. 
The forces computed in Table 2 should be Used in de­
termining the loading to which the arch is subjected. 

Unsymmetrical Loads 

In the preceding diseussion it was assumcd that all 
of thc quadrants were equally and uniformly loaded. In 
certain cases, however, such as the inverted umbrella 
shown in Fig. 3b, it may be desirable to investigate the 
effect of unsymmetrieal loading or the effect of lateral 
loads. 

To visualize readily the behavior of a shell under 
unsymmctrical loading, it is prefcrable to consider the 
action of thc shell and thc edgc beams separatcly. Further· 
more, in the initial stage thc cdg'e beams must be con· 
sidcred restrained in a manncr similar to the fictitious 
clamping assumed in thc moment distnbution tcchnique. 

' From the physical relationship just discusscd, it 
should be apparcnt that a uniform load on any one quad· 
rnnt will create interna) forccs in the shcll of that quad· 
rant in accordancc to formulas previously derived. For 
example, a uniform load on the two quadrants in Fig. 18 
is rcsistcd by parabolic arches which require only shear­
ing forces at their ends for etability. These 8hearing forces 

are computed by equation (8). Thus even though only 
part of the 8tructure is loaded, the shcll proper Í8 in 
equilibrium with the etre8se8 readily determinable. 

y 

b 

o 
0.2 

~ 0.4 
o.6 
0.8 
1.0 

o 
0.2 

e-: 0.4 
0.6 
0.8 
1.0 

o 
0.2 

t: 0.4 
0.6 
0.8 
1.0 

o 
0.2 

!'.(¡ 0.4 
0.6 
0.8 
1.0 

o 

0.40 

1.000 

-1910 

¡ 
-2305 

o 

a 

0.2 0.4 0.6 0.8 

( 1 - (x/a) J '\J hz/kv 

0.32 

1.001 
0.959 

-1238 
-1128 

-219.5 
-2363 

o 
- 596 

0.24 

1.005 
0.962 
0.861 

- 706 
- 643 
- 489 

-2101 
-2272 
-2783 

o 
- 455 
- 866 

0.16 

1.010 
0.968 
0.866 
0.751 

- 317 
- 289 
- 220 
- 139 

-2030 
-2196 
-2709 
-3581 

o 
- 307 
- 585 
- 805 

0.08 

1.018 
0.975 
0.873 
0.757 
0.652 

- 80 
- 73 
- 56 
- 3.5 
- 16 

-1977 
-2143 
-2652 
-3523 
-4769 

o 
- 155 
- 295 
- 406 
- 477 

1.0 

o 

1.028 
0.985 
0.882 
0.764 
0.658 
0.570 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

-1945 
-2110 
-2614 
-3481 
-4720 
-6316 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

Note• Coeffident Ir ls dlmenslonleaa. Forces T11, Ty ond S ore m lb. per ft. 
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Tensile and compressive forces in the edge beams 
can be determined from these. Assuming the column cap· 
able of resisting horizontal forces, all edge beams are in 
equilabrium except beams AHG and CDE. For these beams, 
the shear acts in only one direction. To maintain equi·_ 
librium, 11 concentrated force T is needed at D and H. If1 

it is assumed that restraint exists at D and' H, then the 
force T can be considered as an externa) load. 

This is contrary to the actual boundary conditions. 
Hence, a concentrated load equal and opposite to T must 
be applied at D and H. In this case, the entire roof is 
considered to act as a unit (see Fig. 19). Determination 
of the exact distribution of stresses creáted by this hori· 
zontalload involves lengthy and co~plex arithmetical cal· 
culations. Fortunately, as in the case of flat plate floors, 
such refincment is not necessary. The effect of this con· 
centrated load can be bracketed within narrow ranges. 

Since the concentrated load acts parallcl to the edge 
beam, it is reasonable to assume that resistance to the 
)(lad w¡ll be provided by nonuniform tangential shears 
arting at the junction of the shell and edge beam with 
thc maxímum intensity at center. Hence, the shell proper 
¡o; suhject toa shearing force parallel to the exterior edges. 
If thcrc was no warping of the shcll surfacc, the shearin¡; 
forccs would penetrate to the interior edge with only a 
l'h¡;ht change m their distribution. Howcver, because of 
v. arpmg, the direction of the tangential shear at any sec· 
uon or at the interior edges is different than that at the 

·exterior. For cqualibnum of forces of a section of the shell 
as a free body, shears normal to the surface as well as 
tangential shears must be created. These normal shear· 
ing forces, generally termed radial shears, are naturally 
concentrated in that area near the valley at which the 
change in elevation is most pronounced~ 

.. 

ASCE Manual No. 3Í, Design of Cylindrical Concrete 
Shell Roofs, indicates that the bending moment produced 
by tangential shears in a shell is very small. On this basis, 
most of the shell is relatively free of bending, with bend· 
ing moments concentrated only in that area near the 
column support at which radial shears are developed. 
However, in this area, since the edge beams stiffen the 
shell, it is probable that only slight bending is developed. 
Consequently for average spans, the bending moments 
produced in the shell are not usually critical. 

But the presence of radial shears near the column 
produces bending of the two interior sloping edge beams 
parallel to the direction of T, and torsion of the edge 
beams perpendicular to the force T. Considering orily the 
concentrated load T, because it is antisymmetrical, the 
moment resisted by the two interior edge beams must be 
equal and opposite as shown in Fig. 20. In this figure, the 
concentrated load is shown as T because the effect at the 
two edges, the near and the far, are considered. A force. 
of T/2 is considered acting respectively on AH and CD. 

If it were not for the presence of the torsional resist· 
ing moment M1 provided by members HO and OD, the 
moments M¡, acting at the junctíon of the members and 
the éolumn, could be determined exactly, and would he 
equal to Th. Since it is difficult to ascertain how much 
help the torsional resistance contributes, a conservative 
approach is to! design the area near edge beams BO and 
OF at the columns for a moment Th. From a considera­
tion of the geometry of Fig. 20 and strain relationship, 
the magnitude of the mom'ent along the valley reduces to 
zero at 8 and F. A conservative assumption is that the 
moment varíes linearly from O to B and O to F. 

The mínimum depth of the resisting moment arm at 
the junction of the edge beam and column can be taken 
as the depth of the beam. At this and other sectíons sorne 

Fig. 20 

.. 
' 

¡, 
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of the shell will act together with thc edge beam, form· 
ing a V-section. From a practical point of view the effec­
tive width can be considered as that delined by lines radial· 
ing at 45 deg. from the edges of the columna. 

Test 

To substantiate the capacity of hyperbolic paraboloid 
shells to carry a variety of loads, a series of tests was 
carricd out by the Structural Development Scction of the 
Research and Development Division of the Portland Ce­
ment Association. The shell tested was of the type shown 
in: Fig. 3b. It covered an area of 24x24 ft. with a 1Y2-in. 
shell thickness and a 2-ft. 10-in. rise. The reinforcing in 
the shells consisted of No. 3 bars at 12 in. each way. All 
edge beams projected above the shells. The perimeter edge 
beams were 4x6 in. and were reinforced with No. 4 bars. 
The dimensiona of the interior edge beams varied from 
15x5 in. at the columna to 9xlY2 in. (the shell thickness) 
at the perimcter. They were reinforced with 3 No. 4 bars. 
The structure was supported on a 15xl5-in. square tied 
column reinforced with 12 No. 8 bars and a 4-ft. 6-in. 

"square "footing" whíéh-- wás anchóred at foúr cornera. Á 
uniform load on the shell was simulated by simultane­
ously applying equal concentrated loads on a 3x3-ft. grid. 

The test program included three different loading 
conditions on the same structure. Therefore, only the last 
test was carried to destruction. 

In the first test a uniform load was applied and in· 
creased to a maximum 48.5 psf. The su~ oi dead load 
and maximum applied load produced a calculated thrust 
in the arches of 95 psi and a tensile stress in the perim· 
eter beam reinforcing of 25,755 psi. No distress was oh· 
served under this load. 

The loading in the second test consisted of two equal 
concentrated loads applied on the shell, near the center of 
two adjacent quadrants. The contact area between the load 
and the shell was a single 3x4-in. washer, or 12 sq.in. 
Sorne minor radial and circumferential cracking appeared 
at the points of loading when the concentrated loads 
reached 4,510 lb. each, at which point the second test was 
concluded. A concentrated load of 4,510 lb. will produce a 
local bending moment of 1.0 kip-ft.jft. at the point of 
application of the load • ando a punching shear oí 322 psi. 

Regarding the problem of concentrated loads, a 
point loading P on a flat plate whose thickness-to-span 
ratio is more than 0.033 will cause a positive moment 
under the load whose maximum value is 0.42P irrespec· 
tive of the supp~rt condition. For a spherical dome with 

'"The momcnt calculation is based ón material prescnted by Erie 
Re:-.ner. m Appcndix I of "Thin-Shelled Domes Loaded Eccentri­
cally" by Vo~s. l'<"ahody, Stalev and o¡ctz, Tran.sactioru o(the American. 
,5Qc,ety ofCml EngineerJ, Vol. il3, 194!), pages 312-314. 

a thickness-to-radius ratio of 0.04 or more, the moment 
created by a radial concentrated load with small bearing 
area has been shown lo be equal to 0.26P. For design pur· 
poses, an average value of 0.34P appears justilied. Where 
the moment is critical, advantage should be taken of the 
thrust produced in curved shells. 

The third loading condition consisted of a uniform 
load applied to two adjacent quadrants. This unsym· 
metrical load was gradually inereaacd to 58 psf. No dis· 
tress was observed over the major portion of the shell 
~ven as the ultimate capacity was approached. Cracking 
occurred at the interior edge beams and in the shell in 
the vicínity of the column. Cracks in the unloaded side 
of the structure occurred at the underside of the interior 
edge beam almost adjacent to the column. In the loaded 
side the cracks started at the top of the interior edge 
beam. Torsional cracks appeared in the other two interior 
edge beams. The 58 psf load applied over half of the 
structure produced a bending moment of 100 kip-ft., 
considerably more than the capacíty of the two 15x5-in. 
inte.rior beam.s.Jt is, th(l~~fore! ~_yj<l~n_t tl1ªt th~ p_<!rtici· _ 
pation of the 1~-in. shell acting as a deep V-shaped beam, 
and to a minor extent the torsion in the other two beams, 
were instrumental in carrying the unsymmetrical load. 
Hence, the recommendation that the unbalanced mo· 
ment is resisted by two edge beams ís extremely con· 

• 1 
servatlVe. 1 

This test demonstrated that hyperbolic paraboloids, 
even with a shell thickness of only 1~ in., can resist 
large concentrated loada as well as unsymmetrical loads. 

Secondary Stresses 

One question that aríses about these shells is the 
degree of flatness that can be used without invalidating 
the membrane analysis. This depends to a large extent 
on the magnitude of the secondary bending moments 
caused by axial strain. The analysis presented is based on 
a satisfaction solely of the equilibrium of forces, and no 
attention is given to the compatibility between strains 
and stresses. For the usual rise, h/a=l/5 or h/b=l/5, 
the effect of axial strains is unimportant and can be ig· 
nored safely. However, when the ratio h/a decreases, 
the effect of axial strains begins to exert a dominan t m· 
lluence on the behavior of the shell. The departure in 
hehavior from that indicated by the simple membrane 
analysis in a flat shell is analogous to that occurring in 
a two-hinged parabolic arch subject to uniform load as 
the ratio of rise to span decreases. For very llat parabolic 
arches, it can be shown that if the rib-shortening effect 
(axial deformations) is included in the analysis, thc hori· 
zontal component of the reaction for a given span de· 
creases as the ratio of rise to span decreases. With. no 
rise the horizontal component decreases to zero, and, 
thus, the secondary bending due to axial strains ap· 
proaches the simple·beam bending moment as a limiting 
valuP.. 
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The· · structurai ·action ·•of a ·hyperbolic· ·paraboloid· 
sheJl ÍS due' lO the fact• that• Íts 'CUrved• surfaCf')'rCSÍSlS1 the· 
load by two•·scts of .. parabolic •arches·'per¡:iendicular• to 
cach othcr, as·shown in•Fig.' Sá:.·Therefore~··some insight 
into thc effcct of curvature.can be obtained by examining 
a· strip. pa~allei' t~ the.ar~hes as'~ ·rr'e~ 'b¿dy :· If th~· ~hear-' 
ing forces and· rtormaJ .. forces·· on• th'e two•,opposite .. faoes 
are ignored, and if it .is assumed that the: ends of the 
archés are not' 'frée to 'mov~. th~~ Uie aecondary bend'íng 
momenls .due to · lack' of .. eurvature.iean be determined ·as 
for an arch. The result of such a study is presented in 

F. 2. 1 r . • f ht 1g. wr vanous ratlos o ab. 

The secondary bending moment at various distances 
from the corner, designated by the dimensionlcss quan­
tlty x/t, is expressed in terms of the simple-beam bending 
moments occurríng in a strip of length L. Fig. 21 indi· 
cales that because the ratio of rise to span approaches 
zero at the comer, the load is carried entirely by beam 
action, which is contrary to' wha~ can be cxpccted from 

· membrar¡e theory. For strips farther a;way f~om thc cor· 
ncr, the. ~econdary moment decreases. The rate of the 

' ' 1 1 

d . ' f . f ht Th 1 h ,. f ht ecrease ·, 1.s B'- unct1on o ab • e arger t e ratlo o -b·, · , a . 
the more\ rapid the' decrease m the magnitude of the 

secondary 'moments. The usual value of ht for the u~-
. · · · · · . ab ' 

brella type \of hyperboJic·, paraboloid is i appro~imately 
l ~ ¡ ' ' . 

Flg. 21 

.. ' ., ; . 
',¡,....,, 

O:O'o.J:··Assumfng tha't tne' tfuckncss IS 3 Ín., tnc' SCCUll· 

dar}i'm'omen't'·be~¿ined'üh'importan'i'at a:'disl:a'nce '.i)f ap~ 
prolilffia'iely 5'fi.' fr'ciili''the"corn~r.' " .... · .. · 
. ".'' Fig. 21 shows. an'o'tper'.' im'p~i~tahf clliu'aheriiíii'c'. ob: 
ser~~a'o'n 'sorlie 'ot'tlle 's~ells ihat'ha've lleen"büiH'. 'ATibe' 
c~~ner the ·load· is •carried•mainl:r·b}" :órdinary ·beam••ac·· 

t¡/J 

t~~J?.· Hen9e,, .t)l~ ,load is transmitted to the edge beams 
principally by radial shears. The edge beams near the 
corn~ are tllu.s·Io~ded v1lr~ti,'f~HY and act as ca~tilevcrs 

' Cor a small part• oC their length. Consequcntly, the edge 
beams in this vicinity should not only be dcsigned for 
t,i)y ~!(nsion computed by membrane theory, but should 
also be deepened to prevent excessive deflection and 
should be reinforced for negative momcnt. Th1s is espc· 
cially desirablc when the edge beam is upturned. 

Because the value of L increases lincarly in propor· 
tion to the distance from the corner, it is more expedient 
to sho~,' the effect of axial1st.rain~ i~ t'~;m·s of the second-

• ' 1 1 
ary flexural stresses that arel created. Such valucs are 
plotted in Fig. 22, whi¿h bri~gs i~t~ sharper ·r~lief -~he 
importance of cprvat~~e on ~he ma.p~itude of 'th~\.~~c· 
ondary stresses. For a11 umbrella type of hyperbph~ pa· ·; 
raboloid subjected to/ a load· of 72 p!!€ and'w'ith a .ratio- of 
ht ' ¡ ¡ / ,~ ¡ ' ' ' o 1 \J\.f, ',\ t l 

ab ,'7' ~~~~4, the max1mum s~e~~aary stresses occur at 

x/t ·= 20~ and' are 
' : 1 ' '/ . 

·,,, .. 1145X72. !
7
-
2 

·; .. 
"Je = . . == ·pst. 

: 144, ' ' ' T 
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Examples 

The previous discussion on secondary stresses point· 
ed out the importance of providing sufficient curvature 
in a hypcrbolic paraboloid surface. Since therc has not 
yct becn developed any exact method of determining the 
minimum rise-to-span ratio which can be tolerated, salient 
fcatures of three shells selected from the large number 
airead y built are presented .. merely as a guide. The dimen· 
sions do not represent limits of applicability. These 
typical shells have been built in accordance with theory 
presented previously and are behaving satisfactorily. 
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e.\ 
r;g,, 23 a, b. The roof of St. Edmund's Episcopal Church, Elm 
Gravo, Wia., feotul'\!t o 3-ln, thick hyperbolic poraboloid thell 111~ 
ported on two norrow concrete buttrenet. The tilt of the taddle 
shape givet the effect of spociouaneu In the aonctuory. Architect 
wot Wm. P. Wenaler of Milwaukee, Wia. O.neral conlractor woa 
Gebhard·Borghammer, lnc., of Milwauk ... ~, .. _..,. -~·" ~ ~ . , ...... : ........ " ~-... '. ~: 1 .~ 
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Figs. 24 a, b. Ralph's Supermarker in Wichira, Kan., has nine 
adjacenr hyporbolic paraboloid shells, each 40 fr. square, covering 
rhe srora, work rooms and oursido walks. For a live load of 30 psf, 
oach shall has an average rhickness of 4.5 in. and 2.4 lb, of 
reinforcemenr per square foor. A roof drain is locared ar rhe low 
poinr of each ahell, wirh rhe drain lino carried down rhrough rhe 
column core. Archirects were Vanlandingham and Haney. Srructural 
engineen were G. Hartwell and Co. of Wichira. General contractor 
waa H. F. Sell Consrruttion Co. of Wlchira. 
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Figs. 25 a, b. Fifty-rwo hyperbolic paraboloid concrete shella form new roof 
for Argentino reservoir in Kansas Ciry, Kan. Measuring 45 fr. 6 in. aquare 
with o riso of 7 ft. 8 in., the 3-in. thick ahella were built with movable forma 
conatructed in two aections that match on centerline of the ahell. Desig n 
live load was 30 paf. An average thicknasa of 4.8 in.' and 2.7 lb. of rainforce· 
menr per aquare foot were required For each ahell, Deaign waa by Burna and 
McDonnell Engineering Co. of Kanaaa City, Mo., for the Board of Public 
Utiliriea, Kanaaa City, Kan. General conrracror was Easrmount Construction 
~o. of Konsas City, Mo, 
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Appendix 

Derivation of Formulas for Skewed Hyperbolic 
Poraboloid Shells 

The derivation of formulas for analyzing hyperbolic 
paraboloid surfaces is somewhat similar to the derivation 
for those rectangular in plan. 

With reference to Fig. '26, in accordance with the 
law of sines, 

and 

BC = v' sin(w - q,) = v' sin(w - q,) 
sin(l80° - CaJ) • sin w 

AB = -u' sin q, 
sin CaJ 

Therefore, since v = AB+BC, 

v .,. si:"' [ u' sin(w ·-. q,) ·.~ u' sin t; J 

Also, 

and 

v' sin q, 
CE=---­

sin CaJ 

-u . . [ DE =: -.- sin 180° -
smw 

-u' sin(w + q,) 
= 

sin w 

hence 

(w + q,)J 

u= CE-DE== -)_[v' sínq, +u' sin(w + q,)J 
' s1n w 

(31) 

(32) 

Substituting equations (31) and (32) into equation 
(20) gives 

z = ~ uv = ~ { [v' sin(w- q,) 
ab absm2 w 

-u' sin q, J [v' sin q, +u' sin(w +4>) J} 

Expanding this expression and substituting the trigono­

metric identity sin 2w-sin 24> for sin(w-f/>)sin(w+f/1), gives 

z =- b ~ 
2 

{sinq,[ (v')2 sin(w - q,) . 
a sm w 

- (u')2 sin(w + q,)J + v'u'[ sin2 ~ - 2 ~in2 q, J} 

(33) 

The coefficient of u'u.' becomes zero where the value of 
q, is chosen so that 

. sin w 
smq, =---

, '\}2 
(34) 

19 
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Design¡ting the particular value which will satisfy ti1is 
conditio~ as q,,, equation (33) reduces to 

z ~ ab ~ 
1 

sin q,, [Cu')1 sin(w - q,,) 
sm w 

- (u')1 sin(w + q,,) J '' (35) 
' 

It should be noted that equation (35) is of the same form 
as equation (3) because w and q,, are constants for a 
particular angle of skew w. Therefore, the oblique sur· 

face z = ha~v can also be formed by translating one pa­

rabola along another. In this general case, however, the 
parabolas are not perpendicular to each other as in the ' 
specific rectangular case, but are skewed at the angle w. 

At the edge of the skewed surface horizontal arch 
thrusts Hu' and Hv' of the two systems of arches are 
determined in a manner similar to that illustrated in 
equations (7) and (8). For example, thrust Hv' may be 
expressed 

H v' = ~(__!!___) 
4 4h,.ll 

(36) 

H the term involving u' 2 in equatioñ (35) is constant. 
the expression for parabolas parallel lu ¡he V' axis is 

, h sin q,, [ , . ( ' >] 
Z = ab . 2 V 2 Sln w - 1/J, 

sm.w 
(37) 

Letting z' = hz 11 at v'. ~ L/2 gives 

L2 ab [ sin
2 

w J 
4h"'' = h sin q,, sin(w - q,,) (381 

Substituting equation (38) into equation (36) gives 

Hv' w( ab) sin2 
w 

= 4 4 sin q,. sin(w - q,,) 

aut from equation (34) sin q, = s.y..¡ ; therefore 

Hv' wab [ '\12 sin w J 
= --¡¡;- sin(w - cp,) (39) 

In a similar manner it may be shown that 

Hu' = wab [ '\12 sin w J . 
4h sin(w + q,,) (40) 

. ' 

To prove that components of th~ horizontal thrust 
act: ng normal to the edge of the st . · ce nullify each 
otht!r, the combined normal components of both Hu' and 
H v' are expressed 

(41) 

· Substituting equations (39) and (40) m equation (41), 

H _ wab \[2 sin w sin
2 q,, _ si~{w +- ~,)]. 

N - 4h sin(w - q,,) 
(42) 

or 

. H N = wab '\12 sin w[2 sin2
. q,. - sin2 w] ( 43) 

' 4h sin(w - q,.) 

- 1 

However, the numerator of the term inside the bracket 
wa~ previously made equal to zero. Therefore, equation 
(43) equals zero, indicating that the combined thrusts 
exerted by intersecting arches produce no force normal 
to the edge. . . , 

Shear exerted along the edge of the skewed surface 
is obtained by adding algebraically the components of 
the horizontal thrusts Hu' and Hv' parallel to the edge: 

S = H v.' sin q,, cos q,,- Hu' sin(w + q,,) cos(w + q,,) 
Substituting for Hv' and Hu', their values given by 
equations (39) and (40), 

_...,.:....;; _ __.:.~ - cos(w + q,,) S = wab sin w [sin q,, cos q,, J 
2 '\[2 h sin(w - q,,) 

(44) 

Utilizing the identity that sin w cos w -sin q, cos q, = cos · 
(w+I/J) sin(w-1/1), equation (44) reduces to 

S=· wab sin w 

2 '\[2 h 

[
sin q,~ co~ q,, - sin w cos w + _ain q,, cos q,.J 

sm w coa q,. - cos w sm q,, 

Substituting for sin q,, its value given by equation (34), 
then 

¡;- ' J S = wab sin wl '\[2 sin w cos q,, - sin w. cos w 

2 "' '2 h . cos w sm w 
" ., . sm w cos q,, - -----

.· '[2 

wab sin w 
=----

2h (45) 

_1 -~ ,.,-
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TORNILLOS, S.A. 

PUENTE DE NONOALCO. 
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EJE NEUTIW. 

TENSION. 

ABANICO DE FIERRO CORRUGADO. 

PESO DOMO 

1500 Kgr./cm2. 

¡-• --~, -r~ . ··;·¡ 

• 

JUNWA ~NillR~ DO~ IDRABES. 

FLECHA EN FORMA DE TRAJINERA 
CUANDO NO SE PONE TRABE DE BORDE. 



L -.. 

DETERMINACION DE LA FORMA. 

ENTRM'IADO DE LIGAS. 

TRABES 25% CONCHA VillS PESO PROPIO 
TRABE 

DOMO 75% CONCHA 



11[\ 

ARMADO PARA MOMENTO Y ESFUERZO CORTANIJ!E. 

o o o o o 

CLUB D,¿;PO:i<TIVO Fill'J!!NIL, S.A.DE C.V. COAHUILA 164. CLARO; l5 HETROS. 

MEND~Z Y VILLELA. COLONIA INDUSTRIAL VALLEJO. 



)'r 

IGLESIA DE FATIMA, COL. IRRIGACION 1 CLARO: 2Q HETROS, 

CONCHA O VELARlA. 
GONZALO RIO 132 UNIDAD~ DE lO M. x 12.60 M. 

NORTE 45 Y PONIENTE l34. 

COL. INDUSTRIAL VALLEJO. 



TRAB.E:LOSA 

PATENTE 613&2aft DE MARZO DE l9ft2 

TRAVESANOS PARA COLAR UNIDAD POR UNIDAD, 

- - -

A 

CALCULO COMO LOSA. 

CI11BRA TBLBSCOPI CA COMPLICADA. 

EJE NEUTRO. 

- - -.-

PENDIENTE FACIL 
DE COLAR. 

- /""""\ -
-- ..... - ..... 

• o 

CALCULO COMO TRABE 

--· -· i ~CATE, 
CINE ER}1ITA. CLARO MAYOR 36 M. 
AVENIDA RLVOLUCION 67. 



- ........ 
1) SR. GONZALO RI. 

2) CELLOHM. 

3) STANHOHE DE H.E:XICO. 

4) BOD~G.AS DBL SRo CARLOS 
VALL.i!.S. 

5) DEPARTA14.8NTO DBL D. F • 

6) DEPARTAMENTO DEL :Ó. F • 

? ) DRJ;>ART AHEUTO Dl!;L D., F • 

8) UGALDEA, S.A. 

9) BANCO ABOUHRA.De S.A. 

10) LA TOLTECAJ s. A. 

11) LABORATORIOS CIBAo 

12) LABORATORIOS LEP~TIT. 

13)'IGLESIA DB LA SANTISIHA. 

14) PINTURA S~RVICI0 1 S.A. 

15) HARINBRA DE l~XICO, S.A. 

16) CERVECERIA HOCTEZUMA. 

1~) IGLESIA DE TECOV~. 

Norte 45 y Poniente 154 
Col. Industrial Vallejo 
N orto L~5 :Núm. 1013. 
Col. Industrial Vallejo 
Poniente 13L¡. N-O.m. 124. 

Poniente 146 Nf1ra .. 740. 

Mercado de Ropa. Tepito 

Mercado de Utensilios. 
Te pito. 
Morcado General de San 
Pedro de los Pinos. 
Norte 45 Ndm. 667. 
Col. Induetrial Val1ojo. 
Tochtli y Santa Lucia. 

Planta Atotonilco Hgo. 

Calzada de Tlalpan 1779 

V. Garc1a Torres 235. 

Morelia Michoacán. 

La Presa, Edo. de M~xico. 

Ciprés 277. 

Orizaba, Ver. 

TecomAn, Colima. 

18) AY~LIACION A STANHOME Poniente 146 Ndm., 740. 
DE MEXICO. 

19) CEREALES INDUSTRIALIZA 
DOS, S.A. - Norte 59 N{1m.l100 

20) CIA. MEXICANA DE DESA- CarreterA México Pachuca. 
ROLLO INDUSTRIAL. 

21) IGLESIA D~ TEQUESQUITLAN. Tequosquitl4n, Jal. 

22) IGLESIA D~ ~iliRIA. Colima. 

23) IGLESIA DE GUADALUPE. Tuxt1a Gutiorrez, Chis. 

24) IGLESIA D~ ~U~ERIA Colima. 

25) IGLESIA D~ FATIV~. Col. Irrigacien. 

26) IliDUSTRI.i\L PECUARIA.. La Presa, Edo. de México. 

27) INHCI3ILIAl.~IA SAN CARLOS. Col. Industrial Vallejo. 

28) CINE: ~RlUTA. Tacubaya 8 D.F • 

29) C~~IDILA 164. 

161650.00 

1,600.00 

2,200.00 

9,500.00 

4,000.00 

4,000.00 

4,300.00 

9.800.00 
8,750.00 

2,400.00 

1,800.00 

1,200.00 

800.00 

6,500.00 

2,200.00 

8p500.00 

~· 650.00 

4,000.00 

1,000.00 

10,000.00 

1,000.00 

800.00 

1,200.00 

800.00 

900.00 

2,000.00 

1,600.00 

1 • .500.00 

600,00 
TOTAL El~ N.i:.:TROS CUADRADOS., 110.250.00 
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centro de educación contínua 
facultad de ingeniería, u n9 m 

DISEI'lO Y CONSTRUCCION DE ESTRUCTURAS ESPACIALES Y DE CASCARON 

/ ..... 

... 
'IWIIJIII' 

1972 

Tacuba 5, primer piso. México 1, D.F. 
Teléfonos: 521-30-95 y 513-27-95 



The contlnulng development of deslgn and construct1on 

techniques of shell structures ls resultlng In an lncreasing 

fund of informatlon of practicar lnterest to Archltects, 

Engineers and Contractors •• The alm of furthering all bran­

ches of this progresa has lnsplred the formatlon of the 

international assoclatlon tor shell and spatlal struc­

tures, whose ,purpose ls to organlse meetlngs and con­

gresses for the lnterchange of Ideas and thelr dlssem.na­

tion by means of perlodlcal publlcatlons. 

C.véryone interested In the varlous branches of shell tech-
1 

niques and thelr archltectonlc posslbllltles or i-ealizatlonq ls • 
invited to join thls lnternational Assoclatlon. 

~he advlsory board 
A. L.. L.. Baker (6t. Brltaln) 
"4. Eaqullla n (Franca) 
R. S. ,Jenklna (6t. Brltaln) 
K. W ,Johanaen (Oenmark) 
F. levl (ltaty) 
W. Olszak (Poland) 

~he e:cecutlve councll 
Honorary Presldent: 
A. M. Haaa (The Netherlande) 

Presldent: 
A. Paauart (Belglum) 

Vtoe presidenta: 
A. L.. Parme (U. S. A.) 
F, del Pozo (Spaln) 

• 

H, Rühle (German D. R.) 

Troaaurer: • G. Lacombe (Franca) 

C.ooretary: 

R. l.óoez Palanc:o (Spaln) 

Mombera of the Exeoutlve Counollz 
A. Aaa-o..lac:kobsen (Norway) 
P. Ballesteros (Me)(IC:o) 
T. Br<J)naum- Nletsen (Oenmark) 
L. Flnzl (ltaly) 
K. A. Glukhovakol (U. S, S. R.) 
6. K. Khaldukov (U. S. S. R,) 
.J Kozak ,(Czachoalovakla) 
R, Krapfenbauer {Austria) 
,J, Munro (Gt. Brltaln) 
E. P. Popov (U. S, A,) 
6. S. Ramaawamy (India) 
K. Szmodlts (Hungary) 
V, Tsubol (,Japan) 
W. Zerna (Germen F, R.) 

To become a memb~:~r orto obtaln more detallad lnfor!'Y1ation, please wrne to the Secretariat of the 
lnternational Assoclatlon for Shell and Spatlal Structu~es, Alfonso XII, 3~ Madrid (7). Spaln • 

• 



1 
~N AL 1 S 1 S P LA S T 1 C O. 

Se preee~ta ea laa.ai~ieatea hojaa la aomeaolatura mla empleada •~ -
:.~ 

el desarrollo del texto, oo~ au reapeotivo aigDitioado. K4a adel~nte 

•~ loa lu¡area oorreBRO~die~tea ae i~aiatirl sobre au eigDitioado 1 -

•~ oaao de u~ilizar otraa literales pAra describir oo~oeptoe parti~u­

larta ae aclarar~ do~d• aparezcan. 

2.~.La ti~a 1.&.repreee~ta ~a tra~ja ~itaria de oaaoar6~ oon laa tueL 

aaa 1 ¡oemetr!a que ·~ ella i~tarvie~•~ 1 OUJO eigDitioado ae deaori­

bt •~ la ~omo~olatura. La ti~a referida a la oime~taoi4~, ae ka -

4ibujado i~vertida por claridad, dado que ao ti•~•~ ~or ezperienoia 

•~ la aoluoi4~ de arooe 1 trabes ooa lae oar¡ae obra~do ·haoia abajo. 

»e 1a ti,ura 1.2 se puede estudiar el equilibrio de la traaja. Para­

tato, oabe baoer la oomparaoi4a ooa ~a estructura mla aenoilla1 por-· 

ejempl~ ~a trabe. Si ~a trabe •• oorta ea doa aeooioaee aeparadaa 

por ~•.diataDoia ~itaria, ae estudia en Eatltioa que. la oar¡a que­

obra e~ eate tramo de vi¡a queda equilibrado por loa iaoreme~toe de -

tueraa oorta~te J momento tlezio~~te. ~la ~ja'de oaaoar6~ el­

iaoreme~to de tue~za o~~ta~te eat4 repreee~tado por T'·· dT/~· &l 

oonooimie~to de eata variaoi6~ de tuerea oort~t• ea 1~orta~~• para­

el anlliaie tra~avereal del oaaoar4~. Bato ~o auoede •~ laa trabea -
~ 

•~ seDeral, po~ue la l!~ea de aooi4~ d• la oarsa 7 el de la tuerza -

oort~t• ea la misma. Bl i~oreme~to de laa tuorAae ~ormalea ae eatu-

dia a partir 4• la tle%16~ lo~¡itudiaal ese~oialme~t• i~al que e~ -­

lae trabes, o~~ liseras ~difioaoio~ea. 

3.3 1ft la tiaura 2.2 ae reRreso~ta •~ u~ pl~o la eeooi6~ ~itaria de 

otscar6~ sujeta a laa tuorzaa que interveadr~ •~ el·estudio de la -

tlex16a·tra~aversal• 11 oaaoar4n eatd sujeto a ~a oar¡a ~itormomo~ 

11 



te distribu!da ~ (tjm2) y su resultante os equilibrada por las dos -

' ' fuerzas T'k ~uya l!noa de acci6n ao localiza en la lfnea de tuerza --

cortante Fig. 2.2. {b). La posici6n de laR lfn~as dt fuerza cortante 

se pueden obtener a partir de la posici6n de loa centroidoa do ostue~ 

zo l-2-3. Ef'ectivamente bas~ndose en el Teorema de Bredt se puede es­

tablecer que la resultante do las fuerzas cortantoa (T') qua obran a 

lo largo de una seeci6n de paredes delgadas tiene el mi~mo valor 1 d~ 

recc16n que si estuviera actuando a lo largo de la cuerda. La reeul-

tanta pasa por el v&rtice de un triángulo que tiene la cuerda como ba 

se y un área igual a la encerrada ~or el arco 1 la cuerda. En la Fi­

gura 2.2. (b) el área encerrada por la ouerda l-2 y el arco 1-l'-2 e• 

igual a la del trL'ngulo l-0-2. La direooi&n de T'k ea paralela a la 

d~ la cuerda l-2 de longitud k. Su valor es el producto del valor T'• 
que obra en el caacar6n, por la lonsitud k, de la cuerda. Loa puntoa 

l, 2 y 3 represent~ el centroide de loa estuerzoa de tenai6n o com--

presi6n que rbsultan de la flexi6n lon~itudinal. En general, para l~ 

grar que las lineas de cortante se interaecten en la resultant•, bas-

ta fijar dos centroidee, por ejemplo loa de tenai6n indicados con una 

cruz y determinar el tareero~• compreai&n, por tanteos hasta que a•-

logre qúo las l!neaa de fuerza cort~t• de loa tramos 1-2 7 2-3 se -­

~orten ~n la l!nea de acci6n d• q 1. 

Si se propone estudiar una secci6n aimltrica, con respeto a un eje --

vertical,el centroide 2 qutdarf situado al centro del olaro y el eat~ 

aio ee simplifica un poco. 

La longitud de la cuerda ser«s 

1t • V (h•r>2 • <í)2 

Por almetria, las dos proyecciones verticales de T1k eon-

iguales y con valor .91 
2 12 

1 

R~:w~n r:le ls ACCIÓn r:le Arca • ml!¡¡t:ncis 
de !t~ 1/extdn kn¡¡$dtrwH 

Hom•nc-kJivNI· 

)(' Ca::niU>~Sd4 p6'l:.ll!h 1!1 m ¡¡enttrSfru-.s r:lo' ~un:ln. 

!1 Caorde!UCá horir.at"lft~l fr,nsre:r:u~l 

z · C~t:h rerf!C41 

l. C!.tro t1 {ltl:5 dd <llrcD 

R. RMICI dllll!/11 dd ~ 

f- F lt:eh.l de' t:t~/106IÓn. 

;. )'"9uh dddf! llll '!!"• ~ :stmtllr/iJ, dfll ilrtD· 

t!t~ Af9ih ~ski 111 llrtl!lt><fl.le Cle'l!lrr::t:l 

il y /ncnmcn!r; en y. .Dz : tncrernttn!P lln Z 
U Orsldtr:J4 cid CU"fro dt! '~,¿, ( tn el 11n;c) 41 ~ dtY 03XdrÓn 

oc,. Re.lltCIÓn !f 
b . Ant::h/:1 ~ /111 z- de cvnpre:,I(Jn de$dt! h eh,., t:k1 tJrr::t:/1 

t . ~~~ del t::«1CdrrYl· 
r;,.,: A~h htWd dt:Tir:le ~ 1.1J Zt:n!l cite ~,&., 
e. Fl«ludel .,rc;c dt::!Cfe o' ""'"1"/(jKN h:JJ:sh t 
e: [)Jsftmc~ot ck 11'1 Cl.lllrdl!l del dn:c ( tiel .,....,~ "-\) hr!J:JJs 14 //no~~ 

r:/11 11t:.C1Ón dr /., /i.MtQ cari.onk. 

a: Otñnt:J4 cite kl cltl~e d /1'1 1117«1 de ~ de h "-'r!r.t• ccrftmt.. 

d• o- e 
k. F«ior i:Í!' /1 /uVUJ c:t:rlltnft'.,.. IOf?!¡IMI w m ~ del :wni&!-r:O. 
h. AllvM e/rc:Jil'tl de h confrtlfmM. 
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OC: 

r;: 
Cunalllrd de 16 etisiiOI 

f'D'd;e.nf'e de 16 e/.i:,fk:/1 

y: 

,..., 
f~i:!-7 PI Id d!rrr:t:~Óf1 'JI' (;le /4 eJMhM. 

l'cSI'IdiXÍ7 en J, dm:a!Ón ·,z• de h d.úf;M. 

(¿: áÑuzD /2tV,tiul'i9 de/ ~lb. 

9 · RC/!ICCIÓn d•l ferrenD 

T ': Y6t~~c:.i:Í? de ¡, /uerz4 r:rrlsnle, .., .' 5enh"cb lcngri!Jd¡¡¡,!. 

Hz } 
N!f Fl.l4>7.tU ncrm,/n p!Na/du 6 hs ~ d,fond::Js por hs 5Uh/nt:t;as 

"'• 
tr. FUVM horiZO'li!J ene/4rmnt¡W dm t:a5ea1Tin 9Uf! hKI _, e/17'1f)m67/r:J 

/tansrer:MI ltf r! ,o en 14 chrtt. 
p: eDaD cJttl-. 

Hr Mod;{tGac,ón 6 l• Ñr1711 H. 
'fz' =sumr de ~ que ohr•n ..., h di~ Z desd• el11mtnt¡<A ekl 

D«rJJrDn h:rñ UM 5t&JCIÓn., ;. 

,,, /rl. dlrrrdÓI'I y. 
~. Gv, QH, : C()171,l1t)nenlt:s de Qtl deb'cl4s • Nr, Nv,y NH ¡r.,pcltraiTVnlr! 

~~ liRtrr11 a::rrlank rt!ldw en um ~ en f 
N~: F~ ncrmdl f,y,gtnt:lill 11 UM :M!lZ:irln en t/. 

MrJ,D: Nk:m.nlo TrdlnSl'~ del oSV'C"O, f»trJ ltl CDnddÓ? del em¡;cff1117?1cn1o en ID eh re. 

IA,J,o: Jfomtomb /mt1$Y--' CDmyido ptT H. 

Mf!: Mónrlo 1-rwl:s-1 hr»l. 
M, ~¡, corn~Cfiro ~ 11 H. 

MN, lt!'ltJmtnlo t:Drn!I=ÑWJ_deb.do 11 H,. 
M: .lfomtr¡;o ~10"16nk hng!Ndüv/. 

p: r«lor « ~tbd 1'6, h. 
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Si se toma un intervalo de arco AS, dov&la, se tendrtn f4cilmento las 

e~resiones do las cargas quo obran en eso tramo• 

Las fuerzas totales quo obran on una secci6n sor4 la suma acumulativa 

de las fuerzas do cada dovfla. Hacemos esta intograci6n desdo ol FUA 

to (1) Fig. 2.2. (b), hasta el arranque (~o) 1 desdo (~o) hasta UD -­

punto cualquiera (9)• El hecho do proceder do 9o a 9 7 n& do 9 • O a­

p tiene por objeto considerar ~nicamento la acci6n de la tuerza cort~ 

te T'¡ la do la carga qJ si so hiciera d• , • o a ~ so tondrfa que -

tomar en cuenta la acci6n do la parto derecha del cascar6n 2-3· Fig. 

2.2. (b). Ea 4ocir, cortando el cascardn en un punto (definido por -

~), considora:os ol "cuerpo libro" do la izquierda determinando el v~ 

lor de las fuerzas int•riores Nz 1 N¡ que lo mantienen en equilibrio. 

:Hz= f (t¡Ay-T'dz)-T'h 
• 

(z} 

13 "" f T'L1y 

~t:m?O ['.!] ~ son conslank.s y 
.¡ 
~ L1i!"' R{cos f- cos f•) 

tA!f = R.{senj.-sentj) 
Obfene.mcs: 

N~- t¡R{sen tj.-scn tj)-T'R(casf-cos¡lfT'h -f.Z 

/Yy = T'~{s.en ; .. -sen p} -------------- .5.Z 

18 

~ ~ra~sveraaloa K ~, so obtienen en forma a~loga. So --2.5 Los momen.oa • ü yv 

corta nuevamente en una socci6n cualquiera (~) 1 so estudia la acoi6n 

dol tramo do la izquierda.sobre ol do la derecha 1 la do la carga que 

obra on el do la derecha. 

La acci6n do la 1~quiorda oati representada por las fuorzaa Ns 1 N¡. 

Las tuerzas Nz 1 N¡ para producir momento deben actuar en loa intorv~ 

los ~ 1 As respoctivacento. Loe valorea de oetos incremento• de or­

denadas ee pueden valuar directamente do la figura 2.2. (a). 

-L1s sin ti =A z r~n SU7Iido ccn.,lrt!:'rio del '!J'e z} 
t.1.s ca;f = ¡j .Y 

pero .1s"" R tJ 1 
llz =- /(.ilf sen 1 
L1y = RtJp cos ¡1 
La rari4cton del momenlo e.sfara dt~Jcl.il por: 

j M¡l, o=- N~ Ay +f1Y ~z 

Sn esta o~res16n no se ha indicado ol t•rmino do la carga que ac~a­

en el intervalo AS. Sin embargo, oste est4 inclul~o en Nz para la -­

parte izquierda do caecar6n 1 como la 1Btegraci6n del momento •• harC 

desde ~hasta, su efooto quodari incluido en la expreei6n que ae o~ 

tonga. Subeti~uyendo en AK~ 1o, loe valoree de N& 1 N¡ e intograudo­

de po a , se obtienes 

19 
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Arreglando los tlrminos para obtener una expresi6n mis sencilla 7 o~e~ 

tuando las inte¡racioneat 

(?) 

J.e ·-- Mfo --R2fr' [j.,-p-sen(~-tj>}f f(senjo-s~nt!)} 
_ -; {sen>Q-sen f) 2

} 

En e./ cenfro rf = O 

. :. M p..-o#r R2 { r [~-,s.en ¡1 .. -f~-':senf)-f Sen:tf.} 

Este momento en el centro del claro es en general ~ grande de mano-

ra que habr4 que buscar alguna ~orma de disminuirlo. Hasta ahora el 

problema ha sido isost,tico 7 puede compararse con un cantilivor. Por 

simetr!a el centro del claro se ha comportado como un empotramiento,-

puesto qúe las acciones se han ido sumando desde el tondo do la tra~ 

7 el arranque del cascar6n hasta el centre del claro (~ • o). 

Habr4 que introdncir alguna ~erza, ¡a sea en el arranque o en el to~ 

do de la trabe, ~a acci6n d1sminU7Q los momentos transversales. 

Por la ~orma del diagrama de momentos rlexionantea isos~'ticoa, como­

se vera mis adelant•, una ~orza horizontal (coceo) obrando en el - -

arranque del cascar6n os la que hace m!nimoa estos momentos transver-

salea pues su diagrama do momento es el que mata so aproxima al isoa-

t4tico. Elásticamente las redundancias en el bordo (perturbaciones -

de borde) se obtienen a partir de condiciones do desplazamiento 7 gi­

ro en la orilla (condiciones de bordo) como ~• reeuelve en el m~todo-

analítico presentado posteriormente. Pl4sticamento las redundancias-

se pueden imponer sin otra l1mitaci6n que la do hacer m!n1mos loa mo-

méntos tr~sversalea. Desde luego que esta 11ro1taci6n mis o menos ~ 

20 

1 O Se i ~dic6 en 1~ intraducci6n, puede conducir a defOl'rJ!. bitrar a, com ~ ~ 

cienes fuertes. Sin embargo, como ee ver' en el método ~u~~rico, las 

redundancias obtenidas el!stica o pl~sticamenta difieren poco. 

FICi. :3. 2. 

En la Fig. ~.2. se indica la forma que tienen el dia0ra~ iaost4tico­

de M~,o 1 el ~o los momentos de una fuerza horizontal H en el arran­

que (~o). De la mis~a figura se pueda deducir que la conñici6n de ~~ 

mentoa transversales mfnimos se obtiene trasl~rnndo paralelamente a -

si ~ismo el diagrama de correcc16n (de H) desde la pos1ci6n (1) a la­

posici6n (2) en la que se han igualado loa momentos en tres puntos -

(con valor ~~). ~on cualquier otra correcci6n se cbtendr!a cuóndo m~ 

nos eza Ull punto un lliOoento tt".:l.neverso.l -n:.yor a Y~· 

:i:l valor do R c••yo nor:ento nulifica. al U ~ • o so obtiene des 

u_#l~ ~ ~ n- f en la <¡ue I es la r?ech::J del cascaron 

21 



De la 

(s'} 

li9ura 2. e Se dtt::dUC<!!: qu~: 
¡,., R{!- cosf•} · 

:. H·t-!,._ { T'Lj--senj.-f ~ sen f.]-: ... en y.} 
Oe lé!J misrn::1 f;yura "2. '2: 

..L 
R=.tzsenrj .. 

22 

o 
sn el tr~uacurso del t~1to ae adoptar: un valor :le ~ o • 40 • !ate -

valor es rec~menJable por razones pr~cticasa 

lo.- La mezcla je concreto ae adhiere a la cimbra sin r~abalar con e~ 

ta pendiente. En caso le usar un ~ngulo mayor en el arranque h~brl -

que utilizar una contra-cimbra. 

2o.- Es la p~ndiente m!xima que los trabajadores, sin necesidad de e~ 

calinatas 1 pueden subir. 

Con ~ate valor de ~ Substituido en 6.2, 7.2 T 8.2 ae obtiene& 

A= O.f:0::07[69tJt!J-j-sen(p .. -~-O.t!J654 {cosf-a76Gol-)] 

~} B:: 2.t37t2{~~9G[f·!.-'5572 Mnf] -(casf--T{;U)I.) J 
C • 0.12500 /).. t71-t'( CCJs~- cos¡l.)- '1.42o32{ Sen/o-Sen p5)J) 

Se indica en la Tabla 1.2 valoree de A, B 1 C ~ra variaciones de 5°­

en el valor :le , 

TAI!JLA t. 2 . 
; A " e 
o o o o 
5 -0.010,~ -0.05965 O.Of956 

10 -Q Of703 -o. 10260 O. OSOX> 

f'j -o. oeo" -o. 12850 o. 06219 

20 -a OZ05B -a t?J7tó o 06541 

25 1 -0.01627 -o. '12850 000028 
3(') 1 -O.Ot~7~ -o. fO~~o o 04725 
35 -o 007'' -o 0596!5 i O. 0Zó9:J -~ 
40 o o o 

~= 



Substit~enlo las· literales A, ~ 7 C en la expresi~n de U~~ 01 

fC} 9.2 

(7) 

' • h ·-Se incluye la tabla 2.2 de distintos valorea de B en tunoiun de ¡ 
Se puede observar en la tabla que para una relaci~n del peral~• h de 

la trabe al claro l (hll) l¡ual 0.048 el valor de B ea oero. Ea do--

cir que el momento U ,, o en la clavo no necesita oorroocl~n por aer-

cero. 

h Para valorea menores de -/¡el valor do B ea negativo, ea deo1r, que-

habr4 que jalar horizontalmente el cascar~n en el arranque con una -­

tuerza B para nuliticar el momento en la clave. Este hecho os ditfcil 

de oroer si loe cascarones se pretenden comparar con los arooeJ sib -

embargO, se ha comprobado la invers1~n del signo de B en e~er1enciae 

efectuada en E.&.u.u. 
~eade un pun~o de vista empírico debe hacerse notar que el valor real 

de ~ para que B se nulitique no tiene por que ser exactamente 0.0481 

lo cual ~nduce a tomar medidas adecuadas, por ejemplo considerar un 

elemento que resista una tuerza horizontal m!nima que obre en loa doa 

sentidos. cuando el valor de ~fl .. a pr~ximo a 0.048. 

S~n tomar en cuenta, por ahora, la 1nteracoi6n del torrono, la pr1nc! 

pal fuente de error, en lo deducido basta ahora, ea la eu~os1o1~n do-

la dlstribuci~n do la tuerza cortante. Al pr1nc1p1o de ~dte oap!tulo 

se dijo que la T' tiene un valor constante des~o el centro de tenn4~n 

hasta el do compreei~n (Ver Rot. 1 P4¡. 258. Flg. 160.3) lo cu«l •• -
25 
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sólo una burda aproximacidn que posteriormente se podr4 afinar cuando 

en algdn laboratorio experimental ee logrdn hacer mediciones adecua-­

das de la tena16n diagonal. 

Cabe indicar que loa métodos el~aticos adolecen también de este impo~ 

tante defecto y• por lo ~ismo no existe ninguna Juatificaci6n para-­

aceptar soluciones tan elaboradas que en ningdn caso pued• afirmarse­

son m1a aproximadas que las obtenidas pl4sticamente. 

No obstante, como ya se indic6, no se ha encontrado ningdn mltodo ad~ 

cuado para encontrar las deformaciones del cascar6n. Si e6lo intere­

sa el orden de estas se puede recurrir a la teor!a elletica. 
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h/L 1M99f/7<1fl'/¡_ h/1 h!L h/.1. 1 h/1 
-b:!'IDJt'l'< 

oa;o !8 137 Q038 -0314ú 007i .07-/J.I 0114 .15~:;· Ql~'l. 'lf?>77 

0001 -.17661 O.O'!J9 -o 'l8t4 007 o767ó 0115 1.5484- 0153 ?1518 

OOO'Z -.17194. aolo -o '24'1Z 0.078 .07'111 o tfó .!5661 0.154 .?1659 
0003 -.1672'1 ao4t -.0 2!72 Q07f:J .08!45 0.117 .f5839 0.!55 '21 797 

ow4 - 16?69 ooU -;0 1857 OLJ&::J .08376 0.!18 !6015 Q/!56 .21937 
0005 - !5814 Q0/3 -.u15P 0.081 .08604 0.119 .16191 kl157 .~'2075 -

o.oJ.4 Q(X)6 -./5367 -o/'232 0.08'2 088~2 Ot'lO .16~3 0.158 .'l.22f~l 
-

h/1. ! h/L h/.l ~ll h,'l 

. ?6?Q'l_ ?>40 384 !6 6?0 49B8d 1950 61275 
!90 
¡91 . ?6323 .345 38703 .6~0 414b) '?CXXJ 6tl.ll5 

26437 350 3!398á 660 -199'20 1 20'YJ 61607 1 
1'!2 

¡9.3 26550 .355 392b1 .680 5o3.55 j 2_Io:J 6176Z 

!9 4- 26661 360 39533 .700 507711 '2150 . 61910 

Q007 - 14 9'21 a.o/.5 -;00'1_25 M83 .o~~ 0.121 .16536 0.159 .'l2347i 19'J .2677"- . .365 .~8o:J .720 51168 1( 'lCX. .62053 

0008 -.14481 o.tJ.I-6 -0~19 ao54. .09281 0!22 ./67o8 0.160 .?248~ 

0.009 -. tJo4.4 o.o47 i-:00316 0.085 o9:n4 o f2!J .!6879 0.161 .22bt8' 

0010 -.13613 0.048 a:::tX1 0.086 .o9n6 0124 .77047 0162 'l'l 753 

•f9ó . 26884 .370 4co61 1J.o 515/-B 'lfg} 6?189 

.197 . t6 99.5 ~75 -~0318 7é0 51912 f~ .óz-!J?O 

. 198 21 IO"J 380 .40570 ·750 52261 OXJ 6ell5 
QO!f -.f3!88 OLJ~9 .o:Yl80 0087 .09945 Of'l5 .f7'21Ó O.ló3 .'l'l585 .199 ?.7 213 38~ 40818 8CO .525'15 '/400 .6'l5ó6 

OOIZ -. f276é 0.050 C0576 0068 . IO!b/ Of'lb 17383 0.164 .t3018 .?00 .'27 322 390 .4 t06'l seo 5?9 17 ? 45{. .6 ?6P,! 

00!3 - f2?Jtl Q05f CXJ868 QCJ8q 10378 0.177 ./75/B 0.165 .'23!49 205 .27_85 -~95 .41301 .840 s:H25 ~ 5CC .ó2795 

001/J. -.119 36 0._05'2 .01f59 la09o .10!:19:!> p.t'ZB .1Z7t4 0./66 .'l!Yl81 '2.10 ?837€. .Jco 4!537 .860 53522 

0015 -11526 Q053 .ot.445 CU>3! 101306 Of2q .17678 0.167 .'231!0 .'Zf5 213884 405 4t7b7 .880 .53808 

Q0/6 -.1 f !'20 aos-4. .01730 0.09'2. ff0/6 o. 1"60 .18041 0!68 .'l3539 Z?.C . '293~C)- 410 .1-/995 900 SloB~ 

OOfl -; 1071/3 Q~5 .02013 ba'13 .ff'l26 O.f31 . 18'20'2 o./69 ~3666 .ZZ.5 ?9tJ6Z 4f5 4'!219 9'20 5431¡ 

00/6 -. f.:J!J'2:!J 0056 0~'294 aoq~ 114Y5 la f32 18~.3 0.170 .'23795 .n43B - 940 .5460:!J .?:>C XJ333 .4~0 

0019 -.09929 0057 .02570 0095 11b42 0133 .185'23 o 17/ f3'Jt6 .'2.3~ .30194 -l'l!J .42654 .960 .5#850 ---
00:20 -095./Jc Q058 0?846 0096 lf646 0134 18682 017~ ~4050' '240 .31243 430 4?86 980 .ssoBB 
QOZf -09154 Q059 03120 0.09 .12050 Q/3!:- .18839 0173 -~4176 

0022 'r-.08774. Q060 .03391 Q0913 12253 Q/36 189,96 0.174 f4?dJ 
'245 31681 43~ 4307 f a:o _-;5..316 1 

'250 32109 4/JO ~3?82 10.50 5~(j60 

00:23 -.o.E;tt~ a06t .0365i:J 0099 -12454. ia.t37 .19 f52 o 17~ .'l44t4 
po2ó -080?0 b06? .O!J9M 0!00 .1265~ k->138 . 19-=cJZ 0.(7/D .'2454& 
0025 -07649 a~ .04190 OfOt 12850 0.139 .19460 0177 .'l4672 
0026 -07284 a061l .0.1153 0.10~ 13048 o 140 1961?> 0178 . 21-,e/!J 

0.027 -;{)éfl'lO a065 .o4712 0.!03 .13242 0.141 .19 766 o 179 .'24-9!5 

255 .525?8 445 .43485 1 tOO 56!3611 ' 1 1 
-r---

260 32936 450 4 36fjJ 1 150 56 M .á! 
?65 33336 455 .#:?~& 1 t?CO 57253: 

...J..]Q ._33728 4t:o 44o74 f 2!0 . 5]6.521 - ----
?75 . 34 1 f 1 465 44t64- t31X . 580?41 

:---· 
00'28 - 0655'1 a066 .01970 0104. t?;J36 o fJ'2 .19917 oreo '/5036 

0029 -06?0 0.067 052'2 0.105 . ,,629 0.143 '20066 o 181 . ~~157 

o o =o -.~X 0068 .05481 0!06 -13{3'20 0144 f!Ot/6 0182 'l527S· 
003( -055X Q069 05731 0107 14011 0145 eo364 o 18~ • '25!!195" 

280 34184 470 4--4#51 f 35::! 58 372 ·-
34esc 

- -
19-CXJ . 785 4-75 .Uh35 58698; 1 ·- - --- -· ----

?90 35'209 -~~.E. ~81J f 4&J 5-9 ro~; 
.'295 35559 48~ 1-4996 f .5<X 592921 ·-

0.032 -07153 0070 .0598'2 Q/08 14198 0.146 205!2 0184 .'/551 ?> 

0.0.3-~ - 0#!;09 0071 .Ob~ba O.!CJ9 14~86 0!47 .~0657 o 185 .'l5G !>! 

oo34 -OU7C 007Z .06476 0.1!0 . t457Z o f48 .'l08o~ 0186 '25747 

~ 3590!> ·" 4CJ_O 45173 1 55C -~5~-*r-- - -·--- 1 -r- -- -- -- --
.30~ 3624o' 495 45346 lbCC .~9.6.!J.J_r-_ t-- - ~----- ---

.3!0 ~570 X:o 45~17 1650 6006/1 ! --
0035 -01-1~2 0.07.3 .06719 o 111 14757 o 149 .?0918 Q/87 'l~{,4 315i 36893 520 16177 1700 60?9d 1 

11 
! ' ··-_J.--

00.36 -03798 0074 06961 o 11'2 t49Y) Of50 ~1092 0.188 ?5'/tJO 
.bo~ 03466 0.075 .07202. o lf?; !51'22 o 15! .U'lYJ 0189 '2bo'76 
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32d .3]2!0 1]50 :¡;~J.--- !--=---- -
1 1 

540 46801 ,__ -- ··-- j __ 

:?>?5 37520 56? 4 7.391 tBcO 1 1 

330 37825 580 479~ 18~ wq~~~~ =±~-~tj -- ,..-
3Yi 3812 .' bCO 48480 , 900 ór.)~_¡_l__l.. --



Se re3uelve a cont1nuaci6n un ejemplo que representa un caso frecuente 

en ci~entaci6n do edificios de oficinas o departam~nto ie 6 pisos. 

E J J:; ~ P L 01 

Cl&ro entre ejes 1 a 

Contratrabe h • 
Arranque ~o .. 
Reacci6n del terreno q • 

Sup6ngas~ el momento flexionante longitudinal despreciable. Es decir 

que se puede suponer concentrada la compresi6n an la clavet 

T A !3LA .32 

r¡ A-1-IJ .lL 
I ~-~!JP. /591!61 [] M/Jt~ Mf 

o o o o o -.68.5 

S -.o 11to -.ozqoe f.~4 .159 -.528 

fO -.OZ871!J -. 04853 -1-.00177 .520 -.16!5 

15 -.0~500 -.05906 .OO!Jt!:l .920 +.2~~ 

e o -.0!>6t6 -.Of!J1f9 .00422 f. e Jr +-.556 

25 - 03296 -.~562 .C0466 1. .570 f.68' 
.30 -.02~~1 -.o-1~ .fX>420 l. 235 + . .550 
!3!5 -.014,3 -.02421 .CDe72 .aco +.lf~ 
4o o o o o -. 68!> 

En la tabla ).2 se indican las operaciones hasta obtener M ~~ o. La -

columna ~ ~ (momentos transversales finales) se han obtenido despla--

zando 1• corrdcci~n para hacer los momentos iguales en tres puntoss -

lli' • ~,,o - H~, o ml:r.. 
2 

;.2 El dise~o del eascar6~ para sus efectos transversales deberl incluir 

aparto de los momentos tranversales o~ros efectos• el de las fuerzas-

norm.i.l N ~ ;r el dl!l la cortante ~ ~· .\ continuwci6n se des¡¡¡rrollan e~ 

preeiones para estos efectos. 

a) Fu~:rza normal N ~. 

En la figura ~2 se indican l•s fuerzas que obran en una secc16n cual 
~o 

Nv v on la orilla la perturb~c1~n H. 
quiera, Nz, " " 

Proyectando las tuerzas Nz, Ny 7 R sobre la tangente al punto, d~e~ 

d 1 1~m•lo r!. se obtlene la e.xpresi6ns í/pf=llyc:o:r:?-Hz~nyff azsj 
na o por e '"""'- r• 

l d llz v Nv dados por las exprcsi:>nes 2.2 1 -substituyendo los va or,a e ~ ~ 

(8) 



. TABLA 4. e . 
,- D e F , 
l1 .87'~' t. 37 '70 ~ . .5~20:5 

- _ __s -.80922 f. 4.4 381 3. 62006 

-10 .73295 l. 4 7957 ~ 7016~ 

·¡lj .65 ffO 1, 48 !Sf '· 74444 
!-- 20 .!515 4E9 l. 45088 J. 7 !5ll7 !j 

25 .47 ,20 f . . !U!97.6 '· 7i444 
:::. 30 . '7 8!50 l. ~74 '· 701~6 .,, .~.9092 1. 18 ]O!j '· 6~066 

lo .!SitO l. O!St~f '· !5320!5 

Ejemplo. So oncontrar'n ahora los valores ~~~ la tuerza normal N , __ 

del ejemplo ~ropueato antoriorma~te. Estos 1 r " va ores se presentan ta~ 

lados en la Tabla 5.2 

TA13LA !i2. 
-
-tí . -:TH'YI F DI 'ti' [] #lmJ .r,~US'Jlill 

1·- o f. Z&30f ,,3684~ 1.'194-15 41.89 ., t. 22.417 , ~f,97 l 770itJ 37.17 

:JO l. I!J60f 5.0J502 1.5554~ n.6o 
IS f. 0790!5 2. 83297 l. ,,,46 26'& 

_""20 . "',61 t.60934 1.158.16 t4.33 
...:-25 .90fl3 t.~59f .976" zas~-
~~~ .80158 '1.101.44 .80370 lti 68 

'5 :69567 f. 4t69S .6,99t 
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Obaervando loe valoree do la columna N ~ se ve que el valor mlximo 08 -· 
t4 en la clavo ( , • o J 1 el m!nimo en el arranque ( , • ,o • 40° )• 

El dise~o do las secciones del cascarl!ln se harl considerando ol momo! 

to M , 1 la tuerza N , (la acci~n Q ~ resulta despreciable como so v~ 

~ , ' r ~s a?olanto). Dentro de ciertos l!mitos, p~ra un valor consfantt 

do ~ ~' l~o secciones del cascar~u resultan -~a 1 ~v econumi~as para loa -'2 ) 

valoree mayoro~ de N ~~ co~o so puedo deducir del diae~o de colu~~ae­

a flaxo-comprosi6n e~ las qua la acci6n de loa momoDtos fle~l~nGntes­

es mucho m4s desf~vorables que el do la carga axial. Esto conduce a 

pensar en que la igualaci6n do los momentos transversales an tres pu~ 

tos no os la m4s econ6mica. El procedimiento quo so debo seguir, ut! 

lizando el presente m&todo,sor4a 

1.- Encontrar loa momentos Mj3, o, 

2.- Transladar y girar la l!noa do corroc~i6n por tanteos, diea~ando-

las secciones m1s desfavorables. 

La forma de efectuar la translaci~n de la linea de correco16n ya se -

explic~ anteriormente. 

El giro de la l!noa correctiva so puedo eteotuar variando el valor de 

R. tae variaciones do B para llegar a la condici6n m4s favorable son 

pequenae 7 tienen poca influencia en loe valorea finales de N ~~ de -

manera que el giro do la l!noa correctiva so puedo bacer sin conside­

rar la variaci6n de B.. Encontrada la poe1ci6n adecuada do la l!noa -

de corrocci6n so proceder.& a atinar loa valoro• de B 7 N ~· 

b) FUerza cortante transversal Q ,. 

La tuer&a cortante Q ~ so puede encontrar por dos procod1m1ontoaa 

lo.- Dnivando la oxproei6n de 1i' ,, o ~ aumlndolo el efecto do R • 

2o.- Proyectando radialmonte. 

Se opt6 por el 2o. prooedim1onto para que loa resultados obtenidos ~ 

ra q, ~puedan eurvir do comprobao15n a loa dtÍÍ ,. Efectivamente, -

comparando las grlticaa 1.2 7 2.2 so puede obeervar, para el ·~·~~lo-

citado, quoa 

1.- La curva de Q ~ corta a el eje horizontal "0" en dos puntos en --

los que U , os mLximo. ( ~ • 25° 7 ~ • 0°). 

'' 



2.- El area h~jo la curva ~ ~~ con2iderado como const~nte de integra­

ci~n C e - 0.685 tm/m, d~ el valor de~~ en~ a 25°. De iGUal mane-

rase obtienen dos valores de~~ en otr~pu~tos. Por ejemplo, el 

momento en , • 0° sl se considera C m - 0.685 Tonm/m ser4 la integral 

J;.. Q (J d r) que corresponde a la suma. de las areas posi t1 va 7 D!,, 

gativa bajo la curva Q 1· Ahora bien, en la grlfica 2.2 se aprecia -

" a ojo " que estas dos areas eon iguales de manera que su euma ser.!-

cero por tener signoe oontrarioe. Por tanto, el valor de la integral 

ser6.J;Q~ dt}=OfOC(el de ~a constante de integraci~n C .. -0.685fmjm) 

que es el valor de MI en 9 • 0°. El valor de C dependo de la trans-­

laci6n de la l!nea de correcci.Sn de M 1• o, 7 no tiene influencia di­

recta en loa de Q ;. 
o o 

3·- El tramo de curva, de Q ;, de 40 a 25 es aproximadamente una l! 

nea recta, por lo tanto la variaci6n de H p de 40° a 25° ea aproximada 

mente parab&lica. 

4·- En ~ : 12° la curva que representa Q ; tiene tangente horizontal, 

lo cual corresponde a un punto de intlexi~n en el diagrama do ~ 1• 
Como se puede aprecikr en el diagrama de M ;. 

De esta correspondencia se pueden obtener, no s6lo la comprobaci.Sn de 

la expresi~n ;y resultados do ti ¡., sino datos 'O:tiles para el trazado -

del di~grama de H ;. Por ejemplos La curva tienes tangente horizon-­

tal en ~ ~ o 7 en ~ • 25°1 punto de inflexi~n en ~ • 12° 1 variaci~n­

farab~lica entre~ • 40° 7 ~ • 25°. 

De acuerdo con la figura 5.2 ae vi que proyectando Nz, N¡ 7 H en di--

recci~n radiál se obtienen las siguientes expresioness 

y 
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Loa valoree do·t:, ll, P, T, J, J' 5 ,.>->ra f'o • 40° 1 se 1ni!1can enlata-

TAt3LA 6 2. 

; M N ¡:> T ./ S 

.. -:o· /.CCO o .Z3396 o o f.2lJ558 ,. .tlhllf .Z394l 18085 .2b~ .Y.)78~ 1.28068 

lO" . 7/IJ76 .47709 .13397 .5!817 ~f~!JJ 'UJeo5 _,,. .57700 .71109 .09!69 ,Z72'3f .'Jti.IZ 124178 

(:;) '20" .4J969 .9!J968 .06031 1.0205/!1 1 fOéJOJ t2060~ 

25• ,,/04.3 f. 16 f/2 .O!J407 126109 t.49272 l/651~ 

~· ./92;j!J 1.37'72 .01519 1.4!1199 1 7660~ 1.11 ,,, 

~·- .01Jd20 1.57588 .~Mf f. 711" 202592 tOO!I08 

-:40" o l. lé>óOJ o 1.91/!;07 2.270'1 .98481 

la Tabla "¡.2 

TA13LA 7.~. 

' 4- -Mfl!L 
2 

N·I-1 P .S·J tfl~J .~:JI' ~[J.~ Q; 
-o• o -fCXXJ .f'3,96 1. 2!J!>.58 f.IJ69!J -1- la::D o (J --.,. .ff97!J -.74!38 ,16024 .97~8' t.tlft a -1-.71257 -.02881 -.f:IX:.()1 

"" .'t,S!Ji -.J80e2 .09Z89 .65270 -f.cí!J60 f.J'972 -.OI.O!D -.(J~ ,,. .'!JSSSJ -.Z2f~6 .OY247 '27~0 f.0374-4 t-./8351. -.03792 -.79(J!Jt 

217 .469~.4 +.OXJ/5 -.020'59 o o /-0540tj -:.02!Y!f -.!:Df!.ff 

~5' S8o!SIJ f. 270, -.05590 -.,2760 -.OJ711 -.271!'10 -.00117 -.o~ 
. ea- 6a68(J f. 49448 - O!lOS - 6~270 -.07160 -: f.IJ61.7 ~.orw 3 -t .58Btt 

!\5" .]8794 i.tJtH74 -.f!JIB6 -9US!JI-.ffll! 'r-.6.3807 +.~~~7_ -t_t.~ 
4o* .88~1 f.88XJ! -J'204 _, 16~" -.f~9J -. 78490 t.C'J8f! f20(j()J1 
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6.2 So han considerado hast~ ahora loa efectos transv~raalee Y ~· N , 1 

~ ,. ~n lo q~e ai6Ue so tratari do explicar lo que sucede lon¡itudi• 

nalmente 7 la coorrolaci6n que guardan entro si los otoc~os transver-

sales con los longitudinales. 

Para estudiar los efectos transvt.:.•aaloa 8e parti6 del ~lisis de una-: 

franja unitaria en la que el incremento, lon¡itudinal, do la tuerza 

cortante~·, equilibraba a la carga unitaria (reacci6n del terreno) 

que obraba en la franja. Posteriormente so introdujo una tuerza B --

con objeto do reducir los momentos tlexionantea transversales. ~ate-

estudio se denomina An~lisis do la Acci6n de Arco. 

Faltan analisar los efectos que longitudinalmente tienen la tuerza co~ 

tanto& ~ .Jr~•ax 1 la corrocci6n B. Asimismo dobon analizarse loa - -

o~ectos que resultan do la flox16n lonsitudinala Yome~to tlexionante­

longitüd~l V, la tuerza cortante Qx (que obra radialmente en una e~ 

ra x, ~otermlnada por un plano perpendicular al eje x ), loa momontoa 

toraionantea ~ x 1 Y x , 1 el efecto dol momento ~ x aplicado en to­

do ol arco (este momento floxionante 80 considera actuando en un ~lano 

quo contiene a las generatrices del caacar6n 1 pasa por ol centro del 

arco.) 

El momento floxor Y se puede estudiar por aua efectos on la secci6na-

Esfuerzos do compros16n o tonsi6n N x. 

En la figura 6.2 so muestran todos estos efectos actuando en un ole--

mento de cascar~n. 

La teor!a el!st1ca estudia todos estos erectos conjuntamente con laa­

detormacionea que producen. iD esta teor!a distintos autores, para -

el an4liaia, han propuesto una serio de simpl1f1oac1onos despreciando 

loa e~ectoa que no tienen importancia en el diao8o detinitivo. El --

Dr. J. J. Mo Namoo, Rot. 4, establece compa~aoiones ontro loa ~todos 
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,mpleados pora Discbinger, Jakobsea, Finsterwalder, Sch8rer, etc., 1-

aeñala las limitaciones de aplicabilidad do cada mltodo de acuerdo coa 

las simplificaciones empleadas. 

~ el presento m&todo no so considorardn loa efectos doa 

lo.- Las deformaciones en general. Por lo tanto del coeficiente do -

Poisaon que so pplica en la ~oor!a ol~stica. 

2c.- Loa momonlOS toraionantoat ~ 1 M~x. Do acuerdo con el equili­

brio directo hecho en cada socc16n en las que se han doterm1nado la p~ 

sici6n de los cenlroidea de esfuerzo longitudinal, no cabe la posibil1 

dad de que existan momentos torsiona~tea. 

3o.- Los efectos~ 7 Mx son despreciables en toda la longitud del ca~ 

car6n, excepto en la corcan!a de los tlmpanoa cuyo efecto ea puramente 

local, como se estudia en las tuber!as para el efecto de anillos ati~ 

aadores. 

Se estudi~~ por tanto, s6lo los efectos del momento longitudinal M-

7 su efecto tranavoraal 7 loa de T' 7 R. Esto comprende lo quo so d~ 

nomina Acci8n de Viga• 

2 So empozar4 por plantear el efecto longitudinal de T' 7 R. L6gicamea 

to la variaoi6u longitudinal do la tuerza cortanto T' es~Diloga a la-

que se establece para las vigaa. Nuevamente, p~ra ma¡or claridad, so 

recurre a una viga do secci6n rectangular para comparar sus caracter!~ 

ticas cqn las do un cascar6n. En la figura 7.2 so muestran en a) 7 b) 

una viga 1 un cascar8nt en a) se puede apr~ciar ~uo la pendiente del­

diagrama do fuerza cortante, incremonto V' de la tUerza cortante, ~i~ 

no ol valor de la carga uniformo uJ • En el cascar6n Fig. b), la 

pendiente representa la var1aci6n de la tuerza cortante, total de la-

somi-secci6n, t!'k, que es igual a la carga 1- 1, por unidad de longi­

tud, multiplicada por una constante do proporcionalidad. En ambos e~ 

eoa la tuerza cortante en el apo7o ea la integral del incrome~o v• -
40 

8 T'k, desdo el centro hasta el extremo. Los espesores del caocar6a­

dober4n revisaras para que resistan los esfUerzos ocrtantoa. El oa--

fuerzo cortante v ae obtiene• 

V • 
T1 l _____ ::,.._ __ 1).2 

esta f6rmula es semejante a la da trabo~ de concreto• 

-r • _....:;V ___ en la 

b j 4 {

V •n! 
que b • ~2 

jd. • k 

como so ve en b) Fig. 7.2 

Con respecto al diseRo del espesor del caacar6n ao tienod 1 por lo que 

ao puede deducir, dos condicionesJ Transversalmente la acci6n do u; 7 

Np. Lon&itudinalmento la tuerza cortante T'k (6 T' por unidad do lo~ 

gitud do arco). 

En laa~amas figuras 7.2 a) 1 b), so indican esquem4ticamonto loa--

apojoa.. En la vi¡a la tuerza cortante en el apo¡o ea vertical 7 queda 

equilibrada por la resultante vertical de laa reacciones que obran ea 

el ancbo b. El trozo aohurado do la viga trabaja al aplastamiento­

sujeto a la tuerza cortante 1 al propio dol ancho b. Práoticamenla -

en las vigas para la rev1ai6n·dol tramo apo7ado 1 no aa ea t•n riguro­

so en incluir el poso del ancho b1 7a sea porque para al cilculo ao -

tomo una longitud ma¡or de la pieza (distancia centro a centro ontra­

apo7oa) o bien porque aimplomonto ao desprecio ol poso propio do eate 

ancho b. Eo dooir, el efecto del tramo apo:ado ea doapraciablo. 

En loa cascarones ao tiene una cond1ci6n do apoyo distinta pues la COL 

tanto T'k t tiene componentea vertical 1 horizontal 1 ade~s porque­

el tfmpano, elemento que trasmito l&s tuerzas normales 1 cortantes al 

apo7o 1 no so apo¡a ·~ toda su longitud l. Además do estas componen-­

tea al apo¡o doberd resistir la reacc16n ~o la fuerza oorrect1va B. 
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Q,2 Todo el borde 8 ~rranqu~ ~o, del casoar~n estar~ sujeto longitudin~l-­

mente a la periurbaci6n H. A esta ~erza ficticia se 1• denomina C~ 

ceo del cascar6n. El valor de esta tuerza se puede deducir de la tG~ 

mula 10.2, o bien, con las pro¡ecciónes horizontales de Q~ 7 N~ 1 una 

tu~rza P, que como se demuestra a continu~oi~n es igual a B. 

?= 1{::-Qr)o senp~ 1-!ltJ! .. casf. =-e06x.64~8 fta t5 xo.7.34 
-6.41Ton 

¡¡. f .IS4-f.'l.747,x.ff4 }- 687}- 6 11 A T 
.::6x7 .364-f'Z'Jt.fl./. - .'f-~ton 

Coceo.-
. ·. P.::: H 

p. 

r1q. a. 2. 
>,2 .r.contrado el valor le. H, se obten.irb La condiciones en el t.¡:o¡o. -

!':1 :"¡.o;¡o directo tlel caso:.r~n, como 1s. se dijo, lo constit!.q'e el U:m­

pano. Ll t!~ano o diafragma es un elemento r!¡ido, en ~u plano, que 

recibe la acc1~n del casoar6n en toda 1~ longitud del arco 1 la traem! 

te a loa~o;¡oa. r~ tr~nem1si6n de esta fuerza puede hacerse tambiln-

por ~~dio ~e ~reos, ~ue se emplean ~a frecuentemente o~ las eubior--

tas. ~~·1 9,2bmueotran los tipos usuales de travooaffosJ L:ls figuras 
7

c.tJI, 

~- loa emparrillados de eimentaci6n so usan, t!mpanos 1 arcos. ~ como-

travesa~os los t!~panoa, que adem4s de trabajar como so indio&, sir-

ven como oontratraboa en d1roeci6n perpendicular a la de las gonora--

trices del oaaoar~n. 

Como se puede concluir del anllis1s do la franja unitaria la tuerza -

cortante T' obra del oentroide de Tensi6n al de Comprosi6no En la f! 

gura 10.2 se indica, eocoi6n X .Q en la poropectiva, la oriontaoi6n -

de la tuerza cortante • La acoi~n de la fuerza cortanto sobro el t!m-

pano tiene sentido contrario, ea decir, obra del controide do compre­

si6n al de tensi6n. Dicho de otra tormat El incremento de tuerza co~ 

tanto T•, obra del oentroide do tensi~n al de eompresi6n do manera --

que sus resultantes T'k equilibren a la de la carga 1. La acci6n 

do esta fuerza, intagrada desdo x-o hasta el tímpano, debo sor oquil! 

brada en el apoyo por ol t!mpano con tuerzascortantea do sentido con­

trario. En laa fisura• 9.2 7 10.2 as ha marcado, en el corte longit~ 

dinal un ancho bo, ancho efectivo, achurado junto con el t!mpano. De 

una analo&fa con la aoc16n do los anillos atieeadoros Lundgron (Rot.l 

P4g. 133) encuentra el valor del ancho efectivo con las siguientes ·~ 

presiones a 

lor. Caeo.- c~soar6n contfnuo a ambos lados del t!mpano. 

h~= 0.76 (1-0.29mt·~) YtR __ ---------14.2 
e~ Ca.so.- T/mpano exfremo. Ft9- to.e · 

be:.Q~8(ff0.~9m'-t:} J'tR =----------15. 2 
en las quu 

bot ancho ofeot1vo, cm. 

ta espesor total del caacar~n, cm. 

Ra 

m • 

Badio, cm. 
2 
~ para cascarones sin trabo do orilla, 
Yo 45 



PERSPECTIVA. CORTé LONGm.JDINAL 

a) Arco por 4rrtba ele/ C.s:s-Cdlrón. 

b} Arco por ab:t¡o del Cé:I:SC<:~rón 

FIG 9.2. 
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~ a 1 ~~ra c~scarones con trabe de orilla. 

Para el ejemplo citado: 

Suponiendo t. .. 8 cm. 

R ,. 1 • 100 
--'5"" -e-en~ 2 x o.6928 

be = C.76 (l-o • ..:!9 X 12x 8-

505 

be a Q,JS (1+ 0.29 X 12x~) 
505 

.. 505 Cilio 

) V 8 X 505 .. 48al Clll 

V 8 X 505 

Supor.iendo que el t!mpano tenga uu espesor b, Fig. ll.2,·el ancho toíal 

~ue puede considerarse co~ el t!mpano esJ b+ 2be. 

Si b • 20 cm. 

encbo total .. 20 + 48.6 • 68.6 cm. 

1n las f6roulas para bo, el t~rmino 0.2) m2 ~;a generalmente despre­

ciable,, de 1114nera que 1 l~;s f6r!:!Ulaa pueden simplific&.rae. Enseguida 

se hace una comparac16n, en los dos c~~oa presentados, con las f6rmu-

la as 

be= 0.76 VfR. pare:~ el l~r castJ, .!/ 
be=- tJ. 38 Y t 1< ptt~rdl el 2? ca so 

f-Tn el eje.plo nu~lr1COI 

• 48.3 cm • 

:'o. ce.soa 

24.2 cm. 

} !6. '2. 

I.os valoree obtenidos con ost•s f6rrul&a opro::xi,lld.dae son bé-atanto bu!. 

noo-

48 

acci6n de q ~ctu~ndo e~ el ancho be 1 el dQl :u~o ~ro~io d~l t!rn~ano. 

Fosterior~~ntc se h~! una ~pli:~ci6n 1e los re~ult~d~a anteriores ro-

ra el c!.lculo de un tímpano. 

10
.2 lil apo¡o, ¡lJe~s do l:1s car¡;.:::.s verticalee, deber! resistir k..s c->r¡ps­

horizontslüs ~u~ reeult~n ¿~.~ 1~ H ; '~ la pro7ucci~n horizontal do T'k 

L Si ,.,:;.r:;. e:;, c.:lc~lo del t!D1_;¡::no no se requi .. ren corrccc1onca llipo--2• .r 

(tt} 

rcstét1c3 s, _l 7~lor ia 1~ re~cei6n horizontal, est~rd jado por ln~ o! 

Suponiendo que L (lon~1tud 1ol caae~r~n), cea de 9.00 ~o., ac oL~ieno 

par:o el ej<or.:plo .~ue ne viol-e r .. sclviendot 

Eat& fuc.rzn horizor.t-1 pu,.jo ..... ruoict1da :¡¡or tlrcnt ... a quo VaJ'nn lor.­

tro "el t!m:¡¡<no ;¡ ancl:doa un :..:e ..,:;¡;trou:.:>:.. al c.u:c.~.r~n. 'l~r. P'i¡;.l2.2. 

S1 los tir~~t .. s r~~r~n dQ ~c~ro ~a~o 1uro 1 :¡¡or c~c~;lo tor 40 Jc ~ce-

roe "c~t~poe, ~1 ~r~n do acero ser!~s 

fs • 2000 K¡.fcm
2 

2 
~ 47.10 cm Aprox. 

10 v~r.l" 



de la flexi~n longitudin~l, de compresi~n y tonsi6n, los cuales han se~ 

vido para ori~ntar la l!nea de fuerza cortante de T•k. En el an~lieis 

transversal ~el cascar6n, se ha supuesto que ra comproai6n 1 tensi6n -

totales, longitudinales, so encuentran localizados en estos puntos. E~ 

~a hip~tesis no es cierta pero si bastante aproximada para los dos ca-

sos aiguientoal 

lo.- Cuando el comento flox1onanto longitudAnal ~, es pequeao,que a su 

vez depende do dos circunstancias• 

a).- ~uo el claro L sea pequoHo. 

b).- ~ue la carga q sea baja. 

!e:~s dos carac\er!sticas so pueden presentar más f~cilmonto en el ca-

so do cascarones do cubiertas que en el do cimentaciones. Por ejecplo, 

on cimentaciones flotantes, si L representa el claro centro a centro 

entro dos colurenaa contiguas, loo momentos flex1onantoa que obran en las 

contratrabes dependen más del claro total dol emparrillado de cimont~ 

ci6n que de la distancia a que so encuentren las columnas. Para fijar 

esta circunstancia, sup6ngaso una estructura que tonga cuatro claros,-

definidos por columnas, en un ojo. Un cascar6n do cubierta trabajar!a 

longitudi~lmonto como una estructura continua apoyada on cinco puntos. 

En cambio, si s,e trata do una b6voda in;vertida de cascaron.;s, trabaj~ 

r!a en d~s formas, una como una estructura continua en 5 apoyos fijos, 

las oolumnas1 7 otra como una viga que recib• las cargas do las colum­

nas 1 la reacc16n del torrono, do un claro igual al claro total del -­

ojo (la suma de loa 4 claros). ~os momentos flex!onantoa que resultan 

do trabajar en la segunda forma, como viga flotante, eon generalmente-

~¡oree de 100 tm {para ci~entaci6n do edificios do 6 pisos o más). 

2o.- Cuando se refuerza con acero la zona ~o comproei6n. La oxtenai6n 

50 

' do la ~ona compresiva oo puedo reducir apreciabl~monte con retuerzo a-

--•- las cimentacionoa1 de manera que so puoda obtener -comprcsi6n, ~ en 

buena aproximaci6n con loe centroidoa do esfuerzos. En caso do quct -

-• t ~~d ae requeriría una 4roa do acero-existan momentos flo~onan ea sr~ ea ~ 

on la zona do compreei~n bastante grande. Esto aspecto puedo conducir 

a dos resultado~ 1ndoooabl~st olovar el costo do la c1mentac16n 1 pro­

ducir deformaciones apreciables para lograr el trabajo ofoctivo de ea-

1 i d• lo anterior que en las cimentaciones do cascaronea se puedo cono u r Q 

08 convoniento estudiar la extensi6n do la zona compresiva. Vlaso la-

diacuai6n que sobro la poe1ci6n del eje neutro presenta el Dr. P. B. -

articulo "lnvoeti~cionoa sobro estructuras do caecaro--J:.!orica, on su .. -

nee do conoroto". Rot. 4~ P4g. 99• 

La Fig. 13.2 muoetra la oxtenai6n de la zona b do compresi~n. ED la -

misma figura 80 ha achurado al diagrama de esfuerzos cortantes T'. 
este diagrama el va:or de la fuerza cortante se hao~ variar linealmente, 

dentro de la zona compresiva, desdo un valor mix1mo T', hasta'co~ en­

el centro del claro, do acuerdo con lo propuesto por Lundgron 7 A.L.L. 

Baker. Sin embargo Lundgren, Ref. 1, P~g. 258, propone quo se uae un­

diagrama equivalente on el que T' sea constante hasta el controida do­

compreai~n {como se indica con lfnoa llena en la misma figura). Mien­

tras la zona compresiva no so e1tionda much~, dig.mos que b • 100 cm., 

1~ aprox1~ci6n en los momentos transversales D? ee adecuada. 

Pero, si la distancia b ea domasiwl.o grallde los momentos tt.') dentro do­

la zona compr~s1va iUoden diferir ~;stante de la r~alidad. No obG\a~ 

te, se puede emplear o2 ta apro1i·: ... ci6n, en cualquier caso, como una -­

primara apro11maci6n p~ra fiDes 1e ~nteproyocto. 
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de compt'liStt:Ín 

Flt¿. !3. 2. 

l.a e;¡¡tenc16n !e 1- ::or.a <!e cOmJ>ros161l :"recta s1mult1Üleamcnte el trab.:ljo 

transvers~l del c~sc~r6n, al aumentar T', y el longitudinal al reducir 

el brazo de p~lanca del ~ar resistente de la flo%16n longitudinal. Por 

est~ raz6n, como ant~riormente se ind1c6, pu~dc péll~nree en reforzar -

la zona ~e compresi6n r~ra reducir l~ :onn comp•esiva. Zl efecto de 

reducir le zona do compr~s16n eo ;uo1o concluir de lo sisuientea 

lo.- Aur.~nta el brazo de p~lanca ;or le cuala 

a).- Dismi~uyo la cantidad de retuerzo en flezi6n longitudinal, 

~).- .;un.~nta l.:! resietenoia a la fuerza cortantll, diwnintqondo a-

la vez ,,¡ v ... lor de la fuerza cortante. 

2o.- B~ obtiene mejor a~rozi~c16n, con el rn4todo de los centroidoe, ~ 

ra la ol>tcnc16n do '.:p, ~·~ '1 'fÍ• 

~e r.abl;. ser .... l:.:do ~ue e~ cmJ-l<.o ""1 rcfu..:rzo, a. comprosi6n .rodía onca-
5} 



recer el costo de la cimentaci~n {como sucede en las trabes doblamente 

rfforzadas). Pero ahora se han establecido las ventajas que puede ac~ 

rrear el concentrar los esfuerzos de coropresi6n. Para el dise3o defi-

&itivo de los cascarones, como en ¡eneral se hace en el diae3o ostruc-

tural, habr! que proceder por tanteos "pesando", las circunetanciaa·r~ 

vorables 7 desfavorables quo ¡ravan el an4lieis 1 ~doptando de acuerdo 

con el criterio del calculista una de las soluciones posibles para la-

estructura. Como so puede concluir de la prlctica 7 del an'lisis de -

~ostos un d1seZo econ6mico no siempre es el que obtiene la m!nima can-

t1dad de material, pues la economfa de una construcci6n est! afectada-

por una serio do factores independientes de la teor!a, por ejemplos ~ 

cilidad 7 ·rapidez de ojecuc11Sn, costo do mano de obra, preci'o do mato-

riales, etc. 

Las eYpr~siones obtenidas antoriormente, cuando la zona do comproei6n-

se extiende apreciablemente, dejan de ser aplicables 7 deberln obtene~ 

se otras que tomon en cuenta la posici6n del eje neutro, como lo hacen 

::i:rnst, llarletto 7 Bar¡ en su arttculo sobre 11Toorfa do la resistencia-

~ltima ~ pruebas de cubierta do cascarones cil!ndricos largo•"• Ro~.11, 

las fiSrmulaa necoeariae para tomar en cuenta la posioi6n del ejo neutro 

son un poco m4s complicadas que las obtenidas en el presento traba3o• 

Las t6rmulas presentadas en este ~ap!tulo como las que se mencionan 4o 

la Rof. 11, s~lo resuelven un caso particular do cascarones cilíndricos 

sujeto a las siguientes condiciones& 

a).- Que el arranque tenga una pendiente definida por el lngulo ;
0
.40°. 

b).- ~ue la eecci;Sn sea sim&trica, es decir que el centro11e de compr~ 

s16n est~ l~alizado precisamente en la clave del cascariSn. 

e).- ~ue la zona de compreai6n no se extienda demasiado. 

El formul~rio aecesario para cubrir la generalidad do los caeos de ca~ 
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oaronee rosulta excesiva 1 complicada, por lo cual, con las .ideas f'un-

damentales del criterio pl4etico se presenta en el siguiente capítulo­

un mltodo num&rieo cuyo campo de aplicac16n no s6lo cubro loe caeos --

frecuentes de c~scaronea cilíndricos, sino que se extiende al estudio-

de lae deformaciones. 

En las t6rmulas do esto capitulo no ee conaidor6 la acci6n del poso 

propio, puesto quo el orden de carsaa que representa la reacei6n es 

bastante mayor ¡ puedo considerarse despreciable su efecto. En todo -

caso el c~lculo, sin considerar el peso propio, resulta del lado do la 

seguridad. 

12.~ Por ~ltimo so presenta on QSte eap!tulo la sr4tiea· 3.2 que sirve ~ra­

diseñar ol refuerzo transversal del caaear6n, cuando las aecoion~a ea-

t4n sujetas a la fuerza normal N/ 1 el momento U1• Como se v& en la f! 

gura do. la parte superior de la gr~tica, el refuerzo oat4 colocado a­

la mitad del peralte i do la aecciSn. 

La incertidumbre en la distribuc16n de la T1 conduce a pensar quo la -

extonai&n de los mo45nioe tranevoraaloa M/, de un mismo a1¡no oa bae--

tanto indeterminada por lo cual se puede prQaentar invorai&n de algnoa 

on loa momentos calculados, on el contorno on el que la gr4t1ca de M~-

cambia do signo. 

Adomle la colocaci6n del refuerzo on oata forma resulta rola aoneilla. 

Lundgren discute esto mismo asunto on la P4g. 296 ~o la Rof. 1 ¡ clta-

la posibilidad je que en loa c•scarones ealcul.~oa con base en la too­

r:fa ol4atlea :pueden rooultar menos ;.fectr;;.<ioa pueato ,1ue la reducc16n -

de loa momontoa 1sost4tieoe ~~,o con l~a porturb~cionce do orilla son-

monoroe, os decir, ~uo oo trab~j~ on el dieo~o con momentos ~; ~~orea 

quo en la teor:fa pl4at1ca. &ato no paroco mu¡ ra~onable cuando se - -

piensa que la toor!'a e14stiea utllha u- diatribuci&n de la •lorinda-
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de la fuerza cortante Nx~, equivalente a la T', que lo m:s probable 

es que tenga que ver muy poco con la realidad. Sin embargo nada oe p~ 

dr' asegu~ar hasta que no se dispongan de mayor nJmero de pruebas do-

laboratorio. 

Los datos de las curvas de la gr~fica 3.2 ae obtuvieron de acuerdo con 

el m4todo planteado por Ch. S. Whitney, para el disel:'!o pl~atico do 

piezas a flexo-compreai6n. Bef. 12. 

Para el estudio de¡ porcentaje de acero s~ ha dividido el an~lisis en 

tres etapas de acuerdo con la posici6n que puede tener el eje neutro. 

La distribuci4n de los esfuerzos de compresi6D se ha su~esto consta~ 

tct con un valor do t: a 0.85 f~ de acuerdo con lo estcblecido por 

Whitney en la Bef. 12. La secci6n. sujeta a la fatiga 0.85 ~~ en el 

concreto 7 a la de fluencia, o l!m1te el~stico, t7 en el acero estar« 

trabajando a su m4xima capacidad. (Resistencia ~ltima). 

Post~riormcnte para el trazado ue las curvas se adoptaron dos factores 

de seguridad, como se explica en la Ret. 10. 

Factor de seouridad de cargaa 

Coeficiente de seguridad para la carga muerta& 1.20 

Coeficiente de seguri4ad Fara la carga vivaa 2.00 

Coeficiente de seguridad para carga accidental& 1.50 

Se deber~ usar un factor de seguridad ~ue sea la combinaci4n de latos 

se~n su importancia y frecuencia. 

~e opt& por u~ coeficiente de seguridad en la car~a 

F.s. carga a 2.0 

El factor de ·seguridad total estar$ influencia~o por otros conceptos 7 

su valor emp!rico puede representarse. 

F.s. Totala • P.a. carb~ x F.s. resiRtencia de muteriales x F.s. por­

dieorepanciea entpe el c~lculo y la ejecuoi~n. 
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El ractor de sebaridad ~e car~- J~ se est~bleci~ F.a. 1 
r::.r;, 2.0. 

!U F.s de l..;. roaistencia do loa materiales oer-1: ·-,•nor eie'll;:-n• p .. ra el 

P
•ra el concreto pudi~ndose comprobar que los r~sultadoa de­

acero que R 

ensayos en probetas de acero dan menores discrepancias en el ac~ro que 

en el concreto. Sin embargo suponicudo que so tiene un control adocu~ 

do de la resistencia del concreto Gn 1~ obra l~s discrepnncias ~n 1~ -

1 t -,u 01d~n qued,.r inclu!das cu el 1!ltimo F.~ctor -resistencia de ~oncre o r ~ 

do Sesuridad denominaioa 

p.s. p~ra las discrepancias dul c~lculo Y la ejecuci~n. 

En general a~n el c~lculo bast~nte detallu!o es i&suficie&te para ost~ 

bl~cer un• rclaci~n real entre la hip&t~~is Y 1. re~li~ad. Por otro -

lado un=\ obra siempre adolece ,1_.., defectt.s en 1;. ejecuci<Sn. Se ¡:uodan-

1~ colocaci6n d~l refuvrzo, ~n l;.s di-~ citar como ejemploa errores en ~ 

~ensiones 3e l~s piezas, etc., 

As! el.tactor -!e seguri..,.ad que ae a<!o¡>ta para cubrir ~oste aopecto se-

~upor.e de 1.25 p•ra el concreto y 1.00 p~ra el a~ero. 

~on esto resultan dos r~ctores ~e se~~r1Jada 

Pnra el concrotoa )FAllas a comprcsi4n). 

Fs total • 2 x l x 1.25 • 2.5 

Par~ el acero (f~ll..s a ten~i~n) 

Fs total a 2 X 1 X l ~ 2.0 
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Estos factoroa do e.::gurido.d se ven apro,l)iados si so coe~p~·ran con los-

determinados para las condicinnoe ~lantoadas por A.L.L. ~kor en su -

libro "'l'ho ultim;;.te - load tbeor;r applied to the design o!' roinforcod 

~nd prestressed concrete trames"• Beker presenta en la Tabla I, p4g. 

5r de su libro una serio de V4lor~a p~ra distintos acontecimientos en 

la ej~cuci~n 3 vida ~til de la ~structura. El valor del factor do e~ 

:! ':1 
guridad se val~a de 1~ expresi~na F = -¡o- + 1 en quo los términos W 

rep!'ecentan los Jistintos cspectos ~ue se "pesan" segdn su importan-

cia.. 

TABLa.- r.ondiciones que controlan la adopci~n del factor do seguridad. 

CONt!:Il>llR A e IOtltS 

t 
t 

1.- Importancia do la falla (hum;;.na o ocon6mica) ••• 1 
' ' 2.- Ejecuci6n ••..• •••••••.•.••••.•.••••.•.••••••••• : 
t 

3.- Condiciones de carea•••••••••••••••••••••••••••= 
' ' 4·- Importancia del miembro en 1~ estructura ••••••• f 
1 

5·- ros1bililad de falla ••••••••••••••••••••••••••• ; 
• ' 6.- P.educc16n en la resi!:lte:d::¡a •••••••••••••••••••• : 

P~ra la elaboraci~n de esta Tabla ~e ban au¡~estoa 
ear ¡¡u 111 tima 

1.- F~etor dc.seguridad • carea de tr-~bajo 

Valores de W pa­
ra las condicio­
nes M~s adv~rsaas 

4-0 

2.0 

2.0 

o.s 
1.0 

o.s ------
¿_ .'f .. 10.0 

2.- loa c'lculcs est!n Lecho~ ~or la teor!o ~:~3tica 7 los resulta~os 

tienen un error m!ximo del 1~ e~ando la re31atencia 1 carga y cond1--

cionea do a:¡¡o:ro 7 excentricidad se r.an e:.t,Pueato correctamente. 

1.- Los c~lculo eat~n b4aados en loa ;aloroa l!mitea aceptables del 
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l•l Se preseutarl un procedimiento basado en el curso de METODOS NU1:EBICOS. 

im~artido por el Dr. Emilio Rosenblueth en la Escuela Libre de Pcstgr~ 

duado& en 1956. 

No se tan aplic~do esto& mltodos al an4lieia 1e caacarone&, sin emb~ 

go se ~rocede a adoptar los empleados para el estudio d•'~rcoa con al 

gunaa modificaciones fundamentales. 

La teor!a general iel an4lisis num&rico so explicar~ a partir del ea-

tudio de l•s cargas, momentos, flechas, etc. de una viga de eje J~~ 

tudinal recto. 

z.s Su¡6ngase la viga de la fisura 1.3 • 

Determinado el valor de la reacci4n B1 el valor de la tuerza cortante 

en cual~uier ~unto eer•• 
1111\. 

Vx • Rl - ., ra 
Por ejemplo en la aeccitr. x, de la figuraa ' 

El momento flexionante en la aecc16n (3)a 

Lo& t&rminos dentro del par&nteais representan la fuerza cortante en-

loa tramos {"o) a {l), (1} a (2} 1 {2) a (3) si lata en cada tramo u-

representa por '1' v2 1 v3,·el momento flexionante estarl dado pora 

v3 • V l A 11 + V 2 A. x2 + V 
3 

A x
3 

"JI. 

Mn • .2::. Vn A 1n que e e una e:x.prce1~n conocida en :n~, 
' 

t4Uca 11 • J Vdx. 

; .. 
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FIG. l . .3. 

?4 

X 

la expreai~n de la fuerza cortante Vx • B1 - ~ Fn tiene el t&rmino 
1 

constante al, que 80 

Vx • e 

puedo representar por ejemplo por e 
X 

-z m 
1 

Para deter~inar la tuerza cortante en una 
socc1~n cualquiera x deber' dotorminarao­
el valor do c. 

Por lo tanto la variaoi8n de la tuerza cortante, no dependo del valor 

d~ e sino del ai•tema de tuerza• que obran en la viga. Esto propor--

ciona una primera idea para el an4liais do vigas, por ejemplo, resol-

ver la tuerza cortante a partir de un valor arbitrario de e que poat~ 

riormente so puedo corregir aatiafac.iendo condiciones de frontera para 

ol momento flexionanto. Sup&ngaae un valor arbitrario do C D e
1
el ~ 

lor do lá fuerza cortante sin corregir datar• dado pora 

Vf • e1 - J m 11 valor correcto de V ao:nt 
1 

X 

Vx • c1 + • - =f l"n en la que o ea el error oD tuerza cor1u1e. 

El momento floxionante ao puedo 
l na::r. 

u:.presara 

M • .:E V1n A X • x 1 n 

n.x x 

~ (% h).6.XJl 
l n•X D•X 

M1z • c1x~~, - z (2m) A x~~, 
l 1 

El mo~ento roala 
n-x 11.0.x 

n-x x n-x 
.z. (c1 - :z m) .A Xn ..c1 :z. AX 

1 1 ~1 JI. 

'Mx • (c1 + e) x_ - .z ( .2. m) .A x 
.. l l n 

Encontrando la difereDcia entro u1x 1 Uxa 

AMx • ·~ 

Como so ve el error en el momento flexionanto A JJ.x: tiene var1ac18n 1!, 

neal definida por el producto del error o do la tuerza oort•nto 7 la­

aba~iaa Xn al punto que ao va a corregir. 
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FIC. 2. 5. 

Ea sencillo encontrar el error del momento sat1afac1endo lao condici~ 

nes de apo;ro. 

3·3 En la fi~a 2.3 se resuelve un eJemplo num4rico con obJeto de fijar-

las ideas expuestas. 

En la figura 2.3 so indica la detorminaci6n del dia¡Tama de momentoe­

fle~onantee en forma tabulada. En la columna izquierda denominada - • 

"Concoptoa" ae hau marcado convencionalmente cona 

Ft- Las cargas concentradas, CU708 valorea ao indican en sus lfnoae 

de acci4n. Se consideran positiva• cuando obran hacia arriba. 

vl,_ LB fuerza cortante aupueata1 Se inventa un valor inicial d• la 

tuerza cort~te en el primer tablero de la izquierda 1 st ~rosigue a 

encontrar loa valorea en loa demla tablero• sumando ac~lativamonte-

de i&quierda a derecha al valor supuesto el valer do la concentrac14n 

P. 

v1 /la x•- Rl producto de la tuerza .cortante por el intervalo en que obra. 

1111- (momentos fle:.úonante) Suma aouiiiUlatha de loa productoa v1 
6,)1. 

empozando oon UD valor conocido, en este oaao coro por estar la pieta 

libremente apo;rada. So llega al apo¡o derecho, en donde dob!a ser e~ 

ro, con un error de + 59 ton., como ee habfa visto, oote valor divid! 

do por el claro d4 el orror1 constante a lo lar&o de la viga, de la -

K oorreo\lvoa.- Como ee puede ver la correooi~n ea linoal y ea obtie­

ne multiplicañdo el valor del error e • 5·9 ton por la distancia de~ 

de el apo¡o izquierdo basta el punto que ee corria-. 

·Para encontrar laa tloobaa de la ollot1oa ao o~plea un mltodo anllo¡o 

al anterior baeado en loa ar\1f1cioa de la viga conjugada. La •1ga -

se supone cargada con ol diagrama da K 1 loo momentos floxionanteo-
EX 

que ee obtienen de eeta carga oorreaponden a laa tlochaa de la viga -

?? 

• 



original, producidas por laa car6~S P. Ea t4cil establecer las somo-

jansas entre las dos etapas1 

Analog!a b~aical 

curvatura &.rl.llo¡a a la oar¡a. 

Deaviaci6n do la tan¡ente an«­
lo¡a la fuerza cortante. 

fle'chas a.n.!logaa a los momen­
tos flexionantes. 

¡1 proceso numlrico consisto en una integraci6n sucesiva de la expre­

e16n EI !ii que se sstablooe en estiticaa 

d4;r 
P ··EI u4 

V.,..¡¡ d3;y 
ch3 

En la figura 3.3 (a) se tabul:n los valorea de K 7 en el siguiente re~ 
,.. 

¡16n el de la curvatura_!_ • La carga irregular K se considerar4 -
:e: I El 

~oncentrada ~~ las divisiones como si !eta fuera la acci4n de una so-

rie de vigas de longitudes ~~ como se ve en la parte interior de la­

figura 3..3 (b). Las concentr.u::iont!s de curvatura ii( se pueden obte­

ner del formulario da~o en 1~ fieura 3.3 (o). 

La suma acumulativa de l~s curvaturas concentr~das proporciona loa v~ 

lores 3e la deav1aci6n de la tangente ;. Igual que p~ra 1~ fuerz• co~ 
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tanto se supone un valor inicial de ; para el primer tablero que post~ 

riormente se corrige al encontrar el error en la flecha, en igual ro~ 

ma quo se hizo para el momento flexionattte. 

.3 Se resuelve ahor& una viga eD cantiliver, que ea un caso mAs parecido 

al de los arcos que se presentar{ posteriormente. Fig. 4•3• 

Para lav1ga conjugada se vuelven a e:Acontrar laa concentraciones d1l 

diagrama Y • Las !Srmulaa empleadas anteriormente aproximaD la curva 
fi 

a una poligonal inscrita a dicha curva. Si la ~a es do ae¡undo --

grado (par€bola) como en el presento caso, pueden emplearse con m&TOr 

exactitud las r&rmulaa de la aproximaci6n parab6lica que ao dan en la 

Fig. 4.3 (b). 

Las sumas acumulativas, 1ntegrao1onea, hasta el rengl&n del momento tl~ 

xionante so ofectdan de izquierda a derecha puesto que so conoce la­

~o~dioi6~ de apoyo del extremo izquierdo. Para la desvfac16n angular 

; 7 l~·flocha 7 se procede de derecha a 1zqu1erda.po¡que ee sabe que-
' 

; T Ten el empotramiento son.coro. 
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<!1) ConvenctÓn de 5tgnos. 
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:· ... ~:;.ta el oilO:::o .¡ua $e b::. p:-e3cn~c.do haeto:. ahora. Zn la. fi.¡urr. -··~ 

se indic• ~~ una t~bul~ci~n el dea~rollo del anllisisa 

Los mom.:.:~tc~ .fl:i.:don~oontes se puc.d~n ancc::.trar ¡;ro;;oct::.r.do el arco 

;; la~ fuerz~s ~GUn los ejes ~ ;; ¡y1 ;; trat~Jo estas prc¡eccion•a 

con¡o si fuer ... ::. dos viéjtis eujvtas c. las gs.r¡¡;as ¡ . .::.;·octadas. Da los 

mo~entoe tla4i~nantes o~tenidos a: cada una, s' ~ncuentr~ los del 

arco su;er~o~ie:do los efectos. 

Sl ~roc~so =~~~ido haotc. ~hora (para encontrar loa !esplo:.zaciantoa) 

es 1bUal ~l ~x;uesto antericrcente, excoptuando lo ~eferente a los 
c~mbios de ;ro~occi8n qua ~tes no se obtonfaa. 

~ cont~~uae16n.se demostrar!. i~e los c;~bios de ;royeeci8na 

AJ.a-jY 
IJJ,. pl. 

y 

b~ 

.t X + 
PO:!JICION INICIAL 

' ' ' ' ' '1. 

' ' ' ' '\ 
~-- ~', -- ' --

POSICION FINAL 

FIG. 6 . .3 
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~n :;,:, figura ::.u!er1or s& muestra un tramo do .1.rco ab en :los ¡,.onicio--

r.es: ini:ial, ootes de deformarse y fin<ll, Jes;ués J& la defor~c16n. 

Como s~lo int~resa estudi~r los désrlazamientos rel~tivos ~I 7 ~Y, 

se trasl~da hasta hocer coincidir los ~untos e 7 e•. 

En este posici~n ~e observa ques 

IJ.x .. - an¡ .. - ; Y 

;x 
q.e.do 

Para vieue.li:;ar esto mltodo s& resuelve :.. cont1nuac1~n un ejempba r•s 1.1 

En este ejemplo se e~contr~r,n, proyec~ando r::.di:..lmente y nobre 1~ ta~ 

&ente 1~ fuorza ?, lo fuerza cortante V 1 la ru~rza norm3l N, que son 

conceptos ~ue junto con el momento flexionante ~. se ~t111zan ~r~ el 

dieei!o del arco. 

La .!d!Viao16n anc;ular ;, es! como loe desplazamientos u 7 v se encon-

trnr~ ¡;¡U.~n~o ao d9recha ~ izquivrd~ como se hizo on ol cant111ver.-

P<lra ten~r idea ae 1• ~~bLitud ie loe desplazamientos u y V se ra-

suelve a continu.1.ci6n num&ricarnente el ejemplo dudoa 

a .. 3.00 m. 

P • 5000 Kgs • 

.C:Io .. 500000 X¡:. ~.;2 

ua C..::spl .. zamiento horizontal• 

u ... 3514. ~ 1T p • 
LO~ E l., 

3514 X 33x 3.1416 X 5000"' O.CZ98 W\ 

loS X !) .1'. 105 

. 
~ • 3 cm. 

o.o;,o6 u. 

v : 5.1 cm. 
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-6.3 Ahora se aplicara al an~lisis de c~scarones un m&todo, que come se d! 

jo antes, es semejante al empleado en los arcos. Fn esta ~tapa ae 

utilizaran dos procedimientos: uno en el que se inventan las redun--

~anclas, por ejemplo el coceo, que hagan m!nimos loa momontoa trana--

verealea Mp y en el cual so encuentra':! los '!esplazami.,ntos riel Cl:l'!~e--

r~n -;)metido a tales con_:iciones pre:!~ter:ünadasJ y el otro en el -

que a partir precisamente de los desplazamientos so encuentren las r~ 

dundanci~. Esto ~ltimo procedimiento n? puede decirse que se base -

en la teor!a ol~stic~,absolutamonte puesto que se 3eguir: adoptando.­

la m~sma distribuci~n do fuerza cortante T, en la socc1~n transversal, 

que se plantea en la teor!a pl4etica. Puede decirse m4e bien, que se 

aplica un mttodo que utiliea conceptos do amb~s teor!aa. El hecho do 

que la toor!a pl!stica no est& lo suficientemente deaarroll•da como -

para obt~ner l~e 1efor~ciones do las piezas, ob(i~~ & aceptar algu-­

nas ideas b'sicaa rle la teor!a ollst1ca. 

El primer caso se presenta en las Tablaal.3 y 2.3 1 oneeg~ida so haeo 

la doecripci~n de lo etoctuado en cada etapa del anllisie. 

Como so hMb!a 1enomin~do ante~iormonte el ojo longi+udinal po: xx, so 

emplean ahora loa ojee 1 y s ~kra la secc16n. 

Conceptos 

l¡ 2-Proyocci~n horlZontal 1 vortic:tl, Y 1 z, de lo. .longitud AS de la d6vo-

la. La suma do l~s pro¡occ1onee horizontales d~sdo el punto {2} h~eta 

el {lO) debe ser igual al aomicl•ro R¡2. La suma de l~e proyeccio-­

nes vertiaales desdo {O) h~~ta {lo) debe sor t + h {flecha del arco• 

~~s p&ralte efectivo de la trabo). 

3.- La proyocci6n horizontal do h. fuerza cortant•, que obra en cada intor. 

v•lo A:::, e~;~ it,-u..<l <-1 producto do 1:, tuerta cort•nto T', :¡u o so supo-

ne oo~etanto 1 obrando a lo l.reo do todo el •reo, por el incremento. 
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hori&ontal Y no existiendo fuerzaa, exteriores, hor1zont~le~ ~ue obren 

en la d8vela T'I serl el valor de la fuerza result3nte qy en cada in-

tcrv:.clo b. s. La suma de las fuerzas q¡ deberl ser iguel a T' t 
2 

10.125 x 1.00 = 35.438 ~/ M. que checa con el valor de la ~lt1ma co-
2 

lumna. 

4- Se obtienen los valores de la proyecci6n ver\1cal de la fuerza corta~ 

te T'Z de cada intervalo AS. La suma :Z. T'Z debe eq,uillbrar .1. la re­

sultante de la c~rga q que act~a en el semiclaro. ~T'Z • ~ • 
' 2 

s~ La c~rg~ que act~a en cada d6vela ~s, varia con la proyecci6n hori--

zontal Y y su ~~lor se encuentra flcilment• por qY en que q es la ca~ 

ga uniforme exterior. 

6~La carga vertical qs, tot~l ser4 la suma algebraica de la carga exte-

rior q 7 la proycooi6n vertical de la tuerza cortante 1'Z. ~ euma -

acumulatrTa d• qz en el punto (10) deber~ ser cero para que haya equi 

lib·io. Efectivamente COQO se v~ del rengl6n 4, ~ T': • ~ ( en-
2 

re;;.li:iad esta suma es negativa). Del rengl6n 51 z;¡Y .. q%Y .. 3..!_ -
2 

{co~ si&no positivo). La ~urna de ~mbos conceptos ea cero. 

7 7 8~En estos 1englones se obtienen los valorea de ~~s co~centrac1Jnes de-

q1 7 ~, en l~s l!neas divisorias. La obtet~ci\5n ;;e L .. , o re,¡: .. rtien<!o-
• 

la ~itad do la cer~ en cada intervalo h~cia las l!ne~s d1viecrias le 

la iz~ujerda 7 jerecha. A caja lfnea divisoria le corresponde 1~ semi-

su~1 de l~s cargas de dos interv~lJs consecutivos. ~$ !ecir ¡~e en -

caña Hnea divisoria la carga q-f.,. es ~1 ;¡>romedio de l:ls carc-s 1'!1 .... -t 

1 .;¡,.,. .. , .le lo:;. 1: '{"rvalos a1;,·••cfor~es. 

.?ara la ob~<>n:::i6n :e los mor.1entos tr ... nsvcrsnles (re::¿,l\5n 11) l¡J.br4 

-;.ue co.n~idurar .:1 hocbo de y,ue 1-s c3rg'J8 '1, y 1¡ ect.•u . pUc.dJo .1 

centro Je cad~ dl5veJa. E~ta consi;eraci6n b~ce nec~u~rl~ ld o~te~---
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ei6n de los incremento. Y' 1 Z' entre lQs centros de lo~ intervalo3 -

~S. La obteuci~n de estos incrementos en un procedimiento ¡r4tico 

conduce a errores ~oree por tener ~uodrectuar mayor n1mero de med1-

clones {cada medic14n tieue uu error)f en un procedimiento analítico 

aumenta la laboriosidad si se encuentran soomltricamente los 1noromea 

t~e do l~e ordenadas. En este ~ltimo procedimiento se puoden coneid~ 

rar eu forma aproximada, loa ventros de AS a la mitad de loa incre-­

mentos Y 7 z. Sla embargo, la tabulaci~n del procedimiento se diti-

culta al tener que trazar nuevas l!neas divisorias para los nuevos la 

tervaloa. Por lo t~to parece m:a indicado distribuir las cargae q -

en las l!noas divisorias actualoe tal como se explic& arriba. 

7 l5~Para encontrar posteriormente los valores de Ni 7 QJ se hace la suma 

acu~~latival en loa intervalos do ~ 7 '•" tsta suma so baca precisa 

mente en los intervalos As, 7 n& en las lfnoae, puestó quo interesa -

la acci6n de las tuerzas del intérvalo sobro la secói&n. Deter~inando 

Ni 7 ~ a partir de las concentraciones q ae obtienen errores dola -

15% aproximadamente para N/ 7 del 50¡' para Q;. 
Para antopro7octoa eo pueden usar loa valorea do Ni obtenidos a partir 

do las q. El valor de la tuerza cortante prodacida por Qi resulta -­

despr~biable. Laa pro¡occiones de las fuorzaa totales que obran en e~ 

da d6v&la ee denoainan N71 7 Nz. La N7, se incrementa posteriormente­

en el ron¡l~n 15 con la perturbac16n B. 

ll~Se encuentran t<cllmen~e los valores de Mj,~ aun~ndo acumulativamente 

los productos de t Z 7 ~Y. La convonci6n do signos empleada os la 
'1 

ai¡uionto& El mocsn"to U:p~ os positivo si .Produce compree16n e¡¡ la -

parto eup~rior dol cascar~n 7 tensi~n en la interior. El c«lculo haA 

ta esta e\apa ea ~ semejante a la del arco presentado ant~rio~mento. 

La discrepancia principal la constituye la fuerza cortante actuando -
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a lo l~rgo del cascar6n. 

12- Co110 so hizo en el cap!,tulo t 1 1 an er or a perturbaci6n R ce obtiene de-

aunara que su efocto anule el momento K?,o de la clavo (p o o). 

Se encuentr~n los momentos ~. multiplicando ol valor de É ror l~a 0~ 
donadas del arco. {La fuerza H ne ~ conuider::. actuando en el arr<>nquo 

del cascar~n ~o a 40°). El valor de H se calcula con la expreei6na 

R u; .. o,o en 1- que ~lp .. o,o toa el momento 
.,i 

transversal en l~ clave, 7 f ls flúch~ del arco. 

l3 1 14.- Los valores de IT.t d t 1 r se e ~rm nnn reet~ndo a rp,o los mo~entos ~~ ~1-

rnomento ~~ mtximo eirve ~ara in•alar los momentos ••.t' .. - "-1' en tr .. s pu::~toa. 

Para esto b~sta con restar a todos loa mo~entos Mí la mitad del va--­

lor Mp Ítdxico. 

16 1 17-Pnra det~rm1n~r los re~glones 18 1 19 ea necesario conocer loa va-

lores do las fu::~cionce coa ~ 9 sen ~. ~ f r "' r -r. orma nproxim.:.da se pueden-

obtener de las expresiones !_ 7 ~ (~captando la cuerda del 1ntor--
AS AS 

v~lo ~or 1~ t~nr•nto). Si b • oc n em ar&o, en esto caso es b&atanto eenoi--

llo obtener los valorea do coa ~ y e~n , de tublas ~uva el f~culo ce~ 

tral eat~ dividido en 8 ~nsuloe i&Uales de 5° ckda uno. 

18-:1 v2lor ~e ~:;, como se indica en la Tnbln 1.3 (a) 80 obtiene ftfcU­

t'.ente proyect:lndo los valores do N:r, 1 l:;y sc~n b tan¡;ente del &reo _ 

en el punto considerado. As! el de Np ac encuentrn dado por ln ecuaci6na 

tr; • rl¡- coe ~ + Nz sc.n ,. 

19 ·El valor de QJ se determina pro¡-ectant}o llt y r;y ern dir,cc16n radial. 

Se obtiene la f6rmulaa 

Q; • Nz coe '} - Ny een ~· 
20- La curvatura de la oltlstica, cons1,lt·rando lll arco ,¡._ ~e~c16n constan­

te, ee calcula dividiendo loe momentos trunaveronles en c~1a runto __ 

por ln rigidez El en la que I • bt 3 1 ~ es el rn~!ulo ~e eluntieidad. 
w 12 
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~L-Las curv&turaa concentradas (desviaci6n e~ la tange~te entre dos ~u~ 

tos) sa puedo calcular con el formul~rio (aprox1m~c16n parab611ca) d~ 

do para el c4lculo del arco (Fig. 7.3). 

22- La desviaci~n anplar , se encuentra sumando ac1lllllllat1 vame11to las CU!, 

vaturas conce~tradaa. 

2~-Los cambios en la prqyecci6n (al deformarse la pieza) se obtienen mu! 
t1plicando al valor do , por las pro~ecciones Z o t. la deamostra-­

c16n de esto asunto se 1ndic~ en la ~ig. 6.3. 

' 26-Los desplazamientos v 1 u se encontraron eu~ndo acumulativamente loa 

cambios de pro~ecci6n AY ~ AZ respectivamente. 

En la fisura 8.3 se muestra, mu¡ ampliada, la al~stica del cascar6n. 

Se ve en esta figura que el hecho de inv~tar la redundancia 1 7 el­

valor correctivo de 'i.; conduce a incompatibilidades en l'as deforma­

ciones del cascar6n1 

,lO • 9•62 AS 
i2fi 

Debe ser cero. Por aimetrla la clave no puede­
desplazarse lateralmente. 

Debe ser cero. Por simetr!a la tangente a la -
clave 1eapu&s de la deformac16n 
debe seeuir aien!o horizontal. 

Es dec!r que la clave se comporta en forma an4loga a._un apoyo (desli­

zante) guiado en el que s6lo ea posibl~ el desplazamiento vertical. -
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Dentro del criterio pl~atico ea posible pensar en que la tangente on-

la clavo no eea horizontal, esto es, que el cascarón se quiebre en la 

clave. Pero el que haya un ~esplazamiento del tipo de v10 ea inadmi­

sible~ lo cual significa que para llegar a las cond1ci)nes fijadas d• 

ante~no, tanto en lo que se refiere a la porturbac1~n R como la de 

1$ igualaci~n de los momentos transversales M/ en tr~e puntos, debe 

haber un proceso do redistribuc16n de deformaciones en el arco que -

no se puede atacar con base en la teorta el4atica. Adom4s en lo re~~ 

rente a cuantificaci~n e importancia de grietas T de~ormaci~n final,­

aobro todo en oimontaciones que ost~n sujetas a car~s q apreciables, 

el procedimiento pl:stico no proporciona una baso a~lida desde la que 

pueda fljarae su campo do aplicabilidad. Pero Ta so há insistido an­

teriormente. en lo que esto representa en el aspecto generar del compo~ 

tamiento do la cinentaci~n. F.ste asunto conduce a buscar otro proced! 

miento en el que cuando menos se cumpldn loe requie~toa de que v 10 T­

~ sean cero en la clavo. Si bien ea cierto que no se puede aeogu-­rlo 

rar la v~lides absoluta del procedimiento, sobre todo en lo que res--

pecta ~ la fuerza cortante T' T a la obtenci6n de las deformaciones 

si podrd obtenerse una idea de la magnitud do loe desplazamientos T -

de las redundancias que deban actuar en el caacar6n. 

100 

ve cualquier modo al cumplir esto~ r~~uiei~oa ~1 c~sc~r6n ~o ~stari-

an ,oorea condiciones que en el caso de igualar los momentos en tres-

puntos, o en el de resolverlo de acuerdo con al~n m&todo.analttico -

"exacto" puesto que cuando menos se satisface el o~uilibrio ost4t1co. 

7•3 El problema mencionado so puede plantear en los siguientes t~~1Dos1 

Introducir las correcciones noceaariaa para que v10 y ~lO aean coro -

en la clave. Estas correcciones tendr:U que obrar eimultlneamente de 

ma~~ra que su efecto combinado corrija ambos conceptos. Para corro--

gir v10 se ocurre introducir una fuorza P horizontal en la clave, de­

sentido contrario a~dosplazamionto v10• La correcc16n dt ~lO se lo­

gra mediante la acci~n do un momento ~' correctivo, apl1c~do en la • 

clave, ~on sentido contrario al giro ~10 • La figura 10.3 indica las 

correcciones aplicadas ~n la cl~ve, ambas produciendo momentos positi 

voa, mts ~delante so oncontrardn los signos adecuados. 
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FIG. 10.3. COR.Rl?CCJONES 

/ 

102 

En la T~bla 3.3 se resuelve el problema con las correcciones ~ y P. 

~N C E P T O 1 

29.- Se obtienen loa momentos producidos por )o\:¡ P. Los de ~ :..on -

constantes a lo largo del aroo :¡ los de P so· encuentran con la sum~ -

acumulativa de loa productos PZ a partir de la clav~. 

)0.- Para la determinao!6n ~e las eurvatur~a concentradas, no so !ncl~ 

1• ol do las curvaturas H/El puesto lUO las ~ se pueden encontrar­

direct~mente de lo• ~mentoa, so empleÓ la aproxlmaci~n parab~lica --

mencionada anteriormente. 

31.- So encontr~ el valor de 'io en tunci~n ~' :¡ P. , 
32 7 )).-~e C3lcularon los valorea do jz 7 el de vio en tuno14D do-

~ 7 Po 

Determinado los valores de lio F vio se procedo a la corrocc16n tenio~ 

do en cutnta lUOI 

• 
• • 

• 

~1o 'io • 0 

( - 96t.'c- 4lo4242.P) l~I - 9o6224 l~ii • O 

"'1o + vio • 0 

(41.7636 Me+ )2.o218P) ls mr 

•••••••••••••••••(A) 

+ 9·0947 ft. S O 
l2EI • 

41.7636 ,_, + 32.0218P ¡, - 9.0947 • ..... •.,; •••• (B) 

Reaolvion~o e~ sistema de ecuaciones (A)- (B)a 

96 X (B) • 2.2986,5 X (B) 
41.7636 

• 
• • 96 lo\ + 73.6o69P • -20.90.55 • • · • • • • • • ....... • • .(B' 

Sumando la ecuaci~n (A) con (B') 

32,1827P • - 11.2831 

P .. - 11.281\. • - 0.3,506 Tm¡m. 
32.18a1 

, 



~ 
1 

1~ ~~ ~ ~ ~~ ' 
~ i1 "lt 

~ ~ 
'L 

.J ~ 
! (.) 

~ ... 
• ~ ~ 1" 

·~ 1~ 1"'9 ~ ::@ ~ ... 
1~ ~ 1• ~ 1~ '? i ¡:;; 

~ • .,. 
~ 

~ 1;,.: 
t.::'\ ~ '!i ... '<) 1 

~ "' ~ ·~ ti 1~ 
... Q ~ "' ... 

1~ ~ . ¡¡ 1' 

¡~ ... 
1 i ~ ~ c-... 1 

~ ~ ~ 
... 

1~ ~ 

~~ 
.. 

1~ ·~ 
... 

!~ ~ 

~ 
1 

1~ ~ '"' ~ 1 

p 1~ ll ~~ o ~ ... ~ 1~ ::! .. 
~ 1 

'? . 
¡j 1~ ~ ~· i~? IC\ >O b <! 

r-::v 1~ 1:0 i 1~ 1~ ~ r. 
~ 

... 

li 
1(1 

~ 

l~ 
1 ":> 

·~ 1~ ~ lt: 1,.--.... ill' .... 
1~ ~ :Ji 

"" 
... 

~ ... ~ ,. ..... ..S ~ . e) 

1~ 1~ l!- ~ h 
p ¡!;: ~ & 2 1~ !)-

~ .. 1 ·~ i ~ 

i ~ 1~ ~ 1~ ~ f;: 
y "' ~ ll ... 1~ 

1~ ... .. 
1 ~ :¡\1 ~ 

i ;: h <l... ~~ il;; t:; 
:~ 

.... 
f0T ... "' "'1 ·~ "' ~ ..,_ 

ICJ 
1 

..11 ~ e;:¡ ¡e 
""' . -

- --

¡':;; 
~ ~ 

Q. ~~ ~~ ~ ~ 11!; l't ~ s liS t-e 
& f(j 

¡.!. 1 1 

1~ 
. 

1~ 
. 

1~ 1~ ~ :R \..) t:t-
1~ .. ..-, 

-

\ \ ' '1. 

"" 1() ¡\(: ~ 11 ;:: 
1~ " 1 ..... 
. 't 

...: ... ... 
' .. .... 

~ 1"-"l 
~ 0.. 

~ 1 

~ ¡,.: 1 "" ... 
t 1~ "' \!! 

r '? ~ 1~ 
,:;: 1() ~~ 1~ 1 

~ 
~ 

.., 
·~ ~ 

, .... 
,_ .... 'O ~ .... 1 .. 

::; 
.. 

'!l ~ .-¡ 
• ..... 

~ "' ¡,.. "" .~ t¡ 1 

1~ ¡: .., 
~ 'O 

1 !2 ... 
1 ~ 1:¡; "' "' 

~ 1~ ~ le; 
"" !~ .., 

~ 1~ - ¡.;:: 
1 

~ 1~ ~ 
... 
1 

"' ¡;;: ... - .... ,_ . 

1~ ~ ¡, ~ 

1~ li" . . 
~ 

.... .... "' 
104 

~ 
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loll 
"' 1 \ 

(3 1~ 
• 1 

~ 1~ • ' 
Ir-
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1 
1 

1 

1 

• 

tl._11_4_?_ X (B) a 1.29~ 
32.-om 

.54.0262 J-1, + 41.4242 • - 11.7651 ................. (B") 

Sumando la eouaci6B (A) oon la (B'')a 

- 41·9738 ~ .. - 2.1427 

• 0.0510 f!. 
111 

El valor dG P • - 0.3506 T/
111 

(tensi6n) oa baatanto poquo3o en com~ar~ 

ci6n oon el do N¡(10 • 41.72 Tf 
111 

( co:n;reaidn) f aaimiaco el do J¡\, .0.0510. 

Su efecto ~obro ol caacardn podr!a creerse dcspreciabl&J si: embargo, 

sobro loa momontoe tran~eraalea es importante sobro todo on la oero~ 
. 

n!a del arranque del arco. En ~ la oorrooci6n P, que ea la m:s 1m--

portante, produce una discrepancia apreciable con respecto al momento 

calculad~ primero (en la igualacidn de momentos transversales). 

So vuelve a insistir en la sensibilidad do loa momentos transversales 

con poqueiba variaciones ~ la .ruorza ll¡( puesto quo con una dism1nu­

c16n de N¡( (en la clavo) del o.oe;. so obtiene un incremento del 65~-

dol momento en el arranque lo cual a.rirma la necesidad do hacer p~ 

baa on ol laboratorio para poder oatablecer la dictr1buci6n real do-

T' OU3Q doaconocimionto puedo conducir a errores, frobablemonto hasta 

del 1~ on loa momentos tranavoraaloa. 

La o14atioa final do la figura 8.) so produce al se considera que la-

trabo vertical en el bordo no tiono desplazamientos vorticaloa. Ea -

realidad para calcular loa ~oaplazamiontoa vertical~a abaolutoa habrl 

que considor~r la floxi6n longitudinal 1 o~wr a~s efectos a loa - -

treneveraalea. Do eata o14atioa adlo es 1ntorosanto su forma 7 el -

orden do aua aeeplazamientoa puco co so podrl aeeb~ar que la olnv• -

tenga UM ulO • 6.3 =• S4lo ee podrl ilocir quo el <ieaplazar.rl.oBto _ 
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vertical de la clave es alrededor de 1 cm. Lo ~ue si es i~teresanto-

de obaervar os que el hecho de haber considerado las correcciones ~7 

P reduce apreciablemente las flechas. 

La transformaci~n do ~ 7 v a milímetros se hizo considerando• 

4 S • 0.475 m. 

-3 .. lxO.lO 
12 

7 E. 86700 Kgfcm2 G e V ~~ 

en l3. que e .. 6oOO " "1¡,,.• 

Tomando 

obll!!.nid~ del valor tangen 
te inicial del m~culo .do e= 
lasticicad. R. Saliger. 
Ll hormig~n armado rlg. 80. 

l~E~ • 12 x 0.475 3 .. 0.000548 +u 7 v en '!lletros 
12 X S67ooo % l.x o.lo 

0.548 _..u y v en m~ m. 

En la fi~ra 11.3 se muestra el nuevo diagrama do mo~bntos transvers~ 

les r~. No se consi~era importante modificar el de N; ni el do ~; -

porque no hay mucha variaci~n en estos valores. Como se puedo apre--

ciar en la figura el diagrama conserva aproximadamente la misma forma, 
o 

todos los momentos transversales son menores excepto en ~o • 40 • 

8.3 Hasta ahora s~lo so ha considerado la influencia de ~~ para la doter-

min~ci~n de u 7 v falta incluir la do N! 7 Q;. En un c'lculo prclim~ 

nar, no,present~o, se tom6 la influencia do estas fuerzas 7 se pudo-
... 

observar que su ofocto 1 comparado con el de ~;, es despreciable. Sin-

embargo, so.presenta a continuaci~n la forma en la que se pueden con-

siderar sus efectos. 
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a).- Defor~cion~s debidas a Ni 

FIG. te. 3. 

De acu~rdo con la ley de Hooke1 

Ñp/~ en la que ~ es la fuer~a normal a la eecci~n do 
E • e arca A • bt. 

E: m~dulo de elJtticidad del concreto. 
tE & rleformaci6n unitaria ... fs 

Lo e- n:bios ,.¡e bs long1 tucies de l¡)_s l'royoccionoq ser&zu 

A! .. - D cos • • -* 45 coa e 
AZ • S sen • • -Á~ lt. S sen 8 

• 
~1 se ~mplea 1~ lone1tud de 1~ ~u~rda ~· 

108 

en lugar de A S so tcndr~ 

AT '"-~ 
AE 

zam1ontos v ~ d bid ~ u e os a la f~erza normal. 

b).- Deformaciones debidas a Q Í• 

F/0. 13. 3. 

l..:L determiJWc16n rlo las 

an~loga a l~o do Nía 
de!or~clo~es debid~s a ~J b 

~ se •Ce en forma _ 

"l 4 m~dulo de cortantes 0 • lC §ji_ en la r:¡uoa 
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Ga m6dúlo de cortante& 

Yt ~ dotormaci~n unitaria • 

Á¡ a .. X: §'l A s. 
AQ 

Los i~rementos ae pro¡ecci~n serJna 

A.Z • .1.1 coa 9 

• I. Qjz ro 
• !.. Q$I 

AO 

La suma acumulativa do .A T 7 A Z del arranque a la clava allt'll loa -

desplazamientos v 7 u debidos a la fuerza cortante. 

bl! los casos a) 7 b) so pueden encontrar las variacionoa do 1• 

Ea decir, que el valor ~e ; se corrige para loa afectos d~ Ql 7 Nj -­

doepu&s de haber obtenido loe desplazamientos u 7 T causados por ea-­

tos conceptos. Una manera role sencilla do encont~ar los valorea do ~ 

reales se obtiene si se consideran loa desplazamientos totales v 7 u 

1e los que con la expresi8n anterior se puede encontrar loa valoree f! 

nales de ;. Para el caeo resuelto bastar( con encontrar el valor de­

; en el tramo (9)-(10) y sumarle ol valor de & del punto (10). &jem-

ploa 

Si ; e& •l val9r sin corregir 04 el tramo (9)-(10) 1 ~10ol del cam-­

bio de curvntvra en el punto {lO) el valor de ~~ (en lugar del que -

se h4bia obtenido) aer,6S 

9•3 Uno 1e los ~apectos eobre el que se ha 1~sia~1áo frecuentomento ae ~ 

fiero a la acc16n que el terreno tiene sobro el caacar8n. Para expll• 

car esta 1nteracc18n ee recurre a una analogfa en la que la acc16n del 
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terreno se representa por unn serie de resortes cnva 
~ constante do roso~ 

te represonta el ~~dulo del terra~o. e * ! 
vu omo se Vq en f sica la consta~ 

te de resorte representa la car~ vJ 
u- que hay ~ue aplicar a un roaorta 

p~ra que se deformo la uniuad. 

S.¡pPngaso una viga sujeta a una 

(a.J!• 
carga cualquiera que so doforma 

e 
Si W•t:¡ 

y ~·lc:m. 

K• W(l!J!~m.} 
t4.!; 

como so indica en la figura 15•3 
(a). Si ahora se somete la vi'ga 

defornada a l~ acci6n do un __ 

rta. sistem_ do resortes su efecto­

ser~ el do reducir las flechas 

=omo v!a de !ntroducci6n al m6todo 

7 en la cantiJad 7 • 
q 

para enco~trar la poeici6n ~~ la _ 
eli!stiea f1 al 1 

n se rosue vo un oje~rlo sencillo ~o manera que pueda v! 

e11ali::arse el procediz:liento ,. a lw. vez 1 
- r eet~ble~1endo lo~ conceptos 

b~sicos que ~~~ otru mancr3 reAult&r!an dif!ciles ie explic~r. Por __ 
ejemplo ~e propone un~ vi~ cimnl t 

w- & ernen • 3poyüda cujeta a ln acci6n de 

una c~r6~ concentrada P~ ~1 centro del claro ~ a un resorte do cons--

tante K e 48 EI/.Ll ta bi• 1 
' m .. n :, centro le 1 claro. Se •iose::n encontrar 

el •ra lo-r e! e la constante cr!ti ca del resorte :p ... ra este· si e tema y el _ 

valor ~e 1::: flecha mt·•-~. M ~ • 
~ .. ~ •O~o en termines do EI l L. 

Se vstabloeo en m&todon numlricos Bcf 7 l 
• , ~ue o procedi~iento es __ 

convergente cuando la constante de resorte ¡ < X 
~,. 

" 1 ~a m~ortente ~1 conocimiento •u 1~ const::nte cr!tic~ 

rrollo d·~l r.:&todo oe ~"o"ta •-
'- u c~n~ o~pres16na 

pues on el dos!_ 

~{ 
'!;!,. .. ¡t~e puc·le u~ilh::.rp 11 ·.i~-npre que IC < 

... "'"•!~~:. .. ' 
IK21 -D J ' <¡Ue K2 renreeent. 1 t 

• - ~ cons nnte cr!tica jcl 2o. nodo. 

Se procc!o t~tonc~s a determin~r 1~ 
111 coastanto cr!!!~a del recorto. 

• 



!1 (a.) 

X Flq. /5.3 

!I~Rf Yo.:: !1 
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P'ig. 16.3. 
1.- se supone una ol,etica ~n fUnci~n de u~ conetante a do proporcio-

nalidad. 
2.- Se det~rmina ol v~lor do la acci6n sobro el rQeorto Q • - a[. 

!:;sta literal Q representa u·.~ fuerza. quo obra en sentido contrario a -

1~ ~oformaci6n a del rARorto. 

j.- Se encuentra el valor do la fuerza cortante, ~ue por s1motr!a ea -

i&~~l z la mitad do la fuerza ~ a cada lado do la l!nea do acci6n de -

., ... 
4·- ~1 momento flexionante es la su~ acumulativ~ de Vh. Siendo h un-

valor constante so saca como factor com4n en la columna derecha. 

5·- So determina directamente la cu.rvaturaconcontrada O( con la apro-

h 
-a; • ( 0 i' 4 X 0o5 i' 0) • 2 h "g 

6 

6 y 7·- Se obtienen loe valoree de; y 7
1

• 

Se dowuestra en mGtodoe numlricos que si 

1 7
8 

• 7 t • Kcr 

te. 

a .. a.lCcr h~ f6El 

Kcr • 661 
h3 

14.- Los valort:a 7'J so calculiiln cou lL expres16_z. 

Yf. • - Yt 
_K.::.c'-r---t-1 
-¡-

do 71 • Yt - T' "' 0·57t 

. . 1
0 

adx. • o.~ l'o h~/6EI 

11.4 

fo L
3 

El 

F/(l. 16~ 
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estableS• ~~ando ~o obra la acci6n de los resortes una estructura pu~ 
do rosultart establo o inestable, isost4tica o hiperest~tica. La fi~ 
ra 17.3 ~ostra los tipos do sistemas qua puede~ existir• 

El oa.soa.r6n porte:noco al gru;,o 3, 2o. caso Establo hiperest4tico 1 Bit 

puéde roprosentar como so vo en la figura 18.3. 

lol En la Tabla 5·3 so resuelvo la intoracci6n dol terreno a partir do loa 

valorea- 1.nicialoa do u 1 usando la o:x.presi6n de 1J\ • 

ler. Ciclo. 
1.- El valor final do los desplazamientos verticales u0 sor4 la dife­

rencia entro las ae ~ (encontrados ein la interacc16~ ~ol torro­

no) 1 los de ~ (reeul~ado de la acci~~ de los r~sortoa.). 
-2.- Kl valor do u

0 

~lt\plicado por la constante K del terreno propo~ 
oioD& 61 valor do la ruorza Q producida al deformar el resorte. 

3·- Suponiendo empotrado el arranque so procedo a.calcular la ruorza­

cortanta·on los intervalos sumando acumulativamente loa valores-

do Q desde la clavo hasta el arranque. 

4·- So encuentran los productos VI (~o indicados) 1 su suma acumulatl 

va do doroch& a izquierda. S• obtienen en esta forma los momon-­

toll transversales M i&osUticoao 

5,6 1 1·- Con ol tin de corregir los momentos do la otapa 4• so proc! 

do a calcular -los valores do 910 1 ~lO 

So obtuvieEOU los erroroas 

Utiliz~do las co~riguracionos correc~ivaa de la tabla 3·l es posible 

pla~tear un sistema de 2 ecuaciones aimult~~eae que proporciono~ los~ 
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valores de P y t:c correctivos. 

- 96 Me - 41.424P + 141.461 • O 

41.764Mc + 32.022P- 91,411 • O 

H~solvien1o el sis~·~ resultans 

l!c .. 0.553 T .!!. 
111 

p " 2.134 T/ 
m • 

8,- Sumando loa efectos de estas correcciones a M (de acuerdo con la-

configurac1~n correctiva de la Tabla 3.3) at obtionon loa valorea 

de 14'. 

9,10 7 11.- So rocnlcul~n los valorea do ; 10 7 v10 par3 chocar que --

seatl cero. 

12 1 13.- Se obtienen loa valores do u'~ en el rongldn 12 en tunoidn­

de A S 1 ea ol 13 en mil!metroa. 
1'ffi 

Loa· valor·.e ce u'Q. doberú ser igualu a los de ~ supuestos, -

sin er.bargo, se nota und apreci~ble discrepancia. El procadim1e~ 

to ea en general lentamente convergonte 7 una forma de acelerar -

su conver~en~ia, conaiato en tomRr promedios pesados de los valo-

res u•~ obte~1dos 7 los ~ supuestos, 

Por vf~ ~. 1lustr~c1~n ee cont1n4a el anAlisis aceptando loa dos-

pl~zam1ontos u'Q.• ~1 loa valorea que a partir do u'~ resultan nu~ 

vamonto ~~oros, el proceao ser« diverge~te. 

:?o. :::1c1o. 

1 a 12.- Con lo~ v~loros ~o u'~ en la misma formo oxpuesta se obtuvi~ 

ron loa v~lorea u''~· Se pu~do oboerv~r 1uo los V3loros jo u••Q­

vuelven a aor p~quoi'lo:~ de :n..nera que ol aillto na es convergente, 

L~a v_riacionos ~e loa valores u~ non J,r0xi~~Juroonte co~o ae 1n­

di~<•n en la figura 19•l• -n un nuevo ciclo co~:ven•1r:f ton;;Lr el --
121 
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-+--+~r----- u; media ., promedio dt~ (J~ 1 Uq, U'f 
• (JI!/+ l.l'Q +tt'• 

lLq ::1 ~ 

Ciclo 

FIO. f9.~ 

3er. y 4o. Ciclos. 

A p~rtir del promedio u'''~ so vuelven a obtener los cou~~ptos u
0

,Q1V1 

IV IV 
etc., h~2ta u Q• Las difore~ciaa entro u ~ 1 u'''~ son ~Gtanto -

pequeñas de man~ quG no habrl noooa1dad ao otro ciclo. Se caloulaa. 

los momentos H (reu¡l~n a del 4o. ciclo) a partir del promedio do - -

IV 
u ~ y·~ u" • Q.. 

En el rongl.6n 9_ae prosontan loa valorea do lllt. q,uo ea la auma,de K,7 

M; (corregido o~t1eamente). En la fisura 2Q.) so indican las ell.-

't1caa do loa dos m!todoa presentadóe. En lo fi&ura 21.3 e~ muestran-

dos diagra~a do momentos transversales calcul~dos antor1~rmente. 

122 
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Para fines do dise3o on gonoral uo cor4 noooaario tomar en cuenta la 

correoci~n de P para loa valoree do Np pues intluro ~stante pooo eD -

~1 valor total. La corrocci~n P del 4o. ciclo fu& 1.464 Tjm. do com--
pres1~n. 

11.3 A continuac1dn so ofoct~a el diooHo de loe c~acaro" 3 do una oimentaci6n 

ideal á1mplifieada. So preaontan loe conceptos ~aicoa·quo 1ntorvionon 

en el an~l1sis proP.io do los cascaronos 1 no so 1neiato on ol dol ~mp~ 
rrillado en el cull s~lo se pretende ~ntenor ol equilibrio oatltico -

sin considerar hundimientos diferenciales ni variac1dn do presiones. 

Cualesquiera que sea~ loa mitodoa con loa que ae resuelvA el oqu111br1o 

del emparrillado ol m4todo pl~st1cq num&rico sigue siondo ü~lioablo, do 

manera quo ho eiondo asunto do oDta t8sis ol estudio gonoral do la c1-

quo puedan atacarse los problemas que basta ahora oc ha~ analizado. 

montaci~n, eo r~suelvo la cicentaci~n en la forma mAs eoncillA en la -

Sup6nsaso 1~ F1g. 22.3 on la que so indican las cargae do la auporos-­

tructura 1r~cltQ'ondo ol Pooo propio do la cimont:.cc111n. Eat11a cargas 0.2, 

rreepondorfan a un edificio como el quo se oaquornatita abajo. 

Por s1metr!a do cargas T geomotrfa se cumplen l~s condiciones do oqu1-
librio& 

::EP "! 300 + 2x 150 + 2 .x 200 + 4 .x 44 ,. 1176 Ton. 

Superficie cublertaa t4 x 14 • 196 m~ 
B 

111 1116 l' 1 2 .eaccivn media q • 
196 

·• o ton 1!1 • 

El a~lisia se ~uode dividir on dos otapaea 

la.- Considerando las columnas como apo~oe rtJ~~, encontrar las roaccl~ 
nes vort1calea on los nudo~. 
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"On Queshorts of Shape and Scale 1n tn2 Desígn of Space Frame Shells" 

by 

F Castaño H , Triodetic de México, s. A., Mexico, D. F. 

and 

D. T. Wr1ght, Toronto, Ontar1o, Canada 

Paper for 

International Congress on the application of Shell Structures 1n Architecture 

r~exico DF - September 19· 7 

In the hístory of bu1ldín~, architecture has always been con-

stra1n~d by the limited capab1lit1es, at any t1me, of current stru~tural 

technology - and great architecture has always exploited to the lím1t the 

capabil1ties of current structural technology While the history of ar-

ch1tecture is usually traced stylistically, 1t is thus equally convenient to 

trace 1t in terma of the development of structural technology, wh1ch de-

velopment has been usually characterized by fairly abrupt changes as 

new technologies become adopted on a wi~espread basis It is interest¡ng 

to note, however, that changes in the building in~ustry do not reflect 

teehnolog1cal <levelopments quite as raplilly as those in other fielC!s -

e. g the conquest of the electronics in~ustry by the transistor This 1s, 

of couree, Qecause of the h1ghly decentralized nature of the bu1lding in-

dustry and because of conservatism in taste wh1ch leads to initial hesi-

tation until such time as leading designers have clearly shown the way 

with new developments. 

It seems worthT~>rhile to point these circums+ances out because 
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i t seems that in the case of thr: r;¡1ac.- .-rame s~1ell vre are o:1 the threshold 

of another pervasive and radi'C'l ~. ch:J.nge in builr ing technology, correspond-

ing in significance to tbe introruc~ion of metallic skeleton building structure 

to a world of masonry gravi tJ• buU~ing, or cor.·er:ponding to the introCiuction 

of reinforced concrete surfacc r.t .--uctures (;:llates and shells) eal~lier in this 

century 

Interest~ngly, the opace frame shell structure proviQes for the 

conJunction of the benefita of 2kEleton builaing conRtruction w1th the benefits 

of surface or membrane s tr·.:tctur~·s Just as the strong and efficient but 

light-'~>reight steel skeleton pe:rmJ tteo a tenfold increase 1n practicable build-

ing heights when 1t was 1ntro(iuced, so the space fr<:oJnc shell appears to 

carry the well-established benefits of shell construction to a differen order 

of scale The concern of this paper then is tli th e. e iscussion of auestions 

of shape and scale in space fr~ne shells 

Shell structures hb.ve c • .mventionally been ·constructed in rein-

forced concrete, usually as monoliths 1 aJthough an effective technology for 

precast reinforced concrete g~ell structures has recently bcen developed in 

the Soviet Union. The strur.t,::-al sJgnificance of G!:"te shell has been the 

reallzation of a generally mcm.mt,·-free structure of remarkable eff1c1ency 

as compared with structures act1nr fle>~rally over compara~le spans. The 

archi tectural sign:i.fi9ance ar..11 "'Cplo1 tation of po tent inls o~: shape and struc-

ture w1th shells is perhaps best illustrated by referencc to the works of 



architect Felix Candela-

Notwithstanding the ?,rea.t f.::r-!-.ility of imagination and realiza-

tion in the history of developraen~ c-f reinfJrc:P.d concrete ~:'lell structures, 

it is evident that the technolo@Y of suc~ shell struct-~es ís severely re-

stricted Wbile clear spans up te 25 metres c~y te fa:rly common, and 

clear spans up to 100 metres or so ha~e been sbot~ to be possible, spans 

much over 50 me~es are práctica! cniy ln ta~s of certaín kinds of stif-

fened. spheroidal fonns and these c!'ten are rel?.:t;iv~].:f expensive In general, 

in fact, the choice of geometric ~-•rf~ces for reinforced concrete shells is 

severely limited by probleCia of !c:•TG.cg and constr-Jr.tion. The great 

majori ty of all reinforced con·~retc c:;hells bl•:!.lt !!,;;'¡;:> been shaped to surfaces 

of revolution. While some ell1p~1c ~r~boloida have been constructed, the 

only commonly used translational surface for r~inforced concrete shells is 

the hy'perbolic paraboloid. Ano p<.?rhaps the gTea"liest constrai!'lt on the ap-

plioation of reinforced concrete shell3 in building h~s been the very high 
i 

cost of construotion - the fact th?~ ~heir construction is bighly "labour in-

tenaive", a characteristic which p~~s-the~ at odds with ~he general trend 

tovards .increased industrializat1o~ in bu1lding-

The notion of the spac'"'" frc!!líe shell is ~:ta.~ cf a str-Jc~u.re formed· 

as a skeleton in space with the noccs or connectior.: tre.c1n~ out a smooth 

surface - or shell - in space 'l'ht'! spaca frac:e she:l: wh.1le skele;ton, is 

very different from the usual buil~~ng skcleton Rcflecting the ahil1ty of a 
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membrana structure to funotion rd thout benC!ing, members in a space 

frame shell have only axial forces as primary loa~ing, anc for the sake of 

industrlalization an~ mass production, individt<al members in space frame 

shells tend usually to be of more or leas ccnstant section throughout the 

structure 

The development of an effect1ve t~chnology for space frame 

shell structures has been concluded only very :acently The r.:i.oneering 

work of such people as Buckminster Fuller has ~hown the practicability 

of the general structural forms, anc1 ha.s popularizad the entire notion 

But for the realization on a consistent bas1s of effective and economic 

structures rather more tras needcd than the ( .. uvelopr.•<Jnt of notions of 

form Perhaps the most difficult challen~e has beeP ln developing prac-

tical ano economic connection mnhoils for mernbers <'oming together from 

all direct1ons to points in space The other crltical technological prob-

lem was the development of effocti.vc r.Jdhods of analysis and design for 

the proportioning of such structurcc. 

Within the past decade a number of co~nection systems, in-

cluding Triodetic, Mero, Octapletta, SPC, etc , have been shown to be 

effectlve !t is not within thr ~cope of the present papcr to deal in detail 

w1th these varíous methods of connection It ís perhaps svfficient to note 

that effect1ve connectíons ar0 ~val~~ble th~t pe1mit space frame shell 
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structures to be designad as if the connections were perfect, so that atten-

tion can be focused solely on gen0ral r.pwstions of shap!3, geometry, and 

member selection It is, of courGe, inevitable that in due time experience 

in construction and wi th costs l'll.ll identify the most sui table connection or 

connections 

The structural desi~ cf space frame shells is challenging to 

oonventional ánalysis by reason of the very great n~~ber of members in-

volved. In a conventional mult1-storey building, design oonsiderations are 

usually restricted to plane frames, ano a framework with 200 connectione 

and 400 members is already cons1~ered to be large Quite modest space 

frame she 11 s ha ve over 1 , 000 jo in t s 1-ri t h sorne 3, 000 members, ano prac-

t1cal space frames may now be con3idered with up to 100,000 joints with, 

perhaps, 500,000 members In a space fcame there may be threc to fiye 

times as many members as joints and full three-dim€nsional behaviour 

múst be considered with three unknowns per joint, if bending is·exluded, 

and six pcr joint if it is to be cortsicered 

Three approaches ar9 ovidGntly ava1lable for the analysia of 

me~ber forces in space frame nyste~o The first consists in dealing 

with the framework more or less as one deals conventionally with struc-

tural frameworks, determining ~xplicitly all forces and deformations in 

discreto form While tradi tional mant:al mothoé1s of analysis and calcu-

latlon woulo be quite unthinkat>:t.:- for systo;_--:s of the sort described, the 
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capability of mo·'!.ern digital computers to invert very la!'ge matrices has 

allowed disorete analyais to be 11sed for somo smalle~ space frame shell 

structures, although larger structure~ are still beyond the capability of 

even the largest of current computers A second approach. v.úich is 

evidently in wioest use, treats the space frame shell as a continuum and 

involves the analysis of ·a shelJ ha',TJ.·,¡; elastic properties such that ita 

deformat1on under load would be ident1cal w~th i:hat of the space frame 
. ., 

structure, with the resulta from such a continuu~ analysis transposed to 

indicate individual membcr forces am1 momGnts, etc The third approach, 

provides for the writing of diffcrcnce equations reflecting the discrete 

form of the structure and node spac1ng, etc , which are parallel in form 

to the differential equations that are :-;!"!C01lntered wi th continuum analysis. 

As well as the problem of det;:;:;·mlning member forces, etc , 

experience has shown that over-all instability is often the governing con-

siderat1on 1n the design of space framo shells - especially those of positive 

Gaussian curvatura So far, at least, only the continuum analogue approach 

has been shown to be effective in providing analysis for instability The 

usefulness of the continuum concept in d~aling w1th instab1lity confirma as 

well the value of the continuum conccpt ~s provid1ng ~ basis for general 

understanding of behaviour in a qua~itativc sen~e, cspecially as related to 

the already well-unoerstood behn''lour o: ordi'l""Y~· ~on+inuous shells-

It may be apJ>ropriate nor- ":.o turn to a discussion of sorne of 
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thG kinds of dcsign decissions re~~ired T'ith spacc frame shell structures 

Th~ first an~ most oritical conaideration ia that of ovar-all span and gen-

3ral shape The upper limit of spanning capacity of the single layer or 

reticulated spaco frame shell iE of tho ordor of 100 metres, although 

cons1dcrations of oconomy an~ erection may limit its effective span to 

about 75 metres It has been shocn that the double-le.yer space frame 

shell has an upper limit of spannin~ caoacity of the order of 800 metres 
~ 

Design stud1es are already in hand in Great Britain for space frame shell 

structures with olear spans of the order of 500 metres and these ~ave 

been shown to be feasible ano, indeed, remarkably economic Such spans 

are, of course, much groater than those of any existing roof structure in 

the \/Orle! The development of a technology for space frame shell struc-

turas, as outlined above, thus seems to open the door to radical new de-

partures in building design, and evcn in the nature of builcing - in the 

sense of p~ovioing environments for human activity which are not build-

ings in th~ ordinary sense While specific cost d~.ta cannot be i,ntroduced 

without specific notions of loads, and material and labour costa in different 

countries, it is important to note that the influence of span on unit coet 

~ith space frame shell structurcs is not even linear This contrasta 

sharply with the influence of span on structural systems such as trusses 

or beams or ordina.ry alaba which operat.:: in bending t-rhere the cost per 

uni t of area covered may increas(; •n th the square of tne olear span. 
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Nith space frame shells, the structural cost per unit area increases not 

muoh more rapidly than na thc aauaro root of the inorease in olear spans 

that is the 1ncrease in cost per unit area for a doubling of olear span will 

be of the order of 50 per cent or less And space frame shells become 

compotitivc in cost which conventional alternativas at spans of 20 or 25 

me tres It can only be concluoed from th1s discussion that space frame 

shell structures provide an opportunity for a radical change in scale of 

"' building in an entirely practical and economic fashion It vroulcl seem 

that structures with olear spans of 300 or 400 m8tres should soon become 

commonplace 

On the quest1on of general shape, great flex1bility is available. 

The conventional rotational and. simple translational surfaces vri th which 

we are familiar in re1nforced concret3 shells are, of course 1 all applic-

able to the space frame shell structure. But interestingly, surfaces of 

arbitrary shape-so costly to form in rei~forced concrete- are really 

not fundamentally more difficult to construct than simple spherical seg-

ments This is because space frame shell structures are erected without 

falset1ork, en a more or less snlf-scaffolc1ing- basis Shape 1s controlled 

not by field cons·traints on form\·rork but by the precise control of node 

spacings and po3itions in the manufacture of the structural members. 

~hese are, of course 1 always factory manufacturad - whatever the struc-

tural JOinting system used As a result the only penalty in the choice of 
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an arbitrary shell form lies in thc greater variety of member lenghts ano 

end e.ngles required riooern oomputor methods for detcrmining member 

dimensio~s, ano modern proouotion methods, enable Dh~lls of arbitrary 

shape to be manufactured economically 

A striking examole of such a shell is that recently constructed 

in Toluca for the new Escu0la Normal of the Estado de I•:exico The geo­

metric form is indicated in Figure 1 and is seen to be defined by assymetric 

parabolas in vary1ng attitudes Nod,_ spacing was approximately 1 metre, 

and sorne 5,000 aluminum tubcs were used, all of 2 inch diameter with a 

wall thicKness of 0.0 O inches, The geometric requirements of the surface 

necessitated the use of 2, 00 o1fferent me~bers so far as lenghts and end 

angles were considored: neverthelcss, the structure was erected in fifteen 

days with a crew of fifteen men only one or two light erection towers 

Confirmin€'! what has already been in~icated, the structural design was 

governed by consioerat1ons of general instability 

Beyond general cons1derations of over-all shape ano span, 

several other qucstions of shape and scale must be dealt with One of the 

most interesting aspects of spaoe frame design is th'"l.t the scale of the in­

dividual member is remarkably uniform for great variet1es of structural 

forms, types and spans. It has already been noted that in most space 

frame structures it is usually appropriate to have Qembers of almost 

constant cross-section throughout, contrasting sh~rpl·· with usual structural 
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pract1ce But oven beyoncl this, c~periencG with rnany kinds of epaoa frame 

plate and shell structures for 1;ride ranges of span and load1ng indicates that 

the lenght between nades or connect1on noihts for individual mernbers is al-

most always in the range 1 to 2 rn•:Jtr·3S prany reasons exist that ~ together, 

tcnd to lead to th1s result Becnusc of rncmbrane shell act1on and the preva-

lence of axial loading, ~es1gn loads •nd indlviDual rnembers are not often 

very ln.rge, ano there is a natural tendcncy wi th tubular rnernbers ( \•rhich are 1 

of course, most suitable for resist1ng loads of arbitrary direction in space) 

to work to slenderness ratios of the arder of 90 or 100 for optimurn load-

carrying capacity against material rensity 

An irnportant by-product of the tendency to have relatively uni-

forrn rncrnber lenghts in different kinds of sp~ce frame structures is that 

what rnight be called the "local scale" is then more or less independent of 

the over-all scale and span The apparent fin~ness of division of the sur-

face thus increascs with span Given the obvious necessity of cladding to 

resist weather, it follows then that. 1n general 1 ordinary space frarne 

structures of large span do not raveal their skelctal construction frorn the 

o~tsioe after completion Th1s is seen by rnarw a.s a distinct disadvantage .-

On the other hand, interior appear:lncc can. and usually does, effectively 

exploi t thc geometric pa.ttern of th reticula:t,ed surface Tha shell at 

Toluca, already refcrred to, 1llustrates this é1rcumstanc6 clearly 

Th.:: questlon of local scale ano thc: treatment of the surface 
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offer especially intoresting opportunities in oouble layer shell structures 

As has already been indicated, con3icerations of structural stability indi-

cato the need for double layer formo for spans over about 75 metres 

While it is possible and indeed "ery easy to realiza a double layer space 

frame shell as a regular nesting of tetrahedra, t-!i th cladding of the outer 

surface equally easy, it is interesting to note two recent designs which 

have avoided this for obvious architectural benefit while retaining the die-

tinct structural benefit of double layer structural forro, The first example 

is that of the U. S. pavilion at Expo r7 where Fuller s conventional spheri-
r 

cal geometry of nearly-equilateral triangles is used on the inner face, 

while the outer face is composed of hexagons vTith the cladding being fitted 

to the resulting externally concave hex~gonally based pyramids While 

this structure has .,.ron great acclaim, a.nd is appropria.tely tra.nsparent for 

an exhibition, it is intercsting to contemplate thnt an opaque surface might 

be no leas attractive, given this treatment of the local scale in three-

dimensional form to obviate the utter regularity of a smooth surface. 

Another, and ver.y different example is that of Candela s Palacio 

de los Deportes being constructed for the Clympic Games in l~exico Ci ty in 

19(l , This is a variant óf a space frame shell of double layer form, con-

structed as a series of 1intereecting arches of trussed steelwork The ínter-
i 

atices, approximately f2 metres squar:e, 'bet\vGen the primary trusses are 

io be filled not by simpie prlrlins with a surface everywhere tangent to the 
f 
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outer face of the sp~ce frame structure, but rather the interstices, and 

thus the over-all surface, are fittcd to secondary space frame shells of 

hyperbolic paraboloid form. The result will then be in the character of 

a double layer space frame, but with a highly texturcd surface 

Sorne comments have already been offered on the matter of 

geometric division of the surface The pattern of reticulation is of con-

siderable importance from both structural an0 architectural points of 

view. It has already baen indicated that typical node spacings are of the 

order of 1 to 2 metras It is evi0ent from the most elementary consid-

erations that the ability to r8sist membranc forces ~!ithout ben0ing in 

indiv1dual members requires ~ highly triangulatcd surface (An interest-

ing instanco of the consequences of fa1ling to rcalize thiB circumstance 

and constraint may be secn in the controversia! theme build·ings at Expo (7 

where the use of a truncated tetrahedron led, 1n effect, to a double layer 

space frame composed altogather of hexagonal forms which when assembled 

ei ther in a plane or in space do !12!r Íl'l fact, lead to a simple stable struc-

tural configuration without moment joints ) Only for the simplest shell 

forms - those with zerp Gaussian curvature - is it possible to cover a. sur-

face with contiguous congruent triangles Since i~ is possible, structurally, 

to build space frrune shells of arbi trm--y form, toro rriust necessn.rily then 
1 

faee the p~ospect of surface div1sions which are not, quite regular 

The nature of the problem ca.n perhaps be~:;t be seen by considering 

·. 
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the example of the simple sphcrical shell surface Two kinds of geometric 

division have been used most commonly for this form 0ne of this is that 

devisad by Buckminster Fuller, anél sometimes termed the "tracon" subdi-

vis ion This pattern is · realized by commcncing l''Í th a icosahedron which 

is a regular solid having 20 congruent equilateral face triangles. The edges 

of a regular icosahedron are proJectod on to a cir~umscribing sphere and 

the resulting spherical triangles are then subdivided by lines paralleling 

their bisectors producing mor0 finely divided seta of points which are, of 

course, finally connected by straight-llne members The result is a ge-

ometry in which the primary tr1angular intersections forming the original 

20 equilateral triangles have only five members meeting each noéle, and 

all the other nodes have six members meeting ~ith this geometry, there 

is a fair but tolerable number of different bar lenghts although the different 

lenghts do not vary greatly The major disadvantages of the Fuller system 

are that a fa1rly large number of angular conditions must be met at node 

points, and that a horizontal intersection at a base produces a very large 

number of different member lenghts ano special conditions, 

An alternativa, and at least equally popular system of subdi-

vision, is that of a division by parallels of latitudc on a spherical segment, 

joined by d1agon&l members such that in each ring all triangles between 
; 

adjacent parallels of latitude are more or lesa equilnteral. The result is 

a regular syAtem in which member3 are constant in each ring, but in which 
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siccessive rings tend to becorne more closely spaced IVith tl.ls systern 

anglos tond to be relo.tively constan~ aw:! tr.~re :.e ")f cour .::J<:., no problem 

of starting from a base ora ring structurc. 

One of the last aspects of design is that of fittcng the cladding 

to the three-d1rnensional skelato~ sti~icturJ Com~on structural practice 

might suggest thc use of purlins spéllmi.ng fp)m :le to node - but such 

des1gns becorne rather startling becc..m:e purlln scetions, designed for 

bending, can often be substantü>.lly lwavH·r than the primary space frairie 

structural members! Thus, for rcasons both of structural efficiency an~ 

appcar~nce it often becornes aupropriatc to integrate the purlin require-

.. 
ment w1 th the: provis1on of a ilt·3:nber for pn i'1?..rv struc ture This may 

be ach1evcd in numbers of ways, but ene of the s1rnplest and rr.ost cffective 

is to add sorne kind of "top h~t" form to thc prim:~.ry aer.1ber (usi.ng a spe-

cial extrusion in the case of alun:1num, or us1ng a SU-;Jplemontary cold 

form member tack-welded in placo \H th stecl scctior,:d 

Actual cladd1ng materials 1.VÍ th space fr::une shells vary viidely 

according to local circumstances It has c.lready been noted that Fuller s 

dome at Expo C7 is clad 1n trnnsparent pl<>..shc One of the cheapest and 

certa1nly one of the most attract1v~ clndi1ng m~ter1~lG is wcod, e1ther 1n 

the form of plyv•ood: or in thP. fcr", or buttine ~Jo"".rds of fai.rly narrow 

width Bccause of the r~.:-mnrkable ·ll.r?·htn.:.·ss of thc space frame skeleton 

prl!r.::-.::--:r ~;~::--ucture, lt may bcC·':lP'le ;,~r,:,flcial to '.lt:lize compos1te action 



• 

- 15 --

with a wooden deck, Scrupulous care must, of courso, be tak2n with con-

nectiona at nodcs betwl3en the skeleton e.ncl the wooden deck, and to provide 

for continuity 1n the wood.:m deck itself if compositc action is to be relied 

~ structurally Expertence suggests that all this is indeed worthwhile, 

and that resistance to instability - by far the most critical aspect of the 

design of reticulated shells - may bs grcatly improved with composite ac-

tion. 

By t·m.y of conclusion, i t seems olear both from theoretical 

derivat1ons and from experience that space frame shell structures provide 

thv opportuni ty for radical net-r d,~partures in the achievement of shell 

structures of spans greater the.n have been kno\m heretofore, ~d in forms 

different from any ever before echiev~d in shell structures Interestingly, 

these achievements ara evidently attuinable at cost levels comparable with 

conventional structure of modest spDn í-lhile considerable care is re-

quired 1n design, especially becausa of the danger of failure by instab1lity 

in reticulated shells, design methods are now well established for space 

frame shell structures. 
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STRESS ANALYSIS ANO DESIGN OF OUR 

LADY OF FATlMA CHURCH 

BY 

PORFIRIO BALLESTEROS 1 

SYNOPSIS 

HVPERBOLIC PARABOLOIOAL SHELLS OF WIOE SPAN ,OR THE STRUCTURE, 

OF FATIMA CHURCH AT MONTERREV-MEXICO HAS RECENTLY BEEN DESIGNEO BY-

THE WRITER ANO THEY ARE NOW UNDER CONSTRUCTION, WITH THE WRITER IN-
•• 

CHAROE. 

IN THE SHELLS EFGH (Fac.2) ANO IJKL NU~ERICAL VALUE& FOR THE-

~:MBRA~C ~iei~tCM ~~~~ ~~~~~~INEÓ ANALYTICALLV, ANO IN THE ~HELL& 

ABCD ANO MNOP THEY WERE F~U~D BY RELAXATI~N PROCEOURES. 

THE RESULTS ARE PRE~E~TED GRAPHIOALLVe THE OROER Or MAGNITUDE OF ~ 

THE CR1TICAL LOAD IS DISCUSSEDe ALL THE IUPDRTANT DESIGN ANO CONS -
TRUCTIVE DETAILS ARE PRESENTEDo 

INTRODUCTlON 

IN Fac. 1 WE HAVE A SHELL ELEUENT OF ARBITRARY SHAPE REFERED-

TO A CARTESIAN COOROINATE SVSTEU 9 IN WHICH WE ASSUUE THAT Z IS -­

CIVEN AS A FUNCTION OF X ANO Yo THE y¡uaRANE STRESSES ARE DESCRIBEC 

BY A SYSTEU OF SKEW FORCESo THE FORCE$ NX ANO Nvxt ARE PARALLCL TO 

THE X9 Z PLANE~ THE OTHE~ TW0 9 Ny, ANO Nxy~ ARE PARALLEL TO THE V,­

z PLANEo THE SKEW FORCES ARE FORCES PER UNIT LENCHT OF THE LINE --

ELEMENT ON WHICH THEY AR~-~RANSUlTTEDe THE ACTUAL FOACES ARE DETER -
UINED LlV UULl'JPLVING·- THEU IV THE LENCTH OF ITS ELEUENT dX/Cos e¡, OR 

ÓY/Cos!f • 

1 STAUCTURA~ ENOINEER MONTCRREY-MEXICO 
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riGURE 1.- 5HELL ELEMENT ANO ITS PROVECTION 
ON THE X,V PLANEe 

THE GENERAL EQUATIONS Or .THE MEMSRANE THEORV rOR SHELLS Or ARBI 

TRARY SHAPE ARE: 

THE HOR 1 ZONTAL COMPONENT Or THE, 
1
MEM8RANE rORCES; 

N, N cos?J 
x • x cosy 

N' N e~ .,. y cos~ 

N~·N"" 

(i) 
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THE E~UI~IBRIUM EQUATIONS, 

aN~+~+X-0 
·ax o'i 
~~i + %~~t+ y.,o 

N~& + N,Y 0~z + 2Nq ~
2

z. -X~-yg+ Z • O 
iJX11 'ti'J 2 ()XO:i iJx u:J 

THE DEfiNITION Of THE STRESS fUNCTION r, 

'N~·~-Jfdx 
·N~· !f.-f '{dy 

Y. 

•• 

(2--a) 

(Z-b) 

CZ-c) 

(3-a) 

(3·b) 

,_rr 
;Nxy ·--oxo.Y·--

EQuArtoNs (3) SATISfV 

e;-e) 

THE EQUI~IBRIUM EQUATIONS (2A) ANO (28) 

ANO REDUCE (2c) TO THE GENERA~ DlffERENTIA~ EQUATION Of THE -

MEMBRANE THEORY fOR SHE~~S Of ANV SHAPE (1) AN0(1)u 

(4) 

STRESS ANALYSIS or SHELLS ErGH ANO IJKL 

THE EQUATION or THE SURrACE·· IS, 

.· 

z- :ixy .. .Lxy ao e 
(5) 

THC COMPONENTS Of THE EXTERNA~ ~OAO ARE, 
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X•Y•O 

z •tQ,.Vx"•Ya+ e•' 
rROM ( 1 ), ( 3), ( 4). (.S) t ( 6), ANO F'ROM (N)(_~;8~ (Nv~.b 0 

Wt OSTAIN, 

~ y 2 + c 2 l x+VX'+Y2 + c'l. \ 
Nx. 2 xi +ca . n. a -:.v a2+Yi.!+ Cll. \ 

ln. y +V X'+ Y~ C 2
'-

b +v x•+ íf'+ca. ' 

Nxy•- w X a+ ye+ ca \ 

THE NUMERICA~ VA~UCS OF' (7) ARE EXPRtSStO IN fiG.2 ANO 3 
1 
1 

STRESS ANALYSIS Ot SHELLS ABCD ANO MNOP 

THE <QUATIONS OF' THE SURF'ACE IS (FaG.4 ) 

Az+Bxz+Cyz.+Dxy+Ez•=O --- ------­

WHtftt: A• ab; 6· b1sena-b; C•-b,cosa; D•f ; E ·f. 
THt COMPONENTS OF' THE EXTERNA~ ~OAO ARE, 

X•Y·O 

Z• q 1+( BztDY )
2 

+-· ( CZ:+ Dx ·'&· • A+SX+Cy+2Ez A+6X +C:¡+2Ez).·-·. 

SuaSTITUTING (8) ANO (9) IN (4) Wt GET, 

(6-a) 

(6·b) -

-(7-a) 

(7-b) 

- (7-c) 

Ca·a) 

'(8-b) 

(9-a) 

(9-b) 

, --· 
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+[D- Z6Cz + BDx+CD.Y. + 2E(Bz-t-DY)(Cz+ px)l -a
2
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(10) 
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\V HE RE 

EQUATION (10) MAV SE SOLVEO NUMERICALLV. 

VALUES OF THE SHEARINC MEMBRANE STRESS AT THE BOUNDARIES ARE ii'RE~EN_:;. 

TED IN r&Ce 4. 

ORDER Or MAGNITUDE Or CRITICAL LOAD 

StNCE THERE IS A PORTION OF THE SHELLS IJKL ANO EFGH THAT IS 

\,; ALMOST PLANE, IT WAS CONVENIENT TO KNOW THE BUCKLING LOAD OF THE 
1 --¡ 

EQUtVALENT SIMPLY SUPPORTED RECTANGULAR PLATE COMPRESSED IN TWO PER_ 

PENDICULAR OIRECTIONS'ANO ALSO THE CORRESPONDINC SUCKLINC OF THE --

SAME PLATE UNDER THE ACT 1 ON OF SHEAR 1 NC STRESS'ES. 

rHIS VALUES ARE SHOWN IN rae. 5 • 

DESIGN ANO CONSTRUCTIVE OETAILS 
.--

IN THE TVPICAL SUPPORT SHOWN IN flee 6 ~HE STATIC ANALVSIS WAS-

MAOE SUCH THAT THE RESULTANT FORCE IS VERTICAL ANO IT COES TRROUGH-

THE CENTROIDAL POINT OF THE CONTACT SECTIONt THE FIGURE IS EXPLANA_ 

TORY ITSELF'e THE REINFORCED OF THE SHELLS 1& SHOWN IN rae. ? • 

• 

1 
¡ 
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- (N ".Y )c:R • 5. 7 ~ 
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(1) 

(1) 
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Nm. (Nxy )m. 
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NOTATIONS 

SHELL THICKNESS 

SHELL DtUENSIONS (LENGTH,WIDTH,RISE) 

MOOULUS O, ELASTIOITV 

POISSON 1 S RATIO 

FLEXURAL RIGIDITV 

COMPON.ÉNTS OF SURFACE LOAD PEA UN 1 T AREA. 

NORMAL ANO SHEARING FORCES PER UNJT DISTANCE IN THE 

MaOOLE SURFACE OF THE SHELL. 

CRITICAL FORCE PER UNIT DISTANCE IN THE UlDDLE. 
SURFACE OF THE SHELLe 

CONSTANTS 

WEIGHT PER UNIT VOLUM~. 

WE&GHT PER UNIT AREA OF SHELL. (~h} 

STRESS FUNCTIONe 
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Nota don 

W = Total load acting on the differential element of the shell. 

p = Wind pressure vector, function of (x, y) which is always nonnal to 'the 
surface of the shell. , 

(i, i, k)= Unitary vectors which are respectively parallel to axes x, y, z. 

(a, b, h) = Dimensions of the shell: length, wide and height. 

e = a: = Constant depending of the dimensions of the shell. 

(x , y , z) = Rectangular coordinates. 

(X', Y', Z') = Components of the load by unit of area in the proyected element of the 
shell. 

(X, Y, Z) = Components of the load by unity of area in the element of the shell. 

N'", N',, N'"'= Stress-resultants by unity of length in the element of the proyected shell. 

N", N,, N"'= Stress-resultants by unity of lenght in the element of the shell. 

a= Maximum seismic acceleration. 

g = Acceleration of the gravity. 

e=~= Maximum seismic constant, comparation between the m.aximum seismic 
g acceleration and the acceleration of the gravity. 

r ¡:::::: Specific weight. 

t = Thickness of the shell. 

p" = op = Partial derivative of the wind pressure function with respect to x. ox 

p, = ~~ = Partial 

oz p . l z..: = ox = art1a 

derivative of the wind pressure functon with respect to y. 

derivative of z with respect to x. 

oz p . 1 d . . f . h z, = o y= art1a envat1ve o z Wlt respect to y. 

02
z S d d · · f · h Zu = or = econ envahve o z Wlt respect to x. 

azz s- d d · · f · h z, = oyl = econ envatlve o z w1t respect to y. 

z..:, = a!~~ = Second derivative of z with respect to x and with respect to y. 

Stress-lfesultants due to añnd loads 

Representing the middle surface of the shell by a function z (x, y), referred to a Cartesian 
coordinates system. The total load acting on the differential element of the area dA (Fig. 2) 
is as follows: 

i 
w =(u x v) p(x, y)= dx 

o 

j k 
O z..:dx p(x, y) 

dy z,dy 
[1] 



From the development of the detenninant ['1] it is noticed that the load component acting 
on the projection element dxdy are: 

X'= -~p 
Y'= -z,p 
Z' = p 

[2] 

Substituting [2] in the three equilibrium equation, the following equations are obtained: 

oN'. + oN'., ox ox -~p =o 

oN', + oN'., 
oy oy - z,p = o 

N'. z.u + N', z, + 2N'., ~, + z2
• p + t, p + p = O 

,.. 

!" 
(: 

' i 

z 

,, '' 

•, 

' 

. , ' 

dx 

1, ''· 

' ,. ',' 

· .. : ~ ~ 

J- / J .:~ :· .' ' "" 

. ~ .' .. 
' •, ~ 

' \ ... 

X. e:· , ,, ::~;~:-:0~ 

Y .. ''·1'·• 
~+-----'.:::._-.,. ':·.;'>·:J 

' ~ . ' 

'.· .. ·' 
-~~ ' . .. 

/'J :'•• '.; '' r 
~ .. 1 • • 

' . ' ~ '-

)( . ' , 'o,~, 

2.~ :.( 

·._ f ':: '.,.)~0~ 

'' .::i;:~· 
. ';,1 , .. 

', .. \f 
.~ 

.t ;~ 

l-\:; 
l 

' 

Flg. 2. SheD element retel'ftd to a ByBtem of rectangular cOi;' 
! ' ' ' .) 
¡ ~ 

L -~- .-.. --""'"~"'·,,¿¡~ ··-·· ··-··"· -. 

Projected element 

Shell element 

Vectorial representation 
of the differential area 

tes. 

[3] 
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Substituting . ~~, h~;rbol'~ p~¡:¡bolo~p, ,muat~on. fn. ~[~ l, and integrating,, b~comes: 

N' x = J[ 2:L + {; C,r +t ti + el) 1 dx + f1 (y) . 

N' !Ji·&. f[ 2%~__, + f;. (~ +l~ + el) dy + fz (x). [ 4] 

N'~·=· _...&·c.r+ 1y-+ cr) ·. 
2c 

For the boundary conditions (N'x),.=a = (N'y), .. b =O and p = constant, the general equations 
[ 4] became transformed as follows: 

N'x = lp y(x-a). 
e 

' N' y = z: x (y- b) . 

N'xy = ~-2P-(r +y+ el). . e 

,, 

[5] 

The relationship between the projected and the real stress-resultants in the element for the 
hyperbolic paraboloid, are: 

N _ coslf' N' _l~ N' 
x-coscJ> x-v~ x. 

N _ cos ci> N' ..:.. l (i1"+X2. N' 
Y - cos lfF Y - V~ Y· 

Nxy = N'xy. 

Substituting [S] into [6], it is obtained: 

. 2p V¿+ . .z Nx =-y (x..;..a) Y • 
··e · cl+xl 

2p V¿+ .r 
Ny=cx(y-b) cl+y· 

Nxy = - fc (r + i + el) . 

[6] 

- [7] 

Equations [7] are determining the membrane stress-resultants for hyperbolic paraboloid 
shells, when they are supporting a wind pressure p which is constant in magnitude, but with 
a variable direction, being always normal to the surface of the shell. In Figure 3 are plotted 
the stress-resultants for the case of the structure of Fatima. 

Selsnde stre••·resulfants 

The differential element weight is: ¡','} 

dP =·V 1 + z!'s + z!-1 ytdxdy [8] 

The load produced by the seismo in the differential element will be: 

·Y=- :vr+y+cl. [9] 



,.. 
a= 7 m. 

Shell EFGH b = 16 m. 
h = 15 m. 
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Where k = cyt: The equilibrium equations for the hyperbolic paraboloid, in this case, will 
be reduced into: 

aN'x + aN'xy =O. 
ax ay 

aN'y + aN'xy = _!_Vr +Y+ ~. [1o] 
ay ax e ,__:___ __ 

2N'xy = - ~ V x2 + r + el . 
e . 

Introducing [lOe] in [lOa] and integrating, it is obtained: 

N' x = ;: V r + r + el + t. <Y> . [ 11 J 

and conisdering the boundary conditions (N'x)"=" =O, then 

"(y)=- ;: v y+ al+ el. [12] 

Substituting [lOe] in [ lOb] and integrating, becomes: 

N'y = 
34~ V r +y+ el+ 4: (3c2 +Sr) log(y +V r +y+ e'-}+ fdx). [13] 

From the boundary condition (N'y),=b =O it is obtained: 

b(x) =- ~:b V r + b2 +e'-- 4:(3c2 +Sr) Iog{ b +V r + b2 +e'-} [14] 

From the equations [6], [10], [11], [12], [13] and [14] the following seismic stress-resu1t­
ants are detenninated: 

Nx~ ;:V~~~ (Vr+y+e-Vy+a2 +e). 

- Ny =!V~!~ [ ~ (y V r +y+ e-b V,_r_+_b2_+_el)+ 

+(3d+ Sr) Iog Y+ Y r +Y+ e'-]. 
b+v'r+b2 +e 

kxV Nxy = - 2c r + Y ~ e'-. 
01 

Where k = - rt. 
g 

[15] 

Figures 4 showes the variation of the seismic stress-resultants detenninated by [ 1 S] for the 
particular case of, the shell of Fatima. , 

Cotnparison betll'een stress-resulfanfs due to selsnafe .,ertlcal 
loads and ll'had "'· 

Numerical data for shell EFGH: 

t = O.OS m. 

r = 2 SOO kg/m3
• 

a= 7 m. 

b =16m. 

f = 1S m. 
ab 

c=-,-=7.47 m. 

e= 0.10 
p =SO kg/m2

• 

[ 16] 
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With data of [16] and following the graphic for N (Reference 2, page 356, figure 2) and 
graphics of figures 3 and 4, it is obtained the stress-resultants dues to dead load, wind and 
seismo as well as combinations of dead load with wind and dead with seismo, which have 
been all indicated in Table l. 

Dead load Dead load 
su- Dead load WIDII Seismo and and 

wlnd seismo 

' 
Nx .l.=O 912 kg/m 3 sso ks'/m 40 ks/m 4462 ks/m 952 ks/m y= 16 

N y .t=7 738 kg/m 2100 kg/m 837 kg/m 2838 kg/m . 1675 kg/m y=O 
X=1 

Nxy Y= 16 1200 kg/m 1200 kg/m 111 kg/m 2400 kg/m 1311 kg/m 

TABLE 1. Comparlsoo between maxlmum stress-resultans 

Voncluslon• 

In Table I a comparison between maximum stresses is established for a specific problem, due 
to the following load conditions: 

a) Vertical loads (dead and live load). 
b) Vertical and seismic loads. 
e) Vertical loads and wind. 

It is observed that the less favourable load condition is that resulting of combination of ver­
tical loads with wind, because it increases approximately four times, the middle stresses due 
to vertical loads. Of course, the value of the middle pressure of wind p, that was supposed 
of 50 kg/m2

, could be diminished by forros of aereodinamic characteristics which have their 
own surface. . 

Reduced models can be used to study the real distribution of the wind pressure p, and by 
means of hydraulical similitude existing between the Euler, Reynolds and Froude numbers it 
can be detcrminated the distribution of the wind pressure of the prototype, and substitut­
ing this function of the wind pressure in equations [ 4], it is possible to obtain a more 
rigorous solution of that problem. However, for practica} results can be · considered the 
pressure wind vector of constant modulus but of variable direction i.e. normal to the middle 
surface of the shell. 

For that reason, we consider very important in paraboloidal hyperbolic shells, to take into 
account the stresses due to wind loads, and to compare them with the order of magnitude 
of critica} stresses (Reference 1 ). 

Generally, in these cases, seismic stresses are not of importance, as it can be observed in 
that values expressed in Table l. 

It is very important to mention that every solution obtained by means of the membrane 
theory, represent only one forro of all that can be obtained with equilibrium configurations, 
giving different values to functions f, (y) and h (x) in equations [4]. In the case presented 
the selectcd functions has been choosen such as the boundary conditions at x =a and y= b, 
having zero normal stress-resultans Nx and Ny, and in this way the selected equilibrium 
stresses-resultants shape is consistent with the real conditions of the structure support. If 
all these conditions can not be obtained, the theory of the membrane could not reach satis­
factory results, and then it would be necessary to get the compatibility conditions by strain 
between edge beam and shell, and to derive the stresses from these conditions. 

Advantageously in the above particular case studied, the theory of membrane solution, gives 
satisfactories values. , .. . 
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DEFOR~l-\TIO:-> OJ' SHELLS ,,- UHUU r Br;:->DING 46" 

umt arca of t he ~udace To 1 h15 arca corrc~pontb an arca. 

e 
cos "Y 

+y'+ e• 

of thc horizontal pt ojccllon of thc shcll. Hcnce 

z (t) 

and Eq. (r) yields 

l)¡ffcrcntmting th1s Wl\h rcspcct to !J :tnd thcn mlq.!;r:tllllg thc rcsult "ith rc>-pet·t to r, 
or ncc \"cr:;a, both in accord:wcc "1th Er¡s. (e), 11c gct 

ii, qot/ log x + -t- e' 
2 

ji¡. 
qox 

--log 
2 

Tlw \ruc foree::. 1\", alHl :Y" are obtamcd from tho~c c<pn·--wn~ b~ lllt':l!ls of Eq~. (e), 
m \\hieh the angi(·S o;, O !lrt) ¡.!;1\"t•n by tan"'= --y/e ant! t:Jn (J -r/c. 

bt!\lr,d ,¡ .. ¡¡, ul 1h1- ~lilllln.l\ J,e ltllnh!llvd lo fotm a wof, -wh a< '-h(m!l!ll F1¡.¡ 

2'H lt 'ho.rld h,• note.!, lco\\(~\<'r, lhat lll'Illwr ¡¡,.. ,J. .. ulload of tlw J.!:ro¡¡¡ ¡¡¡, ntlo~·¡,, 

ltPt•tlcll by ,uch n roof, nor ,\ p . .r\t.d lo:HIIll!!;-dnc, fl•r in,l.lllcc, \o "'0\\ , 111 ¡,. 
l!.lll'llll\\l'll hy \hl• lllt'llll•t.I!IC forc;P<, al<;,¡nc; hCllCP fl<').\IT!Ii ¡,(re:,<,(·~ 1\!J) 111'1 1 -'!lllh 
an~e. 1 

()f prae\11 aJm\(•1('<,\. !i!HI \IOrl h1 1•f llll'!ll !<HI :trc :d-o (J,t>, nnouhl ,}u IJ,, \1 )¡¡, h "1111'· 

lti!H", ha\t' h<·1·n u~ .. d 1n 1lH· ,¡, -1~11 of, ,,t>:dn 11 ,,..,¡, .•nd ,¡ 1111 ,~,.¡¡, · ](.,.,¡ •,. ¡¡, .,f 
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CHAPTER 15 

GE:\'ERAL THEORY OF CYLIND!UCAL SHELLS 

114. A Circular Cylindrical Shell Loaded Symmetrically with Respect 
Its Axis. In practica! apphcations we frequently cncounter problema 
whieb a circular cylindrical shell is :,ubmitted to the action of forces 
ti ibuted <,ymmetrically with re~pect to the axis of thc cylindcr. The 

·efs di•tribution in cyhndrical b01lcrs submitted to the nction of steam 
e<~ure, ~trC""b in cylindrical container:,; having a vertical axis and sub­
lttf:'d to intf:'rnal lic¡uid prcssure, and stre:;scs in circular pipes under 
uform interna! pre!'lsure are examples of such problems. 

Fw 235 

T'J P-t .¡J:,J¡,h the cquation<; rcquircd for thc solution uf thc'>c problcms 
.e UJtHder .m elcmcnt, :u, shown m Figs 22Sa and 2:35, and con,idci' the 
quatwnc, uf cqmltbJ ium. It can be concludcd from <;ymmctry that the 
ncmbraue ~hc.u·ing forces Nz"' = N"'"' vanish in this ca">e aml that forces 
\r.., are con,tant along the circumfcrcnce. Rcgarding the transverse 
hcar Ptg forr,:c-;:, iL can also be concluJcd from ':>ymmdry that only the 
f;rec~ Qz do not \ ani'>h. Con~tdcring the momcuts ading on thc elc­
ncllt lll r1~ :2:].}. ''e al-:;o conelmle from syrnmctry that the twisting 
·n·m,r·:tt~ 1/_., "-= .11,." \'.llll-h .tlld th.tt the hcndinh motnf'llh ]![,.,are con­
,t~utt diJtl;.; clw r;¡1 clllltier.:tH e ¡·l!dr·1· -,u eh con•btl<Jil'> uf :,ymmctry 

H,6 

GENEfL\L THEORY OF CYLI:\DHIC.\.L SlmLLS -lGi 

tlu~e of the six equation'3 of cqudibl'ium of thc clemcnt are idcnticc~lly 
satl:,ficd, nnd we h:n·c to con,idcr unly the rcm.mnng thrce cquation¡.;, 
czz , tlw,e obt:lÍned by pro.iccting t he for ee.., un lhe .e and z axes :md bY 
taking the momcnt of thc forccs nbuut t.he y axis. .\s-<uming that tb~ 
externa! forces consist only of a prc-ssl!l e- nm mal to thc :,urfnce, tbese 
thrcc cquations uf cqmlibrium are 

dNz 
-

1
- a d.c dtp = O 

(J; 

dO~ , 
dx a d:c d.;+,,,.., dx dtp +la d.r: d.; =o 

dJI ~ 
---adcdtp- (),adr:d'-{1 =O 
d.r 

(a) 

The fir:-lt onc mdic.tt.c;; that t.he force-, Nr are eottt-lant,I ami wc t:tke tlwm 
equal to zcro in our further diseu-,-.,iun. If thcy are ddfcrc11t from 1 ero 
thc deforma tion :mrl ;;t¡ p:-,s cotTe . ..,pundmg to ..,u eh cun:,t.1nt [01 ces can h~ 
C:t'-'ily calcul.tt ed and superposcd on "t tc:--,c:-, :tJHi dd01mat.ions produced 
by lateral load. The remninlllg L11·o equat ions cnn he w1 itt en iu the 
follo\\'Íng simplified form: 

dQr + I ,y = -z 
dr a· "' 
d 1 'I (1¡) 

l 
--(),o 

(J:; 

t:., =-

llcncc, hy applyml!; lfonkc's bw, 1pe obtain 

m1 m~ 
··-·-·; (e, + r•eJ 
- p-

1/) 

a 

From thc fir..,t uf the~e (•r¡t¡,¡(¡,¡¡~ 1t lr.lf., .• , 1¡, d 

dll w :rx = V a-

IJ)) v-- ~~o 
lt 

f- V • "") de 

, Thc <'ITel'l nf íiH·-~ fnrcr~ on ¡,. ll<llll!! ,, ll• d• ,.¡ "'' ¡11 1 ¡,¡~ ,¡¡~Pu-.inn 

(e) 

(d) 
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d thc <;ccond cc¡uatwn grvcs 

N" 
Ehw 

a 
(e) 

msidcring the bcnding moments, "e cunclude from symmetry that 
sl e is no change in curvature in thc circumfercntial dircction. The 
ryaturc in the .l: dircction is cqual to -d2w/dx2

• Using the ~ame cquu..­

•n:O as for platos, \~C then obtain 

M" = v1if: 

M .. = 
d2w (f) 

-D-
dx 2 

D 
Eh3 

1ere 12(1 - v3) 

the flexura\ rigtlhty of thc shcll. 
R.eturning now to Eqs. (b) nnd climinatmg Qx from these equat.ions, 

; obtuin 

Jm which, by using Eqs. (e) and (f), we obtain 

d
2 (n d!zv) + Eh z 

dx2 dxz w 

il problcms of symmetrical deformation of circular cyltndncal -lwlls 
,.us reduce to the intcgration of Eq. (273). 
Thc ::oimplcst application of this cquntion is obtaincd whcn t,lw t hick~ 
;ss of the shcll is constant. Under 'mch cond1tions Eq. (27:)) heeumes 

sing the notation 
Eh 

(34 = 
-1a2 D 

q. (274) can be rcprcscntcd in thc simplificd form 

d4 z 
dx~ + -1{3

1
w 75 

(274) 

(27.'i) 

(276) 

Jn.., ¡.., thc :-ame er¡uation a::, 1::. obtnmctl for .1 pri~m:l\Í<".tl lt.ll" \\ 1th H 

C:'\llJ.tl lll:!;ICI!ty D, :-onpportcd hy a contlllUOUS ela:-t.ie f.,¡¡¡¡,\.¡j¡on and 

dHHtttcd to the .teltou of a I<JaJ of i;ltenf::tty Z. "~< Thc• ¡2,•:11<'1 :tl '>!!lution 

· tln-, cqu.1tion 1" 

'"d.r(C, co-, ¡J.c + Cz »Íil {Ü) 
+ e-;h(C3 CO'> {3-c + C4 »lll ¡1r) 1- ((e) l277) 

GE:\ERAL 'r!IBORY 01<' Ci LI.SDHlC.\L SliELLS 

m whích .f(x) ís a particubr solution of Eq. (2/G), nnd C 1, ••• , C4 are 
Lhe constants of integration \\ hieh mu;,t be dct.crmined in ca eh p.ut ieular 
case from the comhtions at the cnds of the cylinder. 

Take, as an cxample, a long circuLtr pipe su hmít.tcd to t he :wt.10n of 
bending moments Jllo :md shcaring forccs Q0, both unífurmly dic-trihuted 
along the edge x O (Fig. 2:~G). In Lhis c;¡se 
Lhcre is no pressure Z distribnted over thc sur- Oo 
facc of the shell, aml f(x) = O in the general solu-
Lion (277). Sincc the forccs applied at the cnd --')(. 
.e O produce a local bcnding which díes out 
mpidly as the distnnce x from the londed cnd 
ÍHcrc_ascs, wc conclude tlwt the first tcrm on 
the right-hand. si de of Eq. (277) mu;,t vanish.I 
IIcnco, el = c2 = o, nnd we obtnin 

w = e-1lr(C3 co<; {3x + C4 sin {3x) (g) Fw 236 

The two coHshmts C3 nnd C 4 can now be detennlllcd from the conditinns 
at thc loadcd cnd, whieh ma.y he '' nttcn 

(h) 

Substituting cxprcc.,.,ion (g) for w \\C oht 1Í11 f¡·¡ 1111 tl1c , I l't' , • ,;-,e CIH con< 1 wns 

C,= 

Thus the final exprc-,..,ion for w 1s 

e-'~' 
'2¡3"3¡) [8:1/o(,.;in {3r- CO'i {Jr) w Qo cos {3xj (:!78) 

Thc ma;.imum deflccLJnn 1-; obt.aured at thc lo:tdcd end, whcre 

1 
( 10) r- n = - ~ -- ((::1 1/ -1- (} ) '2¡j3 /) . !) Q (27~1) 

Thc negativo c,ign for this deflcction rcsuJt, frnm tlw fad. t.h:tl. 1r ¡._ t:tk•·n 
po-Jl.J\'1; to11 .ti d i l11· ,f lj 1, • • 1 

1 Oihi't \in~ thP f:tcl tlt.tt. th••: 1 -,l"lll r,f t ·.. 1 ¡•lt 1 1 ., 1 1 
1 l 1 

~ ' . . 1 ' " ••• , ,,¡ 1 "' ptp•· 1 1 
)11 :tnt<•• onr) and lltat tlw ]i.¡,.r!h .,f :he Jlljll' 111 ¡, 1 11 1 , ~. f l . ~ ,. . ,...,. ¡j~· ! ll¡:t lt 1 !1 ,1! \\ ¡ f 1 ¡¡., f<,]ll)\\-.. ,¡f .... ,, 
,;.o,.r,nl \{> JllflliPltpl• o! :"'1'1'111-\ l·ll.llll' ., i·, furf·~ ""J'I<·,:.; TlitHhi ... nho :q¡.J ./ ;..; c;,.,,.l!.·t 

'("1.\ " ..... ¡,, ¡ty, ~d ,., , p :n, t'~il. ' 
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obtaincd by dJITercntinting cxprcssion (218). This gives 

(dw) e-~.. ( , · ¡3 )] -- . = - 'D [2¡3Jl o COS {3x + Qo COS {3x T Slll X :r=O 
dr: -<=0 2{3· 

1 
Z¡3~ D (2¡3M o + Qo) 

By introducing t.he notation 

.;(¡3x) 
f(f3x) 
0({3x) 
t(f3x) 

= c-P-"(cos {3x + sin {3x) 
e-Px(cos {3.c - sin {3x) 

= e-/3x cos ¡3.c 
= e-fiz sin {3x 

(280) 

(281) 

the exprcssions for deflection and its consecutivo derivativos can be 
rcprcsented in the following simp!ified form: 

1 
w - Z(3•D [¡3Jlof(.B:c) + Qo0({3x)} 

dw 1 
= 2132 D [2¡3M o0({3.t) + Qo.;(¡3x)] 

d2w 1 
dx 2 - Z{3D [2¡3Mo.;(,B.t) + 2Qor(f3.c)] 

(282) 

d 3w 1 
dx 3 = D [2f3Mor(í3x) - Qo,Y(.Bx)] 

The numerical ntluc':> of the functions .p(¡3r), -.J;(¡3c), O(flr), and t(íJc) .ue 
gi,·cn 111 Tablc 84. 1 The functious .;({3.t) and -.J;(¡3 r) are rep1 c-,¡_mtcd graph­
icully in Fig. 2:37. It is c,cen from thcsc cun·cs ami frum Table 84 

-04 

-02 

o 
02 

04 

06 
08 
1.0 

~ 
1/ 
o 

1 

1/ 

tL 

Jtljl 1 1 

r-!-.!.. ~ 
I/ 1 1 

{3x 

1 'f' l 
1---· 1 i-t--

1 

1 
i-1-
i 1 

2 3 4 
Fra. 237 

t hut thc funetions Jcfining the bcllding of thc :--hell apprnach zcro as the 
quantity /ir: bccomcs brge. This indwatc'> that, thc 1Jclldl!lg pruduccd in 
thc ·-hcll i:- of a\r;PJl elur.u:lcr, :1s was alrt':'ldy mcntioncd at the bcglllllÍng 
11 hcn thc constanb of inlcg• .11 ;,m wo·c calcul:ttc(l. 

[f lb e moln('llt JL all!l 1 be dcfledion w :m: f•Jilnd from cxprcs,ions 

1 Tht: figurt·~ 111 !hh tablc :m' t.1kcn fll¡ill thc Look by 11 Znn111errn:wn, "Dw 
Bcrcchuuug des J:ntnh:tlliJObt'Ih:llll>," lkdm, 1888. 
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(282), the bcnding moment M, is obtaincd from the first of thc cqua­
t.ions (f), ami the \·:tlue of thc force N, from E(¡. (e). Thus all ncccs­
~ary informatwn for c:dcubt ing ;,t 1 c-.-,cs in thc ;,hcll can be found. 

115. Particular Cases of Symmctrical Deformation of Circular Cylin­
drical Shells. Bnuling of a Long C:i¡lin¡fl 1cal 8hcll by a Load Uniformly 
Di8tnbutcd along a Circular SrcHon (Ftg. ~:38). lf lhc lond is f:1r enongh 
from thc cnds of thc cylinder, solul.ion (:?78) can he tbcd for c:1ch half of 

p 
(a) 

F11: .ns 
(b) 

t. he shell. From considN.tt ions of :,ymmetry ''e concluclc t hat t. he value 
uf Qo in t.his ca:::c is - P /2. \Y e thus ohtain for t he nght-lw mi p01 t. ion 

w 2~-=:~ [ ¡S.l/ o(;.:in í3 r -- co-; {3.r:) + ;~ ¡·o-. ¡3.c] (a) 

\\he re .r l'> mea "'UI ed fi<Jill 1 he ero-.-. :--e el ion at 1d11ch l he lo:1d ¡.., :1 ppli1:d. 
To calculatc thc mornent .lfo which ap¡w:tr'> in ~''JliP ...... Jnn (a) ,,-e u~c 
C"\llJ"í'-.-.J()Il (:!SO), \\hwh g¡q•-. thc ~Jope at r -~~ n [n 0\ll t::t-.(~ thi:-- .,].,pe 
vaJJÍ>:hc-, lwc.IH'le of :--ymmctt~·- llcncc, 

a nd ''e ohtain 

p 
2¡3J/o- 2 =O 

p 
J1! 0 =-

4{1 
(b) 

Subl'ltituting tln'l ,·:tluc in cx-pre:-,,ion (11), thc ddl(~dion of thc ..,hcll 
beco mes 

J>c·-¡jx 1' 

S~ 1)) (Hll {Jr: + cos {3 r) 

and by ddTcrentiatHJil we find 

dw 
de 

,[Z¡n 

p 
1.-H J e O r) 

!' 
!¡}/) l(.fr) ;Í r" 

rl 1w 
;¡¡3 

p 
·io O(¡:Jc) 

(t:) 
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T.Uli.E 8·l. TADLE OF Fu:--C1'10'\S <P, 1/1, 11, )\.-.;o r 

¡:¡,r '{) 1/1 11 r 
----

o 1 0000 1 0000 1 0000 o 
o 1 o 9907 o 8100 o 900.3 o 0903 
o 2 o 96.)1 o 6398 o 8024 o 1627 
0.3 o 9267 o 4888 o 7077 o 2189 
o 4 o 8784 o 3564 o 6174 o 2610 

o 5 o 8231 o 2415 o 5323 o 2908 
o () 1 o 7628 O H31 o 4530 o 3099 
o 7 ' o 6997 o 0599 o 3798 o 3199 
o 8 o 6354 -0 0093 o 3131 o 3223 
o \) o 5712 -0 0657 o 2527 o 3185 

1 o o 5083 -0 1108 o 1988 o 3096 
1 1 o 4476 -0 !457 o 1510 o 2967 
1 2 o 3899 -0 1716 o 1001 o 2807 
1 3 o 3355 -0 1897 o 0729 o 2626 
1 4 o 2849 -0 2011 o 0-119 o 2430 

1 5 o 2384 -o 2068 o 0158 o 2226 
1 6 o 1059 -0 2077 -0 0059 o 2018 
1 7 o 1576 -o 2ou -0 0235 o 1812 
1 S o 1234 -0 1985 -o 0376 o 1610 
1 9 o 0932 -0 1899 -o o484 o 1415 

2 o o 0667 -0 1794 -0 0563 o 1230 
2 1 

1 

o 0139 -0 1675 -0 0618 o 1057 
2 z o 0214 -0 1548 -0 0()52 O OS!l5 
2 :3 o 0080 -0 1416 -0 0668 o 0748 
2 4 -0 0056 -0 1282 -0 OG69 O OIH:3 

2 5 -0 0166 -0 ll49 -o OG5s o o 1\)2 
2 6 -0 0254 -0 1019 -0 06:1Q o 0.383 
2 7 -o 0320 -0 0895 -0 Ol•OS o 0287 
2 8 -0 0369 -0 0777 -o o.'i73 o 0204 
2 9 -0 0103 -0 OGG6 -0 0531 o 01.32 

3 o -0 0·123 -0 0;:)63 -0 OIU:3 o 0071 
3 1 -o orn -0 0169 o 0130 o 0019 
3 2 -0 o t3l -0 0383 -0 0107 -0 0024 
:3 :3 -0 0122 -0 0'~06 -0 0 . .\64 -0 00;:)8 
3 4 -0 0108 -0 0237 -o o:.\23 -0 0085 

3 5 -0 0389 -0 0177 -0 0283 --0 OIOG 
3 6 --0 o:!GG -0 0121 -0 021;} -o u121 
a 1 --0 03 H -0 0079 -0 0210 ·O 01:11 
:¡ 8 --0 0114 -0 0010 -0 01 ¡-¡ --0 01.17 
3 '} -0 02SG -0 000') -0 0117 -0 OliO 
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1- 2 
1 .3 
1 -1 

4 .; 
4 6 
4 7 
1 8 
1 ') 

;:¡ o 
5 1 
5 2 
5 3 
5 1 

,j ;¡ 
,·, ¡¡ 

.j 7 
5 8 
;¡ ') 

tl o 
n 1 
ti 2 
tj ) 

lo 1 

1) .. , 

tl l¡ 

h ¡ 
,¡S 
G !) 
7 o 
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Thc results obtained are all graphically rcprcscntcd in Fig. 230. It is 
sccn tha.t the ma.ximum dcflection is undcr t.he load P and that its va.lue 

as g1ven by Eq. (283) is 
X. _ .. 

p 
Ulmu = 8¡J3D (285) 

p 
W=-, {Crnx) s,a-o r v~ The m:nímum bcnding moment is 

also under the load aml is deter­
mincd from Eq. (28!) as 

p 
M rn .. = -l¡} (286) 

FIG. 239 

The maximum of the nbsolute value 
of thc shc:uing force is eYídcntly 
equnl to P /'2. Thc vnlues of all 
these quantities nt a certain di'>­
t.lnee from the lo:11.l cnn be rcadily 
obt::uned by using Tablc 84. We 
see from t.his tnble and from Fig. 

23() that aH the quantit.ies that determine the bending of the shell are :smnJl 
for x > 1rj{3. This fact indicntes that the bending is of a loc.tl charactcr 
.1nd that a shell of length l = 21r / ¡) louded at thc middle wJII h:we practi­
cnll:'l· the snme m:l\::Ímum JeficctiOn and the <;ame m:nnnum ,..tn•,, a .... a \·ery 
long shell. 

HaYÍllg the solution of thc prohlem for the case m which a lo:Hl ¡..,con­
centrnted nt n circul:u erO"' scctíon, we enn 
rendily solve thc problem of a load chs­
tríbuted along a certaín length of the cyhnder 
by applying the pnnciple of supcrposition. 
As an example Jet us consider the case of a 
load of intcnsity q uniformly distributed 
along a length l of a cylinder (Fig. 2-W). 
"\s-,uming' that the load is at a considerable 
distan ce from the end'> of thc cylinder, we ca.n 
use solution (28:3) to calcula te thc dellections. 

Fw 2·10 

The dcfiection at a point A. produccd by an elemcnlary r111g lu:\d of an 
intensity1 q d~ at :t di-,tancc ~ from :1 ís ohtained from exprcs..,ion (28:3) 
by substituting q di; for P nud ~ for x and is 

qd~ ,-8!(· f3 + .· ¡;?) S¡33 ]j t CO'l ~ 'illl "~ 

Thc deflcetion prodttCctl at .1 by the total lo:Hl dhtrihuted over the 
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lcngth l is thcn 

w= 
(bqdi; , . (rc¡di; 

}a Spií]J c·d,(r.ns í3i; +Sin ,130 + }o S{J3Í) cd!(co::l {3~ +sin tJÜ 

qa' 
= 2/::Ji (~ - c·-,,h co;; pb e-Pe cos ¡Jc) 

The hcndi11g monwnt at .t puint .1 e:tn he calculatcd by :--imiLtr :lppli­
e.t t ion of 1 lw nwt hod nf su peq)O;,jt IOJL 

Cylnulucal Shc/1 tnlh a Cn¡form lntcnwl J>rcssurc (F1g. 211) lf thc 
edg;c-; of thc shcll are f1cc, the lllternal pre-,~urc p protit~t•e..., onl~ a hoop 
~trcss 

pa 
O't = h 

.md t he r:tdiu<; of the cylinder lllel'(':l:-:.c-, by t he :ltnount 

pa~ 

J~'h 
(d) 

rf t he ends of the shell are h111lt i 11, n:-:. ,..IJm\ 11 m Fi¡!;. :? 11 n, tlwy can not 
mo\·e out, and local bendÍH¡!; occur-> at the cdg<''i. If thP lP11!!;1h l of tite 

Fu. :! 11 

~Jwll ¡._ '-llrrit:iently lan;t>, we c.lll u~c ~nlntion (:?IX) to in\"P'-fÍg:dt> tl11" 
IJf'lHiing, the monwnt. .1fn aJHI thc -,hearin¡,; foiCt' f/n lwmg dl'tt·rm.rH'd 
flnlll t.lw eondition~ tb.tt the deflcetion :llld tlw ,lope :don¡!; thc lunlt-1n 

<·dgc e O ( F1g :! lla) Y:lltJ"-h. .\ccord1ng t o 1 he:::c con; lit ion", J·:q~ 
(~7!l) nnd (2SO) of thc pll'ePdm¡.; nrticlc hccomc 

'' ht·re ó ¡..., gh Pll by Eq (d) 
:-;,)Jnng for .lfo and f)o, \\C nhtain 

J.PDo ( 1:--. 'j J 
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\Ve Lhus obt.am a positivc bcnding moment nnd :t n0gatiYc shcaring force 
acting as shown in Fig. 2-Ua. Substltut.ing thcse values in exprcssions 
(282), the dcflcct.ion and thc bending moment at :my dist.::mcc from the 
cnd can be rca(hly cnlcnlated using Ta ble 84. 

If, in::,tcau of built-in edges, we ha ve simply suppo1 tcd cdgcs as shown 
in F1g. 211b, the dcflcction and the bending momcnt M:z vnmsh along the 
0dg;e M 0 O, :me! we obtain, by using Eq. (279), 

By substituting these values in solution (278) the deflection at any dis .. 
tunee from thc cnd can be caleulated. 

It wa.s assumcd in thc preceding discussion t.hat t.he lcngth of the shell 
is large. If this is not the case, thc bcnding at one end cannot be con­
sidered as indcpendent of the conclitions a.t the other end, and rcconrse 
must be hnd to the gcncml solutiun (277), whieh contnins four constants 
of integration. The particul:u- solutiun of Eq. (27ü) fur thc c:lse of uui­
form load (Z = -p) is p/4{3 4D = -pa2/Eh. The general solution 
(277) c.ln thcn be put in the following form by the iutroduction of hypcr­
bolic functions in place of the exponcntial functions: 

w = - ~~
2 

+ el sin {3x sinh fJ:c + c2 sin {Jx cosh {3x 

+ c3 cos {:Jx sinh {3x + c4 cos [:J.¡; cosh {3.c (e) 

If the origin of coordinates is taken at thc middle of thc cylinJcr, as shown 
in Fig. Ulb, exprcssion (e) must be an cven functiun of .c. IIence 

(f) 

The eonstants C1 and C,.. must now be sclccted so asto ,.,,tti.,fy thc con­
(htions at the ends. If the cnds are simply ;,uppm ted, the deflcct 1011 nnd 
the bcnding moment M:z must vanish at the ends, and we nbtnin 

( w).r-l/2 O (
d

2w) 
dx 2 

z=l/2 
o (g) 

8uhstitut.ing; <'\PH'~«ion (e) in Lhcsc rclations and n•mt·m!.t~l in~ that 
c2 c3 o, \\'() find 

]}11.~ (' • • h fY h o kh + .•J'>lll•t..,lll a+•·•Coso:eo~ a (h) 

el cus a co;,h a - c. sin a :,Ính a = o 
11 hc1 e, fm the :sakc of simplkity, 

pl 
2 a (i) 

<1!-:'\EH\L Tlli:OHY OJ:.' CYLIXDIUC\L SIHJLLS 

l'rom ! l1f'SC' Pqu:ltinn;; \í'e obt:.tin 

pa 2 2 sin a ;;.inh a 
l::it e os-:? tr -=t: co~h 2a 
pa 2 2 cu~ ,~ co~h a 
Th- e-~~":?~-~~~ ;..-;¡~¡1·2;:; 

(j} 

Subst.i:.uííng the Y:tluc, (j) and <.n of thc cnn;:.bnt;; inexple:-.~ion (e) and 
ohscrnng from e\pre,..,ion (27.1) that 

(k) 

wc ohtnin 

w pl' ( 
- 04Da4 1 

2 cos a eosh cr: ) 
- ---------- cos {Jc cnsh {Jx (l) cos 2a + co;,h ~a 

In ca~h part it·ular ca:-e, 1f thc dimen~ions of t he ~lwll are known thc 
quan~Jty a, \\ h1e~1 i~ UllllPn~ionlt·~;;;, tan he c:ti(·Hbkd !.y me:u:s 

0
f 

nolat!On (1_) :tnd Lq (:.!1:)). By ~uh-.tllufin~ f}¡¡-, \,tlut• in e:..pre:-.:,ion (l) 
the~ defleetJoll of t he ,.J.dl at any point can he founu. 

1· or t lw Jniddlc of t hl' ~hdl, ;:.uh~tJI 111 lllg .r (} ¡11 t>Xpl e-.-.inn (l), \\e 
ohtain 

(n) 
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. \t thc middlc of thc shcll this momcnt IS 

(M ) o = - PE ~ex. sin~_ 
r ,... ·1a2 cos 2a + co::,h 2a 

(o) 

It Í'> sccn that for lnrge nlurs of a, th.tt 1s, for long ;;hclls, this momcnL 
beco mes ncglig1 bly :,m:dl and thc midtllc poruon is, for .<11 p1 acuc:1l pur­
po:,cx, undcr thc action uf mcrely thc hoop strcsscs pajh. 

The cnse of a cyhndcr with built-in edgcs (Fig. 2lla) c:<n be trcatcd in 
a similar manner. Going dircctly to thc final rcsult, 1 wc find thnt the 
bendíng moment M o acting along the built-in cdgc is 

JJfo = _E_ sinh 2a - sin 2a p 
2{3 2 smh 2a + sin 2a 2{32 x 2

(
2a) (

288
) 

where (Z ) _ sinh 2a - sin 2a 
X2 a - sinh 2a + sin 2a 

In the case of long shells, a is large, the factor x~(2a) in exprcssion (:288) 
~.pp1 ;:¡;cch~s unity. and the vuJue of the momcnt npproachcs that given 
by the first of thc e>:prcssions (287). For shortcr shclls thc valuc of thc 
factor x2(Za) in (288) can be takcn from Table 85. 

T \llLE 85 

x~(2a) x,(2a) 

o 2 5 000 O OOGS o 100 
o 4 2 502 o 0268 o 200 
o 6 1 ui'-l o 0001 o :300 
o 8 1 2ü7 o 1065 o 100 
l. O 1 0.33 o 1670 o :100 

2 O S!lO o 2.370 o .j~l6 
4 o so:3 o ,lJ/0 O GS!l 
(\ o /.j5 o !OSO O Ti5 
8 1 o 7.~5 o 50;)0 o 8.')5 

2 () () 7l8 O GOOO o n25 

2 .) U S02 o 8'220 () l.'j 

.; (J o s•n () <J/70 fJ'IO 

l ·, (¡ <JI,¡) 1 ().)()() 08.) 
¡ 11 0().) lliSO o:,l) 
l ·) /Jli' o 100 1 021' 
.')o 017 0300 1 008 

Cylz'¡;¡}tical Slull Re11l /Ji¡ Pt;rcc.s and Momcnt.s D¡s/rtiJIIfrtl olong the 
Rtlgcs. In thc prcceding -•_.e, iun thi:s prohlcm \Ya;; <hse11--,cd a'-'nmini!; 

1 l3oth e."e' :u e dhr'li''Ld m det.ul by I. G. lloolmo\' lll )¡¡-, "Thrmy of Sl1 ,¡, l11re 

uf :-ilups,' \ol 2, p ')¡;<;, ,")¡ 1' .;, • -L•, >!, J')J'5 \J,o !IH h1rl•••l :u e Jlllllii'IH':tl hble..; 
,, luch ""lJllify 1he r ,¡], ;lla\J<>J>o of Jno.rJ<.llb ,,nrl dr·Oedwn~ 
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t hat thc shcll is long and that rach cnd t\tn }¡e t rca t.cd indcpcmlcut.ly . 
In. th~ (':1"~ of ,.,}wrtet ,._}wll-; IJnth t:nd-. llll~'->L be C\lll-:Jdcn·d "imultancously 
~Jj u-.,mg :::oolutJOn (e) "·1th fnu1 enn-.t:tllh nf llltq,';l :ttwn Procccding as 
lll t he prc\ l~l\1'5 c.l.:::;cs, thc follo\\ lll!,; 1 e:-ult, c:lll he obt:uncd For the 
('a-.e uf hc1:dmg b)· unifnrm !y dbt ribu tcd ,..he:n ing fm ce~ Q0 ( Fíg. 2l2a) 
thf' d~·nedl'lll :tllll thc -;Jope :ll thP l'nd" arP ' 

(dw) 
df x~O,.c~l 

In t.he ca;;c of hcndmg by thc momento, .11 'Fw •).¡·)¡) . ¡ t· · o ' ,. - - J , ''e o ) .,un 

Slll 

•) 1{ "" • - H'.J~a- ( 
· X" 2a) 

(dw) + :Ll/ o/j~~~ ~)~h ~a - cos ~a + !:1/ oo1a2 (290) 
dr. r=O,.c=t = - Hh :::;mh ~a--+~!::?a = - X3(2a) 

In thc c:lí'C of lmw ,.!Jcll-, thc f. ·t 1 • ·)< - ,., • . ' · .le ors X 1, x t, a m X1 In C\ pn•,,.,íon~ (289) 
.md (-UO) are do..,c t.o umty, ami t he r<~'Hit;; eoineide ,,.¡¡ h t.ho--e gi,·cn by 

Oo Oo 

·l -

(a) (b} 
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the circumfcrcnee uf thc tubc will be úenutcd by P. Tbe magnitudc of 
P wii!How be detc11nincd from the romlition that thc forecs P produce a 

dcflcction of thc pipe under thc nng cqual to the expansion o crcntcd by 
thc internnl pre:::-;urc p. In c:1lcubting this dcflection wc obserYc that. a 
portion of the iubc between t.wo mljnrcnt rings m:ty be con<:idcH'd as t.he 
;:;hcll ::;hown in Fig. 2·12a and b. In this c:1sc Q0 = -}P, nud thc m:1g· 
mtnde of t.hc bcnding momcnt M 0 unde>r a ring is dctcrmined from t he 

~--- l ----~ 
R __.-----,. q r--~--

FIG 243 

----¡,: 
1 
1 
1 

2a 

concht.wn that dwjd.r = O .lt that poi11t. 
Hence from Eqs. (28!)) ami (2íJO) we find 

P{Pa2 -1111 of3 3a2 
(') ) - Eh X2(2a) Eh~ x.j _a o 

from which 

(p) 

If the distancc l between the ring'S is brge, 1 thc qu:tntity 

l . •! 2a = {3l = VGJi, v 3(1 - v2) 

Is also brge, thc functions xz(2a) and x 3(2a) approaeh umty, :md thc 
mument .lfo approaches thc Yaluc (2SG). For o',lll'nl:lilll;; llw futec P 
cntenng in Eq. (p) the e\.prc,:oion:, fm deflce!IOII' a-. gt\ en m I:lJ'· (:2SU) 
nnd (2!JO) mu;:,t he u~ed Thc..,e C\.J)l'C""lon;; ~in• 

Ppa2 
, P(:Ja2 xH2a) 

· ¡;;h-· X 1 (2a) - ,,1-_,-h· ~(~)~) 
D -, X3 _a 

or P{3 [xt(2a) - ~ ~i(J~! J 
2 X1(2o:) 

(2!) 1) 

For large valucs of 2a this reduces to 

which coincides with Eq. (285). \Vhcn 2a Í'> not lmgc, thc yaJue of t he 
rcaciiYe forec<; Pis calculated from Eq. (2Ul) by u"ing Tahlc 8.'5 Soh·­
ing Eq (2!J1) for P and :,ub:,tituting its C'Xpressiun 111 c:-.pre.,-,ion (¡J), 
1rc find 

·lfo = }!__ X •(2a) • '2{32 -

Thi.,; (~oinr:idr:<, with C\¡H·c~,ion (2SS) prc\ ion,ly ohtahwd fur a ~ht·ll 1111 h 
bnllt in cdge.,; 

To t:tkc in tu acconnt the c\:tcnc,ion of ring-, wc obq;r\·c that t.IJP 1<·:¡¡:1: · ~ 

1 For v = O:¡, 2a = 1 ZS.)I/ ...,/nh. 

f;EXJ:Il.-\L 'fi!J:OH1 OP CYLI:\DBJC.\L :,ll S ·181 ~ 
fmrcs P produce in thC' ring a tcn,..ilc forre Pa ~mtl (ha t t he corrc.~potHling ~~ 
ill<:JC,l">C of thc Jnncr r.tdtUs uf thc ring is1 ' 

Pa2 

7f}] Ó¡ 

\rhcre .t ¡,..!he rro,..~--.ectiolJ:tl :11•'.\ ,lf ihe I'IJH~ Tn t.d..:c ih¡-. C\.Íl'll'-1011 

mto accuunt \\0 ::.ub-.ttlntc 0- Ót for 13m Eq (:?Ul) ,utd ubta111 

¡ )' r .. , \ 1 x~(:?n) J /'/¡ 
¡) 1 \1'.-"' --· ~ xX~a) = P- ~e 

From thi:,; eqnntwn, F can be n':Hlily ohtained 1 •. ,. u:-mg; T:d•lc 8.), :tllll 

thc monH•nt found hy 'nh-,!tiHI.tng p- (/'h/.l) for 11 in l·~q. (:2!)2). 
lf the JH c-...,11 re p a eh nut onlr on the eyhndttc:tl ..,hc\1 but .ll;,o on the 

cnds, longitudlllal forces 

N = pa 
:r; 2 

are prodm·cd 111 the :ohc\L Thc C\.Íl'll:,!On of lhc radin:-; uf l.hc eylindcr is 
thcn 

and lht• 1 pl.lilllt.\ p(l ·- ~~~) lltll,l he 'llh·tll•ttl'd fnr Jllll 1·:'1" (,:2!}2) :111d 

czn:n 
I:<Jll,I:J•'ll• ('"J.;) ,ll!d (:2'Jll 1".111 ,¡J,,, '"' 1]-t•d 111 thP l':l'•l' .,f ('\ll'lll.ll 

lllllf.,tlll J'l• --1!1!' pln\ Idt•d thP í'\lliljll't'''i\'l' ,..jf('"~'' lll tho: Jlll.!!; .tnd 111 

tlw ,]¡,.JI .11<· f.,r <'IIIHtg:h f1 om t he c·t it w.d -.t tt'"C' al \1 Lwh In u khng: ltl.lY 

or<'lll " TJ¡¡, c·:•-e l' "f pr.t<·tw:d Jlti(Hll l.tlH:e 111 tlw dP,l:-(11 uf :-olllllll.tl itH;, 
.111<l h.l' 1"'''11 d1,¡'1l"t'd l1y •1'\eral :tttlhor...;.3 .• 

116. Prcss•Jre Vessels. The mdhud tllu-,trat!·tl hy tlw ex:tmpk-. of tlw 
prtTediil)!: art wlc; l'.tll abo be :tpplied in 1 he :tnah-:-i-, of -,¡ H>'('" in 1'\'lindn­
e:tl YC''-cl-. ,..u]n,tlt!Pd to the :wtion of ullem:d.pn·-.-.ure. 4 In .¡¡,·<.ll"ill!-( 

tlw "mclnl•t:tllt~ llll'nly"'tt 1\:t'-IC'!)('.tll'dh·¡ndwated th:t! thi-, tlwm\- f:td-. 
to lcpn>eat. tiH· 1111<.~ -111'"('-. in tho-,e ;Jot1Iot¡., of a -.Jwll do-.p t" tlu• 

1 It h a~~lmH:d !h:t! !111: 1 1"""""'' l1on.tl dtillt'll'l"ll' of tlw 1111~ 111• ,¡,¡al! 111 , , ... , 

JMri'Oil \\Jf)¡ !he l'lolllh rt 
1 

B111 klw¡¡; nf llll¡l;' :ond 1 1 l!n.f, '' d -h•·ll~ h di-< 11' , • .¡ "' " 1 ,,,,,, ¡,, nkn, "1 ¡,, 
of l•.l:t>IH: St:dnhll,' I!I'Jt; 

3 ~"e pap•·r hy 1\ 1 on:) '"""" :~nd 1\: ! ;11111 f¡, 1 "\1 ,., 1: ,.,,,¡ 1 •• ,¡, , , . i 1, 1 
pp 11,:¡ lí.S, J')<) J'l'), :!!lo '.!.!l. ond , .. J '. J'l'!l' pp ;,n;, ·,¡o • ' 

1 :''f' ~~~ n \f J ..... l¡,,~t'l 1 ":'!,ttr-..!lJi• H1!1,•·Lrlllli~~ \••i! 1 ~::.,,' ,, 

(:, :-'d¡•t, tnd .f Jt,lllh(lltll\, /!ull l"•tu Tlt{l 1/rtrlli!t,• 1, 1 oftt/'UI, \rd 11 
1

, 

l~lli, .1 L :\f.¡¡¡flwt-.oll .111rl \1 !lo f(ll.\1, l:·d 1: /),¡~/'' /luf,t, 110 1, 1'11 1, q.,¡ 

:-:dnlll/·(;¡¡¡¡¡q\\ 1 fn•¡r- luh, ,,¡ 1, p -,¡·,, ]'1.11, ~ J.;-.:,, .. , .. "" 1 1¡11'/ lf, 1., 11,., ., 

ml 2.3, p S'l, 1 1l.iS 
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edgc", since t.he e(lge comlit wn:::, u-,ually eannot be complete} y :o:Hisficd 
by con"¡Jcnng onl~· nwmbrnne .;,tre ... :oe::: .\ ::.umbr coml1tion m whieh 
t he membranc t hcory 1::: mndec¡u:ltc is found in eyhndric:ll pre::,me Yc-,;;cls 
at the joints bct\n::-en the eyhndllc;¡J portion nnd the cnds of the n~:-,scl. 

. \t the:oe joint::: the mcmbrane st.resscs are usually accompanicd by local 
bending strc::::;cs which are dblributcd ::.ymmctricnlly \\·ith rc::.pcct to the 
axis of t.hc cylinder. Thcse local strcsscs can be cnlculated by using 
solution (278) of Art. 114. 

Let u::, bcgin wit.h the simple case of a cylindric:ll YC::>scl with hcmi­
::;phcrical ends (Fig. 2·14). 1 1~t a sufficient distan ce from t he joints mn 

X 

n n¡ 
(a) 

(b) 
FIG 244 

and m1n1 the membranc theory is accurate enough and gi\'cs for the 
cyhnJrirnl portian of radíus a 

Nt = pa 

whcre p denotes t.hc interna! pre;o,<;urc. 
For thc :::.phcrical cnch thf:s thcory gi\'es a uniform tcn ... tle force 

N= pa 
2 

(a) 

(b) 

The c:-.ten:::.ion of the radius of the cylindrical shcll undcr the action of 
the f orces (a) is 

o¡ = l!~ (1 
u~ ~) 

and thc extcn,.iou of thc raditb of thc -phel'leal cncb,i-, 

pa2 
02 = Ú~'h (1 - v) 

(e) 

(d) 

Compnring cxprcs-ion- (r:l nnd (rl), tt ean be <'on<"lu<led that if \le con­
~itlcr only mcmbt.mc ~tr <:-~c., wc o!Jt.t in a di..,cunlllllllty .ti, t he j ou1t'3 as 
leprc;:,ettled in 1· :? IIIJ. This inclieale'> that at Lhe jolllt tlH;rc mu<:>t act 

1 Thi;; (':1~C \\3S d!'CU~'ocd by E. :\Ieis:,ner, 8chU:CIZ Bruufg 1 \'OI. sr., p. 1, 192~. 
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shcaring force-s Qo :1.nd hcnding monwnt,:; .1{ 0 umforml)· di,trihull•d along 
the cm.:nmfcn'twc aml of .<-uch m:1gnitmh:" a-; lo clJttllttatc thii discon­
tinllliy. Thc '-ln'"c" produecd by thcse forcc:s ::trc sometimos cnllcd 
di~CO/I{Ín Ulf!J S{J"('8SCS • 

f 11 eaknl.lltll¡!; 1 he qu.tnl it ic . .,; Qo :llld Jf o \\"C :\-o"\lllle th;lt thc he!ll!ÍtW j, 

of a local char:wtcr ;;;o 1 h:1t '-'olution (218) can he npplicd \\'ÍLh ::,ullici~nt 
:\cem~cy .in dt:-cu-.~ing thc bcmltng of t.hc <:yhndt ical pot !ion. Thc 
lll\'C ... t tg:tl.JOn of thc hPndlllg of t.hc :-phcrical end:- tcpre:-cnt.::; n more 
comphcatetl prohlcm 1\ hich wtll be fully dt,.cu,.,,cd in Ch:tp. lG. Here 
wc o?trri:l an ~pproximatc solution of thc prohlem by assuming t.hat the 
bcn~l11_1g ts of 1mportance only in t.hc zonc of the ;;;phct icn.l c:hell clo.;,c to 
thc JOmt nnd tl~nt this zone can be trcated :1.'3 a pmtwn of a long cylindn­
cal shc!P of radms a. If t. he thieknc~s of t he -.phcrie:ll a ml t he cvlindr ieal 
portian of thc Yes::;cl is the samc, the fmecs Q0 produce equ:tl ~rotation-; 
uf thc cdgcs of both p01tion~ nt t)l(' joint (FJg 2111!) Thi-, indit·aies 
l!wt. 11fo \'anbhcs anJ that Oo :done b -.ufliciC'nt. to ehminalc thc di:-nm­
tmmty. Thc magnitudc of Qo i-. nm1 th-t<'ll11lllPd from thc <'Hilditwn that 
thc ~11m of thc numcncal nduc:- uf lhc ddlt•cltoth of the <'dge.; uf the (\\'O 

));1JÍ<; mu-.t he C<¡ll:l! lo ihc dtffPll'IH'P Ó¡- O" of !he l:tthaJ C'\p,llbÍnn.., 

fnnn~h~"d by thc mcmbranc tlwo1y [: ... 111).; Eq. (:.?/!!) for lhe ddkct 101h, 

\\C obtam 

frum wlHch, ],y u~•n~ nota! ion (:.!/.i), 

.11:1\ ing ohtai1u•d thi:-; \ :tlne uf 1he forn• ()¡,. ilw d 1~n<'etion aJHl thc hC'lHI­
tllg. mmt_1cnt M x can be calf'nlatcd at a11y po1111 hy ll"'>lll~ fotmula" {:.?:-\2). 
wluch gt ve 2 
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TIH:' moment :111.1in" its numctlC<1l ma:-..imum .tt thL' dht:mce 1 ,, '-U. 
at wh1ch pomt. thc dcri\-~Ui\·c of the momcnt is zcro, as c.m be :::cPn from 
Lhc fourth of thc cquations (282). 

Combining t.he nu:-.imnm hending stress produccd by M r ,,·íth the 
mcmbrnne st.rcss, we fmd 

l ·•o·) ap 
-- ·) 2h (g) 

This stress which acts at thc outer surfncc of the cylindncal shcll is about 
30 per cent larger thnn the membrane stress acting in the :1"\:Ínl dircct.ion. 
In calculating stresses in the circumfercntial dircction in nddition to t.he 
mcmbrane stress pa/h, the hoop stress causcd by thc dcflcetion w :1s well 
ns the bending stress produccd by the momcnt M"' vilf, mu,;;t be con­
sidered. In t.his way ,,.e obtain at the outcr surface oí thc cylmdrical shell 

ap Ew 6v ap [ 1 -M = -- 1 - - 8([3x\ + --¡¡:-a h2 z h 4 1 4 

Taking v 0.3 and u:::ing T:1blc 84, wc find 

LO:i2 ~!!. at {3<: = 1.85 (h) 

Since the mcmbr:llle stress is smnllcr in the cnds than in the cylmdcr 

m 

2a 

sidcs, t.hc maximum stress in t he ~phe1 i1·al cnd'l is 
nlways smnller tban thc culculatcd strc;;;s (h). Thus 
the lattcr stress is the dctennining factor in thc de-.ign 
of the vessel. 

The snme mcthod of calculat.i ng d iscon t in ui Ly ::.trcsses 
can be applicd in the ca::.c of cnd'S ha\'Íng thc form of an 

......i. ellipsoid of revolution. Thc mcmbrnne strc--;scs_in this 
...._,._____¡ case are obtained from cxprcsf:>ions (2G3) and (2G·1) (see 

n 
Fw 245 pagc 440). At the joint mn \\"hich rcprcf:>cnts the 

equator of the cllipsoid (Fig. 2-1:.3), thc stre"-CS in the 
dirrciion of thc meridian nnd in the cqnatorial dircction ni·c, rc,pcetivcly, 

pa pa ( a 
2 

) (i) 
(/'"' = 2h Q"g = h 1 21J 2 

TIH! r·\!cnr,ion of the radiu'S of the equator is 

5~ = ~~- (qs - z•q..,) l!(L~ (1 -- a: 
~ Eh ~2 

~ub--tltutíng thi'i quantity for ó~ in thc prc\ iou., calcub1lon of t lw :-hcar­
iJtg force Qo, wc fi111l 

pa2 az 
T)¡ :iij2 

tnd. Íll':>tead of Eq (P\ ,,-e nhtnin 
p a2 

s;j P 

lt is :,cc11 that thc :::hc::uing fo1cc Q0 m thc ca"c of cllipsoidal end:; ¡, 

lnrgcr than in thc CH"C of hcmi,phCiie<ll cnd:5 m thc 1:üio a2/b 2 The 
disconlinuity strcss<:s will cYidcnt.ly in crease in UJC "ame p10porl ion 
For cxamplc, tnking a/b = 2, wc ohiain, from C'.prc:::"íon-.: (!/) nnd (h ¡ 

( Q' X')llll\:t ·_? l-f ')n p_ 
.. 2h 

.\gain, (q1),..,. ¡._ tlw larg;c-,t '-lre"" .md ¡-, !:on'-ei¡I!Cil!.ly thc determimng; 
factor in Jc..,¡g:n 1 

117. Cylindrical Tanks with Uniform Wall Thickness. If a bmk i~ ,.,ub­
mit if'tl lo t he :H;tion of n liqllld prc""11l'c, a"l :,ho\\ n in Fig. 2-10, t he :;tre,:-es 
in thc wall can be analyzcd hy thing Eq. (:?lü). Sub:-t¡t.uting in Lhi"l 
cc¡uation 

z -y(d - .e) (a) 

'' hc1c -y i-, ( hP \\f'Í~ht pPr nnit \ olumc of t.hP liquitl. \W ohtain 

d 1w · + 1.J 1w ,¡ r4 
-y(d - r) 

Ji 
.\ particular ;,o)ution of thh equalioa ¡.., 

!V¡ 
-y(d e) 
4iF6-

(IJ) 

(r) 

TIII., e-.;prc-;,-ion n•prc'>cnb 1 he 1 ,ltb:ilt·-.;p:lll:-Ínu 
of a eylindriral ~lwll \lit.h free edg1·, nndN tllf' 
nction of hoop r,trc:-.~cs. Sub:-titnt111g P\pre"'­
,ion (e) in place off( r) in e:-.pre<:,-.Íou (217), 11 e oht.ain for the co111plet e -nlu­
t.ioil of Eq. (11) , 
w = e1h(C¡eo-.(Jr + C2.~in¡lc) +e, l.(f' 1 eo~ 1Jr + f\-.ln/Jr) r(d -- 1 )11~ 

--¡.;í, 

In 111o-L ¡H.It tw.d ~":l-1'' tlu~ 11.lll ti!. :. ··-· /¡ 1- 1. di •:1, •·'•"' ··l-•ln 1111h 

hn1l1 tll!' 1 ,.J¡,¡, ,, 111d iL•· ,¡. pllt ,¡ t>l ¡¡,.. 1 •·' ,, • '-' J,! • , 1111-ldt•! 1)
1
p 

'hcll :¡,., illfii!Jl<•lv lnm; The f'(l!J"-I.IIlf" C'¡ and e~ :tlt' ( hr·n l'ljll:d lo /.1'1 t) 

1 \lolt~ tlt,LuiJI'J..!:!ld!lr~ "'tH·""it'' ltl h"¡J,., ",'• 1 
1 

1 111 '''" 

hook. h) Jfo!Jn, 11 
( h, r d!l.: l';•-.,1tgJ..., Jt .1( J g1 \',,;JL,. rt ~~~)dt 11 n, , l. , ! 

1 
, ¡

11
J
1
·,' 

Znn•·lt, 1!1.!7 \1 ,, nulndPd tre ti ... ¡¡·"dh .. r ''!>''"'"'"'ti ,,n. :1;.:•1 1,.,,, .,f ,¡,. 
HHt1unnl.\ .. 1p· ..... , . ., v.htf·h :ní• iu .t ~nod .l!.!.tt'llllí 111 i\tth tl,f' ljtjllll'dllt ,,,, ,,Jqftou 
See ,¡,o;-, hnllt-1 :llll!oW, {(}( r 1/ 
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and we obtain 

w (d) 

The constnnts C3 nnd G4 can now be obtrtincd from the conditions at the 
bott.om of thc tank. Assuming thn0 thc lowcr edge of the \\':111 is built 
lllto ::m ahsolutely rigid founuation, t.he boundary conditions are 

(dw) 
d.t x~o 

'Ya 2d 
Cs- Eh =O 

[ -{3C3e-Pz(cos {3x +sin {3x) 

'Yal] + {3C4e-Pz(cos {3x - sin {3x) + Eh x~O 

From these cqun.tions we obtn.in 

Exprcs:;,ion (d) then bccomes 

w - }~ { d - X - e-Px [ d C0'5 ¡1,; -1- ( d - ~) "111 ¡) r]} 
from which, by u-.,ing the not.1tion of Eq:- (::?81 ), ''e ohtain 

w = - ·-,- 1 -- - 8({3r) - l 'Ya
2
d [ x ( 

Mt d 

o 

(e) 

From t.hi'3 c\.pr<.">'>lOll the dcflection at any po111L cnn be re,tdily calculatcd 
by the use of Tn blc 34. The force N" in t he Clrcnmfereut ial (hrect.ion JS 

then 
Ehw 

a 

From the :::ccond dcrivn.tivc of exprcs-,ion (e) \\C ohtain thc bcnding 
momcnt 

-'--~~ .... I __ )_rl. [ - r(¡J e) + ( 1 - ffrl) O(/) 1') ] 

. r 'Ya~_h [- s(/3.c) + ( l - J..) 0({3 e) J (y) 
v 12(1 - v2) /3d 

TTadng c-.;:prcssion.:; (J) and (g), thc ma'\Imum ~tres.-; ut any point can 
rcad!ly be enleulated 111 caeh particular ea.,c. Thc bcnding momcnt has 
ib m:t:-.imnm \·:ducal thc bottom, wherc it i;; equal to 

(JI: L-o ,~ .lf o = ( l (h) 

Glc'\;E!UL TIIEOnY 01<' CYL!'\Dl1!C\L SIIELLS -!S7 

Thc sn.mc rcf':ult c:1n he ohf:1incd hy u-.,ing ,olutwn-; (:27!)) and (280) 
(p:tgcs !GO, t'iO) .\:Nnning thnt. thc lowcr cdge of thc ;,hell is cntircly 
free, wc obLlln from cxprc,-,.ion (e) 

·ya~d 

·gr: ( t) 

To climinatc thi~ (IJ,placcmont :md ml:tlwn of tln• edg;o .llld thus ,;¡¡¡,fy 
thc cdgc condition~ at the holtom of the t:mk, a -.Jwaring; force Q

0 
:md 

bending monwnt :lfo mn;,t he applied a ... indw.llcd in Fig :?1G. The 
mn.gnitudc of each of t.hc-..c qwtntitic-; Í:-, oht:tin~d h~· oqnating C\ple:--..ion.;; 
(279) and (280) to C\.pl'c::.::.Jons (t) t :1 k0n 11 i 1 h l'e\'PN.:d >-igns. Tflj., g;i~e-.. 

l ( .r. -yr'!_~ 
'l.Jqj j) lf o + fJu) r f:'lt 

1 ya~ 
:!.j"Fr; {:l¡:l.lln + (Jo) = - I'h 

From the~<' equation-.. 11<' :tgain obtain e\prp-.....¡nn (h) for Jl
0

, \\herc:t-- for 
thc . .,;hcaring force we lllld t 

/~) (!1 

Tnking, ns nn c-.:a mp!P, n :¡n ft, d = .?ti fl. h ~ 1 1 111 . ~ = no·¡,: 1 ! lh 
1
,.r in '· 

tHJ•l • =O..?.-, 111' fllld ,3 llfliS..?I 111 1 111d ,1./ ·. ,-,¡,q¡ l'nr q¡, J¡ .1 ~:dn•· ni ././onr 

!h'IHlljlflOil Í J.,tf l )¡p ,¡,..¡¡ h lldilllkf.l Jnug; l!''i!lh 111 111 1< 1 ¡¡¡ t!P 1 ¡}¡¡p fnt f ¡,.. lll<Hlll'llf 
.wd !he ~h<'<~rtng fnr< <', .111d 11 r. olot:nn fro111 t'\J>I<'"'"II' 
(h) antl (J) 

lfo = J:l,'lfiO m.-lb pPr in. Qo = ·-,;¡, 1 f\ llo Jll'f 1!1 

f• -<'o ~ 
i---·-·cc-:-+;--o--

fn lhf' co¡¡,frw IH•Il ni,¡,.,.¡ bnJ..~, llll'!:dltl' 'h••••h of rnt------i---·--jp 
·'>l:l<'r.d drfft·¡¡·nt !hwJ..u<'''"" arp l<>ry ofl<·n lt-~·d a~ 
~h<l\\ ll 1!1 F1g;. ? 17. \pph m¡.: tltf' p.tr lt<'llltr '"l111 '"" m

1 
t-----+-·-··-·-jn

1 

d 

(~) to Paeh JlUI!Íon of lllllfo¡m thwl,¡w,,, 1\<' find that 
!he dtffer<·Il<'<'" 111 th11 kllf•,.., )!;IIl' '''"lo dH <llillfllllfH·-. 

in thc dr,plae¡•m<'nt 11. 1 alom! tlw JOllll'i mn :md ,11
1111

• 
-. -L 

a 
TIH·-..e dhconffllllll!<'-., ~•:.:•·tlu•r 11 rth tlw di-pla<'<'-

1111 Hh at tire bol!orn oh, 1 al! 1><• ,, '''""'" h.1 1pply-

tfl¡; l!lOI!H'fll~ :rnd ·'hi•,trfllg fo¡, •' ''·'fl•ttfl).! lh t! ilw 1 •'lfll ·d d111l• n''"" .,¡ , ,, '· 

pt,t1l.on h "lllfiH H·n1l.\ ltr.c;t• h1 Jl¡ ... ~rÍ\ :, '[tpl¡, lflntl of tht· f
0

r
11111

J"' f
1

q ,
11 11 1

,., 

1 
1 1).::~ "ht>II; \\Pi¡), lll.dr' Ou• d¡-., 'lf!fll!ilfl \ q¡",¡¡l rlf .... 11 i -.fp illll~ fon t' .. ¡.... ¡,. ¡,q,· 1, 

11
'lflg J:<¡~. (:!/'1) :uHJ (21'0) ,lf!d appi.l 111).!; :tf, (';lt'l¡ JOiflf flw fll o 1 Oflllil Hlfh 1 h ¡f fl•¡ 

·ulj'lt'<·~¡f pntlto!l"~'f ti,<' ,JII•Il h.t\1' 1 '!" ,¡ ,¡, fl,., 1 1,. 11 , J , , ,. , , ', 
11

, ¡
1 "'<:ollfltiJPILI,¡.!,~I)and(2XO)do¡n,,f¡,r,nmftíltl•h !,,~ ;,,,,, ,

111111
¡ '"'Jii-11!¡,,¡ 

IIH' g<'ll<-ral .'>oii!!IOII!'I>ltl.III!IIt)!; f<>lif <'llll.l.i!!h of rn1•·c:t.tll<>ll 1!111'1 lw '1'!.¡
1
, ,¡ to, ,, ¡, 

por(Jor¡ of tite t.u¡k The d•·tt·¡mJI!.tlron of tli<' t'l111-l, 111 h ,11 ,,¡, r _,
1
, h , ,.,,¡

1
t

10
r¡, 

l.rcnnll'~ lllll<'h rnon• t'Oflljlll<'.tll·d, '1111'<! th<! fa<(, th·t! ,.,,,.¡, ;n
111

t ,. ,
11110

t ¡,. ¡
1

, 
1
¡, ,¡ 

1 

Thc ll!'g,tfrle 'lgn twlw·¡t,.., th,tt (}o ha~ lhl' diri<'flnn '"""' • l·r~ !ltl •IIH•lt H~~ 
O!JJlO'il<• jO IJw d Ir<'< f 10!1 "'''" ltl hl-( :! !!) \1 }¡¡ ¡¡ ,f, rl\ lnJ': 1' \ !'"" • \ !;'' 1) u:d ( :~0 j 

. .i 



488 Tlll.WHY 01-' PLA'l'ES .\.:\'D Slmi,U} 

mdcpcndcntly neces!:at:ltcs the solut10n of a systcm of simultnneuus equ.ü10ns. Tlus 
problcm can be soh·cd by approxnnate methods. 1 

118. Cylindrica1 Tanks with N onuniform Wall Thickness. In the case of tanks of 
nonumfotm wnll thickness the solutton of thc problcm rccpttres thc integration of 
Eq. (273), consideríng thc flexura! t Igttht.r D nnd the thickncss has no longcr constant 
but as functions of x. \Ve ha ve thus to dcal "1th a linear díffcrcnti:ll equation of 
fourth order wtlh n.rbblc cocffic·tents. Asan cxamplc, lct us constdcr the c:1s0 whcn 
thc thickness of thc wall is a linear function of the eoordmate :t. • Takin~ thc ougm 
of thc coordmatcs as shown in I;'¡g 2.J.S, 11 e lmvc for the tluckncss of thc 11 all and for 
the flc:-.uml ngtdtty thc C"-ptes::,tons 

h = ax D ----x~ 
12(1 - v2) 

(a) 

nnd Eq. (273) bceomes 

12(1 -
(b) 

The particular solution of this equation is 

to :ul<i 

~d 

2a 

ya' x - Xo 

Ea x 
(e) Wt= 

Tlus solution reprcsents thc rndml e:~.p.ln~wn of a ~hell 
w1th free cdgcs undcr the intcrnnl pre.,~ure 1 (.r - r,.l 
.\s a result of thc dtsphwrm<'tlt (rl a cell.un llllvtlllt ol 
'bcnding of the gcncrntnt·rs of lhc e) lmd1 1 occHt' 
Thc con t·;:.pondmg bcnd111¡.!; monH•nt is 

C.(l - v2 l 
(d) 

Tht!. mo111ent 1~ uul1'p0ndcnt of .r .wd h tn nll pr:H'Iteal 
cases of 5uch ~mall maglltt nd<• t hat th :u t ton cnn 
u&ually be neglcctcd 

Fm. 2-18 To obtam thc compktc ~"lutton of l:q (/1) 11e have 
to the particular solution (r) the ~olut1on of thc homogcnco•h cquatum 

- x 3 ~- + ----- xw =O d• ( d•w) 12(1 - v
2

) 

dx• dx 2 a•a• 

l .\n ap¡liO:\IIIlate mcthod of ~oh ing tlu<> problcm wa~ gncn by e Hungo, z :lfalh. 
/'hy.tk, vol. 51, p. 25·t, 1!)01. Tlm mcthod lla'> appltl·•l hy K Gnkmnn11tn a d<"<~gn 
of a large 11chlcd tank; scc StaMbau, 10!. 1, p. 25, l!HI. 

• H. Hcl'>,ner, Belon u. Encn, \Ol. 7, p. l::iO, IUUS, :;ce aho \r. l·luggc, "f;tattk und 
D) namtk dcr Schalcn," 2d cd., p. 167, Bcrhn, 1957. For tnulg ~hghtl) de, 1atmg 
from tite cyii!Hlncnl fonn sce K. Fcdcthofcr, O;ictr. Bauzcllóclmfl, 1·ol G, p 11'), J!J!)l; 
and for lanl" \\ 1th thidmc~'> \'!1!'.) ing in accordancc '' 1th a r¡uadtnl.tc law, ~ce Feder­

.Jtof, r, (J,tar lnyr -.-1rch, vol. 6, p. 43, HJ.52. A ¡mrametcr lltelhod, alin to that 
!''-Plamcd in :\1t. ·10, has bcen uscd hy H Famc, Proc Nllllh Congr Appl Mcch 
Bm•ld~, 1ol G, p 2')7, I!J.j7. :\bny data reganlmg tia• <l(''lgll of 11ater lanks .trc 
foun¡J 1n \V S. Gray, "Hcmforcc<l Conerctc H(•-,ct' o11s ntHI T:wk•," Lond•m, IU&4, 
aud in V Lt:\lf!, "ll.tndlnwh fur Et-culwtonbau," \ol O, lkrlin, l~í:H. 

GE\'EH \L Tli!<;Olt>." OF CYLii\'DHIC.\l, !, •••• u.s 
which, upou dn ¡,ton by .r, can be nlso llfÍiten 

o (e) 

;nlC ::.oflutlion of this cquatton of thc fotu th ordcr carl be rC'dur('d to th·lt of tilo <'qua 
tons o 1 1c SC<'Ond ordC'r 1 ¡f wc obscn e that ' '-

1~( 3 d'w) ld{ d[l"( dw)]} 
X tf..r2 L J;;?. = ; -¡¡---;; ,¡:2 d.r -; ,/;¡; L! -;¡; 

For Simphfh:lllton \IC mtro¡Jucc the follolltng ~.rmboli: 

~ 1;: ( x• ::;') 

P' !2(1_ =~~ 
a2at 

Equation (r) lhcn becomcs 

/,[L(w)J + p'w O 

a nd Cllll be rcw11t ten m onc of thc t 11 0 follo\\ mg fonm;: 

/,[/,(w) + lp 2u·J lp'[l,(w) + lp'w] 0 
/,(/,(w) - lp'u) + lp'!Uw) - lp'll'l = O 

11 hl'IC 1 = L 
\\'{' ~···· t! ·11 1:., (/¡) 1 t (' 11 1 1 '~.t ¡, ¡¡·, ·~ t lt' '11 lttt"ll' of tll!' ..,,., out!-ot!IPr t'lj!l:tlttlll~ 

!.(u•) + 1p 211 = ll 
/,(lv) lp2u• O 

,., + 11-"c 

'"' lh<' filo llllf'arly lllflt•p•·•ult•lll '"lll!tou~ ol f.'.¡¡ 
' (Jl. tt. ¡·a u he -"'<'n t hat 

'llld 

(g) 

(h) 

(J 1 

(ll 

(ll 

( 1111 

:11!' 1111' ""hllton~ of r (k) \11 f .e¡. · our ,.,fufJon., ({\ :llld (m) 1.,,.,. 11 . lill'n 
ti.,•• •·ompll'l<' \I>IPI!l of ntd<·¡w¡¡¡¡,.,,,. '"llllt"lh of 1-:•¡. (/;¡ lll .~ '' r rqm·-•·nt 
dt.f< l<'lltl'' of , 1JIIIIInn (/). l ( } . ll'lllg ll.o• '11/lh :111d tf1,. 

1 f ., .!lll 1111, 1 w g<·m·tal 'olutwn of 1'•¡ (/¡) • .111 ¡,.. t<'J>I<'·•'tll•·•l 
1 n t ~~~ nllo11 111g form: · · 

llo = f',n + r·,.,, + f',.-, t ,.,.,, 

111 llhwh ('¡, · · · • '(', :tt<' .ltl.tttal\ tnlt,fonh TI 
dl'!<•iflllllalton of fnur fu 11 , 111111 ~ , • l IIJ< .. tlw ptohh·tu , .. ,¡,¡¡,.,lo tlu 

ph f, .,J¡illo/1 of <·ttll<'r F•¡ (j) 11
1 

'1'. (' ''~'' 11 
llt'h <·an :111 lw .,¡,¡ "'~' .¡ 1f tl11• ''"''1-

•• • f ·'! 1\lhtd!O\\fl 

1 al..tug l.r¡ (J) and bttlhtt(\lllllg for /.(w) tls llll':tlllll¡.>; (/), \IC ohtalll 

d~w •hv 
x·;·-· 1-2-~-¡.¡p'w=O 

c . .c' dx 
1 Thi'l rPd111 fton ll ~~ ~J¡ 011 11 hy 

l87!l, ~o:r nl'n I. Todl.unt<or and i.; 
l'nl. 2, p:11f. 2, p. !J2 

(;, 1\nchlJnfT, "ll•·tl!n•T \fon ¡~,¡,..,1, ¡,¡ .... 1' '-:!" 
P lf \ fJ • o), 

<'arson, . ~>lo¡) nf th•· .111'''>11 •·1 1.1' 11•111,·· 
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X 

·-----1------

-! 00 
. 4 10 

4 20 
4 30 
4 .tQ 

4 50 
4 60 
4 70 
480 
4 no 
5 00 
510 
5 20 
5 30 
5 40 

5 .)0 
5 60 
5 70 
5 80 
5 !)0 
6 00 

-2 jh.)l 

-2 88!3 
-3 2l!l5 
-3 5619 
-3 9283 

-4 2!l91 
-4 6184 
-5 0639 
-5 4531 
-5 8429 

-6 2301 
-6 6107 
-6 !)803 
-7 3344 
-7 6Gí4 

- i 07~6 

-8 2 H\6 
8 IID-1 

-8 blil4 
-8 7!1.)7 

-8 3;,s3 

-2 :.'!H2i 
-2 2.)()\) 

-2 1422 
-2 02.W 
-1 8726 

-1 6860 
1 4Gl0 

-1 l\H6 
-0 88'37 
-0 5251 

-0 liGO 
+O 3-167 
+O 8G58 
+l !H3 
+2 0845 

+2 78\lO 
+-3 53U7 
+-!-:3\lSG 
J-;) IOliS 
+6 28)1 
+ 7 :3.>-!7 

-:l l:l lG 
-J 281\l 
-J ·ll!J\l 
-J ,') Hi5 
-:~ li38i 

-3 75.36 
-3 8280 
-3 8782 
-3 9006 
-3 8!J!O 

-:3 815-1 
-3 7589 
-3 6270 
-3 ·11 Hl 
-3 2063 

·-:! ()070 
-1 j lü!l 
-2 102-1 
--1 ·,s:>G 
-ll'ISI4 
-11 2U.H 

+O 4912 
+O 7181 
l-1 \MIS 
+1 .lB3 
+ 1 ü8.l:3 

+2 05"2li 
+2 -!520 
+2 8818 
+3 3-122 
+:3 8:3.30 

+1 :35-12 
+·1 !)0 16 
+5 18:35 
+6 08()3 
+G 71rJ8 

+7 ·>12n 
+S 01.).~ 
+8 /.):lG 
+ü 4 {.i2 

+ 10 1.3'14 
+10 :HG2 

m wll!ch >J!~ and >J!~ are t he rkrn .d !YI'i' \1'11 h 1 c-,¡wd 1 o t lw argu mcnt 2p yl;; of l.h<' 

iol!O\\ 111g functwns: 

11 he re 

u "'(~!'- '{0' ...... ~(3) __ (~!'_·v_0· + ' 8(53) z¡· (2p 2~~!0 
l 2 '"} (3 . 2) 2 2 -} (,j .¡ • . ... J 

R = ~(2) (~y';)• - 8(4) (~? ... li)' 
' 22 2 ( 4 . 3 2)1 2 

S((l\ 
+ ({¡' - t ., ,') ·) 

1 1 
S(n) = l + 

2 
+ 3 + 

log ¡J = O 31722 

1 
+-n 

(

) 1 )'% '..¡· \ -~ 

) 'l ) _, -
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r~BLE Sh T\IILE \JF 111 ~: ; (.r:¡ l'u:\C!IO'~ 1 ('m, i lit,,, rl) 

,¡: ,! 1 (.r; ,; 4 (..r) 1 
d{¿,(I¡ 

! dJ; 

í- --·-:-·-1 
o 00 +O 3000 o 0000 +~ 

o JO +O !U 16 
1 

510'! 1 --o 0\12!) +ü .311:3 

o 20 +O 1826 -1 1().1 t 
1 

-0 Jllll 1-:3 1.310 

o :_;o +O 16li7 -0 8.)13 1 --0 1716 +2 o l\)8 

o 10 +O 1180 -0 076.') -0 I!J;o +1 1!!74 

o 30 +O !275 -0 54!!} ·-0 2121 ·1-1 1585 

o 60 +O 1038 -0 .¡ 112 -0 2216 +O !l27:3 

o 70 +O :¡s.H -o 3571 -0 22(i8 +O 7:)82 

o so +O :lGOG -0 288:3 -0 2286 +O 6286 

o !lO +O :¡:377 -0 2.lOS -0 :.?2;6 +O 52.)8 

00 +O :)l;'jl -o ~~~;:¡ -0 :?21:3 +O ·l 122 

10 +O 2')29 -0 111 ') -0 :wn +O a7.m 

20 +O 2713 -o ¡();() -o 2129 +O :lll'l 

1 :m +O 2.}01 -0 01xu -0 20.)1 +O ~t.:>u 

lO +O 2.)02 -0 Oil2 -0 Jl)7J ·lo '22\j 

30 +O 2110 -0 O H7 -0 !SS2 ·1 o !Si~ 
{¡0 +O 1 \I:?G -0 ()Jt¡(j -0 1188 +O 101!0 
70 +O 1- "•) 

l·l- -0 0021 -o lh')2 +O 12'l() 

so lO r:.s8 ·l o 00'11 -0 !.:J'II lO ¡o-,¡¡ 

'1() +O 11.n ·l-0 o 1 '-''l --0 1 1 !lti 10 o-:;¡ 

2 00 +O !21\U -1 o 1121>.'i -0 ¡;¡qn Hl Ofi;\J 

2 10 +O 11 f) ¡ ·! () lll:!.} () J:\1)1 ¡o W>..!i 
2 20 +O 102fi ·1·0 o,¡¡ -·0 1210 ·!-0 O IH7 

2 ·m .¡ o 0'111 -Hl o ¡o;> -0 1120 ·!·O 02S.} 

2 10 +O 0$.01 +O 01~') -0 lO. l.? +O OIS\l 
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·1\H. THEOHY OF PL.\TES Al\D SH~;LLS 

T.Ull.t: 8l1 T.\BLr: Uf rm: t?(.r) Ft·:--;crto'\8 (Conl111ued) 

ri,P,(.r) 
.¡: 

ri:r 
: 

--~---·¡ ·-¡ ~~-----~-

1 00 -0 OOLI +O o:no -0 0152 1 -0 o:wo 
!lO -0 0028 +O 0211 -0 0127 --0 OI!J3 
1 20 -o ooao +O 01\l'? -0 i11UI -u o1ss 
4 30 -0 0040 +O 017-t -0 00&3 -0 0177 
4 40 -0 0056 +O 0136 -0 0065 -0 0168 

4 50 -0 0062 +O 0140 -0 oow -0 0158 
4 60 -0 0066 +O 0125 -0 0035 -0 0148 
4 70 -0 0060 +O 0110 -0 0023 -o 0138 
4 80 -0 0071 +O 0007 -o 0012 -o o129 
4 !)Q -0 0071 +O 0085 -0 0003 -0 01HJ 

5 00 -o 007I +O 0073 +O 0005 -o oton 
5 10 -0 0070 +O 0063 +O 0012 -0 0100 
5 20 -0 0069 +O 0053 +O 0017 -o u091 
5 30 -0 0067 +O 00-14 +O 0022 -o oos3 
5 40 -0 0065 +O 00.37 +O 0025 -o oo75 

5 50 -0 0062 +O 0029 +O 0028 -o oou7 
5 60 -o oo59 +O 0023 +O 0030 -0 OOlJO 
5 70 -0 0056 +O 0017 +O oo:32 -0 ()(};):} 
5 so -0 0033 +O 0012 -! O OO.J~ o 0017 
5 00 -o oo49 +O 0008 +O 00 .¡¡ --ll 110 11 

6 00 -0 0046 +O 0004 +O un l.> -o oo:w 

Ilavmg solutwns (a') ami (b') of Eq. (r), \\C conelude th.tl thc ¡.;c·n••tal ~olul1on (n) 
of Eq. (e) is 

!\umcrical vn!ucs of thc fnnctions ,¡,, ... , ,¡,, and thc1r fir<;t rkrl\ .tll\ •" :m' 1!;1\'Cll 
in Tablc 80. 1 .\ grnphicnl rcprc~cntntwn of thc funet10n~ y;, , ,:; ,, gi\Pn 111 

F1g 21!). It 1~ >ccn that thc valuc-; of thc~c funeltons mc·r<'a'>c or el"',..,,,, r.t¡11dh ~~~ 

t. he dJ"tanec from thc cnd mcrea':>C'>. Tlll'S ÍIHitc.ltf'~ th:tt 111 c·:t!c uLtt tn¡.; 1 lw '"" ·'·'"h 
of mt<'gratlon m solution (e') \\'C ean very oftcn protecrl a~ 11 P dt<! 11 1lh ftn~< tlon~ 
(281 ), l.e, by con~idcring thc cyhmh·r n~ an lllfimtely long rmc :wd u~111g al <.'.l('h 

edgc only l\\o of the four con~lant-; in :,olution (e'). 

'Thi-; tablc was calculated by F. Sehleiehcr, scc "KJ<•t•pbttcn nuf <'l."ti.,ehcr 
Untcrlage," lledm, 1926. The well-known K<'lvin fuuction-; mny be th< rl in pLwe 
of the functmn-, .;,, to w!uch thcy relate a~ follmn: Y, 1(x) = ber x, >f,(.r;) , -- hei x, 
o/ta(.r:) = -(2/r.) ket .r;, .;,, = -(2/,.) ker .r;. For morr' aceu!.tte tahk., of th•• f1111• ftnll'i 

llll<kr con-,¡der.l t wn 'Ce p 2fif\ 

'"'' • 
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CON.STANTES DE DISEÑO PARA CASCARONES CILINDRICOS 
APOYADOS EN DIAFRAGMAS 

Porfirio Ballesteros 



Design Constants for Interior Cylindrical Concrete 
Shells 

In the discussion of the ACI article "Cylind~ical 
Shell Analysis Simplified by Beam Method" by James Chinn, 
design cons~ants based on a linear transverse distribution 
of longitudinal strains, or in other words based on the 
assumption that the shells behave like a beam, were presented 

.by Messrs. Parme and Conner. These constants provided a 
convenient method of readily evaluating the internal torces 

:and moments created in long and in intermediate length cylin­
drical shells by uniform and dead load. While these constants 
are perfectly satisfactory for long shells and were recommended 
in this range, sorne vagueness regarding the applicable limit 
for intermediate length shells existed. This uncertainty was 
caused primarily because the validity of the assumption of 
linear strain depends not only on the ratio of radius to 
longitudinal span but is as well a function of the subtended 
angle and the ratio of thickness to radius. Because of the 
interdependence of the effect of these factors, no precise 
limits for the beam method could be given. 

To remove this uncertainty and at the same time 
reduce the labor involved in the desig~ of cylindrical shells 
which cannot be adequately ~reated by the'beam method, a new 
series of comparable constants are presented in Table 1. 
These constants have been computed on the basis of the shell 
tneory expounded in ASCE Manual No. 31 "Design of Cylindrical 
Concrete Shell Roofs," Consequently these newer constants 
in contrast to those previously given are a function of r/L 
and r/t as well as the subtended angle, ~k' To avofd inter­
polation as much as possible, valU§S are given for the three 
r/t values of 100, 200 and 300 and for six values of r/L with 
r/L varying from a low of 0.4 to a high of 2.6. For ~k less 
than 45 deg., it was found that the modified beam method was 
sufficiently accurate for all values of r/L less than 0.6. 
Thus for the portien of Table 1 dealing with ~k less than 
45 deg., the internal forces are only given for values of r/L 
greater than 0.6. When ~k is greater than 45 deg., it was 
found necessary to include an r/L as low as 0.4 to provide a 
good transition from values as computed by the beam method to 
those computed by shell theory. 

It should be noted that although values are tabulated 
for r/t ~ 300, which representa a shell beyond practical limit, 
they have been included to avoid extrapolation for cases of 
r/t beyond 200. Likewise the selection of r/L.= g.6 representa 
an arbitrary limit. For values of r/L greater than those 
lis~ed the in~ernal forces are concentrated near the edge. 
For this reason, the arrangeuent of Table 1 is not suitable 
for such shells. 
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Values have been given only for load varying as 
the dead weight. This is due to the fact that numerous 
comparisons made with different r/L values indicate that 
the effect of a uniform load could be very closely approxi­
mated by an equivalent dead weight by the simple expressi~n 
that 

The constants have been determined on the basis 
that transverse and horizontal displacement of the longi­
tudinal edges of the shell are prevented. They are thus 
applicable to interior barrels in which restraint to such 
movement is provided by adjacent barrels. However they can 
be applied with tolerable accuracy to the interior half of 
the exterior bay since the effect of disturban~e of loads 
on the far edge has only minor influence on the firs~ in­
terior valley. This is especial¡y true since to prevent 
excessive deflection of the free edge an edge beam should 
always be provided (except for long shells with short chord 
width) at the exterior edge. 

Determination of the internal forces in cylindrical 
shells subject to uniform longitudinal loading by the shell 
theory requires that the actual load be approximated as the 
sum of partial loads varying sinusoidally according to a 
Fourier Series in t~e longitudinal direction. From a prac­
tical point of view generally only the first or at most two 
partial loads are used with adjustments made especially to 
the value of shear on the basis of statical requirements. 
However since Table 1 was prepared by means of an electronic 
computer, the algebraic sum of four partial loads was used 
to avoid the need of any adjustment. Even with this number 
of loads to achieve sufficient accuracy it was found necessary 
in some cases to employ Euler's convergerice technique. The 
use of such care should not be interpreted however as needed 
or justified on the basis of underlying assumptions. Its 
worth rests solely on the fact that it permitted a more ac­
curate comparison of values as the parameters r/t and r/L 
are varied, and enabled a more precise examination of the 
variution of the internal forces in the longitudinal direc­
tion. 

In this connection, the constants in Table 1 give 
only the transverse distribution of forces at midspan and at 
the support as noted by the footnote in Table 1, with no indi­
cation of the longitudinal distribution of forces. The reason 
for this is that the exact expression for longitudinal distri­
bution even for simply supported shells is highly complex in­
volving four functions. Fortunately within the range of the 
~abulated values the longitudinal distribution can be approxi­
mated by well recognized relationship. 
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For example, as shown in Fig. 1, the distribution 
of Tx as might be anticipa~ed follows very closely that 
given by a parabolic distribution as the case of a uniform 
load on a beam even for widely different shells represente~ 
by r/L equal to 0.6 and 2.6. Although the curves sh6wn in 
Fig. 1 have been computed on the basis of ~k= 27.5 deg., 
they are typical of those for other angles. A sinusoidal 
distribution of Tx w~uld also be satisfactory. 

- With respect to Tp, for design purposes ~his force 
can be assumed to be uniform in the longitudinal direction 
as can be inferred from Fig. 2.~ Because the analysis has 
been based on the prescribed boundary condition that the 
shell is supported by a rigid member at x = O and x = L, the 
value of Tp decreases theoretically to zero at the support. 
The transition from zero to the full value however takes 
place over a very short interval. Thus, especially for values 
near the crown, the assumption of a uniform distribution of 
Tp is justified. Distribution of Tp in the valley can also 
be considered uniform even though a careful evaluation of 
the distribution in this area indic~tes some departure fro~ 
uniform distribution near the support. The computed variation 
near the support may be due however to the sensitivity of tbe 
results to the number of load terms used. This is primarily 
due to the fact that the absolute value is generally quite 
small compared to the crown value with the final result equal 
to the difference of almost like values. Because the values 
are ,small and have almost no effect on( the design, the as­
sumption of uniform distribution of Tp in the valley is 
justified. 

As in the case of ~he distribution of the Tx forces, 
the distribution of shear can be assumed to be like that in 
a beam with the shear varying linearly from a maximum value 
at the support to zero value at midspan. As shown in Fig. 3, 
the distribution as computed by the shell theory gives slight~y 
higher values, but the variation from the linear distribution 
is negligible. 

There is one important aspect of shear distribution 
which warrants some comments. As shown in Fig. 4~ in which a 
plot of the ~ransverse distribution of shear at various sec­
~ions along the shell are superimposed on each other, the shear 
tends to be concentrated towards the valley as the support is 
approached. From this plot it should not be inferred that the 
magnitude of shear does not decrease proportionally to the dis­
tance from the support. For purpose of clarity in presentation 
of ~he variation in transverse distribution, all values have 
bee~ plotted in terms of the value of shear at ~ = 0.5 ~k· The 
values ~ence are all rela~ive. While this change in transverse 

-3-
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shear distribution is insignificant with respect to its 
effect on the direct stresses in the shell, it has a pro­
nounced effect on the l_ongi tudinal moment distri bu-e ion. 

As in the case of T~, the boundary condition of 
supports rigid in the transverse direction leads to zero 
mo~ent at the support. For long shells as discussed in 
Reference 1, the moment increases at a variable rate from 
zero at the support to a maximum value near the quarter 
·point 1 and there remains essentially uniform to midspan. 
O~ the other hand, :for shells in the range covered by 
Table 1, 'the magnitude of the moment increases almost para-. 

· bolically from the support to midspan as shown in Fig. 5, 
especially :for the moment at the crown. At the valley, the 
moment increases at a slightly :raster rate for smaller r/L 
values as can be seen by a comparison of the curves of Fig. 
5 and Fig. 6. In determining the amount·of transverse rein­
forcement for shells' with r/L about 1.0, due account should 
be taken of the greater curvature of the longitudinal dis­
tribution of M,p· 

Continuity 

The design constants of Table 1 are :for simply 
supported shells, i.e., the supports are assumed to offer 
no lateral restraint. Thus it will be found that taking the 
summation of the mome~t of Tx forces at midspan about any 
axis will equal to wL /8. Nevertheless ·the constants can 
be applied without any'great loss of accuracy to shells con­
tinuous in the longitudinal direction. The effect of continuity 
as one might expect from beam behavior is to radically change 
the magnitude and sense of the Tx forces without affecting 
greatly the other internal forces such as Trp and M~. How-
ever, while continuity alters greatly the longitudinal distri­
bution of Tx forces, previous investigations have shown that 
only minor change in the transverse distribution occurs. 

Without becoming involved in complex ma'thematics 1 a 
qualitative appraisal of the effect of continuity on the 
transverse distribution can be made by recalling that the 
.transverse distribution of Tx is a function solely of the 
relative proportions of transverse to longitudinal displace-
ment. When as i~ the case of long shell, the vertical de:flec­
tion of the edge measured with respect to the crown of a uni~ 
strip at midspan is small compared to the deflection of the 
same point measured longitudinally 1 the distribution of Tx in 
the transverse direction is linear and thus is similar to that 
of the fiber stress in a beam. As the relative displacement 
in the transverse direction to tha~ in the longi'tudinal 
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direction increases, the transverse distribution o~ Tx depar~s 
~rom a linear pattern becoming curvilinear with a decrease in 
the slope o~ the stress curve below the neutral axis. Since 
continuity decreases the de~lection of the section at midspan 
with respect to the support, the ef~ec~ of continuity is to 
increase the ratio of transverse to longitudinal de~lection. 

From this it follows that the transverse distribution 
o~ Tx forces in a continuous shell has slightly greater curva­
ture than that of a simply supported shell of the same span 
and radius. An inkling o~ the relative dif~erence between the 
two distributions can be obtained by comparing the design con­
stants in Table 1 for any two r/L values with one r/L being 
1.4 times the other. A plot of the two transverse distribution 
curves will show that while there might be signi~icant change 
in the magnitude o~ Tx at the edge of th~ shell, the total area 
below the neutral axis will be about the same for both curves. 
In general, the di~ference will not be greater than 3 or 4 per 
cent. Because o~ this, it is sufficiently accurate to use the 
transverse distribution o~ stresses o~ a simply supported shell, 
irrespective o~ the degree o~ continuity. As shown by Dr. Olev 
Olsen in the article "Continuous Shells ~~ in the Proceedings o~ 
the Second Symposium o~ Concrete Shell Roo~ Construction, the 
transverse distribution o~ Tx for all practical purposes is 
uniform throughout the lengtn of the shell. 

By. similar deductive reasoning, the longitudinal dis­
tribution can also be accurately estimated. In long barrel 
shells, because the transverse distribution is almost linear, 
it is apparent that the magnitude of T at any section will be 
to the Tx in a simply supported shell ¡s the ratio o~ the momen~ 
in a continuous beam of equal length and support condition is 
to the simple beam bending moment. For short barrel shells, 
because o~ the e~fect of shear strain, the longitudinal stresses 
over the support 'will be somewhat greater than that indicated 
by the analogy to a continuous beam. This increase, which will 
be slight ~or the range of shells covered in Table 1, is o~ 
little consequence since an underestimate of the intensity of 
the forces at the support will be compensated by an overestimate 
of the forces in the region of positive moment. Consequent~y 
proportioning the longitudinal forces on the basis o~ the varia­
tion of the moment occurring in a continuous beam can be applied 
without any decrease in the ultimate capacity. 

The change in the transverse distribution o~ the Tx 
forces caused by continuity will naturally be re~lected in the 
transverse distribution of the shearing forces. However bec&use 
very slight change in the location of the neutral axis occurs, 
the position of the peak shear will undoubtedly be quite insensi­
~ive to -che effect of continuity,' and may therefore be consiC..ered 
to occur at the same place as in a simply supported shell. o~ 

the other hand the downward drift of the tensile forces will 
cause the shear curve to have more of a bulge near the valley. 

-5-
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Since the shear stresses in this region are not generally the 
critical ones, inaccuracy in this area is'relatively unimportant. 

With respect to the longitudinal distribution of shear, 
the reasoning presented for Tx applies. Refinements aimed at 
increasing the accuracy of determining the intensity of the 
shear forces are hardly warranted in view of the common practice 
of providing shear resistance. Generally to avoid variable 
spacing, shear reinforcement is placed uniformly and thus leads 
always to overdesign because of the large number of bars crossing 
a sect1on of principal etresses. For this reason, mod1f1cat1on 
of the shear forces in a shell to correspond to the total shear 
in a continuous beam is mtisfactory. 

Example 

The ease with which the internal forces can be computed 
makes the use of Table 1 self-explanatory. In all cases, the 
internal force is equal to the product of a multiplier and the 
design constants. The multiplier shown in the third row of 
Table 2 equals the product of the load times various powers of 
the dimension indicated in the heading of Table 1. However to 
avoid misinterpretation the computation required for a typical 
interior shell will be outlined. From the dimensions given in 
Table 2 

r/t = 45xl2/4 = 135 

r/L ~ 45/50 = 0.90 

Inspection of the constants in Table 1 show that there 
is only slight differences in the constants for values of r/t · 
and r/L in the range with ~k = 25° and 27.5°. As such, the 
design constants will be selected from r/L = 1.0 and r/t = 100. 
But interpolation for the specific ~k is recommended. To simplify 
this task, advantage will be taken of the fact that linear inter­
polation can be achieved by adding algebraically a fixed ratio 
of the two adjacenv values. For this example, the constants for 
~k = 25° are multiplied by 

27·5 - 26.~- = 
27·5 - 25.0 

0.45 

while the constants for 27.5° are multiplied by 

1 - 0.45 = 0-55 

Thus the design constant for Tx at ~he crown for ~k= 26.4°, 

r/L = 1.0 and r/t = 100 is 

-(4.482 X 0.45 ~ 3.509 X 0.55) = -3·947 
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which is recorded in the first row of numbers, second column 
of Table 2. The other coefficients are obtained in a similar 
manner. 

In accordance with the formula given on page 2 and 
the intensity of load listed in Table 2, the equivalent dead 
load for which the shell is to be designed is 

Pd = 50 + 30 ~ = 79 psf • • ~o 

The multiplier for Tx therefore is 

79 = 4390 lb/ft. 

In a similar manner the other multipliers can be obtained as 
readily. The product of these and the tabulated constan~s 
gives the internal forces in the shell which appear in the 
columns marked Force. 

A graphical representation of the tabulated values 
for Tx and M4 is given in Fig. 7 for comparison with values 
as obtained by the beam method. As to be expected, the value 
of Tx as computed by the shell theory is slightly larger while 
the value of the moment M is slightly less. For design 
purposes the difference ig negligible. However, this good 
agreement holds only for the interior shells. · If the outer 
edge of the exterior shell is not stiffened by an edge beam, 
marked increase in the lntensity of Tx will occur at the · 
edge. 

If the shell is continuous in the longitudinal dir~~~ 
tion, the forces determined in Table 2 c~n be modified as -~ 
previously discussed. For example if ~wo 50-ft. long shells 
are continuous over a central arch, then the forces are multi­
plied by the ratio of moments in a beam of similar continuity 
to the moment in a simply supnorted beam. Since the moment 
over a central support is -wL2/8, obviously the ratio is -1.0. 
The ratio to be ap?lied to the forces at midspan is 

0.50 

Similarly, the shear forces are altered by the ratio 
of continuous beam shear at the interior support to that in a 
simple beam. The ratio is 

5wL 8 = 1 • 25 
wL 2 
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The shear forces at the outer support are given by the 
following ratio: 

3wL/8 
wL/2 

= • 75 

As discussed above, continuity does not cause Tm 
and M? to change significantly. r 

Notation 

h = total vertical height of shell f'rom edge to crown 

y = vertical height of shell measure'd from edge 

L = length of shell between supports 

r = centerline radius of shell 

t = thickness ot shell 

X = longitudinal distance measured from the left aupport 

~ = angle measured fro:m the right edge of shell 

~k = angle subtended by the edge of shell measured from 
the centerline axis 

Pu = intensity of uni~orm load on unit area 

Pd =·intensi~y of dead load on unit area 

= ~~e direct force component in the transverse direction, 
considered positive when tensile 

~ = T? at midspan of the shell 

= the direct force component in the longitudinal direc­
~ion, considered positive when tensile 

Tt = Tx at midspan of the shell 

S = the tangential shearing force, considered positive 
when it creates tension in the direction of' in­
creasing values of' x and ~. 

s* = S at the transverse support 

= the :moment in the transverse direction, considered 
positive when it produces tension in the inner fibers 

~~ = M? at midspan of the shell 

-8-



Toh'.J 1 Infernal forces in o Multiple Cylindricol Slltd Uuc to Deod Load 
--~-- -~----

~,_ [ pd col. U)] S~= - L [pd col. (3)] ~pd 1 1 1 1 l ¡ Tl 
-" 1 : 

X 

~ t(· t i T~: r [ pd col. (2)] M9= r2( Pd col. (4)] 
L --; 

-- -
'lt: 100 r¡1 = 200 r¡1 = 300 

i---·· 

Tx T4' S M4» Tx T~ S M. Tx Tq S M~ 
r/L ~ ' 

(1) (2} (3} (4) (1) (2} (3) (4) (1} (2) (3) (4) 

--
1.00\'k - 5.976 - 1.415 .ooo - ,00289 -6.035 -1.452 .ooo - .00315 - 6.011 -1.476 .ooo - .00328 
.7591';. - 4.893 - 1.187 1.959 - .00102 -4.946 -1.210 1.882 -.00118 - 4.947 - 1,219 1.787 :- .00123 

.6 .50~k - 1.591 - .597 3.258 .00251 -1.615 - .598 3.227 ,00256 - 1.648 - .583 . 3.160 ,00263 
.25~k 4.036 .077 3.034 ,0023/~ 4.129 .083 3.126 ,00251 . 4.123 ,099 3,189 ' .00258 
o 12.395 .390 .ooo - ,007/12 12.539 .393 .ooo -,00729 12,608 .398 .ooo - .00738 . . 

1 DO\lk - 5.682 - 1.430 .ooo - .00286 - 5.461 -1.471 .ooo - ,00307 - 4. 9311 - 1.471 .ooo - .00302 
.75~k - 4.777 -1.193 1,783 .:. ,00102 -4.760 -1.219 1.62/t -.00117 - 4.626 - 1.225 1.436 - .oous 

1.0 .50QI< - 1.803 - .589 3,094 .0021¡8 -2 .Oó9 - ,586 2.998 .002l!8 - 2.510 - .593 "2.854 ,002112 
.25ók 3.853 .087 3.117 .00235 J. 771 .100 3.247 ,00251 3.531~ ,097 3.360 .00251 
o 13.013 • .39.3 .ooo - ,00743 13. 56ll • .396 .ooo -.00727 14.339 .39é¡ .ooo '- ,00715 , . 

1.00Qk - 5.103 - 1.420 • ooo - ,00252 - 4.17él -1,1:-19 .ooo - ,00251 - 2. 768 - 1,360 .ooo - ,00220 
.75~·~- - 4.555 - 1.198 1.592 - ,00093 -lh337 -1.211; 1.299 -,00103 - 3. 935 - 1.205 • 939 - .00096 . 

t..-: .50\'k - 2.2t.1 - .612 2.9ll ,00221 -3.091t - .61:!! 2. 725 ,00203 - 4.260 - • 70!f 2./:62 .00175 

~59¡, 3.1;16 ,Oó9 3.222 ,00223 2.972 .051 3.396 .00229 2.255 ,002 3.5% ,00216 
14.172 .386 .ooo - ,00709 15.834 .376 .ooo -.00661 17.999 .358 .ooo - .00.)11 

1 J)09k - 4.305 - 1.382 .ooo - .0020!~ -2.523 -1.328 .ooo -,00180 - ,lt73 -1.224 .ooo - • 00135 
.75(¡~;. - 4.238 - 1.189 1.374 - .00079 -3.743 -1.} 96 .911 -.00083 - 3.080 -1.175 .408 - .00072 

1.8 .50\K - 2.831 - .652 2.707 ,00181 -4.1,09 - • 739 2.408 ,00145 - 6.) 24 - • 838 2.041 ,00105 . 
.25\)< 2.788 .026 3.341 ,00199 1.817 - .0!.0 3.572 .00195 ,607 - .126 3.838 ' .0017.) 
o 15. 8t.1 • .369 .ooo - .00&48 19.067 .344 .ooo -.00568 22.579 .314 . .ooo :- .00!¡93 

I.OO~k - 3.440 - 1.327 .ooo - ,00154 -1,018 -1.237 .ooo -.00119 1.ll}9 -1.118 .ooo - ,00071~ 

.75 k - 3.868 - 1.169 1.11.8 - .ooos1. -3.113 -1.173 .548 -.00063 - 2.283 -1.1lt4 ,009 - .00052 
22 .50~1< - 3.460 - .691 2.492 ,001lt1 -5.596 - .832 2.095 ,00095 - 7.441 - ,91.& ; '1.677 .00055 

.25~k 2 .0!¡4 - .027 3.1~56 ,00171 .523 - .137 3. 729 .00162 - 1.056 - .242 4.012 ,00140 
o 17.833 .345 .ooo - ,00575 22.631 .310 .ooo -.00477 27.029 .276 .ooo - .00397 

1.009K - 2.6'•7 - 1.268 .ooo - .oouz .064 -1.164 .ooo -.00075 1.982 -1.050 .ooo -,00037 

.759k - 3.490 - 1.11~3 .939 - ,OOOtt9 -2.541 -1.150 .272 -.ooot,8 - 1.614 -1.118 -.226 . -.00038 
2.G .50~f( - 4.022 - .723 2.282 .00107 -6.425.. • - • 903 1.821 ,00059 -8,098 -1.017 1.386 .00024 

.25~)k 1,269 - .076 3.550 .00145 - • 7lt1 - .221 3.838 .00134 -2.611 - .333 4.102 .00113 
o 19.939 .318 .ooo - ,00502 26~078 .281 .ooo -.00403 31.058 .248 .ooo -.00329 

~~Sheor forces ore of supports, othcrs ore ot n11dspon 

' .. 



Tob!E:: 1 Internar Forces in o Multiple Cylindricol Shell Oue to Dead Load cpk~ L50 

T : ~z ( Pd col. 11)] s*= -L(pd col (3)] 
' .1( 

T+: r [ pd col (2)] M - r2[ pd col (4)] ,-

I..J _ _j_Lj_j 

r l 
l ~ 

. '/r = 100 r¡, = 200 r¡r = 300 

--
Tx Tt S Mt Tx r, S 

r/l + (1) l2l (3) (4) (1) (2} (3) 

M¡p Tx T~ S M~ 

(4) ( 1 ) (2) (3) (4) 

-----
I.OOtl'¡.; -'h855 -1.1128 .ooo - .00368 • 4.851 -l.M9 .ooo 
7~~'¡.; -3.986 -1.194 1,733 - .00133 • 4.005 -1.214 1.618 

.e 50-;>K -1.317 - .595 2.920 .00309 - 1.359 - .582 2.851 
25<h;. 3.318 .078 2.776 .00295 3.326 .097 2.869 

- .00397 -'~.o740 -1.493 .ooo - .00'!09 
- .001118 - 3.981 -1.222 1.510 - .00153 

.00320 - 1.1¡55 - .554 2.765 .00327 

.00313 3.280 .115 2.936 .00320 
o 10.171 .381 .ooo - .00898 10.291 .387 .ooo - .00900 10.457 .393 .ooo - .00912 

1 OOók -4.1¡82 -1,1~¡1 .ooo - .00352 - 3. 951 - 1.1}57 .ooo 
.75~k -3.81;9 -1.202 1.538 

. 
- .00131 - 3. 728 - 1.218 1.30'~ 

1.0 .50.pk -1.603 - .591 2.740 .00296 - 2.078 - ,601 2.579 
.25~k 3.0M> .037 2.868 .00293 2.808 .087 3.018 

- .00355 - 3.067 -1.!}17 .ooo - .00326 
- .00139 - 3,1!87 -1.211¡ 1.0!•5 - .0013l: 

,00286 -2.805 - .6t~1. 2.377 ,00260 
,00300 2.385 .055 3.165 .00289 

o 10.917 .383 .ooo -.00389 u. 792 .380 .ooo - .00360 13.030 .368 .ooo - .00817 

1.009k -3. 71}7 -1.1;10 .ooo -.00291 - 2.273 -1.31¡9 .ooo 
.75ifk -3.581 -1.202 1.310 - .om 14 -3.171 -1.200 .871 

1.4 .50qk -2.170 - .635 2..53?. .OOZL;ó - 3.1¡28 - .710 2.233 
.25~k 2.520 .048 2.981 .00267 1.759 - .ou 3.219 
o 12.361 .368 .ooo -.00319 ll •• T/7 ,3l¡l.¡. .ooo 

- .00:?.52 - .573 -1.21:0 .ooo - .00190 
- .00112 -2.61:0 -1.179 .41.9 - • 00097 

,00202 -1¡.8{¡.1 - .813 1.895 • 001.1~9 
.00255 .slo - .099 3.l:ú3 .00227 

- .00730 17.536 .3M .ooo - .00535 

I.OO~k -2.822 -1.349 .ooo -.00216 - .582 -1.225 .ooo 
.75h -3.218 -1.188 1.049 -.00092 -2.510 -1.170 .1;29 

1.8 \ 50~k -2.874 - .698 2.299 .00186 -4.789 - ,836 1.872 
.25<?k 1.790 - .019 3.105 .00230 .446 - .135 3.418 
o 14.357 .342 .ooo -.00719 18.414 .302 .ooo 

- .00153 1.240 -1.096 .ooo - .00089 
-,00082 -1.803 -1.139 - .0&7 - .OOOó5 

.00120 - 6.3l~l - .957 1.l¡Jl .00055 
,00205 - .871 - .245 3.685 .00173 

- .00588 22.035 .267 .ooo -.00483 

I.OOtk -1. 9t.4 -1.279 .ooo -.00150 .571 -1.129 .ooo 
.75 k. -2.828 -1.16t¡ .BOl -.00070 -1.908 -1.1!~1. .107 

2.2 .50~ik -3.527 - .755 2.056 ,00132 - 5. 703 - .933 1.562 
.259k .977 - .089 3.215 .00191 - .857 - .244 3 .551. o 16.587 .313 .ooo -.00616 21.928 .267 .ooo 

- .00085 2.017 -1.014 .ooo - .00035 
- ,00059 -1.115 -1.107 - .319 - .00044 

.0005/¡ -6.986 -1.044 1.151 .00020 

.00163 -2.1:1;1 - .355 3.788 .00135 
- ,0(}'f76 25.992 .234 .ooo - .00333 

I.OO$k -1.259 -1.?.15 .ooo -.00100 1.J-'r7 -1.069 .ooo 
.75~k -2 .l;6l: -1.13 7 .599 -.00052 - 1.t~15 -1.117 - .079 

26 .509k -4.014 -. 796 1.853 .00091 -6.126 - .993 1.315 
.25~11 .179 - ollt7 3.291 ,00157 -2.057 - .327 3 .61/¡ 
o 18.799 .285 .ooo ... 00525 15.ll5 .241 .ooo 

-.00044 2.038 - .977 .ooo -.00010 
- .000!¡2 - .564 -1.032 -.403 -.00030 

.00030 -7.013 -1.037 .904 -.00002 

.00131 -3.920 - .437 3.805 .00103 
-.00395 29.611 .212 .ooo - .00319 

~-- - ---
l\·sheor forccs ore ot supports1 others ore ot m¡dspon 



Toulc: 1 lrllc' nal Forces in o Multiple Cylindricol ShC'II Dul::: fa Deod Load ~k:- 2/5 
-

......... -~ -·· ·-

;2 [ pd col. (1)) s'Ít;:.- L [Pd col. (3) ] 
~pd 1 1 1 1 ~ ¡ I 1 

J' T :. 

~tr 
X 

í i [ pd col. (2)] ' 
r'l pd col. (4)] T':.: r M-.- L 

r¡t:. 100 r¡, = 200 'lt = 300 

Tx Tt S Mt Tx T+ S M+ Tx Tt S M~ 
r/L • (1) (2) (3) (4) (1) (2) (3) (4) (1) (2) (3) (4) 

I.OO~k - 4.003 - 1.4'•1 .ooo - .00454 - 3.916 - 1.482 .ooo - ,00482 - 3.672 -1.492 .ooo - .00484 
.75~~ - 3.304 -1.199 1.536 - .00166 - 3.292 - 1.217 1.394 - .00180 - 3.231 -1.222 1.271 - .00182 

.6 .509k - 1.ll8 - .588 2.633 .00375 - 1.214 - .567 2.532 .00387 - 1.415 - .561 2.427 .00387 
25qk 2.738 .08l; 2.565 .00361 2. 70!; .108 2.663 .00379 2.597 .116 2.737 .00382 o 8.515 .372 .ooo - .01073 8.699 .380 .ooo - .01085 9.038 .381 .ooo - .01085 

IDOt;l¡. - 3.509 -1.441 .ooo - .OOH2 - 2.619 - 1.411 .ooo - .00380 - 1ol}33 -1 .. 323 .ooo - .00313 
.7G<'k - 3.133 - 1.20ó 1.31'• - .001.58 - 2.898 - 1.210 ,991 - .00155 - 2.557 -1.195 .651 - .001!¡1 

1.0 .50Qk - 1.509 - .598 2,1¡32 • 003L•1 - 2.259 - .641 2.198 .00304 - 3.23l; - • 72'• 1.935 ,00249 
.250k 2.t.os .oso 2.669 .003l·9 1.979 .oso 2.857 .00340 1.381 - .019 3.043 .00312 o 9 ·'·52 .369 .ooo - .01036 10.809 .356 .ooo - .00968 12.587 .332 .ooo - .00873 

1.00~¡, - 2.600 - 1.3 78 .ooo - .00311 - .737 - 1.250 .ooo - .00223 .81;2 -1.115 .ooo - .00135 
.75~,,; - 2.808 -1.197 1.035 - .oouo - 2.240 - 1.176 .465 - .00113 -1.670 -1.1!;6 .007 - .00090 

1.4, .50(>k - 2.222 - .671 2.190 ,00258 - 3.788 - .soo 1.788 .00176 - 5.123 - .927 1.1;21 .00102 
25~¡, 1.767 .013 2.800 .00305 .730 - .096 3.103 ,00268 - ,302 - .207 3.349 ,00226 
o 11.231 .344 .ooo - ,00912 14.333 ·---.306 .ooo - .007 55 17.210 .269 .ooo - • 00522. 

. -
IDO~k - 1.608 -1.292 .ooo - ,00208 .638 - 1.117 .ooo - ,00109 1o818 -1,000 ,000 - ,00042 
.75Qk - 2,1¡07 -1.176 .737 - .00098 - 1.594 - 1.139 .056 - ,00076 - .932 -1,HU~ - .322 -,00056 

1.8 .50<'i< - 2. 990 - • 758 1,929 .0017'• - 4.907 - ,934 1.1.24 ,00081 - 5. 965 -1.047 l.OM• .00023 
.25'l'k ,9t.7 - ,079 2.933 ,00250 - .60ó - .237 3.?85 • 0020l. - 1.895 - ,3l¡7 3.497 .00167 
o 13 ·'¡99 .311 .ooo - .00765 17.937 .261 .ooo - .00580 21.202 .227 .ooo - .00463 

1.00~1< - ,824 -1.213 .ooo - ,00130 1.255 - 1.0~0 .ooo - .000~7 1.839 - .957 .ooo - ,00005 
.75 ¡, - 2.021 -1.ll:9 ,!¡91 - .00071 - 1.070 - 1,109 - ,161 - ,00051 - ,3119 -1.073 - ·'·08 - .00036 

2.2 _[....')<,!~ - 3.576 - ,825 1.689 ,OOJ 10 - 5.391 - 1.015 1.M6 ,00029 - 5. 987 -1.100 .768 - .00009 
.25<'k .106 - .162 3.031 .00201 - 1.842 - .342 3.368 .00158 -3.411 - .446 3.523 .00129 
o 15.827 .279 .ooo - .00534 21.146 ,230 .ooo - .00462 24.769 .202 .ooo -,00371 

J.OO~k - .331 -1.153 .ooo - .00079 1.354 - 1.003 .ooo - .00018 1.434 - .949 .ooo .00006 
.75 'k - 1.693 -1.122 .324 - ,00051 - .663 - 1.085 -· .241 - ,00035 ,101 -1.049 - .375 - ,00023 

26 .50<>k - 3. 913 - .868 1.488 .00068 - 5.417 - 1.055 ,934 .00004 -5.571 -1.118 .550 -.00021 
.25~k - .674 - .224 3.083 ,00162 - 2.974 - .418 3.377 .00126 -4.872 - .522 3.!.83 ,00101 
o 18.005 .251 .ooo - ,00530 2l¡.050 .200 .ooo - .00385 28.226 .184 .ooo - - .003ll 

-
-~:"Sneor torces ore ot supports, others ore ot m1dspon 



1 

Tob!c 1 Interno! Forces in o Multiple Cylindricol Shell uue to Deod Load cpk= vU 0 

---·-

l~ [ col. (1)) s*: - L [Pd col (3)] 
o=rT]:::::J _ J~ 

.!' ,. : - pd 
.1( ( 

~ 
l 

T~ = r [ pd col (2)] M~: r2[ pd coL (4)] 
L ¡ 

r lt = 100 r¡t = 200 r¡t = 300 

Tx Tt S M. Tx T4' S M~ Tx r-. S M~ 
r/L ~ 

(1) (2) (3) (4) (1) (2) (3) (4) ( 1 ) {2) (3) (4) 

I.OO<llk -3.3t.o - 1.1152 .ooo .0054lf 3.125 - 1.1.82 .ooo .00552 - 2.711· -1.M5 .ooo - .00540 
.75t¡¡; -2.777 - l. 202 1.363 .00201 2.728 - 1.216 1.197 ,00212 - 2.621 ~1.215 . l.,O!t5 - .00203 

.6 .50Qk - .980 - .579 2.384 .00!¡45 - 1.16 7 - .563 2.256 ,00450 - 1.502 - .581 2.125 .00431 
25th, 2.286 .091 2.392 ,00!,31 2 .19!¡ .no 2,497 .004ll4 2,009 .097 2.586 ,00437 
o 7.269 .363 ,000 - .01263 7.5% .368 .ooo - .01268 8.163 .363 .ooo - ,01238 

lúOci>k -2.678 ·- 1.1;?5 .ooo - ,00l¡5i - 1.1¡1¡{¡ - 1.336 .ooo - .00371 - .148 - 1.203 .ooo - .00263 
.75~k -2.559 - 1.20!* 1.102 - .00181 - 2.210 - 1.193 .678 - ,001611 - 1.807 - 1.168 .287 - .00137 

1.0 .[,O y¡, -1.50& - .615 2.156 .0037l; - 2.531 - .708 1.845 ,00296 - 3.607 - .826 1.5l10 ,00207 
.25~k 1.867 .06ft 2.513 ,00401 1,2l•8 - ,010 2.750 • 0036 7 .538 - .111 2.960 .00319 
o 8 ·"..C.l .350 .ooo - .ou.n 10. 3lt5 .321¡ .ooo - ,01033 12.402 ,291 ,000 - ,00880 

I.OOvK -1.622 - 1.325 .ooo - ,00308 .326 - 1.,llJ} .ooo - .001.70 1.1~53 -1.015 .ooo - ,00074 
.75 ~'1; -2.177 - 1.185 • 765 - ,00139 - 1.520 - 1.10 .130 - .00105 - .981 -1.113 - .2'•1 - .00079 

lA .50~k -2.3ft5 - • 723 1.876 .00251 - 3.986 - .896 1.1;05 ,00130 - 4.981 -1.020 1.057 .000!~9 

.25~k 1.117 - .038 2.668 .00331 - .089 - .189 3.007 .00268 - 1.095 - .303 3.210 .00219 
o 10oS70 .315 .ooo - .00975 14.040 .265 .ooo - .00747 16.657 .231 .ooo - .00594 

I.OO~K - .671 - 1.2n .ooo - ,00181 1.168 - 1.031 ' .ooo - .00052 1.635 - • 9l}7 .ooo - .00006 
.7b9K -1.763 - 1.157 .454 - .. 00098 - • 9l~2 - 1.108 - .171 - .00057 - .339 -1.072 - .386 - .00046 

1.8 .509k -3.036 - .826 1.599 .00147 - 4.681} - 1.013 1.074 .00039 - 5.182 -1.100 .730 - .00011 
.25~'k .21:6 - .150 2.801 .00260 - 1.366 - .327 3.137 .00197 - 2.634 - .428 3.272 .00160 
o 12.982 .277 .ooo - .00782 17.332 .225 .ooo - .00559 20.216 .197 .ooo - .00446 

I.OO~k - .079 - l.lf:l¡ .ooo - .00100 1.285 - .983 .ooo - .00016 1.180 - .940 .ooo .00012 
.75 k -1.1~07 - 1.129 .243 - .00058 - .498 - 1.078 - .268 - .00043 .155 -1.0!¡2 -.346 - .00027 

2.2 .504'k -3 • .521 - .894 1.368 .oooso - 4.755 -1.058 .832 - .00001 - 4. 762 -1.122 .481 - .00029 
.25~'1; - .580 - .238 2.878 .00203 - 2o54lf - .424 3.162 .00151 - 4.156 - .521 3.238 .00121 
o 15.263 .2116 .ooo - .00634 20.255 .199 .ooo - .00447 23.644 , ...• 176 .ooo - .00.362 

I.OOQ¡~ .l92 - 1.094 .ooo - .00054 1.055 - .970 .ooo .ooooo .603 - .952 .ooo .00013 
.759¡.¡ -1.127 ,. 1.103 ,1?8 - .,000!¡6 - .168 - 1.057 - .261 - .00028 .488 -1.020 -.245 - .00015 

26 .50~·~, -3.6 78 - .931 1.188 .000':-2 - 4.1:88 - 1.087 .647 - .00016 - 4.097 -1.119 .288 - .00031 
.254·k -1.320 - .298 2.900 .00161 - 3.636 - ·'~94 3.128 .00118 - 5.589 - .596 3.157 .00092 
o ·17 .327 .221 .ooo - ,00525 23.021 .181 .ooo - .00375 27.073 .161 .ooo -.00305 

·-
~Sheor forces ore or supporrs, othcrs ore ot micispon 



·¡0¡,:\.. 1 Infernal Forces in o Mulliple Cylindricol Shc:.: ~_:_,·'u Dcad Load 

.6 

LO 

1.4 

1.8 

2.2 

2.6 

T : 
'1. 

T~: 

1.00~¡--" ' .70 )k 
.50<¡, 
.2!J~·k 
o 

col. 11)) 

col. (2)) 

T X 

(1) 

-2.79?.~ 
-2.358° 
- .89/~ 
l. 921 o 

6.330 

- l. 9l:l¡ 

-2.033 
-1.57/} 

1.399 
7.831 

- .818 
-1.660 
-2.l¡75 

.559 
10.18 7 

- .028 
-1.262 
-3.092 
- .315 
12.585 

.328 
• %9 

-3.337 
-1.102 
14.736 

.402 

.719 
-3.325 
-l. 796 
16.6 77 

T(> 

(2) 

-1.1:59 
- -1.203 

-- .570 
o ' .096 

.352 

-1.391 
-1.197 
- .646 

.034 

.327 

-1.256 
-1.16 7 
- • 785 
- .101 

.283 

-1.14 o 

-1.134 
- .893 
- .224 

.244 

-l.OSJ 
-1.105 
- .953 
- .310 

.215 

-1.047 
-1.082 
- .978 
- .366 

.191¡ 

S 

(?>) 

.ooo 
l.? Jo 
2.168 
2. 2l~ 7 
.ooo 

.ooo 

.8% 
1.903 
2.396 
.ooo 

.ooo 

.511 
1.590 
2.570 
.ooo 

.ooo 

.22/¡ 
1.315 
2.689 

.ooo 

.ooo 

.011 
1.105 
2.735 
.ooo 

.ooo 

.on 

.947 
2. 727 
.ooo 

M -
~-

M~ 
(4) 

-.00ó31• 
-.00236 

.00515 

.00503 
- .01460 

- .00481 
-.00198 

.00390 

.00443 
-.01282 

-. 00280 
-.00140 

.00225 

.00345 
- • OlOOL¡ 

-.00142 
-.00093 

.00110 

.00260 
-.00777 

1 
-.00058 
-.00061 

• 000l}9 
.00199 

- .OOó22 

-.00032 
-.000!~1 

.00019 

.00156 
-.005ll} 

-------- --~ -- ---..-:-~;;;¡- forces ore ot supports, others ore ot midspon 

-2.1118 
-2 .26/¡ 
-1.204 
l. 7 5f¡ 

6.863 

- .480 
-1.645 
-2.790 

.620 
10.136 o 

.887 
- .988 
-3.937 
- .700 
13.6/¡7 

1.189 
- .485 
-4.197 
-l. 918 
16 .611¡ 

• 961 
- .110 
-3.957 
-3.070 
19.385 

.593 

.11.1 
-3.510 
-4.12l: 
22.090 

------------·-------0--·-

r¡t = 200 

T~ 
(2) 

- 1.1:63 
- 1.2U 
- .576 

.097 

.350 

- 1.240 
- 1.170 
- • 791 
- .087 

.287 

- 1.052 
- 1.118 
- .979 
- .276 

0 -.22 9 

- .975 
- 1.079 
- l.Oó5 

.t.02 

.195 

- .957 
- 1.051 
- 1.09/¡ 
·- .492 

.174 

.961 
- 1.031 
- 1.096 
- .559 

.159 

S 

( ?>) 

.ooo 
1.013 
2.009 
2.367 
.ooo 

.ooo 

.381¡ 
l. 5?l¡ 
2.675 
.ooo 

.ooo 
- .097 
1.099 
2.900 
.ooo 

.ooo 
- .263 

.807 
2.966 

.ooo 

.ooo 
- .260 

.593 
2. 9ll3 
.ooo 

.ooo 
- .197 

.430 
2o876 

.ooo 

M~ 
(4) 

- .OOS2l• 
.00239 
.00500 
.0050!¡ 

- .01434 

- .00327 
- .00163 

.00258 

.00377 
- .01050 

- .00109 
- .00095 

.00077 

.00260 
- .oono 

- .00022 
- .00056 

.00002 

.00189 
- .00539 

.00004 
- .00034 
- .00023 

.00142 
- .001!35 

.00010 
- .ooozo 
- .000?.8 

.00109 
- .00366 

__ o ______ _ 

- 1.831 
-2.107 
- l. 683 

1.483 
7.686 

.676 
- 1.231 
-3.771 
- .115 
12.184 

1.1.61 
- .495 
- 4.505 
- 1.669 
15.930 

1.087 
.070 

- 4.220 
- 3.220 
19.302 

.44!¡ 
, .t.56 

- 3. 51,0 
-4.738 
22.713 

- .072 
.637 

-2.773 
- 6. 079 
26.101 

1 l 

T~ 

(2) 

- 1.1¡09 
-1.20!1 
- .626 

.057 

.337 

-1.096 
-1.139 
- .926 
- .203 

.251 

- .953 
-1.083 
- 1.079 
- .380 

.200 

- .932 
-1.0!¡3 
-1.120 

.496 

.173 

- .948 
-1.014 
-1.119 
- .588 

.155 

- .970 
- .996 
-lcl02 
•.• 663 

.1112 

L 

S 

(?>) 

.ooo 

.816 
1.8l¡5 
2.478 

.ooo 

.ooo 

.003 
1.212 
2.877 

.ooo 

.ooo 
- .334 

• 788 
3.037 
.ooo 

.ooo 
- .327 

·'·91 
3.029 
.ooo 

.ooo 
- .210 

.263 
2.952 
.ooo 

.ooo 
- .039 

.10!¡ 
2 .SI¡ O 

.ooo 

l 1 

M~ 
(4) 

- .00562 
-.00225 

.00'¡{¡9 

.00!.¡80 
- .01352 

-.00189 
- .00127 

.00145 

.003ll¡ 
- .00851 

- .0002/¡ 
- .OOOó 7 

.00003 
' .002.10 
- .00569 

.00016 
- .00036 
- o 00035 

.00151 
- .001!35 

.00018 
- .00018 
- .00040 

.00110 
- • 003511 

.00012 
- .oooos 
-.00035 

.00031 
0-.00298 



• 

Tob!c 1 lnlcrnol Forces in o Multiple Cylinaricol Shell Due to Dead Lood 
1 -

~ 1 Lr [ col. ~~)] (3)] 
~pd 1 1 1 ¡ LJ=:LJ 

/' T : r Pd S :- L [pd col '' 
X 

~ ~ t l ' 

T9 = r [ pd col (2)] M~= r2( pd col. {4)] ~ L 

----- --
'lt : 100 r¡1 : 200 r¡1 : 300 

r¡L 
Tx Tt S Mt T.,_ T~ S M~ Tx Tct S M~ + (1) (2) (3) (4) (1) (2) (3) {4) ( 1 ) (2) (3) (4) 

I.OOlÍ\k • 2.323 -1.458 .ooo - ,00718 -1.769 -1.422 .ooo - .oosss -1.037 -1.329 .ooo - .00542 
.75 ~" -2.015 -1.202 1.072 - .00270 - 1.870 -1.201 .831 - .00260 -1.668 -1.186 .583 - .00233 

.6 .50,•¡: - .852 - .567 1.976 .00581 -1.307 - .607 1.781 .00527 -1. 90& - .692 1.582 .00433 
.25<:>¡.; ' 1.615 .096 2.127 .00573 1.361 .067 2.268 .00553 1.011 - .001 2 .L¡04 .00505 
o 5.630 .338 .ooo - ,01654 6,414 .327 .ooo - ,01566 7 ,1¡66 .305 .ooo - ,01!;13 

- 1 DOOk - 1.293 -1.339 .ooo - ,00!¡76 .207 -1.11~1 .ooo - ,00255 1.047 -1.008 .ooo - .00111 
.75(>k - 1.681 - 1.181• ,689 - .00208 - 1.193 -1.1l.l¡ .139 - .00153 - .sos -1.110 - .172 - ,00113 

1.0 .50Qk - 1.683 - .691 1.668 .00383 -2.941 - .877 l. 2'•8 ,00199 -3.686 -1.005 .959 .00078 
.25~k .983 - .010 2.309 .00473 .1ll - .169 2.608 .00374 - .593 - .283 2. 773 .00303 o 7.451 ,300 .ooo - .01356 9.963 .250 .ooo - .01028 11.807 .216 .ooo - .00310 

I.OO~·r - .215 -1.Hll .ooo - .00233 1.037 - .987 .ooo -,00053 1.124 .:. .927 .ooo .ooon 
.75~k - 1.21<4 -1.1115 .291 - • 00131; - .602 -1.090 - .211 - ,000$3 - .145 -1.051• - .316 - .00055 

1.4 .50\J¡, - 2.553 - .851 1.337 .00183 -3.666 -1.038 .863 .00027 -3.847 -1.109 .583 - .00031 
-~5~ .. .096 - .170 2.'~90 .00347 - 1.11; 7 - .31;8 2. 771 ,00250 -2.121 - .442 2 .8l:4 ,00201 

9.917 .250 .ooo - .01001 13.132 .199 .ooo - .00&89 15.196 .175 .ooo - .00551 ---
1.009k .340 -1.081 .ooo - .00098 .920 - .948 .ooo .0000'; .463 - .940 .ooo .00025 
.75Qk - .881 -1.110 .o.:; o - .OOOBlt - .162 -1.053 - .255 - .ooo. J .335 -1.016 - .206 - .00026 

1.8 .50<í>k - 2. 982 - .952 1.079 .00070 -3.570 -1.091 .602 -.00026 -3.21¡6' -1.118 .305 - .00049 
.25$k 

-
.00254 - .46l¡ 2.781 .00179 -3.701 - .556 2. 785 ,00140 - .748 - .294 2.580 -2.342 

o 12.191 .213 .ooo - .007 58 15.897 .171 .ooo -.00523 18.537 .152 .ooo r .00425 

1.09~~~ ·'•7'• -1.033 .ooo - ~00039 .514 - .953 .ooo .00015 - .138 - .969 .ooo .00016 
.7::> k - .615 -1.033 - .028 - .00053 .141 -1.026 - ,185 -.00025 .57l¡ - .991 - ,0&2 - .00010 

2.2 .50yk - 3.0!¡1 - .996 .893 .00019 -3.129 -1.098 .408 -.00037 -2.41~6 -1.099 .u o - .000!¡4 
.25~)k - 1.l¡9l - .374 2.593 .00192 -3,1•74 - .551 2. 722 .00132 -5.11+9 - .649 2.6 71• .00098 
o ll •• 200 .189 .ooo - .00&05 18.611 .153 .ooo -,00424 21.916 .136 .ooo - .003l¡5 

I.OO$k .405 -1.01h .ooo - .ooo11. .141 - .968 .ooo .00012 - .465 - .990 .ooo .oooos 
.75~k - .431 -1.062 -.040 - .0003l• .301 -1.009 - .096 -.00013 .588 - ,980 .047 - .00002 

2.6 .50 :ji¡¡ - 2.899 -1.010 .757 - .00001 -2.596 -1.088 .272 -.00035 -3..678 -1.075 - .002 - .00031t 
.25~1; - 2.11.2 - .425 2.559 .00149 -4.465 - .617 2.629 .00098 .(¡. 332 - .720 2.537 .00068 
o 16. ot.5 .170 .ooo - .00501 21.274 ,11,0 .ooo -.00357 25.213 .125 .ooo - ,00290 

----· 
l·sr.\<'1r torces ore al supports, olllcrs ore ot 011dspon 



Tol.Jk. 1 Interno! Forces in o Multiple Cylindricol s·hell úue to Deod Load 
. 

T~= r [Pd co 

l. (1)] S~= - L [pd col. (3)] ~ 1 J ' ¡ ¡ ¡ ¡ 1 pd 

~~ t -, 
l. (2)] M~= r2[ pd col. (4)] 

L ~ 
----- -

r¡1 = 100 r¡1 = 200 r¡1 = 300 

r¡L ~ 
lx 
(1) 

T~ S M~ Tx T~ S M~ lx T. S M~ 
(2) (3) (4) (1) (2) (3) (4) ( 1 ) (2) (3) (4) 

----
I.OO<·~-; - l. 9-05 
.75 )'¡; - 1. ne 

.6 .50<•~; - .81. 9 

-l.M,6 .ooo -.00787 - 1.175 - 1.361 .ooo _ .OOó54 - .375 -1.234 .ooo - .00480 
-1.199 o 94l¡ -.00300 - 1.531 - 1.18 7 .647 - .00271 - 1.298 -1.165 .360 - .00230 
- .573 1.803 .00536 - 1.M:8 - .656 1.567 .00524 - 2 .no - o 771 1.343 .00383 

25(>¡.; 1.349 .038 2.028 .00538 1.005 .023 2.197 .00586 .601 - .071 2.351 .00513 
o 5.119 .321 .ooo - .0183l¡ 6.165 .299 .ooo - .01651 7.362 .270 .ooo - .Oll¡l9 

IOOQk - .738 
.75Qk - 1.341 

LO .50 o,, - l. 799 
.25<·k .616 

-1.273 .ooo -o 00'&41 .602 - 1.056 .ooo - .00176 1.072 - .951 .ooo -. OOO!:lt 
-1.16 7 .t.91; -.00209 - .8lt7 - 1.118 - .031¡ - .00!39 - ·'+91 -1.083 - .21;5 - .00098 
- .747 1.451 .00353 - 2. 9{¡1 - .952 1.023 .00130 -3.l;05 -1.058 .768 .00019 
- .065 2 .2l¡l¡ • 00'¡88 - .277 - .2l¡J 2.532 .00363 - • 91;8 - .347 2.646 .00292 

o 7.225 .270 .ooo -.01387 9. 713 .217 .ooo - .00985 11.317 .188 .ooo - .00773 

1.00(1,, .u:o 
:15~·;; - • 9J ú 

1.':- 50<·,, - 2.54lf 
.25~¡¡ - .272 
o 9.655 

-1.109 .ooo -. 00176 .915 - • 9!¡9 .ooo - .00010 .653 - .926 .ooo .00030 
-1.122 .122 - .OOJ 24 - .319 .- 1.055 - .235 - .00070 .lOS -1.028 - .232 - .00043 
- .913 1.122 .001.32 - 3.251 - 1.073 .682 - .oom.4 - 3.131 -1.ll5 ·'f21 - .00055 
- .23B 2.l¡l2 .00340 - 1.1;88 - .407 2.626 .00240 - 2.505 - .t;96 2 .61t5 .00190 

.219 .ooo -.00976 12.569 -.17lf .ooo - .OOó64 14.553 .15ft .ooo - .00537 

IDO:\ .482 
:15 Y k - .597 

-1.029 .ooo -.00058 .536 - • 91+[,, ;000 .00020 - .051 - .960 .ooo .00024 
-1.037 - .036 -.00071: .051 - 1.029 - .187 - • 00035 .1:65 - .992 - .059 - .OOOJ.5 

1.0 .~Oy¡\ -2.768 
.2C>~k -1.071; 

- .996 .890 .00032 - 2.902 - 1.097 .M12 - .000!¡5 -2.353 -1.101 .16 7 - .00055 
- .355 2.1:6 7 .002M: - 2.681 - .518 2.592 .00168 -l¡.Q;jl¡ - .612 2.548 .00126 

o H.7ú5 .187 .ooo -.00733 15.251 .151 .ooo - .00509 17.883 .134 .ooo - .0041l¡ 

1.00~~- .l¡l¡4 

.75 'k - .375 
22 .50Qk -2.675 

-1.001. .o::>o -.00016 .098 - .962 .ooo .00017 - .tl80 - .990 .ooo .00011 
-l. OS?. - .056 -. 000!}5 .277 - 1.005 - .083 - .00016 .532 - .975 .066 - .00002 
-1.021; • 726 -.00005 - 2.353 - 1.088 .271 - • 000!¡1~ - 1.531 -1.072 .019 - .000-43 

.25~'k -1.779 
o 13.662 

- .1:29 2 .t .. 49 .00182 - 3. 770 - .604 2.505 .00119 - 5. 3 7 5 - .701 2.410 .00083 
.166 .ooo -.00587 17.929 .135 .ooo - .OO't13 21,172 .120 .ooo - .00335 

1.00?1\ .294 
.75 k - .234 

2.6 .50~k -2.4116 
.25(•¡, -2.390 
o ] 5.4l¡2 

- • 994 .ooo -.00002 - .192 - .981 .ooo .00011 - .598 -1.005 .ooo .oooot. 
-1. 0/¡3 - .043 -.00027 .338 - .992 .007 - .00007 .404 - .971 .ll¡5 .00003 
-1.027 .609 -.00016 - 1.802 - 1.070 .166 - .00036 - .825 -1.043 - .Ol¡O - .00031 
- .477 2.394 .00139 - 4.662 - .667 2.393 .00085 -6.368 - .767 2.252 ,00055 

.150 .ooo -.00488 20.531 .124 .ooo - .0031¡7 24.353 .no .000' - .00281 . 
---- '";h~;r forccs ore o1 supports. othcrs ore ot n\ldspon 



Tal~ '1 Infernal Forces in o Mu!tiple Cylindricol She!l Lve to Deod Load 
-· ~~ -~ ... -------·- --

~-pd- ·¡ ' r 
Lr [ 11)) ~ [ (3)) 

¡=t_[]-::IJ 
T : r Pd col S : - L pd col 

1. 
.!' 

~ ~ 
¡- -, 

[ pd (2}] r2[ pd col. (4) J T4> = r col M+: l ~ L 

f-----· 

r Ir : 100 r¡t = 200 r¡t : 300 
-·. ~w • • 

r/L 
Tx Tt S Mt Tx T~ S - Mq. lx Tq. S M~ 

~ 
(1} -(2) (3) (4) (1) (2} (3) (4) ( 1 ) (2) - (3) (4) 

J.OO~k - 1.524 - 1.1¡22 .ooo - .008Jl¡ - .655 -1.28l¡ .ooo - .00609 .113 -1.139 .ooo - .00386 

.6 
.75~k - 1.481 - 1.192 .819 - .00325 - 1.239 -1.169 .1¡66 - .00273 -- .994 -1.142 .169 - .00218 
50q>~ - .879 - .590 1.644 .oos 74 - 1.595 - .718 14369 .00488 - 2.241 - .851 1.137 .00307 
.254'k 1.112 .070 l. 91~9 .0059!¡ .689 - .033 2 .1l¡5 .00602 .264 - .143 2.301 .00505 
o 4. 760 .ooo 

-
7.260 .235 .ooo .300 .ooo - .01987 6.034 .268 - .01681 - .01379 

1 OOII>K - .296 - 1.201 .ooo - .00381 • 74lt - .992 .ooo - .00099 .882 - • 921~ .ooo .00005 
.75~k - 1.058 -1.11¡6 .319 - .00202 - .586 -1.093 - .131 -.00124 - .25ft -1.058 - .243 - .0008/; 

10 .50Qk - 1.885 - .808 1.25:> .00301 - 2.803 -1.008 .848 .OOOSlt - 3.007 -1.037 .623 - .00028 
.25~,, .30!, - .125 2.191 .00490 - .568 - .306 2 .M* O .00349 - 1.231 - .399 2.503 .00281 
o 7.066 .239 .ooo - .01379 9.372 ' .188 .ooo - .00939 10.804 .164 .ooo - • 00]1¡1¡ .. -

1.00Qk .385 - - 1.0!¡9 .ooo - .00118 .6lt9 - .935 .ooo .00018 .191 - .942 .ooo .00036 
.75c(k - .665 -1.098 .009 - .00112 - .111 -1.041 - .198 - .00058 .269 - 1.004 - .119 - .0003l 

1.4 .50<'1\ - 2.1¡44 - .963 • 91¡7 .oooao - 2. 770 -1.087 .539 -.00044 - 2.1¡37 - 1.105 .292 - .00068 
.25~k - .555 - .299 2.329 ,00329 - 1 o 766 - ·'~56 2.A73 .00228 - 2 .82'~ - .546 2.450 .00176 
o 9.355 .191 .ooo - .009l•1 12.033 .153 .ooo - • 005l¡3 14.007 .136 .ooo - .00523 

1 .ooo 1 DO\>k ,1¡6 7 - • 991• .ooo - ,09026 .159 - .953 .ooo .00025 - .404 - .983 .00018 

75 ~'k - ,387 -1.055 - .075 - .000:l3 .198 -1,007 - .092 -.00025 .1¡69 - .975 ,054 - .00006 
1.8 .50~1\ - 2,1;83 -1.021; .739 .oóooo -2.262 -1.088 .318 -. 00056 - 1.586 - l. 07l¡ .079 - .00056 

.25<i'k - 1.320 - ,l¡08 2.348 .OQ233 -2.946 - .566 2 .1¡05 .00154 - 4.293 - .661 2.322 .OOllO 
o u.Jzo .164 .ooo - .00708 14.681 ,133 .ooo -.00495 17.274 .118 .ooo - ,00401 

1 
.ooo .599 - 1,006 .ooo 

I.OO%k .319 - .983 .ooo .ooooo - .210 - .977 ,00015 - .oooos 
.75 k - ,205 -1.042 - .0:>0 - .oqo36 .313 - .988 .019 -.00009 .376 .. .966 .159 .00003 

2.2 .50~K - 2,281 -1.038 .59!f - .oqo?.3 -1.673 -1.058 .178 -. 000!:6 - .808 - 1.()!¡0 - .012 - .00039 
.254>k - 1.992 - .t.77 2,305 .00171 -3.953 - .650 2.296 .00105 - 5,1;27 - • 745 2.160 .ooo:,~ 

o l 

.ooo 20.1142 .10& .ooo - ,0032!1 13.143 .146 ,000 - .00.}69 17.303 .ll9 - .00!¡01 
1 

.ooo 
! 

.ooo - 1.013 .ooo ,00000 1 004>K .140 - .986 .oqoo5 - .380 - .994 .00007 ·- .558 
.75~k - .107 -1.026 - .016 - .oqo21 .281 - .980 .O% -.00001 .164 - .969 .204 .00005 

2.6 .50~'k - 2.003 -1.032 .t.95 - .0~025 -1.150 -1.045 .108 -.00035 - .202 - 1.0ll - .023 - .00026 
.25~k - 2.558 - .523 2.236 .0~128 -/le 723 - .709 2,170 .00072 - 6.22& - .804 1.985 .000/¡3 
o 14.875 • 132 .ooo - ,09H'• 19.8?? . ,109 .ooo -,00336 23.509 .097 .ooo - .00272 

-.~~~-

----· 



-loble 1 Infernal Forces in o Multiple Cylindricol Shell Due to Deod Load 

L
2 

[ col. 11)] s*= - L [ Pd (3)] 
~pd CIIIJ-=cD 

T : ( pd col 
1. 

~ ~ t 1 

[ pd (2)] /[ pd (4)] 14, = r col M - col 1 ,-
L 

r ·r--· 

r¡1 = 100 j 'lt : 200 'lt :300 

r--- -
lx Tt S M~ \ Ti~' S Mil' Tx r, S Mt 

r¡L ~ (1) ' (2) (3) (4) (1) (2) (3) (4) ( 1 ) (2). (3) (4) 

l.OOt!>k - 1.416 - 1.446 .ooo - .Olllf8 - .959 - 1.368 .ooo - • 0097'• - .439 - 1,2l¡9 .ooo - ;0073t+ 

/ .75~11. - 1.?.44 - 1,185 .832 - .00425 - 1.125 - 1.171} .619 - ,00387 - ,980 - 1.155 .400 - ,00331 
.4 .50~k - • YtO - • 5l~6 1.556 ,00930 - .915 - .618 1,380 ~00787 - 1.%4 - .726 1,212 ,00593 

.25h 1,00/.¡ ,091! 1.706 ,00889 .797 .038 1,8?.9 ,00822 • 547 - .046 1.91+7 .007?.5 
o 3 ,/¡56 .278 .ooo - ,02554 4. 09/¡ ,?.61 .ooo - .02328 4 ,81¡ 7 .237 .ooo - ,02017 

1 no<·k - ,856 - 1.335 .ooo - • 0083lt ,070 -1.121 .ooo 
-

.993 .ooo - ,00175 - ,00423 .545 -
75<·k -1,078 - 1.168 .576 - ,00350 ·- .789 - 1.12 7 .165 - ,002lt9 .567 - 1.095 - .059 - .00181 -.() .50<;>¡, - ,999 ,654 l. 356 .00674 - l. 777 - ,852 1.038 ,00337 .977 ,839 .00130 - - 2.207 -
.25<!'1\ ,701 ,007 1.837 ,00765 .194 - .156 2.051 .00588 .197 .263 2.175 ,00473 
o - - .ooo 4.357 ,251 .ooo - ,02168 5.836 ,205 .ooo - .01601 6,864 .175 - .01245 

1 00Q1• .213 - l. 068 .ooo - ,0022l¡ .559 - .932 .ooo .00009 ,273 - .929 .ooo .00051 
.75y,: - ,6{¡{¡ - L103 .075 - ,00174 - .235 -l.Olt8 - .llt9 - ,00093 ,059 - 1.011 - .109 - ,00055 

J. O .50<·,, -1.892 ,918 • 9l¡9 ,00166 - 2.271 -1.062 .608 - ,00037 -2.110 -1.090 .410 - ,OOOBl¡ 
.25~'11 

- 2.210 - .152 - ,2t10 2.083 • 00l¡65 - ,973 - ,398 2.220 ,00321 - 1.686 - ,l¡82 .00254 o 6. 719 .ooo - ,01287 8.595 
.. 

. -.144 .ooo - ,00862 .128 .ooo - ,00699 ,182 9,920 

l.OO~k ;396 - .976 .ooo - ,00025 .049 - .951 .ooo ,00037 - .413 - .985 .ooo ,0002lt 
.75 ~k - ,329 - 1,056 - .06 7 - ,00085 .131 - .999 - .040 - ,00033 ,338 - ,967 .098 - ,00007 

1.4 50<fk -2. 0!¡7 - 1.021 .694 - ,00007 - 1.812 -1.073 .336 - ,00075 - 1.:no -1.057 .138 - ,00073 
.254>k - • 937 ,393 2.142 ,00300 - 2.180 - .539 2.168 ,00197 - 3.215 - ,632 2.085 ,00141 -o 8.668 ,l/¡6 .ooo - ,00868 11.123 ,119 .ooo - .0060lt 13.049 ,105 .ooo - ,00489 

-
.ooo I.OO~k .209 - - ,966 ,000 ,00013 - ,3ltl - ,985 .ooo ,00018 - • 576 -1.013 .00003 

.75. k - ,126 - 1.0?.6 - .040 ,000!¡3 .246 - .97l¡ ,0% - ,00006 .214 - .959 .713 ,00007 
lü .Wq,, - ,040 

-1.833 - l. 0!~1 • 525 - ,OOO!t3 ~ 1.1% -1.045 .174 - ,00060 - .470 -1,011 - ,000lt7 
.25~'k -1.650 .490 2.106 ,00205 -3.232 - .61¡.5 2.053 .00121 -4.371 - .735 1.907 ,00076 - .ooo o 10,/¡64 ,127 .ooo - .00661 13,662 ,103 .ooo - ,00462 16,071 ,091 - ,00373 

l.OOI{lk ,001 ,977 ,000 .00(113 - .457 -1.004 .ooo .oooos - ,l¡63 -l. 017 .ooo - ,0000? -
. 75~¡¿ 

. .2lt6 
- .02 7 - 1.003 ,021 - ,00021 ,169 - • 968 .171 .00003 - .042 - .966 

.oso 
.00007 

?..2 .509k -l. 526 - l. 033 ,ltl5 - ,00042 .657 -1,015 .111 - ,00041 .115 - .975 - ,00027 -
.259k -2. 2ll5 z .030 ,OOÚ¡l¡ -[¡,003 - • 719 1.912 ,00075 - 5,13'• - .803 l. 710 ,00041 - ,554 .ooo o 12.191 .ooo ,00533 16.103 .092 .ooo -,00373 19.003 ,082 - ,00301 • ] ] 3 - ---------- -----~-~-~----- -·---------

··s¡,cor forcOs ore o! surrcrts, otllcrs orf' ot midspon 1 
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Toblc 1 tntrrnol forces in o Multip!e Cy!indrical Shel! Due to Oead Load cfk= 5o 0 

----- -----------· 
~,- [ 1 ] ' l_j_j_j 

' ~2 [ pd coL 11)] s'lt= - L [Pd (3)] 
pd 

T : col 

~~ 
X 

! 1 T(> : r [ pd col. (2)) Mt: r'T pd col. ('1)) L 

.. ---. --·---· . 
r¡1 : 100 r¡t : 200 r¡t : 300 

-- S Mq Tx T~ S M~ Tx T+ S M~ Tx Te(! 
r/L ~ 

(1) (2) (3) (4} (1) (2) (3) (4) ( 1 ) (2) (3) (4) 

~-~-~ 

- .008l;9 1,097 .ooo - .oosoo .ooo - .0121•9 - .404 - 1.239 .ooo .os1. -
- .998 - 1.399 I.OO<·k - • 00'~ 71; .813 - 1.11~2 .393 - ,00382 - ,661 - 1.116 .166 - ,00298 

.976 - 1,168 .678 -.7f>h. - ,00690 .847 .961 .00405 
.570 1,352 ,0]015 1,056 - .716 1.132 - 1.1~66 -.4 50q._ - .575 - - .00695 
.065 1,598 .OJ 001 .465 - .oso 1,757 ,0081:0 ,202 - ,155 1.876 

25y~; • 71•7 
- ,02868 3.922 ,206 .ooo - • 0231;!¡ 4.682 .178 .ooo - ,01879 

o 3,051 .237 .ooo 

1 OO(k - • 3l;? - l. 214 .ooo - ,00700 ,3l;1 - 1.000 .ooo - • 0020!; .46(: - .928 .ooo - .00015 
.7ó(~l - • 772 - 1.135 .35l; - ,00338 - ,1¡97 - 1.085 ,005 - ,00207 - .306 - 1.052 - ,098 - .00142 

.6 .50Q¡, -1.119 - • 7117 1.111 ,00565 -1.720 - • 95] .815 .00153 - 1,885 - l. 03(~ .661 - .00012 
.2b\•t; .3 7l; - ,082 1, 766 ,00771 - .115 - ,256 1,955 ,00545 - ,i: 7l: - .343 2.006 .00437 
o 4.162 .197 .ooo - • 02153 5.499 .152 .ooo - , 01!,41 6,297 .132 .ooo - ,01125 

1.00<•1• .307 - • 98!¡ .ooo - ,00080 ,.152 - .936 .ooo .00053 - ,231 - .967 .ooo 1.00046 
.759k - .388 -l. 063 - ,OJ.6 - .00139 - .031 - l. 007 - .041 - ,00062 .181 - .973 .069 - .00024 

1.0 .50\Jk - 1.684 - • 983 • 7115 .00039 -1.644 - 1.058 .453 - ,00091 - 1,30!¡ - 1.051 .278 - .00101 
-~5~1¡ - ,l,2S - .326 1.951 ,00426 -1.259 - ,!¡64 1.990 ,00288 - 1.990 - .552 1.937 .00214 

6.251 .137 .ooo - ,01169 7.902 .no .ooo - ,00802 9.207 .098 .ooo - .00650 

100911 
.159 - .956 .ooo .00023 - .33l¡ - .984 .ooo ,00026 - .534 - 1.014 .ooo .00005. 

75 <'1~ - .139 -1.020 -.017 - .00059 c168 - • 968 .123 - - .00009 .149 - ,953 .231 ')00009 
1.4 .50(¡¡ -l. S49 -1.029 • 533 -,00059 -l. 032 - 1.028 .232 -. 00079 - ,l¡6 7 - .995 .118 - ,00062 

.254·k -1.171 - ·'·60 l. 9/¡3 .00266 -2.385 - .604 1.886 .00158 - 3.262 - ,691 l. 760 ,00101 
o 7.993 .112 .ooo -.00802 10,330 .091 .ooo -.00559 12.097 .080· .ooo - ,OOM¡9 

. 

1.~~1\ - • Of:\t¡ - ,973 .ooo ,00022 - .1,58 - 1.009 .ooo ,00005 - .406 - 1.018 .ooo - ,00003 
. :,) k - ,016 - .995 .060 -,00023 ~088 - .960 • 21lt .00006 - .126 - .963 .269 ,00010 

1.0 .50\'K -l. 228 -1.022 .398 -.00060 - .465 - .989 .154 - ,00050 .148 - • 91;9 .127 - ,00031 
.20~¡¡ -1.819 - .551 1.872 ,00172 -3.209 - .698 l. 738 .00086 - 4.075 - • 775 l. 547 ,000lt5 
o 9.694 ,097 .ooo -. 00612 12.669 .079 .ooo -.00425 14.873 .070 .ooo - ,00343 

100y¡¡ - .223 - .989 .ooo ,00011 - .398 - 1.013 .ooo -.00001 - .263 - 1.012 .ooo - .00002 
.75~'k .ooo - .904 .123 -,0000~ - .076 - • 965 .243 .00007 - .321 - .975 .259 .00005 

2.2 .50~k - .919 -1.002 .328 - .000!¡5 - .066 - .958 .160 -.00029 .463 - .920 .193 - ,00013 
.25q>k -2.303 - ,609 l. 777 .00113 -3.727 - .758 l. 578 .00046 - 4.492 - .826 1.339 ,00017 
o 11.317 .087 .ooo .00492 14.917 .070 .ooo -.00343 17.586 .062 .ooo - ,00277 
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Tx 
(1) 

- .6l¡O 

- • 76l¡ 

- .6112 
.532 

2.847 

- .032 
- .552 
-1.157 

.11,0 
3.977 

.179 
- .231 
-1.369 
- .599 

5. 71,8 

- .092 
- .049 
-1,083 
-1.301 

7.382 

- .26/¡ 
- .013 
- • 752 
-l.Bll6 

8.970 

- .310 
- .059 
- .1,95 
-2.201 
10.M>7 

'lt = 100 

T~ S M~ 
(2) (3) (4) 

- 1.318 .ooo - .01218 
- 1.11¡3 • 528 - .oOL,9o 
- .622 l.l]l¡ .00995 

.on l. 5?5 .01053 

.191 .ooo - .02996 

- 1.097 .ooo - .00.1¡]9 
- 1.097 .193 - .00298 
- .836 .922 .00383 
- .170 l. 701 .oons 

.1'17 .ooo - .01988 

- .951 .ooo .ooon 
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.103 .ooo - .01063 
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- .973 .159 - .oooos 
- .983 .342 - .00060 
- .592 1.658 .00135 

,073 .ooo - .00558 

- 1.001 .ooo .00005 
- .969 .202 .00001 
- .959 .313 - .00039 
- .642 1.553 .00082 

.065 .ooo - .OO!lt•7 

;heor forces ore ol r,upports, ott,ers ore or nlldspon 

r¡t =' 200 

. -
Tx T~ S 

(1) (2) (3) 

- .OL.8 - 1.109 .ooo 
- .585 - 1,10& .215 
-1.143 - .815 .939 

.221 - .1112 1.697 
3. 772 .154 .ooo 

.298 - • 9l¡l .ooo 
- .313 - 1.047 - .023 - 1.488 - • 9.97 .6 79 
- .304 - .322 1.820 
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- .189 - .966 .ooo 
.055 - • 97l¡ .097 

- 1.086 - 1.021 .359 
- 1.439 - .517 l. 775 
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- .1¡37 - 1.008 .ooo 
.057 - .953 .230 

- .483 - .973 .220 
- 2. 3 76 - .645 1.635 
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- • ()l¡J - .933 .218 
- 2. 964 - • 723 1.46 7 
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.186 - • 908 .264 
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13. 73l¡ .053 .ooo 

~pd cr~r-r=o=TI 

~ ~ t 1 

L ~ 
'Ir = 300 

M~ Tx Tt S M; 
(4) (1) (2) (3) (4) 
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.00492 -1.1~11 - .932 • 796 .00194 
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- .00031 .131 - .951 .205 .00001 
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• 0024lt - 2.098 - .602 1.693 .00166 
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.00009 - .407 - 1.019 .ooo - .00004 

.00007 - .lOS - .955 .284 .00013 
- .00068 .006 - • 93l¡ .190 - .0004lt 

.00116 -3.061 - .721 1.479 ,00065 
- .00508 11.136 .oso .ooo - .00408 

- .00002 - ,21,6 - 1.01? .ooo - .00003 
.00009 - .328 - .971 .274 .00006 

- .00035 .368 - .897 .260 -.00015 
• 00051¡ - 3. 552 - • 785 1.255 .00020 

- .00397 13.680 .052 .ooo - ,00311 

- .00002 - .200 - 1.007 .ooo -.00001 
.00005 - .380 - .979 .250 .00001 

- .00016 .426 - .880 .340 -.00003 
,00023 -3.661. - .819 1.057 .ooooo 

- .00311 16.157 • Ott7 .ooo -.00251 --/ 
./ 
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SlfJ=-L(pd col (3)) 

r~[ pd col. (4)) M -cf 

ITI 1 l LIJ 
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Toblo 2 - Colc:ulofion of force~ ·n o simply suppor1ed in1crior cylindricol shell 

Given: 

t ~ 4 in. 
r = 45ft. 
L= 50ft. 

1 
cfok = 26.4° 
Pu = 30 psf 
pd = 50 psf 

F~-;ce·--r-----~---1 Tp -1 s 1 _ M
1
, 

M:~;~~-lio~-~~---(l!;r)pd = 4390 1 (r) p<J = 3560 1 -{L)pd = -~~o __ l (r 2)pd = 16~00 

__ ~-_ _¡ Conston;_[{¡g~/~~.) ~~o;~~~~;n! 1 ¡jg_'Jf~.) _· Constan! (¡g_~~~i) Constatlt ~(f~.~~g~ft) 
<Pk -3.947 - 17., 300 -1.441 -5130 o o -.00385 - 620 

(crovm) 

.751)k -3.455 - 15,200 -1.204 -4290 1.415 -5590 ~.00146 - 230 

.504}1\ -1. 551 - 6~800 - .595 -2120 2.571 -10,160 .00321 510 

25q) 2.693 11,800 .083 300 2.759 -10,900 .00324 520 
• - j( 

o 10. 1 1 1 
(va 11 e y) 

¿ijl. Ll.QQ 
' 'S • .-::rr5 1340 o o -.00970 - 1550 

-··-
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CUBIERTAS CON NERVADURAS SUJETAS A 

ESFUERZOS AXIALES DE COMPRESION 

por 

José Flavio Madrigal R.* 

SINOPSIS 

Estudio hecho sobre algunos viejos principios cons-

tructivos, traídos a Norteámerica p:>r el Ingeniero Paul Chelazzi, 

quien declara haberlos adquirido en China. 

En el presente trabajo se analiza ese pensamiento y 

se aplica a la solución de un problema práctico. 

* Ingeniero Consultor y Contratista de Obras de Ingeniería Civil, -
San Luis Potosi, S. L. P. , México. 
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motivo de especial inte~s. 

Respecto a la ligereza es-­

tructural ha de declr8e que­

la cuantia del material que­

·interviene en su construc -­

c16n es m!nima en virtud de­

que las secciones de los 

el~mentos con~tructivos se -

hallan siempre trabajando a­

esfuerzos axiales simples, -

ya sea de compresión o de -­

tensión. 

No existen esfuerzos de -­

flexión y, como queda dicho, 

siendo axial la acción del--

PAt?-1 

Cubiertas con nervadu­

ras sujetas a esfuerzos­

de compresión. 

El estudio de una cu-·· 

hi.erta ~eme jante a la -·· 

ilustrada, cuyas caracte 

rizticas escenciales son 

la ligereza estructural, 

la econom!a en la ej~cu­
ci6n de la obra y, sobre 

todo, la belleza del re­

cinto énéerrado ba1o una 

cubierta de esta clase. 

In~udablemente que es­

te conjunto de circuns-­

tancias, a cual más de -

atractivas, hace de una­

techumbre de esta lndole 

,. ... 

,,. 
1 
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esfuerzo, la distribuci6n de ~ste es uniforme en toda secci6n del -­

elémento constructivo. 

En una pieza de concreto reforzado, ponqamos por caso, solamen-­

te una porcl6n de la sección 9 y no la mayor, trabaja realmente so-­

port<u-.t1o la compresión; el resto de dicha sección cumple otros fi-­

nes: transmitir el esfuerzo razante, soportar el esfuerzo cortante, 

Etc.; pero la porción activa para tomar la compresión se reduce a-­

un triángulo-esto considerado dentro de la hipotésis de Navier-, -­

cuya altura es, como sabemos, Kd. Si asignamos una fatiga de tra--­

bajo al acero iqual a f 8 y otra de fe para el concreto, se tendrá -

y si hacemos , d• 60 Cms .. 

fs• 1800 Kg/Cm2. 

fe• 60 Kg/Cm2 .. 

n • lO , se tiene. 

600 
180 (60-Kd)• 0.333X60-0.333 Kd. 

1.333 Kd • 20 •o• Kd= ~~333 ~ 15 Cmso 

lo cual pone de manifiesto que de la secci6n total s6lo interviene 

1/3 para tomar el esfuerzo de compresión. Ahora bién, como el es-­

fuerzo de compresión no se haya distribuido uniformemente en esta 

zona de la sección sino que, por el contrario, trabaja a un máximo 

de 60 Kg/Cm2. y un mlnimo igual a cero en la fibra neutra, el pro­

medio será, pues, de 30 Kg/Cm2. lo cual, desde este punto de vista, 

convierte a la secci6n en una cuestión antieconómica. 
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Si en lugar de una pieza de concreto tomamos una de madera­

o de fierro, es decir una pieza homogenea y la sometemos a un­

momento flector la situaci6n mejora un poco; pero no tanto que 

pudiera decirse haber encontrado una soluci6n satisfactoria -­

para el ~uen empleo del material. La ~az6n es la si9uiente: 

J -·¿·· 

1---t--
J. 

a ___ t __ 

El area e1ectiva de trabajo puede estimarse como: 

1 b bd bd 
bd- 2 ( ~ d o - 2-> • bd - 2 .,. 2 , es decir solamente el--

50 por ciento de la secci6n total. ~sto es una consecuencia de -

1~ ley de vnr1ac16n de esfuerzos supuestqs: M6xlmos e~fu~rzos rn 

las fibras extremas y valor nulo en la fibra neutra, variando 

linealmente .. 

f.~tas desventajas que ae presentan cuando la pieza Ge hace -­

trabajar a flex16n, desaparecen del todo cuando se suprime por -

algún medio el momento flector que origina los esfuerzos de sig­

nos contrarios .. 

Tal procedimiento es factible en algunos casos. El objeto del 

presente trdbajo es mostrar el camino a seguir para alcanzar ese 

fin. 

Antes de exponer los simples principios en que el procedi ---
• 

miento se basa, quiero decir algo sobre la economia que se obtie 

ne utilizando este tipo de cubiertas. 

La cimbra, empleada para cascarones de concreto1 cualquiera 

que sea el tipo de éstos, resulta cara en func16n del volúmen de 
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concreto empleado. La cimbra utilizada para soportar el concre-­

to de una cubierta como la propuesta, es barata no porque sea de 

otra clase,sino porque se le usa en pequefias cantidades, puesto­

que el colado del concreto se hace o se puede hacer por gajos -- ' 

procuran~a, naturalmente, qu~ estos gajos ocupen poe\ei6nes --­

opuestas para conseguir el equilibrio de la estructura en eje-­

cuci6n. Puede, inclusive, llegarse hasta suprimir del todo-prac­

t1camente-la cimbra si el colado del concreto se hace sobre una­

capa de metal desplegado, el cual descansa sobre el refuerzo de­

las varillas empleadas en todos los casos para soportar los cam­

bios operados en la masa de concreto, por concepto del fraguado­

y la variaci6n de temperatura. Resumiendo: La cimbra, mejor di-­

cho, su costo puede reducirse a su m!nima expresión. 

Para concluir con el último punto enunciado en el primer pá-­

rrafo de este escrito, quiero decir que si bien la1 belleza de -­

las cosas, como la de las personas, es algo convencional y que 

muchas ocasiones es un concepto cambiante con la latitud o con 

el tiempo (con la latitud: en Africa estiman como muy hermoso el 

rostro de un negro que muestra dibujos creadoo baJo su piel con­

trozos pequeftos de bamb6; a nuestra vista na solo es feo sino -­

repugnante; respecto al tiempo: diré que cosas hay que concide-­

randose ahora bonitas, pasado un lapso nos resultan f~as y desa­

gr.Idables a nuestros ojos, por ejemplo el modelo pas•Ido de un -­

automovil, el dibujo de una alfombra o el largo anticuado de la­

fRlda de la señora) y que, precisamente, por ser la belleza o la 

idea que de ella tenemos,un concepto algo convencionAl adquirido 

por educaci6n-es decir por condicionamiento del gusto del indi-­

viduo, esta cubierta debe, tiene ~ue ser hermosa por la simple -

razón exruesta del gusto del hombre acostumbrado o entrenado en­

la búsqueda de la expresi6n materializada de un proceso matemá-­

tico,creado por el ingeniero o el arquitecto para encetrar un -­

volumen cuyas dimensiones son tales,que por la ausencia casi --­

absoluta de soportes hacen de ese vol~me~ un algo que alardea de 

audacia, pregonando ll:l C•'tpacidad técnica de ~uien !lupo y pudo 

concebir y, por añadidura se atrevió a ejecutar la obra ••• y en­

el atrevimiento, en la audacia existe siemnre la hellezA del 

arrojo. 

,,, 
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Ahora especularemos sobre el principio que sirve de base­

al m~todo empleado en el estudio de las nervaduras que sopo~­

tan la membrana del techo ilustrado en la figura # l. Estas-­

nervaduras que bien pudieran, aparentemente, tomarse como --­

cantiliveres y, por lo tanto, como piezas trabajando a flexión, 

no son otra cosa que simples tornapuntas trabajando a un esfuer -
zo axial de compres16n. 

En 1~ fiqura slqulente se tiene una porci6n de uno de eston 

postes, en el que se ha practicado un orificio por el cual 

pasa uno de los cables de los gajos contigüos de la estructura. 

\n 
CABlES- Fí9: 7 

El orificio mencionado pasa a la altura del eje sim~trico-­

de la pieza, el cual se haya contenido en el plano a-b-c-d-

tal y como indica la figura. Los cables pasan por debajo del 

plüno indicado, con excepción hecha de los puntos e y e• que se 

encuentran en el plano mismo. 
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En la última figura se advierte que cuando el eje de la pieza 

coincide con la direcci6n de la resultante R, la fatiga del mate­

rial es uniforme en toda la secci6n de la pieza; por lo que, una­

vez determinada la posici6n de la nervadura-por razones de nece-­

sidad-basta con ajustar el valor de H para hacer variar el ángulo 

de manera que coincida con el eje de la tornapunta. 

Este sencillo artificio nos permite resolver estructuras se--

mejantes a la de la figura # l. La planta del sal6n puede ser muy 

var lada e igualmente variada puede ser la curva del eje de la ner -
vadura. La parábola, la elipse, la c1so1de 11 la cicloide y la car-

dioide9entre otras curvas,pueden emplearse para la curva de las­

piezas utilizadas como nervaduraso 



Sup6ngase que se ha elegido para eje de la pieza una parábo­

la de expres16n Y2 • 4px, la cual necesariamente ha de pasar por 

el origen y por el punto, p(l0.5,5.5) 

30.25 ... 0.72 
42 

Y2 • 2.88X .. 
• • 

por lo que 

Si hemos de tener en cuenta de que la ordenada de un punto -

distante del origen 2 Mts.,aproximadamente,ha de ser superior a-

2.25 para evitar que la nervadura en ese punto seleccionado ---­

constituya un estorbo para el público que transita por ese sitio, 

:'IP t f"ntt rh : 

Xm 2 Mt..,o 

Y= 1.7 .[;~ 1.7 x 1.4142~ 2.4 Mts. lo cual es , 
sntisfaclorio para facllltdr el transito en la zona pr6xima a 

... 

los arrdnques de las nerv! 

duras. Ahora, bi~n, si por 

razones de estética se 

hubiera elegido como eje -

de la pieza una cicloide 

o una cisoide; esta última 

nos darla un~ ordenada 
igual a y .. x 'r_----,;.--~ 1 

V~ 2a-x .. En-

la que, aceptdndo para x -

un valor de 2.50 Mts., se­

tiene 
2.5xl.58 :. 2 o~ 
r.o~ • ~ Mt. Este va--

" o. 5 
lor es aceptable si consideramos que el arranque 11e la ---

curva puede tener lugar sobre un soporte auxiliar que levante 

medio metro-aproximadamente-sobre el nivel de piso terminado. Si 

esto es as! procedemos al cAlculo de la cubierta. 
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De la figura # 8, se tien~: 

L =::l. x SEN"' 

De la figura # 10, se tie~e: 
\ 

\ 

=JdL SEN O(· COSDt .. ex dx 
4 

\ 
\ 

1 

1 
1 

dT= 2ciH SENoc -.Z.!&L. SEN«~ COS« • CJ5: ·d.x" SEN0c -
'\ Y{~"'-:,\ ~,;... ~. t ,i¡ f. , ,: '.' '~ ~ 1. . / 

- '"'- SEN/l. a: . cos'"' .'e X d X- t en la fiqura #9. I!IEt tiene: 

Á 
tr ~ 

'"/S- • w•-- ~-- •-.,~;:_~ 

= w'~t = _(J .. -~~~ éos~ X :l X SEN {l( = 
\, i ~'; 

i; ¡ ·J:\ .~) 
1 ~ ' '\ 

= 4¿,,, SENtt. · COSat · x áx.. 
- ;4> 

reco,r·i. •1d0, según figura #7, que 

P 'áP TAN¡j =.O __ _ 
T dT 

r 
1 u~ es lu mismo, se tiene: 

.JP:.. = -~-w.StN a.:..C_(J_Sot _ ·-~ 4~----- = _4....::__ __ 
dT -~- w SE.Nae\ COSD4. • e:. x. dx t SEN"' 

;:{ " 

11 y como 

": 1 ., 

dP_ = Sl'N¡8 
áR · ·· ¡ 

~) : • .. f, 

' . ' 

··dR. = gli' - .... 
SfNIJ · , 

; pero 

Li/c SEN~ _ 
(1+ 16/ca seNa()(.) 9.a.-



dR 4 w SlNI}( · COS"' · x dx 
_____ L!_f c_SlNll 

l 1+ 16/c" StN"ll)''' 

PAti-tO 

__ 1_úJ"" s~n~a COSet (t+~---)xóx 
- 2 "" ''" • t~ StN-t ot. 

R. =f'-_t_ t.JC SlNt.at · COSot. ( 1.¡_.16 )xdx. 
1. . &4 StN~a. . q 

Esta expres16n dA el valor de le resultante que comprime la secci6n -

de :a torndpunta en un punto x cualquiera; pero su soluci6n exacta requi~ 

re de un trabajo mAs laborioso que si se resuelve mediant~ un procedi~ie~ 

to apróximado 9 por ejemplo, el de diferencias finitas u otro semejante -­

que nos dé un resultado prácticamente aprovechablee 

Antes dr aeguir adelante debe hacerse notar un nunto de cnpital impo~ 

toncia. Este punto es el siguiente~ 

L 
En la página tl9 se estableci6 la igualdad siquiente C= - , es de--

.P f 
cir, que la relaci6n entre la luz, L, y la flecha, f, era constante, lo -

cual es cierto pa~a la figura #10» pues esta relaci6n es constante para -

cualquier valor de x y si esto ocurre, entonces dR actuará d~ tal manera­

que su inclinaci6n irá en aumento a medida que el punto en que se encuen­

tre apllcada ~sté máR pr6ximo al origen. Bastará, pu~s, con ajuntar. 165-

direcciones de las fuerzan elementales dR ol eje de le ncrv<~dura poca'que 

ésta se encuentre trabajando exclusivamente a compres16n axial; para ---­

ejustnr, p~ra hacer coincidir el poliqono dr'fuerzas con el e'e mencionft­

do es menester conservar en toda secci6n de la nervadura lo siguiente ---
L 

igualdad Cm ---­
f 

1 

!ex.> - TAN¡J = 4 
e SEN"' 

"" - ____!!_ __ _ 
• p \\.. = 

SlNtX • TAAI!l 

Ó hietl : f = -4- SlNC< TAN~ 
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como inversa de e, según lo dicho en la pAgina # • Esta últ1ma-­

f6rmula nos permite hacer el ajuste buscado a fin de que coinciden 

le curva de presiones con el eje de la nervadura~ 

f 
e f = ~- StN tJt TAN! = f SfN«. · f 'l~J 

o lo -

que es lo mismo: la primera derivada de la funci6n multiplicada --
1 l 

por -¡- sen~, en la que~ • ~ del 6ngulo existente entre dos-

nervaduras consecutivas de la cubierta. 

Para nuestro caso que hemos planteado en que la cisoide tiene­

por expresi6n 

x=' y:t.. ----­
l.a-x 

:l.CJ-~'J =-(:ta-xJ3"xt.-x:J (-tJ = 6ax"-- .Jx, + x3" _ b a x J -Zx 3 

J."- (:ta-x)~ (.la-.x)a - (:Za-x)t~. 

En la última ecuaci6n para el cálculo de R aparece C; este ha­
f 

de determinorse en.:func16n del ánguloO y' de lo rf-'lacl6n ---para­
l. 

introducirlo en la integral que 9 resuelta, nos dá R 

Si hacemos 

: - e .:: 1 (xJ ::: Jt/(i:T , en la que 

1 Jax"- x.J ::: - 5 E Al rx. ~ ---- -· - , 
¿.¡ y(.la- xJ:t 

por lo que 1 --p¿-x-r-

"''J ( .Zd- X )l 
=----~--- -- ~- - -9 y puesto que 

StN« {JaxJ-x,) 

JI (x) ::: _1_ SEA/«. 
¿¡ 

1 
~- = 

Jax'-.x-'· 
4f(J.a-:x)1. 

( = __ '!__ '/_ ( / ~'::: l() .\ ____ ;:; ---~ '/_( lf- X)'-"'--- = ~1._11_- X_}_~-- • C<u ed6 dicho 9 hoja 
11.5 (lé.ft ~ J_ XJ) 8.:/.!i X-'- 0.5 X, 1.1f X' ti 10, que 

-R_- :: 1- W e S l N 'IX · { Q S IX - ( 1 -f - - ( 6 -------) X 
dx z e-' SlN'-tJC 
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:11•.:idiendo la longitud de la ne~ 

Vddura en un número conveniente­

de partes, es d~ir utilizando -

10, 15, 20 ó mfis valores de la -

compresi6n, uno por cada punto -

de los estimados. Con estos va-­

lores asi obtenidos se determi-­

nará el valor de la integral por 

dlguno de los procedimientos co­

nocidos para la integración nü--
/ 

merica; por ejemplo, el de la --

regla de los trapecios o el de -

la regla de Simpson. Igualm~nte-
; 

valicas resultan las f6rmulas de 

Gcegory y de Euler-Maclaurin. 

Como aplicaci6n de estas ideas -

se emplea al'ij.Ji un problema re 

suelto por el señor Ing. Paul 

Chelazzi,a quien debe reconocer­

sele como el introductor en Amé­

rica del Norte de este sistema -

constructivo. La práctica que él 

ha reallzado de estas estructuras e~a todas ~uce~suficlentemente exitos~ 

para encontrar en sus realizaciones una demostrac16n plena de los alcances 

ya muy prometedores de estas estructuras~en las que los materiales que las 

componon,trabajan uniformemente en toda la secci6n, dandonos, como primera 

consecuencia, una econ6m!a grande~ además de la inherente belleza del con­

junto espacial que siempre -=*e. acompaña a la concepci6n del diseño: 

Se ilustra con una opllcoc16n pr6ct1ca todo lo dicho hnsta aqul. ~~ta­

aplicac16n que expongo a continuación ha sido estudiada como parte princi­

pal en un restauranteo Sólo se muestra la cubierta sin atender al resto -­

del edificio. 

Las nervaduras, mejor dichov le curva con que estas se construyen se -

indican en la figura siguiente: B-Bo 
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1.00 1 

" ... ::: / .. lJ 
1 ! 

_j_: 1 
X 

-t----r· -- ---, -----

'" IJ 11. 11 10 9 8 1 6 ff 4 

1..0.00 

' ,, 

w .::./00 k9/mf 1
, C\::::. _;}_!!.__(!'!_ = 36° , f =lOO 

lO 

4v 9 = IA.'j, ~ Í- 1. :J.:; 1.:2 ::::. :.z~;. 51.1. - fiJo-

p dx X L b W' f dH dT , 
1 1.33 1.33 l. 56 35 1.076 107.6 0.066 494.43 581.38 
2 ., 2.66 3.1271 u .. 0.133 988.87 1162.69 
3 " 3.99 4.6906 " " 0.199 1483.31 1744.53 
4 " 5.32 6.2542 tt " 0.266 1977.74 2325.54 
5 11 6.65 7.8177 ti .. 0.333 2472.18 2906.92 
6 " 7.98 9.3813 .. .. 0.399 2966.62 3488.30 
7 .. 9.11 10.9448 ti lt 0.466 3461.06 4069.69 
8 .. 10.64 12.5084 .. lt 0.532 3955 .. 49 4651 .. 08 
9 .. 11.97 14.0719 •• 91 0.598 4449.93 5232.46 

10 .. 13.30 15.6355 " tt 0 .. 665 4944.37 5A13.84 
ll 11 14.63 17.1990 .. " 0.732 5534.80 6403.97 
12 n 1596 18.7626 .. •• 0.798 5933.24 6976.61 
13 ., 17.29 20.3261 tt ti 0.864 6427.68 7557,99 
14 " 18.62 21.8897 " " 0.931 6922.11 8139.38 
15 1.38 20.00 23.5120 1.117 111.7 1.000 7714.64 9071.29 
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P/16 ... ¡,t¡ 

'- · l .t. SEN tt( ; .SfN L\: ~ rosar. = o.B090 
' 

J;, = á x. COS ~ ::::. l. O 76 mt 
Ú) • 

d H = 4- Sfltlf'l, -COSa: -e-x- dx = ~79.!1/6 -x-dx 

dT = !- wc ~·t'N"a- ros{)(. x -d.x. = 
1100 ~ .1.J. 'i/:/ ~ o .. l15:<1"' 0.8090. xdx - :J28.:J68·xd.x­

= J:l8. 6; X á.x. 

.q 7'11 N,a :::. d fl _. 
d'r e SI' N~ 

p 

1 

) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
ll 
12 
13 
14 
lS 

di> 

168.23 
l}f..tl.(, 

'":>0<1.70 
672.93 
84t.l7 

1009.<10 
1177 .f. 3 
1 34.5 ~ tl6 
1514.10 
1682. :n 
1850.56 
2018.79 
2187~03 

235'5.26 
2624.92 

Tan4 

o ,, 

" .. 
" .. 
" .. .. 
" .. .. 
•• .. 

anteriorm~nt~, la -

igualdad ~ntr~ la -
f relaci6n -r,- y la ~ 

primera ctcz·ivuda de 

la función cttte nos­

fija la curva multi 

pl iCdCÍé! rnr 
4 ~EN (1¡ 

en la pitr¡. 1/ 

l X 6.8050 
e 

.6.80!i0 
e: 

La columna correspondiente d tanc4 

pone de manifiesto qu~ esto$ valore, - · 

Aon lon mlsmoe:; por., un V·'llor cuftlqu \(·&a 

de x, lo que significa qu~ la nervadura 

es una pieza recta-no curva-inclinada -

I6o~o8 9 con respecto ft la linea de tie­

rra, tal como lo indica la figura # 

Si en lugar de una pieza recta, se­

desea una curva de la manera que ya se-

explicó en la Pag.~ c::ntonces habrá -

que obtener, como yo qued6 t~mbién dicho 

IINillO 

' 
1 

1 r--
.l.oo 
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Si 1~ ecuaci6n dP 1'" curvé\ i,_,•c:•:a, r:,:¡r ejeroplo, Y= 1.7 rx; la -­

primera derivada de esta funci6n P5 : 

~ = !/ = 1. 7 X 1-'~ 

d g = _!_ X /. 1 X -% = 0,:!!! 
dx. -z J.x 

e= íúJ =-L-- ; en 1a que 
~(x) 

/P (X.) dec: :1 moa que es 

= _ S t_~('!__~~ -~_¡/_( l:) _- _:ié N..ix_ • _o.li2_ .. ". 
4 Jx 4f Jx .. e= 1 - -~- -- ----- -- -

SfN a 0.85 ------- ~ ---- -- -
4 v.:x' 

4Jx 1 

0.85- Sl"NO< -

4 J" --, 
- --- -~=--------- -

0.85 X 0.58 78 

C :. _[_= 8.00 59.2 ff , este valor in{ C'Oducido en 

L 

c!/1_ =- L w e· SEN"-a: -COSa- ( 1+ - 1~ ---.J -----) ~t.x 
dx z e~ SeN" a-

nos dá el valor dR pora el segmento de la nervadura dx . La ~urna­

de todos ellos ddrá el valor de la integral ya conocida. 

El mismo probl~ma Rnt~rior se oper~rla de la man~ra si~ui~nte: 
' 

e 
~-100:..'8.00591 Jt. ·~ 5t..N'ot-t'OSt\{ll--é,-;~fl/ta:·)~~.x-

- 1 o. Á 9ó V-~ ~ O. "'-79.5' _¿_ 1 + ----- ---_ ;-- . X - o ? .r=-' ·1 { lb ) ~ 
O .. l1 ~ r, 1-r ~ 

= 111.89014 vx.,(t + ____ !fJ __ ._1_) ~"" 
:l. 166/J J.x.' . X = 

= J//;89014 VX 1 + --·- ------- v .r-··r 5:1842!iJ~.{ 15!, . _, 



,~ 
' 

p dx X dR/dx Tang 

\"' 
1 1.13 1.33 420.93 0.7370 36023' 
2 11 2.66 1035 .. 04 0.5211 27031' 
3 .. 3.99 1760 .. 14 0.4255 23003 1 

4 " 5.12 2571.44 o .. 3685 20ol4' 
5 " 6.fl5 3455.41 0.3295 18ol4' 
6 .. 7.9n 440::3.2F. fl.l009 l6045' 
7 11 9.31 5400.70 0.2786 15034' 
a .. 10.64 6466.98 0.2606 14036' 
9 .. 11.97 7574.26 0.2457 13048' 

10 .. 13.10 1\'121. tl q 0.2331 130()7' 
11 .. 14 .f;) 9924.05 0.2222 120 32' 
12 .. 15 .. 96 11161.82 0.2127 l2000i 
13 

,, 17.29 12438.84 o. 2044 11033' 
14 .. 18.62 13753.44 0.1970 11010' 
15 1..38 20.00 15155.71 0.1900 10045' 

TANp __ 4 __ . 1 ~ /1 ____ . _____ f. ___ = 
SI'N"' e íJ 1•Rl8 8.00-'i9:t {~--. 

o./1.490 = 6./JO.Ii(}J X------¡ X,--= 

4 = -º:_ 81_'! 9l:_ rx.· 
dR/dx, esta columna se calcula uti1lzandoT , 
en este caso ?a~ticula~, la regla de Simp­

h son en ld 1ue h"' 1.31 Mts: Y= T (E+4I+2P) 

1' !{ 1 
•J l IJ 

o !) o.oo 
l l.') ) -120.93 

Programe en computa­
dora IKE - S6 

vP 
III 
5.18415 

ll 111 

+ 
1 
+ 

v 
__::_Jr 
R1 
tF' 

X 

111.8907"1 

X 
Ril 

X 
RI 

End 

2 2.66 1035.04 ~f!"¿;J //ecc-...1::9rl&: ~~ 
3 . 3.99 1760.14 
4 5.32 2571.44 /.){?l~~,d ~Q ,(:; 
5 f).,65 3455.41 
6 7.,98 4403.26 /4893t:...3 7 9.31 s.~oa. 10 -A 10.f>•1 6466.98 2~0 -
9 11.97 7574.2(, 

lO 13.30 8727.40 
ll 14 .. 63 9924.05 
12 1'5.96 11161.82 
13 17.29 12438.8·1 
14. 18.62 13753.44 
l'i 20.00 151'>5.71 1'5155.71 

2. 1')155.'11 56138.04 48119.47 

Coet. xl x:4 x2 

/o/~/: /.S/SS.71 ..¡.st;/3?.04 x4 ~4<!3//9.47 X'2 =3..:JS74..t;; .. K'I ~­
.33S9~C.BI1t ~ = /48 ~-''·-' ~ ... 

~tSIJ'e . . 

74.4C~ 
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Chapter 1 

G J; .\ J~J1}, L r nO~ j. Wl'I R S O F S'J'ltl'~ S S SYS'l'l~ 1\1 S 
1 X SIIInJJJ S • 

1.1 ]ll'fillitir;ns 

1.1.1 Hdird!ir.n oi a Slwll 

Evcrj pnrt of a struc,tmc, of a machine or of any other objeet is a 
thrcc-dimcu-ionnl body, however ::,mall its dimcnsions may be. Never­
thcb,:-, the tln ec-dunensional theory of elastlcity is not often applied 
when st!'csscs in such a body are calculatcd. 'l'herc is a. simple reason 
for this: E\·ery structu.ral elcment is created for a ccrtain purpose, one 
of the most frequcnt being the transmission of a force fro,m one point 
to another. Cables, shafts and columns are typical examples of such 
elements which rccCÍ\'C a force 01,...a conplr at one end nnd transmit it_ 
to thc othcr, whcicas bc,tm.:: and anhc" u"ually t1.:tusmit loads to sup­
ports at both ends. The stress analyst does not envisage thescelements 
as three-dimen&ional but rathcr as lincs h,n·ing some thickncss, a kind 
of "physical lines" as opposed to the mathem 1 t.ical meaning of the 
word. \Yhen be wants to describe the strc:,scs in them, he first defines 
a. cross section and then calculates the resultant of the stresses acting 
in it. Instead of describing this resultant by its magnitude, direction 
and location in space, he usually gives its three components and its 

, moments about three a.xes. These quantities, commonJy known as the 
normal force, two (transverse) shea.ring forces, two beuding moments, 
and the torque, are called the "stress resultants" in the cross section. 

Not a.ll structural elements are of the kind just deseribed. A second 
Iarge group consists of all those which are made to bound or enclose 
sorne spaee: walb, in the widest sense of the word, e. g., the wall of a 
tank, the metal hull of an airplane, or the cloth-and-rubber hull of a 
Ldlloon. All these objects cannot be described by a une, but can be 
described by a plane or curnd surface, and consequeutly, their stress 
analysis nmst be built on the concept of a "physical surface", a surface 
made of sorne more or less solid material, capable of transmittíng loads 
from one part to another and of undergoing consequent deformations. 

In t.be deYelopment of the mathematical theory of such structural 
elements, it has beco me necessary to distinguish between two types: 

]:'hl~!:<', Strto•é> m i5hPlls 1 

' ll> 
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l'lane ''alls are callcd plat.es, wlnle all wnlls shaped t.o emTed snrfaces 
are caBed shells. 

Snmmarizing thcse eon~iderations, we may define a shell as an ob­
ject which, for the pnrpose of st.ress analysis, may be considercd as t.he 
materi.1lization of a cun·ed sul'Íaee. This defmit.ion implies that the 
thickncss of a :::hell is small compared with its other dimensions, bub 
it tloes 1~ot require that t,he smaJlncss be extreme. It also does not re­
quu·e tha·t the shell be made of ela.stlc matcnal. The occurrence oí 
plastic flow.in a steel sbell would not prevent its being a shell; a soap 
bubble is also a shell, althongh made of liquid. Even the smface of a 
liquid, because of the surbce tension acting in it, has all the properties 
of a true shell and may be treated by the methods of shell theory 
(see p. 39). 

Most shells, of course, are made of solid material, and generally in 
this book we shall assume that this material is elastic according to 
HooKE's law. 

In most cases, a shell is bounded by two curved surfaees, the faces. 
The thickness 1 of the shell mav be t.he same everywhere, or it may · 
vary :from point to point. \Ve d~fine t.he middle surface of such a shell 
as the surface which passcs midway between the two faces. li we know 
the shape of t.he middle ¡,urface ancl 't.he t.lückness of the shcll for evcry 
one of its pomts, then the shell1s geomet11ca lly fully descnbed . .:\lcchani­
cally, the middle surface and t.he thickness represent the shell in the 
same way as a bar is representad by its axis and t.he cross section. 

However, not every shell f1ts this descript.ion. A parachute, for in­
stance, is made of cloth, i. e., of threads crossing each othcr and leav. 
ing holes in between. Nevertheless, it is a shell, and the "middle sur­
faee" which represents it is fairly well defined, although not by the 
definition just given. However, the t.hickness t is not easily defined in 
such a case. Another example of this kind is cuh·ert pipe used in high­
way work. For most purposes 1t may be treatcd as a shell in the shape 
of a circular cylinder, and it.s mitl<lle ¡,mface may casily be dcfmed. 
'fhe real pipe, however, is corrugat.cd, nnd in altcrnate rcgions all of 
the materiallies either on one sidc of thc "middle surface" or on the 
ot.her. For some ¡,pecial purposcs one m ay, of com~e, con¡,ider t.he corru­
gatcd surfaGe which really biscct.s t.he tlnckness, ns t.he middle surface 
of this pipe, but in many cases this Íf; not done, and 1'-hcll theory muy 
still be applicd. 

L.l.2 Stre~<; Ue'>ultants 

.Bcforc wc can define btrcs~cs in a ¡,JlCIL \IC nccd a cooulinatc sy..,tem. 
Sin ce thc midille surfnee cxtcnds in two dimcnsions, \1 e nccd two co­
ordina tes to Ohcnbc t,J¡e po:>iLion of a point on it Let us a<,,ume th~t 

1 1 DEFlXITIOXS 3 

some systcm of coordina tes ,¡;, y has bccn tlcfincd on t.hc mitldle ~urface 
so that thc lincs x const.. mcct. thc lincs y c.m¡,t.. at right anglcs 
(G.n:ssian coordinatcs). \Ve m.<y thcn cut. .m clcmcnt from t.hc ¡,hell by 
eut.ting along two pall's of adjaecnt coordmatc lincs as .~lwwn in fig. l. 
The euts are m a de "O j.]Jat t he four s1dcs of ihe elcmcnt. are 1101 mal to 
the middlc surface of lhe shcll. 

Since it is not always po:,sible for the di:-t..lllce dsx or ds
11 

between 
two adjacent coordmatc lincs to be thc same CYcry\\ hmc. oppoi:-it.c sides 
of the clement \nll diffcr slightly in lcngth. HowcYer, for the prcsent 
purpose t.his d1fferenee is of uo import.ance. 

The front ¡,ide of the elcmcnt. is part of a. cross scct.ion x = const 
t.hrough the shell and has the area ds11 ·t. Thc ¡,trcRscs .lCting on t.hi& 

F¡¡¡ J. Slrcqq rcsultants mul loads n•.l!ng nn n <hdl ~lcmeot 

area ha Y e a ecrtain resuHaut whid1, of rour¡;c, dcpcnds on 1 he lcngt h tL~;. 
'Vhen dsu approachcs zcro, t.hc rc,.,ult.ant dcerca"cs p10portionatcly, 
ami thc qnot.icnt "for('c di,·idcd by lcngt h of ;.cd.ion ". h.1s n fiuit~ limit .. 
lt is t.hcrcforc rcasona ble to call t.his quot icnt. t he ":-t rc.os rc"ult.a 11 t". 
lt is a force pcr umt. lcngth of ~<cction and lll.<y be mcw<lllcd in lb/ft 
or kgfm, for cxample. 

For all nnalytieal \\OJk ''e lllu;,t. rcsoh·c thc :-treo..:< rc'-ult.ant, into 

componcnt.-;. 'Ve dwo:-c as .l refcrcncc framc thc t.auL!;cnt. to thc li1w 
c~cmcn t d~,,, anot hcr t .ln.~ctd t o t he lllH Id le 0111 f.¡ ,.e a t. 1 i;;h t .tnt;IP,.. 1 0 d,, 
(1. C., llOJ'Illal ÍO lhe ( 1 O·' ~~~~~ 1011). ;¡¡¡¡] :l llOIIH.d {o illl' ,,)II'Jl J'q¡ liu• 

fm·c·c c·omponenhin thc~e diH·•tintb 111: l!;Í\'c tlw follmllll" dd1 11 Jt 1o 11 • 

Tn a ;..cetion r" (•nn,f, tlw fo1u: in ;lit<•Pflolll , . l•.n;~•nllf¡·,J h, . 
unit lcngth of ¡..e('( ion (lll<'.lHIICd on tl11J llltddloJ ,,ll f.··,.¡ ¡,,,¡JI, 1 r 
normal forec N,. Jt. ¡.., C'Oihld<~l'l·d po-,itiuJ if tcn~tk .tlld t"''~ 1l1•. , • • i 
COlll]H'Cl:>;..Íye. 'l'he normal force N u in :~ :-cd ion !1 ('011'1 "' ,¡,.¡ 111 •• 1 
corrcc;pondi n¡IIy. 

1 • " 
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In a sect.ion x = const., t.he force transmittcd by a unit length of 
t~1is sect.ion anddirccted tA.ngent to ds11 is callcd 1·hc shellring force Nzv· 
J t is considered ¡)osif.ive if it points in thc direction of increasing y on 
the same side of tbe shcll clement whcre a tcnsile force N,. would point 
in t.he di.rection of inereasing x. Corrcl'pondingly, in the scct.ion !/ = 
const. the sbearíng force .lf11 z is dcfíned with a similar nile for itspoRÍ· 
ti\·c sign (fig. 1 ). E,·idcntl~· the sign of both shearing forccs dcpcnds on 
the choice of the C'oordinates. It chnnges when the posith·e direction of 
one of them is re,·ersed. 

In a section z = const., the force normal to the middle surface 
transmitted by a unit length is called the transverse force Qz. The 
positive sign of this force will be defined later [eq.(lc)]. 

Ea eh of the three componente t.Jms defined for a section is the result­
ant of a certain kind of stresses (fig. 2), normal stresses (O'z, a11 ), shear 
stresses parallel to the middle surface (Tzv = Tvz), and shear stresses 
normal to it (Tr.r, T11z). Consequently t.bey also deserYc the na me of 
"stress resultant.", and so they will be cnllcd in this book. 

The foregoing definitions apply to every shell, indmling shells in 
\\hich the faces and thickness are not deíined. In the common case of 
a shell consisting of solid material included betwccn its faces, it is 
possible to express the stress rcsuJt.ants ns int.egrals · .f the stresscs 
acting on a section. Then one may consider these inte¿;,.tl cxprebsions 
which are derh•ed from the foregoing definitions, as t.hc definit.ions 
themseln~s. \Ve shall now derive t.hcse integrals. 

In the scction x = const. (fig. 2), the total force normal to this 
section is by definition N.r; ds11 • It is the rcf>ultant of thc &trcst.es O'.r; 

which nct on this area. Sincc the widt.h ds 11 is of differcntial magnitude, 
,;.e may disregard a possible ,·ariation in this dírection, hut wc ha,·e to 
consider a variability of all stresses across thc t.hickncss of t.)¡c shell. 
It is thercfore necessary to consider first an element in t.he cross scction' 
which has differential magnit.ude in all directions. Snd1 an clemcnt has 
becn shadcd in fig. 2. l3ctanse of t,he cm·,·ature of thc ;.hcll. it~ \\'Í1lt.h is 
not ~impl~· d.9JJ, hut.dsJJ(rJJ + z)/rJJ, antl the ft•n·c tran~mit11'<1 throngh 
it is · 

J rk..!.. z 
f1.rrtSy-R•w

1 ·d:. 
r, 

Thc totnl normnl imt·c for thc elcnwnt d~v · f i~ fotiiHl 11 IH'n tlti-, ex. 
prC'>'-'ion is intcgratcd hch1ccn thc limits -1/2 and H/2: 

+1/2 

N. d.~IJ = J rl.;; d.~ 11 '~ ± ::_ Jz. 
r, 

··1/2 

\rhcn t.he factor rl~v ()1\ lJoth ~idcs is llroppctl, this is thc cquat ion whidt 
n·latc-; thc lH>I'Ill.tl force ancl t.he nonll.ll ;:,trcf>s. fn thc !;,Hnc 11ay the 
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... 

shca.ring St.l'Ct"SCS 't'.r 11 nmlt'z: must be intcgrntcd to outain t he {orces NJ' 11 

nnd Qz. Altogct.her, we Juwc 
+t/2 +1/2 

'r J r, + z l J.lz:= O'.z---(Z 1 r, 'r J r, +: l 4'zv= Trv -,;··(%, 
-1/2 -1/2 

H/2 

Q f r, ..J..: d 
z = - T r z -· ··-' - Z. r, 

-1/'1 

(la-¡·) 

Thc minus sign which has bcen addcd to t.hc eqnat.ion for Q r, st.ipulnt.cs 
t.hat a. potdth·e t.rnns\·ersc force shall )ul.\·c t·he dircrf.ion shown in 
fig. 1, which is opposítc to Htc direction of Tzr in fig. 2. 

-· 1 

\\'¡• lllol,\' liJIJ'I,I 1111' •,llll<' II'.I'I>IIÍII•! fo .1 •,¡•.JÍnll 1/ 11111 1 .J 111fr• 

llin·p llloJc~¡·qu.t!Íoll' fo¡ lllf•otl,c·¡ lhtl'l' ~fll•.,; H·-ullanh: \\<':<HIt .,f 
<'0\11 ·!', kc'c•p Íll tnind th.1t lhl' liru~ C'lo•Jll¡·nl d~r Ita' o1 ,J¡f{,: ··:d 1 .. 1111 , 



6 CHAP. 1: STRESS SYSTE?.IS lS SHELLS 

-'·!}? '+1/l! 

( 1 d-f) 

N u .I r, z 
dz, Nyx I r, z 

11u r,. "Cg.c dz, 
" r, 

-ti? ' ; ', ,-!/? . \ .. 

JL l, 

When we compare eqs. (1 hL and (1 e), we see that t.he equalit.v of 
the shearing stresses, "Cxu = ~u:r, does noÍ: 1mply t.he equality of. the 
shearing forces: 'T4e. differenee between· N z,11 and N 11 z, 1·aníshes only if 
r x r11 (e .. g,, for a sphere), or if Tzv does not depend on. z. ,In ,a thin' 
shell t and z are small compared 'Y~t.h thEj radii r"", r.11 ;,tl:te!] t.l1e,,~i}ffcrc.nce 
between the two shearing forces is ~_qt}arge and.n:;ay ofte11 be ncgle~tea .. 

When t-he strcsses are not distributed U!1iforn;lly ¡¡.,eros~ t.h~ tl~i~hl~es,s t, . 
some of t.hem lia\fe momet]ts \\'Íth respec.t tq._t.lHt cqntl'r of,tlie.!'ection.'. 
Since these moments influenee t-he· cqmlibrium of tb~ .. shdll ~letÍ1ént 
we must consider, them. The moment of tlie sf.ress~s ~ in,~ _'::;~cÚo1; 

- .. • • ,t - .t " ··.~ 

x const. is refcned toa tangcnt..to the lipe ~lemept..{i.Y~ Ó{ the1middle 
surfaee. The moment. is .of _,diffcr~nt.i!'ll I}!agi}i~lÍdc aml proportfonAI 
to ds 11 • If It is dcsig,!latcd.J;¡y .¡_11,.., ds11 ""the,_qU<}~1tí.t.y N:r is finüc;¡~,n.<;l 
represents a· moment p~r,umt,length,-of._sectiop .. Cm,h.cqucntly, .it. may. 
be measmed in· such units .as ft.l~/ft or in.lb/ft or ot.hcrs of the same 
kmd .. M.., is.called t.he .benclina momcnt.~f t.he se~tio~·. · · " '' ·-

• < - o .. - l ~ • ' ' , ' '-~ 

\Vhen the stresses .. r:;¡¡ .are distribute~} non'-um.f.ormJy .d~J:O;':J. :th~ 
thic~ncss t; .their-re~ultant;IJmy;lie:¡tl)ywh,er~in}he 'planc ~! the ~~?s~. 
scctton and·t~ms.a moment with I:qpe((t,to,,~n ax's- ~rhic:1ds n01mnl t.o 
the seet.ion and passcs thr~ugh, t.lle cen_t~¡_;. o~. t}le~lin.~ ~~~~~~.CI,JÍ: dsJI. 'This, 
n_)Q.ment. is, ~ls,o • proportion:ll.to _(/,.~11 a,nd,1s d9n_ot.eiJ by 1Jf:.r' 11 .• 1~u·:: ~~lJe 
funte l¡uanttt._:\; . .:1/..,¡j:Í¡;,c:<dl,cd. th,e .hv,istin", moment.. · . , , 

,' ¡:l:") ~~··.~,~--···~ ~ ~. 

Onc m ay .eaoih·"";read.1from. fi". 2 .the rclatimis 
.- ' .. - o~ ' ~ J "' J ' ~, 

'cf/2 (' :·. :·'' :':·:· ,+t/2 ' ', ,-. :;. 

r . ' ··~r- ' .,,, f· rv +:' l . , 11x , '"' :r 11 =-' "Tx 11 -~ ...... ;;r_:: ·''· J)~;_h) 
• _, ">('1 • rv - r, 

-lj2r"': < {, • • ;-, ,' ~l ,(~> -:.t"i2 t¡' '! ,1 4' ! '~'~ :;,: :• <'e" 

~. ~ l .. !}' ~ ' -. " .~ '" 1 

which mav {be c,on'ii(Ierecl.a:> t.hc tl!;finition'l of !he bcndinu and Í\\ i:-.t inv 
'?-'.,f.l-'-.)f{.JI)IIÍÍti•J•••~lt• t~t~•,.'/•thi '.t..~'•--- ::" 

momcnt<.;. The ,1nínu~ ,:>igns a1 e 'arl.,.it rary nml' fix'' t Iít ~~~;¡} c'óH\"''·It't ioll 
l . ti' b ''k (JC'I\ \•l ¡"· r'··~- 1 ''~ ¡,' '·: l, { o( ,, ~· 

Ui>Ct :11 · ,11?; ,?,q .· . .'JC~,'}. ~;~, j~'S, .. )~-:-,lo, :ll)~l :~ f~ l h ). , , , , , . , 
\\· hcn, th?:·"¡~n!H 1\l,ya.s are -appiicd to a >"C<:tJ~Jil y_""· con:>t., nnothl!r 

bcntling IHO\lic,r.Jt .a;ml Hnot l¡~r t\\ i-,t i ng 'mot1Jcnt hrc · oht aincd: 
' ~ : ' ' ' ' ".,' .• • í 

.+112· ''''·· +1/2 

( 'r, + z l f rz ·a,;---.--- Zl z, J/11 .., =- ~v:r: . ~ ~ 
( l i' j) 

-t/1• . '' '.-1/2 . 
¡{ ' 
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Agnin, as in t.be ea¡,,e of the ~o-he.uing forees, the ,..he.u- stic,;ses in eqs. 
(l h, j) ,ue equ.d, but the re-.ult.mt. momcnts .1re lliffetcllt~ .\nd again 
t.he thffercnce i:, not !.1rge .md m.1y oftcn Le neglc•t·te•l (:,ce p. ::!IG), but 
m.1y somcttme:, Le t.hc kcy to t he ex a d. fotmul.1!1on of .1 problcm 
(::-ce p. +:!l). ]t. "tll be noticed th.1t, bcc.1u"e of t.hc fadors (r.., +:)fr.., 
~wd (r

11 
+ ;:;)fr

11
, the. moll;ent,; .n·c 1wt. zeto whcn thc :,lre¡.,::;c~ .uc índe­

pemleut of ;:; , i. e., umfm mly d¡,.,t nbnted .H ross 1 he 1 hicknc;,'S. Thc~e 
íadors are rcquircd becnu<;e of the curLJtme of thc :-hcll J!ld rcprcsent 
thc faet. th.Jt. thc &,ides of a11 clcmcnt .1re not rcctang:lcs, lmt. !Llpezoids, 
aml t.hat t.hcir ecHI·rOJ!ls do not IIc ex.H:t.ly on thc middle ;:.urface. 

lt shouhl Le notcd t.lwt eqs. (lg-j) do not. imply .llly p.Hticul.lr ttw 
of distnbution of t.he stres::-cs aero;::s thc thicknc::;,;. \\'hcthcr or not the 
thst.ribuhon is lmcar, thcsc cqu.1t JOIIS are ah\ .1_rs ,-,¡}¡,¡ a :o; dcfinitions 

of the momcnt.s. 
The tl.111:,\·crse shearing sties::;es T.r: and Ty: tlo not lcnd to moments. 
The ten quantities 

X:c, N 11 , Nx 11 , N 11 :r;, Q.r, Q11 , Jf.r. Jf 11 • Jf:r 11 , Jf 11 x 

dcscnbc t.he forccs and moments act111g on the "Hlc:, oí a 1 cdangular 
~hell clement.. .\ common n.une for t.hc 11 hule gwup ¡:, nccde!l, and we 
:-hall e.dl thcm t.lte ":-tre""' le:,ultants". Jt, ¡., thc llJ,lin purposc of Chapt.ers 
:!-U of tln" book to e·q>lain thc mclhO!h, \\ hich allo\\ tlwir eompnt.1tion 
in :ohclls uf ~htfcrcnt :-,ha pe:". 

Once the strcs;; re:-ultanb are kno\\ 11, thc :,trcs!'Cs may he found hv 
clenicnt.uy mcthod,.:. In thm ,..J¡eJJ-; of homogem'ou,.. ¡n,tlct i.d thc ,..¡¡e;" 
d1"triLution is gcner.llh· not. f.1r from !mear, an•l \IC may oiJtnia thc 
:,trC~:>>-Cs from t.he ~>Íllll;le rd.1t ion~ dcrh·cd for hc.tm,.. or' 1 cd.lllgnlar 
ero<.;:; &cdion, ~>ubjcdcd toa nounal force ami a bcnding llHliPení. 

.V, 1:?.11,:: S, I::?Jf.::: 
IJ.r =~ ·--¡- ·- --~3--- ITy ~~ ··-( - ·- -

13 
(:!a. h) 

Thc .Y-tcrm in thc;-e fotm11L1~ h •·alll'd thc .)¡¡,., 1 ·-!!!'""· .md the Jf-te11n 
i..; t·.dlcd thc hend11n! "trc·""· lf !he :-h<'ll tl111 kn•··" ¡... not. lt'l ,. ;-mall 
<·nm¡>.tl!'rl \ltth tltt• J.nl11 .,f '!11\,tt.urc, it. m.t\ he \\~>Jth ,l}nle .lo tal,c 
t}¡l' 1LlJH'/.Olll.ll ;-h.tpe of the ('10'-S "C<'tÍOil ¡'¡'¡lo ~Hl'Ollll1, hui then OllC 

:-liould .d ... q makc u"e of thc h.t-.ie tde.l>-'of h,ll.., of gte.ll, Ut\,11111!' and 
•·nil~l!!to!' the r·one.,pomlin~ non-h;H··.utt.\· 111 thc :-lt··,~,. .. dt,..l•ll•ttfinu. 

Tlw t.IIJ:_;ent ¡,¡J :-hc.\1 ing ;-1 l ''"H"' r,·lll(l\\ t he :-alll\' P·'' ki ll ,¡.., 111!' 
IH:lldill,!.! ~(H"·..,"" and mu;.t J¡,. h.IIHIIt·d 111 !he ,..,une \\.1\- lf~tll•'l•, ·¡,,. 
t\\o fmmulas · 

Tr¡¡ 
J.! 1ft V : 

¡a ·rl, r 
\" 1 ~ 1 2 Jf' ' : 

1' 
¡, 

\1 tUno!. lit'! e;.>aJ li} j rcld Jd(!J!I J!'.d H'"¡,lh. Tl1h !lldH .1 !t·-. t h.Jt, t L•·¡ ,. 1-

a lo~~Ít .d oh jed ion t o t. he a;.o.um pt ion of ln11.:.1r :-- t 1 p..,.., d ¡,! r d 111 t 1n11 :-;lll< ,. 

.. 
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t.he discrcpancy is not lcugc in thin shclls, we may usually disregard it 
at this stagc of t.he ;;t.rcss analysis. 

If the b0nJmg and twist.ing strcsscs ,uc distnbuted liuenrly, t.he 
trans\-ersc shc,umg strcsses will h.t Yc the pnrn bohc di:::tn butwn of t·he 
shearing :;;t.r·. s;;cs in a bc,11n of rednngulnr eross :::ect.ion: 

4z
2

) 3Q, ( 4;;:) 7' i¡;z=-2t 1--¡z- • (2 e, f) 

If the shell ist not made of homogeneous material, or if thcre is a 
system of n bs or stilfeners ineorpomted into the shell, otber formulas 
must be set up. ln the case of reinforced concrete ~:hells somo particular 
problems arise. 

1.1.3 lllcmbrane Forces 

Let us eonsider two examples of shells which behave very differ­
ently. F1rst, roll a sheet of paper to cylindrical forro and paste the 
edges together. This is a eylindrical sh.:lll. Very feeble lateral forces 
will suffice to produce in it a considerable deformation. The rcsistance 
of this shell to loads is contingent upon the bending moments, and in 
more complicated cases of this kind the whole group of bending and 
twisting moments may come into action. 

Second, take the shell of an cgg oran clcct.ric light hulb. Dl•ih nrc 
,·ery thin nnd are made of rnther frngile matcrinl,... bnt they '.111 ·., ¡t.h. 
stand remarl:able forces w1thout breaking :1nd without undcrgoing a 
vis1ble deformation. In t.hcse shclls a qmtc diffcrcnt. lllcrh.lnl~lll of 
load ea.rrying is at work. It con::,ists c::,..,entülly of normal aml ::,he.Hing 
forces Nx, N 11 , Nr: 11 , N¡¡x· Smce there is not. much deformat.ion, \\C 

would expcct the bending and twist.mg moment.~ to be small, at least 
in thin shells. A deta1lcd study »h0\1 s tha·t tlns is t.rue. 

Whilc the fir:,t. kind of shcll is not 1·ery at.tracti,-e for de,ign pnr­
poses, the second one is, and ,,·henc1·cr it is pos~1ble, cngincer,; .1 Hcmpt 
to shape and to support a shell so that it carrics it.s loall c;;::,cntinlly by 
normal and shearing forces. If this is done, it sccm¡;; rcn:,onn hlc to 
ncglect the momeuts altogcthcr in t.he -,t.rcss anaJy¡.,is. The ; im pie ,-cr­
l"ion of shell t.heory whieh is oht.lined. in f.hi, "ay is callc<l thc :\Tcmhr.me 
Theory of Shells. We sha 11 ;;,tudy it in thc follo\\ ing Ch.1 pi t:r<~, .uHl 11 e 
;,Jtnl! ~ce ih mcrits .md it.s Hmit.atwns. 

Tf lhn h 11rling aml t\l·i-t.in!! momo•nh nnJ tero only thc f01< ~'" -hown 
in fl'~ 1 .1• t. on thc 'lllc" of the .~hnll dcnH·nt In .11ldition tht•i•' ttl.t_l' ht• 
a lo;,J. pwportional to t.hc ,¡rc,t d~.r · rl~ 11 of thc ckrnent., appilccl at. it.,., 
<.entroi•l ll1 an ,u·lutr.try ¡Jire¡ tion \\'e ;.-hall nc;w con;.,ider t.lte muu11:nt 

cq111hbrium of thi:; force :,y"Lcm. hr ::,t,, wc choo-,c .1.,; a rde1 en ce .1 xis 
<J. llnrmal to t.hc middlc surfacc, fM'i'lllg through thc ecnL•:r of t.he clement 
(m.trkcll "p/' in fig. 1). 'l'hc only mornent;; 111th 1e,..pect to thi., .tXis 
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n{·c thosc of the shc.1ring forccs N:z:v:lJJd..c\\r· Thc !:110 forecs N.r 11 d~11 
form ;t couplc w1t.h t.he ann dsr, 1·11!1ling countL'JTlm k11 hC ¡f 11 e lo,,k 
on the npper fa ce of t.hc ¡,hcll. Thc ot.hcr !.11 o :-.hc.l!lllg forr ('», S,,, d'r, 
fmm a cloebnsc eouplc, and t.l10rc JS c(¡uihbrium if 

.Vx¡;dsy·dS.r = .N11 xdSz·d,~v• 

th,tt is, if thc t\1 o ;.,hc,lring forces are cqual: 

Nry e= Nyr• 

~cxt. \\·e ehoo:-.e t.hc linc m.n·ked "p¡¡'' a:; .1 rl'Ít'll'IH e .1 '\1:-. rt ¡,.. .1 t:111gcnt. 
t.o a hne .~ = const .. on t.hc nmldle sm facc. \r11.h 1c:-pc('t to t.his axi~, 
t.here is thc momcnt of Ow tl'.lll;,\·crsc force::; Q r ds11 '' l11ch form a cotiple 
\l·it.h the arm d.~x• but nll other forccs cit.hcr a1c parallcl to thc axis or 
iutersect it, or thcy pass it l>O closcly that their momcnts are infinitdy 
small comparcd with Q:r:ds11 • ds:r:. It follows that Q:r: =O. From thc 
momcnt equilibrium for thc axis "p,r;'' we find in t.he snme way that. 
Qll =o. 

Thus we arri,·e nt a rcmarkn blc simplifie.lt.Jon of ,.;hdl t.hctll y: Of 
t. he ten unknO\\ 11 l:>t.l·ess rc:o;ultant.s, only t hrcc are ldt, Sr, .Y 11 • ,l!Jd 
.X.rv = Nv.r· Thc thlf•cc(¡uationsof fon·e NJUlltbrium. \1hid1 h.ti'C not 
\rt hccn u:-.cd, a1c ;n·.lll.thlc antl :-.uffl('h·nt. in nHmhcr for <·.lleHLlllllg 
;lw-c forec..,(-ce l'!' l!l lO!I. lüí). \\'hC'n tlw li<>Illlal.tnd ;.JH•.trin:! [.,¡,., . .., 
lun·e bcen fouml, t. he cuHe:-pond lllg dcfPJlll.l t.ion-< m ay be e,dt·u Lt kd, .tnd 
11 e llJ.l.Y dwl k \1 ho•t lwr o1 not tlu'.'' lc.Hl to hcndin~ st.rc,::-c-;, ln m.tn~· 
(',1:-cs it 1s foun•l th.tt, thc IJendm.!! :-.t.¡c,,e., .11c ll<'gh'.!Ihl~· "lll.lll ,IJJ•ltlJJ.; 
justJfics thc. ba-.:ie a;.,<,nlllpt.ion of t. he memlH.IIlC t.hcoJ ~·. In ot lwr • ·' ~,,, 
it is fotm•l t.lwt t.he llcform.1tions tlcrh·ed from t he mentiH .111c t )¡, • .,,y 
eontain a lll:<ercpaney ur a ('Ontradiet.iou. aiHl t.hat, t.hercfmé, hcndm!! 
an(l i.\\ j,t.ing monH:JJt.o; mu,t. be a u importan!. p.trt, of t.he ~t.rc,..._ -.y~tem 

\\'hcn :--pea k in~ of m•·nJin.I!IC t.hcm y, me m bra ne ,.trc;;.~c,., or lll('lll · 

hr.mc furccs (1 c., .V, .. N.,. Xntl• \\C (lo not. unply that. t.hr nn¡rn.d 
for< e" a re necc""a n ly t.cn -!Ir fnn e,;. T n Jll.lll,\ ,..Jw ll' tlw ,\ ""' c·oiiiJ•I • '"1 \ •': 

ncn~rt.hclc"" t.!IC tlwnry ¡, '''·" tl.1 tlH• -.tlllt' .1nd ¡,.d.,, • ;d], . .¡ !llt'IIIlol ''"' 

thrn1y. 

'f'Jw l!h:llllJI.t!II) f<llll'" ,¡f, ,¡ fHt!!il o!·' ¡,.¡j 1• ¡ 101 .1 ¡.! ,,.,. 

:-.~~t•·tn !ll.tlln:.'<:ld!.d ¡•1.•11•' In fJ¡, :•1•.Jdl" ·•nf.''" \\'lwn 1111'''' .¡,, .. •. 
(;l' tJw ~tiC";-. l'<",lllt..IIIf-.. .\'" .\',1, .\' ,1 j,., \ <' ¡,..,.11 < ,,J, lli •!• f 

tion;; .~: == f'on<.,t and '1 (ofl ... t. ¡•.t--Íil!! tltlnH·~h tltl! 1''""¡· ,¡,, '!'''' 
t.wn may he r.ti-ed ;¡.., to 11hat. fol"'" \IPIIId \.,) foull•l 1f ilw -!:•11 .• ,.,,. 
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ent in another direuion, m.1kmg ,m .u Lit.rary angle i\ wit.h the x •lirec­
tiun. 

For a ];Jlane .,t.res:> system a."' a1" r.r 11 the answer is well known and 
may be found in textbooks on clcmentary st.rcngt.h of materials. 'Ve 
nced only re pea t. the cssential facts in the notation uscd for the stress 
resultants of shclls. 

Wc considcr a rertain point of the shell (i. e., of its middle surface) 
and define tlu're two rectangular rcf<'l'CJH:<' framcs x, y and ~, 17 (fig. 3a). 
The du<:'ctions x and y may be thosc of thc GAussian coord.inates U~<'d 
un t.he preccding pagcs for dcfming the normal and shearing forccs N.r, 
N¡¡, N .r 11 , N vx, and we assume now that these forccs are known. 'Ve 
wish to find the {orces in sections ~ = const and 17 = const as defin<'d 

y 

\lL. 
Lg. 3. Eqmlllmum or tnun~uJ.~r •hcll elemento 

by the sccond rderence frame (wlúch n<'cd only be dcfin('d lot:.JIIy). 
We obtain them by cutting from the sbdl onc of the triangulat·elem<:'nt:~ 
:::ho" n in fig. 3 b, c. 

The first of these elcments has two sidcs dY.x aud ds11 in \\hich the 
forees are known, and one sidc ds whcre two of thc dc,írctl fon.cs, 
N~ and N t '~' appear. The cquílibrium of the six forccs yichls tbc follow­
ing equations: 

Ntd.s'l = Nxds11 eoso. + N ... 11 ds11 siniX + N 11 ds.xsina + N 4 ¡¡d.s.xcosa, 

Ntqdsq = -Nx ds,sin!X + Nx 11 d.s11 cos!X + N 11 d.s,r;COSet.- .J.Vx 11 ds.x sinet.. 

\Vith the anglc e'\ as shown in ftg. 3a, wc have 

da. . 
-d - = Slll(l, 

8'1 
CO'liX, 

and so wc obtain thc fm;t and third of the following formulas: 

pa r) 

1:! FOl!CES lX .\BBLTH \J:'l Dll!D.'TII.l::\S ll 

Eq (-lb) is obt.JÍ!lc\1111 the :;an\c \\,¡~· f10m thc ,..hdl deml'nt ~IHmn in 
fig. 3c. 'fhe cqu,Jtions m.1y ,¡J::'o be \\ntten 1!1 thc f(li\O\\Íllg fmm: 

>-T _ 1 ( V • 0\T ) + 1 ( \" \" ) . · •) l \' . . •) 1> 0 - 2· ~•.e 4- .L>u -
2
- ~ r --~y lO,_,\-,-~ 1 y><!ll-c\, 

N e y ;.in:?,,, (5a--c) 

N. = -
1
-(N t7J 2 X 

Eq. (3a) gnt·:< tht• normal force as a ÍUJHIÍolt of the dircdion of 
the scction. When e'\ Ydl'ICS through 180° . .Y, 11111::-t ha\"C .Jt lca;.t one 
maximum and one mintmum. \Ve fintl tlw anglcs é\ ---= ,\0 for \\hich 
these extre-ma occur, from thc conditwn dNdd.\ =O. It yidds 

(0) 

and thus determine,.; t wo direct10ns at nght angles to t'.leh othcr which 
are eallcd thc principal dir<'ctions uf thc nwmlnatw forl't'il .tt thi-; point 
of the shcll. From eqs. (6) ami (5e) it may ca;.tl:· he ~>een that thc ;.lJear 
is zero for (). =e\ o· The extreme normal forecs Hl'(' ¡·,dle.l t he prim·ipal 
forres ami are ¡Jcuoted by Na, N1,. Ün¡• of thcm is t he m.n.imnm and 
the othcr one thc minimum that thl' normal fore<' .Y:. or Xq ean a,.,..,nme 
for any dnedwn at t!J¡,., potnL From '''1"· (."i) ,HHl (li) utw may oht.nn 
thc follm' ing formulas for thc¡;c fOI'ces: 

Na 
1 

(.\'.x +X¡¡) 
1 1 (Sr .\'¡¡)" --ts;v. 
J 1 

:·(Sr+ 
1 ,--.------,-.-.. , (7) 

Nb X¡¡) 
-i ,.;,-

-- :f 1' (.\ .r -- .\y)· . 
.J., JJJ" 

ÜI1C o{ tlw piinup.tl forn·-. llJ,lkP ... ,¡IJ,\llgle c\o \\ tth tlw e axk thc othcr 
une with thc !J a\i-.. , hut t•qs. (7) do 1101 indH·att' \lhwh of tlwm is N(f 
and \\hich N1,. To fuHI this out., onc mu:-t. u ... e •·itlwr n¡' U) or _jfolllt"ll 
circle (sce p. 12). 

\\'hcn the princip.tl dirc<:tions are knm\11 at cn:r.\· point, of tht> :;he}J. 
one may draw a IH't of curn·<~ \\ }l)(·h h.tn• tJw,.,c dtr•'l'llnn:; a,., 1•111gt•Btll. 
Tlwy are eallcd the traj<~ctorie-: of the 1101 m.d foJt'l''<, Tlwy IIHhl'.tte tite 
p.lths a long \1 hidt thc load.., are 1'.1111('(1 to tlw "IIJIJIO!I!:,} ¡·di!I'S l1y a 
s,·-.,tem of h·n:-th~ and <·ompt-e:- ... Í\t' fol!(';. lll th•• -.lwll. 'l'lw;.e twj•·c·tori.-s 
111.t,\· ;.(Í\1' .1 \<·t.\ 'ugg•·-,ttH· pu tun· nf tlw -tt••,,,,-.. 111 a ,..111'11 (f1g~ 11-:!ti. 
ll-:.11 ), lmt. thcy ate l.tboJlolls lo .. l,t,tin dltd nnl ¡··"'·' to '''l'"''l'lll "" 
!'·'1" r TJ,, 1• f•<1'1• tlw.\ "''' nnt •·ft,·n 11 ,, ,J iq 1" 1< fl! ti -111'"" 'lll:th"l~ 
\illk lft,•\t ,tf, 1:.1\ rt•:i•,fÍt l!l '\1!Jt11 tlti•IÍ,,I¡I 1 i:•!fl ''l'lf ff!,l\ ~1' f 

h•: t•·¡nf''l"'d ¡,\ 111!-.., .111d 111 \dll< h d!i<'I'(I()IJ:-. th.- -tr···l 1nd-.. iu )1'111· 

fni'<Td 1 1111! Id<· :,!11·11.., ~llo\lld jll•'f<'l il•ly IH! p!.w ... l. 
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1.:!.2 ~Iol•r·s Cin·le 

Equnüons (-1) imliedte thnt the nwmbrnnc forccs at a point of a 
shcll rcprcsent a two-dimcnsional, symmctric tensor, just as do two­
tlimcnsional strcsscs (a.,, a¡¡, 't'x 11 ) or strains (E2:~ E11 , { yx¡¡)', and the 
momcnt.s ami products of inertia of a cross soction (1 x, 111 , 1 x¡¡). In aU 
these cases there exists a sct of formulas idcnt.ical with cqs. (6} and (7}, 
nnd there nro scvcral grnphical mct,hods available which do the same 
scrvicc ns thcso equations (e. g., th<> tliffcrcnt cllipses of inortia, LAND's 
circlo, Monn's circle). Among all thcsc dovices, Moun's circlc appon.rs 
to be thc most uscfnl one, nnd n-lthough graphicn-1 mct,hods havo lost 

Shear 

. 

b y 

\W_: 
4 

Fl¡:. 4. )10!!1\'s clrcle for normal nnd shearln¡¡ torces 

much of thcir formcr importance, we shnll Jcsrribe it hcre in somo dC'tail 
bceause of its usefulness for the qnnlitative undcrstnnding of strc::;s 
pattorns. 

We con¡;ider a ccrtain point of thc shPll aml thc nmmal nml ;;lwaring 
forccs which ma~· be found from cqs. (·1) for Yarious ~cctions pa~;¡.:ing 
through this point. In a rcctangulnr coonlinnte sy~>tem we mark t.he 
points xand y wit.h the coordina tes N:r, -N r u anfl N 11 , N,, 11 • rc!-pcd ÍYoly, 
and then we tlraw a cit·cle which hns thc linc :e y n;, a día motor (fig. 4). 
The center oí this circle has thc coordinatcs ~ (Nx +N u), O, and its 
rn<lius is 

It follnws thnt t.hc points a nml b havo thc ,¡lJ,.< ¡,.,a" Nn an,J N1, ''" 

~h·cn l>y ce¡!':. (i). thcir onlinntc:, lJcin:.r t.Cro. Con •••¡tt•'Jt1ly, Jlt<' ¡HJÍIII'l 

.e, !J, ct, b rrprC•<'tlt· !he fon·c~; t.rnnr,mittr•lthrou:.:h H'Ciion:. 11hH·l1 Jlol~~ 
tht·•Jtl!~h thn :-hcll poun und<!r consi1lctnt ion in four difkr ent di .. •.tiono,;. 

1.:! FIJ.IWE~ 1.:\ .\I!BlllL\I:i lJIHEL'TlO~~ 

Sim·e the ( u·de is UJH <¡ui,·otally dctc¡·mmcd L~· i.hc principal forces 
P.' u, N1, wc ~Jwuld liCCl'Ssarily h.n·c found thi:; t<HlllC eircle, 1f we had 
~:~tlutcd from the forccs Nt, N,1, .~.V~q for nn nrbítmry p.1ir of orUJOg. 
onnJ sections pnssing through t·hc snmc point of t.llC :>hcll. Hcnce, this 
circle is the locu~:~ fc¡r nll points whosc coor1linatcs aro thc _normal n nd 
shearing forees in sections of arbit.rary dh·ection nnd is a graphicnl 
represcntnt.ion of the st.ress rcsultnnts at thc particular point of the 
shcll. It is caBed MonR's cin·le. 

From cq. (13) we see that 1: x o a = 2.:\ 0 , aJHl from t\ wcll lmown 
theorem of clementary geomctry it followt' 1.hnt 1: x b a= <X0 • 

In t.ho lower right-hand corner of fig. 4 are shown thc rdc·rem·e 
fmmes :r, y antl a, b whirh define the dirrd im¡s uf thc 1-edions in whkh 
t.he different forces N.,, Nr¡¡• etc. aro traHsmit.t.ctl. The furee N:ro for 
exnmple, has t.he clircction x ami is t.rnn;:mit.tcd in a 1-cdion nt. right 
nnglcs to t.he x axis. 

'Ve mny define a pole p Oll :\Jonn'l' <'ÍI'¡ lt• ur drnwing through:·-one 
of t.he points, x, y, a, b, a strnight linc parallel t.o t.hc conc:;ponding line 
oí thc rl'fcrencc frnme. All su eh linos lcml to t-he mm o poiut p, and the 
nnglc <Xo is found agnin t.Jwrc. Whcn \\C 110\\' dwose nu arhifrary ~ 
dircct.ion nncl dr,l\\' paraliCl to it. thc lino p~ through thc polc ¡i, \\C níay 
read from thc figure t.lw follm\ ing l'('lat.ionll for the eom·tlinatcs of the 
point ; : I t ~ a ~~~-d:<:-:n iR 

!-(N.r + N 11 ) + oxcos2(~X- a0) = 

1 ( \' ' " ) _j --- •) •} • •) • ., ·-:.! • .r -;- •'u ,- o.r<•o,;_,,0 <·o ... _,\ .- o.r. ... m_,,0 ,.¡n_,, 

1 • ' ,. ' 1 7 • ' - • ' • - ~ 
~- (J\ .r ·i- J\ ¡¡) ·¡· 

2 
(.\ r • .\¡¡)tos:.?,\ + ~\ r v Slll :!.x, 

i. e., C\adl~· thc normal fon·c K; a:-; gin•n h,v cq. (:J). Thc u'rdinate of 
t he point ~ is 

ii.r:-in:?(.l-- ,,0 ) -= --vx¡;in:?,,0 !·o~:!~ , '' ''!'o>-~:!,\0 sin2.x 

X r 11 {'O>' :? ,\ 
¡ :! ( .\'' 

nnd tJ¡j,; b cqunl to --S<q· 
1·~\ idcntly, 0\'Cl'j' point. of :\lnllt(,. <·irde !'OI n'~'-fldlld:o; lo 0110 l"'·'·'¡hlt! 

~cdion tllron;.jh thc ,.!Je!l, and 111!' dir<'tlÍctll nf tlw nu1111.d fnr!'!l i.~ 
1'·'• dld lo ti1P lt:¡t' ~ 1 • :,, ,. !, , • 1 . 111'11 tlq~ d11t·dion h 

l'ot.atrd tlllfllig,h j¡.,U th.~ ...... fHIII•Ittl,.; IH<Illl, '1111" j .. ~ 11111 t' oii"OHIHI 

• ' ' ' 1 > ' • ·~~ 

' ,, 

,,f. ""·\\J¡¡I•·¡• 11, ,.1, .•df.,,,,_ "' .·,•.1', 1, ! 
,J 11 

f•J 1 

1 1 ! '" :u;d ,,. . .... IJI!t 'fq tltt• l,·fl. flw '11111' ,,,,¡¡ .... !,,.ti ili! fnltt' .\', 1 ¡ .. .¡ 
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to be plottcd do.\\nward "hen it \\tlS associatcd ~rith N:r: nnd upward 
\\hcn a::::socwt.ed mt.h },'v· \Ve'may•eas1ly ,·enfy the rule that the right 
angle bct\\ e en' t.he' riorliúü ·ancl · shearing forccs, •in a . se<.tion and the 
righ t angle behn•en t.he, chreet ions )n which they are plott.ed must 
always be of opposite sc!ls~ •. one of thcm·.clocbn::.e nnd t.hc ot.her one 
counterelockwise. Asan e'xample, we'í11ay look at t.he forccs Nx and Nx 11 

in fig. 4 . .At':tlie · slie'l'l' elcment :they· point <right ·<;J.mhtp~·· in the f\1,o~?R 
dtagram thcy póint right' and·down.: ·;. , , , :. ;, .. 

',_ '1'''• 

¡,1.2.3 'Oblique C'óordinate's au'd · Skcw :Forct's ' ,. 
' ' J ': ' ' . ' 

On the cun·ed middle. surface of.a slíell the coordinatés''calinot be 
~ • ' ' ' ' ' ~ ¡ ! • ft ' ' • ' • ~ ' ' 

simple cartcsian coordinates but nnist be sorne kind 'of orthogonal 
icmTilinear coordinates. In ma1¡y cases it,is ad,·isable to u~e, instead, 

• ' ~ ' ' ' ' ' ' • 1 ; ' '' i j : ) ~ ' J ~ • .r 

' ·- •. • ' .! -= ·¡ ' 

a non-orthogonal system which is bettcr adaptcd- t(\ the ¡gcii1Cral f'hape 
of the middle surface or to t.he boundarics of thc ::::héll (::.éé,ChuptcrlV). 
In &uch cases the lines x = const and y = con&t m,c~t cach othcr at 

an angle w wh,ic~. lf\~~- he, ~on~t.apt.?! c;·e¡~ .vary from point to point. 
'•! The shcll elcment is t.hen fú 1he firi.t ap}Jroxilnat.ioh ·a· pal allclogram 

(fu~) . ''!''¡! .• ,.,,•_,,_ 
le')~ D .. l'L·, ,_(' ... ~'íli,; (, ' . ~ '' IÍ" ,, 

Thc 111((1)1 ~r.ane f<,)f(;c, R~.r:.sv "hich · is tia'JÍ;;mitted· in' •t-he f'idc. dsv 
of t.he ci~Jpcpt:., is .e~r:!,a,Íl!~Y .~úuatcd iri thc 'tangcntial' planc· to· t.hc 
middle :-:.mf~(.C. Th,cre_a\? .. t\Iffcrc.iit h'a§s'of ¡'c~olnng it into t.wo compo­
nents. Onc. might thlllk of ut>ing 1ect'angnlár ·c:orüponcnt'> N x· ds¡¡ nml 
.V e' ,1 d~!J. Th<:<:C ,~\)Í'.rc»pund tu tl)c defmd.ior'u; óf normal and .:;hc.u ing 
for<c;., givcq o.n' p,.,-t, if ,;e li"C .1 rec1angnl.11· rdl'l'ClllC fr.unc .t.', y. The 
force R11 dsf on !hÓ ndj:ttc'llt '-rdc of the eli:lllent. ~l1o11lrl then lJc H';-.oh·cd 
llllo thc rccl.tll~l!l<1L' <·ompoll('llt-.: .Yy rf,,( .u:d s,,.f "'.r :-hol\11 in fi.~. ;), 
.tnd the-e fo¡c.e" lf'<JIIIIC tlic u"'" of .nwtlH'r ¡cfcteme f¡,une r,, y'. 

1.2 FOHCES 12'\ ARHlTH.\HY DTHECTIOXS 15 

The t.wo ::::hcnring forccs Nr· 11 aJHI K¡/r .llC, of col!I'-C, not,·cqu.d sim·e 
CtJuaJ¡t.y C'<ll1 Le c:>..pc(ted only for ;-.eet.ion,:; ,lf, ri¡!ht .rnglc-; to c.tl'h othcr 
Thcrcfm e, t he ten;-.or of 1 he m cm hr.tnc fon·c, ¡.:: no\\ 'dc>:cllbcd 11\ four 
quan{,Jtics lll'•tcd of thrce. Thc,c four quant 11 ¡p,.., hO\\'e\·cr. ,1;e not 

intlcpcndent of c>ach othcr hut are conneet.cd by thc condition of 
moment cq¡uhlHJum with rc<"pcct. toa normal t.o the ,..J~ell: 

._y :r:' ds /1 . rl~.r Cl'l:'; (1) N r' 11 ds/1. ds.x fiÍll (1) - N ¡¡• ds,¡;. (l.qv cosw 

+ N 11• .x ds.., • d~11 sin (1) O 

\\'hieh :dclds tlw rclation 

(S) 

. \\
7
e ma)-a,·old romp.lic;üiono. alHl anin: ,,¡,a more n.ttlll.tl dr,1·1ip­

~·IOil of t.lw :-tate of '-1lc .... .:: at. a pmnt. (i. P., of thc nwmbranc fo¡ec tcn~or) 
1f ,~·e rc-,oh·c thc forecs Rr d8

11 
and N

11 
rf.q, in · 

obhquc eomponcnt.:; follnwing thc dncctio11 ,. 

of th.c lineR x con:-t. .u!<l !1 = <'on-.t. (fig. 11). 
9n t h,c ;:ido" d ~~~ of t he elcmcnt wc h.1 ,.e t IH'Il 

, per un it lengt h t he "¡..kcw fih<'r fore1·' • ·\~ 
' ' """ J' 

·"?d t.hc ":-kcw ;;hearing foree" .VJ' 
11 

\\ l)idl 
¡,,,., thc sarnc d11cdioh a>; lhc o!Ího••o¡~al 
-.he.! r N r' JI hut 'IJOt, t he ;-.,Ulll! m.t<'Jli~.lJd(• 
FroJn frg 1: \Íe t'.hd~·le.ul tlw Jdat~ons he: 

'1 ll<'('ll jj¡'p Ol ll¡og~lii,¡J ,111d (J¡p ,J-1'11 for<'l:,._; 

\''' .V r - ·".e' I'O( W • 

\ ¡·J·l• ·.:·: i ,,,, '.lllle íde:t'- lo lt
11

, 1\<~ oi•Ltlll tlw 
111 llli' '' fl•>ll !1 I'Oih{: 

\ r .\' v' 
,¡ 11 === ~--- ' 

~ll)ftJ 

~--'----:--'"'¡' N, 
1 

f 1 ~. -; 

¡:, 1 d!•'tl ¡.,.J 1: '1 '1 ¡' 

ltJd f\1',\ l••f·, '' 
' 

"'('\', 

~v v' cot t••. .. 
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L1ke thc nmmal forecs on a ICef.angulur shcll clement, t.hc ;:kcw íorecs 
X, or N 11 on opposJte s1des of thc obhquc clemcnt f.1ll on thc same lll1c 
ami do not yield a couplc. Thus the shearing forccs are again alone in 
t.hc cquation of moment eqmlibrium: 

nnd. hence thcy are ngaín cqual to c<1eh other: 

Nx 11 = Nyx· 

Havíng sol ved a shell problem in oblique coordina tes x, y, we may 
desire to find írom the skew forees Nx, N 11 , N.r 11 t.he components N'f., 
N~, N~~ for an orthogonal p.ur e, r¡ of ;:ections or the prindpal force<> N 11 , 

N b. The set of transformatwn formulas lH~etled m ay l•c found by the 

'\·4: 
• '- ---Jt 

"' 

F1g. 8. Tnangular shell element m obhque '""flllli.IIes x, 11 

method wllich led to eqs. {4). We cut. from tlw -hr!l a t·riangular clcl:d,;nt 

having one s.ide parallel to one of the ne11 rcttangular axcs, and the 
other two sides parallel to the dircctions .e aml y (fig. 8). The equi· 
libr.ium of all forces in the di!ection e vields t.hc equation 

N~ dsr¡ =N .e ds11 eoscx0 + Nx 11 ds11 sin a~ + N 11 fls.r sina'l + N.c 11 ds.c cosa E, 

and a similar equation will be fouml for thc 1]-Components: 

NE. 'lds'l = ~- N.cds!i~in o:~ + N x y cl~11 cosa'l -!-N 11 rl~z<:OSc"r.?- X J 11 d'J :-m,,~. 

Ret\1 ecn the three side::, of t.hc elcmcnt wc lw 1·e t he gcomctrie 1 i')l1tnn 

,..,¡!) ()) -.lll ~¿: CfJ, ~\r¡ 

-d$·~- = d-s.- o.--=· ·;¡8; · 

\Ve 1nultiply each tcrm in the prccedmg eqtuí iuns l>y une of 1 he tltc·1 e 
JdcnLit<ll factors aml Ums oht.un two of t.hc thtce folluwing, cr¡llal.tons, 

l .l 1 H.\.\:SFOnr \'1 JOX OF ~111.:\l E.:\' 
17 

:- X, 11 (t'<h,\:' n,.:_, - -..in\· ·lll ~ ) 
' ~ .,. "?' 

To fin(l the prin<'ipal force-; X,,, K, \le mu::.t ¡mt. ~·- _ 11.7 _ 
0 TI· ~~ ·t¡ ~'ab-

liS 1:, an l'(Jiln1 1nn fnr thc unkno11n an.r]e, , 111 ¡ · 1 · ¡ · 
11 . • "' ~ "'" • 1 ·'?, \1 lit 1 \1 e now 

en_ ~Xn ~nd Ció·. Usmg "ell-known trigonomctrie formulas, 
b ti _ we may 
nng ns equatwn into the form 

.V11 sin2c\b-1Y <:Ín''' t q\· { , 
J - ' a '- - • :q¡ ('OS .X a i L\b) = Ü. 

Frt•In fig. S we find 

which en a bies us to elimin t <.::< 1 . 
f . t' 

1 
n e C\¡, • •JU }'-CfJHCnt. lngonomct!ie trans. 

OI~n~ ·1011 eadcs to an cc¡nation in which nnlr thc fundions co"Q 
an sm:?.,a oceur. Jt, ha,.: the solui ion • ·-~a 

.. Y~~~:n~q !-2.V.t 6 '11l(O 

.\'"; ~¡~ :,-;;·e~J~ '2-tu ¡ :2~Y.,-,.-~·u ... tu ~ 

By a similnr eaknlntion IIC find also 

Lln:?,,¡, ·-=- _ .. .Y,,tn:?m -:?.r,.,JJHo 
.. Y~ ~r~ ... \'",~ (•o, :!,,, >:.! .. Y,, t·O~('J • (IUh) 

rf 1\e ¡mt PI - -,:?. hoth f 
otlHIII.t• 'onwlde "it h our fnllnul.t 

lt'Ct.lngul.lr (uutdin.l1CR. (6) for 

1.3 'J'r:w¡,ronn:1tion of Jr onu'uts 
All thc que:-,t.ions wc h<wc a-.;ked 'lml 

pagcs for the normal 'llld -¡ . :. f ' nnswct·cd on thc prPcedin!! 
• • s leo~ IHJ<T orces m ·n· rd 1 f ¡ 

the hcnding and hli 1 · ·"' '. • "0 'e otmu .ttcd for 
1 . • " lll~ momPnt" Thc an~\\~'r" m· . 1 f 1 ,,. rcduc·tn" e<H h lll(llll ,

1 1 11 · · · · 1 ~ >C OllrH e.l:-rh· 
· e t 1 pro> l'lll to thr e· ll' ¡· f · 

\\'f· -11nph· I'('Jillcr• . 1 
11 <>JlOII! lll,!! on·e J•rohl1·rn 

• • • '.!< 1 ,IJ(III)('Jll IJ\' 1 ,.,,,,,¡ ( f 11 '""¡.,¡,. ,..,,,r.~,.,, T!t~· , .. r 11 11. . ,. " "'1''" (l·ll.t ,.¡lo¡¡,., 
' t ~~ r f 

o(J¡,~¡ 11 1 , \\ t '· • ••'l.d J., • . 1, 

1 11 \ • 1 · '"'· ,. ff '' 1" "¡<~,,] ;,¡ .: .. · 1111, knt·-.., ,,f 1¡, '··~ \" tl\·n p, .. ,; '" ,,. r f 1 

't• )t -tr r l ( ~~ t ... \ ·-11*1•1 r ¡f ... ol 1\' l 1 1 •j ' ' 

oJtf' ..... !lid in lht' f,,'\t't dtr H(l ·' ,;~ ~L, ti' • ·' "'1' 

thcd!lcc1.ionofe. 11 J¡f.,
1

, • 
1 

. ·•<~lll.tf,.\"'Jd, 
1 ' 1' '" \ ' ' ' 1 \\ ,. m 1 \ 1 t 

ot.llCr clcmc11 t, frorn thc , 1 ·ll . 1 ·. "''1 
'11 lll<~llglll. 11 · .~ 11 .¡ 

1( .tll• 1\llf•• f01 t'tth f 1 ~>.}',1cm~ thc P•¡uafioJh f . 11 . . olw" 1 w hin foZ<e 
o ''Jlll 1 "111111 a,.. 11 e .!Id 111 fllt' f>l''"·di,t:.! ,, ,. 

r hl;.'gP, Sf r. <.,;..(' fu SJJl JI..¡; 
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tions. The result;ant forces may tben be rccombined t.o yield bending 
aml t.1\JStiÍ1g momcnts. • 

It follows that. 111 all t.he equat.ions aml in all the diagr.llil!:> of Sec­
t.ion 1.2 we may sunply rcplace cYery\\·here the lcL<.er N by JI to obt.ain 
mlicl rcsults for the. transformation of the bending and twist.ing 

'' 
moments to a new set of axes. 

Chapter 2 

. DIRECT.STRESSES 
IN SIIELLS OF .REYOL UTI ON .' ., · 

2.1 General Differeutial Equations 

2.-1.1 Gcomctrical llrlations 

The part.icular type of shell wh1ch we are going io treat in this 
chapter appears in' many teehnical apphcations, C!:>pecially in the con­
structwn of tanks, pres~ure ,·essels and domes. 

Before we ent.er into the ÜlYc~t.Jgation of t.hc ,.,tres:, rcsnlt.ants in 
these shells, we must examine th~ geometry of their middle surfaces. 

A smfaee of JC\ olutwn Íl> :;encratcd by the 
r· -.-. --. -:-----¡"" rota twn of a plan e ( un·e a llou,t an axis in 

Fll! l. )Ieml¡an uf a 
•hell of· rev•lutwn 

its plane. This generating eun·e is callcd a 
meridian, and an' arbitrary point on the 

, micldle surface of the shell is describecl by 
speeifying ·the particular meridian on which 

'~ it is fonnd nHcl by gt\~]ng t.he Yaluc of a sccond 
coordinatc whi<h ,·aries along thc mcridian 
and is constant on a eh·cle around t.he axis of 

. thc shcll~ sine~! all tl;esc ch·cles for ~hffcrent 
"val u es of. t.he ,sc;eoÍlll c¿01 din~te nrc · pnrallcl 

to each other, thc,;; arc''t:allcd the "p:1r,1IIC'l 
cü:des". 

"'e ,.,h,\11 JdcntlfJ :1 mcl'idi.w by lhc .tngn-
Lu di--t.uJtC O of it'i planc from t.hat, of a da­

lum mcri•li.m nnd' r)wo-.e a~ <,C(ontl com·¡Ji~Jatc t.hc anglc r/> hch\ecn a 
norma) to thc -.hell and it..; HX!S of l'C\'O]IIt.Íoll Jf thc lllHid!c "lll [.HC of 
onr ;;hcll is a, "phcrc, t.hese coo~tlinalc» are t.he ¡,phencal coordiJMtcs 
ll'>ecl in gcography: O is thc longitudc nnd cp is t.hc complcmcnt t.o thc 
lnt itudc: hcnte thc nomenclat.urc of the mcridia ns ami the para !le) 
1·irdes. 
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Fig. 1 shows a m('ridwn of t.hc ,Jwll. Let. r be t he í.hstance of one 
of its pomts from L,e axis of rotaf.Jon an<l r1 1f.s rndius of cmTature. 
In our ·cquaf.ions \1 v also necd t.hc lcngt h r2 , mcasurc<l on a nounal t.o 
thc mc11dihn bet.wecn it-. intcu<cction with t.hc n x1s of rotat.ion :1m! the 
nmldle surface. It. is t.he ~ccoml r.1dm'l of CUJT,Jt.ure ll{ t he '-hell, .wd 
we read from fig. l t.he re la tion · ' · 

r 

For t.he line element d,s of the meridian wc htwe 

and since 
dr = ds eos<f>, dz = ds sin</> 

we haYe the relations 

dr 
dq, = r 1 eoscJ>, 

Finally we obtain from (l) :~nd (4a) 

l Jr r1 
-,- ~1;¡_- """~ r~- rot q,. 

:!.1.2 EquiliiJrium o[ lhe Slu•ll Ell'llll'llt 

(l) 

(2) 

(3a, b) 

(ta, b) 

(5) 

The :::hcll C'lemcnt. (fig 2) j,.; f'llÍ· out h,v t11 o nw1 ¡,¡¡,1 ,¡.._ ,~ 11 d t.
110 

parallel C!l'cle-., c.lo,;h p.ur intlcfnntcly do .. c f·O!!f'i f¡, 1 'l'ht ( nnditions 
of its equililJrmm \\ ill fu1 lll'-h tlarC'c equatwn.~. Jll,..( <'llou!:!h to dete1m1nc 
t.he t.lll'ce un k nO\\ n strc»s 
resultant.s: 1 he mcrid. 
ional forf·c X,¡., t he 
hoop foree -"u, .tnd the 
shcar l•l ,¡. 6 • 

To fmd t.hc ... e C(f1!:1· 
t.ions, Jet us bc)!m 11 it h 
the fone;;; para llcl to 1 he 
tangcnt. to thc lllí'lidum. 

''.e ,.hcar t.ran:-.m¡t tP•! 1,,. 
n¡¡e uf t h~ mc·r ¡d 1011,; 1 
L le(:~ ,f lhc 1 J,. 11 ., nt 

1:, X u,¡, r 1 ,t.f;, on tlw oppo­
<.idc cd:.;:,· it. ¡~ 

(No .. + ~,~·n,, d'l)r f /.. .,.. uu .~ <v. 

These t,,, 0 fo 11:Ps a 1c of 
oppo:,itc diredion alt(l o 

'. 
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thc1efore almo::.t e-ame! each other. Only their chífcrcnce 

i1No4> -710 r 1 dO dcf> 

1 en ter::. the cquilib1 in m eondition. In the same way wc ha ve the diffe­
rence of the two mendional forces, but in com puting it, we must bear 
m mind that both the force per unit lcngth of section, N 4>, and the 
leugth' of section r dO ,·ary wit.h cf>. Thcrefore we have to introduce t.he 
increment a a¡¡ (r N,¡,) dcf> dO 

into the condition of equilibrium. But that is not all. The hoop forces N a 
also contnbute. The two forces N 0 r1 d<J> on either side of the element 
lie in t.he plane of a parallel ch·cle where they include an angle dO. 
They therefore have a rcsult.ant force Na r1 d</> ·dO, situated in the 
:;ame plane and pointmg towards the axis of the shell. We resolve this 
force into two rectangular components normal to the shell and in the 
dirett.ion of t.he tangent to the meridian. The latter one, 

N & r1 dcf> dO· cos </>, 

enters our condition of equilibrium, and since its direction is opposite 
to that of the increments of N 0 4> and Nq,, it requires a negativo sign. 
Finally \Ve ha veto introduce a component of the externa} force, which 
is the produet of t-he load componen t. per unit .uca of shell surfa.ce, P4>, 
and the area of the element, r dO· r1 dcf>. The eqmlibrium condition 
thus reads: 

' 
i)fV04> O T 
ii{) r1 dO dcf> + aif; (r N,¡,) d<J> dO- .L\ 8 r1 d<J> dO cos<J> + 

+ pq, r r 1 dO d<J> O. 

Al! its terms contain the product of t.he two d1fferentials dO dcf>. Divid­
mg by this, we get the p:trtial differential equation 

a oNa4> 
ac¡;(rNq,) + r1 -----¡¡o- r1 N 0 cos<J> + p4>rr1 .= O. (6a) 

13y quite ;;.inulnr reasoning we olJtain an cr¡u.tt.ion for thc force~ in 
tlw diH·rtion of ,, p.<rallel <."u·ele. For the dtffcrcncc of thc two r-hcJnng 
fot(CS '' hich are tran,tnittcrlm the horilonLtl edgc;, of thc ;.,JJCII dcmcnt. 
11e mu;;.t tnke into account thc 1 m·iabd1ly of thc lcngth of thc l111c 
dement: 

:q,-(rN.¡ 0 )d<J>d0. 

Then 11 e lw 1·e ,¡ tc1 m rcprcscnt ing thc d iffcrcncc of the t \l'o fot'<·c;, 
.\",, · r1 d<J> ,ulfl another one 11 1th 1hc lo.ul CO!llJJO!ICJit. ¡¡0 • Fut thcimmc, 
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we ha ve a contrihution from t.hc f'hc,\r nding on t.hc meridional cdges. 
Thc two forees N 0 ,¡, • r1 dcf> are not. cx.Htly parnllcl. Thcir horizontal 
components makc an angle dO and thcrefore h:wc n rc<Sultant 

No,¡,· r1 dcf> • coscf> ·dO 

which has the direction of t.he tangent t.o a p.n.11lel drelc and thns 
enters our cquation. If we drop t. he factor tl O d </>, common t.o a JI t~rms, 
we have: 

0 
i!N 

ac¡;(rN,¡,o) + r1 a/ r1 N 0 q,cos<J>-!- p0 1 r 1 " O. (6b) 

The third equation rcfcrs to t he forres \1 hich are perpendicular to 
t.he middle surface of the shell. It contains cont.ributions from both 
normal forees Nq, a.nd N 0 and the thirJ load component, p,. 

In formulating cq. (6a), we lla,·e alrcady secn t.lwt thc two forces 
Na r 1 d<J> have a horizontal rc~ultant. N 0 r1 d<J> dO. It. has a componcnt 

N o r 1 d<J> clO sin</>, 

directcd normally to the ;,hcll and pointing t.oward its inncr stdc. Simi~ 
larly, the t\1·o forccs N.¡. r dO, inclurling t he .mglc dcf>, lw. ,.e t.he rcsult.ant 

Nq, r dO d<J> 

in t.hc P.ame dircction. Thc)>.e bm forre<> aiJ(l tho rompone11t 

p, r r 1 dO dcf> 

of thc Joatl lllUó-t be 111 •'<¡udd;num. 'l'lw; y¡l'!.J.., thc C<¡u.1t.ion 

N o r1 "illcf> 1- S4> r - p, r r1 = O. 

We divide by r r1 , U~<C t.hc gcomcr.ric rclat.inn (1), ,1J1d t-hus get t.hc t·hir<i 
of our e qua t.ions: , . -

''4> li 0 --- + ---- = Pr · (fi r) r1 r2 

This C(~uat.ion not only is val id for ¡..he lis in 1 he form nf a :;u
1 
facc of 

rcvolut.IOn, but may l;c appl1cd lo .dl :-.h,•IJ., \1 hcn thc t•oonlmate lincs 
1> = COII1-t and O=-"' ron:-.t arr thc li1w ... nf e 111 l',tlun~ of thP ,...

1
, ftc·n 

TI f . ~ . ' ' '. 
JC.rc ore, \IC ;;.hallmcct it. ,I!.'.IÍll 111 thr· '"''' ,J,.qlf<T .tnd 1u· ... J¡,¡J] ~~·(' 

1
1
/ Cl~aptcr ·f 11 hat llPí'omp ... .,f ¡f 11 J¡,.,. ¡¡,,., .,., 1.¡ 111 ,¡(p ... 

1111 
¡.,

11
;.:.,.

1 
fo!f

011 
·~ lu.·-. of 1!11\,tf¡¡¡,• of !!w ! , !1 

1: 1 • 1" ,¡,,¡.r, · ; r, 1 t , ., 1 1' ¡ 1 1 
'• ' \ h ( !ll ~ IJ!Il IIP!l 'll' .111\ J t'f )\ dll\ t',, ¡)~ lln 

nnkno11 n¡.. Tt may tlwH~forc al:--11-.1.1 ... lrc u,, . .¡ to •·linHno~tP nnc of tJ
1

C> 
, .• J, 1n.d r , .. 1 1 . , •• 

' ..... "J'''" ". Í•.,Jrlf •. , .. ,t,,•l· 
'•tJ¡ lttt! ~.L~ •r .lfi~J tillt' flf f 1

:t; IIOflr! ~~ 1 ,, , l!ii!,JIIt\\ll"". 

l Tri! 110\\ • 11e h.tll: ll'ed 1 no ·•IIc.; Ir!,,, , ···" ~oilll•·' f) , 11 ¡J ,¡,, Thr, ,... 
,l( cr¡uatc f<>l' llldll.l :--IH 11-. •1 dh llli'J ,.¡ 1, 1 1, ., 1 1,,. 1

,¡.. ""·'l"' 
1
n,J J¡,

1
, ¡

11
.,.

11 
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done quite gcncrnlly in the thC'ory of shells of rcYolut.ion. HO\\CYer the 
angle 1> is Ycry ilwom·eniC'nt 1f t.he menthan hns a point. of inflection. 
At ::.uch a point, 1> passes a maximum and aft.crwards begins to de­
crease. The :;.trcss rcsnlt.ants must therefore be double-\·alued functions 
of </>, the two bramhcs belonging to the two parts óf t.l1e mcridian abo,-e 
aml below thc point of inflcction. EYcn worse is the f.lCt. thnt t.he s1gn 
of the shear Nq,o depends on t.he düection in \dnch 1> inerenscs. Since 
t.!Hs Js lCYersed beyond the mflection point, the shear must. suddenly 
ha ,-e the opposite sign, without passing through zcro. It is e\·idcnt 
t.h.Jt an analytical solution fulfilling all these requirements cannot be 
very simple and that numerieal methods for the solution of the differ­
ent.ial equations will also meet with difficulties. For such cases it is 
uscful to replaee q, by a coordinate which avoids all these difficulties, 
and that is the length s of t.he meridian, measured from any datum 
pomt, sa.y from tbe vertex of the shell if such a point exists, or other­
wise from its edge. Consequently, we then replace thc subscript </> 

by 8. 

Between 8 and 1> we have the relation (2) and int.roducing this into 
the eqs. (6a-c), we get 

a r íJNo. ¡¡¡¡ (r A 8 ) +--¡¡¡¡--N 8 cos</> + p, r =O, 

a • aNo 
¡¡¡¡ (r A· hl + --¡¡¡¡- + N o • cos<f> + Pe r = O, (7a-e) 

There is still a third way of formulating the fundamental cquations, 
u;,ing rectangular coordina tes r, z in the plan e of the meiidian (fig. 1 ). 
From (4b) we find that a . a 

-- = r 1 Sin</> • a.¡. 

aml \vhen we introduce that into (6a, b), we find 

a aN 
- (r N .. ) siw" +_E,!_ - N 0 cosA- +p .. r = O 
~ y ~ ~ ~ y ' 

Iz (r .S.po) sin</>+ a:a0
- +N o~ eos</> +Por= O. 

(Sa. b) 

Thn·c is some ath·antage in usmg this form of t.he cquations, tf 1 he 
~!J.q¡p of thc mettdian is gi\·cn by its eqnat.ion 111 rcctangulat· t.ootdt­
n.¡tc-, ,. ,; HoiW!,-cr, thcre is 110 pa1ticular rca~on to prcfcr for :-ltlW· 

t !11< ~ -hdb 11 ht>oC meridiam. ha ve a :oimptc cat tc',J,lll cquatiou to thnce 
11 hH }¡: tchl >-lli1[JIC rel.lhOilb lJCLII<:Cn</> ,1nd !he l".ldii. 

2.2 I.O.\D>3 lL\\TXli .\XL\.L :::ll.\1.\rETRY 

2.2 Loads Ha\ ing Axial Sj mmclry 

~.2.1 DiHI'rl'ntial l~f¡ualions 

23 

In many practica! problcms t he extern.1 t force;: ha 1'0 t. he :,ame sym­
mctry as the shell ttsclL Thcn the strcs:-.cs are mdcpcmlent of O, a nd 
all denvath·es wlt.h rcspcct to this C'Oordinatc d¡",1ppcar from cqs. (G). 
The equations (Ga, e) thcn read 

:4>·(rN4>)- r1 N 8 ros</> = -p4>rr1 , 

N4> 11r8 --+--
r¡ r2 

(üa. b) 

p,. 

Eq. (6b) bccomes indepcndent of t.hcsc eqnat.ions aml contr~ins only 
the shear: d 

-#-(rN4>o) + r 1 N 0 q,cos</>= -p0 rr1 • 

It describes a kin~l of torsion of t.he shcll about it.s axis, a very simple 
state of :,t.ress wluC'h may be treat.ed scpar.ücly. 'Ve chminate it from 
our furt.her C'onsiderations by putting Po = O ami N 4> 0 = O. Whcn we 
sol~e eq. (üb) for N 0 and substituto t.IJC rcsult iuto cq. (9a), \le obtain 
~ f1r~t 01·dcr thffereutml Ct{uation for N4>. Aftcr muJt.iplication by 
sm</> 1t rrads 

d(r.V4>) . 
-7/;p-,m</> + r.V~cos</> = r 1 r~]>,efJ-,.p,..ln<p- , 1 ,

2
p4>"in2cf>. 

The t.wo tcrms at the left m ay be comhined to fot m a total dC! iYat 11 e 
' 

-~ (r .Y.p ,111</>) ;~- (r~ x4> ~in~<f¡). 
and .:.\'~ may be found by an intcgrat.ion: 

N 4> = rz s;ilz-;¡> U '1 l2 (Pr e o;.,</> - P-r sin</>) "Sin</> d</> + Gj. ( 10) 

No m.¡y t.hcn be found hom (!lb). 

Eq. (10) may be intcrpJetc(l ,¡:-;a condition of c(¡uililJI'Íl!!ll for the 
part of 1 he "hcll a Lo,-c a par.dlel eirde 1> =- eotbt lwlccd, 1f wc eut thc 
~hell al_on~ thíR círde, 2:r r2 :-.il.l</> ¡, it.s ("il cumfcJCIH'C, .wd 2:r .Y4> r

2 
;., 111 !1> 

1~ th~ \CJt.Jcal rc,ultant. of all Jlltcrnal force" !J.uhmitt('d in thi;., :-eet.ion. 
1.he wtc'iral tnnc~ 2:r rcpre,..cnt.~ thc dr,..trdntted load applicd ,1ho1·c thi~> 
;~relc, 1f >~e. \ll"ltc ita-.,¡ dd11ntc Jntcgr.d hd.11ePn .qtpro¡nr.!le limit~ . 
. Ihc uppcr lrmJt: o~ eotll ~•·. 11 di he thc• \ .dw• ,¡, fllr t l1e '11 ,.¡(' 111 , 111e,t ion, 
,md thc lo\11;r llllllt 1\dl ¡,.. tlu~ 1 d1: •• ¡, ;, " 1¡J¡ 11 J¡Jt ¡1 tl 1 . 

1
. 

1 
1 1 • . ,¡ 1 ¡ ¡ \ j¡ l.lJl 

lCglll ... ("1'<' f¡g.., ·L !l) \\'hen tllf• "lll'l! h.t, .t f l.d t op (fl'!,... H 1 1) lli) h,1 \"C 

1>¡ O. Thc •·o¡¡-,J,flil 1' l<'i""' nh tl1•:, 1: , 1 ,¡ ¡, , 1, .,, , 1 1 .· 

appflcd,¡]¡OIIllfll'<ll<fPI/¡ / ( 1 J) • 1'1 J ''" ,,,. 1,'! _;r . '1'111'.! 1 11 ,,. ,¡~¡ tltl "' 
the:-.e foH ,., 



1 í .t_l:r_ ' ¡;: rlo-<l'\lat. tl1e' YC'rtex.. such an ilthht' _,nnllo.Jrl can.only 
be a r,r,r_ e·.· -~tctl-foree P, app,h,ecll).t ¡tbÍi:>upOl!Ü..)Ilf llO¡Ot·her,Jo.HLJS 
lHCt:-ent, ·--:: : .wc m-cq,,(lO)t>; 

p,' o ,ü J 2Jt~Q ~ .:- P..,P' 

aml)It:no_r · .. t' .nc¡;Idiona_l force, r 
p p 

nml¡fifór.nn-: -~ (9b)!t.he;1liQOR)torgec;:-
p p 

NoY=t? +-2;;'1J__r¡iji~1<P~;t;"· 

At\ thp¡,top. holh; ;iorc~s, haJ_v:e~·~t singu_lt;l(r¡j¡yt pf 0thflJ¡§CC(':rtdaQIPfl,~··ti,. ~· · 
thcj\.,tcwl¡,n._-~,~-ard i;nbmty, jlS.:1> ;g .-·We~:§hlll\1 ~cecta t~p;(fp, 13.3,9)(tjHl\t,¡ t-he. '" 
1mmcdiáte · ¡.-·.: lmty¡<;>Lt_his11poj)1t· :whe.re.the,, P0!1C~pjJJ,a~<J.)p:tfl, t? i!PP¡l\~d · 
will! tlllc'JSU b l·': :te el .1¡0! se:v,ererl;lending·¡l,tr~s~es "Qu,t.dth¡tb!!,t. spn:te, d,is1~~py~;·v 
the rnc.mhm: ,~ forc0s !!S,1gi~::~;:n..;by,~qs.:.(q}¡s1tlll.z:cRrpí?€l!)._tn~h!3;¡~!ll!>~l!W~c 
of,stn~;;;¡;¡.-.., 

~.~.2. :So!l!tiQ{l) ~oro~o:me 1 ~YP§~al n0a¡>~Brs 

2.~.2.~.ISPJvu·.jpp.J¡¡ Dom~l(· 

As\a tU''> ~--cxampl~,twe·. t::on_sirJ.eJZr~ §!p}1criqq) ;f:}on1e1:¡s,1s.hq-.l n in, fjg.~.:3 
We/nsk, forr.·,,"::c stres~,>~ret?ult:!ltltstprp.d U(.~~ .:Qy0~ qcad_)pl0,¡ .p ~yv¡eighJlu;iefe r 
unit ¡~rea 'l • ;.h(' ,m¡d_tll~]:;,urfa9p.}.;. }rora nr,l~ll.?U.rt,{OtlJ~ljl,1¡ 1 ( l OD,) N·e,., lllUS~-t. 
fir:st~rc%1;,;.- ¡.lüs.· lo~dHi.ntQt ~t~ l CO!upop_cl,lt&t Í:l!1g~·~HJ,ql, .. ) nd-,(~qf!lHI:t11ot ·J 

,thQ tnhdll ,l)T'_·:.~;;c~¡¡rerf) 

P.¡,¡ -;p:cP ~_in<j)¡,p. p, ¡r;= ::-p c¡os,<k.p. (J ?~2) 

In:tr(>f] U{J~r,,; :. 1•~ s i_nt.Q¡ .(¡lQUíl _ryel'[in{iu\vitl;t¡ Pit F.1'2 J'f' ~a :a 

1 H h 1 1111.,, u· · . ~~ t o. ·<~ ¡;-;r u:::.-,_ t1H¡,..c,1ol',<¡f':-,. m, ,;,onje ,del 11i 1 ,¡ \ V•l\ qu , 11 •:· p u t." 
¡ 

,¡,,:,·O l\1.'' ~,!. N.¡,\.'i'-' N 0\·¡;-"' --pa¡'2.¿Ttw:,~>l1C.l,Í•,Iil)n.d .f,a,,p. X.¡;1 ·i~ ltC:!n-, 

tn n .tl!,q., .. ,: · ·.·i. th.u:,henll~pl~t'rc:-,JHtt.¡No\'.!hH·,LG;1»CS in1,1dl;.;r¡!J:¡'t;l ~-.lÍiip, .. 
11 t.\hilll<,<t • : ··r__ </>.an.(l,iJh,mgüs.;,ign~.~t~a ~alt-1!'·</> .)1:82,"'' 11 hn J¡ f,npo\\s 
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lf :th\l,.::Jt¡;g.i¡; ¡>o .~l.tt_Lh~l:~ 1> ~lot's not nxercd this Iimit, no tcnsilc !>tres-> 
a ppc.m>, a;;suJ~ung ,t)l¡~t ,t:hef.dc,.l,d,lpa,d if thc only load and t.hat a proper 
ab\1tin<:ln-t1 J~ ¡p,rpr.~d~\Q. .• ~'h¡¡:¡;,,<.~l:H.tm~'!lJ.Jws to rcsist t.hc t.hrnst N.p which 
h~nth9Lth~f)yt~q¡;¡,,,qf 1 ,~hp¡ 1 tnng¡;~_1.t.11 l ot~hc mct'Jdi.m. Su eh ;¡n ,1lmt.mcnt. 
us1Jf.lMYihCOp§j¡>~StQfc.ll- ,co~l,~iHH9,R~ .. }.'t'rHeal snpport and a ring, which 
res~s~~tthphiJO.t_if:Q.I].,1¡¡l,~-to¿~1.11Ppt~~t1;t¡)f,~r.P nn<l fwm it re<·eh·cs a tcn..,tle 
fo~t,~ee 

TJ~~¡-,ljl¡g,~ ,~lhp¡~OI\I,"gy¡yÍ¡•f w:¡;t\11 ,~;11\,l,l(ll of thc mcmbranc stresses gíven 
b)í,~ul,~Of!l}l~l\V?.·JnJf1'1tAq~n0?,it~,,tress is of oppositc sign to the hoop 
st.n~:¡:~,lll¡:~hp¡§hc:J)_,IJ·~'l!~ll~n 11\tig!1.!J\h~m~s, 11hcre thc hoop stress at the 
spriJ}§H!_g¡!ir!C,¡js ¡pq:sitií'{e,-ci~ ¡i,s 1 ~!Í>MI\lliY.I m u eh smallcr than the stress in 
th!?J1ting.~_a'ht-:wforC.Haf~r,~h~ 1 fl\l~.~iA 1 <lcformations, thc ring and the"· 
shc¡l,tqq_mqt.f~t{jl¡ogc~!lMJ.: .. ;n¡;_c:¡Vo,~tt,innit·Y of dcfm·mation is rc-cst.ablished 
b.>h f'1• f!thN~flíl:~t;9 ... 1Wl!ng]gf,JihMw 
shp)A, Jn\' l~ fW..:Irviij¡ JP('ü¡t·r~ílt~~-:áni n 
Cl~a¡p!~rrG· 1It fl!líl:Jh lJc¡¡~n~RtJ¡qn_w~,:<l 
hc:z:~rJht'-b ¡th~ltbCJ.1j,'H IW1 ;!lt~\'?~<;~(·s 
:m:: 1 (ro.nfin!-1ttJot 01 ,,bcwh;r, . .zon9.1., 

ofJiq!~f1.¡~ .• ~\·J.,~J}¡l¡i( lil!!~h,~h~b !hA,c 
majo~,, p:\r.t rPfi)t hf:lu;;l~~~t 1\1a~, .Jn, n 
f.1ct, d hc.,,nn¡1lc¡1,tH·,,,r·s .,¡\ l'll 

• ~ t j \ ' • ! 1 \ 4 • ,::'"1 :.... j \ l'; 1 

b)t, t hf\ ,¡n~w.liJ.r:111C.ll·hf1"ry1 ., • 

:\[l'¡¡,,t., ~IQ!llW?< .. .trg, ,nf!t.l~ci9~Gd., i 
atn¡t.hf:l 1,FP·J'!·\'!\:· ~mt11 lr:n¡f\·,a .1'1".\f~,,,. F1~. ~. 1-l!clt dome '"'" -l.; llght 

llg1l.G• t.'?ror1. §f.\'\ l¡i,lr~ 1.i,'?fl,ml~·1r.li¡¡g,'_!!. 
CO¡\;c.rp¡l.!l.}f,,:: tJllJ1f'¡';"!·t:!lr<;l¡l,rN 11l)tR,h'n.trr,n. Its \wi~ht.l'ay :!:r· P·a :.in¡fl," 
act-s¡qi!J¡!II~"ulli¡r¡\,,!',lg!~.Of!)th¡q 1 ,sh!~ll¡v" a vcrti<·.tl Jinc load. Sincc thl' 
. .,hr¡IJ.<¡·It!Jt ~Wi'l"'-~..,~'llrlll .li!I!'.'~'J 111,-, l.,qor,t·c·,...,, J h i~ Pdgc a !so 11<'<'ds a t-t ifft'llill).( 
lll¡lg,;!\~ 1~,1,:\1 11 a}~fi\',• ~]¡~l¡pl,l.Jn\', \·''<illJ?!¡il\i~lt (fÍ).!. ·f) .uul get~ a COlll)ll't'I'SÍ \'C 

forcp,_ ÍI'(Nll¡¡\ t ~ t \\'l\',f11,Hl1, ~ ht1J,::.I 1.\'~",._1 t•;--ult.uti-< in ~>IH h a ~hl.•IJ wit h its 
•H1¡9, ~~q.,l,d:,lp¡H,! 1 /I''l.I!IJ',,l¡h,q 1Lll!,lm·,n: l,o¡t\11,f by re! u m in;.: to tlw inn:!!r.tl (10) 
•n•l·.<!•·\,l'l.fl:l!!li!!J.l1.Cr:;.'>-1lh,tl 1fnr,,</l ,-, </>, IIP ILl\P .\', -- /'.'sine" '1'11,. - i' l '. \ • • ' ,... 1 l"d. 

"
1 ·J ¡¡ •l(' 11 "·''lln: l. d I.!¡>JI Jr:f\d.., ]IJl: ,t.h,<l .f• •P;::. 111'.! fnt 11111l,¡s: 

' 1 

'l'hc ,,d Lflf,l,"l l.'IIC:<:'· of, ,t.h,n,, 1 \'1 o.,~ n:~l.llli'i' i-> di~.Hh .utt.rgeou:-: fot• lllllll•·t" .¡ 

\I'CJt,k;tii¡,J.l•\llltUI.tr.fo,l: ~lllall ;.tngjt·'<4>,,Hnd it. Í-< lll'tl• r tn llttk thP f01 • 

.. 



CHAP. 2: SHELLS OF REYOLt:TION 

mnbs in the foiiO\\Íng fonri: 

1 ;;· 2pa .-tf>-+.Po .':.P-'tf.>o ·']>sm.Po· 
A~ = -. smz·tf.>~ sm,-.-, 2-·;:-:- SlJ,1 ~:=-;--¡ T;" . ·smztf>~' , ... 

( 1-!) 
N 0 = . !'r4> pacos<f> •. ,. _ . , ¡ , , .,t; 

Some figurc>s may ~ntcrpJCt this result. Th~ 1:oof 1:epresc>ntcd in fig. 5 
carric& a uniformly_Clistnlfuted load1p 45lb/ff·.~,-~nd the lantern ring 
has a linc load of 460 lbj,ft, apphc>d ~long its ecnter line, i. e. on a. eircle 
of 13' 5" radius. The edge of the. shÓll :}1as"a slightly grc>ater radius, 

i ¡ '1 '~ ( , ' • '\ } '; ' : ~ ~~ '", 

' ; '~ 

1 
• : Fl·~. 5: Shell d(;nie\\-Jth- s_!(yhght 

1 '} 1' ! ' ' ) ~; f 
l "• ·'-' 

'-' ', 

r = 13' 10", and 'thé \:crtical"Jine loild' •p:frahsrnitted af,;this··<•tlu-e: is 
c>orrespondingly · :,"úÚl.Íier;- 'P' "'H6·lb,'h. 'Whéil -\fe· introduc_o· -tlll:,C' 

nilues in eqs. (14:), we_ obt.ain / ': > l. • ¡ -(:· ., e 

N~ = 7200 !.b/ft ,siri·¡<l>, +. !).96°. sin .... ~e-9.j)~ 0• :-:;,-·3.7 l_lb/!t 
sm·cp 2 ' 2 · biH 2 4> 

N 8 =. -](~. 3qOO.Q~/f~] cos<f> •. 
' '· ' i • 1

- •• -' i ) r -::..," , " 1 • ·, , ~ ' ~ ' ~ 
1 

', 

At the upper edge (q:f = 9.96'1)ct;l1CSh .formulas yield··N~ ,=: :-2580J'b/ft., 
:-,r 8 --'-966 lbjft; • ahd ; at · -the•· ;sprmging·.,Jinc: ¡(<f>·-= 38.7 °.) : . N~ =. 
-2087 lbjft, N r- ·!T'723'lb/ft. Thc-}~ighcst: strc~S''OCcurs _at ,the upper 
c>tlge and' is a~-= 'N~Jt ·'=·-'- 107.5 lb¡'in2 •• Wñth·m1 ,ad.mis~>i~le ;stress -of 
.'500 or 600 lbfin2 there is sufficient .I\!,·~rgin for additional bending 
::.trcsse:s. ·-" -- ·· --'- ~, . "-~·- '· í :·': 

2.2 2.2 Roii6r End ~ ; "¡" :-' t ' ~ ' .. ~~ 

Pressure vesscls of all kinds n re. .bn.ilt,<w sheUs of revolution, con­
.~i::-ting of a cyhndrical druJ~1-<ltld tll,o .~nlli which may be shapcd.n's 
]¡cmi..;phcres,-half dli-psoi!l or.·m .tn,,- utl;cr <.uit,dJ!t foJ m. TIH:_r h.n (• to 
rc:-,i<.t an interna! pres:::;urc p, eon.,t.wt an<l perp~·ndienlnr to tlw 11.lll. 

\\·hen \\C put ]J.¡."= 0; p:· p, tJw ÍlllC!.!l'<lr {lo') lll:l.)' he :-.Ímp1Jf1ed 
f<HJ<::td~·rahly .• \fal~tnz u,..c of (:~a), 11e f1nd 
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and this integral m,1y be cnlluatctl indcpc>ndently of thc sh.1pe of the 
metidwn. Eq. (!Jb) then yidds thc hoop forc>c 1\'0 . Thu,; \\C get the 
follo\1·ing simple e_:..prC':,sions for thc ;,lrcss re,ult:mts in prcs::.me 
vcsscls: 

• :!r1 -r • ..:\o = 11 '· -----"-. - :! r¡ ( l5) 

We shall. use. thesc.formul.1s to .st~tdy :,o me ,t,\ pi~:al form:, ot boilcr cm!~. 
, Boiler cnds are often shape<l as flat ,clJip,..oJd'l of r<'l·olution (fig 6). 

As 11e fmd easily by \\cl.J-kno\1 11 nwthnds ní .n.ll,\ t 1c,d geomctry, the -[- -----T,. I bid--' 

1 
b -

. . L- -~ + 

o===~ N~ N8 

clliptie mendian has the radius of curYnture 

a2 b2 

(a.2 sin-2~ + i~ c~-;2.p)-11z-' 
a1Hl thé J,Itlius uf tmns\·ersal CtHTatme of tite c>llip»oi<l is 

u' r2 = --------o.;,-
(a2 'lll2tP + IJ2 

Introduei'ng the,.,e C'..pref>::.iun» and thc gtn•n load into the l'<t· (1.3). 
wc find-

1 

2 

No 
- 2b2 (;;2 ''ln2 tf.> -~~b~ co~t.p¡ii! · 

At t.hc 1·crtcx <f> =O wc ha,·c Nq, -o:.: lYu. TJ¡¡s is.no p<'<'lili.uity of tlw 
cllipsoid but is tnw for any :mdace of n:.1.olution .. \t .thc wrte:\. all 
mcridian:< mcet., and any diredion ¡.., p.n.dl<'l to ollt' of thcm and .1t 
l:'ight anglos to another. Sin<'e 111 ,,···,..¡¡¡ f.H'<' of eontinwHh < 111 1·atnrc \\e 

hn1e a\ tl~_f' .. l<'_l'l,•x r1 .'"'--'~· thP tUIIllllnll magrntude of llpth lolll!l-
twlln:l.l f.u,rce" ll_lt,\ l, 111lU!ld lll,llil<'dl.!\11_\: fl<,>lll (!lh} , " 

and thi;. m.ty lw 11~1·d a~ a hound.¡n· t'OJlllttJOn to dt·krrnlllt' (,' 111 (10). 

l•'ig. (¡ ..,J¡0\1;. tJw dt....tllhUIIOIJ o! 1]11' -.1!1•-., 1 ,1l< •:,1 ',.-l. 1· 

Thc hoop fon·1~ f'h,lll"t'S ',1!.!11 an.\ hl't'Oillt'>- B•·g.tllll' JI•' ,, tlw, .
1
,¡ 1¡,, 

The zcro í" found 11 l~ete ·~ 
b 

• 
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Thh; formula yiclds .t real anglc only if afb >- V2. lf the cllipsoid is 
flattcr than indi<:ntcd by this rano of its axcs, an cquatorial zone 
<'Xist.s whcrc t.hc hoop strC'ss is a compr<'ssion. Thc clustJC dcformntion 
of such a slJC!l must be snch that thc chamctcr of its bordcr dccrcasc!'l. 
On the otlwr hnnrl, thc cylinddcal part of the boiler has a positi\ e 
hoop' force N 0 = p a c\·erywlwre as wc see from eq. (9 b) by putt.ing 
r1 oo, r2 =a. On the paraUel circle where the two parts mcet, 
thcy have quite Jirferent deformat.ions and wílluot fit togcthcr without 
an additional dcformation. This is furnis!.cd by bending strcsses, whieh 

1 
\ 
\ 
\ 

' -----
" ' " ' " ' , ........ ..... 

......... - --.......... .... 

' " ' ; ' , 
'................... ~ - ,..,"'"'/ 

.... -
......... ___ ~-- ~-----

l'ig. 7, .C.\SSINI'S CUt\ es 

bend the cy]inder inward and the cllip::-oid out\\nnl. "'e shall .-tudy 
them in detail in Chapters 5 and 6. . 

The dücrepancy of t.he boop forccs of the boilcr cnrl and the boilcr 
dnnn may be aYoided by choosmg anothcr shape of thc mcridian. The 
only rcquirement is tl1at the radins r 1 = CXJ for </> =. 90°. Thcre are, 
oí eourse, many emTes '' hich fulhll this wntlition. Onc of thcm may 
be found among the Cnssinian cun·cs (fig. 7). Tts cqnation is 

(r2_ + ~2)2 + 2a2 (r2 - z2) = 3a'. 

This cun·e is rathcr lcngthy and thcrcfore not partioularly fit for t.he 
CllU of 3. }JfCSSUfC YCSSc), UUÍ its property of ZCl'O eUlTatnre at Z ·= Ú 

is prcservcd when we snbjeet it to an affinc transformation, <.ub­
stituting n z for :; '' i th n > 1 : 

To fitHl thc :;,trc~<; rc;;ultants in a hoiler cnd having this curve as a 
mewlian, \Hl nccd thc nHlii r 1 an<l r~. ,\ t-imple but somcwhat longthy . : 
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InÚoducing this into' {15), wc íind thc ¡,tress rc::.nltants 

• [r2(a2 + n2 .:=)+ni ::2(a2- r=))l/2 
N~ = P a-----·;;¡ + r2+n2 ;:2 ____ ' 

• r [ 3n2u1(a2- rl + n2z2) ] 
A o = .\ ~ 2 - (,;z + '72 -~:·;;2-;z) [r: (tt=Tt•= :=j + n• z%~ r) J ' 

Fig. 8 giYcs an cxamplc.of lhe distriuntion of thc stress resultants in 
su eh a boiler cnd. It sho\\s thc con t intúty of th<' hoop force. Tlwrc is 

N<t> 

a l:'lll.dl 7.tllll' in 11 hi1 h S 6 Í,; llf't(,!ÍI\'\'. Thi:; 111.1,\ }¡¡' ,l\ oid,•.l by ¡·hoo'-Íilg 

n < 1.!.1. 1f tl ¡.., d¡o ... en llllh h gr<'.lll'r than 2, tho c•Hlljll't':-"i'·r• zorw is 
\\Íder ami tlw m.L\IIlllllll cnmpre.-'-ÍI'l' :-In·"" highPr 

:! :! :! .3 Poi u te 11 :-; h t' 11 ;-; 

It is not Heep:;,:.u·y th.tt. thc llll'ndian lllt'('t thc a,¡,_ of the :.hell at 
a right anglo. Jf rt cine-. not, a !-lu·ll \\ ith ,, pointt'd apex rt•:-~ult.-. Stwh 
shclls han· .'-Olll<' p.u·twui.JrÍ!Í(':-1 \\ hil'h \lll :-hall now :-twly in a !) pic.tl 
exampk. Tlw HH'Jidi.tn of tlw douw, f•g !l. is a tu·dt: 11ho:.e t't•n!Pr dnes 
not lic on thc .txí,.; oí rc\·olutron:·.\Jthough tlw radiu,.; of c·UIT.tllllt' 

r1 aofthcuwridi.ln ¡,a <·ott;.!:lllt.tlu·¡adim:ofll·.tn-..n·r"alctnT.t!nn• 
is v.uiahlc: 

r ( J ~~~•<Po ·) 1
.! "'111~~- - a - ... :n</) , 

'Ve a<.k for the :-ilt'-...., r•·,ultnnt:- pwdut('cl l.y tl~t· \\r·ight of tlw 1' ,,, 

turc, a;-;~uming a con:-LIIlt \\,di t hi, 1-tl<".-. Th·· lo.ul1:- t ft, 11 !!11, r. 1 , • : ¡ 

'Ve frnrl N.¡. from eq. ( 10) .1nd a\ oitl t lw ddt'llllllla t 1o11 of t 11<' •·nn·.t 111l (' 

from a hoHntlary coJiihtion by !1'-II!J! the IIH'(h.lllic.d llil•lf'l< t.tlt(Jll of 

---. 
.. 
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this formula, w¡:iting the integral betwcon the limits </>0 and </> and 
dropping O: ~ 

N~=--( 4> p·arp) 4> {(sin<f>-sin<f>0)d</> sm - sm 0 sm . 
~. 

(cosrp0 - cosrp) - (rp - 4>0) sin<P0 
=-p a (sm<P- sin <Po) sin<P • 

The hoop force then follows from (9b): 

N e=- !':A- [(</>- </>0 ) sin</>0 - (cos</>0 - cos<f>) + 
BID 't' 

+ (sin</>- sin<f>0) cos<f> sin</>]. 

At the vertex 4> = <Po these formulas yield N 8 = O, but N.¡, becomes 
indefinite. We find in the usual way by differentiating the numerator 

o sin 4>0 
0.74.2po -0.899po 

Fig. 9. Oglval shell. Force diagrama for ~o = 10° 

and denominator that N~ also be comes zcro. The' stress distribntion is 
shown in fig. 9. 

In the limiting case <f>u = O thc ogh·al dome bccomes a sphcre, 
and the preccding formulas gh·e the stress rcsultants of a t>pherical 
dome. In this limiting case N~ and N 0 are no longcr zcro at thc top. 
Onc may easily scc from fig. 9, how the limiting case is approachcd 
when <f>u _,.O: For ver y small ,·alues of <Po, t he normal fot t:C~> rise r.1 t hcr 
snddenly from zcro to approximutcly -p a/2. Such a &miden loeal 
ehange of thc stress resnltants ~omctimcs occurs in mcmbt·ane t.Jwory 
formulas, l)tlt it does not tcprc::.cnt a physical rcalit.y. It \\ould lcad 
to almost dii,continuous dcformations, und thc shcll aYoi<ls such statcs 
of stress by addítional bcnding strcsscs, as \\ iH be discusscd in Chap­
tcr 6. 

W e now eon~idcr o. morlification of the ogival dome, in '' hich lhc 
mcridian bcgii1s at thc o.xis \IÍthnncgaLi\·cvaluc of cp, say </> = -</>0 • 

This rc~ults in a cupolo. of thc typc of fig. 10, hn.Ying n. downward point 
<1t its ecntPr. T,et us compute thc ::.trC!-.'>C:o for a snow load, di'>h·ibutcd 
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nniformly o\·er thc projcetcrl arca. Its components are 

p~ = p cos<f> sin</>, 1Jr = -p cos2<f>. 

From cq. (10) we íind 

and after evalua tion of t.hc illh'gral 

. y _ p f/ ~m·P + 2sin<Po + , e 
.. ~ - -- 2 ·- -sin (p-..¡:: si~1</>o. (L (smrp + &in~~) siii-f• 

Thc denominator is zcro 
for </> = -</>0 , and if wc 
put O= O, N41 will be­
come infinito at this point. 
It is possible to gh·e O 
such a nlue that the 
numcrator nmishrs too, 
lcading to N~ O, as we 
had in t.hc ogh·al shcll. }"1¡¡. 10. ~hdl r••¡uiring central ~upport 
Bnt thrn N~ wouhl be 
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inflllitc 011 the \\ hole top (•in·lc 4> '-~O, ancl that, \lonltl be mtwh 11or,..c·. 

\Ve choosc t.entativcly O = O ami we shall seo at once what thc -.in­
gularity at thc C<'Ht<'r means. Our formula 11ow l'eads 

.\'q,~-= Jl'l ~ln<f;+:?.,.,ln<Po 
- :i-- -~;,~<~>-+~ill;¡,~·, 

ami tJ¡e hoop forc·c follows from (9 b): 

So Y2n (~¡..,in</>0 :-.in<f> --¡·o~~</>). 

To ¡..,(¡uJy tlw ,.ingui.JJity. \\tl <·ut. tlw :-.ht·ll in a p.uallt•l ('Ín:h' hadng 
a llt')!ill in' <P, ,.,1 y e{> = </>' < O ,Jlld t ·o m pu lt' t lw r<·:-.ult.lllt of t he fon·<•s 
.\'.~ \\hid1 .u·t. on 11. lt. is a n•Jtil:al fnn·p o( ma,nitwk 

"' 
/

J Jl a - ~mif>' + :,!,.,in</>a • , 
1 = , - ·---···, ---- · · "111<'- • :!."TII('-itH'- ·-· -.¡u<'-') 2 ·-·HH<p + ~111</>o 1' I'O 11 

-· Jl''~:-r(:?>'incp0 - -..in</>') liin<f>'. 

l<'m·cp' ·-O. in lht· lnp <i1< ¡,._ 1: ¡, 1•·ro TJ,.., '"''.tll" IILd f!w 111• ¡¡,)¡," ,\ 

fo¡·ccs thcrc whit•h are horit.olll.tl. t',\llllot t',ll'l,\" an.r lu,Jtl fr0111 tlll' tllll• r 
p.nt nf IIH' :-lwllto tl11 <H,!<-r t···•l TJ., ,,, 1, 1 ,.,t 1 t ::1 1 11. ,. f,. ,, ¡ 
its cqmlihrilllll hy a :-.pe<"i.tl ,.uppnrt. and 1h,; , ... , .. , ..... ¡I,J,. "rd• ·,., ¡,.. 

ccntcr. fndt'<'<1, for </>' <Po· the n·-.ull.lllt 1t '" 
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:wJ thís imHcates \\hat the singularity of thc stress resultants mcnns: 
that. forccs of infinito intcnsity, acting on a circlc of rntlius zcro, carry 
t he total lo.:nl applicd on the part of thc shcll \Hthin thc top c1rclc. 
A support, say a column, wbich can cxcrt a Ycrtical force R0 is nccded 
t hmc. Thcn the infimty dis,1 ppcars if thc t.hin shcll extcnds only to 
thc circumferonre of t.his colunm. 

Tbc stress systcm, whlch we now hn\·c found, shows not.hing spccial 
on the t.op circlc 4> =O and seems to be quite hnnnlcss. But on p. P9, 
whcn discussing the dcformat.ions of toroidal shdls, we shall sce that 
this stress system cannot be realizcd- beca use· it would- lead to· an im­
possible deformat.ion. We therefore have to expect addit.ional bending 
strcsses in a certain zone near the top circle, but since they are nccded 
only to remedy an impossible dcformation, they will be mueh smaller 
than t.hose which would be nocded in the abscnce of a central support, 
and which would ha>e to transmit an impo1 tant part of the total 
load. It is this argument which finally justifics our choice for the 
constant O. 

2.2.2.4 Toroidal Shell 

A toroid is generated by the rotation of a closcd curYc about an 
axis passing outside. A toroidal shell endoses an .mnular Yohune and 
may be considered as a pressure vessel. F1gs. 11 ami 1:2 sh0\1 meridional 
sections of two typical cases. 

Thc shell, fig. 11, may be cut in two parts as indicatcd·by the brokcn 
lino. The meridian of cach part begins and cnds with a horizontal 

o'ID! 1 ' ,. ,-- ·t ' 
' ' ' f 1 ' • 1 
1 ~-¡----,- w t 
t 1 1 t ~ 1 : : r-R ,•-o·'"! 

t • .,.... 1 

1 

Ltngcnt Thf·n·fi)J!' thc !IH'IHltonal [orce~ at tint\ ,Jt C<H.h edgc do not 
h.t \·e a 'crt leal •.u m porH.:t1 t .llHl c.tnnot t r.tn-.nnt an ,. n:tl it·al f1;n·•) f¡ o m 
onc h,¡lf of thc "lwll to thc other. :Xow, \1 hcn the ~iH:II1s tllletl 'with gn"l 
of pl'O'-'>lll'C p, tln~ lll'C~~IHO has a dm\llllalli rcsultant on thc inncr h,df 
il.tl!l an upward te,,¡Jt,wt o[ the ,,une· magnil mlc on thc oulcr half, 
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· anrl noit.hrr part c.11~ be in cquihhnum undrr the action of !he pressurc 
p and the forccs on1ts cdgcs. It follows thnt a mcmbJ,mc ,trc:-;8 ~>.rstcm 
wít.l1 finite Yalucs N,p, N 0 is not possiblo 111 th1s ~hcllnndcr this Ioatl. 

This clJffJCnlty disappcnrs nhcn thc 1\ro top ein·les ha,·c thc samc 
radins, e. g. whcn thc mcridwn o{ !he ;;:hcll 1s ,1 •·irelc (f1g. IZ). Tlwn 
cq. (10) gin·s \\Jlh ]J.¡,= O, p, = p: 

N.¡,= (asmq,~aR)sm<f> [j(asin1> + R)cos1>d1>+CJ 

= pa [ a ( ~A. • "A.. • 
(asm<f>+ R)smq, -- 4- cos·'f'- ::;m·'+')+ Rsm4> 

and hcr~ we can d.ctcrmine O so that. thc singnbritics 11 t 1> 
</> = n dJs~tppcar siJnult.lncously. This yiclds 

pa (a . 1> ) -·----- Sin 
asm<f>+R 2 +R • 

e], 
O and at 

However, this soh~tion also cannot be rcalizcd in t.hc ncuuty of the 
top and bottom Ctrclcs "ithout n<ldit.ional bt•r¡,J'r 11 a b t•c·a use it again 
leads to an incompatibility of dcformat.ions \1 hit:¡; wc ¡,.hall cliscuss 
011 p. 99. 

2.2 2.5 T:1nks 

Our llc>..t ~>..amplc wc chooso in the domnin of stccl tanks. Fi!!. 13 
shows a sphcncal tan k, as u~C'd for :-.to¡ in,!.! w.1ter nr ,•..:,1s. 1 t ¡8 a com~letc 
sphcrc, supportcd alon,!! orw of its )Jaraii..J t'll't•!As ·l ·' 'L'l ... t' 1 

. • • • • •'~. lC Ct<:-Cll H1 

fo•d fn¡ .¡ •1 ¡( 1 r t.~rd; h flw 
J t i.-; no¡ m.d to ( ltu :>lu·ll (¡r.p 
tank i'4 complcldy f¡ff('d, \:·e 

(". ~,¡¡¡ '' ·1 llil' 1 ( •, 1· ' ¡f 1' ·, ' '1 ¡ 

O) .md pH!porl ion,d (o t lw tlt·pt h. lf 11
1 

• 

ha\e 

p, = ya(l co;,4>). 

;¡ 
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aml this imlic.ltcs what thc :<.ingularity of thc stress rcsultants means: 
th,Jt. fon:cs oí ínfi1úte inten:Hty. acting on a cirrle'of rallius zero, carry 
thc total loatl a pplicd on thc p.nt of thc shell w1thin thc top drelc. 
A snppm t., say a colmun, which can cxcrt a vertical force R0 is nccdcd 
thcre. Thcn thc infinity tlisappc.H·s if thc thin ::;hcll c:-.tcnds only to 
lhc t,Írcnmfcrcncc of tlús column. 

The stress systcm, which we now ha1·c fouml, sho\\s not.lüng ::;pecml 
on the top cirelc </> = O and sccms to be quite harmk::;s. But on p. P!l, 
whcn dlscussing the deformat.ions of toroidal shells, we shall sce that 
this stress system eannot be realized bceause it would lead to an im­
possible deformation. We therefore have to expect additional bencling 
stresses in a eertam zone near the top circle, but smee they are necded 
only to remedy an impossible deformation, they wm be much smallcr 
than those which would be needed in tbe absencc of a centra~ support. 
and which would have to transmit an impot tant part of tbe total 
load. It is this argument which finally justifies our choice for the 
eonstant e. 

2.2.2..1:' Toroidal Shell 

A toroid is generatcd by the rotation of a closed curve a bout an 
axis passing outsíde. A toroidal shcll cncloses an annular Yolumc and 
may be considered as a prrssure vcsseL Figs. 11 and 12 show meridional 
seetions of two typieal cases. 

Thc , hell, fig. 1 I, may be cut in two parts as indieated by the broken 
line. The mcmhan of caeh part Lcgins and cnds \\lth .1 hu: 17"111.11 

' 1 
1 

: 1 ' 

: ' : ~
1 

- LJ. 

t.1ngcnt. Thereforr, t he meJidional force<;; a<"tin~ at ea eh cdgc do not 
h.,;e a H'tlleal (.ülllpnlWllt .1ntl cannot tran~r111t any \'ertieal furr:e from 
tlll•) hnlf of thc ,.,hcll to tlw ul her. :\m1, 11 hen the :-,hell is iJJic,l 11 1th g:u~ 
nf pre~-,urc p, this [lle,;-,Jue !Lb,¡ do\\lll\ard lt:'>lllt,lllt on UIC inncr h.df 
.lll•l an up11atd l'l''lllt.lnl nf thP ~nme Jn,l~IIItllllc on thc outer half, 
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and neithcr part ca~ be in cquilibrium undcr thc action of thc prcssure 
P .and _ti~ e forccs on _Its cdgcs. It follows thn t a mcmbr.1nc strc«s systcm 
w1th fuutc Yalucs 1\ ~, N 0 is not, poss1blc in this ::.hcll umlcr tlm; load. 

:rllis dífficulty disappcars '' hcn ihc t11·o top c1rdrs haYe thc samc 
r.1clius, c._g. "h~'n thc mcndian 9f t he i<hell 1s a ('irdc (Ílg. 1 ~). Thcn 
cq. (lO) gl\·cs \I'Ith p~ =O, p, e-= p: 

]'{~ = (a ~m<t> ~aR)~m<t>- [f(asin<f> + R) cos<f>d<f> + oJ 

= (asm<f> ~aR)sin<f> [- ~-(cos2 </>- sín2 </J) + Rsin<f> +e], 
and her~ We can d_et(!rmínc e SO that thc singn)aritics at <{J 0 .l!Hl at 
</> :n: d1sappcar sunultancously. This yields 

N~=--. pa ___ (~<:.siwk -'- R) 
asm<f> + R 2 'Y ,- ' 

Ho\\c\·er, this solution also cannot be rralitccl m tlll' 1 lt·irntr of the 
top ami bott_om circlc~ .': ithout, additional bt>rHling. lw• ,m.,e ·it again 
lcads to an mcompatlbllity of deformations 11 hich wc :,hall discuss 
on p. 99. 

2.2.2.5 Tanks 

Our ncxt ~xamplc \\C ehoo:,e in the dom,Jin of 1'-lo·l·l tank-;. F1l! r;¡ 
sho\\s a sphencal tank, as u-,cd for :-,lming \\,lt<'r 01 g.t,., 1t ¡,.,a comj

1
Jt·tc 

sph<'rl'. ~'11pportt'd a long onc of its parallcl eirr·lc«, A A. 'rtw c"~<'nfial 

1 
1 

o 611r~' -\ 
N-> 

\.; < 

, . .,_,,/>). 

\ 
- \ 

' ' ' 
\ 

\ 

\ 
\ 

1 !JOO· a' 1 ¡ ,_, 

' \ 
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a simple integration, we {ind from cq. (10) the mcri1lional force 

N = ''~
2 [j(l- cos¡f>)cos<f>sin<f>d<f> +o] 

~ blll'tf> 

= -~ .. ~-- [(2cos<J> ;- 3) cos2 </> + 60]. 
üsm·tf> 

thc 1 crtcx 4> = 0 the denominator nnishcs. To obtain ~,fi.nite value 
N the factor ¡11 urackets must nlso beeome zero. nus leads to 
: ij6, anu after some simple transformation \\'e find 

i\r _,ya2 1- costf> (1 + 2eosA.) 
1 ~ - 6 1 + costf> 't' 

~. from eq. (9b), 
No = y6a2 1 - costf> (5 + 4 eos<J>). 

l + costf> 

)Se formulas are valid above the support,ing eircle </> =<Po· In the 
er part of the shell we ha\·e to apply another value OÍ 0, which 
kes N~ finite at 4> = :7t. 1t is O = 5/6 and hcnce we have 

y a2 5- ,'5 costf> + 2 cos2 tf> 
N~ = -6- 1- cos<f> 

• ya2 l- 7cosc/l + 4cos2 4> 
1\' 8 = -6- ---1 - costf> · 

' dist l'ibution of these {orces is shown in fig. 13. 
ThP loeation of the supporting eircle does not influenee the t~o 

. f e If \\'C Ctj ve it a hwher or lowcr position, only the domams 
UC::, O • o o ]' 

.-alidity of the two pairs of formula~ are changed. Tbe ~orr~sp~nc mg 
mges in the stress resultants are indicated by dotted hnes 

0

111 f1g. 13. 
ey show that. a position of the sup~ort. below _4> = 120 leads to 

0 pressi ve forees in t.he meridian, "lueh m a t lun-.":alled strueture 
~ this one should be avoided, and that a higher posttlon cuts off the 
tk value of No whieh determines the wall thickness, but of eourse 
eads to a larger and more c:-.pensiYe support. . 
At the f..npporting ring both stress result,mts ehange th~·tr value3 
continnously. The diffcrence of the meridional forccs JS a load 

1licd to the ring. We resoh·e it into a vertical component 

2y a2 

'37.n<t>o ' 
cclc•lllol\ll\llll'fl. 11 hwh thc ting mu ... t ;•.1', to ¡¡,., 11\lltll'rous supports 
lJCJHlin,~ and tor,ion. ,lJl•l mto .t hotll•t.ultt.d ,.,mponcnt 

.! ' ,,2 t-ul .Po 
:l - ~.;l.f>o · 

ich ¡..,a r.1d1,11Ioacl applicrl to thc ri11g, lHo•luftil~ in it .t ('011 ¡•rl'-.Íic 

1p ~trc¡,s. 
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Hcre we ha\'c again a case in which thc dircct stn'""~'" lc.Hl to a 
dcformation \lhich is inl·ompnlibll' 111\h lhe continuity of the ,.,ILuc. 
ture. A discont.innity in tlw hoop foree nwans a di ... continu¡ty of the 
clast,ie c.\ tension of the p.Halld eirdcs. .\ memht·a IH' .,.,f,rc.~s syslc m 
which a l'oids thi-> disercpa ney cannot exist, sin ce 11·e h.n e alrcady .u sed 
all a\·ailablc con,tants to íulfill othcr. more important cnndttions. Thc 
c:ont,ínuity of dcformations t·.m be rPesl.Jh]i.~hcd only by an additional 
bending of the border zones of both haln•s of thc slwll, aiHI again wo 
ha,·e to refcr to the trcatment oí this problcm in Ch.1ptcr 6. 

A similar distnrbance, bnt of gn•atcr intcnl'ity, is ¡·aw.:ed ·by tbc 
conneetion of the shcll to thc supporting ring, if this is snpportctl by 
Y<'rtical forces, as shown in fig. l:l. Thcn the ring is suhjrd-to compres­
si ve strcsses which fit the po:>ith·e hoop :,lr<';;:-.es in hoth parts of the 
shell e\·cn more poorly than thcse fit. c.tch o her. For this rcason it is 
prcfcrable to support the ring by inclincd 
bars, tangential to the mcridians of the 
shell, or e1·cn by a conieal stccl plate. 'fhen 
the ring is relie\·ed of its hoop stress and 
causes ;,·ss disturbance · of the mcmbrane 
forccs of the shcll. 

If we change the formula for ]J, >-lightly, 
writing 

p, = -;'(h 1 + 11- acos<J>), 

we may obtain the mrmhrane forc!'t' 1.11, ·¡ 
- u ra~;. }j ... ,.,11 Tll •• , f 111~ ''""•"•• 

sphcrical tnnk bottom :-:uch as thnt :-hown 

in fig. 14. Thc e1 .tluatton of thc intrgral (JO) and :-uh'<'<JH•·nt ·'l'!'h 
eation of (!lb) yield 

~T i' 11 ['J 1 l - C'O'tf> J ¡,~ =- -- • rl 1 +a--------- (l + :?•·osA.) . 
6 l + cu~<P 't' 

Xo = + ;·.11 [:Jh 1 + ,_!_=_~o-tf>_ (.í + -t(·osA.)J. 
h l +, o,.p '1' 

Th<":o:e are l,oth (·ompr<',..SÍYc forn•,.,, n111l nt thf' ,.,¡!.!" of tlw -h· 11 • 

must he a ring to t.tke care of the horit.ontal (•ompon•· 11 t of fJ¡,. 111 , 11.¡, 
force N~. . • 

.\JioiiH·t·l,illd of tank hottom 11·lti• h j, of ,,,,, ti~.d ¡ 11 t, 1, 1 ! 

in Íl!.!. ];)a ft i~ tlw lullf'l' lt.df of .111 ··llq•--·•·! .,f 1,.,.,1-J 11 .,, .... 
111111.\S ( OII<'I'I'IIÍilg it-. ¡.!l'lllllf•ln hol\f' ,¡(J,·.t•fl 1,, lf 1\ •• 

add lwre t he relatipn . 

Tlu: load 011 thf• -.]wll ¡, Jlr -;·(11 -! ·:). \\'lu·n tf11, '" lldJ< .. J, 1, ,f: ,. 
tlw intcg1al (10), .1 ""IJl<'llh.tt le tl!_!lhy lllk,!.!t.tflon 1n, 1-.t '" 

1
, .. f, 1,.,.,¡ 

1' 

.:. 
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CH.\P. 2. ~HELLS OF REVOLVfiO~ 

ceasc to be so. Thc slwll degenera tes into a planc plat.c, and no tank of 
rc:~sonable shapc can be obt.uncd. Tllercforc, tlrop tanks are not parti­
culady íit for storing wat.cr, but they ha.vc bcen built for t.he storagc 
of gasolinc. \Yhen lhc tank contams a volatJle liquid, thc prcssure y h 
at t.hc top is weleomc to prcvcnt e\·aporat.ion losses in hot wcathcr. 

\Vhcn a drop t.mk is to be eonstruetcd thcrc will be given t.hc 
spccifle wcight y of the contcnts, thc dcsirable prcssure hC'ad k, thc 
\lorking str('SS a lH thc stcel platrs, and thc rapacity V. Thc íirst thrcc 
of t hC'sc data C'ntcr into the parameter 

~~,=kVY, 
a a t 

but V does no t. Instead of this the wall thiekness t a ppears. One has to 
start the eomputation "With an assumed thickness and at the end check 
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Fig 21. ('a¡.a•·•O of •lrop-•haptd !anks \S, h/a 

t he volumc of the rcsulting tan k. Thcn the eomputation must be H'P"·11-

ed with a hetter fitting \\,tll thickness until agreemcnt betll'e<'n 1 lw 
re'>ulting and the required capaeity is reached. This will be facd1t.dt·d 
by fig.21, wlwre Vfh3 is plotted against hfa. \rith the help of th1 ... 
diagram the computation may be :>tnrtcd at onec \\'Jth the 1 ight \ .dut· 
of hfa. 

Thc .Irop.,hap<'d tallk ¡·an11nt he e\pr¡ !P1l to h:no tnnfm 111 ,¡¡.-­

¡f the adu<~IJ,,Id 1-; dtff•·J•lll lwm the ¡}¡.,ign load, whdlwr it lw th.tl 
thc top pre«;,ure ís not exaetl.v as a~!:>lllncd or that t.hc tank ll> onl,r 
parti.1lly filbL 11 ith or \\ J!hr.ut ,onw gas fll• -.:~ure on thc liqlli•l ], 1 • 1 
fn all thc-c ca ... p~ .Y~ mu"t he founrl Írmn cq. (10) by llt11l11'11t'·•l tllll'· 
g¡.l(;,lll an(l S 0 from cr¡. {!)IJ) One c¡..qcntial result of :-,uch (·omplltattoth 
111.\Y be prrdictcd 1\ithout .:!oing through thc dctails of tlu~ lllllil• 1 H·nl 

:! 3 :-..HELL:-i OF COXHT.\XT ~fl'HE:q:TH 

11 m·k: Whcn we scpar,ltc the tunk from its foundation, wc ftnd two 
exkrn.tl force.;; actmg on it., thc wcight o{ thc contcnts nnd thc upward 
force Pxertcd by thc foundntion on t.he flat bottom. Thc lattcr force 
C!Jtl.ll-; t he prcssure j' JI at ( his Jcy(') mult iphcd u.r thc a l't':t of the boUom 
pl.lte. Under .l!bttrary londing eondit10ns onc cannot <'xpe<'t that this 
r<".lctiOn and t he \h'tght \\ tll be N¡u.ll. Thc force X~ n t. t he elige E, 
fig. 19, eannot t.1ke c,Jt'C of the dtfferencc hccau"e it. 1::; horizontal, nnd 
thcr:fore a tran,..,·<Tsc ó'hcnr Q~ is JWetkd at the cdgc. Sincc t.he mcm­
br.mc thcmy t!cmes the cxi,.,tcnce of trausn~r,.,c shcarfl, it w¡ll yield 
N~= ±<Xl. ami X 8 \ltll then Lecomc infmitc, 111th thc oppo~:>itc sign. 
The pt·Mtical application of the drop shapc &honhl thcrcforc be limited 
to the npper p:ut of the tank, say to 1> < lii0° or 160°, and thc r<',..t 
should be <"O m pletcly cut a way or n·placcll by a n are 11 In eh le.1d~ 

-Sphcrtcal roaf 

,\•1h•"tt dr"<!IIÍilllllt.l· of tlw •llt\.ll•lt•· to ,\ tlll•,! 1,. foil(' th t.lll,!.!PIIt 
J., o ntn•' hnn;.,qt:J! 

I'J¡,. J¡,.,édtt h dt·p~·nd-. on thr- liqu!!l to ht• "tored. T.1nk ... nf grt·at 

.lp.H lt.\ \IJJI ,tf,l.l_l's he(!ltlH' r.ttlll'r fl.Jt ami ma.1· no! lw .ti,J,. tn -,npport 
ti}!·¡¡ u,•, 11 \l't'l,dtt \dJPil "lllf't.\·. Such Ltnk" JH.ty lw l>~nlt in nn np•·n 
I•H'Jll .u:cl (')o,cd by a roof 1\hid1 is nnt tnu!'hl'tl !11 th" l:•;"ld íftc: '!:!) 
i'he caleulation of thc sh.lpe j;¡ 1 t'l',l .~imilar to 1 h.ll .¡,.,, 1 dw.t lwr" 
Tlw nwn.lian :--t.trh \1 ith a -.!'( of f¡,,¡k 1 .dw·• "· 1

1 
• 'f ,

1
:, "'"di 

• nou¡.:h, thc .l('proxnn.tft· formul.t (:?2) may J,.. ¡¡,, ,j ,, · , 1 1lw H1lo· 

:t.I!Joll. l•ut rww hnth l•·rnh 11111'-Í lw, rnplo.I<'IL ,JiJ,! tl · ... 1." /: 

'•,t hr• d~<•-•n ,n ,¡... lrplll!'c·t tlw untl.d 1.tl1t"" nf, ,, í, 
1 

:!.:1.:.! llomt• of ('uu-,l.mt Slrf'lt!!'lh 

.\ ,J¡,.J( dome loob •. tlm .. -t ltf,, .. 1 thHT '''"" n-to¡¡,,( .o11 1 ·., •111•• 

1'111s nu:-.cs thc question 11 hdher or not for .t gi~t•u load tlw1e abo 
>~~ts .t 1"·-t -.:h.tp••. an.tlo:.;oth lo t ft,. fullt('ular <11111' fnr , i .. ¡, 

Tlu., •¡uc ... ttoll ,..Jww:-. plainly th" fund.~m .. IILtl ,J,ff," "' !.. 
tltc ,.,f¡I'IJ ami thr ardt. Only .111 .m l1 ,J¡ li'' ., ¡fl,,. 1 h.· f•tllto ,,¡ .. 
,, fn·1' ftom lH'ttdlll).! mnrnl'nh: ·'"·' ntlwt "ti• IJ•····l. ¡J¡, ''' ¡,, ¡(,. 

í • 
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l.ibrium. Exactly the contrary is true for a shcll dome. 'Ye have scen 
how we can havo equiliurimn wühout bcnuing in almo;,t any shcll for 
,1lmost any load, ami the addüional bcnchng which occurs in boundary 
zoncs 1s of ¡,omcwhat t.hc samc importance as t.he bcnding momcnts in 
a sl<it.ically indcterminate funictÍ!r.r areh. 

:From thi:s sit uat.wn it follo" s that we can ask for more than absenee 
of bcmling. Wc can try to find a shape of thc shcll such that thc mcm­
uranc stress a has thc same magnitudc at c\·cry point and in cvery 
dircction. 

1\s a first problcm of this type we determine the shapc of a dome 
wlnch has to carry its own weight. The problcm is a simple one if the 
dome consists of a plain concrete shell wit.l10ut additwnal dcad load. 
Then, if y is the spccific weight of the concrete, the load per unit arca 
of thc surface is 

p.¡,= ytsincp, Pr = -ytcos<f>. 

IntroJucing this into eq. (9b) and putting 

N.¡,=N0 =-at 

(here a is considered positive whcn it is a comprcsswn, contrary to 
our usual convention), we get 

(/ t (·_!_ + 1 
) = r t coscp (25) 

Tl T2 

a nd resol dng \1 it h respeet to r 1 : 

r - -~--...:r..,.... __ 
1 - {-¡fa) r cos<f> sm</> • 

By mcans oí the geometric rclat.ion (4a) this may be trnn;,formccl into 
a simple diffcrential equution for r(cp) or, bettcr, for cp(r): 

H may be solnd 
There wc have r1 

d<f> y tan</> (26) -¡;: = (i- -,-

by numcrieal integration, hcginning at thc vcrtex. 
r2 , and hence from (25) ami (-la): 

J<f> 1 y 
-¡¡-¡ = ~ = -2a ' 

\Ve ;,ce th.1t th<.•tc i, only onc parametcr, afy. It has thc dJmcrH,ion oí 
a lcnglh and dctcrllltlWS thc ;,izc of thc .-.hf'l!. Whcn \le ita\'c found r 
a:; a fundiou of cp, \\e dctermi11c thc nwndian in <·utteM.tn toortlinatcs 
IJy a &tmplc quarlrature: 

z = J tan cp dr • 

'Thc \lall thií'knc:;,¡, folloll's from CtJ. (!Ja), \düch here ns&mnes thc 
fotm 

1 

1 
and yields 

2.3 SHELLS OF COX~TA~T STHENGTH --

de y dr 
--- =- t tan</>·--. d<f> (J d<f> 

This e qua tion has a ::;implc sol u tion, "hcn ''e h ,m,form 1t to rcctn ngular 
coordmat~s r, ;:; . \\'e haYc 

and therefore 

which is solved by 

r1 _d:._ = 1 1 sin</>.-~-ds dz ' 

y;; 
t = f O C:\ p ---. 

a 

dr 
d:; eotcp 

The solut.ion is rcprcscnted in f1g. :?:l. The ;,lwll may be extc~~tlcd to 
grcatcr anglos</>, but then the c:\ponential grm1th of t leaus to !:.huc­
turcs which soon cense to 
be tlun.wallcd ami prob­
ably are bc;mnd thc spherc 
of tcdmical intcrcst. 

For domes of usual 
sizc~, the problem of a&)](')] 
of con;.tant strc;.s is of no 
¡)1'.\cl i e.ll i m put Ltnu', bc­
utusc shclls of .tHy rcason­

11~ .:1 

ablc :,hupe ,,ilJ ha,·e diu·< t. ¡-.flf"''''" fa¡ bdo\1 thc ndmi:-..-ihle limit. 
13ut 1\C sec, for c:\tllnple, Í10111 '''l· (l:n fur,. ... ph•·IH d do 11 w, th. 1t tlw 
,;tu:-...-., I'C'>Illtnnh are propo1 tinn.d to Jl•l; therdon' the 1--ll'l''-l--l'" t·.tu:-1•11 
by the wci~ht of tlw :,lwll .11c Jllop H'IIOn.d 1o 1' •1. Thi,; intli!'.lks that 
thcy incrca,;c in p~:oport ton tn t he di.tmcter of t "" <lnnw. mdep<'JHI­
cntly of thc \lall thieknt ""· TheH·fon•, for ,.,,.1 1 "IJ.1pc of thc :-hell 
t.lwJe C:\Íf-18 a <·crtain :-:iz•' lw~ ond \1 hH h 11 e.tll nn long•·r h.· huilt. in a 
lll.lkl'lal cAn gin·n ajy, o~JHI tlw -lwll nf c·on:-Lwt -..tn·"' l'- th.1t \\hid1 
allow, thc big~est <lotnc. 

Usually a large dome \1111 h.ne .tn "l~~"llÍII!! ,¡f tl1•· tnp \'. 1 w.q· 11 ,,! 
the pr;niou..; :-.ollltHm ni-,¡) 111 tl11,; <.1''' tf '"' •hn"'" thl' th~tkiJ•·'~ f ,.0 

lhat •''4> --•il, togl'lh•·r \\Íih a •·ollljll· '"'' 1111;; 1\ll! },.. l.tp.dllt> of 
c·,¡¡r.nn~ thP lo.l!ls .lppll!:<l at tlw ''1'1" 1 l · ];ni tln" j, lil!l ilw 111n..,t 
!.(t'llt'tal :-.olution for .t dnnw h.n ing ano¡" 11111 \\ '· .. d Jt L., "' 1111 ,, 

lltkgt.Jtion of •·q (:!li), IJI':.:II111ing .ti tlu~ l'd:.:·· ,11· 

\alue cp cp0 • Thi ... mcHih that wc han: !.110 para1nel• ,.., .tJHI hl'll\.'(' a 
:!lt .t!l-r 1 .tl'l!'l,\ uf 'ha¡w-.... lf \le• dtoo-•• 'fn ll. ·,1, · 

·h 1 h.1t 111 f1.:! :! l.t 11 In• h .dtuh .1:.: ,,n ... t .\ 1111•' !1.11 111 .. •,, l" 

fonc <Jfb. 'l'o 1\\nld .t lnt.d dhfiiJb.lllCI', it~-l'l""" -.:·l'll!il• ,,,,; !.. 11 .. 

t!u ,t¡(',¡ f f, o~nd 11 1111! he lflllll' h,.l\,\', To Llll.\ ¡¡, 11d~ht, 11•· mu,i 

• 
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Ftg 24 Domes of constan! •trength "tth skyllght 

choose <f>o > O. Among t.hese solut.ions is the one \\ llit h \\e obtain<>d 
for the closcd shell. If we choose </>0 so that 

t.an</>0 y __ b ___ =-a-
the mcriuian begins with a point of ínfl,, ti•lll .tnd for ,..¡¡Jl ~rratl'r 

valucs of </>0 \\C cometo shap<•,.. .J.S tll•h• ,,¡, .¡ '•.\ 1':,! .!!d 

2.! Loads \\ ithout \' f 11 S,1 '·l:lldr) 

2.4.1 Gt•Jwral E.pt.llion~> 

·we shall now drop thc a&sumption th.\1 .di load" .md ,.,tl'l'"" n•,uJt. 
ants are indcpcndcnt of thc coordmatc O. Tlw <'•¡t',i1t·"•' (Q,¡-1') h.t\t­
alrcady bcen cstablished for the general •·<~~•· :-:tn••· 111lP ot tlt<·HL 

eq. (6c), contains no dcrh·ativcs, \\(' u~c ti lo' lllllllt·'!t: Su ftom tlw 
ot.her two. Making use of thc g<>omrtrit alt vl.tl 11 ; 1) l'ld ¡.i) ",. nltt .ti n 
thc following sct: 

'
1 JI, ) ( .!i l 

(¡Q 

\re might go une :,lep fut ther ami eliminatc S.¡, 9 • Tlu-, \\otdd ll'.HI lo 
a sccond oHkr <hffcn·nt1al equ.ttJOn for X.b. \\'<· ..... h.tll < 11111<' hu k In thi~ 

on p. íS and 11 e :,hal! ~ce t hnn 1 hat i 111 porLIIl 1 <"O!H !11-1• .,.,., 111.1.1 1,.. d ~,, \\ n 
from thi:, cqu.ttion. But for the Pll''t'llt !Jlll(!"'P 1t ¡, .. 1mph·t to ll't' tlt .. 
~>,\"te m (27) .. 
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Alberca y Gimnasio O·~impicos 

Procedimientos de Construcción 

RESUMEN 

Este artículo describe la construcción de la alberca 
y g1mnas1o olímp1cos. la cub1erta, que m1de 99 6 X 
1 O 1.6 m en el caso de la alberca, y 66 4 X 7 6.2 en 
el g¡mnas1o, es una de las cubiertas colgantes más 
grandes en el mundo. Está formada por cables de 
acero anclados en uno trabe de borde que se apoya 
en columnas de concreto armado. la cimentación 
y gradería son también de concreto armado. 

l. INTRODUc;CION 

Y,:~ 1 AS IN~ 1,\L/\\IONES. constnudas por la Secreta­
&;: Ji,, dl' Ohras Públicas, t1enen d1stmta utlk:il-

nón. pero el t1po y cnterío de d1scño de e<.truc­
tur<~non t'" el nu~mo. además de tener elementos 
comunes En estas condaciones hablaremos del 
COllJUiltO 

L1 a lbí'rc a es u llil estructura de 99.60 X 1 O 1.60 
m. no mclllldos los serVICIOS, por lo que se puede 
cata lo..¡ar su cubtertil col¡:¡ante como una de las 
mi\'i fJrandes que ex1~ten. Junto a esta instalación. 
y aprovechando uno de los ejes de columnas. se 
encuentra el ¡:J1mnas10 para vohbol de dimensiones 
66.'10 X 76.20 m. La superfiCie total construida es 
de 39 000 m: aproximadamente. En cada una de 
estas estructuras podemos distinguir. atend1endo a 
la carga que rec1ben de la estructura. las s1guientes 
zonas: 

• S!'cn·!<~ria de Obras Pübhcas; 
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SYNOPSIS 

This paper descnbes the construction of the Olym­
pic swimmmg-pool and gymnosium. The roof, which 
measures 99.60 X 101 60 m in the swimming pool 
and 66.40 X 76.20 m in the gymnas1um, is one of 
the largest suspended roofs in the world. The whole 
foundation and grandstands are of reinforced con­
crete. The roof is made of suspended steel cables 
onchored in a steel beam supported on the columns 
of reinforced concrete. 

a) Zona baJO la escalinata y losa de acceso que 
se caractenza por una carga ligera de 1 
ton/m2

• 

b) Zona bajo las graderías con una carga tras­
mitida de 3 ton/m' aproximadamente 

e) Zona correspondiente a las columnas que 
soportan la cubierta cuya carga en la ci­
mentación es de 6 a 7 ton/ m2

• 

2. CIMENTACION 

Durante la etapa de excavación, previa al colado 
de la cimentación, se encontró un terreno con ca­
racterísticas limo-arenosas. En efecto, a los 2 m de 
profundidad se encontró una capa de arena que 
drena muy bien el terreno, y alrededor de los 4 m 
un limo arcilloso con alto contenido de agua. El 
nivel de aguas freáticas se encuentra a 2.20 m apro­
ximadamente. De acuerdo con los estudios previos 
de mecánica de suelos, era conveniente limitar las 
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Etapa de excovaci6n 

zonas excavadas. ya que por c.tda tonelada de 
-1escarga se esperaba una e>.pans1ón de 5 cm. 

En estas condiciones el proceso de excavación 
se reahzó de la siguiente manera. 

Se imció en las zon.l!> oncnte y poniente con 
una profund1dad total de l 05 m. La Clmen­
tactón de esta parte esta formada por zapata<; 
corndas de concreto armado. 
S1multúneamente se comenzó la excavac•ón 
de la zona corrc'ipond•ente a las graderías. 

con una profundidad maxtma de 2.55 m. La 
etmentación de esta zona está formada por 
cascarones invertidos en la alberca, y trabes 
y losas de C1mentac1ón en el gimnasio. La 
profund1dad de excavación se escogió con el 
cnteno de compensar las cargas de la estruc­
tura Las zonas excavadas tenían unas di­
mensiones máximas de 20 X 40 m. 
Zona de caJones profundos correspondientes 
a las columnas que soportan directamente la 
cubierta. La profund1dad de excavación en 

Detalle del onnodo en clmenloci6n 
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Detalle del armado en foso de alberca. Se aprecian los ancloios de postensado 

esta parte es de 3.85 m en la zona sur. de 
5 05 m en la zona intermedia. y de 3.55 m 
en la zona norte. Las partes excavadas tenían 
una superf1c1e máxima de 20 X 25 m, además 
del talud que había que dar a las paredes de 
)¡¡ exc<~vac1ón Durante este proceso se man­
tuvo el nave! de agua freátlca abatido a una 
profund&dad de 6 m con respecto al nivel del 
terreno. 
Fosos de alberca para natac1ón y para clava­
dos. con una profundidad de 2.20 m el _pri­
mero. y máx1ma de 6.25 m el segundo. Esta 

excavac1ón se realtzó en su totalidad permi­
tiendo que el terreno tuvtera expansiones du­
rante el proceso constructivo. De esta manera 
se trataba de evitar que los movimientos fu­
turos de esta zona, producidos por descarga 
de la alberca. afectaran al resto de la estruc­
tura. 

Los fosos presentan el problema de que cuando 
están vacíos se encuentran sobrecompensados, y 
por lo tanto tienden a emerger induciendo esfuer­
zos al resto de la estructura. De aquí que, con el 

Vista panorámica de los fotos en la etapa conslrucilva 
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procedimiento de excavac1on descrito, sé tratara 
de producu expansiones miciales en el suelo, con 
ob¡eto de que, al colar los elementos estructurales 
prop1os de los fosos, y al llenar los m1smos con 
agua. hubiera recompresiones del terreno, y por 
cons1guiente asentamientos semejantes a los del 
¡esto de la estructura. Con las losas de fondo se 
buscó lastrar estas zonas sobrecompensadas y evi­
tar la flotación; de este modo el foso de clavados 
tiene una losa de concreto de 1 m, y el de natación 
de 0.20 m de espesor. 

Durante este proceso de excavac1ón se llevaron 
mvelaciones penód1cas de bancos situados en el 
centro de la excavación, y el valor máximo de las 
v.pans10nes fue de 5 cm. 

Una vez efectuado el colado de cada tramo de 
e~mentanón, se procedía a lastrarlo con agua, y 
a contmuaCJón se excavaba la zona siguiente. 

3. ESTRUCTURA 

Conforme se 1ba terminando el colado de la ci­
mentación, se lnJCiabn de mmed~ato la construcctón 
de la losa de mvcl 4.00 y el colado de las grade­
rías. Todo el colado se efectuó con concreto pre­
mezclado; se logró un promedto de J 00 m 1 de con­
creto colado por día. 

La fosa de nataCión y clavados está constituida 
por dos muros paralelos. que forman un pasadizo 
penmetral que tiene por oh1eto alo¡ar tnstalaciones. 
También perm1te el acomodo de cámaras de televi­
sión, de fotógrafos. etc. Todo el concreto en con­
tacto con el terreno tiene en su parte exterior un 
recubrimiento de lámma de PVC para impedu fil­
traciones de agua. De estos muros, el interior en 
contacto con el a51ua de la alberca es el menos se­
guro, ya que puede pcrmtttr fugas de agua. El 

cálculo de estos fosos, se ha realizado suponiendo 
una losa de fondo apoyada en una serie de trabes y 
muros ligados al resto de la estructura. Para evitar 
la fisuración de los muros de la alberca. además de 
su armado propio como trabes, se les aplicó una 
fuerza de postensado. El proceso de construcción 
seguido fue el siguiente: · 

Colado de la losa de fondo de alberca sobre 
una lAmina l!Jlpermeable de PVC. Después 
de alcanzada la reststencia de diseño. se pos­
tensó a 50 ton por tendón, estando estos a 
2.50 m de separactón. 
Colado de los muros perimetrales hasta el 
nivel 0.63 m postensando estos elementos a 
40 ton. Existen dos tendones. 
Colado de la parte superior de los muros pe~ 
rimetrales y postensado de los mismos a una 
carga de 60 ton. Existen tres tendones. Con 
este procedimiento de tensado, se trató de 
evitar fuerzas muy excesivas de postensado, 
como hubiera ocurrido de haberse aplicado 
el tensado con todos los elementos colados. 
De esta manera se ehmmaron las grietas en 
cada uno de los elementos estructurales que 
forman el foso. 

Después de haber colado los fosos, y transcu­
rrido algún tiempo para permitir movimientos del 
terreno, se hg<lron aquellos al resto de la estruc­
tura. 

El proceso de wlado de las columnas que sopor­
tan la cubierta fue una de las etapas más difíciles 
en la construcctón. debido a la altura que es de 
26.50 m en el eje norte; 37.50 m en el central 
y 34.50 m en el eje sur. Todo el trabajo se realizó 
por med1o de andaml':'~ tubulares, sobre los que se 
ejecutaron las man1obras de trabajo. El peso de es-

Proceso de colado de la' calvmnas cenfrcllles 
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Construcci6n de las gradP.ríns 

tructura tubular por metro de columna fue aproxi­
madamente de 400 kg. Se usó madera machihem­
brada corno c1rnhra. troquelada por medio de tor­
mllos de acero. Las umones de colado se hicieron 
de lámin<• ligadas a la Cimbra, que marcaron la jun­
ta en el Loncreto. El tiempo promed1o en que se 
ejecutó un Ciclo completo. por tramo, fue de tres 
días. La pnnCipal d1Íicultad estuvo en el colado de 
loe; dwfr<~gmas que interrumpían mtenormente la 
columna y que estaban a una separación aproxi­
mada de 4 ó 6 m. La sección de las columnas ex­
tremas es de 2 X 3 m, y de 3 X 5 m las centrales. 

Las columnas centrales, comunes a la alberca y 
gimnasio, se encuentran en condiciOnes d1stintas de 
las de los extremos, por no tener retemdas. Deben 
soportar un momento adicional produc1do por la di­
ferenCia de pesos de las dos cub1ertas, además de 
la distmta altura a que se encuentran ambas. En 
estas condiciones se creyó conveniente postensarlas 
aplicándoles, por tendón, una fuerza de 85 ton en 
las centrales y 49 ton en las correspondientes al 
mismo eJe. en su cara norte colindante con el gim­
nasiO. Se empleó el anclaje tipo Prescon. Cada 
columna t1ene cuatro tendones de diecinueve alam-

Procuo constructivo de la zona común de alberca y gimnasio 
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Detalle del anclaje de la trabe de borde 

bres de 7 mm a una altma de 20 m. y siete tendo­
nes de dtccmucYe alambres de 7 mm a 35 15 m de 
altura. Durante el proceso de tensado, estas colum­
nas sufneron en su extremo superior un desplaza­
miento má:-.1mo de 2.5 cm. En la c1mentac1ón de 
estas columnas tamb1én hubo neces1dad de consi­
derar la diferencia de peso de las cubiertas: para 
ello se colocó un lastre de arena en la parte de ci­
mentación que corresponde al gimnasio. 

Simultáneamente al colado de las columnas. se 
miCió el monta¡e de In estructura de acero. Esta es­
tructura está formada por las columnas de los e¡es 

1" • 

L 
l 

1 
~ 

extremos onente y pomente que, al mismo tiempo 
que forman la fachada, soportan la trabe de borde 
de la cub1erta. Son columnas con una alta rela­
ción de esbeltez y están restringidas. a manera de 
puntales. por las trabes que soportan la tribuna 
provisional. Una vez montadas las columnas que 
se fabricaron en dos tramos. se montó la trabe de 
borde utilizando para ello un cable-vía. El peso 
promed1o de cada una de estas piezas era de 4 ton. 
Especial dificultad pr~sentó el lograr la unión de 
los tramos de la trabe de borde con los anclajes 
alojados en las columnas de concreto. En toda la 

Monta¡e de lo etlructuro de acera 

OcTUBRE DE 1 968 513 



¡--,.. 

Vi>la panorámica de la obra cuando se lnlcl& la colococl&n de los cobles del techo 

c-,trurttu.J de acero se h1cieron las pruebas necesa~ 
n,ts de c<1ltdad del material y se rad10grafmron las 
"oldadura<> 100 por Ciento. El promedio de acero 
fu e de 4 5 00 kg 1m2 en lo que respecta a la cubier~ 
ta. La totalidad de la estructura se fabricó y montó 
en un t1empo de 150 días. 

T0das las graderías para público se probaron de 
a<.uerdo con los reglamentos en v1gor. En este caso 
la caq:¡a aplicada fue de 950 kg/m~. La flecha má­
x•ma observada fue de 1 O mm que se recuperó en 
un 90 por ciento. 

4. CUBIERTA 

El techo, que cubre una superficie de 98.40 X 
107.90 m en alberca. y de 66.40 X 73.80 m en gim­
nasio, está formado por una cubaerta del tipo col­
gante que, por sus dimensiones, se puede conside­
rar como una de las más grandes construidas hasta 
el momento. La integrada por una retícula de ca­
bles de acero de presfuerzo con curvaturas opues­
tas en do.s d1recc•ones En el sentido laq:¡o o de car­
ga se em.ucnt•" '"'os tendones formados por doce 

Detalle de la conotrucci&n de la5 trabes que soportan las graderlas 
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cables de 7 mm en la alberca, y por d1ez cables de 
7 mm en el gimnas10. La separación de estos cables 
es de 1.59 m entre sí, con una flecha máxima de 
7.50 m en la alberca, y de 5 m en el gimnasio. Los 
anclajes se encuentran a distinta altura con objeto 
de descnb1r una parábola cuyo vértice superior se 
encuentra en el e¡e central de la cub1erta. En sen~ 
t~do transversnl hély célbles de forma cada 2.07 m, 
constituidos por un torón de !,1" de diámetro, de 
¡¡cero galvanizado de prcsfucrzo. La flecha de los 
cable~ en sent1do transversal es de 5 m en alberca, 
y de 3.50 m en g1mnasio. 

Hay que proteger estos cables adecuadamente, 
ya que en caso contrano pueden oxidarse rápida~ 
mente y fallar de manera brusca. La oxidación se 
mcrementa, en este caso. debido a los siguientes 
factores mdicados en seguida: 

Los cables ~on de acero de presfuerzo y por 
ello con alto contenido de carbono. 
E..,t¡m sometidos a un esfuerzo de tensión. 
Los de la alberca se encuentran en un am~ 
b1ente con un contenido de humedad relativa 
de 65 por Ciento. 
La atmósfera de la alberca contiene algo de 
cloro ( 0.3 partes por mdlón) deb1do a la eva~ 
porac1ón del agua. 

Por estas razones. se efectuaron pruebas en la 
Facultad de Química de la Umvers1dad Nacional 
Autónoma de Méx1co, en el Instituto MexiCano del 
Petróleo. a~í como en el laboratoriO de la propia 
Secretaría de Obras Públicas, que sug1rieron fmal~ 
mente la necesidad de proteger todo el cable de 
acero con un galvanizado electrol•ttco. y sobre este 
apl1car una segunda protecCión a base de revesti­
miento de vimlo El proceso de protecCión del cable 
se reaiJzó de la SlfiUlente manera: 
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Limpieza del cable, que consistió en un des· 
engrasado en solución alcalina y, después de 
un enjuague, inmersión en una solución áci· 
da ligera. 
Inmersión en una solución para galvanizado 
electrolítico a temperatura ambiente y secado 
al aire. El recubrimiento de zinc alcanzaba un 
espesor de 0.0008 a 0.001 mm. El galvani­
zado en caliente se desechó por temor a que 
se modificaran las propiedades mecánicas del 
acero. 
Revestimiento de vinilo por el sistema de ex~ 
trusión con un espesor de 1 mm. La tempe­
ratura máx1ma del material sobre el cable fue 
de 170°C, lo que es perfectamente admtsible. 

En las pruebas mecánicas y químicas que se hi~ 
cieron posteriormente al cable, se confirmó que no 
se alteraban sus propiedades físicas y que el recu~ 
brim11:-nto resistía absolutamente el ambiente de la 
alberca. 

Se comprobó el perfecto estado del recubrimien~ 
to a la salida de la fábnca. En la obra, por medio 
de un aparato que mandaba una corriente eléctrica 
al cable de acero, se reg1straba cualquier ruptura 
que hub1era en el forro, causada por su mane¡o. 

Los lugares donde había fractura se ligaban por 
medto de cinta de vu11lo que sellaba la grieta. in~ 
corporándose excelentemente al material de fábrica. 

La unión o adherenon entre vimlo y galvamzado 
se debe a la presión que e¡erce el vinilo sobre el ca­
ble en el proceso de enfriamiento. 

Hay que tener cmdado en los lugares en que 
existe concentración de fuerzas, como son los pun­
tos en que se encuentran aplicados los nudos de 
sujeCJón para las lánunas de la cubierta, o los pun­
tos de liga con la trabe de borde. En estos lugares 
se protegió el con¡unto de los doce cables cori una 
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Ando¡o de los retenidos 

envoltura achtional de pohvmdo <.uyo espesor es de 
J 111111. 

Los cables de c<UfFI recubtertos como se indica. 
se e:ottaron a la medida teóriCa de 102 90 m en la 
illhelt:,l. y de 6CJ JO m en el gnnnasto, y se anclawn 
en las trabes dC' horde meclmnte un ancla¡e ttpo 
rre\ ssinet de concreto. para doce cables. 

ll ubo neccs1dad de qtutar el recubrimiento del 
c<~hk en lil zonil de la cuña de anclaJe. 

Prev1amente .1 la sub1da y ancla¡e de los cobles 
~e tnlocaron. a la dtstanCJa requenda por el pro­
vedo. los nudos que servirían para sutetar la cu-

biert;¡ los cables de forma. Simultáneamente se 
su¡etó u1 estos mtsmos puntos un anclaje de alam­
bre de presfuerzo de 4 mm de dtámetro, con objeto 
de colgar allí el lastre del que luego se hablará. 
Para evttar que el alambre citado llegara a dete­
riorar el recubrimiento de vimlo. se le adicionaba 
un recubnmiento de cmta adhesiva y sobre esta, un 
tramo de tubería de PVC gruesa. 

Con todos los aditamentos cttados. se ancló el 
cable en sus extremos, haciendo coincídtr las mar­
cas que se habían hecho previamente de acuerdo 
con la longitud teórica. A su vez esta longitud teó-

OQ!olle de las retenidas 
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Vista general de la irlbuna 

rica de los cables de l-ar5Ja ~e había comprobado, 
colocando el pnmer cable JUnto a la trabe de borde 
de la cub1erta. de tal modo que coincidieran ambos 
al aplicarle una G:tr5Ja prov1s1onal. semeJante a la 
dehmt1va. Conforme se colocabcm los cables de 
car¡¡a, de los alambre~ Clt<~dos se col9aban reci­
pientes con capac1dad de 200 lt. Una vez termina­
da la colocaCión de todos los cables con los adita­
mentos correspondientes. se procedió al tensado y 
lastrado de la cub1erta. 

La man1obra de lastrado se realizó simultánea­
mente en la alberca y g1mnasio. Se 1111ció en las fa­
chadas oriente y poniente. 

Mientras que en la alberca el ];"~strado se hizo 
llenando con agua los recipientes, en el gimnasio 
el lastre se aplicó llenándolos con arena. De esta 
manera la relación de pesos era 220/365, que es la 
m1sma que existe en la cubierta defmitiva, y con 
esta diferencia en carga se busca reducir al máxi­
mo el momento flexionante en la columna común 
a' las dos estructuras. Al aplicar el lastre, lo que 
se hizo gradualmente, el desplazamiento vertical 
máx1mo que los cables de carga tuvieron fue de 
1 .04 m en la alberca, y de 0.69 m en el gimnasio. 
Debido a esta carga, las columnas de concreto su­
frían deformaciones cuyo máximo valor permitido 

VIsta de la fachada 1ur 
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lnlciaci6n de la colocad6n de cables de la cubierta 

fue de 4 cm hacia uno u otro lado. Cuando la co­
lumna alcanzaba este valor, se tensaba la retenida 
hasta que la columna alcanzaba una deformaCión 
de valor semejante en el sentido opuesto. 

Las retenidas son cables que tmpiden el libre des­
plazamiento de los extremos de las columnas. Los 
cables están anclados al terreno med1ante unas ma­
sas de concreto cuyo volumen es de 300 m3 cada 
una. El peso de este volumen es supenor a la ten­
sión del cable, con objeto de que esta sea efectiva. 
El conjunto cubierta-columna-retenida, se encuen­
tra en eqmhbno y la cimentación del grupo queda 
compensada. 

La tenstón aplicada a las retcmdas, las que están 
formadas por 48 cables o torones de ~~~. se aphcó 

en cuatro etapas hasta alcanzar una tensión total 
máxtma de 357 ton en algunos de los cables de al­
berca y de 321 ton en gimnasio, aproximadamente. 
Todavía en una última etapa se comprobó la ten­
sión fmal para tomar en cuenta efectos de distri­
bución producidos por la continmdad de la trabe de 
borde. Durante el tensado se comprobó que, en las 
etapas imciales, las deformacmnes eran relativa· 
mente más pequeñas debido a las restricciones im­
puestas por la citada trabe de borde. 

El obJeto de lastrar los cables de caq:¡a antes de 
colocar el techo, fue el de lograr la forma final 
de la cubierta, ante~ de efectuar el colado del firme. 
Los cables de carga con la cubierta de lámina, tie· ' 
nen restncctones y fricciones en cada uno de los 

Detalle de lo1 cables 
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Detalle de lo• nudo• 

puntos en los que se encuentra apoyada la lámina 
que hacen tmposible lograr una untformidad de es~ 
fuerzas y de forma en la cubterta. Además. hay 
que tener en cuenta que las condtctones mictales y 
lon!:jltUdcs origmalcs de que se parte, son distintas ' 
para cada uno de los cables. debido a errores en 
localizactón de ;:~poyos. de mcdtda. dtferenCtas en 
tenstón, etc. E..,to h<~ce que la ftgura que se obtiene 
al tensar los cilblcs, no sea una curva contmua 
adaptada al proyecto estructural. En esta forma. 
una vez aplicado el lastre, se puede corregtr la ten~ 
sión en los cables hasta lograr una superficie con~ 
tinua igual a la supuesta. Tambten debe tomarse 
en cuenta que al aphcar el ftrme de concreto sobre 

r· 
:--::4.-~ 

\-ií..7;". 
~ ' ~' • ., ... J'• 
~- ... ,\.,..... __ ... . 

'\: ' 

'.' 

. 
"'""-

una superficie pretensada y que no vaya a tener 
movimientos posteriores, se evitan posibles grietas 
o fisuras. En cierto modo, equivale a una prueba 
de carga. ya que se aplica una carga provisional 
equivalente a la definitiva, durante la etapa cons~ 
tructiva. 

Otra alternativa habría sido la colocación de 
obra falsa para dar forma a la cubierta. Esto habría 
requerido que se conociera con toda precisión di~ 
cha forma. Este cálculo sería muy complicado y de 
resultados inciertos, además del alto costo que hu~ 
hiera temdo el procedimiento. La solución adopta~ 
da tiene la ventaja de su economía, el poco tiempo 
requerido en su ejecución y el permitir que se rea~ 

Colocacl6n de lámlnat dt la cubierta 
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VIsta de la cubierta 

hzaran traba¡os en el resto de la estructura de ma­
nera independiente a los trabajos en la cubierta. 

Las teñsiones que se presentaron sobre los dis­
tmtos cables fueron las siguientes: 

Cables de carga 
Cables de retenida 
Cables de forma 

30 ton ó 6.490 kg/cm2 

357 ton ó 8.000 kg/cm~ 
2 ton ó 2,150 k g/ cni2 

Sobre los cables de carga y de manera Simultá­
nea a su tensado. se fue colocando la lámma de la 
cubierta. Es lámma acanalada galvanizada y pin-

tada al fuego, del N" 20 en dimensiones efectivas 
de 0.73 X 6.30 m. La sujeción de la lámina se hizo 
por medio de nudos. Se tuvo un promedio de colo­
cación de 500 m2 diarios. Las perforaciones de la 
lámina se protegieron de la oxidaCión con una pin· 
tura epóxica, además de proteger cada orificio con 
una tapa de hule. 

Sobre la lámina se aplicó un f1rme a base de car· 
lita con un peso volumétrico de 1,200 kg/m 1 en 
gimnasio y de 1,000 kg/m 1 en alberca que daban 
un espesor promed1o de 6.2 y 5.8 cm, respectiva· 
mente. Este firme, cuyo objeto es el de suministrar 

Detalle de las preparaciones que se deJaron en los cables 
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Vista de la colocaci6n de lastre en la construcci6n de la cubierta 

el peso suftctetlte para contrarrestar la aceton de 
succtón del vtento. se armó como se describe a con~ 
tin uactón. 

Sobre la lámma se aplicó, en el senttdo de los ca­
bles de car~a. ,¡Jambre de presfuerzo de 4 mm a 
4.5 cm de sep.uactón de una lon~ttud tal que el 
alambre con su peso propio quedara separado de 
la lánuna, en la parte central, 6 cm en el Hlmnasto, 
y lO cm en la .1lbcrca Este alambre estd anclado 
en un.1 trabe hm tzontal de concreto que e~t;1 ltgada 
a la trabe de bmde de la cubterta Tr,msversalmen­
te e.ll.tste un refuer:w de temperatura para evitar el 
agnetanuento del ftrme. Sobre e~t e armado están 
los cahle'i de fm ma ya cttados tt•n.,,tdoo; de tal 
suerte que ba¡en el refuerzo de 4 mm a una dtst.1n­
CJa de 1 cm de la lámtna de la cubu.•rta. Con este 
tensado se est:1 apltt.mdo a b cubterta una prestón 
umforme de 5 kg 1mc. Hay que tener pre~ente que 
no está aphcadd tbrertamente sobre los cables de 
carHa mfenorcs y por lo mtsmo estos no deben so­
breca rg .11 se 

Conforme ~e tba efectuando el colado del ftrme. 
por fa¡a!> de 2 m de ancho transversales .1 los ca­
bles de cur~l·L se solt;.tba el la!>trc. En e!-.ta ope­
ractón se e~ta sustttuycndo el peso aplicado a la 
cubterta y por ende :,e evtta el a~netamtento del 
concreto. Adcnhts. como el peso húmedo de este es 
de 1.320 kg 'm,. y Jurante el secado a la intemperie 
pterde alrededor de un 1 O por ctento del mtsmo. se 
logró una recuperación de 4 cm de la flecha llltCial 
de la cubterta. y de ahí. por eso. un postensado de 
la m1sma 

En las 111\ t·i,tctones cfectuadd!> a la cub1crta du­
rante la etap.t de tolado. c:;e ob~ervó que los movJ· 
nuentos er,ul del orden de 1 cm. 

Sobre la cub1erta ~e apltcará un •mpermeabtli­
zante formado por una capa de hule buttlo que que· 
dará aparente 

Onuour nr 196X 

Proceto contlrucllvo de la cubierta 
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Vista general de la alberca 

La distnhuuón del peso fm<al de la cub1erta re­
sultó: 

Peso ele c,,b/es: 2.7 kg/m~ en alberca, y 2.3 
kg/m~ en ~1•mnasio 

Peso de la lamtn<l' 10.9 kglm' 
Peso dd fmnc de concreto lr{lero: 58 kg/m2 en 

la alberca. y 74.5 kg/m~ en el gimnasio 
Pe$() del imper meahili:antc 3 kg/m' 
Pc$o dl· rctenrd,Js 2 2 kg/m' 
Peso de estrw twa de acero corrcspondrcntc a la 

cubierta 45 kg/m2 

Las trabes verticales de acero que ligan las co­
lumnas de concreto se recubrieron con lámina ex­
truida de asbesto de 3 pulg de espesor, apoyada 
en soportes de acero estructural. 

5. CONTROL DE MATERIALES 

Durante toda la obra se efectuó un cuidadoso 
control de la misma que se llevó a cabo con la par­
tic•paoón de la Dirección General de Laboratorio 
y Control de Calidad. En efecto se realizaron las 
siguientes pruebas: 

VIsta general del gimnasio 
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Control de acero de refuerzo para concreto. To~ 
do el acero utilizado fue de grado duro 

Control de concreto. La resistencia especificada 
para el concreto variaba de 210 kg/cm2 a 350 
kg/cm2 a los 28 días de edad 

Control del acero de estructura 
Control de soldadura. Además de pruebas vi~ 

suales. tanto en taller como en obra se radiografia­
ron todas las soldaduras de campo. 

6. CONCLUSIONES 

En el poco tiempo que-~lléva el ed1ficio de cons­
truido. el comportamiento del mismo ha sido satis­
faetona. Podríamos resumirlo como sigue: 

- La estructura ha tenido durante la etapa de 
construcción un movimiento anual de 3 cm 

con respecto al terreno que la circunda. En 
los últtmos meses se ha observado tendencia 
a establi•zarse y es de esperar que en lo futu~ 
ro se mueva junto con el terreno. 
La cubierta muestra movimientos máximos de 
4 mm con el paso de personal sobre la misma. 
El desplome máximo de las columnas, medi~ 
do por medio de reglas fijadas a estas, fue, 
durante la construcción, de 2 cm con res­
pecto al que había originalmente. 
Los movimientos máximos difPrenciales que 
se han obtenido en el transcurso de un año 
han sido de 3 mm. 

La ejecución de la obra se llevó a cabo contro­
lando su avance por medio de programas de ruta 
crítica. Se inició el 1'~ de marzo de 1967 . 

• 11 ..... 11-
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. ANALISIS DE LA CUBI~A 

Este capltu_~ .• lo subdlvldllemat en lea algultrntes canceptoh 
- . ' 

1. Dete..-lltaclGn de la tuperf1cle que adaptaren los cables. 

2. Procedimiento eo~utawtlvo y su Jnnuencla en el tipo de cubierta. 

3. Analbls do esf'uer201en las cables suJetos a carga vertical, viento Y a1aRD. 

DetermlnGcWin de la auperflda que adoptaren los o6l111 

Ea tnd1spemable delw:i ..... cualttatl~nte 101 wlores ele las fueraas que • 1ndu­

&n en Jo¡ caWes par la re.- cielo auperflcle. Para ello ccnaldetemOS una mel'ldnna flex1• 

..., 
• 

Efectuando un CCII'te en un plano paralelo al plano x z , lendrr ... 

z )·· q( +) l ! 
Ha 

et Tdy da 

1 

Por condiciones de equlltl:rrk. la rasultonte de w t.nsl&. T •n la dlrocc16n del efe; 

, avJeta firmemente en au perfftfllnt y balo lo acclen de w.a pes~ unlfornw Y c:ondante, x debe ... Igual a cero, o ... que 

1 
pudlena c:cnn1:a• de ~&nilciD ... en su .,..nelat T1a T• • Ha ~18ft t.lzontal ele la teral6n. que padrlb a 

f(y)l por sl..,.llcldad la obUgarena 111 aer cons..,.. 

para cortes ,..ale lea al piCIM x a) 

l 

y 

···~ 
-1'-

da 

~, La 

z '' • 
~ L2 • 

o 

AJb, 

dedande, 

(1) 

., 
T'cs Ha 

cos(9x+deQ 

La IUIIIG de las camponentes wrtlcales ele las ,._..._ Interiores .,. •tu dlrecclan 

[- Tsen Gil+ Tsen(&x + d9a) J dy ----------

en la que T y T' rep;ew~tan la tenslen por unidad de longitud en loa puntal P r ,. • 

Sustituyendo .n (3) los wlores obtenido~ ., (1) y (2) ........ , 

(3) 

[- H• tan ex+ Hxtan(9x +d9xl] dy (4) ) 



• 

w.wlnlcNn 

f(Jl+ Aa)• f(a) + Af(x) 

tan (8a+d8SI)=tan 8x + dtanea 

lltfhlyl!mdo .. (4), • ........., 

tta[-tcm 8x+tan8xof dtanex] dJ 

• 
Ha (d teal) dJ 

N.a W., al • ... ....,r~c .. cualqulere CUJ"'I8CIIIIaCI&t.., 

por el punto • • o, y • 1t ...-... ..., plano AICD paralelo al plano XOZ, ,_... 

.. la e&WCien .... ,._. 

'. b 

la KWelen de la c::ww EPF, b ....... ldn •1 pi- CCift la ..,.,..ele • 

) 

• 

z .. f b,b) 

_.lcltnando a AD como eJe ele l111 a: y A8 como efe de l01 x. 

En este plana, ~ z representa lo mismo que ..!!.!.... , o tt11a el valar ele lo ~ 
ua dx 

de la tcmaenfe a la superficie en el puniD P, en la lntaneccldn con el plano y lt. Anelop 

mente * repeenta el wlar efe la pendiente ele fa twvam. o la superficie en el punto P 

en 111 lnta18CCI6n con el plana x • a. 

Apllc:ando .... conceptD- la ..... (5), hmaitDi que, tan ea. i:-
d ñ... -;¡; tan ea .lil" 

, .......... , 
2 dtan 8a• ::1 da ...... , 

An61agau.me la JUmll ele las COIIIIpCIMntes wttlcal• ele l111 fuerzaa lntarlora on la 

dlreccldn , • ...... par .olor: 

¡ltz 
I Fzc,) HJ ¡¡t da df 

Igualando la suma ele l01 COMpOI••tes wrtlcales de 101 fuerzaa lnterlcns en.._ 

dlrecclonea al voiOf ele la fuerza exteriOf 1f118 obra tolwe el elemento cle 6NO quedo 

Ha :~ da dJ + Hy ~ 1 da dJ • Q da dy 
< ' 

almpllncando, n ... tmen .. ..,...,. .... 

Ha-9-+ Hy~• Q 
c)a dJ 



Aue es la ecuad6n de Polsson cWuclda para el caso en que las ~ponentes horizontales de orden sea constante. La formamds simple de cumplir con la condlcltln anterior es obligar o Cl' 

1 
las tensiones de membrana en cloea direcciones ortogonales sean diferentes. LB vaiONtde Ha los segundas derivadas ~ean constantes Individualmente, lo que equlwle o obligar que la "'P. 

r Hy estdn dadas por unldacl de longitud y q por unidad ele superficie. fic:le sea de segunda grado. 

Si k • ~! Esto lo cumple una Infinidad ele ecuaciones que ser6n necesario eliminar para llosc 1 

podemos escribir lo ecuacl6n dlfenmclal de membrana, en lo siguiente forma: a obtener lo m6s conveniente • ~ ~ua;!~ := pr;iñér grado tomb16n sotÍsfo~~~ pera las ten 

(6) 

forma en lo cual podemo~ lnle~pelor propledocles Interesantes poro definir lo formo y obtener 

la ecuacl6n de la !Uperflcle tll6s conveniente, para este caso, que deberemos darle a loa co­

~les. 

Nuestro punto de partida ter6 la ecuacl6n general de una superficie algebraica en 

,¡espacio y eliminaremos o ....... mos el wlor a los constantes de tal forma de lograr una 

uperflcle que o lo YeZ que tea dmple sea f6cll d. maneJar y se aJuste o las condiciones lmJMI.! 

111 de las que se deduJo lo ecuacl8n diferencial. 

,¡gnes en las cables tendrfon un wlor Infinito por ser eslol rectas. Por lo tonto escogeremoa 

11na ecuacl6n de segundo grado, cuya formo genen~l es 

Z• ax2 .,. by1 +ca + dy + exy + f 
la primera derlwda porclol '~~ale: 

.d...L • 2aa+c +ey 
eh 

'1 la segunda derivada parcial es: 

..l!z 
....L.!:.. • 2a 
d al 

.An61ogamente 

( couslonle) 

(constante) 

En nlngOn punto ele lasupe;.¡¡cle deberO existir curvatura negativa en ambas diNC- Ahorv bien en la ecuacltln general ·le segundo grado podemos eliminar e y d por., 

¡Jones, lo que horro Inestable la cubierta yo que 11 llega a existir Jrrtenten da fuerzas fnducl dio de traslacltln de ejes; a e lo eliminaremos para lograr la forma m6s 1tmple. 

las por lo succ:l6n de viento, los cables se verran suJetas 0 fuerzas de COII'IpiWI6n, lo cual ..­

fa alaurclo. 

De la ecuac:l6n dlferenclal~abeÍnos que como primera condfcl6n la wperflcfe de 

lcuac16n 

z • t (ll ,y) 

tbe cumplir con la condlcl6n de c¡ue la c:omblnoc16n lineal de derlwdas parciales de ...... 

Los segundas derivadas no dependen de las wlores asignados a e, d. e y f • 

volar de r depender6 exc:luslwmente de la 1oca1b.adtln de las eles, por lo que la ec:uacl& 

general puede •r: 

(7) 

Como se elltpllc6 anteriormente, las curvaturas en ambas direcciones deber6n ser e 

signo contrario o sea que a y b son de signo c:ontrarlo1 c:on lo que la superficie ser6 un pe 
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r .loide hiperb61Jco, una de las superficies m6s sencillas. El borde de la superficie estard 

! i • 

~o a quedar contenido en uh paraboloide hlperb61lco. La forma, en planta, de la WJM!! 

1 queda definida p;;~las ne~Jdades arquitect6nlcas y el borde se fiJard de tal manera que 

?llendo con los requisitos estructurales satisfaga la expresl6n orqul11tct6nica. 

En la siguiente figura, ae muestran las dimensiones en planta de la cubierta: 

Perímetro de lo cubierta 

1(0 OO,It901 

\ 
\y 
\l 000.39001 

La ecuacl&-1 del circulo (a) es * 
x2

+(J + 39.q
2 

• d 
x2 + y2+ 78 .Oy + 1521 .O • 3237.61 

X• /1716.61 - 78.0y- y2 

Lo ecuocl&-1 del drculo (b) estar6 dada por 

Acotoc1ones en metros 

(8) 

2 2 2 
(X +5.10) +y • a:15 

Y = -v'806.3125 - 10.2x - x2 (9) 

las coordenadas del punto de interseccl6n entre los cfrculos (a) y ( b), que nas le"" 

rtln Otiles, las obtenemoa haciendo 1imult6neoa loa ecuaciones (S) y (9) 

X1 •19.967 m 

Y1 111 14.282 m 

En la siguiente figura se muestran las condiciones de borde odoptacku: 

Cabe mencionar que los valores de las flechas en el eje x y y se fijaron des­

pufs de una primera aproximacl6n de los valores de la tensi6n en los cables, la aproximac16n 

fue hecha estimando el valor de q y teniendo en cuenta la forma que a juicio del arquitec­

to encargado del proyecto cumpliese con los prop6sitos deseadas desde el punto de vista esta­
tico • Los wlores de las flechas aceptados se consignan en la figuro anterior. 

) 



•• 
Las valores de las CGOICNIIadas de los puntos que n¡an las c:oncllclanes de ftanlera 

' t 

~estas a la superficie aori: ""· 

"'* liC y z 

o 0.00 o.oo 1.00 

1 0.00 17.90 4.00 

2 23.75 0.00 4.60 

' 1 

2. Pracedtmienta constructiva y su influencia en el tipa de cubierta 

Uno de lae problemaa que Influyen en forma decisiva en el costo y por lo tanto, en 

el tipa de cubierta es el proceso de construccl6n que se siga para la ejecuc16n de la cubierta. 

Toda cubierta debe ser impermeable, pera en nuestra caso par tratane de la Ciudad 

de Villahermosa, en la cual existe una precipitacl6n pluvial relativamente alta, la c:aracter!! 

tlca de impermeobtltdad es altamente deseable. 

Como material de cubierta, entre las soluciones m6s viables, se emplaarra lamino 

Sustituyendo en la ec:uar:16'1_(7)' 1 os valores de x, Y Y Z d•l punta O obteftllmOII: de madera adecuadamente tratada, 16mlna met6Uca unida mediante soldadura, una placa de 

, 81 1.00 

tltuyendo para el puniD abteneniOIS: 

b x ri + loO a O. O 

b• .. 3~.41 •- o.oan21 
! 
tltuyendo para el puniD 2 

2 
axDJS + 1.0•5.6 

-4.6 
a- 564•0625 = 0.008155 

donde, la ecuocl6n de lo superficie que acloptar6n les cables, queda finalmente: 

1 Z = 0.008155 x2- 0.003121 ; • 1.0 1 --- (10) 

> 

concreto calado en el sitio~ bien precalodos de cancreto. Analizando cada uno de las alta.!. 

nativas, se descart6 la l6mlna de madera por los problemas de mantenimiento que lmpllcar!'a 

en climas coma el de Vlllahennasa, ya que par ser uno cubierta sumament;e ligera, ol obrar la 

fuerza de succl6n inducida par lo acci6n del viento ocurren disminuciones en los tensiones de 

los cables que necesariamente ocasionan separaciones en las duelos o tableros ele madera can 

lae problemas de lmpermeablllzacl6n subsecuentes. 

El empleo de l6mlna mietellco se -ve restringido par su alta costo ya que aden6 del J., 
costo propio requiere aislantes adecuados para reflejar el calor y para amortiguar el sonido de 

lo lluvia. 

La placo de concreto colado en el sitio es soluc16n adecuada por lo que respecta a 

JOci6n que cumple con los requhltos arqultect6nlcos y que I"'Ii ~rantlz:a un comportamiento lo func16n del peso propio de la cubierto para equilibrar la succi6n, ¡:vesta que su espesor ~ 

~evado de la cubierta al cumplir con las condiciones estructurales Impuestas 

1 

ber6 ser coma mrnima 5 cm por el tipo de agregados existentes er. lo :oc:alldad (es factible 

disminuir el espesor si se cuenta con agregados que garanticen el correcto comportamiento 

del concreto ante problemas tales cama cambios volum6tricos debidos a variaciones en tempe• 
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A~berca y G~~nnasio Ohmpicos 
Efecto del Viento Sobre !a Estructura 

RESUMEN 

Se presenta una investigación expertmental reali· 
zoda para determmar los efectos de viento en las 
estructuras de cubierta de la alberca y el gimnasio 
olímptCOS. 

La pnmera parte del estudto conststtó en la deter· 
mmoctón de la dtstnbuctón de prestones de vtent.o 
en un modelo rígtdo en túnel de v1ento 

En la segunda parte se mvesttgaron, tambtén en 
túnel de VtPnto, modelos que reproducían la flext· 
bthdad de lw e·,¡ ··~rtas, con el fm de estudtar la 
po5tble mod. ,, ,, ".!" de la dtstnbuctón de prestones 
debrdo o lo vtbioc.on, las deformactones productdas 
y la ampltactón de éstas por efectos dinám1cos. 

Se comprobó que las presiones medtdas en el 
modf'lo rígtJo no se modtf1caban en los modelos 
flextbles por lo vtbractón de lo cubierto. Se deter· 
mmó el orden de magnttud de las deformactones 
para lo veloCidad de viento de diseño y se concluyó 
que no extstíon efectos 1mportontes de amplifica· 
crón drnómtca nt de resonancto. 

INTRODUCCION 

PnR I:NC,\RGO de la Secretaría de Obr.as Públicas. 
se emprendió en el Instituto de I'hgeníeria el 
estud1o del efecto del v1ento sobre las estruc~ 

turas de los edlftoos de la alberca y el gímnas1o 
ohmp1cos. Ambos ediE1cios. s1tuados uno al lado 
del otro. e!.tán formados por cub1ertas colgantes 
que son muy flcx1bles debtdo a un gran claro. 

El Instituto propuso hacer un estud1o experimen~ 
ial en un túnel de viento; dicho estud1o comprende 
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SYNOPSIS 

An experimental research program wos per· 
formed to study· wind effects on the roof of the 
Olympic swtmming·pool and gymnasium. 

Firstly, the wind pressure distribution was investí· 
gated by means of wind tunnel tests on a ngid 
model. 

Secondly, flextble models, reproducmg the st¡ff. 
ness of the roof in the prototype, were studied to 
define the effect of the vibration on the wmd pres· 
sures, the deflections of the roof, and the dynamic 
effects on them. 

lt was found thot pressures measured on the rigid 
model were not modif1ed by the vibration. The arder 
of magnitude of the deflections, for the design wind 
veloc•ty, was estoblished. lt was conduded that 
appreciable effects of dynomic amplificotion or 
resonance were probable. 

dos partes. que se presentan aquí: la primera con~ 
s1ste en la determinación de la distnbución y mag~ 
mtud de las presiOnes en un modelo ríg1do, y la 
segunda en la repetición de las pruebas. en modelos 
con las cubiertas flexibles. para medir además las 
deformaciones de estas. Los resultados de los dos 
estudios permitirían, por comparación, conocer la 
importancia de la falta de rigidez de las cubiertas 
en las sohcitaciones producidas por el viento. ya 
que un cambio de forma de la estructura puede 
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modiÍ1car tales efectos y existe el peligro de oscda­
c•ones molestas o perjudiciales para la segundad 
de la misma. 

En la segunda parte del estudio se ensayaron 
tres modelos; los dos primeros de acuerdo con 

l. MODELO RIGIDO 

l. ANTECEDENTES 

U N ESTUDIO como el propuesto sólo es pos1ble 
med1ante técmcas experimentales, debido a 
que la 1rregulandad de la forma de las estruc­

turas representaría una complepdad mabordable en 
un anáhs•s teónco. El lnst1tuto cuenta para tales 
estud1os con un túnel de v1ento de c•rctnto cerrado. 
con una secc1ón de pruebas de 0.80 ni X 1.15 m. 
donde el v1ento alcanza veloCidades de 220 km/h. 
aproximadamente 

En la reahzaoón de las pruebas se supone que 
la corriente de mre es uniforme, y se desprecia la 
m fluenoa que puedan tener en la que nos ocupa 
otras estructura~ u obst¡1culos. Tal h1pótes1s es 
aceptable en este caso. pues alrededor de los edi­
fiCios en cuest1ón hay ~1randes espac1os hbres No 
se debe 1gnorar. sm embargo. la mfluenoa que 
pueda suponer l,t prox1m1dad de los doo; edif1c1os 
en los efectos sobre cada uno de ellos. E~to obh¡:¡a 
a hacer el estud1o con un modelo del con¡unto de 
la alberca y el g•mnas1o. 

2 LEYES DE SEME/ANZA 

Con las veloodades que se alcanzan. tanto en 
el protot1po como en el model9. los úmcos factores 
dens1vos en la magmtud y -i'l•stnbución de las pre­
~·ones son. respect1\ amente, la velocidad del v1ento 
y la forma de 1<.~ e~tructura. Así. construyendo un 
modelo que respete la forma del prototipo ~e obten­
drá la d1stnbución de pre~10nes, y sus magmtudes 
dependerán de la veloc1dad ongmal del v1ento. de 
tal modo que ~e conserve con~tante en cada punto 
un parámetro adunens1onal llamado número de 
Euler. 

donde 

E
_ Vu~ p 

- - . 2 p 

H numero de Euler 
p pres1ón en cada punto 

V., veloc1dad origlll;:d del nento 
p masa específica del aire 

( 1) 

1-Iab•endo med1do en el modelo las pres1ones que 
se ongman para determinada velocidad, se pue-

• F.JlUlt.Jd de lngenuma. UNAM 
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el proyecto ini'cla) de la cubierta, y el tercero con la 
geometría modlficada de la cubierta en su forma 
definit1va, es decu, con una curvatura mayor de los 
cables transversales. 

Antonio CAPELLA 
Rolando SPRINGALL * 

de calcular en cada punto el valor del número de 
Euler. Este valor será el mismo que se presenta en 
el prototipo y, dada la velocidad del viento, se 
puede encontrar la presión que se producirá, a 
través de la fórmula. 

1 1 
P -- -pV'l -E 2 o ( 2) 

Es costumbre presentar los resultados mediante 
los valores del mverso de E. que se conoce como 
coef.oente de presión 

3. EL MODELO 

1 
e,.= E (3) 

La escala a la que se construyó el modelo fue de­
terminada por el tamaño de la sección de pruebas. 
Esta escala resultó ser 1 :250. El modelo se cons 
truyó de madera, montado sobre una base circular 
que se colocó en un onf.oo del mismo tamaño. 
hecho en la pared d·~ la o;ección de pruebas del 
túnel. De este modo f 'le pos1ble hacer girar el mo­
delo y deternunar el efecto del viento soplando 
en d1versas d•recc1ones. La fig. 1 mue~tra el mode­
lo colocado en la sección de pruebas del túnel. 
para una de las direcc10nes ensayadas. 

Para med1r las pres10nes se hicieron una serie de 
onf1c1os en b supe• f1c1e del modelo. que funnona­
ron como otras tanta~ tomas píezométricas en los 
puntos donde se m1d1ó la pres1ón. Cada orif1cio se 
comunicaba con la parte supenor de un tubo de 
vidno que en el otro extremo estaba conectado a • 
un tanque lleno de <~gua coloreada, a un mvel cons­
tante Estos tubos e~taban sujetos en dos tableros. 
uno para los correspondientes al g1mnasio y otro 
para los de la alberca ( flg 2). Med1ante este siste­
ma. una subpres1ón en un punto del modelo se 
traduce en elevación de la columna de agua del 
tubo correspondiente. y una presión en descenso. 
Los números que aparecen en el tablero indican a 
qué punto de med1ción en el modelo corresponde 
cada tubo. 

4. PRUEBAS Y RESULTADOS 

Con el método descrito se m1dieron las presiones 
correspondientes a cmco direcciones del viento }' 

INGENIERÍA 
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FrG. 1. V 1sta del modelo desde el rntcrwr del túnel en la posrnon 1: 
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'1 
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para dos veloc1dades en cada caso. La fig. 3 mues~ 
tra las d1recc10nes mencionadas. 

Las medic1ones se hic1eron fotografiando los ta­
bleros de tubos piezométricos, para leer la altura 
de la columna de agua. Con esta altura se calcula 
fácilmente la pres1ón al multiplicarla por el peso 
volumétrico del agua. 

La veloCidad del viento se midió en función de 
la d1ferene~a de presiones que se produce entre dos 
secciones drl cono de contracción del túnel. Esta 
diferencia de pres1ones se observa en dos de los 
tubos del tablero correspondiente al gimnasio, 
los numerados 77 y 78 (f1g. 2) y queda así regis­
trada fotográficamente en cada caso. 

3 

¡ 

~- GIMNASIO ALBERCA -s 

F1c. 3 Drrcccwrrcs ele/ vrcnto parn las que fueron detecmr­
rwd.,.~ las pcesrones 

Al hacer las med1ciones para dos velocidades 
d1~tmtas en cada d•recCJón, se pudo comprobar la 
valide: de la htpótests !>C\1Ún la cual sólo el número 
de Euler tiene InfluenCia deCJstva, constatando que 
las presiones cambwn p10porc1ollalmente al cuadra­
do de la veloc1dad 

Con las mediciones así hechas se calcularon los 
coeftcienteS de prCSIÓil Cp. lo!> que se muestran en 
las f1gs. 'i y 5; en ellas aparece indicada la direc­
Ción correspondiente del vu~nto. Para calcular las 
presiones se utilizan las fórmulas 2 y 3, esto es 

(4) 

11. MODELOS FLEXIBLES 

DISEr\JO DE LOS MODELOS 

1 1 Anal1sis d!mcnsronal 

lf\ ARA QUE los resultados del ensaye de un mo­
r deJo en túnel de viento puedan ser relaciona-

dos con el prototipo. deben cumplirse ciertas 

• p,,cultad de lngenu~ria. UNAM 
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Un valor medio de la densidad del aire es 

p = 0.123 kg seg2/m' 

con lo cual, la fórmula 

permite calcular la presión (en kg/m11
) en cada 

punto, a partir de la velocidad del viento V o (en 
m/seg) y el coeficiente de presión Cp correspon­
diente. 

Durante las pruebas se observó que las presio­
nes de las cubiertas oscilaban formándose unas 
ondas con un periodo de aproximadamente un se­
gundo. Esto puede deberse al desprendimiento de 
vórtices en los bordes de la cubierta que forman 
una arista de separación bien definida. El sistema 
de medición no permite. sin embargo. registrar osci­
laciones de mayor frecuencia. debido a la inerc1a 
de las columnas de agua, y asimismo. las ampli­
tudes de lñs oscilaciones observadas pueden ser el 
resultado de una amort19uación. De estas oscJia­
ciones no se puede estu.blecer nada concluyente y 
conviene mvestigar el problema en el modelo con 
las cubiertas flexibles que se mencionó como se­
gunda parte de este estudio. 

5. CONCLUS!ON ES 

Se cree que los coeficientes de presión obtemdos 
son una buena base para el anáhsis estructural. 
Las hipótesis hechas, especialmente la que consi· 
ckn1 una velocidad de viento uniforme y que se 
mJntiene largo tiempo, no corresponden del todo a 
la realidad. La experiencia muestra, en cambio, 
que las velocidades máximas de viento se presentan 
en ráfagas de corta duración, pero en este caso las 
condiciones s'-lpuestas son más desfavorables que 
las re<lles. 

6. RECONOCIMIENTO 

En esta parte del estudio intervino personal de 
la Sección de Hidráulica bajo la supervisión del 
ingeniero José Luis Sánchez Bribiesca, quien hizo 
la revisión del informe. 

Roberto MELI 
Alfredo OLIVARES* 

relactones de geometría, proptedades de matertales 
y acctones extenores, que se definen por medio de 
un anális1s dtmensional. 

Para plantear las condiciones que debe cumplir 
el análisis dimensional. es necesariO definir cuáles 
son las respuestas de la estructura que se quieren 
reproducir. En este caso se trata de estudtar el 
comportamiento dmámico de la estructura. e intere· 
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<;an los desplazamientos. penodos y factores de 
<~mplif¡canón dmámJCa de la v1brac1ón de la estruc­
tura.,., , 

·-El- comportamiento dmám1co de una estructura 
..;u¡eta a la ucc1ón del v1ento depende de las propie­
dades Stfllllentes: número de Reynolds; amortlfJua­
nuento de la estructura. y relaCión entre el peno­
do natural de la estructura y el de la excitaCión. 

En la práct1ca es casi siempre Imposible satlsfa­
rer todas las condu:ioncs impuestas por el análisis 
dunens1onal. principalmente debido a que no se 
encuentran matenales con las propiedades adecua­
das para cumphr con todos los reqUISitos. Debe 
por lo tanto estudiarse la 1mp01tanCJa de cada una 
de las cond1ctones. paru tmtar de cumphr con las 
que t1enen mayor mfluencia en el comportamiento, 

La d1stnhuc1ón de pres1ones en un ~.óhdo varia 
en func1ón del número de Reynolds Este número 
es mayor para el protot1po que para el modelo. y 
se encuentra en un ranfjo en que no o:;e ha podido 
1claCJonar con la vanaCJón de prcs1ones; sm embar­
qo e\trapolando resultados. es pos1ble <>uponcr que 
su lllf!uencta en el comportan11ento no es muy 
marc.Jdu 

E" práct1cumente 1mpostble Introductr en el' mo­
delo la m1sma cantidad de amorttfluanuento que en 
el protOtipO. considerando que cJ cllllOrti}!UillllÍen­
tO dl-1 prototipo es de por sí difíCilmente predectblc 
Por esto no se tomó en cuenta est" 'anahle en el 
d1seim del modelo. pero se comprobó que los valo­
re~> fuesen del m1smo orden en los do1> casos. y que 
no <;e wtrodu¡eran errores senos por cst.1 razón. 

L.1 tercera condición es la más 1mportante para 
defuur el comportanuento dfi1án11co de 1,1 estruc­
tur,J y cons1stc en que ¡,e cumpla en el modelo y el 
protot1po la lfllli!ldad de las relaciOnes entre el pe­
nodo de exntilclón causado por el vtcnto y el 
pc11ndo lhttural de V1brac1ón de la cst!llctura. 
T, T 

1·.-.ta \ ilfl.lble h;t 'iiOO rclaCJonada chrect.tmente 
m11 el f.~<''" (k .1111pl¡fiGIC1ón. que dehe multlph­
Cdl~-c !''" : lottll,\CIOne:-, e-<tat!Ctls. ,, fm de obte­
nn l.• ., . J!u.l de la dcfornwCJón dmámlla:. 

P.11 .. "·'" \ 1ht.ICIÓn armómca. e<;tc factor vale 
l tl p.s1.1 r, ·T.-- O. y aumenta hasta un má;dmo 
p31.1 T '{. = 1 lOrrcsponcltcntc <11 caso de reso­
ll.Jii( 1.1 La ma!-1111t11cl del valor m,'l\lmo depende de 
l.t \..1111 tii.uJ de ,111\0rtlr¡UamJento 0l.'-.pués de aJcan­
;:;¡r d punto m.1~ alto. el fac.tor de ampllftcación 
rlt>mlllu\ e bruscamente. 

El pr(Jodo nutmal de \'Jbraoón de una estructura 
dq1emle de su masa (M) y de su rtfpdez (K). 

T. -. ,r¡\; 0: ,r:¡; ~, 
do11dl.' y es el pe-.o \ olumetnco del matcrml ,q la 
ilcckro~uón de (,, !-lravedad y L una dunenstón 
t lf'l! .1 

El penodo de e\CitaCIÓn, T,. es el que el v1ento 
111ducc en la e:-,t ruct ura por las turbulencias que se 
producen en '>U fhqo al chocar con ella, Este fenó­
meno ha s1do e-..tucbado a fondo sólo para cuerpos 

, regula1es. olmdncos. de los que se desprenden en 
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forma alternada vórtices, llamados de Von Kar­
man. que provocan fuerzas transversales a la di­
rección del viento. En estos casos, la frecuencia 
con que se desprenden los vórtices depende de la 
velocidad del viento y se expresa en función del 
número de Strouhal 

L 
S == f V = constante 

1 L 
T,. == T 0: V 

Para una estructura irregular. como la que nos 
mteresa, en lugar de vórtices alternados se pro­
ducen turbulencws, que probablemente no serán 
periódtcas sino caóticas. por el !=Jran valor del nú­
mero de Reynolds Es conservador suponer que las 
Circunstancias de la excttación sou las mismas que 
en un cuerpo cilíndnco. 

La relac1ón entre los periodos de la estructura y 
del viento resulta 

T, 
-ex: 
T. 

Básicamente, en el d1seño de los modelos se 
tratará de cumplir la sigutente relación 

(KU) (KU) (1) 
MV2 modelo = MV2 prototipo 

2 Diseño de la cubierta 

La escala de long1tudes. 1 :250. estuvo determi­
nada por las dunenswnes del túnel de v1ento. Como 
el espeso• de l.t cub1erta del protot1po es muy 
reduc1do. no se pudo mantener para esta dtmen­
Sión la m1smd csrala que para las otras lonfptudcs. 

l.a relaoón T, /T. aplicable a la estructura en 
estud1o se deduce a contllluaCión 

La masd de la estructura se obtiene sumando a 
las masas de los cables. M 2 • la del material de la 
cub1c1ta. M 1 

Ut 
M~ o:: Yr 

fJ 

M~ ex: r2 A.L 
fJ 

M=M,; M:o:r,L:( 1 +AL~;)= 
"1 L~ t ( r·) = '·· . 1 + p '. 

g , r~ 

dondt> 

A. area tot<ll de los cables 
L una d1111ensJÓn típ1ca long1tudmal 
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p porcenta¡e de área de los cables multiplicado 
por umdad de área de cub1erta 

Y1 peso volumétrico de la cub1erta 
y~ peso volumétnco de los cables. 

La rig1dez de la cub1erta es equivalente a la rigi­
dez lmeal ax1al. k1 .. de un elemento compuesto por 
dos matenalcs 

donde E 1 y E, son los módulos de elasticidad, res­
pectivamente, de la cub1erta y de los cables, y 
n = E 1/E" 

La relaoón entre los penados se expresa como 

Para obtener esta relac1ón solo se cons1deró la 
nr¡1dez ax1al en tens1ón de 1.1 cub1erta. Esta ng1dez 
no es iHual en compresión, ya que en este caso no 
hay LOntnbuoón de los cables Aunque la cub1erta 
tr<tba¡a pnnc1palmente en tens1ón. ex1sten compre­
~lones locales en las áreas entre los cables. Para 
que estos efectos locales sean reproducidos fiel­
mente. debería exist1r la nusma relaoón entre las 
nr¡1deces lineales en tens1ón · deh1das a los cable., 
y .1l matenal de cub1erta. Esto 1mphca que 

k t ( l + pn) E 1 a:---------------- a: 1 + pn 
k, tE, 

(t.) modelo 
-(k) 

k1 prototipo 

( 1 + pn) modelo = ( l + pn) prototipo ( 2) 

No se pudo reproduor con mucha aproximación 
esta con'diCJÓn en los modelos. pero su mfluenCJa 
no es determmante en los resultados. 

Otrd condioón que debe respetarse se ref1ere al 
amort1guam1Cilto de l.1 cubierta, que debe ser 1gual 
en modelo y protot1po 

El amort1guam1ento del modelo se puede medir 
expenmentalmente, proporciOnando a la cub1erta 
un 1mpulso que provoque una v1braoón hbre y 
nud1endo la dderenc1a entre dos amplitudes sucesi­
va-; de v¡braoón El decremento logarítmico en 
e...re caso se calcula como 

T 
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e o,= log x, - log x 2 = 21t -
Ccr 

donde C/Ccr es la fracc'ión del amortiguamiento 
critico de la estructura. · 

Por lo que respecta al prototipo no existen medi­
CIOnes de amortiguamiento en estructuras semejan­
tes; extrapolando resultados de otras estructuras 
de concreto, se puede esperar que el amortigua­
miento será alrededor de 5 por ciento del critico. 

SJ se c:umplen las condlc:Jones de semejanza, los 
factores de amplificación dinámica serán los mis­
mos para modelo y prototipo, y las distintas solici­
taciones y respuestas se relaciOnarán como sigue 

Presiones Wa: v2 

Fuerzas Fa: V 2U 

Esfuerzos 
v.au 

Cf a:---
t 

Deformaciones 
V·2L2 

E a:---
tE, 

Periodos de vrbración Ta:~-

u (I +r-:H-l 
(l+pn)E, 

a: 

En las expresiones anteriores, Cf es un esfuerzo 
fJctlclo promed1o que vale 

Cf=E Et 

donde E' módulo de elastiCidad equivalente, es 
1gual a ( 1 + p n) E,. 

1.3 Diseño de los apor¡os 

La flexlbihdad de los apoyos mfluye en las de­
formaciones y en la Vibración de la cubierta. La 
úmca característica de los apoyos que interesa 
reproduCir en el modelo es su ng1dez a desplaza­
miento honzontal en los puntos de apoyo de la 
cub1erta. La relaoón entre esta rigidez y la de 
la cuh1erta debe mantenerse constante en modelo y 
protot1po 

En el prototipo, la ngidez lineal de los apoyos se 
debe a la~ col11mnas de concreto, y a los tirantes y 
marcos de tnbunas, lo!> valores teóricos de las ngl­
deces fueron proporoonadas por lns calculistas. 
Loo; dos pnmeros modelo~ tuv1eron apoyos rígidos. 
dl?o;prenandose la mfluenoa del movimiento de los 
apoyos en el comportamiento de la cub1erta. En el 
tercer modelo, los apoyos fueron columnas rectan­
gulares de latón que se d1señaron de modo que hu­
biese la m1sma relación entre ngideces de apoyos. 
Km! /\p. que entre ng1deces de cubierta. k..,/kp. 

1 4 Características de los modelos 

En la Tabla 1 se resumen las propiedades más 
importantes para defmir el comportamiento diná· 
mico tanto del prototipo como de los tres modelos. 
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'".!."' ABLA 1 

PROPIEDADES GEOMÉTRICAS Y DE MATERIALES DE PROTOTIPO Y MODELOS 

Propiedad 

L. Lon~atudes. escala 

t. Espesor cubierta, cm 

Alberca 
lon~atudmal 

p 
Alberca Porcenta¡e 

de transversal 
cables Gamnasio 

de lon~atudmal 
refuerzo 

Gamnasao 
transversal 

------
y y,, cubaerta 

Peso 
volumétrico 

Y2· cables 
k~/ m' 

----------
E,. Módulo de elastacidad del 

material de cubaerta kg/cm 0 

E~ 
n =-

E, 

El porcenta¡e de refuerzo longatudmal de los ca­
bles se calculó para que cumpliera con la relacaón 
de penados. definida a partir de la ec. l. La rela­
ción entre porcenta¡es de refuerzo longitudmal y 
transversal se conservó aproxunadamente agua! en 
modelos y prototapo. 

Prototipo 
1 

Modelo Modelo Modelo 
1 2 3 

1 1 1 
250 250 250 

8 0.25 0.25 0.15 

0.005 0.0123 0.0123 0.133 

0.0025 0.008 0.008 0.079 

0.0038 0.009 0.009 0.041 

0.0020 0.006 0.006 0.024 

1.500 800 800 1.200 
(Alberca) 

2.100 9,000 9,000 9,000 
(Gimnasio) 

50,000 10 30 30,000 

40 40.000 30,000 30 

Para el prototipo, se encontró un peso volumé­
trico ficticio dividiendo la carga muerta de diseño 
entre el espesor de la cubierta, y no se hizo distin­
caón entre cables y material de cubierta. Para los 
modelos, la masa total de la cubaerta se obtuvo su-

TABLA 2 

RELACIÓ"' ENTRE RESPUESTAS DE MODELOS Y PROTOTIPO 

i p'"'""f'O 
Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 

Prop1edad Vcloc1dad 1 Veloc1dad Veloc1dad 1 Veloc1dad Velocidad 1 Velocidad 
m1c1al /mal inicral /mal micial /mal 

--- -------- ---

V eloCJdad de \'lento 120 140 
km/h 200 140 200 140 200 

Re l.~, 1011 de peraodos 1/2.1 
T T. 1/3.0 1/2.1 1/3.0 1/0.94 1/1.33 

\" 1. km,' h 250 370 250 370 105 150 
Rela.-aón de pres1ones 1.36 2.78 1.36 2,78 1.36 2.78 

Rebc1ón de deformaCiones 1/258 1/126 1/258 l/126 1/2,150 1/1.050 
Relanón de penados 1;135 1/135 1/500 
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mando la masa de los cables y la del matenal de 
cub1erta. 

En la Tabla 2 se muestran las relaciones entre 
algunas respuestas del protot1po y los modelos. que 
defmen el comportam¡ento ante la acc1ón del vtento. 

Las veloCidades de ensaye están fqadas por las 
características del túnel de v1ento y son de 140 y 
200 km/h. aproxtmadamente 

En nmguno de los tres modelos se pudo cumplir 
exactamente la ce. 1: en los primeros dos modelos. 
el diseño se hizo suponiendo que la riqidez de la 
estructura se debía tm1camcnte a los cables. despre­
ct<~ndo la contnbuctón del matenal de cubierta Es­
ta suposiCIÓn es váhCia para el modelo. pero errónea 
para el protot1po , 

En el tercer modelo se tomaron en cuenta todas 
las cond1ctones defn11das en el anáhs1s dimensiO­
nal. pero debtdo a las propiedades de los matenales 
d1spombles. no fue postble obtener esta relaCión 
con cxact1tud 

Procediendo md1rectamente se puede encontrar 
lil veloCidad del v1ento en el prototipo, V p. para lu 
cu.ll se cumple la ce 1 

Los valores de VI' se dan en la Tabla 2 para las 
dos veloCidades del túnel 

En los modelos 1 y 2 las veloc1dades VI'. calcu­
ladas con las ngtdeces obtentdas según el cnteno 
usddo en la ce l. son muy supenores a la de tl!-.e­
ño: !->In emo.u go. los resultado., de estos modelos 
son muy úttles. ya que lds \'cloetdades. VI'• corres­
ponden a las de d1seño para el caso limite en que 
la (Ontnbuuón a la fl\:pdez del matenal de cub1etta 
se p1erda por agnetam1entos y deformaciOnes. 

En el modelo 3. las dos veloc1dades para las que 
se tomaron mediCIOnes corresponden a velocidades 
del protot1po <~prox1madamente 1guales a las de di­
seño 

2. PROPIEDADES DE LOS MATERIALES 
Y PROCEDIMIENTOS DE 
CONSTRUCCION 

2.1 Propiedades de los materiales 

Para formar la malla de cables que constituyen 
la estructura de soporte de las cubtertas. se utiliza­
ron alambres de cobre de dtstintos cahbres. 

Como matenal de cubterta, en el modelo 1 se 
nphcó lá1ex (mezclado con otros elementos, para 
obtener una v¡scos1dad adecuada) sobre la malla 
de alambres. Para el modelo 2. se usó como mate­
na! de cub1erta una resma apóxJCa reforzada con 
polvo de alumm1o y con un flex1b1lizador. Para la 
cub1erta del modelo 3 se usó una lámina de plexi­
glás foqada para dar la forma necesaria. El espe­
sor nominal de la lámina era de 1.5 mm, pero el 
espesor real era mayor en muchos puntos, por lo 
cual fue necesano liJar algunas zonas para obtener 
un grueso más uniforme. Las propiedades estruc­
turales de estos matenales, determinados experi­
mentalmente, se constgnan en la Tabla l. 

2.2 Procedimiento de construcción de los modelos 

Los tres modelos se montaron sobre una plata­
forma circular de madera. en la cual se reproduje­
ron los reheves más importantes de las zonas inme­
diatas a los dos ed1ftctos. 

En los modelos 1 y 2 la estructura de soporte de 
la cubterta estaba const1tu1da por tablas de madera 
rig1d1zadas ( f1g. 1). 

La malla de la alberca se formó con alambres 
( cahbre 24 BWG a cada 8 mm). como cables col­
gantes. d1spuestos en la dirección longitudinal, y 
cables de forma (cahbre 26 BWG, a cada 8 mm), 
en la dtrecCión transversal. Sobre la malla en el 

FIG 1 E<trr¡.rur" de ~<'pvrtc 11 mall<~ de rc/ucr:o de la alberca Modelos 1 11 2 
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FIG 2 Estructura de soporte y malla de refuerzo. Modelo 3 

flG. 3. Modelo 3 
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Fu; 4 um~cc10nes del I'ICnto para las que fueron determmadas las 
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modelo 1 se apltcó con brocha el látex preparado 
con alta vtscostdad. y se vulcamzó paroalmen~ 
te con focos mfrarro¡os, hasta lograr una película _ 
total sobre aquélla. Posteriormente, se engrosó la 
capa hasta el espesor deseado, 2.5 mm, usando una 
solución de látex más diluida. aphcada con pistola 
de aire. y con el mismo procedimiento de vulca­
mzaoón parctal. Finalmente. se terminó la vulcani~ 
::anón en un horno. 

Las perforactones. para la colocación de los tu­
bo!. de plasttcu ele los piezómetros. se hicieron con 
punzón. este procedtmiento htzo que la cubierta 
pet dtera parte de su tenstón. 

El modelo 2 se construyó sobre los mtsmos apo­
yos que el antenor. Una malla de alambre con las 
uH"mas características se colocó con tgual proceclt­
nuento. El matenal usado para la cubierta. resma 
epóxtLa. se colocó sobre una ombra de cartón co­
locada abaJo de la malla: esta ombra se mantuvo 
durc1ute la polunerizactón del matertal 

En el modelo 3. sobre la misma pbtaforma Circu­
lar. se atorntllaron imf:Julos de latón entre los cua­
les se soldaron las columnas del mtsmo matenal. 
qued,mdo estas ftrmemente empotradas. En los ex­
tremos supcnorcs de las columnas se soldaron unas 
trabes cun·.1s de latón. sobre las que a su vez se 
sold.1ron los alambres de la malla. 

La trabe que une las columnas centrales entre la 
alberca v el gtmnasio se ltgó a las trabes perime­
trales adyacentes. medtante dwgonales de vanlla 
de lc~tón formándose una armadura muy rígtda. 
Las pcuedes del modelo fueron de tela ahulada. 
para que no proporciOnaran ngtdez adtcional a la 
estructura 

La malla de la alberca estaba formada por alam­
bres c<~ltbre l ,1\ BWG a cada 6 mm. en dtrecctón 
longitudlll~ll y calibre 20 13WG a cada 6 mm. en 
dtrecnón !tdn'i\'ersal. 

En la cub1e1 t.l del gunnasio se usaron alambres 
c<~lthrc 24 B\NG. a cada 6 mm. en la dtrecClón lon­
gttudw.d y caltbre 24 BWG, a cada lO mm. en la 
tranwct1-al ( ftn. 2) 

LJ<, rub1ertas se con~truyeron por separado for­
¡ando. con c.dor. una ho¡a de plextglás sobre un 
molde ton ].; forma adecuada. La cubierta así for­
mada se colocó en contacto con la malla de alam­
bn: y "1: procuiO una adherenCia perfecta. por me­
dto de una resma liqUida colada por el mtenor del 
modelo ( ftg. 3). 

De.,pués de ensayar el modelo. se hicieron en las 
p.1rcdc~ de la alberca aberturas de 4 X 16 mm. ,¡j 
rentro de cad.1 entrce¡e. mmediatamente abajo de 
l.t!- trabes pcflmetrales. El modelo así modtf1cado 
~e \ nh 10 a ensayar y se denommó modelo JA. 

3 LVS A}' ES 

3 1 'f¡¡n,·/ de I'Íl'nto 

L.~~ pruebas se reahzaron en el túnel de viento 
de1-cntu en la pnmera parte de este articulo. 

En todas las pruebas se htc1eron medtctones para 
dos \d(>l.'tdt~des. la pnmera. en el arranque. antes 
de c,uc i.t n:loCJdad llegara a la máxtma; esta velo-
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odad no pudo sn Igual en todos los casos y vanó 
de 130 a 160 km/h. La segunda lectura se tomó 
cuando la velocidad se había estab1hzado en 200 
km/h, aproximadamente. 

Se midieron presiones en varios puntos de la cu~ 
bierta de las dos estructuras con el mismo procedi· 
miento usado para el modelo rígido. 

3.2 Registro de deformaciones 

Se efectuó un registro contmuo de deformacio­
nes de la cubierta de la alberca. La cubierta del 
flimnasío no se instrumentó para medición de este 
tipo. · 

El equipo den· edictón constó de seis transforma­
dores diferenciales linealmente variables, L VDT, 
fiJados en un marco independtente del modelo de 
ensaye y con sus núcleos colocados en contacto con 
distintos puntos de la cubierta. La distnbución de 
.los puntos de mediCión fue dtferente en los modelos 
y se muestra en la f1g. 4. En la fig. 5 se aprecia la 
colocación de los L VDT. 

Los transfnr m adores se conectaron a un sistema 
de registf(' •:onsistente en un oscilógrafo Visicor­
der, de 12 canales, con marcador de tiempos de 

{ 
"'··'' 

:U.,.;·;;,;):;;' ,; ~ ~~- < -~~á~~.;~i! ' 
:,' ',. 
';.._,""; .... 
1" '>' "">">/~~ ' 

',· '1 • • 

·~-~:.;~;'-t~~ ,.h_.,:.. 

'' 

1 
1 

' 

FIG. 5. VIsta posterior del modelo r¡ diSpOSICIÓn de los piezómetros 
y LV DT. en la alberca 
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1 O, 0.1 y 0.01 seg y velocidades de registro de 0.4, 
2. 10 y 50 pulg/sef!. f;I registro se hizo en papel 
fotogr;1Íico de unpres1ón directa. 

El oscilógrafo está equipado con un amplificador 
de onda portadora con atenuadores de 0.01, 0.05, 
0.1, 0.2. 0.5 y 1.0 del rango para la entrada. Los 
atenuadores permiten regular el factor de escala 
para obtener un registro claro de los seis puntos de 
medición. • 

4. RESULTADOS 

A partir de las presiones, medidas en alturas de 
columnas de agua en los piezómetros, se encontra­
ron los coeficientes de presión Cp definidos en la 
primera parte. 

En las f1gs. 6 y 7 se comparan. para la cubierta 
de la alberca, las curvas que unen los puntos de 
i¡:¡ual coefiCiente de pres1ón en los modelos flexi­
bles y el rígido. Las curvas son para las direcciones 
sur y suroeste del viento. que corresponden a de­
formactones máximas de la cubierta. 

La f1g. 8 presenta un registro típico de las defor­
maciones de la cubierta de la alberca al ser some­
t•da al efecto del viento. A part1r de estos registros 
se encontraron la deformación estática, med1da 
desde el origen hasta el punto mecho de un ciclo de 
vibración, y la deformación dmámica, medida 
desde el punto medio hasta el p1co máx1mo. 

Las med1das se tomaron en zonas del registro 
donde la oscilac1ón era aproxlmad,tmente estable. 
En los pnmeros dos modelos se tuvieron algunas 
dificultades en la interpretilCión de los re¡:¡istros, 

porque la vibración fue siempre irregular, Y. las seis 
curvas se cruzaban frecuentemente llegando a con­
fundirse. 

En la Tabla 3 se encuentran las deformaciones 
estáticas máximas y los porcentajes de amplifica­
ción dinámica, para dos puntos de medición en los 
modelos 1 y 2. También se consignan los valores 
para el prototipo, transformados mediante el uso 
de los factores de conversión en la Tabla 2. 

La Tabla 4 contiene las deformaciones transfor­
madas a la escala del prototipo. y los porcentajes 
de amplificación dinámtca, registrados en las prue­
bas 3 y 3A para todos los puntos de medición y 
las distintas direcciones de viento. 

La fig. 9 muestra esquemáticamente la configu­
raCión deformada de la cubierta, para la acción 
más desfavorable del viento; los valores están 
calculados para la escala del prototipo, a partir de 
los resultados del modelo 3A. 

5. DISCUSION DE RESULTADOS 

5.1 Presiones 

En las figs. 6 y 7 se aprecia que la distribución 
general de presiones es parecida en los distintos 
modelos; lo que indica que 1"' deformación y vibra­
ción de la cubierta no m o di·,, an sustancialmente la 
distribución de presiones, aunque producen algunas 
diferencias tanto locales como de conjunto. 

La distribución de coeficientes de presión fue 
más irregular en los modelos flexibles que en el rí­
gido, y en los primeros se obtuvieron coeficientes 
en general más bajos, particularmente en los mo­
delos 1 y 2. 

TABLA 3 

0Ff'OHM ,\\.IONES DE I.,\ CUBIERTA EN LOS MODI 1 OS 1 Y 2 

M i 1 1 'oc e o Mod elo 2 
Oir<'Cc~<.m Po.,tcton -·--- ~-- --- ·-· ~-

dd 1 cid lJ,·fo-mac 1<>n, cm Deformación, cm 
1 LVDT % % t'r(•flt(l ! -· -~-- --~~~ ---
l modela protottpo amplt[ icaciórz m orle/o 

1 
prototipo amplificación 

S 
3 o 03 38 56 0.021 26 18 

'l o 026 33 40 0.024 30 9 
--·--·-~ -~~~----- -- ~ ----

sw 3 o 031 39 40 0.008 10 15 

-1 o 011 14 29 0.007 9 20 
-~-- --- ---- --- ~------ ~-

\V 
3 o 023 29 18 

4 o 024 30 12 0.027 34 10 
- -----~- -~-

~\V ' 0.015 19 18 0.023 29 5 
4 0.010 13 19 0.022 28 12 

----··- -~-- --------- --

0: 
3 o 005 6 220 0.008 10 25 
4 o 000 0.001 50 
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NOTAS: Los n~meros 1 o 51nd1con lo pos•c•Ón de los LVDT, 
y los números entre poréntes•s,lo deformoctón 
esiÓIIco,en cm 

Fu. 9 Corr[r¡¡uraw\n deformada de la cubiertn de la alberca. Modelo JA 

TABLA 4 

DEPORMi\CIONES EN EL PROTOTIPO PARA DISTINTAS DIRECCIONES DE VIENTO 

1 i Modelo 3 Modelo JA 1 

Ducccwn 1 Po"cwtl --- - --~-

cid i 
c/d Dc/oml.Jcain % De/ormnctón. % VtCtltO LVDT e$f<1ttctt, amp/rf¡caciórr estátrcn amplrfic acrún 

i cm cm 

l 42 9 33 4 
2 45 1 1 11 5 

S 3 4R 6 46 4 
·1 32 4 31 6 
5 32 8 33 9 

·-- -~-~ -- --- ·--~------~ 

l 12 10 14 6 
2 lO 10 17 2 

S\V J l7 8 21 4 
4 14 o lO 7 
5 13 15 14 4 

------ -- -~------ -------- -·-
1 24 6 25 3 
2 32 7 35 5 

w J 35 8 38 4 
4 20 8 23 4 
:¡ 21 lO 23 5 

- -- --- - --- ~- --- - - - . -----------
l 22 7 20 4 
2 22 4 23 5 

NW 3 -u• 5 28 5 <ll 

4 13 7 19 5 
5 20 9 22 4 

- --- ---~-- ------- ----------- ------ ------
10 17 10 20 

2 10 2·1 7 23 
1\: 3 10 5Y 10 15 

4 5 90 7 16 
5 6 45 5 33 
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El cambio de geometría del modelo 3 dio lugar 
a coef1cientes un poco mayores que los anteriores, 
pero en general no se llegó a los valores del mode~ 
lo rígido. 

La prueba del modelo }A dio resultados idénti­
cos a los del modelo 3 efl lo que se ref1ere a pre­
siones, así que las pequeñas aberturas abajo del 
techo no provocan diferencias 'de presiones de 
viento. 

En las med1cinnes en las paredes tambié!1 hubo 
variaciones en los resultados de los distintos mo­
delos, aunque estas variaciones fueron menores que 
en la cub1erta: esto indica que parte de la discre­
pancia en lo.s resultados es debida a defectos del 
ensaye. más que a diferencias de comportamiento 
de los modelos, ya que las paredes fueron siempre 
rígidas y deberían haber temdo presiones ÍfJuale<-

La causa más importante de las d1ferenoas eu 
los resultados fue la oscilación de la columna de 
agua de los pic;:ómctros que era. en fll'IH'r.IL de 2 
a 3 ~·m. Ot'ilSion.lndo que !.1 .1ltur.1 múlu!,, .lq,,·n­
da:-r.l del utst.lllfl' l'll ,¡ul· ~.:: wm.IIM 1.1 lott•!ll•dt.l 
del wblcw: cspl'l'ldlmcntc p.u-.1 las prcstoncs pe­
queñas. las osclidCIOlles pudieron vanar los resul­
tados en un porcenta1e considerable. 

A pesar de estas d1ferencias. la magnitud y dls­
tnbución de las presiones en la cub1erta están defJ­
mdas con su fJCJente con Fi<lb11idad. 

5.2 Dt•flcxioncs 

CompMandn los resultados de los modelo-; 1 y 2. 
T.~bla 3. ~e nota que las deflexiones est:1t1· ,.., me­
didas fueron del m1smo orden, y que la a w ,,¡, fica­
ción dmúmtc,t fue mayor en el pnmer modelo. 

Nommalmente, los dos modelos tuvieron la mis­
ma ng1de:: lmeal. puesto que el factor de trans­
formación para las deflexiones es el m1smo. Tabla 
2. Sm embargo, en el pnmer modelo, el procedi­
miento usado para hacer las perforaoones para 
melhnón de presiones y deflextones, provocó de­
formanones locales en la cub1e1 ta, y e~ta no quedó 
perfectamente tensada. Además, el módulo de das­
ttctdad del material de la cubierta fue tres veces 
menor en el modelo 1 que en el 2; esto no influye 
en la ngtdez hneal en tenstón de la cub1erta, según 
se dtscuttó en el capítulo 2. pero cambia la rigi­
dez y puede causar algunas dtferencms en el 
comportamtento. 

El modelo 3 fue más rigtdo debtdo a la nueva 
geometría de la cubterta; por otr~• parte. sus apo­
yo' f uewn flextblcs, lo cual compensó el efecto an­
tenor y llevó a deformanones estáticas un poco 
m<~vores que la~ registradas en los otros ensayes, 
T,Jbl,¡ 3 Las deformaciOnes dmánucas dtsmmuye­
ron con~¡dcrablemcnte. dcbtdo en parte a la nueva 
gt'Oill('trí;J de la ntbJerta, y ptmnpalmente a que la 
rclau• •:••trc el período de la excttaCJón y el de 
la l'~trmtum es mucho mayor en este modelo y se 
<lf1\?Hd ma-; a la del prototiPO. 

En la prueba 3A se obtuv1eron resultados muy 
Sl'me¡;mtcs a Jo¡, del modelo 3. lo cual ind1ca que 
la ..... 1hcrtutus par<~ ventdactón no mfluyen en el 
rompurtanLtcnto de la cubierta. 
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Las deflexíones del prototipo, presentadas en las 
Tablas 3 y 4, han sido calculadas con el factor de 
escala obtenido en el inciso 1.2, considerando 
que el concreto contribuye a la rigidez como un 
material elástico que trabaja en conjunto con el 
acero. 

Así para la obtención de la rigidez de la cubierta 
del prototipo se usó el módulo de elasticidad del 
material compuesto. 

E'= Et( 1 + pn)= 1.2 E1 

La fórmula anterior indica que la contribución a 
la ngidez del concreto es cinco veces mayor que la 
del acero. Para cálculo se utilizó un módulo de elas­
ticidad del concreto de 50.000 kg/cm2

, para cargas 
dinámicas, y concreto de peso volumétrico de 800 
kg/m3

• 

Para que kt cubierta dd prototipo lrahaje rn la 
fnrm.1 supul·sta. tlt•h,· l'""tn· ~Hih,·u·ll< i.1 l'•'rf,•d,J 
l'tllrl' úlllfll'hl " '.lb l.·,, \' ,.¡ l '"" l'l'h• ,¡,.¡_,. ~ .•. , 1111,1 

1,1111111,1 l(lll(ll\\1,1 tJIII' ¡1\ l'¡llt' 1\'II"HII\t'~ ~ÍII <11)1 Ít'(<ll ,,., 

Ld rir~•dc:: rc.tl dcll'llllllllltU l'Oilll'Ctll-t.clhlcs sera 
menor que la supuesta deb1do a los ar~netanuentos 
del concreto. las holguras entre placas si se usan 
precoladas y que la adherencia entre los dos mate­
r~ales no será perfecta. Se obtiene un limite supe­
rior de las deflexiones considerando que solo los 
cables contribuyen a la rigidez; entonces las defle. 
xiones serán seis veces mayores que las consig­
nadas. 

El comportamiento real estará entre estos dos 
casos extremos. más cercano al prmiero mientras 
más prec<~uciones se tomen para asegurar el traba­
jo de con1unto de los dos materiales y .evitar hol­
guras y agrietamiento en el concreto. 

Pueden disminuirse las deformaciones si se 
procura tener un módulo de elasticidad mayor del 
concreto aumentando su peso volumétrico o su 
resistencia. 

Las deflexiones medidas en los modelos son bas­
tante confiables deb1do a la concordancia entre las 
distintas pruebas efectuadas; sm embargo, no pue­
de excluirse la posib1lidad de que pequeñas holgu· 
ras entre la estructura y el s1stema de referencia 
puedan haber afectado las lecturas, ya que se esta· 
han m1d1endo deformaciones extremadamente pe· 
queñas. 

5.3 Periodos de vibración. 

En el primer modelo se registró una vibración 
periódica con una frecuencia aprox1mada de 50 ct· 
clos por segundo. En el segundo, la vibración fue 
del m1smo tipo pero con una frecuencia de 75 cps. 
aproximadamente. En el tercer modelo no se nota 
ninguna per10d1cidad en la vibración; se trata de 
v1brac1ones de ulta frecuencia que parecen debidas 
a v1bración del túnel, más que al comportamiento 
de la estructura. 

Hay que recordar que el comportamiento diná­
mico de los modelos 1 y 2 corresponde al del pro· 
totipo, para una velocidad de viento de más de 
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100 :...mlh'. así que las v1braciones registradas no 
..,on d,_ esperarse en la realidad. El comportamien­
to dm.11nico del prototipo. para la velocidad de 
v1e1Ho de diseño, será del tipo del que se encontró 
en el modelo 3: es decir. la ampllfKación dinámica 
de la deformación será de poca ¡¡nportancia. 

6 CONCLUSIONES 

1.<~ pumera prc~unta que se trataba de contestar 
nH.:d~<1llte esta mvesti}JaCJón. era s1 la Vibración de 
1.1 cuh1erta de la alberca mod1hcaba la distribución 
de prcs•oncs obtcnid.1 para el modelo rígido. Se 
ptu.-dc a fmnar que la Vibración solo produce dlfe­
r.:nu<~'> loc.1les. y que las pres1ones tienen la misma 
d•"tubuoón y MI~ v.dores son ltgeramente más 
b,1¡os. 

Con respecto al comportam1ento dinámico de la 
cub•cr1.1 ~e comp1obó que: 

e~) L1s dcformauones múxima..; que deben espc­
rdrse en el protot1po no son mayores de 40 
cm. para una velondad de vrcnto de 120 km/ 
h. Hay que cons•dcmr que la deform<:~Ción 
d1::-nunuyc con el cuadrado de h veloodad y 
para un \ u::nto de 85 km/h la deformanón 
.t>C reduce a la n11tad. 

b) Las dcfle:\toncs mcncJonad,ls corresponderán 
a las del proto11po si el conLreto contnbuye a 
In n~1dez de In cubH:rt.l como un material 
elásttco que trab.I¡<:l en con¡unto con los ca­
bles con un módulo de elasticidad de 50,000 
kg/un~. S1 solo los cables contnbuyen a la 
nn•dcz, la~ defle:-.1ones serán se1s veces ma~ 
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yores que las consignadas. Para un compor~ 
tam1ento satisfactorio debe procurarse que 
ex1sta la máxima adherencia posible entre 
cables y concreto, evitar holguras entre dis~ 
tintas piezas. Una disminución importante 
de las deformaciones puede obtenerse au~ 
mentando el módulo de elasticidad del ma­
terial de cubierta. 

e) La cubierta de la alberca no presenta vibra­
ciones periódicas importantes, y la nmpli· 
ficación de la deformación debida a la vi~ 
bración es del orden del 1 O por ciento si el 
concreto trabaja en conjunto con los cables. 

d) La presencia de aberturas para ventilación, 
hasta de 1 X 4 en cada entreeje, no pro· 
duce efectos desfavorables de importancia en 
el comportamiento de la cubierta. 

7. RECONOCIMIENTO 

Esta parte del trabajo fue realizado en la Sec~ 
c1ón de Estructuras bajo la d1rccc•ón del Ing. Luis 
Esteva. La Sección de Instrumentación colaboró 
en la operación de los aparatos de medición. 
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RESUMEN 

El proyecto de alberca y gimnasio olímpicos 
comprende dos cubiertas colgantes, siendo la de 
la alberca una de las más grandes del mundo. 

Se presenta un re!lumen cualitativo del criterio 
general adoptado para el análisis y diseño estruc­
tural, poniendo especial énfasis en lo que se refiere 
a la forma de trabajo de Jos cubiertas y sus apoyos, 
sujetas a la acción de carga permanente y cargo 
oc1dental de viento o sismo. Se exponen en forma 
breve las consideraciones básicos relativas o su 
Cimentación. 

l. INTRODUCCION 

E 1. ANTI:PROYECTo arqUitectónico seleccionado 
para la obra de alberca y gimnasio olímpicos 
udoptó como solución estructural básica la de 

cub1crtas colgantes; la mayor para cubrir la alberca 
de competencia y foso de clavados. y la menor 
para cubrir el gimnasio. Durante los análisis estruc­
turales preliminares. se estudió. por ejemplo, una 
alternativa de 132 m de claro principal sin tirantes 
en los extremos. que resultó factible. pero de costo 
superior al de otras soluciones. De esta manera se 
fajaron las dimensiones defm1tivas de los claros, 
curvaturas y niveles del proyecto. 

El conjunto de cubiertas y sus apoyos represen­
tó para el análisis y diseño varios problemas de 
interés. lo que era de esperarse por ser la cubierta 

• Dtsel\o Racional. A. C. 
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Proyecto Estructural 
de la Alberca· 

y Gimnasio Olímpicos 

Carlos OLAGARAY P* 

SYNOPSIS 

The Olympic swimming pool and gymnosium 
project includes two suspension roofs. That of the 
swimming pool is one of the lorgest in the world. 

Qualitative aspects of the design assumptions 
of the buildings are presented, specially those per· 
taining to the action of the suspension roofs and 
of their bearings while undergoing dead load, wind 
ond seismic forces. Basic suggestions for the foun~ 
dation design are briefly described. 

colgante de la alberca posiblemente la mayor del 
mundo con planta rectangular. 

1 

2. DESCRIPCION DE LA ESTRUCTURA 

Las figs. 1 a 3 muestran las dimensiones gene· 
raJes del conjunto. La cubierta de la alberca, con · 
cJ;¡ro principal de l 1 1 .90 m a ejes, cubre un espa· ' 
cio interior de 99.60 X 101.60 m, o sea poco más 
de 10.100 m3 • En forma análoga la del gimnasio, 
con claro principal de 78.70 m a ejes, cubre un 
área de 66AO X 76.20 m poco más de 5,000 m1• 

Las cubiertas son colgantes en la dirección norte· '· 
sur teniendo como flechas 7.50 m en la alberca ' 
y 5.00 m en el gimnasio. 

En la dirección oriente-poniente las cubiertas 
tienen curvatura inversa con flechas de 5.00 y 
3.50 m respectivamente. Esta curvatura obedect . 
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• FIG. 3. Corte oriente ponrcntc en alberca 

en pc~rte " los requisitos de drenaje pero es ne­
cesaria desde el punto de vista estructural para dar 
n~1dez a lt~s membranas. Las superficies formadas 
son prácticamente paraboloides hiperbólicos, ya 
que l.ts catenanas se aproxtman mucho a parábolas 
d(' scqundo 9rado. 

El proyecto defmitivo de la techumbre utiliza 
una retictda Je cables. unos colgantes en la di­
rccnón norte-sur (cables de carga) y otros con­
vexos en la cbrección oriente-poniente (cables de 
form,t). Sobre los cables-' de carga se apoyaron 
l.tmina" acanaladns. las cuales quedan f1jas me­
d•nnte herrnjes especiales. Sobre la lámina se coló 
un f1rme de concreto reforzado con objeto de dar 
el peso y ri~1dez necesarios para la estabilidad 
de In cubiertn. especialmente ante la acción del 
\ 1ento. En el f1rme quedan ahogados los cables de 
formn de In d•rección oriente-poniente. Los cables 
de ,carga están formados por alambre de 7 mm. de 
acero de presfuerzo. a cada 1.60 m: los de forma 
lo est:m por acero de las mismas características, a 
cad,t 2.07 m. Tanto los cables de carga como los de 
forma están anclados en sus extremos en' trabes 
de borde, metáhcas. de alma abierta y contenidas 
en la misma superftcie, a la cual limitan formando 
un marco cuya proyección horizontal es rectangu-
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lar. Estas trabes trasmiten sus esfuerzos tanto a 
las columnas de concreto de los tres ejes princi­
pales de apoyo ( fig. 2) como a las metálicas que 
constituyen las fachadas oriente-poniente ( fig. 3). 

Las columnas extremas, ejes Ac-Ad y Gk-G1, 

son huecas, de concreto reforzado, con dimensio­
nes exteriores de 2.00 X 3.00 m. Cada una está 
provista de dos cables-retenida para equilibrio de 
la componente horizontal de los cables de carga. 

Las retenidas, también de acero de presfuerzo, 
están protegidas por un tubo de asbesto-cemento 
y se anclan en los muertos de concreto que mues· 
tran las figs. 1 y 2. 

Las columnas del eje central Ga-Gb también 
son huecas, de concreto reforzado, con dimensio­
nes exteriores de 3.00 X 5.00 m. Para resistir fle· 
xión que originan en ellas las componentes hori· 
zontales de las cubiertas de alberca y gimnasio, 
se han diseñado presforzadas mediante tendones 
de acero: estos se tensaron en concordancia con el 
avance de la obra. Las columnas de cada uno de 
los tres ejes principales están ligadas eh la parte 
superior por una trabe peraltada metálica, de alma 
abierta, recubierta con paneles de asbesto-cemento. 

Las columnas de las fachadas oriente-poniente 
e interiores en los ejes AP y Gc son metálicas 
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de 40 X 80 cm y dan apoyo tanto a las trabes de 
borde como a la cancelería, muros y otros ciernen~ 
tos propios de fachada. 

Un elemento importante del proyecto es la pla­
tnforma del nivel +4.00 m. que, junto con las 
escalmatas, tiene como dimensiones exteriores 
210 X 152 m (fig. 4) y cubriendo un total de 
23,000 m2

• En la mayor extensión es una losa pla­
na de concreto, aligerada. de 40 cm de espesor 
incluidos los 5 cm de recubrimiento de cajas de 
aligeramiento. El resto está formado por trabes 
de concreto y losas perimetralmente apoyadas. 
13a¡o la plataforma del nivel +4.00 se ubican los 
servicios e instalaciones olímpicas y arriba de la 
m1sma se encuentran las tnbunas para los espec­
t<tdores. 

L.as tnbunas, tanto en alberca como en gimna­
sio, son de concreto reforzado y sus estructu­
ras sirven de apoyo a las columnas metálicas de las 
fachadas oriente y poniente. En la alberca este 
troquelamiento se logró con puntales inclinados 
de concreto ( fig. 3) los cuales, además, servirán de 
apoyo a un sistema de tnbunas temporales. En 
el gimnasto las tnbunils estilo dispuestas en óvalo, 
de acuerdo con el proyecto arquitectónico. 

Los escenarios de gtmn<lsio y alberca se encuen­
tr.m al mvel +0.00. El del primero es ovalado. 
con cancha rectangular. y el de la segunda es de 
planta sensiblemente rectangulnr; se encuentra al 
norte !él alberca de competencia y al sur el foso 
y las plataformas de clavados. Tanto el foso como 
la alberca están provistos de un túnel perimetr'"'l 
de servic1o; en la separación de las dos piscinas 
está tm sótano para cuarto de filtros. 

La Cimentación del conjunto es por compensa­
ción total. Está formada de cascarones de cimen­
tación en la zona de alberca. y losa mactza de ci­
mentactón en la de gimnasio. Posee una r('lí· ula 
de contr.,trabes: cierra la cimentación la losa del 
nivel +0.00 (figs. 2 y 3). 

3. PRINCIPALES CONSIDERACIONES 
F:STRl/CTURALF.S DETF:RMIN ANTES 
DF:L ANA LISIS Y DISEÑO 

En el conJunto de alberca y g1mnasio nlimp1cos 
~e t1enen \ <mos grupos estructurales cuyo com­
portamiento satisfactono requ1ere de interacCiones 
de mlportanCJa. Pueden considerarse como grupos 
estructurales los sigutentes: a) cubiertas y sus 
apoyos. b) tribunas, e) platilforma del nivel 
+ 4 OO. d) Cimentación. d alberca de competen­
Clil y foso de clavados. f) estructuras de <~cceso. 
rampas y puentes. y !l) fachadas A contmuación 
se describirá la forma de trabaJo de estos grupos 
ante las solJCJtacmnes a que serán sometidos. 

La secuencia del anithsis estuvo regida pnmor­
d•almente por las cubiertas, s1endo la geometría 
fmal de lás m1smas. como ya se indicó. el producto 
de una sene de análisis previos. en los que se 
valuaron las respuestas ante las solicitaciones es­
timadas. 
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1. CUBIERTAS Y SUS APOYOS 

El punto de partida para el estudio de ]a te­
chumbre fue la ecuación diferencial del equilibrio 
de membranas 

(l) 

donde 

z = z ( x, y) ecuación de la su perf lcle 
q = q ( x, y) carga vertical por unidad de área 

horizontal (kg/m2
) 

H., componente horizontal de tensión 
o compresión por unidad de lon­
gitud en dirección del eje X 
( kg/m) 

H11 componente horizontal de tensión 
o compresión por unidad de Ion. 
Qitud en dirección del eje Y 
(kg/m). 

Al considerar q como constante, lo que equivak 
a despreciar el efecto del peso en área real respec 
to a su proyección. la solución de esta ecuació!l 
da origen a parábolas en ambas direcciones. La., 
concavidades pueden estar hacia arriba o haci.1 
abajo en las dos direcciones (paraboloides elípti­
cos). o una hacia arriba_y la otra hacia abajo ( pa. 
raboloide hiperbólico). Esta última alternativa fue 
la solución adoptada para las cubiertas. 

Bajo la acción de carga vertical constante q. 
como el peso propio, la ec. l conduce a lo mostrado 
esquemáticamente por la fig. 5. en la que se aprecia 
que sobre los cables de carga actúa no solo el 
peso propio q, sino también la carga q11 debida a 
la presión que ejercen los cables de forma sobre 
los de carga al ser tensados con la fuerza Hu· El 
valor de esta fuerza puede ser arbitrario, mien­
tras se trate de tensión. El valor q,1• denominado 
carga de presfuerzo, se fijó en 5 kg/m2 para la 
alberca y lO kg/m2 para el gimnasio; estos valo­
res son los estimados como los más convenientes, 
alend1endo a consideracíorrts de economía y de 
ngidez. 

Antes de describir con más detalle la forma ge· 
neral del traba¡o de las cubiertas. cabe hacer men· 
c1ón de los efectos de viento y sismo sobre las 
membranas. Ante ambas solicitaciones, la ec. l 
deJa de ser ~igurosamente válida, ya que inter· 
vienen componentes horizontales de carga; no obs· 
tante. algunas idealizaciones como las de la fig. 6 
permiten apreciar cualitativamente los efectos entre 
los que destacan, por su importancia, los despla­
zamientos máximos que pueden ocurrir. 

Encaminándose a fines prácticos para diseño de 
las membranas bajo la acción del viento, se proce­
dió por una parte a idealizarlo como una carga ver­
tical uniforme de succión, lo que es conservador 
para los esfuerzos. y se aplicaron las considera­
ciones de forma de trabajo que más adelante se 
describen. Por otra parte, en lo referente a defor· 
maciones, se coordinó con el Instituto de Ingenie· 
rla de la UN AM la preparación de un modelo 
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flex1ble que se estudió en el túnel de viento, en­
contrándose que los despl<~wmientos serían tole­
rables. , 

En lo correspondiente <1 sismo. la idealización 
de la f1g. 6b es simplemente poro obtener una cota 
supenor. tilnto de desplazamiento como de tensión 
en cables de carga ya que para el diseño práctico 
se cons1deró que las fuerzas de mercia de las mem­
branas serún tmsm1t1das a los hordcs fundamen­
talmente por esfuerzo cortante a través del f1rme 
colado sobre lo lámmil de techumbre. Puede resu­
mirse que las ilccione~ de membranas en sus cua­
tro bordes pueden voluarse en forma precisa bajo 
carga 'ertiC<J) y en form;t su f~eien temen te aproxi­
mada y conserYadoril h.tjo cargas dinámicas, inclu­
yendo en esto su cllstnbución. 

Para los fines pr:tcttcos de diseño. el primer 
problema planteildo fue determinar y resistir las 
componentes honzontilles de los cables de carga 
tanto en los e)es extremos como en el central. Dado 
el orden de mogmtud de est<~s fuerz<~s lo conve­
niente, en <!paricncia er<~ optar por un mímmo de 
carga en l.ts tcl humhres. pero ello hub1era obrado 
en contra de l,t cst.th1hdad y de la ngidez de las 
membranas su,cta~ ,, la acción del Yiento. Se re­
quiere un mín1mo de peso muerto tal que la succión 
del Yiento no lo C\ccda. para e\'itar una condi­
ción de me~tahliH.f,td cosa que solo puede cntarse 
disponiendo de elementos estructurales capaces de 
resistir la succ1ón. 

Por otra parte y muy relacionado con lo ante­
rior se presentaba el problema del apoyo central. 
La marcada as1metría de las cubiertas y sus niveles 
trae por consecuenCia un desequilibrio muy 1mpor-
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tante en las columnas del eje central. Para dismi­
nuirlo se requería poco peso y amplia flecha en la 
alberc« y un peso mayor con flecha menor en el 
gimnasio ( fig. 7). • .. 
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PIG. 7. Compon('ntcs horizontales de cub1ertas 

Valorando distmtas alternativas. quedaron en el 
proyecto estructural definitivo, como peso muerto 
de techumbres, incluidos los cables: 

C. M. alberctl 
C. M. gimna~to 
Presfucrzo alberca 
Presfuerzo gimnasio 

125 kg/mz* 
165 

10 
10 

Las soliotaciones por carga muerta. carga viva, 
v1ento y s1smo. empleadas para el análisis y diseño 
estructural. se estimaron de acuerdo con el Regla­
mento de Construcciones para el Distrito Fede­
ral. tanto para las cubiertas y sus apoyos como 
para el resto de las estructuras en el conjunto. 

Este Reglamento prevé el empleo de modelos a 
escala para el estudio del viento. labor que le fue 
encomendada al Instituto de Ingeniería de la Uni­
\ crs1dad Nac1onal Autónoma de México y cuyos 
resultados con modelos tanto rígidos como flexi­
bies en túnel aerodmilmico sirvieron para estable­
cer con precisión características importantes del 
comportam1en to del con junto. 

La acción del sismo sobre las membranas resultó 
menos desfavorable en ciertos aspectos -los rela­
ti\OS a deformaoones-. que la del viento. Sin 
embargo, las diferencias de sus características. con 
respecto a las del v1ento, requineron anális1s 
con vanas alternativas de hipótesis simphficadoras. 

La veloCidad de viento supuesta para el pro­
yecto fue 120 km/hom. Esta acción es, cualitati­
vamente, como una carga ascendente que actúa 
en 1<~ membrana. La acción del viento se traduJo en 
nn.t d1smmuc1ón de la tensión de los cables de 
c.trga y un aumento en la tens1ón de los cables 
de forma. planteando problemas consecuentes; por 
una parte la pos1btlidad de que el viento de sur 
a norte succione más en la alberca que en el gim­
n<uno. creando cambios en el equilibrio general y 
especialmente en el eje central (similarmente al 

• PosteriOrmente. en la etapa de construcción, y tentendo 
n·~ultados aportados por el Instituto de lngenlerla, UNAM, 
c~tos valores se modtlicaron a 95. 130, 5 y 10 kQ/m1, res­
pectivamente. 
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obrar de norte a sur) y por otra parte los cables 
de forma, apoyados en las estructuras de tribunas, 
introducían fuerzas que provocaban la aparición 
de nuevos elementos mecánicos en las mismas, lo 
cual hubo de ser tomado en cuenta para su dise~ 
ño. Las succiones más importantes del viento fue~ 
ron en la dirección de 45°, pero la más desfavo­
rable a ¡., estructura resultó ser de 90°, oriente 
poniente, pero todas las alternativas se tomaron 
en cuenta con hipótesis simplificadoras. 

Otro aspecto interesante se presentó al analizar 
y diseñar las trabes de los bordes. Las que reciben 
a los cables de carga tienen como función princi­
pal trasmitir a las columnas la tensión de aquellos 
y además servir de elemento de liga horizontal. 
Estas trabes se diseñaron para dichas·condiciones, 
después de analizar los posibles desplazamientos 
diferenciales. 

Tratándose de las trabes de borde de oriente y 
poniente, que reciben a los cables de forma, no 
era práctico que se librara horizontalmente el claro 
total de J 00 m para constituir un anillo rectangular 
de compresión. pues los órdenes de magnitud de 
los momentos y de los desplazamientos hubieran 
sido intolerables. Así, se decidió que estas trabes 
se apoyaran en las columnas metálicas de fachada, 
las cuales a .su vez se troquelarían contra las tri­
bunas ( fig. R). La carga máxima en estas trabes 
se tiene cuando actúa el viento, pero la acción del 
sismo es similar y sus efectos comparables. Dadt' 
que los apoyos proporcionados por las columnas 
metálicas a las trabes de borde varían en altura 'Y 
por lo tanto en rigidez, se hizo el análisis como 
viga<> sobre cimentación elástica empleando com­
putadora electrónica. 

Una característica importante del sistema de 
cubiertas radica en que las columnas extremac;, 
eJeS 3 y 19 del eje central. no tienen retenidas ni 
reciben la restricción del gimnasio. En· consecuen­
cia se ha analizado y diseñado para que las trabe!' 
de borde ejes 3 y 19 de alberca trabajen como 
arcos invertidos apoyándose en )as columnas metá· 
licas de fachada (fig. 9a). Algo similar ocurre con 
las inmediatas hacía el interior 5 y 17, la compo­
nente horizontal aportada por el gimnasio es me­
nor que en la típica interior y por ello las trabes 
de borde del gimnasio trabajarán como tensores 
restringidos por )a<; columnas de la fachada ( fig. 
9b). 

Las trabes de borde oriente y poniente están 
también analizadas y diseñadas para servir de liga 
estructural entre los tres ejes principales cuyas 
rigideces difieren entre sí. El trabajo de las trabes 
será similar al ya mostrado por las figs. 9a y b. 

5. COLUMNAS 

Para el análisis y diseño definitivos de las co­
lumnas de los tres ejes principales fue necesario 
considerar la envolvente de todas las solicitacio­
nes que se han mencionado. La flexibilidad de 
estas columnas intervino en forma definitiva al es­
tudiar viento y sismo, pues de sus valores de-
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pendió. no solo la respuesta de la estructura, sino 
también el dmu.•nsionamicnto adecuado de todos 
los elementos 1esistentes que intervienen, y muy 
especialmente el de las trabes de borde. 

La rigidez de lns columnas de los ejes extremos 
se anal:zó integrillldolas con los cables-retenida 
correspondientes los que además llenen altura 
vanablc con la consigwente variación de ngidez 
( fig. 1 O). Se refuerza así la necesidad de las trabes 
de borde convenientemente diseñadas mcluyendo 
en esto su ductilidad. Otra característica en estas 

"'columnas. la c.1rga all.1al. est:1 constituida por la 
componente vertiCal de los cables de carga y su 
peso prop1o: además soportan la componente ver­
tical de sus retemdas. 

Los muertos de concrE-to reforzado en que se 
anclan los tirantes se analizaron para resistir con 
su peso y, considerando el efecto de flotnción en 

----

i 
Hl 

' + 

®6 
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6. 

el nivel freático, la componente vertical de las re­
tenidas. Se dimensionaron con un factor de carga 
estática de 1 .30. Los muertos de concreto se liga­
ron a la estructura mediante puntales que resisten 
la componente horizontal. Una trabe peraltada de 
cimentación liga entre sí a los muertos de concreto 
para disminuir los posibles movimientos diferencia­
les que afectarían principalmente a las propias 
columnas. 

El criterio seguido para el análisis y diseño de 
las columnas del eje central (3.00 X 5.00 m. hue­
cas), fue similar. Se determinó su rigidez con la 
sección total, se tomó en cuenta el pequeño aumen­
to de rigidez por la restricción de las membranas. 
En los detalles finales del diseño se tomó en cuen" 
ta la deformación causada por los tendones del 
presfuerzo. Y a se ha visto la razón por la cual 
estas columnas son presforzadas. pero además de 
la diferencia en fuerzas de borde entre las dos 
cubiertas. contribuyó el hecho de que la deforma­
ción total se logra disminuir en virtud del pres" 
fuerzo y que se logra un aumento de rigidez al 
trabajar la sección total. merced al mismo pres~ 
fuerzo. 

La fig. 11 muestra esquemáticamente la columna 
central. 

6. ESTRUCTURAS DE TRIBUNAS 

En lo referente al análisis y diseño de estas 
estructuras de concreto puede mencionarse que. 
además de su peso propio, y la correspondiente 
carga viva. fueron diseñadas para recibir el empu­
¡e que proviene de la cubierta a través de las co1um­
nas de fachada y los puntales. El análisis de los 
marcos se llevó a cabo con las alternativas más 
desfavorables de carga viva, viento o sismo, esta­
bleciendo para tal efecto un sistema simultáneo 
de ecuaciones de piso. una por cada grado de li­
bertad. 

FIGURA 10 
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Esta estmctura es la liga general del conjunto; 
despreciando sus deforrnnc1ones ax1ales y de cor­
tante, igualn los desplazamientos de todas las co­
lumnas, tanto metil11cns de fachadas como las de 
concreto de tnbunas y las huecns de cubierta. Este 
criterio llevó a concluir que todas las fuerzas sís­
micas serian absorb1das por las columnas huecas 
debido a l<1 ng1dez rel<~hva de estas. Sin embargo, 
de un an:11isis más detallado que toma en cuenta 
la dcfornMbll•dad de esta losa, se determinó que 
habría una fuerza cortante sísmica no desprecia~ 
ble en las columnas restantes. 

Otro aspecto de interés en esta plataforma son 
sus dimensiones al tornar en' cuenta los cambios 
de temperatura. Para disminuir los daños proba­
bles. se proyectaron las juntas expuestas a la in~ 
tcmpene que se muestran en la fig. 4. Además se 
tomaron precauciones especiales en el terminado 
de la plataforma y se adoptó un método adecua~ 
do de construcción. 

R. CIMENTACION 

El anill1sic; y diseño de la cimentación del con­
junto reqmnó un estudio geotécnico para deterrni~ 
nar ¡,,' r<~racterbticas mecánicas del suelo en el 
prC'd1o dc!:-tmado a esta obra. El terreno pertenece 
a la :::ona de trnnsición del Valle de México. con 
estratos arcillosos y arcdlo~limosos de alta y med1a 
compresibilidad. con espesor total med1o de 12 m 
hast,l In llamada primera capn dura.* El nivel 
fre:1t1co se encontró a una profundidad media de 
2 m y hay mdicios de consolidación en el primer 
depós1to compres1ble por abatimiento del nivel 
freo~hco cnusndo por los bombeos en el Valle. 

• Lo~ dl·pó~ttos compresible~ en In zona del lago del Valle 
d<' Mt'xcco t1enen e~pcsores hnst<1 de '10 m ot l,t prcmcra cap<! 
dura 
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, Es fácil apreciar que las, mayores cargas se 
localizan bajo los tres ejes principales de apoyo 
de cubiertas. Ello se hace palpable no solo por el 
peso de estas. si11o también por el de las columnas 
huecas. En camb1o, bajo las escalinatas, platafor­
ma y tribunas, las cargas son relativamente pe­
queñas. 

Por otra parte, las características de compresi~ 
bilidad del subsuelo no permiten una sobrecarga 
mayor de 1 ton/m 2 sin que ocurran asentamientos 
de importancia. por lo que, bajo los ejes citados 
h.·'•ria que compensar -al menos parcialmente-
o recurrir al empleo de pilotes. 

Después de estudiar distintas alternativas, se 
decidió una cimentación compensada por zonas, 
según las distintas cargas proyectadas por la es~ 
tructura. 

Así. la cimentación proyectada posee bajo cada 
uno de los tres ejes principales un cajón profundo 
corrido. En el extremo sur de alberca, este cajón 
consta de dos cascarones y una losa horizontal 
( fig. 2): en el extremo norte del gimnasio, el-ca­
jón es de lo~rt plana y contratrabes. Esta diferen~ 
da es consecuencia de la disposición de los ejes 
del gimnasio, unos radiales y otros circunferen~ 
da les. 

La cimentación del eje central fue la de mayor 
importancia en el proyecto; esta, además de la 
carga vertical. resistirá el momento de volteo que 
le trasmitan las columnas. debido a la asimetría 
de las cubiertas. Dicho momento se modifica nota~ 
blemente ante las acciones de sismo o viento, lo 
que reforzó la conveniencia de ampliar la base. 
Para equilibrar el momento estático de volteo, for­
mó parte del proyecto estructural un lastre de 
carácter definitivo en la parte norte del cajón, que. 
junto con el peso de las tr1bunas del gimnasio 
comprendid<~s en la misma zona, reunió las con­
diciones requeridas para un buen comportamiento. 

La cimentación para las estructuras de plata~ 
forma y tnbunas en la zona de alberca está for~ 
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aadn por cascarones de cimentación de 4.15 m 
de clnro apoyados en una retícula de contratrabes:­
Cierril !.1 nmcrltac1ón hueca la losa del nivel 0.00. 
Paril tr1bun.ts del gimnasio y la porción restante c.le 
plataformn, la ctmentación es hueca también pero 
no fue aconsejable el uso de cascarones, sino que 
se empleó losa maciza. dada la irregularidad de los 
e¡es m teriores. 

Para las escalinatas la cimentación es de zapatas 
comdn~ compensando la carga mediante sustitu­
ción del terreno natural por tezontle. 

9 !ITBERCA DE COMPETENCIA Y FOSO 
DE CLAVADOS 

E-;te núcleo, formado por el foso de clavados, 
el cunrto de filtros. la alberca de competencia y el 
tunel perimetral, presentó dos problemas predo­
minnntes: por una parte la sobrecompensación, 
en especial la del foso y cuarto de filtros, y por 

ÜCTUBRI" or 1968 

otra los efectos accidentales de vaciado y llenado 
(fig. 2). 

La compensación se logró disminuir por un in­
cremento -dentro de la economía- de los espe­
sores de las losas de fondo, las cuales tienen ade­
más que cumplir los requisitos de rigidez como 
elementos de cimentación. Por otra parte se aplicó · 
una secuela adecuada durante la etapa constructiva 
con el fin de que las expansiones diferidas ocu­
rrieran sin afectar a las cimentaciones vecinas. 

En cuanto a los efectos de llenado y vaciado. 
este núcleo estructural se ligó a las cimentaciones 
veci~a~ mediante ~ontratrabes para disminuir los 
movtmtentos relativos que podrian dañar asi el 
piso del escenario. 

En el foso de clavados se analizó la posibi1idad 
de flotación suponiendo que el nivel freático su­
biera J .00 m de su nivel actual. La supresión ejer­
cida en el fondo del foso, estando este vacío, cons­
tituyó la condición más desfavorable y con ella 
se diseñaron el cascarón cilíndrico y la conoide 
que forman el fondo. 
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c1. -,c.,,ron·:"' ele cttrv'l..tur,. continua., micJtltr"'.·-:, al mi .mo tiempo, 'tb1.rc 1.nrlo 
' 

'-' COGto·: con 'tTltctivo·; rr-•1 "ttiv-'lrnontn b"l.,ios • 

. :1 intt:'r<~:-1 mo·:>tr·,do r·n ·.;;Jtv tipo (le oostrucción h1. 1.ccl-;r•no e) 

rlf' nrro" Jo <le nn ci· .rto nÚJl'Joro rie método-:; de ."l.n,(l ir.d ; p",r1. n :-1tructur'l..R 

P11.c,.-pl::[rtlh d·; un :ioJo cl1.ro. Ho obst:'l.nt(~ Y""' 'lf') h.'l.n report.~clo o<-;tn,1io-·: 

".ccc· dh1 e··: r1.e '-' ::trnotur'l.·, pJ '-~Gl.d tn contínu'l.8 y en vo1 1.dizo, llei •n ( 'IJ. ) 
entre otroa. · 



...... 
2. lfOMmlOLATURAi. 

Un•. cr1tructur1. pleg::l.d::t ~o un"\ dinposici6n tridimencion::tl de plac'1.3 

quo o :t<>..n 'l.rrBgl<t.d'l.~ I'L modo de producir una construcci~ eEJt:lble C"l.paz 

rl·: r:oport'1.r C"'.rfr'L'1• 

.. 1 in 1tintivo e~;enci1.l do t1.l estructura. eo que l~s elémenJJcs com­

ron nt•· · in·'tivirlu"\1(~::: .-:on pl':l.nos, no cul"V'orJ. 

-) 1.mt ·rrJ.o con 3ú. fom'L externa, 1:'-l.s estructuras de pl'l.c"'.s pleg1.ñ.t.r: ( 6) 

"l) Prism-ttic'l.~\ 

b) Pir•mida.le~, < 

e) Pri.~moid'l.lc .,') 

d) Curv•:; en pl1.nt1.. 

L'l. ~ c:-:tructur<t plcl.,~daé1 11Prism1tic1.o '' ( que son conocid>.:o usu'l.lmantc 
~ 

·imrl(Jm(·ntc como "e ~tructur"''.s Prism:ttic~.::; ") :.:;on US"td"'!.s p'l.r'l. v1.rios propo-

ito.: con·:tructivo:l t'l.h.:! como cubicrt1.s, Fig. { J. }. Puentes, torres dJ 

.;n:fri •mLnto, •)te. :-'n c=trA.cteriz.....n por el hocho de que con:-~ir:Jten de pJ n.c'1.·_: 

r•~ct~ngulñ.rr:rJ 1ue c->t-..n rc<Jtringid'l.n de movimiento rel:.'ttivo entre --;i 

( como lo :upon'! l'\ tcori'\ ) por medio de, n dia.fr"''.gm'$s "tr3.ll'JVors:l.lei de 

rieide3 o, "l.lt,:rn'l.tiv'lJTiento,por medio rle m1.rcos rigido.:;1arm'$dura.s u otro:~ 

di~po ~itivo--: o:;tructur'1.le•J<)le cumpl'1.n un<J. misi6n similar • 
• l-""v~ 'J.,t!'llCtur"l.: p!ug'1.d'1.o; 11 ~i::::mátic>.s ocurren como pr:t.boJ~onc:; cubier-

to-·, torre: de onfricmic:nto y siJo :, Fig. { 2. ). L'l.G e:;tructur'1.8 plcgvh~ 

" Pri ~:noicle'\:1 11 , Fig. ( 3 ), <:on un• :form'l. intcrm.~d.i"l. de con·.;trucci6n 

~nt:r · r·;1tr,-. 1"' : w·truct·.r<>.·: pri·;m-\-(ic'\:: y pir'lmida.le:;. lAr, e ;tructur'l.:) 

pl- (;-... : '.': n o·~rv'ls ~n pJ ,.nt"L ". ·,e utilbnn princip .... lm.::nte en 1 'l. cdific ..... ci6n 

r1.:.-' pur-nt.::- ·:, Fig. ( 1/ ) • Ap'l.rte dn las for:n::l.s princip'tle:> :::mte :-; m•Jncion'trl_..,,c::, 

~?Xi~tcn muchos otro tipo:-; C.e '' Pleg·Ldur,.~ 11 y form''l.!3 :1.li3.d"'t"i 1!c con :truc­

ción que prl·::~nt<n un comport"''.mi-~nto m:t::; o m.:mo;; ::;emoj"'.nt0. Ti'Jt1."J incluyen 

~·or r:: i. r.t pl o v--.rio ~ tipo·J de e 1C"l.J ,r .... r: ,Fig. ( S ) • 

Bi -::olo rl.os pl "\C1.l'l se intf~rscot \n en un1. " junt'l. '', '' vcrtice 11
, "uní-

" 11 6nn, " rb':lt:::..; " o hor:l(· , h. estruoturl'l- ::;e denomino. e~tructur"'t plc{;~.dll. 

.,; " f::im¡•J•· "• f.i más d. dos pl'l.C"l.·J -:e intersectan en un'l. 11 ju.nt"?. ", 1'1. c;·truc­

h~·~ . .: rl·:nomin!l c;;tr..tctura plcg'l.dll." trlultiple "• '!;1 grll.tlo de multiplicV1.d . 

..):·,I·i = ·- 1, ñon·-'!.•· ~es el número dr, pl'l.o:HJ que se intersect~ en un bord>. 

Oorao v-.. ;. r:-er ovid.ento i'..c l'l.s con:::iclcr:l.cionos a.ntcriorc'3, l:ts componen­

t(. :-: fu11d. -..·.1·mt·'.los du uni'L cctructura pleg1.d.1. sor1 l~s pl~O'\n y l!t8 unioncF: 



Un1. c;¡r:'l.ct'!ri;.;tic"~. ·~ignific."ttÍV1. de 1·,_._, c~.:;tructur'13 pl<tc1.-plc::g1.1l.1. e_., 

nuc· ccdn. une <! 1 l..,,,~ pl1.c1.s componentes posee oonGider'l.blemonte m:-tyor 

rieidoz a la floxi6n dentro de su propio plano qué en la direoci6n_per­

pendicul"'.r a ~1, De a.qu{ en adel:l.nto, el nombre de " pl'l.C'l pleg·1.d"'. " 

e r;t.,r-1: re ntrinffid.o a o :::truotll.r.1.s prismitic1.r~ exoluniv1.men te. 
' de 

Un'l. pl::tc1. plogtd"'. puede d.efinir:3e haciondo una. tr•sl:1.ci6n un1. poli-

·;uncl, a.biCJrtfl. o oorr1.da, ll1.mq,d:i r:ru. " i-Jeooi6n tr'1.avera1.l 11 , r~. lo l~r-

go de un e,jo lonr;itnclin"'!.l rcoto plrrt. generar un.:~. pleg'l.dur"'. prifJmátic"t 

qw1 cubre eJ ol1.ro entre db.fr1.gm'l.; de "tpoyo. 

f.n un ."J.n'Íli;.;i·> completo df· un prisma e[Jtructur1.l deben determin,r-:" 

tod:ts 1'1.··· fuorz1.n intern·•.:-¡ y d.espl'-Z1.mic:nto.3 mostrados •m b. Fig. ( 6 ). 
L<!.~: fur·rZ"l.f.l int~rn · '3 Nx, Ny y Nxy se 11 "l.m1.n " Fuorz1.s de menbra.n,_ 11 mien­

tr"t:3 que ~ix, My, Mxy, Qx y Qy son fuerz'l.s intern'l:> debid."ts "1. 1 "l. flexión ~ 

de: l'l. plcg"tclur, .• T:n mucho::; 1.n~li:o;i.1 '1proxim3.dos ci•Jrt'l.::; fuorZs'1.8 intr1rn.,.é; 

~e connic1er"tn d8 r1pr00i"'.bJ o·~ .Y '>C tom<.tn igu'l] e:~ 'l. o ero. 

J)o primorr1i 1.l import,.nci 1. de,;d.e el punto do vi 1t-"l. d·•l d.i:;;oño ñn 

pri •:m1.s r1c comcroto '10n 1.'1.uo1l·'L:J fucrzn.s intorn1.:1 que detcrmin1.n lo·~ 

roo.uL>ito ~de 1.0oro ele rcfu:•rzo que 8e mucstr:tn.on l1. Fig. ( 7 ). T·ist"l.::; 

son .Hx p:.r..,_ . ·1 ao:;ro principal por traoci6n longi tu<lin'l.l ; Nxy prtr"l. el 

acero en tr1.cción rl.i tgon1.l; y My y Ny par"l. el Acero tr·'.nsversal. 



t.Q;; mótoclo~J di ;poni bJ e-:; d.;; 1.n~li -;i.; punrlen 01.1 ificn.r.,e como 

J.-

'") 

' . 

M~todo: d~ 11. teor!"l. do 1~ Dl~Jtioi~"l.d. 

a.) Lo:3 oue doi'lpreci1.n lo:; d·:-~~pJ::tz3.miento:-J r:-•l1.tivo: 

'10 J..,,.1 uniOr\G·; ( pl1.0"l.:·1 plqtnr,..,,,, oort'l.·J) ;.;,,lntlnr.,.­

mulu- y Ku1k1.rni, Reís"> y Yitzh.,,k. (so.J 'lo) 
b) l.or. r¡ue permi tr>n ] 0·3 rle _-;p1 'Z"!.ffiÍ•"nto.; rel "l. ti vos 

de 1 "l.' union,~ ; ( p11.C'\:1 pl_ fS'-'1 .,. ·: ] ··.r~ '. : ) 

tler~ol- Go 1 dh :re; y leve. ( S"li.J zJ¿,) 

N:1todo=; orrlin1rio.·; ( vi,c;>.-: de gr'..n pGr'Jto 

1.) Lo-:; m'? ·1e pr ,ci •n Jo; de pl 1.::nmi··nto; r•: 1 1.tivos 

rt Jo 1 nudo·.,Cr('ffic>r>Gruber y lHnt'-:r y P•;i. (10J 121 ZB) 57) 

b) Lo;; que prJI-rni tr.n 1o; r.e ··pl'l.Z'l.IDÍ :mto·> r•; 1 ""l.tivo;; 

d nudos.G"t!"l.Í<l-r, Yi tzh1.ki- Rei -H; y l1l1, ;t. ( 1 q) 5'1) '31) 

~.- W6todos o8peoi"l.les. 

a) 'i'corí:-t deG'')n.::r1.r'h (l•_J e ' .. ;e •rano .; ciJ Ín<l.rico;; 

( Gibdon) (et>,11,t.Z.JZ3) 
b) Wjtodo del e1cm~·nto finito ( Rockey- V'l.ns) (112.) 

e) M{foJo Jel elemer~to transverse~L ( 13.) ttB) 

l.- ··létodo du J "· vi¿p de p"l.red do1g·•.d"l.. e /.18) 



__ HipcSteei~. 

4. r.l3TODO DJ·~ LA. ELI\:n'ICIDAD. 

n.:.l~-

H-2.­
r,;f ones 

H-3.­

H-4.-

T-:1 m~terial de b. e'Jtructur"t Pl:-tc"l..- PJeg'\d"l eo 

Homog~neo y lineA.lmrmte. ~lltfltioo. 

1.o:1 deapJ n.zamientos -$on~ p~:~oeifDG. éompéti"'Bdt?S.:f._~, -ltts di,.,en­
!le l:t o!'ltruotur!l. de modo qao l·t G'·Jomotr!l\ entruo-

tur.,_l no se n.1tera signific:-ttiv"tmonte. 

·~e apl io1. el principio de ::bpnrposioi6n. 

!'"'·"~ unioneo entrl> J "'.S p1-"l.o1.s son tot""tlmt<nte 

monolítio:u::. 

C., d--.. J.liél.frlle;tn'\ de borde e S infini t.,_mrmte rÍgido 

en :1u propio pl1.mo y porfcct·tmente fJ oxible nor-
,' 

m l,lment•i "1. su plllno. 

''J I·Iéto,lo rlc 1 ,_ el,_ ~ticirhd introt1uoiito por Werfel ( ~5 ) y mofli-

J'ic vlo por Oo1 11erP,•I.eve ( 2.~ ) ConRiste b-taic'l.mento en ~n'lli3"1.r 1 '· ~oci6n 

rl · pJ '1C"'· y rle 1 OS'\ ole Cl.ri...,, pJ "tQ"I, indiVidU<tl en primer.'\ inst'tnOi "l.' y !"ntono•' 'l 

i""Gnr•do r¡ue "~ ~"tti ;f·tcon J:-t·J condiciones rJ<J equilibrio y comp-"l..tibilir'h.d 

f'n c1.il' borde otnnrlo ll' ensa.mbl"tn l'\s p1'to"~-3 p'tr<:t formar 1:\ o.;tructur• oom-
' pJott. 11 L::t -'.cción ele pl:t.c"111 r1e c~.rl,_ pl:-tc'l. se an.::1.liza. por 1'1. 1.pJic:-tci6n de lo·:: 

principio·~ rlc 1 -~ -~J ' .. :>tioirl::td bidimcn~·ÜOnrl} y }IJ. U !l.ooi6n de 108'\ tt Pfi !1,n"l.1 i­

z:>.rl_.,, por 1 ·• t,,ori •. do 1 '1. fl<?xi6n rle pl 'l.O"t';• 

D:) :"l.fortnn ..... d,mente el ~létodo, pu•.::sto que envuelve 1 "~.f-> ~olucion:;•1 o1 ;i­

'1ic 'r-: rl,, u f~1 r~o pJ 'lno y de fJ oxi6n de pl"l.o,.8, el cu'\1 reqnioro 1 ,, rnprP­

·ent•ci6n dt"l e,,,.,_ un,_ de J \fl c'"l.r&'·' "tplic-vhs por un,_ serie r:le Fourir:)r, 

f'nvucJve ltn'l. er1.n e •ntirh.d tr•b,.jo (le fJ6mputo. P:n gener1.l su t'l.plio'1.ci6n 

so' o viens " -,0:'1' pr1ctic1.blo cu·~nrlo se progr'l.m'l p1.r,. un"t comput-•clor'l. diei t ..... J • 

:-:.· h1. r1o ~'"l.rJ'·J· 1 vlo <tclewb un b\~torlo b"lsil.do t:tmbieti en J g. teor!.!l. ne 1 'l. 

0l·•.·:tioi•~ •.:'1. !' rr1 ·'· "-:prQoi·•.nfl.o lo:; dr,.:gplo.z::t.miontos rel'l.tivO:'l tle 1"1.G unione: 

('11 CU"l.l PU•".1 •' ,., r :tpropiaclo rn.r '· er:truoturl.S " coi't"l.S 11 Este enf01UC! h'l nirlo 

muy rf'oi ·nt- :•·nt.· propuo :to por ·:ooth,.r,T11ulu y Kulk1.rni ( 5'0 ) y t'l.mbirm por 

fl Í ~·' Y *{ iJ\ '.k ( 1¡0 ) • f.n 9-~tC métodO }O:J .9-n,li:d;-¡ de e ·-;:fuurZO p} "'!,nO Y <lP 

pl '1.C'\S indivi<l.tnl es hil.n ciclo doa"l.rrol l "!.don como rm ol métorlo 

01-tflti.co •· 1. ~nr~ tr, p~~ro rle :proc'i 'l.ndo J or~ despl1.3'l.mi~mto'l reJ '1.tivo<:J do J., 

jnnt··.·: ·" · or!''1. tiempo Y' o ::>fuerzo de c6mputo. Sin emb"~.rBo, lil. c~.ntid'1.d do 

t.r'\b •.jo r·.> ~ ·i.e;¡;ido o-:; ru1n.•oonsiderétble y el..método ro=1_u~o~? nuev~mente el tr:o 

,,o un• compnt'ldor'l. cli·~it .... l y por lo t'l.nto lo:-; b~~nefioios o.el empleo de e!'lt'. 

·o1qoion ·: :.J''C<~cn :-:er m1.rgin1.Jor~. _ --~-.-

.¡., •.. 



5. t•mT01JO; 0HJ)!N'i\HI08' J>~~ CALCULO. 

jm virtud de •tllt-' el m~torlo de 1:. l•:lasticid;¡,d r.Jquiere un grrtn 

e r:fn· rzo de e 6mputo, fnno.•.montalmente con m:'t'luin:.o electroniC1.f> )Jos 

rrtótorlo:; orrlin~rio:t, en loG cuale:J se supone un comport"l.miento ostructur.,l 
' 

r~ impJ ific-•.do, h."l.n ~ tr·ddo muoh"l. ~tonc:i6n. Adem·-ts de 1 1.·~ primer"l.s cinco 

hip6tn nin :'l.ntn A prr• .·tont·•.rbl~, los metoñoa or<lin"l.rioe m1pon.on qun 1 

H-6.-

II-7:'.-

1'1. "l-Oción en eJ pJ "l.no de un~ pl "l.C't inrliviclu~l e·: simiJ •.r 

"'· J., de un'l vig,. s~mplementc .'\poyttn·· en lo~ di "l.fr-:.gm~s· 
do borde. 

L'3. ~oci6n rle C"l.d'l. pl~c"l. norm."l.l ;1, su pJ ::tno e~ c:;imil~r 

a· 1 '1. de un1. fr.'\nj.:. uni t'1ria ele 1 o:n tr1.nvers-1.l que 

tr•.bn..i:-t en un "l. soJ ..,_ dirección Fi~. ( B ) • 

";] oomport 1.m i 0nto rle un1. pl·w"l. plee1.d·· puede consid.er"l.rse entono• · R 

··ur: oon·;i:-;tc dP J"l. 1.ooi6n de un:t serie dr,• frmja.s tr"l.nsver:T_'~Jos de Jos"l. 

unir1ir··ccion,.Jo:~, ]'1._: cu.,.lo-:; inter·tctú-"l.n en loe:; borde:> rle un·t ncrie rle 

v:ig:.:; pl".O'l.A rp1e sr:> ex:tienden longitudin'l]mento entr·· lo~ ñi'l.fr"l.gtn!'J.fl exter­

no~. 1:-t. frfl.n.i"l.:~ de lo13a aolo tr"l.nmiten oort"l.ntes y momrmtos rm l.,, d .. ireo­

ci6n tr"l.nsvcrn~l, e.;t:1. '1.0ci6n so lJ:tm'l 11 Aóci6n tr:=mrrvers:.l de los11. ", 

mientr9.'3 flU•: l1s vie·-ts- plac"l. so1o tr•.nmitt)n fuerz:-t en r-ms pl9.nofJ, est'J. 

,,cci6n ~e 11 '1.m'1. " Acci6n longi tudin~l -de pl3.C'3. 11 de 1:-t r~F:tructnr1.o 

:';stc comport 1.mionto idealizfl.do so ilur~tr~ en 1,, Fig. ( '/ ), 1.:. c,.rr,"~. 

cxt·::rn'1. e rcsi:-;td.da.por el sistcm~ de Jon~.s que se aupono soportado 

por 1 •s b".rr"~.~: r!r.;ich;; im7tgin<triq,s rtue tr1.nrniten lt~.s re,.cciónes de lo::J:\8 · 

I~2, ;13, ll4, =t lo:·, borde{'l :'del.::áistcmJ. de plt~.c•~. E0t·t:-:; re'l.ccioneG se rc::;uol­

vcn en su.:; 'componentes én los plano~ de l'l.R distint~::J pl'l.c1..J como BC mue "tr"l. 

Pn nl rli "Sr"l .. m"l.. 

!:1 dospJ 1.·nmi ·nto de un1. pl'l.c' t!pic1. '' i 11 dur:.nte l1. 'lcfión de 1 • ' 

pJ"..c •.: longj t;u-~in•1••:1 ·-;o mue;~tr1. en 1~ Fie. ( 10 ). P.r>· ap1.rente qu9, con 

ol)ir:to rl J -~q lo d1) ·pJ'l.D·"l.miontoa ele e.:1t1. pl'\0'1. se'l.n comp."l.tiblna oon lo: rJ, . .. 
J ·. · rJ .,c·1. · .,,1y..,.c,mto:·;, los bordes de l::t pl '1.01. " t 11 deben rln<~p1.1.z1rse nor-

m.,.lm 'lt(~ 1.] p~ '1110 r1r: J1. pl~c1 .• 1,. ñif(-lrenciq, de estos dos cler;pJ 1. nmicnto'l 

nor.1 .,,,: rlc h·1r1le GA 11".m'1." r.J rlenp1'12J1.mi,,nto roJ:l.tivo :d.e la junt1. 11 , A i, 

rl, 1:. pl '1.0'1., y e .. tt.' rle·3pl'l.zamiento producir1't momentos n.d.icion'lle'J en !"1 

·~i .. tom~. tr'1.nr::vor,nl do los.'ls, como ce muestra en el d.il\gra.ma~ •. 



n .. J 1"¡rimr;ro rle lon métonon ordin,.rios, nt~todo 2a., r:Je supone que estos 

.. tom··ntod tr::tnsvers"'.Jo··; 'l.rlicion"'.Jos son desproOi"tble;-j, en cnmpa.r"'.ción con 

1 <) , producirlos en 1 '1.. f'r"'.n,i.'l tr.:tnsvers'1..l por l·ts· o:tr(_p.:l ext~1rn,.:-.;. T\o;t"'.B 

... ,lllcion:''' oo,'tO fueron propuest"'.~, por Or~;~.omer, (/(?1 12) Gr11bar (Z.S) y 

i. i. ·r Pei ( 57 ) simplem•mte envllelvon q,n"'.J iz~r primBro J on si~tem"'.8 

b• .... n~:vrrrnl•:;-: de Jo.;'l3, rír;irlamrJnto apoy:"l.d1.'1 en Jos nuclo!>, b,,io o.,.rg·>. 

·xt rn1. y entonce -~. an1.liz<~.r el aistem'l. .._··-._.:. __ :-:- -~ longi tudin"tl ele pl ::tO'ls 

h • jo 1 'l,fl ro1.cci6ne'{ ñe 1 .... ; 1oFJ1..-:-:QConsecuentemente, lo:J c~.1 cu1 OH envu:>ltos 

P.n P.l r-;eG".mclo de 1 o:: m~todos ordin"'.rio~:, el m~todo 2b, los momnnto·~ 

'\.<1icion'1..1E'R prorlucirlo; por lon de'1p11.7.'l.mic-mtos rel1.tivos de mido c;on to­

;n-. lo .. en cur·njra.. P.nto compJio:"J. el probl~!m:'l. consider"'t.bJemente y·~. ·1uo ::w 

cr ·1. u~.,. ni tu •ción ~~n J1. cu1.l loFl rlo >p1<tz.'\mi•:ntoa del siRtorn. rle pl.,.c~. 

pror1uci•1o" por J 1. . ro •cci6nes inci::J.les rle J 0'>1. prorlucen ahor1. r,!"l.Ccion·-~ ., 

clr:> Jo ··.1.::: -..dicion1.l-:3 c1r>bir1.o "'· J •>·1 momen:.o:1 il.e giro. :11n emb1.r,r:;o, J on 

rr·'JC0•1.imi• •nto .:: rl•; solución de nrrollr.do:1 por Gtl:-tf~.r, ( lf ) Yi tzhaki, (58) 

Yitzh"Lki- Roisa (5''/) y l-1"\.:::lt ( 3/ ) p1.r1. tr 1.t·1.r con o>Jt"l.s oompJic1.oión 

1.<licion1.l ~on tr·•.t·1.b1 o ·• por e tJ cuJ o m-tnu:l.l y e·~to m~todo "'tUll cnvn· lvo 

l'l"Chon mr~n.os cómpn to que el m~todo rle 1-'t el1.~;ticid"l.d. 

Rockey y :;v ..... n::;. ( 4'1 ), ConoJuyon rl•! un t ro~tudio r "'l.lez'\do recicntnmentc 

.,, · por Jo ".te · · refi••rR a. los móto:lo!'! orrlin1.rioo, las oorrecci~n. por los 

.·fr)cton r1e Jo· il.c~pl1.Z'9.mionto::. rcl1.tivor; d.e l r.¡:l··jurjtas o::; extrem"l.fhmentr) 

i;nport,ntc p·~r-·. c.•r;;tructur·v: quH t·.'nr;1n nn.,. 1.1t,. rel"l.ción: longitud de pl1.C'­

'"'.ncho ele pJ 1.C''. ;;• t"l.mb!,O:n y que',esto efecto· se incremento con n.nr. cli :minuci6n: 

-'"l.acr,o ::e !'J"C'.- o·;p.· ·or ele ph.o'l.. (16) 

~~n torlos lo : e' ;o:;, 11. correcoi~n oc h"l.oe insigni ficr.nte en '.ndo J.,, 

rr•J 'l.Oi6:rf:": 1 on ...... i. t111l •JP. pJ 1.0'1.- 'l.ncho de pl '1.01. :1e reduce· a·•tres ~;~.proxim"tdr-tmentn 

y i•l afecto pu~df' ir,nor1.rso p1.r'\ entrncturtJ.s clU'' tcngr.t.n Ul1'l. rel'\CÍÓn 
1 m ro ·1 or ·, 1 1 · ':J . t 1. • 

l'ttcí1e co:1chtir: · 'llC ol m~todo ordin1.~io, 1110 permite despl-'1~1.mientor:; 

r•·1 1.tivo ·; r'.e lo: nuño;;, e,{ S1.tL~f".c:Dori 'lmonte r!IZO!'l."l.ble p1.r". el a.nl!!i'li:::J dn 

o tr<tctur, pl ~.e "l.- pler;1.d"l. ~ue ten8'n tm"l. rel::tción de 1 ongi tud ~e pl "l.C'\ 3.. 

1.ncJ·o m.,.yor qu treo, Yt por Jo t::~.nto, e'lte m~todo puede u:::~'lrso en lliff'l.r . . 
rl.:l méto'~o ~-e n1r..1ticid1.d.;..p1.r1. el :1.n1.li'1ir.; de estn.:~ e~truotur'\s m"t::t-1'\rg!l.·l 

l 

·¡ 



M1·:TOllü~i OR1lHTt\RIU ; JJE CALCULO. ( CONCWYE ) 

con un consi<lr-·r.,.ble .1.horro nn tiompo y esfuerzo de c6mruto. P!!lr't e::.~truc­

tltrt. : m1 ; cortt.';' no ob8t'l.nte, el métoñ.o no e~·~ :mfici,mtc•ment,~ preci ~o 

y ti··nv nn''· tle•rv()nt•·i". :lt-Jri.,. Pn ol Rc>nti(lo de que sobrrJatim,, J.q, ri8'it\e3 

''O J"'.: pl"~c'l. coi:~pon('ntes; su empJE:~o poclr!"'!. l1eg1.r :'!.·-.;:[a e.::;peoific:l.oiones 

cir~) t1i8o:'ío fu<':r"t no Ja. SeéUril'l."td• 

._;n 1 0 : m•':todo·l orñin"lrio~J en u~ma.l de=-~prGoi.,,r Mx, M.:x;y y Qx, con lo · 

cu1.l Pl m~tono no rorluct' q, doterminrt.r lo:1 V.!!.l or lS de Nx, N.:x;y, Ny, My y Qy 

h -:.ci ndo U'10 do 1'\s ocu1.oiones roapeotiva.3. 



6.1 .. IiffiTODO.- DEL ELEMElf.L10 FINITO 

Este mútodo h1. ~:dilo :tplio:tdo reccientomente por Rockey y i·iv"ttla ( 

el ::tn:Uisis c'l.e pla.c"l.s p1 eg:td"!.s, quieno s mor>tr1.ron J a ada.ptabilid"td del métoil.o 

al an1li:dA de nntruotura.s óon' V:tr:ir~s condiciones de borde. Los extensos 

e nculos ror¡ucridos en uno:t solución dL.-1 elomr;mto finito debe "a.l1.nce1.rr1e 

contril. ~;u ¡:;r·1.n n.d..o:tpt.'l.bilih.d. De hecho h1.y muohoo c::>.no::>, tales como 1"1.::; 

pln.c:.r: plog.,c1:Hl con .,,b~:rtui·n.r: p.1.r~1. V.Jll.t-m~s,~'ig. ( /Z. ) o pl1.C"1.G ple.ga.da.s 

!\poya.d'ts sobro colwnn'l.s colocñ.d-1-s :'l,l rtZl.r, donde el métoLlo dHl elemento 

finito ofrese el tfnico medi~ do soluci6n~por otro ladoJ comco:nt1.ndo el 

:tnpncto nq~a.tivo dt 1 método, los progr1.m."'.a de computador.,, que utiliz.,.n 

('.·;t". técnic1. RicncJo muy ~.prooiados consumen sin emb'lrgo demasb.do tiempo 
/ ' 

en virtud del gr."l.n .~:áumcro de ecu-:toiones simultaneas que intorviencn. 

Así p:u:"l. anq.liz"l.r un1. sol:J. pl'lc:t , difpmoa , tcndr:Í 1. que uo~;~.rse un1. m1.llrt 

r10 8x6 oomprcnc.icndo uno:cl 50 nuclo;; con ::;eis gr·1,dos ·de libertad en c.:td:J. nudo. 

:·>.;to conduce 1. 300 ecu1.cionc:J oimult:inoa.G y p1.ra an¿.. estructura plegad'l. 

form1..ch do 6 pl1.c~~s requerir!'l. '1.,. invor6i6n de untl. mf.ttriz en b."l.ndn. dia.gon1.l 

cl.;l ord.cn de '3Qr0. p,,r.1.e.lmismO probJ em1., on O"'.mbio, U3"tndo el m6todo de 

Gibnon 00 requieren c0l1.mentr~ fl OCU'l.CÍOneR Gimult{noac por pla.o~ d~.ndo 

r.:ol1.montc ttn ocutcionos que invertir. 

L-t::; é,,tructur'l..-: pleg,,d ..... -: e~htben t"'.nto aoci6n en el ph.no como 

...... J 1.. flo.x:id.1.. La. configur."l.ci6n de pl.'l.C'l pleg1.rh, ya que consiste ele un,. · 

acri0 d · componente::; do pl1.c L::J' puede clivic'!.ir~.;o simplemente c•n un cierto 

·-

nú;,H ro de C'lcr.wnto:-: tipo pl1.c1. pl'·1.n1.. Rockey y Jtiv1.ns utiliz~ron en su invn~ti­

(c;"l.C i6n, ·~ 1 rm,..,nto:-; rect.,.ngul 1.ro s y un el emcnto t!pico se mueAtr:'l. en 1 "l. Fig. 

( /'3 ). 
C l,(h, clcm, \to e:>t'lr-1 t;omotido a aafuerzos de f1 oxi6n y 'm el pl1.no, 

..... ,:!, con obicto fle enta.bloccr J '\ continuid1.d entre lo-=; elementos, deben .. , 
con::Jir1 Qr1.r::r) séi s componenteJS de do.::;pl~=tz"''.mionto en O'\d:t nudo. E:Jtos 

f',c_;p] 'l..Z.'lmi,ntos consistan de tr•JO movimientos lino~=tles y tres rola.ólonee • 

L·1. . dir ·ación::~ poni tiv1.n do 1 "t ; rot"toionon r-e ilE1finen d0 m orlo que :mr; 

v.;ctor; po~itivo ~ coincirhn con )1.> rlirecoione'> po··:itiv'l.s X'; Y, z. An! 

· ·1 v··ctor fn .rz'l. :'n c1.d1. elemento oonoi '1tirst do 24 to~inos y la. rnlltriz 

I.o nrincip'l.Jen p1.r.:0 J que SO fligucn el método del elemrmto finito 



.;;. -- ' 

3.) 1·:ocogc'r 1 • funoi6n doflcxicSn p<tr"l. loeír elemfmtos tipo pb.o-1. 

y ev1.Ju:tr l<t m•triz de rigidez do.o~d<t elemento. 

b) En~nmbl~r l1.u m."l.triocr; do rigidez oJ cmcnta.lea p1.r,, form'lr 

l:t m1. triz de rigi'clez totn.l de h. e r.;truotur:t. 

e) Loc.<tli:zi:tr lé!.a o~rg•s nod1.loa. 

d) F.apeoific .. ~.r l:t::J o'ondioionus de fronter<~. • 

o) Ro ~~olv,.,r ol air4toml\ do oou.'\oionoo C!limu1tfnot:~.s r,•¡rru,l t1.ntoa. 

f) r.:v,.lu"'.r Jo:-; esfuerzos intornos en Jos e] ení.:mtos. 

Loe; rcm.tl t'1dOd Obtonidon por Rookoy y Dv1.ns revcJ 'Ul. o,ue :"1.1 <tplic1.r 

·'1 :n(;totlo del Plemun;;o finito~ un1. pl'"tO'\ plog··u'l.'i. do 4 p1r-~.o1.s y us~l6 

e,•'m.nto·: 'Vl oomotr• un error h1..:;h del- 2A. 10 7'a en lO\ dr,flexi~n vcrtio1.1. 

: :;te ,-rror st: reduce a. medid1. que so :1ument1. el númoro de olcmentos, por 
\ 

e¡ ·mplo :-:;i so omplo"l.n 192 elomc'ntot:~. el error se reduce :t-4.23 % on 1~ deflextcfn 

vcrtiot.l. r.;¡::to:J V"Llores Ro oompé!.r.1.ron con los rusult:tdos obtcnic.o-:; por 

GoJ 1lb •rp, y Leve { ·Zb ) 3.1 a.plic'lr el m~todo de E1.q,stioid"l.d oonsider1.do como 

cx1.cto. 

;.;] I>iEF tiene l"!.vcnt.,,j'l de ser o1.p:tz de tr<tb"'.j<tr con ."Lbertur't> t1.Jos 

como 1"1. mo8tr1.(h en b. Fig. ( 11/) , en donde ae muP-IJtra. t<tmbién un1. di:;;tri­

buci6n típio:. dt:> hiJo•1 de m"l.ll<t quo podr!'l. u:nr·•c nn· tales problr)m"'.s. Util.i­

Z"'.nf) o un t. m<t 11 "1. fin'l or·rc1. de l<t ~b . .>rtur1., podr{!l.n m'"tnA j:.rse r{pid·tm,...nto 

1 o cf<Jcto : rlo concontr1.oi6n de OBf.uer:z¡os, etc. ~)imilarmcnto podr(1.n e 1tuñi 1.r­

"1C lo' efccto'l d· pil "tres de 1.poyo, m:1.rooa el:tatioos dn apoyo y varias con­

rlioionr.,n rle frontorR. en los a.poyo!l. Es on el a.nilisis de tales eatruotura.a, 

'1llt1 no puNlcn rr:-::;olverne P.i!cot:uncnte por los m~todos normg,lo<J de lq, El.,,;,;­

tioirhd, que 1'1. tÓonio'l. el elemento finito ea m~s valiosa. • 

.. 
''· 



G. 2. METODO DE GIBSON. 

"'3n co:be m1Hor1o r{e Ufi"!J 1'1.: teoría :gener"Ll do lo:> c, ... ;c-=trone'l ciJ indricos 

y r::n rcduelve l'l ecu::tci6n difol!enci::t.l p"l.rcia.l de oct=tvo orden do lo;; 

C'1, C"l.rones "!UO rc:tttl t1.. Est<t e,, 1~ ertuiv'\hmt~ combin:'td:t de l=to doo e­

cmr.ciono8 cliferenci.r.le G pr.rcb.les de cua.rto ord.en p<trt:t flexi6n y 3.Coi6n 

d0 pl "1.01. rle 1 • t0orí"'. fll(sticJ. <le b.n ph.o<:~.s pleg'tdas ( m~todo d.e la El1.s­

tici hcl lb ) • 1,1. tócnic,, es esonci"~.lmente un método cle comput:'\dor:'\ y~t 

(].ue rlcmr.ncl."l, e] cmpJ no do nn. program:.t gener'tl p'tr<:~. an9.liz'tr O"l.flC"'l.rone::J 

ciJ !nrlricon. (zo, 'ZI, zz, 23) 

;::n 11. teor~.,. d';genorf.l.d:t ele pl'l.o,,s plefr\rl'!.s, se utiliza tla teor:r~ nor­

m•l ~1.c C'l.!iC'\roncs y 1 ,_ superficie oiroul •r se h<tce ñegener1.r en unr. super­

fíe i·· pJ -m1. o 11 'l.'l. por el decrecimiento del merlio :1:nguJ o du 1'1. superficie 

ciJ inr1.ric"1. h•··.t·1. 1°- e inoromcmtando ~'>1 r'='.rlio it.e ourv"LtUr'\ de 13. super­

ficie ciJ inflric• do modo I}Ue ne obtenga. el ancho re1uerido dél elemento 

·J cl.e pJ"~.c"l.. 

OonRidt're:Je l·t Fig. ( /5 ) ].,, cu"l.J roprusent"l. unr~. seoci6n tranwor8:tl 

ele nn• rn¡p. ·rficie ciJ in¡lric'l. degenor~d::t de r."l.dio R y mo(lio "l.ngulo ele 1 o. 

La pl 'l.nur"l. ·le J '1 r~.tporf.ioi•1 ro sul t'l.nte puedf:l :~er mer'l.icl:t por 1.-t relaci6n 

do J rt '1.1 tnro. .. 6 fl cch"1 " 8 " a J 1. ouord."\ " O " a.a! a 
S ( o) O= 1 rol·toi6n c1e pl 'lnUr·'l.. = e = R 1-oon 1 = 2 R sen 1 1:0 2 :a o 

~Ptc e·~ un 6I'·'1.do suficiente rle pl•nur3 p:l.rl'\ todo a lo::~ prop6ai tor:; pr'lc­

ticon 1 el r'"1-d i o necc "t"',rio " R 11 ref].ueritlo p1.ra. geuerar ol Moho eJe oaorrh 
1 11 C " D:'lt"l.r'l. rJ:vlO entoncen por: 

e JO e 
R. - nen " = ----2 0.035 

U:nn<'io •.!!"1t'l. t6cnio'l. cu'lll}nier ·.progr~.m.q, do comput'l.dor::t. que q,n1.lioc O'ls-

'1' 1 . .J ...... Ji 1 ' C<i J c1.ronr:., o~ ~nr r1COR puuno u•nr"e p:t ... -. "'.n '· Z"l.r p a.c.~s. •'l e. prosr."l.m"~. n~. 

g.:•nr··r 1.l y 1. :r C"~.p-=tz do 'l.n'tl i2n.r C'l.f10'1.ronen mul tioilínitrioof-1 de on'1.1 11_uicr 
1 

·ccci0n tr<tn:werG"ll ff110metric·t, ontoncen l'l:l e"Jtruoturél.A pl '1.0~- ple¡prl'1. 

,1. ' • "~ ·r '·-'1 t1 iz -..eh·: con e :te proer-..m'l. u ;1.ndo et;t.q, t~cnio'l. degon&r'l..r1a. 

--. .. · , -o Gilv~on co:1trola. iJ.!l. :-;ecoi6n transver8:tl por medio de tro;; 

,..;' ..., ,., l''\'i.o ií, pJ :omi- -tnr,nJo ~ y h. ino1in'1.oi6n ite 1~ Jin\H 

e• :1tr'l.l do e J.¡],, e·· c·1.rón r · lJ'•.•cto '\ l ""~· V'..·rtio'll. J,1\ Fig. ( /6 ) muestr'\ 

ltn 1. f' :3truotnrl\ onyor; f16tO;:; ··;on J Oi r~iguinnte "!: 

i. 



PJ '\O". 1 c/J-= 1" R -:::: 60,6 f-= i- '~l! ~ 
' ' 

Pl"l.C'l. 2 ~ -1" 1? -=::/32,0> f - + '15& - ) , 
P1·tc'1. 3 1 '::: "" ) R -= Jiz,t:J J f> - - 1/5 o 

J 

Y :1.~! m1cn dv;.mcnte. 

Comp'l.r.,.cionc :-:: hoch<tn por Gibnon con el método r'le J "l. ; :11 -;tioirhd mu·' <~tr"l.n 

nn ff!'''l.n :1.cu:·rdo en loa rcRUlt~ilon num~ricos obtenidos, oomo erJ:t clo ... ~per1.rs~, 

y1. qu . ..: .1.mbo~ métodos e-:~~ h:1.p. ileriv·'do A. p1.rtir ele 1 'l. tcort<t de 1"' IQ ... ;ticirh,rl 
,, 

I,in· 1.l. f'r:to mue ·_;tr:J. que un progr'Üil't de 1.n:tlisis rle O:l.HC'l.rone~ puodq Gcr úti­

l 1 z¡;¡ .. :o rnr1. ~;oluoionon el~· pl~.c<1. pl(>g:l.dl\ y t1.l vez por tm r'l.zon•.miE·nto "imi 1 n.r 

ti'l.JObi(>n rleb•" r10r posible -"l.p) ic:tr prOgi'"l.m"l.S (tC pJ.-"\CI.S pJ.egtub.s al il.n1J isi'1 ñe 

e-,_ ;e >.ron!:)" onrvos, r.;imul:'l.dos adcousda.monte por un:t ocrie de pl:\O'l.1 pllln'\s. 



TitAN Nr:R.1A.L. • 

.n el prc~:~,mtA métorlo e".•~• p).,c1. componente (lcJ r,i•JtPm1. e·; con 3ic'ler·tdo 

cor~o un cJ r;m nto in· ivi :u1.l •. ,:Jto.; 0l r;m:;ntos '10n en form"L Cln fr<tn j"Lc; 

con mi: bordo .. tr·m ;v.Jr ·•Je·; ~implemente "tpoy1.dos. F::;to permite el 1uo 

n.t;] •n~1i:-...i.; :'l.rm6nico p1.r1. 1"1. ~pJic1.0i6n "'l.} probl,JI!l"l. de flr¡.x:i6n trA.n.~­

vr;r:nJ y en J pJ1.no rlo t'l.ln olomonto·. A1:[ ]'tl ropr('):;ont·t.oionr>-=1 on mril') 

~~e Fourior de loa le9plasnmientos y l·t > fucrz:;¡,:; rcduce:n.; el probl t~m~ 

··1.l c·1. -.o uniñ iroccion;.l. L• rol ·tci6n en:Dre l1. fU!,rl!l1. de borne y los ele >pla­

Z'tmit nto·; (le borclrJ de C'1.d1. P.]emcnto ( ü.JtO 0'1 11. m'l.triz (!,~ rigidez del 

tJJomonto ) :>e obtio.'n·· por medio de un1. t6cnicn numéric.,. JJ •m1.d1. " r·Iétodo 

de J1. progrusi6n ;htrici,.J "• Un'\ vez ·ue ]'1..:3 m1.trio·•¡; indiviñu1.Jes de 

rigi0ez p1.r1. JoJ eJem.:nto> son· obtenidos, fJo llev·'· ::t 01.bo n.l cn:nmbJ<tie 

del conj1mto y :e ·mi1 iz '· por Jos procudimicnto·; u.ndo·3 en 1 "tu tÓonic·t:t 

u'1u1.l; ; d·-.:-1 -::] cm.mto finito, le únicA. d.ifcronoi·t ,. : ·ue J oa elem•:nto8 del 

V·~ctor rle c•rrr'l. e..ct ~rn1. ·-;on expre·ndo·;; como t/rmino·~ de 11. :>erie do FouriéJr. 

El proc·,so ne repite p;.r1. ~)1 número r•nuürido de 1.rm6nio1.·; y 1 O:J re:ml t1.clo·1 

•;e :-um'l.n 1.lgcbr<tic1.m·.nto. 

i~;;to métorl.o rlr; an11i d.J fue dco:'l.rro1J 1.do por 11AS ( 13 ) u·-n.ndo eou•cio­

nec.: do o•tnilibrio y' por Cli!:UNG ( 8.) ~ ) u::nndo ol funoion"l.1 de energí.,_, 

:;iPndo "LpJic1.rlo por Loo y Cu·:cn·: ( 30) 

; .. 1 método es sistemitioo y conveniente p"lr'l. ·.:J cómputo. :a ~Jm•cen•­

mi··nto rr<(.U· ·rido ·n un1. oomput'ldor1. l'tÚn p1.r• un1. C"tj"'l. mul tioe1ul'tr e :1 

pC' '.ll:~o cor¡p•r·v:o con lo., otroo método·. numérico:~ ya. qúe 1'1..3 pl~o·t 1 ':mtre 

1 "~.: iunt1.:: pueden con:-dder::troe como elementos individuA.le·~ y . .;on innoo".31.ri::ts 

m'!.yOr•',:~ mtbdivieione '3• L:'L Convergl.:'nci '\ de 1 o~ momrmtoT y 11. .. fuorZ'l. 'J 

•)·; mt; l:mt1. '111'1 1·t; d._J Jo·1 du¡:¡p1"'l.z'lmiento:·J. D'lu, par1. JoJ probl . .:rn1.·• -.u~) mnn­

cion"'. · n su reporto, consideró ........ -.-'+ 0oo1 sufioit:nte J 1. sum"l. de 19 

.1.rm6nic"l '• 

JhJ J •·· comp•r•cion{'~J numério1.·: y de lo> ro-rul:ba.do,1 exp,~riment"'tlt:>!.1 

obtr:'1i:~o.1 :;.:: cooluyf' 0uc JI\ prncini6n riumório"t obtenidá por o:1tc m!toño 

a:; muy ., "'·ti >i'1.atori 1.. 

I-'uc r..en pr:: ;nnt ..... r:3e OU'tlqnicrl't condioionc'l de o•re'l, norm1.le i o r.m rJ1 

pJ •tno, u nn¡tQ un1. 1.propi!3.d1. r<::;pru :t·nt1.ci6n r~u Fourier, incJU3ÍVO J 1,.; debid1.'l 

"tJ prc) ·.:fu·:·rzo cu '.n<lo c1. nace :11.rio su empleo. 

· 1 probJ ;m'l. d · •poyo .: int,!rmoclioG puede der ~n'lJ izado un.1.ndo un1. téonic'l 

d" infl u .nci' ... n ~J ue l1.} re·tooione s int·~rnaa se c~loul"tn prirnr~rd) de 1 'l.': 

con'~jcio,1-H ·.., .,H 1'1., d:.f1cxioneo r•:ault1.ntos en Jo'J puntos 'lOport'ldOFJ 



.. 

L~ '>Olución fin'll r.:s .. -.- l:l. ele un1. estl"llCtur·t de tm s61o o1'1.ro b'ljo 

11. ~ación combin"ldt de 1> c>rg~ aplicada~ las reacionoa. 

1.:1 método pu•Jde llplic1.ruo no IJ01o a. pb.o'ls plag.:\d'l·:: :1ino t<1.mbion , ._ 
~ e·:traoturr-t'J de C·1.jon o multio(J1u1a.rea, de eje .recto o curvo como 

un •31 C!l. 30 de pur·:nto 1. L,. Fig. ( 11 ) . muestra a1gun11..a socoionea trcn(l­

vurr:nle .~ 'lUe puAciun 1.n:l.1iZ!\Z'oe oon ,,1 m~todo. 

'' 



7{1 r.tr:'l'ODO DE L1\. VIGA. 
)! 

1<:-1te métorlo ~pone qun el oomport"l.miento de unq. e struotura. pl '1.!01'1.-pl efr' •h 

os rdmil.-tr '1.1 de un"t vie'l rlo p.1.red delg::td"t que oubr'" el oJ1.ro entre lo"! 

'l. poyo~; extre>mo.~. L.1. ll.plic,.ci6n de este m•~todo es, conseour:mtemflnte, 

Pxtr!?ffi'l!llm(mtn f-limpJ e, pero cond.uco, s':: comprende, so1'1.mento. a RoJuciones 

'l.proxim"t!l '.n. 

;og\Ía o) e :~tud.io crítico do Rockey- Dv1.nG ( 13 ) lo·-; v:tloro;::; ñe J -..n 

ri.rfJ c.~~ion•J.;, e ·1ftwrzo"t y mom"ntos obtenidos por el rnétot:l.o de 1"1, vig1., 

[;Pnr·r,.Jrncnte ~:,., rleavi'ln signific'ltiv'tmont•_,. de lo.-; V·'1.10rfHI oorrooton. El 

método de 11. vi(p oupone que l'l e:::tructur1. pl1.c1.-ple€prln. e;e comportl't como 

nn"l vig"t ·:impJ e .1.poy.:uh .-:obre J oo d!Íiafr·l.gm<:J.s extremos, como y'l. so menciono 

1.nt<-:~, o :lf''l. -~ue lo·J esfuersos longitudin'l.le~ :1e nuponen e>t'l.r dir;tribu!(lo~ -

lino'"'Jmí'ntP "\tr·~.v~l1 d<"l po:t'aJte ñ.c la. aecci6n~ tran!JVert:n1 1.1. cu3.l debe re­

t~·nor ~.t fornn ori~in'll '>iompro. Un f-Jatudio comrnr:1.tivo de este métorlo 

re ~pecto '1. J ns métodos orclinl'trios y de 1'1. ~:'l'le:ticirl.'J.n rov'1l~;.n que 1 '1.8 e::J­

tructltr'1.~ pJ ·1.c·~.- plee'l.d"t sufr,m, de hecho,distor·3iones tr1.nrw(•rs::~.les de 

con :i.·lt"!r'l.ci6n rlur-..nte el tle;::¡pl 'l.Zamicnto, y :-::e obr;;erv6 ~ '.mbién en rUcho w-,_ 

tu~lio cl:.J"tm--·nte -llW 1'1. di;;tribuci6n rJe e~Jfuorzo;:-; Qn el pe_rdlh?._ e.s-. no-linnnJ. 

J,,. ;:upo~·~cionr;r: rl·l m11tor1o de 11. vig1. no !JO ju<Jtifio•.ron p1.r"'~. ningun1. de 

1<." ~) tr1ctnrv: con -:;in.er~rhs •m es::~. invo .::ti{Jri.oi6n. Se ::J.preci'tr:i t'l.mbi0n 

n_ue e] :n0t~1c1.o rlc 1 ;. vigrt no e:: O'l.p1.z de tom~r1·en ouent'l. conrlicione,., !:l.':Ím~-

Fin~.J!11":1.tc, Concluyen Eva.ns- Hockey, e] m~todo de l"t viga e-~ inapropi~.r1o 

colnplr>t·>.;~ -'lte ¡nr'l. ·;1 'l.n"'(lini:. de lo·: tipos il.e e<:truct11ra.· pll-l.c!l.- pleg'l.d.r:t 

c,'Jn or"'.r~-•. ·m :"l.t reporte, Y·"" tuo ol comport1.miento e•tructur.'\1 re'\] en 

compl•~t·-,.,-."'tf' clif~"rcnt•J "~.l ·:upue·-~to rn f)'tto m~tot1o. fiin emlnreo, exi~tr:n 

ci.,rt:-t. · ci rt1.c-; ') ·:tructur•;-~ que >le compo:lrtan U.o un'1. m'1.ner1. '>imiJ rlr-~a 1" 

"':upu·, t-,_ ··~t 0J m6'todo r1.:: 1"1. Vit_p., y loa mismo,; ~utores demo:~tr'trOn prcVi1.­

no:::ntc ( "1 ?J ) que el m~ todo d. la. Vi(p. puad.-) u ;;:¡,rne p"l.r.1. el an:ilil'liS de 

Jo 1•6rticon i.ntr:!rioror. r1e pl1.c1.- plq~<.d-'1.s ele p6rtico::: mdltiplos,; Fie. 

( 11 ). '1 mt"to;lo no puN1o, r-in oml'nreo, r;;er utiliz.,,rlo con confi"tnZ'l. on r.l 

".tt'ili···i~ <'n CW'.lnti ·r o:-:tructur,. p"trticul::Lr de pln.o1.- plcgn.d'l., a menor. ' 

r·uc: l1 .-~:¡•·ri nci1. prrVi'1. lny·'· mostr'J.do 11.1.e l•H: niatorsionea dl3 }a. Socci6n 

tr"' .• 1::v. ·1· · -:.1 ,. ' ,.,, 0 :truotnr1. •le bid 'l.~ a. los afectos de despla.znmicnto, etc •J 

"O 1.n ~-' .p¡·¡·c i. • blos. 
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L1.:.:~ hip6te ;i ·; inhr!rentna al método de la. viga pu"ll. pll!ca.:: pl'"'g1.d"''.:-:, (i/8) · 

pueden r" sumir;;c o OJ!lO ::dgue s 

H-1) La. di:-:tor·~i6n de la soooi6n tr:J.n•wer"la.l en ·:JU propio ph.no e' 

d~Jnpr<Jciablo. 

H-2) L1."l fucrZl\3 intern'l.s Mx, M.xy y Qx, son pertuoñoa y pueden igno-

':1 objetivo del método de la viga se reduce cntoncc!'l 1. 1 dotermin1.­

ci6n c'l.c Nx, Nxy, Ny, My y <Q-. tl mótodo de 1;~. viga con:1inte en do t IU14.1i ·:is 

;:;ep1.r1.·to~. ";1 prim·:ro en ol a.n4.li•JiH de viga. propi'l~Dente dicho, en •1l cuq,l 

.m dctorminan Nx y N.xy. ':1 segundo an'Ílisis es el 1.ñ3.liqi;:¡ de 11.rco, en el 

cu1.l Ny, t.Iy y 'tr rcr,ult:m como incógnitas. En e:Jte C·'l.:JO de estructur<t•1 

plc•p,1.d.1.r1 ::o tr1.t11. do un 1.rco "itiscreto" o oea. un m':lroo rígido de ancho 

unit'l.rio. 

]e 1'1. tr:-or!1. 1"1] omcmta.l de 11\~1 viga.fl :1e tiene 111e, 

M 
Nx = I z t. 

V Q 
=-l 

en rlonñ.c M y V :<on el mom,mto flcctor y fucrZ!\ cort.,.nte tot<1.J •m cu1.1 ·li·-:r 

'1ccci6n tr·m ~ver::>"''.l, I os el mom~:nto de inerci<1. de la. secoi6n tr.,.n vr·r·~q.l 

r(:·p.·cto a. :u Jjc~ controida.l y Q. e~ ol mom0nto eat-ttico dol -tr~'<t de 11. :;cc­

ci6tl tr·tn w :r::J:ll, 1.b11. io o 1.rribr.J. del punto en el cual ·m vn. a. c:tlcub.r N.xy, 

tom".r1o ~·~ spcc to 1.1 o,ie c~ntroid1.l. 

;} resto de lo·; clemnnto'l mocrinico 1 .'3e obtienen con lo·1 procedimi ·nto::t 

el ·t·:icGo da la T :orí1. de 11'1. J :~Gtructura.,. 



8. DIP,OU3ION DE LOS Ml•:TODOS. 

Lo·: m0todo : de 'l.n:tlisi;: que éJe h:m revh:!l.do no eon todos lo:; 

ouo o.x:i ~:tr:n pero ~on lo l m{n r(~pre mnt'ltivos ,h1.~1t1. el momonto
1 

del 

·w,.ncc • n e ;te c·•.mpo d" 11. Mec1nica Aplio,.da.. 'Efeotiv•mnnte existen , 
otros m6toclo·3 oomo I'Jon el método ne diferenoi!'l.s fini t'\s, el metodo 

d':'l v1.J or inicial uarmdo integr:1.ción num~ric"'., e.to. 

l1esd' el punto de vista. te6rico existen en rea.lid"l.d tre'3 Modelos 

u.:> explio1.n ol oomport1.mionto estructural de las pleg!l.dura.:~, como se 

cxplio6 ~nteriormente, 

1.) :Morl.•JlO do 1."\.s pl1.01.S'7 lOS3.S. 

b) fftodelo de 11.3 vig:-t'1- Joa"l.s. 

o) l•1odelo df' lt vig"l. únic.1.. 

··:1 prim 'rO de eJ lo8 nc con<Jidcr·t ex'l.cto, el segundo medi"'.no y 

(·1 tero. ro muy r:tpro..x:im..,.no. 

Der;de r-J punto de vistJ. del procenimiento de soluoi6n m.1.temitio,, 

1lc e :_·to·; modeJ os, podcmo ·3 n•:cir quo existen. 

'.\) Procodimi<·ntos An1.l!tioos. 

b) Procedimientos Numéricos. 

Dentro nel primor grupo podemoJ oosider•r lol métodos que ne b•­

~,n ~m ll."l Serie:-; •.le Fourier, por e.j<:~mplo. Y qu<:~ pued·~.n 1.plic·=tr ;e 

~(!1. "ll método ,Ja J • Ela.stioiti:~.d o 1.1 modelo ordin"l-rio. 

J>ntro rle 1 o ~ m6tono:::; lll.tmerioo::~ de ;1oluci6n que ae emplean p1.r'1. 

ro ;olv•·r e .to; problem1.r. enoontr1.moe el m15todo del elemento f'ini to, de 

1 •:·. dif ·r nci 1,·: finit1.:1, •!te. 

-.> el oir)lo~ procedimientos dn soluoi6n se "'tplic"l.n ~ l!ls eCU"l.ciones 

ilifcrcnci "l.lt : obtonid1.!3 oegl1n l'le::t 1" Tcori 1: oonaider-1.d"'.. 

-.·n el métono de l1. F.:l1.::;ticichd ne re1uiere por C'1.da. pl'\01. un1. eou:t­

ción difQroncí1.J ptroi~J de 4~ orden y dos de segundo orden. En el mé­

torlo ortiin~1.rin Se neCf.l!1it'1. un·t eou1.oi6n diferenoi~1 ordina.:é'i'l de 4::2, orrlen 

y un1. eou,,oion difer.Jncia.l p1.rci1.l do 4o ordf'n.En el método do 11. vig1. 

'1:; r .. qui:1r(: r·: ;o1v ,r nol1.monte unt ocu:...oi6n diferencial ordin1.ri't de 4.2, 

orden. 

Fin1.J1 nt ·, 1.t··nrli•·n,-1o 1. J1. 01ntid1.d de tr1.b1.;jo a. re1.liz'.l.r lon 

'\) l<laruaal~;t s. 

b) J·:lectr6nioos. 

~· 
' ' ' ¡ 1 
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I o·1 m1.nu"l.J ·:1 r;on rt.q_uellos que pueden realizarse con m1.yor o menor esfuerzo 

con ror.;l::t de c:ilcuJ o o cu1.ndo mucho con uh::'l. c:tlcul:tdora. de ofioin'l.. Los 

electro'nico::; son a1.uelloa, que requieren forzoz'Ulc=mte el empleo de una 

in,>t'1.l1.ci6n de c6mputo ei~otrÓnioo prtr1. su a.plica.oi6n. 

::..nto lo resume el cuadro de la. Fig. ( 18 ). 



q • DISEÑO DF.IJ REFUr:RZO. 

Como ·-:o 1li jo al princip:bo al refuerzo d1.;be proporcionarse en tres f'lmilil.e, 

'l.) Acero Longitudinal, 

b) AorJrO Tra.nsvora'\1, 

o) Ao~ro Di'1.gon1.l. 

, :1 primero 8.bsorbori e sfuorzo·~ de tr1.coi6n Nx en 1 "l.,'J pl "l.0'1.s, el segun n.o 

roc::i;.-:tir{ oJ momento tr1.n•JVors1.l My y 1"1. fuerz1. Ny mientras que •Jl t~Jroero 

1.b:.:;orbcr·t 1·l. componont•; di 1.gon1.l de fuerz'ls intem"'.a N.xy. E'3t'\ ul tim1. fuorzll. 

_.; .. c::¡J cul-1. por Jo:; procuUmiento'1 usu::tle s de c-tlculo de - - - - - - - -

c.~fu.rzo;¡ prinoip'l.lc8 l.m osfuerzo pl1.nO ( circulo de MOhJ" por e.jemplo ). (39) 
:1 diRei'ío del 'locro rle rcfu.:rzo puedo b1..nrse en lo~• prinoi pi os 

contenidos ea el r')porto dul oomi té 334 del ACI Sobro eotruotur{l.s La.min:uel3 

de Concreto, Sección 403 y en ·1 rogl'lm1.:-nto AOI 318-71. 

\ 
i 



lO, PROBLEI•lAR FUTUROS. 

1<'1 6omport'l.micnto e11:ntico de l1.] plelr'l.dUr1.9 se conooe con b::t1t1.nte 

'\pro ... dma.ci6n p'1.rl. ñcform~cionc,:; infini tesim1.J e.-:;. :)e requiere con8ider'tr 

problcrn"; r1e C'l.mbio; rln geometrí"'l.:1 es (T.ecir deform~.cione~1 gr"\nde'3. ':;n el 

futnro d{'bcr~ cx1.11lil1. \r';o el oomport1.miento pl~:'3tico de e:~t"\."3 ei:Jtructur:\s, 

o ·rn inolnir 11. Ho-Idnr··'l.lirb.& del m1.torh.l. E::Jto implio•r4 el eeturl.io 

·~ J \r1 Ui :i.; LÍmite de J 1.,; o·:tructur'lsplep,Vl1.s, pue :; h~ce f:1.l t!\ conocer 

n:•···rfici,. d(; fluenci1. <'le e.:t"\.1 form•s e·Jtructur•les. 

LoA probJ em•s de Est1.bil id•d requieren de e:f3poci:tl a.tonci6n "\"'!! como . 

1 o· 1.?1pocto~ reJ 1.tivos a vibr1.oionea e imperfecciom:.i del ma::beri·'ll. De 

'.CLl. rdo con l ..... c1 inform•ciono di.Jponible, no existen e::Jtudios a.cerc1. de 
a. 

:Jptimiz•ci6n de e:3tructur'l.s plog'Ld''lu, oon respecto aJgun:~. funoi6n objetivo, 

-;..-- - el ig1.mos el pe ;:;o propio. 
• Fin•lmentc, querh dul c1.mpo :t.bierto p1.r1. 1'1. JnVí·Jstig"toi6n de pleg"'Ldu-

rl.B no-pri r>m'ttio1.s, mul ticelub.rea, continuas y oon 9'o1 'ldizos. 



\. 

'.1 pr(Hmnte tr:l.ln ;o h• tenido por objeto !p0¡3tr:1.r v:-trio3 r1.speoto ·3, 

rt) L"'. ,-.xjSt•mci·:t de tm''· forrn e 1tructur1.l o =~paoi ':1.1 

·'o q,1t1. C'fioi,·nci""~.; 

b) L1. posibilid1d rlo ~pl~o•r e~t1. ~3truotur~., ,, 

~o1,w i 6n rle probJ "):n t ·¡ 'tr 'ui tr:ctónio ór; y oon;;trnot:ivo-J con venta.i 1.:; 

r.; :pncto1. otr·v:: form1.; y :~i·;t ,m·1 .. :; e ·;truotur'lL~:Jj 

o) L'l. V1.riothd de loJ m~todos ele ::tn{Ji::;iD, t·'.nto '1.n\-

1ítioos como num~rioos, m1.nu<1-le:1 y eleotr6niosn; 

R. di:1po :ioi6n do Jo l di JOñ,.doru; ele ostruotur"\:1; y 
d) ::-a 1.mpJ io horizonte ·IU··: oubr0 1~ búsqued.:¡, d.o nue­

V'l.n.forrn"ls entruotur,.lea, nnr:.lVo; m1.teri<tle: y 

nuavo: método~ de ~nili ir. y diseño Óptimo ñe lq,· 

e ;truotur1..1 moclern1.n. 
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A. ··ou1.cion") .: de 11. T:..orír. d1J Pll.C"l.s .. 
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1J - 12 (1-z.i'') ' 
:on 1~ .: rirrirl•:Co'~ ~ 1~ flfl.lti6n y de membr·r.n~ re:Jpectiv,..mente. 

u,v,w, :on 111.; cloformrtciono•:; ele 111. pl"'tC:'\ element~l l. Jo 1-'lrgo de Jo·;(~-

;.,-, 1 dr1 coorclun">li"l.c de 1rt pl~ca.. 

)} , Ofl 1'1. rel-:tci6n de Poisaon. 

¡.¡x, ca nl momento tr1.nrworsa.l. 
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1 ongi tu:l in 'l. lo 

t, , : ,,1 ,,.·;p·.l·Jor de la.¡•pl.ti.O:l. 

·, n 1 r·] módulo fl.e Young dcJ m1.t0ria.l de la. pl ~oa. .. · 

f,J ? ; ') ~ on fa,.o auy 11 S' re ?~,l:,·dtts e11 1!11.4 '-'reccúml'.s 



.. 

B. · ·cu1tcione:c; de l;t. Teori"t de Vie~~ con oa.rgst Axial. 

L1. -.OU1.CiÓn dif ere-no i 1.1 de 1~ flexión de viga$ es, 

J'fw F'___ .... -::::. EL dx'~ 
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EA 
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Jj-::: &I 
jzw 
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Direct Solution of Folded Plate Concrete Roofs 

In the past few years due to the provep economy 
of folded plate construction, several notevorthy papera 
have appeared in American literatura. In general, the 
formulas and equations presented therein have a common 
basis in that the behavior of a folded plate is divided 
into interdependent transverse and longitudinal action. · 
Equilibrium of torces in the transverse direction is es­
tablished assuming that representative transverse strips 

· are supported at the Junction of platea on rigid or flex• 
ible supports. The reaction resulting from this is then 
resolved into forces parallel to the platea vhich resist· 
the forces as longitudinal beams. Thus the problem of 
folded plate analysis is reduced to procedures familiar ·. 
to most engineers and from this point ot viev the analyaes 
are perfectly satisfactory. 

However, the calculations required are not as 
fully automatic as might be desired, especially vhen 
undertaken at infrequent instances. In the interest of 

1 simplicity of application, the direct solution procedure 
is presented. The procedure involves merely the estab­
lishment of two equations at each fold of the platea 

"· ' 

which expresses the relationship betweeñ moment and longi­
tudinal streeses at neighboring points and the superimpoeed 
load. The determination of the magnitude of the moments 
and stress at each point requires the aolution of a number 
of simultaneoua equations. Thia can be accomplished by a 
direct solution or. by a rapidly converging iteration pro­
ceas. 

Pr~or to undertaking the calculation of a folded 
plate, an understanding of the behavior of a folded plate 
is desirable. This can lead to a better appraisal of the 
effect of the various parametera and may aleo avoid needleaa 
computations., In certain cases, such as platee at eome 
distance from free edgee or those vhich incorporate deep 
vertical membere, complex analysis is not needed. Treat­
ment of the folded platee in such cases as beams is suffi· 
cient. 

As is the case for tvo-dimensional structures, a 
qualitative and for that matter a quantitative investigation 
must commence vith an examination ot a portian of .the struc~ 
ture as a free 'body, In·the case ot folded plate, a unit 
tranaverae strip as ahovn in figure 1a·ia'the moet auitable 

l 
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free body. The torces acting on this free body sketched 
in greater ~etail in figure lb consista of the externa! 
load, variable tangential shears, s, acting parallel to 
the surfaces, normal shears v acting perpendicular to the 
platea and moments ML. The extreme flexibility of the 
individual platea in the direction normal to the surface 
of the platea as compared to the stiffness in the direc­
t1on parallel to the platee makea the normal shear v 1n­
significant. It aleo follows from this that longitudinal 
bending moments ML are also very small. For this reason, 
these shears and moments can be neglected. 

Examining more minutely the free body of figure 
lb by isolating a single straight element as a free body 
as per sketch le it is apparent that the transverse moment 

, acting at the junctiorí of the platea is independent of the 
distribution and intensity of the shear forces acting in 
the individual element since these forces act parallel to 
the plate. Furthermore resolving the end reactions sup­
plied by the neighboring platea into forces R and P normal 
and parallel to the plate respectively, the equations of 
equilibrium of forces and moments in any individual member 

·becomes identical to those of a member in a continuous · 
beam. Thus the behavior and even the analysis of the unit 
transverse strip can be approached and treated as that of 
a continuous beam. In so doing because the deflection of 
adjacent folds may not be same, it is necessary to consider 
the continuous beam as being on ~lastic supports as shovn 
graphically in figure 2 vith the supports indicated as 
springs. 

'In the structural system shovn symbolically in · 
figure 2 the moment ~t any support can be expressed as a 
function of tbe moments at the tvo adjacent supports, the 
load on the tvo spans on either side of the support and the 
relative deflection of the beam at the support vith respect 
to the deflection at the adjacent supports or what is more 

' convenient as a function of the absolute deflection at the 
three supports. The expression given by the theorem of 
three moments is a classical .example of the form of this 
relationship. 

In this r~lationship, the deflection of the beam 
at any support. is of course equal to the amount by which the 
spring is compressed or elongated. The magnitude of this 
movement can be ex~~eased.either as th~·product ot the -reac• 
tion an4 a· constarit:eqUal,t6 thé 19ad.re~u1r~d·to: prod~ce.a 

l ' • •' •'' 1 ' ' ., 
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unit ~isplacement or vhat is more preferable for this 
discussion as a function of the stress in the spring 
times a constant equal to the displacement caused by 
a unit stress. Consequently at any support, an equa• 
tion can be written in vhich the moments in the beam 
and stresses in the springs at three supports; i.e., 
at the support unde:r consideration, and at the t,wo 
adjacent supports, are related to the load on the beam. 

In this equation, the' only difficult quanti• 
ties to determine are the spring constante. The 
springs in the analogous continuous beam naturally 
represente the resistance to displacement of the 
platea in the actual structure acting as longitudinal 
beams. Thus the constante of the several springs can 
be expressed in terma of the geometry of the platea; 
i.e., their length 1 depth, thickness and angle of in• 
clination to each other or to a vertical plane. How­
ever, since at any fold, the displacement in the direc~ 
tion of the spring is a function of the interaction of 
the two intersecting platee at that support, the con• 
stants for the three springs'involve not only·the 
geometry of the two enclosed spans but likewise the 
next adJoining span. Thus at any point the geometry 
of four spans ie involved. 

In expressing the spring constante in terma 
of the geometrical and physical properties of the 
platea, it is tacitly implied that these factors are 
in turn related to the platee' longitudinal stresses. 
Were the stresses in the platee solely flexural, the 
three stresses at the folds corresponding to the thref 
points of support weuld be sufficient to account for 
the displacement of the four platee. But because the 
tran_!:!ver~e _ tangential shear_, s,. and therefore the 
longitudinal tange~tial shear need not be zero at 
either extremity of the free body of figure le, each 
plate considered individually is subject to axiál as 
well as flexural stresses. This makes it necessary 
to relate the displacement of a plate to the fiber 
stress at both sides of the centroidal axis. As a 
consequence·of this, the longitudinal stress at the. 
fold twice removed from the fold under .conaideration, 
or in ·other vo:rde a~ 'tbe outer edge .··ot the tvo outer 

' ' ' • ¡. ' •• , 
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plates must be- i'ncx"udééi: as an unknown· t~ the .. actfon:;. of; 
the spring i·s 'to ·be c'orrectly··::f"órmiü.ated. From-:this--.it 
can be generalized that at any fold of a folded plate 
structure 1 a relationship can be established between 
the moments at three folds and the longitudinar stresses 
at five folds and tbe superimposed load on tbe two ad­
Jacen,t folds • . 

From the ,foregoing presentation,. two pertinent .. 
conclusions can be drawn. First, if the relative de­
flection of one fold to its neighboring fold is smal1 1 

then the transverse moments in the folded plates can be 
computed by considering a unit transverse strip of the · · 
folded plate as a continuous beam rigidly supported at 
the folds.. Tbis condi tion is approached where a number ·: · 
of identical platea, or identi~al combination of plates 
are continuous in the transverse direction and subJect ·• 
to the same load. 

l - The second fact to emerge is that the devia-
tion of the transverse moments from that given by a 
continuous beam on rigid support analysis is a function 

. of the vertical stiffness of the platea. If the plates 
are flexible in the longitudinal direction, that is 
when the vertical intercepta of the plates are small 
compared to the longitudinal span 1 say'less than one­
fifteenth of the span, marked increase in the trans­
verse moment near the free edges can be expected. With 
certain configurations, it is possible to have the 
transverse moment at some of the folds near the free 
edge greater than the statical moment of the load about 
the fold. For this reason 1 in some cases, a deepening 
of the plates is desirable not only from consideration 
of its effect on the amount of longitudinal reinforce­
ment required but as well as from its effect on the 
transverse strength. 

In the preceding discussion 1 emphasis has 
centered on the behavior of a representative transverse 
strip with the effect of longitudinal action only in­
directly introduced. This is primarily due to the fact 
that quite frequently the magnitude of the transverse 
moments dictates either the thickness of. the slab or the 
width of each fold. Hence an understanding of the fac• 
tors vhich control the magnitude of moment espeéially 
near free edges is essential tor a proper·layout •.. Hov•. 
ever1 ot eq,ual: interest .for a complet~.: perspective is. 
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·. · the behavior of the folded plate in the longitudinal 
direction. Fortunately, although somewhat more compli• 

- cated1 the kind of qualitativ~ examination made for 
transverse action can be applied to longitudinal action. 

For this purpose a longitudinal strip con-
'sisting of two adJoining p~ates is examined as a free 
body. Thie differs trom the procedure employed pre­
viously in which the strip was only a unit vide. One 
could commence with a strip consisting of an individual 
plate. Bowever for exposition 1 nothing is gained by 
starting with the equilibrium of torces in an individual 
element. Considering then two platea as a unit 1 the 
free body of figure 3 being only a portien of the total 
structure is subJect not only to the superimposed verti­
cal loads but is as well subject to f~rces along the . 
edges which represent reactions from the adjacent platee. 
Although the croes section of the free body is not of 
the customary shape nevertheless the longitudinal stresses 
can be obtained by the conventional flexural formulas. 
However in this case, because the direction of the loada 
are not necessarily co-planar with the platee or located 
at the flexural center (shear center) the stresses at a . 
point created by the moment and thrust about any two 
perpendicular axe~ must be combined with the effect of 
rotation about the longitudinal axis. 1The work involved 
is not as simple as it may be inferred and therefore it 
is not recommended as a design procedure. 

Expresaing the midspan stresses at the fold 
and free edges of the free body in figure 3 in terma of 
the known loada and the unknown edge forces, s1 s2 N1 and N2 , three simultaneous equations are obtained. 
The transverse moment acting along the edge will not 
appear in these equations because the longitudinal 
stresses are related only to the moments perpendicular 

.to the plane of the transverse moment. By successive 
elimination of sl and s2, the three simultaneous equa­
tions can be reduced to a single equation 1 in which the 
stresses at the three points are related to the super­
imposed load on the two platea and to the unknown edge 
forces N and N • A consideration of the equilibrium of 
forces i~ th~ t~ansverse direction, of which a detailed 
explanation is given in the append1x shovs that the N 
forces at one edge is a function solely of the load on 
the two platee on each side of the edge; of the differ­
ence betveen the values of the traneverse moments at 
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the edge and ita neighboring edges'; and ot the geometr7. ,. 
ot the platea. Consequently the replacemen.t ot the 
edge torces (N1 and N ) by their equivalent in the pre• 
ceding equation resul~s in'an expression in which the · 
stresses at three adjacent points and the moment at 
five points are related to the superimposed load on 
tour platea. 

· From a consideration ot the above 1 severa! 
obvious tacts emerge which merit slight attention in 
that recognition may help prevent needless computation. 
If the transverse moments are all equal, as tor example 
in the interior tolda of deep V-type folded plate, or 
can be obtained from statics, the longitudinal stresses 
can be determined directly from the superimposed loada 
only. As a corollary i~ follows that.if in addition 
the longitudinal shears are zero at both tolda ot a 
plate 1 then the stresses ·can be obtained by the ordinary 
flexura! theory. · 

In summary, a folded plate analysis is required 
principally to determine the effect of edge disturbances. 
The free edges and outer platee tend to ~~rlect more than 
what is indicated by considering the folded plate as an 
ordinary beam. Because ot this the intensity ot the 
maximum longitudinal stress in the outer platea can be 
larger and the distribution ot the stress entirely dif­
ferent than anticipated by conventional beam analysis. 
Hovever, the sum ·ot the tensile or compressive forces 
will remain about the same. Hence the value of a folded 
plate analysis resides not so much in a precise determina­
'tion of the ultimate capacity but chieflT in that it' en• 
sures satisfacto~y behavior at service loada and leads. 
to a better evaluation ot the t·ransverse moments o 

ANALYSIS 
Simply Supported Folded Platee 

The principal problem associated with the analy­
sis ot folded plate is that of making the displacement as 
computed from the longitudinal behavior compatible with 
the displacement obtained from the transverse· behavior. 
In a strict sense not only must this equality ot displace• 
menta be satisfied at a fev points 1 say along a strip, but 
the requirement should be satisfied át all points on the . 
surface. Bovever in man;y cases and especiall;y for folded 
pl~tes ,.-::reasona:~Jl.e valuea.· ca~ be. ob~ainect by .satisf;ying .. 
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the condition of compatible diaplacement at midspan only. 
Thia approximation while acceptable for determining the 
critical stresses and moments tends to obscure the exact 
distribution of stresses. To avoid this and at the same 
timP provide a sound basis for further development, the 
proL~dure used in this paper has been based on satisfying 
the condition of compatible displacement at al1. points. 
To seoure tbis, it is necessary to expresa the unitorm 
load as sum ot partial sinusoidal loada each load correspond­
ing to a .term in the Fourier Series given by the expression 

• 4W ( 1r X 1 l 3'1TX +' 1 • 51" X. ) w - -;¡:- sin T + 3 s n L 5sm -¡:-..... 

The distribution of the loada 1s shown graphically in 
figure 4. In reality for purpose of design only the first 
partial load needs to be used. The effect of the suc­
ceeding partial loada will be mainly felt·in the vicinity 
ot the supp,orts 1 and will not produce any significant 
stresses at midspan. Furthermo~e, in most practica! cases 
the use of partial sinusoidal loada does not present any · 
great difficulty since the tranaverse moment for the 
second and succeeding partial loada can be obtained with· 
out recourse to any complex folded plate analysis by 
treating a transverse strip as a continuous beam on fixed 
support. This simplification is possible becauae each 
partial load can be analyzed separately as a load on a 
folded plate whose apan ia equal to one-half the wave 
length of the particular sine loading under consideration.· 
With such a reduction in the effective design length, the 
platee become so stiff in the longitudinal direction that 
for al1 practica! purposes, the platea can· be considered as 
being rigidly supported at the folds. 

Another advantage of this approach is that in 
satisfying the requirement at midapan one automatical1y 
satisfies the requirement of al1 other sectiona. · Conse­
quently attention will be centered only on the relationship 
of torces at midspan of a simply supported folded plate, 
vith the underatanding·that the moments and stresses at 
any. other section vill vary acc~rding· to sine (n.,. x/L) .. 

J' \ ' • 

In 'the 'eariier discussion,· -it. has' been indire.ctly 
pointed out that· ·.1t ;.the .transverse··moment. and ... longitudinal 

• • 11 • • 

; ' . 
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stresses at eacb fold are known, tbe moment and stress at 
any otber point can be found directly by statics or by 
't:be ordinary flexura! theory., Hence, if figure 5a repre­
sente a transverse strip at midspan of a simply supported 
folded plate of any configuration it is necessary only to 
determine tbe stresses and moments at the various folds. 
As sbown in greater detail in figure 5b 1 a unit element 
at any told 4esign&te4 by the subscript n is subjeat to a 
longitudinal stress, fn 1 a shearing stress, 8n 1 and a 

· transverse moment Mu· Since the sbearing stress Sn can 
be calculated from the longitudinal stresses there remains 
at most actually only two unknown quantities at each fold. 
Thus two equations at each fold relating the stress and 
moment at the folds to the superimposed load are sufficient 
to acbieve a solution. The tvo equations which are derived 
in detail in tbe appendix are based on satisfying the condi­
tion of cóntinuity in the transverse direction, and statics 
at a fold. The first of these, vhicb can·be considered · 
primarily as fulfilling tbe condition ot compatible strains 
is at representative fold n 

2 hn-l(....!n_fM· + 4(1+ hn-I(..!!.J
3
] M +2M 

h t J n-1 h t 1 n n+l .... n-1 n n- 1 

[(..!!a::!f( tn ~ Wn-l coa Sr.-a + Wn cos /J~] 
e- hn hn fn-11 2 2 .. 

in which tbe symbols 

· M .·.a transverse bending moment at a fold and 
is considered positive wben it creates' 
tension on tbe underside of tbe plate. · 

' 

f .=,tbe longitudinal stress and is considered 
positive wben it is compressiveo 

tP = the longitudinal stress produced by pre• 
stressing tbe platee considered as in­
dividual platea. The first subscript 
locates the position of the stress and 
the combined subscript designates tbe .: 
tolda on eaoh .side of tbe'plate. 

-B-

. ' 
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·w 

h 

t 

= the total·vertical load acting on a plate 1 
and is considered positive where acting 
downward. 

= length of the platea 

= thickness of the plate 

• the angle formed by a plate and a hori• 
zontal line and is considered positive 
when the angle measured from the plate 
is clockwise '· 

, ·~ ' . 
' ' Cl = the angle formed by the extension of one 

plate with the next one and is considered 
positive when the angle~ 'measured. from the 
extension is cl~ckwiEié o· '<.- i . . :. , ,. . , . ' ' 

enH = hn + t + t + hn 
n .,_,sin an co lln , ce an+l hn+l sin an+l. 

e" +2- hn 
n - h0 +1 sin an+l 

The subscript employed with the symbols identifies the 
particular stress, moment, angle 1 plate or fold involved~ 
The second equation at fold n which is· derived mainly 
f'rom a consideration of statics is ·' · ·:· .... .. . 

'1 

1 

', ___§_¡ L \2[ n-2 n-i n n-t-i n+2 J 
.+fh\h -h-1 en Mn-2-en Mn_,+enMn-en. Mn+l+en Mn+2 

·-

! '', ' 

.. ' 

. 1 

n n " n . . ' ... " '.' : (16) 
- 2 ·.' ' ' = A. (_b_) ~W + w ) ho cos ~n-2 -(w +. W )f.cos~n-1+ h 0 cos~n' :. 

t 0 1rh0 · n-2 n-1 h sin a n-1 n \sin an ·· h sin a 1 n -1 n -1 . . · . . · n-1 · n , 

+ {wn + wn+l) cos ~n+l] 
. sin an+l 

; ' ., 



The. two equations presented are valid at any .fold except 
for point O and fold 1. At these latter placea the moment 
can be determinad from statics, and only the longitudina~. 
stresses are unknown. Hence only one equation is needed 
at each point. For point zero, we have 

6 L 2 h '· 
2 'o+ '• + t:h (-h ) h P M2 o o o" ! s n a,. .· .' (120) 

•- ~/..b..((2W- +W +W_hoCOB/30) COBIJa + 2 fOpt+ flpO ·.·. ·~ 
t0 \ho.,./ ·u 1 ~h1 cos/J1 sin a

8 

. \ ~\, . 

and for fold 1, the relation is . ' ' 

!:!Q!gfo +2 (1 +~}f, +f2- h6t ( hL )(C.M2-C:M3) 
h, t 1 h 1 t 1 1 1 í" . ' 

. 2 . . . ' ' 

= ~ .b..) ~2Wo+\\)(~ + h, costfl}-(w +W } cos&.. \\ .!:!Dcos~o e 1 
t1 wh1 ~ . sin a 1 h0 slna1 11 

t 2 eln ·~.,.: ha . .,.. tj 

... 
1n which 

e, = (cot a1+ cot e~~ 2 ) + .JL 
ho sin a1 · 

c2 . cot a 1+ cot a2 + h, + h 1 . 
1 h2 sin a 2 hc,&in a 8 

c3 - h, 
1 - h2sln a2 

With two equations at each fold except for the first fold 
and only one at that fold and the extérior point, the 
number of equations w4ich must be solved simultaneously 
will equal twice the number of platea minus twoo In many 
cases 1 this number of equations can be reduc'ed by half be­
cause of symmetry or antisymmetry. To illus~rate the use 
ot the equations, the simple example shown in the sketch 

(23) 

'ot table 1 will be analyzed. To avoid error, a systemization 
of the computations as indicated in table 1 is recommended • 

• Example 

In table 1, the dimensiona and the required trig- . 
onometric properties of the folded plate shovn 1n the sketch 
are recorded in columna l 'throu¡h·9· The·calculations re• 
quired 'to determine the various.constants in·the. equationá 

' ' '• j 

.. 

'. 
' 
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are contained in columna 10 to 23 with the particular 
·operation stated algebraically in the heading of the 
--columna. Altbough the numerical values in table 1 are 

applicable only to the selected example, the arrange­
ment is suitable for any type of folded plate. _ It 
sbould be noted that for. many columna only the values 
at specific folds need be computed. In columna 24 to 
31 1 the 1oad termg ara oomputed. 

For convenience, the four basic equations (8), 
(16), (20) and (23) are repeated in table 2 with however 
the algebraic terma replaced by an equivalent column 
designation. Because of eymmetry of load and geometry 

~n !h~s.ex~:~!:q~~n;l~~;e:&a;i~aé !ge; !óib!1w;1!ie:n~nly 
f~r po~nt O and folds 1 and 2 1 with n, in equations (8) 
and (16) taken as 2. For tbis particular example, Mu- 2 ' 
M _1 and M +2 whicb correepond to M0 ,M1 and M4 are 
atl equal ~o zero. Executing the indicated operations by 

: utilizing tbe appropriate numerical values tabulated in 
table 1 1 we obtain the four simultaneous equations listed 

.. in the upper portion of table 2. In this case for ease in 
solving the simultaneous equations, each equation has beep 
divided by the coefficient of M2 • The question of how 
many significant figures are needed ha~ not been fully 
explored. It is belteved that in most cases, the use 
of three aignificant figures is sufficient. However/ 
four significant figures were used because with machine 
calculations it is Just as easy to use four figures as 
three figuree. 

Wben the number of equations is small, eay lees 
than eight, a direct solution can be performed in an hour 
or so employing some of the new tecbniques as Crout's method' 

,which is apecifically designed for machine calculation. For 
a larger number of equationa, the chancea of error in a 
'direct aolution is so great that an iteration procesa is 
more feasible. There are a number of auch procedurea out-

,· lined in varioua mathematical textbooks. The most common 
one, and eaaieat one to master is the procedure outlined 
on page 227 of Timoshen:ito' s book "Theory of Platea and 

·.Shells." Briefly the method consista of arbitrarily aseuming 
a set of values for all of the unknowna except the firat one. 
Tbeae values are then mttltiplied by tbe appropriate numerical 
coefficient in each équation for all terma to the right of 
tbe heavy stepped .lineo Starting with the.top equat~on, it 

>. 

mll,. 
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is then possible by proceeding from one equation to the 
next to determine a new set of values for the unknown 
forces and moments. These are then employed in the 
same manner to arrive at the next ·aet of values. The 

' procedure is'repeated till sufficient convergence is 
acbieved. For the initial values it h~s been found 
advantageous to commence witb Mu = -va /12 and fn = 
WL2/8e where 1 ie the section modulue of a plate or 
of a combination of platee. 

For this example, the simultaneous equations 
were solved by direct solution and by iteration. As 
may be observed, all of the critical values have con­
verged wi thin 5 per cent by tbe fourtb cycle even ·though' · 
analysis of tbe same structure by the conventional dis­
tribution technique led to extremely poor convergence. 
One o~ the advantages of the procedure is that conver­
gence can be speeded by noting any oscillation of values. 
and arbitrarily interpolating between the values of two 
seta for the next succeeding trial. 

The values shown in table 1 1 multiplied by 4/r 
, to account for the difference between a sinusoidal load 
and a uniform load can be considered as sufficiently 
accurate. If greater refinement is desired, the same 
overall procedure or simplified versions of the procedure 
is applied to the 'other partial sinusoidal loada. For ·· 
this example 1 it vas found that tbe second partial load,· 
varying as sine 3w x/L produced the following stresses 
at r.-1 ~e pan .' 

M2 = + 234 ft.-lbe/fto 
t 0 = +8 1 300 lb./sq.rt. 
r 1 = - 700 lb./sq.ft. 
f = - 410 lb./sq.ft. 

2 

A comparison of these values with tbose tabulated in table 2 
shows that the longitudinal stresses produced by this par­
tial load and thus aleo of other partial'loads are either a 
small percentage of that produced by the first load or is 
numerically insignificant. The ratio of the moments pro­
duced by the tvo loada is somewhat larger 1 indicating a 
slight,justification for. increasing the accuracy here. How­
ever, it ia interesting t~.point out that the moment created 
by the second partial load ie almoat equal to the 'moment 

•12· 
\ 
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produced considering the platea to be continuous ove1 
rigid supports at each fold. 

Combining the first and second partial loads 1 

we obtain 

13' 

f~ a (4/u ) -161 1 000 + 8 1 300)(1/144) 
M = (4/u )¡-1 1 513 + 234) = -1628 ft.-lb./tt~ 

t 1 = (4/w ) -1,129 - · 700) {1/144) 
t 2 = {4/w ) +16,790 - 410)(1/144) 

= -1350 psi 
= - 16 psi 
= + 145 psi 

With the value of the moments and stresses knovn 1 
the iangential sh~ar can be obtained.· A detailed explana­
tion of the procedure is given in the appendix after equa­
tion (33). 

Design Aid 

Although the analysis of a folded plate structure ' 
has been reduced to arithmetical manipulation 1 insight into 
their behavior can only be achieved by comparison of resultP. 
of many cases. To supply this and at the same time facili­
tate the design of the most popular type of folded plate 1 , 

table 3 has been compiled. This table gives design coeffi~ 
cients for the V-type folded plate structure, consisting ot 
a number of identical interior V's with unsymmetrical ex­
terior V strengthened by the presence of a vertical edge 
beam. While the sketch in table 3 vhows that the values 
have been computed on the basis of a structure symmetrical 
about fold 6, coefficients are applicable to roofs with a 
smaller or greater number of folds. In most cases, the ef­
fect of the free edge only penetrates to the fourth fold. 
Consequently the folds inside the fourth have little effect 
on the value of stresses and moments at the.exterior folds. 

. In computing table 3, it vas found desirable to 
align the design coefficients in

2
conformance to the four 

parameters h /h, h /h, a/d and L t/a3 vith the symbols de• 
fined in thevsketcS. The selection of these variable vas 
based on the common practice of designating structures in 
terma of horizontal and vertical dimensiona. Furthermore, 
these parameters permit a ready interpolation for values 
other than those listed. The range selected representa the 
practica! range of economic app~icabilitye Values were . 
computed for larger values of L t/a3o In most cases, the 
transverse moments obtained for such cases indicated that· 
it vould be difficui~.to satis~y.the strength needed, and 

'• 
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for this reason, higher values of L2t/a3 were purposely 
omitted. 

To conserve space and avoid needless repetition 1 
coefficients are given only for M2 to M~ and for the longi­
tudinal stress f to f • The moment coefficient at fold 6 
or at further in~erior3folds equals the fixed end moment 
value o~ 0.0833· Tbe ooe~ficients for tbe 1onsitudinal 
stresses at folds greater than 3 are aleo codstant independ­
ent of the parameters with the exception of the a/d ratio. 
For the ratios given 1 the coe~ficients are · 

a/d 
stress coef. 

2.5 
+1.411 -

2.0 
.:!:.1.087 

1.5 
.:!:.0·759 

Bince the coefficients are given in non-dimensional 
form, it is import~nt that all of the units be consistent. 
If v is in lb./ft. and the dimensiona in ft., then the 
calculated moment and longitudinal stress will be in ft.lb./t~ 
and lb./1t. 2 respectively. . 

To illustrate the ease vith which the moment and 
stresses can be obtained, a briet example vill be calculated. 
Gi veD a tolded plate root ~n vhich ·,. · · 

. ' 1 

L = 55 ft. . .. .' · Í:i 0 /h = 0.25 ,. ' 

' a = 10 ft. . . · hv~h = o 
t = 0·33 tt. . ; a d = 2.0 
V = (dead.' load + live load)=. 86 psf(proJected area) 

then 

= 1 

and the multipliers shown in the heading of table 3 are 

1 . 2 
( 4 " :)va =.l. 27 x 86 

2 
(4/ ) vL .,. at = 1.27 X 

10 X 

X 102 = 10,900 fto-·lb./fto 
6 2. 

8 X 55 =· 99 400 lb./fto 2 
o. 333 , 

Entering table 3 1 vith the given parameters, ve tind that· .. 
the coetticient tor M2 is -0.285•· .. consequently the moment 
·1s 

' 1 1, • • 

. . 
·M2:.a •0.285 X 10,900 .a :•3110 tt.lb./ft• 

•, 
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The other valuee can be determined in like manner. The 
effect of the eecond partial load can aleo' be determined 
from table 3· For thie purpose, the span length and 
load is assumed as one-third of the given value. On 
that basis 

'' 

and 

(55/3) 2 
X Oo333 

103 
1 

=-
9 

w = -86/3.= -28.7 lb./ft. 2 (at midepan) 

When the value of L2tfa3 is lesa then that given in table 
3 as is the case here, the moment can be computed aesuming 
the folds are rigidly supported 1 and,the change in the · 
longitudinal stress can be ignored. 

Table 3, assumes that the load is uniform·on 
the structure. As a consequence, the effect of the 
weight of the vertical edge member is neglected. 

Continuity 

The preceding equatione hav~ been derived on 
the basis that the folded platea are simply supported. 
A similar though considerably more complex set of equations 
can be established for continuous folded platea. This 
complexity is due primarily to the fact that in continuous 
folded platee the transverse distribution (not the intensity) 
of longitudinal stresses ie not as uniform throughout the 
length of the folded plate as for simple spans. In other 
words the transverse distribution of stresses for· each 
partial load at any section is no longer equal to the trans~ 
verse distribution at midspan times sin n" x/L. Other · 
terma which are quite complicated must be inserted in the 
expression for stresses to fulfill the requirements of end 
restraint. 

One expedient way which has been employed to 
overcome this difficulty is ·by relaxing the requirenient o.f 
satisfying the condition of compatible strains along the 
entire junction of two platea and satisfying merely the 
requirement of compatible deflection at midspan. The de• 
flection of e~ch plate at midspan is determined as for a 
continuous beam •. Thus for example it full fixity is as• 
sumijd at both ende of a·plate, the detlection is taken·as 
5PL /384 •. 



Another approach which has been used and has 
given satisfactory resulte is to proportion the longi­
tudinal stresses over the support and at midspan on the 
basis of the moments created in a continuous beam whose 
spans are equal to those of the folded plate. In this ·· 
approximation 1 the transverse distribution is based on 
an eftective span len¡th equal to the distance betveen 
the points ot inflection of the continuous beam. 

Intersection of Three Platee 

One of the advantages of the direct solution 
approach is that it facilitates the determination of 
the stresses in folded plate structures having three 
platee intersecting at one fold as shown in figure AB. 
The same pattern of attack employed for the conventional 
folded plate is applicable to tbis more complex problem. 
Because of the infrequent use of the three plate arrange• 
ment at interior folds no design equations have been 
developed tor this case. However to demonstrate the 
manner in which such equationa can be derived, the more 
common case of three platee intersecting at· the exterior 
fold ia worked out in the appendix. Even for this case, 
it is possible at the points or folds involved to estab• 
lish equations relating the stresses and moments to tbe 
superimposed loada. 

The presence of an additional vertical plate 
at fold one naturally makes equations (20) and (23) 
previously given for point O and fold 1 no longer valid. · 
In place of theae, equations (27) and (29) must be employed ... 
In addition because the third plate introduces another 
unknown namely the longitudinal stress at tbe bottom ot 
tbe vertical plate designated as fv'' equation (31) must 
be used. This equation which is easily derived by 
equating the deflection of the respective intersecting 
platee to each other, expresses the relationship between 
fv and the neigbboring stresses. Lastly1 at fold 2 
slight modification ot equation (16).as presented in 

.equation (33) is required to.account tor the additional 
vertical 'member. ·., · .. ·, • · ·· .. :.... . .. 
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Table 1 Numericol Exomple · 

' . -
t h2 1 ~ 

' 

LLITI [ [ ,"h load . ,., 
1 - - ' . - ··~2 3 1 . . -

13, '• 
- --

l l . .. 

~~ 
. . 4 

h4 
- ' - -5 J -

: .. ~ - - . 
' L: 50ft. - ' . . . . . . · Llve load = 25 1 b. per sq. ft . . 

-
Given properties Camputed coef. . 

CD ® ® ® ® ® 0. ® ® @ @ @ @ ® -e . a 
~- - -.o 

·.u + 
Q:l + e - . a 
o . - - T 
a. -

1'1)--=--
e o a e 

o -1J -
~1:~ 

u .... 

~~-e 
o + o ~ .... -~ a.~..,.....__ e 

e: /3 tn h,. wn cos /3 sin a cota 71 e 
a 

a e .e ' e .&;j.ck: -~ .&;.t::. o 
(degl (deg.) ( ft.) (ftJ (lb.l .c. ~ ~ -

o -- +90 0.33 2 lOO o ~-- ---- ----- ----- ------
'· 

~" 6o +30 0-33 10 716.7 0.8660 0.8660 0-5774 --- 0.2 IIU---- 5 .. 773 2.309 
. -

2 30 o 0-33 10 750 1 0.5000 1-732 1.0 1.0 2.309 2.000 3-464 

3 30 -30 0-33 10 716.7 0.8660 0.5000 1-732 . - -
-

-
4 60 -90 0-33 2 lOO o 0.8660 0-5774 

-
- 5 
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Table 1 (confd) 

CD @ ® 
' 

• _@ 
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o + 
e .. @ oae 

CIJ ~ "'i - e + o ..::¡. e¡ @ • 
~ .e: e - _ .. 
e oan 

l • 1 

ecJ e: e 
u 

o --- ---. 
1 --- ---
2 5-773 10.08 

-
3 -

4 . -
' 

5 

..... 

® 

® 
-+ 
@ 
X 
N 

+ 
@ .. 
e e 
u 

---
---

9·774 
. 

. 
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Computed coef. . 

@ @) ® @ @ 
. 

.·- - . 

® - -
+ + e 

® 
11 o 

e: . - . e -¡; 
+ ~ OITe 01-

.,_ ... 
..J~ @ e 

-~1-=c: ...e¡~c: &! l:a 

. - -• q· - ~1~ 01-- 01 ..,l..e • • ..JI'" e e e u e u -
--- 0.2309 569-9 569.9 ---

. -10.08 2.000 22.80 4.560 ---
7.464 2.000 22.80 4.560 0.009382 
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Table 2 Simu tonou& Equotiona 

Equotlon 8 . 

2X@ Mn-1+4(1+@] Mn+2M.,t·l-@~n-2-@fn-l+@fn- @tntl+@rn+J=-hn( @X@+@] 

Equotlon 16 _ 

. @fn-1+ 2(1 +@] fn + fn?l+-@(<@~i®JMn-1 +@Mn-<@ MnH+@Mnt2} -@ (@)-@ +@] 

Equotlon 23 . 

@t0+ 2(1+®] t1 + f~-@[@M2 -@>~]_ ~@ {@~@+.®(®+®]} ~ 

Equotion ~'1 .. 

2f0 +f1+@ X@)M2:: -@X@ 

Point 
Equotion No. or 

fold 

8 2 
20 o 
23 l. 
16 2 

Direct So1ution 

Iteration So1ut1on 
Assumed Va.luea 
1st Cyc1e 
2nd Cycle 
3rd Cycle 
4th C;ycl.e 

M2 fo 
ft.-lb./ft. lb./sq. ft. 

1 -0.005416 
1 +Oo01520 

-1 +0o005427 
l. o 

-1513 

"' 685 
"'1770 
eJ.415 
co1603 

-161,100 

.. 73,700 
·-195,000 
.. 148,500 
.. ].65,700 
"'159,200 

·19-. 

f, 
lb. 1 sq. ft 

+Oo007583 
+Oo007598 
+0 .. 06512 
+0 .. 09497 

'-1,129 

" "'43,)..00 
+7,600 

. ' -4,700 
' +7,010 

.. J.,900 

f2 
lb./ sq. ft. 

-Oo002167 
o 

+Oo02713 
+0 .. 4749 

'+16,790 

+33,000 
+13,300 

1 +18, 000 
+14,950 
+17,130 

• 

Constont 

=- 685 
.s-3969 
=+1021 
-=+6351 
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Tobte 3 - Oeslgn Coefflcfents for V Folded Plate Roofs 

1 ¡; l 1 L '¡ lt ¡ ¡ 1 ¡ 
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o a a o 
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T~onsv~rse . moments ._, . M" = ! wa2 x c-~ef. 

_- L~~gitu~in~·, st-~ess~s .:·f . ~- 4 ( w L
2

) coef. 
_. - " • TI' ta 

f. ' 
~-... "" :. .. ... ·. -. ,. . 

.!!Y ~ a L2 t Transverse moments 
- -y 

h h d a M2 M3 M4 Ms 

2.5 . o. 5 -0.500 0.028 -O.l.l.4 -0.075 
l..O -0.500 0.028 0.116 -0.074 

'~ • ,;; 
--

¡ 

symmetncol . 
6 

1 

1 
a 

. . 
.. "\ A 

Longitudinal stresses 

fo fy t, f2 f3 

-l..458 1.486 -1-390 
-l..458 l.. 485 -1.390 
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~ .. J 

r 
' .!"( 
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Table 3 Ccont'd) 

~ ~ 
h h 

. 

-

- o 

' 

o 
' 

-

1 
. 8 

o 
d 

2.5 
, 

2.0 

1.5 

1.0 

-. 

2 .. 5 

2 .. 0 

-

1..5 

1..0 

~t Tronsverse moments 

Q3 M2 M;s M4 

0.5 -0.500 0.028 -0.114 
1.0 -0.500 0.028 -0.116 
2.0 -0.500 0.026 -0.125 
4.0 -0.500 0.022 -0.152 

0.5 -0.500 0.028 -0.114 
1.0 -0.500 0.028 -0.115 
2.0 -0.500 0.027 -0.120 
4.0 ... 0.500 0.024 -0.139 

0.5 -0.500 0.028 -0.114 
l. O- -0.500 0.028 -0.114 
2 .. 0 -0.500 0.028 -0.117 
4.0 .-0.500 0.026 -0.127 
8.0 -0.500 0.021. -0.157 

0.5 -0.500 0.028 -0.11.3 
1..0 -0.500 0.028 -0.1.1.4 
2.0 -0.500 0.028 -0.1.1.4 
4.0 -0.500 0.028 -0.1.18 
8.0 -0.500 0.026 -0.130 

0.5 -0.379 -0.007 -0.105 
1.0 -0.565 0.042 -0.122 
2.0 -0.658 0.075 -0.1.44 
4.0 -0.687 0.11.1. -0.1.94 

0.5 -0.305 -0.026 -0.100 
1.0 -0.503 0.025 -0.116 
2.0 -0.633 0.064 -0.134 
4·.o -0.680 0.095 -0.170 

0.5 -0.223 -0.047 -0.093 
1.0 -0.401 -0.002 -0.107 
2.0 -0.579 0.046 -0.1.24 
4.0 -0.663 0.078 -0.147 
8.0 -0.689 0.116 -0.203 

0.5 -0.148 ... o.o67 -0.088 
1.0 -0.248 -0.041 -0.095 
2.0 -0.438 0.008 -0.1.10 
4.0 -0.601 0.053 -0.1.27 
8.0 -0.671 0.083 -0.154 

M5 
., 

o 

-0.075 
-0.074 
-0.072 
-0.065 

-0.075 
-0.075 
-0.073 
-0.069 

-0.075 
-0.075 
-0.074 
-0.072 
-o.o64 

-0.075 
-0.075 
-0.075 
-0.074 
-0.071 

-
-0.078 6.928 
-0.073 2-397 
-0.067 0.121. 
-0.048 -0.606 --
-0.079 6-733 
-0.075 3.001 
-0.070 o. 55 3 
-0.058 -0.332 

-0.081. 5.789 
-0.077- 3.441 
-0.073 1..099 
-0.066 -0.002 
-0.044 -0.345 

-0.082 3.837 
-0.080 3.088 
-0.076 1..675 
-0.072 0.459 
-0.064 .. o. 056t 

Longitudinal. 

fv t, 

-1.458 
-1.458 
-1.457 
-1.453 

-1.124 
-1.124 
... 1.123 
-1.121 

-0.784 
-0.784 
-0-784 
-0.783 
-0-781. 

-0.444 
-0.444 
.. o.444 
-0.444 
-0.444 

-2.41.3 
-1.714 
-1.364 
-1.257 

~ -2.075 
( -l..ft99 

-1.1.21 
-0.987 

-1.616 
-1.254 
-0.892 
-0.723 
-0.673 

-1..002 
-0.886 
-0.668 
-0.480 
-0.401 

stresses 

f2 

1.486 
1.485 
1.484 
1.479 

' 

1.145 
1.145 
1.144 
1.142 

0-799 
0.799 
0-799 
0.798 
0.795 

0.453 
0.453 
o. 453 
0.452 
0.452 

. 
1..72la. 
1..597 
1-531. 
l.. 502 

l. 368 
1..263 
1..193 
1..164 

0.985 
0.919 
0.853 
0.821 
0.806 

0.573 
0.552 
0.51.3 
0.473 
0.463 

~ 

-1-390 
-1.390 
-1.391 
-1.396 

-1.071 
-1.071 
-1.071 
-1.074 

-0-747 
-0.747 
-0.748 
-0.748 
-0.751 

-0.423 
-0.423 
-0.423 
-0.423 
-0.424 

-1.. 470 
-1.411. 
-1.380 
-l.. 365 

-1.150 
-1..102 
-1..070 
-1.056 

-0.817 
-0 •. 787 
-0.756 
-0-741 
-0.734 

-0.470 
-0.460 
-0.442 
-0.426 
-0.419 

-· 

Ñ 

' i 



Tabla 3 (ccnt 'd) 

.!!.v !!.o a L2 t Transversa momants . Longltudina 1 stresses 

" " d QT 
Nz M3 M4 M, fo fy f, fz fa . 

2.5 0.5 -0.187 -0.058 -0.091 -0.082 4.508 -2.313 1.652 -1.472 
1.0 -0.372 -0.014 -0.1u6 -o. 078 3-334 -2.047' 1.642 -1.446 
2.0 -0.661 0.063 -0.145 -o.o68 1.498 -1.633 1.623 -1.404 

. 4.0 .. o.863 0.146 -0.234 -0.040 0.213 -1.347 1-599 -1.370 
-

i·· - - 2.0 0.5 -0.153 -o.o66 -0.088 -0.082 3.642 -1.820 1-275 -1.138 
1.0 -0.285 -0.035 -0.099 -0.080 2.998 -1.674 1.269 -1.124 
·2.0 -0.552 0.032 -0.127 -0.073 1.688 -1-379 1.256 -1.094 

- 4.0 -0.804 0.114 -0.192 -0.054 0.450 -1.101 1.239 -1.064 
: ! -

1.5 0.5 -0.125 -0.073 -0.086 -0.083 2.637 -1.292 0.891 -0.797 
- 1.0 -0.200 -0.055 -0.092 -0.081 2.382 -1.234 0.888 -0.791 - - 2.0 -0.400 -0.007 -0.109 -0.077 1.697 -1.079 0.882 -0.776 

- :- 4.0 -0.689 0.071 -0.151 -0.066 0.709 -0.857 0.872 -0.753 
. . . a.o -0.876 0.156 -0.248 -0.035 0.071 ' -0-715 0.858 -0.735 

-
-1 .. 0 0.5 -0.107 -0.077 -0.085 -0.083 1-530 -0.740 0.505 -0.452 

. -1.0 -0.133 -0.071 -0.087 -0.082 1.479 -0.728 0.504_ -0.451 - - -- 2 .. 0 -0.225 -0.049 -0.094 -0.081 1.301 -0.688 0.503 -0.447 -. . 
. 4.0 -0.451 ·o.oo6 -0.114 -0.076 0.863 -0.589 0.499 -0.437 

a.o -0.733 0.086 -0.163 -0.063 o. 315 -0.466 0.492 -0.424 . . -
o 

. _2 .. 5 0.5 -0.092 -0.083 -0.084 -0.083 2.392 -1.866 1.526 -1. 434' . 1.0 -0.146 -0.072 -0.088 -0.082 2.304 -1.845 1-539 -1.431 .· - -2.0 -0.322 -0.037 -0.109 -0.078 2.022 -1-778 1-578 -1.423 - ' .. 
- ·- 4.0 -0.697 0.048 -0.206 .. o.056 1.421 -1.635 1.653 -1.406 .. 

--- .> 

--. ... 2.0 0.5 -0.084 -0.084 -0.083 -0.083 1.852 -1.440 i.174 -1.105 
" .. . -C .o -0.117 -0.078 -0.086 -0.083 1.811 ·-1.430 1.180 -1.104 

·.· . 2.0 -0.234 -0.055 -0.097 -0.080 1.667 -1.396 1.201 -1.099 .. - 4.0 -0.537 0.009 -0.154 -0.068 1.293 -1.307 1.251 -1.089 
"-- -_l. . -

.. 

2 1.5 0.5 -0.078 -0.085 -0.083 -0.083 1.298 -1.006 0.819 -0-771 
- - 1.0 -0.094 -0.082 -0.084 -0.083 1.2cs4 -1.003 0.821 -0.771 

- ... ·. 2.0 -0.157 -0.070 ... o.o89 -0.082 1.230 -0.990 0.829 -0.769 
. ., 4.0 -0 .. 353 -0.031 -0.114 -0.077 1.061 -0.950 0.852 -0.764 

.. - a.o -0.743 0.060 -0.226 -0.051 0.725 -0.870 0.893 -0 .. 755 
' 

.. :, - . 1 .. 0 0.5 -0.074 -0.085 -0.083· -0.084 0.737 -0.570 0.464 -0.437 -

1.0 · .. o.079 -0.085 -0.083 -0.083 0.734 -0.570 0.464 -0.437 
- ' 2;.0 -0.101 -0.081 -0.085 -0.083 0.724 -0.567 0.465 -0.437 

4.0 -0.179 -0.066 -0.091 -0.082 0.686 -0.558 0.471 -0.435 
a.o -0.410 -0.019 -0 .. 125 -0.074 0.573 

' 
-0.531 0.487 -0.432 

' . 



Tabte 3 (cont'd) 
·-. ---

~ ~ Q L2 t Tronsverse moments Long ltudino 1 stresses 

h h d 03 
M2 M¡ M4 Ms 'o fy r, 'z f3 

2.5 0.5 -0.172 -0.055 -0.089 -0.081 -2.814 o ... l.24 0.859 -1.265 
1.0 -o. iO -0.025 -0.094 -0.079 -2.006 -0.183 0.966 -1.280 
2.0 -0.310 0.020 -0.098 -0.073 -1-384 -0.424 l.OIJ8 -1.284 
4.0 -0.330 0.117 -0.098 -0.047 -1.156 -0.532 1-076 -1.260 

2.0 0.5 -0.170 -0.057 -0.089 -0.081 -2.698 0.257 0.618 -0-964 . 1.0 -0.255 -0.028 -0.095 -0.079 -1.891 -0.039 0.719 -0-980 
-- 2.0 -0.328 0.009 -0.100 -0.075 -1.191 -0.297 0.805 -0-991 

4.0 -0-358 0.074 -0.104 -0.061 -0.902 -0.413 0.8110 -0-983 -
o 1.5 0.5 -0.160 -0.061 -0.089 -0.082 -2.470 0.361 o. 381 -o.66o 

1.0 -0.245 -0.034 -0.095 -0.080 -1-772 0.114 0.462 -0.675 
2.0 -0-335 -0.001 -0.101 -0.077 -1.035 -0.147 o. ;~&e -0.689 
4.0 -0-379 0.040 -0.106 -0.070 -0.676 -0.278 0.589 -0.692 
8.o -0.391 0.137 -0.111 -0.040 -0-573 -0-326 0-599 -0.679 

--- - - 1.0 Q-5 -0.138 -0.068 -0.087 -0.082 -1-948 0-376 0.168 -0-362 
1.0 -0.205 -0.048 -0.092 -0.081 -1.555 0.241 0.211 -0-371 

- ' 
2.0 -0-310 -0.015 -0.100 -0.078 -0-937 0.029 0.278 -0.384 
4.0 -0.384 0.014 -0.106 -0.075 -0.506 -0.119 0.325 -0.392 

f a.o -0.411 o.o56 -0.110 -0.067 -0.346 -0.177 o. 3-"2 -0.392 

8 -0.168 -0.089 -0.081 1-998 -0.106 0.965 2-5 o.; -0.057 -3-120 -1.293 
l. O -0.277 -0.018 -0.097 -0.078 1.221 -2.451 -0.251 1.052 -1.298 
2.0 -0.402 0.048 -0.113 -0.069 0.320 -1.682 -0.420 1.150 -1.296 
4.0 -0.467 0.167 -0.140 -0.035 -0.164 -1.290 -0.521 1.193 -1.271 

- --. . 2.0 0.5 -0.157 -0.061 -0$088 -0.082 2.161 -2-711 -0.085 0.7lJ5 -0.998 
1.0 -0.259 -0.028 -0.096 -0.079 1-490 -2.191 -0.183 ~ 0.805 -l. 002 
2.n -0.400 0.030 -0.110 -0.07·3 0.558 -l. 470 -0.320 0.888 -1.004 
4.0 -0.487 0.118 -0.134 -0.054 -0.022 -1.031 -0.410 0.935 -0-993 

- 1 ' 
. 8 1-5 o.; -0.140 -0.067 -0.087 -0.08'2 2.116 -2.126 -0.079 o.;26 -0-700 

1.0 -0.222 -0.042 -0.093 -0.080 1.664 -1.818 -0.127 0.557 -0.701 
- 2.0 -0.369 o.oo8 -0.106 -0.076 0.843 -1.259 -0.214 0.613 -0-704 

4.0 -0.490 0.074 -0.125 -0.066 0.169 -0.804 -0.287 0.658 -0-702 
a.o -0.539 0.194 -0.162 -0.024 -0.114 -0.625 -0.323 0.671 -0.686 

1.0 0~5 -0.120 -0.073 -0.086 -0.083 1.644 -1-322 -0.074 0.306 -0.399 
1.0 -0.163 -0.061 -0.089 -0.082 1.481 -1.227 -0.085 o. 314 -0.400 
2.0 -0-276 -0~027 -0.097 -0.079 1.049 -0.976 -0.114 0-336 -0.400 
4.0 -0.436 0.028 -0.112 -0.074 0.440 -0.621 -0.155 0.366 -0.401 
a.o -0-537 0.095 -0.134 -0.062 0.057, -0.401 .-0.182 0 • .}84 -0.398 



Toble 3 (cont'd) 

!!.v ~ o L2 t Tronsverse monents Longitudinal stresses 

h h d a3 Mz M3 M4 M, 'o fv '• fz ,, 
2.5 o.s -0.133 -0.067 -0.087 -0.082 2.052 -2.510 -0.513 1.()90 -1.327 

1.0 -0.219 -0.037 -0.093 -0.079 1-711 -2.303 -0.522 1.124 -l. 322 
2.0 -0.397 O.OIJ1 -0.113 -0.¡' 10 0-999 -1.873 -0.543 1.193 -1-307 .. 4.0 -0.570 0.188 -0.164 -0.029 0.299 -1.465 -0.572 1-253 -1.272 

2.0 0-5 -0.123 -0.071 -0.086 -0.082 1-873 -1-957 -0.465 0.863 -1.030 
1.0 -0.188 -0.050 -0.091 -0.081 1.657 -1.839 -0.465 0.881 -1.027 
2.0 -0.349 0.011 -0.106 -0.074 1.119 -1.545 -0.465 0.926 -1.018 
4.0 -0.553 0.128 -0.146 -0.051 0.438 -1.180 -0.470 0-978 -0.997 

1 
-0.085 -0.083 1.526 -1.356 -o. 383 0.621 4 1.5 0.5 -0.112 -0.075 -0.725-

1.0 -0.152 -0.063 -0.088 -0.082 1.426 -1-308 -0.380 0.628 -0.724 . - 2.0 -0.271 -0.023 -0.098 -0.078 1.126 -1.163 -0.372 o.6fa9 -0-719 
4.;.0 -0.485 0.065 -0.125 -0.067 0.589 -0.905 -0.360 0.685 -0.708 

- 8.o -0.659 0.217 -0.191 -0.018 0.152 -0.703 -0.355 0.708 -0.688 
' . -.. 

< 1.0 0.5 -0.103 -0.078 -0.085 -0.083 0.985 -0.746 -0.253 0.)64 -0.414 
1.0 -0.118 -0.073 -0.086 -0.083 0.962 -0-736 -0.252 0.]65 -0.414 
2.0 -0.174 -0.057 -0.090 -0.081 0.877 -0.700 -0.248 o.no -0.413 

- . 4.0 -0.326 -0.007 -0.103 -0.077 0.646 -0.603 -0.236 0-383 -0.409 . 
J.. 8.o -0-556 0.092 -0.138 -0.062 0.297 -0.458 -0.220 o.4o1 -0.401 
8 -

2.5 o.·s· -0.084 -0.081 -0.083 -0.083 1-477 -1.841. -0.762 1.177 -1.340 
.. 1.0 -0.116 -0.067 -0.085 -0.082 1..433 -1.825 -0-759 1.18T -1-336 

- 2.0 -0.222 -0.01.7 -0.095 -0.075 1.289 -1-771 -0-753 1.219 -1-323 . 
4.0 -0.463 0.126 -0.147 -0.038 0.964 -1..655 -0.740 1.285 -1..288 

-1 

2.0 0.5 -0.079 -0.083 -0.083 .. o. 083 1.218 -1.369 -0.634 0.926 -1.038 
. . 1.0 -0.100 -0.075 -0.084 -0.083 Í..196 -1..362 -0.632 0-930 -l. 036 

1 
2.0 -0.175 -0.043 -0.090 -0.079 1.116 -1-334 -0.627 o.91a1 -1.030 

2 4.0 -0-376 0.057 -0.122 .. o.o6o 0.903 -1.263 -0.614 0.991 -1.011 

' 
·1.5 0.5 -0.076 -0.085 -0.083 -0.083 0.904 -0-914 -0.475 0.659 -0~728 

' 1.0 -0.087 -0.081 -0.083 -0.083 0.896 -0.911 -0.475 0.661 -0-728 
2.0 -0.129 .. o.o64 -0.086 -0.082 0.864 -0.902 -0.472 o.66T -0-726 

.. 4.0 -0.263 -0.007 -0.101 -0.074 0.762 -0.870 -0.464 0.688 -0.718 
. 8.0 -0.543 0.147 -0.172 -0.029 0.550 -0.807 -0.449 0-127 -0.698 

. - . 1.0 0.5 -0.073 -0.086 -0.083 -0.084 0.539 -0.492 -0.287 o. 380 -0.415 
- 1.0 -0.077 -0.084 -0.083 -0.083 o. 538 -0.491 -0.287 0.]80 -0.414 

. 2.0 -0.092 -0.079 -0.084 -0.083 0.531 -0.490 -0.286 0.382 -0.414 
-

4·.o -0.14T -o.o58 -0.088 -0.081 0.507 -0.483 -0.284 0.386 -0.412 .. 

8.0 -0.314 0.012 -0.110 -0.070 0.434 -0.463 -0.277 o .lioo -0.407 
' . 

,·' 

. ' 
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Tobte 3 (cont'd} 

b !!..o 
h h 

o 

~ -.-

' . 
-

L 
- . 

4 

. 

1 
8 

.. -

a L2 t 
d 0'3 

2.5 0.5 
~.o 
2.0 
4.0 

2.0 0.5 
1.0 

- 2.0 
4.0 

1.5 0.5 
1.0 
2.0 
4.0 
8.0 

1.0 0.5 
1.0 
2.0 
4.0 
8.0 

2-5 0.5 
1.0 

... 2.0 
4.0 

2.0 0.5 
1.0 
2.0 
4.0 

1.5 0.5 
1.0 
2.0 
4.0 
a.o 

1.0 0.5 
1.0 
2.0 
4.0 
8.0 

Tronsverse moments 

~ M3 M4 

-0.106 -0.074 -0.084 
-0.108 -0.063 -0.083 
-0.108 -0.024 -0.076 
-0.099 0.106 -0.051 

-0.110 -0.074 -0.085 
-0.120 -0.065 -0.085 
-0.140 -0.035 -0.083 
-0.154 0.053 -0.072 

-0.111 -0.075 -0.085 
-0.126 -0.067 -0.086 
-0.160 -0.045 -0.087 
-0.199 0.009 -0.085 
-0.212 0.152 -0.072 . 
-0.110 -0.076 -0.085 
-0.121 -0.072 -0.086 
-0.154 -0.058 -o.o88 
-0.213 -0.026 -0.091 
-0.259 0.039 -0.091 

-0.111 -0.072 -o.o85 
-0.127 -0.056 -0.085 
-0.161 -0.005 -0.083 
-0.186 0.138 -0.075 

' 
-0.112 -0.073 -0.085 
-0.133 -0.061 -0.086 
-0.181 -0.021 -o.o88 
-0.236 0.082 -0.089 

-0.111 -0.075 -0.085 
~0.130 -0.066 -0.086 
-0.184 -0.038 -0.089 
-0.266 0.032 -0.096 
-0.317 0.192 -0.106 

-0.108 -0.076 -0.085 
-0.119 -0.072 -o.o86 
-0.157 -0.057 -o.o88 
-0.246 -0.016 -0.095 
-0-344 0.067 -0.107 

.. 
-

Longitudinal stresses 

Ms fo fv '• 'z '3 
-0.083 .. Q.737 -0.176 0.919 -1.291 
-0.082 -0.732 -0.181 0.920 -1.287 
-0.078 -0.726 -0.192 0.920 -1.273 
-0.049 -0.738 -0.208 0.913 -1.227 

-0.083 -0.727 -0.063 0.689 -0.989 
-0.082 -0.697 -0.083 0.697 -0.988 
-0.079 -0.639 -0.123 0.111 -0.983 
-0.064 -0.592 -0.164 0.721 -0.962 

-0.083 -0.670 o • .\61 -0.685 0.031 
-0.082 -0.635 0.010 0.469 -0.686 
-0.080 -0.552 -o.o41 0.468 -0.686 
-0.074 -0.456 -0.103 0.510 -0.680 
-0.037 -0.414 -0.141 0.518 -0.657 

-0.083 -0.515 o.oa~ 0.24lt. -0.381¡. 
-0.082 .. o.496 0.070 0.248 -0.384 
-0.081 -o.44o 0.037 0.260 -0.385 
-0.079 ... Q.338 -0.021 0.281 -0-387 
-o.069 -0.257 -0.070 0.298 -0.384 

(' 

-0.083 0.195 -1.052 -0.055 0.906 -1.285 
-0.081 0.145 -1.012 -0.077 0.919 -l. 282 
-0.075 ,0.038 -0.929 -0.126 0.946 -1.270 
-0.041 -0.071 -0.861 -0.181 0.962 -1.227 -
-0.083 0-354 -0.975 0.002 0.689 -0-988 
-0.082 0.298 -0.931 -0.020 0.702 -0.987 
-0.078 0.164 -o. 827, -0.072 0.733 -0-983 
-0.059 0.003' -0.710 -0.139 0.765 -0-963 

-0.083 o.467 -0.831 0.039 0.~73 -0.688 
-0.082 o.423 -0.798 0.024 0.~81 -0.688 
-o.o8o 0.298 -0.706 -0.018 0.506 -o.688 
-0.071 0.105 -0.566 -0.084 0.542 -o.683 
-0.025 -0.031 -0.477 -0.134 0.561 -o.66o 

-o.083 o.456 -0-576 0.045 0.263 -0-388 
-o.o82 0.437 -o. 564 0.039 0.266 -0-389 
-o.o81 0.374 -0.521 0.022 0.276 -0.389 
-0.078 0.228 -0.423 -0.019 0.299 -0.390 
-o.o65 0.062 -0.313 -0.065 0.323 -0-387 

' 
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Tobte 3 (cont'd) 

h:v !h 
1i h 

.. 

1 
4 

. . . . 

-
' .. . 

1 
4 

.. 

-. 

- : ·. . 

1 
. "2" 

. 

. 

-
·. 

. 
. ... 

o L2 t 
d o3 

2-5 0.5 
1.0 
2.0 

. 4.0 

2.0 0.5 
1.0 
2.0 
4.0 

1.; 0.5 
1.0 
2.0 
4.0 
8.o 

1.0 0.5 
1.0 
2.0 
4.0 
8.o 

2.; 0.5 
- 1.0 . 2.0 .. 4.0 . . . 

-
2,•9 0.5 

1.0 
2.0 

' 4.0 

1;.5 o.; 
1.0 
2.0 
4.0 
8.o 

1.0 o.; 
1.0 
2.0 
4.0 
8.o 

Tronsverse moments Longitudinal stresses 

Mz Ms M4 Ms 'o fv '• fz fs 

-0.106 -0.074 -0.084 -0.083 0.510 -1.203 -0.078 0.911J -1.283 
-0.127 -0.056 -0.085 -0.081 0.459 -1.173 -0.091 0.926 -1.280 
-0.183 0.001 -0.086 -0.075 Q.324 -1.094 -0.125 0.956 -1.265 
-0.257 0.158 -0.090 -0.035 0.132 -0.993 -0.180 0-990 -1.221 

-0.105 -0.075 -0.085 -0.083 0-598 -1.030 -0.067 0.713 -0.992 
-0.125 -0.063 -0.085 -0.082 0.557 -1.007 -0.076 0.721 -0-990 
-0.184 -0.021 -0.088 -0.078 0.436 -0-938 -0.101 0.746 -0-983 
-0.286 0.094 -0.098 -0.057 0.224 -0.822 ~0.147 0.784 -0-961 .. 
-0.103 -0.077 -0.085 -0.083 0.607 -0.792 -0.062 0.507 -0.695 
-0.117 -0.070 -0.085 -0.082 0.583 -0.780 -0.065 0.511 -0.694 
-0.167 -0.044 -o.o88 -0.080 0.503 -0.738 -0.078 0.525 -0.692 
-0.280 0.033 -0.098 -0.070 0.321 -0.643 -0.108 0.555 -0.684 
-0.400 0.212 -0.126 -0.019 0.118 -0.544 -0.144 0.583 -0.659 . . 
-0.100 -0.077 -0.084 -0.083 0.476 -0.485 -0.051 0.295 -0-396 
-0.107 -0.076 -0.085 -0.083 0.469 -0.481 -0.052 0.296 -0.396 
-0.132 -0.065 -0.086 -0.082 0.442 -0.468 -0.055 0.300 -o. 395 
-0.212 -0.028 -0.092 -0.079 0.359 -0.429 -0.064 0.312 -0.394 
-0.362 0.068 -0.110 -0.065 0.201 -0.356 -0.082 O.JJJ -o. 388 

-0.082 -0.082 -0.083 0.687 -1.229 -0.221 0-959 -1.282 -0.077 
-0.092 -o.o68 -0.082 -0.082 0.671 -1.224 -0.223 0.964 -1.278 
-0.140 -0.017 -0.082 -0.075 0.616 -1.206 -0.230 0.980 -1.262 
-0.253 0.140 -0.091 ... o;035 0.~85 -1.168 -0.249 1.015 -1.217 

-0.083 -0.076 -0.083 -0.083 0.647 -0.967 -0.213 0.763 -0-995 
-0.087 -0.075 -0.083 -0.083 /').638 -0.964 -0.214 0.766 -0.993 
-0.125 -0.043 -0.083 -0.079 (0.603 -0.953 -0.217 0-776 -0.985 
-0.232 0.065 -0.092 -0.059 0.505 -0-923 -0.227 0.802 -0.961 

' -0.074 -0.085 -0.083 -0.083 0.542 .. o.679 -0.185 0.552 -0-700 
-0.081 -0.081 -0.083 -0.083 0.538 -0.678. -0.186 0.553 -0.699 
-0.105 -0.064 -0.083 -0.081 0.522 -0.673 -0.186 0-557 -0.696 
-0.184 -0.003 -0.089 -0.073 0.470 -0.658 -0.189 0-571 -o.687 
-0-356 0.175 -0.121 -0.022 0.356 -0.626 -0.198 0.598 -0.661 

. 
-0.073 .. o.u86 -0.083 -0.084 0.359 -0.380 -0.128 0.324 -o. 399 
-0.075 -0.084 -0.083 -0.083 0-358 -0.380 -0.128 0.324 -0.399 
-0.085 -0.079 -0.083 -0.083 0.355 -0.379 -0.128 0.325 -0.399 
-0.121 -0.057 -0.085 -0.081 0.341 -0.375 -0.129 o. 329 -0.397 
-0.231 0.020 -0.096 -0.069 0.298 .. o.364 -0.130 0.339 -0.391 

' 



Toble 3 (cont'd) 

hv !!_o o L2 t Tronsverse moments 

h h d (i3 
M2 M3 M4 

2.5 0.5 -0.098 -0.076 -0.084 
1.0 -0.079 -0.072 -0.080 
2.0 -0.029 -0.045 -0.067 
4.0 0.045 0.019 -0.022 

2.0 0.5 -0.102 -9-076 -o.o84 
1.0 -0.093 -0.013 -0.083 
2.0 -o.o68 -0.055 -0.076 

o 4.0 -0.025 0.025 -0.052 
- -

- 1.5 0.5 -0.105 -0.076 -0.085 
1.0 -0.104 -0.074- -0.084 
2.0 -0.099 -0.063 -0.082 
4.0 -0.087 -0.018 -0.072 
8.0 -0.065 0.136 -o.o4o 

1.0 0.5 -0.106 -0.011 -0.085 
1.0 -0.108 -0.075 -0.085 
2.0 -0.113 -0.010 -0.085 

- 4.0 -0.125 -0.050 -0.083 
3 8.0 --0.139 0.014 -0.076 
8 

2.5 0.5 -0.100 -0·075 -o.o84 
- 1.0 -0.092 -0.066 -0.082 

2.0 -0.067 -0.031 -0.072 
4.0 -0.023 0.103 -0.036 

2.0 0.5 -0.103 -0.076 -o.o8J,. - _1.0 -0.069 -0.083 -0.102 
.. 2.0 -0.098 -0.044 -0.019 

4.0 -0.086 0.047 -0.063 
1 
8 1.5 0.5 -0.105 -0.076 -0.085 

1.0 -0.108 -0.072 -0.084 
.- 2.0 -0.117 -0.056 -0.083 

' 4.0 -0.136 -0.001 -0.019 
- 8.0 .. o.144 0.165 -0.062 

- 1..0 0.5 -0.105 -0.011 -0.085 
. 1.0 -0.108 -0.07 5 -0.085 

2.0 -0.119 -o.o68 -0.085 
... o -0.1.50 -o.o41 -0.086 
8.0 -0.200 0.035 -o.o86 

Ms fo 

-0.083 
-0.083 
-0.080 
-0.055 

-0.083 
-0.083 
-0.081 
-0.069 

-0.083 
-0.083 
-0.082 
-0.011 
-o.o4o -

-
-0.083 
-0.083 
-0.082 
-0.081 
-0.072 

-0~083 -0.197 
-0.082 -0.184 
-0.078 -0.150 
-0.048 -0.104 --
-0.083 -0.060 
-0.082 -0.059 
-o.o8o -0.058 
-0.065 -0.055 

-0.083 0.060 
-0.083 0.056 
-0.081 0.041 
-0.075 0.010 
-0.031 -0.023 

-0.083 0.127 
-0.083 0.124 
-0.082 0.113 
-0.080 0.081 
-0.069 o. 029. 

longitudinal stresses 

rv '• "2 
-0.232 -0.286 o .91i5 
-0.262 -0.261 0-932 
-0.339 -0.200 0.897 
-0.443 -0.129 0.8117 

-0.254 -0.179 o.n8 
-0.267 -0.169 o.n3 
-0-301 -0.143 0.699 
-0-357 -0.107 0.674 

-0.255 -0.082 o.l,.go 
-0.256 -0.081 0-~90 
-0.261 -0.078 o. fa.88 
-0.273 -0.072 o.fa.83 
-0.290 -0.071 o.1,.73 

-0.207 -0.011 0.268 
-0.206 -0.012 0.269 
-0.202 -0.015 0.270 
-0.190 -0.024 0.273 
-0.177 -0.031 0.277 

-0.438 -0.139 0.920 
-0.449 -0.132 0.913 
-0.478 -0.114 0.894 
-0.528 -0.093 0.858 

-0.428 -0.010 0.701 
-0.429 -0.010 0.700 
-0.432 -0.010 0.697 
-0.442 -0.071 0.688 

-0.385 -0.015 0.1&.82 
-0.382 -0.017 0.483 
-0.372 -0.024 0.487 
-0-353 -0.039 0.~94 
-0.340 -0.058 0.495 

-0.283 0.017 0.267 
-0.281 0.015 0.268 
-0.274 0.01.1. 0.270 
-0.253 -0.002 0.278 
-0.221 -0.024 0.290 

f3 

-l. 299 
-1.294 
-1.277 
-1.222 

-0.998 
-0.996 
-0.988 
-0.960 

-0.694 
-0.693 
-0.690 
-0.681 
-0.650 

-0.390 
-0.390 
-0.390 
-0.388 
-0.382 

-l. 290 
-l. 286 
-l. 268 
-1.215 

-0.992 
-0.990 
-0.982 
-0.956 

-0.691 
-0.690 
-0.687 
-0.679 
-0.650 

-0.390 
-0.390 
-0.389 
-0.388 
-0.383 

1\J 

. "' 1 
1 

1 

... 



Toble 3 (cont'd) 

' 
t,.lt Tronsverse moments .!!.v !» o Longltudlnol stresses 

h h d Q! _Mz Ns N4 Ms 'o fy '• 'z ,, 
2.5 o.s -0.097 -O.Oló -0.084 -0.083 -0.006 -0.617 -0.051 0.886 -1.277 

1.0 -0.097 .. o.o 4 -0.082 -0.082 -0.008 -0.617 -0.053 0.885 -1.273 
2.0 -0.095 -0.021 -0.075 -0.077 -0.013 -0.618 -0.056 0.882 -1.257 , 
l¡..o -0.084 0.123 -0.048 -0.043 -0.021 -0.626 -0.065 0.870 -1.205 .. -

' 

2.0 -0.5 -0.099 -0.077 -0.084 -0.083 0.116 -0.557 -0.024 0.684 -0.984 
1.0, -0.102 -0.069 -0.083 -0.082 0.110 -0-554 -0.027 0.685 -0.982 
2.0 -0.114 -0.039 .. o.oeo -0.079 0.091 -0.546 -0.034 0.689 -0.975 

' 1 .... o -0.134 0.063 -0.070 -0.062 0.050 -0.530 -0.050 0.695 -0.949 .. 4 .. ' '1.5 0.5 -0.099 -0.078 -0.084 -0.083 0.203 -0.458 -0.008 0.479 -0.688 
~ 1.0 -0.104 -0.073 -0.084 -0.083 0.197 -0.455 -0.009 0.480 -0.687 

2.0 -0.120 -0.055 -0.084 -0.081 0.178 -0.445 -0,015 0.485 -0.684 
.... o -0.161 0.007 -0.082 -0.073 0.127 -0.421 -0.030 0.497 -0.675 
8.0 -0.211 0.184 -0.077 -0.025 O.Q57 -0.393 -0.054 0.507 -0.646 
.. 

1:0 Ó.5 -0.098 -0.079 -0.084 -0.083 0.211 -0.302 -0.002 0.27,. -0.390 
1.0 -0.101 -0.011 -0.084 -0.083 0.209 -0.301 -0.003 0.27 ... -0.390 
2.0 -0.112 -0.070 -0.085 -0.082 0.200 -0.297 -0.005 0-276 -0.390 
.... o -0.148 -0.042 -0.086 -0.080 0.173 -0.284 -0.011 0.282 -0.388 

3 8.0 -0.226 0.042 -0.090 -0.068 0.111 .. 0.256 -0.026 0.294 -0.382 
-lJ .. 2 .. 5 0.5 -0 .. 074 -0.082 -0.082 -0.083 0.260 -0.801 -0.041 0.861¡. -1.257 

' 

- . . 1.0 -0.079 -0.070 -0.080 -0.082 0.254 -0.800 .. o;o42 0.866 -1.252 
. 2.0 -0.096 -0..023 -0.074 -0.076 0.234 -0.796 -0.048 0.870 -1.236 . . .. l¡..o -0.133 0.130- -0.057 -0.037 0.188 -0.790 -0.062 0.877 -1.186 . . . 

. 
-0.074 -0.084 -0.082 -0.083 -0.661 0.684 -0-974 .• a. o 0.5 0~305 -0.053 

'· 
1.0 -0.079 -0.076 -0.081 -0.083 0.301 -0.660 -0.054 0.685 -0.972 

. . • 2.0 . -0.096 .. o.o46 -0.079 -0.079 , 0.286 -0.657 -0.057 0.690 -0-964 . .... o -0.144 0.059 -0.072 -o.o6o • 0.244 -0.'647 -o.o66 0.700 .. o. 938 
. l. 

. 2 0.5 ·-0.073 -0.085 -0.082 -0.083 0.302 -0.489 -0.059 0.494 -0.684 - . 1-5 - 1.0 -0.077 -0.081 -0.082 -0.083 0.300 .. o.489 -0.059 0.494 -0.683 
2.0 -0.090 -0.065 -0.081 -0.082 0.292 -0.487 -0.060 0.497 -0.681 
4.0 -0.133 -0.006 -0.080 -0.074 0.266 -0.480 -0.064 0.504 -0.671 

- 8.0 -0.226 0.175 -0.082 -0.023 0.208 -0.467 -0.075 0.518 -0.642 
. 

1.0 o;s -0.073 -0.086 -0.083 -0.084 0.228 -0.288 -0.050 0.291 -0.391 
. . . 1.0 -0.074 -0.084 -0.082 -0.083 0.228 -0.288 -0.050 0-291 -0.390 

a.o -0.080 -0.079 -0.082 -0.083 0.226 -0.287 -0.050 0.291 -0.390 
4.0 -0.102 -·0.058 -0.082 -0·. 081 0.218 -0.285 -0.051 0.294 -0-388 
8.o -0.171 0.018 -0.085 -0.069 0.193. -0.279 -0.054 o. 300 -0-381 
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Forces Ónly on neor foce ore shown 

(b) 
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Appendix: 

Although the behavior of a folded plate is 
three dimensional, nevertheless the ~nalysis and design 
of such a structure can be reduced to merely the solu­
tion of a series of simultaneous equations by means of 
routine and familiar concepts. No greater knowledge is, 
required other than familiarity with statics, the con­
ventional flexural theories and the principles of elas­
tic weight, generally referred to as the moment area . 
principles. The complications that occur are due pri­
marily to the obscure and multiple inter-relationship 
of forces. Because of this a greater systematization 
of the analytical steps is needed for folded platea 
than for conventional structures. 

In this vein, the study of folded platea will 
commence by considering first transverse and longitudi­
nal action aeparately. The first deals with the bending 
of the individual platea out of their plane, that is, 
the resistance of the platea acting as a continuoua alab 
between the junctions. The second involves primarily the 
deflection of the platea in the plane parallel to the 
platea which has come to be designat~d as plate action. 

In the former inatance becauae the length of 
each plate in the longitudinal direction is generally 
several times the distance between the folds of the 
platea, slab resiatance in the longitudinal direction 
ia small, and the slab can be regarded as a one-way 
slab. Therefore the relationahip between the transverse 
moments at the junctiona is identical to those in contin­
uous beams. Hence if beam AB in fig;.Al be considered as 
a representative strip extending from one fol~ to the 
next, using moment distribution notation by the first 
moment area principal, 

-33.-
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in which 

M = bending moment and is considered positive 
when it creates tension on the underside 
of the beam 

K = the stiffness factor which is the moment 
produced by a unit rotation 

O = the ·carry-over factor and is considerad 
negative 

~ = angle change with respect to the chord 
and is considered positive when angle ia 
rotated in a clockwise direction 

h = length of slab between A and B 

t:J. = diaplacement of end B with reapect to A 
and is conaidered poaitive when 1t is 
downward · 

For priamatic beama of unit width K= 4Et3/12h·~ Et3/3h 
ande = -0.5 in which 

(lb) 

E = modulus of elasticity, 
t' = thickness of slab 

Substituting these values in ,equationa 
ve have 

(la) 

Eliminating ~BA from equations (2a) and (2b) 
and factoring the resulta yielda 

.~,. - 4 hA(M +05"'.. MF· 05MF )+ 1::. ' 
""Aa· Et3 ~B · '""BA .. ~B- • AB hA 
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i 
Similarly 

4 hA ( 1\1 F F ) 6 
f>BA =- Et3 BA + 0·5 MAB-MBA-~·5MAB + hA 

The preceding equations exprese the basic 
relationship needed for investigating and determining 
the variation in the magnitude of th~ transverse mo­
ments from fold to fold. The other basic relationship 
needed is naturally that dealing with longitudinal 
action. Fortunately in this case the problem is es-

. sentially confined to the action and more specifically 
to the deflection of the individual platea acting as 
beams spanning from support to support. In general, 
for prismatic beams it is customary to exprese the 
deflection of a beam as a function of the load divided 
by the product of the moment of inertia and the modulus 
ot elasticity. However in this case it is more suitable 
to exprese the deflection as a function of the extreme 
fiber stresses. To do so it is necessary to know the 
longitudinal distribution of the stresses. For a 
simply supported prismatic beam subject to uniform 
load, the distributio~ is parabolic. Since the dead 
and live load on a folded plate will be generally uni­
form, it would seem desirable at first t~ assume a 
parabolic distribution. Such an assumption leads how• 
ever to a slight inconsistency and difficulties in 

. adjusting the longitudinal strains of. two adjacent 
platea. This can be easily avoided by ~usuming that 
the load and thus the stresses vary sinusoidally in 
the longitudinal direction. 

As such, if the midspan fiber stress at the 
top and bottom of a plateare .designated respectively' 
as fA and fB then on the basis of a linear stress-strain 
relationship as shown in fig. A2 1 the rotation, of an. 
element dx long will be '. · .' , . : · 

fA -fe 
d8 =- ( ) sln~dx 

EhA L , 

in which 

t and f are considered positive when they are 
compressive~ Intelrating equation (4a) and making the . 
slope zero at midspan the angle change at any point is 
therefore · 
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' . 

Since, the derivitive of the deflection curve with re• 
spect to X e~uals the angle change, then tntegrating , 
equation (4b} and making the deflection equal to zero 
at X • O and X = L ' 

in which 

~ equals the midspan deflec~ion of the beam 
and is considered positive downward, or in the direc­
tion from A to B. 

The three equations {3a), (3b) and (4c) are 
the only ones needed for the analysis of folded platee 
which depend on stress-strain relationship. Further 
deriva tions in vol v·e primarily equilj. bri um of force a 
and satisfaction of trigonométric relationship. In 
the latter category, the problem can be ~educed to a 
consideration of the effect of the defl~ction of one 
plate on the adjacent platea. In this it is advanta­
geous to employ a technique similar to that used in mo­
ment distribution. Thus in fig. A3 if plate BC is 
fixed in the direction parallel to its plane but capable 
of either rotating about C or being bent then a displace­
ment of plate AB from B to B' can only take place with 
an accompanying movement in the dírection perpendicular 
to plate BC. Based on the g~ometry ot triangle B B' B", 

in which 

• the angle formed by the projection of 
the slope of plate AB with the slope of 
plat~ BC, and is considered positive 
where the angle is clockwise· 

,• 
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\ ' 

' .... 

\ ¡. 

= deflection of plate AB and considerad 
positive when A moves toward B. 

With plate AB fixed but plate Be displaced, 

6 8 =- 8 cota 
BC B B 

The total movement of point B normal to the line Be 
caused by the displacement of the two platea AB and 
Be is therefore 

· 69 = 8A 1 sin a - 8 cot o
9 BC 8 B 

By similar operation with platea Be and en, the dis­
placement of e with respect to the original line Be is 

Since the displacement of e, with respect to B designated· 
as 6 8c-equals the sum of the values given by equations 
(5c) and (5d), then 

The g~neral equations just derived will now be 
applied to a folded plate such as shown in fig. A4. In 
this case for convenience the folds are designated by 
number rather than letters. Considering a typical interior 
point as fold 4, the angle of .rotation and moment to the 
left of 4 mus~ be equal respectively to those on the right 
side. Hence equating the rotation at 4 of platea 3 and 
4 in accordance to equations (3a) and (3b) by replacing 
the subscripts A and B by the appropriate numerals, and 
designating the final moment at a fold solely by the 
number at the fold. 
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Replacing the 6 's in eq. (6a) by their equivalent as 
given by eq. (5e) and factoring the result, ve obtain 

Equation (6b) can now be conveniently altered into an 
expression containing only moment and stress ~erms b~ 
means of eq. (4c). If we substitute for the 8's 
their equivalent equation (6b) reduces to 

In equation (6c), since ve are considering 
only a uniform load on. the platea, the fixed end mo• .. 
ment in any span is equal to · 

w cos {J h 
12 

.· 
(6b) 

(6c) 

' .. 

(7) 



in which 

~ = the angle formed by the plate and a 
horizontal line and is considered 
positive in the clockwise direction 

W = the total load on the plate , 

Substituting this value in equation (6c) and factoring, 
ve obtain 

in which 

The above equation satisfies .the requirement 
of continuity •. · Another relation can be found from a 
consideration of statics and the conventional flexural 

-39-
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theory. If we isolate from a folded plate structure a 
single plate and consider only the torces which produce 
bending in the longitudinal direction, the plate will 
be subject as shown in fig. A5 to two sh~~ring forcea 
of different magnitude and two normal torces at ~ach . 
edge, and if prestreseed it will aleo be aubject to pre• 
stressing torces. In order to have the stresses at the 
folds of adjacent platee compatible along the entire 
edge, it is necessary to have the load varying sinus­
oidally. However, by means of a Fourier series, the 
actual load can be approximated as the sum of partial 
loada varying sinusoidally. From a practical point of 
view only the first sine load or at most two partial 
loads are necessary. For purpose of illustration and 
derivation only the first sine load will be used. An 
explanation of how to adjust this load is given in the 
text proper. Thus on the basis that the normal load 
varies as the sine, and the shearing torces vary as the 
cosine, taking moment at midepan the ~tress 'at 4 in 
plate 4 is 

and at 5 is 

in which 

fp = stress created by prestressing force 
considering the platee as individual 
and isolated platee with the subscript 
45 designating the stress at fold 4, 
and 54 the stress at told 5 in plate 4 

. \ 

Eliminating S5 from equations (9a) yields . ' 

· Repeating the identical operation on plate 34 we have 
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·~ 

(J 

2f +f = -t1 (-hl }(-SP-3+ 6rrl~S4 ) +2fP + fP 
4 3 3 3., 43 34 

Equations (10) and (12) can be solved as simultaneous 
equation~ to eliminate S~. Multiplying equation (10) 
by t4h4 and equation (12) by t3h3 and adding the two 
resulta we obtain on factoring , . 

1 
(, 

In order to employ equation (13) it is necessary to 
exprese P and P in terma oí the load and transverse 
moments. 3 From 4a coneideration of the equilibrium oí 
torces in fig. A6 with each slab coneidered as a free 
body 1 the vertical reaction at fold 4 is 

V : M~- Mg - 1\b -M5 + W~+W~ 
4 h

3 
cosl3

3 h4 cos 134 2 

and by the same token at fold 5, ve ha ve 

V. : ~-M:;¡ - M5-M§ + W!!+W5 
5 h4 cos 134 h5 cosl35 

2 

Since there are no vertical supports at any folds, these 
reactions must be supplied by torces parallel to the 
platea. Resolving these reactions, into a torce component 
parallel to the plate we find 
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(lla) 

'(llb) 

(12) 

(13)' 

(14a) 

. (14b) 



~ : V 
sin( 90°-133 ) _ 

v5 
sin(90°-/35 l 

4 sin a4 
sin a

5 

= v4 
cos {13 

v5 
cos /35 

sin a4 sin a5 

Substituting the values of v4 and v
5 

as given by equations 
(14a) and (14b) in equation (14c) gives 

M4 - M5 ( c~s 133 + e os 135 ) + M5 - M6 

h
4 

cos/34 s1n a4 sin a5 ·. h5sin cr5 

( W3+W~) c?s /33 _ ( W4 +Ws) cos /3s ... 
2 s1n a4 

1 2 sin a5· 

But from figure A6 

f13 = -a4 + /34 and f15 = a5 +{14 

Substituting these values in the second term of equation 
(l.4d) 1 we obtain 

= cot a4 + cot a5 . · 

Hence equation (14d) reduces 

p = M3 -M~- M4- Ms( cot. a +cota )+ Ms '-- Ms 
4 h3 si.n a4 h4 · 4 5· .hs sin a 

5 
1. 

-t- ( W3 +W4) c?s /33 
2 Stn a

4 

_ ( W4 + w 5) c?s .85 · · 

, . 2 . Sin a 5 

·-42-

"' 

(l.4c) 

(l.4d) 

(l.4e) 

(15a) 



·- ·,, ,. "f., - ¡¡' 

By similar operation on plate 2 and 3 

v 

~ : Mg -M3 _ M3-M4( cota +cot a
4

) + M4 -Ms 
3 h2 sin a3 h3 3 h4 sin a4 

+ ( W2+W3)cos~2 -{ W3+W4) c.os/34 
2 sin a3 2 . stn a4 

1 : 

On substituting the value of P
3 

and P4 as given in 
equationa {l5a) and {l5b) in equation (13) and col­
lecting similar terma, we obtain, 

,. 

+ J:.i3 (2fp + fp) ~ fp fp 
34 + '45+ 54 h4t4 43 

Equations {8) and {16) give two distinct relationshipa 
between stresses, moments and loao.s about fold 4. Thia 
relationship with nrpropriate subscripts holds for any 
other interior fold. Hence at each fold two equatione 
similar in nature to equations (8) and (16) can be · 
written. Since there are only two unknowns at each 
fold, it is apparent that a eystem of linear equations 
can be established to solve the unknown forces and mo~ 
menta. In this connection 1 advantage should be taken 
of symmetry to reduce the work involved. Thus should 

· fold 4 be at the axis of aymmetry for symmetrical load 
f 2 = 1'6; 1' = f.; M2 = M~; M = M • Modification of the 
equationa 3on tRe basis ~1' t~eae Ídentities reduces the 
number of unknowns. 
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Because the basic equations at any fold in­
volves the moment and stresses at folds once and twice 
removed from the fold, they are not applicable at the 
transverse extremity of a folded plate structure. The 
relationship in this region is considerably simplified 
because some of the values are already known. For ex­
ample in figure A7, the moment at O will be zero 1 while 
the moment at 1, must by a consideration of statics be 
equal to the cantilever moment ~f the load' to the left 
of 1 •. Consequently at each fold, there is only one un­
known, the longitudinal stress, and therefore only one 
equation is needed at point O and 1. 

With the moments known, consideration need be 
given only to the requirements of static equilibrium 
and bending of the platea as beams spanning longitudi· 
nally. Thus, if in figure A7, plate O be regarded as 
a free body 1 with no shearing force at O (s0 = O) then 
in accordance to equation (10) ' · 

With no member to the left of o·, by eqdation (14c) 

'O 
: _V cos f31 

• srn a 1. 

but as in equation. (14a) 

w MI -M2 v, - w + .::L_ - o 2 h¡ cos fJ 1 

hence substítuting v1 in equation (18) and letting 

M :-
1 

we obtain 

W0 h0 cos Po 
2 
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(17) 

(18) 

(19a) 

(19b) 



·' ' 

Substituting this va1ue in equation·(11) gives 

The derivation of the equation for fo1d 1 can 
be commenced with a restatement of equation (13)vith the 
·proper subscripts. Thus for fo1d 1, ve · · · . 

but in accordance to equations '(15a), 

vn substituting the va1ue of P and P1 as given by 
equations (19b)mñ (22) respec~ive1y, equation (21) 
reduces to 

el: {cota,+cota2)+ 

e~ : cota,+ cota2+ 

e3 ·- __!!t_ 
1 • h2 sin a 2 

..!L_ 
hosin a1 

h, + h¡ 
h2 sina 2 h0 sin a 1 

.. 45-

. (20) 

(.21) 

(22) 

(23) 



When the longitudinal spans of unprestressed 
folded plates are long, the transverse moment at fold 2 
may become greater than that which can be reaisted by a 
slab of ordinary thickness. For such cases, a vertical 
edge member will be in moat cases of consYderable benefit.· 
The analysis of a atructure formed by the intersection 
of three platea, although aomewhat more complex 1 follows 
the same procedure as developed previously. Thus con­
aidering plate O in figure A8 as a free body 1 then as 
in equation (10). 

f : ..!..(.!:_f(6 P. 2,.ho ) (24a) 
o to ,. hd o - L slo 

and 
2 

t1 = ~o (,.L~(-6Pa + 
4 ~h0 S1~ (24b) 

' The solution of these equations yields 

6 L )
2 

2fo+ t, = ~(,.ho ~ 
and 

fo + f¡: to~~,.SIO 
If in plate v, Pv is conaidered as acting downward, then 

_ -6 L 2 . 
t, +2fv- -t- (~h pv. 

· V 7T V 

C+f_2L S 
. 
11 V • t h 7r IV 

V V 
·rn plate 1 

2 f + t - 6 ( L '2 P - -ª--s 
1 2 - T¡ ~ 1 ,.t,h, 12 

But with the sign convention used in figure A8 

s,2= s,o + s,v 
Hence if the expresaion for s10 and s1 V as given by 
equations (24d) and (24f) are substituted in equation 
(24g) on collecting similar terma, we obtain 

3 (lb!a)fo + (2 + 3 * + 3 ~v;Y)f1 + t2 + 3 ~v;v fv: .§_ (-L) P¡ 
h, t 1 1 1 1 1 ' 1 1 ' t 1 h 1,. ' 
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-(24c) 

(24d) 

(24e) 

(24f) 

(24g) 

(24h) 

(25) 
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As in previous derivations it is now necessary to 
expresa P1 in terms of the loada and'moments in the 
adJacent panels. By equation (14a) with the addition 
of the load on plate V we have 

V : Wo+W1 + M0-M1 _ M1 -M2 
1 2 h0 cost\, h

1
cosp1+ Wv 

and 

Since part of the vertical reaction at fold 1 is resisted 
by plate·v, the relationship as givep by equation (14c) 
must be modified as 

and 

~ = -( V _ p ) cos f3, 
o 1 V sin a1 

p = V e os /lo _ V cos{l2 _ P. cos 130 
1 1 sina1 2slna

2 
Vsina1 

1 

which by means of equations (24e), (2'6a) and (26b) can be 
restated similarly to equation (15a) to 

(26a) 

(26b) 

(26c) 

(26d) 

M M -M f. ) Mz -M3 p
1 
:- • - h 2\cot a1 + cot o2 + h . · 

ho Sin a1 1 2 510 a2 ( 26e) 

+( Wo+W,)cos.Ba._ W1+W2 cos.B2 .rw +!.Y(~J(t +2 f. yc~sflo 
2 sin a 1 2 sin (12 -rr V 6 L 1 vasm Gl 

Substituting this value in equation (25) 1 w'e obtain, 
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The preceding equation is applicable to point 1. Another 
equation must be derived for point o. Substituting the 
expression for P0 given in equation (26c), in equation 
(24c) we have 

6 (_¡J~J ) cos {3, 
2 fo+ t, =- t

0 
wn&'v,- Pv sin a1 

which be means of equations (26a) and (24e) reduces to 

2 2 2 
2 f. + f¡ + .!Y(~ cos ~']f+ 2 tv(.!!.v) cos{3,f + -AJ.. ..L) 4 M 

O L t0 ho sin a, 1 to ho sin a 1 V t0 h0 1rh0 h1 sm a 1 2 

=-~( L_~ Í(2w +W +2w' c?sf3, +W hac?sf3ol 
t0 "hJ ~ o 1 vJ s m a 1 o h 1 sm a 1 J 

Since the inclusion of plate V introduces 
another unknown quantity, the longitudinal stress at 
V, an equation is needed for point V. This equation 
can be derived on the basis of the compatibility of 
displacement at point 1. From figure A9 1 

av = a1 sin {31 - 6'12 cos 131 

which be means of the relationship given in equation 
(5c) reduces to 

av = a1sln,91-(a0 /sina 1 -a1cota1) cos131 

which by the introduction of the identit.Y' 

a 1 =131-130 
reduces to 

a = a1 cos,90 _ 80 cos {31 
v sin a1 sin a1 

. ' 

Expressing the deflection in terma of the stresses 

~ = 1c.fa cos/30 _ f0 -f1 cos/3 1 
hv h 1 sin-a 1 ho sin a 1 

Collecting similar terma 

.!lv cos /3, f. +(l- !l.v c?s.81 '7 .!llt cos{30 ) f + · 1!.v cos f3ot _ f · = 0 ' 
ho sin a1 ° h 0 sm a¡ h 1 sin a 1 1 h 1 sin a1 

2 V 
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(29) 

(30a) 

(30b) 

(30c) 

(30d) 

(31) 



· Since the equation at any fold contains terma related 
to the condition at other folds, the presence of the 

. vertical plate at 1 has an effect on the relationship 
of moments~ stresses and loada at fold 2. A review 
of the ~erivations leading up to equation (8) will 
show that this equation is unaffected. However, 
equation (16) must be modified since the simple re­
lationship established tor the plate load in equation 
(15a) no longer holds. For this point 1 the value of 
P1 as given by equation (26e)must.be used. It should 
be noted that the only difference between equation 
{26e) and (15a) taking into account the required change 
in subscript t'o convert the formula for application at 
fold 2 1 is 

. 2 

[w + .tv (hv'll"\ ( t + 2 f. Jn c?s Po 
V 6 -c-1 1 ~ j s1n a

1 

Consequently with this term being multiplied by 6L2/h
1
v2 

the equation comparable to (16) with no prestressing 
is 

__ W0 h0 cosf30 It should be noted that, M1 - 2 · 

By means of the previous derivation it is 
possible thr~ugh direct or indirect ~olution of simul­
taneous equations to determine the longitudinal stress 
and moment at each fold. In addition to this it is 
desirable to check on the magnitude of the tangential 
shear in each plate and when it is excessive to provide 
reinforcement to resist diagonal tension. Now the 
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determination of the shear at any point in a plate 
can best be approached by a two-step procedure. In 
this procedure, it muat be recognized that the aumma·· 
tion of the tangential shear at any section of a 
plate due to longitudinal shearing forces acting at 
the two edges is zero. This can be confirmed by 
taking a free body ot an individual plate, acted on 
only by longitudinal shears at the two edges. The 
effect of these forces is to produce fiber stresses 
in the plate. Because these stresses vary along the 
length of the plate, shears parallel to the plane of 
the platea are 'devel6ped. Since however there are no 
forces normal to the plane of the plate, by a con­
sideration of statics 1 the summation of the shears 
must be zero. As such, the sum of the shears acting 
at any section of a plate must be equal to that pro­
duced by the normal force P. 

'Equation (13) gives the relationship between 
the plate forces in two platea and the fiber stresses. 
Consequently even with the stresses known, the magni­
tude of the P forces cannot be determined directly. 
However by commencing at the first exterior plate, 
employing equation (17) and progressing inward to 
the next adjacent plate, equation (13)' can be reduced 
to contain only one unknown P. In brief, P0 is first 
determined by equation (17). Then with this known 
value, P

1 
can be calculated from equation (13). Suc­

ceeding Values of P can then be determined in order. 
From these computed P•s value 1 the ~otal shear acting 
at any section of an individual plate is 

Since the members are assumed homogeneous, the theoreti­
cal distribution of shear will be parabolic varying from 
zero at one edge to the maximum value at the neutral 
axis then zero at' the other edge. For practical design 
purpose the ordinary conventional method of treating 
shear is appropriate 1 with the average stress considered 
equal to 

s!l o.e7 th 

In a few exceptional·cases in the region ot 
the exterior tolda, concentration ot shear may occur 
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near the ~olds due to the e~~ect o~ the longitudinal 
edge shears. The magnitude of these longitudinal 
shears can be determined by starting, as for the P' 
~orces, at the exterior plate, in accordance with 
equation (24d). For fold 2 with no vertical edge 
beams at point 1 

in which s 1 is already known. The substitution of 
known values in this equation naturally gives the 
intensity of the shear at the fold. With a vertical 
edge beam at point 1 to determine s21' it is first 
necessary to compute s 1v by means of equation (24f}. 
With s 10 and s 1v known, s 1 2 can be computed from 
equation (24h). The substitution of the known values 
o~ f1 1 f2 and S12 in equation (35) will yield the 
value of s 21 • 

By conventional flexural formulas, it can 
be shown that the variation of shear at a croes section 
in a rectangular beam due to a shearing force varying 
sinusoidally applie~ along one edge is 

wh~re y is measured from the loaded edge. A graphical 
interpretation· of formula (36) is given in figure AlO. 
It should be noted that the shear decreases from ita 
maximum value at the loaded edge to zero at the other 
edge. The maximum value of shear in the opposite di-
rection occurs at y/h = 0.67. ' 
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Thls paper describes the problem to find the shape of the m.iddle surface of a 
shell when the loading and the stress resultants distrlbutions is known. Differentlal 
equatlons are set up where are solved uslng the finite dlfference technique. Several 
solutions are presented by means of a elec'tronic computer and plotter. 

Current practice in modern architectural design of surface structures is first to arbitrarily_ 
assume a shape for the surface, and then calculate the resulting stress distribution for an 
assumed state of loading. -

lt would seem more logical to use an inverse approach;. that ~s. assume a stress distribution 
for a given state of loading, and then determine the reqúired ~eometry to satisfy the 
equilibrium requirements. This paper illustrates the latter -~PPrP.~ch by both deriving the 
equations and demonstrating their advantages for differentn 'types of surface structures. 
Numerical results are transformed and presented graphically by us¡n,g an IBM 1130 digital 
computer in combination with a CALCOMP 565 plotter. 

There are severa! disadvantages to using the conventional procedure for determining the size 
and shape of surface structures. After calculating the stress distribution for the assumed 
geometry and loading, it is then necessary to provide edge members to equilibrate the un­
balanced forces at the boundaries. In addition to introducing bending stresses which 
penetrate into the surface of the shell and require a thickening of the shell near the edges, 
the thickness of the edge members generally destroy the elegance of a thin shell and create 
an illusion of a more massive structure. Also, the thickness of the membrane except near 
the edges is normally constant, whereas the stress distribution, except for very special cases, 
e.g., hypar with uniform load, varies significantly from point to point. 

A better approach would be analagous to making a soap bubble experiment. For this, the 
geometry of the boundaries is fixed, and the stress distribution of the membrane, i.e., the 
tension of the soap film, is equal in all directions. Thus the resulting surface which is 
formed for a given loading condition has the minimum strain energy. 

There would be considerable architectural and structural advantages if one could accomplish 
the same results mathematically as in a soap bubble experiment. Thus, if the equations are 
rearranged such that the geometrical edge conditions and the stress distribution are known, 

¡ 
1 Fonner graduate student, Archtteétural Science Program, Cornell University, Ithaca, New York. 

z Asslstant Profess.or and Head, ~chttectural Sclence Program, Cornell Universlty, Ithaca, New York. 
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a surface geometry ~ be found 
to fit these conditions. This 
would . result "in more efficient 
use of shell material as the 
stress magnitudes could be 
predetermined throughout the 
shell. However, the architect­
ural advantages are even great­
er, for if one can demand that 
the membrane stresses of com· 
pression :and tension normal to 
the boundaries diminish to zero 
. at tlíe boundaries, theri- the size 
'of_ Hie,required edge beams will 
be greatl{reduced, and the ap­
pearance of the structure will 
be enhanced. I ~. i~ the purpose 
of this article to show this 
approach, b-oth mathematically 
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2. Mafthenua'tlcal 
P•opePttllea and 
Analy~la 

Flg. 1. Shdl Blemmd. The following analysis is based 
upon the general assumptions 
of membrane theory which are 

not repeated herein. Only in-plane stress resultants are assumed. -
' ' 

The well-known membrane equations resulting from eqúilibrium (Fig. 1) in three cü:rections 
are (3): · · · · 

(Ix = O) o N~, + as,,, , + P =-o 
ox ay 611 

(I" = O) BN,, + oSn, + p _ O · , ay- -ax- ,,-
<Iz = O) N11p7.u + 28,1,¿1 + N,,t17 = - PQI + P~ + P,,¡¡., 

where: 

z = coordinate in vertical direction 
:e, y = orthogonal horizontal coordinates 
N., = projected normal stress 'resultant in the :c-direction 
N,,= projected normal stress resultant in the y-direction 
S,, = projected shear stress resultant 
Pa, = projected uniform load in :c-direction 
P,, = projected uniform load in y-direction 
Pq = projected uniform load in z-direction 

[2) 

[3]* 

• The notation z .. represents the second partial derivative 81z/Br in the .»directlon. Similar notation is 
used for all partial derivatives of the vertical direction ~ 

• 
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For dead load only, which' is a uniform gravity load per unit of surface area for a shell of 
constant thickness~ equation [3] becomes: 

wh~re Pz = vertical l~ad per unit of surface area. 

The relations between the projected stresses and the membrane stresses are given by: 

where: 

N -N Yl+z.:/" 
zp- "Vl+z.l'' 

v 1 + z...2 
N,, = N 1 ~\ 1;====:=:;: 

V 1 + l/' 
S..,11 =S.., 

N .. = in-plane normal stress resultant in the x-direction 
N, = in-plane normal stress resultant in the y-direction 
Sx1 = in-plane shear stress resultant. 

[3a] 

[4] 

[5] 

[6] 

Equation [3] is a second-order, quasi-linear, pardal differential equation with variable 
coefficients. This type of partial differet.atial equation may be mathematically classified 
according to then sign of the discriminant, a..,, 

where: 

According to this classi.fication, the equations are ( 4 ): 

r. Elliptic if a.., > o 
II. Parabolic if a.., = O 

III. Hyperbolic if a.., < O 

[7] 

Equation [3] may be transformed into a general system of coordinates by using the following 
equations: 

~ = <fJ (x, y) : fJ = x (x, y) [8] 

where, ~. fJ are independent variables. 

Thus, 

[9] 

where: 

N,, , N,, and s,,11 
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are the projected stresses in the E. r¡ system of co-ordinates. The relations between the 
stress resultants for the two systems of coordinates are given by: 

s,,, = N .. ,..w .. x. + s .. 7,.. [w .. x, + cJ),x.J + N,I/J,x, 

N.,,.. = N .. ,..x.2 + 2S .. ,P X.X7 + N,px} 

Noting that the discriminant, b,.,, of equatíon [9] is: 

and from substitution of equations [10], 

b,.,p = 6 .. , (w .. x,-cJ)1x.'f 

[lOa] 

[lOb] 

[lOe] 

[11] 

[12] 

Since the term (ci> .. x,-w,x.'f, must always be positive, the sign of the díscriminant in each 
system of coordinates is similar for any set of stress resultants, and thus the type of equa· 
tion is independent of the coordinate system. 

For simplícíty, if the functions, w, x, of equation [8] are chosen so that the direction of 
the principal stresses are achieved, the resulting shear stresses are zero. The resulting 
surfaces may be classified according to the mathematical properties, and thus the principal 
stresses, of the governing differential equation [9]. Using this classification, there are three 
dístinct types of structures: l ~--

I. Elllptic Structures: 

The principal stress resultants, are either both tensile or compressive. 

Thus, b,, =N,,· N,,> O 

11. Parabolic Structures: 

The principal stress resultant in one direction equals zero. Thus, b,, = O. 

111. llyperbolic Structures: 

The principal stress resultants áre of opposite form, one tensile and the other compressive. 

Thus, 6tn =N,, • N.,,..< O 

h should be emphasized that this classification is based on the mathematical propertles of 
the diffcrcntial equation, and thus depends upon the stress distribution, and not upon the 
geometrical configuration of the surface. 

In order to more dearly understand the properties of the three types of surface structures, it 
is advantageous to introduce the notion of characteristic curves. Structurally, these charac· 
teristic curves define the particular directions on thr: surface where the normal stresses 



perpendicular to these direct­
ions are zero. I t can be shown 
that the equation of the charac­
teristic curves in the x-y coor­
dinate system is given by (4): 

dy 
w1, 2 = dx [13] 

where, w1, z, is the solution to 
the following quadratic equa­
tion: 

The number of real solutions 
to equation [ 14] depends on 
the value of the discriminant, 
ó .. ,. For hyperbolic structures, 
two solutions exist, and there 
are two families of character­
istic curves. There is only one 
solution for the parabolic case 
and thus only one family of 
curves. No solution, and no 
characteristic curves exist for 
the elliptic case. 

This may be graphically illust­
rated for the special case of an 
orthogonal coordinate system 
by using the Mohr's circle 
technique for the analogous 
states of stress of each type of 
equation (see Fig. 2). 

lt is advantageous to use the 
characteristic curves to define 
the boundaries of the surface. 
Thus, the edge beams will only 
be subjected to axial shear 
stresses, and may be subs­
tantially reduced in size and 
appearance. This is possible 
only with the hyperbolic and 
parabolic structures, as normal 
forces must exist on any bound­
aries of the elliptic structures. 

In the following discussion, 
equation [9] is simplified to: 

N tp Zu + 2Stl!p Zn + 
+N~~,z~~~~ =-P [15] 

t 
¡: 

r 
1 

¡: 

! 
~ ¡ 
t 
¡· 
' i 

S m in 

( 2e l 
Flg. 2. Mobr's Clrcle ror Prtnelpal Forces. 

Flg. 8. EWpllo Structure. 
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where, 

[16] 

Note that for shallow shells subjected to vertical loading only,(P = P, (see equation [3a]). 
For non-shallow shells, the terms involving the fi.rst derivatives éannot be neglected, and tech­
niques must be used to solve the resulting non-linear equations• 

l. Elliptical Structures 

As has been previously mentioned, there are no characteristic curves for the elliptic structures 
since there are normal stresses in all directions (Figs. 2a and 2b ). This: type of equation 
where, N tp N 11p > O, is a boundary value problem, and the boundary con~tions must be 
known and continuous along the closed boundary of the surface. 

When written in the direction of the principal stresses, equation [15] becomes: 

Equation [17] may be transformed into a fi.nite difference equation, such that: 

where: 

'7 tf./+1 + lt,J-1 + tl+t.l + tl-t,¡ + PLJ2 

.. t.¡= 4 4N 

LJ, = .d~ = LJ 
Nt =N,= N 

[17] 

[18] 

Equation [18] is written for each interior nodal point on the surface of the shell resulting 
in a set of n simultaneous equations, where n equals the number of interior nodal points. 
(Fig. 3). Thus the elevation of any interior point on the surface depends upon the eleva· 
tions of all points on the closed boundary. For the same reason, the effect of any one point 
on the boundary is relatively insignifi.cant and diminishes rapidly with distance. For the 
figure shown, the properties on all four boundaries must be prescribed. 

II. Parabolic Structures 

Por the parabolic structure, the direction of the characteristic curve and the principal stress 
with the maximum absolute value is identical (Figs. 2c and 2d). For this direction, equation 
[ 15] degenerates into a two-dimensional equation and becomes: 

[19] 

For all other directions, the equation is extremely unstable, and has not been solved for this 
discussion. 

111. Hyperbolic Structures 

For the hyperbolic case, there are two sets of characteristic curves, and normal forccs do 
not exíst in two directions (Fig. 2e). In the direction of the characteristic curves, equation 
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[15] reduces to: 

2St'lpZt'l =- P [20] 

Transforming equation [20] 
into finite difference forro, 

Z1, 1 = Zl,/-1 + Z1-1, 1 

p LJ~LJr¡ -z,_ •. ,_.--
28
- [21] 

l'lp 

It can be seen that the solution 
to equation [21] depends u pon 

Fig. 4. Uyperbollc structure. known .starting conditions on 1--------- two adjacent boundaries (Figu-
re 4 ). This is a typical charact­
eristic of the resulting initial 

value problem. Geometrically, this means that the elevation of any interior point on the 
shell surface is determined by the boundary elevations of the two characteristic curves 
passing through that point. This illustrates the known fact that the boundary disturbances 
in a hyperbolic surface will penetrate through the shell only along the «characteristic curves», 
This further allows only two conditions to be predetermined. 

lt should be noted that composite surfaces consisting of two or more types may exist, but 
that the boundaries described by their common intersection are govemed by the parabolic 
equation. 

Both equations [18] and [21] have been solved on an IBM 1130 computer using standard 
mathematical techniques. The-numerical results have been converted to graphical output 
by a CALCOMP 565·plotter and are discussed below. 

3. Excnnplea o'f Graphlcal Oul'pul' 

To obtain the following figures, an orthogonal x-y cóordinate system with equal mesli spaciflg 
was used for simplicity only. The plan projections of all figures shown are square. · 

Flg. 5. Elllpllc !llructare Soap Bubble. 
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Elliptic !Uructures 

Figure (6a) ·shows the graphical output 
for the solution to equation [18] for the 
particular case of equal horizontal tension 
stress resultants and zero applied ·loading. 
1t becomes obvious that the resulting 
gcometry is similar to that of a shallow 
soap bubble with identical boundary 
conditions (Fig. 5). In general, for 
shallow structures subjected to uniform 
vertical loading, the resulting geometry 
is also similar to that of a soap bubble 
experiment with intemally applied pres· 
su re. 

. 
' 



Figures (6) show two elliptic structures, one anticlastic surface and the other synclastic. 
Both figures were generated by assuming similar boundary conditions and stress distribution. 
However, as the magnitude of the vertical load increases, the surface changes from anticlastic 
to synclastic. This further emphasizes the difference between the proposed classification, 
which depends on the assurned stress distribution, and a geometrical classification. 

As is typical in boundary value problems, boundaíies may also exist inside the domain. 
Thus it is possible to obtain the required geometry for a lantern, post, or for concentrated 
loads. Figure 7 shows the graphical results of this type of case. 

Hyperbolic Structures 

For the particular case of hyperbolic structures, a major advantage of the method proposed 
in_ this paper becomes evident when compared to the conventional approach. 

Using the conventional approach, assume the surface to have a constant warp, the geometry 
of a hyperbolic paraboloid (Fig. Sa). Thus, ' 

where, 

and 

z = kxy 

k h . ff' . = ab = constant «Warpmg coe 1C1ent» 

éJ2z 
--=k oxoy 

Substitution into equation [20] yields, 

p 
8"' =- 2k 

[2~a] 

[22b] 

[22c) 

[23] 

Obviously then, when P is a variable, Sx1 must also be a variable. However, if S"' is a variable, 
then according to equations [1] and [2], normal forces must also exist. Therefore, fur a 
surface with a constant warping coefficient, normal forces must exist on at least two of 
the four boundaries, and edge members must be provided to accommodate these forces. 

If the geometry is not predetermined, one can demand that the shearing stresses are conslant, 
and then calcula te ~the required geometry from equations [20] or [21 ]. The resultmg 
geometry is shown in Figure Sb for an assumed constant shear stress equal to the mínimum 
shear of the previous figure (Fig. Sa). 

A similar comparison is shown in Figures 9a and 9b. For this case, the vertex elevations ut 
both figures are equal. In Figure 9a, thc warping coefficient is constant, and the mínimum 
shear is Smon· The maximum shear is 1.58 Smln· In Figure 9b, the shear stress is assumed 
constant, and equals 1.28 Smin· 

It shoulu be emphasized that the procedure is not restricted to straight line boundaries. 
This is illustrated in Figure lOa and lOb where the initial edge conditions are convex and con­
cave parabolic curves respectively. 
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Constant Warp 
(9a) 

Conntant Shear 
(9b), 

Fl¡. ll. BnJerboUo Stroc&wes. 

Fl¡. 10. 87perbollo Slructurea wUb C:lll'ftll Ed¡¡a. 

4. GenuPa.l 

(lOa) 

The graphical output may be drawn as an isometric projection from any angle ot view. 
Similarly, the mesh size is variable. Lines interconnecting the mesh points may be straight 
or curved. In order to generate curved Unes a Lagrangian interpo,lation fonnula was 
used (5). An illustration of this type is shown in Figure 11. For comparison, results of a 
soap bubble experiment with the same boundary conditions are included (Fig. 12). 



5. Conclusions 

The procedure presented in this 
paper is as follows: 

1) Derive the general differen­
tial equations for shell 
membrane forces. 

2) lnvert the differential 
equations of [ 1] so that 
the geometry is unknown 
and the stresses are known. 

3) Use numerícal methods 
techniques to convert the 
differential equations [2] 
to finite difference equa­
tions according to the type 
of structure. 

4) Sol ve the finite difference 
equations- [3]- using 
standard numerical techi­
ques (iteration, relaxation, 
etc.). 

" ' 
' 

' ' 

Flg. 11. EWpüe Stufaee. 

5) Through the interaction of both the computer and plotter, present the solutions in 
graphical form. 

The procedure is applicable to all types of shells and pneumatic structures, and can be 
adapted to suspension structures. 

According to the goveming differential equations, all structures may be classified into three 
categories, depending upon their predetermined stress distribution. These are the elliptic, 
parabolic, and hyperbolic structures • 

• ••. ~ .. ·ét./,.,,"'::: .... ,,~~~ 

Flg. U. EWpüe StruetUI'e Soap Bubble. 
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To salve for the geometry of an elliptic structure, the boundary conditions .along a closed 
boundary must be given. For this type, where the stresses are either both tensile or both 
compressive, there are no characteristic curves. Normal forces must"exist at the edges, 
and thus edge members are required. The shape of the surface is influenced by all points 
along the boundary. Since internal boundary conditions may also be prescribed, surfaces 
with lanterns, concentrated loads, or posts may be analyzed. 

The parabolic structure is a degenerate case as only one type of normal stress exists 
(either tension or compression). Thus, only one family of characteristic curves exist for 
this type. 

For the hyperbolic type of structure, two families of characteristic curves exist. When the 
boundaries and characteristic curves are similar, the geometry of hyperbolic structures, 
where the principal stresses are of opposite sign, depends on the boundary conditions of 
two adjacent sides only. The conditions along the entire closed boundary cannot be 
specified. The vertical elevation at any point on the surface depends only on the predeter· 
mined boundary elevations of the two characteristic curves passing through that point. For 
a given load condition, the boundaries may be chosen so that normal forces do not exist 
on the edges, and thus the size of the edge beams may be substantially reduced. This 
factor has decided architectural advantages. 

In general, by using the inverse approach, the resulting structure will have a better stress 
distribution and a more efficient use of material than analagous surfaces obtained in the 
conventional approach. 

The use of the computer to obtain solutions to the governing differential equations and the 
graphical presentation of the solutions has been demonstrated. There are numerous advan­
tages inherent in this procedure including speed, accuracy, and visual presentation, but 
perhaps the most important aspect is the possibility of a man-machine interaction which 
ultimately leads to a better understanding of structural behavior and a better conceived 
archi tectural design. 
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(4) Coui{,\1\0T, R., nnd HILDERT, D.: uMethods of Mathematical Physics», Volume II: Partial Differential 
Equotions by R. Courant, John Wiley and Sons, lnc., New York, 1962. 

(5) IsMcsos, E., nnd KBLLBR, H. B.: Analysls. of Numerical Methods», John Wiley and Sons, lnc .• New 
York, 1966. 
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A. SINGHAL 1 and M. GAGNON 2 

. Suna ... apy This pa.per presents a general numerical procedure for t.he analysis of circular conoids undergoing 
bending deformation. The inRuence of rise, length, thickness, Poisson's ratio and mesh size over 
t.he stress quantities of the shell are investigated. A set of iwo governing partial differential 
equations is reduced to a stiffness ma.trix type formulation nsing linear central finite difference 
techniques. The shell deftections and fina.lly t.he stresses are obta.ined by using the Oow-graph 
method of solution. · · 

Nineteen different simply supported circular truncated conoi~; subjected to uniformly distributed 
loads, have been numerically analyzed. The results show that \he maximum radial deftections 
for geometrically similar conoids with various rises always occur at, a constani disiance from the 
mid·length point and closer to t.he lower rise end. The maxi'mum radial deftections for conoids wit.h 
various lengths always occur at various distances away from the mid.length poiní and closer 
to the Iow rise end. The inftuence of ihickness is vecy, proncuiii~d. For moderately t.hin shells, 
the maximum deftection usually oceurs along t.he crown of t.he shell. However, for very t.hin shells, 
the maximum deftections occur at bot.h sider of ihe crown at ~qual distances away from t.he 
crown, this distance being larger for t.hinner shells. The inftuence of Poisson's ratio is also very 
pronounced belng Iarger than S % for bending moments (M,) for a variat.ion of Poisson's ratio 
from elther 0.0 t.o OJS or 0.15 to 0.30. Furt.hermore, Abu-Sitta's hypoiesis lmn been numerically 
verified. The study of t.he inftuence of mesh size shows that using the central ftnite difference 
ccheme even with a fairly coarse mesh of base 10, leads to a aatisfactorily aceurate result 
within 2%. 

('1 
d lni'Poducl'lon 

Conoid shells are very common and are frequently seen in roofs covering mili (Ref. 1) type 
buildings. An examination of existing conoid shell roofs indicates that usually only truncat­
ed conoid sections are used. 

As in many fields of engineering, the construction of conoid shells has preceded the develop· 
ment of refined analytical techniques. Until recently, the design of circular conoids had 
usually been based on experiments conducted _on models. Ho,wever, in the recent years, due 
to the developmept of digital computer facilities, it has become possible to analyse complex 
shell structures using advanced numerical techniques. 

This paper is concerned with the study of thin shallow circular truncated conoid shells, 
Figure 1, simply supported on four edges in the radial direction and subjected to uniformly 
distributed normalloads. The influences of geometrical (rise, length and thickness), physical 
(Poisson's ratio), and numerical (mesh size) parameters O!íl the behavior of conoids are 
investigated. A suitable general numerical procedure is developed for the analysis of a 
circular conoid shell, undergoing bending deformation. The procedure is applied to obtain 
the stress quantities (forces, moments and deflections) of radially supported circular conoid 
shells with various geometrical, physical and numerical parameters. From considerations of 
the above parameters, explirH conch1s'io1,c;"h::hté'' b~é·n 'a'rti'ved'·' ;\(' for' . .' ~lle"'des.igtl 'Of'' iriter­
mediate * and long * circul~r conoick 

1 Pro!essor of Civil· Engineering,'·tavai Universlty, Quebec. 

2 Structural Engtneer, Dufresna,. Beaulleu, .. Trudeau. and• Associates¡· Qu'eb~cr 

• Intermedlate and long conol!lS:,' ~n .ttus, paper, a long s~u~i~.lli .o.enned...e.s. a. s.heU,,wbicb has .a,,higb· emi ..radius. ov:er 
Iength ratio less than ,0.4 and th~ intennediate sheU,t.s. detined as· a .. shell,;wbiob .. h8.5! a • .radius.·.over.·length -ratio 
between 0.4 and 2.0 •. (Th.ls,,:t~Qn.ttion ,was ftrst usecl ))1•. Gtb50n .. <Bef. :n Jl)r, open 1drcule.r ,cyllndr.l.caLshells). 
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Although, for the numerical test examples, only 
truncated circular conoids are treated in this 
paper, yet the theory presented herein is 
general enough to be applicable to other 
conoid surfaces (viz, parabolic and hyperbolic) 
al so. 

b = base of shell 
e = rise of shell 

CM= computational finite difference molecule 
D = Et3/[l2 (1- yl)] = bending rigidity 
E = modulus of elasticity 
F = stress function 
G = Et/(1- yl) = extensional rigidity 

AZ 

k = coordinate of a point on the basic 
networtk along x-axis (see Fig. 5), 
(k= 1 ... m+ 1) 

K = Gaussian curvature (K = Kt X Kz) 
Ka, Kz = curvatures in a.-{J plane, also princi· 

pal curvatures in x-y plane 

Flg. 1. DellDtt.lon of a· circular conold. 

l = coordinate of a point on the basic network 
subscript or index number (Z = 1 ... n + 1) 

L = length of shell 
m= number of intervals along x-axis 
M= moment per unit length 
n = number of intervals along y-axis 
N = normal force per unit length 
p = uniformly distributed load (psi) 
q = sub-partitioned matrix size 

Q = shearing force per unit length 
R = radius of curvature 

Rz = radius of curvature in Y·l: plane = 1/Kz 
t = thickness of shell 

u, v, w = displacements along a., {J, r 
x, y, z = rectilinear orthogonal coordinates 
a., {J, r = orthogonal curvilinear coordinates 

e= half of the base width of the shell 
lY = mathematical differential operator 

v = Poisson's ratio 
e= dead weight of shell material (psi) 

L1S = finite difference interval 
J74 = biharmonic (Del Fourth) operator 
Pi= Pucher's operator 

Subscript 

o = quantity referred to high end 
,x = partial derivative (viz, N~= oN/ox) 

along y-axis' (see Fig. S) used as a 

,XX= partial second derivative (viz, N .u = aw /ox2) 
a., fJ, r = x, y, l: used as subscript indicate the direction of a vector 

2q = arder of the mathematical operator 'l' 



Ci""':") 
c::::J Ma•henual'ical 'foPrrnulaUon 

Using the classical theory of elastic shallow shells, the basic governing partial differential 
equations, specialized to the conoid surfaces, result into two «Del Fourthn equations. It is 
found that these equations have a striking similarity to Vlasov's equations for shallow 
shells (Ref. 3). 

3.1. Theoretical Equations 

3.1.1. Assumptions 

The governing equations used in this paper are based on the following assumptions: 

a) T he shell is shallow *. 
b) The shell is thin **. 
e) The strains are small. 

d) The material of the shell is linear, elastic and isotropic. 

3.1.2. Governing Equations 

Using the definition of stress quantities as defined in Figs. 2 & 3, the governing differential 
equations for shallow thin circular conoids can be written as: 

where: 

N 

-~~· 

DV4w- V2RF = p, 

J74F + GV2
RW = o 

[1] 
[2] 

[3] 

~~. 3. De6nition of momenb and applied loads. 

Fig. 2. Definit.ion of forces on t.he shell elemen\. 

• A rat•o of 1/13 was proposed by Lachance and Popov (Ref. 4) for the spherical shells to keep the errors 
in M and Q within S%. 

•• For thin sells, the effect of transverse shear stresses and of the tranverse nonnal stresses can be 
ncglccted. 
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In a special case when the axes oe and p are in the planes of principal curvature and the 
Gaussian curvature becomes zero, Eq. [1] and Eq. [2] become similar to Vlasov's (Ref. 3) 
equations for shallow thin spherical shells. 

3.2. Boundary Conditions 

Stress analysis of conoids1 is an equilibrium or a boundary value problem. The domain is a 
bi-dimensional continuum and the boundaries are defined by four closed, curves, Thus, 
mathematically Eq. [1] and Eq. [2] can be represented by: ··: · 

'1{1'2"W = /1 

W2.,F = f2 
,r' 

[4] 

(S] 

where /1 and fz define the prescribed loading and distortion functions for the entire shell 
domain. In such systems, there are r¡ boundary conditions of maximum differential order 
up to 2q-l for each boundary point. Comparing Eqs. [1] and [2] with [ 4] and [5], 
gives r¡ = 3. 

Thus, three boundary conditions in terms of forces andlor disphicements are needed to be 
prescribed for each boundary point. For the circular conoids, which are simply supported 
in the radial direction at the four edges, the following boundary conditions must be satisfied 
at each boundary point: 

w=M,=N, =O [6] 
where: 

i = oe or p 

L]. 
4.1. Introduction 

The exact solutions of conoid shells are very few and are available for membrane analysis 
of conoid shells only. For general loading conditions, no explicit solution for truncated 
circular conoids is possible by analytical rneans. Numerical approximations are conceiv­
able and are of practical importance when the finite difference formulations is carried out 
by an electronic digital computer for the conoid problem. A finite difference method can 
be used to convert the continuous equilibrium problem into a discrete boundary value problem. 
The solution of the discrete problem is an approximation to the solution of the continuous 
problem with an error which can be theoretically brought to any desired level. The purpose 
of this work is to investigate whether the numerical method, using an IBM 360, yields accurate 
results for the analysis of circular conoids. 

4.2. Finite Difference Operators 

The ultimate purpose of the finite dif.ference procedure is to reduce the continuous system 
of differential equations (for example, the continuous equilibrium differential equations of 
the shell element) into a pattern of discrete points. The advantage of this procedure is 
that instead of solving the differential equations, we solve linear algebraic equations and 
find the solution of the problem at the desired discrete points. 

In this paper, a central finite difference technique with a truncation error of order (LIS)l has 
been used for the purpose of discretization. Molecular forms of finite difference operators 
can be obtained by using Taylor's Series expansion viz, Crandall (Ref. 5). Figure 4, gives 
a list of elementary central finite difference operators with a truncation error of order (LIS)l. 
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4.3. Discretization of Equations 

An important step in the numerical analysis using finite difference techniques is the conver­
sion of the goveming differential equations [1] and [2] into linear algebraic equations. 
Using the central finite difference operator for a cDel Fourth» derivatíve, Eq. [1] can be 
writen in an algebraic fonn as: 

(V4
W)t,l = (;S)4 [(Wt-2,1 + Wt,I+J + Wt+J. 1 + Wt.l-:) 

[7] 

- 8 (Wt-1. 1 + Wt, 1+~ + Wt.ia, 1 + Wt,t-a) + 20wt, 1~ + 0 (.dS)2 

where indexes k and 1 define the coordina tes of, a point along x ~d y axis respectively on 
the projected base plan of the shell (see Fig. 5~. , , 

Using Eq. [7] for Eq. [1] anda similar equation fór Eq. [2}; a set of computational molecules 
(CM) can be defined to represent Eq. [1] and Eq. [2] in difference equation forms. The 
cornputational rnolecules corresponding to Eq. [1] and ,Eq .. [2] are presented in Figure 6 
and Figure 7. 

4.4. Finite Dífference Formulation of Boundary Conditions 

The continuous boundary conditions given in Eq. [6) are first expressed in ternis 'of the 
unknown radial displacernent w and the stress function F, and then the finite difference 
appro:ximations are obtained using 'the computational molecules listed in Figure 4. From 
this finile dífference approxirnation of the boundary conditions, the unknowns of the discrete 
poínts lying outside the solution domain are solved simultaneously, and substituted into 
cquations given in Figure 6 and Figure 7,_ to obtain a set of molecules suitable for boundary 
points. 
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4.5. Generation of the Coefficient Matrix 

Using the central fi.nite difference computational molecules given in Figure 6 and Figure 7 
for the various derivatives appearing in Eq. (1] and Eq. [2], one can write finite difference 
algebraic equations at each discrete point, inclucling boundary points. This set of linear 
equations is cast into a stiffness matrix type of formulation. 

The discrete points are labelled according to the scheme presented in Figure 5. The coef· 
ficient matrix relates the radial displacements and stress functions to the loading and 
deformations functions corresponding to each row of discrete points along the y axis. The 
coefficient matrix is generated by successive application of the computational molecules 
associated with Eq. [1] and Eq. [2] for all the discrete points except for the points near 
the boundary where special boundary computational molecules are utilized. A sophisticated 
intemal labelling scheme has been devised to reduce the coefficient matrix size and to make 
the matrix operation highly efficient. 

The resulting large order augmented coefficient matrix is subpartitioned into smaller (qxq) 
square matrices and subsequently reduced to a diagonal band. Thus, all the zero submatrices 
outside the band are eliminated. The sub-partitioned coefficient matrix is further processed 
by using the flow-graph approach first described by Singhal at al. (Ref. 6) and later develop· 
ed by Dhatt as described in (Ref. 7). It is found that the flow-graph method is especially 
suitable for the processing of the present problem because of the mixed formulation in 
terms of displacements and stress functions. The advantage of the flow·graph method is that 
it automatically minimizes the computer time needed to obtain the solutions from the 
coefficient matrix. Once the radial deflection and the stress function are computed. their 
simple substitution into the equations expressing forces in terms of the stress function, 
directly leads to all the other stress quantities. The theoretical formulation have been des· 
cribed in detail by the authors in (Ref. 8). 

4.6. Sources of Error in Finite Difference Formulations 

As in any other fi.nite difference solution, the results obtained from the computer are 
distorted by the existence of a truncation error and a round-off error. In an IBM 360 type 
machine, which carries 16 signifi.cant decimal digit accuracy, no appreciable round-off error 
was detected. The numerical analysis of a long conoid shell resulted in 790 simultaneous 
equations. As shown in the next section, the maximum truncation error was found to be 
less than 2 %. 
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t¡?..,:f...;l Resullt"s and dlacussion 

5.1. Introduction 

To study the influence of various parameters on the behaviour of intermediate and long 
conoid shells, a range of parameters is carefully selected. Various curves are plotted with 
respect to each parameter. 

5.2. Range of Parameters 

Following is a list of major parameters which are selected to investigate the behaviour of 
the shell: 

5.2.1. Geometrical Parameters 

l. Rise; 2. Length; 3. Thickness. 

5.2.2. Physical Parameter 

4. Poisson's Ratio. 

5.2.3. Numerical Parameter 

S. Mesh size. 

The chosen range of parameters as described in {Ref. 8) is swmÍlarized as follows; 

rise, O.OSC < e < 0.2C 

length {intermediate shell)', 1.3C < L < 6.5C 

length· {long shell), 6.5C < L 

thickness, 0.75" < t < 2.5" 

Poisson's ratio, o<)'< 0.33 

mesh size *, C/5 < LIS < C/14 

[8] 

[9] 

[10] 

[11] 

[12] 

[13] 

Based on the above selection of the ranges of the various·•parameters, Table 1 outlines 19 
test cases used in the numerical analyses. For all these 19 test cases, the shells are loaded 
by a uniformly distributed load of an arbitrarily · chosen · intensity' of 90· psf. · · Since the 
shell bchaves linearly with respect to the load intensity, the stress quantities corresponding 
to any other load intensity can be easily calculated. 

• The choice ot t /5 as a startlng polnt for the mesh slze in the numerical analysis was partlally infiuenced by the 
concluslons arrived at by Rao and Sharma ln <Ref. 9) who used a mesh slze ot t;/4 tor the numerical analysis ot 
a parabolie truncated eonold uslng finita c:Ufference technique. Rao and Shanna concluded that a finar mesh than 
C/4 would usus.lly provide more aceurate derivativas near the boundaries. 
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In this paper the shells tested are geometrically similar. For all test cases, the width is 
arbitrarily kept constant at b = 16 ft. Moreover, the low end rise is always taken as one 
half of the value of the high end rise. The absolute values of the five major parameters 
(rise, length, thickness, Poisson's ratio and mesh size) are shown in Table 1 in Column 2 
to 6 respectively. 

5.3. Results of Numerical Analysis of Simply Supported Conoids 

For each of the nineteen test cases listed in Table 1, a numerical analysis of the simply 
supported conoid shells was carried out by using a high speed electronic ~igital computer. 
These numerical values have been plotted on various figures 8 through 20 to clearly establish 

TABLE l. Definltlon of Test Cases Used In Numertcal Analyals. 

E = 4.5 X 10' psi 

Case Hig~ end Length Thickness Poisson's 
Mesh size 

No. 
nse 

(ft) (in) ratio (in) 

I 18 32 2.5 0.15 r:/5 

II 12 32 2.5 0.15 C/5 

III S 32 2.5 0.15 1;15 

IV 18 16 2.5 0.15 C/5 

V 18 51.37 2.5 0.15 C/5 

VI 18 64 2.5 0.15 /;/5 

VII 18 128 2.5 0.15 C/5 

VIII 18 32 1.75 0.15 C/5 

IX 18 32 1.25 0.15 r:/5 

X 18 32 l. O 0.15 1;/5 

XI 18 32 0.90 0.15 r:/5 
1 

XII 18 32 0.75 0.15 1;15 
1 

XIII 18 16 2.5 0.15 (/7 
1 

XIV 18 16 2.5 0.15 1;/9 

XV 18 16 2.5 0.15 C/14 

XVI 18 32 2.5 0.0 en 
XVII 18 32 2.5 0.15 en 

XVIII 18 32 2.5 0.30 en 
XIX 18 64 2.5 0.15 1;17 



the influence of the selected five majar para· 
meters. The results are also presented in a 
tabular form, Tables 2, 3 and 4. This facilit· 
ates a comparative study between various test 
cases. 

5.3.1. Geometrical Parameters.-Rise, Length 
a1td Thickness 

Figure 8 shows the influence of various values 
of high end rises between the values of S inches 
to 18 inches. On this figure, three curves for 
the radial deflections at the crown correspond­
ing to cases I, II and III of Table 1 are 
plotted. 

TABLE 2. lnfluence of Mesh Sb:e. 
lntermedlate shell (cases I and XVII). 

Stress Coordina tes Figure 
Quantities Number 

w y=O 
x =O to 32 ft 13 

w X= 8ft 14 y= O to 8 ft 

N., N, y=O 
x =O to 32 ft 15 

N., N, X= 8ft 16 y= O to 8ft 

M., M, )'•=0 
x =O to 32 ft 17 

M., M, X= 8ft 18 y= O to 8ft 

1 

TABLE 3. Jnfluence of Mesh Slze (cases I and XVII). A Comparative Study of Stress Quantities along 
x-axis for Intermediate Length Conoids. 

-

% Difference in Stress Quantities Between 
Mesh Size Influence Values Obtained from LIS = C/5 

and LIS = t;/7 

X Mesh w N, N, M. .1 M, w N. N, M. M, 
(ft) size (in) (lb/in) (lb/in) (lb-in/in) (lb-in/in) (%) (%) (%) (%) (%) 

t;/5 -0.203 988.18 358.58 -149.33 -264.14 
8 .97 .62 .32 .56 1.39 

t;/1 -0.205 994.42 359.76 -150.181-267.82 

1';/5 -0.210 1139.44 210.58 -100.421-263.21 
16 .94 .62 .08 1.36 1.72 

l;/7 -0.212 1146.60 210.76 -101.81 -267.82 

t;/5 -0.120 745.64 152.34 - 36.60 -120.02 
24 1.63 .73 ' 34 1.77 1.72 

l;/1 -0.122 751.19 152.85 - 37.26 -122.13 

TABLE 4. lnfluence of Mesh Sb:e (cases VI and XIX). A Comparative Study of Stress Quantities along 
x-axis ror Long Length Conoids. 

% Dirference in Stress Quantities Between 
Mesh Size lnfluence Values Obtained from LIS = t;/5 

and LiS = l;/7 

X Mesh w N. N, M. M, w N. N, M. M, 
(rt) size (in) (lb/in) (lb/in) (lb-in/in) (lb-in/in) 

C/5 -1.072 1819.46 135.42 -395.52 -1649.47 
8 .18 .29 1.04 .44 .61 

t;/1 -1.074 1814.15 134.00 -397.29 -1659.60 

t;/5 -1.200 2105.33 74.88 -370.63 -1845.11 
16 .24 .28 1.3 .52 .63 

C/7 -1.203 2099.27 73.90 -372.57 -1856.95 

l;/5 -0.734 1585.80 108.45 -208.79 --1096.02 
24 .40 .05 .08 .71 .72 

l;/1 -0.737 1585.00 108.36 -210.30 -1104.05 
1 
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Figure 9 establishes the influence of the various lengths ranging from intermediate to long 
sqells. On this figure, five typical cases represent~d by cases 1, -IV, V, VI, VII of' Table 1 
are plotted. ~ ' 

The influence ~of various thicknesses over conoid shell behaviour is shown in Figure 10 for 
cases I, VIII, IX, X, XI, XII. 

5.3.2. Playslcal Parameter.-Poisson's ratio 

The moment Mil as well as the radial deflections have been selected to study the.influénce of 
Poisson's ratio over these two stress quantities. The results are plotted in Figure 11 for 
the moment Mil and Figure 12 for the radial deflection w for three test cases number XVI, 
XVII and XVIII of Table l .. 

1.25t--.....a..--..__ _ __._ __ ...__--' __ _, 

w in 

w In 

lt ,, 

Fi¡. 8. DeOecilons w ai JI • O 
for vartoua rlaea: cases l, 11 
an4 llJ, 

Fl¡. 9. Deftectlons w at 11 "" O 
ror varlous len¡ths: oases 1, IV, 
V, VI and VIl, 



mesh~ 
Fig. 10. De8edlons tD at :t = 8 n. for varlous Wck• 
neBBes: cases 1, VIII, IX, X, XI and XII. 

5.3.3. Numerical Parameter.-Mesh size 

mesh aize + 
Flg. 11. Momen' M. at ''.:1: ,;,.' 2.85 rt. ror varlous 
Polsson's raUos for cases XVI, XVII and XVUI. 

The influence of mesh sizes over the accuracy of numerical results hi¡ls .. been carefully and 
extensively studied within this paper. The influence of mesh size over .varipus. stress quant· 
ities (w, N11, N.,, Mlt and M1) along x and y axis for both intermediate and long shells has been 
studied. Table 2 summarizes the list of Figures 13 through 18 which are presented in this 
paper to study the influence. of mesh sizes ~/5 and ~/7 over various stress quantities. 
Figures 13 through 18 refer to conoids of intermediate length; for the purpose of comparison 
Figure 19 which réfers to a long conoid, is also included. . 

Table 3 and Table 4 summarize the percentage error between the results of US and C/7 
mesh sizes at various stations along x axis for 1 the stress quantities w, Ntt, N,, Mtt, M7, for 
intermediate and long shells respectively. 

5.4. Discusslon 

5.4.1. lnfluence of Geometrical Parameters.-Rise, Length and Thickness 

Figure 8 shows that decr¿asing the rise of a shell i's always accompanied by a corresponding 
increase in the deflection quantities. For the shallow conoid sheHs of moderate rise the 
maximum deflection always occurs closer to the low end. 

For the various test cases treated in this paper corresponding to severa! different conoids 
with lengths varying between 16 to 128 feet, it is found that the maximum deflection always 
occurs closer to the low end of the shell; this phenomenon being more pronounced in thc 
case of intermedia te shells. Por very long shells, the maximum.:. deflection occurs at the 
crown, approximately at half of the length from either end. ·· 

!' 

¡¡; 
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Wln 

mesh+ 

0.30 1------t---+----+--+-

t • smesh 

win +~mesh ' • • 1 :. • J ~ .. 

Fig. 13. Venlcal defleellon8 w at ti':. O lor ease8 1, XVII. 

Fig. 12. Defteetions w a& z = 12M lt. for .. wrlous Poi880n's ratlllfll 
for eases XVI, XVII and XVIII. 

The influence of thickness is very pronounced. Por moderate thickness the maximum deflec· 
tion occurs at the crown. However, for thinner shells, the deflection shape along y-axis 
shows wave formation Eigure 10. Therefore the thinner shells with rippled deflected shape 
are considerably more susceptible to buckling than the moderately thick shells. 

4 8 12 16 20 24 

.10 

.20 400 

·30 600 

.40 8>0 
w in 

L_ 
1000 

=; ll}¡n 

1200 

Fl¡. lt. Dellectlonll W a& Z = 8 ll. lor CMeS 1 and XVII, Fig. ll. N,, N, ai 11 = O lor eases 1 and XVII. 
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y fl 
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5.4.2. Influence of Physical Parameter.-Poissonls ratio 

A comparlson of the various curves in Figure 11 corresponding to Poisson's ratio values 
varying between 0.0 and 0.30, shows that an increase of Poisson's ratio from either 0.0 to 
0.15 or from 0.15 to 0.30 brings a change in the bending moment value greater than S% 
at all stations along y-axis. Also a comparison of Figures 11 and 12 shows that the influence 
of Poisson's ratio is more pronounced on the bending moment quantities as compared to 
deflection quantities. 

L.ow end o o e 16 24 32. 40 48 56 

0i mesh. 

+:!mesh 
.50 7 

.75 

1.0 

1.25 

W IR 
lb·fl 

fl 

Fig. 18. M •• M, at x = 8 ft. for easea 1 and XVII. Fig. 19. Verücal deOecUons w a' 11 == O for cases VI and XIX. 
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An attempt was also made to confinn the 
hypothesis of Abu-Sitta (Ref. 10), in wbich 
he suggested that Poisson's ratio may be 
taken as equal to zero in tbe goveming 
differential equations and the proper value 
of Poisson's ratio be substituted in tbe 
stress-deflection relationsbips to retain tbe 
accuracy of tbe stress quantities. Two 
special numerical test cases were comput­
ed, one witb Poisson's ratio· equal to 0.15 
througbout tbe entire computation, and 
another witb Poisson's ratio equal to 0.0 

· during the solution of tbe coefficient matrix 
and equal to 0.15 during tbe resubstitution 
of tbe deflection into tbe stress-deflection 
relationships. When the results of these 
two computations were compared for bend­
ing moment and deflection quantities, it was 
fóund that these results were within 99.9 % 
of cach other, thus conñrming the validity 

, of the hypothesis of Abu-Sitta. 

wm 

0.030 \ 

5 \ 0.030 

0.030 '\ 
1 

1\ 
\ .. 

mesh sir e 

0.030 

00290 

Fig. 20. DeOectiODS w at z = 8 IL tor varlou DUI8II 
str.es tor cases IV, XIII. XIV aad XV. 

5.4.3. Infuence of Numerical Parameter.-Mesh site 

Based on the results presented in Figures 13 through 19 and Tables 3 and 4, all tbe stress 
quantities for LiS = C/1 are always higber than those obtained with LiS = (,/5. Furthermore, 
for the intermediate and long shells, the difference between the stress quantities correspond­
ing to LiS= (,/5 and (,/7 values is never greater than 2 %. Analysis of the shell described 
in case IV but using mesh size values (,/5, C/7, (,/9 and C/14, leads to Figure 20 which clearly 
establishes the influence of the mesh size over the radial deflections of conoids. This figure 
shows that the deflection at the crown at % = 8 ft always increases when decreasing the mesh 
size from (,/5 to (,/14, a result similar to that shown by Table 3 and 4 for the intermediate 
and the long shells. Furthermore, the variation between (,/5 and C/14 values is not greater 
than 2 %. Another interesting observation from Figure 20 is that all tbe four points cor­
responding to four different mesh sizes between (,/5 to C/14 lie over a straigbt line which 
leads to the hypothesis tbat the truncation error for the conoid shell is Un~ly proportionate 
to the mesh size. This implies that the boundary conditions indeed play an important role 
in tbe behaviour of tbe shell. -

. _ i Canclualana 

In tbis paper, the influences of rise, length, thickness, Poisson's ratio and mesh size on the 
behavior of conoid shells are analyzed. Based on numerical analysis of nineteen different 
conoid shells, tbe follc;-wing conclusions are quantitatively established: 

- the max.imum rad~al deflections for geometrically similar conoids with various rises 
always occur at a constant distance away from the mid-length point and closer to the 
low rise end. 

- the max.imum radial deflections for geometrically similar conoids with various lenglhs 
(intermediate to long lengths) always occur away from the mid-length point and closer 
to low rise end. The distance of max.imum deflection point from tbe mid·length point 
depends upon the dimensions of the conoid shells, being zero for inñnitely long shells, 
large for intermediate shells, largest for short shells. 



the influence of thickness is very pronounced; for moderately thin shells the maximum 
deflection occurs along the crown of the shell, however for very thin shells, the maximum 
deflections occur at both sides of the crown at equal distance away from the crown, 
this distance being larger for thinner shells. 

the influence of Poisson's ratio is very pronounced, being larger than 5 % for bending 
moments (M .. ) for a variation of Poisson's ratio from either 0.0 to_ 0.15 or 0.15 to 0.30; 
furthermore, Abu-Sitta's hypothesis that neglecting Poisson's ratio in governing equations 
but including it in stress-deflection relationships leads to accurate stress quantities within 
0.1 %, has been numerically verifi.ed. 

- the influence of mesh siz.e between mesh sizes of b/10 and b/28 is found to be only within 
2 %; thus it can be concluded that using the central fi.nite difference scheme with a fairly 
coarse mesh of b/10 leads to a satisfactorily (within 2 %) accurate result. 
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M. GELLERT 1 and N. SA.POZNIKOV 2 

.. 
An analysis ls presented of a shallow hypar in flexure bascd on solving two fourlh· 
order partlal diffcrcntlal equations in two unknowns: w (vertical disploccment) 
and F (Airy functlon of forccs) by the finitc·differences mcthod. A ¡,aramctdc 
analysls was applled to a hinge-supported hy¡Jar mounted on walls rigid in thcir 
planes and Oexlble normal to them. Thc numerical solution was obtaincd by tllc 
relaxatlon method, using an electronic computer •. . . 

In view of its popularity in engineering practice, the hypar has been throuroughly 'itudicd 
theoretically (e.g. Bongard's (1) work) and practica} methods have been recommendcd for 
specific cases. The scarcity of published prac'tical results, so essential ·for the cxpericucc o[ 
the practica} engineer, is due to two reasons: 

a) sorne of the methods are intended for highly specific cases (e.g. special edgc con~kions). 

b) the more comprehensive theories are not too handy for numerical solution. 

In many cases the designer contents himself with a membrane-state based analysis. Applica­
tion of the mcmbrane theory (adapted for the hypar by Candela (2)) is particularly si 11. i de 
in the case ot a shallow hypar. under continuous uniforrn load. This solution sufficcs whcrc 
actual conditions duplicate, with satisfactory accuracy, edge conditions compatible with tlle 
membrane state. Otherwise flexure sets in, cq.lling for a more general solution arrivc.:l at in 
the present case with the aid of Vlasov's (3) equations for shallow shells. · 

As can be seen from the concluding examples, the flexure cffect varíes with the shdl 
parameters. 

The hypar equation in Cartesian coordinates (sec Fig. 1) is as follows: 

[ j 1 

::> ':,c., Lecturcr, Faculty of Civil Engtncer!ng, Techruon, I:;ro.cl In'!Utute of TrJr:hnolo~:y. Hnlfa. 
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Thc curvature and surface twist are given by the corresponding: derivatives: 

. ()2z 
r =----=O 1Jx2 . 

o2z e 
s = iixá"y~ab f2j 

i)2z . . • 
t = ayz =o .. 

. ' 
·' 

Substitulion of Eq. (2] in Vlasov's equations yields the differential equations for the shaliow 
bypa uncl\!r a vccrtical load q: 

2c fJlF 
K p-2f7Zw + ali bx b"y .= q (x.' y) [3] 

_1_ P'2P'2F _ 2c_ .a~ ·= 0 Ed . a b ox ay 

Thc stnJclurl! of Eq. [3] shows that for the hypar in qucstion, y symmetric load results in 
symm.;ti'ic w ancl nntisymmctric F about both the x- and y- axcs . 

. Knowiug w ;.utcl F, lhc forccs and thc mf.ll,·¡ents are. obtainablc as .follows (see Fig. 2): 

.. r4J 
¡_J: i-' 

.\' = . , . ( x· 



~~M +aMxydy 
M +-y dy xy ay 

y ay 

Fig. 2 

and the displacements u and v are obtainable from the strains: 

1 ou . OU· 
Ex= Ed (N,- ¡.t N,)= ··ax-- rw = ox (r =O) 

1 ov ov e,= Ed (N,-¡.¡.N.) = oy -tw = oy (t =O)· [S] 

Yx :.._ 2 (1 + ¡l) N .. = ou + ~ _ 2sw = O!!_+_!)~_. 2c_ w 
' Ed, ' oy ox oy ox ab 

In what follows, only a continuous unifonn load _is considercd. 

The membrane-statc equntions are derivcd from Eq. [3] by oÍnitting the tenn Kl72172w in thc 
first equation: 

2c o2Fo 
ab Vxoy = q 

_!:__ J72J72fo-~ 0
2
Wo = o 

Ed ab ox oy 

and Eq. [6] yield the mcmbrane solution for a hypar according to Fig. 1: 

Fo = qa_~xy 
2c 

wo = W = const. 

[6] 

[7] 

It is readily seen that the solution [7] is also an exact particular_ solution of Eq. [3]. We 
also obtain: 

Nx. =N,.= M ... = M"'• = Q~ =-Q,. =O 

qab 
N.-y. =- -:zc· 

Uo = Uy Vo = Vx 

[8] 



The membrane shear strain J'.rro is given by the expression constant throughou~ thc !1yp:.1r 
surface: 

It is also seen that aH edge conditions acc. to Fig. 1 namely, 

' 

~;a :±.a ; ,' w = v-=: M,. e N";;¡¡ O 

y = b w =u = M1 ;::::: N, = O 

[9] 

[ 1 Ol 

'cannot be satisfied, as this'would' require' U= V= W =O, which contradicts Eq. [9]. i\l 
most, we can haite:. . . ' ,: · · · · 

·· a) W ;:<!: O : ;' U = O . , V = O . ; . · · 

or b) W =O U+ V# O 

For a), we obtain 

· q(Pb2 1 + 11 
· Wo = W = --'-- -:, '--

, 2d l.rl 
[ll] 

Eq. [11] is recognizable as rnembrane settlement of the hypar. 
alternative b) was resorted to. 

For' the exact solutwn 
1 

w ::md F were chosen as unknowns ,on grounds of convenience of mJ:rnerical solution. 
considering the similarity of the two equations in [3]. The disadvantage of this choice lic" 
in the difficulty in satisfying edge conditions for n and v (cf. conditions [10]). 

In the present case, the difficulty was ovcrcome by reprcsenling the sought resultas a linl.!~tc 
combination of the membrane solution and of that of Eq. [3) under edge conditions nol 
involving u and v: 

w = F = M .. = N, = O 

w = F = M, = N .. = O , 
[121 

Under conditions [12], Eq. [3] yields Fs and w,. Each of thc two sets - Fo and wo, Fs allll 
1V¡- satisfy separately all edge condiliom not involving u and v, and the final resuh is: 

F = nFs + í!Fo 

\V = a:1v, + {Jwo 
r 13 J 

As each solution is, proportional to .q ( thc wholc load is in volved), then necessarily et + f1 = 1, 
or · · · · 

F = a:F1 + (1-cx) Fo 

w = o:ws + (1-o:)wo 
(1<] 

Tllc cocfficient a is connectcd with thc corncr values ofF, and obtainable_by having Eq. (5] 
hold throughout the hypar surfacc: 

a b 

rr( _f!!!....+ av - _2_c_ .v + --~_(.!_:i- ¡t) _o11!_) dxdy =o 
. • By ox ab Ed . ox ay 
o o 

[l5) 



namely 

a b a b 

J (~1=b-U1=o)dx + I (vx=a-Vx=o)dy- :~ IJ wd~dy + 
. o o o o 

[16] 

; By antisymmetry, wc have 

U¡t=O E O ; Vx=O e O ; Fx~u = Fx=O = Fx=O = O 
•~o y=b r=O 

. and the remaining condition to be satisfied is: 

[17] 

For edge conditions u,.,, = O, v_.=4 = O we have at x = a ; y = b: 

[18] 

Applying Eqs. [14] to [18], and beanng in mind th<H wo =O and F,x=a =O, we havc ,..,, 

4 b 

qa
2
b

2 
Etl e f.J (1-a)Fo =(1-a)--=--·- --a--b-a. w1dxdy 

;:: 2c 1 + .n 
(19] 

o o 

4 b • 

The integral 1 = ff w,dx dy is readily obtainablc by thc finitc-d.iffcrences method. Defining 
00 

the average of Wt as w. = 1/ab, we finally have for •:.:, fi: 

and for w, F: 

w. fJ = l-11: = -----· 
Wo+W, 

· qabxy 
F = aF1 + {JFo = aF, + fJ ---2c 

w = ()\V¡ + (Jwo = aW¡ 

[20) 

[21] 

47 
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Eqs. [3] were solved' by finite diffcrences in a square grid with side Lf {see Fig. 3). · As is 
known, the method converts a system of differential equations into one of linear equations· 
with F1 and w1 at the grid points as the unlmowns in the present case. These are given 
at the hypar edges acc. to [12], and equations for F1 and W1 should be set up for interior 
points, substituting the appropriate derivatives in Eqs. [3]. For a typical point, (row i, 
colum j of the grid) we ha ve· after rearrangemcnt: 

20WI,, 1:-8(wl,.1, 1 + W1 1• 1, 1 + W11 , 1•1 + W1,, 1•1 ) + 2_( Wlt.1,¡.¡ + W1,.1, 1•1 + W1,.1, 1•1 + W11.,, 1-1) + 
. . ~ . ~ 

+ Wll+o. 1 -+ Wl, ••• 1 + wl,, 1+1 + wl,: 1-1 + K2ab (Fit.1. ¡.a- Fl,.1, l-1- Fl,_,, 1+1 + Flt-1. 1-1> = q,: 1 K 

For facilitating the numerical solution, the above is converted to non-dimensional va"riables as 
follows: 

- 1 
. F =K- Fl 

and substitution in Eqs. [22] yields: 

20W;,¡- 8 (wl+l,/ + wl-1,/ + w;,/+1 + wl,/-1) + 2 ( wl+l,/+1 + w,+l./-1 + Wl-1,/+1 + wl-1,/-1) + 
+ w,+2,/ + W1-2,1 + wl,/+2 + w',,¡-2 + e (.FI+I,/+1- Pl+l,/-1--:" Fl-1,/+1 + Fl-1,/-1) = q,,¡ 

20F,,¡- 8 (.FI+I,/ + Fl-1,/ + Fl,/+1 + .Fi,/-1) ~ 2 (.FI+I,/+1 + .FI+I,/-1 + Fl-1,/+1 + Fl-1,/-1) + 
+ F,+z,.¡ + F1-2~ 1 + .F,,/+2 + .F,,,_2- e (w,+l./+1- Wi+l./-1- w,-1,/+1 + wi-I,J-1) =O 

Th<.: ::.et o[ points at distance d from the edgc includes exterior points, in which case con­
ditions [12] stipulate that the sccond dcrivativcs of F1, w1 (F, w) vanish normal to the edgc. 
Wit h thesc additional equations included, thc total number of equations equals that of 
unknowns, i.e. a pair for each point. (For thcir formulation and solution, see below). 

·l 

[22] 

[23] 

[24] 



With the system · so1ved, W, is obtained numericall~: 

a b m n 

1 r.¡· ¿JZ W, = ab • • 1V¡dxdy = ab ~ ~ !b. ¡ WJ~, ¡ 
[25] 

o o •=1 1=1 

where (!;, 1 is a non-dimensional coefficient expressing the fraction of the squaré Ll2 rcpresent­
ed by w,1 , r It equals 1 for interior points, Y2 for the edges. and % for the corners. W1 
yields ex and P acc. to [20] and the final values of F arid w at all grid points acc. to [21 ]. . -

For the forces and moments the same procedure is applied to Eq. [ 4], which yields for a 
typical point: 

M _ K (w .. 1+1- 2w,, 1 + W;, 1-1 + Wi+l, 1 - 2w,, 1 + w,:,, 1) 
'· x-- --- ¿j2 J.t ¿j2 

N _ Ft+l. i+1- F,+,, 1-• '-- F;-1,/+1 + F,_,, 1-1 
xy-- 4LJ~ 

[26] 

M - K (1 ) W/+1./+1..- Wi+l,¡-1- Wi-1, í+1 + Wi-l,/-1 
"' - - - p 4.:12 . ' 

N = F;,J+,-2F,:.,t + F,.J.=! . M = -K(!v•+~_ 1 -.Zw,, 1 + w,_,, 1 + tt W;,¡~~-2w,J_j- WL./:1) 
y • J2 • y .- ¿12 - • . ¿12 

As the numerical solution utilizes the symmetry and antisymmetry properteis of :he structurc, 
load and unknowns, analysís of one quadrant suffices (see Fig. 3). 

1 r-
1 
1 

1 
1 
1 

'1 
1 

1 

. 

1 
¡ 
1 
1 
1 
1 

ti¡ 1 

! 1 
1 1 . 

1 
1 

1 
i . -

b 

·~ 1 

! .-..,-,...,-,-¡...., 
1 

1 1 ! 1 1 
-1 m 

1 
-1 

1 
_ _J 

1 

1 -~ 1 ..• 
¡<l 

++-
"'1 

- 1 
..J 

1 

:1 
--l 

·: 
1' 2 l n 

! 

1 

r 

/ 

¡,_ -------f-

I"ig. 3 

Fig. 4 

' 
'i 

l 

T»'pe:eot t:ICUt Of COIU"'rrl Wfln chotw.¡,l!!'d 

w~~!~----~---

' ' 

Al' .... 



Thc structure of Eq. [22] indicates that for a typical unknown, only sorne of the cocff¡cicnts 
are non-zcro. If the paírs of cquations are written clown in ascending order of rows and 
colwnns, and the w1 equation precedes that of F~, a band matrix is obtained for thcsc cocf­
ficients (sce Fig. 4), and it is easily verífied that its half-width is 4n (measured from t!te 
principal diagonal). In addition, only certain diagonals of the band contaín non-zero e!erneni.s.. 
Solution is again by the relaxation method (see e.g. Shaw (4)), with only non-zero coetficients 
taken ínto account. This permits large systems of equations to be solved without recourse 
to a large memory capacity. The initial solution required was obtained by the eliminb.tion 
mcthod in a sparse grid and interpolation of the results for the final dense grid, with 
Eq. [24] rewritten as follows: · 

20w,,¡- 8 (wl+t./ + Wi-1,/ + W¡, i+l + W¡,¡-t) + 2 (wr+t. 1+1 + Wl+l./-1 + Wt-I,J+t + W1-1, ;-t) + 
+ wl+2./ + WI-Z,/ + wl,/+2 + V:h /-2 +E (Fi+l./+1-Fi+l. ~-~- p,_;,/+1 ..¡.: Fr-1, /-1)- q¡, 1 =R ... ,, 1 

20F¡,¡- 8 (PI+ l./+ Fi-l. 1 + F,, /+1 + Fi,J-1) + 2 (FI+I./+1 +Fi+l./-1 + Fi-l, /+1 + Fí-1./-1) ·1· 

+F/+2./ + F1-2., + F1.1+2 + F,./-2- ¡¡ (wl+l./+1- w,+l. J+l- wl-1./+' + wl-l.J-1) = RF,, , 

As the first step, the pair of equation:> with the largest sum of absolute víllues of the rcsiduals 
! R ... ,. 1 1 + 1 RF,., 1 is determined. The unknowns are then recalculated on the basis of t:l;;; 
basis of the above pair, assuming that the othcrs remain unchangcd. It can be shown that in 
these circumstances only the equations for thc col.:mns indicatcd in Fig. 4 are subjcct to 
change of their residuals, so that thc íterative process can be confined to' thcse column&. 
It continues untill suffícient accuracy is achicvcd, i.e. untill the abovc ·sum of absolute valucs 
is reduced below a given low parameter. 

" • 
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ex 1 

----membrane 
---exact 

5.0 
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Fi;:". 11 

Thc influcnce of variation of thc shell paramctcrs on the magnitude and point of applicatio;1 
of thc forccs ;:md moments was verified in four examp)es acc. to Fig. l. Data are sum­
marizcd in Table 1; the load was 1 t/m2 in all cases, and the elastic constants E= 2.1 X JO" 
t/m2 and ¡t =O. Force·, moment-, and settlement diagrams are given in Figs. 5-18. The N,_, 
diagram is compared with the membrane-state result. · 
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j Exomple No. 
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1 
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' 

a 
(m) 

6 

6 

7 

.7 
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b 
(m) 

-

6 

6 ' 

S 
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M,
1 

(t) 

-·1 
+oos 

• OOG 

004 

f>C/2 

TADLE 1 

e d 
(m} (m) 

1.25 0.10 

t. SO 0.06 

1.25 0.10 

1.50 0.06 

The mnximum and mcmbrnnc s~:lllcmcnls (Eq. [ 11]) are comparcd in Table 2. 

•rABLE Z 

¡ 
,---~ 

E l N 1 ll'..,.. ·1 . w. 
x:.tmp" ' u. (cm) (cm\ 

-··----¡----·--;··---¡-· ---

----,-----·----,-----·-·- ... -; 

1 

\Vrrt•\- \Vu 

. ···- ___ cc_m_> __ (%) 

' 1 
1 

1 2 

3 

4 i 
L 

. ----··-·-··" -- ; 
1 

0.358 1 0.198 

0.360 0.229 

1
1 

0.160 81 

0.131 1 57 

0.343 0.187 0.156 1 83 

~:~~~. ~ --·""·--·--··-0.2 •• 1_6_·_ ---·-·.._ ____ o_.!~-·-- __ _]_·----~· 



ll, V, 'V 

U¡, V¡, 'V1 
displacements 'il x-, y-, z-d1rections 'respectiveiy 

Fo = Airy function in membrane-state displacements 

tlo, vo, Wo, Wo = mcmbrane-state displaccments 

q = vertical load 

N., N>'• N,.,, Ny., =normal forccs 

N ,v, N •vo = !>hcar forccs 

Mx, My = llexural moments 

M,y = torque 

Ox, Q,. shearing forccs 

e,., ey = normal strains 

i''"'' = shear strain 

U, V, W = constants 
Cl', fJ, (!, e 

1 = valuc of double integral 

W1 = average of \-V¡ 

d = clistancc bctwccn two points in finite-differences grid 

= serial num~)Cr of typical 1 ow in finite-diffcrcnces grid 

¡ = serial number of typical column in finite-difference grid 

111 = number of rows in finite-differences grid 

11 = ttumber of columns in finite-differences grid 

F = non-dimensional Airy stress function 

w = non-dimensional vert!cal displacement 

q = non-dimensional vertical load 

RF, R,.. = rcsiduals 

( 1) CANDELA, F.: General Formulas for Membranc Strcsscs in Hypcrbolíc Parabolmdal Shclls. ACI Journal, 
32, Octobcr 1960. 

(2) Bo"GARD, W.: Zur Thcory und Berechnung von Schalcntrakwerken in Fonn Gh:ich:;~;itq~c;· Hype¡ boll-
.shci· Paraboloid Bautechnich-Archiv 15, Vcrlag von Wilhclm Ernst & Sohn, B..:rlm 1059. · . 

(.3) \\:"'-SO\\ W. S.: Allgcmcinc Schalcnthcoric und 1hi·c Anwcndung in dcr Tcchml~: Akarlcmlc-·. ~; !.1._:, 
~. ;hn 1Sl.3h 

t·;; e.· ,,•:. F. S.: t-i.daxauon ;..kthulls, Dovcr Publ!cauuns L1c, 1953. 



lt can be seen that settlements in the middle zone exceed considerably their membrane coun­
terparts. This confirms the known conclusion that, in contrast to synclasitc shells (whose 
middle region is practically in a membrane state, and in which the flexura! effect is reflected 
in cdgc disturbances), in anticlastic shells like the hypar the entire surface is affected, and 
the shallower the shell, the stronger the cffect. However, although no flexure-free zone can 
be dcfined, both the curvature of the settlement envelope and the moments are small owing 
to thc gradual reduction in w near the edges. Most of the load is transmitted to the gable 
walls by the shear force N,y. N,. and Ny are likewise small, but not as negligible as the 
momcnts; thcir order of magnitude ranges from 10 to 15 % of N,.y and thoir sign. changos 
antisymmetrically according to the quadrant. .,_ · 

The maximum and membrane shear forces are compared in Table 3. The difference between 
them is seen to be about 20 %, so that in a membrane-designed hypar the actual safety 
factor will be about 80 % of the allowed figure. This is the most important conclusion to 
be drawn from the above examples. 

TABLE 3· 

1 
Examplc No. 

Flexura! N., Membranc N,,0 N.,-N.,. 

1 

N,,-N.,0 
1 " ( t) (t) ( t) (%) 
1 

-. 
-

1 
1 1 

1 

1 -17.5 -14.3 3.1 
1 

21.5 

2 -14.3 -12.0 2.3 19.2 ¡ 1 

' 3 -17.0 -14.0 3.0 

1 

21.4 
1 1 

L ___ 4 
1 

-13.9 -1i.7 2.2 18.8 
1 ' 1 -

S. -mc!l.un~cmv.:rllellll !lllllilllen1t 

Th~ authors are indebtcd to Prof. L. Fischer for valuable advice in the coursc of the worr; .. 

a = width of hypar quadrant 

b = lcngth of hypar quadrant 

e = hcight of hypar quadrant 

d = thkkncss 

x, y, z = coordinates of mit:,.- · !.1rface of hypar 

r = cun•ature in x-direction 

s = twist 

= curvature in y-direction 

J:. = modulus of clasticity of material 

.u = Poisson's ratio of material 

!( = flcxur<ll ngidity 

¡:, F, = Airy functions 



FINI,ANO 

«Fulurll• house, prefabrlcated sbell 
struclure. 

Desl~~:n MotU Suuronen, arch. ami 
Yrjí; Ronkka struel. eng. 

Material: Sandwich slructun- of 
glassllbcr polyester ahells wllh 
polynrdhan core. 

The house ls manufactured In Fln· 
land by Oy Polykem Ab and is 
now licen~~ed for maas producUon 
In severa! eountriea amongst whlch 
Germany, Sweden and the U.S.A. 

U. S. A. 

Gymnaslum for the Appa!arblan 
Slate Unlversl\y, Boone (North 
Carolina 1 Cylhulrical sbells: tran•· 
versaly contínuous and longíludi· 
naly supported at gables. 



U. S. A. 

Collseum for lhe Unlversily of Georgla. Tbe lll{htwel¡¡ht concrete roof 
9lructure, '1\hlch cnntlle\·ers out over lhe entrance of lhe bualdlnll', ls made 
up of nearly 10,000 precast clements. 
Arch.: Cooper, BarreU, Sklnner, Woodbury and Cooper. 
Eng.: Chas\al.n and Trudel lneorporated. 

UNITED KINGDOi\1 

t'rt>f'man'a \\'arrhouse al Peterborougb. 

Thl' lllu.•tratlon of lhe eri'Ciion of one of lhe preCll.llt broat sheJI¡¡ showo sevE"ral con~lruetlonal detall.s. 
Areb. !lcott. Brownrlgg and Tumer Consulting Struct. En¡. Kencblngton, LIUie and Partners. 

UNJTED KINGDOM 

Dollan baths al Easl Kilbride, 
Lu,markshlre. Slrudurally, the 
building consists of live para· 
bolie arcb rlbs, whlch &pan 
324 U al ground level. Four 
elliptleal shells ea.eh 3 In tbick 
al lbe crown, span between tbe 
rlbs. 

Areb, A. Buebannn Campbell. 

Cons. Eng. T. Ha.rley Haddow 
nnd Pariners. 

The olher ftgure showll the eomplelcd roof. 



;:1 ~resea;-c!ro- 'for elill!!Jliirauee;oos 
p 
[,~1 'frrenr.rlls • t'or con1tll"uc'Q"ors 

W sha¡paes • t'or urclhli"D"ec1ts 

Spherical lank, capaclly 100 m•. Hel" 18 m. Consenerles 
de Salnl·Mamet. 

. . ~. ,, ' 
i 

•'' 
i 

Ellipsold lank. Capaclly 1 900 m 1• Heighl 34 m. Soclélé 
Lorraine de Lamlnage á Floran¡;e. 

Spherlcal lank, capacUy 600 mJ, Helghl 34 m. Syndical 
lnlercommunal de Monlenboeuf • 

Spherold tank. Capaclly 2 800 m'. Heighl 27.5 m. 
Soclélé d'Equlpemenl de la Réglon Manlalse. 

FRANCE. Water lanks, compldely welded sleel whlch ensures an absolute walerlightnees. 
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Bauingenieur ·Praxis Heft 15 
SHELLS OF REVOLUTION WITH FLEXURAL STIFFNESS 
1968 Verlag von Wilhem Ernst and Sohn. Berlln-München. 
120 pages, 82 figures, 28 tables. Prlce of th1s book 2.3.60 D. M. 

This book can be easily handled due to its size: DIN A5. lt is divided into three parts. 

··-~ 

The first part corresponds to fonnulae of general kind. There are shown, in an intuitive manner, the 
definitions, geometry, types of actions, and stresses of this kind of shells. There is also presented the 
theory of membrane and shell under axil-symmetrical loading, presenting general equations, edge condi­
tions and the corresponding solutions with application to the two usual cases: vault and circular cylinder 
of constant thickness. 

In this book is also studied other kind of loading as wind and temperature and some formulae of elastic 
estability are presented. 

The second part is concemed with complementary formulae corresponding to the most generalized cases 
of revolution of shells and no homogeneous boundary conditions such as beams. 

Finally, a numerical example is completcly developed. 

This book presents an elemental charactcr in the exposition and is specially useful for students and 
engineers who are interested in contacting with this theme. 

·. 
1 

Proceedlngs of the IASS Congress on the Problems of 
Interde{Jendence between deslgn and Constructlon of Large 
Span Shells for Industrial and Civil Bulldlngs. 

Held In September, 6-9, 1966, In Lenlngrad (In two volumes: 
v.l·SO sheet&; v.2-30 sheets, 1500 copies). 

Reports are published in English, Gennan and French, i.c. in the language they were presented. 

Thc Proceedings will be published in the fourth quarter of the year. The price of Volume 1 • 9 roubles, 
the price of Volumc 2-6 roubles (NK 23/67- 68). 

The books eontain data on world experience on the following problems: design of shells (detailing, stan-
.· dardization, economy, calculations); research in shells; manufacture and erection of shells made of 

concrete, steel, wood, plastics and other materials as wcll as examples of projects using such structures 
complcted for the last 10 years. 

¡'' ·-

Vol u me 1 contains ss' rcpor~s. and disc~~sion mater-ial on thc problems of design and research in shells. 
Volumc 2 contains 34 rcports and discussion, material on the problems of design and construction of 
concrete, stccl lattice and susperiaed ~hells as' w~ll as outstanding examples of completed struc:tures. 

Thc Proccedings are cdited by thc Rcsearch Institute of Concrete and Reinforced Concrete and the 
Central Institutc of Scientiflc Jnformation .Pn c;:onstr.uction, and. ,Acchitecture .of •.• the Gosstroy of the 
USSR. 

Thc bool.s are bouml m ,na~d , ¡::ovcrs . .with, a, colourl ul .úust,co\·cr,. ha. ve 1 ,many : illustrations. f\nd ,, ·ex·tensive 
bibliography. . The. boo~. a~. prlo.l~. on .a Rotaprint .machine;· thc forma~ i!i· a, conv~ent 11Si.ze.· 

You may order .these books through bookseliers i11 ~·our counlry dealing with the literature irom lhe 
Soviet Un ion. V /0 •Mezhdunarodnaya Knika:o, Moscow. 200, USSR. 

1 '!• ' • '. ' 
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centro de educación continua de la facultad de ingeniería, unam 

DISEÑO Y CONSTRUCCION DE ESTRUCTURAS ESPACIALES Y DE 
CASCARON 

TEORIA Y APLICACIONES A SILOS Y TANQUES 

DR. PORFIRIO BALLESTEROS 

TELS 5:?1-3095 Y 513-27-95 TACUBA 5, MEXICO 1, D F 



The continulng development of deslgn and constructron 

technlques of shell structures is resulting In an increasing 

.fund of information of practica! interest to Archltects, 

Englneers and Contractors .• The aim of furthering all bran­

ches of this progress has insplred the formation of the 

lnternatlonal assoclation for shell and s::>atlnl struc­

tures, whose purpose is to organlse meetings and con­

gresses for the lnterchange of Ideas and their dissemina­

tion by means of periodical publicatlons. 

Everyone lnterested In the various branches of shell tech­

nlques and thelr architectonl
0
c posslbllltles or realizatlons is 

mvited to join thls lnternational Assoclatlon. 

~l1e advlsory board 
A. L. L. Baker (Gt. Brltaln) 
N. Eaqulllan (Franca) 
R. S . .Jenklna (Gt. Brltaln) 
K. W .Johanaen (Denmark) 
F. levl (ltaly) 
W. Olazak (Poland) 

~·:-;e e~ecutlve councll 
Honorary Presldent: 
A. M. Haaa (The Netherlande) 

Prosldent: 

A. Paduart (Belglum) 

VIco presidenta: 
A L. Parme (U S A.) 
F, del Pozo (Sp,.ln) 
H. Rúhle (Germen D. R.) 

Troanuror: 

G Lacombe (France) 

Cocretnry: 

R Looez Palanco (Spaln) 

Mornbers of the Exeoutlve CounoiU: 

A. Aas-Jackobsen (Norw .. y) 
P. Ballesteros (Mexlco) 
T. Br(l>ndum- Nlelsen (Denmark) 
L. Flnzl (ltaly) 

K. A. Glukhovskol (U. S. S. R.) 
G. K. Khaldukov (U. S. S. R.) 
.J Koznk (Czechoslovakla) 
R. Krapfenbauer (Austria) 
.J. Munro (Gt. Brltall\) 
E. P. Popov(U.S.AJ 
G. S. Ramaawamy (India) 
K. Szmodlts (Hungary) 
V. Tsubol (.Japan) 
W. Zerna (Germen F. R.) 

To become a member orto obtaln more detallad lnformation, please write to the Secretarlat of the 
lnternational Associatlon for Shell and Spatial Structures, Alfonso XII, 3, Madrid (7). Spaln. 
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TANQUES CILINDRICOS, TEORIA Y APLICACIONES 

F .del Pozo y P. Ballesteros * 

La simetría que presenta la solicitación de presión hidrostática hace que una de 
las formas más racionales y económicas para un depósito destinado a contener 
líquidos sea la cilíndrica con directnz circular. 

Adoptada esta forma cilíndrica circular, el procedimiento de cálculo lógico es 
recurrir a la teoría de flexión de láminas. El caso de lámina cilíndrica de espe­
sor constante con simetría de revolución y solicitación también simétrica res· 
pecto al mismo eje de revolución que determina la geometría de la lámina, es 
afortunadamente, y aceptando las simplificaciones usuales en el cálculo de lá· 
minas, uno de los pocos casos en que la teoría, en su estado actual, conduce a 
una solución explicita muy sencilla. 

* Profesores; Universidad de Madrid, España y U N A M , M é:xico .. 
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Si el espesor de pared es variable, la solución no es 
tan simple. Aceptando una ley lineal para la varia­
ción del espesor de pared, la solución que se obtie­
ne en el caso de depósito lleno incluye en su for­
mulación funciones conocidas, cuya tabulación se 
añadirá como final de esta publicación. 

vo.viPndo al caso de esp.:esor de pared constante, 
la intención de ec;ta publicación es a la vez servir 
como orientación en el estudio teórico del proble­
ma, y proporcionar un instrumento para el pro­
yecto rápido de -depósitos de este tipo. 

En seguimiento de esta doble intención, en la pri­
mera parte del trabajo se hará un desarrollo formal 
de la teoría de la lámina cilíndrica circular, hasta 
llegar a unas expresiones literales de los esfuerzos 
en función del corrimiento radial, y de éste en fun­
ción de las características de la solicitación y de la 
geo.netrfa del depósito. 

En la segunda parte se incluirán unas tablas y unos 
gráficos que permiten obtener con gran rapidez y 
comodidad los valores de los esfn~\'Z(I)S y del corri­
miento, con vistas a un dimensiC"namwnto inme­
diato o a una comprobación de la validez de las 
dimensiones previamente fijadas para el depósito. 
Y esto para cuatro casos de solicitación del depó­
Sito que cubren realmente la mayor parte de su 
campo de aphcación. 

Se ha juzgado interesante añadir, como comple­
ñ\ento, siete ejemp!os de depósitos de muy diversas 
c~racterísticas, para que la utilización de teoría, 
ta.blas y gráficos quede más claramente expuesta. 

·1 
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a = radio medio del depósito. 

e = base de los logaritmos neperianos. 

ko, k., kz, ~. k4, kt = constantes. 

x = coordenada lineal con origen en el borde inferior. 

:xo, x1 = valores particulares de la coordenada x. 

w = corrimiento radial, positivo si aumenta el radio. 

{J = coeficiente en los depósitos de espesor de pared con variación lineal = t: . 
r = peso específico del líquido contenido en el depósito. 

e) = espesor de la pared. 

-'o = espesor de la pared para x = O. 

r¡ = 2l V i(L,-x). 

fJ= 2lVL~-x. 

q:J = coordenada polar, ángulo en el centro . 
• ---:-'---= 

" = constante del depósito = V 3(Vl - vl) • 
aó 

' 

"L = constante del depósito = V 3( 1 - vl) v-= f . 
.t = coeficiente en los depósitos de espesor de pared con variación lineal = .. 

V_,_t--=2 <,--t -_-,-::-:-)) 
-

Va¡t 

v = módulo de Poisson. 

e= wVL,-x. 

Coef. 1 = valores dados en la tabla 1 y gráficos G-1 y G-1'. 

Coef. 11 = valores dados en la tabla 11 y gráfico G-11., 

Coef. III = valores dados en la .tabla 111 y gráfico G-III. 

Coef. IV =valores dados en la tabla IV y gráficos G-IV y G-IV'. 

Coef. V =·valores dados en la tabla V y gráfico G-V. 



Coef. VI = valores dados en la tabla VI y gráfico G-VI! 

Coef. VII = valores dados en la tabla VII y gráfico G-VII. 

Coef. VIII = valores dados en la tabla VIII y gráfico G-VIII. 

Coef. IX = valores dados en la tabla IX y gráfico G-IX. 

Coef. X = valores dados en la tabla X y gráfico G-X. 

Coef. XI = valores dados en la tabla XI y gráfico G-XI. 

Coef. XII = valores dados en la tabla XII y gráfico G-XII. 

E = módulo de elasticidad. 

K= constant~ del depósito= Eó
3 

12(1 - _.2) • 

'-

K11 = constante de un depósito de espesor de pared con variación lineal = 
Epl 

= 12(1- )•2). 

K~o K2, K,, K. = constantes de integración. 

L = altura del depósito. 

Lt = altura ficticia en un depósito de espesor de pared con variación lineal. 

M= momento exterior uniforme por unidad de longitud aplicado en un 
borde del depósito, posllivo si produce tracción en la cara interior. 

M. = momento flector longitudinal por unidad de longitud, positivo si pro· 
duce tracción en la cara intenor del depósito. 

Mtp = momento flector circunferencial por unidad de longitud, positivo si 
produce tracción en la cara interior del depósito. 

N"' = esfuerzo circunferencial por unidad de longitud, positivo si es tracción. 

O. =esfuerzo cortante por umt.lad de longitud, positivo si en la cara frontal 
actúa hacia afuera. 

R =esfuerzo radial unifonnc por unidad de longitud aplicado en un borde 
del depósito, positivo hacia el interior. 

Z fuerza exterior, por unidad de superficie :-~ct1•ando sobre el depósito, 
positiva si actúa hacia el exterior. 

1f•(t1), VJz(O),lf,(t?), V'•Ut> =funciones de {} utilizadas en el cálculo de depósitos de 
espesor de pared con variación lineal. 

• d ~~ (9) 
't', = de 

• d '112 (9} 
't'2. = d9 

• - dt3 (9) 
't'a - e 

' d '+'4 (9) 
'+'4 = a e 

6 



::. ~esarrollo dei. cálculo 

Los depósitos cuya superficie media es un cilindro de directriz circular con generatrices ver­
ticales, constituyen en realidad un caso particular de las láminas de revolución, en el que 
las cargas exteriores tienen simetría de revolución, y por lo tanto les serán aplicables los 
desarrollos y simplificaciones de la teoría elástica para este tipo de estructuras. 

, En lo que sigue se desarrollará el cálculo de una manera formal, aceptando todas las hipó­
tesis que se admiten en la teoría elástica de las láminas. 

Los esfuerzos que actuarán en un elemento diferencial serán los que se indican en la figura 1; 
es decir, un esfuerzo circunferencial normal N'~', los momentos flectores Mx y M'P y el es­
fuerzo cortante Q •. De estos esfuerzos, al considerar cargas con simetría de revolución, N'P 
y M'P se ... ?n independientes de la coordenada angular qy. 

Se prescinde de las cargas verticales sobre la pared del depósito, ya que si tienen simetría 
de revolución, producirán unos esfuerzos N. cuyos efectos sobre el elemento correspon­
den a los de una solicitación axil pura y pueden analizarse muy simplemente. 

Con la condición de simetría impuesta a las cargas, solamente se considerará una carga nor­
mal Z en dirección radial, variable con la coordenada x, pero independiente de qy. 

En el elemento diferencial considerado en la figura 1, el equilibrio de fuerzas radiales da la 
siguiente ecuación: 

*-tNcp+Z=O 

El equilibrio de momentos con eje la tangente al. paralelo 

dMx +Qx-O 
dx 

[la] 

[lb] 

Las expresiones del esfuerzo N'~' y del momento M. en función del corrimiento radial w, úni­
co existente debido a las hipótesis admitidas, serán: 

[II] 

Se prescinde del valor del momento ~. cuyo valor aproximado es vM •. 

7 
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Sustituyendo en la ecuación [la] el valor de Q. sacado de [Ib] y los de N,. y M. sacados 
de [II], se tiene: 

[III] 

Esta ecuación diferencial de cuarto grado resuelve el problema para el caso general de es· 
pesor variable 6(x). 



• 

z. 1. Depósitos de eNpeNor de pftre•l constftnte 

Si se supone ~ = ~onstante, la ecuación anterior se convierte en la siguiente: 

[IV) . 

La solución de esta ecuación diferencial es la siguiente: 

1 

w- Wp + e~x [K, co3 ~ x + K2 sen de X J + e -~x [K3 co.s ()eX+ K4 senaex] [V] 

• r-:::-;,-,---..,.. 

Siendo~= V 3~~ vl) y Wp una solución particular de la ecuación [IV] completa. 
V ao 

Con el valor del corrimiento w dado en [V] y teniendo en cuenta que: 

N,= ~8 { Wp•e~"' [K,cos~x+K2 sen<ex}i"aex [K3cos~x+K4 senoexJ} [VI] 

Mx .. K { ~
2

:;-P + 2 ~2 e,cre:x. [K2cosoe.x-K,sen ~xJ- 2 ~.?e..·~x. [K4 cos~x- K3 sen aexJ} 

Qx·- K ( ~3)'1 + 2 ae" e-'" [(K,-K1) cosaex-(K1+ K1) sen ;,ex]+ 2 "'-'~"'' ~Ka+ K4)cos;,ex-( K,-K.) sen"~) 
1 

se puede determinar el estado tensional de un depósito de espesor constante, cualquiera que 
sea el tipo de sustentación en los dos bordes horizontales. 

En las expresiones [VI], 

A continuación se estudiarán distintos casos particulares que permitirán conocer los esfuer­
zos y proyectar los tipos normales de depósito de espesor constante. Los casos que se estu­
diarán son los siguientes: 

I. Depósito vacfo, libre en sus bordes inferior y superior y solicitado en el primero de 
ellos por una fuerza radial uniforme, R. 

II. Depósito vacío, libre en sus bordes inferior y superior y solicitado en el primero de 
ellos por un momento radial uniforme, M. 

lila. Depósito lleno, libre en su borde superior y 
rígidamente empotrado en el inferior. 

lllb. Depósito lleno, libre en su borde superior y 
articulado en el inferior. 

2.1.1. Caso l. 

Depósito vacío, libre en sus bordes inferior y supe­
rior y solicitado en el borde inferior por una fuerza 
radial uniforme, R (fig. 2). 

l 
j 

l 

" 1 

¡· 
1 

1 

1 ¡· 
l 
1 

.. 

-lct 

~ 1 

~-· 

lFlg. z 
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R representa una fuerza por unidad de longitud de circunferencia, y sus dimensiones serán, 
F 

por lo tanto, L . 

Al no existir, en este caso, cargas exteriores Z,la solución particular de la ecuación [V], Wp, 

será nula, puesto que la ecuación en sí es homogénea. 

Por otra parte, las condiciones en los bordes serán: 

Para x =O (Mx)ll·o· O (Qx)x=o· R .. - K (~~1}~ .. 0 

Para x = L ( Mx)x•l"" O (Qx)x•l- O 

Estas cuatro condiciones proporcionan las cuatro ecuaciones siguientes: 

K1- K4 =O 
R 

K1- K2 - K3- K~¡.= 2 K~3 

e.. act [- K1 sen ex? L+ K2 CO!i ae L J + e.--t~eL [ K3 sen cJt L- 1<4 C05 ele LJ- O 

e.aeL E K, (sen deL+ e os del)+ K2 (e os ae L- sen a:L)] + 

+ e~l [K3 (COS;)! L- sen «J::l)+ K4( COSdl:!l + sena:L)}· 0 

Sistema con el que se pueden determinar las constantes K •• Kz, Kl y K., cuyas soluciones son: 

R l-e2zl + e..2 a!!L sen ael 
K,= 2~3Kkl • K,=1+e4~L4e..2 oeL+2e..2aelcos2<f.l 

.. 

" 

., 

K3"" 1+e...4 aeL_ 4e!;¡el+2.e}·aeL cos 2<f.l 

1 
2e.2 ae.L (1-cos 2.ael) _ 

K4- 1+e..4aet_4e.zaeL+ 2.e2iie:t cos 2.ael- k'l. 

Con estos valores las expresiones de los esfuerzos y del recorrido resultan: 

4·,.----

w- 2 VJ(~-v") ~Vs. R &acx(k1 co3 aex+ 2 k2 senc.ex)+i~(K3 cos ~X+ 2k4senaex~ 

iO 

N'f- 2. Va ( 1-V2
) ~ R [e.4ll'!x.( k, cos aex + 1 k2 sen aex)+ iaex (k3 tos~x+ 'l k.,.. sen d!.X)] 

M x-~( ~ j:) . R [e cw:x (- K1 sen ;tX + 21<2 cos aex )+e.-~x ( k3 sen aex- 2. K,. e os aex )] . 

Q,t- R ~.ex E k1 (sen ;¡ex- cos~x) + '2. k2 (e os ~x-sen el!! X)] + 

+ ei!eX [k3 ( cos a(X- sen ~x)+ 2 K,;(c05ilX+ sen ~xn] 

[VII] 

' 
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Si el depósito tiene unas dimensiones que permitan suponer que la acción en un borde no 
' tien.e influencia en el otro, se llega a la conocida solución simplificada siguiente: 

con esto las expresiones de los esfuerzos y del recorrido resultan también notablemente sim· 
plificadas y serfan las siguientes: 

Esta solución simplificada es válida para este caso en general con valores de H • L mayores 
o iguales a 3, o, lo que es igual: 

_1_ X ..b_ ;s:. 5, '2. 
a o ~ 

Para los depósitos de hormigón armado o pretensado en que v se puede considerar igual 
a 0,2, la solución simplificada da resultados aceptables para dimensiones que cumplan la 
limitación' 

L L -x-;s:.S3 
o S ' 

En los casos en que estas simplificaciones sean válidas, el esfuerzo N., mu para x = O y el 
corrimiento Wmu también para x = O se pueden determinar con las sencillas fórmulas 
aproximadas: 

N'fmax e:!- '1,6 \[If R 

El valor del mayor de los máximos del momento M. se producirá a una altura definida por el 
valor de x = Xo; tanto esta coordenada como el M. mu se pueden determinar con las fórmulas 
aproximadas siguientes: 

~ ~ 06\108 
L • Vlí 

(*) 

M x max ~ - O, 25 \(0]. R 

u· 
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2.1.2. Tabulación del caso l. 

-

n 

10 

1 
1 

L 1 

1 

l 
1 

15 

~· • Yalor oblen1do de la curva(!) 

M. mox ·y~~ 1 R. • k 
J(h) 

1< • Valor oblemdo en la curto® 

70 XL 

Flg. 3 

En la tabla 1 aparecen los coeficientes que para un depósito determinado dan el valor del 
corrimiento w y del esfuerzo N,., para distintos planos definidos por los valores de x/L, de 
acuerdo con las fórmulas: · 

En la tabla 11 se da el coeficiente que determinará el momento flector Ma de acuerdo con la 
fórmula: 

Con los gráficos de la figura 3 se pueden obtener el momento Ma IIWI definido en (*) y la or-
denada Xo en que se produce. 1 

(*) Ver página anterior. 

12 
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Análogamente, en la tabla III se da el coeficiente que determinará el esfuerzo cortante Oa con 
la fórmula: 

Oa = -R X Coef. III. 

También se incluyen en la tabla A los coeficientes ko y kL, que permiten hallar los valores de 
la derivada del corrimiento radial w en los dos bordes del depósito considerado, de acuerdo 
con las siguientes expresiones: · 

Estos valores facilitan la resolución en los casos de sustentación en los bordes en que inter· 
venga el giro. En los ejemplos que se incluyen al final de esta publicación, se pueden ver al· 
gunos casos resueltos, mediante la utilización de la tabla A .. 

Las tablas 1, 11 y III corresponden a los gráficos G·I, G·II y G·III. 

TABLA A 

Depósito Ubre en sus doa bordes, soUcltado por una fuerza radial uniforme, R. 
en el borde Inferior / 

L 

e x . R __u..., ___ __... __ ..,...__ 

f 
VALORES DE LOS COEFICIENTES ko Y kt. 

xL ko kt HL ko kt HL ko k~. 
~----

0,6 8,3710 8,3111 3,0 1,0004 0,0282 5,5 1,0001 -O,Oll5 
0,8 4,7544 4,6480 3,2 1,0000 -0,0095 6,0 1,0000 -0,0028 
1,0 3,1042 2,9387 3,4 1,0006 -0,0342 7,0 1,0000 0,0024 
1.2 2,2324 1,9959 3,6 1,0012 -0,0484 8,0 1,0000 0,0013 
1,4 1,7315 1,4135 3,8 1.0015 -0,0548 9,0 1,0000 0,0002 
1,6 1,4303 1,0226 4,0 1,0015 -0,0555 10,0 1,0000 -0,0001 
1,8 1,2461 0,7434 4,2 1,0014 -0,0523 12,0 1,0000 -
2,0 1,1341 0,5351 4,4 1,0011 -0,0468 14,0 1,0000 -
2.2 1,0680 0,3751 4,6 1,0008 -0,0400 16,0 1,0000 -2,4 1,0310 0,2510 4,8 1,0005 -0,0328 18,0 1,0000 -2,6 1.0119 0,1549 s.o 1,0003 -0,0259 20,0 1,0000 -2,8 1,0034 0,0819 

2.1.3. Caso 11. 

Depósito vado, libre en sus bordes inferior y superior y solicitado en el bordé inferior por 
un momento radial uniforme M {fig. 4). 

18 
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M representa un momento por unidad de longitud 
de circunferencia y sus dimensiones serán, por lo 
tanto, las de una fuerza. 

Como en el caso anterior, Z =O, y por lo tanto 
Wp = O, las condiciones de borde son en este caso~ 

( d
2w) 

Para x =O (Mx)x•o • M- K Cf'XT x•o 

.. Para x = L (Mx)x.L -0 

( Qx).x•o • O 

(Qxt.L·O 

Estas cuatro condiciones conducen al siguiente sis­
tema de ecuaciones: 

eaeL [-K, sen ael + Kz cosae l J +é:~L [ K3sen dt l- K4 cos ae l] = O 

e..<Ct t K 1 (sen ~l+cos Jel)+ K2 ( cosae L- senC!el)]+ e..-<!i!L [ K3 (cosaeL-senael)+ 
+ K4 (cos ce l +sen e( L) J ... O 

Resolviendo este sistema se determinan las constantes K~o K2, K3 y K., cuyas soluciones para 
este caso son: 

M 
K, ... 2~ZK k, 

M 
Kz = 2 ~'11<: k2 

M 
K3= 2~2 K k3 

M 
1<4 = 2 <:(2 K k4 

1 

1-e?~Lsen2~L-e.~Lcos 2ael 
k1- 1+e~L-4e2<J:L+ 2e?~L cos 2~L 

1-'Z.e2~l-e.2 oeLcos 2i)?L- e.2 ~Lsen 2:ael 
k,= 1+ e,4<'tL_4e2~~'2.e2~L c.os 2 ce l 
k e.4~l+e2<elsen 2~L- e2di!Lcos 2~L 

3= H e.,~L- 4e.20¡j!l-+ '2.e,2del CO$ 2 c;e L 

2e..2~l:..e."~L_ e.,2<Jelsen '2~L-e.1~Lcos 2-eL 
k 4 = 1+ e.Utl_ 4 e}~t+ 2 e.15!tcos 2 ~ L 

Con estos valores las expresiones del recorrido y de los esfuerzos serán: 

w- 2V3c;-v1

) ~ M [eaex.(k, cos<Jex+ k2senaex)+ e:~x{k3 cosdeX+ k4 senaex~ 

N't'- 2 V3(1-~2) f M [t"' (k1cosat'X+ K2senc¡ex)+iaex (k3cosat'x+ k4 senaex)] 

Mx• M [e.acx (-k¡ sen C~eX + k2 cosa!X) + e;cex (k3 sen~x- k4 cos ~x)] 

~ [ctx[ ( ,1 Qx•- '{(if> M f [Kt senaex+cOSi:EX)+k2 (cost~ex-sen~x)J + 

+ e:~x[k3 (cosaex -sen éEx) + k4 ( cos~x+ sen¡rx)JJ 



-~~ ,_,. ~ú·'"-)~W ~t\l<' ·~ 1 ;;~,.~,<..•!·1~'.' •·: ~;. \1m•: ~htno~t•:•i'.lH•-':: tnle~ cm!' lii> acción ,en un borde no t1cnc 
ml1ucncia en el otro. ~e puede '•mpl111cal· el problema, iiegandose a la conocJdu soluc:wn: 

Con io que las expresiones de los esfuerzos y del recorrido resultan también notablemente 
simplificadas y· se transforman en las siguientes: 
•'. 

Mx ... Meé(X ( cosaex + senaex) ·, 

Esta solución simplificada puede utilizarse, en este caso, para valores de ~L mayores o iguales 
a 2,8, es decir: · ' 

'Z _L ~ 4,5 
a8 ~ 

Para los depósitos de hormigón, armado o pretensado con v = 0,2 es válida la simplificación 
siempre que: 

El corrimiento máximo Wm.u se produce en x = O y su valor se puede hallar por la fórmula 
aproximada: 

3,4aM 
Wmax ~ E Sí . 

El mayor valor de N91 se produce en x = O y su valor aproximado será: 

El máximo negativo de N91 se produce en una coordenada Xo y su valor será: 

' El mayor valor de M. se' produce en X = o y su valor es igual al momento aplicado M. 

El momento flector negativo alcanza como máximo el valor: 

Mmua. = -0,045M, , 

15 



Sólo existen momentos flectores negativos que se deducen de este valor, en depósitos muy 
altos. En depósitos de dimensiones normales el máximo momento flector negativo es mucho 
menor e incluso no llega a presentarse el cambio de signo. 

2.1.4. Tabulación del caso II. 

En las tablas números IV, V y VI se incluyen los coeficientes que, introducidos en las fórmu· 
las siguientes. dan los valores del recorrido y los esfuerzos, para distintas alturas unitarias: 

' ' 

2. V3C1-V2) ~ M Coef 
W= E <)1 X Ir 

N·r· 2 Vo(1-Y2
) ~ x Coef~ 

M'~-= M x Coefy 

Qx =-'\13 ( ,_.yz.) M .x Coef!l 
\[OS" 

En la tabla B se incluyen los valores de los coeficientes ko y kL que permiten hallar los va· 

HL 
--

0,6 
OR 
J.n 
1,2 
1.4 
1,6 
1,8 
2,0 
2,2 
2,4 
2,6 
2,8 

16 

TABLA B 

Depósito Ubre en sus dos bordes, solicitado por un momento rndlal uniforme, M, 
en el borde Inferior 

L 

M 0..---J'-----+--~M 

f 2a + 

VALORES DE LOS COEFICIENTES ~ Y kL 

~ kt xL 
1 

k. kt xL k o 

- ·- -- - - --
-28.2233 -27,6237 3,0 - 2,0076 0,1694 5,5 - 2,0001 
- 12.3121 -11.5139 3,2 - 2,0075 0,1726 6,0 - 2,0000 
- 6,7400 - 5,7455 3,4 - 2,0073 0,1635 7,0 - 2,0000 
- 4.3565 - 3,1701 3,6 - 2,0065 0,1466 8,0 - 2,0000 
- 3.2113 - 1,8403 3,8 - 2,0054 0,1257 9,0 - 2,0000 
- 2,6243 - 1,0796 4,0 - 2,0042 0,1035 10,0 - 2,0000 - 2,3149 ·-0,6118 4,2 - 2,0030 0,0818 12,0 - 2,0000 . 
- 2,1524 - 0,3101 4,4 - 2,0020 0,%19 14,0 - 2,0000 
- 2,0699 - 0,1114 4,6 - 2,0013 0,0445 16,0 - 2,0000 
- 2.0309 0,0188 4,8 - 2,0008 0.0299 18,0 - 2,0000 
- 2,0144 0,1009 5,0 - 2,0004 0,0182 20,0 - 2,0000 - 2,0088 0,1479 

kt 

- 0,0001 - 0,0067 
- 0,0051 
- 0,0011 

0,0002 
0,0003 -----



lores de la derivada del corrimiento radial w en los 
dos bordes del depósito considerado, de acuerdo 
con las expresiones: 

Los gráficos G-IV, G-V y G-VI corresponden, respec· 
tivamente, a las tablas IV, V y VI. 

2.1.5. Caso lila. 
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Flg. 5 

Depósito lleno, libre en su borde superior y rígidamente empotrado en el borde inferior (figu· 
ra 5). 

De acuerdo con la solución [V], la expresión del recorrido w será: 

W=Wp+e-i1!.x [K,cosdex+ K2 senaex]+e-aex [Ka cosaex+ K4sen(tx] [VHI] 

La carga exterior Z valdrá en este caso 

Z = y(L-x), 

con lo que una solución particular Wp, que coincide con la solución membrana, tiene la expre· 
sión: 

Las condiciones de borde serán: 

Borde inferior.-Para x =O, (w),ao =O; (:) x=o =O. 

Borde superior.-Para x = L, (M .. ),.mL =0; (Oa)a=L = O. 

Estas cuatro condiciones conducen al siguiente sistema de ecuaciones: 

)a2 
LES+ K,+KJ•O 

oo1 t 
- E 0 "'i" +K,+ K2- K3 + K4 -O 

i,ill.L [-K, (sen<fL+ COSCfl)+ Kt (cosael-sen ae L )] +K3(cosaeL- senael)+K4(cosael-t-senael)-O 



.. 

Con estos valores, las expresiones de los esfuerzos y del recorrido serán: 

w• 002 L [1- L+e,~'f{ (- K1 cosaex+k'lsenaex)+ e.-ctx(-k3COSCleX+k4senaex)] 
ES l 

Ntt. o al [1- ~ + e~x(-k1 C05deX+ k2senaex)+e;¡e)((- k3 COSatX+ k.4 S.en aex)] 

Mx ,. )' 0 Ó L r<!. ac:c. ( k1 sen<f X+ 1<2 cas ~x)+i.li!X (- k3 sen deX- k~¡. COS aex)] 
2V3(1-v2) l' 

o L '10"8 r e..tleX [k, ( senaex+eosaex)+ k2 (cosaex-sen aex)] + 
2 {/3(1-v1 ) L 

+ é.<J!x [-k3 (cos~x-sen~x)+k,.(cosCJex+sencex)Jl 
' 

1' 

Conviene destacar que para la solicitación del empuje hidrosta .. .;o del líquido contenido en 
el depósito, la solución' membrana o solución particular a que se ha hecho referencia ante­
riormente, es la siguiente: 

Ya 2 

w- -(L-x) 
P ES 

Si se supone que el depósito cumple, por sus dimensiones, la condición de que la acción en 
un borde no tiene influencia en el otro, se simplifica el problema, obteniéndose la solución: 

con lo que se llega a las conocidas y más simples expresiones sigtlientes: 

w = 1~ L [1- ~ "t' e;aex(-cos~x-sen~x+~L sena!x] 

18 



Los máximos de M. y O. se obtienen para x =O, es decir. en el empotramiento, y sus valores 
serán: 

En el gráfico figura 6 aparecen también el valor máximo de N'~' y su localización. cuya ex­
presión analítica es bastante más compleja que las correspondientes a M,. y O •. 

2.1.6. Tabulación del caso lila. 

En las tablas VII, VIII y IX se incluyen los coeficientes que. introducidos en las expresiones 
que se dan a continuación, dan los valores del recorrido y1 los esfuerzos, para distintas altu­
ras unitarias, en cualquier depósito: 

N'!'- 'r.a. L x Coef:m 

Mx= Y. a 8 L x Coef 
2 \f.3(1-y:t) lDI 

Q .. - 0 L V'(Jf; x Coef IX 
X 2 \Y3( 1-\)2) 

Los gráficos G-VII, G-VIIl y G-IX corresponden, respectivamente, a las tablas VII, VIII y IX. 

En el gráfico de la figura 6 se induyen dos curvas que permiten determinar fácil y rápida­
mente los valores máximos del corrimiento w y del esfuerzo N'~' y la altura relativa Xo/L 
en que se presenta, en función de la característica geométrica del depósito. 

Análogamente, en la figura 7 se incluyen cuatro curvas, con las que se determinan: el valor 
máximo positivo M. mu correspondiente al momento flector M. en el empotramiento, el v.alor' 
máximo negativo M. mln del momento flector, la altura relativa Xo/L en que se presenta, y la 
altura relat1va xt/L en que la ley del momento flector M. pasa por primera vez por valor nulo. 
Todos estos datos se pueden obtener en función de la característica geométrica, "L, del de­
pósito considerado. 
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2.1.7. Caso lllb. 

Depósito lleno, libre en su 'borde superior y articulado en el borde inferior (fig. 8). 

Según se ha visto al estudiar el caso lila, la solución del recorrido será: 

Las condiciones de borde para este caso son: 

Borde inferior.-Para x = O , 

Borde superior.-Para x = L • 

(w) ... o =O; 

(Mx)•=L = 0; 

(M)x=o = 0. 

(Ox)a=L = 0. 

Estas cuatro condiciones conducen al sistema de ecuaciones siguiente: 

y o t L + K -t' K '.l .. O 
ES ' ~ 

20 
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let!L f-K, (sen~ L+cosae L )+ K1 (cos ae l-sen CJe L)] .,K3.(cos~ L -senae L) t K4 (cosael +sendel)-0 

De donde se obtienen los siguientes valores para las 
constantes de integración: 

ra1 

K, ... TILk, 

Ya2 

K'Z.·n Lk1 

Ya1 

K3-ES L k3 

Ya 2 

K4 .. ES L k4 

k 1+e.?;EL sen 2~ L- ~;¡el 
, .. -1+e4 d-2e};¡eLsen2ae.L 

e}deL_ e zJü cos 'l. Je L 
k2• -J+e.4xl_2e..uelsen 2a!.L 

e,2ael_ e..4aeL.,..e,zaelsen2ae.L 
k3.. -t+e.ltxl_ 2 e,;uel sen 2~ L 

e..2del_ e,2 t~tL co5 2 ae l 

~~~~~-=-

1-

- ,_s_ 

z L 

+X 

' ¡¡¡ 

Flg. 8 
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Con estos valores las expresiones de los esfuerzos se obtendrán a partir de la fórmula [VI] y 
el recorrido de la expresión [IX]: 1 ~ 

Ntp• '(aL Q- ~ +e:~·.x (k1 co~ClX+ k2 senaex)+ i~x (K3 cosaex+ k~t sen tJex)] 

Mx= va o L re.,aex (- kl senaeX+kaC05aex)+e7aex(kasenaex-k¡.cos;ex)l 
2 3(1-}l2)1..: ~ 

Q,•i ~;~) &"• f k, (sen ;rx- cosaex) + k2 ( cos¡ex-se~ ,;; ,) J + 

+ e-"" [ k3( cosW<-sen l<x) ~ k,. ( cosaex +Sen aex )~ 

Si se supone que el depósito tiene unas dimensiones tales que el efecto en un borde no tiene 
influencia en el otro, se obtienen los siguientes valores para las constantes: 

. Con lo que se llega a las expresiones siguientes: .. 

Ntp= o aL [1- ~ -e,-.xx cosaex J 
M -Ya8L -~ 

x"" e sen oex z V3C1-~2J 

Q = 0 L VaS e;ilx(cos~x-senaex) 
x 2 'Vs(Ffl) 

En esta solución simplificada, y para depósitos de honnigón armado o pretensado con v = 0,2, 
el valor máximo del momento flector M .. es: 

y se obtiene a una altura relativa Xo 

L 

M. mu :::.! - 0,095ya<lL 

Xo ...., O 6\ {'08' 
T- ' VI! 

Como en el caso lila, aparece aquí en la figura 9 la localización de los máximos de w y N9" 
y sus valores. 
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2.1.8. Tabulación del caso Illb. 

· ~ = valor obtenido de !a curva (i) 

15 

ya1L 
w-•· = -Ed X k 

N'P-· = yaL X k 
k = valor obtenido de !a curva ® 

20 Ole 
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En las tablas X, XI y XII se incluyen los coeficientes que, introducidos en las expresiones 
que se dan a continuación, permiten obtener los valores del recorrido y los esfuerzos, para 
distintas alturas unitarias, en cualquier depósito: 

N'f- Ya Lx [coefx] 

M • r a 8 L X [coef l 
J( 2 V3( 1-)P') xu 

Q YVOSL r : l 
x=- ~( ,lzxLCoe~ 

2 3 1- .. ) 
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2 3 4 5 10 

~ = valor obtenido de la curva <D 
M -- ya()L k 

...... - 2V3(1-v') X 

k = valor obtenido de la curva ® 

t5 20 

Los gráficos G-X, G-XI y G-XII corresponden, respectivtmente, a las tablas X, XI y XII. 

En el gráfico de la figura 9 se incluyen dos curvas que permiten determinar, fácil y rápida­
mente, los valores máximos del corrimiento w y del esfuerzo N"' y la altura relativa en que 
se presentan, y esto en función de la característica geométrica "L del depósito considerado. 

En la figura 10 se incluyen otras dos curvas, con las que se pueden detenninar el momento 
flector máximo M,. y la abscisa unitaria en que se produce. · 



:1. JEjem,plos 

Bjern¡Jlo 1. 

Depósito de hormigón armado empotrado en la cimentación y libre en el borde superior, de 
8 m de altura, 4,10 m de radio exterior y 20 cm de espesor uniforme de pared. Se considerará 
el depósito lleno de agua y se tomará un valor 'del coeficiente de Poisson igual a 0,2. 

Datos. 

Radio medio: 

Altura: 

Espesor pared: 

Módulo de Poisson: 

Peso específico liquido: 

Solución directa. 

a= 4,00 m 

L= 8,00 m 

d = 0,20 m 

v= 0,2 

r = 1.000 kg/m1 

• '""='"".,.----:;:-::-

- V 30 - vZ) - 1 456 
"- V a~ - ' 

xL = 1,456 X 8 = 11,65 

yaL = 1.000 X 4 X 8 = 32.000 

yadL = 1.885 
2 V 3(1-vZ) 

El gráfico de la figura 6 da para xL = 11,65 

Xo T = 0,216 ; k = 0,806 , 

luego 

'-~ 

N., m•~ = 0,806 X 32.000 = 25.800 kg/m . 

Y se prt.,~.lta a una altura Xo = 8 X 0,216 = 1,728 m. 

Los gráficos de la figura 7 dan para xL = 11 ,65 

Xo X1 r = o,l38; r = o,o63: k1 = o,913; k2 =- o,2o8, 

luego 
[M.]s;=o = 1.885 X 0,915 = 1.720 kg • m/m ; 

M. mio= -1.885 X 0,208 =-392m· kg/m, 

y se presenta a una altura Xo = 0,138 X 8 = 1,104 m. 

La altura del momento nulo corresponde a x1 = 0,063 X 8 = 0,504 m. 
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En general, con los datos anteriores se pueden dibujar con aproximación suficiente en los' 
casos prácticos las leyes de N'~' y M., esfuerzos fundamentales para el proyecto del depósito. 

El valor del esfuerzo cortante Q. interesa menos, por lo que se suele hallar su valor máximo 
para comprobación, pues en los depósitos de hormigón este esfuerzo está resistido amplia­
mente por el hormigón. Este valor máximo de Q. se puede obtener del gráfico G-IX o de la 
tabla IX para x = O. 

yL V ad 1.000 X 8 
Oa mu =- • _X [Coef. IX] ... o =- 2 X y 456 [-1,910] = 5.240 kg/m. 

2 V30-V2> ' 
Los valores de N'~', M,. y Q" en las distintas alturas se obtendrán 'pi>r medio de los coeficien­
tes Coef. VII, Coef. VIII y Coef. IX, de los gráficos G-VII, G-VIII y G-IX para xL = 11,65, y 
sus expresiones serán: ' 

. N'~'= 32.000 Coef. VII 

M,. = 1.885 Coef. VIII 

Q. = -2.750 Coef. IX , 

Solución por superposición de estados. 

Se obtendrá mediante la superposición de los tres estados siguientes: 

1.0 Solución particular correspondiente a las cargas exteriores, que constituye la solución 
membrana (VIII). 

2.0 Estado correspondiente a la aplicación de un esfuerzo uniforme R en el borde inferior. 
3.0 Estado c~rrespondiente a la aplicación de un momento uniforme M en el borde inferior. 

Los valores numéricos de M y R se determinarán con las dos condiciones siguientes: 

[ ddxw] =o. 

Corrímiento en x =O de la solució~ particular: 

ya2 12.800 
E<) L = E& 

Corrimiento en x = O debido a la aplicación de R (gráfico G-I): 

_ 2 Y3(1-vl)a 1/a R __ 46,61 R 
E<) V T - E6 • 

Corrimiento en x = O debido a la aplicación de M (gráfico G·IV): 

2 V3lt--=?)a _1 M _ 67,88 M 
Ed d - E<) ' 

Giro en x = O de la solución particular: 

ya2 3.200 
- E6 =- E<Jl 

Giro en x =O debido a la aplicación de R (tabla A): 
2a· ~ 13,58 
E<J1 V 3(1-,.Z) R = E<JZ R. 
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Giro en x = O debido a la aplicación de M (tabla B): 

• -=-:::~----=--=:-:-
2 V""Blc' v [3(1- v)] 3 M(- 2> __ 39,55 ·M 

Etl2 - E()l • 

Las dos ecuaciones serán: 

de donde: 

128.000-46,61 R + 67,88 M= O 
- 3.200 + 13,58 R- 39,5.5 M = o D 

R = 5.259 kg/m 
M= 1.725 m· kg/m, 

y las expresiones de los esfuerzos 'son: 

. ' 

N"= raL ( 1- ~ } + 2 V~~; vl) a 5.259[Coef. I] + 2 V3
(1 ¡- ,Z) 1.725 [Coef. IV],; 

~ . 
M .. = 5.259 [Coef. II) + 1.725 [Coef. VI]; 

v=3 <;-:-1-_-,z-:-::-> 

1 ":=--"7:--:-:-

Q,. =- 5.259 [Coef. III]- V 3~~ v2) 1.725 [Coef. V]. 
v atl t • 

Todos los valores de los coeficientes se obtendrán para xL = 11,65. 

Los valores de los esfuerzos se dan en el cuadro siguiente, y su representación gráfica, en la 
figura 11. 

EJEMPLO t.• 

X 

- X Coef. 1 Coef. 11 Coef .. III Coef. IV Coef. V Coef. VI N., M. Q. 
L 

---- ----
o o -1 o -1 1 1 ·O o 1.725 5.259 

0,05 0,4 -0,466 -0,307 -0,160 0,158 0,775 -0,614 6.479 228 2.384 

0,10 0,8 -0,123 -0,287 0,165 -0,165 0,410 -0,573 16.435 -329 571 

0,15 1,2 O ,oJO -0,172 0,200 -0,200 0,140 -0,348 23.183 -380 -178 

0,20 1,6 0,068 -O,o70 0,140 -0,140 o -0,140 25.667 -253 -385 

0,30 2,4 0,028 0,010 0,018 -0,019 -0,039 0,025 23.559 - 31 -157 

0,40 3,2 o O ,otO -O,QIO O ,otO -0,007 0,020 19.493 24 2 

0,50 4,0 -0,003 0,001 -0,005 0,005 - - 15.963 4 26 

0,60 4,8 - -0,001 - - - -. 12.800 - -
0,70 5,6 - - - - - - 9.600 - -
0,80 6,4 - - - - - - 6.400 - -
0,90 7,2 - - - - - - 3.200 - -
1,00 8,0 - - - - - - o - -
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Eje11aplo Z 

Depósito de hormigón armado, articulado en la cimentación y libre en el borde superior, 
de 8 m de altura, 4,10 m de radio exterior y 20 cm de espesor uniforme de pared. Se con­
siderará el depósito lleno de agua y se tomará un valor del coeficiente de Poisson igual a 0,2. 

Datos. 

Radio medio: 
Altura: 
Espesor pared: 
Módulo de Poisson: 
Peso específico líquido: 

a= 4,00 m 
L = 8,00 m 
d = 0,20 m 
,; = 0,2 
r = 1.000 kgfm• 

"= V 30 - ,z> = 1.456 
Vad 

xL = 1,456 X 8 = 11,65 
1 

' 

yaL = 1.000 X 4 X 8 = 32.000 

yaL<) = 1.885 
2 V 30-..Z> 

Solución directa. 

El gráfico de la figura 9 da para xL = 11 ,65 

~ = 0,165; k= 0,885. 

luego 

\ 

N., mu = 0,855 X 32.000 = 28.320 kg/m , 

Y se presenta a una altura Xo = 8 X 0,165 = 1,32 m. 

Los gráficos de la figura 10 dan para xL = 11,65 

~ = 0,067 ; k = 0,322 • 

luego [M.]mu = - 1.885 X 0,322 =- 607 m · kg/m. 

y se presenta a una altura Xo = 0,067 X 8 = 0,536 m. 

El valor máximo del esfuerzo cortante O. será: 

= 

1 

~ -~ 
=1000 ~i~Jfm~ 

1 
1 

1 

.4.10 

Q. mo = - /L VaJ X [Coef. XII]xaO = - 2.750 kg/m. 
2V30-..Z> 

~,..--

&.20. 
8, 00 

-

l 
1 . 

Los valores de N.,, M. y O. en las distintas alturas se obtendrán por medio de los coeficien­
tes Coef. V, Coef. XI y Coef. XII de los gráficos G-X, G-XI y G-XII para xL = 11,65, y sus 
expresiones serán: 

N, = 32.000 Coef. X 
M. = 1.885 Coef. XI 
Q. =- 2.750 Coef. XII 
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Solución por superposición de estados. 

Se obtendrá mediante la superposición de los dos estados siguientes: 

1.0 Solución particular correspondiente a las cargas exteriores, que constituye la solución 
membrana. 

2." Estado correspondiente a la aplicación de un esfuerzo uniforme R en el borde inferior. 

El valor numérico de R se determinará con la condición siguiente: 

[w].=o =O. 

Corrimiento en x = O de la solución particular: 

Corrimiento en x = o' debido a la aplicación de R (gráfico G-I): 

• 
_ 2 V3(1-=7) va R = _ 46,61 • R 

E~ a <) B~ 

La ecuación que define el valor de R será: 

128.000-46,61 R =O, 
de donde 

R = 2.746 kg/m , 

y las expresiones de los esfuerzos son: 

• -::---:-:o--= 

N9' = yaL ( 1- ~ ) + 2 V~:;- ~)a 2.746 [Coef. I] . 

Va~ 
M.= ---- 2.746 [Coef. II]. 

v-=3-;--:(l:--------=~~> 

O.=- 2.746 [Coef. III]. 

Todos los valores de los coeficientes se obtendrán para xL = 11,65. 

Los valores de los esfuerzos se dan en el cuadro siguiente, y su representación gráfica, en 
la figura 12. 
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X - X Coef. 1 
L 

o o -1,000 
0,05 0,4 -0,466 
0,10 0,8 -0,122 
0,15 1,2 0.030 
0,20 1,6 0.068 
0,30 2,4 0.028 
0,40 3,2 0,000 
0,50 4,0 -0,003 
0,60 4,8 -
0,70 5,6 -
0,80 6.4 -
0,90 7,2 -
1,00 8,0 -

8,00 

7,00 

6,00 

~~~~ll.lllt~. 

lOO 

1,00 

\00 

-:10.000 • 

EJEMPLO z.e 

Coef.II Coef. 111 N"' 

----

0,0000 -1,000 0,000 
-0,3075 -0,160 15.488 
-0,2870 0,163 24.896 
-0,1715 0,203 28.160 

'-O,o705 o 140 27.776 
O,otOO o:o18 23.296 
0,0100 -0,010 19.200 
0,0010 -0,005 15.904 

-0,0010 - 12.800 - - 9.600 
- - 6.400 
- - Q 3.200 
- - -

lOO 

7.00 

s.oo 

-1 

·······-~~1 ........ 4QO 

z,oo 

\00 

1000 1000 -1000 

M. 

o 
-580 
-541 
-323 
-133 

19 
19 
2 

- 2 
----

Q. 

2.747 
439 - 448 

- .558 - 385 - 49 
27 
14 

-----

1,00 

&,00 

3.00 

·49 

3,00 

·38S 

-5S8 

1,00 
-1,1,6 

_ -1000 ~zooo 

Ox 
Flg, lZ 
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Depósito de hormigón armado empotrado en la cimentación y libre en el borde superior, 
de 2,30 m de altura, 5,10 m de radio exterior y 20 cm de espesor uniforme de pared. Se con· 
siderará el depósito lleno de agua y se tomará un valor del coeficiente de Poisson igual a 0,2. 

Datos. 

Radio medio: 

Altura: 
Espesor pared: 

a = 5,00 m 

L = 2,30 m 

~ = 0,20 m 

, = 0,2 

r-- --1~:~.,~ 1QJ2J~ 
$.~ ;s ..: N~ , . 

Módulo de Poisson: 
.;.:• 

. t 
Peso específico líquido: r = 1.000 kg)m3 

. -:::-;--:--:;-::-
)e= V 3( ~- ,Z) = 1,3027 

V atl 
)tL = 1,3027 X 2,30 = 2,996 

yaL = 1.000 X 5 X 2,3 = 11.500 

raU = 678 
2 V 30- ,z> 

Solución directa. 

El gráfico de la figura 6 da para )tL = 2,996 

~ = 0,560 ; k = 0,335 ' 

luego 

N'~' mlUI = 0,335 X 11.500 = 3.852 kg/m. 

Y se presenta a una altura :xo = 2,30 X 0,56 = 1,29 m. 

Los gráficos de la figura 7 dan para )tL = 2,996 

luego 

Xo x. r = o,43 ; r = o,195 ; k. = o,65 ; kz = - o,t92 , 

[M,,].=o = 678 X 0,65 = 440 m • kg/m 
M. mln = -678 X 0,192 = - 130 m • kg/m 

Y se presenta a una altura :xo = 0,43 X 2,30 = 0,99 m. 

La altura del momento nulo corresponde a x1 = 0,195 X 2,30 = 0,45 m. 

5.10 

Los valores de N"', M,. y Q .. en las distintas alturas se obtendrán por medio de los coeficien­
tes Coef. VII, Coef. VIII y Coef. IX, de los gráficos G-VII, G-VIII y G-IX para )tL = 2,996, y 

R2 



sus expresiones serán: 
N11 = 11.500 Coef. VII 

Mx = 678 Coef. VIII 

O. = - 883 Coef. IX 

Solución por superposición de estados. 

Se obtendrá mediante la superposición de los tres estados siguientes: . 
1.0 Solución particular correspondiente a las cargas exteriores, que constituye la solución 

membrana. 

2.0 Estado correspondiente a la aplicación de un esfuerzo uniforme R en el borde inferior. 

3.0 Estado correspondiente a la aplicación de un moment_o uniforme M en el bor~e inferior. 

Los valores numéricos de M y R se determinarán con las dos condiciones siguientes: 

[w] .... o =O 

[ dw J _ 0 dx •• o-

Se tendrá: 

Corrimiento' en x = O de la solución particular: 

ra2L _ 57.500 
Ed EtJ 

Corrimiento en x = O debido a la aplicación de R: 

2a2 2a2 65,565 R 
Ed NR[K. +K,] =- Ed 1,311~ R =- E<) • 

Corrimiento en x =O debido a la aplicación de M: 

Giro en x = O de la solución particular: 

ya2 
- Ed =-

Giro ~n x = O debido a la aplicación de R: 

25.000 
E<) 

2a2 2a2 
'·- 84 885 

E<) ~R[K• + lK2- Kl + 2K.] = E<) 1,6977 R = Éd R. 

Giro en x =O debido a la an1. ación de M: 

2 V ~~~~ ~) xM[Ka + KJ- KJ + K.] a~~r = - ~~r M • 3,859 X 10,~, = - 22~:9 M. 



Las dos ecuaciones serán: 

de donde: 

57.500-65,565 R + 84,870 M = O 
-25.000 + 84,885 R- 221,890 M= O, 

R = 1.450 kg/m 
M = 442 m · kg/m 

Y las expresiones de los esfuerzos son: 

. --::-;-~-.... 
N'~'= raL ( 1- ~) + 2 V 3~1a; vl)a 1.450 [Coef. I] + 2 V 3(~- vl) 442 [Coef.IV]. 

V all f ] M.= , 1.450 [Coef. 11] + 442 [Coe . V . 
v 30-r> 

y-=-3('-:-:"1---vl-;:-:-) 
Q. =- 1.450 [Coef. 111]- ,

1 
_ 442 [Coef. VI] • 

v all 

Todos los valores de los coeficientes se obtendrán para xL = 2,996. 

Los valores de los esfuerzos se dan en el cuadro siguiente,/ y la representación gráfica, en 
la figura 13 •. 

EJEMPLO 3.• 

X - X Coef. I Coef. II Coef. III 
L 

Coef. IV Coef. V Coe( 111 N"' M. o. 
---- --
o o -1,007 o -1,000 1,0004 1,000 o o 442 1.450 

0,05 0,115 -0,855 -0,128 -0,720 0,722 0,980 -0,257' 190 291 1.192 

0,1 0,23 -0,715 -0,218~ -0,485 0,487 0,926 -0,437 497 166 955 

0,15 0,345 -0,580 -0,2760 -0,290 0,294 0,850 -0,553 1.025 69 739 

0,2 0,46 -0.460 -0,3075 -0,135 0,139 0,760 -0,617 1.553 - 6 551 

0,3 0,69 -0,256 -0,3138 0,07( -0,072 0,570 -0,631 2.675 - 97 253 

0,4 0,92 -0,113 -0,2715 0,185 -0,180 0,390 -0,550 3.416 -129 49 

0,5 1,15 -0,017 -0,2092 0,220 -0,216 0,246 -0,430 3.809 -124 - 71 
0,6 1,38 0,042 -0,1430 0,211 -0,208 0,136 -0,300 3.833 - 99 -133 

0,7 1,61 0,077 -0,0840 0,176 -0,174 . 0,064 -0,186 3.599 - 65 -148 

0,8 1.84 0,092 -O,Q385 0,125 -0,129 0,022 -0,094 3.070 - 33 -127 

0,9 2,07 0,105 -0,0100 0,065 -0,079 0,004 -0,032 2.541 - 9,4 - 76 
1 2,30 0,110 o o -0,028 o o 1.868 o o 

' 
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Depósito de hormigón armado articulado en la cimentación y libre en el borde superior, de 
2,30 m de altura, 5,10 m de radio exterior y 20 cm de espesor de pared uniforme. Se con­
siderará el depósito lleno de agua y se tomará un valor del coeficiente de Poisson igual a 0,2. 

Datos. 

Radio medio: 

Altura: 
Espesor pared: 

Módulo de Poisson: 
Peso especifico líquido: 

a= 5,00 m 
L = 2,30 m 

d = 0,20 m 

V= 0,2 

y = 1.000 kg/m' 
)( = 1,3027 

xL = 2,996 

yaL = 11.500 

yaLó = 678 
2V 3(1-r) 

Solución directa. 

El gráfico de_ la figura 9 da para xL = 2,996 

~ = 0,44 ; k = 0,49 • 

luego 

.. 

N'l' mea= 11.500 X 0,49 = 5.635 kg/m, 

Y se presenta a una altura Xo = 2,30 X 0,44 = 1,01 m. 

El gráfico de la figura 10 da para xL = 2,996 · 

Xo T = 0,256; k = 0,316. 

luego 

-~ 020. - f= 
-4 ~~ 

~=1000~./m? 

5.10 l 
• l 

[M,.]mu = -678 X 0,316 = -214 m · kg/m . 

Y se presenta a una altura Xo = 2,30 X 0,256 = 0,59 m. 

'-· 

2.3 o 

Los valores de N'~', M. y Q,., en las distintas alturas, se obtendrán por medio de los coeficien· 
tes Coef. X, Coef XI y Coef. XII de los gráficos G-X, G-XI y G-XII para HL = 2,996, y sus ex· 
presiones serán: 

N'1' = 11.500 Coef. X 
M. = 678 Coef. XI 
Q. = - 883 Coef. XII 



Solución por superposición de estados. 

Se obtendrá mediante la superposición de los dos estados siguientes: 

1.0 Solución particular correspondiente a las cargas exteriores, que constituye el estado 
membrana. 

2.0 Estado correspondiente a la aplicación de un esfuerzo uniforme R en el borde inferior. 

El valor numérico de R s~ determinará con la condición siguiente: 

[w] ... o=O. 

Corrimt-l.tO en x = O de la solución particular: 

Corrimiento en x = O debido a la aplicación de R: 

2a1 

-E'f" 1,3113R =-

Así se tendrá: 

65,565 R 
El) , 

57.500-65,565 R = O; R = 877 kg/m. 

Y las expresiones de los esfuerzos son: 
• 1 

Nq. = yaL ( 1- ~) + 2 V 3~1;::; vZ)a S77 [Coef. I] • 

Va~ 
Mll = , 877 [Coef. II]. 

V 3(1- vZ> 

Q. = - 877 [Coef. III] . 

Todos los valores de los coeficientes se obtendrán para xL = 2,996. 

Los valores de los esfuerzos se dan en el cuadro siguiente, y la representación gráfica, en 
la figura 14. 

EJEMPLO 4." 

X 

- X Coef. I Coef. Il Coef. III N .. M. Q. 
L 

·----------
o 0,000 -1,007 0,0000 -1,000 o - 0,0 877 

0,05 0,115 -0,855 -0,1285 -0.720 1 161 - 86,4 631 
0,1 0,23 -0.715 -0.2185 -0,485 2.185 -147 425 
0,15 0,345 -0.580 -0,2760 -0,290 3.151 -186 254 
0,2 0,46 -0,460 -0,3075 -0,135 3.947 -207 118 
0,3 0,69 -0,256 -0,3138 0,076 5.127 -211 - 67 
0,4 0,92 -0,113 -0,2715 0,185 5.610 -183 -162 
O .S 1.15 -0,017 -0,2092 0,220 5.556 -141 -193 
0,6 1,38 0,042 -0,1430 0,211 5.080 - 96 -185 
0,7 1,61 0,077 -0,0840 0,176 4.329 ~ 56 -154 
0,8 1.84 0,092 -O,o385 0,125 3.351 - 26 -109 
0,9 2,07 0,105 -0,0100 0,065 2.349 - 6,7 - 57 
1 2,30 0,110 0,0000 o 1.256 o o 

87 
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Depósito de hormigón armado empotrado en la cimentación y libre en el borde superior, de 
8 m de altura, 6 m de radio medio y 35 cm de espesor de pared uniforme. Se considerará el 
depósito lleno de agua y se tomará un valor del coeficiente de Poisson igual a 0,2. 

Datos. 

Radio medio: 

Altura: 
a = 6,00 m 

L = 8,00 m 

Espesor pared: o = 0,35 m 

Módulo de Poisson: v = 0,2 

Peso específico líquido: r = 1.000 kg/m3 

X = 0,8989 . 

xL = 7,1916 

yaL = 48.000 

raLo = 4.950 
2 V 30- vZ> 

• yL Va.J = 4.450 

2 V 30-vZ> 

Solución directa. 

El gráfico de la figura 6 da para xL = 7,1916 

V= 1000 Kg.f m~ 

,,, ''" 

Xo r = 0,315: k= o,685, 

luego 

! 
1 

N'~' maa = 32.880 kg/m y Xo = 2,52 m • 

El gráfico de la figura 7 da para xL = 7,1916 

6.175 

Xo Xt T = 0.21 : T = o,w : kt = 0,86 ; kz = - 0,209 , 

luego 

M. mu = 4.257 m· kg/m en 
Mutn = -1.034 m· kg/m en 

El momento es nulo en Xt = 0,8 m . 

Las expresiones de N'~', M. y O. son: 

N"' = 48.000 Coef. VII 
M. = 4.950 Coef. VIII 
O. = - 4.450 Coef. IX 

x=O 
Xo = 1,68 m. 

035 8.00 

1 
l 

89 



Solución por superposición de estados. 

Siguiendo el mismo camino que en los ejemplos anteriores, se. tiene: 

Corrimiento en x = O de la solución particular: 

ra2L a2 
Ed = Ed 8.000. 

Corrimiento en x = O debido a la aplicación de R: 

a2 
- E" 1,7979 R. 

Corrimiento en x = O debido a la aplicación de M: 

a2 
E() 1,6163 M. 

Giro en x = O de la solución particular: 

at 
- E() 1.000. 

Giro en x = O debido a la aplicación de R: 

az 
E() 1,6163 R. 

Giro en x = O debido a la aplicación de M: 

Las dos ecuaciones que expresan que 

[w].=o =O y ['!;],.~o= O 
son: 

· 8.000-1,7979 R + 1,6163 M = O 
-1.000 + 1,6163 R- 2,9059 M= O, 

de donde 
R = 8.281 kg/m 
M= 4.262 m· kg/m. 

Y las expresiones de los esfuerzos son: 

40 

• 

( 
x ) 2 V -=-3-:-::(1---,.l-..) a V 3 (1 - ,.2) 

N~= yaL 1-T + V a<) · 8.281 [Coef. 1] + 2 6 4.262 [Coef. IV]. 

\1 a6 
M. = - 8.281 [Coef. II] + 4.262 [Coef. V] . 

V 3(1-Y) . -;:-;-::----:-::-
Q. = -8.281 [Coef. III]- V 3V(l-Y) 4.262 [Coef. VI]. 

a<) 



X 

-
o 
0.4 
0,8 
1,2 
1,6 
2,4 
3.2 
4 
4,8 
5,6 
6,4 
7). 
8 

En el cuadro siguiente se dan los valores de los esfuerzos, y su representación gráfica, en la 
figura 15. 

EJEMPLO 5.• 

1 X 

- Coef. 1 Coef. 11 Coef. III Coef.IV Coef. V Coef. VI N., M. 
L 

.. 
Q, 

-------
_ .. __ -----

o -1,000 0,000 -1,000 1,000 1,000 0,000 o 4.262 8.281 
0,05 -0,653 -0,2455 -0,407 0,407 0,900 -0,491 4.090 1.575 5.251 
0,1 -0,365 -0,321 -0,045 0,045 0,685 -0,640 12.455 - 38 2.825 
0,15 -0,160 -0,299 0,140 -0,140 0,462 -0,600 20.721 - 785 1.140 
0.2 -0,031 -0,2355 0,205 -0.205 0,267 -0,470 27.158 -1.031 103 
0,3 0,064 -0,096 0,165 -0,160 0,033 -0,192 32.704 - 743 -630 
0,4 0,054 -0,015 O,o70 -0,0675 -0,040 -0,030 30.834 - 308 -465 
0,5 0,025 0,012 0,012 -0,013 -0,035 0,025 25.696 - 38 -195 
0,6 0,004 0,012 -0,0075 0,010 -0,018 0,025 19.970 34 - 34 
0,7 -0,002 0,0065 -0,009 O,QlO -0,004 0,012 14.634 43 29 
0,8 -0,0035 0,002 -0,005 0,006 - o 9.535 18 41 
0,9 -0,0035 0,000 o o - 0,003 4.487 o - 11 
1 0,000 o o o 

1 
- o o o o 

o &00 o a.oo &00 

o -n 
7.00 7.00 7.00 

r 

11 41 

1,.00 LOO 5,00 

29 

s.oo 5.00 6.00 
l4 -J4 

4,00 .,, ·~00 ·19S4.DO 

•.SS 
3.00 !,00 J.OO 

-t:JO 

2.00 2.00 

1,00 1.00 

Flg. 15 Qx 
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Depósito de hormigón armado empotrado en la cimentación y en el borde superior, de 2,30 m 
de altura, 5 m de radio medio y 20 cm de espesor de pared uniforme. 

Datos. 

Radio medio: 

Altura: 

Espesor pared: 

Módulo de Poisson: 

Peso específico líquido: 

a= S,OO m 
L = 2,30 m 

<) = 0,20 m 

,.. = 0,2 

r = 1.000 kg/m3 

X= 1,3027 

xL = 2,996 

yaL = 11.500 

Solución por superposición de estados. 

Se obtendrá mediante la superposición de los estados siguientes: 

' 

~ 5.10 

1.0 Solución particular correspondiente a las cargas exteriores, que constituye el estado 
merribrana: 

2.o Estado correspondiente a la aplicación de un esfuerzo uniforme Rs en el borde inferior. 

3.0 Estado correspondiente a la aplicación de un esfuerzo uniforme R2 en el borde superior. 

4.0 Estado correspondiente a la aplicación de un momento uniforme M1 en el borde inferior. 

s.o Estado correspondiente a la aplicación de un momento uniforme M2 en el borde superior. 

Los valores numéricos de Rs, R%, M, y M1 se determinarán con las condiciones 

[w]aao =0 
[w] ... L =0 

r ~; ].aO =0 

l_~; ].al =O 

Corrimiento en x = O de la solución particular: 
al 

2.300 Ed • 

Corrimiento en x = L de la solución particular: O • 

Giro en x = O de la solución particular: 
al 

-1.000 E~ • 
Giro en x = L de la solución particular: 

az 
-l.OOO Ed • 



Corrimiento en x = O debido a R,: 

Corrimiento en x = L debido a R,:. 

Giro en x = O debido a R,: 

Giro en x = L debido a R,: 

Corrimiento en x = O debido a R.:: 

Corrimiento en x = L debido a Rl: 

Giro en x = O debido a &:: 

Giro en x = L debido a &:: 

... Corrimiento en x =O debido a M1: 

Corrimiento en x = L debido a Mt: 

Giro en x = O debido a Ma: 

Giro en x = L debido a Ma: 

Corrimiento en x = O debido a Mz: 

Corrimiento en x = L debido a M2: 

Giro en x = O debido a M,: 

Giro en x = L debido a M,: 

al 
- 2,621 Ed Rt • 

a:z 
0,2944 Ed Rt • 

· Rt 
16,977 Ed2 • 

Ra 
0,4785 Etl2 • 

2 -a . 
0;2944 Etl R.: •, 

a:z 
- 2,621 Etl &: • 

R.: 
- 0,4785 Ed2 • 

Rz 
- 16,977 Etl2 • 

az 
3,394 Etl M,. 

az 
-0,102 Etl M, 

Mt 
-44,384 E!ll" 

az 
-0,102-M2 • 

Etl 

a2 
3,394 Ed Mz. 

M2 
-3,745 Etl2 • 

Mz 
44,384 Ed:z. 



El sistema de ecuaciones quedará en la forma: 

de donde: 

2.300- 2,621 R, + 0,2944 R2 + 3,394 M,- 0,102 Mz = O 
0,2944 R,- 2,621 R2- 0,102 M, + 3,394 Mz = O 

- 5.000 + 16,977 R,- 0,4785 R2- 44,384 M,- 3,745 Mz = O 
- 5.000 + 0,4785 R,- 16,977 Rz + 3,745 M, + 44,384 M2 = O , 

R, = 1.469 kg/m 
R2 = 451 kg/m 

M,= 425 m· kg/m 
M2 = 233 m • kg/m 

Y las expresiones de los esfuerzos son: 

N"= raL ( 1- ~ ) + 2 V 3( 1- vl) V+ [R, Coef. IstL + Rz Coef. 1(1-a/L)] + 
1 + 2 V 3( 1 - ,,2) """F [M, Coef. IVstL + Mz Coef. IVo-atL)] • 

VaJ f ] M,.= , [R, Coef. llstL + Rz Coef. 11(1-a/Ll] + [M, Coef. VstL + M2 Coe . Vo-•tLl • 

v 30- vZ> 
• 1 

V30-vZ) 1 
. 

Q. = - [R, Coef. lllatL + R2 Coef. lllo-stL¡] + [-M, Coef. IVatL + Mz Coef. IVo-atLl]. 
V a& 

Todos los valores de los coeficientes se obtendrán para "L = 2,996. 

Los valores de los esfuerzos se dan en el cuadro siguiente, y su representación gráfica, en 
la figura 16. 

EJEMPLO 6,e 

X Coef. Coef. Cocf. Coef. - X Cocf. 1 Cocf.II Coef. 111 Coef. IV Coef. V Coef. VI I,./L) 1(1-•/L) - IV,./L) IV(I-•/L) L 
! 

-- - ---- --- ----

o o -1.006 o -1 1 1 o -1,006 0,113 1 -0,03 
0,10 0,23 -0,714 -0,2183 -0,485 0.48 0,926 -0,437 -0,714 0,104 0,48 ,_ 0,08 
0.20 0,46 -0,460 -0,3075 -0,135 0,14 0,763 -0,617 -0,460 0,094 0,14 -0,13 
0,30 0,69 -0.258 -0,3133 0,077 -0,07 0,573 -0,631 -0,258 0,076 -0,07 -0,17 
0,40 0,92 -0,113 -0,2717 0,1,85 -0.18 0,393 -0,551 -0,113 0,042 -0,18 -0,20 
0,50 1,15 -0,016 -0.2090 0.222 -0,21 0.246 -0,430 -0,016 -0,016 --:0.21 -0,21 
0,60 1,38 0,042 -0,1429 0.213 -0.20 0,136 -0,301 0,042 -0,113 -0,20 -0,18 
0,70 1,61 0,076 -0,0840 0,176 -0.11· 0,064 -0,185 0,076 -0,258 -0,17 -0,07 
0,80 1,84 0,094 -0,0386 0,125 -0,13 0,022 -0,094 0,094 -0,460 -0,13 0,14 
0,90 2,07 0,104 -0,0099 0,065 -0,08 0,004 -0,032 0,104 -0,714 -0,08 0,48 
1,00 2.30 0,113 o o -0,03 o o 0,113 -1,006 -0,03 1 

44 
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Coef. Coef. ' 't;oef. Coef. Coef. 
N., Coef. Coef. Coef. M, Q, 

Il(a/L) 11(1-a/L) V(a/L) V(l-a/L) Ill(a/L) 111(1-a/LI Vl(a/L) VI(I-•tL) 

o o o 1 o 425 
· · ··b.485 o , .. o o 1.469 

·' . '"436· :·-0,2183 -0,0099'¡ ' 0,926' ~~'0,004' ·' .-.\ : '1'46 ··0,065" ' '0437 ·:.__ o'o32 974 
: . 1:446 ' ·-0,3075 -0,0386 0,773 0,022'' - 31 0,135 0,125 L0:617 1 . .:.:..o;o94 '• 568 

2.385 -0,3130 -0,0840 0,573 0,064 -124 -0,077 0,176 0,631 -0,185 259 
2.898 -0,2717 -0,1429 0,393 0,136 -157 -0,185 0,213 0,551 :...,_0,301 38 
3.004 -0,2090 -0,2090 0,246 0,246 -146 -0,222 0,222 0,430 -0,430 -118 
2.588 -0,1429 -0,2717 0,136 0,393 -106 -0,213 0,185 0,301 -0,551 -230 
1.858 -0,0840 -0,3133 0,064 0,573 - 42 -0,176 0,077 0,185 -0,631 -313 
1.011 -0,0386 -0,3075 0,022 0,763 37 -0,125 -0,135 0,094 -0,617 -380 

272 -0,0099 -0,2183 0,004 0,926 131 -0,063 -0,485 0,032 -0,437 -429 
o •) o o o 1 ' 233 . o -1 o o -451 -

(. ;. ;_ 

,., 
' " • 

J.' -. ' ' 
l 

·:¡ 
?·' 2.,3 U, 

2J u ·u 
' 

' (, 
,, ;,. 

'•i ' ~! (A 

·' ,. -'Jo ... 20 2.0 
( ! ~ -~ 1.,' ·. , .... : 

'. 1 

u I.IJ '! 

" 

-42 

1.2 1.2 1.2 

"' . ; 
''· 

1,0 \0 J 1.0 J· 

' 38 
,. ' •• -. ,:'1 ~ 

o.a o. e 0.1 

, .. , 

o.s ·0.5 .. 0,1 

0,2 

3000 lOOO 1000 • - -, . · -1000 
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Depósito de hormigón armado, empotrado en la cimentación y libre en el borde superior, de 
espesor !Sz = 0,35 m en los 4 m inferiores y d1 = 0,20 en los 4 m superiores y 6 m de radio 
medio. 

Datos. 

Radio medio parte sup.: a, = 6,075 m 

Radio medio parte inf.: az = 6,000 m 

Altura parte superior: L, = 4,00 m 

Altura parte inferior: 

Espesor parte superior: 

Espesor parte inferior: 

Módulo de Poisson: 

Peso específico líquido: 

Lz = 4,00 m 

(), = 0,20 m 

~z = 0,35 m 

V= 0,2 

y= 1.000 kg/cm3 

"' = 1,1819 
"1 = 0,8989 

"'La = 4,7276 

xzLz = 3,5957 

Solución por superposición de estados. 

--

t=IOOO Kg./m~ 
1 

' 
' 

" ~" 

Se obtendrá mediante la superposición de los estados siguientes: 

-= 

S,:o2 o 
400 

lS,sQ.3 S 
4,00 

,, ~ 

6.175 i 
1 

1.0 Solución particular correspondiente a las cargas exteriores, que constituye el estado 
membrana, de la zona superior del depósito. 

2.0 Estado correspondiente a la aplicación de un esfuerzo uniforme Rt en el borde inferior 
de la zona superior del depósito. 

3.0 Estado correspondiente a la aplicación de un momento uniforme M, en el borde inferior 
de la zona superior del depósito. 

4.0 Solución particular correspondiente a las cargas exteriores, que constituye el estado 
membrana, de la zona inferior del depósito. 

5.0 Estado correspondiente a la aplicación de un esfuerzo uniforme - Ra en el borde supe· 
rior de la zona inferior del depósito. 

6.0 Estado correspondiente a la aplicación de un momento uniforme - Ma en el borde su­
perior de la zona inferior del depÓsito. 

7.0 Estado correspondiente a la aplicación de un esfuerzo uniforme Rz en el borde inferior 
del depósito. 

8.0 Estado correspondiente a la aplicación de un momento uniforme M2 en el borde inferior 
del depósito. 



Los valores numéricos de R., M~, ~ y M2 se determinarán con las condiciones: 

[dw2]' = dx •·Lt. 

Parte superior del depósito. 

Corrimiento en x = O de la solución particular: 

738.112 
E 

Giro en x = O de la solución particular:· ,'.· 

184.528 
E ,, 

Corrimiento en x =O debido a R.: 

Giro en x = O debido a R.: 

Corrimiento·en x =O debido a Ma: 

Giro en x = O debido a M.: 

Parte inferior del depósito. 

R, 
- 436,1873 E- . 

R, 
515,5298y. 

M. 
515,5298 -E · 

M a 
- 1.218,6093 E. 

:. -¡ 

... ~ ,t ¿ Í- \ ~- - • ' 

Corrimiento en x = O de la solución particular: 

822.857 

Corrimiento en x = Lz de la solución particular: 

Giro en x = O de la solución particular: 

Giro en x = ~ de la solución particular: 

411.428,5 
E 

102.857,,H 
E 

102.857,14 
·'E'' .. 

1 ' ' • ""' ~ L ' 

'~ '. 
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Corrimiento en x =O debido a - Rt: 

Rt 
-4,6229y. 

Corrimiento en x = L1 debido a - R,: 

Giro en x = O debido a - Rt: 

Giro en x = L2 debido a - R,: 

Corrimiento en x = O debido a -M,: 

Corrimiento en x = L1 debido a - Ma: 

Giro en x = O debido a -M,: 

Giro en x = L2 debido a -M a: 

Corrimiento en x = O debido a Ra: 

Corrimiento en x = Lz debido aRa: 

Giro en x = O debido a Ra: 

Giro en x = L1 debido a Ita: 

48 

Ra 
t84,9165E. 

Rt 
-8,04571f. 

R, 
t66,4359E. 

Mt 
8,1446 1f. 

Mt 
166,2171 E. 

M, 
-21,9039E. 

M, 
299,7962y. 

R¡ 
- 184,9165 lf. 

R1 
4,62291f. 

Rz 
166,4359 E , 

R¡ 
-8,04578. 

. : 



Corrimiento en x =O debido a~: 

Corrimiento en x = Lz debido a Mz: 

Giro en x = O debido a Mz: 

Giro en x = Lz debido a ~: 

, Mz 
166,2171 E. 

Mz 
8,1446 E. 

~ 
-299,7962 E. 

Mz 
21.90391f. 

El sistema de ecua€iones qu~da en la forma: 

' 

- 4,6229 Ra + 8,1446 M.-184,9165 Rz + 166,2171 Mz + 822.857,10 =O; 
- 8,0457 R1- 21,9039 M1 + 166,4362 Rz- 299,7916 Mz-102.857,14 =O; 
-621,1038 R1 + 349,3118 Ma- 4,6229 Rz- 8,1446 Mz + 326.683,50 = O; 
-349,0939 Ra + 1.518,4055 Ma- 8,0458 Rz + 21,9035 Mz + 81.670,86 = O, 

de donde: 

R1 = 424,9 kg/m 
M1 = 23,9 m · kg/m 
Rz =. 8.224,9 kg/m 
M1 = 4.209,7 m • kg/rn 

Y las expresiones de los esfuerzos son: 

Parte superior del depósito. 

N~= 24.300 ( 1- ~ ) + 6.096,7677 [Coef. 1] + 404,9865 [Coef. IV]. 

M,.= 359,2233 [Coef. 11] + 28,8619 [Coef. V]. 

Q. =- 424,566 [Coef. III]- 28,2024 [Coef. VI]. 

Parte inferior del depósito. 

, N~= 24.000 ( 2- ~ ) + 88.715,83 [Coef. I.,L]- 4.579,81 [Coef. 1(1-z/L)] + 
+ 40.821,8~ (Coef. IVx!L] + 231,39 (Coef. IVo-x/LJ]. 

' 

M,. = 9.149,12 (Coef. II,.,L]- 472,31 [Coef. IIo-xiLJ] + 4.209,68 (Coef. V.IL] + 
+ 23,86 [Coef. Vo-z/L)] . 

Q. = -8.224,30 [Coef. III.¡L]- 424,57 [Coef. IIIu-•tL>]- 3.784,16 (Coef. VI.1L] + 
+ 21,45 [Coef. VIo-•tL>] • 
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X 

-
L 

o 
0,10 
0,20 
0,40 
0,60 
0,80 
1,00 

• 

Los valores de los coeficientes se obtendrán para xL = 4,7276 en la parte superior y para 
xL = 3,5957 en la inferior. 

Los valores de los esfuerzos se dan en los cuadros siguientes, y su representación gráfica, en 
las figuras 17 y 18. 

J1..JEMPLO 7." (Parte superior) 

:X. Coef. I Coef. II Coef. III Coef. IV Coef. V Coef. VI N., M. Q, 

------ --- ----- ------ ----- ----- ---··--
o -1.000 0,000 -1,000 1,000 1,000 0,000 18.608 24 425 
0,4 -0,555 -0,284 -0,272 0,272 0,839 -0,567 18.596 - 82 131 
0,8 -0,226 -0,315 0,088 -0,088 0,542 -0,630 18.026 -100 -20 
1.6 0,048 -0,143 0,190 -0,192 0,096 -0,288 14.795 - 49 -73 
2,4 0,058 -O,Q20 0,069 -0,075 -0,035 -0,028 10.043 - 8 -28 
3,2 0,017 0,006 0,000 0,000 -0,035' 0,039 4.964 1 -1 
4,0 -0,018 0,000 0,000 0,035 0,000 0,000 -95 o o 

o 800 

-1 
- 700 

• 28 

600 

·73 

- 500 
-20 

4 ()0. ...... ···----

Flg. 17 



X 1 

- X 1 Coef. 1 Coef. JI 
L 
-- -·~- -------

o o -1,000 0,000 
0,1 0,4 -0,653 -0,246 
0,2 0,8 -0,366 -0,321 
0,4 1,6 -O,o30 -0,234 
0,6 2,4 0,067 -0,096 
0,8 

1 

3,2 0,058 -0,019 
0,9 3,6 0,042 -0,004 
1,0 4,0 1 0,025 0,000 

·95 a oo 

600 

: ' 

lOO 

____ :ltlll!l _________ _!Ho_a ______ 400 

r--------~~7--------~ 
33263 

Flg. 18 

JOO 

200 

100 

EJEMPW 7: (Parte IDferior) 

Coef.III Coef. IV Coef. V 

----- ------

-1,000 1,000 1,000 
-0.407 0,406 0,899 
-0,044 0,041 0,687 

0,204 -0,212 0,270 
0,157 -0,167 0,047 
0,060 -0,058 -0,007 
0,024 -0,004 -0,004 
0,000 0,048 0,000 

'210 
4000 

Coef. VI 

----
0,000 

-0,491 
-0,640 
-0,460 
-0,170 
-0,007 

0,016 
0,000 

N., M. 

o 4.210 
4.049 1.536 

12.125 - 36 
26.739 -958 
32.815 -563 
33.263 - 35 
33.047 84 
32.988 24 

' . 

' ,· 

.. o 800 

700 

- 8 

600 

5.00 
·lOO 

-al 

····----: ••• .....1~ ----~Q!!-··---~ 

o. 

8.224 
5.195 
2.758 - 8 

-744 
-462 
- 96 

425 

-2000 



Si se supone que el espesor de la pared ~ no es constante, sino una función de la coordena­
da ~. es decir, c5 = o(x), se plantea el problema de la integración de la ecuación diferencial 
de cuarto orden [III], con coeficientes, en general, variables. 

'' 

La resolución de este problema presenta muchas dificultaci ....... de orden matemático, por lo 
que a continuación se desarrolla, a título de ejem-
plo, el depósito lleno, en el que el espesor es función 
lineal de la coordenada x. Este caso ha sido estu- + 
diado por W. Flügge y Timoshenko *. l 
De acuerdo con el origen y convenio de signos que 
se viene utilizando en este trabajo, se tiene: 

O" ... f~ ( l, - X ) • f3 ( L, - x) 

E/33 
Kp- 12(t-'J2 ) 

z .. o(L-x) 

~ 
:¡i :1 

1 

1 

1 

1 1 
~¡ 

i\ 
lo 

•: 
--. 

1 

____¡.,. 1&,. 

~r 
l 

. 
1 

~ 
~· .___, 
" .. 

t 

La preswn de un líquido es siempre normal a la 
pared del depósito que lo contiene. Sin embargo, al 
tomar aquí el valor de esa presión como fuerza en 
dirección Z, no se comete inexactitud sensible, dada 
la pequeñez del ángulo de inclinación que se utiliza 
nonnalmente en depósitos. 

Flg. 19 

'' 

Sustituyendo en la ecuación [III] se tiene: 

Una solución particular de esta ecuación es: 

o a'2 L-x 
Wp= ET. L¡-X 

• w. FLUGGB: Statik und Dinamik der Schalenp Springer Verlag, 1957; TlMOSHBNKO: Teorla de placas planas 
y curvas. Editorial Acme Agency, 1947.. · ' 
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Los esfuerzos correspondientes a esta solución particular serán (ver fó~ulas [II] "Y, [lb]: 

[X] 

Aquí el valor de K no corresponde a una constante, como en el caso de depósitos de espesor 
de pared constante. Su valor es 

De la observación de estos esfuerzos se deduce que el momento flector M. debido a la solu­
ción particular es constante. 

Además, su valor es, en general, muy pequeño, ya que lo es {J en los casos corrientes de de-
~~. ' 

Puede despreciarse este momento M. al realizar el cálculo de
1 
un depósito de este tipo. 

1 

A la solución particular anterior, habrá que sumar la parte correspondiente a la solución ge· 
neral de la ecuación homogénea: 

Esta ecuación se puede poner en la forma: 

Si utilizamos los símbolos siguientes: 

, D(w)~ ~ lx [(La·xY ~~] 

X4 .. ~ - .!1..Ú.: ~2) 
Kpa 2 ¡r~.¿r 

La ecuación se puede poner en la forma siguiente: 

[XI] 



o bien en una de las dos formas siguientes: 

o[o(w)-i>:w ]+i ~1 [D(w)-i ~'l.w]-o 

Luego veremos que la ecuación (XI] se satisface para las soluciones de las dos ecuaciones 
de segundo orden: 

D(w)+ i Atw =O 

D(w)-i 'Kw- O 
~ 

[f{II] 

Si suponemos que w, y wz sean las soluciones de la primera, w3 y w. serán las de la segunda, 
debiéndose cumplir: 

W1:X1+ i X2 

w3:X~- i X, 

W2.::X 3+ 1 X4 

WtfX3- 1 X4 

Por lo tanto, la solución general buscada de la ecuación [XI] será: 

en la que K,, K2, Kl y K. son constantes arbitrarias y x,, Xz, X3 y X. funciones de x, deter­
minadas como soluciones en la forma indicada anteriormente de la ecuación [XII]. 

Desarrollando la ecuación (XII] resulta: 

1 d [( )1 dw J · 't L,-x dx L,-x dx +1 A w•O 

Haciendo el cambio de función y variable 

la ecuación anterior toma la forma: 

que es la conocida ecuación de Bessel, cuya solución es la serie infinita de potencias: 

en la que J,('l) es la función de Bessel de primera especie y orden l. 



Las funciones de Bessel de primera especie y órdenes O y 1, respectivamente 1o(f1): Y ,1a(f1), 
cumplen la condición: 

J (n) =- dJo('1) 
' l a 'l 

~t yt,. 'l.& 
Jó('1)= I-"F + ('2.4)"!- (2.4.6)2 ...... 

Como '1 = 2l Y (L.- x)i, se descompone Jo en su parte real e imaginaria 

Jo(tl)• \¡1 1 (21 vr;:x)+i tt12 (2k~) 
siendo: 

't' (zl~)-1- (zk '{C";:-X)4+~~ 
1 1 ( 2.4) i' . 'l 

li2. r?.l VL.-x)-" (ü~)\ 'C~vL,-~)~ (ül'[i:X):_ .......... . 
\ 2 2.4.6) (2.4.6.8.10) 

Como: 

K' ~~· K'·---
VT 

Luego 

La segunda solución viene dada por la función de Hankel de primera especie H1a(f1), verifi­
cándose 

siendo H1•(f7) la de grado O. 

H! ('1) - ~3 (2k VL,-x) + • \¡14 (21 VL1-x) 

\ti;, (2~ VL,-x) =+ \f1 (zAVLcx)- ~ [R,+ lo.9nep )Jllz~ 't'2 (zk Vlr·x)] 

'i/4 (2Á\fL,·x) .. -fl¡l2 (2kVL1-x)~ ~ [R2 +1o9nep j3z~vr;:x '111 (zkVL,-x)] 
de donde: 

R,- (2.\ vc¡:x):~ (2>.. 'fc;:x)'+ s(s) 
2 

(2A v'Lj=X)1~ .......... . 
2 (3. 2) z (5.4.3.2) l 

R • sc2) ( 2 k VLi=X)"- _lliL ( 2 ~ V"C1-X)8+ se 6 > (2l vr,:x)1~ 
2 21 z, (4.3.2.)1 2 (6.5.4.3.2)2.. 2 - ........... 

s(n) • t+J..+.l+.L+ ······•·• + .L · 2 3 4 n 

lognep P.":' O. 57722 
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y la segunda solución buscada será: .. 
~a= K'"H~(~) .. -Km d~;~('() .. -~ crt~~r· ~~v~~~ 

~1·K1v [t;~(zlVL,-x)+i 'i~(2AVL,-x)] 
1 

La solución del corrimiento w será: 

Teniendo en cuenta las relaciones 

\¡!;·(e) a ~2 (8)-t ~t~; (e) 

~3' (9) ... 1¡14 (9)-i lVi (9) 

-
y; (e}"'- ~t~, (e} --f ~~(a) 
'~'Z (9) ~ - ~ (9)-t '14 {e) 

los esfuerzos vendrán dados por las siguientes expresiones; 
( 

Nlf~ E;~-+ E: Vl1-x[K 1 lfl;(e)+Kt't'~(9)+Kll¡l;(e)+Kt.Y~(e)] 

Ml(• Kp ( L,·x)' ~~~ ·-+-'fvr,:x [K1 [e21fi(e)-4 e q~2 {9)+8~;{9)]-K2 [e\J;(e}-49Y,(9)-B~¡~2(ell+ 

-+ K3 [e2 ii~ (e)-4 9't'4 (9)+8 ~3(9)]- K4 [e1y; (9)-4a ~ (9)-sy~(Ol]] 

Q ... -~~x -~ A1 
VL,-x [K1 [e 111 (9)+71t'~(9U+ Kz~lt'z (9)-z~¡~ae)]+ Ks ~'4la (8)+2."'4 (9)] + 

+ K4 [e~¡~lt (9)-2 Y) (8~ 

~ ... 2(L,~x)\j[i=X[Kt [a ~12 (a)-2l¡; reD- K!~ '~'• (9)+2. \¡1~ (8)]+ K3 [a~¡~,. {9)-21f'i {a)]; 

- K4[e~¡~3 {9)+2~~(a)J] 

En todas las fórmulas anteriores, {} = 2A V L1- x. 

No hay que olvidar que la solución dada anteriormente corresponde a la solución general de 
la ecuación homogénea y que para obtener la solución total habrá que sumar la solución 
particular dada en [X]. · 
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... _ • ..,., ' <UU"'o.>.~< ........ -·' > ~ 
< , ,. ~A ~o 1 A " "> <* ~ 

1

""- ~,..; .--~· ~,.nr. .,..,_ '.>' ~ -« ~Jo,-<< ¡ : 

Los valores de las funciones 'IJ' y t¡l que intervíepen en las expresiones de los esfu~rzos Y re· 
corrido se pueden tomar de la tablá XIII*, si (} es menor:__ ~e-~· P3crª v_alQres de ... t?. mayo~es 
de 6 se pueden utilizar en los. casos prácticos, y con suficien~e aproximación, los ;valores ob-
tenidos en l~s. expresiones siguientes: -- ' . ; . . ' ' ' ., -, \ -- ~ t: ~ ' 

.... , , ~ ' • ;; " '- • . !. ' r 

- . 
• ' ', 1 ~ 

\ ~ ' . TABLA XUI 1 ~ > •• 
~ (~ ~ 

1 _. ~' •• ·-

r 'l> \ :. ~ ; .. ' - . .. 
"'' ., ... . --•{} V• - Vl'• V'J ,.tp:, .-' --- Vl'• V'• . -'P• 

' 
V'4 

- ' . 
' o 1,0000 - 0,0000 - 0,0000 - 0,0000 0,5000 1 -0,0000 1 0,1 1,0000 _- 0,0025 - 0,0001 - 0,0500 0,4946 -1,5410 -0,0929 6,3400 

0,2 1,0000 - 0,0100 - 0,0005 - 0,1000 0,4826 -1,1030 -0,1419 ' 3,1340 
0,3 0,9999 - 0,0225 - 0,0017 - 0,1500 0,4667 -0,8510 -0,1746 2,0500 
0,4 0,9996 - 0,0400 - 0,0040 - 0,2000 0,4480 -0,6765 -0,1970 1,4970 
0,5 0,9990 -' 0,0625 - 0,0078 - 0,2499 0,4275 -0,5449 ·-0.2121 1,1590 
0,6 •0,9980 - 0,0900 - 0,0135 - 0,2998 0,4058 -0,4413 -0,2216 0,9270 
0.7 0,9962 - 0,1224 - 0,0214 0,3496 0,3834 

,. 
-0,3574. -0,2268 0,7582 -

0,8 0,9936 - 0,1599 - 0,0320 - 0,3991 ¡ 0,3606 """7 0,2883 -0,2286 0,6286 
0,9 '0,9898 - 0,2023 - 0,0455 - 0,4485 0,3377 -0,2308 :_0,2276 0,5258 
1,0 0,9844 - 0,2496 - '0;0624 - 0,4974 0,3151 -0,1825 .:.._0,2243 0;4422 

-.:.._9.2193 
1 

' 1,1 0,9771 - 0,3017 - 0,0831 - 0,5458 -0,2929 -0,1419 0,3730 
1.2 0,9676 - -0,3587 - 0,1078 - 0,5935 0,2713 -0,1075 +-0,2129 1 0;3149 
1,3 •0,9554 - 0.4204 ;_ 0,1'370 - 0,6403 0,2504 :-0,0786 -0,2054 1 0,2656 l 
1.4 0;9401 - 0.4867 .:.... 0,1709 - 0,6860 0,2302 -0,0542 -;-o,l97.t '' 0,2235 
1,5 0,92ll - 0,5576 - 0)100 -' 0,7302 0,2110 -0.0337 -0.1882, ¡ 0,1873 
1,6 0,8979 - 0,6327 - -0,2545 - 0,7727 O, lil2ó -0.0166 -0,1788 .1 o;t56o 
1,7 0,8700 - -0.7120 - p)048' - o;813l 0,1752. -(1,0023 -0,1692 0,1290 . 
1,8 0,8367 - 0,7953 - 0,3612 ' 0,8509 0,1588 0,0094 -0,1594' 0,1056 - ; 
1,9 0,7975 - 0,8821 - 0,4238 - 0,1433 0,0189' 0,0189 ~0.1496: 0:0854 
2.0 0,7517 - 0,9723 - o.4~m -- 0,91(0 0,1289. 0,0265 -0,1399. 0,0679 
2,1, 0,6987 . - ·1,0654 - 0,5691 - 0.9442 O,llS3 0,0325 .....;.0;1304. í 0,0527 ,. ¡ 

O,OJ(l 2.2 0,6377 . - 1,1610 - 0,6520 - 0,966,6 ,0,1028 ...:...Q,I2·10. 0,0397 
2,3 0,5680 - 1.2585 ...:... 0,7420 - 0,9836 o,p911 0,0405 -0,1120. 0,0285 
2,4 0,4890 1,3575 - -- 0,8392 - ,,.0.?944, 1 0,0804 0,0429 -;-0,1032. 1 

0,0189 -
'2,5 0,4000 - 1,4572 - 0,9436 -. 0,9983 O,o705. 0,0444 ..:..o,0948, ' O,ot08 
2,6 0,3001 - 1,5569 - 1,0551 - '0,9943 0,0614 0.0451 -0,0868 0,0039 

u•'~ 2,7 1887 - 1,6557 - 1,1738 - 0,9815 0,0531 0,0452 -o:o79t -0,0019 
2,8 ·0,0651 - 1,7529 - 1.2993 - 0,9590 0,0456 0,0448 -0,0'719 -0,0066 
2,9 -0.0714 - 1,8472 - 1,4310 - 0,9251 0,0387 0,0439 -0,0650 -0,0105 

* Esta tabla está tomada de Tables of Functioru, Jahnke-Emde, Berlln, 1933. 



{} 'P• 'P2 vi· !p'¡ !p¡ 'P4 vl, 'P'~ 

3,0 -0,2214 - 1,9376 - 1.5700 - 0,8805 0,0326 0,0427 -0,0586 -0,0137 
·3,1 -0,3855 - 2,0228 - 1,7140 - 0,8223 0,0270 0,0412 -0,0526 -0,0162 
3,2 -0,5644 - 2,1016 - 1,8640 - 0,7499 0,0220 0,0395 -0,0470 -0,0181 
3,3 -0,7584 - 2,1723 - 2,0180 - 0,6621 0,0176 . 0,0376 -0,0418 -O,ot95 
3.4 -0,9680 - 2,2334 - 2,1750 - 0.5577 0,0137 0,0356 -0,0369 -0,0204 

. 3,5 -1,1940 - 2.2832 - 2,3360 - 0,4353 0,0102 0,0335 -0,0325 -0,0210 
3,6 -1.4350 - 2,3199 - 2,4980 - 0,2937 0,0072 0,0314 -0,0284 -0,0213 
3,7 -1,6930 - 2,3413 - 2,6610 - 0,1310 0,0045 0,0293 -0,0246 -0,0213 
3,8 -1,9670 - 2,3454 - 2,8220 0.0530 ·0,0022 0,0272 -0,0212 -0,0210 
3,9 -2,2580 - 2,3300 - 2,9810 0,2600 0,0003 0,0251 -0,0181 -0,0206 
4,0 -2,5630 - 2,2927 - 3,1350 0,4910 -0,0014 0,0230 -0,0152 -0,0200 
4,1 -2,8840 - 2,2309 - 3,2820 . 0,7480 -0,0028 0,0211 -0,0127 -0,0193 
4,2 -3,2190 - 2,1420 - 3,4200 1,0320. -0,0039 0,0192 -0,0104 -0,0185 
4,3 -3,5680 - 2,0240 - 3.5470 1,3430 -0,0049 0,0174 -0,0083 -0,0177 
4,4 -3,9280 - 1.8730 - 3,6590 1,6830 -0,0056 0,0156 -0,0065 -0,0168 
4.5 -4,2990 - 1,6860 - 3,7540 2,0530 -0,0062 0,0140 -0,0049 -0,0158 
4,6 -4,6708 - 1,4610 - 3,8280 2,4520 -0,0066 0,0125 -0,0035 -0,0148 
4,7 -5,0640 - 1,1950 - 3,8780 2,8820 -0,0069 0,0110 -0,0023 -0,0138 
4,8 -5,4530 - 0,8840 - 3,9010 . 3,3420 -0,0071 0,0097 -0,0012 -0,0129 
4,9 -5,8430 - 0,5250 - 3,8910 3,8330 -0,0071 0,0085 -0,0003 -0,0119 
5,0 -6,2300 - 0,1160 - 3,8450 4,3540 -0,0071 0,0073 0,0005 -0,0109 
5,1 -6,6110 0,3470 - 3,7590 4,9050 -0,0070 0,0063 0,0012 -0,0100 
5,2 -6,9800 0,8660 - 3,6270 5,4840 -0,0069 0,0053 0,0017 -0,0091 
5,3 • 7,3340 1,4440 - 3,4450 6,0890 -0,0067 0,0045 0,0022 -0,0083 
5,4 -7,6670 2,0850 - 3,2060 6,7200 -0,00651 0,0037 0,0025 -0,0075 
5,5 -7,9740 2,7890 - 2,9070 7,3730 -0,0062 1 0,0029 0,0028 -0,0067 
5,6 -8,2470 3,5600 - 2,5410 8,0450 -0,0059 0,0023 0,0030 -0,0060 
5,7 -8,4790 4,3990 - 2,1020 8,7340 -0,0056 0,0017 0,0032 -0,0053 
5,8 -8,6640 5,3070 - 1,5860 9,4330 -0,0053 0,0012 0,0033 -0,0047 
5,9 -8,7940 6,2850 - 0,9840 10,1390 -0,0049 0,0008 0,0033 -0,0041 
6,0 -8,8580 7,3350 - 0,2930 10,8460 -0,0046 0,0004 0,0033 -0,0036 
6,2 -8,7560 9,6440 - 1,3840 12,2350 -0,0039 -0,0002 0,0032 -0,00,26 
6,4 -8,2760 12,2230 - 3,4900 13,5360 -0,0033 -0,0006 0,0030 -0,0018 
6,6 -7,3290 15,0470 - 6,0670 14,6700 0,0027 -0,0009 0,0028 -0,0012 
6,8 -5,8160 18,0740 - 9,1510 15,5430 -0,0022 -0,0011 0,0025 -0,0007 
7,0 -3,6330 21,2390 -12,7650 16,0410 -0,0017 -0,0012 0,0022 -0,0003 
7,2 -0,6740 24,4560 -16,9180 16,0330 -0,0013 -0,0012 -0,0019 , 0,0000 
7,4 3,1690 27,6090 -21,6000 15,3670 -0,0009 -0,0012 -0,0016 0,0003 
7,6 7,9990 30,5500 -26,7770 13,8750 -0,0007 -0,0011 -0,0013 0,0004 
7,8 13,9090 33,0900 -32,3800 11,3730 -0,0004 -O,OOll -0.0011 0,0005 
8,0 20,9740 35,0200 -38,3100 7,6600 -0,0002 -0,0009 -0,0009 0,0006 
8,2 29,2450 36,0600 -44,4200 2,530C. -0,0001 -0,0008 -0,0007 0,0006 
8.4 38,7380 35,9200 -50,4900 - 4,2320 0,0000 -0,0007 -0,0005 0,0006 
8,6 49,4200 34,2500 -56,2800 - 12,8320 0,0001 -0,0006 -0,0003 0,0005 
8,8 61,2100 30,6500 -61,4500 - 23,4650 0,0002 -0,0005 -0,0002 0,0005 
9,0 73,9400 24,7100 -65,6000 - 36,3000 0,0002 -0,0004 -0,0001 0,0005 
9,2 87,3500 15,9800 -68,2500 - 51,4600 0,0002 -0,0003 -0,0001 0,0004 
9,4 101,1000 3,9700 -68,8200 - 69,0100 0,0002 -0.0002 0,0000 0,0003 
9,6 114,7000 -11,7900 -66,6700 - 88,9400 0,0002 -0,0002 0,0000 0,0003 
9,8 127.5400 -31,7600 -61,0700 -111,1200 0,0002 -0,0001 0,0001 0,0002 

10,0 138,8400 -56,3700 -51,2000 -135,3100 0,0002 -0,0001 0,0001 0,0002 
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En la presente publicación se estudia de una manera formal y de acuerdo 
con la teoría de láminas, aceptadas las simplificaciones usuales, el pro­
blema de un depósito cilíndrico circular destinado a contener. líquidos. 

1 

El estudio se lleva hasta obtener una expresión explícita de los esfuerzos . 
y del recorrido radial, expresión que resulta muy simple para el caso de 
espesor constante y algo más compleja para el espesor variable de acuer­
do con una ley lineal en función de la altura. 

Para el caso de espesor constante, el trabajo se completa con unas tablas 
y gráficos que permiten obtener cómodamente los esfuerzos en los casos 
más útiles, por su frecuencia o por su generalidad. 

Por último, una serie de ejemplos, resueltos completamente, aclaran la 
¡. 1 

utilización de tablas y gráficos. ' 

In the present publication the problem of a circular cylindrical reservoir 
designated to contain liquids is studied in a formal manner, and 
according to the shells theory, usual simplifications being accepted. 

This study reaches an explicit expression of forces and radial deforma­
tion which results a very simple one for the case of constant wall 
thickness and a little more complex for the wall thickness variable 
according to a lineal law in function of the height. 

For the case of constant thickness, this work is completed with graphics 
and tables which permit to obtain easily stresses in the more useful 
cases for its frequency and for its generality. 

At last a series of completely worked examples, make more clear the use 
of tables and graphics. 

Gl 
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TABLA II 
DEPOSITO LIBRE EN SUS DOS BORDES, SOLICITADO POR UNA FUERZA 

RADIAL UNIFORME, R, EN EL BORDE INFERIOR 
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G-m. V AtoRes DEL coEFrcteNTE cou:m 

Oe~ilo libre en sus dos bordes, solicitado por una fu<3r:]. 

[!!dÍa! uniforme,_R,en el borde inferior. 
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TABLA III. 
DePOSITO LIBRE EN SUS DOS BORDES, SOLICITADO POR UNA· FUERZA 

S,, ir i 
1 

RADIAL UNIFORME, R, EN EL BORDé: INFERIOR 
;; 
'1 
¡¡ Qx:-R" @octm] 
:¡ R 

u..__...__.___.<.Jf_ -

!L 
r 

1 tx .R.J 1 1 . 
:Za VALORES ,DEL COEriCIENTE Coef¡a 

1 VALORES DE X/L 

o 0.05 0.10 0.15 020 0.30 0.40 o.to 0.60 0.70 

0.6 -1.0000 -0.6073,-0.6296 
1
-0.4671 -0.3195 -0.069E 0.1202 0.2500 0.3197 0.3296 

0.8 -10000 -0.8063'-0.6.259 -0.4661 -0.3185 -0.0666 01206 0.24981 0.3192 0.3287 

1 o -1.oooo ¡-o.eos9 -o 6272 -0.4641 -o 3164 -0.0670 0.1215 0.2496 0.3179 0.3269 

-0.6243-0.46051-0.3125 -0.0638 0.1231 0.2492 0.3158 0.3236 1. 2 , -too o o ¡-u.S04t 

1.4¡-1.0000 ¡-0.6013 -o 6196 -0.4547-0.3064 -0.05üo 0.1256 0.2435 0.3123 0.3183 

1.5 -1.0000 -0.?972 -0.6126 -0.4460-0.2972 -00510 0.1293 0.2476 0.3070 0.3105 

1.s '-1 oooo¡-o.7914 -0.6029 -0.4341 -0.2845 -0.01.05 0.1344 0.2461 0.2998 0.2996 

2.0 -1.oooo 1-o7o33 -0.5901 -04183 -0.2679 -0.0269 01410 0.2442 0.2903 0.2855 

22 -10000 -0.7743 -0.57421-0.3983 -0.2473 -0.0102 0.1488 0.2415 0.2785 0.2682 

2.4 -10000 -0.7630 -o 5552 
1 

-0.3757 -0.2230 0.0093 0.1577 0.2351 0.2645 0.2478 

2.6 -10000 -0.7500 -0.5337 -0.3495 -0.1957 0.0309 0.16721 0.2333 0.2486 0.2252 

2.8 -10000 -0.7357 -0.5100 -03210 -0 ~ ~G2 00538 0.1767 0.2286 0.2312 0.2010 

3.0 -10000 -0.7205 -0.4849 -0.2910 -0.1354 00770 0.1857 02223 o 2129 01763 

3.2 -10000 -OJ046 -04590 -o 2603 -0.1043 0099S 0.1935 0.2150 0.1941 1 o 1519 

34 -1.0000 -0.6S83 -o 4328¡-o 2296 -0.0737 01207 0.1997 0.2067 01751 01285 

3.6 -1.0000 -06720 -04067 -0.19961-o 0443 01399 0.2039 0.1973 o 1563J o 1066 

38 -1.0000 -o 6557 -03810 -0.1705 -00165 0.1568 0.2060 0.1870 0.1392 O.OB71 

4.0 -1.0000 1-0 639 5 -0.3560 -0.1427 0.0095 0.1712 0.2050 01753 0.1223 O.OG96 

-03316'-0·!1621 0.0336 4.2 -10000 -o 6235 0.1629 0.2039 0.1639 0.1063 00543 

44 -1.0000 -06078 -0.3080 -0.0910 1 0.0557 0.1922 0.1999 01516 00914 00411 

4.61-1 0000 -0.5923 -02851 -0.06721 0.0760 0.1992 0.1943 0.1389 0.0755 00300 

4 8 -1.0000 -0.5769 -02623 -00447 0.0944 0.2040 0.1871 01261 00646 0.0207 

5.0 :-1.0000 -0.5618 -02413 -o 0234 0.1111 ú.í133 0.0532 0.0131 

0.00 

0.2796 

0.2787 

0.2768 

0.2734 

0.2679 

0.2598 

0.2486 

0.2341 

0.2164 

0.1957 

0.1730 

0.1490 

0.1249 

01016 

00799 

00605 

0.0436 

0.0294 

00178 

0.0087 

00017 

-00033 

-0.0068 0.20661 o 1709 

5.5 -1.0000 -0.524 7 -01902 -0.0247! 01458 o 2067 o 1547 0.0829 0.0292 O 
1

-00i05 
1 1 

60 -1.0000 -0.4868 1- o 1430 00658 o 1716 01986 0.12821 00561 0.0119 1-0 0066 '-00098 

7.0 -lDOOO -0.42031_0.0599 01294 02011 0.1675 00177 00057 -0.00861- o 0049 0.07771 

80 -1.0000 '-0.3554 00093' 0.1716 1 0.2077 01232 -0.0383 -00015 -00089 -00051 -00012 

9.0 -1.0000 -0.2S6B 0.06571 0.19521 o !985 0.0895 0.0124 -o.coosl-o.ooG4 -00018 0.0002 

10.0 -1.0000 ·,·O 2415 0.1100 020681 0.1794 00563 -0.0019 -0.0034 -0.0031 1-00001 0.0004 

112.0!-10000 -0.1431 01716 0.1985 01232 00124 -oooaTOD031 OOOOi 0.0003 0.0001 

1140!-tcooo -oo~ss o.2o11
1 

0.1S75 o 07771-o.oo57 -0.0052 -0.0001 0.0003 o 
1 

o· 
J :so :-:.cooo o.oos3j 0.2077¡ 0.1252 0.0333 -0.0069 -O.OOí5 0.0004 0.0001 o o 

1 

1 ·a- · ·ooo 0""57 o·oa5 0.089~1 0.0124 -0.0064 0.0001 O.C002 o o o 1• u -¡u .u o 1 .... 

::<:J.::. -: CCOO 1 0.110J 0.1 i94 o.o 563 -o oo19 -0.0031 0.0004 o o o o 

i 
,~ 1 ' 

0.90 1.00 

0.1697 o 
0.1691 o 
0.1678 o 
0.1654 o 
0.1617 o 

0.1561 o 
0.1485 o 

0.1386 o 
0.1265 o 

0.1125 o 
0.0972 o 
0.0812 o 

0.0652 o 
0.0501 o 
0.0362 o 
0.0241 o 
0.0140 o 
00058 o 

-0.0004 o 
-00049 o 

-00078 o 

1-00095 o 

-0.0103 o 1 

-00032 o 

-00063 o 

1-00014 .o 1 

00004 o 

0.0004 o 

0.0001 o 

o o 1 

1 

o o 
o o 

1 
1 o o 

l o íj 



1 
1 

lj 
1: 
:¡ 
¡ 

.,.. '\ e- 1 A IH i/·¡u,_ v. 

DEPOSI70 LISRE EN SUS DOS BORDES, SOLICiiADO POR UN 

MOME~TO RADIAL UNIFORME, M, EN EL BORDE INFERIOR 

VALORES DEL COEFICIENTE CoC'i¡v 

' ' "'•' t' 

VALORES DE. X/L 
~--~-----r----~--~----~--

2.0 

2.2 

,2.4 

2.6 

28 

3.0 

3.2 

r ~ 3.6 

~ ,3.~ 

~(o 
3 4 21 

:; 4 41 
4.5 

4.8¡ 

5.0 1 

5.5 

G.O 

1 7.0 

la o 

l9o 

: iO O 

12.0 

1 14 o 
1 
lió o 

J¡¡~ o! 

1.1341 
1 

1.061)1 : 
1 

1.03i0 i 
( 1.0119 1 

1.00341 

1.0004 
1 1.0001 1 

1.0005 ~ 

1.0012 

1.0015 

1.00í5 

1.0014 

1.00\í ! 
1 

1 .O O OC; ; 

100051 

100031 

1.0001 

1.oocol 

1.0.:::00 1 

0.9289 

0.0524 

0.8017 

o. 7669 

0.7417 

0.7217 

0.7043 

0.6881 

06722 

0.6564 

0.6405. 

0.6245! 

0.60871 

o 5930 

0.5775 

0.5621 

0.5248, 

0.48881 

0.4203 

0 10 0.15 0.20 0.30 0.40 
1 

0.50 0.60 0.70 1 O.GO C.SO ~.00 ! 
6.6S12 5.338'3 4.9!)C4 3.32iS j 1.6!J12l-0.0~50 -1.6775 -3.3375 i-4.9960 ¡-6.ó!J:..G -.;.311í ¡ 
3. 7756 3.2912 zeo96 1.e5.:.s o.swo 1o.o2as¡-o.ssGa -toB24 -2.cos3 -3.7269 i-4.64Go¡ 

2.4401 2.1154 1.7954 1.1685 0.55721-0.0413 -0.5299 -1.2115 -1.7<1f:9 -2.3641 -2.9337! 

1.7239 1.4303¡ 1.24331 0.70831 0.35551-0.05C9 -0.4593 -0.6497 -1.2340 -1.6154 -í.99 55¡ 

í.3014 i.10071 o.s:.s¡ 0.5515

1 

o.2239l-o.o790 -o.ZG31 -0.6340 -0.0969 f-í.155S -i.4135j 

103 59 o.857J o.Gso7 o 3C:O:l o.129o 1- o.1oos -o.:;;c~9!-0.t.SG2 -o 6754 .-o.s497 -1.o22G ¡ 
o B616 o.G930 o.5393 o.2733 ¡¡ o.os54 -0.1237 -0.2736 -0.4035 -o 5213 -0.6332 -0.7434 

0.7434 0.5771 0.4290 0.1533 -0.0045 -0.14631-0.2538 -0.3332 -0.4038 -0.4729 -0.5351 

0.56071 04~20 0.3453 0.1115 -00545:-0í673 ¡-0.2416 -0.2902-0.3238-0.3505 -0.3751,) 

c.G0071 o 4270 <'ü791 o.0526 -0.0962 -o ia57 
1
-0.2331 1-0.2532 -0.2570 -0.2554 -0.2510 1 

0.5551 1 0.3751 1 0.2248 0.0036 -01307 -0.2004 -0.2255.-0.2231 -0.2054-0.11310 -0.1549 1 

0.5í34 o 3317, 0.1769 -0.0375-0,1504 -0.2106 -0.2175-0.1973 -0.1631 -0.1232 -0.011191 

0.1,:>59 0.29381 0.13El9 -0.0720 -0.17913 -0.2161 -0-2077-0.1742 -0.1238 -0.0769 -0.02()2 

0.45S5 0.2596 0·1033 -0.1010 -0.1953I-0.2i71 -0.1959 -0.1528 -0.1006 -o.o¿57 o.ocss 

o 4316 0.2278 0.0710 -0.1252 -0.2058 -0.2i33 -0.1823 -0.1327 -0.0774 -0.0215 0.0342 
1 

0.4060 0.1979 0.0414 -0.1453 -0.2117 -0.20í1 -0.1670 -0.1137 -0.0534-0.0045 o 0484 

0.3303 01693 
1 

00141 -0.1618 -0.2140 -0.1975 -Q.1507 -0.0958 -0.0427 O.OOS9 O.O!:i43 

0.35132 01421 -00112 -0.1753 -0.2l311-0.185f) -0.1339 -0.0792-0.0299 0.01:19 0.0555 

033211 0.1160 -00346,-0.'íJGO -0.2090~1-0.1727 -0.1171 -0.0639 -O.OíS5 0.0177 0.0523 

C.308SI 0.0911 -0.0562,-0.1944 -0.2044 -0.15é;3 -0~003 -<.' --:02 -0.0113 0.0193 0.04GD 

0.~355 11 00:374 ¡-o 07~1 :-0.2COG -0.1975 -0.14451-0.0354 -0.0330 -0.0047 0.0192 O 0400 

0.2633 O.OL,50:-00943¡-0204G -0.12.94 -0.1JG3¡-0.0710 -0.0274 00003 001B2 00320 

0.2416 o.o2361-o.1i09¡-0.2073 -0.1803 -o 1163,-0.057~ -oo134 o.oo4o o.01G5 oo25~ 
0.1903 -o 02451-0.1457 !-o.20G7 -O.i55o ,-o.o~3J -o 0310 -o.oo24 o.oocn o.o114 o 01 í 5 

0.1431 -oos58 -0.1715 ¡-01986 -o 12s2 -o 0563 -o 0123 o oo,;;,:¡¡ o.oog4 o.oOG7 o oo2a 
o.0599 -o 1294 -o 2011 ~-0.16751-0.0777 1-o 017o o.coss o.oo:>o o.OO!:i'· o.oo13 -o 0024 

l.OGvO 0.3564 -0.0093 -0.17:6 -0.2077 -O.i2S2 -0.0383 0.00191 0.0090 O.OO:l3 O 0015 [O.C003 -00013 i 
1.00:)0 0.29.36 -00357~!-0.1S02 1 -0.19D5-:-0.CC95 -00124 0.0035 0.0064 0.00161-0.0001 

1 

0.0004
1
-0.00021 

l.GCOO i 0.2415 -O 1i08 -0.2061::

1

- O 1794 -0.05631 0.0019 ! 0.00341 0.00:::1 0.0001 -0.0004 -O.OOJ2 0.0001 ~ 
1-GGOO ¡ 01431 ,-0.171G ~-0.1985 ·o.m;z .-0.0124 1 0.0009' 0.003i ,-O.OOOi -O.OQ03 -O.OOOi O q ! 
i 0000 1 0.0599 -O 201: -0.16751-0.07771 000571 0.0052 O.OOOi -0.0003! O 1 O ·O O 1 

1.oooo¡-o ooOJ ¡-o2onj-o.1202 [-o.om 1 o ooe•l oco15 -o.ooo• !-ocoo11 o 1 o o o 
1 

1.oooo¡-oocs7
1
-o.1s::.s¡-o.oe5s:-o.Oi24 o.ooG~ 1-o.coOil-o.ooo2! o. o j o o q. 

l.OOCJ ¡-C.110:J ·-o 1794 -0056:1 O 0019 0.0031 -0.0004 O 1 O O O O 
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G-!V..VALOP.ES DEL COEFICIENTE COEF.:nr 

De2ósito líbre en sus dos bordes, solícdodo oor un momcn!o 

rodiol uniforme, M, en el borde inferior. 

w .. ·N3(f~'B-1z M • (coefnr) 



Coef¡y 
•I.D j '--~~~Í-~~·o~I--~~-+-4~+--T~r-~-r~~¡-¡-¡ 

1 1 1 1 

•Mi---l.--1--~--1--!--~-!-+-f-~f--+-+-t--t--j--¡-¡-¡ 

• 0.1 

•lllll-J..:____j_~. -+--l--1---+--+--!--t-....:.-.r-1 -1-r--1--t-11 

~~.~~~~~~~-+¡-+~~~+-+,-r-,r, ¡-¡-¡ 

·o~ . '- {·~oo ¡ ! 1 - 1 

~-~~-~-,~,-~1~1 ~~-~~~ ~~~~ 
•a• 1 \.. J 1 ""L 1 1 

1 _j~:!·GIO .1 • __ 1 ~ 1 l---1--+-+--+---tl--r--¡--¡--¡--~ QJ·t--t¡--, 1 1 ! _K 1 l , 

~,·-~-~ -~J.n-~- ... 1 j 1 
1 ~ 1 l J 

1 !..c:o . i ! 1 L.+-"'-~~~-+-1 -f---;-----j'--¡-J-¡-
1 

o '!.;¡;.~ ' 1 ~ ; 1 • 10 ' 1 1 1 l--+¡ r----L 
L ! j ~~ 1 1 l ....-+--1 ! ~--......-..;;;;,.....,- ' 

. •ot t~:~ l ~:m V:¡- i ~~--+---~ 1 ... j_ 
~l -.. ~rJ. ~ !¡___ ; ¡1 

' i ¡-- - ¡ 1 1 i 1 1 r 1 
..!L.o~? l'x 1 1 
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TABLA V. 
DE?OSlTO LIBRE EN SUS DOS BORDES, SOLICITADO ?OR UN 

MOMENTO RADIAl. UNIFORME, M, EN El. BORDE INFERIOR 

VALORES DEl. COEFICIENTE Coefv 

VALORES DE X/l 

o 60 0.10 o.ao 090 o o 05 o 10 1 0.15 1 0.20 ' o.so 0.40 0.30 
.--r-o-.6+-tc_o_o_o-t-o-. c-:;¡9_2_71-0-9-71-9-:-0-.9-3_9_oif-o.-as_s_7-:-l-o.7s3 5 0.6'·73 i 0.4993 

o.a toooo o.9927 o.9717 o.93861 o.s9so o.7823 o.6t.59 0.4979 

0.3514 0.2156 0.1038 0.0279 

0.3501 0.'21{, 7 0.1033 0.0278 

' 
1 

1 

l 

LO 10000 0.9925 09712 0.93771 0.8935 0.7800
1 

0.6430 0.4948 0.3475 0.2127 0.1022 0.0275 

1.2 toooo 0.9!:2::., o.9703 09360 o.s9os o.7757 o.G377 o.469t. e .. ·.21 0.2093 o.100t. o.0269 

14 1 GGOO 0.9919 0.9óS9 0.9332 O 8867 0.7688 0.6291 0.4806 0.3351 0.2038 0.0973 0.0260 

1.6 1.0000 0.9913 0.%69 09292 0.8805 0.7585 0.616{, 0.4676 03238 0.1957 0.0929 0.0247 

l. S 1 0000 0.9905 0%40 0.9235 0.8717 0.7443 0.5968 0.44961 0.308'2 0.1645 0.0668 0.0229 

2.0 1.0000 09894 0.9601 09160 0.8602 0.7256 0.5759 0.4262 0.23SO 0.1700 0.0790 0.0206 

2.2 1.ocoo o.saao 0.9553 o.90G5 o.S458 07023 C5475 0.3975 0.2633 0.1524 o.0694 o.0176 

2 4 10000; 0.';:863 09494 0.5952 08266 0.6747 0.5140 0.3638 0.2347 0.1321 0.0585 0.0145 

l
i 2.6 í.COOO 09643 09426, O.l.l621 0.8033 0.64J3 0.4764 0.3264 0.2030 01Q<j.S 0.04G6 0.0111 

1 :; :~~~~ 1 ~:::~ ~:::~ ~::::1 ~.;::: ~::~~~ ~:;~:: ~:;~:: ~:::::. :~::~ ~·~::: ~·~~:~ 
1 3 2 1 OCOO 09770 Om78 0.8349 0.7305 0.5354 0.3512 0.2057 O.t040 0.0420 • 0.0112 00009 l 3.4 1.0000 09742 090o4 OS174 0.7130 0.4g79 0.3095 

1 
0.1675 0-0741 002241 0.0014 -0.0016 

....; 1 1 • 3 6 1 0000 O 9713 0.6987 O 7SS4 O E;571 0.4610 0.2699 0.1321 0.04 73 0.0055.
1

-0.0063 -o 0040 
{J l 
w 3.8 10000 09632 03836 0.7011 o 6011 o !~~(,9 0.2325 0.1002 0.0243 -00083 -0.0132 1-0.00515 

~ 4.0 10000 0.9650 o.on3 o.7o2ol! o.S351 o:;so1 ots7a j o.o12o o.oos1 -o.o:91 -0.0177 -o.oos7 

Z 1, 2 1 0000 0.9617 O 8677 0.7438 0.6C93 03567 G.íG61 0.0477 -0.0103 -0.0269 -0.0206 -0.0072 

1 4. 1 . 
1 

> 4.4 1.0000 0.95831 08569 0724-:l 0.533G 0.324!3 0.1371 0.02S9 -0.0222¡-0.0320 .-0.0220 ~0073 
1 4.6 1COOO 0.9547 08458 0.7059 0.5582 0.2944 0.1\iO 0.0096 -0.0309,-Q0348 -00221 0070 
l 
, 4 s Loooo 09:s:o o a31,5 o sas1 0-5330 0.2G55 o.os76 -o.0046 -o.oJsa 1-o 0356 -o 0212 -o co&5 

: 15-0 1.0000 O 9472 O S230 Q.GG75¡ O. 508•1 0.23tll O.OS57 -0.016\ -0.0404l-o.0349 !-o 0195 j-O 0057 

1 j5.s 1 1.oooo OSZI73 o.7S34 o. 6192 ·¡ 0.44 761 o.J/62 o.0243 -o 0345 -0.0417 -0.0259 -o.o133 '-o ooJs 

! 17 G • 1 0000 0903l) 0.¡¡;~7 1 0.47771 0.2o491 0.04391-0.0-v'J -0.0388 -0.0204 -0.0061 -0.0001 O 0006 

! 18 O 1 0000! O a784 O 53541 03599 l 0:'1959 ,-OOG56 -0.0431 -0.0250 O 0075 0.0005 O OOT7 O 0007 

1 

1 1 o.O ,1.00001 0.92S7 0.7523 0.5712 O 33S9l 0.1234 !-o 005Er0.0422 ~-0·0365 -0.0204 -O 0077 -Q.OOi5 

1

! 190 10000 0.05151 057i2 ~ 03CS71 0123l, 1-00320-00363 -0.0132 -00006 o'0019 OOOiO 1 O.ooo2 

ii00110COO 0.8231 j 050531 02Jet.
1 

OG657¡-0cl.23 -0025S¡-00046 0.0017 0.0013 0.00031 O 1 

/12.0 :.oooo 1 o.76~a 1 03S~9~ Ol2Jt. ¡-o.coss¡-o.oJS31-o.oo751 o.COí7 'o.oolO 
1 

o.oo01 -o.ooo1 o 

1 

1 

¡ 

1 14 O l.OC:/0 i 0.6'397 O 2049 1 0.0430 ,, -C.o369,-0.02041 O.GC05 0.0013 0.0001 i-0'.0001 O . O 

lG O l.OuOO 0.~54 O.í959 
1
-o.O:JS ,-0.0431 -0.0075

1 

00018 0.0003 -0.0001 1 O O O 

ISO 1.0000 0.5712 0.1234¡- 0.032·1 1-0.0366 -0.0006 0.0010 -0.0001 O ! O O G 

200 í.~DO 1 0.5033 G.OS::i7 -004231-0.0258 O.C017~ 0.0003 -0.0001 O J O O O , 

. 7~ 

1.00 ¡ 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

1 o j 

o 
o 
o 
o 

1 

. 
j 

o 1 

t 

l 
o 
o 
o 
o 
o 





0.6, 
0.8 

l. O 

1

1.2 

1.[, 

' 

1 G 

1.8 

2.0 

2.2 

2.4 

2.6 

2.8 

3.0 

3.2 

3.4 1 

~ 3 6 1 

~ :..o 
~ 4.0 

614 2 
.....l • 

~ 44 

4.6 

4.8 

1

5.0 

55 

i c.o 1 

l1ol 
1 

¡so¡ 
' 1 i S O· í ' 
110.0 

¡ i2.0 

¡ i4.0 

::a o 
' l 

: 1a o, 
:J e: 

T·\ 7""\1 b, vr r.ü;_,.. •. 

DEPOSITO LIBRE EN SUS DOS SORDES, SOLICITADO POR UN 

MOMENTO RADIAL UNIFORME, M,EN EL BORDE INFERIOR 

,4 r:::;-;-;-,-
v .... {¡-y:!) r;: • l 

Qx-=- , r;:;;,- M "foe:vú 
vao 

VALORES DEL COEFICIENTE Coefv1• 

- VALORES DE X/L 

o 0.05 0.10 0.15 f 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 O.!lO 0.1.)0 1 1.00 

o -0.4769 -0.9031 ¡-i. 272.7 -1.6038 -2.1029 l-2.4013 -2.1.994 - 2.J97ll -2.0969 ·1.59G9 -o.u9'l9 o 
-03607-06822 -09649-1.2039 -t58i9 '-1.6030 -1.0736 -1.7948 -1.5676 -1.1926 -0.6700 o 

o -0.2936-0.5541 -0.7813 -0.9773-1.2735 -1.4458-1.4972 -1.4299 -1.2457 -0.9456 -0.5303 

o -0.2523 1-o-4742 -oGss,. -O.o297 -1.0730 -i.2099 -1.2451 -1.1827 -l.0255 -0.7753-0.4334 

¡-0.2269 -Q_.4237 -0.5917 -0.73231-0-9360
1

-1.0439 -1.0637 -1.0014 -0.6616 -0.6471 -0.3597 

o -¡-0.2124 -0.3932-0.5445-0.6662 -0.8401 -0.9223 -0.9260 -0.8602 -0.7314 -0.5437 -0.2995 

o ¡-0 2060-0.3775 -0.5171 -0.6278 -0.7725-0.8304 -0.0170 -0.7446 -0.6224 -0.4557 -{).2478 

l-o.2oso -03729 -o 5046 -o.6049 -0.7253 -0.7593 -o.n1a -0.6468 -0.5278 -o.J781 '-0.2016 

o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

-0.21oa ¡-o 37Ga -0.5032 -0.5949 -0.6926 -o 103o ,..o.6525 -0.5614 -0.4436 -0.3081 -0.1597 

-o íi93 
1
-0.3871 -o.5os9¡-o.5941 -0.6702-0.6570 ~0.5873 -0.4654-0 3679 -0.2448 -o.1215 

-0.2305-0.4017 ¡-0.5219 -0.5993 -0.6544 -o 6161 -o 5297 -0-4174 -o 2s9s -o.1aao 1-o.oa74 

1

-o 2434 -o.¿1asJ.:.o.5371 -o.6o7a -0.6423 -o.ss36 -o 4 7771-0.3562 -o 2391 -0.1378 -0.0575 

.-0.2572 -0.4374-0.5535-0.6175 i-0.6316 -0.5517 -0.430l -0.3012 -0.1856 -0.0946 -0.0321 

o · -0.2713 -o 4561 -0.5698 -0.6268 -o.s2osl-o s2os -o.3aso -0.2522 -0.1398 -o.o5s4 -o.o116 

-o 2855 -0.4743 -o.ss5o -0.6346 -o 60a2!-o.49o5 -0.3447 -0.2085 -0.1oo9 -0.0293 o.0043 o 
o -o 2993-0.4915 -0.5986-0.6402 -0.5939 -0.45981-0.3060 -0.1700 -0.0585 -0.0067 0.0158 

1 
-0.3127 ;-o.5077 -o.s103 -o 6435-0.5775 -0.428s¡-o.2695 -0.1361 1-0.0424 o.otoo o.o23s 

-0.3256 -0.5226 
1
-o.62o1 -0.5444 -0.5590I-0·397s

1
-o 2352 -o 1066 -o.o216 o.o211 o.o210 

-03384 -0.5364 !-o 62s1 Lo.S43l ,-o 5385 -0.3661 ¡-o 2030 -o oao9 -o.oos4 o.029J o.o295 

-o 3505 -o 5l.92¡-o.6343 - o.6397 -0.5167 -o. 3349¡-0.i73o to.o5sa o.ooGa o 0331 o 0291 

-0.3626 -0.5610 tO 63SO -0.5345 -0.4936 -0 30!,2,-0.1451 -0.0399 0.0157 0.0344 O 0273 

-03742 -0.57:& -0.6423 -0.6276 -0.4695 -0.27L."J -0.1196 -0.0239 o.o219 0.0339 0.0245 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

I
-03S551-0.5318 i 0.6442 -0.6194 -04451-02450:.-0.0963 -00106 0.0259 0.0320 00212 

o. -0.4126¡-o.o0321-o.6439,-0 5934 -o 3&29-0.1790 -o.o4s3 o.o125 o.o2a9 o.o242 o o;'i.7 

.o ¡-o437s¡-o61sel-o.G3sel-o.s514'-0.32t9i-o.t225 -oot4o o.o242 o.o2s9 o.o157 • ooo51 

O ¡-0.4B33 ¡-o 63981-0 6C7: .-O.L.SSO -0.2114 !- 0.04071 0.0212 0.0260 0.0142 0.0033 -o C003

1 O l-05221 -0.6447~~-0.56i5l-O 4035.-01225 0.00481 00277 0.0164 0.0045 -0.0006 -OOOi4 

o l-o 5347 -o 6370 -0.5059-03220 -o 057L. o.02421 o.0211 ooo1o ¡-o.ooo1 -o.om2 -o.ooosl 

o !-o5Sis¡-o 61911

1

-0.44511-o 2461 -0.0141 00211. OOí29

1

1 o.oo14 -0.0012 -o.oooo¡-o.oool 

o ¡-oo:9c¡-o.ssts
1
-o.3220!-0.1226 o.0242 o.Oi641

1 

o.COi4 -0.0012 -o.ooo4l o 1' o 

e l-os3s3l-oF :-021i4¡-oot.07 o.026llooo47.-o.ooí2j-o.ooo4 .o o o 
!-os:.47!-o.4o:;..;·

1
·-o.12261 o.oot.a o.o1s4l-ocoo4 -o.coo7¡ o o o ! o 

: - ! ~ . 1 
¡-OG~,o 1 -0.3220¡-:: ..~7:.. 0.021.2 O O O O 

!-06151 !-024Ci'-00i411 0.02771 O O O 

o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

·o 
o 
o 
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~ 40 

g 42 ¡ 
~ 4.41 

l 
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50 
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1 
,. 

j ~oJj¡ 
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TABLA VII. 
DEPOSITO LLEN01 LIBRE EN EL BORO::: SUPERIOR Y 

RiGIOAMENTE EM?OiRADO EN EL BORDE INFERIOR 

VALORES DEL CO~FíCIENiE Coefv 11 

VALORES DE X/L 

0.05 0.10 1 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 1 0.70 o. e o 090 1.00 

0.0001 0.0004 0.0008 0.0014 0.0028 0.00t.5' O.OOii4 0.0084 00104 0.0124 0.0145 0.0166 

O C003 0-0011 O 0024 0.0040 0.0082 0-0132 O.Di36 0.0244 0.0302 O.O:l61 0.0421¡ ·0.0480 

1 0.0006 000241 00052 0.0087 0.0176 0.0261 0.0395 0.0514 0.0634 0.0754 0.08751 0.0995 

0.0011 0.0()1.3; 00091 00152 0-0303 0.0470 0.0665 0.0356 0.1047 0.1237 0.1425 0.1613 

o o;:;w o ooGsl o.Oi3S o.o229 o.04S9 o.os97 o.0954 0.1210 0.1459 o.t702 o.1941 o.217a 

0.0025 O_QG92 00192 0.0316 00607 0.0922 0.1236 0.1534 0.1314 0.2070 0.2333 0.2585 

00034 00124 0.0255 0.0414 OIJ778 0.1155 1 0.1508 O.íG24 

1

1 ~ :~ 1 ~~;:~ ~~::: 1 ~~::: ~ ~:: ~:::~: ~:;::~ ~:::~ 
0.0072 0.0257, 005141 00~13 0.1431 0-1972 0.2366 0.2600 

1 OGOó9 0.0315¡ 0.0623 0.0903 0.1/01 0.2292 0.2600 0.2354 0.281.9 0.2719 0.2523 0.2306 

0.2i01 0.2343 1 0.2579 0.2804 

0.23321 0.2527 0.2694 ' 0.2853 

0.2527 0.2636 0.2706 02764 

0.2696 0.2695 0.2642 0.2571 

1 0.0106 0.0301 0.0753 0.1170 O 1990 0.2629 0.3001 0.3105 0.2967 0.27Hl 0.2370 0.199S 

O Oi29 0.0452 O OZB7 0-1370 0.2292 0.2973 0.3322 0.3346 0.311 O 0.2699 0.2199 0.1671 

0.1578 0.2601 0.3316 0.3632 0.3571 0.3215 0.2668 o 2023 

0.1792 0.2910 0.3650 0.3924 0.3771, 0.3303 0.2626 0.1852 

0.2010 03214 0.3967 0.4191 0.3951, 0.337í 0.2501 0.1693 

o 13491 
0.1046 

00775 ¡ 

0.0152 o 0525 0.1030 

0.0176' 0.06081 0.1170 

0.0201 0-0.3921 0.1330 

0.0228 0.0770 0.1486 

o.0256 00867 o.:645 

0.2229 03511 0.4265 04430 0.4099 0.3419 0.2532 O.i550 00542 

O 2449 0.37S9 0.4541 0.4540 0.4219 0.3446 0.2480 0.1426 0.0349 

0.0265 0.0959 0.1805 0.2669 

0.0315 0.1053 0.1969 0.2866 

0.0346 0.1150 0.2i:4 o 3106 

0.4075 O.l.!941 0.4319 0.4310 

0.4340! 0.50241 0.4971 i 0.4377 

O 45931 0.5232 O 50S6 0.4421 

0.3459 0.2427 0.1321 0.0197 

0.3456 0.2375 0.1234 o 0081 

0.3l.41 0.2224 0.1164 -0.0003¡ 

0.0379 0.1249 0.2300 0.3322 0.4035 0.5419 05197 0.4445 0-3416 0.2276 0,1109 -0.0060 

0.04i3 0.1351 0.2465 0.3537 0.50o5 O 5536 0-5277 0-4454 0.33$3 0.2230 0.1066 -O.OOS5 

0.0502 0.1614 0.2&93 o 4053 0.5587 05923 0.5399 l 0.4424 0.3287 

0.05931 0.1888 0.3319 0.4569¡ 0.5034 0.5160 0.5433 0.4352 0.3189 

00809 0-24601 0.4157 0.549() 1 0.6712
1 

0.63981 0.5374 0.4166 0.3050 

0.2132 0.1001 -O.Oli6 

o.2os1 o.os76 ~o.owo 
0.1991 

OIOL.2 0.3049! 0.49521 06293 0.7133 0.6428 0.5241 0.4054 0.2991 01981 

o i293 0.364211' o 5634 o 6945 0-7352 o 6353 0.5120 ! 0.4G02 0.2931 O.ISSO 

0.0977 -0.0024 

00991 0.0003 

0.0999 0.0004 

1 O.i560 0.4226 O 6339 0.7456 0.71.301 O G244 0.50391 0.3952 O 2938 0.1:::97 0.1001 

0.2!30 O 53351 O 7!.00 O.C1:J7
1 

0.7:::56 1 0.60&3 0.4:l03 0-39901 0.2999 0.2001 O 1000 

02731 06324! OG137 03334 1 0.71951 0.5S93 0.4938 0.3959 0.3001 0.2000 O.ICiOO j 
O 3348' 0.71671 O CS94 O.S42S O. 70"10 0.5Se2 0.4997 0.4CO: 0.3000 0.2COO 0.1000 

0.3965 0.7&551 O G3::;61 0.6359 0.7004 0.5SSO 1 0.5G01 O.t.OCO 0.3000 0.2000 1 0.1000 

0-4572 O.B3S4! O 6526 i O é\251 0.6983 0.59971 0.5001 0.4000 0.30JO 0.20001 0.1000 

... 

0.,0001 

o 
o 
o 1 

; 1 

77 





o 1 0.05 0.10 

!¡ ~ ~ v.ú 0.1;64 OO~SG 0.0344 

1 o.s O.lS49 0.1656 01397 

TAB~A VIII 
DEPOSiTO LLENO LIBRE EN EL BORDE SUPERIOR Y 

RIGIDAM2:NTE EMPOTRADO EN EL BORDE INFERIOR 

VALORES DEL COC:FlCiEN'iE Co;¡.fv 111• 

015 

007091 

0.1165! 

VALORES DE 'J./L 

0.20 0.30 0.40 0.50 O.GO 070 0.60 O.SO 

O 0589 0.0391 0.0243 j 0.0138 O.C059 0.0028 0.0007 1 0.0001 

O.OS60 0.0624 0.0377 0.0206 0.0055 0.003J 00006 -0.0001 

1 1.0 1 0.2732 o.22s~ 0.1Si4 o.1573 0.1274 o.0793 o.0440 o.o2w o.ooao 0.0011 -o.oo1o -oooos 

O 3J7G 0.2792 O 2276 O.Hl25 0.1435 O.Ool9 0.039:3 O 0132 -0.0007 -0.0055 -Q.0047 ,-O 00i3 

1 4 0.3048 O 3108 0.2461 0.1901 0.1423 0.06ZO O 0213 -0.0055 -O 0165 ¡-0.0166 -0.0106 -00035 

1 6 0.4210 0.33061 0.2522 0.1653 O.i290 0.04501_0.0052 -o.0314 -Q.0374 -0.0307 -Q.Oli9 -0.0055 

1.3 0.4535 0.3L.55 0.2528 0.1746 0.1096 0.0155 -0.0383 -0.0606 -0.0604 -0.0460 -0.0250 -0.0078 

1.2 

1 2.0 0.359!:1 0.2522 0.1622 0.0605 -0.0154 -0.0711 -0.0900 -O.OG31 -0.0609 -0.0333 -O.OOS9 

1 ¡ 2.2 

0.4S64I 

o 52091 

05560 

0.3749 0.2518 0.1499 l 00676 -0.0456 -0.1025 -0.1174 -o.1o3a -0.0742,-0.0399 -0.0111 

o.:;so2 0.2516 O.i~ol o.0476 -0.0737 -0.1307 -0.1412 -0.1211 -o.oa4a -0.0450 -o.o130 

1

2./, 

2.6 .0.5904 0.4043 0.2510 0.1265 00285,-0.0991 -0.1549 -O.,vJ3 -0.1341 -0.0923-0.04621-0.0138 

2.a o.s227 0.4176 0.2492 o.lit.o oo103 -oJ215 -0.1745 -0.1743 -0.1424 -0.0961 r0.0495 -o.o140 

! 3.o o.65i9 o.427a 0.2457¡· 0.1021 - o.oo73J-o.1409 -0.1394¡-o.1a2s -0.145a -o 0954 -o 04sa -o.Oi36 

l 3.2 O.G776 0.4351 0.2403 0.0889 -0.0243

1

-0.1574 -O.í993 -0.1065 -0.1446 -0.0934 -0.0463 -0.0127 

j _. ¡ ::..:. O 6S9S O 4395 O 2330 0.0749 -0.0409-0.1711 -0.2060 -O 1856 -0.1395 -00876 -0.0423 -0.0113 

j ¡j · :> 6 o.7iJsl 04413 o.223s o.oG02- o.0570 l-o.1a23 -o.2oas -o.1so9 -0.1313 -o.0797 -o.0373 -o.oos7 

j o 3-8 0.73521 0.4409 0.2134 0.0451 -00725-0.1913 :-0.2081 -0.173J -0.1208 -0.0704 -0.0316 0.0079 

l ~ 4.0 0.74!l3 0.4387 O 2017 0.0297 -0.0875-0.19331-0.2051 -0.1634 -O.iOSO 1-0.0603 -0.0256 -00060 

¡ ~ 4.2 0.76171 0.4350 o.1sn o 0142 -o.:o17
1

-o.2o35!-o.zo01 -o.l.52t -o.oSG1 -o.osoo -00197 -o.oo42 

¡ 
1 
¡ 

l 
l 

>: 4.4 0.7727¡ 0.4301 0.1761 -0.0011 -0.1152 -0.207i -01936 f-0.1398 -0.0832-0.0401 -00141 -0.0026 

14.6 O. 78 271
1 

O 42l.l,l 0-162.5 ·-O.D163 -0.1278 -0.2093 -0.1656 -0.1271 -0.0706 -0.0303 -0.0091 -0.0011 

4.o o.1s11 o.~..,ao o.14ssl-o.o31o -u.i~9s¡-o.2ioo]-o.1n2 -0.1144 -o.o5ss -o.o224 -o.oo4e o ooot 

s.o o.ooooj o.t.111 o.JJ52 1-o.0453-0.150J-0.20G~-o.167e-o.w¡s -0047€-0.0150 -0.0012 o.oo:o 

5.5 o.a1a1 o.ss1s o.1ocs -oons -0.1730 -0.203~I-Ol427l-oon7 -o.024s-o.oo14 o.0045 0002;, 

6.0 O.O:l33 03708 0.0676.-01078 -0.1097 -0.19221-0.If691-o.0400 -0.0066¡ 0.0059 0.0065 0.0024 

1.0 0.8571 o::.zsa¡ o.cossl-o1543¡-o.z071 -Ol5(;7¡-o.oss5-0.0136 o.oos71 o.ooa4 o:oo45 o.oo12 

o o O.C750 02792¡-oo4a4¡-o¡.::.s2
1
-o2070-0í19o i-0.0332 00034 o.oooa ooo4a o.o014 o.ooo1 1 

so o t.E-z~ / o.233o¡-o os::.~¡-o 2025¡-0.i994
1
-o.os27

1
-o.oos7 o.ooao j o.oo6o o.oo1s - o.ooo1 -o.ooo2 

to.ol o9ooo1 o¡az3¡-ot307j-020J4 -0.1737 -o.o514 o.oo31 o.oooz¡ o.oo2a o -o.ooo4J-o.ooo1 

11:zo 1 osJG7l ü.iO:>JI-o.JJ07!-o.i95t.!-o.i226 -o.o1o4 ooo:::9 o.oo2s!-o.ooo2-o.ooo3 o ~~ o 

!1:...; 0.92DG 1 0.032::0 /_02041 l-O.l63l¡l-00736 O.GOG2 0.00301 O -0.00031 O O O 

j 1o.o 1 o.s::.75l- o.oz¡;s !-o.2J73 ¡

1

'. o.tz:.o - o.o35.:. o.oc¡;,~ o oo14 -o.coo4 -o.ooo1 o o o 

jlü.O l Qg444 r0.07sa!-0.1964 -O.O%i ¡-O.Oili 1 0.0052
1
-0.0iJ02 -0.0002 O O l' O O 

¡,~~~ o.s~ool 0.\2o7l-o.i76Gj-oo529i oco2sl o.oo~o~o.ooo4 o o o o o 

1.00 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 





TABLA IX. 
DEPOSITO LLENO, LIBRE EN EL BORDE SUPC:RIOR Y 
RIGIDAMENTE EMPOTRADO EN EL SORDE INFERIOR 

VALOrlES DEL COEFICIENTE Coef1x 

VALOR¡::s DE X/L 

1 o 0.05 1 0.10 l o i5 1 0.20 0.30 0.40 ! 0.50 0.60 070 0.80 030 

l. ' 1 1 • 
06 -05917 1-05332 ¡-0.4777 -O.l,2531-0.37581-0.ZS61 -02035¡·-01431 -0.0900 -00492¡-00205 -00041 -

o. e - o.767o - o.Go9s¡-o 6153 -o st.so:-o ,,eo21-03612 -o 2ses -0.1734¡-0.1049 -o os::.::.
1
·-0.0165 -o.ooo3 -

1 o í-0.9154 .-oa1ao¡-o.nsG¡-o.533sl

1

_o.5567!-o.4093j-o.233a -o.1eos -oos'37 -00411 -ooo5o o.ooe1 
1.2 1_1 0321 -09151 -08044~-0.7002 -0.60261-0 4280•

1

-0.2314 -0.1631 -0.0733 -00122 0.0204 0.0245 

u. -1.12s3 -oses~ -o sso9, -o 73S3 ,-o 6260 1-0.4262 -o 2603 ,-o 1294 -0.0337 o.0269 o.0527 o 0437 

1.6 ¡-1.2095 -1 0336 
1
-0 '30G5j-o 7S'J7 -O.G40C ¡-0.415'·¡-0.2319¡-0.0904 0.0092 0.0676 O 0353 0.0627 

1 S 1- 1.23C3¡- 1.1130 i- O 947<J i- O 79J7 -O 6512 -0.4025,- O 2031, ·-0.0534 O 0534 O.C'I S5 0.1037 0.1136 

2.0 ¡-1.3G4ol-ll693j-oges3¡-o..s161 l-o.Gs96 -o.3s9s¡
1
-o1771 -oo210 o.0813 o.1321 0.1354 o.o9o9 

22 -1.4351!-t7210-10202tOZ3t.51-0G647-03754
1
-01526 00067 0.1073 0.1537 01500 0.0984 

2 4 -149941_1.26GO -1 ot,n¡-cc!.6a -0.661.,7 -0.3587 ;-o.12aej o.030'• o 1266 0.1670 0.1573 0.1011 

2.6 -1.5554 -1.3027-1.05 :-0.85i8 -06582-03333-0.1048 0.050~ 01402 0.1732 01581 0.0996 

z.a -16026 -1.3307 •-1o7a2j-o.c4a9 -o 51.,40 -0.3137 -o.oeoz o.o689 o.14s7 0.1733 o.153o o.o9t.3 

3.0 - 1.641f., -1.3502 - 1.0311 
1
- O.C3Sl, -0.6240 -0.2851, ~-0.0549 0.0046 O 1530 O 1683 0.1433 0.0661 

13 2 l-1 6727 -13623 -1 o76s¡-oa2J5j-o sgg¡ ¡-o.2st.oj-oo294 
1 

o.o981 j o.153.'3 0.1593 o.13o3 o.o7s9 

3.4 -1.6978 -1.3GBt.t-l.0667 ,-o 7993 -o 5692 -0.220., -o OOt.2j o 10s6 , 0.1517 o.1t. 76 o 1152 o o 64 5 

1% 3.6 -17132 -13697 -1.0521 ¡-07732 -05364 -0.136411 01865 0.0198 ¡· 01190 0.1t.71, 0.1342 0.0991 

::5 38 -17349 -13674 -1g343,-0.7446-05017
1

-01525' 0.0422 0.1262 01414 01200 OOZ30 0.0415 

~ 4.0 -17491 -13627 -1.01l.3 
1
-07142 -04662¡-0.11951 0.0625 01313 013t,O 01056, 00676 00311 
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TABLA X. 
DEPOSITO LLENO, LIBRE EN EL BORDE SUPERIOR Y CON 

ARTICULACION FIJA EN EL BORDE INFERIOR 

VALORES DEL COEFICIENTE Coe-fx 

VALORES DE X/L 

¡ O.C.5 1 OJO 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.00 090 1.00 

l o 0252 0.0305! 007571 0.1008 0.1511 0.2011 0.2509 0.3006 0.3501 o 3996 0.4490 01.985 

00258 00515100771 0.1027 01533 0.20~.', 0.2529 0.3019 0.3505 0.3988 04470 04952 

00269 0.0536J.O.OZ02 01064 01580 0.2082 0.2569 0.3045 0.35111 03971 0.4427 0.4883 

0.02S3 0.0574 0.0!3551 0.1131 0.1664 0.2157 0.2641 03091 0.3522
1 

0.3940 O 4352 0.4762 

0.031C j 0.0633 O 0940 0.1237 O 1795 0.2301 0.2755 O 3164 0.3539
1 

O 3892 O 4234 0.4572 

100363 0071Sll o.10s2jo::;.,;g 01984 02492 0.2916 03267 03564 03824 0.4065 0.4301 

1 o 0421 o 0832 o • .:..:.4 ¡ o 1590 o. 2233 i o 2774 o 3127 o 3402 o. 3594 0.3733 0.3843 o 3946 

1 0.0494 O.C~73 0.1425 O.i840 O. 25391

1 

0.3052 0.3384 0.3565 O 3630 O 3621 O 3574 0.3516 

1,· o 0579 o.ms 0.16581 o 2i29 o 2892 o 3403 o.3675 0.3746 o 3667 0.3492 0.3269 o 3031 

0.0674 0.1320 O 1915 0.244 51 0.3275¡ 0.37CO O 3982 O 3934 0.3702 O 3353 O 2946 O 2521 

1

1

· 0.07741 0.1s12l o.2ws 02111 03669104162 o.42cu· 04117 03730 03209 02623 02016 

00~771 017091 02461 0.3111 040601 04532 0.4577 04283 0374B 0.3067 023i6 01543 

0.098010.19051 02733 03439 0.4435 04877 0.4837 04424· 0.3754 02931,02037 01123 

0.1083 0.2098 1 o 2S991 o 375 51 0.4756 0.5189 0.5062 o 4536 o 3746 o 2804 o 1794 00765 

0.1i84 0.228711 03256 0.4057 051101 0546'5 052lo7 046i7 03724 02688 0.1589 0.0474 

O i2S3 1 O 2lo72 , 0.3504 0.43~4 0.5loOS 1 05703 0.5395¡ O 4670 OJC91 0.2582 O 1421 O 0248 
1 

O.i381 ! 0.26521 o 37lo3 0.4517 05676 o 59071 055oa o 4695 0.3647 0.2467 o.12aa o ooao · 

o 14771 0.2829 0.3973 o 4877 o 5922 0.6079' o 5590 o 4698 0.3595 o 2402 o 1184 -0.0038 

' 0.1574 1 0.3003 0.4201 05125 0.6145 062221 0.5644 0.4682 0.3537 0.2327 o 1105 -00114 

016691 o.3i75 0442o
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o.5J62 OG3lo7 o.634o o.ss; 0.4652 03476 o2261 0104a -oo150 

o.11o.:.¡ 0.3345 0.4634 o.s5e9 o.6531¡· o.643S 05668 0.4611 0341lo 02203 Oloos -00111 
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YA8LA 1~1. 
DEPOSITO LlE~O, LlBRC: EN El aORDE SUP;::RIO~ V CON 

ARYICULACION :=iJA EN EL 60RDE ii'.FC:RiOR 

M~=-- (ao~ X [Coef x1J 
2V3(1-Vl') 

VALORES DEL COEFIC!C:NTE Cc~f x1 

VALORES De X/l 

o.os 0.10 1 0.1s 0.20 1 o.::;o o.t.o o.so o.so 0.10 1 o.¡.o o.go 1 

-0.0081 .,.O.Oít.6 -0.0195
1
-0.0230 -0.0264,1-0.0259 -0.022t. -00172 ·-0.0113 -0.0057 -0.0016 

-0,0~44 -0.0258 -00345 -0.0407 -00467 -OOt.5S -0.0397 -0.0305-0.0200 -0.0101 -0.0029 

-o o223 -o.o4oo'
1

-o.0535

1

-o.0632 -o.on4¡-o.o7o3 -o.os14 -0.0471 -o.o3oa -o.o1s7 -0.004t. 

-0.0313 -0.0570 -0.0751 -O.OSS7 -0.1026 1-0.1002 -0.0867 -00564 -0.0434 -O 0220 -00062 

-0.0425 -0.07611-0.t0l41-0.1194 -0.1361 1-0.1:)25 -0.1143 -00673 -0.0570 -0.0288 -0.0081 

,-00542 -0.09;)7 -01235 -O.i50S -0.1712~-0.1659 -0.1425 -0.1034 -0.0706 -0.0356 -0.0100 

¡- 0.06G2 -0.1178 -O.i5CO l-0.1825 -0.2057 -O.iSBO -0.1690 -0.1279 -O 1 • ~ 3 1-0.0416 -0.011 6 
1-0.0782 -01305;-01526 1_02126 -0.2374-0.2264-0.i9i6 -0.1439-0.0925-00462-0.0128 

1.00 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

· -occss -0.1579 -0.2011 -0.2397 -ü.2643 -0.2491 -o.zoo4 -Oi548 -oo9a7 -o.o4sa 0.0134 o 
: 1 - - - . -

:- o.:co:> ¡- 0.1756 - o.22SG,-0.252S¡ 0.2853 -o.-• .i',47 -o. 21&3 ¡-o.1599 -o.1oos -o 0492 -o 0134 o 

- O.i:041- 0.1913 ¡-'0.2469 -0.2U 11 ; -0.2S9S -O. 2730 -0.2210 ~-0.1590 -O 0983 -0.0474 -0.0127 O 

· -O.i,S4 -0.2050
1
-0.2619 -0.2952

1
-0.30321-0.2744 -0.2171 -0.1527 -00924 -00436 -0.0115 O 

-0.1276 -02\69 -0.2742 -0.3055 -0.3i13¡-0.26S9 -0.2077 -01420 -O.OS35 -003$3 -0.009S O 

-O.i353 -02274 -0.2842 -o.:ms -03101
1

-o.260'J -0.1943 -0.12.12 -o.onG -o.on1 -o.oo1s o 

-0.1425 -o·2359'1-o 2924 -0.3175 -0.3056¡-0.24&6 -0.1751 -O.i125 -o.oGoa -0.0255 -00059 o 
1 ' 

-0.1494,-0.2455 -o.2ss1 -0.3204 -0.2Js7¡-o.231.1 -0.1o04 -o.o96i -0.0467 -o 0138 -o.oo4o o 

-0.15Go -025341,-0304&·¡-0.3217 -02901¡-02i83 -01422 -0.0799 -oo:;.) -o.o126 -ooon • o 

1

-o 1525,
1
-0.2607 ¡-o 3G35,-0.32·,a¡-o.2eo::.¡-o.2018l- 0.121,2 .-0.0644 -0.0263 -o.oo7o -oooo5 

1 
o 

1 -0.16sa -o 2S75 1,-0.3134 -0.3210. -0.26'J5!-o ;os~ , -o.1069 - o.o5oo·-o.o¡ss -o oon o.ooo1 ·¡ o 
1

-0.175o¡-02740 -0.31o5¡-o.3i92 -o.2533¡·
1
-o.1sssLo.o9os -0.03721-o.oos7 o.oo1s ooo17j o 

-o.1s10 -o.2aoo~·-o.31e9 -0.3166 -0.2L,6:yo 15 2~ -0.0755
1
-o.o2GO Lo.oo2o o.004sj o.oo2s o 

-0.186~ -0.2855 -0.3207 -0.3133 -0.2341-0.1375 -0.0618 -0.0165 o 0033 0.00671 0.0029! o 

l-o1s2s¡-o.2906j-0.32ls

1

-0.3093 -02222~'-oma -O.Ot.94 -o.ooss o.con o.ooao o.oo311 o 

l-0.2062¡-0.3015l-03218 -0.2965 -0~913 -0.089t, -0.0244 00052 00122 O.OOS7; 0.0029¡ O 

1
-o21s9 -o.:;oss¡-o31Z~¡-o.2S07-0i609 1 -oo·.2!-o.oc7o o.Oi19 o.Oi25, 00011 ooo2o! o 

l-02416 -0.31S9¡-o.so3s¡-J.2430 -o.1057 -oo204 o.Ol06 o013o o.oo73l o.oo2s oooo4 o 

I-02Si0 1-0.;j223!-0.2807¡-02-il8 1-00513 0.0024 0.0138 1 0.0082 0.0024 -0.0001 -0.0003 o 

-02773 -03H35)-o252sl-016iO -oo:2o7! 00121 o.o1o9! Ow35 o -o.oooo -o.ooo2! o 

-02908,-o.:;os.:;!-cr·-·?sl-a1231 -OC07oll 00139 o.oossl 00007 -o.ooos -o.ooo3 -o.ooo¡j o 

-030S0;-02807i-vlv:J j-0.0512 o.om 
1 

o.coazl! o.ooo7 -00006-0.0002 o o o 

i-0.;)199 ·-024301-01057 -00204 0.0131 1 0.0023 -OOOOG -0.0002 O .O O O 

-0.3223 -o 201a¡-o os13 o G02t. o ooa2¡-o.coo2
1

-o.ooo3¡ o · o o . o o 

-o.s1a5 
1
-0.1610 ¡-o.o2a7 0.0121 ' o.oos5,-o.oooa 1o.ooo1 o ¡ o o _ o 0 

-0.309S 1-0.i231 -0.0070 0.0139 00007 -0.0003 O ' 1 O O " O O 

.. 



TABLA XII. 
DEPOSITO 1..LE:-i01 LIBRE EN a 30ROE SU?E:R!OR Y CON 

ARTICULACION FIJA ¡::,, • :JORO.;: ¡;·;,:·.::RtOR 

VALO~E.S Dr::L COEfiCIENTE Coelx 11 

l --.-\-'A_L_O~RE_S_D_E_x4j_L __ ~r----r----~--~----"--~' 
1 o · ¡ o o ::o ! o. ;o O.i5 0.20 1 0.30 ' o 40 o :;o o. Go o. 10 o. e o o.9o too 1 

r-;1 '0.6 l

1

-0.299G ~-0.2!.1'3 1-0.18137 -0.13S9 -O 0957!-0.0209 0.0360 00749 0.0958 0.0988 0.0338 00509 O 

1 

O.S -0.39S5~-03215 ~-0.2SC6 -0.1C57 -0.12S9 -0.0274 0.0481 0.0996 0.1272 0.1310 O.iliO 00674 O 

1

1 o I-0.4S53·-0.2392 -0.3i07 -0.2299 -0.1567 -00332 0.0602 01236 0.1575. 0.1691 ., Oi371 0.0831 o 

1 1 2 
1
-o.ssssi-o t.733 -0.3674 -o 2110 -o1s:;;s ,-o.03751 00724 0.1467 O.l85s o.mo5 o.16os oos74j • o 

l ! 1.4 -0675s

1

-o.ot..iG 
1
-ot.ws -0.3073 -0207i Loo3ssj o.os4sl o.16JO o 2ili o2151 o;sn 01093 o 

j 11.6 
1
- O 75L,9 -O 5010 1-0 4625 -0.3367 -0 22431-0.0335] 00976 O 1869 O 2318~

1 
0.2344 O.i961 0.1179 0 

¡1.s 1-os2nl-osoJSI-049s3·-o.2573-02342'-oo3341 01i07.j o2026 02468 02466 02046 01222 o 

12 .o !-o a 791 -o. Geso -o.;:s7l-o.3Snl-o nss - o o 236
1 

o msl o. 2146 o "521 0.251 o 1 o 2058 o 121s 1 o 
2.2 -0.9221 ,-0.71t.0¡-0.52S4 -O 3678¡- 0.22JO -O.Cv34 013721 0.2227 0.2508 0.24731 01995 0.1166 1 O 

V. -0.9530,-0.727í ¡-0.52S1 -0.35$1,-02125. 0.0089 1 01503 0.2269 0.2521 0.2362 01.365 0.1072! O ! 
J 2 6 -09737,-o.n:nl-0.5105 -O 340JI-O 19051 O 03011 0.1S2S O 2277 O 2420 0.2193 O 1SJ4 , O 09451 O 

28.-0.9864-0.72571-0.5031-0.3166-016391005311 0174310.2255, 0.2280 01983 0.1470 00801 o 

3.0 l-09935 -0.7153 '-04817 -02891 -013451 0.0765 o;a45 02209 0.2115 O.í752 01241 OOE:48 O 

3.21-09970 -0.7025-0.4576-02595-01040~ 00993 0.1929110.2144 01935 0.1511. 01013 00499 o 

3.4 1~-0.SSDS -O 66 73
1
-0 43211-0.úS31-v.0736 O ;206 O iG94 0.20641 O 1751 0.1283 0.07~8~ 0.0362 O 1 

~ 3.6 -OSSS1 -0.67141-0.4063 -0.1S941- 0.0443 0.1398 0.20:::71 0.1971 ! O 1568 O 1067 0.0604 O 0241 O 

813.8 l-09992 -0.6551 -0.3807-0.1704 -0.0165 0.1567 02059· 0.1S60 O 1391 00870 0.0435 0.0140 O 

1 O~ '4.0 -O.S992 -0.63SO -0.3557-0.1426 0.00951 0.1710 1 0.205$ O.i757 0.1222 0.0695 00293 0.0058 O 1 

j ~ 4 J. -QS993 -0 6231,-0.33i4
1
-0.11G1 O 0336 O.i323 

11 

0.20:JO 0.1638 O.i052 0.05431 O.Ql78 -0.0004 O 

1 > 4 4 :-osss3 -o 6074 -o 3078!-0 os¡ol 0055! l o 1s21 O.I:J93 O.l5i5 o.os13 004tl 1 o.ooas -o.oOL.s
1 

o 

l 4.6 !-0.9994 -05Si3 i-02849¡-0.06711 00759 01991 0.1941 O.i388 0.0775j 00:300i 00017 -00076! O 

1 4 a 1- ossso ¡-0.5767 -o 2627¡- o.0446 o os431 0.2000 ! o.l371 o 1260 oo64a j o 02071- o.oo33¡-oooso 1 o 
¡ 

1

5.0 l-OS::l97 -0.5616 -0.2:. 12¡-o 0234 O i 1 iO 1 O 2068 ¡ 0178() 0.1i33 O 05321 0.0131 -0.00613

1

-00103

1 

O 

15.sj-o.ssssl-os2t.7¡-0.1902¡ o.0247 Oi458 j 02G67 c.~'•6 ooz.29 002921 o -o.ows -ooos2 o 

1 ' 1 i ' 1 1 1 G.Oi-i.OOOOj-o.t.:::ea

1

-0.ll.:30 0055S 0.17113 O.J!JGS 0.1202 00561 00119
1

-0.0065 -O.CG9S -O.OGS:>¡ O i 1. o ¡-1.ocoo ! -o, m -0.05S9 0.1294 1 020" ' 0.16 75 o.o7nl o.om -o.oo57 
1
- o ooa: j-o.o04s

1

-o.oo 14 ! o 
,.:; Orl.OOOOI-0.35641

1 

OOCS:>: 01716 0.2077 0.1282

1 

00383 -O.OOi9 -OC0!;9j-G.Cú51

1

-0.00i? 00004~ O ! 
i.;¡o¡-1.oooo -o2sos, oos57' O.l9ó2 0.1:::Jsl oo5so o.Oi24 -o.ooa5-00034!-o.ooa~ o.ooo2; ocoo4¡ o ·1 
¡·.i0,-1.0000 -024151 OliOS 0.2068 0.17S4, 005S:!

1

'-o.OOi9'

1

-0.C064-0.0031I_O.OOOi¡ C.C004 0.0001! O j 
!.2.0 l-l.OGQ-0 ¡-0.143 i 1 0.1716 . O.IS351 0.12821 0.0124 

1
-o.co.:;g -O 0031 00001 O 00031 0.0001 l O O l 

~ ¡t, O i-1 OCOJ i- 0.0599¡ 0.2011 0.16751 OC ~ 1¡-o OG57i-00052 r0.C001 0.0003¡ O ' O 1 G ~ O i 
j:c.o]-;.ooooll, ocoo3¡ 02011 o.t282j ou3s3¡-o.ocasj-oool5 o.ooot.j oooo1¡ o ! o , o ¡ o ! 
¡;¿.O l-1.0000 :! 0.0!::57; O iSa5 0.00951 00i24¡-o GG54
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'Coscarones ~ 7éon;, yeneral ele /lo;.,;," 

DR. ISAIAS GARCIA TERRAZAS 

énf€,nclen?o.s ,.oor Ca4 co;-o/J C/, cc;,;ttr¡PtJ ?f,/~d/lldA.$/i:JAql 
...../ ,, ,, 

/¿;/ 9'«f vna dt:r 5aJ ckm~"s/on..JU u~nttJ.n?,/nott"a: . es/'JtJI' 

..b:1 stA4/a,.,c./Q/ .~??"'"'~ ~4e?F' j?u/ k oka4 de,s · 

Po/a d~?.sc,/b// /Ps ca-:~~/t? "'~ A.f.' Ae:t ~/c;ck, 
/()' e/ .s:;s ~n-1a. Ct::'OF'CÍel'? adÓ So6,-, /a 'sc.//~'"'fbP dp 

reju enu'a d'd C:;24C<¿,-¿)', '~ /a/ f~ k /.R/'cvt-t {;¿)P/ cúr~dd.. 
...24 s/¿~_.,P/l' ;f''/er;fk{:;¿¿/a/ a /4, s~J:'· 4 /0/-'ñ~~ ./ 

'Y>?/.e ,.,;,~ r~ /e-h C),t¿JA c(¿,s Ú'tt'/a:;nt::~d~ ...e?,{,.-? C'.c:1~-
/en/dcw 8-? · /Qr S~· de re~/4'/?~~. d ...1!4r'~sor .:re. 

~/'de s/e n?/"/~ ~/? /a cb/Rcv~~" tk .. 4 J ~ Ct::'t::'rÚt!'na d""'--" 

;' ...... -'< Aav 4 ,.du/"tJA/c./0~ dé' fUI' el t:?s~t!'$(::Jr ;b-'F'""a'.I11'Cf 

· co,-,sNafr .6a-/p ~ú'lt.U,¿.r co~t:Yc~(J~ ,.a'e CQF'?.tJ1f· -/a ~~;rv/Jda 
/;,;o() /,¡/.s Ct::'.I?S/sh / CO/J:SrS/.t? f?/?: .::;C//.::7/?.J'/ ;fi'~ /os 

/JGI/J lo~ tf~ ~.0/'/1./n d»t~Ak Co/~.5/cV'r::IA St::J6/~ U" t::i /'.;~/'_,o a~· 
d/cule~r ~ /q, ~u/f'e,-,rue ?Yll'tÚ~/ .,4~u;i'"a,-, .l'.~? k/J~ct ri'c/t:1\... 
dt-4f?4'-t4 ~ :S~-,. ¿/ tJcuca,;/}) C/A q cf¿.?;-mac;;;/~ beyP Co/~a.... 

Co/1 t2s/cu 15~t>kJ/s ~~ déj4'nR .fW ~ C!,am¿;tJ o€ 

des¡Jiatan?;·e;;los ~ /'Rn..t C/rJco ~m/o/'V,-? ~~./ k¿,:¡ cl~l'/e:-
7o,,/er?lo:J ~ ~t / ~J / dt,f f'Ú'PJ fy fl r~ A{' ·~:n¡'~ 
.el? la .:5W¡P(/r /ivf! cf,e ;e¡,~"""'~~ . 

Cbr) ~h:; 9'.Ro~tt ¡{,,~ _?' _64h COn?_/)t:J a/ ~~-
?a m/ ,e, /oJ L)uRcfr;,-, d~·,.,I'/J~ /a4 d~r/l'lc:;c;(::u?..JW vr~,.'/b/.r~ r ~ ,.,., 
~M ~CJ/tt_ eslt cc:wc; A.P /Je:~/1 o?-r~/rlt(l" .h? t'P:,z C¿>n?~()/1~1"1bt. 



{/,¡a /eral''{ )~ois;j C&'/J:S/rs ¡{, en t:?St:~~ár ~ /c::t' .5~ 
cié rf"~//l'?t:i~ ro áe:u /tU s-o~c//c;vb4..14 di' Ct::J'lf~ e;<h/'/?a.::f 

tz.11
1 

Ct:J.w?o /a4 /é'su//a~~ o/,f <!Z$~/" ~O.J ~ r~ ~/~<lf{ 
r¡t<t /t:Z4 Ce:'/?· ct:-u·CJ ;?~ ·dt' ~"_,.¿¿,,,¡, ~ es/;:,,¿¿,~,/ c:;;,e::< 

v~ ~/e;'YV/lh ~fr/L/1(:,'4/ d'e ~ s~. t4 ,~~/-R~~:.. d~ 
1 

CCi4 c,aro"' . 

/JL o-6 h-e""/) ::Je/s .2cvoc./oH.s.; aé o/~/ /,-'6,...,~ __ ./ 
Ir u el e ..e)?u.;~;b,.,o. c:k /~' r~ .tF"' ~ ke-v a{,/'t!'¿-,~./o/.1~ 

Coor a:;,/Jar/~ el_~ ca4Cort:'~.,..~ y f¿s ..t~C~ac/oñ~ ele, 
t?yw/~b,-;iJ dé' /?:ncu·ne;?/ó.:s romb/e.~ 1?-'? /t::W d/,/t!'CC~O"'~ 

de /ad Ct>O~CÚ;adt:l4. J) e ~:5~~ / ~ é'CaaC#'~~;' ~ 
e~u/~·6,-,-b .ck -n;o~~.J ét/1 he;. d;,.t'C?-1'~~ nordla/ . da/ 

ca.~w,~:O / ;:e :su(lá Ca/e,.,/e de s~"'0ca o6 ~.8/c(,e:J a ~ 
~r/m&re~ /;/;,oo ks/s f u.e rtdu"' . e/ 0"d~" de /a ecua­
c/o~ dj¿;-~:c-;;J 'r¡tJ f>t7 Ó/t'":/7CL. B/ Cé>n?_,bN¡{,..,<"" /er-­
de/ c.as coro .a. " Po,- /o cwa/ e/ ,/?'06MI'rlq_ -es .'e~o e/;{, 

:5/r? /omc11"_ en·. U-/el"'4_ &;/q co,.s/dÍJrac/o~ dR é'?v/¡{/;,.-;(; 

/a Cuo/ es · Sé!/;'.s;{,c;A q e:¡ ,¡;'OJ~r;t:Jr~ / es/cJ es / Cont:Jc,i·d&JJ 

Mz #zl ;11, ~/ A.( G'n c~,/,t:c.. : mJ Y'ú-1' Jt4 ?', _.,I)P,-
'/ / '/ - • ' ' •1 

q¡.0·ea~ /a~ tpP c./a/ m.;/1/e a 4 .Y?t/'· <ÍI' /e~,,,~;, . 
//a moJ ~ro .,ov li?.s ,0 . Áa--~h ~~"'e:::t. .2'~~· /;,-,¿-'7'_,/;;t._ 

9'fAf o/C.f/G'c;;? e;'J /a- /,e;,_/;, )?e'/V/a!' ~. Ca4C4r&'A~/ e:: ,A/a"~(J. 
.::r-da.:;~&z~m,~l'??dJ: ~ A:/z. ,¿/J f 1 ~ rJ, 

• . /' / / / _/.,; l 

/O· ci.fjb/mf?ÚÓ/J..M: é ',/ 6";~ 'f,_; · 't~,): ,t.,/ fn) d;,; lz...,~ ·'(,J,) 7 'tzJ 

/tJ- íeJ"ulh/l,i~ de "~J h,;r?oJ · ~" A{,J A1.e M1, ;ti," ~" /lz h;l c¡J¡, .n 
' o / , '7 / / / ~ /, ti"' (.f', 

Pa/a re .5o/ yp,- /Orc, t?S /~ //?_t." o ?"1/·/a-:? ~ t!' hloJ )?~(J j1u.MI 



\ 
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' where we ha ve defined 

€11 :: 
~· 1 • 't1/al = u1,1/a1 + a1,2u2/ala2 + u3JR 1 (2.20a) 

€22 = !!•2 • ~2/a2 :: u2,2/a2 + a2,lul/ala2 + u3JR2 (2.20b) 

y1 = ~· 1 
• t2/a1 = u2,1/a1 - a1,2ul/ala2 (2.20c) 

r2 = ~· 2 
. l1/a2 :: u1,2/a2 - a2,1u2/a1a2 (2.20d) 

kll = !t' 1 
. l1 /al = 8191/a1 + a1,2 82/a1a2 (2.20e) 

k22 = ~·· 2 
• :!.2/a2 = Bz,21a2 + a2,1 81/a1a2 (2.20f) 

61 = ~· 1 • il2 1 a 1 :: 82,1/a1 - a1l , 2 8 1' /a 1 a 2 (2.20g) 

62 = !-· 2 • !1 /a2 = 8 1,2/a2 - a.2,1Bz/ala2 (2.20h) 

YlJ = (.~, 1 ·~ t 3 + S • a1l1 )/al 11 
~ ,., ,., 

' t' = u·J '1 1 cr1 - u1JR 1 + 81 (2.20i) 

a2t2) /a2 
l 

r2J :: (~,2 • tJ + e . -
= u3,2/a2 - u2/R2 + 82 '( 2. 20j) 

This c~mpletes the derivation of the physical components 

of the three-dimensiona1 strain tensor for a shell. Clearly, 
' 

Eqs. (2. 19) ·are no longer exact for a th'ree-dimensiona1 

medium, because the restrictive assumptfons given by Eqs.(2_.14) 

and (2.16)have been employed. 
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,;504;{; a. ht:~/'C{ pu//?Cf' f?~c .• /CJ'I.e(J: c,'nco ece;;ac;o"'es 

de i??'v"-4-;6,"(:) y ct/"R z dtV'fn/(::;.;-(:J/.?u de c/e~rmoc;ó .1').44 

C/l')/h/'/lZ4 e/) /udc.riJ:.:, ~ ~s ~5~hrt?H1/if',-1/oJ. ¿;, 

??t'U/Or/() /'Cl"&l Ct:Jm,t?t2h,.- ¿/ /*'/a4,&t::~A1/;,/J/o d.e/ ~re;~" 
/J/e.n'1C( O_¿a<l CJ?¿z ~c;¿¿gc./o/)4J • 6//att ~Cf:.<OC/Oti'Pth/ 
re5 /a/Jk~ CcJ;vh/'l.,:'? /a ·/¿y CC7/"~A- ol~,,a-"~~ 
y /~C/Ó/JO n -~ res u/ krJk-.J ole A-.:1 ~/ roJ Ct::J/7 la.e~ 
cl~rmoc/o/Jed C/rn/h/"/as. 

De kc,,.:, d'p e/c;:w,?c,·t/e;c/ ronoct'.-no.s /a.:t ,...,,~-

C/t:Jn~ 

- cr;; -e~ -- '-{,z 
E'(. 

e22 = - v, o;; 
f:, 

C?,s - - ~. 

:2 e?, l - 07z -
c;,l. 

'2. ez 3 = GlJ ___._ 

GZJ 
1 

2 e, J = <J, J · 

~.3 
F 

.,. 

<r;, -
r, 

r ~ 
~ 

<ril - "'3 o;J q,T + ·E -
'Z. EJ 

¡¡ 

Vil - "V u U3J ..,. a, T - -
EL 'f=s 

·Ys¡ Ult .,.. 
¡;.,_ 

¡' 

P"' es !u f W' ~ 1? m os Ci ce ,P lulo . y<-<./ des ,¡01' J or /~ r A? cM~ e-e 
C0/1.S/ai'J/e / · ~/on?oS /n?/lh·ú·/am;rJ/e ClC/¡'? lo.., t4J · 1 fA./' ~.s 
u nu/o /o <?;u~t j'v"~/'t dÍ'ur t'¿_,r es ~I'Nt:J~ TrtP~;4~ Co"J 

ur; m a k o· 'a-/ :t:'., 4 .k,/ A/é(J _,, e/ e~~ :1' = "7' .: _!_ - .,.! -=-0 
. /- Ylt Yll .t; - ..-¡ 



Dada..A e-s/t:24 r~.si/cc/o/Je.-::~ es _.,oos/..6/e .At:7ur /a. 

~a/)s/ormau¡,~ e~fr.( /os es/"-''iT&>; Úa4hct:.JJ ~ 
/a:, l"".lt4u//a"' /w ~ e,¿r/;?&)J C'O/) S/trt'/'CI e/~ tff'l"? p,t:J,.I.: 
oi CcWCO.rc?/J.e-:7/ j/ ~ Pa/?s /o,mt:?c/(?::, e,.,.fr~ /c1:<1 
cft:/o.r ffl a w ·o. /l.e-4 C//J / /c:,,. /·a<~ ~/a; .J 'e a-::1 / k C<:;J??/t' /J,h, • 

/es dé' d~rmavt::;/7 ~~ Cé¡?t:.A'// ~"~'~~s 4-?,.,/0:::, y' 
¿) é h /2 h- /cz..:; r~ /o ú O,"?~ Cor ,;:1 w ij;r .m 0t!Á'~-:.:, '/ 

Po/a /./) /,, ,.0"é' Jb,.- es k /ehc./o.a~U es nt?c.tz.¡~d,-/o 

de-//4/r d <¡>u ncu Co/J 5 /a,., /.4-J ct ~,.,.;?·/J-wau'&J#?: 
; 

'• 

-A, r' ~ - a, + v,z al -
Az - az t Vz 1 a, -
B, - E.'/(1- 71z1z,) -
8 ll. - V 1 ~ E~( 1 - J¡ z 1z, ) .:: ?tz e z/(1- 1,z 7z, ) -
B ~., = E, / (¡ - "?, ~ 1¡,) 

~ 

Ct,,., a z .-<~o~ ca.e;:u·~t? 1~ rÚ ..t;c/at?SlP~ 
f, E, . /)O~ 

,1 1 m ()
1 
d Jo J 4 fi ~ )¡·c.,· c../tlct el 

Y, z.
1 

11 ¡ .-1 o n Co q,-~.i ~"' J~ de Po/s;u, 

los ~v6//?rf;~ ;/! cbéan /4 
(: 

/f /.1 

5,2 ;rr --
~ fJ 

1 f .-
,: ,f', 

1 
---~---



. . 
:· .. 

. •• • • • • :.! • 
t'. •. • • t .. 

. 

·,~ : 
.. . 

~ . 

. . 
... 

Figure 8~ Stress-res 1 u tants of a 

145 • 

.. . ·: .... 
·' .. :: :.:~:;·: :/ ·{ ':' .. 

~ ~ . ~ . . . 
' . 

. 1 ... 
. .. .. 

Shel·l. 

... 

'.' • 1 

::. :. .. ·. . . . . . . '• 
: t • • -' ": r • .. . . 

., • ~ L • . . . ~ ~ ~ .. . ... :· . . . .. 
. . . ... .. 

. .. M . . .. • 21 . . . 
~ . . . . . ' .• 



' 
·--~ ... 

1 ( t ~~r;;~) J. ~J H 1 ~ A' T 1 '' ' 7. 

H t = 1 A. T ( l + Js,j¡f, ) J /1 

H 3 • / ,4, T ( l t &.~IR .. ) JJ ,j !3 

1-1
1 

= j A, T ( 1 t $y!\, } J~ rJ. jj 

O¡; cf<J d-J·n/c/c¡ /)(},¿ "?''ece4c;,.,/a:? ~;? /q rz:w,~/):;C;'d;, ~ 
/q ~CJr/~ Sor1 : 

•• 
,¿.(. 

Coor cbrJ o dt:t:-:1 ~r; /a-;,· Ch--';.-/ct:./o n~ /'/ /Ju /~ 

'???e'/occ:¿ de/ CJa4ea,o~ R, lq Sl.//-7· ele 

rej ¿/frJu'a 

los ¡:;u/Jhs /i?ckét:~'J c1Pr/u.e~da4 ~"'J4/~c,.;{; ~ 
~~~~ 4/J p;f¡; t:.a4c ,;; .: dz~ 

d tz. 



where again the common multiplier d~ 1 d~ 2 has been cancelled 

and infinitesimals of third order neglected. 

Substituting the stress-resultant, surface load, and 

displacement vectors, resolved along the unit tangent 

vectors l;• into Eqs. (3.17) and (3.20), making use of 

Eqs. (1. 19), and then setting éach component of Eqs. (3.17) 

and {3.20) along the unit tangent vectors equa1 to zero, 

six equations of equi1ibrium are obtained which can be 

written as 

(a2N11}'1 + (a1N21)'2 + a1,2Nl2- 0 2,1N22 

+~ a 1 a 2 Q 1/ R 1 + a 1 a 2 P li = a 1' a 2 ( b 1 ~ 1 + b 2 S 1 ) 

(a2N12),1 + {alN22)'2 + a2,1
1
N21 -,a1,2Nll 

~ a1a2Q2/R2 + a1a2P2 ~ a1a2(b1~2 + bzSz) 

.. 
+ a1a2p3 = ala2bluJ 

(a2M'll) '1 + (a1M21 ),2 + al ,2Ml2 • a2, 1M22 

•· a1a2Ql + ala2ml = :ala2(b2~1 + b3B1) 

( a 2 M:l 2 } ' 1 + ( a 1 M 2 2 ) ' 2 + a 2 , 1 M 21 - a 1 , 2M l 1 

-' a1a2Q2 + ala2m2 = ·ala2(b2~2 + b3B2) 

Nl2 ~ N21 + M12/R1 - M21/R2 + m3 = O 
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{3.2la) 

(3.21b) 

(3.21c) 

(3.21d) 

(3.21e) 

(3.22) 



The relations between the stress-resultants and the 

strain can no~1·be derived by substituting the components 
\ 

of strain. defined by Eqs. (2.19) into Eqs. (4.5) and (4.2), 

and the components of stress into the definitions of . 
stress-resultants given ~y Eqs. (3. 10). This procedure 

yields 

where 

Czz = f8 zzs¡zd;3 
155 / 

/¡ 
¡ 

(4.7a) 

(4.7b) 

(4.7c) 

(4.7d) 

(4.8a) 

(4.8b) 

(4.8c) 

,. 

(4.9a) 

(4.9b) 



. ' .... 

¿;a /_¿t:J,-/d P,<_,Pvé'.s ,/a /e //U..J?/J~ _e/ Cado me:;:.¿ 

?_fntra/ c:tÍ kt:J,_/;, á, c?a4Ce1,-t::JnM/ U /"s-/6/é S/47///¡·_ 

}ear es/e:¡ r4'é';_,:, (;t::JA 4'/Ú,/'t:~,lh ,.,_,;?/'(, /4frad::,~;,~~ 
t4;~c:; /u/s acké:.; ·o /7 ~ C? /44 ~~ A~c/' .k.r/j )"~ 
llevA44. 

/a -?na-4 

~ k? /.&(j);-/:, 
Co -'"~,..., ck /C24 ho,.,~ .:;s./P?/,?~cod<IC-4 
~ ~(/./'. 9 &G/ Ú'/J~·-~/Ir' ¿, ~~d/f,J'/f·· 
;) YG;1 = ~ ::::o , zJ ly;r(· :::o C?d/C/01?~: 

Z.j / 

eJio ..l?f?u,~'·U~ e¡ 8"4" /O /Jir ;#:f.( ~"<1 ??¿Jrm~ q 

Á S· 1? ckJ? C.::t4 Ct:t,.-t:', e¡, 1-.e-:;, · <4:. ;
1 

e a ~""1 &r,.. .re _,e:; .P,.. ""¿;' n.: ~ 
77ormwft4 al«- , S".f?. ct¡o,.. l'Ylde:e .~ rk./1 Ca4 Co.ro"'..~ y 
1 ~ d -'kJ ~ CJr ck/ Cc:l.4 ca~'" t?-'? ...t:J-? A> s a~· c.,'.¿ 1'7 ft, 
~nk cfd[lcu(o COwzo j/Prq cfu//.P4'a/ ~ ~~ 
d ct:s/o,..-dio~ fr; .ef ...U /..UCJI'*' .• ~· a~'"~ Co/?s/.·af,,.,C::m¡;~J 
c. o .~n-o S. ,f. ~ A '-1',;0-' ,.-¡tu~ ~ j.,b el d C!a4 ec;, t::~:., .<:'/'1ú:1, .. 

/, t::1 m() S ¡? "'--f : 

e;, = G .: e;_, --
7 -

~¿ :. f 11 :. 1: lL = () 
b 11 : -· ~ -= D z z -

F,. _.., F.l :. F;, :: .. 
( 

J.. ::.' . J 1 t. ,; J \L = o 
' ' 
1\- :. fr... - lí,l -

~ ·¿, ; Lz. :.. ~ 

1 './ =o. lj ::: hJ 



'"1,!/P/J w~ t1'jJ ~-"''"'i' 1?7 · :Pvr/./q w~ .. p j'.~otl/ l:'j c;(r 

1'--f .~~o./ YTV o~P:?~ 1> ')J 1?:::?:/.J'c/ur/~ tY.P~ ~ 1..1 t? '/ t? 7 
>n"~ P /.7»/S,''/l) ¿;) f'OWt:>Y"' OU 1'?~ '/i" Or!?j /1 

1¡o / ;~~~~) J JjJ v-e:;uoí?/-v¡ r:¡JJ <?e~~ · '-'tr 0~-UO.) 
~C?/7!777? (/¿¿.(, 1/?/q'/;yr o;tYm/"// VL?f. ~ ~1/t??f o/ 

tt;z; /~/? ?J v?fJ/0 j-:3 P.P~ vn~ opv;r_nn¡; ~Y 

~ "'~ jJ. ~ .r"" ¿T ~<' C4V o. P? O~?' ' 1 

1z¡ 
1 
'f ~w~ ?f~ Vo~J.pou.t/ 

'~)a ~ 1" 
;JI 

-?~/'¡?" .. 

l'l)r ~ .. '/'?"' -p 
el 

(j l'f) ri!J -= ''ll = utl 
J 1 ~ 

(~ -1 ')) 7.9 . = 'W = zíV 
(,J-1}?1 

( u¡ J '!/ j ) :1 r 1 = 
2 
W 

r;, -!}?! 

("o/ 1 :¡. '1 ) .l r7 = ''11 
? 1. -1· 

(l'LJ :¡.. "}l. ) J f 7 ':: l w 
,}-1 

( -zzg ~ .¡. ".J } ..Y E 7 : = 'W 

.. 



(. .. 

Ell = f 6n 521t3dt3 

"' 
E12 = f 812t3dt3 

E22 = f 822 512tadt3 

011 = JB 11 s 21 t~dt 3 
012 = f 6 12~~dt3 

022 = Js 22 s 12 t~dt 3 
Fll = fG12 521dt3 

F12 = fG12dt3 1 (4.10) 
•-. 

F22 = fG12 512dt3 \ 
.._¡ 

fG12 521t3dt3 Jll = 
1' : ' 

1 

fG12t3dt3 
! 

J12 = l 
1 1 
' . . 

J22 = fG12 512t3dt3 
'' 
1 i 
11 

·K 11 = JG12s21t~dt3 
1' 2 

·K12 = fG12t.3dt 3 

1 
K22 = JG12512t~dt3 

1 ll = JG1a 521dt3 

1. l2 = ~~23 5 12dE;3 

r 
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/amo Ul?t:t, ;7rao 1/t:lr/e~d ~ rec~/tR/? k q P'".r/é:J,-,_,~ 
. /c,~jRI'I~ / /ob¿,~ ~/v~ _v( / /o$ Car;~ /tJ'~~~/~4 af; 

C//l a "7?Ut/br, Cf-0"0 ;(/m C(ú'~~ .t?n d c?4c:z 4:r/j y '?u..~ ht?a'l 
" /a ck:S,.t:JM.se;¡tf~ //Jk,-¡kr /a-.; ,d.'""'~ ck ..,.,~,.,r CJ/fÚ-7 • 

/ ci ct~~c/ ,/)c:li'CJ w;;'k'taf é'.sk ¿2.4/' 

&dlaQ~ ko,,~ cfP C<Z/.JC"-lr"i'U? a? ortY/J J'V_,o#ovr é'sk;/q_ 

.J2-1 k so/t;<v~:, c/J $/skmttf ck E'ú:<c:<C/o/UY7 yut-? P/I:JP4tk4"r~ 
a-u,., ¡:;al'a /'t:?bÁ'm~ r~;?Ucthtl!,;{ S/'nJ¡JIM. D ~a1~/ 
yw ~·.s/a/1 ~~ /'or:-os e~"~ resv¿,/;{¡ O'.l?c;~''hea-
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