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Pierre-Simon Laplace

(1749-1827) afirmo: «Es notable que una
clencia que comenzo con consideraciones
sobre juegos de azar haya llegado a ser

el objeto mas importante del conocimiento
humano». Comprender y estudiar el azar es
indispensable, porque la probabilidad es un
soporte necesario para tomar decisiones en
cualquier ambito.

Napoledn, refiriendose a su obra Exposition
du systéeme du monde, comentd a Laplace:
«Me cuentan que ha escrito usted este gran
libro sobre el sistema del universo sin haber
mencionado ni una sola vez a su creador», y
Laplace contesto: «Sieur, nunca he necesitado
esa hipdtesis».
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Prdlogo

Desde 1988 he estado inmerso en la practica profesional de la Ingenieria, parti-
cularmente, en la industria manufacturera y en especifico en el area de Calidad y
Estadistica Industrial. Paralelamente, he hecho una trayectoria académica como
profesor en la Facultad de Ingenieria de la UNAM, desde hace mas de 35 aflos. He
impartido mas de 25 asignaturas diferentes de matematicas, fisica, computacion,
probabilidad, estadistica, investigacion de operaciones y calidad. Me ha tocado
laborar en el sector publico federal también. Desde hace mas de 30 afios que soy
auditor certificado de sistemas de calidad, a través de ISO 9001 y me ha tocado
evaluar a 134 empresas proveedoras del sector metal mecanico y eléctrico.

Siempre he tenido la inquietud de escribir textos sobre las asignaturas en las
que he participado, pero generalmente he tenido cargos académico-administra-
tivos en la administracion central de la UNAM o en la propia Facultad, que no
me dejaban dedicarme a esta noble y gratificante labor. ahora que me integro
completamente como profesor de carrera en el area de calidad, investigacion de
operaciones y estadistica industrial, he llevado a la praxis este deseo. Este es el
cuarto volumen de la Serie de Calidad y Estadistica Industrial. Esta serie tendra
al menos los siguientes volumenes:

L Desarrollo Histérico de la Calidad.
II. Metodologia y Herramientas para la Solucién de Problemas
y para la Mejora Continua.
III.  Fundamentos de probabilidad y aplicaciones con R, Minitab y Excel.

IV. Fundamentos de estadistica y aplicaciones con R, Minitab y Excel.
V. Muestreo de aceptacion y aplicaciones con R, Minitab y Excel.
VI.  Control estadistico de procesos y aplicaciones con R, Minitab y Excel.

VII.  Normatividad Vigente sobre Sistemas de Calidad.

VIII. Metrologia, Certificacion de Producto y Certificacion de Software.
IX.  Teoria del muestreo.

X. Estadistica no paramétrica.
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XI. Disefo de experimentos.
XII.  Regresién y correlacion.

XIII. Confiabilidad.

XIV. Estadistica multivariable.
XV. Procesos Estocasticos.

El proposito de estos libros es proporcionar la teoria necesaria, la metodologia,
las herramientas, ejemplos y aplicaciones practicas de cada uno de los temas,
de una manera formal, dindmica, amena y didactica. Quisiera remarcar que en
estos libros hablo de mis conocimientos y experiencia en el apasionante tema de
la calidad y que traté de apegarme lo mas posible a citar a los autores originales
de estas ideas, pero no debe olvidarse que se trata de un texto dirigido a alum-
nos por lo cual no lleno de citas el texto, para hacerlo mas didactico.

OBJETIVO
DE ESTE LIBRO:

El alumno aplicara los conceptos, la
metodologia, las herramientas y técnicas
de la estadistica para interpretar algunos
fendmenos aleatorios que ocurren en

la naturaleza, la sociedad y la industria,
asi como modelary resolver problemas
sujetos a incertidumbre.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial \"
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1. Introduccidn a la Estadistica
y al tratamiento de datos

1.1. Esbozo histérico de la Estadistica

La palabra Estadistica procede del vocablo “Estado’, pues era funcién principal
de los gobiernos de los estados establecer registros de poblacion, nacimientos,
defunciones, impuestos, cosechas, etcétera. La necesidad de poseer datos cifra-
dos sobre la poblacion y sus condiciones materiales de existencia han surgido
desde que se establecieron sociedades humanas organizadas. La palabra alemana
statistik, introducida primeramente en 1749 por Gottfried Achenwall (1719-
1772), originalmente designaba al analisis de datos acerca del estado. El término
fue introducido en Inglaterra en 1792 por sir John Sinclair (1754-1835) cuando
publicé el primero de los 21 volumenes titulados Statistical Account of Scotland.

Hacia el afio 3000 aC los babilonios usaban ya pequenas tablillas de arcilla
para recopilar datos en tablas sobre la produccién agricola y los géneros vendi-
dos o cambiados mediante el trueque.

Los egipcios ya analizaban los datos de la poblacion ~ ~
y la renta del pais a partir del afio 3050 aC, mucho antes

de construir las piramides. En los antiguos monumen-
tos egipcios se encontraron interesantes documentos
que demuestran la sabia organizacion y administra-
cion de este pueblo; ellos llevaban cuenta de los movi-
mientos poblacionales y continuamente hacian censos,
hasta tenian a la diosa Seshat o Safnkit, diosa de los
libros y las cuentas.

FiGuURA 1.1. Diosa Seshat
Jeft Dahl, 2008. Recuperado de:
https://es.wikipedia.org/wiki/Seshat
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Nuameros, el cuarto libro del Pentateuco del Antiguo Testamento de la Biblia,
deriva su nombre de las listas del censo que realizé Moisés después de la salida
de Egipto.

En China existian los censos chinos ordenados por el emperador Tao hacia
el afio 2200 aC.

Hacia el afo 500 aC, se realizaron censos en Roma para conocer la pobla-
cién existente en aquel momento. Se erigio6 la figura del censor, cuya mision
consistia en controlar el nimero de habitantes y su distribucion por los distin-
tos territorios.

En la Edad Media, en el afo 762, Carlomagno ordeno la creacién de un
registro de todas sus propiedades, asi como de los bienes de la iglesia.

El primer escrito de estadistica fue encontrado en un libro del siglo IX titu-
lado Manuscrito sobre el descifrado de mensajes criptograficos, escrito por
Al-Kindi (801-873). En su libro, Al-Kindi da una descripcién detallada sobre
el uso de las estadisticas y andlisis de frecuencias en el descifrado de mensajes,
este fue el nacimiento tanto de la estadistica como del criptoanalisis.

Después de la conquista normanda de Inglaterra en 1066, el rey Guiller-
mo I, el Conquistador, elaboré un catastro que puede considerarse el primero
de Europa.

Los Reyes Catolicos ordenaron a Alonso de Quintanilla en 1482 el recuento
de hogares de las provincias de Castilla.

En 1662 un mercader de lenceria londinense, John Graunt (1620-1674)
a quien se considera el primer demdgrafo, el fundador de la bioestadistica y
el precursor de la epidemiologia, publicé un tratado con las observaciones
politicas y naturales, donde pone de manifiesto

las cifras brutas de nacimientos y defunciones
ocurridas en Londres durante el periodo 1604-
1661, asi como las influencias que ejercian las
causas naturales, sociales y politicas de dichos
acontecimientos. Puede considerarse el primer
trabajo estadistico serio sobre la poblacion.

F1GURA 1.2. Capitdn John Graunt
(1623-1687)

Recuperado de T O'Donell, 1936:
https://es.wikipedia.org/wiki/
John_Graunt
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Curiosamente, Graunt no conocia los trabajos de Blaise Pascal (1623-1662) ni
de Christiaan Huygens (1629-1695) sobre estos mismos temas. Un poco mas
tarde, el astronomo Edmund Halley (1656-1742) presenta la primera tabla de
mortalidad que se puede considerar como base de los estudios contempora-
neos. En dicho trabajo se intenta establecer el precio de las anualidades que se
pagaban a las compaiiias de seguros. Es decir, en Londres y en Paris se estaban
construyendo, casi de manera simultanea, las dos disciplinas que actualmente
se llaman estadistica y probabilidad.

FIGURA 1.3. Blaise Pascal (1623-1662) y Christiaan Huygens (1629-1695)

Copia de la pintura de Francois I Quesnel, que fue hecha por Gérard Edelinck en 1691.
Recuperado de: https://es.wikipedia.org/wiki/Blaise_Pascal Pintura de Caspar Nestcher
de 1671. Recuperado de: https://es.wikipedia.org/wiki/Christiaan_Huygens

F1GURA 1.4. Edmund
Halley (1656-1741)

Retrato de Richard Phillips
de 1722. Recuperado de:
https://es.wikipedia.org/

wiki/Edmund_Halley
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En el siglo XIX, la estadistica entra en una nueva fase de su desarrollo con la
generalizacién del método para estudiar fendmenos de las ciencias naturales
y sociales. Francis Galton (1822-1911) y Karl Pearson (1857-1936) se pueden
considerar como los padres de la estadistica moderna, pues a ellos se debe el
paso de la estadistica deductiva a la estadistica inductiva.

F1GuRraA 1.5. Francis Galton y Karl Pearson

Eveleen Myers, 1890, recuperado de: https://es.wikipedia.org/wiki/Francis_Galton
Desconocido, 1910, recuperado de: https://es.wikipedia.org/wiki/Karl Pearson

Los fundamentos de la estadistica actual y muchos de los métodos de inferencia
son debidos a Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962). Se interes6 primeramente
por la eugenesia, lo que le conduce, siguiendo los pasos de Galton a la investiga-
cion estadistica; sus trabajos culminan con la publicacion de la obra Statistical
methods for researchers. En él aparece la metodologia estadistica tal y como hoy
se conoce.

F1GURA 1.6. Sir Ronald Aylmer Fisher
(1890-1962)

Desconocido, 1913 recuperado
de: https://commons.wikimedia.org/
w/index.php?curid=42616717
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A partir de mediados del siglo XX comienza lo que se puede denominar la esta-
distica moderna, uno de los factores determinantes es la aparicién y populari-
zacion de las computadoras. Las aplicaciones en este periodo de la Estadistica a
la Economia conducen a una disciplina con contenido propio: la Econometria.
La investigacion estadistica en problemas militares durante la segunda guerra
mundial y los nuevos métodos de programacién matematica dan lugar a la
Investigacion de Operaciones.

El centro de gravedad de la metodologia estadistica se empieza a desplazar
a técnicas de computacion intensiva aplicadas a grandes masas de datos, lo que
se conoce actualmente como “Big Data’, y se empieza a considerar el método
estadistico como un proceso iterativo de busqueda del modelo ideal. Big Data
es un término que describe el gran volumen de datos, tanto estructurados como
no estructurados, que inundan los negocios cada dia. Sin embargo, no es la
cantidad de datos lo que es importante sino lo que las organizaciones hacen con
los datos. Big Data se puede aplicar para obtener ideas que conduzcan a mejores
decisiones y movimientos de negocios estratégicos.
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1.2 Marco Metodoldgico de la Investigacion
y necesidad de la Estadistica

La investigacion es esencialmente una actividad o proceso orientado basica-
mente a dos fines: la extension del conocimiento y la solucién de un problema.
Las caracteristicas que definen su naturaleza se describen a continuacion:

a. Puede tomar una variedad de formas.
b. Debe ser valida:
» Validez interna: extension para la cual los resultados pueden ser exacta-
mente interpretados;
» Validez externa: extension para la cual los resultados pueden ser gene-
ralizados a poblaciones y condiciones.

c. Debe ser confiable; la confiabilidad de la investigacion tiene que ver con la
replicabilidad y la consistencia de los métodos, condiciones y resultados.

d. Debe ser sistematica. Los pasos basicos que se aplican generalmente son los
siguientes:
i. Observar un problema o fendmeno de interés;
ii. Formular una hipétesis;
iii. Experimentar para comprobar la hipotesis;
iv. Emitir conclusiones.

La investigacion, segin Ezequiel Ander-Egg (1), es un procedimiento reflexivo,
sistematico, controlado y critico, que permite descubrir nuevos hechos o datos,
relaciones o leyes, en cualquier campo del conocimiento humano. La investi-
gacion social es el proceso que, utilizando la metodologia cientifica, permite
obtener nuevos conocimientos en el campo de la realidad social. Dicho autor
establecid su propio esquema de los pasos que debe contener la investigacion,
los cuales se muestran en la figura 1.7. Como se aprecia en dicho esquema, no se
puede concebir la investigacion si no se aplica o utiliza la Estadistica, la cual se
define como la rama de la ciencia que estudia las reglas para recolectar, capturar,
organizar, presentar, procesar y analizar los datos obtenidos al realizar varios
ensayos de un experimento y para inferir conclusiones acerca de este tltimo.
Proporciona, ademas, los métodos para el disefio estadistico de experimentos y
para tomar decisiones cuando aparecen situaciones de incertidumbre.
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Algunos autores establecen que la estadistica no es ciencia, ya que algunas de
las reglas que emplea son empiricas, como el hecho de realizar una tabla de fre-
cuencias, lo cual se verd mds adelante.

Al partir de esta definicién, claramente se puede apreciar en el esquema de
investigacion de Ander-Egg que la Estadistica interviene en las técnicas que se
utilizaran, en el trabajo de recoleccion de datos en campo, en la ordenacion y
clasificacion de datos, y en el procesamiento de estos.

Cuestiones previas que hay
que tener en cuenta antes

de aplicar IAP
. Pautas para instrumentali- Caracterizacion de los
Origen de la demanda . . . .
zacion de los métodos protegonistas potenciales
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del equipo :§ p dela
g informacion
20| | | Definicién
2 L
g de objetivos Elaboracién
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Y < | || Técnicasque diagnéstico
. . 2 se utilizaran Discusion de ||
Identificacion de 5
. -2 los resultados
~necesidades = bajo d conclusiones
-problemas 5 Trabajo de Y u
—centros de 5 campo y
interés 5 Programacion
-
1S
< | |_| Ordenaciény
= clasif. de datos
.| Procesamiento
de datos
FiGura 1.7. Esquema Redaccién Ejecucién
del Método IAP del informe
Ander-Egg, Ezequiel,
Repensando la Investigacion-
Accién Participativa.
Ed. Lumen Hvmanitas, 2003. L,
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Pdgina 32
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1.3. Clasificacidon de la Estadistica

Al realizar un andlisis estadistico, el estudio puede llevarse a efecto conside-
rando una sola variable, por ejemplo, las ganancias, el rendimiento, los costos,
indice de masa corporal, etcétera. A este tipo de Estadistica se le conoce como
de una variable. Si el analisis comprende dos o mas variables, como son peso y
estatura; temperatura y presi(')n; temperatura, presi(')n y tiempo; etcétera, se le
denomina Estadistica de varias variables.

Las partes en las que se descompone la estadistica se muestran en la figura 1.7 y
se definen a continuacién.

FiGgura 1.7. Clasificacion de la Estadistica

Teoria probabilistica

Teoria del muestreo

Estadistica censal

Estadistica descriptiva

Inferencia estadistica

Estadistica

Estadistica no paramétrica

Estadistica bayesiana

Disefio y analisis de experimentos

LA SN N N X

Regresion y correlacion
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Teoria Probabilistica: rama de la Matematica que proporciona los fundamen-
tos, modelos matematicos y el lenguaje que se usa en la Estadistica.

Teoria del Muestreo: Es la rama de la Estadistica que se encarga de definir las
reglas para tomar muestras de una poblacion especifica, el tamafnio de dichas
muestras, el método a seguir para tomarlas y los parametros que indicaran la
representatividad de estas.

La Estadistica Censal se refiere al estudio estadistico de las poblaciones en su
conjunto, su dimension, estructura, parametros y su dinamica. La Demografia
(del griego Anpog démos pueblo’y ypagia grafia trazo, descripcidon’-estudio
de la poblacién-) es una rama del conocimiento que estudia las poblaciones
humanas, su dimension, estructura, evolucion y caracteristicas generales. La
demografia estudia estadisticamente la estructura y la dindmica de las pobla-
ciones, asi como los procesos concretos que determinan su formacién, con-
servacion y desaparicion. Tales procesos son los de fecundidad, mortalidad y
migracién (emigracion e inmigracion).

La Estadistica Descriptiva es la rama de la Estadistica que se encarga de ana-
lizar las reglas para recolectar, presentar y procesar los datos obtenidos al hacer
una medicidn u observacidon de alguna caracteristica particular de un objeto,
con la finalidad de conocer su comportamiento. Si se conocen con certeza los
valores que tomara la caracteristica particular en cuestion, previamente al expe-
rimento, a dicha caracteristica se le denomina deterministica. En este caso se
puede conocer su comportamiento sin necesidad de hacer el experimento; si es
el caso, el experimento se realizard con la finalidad de comprobar los resulta-
dos esperados. Si los valores que tomara la caracteristica no pueden predecirse
con certeza, antes del experimento, a dicha variable se le denomina aleatoria.
Por otra parte, dentro del estudio de caracteristicas aleatorias, se puede ver que
existen dos tipos:

a. Variables aleatorias discretas son aquellas cuyos resultados pueden ser
medidos en forma discreta; por ejemplo: el nimero de llegadas a una cola,
el nimero de defectos en un lote, el nimero de ases que se obtienen en un
juego de pocker, etcétera.

b. Variables aleatorias continuas, son aquellas que tienen unidades de medida
continua; por ejemplo: la cantidad de leche que produce una vaca diaria-
mente, el tiempo de vida de un producto, el tiempo de espera en una cola,
etcétera.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 9



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

La Inferencia Estadistica es la rama de la Estadistica que proporciona las reglas
para estimar ciertos valores de una poblacion, con base en los resultados de
una muestra, formular hipétesis sobre la verdad de estas estimaciones y tomar
decisiones de acuerdo con estos resultados. La estimacion de parametros pobla-
cionales a partir de muestras se realiza a través de estimadores puntuales, de los
cuales hay que determinar qué cualidades deben reunir para ser véalidos y repre-
sentativos, o a través de estimadores por intervalos de confianza, de los cuales
hay que determinar la distribucién de probabilidad que presentan y el nivel de
confianza que se desea tener.

Las hipétesis estadisticas que se formulen deben ser probadas para compro-
bar su validez y representatividad. Tanto la estimacion por intervalos de con-
fianza como las pruebas de hipétesis se pueden clasificar para una poblacién o
para dos poblaciones o mas. Para una poblacion, generalmente los parametros
que se estiman son la media, varianza, desviacion estandar, fraccién de éxitos,
tamafio poblacional. Para dos poblaciones generalmente lo que se estima es el
cociente entre varianzas, la diferencia de medias o la diferencia de proporcio-
nes. También dentro de la Estadistica Inferencial se ven otro tipo de pruebas
estadisticas como lo son las pruebas de bondad de ajuste, que permiten probar
la adecuacién de un conjunto de datos obtenidos empiricamente a un modelo
probabilistico especifico, principalmente el modelo probabilistico normal, a lo
que se denomina pruebas de normalidad.

La Estadistica Paramétrica es la rama de la Estadistica Inferencial que com-
prende los procedimientos estadisticos y de decision que estan basados en las
distribuciones de los datos reales, los cuales generalmente se suponen normales.
Estos son determinados usando un nimero finito de parametros. Para aplicar
la estadistica paramétrica se requiere conocer la distribucién de probabilidad
que siguen los datos o en su defecto, con base en el Teorema del Limite Central,
tomar muestras “grandes”. Cuando se desconoce la distribucién de probabilidad
que siguen los datos y no se pueden tomar muestras “grandes” por restricciones
econdmicas o de otro tipo, entonces se debe aplicar la Estadistica No Paramé-
trica. Por ejemplo, los datos categorizados en: nifios, jovenes, adultos y ancianos
no pueden ser interpretados mediante la estadistica paramétrica, ya que no se
puede hallar un parametro numérico (como por ejemplo la media de edad)
cuando los datos no son numéricos.

La Estadistica Bayesiana es una rama de la Estadistica en la que la eviden-
cia sobre el verdadero estado del mundo se expresa en términos de estimacio-
nes extraidas de datos histdricos duros, asi como de estimaciones basadas en la
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opinién de expertos, con ciertos grados de creencia o, mas especificamente, las
probabilidades bayesianas.

El Disenio y Analisis de Experimentos es una rama de la Estadistica que
permite plantear si una o mas variables conocidas como efectos, dependen a su
vez de otras variables llamadas posibles causas o posibles factores. Esta rama de
la Estadistica permite disefar, realizar y cuantificar, a través de experimentos,
el grado de dependencia que existe entre las causas y los efectos. En un disefio
experimental se manejan deliberadamente una o mas variables, vinculadas a las
causas, para medir el efecto que tienen sobre otras variables de interés llamadas
efectos. El disefio experimental establece la serie de pautas a seguir para deter-
minar qué variables hay que considerar, de qué manera, cuantas veces hay que
repetir el experimento y en qué orden para poder establecer con un grado de
confianza predefinido la necesidad de una presunta relacion de causa-efecto. El
disefo experimental encuentra aplicaciones muy diversas en la industria, agri-
cultura, mercadotecnia, medicina, ecologia, ciencias de la conducta, etcétera,
constituyendo una fase esencial en el desarrollo de un estudio experimental.

Una regresion es un ajuste de un conjunto de puntos obtenidos empirica-
mente a un modelo matematico en particular. Si el ajuste es entre dos variables
y=f (x), la regresion puede ser lineal, polinomial, exponencial, logaritmica, tri-
gonométrica, etcétera. Si el ajuste es a un modelo matematico de varias varia-
bles, se denomina regresién multiple.

Una correlacién corresponde con la definicién de indicadores que permitan
determinar qué tan bueno es el ajuste entre el conjunto de puntos dados y el
modelo matematico usado.
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1.4. Sintesis de |la Teoria Probabilistica

Como se recordara del volumen previo de Fundamentos de Probabilidad y sus
aplicaciones, histdricamente existen cuatro escuelas de probabilidad que la defi-
nen de la siguiente forma:

Escuela Clasica o de Laplace

Si un evento A contenido en el espacio muestral finito S de un experimento,
esta formado por N(A) puntos muestrales y el espacio muestral por N(S) puntos
muestrales igualmente verosimiles o que tienen la misma posibilidad de ocurrir
(equiprobables), se dice que la probabilidad de que el evento A ocurra esta dada
por la relacién

N(A
p(4)= o) (1)

Escuela Frecuentista o de Von Misses

Suponga que se realiza un experimento n veces y se observa que un evento A
ocurre n(A)veces, el cociente fA =n(A)/n se denomina frecuencia relativa del
evento A. En el enfoque de la Estadistica se estima la probabilidad de la ocu-
rrencia de un evento A, a partir del concepto de frecuencia relativa. La inter-
pretacion frecuencial de probabilidad consiste en asignar como probabilidad
del evento A a la relaciéon n(A)/n, que es su frecuencia relativa. Es de esperar
que, mientras mayor sea el nimero de veces que se realice el experimento, esta
aproximacion sera mejor y, en el limite, se obtendra el valor preciso:

. n(A)
A) =Lim, . —
P( ) 1 n—>oo n (12)
Escuela Subjetivista o de Savage

Bajo esta escuela, la probabilidad de un evento A puede ser simplemente una
medida del grado de credibilidad que se tiene sobre la ocurrencia del evento A,
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expresado en términos numéricos. Se ha desarrollado una serie de teorias sub-
jetivistas, que consideran que la probabilidad de un evento es el grado de creen-
cia que un sujeto tiene sobre la ocurrencia de ese evento, determinada a partir
de su intuicion, sentimiento, sentido comun, experiencia o conocimiento. Otra
persona puede tener diferente opinién o informacién distinta y asignar una
probabilidad diferente al mismo resultado. Se requiere de un individuo ideal-
mente racional que enjuicie la fuerza de la evidencia, desde la mas absoluta
imparcialidad, haciéndola equivaler a un determinado grado de probabilidad.

Escuela Axiomatica, Constructivista o de Kolmogorov

Sean S el espacio muestral y A cualquier evento de S. Se llamara funcién de pro-
babilidad sobre el espacio muestral S a p(A) si satisface los siguientes axiomas:

1. P(A)20 (1.3)
2. P(S)=1 (1.4)
3. SiAnB=¢ >  p(AuB)=p(A)+p(B) (1.5)

En el contexto de la ingenieria, cada una es valiosa en si misma y las cuatro son
aplicables en diferentes situaciones.

Probabilidad Condicional, Independencia Estadistica
y Teorema de Bayes

Sea A un evento previo a un segundo evento B, la probabilidad condicional de
B dado A, lo cual se escribe como p(B| A), se define como:

p(AnB) (1.6)
B|A)= PAND)
p(B|A) o)

De la misma forma se define

p(AnB) (1.7)
A|B)= 22N
p(A|B) 8)

Notese que no existe conmutatividad en las dos definiciones anteriores, son
conceptos diferentes.
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Una propiedad importante del concepto de probabilidad condicional parte de
despejar la probabilidad de la interseccion de A y B en las ecuaciones 1.6 y 1.7
e igualar:

P(AnB) = P(B|A) P(A) = P(A|B) P(B)

Suponga que se realiza un evento A y posteriormente un evento B, si al calcu-
lar la probabilidad de B dado A sucede que P(B|A)=P(B) o en forma inversa
p(A|B) =p(A), sedice quelos eventos A y Bson estadisticamente independientes.

De otra forma, facilmente se puede demostrar que dos eventos A y B son
estadisticamente independientes si se cumple que:

P(AnB)=P(A) P(B)

p(A)=p(AlB,)p(B,) +p(AIB,)p(B,) +p(A|Bs)p(Bs) + - +p(AB;) p(By)

p(B] A) = p(AlB) p(B)
5 p(a18) p(5)
~ P(A |Bi) P(Bi)
p(BilA) = p(A|B,) p(B,) +p(A|B,) p(B,) + - +p(A|By) p(By)

Se denomina variable aleatoria (o estocastica) a una relacion funcional del tipo
f: S— R que le asigna a cada evento simple de un espacio muestral S un namero,
cuyo valor puede ser discreto o continuo en los niimeros reales. Estos valores
posibles representan los resultados de experimentos que todavia no se han lle-
vado a cabo o cantidades inciertas.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 14



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

La funcién de probabilidad de una variable aleatoria x cumple las siguientes
propiedades:

i. 0<f(x)Vxe[ab]

x=b
> f(x) =1 x_ discreta
ii. -

b
J flx)dx=1 X_ continua

Asimismo, la funcién de probabilidad acumulada F(x), de una variable aleatoria
xe [a, b], se define como:

F(x) = tgcf( t) x_ discreta

F(x)= J f(t)dt X_ continua
La cual cumple las siguientes propiedades:
i. 0<F(x)<1 Vxe[ab]
ii. F(x) es no decreciente, es decir,
Si x;<x, entonces P(x;)<P(x,)
iii. F(a)=0

iv. F(b) =1

Esperanza Matematica

Sea x una variable aleatoria, con funcién de probabilidad p(x) para el caso dis-
creto (en el caso discreto no toma todos los valores del intervalo, solo los que
se definan en el dominio) y f(x) para el caso continuo, en el intervalo x € [a, b].
Sea g(x) una funcion de x. Se define la Esperanza Matematica de g(x) como:
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2.8 (x ) p (X) caso_discreto
E{g(x)} — J Vxe[ab]

fg(x) f(x) dx  caso_continuo
Vxe[ab]

Propiedades de la Esperanza Matematica:

i. E{k}=k

ii. E{kg(x)}=kE{g(x}

iii. E{g;(x)+g0} =E{g0} +E{ex}

iv. E{k,g1(0)+k, 6,0} =k E{g1(0} + ,E{g(0}

v. E{k,gi(0)kyg(x) + - + kg (0} =k E{gi(0} + KE{@(0} + - + k,E{g.()}
Sea x una variable aleatoria con funcién de probabilidad p(x) si esta es discreta

y f(x) si es continua, en el intervalo x € [a, b]; se define el momento de orden k
con respecto al origen, como:

> x*p(x) caso_discreto
Wi= ) vxelab]
[k f(x)dx caso_continuo
Vxe[ab]

Al momento de orden uno de la variable aleatoria x, se le conoce como media
o valor esperado de x y representa una medida de la tendencia central que pre-
senta la grafica de la funcién de probabilidad de la variable aleatoria x:

> xp(x) caso_discreto
= Vxe[ab]
’ | xf(x)dx caso_continuo
Vxe[ab]
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El concepto de media de una variable aleatoria es fundamental para entender la

tendencia central de su funcién de probabilidad; conviene analizar algunas de

sus propiedades:

il.

iii.

iv.

La media de una constante es la constante misma:

pa=E{a} =a

La media de una constante por una variable aleatoria es la constante por la
media de esa variable aleatoria:

W= E{ax} =aE{x} =ap,

La media de una suma de dos variables aleatorias es igual a la suma de las
medias de cada una de ellas:

Hx1+x2=E{x1 +x2} =E{x1} +E{x2} el

La media de una combinacién lineal de dos variables aleatorias es igual a la
misma combinacién lineal de las medias de cada una de las dos variables:

Mayx +ay, = E{alxl + azxz} = a1E{x1} + azE{xz} =apy, tayly,
La media de una combinacién lineal de n variables aleatorias es igual a

la misma combinacidn lineal de las medias de cada una de las n variables
aleatorias:

Maye + aye, + -+ ay x, — 1 g +a, My, +-ta, My,

Sea x una variable aleatoria con funcidn de probabilidad p(x) si esta es discreta

y f(x) si es continua, en el intervalo x € [a, b]; se define el momento de orden k

con respecto a la media, como:
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Observe que existe una relacion directa entre los momentos de orden k con
respecto a la media y los momentos de orden k con respecto al origen. Se mos-
trardn a continuacion las relaciones para los cuatro primeros momentos con
respecto a la media y se proporcionara una férmula para cualquier valor de k.

El momento de orden uno con respecto a la media es cero, como se observa
a continuacion:

w=E{(x-p)} =E{x} - p=p, -, =0

El momento de orden dos con respecto a la media:
o= E{ (x - )} = E{x’ - 2n+ 03} =B{x’} —2u, E{x} +&,
o =E{x’} =y —pf

El momento de orden dos con respecto a la media recibe el nombre de Varianza
y se representa por 0%, la cual es una medida del grado de dispersion de la grafica
de la funcion de probabilidad de la variable aleatoria x con respecto a su media:

> (x-w)? p(x)  caso_discreto
var{x} =ot=p,= vxeled]
[ (x-w)?f(x)dx  caso_continuo

Vxe[ab]

La varianza también se puede calcular como el momento de segundo orden con
respecto al origen menos el momento de primer orden con respecto al origen

al cuadrado, es decir:

oy =var(x) =py - =E{x’} -1
El concepto de varianza de una variable aleatoria es fundamental para entender
la dispersion de la variable y de su funcién de probabilidad, por lo que conviene
analizar algunas de sus propiedades:

i. La varianza de una constante es cero:

o2=var{a} =E{(a-a)?} =0
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ii. La varianza de una constante por una variable aleatoria es la constante al
cuadrado por la varianza de esa variable aleatoria:

o2, =var{ax} = E{(ax-au,)?} =E{a*(x- )%} =a* o*

iii. La varianza de una suma de dos variables aleatorias es igual a la suma de las
varianzas de cada una de ellas mas dos veces la covarianza entre ellas, es decir:

2

O% 42, = var{xl} + var{xz} + 2c0v{x1, xz}

2
X1+ X

2
X1, X2

0% +x, =03, + 05, +20

La covarianza de dos variables aleatorias x; y x,, con funciones de probabi-

lidad f,(x;) y f(x,), se define como:

Gipxz = COV{xb xz} = E{ (=) (25— Flz)}

Z Z (xl - |~11) (xz - l~lz) h (Xl) fz(xz) Xy, X, discretas

2 Vx; Vx,

val I\fx1 (xl - Pl) (x2 - !Jz) h (xl) f (xz) dx,dx,  x,, x, continuas

Mas adelante se analizaran las propiedades de la covarianza, por lo pronto,
cabe remarcar que, si la variable aleatoria x; no depende de la variable alea-
toria x,, es decir, si ambas son estadisticamente independientes, la cova-
rianza de ambas es cero, por lo que se puede afirmar que:

Si x, es independiente de x, = o°, = cov{xl, x2} =0

Lo que implica que:

Si x, es independiente de x, entonces 03 ,, 0% +0%,

iv. Lavarianza de una combinacion lineal de dos variables aleatorias es igual a la
misma combinacion lineal de las varianzas de cada una de las dos variables,
mas la covarianza entre ellas:

2 —

2 <2 2 <2 2
aix;+axx; — ai le +4a; ze + 2a1a20x1,x2
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Nuevamente:

2

Si x, es independiente de x, entonces 07, 4,

_ 2 <2 2 2

=aj 0 +a50%,

v. La varianza de una combinacion lineal de n variables aleatorias es igual a la
misma combinacion lineal de las varianzas de cada una de las n variables
aleatorias mds dos veces la covarianza de dos en dos de cada una de las varia-
bles aleatorias definidas:

2

— 12 ~2 2 2 2 <2
Ogyx, +ayx, — @1 Ox, 43 Oy, + -+ a3 Oy

2
X1, X2

2
X1, X3

2

+2a,a,0% ., +2a,a;0 +o+2a, 10,0y g,

De la misma forma:

Si x; es independiente de x; Vi # j entonces

2

— 72 ~2 2 <2 2 <2
0a1x1+ Ay + =+ ayX, ai Oxl + as ze + + axn Gxn

A la raiz cuadrada de la varianza de una variable aleatoria x se le conoce como
Desviacion Estandar de x, y se acostumbra representarla como o,

0x=\/o—i=\/var{x} =\/E{(X— 1)’}

Un concepto que se utiliza como alternativa al concepto de desviacion estandar

es el denominado desviacion media:
Desv Media=E{|x—p,|}

El valor absoluto en la expresion anterior es necesario, de no hacerlo, se haria
cero.

Se le llama coeficiente de variacion (CV) al cociente de la desviacién estan-
dar entre la media de la variable aleatoria:

GX
CV=—=
™

Notese que el momento de orden tres con respecto a la media puede expresarse
en funcién de los momentos con respecto al origen
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M= E{(x~ )} =5 -3y of — 7

Un concepto importante que se define en términos de los momentos de orden
tres y de orden dos con respecto a la media es el coeficiente de asimetria, el cual
representa la asimetria que presenta la grafica de la funcién de probabilidad de
la variable aleatoria x con respecto a su media

K
L2

El momento de orden cuatro con respecto a la media también puede definirse
en funcion de los momentos con respecto al origen:

Me=E{ (x— )} =y — 4 + 62 0% + 3y

Otro concepto importante que se define en términos de los momentos de orden
cuatro y dos con respecto a la media es el coeficiente de curtosis, el cual repre-
senta el grado de aplanamiento o picudez que presenta la grafica de la funcién
de probabilidad de la variable aleatoria x:

_ M4
v= o3
K2
En general, los momentos de orden k con respecto a la media pueden expresarse
en términos de los momentos con respecto al origen, utilizando la siguiente

expresion:
i=k il k) .
= (-1) j Wy k=012,
j=0

Para el caso de una variable aleatoria discreta, existe una forma de estimar los
percentiles a través de interpolacion lineal, usando la expresion 3.12 de la ecua-
cidn de una recta dados dos de sus puntos. Sea x una variable aleatoria discreta,
con funcién de probabilidad p(x). Suponga que se desea conocer el percentil x,
para el cual, la probabilidad acumulada hasta ese punto es p, es decir, p = p(x,).
Suponga también que x, < x,<x, y que se sabe que (x;, p;) y (x,, p,), en donde,
p1=p(x1) y p,=p(x,), entonces, el percentil xp estaria dado por la expresion:
X2~ X1

x, == (p—p,) +x
7 P—p1 (P Pl) 1
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En la anterior expresion, se debe buscar que los puntos x; y x, estén lo mas cer-
canos posibles a x,, para que la interpolacion lineal se ajuste adecuadamente.

Funcion Generatriz de Momentos
Calcular los momentos definidos anteriormente puede llegar a ser muy compli-

cado, por lo cual, existe una forma alterna para determinarlos, a través de lo que
se conoce como la Funcién Generatriz de Momentos:

Z e p (x) caso_discreto

FGM(t) :E{etx} — Vxe[a,b]
| e™ f(x)dx caso_continuo (1.48)
Vxe [a,b]

Se le denomina Funcién Generatriz de Momentos a esta expresion porque al
derivarla con respecto a t y evaluar en ¢ =0, se obtienen los diversos momentos
con respecto al origen:

dk
% FGM(t) |,:0=E{xkem}t:0= plk

(1.49)

Cabe senalar que de existir, la Funcion Generatriz de Momentos de una varia-
ble aleatoria es tinica de conformidad con las propiedades de unicidad de una
sumatoria definida y de una integral definida.

Funcidn Caracteristica de una variable aleatoria

Sea x una variable aleatoria, se le denomina Funcion Caracteristica de x a
la expresion:

>ep(x)  caso_discreto
Vxe[ab]

I e”"f(x)dx caso_continuo (1.50)
Vxe [a,b]

FCx(t) =E{e™} =
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Cabe senalar que de existir, la Funcion Caracteristica de una variable aleatoria
es unica de conformidad con las propiedades de unicidad de una sumatoria
definida y de una integral definida.

Se dice que f(x, y) es una funcién de probabilidad bivariada continua, si para
cada pareja ordenada (x, y) del dominio de definicién de x y y, existe un numero
f(x, y) que cumple las siguientes propiedades:

Vx e Dominio_de_x

i. )20
1 f(xy) Vye Dominio_de_y

ii. [ [fQoy)dydx=[ [ f(x y)dxdy=1

Vx Vy Vy Vx

A las funciones:

fulx) = [ f(y)dy

vy

£ () = flxy)dx
Vi

Se les denomina funciones de probabilidad marginales continuas de x y de y
respectivamente. Cada una de estas distribuciones de probabilidad cumple
con las propiedades de una funcién de probabilidad continua y posee medi-
das de tendencia central como: media, mediana, moda; medidas de dispersion:
varianza, desviacion estdndar, coeficiente de variacion; medidas de forma como
coeficiente de asimetria, coeficiente de curtosis, etcétera. Asimismo, cada una
de las funciones de probabilidad marginales tiene una funcién generatriz de
momentos que la define.

A las funciones de probabilidad:

_fxy)
fy|x()/)—fx(x) Vx,y
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0= )y,
Fyie(x) 0) Vxy

Se les denomina funciones de probabilidad continuas condicionales bivariadas
de y dado x, asi como de x dado y, respectivamente.

A las expresiones:
Efylx} = [ f:(r)dy
vy

E{x|y} :J;xﬁdy(x) dx

Se les denomina esperanzas condicionales discretas de y dado x, asi como de x
dado y, respectivamente. A las graficas de estas esperanzas condicionales se les
denomina Regresion de y dado x, asi como de x dado y, respectivamente.

La variable aleatoria x es estadisticamente independiente de la variable aleatoria
¥, siy solo si,

fo(xy) =£(x)f,(»)

Este resultado se puede generalizar para el caso de n variables estadisticamente
independientes entre si, x;, Xy, -+, X,:

Fanoe (31 00 2,) = B (1)) Eoy(30) = F (3)

Sean las variables aleatorias x y y, estadisticamente independientes entre si, con
funciones generatrices de momentos FGM,(t) y FGM,(t), y sea z=g(x,y). La
funcién generatriz de momentos de z se obtiene como el producto de las fun-
ciones generatrices de x y y, es decir,

FGM,(t) = FGM,(t) FGM,(t)
También se puede generalizar esta expresion:

FGM

X1X2° X

(t) =FGM,, (t) FGM, (t) - FGM, (t)
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Modelos probabilisticos de fendmenos aleatorios

Modelos Probabilisticos Discretos

Distribucion Parametros Variable Valores que toma x Funcion de Probabilidad: p(x) Funcién de Probabilidad Acumulada: Media |Varianza Funcién Generatriz de
P(x)=p(t £ x) Momentos
O<p<l, -
probabilidad de X= éxito en un =0 fracaso pr(l- p)“_x) x=0,1 I-p x=0 =pé +(1

Bernoulli éxito en cada ensayo p(x) = ’ P(x)=p(t<x)= P p(-p) fgm(t) = pe +( _p)
ensayo = L. xito 0 en_otro_caso 1 x=
n=1,2, ..., nimero
de ensayos o
tamario de muestra n

) ) x= niimero de éxitos (1= p)("’” x=0,12,.,n =T A (n—1)

Binomial ) x=0,1,2,....,n p(x) = [xjp B (t<x)= (1-p)"" np np(1-p) t :[ é+(1- }1
oot en ensayos . SO s =2 e Jentt)=|(pé +(1-p)
probabilidad - -
constante de éxito
en cada ensayo
O<p<l,

X=namero de (x=1) — -
L probabilidad de _ p(d-p) x=0,1,2,. =x 7
c hac _ x) = _ (t-1) _ 2 — !
Geométrica éxito en cada en§ayos(hfxata tenerel |x=0,1,2, ... p(x) 0 en otro caso p(t <x)= Z P(I _p) 1/p (1-p)/p’ fgrr(t) _pé /h -1 _p)e J
primer €xito — — t=0
ensayo
O<p<l,
probabilidad de - d u
Pascal (Binomial  |éxito en cada - hamero ¢ x-1 (x-1) N r_ (1 ) 14 ¢
N ensayos hasta tener r |x=r, r+1, 1+2, ... "(1-p)* x=0,1,2,--- — " )\ r(l- _
Negativa) ensayo éxito); * plx) = r—1 pQ-p) p(t Sx) = -1 { p) » 3 p fgm(t) Bl PPN
0 en_otro_caso =0 p 1-(1-p)e
r=1,2,... (r>0)
N=1, 2, ..., tamano
del lote o poblacién _
P x=ntimero de éxitos DYN-D DYN-D
n=1,2,...,N, en una muestra de X pn—x x=0,2,....min(n,D) s
: N =0,2,.., s =l x| n—x D DY DY{N-n
Hipergeométrica tamafio de muestra (tamafio n, para un x=0,1,2,...,min(n, D) p(x)= N pt<x)= n| — Z 1=
lote de tamario N, B ’ n pry N N N| N|N-I
D=1,2,..,N, donde existen D 7
Numero de éxitos 0 . n
Defectuosos en el en_otro _caso
Lote o Poblacién
>0, nurfnero de X= nimero de o <~ =01 t=x c* ( . )

Poisson Ocurren,cms o ocurrencias, éxitos o [x=0,1,2, ... plx) = x! ’ p (t < x) = Z e — c c fgm(t) =e B
promedio por llegadas por unidad 0 en_otro_caso x!
unidad gacas porumic - 1=0 ’

F1GURA 1.8. Modelos Probabilisticos Discretos
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Modelos Probabilisticos Continuos
L Y, g Funcion
Distribucion | Pardmetros Valores que Funcién Densidad de Probabilidad: f(x) Funcién de Distribucién o de Probabilidad Media Varianza Generatriz de
toma x Acumulada: F(x)=p(t £ x) Momentos
1 0 Si x<a
ab, a<x<bh s 2 e — e
Uniforme a<x<h f(x)= b-a F(x)= -4 si a<x<b b+a M - -
‘ b-a © 2 12 (b-a)t
b>a 0  en_otro_caso 1 st x>b
_ 0 K x<a
ab,c _Ax-a) si asx<bh (x—a)’
(c—a)b-a) m as<x<bh
Trianel a<x<ec SN () F(x)= s c+b+a 1
angular a f(x) oD b<x<c - (c )(x) . i bex<ec 73 R[a2+b2+cz—ab—ac—bc]
. c—a)c—
csb>a 0 en _cualquier _otro _caso ! . e
Ae™™ x>0 0 x<0 -1
Exponencial 1>0 x>0 f(x)= F(x)= l ! 1- L
xe R 0 en_otro_caso l—e™ x>0 A A : A
ueR | e’ 1 e o’
Normal xeR x)= e? o F(x)= e’ o dr u o =
o /@ o2r o-2m _-[ e
x>0 ECACI T 1 np)? 0
LogNormal HeR xe Rt f(x)= 17r 4 : o)’ F(x) 1 je 2o dt |:;Uv+2y:| 0_2 _ ,U2 (eof—l )
R xXO 2 X)= - x = Mx
o€ yZL}’l (x) y O'yx/27r0 t Itlx e
r>0 A (1) —jx A 7 (r-1) —a 7 7 Y
Gamma >0 f(x) = 7(1)6) e F(x)= At e dt — — 1-—
aso | ¥ () (x) r(r)l( ) p) pE 2
F(ﬁ,+r) -1 1
= 7 1— T ﬂ. + X r-1 ﬂ« /,bﬂ
o | 720 | ooy | T Y P =T [e0=0) @ | p = =
2150 = 0<x<l 450 r0 T(A)r(r) A+r (A+7r) (A+r+1)
7eR B-n  (x=7Y x (51 fjf 2
_ |z t—
Weibull 0>0 x> y f(x):ﬁ Ll e [ g J F(x)zé'[ J e{a dt HXZY-'_GF[I_g O'f =52{F[2+1)—|:F(1+1J:| }
B>0 o\ o ’ ) B i) B

F1GURA 1.9. Modelos Probabilisticos Continuos
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Modelos Probabilisticos de Distribuciones Muestrales
Distribucion | Parametros Valores que toma x Funcion Densidad de Probabilidad: f(x) Funcién de Distribucién o de Probabilidad Acumulada: F(x)=p(t < x) Media Varianza
u k u
k u 1 LA
u=,{2=22+zz+~-~+z% _ 1 a Py F(u) = V(Z Je 2
Ji Cuadrada ()| ke R 2 l ’ ' f(u) Tk k u[ J@ ’ ( ) £ k J. k 2k
u=y" >0 PEa Il 22T & |0
2 2
t=— r[?} 1 r[%] ! 1
!
t de Student ke X LZ f= k Kl F)= k -[—oe (ﬂ] [ﬂ] ds 0 L
p e ) a1 e e 1 (k=2)
2] —+1 —+1 —+1
te R k k
w Ea u u
— u+v \u (2] ,(71) u+vyu 2) u
u,ve X f:l>0 1"[ ) )[v] f r 5 ; ; t[i-lj p'f: v 2 _ 2v2(—u+v—2)
F de Fisher u>0 y h(f)= (u+v) H(f)= r u v .[o (’“")dt (V_Z) u(v—2)2(v—4)
2 = s
v>0 v , r(”)p[vj[”f +1] 2112 [£t+1] v>2 v>4
w,y_son_va_}( 2 2 v v

FiGgura 1.10. Modelos Probabilisticos de Distribuciones Muestrales
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Teorema de Aditividad o de Reproducibilidad de la Distribucién Normal

Sean

x;~N(py, 1)
x2~N(p2, 02)

< N(i 0,
n variables aleatorias normales, estadisticamente independientes y sea
Y=a1X,+ arX, + -+ a,x,
Entonces
y~N(iyr,) (159)
Donde

Wy = a1y + dolly + = + a,l,

22

03 =ajo] +a3os+ - + a0,

Teorema de De Moivre - Laplace

Sea x una variable aleatoria con distribucion binomial, con parametro p, de
media np y varianza np(1-p); su funcién de probabilidad esta dada por

px(x) =[ijx(1—p)ﬂ—x x=0,1,2,-,n

La variable aleatoria x es el resultado de una suma de variables aleatorias con
funcién de probabilidad de Bernoulli:

x=x1+x2+---+xn
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donde

_y1-p x;=0
p(xl)_i p xi_lg
Vi=1,2,--,n

Sea x una variable aleatoria normal con media np y varianza np(1-p), con fun-
cién de probabilidad dada por la expresion:

1[ x-np ]2
1 o2 W (1-p)

A/2mnp(1 - p)

Con funcién de probabilidad acumulada

()=

L[ -2 ]2
CD(x) ZEJ_: 2Wmp(1-p) ) g4

Entonces:

x=b n
p(msb>=umm[ > (1pa-pr|=00) -0
La expresion anterior implica también que
4(%}2
1 2\Jmp (1-p)

. n X - n_XZ oy ra
Lzmn_m(xjp (1-p) 2nnp(1 - p) ’

Este teorema establece que una variable aleatoria binomial, con media np y
varianza np(1-p) tiende a comportarse como una variable aleatoria normal, con
la misma media y varianza, en la medida en que el tamafio de muestra tienda a
infinito.
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Teorema del Limite Central para una suma de variables
aleatorias con la misma distribucion
de probabilidad
Teorema: Sean n variables aleatorias estadisticamente independientes, x;, x,,-,
X,, con medias [, [y, -, W, Y con desviaciones estandar o, 0,, -, 0, respectiva-
mente, con la misma distribucién de probabilidad, sin importar de qué distri-
bucién de probabilidad se trate. Sea y =x; + x, + --- + x,,, entonces,
Lim,,,..[y] ~N(py, 0},) (1.62)
donde
W=ttt Ly,
0,=01+05+ = +0,
Teorema del Limite Central para una combinacion
lineal de variables aleatorias con cualquier
distribucion de probabilidad
Teorema: Sean n variables aleatorias estadisticamente independientes, x,, x,, -+,
x,, con medias W, W,*, W, y con desviaciones estandar o,, 0,,--, 6,,, con cual-
quier distribucién de probabilidad. Sea y = a,x, + a,x, + -+ + a,x,,, entonces,
Lim,...[y] ~N(p, o,) (1.63)
donde
Wy=dith +dl+ - + 4,
0,=a{ 01 +a;05+ - +4a, 0y,
Notese que la media aritmética de una muestra se calcula como una suma de
variables aleatorias idénticamente distribuidas
X= ! [3)+ 2+ = +x,]
n
Serie de Calidad y Estadistica Industrial 30




OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

Por lo que aplicando el teorema anterior se puede afirmar que la media muestral
también es normal:

— Ox
N 7

Por el teorema de aditividad de la distribucién normal, se puede afirmar que
si una poblacién presenta distribucién normal, entonces la media aritmética
de una muestra de dicha poblacion también presenta distribucion normal. De
la misma forma, por el Teorema del Limite Central, se puede afirmar que si se
extrae una muestra de tamano grande de una poblacién con cualquier distri-
bucién, la media muestral tenderd a tener distribucién normal en la medida en
que n tienda a infinito.

En la practica profesional de la Ingenieria, el pensar en una muestra de
tamano infinito es ilusorio; en realidad, los lotes presentan tamaio finito y las
muestras con mayor razdn; surge entonces la pregunta, ;de qué tamano debe ser
la muestra para suponer que la media muestral de una poblacién con distribu-
cién diferente a la normal es normal? La respuesta desde luego depende de la
distribucion real que presente. Algunas reglas empiricas o “de dedo’, establecen
experimentalmente lo siguiente:

i. Sila distribuciéon de probabilidad de una poblacién es parecida a una nor-
mal, es decir, si la grafica de la funcién de probabilidad de una poblacién
presenta una forma parecida al perfil de una campana casi simétrica, basta
tomar n >4.

ii. Sila distribucion de probabilidad de una poblacién es parecida a una distri-
bucién uniforme, basta tomar n>12.

iii. Sila distribucién de probabilidad de una poblacién presenta la mayor parte
de sus medidas en alguno de sus extremos (céncava hacia arriba y no simé-
trica), por ejemplo, la distribucién exponencial negativa, que se podria
denominar comportamiento antinormal, n > 100.
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Distribucion de Probabilidad Ji Cuadrada

Sean z,, z,,*+, 2, variables aleatorias normales estdndar, estadisticamente inde-
pendientes, es decir,

z~N(0,1)  i=1,2,~,k
Sea
X’=zi+z3+ - +7} (1.65)

Cabe sefialar que en la expresion anterior x* (ji cuadrada) representa a una
variable, no es que esté elevada al cuadrado, es solo notacion, se indica asi solo
para recordar que se trata de una suma de cuadrados.

La funcién de probabilidad de esta variable aleatoria ji cuadrada es:
ko, X

)= () e >0 oo

Su funcién generadora de momentos se expresa como:
-k
FGM,,(t) = (1-2t)? t<1/2 (1.67)
Su funcién caracteristica es:

-
FC,(t) = (1-2it)? t<1/2 (1.68)

X
La media y la varianza de la funcion de probabilidad ji cuadrada son:

03, =2k (1.70)

Su coeficiente de asimetria y su coeficiente de curtosis son:
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[

"= % (1.71)
_12

Yot = (1.72)

Teorema de Aditividad de la Distribuciéon Ji Cuadrada
Sean

2 2 2
Xl,kp Xz, k> Xp, ky

p variables aleatorias con distribucién ji cuadrada, estadisticamente indepen-
dientes con ki, k,, -+, kp grados de libertad respectivamente. Entonces, la suma

)’=X21,k1+X22,k2+ +Xf>,kp (1.73)

También presenta distribucion ji cuadrada con k=k; +k,+ - +k, grados de

libertad.
Y~ Xk
k=k1+k2+ +kP

La variable aleatoria que se muestra a continuacién presenta distribucion ji cua-
drada con n-1 grados de libertad.

(n-1)$2_, (1.74)

2
2 NXH—I
GX

Distribucion de Probabilidad t de Student

Sean z~ N(0,1), una variable aleatoria normal estandar, y v~ Xi una variable
aleatoria ji cuadrada con k grados de libertad, ambas estadisticamente indepen-
dientes. Sea la variable aleatoria
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"
EER

A la variable aleatoria “t” se le denomina t de Student, por el pseudénimo con
que firmaba su autor William Sealy Gosset (1876-1937). La funcién de densi-
dad de probabilidad de la variable aleatoria t de Student o de Gosset esta dada
por la expresion:

La media y la varianza de la funcién de probabilidad t de Student son:

u=0 k>1

2

0= k>2

k
k-2
Su coeficiente de asimetria y su coeficiente de curtosis son:

y1t=0 k>3
6
Yu= k>4

La variable aleatoria

Presenta distribucion t de Student con (n-1) grados de libertad, y para valores
de n>30 su funcion de probabilidad es aproximadamente normal, con media
cero y varianza n / (n-2).
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Distribucion de Probabilidad F de Fisher - Snedecor

Sean u~ X%, y v~ X%, dos variables aleatorias ji cuadrada con k, y k, grados de
libertad respectivamente, ambas estadisticamente independientes. Sea la varia-
ble aleatoria

p=tki
Yk, (1.82)
A la variable aleatoria “F” se le denomina F de Fisher-Snedecor, por los dos prin-
cipales cientificos que se dedicaron a analizarla: Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-
1962), ya citado en la pagina 11 de este volumen y George Waddel Snedecor
(1881-1974).

La funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria F de Fisher-Sne-
decor esta dada por la expresion:

ky
()
f(F)= 2 2 (1.83)
(k1+k2)
| k) & k g
2 2 FF+1]
k,

La cual sigue la distribucion F con k, grados de libertad en el numerador y k,

grados de libertad en el denominador, lo que suele abreviarse como Fy ..

La funcion de probabilidad acumulada F de Fisher Snedecor esta dada por la
expresion:

k
(o,
F(f) = 2 J ! du (1.84)

(IO
2 2 [—1u + 1}
k,

La media y la varianza de la funcion de probabilidad F de Fisher Snedecor estdn

dadas por las expresiones:
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k,
=2 k,>2 1.85
Ug k-2 2 ( )
213 (ki +k, -2 1.86
0%= 2( L2 ) k,>4 (1.86)

ky(ky-2)%(ky-4)

Suponga que se tienen dos variables aleatorias normales, estadisticamente inde-
pendientes, x; ~ N({;, 0,) Y x, ~ N({;, 0,). Si de cada una de ellas se obtiene una
muestra de tamafo n, y n,, respectivamente y se calcula su desviacién estandar
muestral para cada una de ellas, entonces

-1) 8 _
(”102 ) n lNXil—l
X1

(7’12 - ]. ) S%lz -1 2
o " Xmo

0%
Lo que implica que el cociente de estas dos variables aleatorias entre sus grados
de libertad es una variable aleatoria F con n,-1 grados de libertad en el nume-
rador y n,-1 grados de libertad en el denominador, es decir

2

Snl—l

o} (1.87)
1 F .0/

Sz | ~Ly-1,n-1

ny,—

o3
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1.5. Generacidn de niumeros aleatorios con cierta
distribucion de probabilidad

Suponga que se tiene una variable x con distribucién uniforme continua en
el intervalo [a,b]. Su funcién de probabilidad acumulada esta dada por la
expresion:

Donde, por definicién 0 < F(x) <1, suponga que se hace u = F(x) y se despeja la
variable aleatoria x, es decir

x=a+ulb-a) (1.88)

Sia través de una tabla de nimeros aleatorios o utilizando alguno de los paque-
tes estadisticos se genera un niimero aleatorio u, entre cero y uno, y se aplica el
algoritmo de la expresion (1.88), se obtiene un niimero aleatorio con distribu-
cién uniforme entre a y b.

Para ilustrar la forma en que se generan numeros aleatorios con distribucion
continua uniforme, suponga que una persona llega a clases siguiendo una dis-
tribucion uniforme entre las 6:50 y las 7:20 horas. Esto implica, que esta persona
nunca falta a clases y siempre llega en ese intervalo de tiempo. Simule diez lle-
gadas de esta persona al salon de clases.

Cabe senalar que las 6:50 es 6 + 50/60 = 6.833333 horas y 7:20 es
7 +20/60 =7.333333 horas. El algoritmo en Excel seria

X=6.833333 +(7.333333-6.833333) * aleatorio()
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Al correr este algoritmo en Excel se obtienen los siguientes valores:

No. x (horas) | x(h:min:seg)
1| 6.85937365 06:51:33
2| 6.91491385 06:54:53
3| 7.24435022 07:14:39
4| 7.25526591 07:15:18
5 7.2002653 07:12:00
6| 6.89620187 06:53:46
7| 7.22232478 07:13:20
8| 7.12237353 07:07:20
9| 7.12943694 07:07:45

10| 7.07990582 07:04:47

El amable lector que corra este algoritmo usando Excel no obtendra los mismos
valores, precisamente por la pseudoaleatoriedad en la generacion de u. Se dice
pseudoaleatoridad porque la generacion no es totalmente aleatoria, se utiliza un
algoritmo matematico en Excel para generar u = aleatorio(), ;podria el amable
lector investigar en Excel qué algoritmo se utiliza? Mas adelante en este mismo
volumen se vera como se puede probar estadisticamente que estos datos presen-
tan distribucion uniforme continua entre 6:50 y 7:20 horas.

Otra forma de generar nimeros aleatorios con distribuciéon uniforme entre
a=6.833333yb=7.333333 es usar Minitab, para ello en el menu principal se da
click en Calc, luego en Random Data y finalmente en Uniform, apareciendo la
ventana mostrada en la figura 1.11, en la cual se teclean los valores de n, nimero
de nimeros aleatorios a generar; a, limite inferior del intervalo de uniformidad;
y b, limite superior del intervalo de uniformidad y se oprime Ok, obteniéndose
los siguientes resultados:

x-uniforme: 6.98834, 6.86239, 6.88003, 7.22875, 6.85801, 6.94142, 6.87952,
7.18332, 6.94536, 6.97879
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Uniform Distribution X

Number of rows of data to generate: | 1p

Store in column(s):

 Unifarme

Figura 1.11

Lower endpoint: 5.833333
Upper endpoint: 7.333333

Help oK | Cancel |

Otra forma de generar nimeros aleatorios con distribucién uniforme entre
a=6.833333 yb=7.333333 es, usando el software R, con el siguiente comando:

X = runif(n, min = a, max=>b)
En este caso
x = runif(10, min = 6.833333, max = 7.333333)

Al correr este comando se obtiene lo siguiente: 7.126656 6.992034 7.138805
7.107215 7.305826 7.275338 7.206063 7.017805 7.194726 7.215625

Ahora se generaran nimeros aleatorios con distribucién exponencial negativa.
La funcién de probabilidad acumulada de la exponencial negativa esta dada por
la expresion:

F(x) = 1-exp(-Ax)

Por lo que si se hace nuevamente F(x) = u y se despeja x:
1 1
=—1Ln| —
b [1 - u] (1.89)

Suponga que el tiempo de vida de una lampara de neén se comporta con dis-
tribucién exponencial negativa con una media de 2000 horas de uso. Simule el
tiempo de vida de diez lamparas de nedn.
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La media de la distribucién exponencial negativa es 1/A =2000, por lo que
corriendo el algoritmo en Excel se obtienen los siguientes resultados:

Z
©

O ([0 [N | [UT [ W ([N

X
422.471
3704.77
255.424
3196.09
1457.89
60.8494
4065.14
950.178
1390.43
1953.54

—
o

En la anterior simulacion nétese que la lampara 6 solo dur6 un poco menos de
61 horas de uso, en cambio la lampara 7 duré un poco mas de 4065 horas; mas
del doble de la media.

Otra forma de generar nimeros aleatorios con distribucién exponencial
con una media de 1/A =2000 es usar Minitab; para ello, en el mend principal
se da click en Calc, luego en Random Data y finalmente en Exponential, apa-
reciendo la ventana mostrada en la figura 1.12, en la cual se teclean los valores
de n=10, nimero de nimeros aleatorios a generar; 1/A = 2000 y se oprime Ok,
obteniéndose los siguientes resultados:

x-Exp_Neg: 2611.72, 4495.67, 42.08, 460.44, 0.45, 1149.06, 722.82, 2235.93,
291.65, 2848.27

Exponential Distribution X
C2 xExp_Meg Number of rows of data to generate: | 10
Store in column(s):
"x-Exp| Neg'
FiGura 1.12
Scale: 2000 (= Mean when Threshold = 0)

Threshold: ’Ul]i

Help 0K | Cancel
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Otra forma de generar nimeros aleatorios con distribucién exponencial negativa
con una media de 1/A = 2000 es, usando el software R, con el siguiente comando:

x =rexp(n, rate = tasa promedio de ocurrencias)

En este caso

x =rexp(10, rate = 0.0005)

Al correr este comando se obtiene lo siguiente: rexp(10, rate=0.0005):

2165.2933, 1288.2904, 2553.5096, 488.2835, 5615.4145, 1656.1038 651.1113,
711.9925, 2749.3669, 1899.1402

Ejemplo 1.3 La tasa de interés de una sucursal bancaria se comporta con distribucion trian-

gular de parametros optimista a =0.20 0 20%, el mas probable b=0.35035% y
pesimista ¢ =0.60 o0 60%. Genere 20 nimeros aleatorios con dicha distribucién
triangular.

La funcién de probabilidad acumulada de la distribucién triangular se muestra
en el cuadro resumen de la figura 1.9, su expresién matematica es

0 x<a
(x—a)2 a<x<b
- 0
1- (c—a)(c—b) b<x<c
1 x>c

En donde el punto que separa a las dos ramas de la distribucion es x = b. En este
punto, la probabilidad esta dada por:

F(x=b)= (b-a)> _ (b-a)

(c-a)(b-a) (c-a)

A partir de lo cual, si se denomina u = F(x), se puede establecer que si

us(b-a)/(c-a)
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Se usa la primera rama y si ocurre lo contrario se usa la segunda rama de la
funcion, de tal manera que si se despeja x de ambas ramas de la funcion de pro-
babilidad acumulada, se obtiene el siguiente algoritmo:

a++/(b-a)(c-a)u usgf:z))

. (b-a)

c—\/(C—b)(C—a)(l_u) u>(C—a)

(1.90)

Al sustituir los valores de a, b y ¢, y generar nimeros aleatorios uniformes entre
cero y uno, el algoritmo para generar niumeros aleatorios con distribucién trian-
gular con Excel seria:

_ §0.244/0.006 % aleatorio ()  x<0.375
~ (0.6-+/0.01 * aleatorio () x>0.375

X

Al aplicar este algoritmo se generan los siguientes nimeros aleatorios:

u X
0.972186 0.583323
0.553475 0.533178
0.778643 0.552951
0.171581 0.232086
0.913018 0.570507
0.103112 0.224873
0.183973 0.233224
0.706892 0.545861
0.891987 0.567135
0.043555 0.216166

Otra forma de generar nimeros aleatorios con distribucion triangular con valo-
res a=20%, b=35% y c=60%, es usar Minitab; para ello, en el menu principal
se da click en Calc, luego en Random Data y finalmente en Triangular, apare-
ciendo la ventana mostrada en la figura 1.13, en la cual se teclean los valores de
n =10, valor minimo a, valor mas probable b y valor maximo ¢, y se oprime Ok,
obteniéndose los siguientes resultados:
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Triangular Distribution >

Mumber of rows of data to generate: | 10

Store in column(s):

FiGura 1.13

Lower endpoint: 0
Mode: 35

Upper endpoint: 50|
Help K | Cancel

x-Triangular: 34.0136, 41.9168, 38.9889, 41.0404, 29.3552, 44.9505, 49.2064,
35.1221, 36.4790, 27.2066

En la mayoria de las distribuciones de probabilidad acumulada es practicamente
imposible despejar el valor de x a partir del nimero u; los algoritmos que se usan
son diferentes dependiendo de la funcién de probabilidad que se pretenda gene-
rar. Por ejemplo, la funcién de probabilidad mas comun de todas es la normal,
el tratar de obtener el valor de x a partir de un valor de probabilidad F(x) =u,
equivaldria a despejar el valor de x de la siguiente ecuacién integral:

2
1 _1 [ﬂ]
X 2 O.
— | e *dt=u
0,4/2T J -

Intentar despejar analiticamente a la variable x en la expresion anterior es prac-
ticamente imposible.

Una forma de generar nimeros aleatorios con distribucién normal es apli-
cando el teorema del limite central, el cual establece que si se suman un numero
suficiente de variables aleatorias con cualquier distribucidn, dicha suma tendra
distribucién aproximadamente normal si n es grande. Un caso particular seria
sumar variables aleatorias con distribuciéon uniforme, experimentalmente se
puede comprobar que basta sumar #n > =12 variables aleatorias uniformes para
obtener una distribucién normal.
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Recuérdese, de conformidad con el cuadro resumen de la figura 1.9, que si x es
uniforme en el intervalo [0, 1] su media es 0.5 y su varianza 1/12, esto implica
que si se generan 12 nimeros aleatorios con distribucién uniforme entre cero
y uno, y se suman estos, se obtiene una variable aleatoria aproximadamente
normal con media seis y varianza uno, la cual puede ser estandarizada de la
siguiente forma

[, +2%,+  +x,] -6
1

z=

y convertida a otra distribucién normal con media y, y desviacion estandar o,,
a través del proceso contrario a la estandarizacion

X =W+ 20,

en donde z es una variable aleatoria normal estandar.

Genere una muestra aleatoria de tamano # = 64, de niimeros aleatorios con dis-
tribucién normal de media cinco y desviacion estandar tres, utilizando el Teo-
rema del Limite Central.

Lo primero que se hard, serd generar m =12 muestras de tamafio n =64
de variables aleatorias uniformes, luego se obtendra la suma de estas 12 varia-
bles aleatorias uniformes. De conformidad con el Teorema del Limite Central,
la suma serd aproximadamente normal con media 6 y varianza 1, después se
estandarizara esta ultima y por ultimo se calculara una variable aleatoria nor-
mal con media cinco y desviacién estandar tres. Se obtiene la siguiente tabla
usando Excel:

44




OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia
X1 Uniform [x; Uniform [x3 Uniform |x4 Uniform |xs Uniform |xe Uniform [x; Uniform [xsUniform |xe Uniform |xi0 Uniform |xi1 Uniform |xi2 Uniform [y (suma) z (estandar) [x (Normal)
0.223710]  0.747615 0.521265 0.513036]  0.093331 0.714209|  0.007002 0.681426|  0.674932 0.535092 0.916968|  0.047063 5.675649| -0.324351| 4.02694729
0.577146|  0.492744|  0.162713 0.428703 0.719717|  0.843791 0.880261 0.887069 0.288033 0.453611 0.745099 0.265253 6.744139 0.744139| 7.23241724
0.511237|  0.334609 0.464492 0.440322 0.899965 0.951841 0.655498|  0.346495 0.368991 0.498950|  0.780321 0.075181 6.327901 0.327901| 5.98370439
0.794634 0.031698 0.826644 0.856202 0.218845 0.094821 0.051726 0.653762 0.867285 0.299704 0.969599 0.023293 5.688212] -0.311788| 4.06463521
0.685423 0.459354 0.740213 0.768305 0.910893 0.075730 0.535767 0.054055 0.685451 0.692249 0.368372 0.762506 6.738318 0.738318] 7.21495454
0.855749 0.975965 0.104126 0.312212 0.434144|  0.984712 0.800268 0.700577 0.062350 0.665327 0.623503|  0.518954 7.037887 1.037887| 8.11366137
0.260006 0.684121 0.089779 0.535715 0.037441] 0.318876| 0.891632] 0.978476| 0.631502|  0.037448  0.635383 0.719650 5.820029| -0.179971| 4.46008672
0.483489 0.384344 0.810750 0.101469 0.872961 0.706363 0.907932 0.661445 0.399693 0.482334 0.635235 0.344640 6.790656 0.790656| 7.37196745
0.140728 0.798351 0.980142 0.001595 0.803106 0.266012 0.514065 0.173704 0.004334 0.010908 0.121388 0.192973 4.007305| -1.992695( -0.97808495
0.807150f  0.639387|  0.146503 0.904797f 0.503667|  0.949319| 0.376278  0.114943 0.093700f  0.617384|  0.685549 0.826305 6.664981 0.664981| 6.99494287
0.171113 0.390133 0.426485 0.559015 0.049128(  0.839002 0.699214  0.204503 0.888407 0.273564]  0.757828|  0.098711 5.357104] -0.642896| 3.07131077
0.259105 0.480644|  0.779997 0.767064  0.977177 0.308411 0.142126  0.327437 0.248438 0.197566  0.491093 0.667595 5.646653| -0.353347| 3.93995821
0.854785 0.349147 0.746376 0.504825 0.555539 0.246437 0.449415 0.590265 0.579423 0.901949 0.377144 0.480578 6.635883 0.635883| 6.90764775
0.066142 0.630965 0.231596 0.813287 0.266961 0.152371 0.124155 0.561336 0.746299 0.644377 0.069121 0.804504| 5.111113| -0.888887| 2.33334012
0.032942 0.022027 0.121524  0.045810 0.880587 0.262862 0.521950f  0.130350|  0.698087|  0.260288|  0.556153 0.943673 4.476253| -1.523747( 0.42875974
0.249801 0.517715| 0.057766| 0.492886 0.921572| 0.604837| 0.234976 0.995251| 0.111371| 0.744254| 0.845868|  0.508411 6.284708  0.284708| 5.85412275
0.008874 0.007762 0.123526 0.785295 0.665990 0.450206 0.970446 0.012914 0.843763 0.845842 0.689446 0.617725 6.021790 0.021790| 5.06536881
0.942390|  0.485214| 0.404149| 0.565020|  0.903565 0.190730|  0.482545 0.737304|  0.138280[  0.414040|  0.190061 0.841858 6.295158|  0.295158| 5.88547534
0.753381 0.013273 0.120503 0.397747|  0.790502 0.773334]  0.085931 0.971620|  0.388507 0.515659 0.981768| 0.970368|  6.762594|  0.762594| 7.28778101
0.660630|  0.833383 0.396719 0.900312 0.435439 0.367585 0.786341 0.908077 0.187465 0.700570|  0.665059 0.809549 7.651130 1.651130[ 9.95338892
0.573740 0.802954 0.602465 0.490824 0.254383 0.410352 0.602506 0.143136 0.245818 0.362145 0.415875 0.098228 5.002426| -0.997574| 2.00727944
0.193264|  0.061427 0.186110|  0.087837 0.189828 0.354543 0.998043 0.040446 0.645085 0.696934|  0.009266 0.596017| 4.058802| -1.941198|-0.82359513
0.700205 0.771318 0.493291 0.351368 0.397859 0.361757 0.927139 0.104994| 0.317903| 0.536511| 0.773024| 0.801744 6.537111| 0.537111] 6.61133418
0.128516 0.947170|  0.944535 0.693575| 0.784715| 0.854318|  0.655413 0.603536] 0.126990|  0.736543 0.644109|  0.809816 7.929236 1.929236| 10.7877082
0.823877 0.186004 0.710210 0.290826 0.716804 0.836288 0.705530 0.040449 0.867309 0.202281 0.791587 0.931634 7.102798 1.102798| 8.30839294
0.398489 0.003951 0.362049 0.971855 0.062648 0.641223 0.701854 0.930848 0.045037 0.981329 0.864863 0.879954 6.844101 0.844101| 7.53230214
0.777406| 0.311576]  0.056333 0.003544|  0.130622 0.999054|  0.803133 0.290252 0.433499 0.694951 0.319468|  0.312756 5.132593| -0.867407| 2.39777956)
0.512104 0.779617 0.254196 0.810981 0.761160 0.258559 0.700704 0.077380 0.385643 0.588307 0.621917 0.306663 6.057232 0.057232| 5.17169466
0.209956 0.498021 0.947310 0.564942 0.883599 0.813608 0.324958 0.372241 0.267735 0.111887 0.108794 0.708851 5.811902] -0.188098| 4.43570561
0.550449 0.428776|  0.755604|  0.770357  0.403243 0.673120]  0.442595 0.182171 0.411051 0.952399 0.472786|  0.578726|  6.621277 0.621277| 6.86383035
0.481666|  0.109504|  0.893746|  0.010813 0.002890|  0.578273 0.723918 0.027166|  0.140993 0.016388 0.847505 0.340965|  4.173826| -1.826174-0.47852201
0.633119 0.772040]  0.760880|  0.037201 0.566615 0.582631 0.762279 0.341466 0.036926 0.949348 0.955815 0.985040 7.383359 1.383359| 9.1500768
0.503454 0.779018 0.992477 0.501086 0.191616 0.923519 0.389604 0.036143 0.962069 0.225423 0.946448 0.761962 7.212819 1.212819( 8.6384574
0.429931 0.135809 0.390555 0.205951]  0.260047| 0.373249  0.300031]  0.055795| 0.763094  0.622502|  0.284628|  0.579047  4.400640| -1.599360| 0.20191893
0.094088]  0.855793 0.538357[  0.144241] 0.210460| 0.638058  0.706950|  0.490150|  0.832762 0.761246| 0.475928|  0.763844 6.511877|  0.511877| 6.53563027
0.190939  0.172655 0.572204|  0.523780|  0.750432 0.409212 0.156098|  0.689448| 0.592450| 0.837199| 0.300449|  0.155569 5.350433| -0.649567| 3.0512994
0.924158 0.297281 0.577100 0.371196 0.769945 0.632876 0.893440 0.358217 0.340387 0.421468 0.753900 0.406255 6.746222 0.746222| 7.23866646
0.737450f  0.431367| 0.976626]  0.183790[  0.811559 0.489769 0.826091 0.512078|  0.224286|  0.346293 0.215829 0.462973 6.218112 0.218112| 5.6543347
0.806681 0.241683 0.057632 0.625897 0.956128  0.111827 0.677092 0.123610{  0.391303 0.667633 0.188035 0.180990f  5.028510| -0.971490| 2.08553098
0.598073 0.849777 0.909092 0.160383 0.616221 0.992068 0.126003 0.650993 0.472117 0.731694  0.138591 0.584645 6.829657 0.829657| 7.48897216
0.067083 0.630648 0.458185 0.333288 0.428609 0.178578 0.937319 0.805272 0.890453 0.570814 0.558330 0.216379 6.074958 0.074958| 5.22487292
0.705912 0.370722 0.802044 0.483844 0.409884 0.746428 0.251676 0.468221 0.635561 0.772076 0.175796 0.983844 6.806008 0.806008| 7.41802367
0.202538|  0.107180f 0.135534| 0.204977| 0.739982| 0.247277|  0.868274|  0.554983 0.590387| 0.973168|  0.544794|  0.085799 5.254891| -0.745109| 2.76467162
0.590605|  0.567538]  0.178435 0.592908|  0.671709]  0.507059|  0.544012 0.414411 0.377044|  0.145716] 0.729264|  0.119822 5.438524| -0.561476| 3.31557108
0.783441 0.527062 0.764983 0.020886 0.467012 0.357882 0.888209 0.796753 0.668266 0.099187 0.563452 0.521160 6.458294 0.458294| 6.37488222
0.249899 0.940316 0.558816 0.949590 0.944331 0.421034 0.411957 0.238941 0.706629 0.950452 0.739659 0.751523 7.863147 1.863147| 10.5894416
0.073565 0.805508|  0.069704| 0.125106|  0.295828|  0.210722 0.431898|  0.230473 0.287834|  0.151982 0.861813 0.466019|  4.010451| -1.989549]-0.96864585
0.415724|  0.370007 0.145240|  0.241385 0.470119 0.942667 0.608932 0.378343 0.755655 0.941284|  0.109305 0.942986 6.321647 0.321647| 5.96494025
0.583488 0.772052 0.339847 0.414988 0.943225 0.617097 0.232938 0.210159 0.130343 0.576876 0.091793 0.577572 5.490379| -0.509621| 3.47113739
0.618456 0.014223 0.146294 0.050177 0.760133 0.844383 0.085701 0.598478 0.265018 0.680898 0.478338 0.364051 4.906149| -1.093851| 1.71844725
0.806203| 0.110237 0.257586| 0.205121| 0.599036] 0.139137| 0.490021|  0.449903 0.339868|  0.517457| 0.039829| 0.069876| 4.024274| -1.975726(-0.92717913
0.991363 0.456829|  0.348783 0.663254|  0.540674| 0.831688[  0.846025 0.015326| 0.631448| 0.277068] 0.635587|  0.870845 7.108890 1.108890( 8.32667137
0.394007| 0.846460|  0.672382 0.273652 0.243992 0.013050|  0.993165 0.813812 0.486040|  0.944978|  0.947141 0.852529 7.481207 1.481207 9.44362061
0.697044 0.581650 0.927699 0.668980 0.652267 0.511124 0.230572 0.024737 0.259788 0.875759 0.894087 0.185130 6.508836 0.508836] 6.5265077|
0.256332 0.376248]  0.589386|  0.885736|  0.175396|  0.705293 0.101435 0.073343 0.084249 0.909912 0.760359 0.011117|  4.928806| -1.071194| 1.78641718|
0.478169|  0.498704|  0.336626|  0.864212 0.286614|  0.522191 0.635543 0.375237 0.636942 0.980329 0.974030|  0.768722 7.357318 1.357318| 9.07195389
0.128041 0.809986 0.581262 0.709321 0.407178 0.390075 0.210878 0.359751 0.523084 0.805319 0.756257 0.156976 5.838128| -0.161872| 4.51438479
0.535113 0.521288|  0.145584|  0.864721 0.129095 0.861547 0.909275 0.335058 0.810755 0.555925 0.590469 0.504077 6.762906 0.762906| 7.28871871
0.780138 0.985307 0.782815 0.936661 0.833818 0.828046 0.625572 0.123112 0.194278 0.157063 0.236184|  0.471827 6.954823|  0.954823| 7.86446864
0.577518 0.989645 0.279199 0.912987 0.904117 0.138107 0.409857|  0.485348| 0.017225[ 0.085207|  0.749705|  0.768391 6.317307|  0.317307| 5.95191964
0.201548 0.538569 0.886074 0.072915 0.221266 0.476616 0.564805 0.156642 0.616483 0.823202 0.974636 0.061180 5.593935| -0.406065| 3.78180633
0.580466 0.175199 0.849106 0.594267 0.274544 0.953577 0.582265 0.397104 0.565534 0.872176 0.954605 0.741134 7.539978 1.539978| 9.61993498
0.598682  0.662085 0.912917( 0.889018|  0.066331 0.247077  0.366285 0.182882 0.361542 0.767887  0.551663 0.111389 5.717758| -0.282242| 4.15327251
0.845874  0.934876|  0.447972 0.711639 0.879622 0.429450{  0.509343 0.547545 0.523871 0.819140[ 0.761466|  0.684064|  8.094862 2.094862| 11.2845874
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Posteriormente se realizara un ejercicio para demostrar estadisticamente que
los datos de la dltima columna tienen distribucién normal de media cinco y
desviacion estandar tres.

Otra forma de generar una muestra aleatoria de tamano »n =64 con distri-
bucién normal de media cinco y desviacion estandar tres es usar los comandos
de Excel, Minitab y R.

Con Excel se emplea el siguiente comando:

x=INV.NORM(u, mx, sx) = INV.NORM(aleatorio(), 5, 3)

Con Minitab:

En el menu principal se d4 un clic en Calc, luego en Random Data y posterior-

mente en Normal, aparece la siguiente pantalla, en la cual se indica el tamafo
de muestra n = 64, la media 5 y la desviacion estandar 3:

Mormal Distribution *
Mumber of rows of data to generate: |38
Store in column(s):
Minitab
FiGura 1.14.
Mean: | g

Standard deviation: 3

Help oK | Cancel

Con R se emplea el siguiente comando:

X =rnorm(n, mean = mx, sd = sx) = rnorm(64, mean =5, sd = 3)
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A continuacién, se muestra la tabla de datos que se genera con cada uno de los
paquetes. Posteriormente se vera la forma de comprobar que obedecen a una

distribucién normal de media cinco y desviacion estandar tres.

x-Excel x-Minitab x-R x-Excel x-Minitab x-R

10.172120]  4.012171| 5.6567778 -1.693858|  8.793831| 5.2037445
8.454944 5.872629| 5.8453375 9.452436 1.856745| 6.6312612
6.279027|  1.582275| 9.7942041 4.205412]  6.044418| 4.9718765
9.782763|  4.586038| 6.9808161 9.446556  7.241720| 6.56161
5.654476 -0.301310| 6.7734169 5.397275]  7.901804| 5.0769104
8.392653 4.759686| 0.3234426 4.164943 4.820668| 1.9485869
-0.708656 5.827817| 0.9815752 9.810215 1.809942| 7.5207815
-1.189657)  4.111725| 4.3495158 3.713610[  3.946630| 5.373617
-0.140899]  8.361171| 6.9325076 6.982175]  6.740257| 8.76338
8.860379|  3.556573| 2.4664819 2.350786|  7.757918| 1.4301685
1.863580|  4.051598| 7.4323854 0.122113|  5.650301] 3.783257
14.992950|  7.957254| 1.250032 5.047235]  2.379217| 6.7268403
11.434928|  6.777039| 3.8227475 7.388470[ 7.019787) 9.8172646
3.930352 5.364007| 4.208093 6.308737 4.405815[ 7.0004911
12.897582|  4.840448| -0.5420816 1.415753| 4.578532| 6.664393
3.598927|  4.683302| 3.1984086 8.384113|  5.809924| 3.6623784
2.404101|  5.361169| 5.5435517 1.397148]  1.039350| 6.9051605
8.111854  2.345334| 6.3863245 6.023888  4.058391| -2.2921416
4.488167 6.990460| 3.5472626 5.720005 7.104488| 5.1326131
4.908491]  3.305609| 5.0295526 1.296556|  2.846918| 1.8740969
5.098757|  2.503790| 6.5700833 2.930482| 5.474448| 5.4579116
5.380160|  0.297526| -1.5514694 5.686940(  9.922340| -0.294832
1.428804|  7.968892| 3.9578856 6.703411]  9.815990| 7.8997273
2.992182  3.343949| 7.3958967 7.079819  2.986096| 8.9630046
2.286739|  5.171342| 8.6468156 6.955715] 4.210276| 8.2576757
3.616052|  5.169072| 3.7857618 0.864595|  7.325535[ 7.4246878
-2.179881|  0.484478| 8.8454949 9.455873|  9.445169| 2.3167671
2.048835| 11.408431| 2.659504 6.061402|  4.726795| 5.5177646
5.141748|  4.855752| 3.4676871 5.340963| 1.712726| 8.1321718
8.182314|  4.078096| 2.9682971 5.796126|  7.056700| 3.3666113
9.268036|  5.369194| 4.0478835 5.555349|  5.599436| 5.2725592
2.698810 4.264500| 7.8072589 2.403236 1.475326| 4.8356254
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En la figura 1.15 se muestra un cuadro resumen de como con diversos paquetes
de computo se han logrado disefiar e implantar algoritmos computacionales,
para generar nimeros aleatorios de variables aleatorias con una funcién de pro-
babilidad conocida.

F1GuRra 1.15. Algoritmos para generar niimeros aleatorios
con cierta distribucién de probabilidad

Algoritmos para generar numeros aleatorios con cierta distribucion

Distribucion Excel Minitab R

Calc = Random Data = Binomial

Binomial INV.BINOM(n, p, aleatorio()) Indicar m, ny p

rbinom(m, n, p)

s Calc = Random Data = Geometric
Geomeétrica ) rgeom(m, p)
Indicar my p

Calc = Random Data = Negative

Bi ial ti
tnormat negativa Binomial; Indicar m, py r

rnbinom(m, r, p, mu)

Calc = Random Data =

Hi tri
‘pergeometrica Hypergeometric Indicar m, N, Dy n

rhyper(m, D, N-D, n)

. Calc = Random Data = Poisson .
Poisson X rpois(m, 1)
Indicar m y A

Calc = Random Data = Uniform

Uniforme aleatorio()*(b-a)+a Indicar m, ay b runif(m, a, b)
Trianeular Calc = Random Data = Triangular
g Indicar m, a, by c

Exponencial -LN(1-ALEATORIO()) /A Eillicca:; ia;‘i‘ﬁ Data = Exponendial| . . 3
Normal INV.NORMaleatorio(), u, o) Ela;iccz iand;r: Data = Normal rnorm(m, y, o)

> W
Lognormal INV.LOGNORM(aleatorio(), u, o) Ela:ilfcjr iandorr; ?r?icﬁ Lognormal rlnorm(m, y, o)

, W ©

. Calc = Random Data = Gamma

Gamma INV.GAMMA (aleatorio(), a, B) Indicar m, 1, 1/1, trunc rgamma(m, r, A, 1/1)
Beta INV.BETA.N(u, o, B, a, b) Calc = Random Data = Beta rbeta(n, o, symbol, ncp)
Weibull Calc = Random Data = Weibull rweibull(m, , )

Indicar m, r, 1/, trunc

Calc = Random Data = Chi Square

Ji Cuadrada (XQ) INV.CHICUAD (aleatorio(), k) Indicar m y k

rchisq(m, k, trunc)

Calc = Random Data = t

t de Student INV.T(aleatorio(), k) Indicar m y k

rt(m, k, trunc)

Calc = Random Data = F

F de Fisher INV.F(aleatorio(), k1, k2) Indicar m, k1 y k2

rf(m, k1, k2, trunc)
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Ejercicios propuestos del Capitulo 1

1. Definalos conceptos de probabilidad y estadistica, establezca las diferencias
y similitudes y explique como se relacionan.

2. Clasifique como se descompone la Estadistica y defina cada una de sus
componentes.

3. Esquematice algunos de los métodos de investigacion cientifica existentes.
4. ;En qué etapas del método cientifico se aplica la Estadistica?

5. Indague qué investigador firmaba con el pseudénimo de Student y por qué
lo hacia.

6. Proporcione un ensayo sobre la biografia de Ronald Fisher.

7. Establezca las diferencias y similitudes entre las cuatro escuelas de probabi-
lidad citadas en el capitulo I y explique cdmo se relacionan.

8. Una compaiia que realiza proyectos de ingenieria en cierta zona del pais,
clasifica las formaciones geoldgicas de la zona en tres tipos: I, I y III, con una
probabilidad de 0.35, 0.40 y 0.25 para los tres tipos de formaciones respec-
tivamente. Se sabe que hay depdsitos de agua (almacenamiento freatico en
el subsuelo) con una probabilidad del 40% en las formaciones del tipo I, del
20% en las formaciones del tipo II y del 30% en las formaciones del tipo III.
a. ;Cuadlesla probabilidad de que la compaiiia encuentre agua en esa zona?
b. Sila compaiia no encuentra agua en esa zona, determinar la probabili-

dad de que exista una formacién del tipo II.
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9. Considérese una variable aleatoria continua x, cuya funcién de densidad de

10.

11.

12.

probabilidad esta dada por la expresion

f(x) =kcos2x 0<x<pl4

@ ™o a0 o

Obtener el valor de k para que f(x) sea efectivamente una funcién de
probabilidad.

Determinar la funcién de probabilidad acumulada F(x).

Calcular la media y la desviacion estandar de x.

Obtener el coeficiente de asimetria y el coeficiente de curtosis.
Determinar la funcién generatriz de momentos de x.

Calcular la mediana y la moda.

Obtener las probabilidades de que x < p/8, p/8 <x < p/4, x< 1.

Sea u la temperatura ambiente (en °C) y v el tiempo (en minutos), reque-
ridos para que el motor diesel de una camioneta esté listo para ponerla en

movimiento. Supdngase que la densidad conjunta de u y v estda dada por
fuv)=(4u+2v+1)/6640,0<u<40,0<v<2

QMo a0 g

Obtener la funcién de probabilidad conjunta acumulada.

Determinar las funciones de probabilidad marginales de u y de v.
Calcular las medias y varianzas de u y de v.

Obtener las funciones de probabilidad condicionales f(u|v) y f(v|u).
Determinar la covarianza de u y v.

;Sonindependientes 1y v? Justifiquela respuesta sobre bases matematicas.
Calcular la probabilidad de que en un dia seleccionado aleatoriamente
la temperatura ambiente sea mayor a 20°C y se requiera por lo menos un
minuto para poner en movimiento la camioneta.

Enumere los principales modelos probabilisticos discretos, continuos y de
muestreo que existen, explique qué significa la variable aleatoria que repre-

sentan y realice un trazo aproximado de cada uno de ellos, como ejemplo.

;Qué modelo probabilistico representa al nimero de articulos defectuosos

que se obtienen de una muestra de tamafo n obtenida de un lote con n

articulos, de los cuales se sabe que D son defectuosos?, ;qué modelo proba-

bilistico se usa para aproximar a este modelo y bajo qué condiciones?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Un explorador de petréleo perforara una serie de pozos en cierta area para

encontrar un pozo productivo. La probabilidad de que tenga éxito en una

prueba es 0.2

a. ;Cual es la probabilidad de que el primer pozo productivo sea el tercer
pozo perforado?

b. ;Cual es la probabilidad de que el explorador no vaya a encontrar un
pozo productivo si solamente puede perforar 10 pozos?

c. ;Cual es la probabilidad de que el tercer encuentro de petrdleo ocurra
en el quinto pozo que se perfora?

Un call center tiene un servicio de consulta por teléfono para la solucion
de los problemas de sus usuarios. El servicio esta disponible de 9:00 a 17:00
horas en dias laborables. La experiencia muestra que la variable aleatoria x,
el nimero de llamadas recibidas por dia, tiene una distribucion de Poisson
con una media de 50 llamadas al dia, calcular la probabilidad de que en un
dia dado, la primera llamada del dia se reciba:

a. Antes de las 9:15 horas.

b. Después de las 10:00 horas, dado que no se recibié llamada antes de las

9:30 horas.

;Qué modelo probabilistico representa al numero de defectos que se obtie-
nen al inspeccionar diez coches y en qué condiciones?

;Qué modelo probabilistico representa al tiempo de vida de un dispositivo
electrénico hasta antes de su falla?

Si se suman siete variables aleatorias con distribucion exponencial negativa
con una media de 20 minutos cada una, ;qué distribucion de probabilidad
se obtiene?, ;cual es su media y su desviacion estandar?

Si se suman 40 variables aleatorias t de Student con varianza 3, ;qué distri-
bucidén de probabilidad se obtiene?, ;cual su media y su desviacion estandar?

Si se tienen tres variables aleatorias con funciones de probabilidad normales
con medias 5, 7 y 9y desviaciones estdndar 2, 4 y 6 respectivamente, y estas
se suman, ;de qué tipo es la funcién de probabilidad resultante?, ;cual es su
media y cudl es su desviacion estandar?
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
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Se debe colocar un corddn de soldadura a 40 piezas. Basado en su experiencia,
un soldador sabe que el tiempo promedio requerido para colocar el cordén de
soldadura en una de las piezas es de 5 minutos y su desviacion estandar es de
3 minutos. El soldador comienza a aplicar los cordones a las 6:00 p.m. y sabe
que el valor medio de aplicacion de los 40 cordones debe ser de maximo 4.5
minutos, si desea colocar todos los cordones de soldadura antes de las 9:00 p.m.
(hora de término de su turno de trabajo). ;Cual es la probabilidad de que el
soldador termine de colocar los 40 cordones antes de que termine su turno de
trabajo?

Se estima que el tiempo transcurrido hasta la falla de una pantalla plana LCD,
se distribuye exponencialmente con media igual a tres afios. Una compaiia
ofrece hacer valida la garantia en la tienda por el primer afo de uso, ;qué por-
centaje de pantallas hara uso efectivo de la garantia?

Un ingeniero viaja diariamente desde su domicilio en Cd. Satélite, hasta su

oficina en el centro de la Ciudad de México. En promedio el viaje en un sentido

le lleva 24 minutos, con una desviacion estandar de 3.8 minutos. Suponga que

la distribucion de los tiempos de viaje es normal.

a. Sisale de su domicilio a las 8:35 y se sirve café en la oficina de 8:50 a 9:00
;Cual es la probabilidad de que se pierda el café?

b. Determine la probabilidad de que dos de los tres viajes siguientes tome por
lo menos ¥ hora.

Genere 20 numeros aleatorios con distribucion triangular cona=5,b=7yc=12.
Genere diez nimeros aleatorios con distribucién binomial para n =20y p =0.05.
Genere 25 niimeros aleatorios con distribuciéon de Poisson con una media de
tres por cada mil metros, que simulen el numero de roturas que presenta un

cable de 25000 metros de longitud.

Genere 20 nimeros aleatorios con distribucién normal con una media de 25y
una desviacion estandar de tres.

Genere 50 numeros aleatorios con distribucién beta.

Genere 30 niameros aleatorios con distribucién gamma.
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2. Teoria del Muestreo

2.1. Tipos de Muestreo

Tal como ya se dijo previamente, el Muestreo es la rama de la Estadistica que se
encarga de definir las reglas para tomar muestras de una poblacidn especifica,
establecer el tamafio de dichas muestras y determinar los pardmetros que indi-
caran la representatividad de estas.

Ya se menciond que al analisis estadistico de todas las unidades muestrales
de una poblacién bajo estudio se le denomina censo; sin embargo, en la gran
mayoria de las ocasiones es mejor realizar un muestreo en vez de un censo.

¢Cual es el propodsito del muestreo?

Conocer algin o algunos pardmetros de la poblacién a partir de una o varias
muestras y tomar decisiones con respecto a ella. Se puede pensar que si lo que
se requiere es conocer a una poblacidn, lo mas adecuado seria realizar un censo,
pero como se explicard a continuacion, un muestreo nos ahorra tiempo, dinero
y esfuerzo.

El muestreo es muy util en las situaciones siguientes:

1. Cuando la prueba es destructiva.

2. Cuando es muy alto el costo de un censo.

3. Cuando un censo no es tecnolégicamente factible, o cuando se necesitaria
tanto tiempo que la planeacion se veria afectada seriamente.

4. Cuando hay que seleccionar muchas unidades muestrales y la tasa de erro-
res de medicidén es suficientemente alta, para que un censo pudiera dejar
pasar un mayor porcentaje de errores que en el caso de un plan de muestreo.

5. Cuando la poblacién bajo estudio es homogénea y basta con tomar una
muestra para conocerla.
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Cuando se compara el muestreo con un censo, el primero tiene las ventajas
siguientes:

1. Por lo general es menos costoso, pues requiere menos medicion.

2. Hay un menor manejo de los elementos de la poblacion y por tanto se redu-
cen sus posibles danos.

3. Esel unico que puede aplicarse en el caso de pruebas destructivas.

4. Hay menos personal implicado en las actividades de medicion.

5. A menudo reduce notablemente la cantidad de errores de medicién.

El muestreo, sin embargo, tiene también varias desventajas; entre ellas estan las
siguientes:

1. Si el objetivo del muestreo es tomar una decisiéon sobre uno o varios para-
metros de una poblacion, dado que no se cuenta con el andlisis completo de
la poblacién, se pueden cometer uno de dos posibles errores:

a. Estar rechazando una alternativa cuando en realidad debiera aceptarse.
A este tipo de errores se le conoce como error tipo I y a la probabilidad
de cometerlo se le conoce como a, es decir, p(error tipo I) =a.

b. Estar aceptando una alternativa cuando en realidad debiera rechazarse.
A este tipo de errores se le conoce como error tipo II y a la probabilidad
de cometerlo se le conoce como b, es decir p(error tipo IT) =b.

2. Se genera normalmente menos informacién sobre la poblacion.
3. El muestreo de aceptacion necesita planeacion y documentacion del proce-
dimiento de muestreo, mientras que una inspeccion al 100% no lo requiere.

Existen diferentes criterios de clasificacion de los diversos tipos de muestreo,
aunque en general pueden dividirse en dos grandes grupos: métodos de mues-
treo probabilisticos y métodos de muestreo no probabilisticos, como se muestra
en la figura 2.1

El muestreo probabilistico es una técnica de muestreo, ya que las muestras
son recogidas a través de un proceso que brinda a todos los individuos de la
poblacidn, las mismas oportunidades de ser seleccionados. En esta técnica de
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muestreo, el responsable del estudio debe garantizar que cada individuo tenga
las mismas oportunidades de ser seleccionado, lo cual se logra si el investigador
utiliza la aleatorizacidn.

La ventaja de utilizar una muestra aleatoria es la ausencia de sesgos de mues-
treo y sistematicos. Si la seleccion aleatoria se hace correctamente, la muestra
sera representativa de toda la poblacion. El efecto de esto es un sesgo sistema-
tico ausente o minimo que es la diferencia entre los resultados de la muestra y
los resultados de la poblacion. El sesgo de muestreo también se elimina ya que
los sujetos son elegidos al azar.

Aleatorio Simple ]
FiGura 2.1.

Tipos de Muestreo Aleatorio
Estratificado

Probabilistico

Aleatorio por
Conglomerados

Aleatorio
Sistematico
(

Por Cuotas ]

Intencional o de
Conveniencia

No Probabilistico <

Bola de Nieve

Discrecional

La primera finalidad del muestreo es obtener muestras representativas de la
poblacién bajo estudio. Una muestra es representativa si es obtenida aleatoria-
mente. Se dice que el Muestreo es Aleatorio si cumple las siguientes cualidades:

» Todos los posibles resultados del experimento deben tener la misma posi-
bilidad de ocurrir.
» Los resultados deben ser independientes entre si.

El experimentador controla la cantidad de informacién contenida en la muestra
por medio del nimero n de unidades muestrales que se incluyen en esta y por
el método usado para seleccionar los datos.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 55



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

;Como se puede determinar cudl procedimiento usar y el nimero de elementos
a elegir de la muestra? La respuesta depende de dos factores: ;qué tanta repre-
sentatividad se desea? y ;qué tan seguro se requiere estar de esta representati-
vidad?, es decir

1. Siueslavariable de interés y i es un estimador de u, entonces se debe espe-
cificar un limite superior para el error de estimacidn, esto es

|lu-t| <e

La variable de interés u a estudiar puede ser la media de la poblacién y, el
total poblacional T, la fraccién de interés p o cualquier otro parametro po-
blacional de interés.

La variable i representa un estimador puntual del parametro poblacio-
nal u. Para el caso de la media poblacional, un estimador puntual podria
ser la media, la mediana m,, o la moda m, muestrales, segiin cual sea mas
representativa de la tendencia central de los datos.

Noétese que la desigualdad, 2.1 también puede ser escrita como:
U—e<uU<u+e
2. Se debe fijar la probabilidad de que efectivamente el error de estimacion sea
menor de g, esto es, la fraccion de las veces en que el muestreo tiene como
error de estimacion un valor menor a €

p[Error de Estimacion<e]=1-a

Nétese que la probabilidad p[Error de Estimacién<e]=1-a también
puede ser escrita como:

pllu-tl<e]=1-a
plu-e<it<u+e)=1-a
Generalmente el criterio que se adopta para fijar un valor al limite supe-

rior del error de estimacion es definirlo como un multiplo de la desviacion
estandar del estimador #, es decir,
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£=k0-a

En donde k depende de la funcién de probabilidad que tenga el estimador
y del nivel de confianza (1 — a) que se desee tener. Si la funciéon de probabi-
lidad de 7 es normal k =z, en donde z representa a una variable aleatoria
normal.

Algunas de las bases para la toma de una muestra son:

a. Cadalote debe representar la producciéon durante un intervalo de tiempo, tal
que todas las partes o productos en el lote se hayan elaborado esencialmente
bajo las mismas condiciones (partes de origenes diferentes o en condiciones
diferentes no deben mezclarse en el mismo lote); esto se recomienda para
que todas las unidades muestrales tengan la misma posibilidad o probabili-
dad de ser elegidos.

b. Son preferibles lotes grandes en vez de pequefios. Esto se recomienda para
poder aplicar el teorema del limite central y con ello suponer normalidad de
los datos, como mas adelante se vera.

Por las dos causas anteriores se requieren definir algunos tipos de muestreo
probabilistico para que la muestra obtenida sea representativa de la poblacion
bajo estudio:

Muestreo Aleatorio Simple.

Muestreo Aleatorio Estratificado.
Muestreo Aleatorio por Conglomerados.
Muestreo Aleatorio Sistematico.

a0 oo
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2.2. Muestreo Aleatorio Simple

Se selecciona un grupo de n unidades muestrales de tal manera que cada mues-
tra de tamafo » tenga la misma probabilidad de ser seleccionada. Este tipo de
muestreo es utilizado cuando se tiene acceso a la poblacion completa, la cual
se encuentra “a granel” o en un solo contenedor y no hay distincién entre cada
elemento de la poblacion.

Para elegir una muestra aleatoria simple, el procedimiento empleado es el
siguiente:

i. Seasigna un nimero a cada individuo de la poblacién y

ii. A través de algiin medio mecanico, como por ejemplo, un dado homogéneo
con tantas caras como numeros se vayan a elegir, bolas dentro de una urna,
tablas de nimeros aleatorios, numeros aleatorios generados con una cal-
culadora u ordenador, etcétera, se eligen tantos sujetos como sea necesario
para completar el tamafio de muestra requerido. Al efectuar el muestreo se
debe definir previamente si este va a ser realizado con repeticion o sin repe-
ticién; por ejemplo, al lanzar un dado homogéneo de 20 caras, puede caer el
numero tres, si se vuelve a lanzar el dado puede volver a caer el numero tres;
se requiere definir si es valido que se vuelva a tomar el nimero tres o se va a
eliminar una vez tomado. Este procedimiento, atractivo por su sencillez, no
se requiere cuando la poblacién es muy grande o infinita.

Suponga que se tiene un lote con N articulos, de los cuales una parte reducida
de ellos, D, es defectuosa; suponga que se obtiene una muestra aleatoria simple
de tamafo #; al tomar la muestra y determinar cuales de ellos son defectuosos,
suponga que x representa al nimero de articulos defectuosos en la muestra,
entonces la funcion de probabilidad del nimero de articulos defectuosos en la
muestra presenta distribucion hipergeométrica:

p(x;n,D,N)=@EixJ x=0,1,2,-
)

-, minimo(D, n)
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La media de esta distribucion y su varianza estan dadas de la siguiente forma:

{3
)

Sea p = D/N la fraccién defectuosa en la poblacion bajo estudio y sea

SR

p =
la fraccidn defectuosa en la muestra, entonces

p[p—s<$<p+e]=1—a

Recuerde que var{ax} = a>var{x} porlo que var{x/n} = var{x}/n?

Lo que implica que la varianza del estimador de p esta dada por:

o = P(l_—P)[N—”]

P n N-1

p es el parametro poblacional que representa la fraccion defectuosa en el lote, el
cual obviamente es desconocido, por lo que se requiere estimarlo con un cierto
grado de aproximacion. Una forma de hacerlo es conociendo los resultados de
una premuestra en la cual se tienen d defectuosos en una premuestra de tamafo
m, con lo que se podria usar como estimador de p el cociente pA =d/m. Una
aproximacién mayor seria si se conocen varias muestras donde se tienen las
fracciones defectuosas de cada una de ellas p;, p,, -+, py; en este caso se podria
usar como estimador de p la media de las p; anteriores.

La varianza del estimador de p quedaria expresada como:

59
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El limite superior del error de estimacion estaria dado por:

cer [ KD (0

Recuerde que si np >5 para p < 1/2, la distribucion hipergeométrica puede ser

aproximada por una distribucién normal, por lo que se puede considerar que
k= Zaj2-

S

Suponga que se desea disenar un plan de muestreo aleatorio simple para esti-

mar la fraccién defectuosa p en una poblacién de articulos de tamafo finito
N. En este caso, para calcular el tamano de la muestra que se debe obtener, se
despejaria n de la expresion 2.7.

Despejando n de la expresion 2.7:

L b-pN

(] w0

Za/2

Las expresiones 2.6, 2.7 y 2.8 son validas para una poblacion finita de tamafo N,
pero, ;qué pasaria si el tamafo de la poblacion fuera muy grande?, de tal forma
que se pudiera considerar como infinito:

Notese que

. N-n
leN%m[ﬁ] = ]_

Lo que implica que la varianza del estimador de p para un muestreo aleatorio
simple de una poblacién infinita estd dada por:
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El limite superior del error de estimacién para un muestreo aleatorio simple de
una poblacién infinita esta dada por:

p(1-p)

n

8=Za/2

Suponga que se desea disefiar un plan de muestreo aleatorio simple para esti-
mar la fraccion defectuosa p en una poblacién infinita. En este caso:

Las expresiones de la 2.6 a la 2.12 corresponden a la estimacion del parame-
tro poblacional p, el cual representa a la fraccion defectuosa de una poblacion
de articulos. Pero también puede representar cualquier fraccion de interés, por
ejemplo, de los estudiantes de la Facultad de Ingenieria, qué fraccion de ellos
son mujeres, qué fraccion de pobladores de una ciudad tiene diabetes, qué frac-
cién de los diputados tiene estudios de posgrado, etcétera.

Ahora, se deduciran formulas para la media de una poblacién a partir de los
estadisticos de tendencia central de una muestra.

En el libro de Fundamentos de Probabilidad y Aplicaciones, especificamente
en el subtema 7.5. Distribucién de Probabilidad Normal de la Media Aritmética
(promedio) de una muestra, se establecié que por el Teorema de Aditividad de
la Distribucién Normal, se puede afirmar que si una poblacién presenta distri-
bucidn normal, entonces la media aritmética de una muestra aleatoria de dicha
poblacién también presenta distribuciéon normal. De la misma forma, por el
Teorema del Limite Central, se puede afirmar que si se extrae una muestra alea-
toria de tamafo grande de una poblacién con cualquier distribucidn, la media
muestral tendera a tener distribucion normal en la medida en que n tienda a
infinito.

Esto se puede resumir de la siguiente forma:
Sea

x==[x,+%,+ - +x,]

|~
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Entonces

UX
ex(w)

Bajo uno de los dos supuestos siguientes: x es normal o # tiende a ser muy grande
(tiende a infinito).

En la practica profesional de la Ingenieria, el pensar en una muestra de
tamafio infinito es ilusorio; en realidad, los lotes presentan tamaio finito y las
muestras con mayor razon; surge entonces la pregunta, ;de qué tamaio debe ser
la muestra para suponer que la media muestral de una poblacién con distribu-
cion diferente a la normal es normal? La respuesta desde luego depende de la
distribucién real que presente. Algunas reglas empiricas o “de dedo’, establecen
experimentalmente lo siguiente:

i. Sila distribucion de probabilidad de una poblacién es parecida a una nor-
mal, es decir, si la grafica de la funcién de probabilidad de una poblacién
presenta una forma parecida al perfil de una campana casi simétrica, basta
tomar n=4.

ii. Sila distribucion de probabilidad de una poblacién es parecida a una distri-
bucién uniforme, basta tomar n > 12.

iii. Sila distribucion de probabilidad de una poblacién presenta la mayor parte
de sus medidas en alguno de sus extremos (concava hacia arriba y no simé-
trica), por ejemplo, la distribucién exponencial negativa, a lo cual se le
podria denominar comportamiento antinormal, n > 100.

En la deduccién de las férmulas aplicables al parametro p, se vio que cuando la
poblaciodn es finita, aparece el factor de correccion mostrado en la expresion 2.9.
Este mismo factor se considerara para la estimacion de la media.

Si se asume que la media muestral es normal, el pardmetro poblacional a
estimar es (L.

El estimador de la media poblacional a usar sera el estadistico denominado
media muestral:

_ 1
pxzlez[x1+x2+--~+x,,]
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De la expresion 2.4:

p(px—s< x< px+s):1—a

Donde

o, [ N—-n
€=Zap N-=1
Vi \N-
Como no se conoce la desviacion estandar poblacional, se utilizard un estima-
dor de la misma, suponiendo que de muestras histéricas o de una premuestra
se puede calcular la desviacion estandar muestral S,. De esta forma, la variancia

del estimador, denominado media muestral para un muestreo aleatorio simple
para una poblacién finita de tamafio N, esta dado por:

, ([ N-n
o-=—2
* n {N-1

El limite superior del error de estimacion para la media, con un muestreo alea-

torio simple para una poblacién finita de tamafio N, estd dado por:

S [(N-n
€=242 0%x= 242 ﬁ N-1

Suponga que se desea disefiar un plan de muestreo aleatorio simple para esti-

mar la media de una poblacién finita de tamafio N. En este caso, para calcular
el tamafo de la muestra que se debe obtener, se despeja n de la expresion 2.16:

NS

2
(N-1) [zs ] +83
a/2

Si la poblacién fuera infinita las férmulas anteriores estarian dadas por las si-

n>

guientes expresiones:

SZ

2
Oo_=
*on
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El limite superior del error de estimacion para la media, con un muestreo alea-
torio simple para una poblacién infinita, esta dado por:

X

€= kO'; = Za/Z
\n

Suponga que se desea disefiar un plan de muestreo aleatorio simple para esti-
mar la media de una poblacidn infinita, el tamafo de muestra adecuado se cal-
cula con la siguiente expresion:

Con el objeto de analizar el estimador del parametro total poblacional T, si una
poblacidn es finita, entonces la media de la poblacién esta dada por w, =1/N, lo
que implica que T = Ny,. Con este razonamiento, el estimador de T es

T=NXx

De tal forma que las férmulas para el total poblacional quedan de la siguiente
manera:

La varianza del estimador T para una poblacion finita es:

G%:(&X)Z[N-n]

n N-1

El limite superior del error de estimacion para el total poblacional esta dado
por:

€E=2Z,70:=2 Lsx N_—l’l
— a2 V1T a/z\/; N-1

Suponga que se desea disefiar un plan de muestreo aleatorio simple para estimar
el total poblacional para una poblacién de tamafo N. En este caso, para calcular
el tamafo de la muestra que se debe obtener, se despeja n de la expresion 2.23.
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Despejando n de la expresion 2.23:
" N* S (2.24)
€ 2
N-1)| 7 [+N*&
( ) Zaf2 *

Las férmulas a emplear para el muestreo aleatorio simple para una poblacion
finita, son las que se muestran en la figura 2.4 a continuacién:

F1GURA 2.4. Estimadores para el Muestreo Aleatorio Simple

MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

Parametro Poblacional Estimador Puntual Varianza del Estimador Limite Error Estimacion Tamano de Muestra
| S? N—n] S (N—nj NS?
: =X=—[x +x,++x ol === £=2,,0. =2,,—~ n>—— W
Media px e n[1 vt ’ n(N—l T AN -1 e, e
(N=1)) — | +82
Zan
R (NS, (an) NS, [(N—n - N’S?
A 3 = Nf O_Z = s 8: Z O-» =z X n=z —2
Tamano Poblacional 1t T 3 _ 29t = Zon N_1
noANed i (N—l)[ij +N?S?
Zan
L _x , p=p)(N-n . [PU=p)(N-n n> zﬁ(lfﬁ)N
Fraccion p de la Poblacién P=7 T oo N-1 T n N-1 £ At A
— | (W=D+p(1-p)
al2
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2.3. Muestreo Aleatorio Estratificado

En Geologia se llama estrato a cada una de las capas en que se presentan divi-
didos los sedimentos, las rocas sedimentarias, las rocas piroclasticas y las rocas
metamorficas, cuando esas capas se deben al proceso de sedimentacion. La
rama de la geologia que estudia los estratos recibe el nombre de estratigrafia. En
la figura 2.5 se muestra un ejemplo de terreno estratificado.

F1GURA 2.5. Terreno estratificado

Tomasz Kuran (2005). Flysch (turbidita) de los Carpatos en Komancza (Polonia).
Recuperado de https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/0b/Carpathian_{ly-
sch_cm04.jpg

En cada capa o estrato, las particulas que lo componen presentan las mismas
propiedades fisicas, de alli que se puede determinar a qué estrato pertenece cada
particula.

En el caso de la Estadistica, cuando una poblacion se encuentra claramente
dividida en contenedores diferentes y en cada contenedor los articulos presentan
las mismas caracteristicas entre ellos, se dice que dicha poblacién se encuentra
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estratificada. Por ejemplo, en un salén de clases los alumnos se pueden estrati-
ficar claramente en hombres o en mujeres. También pueden ser estratificados
por carrera, por generacion, por edad, por estatura, por tipo de sangre, por peso,
etcétera. En una fébrica, los obreros pueden ser clasificados por turno, por linea
de produccion, por érea, por funcion, etcétera.

Las razones principales para usar el muestreo aleatorio estratificado en lugar del
muestreo aleatorio simple se pueden resumir en tres principios basicos:

1. La estratificacion produce errores de estimacion con limite superior menor
que el que surgiria aplicando el muestreo aleatorio simple y se vuelve mejor
en la medida en que los estratos son mas homogéneos.

2. El costo por observacidn se reduce al estratificar la poblacién en grupos
convenientes.

3. Se pueden estimar parametros poblacionales para cada estrato.

Lo que se pretende con este tipo de muestreo es asegurarse de que todos los
estratos de interés estardan representados adecuadamente en la muestra. El pro-
cedimiento para seleccionar una muestra aplicando muestreo aleatorio estrati-
ficado requiere determinar si se muestrearan todos y cada uno de los estratos, o
se tomard una muestra aleatoria de estratos; posteriormente, se tiene que deter-
minar si:

a. Para cada estrato elegido se tomara igual nimero de unidades muestrales

b. Para cada estrato elegido la distribucion se hara de acuerdo con el peso
especifico (tamafio proporcional) del mismo.

c. Para cada estrato elegido se toma en cuenta la proporcién y la dispersion
de los datos, la cual tiene poca aplicacion generalmente porque no se suele
conocer la desviaciéon de cada estrato.

Las férmulas a emplear para el muestreo aleatorio estratificado para una pobla-
cion finita son las que se muestran en la figura 2.6 a continuacion.
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F1GURA 2.6. Estimadores para el Muestreo Aleatorio Estratificado

MUESTREQ ALEATORIO ESTRATIFICADO
Parametro Poblacional Estimador Puntusal Varianza del Estimador Limite Error Estimacién Tamaiio de Muestra Condiciones

Para tamafio de muestra n,
C en cada estrato

n=n/L

Para tamafio de muestra
ional al tamanio de

Media 1, == o

rada ectratn n=nw,

Para costos fijos de
muestreo en cada estrato
¥ minimisando la variansa)

Para tamafio de muestra
s en cada estrato
s=ufL

Para tamafio de muestra
proporcional al tamasio de
cada estrato n.=nw;

Tamasio Poblacional T 7= N, gl

- No, N, |
Zaog | Eﬁ‘g { Para costos Hjos de
2——————————— | muestreo en cada estrato
¥ mimmizando la vananza

Para tamasio de mucstra n|
< en cada estrato
n=n/L

Parat Lunadio de muuesten
pror 1 al tamano de
cada estrato n=nw;

5 a1
Fracciém p de la Doblacién p= ‘7-\—2 e by

Para costos fijos de
muestreo en cada eswato
¥ minimizando la varianza|

Notacién en el cuadro anterior:

L: Numero de estratos

N;: Numero de unidades en el estrato i

n;: Numero de unidades en la muestra del estrato i

Si: Desviacion estandar en la muestra del estrato i

o;: Desviacion estandar del estrato i

pi: Fraccién de éxitos en el estrato i

N: Numero de unidades en la poblacion N=N, + N, + - + N;
w;: Ponderacién o peso especifico del estrato i, w;=N;/ N~ n;/n

Z.,:  valor de z para un nivel de confianza 1-a
fos Costo de muestreo para el estrato i
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2.4. Muestreo Aleatorio por Conglomerados

En Geologia, un conglomerado o rudita es una roca sedimentaria de tipo detri-
tico (es decir, que se obtiene como resultado de la descomposicion de una masa
solida en particulas), formada mayoritariamente por clastos redondeados (asi
se llaman las particulas que forman la roca sedimentaria cldstica) tamafo grava
o mayor (>2 mm). Dichos clastos pueden corresponder a cualquier tipo de
roca. Las caracteristicas del conglomerado son:

a. Esheterogéneo.

b. Los granos que lo componen son trozos de otras rocas constituyentes,
de tamanos y formas distintos.

c. No esta dispuesto en ldminas como la pizarra.

En la figura 2.7 se muestra un conglomerado cuarcitico.

F1GURA 2.7. Conglomerado cuarcitico

(4 -

Jestis Mufioz P. (2016). Recuperado de
https://www.biodiversidadvirtual.org/geologia/data/media/114/Conglomerado-
cuarcitico-7761.jpg

En Estadistica el muestreo por conglomerados es una técnica que debe aplicarse
cuando la poblacién bajo estudio presenta agrupamientos “naturales” no homo-
géneos o relativamente homogéneos en una poblacion estadistica. A menudo se
utiliza en la investigacién de mercados.
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Para ilustrar la necesidad del muestreo por conglomerados, piense en una
poblacién como la de la Ciudad de México, la cual se encuentra agrupada por
colonias. Se desea medir de alguna forma el nivel socioeconémico de sus pobla-
dores. Se podria pensar que una colonia como Bosques de las Lomas representa
un nivel socioecondmico alto, por lo que podria pensarse en un estrato alto ya
que es homogéneo, pero esto no se puede generalizar; en la mayoria de las mas
de 1800 colonias que constituyen a la Ciudad de México las colonias contie-
nen elementos de niveles socioeconémicos altos junto con elementos de niveles
socioecondmicos medios o bajos, por lo que las colonias no se comportan como
estratos sino como conglomerados.

Se justifica el empleo del muestreo aleatorio por conglomerados cuando se
pretende hacerlo a costo minimo bajo las siguientes condiciones:

1. No se cuenta con el conocimiento del total poblacional porque es costoso,
pero se conoce que esta constituido por conglomerados.

2. Elcosto por obtener unidades muestrales se incrementa con la distancia que
separa a los elementos.

En esta técnica de muestreo aleatorio por conglomerados, los pasos a seguir son
los siguientes:

a. Lapoblacion total se divide en grupos (o clusters).

b. Se elige una muestra aleatoria simple de estos grupos.

c. Setoma una muestra aleatoria simple de cada uno de los grupos elegidos.

d. Serecopilala informaciéon requerida de los elementos dentro de cada grupo
seleccionado.

Suponiendo un tamano de muestra fijo, la técnica ofrece resultados mas preci-
sos cuando la mayoria de la variacion en la poblacion se encuentra dentro de
los grupos y no entre ellos.

Las formulas a emplear para el muestreo aleatorio por conglomerados, para
una poblacién finita, son las que se muestran en la figura 2.8.
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F1GURA 2.8. Estimadores para el Muestreo Aleatorio por Conglomerados

MUESTREO ALEATORIO POR CONGLOMERADOS

Bibliografia

Parametro Poblacional Estimador Puntual Varianza del Estimador Limite Error Estimacion Tamaiio de Muestra
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Notacion en el cuadro anterior

N: Nuamero de conglomerados en la poblacién
n: Numero de conglomerados seleccionados en una muestra aleatoria simple
m;: Numero de elementos en el conglomerado i

1 =
= Z ; : Tamano promedio de los conglomerados en la muestra
i=N
M=>"m; :Namero de elementos en la poblacién
i=1
M=M/N  :Tamafio promedio del conglomerado en la poblacién. M ~ m
Y : Numero de observaciones en el i-ésimo conglomerado.
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2.5 Muestreo Aleatorio Sistematico

Se utiliza cuando la poblacién esta ordenada de alguna forma, por ejemplo, un
grupo de estudiantes ordenados de mayor a menor estatura o viceversa; otro
ejemplo, en un proceso a lo largo del tiempo, en una linea de produccion, los
productos van surgiendo a cierta velocidad y se pretende obtener una muestra
representativa del proceso a lo largo del tiempo.

Una muestra que se obtiene al seleccionar aleatoriamente un elemento
de los primeros k elementos que surgen de un proceso y después se eligen los
demads elementos de la muestra cada k-ésimo elemento se denomina muestreo
sistematico de 1 en k.

Los pasos para aplicar el muestreo aleatorio sistematico son los siguientes:

a. Primero hay que identificar las unidades, elementos o articulos y ordenarlas
bajo un criterio o relacionarlas con el tiempo (cuando proceda).

b. Luego hay que calcular una constante, denominada coeficiente de elevacién:
K=N/n, donde n es el tamafio de la poblacién y # el tamafio de la muestra.

c. Para determinar en qué tiempo se hara la primera extraccion de la linea de
produccion se elige al azar un namero entre 1 y K.

d. De alli en adelante se toma una unidad muestral cada K unidades a inter-
valos regulares. Ocasionalmente, es conveniente tener en cuenta la periodi-
cidad del fendmeno. Cuando la linea de produccion se liga con el tiempo,
entonces el proceso extractivo se hace no cada K unidades, sino cada cierto
tiempo, el cual va a depender de la velocidad de proceso.

Las férmulas que se utilizan para el muestreo aleatorio sistematico, para una
poblacidn finita, son las que se muestran en la figura 2.9.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 72



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO

Indice | Bibliografia

F1GURA 2.9. Estimadores para el Muestreo Aleatorio Sistematico

MUESTREO ALEATORIO SISTEMATICO

Parametro Poblacional

Estimador Puntual

Varianza del Estimador

Limite Error Estimacion

Tamano de Muestra
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2.6. Métodos de Muestreo No Probabilisticos

En ocasiones el muestreo probabilistico, aunque deseable para darle certeza al
proceso, resulta excesivamente costoso y se acude a métodos no probabilisticos
por facilidad y rapidez. Entre los métodos de muestreo no probabilistico mas
utilizados en la practica profesional se encuentran:

1. Muestreo por cuotas. Se basa en el nivel de conocimientos de los estratos
de la poblacién y/o de los individuos mas “representativos” o “adecuados”
para los fines del estudio. Mantiene, por tanto, semejanzas con el muestreo
aleatorio estratificado, pero no tiene el caracter de aleatoriedad de aquél.
Este método se utiliza mucho en las encuestas de opinion.

2. Muestreo intencional o de conveniencia. Este tipo de muestreo se distingue
por tratar de obtener muestras “representativas” de la poblacién bajo estu-
dio, mediante la inclusion en la muestra de grupos supuestamente tipicos.
Es muy frecuente su utilizacién en sondeos preelectorales de zonas que en
anteriores votaciones han marcado tendencias de voto. También puede ser
que el planeador seleccione directa e intencionadamente a los individuos de
la poblacién.

3. Bola de nieve. Se localiza a algunos individuos, los cuales conducen a otros,
y estos a su vez a otros, y asi hasta conseguir una muestra adecuada. Este
tipo de muestreo se emplea muy frecuentemente cuando se hacen estudios
con poblaciones “marginales”, delincuentes, sectas, determinados tipos de
enfermos, etcétera.

4. Muestreo Discrecional. A criterio del investigador los elementos son elegi-
dos sobre lo que él cree que pueden aportar al estudio.
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Ejercicios del Capitulo 2

1. Explique qué es el muestreo, cudl es su objetivo principal y cudles son sus
ventajas y desventajas al compararse con realizar un censo.

2. Ilustre con casos practicos cada uno de los tipos de muestreo probabilistico

que existen.

3. En el siguiente cuadro se ilustran estadisticas de los partidos de futbol en

Europa. Suponga que este cuadro representa un universo de partidos jugados.

No. |Equipo Campeonato [Goles [Tiros pp| Disciplina|Posesion%|AciertoPase%| Aéreos [ Rating

1|Bayern Munich Bundesliga 55 18.9 352 62.9 87.5| 13.8| 7.14

2 |Paris Saint-Germain |Ligue 1 52 15.9 350 61.1 89.9 8.3 7.1

3 |Manchester City Premier League 65 19.9 442 61 88.7| 14.6| 7.05

4 |Liverpool Premier League 56 15.5 241 58.3 84 18| 7.02

5 |Real Madrid La Liga 39 16.2 434 56.6 86.6| 16.9| 7.02

6 |RasenBallsport Leipzig |Bundesliga 51 16.9 261 54.6 82.5| 16.3 7

7 |Borussia Dortmund |Bundesliga 51 13.9 181 58.5 86.3] 11.9] 6.98

8 |Leicester Premier League 52 14.1 230 55.1 82.7| 17.3] 6.97

9 [Atalanta Serie A 57 20.3 462 55 83.3| 16.3] 6.97

10 |Barcelona La Liga 50 12.6 484 62.2 88.5| 12.2| 6.94

11 |Lazio Serie A 47 15.9 542 50.3 84.5 12| 6.94

12 [Borussia M.Gladbach [Bundesliga 36 13.9 411 52.5 80.2| 18.1] 6.94

13 |Inter Serie A 42 16.6 543 52 849 15.2 6.9

14 [Chelsea Premier League 41 16.7 430 57.5 84.6 19 6.89

15 [Juventus Serie A 40 17.1 462 56.7 87.7] 11.8| 6.89

16 |Lyon Ligue 1 34 13.7 323 55.4 86.1 16| 6.87

17 |Bayer Leverkusen Bundesliga 30 16.2 275 59.9 84.8 15.9| 6.85

18 [Eintracht Frankfurt  [Bundesliga 31 16.4 373 48.6 74.5| 20.8| 6.82

19 [Roma Serie A 38 17.1 564 53.2 84.2[ 16.4] 6.82

20 [Marseille Ligue 1 30 14.1 503 52.9 83| 18.2| 6.82

*Se muestran solo jugadores de la Premier League inglesa, Ligue 1 francesa, Bundesliga
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alemana, Serie A italiana y Liga espafiola. Estadisticas del Futbol Europeo (Feb 2020).
Fuente: https://es.whoscored.com/Statistics. © WhoScored.
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Obtenga el promedio de goles y la desviacion estandar de goles de los 20
equipos, el total de goles de todos los equipos, y la fraccion de equipos
que obtuvo mas de 55 goles.

Obtenga una muestra aleatoria simple de tamafio n=5 y estime pun-
tualmente, a partir de esta muestra, el promedio de goles y la desviacion
estandar de goles de los 20 equipos, el total de goles de todos los equi-
pos, v la fraccion de equipos que obtuvo mas de 55 goles.

Obtenga una muestra aleatoria sistemdtica de tamafio n=5 y estime
puntualmente, a partir de esta muestra, el promedio de goles y la des-
viacion estandar de goles de los 20 equipos, el total de goles de todos los
equipos, y la fraccion de equipos que obtuvo mas de 55 goles.
Suponiendo que la tercera columna intitulada Campeonato representa
el estrato, obtenga una muestra aleatoria estratificada de tamafon=5y
estime puntualmente, a partir de esta muestra, el promedio de goles y la
desviacion estandar de goles de los 20 equipos, el total de goles de todos
los equipos, y la fraccién de equipos que obtuvo mas de 55 goles.
Compare los resultados estimados de cada tipo de muestreo probabilistico
aplicado en los incisos b, ¢ y d, con los resultados reales del inciso a y esta-
blezca qué tipo de muestreo es el que estima mejor a los resultados reales.
Para el caso del muestreo aleatorio simple, en el caso de querer estimar
la media con un error de estimaciéon maximo de cinco unidades, ;de qué
tamano tendria que ser la muestra para lograrlo?

4. (Problema 5.10 de la pagina 115 del libro de Scheaffer, Mendenhall y Ott,
“Elementos de Muestreo”, Grupo Editorial Iberoamérica, 1986). Un guar-
dabosques desea estimar el nimero total de hectareas plantadas de arboles
en los diversos parques de un estado. El nimero de hectareas con arboles
plantados varia considerablemente con respecto al tamano de cada parque,
por lo cual es conveniente aplicar un muestreo aleatorio estratificado. Los
240 parques en el estado se clasifican en cuatro estratos de acuerdo con el
tamafio. El guardabosques tom¢ una muestra de 40 parques, aplicando asig-

nacién proporcional de acuerdo con el tamafo y los resultados se muestran

en la siguiente tabla.

a.
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Estime puntualmente el nimero total de hectareas plantadas de arbo-
les en los 240 parques del estado, la varianza del estimador, el limite
maximo para el error de estimacion y el intervalo de confianza al 95%
de nivel de confianza.
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b. De qué tamafio tendria que ser la muestra para obtener un error de esti-
macién maximo de 5000 hectdreas, al 95% de nivel de confianza.

Estrato I Estrato II Estrato III Estrato IV
0-100 hectareas 100-200 hectareas 201-300 hectareas |mas de 300 hectareas
N1= 86 N2= 72 N3= 52 N3= 30
nl= 14 n2= 12 n3= 9 n3= 5

Lecturas Lecturas Lecturas Lecturas

97 67 125 155 142 256 167

42 125 67 96 310 440 220

25 92 256 47 495 510 780
105 86 310 236 320 396 655

27 43 220 352 196 540

45 59 142 190

53 21

5. Una Organizaciéon No Gubernamental desea estimar la proporcién de
votantes que apoyan a cierto candidato del Partido Morena para Gober-
nador del Estado de Veracruz, el cual cuenta con 212 municipios. Debido
a que la seleccion de una muestra aleatoria simple de votantes registrados
es muy costosa, se utiliza un plan de muestreo por conglomerados, consi-
derando a cada municipio del estado como tal. Para ello, elige un tamaio
de muestra de 25 municipios y manda a un representante de la ONG a cada
uno de los municipios muestreados el dia de la eleccién, para, mediante
consulta directa a los votantes, determinar la fraccidn de votantes a favor
del candidato de Morena, antes del cierre de las elecciones. Los resultados
se muestran en la tabla siguiente.

a. Estime puntualmente la fraccién de votantes a favor del candidato de
Morena, la varianza del estimador, el error de estimaciéon que se comete
y el intervalo de confianza al nivel de confianza del 95%.

b. De qué tamano tendria que ser la muestra para considerar un error de
estimacion maximo de 0.02, con un nivel de confianza del 95%.
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Clave del Municipio Poblacién | A favor de
municipio total Morena
3|Acayucan 87,267 46,001
11|Alvarado 52,927 28,544
19|Astacinga 6,534 3,694
27|Benito Juarez 17,618 10,168
35| Citlaltépetl 12,109 4,138
44|Cordoba 218,153| 119,896
45|Cosamaloapan de Carpio 57,147 29,870
53|Cuitlahuac 27,940 16,277
54|Chacaltianguis 12,494 6,952
61|Las Choapas 81,827 44,945
69|Gutiérrez Zamora 24,791 19,542
77 |Isla 43,349 33,426
85|Ixtaczoquitlan 68,823 30,922
93|Jilotepec 16,682 7,776
101|Mariano Escobedo 37,285 22,699
109 |Misantla 64,249 36,150
118|Orizaba 126,005 67,502
126|Paso de Ovejas 33,392 20,162
134 |Puente Nacional 22,454 13,724
142[San Juan Evangelista 33,929 18,938
150|Tamalin 11,750 10,002
158|Tecolutla 23,865 18,018
166|Tepetlan 9,668 6,416
174 |Tierra Blanca 106,277 66,601
182 |Tlalnelhuayocan 18,715 10,817

1,215,250 693,180

6. La fabrica de café de Nestlé Toluca, produce cerca de N =4000 pomos de Nes-
café de 250 gramos por turno de ocho horas y requiere disefiar un plan de mues-
treo sistemadtico para estimar la cantidad promedio de llenado de los pomos de
nescafé que salen de la linea de produccion. Por datos histdricos ha estimado
la desviacion estandar poblacional del peso del contenido de cada pomo en 3
gramos, utilizando un nivel de confianza del 95% y suponiendo que el maximo
error de estimacion que se pretende lograr es de 3 gramos. Determine de qué
tamafo debe ser la muestra total a recolectar y calcular cada cuando debera
tomarse un pomo de la linea de produccion para completar la muestra.

7. (Problema 10.3 de la pagina 273 del libro de Scheaffer, Mendenhall y Ott, “Ele-
mentos de Muestreo”, Grupo Editorial Iberoamérica, 1986). Estimar el nimero
de palabras de tres letras que hay en este libro, obteniendo inicialmente la den-
sidad de palabras de tres letras por pagina en promedio. Establezca un limite
para el error de estimacion. Aplique tres técnicas de muestreo diferentes para
efectuar esta estimacion. ;En su opinién qué técnica es mejor?, ;qué suposi-
ciones son necesarias para que estas técnicas sean adecuadas?
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Capitulo 3. Estadistica descriptiva

3.1. Diagrama de puntos, diagrama de dispersion bidimensional
y tridimensional

El origen de la tan conocida frase de “una imagen vale mas que mil palabras”,
proviene de un antiguo proverbio chino, atribuido a Confucio (fLF; 551 - 479
aC). Es mas rapido entender el comportamiento de un conjunto de datos a tra-
vés de un diagrama que a través de parametros descriptivos de dichos datos.
Para ilustrar lo anterior, se abordara el siguiente ejemplo.

Ejercicio 3.1 Se reciben lotes consecutivos de tamaio N =800 de piezas de sustrato de cera-

mica a las que se les ha aplicado un revestimiento metélico mediante un proceso
de deposicion por vapor. La calidad del revestimiento depende de su grosor en
milésimas de pulgada. Para conocer el comportamiento probabilistico del gro-
sor se decidié tomar una muestra aleatoria de tamafio n =90 y los resultados se
muestran a continuacidn.

941 866 943 941 931 851 846 973 851
932 912 932 921 946 840 836 968 905
90.6 86.1 86.7 964 963 937 854 944 956
914 904 83.0 882 947 877 89.7 96.1 883
882 891 953 864 91.1 906 87.6 98.0 84.1
86.1 873 941 850 924 894 851 854 837
95.1 841 978 849 906 886 896 86.6 829
90.0 90.1 931 873 89.1 841 90.0 91.7 873
924 952 864 896 888 826 90.1 875 864
873 86.1 876 903 864 83.1 943 842 845

Antes de proceder a calcular pardmetros estadisticos de la muestra conviene
presentarlos de una forma grafica, utilizando lo que se conoce como Grafico de
Puntos, el cual es util para mostrar datos cuantitativos de una forma organizada.
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Se usan puntos para mostrar datos a lo largo de un eje ordinal. Un grafico de

puntos es similar a un grafico de lineas, pero sin las lineas. Solamente se mues-

tran los puntos de datos.

Los pasos para representar una muestra a través de un Grafico de Puntos se

enumeran a continuacion:

Ordene los puntos de menor a mayor.

Trace una escala horizontal en donde el menor valor quede a la izquierda
del inicio del grafico y el mayor valor, a la derecha. Cada dato represéntelo
con un punto exactamente arriba del valor de cada dato en la escala ordinal.
Empiece a colocar los puntos de izquierda a derecha, desde el menor valor.
Los valores de los datos que se repitan represéntelos con puntos uno encima
del otro tantas veces como repeticiones haya.

Para proceder a mostrar el grafico de puntos se utilizara Minitab, para lo cual se

requiere aplicar los siguientes pasos:

a. Capturar los datos de la muestra en una sola columna de Minitab, por ejem-
plo, en la columna C1, para el ejemplo 3.1 el encabezado de los datos se
llamara espesor, estos datos quedaran capturados en las celdas dela 1 ala 90
y la primera celda de esta columna sera el encabezado o rétulo.

b. En el menu principal de Minitab, se da un click en Graph y posteriormente
en el subment DotPlot, como se muestra en la figura 3.1

1 Minitab - Untitled
File Edit Data Calc 5tat | Graph| Editor Tools Window Help Assistant
HHIS 8 DB 9 seteplt. ERGOaANmg
. I_ Matrix Plot... .
E 3 by 2
|#®  Bubble Plot... !
=5 D Marginal Plot...
F1Gura 3.1. il Histegram...
03/10/201{3, Dotpiot ;
27 Stem-and-Leaf...
Wel to Minitab, 18 =
T T . e L Probability Plot... D opsot
it Examine the shape and spread of your
L~ Empirical CDF... data by plotting all of the data points
& Probability Distributien Plot... along a number line. Works best with
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Boxplot...

Interval Plot...
Individual Value Plot...
Line Plot...

Bar Chart...

n TR

small to moderate samples (n < 30).
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c. Aparece la pantalla 3.2, en la cual se elige la primera opcién que aparece

sefialada en negro, dando un click en el botén Ok.

Dotplots >
Cne Y
Simple With Groups ~ Stack Groups
A -
L] (=]
1eses o
oo
- (=3 ]
J_seesw se w80
FiGura 3.2.
Multiple ¥'s
Simple Stack Y's With Groups ~ Stack Groups
- ? - . : L] oo
L] : L] g L] 2 2 : -
Rl e Rl
- (= ] (==
Yr_meee sewe0 Yz 008ee
Help | oK | Cancel |

d. Aparece la pantalla 3.3, en la cual se da un click en donde dice C1 Espesor y
luego en Select mostrando la palabra Espesor en la ventana que dice Graph
variables (puede dar clicks en las opciones Scale, Labels, Multiple Graphs y
Data Options para ver a qué se refieren), posteriormente dar un click en el

botén Ok.

Duotplok: One Y, Simple

Esesing Graph variahles:
Espesor

FiGura 3.3.

Scale... | Labels...

Multple Graphs... |

Cancel

\i
2
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c.

Se obtiene el Grafico de puntos de la Figura 3.4:

F1GURA 3.4. Grafico de Puntos del Ejercicio 3.1

£ Dotplo of Espeor e )
Dotplot of Espesor
-
.
HE .
- - . - - -
s 3 3 .3 3 EEE] P e
L L L L B B B " & 8 8 & 88 8 . . - 8 80 - -
S BN AN AN AR A== A ] L ) L BN B BN BB BN BN ) L B ] LB BN BN S 2
B2.5 85.0 87.5 90.0 925 5.0 975
Espesor

En este grafico se puede ver el intervalo de variacién de los datos (de 82.5
hasta 98.0) y qué datos se repiten. Claramente se aprecia que el dato mas
recurrente estd ubicado en 87.5

El grafico de puntos para el caso de una muestra aleatoria con dos varia-
bles, muestra bivariada o bidimensional, se denomina Grafico de Disper-
sién, como se aprecia en el siguiente ejemplo.

Ejercicio 3.2 Se tomd una muestra de 64 alumnas de la Facultad de Ingenieria de la UNAM, alas

cuales se les preguntd su peso y su estatura. La muestra se ilustra en la figura 3.5.

Para Graficar el Diagrama de Dispersion se aplican los siguientes pasos:

1.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Se capturan los datos en una hoja de Excel. Por ejemplo, en las celdas de la
A1 hasta la C65 (por los encabezados).

En la linea de ment principal en la parte superior de la pantalla principal de
Excel se selecciona el menu Insertar, posteriormente, en el submenu que apa-
rece en la parte central, arriba de donde dice Gréficos, aparece una imagen
de un primer cuadrante, se selecciona la pestafia que aparece en la figura 3.6.
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F1GURA 3.5. Pesos y Estaturas de una muestra de 64 alumnas
de la Facultad de Ingenieria de la UNAM

No. Peso (Kg) Estatura (m) No. | Peso (Kg) Estatura (m)
1 76.0 1.69 33 58.0 1.60
2 56.0 1.51 34 47.0 1.60
3 56.0 1.50 35 54.0 1.57
4 73.0 1.65 36 60.0 1.62
5 60.0 1.51 37 48.0 1.60
6 50.0 1.60 38 52.0 1.51
7 61.0 1.58 39 64.0 1.58
8 61.0 1.56 40 59.0 1.58
9 52.0 1.53 41 60.0 1.67
10 60.0 1.72 42 57.0 1.64
11 70.0 1.54 43 60.0 1.65
12 65.0 1.63 44 65.0 1.57
13 63.0 1.54 45 39.0 1.55
14 57.0 1.70 46 45.0 1.53
15 41.0 1.52 47 56.0 1.63
16 65.0 1.66 48 45.0 1.61
17 44.0 1.50 49 53.0 1.50
18 41.0 1.63 50 48.0 1.52
19 53.0 1.60 51 56.0 1.56
20 70.0 1.59 52 60.0 1.64
21 55.0 1.63 53 60.0 1.50
22 57.0 1.60 54 75.0 1.68
23 52.0 1.58 55 52.0 1.63
24 55.0 1.53 56 54.0 1.52
25 64.0 1.50 57 50.0 1.59
26 58.0 1.65 58 52.0 1.54
27 63.5 1.60 59 50.0 1.56
28 53.0 1.63 60 60.0 1.50
29 55.0 1.53 61 45.0 1.55
30 59.0 1.65 62 55.0 1.60
31 72.0 1.60 63 55.0 1.67
32 58.0 1.60 64 55.0 1.58
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3. Se selecciona la primera opcidn ya que se trata de un Diagrama de Puntos,
apareciendo el Diagrama de Dispersién que se muestra en la figura 3.7.

F1GURA 3.7. Diagrama de Dispersion del peso contra la estatura
de 64 alumnas de la Facultad de Ingenieria de la UNAM

Peso (x) contra Estatura (y)
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Dispersion puede graficarse en tres dimensiones para

el caso de una muestra con tres variables. Por ejemplo, si en el anterior ejercicio
se agrega una columna con el Indice de Masa Corporal (IMC = Peso/Estatura2)

de cada alumna.

Para ello, se usara el software Minitab:
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1. Lo primero es capturar los datos de peso en Cl, estatura en x* e IMC en C3.

2. En el ment principal se selecciona Graph y posteriormente se da un click
en el submenu 3DScatterplot, en la ventana que aparece se selecciona la
opcion Simple y después Ok, con lo cual aparece la pantalla de la figura 3.8.
En esta ventana se da un click en C3 y se selecciona Z, luego un click en x*y
se selecciona Y y un click en C1 y se selecciona X.

3D Scatterplot: Simple *
C1  Peso (Kg) Z variable:
C2 Estatura (m) ,— = e
€3 IMC (Kg/m2)
¥ variable:
‘Estatura (m)'
¥ variable:
‘Pezo (Kg)'
FiGcura 3.8.
Scale. .. | Labels... |
Data View... | Data Options... |
Help oK | Cancel |

3. Al oprimir Ok se obtiene el Diagrama de Dispersién Multiple de la figura 3.9.

%, 3D Scatterplot of IMC (Kg/m?) vs Estatura (m) vs Peso (Kg) =N Eon ===

3D Scatterplot of IMC (Kg/m2) vs Estatura (m) vs Peso (Kg)

. Figura 3.9.
El - ® ¥ .
o Diagrama
e gin) f.'-“ de Dispersion
2 e 3 con tres variables
- ¥
o 16 Estatura (m)
au "
2 % 0 15
Peso (K
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3.2. Estadisticos muestrales

Uno de los propdsitos primordiales de un muestreo probabilistico es tratar de
aproximar valores de parametros poblacionales a partir de valores de pardme-
tros muestrales denominados estadisticos muestrales.

Un estadistico muestral es una medida cuantitativa, obtenida a partir de un
conjunto de datos, observaciones o mediciones de una muestra, con el objetivo
de estimar o inferir caracteristicas de una poblacién o modelo estadistico. Mas
formalmente, un estadistico muestral es una funcién medible f: R">R en la que,
a una muestra aleatoria {xl, Xy, X3, X, }, le corresponde un numero real f(x,,
Xy X35 X,), que permite estimar un determinado parametro de la poblacion
de la que procede la muestra.

Para ilustrar lo anterior, suponga que se requiere escoger un estadistico 0 del para-
metro poblacional 8. Suponga a su vez, que existen varios estadisticos que pudie-
ran usarse, ;qué criterios existen para seleccionar al estadistico mas adecuado?

Como mas adelante se vera, los criterios que se utilizan son: eficiencia, consis-
tencia, robustez, suficiencia e invariancia.

a. Insesgabilidad. Se dice que un estimador @ es insesgado si la esperanza
matematica del estimador 0, es igual al parametro poblacional g, es decir,

po=E{0} =0

b. Eficiencia. Se dice que un estimador 0, es mas eficiente o mas preciso que
otro estimador 0,, si la varianza del primero es menor que la del segundo,
es decir,

2 2
06,<0p,
Un estimador es mas eficiente o0 mds preciso mientras menor sea su varianza.

El estimador mas eficiente serd aquel que presenta la minima variancia, al
cual se le conoce como estimador 6ptimo.
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c. Consistencia. Un estimador 0, es consistente en la medida en que el valor de
dicho estimador tiende a aproximarse cada vez mas al valor del pardmetro
poblacional 6 cuando el tamafio de muestra tiende a crecer, esto implica,

Lim .., E{6} =6
Lim 5, {03} =0

d. Robustez. El estimador 6, sera un estimador robusto del pardmetro 0 si
el no cumplimiento de algunas hipotesis previas en las que se basa la esti-
macion (por ejemplo, suponer que la distribucién de probabilidad de los
datos es normal, o que la muestra fue obtenida aleatoriamente), no altera de
manera significativa los resultados que este proporciona.

e. Suficiencia. Se dice que un estimador es suficiente cuando resume toda la
informacion relevante contenida en la muestra, de forma que ningtin otro
estimador pueda proporcionar informacién adicional sobre el parametro
desconocido de la poblacion.

f. Invariancia. Se dice que un estimador es invariante cuando el estimador dela
funcion del parametro coincide con la funcién del estimador del pardmetro.

En este subtema se definiran los estadisticos muestrales, que permiten estimar
a su vez parametros poblacionales de interés. Dichos estadisticos se pueden cla-
sificar de la forma en que se muestra en la figura 3.10.
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Aritmética o

F1iGura 3.10. Parametros Promedio

Estadisticos de una Muestra

Geométrica

Armdnica

Mediana Ponderada

De Tendencia
Central
Acotada

Semirango

Rango

Varianza

De Dispersion
Estadisticos 5

Estandar

Variacién

Coef. Asim.
Fisher

Coef. Asim.
Pearson

Coef. Asim.
Bowley-Yule

De Forma

3.2.2. Medidas de tendencia central
Media aritmética o promedio

Sea una muestra aleatoria con n unidades muestrales, representada de la siguiente
forma:

Sn={x;, x5 x3, =, x,.}

Se define el estadistico de tendencia central media aritmética, también cono-
cida como promedio, a la siguiente funcién matematica:
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xX=

-

i=n 1
>ix;= - [%) + %, + X3+ + X, ]
i=1

Para obtener la media aritmética de un conjunto de datos, utilizando Excel,
basta con emplear el comando PROMEDIO.

Notese que ocurre en la siguiente muestra: {2, -2, 5, 1}, utilizando Excel:
Media Aritmética= PROMEDIO(2,-2,5,1)=1.5

De igual forma con la muestra {2,0,5,1}:

Media Aritmética= PROMEDIO(2,0,5,1) =2

De la misma forma, si se toman los datos del ejercicio 3.1 y se capturan en
una sola columna de Excel, por ejemplo, en las celdas desde A2 (se excluye Al
porque tiene el encabezado) hasta A91, al aplicar el comando siguiente, en cual-
quier celda libre de excel, se obtiene el resultado:

=PROMEDIO($A$2:$A$91) = 89.475556

Por el Teorema de Aditividad de la Distribucién Normal y por el Teorema del
Limite Central, se sabe que la distribucion de probabilidad de la media aritmé-
tica es normal, es decir,

Gx
o (17

La media aritmética es el estimador de la media poblacional por excelencia, de
las expresiones 3.5 y 3.6 anteriores se desprende que la media aritmética es un
estimador insesgado, el mas eficiente, o sea, de minima variancia y es consis-
tente, como se puede comprobar:

up=E{x} =, Insesgabilidad
o2 .
oi=—% Eficiencia
*on
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Limn%oo (x) = Hx

2
. Y . .
Lim,, ., (—xj =0 Consistencia
n

Propiedades de la media aritmética
i. Lasuma de las desviaciones con respecto a la media aritmética es cero.

Notese que para Sn = {xl, Xy X357 xn} , se definen las desviaciones con res-
pecto a la media aritmética como las diferencias entre los valores x; y su
media aritmética, es decir:

Desviaciones = {xl =X X=X X3— X, 0, X — )_C}

i (xi—a_c) = in—m_c=0
i=1

i=1

ii. Lamedia aritmética de los cuadrados de las desviaciones de los valores de la
variable, con respecto a una constante cualquiera, se hace minima cuando
dicha constante coincide con la media aritmética.
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De la misma forma se demuestran todas las demas.

iii.

Si a todos los valores de la variable se le suma una misma cantidad, la
media aritmética queda aumentada en dicha cantidad.

iv.  Sitodos los valores de la variable se multiplican por una misma constante,
la media aritmética queda multiplicada por dicha constante.

v. Lamedia aritmética de un conjunto de niimeros positivos siempre es igual
o superior a la media geométrica.

vi. La media aritmética estd comprendida entre el valor maximo vy el valor
minimo del conjunto de datos.

vii. La media es el centro de gravedad de la distribucién de la variable.

viii. La media del producto de una constante k por una variable x es igual al
producto de la constante k por la media de la variable dada.

ix. Lamedia de la suma de una constante entera k con una variable x es igual
a la suma de la constante k con la media de la variable dada.

x. Lamedia estd influenciada por los valores de cada uno de los datos y prin-
cipalmente se afecta por los valores extremos.

xi. La media no tiene por qué ser igual a uno de los valores de los datos, ni
siquiera de su misma naturaleza: datos enteros pueden tener una media
decimal.

Sea una muestra aleatoria con # unidades muestrales representada de la siguiente

forma:

Sn= {xl, X5y X3** 5 xn}

Se define el estadistico de tendencia central media geométrica a la siguiente fun-

cién matematica:

i=n

- — | _ nf

xgeom_” Hxi_ Xy Xy X3 Xy
i=1

La media aritmética es el valor de tendencia central por excelencia para estimar

la media poblacional. Sin embargo, es aplicable solo cuando todos los datos
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tienen la misma posibilidad de ser elegidos (equiprobables) y su crecimiento
a lo largo del tiempo es lineal. En el caso de que los datos tengan otro tipo de
tendencia, la media aritmética no es lo mas adecuado. Por ejemplo, si los datos
se refleren a nimero de pobladores en cierto tiempo, se sabe que el crecimiento
poblacional es geométrico, no lineal. En este caso, lo mas adecuado para calcu-
lar la tendencia central es utilizar el concepto de media geométrica.

Para ilustrar lo anterior, segtin la publicacién “Poblacién total por entidad
federativa segun sexo, 2000, 2005 y 2010” del Instituto Nacional de Estadistica
y Geografia, edicion 2010, en el 2000 habia 8,605,239 habitantes en la ciudad de
México; para el 2010 habia 8,851,08.

Pregunta: ;cudntos habia en el 2005?

Para responder a la pregunta puede ocurrirse calcular un promedio: 8,728,159.5
habitantes. Con el concepto de media geométrica el resultado es: 8,727,293.9
habitantes. El valor que proporciona INEGI es 8,720,916; como se puede apre-
ciar, en el caso de crecimiento poblacional el concepto de media geométrica se
acerca mas al valor real que el concepto de media aritmética.

El principal problema, del uso de esta definicidn, desde el punto de vista
matematico, es que si # es par y si existen valores de x negativos, al hacer el cal-
culo, si el argumento es negativo, la raiz par de un numero negativo no existiria
en los reales. También, el concepto de media geométrica vuelve a fallar, si alguno
o algunos de los valores son cero, automaticamente el resultado seria cero.

Noétese qué ocurre en la siguiente muestra: {2, -2, 5, 1}, utilizando Excel:
Media Geométrica = MEDIA.GEOM(2,-2,5,1) = #NUM!

De igual forma con la muestra {2,0,5,1}:

Media Geométrica = MEDIA.GEOM(2,-2,0,5,1) = #{NUM!

En Excel, para calcular la media geométrica, tomando los datos del ejercicio 3.1
y con las celdas de referencia A2:A91, basta ubicarse en cualquier celda libre y

teclear el siguiente comando:

MEDIA.GEOM($A$2:$A$91) = 89.380617
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Sea una muestra aleatoria con # unidades muestrales representada de la siguiente
forma:

Sn= {xl, X5y X3** 5 xn}

Se define el estadistico de tendencia central media armdnica, a la siguiente fun-
cién matemadtica:

n n
Xamo="T=n 1T T 11 1
— —+—+—+---+_
_ X X1 X X3 Xy

i=1
De la misma forma que para el caso de la media geométrica, hay ciertos valo-
res que por sus unidades de medida se puede saber que la media aritmética
no es lo mas recomendable para estimar la media de la poblacion. En todos
aquellos casos donde el conjunto de datos de la muestra tiene unidades de rapi-
dez de cambio, el concepto de tendencia central més adecuado es el de media
armonica. Al decir unidades de rapidez de cambio se refiere a, por ejemplo,
cambios en la posicién de un cuerpo con respecto al tiempo, o sea velocidad,
como metros sobre segundo; cambios en la velocidad con respecto al tiempo, o
sea, aceleracion, como metros sobre segundo al cuadrado; cambios en el drea o
superficie de un cuerpo por unidad de tiempo, como metros cuadrados sobre
segundo; cambios en el volumen por unidad de tiempo, como metros ctibicos
sobre segundo; etcétera.

Para ilustrar lo anterior, considérese el caso hipotético de un tren japonés
que tiene que cruzar por tres ciudades situadas a 100 Km cada una de ellas y
regresar a la ciudad de inicio, haciendo un circuito cuadrado sin parar en nin-
guna de las ciudades. Como se muestra en la figura 3.2, el primer recorrido, de
la ciudad A ala B, lo hace a 100 Km/hora; el segundo recorrido, de la ciudad B
ala C, lo hace a 200 Km/hora; el tercer recorrido, de la ciudad C a la D, lo hace
a 300 Km/hora y el cuarto recorrido de la ciudad D a A lo efecttia a 400 Km/
hora. La pregunta seria ja qué velocidad promedio recorrié los 400 Km totales?
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Vap. 100Km/h
A — 1 B

FiGura 3.11.

Vou. 400Km/h
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A

v

100Km

Si se utiliza el concepto de media aritmética o promedio, el recorrido total lo
haria en vprom = (100 + 200 + 300 + 400)/4 = 250 Km/hora. Usando el concepto
de media geométrica el recorrido lo haria a una velocidad de vgeorm = (100200
*300%400)"(1/4) =221.3364 Km/hora. Si se aplica el concepto de media armo-
nica, el recorrido lo haria a varmo=4/(1/100+1/200+ 1/300 + 1/400) = 192
Km/hora. Nétese que este concepto nace de la definicion de rapidez media como
distancia recorrida entre tiempo total de viaje, es decir, velocidad media = 400/
(1+1/2+1/3+1/4) =192 Km/hora.

Como se puede apreciar, los dos primeros conceptos de media aritmética y
de media geométrica no reflejan una tendencia central de los datos.

El concepto de media armoénica pierde utilidad si alguno de los valores de la
muestra es cero, seria imposible calcularlo.

Nétese qué ocurre en la siguiente muestra: {2, -2, 5, 1}, utilizando Excel:
Media Armdnica = MEDIA.ARMO(2,-2,5,1) = #NUM!

De igual forma con la muestra {2,0,5,1}:

Media Armdnica = MEDIA.ARMO(2,-2,0,5,1) = #;NUM!

De la misma forma, para calcular la media armdnica, tomando los datos del
ejercicio 3.1 y con las celdas de referencia A2:A91, basta ubicarse en cualquier

celda libre y teclear el siguiente comando:

MEDIA.ARMO($A$2:$A$91) = 89.286323
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Una aplicacién muy comun del concepto de media armdnica es para el calculo
de la media de un conjunto de fracciones p, p,, ps -, p,; donde 0<p; < 1, para
cualquier valor de i=1, 2, 3,---, n. El valor de tendencia central mas adecuado
en este caso es el concepto de media armonica:

pmedia=n(1 pl+1 P2+1 P3+"'+1 pn)

Por ejemplo, suponga que durante una jornada de trabajo de ocho horas, cada
hora se toma una muestra de piezas moldeadas a las cuales se les mide su resis-
tencia mecanica, utilizando una prueba de impacto Izod (ver referencia https://
es.wikipedia.org/wiki/Ensayo_de Izod).A las piezas que no soportan la resis-
tencia al impacto se les clasifica como defectuosas y en cada muestra se divide
el numero de piezas defectuosas entre el total de piezas probadas, obteniéndose
los siguientes valores de fracciones defectuosas: {0.0255,0.0242, 0.0265, 0.0277,
0.0227, 0.0209, 0.0285, 0.02345}. Obtenga la media de fracciones defectuosas a
lo largo del proceso.

Dado que se trata de fracciones se utiliza el concepto de media armdnica:

Fraccién defectuosa promedio = MEDIA.ARMO(0.0255, 0.0242, 0.0265, 0.0277,
0.0227, 0.0209, 0.0285, 0.02345) = 0.0247

Silos datos de la muestra se encuentran agrupados en una tabla de frecuencias,
como la que se muestra mds adelante en la figura 3.2, se define el estadistico de
tendencia central media ponderada a la siguiente funcién matematica:

_ 1 j=m j=m . ) ) ) )
Sponde =y 2 Ji= 2 fi6=[fiti+ foa fie = +£]
j=1 j=1
Donde

fi=?

Frecuencia relativa

Lectura o marca de clase

s
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Ejercicio 3.3 Para ilustrar la aplicacién de este concepto suponga que se cuenta con la

siguiente tabla de frecuencias, obtenida de Las Estadisticas del Personal Aca-
démico de la UNAM 2015, pagina 19, de la Direcciéon General de Asuntos del
Personal Académico de la UNAM (Fuente: http://dgapa.unam.mx/images/esta-
distica/anuario_estadisticas_dgapa_2015.pdf)

Personal académico en la UNAM por edad

Edad (afios cumplidos)
Universo Total
Hasta 24 -34 | 35-39 | 40-44 | 45-49 | 50-54 60-64 | 65-69 | 70 0 més

S T T C T T E B E

Para calcular el promedio de edad del personal académico de la UNAM, debe
utilizarse el concepto de media ponderada, multiplicando la marca de clase de
cada subintervalo por la frecuencia de cada subintervalo. En este caso, se toma
como marca de clase el punto medio de cada subintervalo, es decir, {22, 27, 32,
37,42,47,52,57, 62,67, 72} , las frecuencias serian {896, 2356, 3539, 4457, 4924,
4847, 5288, 5106, 3712, 2401, 1822} . Nétese que para los extremos se toma como
marca de clase siguiendo la secuencia del punto medio cada cinco unidades.

De esta forma, el promedio de edad del personal académico de la UNAM en el
2015 esta dado por:

Media Ponderada = (22 %896+ 27 * 2356 + 32 % 3539 + --- +72 % 1822)/39348 =
=47.8884 afios de edad

Los célculos se muestran en la siguiente tabla de Excel:

t (Marca de Clase) f (frecuencia) txf
22 896 19712
27 2356 63612
32 3539 113248
37 4457 164909
42 4924 206808
47 4847 227809
52 5288 274976
57 5106 291042
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t (Marca de Clase) f (frecuencia) txf
62 3712 230144

67 2401 160867

72 1822 131184

Suma= 39348 1884311

Promedio =47.8884

Mediana

Es una medida de tendencia central cuyo valor parte por la mitad al conjunto de
datos ordenados Sn = {x,, x,, x3,-, x,}, €l 50% de los datos cae a la izquierda de
la mediana y el otro 50% de los datos cae a su derecha. Para obtener la mediana
de un conjunto de datos, estos se ordenan de menor a mayor o de mayor a menor
y se toma el centro de estos datos ordenados. En el caso de que en Sn= {xl, Xy
X3+, X,} 1 sea impar, se toma el valor que cae en medio después de ser orde-
nados, este valor pertenece a la muestra. En el caso de que # sea par, se toma el
promedio de los dos valores que caen al centro después de ser ordenados y este
promedio no pertenece a la muestra.

Para ilustrar lo anterior, suponga que se generan dos muestras aleatorias, cuyos
valores estan entre 25 y 50; para producir estas dos muestras se generan 15 valo-
res utilizando el comando de Excel

= aleatorio.entre(25, 50)
Obteniéndose las siguientes dos muestras:

S, = {39, 46, 36, 25, 47, 35, 25}
S,= {38, 30, 50, 49, 43, 34, 50, 36}

Para calcular la mediana de ambas muestras se ordenan sus unidades muestra-
les de menor a mayor o de mayor a menor

S, = {25, 25, 35, 36, 39, 46, 47}
S,= {56, 56, 49, 43, 38, 36, 34, 36}
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Tachando sucesivamente los extremos, se puede apreciar que la mediana de
cada una de las muestras es:

MeSl = 36
M., = (43 +38)/2 =40.5

Noétese que cuando n es impar, la mediana es un valor de la muestra, en cambio,
cuando 7 es par, la mediana no pertenece a la muestra. Pertenezca o no a la
muestra, lo cierto es que el valor de la mediana parte por la mitad a los datos.

La razon de que exista la mediana de una muestra como estimador de la
media poblacional se debe a que la media aritmética o promedio se afecta fuer-
temente por los valores extremos de la muestra, en cambio, la mediana no. Para
ejemplificar lo anterior, suponga que se obtiene una muestra de cinco datos del
gasto que se realiza en promedio al visitar un tianguis, por ejemplo, {200, 250,
275,300, 300}, el promedio en este caso es (200 + 250 + 275 + 300 + 300) /5 = 265
y la mediana es 275. Ahora suponga que se sustituye el gasto mayor por una
cantidad més grande {200, 250, 275, 300, 10000}, nétese que la media aritmé-
tica es (200 + 250 + 275 + 300 + 10000) /5 = 2205, la cual se afecté fuertemente
al cambiar un solo dato extremo, en cambio, la mediana sigue siendo la misma
275. Cabe remarcar que en el tianguis lo que pudo ocurrir es que llegd espora-
dicamente una sefiora que gastd diez mil pesos, pero esto no es comun, y no
representa al gasto que en promedio se tiene en un tianguis. Por ello, para este
ejemplo, la mediana es un indicador mas ajustado a la media poblacional que la
misma media aritmética.

Si se toman los datos del ejercicio 3.1, asi como de las referencias a las celdas
donde se encuentran, para calcular la mediana de los datos se utiliza el siguiente
comando y se muestra el resultado:

Mediana = MEDIANA ($A$2:$3A$91) =89.3

Es una medida de tendencia central cuyo valor en la muestra es el que mas se
repite, o sea el mas frecuente, de un conjunto de datos Sn = {xl, Xy X3, X}
Para ilustrar lo anterior, observe las siguientes tres muestras:
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S, = { 200, 250, 250, 275, 275, 300, 300, 300}
S, = {200, 200, 250, 250, 275, 275, 300, 300}
S; = {200, 225, 250, 275, 300, 325, 350}

Notese que en el primer caso, el valor que mas se repite es 300, por lo cual este
representa a la moda de S,. En el segundo caso, existen cuatro valores que se
repiten igual nimero de veces, por lo cual se tiene una curva multimodal y exis-
ten cuatro modas diferentes. Para evitar la duplicidad, si existen varios valores
de moda, se dice por convencioén que no existe moda. Cuando la moda se cal-
cula a través de Excel, usando el comando “=moda(datos)”, si existe repeticion
de un valor que representa a la moda, lo que hace Excel es tomar el primer valor
que se encuentre de izquierda a derecha como moda; para la segunda muestra
S2, Excel arrojaria el valor de 200. En la tercera muestra dada, cualquiera de
los valores puede representar a la moda, ya que en todos los casos la frecuencia
de aparicién es uno, pero de acuerdo con la anterior convenciéon usada en la
segunda muestra, se dirfa que no existe moda.

Si se toman los datos del ejercicio 3.1, asi como de las referencias a las celdas
donde se encuentran, para calcular la moda de los datos se utiliza el siguiente
comando y se muestra el resultado:

Moda =MODA($A$2:$A$91) =87.3

Se define el semirango de una muestra Sn = {x;, x,, x3,-, x,,}, como el valor pro-
medio entre la observacién o lectura mas grande x,,, y la observacion o lectura
mas pequena x,;,, es decir,

Para la muestra S, = { 200, 250, 250, 275, 275, 300, 300, 300}, el semirango serfa
SRg; = (200 + 300) /2 = 250.

Si se toman los datos del ejercicio 3.1, asi como de las referencias a las celdas
donde se encuentran, para calcular la moda de los datos se utiliza el siguiente
comando y se muestra el resultado:

Semirango = (MAX($A$2:$A$91) + MIN($A$2:3A$91)) /2=90.3
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Las medidas de dispersion son indicadores que proporcionan informacion
sobre el grado de variabilidad de una muestra o de una variable.

Se define como la maxima dispersién de un conjunto de datos Sn = {xl, X5 X3p0
x,}. Para calcular el rango es necesario determinar la observacion o lectura més
grande x,,, y la observacion o lectura mas pequeiia x,,;;, y calcular la diferencia
entre ellas:

R= Xmax ~ ¥min

Para la muestra S, = {200, 250, 250, 275, 275, 300, 300, 300}, el rango seria
R=300-200=100.

Si se toman los datos del ejercicio 3.1, asi como de las referencias a las celdas
donde se encuentran, para calcular el rango de los datos se utiliza el siguiente
comando y se muestra el resultado:

Rango = MAX($A$2:$A$91)-MIN($A$2:$A$91) =154

Se define una desviacidn o sesgo como la diferencia entre una lectura x; y un
valor que puede ser el origen o alguno de los estimadores muestrales de ten-
dencia central anteriormente definidos. Por ejemplo, para la muestra S, = {200,
250, 250, 275, 275, 300, 300, 300}, la media aritmética seria 268.75, la mediana
seria 275 y la moda seria 300, por lo que las respectivas desviaciones serian:

Desviaciones con respecto a la media: {-68.75, -18.75, -18.75, 6.25, 6.25, 32.25,
32.25,32.25}. Nétese que para el caso de la desviacién con respecto a la media,
si se suman las desviaciones obtenidas, el resultado es cero.
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Desviaciones con respecto a la mediana: {—75, -25,-25,0,0, 25, 25, 25}, noétese
que en este caso la suma de las desviaciones no es cero.

Desviaciones con respecto a la moda: {-100, -50, -50, 25, -25, 0, 0, 0}. La
suma de las desviaciones no es cero.

Desviacion promedio

Para el caso de las desviaciones con respecto a la media, la suma se cancela
porque existen valores tanto positivos como negativos que se tienden a can-
celar. Una manera de evitar que las desviaciones se cancelen es tomar el valor
absoluto de cada una de ellas, de tal manera que se puede calcular la desviacién
promedio de la siguiente forma:

1= _ 3.13
Desv Prom = ; Z |x; — x| ( )
1

i=

El problema que presenta esta expresion matematica es que contempla a la fun-
cién valor absoluto, y esta funcién no es derivable en todos los puntos donde
x =x;; en muchas ocasiones lo que se busca es minimizar a la funcién desvia-
cién promedio, pero con esta férmula no seria posible. Recuerde de sus clases
de célculo diferencial la funcion y = | x| y la funcién y = x?, son simétricas, con-
cavas hacia arriba y tienen forma aproximada para valores cercanos a cero; la
principal diferencia entre ellas es que la primera no es derivable en x=0y la
segunda si es derivable en x =0, como se muestra en la figura 3.12.

Funcidén valor absoluto y parabola
0.6

0.5

0.4

03 FIGURA 3.12

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

—o—y= x| y=x"2
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Si se toman los datos del ejercicio 3.1, asi como de las referencias a las celdas
donde se encuentran, para calcular la desviaciéon promedio de los datos se uti-
liza el siguiente comando y se muestra el resultado:

Desviacion promedio = DesvProm($A$2:$A$91) =3.517235

Varianza o variancia

Se calcula la varianza o variancia de un conjunto de datos con la siguiente
expresion:

-

Otra expresion que se usa para estimar a la varianza poblacional a partir de los
datos de una muestra es la siguiente:

i=n

1
n 1=1’l_ g‘, ( )
Cabe remarcar que la expresion (3.15) anterior es mas adecuada que la (3.14),

debido a que la (3.15) representa a un estimador insesgado de la varianza pobla-
cional, ya que:

E{$:_,} =02

E{s} = [”; 1) o2

Noétese qué ocurre en la siguiente muestra: {2, -2,5, 1}, utilizando Excel:

Varianza = Var (2, -2, 5, 1) =8.333333
De igual forma con la muestra {2,0,5,1}:

Varianza = Var(2,0,5,1) = 4.666667
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De la misma forma, para calcular la varianza, tomando los datos del ejercicio
3.1y con las celdas de referencia A2:A91, basta ubicarse en cualquier celda libre
y teclear el siguiente comando, mostrandose su resultado:

VAR($A$2:$A$91) =17.287036

Dado que cuando se pretende minimizar la dispersion o variacién de los datos
no es posible usar el concepto de desviacion promedio, se define la desviacion
estandar de los datos de una muestra como la desviacion media de dichos datos
y para calcularla se obtiene la raiz cuadrada de la varianza muestral, es decir,

Sn—l_\/n_lizz:l(xi x)

Para calcular la desviacion estdndar, si ya se tiene la varianza, basta con obtener
su raiz cuadrada.

Notese qué ocurre en la siguiente muestra: {2, -2, 5, 1}, utilizando Excel:
Desviacion estindar = DesvEst(2,-2,5,1) = 2.886751

Que como se puede comprobar es la raiz cuadrada de la varianza calculada antes.
De igual forma con la muestra {2,0,5,1}:

Desviacion Estandar = DesvEst(2,0,5,1) =2.160247

Para calcular la desviacion estandar de los datos del ejercicio 3.1 y con las cel-
das de referencia A2:A91, basta ubicarse en cualquier celda libre y teclear el

siguiente comando, mostrandose su resultado:

DESVEST($A$2:$A$91) =4.157768
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Coeficiente de variacidon de una muestra

Se define el coeficiente de variacidn de una muestra como el cociente entre la
desviacion estandar muestral y la media aritmética muestral, es decir,

Sa1 (3.

x

W
—
~
N

Cv=

Noétese qué ocurre en la siguiente muestra: {2, -2, 5, 1}, utilizando Excel:
Coeficiente de Variacion = DESVEST(2,-2,5,1) / PROMEDIO(2,-2,5,1) = 1.9245
De igual forma con la muestra {2,0,5,1}:

Coeficiente de variacidon = DESVEST(Z,O,S,1)/PROMEDIO(2,0,5,1) =1.080123

Para calcular el coeficiente de variacion de los datos del ejercicio 3.1 y con las
celdas de referencia A2:A91, basta ubicarse en cualquier celda libre y teclear el
siguiente comando, mostrandose su resultado:

DESVEST($A$2:$A$91) /PROMEDIO($A$2:$A$91) = 0.046468

3.2.4. Momentos de orden k con respecto al origen
y con respecto a la media

Los momentos muestrales son estimadores que caracterizan a una muestra
aleatoria para aproximarse a los momentos de la distribucién de probabilidad
de una poblacidn, los cuales tienen la propiedad de que dos distribuciones de
probabilidad son iguales si tienen todos sus momentos iguales. Los momentos
muestrales de orden k con respecto al origen, m}, y los momentos muestrales
de orden k con respecto a la media aritmética, m,, se obtienen a través de las
siguientes expresiones matemadticas:

L
;:72 (3.18)
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p=— (3.19)

LS ()
Como se puede apreciar, al momento de orden k=1 con respecto al origen se
le conoce como media aritmética. El momento de orden k=1 con respecto a la
media es cero. El momento de segundo orden con respecto a la media tiene una
relacion directa con el concepto de varianza:

Nétese qué ocurre en la muestra {2, -2, 5, 1} al calcular los momentos de orden
1,2,3,4y5 con respecto a la media, utilizando Excel:

xi (xi-media)? (xi-media)? (xi-media)* (xi-media)®
2 0.25 0.125 0.0625 0.03125
-2 12.25 -42.875 150.0625 -525.2188
5 12.25 42.875 150.0625 525.2188
1 0.25 -0.125 0.0625 -0.03125
1.5 6.25 0 75.0625 0

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Momento de orden uno con respecto al origen =1.5

Momento de orden dos con respecto a la media =6.25

Momento de orden tres con respecto a la media=0

Momento de orden cuatro con respecto a la media=75.0625

Momento de orden cinco con respecto a la media=0

Para calcular los momentos de orden 1, 2, 3, 4 y 5, con respecto a la media de
los datos del ejercicio 3.1 con las celdas de referencia A2:A91, se hace el mismo

procedimiento que el ejemplo de arriba:

Momento de orden uno con respecto al origen = 89.4756
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Momento de orden dos con respecto a la media = 17.0950
Momento de orden tres con respecto a la media=17.7507
Momento de orden cuatro con respecto a la media = 580.8263

Momento de orden cinco con respecto a la media=1,412.6491

Los cuantiles o fractiles muestrales son puntos tomados a intervalos regula-
res de la abscisa, de la funcion de distribucion de frecuencias empirica de una
muestra. El cuantil x, de orden p de una distribucién, con 0 <p <1, es el valor de
la variable que se estd midiendo u observando en una muestra que marca una
segmentacién de modo que una proporcion p de valores de la muestra es menor
o igual que x,, y su complemento 1-p en x es mayor que este valor.

Los cuantiles mas usados son:

i. Los cuartiles, que dividen a la distribucién de frecuencias empiricas en cua-
tro partes, correspondiendo a los cuantiles 0.25; 0.50 y 0.75.

ii. Los quintiles, que dividen a la distribucién en cinco partes correspondiendo
a los cuantiles 0.20; 0.40; 0.60 y 0.80.

iii. Los deciles, que dividen a la distribucién en diez partes;
iv. Los percentiles, que dividen a la distribucién en cien partes.

En las distribuciones muestrales, donde se obtiene una muestra Sn= {xl, Xy
X3+, X,}, para el célculo de los cuantiles, las partes en que se divide el rango
de los datos solo pueden ser aproximadamente iguales. Por desgracia, no hay
consenso sobre como realizar esta aproximacion; en la literatura cientifica que
describe el software R existen hasta nueve métodos diferentes, que conducen a
resultados diferentes. Por ello, al calcular cualquier cuantil de datos no agru-
pados por medio de calculadora, software o manualmente, es bésico saber e
indicar el método utilizado.
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Para calcular los cuantiles de los datos del ejercicio 3.1, con las referencias a las
celdas donde se encuentran, en Excel se utiliza el siguiente comando:

CUARTIL(Datos, r) donde r =1, 2, 3, primero, segundo y tercer cuartil, es decir,
Primer cuartil = CUARTIL($A$2:$A$91, 1) =86.175

Segundo cuartil = CUARTIL($A$2:$A$91, 2) = 89.25

Tercer cuartil = CUARTIL($A$2:$A$91, 3) =93.1

En el software R se utiliza el comando:

» quantile(Datos, probs =seq(0, 1, 0.25), na.rm = FALSE, names = TRUE,
ty-pe = 7) )

Ver la sintaxis del comando en la siguiente direccion: https://stat.ethz.ch/R-ma-
nual/R-devel/library/stats/html/quantile.html

El cual devuelve estimaciones de cuantiles de distribucion subyacentes, basados
en estadisticas de uno o dos 6rdenes de los elementos suministrados en Datos,
empleando uno de los nueve algoritmos para generar cuantiles analizados en el
articulodeHyndman,R.J.and Fan, Y. (1996), “Sample quantilesin statistical packa-
ges’, American Statistician 50,361-365. Se sugiere revisar la siguiente publicacion:
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantile#Estimating_quantiles_from_a_sample

Se utilizara este comando en R para generar los percentiles 12%, 24%, 36%,
48%, 60%, 72%, 84% y 96% de los datos del ejercicio 3.1. Para empezar se le
deben dar los datos, a través del siguiente comando:

> datos<-c (94.1,93.2,90.6,91.4,88.2,86.1,95.1,90.0,92.4,87.3,86.6,91.2,86.1,90.
4,89.1,87.3,84.1,90.1,95.2,86.1,94.3,93.2,86.7,83.0,95.3,94.1,97.8,93.1,86.4,87.6,
94.1,92.1,96.4,88.2,86.4,85.0,84.9,87.3,89.6,90.3,93.1,94.6,96.3,94.7,91.1,92.4,90
.6,89.1,88.8,86.4,85.1,84.0,93.7,87.7,90.6,89.4,88.6,84.1,82.6,83.1,84.6,83.6,85.4,
89.7,87.6,85.1,89.6,90.0,90.1,94.3,97.3,96.8,94.4,96.1,98.0,85.4,86.6,91.7,87.5,84
.2,85.1,90.5,95.6,88.3,84.1,83.7,82.9,87.3,86.4,84.5)
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Otra forma de proporcionarle los datos a R es si se tienen en una columna de
Excel, guardar el archivo con el nombre datosespesor con el formato csv (del
inglés comma-separated values), es decir, datosespesor.csv y para leerlo en R se
usa el siguiente comando:

datos<-read.csv(datosespesor.csv, header = TRUE)

Para obtener los cuantiles se utiliza el siguiente comando:

quantile(datos,probs = ¢(0.12,0.24,0.36,0.48,0.60,0.72,0.84,0.96) type = 7)

En donde type=7 es el algoritmo siete de los nueve que senala el articulo ya
citado de Hyndman, R. J. and Fan, Y. (1996), “Sample quantiles in statistical

packages”, American Statistician 50, 361-365.

Obteniéndose el siguiente resultado:

12% 24% 36% 48% 60% 72% 84% 96%

84.404 | 86.100 | 87.300 | 89.016 | 90.340 | 92.400 | 94.300 | 96.576

3.2.6. Medidas de forma (asimetria y curtosis)

Las medidas de asimetria de una muestra son indicadores muestrales que
permiten establecer el grado de simetria (o asimetria), que presenta una dis-
tribucidn de frecuencias empirica de una muestra, sin tener que hacer su repre-
sentacion grafica.

Coeficiente de Asimetria de Fisher

El coeficiente de asimetria de Fisher, representado por y,, se define como:

_Ms
& m§/2 (3.21)
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Algunos autores lo definen como:

> (x-%)°
Y1= - i=1

3 3
Sn—l Sn—l

3
(&
S |-

En donde m; es el tercer momento con respecto a la media muestraly S,_; es la
desviacion estandar muestral.

Si y;<0 la forma de la distribucién de frecuencias empirica es asimétrica
positiva o a la derecha. Si y, >0, la distribucion es asimétrica negativa o a la
izquierda. Si la distribucién de frecuencias empirica es simétrica, entonces se
sabe que y, =0; el reciproco no es cierto: la condicién y, =0 es necesaria, mas
no suficiente para asegurar que la curva es simétrica.

F1Gura 3.12. Tipos de asimetria de un poligono de frecuencias

A A

Y
Y

X Me Mo Mo Me X

Asimetria negativa Asimetria positiva

Asimetria estadistica 2007 Recuperado de: https://es.wikipedia.org/wiki/
Asimetr%C3%ADa_estad%C3%ADstica

Para la muestra: {2, -2, 5, 1}, se calculard el coeficiente de asimetria de Fisher
usando Excel:

Coeficiente de asimetria de Fisher = COEFICIENTE.ASIMETRIA(2,-2,5,1) =0
De igual forma con la muestra {2,0,5,1}:

Coeficiente de asimetria de Fisher = COEFICIENTE.ASIMETRIA(2,0,5,1) = 1.19034
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Para calcular el coeficiente de asimetria de Fisher de los datos del ejercicio 3.1
con las celdas de referencia A2:A91, basta ubicarse en cualquier celda libre y
teclear el siguiente comando mostrandose su resultado:

COEFICIENTE.ASIMETRIA($A$2:$A$91) = 0.255416

Con base en la figura 3.12, el Coeficiente de asimetria de Pearson de una mues-
tra se define como:

X—-m

CAP= S .

Se basa en que en distribuciones simétricas la media de la distribucion de fre-
cuencias empirica es igual a la moda. Si la distribucién es simétrica C,p=0. Si
la distribucidén es asimétrica positiva la media se sitiia a la derecha de la modayy,
por tanto, C,p»>0; en cambio, si la distribucion es asimétrica negativa la moda
se sitda a la derecha de la mediay C,,<0.

Para la muestra: {2,—2, 5, 1}, se calculard el Coeficiente de Asimetria de Pearson
usando Excel:

Coeficiente de asimetria de Pearson = COEFICIENTE.ASIMETRIA.P(2,-2,5,1) =0
De igual forma con la muestra {2,0,5,1}:

Coeficiente de asimetria de Pearson = COEFICIENTE.ASIMETRIA.P(2,0,5,1) =
0.687243

Para calcular el coeficiente de asimetria de Pearson de los datos del ejercicio 3.1
con las celdas de referencia A2:A91, basta ubicarse en cualquier celda libre y

teclear el siguiente comando, mostrandose su resultado:

COEFICIENTE.ASIMETRIA.P($A$2:$A$91) = 0.251139
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Coeficiente de Asimetria de Bowley-Yule

Esta basado en la posicion de los cuartiles de una muestra, y para calcularlo
utiliza la siguiente expresion:

Coine = 4+ 91— 29, (3.24)
ABY= ———
43— q

En una distribucion simétrica el primer, segundo y tercer cuartil estaran a la
misma distancia uno de otro, por lo que C,3y=0. Si la distribucién es asimé-
trica positiva o a la derecha, C,py> 0y si es asimétrica negativa o a la izquierda,
Cupy<0.

Para calcular el Coeficiente de Asimetria de Bowley-Yule de los datos del ejerci-
cio 3.1 con las celdas de referencia A2:A91:

Capy=(93.1+ 86.175-2*89.25)/(93.1-86.175) =0.111913

Medidas de curtosis o0 aplanamiento

La curtosis (apuntamiento o “picudez”) de una distribucién de frecuencias
empiricas, o su antdnimo aplanamiento, es una caracteristica de la forma “alta
y esbelta” o “aplanada y amplia” de la distribucion de frecuencias empiricas que
se puede trazar de una muestra.

El coeficiente de curtosis inicialmente se define como:

Dado que matematicamente se puede demostrar que para una curva normal,
el cuarto momento es equivalente a tres veces su varianza y con la finalidad de
comparar contra la curva normal estandar, otros autores la definen ast:

—
S
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3
|
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—
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Finalmente, otros autores por simplificacion la definen asi:

=M 5

4
Sn—l

Y2

FiGura 3.13

Mesocurtica

Platicurtica

®
~
n
S

Como se puede apreciar en la figura 3.13, tomando la distribucién normal como
referencia, una distribucién puede ser:

i. Leptocurtica, cuando 3,>3 0y, >0, lo que implica que la curva de frecuen-
cias empirica es mas alta y esbelta, pero con colas mas gruesas que la normal
correspondiente.

ii. Platicurtica, cuando f,<3 0 y,<0, lo que implica que la curva de frecuen-
cias empirica es mas baja y amplia, pero con colas menos gruesas que la
normal correspondiente.

iii. Mesocurtica, cuando 3, =3 0 y,=0, lo que implica que la curva de frecuen-
cias empirica tiene una distribucion de frecuencias empirica similar a una
normal.

Para la muestra: {2, -2,5, 1}, se calculari el coeficiente de curtosis usando Excel:
Coeficiente de curtosis = CURTOSIS(2,-2,5,1) =0.912
De igual forma con la muestra {2,0,5,1}:

Coeficiente de curtosis = CURTOSIS(2,0,5,1) = 1.5
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Para calcular el coeficiente de curtosis de los datos del ejercicio 3.1 con las celdas
de referencia A2:A91, basta ubicarse en cualquier celda libre y teclear el siguiente
comando mostrandose su resultado:

CURTOSIS($A$2:$A$91) =-1.0013

Existe una variedad numerosa de software para realizar estadistica descriptiva, por
ejemplo, se pueden citar: Excel, MatLab, Minitab, R, Stata, StatGraphics, SPSS, Wol-
fram Mathematica, etcétera. Conviene hacer estos calculos en forma resumida, en
vez de hacer el calculo de concepto por concepto; aunque los resimenes estadisticos
no calculan todo, segtin el software que se utilice, si ahorran tiempo. En este volu-
men se utilizardn de preferencia tres de ellos, el mas comun de todos es Excel, por
su sencillez y por ser el mas comercial; otro software grafico que requiere licencia es
Minitab, muy facil de usar y tiene un ambiente grafico que lo hace muy amigable; y,
el tercero es R, un software gratuito que tiene varias ventajas competitivas, es muy
seguro, puede uno bajar de la red el programa fuente y adaptarlo a la medida de sus
necesidades, es un lenguaje de desarrollo por lo cual puede programarse y se ha ido
enriqueciendo con las aportaciones de todos los usuarios que lo utilizan.

Para ejemplificar como se aplican estos conceptos utilizando dicho software,
se resolvera el ejemplo 3.1, ya mencionado antes.

Ejercicio 3.1 Se reciben lotes consecutivos de tamafio N =800 de piezas de sustrato de cera-

mica a las que se les ha aplicado un revestimiento metélico, mediante un proceso
de deposicion por vapor. La calidad del revestimiento depende de su grosor en
milésimas de pulgada. Para conocer el comportamiento probabilistico del gro-
sor se decidi6 tomar una muestra aleatoria de tamafo n =90 y los resultados se
muestran a continuacion:

941 86.6 943 941 931 851 846 973 851
932 912 932 921 946 840 836 96.8 905
90.6 86.1 86.7 964 963 937 854 944 95.6
914 904 83.0 882 947 877 89.7 96.1 883
882 89.1 953 864 91.1 90.6 87.6 98.0 84.1
86.1 873 941 850 924 894 851 854 837
95.1 841 978 849 90.6 836 89.6 86.6 829
90.0 90.1 931 873 89.1 841 900 917 873
924 952 864 89.6 888 826 90.1 875 864
874 86.1 87.6 903 864 831 943 842 845
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Calcular las medidas de tendencia central, las medidas de dispersion, los mo-
mentos de orden tres y cuatro con respecto a la media y las medidas de forma
(asimetria y curtosis).

Primero se usard Excel:

a. Capturar los datos en una sola columna de Excel, por ejemplo, en la columna
A el encabezado de los datos se llamara espesor, estos datos quedaran captu-
rados en las celdas dela Al ala A91 y la primera celda de esta columna sera
el encabezado o rétulo. Se capturaran columna por columna y en ese orden,
es decir, primero se capturan los datos de la primera columna, luego los de
la segunda y asi sucesivamente.

b. En la pantalla principal de Excel, dar click en el ment que dice Datos y
totalmente a la derecha debe aparecer un submenu denominado Andlisis
de datos.

Si no aparece el submenu de Anadlisis de datos, se debera activarlo, con las
siguientes instrucciones: dar un clic en el menu Archivo, elija el submenu
Opciones y aparece la siguiente pantalla:

FiGura 3.14.

Opcrnes de Excel ? x

| Genesal

2 Opeiones generales para trabajar con Excel

Opciones de interfaz de usuario

Mustrar descripciones de caractenistivas en imformacidn en pantalls -

nade | Fuente decuspe *

Multico

Servicios inteligentes de Office
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Elija el ment Complementos en esta pantalla y aparece la siguiente:

FIGURA
3.15.

Hasta debajo de esta pantalla aparecen los Complementos de Excel, dé un

Opciones de Fucel

General

Férmulas

Dates

Revmitn

Guardar

Idioma

Accesibilicad

Bvanzades

Personalizar cinta de opciones

Barra de hemamientas de accese ripide

| Complementos

Centro de contianza

a_ ‘ea y administre los complementos de Microsoft Office.

Complementos

[Nembre -

Complementos de aplicacian activos
Eure Cusrency Tools

Herramientas para anilisis
Herrarientas para anahsis - VBA
Soher =

| Ubicacign

MERMLAM

Complementos de aplicacién inactivos

Easy Document Creatar

Fecha (ML) (=
Inquire c
Microsoft Actions Pane 3

-~ MOFL.INL
~iveShim.dll

Microsoft Power Map for Excel
Microsoft Power Pivot for Excel
Mcrosatt Power View for Excel

Complementos relacionados con documentos
Complementos no relacionadas con documentos

Complemento:  Euro Currency Tools
Editor:

bilidad: Mo hay

Ubacacidn =

ram Files\h

Deseripeibn:  Conversion and farmatting for the euro curency

Administrar: | Complementos de Excel d 1%

clic en Ir... y aparece la siguiente pantalla:

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Complementos

Complementos disponibles:

formacién disponible sobre compatibils
Microsoft Officelroot\Oificel B\Libran\ EURDTOOL XLAM

[Tipo

Complernento de Excel
Complemente de Excel
Complements de Excel
Complemento de Excel

Complemente COM
Accin
Complemente COM

Paquete de expansién X

Complermento COM
Complemente COM
Complemento COM

dad

*

Es una herramienta que le ayuda a resolver y optimizar
ecuaciones mediante el uso de métodos matematicos.

""" Eura Currency Toals | Aceptar |
Herramientas para analisis

_____ Herramientas para analisis - VBA Cancelar
Solver

Examinar...
Automatizacian...
FiGura 3.16.
Saolver
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Palomee los complementos que requiera, por lo menos debe activar Herra-
mientas para analisis, quedando:

Complementos 7 >

Complementos disponibles:

Eurp Currency Tools
Herramientas para analisis

Herramientas para analisis - VBA

Cancelar
Salver

Examinar...

: FiGura 3.17.
Automatizacion...

Euro Currency Tools

Conversion and formatting for the euro currency

c. Una vez activado el subment de Analisis de datos, dandole clic aparece la
siguiente pantalla:

Ficura 3.18.

Analisis de datos ? *
Funciones para analisis

= P Aceptar
Analisis de varianza de dos factores con una sola muestra por grupo ~

Coeficiente de correlacion Cancelar
Covarianza

Esta|st| descri twa Ayuda
Suavizacion exponencial

Prueba F para varianzas de dos muestras

Andlisis de Fourier

Histograma

Media mavil

Generacion de ndmeros aleatorios v

d. Seeligelaopcion Estadistica descriptiva, apareciendo la pantalla de la Figura
3.19. En esta pantalla, en la Entrada, donde dice Rango de entrada, se cap-
turan las coordenadas donde se encuentran capturados los datos, es decir,
$A$1:3A$91 (notese que se incluye hasta el encabezado), lo que implica que
debe darse un click en la ventana que dice Rétulos en la primera fila. Tam-

bién se palomea la ventana que dice Resumen de estadisticas y finalmente
se da click en Aceptar.
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Estadistica descriptiva ? X
Entrada
Acept
Rango de gntrada: SAS1:5A591 2+ -_“}FI ar
Cancelar
Agrupado porn @Qolumnas
() Filas Ayuda

Rotulos en la primera fila

Opciones de salida

(") Rango de salida:

|

FIGURA 3.19. {®) En una hoja nueva:

O En un libro nuevo

[~]iResumen de estadisticas

[] Mivel de confianza para la mediz 95 %
[] k-ésimo mayor: 1
[ k-ésimo menor: 1

e. Se obtienen los resultados que aparecen en la figura 3.20.

Estadistico Valor
Media 89.47555556
Error tipico 0.438267247
Mediana 89.25
Moda 87.3
Desviacion estandar 4.157768176
Varianza de la muestra 17.2870362
Curtosis -1.001322258
FIGURA 3.20. Coeficiente de asimetria 0.255415846
Rango 15.4
Minimo 82.6
Maximo 98
Suma 8052.8
Cuenta 90

Notese que en este resumen estadistico no aparecen algunos conceptos que se
pide calcular, por ejemplo, el concepto de media solo muestra la media aritmé-
tica; si se desea calcular la media geométrica a través de Excel, se usa el siguiente
comando y se oprime enter:

Media Geométrica = MEDIA.GEOM($A$1:$A$91) = 89.380617
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De la misma forma:
=MEDIA.ARMO($A$1:$A$91) = 89.286323

Para obtener el semirango, es necesario primero obtener la maxima y la minima
observacion a través del siguiente comando:

Valor méaximo = MAX($A$2:$A$91) =98.0

Valor minimo = MIN($A$2:$A$91) = 82.6

Semirango = (Valor méximo + Valor minimo) /2 =90.3

Para calcular la desviaciéon promedio, en la columna B se calculan las desviacio-
nes con respecto a la media, es decir, la diferencia entre cada valor dado menos
su media aritmética, por ejemplo, en la celda B2, se teclea el siguiente comando:

Desviacidonl = $A$1-Media aritmética = 4.624444

En la siguiente columna C se calcula el valor absoluto de las desviaciones con
respecto a la media a través del siguiente comando:

= ABS(Desviacionl) = ABS(B1) = 4.624444

Después se iluminan las celdas B1 y C1, se coloca el cursor en el punto que apa-
rece abajo a la derecha en estas celdas y se dan dos clicks o se arrastra el cursor
hasta la celda C91, posteriormente se calcula el promedio de los datos obtenidos
en la referencia $C$2:$C$91,

Desviacién Promedio = PROMEDIO($C$2:$C$91) = 3.517235

La Desviacion Estandar es 4.157768, ndtese que la desviacion promedio es
menor. Esto ocurrird siempre.

Aungque el calculo de la desviacion promedio obtenido anteriormente se hizo
practicamente manual, existe el comando para hacerlo automaticamente con
Excel, simplemente se obtiene:
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Desviacion Promedio = DesvProm($A$2:$A$91) =3.517235

El concepto que aparece en el resumen estadistico de la figura 3.10 como Error
tipico se refiere a la desviacion estandar entre la raiz cuadrada del total de datos,
compruebe que:

Error tipico = 4.157768 /raiz(90) = 0.438267

El coeficiente de variacion es:

CV =Desv Est /Media aritmética = 4.157768 /89.475556 = 0.46468

El coeficiente de asimetria de Fisher es y, = 0.552416 > 0 positivo; por lo cual se
tiene una asimetria negativa, es decir, la distribuciéon de frecuencias empirica
carga su media a la derecha de su moda.

El coeficiente de asimetria de Pearson seria:

Cap= (89.475556-87.3)/4.157768 =0.52325

Para calcular el coeficiente de asimetria de Bowley-Yule primero deben calcu-
larse los cuartiles tercero q;, segundo q, y primero q;, con la siguiente expresion:

.= CUARTIL($A$2:$A$91, k)

Donde $A$2:$A$91 es la referencia de las celdas donde se encuentran los datos
y k=1, 2, 3 representa al primero, al segundo o al tercer cuartil:

q;= CUARTIL($A$2:$A$91, 3) = 93.1

q,= CUARTIL($A$2:$A$91, 2) = 89.25

q,= CUARTIL($A$2:$A$91, 1) = 86.175

De tal manera que su coeficiente de asimetria de Bowley-Yule es:

Capy=(93.1+ 86.175-2*89.25)/(93.1-86.175) =0.111913
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La curtosis y,=-1.001322 <0, es negativa, por lo que la curva de frecuencias
empirica es mas plana y amplia que su normal equivalente.

Con todos los calculos anteriores, el resumen estadistico de Excel quedaria de la

forma en la que se muestra en la figura 3.21.

Estadistico Valor
Media aritmética 89.4755556
Media geométrica 89.380617
Media arménica 89.286323
Semirango 90.3
Mediana 89.25
Moda 87.3
Rango 15.4
Desviacién promedio 3.517235
Desviacion estandar 4.15776818
Error tipico 0.43826725
Varianza de la muestra 17.2870362
Coeficiente de variacion 0.46468
Curtosis -1.0013223
Coef Asimetria Fisher 0.25541585
Coef Asimetria Pearson 0.52325
Tercer cuartil 93.1
Segundo Cuartil 89.25
Primer cuartil 86.175
Coef Asimetria Bowley- Yule 0.111913
Rango 154
Maximo 98
Minimo 82.6
Suma 8,052.8
Cuenta 90

FiGura 3.21
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Ahora se empleara Minitab:

Los pasos a aplicar con Minitab son los siguientes:

1. Se copia la tabla de datos en una sola columna de Excel en la pantalla prin-

cipal de Minitab.

2. Seselecciona el menu Stat dando un click en él y luego se escoge el submenu

Basic Statistics, posteriormente se selecciona el submenut Display Descrip-

tive Statistics, como se muestra en la figura 3.22.

1 Minitab - Untitled

File Edit Data Calc | Stal _gmph Editor  Touls Window Help  Assistant

P S B & ¥ O ji Dasic Statistics *

e

Display Descriptive Statistics... In

R
| neg

ANOVA

»

»

3 oot ’
Contrel Charts »

13/09) Quality Tools L3
Refiability/Survival b
»

»

»

»

»

Welcome to Minitab, Molivariate

F1GUra 3.22.

Time Series
Tables
Monparametrics
Equivalence Tests

Power and Sample Size ¥

Fary

L

FE HEHE 1R

=
=

L

a

1|

o

=

Store O

| Display Desuriplive Stalistics
Graphi(

| Summanze your data with descnptive
statistics, such as the mean and the
| stendard deviativn, and display the
1'53'“[_ results in the Session window.

1-5amy

2-5ample t...
Paired L.

1 Propoertion...

2 Proportions...
1-Sample Puissun Rate...
2-8ample Poiccon Rate...

1 Variancg...

+ 2 Variances...

LCorrelation...

Coyariance...

Normality Test...
Outlier Test...

Goodness-of-Eit Test for Poisson...

3. Aparece la pantalla de la figura 3.23 en la cual se selecciona la columna

donde se copiaron los datos de la muestra del ejercicio 3.1. Al dar un click

en el boton que dice Statistics, aparecen los estadisticos que puede calcular

Minitab de una muestra, como se observa en la figura 3.24, en la cual con el

botdn All se seleccionan todos.

4. Dela pantalla de la figura 3.23, se selecciona la opcidon Graphs, apareciendo

la pantalla de la figura 3.25, en la cual se muestran las opciones de graficos

que se pueden trazar y también se palomean todas las opciones.

5. Nuevamente en la pantalla de la figura 3.23, se oprime la opcién Ok, obte-

niéndose los resultados que se muestran en la figura 3.26. Los graficos que

aparecen como resultado se interpretaran en el siguiente subtema.
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Display Descriptive Statistics x
C1 Espesor Variables:
Espesor|

By variables (optional):

FiGura 3.23.
Q Statistics... | Graphs... ‘
Help oK | Cancel |
Display Descriptive Statistics: Statistics =
[v Mean [v Trimmed mean ¥ M nonmissing
[v SE of mean [v Sum [+ M missing
[v Standard deviation [v Minimum v M total
v Variance [v Maximum v Cumulative M
Iv¥ Coeffident of variation |v¥ Range |v Percent
¥ Cumulative percent
Iv First quartile I¥ Sum of squares ot
FIGURA 3.24. =retd d Check statistics
v Median ¥ Skewness ™ Default
¥ Third quartile v Kurtosis ™ None
[v Interguartie range [v mMssD & i
e =
Help oK Cancel
Display Descriptive Statistics: Graphs X

v Histogram of data
I+ Histogram of data, with normal curve
¥ Individual value plot

FiGura 3.25.

Help oK Cancel

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 122



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice |

Bibliografia

FIGURA 3.26

13/09/2019 08:41:46 a. m.

Welcome to Minitab, press Fl for help.

Descriptive Statistics: Espesor

Total
Wariable Count N HN* CumMN Percent CumPct Mean SE Mean TrMean StDev Variance
Espesor 90 5o a a0 100 100 5§9.47¢ 0.438 8%9.391 4.158 17.287
Variable CoefVar Sum  Sum of Squares Minimum Q1 Median 03 Maximum
Espesor 4.65 8052.300 722067.300 32.600 86.100 B8%.250 953.125 95.000 1
N fer
Variable ICR Mode Mode Skewness EKurtosis MS5D
Espesor 7.025 &86.4, 87.3 4 0.26 -1.00 8.7%2

Ahora se empleara R:

Los pasos con R son los siguientes:

1.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

R no puede leer los datos directamente de Excel, a menos que el archivo de
Excel se salve en un formato que R pueda interpretar, afortunadamente si
existe la opcion. Copie los datos del Ejercicio 3.1 en un archivo limpio de
Excel, que queden en una sola columna y salve dicho archivo en un formato
csv con las siguientes instrucciones:

En Excel abra el ment Guardar como y ponga el nombre del archivo donde
copi6 los datos del Ejercicio 3.1; en mi caso personal le voy a llamar “datos-
prob3-1”. Luego en la opcién donde dice Guardar aparece una pestaa apun-
tando hacia abajo, seleccionela para que le muestre los formatos o extension
en que puede guardarse el archivo, como se muestra en la figura 3.27. Elija
la opcién csv (delimitado por comas) (*.csv). Asegurese que este archivo se
guarde en la direccién de trabajo de R, porque si no, R nunca va a encontrar
el archivo donde estan los datos.

Range
5.400
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FiGura 3.27

T [ D: > Sem 2020-1

Problema3-1

CSV (delimitado por comas) (*.csv) v I [ Guardar
Libro de Excel (*axdsx)

Libro de Excel hal
Libro binario de Excel (*.xIsb)

tado para macros (*adsm)

Libro de Excel 97-2003 (*.xls) ificacién
CSVUTF-8 (delimitado por comas) (*.csv)
Datos XM

L (*xmil) p.m.

Pagina web de un solo archive (*.mht, *.mhtml)

Pagina web (*.htm, *.html)

Plantilla de Excel (*xlx) p. m.
Plantilla de Excel habilitada para macros (*xdtm)

Plantilla de Excel 97-2003 (*.di)

Texto (delimitado por tabulaciones) (*.bd) p. m.

Texto Unicode ("t}

Hoja de calcule XML 2003 (%2
Libro de Microsoft Excel 5
CSV (delimitado por comas)

(delimitade por espacios) (*.

Texto con formate
Texto (Macintosh;
Texto (M5-DOS) (

2. Res un software muy amigable tan solo con manejar los términos en inglés
bésico. Para conocer en qué directorio de trabajo opera el software r, teclee
el comando getwd(), el cual significa “get work directory”, en la direccién
que le proporcione tiene que guardar el archivo de Excel que acaba de crear
en el paso anterior, o en su defecto cambiar la direccién de trabajo de R con
el comando setwd(), “set work directory”, dando como argumento la ruta
del directorio que quiere usar: setwd(“C:\otro_directorio”). Si desea cono-
cer el contenido de su directorio de trabajo, puede ejecutar la funcién list.
files(), que le dara una lista de los archivos dentro del directorio de trabajo.

3. Para abrir el archivo de datos en R, cuando se recurre a la extensién csv, el
archivo queda guardado como un vector en donde cada una de sus compo-
nentes estan separadas por comas y cada una de ellas representa una lectura,
por lo cual, deben guardarse estos datos en un vector, al que se le denomi-
nara datos, a través del siguiente comando

» datos< -
c(datos < read.csv(file = "c:/Usuarios/OctavioEC/Documentos/datos-
prob3-1.csv;head = TRUE, sep=");

Otra forma de alimentar con datos a R es declarar un vector con todas las lectu-
ras de la muestra separadas por comas, de la siguiente forma:
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datos <-c(94.1,93.2,90.6,91.4,88.2,86.1,95.1,90.0,92.4,87.3,86.6,91.2,86.1,90.4,
89.1,87.3,84.1,90.1,95.2,86.1,94.3,93.2,86.7,83.0,95.3,94.1,97.8,93.1,86.4,87.6,94
.1,92.1,96.4,88.2,86.4,85.0,84.9,87.3,89.6,90.3,93.1,94.6,96.3,94.7,91.1,92.4,90.6,
89.1,88.8,86.4,85.1,84.0,93.7,87.7,90.6,89.4,88.6,84.1,82.6,83.1,84.6,83.6,85.4,89
.7,87.6,85.1,89.6,90.0,90.1,94.3,97.3,96.8,94.4,96.1,98.0,85.4,86.6,91.7,87.5,84.2,
85.1,90.5,95.6,88.3,84.1,83.7,82.9,87.3,86.4,84.5)

Los comandos basicos en R para realizar estadistica descriptiva de los datos se
muestran en la figura 3.28

FiGura 3.28.

Por ejemplo, si se teclea la instruccién

Comando Descripcion
summary(datos) Resumen estadistico
min(datos) Valor minimo

max(datos) Valor méximo

range(datos) Rango

mean(datos) Media aritmética o promedio

geometric(datos)

Media geométrica

armonic(datos)

Media armédnica

median(datos)

Mediana

lenght(datos) Numero de unidades muestrales
sd(datos) Desviacién estandar

var(datos) Varianza

skweness(datos) Coeficiente de asimetria

kurtosis(datos)

Coeficiente de curtosis

quantile(datos, 0.25)

Primer cuartil q1

quantile(datos, 0.75)

Tercer cuartil g3

IQR(datos) Rango intercuartilico
sort(datos) Ordenar
table(datos) Tabla de frecuencias absolutas

» summary(datos);

El resultado que arroja es el siguiente:

> datos<-read.csv(file="C:/Users/0OctavioEC/Documents/datosprob3-1.csv",,head=TRUE)

> summary(datos)

Espesor
Min. :82.
1st Qu.:86.
Median :89.
Mean :89.
3rd Qu.:93.
Max. :98.
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Ejercicio 3.4 La Liga Nacional de Futbol Americano (NFL por sus siglas en inglés) es la mayor

liga de futbol americano profesional de los Estados Unidos. Actualmente la NFL
esta formada por 32 franquicias establecidas en diversas ciudades y regiones
estadounidenses. Se divide en dos conferencias: la Nacional (NFC) y la Ameri-
cana (AFC). A su vez, cada conferencia se integra por cuatro divisiones (Norte,
Sur, Este y Oeste) y cada una de ellas, por cuatro diferentes equipos. La tempo-
rada regular consiste en un calendario de diecisiete semanas durante las cuales
cada equipo tiene una de descanso (denominada bye week), consistiendo en
seis partidos contra rivales de la misma division, asi como varios duelos inter-
divisionales e interconferenciales. A continuacion, se muestran los resultados
de la NFL del afo 2018.

Resultados de la NFL en el 2018

No.| Division Equipo G P| E| CIE DIV CONF | PF PC
1|AFC Este |[#2 New England Patriots | 11 5| 0| 0.688]| 43470 43563 | 436 | 325
2|AFC Este |Miami Dolphins 7 9| O 0.438| 43500| 43622 | 319 | 433
3|AFC Este |[Buffalo Bills 6| 10| O 0.375| 43557| 43681 | 269 | 374
4|AFC Este [New York Jets 4| 12 O 0.25( 43586| 43711 | 333 | 441
5|AFC Norte |#4 Baltimore Ravens 10 6| 0| 0.625| 43527 43563 | 389 | 287
6|AFC Norte [Pittsburgh Steelers 9 6| 1| 0.594| 36895| 37017 | 428 | 360
7|AFC Norte |Cleveland Browns 7 8| 1| 0.459| 36925| 37047 | 359 | 392
8|AFC Norte [Cincinnati Bengals 6| 10| O 0.375| 43586| 43681 | 368 | 455
9|AFC Norte |#3 Houston Texans 11 5| O 0.688| 43500| 43533 | 402 | 316

10|AFC Norte |#6 Indianapolis Colts 10 6| O 0.625| 43500| 43592 | 433 | 344
11|AFC Norte |Tennessee Titans 9 7| O 0.563| 43527| 43651 | 310 | 303
12|AFC Norte |Jacksonville Jaguars 5| 11| O 0.313| 43586| 43681 | 245 | 316
13|AFC Oeste |#1 Kansas City Chiefs 12 4] 0 0.75| 43470 43506 | 565 | 421
14|AFC Oeste |[#5 Los Angeles Chargers | 12 4| O 0.75| 43500| 43533 | 428 | 329
15[AFC Oeste [Denver Broncos 6( 10 O| 0.375| 43557| 43681 | 329 | 349
16|AFC Oeste |Oakland Raiders 4] 12| O 0.25| 43586 43711 | 290 | 467
17|NFC Este |#4 Dallas Cowboys 10 6| O 0.625| 43470| 43533 | 339 | 324
18|NFC Este [#6 Philadelphia Eagles 9 7| O 0.562| 43500| 43622 | 367 | 348
19|NFC Este [Washington Redskins 7 9| O 0.437| 43557| 43622 | 281 | 359
20|NFC Este |New York Giants 5| 11| 0| 0.313]| 43586| 43681 | 369 | 412
21|NFC Norte |#3 Chicago Bears 12 41 O 0.75| 43470 43506 | 397 | 273
22|NFC Norte |Minnesota Vikings 8 7| 1| 0.533| 36925| 37017 | 350 | 317
23 |NFC Norte |Green Bay Packers 6 9| 1 0.406| 36982| 37106 | 376 | 400
24|NFC Norte |Detroit Lions 6| 10| O| 0.375| 43557 43681 | 324 | 360
25|NFC Sur |#1 New Orleans Saints 13 3| 0| 0.813| 43500| 43533 | 504 | 353
26[(NFC Sur |Atlanta Falcons 7 9| O 0.438| 43500| 43592 | 414 | 423
27|NFC Sur |Carolina Panthers 7 9| O 0.438| 43557| 43651 | 376 | 382
28|NFC Sur |Tampa Bay Buccaneers 5| 11| O] 0.313| 43557| 43681 | 396 | 464
29|NFC Oeste |#2 Los Angeles Rams 13 3 O 0.8]| 6-0 43533 | 527 | 384
30[NFC Oeste |#5 Seattle Seahawks 10 6| O 0.6 43527| 43563 | 428 | 347
31[NFC Oeste |San Francisco 49ers 4| 12| O 0.25| 43617 43740 | 342 | 435
32[NFC Oeste |Arizona Cardinals 3| 13 O 0.2 43557| 43711 | 225 | 425

Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Temporada_2018_de_la_NFL
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Se desea calcular algunos parametros estadisticos de la poblacién (censo) y
obtener estimadores puntuales de dichos parametros estadisticos, a partir de
una o varias muestras tomadas de dicha poblacién. Suponga que la caracteris-
tica de interés es el nimero de pases completados con éxito (PC).

a. Obtenga la estadistica descriptiva censal de los pases completados con éxito.

b. Tome una muestra aleatoria simple de n=8 de la poblacién de N=32
equipos y realice la misma estadistica del inciso (a), a partir de la muestra
tomada.

c. Obtenga una muestra aleatoria estratificada con n=28 de la poblacién de
N =32 equipos y realice la misma estadistica del inciso (a), a partir de la
muestra tomada.

d. Ordene la poblacién de mayor a menor numero de pases completados con
éxito, obtenga una muestra aleatoria sistematica de n =8 de la poblacion de
N =32 equipos y realice la misma estadistica del inciso (a), a partir de la
muestra tomada.

e. Compare los resultados de las muestras tomadas con el resultado de la
poblacién bajo estudio y comente sus resultados.

La muestra aleatoria simple se genera aplicando ocho veces el comando aleato-

rio.entre(1,32)

Muestra Aleatoria Simple usando numeros aleatorios con excel:

No. | Divisiéon Equipo PC
1 AFC Este #2 New England Patriots 325
3 AFC Este Buffalo Bills 374
13 | AFC Oeste #1 Kansas City Chiefs 421
21 NFC Norte #3 Chicago Bears 273
26 NFC Sur Atlanta Falcons 423
29 NEC Oeste #2 Los Angeles Rams 384
31 NEFC Oeste San Francisco 49ers 435
32 NFC Oeste Arizona Cardinals 425

La muestra aleatoria estratificada se genera aplicando ocho veces, una en cada

estrato, el comando aleatorio.entre(a,b), por ejemplo, para el primer estrato

aleatorio.entre(1,4).
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Muestra Aleatoria Estratificada eligiendo aleatoriamente un equipo de cada

Division:
No. | Division Equipo PC
1 AFC Este #2 New England Patriots 325
6 AFC Norte Pittsburgh Steelers 360
10 | AFC Sur #6 Indianapolis Colts 344
14 | AFC Oeste #5 Los Angeles Chargers 329
19 | NFCEste Washington Redskins 359
21 | NFC Norte #3 Chicago Bears 273
26 | NFC Sur Atlanta Falcons 423
30 | NFC Oeste #5 Seattle Seahawks 347

La muestra aleatoria sistematica se genera ordenando la poblacién de equipos
del mayor nimero de pases completados con éxito hasta el menor, después se
aplica el comando aleatorio.entre(1,4) para generar un nimero entre 1 y 4, y
posteriormente elegir cada cuatro equipos a un representante.

Muestra Aleatoria Sistematica eligiendo aleatoriamente un equipo de los
primeros cuatro y luego cada 4:

No. | Division Equipo PC
2 NFC Sur Tampa Bay Buccaneers 464
6 AFC Este Miami Dolphins 433
10 NFC Este New York Giants 412
14 NEFC Sur Carolina Panthers 382
18 | NFCEste Washington Redskins 359
22 NEC Oeste #5 Seattle Seahawks 347
26 | NFCEste #4 Dallas Cowboys 324
30 AFC Sur Tennessee Titans 303

Con los datos de la tabla completa y con los datos de las tres muestras genera-
das, se obtiene la siguiente tabla de resultados:
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Muestra Muestra Muestra
Estadistico Poblacion Aleatoria Aleatoria Aleatoria
Simple Estratificada | Sistemdtica

Media aritmética 372.4375 382.5 345 378
Media geométrica 368.7147 378.3064 342.7547 374.4745
Media armoénica 364.9955 373.6738 340.4890 370.9932
Semirango 370 354 348 383.5
Mediana 360 402.5 345.5 370.5
Moda 360 #N/D #N/D #N/D
Rango 194 162 150 161
Desviaciéon promedio 45.0898 43.875 27.25 44.75
Desviacién estandar 53.4137 57.3909 42.0034 55.3637
Error tipico 9.4423 20.2907 14.8504 19.5740
Varianza 2,853.0282 | 3,293.7143 1,764.2857 3,065.1429
Coef. Variacion 0.1434 0.1500 0.1217 0.1465
Curtosis -0.9537 0.4869 2.1719 -1.0177
Coef. Asim. Fisher 0.1338 -1.1676 0.2450 0.2535
Coef. Asim. Pearson 0.2329 #N/D #N/D #N/D
Tercer cuartil 421.5 423.5 359.25 417.25
Segundo Cuartil 360 402.5 345.5 370.5
Primer cuartil 328 361.75 328 341.25
Coef. Asim. Bowley- Yule 0.1119 -0.3198 -0.1200 0.2303
Miximo 467 435 423 464
Minimo 273 273 273 303
Suma 11,918.00 3,060.00 2,760.00 3,024.00
Cuenta 32 8 8 8
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3.3. Analisis de datos univariados agrupados

En este subtema se usara el concepto de frecuencia relativa de una muestra obte-
nida empiricamente de un fenémeno aleatorio o sujeto a incertidumbre, como
un estimador del concepto de probabilidad desde el enfoque de la Escuela Fre-
cuentista o de Von Mises. Se sabe que la frecuencia relativa tiende a la proba-
bilidad cuando el nimero de ensayos tiende a infinito. Cabe sefialar que este
enfoque es un enfoque inductivo, parte de lo particular para llegar a lo general,
es decir, a partir de conocer una muestra aleatoria se trata de inferir el compor-
tamiento probabilistico de la poblacién, por lo cual se veran conceptos que tie-
nen el mismo nombre que lo calculado en el capitulo de Variables Aleatorias del
Volumen de Probabilidad, con la diferencia de que en aquel capitulo se referia
al comportamiento probabilistico de una poblacion. En este subtema se hard el
estudio del comportamiento en frecuencia de una muestra obtenida empirica-
mente. Si la muestra es representativa de la poblacién, entonces el comporta-
miento en frecuencia debera aproximarse al comportamiento probabilistico de
la poblacién.

Lo primero que se requiere es definir el rango de variacion R de las lectu-
ras obtenidas con el plan de muestreo establecido previamente en el subtema
anterior. Se define este rango de variaciéon como la maxima variacién o maxima
dispersion de las observaciones establecidas. Para calcular el rango, se utiliza la
expresion 3.12 definida en el subtema 3.1.3.

Cuando se pretende comparar una muestra con otra, es conveniente definir el
rango de variacion de otra forma, se puede tomar como limite superior la lectura
mayor y como limite inferior la lectura menor de todas las unidades muestrales
de todas las muestras obtenidas. Otra forma, también comun en la practica, es
tomar la especificaciéon o norma que sugiere algiin organismo reconocido, por
ejemplo, si se pretende obtener el rango de variacion de la edad de los académi-
cos de la UNAM, el menor valor que se toma corresponde con un ayudante de
profesor con 50% de sus créditos cubiertos que representa una edad aproximada
de 20 afios, y el maximo es 70, desde el punto de vista estatutario, que es la edad
de retiro segun el articulo 102 del Estatuto del Personal Académico. Asi, en este
ultimo caso, el rango seria de 50 aflos, sin que se tenga una muestra para ello; de
hecho, se da el caso de lecturas que estan por debajo de 20 y por encima de 70.

Para el caso de los datos proporcionados en el Ejercicio 3.1 la lectura
mas grande es 98 y la lectura mds pequefia es 82.6, por lo que el rango seria
R=98-82.6 =15.4. No hay nada escrito de donde deberd tomarse el limite infe-
rior y el limite superior del rango, es por conveniencia; se pretende conocer la
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variacion de los datos, por lo que se puede tomar de 82 a 98, con lo cual el rango
seria R=98-82 = 16; habra quien establezca tomar de 80 a 100, con lo cual el
rango seria R =100-80 = 20.

El siguiente paso es definir en cudntos subintervalos o clases se va a dividir
este rango. Otra vez, en este punto, la Estadistica es mas arte que ciencia, algu-
nos autores coinciden en establecer que el nimero de subintervalos o clases, m,
esté entre 5 y 15, otros autores establecen que sea aproximadamente igual a la
raiz cuadrada del total de datos; sin embargo, no deben ser muy pocas clases
que no permitan conocer la dispersion de los datos o tantas que dificulten los
calculos; nuevamente se reitera en tomar lo mas conveniente para hacer calcu-
los rapidamente y que se ilustre la variacion de los datos. Un numero adecuado
de subintervalos o clases seria m = 10.

Con esta tonica lo que sigue es definir la amplitud de cada subintervalo, A,
la cual se obtiene dividiendo el rango entre el nimero de clases, es decir,

A=R/m

No es forzoso que la amplitud de cada subintervalo sea la misma, por facilidad
se considera que si. De esta forma, con el primer rango definido, la amplitud de
cada subintervalo serfa A =15.4/10=1.54; con el segundo rango, la amplitud
serfa A =16/10=1.6; con el tercer rango, la amplitud serfa A =20/10=2.

Para definir los subintervalos o clases, es conveniente establecer criterios
para determinar exactamente donde cae una lectura. Los datos deben caer de
tal forma que no se traslapen, en uno y solo un subintervalo, por lo cual algunos
autores toman un digito de mas un poco antes del limite inferior del intervalo o
un digito de mas un poco después del limite superior del intervalo. En Ingenie-
ria, se establecen los conceptos de intervalo abierto o intervalo cerrado; puede
convenirse que el limite inferior del intervalo sea abierto y el limite superior
del intervalo sea cerrado, lo cual se indicaria ast: (a, b]; también se puede hacer
al revés [a, b). Con esta convencidn, se trata de definir una tabla, denominada
Tabla de Frecuencias, con el siguiente formato:
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F1GURA 3.29. Tabla de Frecuencias de un conjunto de datos obtenido como muestra

aleatoria de una poblacién

No. Lim Inf Lim Sup | Marca de Clase |Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia
Clase | Clase Clase Absoluta Absoluta Relativa Relativa

Acumulada Acumulada

LI, LS; =LLi+A | t;= (L +LS;)/2 f; Fi=11 f*1=f1/Fm | F*1=F1/Fn

2 LIp=LS; | LSp=LIh+A | ty= (LI,+LS,)/2 fp Fo=1f,+F, f*o=f/Fm | F*2=F5/Fn

LI;=LS; | LS3=LI3+A | t3= (LI3+LS3)/2 f3 F3=1f3+ F, f*3=f3/Fn | F*3=F3/Fn

m  |LIy= LS| LSm=LIn*A |tm= (LIn+LSy)/2 £, Fu=fn + Pt | Fm=fn/Fm | F¥m=Fm/Fm

En la tabla de frecuencias anterior se puede ver que existen m subintervalos o
clases. El limite inferior de cada clase es el valor minimo de la clase, el limite
superior es el valor maximo de la clase. El punto medio entre ambos limites se
define como la marca de clase. Cabe sefialar que la marca de clase es el valor
donde se van a considerar concentrados todos los valores de ese intervalo. Al
respecto, se toma como valor de concentracion el punto medio, lo cual viene
siendo su centro geométrico; sin embargo, no siempre el punto medio es el
valor donde se consideran concentrados los datos; ocurre lo mismo que la dife-
rencia entre centro geométrico y centro de gravedad, el centro geométrico es el
centro del lugar geométrico, en cambio, el centro de gravedad es el punto donde
se considera concentrada la masa de ese cuerpo. Si los puntos tienden a con-
centrarse en el limite inferior de cada clase, alli deberia estar la marca de clase;
de la misma forma, si los datos tienden a cargarse sobre el limite superior del
intervalo, entonces alli deberia estar la marca de clase. Como se considera que
los datos se cargan uniformemente a todo lo largo de la clase, por convencion,
la marca de clase se coloca en el punto medio de cada intervalo.

En la tabla de frecuencias de la figura 3.29, la frecuencia absoluta es el
nimero de observaciones o lecturas que caen en el intervalo de clase y si se
suman todas las frecuencias desde la primera clase hasta el limite superior del
intervalo que se esté analizando, a ese concepto se le denomina frecuencia abso-
luta acumulada del intervalo. Si se divide la frecuencia del intervalo entre el
tamafio de la muestra n, se obtiene la frecuencia relativa del intervalo, y de la
misma forma, si se divide la frecuencia absoluta acumulada entre n, se obtiene
la frecuencia relativa acumulada. A esta tabla, como ya se dijo, se le conoce
como tabla de frecuencias.

Cabe mencionar que el concepto de frecuencia tiene relacion directa con el
concepto de probabilidad. En el volumen anterior se definieron al menos cuatro
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escuelas de probabilidad: clasica o de Laplace, frecuentista o de von Misses, sub-
jetivista o de Savage y axiomatica, constructivista o de Kolmogoérov.

Noétese que en la segunda escuela se dice frecuentista precisamente porque
la probabilidad se define como el limite de la frecuencia con que ocurre un
fendmeno, cuando el tamaio de la muestra tiende a infinito; esto implica que si
la muestra es representativa de la poblacion entonces la frecuencia viene siendo
un estimador de la probabilidad, es decir, debe aproximarse a la probabilidad.

Para obtener la frecuencia de cada intervalo, se puede contabilizar manual-
mente cuantas observaciones caen entre el limite inferior y el limite superior
de cada intervalo, pero una forma rapida de contabilizarlo es utilizando Excel:

Por ejemplo, suponga que los datos del ejercicio 3.1 se encuentran capturados
en una pagina de Excel en las celdas A1:110, como se muestra en la figura 3.30:

F1GURA 3.30. Observaciones del Ejercicio 3.1

A B c D 3 F G H 1
94.1 86.6 943 94,1 93.1 85.1 84.6 97.3 85.1
93.2] 91.2] 93.2| 92.1] 94.6] 84.0/ 83.6| 96.8) 90.5
90.6 86.1 86.7 964 96.3 93.7 854 944 956
91.4 90.4 83.0 882 947 87.7 89.7 96.1 883
88.2 &9.1 953 86,4 91.1 90.6 387.6 98.0 84.1
86.1 873 941 850 924 894 851 854 837
95.1 84.1 97.8 849 90.6 886 89.6 86.6 829
90.0 90.1 93.1 87.3 89.1 84.1 90.0 91.7 87.3
92.4 95.2 86.4 89.6 B8.8 82.6 90.1 B7.5 26.4
87.3 86.1 87.6 90.3 861 831 913 841.2 845

O [0 ~ | [ (& (W |pa |=

=)

Si se teclea el comando:
Fyy = FRECUENCIA($A$1:$1$10, 90)

Se estaria obteniendo 51, lo que quiere decir que existen 51 observaciones que
son menores o iguales a 90; por favor, cuente manualmente cudntos numeros en
el cuadro de la figura 3.20 de arriba son menores o iguales a 90 y comprobara
que son 51. Este concepto no es la frecuencia del intervalo, sino que representa
a la frecuencia acumulada hasta el valor 90.

Para calcular la frecuencia absoluta acumulada hasta el limite superior del
primer intervalo de clase se tendria que aplicar el siguiente comando:

F, = FRECUENCIA($A$1:$1$10, LS1)
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En este comando el valor LS1 es incluido en el intervalo.
Notese qué si se pretende calcular la frecuencia absoluta en el primer intervalo,
esta serfa igual a la frecuencia absoluta acumulada del primer intervalo.

Sise pretende calcular la frecuencia absoluta de la segunda clase, el comando
por aplicar seria:
f, = FRECUENCIA($A$1:$1$10, LS2) - FRECUENCIA($A$1:$1$10, LI2)
La frecuencia absoluta acumulada del intervalo k seria:
F, = FRECUENCIA($A$1:$1$10, LSk)
En donde se puede apreciar que la frecuencia se acumula hasta el limite supe-
rior del intervalo, no hasta su marca de clase, como conceptualmente lo grafica
Excel, de alli la aclaracién.
La frecuencia absoluta del intervalo k seria:

f, = FRECUENCIA($A$1:$1$10, LSk) - FRECUENCIA($A$1:$1$10, LIk)

Con este comando, aplicado en el cuadro de datos de la figura 3.30, se obtiene
la siguiente tabla de frecuencias, figura 3.31:

F1GuRraA 3.31. Tabla de frecuencias del Ejercicio 3.31

No. | Lim Inf | Lim Sup | Marca |Frecuencia| Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia
Clase | Clase Clase | de Clase | Absoluta Absoluta Relativa Relativa

Acumulada Acumulada
1 82.6 84.14 83.37 10 10 0.1111 0.1111
2 84.14 85.68 84.91 10 20 0.1111 0.2222
3 85.68 87.22 86.45 10 30 0.1111 0.3333
4 87.22 88.76 87.99 12 42 0.1333 0.4667
5 88.76 90.3 89.53 12 54 0.1333 0.6000
6 90.3 91.84 91.07 9 63 0.1000 0.7000
7 91.84 93.38 92.61 7 70 0.0778 0.7778
8 93.38 94.92 94.15 9 79 0.1000 0.8778
9 94.92 96.46 95.69 7 86 0.0778 0.9556
10 96.46 98 97.23 4 90 0.0444 1.0000

Suma= 90
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Con esta tabla de frecuencias se pueden hacer estimaciones de frecuencia o de
frecuencia relativa muy importantes. Por ejemplo, qué porcentaje de las lecturas
es menor o igual a 87.22; en este caso observe el tercer renglén de la tabla:

F(x < 87.22) = 30

F*(x < 87.22) =30/90 = 0.3333 = 33.33%

;Qué porcentaje de las observaciones es mayor a 87.22?

F(x>87.22) =n-F(x<87.22) =90-30=60

F*(x>87.22)=1-F*(x<87.22) =1-0.3333 =0.6667 = 66.67%

;Qué porcentaje de las observaciones se encuentra entre 90.3 y 91.84, exclu-
yendo al limite inferior?

F(90.3<x<91.84)=9
F*(90.3<x<91.84)=9/90=0.10 = 10%

;Qué porcentaje de las observaciones se encuentra entre 87.22 y 91.84, exclu-
yendo al limite inferior?

F(87.22<x<91.84) =F(87.22 <x<88.76) + F(88.76 < x<90.3) + F(90.3<x<91.84) =
12+12+9=33

F*(87.22<x<91.84) =F*(87.22 <x< 88.76) + F¥(88.76 <x<90.3) +
F*(90.3<x<91.84)=12+12+9=33/90=0.3667 = 36.67%

Otras preguntas que pueden responderse con la tabla de frecuencias se plantea-
rian en modo inverso; por ejemplo, spara qué valor de x el porcentaje de lec-
turas es menor o igual a 70%? Observe que en las preguntas anteriores se daba
un valor de x y se pedia la frecuencia absoluta o relativa. En esta pregunta es al
contrario, se da una frecuencia relativa y se pide para qué valor de x se cumple.

Observe la sexta clase de la tabla de la figura 3.31:

XF*=0,7 = 9184
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Este valor de x se puede obtener también para valores no situados en los puntos
definidos. Por ejemplo, ;para qué valor de x el porcentaje de lecturas es menor
o igual a 25%?

Notese que el 25% en la frecuencia relativa acumulada cae en el tercer intervalo,
entre la frecuencia relativa 22.22% con el valor x = 85.68 y la frecuencia relativa
acumulada 33.33% con el valor de x = 87.22. En estos dos valores se tienen defi-
nidos dos puntos (85.68, 0.2222) y (87.22,0.3333), y se pretende obtener el valor
de x para el cual (x, 0.25). Se tienen definidos dos puntos extremos de una recta
y se pretende obtener un punto intermedio de ella.

Esto se realiza por interpolacién lineal:

.

F*—F*:M (x—x)
x x1 1
Xy =X

Despejando:

_ XX
N
sz—F*

X1

x (Fr=F%) +x,

Con esta expresion es posible calcular los denominados Cuantiles o Fractiles;
los primeros de los cuales se denominan Cuartiles, primer cuartil q;, segundo
cuartil q, o mediana, q; tercer cuartil, cada uno de ellos representa el valor de
x para una frecuencia acumulada del 25%, del 50% y del 75% respectivamente:

g = M(o,% —F* qul) +Llg,
Flsq, = F 1,
LSq, - LI
= 272 (050 - Py, )+ Lig,
FiS‘h ~llg,
_ LSq;-Lig;

R (0.75-F,,) +Lig;

%
Fis% - FLIq3

A la diferencia entre el tercer cuartil y el primer cuartil se le conoce como Inter-
valo intercuartil:
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lig=q5;-q,

También, con la expresion 3.33 es posible calcular los llamados Deciles, los
cuales representan los valores para los cuales la frecuencia relativa acumulada
representa un multiplo del 10%; en este sentido, se tienen 10 deciles; por ejem-
plo, el primer decil y el noveno decil representan aquellos valores para los cuales
la frecuencia relativa acumulada es del 10% y del 90% respectivamente, y se
calcularian con las siguientes expresiones:

d, = M(o.m -FY, ) +LId,
Fisa, = Fin, 1
LSdy— LI
d, = L5 = L1dy (0.90 - Pty ) + LId,
Fisa, = Flia, ’
A la diferencia entre el noveno decil y el primer decil se le conoce como Inter-
valo interdecil:

Ildzdg - dl

De la misma forma, con la expresion 3.33 es posible calcular los llamados Per-
centiles, los cuales representan los 100 valores para los cuales la frecuencia rela-
tiva acumulada representa un multiplo del 1%; por ejemplo, el percentil uno y
el percentil 99 representan aquellos valores para los cuales la frecuencia relativa
acumulada es del 1% y del 99%, y se calcularian con las siguientes expresiones:

_LSp,—LIp, (0.01-F}, ) +Lp,

17 o *
FLSPI - FLdPn

_LSpgy—LIpsy  (0.99—F%,.) + Lipg,
99 —
ISP99 - ZIP%

A la diferencia entre el percentil 99 y el percentil uno se le conoce como Inter-
valo interpercentil:

lip = pog— P,
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Si se grafica con un diagrama de barras la Frecuencia Absoluta o la Frecuencia
Relativa, se obtiene lo que se denomina un Histograma:

F1iGura 3.32. Histograma de los datos del Ejercicio 3.1

Histograma de Frecuencias Absolutas Histograma de Frecuencias Relativas
o 0.1333 0.1333
12 0.14 : E
- 10 10 10 = S p1z 0.1111 01111 0.1111
0.1000 0.1000
010
& 7 7 0.0778 0.0778
0.08
6
4 0.06 0.0444
4
0.04
2 002
0 000
1 2 3 4 5 6 i 83 9 10 1 2 3 4 5 G 7 8 9 10

Noétese que ambos histogramas tienen la misma forma, solo cambia la escala de
su eje vertical. De hecho, si los valores de cada barra de la derecha los multipli-
can por n =90, se obtienen los valores de las barras de la izquierda.

Si se trazan tomando como eje de las abscisas a la marca de clase y como
eje de las ordenadas las frecuencias absolutas o relativas, se obtiene lo que se
denomina el Poligono de Frecuencias Absolutas o el Poligono de Frecuencias
Relativas. Nuevamente estos poligonos tienen la misma forma, la inica diferen-
cia es la escala del eje vertical.

F1GURA 3.33. Poligonos de Frecuencias Absolutas y Relativas
de los datos del Ejercicio 3.1

Poligono de Frecuencias Absolutas Poligono de Frecuencias Relativas
14 0.14
12 0.2
10 0.10
8 008
6 006
4 004
2 0.02
0 0.00
81 84 86 88 90 92 94 96 98 82 84 86 88 90 92 94 96 98
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Poligono de Frecuencias Absolutas

Si ahora se grafica el limite superior de cada clase en el eje de las abscisas y la
frecuencia absoluta acumulada o la frecuencia relativa acumulada en el eje de las
ordenadas, se obtiene lo que se denomina el Poligono de Frecuencias Acumula-
das, también conocido como Ojiva, como se muestra en la figura 3.34:

F1GURA 3.34. Poligonos de Frecuencias Acumuladas u Ojivas

Acumuladas u Ojiva Acumuladas u Ojiva

88 90 92 94 96 98 100

oo
%]
]

86 83 90 92 94

Nuevamente, se puede apreciar que tanto el poligono de frecuencias absolu-
tas acumuladas como el poligono de frecuencias relativas acumuladas tienen la
misma forma, solo difieren en la escala del eje vertical.

También se le denomina Ojiva por la forma No Decreciente de dicha curva, que
la hace ver como la punta de un proyectil.

Hay una forma mads rdpida de obtener la tabla de frecuencias usando Excel, los
pasos son los siguientes:

1. Seda un clic en el ment denominado Datos y luego en el submend intitu-
lado Analisis de datos.

2. Una vez activado el submenu de Andlisis de datos, dandole clic aparece la
siguiente pantalla:

Poligono de Frecuencias Relativas

96 98 100
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F1Gura 3.35.

Anélisis de datos ? x
Funciones para analisis
Analisis de varianza de dos factores con una sola muestra por grupo Fs
Coeficiente de correlacion Cancelar
Covarianza
EStEqIStIF? descrlptwa_ Ayuda
Suavizacion exponencial
Prueba F para varianzas de dos muestras
Analisis de Fourier
Histograma

3. Seda clic en Histograma, luego en aceptar y aparece la pantalla:
Histograma ? >
Entrada
Aceptar
Rango de entrada: +
Cancelar
Rango de clases: o
. Ayuda
|:| Rotulos =
F1GURA 3.36 Cipciones de salida
O Rango de salida: *

@ En una hoja nueva:
() En un libro nuevo
|:| Pareto [Histograma ordenado)

|:| Paorcentaje acumulado
[ ] Crear gréfico

En esta pantalla, en donde dice Rango de entrada, se deben teclear las coor-
denadas de las celdas donde se encuentran los datos $A$1: $I1$10 (el simbolo
pesitos se utiliza para fijar o anclar la columna y el renglén); de otra forma,
sitiese donde esta el primer dato y arrastre el raton sin soltar el boton izquierdo
del mismo hasta donde se encuentre el dltimo dato. En esta misma pantalla,
palomee la opcidn Roétulos en la primera fila si existe encabezado de los datos,
si no existe encabezado déjela en blanco. En la opciéon Rango de clases teclee los
limites de los intervalos de clase. Palomee las opciones Porcentaje acumulado,
Crear Grafico y dé un clic en Aceptar.
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Aparece la Tabla de Frecuencias:

F1GURA 3.37. Tabla de Frecuencias Ejercicio 3.1

Clase
84.14
85.68
87.22
88.76
90.3
91.84
93.38
94.92
96.46
98

y mayor -

Frecuencia
10
10
10
12
12

S B NN 0O NN Vo

% acumulado
11.11%
22.22%
33.33%
46.67%
60.00%
70.00%
77.78%
87.78%
95.56%

100.00%
100.00%

Y se obtiene en una sola gréfica el histograma y la ojiva de los datos del Ejercicio 3.1:

14

12 1

10 -

L

e 8 -

-1

=

g 6 -

&

4 -

2..

U] \)
5 Jor Jak o
L A A

F1GuRra 3.38. Histograma y Ojiva de los datos del Ejercicio 3.1

Yo o g P P
& oF o g2

Histograma

Clase

- 120.00%
- 100.00%

80.00%

- 60.00%
40,00%  mmmm Frecuencia
I L 20.00% % acumulado
T T T T T - 0.00%

N
&

&

Nétese que Excel concentra la frecuencia acumulada en la marca de clase, por
simplificar y facilitar su trazado, pero la frecuencia acumulada debe concentrarse

en el limite superior de cada clase.
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Otro software que puede ser usado para obtener la tabla de frecuencias y las
graficas relacionadas con ella es Minitab; a continuacidn, se explicara el proce-
dimiento a seguir:

a. Silos datos estan agrupados en una tabla de excel, hay que colocarlos todos
en una sola columna, ya que se trata de una sola poblacion.

b. Se copia la columna de 90 datos y se pega en la hoja electronica de minitab,
por ejemplo, en la primera columna.

c. En el ment principal de minitab se da click en Graph y luego en Histogram,
apareciendo la siguiente pantalla en la cual se selecciona la segunda opcion
With Fit y se oprime Ok

Histograms *

Simple With Fit

FiGura 3.39.
With Fit and
With Groups Groups
Help | oK | Cancel |

d. Aparece la pantalla que se muestra en la figura 3.40, en la cual se selecciona
C1, luego Select y se oprime Ok

Histogram: With Fit X
C1 Graph variables:
=
FIGURA 3.40. Scale... | Labels. .. | Data View...
Multiple Graphs... | Data Options. .. |

Cancel

R

Help |
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e. Obteniéndose el Histograma que se muestra en la figura 3.41.

Histogram of C1
MNormal
Msan 89.48

StDew 4158
N 20

FIGURA 3.41.
Histograma de los datos
del Ejercicio 3.1

Empirical CDF of C1
Mormal
1004 Mean 8548
StDev 4158
d %0 FIGURA 3.42.
o f o Ojiva de los datos
. del Ejercicio 3.1
il
o
o
@ 40
201
Al
80 85 %0 95 100
(o]

De la misma forma, puede obtenerse la tabla de frecuencias y los graficos aso-
ciados a ella, a través del software R, a continuacion, se explicard la forma de
llevarlo a cabo.

1. Alimentar a R con los datos del Ejercicio 3.1 en formato csv, como ya

se explicd antes, o en su defecto capturar los datos en R con el siguiente
comando:

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 143




OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

datos < -
c(94.1,93.2,90.6,91.4,88.2,86.1,95.1,90.0,92.4,87.3,86.6,91.2,86.1,90.4,89.1,8
7.3,84.1,90.1,95.2,86.1,94.3,93.2,86.7,83.0,95.3,94.1,97.8,93.1,86.4,87.6,94.1
,92.1,96.4,88.2,86.4,85.0,84.9,87.3,89.6,90.3,93.1,94.6,96.3,94.7,91.1,92.4,90
.6,89.1,88.8,86.4,85.1,84.0,93.7,87.7,90.6,89.4,88.6,84.1,82.6,83.1,84.6,83.6,
85.4,89.7,87.6,85.1,89.6,90.0,90.1,94.3,97.3,96.8,94.4,96.1,98.0,85.4,86.6,91.
7,87.5,84.2,85.1,90.5,95.6,88.3,84.1,83.7,82.9,87.3,86.4,84.5)

2. Silos datos se obtienen de un archivo externo a R a través de Excel, teclear
el siguiente comando:

» Datos < -read.csv(file = "datosprob3-1.csv’, head = TRUE, sep =)

3. Para obtener la tabla de frecuencias de la muestra dada en el Ejercicio 3.1, se
utiliza el siguiente comando:

» table <-(datos)
Dando como resultado lo siguiente:

datos

82.6 829 83 83.1 83.6 837 84 84.1 842 845 84.6 849 85 851 854 86.1

1 1 1 1 1 1 1 3 1 1 1 1 1 3 2 3

86.4 86.6 867 873 875 876 87.7 882 883 886 888 891 894 89.6 897 90

90.1 90.3 904 905 90.6 91.1 912 914 91.7 921 924 93.1 932 937 941 943

2 1 1 1 3 1 1 1 1 1 2 2 2 1 3 2

944 94.6 947 951 952 953 956 96.1 963 964 968 973 97.8 98

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4. Para trazar el histograma de la muestra se teclea el siguiente comando:
» hist(datos, breaks = 10, main = “Fijando el nimero de clases (10)” )

Lo cual proporciona el grafico mostrado en la figura 3.43:
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Fijando el nimero de clases (10)

FIGURA 3.43.

0 o_ Histograma
de la muestra dada
oy en el Ejercicio 3.1
£ o |
% -
@
w
ol
o
[ T 1
85 920 95
datos

Se puede mejorar la presentacién de este histograma con las siguientes
instrucciones:

> hist( datos, breaks = 10, probability = TRUE, xlab = “Espesor de
recubrimiento’, ylab = “frecuencia relativa’, col = c( “green’”, “white”, “red” ),
main = “Histograma del Ejercicio 3.17)

> lines( density( datos ), lwd =2 ) # + su curva de densidad

> lines( density(datos), col = “blue”, Ity =2, ps =20 )

Lo cual arroja el histograma que se muestra en la figura 3.44:

F1GURA 3.44. Histograma de la muestra
dada en el Ejercicio 3.1

frecuencia relativa
000 002 004 006 008 0.10
1

89 90 95

Espesor de recubrimiento
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3.4. Calculo de los estadisticos muestrales o parametros
descriptivos de una muestra, para datos agrupados
en una tabla de frecuencias

En el subtema 3.2 (ver figura 3.10), se analizaron los conceptos y las expresio-
nes o férmulas para el célculo de los estadisticos muestrales o parametros de
una muestra (de tendencia central, de dispersion, de forma, etcétera). Todas
las expresiones que se definieron en ese subtema se basan en el calculo de los
estadisticos a partir de los datos enumerados de la muestra tomada, pero, ;qué
ocurre si no se dispone de los datos, sino solo de una tabla de frecuencias?,
scomo se calcularian los parametros muestrales?

Cabe senalar que las féormulas que se listaran a continuacion, parten del
supuesto que todas las observaciones que caen en un subintervalo o clase se
concentran en su marca de clase, de alli que los valores que resulten no van a
coincidir con los valores de las expresiones usadas en el subtema 3.1.

Por ejemplo, ;como calcular los pardmetros muestrales de tendencia cen-
tral, de dispersion y de forma, si solo se proporciona la tabla de frecuencias de
la figura 3.292

No.
Clase

Lim Inf
Clase

Lim Sup
Clase

Marca de Clase

Frecuencia
Absoluta

Frecuencia
Absoluta
Acumulada

Frecuencia
Relativa

Frecuencia
Relativa
Acumulada

LI

LS; =LLi+A

ti= (L11+le)/2

f;

F1= f1

f\kl:fl/Fm

F*1=F/Fn

L12=le

LS, =L+ A

to= (LI +LS,) /2

fa

Fo=f+ Fy

fo=fr/Fm

F*5=F3/Fm

LI3=LSQ

LS3 =L13+ A

f5

t3= (LI3+LS3)/2

F3=f3 + Fy

f*3=f3/Fm

F*3=F3/ 1:“m

Lln=LSm

LS =LA

tm= (LIm+LSm)/2

fm

Fm=fm + Frua

= fm/ Fi

F*szm/ Fin
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Para ilustrar la aplicacion de todas las féormulas que se veran en este subtema, se
utilizard la Tabla de Frecuencias de la Figura 3.31, correspondiente a los datos
del Ejercicio 3.1.
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No. | Lim Inf| Lim Sup | Marca |Frecuencia| Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia
Clase | Clase Clase | de Clase | Absoluta Absoluta Relativa Relativa

Acumulada Acumulada
1 82.6 84.14 83.37 10 10 0.1111 0.1111
2 84.14 85.68 84.91 10 20 0.1111 0.2222
3 85.68 87.22 86.45 10 30 0.1111 0.3333
4 87.22 88.76 87.99 12 42 0.1333 0.4667
5 88.76 90.3 89.53 12 54 0.1333 0.6000
6 90.3 91.84 91.07 9 63 0.1000 0.7000
7 91.84 93.38 92.61 7 70 0.0778 0.7778
8 93.38 94.92 94.15 9 79 0.1000 0.8778
9 94.92 96.46 95.69 7 86 0.0778 0.9556
10 96.46 98 97.23 4 90 0.0444 1.0000

Suma= 90

También se usara la tabla de Frecuencias del Ejercicio 3.3 citado en el subtema 3.2:

Ejercicio 3.3

cién General de Asuntos del Personal Académico de la UNAM.

Suponga que se cuenta con la siguiente tabla de frecuencias, obtenida de Las
Estadisticas del Personal Académico de la UNAM 2015, pagina 19, de la Direc-

(Fuente:http://dgapa.unam.mx/images/estadistica/anuario_estadisticas_

dgapa_2015.pdf)

Edad (afios cumplidos)

Universo
Hasta 24

UNAM

Total

30-34 [35-39 | 40-44 | 45-49 | 50-54 | 55-59 | 60-64 | 65-69 | 70 0 mds

s T [ L[ o[ [ [ o 58

Esta tabla debe completarse para formar la tabla de frecuencias, utilizando
Excel, de la forma que se muestra a continuacion:

Personal Académico en la UNAM por Edad en el 2015

F1GuRra 3.45. Tabla de Frecuencias del Ejercicio 3.3

Limite Limite Marca de | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia
Inferior | Superior Clase Absoluta Absoluta Relativa Relativa

Intervalo | Intervalo Acumulada Acumulada
24 22 896 896 0.0228 0.0228
25 29 27 2,356 3,252 0.0599 0.0826
30 34 32 3,539 6,791 0.0899 0.1726
35 39 37 4,457 11,248 0.1133 0.2859
40 44 42 4,924 16,172 0.1251 0.4110
45 49 47 4,847 21,019 0.1232 0.5342
50 54 52 5,288 26,307 0.1344 0.6686
55 59 57 5,106 31,413 0.1298 0.7983
60 64 62 3,712 35,125 0.0943 0.8927
65 69 67 2,401 37,526 0.0610 0.9537
70 0 mas 72 1,822 39,348 0.0463 1.0000
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Esta tabla presenta varias peculiaridades que vale la pena explicar; en primer
lugar, observe el primero y el dltimo intervalo de clase, son abiertos, el primero
define como intervalo hasta 24, ;qué significa?; el altimo intervalo de clase dice
70 o mas, ;hasta donde?; si no se conoce la poblacién, no se sabe hasta donde.
Vale la pena comentar que se trata de las edades del personal académico de la
UNAM. Para ser personal académico de la UNAM, se debe contar con al menos un
50% de créditos para ser ayudante de profesor, lo que significa que tenga mas o
menos 20 afos de edad, seria practicamente imposible que hubiera un académico
con 12 afos o menos, lo mas probable es que tenga una edad por arriba de 20
anos, por ello se coloca la marca de clase del primer intervalo en 22 afos. Por otra
parte, el articulo 102 del Estatuto del Personal Académico establece que cuando
un académico alcance la edad de 70 afos dejara su plaza; si la institucion requiere
de sus servicios podra contratarlo anualmente por honorarios; en la UNAM, en
realidad existen académicos hasta mayores de 90 afios, pero no son la norma, por
ello, también, la marca de clase del dltimo intervalo se considera en 72 afos.

Noétese en este caso en particular, que no existe rango de variaciéon como
comunmente se aplica, ya que no se conoce ni la edad minima, ni la maxima.
Por otra parte, también debe tomarse en cuenta que este ejercicio no aborda el
analisis de una muestra, sino el andlisis de toda la poblacién de académicos de
la UNAM en el 2015, por lo cual, mas adelante que se hagan calculos, la varianza
se calcula dividiendo entre 7 y no entre N-1, lo cual se haria cuando se trate de
una muestra, no de toda la poblacién como es el caso.

Para el calculo de la media aritmética o promedio para datos agrupados en una
tabla de frecuencias se utiliza la siguiente funcién matematica:

=m

1
tjf}: ;[tlfl + t2f2+ t3f3+ ot tmfm]

x|
1l
|-
~.

1

J

(o)

j=m
x= Lf =0+ G et bS]
j=1
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Calcule la media aritmética de la tabla de frecuencias de la figura 3.31, corres-
pondiente al problema 3.1 y la media aritmética de la tabla 3.45, correspon-
diente al problema 3.3.

Problema 3.1. Espesor Problema 3.3. Personal Académico en la UNAM
Marca de| Frecuencia Marca de| Frecuencia
CI;I;s:e Clase t; | Absoluta f; tf CI;I;s:e Clase t; Absoluta f; tf
1 83.37 10 833.70 1 22 896 19,712
2 8491 10 849.10 2 27 2,356 63,612
3 86.45 10 864.50 3 32 3,539 113,248
4 87.99 12 1,055.88 4 37 4,457 164,909
5 89.53 12 1,074.36 5 42 4,924 206,808
6 91.07 9 819.63 6 47 4,847 227,809
7 92.61 7 648.27 7 52 5,288 274,976
8 94.15 9 847.35 8 57 5,106 291,042
9 95.69 7 669.83 9 62 3,712 230,144
10 97.23 4 388.92 10 67 2,401 160,867
Suma= 90 8,051.5400 11 72 1,822 131,184
Media Aritm= 89.4616 Suma= 39,348 1,884,311
Media Aritm= 47.8884

Para el calculo de la media geométrica para datos agrupados en una tabla de
frecuencias, se utiliza la siguiente funcién matematica:

_ filn(t) +f,Ln (,) +-f,, Ln (t,)

x geom = €xp
n

X goom = €XP (f1 Ln(t) +f, Ln (t,) +- £, Ln (tm))

Calcule la media geométrica de la tabla de frecuencias de la figura 3.31, corres-
pondiente al problema 3.1 y la media geométrica de la tabla 3.45, correspon-
diente al problema 3.3.
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Praobl 3.1.E Probl 3.3. Personal Académico en la UNAM por Edad en 1 2015
No Marea de| Frecuencia No Marea de| Frecuencia
Clasle Clase t; | Absocluta f; tf; fLn(t) Clasle Clase t; | Absoluta f; tf; fLnit)
1 83.37 10 833.70 44.2329 1 22 896 19,712 2,769.5740
2 84.91 10 849.10 44.4159 2 27 2,356 63,612| 7,764.9917
3 86.45 10 864.50 44.5957 3 32 3,539 113,248| 12,265.2394
4 87.99 12 1,055.88 03.7267 4 37 4,457 161,909] 16,093.8611
S 89.53 12 1,074.36 53.9349 3 42 4,924 206,808| 18,404.2852
2] 91.07 9 819.63 40.6047 2] 47 4,847 227,809 18,661.6654
7 92.61 7 648.27 31.6988 7 52 5,288 274976 20,894.1768
=] 91.15 9 8417.35 40.9010 =] o7 2,106 2921,012) 20,613.8198
Q 95.69 7 669.83 31.9278 9 62 3,712 230,144 15,319.9228
10 97.23 4 388.92 18.3083 10 67 2,401 160,867 10,095.4670
Suma- 90 8,051.5100 104.3196 11 72 1,822 131,181 7,792.0857
Media Aritm= 89.4616 Suma= 39,348 1,884,311 150,705
Media Geoms= 89.3689 Media Aritim- 47.8384
Media Geom= 46.0652
Media armonica
Para obtener la media armonica para datos agrupados en una tabla de frecuen-
cias se usa la siguiente funciéon matematica:
— n n
= A S A
j 1 2 )3 m
_] —_—t— 4 —F e+ — (3'50)
S5 hohoh t,
0
_ n’ n?
armo — j— =
j=m
1 2 3 m
ﬁ ﬁ+£+ﬁ+...+ﬁ (3.51)
— 1 h L b tm
j=1
Calcule la media armonica de la tabla de frecuencias de la figura 3.31, corres-
pondiente al problema 3.1 y la media armdnica de la tabla 3.45, correspondiente
al problema 3.3.
Ejercicio 3.1 Ejercicio 3.3. Personal Académico en la UNAM por Edad en el 2015
N Marca de| Frecuencia N Mareca de| Frecuencia
. 0.
s Clase t; | Absuluta [ L LLnfy) L/ Clacs Clase ; | Absoluta § 4l FLn(t) L/
1 83.37 10 833.70 44.2329 0.1199 1 22 896 19,712 2,769.5740 40.7273
2 84.91 10 849.10 44.4159 0.1178 2 27 2,356 63,612 7,764.9917| 87.2593
3 86.45 10 864.50 44.5957 0.1157 3 32 3,539 113,248 12,265.2394| 110.5938
1 87.99 12 1,055.88 53.7267 0.1361 1 37 4,157 161,909 16,093.8611| 120.1595
= H9.53 12 1,0/4.36 53.9349 0.1340 o 42 4,924 206,808 18,404.2852| 117.2381
6 91.07 9 819.63 40.6047 0.0933 6 47 4,847 227,809 18,661.6654| 103.1277
T 92.61 Fi 648.27 31.6988 0.0756 g 52 5,288 274,976| 20,894.1768| 101.6923
38 94.15 9 847.35 40.9040 0.0956 8 ST 5,106 291,042| 20,643.8198| 89.5789
9 95.69 7 669.83 319273 0.0732 9 62 3,712 230,114] 15,319.9228| 59.8710
10 97.23 4 388.92 18.3083 0.0411 10 &Y 2,401 160,867 10,095.4670| 358358
Suma= ao 8,051.5400 4043496 1.0081 11 72 1,822 131,184 7,792.0857| 253056
Media Aritin- 89.4616 Suma-— 39,348 1,884,311 150,705.0889 891.6891
Media Geom= 89.3689 Media Aritm= 47.8884
Media Armo=  89.2768 Media Geom™ 16.0652
Media Armo= 44.1275
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Mediana para datos agrupados en una tabla de frecuencias

Para el calculo de la mediana se usa la férmula para obtener el segundo cuartil

en datos agrupados, es decir,

LSI-LII

e ox *
FLSI_FLH

(0.50- F* ;) + LI

(3.52)

En donde LSI representa al limite superior del subintervalo o clase cuya fre-

cuencia relativa acumulada cruza el 50% de los datos; LII representa al limite
inferior de dicho intervalo; Ff es la frecuencia relativa acumulada en LSI y Ff;
es la frecuencia relativa acumulada en LII.

Calcule la mediana de la tabla de frecuencias de la figura 3.31, correspon-
diente al problema 3.1 y la mediana de la tabla 3.45, correspondiente al pro-

blema 3.3.
Ejercicio 8.1 Ejercicio 8.8, Personal Académico cn la UNAM por Edad en ¢l 2015
Limite Limite |Marcade| Frecuencia Frecuencia |Frecuencia Relativa| Frecuencia Limite Limite |Marca de|Frecuencial Frecuencia Frecuencia Frecuencia
Inferior | Superior| Clase | Absolutaf Absoluta (] Relativa 4 Inferior | Superior| Clase 1 | Absoluta f Absoluta Relativa % Relativa
L Intervalo | Intervalo Acumulada F, Acumulada Lk Intervalo | Intervalo Acumulada F, Acumulada
Clase i : Clase . z
Y F
1 82.6 84.14 83.37 10 10 0.1111 0.1111 1 enor a 2 24 22 896 B96) 0.0228 0.0228
2 8414 B5.68 84.91 10 20 0.1111 0.2222 2 25 29 27 2,356 3,252 0.0599 0.0826
3 53.68 8722 B86.45 10 S0 01111 0.3333 ) 30 >4 S32 3,239 6,791 0.08939 01726
4 87.232 BB.76 87.99 12 42 0.1333 0.4667 4 35 39 37 4,457 11,248 0.1133 0.2859
S 8876 90.3 89.53 12 54 0.1333 0.6000 5 40 44 42 4,924 16,172 0.1251 041100
[ 90.3 91.84 91.07 9 63 0.1000 0.7000 [} 45 49 47 4.847 21,019 0.1232 0.5342
7 91.84 93.38 92.61 T 70 00778 07778 i 30 54 52 5,288 26,307 0.1344 0.6630
8 9338 94.92 94.15 S 79| 0.1000 0.8778 a8 55 59 57 5,106 31.413 0.1298 0.7983
9 94092 9646 95.69 7 86 0.0778 0.9556 9 &0 &4 62 3,712 35,135 0.0943 0.892T
10 9646 98 97.23 4 20 0.0445 1.0000 10 65 69 67 2,401 37,526/ 0.0610 0.9537
Suma= 20 1.0000 11 it) O mas T2 1,822 29,348 0.0463 1.00000
St 39,348 L0000
LsI - LT - Mediana= 89.1450
m, = oy oo~ Fua )t L = B o e Mediana=  48.6125
Fog = Fex -

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Moda para datos agrupados en una tabla de frecuencias

Para el calculo de la moda para datos agrupados en una tabla de frecuencias se
utilizara la grafica de la figura 3.34. La moda siempre cae en el intervalo donde se

encuentra la frecuencia absoluta o relativa mds alta, a esta frecuencia se le deno-

mina fmax, por lo que una primera aproximacion a la moda de una muestra es

tomar la marca de clase del intervalo donde se encuentra la maxima frecuencia:

(3.53)

Noétese que segun la figura 3.46, se forman dos triangulos con un vértice coin-

cidente. Por Ley de los Triangulos opuestos por el vértice, la altura de uno entre
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su base es igual a la altura del otro entre su base, dado lo cual se puede deducir

el valor de la moda a partir de la siguiente expresion:

m, = LI + a5

A+ A,

Donde

A 1 :fmax _f;mt
AZ =fmax _fant

(LSI-LII)

f,

ant

A

Y

=

LIS LS
=]

=

(3.54)

FIGURA 3.46

Calcule la moda de la tabla de frecuencias de la figura 3.31, correspondiente al
problema 3.1 y la moda de la tabla 3.45, correspondiente al problema 3.3.

i 3.1 il in 3.3, Peisonal en la UNAM por Edad en el 2013
Limite Limite |Marcade| Frecuencia Frecuencin Frecuencia Frecuencia Limite Limite |Marcade| Fi ! Fi i Fre Frecuencin
Inferior  Superior| Claset, Abscluta £ Absoluta Ralativa £, Relativa Inferior | Superior | Claset Absoluta f Absoluta Relativa f* Relativa
No. Clase | Intervala |Intervalo Acumulada F, Acumulada F* Ne. Clase | Intervala | Intervala Acumulada F Acumulada F*,
1 826 8414 | 8337 10 10 0.1111 0.1111 1 nenor a 24 24 a3 890G H06 0.0228 0.0228
2 £4.14 8568 8401 1 20 0.1111 0.2222 2 25 29 27 2,356 3.252 0.0599 0.0826
E) §5.68 87.22 8645 10 S0 01111 0.3333 E) 30 24 22 J339 6.791 0.0899 01726
4 8722 8876 | 8700 12 43 0.1333 04667 4 35 30 37 4,457 11,248 0.1133 0.2856
s 88.76 90.3 8952 12 54 0.1323 0.6000 s 40 44 42 4,924/ 16,172 0.1251 0.4110
5] 90.3 91.84 91.07 9 63 0.1000 0.7000 5] 45 49 47 4.847 21.019 0.1232 0.5342
7 ©1.84 6338 | @26l 22 70 0.0778 0.TTTE 73 a0 a4 ) 5,288 26,307 0.1344 0.6080
3] 93.38 94.92 94.15 9 79 0.1000 0.8778 3] 55 59 57 5.106 31413 0.1298 0.7963
(] 09402 9646 | 9569 7 80 0.0778 (.9556 (] 60 4 62 3,712 35125 0.0943 0.8927
10 96.46 a8 97.22 4 90 0.0444 1.0000 10 65 &9 &7 2.401 37.526 0.0610 0.9537
Sumas oo 1.0000 11 7o © mis 72 1.822 39.348 0.0463 1.0000
Media Aritm= Suma= 30,348 1.0000
Medin Ariom=
y Mediana= §9.1450
o m L | ==\ - 1) Mudianas 486125
Moda 1a Aprox~ B8.T6 f 1
Donde 7 o, w Ll e| =B Nisr - Lir) Moda 1a Aprox= 52
&= Son = Sfou Mada 23 Aprox= BE.ASI0 pilted
LRSS Donde Moda 2a Aprox= 53.5303
A= fo =
LIRF S A
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Semirango

Para obtener el semirango para datos agrupados en una tabla de frecuencias se
usa la siguiente funcion matematica:

_ LIL +LSI,
- 2

SR

En donde LII, es el limite inferior del primer subintervalo de la muestra y LSI,,
es el limite superior del subintervalo m-ésimo.

Calcule el semirango de la tabla de frecuencias de la figura 3.31, correspondiente
al problema 3.1 y el semirango de la tabla 3.45, correspondiente al problema 3.3.

De la tabla de frecuencias de la figura 3.31, se observa que LII, = 82.6 y LSI,, = 98,
por lo que:

SR=(82.6+98)/2=90.3
La tabla 3.45 correspondiente al ejercicio 3.3 no indica el limite inferior del
primer intervalo, pero siguiendo la secuencia légica se fijara en 20; de la misma

forma, el limite superior del ultimo intervalo se fijara en 74, por lo que:

SR=(20+74) =47
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F1GURA 3.47. Formulario para calcular medidas de tendencia central de una muestra

CALCULO DE LOS PARAMETROS ESTADISTICOS DE UNA MUESTRA

Parametro
Medi D i D A
edidas Estadistico atos sin agrupar atos Agrupados
S it 1
= > Lifi=— [hAittafottsfotottyf]
j=1
0
Media 1 i=n 1 B j=m
Aritméticao | X= " xizg[x1+x2+x3+---+xn] x=, tf =0 s f 4t b ]
Promedio i=1 j=t
donde
f
* =
f n
Ln(t Ln(t,)+-f, Ln(t,
p[f () +fiLn (1) +-f n m))
Media Xoeom = ﬁlx = /% x5 x5 0 X 0 '
o geom — 11 i = 17427 A3 Ay
Geométrica Pl B [fan(tl) ' Ln(b) +f'Ln (tm)]
xgenm =exp n
_ n n
X armo = j=m =
2 ﬁ + é + é +ot fﬂ
t; t, ¢t t
Media X grmo l:nn T 1" . o =1 1 b L m
—_— Armonica Z —_— — —F—F e — 5 5
5 Zox X X X3 X, 5 n _ n
‘a armo — -
: TR (R B L, T
.§ o1 tj L bt tm
__dé 1 j=m j=m
It xponde=; fltjz fji}=[f1t1+f2+f3+m+fm]
A j=1 j=1
Media
Ponderada Donde
P
In
Media El promedio del p% de los datos El promedio del p% de los datos centrales de una
Acotada centrales de una muestra muestra
. Se ordenan los valores de menor a
Mediana mayor o de mayor a menor. Si # es impar LSI-LII
o Segundo A yora menor. P e~ 7w x| (0-50—F*LH) +LII
. se toma el de enmedio. Si n es par se Ftg—Fin
Cuartil i )
toma el promedio de los dos de enmedio
El valor mas frecuente o el valor que A,
mas se repita en el conjunto de datos de | ™= LI+ A +A, (LSI -LiI )
Moda la muestra. Si hay empate, se dice que Donde
no existe moda tnica (algunos autores
toman el valor que se encuentra més a la By = fonax = ont
izquierda) AZ =fmax _f;mst
Xppax T Xomi
Semirango | SR= == sr= L+ LS, ;LSI’"
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3.4.2. Medidas de dispersion para datos agrupados en una tabla
de frecuencias

El rango o amplitud R de para datos agrupados
en una tabla de frecuencias

Para obtener el rango R para datos agrupados en una tabla de frecuencias se usa
la siguiente funcién matemadtica:

R=LSI, - LII, (3.56)

En donde LII, es el limite inferior del primer subintervalo de la muestra y LSI,,
es el limite superior del subintervalo m-ésimo.

Calcule el rango de la tabla de frecuencias de la figura 3.31, correspondiente al
problema 3.1 y el rango de la tabla 3.45, correspondiente al problema 3.3.

De la tabla de frecuencias de la figura 3.31, se observa que LII, = 82.6 y LSI,, = 98,
por lo que:

R=98-82.6=15.4
La tabla 3.45 correspondiente al ejercicio 3.3 no indica el limite inferior del

primer intervalo, pero siguiendo la secuencia légica se fijara en 20; de la misma
forma, el limite superior del tltimo intervalo se fijara en 74, por lo que:

R=(74-20) =54
Noétese que el rango es una medida de dispersion, en cambio el semirango es
una medida de tendencia central.
Desviacion Promedio para datos agrupados

en una tabla de frecuencias

Se puede calcular la desviacion promedio para datos agrupados en una tabla de
frecuencias de la siguiente forma:
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1=
Desv Prom = — x| f
esv Prom =— 2 |t~ x| f; (3.57)

j=m
Desv Prom= ) |t;—x| f}

s (3.58)

donde
Py
n

Calcule la desviaciéon promedio de la tabla de frecuencias de la figura 3.31,
correspondiente al problema 3.1 y la desviacién promedio de la tabla 3.45,
correspondiente al problema 3.3.

Ejercicio 3.1 Ejercicio 3.3. Personal Académico en la UNAM por Edad en el 2015
- Marca de | Frecuencia - Marca de | Frecuencia
Clase Clase t; Absoluta f; |tmedia | f Clase Clase t; | Absoluta f; |tjmedial|f;
1 83.37 10 60.9156 1 22 896 23,195.9662
2 84.91 10 45.5156 2 27 2,356 49,212.9648
3 B86.45 10 30.1156 3 32 3,539 56,228.8890
4 87.99 12 17.6587 4 a7 4. 457 48,529.39491
=] 89.53 12 0.8213 5 42 4,924 28,994.2610
2] 91.07 9 14.4760 2] 47 4,847 4,305.8576
7 92.61 7 22.0391 7 o2 5,288 21,742.3778
8 94.15 9 42.1960 8 57 5,106 46,524.0584
9 95.69 7 43.5991 9 62 3,712 52,382.4255
10 97.23 4 31.0738 10 6/ 2,401 45,887.0592
Suma= 20 308.4107 11 72 1,822 43,931.4168
Suma= 39,348 420,934.6755
Desv Prom= 3.4268
Desv Prom= 10.6977

Varianza o variancia para datos agrupados
en una tabla de frecuencias

Se calcula el concepto de varianza o variancia para datos agrupados en una tabla
de frecuencias de la siguiente forma:

2 —
Sn—l_

1 EZr 2
— gl(tj‘x)ﬁ (3.41)

m

-
Il

5 n _
tfff_n—l * (3.59)

1
Si_1=—l
h- 1

-
1]
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]= m
n 2
1= t-Xx) f
n-l n—1,1(1 ) /i (3.60)
j=
j=m
2 = P32
1 n—-1 Z i (3.61)
j=1
Calcule la varianza de la tabla de frecuencias de la figura 3.31, correspondiente
al problema 3.1 y la varianza de la tabla 3.45, correspondiente al problema 3.3.
Ejercicio 3.1 Ejercicio 3.3 P 1 Académico en la UNAM por Edad en el 2015
Marca de Frecuencia Marca de Frecuencia
(_'.lraos-e Clase Absoluta f | t-media| § 18 mnd{n]?fJ L‘hll:s-e Clase ¢ Absoluta f | y-media | § i m(-.rlinp:'fg
1 83.37 10| 60.9156 371.0705 1 22 896 23,195.9662 600,505.41
2 84.91 10| 45.5156 207.1666 2 27 2,356 49,212.9648 1,027,977.89
3 26.45 10| 30.1156 90.6947 3 32 3,539 56,228.8890 893,384.56
4 87.99 12 17.6587 25.9857 i 37 4,457 48,529.3991 528,405.33
5 89.53 12 0.8213 0.0562 5 42 4,924 28,994.2610 170,728.51
[ 91.07 9 14.4760 23.2838 & 47 4,847 4,305.857& 3,825.13
7 92.61 7 22.030 69.3889 7 52 5,288 21,742.3778 £9,396.93
s 94.158 9 42.1960 197.8336 a8 L-14 5,106 46,524.0584 423,910.70
9 95.69 7 43.5991 271.5548 El 62 3,712 52,382 4255 739,202.18
10 97.23 4 31.0738 241.3949 10 a7 2,401 45,887.0592 876,977.18
Suma= a0 308.4107 1,498.4296 11 72 1,822 43,931.4168 1,059 ,258.72
Suma= 39,348 420,934.6755 6,413,572.5443
Varianza= 16.6492
Desv Est= 4.0803 Varianza= 162.9962
Caef. Varincién= 0.04586 Desv Est= 12.7670
Coef. Varincion= 0.2666
En el ejercicio 3.1, para calcular la varianza se dividié entre n-1, ya que se trata
de una muestra, pero en el ejercicio 3.3 se dividid entre N, ya que se trata de la
poblacion.
Desviacion estandar para datos agrupados
en una tabla de frecuencias
Se define la desviacién estandar de los datos de una muestra como la raiz cua-
drada de la varianza muestral, es decir,
D T = (3.62)
Suo1= Z (tj -X ) f}
n—1 °Z
j=1
1 8", no_, (3.63)
S,-1= | — tf; - X
n-1 < n-1
j=1
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g 3.64
S Y e

Sn—lz\/ ? [}imtif;—y(z] (3.65)
j=1

n-1

Calcule la desviacion estandar de la tabla de frecuencias de la figura 3.31, corres-
pondiente al problema 3.1 y la desviacion estandar de la tabla 3.45, correspon-
diente al problema 3.3.

Para el ejercicio 3.1, Sn — 1=4.0803
Para el ejercicio 3.3, Sn =12.767
Coeficiente de variacion para datos agrupados

en una tabla de frecuencias

El célculo se haria con la misma definicidn:

CVZSn—l

Xl

Calcule el coeficiente de variacion de la tabla de frecuencias de la figura 3.31,
correspondiente al problema 3.1 y el coeficiente de variacion de la tabla 3.45,
correspondiente al problema 3.3.

Para el ejercicio 3.1, CV =0.0456
Para el ejercicio 3.3, CV =0.2667

Momentos de Orden k con respecto al origen y con respecto
a la media aritmética para datos agrupados
en una tabla de frecuencias

Los momentos muestrales de orden k con respecto al origen y de orden k con
respecto a la media aritmética para datos agrupados en una tabla de frecuencias
se calculan con las siguientes expresiones matematicas:

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 158



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

1 j=m j=m
m’k=7 t’;]j: Jﬁ
j=1 j=1
| N
me=— (6-%)"fi=2 (5-%) f
j=1 j=1

Como se puede apreciar, al momento de orden k=1 con respecto al origen se
le conoce como media aritmética. El momento de orden k=1 con respecto a la
media es cero. El momento de segundo orden con respecto a la media tiene una
relacion directa con el concepto de varianza:

=3 (5-3) = s
2_1’11 : j j— n n-1

FiGuRraA 3.48. Formulario para calcular medidas de dispersion de una muestra

CALCULO DE LOS PARAMETROS ESTADISTICOS DE UNA MUESTRA
Medidas Parametro Estadistico Datos Sin Agrupar Datos Agrupados

Rango k= ) R=LSI, - LI,
[i

o G
Des‘lProm—”ZF_ \lf

= DesvPr e i g
Desviacién Promedio DesvProm==7 |x; - AL Z_:|I v
i
: donde
e/
n
1 = I_'
8, =—=>t,-%)
L9 7
¢ _ 1 %‘Ir'f— n_.
. . 1, ? T T |
Varianza S =—2.(x—x)
‘8 n—1< ! n i 2
3 S8, =—=> |t -%)
g T oon 12[ 7
a Sid= | iy P ¢
= T oon I_Z_:If X
5=
S =
Desviacion Estandar
5 =
S, =
, S .
Coeficiente de Variacion ClF= \T CT =?
S s
E - Estard EE - % EE ==t
ITUT slandar & _\‘]{E
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3.4.3. Medidas de forma para datos agrupados
en una tabla de frecuencias

El coeficiente de asimetria de Fisher para datos agrupados en una tabla de fre-
cuencias, representado por y;, se definié como:

Yi=
s,

Calcule el coeficiente de asimetria de Fisher de la tabla de frecuencias de la
figura 3.31, correspondiente al problema 3.1 y el coeficiente de asimetria de
Fisher de la tabla 3.45, correspondiente al problema 3.3.

Ejerc-ieio-S. 1 Ej io 3.3. P 1 Académico en la UNAM por Edad en el 2015
No. Marca de Frecuencia i 5 .y No. Marca de Frecuencia - i %
Clase Clase t, Absoluta f (ty media) (G-media)'l Clase Clase t, Absoluta f (t media)”s (- media)’l
1 83.37 10 371.0705 -2,2060.3965 1 22 896 600,505.41| -15,546,097.43
2 84.91 10 207.16606 -942,9302 2 27 2,356 1,027,977.89| -21,472,767.28
3 80.45 10 90.6947 -273,1320 3 32 3,039 893,384.56| -14.194,411.22
4 87.99 12 25.9857 -38.2394 4 37 4,457 528,405.33 -2,753,464.96
=] 89.50 12 0.0562 0.00338 ] 42 4,924 170,728.51 -1,005,310.09
<] 91.07 9 23.2838 37,4508 (] 47 4.847 3,825.13 -3,398.07
7 92.61 7 69.3889 218.4672 7 52 5,288 89,396.92 367.568.44
8 94.15 9 197.8336 927.5319 8 57 5.106 423.910.70 3.862,523.69
9 95.69 7 271.5546 1,691.3630 9 62 3,712 739,202.18| 10.431,358.66
10 97.23 4 241.3949 1,875.2630 10 67 2,401 876,977.18| 16,760,476.31
Suma= 90 1,498.4296 1,235.3815 11 72 1,822 1,059,258.72| 25,540,469.99
Suma= 39,348 6,413,572.5443 -1,013,051.9709
Varianza= 16.6492

Desv Est= 4.0803 Varianza= 162.9962

Cv= 0.0456 Desy Est= 12.7670

Coef Asimetria= 0.2021 Cv= 0.2666
Coef Asimetria= -0.0124

Coeficiente de asimetria de Pearson para datos agrupados en una tabla de
frecuencias

Se definid como:

x—-m,
Sn—l

CAP =

En donde m, representa a la moda de la muestra.

Calcule el coeficiente de asimetria de Pearson de la tabla de frecuencias de la
figura 3.31, correspondiente al problema 3.1 y el coeficiente de asimetria de
Pearson de la tabla 3.45, correspondiente al problema 3.3.
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Para el ejercicio 3.1, CAP = (89.4616—88.4520)/4.0803 =0.254
Para el ejercicio 3.3, CAP = (47.8884-53.5393) /12.767 = -0.4426

Coeficiente de asimetria de Bowley-Yule para datos agrupados en una tabla de
frecuencias

+q,-2
CABY:% q1— 49>
43— 4

Calcule el coeficiente de asimetria de Bowley-Yule de la tabla de frecuencias de
la figura 3.31, correspondiente al ejercicio 3.1 y el coeficiente de asimetria de
Bowley-Yule de la tabla 3.45, correspondiente al ejercicio 3.3.

in 3.1 icio 3.3, Personal Emico en la UNAM por Edad en el 2013
Limite Limire Marea de Frecuencia | Frecuenein Fracuencin Frecuencia Limite Limire Marea de Frecuenci | Frecuencia Fracuencia Fracuencia
Inferior Superior Clase t, Absalum § Absolurm Relatbvwn [ Relarva Inferior | Superior Clase t a Absolum Absoluta Relativn % Relariva
No. Clase|  Intervalo Intervalo it : Acumulada F, ¥ Acumulada No. Clase | Intervalo |Intervalo 3 f Acumulada F, ¥ Acumulada
Py
1 826 84.14 8337 10 10 0.1111 0.1111 1 menor & 24 24 22 806 896 0.0228 0.0228
2 54.14 B85.68 8491 10 20 0.1111 0.2222 2 25 29 27 2,356 3.252 0.0599 0.0826
3 B5.68 87.22 8645 10 30 0.1111 0.3333 3 30 34 32 3,530 6,791 (.0899 0.1736
4 87.22 88.76 8799 12 42 0.1333 0.4667 4 35 39 a7 4457 11,248 0.1132 0.2859
5 §6.76 903 89.53 12 54 0.1333 0.6000 5 40 e 42 4,924 16.172 0.1251 04110
& 90.3 91.84 9107 9 63 0.1000 0.7000 & 45 49 47 4,847 21019 01232 0.5342
F 91.84 93.38 92.61 7 70 00778 07778 7V a0 54 52 5,288 26,307 0.1344 0.0686
[ 93.38 94.92 94.15 9 79 0.1000 08778 8 55 59 57 5.108 31.413 0.1298 0.7983
9 94.92 96.46 95.69 i 86 00778 0.9556 9 60 &4 62 3,712 35.125 0.0943 0.8927
10 9646 o8 97.23 4 90 0.0444 1.0000 10 65 69 67 2401 37526 Q0610 0.9537
Suma= o0 1.0000 11 70 o s 72 1,822 39,348 0.0463 100000
Suma= 39.248 1.0000
o Comne 86065 g - EBHH (025 F;, )+ Lig, . . o . o
F.-F. Mediana= §9.1450 lerCuartil= 384171 L5910, 00 ooy 0
der Cuartil= 92.83 L8, - Lig. g r - Mediana= 48.0125
e LEL T B2 Moda = 88.4520 3er Cuartile 58.1275 159, -
‘ Fla, = Fiy ===l (a0, )+ Liy = 535
e oBre-la F % === | : . Moda 53.5393
47 f- I.Sq Do (075 & |+ 1g, Coel Asim Bowley Yule= (LOBM P 3k
Fo=Fo SR, goe D0 HE g0 e )L g, Coel Asim Bowley Yules 0.0340
Fi =F,

Medidas de curtosis o aplanamiento para datos agrupados
en una tabla de frecuencias

El coeficiente de curtosis se define como:

_omy
T
Sn—l

Y2 -3

Calcule el coeficiente de curtosis de la tabla de frecuencias de la figura 3.31,
correspondiente al problema 3.1 y el coeficiente de curtosis de la tabla 3.45,
correspondiente al problema 3.3.
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|Ejereicio 3.1 Ejercicio 3.3, P 1 Académico en la UNAM por Edad cn ¢l 2015
Marva de Frecuencia Marva de | Frecuencia
CI:::;(-.- Clase t Absoluta f |tj-med1ai2§ it‘--med.i.a}"'[_; CI::sle Clase t, Absoluta £ lt‘-med.i.a}ulj |tj-media|"11
1 8337 10 371.0705] 13.769.3309 1 2 896]  600.505.41]402.462.892.11
2 85491 10 207.1666 4,291.7992 2 27 2,356 1,02/,977.89| 448,530,7/89.7/9
3 E6.15 10 90.6917 8225523 3 32 3,539 893,3841.56| 225 K25 81717
4 87.99 12 25.9857 56.2714 4 a7 4457|  528.405.33| 62.645.770.10
5 89.53 12 0.0562 0.0003 5 a2 4.024]  170.728.51 5919.622.89
=] 91.07 9 23.2838 60.237/5 =] 47 4,847 3,825.13 3,018.70
7 9261 £ 693889 BET.8317 T 52 5,288 89,396.93 1,511, 31088
8 94.15 9 197.8336|  4.348.6816 8 57 5.106|  423.910.70| 35.193.943.91
9 95.69 7 271.5546] _ 10.534.5605 9 3 3.712] _ 739.202.18[ 147.203.628.25
10 97.23 4 241.3949 14,567.8764 10 &Y 2,401 BY6,977.18| 320,320,270.02
Suma— 90 1,198.1296 49,139.1117 11 72 1,822 1,059,258.72| 615,822, 710.79
Suwi- 39,348 6,413,572.5443 2.265.,139.835
Varianza=  16.83628744
Varianza= 1629962
Coef. Curtosis= -1.0738
Coef, Curtosis= -0.8332
Con relacion al ejercicio 3.1, se calcularon sus parametros estadisticos utili-
zando los datos de la tabla dada y se calcularon dichos pardmetros estadisticos
para datos agrupados en una tabla de frecuencias. Los resultados se muestran
en un cuadro comparativo.
Estadistico Datos Sin agrupar | Datos Agrupados % Error Abs
Media aritmética 89.4756 89.4616 0.02%
Media geométrica 89.3806 89.3689 0.01%
Media armoénica 89.2863 89.2768 0.01%
Semirango 90.3 90.3 0.00%
Mediana 89.25 89.145 0.12%
Moda 87.3 88.452 1.32%
Rango 154 154 0.00%
Desviacion promedio 3.5172 3.4268 2.57%
Desviacion estandar 4.1578 4.1032 1.31%
Error tipico 0.4383 0.4325 1.31%
Varianza de la muestra 17.2870 16.8363 2.61%
Coef. Variacién 0.0465 0.0459 1.30%
Curtosis -1.0013 -1.0738 7.24%
Coef. Asim. Fisher 0.2554 0.1987 22.21%
Coef. Asim. Pearson 0.5233 0.2010 61.58%
Tercer cuartil 93.1 92.83 0.29%
Segundo Cuartil 89.25 89.145 0.12%
Primer cuartil 86.175 86.065 0.13%
Coef. Asim. Bowley- Yule 0.1119 0.0894 20.09%
Rango 15.4 15.4 0.00%
Maéximo 98 98 0.00%
Minimo 82.6 82.6 0.00%
Suma 8,052.80 8,051.54 0.02%
Cuenta 90 90 0.00%
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Como se puede observar, los resultados entre datos sin agrupar y datos agrupa-
dos en una tabla de frecuencias son diferentes, esto se debe a que en cada subin-
tervalo o clase los datos correspondientes se estan sustituyendo por el valor de
la marca de clase, lo que implica que los resultados obtenidos con la tabla de
frecuencias son resultados aproximados de los datos sin agrupar; sin embargo,
la aproximacidn es bastante adecuada en una parte considerable de los parame-

tros, como se aprecia en el cuadro anterior.

F1GURrA 3.49. Formulario para calcular otras medidas de una muestra

CALCULO DE LOS PARAMETROS ESTADISTICOS DE UNA MUESTRA
Medidas Parametro Estadistico Datos Sin Agrupar Datos Agrupados
Exror Estindar =2 EE=
rror B=tan: '\."l_? ?l-?—
- . . . ; o, _m
Coeficiente de Asimetria de Ficher ¥ =T Y1 = 5—
_ . T-m T—m
E Coeficiente de Asimetria de Pearzom C..= 3 C.= T
£ 9
] 79,29 g, Tg,—2g
'ﬁ Coeficiente de Aszimetria de Bowley- Yule Coon = C=
474 g - g
m, Lo Wy o
Coeficiente de Curtosis = o -3 Ya= =3
a= 5
L. Se ordensan los valores de menocr a
Valor N e mayor ¥ =e toma el (ltims valor LSL.
Es el valor de x que parte a los IST—LIT
T o a datos de tal manera que el 75% de 3 = ————(073- F |+ LI
srcex Luart ellos cae a la izquierda y el 25% a Frss = Fig
la derecha
Ec< el valor de x que parte a los — .
e =M1015—F..|-—1H
Primer Cuartil datos de tal manera que el 25% de Fiu - Fiy !
ellos cae a la izquierda ¥ el 73% - '
cae a la devecha
Ez el valor de x que parte a los LI LT
= o _ - g
Percentil p datos deta.'lm_.a:ne.ra que el p% de _ﬁ“; Fo |+ LI
elloz cae a la izquierda y el (1-p|% L8]
» cae a la derecha
o
e
E Valor Mimimo Se ordenan los valores .l:le menocr a LI,
" mayor ¥ e toma el primer valor
o
B
Momentos de orden kk con respecto a la — —_ B —_ A e
edin m —;Z:n.—\ m_=;Z{I -T) =2t -%) f
_ _ 1= ) - -
Mementos de m'n:ler'n k con rezpecto al m :_ZI m :_ZJ l||' :ZI Ilr
erigen no R el T
Suma Z x, zlf 77
=1
Suma de Cuadrado=s JL'J: z 7,
= =
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3.5.0tro tipo de diagramas: diagrama de tallo y hojas,
diagrama de caja y diagrama de Pareto.
Series de tiempo y sus graficas

3.5.1. Diagrama de talloy hojas

El diagrama de tallo y hojas (Stem-and-Leaf Diagram) permite obtener simulta-
neamente una distribucion de frecuencias de la variable y su representacion gra-
fica. Para construirlo basta dividir cada dato en dos partes: un tallo, compuesto
por uno o mas de los primeros digitos, y una hoja, que consiste en los digitos
restantes. Esta representacion de los datos es semejante a la de un histograma,
pero ademas de ser faciles de elaborar, presentan mas informacién que estos.

El software Minitab, ya trae integrado dicho diagrama. Para utilizar Minitab
para obtener el diagrama de tallo y hojas se aplicaran los siguientes pasos al
ejercicio 3.1:

a. Se ordenan los 90 datos de la muestra de menor a mayor.

b. Se toma como tallo el valor entero de cada una de las lecturas, quedando
como tallos 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98.
El decimal de cada numero formara las hojas de cada tallo, por ejemplo, el
numero 82.6 tendra como tallo el niimero 82 y como hoja el seis. Se apilan
todas las hojas a la derecha de cada tallo.

c. Se copian todos los datos del Ejercicio 3.1 en la primera columna de la hoja
electrénica de Minitab, por ejemplo, en CI.

d. Se ordenan de menor a mayor, la parte entera del nimero sera el tallo y el
resto de digitos seran las hojas.

e. En el menu principal de Minitab, se da un click en Graph, y luego en el sub-
menu Stem and Leaf, obteniéndose la siguiente ventana.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 164



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO

Indice |

Bibliografia

Stem-and-Leaf

Graph variables:

Espesor

By variable:

™ Trim outiiers

Increment:

En esta ventana seleccione la variable C1 Espesor y luego dé un click en

Select, finalmente en Ok, obteniéndose el diagrama de Tallo y Hojas que se

muestra:

Stem-and-leaf of Espesor n =90
Leaf Unit=0.10

82
83
84
85
86
38
43
89
90
91
92
93
94
95
97
98

69

0167
01112569
011144
1114444667
87 33335667
88 22368
114667
0011345666
1247

144

11227
11133467
1236

38

0
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3.5.2. Diagrama de cajay bigotes

También conocido como diagrama de caja y bigote, o box plot. Es un método
estandarizado para representar graficamente los datos numéricos de una mues-
tra a través de sus cuartiles y sus valores minimo y maximo.

Con Excel, los pasos que se siguen son:

1. Se obtienen el valor maximo de la muestra, el tercer cuartil, el segundo
cuartil o mediana, el primer cuartil y el valor minimo de la muestra.

Valor Maximo = Max($A$2:$A$91)=98.0

Tercer Cuartil = Cuartil($A$2:$A$91,3) =93.1
Mediana = Cuartil($A$2:$A$91,2) = 89.25
Primer Cuartil = Cuartil($A$2:$A$91,1) =86.175
Valor Minimo = Min($A$2:$A$91) =82.6

2. Seelige el ment insertar, luego grafico, se elige el submenti de Histograma y
posteriormente Caja y bigotes:

Diagrama de Caja

100.0
95.0
90.0
85.0
80.0
75.0
70.0

—

La mejor aplicaciéon de un diagrama de caja se lleva a cabo cuando se obtienen
muestras periddicas de un proceso y se pretende conocer coémo cambia este
proceso a lo largo del tiempo, como se muestra en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 3.5 Durante el proceso de manufactura de frascos de nescafé de 200 gramos, en la

etapa de llenado del frasco, suponga que se producen 5000 frascos por turno de
8 horas y la caracteristica a controlar es el peso de café que se descarga en cada
frasco. La especificacion del peso de café que debe tener cada frasco es de 200 £5
gr. Suponga que el supervisor de calidad decidié tomar las siguientes muestras de
tamafo n = 8 cada media hora, de las 07:00 a las 11:00 horas.
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Muestra | 07:00| 07:30| 08:00( 08:30| 09:00( 09:30| 10:00( 10:30| 11:00
X1 200.5| 201.9| 202.1| 200.4| 198.4( 199.7| 199.4( 199.1| 200.9
Xo 204.4| 199.4| 201.5| 198.9( 198.9| 195.1| 200.2| 195.6| 198.2
X3 199.1| 201.5| 205.3| 199.6( 200.7| 197.0| 199.4| 198.7| 200.0
X4 201.2| 200.8| 200.6| 198.5| 198.0| 199.8| 199.9| 196.4| 201.0
X5 200.2| 204.5| 201.5| 200.5| 199.9( 201.6| 200.1| 194.4| 198.8
Xe 200.9( 203.3| 205.4| 200.4| 201.6( 196.5| 197.5| 197.3| 201.8
X7 202.1( 204.3| 199.7| 197.5| 199.9( 203.7| 197.9| 197.6| 195.2
Xg 200.5| 202.0( 201.2| 199.3( 202.8| 200.6| 200.3| 199.1| 203.2

Elabore un diagrama de caja de las 9 muestras de tamafo n = 8, tomadas cada

media hora, utilizando el software Minitab.

1. Sesupondra que cada columna es una muestra tomada, se copia la tabla en
Minitab y se entra al ment Graph, luego al subment Boxplot y aparece la

siguiente pantalla:

Boxplots
One Y
Simple With Groups
é RIEIRE
ATz
Multiple ¥'s
Simple With Groups
Y12 A]‘(lz 1‘1‘22
Help |

Cancel

2. Seselecciona la opcion Multiple Y's dado que se van a graficar diversas cajas
secuencialmente en la misma figura. Aparece la siguiente pantalla en la cual
deben seleccionarse las nueve muestras de tamafo n =8 cada una, después
oprimir select y finalmente Ok, para que se muestre el Diagrama de cajas

solicitado:
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Boxplot: Multiple ¥'s, Simple
C1  7:00:00 AM
C2  7:30:00 AM
C3  8:00:00 AM
C4  8:30:00 AM
C5  9:00:00 AM
C6  9:30:00 AM
C7  10:00:00 AM
C&  10:30:00 AM
C9  11:00:00 AM
Scale...
Multiple Graphs... |
Help |
.. Rowplot of 7:00:00 AM, 7:30:00 AM, 2:00:00 AM, 8:30:00 AM, ..
Boxplot of 7:00:00 AM, 7:30:00 AM, 8:00:00 AM, 8:30:00 AM, ...
205.0- 2 |
2025 -
§ 2000 F ! i !
197.5
195.0
& & & NP & &
«9&‘9 1'3’&@ 1:96@ 6”&0 :
3.5.3. Diagrama de Pareto
El autor del diagrama fue el experto en calidad Dr. Joseph Juran (1904 - 2008)
y le puso ese nombre en honor del economista italiano Vilfredo Pareto (1848-
1923), quien realizé un estudio sobre la distribucion de la riqueza, en el cual
descubrié que la minoria de la poblacién poseia la mayor parte de la riquezayla
mayoria de la poblacién poseia la menor parte de la riqueza. Con esto establecié
la llamada “Ley de Pareto”, segtin la cual la desigualdad econdmica es inevitable
en cualquier sociedad. De aqui surge la llamada regla del 80-20 que establece
que el 80% de los defectos en una empresa se debe al 20% de los problemas de
esta; a este 20% de los problemas es a lo que se le denomina “los pocos vitales”
y al complemento del 80% se le conoce como “los muchos triviales”, como se
ilustra en la figura 3.36.
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Un Diagrama de Pareto es una forma especial de grafico de barras usado para
ilustrar datos ordenados por categorias en forma descendente de derecha a
izquierda, de acuerdo con su importancia. La altura de las barras representa la
frecuencia o importancia relativa de los puntos que estan siendo medidos.

Un diagrama de Pareto ilustra visualmente los datos con el proposito de:
» Ayudar a establecer prioridades.
» Ilustrar las oportunidades mas significativas para mejorar.

» Mostrar qué categorias contribuyen con el mayor porcentaje del total.

100%

ZEEE E—
5 oT% e
ZONA DE POCOS =
VITALES N o
ST ZONA DE MUCHOS 750:
1815 7 TRIVIALES e
F1GURA 3.50. gl SO0
Ejemplo de dia- i
grama de Pareto foa et N L S S R ] 50%
FUENTE: http:// —{4g%
ddeprocal.blog- =
3 ~ ’) g 2 ot ]
spot.gom/_ol)/Ob/ a15llds T L Loa
diagrama-de-pare- 3
to-80-20_80.html S
& Qg_d) &
S
Sz

Los pasos que se siguen para construir un diagrama de Pareto son los siguientes:

1. Antes de coleccionar los datos se deben seleccionar las categorias de defectos,
problemas o causas, etcétera, a ser comparados. Los problemas deben estar
definidos lo mas objetivamente posible y deben poder medirse de alguna
forma.
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2. Disefiar una hoja de verificacion en la cual registrar los datos perfectamente

y llevar a cabo su recoleccién.

3. Construir una tabla de frecuencias, como la que se muestra de ejemplo
debajo de la figura 3.51:

Tornillo

Ficura 3.51. Componentes

Tuerca- cobeza de una llave de agua

Anillo de caucho

Anillo de caucho Grifos y llaves terminales para

lavaplatos 1992. Recuperado de

http://repositorio.sena.edu.co/sitios/
Vdstago instalaciones_hidraulicas_griferias_
lavaplatos/hidraulica3/index.html
Disco asiento
‘IJB, Tornillo Escudo

gxfensit;n Em

T

Piezas defectuosas (Llaves de agua)

Defecto encontrado

# piezas defectuosas

% piezas defectuosas

Rosca golpeada 216 48.0%

Empaque roto 31 6.9%

Mariposa suelta 108 24.0%

Salida ovalada 14 3.1%

Cuerpo poroso 81 18.0%
Total 450

Cantidad de piezas inspeccionadas: 5843, del 1° al 15 de abril.

Estos datos se pueden colocar en una grafica de barras como la que se mues-
tra en la figura 3.52.
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4. En un sistema cartesiano indicar sobre el eje horizontal las categorias, divi-
diendo dicho eje en segmentos iguales y ordenando dichas categorias en orden
descendente de acuerdo con la importancia relativa, la cual serd indicada
sobre el eje horizontal. El eje vertical de la grafica indicara los porcentajes de
los valores de la caracteristica que representa la importancia relativa de esta.

5. Dibujar barras para cada categoria, con una altura igual al valor que tome la
caracteristica que representa la importancia relativa. En cada extremo dere-
cho de las barras se dibuja, por medio de un grafico de lineas, la frecuencia
relativa acumulada. Cada barra representa un tipo de defecto encontrado, el
eje vertical muestra la importancia de cada defecto encontrado en términos
de porcentaje, el eje horizontal muestra los tipos de defectos encontrados
comenzando con el de mayor importancia a la izquierda, hasta el de menor
importancia, que es el tltimo a la derecha y los que quedan en medio se aco-
modan por orden de magnitud. En este caso el Diagrama de Pareto establece
prioridades sobre los problemas que se deben analizar primero para elimi-
nar la mala operacion. Para este caso y de acuerdo con la grafica 3.38 se debe
tratar de resolver el problema de la rosca golpeada en primer lugar porque
es la barra mas alta; el segundo problema que se debe tratar de resolver es el
de mariposa suelta, porque es la siguiente barra mas alta. En esta forma la
planeacion de los problemas por atacar es mas sencilla.

Diagrama de Pareto: llaves de agua

defectuosas
250 120%
216
200 96.9% 100.0% 100%
F1GUra 3.52. % -
Diagrama 150 872.0%

60%
de Paretode |,

10
48 0% 81
llaves de agua 40%
defectuosas o0 - 12 20%
0 [
o O\'O

2 2
N\
& & & < g

Usar escalas de medida diferentes en el eje vertical de un diagrama de Pareto
puede ayudar a identificar los principales problemas y sus prioridades. Los pro-
blemas mas frecuentes no siempre son los mas costosos. De hecho, un problema
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que ocurre raras veces puede ser la mejor oportunidad para mejorar. Por ello
se aconseja tomar diferentes escalas como pueden ser frecuencia de defectos,
frecuencia relativa con respecto al total de productos elaborados, costos, etc.
En la figura 3.53 se muestra un ejemplo de diagrama de Pareto con un gran
nimero de errores, pero con bajo costo. En la figura 3.54 se muestra un dia-
grama de Pareto con un pequenio numero de errores, pero con altos costos.
Finalmente, si en el diagrama de Pareto no se muestra la oportunidad para
mejorar un proceso, entonces puede ser necesario reagrupar los datos y volver a
trazar el diagrama, como se muestra en la figura 3.55, en donde se aprecian tres
diferentes maneras de ver un diagrama de Pareto del mismo conjunto de datos,
pero solo en uno de ellos se muestra una clara diferencia.

F1GURA 3.53. Notese que el problema mas frecuente no es el mas costoso

% Errores Costo

C Otros

FI1GURA 3.54. Notese que el problema mas costoso no es el mas frecuente

% Errorcs Costo

FiGuURa 3.55. Diferentes formas de agrupar el mismo conjunto de datos

# Defectos # Defectos

Tipo de defecto Técnico Desplazamiento
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Con relacion a la muestra del Ejercicio 3.1, trace el Diagrama de Pareto.

14 100
Diagrama de Pareto Ejercicio 3.1

90
12

80
10 70
60
50
40
30
20

10

87.99 8953 8337 8491 8645 9107 9415 9261 9569 9723

3.5.4. Series de tiempo

Una serie de tiempo, temporal o cronoldgica, es una secuencia de datos, obser-
vaciones o valores de una caracteristica de interés particular, recopilados, obte-
nidos o medidos en determinados momentos y ordenados cronoldgicamente.
Los datos pueden haberse obtenido a intervalos iguales de tiempo (como el
salario tabular quincenal de un académico de la UNAM) o desiguales (como la
medicién de la presién arterial de una persona cada vez que asiste no regular-
mente con su cardiologo).

Son innumerables las aplicaciones de las series de tiempo en muy diversos
campos, por ejemplo: en Economia (indice de precios, tasas de desempleo, tasas
de interés y de inflacidn, etcétera); en Fisica (Meteorologia, precipitacién plu-
vial, temperatura diaria, velocidad del viento, radiacion solar, sefiales sismicas,
magnéticas, eléctricas, gravitacionales, etcétera); en Demografia (tasa de nata-
lidad, tasa de mortalidad, tasa de crecimiento poblacional, censos, etcétera);
en Telecomunicaciones (procesamiento de senales eléctricas; en Ingenieria de
Transito (flujo vehicular diario).

Para ilustrar cémo es una serie de tiempo, obsérvese la figura 3.56, y su grafico
correspondiente figura (3.57), asi como la figura 3.58, obtenidos de “Las Estadisti-
cas del Personal Académico de la UNAM, 2018”, elaborado por la Direccién Gene-
ral de Asuntos del Personal Académico de la UNAM, paginas 171, 172y 180. http://
dgapa.unam.mx/images/estadistica/anuario_estadisticas_dgapa_2018.pdf
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FI1GURA 3.56.

Personal académico en la UNAM de 2009 a 2018

Namero de horas
asignadas al personal
académico

779,531.0

791,493.0

802,292.0

817,302.0
819,059.0
39,325 826,238.0
40427 846,770.5
41,342 857,730.5
41,869 864,584.5

42,525 872,931.5

“Estadisticas del Personal Académico de la UNAM, 2018, elaborado por la Direccién
General de Asuntos del Personal Académico de la Universidad Nacional Auténoma
de México, DGAPA UNAM, pagina 171, http://dgapa.unam.mx/images/estadistica/
anuario_estadisticas_dgapa_2018.pdf

F1Gura 3.57.

Personal académico en la UNAM de 2009 a 2018

50,000
47,500

45,000

42,500 Personal académico en la UNAM
! ~®- Personal académico en los subsistemas

40,000 -4~ Personal académico en las entidades académicas

—4- Numero de nombramientos del personal académico

Personas / Nombramientos

37,500

35,000

32,500
2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

Ario

900,000
875,000
850,000
825,000
800,000 - Nomero de horas asignadas al personal académico
775,000
750,000

Horas

2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018
Ario
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“Estadisticas del Personal Académico de la UNAM, 2018”, elaborado por la Direccién
General de Asuntos del Personal Académico de la Universidad Nacional Autonoma de
México, DGAPA UNAM, pagina 172 http://dgapa.unam.mx/images/estadistica/anuario_
estadisticas_dgapa_2018.pdf

F1GURrA 3.58.
Horas académicas en la UNAM por figura académica de 2009 a 2018

325,000 "
300,000
275,000 S
250,000
225,000

200,000

Frofesor de Carrera
175,000 @ Profesor de Asignatura

Heras

-4~ |nvestigador de Carrera
150,000 ) i
Técnico Académico
125,000 = Ayudante

-¥- Owro

bk ——h

100,000 g g g
75,000

50,000

25,000

¥ 7 ¥ ¥ ¥ ad

0  —— e . Y Y ¥
2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

Ano

“Estadisticas del Personal Académico de la UNAM, 2018”, elaborado por la Direccién
General de Asuntos del Personal Académico de la Universidad Nacional Autéonoma de
México, DGAPA UNAM, pagina 180 http://dgapa.unam.mx/images/estadistica/anuario_
estadisticas_dgapa_2018.pdf

Para el anilisis de las series de tiempo se usan métodos cualitativos y/o cuanti-
tativos que ayudan a interpretarlas haciendo posible extraer informacion repre-
sentativa sobre las relaciones subyacentes entre los datos de la serie o de diversas
series y que permiten, en diferente medida y con distinta confianza, extrapolar
o interpolar los datos y asi predecir el comportamiento de una serie en momen-
tos no observados, sean en el futuro (extrapolacion prondstica), en el pasado
(extrapolacién retrégrada) o en momentos intermedios (interpolacién). Las pre-
dicciones de los hechos y condiciones futuros de una serie de tiempo se llaman
prondsticos, y al acto de hacer tales predicciones se le denomina pronosticar.

Una serie de tiempo presenta diferentes comportamientos como son: a) ten-
dencia; b) ciclo; ¢) variaciones estacionales; d) fluctuaciones irregulares. Una
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tendencia se refiere al movimiento hacia arriba o hacia abajo que caracteriza a
una serie de tiempo en un cierto periodo de tiempo, por ejemplo, en la figura
3.43 claramente se observa que las series de tiempo del personal académico de
la UNAM son de crecimiento.

Un ciclo se refiere a los movimientos hacia arriba y/o hacia abajo alrededor
de los niveles centrales de tendencia, como se puede apreciar en la figura 3.59.

F1GURA 3.59. Comportamiento ciclico de dos series de tiempo

73 2

11 12 13 14 15

Las variaciones estacionales son patrones periédicos en una serie de tiempo
que se completa dentro de un afo calendario y que se repiten cada afo. Las
principales fuerzas que causan una variacion estacional son las condiciones del
tiempo, por ejemplo: en invierno las ventas de helado, en verano la venta de
ropa térmica; en mayo y junio la exportaciéon de mango, etcétera. En la figura
3.60 se muestra una variacion ciclica estacional a lo largo de 12 meses que dura
un afo calendario.

700
600 -
500

400
F1Gura 3.60. Variacion

ciclica estacional
200

100

Recuperado de https://image.jimcdn.com/app/cms/image/transt/none/path/
s075f076504dfea8d/image/i2451b20c5¢752fb2/version/1398957050/image.png

Las fluctuaciones irregulares son movimientos erraticos en una serie de tiempo
que siguen un patrén indefinido o irregular.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 176



https://image.jimcdn.com/app/cms/image/transf/none/path/s075f076504dfea8d/image/i2451b20c5c752fb2/version/1398957050/image.png
https://image.jimcdn.com/app/cms/image/transf/none/path/s075f076504dfea8d/image/i2451b20c5c752fb2/version/1398957050/image.png

OCTAVIO ESTRADA CASTILLO

Indice

Bibliografia

3.6. Analisis de datos multivariados

En el ejercicio 3.2 se tom6 una muestra de 64 alumnas de la Facultad de Inge-
nieria de la UNAM, a las cuales se les pregunto su peso y su estatura. La muestra
se presenta en la figura 3.5 y se reproduce a continuacion:

No. |Peso (Kg) | Estatura (m) [No.|Peso (Kg) | Estatura (m)
1 76.0 1.69| 33 58.0 1.60
2 56.0 1.51) 34 47.0 1.60
3 56.0 1.50| 35 54.0 1.57
4 73.0 1.65| 36 60.0 1.62
5 60.0 1.51) 37 48.0 1.60
6 50.0 1.60| 38 52.0 1.51
7 61.0 1.58| 39 64.0 1.58
8 61.0 1.56| 40 59.0 1.58
9 52.0 1.53| 41 60.0 1.67

10 60.0 1.72] 42 57.0 1.64
11 70.0 1.54| 43 60.0 1.65
12 65.0 1.63| 44 65.0 1.57
13 63.0 1.54| 45 39.0 1.55
14 57.0 1.70| 46 45.0 1.53
15 41.0 1.52| 47 56.0 1.63
16 65.0 1.66| 48 45.0 1.61
17 44.0 1.50| 49 53.0 1.50
18 41.0 1.63| 50 48.0 1.52
19 53.0 1.60| 51 56.0 1.56
20 70.0 1.59| 52 60.0 1.64
21 55.0 1.63| 53 60.0 1.50
22 57.0 1.60| 54 75.0 1.68
23 52.0 1.58| 55 52.0 1.63
24 55.0 1.53| 56 54.0 1.52
25 64.0 1.50| 57 50.0 1.59
26 58.0 1.65| 58 52.0 1.54
27 63.5 1.60| 59 50.0 1.56
28 53.0 1.63| 60 60.0 1.50
29 55.0 1.53| 61 45.0 1.55
30 59.0 1.65] 62 55.0 1.60
31 72.0 1.60| 63 55.0 1.67
32 58.0 1.60| 64 55.0 1.58
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3.6.1. Tablas de Contingencia

Los datos anteriores pueden ser agrupados en una tabla de frecuencias bidi-
mensional, para lo cual es necesario calcular los valores maximos, minimos y
rangos de cada una de las variables, de la siguiente forma:

Maiximo peso= | 76.0 Maixima estatura= | 1.72
Minimo peso= | 39.0 Minima estatura= | 1.50
Rango peso= | 37.0 Rango estatura= | 0.22
Mp, = | 10 Mg = | 10
Apeo= | 3.7 Aggtarara = | 0.022

Con estos valores se conforman los intervalos de confianza para cada una de las
variables Peso y Estatura, los cuales se muestran en la tabla de la figura 3.61 en
color gris.

F1GURA 3.61. Tabla de frecuencias absolutas conjuntas o tabla de contingencia

bidimensional o bivariada

= cotatura | <15| 15| 1522] 1544] 1.566] 1.588] 161] 1632] 1654] 1676 1.698|LimInflnt
—-""“‘--.___‘____ 1.5 1.522 1.544 1.566 1.588 161 1.632 1.654 1.676 1.698 1.72|Lim Sup Int
Feso e 1.489 1.511 1.533 1.555 1.577 1:599 1.621 1.643 1.663 1.687 1.709|Marca_Clase
<39 B[ oo 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
39 1271085 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 3
427 46.4 44.55 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 4
46.4 50.1 4825 0 1 0 1 0 4 0 0 0 0 0 6
50.1 53.8 51.95 0 2 2 0 1 1 2 0 0 0 0 8
53.8 o7 55.65 0 3 2 1 2 2 2 1 1 0 1 sy
57.5 61.2 59.35 0 3 0 1 2 2 1 4 1 0 1 15
61.2 64.9 63.05 0 1 1 Q 1 1 0 0 0 0 0 4
64.9 (8.6 66.75 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 3
68.6 72.3 70.45 0 0 1 0 0 2 0 0 0 0 0 J
72.3 76 74.15 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 3
Limnfint Lim Sup Int Marca_Clase 0 12 T o T 13 T -] 3 1 3 o4
A esta tabla de frecuencias absolutas bidimensional se le denomina tabla de con-
tingencia bidimensional o bivariada.
Los valores que aparecen en las celdas de color blanco son las frecuencias
absolutas en cada celda, f(x;,y;) o también, f; que representa el nimero de veces
que un nimero cae en la celda ubicada en la fila i y en la columna j, lo cual
recibe el nombre de Frecuencia Conjunta Absoluta.
Las frecuencias absolutas de color que caen a los costados de la tabla de
contingencia reciben el nombre de Frecuencias Absolutas Marginales, las cuales
se calculan como:
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En las anteriores expresiones matematicas, k representa el nimero de intervalos
de clase de la variable x y m el nimero de intervalos de clase de la variable y.

Nétese que existen frecuencias absolutas marginales para el peso en color
rosa, las cuales se obtienen como la suma de las frecuencias conjuntas que caen
en cada rengldn, frecuencias absolutas marginales para la estatura en color
naranja, las cuales se obtienen como la suma de las frecuencias conjuntas que
caen en cada columna. La celda que aparece en color verde, en la esquina infe-
rior derecha de la tabla de contingencia, representa la suma de todas las fre-
cuencias conjuntas absolutas y siempre debe ser igual al total de datos o tamafo
de la muestra conjunta, n = 64 en este caso.

Si se grafican las frecuencias absolutas conjuntas contra las marcas de clase de
los pesos y de las estaturas en un grafico de tres dimensiones, se obtiene lo
que se denomina el poliedro de frecuencias absolutas conjuntas, como el que se
muestra en la figura 3.62.

Para graficarlo se utiliza el software Minitab, y se aplican los siguientes pasos:

1. Enlaprimera columna se colocan las marcas de clase del peso, en la segunda
columna se colocan las marcas de clase de la estatura, y en la tercera columna
se colocan las frecuencias conjuntas absolutas de las celdas que aparecen en
blanco de la figura 3.61. Estas tres columnas se copian y pegan en la hoja
electrénica de calculo de Minitab, en particular en las columnas C1, C2y C3.

2. Para graficar el poliedro de frecuencias absolutas entra al menu Graph,
luego al submenu 3D Surface Plot y aparece la siguiente ventana:
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3D Surface Plot: Wireframe X

Cl Peso Z variable:
E2 Estatura ; |Frecuer1cia
C3 Frecuenda

Y variable:

|Esialura

X variable:

Peso

Syrface Opfions... | Scale... | Labels...
Data View... | Data Options... |
Help oK | Cancel |

En esta ventana se da un click en C3 Frecuencia y se da un click en Select, la cual
representard a la variable z; luego un click en X2 Estatura y después un click en
Select, la cual representara al eje y; posteriormente un click en C1 Peso y después
un click en Select, la cual representara al eje x; Finalmente un click en Ok, apa-
reciendo la figura 3.62.

=

/. Surtace Mot of Frecuencia vs Estatura, Pese

Surface PloL of Frecuencia vs Esldlurd, Peso

FIGURA 3.62. Poliedro
de frecuencias absolutas
conjuntas

Si se divide cada celda de la tabla de frecuencias absolutas conjuntas o tabla de
contingencia bidimensional, entre el total de datos de la muestra, se obtiene la
tabla de frecuencias relativas conjuntas, como la que se muestra en la figura 3.63:

F1GURA 3.63. Tabla de frecuencias relativas conjuntas

Estaty <15 15]  1.522] 1.584] 1.566] 1.588]  1.61] 1.632 1.654] 1676 1.698|Lim Inf Int

TE| 1D 1544 1.566| 1.588 161 1632 1.654 1676] 1698 1.72|Lim Sup Int

Peso 1.489] 1.51 1.533] 1.555] 1.577| 1.599] 1.621 1.643 1.665 1.687 1.709|Marca_Clase

=39 39 37.15 0 0 0 4] 4] 4] 0 4] 0 0 0 0

39 42.7 40.85] 0| 0.01563 0] 0.01563 0 0] 0.01563 0 0 0 0] 0.046875

42.7 40.4 44.55 0| 0.01563| 0.01563| 0.01563 0] 0.01563 0 0 0 0 0 0.0625

46.4 50.1 48.25 0| 0.01563 0| 0.01563 0| 0.0625 0 0 0 0 0 0.09375

50.1 53.i .95 0| 0.03125[ 0.03125 0| 0.01563| 0.01563] 0.03125 0 0 0 0 0.125

3.9 ET7 .65 0| 0.04688] 0.03125] 0.01563| 0.03125] 0.03125| 0.03125]  0.015625 0.015625 0 0.015625|  0.234375

7.5 61 .35 0| 0.04688 0| 0.01563| 0.03125| 0.03125] 0.01563 0.0625 0.015625 0 0.015625|  0.234375

2 64, 0! 0| 0.01563] 0.01563 0] 0.01563] 0.01563 0 0 0 0 0 0.0625

64.9 68. 36.7! 0 0 0 0] 0.01563 0] 0.01563 0 0.015625 0 0] 0.046875

68.6 72.3 0.45 [1] 0| 0.01563 4] 0| 0.03125 0 [+] 0 0 0|  0.046875

s 76 74.15 0 0 _of ol o 0 0] 0.015625 ] 0] 0.01563] 0.015625]  0.046875

Lim Inf Int Lim Sup Int Marca Clase 0| 0.1875| 0.10938| 0.07813| 0.10938| 0.20313| 0.10938 0.09375 0.046875| 0.01563 0.046875 1
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Si se grafican las frecuencias conjuntas relativas contra las marcas de clase de
los pesos y de las estaturas, en un grafico de tres dimensiones, se obtiene lo que
se denomina el poliedro de frecuencias relativas que resulta ser idéntico al que
se muestra en la figura 3.62, pero en otra escala en el eje vertical de frecuencias
como se muestra en la figura 3.64.

. Surface Plot of FrecRel vs Estatura, Peso = @

Surface Plot of FrecRel vs Estatura, Peso

FIGURA 3.64.
Poliedro =
de frecuencias S
relativas conjuntas A
oe | ;v"
50 —
. o 15

flon ) L) o

_f(xi’yi)
f()’j | Xi) —m

En donde g(x;) y h(y;) son las frecuencias marginales de x y de y respectivamente.

Para ejemplificar estos conceptos se obtendran las siguientes frecuencias

condicionales:

a. f(x=55.65y=1.599) = f(x = 55.65,y = 1.599) /
h(y=1.599) =0.03125/0.20313 = 0.153842

b. f(y=1.599|x=55.65)=f(x = 55.65,y = 1.599) /
g(x=55.65) = 0.03125/0.234375 = 0.133333
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c. f(x|1.588<y<1.61)

X f(x]1.588 <y<1.61)

< 39 0
39-42.7 0
42.7 - 46.4 0.0769
46.4 - 50.1 0.3077
50.1-53.8 0.0769
53.8-57.5 0.1538
57.5-61.2 0.1538
61.2 - 64.9 0.0769
64.9 - 68.6 0
68.6-72.3 0.1538
72.3-76 0

d. f(y]53.8<x<57.5)

y fy | 53.8<x<57.5)
<15 0
1.5-1.522 0.2000
1.522 - 1.544 0.1333
1.544 - 1.566 0.0667
1.566 - 1.588 0.1333
1.588 - 1.610 0.1333
1.610 - 1.632 0.1333
1.632 - 1.654 0.0667
1.654 - 1.676 0.0667
1.676 - 1.698 0
1.698 - 1.720 0.0667

3.6.3. Independencia estadistica de frecuencias conjuntas

Se dice que dos variables x y y son estadisticamente independientes si se cumple
que:

f(x|y) = g(x) =f; o también f(y|x) =h(y) ={;
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Esto implica que f(x,y) = g(x) * h(y) para todo x y y que pertenece al rango de
definicién de cada una de las variables, es decir, esta condicién debe cumplirse
para todas las celdas que conforman a la tabla de contingencia; con que exista una
celda donde no se cumpla, entonces no son estadisticamente independientes.

Para el ejemplo de pesos y estaturas nétese que:

f(peso =55.65, estatura = 1.599) =0.03125

En cambio

g(peso =55.65)h(estatura = 1.599) = (0.234375)(0.20313) = 0.047608

Por lo cual se puede concluir que en este caso el peso y la estatura no son esta-
disticamente independientes.

En probabilidad, la covarianza es un valor que indica el grado de variaciéon con-
junta de dos variables aleatorias respecto a sus medias poblacionales. Es el dato
basico para determinar si existe una dependencia entre ambas variables y ade-
mas es el dato necesario para estimar otros parametros basicos, como el coefi-
ciente de correlacién o la regresion.

En probabilidad, la covarianza entre dos variables aleatorias x y y se define
como:

cov(x, y) =02xy=E{(x— Hx) (;V— Hy)} =E{xy} —E{x}E{y}

La covarianza cumple ciertas propiedades mismas que se deducen directamente
de las propiedades de la esperanza matematica:

i. cov(x,a)=0

ii. cov(x,x) =var(x)

iii. cov(x,y) = cov(y,x)

iv. cov(ax,by) = abcov(x,y)
V. cov(x+a,y+Db)=cov(x,y)
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Una covarianza positiva entre dos variables x y y significa que cuando una varia-
ble crece la otra también lo hace, y cuando una variable decrece a la otra le sucede
lo mismo. Por el contrario, una covarianza negativa significa que al crecer una
de las variables la otra decrece, expresando un comportamiento reciproco entre
ellas. El signo de la covarianza, por lo tanto, expresa la tendencia en la relaciéon
lineal entre las variables.

En estadistica, el estadistico muestral de la covarianza, el cual se denota por
Sxy, para datos no agrupados, se define como:

i=n

Sy=-- 3 (x-%) (%)

i=1

En donde x; representa las lecturas obtenidas de la primera variable y y; las lectu-
ras obtenidas de la segunda variable.

Para datos agrupados en una tabla de contingencia el estadistico Sxy se define
como:

k m

Sy=—r3 3 flt5)(1-%)(5-7)

i 1

-
1]

1]

—
.

I

II
S
||M||

> 55 (6-3)

En donde ¢; es la marca de clase de la primera variable x; y s, la marca de clase de
la segunda variable y;; f(#;,s;) es la frecuencia conjunta de la celda (3,)).

Se calculara la covariancia para datos sin agrupar de la tabla de la figura 3.5,
correspondiente a los datos del ejercicio 3.2.

Sxy = [(76-56.6)*(1.69-1.6) + (56-56.6)*(1.51-1.6) + --- + (64-56.6)*(1.58-1.6)| /64 = 0.1447

Se obtendra la covariancia para datos agrupados de la tabla de contingencia de la
figura 3.47:

Sxy= [(l)*(40.85—56.6)*(1.51 1-1.6) + (1)*(40.85-56.6)*(1.555-
1.6)+ -+ (1)*(74.15—56.6)*(1.709—1.6)] /64=0.15032
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La diferencia entre ellas se debe a que los valores de la muestra en el caso de la
tabla de contingencia, son reemplazados por las marcas de clase, por lo que los
resultados para datos agrupados son aproximados a los resultados de los datos
sin agrupar.

i. SiSxy>0 hay dependencia directa (positiva), es decir, a grandes valores de
x corresponden grandes valores de y.

ii. SiSxy=0 seinterpreta como la no existencia de una relacion lineal entre las
dos variables estudiadas.

iii. Si Sxy <0 hay dependencia reciproca o negativa, es decir, a grandes valores
de x corresponden pequefios valores de y.

En probabilidad se define el coeficiente de correlacién como:

El estimador muestral del coeficiente de correlacion de dos variables se define
de la siguiente forma:

Sxy
Ty =—"
7 Sx Sy

El coeficiente de correlacion entre el peso y la estatura en el ejercicio 3.2 es:
r= 0.1447/(8.01 152*0.057283) =0.3153

El valor del indice de correlacion r varia en el intervalo [—1,1], indicando el
signo el sentido de la relacion:

i. Sir=1, existe una correlacién positiva perfecta. El indice indica una depen-
dencia total entre las dos variables denominada relacion directa: cuando
una de ellas aumenta, la otra también lo hace en proporcion constante.

ii. Si0<r<1, existe una correlacion positiva.
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iii. Si r=0, no existe relacion lineal. Pero esto no necesariamente implica que
las variables son independientes: pueden existir todavia relaciones no linea-
les entre las dos variables.

iv. Si-1<r<0, existe una correlacion negativa.

v. Si r=-1, existe una correlaciéon negativa perfecta. El indice indica una
dependencia total entre las dos variables llamada relacion reciproca: cuando
una de ellas aumenta, la otra disminuye en proporcion constante.

El coeficiente de contingencia C de Pearson expresa la intensidad de la rela-
cion entre dos (o mas) variables cualitativas. Se basa en la comparacién de las
frecuencias efectivamente calculadas de dos caracteristicas, con las frecuencias
que se hubiesen esperado con independencia de estas caracteristicas.

Para obtenerlo, se debe calcular primero el Coeficiente de Contingencia Cua-
dratica Xz) el cual se define a partir de una tabla de contingencia, de la siguiente
forma:

(o)
PR
i=1 j=1 Ji-Jj

X'=

Para el ejercicio 3.2, utilizando la tabla de contingencia de la figura 3.61

* 2 *7 |’ %3]
[1_3 12] [0_3 7] [1_3 3]
64 64 64
2: + + e+ =83.6857
3% 12 3%7 3%3
64 64 64

El coeficiente de contingencia C de Pearson se define como:

c= [X
X+N

Para ilustrar su aplicacion se calculara para el ejercicio 3.2, usando la tabla de
la figura 3.61:
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Ejercicio 3.6

83.6857

— =0.75276
83.6857 + 64

En estadistica, el coeficiente ¢ (phi) o T también llamado coeficiente de corre-
lacion de Mathews, es una medida de la asociacion entre dos variables binarias.
Esta medida es similar al coeficiente de correlacion de Pearson en su interpreta-
cion. El coeficiente phi se define como:

Para ejemplificar el concepto de tablas de contingencia multivariadas se ilus-
trard con el siguiente ejemplo con tres variables:

Se tomé una muestra de 120 estudiantes de la Facultad de Ingenieria de la
UNAM, a los cuales se les pregunto su peso y su estatura. La muestra se ilustra

en la figura 3.65:

F1GURA 3.65. Muestra de 120 estudiantes de la Facultad de Ingenieria de la UNAM

Muestra|Sexo | Peso (kg) [ Estatura (m) || Muestra|Sexo|Peso (kg) | Estatura (m)||Muestra|Sexo | Peso (kg) | Estatura (m) || Muestra|Sexo | Peso (kg) [ Estatura (m)
1 F 76 1.69 31 M 65 1.72 61 M 62 1.70 91 F 60 1.50
2 F 56 1.51 32 M 74 1.64 62 F 60 1.62 92 F 75 1.68
3 F 56 1.50 33 M 60 1.73 63 M 65 1.70 93 F 52 1.63
4 M 62 1.69 34 F 64 1.50 64 M 65 1.65 94 M 52 1.70
5 F 73 1.65 35 M 56 1.67 65 F 48 1.60 95 M 68 1.68
6 F 60 1.51 36 M 57 1.75 66 F 52 1.51 96 F 54 1.52
7 F 50 1.60 37 M 91 1.85 67 F 64 1.58 97 M 80 1.72
8 M 84 1.82 38 M 76 1.74 68 F 59 1.58 98 M 76 1.65
9 M 69 1.54 39 F 58 1.65 69 F 60 1.67 929 M 72 1.80
10 M 68 1.74 40 M 74 1.76 70 F 57 1.64 100 F 50 1.59
11 F 61 1.58 41 M 68 1.85 71 M 60 1.66 101 M 85 1.75
12 F 61 1.56 42 F 63 1.60 72 M 62 1.65 102 M 77 1.72
13 F 52 1.53 43 M 66 1.70 73 M 64 1.68 103 M 64 1.62
14 F 60 1.72 44 M 80 1.80 74 M 63 1.74 104 M 51 1.66
15 M 79 1.79 45 M 64 1.68 75 M 73 1.76 105 M 56 1.70
16 F 70 1.54 46 M 59 1.72 76 M 84 1.70 106 F 52 1.54
17 F 65 1.63 47 M 73 1.73 77 M 85 1.75 107 F 50 1.56
18 F 63 1.54 48 M 82 1.68 78 M 79 1.62 108 M 65 1.76
19 F 57 1.70 49 F 53 1.63 79 M 65 1.73 109 M 65 1.75

20 F 41 1.52 50 M 79 1.88 80 F 60 1.65 110 M 65 1.74
21 M 72 1.69 51 F 55 1.53 81 M 52 1.56 111 M 72 1.64
22 M 78 1.78 52 M 74 1.68 82 F 65 1.57 112 F 60 1.50
23 F 44 1.50 53 F 59 1.65 83 F 39 1.55 113 M 68 1.68
24 F 53 1.60 54 F 72 1.60 84 F 45 1.53 114 F 45 1.55
25 F 70 1.59 55 F 65 1.66 85 F 56 1.63 115 F 55 1.60
26 F 55 1.63 56 F 58 1.60 86 F 58 1.60 116 F 55 1.67
27 F 57 1.60 57 M 67 1.67 87 F 53 1.50 117 F 45 1.61
28 F 52 1.58 58 F 47 1.60 88 F 48 1.52 118 F 55 1.58
29 F 55 1.53 59 F 54 1.57 89 F 56 1.56 119 M 75 1.80
30 M 63 1.69 60 M 89 1.79 90 F 60 1.64 120 M 98 1.75
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Determine una tabla de contingencia con estos datos

Primero se obtienen los valores maximos, minimos, rango, nimero de interva-
los y amplitud de intervalo de clase de cada una de las variables que intervienen
en el problema.

Se pondra como x la variable peso, como y la variable estatura y como z el
género de cada estudiante.

Parametro Peso Estatura
Val Max = 98 1.88
Val Min = 39 1.5
Rango = 59 0.38
m= 10 10
D= 6 0.04

La tabla de contingencia multivariable se muestra a continuacion:

F1GURA 3.66. Tabla de Contingencia de la muestra de 120 estudiantes
de la Facultad de Ingenieria de la UNAM

Estatura
1.50-1.54 | 1.54-1.58] 1.58-1.62 | 1.62-1.66 | 1.66-1.70 | 1.70-1.74 | 1.74-1.78] 1.78-1.82|1.82-1.86] 1.86-1.90
s 1.52 1.56 1.6 1.64 1.68 1.72 1.76 1.8 1.84 1.88
Género Género Género Género Género Género Género Género Género Género
Peso| t | F| M| F [ M|F | M|F ] M|F [ M|F [M|F][M|[F][M|[F][M[F[M fik fi..
39-45| 43 | 3 2 1 6]0] 6
4551 48 | 1 1 4 1 6 | 1 [ 7
5157 54 | 9 5 | 1] 4 6 2 3 1 26 | 5 [ 31
57-62| 60 | 3 3 3 3 2 | 1 1| 1 2 14| 5 [ 19
62-68 | 65 | 1 1| 2 1 1| 2 2 9 4 2 6 | 19 [ 25
6874 | 71 1| 1 2 1 2 2 1 2 1 1 4 |10 [ 14
74-80 | 77 1 1] 1 3 1 3 1| 1 |10 11
80-86 | 83 2 1 1 0|4 4
86-92 | 89 1 1 0| 2 [ 2
0298 95 1 0 |1 1
fik= 17| 2 |14 | 1|15] 2|12 | 8|4 | 17| 1 |10 o] 8] o| 6|0 ] 2]o0 1
fj.= 19 15 17 20 21 11 8 6 2 1
f.k= 63 | 57
Observe en esta figura que existen diversas frecuencias absolutas marginales de
la muestra. La definicién de cada una de ellas se expresa a continuacion:
k=m;3 j=my i=my
fi= Z Jik  fik= Z fi  Sik= Z Jiik (3.82)
k=1 j=1 i=1
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i=my k=m; i=my j=my

z 52 i feX L G.

i=1 k= i=1 j=1

W
oe}
W
~

‘MII

1

J

Como se puede apreciar en la figura 3.66:

Peso 39-45 45-51 51-57 57-62 62-68 68-74 74-80 80-86 86-92 92-98
fi.. 6 7 31 19 25 14 11 4 2 1
Estatura|1.50-1.54|1.54-1.58(1.58-1.62|1.62-1.66|1.66-1.70|1.70-1.74|1.74-1.78|1.78-1.82(1.82-1.86|1.86-1.90
fj. 19 15 17 20 21 11 8 6 2 1

Género F M
f.k 63 57
fjk Estatura |1.50-1.54{1.54-1.58|1.58-1.62|1.62-1.66(1.66-1.70|1.70-1.74|1.74-1.78|1.78-1.82|1.82-1.86|1.86-1.90
Género F 17 14 15 12 4 1 0 0 0 0
M 2 1 2 8 17 10 8 6 2 1
fi.k Peso 39-45 45-51 51-57 57-62 62-68 68-74 74-80 80-86 86-92 92-98
Género F 6 6 26 14 6 4 1 0 0 0
M 0 1 5 5 19 10 10 4 2 1

(Ejercicio 5-17, pagina 215 del libro de Douglas C Montgomery, Disefio y
Anadlisis de Experimentos, Editorial Limusa Wiley, segunda edicién, 2007). El

Departamento de Control de Calidad de una planta de acabados textiles estu-
dia el efecto de varios factores sobre el tefiido de una tela de algodén vy fibras
sintéticas, utilizada para fabricar camisas para caballero. Se seleccionaron tres
operadores, tres duraciones de ciclo y dos temperaturas, y se tifieron tres ejem-
plares pequefios de la tela bajo cada conjunto de mediciones. La tela terminada
se compar6 con un patrén y se le asigné una evaluaciéon numérica. Los datos
obtenidos se presentan a continuacion:

Temperatura
300 350
Operador Operador
Tiempo de Ciclo 1 2 3 1 2 3
23 27 31 24 38 34
40 24 28 32 23 36 36
25 26 29 28 35 39
36 34 33 37 34 34
50 35 38 34 39 38 36
36 39 35 35 36 31
28 35 26 26 36 28
60 24 35 27 29 37 26
27 34 25 25 34 24
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Esta tabla contiene cuatro variables: la primera que se situaria sobre el eje de las
x seria el tiempo de ciclo, la segunda que se situaria sobre el eje de las y seria la
temperatura, la tercera que se situaria sobre el eje de las z seria el operador, y la
variable de respuesta en este caso, llamémosle u, que son los valores dentro de
cada celda seria el teniido de la tela.

La tabla anterior también se puede presentar como una tabla de cuaternas
ordenadas como la que se muestra a continuacion:

X y Z u X y Z u X y z | u
40 | 300 | 1 | 23 50 | 300 | 1| 36 | 60 [ 300 | 1 | 28
40 | 300 | 1 | 24 50 | 300 | 1| 35 | 60 [ 300 | 1 | 24
40 | 300 | 1 | 25 50 | 300 | 1| 36 | 60 | 300 | 1 | 27
40 | 300 | 2 | 27 50 | 300 | 2| 34 | 60 | 300 | 2 [ 35
40 | 300 | 2 | 28 50 | 300 | 2| 38 | 60 | 300 | 2 [ 35
40 | 300 | 2 | 26 50 [ 300 | 2 | 39 60 | 300 | 2 | 34
40 | 300 | 3 | 31 50 [ 300 | 3| 33 | 60 | 300 [ 3 [ 26
40 | 300 | 3 | 32 50 | 300 | 3| 34 | 60 | 300 | 3 | 27
40 | 300 | 3 | 29 50 | 300 | 3| 35 | 60 | 300 | 3 [ 25
40 | 350 | 1 | 24 50 | 350 | 1| 37 | 60 | 350 | 1 [ 26
40 | 350 | 1 | 23 50 [ 350 | 1| 39 | 60 | 350 | 1 [ 29
40 | 350 | 1 | 28 50 [ 350 | 1| 35 | 60 | 350 [ 1 [ 25
40 | 350 | 2 | 38 50 | 350 | 2 | 34 | 60 | 350 | 2 | 36
40 | 350 | 2 | 36 50 [ 350 | 2 | 38 | 60 | 350 [ 2 | 37
40 | 350 | 2 | 35 50 [ 350 | 2 | 36 | 60 | 350 [ 2 | 34
40 | 350 | 3 | 34 50 | 350 | 3 | 34 | 60 | 350 | 3 | 28
40 | 350 | 3 | 36 50 | 350 | 3 | 36 || 60 | 350 | 3 | 26
40 | 350 [ 3 | 39 50 | 350 | 3 | 31 60 | 350 | 3 | 24

Para llevar a cabo la tabla de contingencia se tendrian que definir los valores
maximos, minimos, marca de clase, nimero de intervalos y amplitud de cada
intervalo de cada una de las variables que intervienen en el problema, como se
muestra a continuacion:

Valor méaximo de u =39
Valor minimo de u=23
Rango =39-23=16
m=38

A=2
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La tabla de contingencia para este problema seria la siguiente:

Temperatura

Operador

Tiempo
de Ciclo

Tenido

23-25

25-27

27-29]29-31

31-33

33-35

35-37

37-39

24

26

28 30

32

34

36

38

300

40

50

60

40

50

60

40

50

60

350

40

50

60

40

50

60

40

[y gy 1S

=N~ N

50

60
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Ejercicios del Capitulo 3

1. Enlasiguiente tabla se muestran el nimero de alumnos inscritos, el nimero
de horas-semana-mes pagadas a los profesores de carrera y el nimero de
horas-semana-mes pagadas a los profesores de asignatura de la UNAM, en
el periodo 1999-2018.

No. Periodo No. Alumnos Horas Prof Carr |  Horas Prof Asig
1 1999-2000 255,226 195,800 251,215
2 2000-2001 245,317 195,540 236,389
3 2001-2002 251,149 197,740 244,960
4 2002-2003 259,036 206,260 244,572
5 2003-2004 269,143 207,040 248,529
6 2004-2005 279,054 208,440 250,810
7 2005-2006 286,484 210,420 253,534
8 2006-2007 292,889 212,020 257,705
9 2007-2008 299,688 213,020 262,283

10 2008-2009 305,969 212,220 265,940
11 2009-2010 314,557 213,000 266,912
12 2010-2011 316,589 214,040 275,971
13 2011-2012 324,413 213,440 283,829
14 2012-2013 330,382 215,340 291,163
15 2013-2014 337,763 210,980 297,097
16 2014-2015 342,542 209,520 301,935
17 2015-2016 346,730 217,280 304,932
18 2016-2017 349,539 218,080 309,703
19 2017-2018 349,515

20 2018-2019 356,530

a. Para cada una de las ultimas tres columnas elabore una estadistica des-
criptiva completa sobre sus medidas de tendencia central, de dispersion,
de forma y de otro tipo.
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b. Paracadauna de las tltimas tres columnas elabore una tabla de frecuen-
cias, trace sus histogramas, sus poligonos de frecuencias y sus ojivas.

c. Para cada una de las ultimas tres columnas obtenga sus intervalos inter-
cuartiles, interdeciles e interpercentiles.

d. Calcule las horas-semana-mes de docencia considerando que en prome-
dio un profesor de carrera debe dar un 25% de su tiempo en horas de
docenciay el profesor de asignatura debe cubrir el 100% de su tiempo con-
tratado en horas frente a grupo, es decir horas de docencia =0.25*Horas
Prof Carr + Horas Prof Asig y agregue esta variable como una columna
a la izquierda de la tabla anterior. Para esta columna obtenga una esta-
distica descriptiva completa sobre sus medidas de tendencia central, de
dispersion, de forma y de otro tipo; elabore una tabla de frecuencias,
trace sus histogramas, sus poligonos de frecuencias y sus ojivas; obtenga
sus intervalos intercuartiles, interdeciles e interpercentiles.

e. Trace los diagramas de tallo y hojas, de caja y bigote y de Pareto para
cada una de las variables nimero de alumnos, nimero de horas de pro-
fesor de carrera, nimero de horas de profesor de asignatura y nimero
de horas de docencia.

f. Trace la serie de tiempo de cada una de las variables nimero de alum-
nos, nimero de horas de profesor de carrera, numero de horas de profe-
sor de asignatura y numero de horas de docencia.

g. Elabore una tabla de contingencia bivariada entre el nimero de alum-
nos y el nimero de horas de docencia. Calcule las frecuencias margina-
les y las frecuencias condicionales.

h. Trace el poliedro de frecuencias conjuntas entre el nimero de alumnos
y el nimero de horas de docencia.

i. Obtenga la covarianza entre el nimero de alumnos y el nimero de horas
de docencia; calcule los coeficientes de correlacion de Pearson y el coe-
ficiente phi.

2. Elhilo sintético monofilamento obtenido de la extrusion de pellets de polia-
mida, debido a su resistencia aun con calibres muy delgados, es utilizado
en microcirugia y oftalmologia. El hilo es pigmentado de negro o azul con
colorantes inocuos. Una caracteristica de calidad importante de este hilo es
su nivel de encogimiento. Para probar su nivel de encogimiento se corta un
metro de este hilo en el carrete, se sumerge en agua caliente a cierta tempe-
ratura durante cierto tiempo y se saca el hilo volviendo a medirlo. El enco-
gimiento que sufre, seglin la norma internacional correspondiente, no debe
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ser mayor del 2%. Suponga que se realizé un experimento con una muestra
de trozos de un metro de n =30 carretes elegidos aleatoriamente de un lote
de N =300. Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla.

98.97 99.35 97.40
99.00 98.08 98.89
99.39 98.02 99.31
98.12 99.28 99.80
97.28 97.92 98.93
97.01 98.96 97.81
99.21 98.44 98.13
98.35 99.19 99.85
99.93 99.97 98.19
99.77 97.20 98.37

a. Elabore una estadistica descriptiva completa sobre las medidas de ten-
dencia central, de dispersién, de forma y de otro tipo del nivel de enco-
gimiento del monofilamento.

b. Obtenga una tabla de frecuencias del nivel de encogimiento del monofi-
lamento, trace sus histogramas, sus poligonos de frecuencias y sus ojivas.

c. Determine los intervalos intercuartiles, interdeciles e interpercentiles del
nivel de encogimiento del monofilamento.

d. Tracelos diagramas de tallo y hojas, de caja y bigote y de Pareto del nivel
de encogimiento del monofilamento.

e. Estime la fraccion de carretes de monofilamento que no cumple la espe-
cificacion.

. Calcule la fraccién de carretes de monofilamento que tiene un nivel de
encogimiento de entre uno y tres centimetros.

3. Una compaiia geohidrologica realiz6 50 mediciones del flujo en metros
cubicos por segundo del rio Papaloapan, a pedido de una oficina del gobierno
federal, pero como no le han pagado entregd como reporte la siguiente tabla
de frecuencias.

a. Usted como experto en Estadistica complete la tabla de frecuencias.

b. Trace su histograma, su poligono de frecuencias absolutas, su poligono
de frecuencias relativas, su poligono de frecuencias absolutas acumula-
das y su poligono de frecuencias relativas acumuladas.
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c. Calcule sus medidas de tendencia central, de dispersion, de forma, y de
otro tipo con base en los resultados de la tabla de frecuencias.

d. Estime los cuartiles y deciles y obtenga sus intervalos intercuartil, inter-
decil e interpercentil.

e. Elabore un diagrama de caja y bigotes y un diagrama de Pareto.

Intervalo de clase
No. Lim Inf | Lim Sup Marca de | Frec Frec | Frec Abs | Frec Rel
Clase Abs Rel Acum Acum
1 0.1
2 722 759.5 12 0.34
3 872 0.28 31
4 0.2
5 5
6 1097 1059.5 0.98
7 1
Suma= 50 1

4. Un profesor de laboratorio de electrénica le pidié de mal modo al taller
de manufactura avanzada la medicion de la resistencia a la tensién de una
muestra de tamafio n =25 de cables. El Jefe del Taller no pudo negarse y le
mandé como resultado el siguiente histograma.

Histograma
y

9
8 r
, p
6
5
4
3
2
1
0

105 215 325 435 545
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El profesor del laboratorio de electronica le solicitéo a Usted, por ser su
alumno, le brindara mas informacion al respecto, por lo cual le pidi6 lo

siguiente:

a. Con base en este histograma complete la siguiente tabla de frecuencias.

Intervalo de clase

No. | . Marca
Lim Inf | Lim Sup de Clase

Frec
Abs

Frec Rel

Frec Abs
Acum

Frec Rel
Acum

270

G| W N

Suma=

b. Trace su histograma, su poligono de frecuencias absolutas, su poligono
de frecuencias relativas, su poligono de frecuencias absolutas acumula-

das y su poligono de frecuencias relativas acumuladas.

c. Calcule sus medidas de tendencia central, de dispersion, de forma, y de
otro tipo con base en los resultados de la tabla de frecuencias.
d. Estime los cuartiles y deciles y obtenga sus intervalos intercuartil, inter-

decil e interpercentil.

e. Elabore un diagrama de caja y bigotes y un diagrama de Pareto.

5. (Problema 5-22 de la pagina 216 del libro de Douglas C Montgomery, Disefio
y Andlisis de Experimentos, Editorial Limusa Wiley, segunda edicion, 2007).
En un articulo del Journal of Testing and Evaluation (vol. 16, no. 2, pp 508-
515) se investigaron los efectos de la frecuencia de carga ciclica y de las
condiciones ambientales sobre el crecimiento de las fisuras por fatiga con
un esfuerzo constante de 22 MPa para un material particular. Los datos del
experimento se presentan en la siguiente tabla; la respuesta es el indice de

crecimiento de las fisuras por fatiga.

a. Elabore una tabla de contingencia multivariable, considerando las
variables x = frecuencia, y = medio ambiente y z=indice de crecimiento

de las fisuras por fatiga.
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b. Calcule las frecuencias marginales de cada variable.

o

Obtenga las frecuencias condicionales f(x|y), f(x|2), f(y]2), f(x,y|2).

d. Determine las covarianzas cov(x,y), cov(x,z), cov();,z) y sus correspon-
dientes coeficientes de correlacion.

Medio ambiente
Frecuencia
Aire H,0 H,O0 salada
2.29 2.06 1.90
2.47 2.05 1.93
10
2.48 2.23 1.75
2.12 2.03 2.06
2.65 3.20 3.10
) 2.68 3.18 3.24
2.06 3.96 3.98
2.38 3.64 3.24
2.24 11.00 9.96
o1 2.71 11.00 10.01
' 2.81 9.06 9.36
2.08 11.30 10.40
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4, Estimacion de parametros poblacionales

4.1. Conceptos basicos de inferencia estadistica

Tal como ya se mencion¢ antes, la Inferencia Estadistica es la rama de la Estadis-
tica que proporciona las reglas para estimar ciertos valores de una poblacién, con
base en los resultados de una muestra, asi como formular y probar hipédtesis sobre
la verdad de estas estimaciones y tomar decisiones con base en estos resultados.

Un parametro poblacional es el valor verdadero de la medida de tendencia
central, de la dispersion o de la forma de alguna caracteristica de la poblacion y
que, cuando es desconocido, puede estimarse mediante un estadistico asociado
a una muestra.

La primera finalidad del muestreo es obtener muestras representativas de
la poblacion bajo estudio. Una muestra es representativa de la poblacion si es
obtenida aleatoriamente.

Tal como ya se habia mencionado previamente, se dice que el muestreo es
aleatorio si cumple las siguientes caracteristicas:

» Todos los posibles resultados del experimento deben tener la misma posi-
bilidad de ocurrir.
» Los resultados deben ser independientes entre si.

;Como se puede determinar cudl procedimiento usar y el nimero de elementos
a elegir de la muestra? La respuesta depende de dos factores: ;qué tanta represen-
tatividad se desea? y ;qué tan seguro se requiere estar de esta representatividad?,

es decir,

1. Siu es la variable de interés y il es un estimador puntual de u entonces se
debe especificar un limite superior para el error de estimacion, esto es

lu-1|<e (4.1)
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La variable de interés u a estudiar puede ser la media de la poblacién y, el
total poblacional T, la fraccién de interés p o cualquier otro parametro pobla-
cional de interés. La variable # representa un estimador puntual del pardme-
tro poblacional u. Para el caso de la media poblacional, un estimador puntual
podria ser la media muestral, la mediana me, o la moda m,, segtin cual sea
mas representativa de la tendencia central de los datos.

Notese que la desigualdad, 4.1 también puede ser escrita como:
U—e<U<U+E

2. Se debe fijar la probabilidad de que efectivamente el error de estimacion sea
menor de &, esto es, la fraccion de las veces en que el muestreo tiene como
error de estimacion un valor menor a ¢,

p[Error de Estimacién<e | =1-a

Notese que la probabilidad p[Error de Estimacién <¢] = 1 - a también puede
ser escrita como:

pllu-dl<e]=1-a
plu-e<it<u+e)=1-a

Generalmente el criterio que se adopta para fijar un valor al limite supe-
rior del error de estimacion es definirlo como un multiplo de la desviacion
estandar del estimador 4, es decir,

€= k()‘ﬁ
En donde k depende de la funcién de probabilidad que tenga el estimador @
y del nivel de confianza (1-a) que se desee tener. Si la funcién de probabili-

dad del estimador de la variable de interés @ es normal, en este caso k =z, ,,
en donde z representa a una variable aleatoria normal estandar.

La estimacion de parametros poblacionales a partir de muestras se lleva a efecto

a través de estimadores puntuales, de los cuales se debe determinar qué cuali-
dades deben reunir para ser validos y representativos, o a través de estimadores

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 199




OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

por intervalos de confianza, de los cuales se debe determinar la distribucion de
probabilidad que presentan y el nivel de confianza que se desea tener. Las hipo-
tesis estadisticas que se formulen deben ser probadas para comprobar su validez
y representatividad. Tanto la estimacion por intervalos de confianza como las
pruebas de hipotesis se pueden clasificar para una poblacion o para dos pobla-
ciones o mds.

Para una poblacion, generalmente los parametros que se estiman son la
media, varianza, desviacion estandar, fraccién de éxitos, fraccion de defectuo-
sos, fraccion de defectos, tamafo poblacional, etcétera. Para dos poblaciones
generalmente lo que se estima es el cociente entre varianzas (para determinar la
igualdad de estas varianzas), la diferencia de medias (para determinar la igual-
dad de estas medias), la diferencia de proporciones, la covarianza y el coefi-
ciente de correlacion. También dentro de la Estadistica Inferencial se ven otro
tipo de pruebas estadisticas como lo son las pruebas de bondad de ajuste, que
permiten probar la adecuacién de un conjunto de datos obtenidos empirica-
mente a un modelo probabilistico especifico.

Un estadistico muestral es una medida cuantitativa, obtenida a partir de un
conjunto de datos, observaciones o mediciones de una muestra, con el obje-
tivo de estimar o inferir caracteristicas de una poblaciéon o modelo estadistico.
Mas formalmente, un estadistico muestral es una funciéon medible f: R” - R en
la que, para una muestra aleatoria {x;, x,, x3,+, x,.}, le corresponde un niimero
real f(x;, x,, x3,°+, X,,), que permite estimar un determinado parametro de la
poblacién de la que procede la muestra.

Para ilustrar lo anterior, suponga que se requiere escoger un estadistico )
del parametro poblacional 6. Suponga a su vez, que existen varios estadisticos
que pudieran usarse, ;qué criterios existen para seleccionar al estadistico mas
adecuado?

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 200



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

4.2. Criterios para seleccionar estimadores puntuales

Las cualidades que deben reunir los estimadores puntuales se pueden resumir
en las siguientes:

Suficiencia; e,

a. Insesgabilidad o imparcialidad;
b. Eficiencia o precision;

¢. Consistencia;

d. Robustez;

e.

f.

Invariancia.

4.2.1. Insesgabilidad o imparcialidad

Se dice que un estimador 0 es insesgado si la esperanza matematica del estima-
dor es igual al parametro poblacional 6, es decir,

no=E{0}=0 (4.6)

Suponga que se tiene una muestra aleatoria ordenada de menor a mayor {xl, X5
X3, X, }, obtenida de una poblacién cuya variable aleatoria es x. Suponga que
cada una de las variables x; son estadisticamente independientes entre si y que
todas ellas pertenecen a la misma poblacién, lo que implica que:

E{xi} = Uy

var{x;} =2

Se requieren definir estimadores de la media poblacional y, y de la desviacion
estandar poblacional o,.
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Es importante no confundir la media y la varianza muestral de cada observa-
cion x; con la media y la varianza poblacional. La media y la varianza pobla-
cionales son constantes, en cambio, las medias y las varianzas para cada x; son
variables aleatorias.

Tres estimadores de la media poblacional podrian ser:
a. SemiRango: SR = (x, +x,)/2
Observe que psg = E{ (x; +x,)/2} = [Efx} + E{x} ] /2= (e + 1) /2= 1y
Por lo tanto, el semirango es insesgado.
b. (% +x+x,,+x,)/3

E{(x, + 2+ 5,1 +x,) /3} = [Elxi} + Bl + Blx, 1} + Efx,}] /2=
(et et et ) /3=4p/3 2,

Por lo que este estimador es sesgado; observe que si se hubiera dividido
entre cuatro seria insesgado.

c. Media aritmética: x = E{(x; + x, + X3+ - +x,) /n} =np,/n=,

Por lo que el promedio muestral es un estimador insesgado.

Ejercicio 4.2 Se acostumbra definir a la varianza de dos formas diferentes:

Si1=— Z( %)*

i=n

$i= 3 (57

i=1

Noétese que el primer estimador definido arriba es insesgado, ya que:

n-1

O TR G

i=1

Me2 = E g
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E{(x;=%)°} = E{(x;— e~ X+ )’}
E{(x;= %)%} = E{(x;— ) = 2(x, - ) (X — ) + (k- )}

E{(x;=%7} = E{(xi— 1)’} - 2E{(x;~ ) &~ )} + E{F - o)’}

2

j=n
O R | ol | 35
j=1

n 2
E{(xi—)_c)z} =0 —% ZE{(X;‘_ Hx)(xj_ Hx)} +%
j=1

n n-1
iy (M ) -2

En cambio, el segundo estimador de la varianza poblacional es sesgado, ya que:

=By 3 (-2 L S

i=1 i=1

o+ o2

Mgz =

(H;I)E{Si_l}c(n_l)

n

4.2.2. Eficiencia

Se dice que un estimador 0, es mas eficiente o mas preciso que otro estimador
0,, si la varianza del primero es menor que la del segundo, es decir,

2 2
o 91<O' 8,

En la medida en que un estimador presenta menor varianza, es mas eficiente
o mas preciso. El estimador mas eficiente u éptimo sera aquel que presenta la
minima variancia. Para el caso particular de la media poblacional, su estimador
optimo es la media muestral.
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4.2.3. Error cuadratico medio minimo

En estadistica, el error cuadratico medio (ECM) de un estimador se define como
la esperanza matematica o el valor esperado de los errores al cuadrado, es decir,
la diferencia entre el estimador y el pardmetro poblacional que se estima,

ECM(0) =E{(6-0)?} (4.8)
ECM(0) =E{(8-po+15-8)7}

ECM(0) = E{(0 - o)} +2E{ (8- o) (15— 0) } + E{ (1o - 0)?}

E{(6 - )} =0

E{ (19~ 06)} = Sesgo’

ECM(8) =o' + Sesgo? (4.9)

El error cuadréatico medio es un criterio importante para comparar dos estima-
dores. Sean 0,y 8, dos estimadores puntuales del pardémetro 8, y ECM(8,) y
ECM(éz) sus errores cuadraticos medios, entonces, se define la eficiencia rela-
tiva de , sobre 8, como el siguiente cociente:

ECM(8,) (4.10)

2

Si esta eficiencia relativa es menor que uno entonces el primer estimador es mas
eficiente que el segundo, pero si la eficiencia relativa es mayor que uno entonces
el segundo estimador es mas eficiente que el primero.

Para el caso de los tres estimadores de la media poblacional definidos en el ejer-
cicio 4.1, ndtese que sus varianzas son:

1
GZSR:varixl*_Tx" g = 4—valr{x1 +%,}

1
03r= T [Var {x,} + var {x,} + 2 cov{x,, x2}]
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Por lo que su error cuadratico medio es ECM(SR) = 62 /2, ya que no presenta
sesgo al haberse comprobado que es insesgado.

En cambio

1
=Evar{x1 + Xy X1+ X, }

x1+x2+xn_1+xn§

0% =var
4

0%= 1 [var{xl} +var{x,} +var{x,_,} +var{x,,}]

16

N |>9.\>

03 =~ [40] =

Por lo que su error cuadratico medio es ECM(2) =02 /4

Para el caso de la media aritmética

i=n
o= var ELZ Xi E'iz var{x +x,+ - +x,}
nioa n
of—c=i2 [var{xl} + var{xz} +o var{xn}]
n
1 2
0§=72[”0?<] = f

Por lo que su error cuadritico medio es ECM(media aritmética) = 6% /n

Sus eficiencias relativas implican que para n >4 el estimador mas eficiente o mas
preciso de la media poblacional, de los tres definidos anteriormente, es la media
aritmética de las observaciones.

El estimador insesgado de varianza minima es aquel que presenta la minima
varianza de todos los estimadores insesgados que existen.

Para conocerlo, se puede aplicar la desigualdad de la Cota Inferior de Cramér-
Rao. La cota inferior de Cramér-Rao (CRLB por sus iniciales en inglés), llamada
asi en honor a Harald Cramér (1893-1985) y Calyampudi Radhakrishna Rao
(1920- ), expresa una cota inferior para la varianza de un estimador insesgado.
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4.2 .4, Teorema de la Cota Inferior de Cramér-Rao

Bajo condiciones muy generales, suponga que se tiene una muestra aleatoria
{x1, x5 23,0+, xn} obtenida de una poblacién cuya variable aleatoria es x, proce-
dente de una distribucién con funcién de densidad f (x, 6); entonces, la varianza
de cualquier estimador insesgado § de ® cumplira con la siguiente desigualdad:

02é=var(é) > ! (4.11)

nEg[aieL”(f(x;e))]zg

Al amable lector que esté interesado en revisar la demostracion de la desigual-
dad de Cramér-Rao, se le sugiere consultar el tema 8.3.2 de la pagina 426, de
Alberto Ledn Garcia, Probability, Statistics and Random Processes for Electrical
Engineering, Pearson, Prentice Hall, third edition, 2008.

La parte derecha de la anterior desigualdad es la denominada cota inferior
de Cramér-Rao. Evidentemente, si se dispone de un estimador insesgado cuya
varianza coincide con dicha cota se tendra un estimador eficiente de 6 (no se
podra obtener un estimador mejor segtn los criterios de sesgo y eficiencia).
Conviene destacar la existencia de casos en los que dicha cota no es alcanzable;
es decir, puede suceder que exista un estimador con la minima varianza posi-
ble dentro del conjunto de estimadores insesgados de un pardmetro, pero la
varianza sera superior a la cota de Cramér-Rao.

Suponga que se tiene una muestra aleatoria {xl, X5y X300, x,,} obtenida de una
poblacién cuya variable aleatoria x es normal de media p y desviacion estan-
dar o la cual se supondra conocida. Con la aplicacién de la desigualdad de
Cramér-Rao obtenga un estimador insesgado de varianza minima de la media
poblacional.

En este caso

04/2TT

Se aplica el logaritmo de ambos lados de la igualdad
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Inffte ] = - (o y2r ) -2 [’C‘—”]
&

42 (i) ]| =L [24)

Sustituyendo en la expresion (4.11)

Ql-

- [1n(re )] -

22 o 1
62
H 1 _ 2
o’ o
1
52
— E{(xr-pw?}
2
&>
" Ton
Se sabe que
2
6% > —
n

Este estimador satisface la cota inferior de Cramér-Rao con una igualdad, en
consecuencia, se puede concluir que la media aritmética muestral es un estima-
dor insesgado de minima varianza de la media poblacional.

4.2.5. Consistencia
Un estimador , es consistente en la medida en que el valor de dicho estimador
tiende a aproximarse cada vez mas al valor del parametro poblacional 6, cuando

el tamafio de muestra tiende a crecer, esto implica,

Lim,_, , E{0} =0 (4.12)
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Lim,_, {02(;} =0 (4.13)

Notese que en el caso de la media aritmética como estimador de la media
poblacional:

02
Lim,, ., (03) =Lim, .| —= [=0
n

Por lo que se puede concluir que la media aritmética muestral es un estimador
consistente, ya que en la medida en que se toma una muestra mas y mas grande,
el estimador se acerca cada vez mas a la media poblacional.

4.2 6. Robustez

El estimador 8 ser4 un estimador robusto del parametro 8 si el no cumplimiento
de algunas hipdtesis previas en las que se basa la estimacion (por ejemplo, supo-
ner que la distribucién de probabilidad de los datos es normal, o que la muestra
fue obtenida aleatoriamente), no altera de manera significativa los resultados
que este proporciona.

La media aritmética muestral como estimador puntual de la media poblacio-
nal no depende de la distribucion de probabilidad que presenten los datos de la
poblacion, por lo cual se trata de un estimador robusto.

4.2.7. Suficiencia

Se dice que un estimador es suficiente cuando resume toda la informacién
relevante contenida en la muestra, de forma que ninguin otro estimador pueda
proporcionar informacién adicional sobre el pardmetro desconocido de la
poblacién. Formalmente, se dice que un estadistico 8 es suficiente para 0 si la
distribucién condicionada de x dado el valor 8(x), no depende de 6.

Teorema de Neyman-Fisher: Suponga que se tiene una muestra aleatoria {xl,
Xp» X3yt x,,} obtenida de una poblacion cuya variable aleatoria es x. Suponga que
cada una de las variables x; son estadisticamente independientes entre si y que
todas ellas pertenecen a la misma poblacién. Si para un estimador 6, su funcién
de densidad o de probabilidad de la muestra puede descomponerse en la forma
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f(xl, X+t Xy 9) =g(t, 9) h(xl, Xy, *o xn) (4.14)

Donde 6 y h no dependen de 6, entonces 0 es un estimador suficiente.

Para ilustrar un ejemplo de un estimador suficiente, suponga que cada una de las
variables aleatorias estadisticamente independientes x; presentan una funcién
de densidad tipo Poisson con parametro A; entonces su funcion de probabilidad
conjunta, por el hecho de ser independientes las variables, se obtiene como el
producto de cada una de sus funciones de probabilidad, es decir,

e M A (e A\ e N‘"\
f(xpxzw-,xw"){ X! j[ x! J[ x! )

Por lo que el estadistico media muestral para el caso de la distribuciéon de Pois-
son es suficiente.

4.2.8. Invariancia

Se dice que un estimador es invariante cuando el estimador de la funcién del
parametro coincide con la funcién del estimador del pardmetro, es decir,

[f®)]"=1(6%) (4.15)

Por ejemplo, si para estimar la varianza poblacional se utiliza la varianza mues-
tral, entonces para estimar la desviacidn estandar poblacional serd razonable
utilizar la desviacion estandar muestral.
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4.3. Meétodos de obtencion de estimadores puntuales

Histéricamente, para la obtencién de estimadores puntuales se han disefiado
procedimientos matematicos, entre los cuales se pueden citar:

Principio de los Momentos.

Meétodo de la x* minima.

Meétodo de los minimos cuadrados.
Principio de la maxima verosimilitud.

MEEIR NS

Principio de Bayes.

La aplicacion de estos métodos a casos particulares de funciones de probabili-
dad especificas conduce a estimadores que pueden diferir segtin el método que
se aplique y por lo mismo presentar diferentes atributos de bondad; por ello,
solo se explicaran los mas usuales y los que mejores atributos arrojan; estos son,
el método de los momentos y el método de maxima verosimilitud.
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4.4 Método de los momentos

El método de los momentos esta sustentado en el siguiente principio: si una
muestra es representativa perfectamente de una poblacién, los momentos mues-
trales y poblacionales deben coincidir.

Suponga que x es una variable continua con funcién densidad de proba-
bilidad f(x; 6,, 6,,---, 8;) 0 x es una variable aleatoria discreta con funcién de
probabilidad p(x; 6, 0,,---, 0;), los momentos de orden k con respecto al origen,
estan definidos como:

p’t:E{xt} = J Rxxtf(x; 0, 0,,-, Gk)dx t=1,2,-,k x_Continua

= E{xt} = Z xtf(x; 0, 0,,, Bk) t=1,2,-,k x_Discreta
xeRx

Suponga que se tiene una muestra aleatoria {xl, Xy, X3, Xn} obtenida de una
poblacidn cuya variable aleatoria es x. Suponga que cada una de las variables x;
son estadisticamente independientes entre si y que todas ellas pertenecen a la
misma poblacidn, lo que implica que todas ellas presentan la misma media y la
misma varianza. Los momentos muestrales de orden k con respecto al origen
estan definidos como:

Al igualar los primeros momentos de orden k de la poblacion, con los primeros
momentos de orden k de la muestra, se obtiene un sistema de k ecuaciones con
k incégnitas, el cual al ser resuelto proporciona la solucion estimada de los k
parametros 0, 0,,---, 0.

Para ilustrar la aplicacién del método de los momentos se tomaran ciertos
ejemplos con una distribuciéon de probabilidad bien definida.

Suponga que x representa el numero de llegadas o de éxitos en un cierto periodo
de tiempo, lo cual se modela con la distribucion de Poisson:

A\ x
p(x) =5 x')‘ x=0,1, 2,

El primer momento con respecto al origen de esta variable aleatoria es su media,
la cual es \. Por lo tanto,

211




OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice |

Bibliografia

Ejercicio 4.9

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

_1 & (4.16)
=x=— X;
noio

Esto implica que un estimador de A para la distribucién de Poisson es la media
aritmética de una muestra aleatoria de las llegadas.

El CrossFit es un sistema de entrenamiento de fuerza y acondicionamiento
tisico basado en ejercicios funcionales constantemente variados, realizados a
una alta intensidad. Suponga que se realizan cuatro rutinas de ejercicios: barra,
lagartijas, sentadillas y fondos sin parar durante cuatro minutos en promedio
cada uno de ellos. Suponga que el tiempo de cada rutina se comporta probabi-
listicamente como una funcién exponencial negativa. El tiempo total de ejer-
cicio de una vuelta completa seria la suma de los tiempos de cada uno de los
ejercicios, esto implicaria que una vuelta completa de los ejercicios se tardaria
en promedio 16 minutos. En probabilidad se demuestra que la suma de r tiem-
pos exponenciales negativos con el mismo parametro A genera una distribucion
tipo gamma, a la cual se le denomina Erlang, cuando r es natural. Esto implica-
ria que A =4 minutos y r=4. Se partira del hecho de que esto no se sabe y que
se desea obtener estimadores puntuales para A y para r, utilizando el método de
los momentos.

La funcion de probabilidad gamma presenta la siguiente expresion:
F( =2~ () Ven g0
r(r)
Su media y su varianza estan dadas por las siguientes expresiones:
-
W=
- 2T
Oi=th TS5y

Notese que son dos parametros, por lo cual se igualaran los momentos de orden
uno y dos de la poblaciéon con los de una muestra {xl, X Xzt xn} , es decir,
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2 i=n
r r 1 Z

Como se puede apreciar, se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos incog-
nitas. Se despeja r de la primera y se sustituye en la segunda para dejar una sola

incégnita y despejarla:

Para probar la bondad del método de los momentos, se generara una muestra
aleatoria de n = 100 numeros, con una distribuciéon gamma conA=4yr=4,yse
calculardn los estimadores de A y r con las expresiones 4.16 y 4.17. Para generar
la muestra aleatoria se usara el software R con el siguiente (comando, se mues-

tran los datos generados).
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> datos<-c(rgamma(100,4,rate=4))
> print(datos)

[1] 1.5934668 0.7574606 0.7858794 1.2257872 0.7815434 1.1460247 0.4359186
[8] 0.4561479 0.7698735 0.4330150 0.6701616 1.3912629 0.3323386 0.4501510
[15]1 1.9835707 0.7156921 0.8000181 1.0099823 1.6218275 2.0216266 1.1556169
[22] 0.8935156 0.6530962 1.5326037 0.8709999 0.6036104 0.6046257 1.1486221
[29]1 0.2908402 0.9649620 0./224900 1./2/3219 0.84/499/ 0.2248012 1.5245099
[36]1 1.4390566 0.6693289 0.5870331 0.6972350 1.6551081 1.0901931 1.4662176
[43] 0.8438658 1.4238541 0.3841886 2.2050520 0.7355364 0.4981745 2.5834837
[50]1 1.0560409 1.1705668 0.5312207 2.2633367 1.2835803 1.1432091 0.4660503
[571 1.0970871 0.5226934 2.2684550 0.8852529 1.5121324 2.1834056 1.4798392
[64] 0.6354269 1.7108894 3.3166699 1.0204960 0.9553502 0.7045112 0.8712951
[71] 1.6308135 1.6314052 0.6066914 1.5144655 0.6934443 0.5707609 0.5864769
[78] 1.1555409 1.0508832 1.3953168 1.2375083 1.0549612 1.0294185 0.7582207
[85] 0.4487017 0.5688171 0.4391919 0.6402583 0.5377065 0.4870611 1.5033831
[02] 1.2955123 1.6054766 0.4893042 0.4149199 1.1766410 1.8286200 1.6743515
[99] 1.1831398 0.2862535

Para calcular la suma de todos estos datos generados con el software R basta con
aplicar el comando >sum(datos), y para calcular la suma de los cuadrados de
estos datos basta con aplicar el comando > sum(datos”2), lo cual da los siguien-
tes resultados:

sum(datos) = 106.2969
sum(datosA2) = 145.2646

Por lo que los estimadores son:

A =106.2969/(145.2646-106.2969/2 /100) = 3.294 — Error Rel = 17.66%
r=(106.2969)A2 /(100*145.2646-106.2969/2) = 3.5 — Error Rel = 12.48%

En la siguiente figura se muestra un comparativo entre el modelo poblacional
con A =4y r=4 contra el modelo estimado por el método de los momentos con
A =3294yrA=35.

Distribucion Gamma Poblacional contra
Estimada por el Método de los Momentos

0.9
FIGURra 4.1 038

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0 0.5 1 15 2 2.5 3

B Poblacional  e=BeEstimada
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SN El método de los momentos no siempre conduce a una solucidn sencilla de

obtener. Suponga que x es una variable aleatoria con distribucién Weibull, con
funcion de densidad de probabilidad

f(tB.8) =%&j(ﬁ_l)e_[g] >0

La media y la varianza de esta distribucion son:

i)
oo

El sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas que resulta es el siguiente:

oT [%— 1] :in gx,-

i=1

2 1 =
521{—+1]=— > x?
p n o

Intentar obtener estimadores puntuales de los parametros  y §, utilizando el
método de los momentos para esta distribucion de probabilidad, da origen a
un sistema no lineal de dos ecuaciones con dos incdgnitas practicamente impo-
sible de resolver analiticamente, aunque se puede resolver a través de métodos
numéricos, como se ilustrard mas adelante.
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4.5. Método de maxima verosimilitud

Un principio muy en uso, que conduce a estimadores con muchos atributos
deseables de “bondad”, por procedimientos matematicos rutinarios facilmente
aplicables, es el de la maxima verosimilitud, establecido por Sir Ronald Fisher.

El procedimiento para determinar la estimacion de maxima verosimilitud de
un parametro q de una poblacidn es el siguiente:

1. Suponga que se tiene una muestra aleatoria {xl, Xy Xzt xn} obtenida de
una poblacidn cuya variable aleatoria es x con funcién densidad de probabi-
lidad f(x; 0, 0,,---, 0;), la cual presenta k parametros poblacionales. Suponga
que cada una de las variables x; son estadisticamente independientes entre
siy que todas ellas pertenecen a la misma poblacion. Se forma la funcién de
probabilidad conjunta

g(xp Xpyors Xy O By, ek)

=f(x1; 0,0, ek) f(xz; 0,0, -, ek) '“f(xn; 0,0, ek)

g(xl’ Xp 5 X 01, 63, 0, ek) = f(x1§ 0, 6,, -, ek)

i=1

2. Dado que se trata de productos de funciones de probabilidad, y debido a
que se pretende maximizar esta funcién con respecto al parametro g, es
conveniente por facilidad, trabajar con el logaritmo de la funcién de pro-
babilidad conjunta, a la cual se le denominara funcién de verosimilitud L.

L =Ln{g(x1, Xgy s X 075 0000, Gk)}
=L”{f(x1> 05, 0,5 0;) f(x2 04, 6,000, 0 )+ f(x, 01, 05,01, ek)}
L =Ll’l H f(xl, el, 92,"‘, ek)

i=1

3. Se obtiene el maximo de esta funcion por el criterio de la primera derivada,
resolviendo el sistema de ecuaciones
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Ejercicio 4.11

oL
20,
oL
20,

0

0

oL
=—-0
90,

Obtenga un estimador de maxima verosimilitud del pardmetro p en la distribu-
cién binomial.

Su funcién de probabilidad es:

p(x) =[ZJ p"(l —p)”‘x x=0,1,2,~,n

La funcién de probabilidad conjunta es:

(0 X X ) = g[:ljp"l(l - g E(ZJ pe(l —p)”"‘zg g [;’J p(1 —p)”"‘mg

Su funcién de verosimilitud es:

wnf() () ]
ot ()G (B (e 5o

Derivando esta ultima expresion con respecto al parametro p:
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(Z)-+( 2] rm=r{ 23]
i=1 i=1 1

(4.20)
mn

Este estimador que se dedujo fue partiendo del hecho de que todas las muestras

tomadas tuvieran el mismo tamafio n. Si en cada muestra el tamario fuera dife-
rente, entonces el estimador seria:

[limn,] (4.21)
i=1

LR Obtenga el estimador de maxima verosimilitud del parametro I en la distribu-

cion exponencial negativa.

p:

Su funcién de densidad de probabilidad esta dada por la expresion:

FflsA)=Ae™ x>0
Su funcién de probabilidad conjunta:
g (x5 xp =+, x5 1) = (A1) (Ae™2) - (e )
g (0 X o s A) =\ M e 2 3,)
Su funcién de verosimilitud es:

L=1Ln [}\n e Mt x +xn)]

L=nLn(\) - }\[ i x,-]
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Derivando esta ultima expresion con respecto al parametro A

A= . (4.22)

SNy Determine los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros puy o en

la distribucién normal.

flxpo)=
o421

Su funcién de densidad conjunta es:

s s 0) oL e T ]
o"(2m)">

Su funcidn de verosimilitud

L-Lnd 1 ¢ > [[MT_H} ECZT_”T+ +@ﬂ

o"(2n)"/2

i=n _ 2
L=nLn(o) —%Ln(Zrc) —% > [xic p]
i=1

L= —nLn(G) —%Ln(ZT[) —21—02 Z_: (xi_P)z
i=1

Derivando parcialmente esta ultima expresion con respecto a los parametros p
y o e igualando a cero dichas derivadas, se obtiene un sistema de dos ecuaciones
con dos incdgnitas, el cual al resolverlo proporciona los estimadores solicitados:
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Ejercicio 4.14

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

(4.23)

(4.24)

El método de maxima verosimilitud es muy utilizado en la practica debido a que
proporciona estimadores consistentes, asintdticamente eficientes, insesgados y
normalmente distribuidos en muestras grandes. Sin embargo, en ocasiones la
ecuacion de verosimilitud (la derivada de la funcién de verosimilitud, o su loga-
ritmo, igualada a cero) presenta mas de una solucién lo cual llevaria a tener
varios posibles estimadores para un mismo parametro. También, es frecuente
que sea imposible obtener una solucidn, analitica del problema de optimizacion
que plantea la estimacion por maxima verosimilitud. En tales situaciones sera
necesario aplicar un método de solucién numérica. Una seria desventaja que
se puede cometer es utilizar una distribucién equivocada, pues el estimador
depende de la distribucion en el proceso de optimizacion. Por otra parte, no
se puede asegurar que las propiedades de estos estimadores sean validas para el
caso de muestras pequenas.

Obtenga estimadores de los parametros B y §, por el método de maxima vero-
similitud de la funcién densidad de probabilidad tipo Weibull, dada por la

expresion:
. Bt (-1) -
f(t’ ﬁ’ 6) - 6 6 €

Se obtiene la funcién de verosimilitud:
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f(tnty 18, 8) =

|
O =
—
=
1
=
(3
N
| =
——
=]

L=nLn(p) -npLn(8) + (p-1) gLn(ﬁ) ) Z (téjﬁ

Se deriva con respecto a f y § y se iguala a cero, obteniéndose un sistema de
ecuaciones de dos por dos:

R A

aL i=n
- B o

Despejando 6 de la segunda expresion y sustituyendo en la primera, se obtiene
el siguiente sistema:

tP Ln(t,) Lo (4.25)
S -———>"Ln(t) =0
tlg B n i=1
i=1
1=n L
th|°
5| =t (4.26)
n
para y=0
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Para resolver la primera ecuacién en términos de P, es necesario usar algin
método numérico, como puede ser el Método de Newton Raphson.
El método de Newton-Raphson obtiene la solucién en forma iterativa, apli-

cando el siguiente algoritmo:

b =h f(8;)

Donde
_Z th Ln(t;)
i=1 1_ 1

FB)= e 3 ()
Ztiﬁj J i=1

i=1

[ii:ntiﬁj“ liiltiﬁj (Ln(t,-))z“ _ [iZ::”tiﬁan(ti)}z

i=1 i=1
i=n 2
i=1

Para ilustrar la forma en que se aplica lo anterior, se generard una muestra alea-
toria de n=100 datos con una distribucion tipo Weibull, con el parametro de
forma f=1.5y el pardmetro de escala § =1. Con esta muestra de 100 datos se

obtendran los estimadores.
Para generar los cien datos se utilizara R con el comando
» Datos < -c(rweibull(100, 1.5, 1))

La muestra generada es la siguiente:
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0.61426443 0.27121587 0.76517094 1.45757352 0.50736249 0.51468041
0.41443048 0.26660073 0.37567745 0.51194583 1.39209232 3.226795687
0.23780816 0.92201253 1.42903943 0.34234534 2.17527070 0.93798388
0.61305840 0.71692269 2.30698626 0.41103681 0.80216707 1.20059332
1.37971802 0.56307206 0.13278185 0.95776679 0.32000036 0.68107704
2.57946931 0.88399725 0.24671286 0.70774615 0.57675426 0.27839202
1.05934010 0.51506626 0.34484812 1.04850524 1.91538078 0.95123633
0.79891864 0.85689794 0.24125934 1.24501569 0.55906922 0.46538162
1.29219491 1.73313249 1.24778207 1.32795727 0.99981188 1.40136699
1.12038221 0.74978423 1.11050228 1.26613184 0.91062838 0.59141873
0.81055767 0.93121847 0.020984827 1.25197084 2.72143844 1.45070569
1.77313803 1.05675106 2.00528730 0.56884391 0.76306232 1.94209828
0.53093321 0.25276064 0.20262997 0.44333940 0.26986516 0.65391789
0.77357316 1.11527485 0.76472767 1.62648617 1.48202115 0.22383349
0.29704295 0.681042155 0.99492232 1.03593738 1.03978876 0.40902901
1.77758444 0.71200106 0.56100915 0.70889950 0.55310233 2.29939989
0.34529644 0.66307579 2.13744432 0.35385034

Para resolver la primera ecuacion se corrié el algoritmo de Newton-Raphson,

utilizando Excel durante cinco iteraciones, obteniendo los siguientes resultados:

FiGura 4.2
Iteracién B; Bir1 Error
0 1 1.412825659 0.41282566
1 1.412825659 1.573600906 0.16077525
2 1.573600906 1.58737438 0.01377347
3 1.58737438 1.587458693 8.4313E-05
4 1.587458693 1.587458696 3.1129E-09

Con el dltimo resultado de beta se calcula el valor de delta, obteniéndose que los

estimadores mas adecuados para este conjunto de datos son:

B =1.587458696
§=1.049503301

En la siguiente figura se comparan la distribucion Weibull poblacional utilizada

para generar los nimeros aleatorios, con la distribuciéon Weibull estimada.
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FIGURA 4.3

Comparacion entre la Weibull poblacional y la
Weibull estimada
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S{-seieie kst Sea x una variable aleatoria con distribucién de probabilidad tipo beta, con fun-

cion de densidad dada por la siguiente expresion:

a<x<b

f(sabAr)=

T(\+7)(x—a)*-V (b—x)("l)
r

[0 1) (5=a) 0

En este caso su funcién de maxima verosimilitud estd dada por la expresion:

L=n[Ln(T \+1) - La(T@A) + (1-X=7) Ln(b-a)] +

i=n
(A-1) ZL (x;—a)+(r-1) > Ln(b-x;)
i=1 i=1
Derivando con respecto a los pardmetros a, b, A y r respectivamente, e igua-
lando a cero, se obtiene el siguiente sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas:
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A+F=1 .\ 15" 1
= +(b-a)== -
A-1 nZ (x-a)
A+F=1 2 .\ 12" 1
- +(b-a)== -
r—1 n = (b-x;)

Donde a la funcién

d x
W)= o o (0] =1

Se le conoce como la funcién digamma.

Este sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas puede ser resuelto
por alguno de los métodos numeéricos para resolver sistemas de ecuaciones no
lineales. Para resolverlo Carnahan, J. V., en su articulo intitulado “Maximum
likelihood estimation for the four parameter beta distribution, Comunications
in Statistics Simulation and Computation” (1989), hace el analisis del mismo.

En las figuras 4.4., 4.5 y 4.6 se ilustran ejemplos de estimadores puntuales
para parametros estadisticos de diversas distribuciones de probabilidad discre-
tas, continuas y de distribuciones muestrales.
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F1GURA 4.4. Estimadores puntuales de distribuciones
de probabilidad discretas
Distribucién Parametros Funcién de Probabilidad: p(x) Estimadores
. . (1 _ (1) _ LT _
Bernoulli 0<p ; 1, probabilidad de éxito () = p (1-p) x=0,1 p=—x=x
€n cada ensayo 0 en_otro_caso n iz
n= 1, 2, ..., nimero de ensayos X;
o tamafio de muestra m ntimero p="= n_constante
de muestras n Wfﬂ”
x (n-x) _
Binomial p(x) = (x]p 1-p) x=0,12,.,n > x,
0 < p < 1, probabilidad 0 en _otro _caso b= n_variable
constante de éxito en cada (Z "r)
i=1
ensayo
0 < p < 1, probabilidad de éxito p(l-p)""  x=012,. p=-" =%
Geométrica d ’ p(x)= X
en cada ensayo 0 en_otro _caso Xi
i=1
.~ nr _r
pP=-5—=— r_constante
X
xi
i=1
0 < p < 1, probabilidad de éxito - pr-p x=0,12 x
Pascal (Binomial p=5p p(x)=4lr-1 B pP=
Negativa) en cada ensayo 0 ; (n - 1) ) _
g r=1,2, ... (r>0) en _otro _ caso , S’H_,_x
. x°
=
(n - 1) §? o+
1 TX
n
N=1, 2, ..., tamaiio del lote o N-D »
poblacién nex , D= ﬂz = N
i} ~——2 x=0,12,..,min(n,D) n g n
. i n=1, 2, ..., N, tamafio de p(x) = N n_constante
ipergeométrica |muestra p N constante
D=1, 2, ..., N, Numero de
Defectuosos en el Lote o 0 en otro caso
Poblacién B -
A
et x=0,1 .
Poisson c > 0, numero de ocurrencias en _ x! i= l Y =%
promedio por unidad p(x)= Tt
i=1
0 en_otro _caso
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F1GURA 4.5. Estimadores puntuales de distribuciones

de probabilidad continuas

Distribucion Parametros Funcion Densidad de Probabilidad: f(x) Estimadores
! a<x<b a=x- ’SYZ—EZx,.Z
Uni a, b, v N_)b—a nog
niforme f(x)=
~ _ _ 3 n
0 en_otro_caso b=x+1/8x2—7zx,2
b>a nig
a,b,c _2x-a) si a<x<b
(c—a)b-a)
Tri 2(c—x)
riangular f(x)= m b<x<c
0 en _cualquier _otro _caso
c>b>a
e x>0 1" _1
Exponencial r>0 f(x)= i=n %
0 en_otro_caso Z Xi
i=1
ueR | e i :12;@. -5
Normal oceR f(x) = 5 e? o '(’ni:_l 1)
M =g
n
HeR 1 ,;,L”(X);”V)z [tx=%‘:”Ln(x,)
LogNormal geR f(x) = - ¢ Ty ':”1
XO'y'\/Zﬂ' &f:lZ[Ln(x,- —y]
n'
2 nx
r>0 A o A=
1) == () e (=151,
Gamma A>0 r(}’) 5
A nx
7=
(n—l)Sf,l
i 7F(ﬂ+r) -1 ! A-vlisr)=15 2 In(b-a
r>0 S(x)= x (l—x) u/( )fu/( +r)—;2 n(x, —d)-n n( 7a)
-0 ) %
0<x<1 A>0 r>0 vl)=vlie )= Kb )-ntnf6-d)
Bet: ~
eta l+;71+(5—6)=1’2” 1
i-1 n (x,—a)
A=l (r o 185 1
+|b-a|=— —
SR a2
yeR N\ o
(B-1  _(xr i
5>0 _B(x-ry (o} Z[ i) 1§ o
f=% e B )
ﬂ >0 é‘ 5 Zt:/ i
i=1
Weibull § 3
n
para y=0
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FI1GURA 4.6. Estimadores puntuales de distribuciones muestrales
Distribucién Parametros Funcion Densidad de Probabilidad: f(x) Estimadores
k u
I [E_IJ 2 =
_ R 1 i=n s
Ji Cuadrada () | K €N A e u-e k=—=) 1
22T no
2
r[k + 1] S =0
2 1 o

k [ N f(l) = k (k+1 i=n

t de Student kDl = || £2 2 ] 23t
2 3 +1 ,1; = _ =l
>l -1
i=1
u
n 1
uver () M_J[Z]f(z )
2 v
F de Fisher u>0 h(f) = )
>0 u v u 2
v r e 2 % f e
2 2 ) v
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4.6. Estimacion por intervalos de confianza
para un parametro poblacional

En el subtema anterior se analizaron los estimadores puntuales de parametros
poblacionales de algunas distribuciones de probabilidad especificas, las caracte-
risticas deseables de dichos estimadores y al menos dos métodos para obtener-
los. Sin embargo, para muchas aplicaciones practicas, una estimacion puntual
no es suficiente, ya que esta no proporciona indicadores para medir el grado
de certeza o certidumbre sobre su valor. En la practica profesional de muchas
disciplinas, es de mayor utilidad estimar el parametro poblacional 0, a partir de
un intervalo de la forma

LIC<0<LSC (4.32)

En donde los puntos extremos LIC y LSC de este intervalo, son variables aleato-
rias, ya que se van a obtener como estadisticos muestrales, es decir, funciones
de datos de muestra. Para determinar el intervalo del parametro desconocido g,
se deben obtener los estadisticos LIC y LSC, que cumplan que la probabilidad de
que q caiga entre esos puntos es (1-a), es decir,

p(LIC<6<LSC)=1-a (4.33)

La representacion grafica de la expresion anterior se muestra en la figura 4.7 y
se explica a continuacién:

F1GURA 4.7. Representacion grafica de un intervalo de confianza
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A LIC<0<LSC se le denomina Intervalo de Confianza al 100(1-a)% del nivel
de confianza del parametro desconocido 0. LIC es el Limite Inferior del Inter-
valo de Confianza, LSC es el Limite Superior del Intervalo de Confianza. (1-a)
es el coeficiente de confianza. Suponga que la funcion de densidad de probabi-
lidad de q es f(0) y 1-a representa al area bajo la curva f(0) en el intervalo de
LIC a LSC.

La estimacion por intervalos consiste en establecer el intervalo de valores
donde es mas probable que se encuentre el parametro 0. La obtencién del inter-
valo se basa en las siguientes consideraciones:

a. Si se conoce la distribucion muestral del estimador se pueden obtener las
probabilidades de ocurrencia de los estadisticos muestrales.

b. Sise conoce el valor del parametro poblacional, se puede establecer la pro-
babilidad de que el estimador se encuentre dentro de los intervalos de la
distribucién muestral.

c. El problema es que el parametro poblacional q es desconocido, y por ello el
intervalo se establece alrededor del estimador puntual. Si se repite el mues-
treo un gran nimero de veces y se define un intervalo alrededor de cada
valor del estadistico muestral, el pardmetro se sitiia dentro de cada intervalo
en un porcentaje conocido de ocasiones. Este intervalo es el denominado
intervalo de confianza.

El intervalo de confianza de la expresion 4.32 se denomina un intervalo de con-
fianza bilateral o de dos lados, ya que especifica tanto un limite inferior como
un limite superior para 6. En algunas aplicaciones practicas un intervalo de
confianza unilateral o de un solo lado podria ser mas apropiado.

Por ejemplo, cuando se habla de la resistencia 0 a la tensién de un cable o
malacate, dicho cable debe tener una resistencia minima, por lo cual presenta
un solo limite de confianza inferior

LIC<0
donde el limite de confianza inferior LIC se elige de modo que

p(LIC<0) =1-a
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En otro ejemplo, cuando se habla del tiempo de espera q, dicho tiempo de
espera debe tener un tiempo maximo, por lo cual presenta un solo limite de
confianza superior

0<LSC
Donde el limite superior LSC se elige de manera que
P(B<LSC)=1-a

Se denomina Imprecision del Estimador 6 (una parte considerable de los exper-
tos en estadistica le denomina precision del estimador) a la longitud de medio
intervalo de confianza 0-LIE o LSC-0. Cuanto mas grande es la imprecision del
estimador mayor es el nivel de confianza 100(1-a)%; sin embargo, mientras
mas grande sea la imprecision del estimador, menos informacién se tiene acerca
del valor verdadero de 6. Esto implica que existe una relaciéon funcional directa
entre la imprecision del estimador y el valor de a. Lo ideal seria contar con esti-
madores mas precisos (es decir, con una semilongitud del intervalo baja y con
un nivel de confianza elevado).

En términos practicos, la imprecision del estimador se acostumbra fijar
como un error de estimacion € en unidades de desviacion estandar del estima-
dor, es decir, si el parametro 6 tiene como estimador puntual a fcon media Ho
y desviacion estandar oy

e=ko
Los limites de confianza son

LIC=yg—&=pg— koyg

LSC=pg+e= g+ kg

En donde el valor que toma k depende de la funcion de probabilidad del estima-
dor f(8) y del nivel de confianza o que se fije (observe la figura 4.7).

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 231




OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

4.6.1. Intervalo de Confianza para el niumero de elementos
exitosos en una muestra de tamano n o para la fraccién
o proporcion de elementos exitosos p en una poblacion

Se le llama obtener un elemento exitoso a extraer un elemento o articulo con
cierta caracteristica de interés. Por ejemplo, en una caja con n pelotas con la
misma forma y el mismo didmetro, se tienen D pelotas rojas y N-D pelotas
negras. Generalmente se le llama éxito a extraer el elemento mas raro o menos
probable de los dos que existen; en este caso, si hay mas pelotas negras que pelo-
tas rojas, se le denomina éxito a extraer una pelota roja. Otra forma de verlo es
que en un lote con » articulos, D son defectuosos y N-D son no defectuosos;
se le llama éxito a extraer un articulo defectuoso. Otro ejemplo, en un juego de
baraja espafiola donde existe un mazo de N =40 cartas, de las cuales D=4 son
ases, se le llama éxito al extraer una carta y que esta sea as.

En el volumen IIT de Fundamentos de Probabilidad se definié a una variable
hipergeométrica, donde x representa el nimero de articulos con cierta caracte-
ristica de interés, en una muestra de tamano n obtenida aleatoriamente de una
poblacién de tamafo N, donde existen D elementos con esa caracteristica de
interés y cuya funcién de probabilidad es

E0)
p(x;n, D,N) = X ?\]—x x=0,1,2,-

-, minimo (n, D)

En donde su media y su desviacion estandar estan dadas por las expresiones

o= (2)(-D 3w 32)

También se dijo que para np >5y p <0.5, esta funcidén hipergeométrica se com-
porta como una normal.

x~N np,\/nP(l ‘P)[II\\]]—_IHJ
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Noétese que la variable x que se puede suponer normal, si np >5 para p<0.5, es
decir, si p es muy pequeiia n debe ser muy grande para compensar; por ejemplo:
si p=0.01, n>500; si p<0.001, n>5000,y asi sucesivamente.

En tal caso, x se puede estandarizar, con el siguiente cambio de variable:

Lo cual implica que

~ 2y < x—np

o)

Despejando x, se obtiene un intervalo bilateral de confianza al (1-a)100% de

Sza/z

nivel de confianza del numero de elementos exitosos en una muestra de tamafo
n obtenida de una poblacion de tamafio N, donde existen D elementos exitosos

N- N-
np—za/z\/np(l—p)(N—_T] <x< np+za/2\/np(1 —p) (N—TJ

De la misma forma, los intervalos unilaterales inferior y superior estan dados

por las expresiones

xSnp+za\/np(1—p)[JZVV__r;]
np—za\/np(l—p)[g:fj <

Al factor

=)
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Se le denomina Factor de Correccion y se utiliza cuando el tamafo de la pobla-
cién N es finito. Note que

Limy., w@%} =1

Por lo que si el tamafo de la poblacion es muy grande, se puede considerar
infinito y en tal caso las expresiones anteriores 4.40, 4.41 y 4.42 quedan de la
siguiente forma:

np ~zys\/np(1=p) Sx<np+zyp4/np(1-p)
XSnp+z, np(l—p)
np—z, np(l—p)Sx

En las expresiones 4.40, 4.41, 4.42, 4.44, 4.45 y 4.46 anteriores, si se dividen

. A X A X . . .
entre n, haciendo p =7 e invirtiendo p con p =7, se obtienen los intervalos bila-

teral, inferior y superior de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza para
la fracciéon de elementos exitosos, es decir, con cierta caracteristica de interés
(defectuosos por ejemplo) en la poblacién:

Para poblacién finita

Para poblacidn infinita:

N p(1-p
P_Za/Z MS

<p+zy,
n p=p n
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5 p(1-p)
psp+z, "
N 1-p
boz, p(n p) <p

El error de estimacion o la imprecision del estimador, en la expresion 4.47, para
el intervalo bilateral de confianza estd dado por la expresion

Despejando n de esta ultima expresion se obtiene el tamano de muestra ade-
cuado para un intervalo bilateral de confianza al (1-a)100% de nivel de con-
fianza para un error de estimacion € dado

(1)

[i]zm—w(l—p)

Za/2

n

De la misma forma, para los intervalos unilaterales,  esta dada por la expresion

() v-0+p0-5)

Z(X
Nétese que solo cambia en el valor de z a elegir.

Si el tamano de la poblacién es infinito, la expresion 4.53 se convierte en

, b(1-p)

A 98
e Y
Zq/2
El estimador puntual p puede ser obtenido a partir de una muestra grande de
elementos obtenidos aleatoriamente de la poblacién, dividiendo el numero de

elementos que presenta la caracteristica de interés x entre el numero de elemen-
tos en la muestra n, es decir, p=%/,, .
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Si se desea obtener un estimador por intervalos para p mas preciso, el estimador
puntual p puede ser estimado como la media de las fracciones exitosas obteni-
das de un conjunto de muestras periddicas tomadas aleatoriamente de la pobla-
cién, como se muestra en la figura 4.8

FiGura 4.8
h, h, h, hm
4+——rd4+——Pp4+— > 4+— >
|
| | .
L, 4 o) T, Tt L Tiempo de Proceso
WE dl tf_ d} dm
"= p,-—= py=—= P ¥

, n, n, n

Para lo cual se utiliza el concepto de media armoénica para los pj, o en su defecto,
usar la siguiente expresion:

M=

-
1]
—

(4.56)

"ﬁl
M =

n;
1

-
I

Mediante estudios recientes se ha determinado que la probabilidad de morir

o por causa de cierta vacuna contra la gripe es de 0.00002. Obtenga los intervalos
de confianza bilateral, superior e inferior al 95% de nivel de confianza, para la
fraccion de personas que pueden fallecer por causa de esta vacuna, si se admi-
nistra a n=10000 personas.
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Primero deben obtenerse los valores de z al 95% de nivel de confianza, utili-
zando R:

Zy=gnorm (0.025,mean = 0,sd = 1,lower. tail = FALSE, log.p = FALSE) = 1.959964

2

2z, = qnorm (0.05,mean = 0,sd = 1,lower. tail = FALSE, log.p = FALSE) = 1.644854
Los intervalos de confianza al 95% de nivel de confianza serian:

0<p<0.00011  95%_ nivel_de_confianza
p=0 95%_nivel_de_confianza
p<0.000094 95%_nivel_de_confianza

En los célculos anteriores el limite inferior del intervalo result6 ser negativo,
pero dado que se trata de fracciones defectuosas, no puede ser negativo y se fija
en su cota menor: cero.

Suponga que un ciudadano alarmista, de los que nunca faltan en nuestra
sociedad, declara que el nimero de fallecimientos por la administracion de la
vacuna es de 5 por cada 10000 habitantes, ;tiene usted argumentos para refutar
su afirmacion?, ;qué le dirfa?

El limite superior de fallecimientos por la administracion de la vacuna es
de 9.4 por cada cien mil habitantes, con un nivel de confianza del 95%, de tal
manera que el numero de fallecimientos no llega a 10 por cada cien mil o a uno
por cada diez mil, como se pudo apreciar anteriormente, lo cual desmiente tal
afirmacion con un nivel de certidumbre de 95%.

;De qué tamano tendria que ser la muestra para garantizar que el limite
inferior del intervalo bilateral al 95% de nivel de confianza para p fuera mayor
de cero?

Se desea lograr que

; p(1-p) o,

P_Za/z "

Al despejar n:

1-p
n=z%, [ - ]
/2 b
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Sustituyendo valores n>192069 el tamano de muestra tendria que ser muy
grande. Esto se debe a las dimensiones de la proporcion exitosa que es de dos

cienmilésimas.

SEncEer ey Un fabricante de componentes de audio para computadora tiene un proceso

productivo al que le recopila datos tomados de la prueba final a que se somete
el producto en el mes de abril, los cuales se muestran a continuacién. Obtenga
intervalos de confianza bilateral, superior e inferior al 95% del nivel de con-
fianza para la fraccidn de articulos defectuosos que se envian a un cliente en

lotes de tamafo n =2000.

Dia ' Canti'dad Articulos
inspeccionada defectuosos
1 2,450 42
2 1,997 39
5 2,168 52
6 1,941 47
7 1,962 34
8 2,244 29
9 1,238 53
12 2,289 45
13 1,464 26
14 2,061 47
15 1,667 34
16 2,350 31
19 2,354 38
20 1,509 28
21 2,190 30
22 2,678 113
23 2,252 58
26 1,641 34
27 1,782 19
28 1,993 30
29 2,382 17
30 2,132 46
Suma = 44,744 892
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La estimacion puntual de la fraccion defectuosa seria la media de las fracciones
defectuosas de cada una de las muestras tomadas, por lo que

=0.019936 =1.9936%

Primero deben obtenerse los valores de z al 95% de nivel de confianza, utili-
zando R:

Zq=gnorm (0.025,mean = 0,sd = 1,lower. tail = FALSE, log.p = FALSE) = 1.959964
2
2z, = qnorm (0.05,mean = 0,sd = 1,lower. tail = FALSE, log.p = FALSE) = 1.644854

El intervalo bilateral de confianza al 95% de nivel de confianza para p, en lotes
de tamano n = 2000, es:

0.01381<p=<0.026062

El intervalo superior de confianza al 95% de nivel de confianza para p, en lotes
de tamaio » = 2000, es:

0.01479<p

El intervalo inferior de confianza al 95% de nivel de confianza para p, en lotes
de tamano n = 2000, es:

p<0.025077

Suponga que el cliente que recibe los lotes de 2000 piezas afirma que se le esta
enviando un porcentaje defectuoso mayor a 3%, jtiene usted argumentos para
rebatirle al cliente tal afirmacién?

De acuerdo con los intervalos de confianza, en particular del intervalo infe-
rior de confianza, el maximo porcentaje defectuoso que se le ha enviado al cliente
es de 2.5%, con un grado de certeza del 95%, de tal manera que no llega a 3%.

Suponga que el duefio de la empresa declara que fabrica componentes para
audio con menos del 1% de defectuosos, ;puede usted apuntalar o sostener esta-
disticamente la afirmacion del jefe?
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Ejercicio 4.18
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De acuerdo con los intervalos de confianza, en particular del intervalo superior
de confianza, el minimo porcentaje defectuoso que se fabrica es de 1.48%, con
un grado de certeza del 95%, de tal manera que no existe evidencia estadistica
para sostener la afirmacion del duefio de la compaiiia.

Si el gerente de planta de la empresa declara que el porcentaje defectuoso
es de alrededor del 2% de defectuosos, de acuerdo con el intervalo bilateral de
confianza al 95% de nivel de confianza, no existe evidencia estadistica para refu-
tar o negar su afirmacion, ya que el 2% cae dentro de dicho intervalo. Si cayera
fuera se tendria evidencia estadistica para refutar su afirmacion.

Se requiere estimar la fraccién de tuercas defectuosas en un lote de N =5000
piezas. Para ello, se toma una muestra de n piezas, las cuales se inspeccionan
en cuanto a la forma de la tuerca (debe ser hexagonal, el didmetro (debe estar
entre 0.490 y 0.510 pulgadas), el tipo de rosca (debe ser milimétrica), y las con-
diciones de la rosca (no debe estar barrida). Si la tuerca no cumple con una o
mas de estas caracteristicas se clasifica como defectuosa; si cumple todas las
caracteristicas se clasifica como no defectuosa. Suponga que después de hacer
la inspeccién se obtuvo una fraccién defectuosa de 4%.

a. Sin=500, obtenga un intervalo de confianza al 95% de nivel de confianza.

Primero deben obtenerse los valores de z al 95% de nivel de confianza, uti-
lizando R:

=gnorm (0.025,mean =0,sd = 1,lower.tail = FALSE,log.p = FALSE) =1.959964

nie

z,=qnorm (0.05, mean =0,sd = 1,lower. tail = FALSE, log.p = FALSE) =1.644854

No debe perderse de vista que en este caso el tamano de la poblacion es
finito, N = 5000, por lo que debe considerarse el factor de correccion.

N=n| _4500_ 50018
N—1) 4999

El intervalo bilateral de confianza al 95% de nivel de confianza para p, en
una muestra de tamafio n = 500, es:

0.03593 < p<0.044074
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El intervalo superior de confianza al 95% de nivel de confianza para p, en
una muestra de tamafo »n = 500, es:

0.03658<p

El intervalo inferior de confianza al 95% de nivel de confianza para p, en
una muestra de tamafio »n =500, es:

p<0.043419

b. ;De qué tamafio debe ser la muestra para obtener un error de estimacion
menor a 0.003 en el intervalo bilateral de confianza?

Sustituyendo en la expresion 4.54, n > 3831.

4.6.2. Intervalo de confianza para el numero de defectos, ocurrencias,
éxitos o llegadas en n unidades, asi como la fraccidn de
defectos, ocurrencias, éxitos o llegadas por unidad

En el volumen IIT de Fundamentos de Probabilidad se defini6é a una variable
tipo Poisson, donde x representa el numero de defectos, ocurrencias, éxitos o
llegadas, en n unidades. Sea c el nimero promedio de defectos, ocurrencias,
éxitos o llegadas en promedio en n unidades. La funcién de probabilidad de x
estd definida por la expresion:

p(x;c):e“[éj x=0,1,2,-

x!

Su media y su desviacion estandar estan dadas por las expresiones
He=¢

o.=c¢

También se demostro en el volumen IIT que dicha funcién de probabilidad de
Poisson se deduce como una forma limite de la distribucién binomial y que
existe una aproximacion de la Poisson a través de la normal cuando ¢ > 5.

x~N[c,\/;]
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En tal caso, x se puede estandarizar, con el siguiente cambio de variable:

Lo cual implica que

X—C

—Z4/2% \/——C

Despejando x

c—za/Z\/ESxSc+za/2\/:

Se obtiene el intervalo bilateral de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza

SZ(I/Z

para el nimero de defectos, llegadas, éxitos u ocurrencias en n unidades:

é—za/Zﬁsté +za/2\/2

El intervalo superior de confianza para ¢ al 100(1-a)% de nivel de confianza
queda como:

€ -2, \/ t<c
El intervalo inferior de confianza para c al 100(1-a)% de nivel de confianza es:

c<irzafé

Si el tamano de la poblacion es finito N, los intervalos bilateral, inferior y supe-
rior de confianza al (1-a)100% de nivel de confianza para c estan dados por las
expresiones

. ~[N-n . .
C—=24/, |C ScsC+zy; |C
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SENCEEERY El namero de clientes que llega a un banco es una variable aleatoria de Poisson.

Suponga que por datos histéricos se ha logrado determinar que el numero de
llegadas promedio es de 120 por hora. Obtenga intervalos de confianza bilate-
ral, superior e inferior para el numero de clientes que llegan al banco por hora
al 95% de nivel de confianza.

Primero deben obtenerse los valores de z al 95% de nivel de confianza, utili-
zando R:

Zq = gnorm (0.025,mean = 0,sd = 1,lower. tail = FALSE, log.p = FALSE) = 1.959964
2
2z, = qnorm (0.05,mean = 0,sd = 1,lower. tail = FALSE, log.p = FALSE) = 1.644854

El intervalo bilateral de confianza al 95% de nivel de confianza para el numero
de clientes que llegan al banco, es:

98.53<c<141.47

El intervalo superior de confianza al 95% de nivel de confianza para c, es:

101.98<c

El intervalo inferior de confianza al 95% de nivel de confianza para c, es:

c<138.02

Suponga que el gerente de la sucursal afirma que llegan al banco mas de 150

clientes por hora, ;tiene usted evidencia estadistica para sostener tal afirmacion?
Como se puede apreciar, el maximo niimero de personas que llega al banco,

segun el intervalo inferior de confianza, es de 138 al 95% de nivel de confianza,

de tal manera que la afirmacién del gerente no es tan veridica y no se podria

sostener.

Sea

(4.64)
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La fraccion de defectos, ocurrencias, llegadas o éxitos por unidad en promedio,
entonces, dividiendo entre n a las expresiones 4.51, 4.52 y 4.53, se obtienen los
intervalos bilateral, inferior y superior de confianza para la fraccion de defectos,
ocurrencias, llegadas o éxitos por unidad en una poblacién de tamafo infinito:

=

U=2q/) ; Susu+z,),

Los intervalos bilateral, inferior y superior de confianza para la fraccién de
defectos, ocurrencias, llegadas o éxitos por unidad en una poblacién de tamafio

finito son:

El error de estimacion o imprecision del intervalo bilateral de confianza al
(1-a)100% de nivel de confianza, de acuerdo con la expresion 4.68, esta dado por

u(N-n
€ < Za -
5NV n\N-1
Despejando n, se obtiene el tamafio de muestra adecuado para calcular un

intervalo de confianza al (1-a) 100% de nivel de confianza de la fraccién de

defectos por unidad en una poblacion finita
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Nu
n=
S ) (4.71)
— (N—1)+u
ZO.

& (4.72)

En las expresiones anteriores el estimador de u puede también obtenerse como
una media de los valores estimados de ¢ o de u de un conjunto de muestras
obtenidas histéricamente, es decir,

M=
o

<.
I
—

(4.73)

N|
Il

Mz

h
=1

Sy Se requiere estimar un intervalo de confianza al 95% de nivel de confianza, para

el nimero de defectos por unidad que presenta una flotilla de #n =200 automo-

.

viles en una agencia que los renta, suponga que el numero de autos que posee el
corporativo es infinito. Por datos histéricos se ha logrado contabilizar el nimero
de defectos de los automéviles que se envian al taller en los tltimos diez meses,
como se muestra a continuacion:

mes No. Automoviles No. Defectos
1 15 87
2 12 93
3 10 112
4 13 115
5 12 120
6 11 93
7 20 130
8 12 105
9 13 100
10 13 99
Suma= 131 1054
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Calcule intervalos de confianza para el nimero de defectos por unidad de los
200 automoviles de esta compaiiia.

Primero deben obtenerse los valores de z al 95% de nivel de confianza, utili-
zando R:

Z, = qnorm(0.025,mean = 0,sd = 1, lower.tail = FALSE, log.p = FALSE) = 1.959964
z, =qnorm(0.05,mean =0, sd = 1, lower.tail = FALSE, log.p = FALSE) = 1.644854

Para este ejemplo, de la ecuacion 4.73 y de los datos del cuadro anterior

Ci
u=i=l  =1054_g 458
cmo13l

Por lo que el intervalo de confianza bilateral al 95% de nivel de confianza para
el numero de defectos por unidad u, con la expresion 4.65 es

7.65<u<8.44

El intervalo de confianza superior al 95% de nivel de confianza para el nimero
de defectos por unidad u, con la expresion 4.66 es

7.72<u

El intervalo de confianza inferior al 95% de nivel de confianza para el numero
de defectos por unidad u, con la expresion 4.67 es

u<38.38

Suponga que el duefio de la empresa arrendadora de autos sostiene que sus
automoviles no llegan a cinco defectos por unidad, ;qué le diria?

Como se puede apreciar, el numero de defectos por unidad, de conformidad
con el intervalo superior de confianza, no es menor a siete, por lo cual, no es
cierto, al 95% de nivel de confianza, que los automéviles tengan menos de cinco
defectos por unidad.
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4.6.3. Intervalos de confianza para la media poblacional
con varianza poblacional conocida

En el volumen IIT de Fundamentos de Probabilidad se demostré que la media
muestral presenta distribuciéon normal de media la media poblacional y de

varianza la varianza poblacional entre n, segun la expresién definida en 1.64,
es decir,

X ~N [px, G—’“]
s
Esto se cumple bajo una de dos hipotesis iniciales:
i. Ladistribuciéon de probabilidad de x es normal, x~ N (u,, 0,).
ii. Eltamano de la muestra es tan grande que puede considerarse infinito.

En este caso entonces, el intervalo de confianza de la media muestral x seria:

Oy — Oy 4.74
<x$px+k\/T (4.74)
n

—k = <
hk 2

Por otra parte, dado que presenta distribucion normal, se puede estandarizar:

Lo que implica que

GX GX
k= <x< u+k =pl-2,<z< 2z, [=1-a
p(” Vn " «/ﬁj P( : J

Y conduce a deducir que para el caso de la media muestral k =z,

De esta forma, el intervalo de confianza para la media muestral esta dado por
la expresion
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0, _ 0,
My — 24 SXxs My — 24

s A

Si se despeja mx en la expresion anterior, se obtiene un intervalo de confianza
para la media poblacional al 100(1-a)% del nivel de confianza, en términos de
la media de una muestra y de la varianza poblacional, la cual debe ser conocida.

M S X

_ o o
X—2zy — < +z, —
2 4/n 2 4/n

Para el caso del intervalo unilateral inferior de confianza al 100(1-a)% del nivel
de confianza:

IN
xI
+
QN

He \/— Intervalo_Inferior_de_Confianza
n

Para el caso del intervalo unilateral superior de confianza al 100(1-a)% del
nivel de confianza:

xX-z, \Tx S P Intervalo_Superior_de_Confianza
n

Si el tamano de la poblacion es finito, el intervalo bilateral de confianza esta
dado por la expresion

Yoz Oy N_n<p<9_c+z Oy N-n
SAlnAN-1~ 77T na/ N-1

Si el tamano de la poblacién es finito, el intervalo unilateral inferior de con-
fianza al 100(1-a)% del nivel de confianza es:

— Oy N-n .
B < X+2, T \/ N1 Intervalo_Inferior_de_Confianza
< fn _

Si el tamaiio de la poblacion es finito, el intervalo unilateral superior de con-
fianza al 100(1-a)% del nivel de confianza es:

= \/ N=n e Intervalo_Superior_de_Confianza
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El error de estimacion o imprecisién para un intervalo bilateral de confianza
para la media poblacional conocida la varianza poblacional, de acuerdo con la
expresion 4.79, esta definido como

O |N-n
n

£7% JnAl N-1

Por lo que, despejando n

2
No:,

& ) (4.82)

£ (4.83)

Para un intervalo unilateral de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza,
para n finito

2
[71] (N-1)+02 (4.84)

Para un intervalo unilateral de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza,
para n infinito

[_sjz (4.85)
Za

SEEREPEES En el ramo de la construccion, una caracteristica de calidad importante es la

resistencia del concreto a la compresion, la cual se mide fracturando probetas

cilindricas de concreto en una maquina de ensayos de compresion. Asimismo, la
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resistencia a la compresion se calcula a partir de la carga de ruptura, dividida por
el area de la seccion que resiste a la carga en unidades de libra-fuerza por pulgada
cuadrada (psi) en el Sistema Britdnico o en MegaPascales (MPa) en el Sistema
Internacional de Unidades. Un ingeniero civil realiza la prueba a 50 probetas,
obteniendo los siguientes datos en unidades de psi:

2243 2310 2281 2277 2272
2246 2271 2235 2261 2251
2320 2208 2268 2263 2295
2215 2270 2264 2241 2205
2234 2285 2256 2305 2223
2271 2244 2306 2281 2242
2287 2254 2212 2252 2258
2267 2268 2279 2304 2240
2257 2230 2263 2297 2270
2263 2290 2219 2224 2262

Suponga que la resistencia a la compresion de dichas probetas es normal y que
se conoce su desviacion estandar o, = 30 psi.

a. Construya un intervalo de confianza bilateral al 90, 95 y 99% de nivel de
confianza de la resistencia promedio del concreto a la compresion.

b. Construya un intervalo inferior de confianza al 95% de la resistencia pro-
medio del concreto a la compresion.

c. ;De qué tamano debe ser la muestra para suponer que el error de estimacion
sea menor a 7 psi, para el intervalo bilateral al 95% de nivel de confianza?

Se calcula la media aritmética de la muestra dada, usando excel:

x =promedio($A$1:$E$10) = 2260.78 psi

Se obtienen los valores de z para 90, 95y 99% de nivel de confianza:

Zo0s=INV .NORM. ESTAND(0.05) = — 1.644854;  z05=INV .NORM. ESTAND (0.95) = 1.644854

Zo025 = INV .NORM. ESTAND (0.025) = — 1.959964; Z4,5 = INV .NORM. ESTAND (0.975) = 1.959964
Zo00s = INV .NORM. ESTAND (0.005) = —2.575829; 2495 = INV .NORM. ESTAND (0.995) =2.575829
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Como se puede apreciar, si se teclea el valor de a/2 se obtiene el valor negativo
y si se teclea el valor de 1-a/2 se obtiene el positivo, esto se debe a la simetria
de la distribuciéon normal.

Se calculan los intervalos de confianza solicitados, usando la expresion 4.76:
2253.8 < p, < 2267.8 Al_90%_de_nivel_de_confianza

22525 <y, £2269.1  Al_95%_de_nivel_de_confianza

22499 < p, < 2271.7 Al_99%_de_nivel_de_confianza

Noétese que mientras el nivel de confianza es mayor, el intervalo de confianza se
abre ofreciendo menos precision.

Para el intervalo superior de confianza, al 95% de nivel de confianza:
Zo.05- INV .NORM. ESTAND (0.05) = — 1.644854

El intervalo superior de confianza al 95% es:

2253.8 <y, Al 95%_de_nivel_de_confianza

El intervalo inferior de confianza al 95% es:

W, < 2267.76 Al_95%_de_nivel_de_confianza

Sustituyendo en la expresion 4.83, para un intervalo bilateral de confianza, al

95% de nivel de confianza para una poblacién de tamaifo infinito, la muestra
debe tener un tamafo mayor a 70.

* 2
22220 <7056
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4.6.4. Intervalos de confianza para la varianza poblacional de una
poblacion con distribucion de probabilidad normal
o para un tamano de muestra grande

En el volumen III de Fundamentos de Probabilidad se defini6 a una variable ji
cuadrada como la suma de k variables aleatorias normales estandar elevadas al
cuadrado (ver expresion 1.65); con funcién de densidad dada por la expresion
1.66 y media y varianza dadas por las expresiones 1.69 y 1.70 respectivamente.
También se remarcé que un caso especial y muy importante de variable aleatoria
muestral con distribucién t de Student esta dado por la expresion 1.74, es decir,

n-1)$,_
( 0)2 -~ X1
P

Lo cual implica que, para un intervalo bilateral de confianza al 100(1-a)% de
nivel de confianza:

2
2 (”—1)Sn—1 2
Xa woy 2 S X1-%n-1
2’ (0% 2

Si se despeja la varianza poblacional de la expresion anterior, se obtiene un
intervalo de confianza bilateral para la varianza al 100(1-a)% de nivel de con-
fianza, es decir,

(n-1)85_ _ o < (n-1)82_, (4.86)
2 = Ux =

2
Xl-ﬂ,n—l Xﬂ,n—l
2 2

Para el caso del intervalo unilateral superior de confianza al 100(1-a)% del
nivel de confianza para la varianza:

(n-1)8_ _ 2 (4.87)

2 = Yx
Xl—a,n—l

Para el caso del intervalo unilateral inferior de confianza al 100(1-a)% del nivel
de confianza para la varianza:

(n-1)8_, (4.88)
2

Xa,n—l

o’ <
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Si la poblacion fuera finita, los intervalos de confianza de las expresiones 4.86,
4.87 y 4.88 se convierten en

(1’!—1)8%1_1 N—I’l <0~2<(7’1_1)S%1—1 N_n
g W N
2" 2

,n—1
o < (n-1)8%_, (N—nj

X%x,n—l N_l

(n-1)8%_, [N—njs 0%,

X21 —an-1 N-1
Para el problema 4.16 calcule los intervalos de confianza bilateral, inferior y
superior para la varianza poblacional al 95% de nivel de confianza, partiendo
del hecho que no se conoce su valor.
Se calcula la varianza de la muestra dada, usando excel:
$2_, = VAR($A$1:$E$10) = 775.0731 psi>
Se obtienen los valores de ji cuadrada para 95% de nivel de confianza:

Xa.,_, =INV.CHICUAD (0.025,49) = 31.5549
2

X: o =INV.CHICUAD (0.975,49) =70.2224

X, =INV.CHICUAD (0.05,49) = 33.9303

X:_. ., =INV.CHICUAD (0.9549) = 66.3386

El intervalo bilateral de confianza al 95% de nivel de confianza es
540.833 < 02 < 1203.57

El intervalo inferior de confianza al 95% de nivel de confianza es

0% < 1119.31
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El intervalo superior de confianza al 95% de nivel de confianza es
572.496 < o

Cabe senalar que la distribucién ji cuadrada es un caso especial de la distribu-
ci6n gamma. De hecho

k 1
2 ~ —_ = —
X F(z’e 2J (4.92)

Si k, el nimero de grados de libertad, es suficientemente grande, experimen-
talmente se puede comprobar que para k> 100, como consecuencia del limite
central, puede aproximarse a través de una distribucion normal:

G ~N(k, v2k) (4.93)
Esto significa que se puede sustituir el valor de ji cuadrada por la expresion:

Xa (4.94)
2

De tal manera que la expresion 4.89, para n>100, se puede escribir de la
siguiente forma:

Sho1 o < Sno (4.95)
R Y . —
2 2
1+2z, -1 1-2z, n—1
2 2
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4.6.5. Intervalo de confianza para la media poblacional de una
poblacién con media y varianza desconocida

En el volumen III de Fundamentos de Probabilidad se definié a una variable t
de Student como el cociente entre una normal estandar y una variable aleatoria
ji cuadrada (ver expresion 1.75); con funcidon de densidad dada por la expresién
1.76 y media y varianza dadas por las expresiones 1.77 y 1.78 respectivamente.
También se remarcé que un caso especial y muy importante de variable aleatoria
muestral con distribucién t de Student esta dado por la expresion 1.81, es decir,

x__px

~

Sn_l n-1
Jn

Lo cual implica que

X -
o< Moy
> S 3

Ji

Si se despeja |, de esta expresion, se obtiene un intervalo bilateral de confianza

para la media poblacional en términos de los estimadores puntuales de media
y desviacion estandar:

(4.96)

S _ -
Xx—t, 2l <x+t, n-l

" n >\

Para el problema 4.16 calcule los intervalos de confianza bilateral, superior e

inferior para la media poblacional al 95% de nivel de confianza, partiendo del
hecho que no se conoce su varianza poblacional.

Se calcula la media y la desviacion estandar de la muestra, usando excel:
X =promedio($A$1:$E$10) = 2260.78 psi

S,_1=DESVEST($A$1:$E$10) =27.8401 psi
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Notese que la desviacion estandar muestral es menor que la supuestamente
conocida de 30 psi, lo cual de entrada va a reducir la amplitud del intervalo de
confianza.

Se obtiene el valor de t para 95% de nivel de confianza con 49 grados de libertad,
usando Excel,

t,  =INV.T(0.975,49) =2.009575
n-1

ton_1=INV.T(0.95,49) = 1.67655

Observe que en el caso bilateral el valor de t =2.009575 es mayor que el valor de
7 =1.959964, lo cual abre el intervalo bilateral de confianza. En el limite, cuando
n tiende a infinito, t tiende a z. De hecho, para valores de n mayores a 30 se con-
sidera que el valor de t puede ser estimado a través de la normal estandar. En
este caso, como n =50 vea que t esta muy cercano a z (con una imprecision de
2.5% para el intervalo bilateral).

El intervalo bilateral de confianza al 95% de nivel de confianza es

2252.87 < u, < 2268.69

El intervalo superior de confianza al 95% de nivel de confianza es

2254.18 < ,

El intervalo inferior de confianza al 95% de nivel de confianza es

I, < 2267.38

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 256



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO

Indice |

Bibliografia

Figura 4.9. Intervalo Bilateral de Confianza
para un parametro de una poblacién con una muestra simple

Variable | Condiciones iniciales | Estimador Puntual Intervalo Bilateral de Confianza al (1-a)100% Error
X~ N(/uxao-x)
o o le
1, N > o = X—z, ~<u <x+z, = E=z,—F
X 5\/; # ;\/; ?\/;
ol conocida
X~ N(/'lx’o-x)
M, N finita X g_zai (M)_‘uxgj_l_zai (N_”j E:zaﬂ (M)
S \\N-1 S \N-1 S V-1
ol conocida
X~ N(,“.wo_x) o S(n_l) <y <5it S(n_l) et S(,,,l)
H, X X= S sx+tL, =i,
N — o X (*”'lj n (E”‘lj Jn [EH) Jn
x~ N(u,,0,)
Y2 N finita X i-1 S(”'l) (N_n) I T+t S[:”‘U (Nnj E=t S(rH] [N_n)
x (g ) . \ =l
S i YN-1 ) YN e o JON-1
X ~ N(yx,ax)
(= 1)SG,. (n=1)Si. o 1)S?
ol | wow St P < gp <0 5o 0%y
(o) (5o =
X ~ N([lx,O'x)
1)s? _ 1)§ _ >
c? N finita s? i) (M)Saz 1=y (M) E:%[u)
* =) 2. \WN-UTT T g AN Kyayy NS
lg"HJ [1,,’,,,1} !
2
x~ N(u,,0,)
~ p(1— p(1— (11— P
» N 5 - ( p)£p£ﬁ+za p(1-p) Ee-. [p(1-p)
2 n 2 n 2 n
X~ N(/’lx>o-x)
N 1-p) [(N- . |pl=p) [(N-n p1=p) [N-n
pP N —> o p p-z, A (7)Spép+za == E=:z —
Vo N-1 7 N-1 o N-1
X~ N(/'lxao-x)
u N —>w u u—za,[££u£ﬁ+za,lz E=z,.]%
> n > n 2 ”
X ~ N(/'lxaax)
~ " i N—nj " \/5 (N—nj u (N—n)
N — -z |- <u<i+z, |- =z |=
u . u ! Z% n (N—l e Z% n\\N-1 E Z% 2\ N =1
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Figura 4.10. Férmulas para estimar el tamafio de muestra necesario para deducir un
intervalo de confianza para un parametro de una poblacién con una muestra simple

Parametro Estimador Varianza del Estimador |Limite Error de Estimacion |Tamano de Muestra
i=n N 42 4 » N&2
x=le,- ‘€=£(—N nJ 8=2.0.=2 Sy JN-n nz o
Media nd © n \N-1 £ e YN .
e — | (N-1)+6;
Total Poblac N =2 .. NS’ (N-n NS . [N-n N's;
T‘N—_—Z.\‘, L= nl £-z ) -z =1 nz 3
T=Ng, n i3 n (N-1 st aT I \ N
. £ | (-1)ee:
3
- S, o Np(1- 7)
Fracciéon | %;d‘ . ~_d| o _PO-DP)(N-n _ [p(=p)(N-n n2-—s
Defectuosa |? = &n O R= s LI O Y | =Za n N-1 & sms
p an " — | (N-1)+p(1-p)
k=1 %
Fraccion de k'z”'c < Nii
~ nz 5
Defectospor| . &™ . . ¢ _z_:(/v—n) . i(N—n) 7
Unidad U=3om Q: ¥ ; n\ N-1 -% n\ N-1 €4 (N_1)+ﬁ

u

pIE

k=1

«
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4.7 .Estimacion de un mismo parametro poblacional
para dos poblaciones

En este subtema se analiza la relaciéon que guarda un parametro estadistico
como la media, varianza, fraccion de elementos exitosos o fraccion de éxitos en
dos poblaciones diferentes. Este subtema tiene muchas aplicaciones, por ejem-
plo, en el caso de la gasolina magna o de la gasolina premium en México, ;cual
es mejor de las dos?, si el criterio para compararlas es el precio, pues se elegiria
la mas barata; sin embargo, la gasolina premium contiene 92 octanos y la magna
87, lo cual hace mas explosiva a la premium sobre la magna; el hecho de que
sea mas explosiva significa que el motor se desgasta menos y reduce la cantidad
de contaminantes que se emiten a la atmdsfera, pero la diferencia en octanos
puede ser no significativa, dado lo cual la pregunta podria ser ;cual presenta
mayor rendimiento en kilometraje recorrido por litro consumido, la premium
o la magna?, esto implica comparar dos poblaciones de automdviles diferen-
tes, los que usen la premium y los que usen la magna, de alli la necesidad de
comparar la media en kilometraje recorrido por litro consumido de la gasolina
premium contra la magna.

Por otra parte, citando otro ejemplo, la Organizacion Mundial de la Salud
establece una norma para el Indice de Masa Corporal (IMC) que debiera cum-
plir una persona. Segun dicha norma, el IMC debe estar entre 18.5 y 25 Kg/m?
para considerarse como normal, pero queda la duda: ;este indice depende del
sexo?, ;la norma es la misma para un hombre que para una mujer? De aqui la
necesidad de comparar si el IMC del hombre es igual al de la mujer.

Suponga que se tienen dos variables aleatorias normales, estadisticamente inde-
pendientes, x; ~ N(pl, 01) Y Xy~ N(pz, 02) .

En el volumen IIT de Fundamentos de Probabilidad se definié a una variable
aleatoria F como el cociente entre dos variables aleatorias x% entre sus grados de
libertad, como se muestra en la expresion 1.82 de este volumen. La funcién de
densidad de probabilidad para una distribucion F se establece en la expresion
1.83; su media en la expresion 1.85 y su varianza en la expresion 1.86.

En la expresion 1.87 se establecié que la variable
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2
Snl—l
o}
) ~ Ly -1,n,-1
Sn2—1 1 2
03
Por lo cual I
n—1
2
F, < 9% <F ,
5’”1_1’”2_1 Sz 1_5’”1_1’”2_1
n,—1
o3

Despejando el cociente entre varianzas

2 2 2
Snz—l bai < 02 Snz—l
) %,nl—l,nz—l— 5
Snl—l 07

a
1-=n,-1,n,-1
2 1 2 S2
n—1

Invirtiendo el cociente, recordando que al invertir se invierte el simbolo de des-
igualdad y sabiendo que

1

Fl & -1
A

2 Fg,nl—l,nz—l

2

Se obtiene un intervalo bilateral de confianza al 100(1-a)% de nivel de con-
fianza del cociente de dos varianzas poblacionales:

2 2 2
Snl—l « < 01 < Snl—l o (_1.97)
SZ . 1—5, nz—l,nl—l = 02 - SZ . > nz—l,nl—l

- 2 ny=

El intervalo inferior de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza del
cociente de dos varianzas poblacionales es:

2 2 A
% -1 (4.98)
_2— a,nz—l,nl—lz—

03 St

El intervalo superior de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza del
cociente de dos varianzas poblacionales es:

2 2 ,
S, o2 (4.99)
l1-a,n,-1,n,-1 = ——
Siz—l o 05
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Si las poblaciones de donde se extraen las muestras son finitas, el intervalo
bilateral de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza del cociente de dos
varianzas poblacionales es:

[Nl_nlj [Nl_nﬂ
S%;I-l N -1 F,_a <0_21< Sil—l N, -1 Fa (4.100)

5 E’ ny=l,n -1 = 3 = 5 > n,=1,n -1
Shp-1 | Na—ny 03 Su,o1 [ Ny—-m,
N2_1 N2_1

Silas poblaciones de donde se extraen las muestras son finitas, el intervalo infe-

rior de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza del cociente de dos varian-
zas poblacionales es:

Ny —-m
021 < S%’ll—l Nl_l

o Si2—1 N, —n,
N2_1

Silas poblaciones son finitas, el intervalo superior de confianza al 100(1-a)% de

(4.101)

F

a,ny—1,n -1

nivel de confianza del cociente de dos varianzas poblacionales es:

Ny —-mn
Sho1 (N -1 o? (4.102)

-a,ny=1,n-1 =
Si2—1 N, —n, s 03
N2_1

SNkl Se desea determinar los intervalos bilateral, inferior y superior de confianza al

95% del nivel de confianza, para el cociente entre varianzas del indice de masa

corporal de los estudiantes con género masculino, comparado con el indice de
masa corporal de los estudiantes con género femenino, de la Facultad de Inge-
nieria de la UNAM. Suponga que los tamanos poblacionales son infinitos. Para
ello, se eligié una muestra aleatoria de 120 estudiantes, a los cuales se les pre-
gunto su estatura y peso. Los resultados se muestran en la siguiente tabla.
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No. [Sexo|Peso|Estat| No. | Sexo | Peso |Estat| No. | Sexo | Peso |Estat| No. | Sexo | Peso |Estat| No. | Sexo | Peso |Estat
1 F 76 [1.69] 25 F 58 [1.65] 49 F 48 |1.52] 73 M 72 [1.69] 97 M 62 |1.65
2 F 56 |1.51] 26 F 64 [1.60] 50 F 56 |1.56| 74 M 78 [1.78] 98 M 64 |1.68
3 F 56 |1.50] 27 F 53 [1.63] 51 F 60 |1.64| 75 M 63 [1.69] 99 M 63 |1.74
4 F 73 [1.65] 28 F 55 [1.53] 52 F 60 |1.50| 76 M 65 [1.72]100| M 73 |1.76
S5 F 60 [1.51] 29 F 59 [1.65] 53 F 75 |1.68| 77 M 74 [1.64] 101 M 84 |1.70
6 F 50 [1.60] 30 F 72 11.60] 54 F 52 |1.63] 78 M 56 [1.67] 102 M 79 11.62
7 F 61 [1.58] 31 F 65 [ 1.66] 55 F 54 [1.52] 79 M 57 |1.75] 103 M 65 |1.73
8 F 61 [1.56] 32 F 58 [1.60] 56 F S0 [1.59] 80 M 91 |1.85]104| M 52 [1.56
9 F 52 [1.53] 33 F 47 11.60] 57 F 52 |1.54] 81 M 76 [1.74]105| M 52 [1.70
10 F 60 [1.72] 34 F 54 |1.57] 58 F 50 |1.56| 82 M 74 |1.76] 106 | M 68 |1.68
11 F 70 [1.54] 35 F 60 [1.62] 59 F 60 |1.50| 83 M 66 [1.70] 107 | M 80 |1.72
12 F 65 [1.63] 36 F 48 [1.60] 60 F 45 |1.55]| 84 M 80 [1.80]108| M 76 |1.65
13 F 63 [1.54] 37 F 52 [1.51] 61 F 55 |1.60] 85 M 64 [1.68] 109 | M 72 11.80
14 F 57 [1.70] 38 F 64 [1.58] 62 F 55 |1.67]| 86 M 59 [1.72]110| M 85 |1.75
15 F 41 [1.52] 39 F 59 [1.58] 63 F 45 [1.61| 87 M 73 [1.73] 111 M 77 11.72
16 F 44 |1.50] 40 F 60 [1.67] 64 F 5SS |1.58| 88 M 82 |1.68]112| M 64 |1.62
17 F 61 [1.63] 41 F 57 | 1.64] 65 M 60 |1.73] 89 M 79 [1.88]113| M 52 [1.66
18 F 53 [1.60] 42 F 60 [1.65] 66 M 68 [1.85]| 90 M 74 [1.68]114| M 56 [1.70
19 F 70 [1.59] 43 F 65 |1.57] 67 M 85 |1.75] 91 M 67 [1.67]115| M 65 |1.76
20 F 5S [1.63] 44 F 39 |1.55] 68 M 62 |1.69] 92 M 89 |1.79]116 | M 65 |1.75
21 F 57 [1.60] 45 F 45 [1.53] 69 M 84 |1.82] 93 M 62 [1.70] 117 | M 65 [1.74
22 F 52 |1.58| 46 F 56 [1.63] 70 M 69 |1.54| 94 M 65 [1.701118 | M 72 11.64
23 F 55 |1.53| 47 F 58 |[1.60] 71 M 68 |1.74| 95 M 65 [1.65]119| M 68 |1.68
24 F 64 [1.50] 48 F 53 [1.50] 72 M 79 11.79] 96 M 60 [1.66]120| M 75 [1.80
La tabla anterior debe separarse en dos muestras diferentes, una para 56 hom-
bres (M) y la otra para 64 mujeres (F). Para cada muestra debe calcularse el
Indice de Masa Corporal, el cual se define como:
Peso
IMC= —
Estatura
Para cada una de las muestras se calcula la varianza muestral, resultando lo
siguiente:
2 _ 2 _
§3,=8.773 S:=8.759
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No. Sexo |Peso| Estat IMC No. Sexo | Peso |Estat| IMC
1 M 60 1.73 20.05 1 F 76 11.69] 26.61
2 M 68 1.85 19.87 2 F 56 | 1.51] 24.56
3 M 85 1.75 27.76 3 F 56 |1.50]| 24.89
4 M 62 1.69 21.71 4 F 73 |1.65] 26.81
5 M 84 1.82 25.36 5 F 60 |1.51] 26.31
6 M 69 1.54 29.09 6 F 50 |1.60] 19.53
7 M 68 1.74 22.46 7 F 61 |1.58]| 24.44
8 M 79 1.79 24.66 8 F 61 |1.56] 25.07
9 M 72 1.69 25.21 9 F 52 |1.53] 22.21
10 M 78 1.78 24.62 10 F 60 |1.72] 20.28
11 M 63 1.69 22.06 11 F 70 |11.54] 29.52
12 M 65 1.72 21.97 12 F 65 |1.63| 24.46
13 M 74 1.64 27.51 13 F 63 |1.54| 26.56
14 M 56 1.67 20.08 14 F 57 |11.70] 19.72
15 M 57 1.75 18.61 15 F 41 [1.52] 17.75
16 M 91 1.85 26.59 16 F 44 11.50| 19.56
17 M 76 1.74 25.10 17 F 61 |1.63] 22.96
18 M 74 1.76 23.89 18 F 53 |1.60] 20.70
19 M 66 1.70 22.84 19 F 70 11.59] 27.69
20 M 80 1.80 24.69 20 F 55 |1.63] 20.70
21 M 64 1.68 22.68 21 F 57 [1.60] 22.27
22 M 59 1.72 19.94 22 F 52 |1.58] 20.83
23 M 73 1.73 24.39 23 F 55 |1.53] 23.50
24 M 82 1.68 29.05 24 F 64 |1.50] 28.44
25 M 79 1.88 22.35 25 F 58 |1.65] 21.30
26 M 74 1.68 26.22 26 F 64 |1.60] 25.00
27 M 67 1.67 24.02 27 F 53 |1.63] 19.95
28 M 89 1.79 27.78 28 F 55 |1.53] 23.50
29 M 62 1.70 21.45 29 F 59 |1.65] 21.67
30 M 65 1.70 22.49 30 F 72 11.60] 28.13
31 M 65 1.65 23.88 31 F 65 |1.66] 23.59
32 M 60 1.66 21.77 32 F 58 |1.60] 22.66
33 M 62 1.65 22.77 33 F 47 11.60| 18.36
34 M 64 1.68 22.68 34 F 54 |1.57] 21.91
35 M 63 1.74 20.81 35 F 60 |1.62] 22.86
36 M 73 1.76 23.57 36 F 48 [1.60] 18.75
37 M 84 1.70 29.07 37 F 52 |1.51] 22.81
38 M 79 1.62 30.10 38 F 64 |1.58] 25.64
39 M 65 1.73 21.72 39 F 59 |1.58] 23.63
40 M 52 1.56 21.37 40 F 60 |1.67] 21.51
41 M 52 1.70 17.99 41 F 57 |1.64] 21.19
42 M 68 1.68 24.09 42 F 60 |1.65] 22.04
43 M 80 1.72 27.04 43 F 65 |1.57] 26.37
44 M 76 1.65 27.92 44 F 39 [1.55] 16.23
45 M 72 1.80 22.22 45 F 45 |1.53| 19.22
46 M 85 1.75 27.76 46 F 56 [1.63] 21.08
47 M 77 1.72 26.03 47 F 58 |1.60]| 22.66
48 M 64 1.62 24.39 48 F 53 |1.50] 23.56
49 M 52 1.66 18.87 49 F 48 |[1.52] 20.78
50 M 56 1.70 19.38 50 F 56 |1.56] 23.01
51 M 65 1.76 20.98 51 F 60 |1.64] 22.31
52 M 65 1.75 21.22 52 F 60 |1.50]| 26.67
53 M 65 1.74 21.47 53 F 75 |1.68]| 26.57
54 M 72 1.64 26.77 54 F 52 |1.63] 19.57
55 M 68 1.68 24.09 55 F 54 |1.52] 23.37
56 M 75 1.80 23.15 56 F 50 |1.59] 19.78
Mediay= 23.67 57 F 52 | 1.54| 21.93
Vary= 8.773 58 F 50 |1.56| 20.55
59 F 60 |1.50] 26.67
60 F 45 |1.55] 18.73
61 F 55 |1.60] 21.48
62 F 55 |1.67] 19.72
63 F 45 [1.61] 17.36
64 F 55 |1.58] 22.03

Mediag= 22.65 263
Varg= 8.759
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Ahora deben obtenerse los valores de F al 95% de nivel de confianza, utilizando
Excel:

= INV .F.CD(0.025,63,55) = 0.5993

Lny,—1n -1
2

F ,=INV.F.cD(0.975,63,55) = 1.6839

1-% ny—1,n -
2

F

a, ny—1,ny—

,=INV .F.cD(0.025,63,55) = 0.65109
Fy_q ny-1m-1=INV.F.CD(0.975,63,55) = 1.54721

El intervalo bilateral de confianza al 95% de nivel de confianza es:

2

OMm
0.06003 <— < 1.6865
Ok

El intervalo inferior de confianza al 95% de nivel de confianza es:

2
i < 1.5496
OF

El intervalo superior de confianza al 95% de nivel de confianza es:

2
0.65109 <M

0%

Observe la expresion 4.79. ;Qué ocurre si 0 =0%? Como se puede apreciar, si
se supusiera que las varianzas poblacionales son iguales, entonces el intervalo
bilateral de confianza deberia contener en su interior al valor uno, lo cual para
este caso se cumple con un nivel de confianza del 95%. Si el valor uno cayera
fuera del intervalo bilateral, entonces se podria concluir que las varianzas son
diferentes.
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4.7.2. Intervalo de confianza de la diferencia entre medias
para dos poblaciones normales estadisticamente
independientes con varianzas conocidas

En el volumen III de Fundamentos de Probabilidad se demostro el Teorema de
Aditividad o Reproducibilidad de la Distribucién Normal. En la expresién 1.59
de este volumen se representa.

Suponga que se tienen dos variables aleatorias normales, estadisticamente inde-
pendientes, con varianzas conocidas x; ~N (pl,ol) Y Xa~N ( pz,oz) , ambas con
poblacién infinita. Por el Teorema de Aditividad de la Distribuciéon Normal o
por el Teorema del Limite Central, las medias muestrales de ambas poblaciones
también presentan distribucion normal, es decir,

<N 0, % ~N 0,
~ ,— Xy~ , ——
X1 l’ll \/m Y 2 HZ \/I’l—z

Por los mismos teoremas anteriores, la diferencia de estas dos variables también
es normal

_ o} o}
X=X ~N| -y, n—+n—
1 M

Por lo cual, estandarizando la variable anterior,

. < (;Cl_;cZ)_(pl_!”lZ)s Z

2

2
o 0
—_— + —_—

n, n,

Al despejar la diferencia entre medias poblacionales se obtiene un intervalo
bilateral de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza de la diferencia entre
dos medias poblacionales de dos poblaciones normales estadisticamente inde-

pendientes con varianzas conocidas, asi como sus intervalos unilaterales infe-
rior y superior de confianza.

. R 2 2
(im5) -2 (54D < ()2 (i) sy D4 (4.103)
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_ o’ o3
(HI_HZ)S(xI_xZ)-'-Z% 71-'-”_2 (41()_})
_ o? o3
(xl—x2)+zg 711-'—”_22 S(HI_HZ) (4]05)

Si ambas poblaciones fueran finitas, los intervalos anteriores serian

_ of( N\—n;| o3[ N,-n _
(xl—xz)"‘Za\/n_i[Ni_llj+é[Nz_12]S(Hl—Hz)S(X1+x2)+

2

\/G% [Nl_nlj 03 [Nz_an

+z, [— + —

E nl Nl_l 1’12 N2_1

( )<(_ _) of (N, —n +022 N,-n,

O VA G/ B AN G A (4.107)

- - 0_% N, -n 0_% N, —-n,
(’Cl_’CZ)J’Z;\/n1 [N1—1]+n2[N2—1JS(p1_H2) (4.108)

El error de estimacion del intervalo de confianza al (1-a)100% de nivel de con-
fianza para la diferencia entre medias de dos poblaciones normales finitas con
varianzas conocidas esta dado, de acuerdo con la expresion 4.102, por

of ( Ny—-n, 05 N,-n,
e=z, | —|——|+—
SN m N, -1 n,\ N, -1

Si se toman las muestras de tal forma que sus tamafios de muestra son iguales,

es decir, n=n, = n, y se despeja el valor de n, se obtiene una expresion para cal-
cular el tamafo de muestra que se requiere tomar para estimar un intervalo de
confianza de la diferencia entre medias, para poblaciones con varianzas cono-
cidas y tamaio finito:

N,o} N, o3

N-1 ' N,-1 (4.109)

(e )? o? o3
— |+ =+ =
Z Nl_l N2_1

[SIE=)

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

266



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice |

Bibliografia

Si el tamaifio de ambas poblaciones es infinito la expresion es

oi +03 (4.110)

>
n= 2

N\QN|M

SEREPERD Una ciudad es abastecida de energia eléctrica por dos termoeléctricas indepen-

dientes una de la otra. En los tltimos 40 dias se observé que la termoeléctrica

A generé como media 100000 kw /h y la termoeléctrica B generé como media

150000 kw/h, respectivamente. Suponga que sus desviaciones estindar son
conocidas por datos histéricos 8000 kw /h y 10000 kw /h respectivamente.

a.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Con un nivel de confianza del 90%, estime la energia media que recibe la
ciudad.

La energia media que recibe la ciudad es igual a la suma de las energias
medias que generan las dos termoeléctricas, es decir,

2 2
— o; 03
x1+x2~N(p1+p2, 7+_j
1

El intervalo de confianza de la suma, suponiendo que las poblaciones son
infinitas, esta dado por la expresién
o, 9

(7c1+9_c2)—z% 71+n_2S(pl+pz)s(9_c1+3_c2)+zg2 71+n_2

El valor de z al 90% de nivel de confianza, para un intervalo bilateral (el
primero) y para uno unilateral (el segundo) es

2905 = INV. NORM. ESTAND (0.95) = 1.644854
Z910= INV. NORM. ESTAND (0.90) = 1.281552

Por lo cual el intervalo bilateral de confianza al 90% de nivel de confianza
para la suma de las medias de dos poblaciones normales infinitas con
varianzas conocidas es

246,669.425 < y; + Y, < 253,330.575
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Su intervalo inferior de confianza, al 90% de nivel de confianza es
W+, < 252,594.944

Su intervalo superior de confianza, al 90% de nivel de confianza es
247,405.056 < 1, + 1,

b. Con un nivel de confianza del 90%, estime la diferencia en energia media de
cada una de las dos termoeléctricas.

El intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos poblaciones
normales infinitas, con varianzas conocidas, estd dado por la expresion
4.99. Por lo cual el intervalo bilateral de confianza al 90% de nivel de con-
fianza para la diferencia de las medias de dos poblaciones finitas normales
con varianzas conocidas es

—53,330.5747 < W, — W, < —46,669.4253

Su intervalo inferior de confianza, al 90% de nivel de confianza es

W -4, <-—47,405.0559

Su intervalo superior de confianza, al 90% de nivel de confianza es
—52,594.9441 < y, -,

;Qué ocurriria silas medias poblacionales fueran iguales?, esto implicaria que
el intervalo de confianza para la diferencia entre medias contendria al cero;
por lo cual, si se pretendiera demostrar que las medias son diferentes bastaria

con determinar si el intervalo bilateral de confianza no contiene al cero.

;Cudl es la magnitud del error de estimacion del intervalo bilateral calcu-
lado anteriormente?

€=3,330.5747

;De qué tamano tendria que ser la muestra para que el error aleatorio en el
intervalo bilateral de confianza fuera menor de 3000?
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De la expresion 4.110:

> 8000 + 10000*

2 =49.301
3000 )?
1.644854

SEneeer 8y Una empresa del sector eléctrico usa dos tipos de materiales aislantes (A y B)

en las piezas que fabrica. Suponga que se fabrican 3000 piezas con el material A

y 2000 con el material B diariamente. Para determinar la resistencia media del

material A se tomaron n =38 lecturas y para el material B, nueve lecturas. Los

datos obtenidos se muestran a continuacion:

Material 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A 1.25 1.16 1.33 1.15 1.23 1.2 1.32 1.28
B 1.01 0.89 0.97 0.95 0.94 1.02 0.99 1.06 0.98

Suponga que la varianza en la resistencia del material A es 0.05 y la varianza en

la resistencia del material B es 0.0025.

a.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Determine intervalos de confianza bilateral, inferior y superior, al 98% de
nivel de confianza, de la diferencia entre las resistencias medias de ambos
materiales.

El valor de z al 98% de nivel de confianza, para un intervalo bilateral (el
primero) y para uno unilateral (el segundo) es

201 = INV. NORM. ESTAND(0.99) = 2.32635
2002 = INV. NORM. ESTAND (0.98) = 2.05375

Las medias de ambas muestras son:

X, =1.24
X, =0.97889

Por lo cual, dado que se trata de poblaciones finitas que se consideran como
normales con varianzas conocidas, se usard la expresion 4.102. El intervalo
bilateral de confianza al 98% de nivel de confianza para la diferencia entre
las resistencias medias de ambos materiales con poblaciones normales con
varianza conocida es
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0.19131 < p, -, < 0.33091

Como se puede apreciar, este intervalo no contiene al cero, por lo cual se
puede asegurar que la resistencia de ambos materiales, al 98% de nivel de
confianza, no es la misma. Se observa que el material A es mas resistente
que el B.

Su intervalo inferior de confianza, al 98% de nivel de confianza es

W=, < 0.32273

Su intervalo superior de confianza, al 98% de nivel de confianza es

El fabricante del material B asegura que su material es tan resistente como el
del proveedor del material A, ;usted qué le diria?

El material de A es al menos casi dos décimas de unidad mas resistente que
el material B con un 98% de nivel de confianza.

b. Sedesea tener un error de estimacién menor a 0.05, ;de qué tamafo tendria
que ser la muestra en ambos materiales?

Utilizando la expresion 4.105

3000(0.005)  2000(0.0025)
+

n> 2999 1999 ~16.1401
005 )*, 0005  0.0025
2.32635 2999 1999

La muestra tendria que ser mayor a 16.
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4.7.3. Intervalo de Confianza de la Diferencia entre Medias
para dos poblaciones normales estadisticamente
independientes con varianzas desconocidas pero iguales

Suponga que se tienen dos variables aleatorias normales, estadisticamente inde-
pendientes x; ~ N(u;,0,) ¥ x, ~ N(,,0,). Por el Teorema de Aditividad de la Dis-
tribucién Normal o por el Teorema del Limite Central, las medias muestrales de
ambas poblaciones también presentan distribucion normal, es decir,

o (o}
E1~N[up\/71—) y 762~N[u2,\/%j
1 2

Por los mismos teoremas anteriores, la diferencia de estas dos variables también
es normal

- - o, 01
X —X~N| W~ U ;+—

SI se estandariza esta variable, se obtiene una normal estdndar

(El"_fz) - (Hl—Pz)
1 1
o/—+=
no n,

z=

Por otra parte, las variables

(nl—l)Sf

2
Py ~Xny-1 ¥

(n,-1)83 o
La suma de dos variables aleatorias ji cuadrada, estadisticamente independien-
tes, también da a su vez otra variable ji cuadrada con grados de libertad iguales
ala suma delos grados de libertad de las dos variables aleatorias ji cuadrada que
se estén sumando, es decir (n,-1) + (n,-1) =n, + n,-2, o sea,
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(nl—l)Sf R (n2—1)3§ o

n+n,—1
0, 0, 1T

Recuerde que el cociente de una normal estandar entre la raiz cuadrada de una
ji cuadrada entre sus grados de libertad, da como resultado una variable aleato-
ria t de Student, o sea,

VA ny  m
X%Ll+n2—2 (7’11—1)812+(7’12—1)S%
(n,+ny-2) o* (n,+n,-2)

Lo cual implica que

~
t _
no+n, 2

(’_‘1 _EZ) - (Pl - Pz)
~t,

an+n=2 "~ ~ tl—g,n1+n2—2
2 (n,-1)S}+ (n,-1)83 1,1 2
(n1+n2—2) n, n,

Si se hace

(4.111)

(;=Sp=\/ (m-1)S2+(n,-1)83 (4.112)

7’11+1’12—2

Expresion que representa un estimador ponderado puntual de la desviacion
estandar poblacional, de la diferencia entre medias de dos poblaciones norma-
les infinitas con varianzas desconocidas pero iguales.

Si ambas poblaciones de donde se extraen las muestras son finitas, el estimador

puntual de la desviacion estandar poblacional de la diferencia entre medias de
dos poblaciones normales finitas con varianzas desconocidas pero iguales es

(-0 (st ) () (4113
G=Sp= 1 2~

n1+n2_2
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Ejercicio 4.25
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Despejando la diferencia entre las medias poblacionales, de la expresion 4.106,
se obtiene el intervalo bilateral de confianza, al 100(1-a)% del nivel de con-
fianza, para la diferencia entre las medias de dos poblaciones normales con
varianzas desconocidas pero iguales.

_ 1 1 1 1
(xl—xz) - t%)nﬁnz_2 Sy /n—1+n—2 < (pl - pz) < (x1 —xz) + t%,n1+n2—2 Sy " +;2

El intervalo inferior de confianza, al 100(1-a)% del nivel de confianza, para la
diferencia entre las medias de dos poblaciones normales con varianzas desco-
nocidas pero iguales.

1 1

(h-t) < (7 -%,) + t%:”f'"z_z Sp n, * , (4.115)

El intervalo superior de confianza, al 100(1-a)% del nivel de confianza, para la
diferencia entre las medias de dos poblaciones normales con varianzas desco-
nocidas pero iguales.

L [ 1 1
(xl_xZ) +ta,n1+n2—2 SP I’l_1+ 72 < (P-1_P-2) (4.1]6)

Determinar el intervalo bilateral, unilateral inferior y unilateral superior de
confianza al 95% del nivel de confianza respectivamente, para la diferencia
entre medias poblacionales del indice de masa corporal del género masculino,
comparado con el indice de masa corporal del género femenino, de la Facultad
de Ingenieria de la UNAM, cuyos datos fueron proporcionados en el ejercicio
4.22. Suponga que los tamafios poblacionales son infinitos.

De la tabla correspondiente al ejercicio 4.22 se sabe que:
1’11=56 .7_(:1=23.67 Sil_1=8.773

1’12 = 56 .7_(:2 = 22.65 S%lz—l = 8.759
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También, en el ejercicio 4.22 se obtuvo un intervalo de confianza para el cociente
entre varianzas

2

0.06003 <2 < 16865
OF

Observe el intervalo de confianza anterior del cociente entre varianzas, como
se puede apreciar, este intervalo contiene al uno, lo que implica que se puede
suponer que existe igualdad entre varianzas ¢ = 03. Si el valor uno cayera fuera
del intervalo bilateral entonces se podria concluir que existe evidencia estadis-
tica que demuestra que las varianzas son diferentes, lo cual no es el caso.

Se determina el valor de t al 95% de nivel de confianza de dos colas y de una
cola, con n; + n,-2 grados de libertad:

=tyoos.118 = INV.T(0.025,118) = 1.980272

a
E,nl+nz—2

,=toos,18=INV.T(0.025,118) = 1.657869

Ln,+n,y—
2

Notese que:

20’025 = 1959964
ZO,OS = 1.644854

El estimador puntual de la varianza poblacional seria

Sp =2.960715

Por lo cual el intervalo bilateral de confianza para la diferencia de las medias
del IMC para el género masculino y el género femenino de los estudiantes de la
Facultad de Ingenieria, con varianzas desconocidas pero iguales, al 95% de nivel
de confianza es

—-0.038883 < wp—up < 2.08476

Como se puede apreciar, el intervalo anterior contiene al cero, lo cual implica

que se puede suponer que las medias del IMC de hombres y de mujeres es la
misma, tal como lo contempla la Organizacién Mundial de Salud (OMC).
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El intervalo inferior de confianza al 95% del nivel de confianza entre el IMC de
los estudiantes hombres y mujeres en la Facultad de Ingenieria de la UNAM es

Wy — Hp < 1.914047

El intervalo superior de confianza al 95% del nivel de confianza entre el IMC de
los estudiantes hombres y mujeres en la Facultad de Ingenieria de la UNAM es

0.13183 < iy — g
Notese que en este caso el intervalo superior no contiene al cero lo que implica

que el IMC del hombre estéa por arriba del IMC de las mujeres al 95% de nivel de
confianza en una prueba de una cola.
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4.7.4. Intervalo de Confianza de la Diferencia entre Medias para
dos poblaciones normales, estadisticamente independientes,
con varianzas desconocidas, pero con tamanos de muestra
grandes, es decir, mayor de 30 (para la t de student)

Con relacion a los intervalos de confianza de la diferencia entre medias para dos
poblaciones normales estadisticamente independientes con varianzas descono-
cidas establecidos en las expresiones 4.114, 4.115 y 4.116, si los tamafos de las
muestras tomadas en cada una de las poblaciones son grandes, es decir, mayores
a 30, el estadistico t puede ser aproximado a través del estadistico z, ain en el
supuesto de que las varianzas poblacionales no sean conocidas y sean diferentes.
En este ultimo caso, los intervalos de confianza bilateral, inferior y superior, para
poblaciones de tamaio infinito, estarian dados por las siguientes expresiones:

B ~ SZ 82 B B SZ Sz
(xl—xz)—z% /711+n—zs(”1—}12)5(x1—x2)+2% leJré (4.117)

sz §2

(HI_HZ)S(J_CI_)_CZ)-FZG 71+72 (4118)

o $2S2
(xl—xz)+za,/711+;z < (m-m) (4.119)

Los intervalos de confianza bilateral, superior e inferior, para poblaciones de
tamafio finito, estarian dados por las siguientes expresiones:

_ S2(N,-n S?2( N,—n o
(xl—xz)+Za\/n_ll[ﬁ]+n—Z[M%IZJS(HI—Hz)S(xI‘FxZ)

2
S_% Nl_nl + S_% Nz_nz
+z% l’ll Nl_l l’l2 N2_1 (4'120)
(-10) < (B %) +2, | S [Ma=m ) S Nozms
pl p.z - ! 2 “ 1’11 Nl_]' 1’12 NZ_]' (4.121)

_ S% Ny —n S% N,—-n,
(xl_xZ)J’z“\/Z[Nl—l g ey R G, (4.122)
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Para establecer el limite maximo de velocidad de una carretera urbana, se con-
sidera que esta debe ser tal que solo el 15% de los vehiculos que actualmente la
usan, sin ningun limite de velocidad, la transiten a velocidad mayor del limite
que se fije. En un dia cualquiera se tomé una muestra aleatoria del numero de
vehiculos, de diferentes clases, que circularon con las velocidades que se mues-
tran en la siguiente tabla:

Velocidad (km/h) 50-60 60-70 70-80 80-90 | 90-100 | 100-110 | 110-120
Coches 1 6 27 16 5 4 1
Autobuses 7 18 5 3 1 0 0

a. ;Recomendaria limites de velocidad diferentes para los coches y autobuses?

Velocidad (Km/h)| 50-60 60-70 70-80 80-90 90-100 | 100-110 | 110-120

Marca Clase 55 65 75 85 95 105 115 n Media | Varianza
Coches 1 6 27 16 5 4 1 60 80.67 133.45
Autobuses 7 18 5 3 1 0 0 34 67.06 95.63

Notese que ambos tamafios de muestra son mayores de 30, por lo cual se
puede aproximar la t de Student a través de la normal estandar y usar las
expresiones 4.94 para obtener el intervalo de confianza de la diferencia entre
medias, si el intervalo contiene al cero entonces no se tiene evidencia esta-
distica para rechazar la hipoétesis estadistica de que las medias son iguales.

ZO.975 = 1.959964 ZO.95 = 1.644854
Los intervalos de confianza son

9.2<x,-x,<18  al 95% de nivel de confianza
X,-X,<17.3 al 95% de nivel de confianza
9.9<x,-%, al 95% de nivel de confianza

Noétese que el intervalo bilateral no contiene al cero por lo que existe eviden-
cia estadistica para rechazar la igualdad entre las medias, la diferencia en
velocidad en promedio entre los automoviles y los autobuses se encuentra
entre 9y 18 km /h.
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b. Sise piensa adoptar un solo limite de velocidad para cualquier tipo de vehi-

culo, ;cudl seria la velocidad méaxima permitida?

Velocidad (Km/h)| 5060 | 60-70 | 70-80 | 80-90 | 90-100 | 100-110 110-120 LimInf | LimSup | IntInf | IntSup
Marca Clase 55 65 75 85 95 105 115 n Media | Varianza | Media | Media | Media | Media
Coches 1 6 27 16 5 4 1 60 8067 13345 77.74| 8350 8312 7821
Autobuses 7 18 5 3 1 0 0 3 6706 9563  63.77) 7035 6982 6430
Vehiculos 8 24 3 19 6 4 1 9% 7574] 16181 7317 7832 7790 7359

Existen dos formas de obtener dicho limite, el primero seria seguir la reco-

mendacion que establece el encabezado del problema, que no mas del 15%

de los vehiculos rebase el tope que se fije, al cual se le denominara LSE.

Suponiendo que los datos tienen distribucion normal, de media 75.74 y

varianza 161.81, se obtendria el valor de LSE tal que

p(x<LSE)<0.15

Estandarizando y aplicando la inversa de la normal, se obtiene que:

LSE=INV.NORM(0.85, 75.74, raiz(161.81) = 88.92 km /h

Con lo cual el limite de velocidad serfa 90 km /h

El otro método seria obtener un intervalo inferior de confianza para un solo

vehiculo y tomar el limite superior de este intervalo, en este caso estaria

dado por

LSE_vehiculo = {1, + z, 6, = 75.74 + 1.645 % ,/161.81 = 96.67 km/h

Notese que este intervalo proporciona un tope mas alto, esto se debe basi-

camente a que se estd calculando un limite superior para el 95% de los vehi-

culos, esto significa que cuando mucho solo el 5% de ellos rebasaria el tope

superior.

Si se hace para un nivel de confianza del 85%, el resultado seria

LSE_vehiculo =1+ z, 6,=75.74 + 1.036433 * 1/161.81 =88.92 km/h
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Un punto importante para tener en cuenta es que este tope superior no se
obtuvo para la media, el cual estaria dado por

o 4/161.81

LSE_vehiculo = [i, + z,——=75.74 + 1.645 % ~——="77.898

Vn Vo4

De lo anterior se desprende que los limites de confianza para la media son
diferentes a los limites de confianza para las lecturas individuales
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4.7.5. Intervalo de Confianza de la Diferencia entre Medias para
dos poblaciones normales estadisticamente independientes
con varianzas desconocidas, diferentes y tamanos
muestrales pequenos

De acuerdo a Welch, B. L. (1938), The significance of the difference between two
means when the population variances are unequal, Biometrika, 29, 350-362, para
el caso en que los tamafnos muestrales son pequefios, n < 30, y las varianzas son
desconocidas y distintas, los intervalos de confianza bilateral, superior e inferior,
para poblaciones de tamafio infinito, estarian dados por las siguientes expresiones:

B SZ SZ o 82 82
(% -x,) _ta’u\/_l < () < (B-%,) +1 711*';5 (4.123)

ny n 3

_ N

(xl_xZ)_ta,U 71"'”_25(}11_“2) (4124)
_ [ S §2

(HI_HZ)S(xl_xZ)-FtG,U 7114—”_22 (4125)

Donde
[ﬁ [Nl_nlj_l_s_%[Nz_nzj]Z
HEYRAE)
1’11 Nl_l 1’!2 N2_1

(n,+1) T (1)

los intervalos de confianza bilateral, superior e inferior, para poblaciones de
tamano finito, estarian dados por las siguientes expresiones:

_ S{(Ny—n;) S3(N,—n o
(xl_x2)+t;,u/i(ﬁ]*’é[l\i—_ﬂs(Pl—Pz)S(x1+x2)

+1 _Sl2 Ny —my +_S§ N, -n,

sor ' (N =1) 7 (N, -1 (4.127)
_ St (N —m S;[N,-n,

_ Al Fh e U < (-
& %)+ ta’v\/ n [Nl— 1 m\N,—-1) " (1 o) (4.128)
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(m-p) < (% -%) +za,v\/

[Nl_nl
N1 -1

Resuelva el ejercicio 4.24 partiendo del hecho que se desconocen las varianzas

SZ
)

n,

(Nz_ n

N,-1

poblacionales.
Material Media Varianza
A 1.24 0.004629
B 0.978889 0.002461

v=(0.004629/8 +0.002461 /9)72 /[ (0.004629 /8)A2 /9 + (0.002461 /9)72 /10] -2

=14.25

ta/2,v = INV.T(0.975, 14) =2.144787

0.1985 < -1, < 0.3237

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

281



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

Suponga que se desea saber qué gasolina, premium o magna, da mayor rendi-
miento en kilometraje por litro consumido; se decide hacer un experimento
en el que se seleccionan n automdviles diferentes. El problema es que el ren-
dimiento en kilometraje por litro de gasolina consumido depende de muchos
y diversos factores, el nimero de cilindros de cada automévil, las condiciones
fisicas de cada uno de ellos, las condiciones del terreno por donde se mueven, las
condiciones del medio ambiente, la forma de manejo y el peso de cada conduc-
tor, el inflado de las llantas, el peso extra, el aire acondicionado, las ventanillas
abiertas, etcétera. Para poder medir el kilometraje recorrido por litro consumido
es necesario tratar de controlar cada uno de estos factores, lo cual puede resul-
tar dificil. Para disminuir el efecto o variacion de cada uno de estos factores,
se decide hacer la prueba pareada, es decir, cada automoévil sera probado con
ambas gasolinas, el mismo dia de la semana, a la misma hora, bajo las mismas
condiciones de transito, bajo el mismo clima, con el mismo conductor y bajo las
mismas condiciones de manejo, siguiendo la misma ruta, a 80 km / h, ventanillas
cerradas, sin aire acondicionado, con un inflado de llantas de 32 libras.

Para ello, se decide escoger n automdviles, un sabado, a las 07:00 am, en la
gasolinera “Que chula es Puebla” y alli vaciar y llenar el tanque de cada uno de
los coches, con gasolina premium hasta el tope, poniendo el odémetro en cero
kilémetros. Iniciar el recorrido procurando mantener una velocidad constante
de 80 km /h rumbo a Puebla; llegar hasta la gasolinera que estd a la entrada de
Puebla en la Av. Aquiles Serdan y alli volver a llenar el tanque con gasolina
Premium hasta el tope midiendo y registrando el nimero de litros que se le
introdujeron y el nimero de kilémetros recorridos, con ello se puede calcular el
kilometraje recorrido por litro consumido usando gasolina premium.

Otro sdbado, con las mismas condiciones de trdnsito, de clima, con el
mismo conductor en cada automévil, bajo las mismas condiciones de manejo,
se repite el experimento, pero ahora utilizando gasolina magna. Al finalizar el
segundo experimento se tienen parejas ordenadas (X;;, X,1), (X1, Xp)>+*> (Xip»
X,,). Se partira del supuesto que, tanto el kilometraje recorrido por litro consu-
mido de gasolina premium como el kilometraje recorrido por litro consumido
de gasolina magna, presentan distribucién normal; cabe sefialar que como el
experimento se realizd con observaciones pareadas, ambas poblaciones no son
necesariamente estadisticamente independientes.
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Ejercicio 4.27
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Suponga que se obtiene la diferencia entre cada una de las observaciones parea-
das, es decir, D, = x1,-%,1, Dy = X15=X225*» D)y = X1 =X -

La media de la poblacion de diferencias, dado que se supone que las variables x,;
y X, son normales, también sera normal.

Ahora, si se aplica un procedimiento similar al que se sigui6 en el subtema 4.3.5,
un intervalo de confianza bilateral, inferior y superior, de la variable aleatoria
D, para la diferencia de observaciones pareadas, al (1-a)100% de nivel de con-
fianza, esta dado por las expresiones:

D-t S <D<D+t Sp
“la T sUD=D+1, el 112
Sn-1/n Sn-1 \/; (4.130)
— S
D<D+t D

“ =t n (4.131)

'Qﬁ" (4.132)

Si las poblaciones tienen un tamaio finito N, entonces, un intervalo de con-
fianza bilateral, inferior y superior, de la variable aleatoria D, para la diferencia
de observaciones pareadas, al (1-a)100% de nivel de confianza, estd dado por
las expresiones:

D—t N-n <D<Da+t N-n o
,n 1\/— N-1 771 1\/— N-1 (4]33)

D<D+t

“W‘I;ZT (4.134)

— S
D-t,,.,—=<D

V; (4.135)

Suponga que se decide llevar a efecto el experimento antes mencionado de veri-

ficar cudl gasolina da mayor rendimiento en kilometraje por litro consumido,
por lo que se seleccionan ocho automoéviles de diferentes marcas y se hacen las
pruebas obteniendo los siguientes resultados:
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Rendimiento km /1
Automévil Magna Premium
Fiat 500 18.08 20.00
Civic Honda 13.09 17.23
Mazda 3 22.98 23.55
Mercedes C200 16.07 25.55
Prius C 26.17 26.59
Audi A3 22.77 24.65
BMW320iA 25.00 25.11
Ford Focus 19.33 21.56

Cabe sefialar que los datos fueron generados artificialmente con distribucion
normal, tomando como referencia parametros reales de la PROFECO.

Determine si el rendimiento en km /1 depende de la gasolina y en tal caso cual

€s mejor.

Rendimiento km /1

Automévil Magna Premium D

Fiat 500 18.08 20.00 1.92

Civic Honda 13.09 17.23 4.14

Mazda 3 2298 23.55 0.57

Mercedes C200 16.07 25.55 9.48

Prius C 26.17 26.59 0.42

Audi A3 22.77 24.65 1.88

BMW320iA 25.00 25.11 0.11

Ford Focus 19.33 21.56 2.23

Media= 20.44 23.03 2.59

DesvEst = 4.56 3.19 3.07
ta/2,n-1= 226216
ta,n-1= 1.83311
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Con los datos dados, se obtiene el siguiente intervalo de confianza:
0.39889 < D<4.78861

Se restd el rendimiento de la gasolina premium menos el rendimiento de la
gasolina magna; se puede apreciar que el intervalo de confianza de la diferencia
es positivo, no contiene al cero, eso implica que la gasolina premium es un poco
mejor que la magna, les proporciona entre 0.4 y 4.8 km de mds por cada litro
consumido.
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Suponga que se tiene una poblacion o lote de articulos de tamafio N, de los
cuales se establece que existen D de ellos con cierta caracteristica de interés
(por ejemplo ser defectuoso); de esta poblacion se extrae aleatoriamente una
muestra representativa de tamafo n, en la cual se establece que hay x articulos
con la caracteristica de interés ya mencionada. La funcién de probabilidad de x
es hipergeométrica, con media y varianza dadas por

wen (§) (%) 5 )0 (R55)

También se ha analizado que cuando np >5 para p <0.5, la distribucion hiper-
geomeétrica se puede aproximar bastante bien por medio de una distribucién
normal

xNN[pxznp, o= \/np(l—l’)[zl\\;:rn

Suponga ahora que se tienen dos lineas de produccién, cada una de ellas con

cierta fraccion de articulos defectuosos p1 y p2

N —
x1~N[px=n1P1) ze\/”lpl(l_Pl)[Nll_T])
N —
x2~N[px=H2p2, 0x=\/”2P2(1_p2) [Nz _’IZJJ
2

Se desea darle mantenimiento a ambas lineas de produccién, pero conviene

empezar por aquella que presente mayor fraccién de articulos defectuosos, por
lo cual es importante saber si tienen la misma fraccion de defectuosos o una de
ellas esta peor, ante lo cual, conviene calcular un intervalo de confianza de la
diferencia entre fracciones defectuosas. Partiendo de la hipdtesis inicial de que
ambas lineas presentan un nimero de defectuosos con distribucién normal, se
reitera que la diferencia entre dos normales da a su vez una distribucién normal.
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Dado que ambas son normales

ar f’l(l‘f’l)[Nl‘”lj

P N[Pla\/ n N~ 1
- . ﬁz(l_ﬁz)[Nz_”zj

Pz N[Pz’\/ 1, N2—1

b, —p pr(1=py) (N — p,(1-p,) (N, -
PI_PZNN[“pl—pFPl—Pz’°p1—p2=\/pl( pl)[ ! nh+ p2(1-ps) [NZ _’;
2

n NI_IJ )

Por lo cual, un intervalo de confianza bilateral, superior e inferior para la dife-

rencia de proporcién de eventos exitosos de dos poblaciones finitas con distri-
bucién normal esta dado por la expresion:

PRSI () VE R T Y

2 nl Nl_]' 712 N2_1

rz 131(1_}31) [Nl_”1j+ﬁz(1_f’2) E\Iz_”zj
5 ", N, -1 n, N,—1 (4.136)

. p(1-py) (N, - po(1=p2) (Ny -
Pl‘PzS(Pl—P2)+Za\/pl( pl)(Nl n1j+p2( pZ)[2 nz] (4.137)

n; -1 n, N,-1
S s p(1-p)(Ni=m)  po(1=ps) (No=m, o (4138)
(1 P2)+Za\/ n [N1—1]+ n N,—1 S pi—pe

Si ambas poblaciones son infinitas:

P D (1-7 p,(1-p a o
(P1—P2)_Zq\/p1( P1)+P2( Pz) 5P1—P25(P1—P2)

2 ny )

+2, \/131(1_131)_'_132(1_132) (4.139)

1y n,

2

Pl_pZS(ﬁl_ﬁZ)"'za \/pl(l_ﬁl)+ﬁ2(1_ﬁ2) (4'140)

my n,
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ny n,

o D (1-p p,(1-p
(pl_p2)+za\/P1( P1)+P2( pZ)Spl—pz

Si en la expresion 4.122 se define el error de estimacién como:

e<z, \/131(1—131) E\Tl—”lj_l_ 132(1—132) [Nz—nzj
3 n N, -1 n, N,-1

(4.141)

Suponiendo que se elige el muestreo de tal forma que los tamanos de mues-

tra en ambas poblaciones son iguales n, =n, =n, y despejando el valor de n, se

obtiene una expresion para determinar de qué tamano debe ser la muestra para

obtener un intervalo de confianza bilateral, para la diferencia entre proporcio-

nes de dos poblaciones finitas con distribuciéon normal:

[ p1(1-p)N, N po(1-ps)N,
(N, -1) (N,-1)

o)+ h(1-p) , pa(1-p))
2y (N-1)  (N,-1)

2

Si las poblaciones fueran infinitas

pi(1=p1) + pa(1-p2)

n=>

€ 2

ZO.
2

(4.142)

(4.143)

Sl ey Suponga que en dos lineas de producciéon de rondanas se inspeccionaron a lo

largo de un mes el numero de rondanas defectuosas que presentaba cada linea

de produccién, resultando lo siguiente:

Linea N n D
1 36000 500 65
2 40000 600 70
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Estime un intervalo de confianza bilateral, superior e inferior de la diferencia
entre las fracciones defectuosas de cada una de las lineas de produccién, al 95%
del nivel de confianza.

Utilizando las expresiones 4.132, 4.133 y 4.134 se obtienen los siguientes
intervalos

-0.0255<p,-p,<0.05215 intervalo bilateral al 95% de nivel de confianza
P1-p»<0.04591 intervalo inferior al 95% de nivel de confianza
-0.0255<p,-p, intervalo superior al 95% de nivel de confianza
Como se puede apreciar el intervalo bilateral contiene al cero, por lo que no
existe evidencia estadistica que demuestre que una linea de produccion estd
peor que otra; si se pretende darle mantenimiento a ambas no importa dénde
se empiece si en la uno o en la dos.

En el anterior ejercicio, suponga que se desea tener un error de estimacion
menor a 0.02 en el intervalo bilateral de confianza; suponiendo que se toman
tamafos de muestras iguales en ambas lineas de produccién, ;de qué tamafo
tendria que ser la muestra?

De la expresion 4.138

n>1967.87

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 289




OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

4.7.8. Intervalo de confianza de la diferencia entre las fracciones
de defectos, éxitos, ocurrencias o llegadas por unidad
de dos poblaciones normales

Suponga que dos empresas fabrican el mismo tipo y modelo de automévil. Un
automovil tiene demasiadas componentes y cada componente puede presentar
uno o mas defectos, de tal manera que una flota de n automoéviles puede presen-
tar x defectos. Sean x, y x, el nimero de defectos que presentan n automoviles
de la compaiiia uno y de la dos respectivamente. La funcién de probabilidad del
numero de defectos por unidad presenta funcién de probabilidad de Poisson.

Si x representa el promedio de defectos por cada n automdviles, entonces
u=x/n representa la fraccién de defectos por cada unidad. También se ha afir-
mado que, si c representa el promedio de defectos en n unidades, para ¢>5 la
funcién de Poisson se aproxima a una normal, por lo cual, las variables x, y x,
pueden suponerse normales y por lo mismo, las variables c, y ¢, que representan
el numero de defectos en n unidades también se pueden suponer normales

Lo cual implica que los intervalos bilateral, inferior y superior de confianza al
(1-a)100% de nivel de confianza para la diferencia de defectos en n unidades
entre ambas compaiias con poblaciones infinitas normales esta dado por

(e1-8) 2z e+ < (a-0) < (6-8) +2z4/ &+ 6 (4.144)
2 2

(a-0) < (61-8) +204/ &1+ 6, (4.145)

(6,=¢,) —2ze/ €145 < (61-6) (4.146)
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Si las poblaciones fueran finitas

Ao . (N « [Ny—n Ao ~ [Ny=n ~ (Ny—n
(cl—cz)—z% \/c (1\}1_1]+62[NZZ—_3 s(c1—62)£(61—62)+z;\/c1 [I\}I—IIJJFCZ [1\2]2_12]

(4.147)

I ~ [N;—n ~ (N,—n (4.148)
(CI_CZ)S(CI_CZ)-'-ZE \/CI[Z\; 11]"'(:2 [Z\;—lzj
2 - 27

Gi) o5 i)y O
2 1~ 27

Para el caso de los defectos, ocurrencias, llegadas o éxitos por unidad

De tal manera que la diferencia entre ellas, ul-u2, también es normal y por lo
mismo

g gtz (oi)
2 [ W1 Yo 2

Lo cual implica que un intervalo bilateral de confianza para la diferencia de

e

defectos por unidad entre ambas compaiiias con poblaciones infinitas normales
esta dado por

(4.150)

u, u
—u2 \/—+—< —uz)s(u —u2)+z2 #+é

El intervalo inferior de confianza para la diferencia de defectos por unidad
entre ambas compaiias con poblaciones normales esta dado por:

ﬁ1+ﬁ2
n, n, (4.151)
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El intervalo superior de confianza para la diferencia de defectos por unidad
entre ambas compaiias con poblaciones normales esta dado por:

\/Lil_ui (1) (4.152)

n, n

Si las poblaciones fueran finitas
(i) -2, \/“—l[—Nl'”}“—Z[—NZ'”ﬂs(ul—uz)s(al—az)+za /—[—N]—[N‘]
5 l’ll Nl_l 1’!2 N2_1 3 }’ll Nl_l 1’!2 Nz_l
A A uAl Nl—l’ll 122 Nz_nz
— < — i J—

.y dy (N =ny) dy (Ny=mp) _ (o (4.155)

Si se define el error de estimacidén del intervalo bilateral como:

e< 2 lﬁ N, -n +£2 N, —n,
% 1’11 Nl - ]. 1’12 N2 - 1
Al pretender disefiar un plan de muestreo para obtener un intervalo de con-

fianza para la diferencia entre el nimero o fraccién de defectos, ocurrencias,
llegadas o éxitos por unidad en dos poblaciones normales finitas, se puede esta-

blecer que n, =n, =n, por lo que despejando n:

Ny, + Nyu,
Nl_l NZ_l
nz
€ 2 u u,
—| + +
z, | N-1 N,-1 (4.156)

2

Silas poblaciones son infinitas:

) (4.157)
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Sty El control de calidad de dos lineas de manufactura de circuitos impresos se lleva

a cabo inspeccionando el numero de defectos por unidad de superficie (arafa-
zos, bandas incorrectas, grosor no uniforme, etcétera). Suponga que la produc-
cion diaria de cada linea es de 6000 placas la primera y 7500 placas la segunda.
Para llevar a cabo la inspeccion de los circuitos se utiliza una plantilla o reticula
de diversos tamafios. Para cada linea de produccion se registra la superficie de
la reticula usada y el nimero de defectos que se observan. Tras inspeccionar 12
placas de la primera linea y 15 de la segunda, se obtienen los datos de la tabla
que se muestra a continuacidn.

Linea 1 2

Placa Superficie cm® | Ne de defectos | Superficie cm® | Ne de defectos
1 50 4 34 2
2 50 3 38 4
3 34 4 25 3
4 38 4 44 5
5 54 4 38 2
6 22 3 44 2
7 22 5 44 4
8 25 3 38 4
9 50 4 22 4
10 34 2 54 4
11 34 2 50 3
12 38 4 38 4
13 44 4
14 32 3
15 25 2

a. Calcular los intervalos de confianza bilateral, inferior y superior al 95% de
nivel de confianza de la diferencia entre las fracciones de defectos por cm?,
de cada linea de produccién de circuitos impresos y determine cual de ellas
presenta mayor nimero de defectos por cm?.

Linea un n N
1 0.093126 12 6000
2 0.087719 15 7500
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Utilizando la expresion 4.149, el intervalo bilateral de confianza al 95% de
nivel de confianza es

~0.2230< i1, — i1,,<0.2338
Noétese que este intervalo contiene al cero, lo que implica que al 95% de nivel
de confianza se puede considerar que ambas lineas de produccién presentan

los mismos defectos por cm?.

Con la expresion 4.150 se obtiene el intervalo superior de confianza al 95%
de nivel de confianza

- 0.1863 S 1:[1 - l,:lz

Usando la expresion 4.151 se determina el intervalo inferior de confianza al
95% de nivel de confianza

1’:{1 - 1’/\12 S 0.1971

b. Suponiendo que se llegaran a inspeccionar el mismo niimero de placas en
cada linea, ;de qué tamaifio debe ser la muestra de placas para que el error
de estimacién sea menor a 0.22

Con la expresion 4.152 se calcula el tamafio que debe tener la muestra:

n=17.325
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F1GURA 4.11. Intervalo Bilateral de Confianza para Dos Poblaciones

Variable | Condiciones iniciales Estimador Puntual Intervalo Bilateral de Confianza al (1-a)100% Error Toma de Decisiones
i N("J"U') Si el intervalo contiene al
o? Xy ~ N(yz,o‘z) s? S]Z uno entonces las varianzas
7'2 NN o 712 E= s (o \ poblacionales son iguales,
o, P S, ~Lm-1] S5 (gmtac) de lo contrario son
diferentes
- N(”"o-') Si el intervalo contiene al
o2 X, ~ N(/x;,oz) Sz 52 uno entonces las varianzas
7‘2 o ilz L " N poblacionales son iguales,
0, NN, Finitas S2 S; (-3 -ton1) de lo contrario son
diferentes
Si el intervalo contiene al
X, ~ N(u,0,) cero entonces las
_ X ~ N(;Q.o‘ ) ﬁ _ 1”7 fracciones defectuosas
Py =D 2 2 2 1 poblacionales son iguales,
N, N, »>» de lo contrario son
diferentes
Si el intervalo contiene al
X~ N(,u,.o',) cero entonces las
P—p x, ~ Ny, 0,) [32 — i,] fracciones defectuosas
2 ! poblacionales son iguales,
N,,N, Finitas de lo contrario son
diferentes
Y~ N(‘ul‘o‘) Si el intervalo contiene al
X, ~ N(1.0,) _ _ cero entonces las medias
Hy, — K Xy =X E=z, poblacionales son iguales,
NN, > 3 de lo contrario son
o .62 i diferentes
conociaas
1,0,
X~ N(’“ ) Si el intervalo contiene al
) .
x, ~ N(m,0,) _ _ d Nz -, 0.‘7 N‘ -n . o2 (N, "Z] +‘i N, - n‘] cero entonces las medias
M, — 1y T X, =X, — |t S n UN -1 poblacionales son iguales,
NN, Finitas n, Nz -1 n NI -1 - : ' ' de lo contrario son
07,05 conocidas diferentes
1,0, .
i N('”' ’6') Si el intervalo contiene al
X, ~ N(/IZ,O'Z) _ _ (" 71)33 +(" 71)S2 1 n, — 1)S2 +(n, —1)S} cero entonces las medias
My — 1y X, — X, 2 72 TA — PR S poblacionales son iguales,
N,,N, 5> ® Loen 2] n, +n -2 n 2 ! de lo contrario son
o7 =0, desconocidas diferentes
1 =0y 6
i N(‘u‘ ‘U‘) Si el intervalo contiene al
Xy ~ N(yz,al) _ _ s (" _ 1) 52 cero entonces las medias
H, — 1y L X, — X, _ _ 1 N _ 1 1 1 poblacionales son iguales,
) Finitas (1, — ) = (%, — %)% t[i” n-d) P e de lo contrario son
=0, desconocidas 217‘ o ’ ] diferentes
— — s S7 - _ S3
X~ Nwo1) (% =) =1, S < (ke —0) S (B =R )+t N[ ol .
v - = [?v] n, n, [;m) n, ”n, Si el intervalo contiene al
X, ~ N(t.0,) Xy, =X 3 = _ 52 52 cero entonces las medias
H, — 1 NN ( S + LJ n, + n, poblacionales son iguales,
1Ny, >0 N S S de lo contrario son
L ( j ( ) diferentes
0, #0, desconocidas N, ) Nm )
n, 2, + 1
—n,
x, ~ Ny, 0, X. 7‘j§ L — 1)< (X
! (t4.01) * N -1 (b =) = (5, Si el intervalo contiene al
Xy~ N(,uz,o'z) _ _ N cero entonces las medias
qu — lul NN, Fi xz - xl [‘: E :( poblacionales sofx iguales,
Ny Timas -_n : de lo contrario son
o [53 (N —n ]J (7‘ diferentes
0, %0, desconocidas m\N,-1)) \m
ny +1
X~ N(,u,.o',) Si el intervalo contiene al
X, ~ N(,0,) ) _ s, cero entonces las medias
o= = 1y Dy =xy =x; i=12.n D- ;, ) [ < p, <D+t o, “ [ E=D +1',1” VT poblacionales son iguales,
Ny, N, >0 . B de lo contrario son
diferentes
Muestras Apareadas
X~ N(w.o,) Si el intervalo contiene al
Xy ~ N(,Lu,o',) s _ N-— cero entonces las medias
5,0, _ . . — N-n - N-n - n "
o= 1= 1y D, = n D-t D ( o lj <p,<D+ ‘7 ) \/i( ) E=D+ o, " [( j poblacionales son iguales,
Finitas " n de lo contrario son
diferentes
Muestras Apareadas
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F1GURA 4.12. Férmulas para estimar el tamafio de muestra necesario para deducir un

intervalo de confianza para la diferencia de un parametro de dos poblaciones con una
muestra simple

Parametros Varianza del Estimador Limite Error de Estimacion Tamano de Muestra
N|‘71: ; N:O'i
2 o 2 - 2 2 N, -1 N,-1
Diferencia de Medias a—: . G (M- +22 Ny-nm e=z, o M +ﬁ Nyom nz L 2
R g N -1 nm\ N,-1 S\ {N=-1) n{ N,-1 ) N
My Mo & a; Ty
+ 4+
z. N-1 N,-1
20PN, PPN, ‘
Diferencia en la " 5 A 4 ~ = . s (¥,-1) (¥,-1) |
5 1- B P (1=2.)( Ny =n, 1- No=n) P(1=-P) [ N,=n, 2, - .
Fracciones Defectuosas | o, = AQ-A)( N n,) + AL )[N' L ) £=2, Jp]( p!]( Noh ), Ll p_)( Vot ) "N
”n N -1 ” N, -1 H ] M-1) ] Ny-1 | e |, a0-R) B0-p)
P1-P2 o I Py
_k 3/ g .
Diferencia en las : " r
Fracciones de Defectos s W[ N-n | i, N,-n t( Ny=ny | ity Ny—m nz il
5 0, ; =—| — |+—=| —= <z, = 2 |+ 2 =2
por Unidad % n\N-1) n| N,-1 sy\n{N-1) n| Ny-1 oy B
u;-uy L
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Ejercicios del capitulo 4

1. Sean los siguientes estadisticos:

(=X [, = mediana
{13 = moda (L, = semirango

IS x1+2x2+3x3 A x1_4x2

Ms=—"_—"— M= 5
6 -3

. X X, tn

Y7 "

a. Obtenga cuales de ellos son insesgados y cudles son sesgados.

b. Determine cudl de los siete es el menos eficiente y cudl es el dptimo.

c. Explique el razonamiento a seguir para determinar cudles son consis-
tentes y cuales no lo son.

2. Se recibe un lote de N=9000 resortes de traccion utilizados para interrup-
tores de flotador, los cudles deben presentar una carga especificada de 6.5
+ 0.25 libras. Para proceder a aceptar el lote se realiza un plan de muestreo
aleatorio simple, con un tamafio de muestra de n =90 resortes, los cuales
son probados con un medidor de cargas, arrojando los siguientes resultados.

6.87 6.82 6.76 6.79 6.52 6.90 6.70 7.07 6.63
6.82 6.51 6.45 6.59 6.71 6.65 6.88 6.81 6.52
6.74 6.78 6.70 6.82 6.85 6.80 6.79 6.82 6.58
7.12 6.74 6.80 6.60 6.82 7.18 6.89 6.60 6.77
6.82 6.67 7.06 6.69 6.42 6.51 6.72 6.96 6.96
6.60 7.16 6.99 6.78 6.86 7.00 6.64 6.78 6.57
6.53 6.84 6.58 6.63 6.72 6.47 6.75 6.69 6.48
6.99 6.48 6.90 6.67 6.77 6.54 6.82 6.75 6.63
6.68 6.70 6.47 6.98 6.69 6.94 6.71 6.49 6.94
6.73 6.71 6.87 6.37 7.05 6.79 6.97 6.72 6.88
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a. Obtenga un intervalo de confianza bilateral, unilateral inferior y unila-
teral superior, al 95% y al 99% de nivel de confianza, para el promedio
en la carga del lote de resortes.

b. Calcule un intervalo de confianza bilateral, unilateral inferior y unilate-
ral superior, al 95% y al 99% de nivel de confianza, para la varianza en la
carga del lote de resortes.

c. Obtenga un intervalo de confianza bilateral, unilateral inferior y unila-
teral superior, al 95% y al 99% de nivel de confianza, para la fracciéon de
resortes en el lote que presenta una carga por arriba de 6.75 libras.

3. Una oficina expendedora de pasaportes en la Ciudad de México establece
un control de los errores que cometen al tramitar 500 pasaportes diaria-
mente, los cuales operan por cita. Para analizar su desempeno decide reco-
pilar una muestra de n =20 dias. Cabe sefalar que los errores que cometen
son muy diversos, foto borrosa, foto equivocada, errores de tipografia,
fecha de nacimiento equivocada, fecha de emision equivocada, nombre mal
escrito, tiempo de espera excedido, tiempo de emision excedido, poca cor-
tesia al recibir a los ciudadanos, trato descortés, personas que se cuelan a la
fila, etcétera.

La oficina diariamente levanta una encuesta y le solicita a cada cliente le
indique los errores cometidos, los cuales pueden ser criticos, mayores,
menores, etcétera, notese que el nimero de errores puede ser mayor que
el nimero de pasaportes emitidos, ya que cada pasaporte puede presentar
desde cero hasta una cantidad incontable de errores. Suponga que los erro-
res o defectos durante esos n =20 dias fueron los siguientes:149, 150, 154,
139, 145, 152, 142, 142, 154, 138, 148, 130, 149, 143, 151, 131, 130, 115, 159,
149. Obtenga un intervalo de confianza bilateral, unilateral inferior y unila-
teral superior, al 95% y al 99% de nivel de confianza, del nimero de errores
que se cometen por dia en dicha oficina.

4. En un puerto maritimo el tiempo de descarga en horas de un barco car-
guero es critico. Existe una cldusula en el contrato de la compaiia naviera
con el puerto, de no tardarse mas de 20 horas en la descarga. Por cada hora
de retraso, un barco le cobrara al puerto $50,000.00. El puerto decide reali-
zar un analisis del tiempo que le lleva descargar cada barco y recolecta una
muestra aleatoria de n =60 barcos a lo largo de un mes. Los resultados en
horas se muestran a continuacion:
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6.2 2.5 13.8 2.3 20.6 0

8 10.7 9.7 16.1 4.8 4.1
4.8 4.4 14 1.1 1 32.1
15.1 0.6 4 25 4.4 7.7
15.6 7.9 10.7 294 11.7 0.9
43 14.5 1.7 6.5 6.1 7.3
1.7 39 2.8 14.9 11.8 2.2
25.7 5.9 4.7 3.9 3.2 2.5
12.6 8.2 0.9 6.5 0.5 3.8
12.6 12.5 7.1 0.4 3.3 23.3

a. Obtenga un intervalo de confianza bilateral, unilateral inferior y unila-
teral superior, al 95% y al 99% de nivel de confianza, para el promedio
de horas de descarga.

b. Calcule un intervalo de confianza bilateral, unilateral inferior y unilate-
ral superior, al 95% y al 99% de nivel de confianza, para la varianza en el
nimero de horas de descarga de cada barco.

c. Obtenga un intervalo de confianza bilateral, unilateral inferior y unila-
teral superior, al 95% y al 99% de nivel de confianza, para la fracciéon de
barcos a los que se les pagara.

d. ;Cuanto se pagara en promedio?

e. Revise las hipotesis basicas para el intervalo de confianza de los incisos
anteriores, ;considera usted que se cumplen?

5. La durabilidad de una llanta se mide con base en el nimero promedio de
kilometros recorridos bajo condiciones controladas, hasta que aparezcan
bandas de desgaste con una profundidad de rodadura de 1.6 mm de espe-
sor o menos. Los compuestos de una llanta estan disefiados para funcionar
idealmente por un maximo de 5 afios. El siguiente ejemplo es hipotético y se
utilizan datos generados aleatoriamente que no son reales de las marcas que
se mencionan, pero es ilustrativo del empleo que debe darse a los intervalos
de confianza para dos poblaciones. Suponga que se desea adquirir un lote
de N = 1600 llantas 245/40r20 Run Flat 99y. Para ello, existen dos marcas
diferentes Pirelli y Michelin. Se realiza una prueba de durabilidad, usando
ocho coches, Mercedes Benz C200, del mismo modelo y afio, con las mis-
mas condiciones de uso, con la misma carga, recién alineados y balanceados
bajo las mismas especificaciones, al primer equipo A de cuatro coches se
les montan cuatro llantas Pirelli y al otro equipo B de cuatro coches, llantas
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Michelin. Se ponen a rodar bajo las mismas condiciones hasta que aparecen
bandas de desgaste con una profundidad de rodadura de 1.6 mm de espesor
o menos. Los resultados se muestran a continuacion.

a. Obtenga un intervalo de confianza para la diferencia entre medias, de
las marcas citadas, al 95% y al 99% de nivel de confianza, suponiendo
que las varianzas poblacionales son conocidas s12=5600, s22=5400.

b. Determine un intervalo de confianza para la diferencia entre medias de
las marcas citadas, al 95% y al 99% de nivel de confianza, suponiendo
varianzas no conocidas pero iguales. Primero, obtenga un intervalo de
confianza para el cociente entre varianzas y posteriormente un intervalo
de confianza para la diferencia entre las medias de las marcas citadas.

c. Calcule un intervalo de confianza para la diferencia entre medias de
las marcas citadas, al 95% y al 99% de nivel de confianza, suponiendo
varianzas no conocidas y diferentes.

d. Obtenga un intervalo de confianza para la diferencia entre medias de
las marcas citadas, al 95% y al 99% de nivel de confianza, suponiendo
que las mediciones fueron apareadas, usando los mismos coches de una
marca de llanta a otra y suponiendo las mismas condiciones de prueba.

e. Obtenga un intervalo de confianza para la diferencia entre fracciones de
llantas que duran mas de 52,000 Km. Conceptualmente qué hipotesis
basica no cumple este intervalo de confianza.

Michelin Pirelli

50,133.93 60,014.73
49,954.33 54,336.33
49,164.83 54,940.62
51,300.54 52,895.42
48,249.71 57,123.37
48,494.13 57,535.76
51,038.79 51,359.57
53,306.49 58,214.95
52,109.23 53,801.49
48,483.41 57,228.75
46,079.35 54,037.71
47,043.97 55,067.46
44,855.49 55,990.88
52,853.32 54,487.21
49,679.16 52,606.81
47,965.69 53,523.96
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6. Una caricia’en este texto, es una unidad de reconocimiento, es una forma
o manera de medir el reconocimiento, aprecio o afecto que se le tiene a una
persona. Hay caricias, sinestésicas o fisicas, verbales y gestuales. Otra cla-
sificacion de caricias es que existen caricias positivas, negativas y con des-
cuento, estas ultimas son aquellas a las que después de decirles lo positivo
de algo, van acompanadas del término pero’.

Suponga que una joven tiene dos pretendientes; ella trata de decidir cual
es el pretendiente mas adecuado y para ello mide el afecto que cada uno de
ellos le tiene, con base en el nimero de caricias que le prodiga por dia, las
caricias positivas las cuenta con nimeros positivos, las negativas con niime-
ros negativos y las con descuento les asigna el valor de cero, posteriormente
las suma y obtiene un nimero que puede ser positivo, negativo o cero.
Suponga que pone a prueba a sus pretendientes y contabiliza el numero de
caricias por dia a lo largo de un mes, obteniendo los siguientes resultados.

Obtenga un intervalo de confianza de la diferencia en el nimero de cari-
cias promedio por cada punto de contacto que cada uno de los pretendien-

tes le prodiga.
Pretendiente A Pretendiente B
Puntos de Puntos de
Contacto |No. Caricias| Contacto [No. Caricias
4 5 1 3
7 5 4 4
6 5 3 2
8 9 3 2
10 6 7 3
7 6 5 3
7 3 2 5
1 5 5 1
11 2 8 0
4 4 4 5
8 1 3 1
5 7 7 1
10 5 8 3
7 4 6 0
3 3 9 3
14 2 2 3
5 7 5 4
3 4 3 4
3 7 3 3
6 4 3 4
4 6 3 1
5 5 3 4
6 3 2 1
6 3 6 1
9 3 8 4
9 5 7 4
6 5 5 2
10 2 4 5
8 3 6 2
5 5 5 3
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5. Pruebas de hipoétesis estadistica

5.1. Hipdtesis estadistica

Una hipétesis, del griego hipo, subordinaciéon’o por debajo’, y tesis, conclusion
que se mantiene con un razonamiento’, es un enunciado no verificado, una con-
jetura cientifica, una afirmacién o supuesto que requiere una contrastacion y
validacion con la realidad a través de la recoleccion de informacion y datos. El
nivel de veracidad que se otorga a una hipdtesis dependera de la medida en que
los datos empiricos apoyan lo afirmado en la hipétesis. Esto es lo que se conoce
como contrastacion empirica de la hipdtesis o bien el proceso de validacién de
la hipétesis.

Para formular una hipdtesis se requiere observar un fenémeno, reunir infor-
macién, comparar la informacién con el fendmeno, establecer posibles expli-
caciones, escoger la explicacion mads probable y enunciar una o mas hipdtesis.
Posteriormente, se debe comprobar dicha hipdtesis a través de la experimenta-
cion, en la que se confirma la hipotesis (si es verdadera) o no (si es falsa).

Una hipdtesis estadistica es una afirmacion sobre el valor que toma un parame-
tro poblacional como puede ser su tendencia central, su dispersion, o la forma
que toma una variable aleatoria, es decir, la distribucion de probabilidad a la
que obedece.

Una Prueba de Hipétesis es un procedimiento estadistico que permite aceptar
o rechazar una afirmacion hecha con respecto a un fenémeno o suceso y consta
de los siguientes pasos:

a. Se plantean las hipoétesis nula y alternativa

b. Se selecciona el nivel de significancia
c. Seidentifica el estadistico de prueba
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Ejercicio 5.1

Ejercicio 5.2
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d. Seformula la regla de decisiéon
e. Setoma una muestray se decide si se rechaza Ho o se concluye que no existe
evidencia estadistica suficiente para rechazar la hipétesis nula.

a. Se plantean las hipdtesis nula Hy y alternativa H;

En una prueba de hipdtesis generalmente se plantean dos hipdtesis mutuamente
excluyentes: la hipdtesis nula o hipétesis de nulidad H, y la hipétesis alternativa
H,. La hipdtesis nula es un punto de partida para la investigacion que no se
rechaza a menos que los datos de la muestra proporcionen evidencia estadistica
suficiente de que es falsa.

La hipotesis nula es una aplicacion a la estadistica del método de reduccion
al absurdo, por el cual se supone, en principio, lo contrario de lo que se desea
probar, hasta que la evidencia o las conclusiones obtenidas demuestran que el
punto de partida fue falso o absurdo y, por tanto, se rechaza y se concluye lo
contrario aceptando la hipdtesis alternativa (lo que se queria probar). La hipo-
tesis alternativa es una afirmacion especial cuya validez se pretende demostrar,
y si las pruebas empiricas no apoyan decididamente la hipétesis alternativa,
entonces se dice que no existe suficiente evidencia estadistica para demostrarla
y se termina por creer la hipdtesis nula, aunque no se esté convencido de ello.

Una empresa fabricante de rodamientos requiere para uno de sus procesos bali-
nes para balero de media pulgada de didmetro. Un proveedor de dicha empresa
afirma que sus balines son de media pulgada en promedio. En este caso, la
prueba de hipotesis contiene las siguientes:

Hy:p, =05

Hy:p,#05
A este tipo de pruebas se les conoce como bilaterales o de dos colas.
Una empresa fabricante de elevadores o ascensores requiere cable o malacate
de acero con una resistencia minima de 3 toneladas. Un proveedor afirma que

cumple la especificacion. La empresa cliente decide hacer una prueba de hipo-
tesis para ello y establece las siguientes:
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HO: H‘X:3

Hy:p,<3

A este tipo de pruebas se les conoce como unilaterales o de una cola y en parti-
cular a esta se le conoce como prueba unilateral inferior.

Una empresa fabricante de instrumentos musicales requiere mandar sus instru-
mentos a mantenimiento, calibracién y afinacion. La empresa cliente requiere
de un maximo tiempo de reparacion de tres dias. Un proveedor afirma que
cumple la especificacion. La empresa cliente decide hacer una prueba de hipo-
tesis para ello y establece las siguientes:

Ho:p.t=3
Hy:p,>3

A este tipo de pruebas se les conoce como unilaterales o de una cola y en parti-
cular a esta se le conoce como prueba unilateral inferior.

Una empresa metalmecanica necesita adquirir botas de seguridad para sus
empleados. Existen dos marcas de botas diferentes A y B. Dado que la marca A
es mas barata que la B, en caso de que la A tenga el mismo nivel de proteccion
que la B, se propone comprar la A. Si la marca B ofrece un mayor nivel de segu-
ridad que la A, la empresa se inclinara por la marca B. Se requiere determinar
qué marca de bota comprar, considerando el nivel de proteccién que cada una
de ellas ofrece. La empresa cliente decide hacer una prueba de hipétesis para
ello y establece las siguientes:

Hy: pa = pp
Hy:pg <pp

Se sospecha que el tiempo de vida t de un tipo particular de lampara presenta
un comportamiento probabilistico exponencial negativo. Se decide realizar una
prueba de hipotesis para ello y se establecen las siguientes:

H,:t_es_exponencial_negativa

H,:t_no_es_exponencial_negativa
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La decisidn para rechazar la hipotesis nula se basa en un estadistico de prueba
a partir de los datos obtenidos de una muestra aleatoria. Siempre que se toma
una decision a partir de los datos obtenidos de una muestra, pueden aparecer
dos tipos de error:

Error tipo I o Falso Positivo: Rechazar una afirmacién que debid aceptarse, es
decir en este caso, rechazar la hipétesis nula dado que es verdadera.

Error tipo II o Falso Negativo: Aceptar una afirmacioén que debid rechazarse, es
decir en este caso, aceptar la hipdtesis nula dado que es falsa.

Las probabilidades de ocurrencia de los errores tipo I y II, se representan por
dos letras griegas:

a=p (error_tipo_l ) =p (rechazar_HO | Ho_es_verdadem)
B=p (error_tipo_II) =p (aceptar_H, | Hy_es_falsa)

A la probabilidad del error tipo I se le conoce como Nivel de Significancia a de
una prueba estadistica.

Son comunes los niveles de significancia del 0.10, 0.05, 0.01 y 0.0027.

En algunas situaciones es conveniente expresar la significancia estadistica como
su complemento 1 —a, a la cual se le conoce como nivel de confianza.

l-a=p (aceptar_HO | Ho_es_verdadera)

De la misma forma, en ciertas ocasiones es mejor trabajar con el complemento
de b, conocido como la Potencia de la Prueba:

Potencia de la Prueba = 1-f = p(rechazar H| H, es falsa)
En la figura 5.1 se ilustra el nivel de significancia para una prueba de dos colas,

para una distribuciéon normal con media 50 y desviacion estandar 5. En esta
figura, el nivel de confianza representa el area bajo la curva 1-a situada entre
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los limites de confianza, que en este caso en particular es 0.90 0 90%; el valor de
aes 0.10 (0.05 en la cola izquierda y 0.05 en la cola derecha). Existen varios cri-
terios para decidir aceptar o rechazar la hipdtesis nula. En este caso particular,
el primer criterio que podria usarse seria si el valor de x, cae entre los limites
de confianza calculados, entonces se dice que se cumple la hipétesis nula. Si el
valor de x, cayera antes del limite inferior de confianza LIC =41.78 o si cayera
después del limite superior de confianza LSC = 58.22, entonces se tendria que

rechazar la hipdtesis nula.

Otro criterio que podria usarse, en pruebas de limite superior seria calcular
el area bajo la curva a la derecha de x, a la cual se le denominara p (p-value):

p=px>x)

En pruebas de limite inferior, seria calcular el area bajo la curva a la izquierda

de x,:

p=p(x<x)

Sila prueba es de dos colas como la que se muestra en la figura 5.1, para p>a/2
entonces se tendria que dar por cierta la hipétesis nula y si p < a/2 se rechazaria

la hipotesis nula.

-
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Para una prueba de una cola la comparacion seria contra el valor de a. Si el valor
p es inferior al nivel de significancia a, entonces la hipdtesis nula es rechazada.
Cuanto menor sea el valor p, mas significativo sera el resultado.

Valores pequefios de a otorgan mayor confianza en la determinacion de la
significancia, pero hacen correr mayores riesgos de equivocarse al aceptar una
hipétesis nula falsa (error de tipo II o “falso negativo”), con lo cual se pierde
potencia de estudio. La eleccion de un nivel de a inevitablemente envuelve un
compromiso entre significancia y potencia, y consecuentemente entre errores
de tipo I'y de tipo II. En algunas disciplinas o areas es comun expresar la signi-
ficancia estadistica en k unidades de desviacion estandar o de una distribucién
normal, como se ilustra en la figura 5.2. A partir de esta figura y usando Excel se
obtienen los siguientes valores para pruebas bilaterales o de dos colas:

a/2 k
0.308538 0.5
0.158655 1.0
0.066807 1.5
0.022750 2.0
0.006210 2.5
0.001350 3.0
0.000233 35
0.000032 4.0
0.000003 4.5

Funcién de Probabilidad Normal con media 5 y desviacién estdndar 2

—6:25—

020

FIGURA 5.2
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El estadistico de prueba depende de la distribucidn de probabilidad que presente
la variable sujeta a estudio. Por ejemplo, para el caso de una prueba de hipdte-
sis para la media poblacional, el estadistico de prueba es z la variable aleatoria
normal estandar para el caso de que la poblaciéon sea normal o el tamafio de
muestra sea grande o en su defecto, el estadistico t la variable aleatoria t de Stu-
dent. Para el caso de la varianza poblacional, el estadistico de prueba es ji cua-
drada. Para el caso del cociente entre varianzas el estadistico de prueba es F de
Fisher-Snedeccor, para el caso de igualdad entre medias el estadistico de prueba
es z la variable aleatoria normal estandar para el caso de que las poblaciones
sean normales o los tamanos de muestra sean grandes o en su defecto, el esta-
distico t la variable aleatoria t de Student. Para los casos de pruebas de hipdtesis
de proporciones de defectuosos o de defectos el estadistico de prueba puede
ser normal, binomial o Poisson. Para el caso de pruebas de hipétesis de bondad
de ajuste, es decir, que el conjunto de datos recolectados se comporte con una
distribucién de probabilidad conocida, el estadistico de prueba depende de la
distribucién de probabilidad que presente la variable sujeta a estudio.

La regla de decision es un enunciado que se emite para determinar si se rechaza
o no la hipétesis nula. Especifica el valor critico de los resultados muestrales.

Se calcula el valor del estadistico de prueba, se compara contra el valor critico
y se decide si se rechaza H, o se concluye que no existe evidencia estadistica
suficiente para rechazar la hipdtesis nula.
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5.2. Pruebas de hipodtesis de un parametro para una poblacion

5.2.1. Pruebas de hipdtesis sobre la media de una poblaciéon normal
o tamano de muestra muy grande, con varianza conocida

Suponga que x es normal x ~ N(j,, 0,) o 7 es suficientemente grande o
para suponer que se cumple el teorema del limite central, es decir, x~ N [px, fj
La prueba puede llevarse a cabo de tres formas diferentes: "

i. Obtener un intervalo de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza, para
la media poblacional; si dicho intervalo no contiene al valor i, entonces se
tiene evidencia estadistica para rechazar la hipoétesis nula. Si el intervalo
contiene al valor y, entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para
poder rechazar la hipétesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté
convencido de ello. El intervalo de confianza puede ser bilateral, unilateral
inferior o unilateral superior, dependiendo de lo que se pretenda demostrar.

ii. Se calcula el estadistico de prueba

XY

S (5.7)
i

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H;: p, # y,

Si|zy | >z
2

Es decir:

(5.8)

Z0>Z(1 (0] Z0<_Zd
2 2

Se rechaza la hipédtesis nula
De lo contrario, si

Si —2,<2y<2, (5.9)
2 2
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Entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la
hipoétesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: pu, <,

Si z, < z, se rechaza la hipdtesis nula

De lo contrario, si z, < z, entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica
para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aunque no
se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: u, > 1,

Si z, < z, se rechaza la hipétesis nula

Delo contrario, si z, < z, entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica
para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aunque no
se esté convencido de ello.

Se calcula la probabilidad p =p(z > z,) o p=p(z<-z,).

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H: p, #

Si p<a/2 se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p>a/2, entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: u, <,

Si p < a se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: u, <,

Si p < a se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se

tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.
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Se aplican los pasos establecidos para llevar a cabo una prueba de hipoétesis:
a. Se plantean las hipdtesis nula y alternativa.
Bilateral

Hy: py =y
Hy:p, # o

ul

[

\S]
~—

Unilateral_Inferior ( .
Hy: py =
Hy:p, # Y

Unilateral_Superior
Hy: py =
Hy:pe > o

b. Se selecciona el nivel de significancia a, el cual puede ser 0.10, 0.05, 0.01,
0.0027 o el que establezca una norma o especificaciéon. En la practica, a
veces es conveniente hacer la prueba para dos niveles de significancia al 0.05
y al 0.01; si se rechaza o no para ambos niveles de significancia, la prueba
es contundente; si se rechaza para 0.05 pero no para 0.01, se cae en zona de
duda y se sugiere tomar una muestra mayor.

c. Se identifica el estadistico de prueba. Para este caso particular, la prueba
puede ser de dos colas z,, unilateral inferior za o unilateral superior -z,

d. Seformula la regla de decisién de acuerdo con uno de los métodos estable-
cidos anteriormente.

e. Se toma una muestra, se calcula el valor del estadistico de prueba, se com-
para con el valor critico y se decide si se rechaza H;, o se concluye que no
existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la hipétesis nula.

Ejercicio 5.6 Del ejercicio 4.21. Un proveedor afirma que la resistencia del concreto hidrau-

lico que él fabrica es mayor a 2475 psi. En el area de recibo de una empresa
constructora un ingeniero civil realiza la prueba a 50 probetas, obteniendo los
siguientes datos en unidades de psi:
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2243 2310 2281 2277 2272
2246 2271 2235 2261 2251
2320 2208 2268 2263 2295
2215 2270 2264 2241 2205
2234 2285 2256 2305 2223
2271 2244 2306 2281 2242
2287 2254 2212 2252 2258
2267 2268 2279 2304 2240
2257 2230 2263 2297 2270
2263 2290 2219 2224 2262

Suponga que la resistencia a la compresion de dichas probetas es normal y que

se conoce su desviacion estandar o, = 30 psi.

a.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Realice una prueba de hipétesis estadistica al 95 y 99% de nivel de confianza
de la resistencia promedio del concreto a la compresion.

Hy: p, = 2475
H;: p, <2475

Notese que la prueba es de una cola. Los valores criticos son:

Con el primer criterio, se calcula un intervalo inferior de confianza:

L, <2267.76 al 95% de nivel de confianza
H, <2270.65 al 99% de nivel de confianza

En ambos casos no contiene al valor que establece el proveedor, por lo que
se rechaza contundentemente su afirmacion.

Con el segundo criterio, se calcula el valor del estadistico de prueba
7o =(2260.78-2475) /(30 /raiz(50)) = -50.49

Noétese que, en ambos casos, z, < -z,, por lo que se rechaza la hipdtesis nula
del proveedor.

312




OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice |

Bibliografia

Con el tercer criterio, se calcula la probabilidad de que z < -z,

p=p(z<-z,)=0<0.01<0.05, por lo tanto, se rechaza la hipétesis nula del
proveedor.

b. ;De qué tamafo debe ser la muestra para suponer que el error de estimacion
sea menor a 5 psi, para el intervalo inferior al 95% de nivel de confianza?

~2 302
n> o _ (30) =97.3991

e (5 )°
Z, 1.64485

Ejercicio 5.7 Una empresa constructora adquiere concreto, el cual debe tener una media de

resistencia a la compresion de 2250 psi. La desviacion estandar del concreto his-

toricamente es de 180 psi. Para aprobar cada lote toma una muestra de n=50
cilindros de concreto. Se acepta cada lote si la media estimada se encuentra
entre 2200 y 2300 psi.

a. Formule la expresion matematica para aceptar que la media es de 2250 psi,
dado que la media real se encuentra en el intervalo 2000 < p, <2350 psi.

FIGURA 5.3

Distribucién de probabilidad real
0.016
0.014
LIC= 2200
0.012
0.01
0.008
0.006

0.004

0.002
0 _._4;1{’//

2175 2195 2215 2235 2255 2275 2295 2315 2335 2355 2375

—e—N(2250,180/raiz(50)) —@—N(2300,180/raiz(50))
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Tal como se muestra en la figura 5.3, la probabilidad de aceptar que la media es

de 2250 psi es la parte que se muestra entramada, es decir,

B =p(2000 < p, <2300 | w,)

i B H B i B Hx B Hx B
2150| 0.0206752 2190| 0.3299621 2230| 0.8740855 2270| 0.8740855 2310| 0.3299621
2151| 0.0227501 2191| 0.3445705 2231| 0.8816662 2271| 0.866088 2311| 0.3156083
2152| 0.0249979 2192| 0.3594142 2232| 0.8888312 2272| 0.8576732 2312| 0.3015273
2153| 0.0274289 2193| 0.374473 2233| 0.8955821 2273| 0.8488417 2313| 0.287736
2154| 0.030054 2194| 0.3897254 2234| 0.9019213 2274| 0.8395946 2314 0.27425
2155| 0.0328841 2195| 0.4051492 2235| 0.9078514 2275| 0.8299342 2315| 0.2610837
2156| 0.0359303 2196| 0.4207213 2236| 0.9133756 2276| 0.8198637 2316| 0.2482501
2157| 0.0392039 2197| 0.436418 2237| 0.9184972 2277| 0.8093875 2317| 0.2357608
2158| 0.0427162 2198| 0.4522148 2238| 0.9232197 2278| 0.7985108 2318| 0.2236259
2159| 0.0464786 2199| 0.468087 2239| 0.927547 2279| 0.7872403 2319| 0.2118542
2160| 0.0505026 2200| 0.4840091 2240| 0.9314826 2280| 0.7755839 2320| 0.2004532
2161| 0.0547993 2201| 0.4999557 2241| 0.9350303 2281| 0.7635504 2321| 0.1894289
2162| 0.0593799 2202| 0.5159012 2242| 0.9381936 2282| 0.7511501 2322| 0.1787857
2163| 0.0642555 2203| 0.5318199 2243| 0.9409759 2283| 0.7383947 2323| 0.1685271
2164| 0.0694366 2204| 0.5476861 2244| 0.9433803 2284| 0.7252968 2324| 0.1586548
2165| 0.0749337 2205| 0.5634745 2245| 0.9454098 2285| 0.7118706 2325| 0.1491696
2166| 0.0807566 2206| 0.5791601 2246| 0.9470667 2286| 0.6981313 2326| 0.1400708
2167| 0.0869149 2207| 0.5947183 2247| 0.9483531 2287| 0.6840954 2327| 0.1313566
2168| 0.0934174 2208| 0.6101249 2248| 0.9492708 2288| 0.6697807 2328 0.1230242
2169| 0.1002725 2209| 0.6253567 2249| 0.9498209 2289| 0.655206 2329| 0.1150695
2170| 0.1074876 2210| 0.640391 2250| 0.9500042 2290| 0.640391 2330| 0.1074876
2171| 0.1150695 2211 0.655206 2251| 0.9498209 2291| 0.6253567 2331| 0.1002725
2172| 0.1230242 2212| 0.6697807 2252| 0.9492708 2292| 0.6101249 2332| 0.0934174
2173| 0.1313566 2213| 0.6840954 2253| 0.9483531 2293| 0.5947183 2333| 0.0869149
2174| 0.1400708 2214| 0.6981313 2254| 0.9470667 2294| 0.5791601 2334/ 0.0807566
2175| 0.1491696 2215| 0.7118706 2255| 0.9454098 2295| 0.5634745 2335| 0.0749337
2176| 0.1586548 2216| 0.7252968 2256| 0.9433803 2296| 0.5476861 2336| 0.0694366
2177| 0.1685271 2217| 0.7383947 2257| 0.9409759 2297| 0.5318199 2337| 0.0642555
2178| 0.1787857 2218| 0.7511501 2258| 0.9381936 2298| 0.5159012 2338| 0.0593799
2179| 0.1894289 2219| 0.7635504 2259| 0.9350303 2299| 0.4999557 2339| 0.0547993
2180| 0.2004532 2220| 0.7755839 2260| 0.9314826 2300| 0.4840091 2340| 0.0505026
2181| 0.2118542 2221| 0.7872403 2261| 0.927547 2301| 0.468087 2341| 0.0464786
2182| 0.2236259 2222| 0.7985108 2262| 0.9232197 2302| 0.4522148 2342 0.0427162
2183| 0.2357608 2223| 0.8093875 2263| 0.9184972 2303| 0.436418 2343| 0.0392039
2184| 0.2482501 2224| 0.8198637 2264| 0.9133756 2304| 0.4207213 2344| 0.0359303
2185| 0.2610837 2225| 0.8299342 2265| 0.9078514 2305| 0.4051492 2345| 0.0328841
2186 0.27425 2226| 0.8395946 2266| 0.9019213 2306| 0.3897254 2346| 0.030054
2187| 0.287736 2227| 0.8488417 2267| 0.8955821 2307| 0.374473 2347| 0.0274289
2188| 0.3015273 2228| 0.8576732 2268| 0.8888312 2308| 0.3594142 2348| 0.0249979
2189| 0.3156083 2229| 0.866088 2269| 0.8816662 2309| 0.3445705 2349| 0.0227501

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

314



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

b. Trace la grafica de la curva formada por la media real como abscisa contra
la probabilidad de aceptar la hipdtesis nula como ordenada, a la cual se le
conoce como Curva Caracteristica de Operacion (CCO).

FIGURA 5.4

Curva Caracteristica de Operacidn
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2150 2200 2250 2300 2350

c. Estime la probabilidad del error tipo I, es decir, la probabilidad de rechazar
que la media es de 2250 psi, cuando realmente es de 2250 psi.

a= p(rechazar_HO | Ho_es_cierta) =1- (aceli)tar_H0 | Ho_es_cierta)
a=1-p(2200<p,<2300 | p,=2250) =0.05

d. Determine la probabilidad de aceptar que la media es de 2250 psi, cuando
realmente es de 2200 psi.

B=p(aceptar_H,| H,_es_falsa) = p(2200 < p, < 2300 | u,=2200) =0.484
e. ;Para qué media real la probabilidad de aceptacion es de 20%?

De acuerdo con la gréfica, existen dos valores de la media para las cuales la
probabilidad de aceptacion es del 20.04%: 2180 y 2320 psi.
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5.2.2. Pruebas de hipdtesis sobre la media de una poblacion normal
o tamano de muestra grande con varianza desconocida

Suponga que x es normal x ~ N(j,, 0,) o n es suficientemente grande o

para suponer que se cumple el teorema del limite central, es decir, x~ N [px, —xj
. Jn

La prueba puede llevarse a cabo de tres formas diferentes:

i. Obtener un intervalo de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza, para
la media poblacional, con el estadistico t de Student; si dicho intervalo no
contiene al valor y, entonces se tiene evidencia estadistica para rechazar
la hipétesis nula. Si el intervalo contiene al valor p, entonces no se tiene
suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis nula y se
termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello. El intervalo
de confianza puede ser bilateral, unilateral inferior o unilateral superior,
dependiendo de lo que se pretenda demostrar.

ii. Se calcula el estadistico de prueba

x|
|
-=
S
~~
Ul
—
(O8]
N—r

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H;: u, # y,
Si Ito| >t
5, n

-1

Es decir:

t0>tgn_1 (0] t0<_tgn_1
2 2

Se rechaza la hipdtesis nula

De lo contrario, si

—n-1

Si—t, o Sto<tq
2 2
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iii.

Entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la
hipétesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de
ello.

Para una prueba unilateral, donde H: p, <,

Si t, >t, ,_se rechaza la hipotesis es nula.

De lo contrario, si t, > t, ,_; entonces no se tiene suficiente evidencia esta-
distica para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aun-
que no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: p, >y,

Si t, < t,,_;serechaza la hipdtesis es nula.

De lo contrario, si f, < t,,,_; entonces no se tiene suficiente evidencia esta-
distica para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aun-

que no se esté convencido de ello.

Se calcula la probabilidad p = p(t>t,) o p=p(t<-t,), utilizando la distribu-
cion t de Student

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H: p, #

Si p<a/2 se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p >a/2, entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: pu, <,

Si p < a se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis nula y

se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: p, > 1,
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Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Se aplican los pasos establecidos para llevar a cabo una prueba de hipétesis:
a. Se plantean las hipétesis nula y alternativa.

Bilateral
Hy:pe= o
Hy: e # o

Unilateral_Inferior
Hy: pe= o
Hy: e <po

Unilateral_Superior
Hy:pe= o
Hy: e > 1o

b. Se selecciona el nivel de significancia a, el cual puede ser 0.10, 0.05, 0.01,
0.0027 o el que establezca una norma o especificacion. En la practica, a
veces es conveniente hacer la prueba para dos niveles de significancia al 0.05
y al 0.01; si se rechaza o no para ambos niveles de significancia, la prueba
es contundente; si se rechaza para 0.05 pero no para 0.01, se cae en zona de
duda y se sugiere tomar una muestra mayor.

c. Seidentifica el estadistico de prueba. Para este caso particular, se trata del
estadistico t de Student; la prueba puede ser de dos colas t,, ,,_;, unilateral
inferior t, ,_; o unilateral superior -t ,_;

d. Seformula la regla de decisién de acuerdo con uno de los métodos estable-
cidos anteriormente.

e. Setoma una muestra, se calcula el valor del estadistico de prueba, se com-

para con el valor critico y se decide si se rechaza H,, o se concluye que no
existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la hipétesis nula.
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Ejercicio 5.8 Del ejercicio 5.6. Un proveedor afirma que la resistencia del concreto hidrau-

lico que él fabrica es mayor a 2475 psi. En el drea de recibo de una empresa
constructora un ingeniero civil realiza la prueba a 50 probetas, obteniendo los
siguientes datos en unidades de psi:

2243 2310 2281 2277 2272
2246 2271 2235 2261 2251
2320 2208 2268 2263 2295
2215 2270 2264 2241 2205
2234 2285 2256 2305 2223
2271 2244 2306 2281 2242
2287 2254 2212 2252 2258
2267 2268 2279 2304 2240
2257 2230 2263 2297 2270
2263 2290 2219 2224 2262

Suponga que la resistencia a la compresion de dichas probetas es normal.

Realice una prueba de hipoétesis estadistica al 95 y 99% de nivel de confianza de
la resistencia promedio del concreto a la compresion.

Hy: i, = 2475
H,: <2475

Notese que la prueba es de una cola. Los valores criticos son:

t0.05,49 = 1.67655
t0'01’49 = 2.40489

Con el primer criterio, se calcula un intervalo inferior de confianza con el esta-
distico t de Student:

W, <2267.76 al 95% de nivel de confianza
U, <2270.65 al 99% de nivel de confianza

En ambos casos no contiene al valor que establece el proveedor, por lo que se
rechaza contundentemente su afirmacion.
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Con el segundo criterio, se calcula el valor del estadistico de prueba
to=(2260.78-2475) / (27.84 /raiz(50)) = -54.41

Noétese que, en ambos casos, f,<-t, ,_;, por lo que se rechaza la hipdtesis nula
del proveedor.

Con el tercer criterio, se calcula la probabilidad de que t<-t,

p=p(t<-t))=0<0.01<0.05, por lo tanto, se rechaza la hipdtesis nula del
proveedor.
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5.2.3. Pruebas de hipdtesis sobre la varianza de una poblacién

normal o para una muestra de tamano grande

Suponga que x es normal x~ N (i, 0,) o n es suficientemente grande.

La prueba puede llevarse a cabo de tres formas diferentes:

i.

il.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Obtener un intervalo de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza, para
la varianza poblacional, con el estadistico ji cuadrada; si dicho intervalo no
contiene al valor o,2 entonces se tiene evidencia estadistica para rechazar
la hipétesis nula. Si el intervalo contiene al valor 0,2 entonces no se tiene
suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis nula y se
termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello. El intervalo
de confianza puede ser bilateral, unilateral inferior o unilateral superior,
dependiendo de lo que se pretenda demostrar.

Se calcula el estadistico de prueba

) (n—l)Si_l (5.19)

2

)

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H;: 02 # 07

Si X§>X%,n—l 0 )(02<)(21_%’n_1 (5.20)
Se rechaza la hipédtesis nula

De lo contrario, si

Si le_%n_l <X < ng,n_l (5.21)

Entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la
hipoétesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de
ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: 02> o}

Si X2 > Xz, -1 5€ rechaza la hipétesis nula (5.22)
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iii.

De lo contrario, si Xé < X%l, .1 entonces no se tiene suficiente evidencia esta-
distica para poder rechazar la hipotesis nula y se termina por aceptarla aun-
que no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: 02 < 03
. 2 2 . r .
Si Xy <Xi_q n1 S€ rechazala hipdtesis nula

De lo contrario, si Xg >X21—a ,_, entonces no se tiene suficiente evidencia
estadistica para poder rechazar la hipotesis nula y se termina por aceptarla

aunque no se esté convencido de ello.

Se calcula la probabilidad p= p(x2>)(§), utilizando la distribucion ji
cuadrada.

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H;: 02 # 03

Si p<a/2 se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p>a/2, entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: 02> 0}

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: 02 < 0}

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se

tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Se aplican los pasos establecidos para llevar a cabo una prueba de hipétesis:

a.
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Se plantean las hipétesis nula y alternativa.
Bilateral

H,:02=0}

H,: 0% %0}
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Unilateral_Inferior
o = o2
H,:0.=0j
. 2 2
H,:0%<0j5

N
ul
\o}
NN

N—r

Unilateral_Superior
o = o2
H,: 0:=0j
. 2 2
H,:0%>05

b. Se selecciona el nivel de significancia a, el cual puede ser 0.10, 0.05, 0.01,
0.0027 o el que establezca una norma o especificaciéon. En la practica, a
veces es conveniente hacer la prueba para dos niveles de significancia al 0.05
y al 0.01; si se rechaza o no para ambos niveles de significancia, la prueba
es contundente; si se rechaza para 0.05 pero no para 0.01, se cae en zona de
duda y se sugiere tomar una muestra mayor.

c. Seidentifica el estadistico de prueba. Para este caso particular, se trata del
e . 2 2
estadistico ji cuadrada; la prueba puede ser de dos colas x; o Xl—%’ o

unilateral inferior )(217cl ., 0 unilateral superior Xi -

d. Seformula la regla de decisién de acuerdo con uno de los métodos estable-
cidos anteriormente.

e. Setoma una muestra, se calcula el valor del estadistico de prueba, se com-
para con el valor critico y se decide si se rechaza H;, o se concluye que no
existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la hipétesis nula.

Ejercicio 5.9 Suponga que el mismo proveedor del ejercicio 5.6 afirma que la resistencia del

concreto hidrdulico que ¢él fabrica presenta una desviacion estandar menor de
20 psi. Con la misma muestra obtenida en dicho ejercicio realice una prueba de
hipoétesis estadistica al 95y 99% de nivel de confianza, de la varianza de la resis-
tencia del concreto a la compresion, para probar la afirmacion del proveedor:

2243 2310 2281 2277 2272
2246 2271 2235 2261 2251
2320 2208 2268 2263 2295
2215 2270 2264 2241 2205
2234 2285 2256 2305 2223
2271 2244 2306 2281 2242
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2287 2254 2212 2252 2258
2267 2268 2279 2304 2240
2257 2230 2263 2297 2270
2263 2290 2219 2224 2262

Noétese que la prueba es de una cola. Los valores criticos son:

=66.3386

2
X0.05,49

=74.9195

2
X0.01,49

Con el primer criterio, se calcula un intervalo inferior de confianza con el esta-
distico t de Student:

-1)$? -1)$2
—(”2) g2 /—(”2) -l g g
Xa,n—l Xa,n—l

23.9269<0, al_95%
22515<0,  al_99%

Como se puede apreciar, en ambos casos el intervalo no contiene al valor que
establece el proveedor, por lo que se rechaza contundentemente su afirmacion.

Con el segundo criterio, se calcula el valor del estadistico de prueba

-1 49*775.0731
e=le = 94,9465
0j 20

o 2 2 P .
Nétese que, en ambos casos, x; > X, Por lo que se rechaza la hipétesis nula
del proveedor.

Con el tercer criterio, se calcula la probabilidad p=p(x*> X%))’ utilizando la dis-
tribucidn ji cuadrada

p = DISTR.CHICUAD.CD(94.94645,49) = 9.12735E-5 = 0.000091

Como se puede apreciar p=0.000091<0.01 < 0.05, por lo tanto, se rechaza la
hipotesis nula del proveedor.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 324




OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice |

Bibliografia

5.2.4. Pruebas de hipdtesis para el numero de elementos exitosos

en una muestra de tamano n o para la fraccién o proporcion
de elementos exitosos p en una poblacion

Suponga que x es binomial con np >5 para p<0.5, o sea,

x~N [px =np, 0,= \/ np(1-p) [%j j o n es suficientemente grande para

suponer el cumplimiento del teorema del limite central.

La prueba puede llevarse a cabo de tres formas diferentes:

ii.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Obtener un intervalo de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza, para
la fraccién p, con el estadistico z; si dicho intervalo no contiene al valor p,
entonces se tiene evidencia estadistica para rechazar la hipétesis nula. Si
el intervalo contiene al valor p, entonces no se tiene suficiente evidencia
estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y se termina por aceptarla
aunque no se esté convencido de ello. El intervalo de confianza puede ser
bilateral, unilateral inferior o unilateral superior, dependiendo de lo que se
pretenda demostrar.

Se calcula el estadistico de prueba

A

Zy= APo —AP N_ finita
p(1-p)( N-n
n N-1
) (5.25)
Zy= APO _:D N_ infinita
p(1-p)
n
Para una prueba bilateral o de dos colas, donde
Si 20>2, 0 Zg<—2, (5.26)

2 2

Se rechaza la hipétesis nula
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iii.

De lo contrario,

Si -z, < 7y <z,
2 2

Entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la
hipétesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : p > p,

Si z,> z, se rechaza la hipédtesis nula

De lo contrario, si z, >z, entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aunque
no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : p > p,

Si zy < — z, se rechaza la hipétesis nula

De lo contrario, si z, < — z, entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aunque

no se esté convencido de ello.

Se calcula la probabilidad p=p(z>z,) 0 p=p(z< - z,), utilizando la distri-
bucién normal estandar.

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H, : p = p,

Si p<a/2 se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p >a/2, entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : p > p,

Si p < a se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se

tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.
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Para una prueba unilateral, donde H, : p<p,

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Se aplican los pasos establecidos para llevar a cabo una prueba de hipdtesis:
a. Se plantean las hipétesis nula y alternativa.

Bilateral
Hy:p=po
Hy:p #p,

Unilateral_Inferior
Hy:p=po
Hy:p<po

Unilateral_Superior
Hy:p=po
Hy:p>po

b. Se selecciona el nivel de significancia a, el cual puede ser 0.10, 0.05, 0.01,
0.0027 o el que establezca una norma o especificacion. En la practica, a
veces es conveniente hacer la prueba para dos niveles de significancia al 0.05
y al 0.01; si se rechaza o no para ambos niveles de significancia, la prueba
es contundente; si se rechaza para 0.05 pero no para 0.01, se cae en zona de
duda y se sugiere tomar una muestra mayor.

c. Seidentifica el estadistico de prueba. Para este caso particular, se trata del
estadistico z; la prueba puede ser de dos colas z, /,, unilateral inferior o uni-
lateral superior z,.

d. Seformula la regla de decisién de acuerdo con uno de los métodos estable-
cidos anteriormente.

e. Setoma una muestra, se calcula el valor del estadistico de prueba, se com-

para con el valor critico y se decide si se rechaza H,, o se concluye que no
existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la hipétesis nula.
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SENCIERRREY Un proveedor de remaches entrega un lote de N=5000 piezas. El proveedor

afirma que dicho lote tiene menos de 2.5% de defectuosos. Para demostrarlo,
el area de recibo de la empresa cliente toma una muestra de n = 300 articulos, y
los prueba funcionalmente (la prueba es destructiva). Suponga que después de
hacer la inspeccion se obtuvieron 15 remaches defectuosos. Realice una prueba
de hipdtesis estadistica al 95y 99% de nivel de confianza de la fraccion de arti-
culos defectuosos, para probar la afirmacion del proveedor.

Notese que la prueba es de una cola. Los valores criticos son:
ZO.OS = 1.64485
ZO.OI = 2.32635

Con el primer criterio, se calcula un intervalo inferior de confianza con el esta-
distico z:

- p(l—p) N-n
pza/ H(Non )

0.0299 < p  al_95%
0.0216 < p  al_99%

Como se puede apreciar, al 95% del nivel de confianza el intervalo no contiene
al valor que establece el proveedor, pero al 99% del nivel de confianza si lo con-
tiene, por lo que cae en zona de duda, lo recomendable seria tomar una muestra
mas grande para tomar la decision.

Con el segundo criterio, se calcula el valor del estadistico de prueba

a

2= PP — -2.049

p-p)(N-n
n N-1
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Ejercicio 5.11

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Notese que -z, < zo< —Zg s> por lo que se rechazaria la hipétesis nula al 95%
pero se aceptaria al 99% de nivel de confianza, por lo que cae en zona de duda,
lo recomendable seria tomar una muestra mas grande para tomar la decision.

Con el tercer criterio, se calcula la probabilidad p=p (z > zo) , utilizando la dis-
tribucién normal estandar.

p = DISTR.NORMAL.N(-2.049,0,1) = 0.02023

Como se puede apreciar 0.01 <0.02023 < 0.05, por lo que cae en zona de duda,
lo recomendable seria tomar una muestra mas grande para tomar la decision.

Una empresa cliente recibe lotes de N=2000 balatas y para aceptar cada uno
de ellos toma una muestra de N =200; el criterio de decision para aceptar cada
lote es si se obtienen cinco o menos balatas defectuosas se acepta el lote, de lo

contrario, se rechaza.

La prueba de hipétesis que se aplica es la siguiente:
Hy:p= > =0.025
0P 200

H,:p>0.025
O también
Hy:x=np=5
H :x>5
a. Formule la expresion para calcular la probabilidad de aceptar un lote
La distribucién de probabilidad del nimero de defectuosos x es hiper-

geométrica, por lo que la probabilidad de aceptar el lote esta dada por la
expresion:
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. (D][zmm-Lj
p=p(xs5]|p)=3 X\ 200-x
£=0 2000
200
. (2000 p)) (20002000 p
[3:2 X 200 -x

0 2000
200

b. Trace la Curva Caracteristica de Operacion

X

FIGURA 5.4

Curva Caracteristica de Operacién
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5.2.5. Pruebas de hipdtesis para el nimero de defectos,

ocurrencias, éxitos o llegadas en n unidades, asi como
la fraccion de defectos, ocurrencias, éxitos o llegadas
por unidad

Suponga que x tiene distribucion tipo Poisson con ¢>5 para p<0.5, o sea,

xN

N-n .
N [px =(0,= [C [N 1] ] o n es suficientemente grande para suponer

el cumplimiento del teorema del limite central.

La prueba puede llevarse a cabo de tres formas diferentes:

ii.
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Obtener un intervalo de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza, para
la fraccién u, con el estadistico z, si dicho intervalo no contiene al valor u,
entonces se tiene evidencia estadistica para rechazar la hipétesis nula. Si
el intervalo contiene al valor u, entonces no se tiene suficiente evidencia
estadistica para poder rechazar la hipotesis nula y se termina por aceptarla
aunque no se esté convencido de ello. El intervalo de confianza puede ser
bilateral, unilateral inferior o unilateral superior, dependiendo de lo que se
pretenda demostrar.

Se calcula el estadistico de prueba

Zy= S N_ finita
u(N-n
n{N-1
I
Zy=—— N_infinita (5.29)
u
n
Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H; : u # u,
Si 2)>2, 0 Z<—2, (5.30)

2 2

Se rechaza la hipdtesis nula
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iii.

De lo contrario,

Si —2Z4 < Zp <—Z4
2 2

Entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la
hipétesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : u > u,

Si zy > z, se rechaza la hipotesis nula

De lo contrario, si z, > z, entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aunque
no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : u < u,

Si zy < -z, se rechaza la hipdtesis nula

De lo contrario, si z, < -z, entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aunque

no se esté convencido de ello.

Se calcula la probabilidad p=p(z>z,) o p=p(z<-z), utilizando la dis-
tribucién normal estdndar.

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H; : u # 1,

Si p<a/2 se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p >a/2, entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H; : u > u,

Si p < a se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se

tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.
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Para una prueba unilateral, donde H, : u <,

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Se aplican los pasos establecidos para llevar a cabo una prueba de hipdtesis:
a. Se plantean las hipétesis nula y alternativa.

Bilateral
Hy:u=u,
H :u#u,

Unilateral_Inferior
H,:u=u,
H,:u<u,

Unilateral_Superior
H,:u=u,
H,:u>u,

b. Se selecciona el nivel de significancia a, el cual puede ser 0.10, 0.05, 0.01,
0.0027 o el que establezca una norma o especificacion. En la practica, a
veces es conveniente hacer la prueba para dos niveles de significancia al 0.05
y al 0.01; si se rechaza o no para ambos niveles de significancia, la prueba
es contundente; si se rechaza para 0.05 pero no para 0.01, se cae en zona de
duda y se sugiere tomar una muestra mayor.

c. Seidentifica el estadistico de prueba. Para este caso particular, se trata del
estadistico z; la prueba puede ser de dos colas z, /,, unilateral inferior o uni-
lateral superior z,,.

d. Se formula la regla de decisién de acuerdo con uno de los métodos estable-
cidos anteriormente.

e. Setoma una muestra, se calcula el valor del estadistico de prueba, se com-

para con el valor critico y se decide si se rechaza H,, o se concluye que no
existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la hipétesis nula.
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Slepelelersaizi» Un proveedor de remaches entrega un lote de N =5000 piezas. El proveedor

afirma que dicho lote tiene menos de 2.5% de defectuosos. Para demostrarlo,
el area de recibo de la empresa cliente toma una muestra de n =300 articulos, y
los prueba funcionalmente (la prueba es destructiva). Suponga que después de
hacer la inspeccion se obtuvieron 15 remaches defectuosos. Realice una prueba
de hipdtesis estadistica al 95y 99% de nivel de confianza de la fraccion de arti-
culos defectuosos para probar la afirmacién del proveedor.

Notese que la prueba es de una cola. Los valores criticos son:

ZO.OS = 1.64485
20_01 = 2.32635

Con el primer criterio, se calcula un intervalo inferior de confianza con el esta-
distico z:

0.0299 < p al_95%
0.0216 < p al_99%

Como se puede apreciar, al 95% del nivel de confianza el intervalo no contiene
al valor que establece el proveedor, pero al 99% del nivel de confianza si lo con-
tiene, por lo que cae en zona de duda, lo recomendable seria tomar una muestra
mas grande para tomar la decision.

Con el segundo criterio, se calcula el valor del estadistico de prueba

a

zo= ——LoP — -2.049

p-p)(N-n
n N-1
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Ejercicio 5.13
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Notese que -z, <z < -Zgos pOr lo que se rechazaria la hipotesis nula al 95%
pero se aceptaria al 99% de nivel de confianza, por lo que cae en zona de duda,
lo recomendable seria tomar una muestra mas grande para tomar la decision.

Con el tercer criterio, se calcula la probabilidad , utilizando la distribucion nor-
mal estandar.

p = DISTR.NORMAL.N(-2.049,0,1) = 0.02023

Como se puede apreciar 0.01 <0.02023 < 0.05, por lo que cae en zona de duda,
lo recomendable seria una muestra mas grande para tomar la decision.

Del ejercicio 4.20. Una empresa arrendadora de computadoras le renta a un
laboratorio de pruebas n =200 computadoras. Suponga que el numero de com-
putadoras que posee el corporativo es infinito. Por datos histéricos el laboratorio
de pruebas ha logrado contabilizar el nimero de defectos de las computadoras
que se envian a mantenimiento correctivo en los dltimos diez meses, como se
muestra a continuacion:

mes No. Computadoras No. Defectos
1 15 87

2 12 93

3 10 112

4 13 115

5 12 120

6 11 93

7 20 130

8 12 105

9 13 100

10 13 99
Suma = 131 1054

La empresa arrendadora sostiene en su contrato que el nimero de defectos por
unidad de sus computadoras no llega a cinco, por lo que el laboratorio de prue-
bas realiza una prueba de hipoétesis al 95 y al 99% de nivel de confianza, para
probar la afirmacion del proveedor.
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Notese que la prueba es de una cola. Los valores criticos son:

ZO.OS = ]..64485
20_01 = 2.32635

Con el primer criterio, se calcula un intervalo inferior de confianza con el esta-
distico z:

u =%= 8.0458
131

>

N
=}
Py
IA
<

7.7159<u al_95%
7.5792<u al_99%

Como se puede apreciar, en ambos niveles de confianza el intervalo no contiene
al valor que establece el proveedor, por lo que se rechaza contundentemente la
afirmacion del proveedor.

Con el segundo criterio, se calcula el valor del estadistico de prueba

= -15.186

N
Il
<
&‘o
|
S
| => o

Notese que z, < -z o; < -Zg 05> pOr lo que se rechaza contundentemente la afirma-
cién del proveedor.

Con el tercer criterio, se calcula la probabilidad p = p(z > zo) , utilizando la dis-
tribucién normal estandar.

p = DISTR.NORMAL.N(-15.186,0,1) =0

Como se puede apreciar 0<0.01<0.05, por lo que se rechaza contundente-
mente la afirmacion del proveedor.
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F1GURA 5.5. Pruebas de Hipdtesis para un parametro de una poblaciéon normal

Hipétesis nula Condiciones iniciales Valor ;Le;if:iiSﬁCO Hipétesis alternativa (:riterir;lrechazn Criterio rechazo Hy, Par.’!\mectzook et
ol
TSz =pl=>~ 12
) Z0 > Zyp p=pz>z)<all >
wN(p.c) o n_grande Oy p + i : i k=|u-m|/o
| - T f0<Fun | PEHECE)<al
Iy, = 14 N Finita Z N
o, -n . :
a Conocida \/Z\/N—l Hyp > ny Z,>Z, rP<a k=(p-,)/ 6
H:p <p, Zp<=2, p<a k~(1-u)lc
>t | p=pt>t)<al2 il
x~N(u.0,) 2 | Y
. T—p, I pe, + ty < typpy| P=PU<A)<al2
Hy:p, = 14 N Fiita lo—s N0
6. Desconacida fnl N_—l Hyp o> p, Iy >1,p Py k=(u-m)lo
Hy:p, <y 3 p<cx k=(1-u)lo
. . 2’3 >Z‘::.-»l p_p(lgﬂ>2;‘)<a’2
. H:a,#6, b s 43 s A=0/0,
2 r o <X A7 . <r)<al
I w~N(u.0,) 7}_(11—1)5,,4[,\ n] <t s, [PrAZ, <H)<a
et () A A ] > R
N Finita 6 \N-1 n:0 >0 P ke p<a A=olo,
2. 92 2.1
H,:0. <0, o <Jlraer p<a A=0c/ 0oy
2o p=pz>z)<al2
3 0 al2 0 i /
o Hy:p#p, ’ k=|p-plic
x~N(u,.0,) . P p=pz<—c)<al2
H,:p=p, N  Fnita - ) 2 e
po“‘pol N-n H. -
n  Gramde BT 1" P> D, Z,>z, P <a k—‘p_po',o-
H :p<p, 0<%, pPp<c k=(p,-p)/c
Zo'>Z =pz>z)<al?
Hi:u=u, S pepers ‘ k=|u-u|/c
x~N(p,.0;) alein Zo <—Zgp p=plz<z)<all
Hy:u=u N Finita = £ -
° 9 e © wuy( N n 3 p
n Grande 2 H, >, Ze>Z, p <« k=(u-u,)/ o
n —
H u<u, Zp <=2, P<a k=(u,-u)/ o
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5.3. Pruebas de hipdtesis de un mismo parametro para dos
poblaciones

5.3.1. Prueba de hipdtesis para demostrar la igualdad de medias
de dos poblaciones normales o tamanos de muestras
grandes con desviaciones estandar conocidas

La prueba puede llevarse a cabo de tres formas diferentes:

i. Obtener un intervalo de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza, para
la diferencia de medias, con el estadistico z; si dicho intervalo no contiene al
valor cero entonces se tiene evidencia estadistica para rechazar la hipétesis
nula. Si el intervalo contiene al valor cero entonces no se tiene suficiente
evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y se termina por
aceptarla aunque no se esté convencido de ello. El intervalo de confianza
puede ser bilateral, unilateral inferior o unilateral superior, dependiendo de
lo que se pretenda demostrar.

ii. Se calcula el estadistico de prueba

X=X

Zy= N_ finita
oi(Ny=m) o (No=m,
n{N,-1 n, \N,—-1

Zp= e N_infinita (5.35)
n

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H : p; # y,

)]

W

(@)
~—

Si 20>Z4 0 Z9< =2, (5.
2 2

Se rechaza la hipédtesis nula
De lo contrario,

Si —2,<Z)— %,

2 2
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Entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la
hipétesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: u, > W,

Si Zy> 24 se rechaza la hipdtesis nula

De lo contrario, si z, < z, entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipotesis nula y se termina por aceptarla aunque
no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: u, < W,

Si zy<—2z, serechaza la hipétesis nula

De lo contrario, si z, < — z, entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipotesis nula y se termina por aceptarla aunque

no se esté convencido de ello.

iii. Se calcula la probabilidad p=p(z>z,) o p=p(z< - z,), utilizando la distri-
bucién normal estandar.

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H : p; # ,

Si p<a/2 se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p > a/2, entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: y; >y,

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: y; < ,

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se

tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.
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Se aplican los pasos establecidos para llevar a cabo una prueba de hipoétesis:
a. Se plantean las hipdtesis nula y alternativa.

Bilateral
Hy:py =y,
Hy:p #y,

Unilateral_Superior (5.40)
Hy:py =y,
Hy:p >y,

Unilateral_Inferior
Hy:py =y,
Hy:p >y,

b. Se selecciona el nivel de significancia a, el cual puede ser 0.10, 0.05, 0.01,
0.0027 o el que establezca una norma o especificaciéon. En la practica, a
veces es conveniente hacer la prueba para dos niveles de significancia al 0.05
y al 0.01; si se rechaza o no para ambos niveles de significancia, la prueba
es contundente; si se rechaza para 0.05 pero no para 0.01, se cae en zona de
duda y se sugiere tomar una muestra mayor.

c. Seidentifica el estadistico de prueba. Para este caso particular, se trata del
estadistico z; la prueba puede ser de dos colas z, /,, unilateral superior o
unilateral inferior z,.

d. Se formula la regla de decisién de acuerdo con uno de los métodos estable-
cidos anteriormente.

e. Se toma una muestra de cada poblacidn, se calcula el valor del estadistico
de prueba, se compara con el valor critico y se decide si se rechaza H, o
se concluye que no existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la
hipétesis nula.

Sl iAy Del ejercicio 4.24. Una empresa del sector eléctrico usa dos tipos de material ais-

lante (A y B) en las piezas que fabrica. Suponga que se fabrican 3000 piezas con el
material A y 2000 con el material B diariamente. El nuevo gerente de planta desea
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abatir costos de produccion y descubre que el costo del material B es mayor que
el costo del material A, por lo cual solicita realizar una prueba de hipoétesis para
determinar si ambos materiales tienen la misma resistencia. Para determinar la
resistencia media del material A se tomaron n =8 lecturas, y para el material B,
nueve lecturas. Los datos obtenidos se muestran a continuacion:

Material 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A 1.25 1.16 1.33 1.15 1.23 1.2 1.32 1.28
B 1.01 0.89 0.97 0.95 0.94 1.02 0.99 1.06 0.98

Suponga que la varianza en la resistencia del material A es 0.05 y la varianza en
la resistencia del material B es 0.0025.

X =124

X, =0.97889
Zoos = 1.95996
Zooy = 2.57583

i. Seobtiene un intervalo bilateral de confianza para la diferencia entre medias
al 95y al 99% de nivel de confianza

0.10276 < py—u, < 0.419466 al_95%
0.053 < py—u, < 0.469224 al_99%

Como se puede apreciar en los intervalos de confianza anteriores, ambos
no contienen al cero, por lo que se concluye que las medias de resistencia
dieléctrica de ambos materiales A y B no son iguales.

ii. Se calcula el estadistico z,

X -, (1.24-0.97889)
Zy= - =3.23568

of (Ny=ny), 03 (Ny=n, 0.05 (3000 -8 _ 0.0025 (20009
n, (N,—1) n, \N,-1 8 (3000-1 9 (2000-1

Como se puede apreciar z, > 2.57583 > 1.95996, por lo cual se rechaza la

hipétesis de igualdad entre medias.

iii. p=p(z>20)=p(z>3.23568) = 1-p(z<3.23568) = 0.000607 < 0.01 < 0.05,
por lo cual se rechaza la hipétesis de igualdad entre medias.
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5.3.2. Prueba de hipotesis para demostrar la igualdad

de varianzas de dos poblaciones normales
o con tamanos de muestras grandes

La prueba puede llevarse a cabo de tres formas diferentes:

ii.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Obtener un intervalo de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza, para
el cociente entre varianzas, con el estadistico F de Fisher-Snedecor, si dicho
intervalo no contiene al valor uno entonces se tiene evidencia estadistica
para rechazar la hipétesis nula. Si el intervalo contiene al valor uno entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello. El
intervalo de confianza puede ser bilateral, unilateral inferior o unilateral
superior, dependiendo de lo que se pretenda demostrar.

Se calcula el estadistico de prueba

[Nl_nlj
r _S%ll—l N, -1 (5.41)
’ S%tz—l N,-n,

N2_1

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H; : 0} # 03

1 549

Si F0>F5n—1n—1 o F0<F1—9,n—1,n—1 (3-4~)
2’ 1 > 5 1 2

Se rechaza la hipédtesis nula
De lo contrario,

1 < F, < .
Si Fﬁ,nl—l)"z—l <F,< Fl—g,nl—l,nz—l (3.43)

2 2

Entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la
hipétesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H; : 6} > 03
Si Fy>F,

se rechaza la hipdtesis nula (5.44)

n—-1,n-1

342




OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

De lo contrario, si Fy < F, ,, _; ,,-, entonces no se tiene suficiente evidencia

> My

estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y se termina por aceptarla
aunque no se esté convencido de ello.

iii. Se calcula la probabilidad p=p(F>F,), utilizando la distribucién F de
Fisher-Snedecor.

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H, : 0} # 07

Si p<a/2 se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p>a/2, entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : 67 > o7

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Se aplican los pasos establecidos para llevar a cabo una prueba de hipétesis:
a. Se plantean las hipoétesis nula y alternativa.

Bilateral
H,:0i=02
H,:0? # 03

Unilateral_Superior
H,:0i=03
H,:0%>02

b. Se selecciona el nivel de significancia a, el cual puede ser 0.10, 0.05, 0.01,
0.0027 o el que establezca una norma o especificacion. En la practica, a
veces es conveniente hacer la prueba para dos niveles de significancia al 0.05
y al 0.01; si se rechaza o no para ambos niveles de significancia, la prueba
es contundente; si se rechaza para 0.05 pero no para 0.01, se cae en zona de
duda y se sugiere tomar una muestra mayor.
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c. Se identifica el estadistico de prueba. Para este caso particular, se trata del
estadistico F; la prueba puede ser de dos colas F, /,, o unilateral F,.

d. Se formula la regla de decisién de acuerdo con uno de los métodos estable-
cidos anteriormente.

e. Se toma una muestra de cada poblacidn, se calcula el valor del estadistico
de prueba, se compara con el valor critico y se decide si se rechaza H, o
se concluye que no existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la
hipétesis nula.

SNl Va a efectuarse una comparacion de las precisiones de dos mdquinas para
extraer jugo de naranja usando los siguientes datos:

Méquina n N S,
A 25 1500 3.1
B 24 1200 1.4

i. Se obtiene un intervalo bilateral de confianza para el cociente entre varian-
zas al 95y al 99% de nivel de confianza

F, 0.975,23,24 — 0.43499 F, 0.995,23,24 — 0.33103
F0.025,23,24 = 2.28207 F0.005’23)24 = 2.98779

Ny-n,) (1500-25
Ny-1 ) (1500-1 ) 0.98399

= = =1.00323
Ng—ny 1200 -24)  0.98082
Np-1 1200 - 1
[NA - ”Aj [NA - HAJ
2 _ 2 2 _
SnA_l NA ! Fl—an—ln —ISG_AssnA_1 NA ! Fan—ln—l
Sp-1 (Ne=ng) 3% " op S,y (Np=ms) 37 7
NB - 1 NB - 1
02
0.96631 < —- < 50695  al_95%
OB
02
0.73537 < —- < 6.63721  al_99%
OB
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ii.

Como se puede apreciar en los intervalos de confianza anteriores ambos
contienen al valor uno, por lo que se concluye que las varianzas de las pre-
cisiones de ambas maquinas A y B son iguales.

Se calcula el estadistico F,

[ 1_n1j
2, (N -1

_Siz—l N, —n,
N,-1

Como se puede apreciar F, cae en ambos intervalos de F al 95 y al 99% de

=2.22145

nivel de confianza, por lo cual se acepta que ambas varianzas son iguales.

F 0.975,23,24 = 0.4382 F 0.975,23,24 = 0.3347
F0.025)23’24 = 2.29891F0'005’23’24 = 3.02085

iii. p=p(F>F,)=p(F>2.22145) =0.02996 > 0.025 > 0.005, por lo cual se acepta
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que ambas varianzas son iguales.
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5.3.3. Prueba de hipodtesis para demostrar la igualdad de medias
de dos poblaciones normales o con tamanos de muestras
grandes, con varianzas poblacionales desconocidas
pero iguales

La prueba puede llevarse a cabo de tres formas diferentes:

i. Obtener un intervalo de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza,
para la diferencia entre medias, con el estadistico t de Student, suponiendo

varianzas poblacionales desconocidas pero iguales; si dicho intervalo no

contiene al valor cero entonces se tiene evidencia estadistica para rechazar

la hipétesis nula. Si el intervalo contiene al valor cero entonces no se tiene

suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y se

termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello. El intervalo
de confianza puede ser bilateral, unilateral inferior o unilateral superior,

dependiendo de lo que se pretenda demostrar.

ii. Se calcula el estadistico de prueba

X —X
b= 17— %
o L1
P\ ny my
Donde
N, —n N,—n
S,= -1) |2+ (n,-1) 3| =22
P (”1 ) 1[N1—1 (”2 ) 2 N-1

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H; : y; # W,

Si ty > t, o ty <—t,

Zn+n, -2 Ln +n -2
2 1 2 2 1 2

Se rechaza la hipdtesis nula
De lo contrario,

Si ~t <t <t
i;,n1+n2—2 0 %,n1+n2—2

(5.46)

(5.49)
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iii.

Entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la
hipotesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de
ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : p, >,

Si to >ty nysny-2 se rechaza la hipdtesis nula

De lo contrario, si t < t, , +,,-, €ntonces no se tiene suficiente evidencia
estadistica para poder rechazar la hipotesis nula y se termina por aceptarla

aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : p, <y,

Si to < tom +ny-2 se rechaza la hipdtesis nula
De lo contrario, si ty >, , +4,-> €ntonces no se tiene suficiente evidencia
estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y se termina por aceptarla

aunque no se esté convencido de ello.

Se calcula la probabilidad p=p(t>t,) o p=p(t <-t,), utilizando la distri-
bucidn t de Student.

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H, : p, # 1,

Si p<a/2 se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p > a/2, entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : p, >,

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y

se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : p, <y,
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Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Se aplican los pasos establecidos para llevar a cabo una prueba de hipdtesis:

a.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Se plantean las hipdtesis nula y alternativa.

Bilateral
Hy:py =y,
Hy:p 2y,

Unilateral_Superior
Hy:py =y,
Hy:p >,

Unilateral_Inferior
Hy:py =y,
Hy:p <y,

Se selecciona el nivel de significancia a, el cual puede ser 0.10, 0.05, 0.01,
0.0027 o el que establezca una norma o especificaciéon. En la practica, a
veces es conveniente hacer la prueba para dos niveles de significancia al 0.05
y al 0.01; si se rechaza o no para ambos niveles de significancia, la prueba
es contundente; si se rechaza para 0.05 pero no para 0.01, se cae en zona de
duda y se sugiere tomar una muestra mayor.

Se identifica el estadistico de prueba. Para este caso particular, se trata del
estadistico #; la prueba puede ser de dos colas £, ,, o unilateral ¢,.

Se formula la regla de decisién de acuerdo con uno de los métodos estable-
cidos anteriormente.

Se toma una muestra de cada poblacidn, se calcula el valor del estadistico
de prueba, se compara con el valor critico y se decide si se rechaza H;, o
se concluye que no existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la
hipétesis nula.
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Slpellelrslsiy Se estan investigando los diametros de las barras de acero fabricadas por dos

diferentes maquinas de extruido. Se seleccionan dos muestras aleatorias de
tamafio n; =12 y n, =18, y las medias y varianzas muestrales son x, = 8.75,
87 =0.29, x,= 8.63 y S = 0.34, respectivamente.

a. Realice una prueba de hipdtesis para demostrar la igualdad entre varianzas.

F0.025)11’17 = 0.30473 F0.975)11’17 = 2.86964
Fo 005,11,17=0.20167 Fo975,11,17=4.04956

$2., 029
= - 2 0.8529
$., 03

0

Como se puede apreciar, Fj, cae dentro del intervalo de aceptacion de la
igualdad entre varianzas para ambos niveles de confianza al 95% y al 99%.

b. Aplique una prueba de hipétesis para determinar si las medias en los did-
metros de las barras de ambas maquinas de extruido son iguales.

i. Obteniendo un intervalo de confianza, para la diferencia entre medias,
con el estadistico t de Student, suponiendo varianzas poblacionales des-
conocidas pero iguales, de acuerdo con lo demostrado en el inciso a.

t0.025,28 = 2.04841
t0.005,28 = 2.76326

N, -n N,-n
_ 2 1 _ 2 2 2
s - | (m=1) SI[NI_J*(”Z 1) S{Nz—l] =\/ 11(0.29) +17(0.34) = 0.566

2
ny+n,-2 28
_ 1 1 _ 1 1
(xl—xz)—tg,nlmz_2 S ;1+;2 < H1—H25(x1—x2)+tg,nl+n2_2 S E+n—2
2 2

-0.3121 <y, — 4, < 0.55208  al_95%
-0.4629 <y, - 1, < 0.70287  al_99%

Como se puede apreciar, ambos intervalos de confianza contienen al
cero, por lo cual, se acepta que la media de los didmetros de las barras
de ambas maquinas es igual.
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ii. Calculando el estadistico de prueba

X —-Xx  875-8.63
s, [L,1 [11
n, n, 12 18

Para una prueba bilateral o de dos colas, ndtese que t, cae dentro del

to_

=0.56889

intervalo para ambos niveles de confianza, por lo cual, se acepta que las
medias de los didmetros de las barras de ambas maquinas son iguales.

iii. Se calcula la probabilidad p=p(t>t,) o p=p(t< -t,), utilizando la
distribucion t de Student.

p(t>1,) =0.28698 >0.025 > 0.005

Por lo cual, se acepta que las medias de los didametros de las barras de
ambas maquinas son iguales.
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5.3.4. Prueba de hipodtesis para demostrar la igualdad de medias
de dos poblaciones normales o con tamanos de muestras
grandes, con varianzas poblacionales desconocidas
y diferentes

La prueba puede llevarse a cabo de tres formas diferentes:

i. Obtener un intervalo de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza,
para la diferencia entre medias, con el estadistico t de Student, suponiendo
varianzas poblacionales desconocidas y diferentes, si dicho intervalo no
contiene al valor cero entonces se tiene evidencia estadistica para rechazar
la hipétesis nula. Si el intervalo contiene al valor cero entonces no se tiene
suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y se
termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello. El intervalo
de confianza puede ser bilateral, unilateral inferior o unilateral superior,
dependiendo de lo que se pretenda demostrar.

ii. Se calcula el estadistico de prueba

X - %
ty= ———— (5.53)
S} S
O %
n m

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H; : y; # u,

Si ty>t, 0 fg<—ty (5.54)
2’ 2’

Donde

)
_\m m) (5.55)

$2)? ([ s2)?
m n,
—+—

m+1l  n,+1

Se rechaza la hipdtesis nula
De lo contrario,

Si ~t, <t,<t,
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iii.

Entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la
hipétesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : p;, >,
Si ty>t,,  serechazala hipotesis nula

De lo contrario, si f;,<t, ,entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipétesis nula y se termina por aceptarla aunque
no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : p, <y,

Si tp<ty ,  serechazala hipétesis nula

g
De lo contrario, si f,>t, , entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipétesis nula y se termina por aceptarla aunque
no se esté convencido de ello.

Se calcula la probabilidad p=p(t>1t,) o p=p(t<-t,), utilizando la distri-
bucién t de Student.

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H, : y, # ,

Si p<a/2 se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p >a/2, entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : pt, > W,

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : pt, < 1,

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se

tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.
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Se aplican los pasos establecidos para llevar a cabo una prueba de hipoétesis:
a. Se plantean las hipétesis nula y alternativa.
Bilateral

Hy:py =y,
Hy:p =4,

9]

o

\O
~—

Unilateral_Superior ( !
Hy: =y,
Hy:p>p,

Unilateral_Inferior
Hy: =y,
Hy:p <y,

b. Se selecciona el nivel de significancia a, el cual puede ser 0.10, 0.05, 0.01,
0.0027 o el que establezca una norma o especificacion. En la practica, a
veces es conveniente hacer la prueba para dos niveles de significancia al 0.05
y al 0.01; si se rechaza o no para ambos niveles de significancia, la prueba
es contundente; si se rechaza para 0.05 pero no para 0.01, se cae en zona de
duda y se sugiere tomar una muestra mayor.

c. Seidentifica el estadistico de prueba. Para este caso particular, se trata del
estadistico t; la prueba puede ser de dos colas t,,, 0 unilateral £,.

d. Seformula la regla de decision de acuerdo con uno de los métodos estable-
cidos anteriormente.

e. Se toma una muestra de cada poblacidn, se calcula el valor del estadistico
de prueba, se compara con el valor critico y se decide si se rechaza H;, o
se concluye que no existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la
hipoétesis nula.

SENCEREYEY El proceso de unidn entre un soporte de acero y un contacto de plata se puede

llevar a cabo por uno de dos procesos diferentes: por soldadura de aposte o por
disparo termomagnético. Al utilizar el proceso de soldadura por disparo termo-
magnético, queda un residuo que da la impresion de que la pastilla de plata se
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encuentra flameada, lo cual provoca que se deba hacer un proceso de limpieza

que encarece al proceso. Se realiza un experimento para determinar cudl de los

dos procesos arroja una mayor resistencia mecanica en la uniéon del soporte con

la pastilla, para lo cual se toma una muestra de n, =16 en el proceso de solda-

dura de aposte y n,=20 en el proceso de union por disparo termomagnético.

Suponga que las poblaciones son infinitas. Los resultados obtenidos se mues-

tran a continuacion:

a.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Proceso n media varianza
Soldadura de Aposte 16 425 800
Disparo Termomagnético 20 445 3200

Realice una prueba de hipotesis para demostrar que las varianzas de ambos
procesos son diferentes.

F0.025,15,19 = 0-36062F0.975,15,19 =2.61712
Fo‘005,15,19 = O-255581:0.975,15,19 =3.58657

SZ
J=ont o 89065004
S2., 3300

Como se puede apreciar, F,=0.24242<0.25558 <0.36062, cae fuera del
intervalo de aceptacion de la igualdad entre varianzas para ambos niveles
de confianza al 95% y al 99%, por lo cual se comprueba que las varianzas
son diferentes.

Aplique una prueba de hipoétesis para determinar si las medias en los dia-
metros de las barras de ambas maquinas de extruido son iguales.

i. Obteniendo un intervalo de confianza, para la diferencia entre medias,
con el estadistico t de Student, suponiendo varianzas poblacionales des-
conocidas pero iguales, de acuerdo con lo demostrado en el inciso a.

800  3300\2
16 " 20

(8002 (33002
16) \ 20
+

o+l m+1 17 21

-2 =32.0231
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t0'025’34 = 2.03693

t0'005’34 = 2.73848

~49.867 <, - |, < 9.86731 al_95%

-60.154 < p; — p, <20.154 al_99%
Como se puede apreciar, ambos intervalos de confianza contienen al cero, por
lo cual, se acepta que la media de resistencia de la unién es la misma en ambos

procesos.

ii. Calculando el estadistico de prueba

X - X 425 - 445
=% _ =-1.364
St S [800 3300
4= - =
n, n, 16 20

Para una prueba bilateral o de dos colas, noétese que #, cae dentro del
intervalo para ambos niveles de confianza, por lo cual, se acepta que la
media de resistencia de la unién es la misma en ambos procesos.

iii. Se calcula la probabilidad p=p(t>t,) o p=p(t<-t,), utilizando la dis-
tribucidn t de Student.

p(t>1,) =0.09104 > 0.025 > 0.005

Por lo cual, se acepta que la media de resistencia de la union es la misma
en ambos procesos.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 355



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO

Indice |

Bibliografia

5.3.5. Prueba de hipodtesis para demostrar la igualdad de medias
de dos poblaciones normales, con varianzas poblacionales
desconocidas y diferentes para tamanos de muestra

no grandes (n< 30)

La prueba puede llevarse a cabo de tres formas diferentes:

ii.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Obtener un intervalo de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza,
para la diferencia entre medias, con el estadistico t de Student, suponiendo

varianzas poblacionales desconocidas y diferentes si dicho intervalo no

contiene al valor cero entonces se tiene evidencia estadistica para rechazar

la hipétesis nula. Si el intervalo contiene al valor cero entonces no se tiene

suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y se

termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello. El intervalo
de confianza puede ser bilateral, unilateral inferior o unilateral superior,

dependiendo de lo que se pretenda demostrar.

Se calcula el estadistico de prueba

e
0=
St 83
_+_
n, n

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H,

Si ty > t&v 0 f; < —tg’v
2 2

s\ [(s2)
() )
+

m+1l n,+1

Se rechaza la hipétesis nula

THL M

(5.61)
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De lo contrario,
Si -ty <h<t,
Entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la
hipotesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de
ello.
Para una prueba unilateral, donde H, : p, >y,
Si to>t,, se rechaza la hipétesis nula
De lo contrario, si t, < t,, entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aunque
no se esté convencido de ello.
Para una prueba unilateral, donde H, : p, <y,
Si ty<t, serechazala hipdtesis nula

U
De lo contrario, si t, > t, , entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aunque

no se esté convencido de ello.

iii. Se calcula la probabilidad p = p(t>1,) o p = p(t<~t,), utilizando la distri-
bucién t de Student.

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H;: p; # W,

Si p<a/2 se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p>a/2, entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: yu, > w,

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se

tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.
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Para una prueba unilateral, donde H: u; < y,

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Se aplican los pasos establecidos para llevar a cabo una prueba de hipdtesis:

a.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Se plantean las hipdtesis nula y alternativa.

Bilateral
Hy:py =y,
Hy:p 2y,

Unilateral_Superior
Hy:py =y,
Hy:p>p,

Unilateral_Inferior
Hy:py =y,
Hy:p <y,

Se selecciona el nivel de significancia a, el cual puede ser 0.10, 0.05, 0.01,
0.0027 o el que establezca una norma o especificaciéon. En la practica, a
veces es conveniente hacer la prueba para dos niveles de significancia al 0.05
y al 0.01; si se rechaza o no para ambos niveles de significancia, la prueba
es contundente; si se rechaza para 0.05 pero no para 0.01, se cae en zona de
duda y se sugiere tomar una muestra mayor.

Se identifica el estadistico de prueba. Para este caso particular, se trata del
estadistico #; la prueba puede ser de dos colas £, ,, o unilateral ta.

Se formula la regla de decisién de acuerdo con uno de los métodos estable-
cidos anteriormente.

Se toma una muestra de cada poblacidn, se calcula el valor del estadistico
de prueba, se compara con el valor critico y se decide si se rechaza H;, o
se concluye que no existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la
hipétesis nula.
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SEGetersre » El proceso de unidn entre un soporte de acero y un contacto de plata se puede

llevar a cabo por uno de dos procesos diferentes: por soldadura de aposte o por
disparo termomagnético. Al utilizar el proceso de soldadura por disparo termo-
magnético, queda un residuo que da la impresion de que la pastilla de plata se
encuentra flameada, lo cual provoca que se deba hacer un proceso de limpieza
que encarece al proceso. Se realiza un experimento para determinar cual de los
dos procesos arroja una mayor resistencia mecdanica en la unién del soporte con
la pastilla, para lo cual se toma una muestra de n, =16 en el proceso de solda-
dura de aposte y n,=20 en el proceso de unién por disparo termomagnético.
Suponga que las poblaciones son infinitas. Los resultados obtenidos se mues-

tran a continuacion:

Proceso n media Varianza
Soldadura de Aposte 16 425 800
Disparo Termomagnético 20 445 3200

a. Realice una prueba de hipotesis para demostrar que las varianzas de ambos

procesos son diferentes.

F 0.025,15,19 — 0.36062 F 0.975,15,19 — 2.61712

F0.005’15’19 = 0.25558 F0.975’15’19 = 3.58657

$:_., 800

°TS ., 3300

Como se puede apreciar, Fy=0.24242<0.25558 <0.36062 cae fuera del
intervalo de aceptacion de la igualdad entre varianzas para ambos niveles
de confianza al 95% y al 99%, por lo cual se comprueba que las varianzas

son diferentes.

b. Aplique una prueba de hipétesis para determinar si las medias en los dia-

——=0.24242

metros de las barras de ambas maquinas de extruido son iguales.

i. Obteniendo un intervalo de confianza, para la diferencia entre medias,
con el estadistico t de Student, suponiendo varianzas poblacionales des-
conocidas pero iguales, de acuerdo con lo demostrado en el inciso a.
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ii.

iii.

S S Y 800  3300)>
o+ = —_—t —
n n, 16 20
v= . —-2= - - -2 =32.0231
S? S3 800 3300
n, X n, 16\ 20

m+l  m+l 17 21

t0'025,34 = 2.03693

t0'005,34 = 2.73848

_ S 82 _ N
X1 —%) -t —+ = S - WS (X -x) +E —+ —
( 1 2) %)U n W= M ( 1 z) %v n, + "
-49.867 < W, - W, <9.86731 al_95%
-60.154 <, — p, <20.154 al_99%

Como se puede apreciar, ambos intervalos de confianza contienen al
cero, por lo cual, se acepta que la media de resistencia de la union es la
misma en ambos procesos.

Al Calcular el estadistico de prueba

o Fo®m __45-w5
Co[st, s [s0 300
n, n, 16 20

Para una prueba bilateral o de dos colas, nétese que #, cae dentro del
intervalo para ambos niveles de confianza, por lo cual, se acepta que la
media de resistencia de la unién es la misma en ambos procesos.

Se calcula la probabilidad p = p(t>t,) o p = p(t<-t,), utilizando la
distribucién t de Student.

p(t<-t;) =0.09104 > 0.025 > 0.005

Por lo cual, se acepta que la media de resistencia de la union es la misma
en ambos procesos.
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5.3.6. Prueba de hipodtesis para demostrar la igualdad

entre medias para dos poblaciones normales
con observaciones pareadas

Suponga que se obtiene la diferencia entre cada una de las observaciones parea-

das, es decir, D, =xy,-%,1, Dy = X15~%50, ***> D, = X1,,~%5,,-

La media de la poblacion de diferencias, dado que se supone que las variables x;

y X, son normales, también sera normal.

La prueba puede llevarse a cabo de tres formas diferentes:

il

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

Obtener un intervalo de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza, para
la diferencia entre medias, para dos poblaciones normales con observacio-
nes pareadas, con el estadistico t de Student si dicho intervalo no contiene al
valor cero entonces se tiene evidencia estadistica para rechazar la hipotesis
nula. Si el intervalo contiene al valor cero entonces no se tiene suficiente
evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y se termina por
aceptarla aunque no se esté convencido de ello. El intervalo de confianza
puede ser bilateral, unilateral inferior o unilateral superior, dependiendo de
lo que se pretenda demostrar.

Se calcula el estadistico de prueba

D , (5.66)
ty= S, /N-n N_finita
n \N-1
ty= D N_infinita
Sp
I
Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H, : y; # W,
Si ty> t%,n_l 0 ty< t%,n_l (5.67)

Se rechaza la hipétesis nula
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iii.

De lo contrario,

Si ot S by Sty
2 2

Entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la
hipétesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de
ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : pt, > ,

Si to>t, 1 se rechaza la hipétesis nula

De lo contrario, si t, < t, ,_, entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aunque
no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H; : pt; < W,

Si ty<ty
S

| serechazala hipétesis nula
De lo contrario, si t,> t, ,_, entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aunque
no se esté convencido de ello.

Se calcula la probabilidad p = p(t>t,) o p = p(t<—t,), utilizando la distri-
bucidn t de Student.

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H, : y, # y,

Si p<a/2 se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p >a/2, entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : p; > ,

Si p < a se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se

tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.
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Para una prueba unilateral, donde H, : p1;, < W,

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Se aplican los pasos establecidos para llevar a cabo una prueba de hipdtesis:
a. Se plantean las hipétesis nula y alternativa.

Bilateral
Hy:D=p -, =0
H :D=#0

Unilateral_Superior
Hy:D=p -1, =0
H,: D>0

Unilateral_Inferior
Hy:D=p -1, =0
H,: D<0

b. Se selecciona el nivel de significancia a, el cual puede ser 0.10, 0.05, 0.01,
0.0027 o el que establezca una norma o especificacion. En la practica, a
veces es conveniente hacer la prueba para dos niveles de significancia al 0.05
y al 0.01; si se rechaza o no para ambos niveles de significancia, la prueba
es contundente; si se rechaza para 0.05 pero no para 0.01, se cae en zona de
duda y se sugiere tomar una muestra mayor.

c. Seidentifica el estadistico de prueba. Para este caso particular, se trata del
estadistico t; la prueba puede ser de dos colas ,/, ., 0 unilateral £, ,_;.

d. Seformula la regla de decision de acuerdo con uno de los métodos estable-
cidos anteriormente.

e. Se toma una muestra de cada poblacidn, se calcula el valor del estadistico
de prueba, se compara con el valor critico y se decide si se rechaza H;, o
se concluye que no existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la
hipoétesis nula.
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SEGetersia» Formule una prueba de hipdtesis para verificar que la gasolina premium da

mayor rendimiento en kilometraje por litro consumido que la magna. Para ello,
se seleccionan ocho automoéviles de diferentes marcas y se hacen las pruebas
siguiendo la autopista de la gasolinera “Qué Chula es Puebla” a la gasolinera de
la entrada a Puebla en la av. Aquiles Serdan; en cada automévil usado se hace
el mismo recorrido, bajo las mismas condiciones con gasolina premium y con
gasolina magna, obteniendo los siguientes resultados:

Rendimiento km /1

Automoévil Magna Premium

Fiat 500 18.08 20.00
Civic Honda 13.09 17.23
Mazda 3 22.98 23.55
Mercedes C200 16.07 25.55
Prius C 26.17 26.59
Audi A3 22.77 24.65
BMW320iA 25.00 25.11
Ford Focus 19.33 21.56

Cabe senalar que los datos fueron generados artificialmente con distribucién
normal, tomando como referencia parametros reales de la PROFECO.

Automvil Rendimiento km /1
Magna Premium D

Fiat 500 18.08 20.00 1.92
Civic Honda 13.09 17.23 4.14
Mazda 3 22.98 23.55 0.57
Mercedes C200 16.07 25.55 9.48
Prius C 26.17 26.59 0.42
Audi A3 22.77 24.65 1.88
BMW320iA 25.00 25.11 0.11
Ford Focus 19.33 21.56 2.23
Media = 20.44 23.03 2.59
DesvEst = 4.56 3.19 3.07
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La prueba de hipdtesis a realizar es la siguiente:

ii.

iii.

Hy:D=p -, =0
H,:D>0

Obteniendo un intervalo de confianza, para la diferencia entre medias, con
el estadistico z

t0‘05’7 = 1.89458 al_95%
tyors = 2.99795  al_99%

Con los datos dados, se obtiene el siguiente intervalo de confianza:
3.07
2.59 - 1.89458 *ﬁ =0.53361<D al_95%

-0.664 <D al_99%

Noétese que al 95% el intervalo no contiene al cero, por lo que se rechaza la
hipétesis nula; sin embargo, al 99% el intervalo si contiene al cero, por lo
cual se cae en zona de duda, se sugiere aumentar el tamano de muestra para
hacer una afirmacién mds contundente.

Calculando el estadistico de prueba

D
tO = S_D = 23862

Jn

Noétese que f, no cae dentro del intervalo para el 95% de nivel de confianza,
pero si para el 99% de nivel de confianza, por lo cual, se sugiere aumentar el
tamafo de muestra para hacer una afirmacién mas contundente.

Se calculala probabilidad p =p(¢> £, ), utilizando la distribucion t de Student.
p(t>2.3862) = 0.02422

Pero 0.025>0.02422 >0.005

Por lo cual, se sugiere aumentar el tamafio de muestra para hacer una afir-
macién mas contundente.
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5.3.7. Prueba de hipodtesis para demostrar la igualdad entre
proporciones o fracciones para dos poblaciones
normales o con tamanos de muestras muy grandes

La prueba puede llevarse a cabo de tres formas diferentes:

i. Obtener un intervalo de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza,
para la diferencia entre proporciones, para dos poblaciones normales o con
tamafios de muestras muy grandes, con el estadistico z, si dicho intervalo no
contiene al valor cero entonces se tiene evidencia estadistica para rechazar
la hipdtesis nula. Si el intervalo contiene al valor cero entonces no se tiene
suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis nula y se
termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello. El intervalo
de confianza puede ser bilateral, unilateral inferior o unilateral superior,
dependiendo de lo que se pretenda demostrar.

ii. Se calcula el estadistico de prueba

) — Mg (572
p(1-p1) (N -m +P2(1—P2) N, - n,

n, N, -1 n, N,-1

Zy- pL-ps N_infinita

pi(1-py) + P (1-py)

1y 1y

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H;: p, # p,

Si Z20>2, O Zp< -2, (5.73)
2 2

Se rechaza la hipétesis nula
De lo contrario,

Si ~z, $zy< -2, (5.74)
2 2

Entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la
hipétesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.
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Para una prueba unilateral, donde H;: p, > p,
Si zy> z, se rechaza la hipdtesis nula

De lo contrario, si z, < z, entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aunque
no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: p, < p,

Si 2z, < z, se rechaza la hipédtesis nula

2
De lo contrario, si z, < z, entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica
para poder rechazar la hipétesis nula y se termina por aceptarla aunque no
se esté convencido de ello.

Se calcula la probabilidad p = p(z>z,) 0 p = p(2<-z,), utilizando la distri-
bucién z de la normal.

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H; : p, # p,

Si p<a/2 se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p >a/2, entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : p, > p,

Si p < a se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H, : p, <p,

Si p < a se rechaza la hipétesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se

tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.
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Se aplican los pasos establecidos para llevar a cabo una prueba de hipoétesis:
a. Se plantean las hipétesis nula y alternativa.

Bilateral
Hy:p,=p,
Hy: p,#p,

Unilateral_Superior
Hy:py=p;
Hy: p, > p,

Unilateral_Inferior
Hy:py=p;
Hy: p, <p,

b. Se selecciona el nivel de significancia a, el cual puede ser 0.10, 0.05, 0.01,
0.0027 o el que establezca una norma o especificacion. En la practica, a
veces es conveniente hacer la prueba para dos niveles de significancia al 0.05
y al 0.01; si se rechaza o no para ambos niveles de significancia, la prueba
es contundente; si se rechaza para 0.05 pero no para 0.01, se cae en zona de
duda y se sugiere tomar una muestra mayor.

c. Seidentifica el estadistico de prueba. Para este caso particular, se trata del
estadistico z; la prueba puede ser de dos colas z,,, o unilateral ¢,.

d. Seformula la regla de decision de acuerdo con uno de los métodos estable-
cidos anteriormente.

e. Se toma una muestra de cada poblacidn, se calcula el valor del estadistico
de prueba, se compara con el valor critico y se decide si se rechaza H;, o
se concluye que no existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la
hipoétesis nula.
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SE0Getersie» En la Facultad de Ingenieria de la UNAM, se ha implantado una nueva moda-

lidad en la aplicacién de exdmenes extraordinarios, denominada exdmenes
extraordinarios en tres etapas, la cual pretende elevar el nivel de acreditacion
en dichos examenes. A continuacion, se presentan los resultados publicados en
el Informe de Actividades 2015 (https://www.planeacion.unam.mx/informes/
PDF/FI-2015-2016.pdf). Suponga que existen 13 asignaturas de la Division de
Ciencias Bésicas.

. Semestre 2016-1 Semestre 2015-2

Asignatura - -

Inscritos | Presentados | % Aprobados | Inscritos | Presentados | % Aprobados
Algebra 94 89 43.62 164 143 36.08
Algebra Lineal 141 139 24.11 277 254 18.68
Caculo Diferencial 155 153 40.65 326 307 32.03
Calculo Integral 151 146 25.83 267 240 20.03
Ecuaciones 192 183 27.6 246 225 18.91
Diferenciales
Geometria Analitica 198 192 31.31 212 187 25.57
Total 931 902 30.63 1492 1356 23.59

El porcentaje de aprobados en cada semestre fue obtenido como una media
armonica en vez de un promedio, en virtud de tratarse de porcentajes, por lo
que difiere de la publicacién citada.

Realice una prueba de hipétesis para demostrar que la modalidad de examenes
extraordinarios en tres etapas si ha aumentado el porcentaje de aprobados en
dichos exdmenes

Semestre N n p
2016-1 13 6 0.3063
2015-2 13 6 0.2521

La prueba de hipotesis a realizar es la siguiente:

Hy:pi=p,
Hy:py>p,

i. Obteniendo un intervalo de confianza, para la diferencia entre proporcio-
nes, con el estadistico z
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Zoos = 1.644854 al_95%
Zooy = 2.326335 al_99%

Con los datos dados, se obtienen los siguientes intervalos de confianza:

pr-p><(pr-p2) +zm\/ﬁl(1 _ﬁl)(Nl - n1> 4 p(1-ps) (Nz— Vlz)

n, N, -1 n, N,-1

p1— P, =0.324785 al_95%
p1— P> =0.729935 al_99%

Ambos intervalos contienen al valor cero, por lo cual no se tiene evidencia
estadistica que demuestre que la proporcion de aprobados se ha elevado.

ii. Calculando el estadistico de prueba

Zo= Pop =0.274492

p(1-p) (Ni-m +132(1 -p,) (N - m,
n, N, -1 n, N,-1
Noétese que z, cae dentro de ambos intervalos, por lo cual no existe eviden-

cia estadistica para afirmar que se ha elevado la proporcién de aprobados
debido al examen extraordinario en tres etapas.

iii. Se calcula la probabilidad p = p(z>z,), utilizando la distribucién normal.
p(p>0.2744992) = 0.39185
p=0.39185>0.05>0.01

Por lo cual, no existe evidencia estadistica para afirmar que se ha elevado la
proporcion de aprobados debido al examen extraordinario en tres etapas.
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5.3.8. Prueba de hipdtesis para demostrar la igualdad entre
fracciones de defectos o éxitos por unidad para dos
poblaciones normales o con tamanos
de muestras grandes

La prueba puede llevarse a cabo de tres formas diferentes:

i. Obtener un intervalo de confianza al 100(1-a)% de nivel de confianza, para
la diferencia entre fracciones de defectos o éxitos, para dos poblaciones nor-
males o con tamanos de muestras muy grandes, con el estadistico z; si dicho
intervalo no contiene al valor cero entonces se tiene evidencia estadistica
para rechazar la hipétesis nula. Si el intervalo contiene al valor cero enton-
ces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipo-
tesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.
El intervalo de confianza puede ser bilateral, unilateral inferior o unilateral
superior, dependiendo de lo que se pretenda demostrar.

ii. Se calcula el estadistico de prueba

- U
2= T 1 AZ N_finita (5.78)
! Ny -m +ﬁ N, -n,
n\N; -1 n, \N, - 1
U - U
2= —— N_infinita
U U
ny m

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H;: u; # u,

Si 20>Zgn O Zo<—Zyp (5.79)
Se rechaza la hipédtesis nula

De lo contrario,

Si —Zyn < Z9<Zypn (5.80)
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Entonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la
hipétesis nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: u; > u,

Si zy> z, se rechaza la hipdtesis nula

De lo contrario, si z,< z, entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipotesis nula y se termina por aceptarla aunque
no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: u, <u,

Si zy<zy, se rechaza la hipotesis nula

De lo contrario, si z, < z, entonces no se tiene suficiente evidencia estadis-
tica para poder rechazar la hipdtesis nula y se termina por aceptarla aunque

no se esté convencido de ello.

iii. Se calculala probabilidad p = p(z>z,) 0 p = p(z<-2,), utilizando la distri-
bucién z de la normal.

Para una prueba bilateral o de dos colas, donde H;: u; # u,

Si p<a/2 se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p>a/2, entonces
no se tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipdtesis
nula y se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: u; > u,

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se
tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.

Para una prueba unilateral, donde H;: u, <u,

Si p < a se rechaza la hipdtesis nula. De lo contrario, si p > a, entonces no se

tiene suficiente evidencia estadistica para poder rechazar la hipétesis nula y
se termina por aceptarla aunque no se esté convencido de ello.
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Se aplican los pasos establecidos para llevar a cabo una prueba de hipoétesis:

a.
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Se plantean las hipdtesis nula y alternativa.

Bilateral
HO N ul = uz
H :u #u,

Unilateral_Superior
HO . ul = uz
H :u>u,

Unilateral_Inferior
HO . ul = uz
H :u<u,

Se selecciona el nivel de significancia a, el cual puede ser 0.10, 0.05, 0.01,
0.0027 o el que establezca una norma o especificaciéon. En la practica, a
veces es conveniente hacer la prueba para dos niveles de significancia al 0.05
y al 0.01; si se rechaza o no para ambos niveles de significancia, la prueba
es contundente; si se rechaza para 0.05 pero no para 0.01, se cae en zona de
duda y se sugiere tomar una muestra mayor.

Se identifica el estadistico de prueba. Para este caso particular, se trata del
estadistico z; la prueba puede ser de dos colas z, /,, 0 unilateral z,.

Se formula la regla de decisién de acuerdo con uno de los métodos estable-
cidos anteriormente.

Se toma una muestra de cada poblacidn, se calcula el valor del estadistico
de prueba, se compara con el valor critico y se decide si se rechaza H;, o
se concluye que no existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la
hipétesis nula.
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Gt El jefe de un corporativo necesita contratar a una secretaria. Suponga que

existen dos empleadas que trabajan en dos areas diferentes y decide hacer una
prueba de hipdtesis para elegir a la mas adecuada. Por datos histéricos las areas
donde trabajan actualmente tienen un expediente de cada una de ellas y reali-
zan un cuadro comparativo sobre su desemperio. Los datos que le proporcionan
de los ultimos doce meses, son los siguientes:

Empleada 1 Empleada 2
mes Actividades No. Defectos Actividades No. Defectos
1 15 12 25 13
2 12 9 17 9
3 10 11 12 11
4 13 11 14 11
5 12 8 17
6 11 9 13
7 20 13 20 12
8 12 10 15 11
9 13 10 15 10
10 13 9 17 10
11 17 9 17 9
12 14 10 12 8
Total 162 121 194 122

Las actividades que realizan cada una de ellas son llamadas por teléfono, ela-
borar oficios, agendar reuniones, archivar documentos, actualizar directorio,
etcétera. Los errores pueden ser no contestar una llamada telefénica o contes-
tarla de mala gana, olvidar fechas de reuniones, no archivar adecuadamente
un documento, no registrar los datos de un cliente, errores de tipografia o de
ortografia en los documentos elaborados, etcétera. Suponga que el nimero de
actividades que van a realizar en promedio es de 20 por mes.

Realice una prueba de hipétesis bilateral, al 95% y al 99% de nivel de confianza,
para determinar si el numero de errores que cometen por cada actividad en
promedio es la misma entre ellas o hay diferencias.

La prueba de hipotesis a realizar es la siguiente:

H02u1=u2
H :u #u,
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Obteniendo un intervalo de confianza, para la diferencia entre la fraccion
de defectos por actividad de cada una de ellas, con el estadistico z

Zoos = 1.95996 al_95%
Zoo1 = 2.57583 al_99%

Con los datos dados, se obtienen los siguientes intervalos de confianza:

(6 — 1) ~2z4 e L (uy - wy) < (- 6y) + 245 ik
n. n n m

~0.396 < u; - u, < 0.632 al_95%

-0.5575<u; - u,<0.79363 al_99%

Ambos intervalos contienen al valor cero, por lo cual no se tiene evidencia
estadistica que demuestre que una de las empleadas comete menos errores
por actividad que la otra.

Calculando el estadistico de prueba

iy — 1 0.74691 - 0.62887
2o = = = 0.45009

0, 4, [074691 0.62887
nn, 20 20

Noétese que z, cae dentro de ambos intervalos al 95% y al 99%, por lo cual no

existe evidencia estadistica para afirmar que una de las empleadas comete
menos errores por actividad que la otra.

Se calcula la probabilidad p = p(z>z,), utilizando la distribucién normal.
p(2>0.45009) = 0.32632
p=0.32632>0.05>0.01

Por lo cual, no existe evidencia estadistica para afirmar que una de las
empleadas comete menos errores por actividad que la otra.
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F1GURA 5.6. Pruebas de Hipdtesis para un mismo pardmetro de dos poblaciones

normales

Hipétesis nula Condiciones iniciales Valor del estadistico de prueba :::::::i Criterio rechazoH, | Criterio rechazoH, |PardmetrokdelaCCO
x~N(u.0,) 5| F>F, > E)<al2
) H =] e J =pF>E)<al2 o /
H, -¢l=g’ x,~N(.0,) F=—0>\ N-1) H‘AG’ 0y }'—”‘1}'—2 p 4=0,/0,
N, Finita ! S,I/ N,-n, ) pariadt
N, Finita N-1) H:ci>a E>E ... |p=pE>F)<ai) | Z=0,/a,
) ) 2> Z,n p=pz>z)<all —
5~N(4.,0) o n_gand H:u=p, ° | be-ul e
H,u=p, x~N(1,0.) o n_grand 2 <TZan p=pz<=)<all
~ 7 | N.N. Fnins . - o - 2
;.67 Canocidas Hip>u Z0>Z, pec b=u-ul s
H:p<uy, Z0< I, pP<a k=(p-p) d 40
5i-% 1,1, -
- Zasnm2 p=p(t>fu)<a 2 N
“N@.0) o n_grande 5, )21 H:u=u : ‘ Felu-u| X2
I . o & _gramde 2 & 1 rl‘<_5 . p=p(t<_‘,“)<a :
H u =, 1,~N(4.0,) o n_guande AT
\.A\_ Finitas o H:pu>p, [ M p=plt>t)<a k=(y-u) Y
G.0. econocins  pem 0 =0,
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5.4. Pruebas de bondad de ajuste entre una muestra obtenida
empiricamente y la distribucién de probabilidad
de un modelo tedrico dado

En lo correspondiente a la Inferencia Estadistica esta integrada por el capitulo
cuatro, donde se analizaron los estimadores puntuales y por intervalos, y por el
capitulo cinco, donde se han desarrollado las pruebas de hipétesis; ambos capi-
tulos parten de suposiciones iniciales como lo son:

a. Las muestras obtenidas deben ser representativas, lo que también indica
que deben ser aleatorias.

b. Debe existir independencia estadistica entre un estadistico y otro.

c. La distribucidon de probabilidad de un estadistico debe obedecer a uno de
los modelos probabilisticos (en la mayoria de dichas condiciones que se for-
mularon se supuso que la distribucion de la poblacion es normal).

Para poder hacer uso de todas las expresiones deducidas en los capitulos cuatro
y cinco, debe comprobarse el cumplimiento de estas condiciones iniciales, de
otra forma, no hay la seguridad de que las decisiones que se tomen sean real-
mente verdaderas, de alli la necesidad de aplicar criterios o pruebas para verifi-
car el cumplimiento de dichas condiciones. Cuando se cumplen las condiciones
iniciales se pueden emplear todas las expresiones deducidas anteriormente, a lo
cual se le denomina Estadistica Paramétrica.

Las pruebas paramétricas, por ejemplo, de las distribuciones t o F, se basan
en una variedad de fuertes suposiciones a las que esta sujeto su uso. Cuando
los datos de una investigacion pueden ser analizados adecuadamente por una
prueba paramétrica, se tiene el medio mas poderoso para rechazar una hipo-
tesis nula H, falsa. Sin embargo, las condiciones iniciales que deben cumplirse
pueden ser estrictas y no realizarse en muchos casos. Por ejemplo, las condicio-
nes en las que la prueba de la distribucion t es la mas poderosa, y sin las cuales
no se puede tener confianza en cualquier aseveracion de probabilidad obtenida,
son por lo menos las siguientes:

i. Las observaciones deben ser independientes entre si.
ii. Las observaciones deben hacerse en poblaciones distribuidas normalmente.
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Ejercicio 5.21

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

En el caso del analisis de varianza por medio de la distribucion F se agrega otra
condicion:

iii. Las medias de las poblaciones normales y homocedasticas deberan ser com-
binaciones lineales de efectos aditivos.

En estadistica el concepto de homocedasticidad se aplica en modelos de regre-
sién lineal multiple y en modelos predictivos (que se veran en otros volimenes
de esta serie), los cuales presentan homocedasticidad cuando la varianza del
error condicional a las variables explicativas es constante a lo largo de las obser-
vaciones. Se habla de homocedasticidad si el error cometido por el modelo
tiene siempre la misma varianza. Cuando no se cumple esta situacion, se dice
que existe heterocedasticidad, que es cuando la varianza de cada término de
perturbacion no es un nimero constante.

La Estadistica No Paramétrica es una rama de la Inferencia Estadistica que
estudia las pruebas y modelos estadisticos cuya distribuciéon de probabilidad
subyacente no se ajusta a los llamados criterios paramétricos. Su distribucion
no puede ser definida a priori, pues son los datos observados los que la deter-
minan. La utilizacion de la estadistica no paramétrica se hace recomendable
cuando no se puede asumir que los datos se ajusten a una distribucién cono-
cida, como lo es el caso mas comun de la distribucién normal.

En general, la potencia de las pruebas no paramétricas es menor que la potencia
de las pruebas paramétricas equivalentes. Aun asi, el uso adecuado de los tama-
flos muestrales disminuye la posibilidad de cometer errores tipo II, puesto que
aumenta al mismo tiempo la eficacia de la prueba.

En este subtema se analizaran algunas pruebas paramétricas y no paramétricas
para demostrar el cumplimiento de algunas de las condiciones iniciales, como
lo son la verificacion de que un pardmetro de una poblacion presenta una dis-
tribucidn de probabilidad conocida como lo es la normal.

Para iniciar considere los siguientes ejemplos:
Un jugador profesional de dados pretende jugar una apuesta con un alumno

de Estadistica. Para iniciar el juego, el alumno impone como condicién lanzar
n =600 veces el dado y registrar el nimero de veces que cae cada cara del dado.
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Los resultados obtenidos fueron los siguientes:
Cara Superior 1 2 3 4 5 6
Frecuencia 72 125 108 106 118 71

Compruebe estadisticamente que el dado no se encuentra cargado.

SlEhGElerszi» Los datos que se muestran a continuacion representan el tiempo en horas de 40

dispositivos electronicos que funcionaron desde el inicio de su operacién hasta

antes de su falla.

5403 3703 9810 34694
13780 25858 5083 543
1482 14263 10506 8157
947 6852 3229 4860
27090 817 28225 12785
2925 10306 573 14122
3572 1530 2407 3749
644 30807 6813 31642
27059 6372 896 5927
15675 12770 5687 195

Se sospecha que, por tratarse de tiempos de vida, el modelo probabilistico de
comportamiento es exponencial negativo, compruebe esta hipdtesis.

SENGelerskely» Se escoge a 64 obreros para que cada uno de ellos extraiga una muestra de

50 articulos de lotes diferentes de tamano N =600, donde se sabe que existen
D =100 defectuosos. Cada obrero revisa su muestra y cuenta los articulos defec-
tuosos que obtuvo. Suponga que los resultados fueron los siguientes:

5 7 5 4 12 8
10 9 14 8 7 6
6 6 12 7 10 7 6 6
8 4 10 6 11 6

10 7 4 8 10 11 6
9 7 11 8 9 7

12 11 5 13 5

11 8 9 6 9 5 10

Pruebe que estos datos presentan distribucién normal.
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Para determinar si una caracteristica de calidad presenta una distribucion
de probabilidad conocida, se emplean alguno de los siguientes métodos para
probarlo:

a. Comparacion del histograma de frecuencias observado contra el histograma
de probabilidad esperado.

b. Comparacion de los valores observados contra los esperados con cierta dis-
tribucion de probabilidad, y utilizando un grafico de papel probabilistico.

c. Prueba de bondad de ajuste Ji-cuadrada o prueba de Pearson.

d. Prueba no paramétrica D de Kolmogorov- Smirnov o prueba de Lilliefors.

e. Otro tipo de pruebas exclusivamente sobre normalidad de una poblacion,
como Anderson-Darling, Cramer-Von Mises, Shapiro-Wilk, Shapiro-Fran-
cia, entre otros.

Cabe sefnalar que existen una gran cantidad de métodos para hacer el analisis de
la bondad de ajuste o en particular de la normalidad de los datos y puede usarse
una variedad copiosa de software para ello. En este volumen se emplean tres de
ellos, Excel, Minitab y R, pero es indispensable conocer las bases tedricas, las
condiciones iniciales, los criterios para aceptar o rechazar la hipdtesis nula de
cada uno de los métodos citados, para asi poder aplicarlos.
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5.4.1. Por comparacion del histograma de frecuencias observado
contra el histograma de probabilidad esperado

De todos los métodos existentes, este es el mas grafico y por lo mismo, mas
simple; sin embargo, es también el mas débil en potencia de la prueba porque
no aporta algun indicador estadistico que valide la decisién que se tome. Lo
primero que se realiza es obtener una tabla de frecuencias observadas a partir
de los datos de la muestra y agregar un renglén con las frecuencias esperadas
del modelo tedrico que se piensa que cumple, con base en los intervalos de clase
que se definan. Posteriormente se trazan los histogramas observado y esperado,
y se comparan a “ojo de pdjaro”. Para ilustrar la aplicacién del método, se resol-
veran los ejercicios 5.21, 5.22 y 5.23, explicando cémo se construye la tabla de
frecuencias y el trazado de su histograma, usando Excel, Minitab y R.

Para el ejercicio 5.21, la tabla de frecuencias se muestra a continuacion:

Cara Superior 1 2 3 4 5 6
Frecuencia Observada 72 125 108 106 118 71
Frecuencia Esperada 100 100 100 100 100 100

En este caso no es necesario calcular las frecuencias esperadas, porque se trata
de un dado con seis caras homogéneas y se aplica el enfoque de Laplace de que
todas las caras tienen la misma posibilidad de caer, por lo que en 600 tiros se
espera que cada cara caiga en promedio 100 veces; en consecuencia, la distribu-
cién de probabilidad de la cara que cae hacia arriba al lanzar un dado se supone
que es uniforme discreta con espacio muestral S= {1,2, 3,4, 5, 6}.

Su histograma se muestra a continuacion:

Histograma Observado contra Esperado
Ejercicio 5.21
140
120

100
0
1 2 3 4 5

M Frecuencia Observada M Frecuenda Esperada

N a
o o o o
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La comparacion visual entre ambos histogramas permite percibir claramente
qué tanto se aproximan, pero no hay un indicador que mida que tanto se ajustan.

Para el ejercicio 5.22 la tabla de frecuencias es:

No. |Lim InfInt|Lim Sup Int |Marca Clase |Frec Obs |Frec Esp
1 0 2500 1250 10 8.81387
2 2500 5000 3750 6 6.87176
3 5000 7500 6250 7 5.35759
4 7500 10000 8750 2 4.17706
5 10000 12500 11250 2 3.25666
6 12500 15000 13750 5 2.53907
7 15000 17500 16250 1 1.97959
8 17500 20000 18750 0 1.54339
9 20000 22500 21250 0 1.20331
10 22500 25000 23750 0 0.93817
11 25000 27500 26250 3 0.73144
12 27500 30000 28750 1 0.57027
13 30000 32500 31250 2 0.44462
14 32500 35000 33750 1 0.34665

Las frecuencias esperadas en la tabla anterior se calculan usando un modelo
esperado exponencial negativo, donde su funcién de probabilidad acumulada

esta dada por la expresion

F(x)=1-¢eM

En donde el valor de A=1/% se estima puntualmente como el reciproco de la
media muestral de los datos dados. Las frecuencias esperadas de cada intervalo

de clase se obtienen usando la siguiente expresion

fi=n*p(Liminf,< x< LimSup;) = n* l[l - exp(—m )] - [1 - exp( _Lzzn_Inf,)]]
x X

ﬁ:SO*[[l-exp(— L’Qﬂ)] - [1 ‘eXP(‘M%%)jl

El histograma de frecuencias observadas contra esperadas se muestra a conti-

nuacion:
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Histograma Observado contra Esperado
Ejercicio 5.22
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4
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9 10 1 13

B Frec Obs M Frec Esp

La comparacién visual entre ambos histogramas permite percibir claramente
qué tanto se aproximan, pero no hay un indicador que mida qué tanto se ajustan.

En la figura anterior se observa que existe una inconsistencia en los datos dados,
no existen frecuencias observadas en los intervalos 8, 9 y 10 correspondientes
al intervalo entre 17500 y 23750 horas. Si las lecturas fueron bien tomadas, pues
asi deben considerarse; sin embargo, esto puede estar reflejando que se revolvie-

ron datos de una poblacién con datos de otra.

Para el ejercicio 5.23 la tabla de frecuencias es:

1&/[122? Frec Acum Obs | Frec Obs Frec Acum Esp Frec Esp
0 0 0 0.000847313 0.054228009
1 0 0 0.003127909 0.145958141
2 0 0 0.009929104 0.435276509
3 1 1 0.027179179 1.104004769
4 4 3 0.064390864 2.381547853
5 12 8 0.132665913 4.369603144
6 24 12 0.239214675 6.819120751
7 33 9 0.380645954 9.051601893
8 40 7 0.54032859 10.21968871
9 48 8 0.693679729 9.814472903
10 54 6 0.818945601 8.017015784
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gllzgza Frec Acum Obs | Frec Obs Frec Acum Esp Frec Esp
11 59 5 0.905980165 5.570212091
12 62 3 0.957415106 3.291836241
13 63 1 0.983268886 1.654641903
14 64 1 0.994321846 0.707389444
15 64 0 0.998340764 0.257210752
16 64 0 0.999583563 0.079539124
17 64 0 0.999910404 0.020917842
18 64 0 0.999983501 0.004678201
19 64 0 0.999997403 0.000889707
20 64 0 0.999999651 0.00014388

Las frecuencias esperadas

esperado normal

x-N({L,=%,6,=

Las frecuencias esperadas de cada intervalo de clase se obtienen usando la

siguiente expresion

Sn—l)

fi=np(LimInf, < x < LimSup,)

en la tabla anterior se calculan usando un modelo

fi=n*[Distric.Norm.N(LimSup, %, S,_,) - Distric.Norm.N(LimInf, %, S,_,) ]

El histograma de frecuencias observadas contra esperadas se muestra a conti-

nuacion:

14
12

10

Histograma Observado contra Esperado

Ejercicio 5.23
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La comparacién visual entre ambos histogramas permite percibir claramente
qué tanto se aproximan, pero no hay un indicador que mida qué tanto se ajustan.

Para este ejemplo también se puede usar Minitab:

Histogram of Defectuosos
Normal

Mean  7.75
StDev 2.469
N 64

Frequency

8
Defectuosos

385
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5.4.2. Por comparacion de los valores observados contra
los esperados con cierta distribucion de probabilidad,
y utilizando un grafico de papel probabilistico

Este método es bastante antiguo y se aplicaba cuando no existian todavia las
computadoras personales. Consistia en vaciar los datos dados, ordenados de
menor a mayor, en un papel con una escala especial que representaba a la dis-
tribucidn de probabilidad que se suponia cumplian los datos. Asi, uno podia ir
a algunas papelerias especializadas y comprar el papel probabilistico normal,
o papel probabilistico exponencial, o de la distribuciéon de probabilidad que se
requeria. Actualmente es practicamente imposible conseguir este tipo de papel,
por lo que se utilizan las computadoras para graficarlo.

El principio basico del método del papel probabilistico es que al vaciar los datos
ordenados de menor a mayor en dicho papel, si los puntos caen sobre una
linea recta entonces se comportan como la funcién de probabilidad del papel
adquirido. Para aplicar este método se requiere completar una tabla en la que
en la primera columna se coloca un nimero consecutivo, empezando desde
uno hasta 7. En la segunda columna se coloca (j-0.5) /1, en donde j representa
al numero consecutivo situado a la izquierda. Estos valores obtenidos corres-
ponden a la frecuencia observada acumulada (probabilidad esperada desde el
punto de vista frecuentista o de Von Mises).

Al vaciar los datos de frecuencia observada contra frecuencia esperada, en el
papel probabilistico ya disefiado, los puntos deben caer sobre una linea recta
aproximadamente. Como ya no se reproducen estos papeles probabilisticos lo
que se hace es calcular el valor de x esperado, para una frecuencia acumulada
esperada dada por la expresién (j-0.5) /n; estos valores de x se obtienen como
la inversa de la funcién de probabilidad esperada y se colocan como una tercer
columna. Para ilustrar la aplicacién del método del papel probabilistico se resol-
veran los problemas 5.22 y 5.23 anteriormente definidos.

Para el problema 5.22 se conforma la tabla siguiente:

j (j-0.5)/n Observado Esperado
1 0.0125 195 126.341
2 0.0375 543 383.892
3 0.0625 573 648.222
4 0.0875 644 919.696
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j (j-0.5)/n Observado Esperado
5 0.1125 817 1198.71
6 0.1375 896 1485.7
7 0.1625 947 1781.13
8 0.1875 1482 2085.52
9 0.2125 1530 2399.42
10 0.2375 2407 2723.44
11 0.2625 2925 3058.27
12 0.2875 3229 3404.65
13 0.3125 3572 3763.4
14 0.3375 3703 4135.44
15 0.3625 3749 4521.8
16 0.3875 4860 4923.61
17 0.4125 5083 5342.17
18 0.4375 5403 5778.93
19 0.4625 5687 6235.55
20 0.4875 5927 6713.92
21 0.5125 6372 7216.23
22 0.5375 6813 7744.98
23 0.5625 6852 8303.12
24 0.5875 8157 8894.11
25 0.6125 9810 9522.06
26 0.6375 10306 10191.9
27 0.6625 10506 10909.6
28 0.6875 12770 11682.6
29 0.7125 12785 12520.1
30 0.7375 13780 13433.8
31 0.7625 14122 14439.1
32 0.7875 14263 15556.2
33 0.8125 15675 16813.3
34 0.8375 25858 18250.6
35 0.8625 27059 19928.5
36 0.8875 27090 21944
37 0.9125 28225 24468.2
38 0.9375 30807 27847.7
39 0.9625 31642 32978.4
40 0.9875 34694 44012.9
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La tercera columna son los valores observados ordenados de menor a mayor.
Para obtener la cuarta columna se calcula la inversa de la funcién de probabili-
dad exponencial (funcién de probabilidad supuesta), tomando como estimador
del pardmetro A =1/, el reciproco de la media aritmética de los datos dados,
es decir

F(x)=1-e™

Se_despeja_x

volr)

1
Valor_Esperado =X * Ln :
1-F(j-0.5%n)

Diagrama de Dispersion Observado contra Esperado
Ejercicio 5.22

50000

45000 y = 0.9349x + 566.69 o
40000 R2=0.9342
25000 p=0.96654
3000 e
25000 [ e S
000 e s
L5000 22
10000 _...I"".
5000 “,
o &
0

5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000

Nuevamente, en la ﬁgura anterior se observa que existe una inconsistencia en
los datos dados, no existen frecuencias observadas en los intervalos 8, 9 y 10
correspondientes al intervalo entre 17500 y 23750 horas. Si las lecturas fueron
bien tomadas, pues asi deben considerarse; sin embargo, esto puede estar refle-
jando que se revolvieron datos de una poblacion con datos de otra.
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Con respecto al ejercicio 5.23 se conforma la siguiente tabla:

j (j-0.5) /n Observado Esperado
1 0.007813 3 1.78
2 0.023438 4 2.84
3 0.039063 4 3.40
4 0.054688 4 3.80
5 0.070313 5 4.11
6 0.085938 5 4.38
7 0.101563 5 4.61
8 0.117188 5 4.81
9 0.132813 5 5.00
10 0.148438 5 5.17
11 0.164063 5 5.34
12 0.179688 5 5.49
13 0.195313 6 5.63
14 0.210938 6 5.77
15 0.226563 6 5.90
16 0.242188 6 6.02
17 0.257813 6 6.14
18 0.273438 6 6.26
19 0.289063 6 6.38
20 0.304688 6 6.49
21 0.320313 6 6.60
22 0.335938 6 6.70
23 0.351563 6 6.81
24 0.367188 6 6.91
25 0.382813 7 7.01
26 0.398438 7 7.11
27 0.414063 7 7.21
28 0.429688 7 7.31
29 0.445313 7 7.41
30 0.460938 7 7.51
31 0.476563 7 7.60
32 0.492188 7 7.70
33 0.507813 7 7.80
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j (j-0.5)/n Observado Esperado
34 0.523438 8 7.90
35 0.539063 8 7.99
36 0.554688 8 8.09
37 0.570313 8 8.19
38 0.585938 8 8.29
39 0.601563 8 8.39
40 0.617188 8 8.49
41 0.632813 9 8.59
42 0.648438 9 8.69
43 0.664063 9 8.80
44 0.679688 9 8.90
45 0.695313 9 9.01
46 0.710938 9 9.12
47 0.726563 9 9.24
48 0.742188 9 9.36
49 0.757813 10 9.48
50 0.773438 10 9.60
51 0.789063 10 9.73
52 0.804688 10 9.87
53 0.820313 10 10.01
54 0.835938 10 10.16
55 0.851563 11 10.33
56 0.867188 11 10.50
57 0.882813 11 10.69
58 0.898438 11 10.89
59 0.914063 11 11.12
60 0.929688 12 11.39
61 0.945313 12 11.70
62 0.960938 12 12.10
63 0.976563 13 12.66
64 0.992188 14 13.72

La tercera columna son los valores observados ordenados de menor a mayor.
Para obtener la cuarta columna se calcula la inversa de la funcién de probabi-
lidad normal (funcién de probabilidad supuesta), tomando como estimadores
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de la media y de la desviacion estandar a la media aritmética y a la desviacion
estandar de los datos dados, es decir

Valor_Esperado = INV. NORM(j - 0.5/ n,x%,S,_,)

Su diagrama de dispersion es

Diagrama de Dispersién Observado contra Esperado
Ejercicio 5.23
16
y =0.9808x + 0.1486
14 R? = 0.966 e
12 p=0.982853 .

10

Como se puede apreciar en el diagrama anterior, el ajuste de los datos a una
normal es bastante adecuado, su coeficiente de correlacién de 0.98 es cercano
a uno, por lo cual si se puede afirmar que los datos tienen distribucién normal.
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5.4.3. Prueba de bondad de ajuste x2 o prueba de Pearson

F1GURA 5.5. Karl Pearson (1857-1936)

Karl Pearson recuperado de:
https://es.wikipedia.org/wiki/Karl
Pearson

La prueba x> de Pearson es no paramétrica y mide la discrepancia entre una
frecuencia empirica u observada O;, y otra frecuencia tedrica E; (bondad de
ajuste), indicando en qué medida las diferencias existentes entre ambas, de
haberlas, se deben al azar en el contraste de hipdtesis. También se utiliza para
probar la independencia de dos variables entre si, mediante la presentacion de
los datos en tablas de contingencia.

La hipdtesis estadistica que se formula es que una frecuencia empirica (obser-
vada) O; se comporta como una frecuencia tedrica (esperada) E;, con cierta
distribucién de probabilidad conocida.
Pearson propuso el estadistico
i=n E -0 2
X2=). (T) (5.84)

i=1 i

Para el cual, suponiendo que la hipdtesis nula H; es cierta debe tomar valores
pequenos. Si al tomar una muestra su valor es grande, eso pone en evidencia
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que la hipotesis inicial es probablemente falsa. Para probar lo anterior, enuncio
y demostré un teorema al cual denominé Ley asintética para } , el cual demos-
tré que se comporta probabilisticamente como una funcién de probabilidad ji
cuadrada con m-p-h grados de libertad, es decir

Xo ~ Xm-p-h
Donde los grados de libertad k= m -p -h dependen de los siguientes factores:

i. El nimero de intervalos de clase m de la tabla de frecuencias.

ii. Elnutmero p de parametros requeridos para calcular las frecuencias E; (para
el caso de la exponencial negativa se requiere un solo parametro, por lo que
p=1 para el caso de la normal se requieren dos parametros; la media y la
desviacion estandar, por lo que p =2; para el caso de la hipergeométrica se
requieren tres parametros D, n y N, por lo que p =3).

iii. El nimero h de relaciones o condiciones impuestas a las E;. Por ejemplo, si

=m
Z E,;=n, entonces h=1.

i=1

Cuanto mayor sea el valor de x , menos verosimil es que la hipétesis nula (la
cual supone igualdad entre ambas distribuciones) sea correcta. De la misma
forma, cuanto més se aproxima a cero el valor de x 2, mds ajustadas estan ambas
distribuciones.

El criterio de decision es el siguiente, si
X0 > Xz, mp-n S€ rechaza la hipétesis nula.

SiXo<Xuz, m-p-h €Ntonces no se tiene suficiente evidencia estadistica para recha-
zar H, y debe aceptarse aunque no se esté de acuerdo en ello.

Una condicién necesaria para poder usar esta prueba de bondad de ajuste es
sobre la magnitud de las frecuencias esperadas. No hay un acuerdo entre los
expertos, los cuales sugieren que las frecuencias esperadas sean mayores a tres;
otros, a cuatro; y otros, a cinco. Esta condicion puede cumplirse Si se suman
algunos intervalos de clase de tal manera que cada frecuencia esperada sea
mayor al valor que se fije.
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Para ilustrar la aplicacion de esta prueba se resolveran los ejercicios 5.21, 5.22
y 5.23.

Con respecto al ejercicio 5.21, se conforma la siguiente tabla
i Oi Ei (Ei_oi)z/Ei
1 72 100 7.84
2 125 100 6.25
3 108 100 0.64
4 106 100 0.36
5 118 100 3.24
6 71 100 8.41
X2 = 26.74
XCoss= 11.07049769
Xors= 15.08627247
Notese que todas las frecuencias esperadas son mayores de cinco, por lo cual
es perfectamente factible aplicar la prueba de bondad de ajuste ji cuadrada. Se
puede apreciar que m =6 intervalos de clase; p=0, por lo que no se requiri6
estimar ningun parametro para obtener las frecuencias esperadas; y h=1 por-
que la tnica condicién es que la suma de las frecuencias esperadas fuera igual
a n=600; por lo que se toman k =m-p-h =5 grados de libertad y la prueba se
realiza a dos niveles de confianza, al 95% y al 99%. En ambos casos el estadistico
result6 ser mayor, por lo que se rechaza contundentemente la hipétesis nula de
que el lanzamiento del dado presenta distribucion uniforme, lo que implica que
el dado no es homogéneo.
Con respecto al ejercicio 5.22
No.| Lim InfInt Lim Sup Int Marca Clase Frec Obs Frec Esp
1 0 2500 1250 10 8.81387
2 2500 5000 3750 6.87176
3 5000 7500 6250 5.35759
4 7500 10000 8750 4.17706
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No.| Lim InfInt Lim Sup Int Marca Clase Frec Obs Frec Esp
5 10000 12500 11250 2 3.25666
6 12500 15000 13750 5 2.53907
7 15000 17500 16250 1 1.97959
8 17500 20000 18750 0 1.54339
9 20000 22500 21250 0 1.20331

10 22500 25000 23750 0 0.93817
11 25000 27500 26250 3 0.73144
12 27500 30000 28750 1 0.57027
13 30000 32500 31250 2 0.44462
14 32500 35000 33750 1 0.34665

Notese que en la tabla de frecuencias anterior existen frecuencias esperadas que
no cumplen la condicién inicial, por lo que se agrupan los intervalos de clase de
la siguiente forma:

i. Seagrupan los intervalos cinco y seis en un solo intervalo, sumando sus fre-
cuencias observadas por un lado Os;+ Og=2+5=7 y sus frecuencias espe-
radas por otro, E; + E¢=3.25666 + 2.53907 = 5.79573;

ii. Seagrupan los intervalos de clase del 7 al 14 en un solo intervalo, sumando
sus frecuencias observadas por un lado O;+Og+0Oy+0,+0,;+O, +
O3+ 0,,=8 y sus frecuencias esperadas por otro, E;+Eg+Eq+E;(+E,;
+E,+E;3+E 4=7.75744, por lo que queda la siguiente tabla ya resumida:

No. Lim Inf Int | Lim Sup Int O; E; (E-0,)*/E;
1 0 2500 10 8.81387 0.159623908
2 2500 5000 6 6.87176 0.110592555
3 5000 7500 7 5.35759 0.503493289
4 7500 10000 2 4.17706 1.134671334
5 10000 15000 7 5.79573 0.250230123
6 15000 35000 8 7.75744 0.007584378

X2 = 2.166195587
XCo55= 9487729037

X%).Ol,sz 13.27670414
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Noétese que todas las frecuencias esperadas son mayores de cuatro, por lo cual
es perfectamente factible aplicar la prueba de bondad de ajuste ji cuadrada. Se
puede apreciar que m =6 intervalos de clase, p=1, ya que se requirié estimar
el parametro | para obtener las frecuencias esperadas, y h =1, porque la tnica
condicion es que la suma de las frecuencias esperadas fuera igual a n =40, por
lo que se toman k=m-p-h=4 grados de libertad y la prueba se realiza a dos
niveles de confianza al 95% y al 99%. En ambos casos el estadistico result6 ser
menor, por lo que se puede suponer que la distribuciéon de los datos obedece a
un modelo exponencial negativo.

Para el ejemplo 5.23, la tabla de frecuencias es

Marca Clase | Frec Acum Obs | Observada | Frec Acum Esp Esperada
0 0 0 0.000847 0.05
1 0 0 0.003128 0.15
2 0 0 0.009929 0.44
3 1 1 0.027179 1.10
4 4 3 0.064391 2.38
5 12 8 0.132666 4.37
6 24 12 0.239215 6.82
7 33 9 0.380646 9.05
8 40 7 0.540329 10.22
9 48 8 0.693680 9.81
10 54 6 0.818946 8.02
11 59 5 0.905980 5.57
12 62 3 0.957415 3.29
13 63 1 0.983269 1.65
14 64 1 0.994322 0.71
15 64 0 0.998341 0.26
16 64 0 0.999584 0.08
17 64 0 0.999910 0.02
18 64 0 0.999984 0.00
19 64 0 0.999997 0.00

20 64 0 1.000000 0.00
Suma= 64 64.00
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Noétese que en la tabla de frecuencias anterior, existen algunas esperadas que

no cumplen la condicion inicial, por lo que se agrupan los intervalos de clase,

sumando sus frecuencias observadas por un lado y las esperadas por otro, por
lo que queda la siguiente tabla ya resumida:

No. Intervalo o; E, (E-0,)*/E;
1 0-4 4 4.12 0.0035537
2 5 8 4.37 3.0162422
3 6 12 6.82 3.9362127
4 7 9 9.05 0.0002942
5 8 7 10.22 1.0143553
6 9 8 9.81 0.3354548
7 10 6 8.02 0.5074647
8 11 5 5.57 0.0583715
9 12-20 5 6.02 0.1719709

X; = 2.0879115

Xoos = 12.591587

X%).m,s =16.811894

Notese que todas las frecuencias esperadas son mayores de cuatro, por lo cual

es perfectamente factible aplicar la prueba de bondad de ajuste ji cuadrada. Se

puede apreciar que m =9 intervalos de clase, p =2, ya que se requiri6 estimar la

media y la desviacion estandar para obtener las frecuencias esperadas, y h=1,

porque la unica condicién es que la suma de las frecuencias esperadas fuera
igual a n =64, por lo que se toman k = m-p-h =6 grados de libertad y la prueba
se realiza a dos niveles de confianza al 95% y al 99%. En ambos casos el estadis-

tico resulto ser menor, por lo que se puede suponer que la distribucion de los

datos obedece a una funcién de probabilidad normal.
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La prueba de Kolmogorov-Smirnov (también conocida como prueba K-S) es
una prueba no paramétrica que determina la bondad de ajuste de una distri-
bucién de frecuencias empirica (observada) a una distribucion de probabili-
dad tedrica (esperada). Lleva ese nombre debido a las contribuciones de dos
excelentes matematicos rusos Andréi Nikolaevich Kolmogérov(1903-1987) y
Nikolai Vasilyevich Smirnov (1900-1966).

La prueba de Kolmogorov-Smirnov es mas sensible a los valores cercanos a la
mediana que a los extremos de la distribucion.

Para una demostracion de la prueba puede consultar el libro de Jean Dickinson
Gibbons y Subhabrata Chakraborti, Nonparametric Statistical Inference, CRC
Press, Fith Edition, section 4.3, pag 108-125.

La prueba de hipdtesis a aplicar establece lo siguiente:
Hy:F(x)=F, (x)
H,:F(x)#F, (x)

Donde F,(x) es la funcion de probabilidad acumulada esperada que se supone
cumple una poblacién y S,(x); una distribucién de frecuencias observadas a
partir de los datos de una muestra aleatoria {x,, x,, x5, --*, x,,}, ordenada de
menor a mayor, es decir, x; representa al valor minimo de la muestra y x,, al
valor maximo de la muestra. Sea Fy(x) = p(X<x) la proporcién de casos espe-
rados que tienen puntajes menores o iguales que x. Sea S, (x) = k/n la funcién
de frecuencia acumulativa observada de la muestra tomada aleatoriamente de n
observaciones, donde k es el nimero de observaciones menor o igual a x. Con-
forme a la hipétesis nula H, se espera que la diferencia entre S,(x) y Fy(x) sea
lo mas pequefia posible y que la diferencia entre ellas se deba exclusivamente
al error aleatorio. Kolmogorov y Smirnov hicieron el analisis matematico de la
distribucién de probabilidad que presenta el estadistico D, de maxima desvia-
cién entre Fy(x) y S,(x), a través del siguiente algoritmo:

D, = max {D*n, D;}
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Donde

D = max [ II—;— Fo(xk)]

D, = max g max [Fo(xk) - k—(;l] o%

La funcién de probabilidad de D, , conforme a H,, fue deducida por Smirnovy
se encuentra tabulada en la figura 5.6.

Los pasos para aplicar la prueba D de Kolmogérov-Smirnov son:

1. Seordenan los datos de la muestra observada ordenados de menor a mayor.

2. Se calcula la frecuencia observada acumulada de cada dato de la muestra,
ordenado de menor a mayor, S,,(x) = k/n, donde k es el niumero de obser-

vaciones menor o igual a x.

3. Se determina la probabilidad acumulada F,(x < x;) usando el modelo teé-
rico que se supone cumple la poblacion a partir de la hipétesis nula.

4. Se calcula D, usando el siguiente algoritmo
D, = max {D;, D’n}

Donde

Dt = max [ II—;— Fo(xk)]

D, = max g max [Fo(xk) - k—(;l] o%

5. Seobtienen D, , a=0.05, 0.01 usando la tabla mostrada en la figura 5.6.

6. Se comparan los valores anteriores con D,, y se toma la decision sobre H,.
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D,>D, 05>D, 001 Se_rechaza_H,
D,>D, 05> D001 Se_acepta_H,
D, o0s>D,>D, 0 Se_toma_muestra_mds_grande (5.89)
O también

p(D,>D,,) <a a=0.05,0.01
p (D,1 > Dm) >a a=0.05, 0.01
0.05>p(D,>D,,) >0.01

Se_rechaza_H,
Se_acepta_H,
Se_toma_muestra_mds_grande

Cabe senalar que cuando las muestras son pequenas y por consiguiente, los
intervalos de clase deben agruparse antes de que x* pueda calcularse apropia-
damente, la prueba x? es definitivamente menos poderosa que la prueba de Kol-
mogoérov-Smirnov. Ademds, para muestras muy pequefias, la prueba x* no es
aplicable en modo alguno, en cambio, la prueba de Kolmogérov-Smirnov silo es.

F1GURA 5.7 Tabla de valores criticos de D en la prueba K-S

para bondad de ajuste de una muestra

Nivel de Significancia para D=maximo | Fy(x)-S,(x) |
n 0.2 0.15 0.1 0.05 0.01
1 0.900 0.925 0.950 0.975 0.995
2 0.684 0.726 0.776 0.842 0.929
3 0.565 0.597 0.642 0.708 0.828
4 0.494 0.525 0.564 0.624 0.733
S 0.446 0.474 0.510 0.565 0.669
6 0.410 0.436 0.470 0.521 0.618
7 0.381 0.405 0.438 0.486 0.577
8 0.358 0.381 0.411 0.457 0.543
9 0.339 0.360 0.388 0.432 0.514
10 0.322 0.342 0.368 0.410 0.490
11 0.307 0.326 0.352 0.391 0.468
12 0.295 0.313 0.338 0.375 0.450
13 0.284 0.302 0.325 0.361 0.433
14 0.274 0.292 0.314 0.349 0.418
15 0.266 0.283 0.304 0.338 0.404
16 0.258 0.274 0.295 0.328 0.392
17 0.250 0.266 0.286 0.318 0.381
18 0.244 0.259 0.278 0.309 0.371
19 0.237 0.252 0.272 0.301 0.363
20 0.231 0.246 0.264 0.294 0.356
25 0.210 0.220 0.240 0.270 0.320
30 0.190 0.200 0.220 0.240 0.290
35 0.180 0.190 0.210 0.230 0.270

1.07 1.14 1.22 1.36 1.63

N S Jn Jn Jn i

Fuente: Massey, F. J., Jr. 1951. J. Amer. Statistic. Ass., 46, 70.
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Para el ejercicio 5.21, la tabla de frecuencias acumuladas se muestra a

continuacion:
Cara |Frecuencia| Frec Obs Sn(x) Frecuencia Frec Esp Fo(x) Sn(x)-Fo(x) | Sn(x-€)-Fo(x)| | Sn(x)-Fo(x)| | | Sn(x-€)-Fo(x) |
Observada [ Acum Esperada Acum
1 72 72 0.1200 100 100 0.1667 -0.0467 | -0.0483333] __ 0.046667 0.048333
2 125 197 0.3283 100 200 0.3333 -0.0050 | -0.0066667] _ 0.005000 0.006667
3 108 305 0.5083 100 300 0.5000 0.0083 0.00666667 0.008333 0.006667
4 106 411 0.6850 100 400 0.6667 0.0183 | 0.01666667| _ 0.018333 0.016667
5 118 529 0.8817 100 500 0.8333 0.0483 | 0.04666667|  0.048333 0.046667
6 71 600 1.0000 100 600 1.0000 0.0000 | -0.0016667] _ 0.000000 0.001667
600 600 Di= 0.048333
D, = 0.048333
De00,0.05= 0.05552177 Dn= 0.048333
DGOO,O.OI: 0.06654447
Noétese que en ambos casos D< D, , al 95% y al 99% de nivel de confianza, por
lo que no existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la hipétesis nula y
debe aceptarse que los datos del dado presentan distribucion uniforme discreta
entre uno y seis. En este ejercicio nétese que todas las frecuencias son mayores
de cinco por lo que resulta més poderosa la prueba x* que la K-S.
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Para el ejercicio 5.22, la tabla de frecuencias acumuladas se muestra a continua-

cién:

No. tiempo rep Sn(x) Fo(x) Sn(x)-Fo(x) Sn(x-e)-Fo(x) | Sn(x)-Fo(x)| | |Sn(x-€)-Fo(x)|
1 195 0.025 0.019227 0.005773 -0.019227 0.005773 0.019227
2 543 0.05 0.052627 -0.002627 -0.027627 0.002627 0.027627
3 573 0.075 0.055452 0.019548 -0.005452 0.019548 0.005452
4 644 0.1 0.062106 0.037894 0.012894 0.037894 0.012894
5 817 0.125 0.078122 0.046878 0.021878 0.046878 0.021878
6 896 0.15 0.085345 0.064655 0.039655 0.064655 0.039655
7 947 0.175 0.089977 0.085023 0.060023 0.085023 0.060023
8 1482 0.2 0.137182 0.062818 0.037818 0.062818 0.037818
9 1530 0.225 0.141296 0.083704 0.058704 0.083704 0.058704
10 2407 0.25 0.213094 0.036906 0.011906 0.036906 0.011906
11 2925 0.275 0.252649 0.022351 -0.002649 0.022351 0.002649
12 3229 0.3 0.274930 0.025070 0.000070 0.025070 0.000070
13 3572 0.325 0.299273 0.025727 0.000727 0.025727 0.000727
14 3703 0.35 0.308353 0.041647 0.016647 0.041647 0.016647
15 3749 0.375 0.311513 0.063487 0.038487 0.063487 0.038487
16 4860 0.4 0.383609 0.016391 -0.008609 0.016391 0.008609
17 5083 0.425 0.397143 0.027857 0.002857 0.027857 0.002857
18 5403 0.45 0.416048 0.033952 0.008952 0.033952 0.008952
19 5687 0.475 0.432328 0.042672 0.017672 0.042672 0.017672
20 5927 0.5 0.445732 0.054268 0.029268 0.054268 0.029268
21 6372 0.525 0.469753 0.055247 0.030247 0.055247 0.030247
22 6813 0.55 0.492531 0.057469 0.032469 0.057469 0.032469
23 6852 0.575 0.494497 0.080503 0.055503 0.080503 0.055503
24 8157 0.6 0.556089 0.043911 0.018911 0.043911 0.018911
25 9810 0.625 0.623451 0.001549 -0.023451 0.001549 0.023451
26 10306 0.65 0.641595 0.008405 -0.016595 0.008405 0.016595
27 10506 0.675 0.648661 0.026339 0.001339 0.026339 0.001339
28 12770 0.7 0.719565 -0.019565 -0.044565 0.019565 0.044565
29 12785 0.725 0.719983 0.005017 -0.019983 0.005017 0.019983
30 13780 0.75 0.746393 0.003607 -0.021393 0.003607 0.021393
31 14122 0.775 0.754883 0.020117 -0.004883 0.020117 0.004883
32 14263 0.8 0.758300 0.041700 0.016700 0.041700 0.016700
33 15675 0.825 0.789999 0.035001 0.010001 0.035001 0.010001
34 25858 0.85 0.923807 -0.073807 -0.098807 0.073807 0.098807
35 27059 0.875 0.932394 -0.057394 -0.082394 0.057394 0.082394
36 27090 0.9 0.932602 -0.032602 -0.057602 0.032602 0.057602
37 28225 0.925 0.939804 -0.014804 -0.039804 0.014804 0.039804
38 30807 0.95 0.953450 -0.003450 -0.028450 0.003450 0.028450
39 31642 0.975 0.957163 0.017837 -0.007163 0.017837 0.007163
40 34694 1 0.968388 0.031612 0.006612 0.031612 0.006612

D, = 0.085023
D, = 0.098807
Da0,0.05= 0.215035 Dn= 0.098807
Dao,0.01= 0.257726
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Noétese que en ambos casos D< D, , al 95% y al 99% de nivel de confianza, por

lo que no existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la hipétesis nula y

debe aceptarse que los datos del dado presentan distribucion exponencial.

Para el ejercicio 5.23, la tabla de frecuencias acumuladas se muestra a continuacién:

j| Def| S,() Fy(x) | S,(x)-Fo(x) | S,(x-€)-Fy(x) | |S,(x)-Fy(x)| | |S,(x-€)-Fy(x)|
1 3 0.02 0.027179 -0.011554 -0.027179 0.011554 0.027179
2 4 0.03 0.064391 -0.033141 -0.048766 0.033141 0.048766
3 4 0.05 0.064391 -0.017516 -0.033141 0.017516 0.033141
4 4 0.06 0.064391 -0.001891 -0.017516 0.001891 0.017516
5 5 0.08 0.132666 -0.054541 -0.070166 0.054541 0.070166
6 5 0.09 0.132666 -0.038916 -0.054541 0.038916 0.054541
7 5 0.11 0.132666 -0.023291 -0.038916 0.023291 0.038916
8 5 0.13 0.132666 -0.007666 -0.023291 0.007666 0.023291
9 5 0.14 0.132666 0.007959 -0.007666 0.007959 0.007666
10 5 0.16 0.132666 0.023584 0.007959 0.023584 0.007959
11 5 0.17 0.132666 0.039209 0.023584 0.039209 0.023584
12 5 0.19 0.132666 0.054834 0.039209 0.054834 0.039209
13 6 0.20 0.239215 -0.036090 -0.051715 0.036090 0.051715
14 6 0.22 0.239215 -0.020465 -0.036090 0.020465 0.036090
15 6 0.23 0.239215 -0.004840 -0.020465 0.004840 0.020465
16 6 0.25 0.239215 0.010785 -0.004840 0.010785 0.004840
17 6 0.27 0.239215 0.026410 0.010785 0.026410 0.010785
18 6 0.28 0.239215 0.042035 0.026410 0.042035 0.026410
19 6 0.30 0.239215 0.057660 0.042035 0.057660 0.042035
20 6 0.31 0.239215 0.073285 0.057660 0.073285 0.057660
21 6 0.33 0.239215 0.088910 0.073285 0.088910 0.073285
22 6 0.34 0.239215 0.104535 0.088910 0.104535 0.088910
23 6 0.36 0.239215 0.120160 0.104535 0.120160 0.104535
24 6 0.38 0.239215 0.135785 0.120160 0.135785 0.120160
25 7 0.39 0.380646 0.009979 -0.005646 0.009979 0.005646
26 7 0.41 0.380646 0.025604 0.009979 0.025604 0.009979
27 7 0.42 0.380646 0.041229 0.025604 0.041229 0.025604
28 7 0.44 0.380646 0.056854 0.041229 0.056854 0.041229
29 7 0.45 0.380646 0.072479 0.056854 0.072479 0.056854
30 7 0.47 0.380646 0.088104 0.072479 0.088104 0.072479
31 7 0.48 0.380646 0.103729 0.088104 0.103729 0.088104
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Dyo001 = 0.203750

i| Def| S,(x) Fo(x) | S,(x)-Fo(x) | S,(x-e)-Fy(x) | [S,(x)-Fy(x)| | |S,(x-e)-Fy(x)|
32 7| 050| 0.380646|  0.119354 0.103729 0.119354 0.103729
33 7| 052| 0.380646|  0.134979 0.119354 0.134979 0.119354
34 8| 053] 0.540329| -0.009079 -0.024704 0.009079 0.024704
35 8| 0.55| 0.540329|  0.006546 -0.009079 0.006546 0.009079
36 8| 056| 0540329 0.022171 0.006546 0.022171 0.006546
37 8| 0.58| 0.540329|  0.037796 0.022171 0.037796 0.022171
38 8| 059| 0540329  0.053421 0.037796 0.053421 0.037796
39 8| 0.61| 0.540329|  0.069046 0.053421 0.069046 0.053421
40 8| 063| 0540329  0.084671 0.069046 0.084671 0.069046
41 9| 064 0.693680| -0.053055 -0.068680 0.053055 0.068680
42 9| 066 0693680 -0.037430 -0.053055 0.037430 0.053055
43 9| 067 0693680 -0.021805 -0.037430 0.021805 0.037430
44 9| 069 0693680 -0.006180 -0.021805 0.006180 0.021805
45 9| 070 0.693680|  0.009445 -0.006180 0.009445 0.006180
46 9| 072 0.693680|  0.025070 0.009445 0.025070 0.009445
47 9| 073| 0693680  0.040695 0.025070 0.040695 0.025070
48 9| 0.75| 0.693680|  0.056320 0.040695 0.056320 0.040695
49| 10| 0.77| 0818946 | -0.053321 -0.068946 0.053321 0.068946
50| 10| 0.78| 0.818946 | -0.037696 -0.053321 0.037696 0.053321
51| 10| 0.80| 0.818946| -0.022071 -0.037696 0.022071 0.037696
52| 10| 0.81| 0.818946| -0.006446 -0.022071 0.006446 0.022071
53| 10| 083 0.818946|  0.009179 -0.006446 0.009179 0.006446
54 10| 084 0.818946|  0.024804 0.009179 0.024804 0.009179
550 11| 0.86| 0.905980 | -0.046605 -0.062230 0.046605 0.062230
56| 11| 088 0.905980| -0.030980 -0.046605 0.030980 0.046605
570 11| 089| 0905980 | -0.015355 -0.030980 0.015355 0.030980
58| 11| 091 0.905980|  0.000270 -0.015355 0.000270 0.015355
59 11| 092| 0905980 |  0.015895 0.000270 0.015895 0.000270
60| 12| 094| 0957415| -0.019915 -0.035540 0.019915 0.035540
61| 12| 095| 0.957415| -0.004290 -0.019915 0.004290 0.019915
62| 12| 097| 0957415| 0.011335 -0.004290 0.011335 0.004290
63| 13| 098 0983269| 0.001106 -0.014519 0.001106 0.014519
64| 14| 1.00| 0994322  0.005678 -0.009947 0.005678 0.009947
D* =0.135785
D;,=0.120160
D005 =0.170000 D, =0.135785
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Noétese que en ambos casos D< D, , al 95% y al 99% de nivel de confianza, por
lo que no existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la hipétesis nula y
debe aceptarse que los datos del numero de defectuosos en la muestra presentan
distribucién normal.

Lo valioso de los tres métodos anteriores que se han visto para probar la bondad
de ajuste entre una distribucién empirica de datos y un modelo probabilistico
particular es que los tres, aunque antiguos, son aplicables a cualquier modelo
probabilistico; por ejemplo, el ejercicio 5.21 tratd el caso de una funcién de pro-
babilidad uniforme discreta, el ejercicio 5.22 abordo el caso de una distribucion
exponencial negativa que es un modelo continuo, y el ejercicio 5.23 trat6 el caso
de un modelo normal.

En el subtema que sigue se abordaran pruebas de bondad de ajuste exclusiva-
mente para la distribucién normal.
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5.4.5. Pruebas de hipdtesis de normalidad de un conjunto de datos
o pruebas de bondad de ajuste a una curva normal

Una parte considerable de las aplicaciones que se han desarrollado de la proba-
bilidad y la estadistica, se basa en el supuesto de normalidad de los datos. Por
ello, numerosos investigadores se han dedicado a analizar métodos especificos
para probar la hipétesis de normalidad de un conjunto de datos.

Para probar la bondad de ajuste de un conjunto de datos a un modelo de proba-
bilidad normal se citan una gran cantidad de pruebas:

Prueba de Anderson-Darling (A-D).
Prueba de Cramer-von Mises (CVM).
Prueba de Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov).
Prueba 2 de Pearson.
Prueba de Shapiro-Wilk (S-W) o su similar Ryan-Joyner (R-]).
Prueba de Shapiro-Francia (S-F).
Prueba de Jarque-Bera (J-B).
Prueba de Frosini.
Prueba de Geary.

. Prueba de Hegazy-Green.

. Prueba de Curtosis.

. Prueba de Asimetria.

. Prueba de Spiegelhalter.

. Prueba de Weisberg-Bingham (W-B).

. Prueba de Agostino-Shapiro (A-S).

¥ XN

—
_ O

—_— = =
g W N

Prueba de Normalidad de Anderson Darling (A-D)

Es una prueba no paramétrica sobre si los datos de una muestra provienen de
una distribucién normal. El estadistico de prueba que se usa tiene la siguiente
expresion:

A=-n -if[zi-l] [1n(p (i) + 1n(i-p(n-i+1))] (5.90)

M1
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Donde
. x(i ) -X A oA
p(i) =0 | | X2 0 (x) - N (=% 6,=5,.)
n-1
Donde el valor de p (p-value) se obtiene al calcular la probabilidad
peplzea <1+0.75 2.25 )
= s — + —
n n? ( 5.91 )
A continuacidn, se usara Minitab y R para resolver el ejercicio 5.23, usando la
prueba de Anderson-Darling.
Con Minitab
1. Se capturan los datos dados en la columna C1 de Minitab o se migran direc-
tamente de Excel.
2. Sedaclick en el ment Stat, luego en el subment Basic Statistics, después en
Normality Test, como se muestra en la figura 5.8.
1 Minitab - Untitled
i File Fdit Data Calc| Stat Graph  Fditor Toolk Window Help  Assictant
:H -li iRt 7‘1 “¢ Display Descriptive Statistics...
f Regressi bR Sture Descriptive Statistics...
3 — | ANOVA »| 22 Graphical Summary...
& Sessior il g ®w 1-sampleZ..
Lontrol Charts » ull I-sampiet..
16701 | Sokty Took *(nd 2samplet.
Reliability/Survival ~ »| - i
Welcome to Minitab, Multivariate b ¥ Dairedt.
Histogram of Frec| ~ T'me3ercs (7 Preeceton.,
S v H 2Preportions...
o . Nonparametrics »| & 1-Sample Poisson Rate...
Distribution Plot ErieTen +| A 2-Sample Pojsson Rate..
. Powier and Sample Sizek | 52 1 Variance...
Flgura 5.8. Probability Plot of Frec Obs ¥, 2Vanances.
| f11]  Correlation...
Iki‘] Covariance...
V-8 Jest...
e :
| Normality Test
B] Detomine whether your dotofollowa |
| normal distribution. Use when you [l
have continuous measurements, such
< | & length or weight.
" Worksheet 1~
+ | cl c? c3 c4 s Ch c7 Cca
Defectuosos
1 [ 3
- 4
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3. Aparece la siguiente pantalla, en la cual se indica la variable a analizar, se
selecciona Anderson-Darling y se coloca el titulo de la prueba.

Normality Test X

Variable: | pefectuosos

Percentile Lines
+ MNone
" AtY values: |

Figura 5.9.

" Atdata values: |

Tests for Normality
+ Anderson-Darling
™ Ryan-Joiner (Similar to Shapiro-Wilk)

™ Kolmogorov-Smirnov

Title: | Prueba de Normalidad de Anderson-Darling
Help 0K | Cancel |

4. Se obtiene la respuesta graficamente, la cual se muestra en la figura 5.10.

Prueba de Normalidad de Anderson Darling

Normal

99.9

Mean 775

StDev 2469

e N 64

AD 0913

95 P-Value 0.019
90
Figura 5.10. 80
4‘-:' 70
g %
T 40

o

0 2 4 6 8 10 2 14 16
Defectuosos

De acuerdo con esta prueba A-D, el valor de p (p-value en la figura 5.10) es
menor a 0.05 pero no es menor para 0.01, por lo que para 0.05 se debe recha-
zar H, pero para 0.01 no se puede rechazar la hipétesis nula de que los datos
dados presentan una distribucion normal. Dado que se cae en zona de duda es
conveniente tomar una muestra mayor para que el resultado sea mas verosimil.
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ConR
Se teclean las siguientes lineas:

> library(nortest);

> def<-c(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,
6,11,6,10,7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);
> ad.test(def);

Anderson-Darling normality test

data: def
A=0.91347, p-value=0.01889

De acuerdo con esta prueba A-D en R, el valor de p es menor a 0.05 pero no es
menor para 0.01, por lo que para 0.05 se debe rechazar H,, pero para 0.01 no
se puede rechazar la hipétesis nula de que los datos dados presentan una dis-
tribucién normal. Dado que se cae en zona de duda es conveniente tomar una
muestra mayor para que el resultado sea mas verosimil.

Prueba de Normalidad de Cramér-von Mises (CVM)

El criterio lleva los apellidos de Harald Cramér (1893-1985), matematico sueco
que fue profesor y rector de la Universidad de Estocolmo, y Richard Edler von
Mises (1883-1953), fisico austrohtngaro y profesor de las universidades de Ber-
lin y Harvard, ambos fueron los primeros en exponerlo entre 1928 y1930. Es
una prueba muy util para pequenias muestras y usa los momentos como criterio.

El estadistico de prueba que se usa en CVM tiene la siguiente expresion:

i=n

e Lo

Donde (5.92)
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Donde el valor de p(p-value) se obtiene al calcular la probabilidad

p=p(z£w<1+%)]
n (5.93)

A continuacion, se usara R para resolver el ejercicio 5.23, usando la prueba de
Cramér-Von Mises (Minitab no la tiene habilitada).

> library(nortest);

> def<-c(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,
6,11,6,10,7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);
> cvm.test(def);

Cramer-von Mises normality test

data: def
W=0.1602, p-value=0.01686

De acuerdo con esta prueba CVM, el valor de p es menor a 0.05 pero no es
menor para 0.01, por lo que para 0.05 se debe rechazar H,, pero para 0.01 no
se puede rechazar la hipétesis nula de que los datos dados presentan una dis-
tribucién normal. Dado que se cae en zona de duda es conveniente tomar una
muestra mayor para que el resultado sea mas verosimil.

Prueba de Normalidad de Lilliefors

La prueba de Lilliefors debe su nombre a Hubert Lilliefors Whitman (1928-
2008) un estadistico estadounidense, profesor en la Universidad George Was-
hington de EUA. Esta prueba se basa en la prueba D de Kolmogérov-Smirnov
aplicada para probar la normalidad de un conjunto de datos de una muestra.

La prueba de Lilliefors procede de la siguiente manera:

i. Estimar la media de la poblacion y la varianza de la poblacién con base en
los datos empiricos dados.
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ii. Obtener la Dn maxima entre la funcién de distribucién empirica S,(x) y la
funcion de distribucion acumulativa Fy(x) de la distribuciéon normal con la
media estimada y la varianza estimada. Al igual que en la prueba de Kolmo-
gorov-Smirnov, esta sera la estadistica de prueba.

iii. Evaluar si la discrepancia maxima es lo suficientemente grande como para
ser estadisticamente significativa, lo que requiere el rechazo de la hipotesis
nula. El profesor Lilliefors fue el primero en calcular las tablas para esta dis-
tribucion, usando una computadora a través de la generacién de numeros
aleatorios usando los métodos Monte Carlo.

A continuacién, se usara Minitab y R para resolver el ejercicio 5.23, usando la
prueba de Lilliefors.

Con Minitab, se sigue el mismo camino que se aplicé para la prueba de Ander-
son-Darling, utilizando la prueba sefialada como K-S, obteniéndose la grafica
de la figura 5.11.

Prueba de Normalidad de Lilliefors
Normal

Mean 775
StDev 2469
N 64
KS 0.136
P-Value <0.010

FiGura 5.11.

Percent
“n
3

Defectuosos

De acuerdo con el valor de p (p-value en la figura 5.11) se debe rechazar la hipo-
tesis nula de que los datos dados presentan una distribuciéon normal.

ConR

Se teclean las siguientes lineas (de una vez se realizan todas las pruebas de nor-
malidad que trae incluidas R:
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> library(nortest);

> def<-c(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,
6,11,6,10,7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);
> lillie.test(def);

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: def
D =0.13579, p-value = 0.005072

De acuerdo con esta prueba de Lilliefors, el valor de p es menor a 0.05 y menor
a0.01, por lo que se debe rechazar H,, es decir los datos dados no presentan una
distribucién normal.

Prueba de Normalidad x* de Pearson

Esta prueba ya fue analizada en el subtema 5.4.3, por lo cual sélo se resolvera
el ejercicio 5.23 utilizando R. Esta basada en una distribucion ji cuadrada y
corresponde con una prueba de bondad de ajuste.

> library(nortest);

> def<-¢(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,
6,11,6,10,7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);

> pearson.test(def);

Pearson chi-square normality test

data: def
P =32.938, p-value=6.321e-05

De acuerdo con esta prueba x? el valor de p es menor a 0.05 y menor a 0.01,
por lo que se debe rechazar contundentemente H), es decir, los datos dados no
presentan una distribucién normal.
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Prueba de Shapiro-Wilk (o su similar Ryan-Joyner)

Esta prueba fue publicada en 1965 por Samuel Shapiro (1930 - ), profesor emé-
rito de estadistica en la Universidad Internacional de Florida y Martin Bradbury
Wilk (1922 - 2013), estadistico canadiense. Es mas poderosa al compararse con
otras pruebas de normalidad cuando la muestra es pequena.

La hipdtesis nula es que un conjunto de datos de una muestra aleatoria proviene
de una poblaciéon normalmente distribuida con media y varianza desconocidas.

El estadistico de prueba w se define a través de la siguiente expresion:

(a0 5()

(5.94)

=1

Las variables ai son las componentes de un vector con la siguiente expresion

vectorial
a= (a a a ) _V
=\ap ay = e re = -
" mTV-m (5.95)
Donde
m = (ml, mz, 5 I’I’ln)
= 2 2
011 012 O
2 2 2
— | 021 03 0% (5.96)
V— 2.70
2 2 2
Gn,l Gn,Z On,n

Cada mi del vector m representa el valor medio del estadistico ordenado, de
variables aleatorias estadisticamente independientes e idénticamente distribui-
das normales y Ves la matriz de covarianzas de ese estadistico de orden.

413
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Si el valor de p (p-value) es menor a a entonces Hj es rechazada, es decir, se
concluye que los datos no provienen de una distribucién normal. Si el valor de
p (p-value) es mayor a a, se concluye que no se puede rechazar H,,.

La prueba de Ryan-Joiner opera de forma similar a la de Shapiro-Wilk.

A continuacion, se emplea el método de Ryan-Joiner cuyo algoritmo esta habi-
litado por el software Minitab, obteniéndose la grafica de la figura 5.12.

Prueba de Normalidad de Ryan-Joiner
Normal

Mean 7.75
StDev 2469
N 64
RJ 0.992
P-Value >0.100

FIGURA 5.12

Percent
"
B

Defectuosos

De acuerdo con esta prueba R-]J, el valor de p(p-value en la figura 5.12) es mayor
a 0.05 y mayor a 0.01, por lo que no se puede rechazar la hipétesis nula de que
los datos dados presentan una distribucion normal.

ConR

> library(nortest);

> def<-c(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,6,11,6,
10,7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);

> shapiro.test(def);

Shapiro-Wilk normality test

data: def
W =0.96398, p-value = 0.05867
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De acuerdo con esta prueba S-W, el valor de p (p-value) es mayor a 0.05 y mayor
a0.01, por lo que no se puede rechazar la hipétesis nula de que los datos dados
presentan una distribucién normal.

Prueba de Normalidad de Shapiro-Francia

Esta prueba fue creada por S.S. Shapiro y R. S. Francia en 1972 como una forma
de simplificar la prueba de Shapiro-Wilk.

El estadistico de prueba que usa tiene la siguiente expresion:

cov(x, m) ,_Zl_: (x(i)—%) (m,- _m) (5.97)

= e Ee)

Bajo la hipdtesis nula los datos presentan una distribucién normal.

Esta prueba comparada con la de Shapiro-Wilk es mas facil de aplicar computa-
cionalmente porque no requiere invertir la matriz de covarianzas.

A continuacion, se usara R para resolver el ejercicio 5.23, usando la prueba de
Shapiro-Francia (Minitab no la tiene integrada).

> library(nortest);

> def<-¢(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,
6,11,6,10,7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);
> sf.test(def);

Shapiro-Francia normality test

data: def
W=0.96687, p-value=0.07727

De acuerdo con esta prueba S-F, el valor de p es mayor a 0.05 y mayor a 0.01,
por lo que no se puede rechazar H, es decir, los datos dados presentan una
distribucién normal.
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Esta prueba de normalidad fue desarrollada por el economista mexicano Carlos
M. Jarque Uribe (1954 -) y el economista estadounidense de origen hinda Anil
K. Bera (1955 -), profesor de la Universidad de Illinois en Urbana-Champaign.

El estadistico de prueba definido por ellos se expresa a continuacion:

ni . 1.
JB ZF[YHZY%]

Donde y, representa al estimador del coeficiente de asimetria y y, al estimador
del coeficiente de curtosis, definidos por las siguientes expresiones

? _ },1_3 i=1
1=, 3/2_ i=n 3/2
[ (i (xi _x)zj
ha
i % (% - 7)4
?1 — 4 — i=1

Jarque y Bera dedujeron que si los datos provienen de una distribucion nor-

mal, el estadistico JB se comporta como una distribucién Xz con dos grados de
libertad.

La hipotesis nula considera conjuntamente las hipétesis de que el coeficiente
de asimetria y el coeficiente de curtosis son cero, como sucede en el caso de la
normal.

Para pequefias muestras la aproximacion del estadistico JB a la distribucion ¥

es sumamente sensible, por lo cual, el algoritmo de Jarque-Bera estd conside-
rado en Matlab para tamafios de muestra grandes (n>2000). Para pequefas
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muestras se usan tablas obtenidas por simulacion para interpolar el valor de p

(p-value).

Con R, en este caso se tiene que cargar otro paquete llamado normtest, por lo
cual las instrucciones a teclear son las siguientes:

> library(normtest);

> def<-c(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,
6,11,6,10,7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);
> jb.norm.test(def);

Jarque-Bera test for normality

data: def
JB =2.4694, p-value = 0.1525

De acuerdo con esta prueba J-B, el valor de p es mayor a 0.05 y mayor a 0.01,
por lo que no se puede rechazar H, es decir, los datos dados presentan una
distribucién normal.

Prueba de Frosini
Con R

> library(normtest);

> def<-c(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,
6,11,6,10,7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);
> frosini.norm.test(def);

Frosini test for normality

data: def
B =0.30944, p-value = 0.0205

De acuerdo con esta prueba, el valor de p es menor a 0.05 y mayor a 0.01, por lo
que se recomendaria aumentar el tamafio de muestra antes de tomar la decision
de establecer si los datos dados presentan una distribucién normal.
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Prueba de Geary
Con R

> library(normtest);

> def<-c(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,
6,11,6,10,7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);
> geary.norm.test(def);

Geary test for normality

data: def
d=0.83882, p-value =0.063

De acuerdo con esta prueba, el valor de p es mayor a 0.05 y mayor a 0.01, por
lo que no se puede rechazar Hy, es decir, los datos dados presentan una distri-
bucién normal.

Prueba de Hegazy-Green
Con R

> library(normtest);

> def<-c(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,6,11,6,10,
7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);

> hegazyl.norm.test(def);

Hegazy-Green test for normality

data: def
T =0.14947, p-value =0.0335

De acuerdo con esta prueba, el valor de p es menor a 0.05 y mayor a 0.01, por lo
que se recomendaria aumentar el tamafio de muestra antes de tomar la decision
de establecer si los datos dados presentan una distribucién normal.
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Prueba de Curtosis
Con R

library(normtest);

> def<-c(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,6,11,6,
10,7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);

> kurtosis.norm.test(def);

Kurtosis test for normality

data: def
T =2.4613, p-value =0.3065

De acuerdo con esta prueba, el valor de p es mayor a 0.05 y mayor a 0.01, por
lo que no se puede rechazar Hy, es decir, los datos dados presentan una distri-
bucién normal.

Prueba de Asimetria
Con R

> library(normtest);

> def<-c(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,6,11,6,10,
7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);

> skewness.norm.test(def);

Skewness test for normality

data: def
T=0.39868, p-Value =0.1545

De acuerdo con esta prueba, el valor de p es mayor a 0.05 y mayor a 0.01, por
lo que no se puede rechazar Hy, es decir, los datos dados presentan una distri-
bucién normal.
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Prueba de Spiegelhalter
Con R

library(normtest);

> def<-c(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,6,11,6,10,
7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);

> spiegelhalter.norm.test(def);

Spiegelhalter test for normality

data: def
T=1.1923, p-value = 0.9635

De acuerdo con esta prueba, el valor de p es mayor a 0.05 y mayor a 0.01, por
lo que no se puede rechazar Hy, es decir, los datos dados presentan una distri-
bucién normal.

Prueba de Weisberg-Bingham
Con R

library(normtest);

> def<-c(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,
6,11,6,10,7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);
> wb.norm.test(def);

Weisberg-Bingham test for normality

data: def
WB=0.96687, p-Value =0.074

De acuerdo con esta prueba, el valor de p es mayor a 0.05 y mayor a 0.01, por
lo que no se puede rechazar Hy, es decir, los datos dados presentan una distri-
bucién normal.
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Prueba de Normalidad D’Agostino-Pearson (D-P)

Considere una muestra de n observaciones, las cuales se ordenan de menor a
mayor, asignandoles un consecutivo en funcién de este orden. Se calculan, la
media y la desviacion estandar de la media, a partir de las cuales se obtiene el
estadistico T

i[ ] le n+l)x

T
n*S,

D=

D’Agostino tabul6 una tabla de valores de D, , para los cuales si D<D, , o
D>D,, se rechaza la hipétesis nula de normalidad; por de lo contrario, si D, ,
<D<D,,, se asume la hipdtesis de normalidad de los datos. Para realizar esta
prueba se establece que n > 10.

ConR

> library(moments);

> def<-c(5,7,8,5,7,4,12,8,10,9,3,14,7,8,7,6,6,6,12,7,10,7,6,6,5,8,5,4,10,6,
11,6,10,7,9,4,8,10,11,6,9,9,6,7,11,8,9,7,6,12,11,5,9,5,13,5,11,8,9,6,6,9,5,10);
> agostino.test(def);

D’Agostino skewness test

data: def
skew =0.39868, z=1.38630, p-value =0.1657
alternative hypothesis: data have a skewness

De acuerdo con esta prueba, el valor de p es mayor a 0.05 y mayor a 0.01, por
lo que no se puede rechazar H,, es decir, los datos dados presentan una distri-
bucién normal.

En todas las pruebas de normalidad citadas anteriormente, el valor de p (p-va-
lue) muestra la probabilidad de haber obtenido el resultado suponiendo que la
hipétesis nula H, es cierta. Valores de p por arriba de a no permiten rechazar
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la Hy, mientras que valores de p por debajo de a si permiten rechazar la H,,.
Cuando el valor de p es inferior al nivel de significacién a, lo mds probable
es que la hipdtesis de partida sea falsa, aunque también es posible que se esté
en presencia de una observacion atipica. En este caso, se estaria cometiendo el
error estadistico tipo I, es decir, rechazar la hip6tesis nula cuando esta es cierta.

Es importante recalcar que una prueba de hipdtesis no permite aceptar una
hipétesis; simplemente la rechaza o no la rechaza, es decir que la tacha de vero-
simil (lo que no significa obligatoriamente que sea cierta, simplemente que es
mas probable de serlo) o inverosimil.

Se han efectuado anadlisis comparativos tratando de demostrar cual de todas
estas pruebas de normalidad es la mejor y no existen resultados concluyentes
de caracter general. Cuando la muestra es pequeiia, las pruebas de normalidad
estudiadas tienen un poder 1-f muy bajo. Todas ellas son sensibles ante una
correlacion fuerte de los datos. Las tres primeras pruebas tienden a ser las mas
adecuadas para identificar una distribucion no normal cuando la distribucion
es asimétrica. Por lo general, entre las pruebas que se basan en la funcién de
distribucién empirica, la prueba de Anderson-Darling tiende a ser mas efectiva
para detectar desviaciones en las colas de la distribucion.
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Ejercicios del Capitulo 5

1. Se recibe un lote de N=9000 resortes de traccion utilizados para interrup-
tores de flotador, los cuales deben presentar una carga especificada de 6.5
+ 0.25 libras. Para proceder a aceptar el lote se realiza un plan de muestreo
aleatorio simple, con un tamano de muestra de n =90 resortes, los cuales
son probados con un medidor de cargas, arrojando los siguientes resultados.

6.87 6.82 6.76 6.79 6.52 6.90 6.70 7.07 6.63
6.82 6.51 6.45 6.59 6.71 6.65 6.88 6.81 6.52
6.74 6.78 6.70 6.82 6.85 6.80 6.79 6.82 6.58
7.12 6.74 6.80 6.60 6.82 7.18 6.89 6.60 6.77
6.82 6.67 7.06 6.69 6.42 6.51 6.72 6.96 6.96
6.60 7.16 6.99 6.78 6.86 7.00 6.64 6.78 6.57
6.53 6.84 6.58 6.63 6.72 6.47 6.75 6.69 6.48
6.99 6.48 6.90 6.67 6.77 6.54 6.82 6.75 6.63
6.68 6.70 6.47 6.98 6.69 6.94 6.71 6.49 6.94
6.73 6.71 6.87 6.37 7.05 6.79 6.97 6.72 6.88

a. Pruebe la hipétesis de que los datos presentan distribucion normal, uti-
lizando para ello todos los métodos vistos en este tema.

b. Pruebe la hipétesis de que la media de carga de los resortes es mayor a
7.0.

c. Pruebe la hipdtesis de que la varianza en la carga del lote de resortes es
menor a 0.025.

d. Pruebe la hipdtesis de que la fraccion de resortes en el lote que presenta
una carga por arriba de siete libras es mayor a 10%.

2. Una oficina expendedora de pasaportes en la Ciudad de México establece un
control de los errores que cometen al tramitar 500 pasaportes diariamente,
los cuales operan por cita. Para analizar su desempefio decide recopilar una
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muestra de n=20 dias. Cabe sefalar que los errores que cometen son muy
diversos, foto borrosa, foto equivocada, errores de tipografia, fecha de naci-
miento equivocada, fecha de emision equivocada, nombre mal escrito, tiempo
de espera excedido, tiempo de emision excedido, poca cortesia al recibir a los
ciudadanos, trato descortés, personas que se cuelan a la fila, etcétera.

La oficina diariamente levanta una encuesta y le solicita a cada cliente le indi-
que los errores cometidos, los cuales pueden ser criticos, mayores, menores,
etcétera; notese que el nimero de errores puede ser mayor que el numero
de pasaportes emitidos, ya que cada pasaporte puede presentar desde cero
hasta una cantidad incontable de errores. Suponga que los errores o defectos
durante esos n =20 dias fueron los siguientes:149, 150, 154, 139, 145, 152,
142,142, 154, 138, 148, 130, 149, 143, 151, 131, 130, 115, 159, 149.

a. Pruebe la hipdtesis de que los datos presentan distribucion de Poisson
utilizando la prueba de bondad de ajuste ji cuadrada y la prueba D de
Kolmogorov-Smirnoft.

b. Pruebe la hipétesis de que los datos presentan distribucién normal uti-
lizando todas las pruebas vistas en este capitulo.

c. Pruebe la hipoétesis estadistica que el nimero de defectos por dia pre-
senta distribuciéon normal utilizando todas las pruebas vistas en este
capitulo.

d. Pruebe la hipdtesis estadistica que el nimero de defectos por dia es en
promedio de uno por cada cuatro pasaportes.

En un puerto maritimo el tiempo de descarga en horas de un barco car-
guero es critico. Existe una cldusula en el contrato de la compaiia naviera
con el puerto, de no tardarse mas de 20 horas en la descarga. Por cada hora
de retraso, un barco le cobrara al puerto $50,000.00. El puerto decide reali-
zar un analisis del tiempo que le lleva descargar cada barco y recolecta una
muestra aleatoria de n =60 barcos a lo largo de un mes. Los resultados en
horas se muestran a continuacion.

6.2 2.5 13.8 2.3 20.6 0
8 10.7 9.7 16.1 4.8 4.1
4.8 44 14 1.1 1 321
15.1 0.6 4 25 44 7.7
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15.6 7.9 10.7 29.4 11.7 0.9
43 14.5 1.7 6.5 6.1 7.3
1.7 39 2.8 14.9 11.8 2.2

25.7 59 4.7 3.9 3.2 2.5

12.6 8.2 0.9 6.5 0.5 3.8

12.6 12.5 7.1 0.4 3.3 23.3

a. Pruebe la hipotesis de que la distribucion de los datos es normal.

b. Pruebe la hipétesis de que la media del tiempo de descarga es de seis
horas.

c. Pruebe la hipdtesis de que la varianza de los datos es menor a 25.

d. Revise las hipdtesis basicas para las pruebas de hipétesis de los incisos
anteriores, sconsidera usted que se cumplen?

4. La durabilidad de una llanta se mide con base en el numero promedio de
kilometros recorridos bajo condiciones controladas, hasta que aparezcan
bandas de desgaste con una profundidad de rodadura de 1.6 mm de espe-
sor o menos. Los compuestos de una llanta estan disefiados para funcionar
idealmente por un maximo de 5 afos. El siguiente ejemplo es hipotético y se
utilizan datos generados aleatoriamente que no son reales de las marcas que
se mencionan, pero es ilustrativo del empleo que debe darse a los intervalos
de confianza para dos poblaciones. Suponga que se desea adquirir un lote
de N = 1600 llantas 245/40r20 Run Flat 99y. Para ello, existen dos marcas
diferentes Pirelli y Michelin. Se realiza una prueba de durabilidad, usando
ocho coches, Mercedes Benz C200, del mismo modelo y afio, con las mis-
mas condiciones de uso, con la misma carga, recién alineados y balanceados
bajo las mismas especificaciones. Al primer equipo A de cuatro coches se
les montan cuatro llantas Pirelli y al otro equipo B de cuatro coches, llantas
Michelin. Se ponen a rodar bajo las mismas condiciones hasta que aparecen
bandas de desgaste con una profundidad de rodadura de 1.6 mm de espesor
o menos. Los resultados se muestran a continuacion.

a. Pruebe la hipotesis de normalidad de los datos para cada una de las
marcas utilizando todas las técnicas vistas en este capitulo.
b. Pruebe la hipdtesis de igualdad entre varianzas para ambas marcas.

o

Pruebe la hipdtesis de igualdad entre medias para ambas marcas.
d. Pruebe la hipétesis de igualdad entre fracciones de llantas que duran
mas de 52,000 Km.
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Michelin Pirelli Michelin Pirelli
50,133.93 60,014.73 52,109.23 53,801.49
49,954.33 54,336.33 48,483.41 57,228.75
49,164.83 54,940.62 46,079.35 54,037.71
51,300.54 52,895.42 47,043.97 55,067.46
48,249.71 57,123.37 44,855.49 55,990.88
48,494.13 57,535.76 52,853.32 54,487.21
51,038.79 51,359.57 49,679.16 52,606.81
53,306.49 58,214.95 47,965.69 53,523.96

5. Una ‘caricia’ en este texto, es una unidad de reconocimiento, es una forma
o manera de medir el reconocimiento, aprecio o afecto que se le tiene a una
persona. Hay caricias, sinestésicas o fisicas, verbales y gestuales. Otra cla-
sificacion de caricias es que existen caricias positivas, negativas y con des-
cuento, estas ultimas son aquellas a las que después de decirles lo positivo de
algo, van acompaiadas a continuacion del término pero’.

Suponga que una joven tiene dos pretendientes; ella trata de decidir cual
es el pretendiente mds adecuado y para ello mide el afecto que cada uno de
ellos le tiene, con base en el nimero de caricias que le prodiga por dia, las
caricias positivas las cuenta con niimeros positivos, las negativas con niime-
ros negativos y a las de descuento les asigna el valor de cero, posteriormente
las suma y obtiene un nimero que puede ser positivo, negativo o cero.
Suponga que pone a prueba a sus pretendientes y contabiliza el numero de
caricias por dia a lo largo de un mes, obteniendo los siguientes resultados.

a. Pruebe la hipdtesis de que los datos de ambas opciones tienen distribu-
cioén de Poisson.

b. Pruebe la hipotesis de que los datos de ambas opciones tienen distribu-
cién normal.

c. Pruebe la hipétesis de que ambos pretendientes le proporcionan a la
interesada el mismo nimero de caricias.
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Pretendiente A Pretendiente B
Puntos de Puntos de
Contacto |No. Caricias| Contacto |No. Caricias

4 5 1 3

7 5 4 4

6 5 3 2

8 9 3 2

10 6 7 3

7 6 5 3

7 3 2 5

1 5 5 1

11 2 8 0

4 4 4 5

8 1 3 1

5 7 7 1

10 5 8 3

7 4 6 0

3 3 9 3

14 2 2 3

5 7 5 4

3 4 3 4

3 7 3 3

6 4 3 4

4 6 3 1

5 5 3 4

6 3 2 1

6 3 6 1

9 3 8 4

9 5 7 4

6 5 5 2

10 2 4 5

8 3 6 2

5 5 5 3
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6. Regresion y correlacion lineal simple

6.1. Estadistica multivariable y la distribucion multinomial

La Estadistica Multivariable o Multivariante es la rama de la Estadistica que
analiza conjuntos de datos multivariables o multivariantes en el sentido de que
en un fendmeno o variable de interés intervienen diversas variables aleatorias
para cada elemento estudiado.

Ejercicio 6.1 En el caso de una persona, cada individuo presenta diversas caracteristicas

como edad, sexo, peso, estatura y tipo de sangre, entre otras caracteristicas fisio-
l6gicas. Por ejemplo, se considera el Indice de Masa Corporal de una persona
como el cociente del peso entre el cuadrado de su estatura. La organizacién
Mundial de Salud (OMS) establece una tabla de clasificacion ideada por el esta-
distico belga Adolphe Quetelet (1796-1874), la cual se muestra en la figura 6.1.
El autor de este texto sostiene que el IMC depende de mas factores, es decir,

Clasificacién de la OMS del estado nutricional de acuerdo con el IMC®

Clasificacién IMC (kg/m?)
Valores principales Valores adicionales
Peso bajo <18,50 <18,50
Delgadez severa <16,00 <16,00
FIGURA 6.1. Clasificacion Delgadez moderada 16,00-16,99 16,00-16,99
de la OMS sobre el peso Delgadez leve 17,00-18,49 17,00-18,49
Clasificacion de la OMS | normal 18,5-24,99 1952500
del estado nutricional | Sty
de acuerdo con el IMC | Sobrepeso 225,00 225,00
2022 recuperada de: _ 25,00-27.49
https: //es.wikipedia.org/ Preobesidad 25,00-29,99 P i
wiki/%C3%8Dndice_de_ i
masa_corporal Obesidad 230,00 230,00
30,00-32,49
Obesidad leve 30,00-34,99
32,50-34,99
35,00-37,49
Obesidad media 35,00-39,99
37,50-39,99
Obesidad mérbida =40,00 =40,00
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Ejercicio 6.2

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

IMC=f (w = Peso, h = Estatura, g = Género, a= Edad, b= Masa_Corporal)
IMC=f(x)

x=(mhgab)

En la mayoria de las gasolineras de México se venden dos tipos de gasolina:
magna y premium. Muchos consumidores de gasolina se preguntan qué gaso-
lina es mejor, la magna o la premium, algunos autores sostienen que es la pre-
mium basandose solamente en el nimero de octanos que tiene la gasolina.
Segun Pemex, la Premium contiene 92 octanos, en cambio, la magna contiene
87 octanos. El factor que consideran como respuesta para medir qué gasolina
es mejor es el rendimiento en kilometraje por litro consumido. El problema se
ha vuelto mas complejo desde el momento que se privatizé la venta de gasolina
y que ahora existen muchas empresas que venden supuestamente los mismos
dos tipos de gasolina, ahora se tienen entre otras Pemex, Shell, Exxon Mobil,
G500, Gasmart, Redco, Total BP, Chevron Texaco, Gulf, Hidrosina, Grupo ECO,
Lodemo, OXXO, Rendichicas, etcétera, es decir, alrededor de 35 en total.

En realidad, la respuesta a todos estos tipos de gasolina presenta varios factores
de variacion:

R=f(x)
R= (Rendimiento_ Km /1, Precio, desgaste_vehiculo, grado_contaminacién)

tipo_gasolina, empresa, cilindraje_vehiculo, marca_vehiculo,
condiciones_automovil, peso_conductor, condiciones_manejo,

=1
Il

condiciones_ambientales_ruta

Notese que el vector x relaciona a un vector con nueve variables aleatorias y el
vector Rtiene cinco variables aleatorias. El objetivo del estudio seria determinar
qué gasolina y de qué empresa es la mas adecuada.
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Este modelo se puede ver como una generalizaciéon del Binomial en el que, en
lugar de tener dos posibles resultados, se tienen r resultados posibles.

Supoéngase que el resultado de una determinada experiencia puede ser r valo-
res distintos: A, A,, -+, A, cada uno de ellos con probabilidad p,, p,, -, p,»
respectivamente.

p(A) =pi> p(4;) =pr - p(A) =p,

Si se repite la experiencia n veces en condiciones independientes, se puede pre-
guntar la probabilidad de que el suceso A, aparezca x, veces, el suceso A,, x,
veces y asi sucesivamente:

p[(Alz xl)m(Azz xz)ﬂ---n(A, = x,)]

Al modelo estadistico que da dicha probabilidad se le denomina Funcién de
Probabilidad Multinomial, y su funcién de probabilidad viene dada por:

f(xl,xz,---, xr) =p[(A1 = xl)n(A2 = xz)n n(Arz xr)]

n!

- X1 X2 ... Xr
= J 2 %) by

x11 x21 .- x,!

Donde

S n=n y X p(a)-1
i=1 i=1

como se ve, el modelo multinomial queda definido por los parametros (n, p;,
P2 > pp)- La formula anterior puede deducirse de forma analoga al caso Bino-
mial. En realidad, si se toma r=2 se llega exactamente al modelo Binomial.

Las medias y las varianzas de cada x; en la distribucién multinomial estan dadas
por las expresiones:
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W = E {x;} = np; (6~2)
ot =var {x} =np, (1 -p,) (63)

Ejercicio 6.3
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Se debe destacar que este modelo es un ejemplo de distribucién multivariante,
es decir, de distribucion conjunta de varias () variables aleatorias. En efecto, si
se define la variable aleatoria k; como niimero de veces que se produce el suceso
A, de un total de n experiencias, y asi sucesivamente, se tiene un conjunto de r
variables aleatorias discretas cuya funcion de densidad conjunta (valorada a la
vez) viene definida por la anterior férmula. No6tese que si se considera cada una
de estas variables x; (i=1, 2, ---, r) por separado, su distribucion es la Binomial
de parametros ny p;.

Tres empresas A, A, y A; ofrecen la posibilidad de hacer una estancia de practi-
cas profesionales en su planta; tres alumnos deciden concursar teniendo la posi-
bilidad de entrar de 0.4, 0.3 y 0.3 respectivamente. Las estancias se van a asignar
en forma independiente. ; Cudl es la probabilidad de que un solo alumno reciba
las tres ofertas?

p(x1=3,x2= 0, x3= 0) +p(x1= 0, x,= 3, x3= O) + p(xlz 0,x,=0, x3= 3) =

3!

31
Srors PLPER3 + 5o (Pl +pi+p3)=

31 3!
———pipIpy + ———pYpips + 310101

31010! 0!3!0!
(0.4 +0.3°+0.3%) =0.118

La distribucion mas importante de la estadistica multivariada es la distribu-
ci6n normal multivariable; la gran importancia de esta distribucién radica en el
hecho de que a menudo la suma estandarizada de vectores siguiendo cualquier
distribucién multivariable, en grandes muestras tiende a comportarse como
una distribucién normal multivariada. Esta conclusion se deduce de una gene-
ralizacion directa del teorema del limite central univariado.

La funcién de densidad de probabilidades de la distribucién normal multivaria-

ble esta definida por la siguiente expresion:
[-3( -8)'="(z-0)]

e

(Zﬂ)p/zl 5 | 1/2

(6.4)

flx)=
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Donde | 2| es el determinante de 2. El vector p en estas circunstancias es E {x}
y la matriz 2. = AAT es la matriz de covarianza de las componentes x;. Es impor-
tante comprender que la matriz de covarianza puede ser singular.

Este caso aparece con frecuencia en estadistica; por ejemplo, en la distribucion
del vector de residuos en problemas ordinarios de regresion lineal. Nétese tam-
bién que los x; son en general no independientes; pueden verse como el resultado
de aplicar la transformacion lineal A a una coleccion de variables normales Z.

Un caso particular de la distribuciéon normal multivariada es la distribucién
normal bivariada, cuya expresién matematica se obtiene al hacer p=2, la cual
esta definida por la expresion:

f(f) =f(x1, xz) =

1 exp )- 1 x,-6, 2—2p x1=01) (%0, | (%6,

210,04/ 1-p? 2(1-p) |\ o 01 02 02

Donde
1 _ P
5 = 0; P00, -1 012(1 - Pz) G1(72(1 ‘PZ)
po,0; 03 _ P 1
0,0,(1-p?)  o3(1-p?) (6.5)

La grafica de esta distribuciéon de probabilidad normal bivariada se muestra en
la figura 6.2.

F1GURA 6.2. Distribucién
de probabilidad normal
bivariada

Recuperada de:
https://docplayer.es/
docs-images/76/73127434/
images/4-0.jpg
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Ejercicio 6.4
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(Problema 7-41, pagina 205, Hines, Montgomery, Goldsman y Borror, editorial
Patria, Cuarta Edicion, 2013, México). La vida util de un bulbo x; y el didme-
tro del filamento x,, se distribuyen en forma conjunta como una variable nor-
mal bivariada con los siguientes parametros p; = 2000 horas, y1, =0.10 pulgadas,
o1 =2500 horas2, 05 = 0.01 pulgadas®y p = 0.87. El gerente de control de calidad
desea determinar la vida util de cada bulbo, midiendo el didmetro del filamento.
Si el didmetro de un filamento es menor a 0.098, ;cual es la probabilidad de que
el bulbo dure al menos 1950 horas?

p(x,>1950,x,<0.98) = 1 .

2114/2500 4/0.01 4/1-0.872

1 x,-2000 )* x,-2000 ) x,-0.10) ( x,-0.10)?
exp - -2(0.87 + dx, dx
H i 2(1-0.872) [(«/2500} ( )[1/2500%«/0.01} (\/0.0JR »
1950<x < oo
0<x,<0.98
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6.2. Ajuste de la recta de regresion mediante
el método de minimos cuadrados

Una regresion es un ajuste de un conjunto de puntos dados a un modelo mate-
matico en particular de dos o mas variables del tipo y =f(x,, x,, -, x,,). Cuando
el modelo matematico corresponde con una funcién del tipo y=f(x), se deno-
mina regresion simple. Si el modelo de una sola variable independiente es una
recta, se denomina regresién lineal simple. Existen muchos tipos de regresion
simple: lineal, exponencial, polinomial, trigonométrica, etcétera. Si el modelo
presenta mas de una variable independiente se denomina regresién multiple.

Una correlaciéon corresponde con la definicién de indicadores que permitan
determinar qué tan bueno es el ajuste entre el conjunto de puntos dados y el
modelo matemadtico usado. La correlacion indica el grado de intensidad y la
direccién de una relacion lineal. Se considera que dos variables cuantitativas
estan correlacionadas, cuando los valores de una de ellas varian sistematica-
mente con respecto a los valores correspondientes de la otra. La correlacion
entre dos variables no implica, por si misma, ninguna relacion de causalidad.

Método parallevar a efecto una regresion simple y medir su grado de correlacion:

1. Determinar por muestreo un conjunto de »n parejas ordenadas (x, y), de
las cuales se sospecha que existe algtn tipo de relacién funcional. Definir
exactamente las variables que se analizardn, disefiar una hoja de verificacion
para su recopilacion y captura, y, llevar a cabo dicho proceso. Se requiere
recolectar entre 30 y 100 parejas de datos.

2. Graficar en un sistema coordenado xy, al conjunto de puntos (x, y) y obser-
var a '0jo de pajaro’si existe algtn tipo de relacion funcional. A este grafico
se le conoce como Diagrama de Dispersion.

Para trazar un diagrama de dispersion es necesario dibujar un sistema car-
tesiano, etiquetando los ejes con los nombres de las variables a graficar y
vaciar las parejas de datos obtenidas en el paso previo. Si se encuentra que
algunos valores se repiten, se deben rodear los puntos marcados que se repi-
ten con tantas circunferencias como veces en que se repitan dichos datos.
También se requiere rotular el diagrama, colocando la fecha de elaboracién
y los nombres de los que lo elaboraron.
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En la figura 6.3 se muestran algunos ejemplos de diagramas de dispersion, que
muestran la posible relacion entre la x (abscisa) y la y (ordenada).

FiGgura 6.3. Ejemplos de diagramas de dispersion

Regresién Lineal
Simple Positiva Baja

Regresion Lineal
Simple Positiva Alta

No existe
Regresion

Regresion Lineal
Simple Negativa

Regresion Polinomial
de Sesundo Grado

Regresion Exponencial
Negativa

Dependiendo de la grafica obtenida en el punto (2), establecer a qué modelo

se ajustara el conjunto de puntos: lineal, exponencial, logaritmico, polino-

mial, trigonométrico, etcétera.

Por el método de los minimos cuadrados, esto es, minimizando el Error

Cuadrético Medio, determinar los coeficientes o parametros del modelo

matematico, de tal manera que se minimice dicho error.

Se define el modelo matematico que mejor se ajusta, especificando su expre-

sion matematica.

Se obtienen estimadores puntuales y por intervalos de los coeficientes o para-

metros del modelo, asi como de posibles valores de la variable dependiente.

Se calculan los coeficientes de determinacion y de correlacién que permitan

estimar el grado de ajuste entre el modelo matematico y los datos obteni-

dos.
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Se expresara a continuacion la teoria necesaria para la regresion lineal.

Suponga que se toma aleatoriamente una muestra de n parejas ordenadas (x, y)

de ciertos valores de dos variables que se sospecha se encuentran relacionadas

linealmente, como se muestra en la figura 6.4:

F1GURA 6.4. Ejemplo de Diagrama

de Dispersion de x contra 'y

La muestra de parejas ordenadas se lista a continuacion:

15

1

20 6l

Recuperada de: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/
commons/thumb/3/3a/Linear_regression.svg/350px-Linear_regression.svg.png

X y
X1 NA!
X2 y2
X3 y3
Xn ¥Yn

Sea y=px+ P, la expresion matemética de la recta que se ajustara al conjunto

de puntos dados, donde [, es el parametro que representa a la pendiente de la

recta y B, su ordenada al origen, ambos coeficientes a estimar por el método de

los minimos cuadrados.
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Se define una desviacién o error entre el valor real yi obtenido empiricamente y

el valor tedrico y=,x+ p, como

Sizyi—j’izyi— Byx; - Bo

Para poder realizar regresion lineal entre un conjunto de n parejas ordenadas

(x:,:), i=1, 2, -, n, y un modelo tedrico lineal y,=p,x;+ B, se deben cumplir

ciertas hipotesis o condiciones iniciales, las cuales se enuncian a continuacion:

ii.

iii.

iv.

vi.

La esperanza matematica del error debe ser cero, es decir, u,=E{e} =0

Homocedasticidad. La varianza del error ¢; debe ser constante para cada
valor de i, o sea, 0 = var{e;} = 0% la cual es desconocida.

Incorrelacion o independencia entre ; y €; para todo i # j, es decir,

o} = cov{e;, g} = E{(& - p) (g - 1)} = 0. Las covarianzas entre las distin-
tas desviaciones son nulas, lo que quiere decir que no estan correlacionadas.
Esto implica que el valor de la desviacion para cualquier observacién mues-
tral no viene influenciada por los valores de las desviaciones correspondien-
tes a otras observaciones muestrales.

Independencia lineal. No existen relaciones lineales exactas entre los regre-
sores.

No existen errores de especificacion en el modelo, ni errores de medida en
las variables explicativas.

Normalidad de las desviaciones, es decir, e~N (ps =0, 0= 02).

El error cuadratico medio del ajuste esta dado por la siguiente expresion:

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

i=n i=n

ECM {y} % Z (Y,» - ?i)z = % (Yz‘ - lei_BO)z

i=1 i=1
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Con el objeto de minimizar este error cuadratico medio, se aplica el método de
la primera derivada, de manera que derivando e igualando a cero se obtienen
las siguientes expresiones:

J0ECM 2
aBl :_; lx_BO)( ):0

i=1

aECM__i By, -
B, n !

Bo)(-1) =0

Se obtiene el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

[Z_:x,zj B‘J{Z—x’} [30=iny,-

[inj [31‘*'77[30:;)’1'

i=1

Para resolver el sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, se utilizard el
método de la Regla de Kramer, visto en Algebra Lineal:

Z)’z n

i=1 i= =1
ﬁlz = =

(59)(5+) (ZJ(ZJ
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z XiV1 ( xi)
i=1 i=1

Zyl n
i=1

B

- (235

(ZxJ [ xJ i > xzj_

Si se definen S, S, v S,, de la siguiente forma:

i=n 2
2%
i=1

S = 3 (x,- —9?)2 = i x? —(

i=1 i=1 n
i=n 2
=n =n ( Z ylj
Sy = ()’z )’)2 Zyiz_ =
i=1 i=1 n
i=n i=n ( z xij ( Z y:j
Sxy= yz(xz_x) _szyz_ = =
i=1 i=1 n
Entonces:
S
b=
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(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)
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6.3. Los coeficientes de correlacion lineal y de determinacion

La suma de los cuadrados de los residuos, es decir, la suma de los cuadrados de
los errores o desviaciones se puede escribir de la siguiente forma:

()’i ‘)71')2()’1' _yi)_(};i ‘)_’)
(yi_)_/):();i_)_/)'i'(yi _);i)

i=n i=n

(yi—?)2=z [Gi-7)+(i-9) ]

i=1 i=1
i=n i=n i=

013 =3 G333 030+ 32 Gi-9)01-5)

i=1 i=1 i=1

Sk =Sy, ~ B1Sy (6.14)

Por lo que, un estimador insesgado de la varianza poblacional seria la media de
cuadrados del error, o sea:

5o MSE < S5 _ SwBiS, (6.15)
n-2 n-2
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Cabe senalar que durante la deduccién de la tltima expresion (6.15), se dividio
una suma de cuadrados en dos sumandos que también son sumas de cuadra-
dos, al dividir una suma de cuadrados entre sus grados de libertad se generan
variables aleatorias x% de acuerdo al teorema de aditividad de la distribuciéon
X% al sumar dos variables aleatorias x* con n, y n, grados de libertad respec-

tivamente, el resultado da a su vez una variable aleatoria con n, +n, grados

de libertad; lo anterior implica que la suma de cuadrados z(y,- - 7)? presenta
i=n i=1
(n-1) grados de libertad; el sumando Z( Vi - )7) 2 presenta un grado de libertad,
i=n i=1

por lo que el sumando Z(yi - 5)? debe presentar n-2 grados de libertad, es

i=1

decir, (n-1) =1 + (n-2).

Los pardmetros que permitiran medir qué tan bueno es el ajuste a la recta de
regresion lineal se definen a continuacion:

Coeficiente de determinacion:

N~

Rz_m(y’ y)_l $S;

_1:n B _Sxy
()’i—)_’)z

Este coeficiente se emplea a menudo para juzgar la suficiencia de un modelo de
regresion. En el caso especifico en el que tanto x como y son variables aleatorias
distribuidas en forma conjunta, entonces este coeficiente R* representa el cua-
drado del coeficiente de correlacién entre x y y. Es claro que 0 < R*< 1.

Coeficiente de correlacion p

Z)’i (xi—’_f) S
i=1

" Ger Gon

i=1 i=1

xy

Frecuentemente es ttil probar la hipdtesis

HO:pZO
H :p#0
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El estadistico de prueba para esta hipdtesis es

pn-2

J1-p2

El cual sigue una distribucion t con n-2 grados de libertad t,_, si H, es verda-

to

dera. Esto implica que se rechazaria la hipotesis nula si ¢, > t,/, , 0 ty<—ty5 2-
El procedimiento de prueba de hipétesis

Hy:p=p,
Hy:p#pg

Es diferente y se aplica para muestras con n >25. Para ello, se utiliza el estadis-
tico de prueba

z=ang tanh(p) = %Ln [lltg]

El cual presenta la siguiente distribucion:

1
Z~N[y2=angtanh(p),ozz n—3]

Por lo que para probar la hipétesis nula de la expresion 6.20, es necesario cal-
cular el estadistico

Zy= (ang tanh(p) - ang tanh(po)) n-3
La hipotesis nula de la expresion 6.20 se rechazaria si z,> z,/, 0 20> 2y,

También es posible deducir un intervalo de confianza para el coeficiente de
correlacion, usando la expresion 6.21 y sabiendo del curso de calculo que

e—e*
e+e”

tanh(z) =

El estimador por intervalos para el coeficiente de correlacion lineal seria

Z(l Z(X
tanh | ang tanh(p) - = < p <tanh |ang tanh(p) + =
5 4/n-3 5 n-3
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6.4. Intervalo de confianza para la pendiente y para la ordenada al
origen de la recta de regresion lineal

Suponga que se pretende probar la siguiente hipdtesis estadistica:

Hy: Py =0
H,: B, # By (6.25)

Para probar esta hipdtesis se debe hacer la siguiente suposicion adicional:
e~N(k=0,0=0) (6.26)

De esta tltima expresion se desprende entonces que las observaciones yi tam-
bién deben suponerse normales:

yi~N (i, = Bo + Prx1, 0) (6.27)

Por otra parte

~ " 2
0%, = var {B,} = S% varg 2. yi(x-%) % = ;_ (6.28)
XX i=1

XX

Recuerde que el cociente de una normal estandar entre la raiz cuadrada de una
ji cuadrada, entre sus grados de libertad, da origen a una variable aleatoria t de
Student, lo que implica que se puede usar el estadistico:

- Bi-Bio (6.29)

MS;
SXX

Para probar la hipdtesis de la expresion 6.25, se rechazaria la hipdtesis nula si se
cumple que t)>t,/5,50 ty<teynz-

De la misma forma, se usa un procedimiento similar para probar la hipotesis
estadistica respecto de la ordenada al origen:

Hy: By = Bo,o
H, : Bo # Boyo (6.30)
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Usando el estadistico:

N

BO — B0,0

=
MS; [i+ X ]
n S,

to =

Se rechazaria la hipotesis nula si se cumple que ) >t/ ,,0 ty<ty,2-

Si se sustituyen las expresiones 6.12'y 6.15 en la expresion 6.14, se puede apreciar
que la suma de cuadrados Syy se puede descomponer en una suma de cuadra-
dos debida al error aleatorio SS; = (n-2)0?, y una suma de cuadrados del ajuste
que se hace de los datos dados a una recta tedrica de regresiéon SSy = S,/S,,. Se
puede demostrar que S,, es una variable aleatoria x* con n-1 grados de libertad,
SS;; es una variable aleatoria x* con n-2 grados de libertad y SSy es una variable
aleatoria X2 con 1 grado de libertad; recordando la definicién de una variable
aleatoria tipo F de Fisher-Snedecor, con k; grados de libertad en el numerador
y k, grados de libertad en el denominador, entonces se puede afirmar que el
siguiente cociente presenta distribucion F:

_SS/1_MSy
°T 88y /(n-2) MS; M

El estadistico anterior puede servir para probar si existe o no una recta de regre-
sién lineal con pendiente diferente de cero que se ajuste a los datos, a través de
la siguiente prueba de hipdtesis:

HO:[31:0
Hl:ﬁlio

La hipétesis nula H, se rechazarfa si Fy>F,,_,.
Para llevar a cabo esta prueba se utiliza un arreglo tabular al cual se le conoce

como tabla ANOVA (Analysis of Variance) para la regresion, cuyo formato se
muestra a continuacion:

Fuente de Suma de |Gradosde Media Fo P
Variacion Cuadrados | Libertad Cuadratica
Regresién SSR 1 MSR=SSR MSR/MSE p(Fl,n,2>F())
Error SSk n-2 MSg=SSg/(n-2)
Total Syy n-1
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De tal manera que para probar la hipétesis de la expresion 6.33 se pueden uti-
lizar dos caminos diferentes, utilizando la expresion 6.29 con el estadistico t
o utilizando la expresion 6.32 con el estadistico F, a través de la tabla ANOVA
anterior, ambos métodos conducen al mismo resultado.

A partir de los estadisticos de las expresiones 6.29 y 6.31, se pueden deducir los

estimadores por intervalos para la pendiente y la ordenada al origen de la recta
de regresion lineal, los cuales estarian dados por las siguientes formulas:

/ - MS 6.34
a/2 1,n-2 S ﬁl + tq/2,1,n—2 S F ( )
XX

X’ 3 1 x*| (6.3
B “/21"2\/MSE _+_] SBOSI?’O+ta/2,1,n2\/MSE|:7+S—:| ( )

W
9]

Serie de Calidad y Estadistica Industrial 445



OCTAVIO ESTRADA CASTILLO Indice | Bibliografia

6.5. Bandas de confianza para la recta de regresion

El estimador puntual para un valor y,, correspondiente a un valor x, de la tabla,
esta dado en la misma. En este caso, su estimador por intervalos seria:

N, —
Yo~ n_z\/MSE [H-(J;O_—x)] < Vo<Vt tazna \/MSE [l +(_x(g—x) ] (6.36)

XX XX

El estimador puntual para un valor y,, para un valor x, no presente en la tabla,
pero si entre los valores de la misma como interpolacion, o fuera del intervalo
que forman los valores de la tabla como extrapolacidn, estaria dado por:

Yo = é1x0+ ‘go (6.37)

En este caso, su estimador por intervalos seria:

Yo Lo, nZ\/MSE [H lJr(xg—x)]g)’o <yp+ a2, n-2 \/MSE [Hl +(xos_x)]
n n

XX XX

o0

Se sospecha que la estatura de los hijos varones depende de la estatura de los
padres. La siguiente tabla muestra las respectivas estaturas en pulgadas, del

padre x, y del hijo y, de una muestra de 12 padres y sus hijos mayores.

Estatura del padre | Estatura del hijo
x y
65 68
63 66
67 68
64 65
68 69
62 66
70 68
66 65
68 71
67 67
69 68
71 70
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Trace un diagrama de dispersion del conjunto de datos dados y determine si

visualmente presentan una relacion aproximadamente lineal.

Para trazar el diagrama de dispersion con Excel, se realizan los siguientes pasos:

ii.

Se capturan las dos columnas de datos dados en Excel.

Enla parte superior de la hoja de célculo de Excel, se elije el ment Inser-
tar, luego se le da un click al subment situado en la parte central,
encima de donde dice Graficos, donde aparece la siguiente pantalla:

Dispersidn

el
Pl

Burbuja
o, 9
®e 95

Iﬂ Mas graficos de dispersion...

En esta pantalla se elige la primera opcién, dando click en donde apare-
cen solo puntos en el icono, entonces aparece la figura siguiente:

Estatura del padre contra estatura del hijo

72

71 ®

70 ®
69 {

68 ® L ] L ] {

67 L ]

66 ® { ]

65 ® ®

64
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72

En esta figura se percibe una tendencia a crecer a medida que se avanza
a la derecha, pero no estda muy bien definida la relacién lineal.
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b. Ajuste un modelo de regresion lineal a los datos dados, estimando puntual-
mente la pendiente y la ordenada al origen de la recta de regresion.

Si se utiliza Excel manualmente, se forma la siguiente tabla:

No x y x? Vs xy
1 65 68 4225 4624 4420

2 63 66 3969 4356 4158

3 67 68 4489 4624 4556

4 64 65 4096 4225 4160

5 68 69 4624 4761 4692

6 62 66 3844 4356 4092

7 70 68 4900 4624 4760

8 66 65 4356 4225 4290

9 68 71 4624 5041 4828
10 67 67 4489 4489 4489
11 69 68 4761 4624 4692
12 71 70 5041 4900 4970
Suma= 800 811 53418 54849 54107

Con esta tabla se calculan Sxx, Syy y Sxy:

Sxx = Z (x,-%)2= Z X} —-——— "~ =84.6667

i=1 i=1 n

n 2

N o)
Syy=y (-7 =y . yp-—— 2 =389167

i=1 i=1 n

S 561
Sxy=D yi(x-%) =) xy - —— 7403333

i=1 i=1 n
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De tal manera que los coeficientes de la recta de regresion estimada son:

B, = Sxy/Sxx =40.3333/84.6667 = 0.47638

Bo=y - P1x =811/12-0.47638(800/12) = 35.8248

Por lo cual, la recta de regresion lineal tiene la siguiente expresion
y=0.47638x + 35.8248

Esta recta se puede obtener automaticamente, sin necesidad de calcular la
tabla dada anteriormente en Excel, si en el diagrama de dispersion trazado

se realizan los siguientes pasos:

i. Dar un click con el botén derecho del ratén, dentro del diagrama de
dispersion en Excel. Aparece la siguiente pantalla:

Eliminar Formato de linead... ~ *
(['.!_—.l Restablecer para hacer coincidir el estilo Opciones de linea de tendencia
E[D Cambiar tipo de grafico de series... & f_‘:\' Ill
a:!ﬂ Seleccionar datos,.. 4 Opciones de linea de tendencia
|| j Exponencial
Agregar etiquetas de datos r / ® Lineal
inga
Agregar linea de tendencia... o
dred - /("_ Logarftmica
rﬂ} Dar formato a serie de datos... N
@ Polindmica Grado 2
En esta pantalla se selecciona el menu j Potencial
Agregar linea de tendencia, apareciendo O Medamevil  Periodo 2
la Siguiente pantalla: Nombre de |a linea de tendencia

® Automitico Lineal (Estatura del |
Y.

Aqui se selecciona la opcién de linea de

Personalizado

tendencia que se pretende hacer, en este Extrapolar

caso lineal (la cual se marca como pre- En el futuro 00 perio
3 . 0.0 ’
determinada), y se marcan las opciones el peria

Senalar interseccian

Presentar ecuacién en el grafico y Pre-

~/| Presentar ecuacion en el grafico

sentar el valor R cuadrado en el gréfico,

+/| Presentar el valor R cuadrado en el

obteniéndose la siguiente figura: gréfico

\_/7
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72

71

70

69

68

67

66

65

64

Estatura del padre contra estatura del hijo

y = 0.4764x + 35.825
=0.4937 g

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72

Obtenga un estimador de la varianza o*

GZ:MSE: Bl Y = 1.97028
n- 2 n-

Obtenga intervalos de confianza de la pendiente y de la ordenada al origen.

Primero se obtendra el valor de ta/2, n-2 usando Excel con el comando
taz na = INV.T(1-a/2,n-2)

A M 5 M
[31 - tot/2, n-2 SE < [31 = [31 + tC(/Z, n-2 SE
Sxx Sxx

0.13648 < 3, <0.81628 al 95%
-0.0071 <f,<0.95984 al 99%

De la misma forma se obtiene B,

Serie de Calidad y Estadistica Industrial

N 2
Bo-tas2 n2 MSp| 1, x <Bo <[30+ta/2n2 MSy| = + X
Sxx | n Sxx n  Sxx
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13.1469 < B, < 58.5027 al 95%
3.56809 < B, < 68.0815 al 99%

e. Pruebe la hipdtesis estadistica de que la recta de regresion tiene pendiente cero.
Se hard por los tres métodos ya vistos en el subtema de pruebas de hipotesis.

i. Ya se tienen los intervalos de confianza de la pendiente de la recta de
regresion, ndtese que, segun la hipotesis nula, el valor de 3, =0 no esta
contenido en el intervalo bilateral al 95% de nivel de confianza, por lo
cual se rechazaria la hipétesis nula; sin embargo, al 99% si esta conte-
nido, por lo cual no se podria rechazar la hipétesis nula. Como cae en
zona de duda, lo prudente es tomar una muestra de mayor tamaio, ya
que n =12 se considera pequefa.

ii. Se calcula el estadistico ¢,
ty = m =3.1228
MSE
Sxx

Noétese que #7510 < £y < ty005.10> POT lo que cae en zona de duda, lo pru-
dente es tomar una muestra de mayor tamafo, ya que n =12 se consi-
dera pequena.

iii. Se calcula la probabilidad p = p(t > t0)
p=p(t>t0) =DISTR.T.CD(t0,n-2) = DISTR.T.CD(3.1228,10) = 0.00541
Nuevamente, se aprecia que 0.005 < p < 0.025, por lo que cae en zona de
duda, lo prudente es tomar una muestra de mayor tamafo, ya que n =12
se considera pequena.

Por cualquiera de los tres métodos se puede afirmar que no se puede recha-

zar la hipétesis nula de que la pendiente de la recta de regresion es cero, para

tener mayor confianza se sugiere aumentar el tamafio de la muestra, ya que
n=12 se considera insuficiente.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial
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. Estime los indicadores de correlacion: coeficiente de determinacion y coefi-
ciente de correlacion.

Coeficiente de Determinacion:

R?=1-—=0.115
vy

Coeficiente de Correlacion p:

Sy
=0.70265

P= =
SXX Syy
g. Obtenga un intervalo de confianza del coeficiente de correlacion.

Primero se calcula el valor de z,,

20_025 = 1.959964
20'005 = 2.575829

o Zaj2 o Zas2
tanh[ang tanh(p) —\/_] < p<tanh [ang tanh (p)+ j

n-3 n-3
0.215753 < p <0.90971 al 95%_bilateral
0.013908 < p <0.93919 al 99%_bilateral

h. Probar la hipétesis unilateral de que p >0.95

Se calculard un intervalo unilateral inferior de confianza del coeficiente de
correlacion.

Primero se calcula el valor de z,

20_025 = 1.959964
20'005 = 2575829

ZG
p < tanh (ang tanh (p)+ ]
Vn-3
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p <0.88977 al 95%_confianza
p <0.92858 al 99%_confianza

Noétese que se rechaza la hipdtesis nula de que el coeficiente de correlacion
es mayor a 0.95

i. Obtenga el valor estimado puntual de y cuando x = 70 pulgadas y determine
un intervalo de confianza para el mismo.

De la tabla de datos se observa que y(x=70) = 68
ta/z)n_z = INV.T(I-(I/Z,I‘I—Z)

—\s -
)A/o - tq/z, n-2 MSE 1+ M < Yo < 5/0 + tq/z’ 02 MSE 1+ (XO - x)
Sxx Sxx

64.67354 <y (x=70) <71.3265 al 95%
63.2685<y (x=70) <71.3265 al 99%

j.  Obtenga el valor estimado puntual de y cuando x = 68 pulgadas y determine
un intervalo de confianza para el mismo.

De la tabla de datos se observa que existen dos valores de y para x=68:
Y1(x=68)=69y y,(x=68) =71, por lo cual se toma el promedio de ambos:
y=(69+71)/2=70.

ta/z)n_z = INV.T(I—O./Z,H—2)

—\5 -
)A/o - tq/z, n-2 MSE 1+ M S)’o < 5/0 + tq/z’ 02 MSE 1+ (XO - x)
Sxx Sex

66.8398 <y (x=68) < 73.1602 al 95%
65.5049 < y (x=68) < 74.4951 al 99%
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k. Obtenga el valor estimado puntual de y cuando x=66.5 pulgadas y deter-
mine un intervalo de confianza para el mismo.

De la tabla de datos se observa que no existe una medicion para x = 66.5 por
lo cual este valor debe estimarse usando la recta de regresion lineal.

y(x=66.5)=0.47638(66.5) + 35.8248 = 67.5039
ta/2,n-2 = INVT(I-G/Z,H-Z)

t0_005)10 = 3.16927 al 99%_bllat€1’al

. _3)2 )3
Yo~ taz,n2 | MSg 1+l+M <Y< Vo + tusna | MSE 1+1 +M
n Sxx ’ n Sxx

al 95%
al 99%

64.24818 < y (x=68) < 70.7597
62.87299 < y (x=66.5) < 72.1349

. Realice un andlisis de sensibilidad sobre el cuamplimiento de las condiciones
iniciales para la regresion lineal.

Lo primero a realizar es probar la hipdtesis de normalidad del error aleato-
rio, para lo cual se elabora la siguiente tabla:

Estatura del | Estatura del | Estatura del
.. .. Error
padre hijo hijo

No. X y v y-y*
1 65 68 66.78937008 1.210630
2 63 66 65.83661417 0.163386
3 67 68 67.74212598 0.257874
4 64 65 66.31299213 -1.312992
5 68 69 68.21850394 0.781496
6 62 66 65.36023622 0.639764
7 70 68 69.17125984 -1.171260
8 66 65 67.26574803 -2.265748
9 68 71 68.21850394 2.781496
10 67 67 67.74212598 -0.742126
11 69 68 68.69488189 -0.694882
12 71 70 69.6476378 0.352362
Media= 66.666667 67.583333 67.583333 0.000000
Varianza= 7.696970 3.537879 1.746719 1.791160

Serie de Calidad y Estadistica Industrial
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Utilizando Minitab y aplicando la prueba de Anderson-Darling, se obtiene
la siguiente figura, se puede notar que p es mayor de 0.05 y mayor de 0.01,
por lo que no existe evidencia estadistica suficiente para rechazar la hipé-
tesis nula, la cual afirma que los errores aleatorios se distribuyen normal-
mente con media cero.

Prueba de Normalidad de Anderson-Darling de los Errores
Normal

99
Mean  1302662E-14

StDev 1338

95 N 12
90 AD 0.219
P-Value 0.788

80
70
60
50
40
30

20

Percent

Error
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1. Los datos siguientes corresponden al cloro residual en una alberca, medido

Ejercicios del Capitulo 6

a diversos tiempos luego de haber sido tratada quimicamente.

Tiempo (horas)

Cloro (ppm)

1.81

1.68

1.52

1.93

1.66

1.67

1.69

1.61

1.52

1.6

1.43

1.38

1.57

1.43

(=230 =N () I G2 T RO B "~ I I ROV IO R I ST I NS R I S R

1.5

a. Trace un diagrama de dispersion para percibir si existe alguna posible
relacion entre el tiempo en que se mide el cloro que existe en la alberca

Tiempo (horas) | Cloro (ppm)
7 1.43
7 1.24
7 1.35
8 1.24
8 1.25
9 1.16
9 1.17
9 1.06
10 1.04
10 1.12
11 1.02
11 1.07
11 0.82
12 0.66
12 0.92

y el contenido de cloro residual en la misma.

b. Estime puntualmente y por intervalos de confianza, al 95% y al 99% de
nivel de confianza, la pendiente y la ordenada al origen de la recta de

regresion.

c. Pruebe la hipétesis de que la pendiente de la recta de regresion es cero.

d. Calcule la varianza del error de ajuste.

Serie de Calidad y Estadistica Industrial
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e. Obtenga el coeficiente de determinacion del ajuste a una recta de
regresion.

f. Estime puntualmente y por intervalos de confianza, al 95% y al 99% de
nivel de confianza, al coeficiente de correlacion lineal.

g. Pruebe la hipotesis de que el coeficiente de correlacion es menor a -0.9.

h. Estime puntualmente y por intervalos de confianza, al 95% y al 99%
de nivel de confianza el nivel de cloro residual cinco horas después de
haber depositado el cloro.

i. Estime puntualmente y por intervalos de confianza, al 95% y al 99% de
nivel de confianza el nivel de cloro residual seis y media horas después
de haber depositado el cloro.

j.  Estime puntualmente y por intervalos de confianza, al 95% y al 99% de
nivel de confianza el nivel de cloro residual 15 horas después de haber
depositado el cloro. ;Qué condiciones debe cumplir la extrapolacion?

k. Realice un analisis de sensibilidad sobre el cumplimiento de las condi-
ciones iniciales para la regresion lineal.

2. Elpesoylapresion arterial de 26 personas de sexo masculino, seleccionadas
al azar, en un grupo con edades de 25 a 30 afios, se muestra en la siguiente

tabla.
Sujeto Peso Presion Sujeto Peso Presion
1 74.9 130 14 78 153
2 75.8 133 15 72.1 128
3 81.7 150 16 76.2 132
4 70.3 128 17 78.9 149
5 96.2 151 18 83 158
6 79.4 146 19 97.6 150
7 86.2 150 20 88.5 163
8 95.3 140 21 81.7 156
9 90.8 148 22 64.9 124
10 67.6 125 23 108.9 170
11 71.7 133 24 106.6 165
12 76.7 135 25 87.1 160
13 77.1 150 26 84.8 159

457
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Trace un diagrama de dispersion para percibir si existe alguna posible
relacién entre el peso y la presion interna maxima de una persona.
Estime puntualmente y por intervalos de confianza, al 95% y al 99% de
nivel de confianza, la pendiente y la ordenada al origen de la recta de
regresion.

Pruebe la hipdtesis de que la pendiente de la recta de regresion es uno.
Calcule la varianza del error de ajuste.

Obtenga el coeficiente de determinacion del ajuste a una recta de
regresion.

Estime puntualmente y por intervalos de confianza, al 95% y al 99% de
nivel de confianza, al coeficiente de correlacion lineal.

Pruebe la hipdtesis de que el coeficiente de correlacion vale 0.7.

Estime puntualmente y por intervalos de confianza, al 95% y al 99% de
nivel de confianza la presion de una persona con 83 kg de peso.

Estime puntualmente y por intervalos de confianza, al 95% y al 99% de
nivel de confianza la presion arterial de una persona con 100 kg de peso.
Estime puntualmente y por intervalos de confianza, al 95% y al 99% de
nivel de confianza la presion arterial de una persona con 150 kg de peso.
;Qué condiciones debe cumplir la extrapolacion?

Realice un andlisis de sensibilidad sobre el cumplimiento de las condi-
ciones iniciales para la regresion lineal.
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