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RESUMEN

En el siguiente trabajo se presenta un conjunto de ejercicios resueltos y propuestos para
la asignatura, Mecénica de Materiales I, los capitulos abarcan los temas de: Carga Axial,

Flexion, Pandeo, Cortante y Torsion.

Los temas tienen una secuencia de ejercicios, donde se incrementa el nivel de dificultad
en la secuencia de la serie. Para la solucion de los problemas, se involucran factores como:
distintos materiales en la estructura de analisis; propiedades mecéanicas del
material; propiedades geométricas; esfuerzos permisibles; variacion en las cargas;

entre otros.

Los ejercicios son utiles para reforzar los distintos temas vistos en la asignatura. La
metodologia utiliza un detallado de textos y calculos que ayuden a comprender al lector la

solucion de cada ejercicio de la forma mas sencilla.

Al final de cada ejemplo, se presenta una conclusion breve de los resultados obtenidos, a

fin de que el lector tenga un facil razonamiento.
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OBJETIVO

Proveer a los alumnos que cursan la asignatura de Mecanica de Materiales |, administrada
por el Departamento de Estructuras, de un conjunto de ejercicios resueltos y propuestos,
para fortalecer los recursos didacticos que ofrece la Facultad de Ingenieria a sus alumnos
y que dan la base para la formacion en la Ingeniera Estructural, en la carrera de Ingeniero
Civil. Se emplean métodos de solucién como los vistos en clase. Integrando ilustraciones;
calculos y textos adecuados a un entorno de ingenieria, para permitir al estudiante
comprender, aplicar y dar soluciéon en la problematica de la Ingenieria Civil, utilizando

conocimientos basicos de la fisica clasica.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1 El método cientifico en la mecéanica de los materiales

Los proyectos de ingenieria presentan retos que deben analizarse de manera detallada o
puntual durante el proceso del disefio. Este proceso contempla: el manejo del tiempo, el

presupuesto, el andlisis, los materiales, etc.

En la ingenieria estructural, el estructurista debera ser capaz de visualizar y pronosticar
razonablemente el comportamiento mecanico de los sistemas estructurales. Ya que esta

disciplina, por su importancia, debe tratarse con sumo cuidado.

En la actualidad existen laboratorios dedicados a la inspeccién de materiales que cubren
algunas fases del “Método Cientifico”; del cual se describe el proceso a continuacién:

1. Problema de ingenieria:

Conocer las cargas que actian sobre la estructura, haciendo posible proponer: secciones,

dimensiones, geometrias y materiales que conformen la estructura.

La configuracién de cargas sobre las estructuras presentara efectos mecanicos con motivo
de las fuerzas internas que aparecen, tales como: la Compresién o Tension Axial, Flexion,
Cortante, Torsion y el Pandeo como un fendmeno de inestabilidad. Los resultados varian
de acuerdo a las caracteristicas especificas de los materiales, de sus geometrias y de la

concepcioén que se haya generado con respecto a la estructuracion.

Los procesos para la elaboracion de los materiales también logran alterar el resultado final
del comportamiento mecéanico y la resistencia. Por diversos motivos, pueden presentar
comportamientos en el rango elastico y plastico simultdneamente en la misma estructura,

mas aun, en el mismo elemento estructural.

Estudiar el comportamiento mecanico de los elementos estructurales es el reto para
analizar y disefar. La aparicion de esfuerzos y la relacién con la deformacién, permite
conocer el comportamiento de los materiales hasta su falla; todo esto apoyado en un

laboratorio de inspeccion de materiales.



2. Establecimiento de hipotesis

El estudio de la Mecanica de los Materiales es una ciencia milenaria. Debido a su historia
y la importancia que se le ha dado, para simplificar es posible introducir una serie de
hipotesis que permiten interpretar de manera practica los resultados obtenidos en
experimentos. Para simplificar de manera global a los materiales en la “teoria elastica” en:
homogéneos, macizos o continuos, isétropos, elasticos y lineales. Estos conceptos se

describen mas adelante de manera detallada.
3. Modelacion y prototipo

Planteadas las hipotesis, es posible llevar a cabo un modelo de laboratorio. El modelo es
la elaboracién a escala del elemento real para determinado proyecto, sometido a las
fuerzas contempladas en la etapa de analisis. Se debe asegurar que la geometria y
configuracion del experimento sea tal cual como aparece en el proyecto. Si esto no se

cumple, los resultados podran arrojar notables errores.
4. Experimentacion y observaciones del comportamiento

Establecido el elemento de analisis y las variables correspondientes, puede llevarse a
cabo cada prueba bajo los efectos de: Carga Axial, Flexién, Cortante, Torsion y Pandeo,

la que corresponda.

Los equipos utilizados para las pruebas deberan estar calibrados con los patrones
correspondientes, tales como: fuerza, extensometria y temperatura en las unidades
correspondientes; haciendo que los resultados obtenidos en la fase experimental sean

confiables.

En este proceso la intervencibn humana, de no atender con puntualidad el arreglo

experimental, incrementaria sustancialmente los margenes de error en los resultados.

Una caracteristica del método cientifico es, la capacidad de poder reproducir la

experimentacion las veces que sea necesario a fin de recabar informacion y datos



abundantes para la realizacion de anadlisis estadisticos que nos acerquen al mejor

resultado.

En etapa del proceso, se debe anotar los resultados y observaciones presentes en cada
prueba. Detallar textualmente el proceso de falla, puede servir como informacién al
proyecto a realizar, describiendo la respuesta del material de los fendmenos presentes

para cada prueba.
5. Andlisis de resultado

Teniendo las pruebas y datos recopilados, se genera un andlisis detallado del modelo y

de la informacion, para elaborar diagramas y tablas para interpretar.

Utilizando los antecedentes tedricos, como la Ley de Hooke, pueden analizarse distintas
propiedades mecanicas del material, que incluyen: esfuerzos, deformaciones,
desplazamientos lineales y angulares, rigideces, efectos de Poisson, todo lo anterior en
los diferentes rangos de comportamiento como son el elastico lineal, elastico no lineal,

plastico, ductilidad, limites de servicio, limites de falla, etc.

El proceso descrito a fuerza de repetirse, nos da la oportunidad de realizar ajustes a

nuestros métodos, lo que nos permitird obtener resultados cada vez de mejor calidad.

Lo que nos permite concluir lo siguiente: nuestros procesos experimentales podran tener

mejoras porque se van perfeccionando nuestros métodos de inspeccion.
6. Generar un modelo analizado

La informacion experimental de acuerdo al parrafo anterior nos permite obtener mucha

informacion, misma que en su analisis nos lleva a generar un nuevo modelo.

Los datos acumulados sirven para hacer un analisis final. Se verifica si las propiedades
mecanicas son consistentes y durante el analisis generar modelos matematicos, que
definan el comportamiento del elemento. Estas expresiones pueden dar paso a la siguiente

etapa, las conclusiones.



7. Conclusiones - Postulados de Leyes o teoremas

Realizados los procesos experimentales, recopilacion de informacion, observacion y
andlisis de la experimentacion, puede finalizarse el trabajo con las conclusiones, esto

significa poder verificar si nuestro problema (objetivo) se pudo resolver satisfactoriamente.

Mediante los modelos matematico revisados en el proceso de analisis, podemos deducir
y generar postulados e inclusive leyes que den base al comportamiento mecanico del

elemento estructural formado de un material especifico.

Las conclusiones finales se presentaran para ser examinadas y en su caso aceptadas o

sancionadas.
1.2 La Mecéanica de los Materiales como asignatura del Departamento de Estructuras

El estudiante que cursa la licenciatura de Ingenieria Civil en la Facultad de Ingenieria de
la Universidad Nacional Autonoma de México, tendréd en su curricular varias asignaturas
administradas por diferentes Departamentos Académicos, entre ellos, el de Estructuras.
Una de estas disciplinas para este trabajo, de principal importancia, es la Mecanica de

Materiales.

El objetivo del curso, de acuerdo al plan de estudios es: “El alumno analizara el
comportamiento mecanico de elementos estructurales formados por materiales elasticos
lineales, sometidos a la accién de diversos tipos de cargas, con base en las hipétesis de
la Mecénica de Materiales”. (Plan de estudios de Ingenieria Civil, 2014)

La Facultad de Ingenieria provee de los recursos humanos, de infraestructura,
eguipamiento y material didactico; todo lo anterior con el propésito fundamental de lograr

el objetivo de formar ingenieros con capacidades autbnomas.

Es por lo anterior, que este compendio de ejercicios de Mecanica de Materiales, tiene
como objetivo el de proveer a los alumnos de un recurso didactico para entender de mejor

manera la forma de abordar problemas de ingenieria elemental.



Dentro del compendio de ejercicios se pueden encontrar ejemplos que brindaran la

posibilidad de fortalecer sus habilidades para la solucion de problemas, llegando a su

solucion mediante: fisica, algebra lineal, estadistica, calculo diferencial e integral,

geometria analitica, trigonometria, entre otras disciplinas.

Algunos ejercicios se repiten de diferentes publicaciones, por su caracter tan esencial. La

diferencia pudiese ser los recursos para su solucion; otros ejercicios son propuestos

basados en situaciones potenciales de la ingenieria diaria.

Es importante que el lector conozca detalles utilizados en la solucion de estos ejercicios,

los cuales se presentan a continuacion:

Las ecuaciones de la Mecanica de Materiales, empleadas para la solucién de
los ejercicios, se presentan de un color azul (azul verde) para ser identificadas
con facilidad al resolver el problema.

ii. Si el ejercicio requiere de una secuencia, estas son secuenciadas con nimero
en cada uno de los ejercicios. Por lo que en cada ejercicio se mostrara la
secuencia, iniciando en 1 hasta “n”; esto se repite en cada ejemplo.

Dentro del indice puede encontrar todos los ejemplos del cuadernillo en conjunto
en distinto subtema de cada capitulo general.

iv. La solucion final de cada ejercicio esta remarcada de color amarillo para ser
identificada visualmente por el lector. ( )

1.3 Hipdtesis de la mecénica de materiales

Todos los ejemplos que se presentan estaran en el contexto que engloban las hipotesis

de la mecanica de los materiales, las cuales son:

Homogéneo. Para poder implementar los razonamientos de la mecénica y formarlos
matematicamente, con la ley de Hooke, el elemento debera estar formado por un
solo material 0, en caso de que establezca la interaccién de dos o0 mas materiales,

se deberan utilizar métodos, como la seccion transformada, por ejemplo.

Continuo/ macizo. El elemento de estudio debera tener constancia en sus particulas

que conforman las caras de la seccion. No debera existir discontinuidades en el



material, considerando que las fuerzas actuantes podréan ser transmitidas a todo el

elemento sin ser interrumpidas.

e Isétropo. El elemento debe tener la capacidad de transmitir los efectos causados
por fuerzas a todos los lados del material de igual manera.

e Eléstico. El cuerpo de andlisis podré recibir la accion de fuerzas sobre él, guardando
la energia mediante deformacién y al ser descargado, poder regresar a su estado

original.
e Lineal. El elemento podra deformarse proporcionalmente a la carga aplicada sobre
su seccion y al ser descargado, seguir respetando dicha relacion. Este valor

depende del material de andlisis.

e Mddulo de elasticidad. Rigidez del material que relaciona la proporcional entre la

carga actuante en el elemento y la deformacion sufrida por este. Cada material tiene
su respectivo médulo de elasticidad que, al verse sometido cada material a mismas
fuerzas, las deformaciones seran distintas. La situacion puede ser similar
comparando mismas deformaciones con acciones de fuerzas distintas. EI modulo

de elasticidad también es conocido como modulo de Young.

e Ley de Hooke. Al someter un elemento ante la accién de fuerzas, aparecera un

esfuerzo sobre la seccion. La cual, tendrd como respuesta una deformacién sobre
las fibras que componen el elemento y su proporcionalidad depende de la rigidez
del material (mddulo de elasticidad), la expresion que representa la Ley de Hooke
es: c=Ec¢

c: Esfuerzo que aparece a partir de las fuerzas aplicadas en el material

E:Mddulo de elasticidad del material analizado

¢ = deformacion asociada al esfuerzo
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CAPITULO 2. EJERCICIOS DE CARGA AXIAL

El estudio de este capitulo estad dedicado para los elementos donde, se aplica una fuerza
perpendicular a la seccion, paralela al eje axial del elemento. Estas fuerzas pueden ser a compresion
o tensién haciendo que se presenten esfuerzos en la barra.

Debido a estas fuerzas axiales se presentan desplazamientos de alargamiento o acortamiento, de

acuerdo a la presencia de la fuerza, en un segmento de la barra. EI comportamiento de sus
desplazamientos ayuda a resolver el equilibrio hiperestatico de la estructura.

2.1 BARRAS DE SECCION CONSTANTE Y FUERZAS PUNTUALES

EJEMPLO 1.

Hallar la capacidad de carga de dos barras metalicas, el primero de

aluminio, con diametro de 1 mm, y el segundo de acero, con diametro de car
0.5 mm. Aluminio
DATOS :
Datuminio =1 mm Jacero:=0.5 mm Aajuminio
_) <_ dacero
FY umino = 283 - MPa FY aoero =428 - MPa L
i P![w
Figura 2.1.1.1. Arreglo estructural
SOLUCION :

Para determinar la capacidad de carga de cada elemento, se usa la ecuacién de esfuerzo axial o=§.

De donde se despeja la fuerza P.

solve, P .(1
P=A-c——— 0- ( )
Calculando el area de cada barra:
e (d )2 me (d 2
Aaluminio::M:OJ85 mm2 Aacefo ::%20.196 mm2

APLICACION DE LA MECANICA
CARGA AXIAL ) DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL
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Sustituyendo los valores de esfuerzo de cada material y sus respectivas areas, se tienen los
siguientes valores de fuerza:

P atuminio = Aatuminio * (F Y alumino> =222.268 N Pacero=Aacero* <F Y. acero) =84.038 N

El elemento de aluminio puede recibir una fuerza mayor a la del acero, de acuerdo a las
caracteristicas de las secciones dadas en el ejemplo.

APLICACION DE LA MECANICA
CARGA AXIAL 9 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL
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EJEMPLO 2

Determinar la fuerza total de tensién de una varilla cilindrica de acero, con un diametro de 2 cm. Si se
quiere que la deformacion unitaria sea de ¢,,,,,:=0.7-107°

d 5

| >

I—\ararilla

Figura 2.1.2.1. Varilla de seccion circular sometida a carga axial

DATOS :
d:=2.
em E:=2.10°.Kdf Lyariia =100+ cm
cm
SOLUCION:
La expresion de deformacién unitaria es:
c _ 0
oo =
Donde unare varilla (1)

: deformacion unitaria

gunitario .

6: desplazamiento de la barra

L,..a - lONgitud original de la barra

La deformacion unitaria es la tasa de desplazamiento por unidad de longitud, en otras palabras,
es el desplazamiento porcentual que experimenta la barra. Si se quiere conocer el desplazamiento
que sufrié la barra, bastara con despejar la variable "8" de la ecuacion (1). De la cual, sustituyendo los
datos, se tiene:

APLICACION DE LA MECANICA
CARGA AXIAL 10 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL



Inﬁtullﬂj.

2.1 BARRAS DE SECCION CONSTANTE Y FUERZAS PUNTUALES m;’m

1=‘“-:.

5 Ssolve,d

£ ", 0.07-cm

unitario =
varilla

Por lo tanto, el desplazamiento asociado a la deformacion unitaria permisible, es:

0:=0.07 cm

Utilizando la ecuacion de la Ley de Hooke:

o=E material * €unitaria (2)
Se sustituye el modulo de elasticidad y la deformacion unitaria en la ecuacién (2), para asi calcular el
valor de esfuerzo.

kgf
cm

Oparra*= E * €unitario = 1400

El area de la seccion respectiva al cilindro, esta dada como:

- (d) =3.14 cm®

Aparrai=

Finalmente, se obtiene el valor de la fuerza axial correspondiente al esfuerzo calculado.

P:=0pa1ra* Aparra =440 tonnef

P:=4.398 tonnef

APLICACION DE LA MECANICA
CARGA AXIAL 11 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL
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EJEMPLO 3

Una varilla de acero con longitud L ,,;,:=5.5-ft, se estira 8,,,,:=0.04-in, al aplicar una carga de
tensidon con magnitud P:=2-kip. Si se sabe que E:=29. 10° - psi. Determine:

a) el diametro minimo de la varilla que debe usarse.
b) el esfuerzo normal causado por la carga.

d 6\.farilla

Jl

varilla

Figura 2.1.3.1. Elemento de seccion circular sometido a carga axial

DATOS :

Lvarilla = 55‘ft P-:2'kip

Oyarita:=0.04 «in Desplazamiento causado por la carga P
SOLUCION:

A) Como la carga y area transversal son constantes, se utilizara de manera desarrollada la Ley de
Hooke, expresada de la siguiente forma:

P =E. 6varilla
Avar Lvarilla
de donde, se despeja; A,,,
Lo
var’zﬁ' varilla =01 inz 1
E 6varilla ( )

APLICACION DE LA MECANICA
CARGA AXIAL 12 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL
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El area del circulo se define como:

med’
Acirculo = 2 .. (2)

Para determinar el diametro de la varilla, se igualan la ecuacion (1) y (2).

2
0.114 in? =19

despejando la variable "d", se tienen los siguientes valores:

-0.97

097/ ™

die —0.38in|_
1 038in |

Tomando el valor positivo, el diametro minimo correspondiente al desplazamiento, es:

d:=0.97-cm

b) Conocido el diametro de la varilla y la fuerza "p", se determina el esfuerzo normal en la seccion del
cilindro.

P
0varilla =
varilla
P Ibf
OF el = =17460.8 —
verila med? in? Esfuerzo en unidades inglesas.
4
Oyarita= 1227.6 kgf Esfuerzo en unidades "SI"
cm

APLICACION DE LA MECANICA
CARGA AXIAL 13 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL
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EJEMPLO 4

En la construccion de un edificio se usa un cable con diametro d.,.:=6+-mm, para la elevacion de
materiales. El cable tiene longitud igual a: L..,:=150 m, el cual es utilizado para elevar una carga
P:=200- kgf. Determinar el alargamiento total del cable debido a las siguientes condiciones:

a) considerar el alargamiento causado por el peso actuante P:=200- kgf
b) el peso propio del cable

Nota: El peso especifico del acero es de y:=0.0078- kgt; y su modulo de elasticidad
cm
E:=2.1.10°.K9f
cm
A
. Lcabl!
A 4
I
Figura 2.1.4.1. Grua y cable involucrados en el analisis.
DATOS:
eopo = 6-mm Loopio=150+m P:=200- kgf y:=0.0078 . K9f E:=2.1-10°. kgz
cm cm
SOLUCION:

a) Calculando el alargamiento debido a la carga externa "P".

APLICACION DE LA MECANICA
CARGA AXIAL 14 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL
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El area del cable es:

Tedgp’
Aobie’ +b'e_0.283 cm’®

Utilizando la Ley de Hooke se despeja el desplazamiento O.

P _E.5...cable
A Lcable

PeLoopie desplazamiento del cable causado por la carga
Op:= =5.056cm

A E externa.

cable

b) Para el alargamiento causado por el peso propio, se utiliza el valor de peso especifico.

Weabie = (Acable : Lcable> -y=33.081 kgf

Sustituyendo en la Ley de Hooke:

W apie+ L .
Syi=—le e _0g4cm  desplazamiento del cable causado por el peso
Acabie* E propio_

Finalmente, el alargamiento total es la suma de los dos desplazamientos producidos por las cargas.

AT:: 6p+ 6W: 589 cm

El calculo de desplazamiento se obtuvo en dos etapas. En primer lugar se contempla la carga externa
y posteriormente con su peso propio. No se pierda de vista que la suma de estas dos demandas
propician el desplazamiento total.
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EJEMPLO 5
1. Resolver el equilibrio de la estructura, formada de 3 cables como lo muestra la imagen. En donde se

unen en el punto "A" y se le aplica una fuerza "P".
2. Determinar los esfuerzos normales de los cables.

DATOS:
A:=20-cm? L,;:=05-m
E:=2.10°.Kdf Ly=15.-m
cm
P:=8 tonnef Ly=1m
Figura 2.1.5.1. Arreglo de cables en el sistema estructural.
SOLUCION: clear (A,L;,L,,L3,P,E)

1. Se plantean las ecuaciones de sumatoria de fuerzas verticales y horizontales, mediante la
descomposicion de las fuerzas internas en los cables. Las expresiones son:

2F,=0 F,-cos(60 deg) + F,+ F5-cos(45 deg) —P=0  ...(1) HVB\
2F, =0 —F,-sin (60 deg) + F4-sin(45 deg) + F,=0 ...(2)

Figura 2.1.5.2. Diagrama de cuerpo
libre de fuerzas.

Para resolver el sistema, se emplean la mecanica de los desplazamientos. Al estar sujetas mediante el
apoyo moévil, el desplazamiento solo aparece en sentido vertical, por lo que los desplazamientos en el
cable 1 y 3, son iguales al desplazamiento del cable 2. Mediante los diagramas de cuerpo libre, se
tiene:
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Desplazamiento en el cable 3
cable 2
53+ cos (45°) =9,
cable 1
Sustituyendo las literales de los desplazamientos y despejando Fj: Y /ycab'ea
=
F..L F..l., Solve,F F..L A
3 3 .cos (45 deg)=—2—2 i 2 2 A ~
A E.A L+ cos (45 deg) PR Rt
63\": P
F,= F,-L, ‘\\\.\
*7 L;-cos (45- deg) ..(3) 4

Figura 2.1.5.3. Diagrama de cuerpo
Desplazamiento en el cable 1 libre de desplazamientos en los cables.

5,+cos (60°) =5,

Sustituyendo las literales de los desplazamientos y despejando F;:

F,.L F..L., Solve,F F.-L

" 7 .cos (60 deg) =—2—2 ! 2 2
A E.-A L,-cos(60-deg)
_ Fp-L,

"L, -cos (60 deg) ..(4)

Sustituyendo la ecuacion (3) y (4) en la ecuacion (1), se tiene el valor F,:

F2 . L2
L;-cos (45 deg)

solve, F, LyLseP
<L2+L1> ‘L3+ L1'L2

-cos (60 deg) + F,+
L,-cos(60-deg)) ( 9)+F2

)-cos(45 deg) —P=0

L1'L3'P

Fy:= =1.455 tonnef
<L2+L1> ° L3+L1 ° L2
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Sustituyendo la fuerza F, en las ecuaciones (3) y (4), se obtienen las respectivas fuerzas de los
cables 1y 2.

F2'L2

= =8.727 tonnef
L,-cos (60 deg)

1:

F2'L2

Fs:= =3.086 tonnef
L;-cos (45 deg)

Finalmente, se sustituyen las fuerzas en la ecuacion (2) y se obtiene la fuerza del apoyo movil:

F2’ L2
L;-cos(45-deg)

-sin (60 deg) +
L,-cos(60-deg)) ( 9) (

]-sin(45 deg)+F,=0

(FpeLy+Lg—FyLy+Ly)-sin(105-deg)+ (Fp+ Ly L+ Fye Ly-Ly) -sin(15- deg)

Fui=
L;+Lg-cos(105-deg)+L,-Ly-cos(15-deg)

=5.376 tonnef

Comprobando las ecuaciones de equilibrio, se cumple:

F,-cos (60 deg)+ F,+ F,-cos (45 deg) — P=0 tonnef

—F,-sin (60 deg)+ F-sin (45 deg) + F,=(7.419-107"°) tonnef
Las reacciones en los apoyos B, C, D se obtienen con descomponer las fuerzas de los cables 1, 2, 3,
respectivamente en los ejes verticales y horizontales.

2. Obteniendo los esfuerzos axiales en los cables:

F F
kgf 0,=—2_9p.97 K9 04:=—2 = 205,704 H9f

cm A cm? A cm

Fq
0,:=—1=581.818
A
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EJEMPLO 6

La placa infinitamente rigida cuyo peso total uniformemente distribuido es de 8000 kg esta soportada
por 3 tensores de la misma seccion transversal y del mismo material. Determinar la porcidn de la
carga que soporta cada tensor.

L2 = 1 m
Ly
L1 =4.m 2m * 2m
= A3
8 000 kg
Figura 2.1.6.1. Estructura de analisis.
SOLUCION:

El diagrama de cuerpo libre de fuerzas se presenta a continuacién y sirve para plantear las

ecuaciones de equilibrio:
R1 R2 R3

80 000 kg

Figura 2.1.6.2. Diagrama de cuerpo libre de fuerzas.

2F,=0 R,+ R,+ R;=28000 - tonnef (1)
M, =0 —R,+(2.7 m)—R;-(4 m)+8000 tonnef-(2 m)=0 ...(2)

APLICACION DE LA MECANICA
CARGA AXIAL 19 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL



STH E'EHIEHJ. 4

A

F

2.1 BARRAS DE SECCION CONSTANTE Y FUERZAS PUNTUALES . lml..m@
L . ;.;:-':,'3!

T

Con ayuda de la mecanica de materiales, se procede a deducir una ecuacién mas, que proporcione
solucién a la estructura hiperestatica.

La relacion queda expresada con los desplazamientos ocurridos en el sistema:

1
Al 52 ;03
| ‘l"i

guns®®

Figura 2.1.6.3. Diagrama de cuerpo libre de desplazamientos.

0;,—03 _0;—0;
4m 27m

Sustituyendo las literales que conlleva la expresion de desplazamiento, se despeja el valor R,

R1'I_1 R3'L2 R1‘I_1 R2'L2

solve, R
EA EA _ EA FA L, _0.51923076923076923077 - R, +0.76923076923076923077 - R,

4 2.7

R,—0.769:R,+0.519:R;=0 .. (3)

Obtenidas las tres ecuaciones, se plantea la matriz de 3x3 para solucion del sistema:

1 1 1 8000 kgf 1.824
a:==|-27 -4 2 b:=|—-2.8000 kgf R:=a '-b=|3.905 | tonnef
1 -0.769 0.519 0 kgf 2.272
R,=1.824 tonnef R,=3.905 tonnef R;=2.272 tonnef

Comprobando la solucién del sistema, se conoce que la suma de las reacciones debe seri igual a la
fuerza actuante de la estructura:

R,+ R,+ R;=8000 kgf
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EJEMPLO 7

Una estructura esta formada por dos barras iguales de acero con longitud L:=4.5.-m, cuyos extremos
estan sometidos a la accion de una carga vertical P.

Determinar la seccion recta de la barra y el descenso vertical del punto B para la carga P:=2500 - kgf

y esfuerzo 0:=800- kgiz' . El angulo de inclinacion de la barra es 6:=30 deg

cm
DATOS:
L:=45.m
P:=2500 - kgf
E:=2.10° . K9
cm
Figura 2.1.7.1. Arreglo de los cables
SOLUCION:
Se realiza el DCL para identificar los elementos que intervienen en el problema.
9 1
~ ¥
& N
N =
B

Figura 2.1.7.2. Diagrama de cuerpo libre de fuerzas.

Planteando el equilibrio:

2F,=0 2.T,-sin(6)—P=0 (1)

Despejando la fuerza Tc de la ecuacion (1), se tiene:

T.:= P

= =2.5 tonnef
° 2.sin(6)

Para calcular la secciéon de la barra se emplea la ecuacién del esfuerzo.
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.
o=—2
AC
=
Ayi=—2=3.125 cm?
o

Este valor del area es la requerida para soportar la fuerza obtenida. Podemos elegir cualquier tipo de
seccidon que cumpla con el area resultante.

Posteriormente, se calcula el desplazamiento causado en punto BB, lo cual se hace mediante la
proyeccion del desplazamiento de la barra hacia el eje vertical.

P.L _o-L
6B= =_ —
A-E E
63::LEL:1.8 mm Deformacion total respecto al eje axial de la

barra.

Figura 2.1.7.3. Diagrama de cuerpo libre
de desplazamiento.

Finalmente, se obtiene la proyeccion vertical de la deformacion:

O
=2.078 mm

cos (6)
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2.2 BARRAS DE SECCION CONSTANTE Y FUERZAS VARIABLE

EJEMPLO 8
Dos barras prismaticas estan unidas rigidamente y soportan una carga de magnitud P:=5000-.kgf
como se muestra en la figura. La barra superior es de acero con una densidad de y; ::0.0078-Lgf,
cm

una longitud de Ls:=1.m y una seccion de Ag:= 60.cm” . La inferior es de bronce con una densidad

de y,:=0.008- kgg , una longitud de L,:=60-cm y una seccion de Ab::50-cm2. Para el acero
cm
E,=2.1.10°. kgr; y para el bronce E,:=9-10" - kgi . Determinar las tensiones maximas de cada
cm cm
material.
Ls
BRONCE Lo
Cc
DATOS: It
Figura 2.2.1.1. Configuracion de
elementos sujetos a carga axial
P:=5000 - kgf
v,:=0.0078 . F9f A=60-cm® Ly=1.m  E,=2.1.10°.K9f
cm cm
v, :=0.008 . K9F A,:=50-cm®  L,=60.cm E,=9.10" .9
cm cm
SOLUCION:

Se supone el siguiente elemento como homogéneo (hipoétesis de la mecanica de materiales).

Para determinar las tensiones maximas se analiza los esfuerzos ocasionados por la carga externa y
el peso propio para cada material.
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Analisis del bronce
Se calcula el peso propio del bronce y se suma a la fuerza actuante.

Wyi= (v5) - (Ag) - (Ly) =24 kgF

W, + P
b+ _ 400.48 _K9f

Ap cm

O'b =

Con ayuda de la ley de Hooke se tiene la deformacion unitaria y su desplazamiento respectivo que
aparece en el bronce:

(9
gpi=—=1.1.10"

b

5,:=£,-L,=(6.699-10~%) mm

Analisis del acero
Peso propio del acero:
W= (vs) « (As) - (Ls) =46.8 kgf
Para calcular el esfuerzo sobre la seccion del acero, se deben sumar los pesos propios de los

materiales y la fuerza externa.

Ws+P+ W,
= s T T _ g4 593 Kf

As cm

La deformacion y desplazamiento sobre el acero es:

(0]
£g:=—=4.024.107°

S

O0s:=€,+L,=0.04 mm

Finalmente se suman las elongaciones presentes en cada materiales, siendo el desplazamiento total

de la estructura.
Ari=06,+6,=0.041 mm
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EJEMPLO 9

La barra compuesta de acero A- 36 mostrada en la figura, esta hecha de 2 segmentos AB y BD que
tienen areas transversales de A,g:= 10-cm’ y Agp= 20.cm” , respectivamente.

Determine el desplazamiento vertical del extremo Ay el extremo B respecto de C.

15 kg

DATOS:

AAB::1O-cm2

ABD::ZO-cm2

kgf
cm

E:=2.1.10°.

Figura 2.2.2.1. Elementos sujetos
a carga axial

SOLUCION:
Se requiere conocer el desplazamiento del punto A respecto del punto C. Para ello, se tomara en
cuenta el diagrama de fuerzas axiales para visualizar con mayor facilidad las fuerzas presentes en
cada segmento del elemento. La siguiente ilustracion presenta el diagrama de fuerzas normales de la
estructura: 15 kg

15kg

T kg

Figura 2.2.2.2. Diagrama de carga axial

=2
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1. Sumando los desplazamientos respectivos en cada segmento, se tiene el desplazamiento total del
punto A, respecto al punto C.

5A:((15-kgf)-(2-m))+((7°kgf)°(1-5°m) —0.002 mm
AugE Agp-E

Como el resultado es positivo, la barra se alarga y su direccion es hacia arriba.

2. El desplazamiento entre B respecto de C, es:

(7-kgf)-(1.5-m)

=0.0003 mm
(20- cmz) -E

Opci=

El segmento B se aleja de C, ya que el elemento se alarga.
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EJEMPLO 10

Determinar el desplazamiento en los puntos A, B y C respecto al punto O, con
E.A=cte.

DATOS:

Figura 2.2.3.1. Barra a tensién

SOLUCION:
Primero, se obtiene el diagrama normal de fuerzas axiales sobre la barra.

El diagrama de fuerzas axiales permite determinar los respectivos
desplazamientos para cada posicién, referenciada desde el punto "O". Es
importante el signo de la fuerza actuando sobre el elemento, la cual indica el
comportamiento de dicha posicién.

Los calculos de cada desplazamiento son:

o) o ) e
Op0= - + Oppm=— "
MO AE AE AE AT 3AE
L L . .

2'P'(_) P'(_) Figura 2.2.3.2. Diagrama

Opo= 3 3 — Ogp= Lol de carga axial
AE AE 3.AE

2P A) 2.L.P
5. = \3) s _2:L.
MOTTTAE AT 5AE

Otras opciones de calculo se presentan para los desplazamientos relativos entre los puntos

p.(A)
__\38) s _L-P

AE 3.AE
e
Op/a= — — O0ppn=0
C/A AE AE C/A

APLICACION DE LA MECANICA
CARGA AXIAL 27 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL



‘“'E EHlEﬂj.

2.2 BARRAS DE SECCION CONSTANTE Y FUERZAS VARIABLES m‘m

EJEMPLO 11

Una barra rigida de peso despreciable esta articulada en un extremo y soportada por dos cables. Uno
de bronce y otro de acero.

Determinar la carga maxima "P" que puede aplicarse al sistema sin exceder los esfuerzos permisibles

de 0g,,:=700- kg en el bronce y de 0,4:=1250- kg en el acero.
2 2

cm cm
im 15m
Fi*m-?—f‘? ------------- >
i BEEEE]
ACERO 2m
I BRONCE im
os Y-
DATOS:
Figura 2.2.4.1. Arreglo de cables de distinto material.
Acero
E,=21.10°. K9 A, :=3.cm? 0,s:=1250. K9
2 2
cm cm
Bronce
E,=84.10° . K9 A,:=12-cm? 0,,:=700- 49
2 2
cm cm
SOLUCION:

El diagrama de cuerpo libre de la estructura. es:
12

T1

R1 P

Figura 2.2.4.2. Diagrama de
cuerpo libre de fuerzas.
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Planteando las ecuaciones de equilibrio:

(1)
M=0 -T,-(1:m)—T,-(45-m)+P-(3-m)=0 ... (2)

T1y T2 estan implicitas en la ecuacion de la mecanica de materiales.

_T-L
A-E

Al introducir en la expresion, la ecuacion de esfuerzo:

Q
1]
>

Sustituyendo en la ecuacién de desplazamiento, se tiene:

Gl o ool . (A)
A. E

m

De acuerdo con el diagrama se indica el comportamiento del sistema estructural a partir de los
desplazamientos en los cables.

| T T F T T T T
O 5.

Figura 2.2.4.3. Diagrama de cuerpo libre de ciesplazamientos.

Estableciendo la relacion de desplazamientos a partir de triangulos semejantes:

5, 5, Solve,o
1.m 45.m

45.5,
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0,=4.5.9, (3)

Sustituyendo la expresion de la ecuacion (A ) en la ecuacion ( 3):

o,+(1-m) o,-(3-m) solve,o,
(4-5)' = 0.26666666666666666667 - O

Eb Es

0,,=0.27 -0 .. (4)

Se procede a sustituir los esfuerzos permisibles de cada material, en la ecuacion (4)
Para el esfuerzo permisible del bronce 0,,, se tendria un esfuerzo en el acero igual a:

solve, 05 9592 5925925925925926 - kg

2
cm

Opp,=0.27 -0

0, :=2592.59 k92
cm

Utilizando el esfuerzo permisible de bronce, se rebasa el
ps permisible del acero

Para el esfuerzo permisible del acero o

sy S€ tendria un esfuerzo en el acero igual a:

solve , Op 337.5. kg
sz

0,=0.27.0p

0,:=337.5 K9
2
cm

Utilizando el permisible de acero, el bronce queda por debajo de su

Op< pr permisible y por tanto este es el limite correcto para P
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El esfuerzo del bronce es quien determina los limites permisibles de la estructura. Por lo tanto, se
obtienen sus fuerzas en cada cable.

T,;:=0,-A,=(4.05-10%) kg
T,i=0,5-As=(3.75-10%) kg

Finalmente se sustituye en la ecuacién (2) y se obtiene la fuerza "P" de la estructura.

solve, P
—T,- (1 -m) —T,- (4.5-m) +P. (3 . m) 00— 35625.0. - kg+ 1350.0000000000001667 - kg

P:=6975 kg

Se debe verificar que los materiales que conforman el sistema estén dentro de sus limites permisibles.
En este caso, el permisible del acero es quien gobierna la capacidad de carga del sistema estructural
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EJEMPLO 12

Para la estructura, cuya configuracion inicial se muestra en la figura, determinar los esfuerzos
normales en la columna corta de madera y en los tensores de acero, al aplicar la cargaP:=5- tonnef.
Suponga que la barra horizontal es infinitamente rigida.

a a

N )

1m

l-I:?I.1125' cm

B S T T AT T S A T e e, -

Figura 2.2.5.1. Estructura con imperfeccion.

DATOS:

2
d:=1.25.cm A= "‘4d =1.227 cm? A, =25.cm?
E,ooq=1-10° kgz Eoei=2.1+10° kgz P:=5. tonnef

cm cm
SOLUCION:
Representacion del diagrama de cuerpo libre
F1 F2
P
F3

Figura 2.2.5.2. Diagrama de
cuerpo libre de fuerzas.
Se plantean las ecuaciones del equilibrio
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Dado a la simetria del sistema, las fuerzas ejercidas en los cables deberan ser similares:
Fi=F;
Del cual, la ecuacién puede simplificarse como:

Empleando la mecanica de materiales, se hace una relacion de los desplazamientos que ocurriran en
la estructura. A continuacion se muestran los desplazamientos presentes en la estructura.

A3

|mperfeccmr~
Oacers
o - ~ -
o pana e L e N e L e L A BN B e e A P e et AT
= e L ] o | L] ‘e iy PL AR etarn s LI G - TS = ] H O

Figura 2.2.5.3. Desplazamientos ocurridos en la estructura.

Teniendo una imperfeccion entre la barra horizontal y la columna de madera con un valor &,,,eeccisn

5 0.125 Fs+(25-cm) F,-(1-m)
imperfeccion ‘= Y- cm wood =, — steel = =
Aw ° Ewood As ° Esteel
Ostoel= Owooa T 5imperfeccién “ee (2)

Esta relacién queda expresada de la siguiente manera.

F,«(1-m) F3-(25-cm)
As-E A

steel

+0.0125.cm

w * Ewood

de la ecuacién (1) despejamos F3
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F3=P—2‘F1

sustituimos F3 en la ecuacion (2) y se procede a obtener F1:

++(100) ( 1)°(25) 50125 7, 1062.8

(1.227)-(2.1-10°) 25.(10°)

F,:=1.06 - tonnef

F,:=F,;=1.06 tonnef

F3:=P—2.F,=2.88 tonnef

Finalmente, se calcula los esfuerzo en el los cables de acero y el bloque de madera:

F F
(0 :_1:863766 kgf 0'2:_3:1152 kgf
2
As cm Ay cm
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2.3 BARRAS DE SECCION VARIABLE Y FUERZAS PUNTUALES
EJEMPLO 13

Hacer la deduccidn de la ecuacion de desplazamiento de una barra
ahusada de seccion rectangular, a partir de la Ley de Hooke.

L

SOLUCION:

La figura presenta una barra con seccidon mayor en la parte
superior, con un ancho "B" y "T". Para el extremo inferior
tenemos una seccion menor de ancho "b"y "T".

De acuerdo a la Ley de Hooke:

5

o=E-.¢ .. (1
(1) Figura 2.3.1.1. Barra ahusada de

seccion rectangular.
Se desarrolla la ecuacién (1) , quedando expresada como:

>|

o
=E.T (2)

Despejando la literal del desplazamiento de la ecuacion (2), se tiene:

P-L
o=—— . (3
o (3)

Los resultados de la expresion quedan dependientes por las literales: P, L, E, A.

A lo largo del elemento, las variables de: carga "P" y moddulo de elasticidad "E", permanecen
constantes; mientras que el area varia en relacion a la longitud de la barra.

La ecuacion (3) debe representar una funcion del desplazamiento de la barra de acuerdo a la
variacion del area del elemento. La expresion puede representarse mediante la siguiente integral:
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P 1
E'de" -~ (4)

Suponiendo que el ancho T no cambia en el elemento, el area del rectangulo en cualquier posicion
sera:

A=T.B, . (95)

Para obtener la funcién de la variacién B, , se coloca de perfil la barra ahusada.

Bx

\

1(B-b) /

X
[P |
I 1

Figura 2.3.1.2. Vista de perfil de la barra
ahusada de seccion rectangular

Este esquema puede resumirse del siguiente modo:

Bx
(B-b) \

— X
Figura 2.3.1.3. Vista resumida de barra
ahusada rectangular.
Al tener un comportamiento lineal, la funcion del ancho B, puede obtenerse por triangulos semejante;

teniendo el siguiente resultado:

B,—b B—p SOV€:By | .piB.x—b-x
X L L
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Bx=b+w .. (6)

Sustituyendo la ecuacion (6) en (5):
(B—b)-x)
A=T.[b+—="2
( L] o (7)

Finalmente, sustituimos la ecuacion (7) en la integral de la ecuacién (4) y se resuelve.

-~

o

Resolviendo con el cambio de variable:

u=b+—(B_b).X

d, _(B—b) solve,d, | .d,

a0 L B—b

L L

P L P.L 1 P.L
. du= |l —dy=———- = .|

T-E Ju-(B—b) ! T-E-(B-b) Ju ! T-E-(B-b) n(u)
0 0

Valuando la integral desde 0O aL;
P.L .In(b_i_(B—b)-L)_ P-L___, (b+(B—b)-O) simplify | .p.(In(B)—In(b))
T-E-(B-b) L T-E-(B-b) E.T-(B-b)

Finalmente, queda expresada la ecuacion de desplazamiento para una barra ahusada de seccidn

rectangular.

o= " 2]
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EJEMPLO 14

Hacer la deduccidon de desplazamiento de una barra ahusada
de seccidn cuadrada a partir de la Ley de Hooke.

SOLUCION:

La figura presenta una barra con seccion mayor en la parte
superior, con un ancho "B". Por el extremo inferior tenemos

una seccion menor de ancho "b".

Empleando la Ley de Hooke:

e ﬁ i

r? %

2.3 BARRAS DE SECCION VARIABLE Y FUERZAS PUNTUALES haf | ﬁ“@ J
[ Tirt

(1)

Figura 2.3.2.1. Barra ahusada de
seccion rectangular.

Expresando mediante las literales que conforman la ecuacion, se tiene:

>|

—2.9
L

Despejando la literal del desplazamiento de la ecuacion (2):

. (2)

. (3)

Las literales de "P" y "E" quedan constantes en toda la longitud de la barra. De acuerdo al ejemplo 13

se plantea la funcién de desplazamiento:

L
P
o= dx
JE-A(X)
0

Reacomodando la integral:

CARGA AXIAL 38

L (4)
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-

Figura 2.3.2.2. Vista de perfil de la barra
ahusada de seccion cuadrada

Simplificando el esquema, se llega a:

\Bx

2
m
N
0 0
X
P

Figura 2.3.2.3. Vista resumida de
barra ahusada cuadrada.

El area de una seccion cuadrada es igual al valor de su dimension elevada al cuadrado. Por lo tanto, el
valor del area para cualquier posicion, sera:

A=B/2 ..(5)

X

Al ser su comportamiento lineal, el valor de B, puede obtenerse mediante la relacion de triangulos

semejantes.
B—b_B—b SOWe.By |.p1B.x—b-x
X L L
B,=b4 B=b)ex (6)
L
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Sustituyendo la ecuacion (6) en (5), se tiene:
2
A=(b+%) A7)

Sustituyendo la ecuacion (7) en la integral de la ecuacion (4):

~

Resolviendo con el cambio de variable:

(B—b)-x d, (B—b) Solve,d, L.d,

u=b+

Valuando la integral desde 0 a L:

—P.L 1 —P.L 1 simplify [ .p

E.(B-b) (b+ (B—Lb)-L) "~ E-(B-b) ' (b+ (B—Lb)-O) B-E-b

Finalmente, queda expresada la ecuacion de desplazamiento para una barra ahusada de seccidn
cuadrada.
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EJEMPLO 15

Hacer la deduccion del comportamiento de desplazamiento de una
barra ahusada de seccion circular a partir de la Ley de Hooke.

SOLUCION:
La figura presenta una barra con seccién mayor en la parte
superior, con un ancho "D". Por el extremo inferior tenemos una

seccion menor de ancho "d".

Empleando la Ley de Hooke, tenemos:

o=E-.¢ (1)

Figura 2.3.3.1. Barra ahusada de
seccion circular.

Expresando mediante las literales que conforman la ecuacion (1), se tiene:

>0

5
=E.I .. (2)

Despejando la literal del desplazamiento de la ecuacion (2):
P.L
o=—— .. (3
E (3)

Similar a los ejemplos anteriores, se llega a la siguiente integral:

L

P 1
E.[mdx . (4)

0

El area del circulo en distinta posiciones es:
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2

m-D,) ..(5)
4

P

La vista de perfil de la seccidn circular es la siguiente y de esta se obtiene la funcién del diametro D,
para cualquier posicion.

_CI; \DX
()]
~—IN
© ©
-5

Figura 2.3.3.2. Vista de perfil de la barra
ahusada de seccion circular.

D,—d p—g Sove,Dy | .44 p.x—d-x

X L L
D, =g+ {2=9)-x .(6)
Sustituyendo la ecuacion (6) en la ecuacion (5):
2
A=£-(d+M) o (7)
4 L

Finalmente, sustituimos la ecuacion (7) en en la integral (4) y se resuelve.

L
4-P 1

m-E (d+ (D_Ld).x)

dx

2

0

Resolviendo con el cambio de variable:
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veds (D—d)-x &=(D—d) solve,d, [ .d,
R L D—d
L L
4.P L 4.P.L 1 —4.P.L 1
. | —du= —
m-E | u-(D-d) m-E-(D-d) |u m-E-(D—d) u
0 0

Valuando desde 0O a L:

—4.P.L 1 —4.P.L 1 simplify — 4.L.p

m-E-(D—d) (d+(D—Ld)-L) m-E-(D—d) (d+(D—Ld)-O) D-E-d-m

Finalmente, queda expresada la ecuacion de desplazamiento para una barra ahusada de seccidn
circular.

_ 4.P-L
m-E-(D-d)
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PROBLEMA 16

Graficar el diagrama de desplazamiento en una barra ahusada de seccidon circular, con las
dimensiones mostradas a continuacion y sometida a la carga axial a tension. Asi como, calcular el

. _ L L
desplazamiento para las posiciones: —, Ey L.
D
¢ : \,‘) DX

DATOS: D,
P:=20 tonnef D,:=50 cm D,;:=20 cm
L:=3m E:=2.10° _k9f
cm
| |
SOLUCION: Figura 2.3.4.1. Barra ahusada de seccion

circular.

En ejercicios anteriores se presenté que mediante una funcién del desplazamiento se puede calcular
el desplazamiento en el segmento requerido, descrita como:

P
6(X)=JE-A(X) dx (1)

Del ejemplo 15 se tiene la deduccion del area, en relacidon a su variacion lineal del diametro:

A(x):%.(DH_w)z

Por lo cual, sustituyendo el area en la ecuacion (1), se tiene:

>

o

Reacomodando la integral, se tiene:
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5(x):= 4P, 1 dx
E.m D.—D 2
o, 2220
0
x:=0ecm,0.01 cm..L
Graficando el diagrama de desplazamiento en la barra ahusada
A 0.75 1.5 3
0.038] (.04
0.036
0.032
0.027
0.028
0.024
0.02
0.017 6(X) (mm)
0.016 ——
0.012
0.008
0.004
l)‘,:i (Ji(i UiED 1.‘2 115 1‘,8 211 214 2.‘7 g
x (m)
Evaluando para: x::%:O.?S m 5(5):0_017 mm
. L L
Evaluando para: x::3:1.5 m 5(_):0_027 mm
Evaluando para: x:=L=3 m 5(L)=0.038 mm
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PROBLEMA 17

kgf

Se tienen dos columnas ahusadas hechas de concretof'c:=250 >-» una tiene seccion circular y otra

cm
cuadrada. Calcular las dimensiones requeridas para cada una de ellas si, la deformacioén permisible es

mm . . . .2 . . s
€perm=0.0009 —— . Para la barra circular, las dimensiones de la seccion en el extremo inferior deberan

mm
ser el doble de las dimensiones propuestas en el extremo superior de la barra. Para el caso de la
barra cuadrada, su relacion debera de ser tres veces la dimension. lp

R SR

DATOS: s ;
Lviga==3m E=:2-105 kgf
cm
P:=30 tonnef [
D2 B
Figura 2.3.5.1. Barra ahusada de
seccion circular.
SOLUCION:

Calculando el desplazamiento permisible a partir de su respectiva deformacioén, se tiene:

Sporm solve, 8,erm

Eperm = . 0.0027 -m=2.7 mm

viga

0

verm = 2.7 mm

El desplazamiento que se tiene a partir del esfuerzo permisible para concreto:

solve,d 3.
fo=E._0 3-M _375 mm
L iga 800

0:=3.75 mm

Se utiliza el desplazamiento obtenido por la deformacién unitaria permisible.
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Obtencion de las dimensiones de la columna ahusada de seccién circular.

La expresion de desplazamiento para barra ahusada de seccion circular es:

P°Lviga
E'DZ'D1

circular =

El ejemplo solicita que las dimensiones de la seccién en el extremo inferior sean el doble, en
comparacion con las del extremo superior, por lo que la expresion queda como:

D2=2'D1

5. = P- Lviga
circular E. (2 D1) . D1

Despejando la dimension D, que satisface el desplazamiento permisible:

5 = P°Lviga
P E.(2 Dy)-D,

s
2
M) —9.129 cm

D,:=
6perm °

Cerrando el diametro en nimero entero:

D;:=10 cm

D,:=2-D,=20 cm

Calculando el desplazamiento que se presenta con los diametros obtenidos:

Mzz_zs mm
E’D2°D1

circular ‘=
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circular < 6perm
Obtencion de las dimensiones de la columna ahusada de seccién cuadrada.

La expresion de desplazamiento para barra ahusada de seccidon cuadrada es:

P°Lviga
E-B-b

0,

cuadrada =

La relacion entre las dimensiones del extremo inferior y superior son:

B=3-b

5 = P- Lviga
cuadrada E. (3 . b) b

Despejando la dimension b que satisface el desplazamiento permisible:

5 = P'Lviga
P E«(3-b)-b

2
M} —7.454 cm

éperm °

b:=

Cerrando las medidas en numero entero:

b:=8 cm

B:=3:-b=24 cm

Calculando el desplazamiento que se presenta con las dimensiones obtenidas:

P.L

5 vi9a _ 2 344 mm
.B-b

cuadrada ‘=

O

circular < 6perm
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2.4 BARRAS DE SECCION VARIABLE Y FUERZAS VARIABLES

EJEMPLO 18
La siguiente barra ahusada se ve sometida a la siguiente configuracion de fuerzas. Determinar los
desplazamientos en los segmentos AB, BC, CD, DE presentes en la barra.
Finalmente, determinar el desplazamiento del punto A respecto al punto E.

DATOS:
Dyuperori=20 cm E=1.10° K
cm
Dinterior:=30 cm L:=3.5m
AR R HIR1 HRHIRI I
Figura 2.4.1.1. Configuracion de fuerzas
SOLUCION: sobre el elemento ahusado

Para revisar los desplazamientos en cada uno de los segmentos de la barra, se debe tener una
funcién de los diametros presentes en cada posicion de ella. Se manejé en el ejemplo 16 la obtencion
de la funcion mediante triangulos semejantes, teniendo la siguiente deduccion:

D... —D Ve
D ( X) — Dsuperior + ( inferior - superlor> X (1)

La ecuacion de desplazamiento para seccion circular es:

P

segmento * Lsegmento

E-D 1 'Dinferior (2)

superior

Desplazamiento en el segmento AB

Los diametros superior e inferior del segmento son:

Djy:= Dsuperior: 20 cm

Dg:=D(0.5 m)=21.429 cm Obtenida con la ecuacioén (1)

Sustituyendo los valores en la ecuacion (2):
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(20 tonnef) - (0.50 m)
E‘ DA ° DB

=0.233 mm

Oppi=

Desplazamiento en el segmento BC

Los diametros superior e inferior del segmento son:

20 ton

Dg=21.429 cm

Dq:=D(0.5 m+1.2 m)=24.857 cm

Sustituyendo los valores en la ecuacion (2):

(14 tonnef) - (1.2 m)
E-Dg-Dg

=0.315 mm

Ogc =

Figura 2.4.1.2. Diagrama de fuerzas axiales

Desplazamiento en el segmento CD

Los diametros superior e inferior del segmento son:

D;=24.857 cm

Dp:=D(0.5m+1.2 m+1.5 m)=29.143 cm

Sustituyendo los valores en la ecuacion (2):

(10 tonnef)-(1.5 m)
E-Dg+D,

=0.207 mm

Ocp=

Desplazamiento en el segmento DE

Los diametros superior e inferior del segmento son:

Dp=29.143 cm
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De:=D(0.5m+1.2 m+1.5 m+0.30 m)=30 cm
Sustituyendo los valores en la ecuacion (2):

(—4 tonnef) - (0.3 m)
E' DD * DE

=—-0.014 mm

Opgi=

Desplazamiento del punto A, respecto de E.

El desplazamiento sera el valor de la suma de los desplazamientos ocurrido en cada segmento de la
barra, teniendo el siguiente valor:

a =045+ 0gc+0cp+Ope=0.742 mm

A pesar de todas las fuerzas a compresion en la estructura, el punto A tendra un desplazamiento de
alargamiento.
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EJEMPLO 19

Una barra ahusada de seccion cuadrada sera hinchada sobre el suelo. La distribuciéon de la fuerza por
friccion del suelo es lineal a medida que la barra penetra el suelo. Determinar el desplazamiento total
de la barra al aplicar una fuerza actuante P, :=70 tonnef

Pactuante
DATOS:
B:=0.6 m E:=1.10° kgf P:=10 tonnef
cm’® m
b:=0.5m Lyarra:=5m Pactuante =70 tonnef

SOLUCION:

Figura 2.4.2.1. Barra hinchada en el suelo

La fuerza que descarga en la barra es puntual y se maneja tal y como los ejemplos anteriores. Ante
esta carga existen fuerzas de friccion en sentido contrario que se incrementan a medida que la barra
se introduce al suelo.

Analisis de Ila fuerza distribuida- friccion del suelo

Es necesario revisar el comportamiento de la variaciéon de la fuerza por friccion sobre el elemento. La
ecuacion de desplazamiento tiene la literal de la carga P como una funcion, expresada del siguiente
modo:

A
5 = P(X)'Lbarra (1) \
cuadrada E.B. b_ \
\
La funcion de la carga tiene un comportamiento lineal y se L \
deduce mediante triangulos semejantes: \
clear (P, Ly,a,B,b,E) \
\
P p, solve,P, p_ y _Y L P
Lpora X Lpora Figura 2.4.2.2. Diagrama de fuerza

normal por fuerza friccionante
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Sustituyendo la funcion P, en la ecuacion (1), se tiene:

2
1 P Lbarra -P
O ... = . eXeXdX— O ... -
variante E.B-b Lbarra variante 3.B.-E-b

0

La fuerza aplicada es a tensidbn y sus desplazamientos son de alargamiento, el valor de
desplazamiento por las fuerza distribuida es:

2

Lb * P
6variante = &?'T.b =0.278 mm

Anadlisis de la fuerza puntual actuante - fuerza de descarga.
Sustituyendo directamente en la expresion del desplazamiento en secciones cuadradas. Este

desplazamiento comprime la barra debido a la fuerza aplicada:

—Lparra* Pactuant
puntual=—— g~ =—1.167 mm

Paclua nte

A
Finalmente, se suman los desplazamientos debidos a la carga
puntual y la distribuida.
Lbarra P
actuante
+
Ototar = Ovariante + 6puntual =-0.889 mm
_ ¥

Figura 2.4.2.3. Diagrama de fuerza axial.
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EJEMPLO 20

Para la siguiente estructura determinar el desplazamiento del punto A referenciado desde el
empotramiento. La barra es de seccion rectangular.

DATOS:
P;:=2 tonnef  P,:=4 tonnef Py:=15 tonnef ~ P:=4 tonnef
m
E:=2.10° X9
cm

Figura 2.4.3.1. Fuerzas actuantes
SOLUCION: en la barra ahusada.

Al presentarse en la estructura fuerzas puntuales y distribuidas, se revisaran por separado y
finalmente por superposicion se obtiene el desplazamiento total de la estructura.

Analisis de la estructura por fuerzas puntuales.

El desplazamiento del punto A respecto del empotramiento se ve influida por los desplazamientos
ocurridos en cada segmento de la barra. La expresién sera:

6fuerzas.puntuales = 26segmento .. (1 )

La ecuacion de desplazamiento para seccion cuadrada es:

35ton

—3
P.L B *
6rectangular=m'ln (F) ..(2) 2m
_ v B
i . Figura 2.4.3.2. Diagrama axial de fuerzas
Desarrollando la ecuacion (1) : ountuales.

APLICACION DE LA MECANICA
CARGA AXIAL 54 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL



-“_qtllllﬂ_l. .
'.'" 1l i

-
. F
2.4 BARRAS DE SECCION VARIABLE Y FUERZAS VARIABLES F
ﬂt‘ﬂ!ﬁ'z
el vl

T%

a-r
vE

m-m (%) c(=P;+(0.2 M)+ (—P;+Py) - (0.8 m)+ (P, +P,+P3) (2 m))

¢fuerzas.puntuales =

¢fuerzas.puntuales =0.042 mm

Analisis de la estructura por fuerza distribuida.

Similar al caso del ejemplo anterior, la fuerza varia de acuerdo a la posicion donde se hace el andlisis.
Mediante la integral se determina el desplazamiento presente por la fuerza lineal.

L

—1 B\ |P

Otuerza.variable = m «In (F) J T eXexdx
0

Resolviendo la integral, se tiene el desplazamiento siguiente:

\

v B L \p

fo) pei=—0.061 mm
fuerza.variable Figura 2.4.3.3. Diagrama axial de fuerza

distribuida.

Finalmente, se suman los desplazamientos para tener el desplazamiento total que ocurre en la
estructura en presencia de las fuerzas actuando sobre ella.

Ototal*= Pruerzas. puntuales T Ofsorzavariable = —0.019 mm
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EJEMPLO 21

Se tienen dos barras ahusadas unidas en uno de sus extremos. La barra superior tienen seccién
circular y la barra inferior tiene seccion cuadrada. A la estructura se le somete a cargas puntuales
ubicadas en las posiciones A, B, C y E, tal como lo muestra la imagen. Determinar el desplazamiento
en el punto F en referencia al punto A.
‘L 3
A

DATOS:
P;:=2 tonnef P,:=10 tonnef P;:=0.4 tonnef el
(
; S )
Dgyperior:==40 cm Dipteriori=30 cm P,:=15 tonnef
—
bs:=35 cm B;:=45 cm
. ||
E:=2-10° g2 Leircutar="1.6 m Lovadragai=2.3 m
cm —
—
Figura 2.4.4.1. Estructura de analisis
SOLUCION: bajo cargas axiales.

Para determinar el desplazamiento que se presenta en el punto F, respecto al punto A, se analiza el
desplazamiento ocurrido en cada segmento y al final se suman los efectos.

Debido a que la barra es ahusada, se deben plantear las funciones para calcular el diametro presente
en la posicion de analisis. Para el caso de la barra circular, la funcion es:

(Dsuperior— D

superior inferior)
p < L

L

D (X) = Dinferior+

circular — X)
circular

Desplazamientos en la barra ahusada de seccion circular.

Desplazamiento en segmento AB
Dp:= Dsuperior: 40 cm

Dg:=D(0.1 m)=39.375 cm
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(P,)+ (0.1 m)

=(6.349-107%) mm
E'DA'DB

AB =

Desplazamiento en segmento BC

Dz=39.375 cm

Dc:=D(0.6 m)=36.25 cm

Desplazamiento en segmento CD

D;=36.25 cm
Dp:=D(1.6 m)=30 cm

5. o \PrtP—Py-(1m) o m
b E-Dg-Dp '

Desplazamientos en la barra ahusada de seccion circular.

Desplazamiento en segmento DE

B,—b
B(x)::bs-i-< i—by) X

Lcuadrada
bD:: bs:35 cm

Bg:=B(0.15 m)=235.652 cm

5 (P1+P2—P3)-(0.15 m) 0,007 mm
bE E-Bgbp '
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Desplazamiento en segmento EF

B,—b
B(x)::bs-i-< i—by) X

Lcuadrada
bg:=35.94 cm

Br:=B(2 m)=43.696 cm

5 (P1+P2—P3)-(0.15 m) —0.006 mm
& E-Bg-b, '

Teniendo los desplazamientos presentes en cada segmento, se procede a sumar los efectos de todos:

6,::: 6AB+ 6BC+ 6CD+ 6DE+ 6EF: 0088 mm

El resultado obtenido presenta un esfuerzo de alargamiento, por lo que el punto F se desplaza hacia
arriba en sentido vertical.
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EJEMPLO 22

Una barra de gran rigidez se encuentra suspendida de 2 cables con rigideces E;-A; y E,-A,,

respectivamente. Determine la ubicacién de una fuerza "P" que produzca que dichos cables se
desplacen la misma longitud. Donde, E,<E,

\ 4 \4

A
E1 A1 E2/2
L
P
e
v v
SOLUCION: Figura 2.5.1.1. Arreglo estructural a base de cables.

Se plantea el diagrama de cuerpo libre para formular las ecuaciones requeridas.

AR, A R

S

Figura 2.5.1.2. D.C.L de fuerzas en el sistema.

Se conoce que: E,<E, por lo tanto &,>6,. Tal motivo incita a mover la posicion de la fuerza P hacia el
extremo con mayor rigidez (Cable 2), generando asi una excentricidad, a fin de que &,=5,

Planteando las ecuaciones de equilibrio:

5F,=0 R,+R,—P=0 (1)

Haciendo suma de momentos al centro de la viga:
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b b
SM,, 0= 0 R,-(E)—Rz-(z)-i—P-(e):O (2

Empleando la mecanica de materiales para resolver el sistema hiperestatico, se tiene:
61 = 62 . (3)
Expresando los desplazamientos con la Ley de Hooke...

R1°L R2°L

O, =
2

E1'A1 EZ'AZ

61=

Dichos valores se sustituyen en la ecuacion 3:
R1 . L R2 . L
E1'A1 - E2'A2

de la igualdad anterior, se despeja a R,

A1'E1'R2

sustituyendo R1 en la ecuacioén (1) de equilibrio:

A E,-R solve, R, A,-E,-P
T 214 R,—P=0 2 ~2
A2'E2 A1°E1+A2’E2
Se obtiene el valor de las reacciones:
A2°E2'P R A1°E1'P
T A E,+A,-E, " A E,+A,-E,
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Finalmente, se sustituye en la ecuacién (2) para obtener la excentricidad

R1.(£)_R2.(§)+P,(e)=o

4

A2°E2'P
A1'E1+A2'E2

A1’E1°P
A1'E1+A2'E2

o

A2°E2'P
A1'E1+A2'E2

-(2)+P.(e)=o

2

A1’E1°P
A1'E1+A2'E2

P.(e)=—

simplif; P.b-(A,-E,—A,-E
(b)) PIY b o= (Aj-E;—Ay-Ey)

2 2. (A E;+AyE))

o= 2 . A1'E1_A2'E2
2 A1'E1+A2'E2
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EJEMPLO 23

El elemento rigido se mantiene en la posicion mostrada mediante las tres barras de sujecion
fabricadas de acero A-36. Cada barra tiene una longitud de L,,,,:=0.75m y un area en sSu seccion
transversal de A,.,:==125 mm®. Determine las fuerzas en las barras si un torniquete en la barra EF
realiza una vuelta completa. El paso del tornillo es de 1.5 mm. No tome en cuenta el tamafo del
torniquete y suponga que es rigido. Nota: El paso del tornillo causa que, al apretarse, la barra se
acorte 1.5 mm debido a la revolucion completa del torniquete.

DATOS: ﬁB v
—_— D
N
EA.36 =2. 106 kgz Loara
cm
3 g %
SOLUCION: 'n AM/ E//// :
Planteando la ecuacion de sumatoria de fuerzas verticales: Lz
L]
3F,=0 R;+R,+R;
v _|F
Por simetria se puede resumir la ecuacion como: A
_ Figura 2.5.2.1. Arreglo estructural a base
Ri1=Rs de barras.
2‘R1+R2=0 (1)

Mediante los desplazamientos se hace la siguiente deduccion.

Al girar el torniquete de la barra inferior, se ejerce un desplazamiento a compresién en dicha barra. La
unica fuerza que influye es la ejercida en la reaccion R, y debera provocar el desplazamiento a
compresion en la barra.

La fuerza obtenida del desplazamiento a compresion, es:

_RZ * Lbarra

o=
EA.36 ‘A

seccion
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_RZ'Lbarra =15 mm
EA.36 ° Aseccio’n

R,:=—5 tonnef

Y- Y.
'
L

o b
2 2

6[:‘::1-5 an

C

compresion

\ (I
5

v__| F

o

Figura 2.5.2.2. D.C.L. de desplazamientos en el
sistema.

Sustituyendo la fuerza R, en la ecuacion (1), se obtienen las reacciones de los cables 1y 2.

solve,R; ¢,
2.R;+R,=0 S t‘;””efzz.s tonnef

R,:=2.5 tonnef

R3:=2.5 tonnef
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EJEMPLO 24

El elemento ahusado se conecta fijamente en su extremos Ay B y se somete a una carga P:=7 kip
en x:=30 in. Determine las reacciones en los soportes. El material tiene un espesor T:=2 in, el
material es aluminio 2014- T6

DATOS:
EAluminio :=6420 ksi b:=3 in
Lparra=60 in B:=6 in
Lhﬂffa
SOLUCION: Figura 2.5.3.1. Barra ahusada empotrada en ambos extremos.

La sumatoria de fuerzas horizontales, queda expresada como:

SF,=0 R,—P+R,=0 (1

X

La funcién del ancho b(x), se obtiene con triangulos semejantes:

b(X)=:b+M

barra

Por medio de la mecanica de materiales, se obtiene la ecuacion de desplazamientos. Para este
ejemplo se subdivide en dos estructuras:

Desplazamiento de estructura I. Contiene las fuerzas actuantes sobre la estructura y se libera el
empotramiento del extremo B

B:=6 in

3o

b:=b(30 in)=4.5 in

|
|
|
— _p.

| 5= P-x I (E) —_0.08 mm

L I EAIuminio -T- (B - b)
= |
|

b
Figura 2.5.3.2. Barra liberada del extremo derecho y
la presencia de las fuerzas actuantes en el sistema
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Desplazamiento de estructura Il. Contiene la fuerza ejercida por la restriccion del empotramiento en
B

B:=6 in

b:=3 in

6” = RZ ° Lbarra . ( B)

n|l—
EAIuminio - T (B - b) b

-+

[ N,

Figura 2.5.3.3. Representacion de la reaccion R,, provocada
por el empotramiento liberado.

Sumando desplazamientos de las estructuras, se tiene que el extremo B debe ser igual a cero.

R,-L
5+ 2 hama _ip (E) =0 ..(2)
EAIuminio - T (B - b) b

Despejando la reaccion R, de la ecuacion (2):

R,:=1.318 tonnef

Sustituyendo la reaccion en la ecuacion (1), se obtiene la reaccion del empotramiento A:

solve, R,
R;,—P+R;,=0——— —1.318. tonnef+ 7.0 - kip=1.857 tonnef

R,:=1.857 tonnef
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EJEMPLO 25

La barra AB tiene un diametro d y se ajusta perfectamente a los soportes rigidos en A 'y B cuando
esta descargada. El médulo de elasticidad es E. Determine las reacciones en los soportes Ay B si la
barra se somete a la carga axial que se muestra en la figura,con su respectivo diagrama mecanico.

L
Figura 2.5.4.1. Elemento empotrado sujeto a carga
constantemente distribuida.

SOLUCION:

La fuerza actuante es constante en toda la longitud de la barra, lo que produce un diagrama mecanico
de fuerza normal lineal, como lo muestra en la imagen.

Haciendo sumatoria de fuerzas verticales en la barra original. La fuerza lineal se presenta mediante la
integral de las fuerzas actuantes en la barra, la expresiéon queda como:

X

L
P Py-L
2F, =0 —R,—R2+]To-xdx=0—>0?—(R2+R1>=O
0

Po'L

—(R;+R) =0 (1)

De la mecanica de materiales se descompone la estructura en dos: la primera tendra las fuerzas
actuantes y liberando el extremo B, la segunda estructura contempla la fuerza del empotramiento B, la
cual es la restriccion producida por el empotramiento.

Estructura 1. El desplazamiento de la estructura,
debido a las fuerzas actuantes, son:

Figura 2.5.4.2. Elemento liberado del
‘A-E extremo derecho y en presencia de las
cargas actuantes.

L
P P,-L?
6/= 1 [—0 e X XdX—>6[ 0
L
0
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Figura 2.5.4.3. Reaccién R,, presente por la
restriccion del empotramiento liberado.

Superponiendo las estructura, se tiene que en el extremo B el desplazamiento es igual a cero, debido
al extremo que se libero.

6/+62= 0
Sustituyendo las literales del desplazamiento y despejando la reaccion R,:

P,-L> R,.L
0 + 2 =
3.A.E E.A

(2)

—Py-L

R2= 3

Sustituyendo la reaccion R,en la ecuacion (1):

+R1 =O

PO-L_((—(PO-L)

2 3
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EJEMPLO 26

La barra rigida soporta una carga P:=800 Ibf. Determine el esfuerzo normal en cada cable de acero

A-36, si cada uno de ellos tiene un area de A:=0.04 in® en su seccién transversal. La barra rigida
esta en un principio en posicién horizontal; determinar la rotacién después de aplicar la carga P.

DATOS:

h:=12 ft a:=5ft

L,==\a’ +h* =3.962 m b:=6 ft

2
L=\ (2 a+b) +h>=6.096 m

E:=(2.845.10*) ksi

Figura 2.5.5.1. Arreglo de cables bajo carga
axial.

SOLUCION:

Por simplicidad se determinan los angulos que se forman entre los cables y la vertical.

2.-a+b

a:= atan(h) 22.62 deg ,B::atan( ):53.13 deg

Primero, se plantea el equilibrio en la estructura, la cual cuenta con dos apoyos fijos; con reacciones
en el sentido vertical y horizontal. Estas reacciones son:

R R R R

c.X cy a.x a.y

clear(a,a,b,h,8,P,A,L;,L,,E)
Realizando el diagrama de cuerpo libre (contemplando las fuerzas internas en la barra rigida), se hace
sumatoria de momentos en el punto A.

2M,=0 R,-cos(a)-a+R,-cos(B)-(2-a+b)—P-(2-a)=0  ...(1)
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Figura 2.5.5.2. Representacion de Ilas
fuerzas presentes en el sistema.

Se revisa las fuerzas internas en los cables mediante sus desplazamientos. El diagrama de cuerpo
libre de desplazamientos, presenta el comportamiento que aparece al aplicar la fuerza "P"

A pesar de que el triangulo que se forma en el diagrama de desplazamiento no es rectangulo, se
maneja la semejanza entre el desplazamiento 1 y 2 del siguiente modo:

Figura 2.5.5.3. D.C.L. de los desplazamientos en el sistema.

02 0

2-a+b a

Sustituyendo las literales del desplazamiento y despejando la fuerza R, del cable:

R,-L, _ Ry-Ly solve, R, L, R,-a
(2.a+b)-E-A  a-E-A Li-b+2-L,-a

(2)

Sustituyendo R, en la ecuacion (1) se obtiene la fuerza R,

L2°R2'a

— £ <  .cos(a).-a+R,-cos «(2-a+b)—P-(2-a)=0
Crirg o os(0)a+Rorcos(8): (2-a+0) ~P-(2-2)
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2.L,-P-a-b+4.L,-P-a°

R, =
? (Lq-b° +4-L1-a-b+4-L1-a2>-cos(,B)+L2-a2 .cos(q)

Obteniendo el valor de R, de la ecuacion (2):

a-(2:L;-P-a-b+4-L,-P-a")

R, =
' (L,-b+2-L1-a)-<<L1-b2 +4°L1'a'b+4°L1°a2>'COS(B)+L2°62 -cos(a))

Sustituyendo los valores para obtener las reacciones R; y R,

R,:=676.88 Ibf

R,:=325.423 Ibf

lR

Estas fuerzas deben ser soportadas por la reaccién horizontal y < %
vertical del apoyo "C". Haciendo superposicion de las proyecciones Rex ‘
de las fuerzas en los cables.

R.x:=R,-sin(B) + R, -sin(a) =666.667 Ibf | |

R, =R+ cos(B)+ R;-cos (a) =706.518 Ibf 'I':églura 2.5.5.4.D.C.L. en el apoyo

Utilizando la ecuacion de sumatoria de fuerzas horizontales, se obtiene la reaccion horizontal del

apoyo A
ZFX=O _Rc.x+Ra.x=0

R, :=666.67 Ibf

2F

1l
o

~Rey—P+R,,=0
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Ra,=(1.507-10°%) Ibf

Figura 2.5.5.5. D.C.L. de reacciones.

1. Obtenidas las fuerzas en cada cable, se procede a obtener los esfuerzos.

Ry .
0,:=——=28.136 ksi
A

R, :

2. La rotacion de la barra se determina mediante el desplazamiento 8, y la longitud de la barra.

R,-L
5,i=—22=3.626 mm
E-A

o
:=atan =0.043 de
d (2 -a+b) g

¢=(7.435.107*) rad

Figura 2.5.5.6. Angulo formado por el desplazamiento &,
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Se tienen dos barras ahusadas, una de seccion circular y la otra
rectangular, a las cuales se les transmite una fuerza axial
mediante una placa rigida. La rigidez de la barra circular es
menor que la barra rectangular. Egjrc o < Erectanguio

Hallar el valor de la excentricidad "e" a la cual debe aplicarse la
fuerza P para tener un desplazamlento igual en ambas barras.

DATOS: Figura 2.5.6.1. Elementos ahusados del
sistema estructural.

Seccién circular Ecircuo=1.9- 10° kgt Dipteriori=15 cm Dgyperior:=12 cm
cm

Seccion rectangular  E . ,n00:=2+ 10° kgf B:=15cm b:=12 cm T:=2 cm
cm

SOLUCION:

Planteando la ecuacion de equilibrio, se tiene:

2F,=0 R;+R,—P=0 (1)

Debido a que la rigidez de la barra rectangular es mayor, la fuerza actuante debe aplicarse a la
derecha del centro de la estructura, para tener un desplazamiento igual en amabas barras. La
ecuacion de sumatoria de momentos, respecto del punto o, es:

.% Lips .

SM,=0 —R1-§+R2-§—P.e=o (2)

El analisis de desplazamiento involucra las ecuaciones de la
mecanica de materiales. Por lo tanto:

0,

circulo

=0

rectangulo
Figura 2.5.6.2. Desplazamiento
esperado del sistema.
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Sustituyendo las literales que involucra el desplazamiento, de acuerdo a la seccién correspondiente,
se tiene:

R,-L R,-L g\ solve,R;
= «In|— — 6.3595912124549780393 - R, ..(3)
Ecirculo -D inferior * D superior Erectangulo - T (B —b ) b
Despejando R1 de la ecuacion (3)
R,=6.3596-R,
Sustituyendo en la ecuacién (1):
solve, R,

(6.359 - R,) + R,— P=0 ———— 0.1358769498342301212 - P
Aplicando la siguiente carga, se tienen los valores de reacciones siguientes:

P:=2 tonnef

R,:=0.1359.P=0.272 tonnef

R,:=6.3596 - R,=1.729 tonnef
Se sustituyen las fuerzas en la ecuacién (2) y se despeja la excentricidad "e"
a:=1m

R,-2_R,.2
e=— 2 2 _35418cm

P
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2.6 PROBLEMAS PROPUESTOS DE CARGA AXIAL

PROBLEMA 1. Se tiene dos elementos columnas con secciones tal y como lo muestra la imagen.
Sobre estos elementos es aplicada una carga puntual, mediante una estructura altamente rigida que
transmite la carga axial a las columnas. Determinar las reacciones respectivas en el sistema para
tener un desplazamiento similar en las columnas.

DATOS:
dcircular::5 cm bcuadrada =5 cm
P:=3 tonnef H:=3m
kgf 5 kgf H
E.coroi=2+10° E,onerotoi=2+10
acero cm2 concreto cm b

Figura 2.6.1 Elementos sometidos a carga axial

PROBLEMA 2. Determinar el valor de la carga axial y deformacion requerida para generar esfuerzos a
tension sobre un elemento ahusado de seccion rectangular, fabricada de acero, la cual tendra un
desplazamiento permisible de o,,,,:=3 cm

T
DATOS: N
T==5em  B:=20cm E,:=2-10° kg: I]
cm
b:=10 cm L:=2m In
I L d

Figura 2.6.2. Elementos ahusado

@©

PROBLEMA 3. Determinar las reacciones de los apoyos sobre el o a 2a
sistema de cables, de acuerdo a las siguientes dimensiones:

DATOS:

a:=3.5ft L:=10 ft P:=6 kip L

E,:=29000 ksi d:=2 in

Yp
Figura 2.6.3. Arreglo de cables.
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PROBLEMA 4. Determinar el diametro minimo para que el desplazamiento maximo sea de &,,,,:=4 cm

| e |
DATOS:
Ly
Ly;:=2m L,:=50 cm b:=50 cm
-
P:=10 tonnef r:=30 cm a:=40 cm
I
kgf P
Ecables =2. 106 g r
cm
b a |

Figuré 2.6.4 Estructura de cables

PROBLEMA 5. El siguiente sistema esta conformado por elementos ahusados con secciones tal y
como lo muestra la imagen. Determinar los desplazamientos relativos a partir del punto "o", para las
posiciones de los puntos "A" y "B" correspondientes a las fuerzas actuantes sobre la estructura

DATOS: —_—
5 kgf
cm? Li

P,:=1 tonnef P,:=1.4 tonnef E:=1.5.10

30cm

P3:=2.1 tonnef P,:=2 tonnef

Ly:=1m Ly,:=13 m L3:==15m ij .]
Seccién cuadrada:
B:=40 cm b:=30 cm W W
Seccién circular:

d:=30 cm D:=35 cm —— L

! 150m

256m

Seccioén rectangular:
T:=10 cm r:=35 cm R:=45 cm

10cm

Figura 2.6.5 Elementos a compresion.

PROBLEMA 6. Determinar la carga axial requerida para unir dos elementos de acero que tienen una
separacion por imperfeccidén de imperfeccién:=2 cm

DATOS:

b:=20 cm t:=3 cm b,:=3 cm
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bt

6 kgf
cm

L:=3 m h:=45 cm E,:=2-10

/| bw

EA

E s T

Figura 2.6.6. Seccién de acero

PROBLEMA 7. Un elemento esta conformado de tres materiales distintos, determinar
las reacciones correspondientes a cada material para que los desplazamientos sean los
iguales en los tres materiales.

DATOS:

E1 : A1 E2 : A2 E3 ° A3 Lelemento
Figura 2.6.7. Elemento heterogéneo.

PROBLEMA 8. Resolver el equilibrio de un elemento con seccion rectangular a la cual se le aplica una
fuerza distribuida con comportamiento lineal.

DATOS:
b:=20 cm

t:=5cm

L:=2 m
tonnef
m

P:=2

| Figura 2.6.8. Elemento hiperestatico.

PROBLEMA 9. Una barra rigida de peso despreciable esta articulado en un extremo y soportada por
dos elementos barras. Uno de aluminio y otro de madera.

Determinar la carga maxima "P" que puede aplicarse al sistema sin exceder los esfuerzos permisibles

kgf kaf
de 0,,pem:=150 ; ’: Y Oiperm=2300 - n":z -
2m

DATOS:

kgf

E, :=82.10"
A, =12 cm? w e im
AA/::3 sz EA/::7- 105 kgf
cm

Figura 2.6.9. Estructura formada por cables.
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CAPITULO 3. EJERCICIOS DE FLEXION

La flexion ocurre cuando las cargas actuan perpendiculares al eje longitudinal del elemento viga.
Como resultado, aparecen esfuerzos normales a las secciones transversales de la barra. Estos
esfuerzos normales producen compresion y tension en una seccion transversal: divididos por el eje
neutro.

La flexion es el giro de las secciones transversales respecto de su radio de curvatura: apareciendo el
llamado eje neutro durante este fendmeno. En esta ubicacion, los esfuerzos son nulos. Analizando
fibras respecto del eje neutro, los esfuerzos de compresion y tensién incrementan linealmente.

Las bases de la Mecanica de Materiales establecen una variacion lineal de los esfuerzos y las
deformaciones.

Las convenciones utilizadas son positivas para:

1. Momentos horarios 2M=0,
_|..

2. Fuerzas verticales en sentido hacia arriba ZFy= 0,

3. Fuerzas horizontales en sentido a la derecha F,=0. m—r

Figura 3. Convenciones
utilizadas en flexion.
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3.1 FLEXION EN SECCIONES CON DIFERENTE GEOMETRIA
EJEMPLO 1

Calcular el ancho "t," de la seccion transversal de la viga, si el esfuerzo permisible a flexion es de

bf %

O paxi= 300-"49'2c y el esfuerzo cortante permisible es de v,,,,:=150+ kg’;

max*
cm

Figura 3.1.1.1. Configuracion de viga y dimensiones de la seccion.

. tonnef kgf
max *

m cm

P:=5.tonnef 0,.,:=300-

bs:=20 cm t:=5cm d:=30 cm

SOLUCION:

Se resuelve el equilibrio de la estructura mostrada, planteando las ecuaciones del equilibrio
correspondientes:

Figura 3.1.1.2. Reacciones sobre la viga.

2F,=0 A+B,—~P—(w-3-m)=0 ()
My=0 w-3 m-(37’")—5y.(3 m)+P.(45-m)=0 ..(2)

De la ecuacion (2) se despeja la reaccion B,:
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solve, B,
w-3 m-(—)—By-(3 m)+P.(4.5.-m)=0 ———= 15.0 - tonnef

By:: 15.0 - tonnef

Sustituyendo la reaccion B, en la ecuacion (1):
solve, A

A+B,—P—(w-3:m)=0 — % 5.0-tonnef

Ay :=5.tonnef

Resuelto el equilibrio, se obtienen los diagramas de elementos mecanicos de: fuerza cortante V(X) y
momentos M(X) . La siguiente ilustracion presenta los diagramas de la estructura.

Para determinar la dimensién {, de la seccién, se debe asegurar que cumpla con el esfuerzo

permisible ante la presencia a flexion. Por lo tanto, se supone el esfuerzo permisible igual al esfuerzo
maximo, asociado al momento maximo.

En el caso de la estructura, el momento maximo se ubica en el apoyo "B". x:=3 m

Determinando la ecuacion de momentos de la estructura:

-10 fon

Evaluando el momento en la distancia x:=3 m:

\
/s

M pax:=7.5 - tonnef-m \/

Voo i =10t f
max onne Figura 3.1.1.3. Diagramas de momento y
cortante de la viga de analisis.
Obteniendo el centroide respecto del eje "y" y el momento de inercia alrededor del eje "x". El perfil

que se presenta en el problema es un perfil tipo |, por lo que su simetria ubica el centroide (eje neutro)
a la mitad de su longitud del peralte.
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y:=15.cm i

Calculando el momento de inercia, mediante el teorema de ejes paralelos:

3
byt d ¢ t o(d=2-t
Iseccién=2’( f12f + bye tre (__—f) ]+—w < f) (3)

2 2 12 Figura 3.1.1.4. Ubicacion

del EN.

De la mecanica de materiales, se tiene la formula para flexion "férmula de la escuadria”, en la cual
se sustituyen los valores M,,., ¥ 0,. Ppara luego despejar el valor del momento de inercia. La

distancia "Y" es desde el eje neutro hasta la fibra mas alejada.

M
Umax=ﬂ'
/
Sustituyendo los datos y despejando:
. . solve, | cm?-m?.
300 k912r = 7.5.tonnef+m .0.15.m 0.00375-cm” -m tonnef:37500 cm’
/:=37500 cm*

Igualando la inercia obtenida y la expresion (3), se despeja la dimension f,

2

=37500 cm =8.75cm

2 3
bt tt o tys (d—2-1) , Solveity 205.cm* —190.cm*
2. +byetye AN et/
12 4.cm®

t,:=8.75-cm
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EJEMPLO 2
Para la viga mostrada en la figura, obtener la magnitud de carga maxima uniformemente repartida "w"

que puede soportar, al presentarse por primera vez en algun punto de la seccion el esfuerzo de
fluencia.

| bt |
|
\ ©
E: |
\
-— |
[0008 ¢ o
tw K\

Figura 3.1.2.1. Viga de analisis, seccion y diagrama del material empleado en el ejemplo.

DATOS:
6 kgf 3 cm
bs:=10 cm tt=1em d:=15cm b,:=1cm Lyiga:=3 m E;:=2-10 £:=1:10" —
cm2 cm
SOLUCION:

Se determinan las propiedades de la seccion que intervienen en el fendmeno de la flexion. Estas son;
la posicion del eje neutro y el momento de inercia de la seccion:

-
t\ b,
bf' tf d ——|+— (d tf) =
2)" 2 =
yi= =10.13 cm
by ti+ b+ (d—t) © >
bpet AR (d t)3
|:= o +(beet)e||d==L]= +ug:557.63 cm’ By
12 (br-t) (( 2)Y 12

Figura 3.1.2.2. Ubicacion de
EN sobre la seccion.

Se presenta como dato la grafica de comportamiento "ESFUERZO versus DEFORMACION" del
material. En esta se indica la deformacién del material al llegar al esfuerzo de fluencia. Mediante el
dato de deformacion unitaria y el modulo de elasticidad del material, se calcula el esfuerzo de fluencia
del acero.

La ley de Hooke se expresa como:
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Sustituyendo los valores E; y £,en la ecuacion de Hooke, se tiene el esfuerzo permisible:

kgf
Ofyencia = €s * Es=2000 g2 (1)
cm

Sustituyendo el esfuerzo de fluencia en la ecuacién de la escudria:

M
Ofencia = T e (2)

De acuerdo al analisis estructural, una estructura en voladizo tiene su momento maximo en la
ubicacion del empotramiento. Utilizando las ecuaciones de equilibrio, se tienen los siguientes valores
de reaccion:

solve ,R
2F,=0 R—w:L.g= — L.yiga* W
wel. . 2 solve,M L. ‘W
ZMemp = O —M+ 2wga = 0 Vlga2

De lo anterior, el momento maximo presente en el empotramiento, es:

Mgy =~ (3)

De la ecuacion (2) se despeja el momento asociado al esfuerzo de fluencia, el valor de "Y" sera
calculado para la fibra mas alejada al eje neutro, al tener el mayor esfuerzo en esa posicién:

Ofuencia = i 4

M,,;:=1.101 (tonnef-m) ..(4)

Igualando la ecuacién (3) y (4), se despeja la carga uniformemente distribuida necesaria para llegar al
esfuerzo de fluencia:

2

w-L,; solve,w .m-
1101 (tonnef- m)= viga 0.24466666666666666667 - m - tonnef
2 m?
wi=0.245 tonnef
m
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EJEMPLO 3

Una viga en voladizo se encuentra instrumentada a la mitad del claro con un "Strain Gauge" que, para

cuando la carga sea aplicada, registre una deformacién ¢:=0.0005 M Encuentre la magnitud de la
cm

fuerza para los siguientes casos:

a) Cuando se aplica una fuerza puntual "P" en el extremo libre de la viga.
b) Cuando se aplica una fuerza distribuida "w" en el extremo libre de la viga.

] Lbarra

bw
Figura 3.1.3.1. Viga de seccién "I" empotrada con carga distribuida y puntual actuante.

DATOS:

kot bh=10.cm b,:=05.-cm  h:=166.cm  t=08.cm  &:=0.0005 7

6
Lyarrai=4+m  E:=2-10".—=
cm cm

SOLUCION:

Para aplicar la ecuacién de la flexién se debe de hallar el centroide y momento de inercia de la
seccion:

Y:= Z =83 cm
S LT PPN R R N P ) R g ! ]

El esfuerzo asociado a la deformacién registrada por el instrumento es: Figura 3.1.3.2. Ubicacion
del eje neutro.

kgf
cm

o:=E.e=1000
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Sustituyendo el esfuerzo calculado en la ecuacion de la escuadria, se tiene el siguiente momento:

M::OT'I: 1.37 tonnef-m

Caso a) Cuando el elemento se somete a una fuerza puntual en el extremo libre de la viga.

Lbarra .

El diagrama de momento de la estructura presenta un valor de momento para x=

M Lbarra = ﬂ
2 2

|- -—

Despejando la fuerza P y sustituyendo el momento

. 0.5 | barra
calculando anteriormente:
. 1/2 P Lbarra
[P= 2-M =686.77 kgf
barra Figura 3.1.3.3. Diagrama de momento de la
viga, caso a).

Caso b) Cuando el elemento se somete a una fuerza puntual en el extremo libre de la viga.

Lbarra .

El diagrama de momento de la estructura presenta un valor de momento para x=

M(Lbarra) = (U°L2 - e ®

2 8 —
.

0.5 Lbarra Leama

Despejando la fuerza w vy sustituyendo el momento

2
calculando anteriormente: SE e

Figura 3.1.3.4. Diagrama de momento de la
viga, caso b)

8. I\/I2 —0.687 tonnef
m

w:=
Lbarra
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EJEMPLO 4

Una viga forma parte de una compuerta. Esta soporta una carga hidrostatica como se muestra en la
figura. Obtener el esfuerzo en la fibra extrema de la seccion, debido al momento flexionante producido
en la mitad de la separacion entre los dos apoyos.

DATOS: [ \ hseccic’m
Lyjga=3 m K. T\
F y \
kgf o \ —o
w:=750 —— & . W
m - '
Nseccioni=25 cm j
B
tseccion =0 €M ) -
H zahle t-seccidn
Figura 3.1.4.1. Compuerta de seccién hueca.
SOLUCION:
Resolviendo el equilibrio de la estructura: "
2 1 1 B, i
ZMB =0 RA'?'Lviga_E w'Lviga' (?'Lviga) =0 \'\\
Ra P
N\ o
R,:=562.5 kgf oy \\
B A ¥ =N \
ZFy=O RA+RB_w.LViga=0 _g: \\\
—lm \\
Ry
Rg:=(1.688-10°) kgf
B ( ) g Figura 3.1.4.2. Reacciones sobre la

viga.

Realizando el equilibrio en la estructura, se procede a obtener el momento en el punto de interés, para

X= L L
2 .
W(g Lviga) =w

A —viga
3 9
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o, e
w =2 E.Lw.gazsooﬂ
L 3 m

M=229.167 kgf-m ..(1)

Calculando el momento de inercia de la seccion:

4 4

[i= hseccio’n _ <hseccic’>n_2 * tseccién) —28333.3 cm4
12 12

Obteniendo el esfuerzo a flexién, mediante la formula de la escuadria, se sustituyen los valores de
cada literal. El esfuerzo se calcula para la fibra mas alejada al eje neutro.

0=M-Y

l hseccion

o= M [ Psecoion | _ 1 14 _kgf
/ 2 cm’®

EN
[

hsecmcn

>

|

tsecmdn

Figura 3.1.4.3. Ubicacion del eje neutro.
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EJEMPLO 5

Calcular el maximo esfuerzo que ocurre en la posicion A-A de una viga con las siguientes
caracteristicas. La seccién se presenta a continuacion.

A

AN L1 L2 Ls =

Figura 3.1.5.1. Configuracion de la viga y seccion utilizada.

DATOS

L;:=2m L,:=3m Ly:=2m wi=25 tonnef
m

hseccién =20 cm bseccién =12 cm tb’: 3 cm t,:=5cm

SOLUCION:

Se resuelve el equilibrio en la estructura.

L
z,\/,extremo.izquierdo =0 —Rg* <L1 +Lo+ L3> + <U)' L2> -|L4 +?2 =0 (1)
Rg:=3.75- tonnef
sz=O RA+RB—(U‘L2=O (2)

R,:=3.75- tonnef

Se requiere revisar el punto A-A" de la viga, por lo que se determina el momento sobre la viga en
dicha posicion, para:

x:=L,=2m
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My p=—R,+(2-m)=—7.5 tonnef-m
Calculando el momento de inercia y la distancia del eje neutro hasta la fibra extrema superior:

Y:=10.-cm

3
[i= bseccio’n ; i27seccién3 _ (bseccién -2 tb) ;éhseccién -2 th) —7500 cm4

Finalmente, se determina el esfuerzo mediante la férmula de la escuadria.

Debido a la simetria, no importa el signo del esfuerzo. y
o= 1Ml Ly _ 1000 kot 8
/ cm’ &
!
Figura 3.1.5.2. Distancia
"Y" del eje neutro.
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EJEMPLO 6

Se flexiona una barra semicircular de aluminio, con radio r= 12 mm. Hasta darle forma de un arco
circular de radio p= 25 mm. Si la cara plana de la barra se dirige hacia el centro de la curvatura del
arco, halle los esfuerzos maximos de tension y de compresion de la barra.

DATOS:

r:=12.-mm

p:=25-m

kgf
cm

E,:=7-10°.

Figura 3.1.6.1. Seccidn de la barra.

SOLUCION:

Encontrado el centroide, ubicacion del eje neutro, de una seccion semicircular:

yi=2" ~5003 mm !
3.m
i
>- iz
La distancia del centroide a la fibra extrema curveada es: A (Uj
Figura 3.1.6.2. Centroide de Ia
Ceni=r—Y=6.907 mm seccion.

La barra se flexiona y produce que las secciones giren respecto del eje neutro. La siguiente ilustracion
presenta el comportamiento de la viga:

As
Figura 3.1.6.3. Deflexion de la barra en un elemento diferencial.
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Se toma un elemento diferencial "Ax" de la viga y se etiqueta cada esquina de la cara. de la siguiente
forma:

Ax
a b
El giro presente en el elemento diferencial, es:
tan (A6) =As
Je]
dd’
tan (A6) = . g

Figura 3.1.6.4. Elemento diferencial.
Al ser pequeiio el angulo de giro, se puede expresar las ecuaciones siguientes como

20=25 (1) o
Je]
p a’ .
dd’ : \
Reacomodando la ecuacion (1) c/ /‘ 3
e / o
/ \‘\_ B
Ax=As ———¢
4s_1
A8 p

Figura 3.1.6.5 Analisis de las esquinas
del elemento diferencial.

La diferencial de la longitud de arco puede suponerse igual al diferencial de longitud

As=Ax
39 =1 .(3) Ecuacién de curvatura
X p

De la ecuacion (2), la literal dd” presenta la deformacion, por lo que:

dd'=¢,-Ax  ...(4)
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Sustituyendo la ecuacion (4) en la ecuacion (2):

£ Ax
y
Reacomodando la ecuacion:

AB=

AB _ &
—=— ..(5
-y )

Igualando la ecuacion (3) y (5)

g,=Y Ecuacién de deformacioén horizontal
Je)

Haciendo el analisis para el area a compresion de la seccion:

g,=—N — (2.763.107%) £M
o) cm

De la ecuacion de Hooke se obtiene el esfuerzo:

kgf
cm

Ocompresion *= E, .£=1.934

La vista de perfil de la seccion, tiene el diagrama de esfuerzos siguientes:

O-compresio'n - Otension

Cen Y

kgf
cm

Otension = 1.426

Otensién

Figura 3.1.6.6. Diagrama de esfuerzos por flexion.
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3.1 FLEXION EN SECCIONES CON DIFERENTE GEOMETRIA W?@
2l
T
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EJEMPLO 7

Un tubo rectangular que se presenta en la figura, se obtiene de una aleacion de aluminio de 0:=40.ksi
y E:=10.6-10° . psi. Determinar: 276 in

a) el momento flector para un factor de seguridad 3.

b) el radio de curvatura correspondiente al tubo. 1 -
DATOS:
0:=40-ksi=(2.812.10°) X9 _
cm i
E:=106-10° - psi=(7.453.10°) X9
cm
FS:=3 J—

3.251n

Figura 3.1.7.1. Seccién de analisis.

SOLUCION:

a) Calculando propiedades geométricos que intervienen en la flexion:

Y:= °

"N _6.35 cm
2

3 3
fe ( 3.25. ln1-2(5 -in) ] 3 ( 2.75-in -1(24.5 -in) ) —539.9 em*

El esfuerzo permisible debe cumplir con el factor de seguridad designado. Por lo tanto, el valor de
esfuerzo permisible es:

9 _937.426 9.
FS 2

cm

Operm =

De la mecanica de materiales se utiliza la formula de la escuadria para flexion. De dicha ecuacién
despejamos la literal del momento.
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3.1 FLEXION EN SECCIONES CON DIFERENTE GEOMETRIA W?W
i
I
. S 'h'::-"

Se obtendran dos resultados, el primero sustituyen los valores con el esfuerzo total del material
(Esfuerzo ultimo). Para el segundo resultado sustituimos el esfuerzo permisible (Esfuerzo nominal).

M::UT'I:2391 kgf-m

perm *—

Operm® |
M, = Pes’ =797 kgf-m

Como simple inspeccidén, se observa en los resultados como disminuye considerablemente el
momento permisible que puede aplicarse al elemento.

b) Para determinar el radio de curvatura se aplica la ecuacién siguiente:

l= Mperm
o} E.l
0= E-l _50483m

perm
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3.2 PAR INTERNO EN BARRAS DE DIFERENTE SECCION
EJEMPLO 8

Determinar el par interno de una seccién triangular, que forma parte de una viga con la siguiente
configuracion de cargas actuantes: !

NN N VTV Y WV v N
A\ | !.-\

A AN
:*—A ' 1 1
% Lbarra 4 Lbarra 4 Lbarra
L) 1

Figura 3.2.1.1. Viga formada de seccion triangular.

L

DATOS:
b:=15 cm h:=35 cm w:=2 fonnef P:=3 tonnef Lporai=4 m
m
SOLUCION:

Se realiza el analisis estructural, determinando las reacciones y sus diagramas de elementos
mecanicos.

0 w- Lyarra .l. Lparra +P. (Lb;rra + Lb:rra) —Rg+Lpyra=0

M
2 2 2

Rg:=3.25 tonnef

Ly
5F,=0 —w- ;”a —P+R,+Rg=0

R,:=3.75 tonnef

Sus diagramas de elementos mecanicos son:
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3.2 PAR INTERNO EN BARRAS DE DIFERENTE SECCION

T e
W '“
o "'g

8
£y
=

P
0
NN TN TN TV T VNV VTV, -
% Lbarra :11 Lbarra % Lbarra
.75 ton
Xmax=1.875
-0.25 ton
-3.25 ton
M(X,, 5

Figura 3.2.1.2. Diagramas de momento y cortante de la viga de analisis.

El momento maximo se presenta:
=1.875m

Xmax :

M (Xnax) =3.516 tonnef-m

<

Determinando el eje neutro de la seccidn triangular y el momento de inercia:

C,i=— h=11.667 cm
3 b

Figura 3.2.1.3. Ubicacion

1 del EN.

l:=— b-h>=(1.786-10*) cm*
36

X

En la presencia de la flexion, los esfuerzos en las fibras extremas al eje neutro son:
(o)

" Otension

b

Figura 3.2.1.4. Diagrama de esfuerzos por flexion.
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3.2 PAR INTERNO EN BARRAS DE DIFERENTE SECCION

I'Lﬁl'l

iz kgf
Omax.tension *= M o <Cy) =229.592 c::
X
M (x kaf
Omax.compresion = M 0 <h = Cy) =459.184 c::
X

Las fuerzas de compresion y tension son calculados mediante los sélidos que aparecen al girar la seccion. Para
el caso del area a compresion, se forma un sélido en forma piramidal. Para el caso del area a tensién, se puede
formar un prisma de seccion rectangular en la parte central y una piramidal en sus orillas. La siguiente
ilustracion muestra los sélidos.

Determinando las fuerzas de compresién y tension, se debe llegar a mismo valores de fuerzas de compresion y

tension.

1(2 2 1
Fc;:3 (3 b (3 h) " oméxlcomp,es,-én) =17.857 tonnef

2 1 1 2 1
° (3 b 3 <he Uméx.tensién) +§ ((b _3 ° b) 3 h- * Omax. tens:on) =17.857 tonnef

—

Gmmmﬁ@l”

Compresién

\ /
Gtensién \’//

Figura 3.2.1.5. Solidos de fuerzas a compresion y tension.

Para el area superior al eje neutro, la ubicacion de su fuerza resultante es la mitad de su altura. Para
la fuerza resultante central de la parte inferior al eje neutro, su ubicacidn es a dos tercios de la altura.
Para la fuerza producida en los extremos inferiores al eje neutro, su ubicacion es a tres cuartos de la
altura total.

Conociendo las fuerzas y brazos, se obtiene el momento interno de la seccién:
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3.2 PAR INTERNO EN BARRAS DE DIFERENTE SECCION

e
g}-j‘:’

Compresién
< i
12
23h
Z
F |
24 i
3 _ ssh | a1y
O Tem?.lfmmnma 1 43
X A Tensiénmm—LLkF 1
Otension
e =]
Figura 3.2.1.6. Fuerzas de compresion y tension.
1 2 1 2 1 12
Mintemo = (— . (3 ebe—ehe Gméx.tensién)) . (3 .3 h +E E h) d _ 3516 tonnef. m
1 - 31, 12
+(§ ((b__ b)._ h'Uméx.tensién ° Z 5 h+5.€ h
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3.2 PAR INTERNO EN BARRAS DE DIFERENTE SECCION M
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EJEMPLO 9

Se tiene una viga de seccion rectangular, con dimensiones b y h, respectivamente. Sobre esta barra
actua una fuerza distribuida en toda la longitud del claro. Calcular el par interno en la posicion A-A” del
claro de la viga.

/1N AT
== Ltparra = .o
I > ' b
5 Lbarra
Figura 3.2.2.1. Viga formada de seccion rectangular.
DATOS:
w::10-M b:=25.-cm h:=50.-cm Lpara=600-cm
cm
SOLUCION:
Resolviendo el equilibrio de la estructura se obtiene el diagrama mecanico de momento:
-
VIV NAAE A A YA
éLbarr T
oMby
_— - \\\\\\
% Lbarra

Figura 3.2.2.2. Diagrama de momento de la viga.

Para determinar el momento en cualquier posicién, se realiza la funcion de momento:

w- Lbarra .
2

2

w
M(x):= X——<X
() :

Valuando la funcién de momento para:x::%-Lba,,a=2.4 m

M (% . Lba,,a) =4.32 tonnef-m
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3.2 PAR INTERNO EN BARRAS DE DIFERENTE SECCION

I'Lﬁl'l

'i.

Se supone el momento presente en la longitud de analisis, como el momento actuante sobre la
estructura.

M

act =

M (% . Lba,ra) =4.32 tonnef-m

Al aplicar el momento actuante sobre la seccion, se menciond que las secciones tienden a girar sobre
el eje neutro. Debido a que el momento en la estructura tiene un momento positivo, las fibras por
encima al eje neutro tienden a comprimirse, mientras que las fibras por debajo al eje neutro sufren

tension.

Generalmente, se presenta la seccién de analisis junto con sus diagramas de deformacién y esfuerzo;
estos diagramas se colocan de perfil. En ellos se aprecia el area que sufre deformacion y esfuerzos,
tanto de compresién, como tension.

El respectivo diagrama se presenta a continuacion:
&ompresqu’ GCOmpresi%u'n

b Etension O tension

Figura 3.2.2.3. Diagramas de deformacion y esfuerzo por flexion.

En una vista 3D se tiene la seccion y la presencia de los esfuerzos a compresion y tension.
Multiplicando el esfuerzo presente por el area en donde aparece, puede obtenerse una fuerza para la
tension y compresion. Como bases de la teoria, se establece que las fuerzas deberan ser iguales.

F

compresion = F, tensiéon

Si se multiplica la fuerza (cualquiera de las dos) por la distancia entre ellas, conocida como "brazo
interno", puede obtenerse el momento interno. EI momento interno se produce por el giro de la
seccion respecto de su eje neutro y este es similar al momento ejercido sobra el elemento estructural.

M,

interno

=F.Z
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3.2 PAR INTERNO EN BARRAS DE DIFERENTE SECCION W ﬂ
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Gccmpres&?

Obteniendo el esfuerzo a compresion, mediante la expresion
de la escuadria:

—
Compresion

M
00;21—6“.(ﬁ):41_5 kg12’
_— .p.A cm

12

Tension

Por volumenes de esfuerzos, se puede determinar el valor de
la fuerza a compresion.

Gtension \ ,/////
\p"

Figura 3.2.2.4. Sélidos de compresion

F h. UC) %— 12.96 tonnef y tension.

P b .
compresion
—c

El volumen de esfuerzos de la fuerza a compresion es triangular, por lo que se toma la distancia a

su centroide como g ’27 respecto al eje neutro. La distancia total entre las fuerzas, es:

z=[2.0).2_333 cm
3 2
Finalmente para el momento interno se multiplica la fuerza de compresion y el brazo interno.

Mint = Fcompresién «Z=4.32 m- tonnef

Como comprobacién se igualan si el momento actuante es igual al momento interno:

Mint =M act

4.32 (tonnef-m) = 4.32 (tonnef-m) Si cumple la condicién.

APLICACION DE LA MECANICA
FLEXION 100 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL



‘“BEullﬂj.

3.2 PAR INTERNO EN BARRAS DE DIFERENTE SECCION

L lﬁl'l

EJEMPLO 10

Se tiene una viga de seccion tipo |, con dimensiones b y h, respectivamente. Sobre esta barra actua
una fuerza distribuida en toda la longitud del claro. Calcular el par interno en la posicién A-A" del claro
de la viga.

- b -
-

/f\/"v“\/\/“v’*\/”\/“& V0 0 T T A T A e A e -

c
=
\ <t
éé A L.barra |
z bw

5 Lbarra |

Figura 3.2.3.1. Viga formada de seccion " T"

DATOS

kot
cm

w:=10- Lpara=600-cm b:=60-cm h:=70-cm b,:=10-cm hi=10-cm

SOLUCION:

Calculamos las propiedades de la seccidén que se involucran en la flexién de la viga.

| 2 3%
h hy £
by he|Z|+b-hp|h+—
Y (2) f( 2

Cy:: ) =53.462 cm
b,-h+b-h; EN

Cy

2 2
b,-h® h b-hS hy 5\ 4
/::( W12 +bw-h-(E—Cy) +[ +behp|[h+]-C, =(8.1-10%) cm

Figura 3.2.3.2. Ubicacién
EN.

Se procede a encontrar el momento actuante sobre la viga en el punto A-A”

w - Lb 2 2 1 2
Mact:: ( 5 ara ) © (g * Lbarra) - ((.U * g ° Lbarra) * (E * g * Lbarra) =4.32 tonnef-m

El diagrama de deformacion y esfuerzo, es el siguiente:
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3.2 PAR INTERNO EN BARRAS DE DIFERENTE SECCION

m"iﬂ

'i.

& | compresion G | compresion
F—4 [ —4
.C
DW Eension Otension

Figura 3.2.3.3. Diagrama de deformacion y esfuerzos por flexion.

Para calcular el momento interno, se calcula la fuerza de compresion o tension. El area sometida a
compresion es el patin y parte del alma. Calculando el esfuerzo en la parte superior del patin y en la
frontera entre el alma y patin para los esfuerzos a compresion, se tiene:

1 campresen

Mact kgf
O'1.compresion *= 70 . (<h - Cy> + hf) =14.193 9
cm Compresién
Mact kgf
O2.compresion *= 70 . (h — Cy) =8.845 9
cm

El esfuerzo a tension se calcula para la parte inferior del alma.

\pu\a

Mact kgf -
e - C,=28.592
Ctension | y cm Figura 3.2.3.4. Sélidos de compresion y

tension.

Por volumenes de esfuerzos, se puede determinar el valor de la compresién y tension, hallando el
volumen de la cufia correspondiente como se muestra en la figura.
Para el caso de la cufia en compresion se considera el area con ancho b y altura (h—C,) +h;

=7.6 tonnef

1
F tension ‘= (b C otenswn) E

1

F compresion ‘= (b ° ((h - Cy) + hf> ° U1.compresién> ° 5 - =7.6 tonnef

1
((b —b w) ° <h - Cy> ° o'2.compresic'm> ° 5
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3.2 PAR INTERNO EN BARRAS DE DIFERENTE SECCION
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Como comprobacion, a pesar de la asimetria de la seccion, las fuerzas de compresion y tension son
iguales, indicando que las areas contempladas en cada caso son correctos.

ht

Tensicn

_’__

Figura 3.2.3.5. Momento interno en la seccién
Determinando el momento interno, de acuerdo a la distancia que existe entre las fuerzas resultantes

Mint —< ((h C) > 01.compresic’>n>

- <<b - bw) * <h -C ) O2.compresion

Comparando el momento interno con el momento actuante, se tiene un valor similar, indicando que los

calculos son correctos.

Mmt - Mact
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3.2 PAR INTERNO EN BARRAS DE DIFERENTE SECCION m
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EJEMPLO 11

Un cantiléver soporta el sistema de cargas mostrado en la figura, si la seccién transversal tiene las
dimensiones indicadas, con peso propio de la viga de 3 Ton en total y claro de 4m.

a) Determinar los esfuerzos maximos de tension y compresion, provocados por la flexién.
b) Obtener diagrama de esfuerzos y respectivamente el de deformacion.

3 y
4 Lviga

Paciuante

L]

Figura 3.2.4.1. Viga empotrada de seccion rectangular.

i

DATOS:
Lygai=4 m P.ctuante :=4 tonnef Pyiga:=3 tonnef b:=20 cm h:=40 cm E:=2.10

viga

5 kgf
cm

SOLUCION:

Haciendo sumatoria de momento en el empotramiento de la estructura; contemplando la fuerza
actuante y el peso propio de la viga:

=0 —P 3

actuante *
4

2M,

emp

Lyiga—P

viga viga

L .
'%ga+MO=O (1)

M,:=18 tonnef-m
Se calcula la restriccidn vertical del empotramiento, con la sumatoria de fuerzas en sentido vertical.

(2)
zFy=0 _Pactuante_Pviga+Fy=0
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Fy:: 7 tonnef

Las fuerzas actuantes en la viga producen que las secciones giren EN
respecto al eje "x", determinado el eje neutro: = - —
Cy::g:ZO cm )
! |4[
a \
I = b;g =106666.7 cm* . B .
Figura 3.2.4.2. Ubicacién
del EN.

El momento maximo se encuentra en la restriccion del empotramiento. Calculando el diagrama de
esfuerzos y deformaciones para dicha posicion:

M, 3= M,=18 tonnef-m

Los esfuerzos calculados se determinan para 4 posiciones por encima del eje neutro. Estos esfuerzos
son sometidos a tension.

1 G 1 tensian
O 2 tensién /
©
2
E
- O 4 tepstfn
—o
i
O4co idn -
L
J
Cc =
* G 3 compresion -
G? COmpresion F
_l 61 (85100

3

Figura 3.2.4.3. Puntos de analisis del diagrama de esfuerzos por flexion.

Esfuerzo a compresion, por encima al eje neutro.

El esfuerzo en la fibra superior mas alejada al eje neutro:

kgf
2
cm

M;"éx -(h—C,)=337.5

X

O1.tension *=
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3.2 PAR INTERNO EN BARRAS DE DIFERENTE SECCION

I'Lﬁl'l
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Por triangulos semejantes se obtiene los esfuerzos en las otras posiciones. La distancia entre estos

L.
eg _Viga

Para, 0, cnsion

O1.tension = 02 tension
(h_ Cy) ((h— Cy) _ﬂ)
8
7.0 . «h—8.C. .0 .
02.tensién = 1.tens:o§ h—8 Cy I.tension =253.125 kgf
L cm
Para, O3 tension -
O1.tension = O3.tension
(h=C) " ((h—c,-2h
'8
3.0 . eh—4.C. .0 .
O3 tonsion *= 1.tens:o‘;7 — Cy 1.tension —168.75 kgf
O 510 Ly cm
Para, 0, ensign
O1.tension = O4.tension
(=) " ((h_c)-3"
'8
5.0 . «h—8.C. .0 .
04.tensién = 1.tens:o§ h—8 Cy I.tension =84.375 kgf
L cm

Esfuerzo a compresion, por debajo del eje neutro.

Al tener simetria sobre la seccion, las posiciones de los esfuerzos a compresion son los mismos que

tension, por lo tanto:

kgf
cm

=337.5

O1.compresion *= O1.tension

kgf
cm

=168.75

03 compresion *= 93.tension

FLEXION 106

kgf
cm

=253.125

02 compresion *= O2.tensién

kgf
cm

=84.375

O4.compresion *= 94.tension
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Para el diagrama de deformaciones, se utiliza la Ley de Hooke, conociendo su esfuerzo y modulo de
elasticidad:

0y, compresion cm Oy, compresion cm
&1.compresion’=—"——= = 0.002 — €ocompresion’=———————— — 0.001 —
E cm E cm

o4.compresién —0.0004 ﬂ

O3, compresion cm
— — —  —0.0008 — £4_compresién =
E cm

€3 compresion *=
P E cm

Las deformaciones para el area a tension, son iguales.

cm cm
€1.tension *= €1.compresién = 0.002 — €2.tension *= €2.compresién = 0.001 —
cm cm
cm cm
€3.tension *= €3.compresién = 0.0008 — €4.tension *= €4.compresién = 0.0004 —
cm cm
1 E1tension
i !
82.ten5|in
h ! S
*] 2 p
5
g E 4 tensi
~—
J= F
l j 84 €0 Sin )
28
=
I
I_] Cs’ ko
1 2 " 83 COMPresion
82 compresion F
JL ’ 1 E;1 CQMpresicn
:

| b
-
Figura 3.2.4.4. Puntos de analisis del diagrama de deformacion por flexion.
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3.3 FLEXION EN SECCIONES HETEROGENEAS DE DIFERENTE GEOMETRIA

EJEMPLO 12

Se tiene una seccion heterogénea, formada por madera y acero, la cual es sometida al momento
mostrado. Determinar el esfuerzo maximo a compresion y tension. Utilice el método de seccidn
transformada para la solucion del ejemplo.

L bw -]
r 1

DATOS:
Propiedades mecanicas Propiedades geomeétricas
Ey=1-10°.K9f be:=10 cm t;:==0.2 cm :

cm = M = 500 kg-m
Eg=2.10° . K9F by=10 cm hy:=20 cm

cm
M:=500- kgf-m *5#

-

SOLUCION:

Figura 3.3.1.1. Seccidon heterogénea.

La mecanica de materiales nos plantea ciertas hipotesis. Una de ellas menciona que el elemento
debera ser homogéneo.

Este problema presenta una seccidbn compuesta por dos materiales, lo cual implica distintas
propiedades mecanicas. Para la solucion, se hace uso del método conocido como seccién
transformada. Esta establece que; uno de los materiales que compone la seccién queda como fijo,
mientras que todos los demas seran transformados para suponerlos como el material base.

La transformacion es obteniendo un factor de proporcionalidad entre las propiedades geométricas y
mecanicas de los materiales transformados y el material base. El factor de proporcionalidad es el
calculo del siguiente cociente: el numerador contendra el mddulo de elasticidad del material a
transformar y en el denominador se coloca el médulo de elasticidad del material que queda fijo.

Para este ejemplo, se transforma el material de acero a madera.

E
n,=—>=20
=
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La relacion de proporcionalidad entre el acero respecto de la madera es igual a 20 veces las
propiedades de la madera.
La dimensiones de la seccion quedarian del siguiente modo:

pw

T

hw

nibs A

Figura 3.3.1.2. Seccién transformada a madera.

Homogenizada la seccidn, se procede a calcular las propiedades que intervienen en la flexion.

t, h,,
bs"71'ts'5+hw°bw' ts‘*’?
C,:= =8.517 cm
bs'r]1'ts+hw'bw

3

2 2
boen,-t.° t h>b h

Determinando los esfuerzos mediante la formula de la escuadria:

Esfuerzo a compresion.

kgf
cm

M
Ocompresion ‘= /_ g (<ts aF hw> = Cy) =58.027
X

Esfuerzo a tension

M kgf
Otension.1 ::l_. C,-n,=845.987 g
x cm

Se toma el esfuerzo en la frontera de la union de madera y el acero. Por lo tanto, el esfuerzo obtenido
se divide por el factor de transformacién.
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W
'-"f:-:wu'
.:'

-';.

Otension. 1 - Otension.2

Cy (Cy - t8>
826.121 _K9f
cm kgf
Otension.2 *= ’7— =41.306 i
1 cm
e bu - O compresién
- _

Otensién.2
] ~
‘ Otensién.1

Figura 3.3.1.3. Diagrama de esfuerzos por flexion.

Calculando las fuerzas a compresion y tension. El area de compresion esta contemplada solamente
por la madera por encima al eje neutro, formando una cuia como sélido. La fuerza a tension esta
comprendida por la madera y el acero.

1
F compresion ‘= 3 <bw' (<ts + hw) - Cy) ° ocompresién) =3.39 tonnef

El drea de esfuerzo tomada por
(bw' <Cy_ ts) . 0tensién.2> + <bs olige Utension.1> =3.41 tonnef el acero se puede suponer como
rectangular.

N | =

Fionsion™=

A manera de comprobacion, se transforma la madera a acero.

El factor de transformacion queda de la siguiente manera.

E
Nyi=—2% =0.05
Es
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n2bw

hw

!
- b ]

Figura 3.3.1.4. Seccién transformada a acero.

Calculo de propiedades:

t h
bs'ts’_s+’72'hw'bw' (ts+_w)
C = 2

y =8.517 cm
bs'ts+hw’bw'r’2

=503.4 cm*

beets £\ h2ebyen
ly:= +bgte|C 2|+ 2
12 2 12

h
+(hw-r72-bw>-(Cy— ts+7w

Finalmente, calculamos los esfuerzos a compresion y tension. Recordando que se debe mantener el
factor de transformacion sobre el material que cambiamos o transformamos.

kgf
cm

O'C::

+((ts+hy) —C,) - n,=58.027

L
2

(oF 21 ::M . Cy: 845.987 kgf
I cm

kgf
cm

(0
Oppt —ng( C” (Cy—ts>):41.306
y

Las fuerzas de compresion y tension son:

Fri=(ts+ bs-074) +% ((Cy—ts) - by, - 07,) =3.41 tonnef

Fo=b,-((t;+h,)—C,)-0.+0.5=3.39 tonnef
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EJEMPLO 13
Una viga de prueba estd compuesta de 3 materiales: acero (s),
madera (w), y aluminio (al); con la seccion transversal mostrada. Las
tres partes se hallan monoliticamente unidas entre si de manera que
no existe posibilidad de deslizamiento entre ellas ya que trabajan M
como una unidad. 2
Determinar la magnitud del momento maximo que puede soportar la
viga, si los esfuerzos permisibles son los siguientes: -
£
bal
. Figura 3.3.2.1. Seccioén
DATOS: formada de tres materiales.
Propiedades mecanicas: Propiedades geomeétricas:
E:=21.10°.%9" £ _105.10*. K g ._7.90°. KOf by:=10cm  b,=10ecm  b,:=10 cm
2 2 2
cm cm cm
O porm=1200 - kgz O porm =100+ kgz Gy porm = 800 - K9 hy:=3 cm h,=18 cm  h,=6 cm
cm cm cm
SOLUCION:

Como el ejercicio pasado, se realizara el método de seccion transformada.

Transformando a madera b
. nsbs
4 L |
4—'1
E
Ng=—-=20 EN
Ev
=
Kz
- )
na,.:E—a':6.667
w
E / S 7
T]albal

Figura 3.3.2.2. Seccién transformada a madera.
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Calculo de propiedades que intervienen a flexion:

hal hw hs
bal"?a/'ha/'7+bw°hw' ha/+7 +bsng=hg+|hgy+h,+—

C, =

y =16.271 cm

bal"]al'hal+bw'hw+bs"73°hs

2

o)

3
w* Hw

+ 1=128353 cm*

b+ Naehy’
I::( al nal al +bw'hw'

12

h
+ (bal' Nar+ hal) ° (76”_ Cy)

h
[y

bg-ng-hg’ h
+ s’:%+bs-ns-hs-((ha,+hw+7s)—cy)

Se evaluaran los siguientes tres casos para determinar el momento que puede aplicarse en la viga, no
rebasando los limites permisibles.

Caso 1. Este caso considera que el acero llega a su esfuerzo permisible:

Omax*= Os.perm

El momento asociado al esfuerzo maximo es:

M

o Cals"" «((hy+hy+hg)—C))n;

max =

M,zs0.1:=7.178 m- tonnef

Evaluando el momento aplicado en la madera y aluminio:

M
Oyy.com = Cals"" . ((ha,+ hw) - Cy> =43.222 kgf 0, < Oy perm
cm
M,
O ton = "al”-’ -(C,—h,)=57.44 kgf O < Oy porm
cm
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S e
A= -'}';I"" ,
Oai= Measo 1 ° <Cy> *N4=606.631 kgt 041 < Oal.perm
/ cm

Los esfuerzo obtenidos en este caso se encuentran por debajo de los limites permisibles de cada
material. .

]

Gméx:GS,perm

EN QW.CDITI

hw

w.ten

hal

/]

bal

Gal
Figura 3.3.2.3. Diagrama de esfuerzos por flexion del caso 1.

Caso 2. Este caso considera que el aluminio llega a su esfuerzo permisible:

Omax*= Oal.perm

El momento asociado al esfuerzo maximo es:

caso.2 . < Cy> . nal

max =

M, .0 2:=9.466 (m - tonnef)

Evaluando el momento aplicado en la madera y acero:

M

kgf
Ow.compresién *= %0.2 ° <(ha/ + hW) - C}’) =57 g

2 Oy, compresion < 0w.perm

cm

Mcaso.Z

kgf
Ow.tension *= / . <Cy— hal) =75.75 9
cm

Oy, tension <Oy, perm
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kgf
cm

O.:= calso.2 . <<hal+ hw+hs> - Cy) *Ns=1582.5

El esfuerzo presente en el acero rebasa el limite permisible, por lo que el momento no es aceptado.

bs
‘1‘]‘ [ Oc
Ow.com
EN ;/
£
bw
! Ow.ten
4 /
bai o —
Omax Gal.perm

Figura 3.3.2.4. Diagrama de esfuerzos por flexion del caso 2.

Caso 3. Este caso considera que la madera llega a su esfuerzo permisible:

Omax*= Ow.perm

El momento asociado al esfuerzo maximo es:

omax -

- Mcalso.S . <Cy_ hal)

M_s50.3:=12.496 m - tonnef
Evaluando el momento aplicado en la madera y acero:

kgf
cm

o Mcalso.3 * ((ha+hy+hs) —C,) - ns=2089

S

05> os.perm
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M
caso.1 <Cy> N, =606.631 kot

/ cm

Ogi=

Oy < oal.perm

El esfuerzo presente en el acero rebasa el limite permisible, por lo que el momento no es aceptado.

bal

Figura 3.3.2.5. Diagrama de esfuerzos por flexion del caso 3.

La condicidon del caso 1 sera la que se contempla con el momento calculado como la solucion del
ejemplo.
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EJEMPLO 14
Determinar el esfuerzo maximo en los materiales de la seccion compuesta de concreto y acero.
- e Lfe,
e 3 '
© EN S A

nAs
% Z

b - =T &

Figura 3.3.3.1. Seccién de concreto reforzado.

DATOS:
b:=30-cm Ayi=5.7-cm’ E,:=2.10° . k9T
cm
d:=45.cm M:=4.tonnef-m Ey:=2-10°. kgz
SOLUCION: cm

La ilustracidn mostrada al inicio del problema presenta una seccion compuesta por dos materiales:
concreto y acero de refuerzo. Posteriormente, se presentan los diagramas de deformacion y
esfuerzos.

Como en ejercicios anteriores, se homogeniza la seccion; del cual se tiene el siguiente factor:

La geometria y dimensiones de la seccién, quedan expresadas en la siguiente figura.

El ultimo diagrama que se presenta en la ilustracion, supone los esfuerzos de la siguiente forma.
Trabajando la zona superior al eje neutro como un bloque de esfuerzos a compresion resistidos por el
concreto y para la zona inferior, el area de acero trabaja ante los esfuerzos a tension.

Para encontrar la profundidad del eje neutro "C ", se igualan los momentos estaticos (producto del
area, por su distancia al eje) de la seccion comprimida y la de tension. Q,=Q,, para después despejar
el valor del eje neutro "c"

Qs=Q,
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f'c

c . _
C, b-(%):As (d-C))
>
O
c, 2 G
Cy'b'(7)=n'As'<d_Cy>
C,:=11.31-cm
y T]As
Se calcula el momento de inercia respecto al eje "x" o % /J_

Figura 3.3.3.2. Seccion agrietada.

3 2
|:= (b.g—zﬁ+b. Cy,- (%) )4. (AsTl(d— Cy>2) —79163cm*

Con ayuda de la mecanica de materiales, se obtienen los «—
esfuerzos maximos, ubicados en las fibras extremas al eje neutro, | ¢ = 9
presentes en la seccion. Se sustituyen los valores del momento e LW
proporcionado por el problema y los valores encontrados
anteriormente. Se debe de agregar el factor de transformacion Z L
para el caso del acero, para mantener la proporcionalidad de sus -V
propiedades. Figura _'3.3.3.3. ”Esfuerzos de
compresion y tension.
f=M.c=5715s KL ¢ M 4 _c).n=17023 K9
l cm l cm

Calculando las fuerzas de compresion y tension:

F :l C,-b-f,=9.695 tonnef

compresion *

:=f,+A;=9.703 tonnef

F, tension
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EJEMPLO 15

¢, Cual es el mayor valor de la carga que puede alcanzar la carga P de la siguiente viga?

b
| =

he -

Figura 3.3.4.1. Viga de seccidn heterogénea.

DATOS:

E,=2-10°. kgz Gy porm = 1500 9T Li=4.-m
cm cm

E,=2.10°. kgz fo=250.K9f b:=20cm  hy=3cm h,:=40 cm
cm cm

SOLUCION:

Se requiere emplear el método de la seccién transformada, para poder aplicar la férmula de la
flexion.

solve, R, .
SM,=0 2P.§+P-(%L)—RB-L=O 5, 5P

2
5
RB=5P
solve, R,
5 P
Rg=3:-P—|— P|—> Rg=—
2=3-P=(3 P| = Ra=

El momento maximo se presenta en el apoyo B. Haciendo suma de momento en dicha posicion:
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ML=£-L—2 P A

2 2
—P.L
Mméx=T

n=—=10 Transformacion del acero a concreto.

La seccion transformada queda con las siguiente dimensiones:

-
==

A —

-
h%

Tomando en consideracion la seccion agrietada; donde el concreto no trabaja a compresion, se tiene
la configuracion siguiente:

Figura 3.3.4.2. Seccion agrietada.

Calculando la profundidad del eje neutro, mediante momentos estaticos.

QTensic’m = Qcompresién

(Cy_h8>

h h
n-b-h- ((hs+hc+7s)—cy) =(n-b-h)- (cy—?)m- (C,—hy)-

Cy:: 20.46 cm

El momento de inercia de la seccion:
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2 3 2
n-b-hg h b-(C,—h C,—h
b= (0o 0,2 + 2O (o (0,-n)) [ S5 "] = (560-10°) e
2
r’.b.h 3 h
Ts+(n-b-hs)-((hs+hc+7s —cy)

Determinando los esfuerzos a compresion y tension, buscando la fuerza P mas grande, a partir de los

siguientes casos:
Caso 1. Llevando el esfuerzo del acero a compresion hasta su maximo permisible o,,,,=0;perm, €l

momento es:

o .l
M:=_—3P™M X _ 43 902 tonnef-m
Cy- n

Evaluando los esfuerzos:

M kgf .
0 =2+ (C,—hg) =128.006 —2 op<fc
/ cm
M kgf
Os.tension *= /_ ° <<hs +he+ hs> - Cy) -n=1872.43 9 Os.tension = Os.per
X cm

Caso 2. Llevando el esfuerzo del acero a tension, hasta su maximo permisible 0,,.,,= 0 em, €l
momento es:

o .l
M, := SIoE i =35.17 t f.
2" ((hs+he+h)—C))-n onnet-m

M
2.(C,—hy) =102.545 9 o,<fc

0y:=
Iy cm

os. tension < os.per

M
:I—Z-Cy-n:1201.6 kgt

Os.compresion
X cm

Caso 3. Llevando el esfuerzo del concreto a compresién, hasta su maximo permisible o,,,,=fc, el

momento es:
fcel,

Myi=—n— =
’ (Cy_h8>

=85.743 tonnef-m
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Fals

M; kgf
Os.compresion *= /_ * Cy +N=2929.55 J Os.compresion

X

> Os per

cm

kgf
2
cm

Os. compresion >0, per

M
Os.tension ::l_.? . (<2 hs+ hc> — Cy) -n=23656.9

X

El momento que cumple con los esfuerzos permisibles es el caso 2. Igualando el momento M, con el
momento M,,;,, obtenido del analisis estructural, se despeja P

M2=Mméx
—P.L
M2= 2

P:=17.58 tonnef

DIAGRAMA DE ESFUERZO DE CASO 2

b
|-‘—_| G ! .
ned— Scompresion
Oc

____.-'"
Gs.perm

Figura 3.3.4.3. Diagrama de esfuerzos por flexion.
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FUNCIONES DE SINGULARIDAD

El método consiste en determinar el comportamiento interno en una estructura (principalmente en
elementos; viga o columna) debido a las fuerzas externas aplicadas sobre la esta.

Mediante funciones que dependen de la distancia o posicion en la estructura (variable independiente
"x" ) y la respuesta del elemento mecanico (variable dependiente f(x) ), se puede tener una funcion
para el comportamiento mecanico, debido a; Momento M(x), Cortante V(x) y Normal N(x)
Generalmente las funciones de singularidad son encontradas para los momentos ejercidos en el
elemento.

Cuando una funcién es discontinua deberan tomarse en cuenta las siguientes consideraciones:

a) La funcion debe ser valida para toda la extension de la viga.

b) Los paréntesis no se desarrollan.

c) Si al realizar la operacion de los miembros incluidos en los paréntesis da un valor negativo, este se
tomara como cero.

EJEMPLO 16

Obtener la funcion de singularidad para la siguiente viga.

BT w
ng\n{/‘_'\ !‘(."—"-\ n'."‘_“"\u, i \_ur_r‘_‘\ ‘._['/ o '-‘r/ "_"\\u’/‘_"\ u_.f‘_‘*\\y/"_"\_“/ -~ _‘“r_, = ‘._{"’._H\‘u o, y ."‘_‘*\\{,"'_"\v,"_"x E."‘_‘*\\.ﬂ_,"_'\.\l 2
Y. Wil L @] [e)

Figura 3.4.1.1. Viga con carga distribuida.
SOLUCION:

Se obtiene el equilibrio y las reacciones de la estructura.

solve,Ry ;.1

SM,=0 —R,-L+¥.12=0 (1
A 2 +2 5 (1)
oL
R2=w2
2F,=0 R;+R,—w-L=0 +(2)

Sustituyendo R, en la ecuacion (2)

APLICACION DE LA MECANICA
FLEXION 123 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL



AAGEMIERT;

b -'-r g 3 1,
3.4 FUNCIONES DE SINGULARIDAD m?ﬂ
"-’?-"-.‘-M?I Lf z/

e

. solve,R; .
R+% L _w.i=0 w-L

2 2
R1=w_-L

2

Resuelto el equilibrio en la estructura, se procede a obtener la funcion de singularidad.

Para el proceso, se ubica una posicion desde el origen, hasta pasar la ultima fuerza externa aplicada
sobre la estructura. Para este ejemplo, la carga distribuida llega hasta el apoyo de la derecha. Por lo
tanto, la distancia abarca toda la longitud de la viga.

- w

- —
AV A A 4 N NS 7 N N N N N N/ N A \ N\ " NN
1 i s Y i ¢ { y Y Y ( s W L' \ s / Y s Y '.2

$ X 1.1”
%mL | 3ol

Figura 3.4.1.2. Momentos respecto del punto 1.1

Ubicada la "distancia x" se realizara sumatoria de momentos respecto la ubicacién 1.1 (el final de la
distancia establecida x). La ecuacion queda de la siguiente manera:

M1.1(X)=R1.(x)—(w.x),(§)

Sustituyendo R, en la expresion anterior:

M“(x)=(—)-(x)—(w-x)-(i) Funcién de singularidad para momentos de la
estructura

Como comprobacion, se evalua la viga. Se sabe que, para este tipo de estructura, el momento

. _ L wel?
maximo se presenta en: x=§ con un momento M,,,, =———

Evaluando la funcion:

N I
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2 x_a'in

w-L?

M, 4 (x) = 8

La funcion de singularidad cumple y es valida para cualquier posicion sobre la estructura.
Dando valores a las literales, se obtienen los diagramas de la estructura:

tonnef
m

w:=2 L =10 m

viga

El diagrama de cortante se obtiene derivando la funcién de singularidad de momento.

V(x) =iM1.1 (x)
dx

DIAGRAMAS MECANICOS DE CORTA V(x) Y M(x)

0
1 N NN N NN N N N N NN N NN NN NN TN D

A L
vool  F
Mméx
+
M, 4(x)

Figura 3.4.1.3. Diagramas de momento y cortante de la viga.
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EJEMPLO 17
Determinar la funcion de singularidad para la siguiente viga, sometida a una carga puntual ubicada a
Lviga
del claro.
P
1 4 2
y VAN
AR -
e ; Lviga b 215 Lviga ; Lviga -..__ -
Figura 3.4.2.1. Viga de analisis.
SOLUCION:

La funcion es discontinua, al tener fuerzas actuantes puntuales, en distintos puntos de la viga.

Cuando una funcion es discontinua, deberan tomarse en cuenta la siguientes consideraciones
mencionadas al inicio en el problema anterior.

La determinacion de la funcién de singularidad debe cumplirse para toda la longitud de la viga, por lo
que podemos realizar los siguientes casos:

CASO |. Se resuelve el sistema mediante la obtencion de diversas funciones, de acuerdo a los
intervalos donde van presentandose las fuerzas.

La solucion de las reacciones tienen el siguiente valor:

L. solve,R, p
M,=0 —Ry+Lga+P-—2=0 — (1)
3 3
P
R2=?
solve, R,
SF,=0 R,+R,~P=0— L P_R, ..(2)
R1=£-P
3

Las funciones de momento por intervalos son las siguientes:
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Evaluando la funcién en x= ‘gga en ambas funciones, los resultados son:

. Lviga _p. Lviga _ Lviga —m, Lviga = 5°Lviga°P
6 3 18

El resultado correcto lo da la ecuacion m,(x), al cumplir para valores en el intervalos O§x<§

CASO Il . Se plantea la ecuacion de singularidad:

Con ayuda del software, se restringe a los miembros dentro de la funcién, de acuerdo a los rangos
donde operan; cumpliendo el inciso c) de las consideraciones mencionadas.

M(x) = (%.P).(x)_/:).(x_ nga).(b nga)

Evaluando la posicion anterior, se cumple con el valor correspondiente:

M Lviga = E-P . Lviga - M Lviga = Lviga’P
3 3 6 3 9

Se proponen valores para comprobar numéricamente y graficar los diagramas mecanicos:

L,..:=10.-m P:=5.tonnef

viga
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nga Lviga
Xi=—=
y 2

Evaluando las ecuaciones dadas del CASO I (por intervalos), para dos ubicaciones: x:=

L.
m1( ‘gga)=5.6 tonnef-m

para; O§x<£ m,(x):=[=-P|-(x)
3 3
L, L.
para; égng mz(x)::(é-P)-(x)—P-(x— ‘;ga) mz( ‘;ga):S.S tonnef-m

Comprobando con la ecuacion de singularidad del CASO Il, el proceso manual se realiza de la

siguiente manera:

L viga

Sustituimos x:=

M Lviga = E-P . Lviga _PpP. Lviga_Lviga x> Lviga
6 6 3 3

Como el segundo miembro de la funcién da un valor negativo en los paréntesis, el miembro es igual a

"0" y no se contempla en los sumandos.

L.
M( ‘gga):S.G tonnef-m

Lviga

Sustituimos x:=

M(X):(E'P)-(L"Ziga)—P.(L"z"ga _ L\gga),(x> L\gga)
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Como el segundo miembro da un valor positivo, se contempla el signo a la hora de sumar los

miembros de la funcion.
M(x):= (E.P) : (Lv’ga) —P- (Lv’ga)
3 2 6

L.
M( ‘;ga) —=8.3 tonnef-m

Se comprueba que los resultados obtenidos con la funcién de singularidad son similares para
cualquiera de los casos evaluados con las ecuaciones por intervalos. Por lo tanto, la funcién cumple
con las consideraciones.

DIAGRAMAS MECANICOS DE CORTA V(x) Y M(x)

E

h 4 2

MiAx

M(x)

Figura 3.4.2.2. Diagrama de momento y cortante en la viga de analisis.
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EJEMPLO 18

Obtener la funcion de singularidad para la viga que se presenta. Donde actua una carga distribuida
en la mitad de la viga.

EogS

Figura 3.4.3.1. Viga de analisis.
SOLUCION:

Los valores de las reacciones son:

Lyga 1 solve,R, |

ZMA=0 —RQ-LV,-ga-i-UJ Z‘LViga=O Vlg;
L. w
R2_ wg;
R1+ Lviga'w —w- Lviga =O SO/Ve R1 3 nga
ZFy=O 8 > .
R1— 3.I_Véga’(i)

Para plantear la ecuacion de singularidad y esta sea valida en toda la longitud de la viga, se realiza el
siguiente proceso. Se supone como si actuara la carga uniforme (color azul) en todo el claro de la
viga. Luego entonces, se debera agregar una carga similar (color rojo) que abarque la longitud donde
se continuo la carga de color azul, que en un principio no actua en la estructura real, pero en sentido
contrario. Este método se conoce como "carga virtual™.

o
1 e e \. -'_-\'if ‘_-\\_-‘lfa'-'_-\g e —- |‘-’ o, -V."ﬁ ‘\V "-'_-\\.hr o v AR v . y e -_l S e " y = i v P y P, 2
1 Tl
y 2 L\-"iga 2 L"-l"iﬂa Fa™™
— N = =
Fi
3 1
oL . )
8" "viga Figura 3.4.3.2. Carga virtual distribuida. > L“'ga
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La carga real de este ejemplo esta aplicada en una longitud de é Por lo tanto, se continua con su

accion en todo el resto de la viga (la otra mitad de la longitud). La siguiente ilustracion presenta de
color azul a la carga que se extendié. Para restar los efectos causados, se agrega una carga de la
misma magnitud pero en sentido opuesto de aplicacion sobre el elemento; este se representa en la
ilustracion con un color rojo.

Obteniendo la funcion de singularidad:

M(x)=R1-x—£-x2+£-
2 2

L.
X — —Viga
2

: . . : Lyiga
Los miembros en paréntesis que tienen exponente |x— > no se deben descomponer y se operan

como estan.

Se sustituye el valor de la reaccidn y la ecuacion de singularidad queda de la siguiente manera:

2
3 w 2 W o
M(x):(g-w-Lv,ga)-x—?-x +?-(x—%)
Al proponer valores, se grafican los diagramas mecanicos:

DIAGRAMAS MECANICOS DE CORTA V(x) Y M(x)

o

— — — — — o o — —

N e W W e P NP
\ y \ v 4 Yal.Y v | 2

,_.
i

i 1
2 Lviga 2 Lviga |

\
V(x)

M max

Figura 3.4.3.3. Diagrama de momento y cortante de la viga de analisis.
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EJEMPLO 19

Obtener la funcion de singularidad de la siguiente viga empotrada. Colocando el eje de referencia.

a) de izquierda a derecha.
b) de derecha a izquierda.

P
" -~ ®
1 1 ‘
: W [ 2 Lviga | 2 Lviga )
! X
a) r
¢ |
\ b)

Figura 3.4.4.1. Diagrama de momento y cortante de la viga de analisis.

SOLUCION:

Resolviendo el equilibrio, se tienen:

L. L.
SM=0 M1+P-( Vz'ga)w.( ‘;ga)-(%-Lviga)=O ()
M. = 3 w'Lviga2 _ P Lviga
! 8 2
L.
ZFy=0 R1+—P—(JJ'( ‘;ga)=0 (2)
R1=P+—nga.w
2

a) Obteniendo la funcion de singularidad con el eje de referencia de izquierda a derecha.

2

L, w L,
M.(X)=M,+ R, - x—P.|x—_—Y98 | 2 [x__—¥192
(0 =M, +R, ( ) (L
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Sustituyendo el momento, la reaccion, se tiene:

Ma(X)= 3.w- Lvlga P.LVigaJ'i'(P‘FM).X—P-(X— ijga)_%,(x_ Lviga)

8 2 2 2 2
P
o .~ ®
1~ v N N NV N9
1 1 J
8z 2 Lviga - 2 Lviga - -

a)
Figura 3.4.4.2. Andlisis de izquierda a derecha.

b) Obteniendo la ecuacion de derecha a izquierda.

Empleando la carga virtual se calcula la funcién de singularidad.

Proponiendo valores para graficar los diagramas mecanicos.

tonnef
m

=10-m (w:=1- P:=5.tonnef

Lviga
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DIAGRAMAS MECANICOS DE CORTA V(x) Y M(x)

P
i f/— )
1" VARV,
L é_.l-wna et 2 Luga -
+ -
V(x) e |
M(x) S—

Mméx

Figura 3.4.4.4. Diagrama de momento y cortante de la viga.
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EJEMPLO 20

Encontrar la funcién de singularidad para la siguiente estructura a la cual se le aplica una carga
distribuida en forma triangular.

O T
1 11 | ‘ W { ( 2
T —~t—
LA L Lviga =
SOLUCION: Figura 3.4.5.1. Andlisis de derecha a izquierda.
Calculando las reacciones:
w-l. L .
Mg=0 Ry+Lyjga— LELTY LY P (1)
2 3
R,= Lviga°w
6
wel. .
5F,=0 Ry+Ry———=%=0 -(2)
Lyigas W
R2= v:g;
O TN
1 Z//f/F /W/TTT r 2
L4 Lviga D10
%(DL iga > %vaiga

Figura 3.4.5.2. Reacciones en la estructura.

Se plantea la ecuacioén de singularidad, para este caso la carga distribuida tiene un comportamiento
lineal, por lo que se utiliza la semejanza de triangulos para obtener una funcién que relacione la
proporcion del incremento w’

M(x)=R1.x—(w'.§).(%. ) (3)

Donde;
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w' w SO/Ve,w' wWeX

(0]
X Lviga Lviga 5
i o i
X _|

WX
w'=—
s Lviga
Sustituyendo w' en la ecuacion (3): Figura 3.4.5.3.Comportamiento lineal de la carga.
M(X)_R1.X_(u 1).(1. )
Lijga 2 3

Simplificando:

6-L

viga

Se proponen valores para graficar los diagramas mecanicos:

tonnef
m

Loa:i=10.m w:=1-

viga

DIAGRAMAS MECANICOS DE CORTA V(x) Y M(x)
n —
-

L4 Lviga @] [¢
i |
5 (’)Lviga 6 O)nga
V(x) £
i
M(x)

Figura 3.4.5.4.Diagrama de momento y cortante sobre la viga.
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Encontrar la funcidn de singularidad de la siguiente estructura.

l2 ton 4 ton
1 4 2/) 5 ton-m
i oo
L 2m | 2m 2m I
SOLUCION: Figura 3.4.6.1. Estructura de analisis.
Se resuelve el equilibrio:
2M,=0 2 tonnef+-2 m+4 tonnef-4 m+5 tonnefsm—R,-7 m=0 (1)
R,:=3.571 tonnef
2F,=0 R,—2 tonnef—4 tonnef+R,=0 ..(2)

R,:=2.429 . tonnef
Determinando la funcién de singularidad.
M(x) :=2.429. tonnef.x—2 tonnef-(x—2 m)—4 tonnef.(x—4 m)

Graficando sus diagramas mecanicos.
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DIAGRAMAS MECANICOS DE CORTA V(x) Y M(x)

2 ton 4 ton
1 2 5 ton-m
e, . L0
= 2m ol 2m = IR 2m -
V(x) e
M(x) L=

Figura 3.4.6.2. Diagrama de momento y cortante de la viga sometida a flexion.
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EJEMPLO 22
Encontrar la funcion de singularidad de la siguiente viga.
O —
~
e e _l__ __T -~ -[ [ ’V l l ‘ 1
1 =
47 el[e]
2m sm 2m |

Figura 3.4.7.1. Estructura de analisis con carga actuante lineal.

DATOS:
tonnef
m

9m w:=2

viga ‘=

SOLUCION:

Resolviendo el equilibrio:

w 2 1
2M_ =0 ?‘<Lw'ga—2 m> .§_R1.5 m=0

a

R,:=3.267 tonnef

]
o

w
SF, 3.267 tonnef+R,— - (Lyiga—2 m)=0

R,:=3.733 tonnef

Para determinar la funcién de singularidad, debe existir continuidad en toda la viga, por lo que se
utiliza el método de carga virtual.

La siguiente ilustracion muestra las cargas que se agregan a la estructura. Al llevar la carga triangular
hasta el final de la viga (color azul), se de contrarrestar con la misma magnitud de carga pero en
sentido contrario (color rojo). La ilustracion muestra que la carga virtual forma un rectangulo y un
triangulo encima.

Determinando la funcién de la variacion de carga:
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3.4 FUNCIONES DE SINGULARIDAD

Figura 3.4.7.2. Carga virtual.

-

Realizando la relacion de triangulos para hacer una funcion de la carga.

w' _

9m x

Se plantea la ecuacion de singularidad.

M(x):—zwf,-x

2 w 2 2
+R;(x=2 m)+?-(x—7 m) +R,-(x—7 m)+

2']3 (w—w)-(x=7m)
Sustituyendo las reacciones

w-eX
M(x) =

2
-x* +3.267 tonnef-(x—2 m)+%-(x—7 m) +3.733 tonnef.-(x—7 m) .

. 2
+1 (w X—w)-(x—? m)
6 \7m
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DIAGRAMAS MECANICOS DE CORTA V(x) Y M(x)

L] _‘\"
N
A, ¥ -
2m 5m - Zm =
V(x) |_
_ Mne
M(K } ,* ~ ~
/,f" | .
R |
-.__‘..r_.-'

Figura 3.4.7.3. Diagrama de momento y cortante de la viga sometida a flexion.
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EJEMPLO 23

Encontrar la funcion de singularidad de la siguiente viga.

0 ﬁ\

2z
Y

g

1
LA H
Lvi ga

Figura 3.4.8.1. Estructura de analisis con carga actuante lineal.

DATOS:
Lyga:=10 m wi=2 tonnef
m
SOLUCION:
Se plantea y resuelve el equilibrio:
w 1 solve, R ;
el e W R,.L. =0 5.t
2Mg=0 2 "2 viga T 11 Cviga 7 ofonne (1)
R,:=5 tonnef
(2
2F,=0 5 tonnef+R2—%-Lviga=0 (2)

R,:=5 tonnef

El eje de referencia se coloca en el apoyo del extremo izquierdo. Posteriormente, dividimos el triangulo
en dos segmentos iguales (se cumple a la mitad de la viga).
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Para el triangulo que va incrementando su altura a medida que avanzamos en el claro de la viga, se
realiza el proceso similar a los anteriores ejemplos, al llevar la continuidad de la carga hasta el final de
la viga y después contrarrestar esta carga con la "carga virtual". La siguiente imagen ilustra el
proceso mencionado.

[0}

e ™

\\’;— o

Figura 3.4.8.2. Carga virtual.

Se aprecia que la carga de color rojo forma nuevamente un rectangulo y un triangulo, estas cargas
son las que estan contrarrestando la carga de color azul. Al agregar el triangulo que decrece a partir
de la mitad del claro (carga original sobre la viga) se aprecia que puede compensar parte de la carga
agregada (carga azul). La imagen a continuacion ilustra lo que se describe.

— o

f

e

—

Figura 3.4.8.3. Simplificacion de la carga virtual.

Por lo tanto, la carga que se debe restar, es la mostrada a continuacién. Podemos dividir entre dos
triangulos escalenos el triangulo isosceles.

La funcion de singularidad queda de la siguiente forma:
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2
. - L. 0 —- 2
M(x)=R1.x_L.x2+2.(w w). x— /94 .l \
1 T i 2
Encontrando la relacion de triangulos para nuestra literal w’ ez L =T =
1
w _i, ! « '*(r)‘
Liga 2 Figura 3.4.8.4. Simplificacion de la carga
2 virtual para obtener la funcion.
_ 2w
w'= <X
Lviga

Sustituyendo y graficando los diagramas:
DIAGRAMAS MECANICOS DE CORTA V(x) Y M(x)
w ﬁ\

,/1”/’/( f\[ﬁ\\r\

Ly iga

“' E
k. Feirel

V(X) Mméx -

M) [

Figura 3.4.8.5. Diagrama de cortante y momento de la viga.
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3.5 METODO DE LA DOBLE INTEGRACION

El subtema anterior presenté una forma de hallar la funciéon de singularidad, la cual satisface el
comportamiento de momentos de todo el elemento M(x)

Mediante esta deduccion es posible obtener resultados de la curva de fuerzas cortantes, debido a la
relacion que existe entre ellos. Recordando que la derivada de la funcion de momentos, es la
pendiente, conocida como diagrama al cortante. La funciéon también puede abarcar otros fenbmenos

debidos a la flexion. V(x) =iM(x)
dx

Si la funcién de singularidad (para momento) se integra respecto a su posicion "x", se llega a la
funcién que expresa los giros que ocurren en cada posicion de la viga. 6(x fM )dx+C,

Si la ecuacion de giro se vuelve a operar, integrada una vez mas, se llega a una funcion que determina
las desplazamientos verticales respecto a cada posicion sobre la viga. y fM dx+ C,-x+C,

EJEMPLO 24

A partir de la estructura y sus fuerzas actuantes, determinar el diagrama de momento, cortante, giro y
desplazamiento, utilizando los datos que se presentan y el método de doble integracion.

DATOS:
P
P:=2 tonnef E:=2.10° kgz e o (’3
cm 1 \w’/ \ \“{/ ‘\V / \‘u" 2
1 1
w:=0.g fonnef I:=(3.375-10*) em® N 2 Luga — 2 Lviga -
m Y
X /
L 4m Figura 3.5.1.1. Viga empotrada de analisis.
viga ‘=
SOLUCION:
Se resuelve el equilibrio de la estructura isostatica:
ZMO= 0 —M+P- Lviga +w- Lviga . Lviga _I_l Lviga =0
2 2 2 2 2
Lviga
ZFy =0 R-P-—w- =0
2
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4ol P+3-L,, -w
M, := viga 5 viga =8.8 tonnef-m

2:P+Lygew

R:= =3.6 tonnef

La funcion de singularidad de momento es:

M(x)=—M+R-x—P- x_m e—we | x— Lyiga 1 e Lyiga
2 2 )2 2
dx

Integrando la funcién de momento, se tiene la funcion de giro:

= [M(x) ax+c,

2 3

L, — L.
G(X)=—M-X+E-X2 _ﬁ_ x——viga | w X —viga +C,
2 2 2 6 2

Integrando la funcién de giro, se tiene la funcién de desplazamiento vertical:

L) Luga)
Y(X)=__M-x2 +E-X3 _P. x——voa| W |y “viga +Cqex+Cy
2 6 6 2 24 2

Cada integracion realizada involucra los coeficientes C, y C,. Para determinar los valores que
cumplan para la viga, se evaluan las condiciones de frontera, a partir de los apoyos.

La estructura de este ejemplo tiene un empotramiento en el extremo izquierdo. Las condiciones de
este apoyo son impedir el giro y desplazamiento vertical. Evaluando las funciones para la posicion del
empotramiento:
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Para la funcién de giro 6(x):

x:=0m 6(0 m)=0

2 3

2 L. - L,
6(0 m)=-M-(0 m)+5-(0 m) _Plom-Zve| .29 |o m_ Lviea +C;=0
2 2 2 6 2

Por lo que el coeficiente vale:

O=C1
Para la funcién de giro y(x):
x:=0m y(0m)=0
Lo L)
-M 2 R S P viga —w viga
om=—-(Om) +—-(0m) ——+-|0m——"| «——-+[0m— +C,-(0m)+C,=0
yom=20m +Eom’ =L fom-Em) L fom-t2) o0 m)+e
Por lo que el coeficiente vale:
C2=O

Sustituyendo en las ecuaciones de giro y desplazamiento con los coeficientes obtenidos:

2 3
L, — L.
Q(X)=—M-X+E-X2 _5, x—_v9a| UJ. x — _viga
2 2 2 6 2
3 4
y(x)=__M X2 +B'X3 — .x Lviga —W Lviga
6 2 24 2

Sus respectivos diagramas mecanicos, son:
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; s O
1- v NN TN
1 1
™ e 2 Lviga 2 Lviga _
\
X /

DIAGRAMA MECANICOS DE MOMENTO M (x)

b1 O 2 4

ﬁ#

-5 M(x) (tonnef-m)

x_(m)

DIAGRAMA MECANICOS DE CORTANTE V/(x)

b1 O 2 4

V(x) (tonnef)

\4
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1 1
e 2 Lviga 2 Lviga

DIAGRAMA DE GIRO 6(x)

A 2 4
0.0001

2.4 2. 3.2 3.
—0.0002 8 3 3.6

—0.0004
—0.0005
—0.0007
—0.0008

—0.001
—0.0011
—0.0013
—0.0014
—0.0016
—0.0017

x (m)

DIAGRAMA DE DESPLAZAMIENTO y(x)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

v

0.025+

—0.025+

—0.0751

—0.125+

—0.175+

—0.225+

—0.275+

—0.3251

—0.3751

—0.425+

—0.475+

—0.525+
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EJEMPLO 25

Se tiene una viga a la que se le aplica una carga distribuida linealmente. Determinar el momento,

viga

cortante, giro y deflexion para las posiciones de: 0 m, ——, L,
/./— Q)
TN T, i b i F e
(Y VAR, Y VERYERE ) Mact
/N
=g : forcedl :
j Lviga ? Lviga ‘
|
- >
Figura 3.5.2.1. Viga de analisis.
DATOS:
Lyga:=9 m P,:=1 tonnef I:=(3.125-10°) em"*
M,.:=3 tonnef-m E:=2.10° kg12' w:=1 tonnef
cm m
SOLUCION:

Los valores de las reacciones son:

L, 1
2M=0 —R;- ‘;ga+w'Lviga°E'Lviga+'D2'Lviga+Mact=0
Lygs” ~W+2+L0nPy+2-M
R,:=—192 dep T 2% —11.667 tonnef
Lviga
ZFy=O _R1+R2_w'Lviga_P2=0

R,:= _<Lw.ga o w) + (Rz— P2> =1.667 tonnef

Determinando la funcién de singularidad:

M(x)::—R,-x—%-x2+R2-

L .
x — _Vviga
2
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-R R L,
0(x)= LYo 2 x—ver| ¢, A
2 2 2 E-I
R R ’
B w 4 2 viga 1
X)= ——X +—|Xx— +Cx+Cy|le—
y) 6 24 6 ( ) ! AN

Mediante las condiciones de frontera de los apoyos, se obtienen los coeficientes siguientes:

Condicion de frontera 1

Para:

3

-Ry 8w 4 Ry Lyiga
0m)= -Om) —-(0m) +—-|0m-—
YO m) =20 m) ~ (0 m) [0 m-

+C1'(0 m)+C2=0

6
C2=O
Condicion de frontera 2
Para:
Lviga Lviga
= =0
S g ( 2 )
(nga)_ R1 (Lviga)3 _i.(Lviga)4 +C1 ( wga)=0
2 6 2 24 2
_R1 (nga)3 w .(LVIga)4+C1 ( wga)=0
6 2 24
C1— nga3 w+8'nga2 R1
192
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2
9(X)= R1 X2—£-x3+&.(x LVfQB) LVIga w+8'Lv1ga R1 . 1
2 2 192 E.l
3
y(x) = —Ry 3_W 4 2 ( Lviga) g c@REol R1-x 1
6 24 6 2 192 E.l

Determinadas las funciones, se obtienen el momento, cortante, giro y deflexién en las posiciones que
se solicitan:

Para x:=0 m Para x:= LViga Para X:=L,g,

M(0 m)=0 tonnef-m ( V’ga) —17.63 tonnef-m M (Lyga) =3 tonnef-m
V(0 m)=-1.67 tonnef ( V’ga) —0.33 tonnef V(L,gs) =1 tonnef

6(0 m)=1.51.10"° ( V’ga) -3.62-107° 0(Lyjga) =—9.83-107
y(0 m)=0 mm ( V’ga)_ —9.5-107"° mm ¥ (Lyiga) =—34.22 mm
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1 1 ‘

- 2 Lviga - 2 Lviga -
\
7

DIAGRAMA MECANICOS DE MOMENTO M(x)
A 4.5 9
10} M(x) (tonnef-m)
x (m)
A 4.5 9

v

V(x) (tonnef)
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Sn |H.Lm L
-
DIAGRAMA DE GIRO 6(x)
A 4.5 9
—0.005+ O(X)
x (m)
DIAGRAMA DE DESPLAZAMIENTO y(x)
A 4.5 9
y(x) (cm)
x (m)
APLICACION DE LA MECANICA
FLEXION 154 DE MATERIALES A PROBLEMAS

DE INGENIERIA CIVIL



‘"EEullﬂj.

3.5 METODO DE LA DOBLE INTEGRACION W’i
1) |'|

EJEMPLO 26

Determinar el esfuerzo maximo de la viga, donde el angulo de giro sea nulo de acuerdo a las
condiciones de carga que actuan en ella. Finalmente, obtener los diagramas de momento, cortante,
giro y desplazamiento de la estructura en general.

—_— P1 P2
(0]
P
1 1{ L-.n;a ! % Lviga 11 L'n_';a % L'm;a
Figura 3.5.3.1. Viga de analisis.
DATOS
P,:=2 tonnef b:=15 cm P,:=0.4 tonnef h:=30 cm
3
Lygai=10 m =2 _(3375.10%) em® E:=2.10° Kof w:=0.3 fonnef
12 cm2 m
SOLUCION

Resolviendo el equilibrio:

L, L, L,
SMp=0 ot oy ey p, 3 Rorlg=0

Liga-W+24-P,+16-Py _ . 204 tonnef

Rg:=

32
LyoasW+24-Py+16+P L,
SF,=0  Ry+|—= 2 | _w.2% _p,_p,=0
32 4
7eLygaW+8-Py+16-P
R, :=—Y9a 2 ' =1.756 tonnef

32

La funcion de singularidad, es:

w 2 W
M(x)=Ryex——+x" +—-
(0= Ra-x =2 +%
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T

3 2 2
R w 3, W Ly, Py L P> 3
0(x)= xP—Ex L x—ea — voa L.l +C
) 2 6 6 ( 4 2 2 2 voa !
R L\ P L.\ P ’
A 3 w 4 w viga 1 viga 2 3
X)= - +— — Ljgal +Csex+C
y() 6 24 24( 4) 6( 2) 6( V’g"”) ! 2
Teniendo los valores de frontera:
Para x:=0 m
y(0m)=0
C2::0
Para x:=L,q,
y<Lviga> =0
4 3
RA 3 w 4 w Lviga P 1 Lviga P 2 3 ’
?'(Lw’ga> _§'<Lviga> +§' Lviga_T _? Lviga_T _?' viga— Lviga +C;y <nga>=0
2 2
¢, 1T Lyga’ @+ (16-Lygy’ -Ppt128+Ly," P —1024-Lyge® Re) oo
6144
Las funciones quedan expresadas como:
3 2 2
R L, P L, P
O(x)=—Ax® WP W g Tvoa| Ty Tvieal 2, x=2 Lyiga| —16.455 tonnef-m®
2 6 6 4 2 2 2 4

4 3 3
L, P L, P
y(x)= s o _%.x4 +2—(:-(x— Zga) —?7 (x— ‘;ga) = 62'()(_% Lv,-ga) —16.455 tonnef-m?® - x

El momento maximo se puede calcular a partir del diagrama de giro, ya que la pendiente sera igual a
cero.

Graficando el diagrama, el giro es igual a cero en la posicion de x:=5 m
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F F
%Im?l !E’;.’ =
ot i;;F? L

_—® P1 P2
y
(/_h -\v./_h\v/'_"\v,/—\\ \.'(f_\

V4N A MNB
VAR /1N
LA ; Olo.
11i Lviga % nga ; Lviga 1 Lviga

| -

DIAGRAMA DE GIRO 6(x)

2.5 5 7.5 10

»
»

0.025
0.02 """’---------
0.015
0.01

0.005

—0.005
-0.01

-0.015

~0.02 _/
—0.025

x (m)
Por lo tanto, el valor del momento maximo es: M(5 m)=5.969 tonnef-m
A 2.5 5 7.5 10
6.5
5.85
1.55
3.9
3.25
2.6 M(x) (tonnef-m)
1.95
1.3
0.65
1 2 3 1 6 7 8 9 1P g
—0.65
x (m)
I
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Obteniendo el momento maximo, se puede calcular el esfuerzo maximo a partir de la féormula de la
escuadria:

Orayi= M5 M) D _ 26505 Kot
/ 2 cm
— 1 P2
- @
P~
L N\ A —.}-\
1 L\flﬂﬂ % Lvlga ; LVlﬂﬂ } L\c'iga -
DIAGRAMA DE CORTANTE V(x)
A 2.5 5 7.5 10

2.1

1.75

1.4

1.05

0.7

35 d
’ %,, - —M(x) (tonnef)

" 1 2 3 4 6 7 8 9 1 - dx
—0.35
-0.7
—1.05
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o P1 P2
NN NNV
/A é B
/_%Z O
i Lviga | % nga i Lviga % Lviga
DIAGRAMA DE DESPLAZAMIENTO y(x)
A 2.5 5 7.499 10
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EJEMPLO 27
Determinar el ancho "t" que debe tener la seccion para soportar la deflexion permisible de y,,,,:=3 cm
en cualquier punto de la viga, de acuerdo a las fuerzas actuantes.

e b -
\ \
[ |

1

— @ 4*

X Wl i t

h Lviga _JI 1
|

N Y
\ X

Figura 3.5.4.1. Viga de analisis de seccién " |"

DATOS

tonnef bi=15 em P:=3 tonnef h:=30 cm  L,g:=3m E:=2.10° kgf

m cm

w:=1

SOLUCION

Se plantea la funcion de singularidad de derecha a izquierda.

M(x)::—P.x_(l. w .xz).l.x
viga
Obteniendo la funcion de giro y deflexion:
6(x)=_—P o R -l-X+C1
2 6 Lyiga 3
y(x)=__P.X3_ i. w .x4 -1°X+C1-X+C2
6 24 Lg 3
Evaluando las condiciones de frontera:
X:=Lg 6 (Lyigs) =0 Debidas al empotramiento.

—P 1 1
6 <Lviga) = T ° <Lviga> ‘- (E ° LL ° (Lviga> 3) ° ? : (Lviga> +C;=0
viga
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2 3
X 9'Lviga 'P+Lviga ‘W

C. =
! 18
X:=Lg ¥ (Lyigs) =0 Debidas al empotramiento.
—P 3 1 (U 4 1 9'Lviga2 ’P+Lviga3 ‘W
- (Lyiga) (24 nga *(Lyiga) ) 3 (Lyiga) + ( m * (Lyiga) +C,=0
C (8 nga3 ° P) _nga4 w
=

Encontrados los coeficientes, se puede expresar las funciones de giro y deflexién que cumplen para el
comportamiento de la viga:

000 =|=Pox? (L@ ) Loy 9+Lygs” *PtLygsw) 1
2 6 Liga 3 18 E-l,
3 3 A
y(x)= __P x° - L‘ W o.x -l-X+ S Lv’ga Ptljga -w X+ <8 Lyiga 'P>_nga w . 1
6 24 L. 18 24 E-l,

El desplazamiento maximo se presenta en el volado de la viga. Donde x:=0 m

Y(O m) =yperm

_<8 ° Lviga3 ¢ P> - Lviga4 W
24

yi= =-30.375 tonnef-m’

-30.375 (tonnef-m3> . E1

.
X

=3 cm (1)
Determinando el momento de inercia de la seccion:

C,=1=015m
2
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3.5 METODO DE LA DOBLE INTEGRACION m

/x=2'[b1'2tS +(b-t)-(cy—é) )+ t-(h—21)

12

Sustituyendo el momento de inercia y modulo de elasticidad en la ecuacion(1)

<—30.375 (tonnef-m3)> . L S =-3cm

(2-106 C’:’;).[z.(b1‘2ts +(b.t).(Cy—é)2]+t'(h1—22 t) ]

t:=6.55 cm

Sus diagramas correspondientes son:

DIAGRAMA DE CORTANTE DE LA ESTRUCTURA
— @

DIAGRAMA DE CORTANTE DE LA ESTRUCTURA
— ©

P
-
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DIAGRAMA DE GIRO DE LA ESTRUCTURA

Lviga

]

DIAGRAMA DE DESPLAZAMIENTO DE LA ESTRUCTURA

/ /
"U

y(x)

Ymax
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3.6 METODO DE LA VIGA CONJUGADA

El subtema anterior presenta la metodologia de la doble integracion, la cual corresponde en la
integracion de la funcién de singularidad para obtener funciones de giro y desplazamientos de la
estructura de analisis.

=fM(x) dx+C;, y(x):fM(x) dx+C,-x+C,

Otro método comunmente empleado, es el de viga conjugada. De forma breve, se construye una viga
conjugada a partir de la configuracion de la estructura de analisis. Sobre la viga conjugada se supone
la accidn de cargas distribuidas, obtenidas por la curva de momentos de la estructura real. Los apoyos
y extremos libres de la estructura, seran reemplazados por los apoyos de acuerdo al siguiente
diagrama:

VIGA REAL VIGA CONJUGADA
L : L ®
L Py L
Figura 3.6. Relacion de apoyos reales y apoyos en viga
conjugada.

Construida la viga conjugada, se puede resolver equilibrio mediante estatica y obtener valores de
cortante y momento. De acuerdo a la teoria, se establece que los valores obtenidos de cortante o
momento en una posicion cualquiera, seran los valores de giro y desplazamientos, respectivamente de
la viga.

V(X)°$=G(X)°é M(X).E1-/=y(X).E1,/

En comparacién con el método de doble integracién, la viga conjugada puede ser util para estructuras
simples, ahorrando el tiempo de obtener los coeficientes de las funciones de giro y desplazamiento en
el método de doble integracion; realizando los calculos de obtenciones de areas y centroides
correctamente. Por otro lado, cuando se tratan estructuras con configuraciones de fuerzas actuantes
mas complejas, el método de doble integracién es una herramienta segura en los resultados.
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EJEMPLO 28

A partir de la estructura y sus fuerzas actuantes, determinar la pendiente (angulo de giro) y deflexion
en los puntos: 2 y 3 sobre la estructura.

b=
o

|

I ‘\/
O

1 1
2 Lviga 2 Lviga

—

Figura 3.6.1.1. Viga empotrada de analisis por viga conjugada.

DATOS:

P:=2 tonnef E:=2.10° Kof Lygai=4 m w:=0.g fonnef 1:=(3.375.10*) cm"
cm’® m

SOLUCION:

Se determina el equilibrio de la estructura original.

L, L.
ZMO=O —M+P. V’ga+w. viga 3
2 2 \4

Lviga) =0

ALy P43eL,g" w

M:= 5 =8.8 tonnef-m
L. solve,R
5F,=0 R-—P—w- ‘;93 =0 3.6 - tonnef
2:P+Lygew
R:=— "% "~ _3.6 tonnef

Para la obtencion de la viga conjugada, se determina el diagrama de momento de la estructura, debido
a las cargas actuantes. Una vez determinado el diagrama, se sustituyen los apoyos en cada posicion
de la viga por su correspondiente; de la tabla presentada anteriormente.
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VIGA CONJUGADA
1‘

- ? Lviga -l 2 Lviga -
* s

A 2 !
M~

3
2 M;=0 tonnef-m -
2
) e )

_(Lviga <4 -P+3- nga

M1 M, := 5 8

Figura 3.6.1.2. Viga conjugada con diagrama de momento como carga actuante.

Las areas contenidas por el diagrama de momento se consideran como la distribucién de cargas
sobre la viga conjugada.

Obteniendo los valores de giro y desplazamiento:

Pendiente y deflexiones en el punto 2. Las areas contempladas son un rectangulo y triangulo.

L

viga

2

X=

i | 1
2 Lviga | 2 Lviga

Arectangular

A

Figura 3.6.1.3. Cargas actuante en la posicién 2 de la viga conjugada.

triangular

Asociando la pendiente con el valor de cortante:

+

1 Lviga
Vo= | M,
.2 E.| (( 2 2

1 L,
|
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Asociando el momento con el valor de desplazamiento:

’\/’.2‘:L M;- Fviga | el + 1 (M1—M2>- Lyiga . E_LV’ga
E-l 2 )2 2)"\2 2 )73 2

M,=-0.19 cm

Pendiente y deflexiones en el punto 3. . Las areas contempladas son un rectangulo, triangulo y
media parabdlica complementaria.

2= Lviga
1 1
- 2 Lviga I 2 Lviga

Ve

A 3 &
My~

3
7

Areclangular
A1riangular

Figura 3.6.1.4. Cargas actuante en la posicién 3 de la viga conjugada.

Asociando la pendiente con el valor de cortante:

1 Lviga 1 Lviga 1 Lviga
Vyi=—— || M, +|= (M;—M,) - +|= ‘M
3 E./((2 2 2<’ 2 2 3 2 ¢
V ;=-0.002

Asociando el momento con el valor de desplazamiento:

1 Lviga 3 1 Lviga 2 Lviga Lviga 1 Lviga 3 Lviga
My=——_||M,. = Lyga| + = (My—M,) - ) et + +|=- M| | =
PTE (( 22 ) (4 e 2( 1= M) 2 ) (3 2 2 3 2 Jla 2
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M ;=-0.521 cm

Comparando con los resultados del ejemplo del subtema 3.4 "Método de la doble integracion”, se

tiene:
2 3
L, - L
6(X)=—M x+5 X2 _ﬁ, X — viga w x viga
2 2 6 2
3 4
yx)=Moe R P Lua) @ [ Luga
6 2 24 2
o[ 2292 | = _0.002 6(L. )=—0.002
2 - < viga)—_ .
Liga | _ 0,002 _
Ay |F=000E e ¥(Lyigs) =—0.521 cm

Los valores son correctos al compararlos con el método de doble integracion.
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EJEMPLO 29

Se tiene una viga a la que se le aplica una carga distribuida linealmente, una fuerza puntual y un
momento. Determinar, mediante el método de la viga conjugada, el giro y desplazamiento para las
posiciones de: 2, 3

y P2

/r‘—“\.\ o N s W S SR /"_“‘H e /‘_“
/ _/' \ 4 \ act

!
0

1 1
2 Lviga 2 Lviga ___‘

Figura 3.6.2.1. Viga de analisis por método de viga conjugada.

DATOS:
Lviga =9 m P2 :=1 tonnef |:= <3.125 . 105) c’n4 P1 — 2 tonnef
M, :=3 tonnef-m E:=2.10° kgz w1 fonnef
cm m
SOLUCION:

La estructura original se divide en tres estructuras mas simples que permitan diagramas de momentos
menos complejos para el analisis.

Al tener una articulacion interna en la viga conjugada, se obtienen un analisis por el extremo izquierdo
y posteriormente en la parte derecha.

Estructura 1 clear (w, Lgs)
Analisis en B:

parabdlica

|
Figura 3.6.2.2. Cargas actuante en la posicién 2 de la "Estructura 1- viga conjugada”.
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Planteando M, , =0 debido a que el desplazamiento en el apoyo izquierdo debe ser cero:
VI Lviga _ i w- nga . Lviga .i. Lviga =0
B 3 8 2 )4 2 L€
viga "W
Vip=—
’ 64
Analisis en C: se contemplan todas las areas hasta el punto de analisis.
M c=0
V1 g Lviga l w- nga . Lviga . i. Lviga —M1 =0
2 3 s 2 )4 2 ¢
Lviga3 W . Lviga + i w- nga . Lviga . i. Lviga =M1 M1 — nga4 W
64 2 \3 8 2 ) \4 2 ¢ 7 64
El cortante se asocia con el giro de la estructura:
1 w- nga Lviga
V,r==V, o+ g4, _79d
1.C 1.B (3 8 2
V= Lvigas W + 1 w- nga Lviga 0 Vv Lvigas ‘W
€T 64 3 8 2 TP
Estructura 2
Analisis en B:
clear (P,)
|='2l
A1 g;z 3
i il i
= 2 Lviga e 2 Lviga )
1] 3
A /
o
iga
Atriangular 2° 2 )
Figura 3.6.2.3. Cargas actuante en la posicion 2 de la "Estructura 2- viga _
conjugada". Mzp=0
L Lywa Ly 1) (2 L, Lya’ * Py
Vo oo viga P.. viga  “viga | 1| | £  “viga =0 Vo= — viga
287 T2 T2 ) 2)\3 2 28 12
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Analisis en C:

3.6 METODO DE LA VIGA CONJUGADA

“.H EHl!ﬂj.

W

L. L. 1
Vor=V,at|P,e viga “viga 1
2c=Vaon 2" 5 5
Lviga2 ’P2 Lviga Lviga 1 5'Lvi 32 'P2
= +1|P,e. . - 6, =V, =— 198 <
2¢ 12 2 2 2 zem 2c 24
L, Lo Lyoa 1 L,
M. ~=V. viga + ,_viga “viga 1], viga
D 2 2 2 2
- Lviga2 'P2 . Lviga P.. nga . Lviga . E. Lviga — Lvigas 'P2
Estructura 3 2 2 U722 3 2 2
Analisis en B: clear (M)
i 1 £ 1
L 2 Lviga ol 2 Lviga |-
1 3
A e|”
o~
Arectangu\ar Mact
Figura 3.6.2.4. Cargas actuante en la posicion 2 de la "Estructura 3 - viga
conjugada".
M3.B - 0
L, L, 1 L,
V3,B. ‘;ga _ (Mact' ‘;ga) ,E . ‘;ga =0 93,B - V3.B = %
Analisis en C:
V =V M. .. Lviga
3.c= Vapt | Mag 5
V3C= ( viga act) + (Mact L\/Ziga) V3.C= 3 'Lvigj'Mact
) L. L.
M3.C— V3B viga + Mact viga .l. viga
2 2
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3.6 METODO DE LA VIGA CONJUGADA m
Im"il'l
Lvi a'Mac Lvi a Lvi a 1 Lvi a Lvi a2 'Mac
M; o= 94 t, 29 +(Mact' 29 )E 29 M3.C=th

Por superposicion, se suman los miembros de cortante y momento:

Giro y desplazamiento en el punto 2
V= _<V1.B+ Vog+ V3.B> %: —0.004 Mg=M;g+M;p+M;35=0
Giro y desplazamiento en el punto 3

1 1
Ver=—(Vic+ Vac+ Vac) E=—0.01 Me:=—(M; c+Myc+M; ) E:-35.84 mm
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3.6 METODO DE LA VIGA CONJUGADA

Im"il'l

EJEMPLO 30

Determinar mediante la viga conjugada los valores de giro y desplazamiento para las posiciones A, B y
C. Los datos de la viga se muestran a continuacion:

D A ¥

/ [\ 1
g2 1, L.
- A4lviga 2 Lviga

Figura 3.6.3.1. Viga de analisis por método de viga conjugada.

, y
17 /"Jm
r,1 .
‘h )| —

1
< Lvig_a

DATOS
P,:=2 tonnef b:=15 cm h:=30 cm Lyga=10 m
3
w:=0.3 fonnef 1:=2"" _ (3375.10%) em? E:=2.10° Kof
m 12 cm
SOLUCION
Determinando el equilibrio de la estructura real:
L . 1 L . L. L. w
ZM =0 W viga | 1, wga+ viga _R..-L.. =0 R — __viga
A 2 \2 2 "4 B Tviga S
Lyjoasw
y Ry—w-—22 + Rg=0 A 4

Armando la viga conjugada se tiene el siguiente diagrama de momento y se sustituyen los apoyos de
acuerdo a la tabla presentada al inicio del tema:

2
3 * Lviga W
2
L ﬂﬂ\
1 6 - ~ 5 g 03
/’/../// ‘H\\\\h

/N\D A 5 I\

/ b \
Iz 1 1 1 fol(oN
] 4 Lviga 2 Lviga 4 Lviga -

— —— —— -—

Figura 3.6.3.2. Viga conjugada con carga actuante (diagrama de momento).
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3.6 METODO DE LA VIGA CONJUGADA M
"in

Por simetria se tiene las siguientes areas de lado izquierdo de la viga.

Aparabt)lica
Are:tangular

A B C
i/*v % Lviga ’ % Lviga % Lviga éﬁ
Figura 3.6.3.3. Area de carga en la viga conjugada.
A1 = nga .l. Lviga2 W . Lviga3 *w
4 2 16 128
A= nga Lviga2 W A nga3 *w
2= 2'=
4 16 64
A= 2 3. Lviga2 W Lvig.32 W Lviga Aaim Lviga3 ‘W
3==- — . o=
3 32 16 4 192
Realizando el equilibrio de la viga conjugada:
3 3 3
2 VVC_Z.Lviga 'w_2 Lviga 'w_2 Lviga 'w=0
128 64 192
1. nga . > 1. Lv,a ‘W
= viea "% _ o504 (tonnef.-m Vi im0
1.vC 384 ( ) 2.ve 384

Para el punto A
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Para el punto B

Para el punto C

FLEXION

fﬂﬂ["l!ﬂj.

3.6 METODO DE LA VIGA CONJUGADA M
Im"il'l ;

1M.L .
M, := L ga' -0 m|=0cm
E-l 384
Vg:= - <V1 ve—A1— A2—A3)=0
E-I
1 Lviga 1 Lviga Lviga 1 Lviga 3 Lviga
My=—— |V, e —A, . [— + —A,.|—- —A..|=.
AE./(""Cz "\3 4 4 22 4 S s 4
19.L .
M,:= L iga' =4.123 cm
E-I 2048
1
VB:E_ (V1 VC_2 A1—2 A2—2A)

Vg |11 Lugs @) o 04
384

L, 5.L 3.L, 19.L,, 13.L,,
My= L (V1.VC'Lviga_A1’(% Lviga+ vzga)_A2.( wga+ wga)_Aa.( 32wga+ 32‘/’96))

M, ::EL (O tonnef-m3>:0 cm

-
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3.6 METODO DE LA VIGA CONJUGADA M
Im"il'l

EJEMPLO 31

Determinar el valor de la carga distribuida para que el giro y desplazamiento se ubiquen dentro de los
limites permisibles 6,,,,:=0.02 y y,¢/n,:=3.5 cm

/— O C
P’_\ N N N N N N N N N N N N NI N NN TSNS N NN 1
/N /1IN
L1 AR
Lviga
] —
Figura 3.6.4.1. Viga de analisis por método de viga conjugada.
DATOS b
Lyigai=5m b:=20 cm d:=50 cm
E:=2.10° kgz b,=4cm  t=3cm
cm ke
SOLUCION
bw

La obtencidon del momento de inercia de la seccion es:
Figura 3.6.4.2. Seccion de la
viga de analisis.

b-t. (d+é)+bw-d-g

C, =

y =31.115 cm
b-t+b,-d

2
b,-d’
W12 +(bw.d)-(%—cy) =74123.2 cm*

2
b-t t
I:= +(bt)-[(d+t)—C,——| +
At (0-)-{(@+0 -0~}

Se resuelve el equilibrio de la estructura.

5F,=0 2:R—w-+L,5a=0
R= Lviga'w
2

Armando la viga conjugada se resuelve su respectivo equilibrio:
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3.6 METODO DE LA VIGA CONJUGADA m W
"in

— = i _‘1¥x=i=H
L e
AN
VAT / \
o wi o
_j Lviga =
Figura 3.6.4.3. Viga conjugada.
sV=0 2v_2|2. @ b’ Luga)_g
3 8 2
V.= I-wga3 w V.= Lviga3 w
P 24 Y

/]
/]
Ao

Lviga

Figura 3.6.4.4. Area simétrica de carga sobre la viga.

El giro maximo se presenta en los extremos de la viga, mientras que el desplazamiento maximo se
ubica al centro del claro de la viga.

3
1 Lviga W
Vp=— | ...(1
PTEg\ 24 (1)
3 3
M. = 1 Lviga 'w.Lviga_Lviga ’w.i Lviga
P Ea 24 2 24 8 2
1 (5+L,," -w
= viga (2)
E-.l 384

Igualando el giro maximo, ecuacion (1), con el giro permisible:

A
E-l

3
Lviga W
24

'perm =
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3.6 METODO DE LA VIGA CONJUGADA W ﬂ
Im"il'l

tonnef
m

w,:=5693

Sustituyendo la carga w, en el desplazamiento maximo, ecuacion (2)

5.l -w
R viga "1\ _ (3125.10%) em
E-.l 384
El desplazamiento presente es menor que
Ve <Yperm el permisible.

Igualando el desplazamiento maximo, ecuacion (2), con el desplazamiento permisible:

, 1 (Bl w
P B 384
w,=6.376 fonnef

m

Sustituyendo la carga en el giro maximo, ecuacion (1):

=0.022

3
Lviga * Wy
24

Va> 6perm El giro presente es mayor que el permisible.

Por lo tanto, la carga w, es la aplicada sobre la viga.
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3.7 SO!_UCION DE PROBLEMAS DE VIGAS HIPERESTATICAS POR "a.
LOS METODOS DE DOBLE INTEGRACION Y VIGA CONJUGADA . Im’TI'I

[y i A
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o

3.7 SOLUCION DE PROBLEMAS DE VIGAS HIPERESTATICAS POR LOS
METODOS DE DOBLE INTEGRACION Y VIGA CONJUGADA.

En un elemento estructural se presenta la siguiente situacion. Las fuerzas externas aplicadas en el
sistema como fuerzas de accidén, deberan ser equilibradas por las fuerzas de reaccidén de los
apoyos.

El lector debe tener cierto conocimiento de los apoyos mas comunes presentes en las estructuras.
Cada apoyo restringe de cierta forma los efectos de las fuerzas actuantes; cumpliendo con las
ecuaciones de equilibrio:
2M=0 2F,=0 2F,=0

Existen distintos tipos de estructuras, estos son: sistemas hipostaticos (las restricciones mantienen
inestable a la estructura), sistemas isostaticos (la estructura se encuentra en un punto exacto de
equilibrio y cualquier efecto no considerado, puede provocar la inestabilidad de la estructura) y los
sistemas hiperestaticos (sistemas que cuentan con mas restricciones para evitar perder el equilibrio).
Tedricamente se pueden explicar los sistemas de la siguiente manera:

Sistemas hipostaticos  # incognitas <# ecuaciones de equilibrio
Sistemas isostaticos # incognitas = # ecuaciones de equilibrio
Sistemas hiperestatico # incognitas > # ecuaciones de equilibrio

Comunmente, se busca trabajar con estructuras hiperestaticos que impidan perder el equilibrio de
esta, al presentarse cualquier tipo de acciones en ella. El lector debe tener la capacidad hasta este
momento para resolver sistemas isostaticos, por lo que este capitulo se dedica a la tarea de resolver
sistemas hiperestaticos. Una herramienta util para resolver dichos problema es el método de
flexibilidades.

El método se basa en las deformaciones presentes en la estructura, provocada por los efectos de las
cargas actuantes; llegando a la solucion del equilibrio.

Para aplicar el método de flexibilidades en los siguientes ejemplos, se utilizan las herramientas de
doble integracién y viga conjugada que permiten llegar a las soluciones.
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3.7 SO!_UCION DE PROBLEMAS DE VIGAS HIPERESTATICAS POR
LOS METODOS DE DOBLE INTEGRACION Y VIGA CONJUGADA |1!.’1||I

EJEMPLO 32

Se tiene una viga empotrada en ambos extremos. Sobre esta actua una carga distribuida
uniformemente. Determinar las reacciones en el empotramiento, llegando al equilibrio de la estructura
empleando el método de la doble integracion.

- ~
M B e ¥ S ¥ i i A VA ¥ i ¥ e A /‘“\u{/”\\u(/—*\u/“\\I/‘\V_./_‘“\V/’_“\ L
1 11 2
~ 1 1 . M2

- 2 Lviga o - 2 Lviga -
— | -
Tx 3

Figura 3.7.1.1. Viga hiperestatica de analisis.

SOLUCION:
Las propiedades de un empotramiento es impedir los desplazamientos en sentido vertical y
horizontal , asi como evitar el efecto de giro o momento. M=0 F.=0 F,=0

Comparando las condiciones de equilibrio, se tiene:

# de incdgnitas totales por los dos empotramientos: 6
# de ecuaciones del equilibrio: 3

Igualando:

6 incognitas >3 ecuaciones

Al ser una estructura hiperestatica, no puede resolverse simplemente con las ecuaciones de equilibrio.
Debera implementarse el método de flexibilidades para su solucion.

Por breve inspeccion, no existen fuerzas actuantes en sentido horizontal, haciendo que las
restricciones sean cero en los empotramientos.

El método realiza la descomposicion de la estructura inicial, en una serie de subestructuras
isostaticas.

Estructura 1.Para la primer descomposicion, se libera el extremo derecho (se quita el empotramiento
derecho) y se deja el empotramiento izquierdo. Asi, se cumple con un sistema isostatico.

#ecuaciones de equilibrio = # incognitas de reaccion

Esta estructura tendra todas las fuerzas actuantes del sistema original.
La ilustracion muestra lo anteriormente dicho.
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&t 37 SOLUCION DE PROBLEMAS DE VIGAS HIPERESTATICAS POR
)l LOS METODOS DE DOBLE INTEGRACION Y VIGA CONJUGADA “ﬁ“

1 1
£ 2 Lviga -l 2 Lviga -
— J
M e Vi ¥ iV SR TGN TR TR SRR
1 1 —_— 2
~ —_———
i e e

T

Figura 3.7.1.2. Extremo liberado y aplicaciéon de cargas actuantes sobre la viga.

Se resuelve el equilibrio de la estructura:

solve,M L .
SM,=0 M+ 2L =0 o
2 2
M= Lviga2 * W
2
solve, R
ZFy=O —we L.+ =0——— viga® W

R=Lviga°"J

Se determina la funcién de singularidad, como en ejemplos anteriores.

w L, 2-0.)
(JJ-X——-X2 viga

M1 (X)=Lviga' 2 - 2

Se emplea el método de doble integracion.

w 2 Lviga2 W (l)'X3 Lviga' w'xz Lviga2 cWeX
6,(x) = Lviga-w.x—?.x B dx+C;— 5 + +|C,— 5

U)'X4 Lv:'g.a"'u'x3 Lviga2 ’w'X2
x):= [ 6/(x) dx+C, - — +|c, x+c,— viza "W X

Determinadas las funciones de giro y desplazamiento, se evaluan las condiciones de frontera, para
determinar los coeficientes C, y C,

Se tiene que: cuando x=0 el giro y desplazamiento en la estructura es igual a cero, debido a que el
empotramiento restringe dicho efecto. 6,(x)=0 Y,(x)=0

Evaluamos las funciones con x:=0 y simplificando se tiene:
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&t 37 SOLUCION DE PROBLEMAS DE VIGAS HIPERESTATICAS POR
)l LOS METODOS DE DOBLE INTEGRACION Y VIGA CONJUGADA “ﬁ“

6/(0) b d C1 YI(O) b d C2
Igualando las funciones con las condiciones que mencionamos anteriormente, tenemos que:

C1 ::0 C2::0

Reescribiendo las ecuaciones, se tiene:

0,(x) =Xy Lo .
WX L‘,,gé,-ou-x3 L‘,,ga2 w-x?
Vil = 24 6 4

Estructura 2. La segunda descomposicion de la estructura debe ser similar a la estructura 1
(liberando el lado derecho y con el empotramiento en el extremo izquierdo). Como fuerza actuante se
coloca una y solo una de las restricciones del apoyo que se quitd. Esta estructura agrega la reaccion
en sentido vertical.

~| SE e Ce—— e
M; 17 2
~ 1 i
2 Lviga 2 Lviga f

f |R
TR1 ’

Figura 3.7.1.3. Aplicacién de reaccion vertical, generada por el empotramiento liberado.

—em

Se resuelve el equilibrio y se obtienen las funciones de singularidad, giro y desplazamiento.

ZMO= 0 _M_RZ'Lviga=0
M=_Lviga'R2

5F,=0  R+R,=0
R=—R2

La funcion de singularidad es:
My (x) =Lga* Ro— Ry x

Integrando:
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ooy f 3.7 SOLUCION DE PROBLEMAS DE VIGAS HIPERESTATICAS POR
; LOS METODOS DE DOBLE INTEGRACION Y VIGA CONJUGADA “ﬁ"

R,- e Rye X
Yy (x JGII x)dx+Cyy — 2 +—= 5 +Cory-x+Cyy

Evaluando las funciones para resolver los coeficientes C,, y C,,, tenemos que x=0 el giro y
desplazamiento 6,(x)=0y Y,(x)=0 . Porlo que:

9//(0) — Cyy Y//(O) — Cyy

Cyy=0 Cyy=0

Expresadas las funciones:

2
R2’X

6)(x) =—

Yy (x)= ~

Estructura 3. Contempla la restriccion al giro.

.«-"’”’— -‘-\—\"‘\

M () s \j)""
1 1 2
e 1 1 2
2 Lviga 2 Lviga |
TR1

Figura 3.7.1.4. Aplicacién de reaccién a momento, generada por el empotramiento liberado.

2M,=0 —M+M,=0
M= M2
La funcion de singularidad y las funciones de giro y desplazamiento son:

My, (X) =-M,
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3.7 SO!_UCION DE PROBLEMAS DE VIGAS HIPERESTATICAS POR
LOS METODOS DE DOBLE INTEGRACION Y VIGA CONJUGADA |1!.’1||I

By (x J —Mydx+Cqyy— — (Mz >+C1 1

2
M2°X

Y (x f O (x) dx+ Cyppy — — +Coruyx+Cyqyy

Evaluando las condiciones para determinar los coeficientes:
x:=0
Crm=0 Com=0

Finalmente, las funciones quedan de la siguiente manera:
6y (x) = =M, x

2
M2’X

Y (X) == 5

Recapitulando, al realizar la descomposicion de la estructura original en una serie de subestructuras,
se debe cumplir por superposicion que, la suma de estas cumplan los requisitos de continuidad de la
estructura original.

De la estructura real se tienen las siguientes condiciones de frontera debido a los empotramientos:

1. Cuando el valor de x=0; el giro y el desplazamiento es igual a cero
2. Cuando el valor de x=L,,,; el giro y el desplazamiento es igual a cero.

Al liberar la estructura en el empotramiento derecho, se evaluan las funciones cuando x=L,,. Esta
evaluacion se hace para las tres funciones de giro de cada estructura y para las 3 funciones de
desplazamiento de giro. Buscando que la suma de estas, den el valor de cero

Giro de la estructura
6I <Lviga> + 6II <Lviga> + elll <Lviga> =0

Valuando el giro en las tres estructuras:

L. % w L. 2%2.R
6I <Lviga> = = 6II (Lviga> = V1982 2

6 6III (Lviga> =—M;- Lviga

Por superposicion:
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Desplazamiento de la estructura

yI (Lviga> + YII (Lviga> + YIII (Lviga> =0

Valuando el desplazamiento en las tres estructuras:

“Luga' W Liga *Rz My L0
yl (LViga> = L y” (Lviga> = L YI” (Lviga> = ——VIga
8 3 5
Por superposicion:
_LViga4 " + Lvigas 'RZ M,- nga =0 (2)

8 3 2

Resolviendo el sistema de las ecuaciones (1) y (2) las reacciones R, y M, son:

Lo’ w L.

)
viga viga
= R, =—"—=-
D 272
Resolviendo el equilibrio de la estructura original:
2M,=0 L2w Ly w
0 —M1+£-Lw~ 32 +2 - Lyiga
2 12 2 9
2
— Lviga * W
T2
SF,=0 Ry—Lyo, w+—"% —o
y= 1 viga -
R;= ijg;.w

Finalmente, se llega a la solucién de las reacciones de ambos empotramientos.
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EJEMPLO 33

¢ Determinar la relacién de la carga "»" y la fuerza "pP" si se requiere que en la posicion donde se
ubica la fuerza P la deflexion vertical sea igual a cero?

W \L
R 5

viga 2 Mviga

< »1€ >

Figura 3.7.2.1. Viga con carga distribuida y carga puntual actuantes.

SOLUCION:

El método de flexibilidades tiene la capacidad de descomponer la estructura original en el numero
necesario de subestructuras, para resolver la estructura original.
Este ejemplo realiza la descomposicion de dos estructuras donde, la primera tendra la carga
uniformemente distribuida "w" y la segunda la carga puntual " P"

Estructura 1.

Se plantea una viga con la carga uniformemente repartida, resolviendo el equilibrio y planteando
la funcidn de singularidad. Como en ejemplos anteriores, se hace uso del método de carga virtual
para plantear la funcién.

@
TB L
1
L L\”Qa W, z L\tiga %
< g0y r o
X
| Yy
I Lal

Figura 3.7.2.2. Aplicacién de método de carga virtual para la Estructura 1.

R1 = viga * w R2 = Lviga W
2 2

. wsl. . 2
M,(x):—"’ga-x——-xz+T‘”ga-(x—LV,-ga>-(X>Lviga>+%-<x—Lv,ga) (x> Lyga)

Integrando la funcién para obtener la funcion de giro y desplazamientos en la estructura:
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w-L, w-L, 2 3
61()()=—wga'x2 _E'XB“'T‘”Qa'(X—Lv@a) '<X>Lviga>+%'<X_Lviga) '<X>Lviga>+C1.l

w-L w w-LlL, . 3 w 4
= 12VIga 'X3 - 24 X4 12‘”96 ° ( _Lviga> ° <X> Lviga) +§' <X_Lviga> ° <X>Lviga> + C1.I'X+ C2.I

Para determinar los coeficientes C,, y C,, se evalua la funcién de desplazamiento para los puntos de
frontera conocidos por los apoyos.

Punto 1: x=0 y:=0 Nota: Como recordatorio, los apoyos articulados y mdviles
impiden desplazamientos verticales pero el giro si puede
Punto 2: X=Lyga y:=0 presentarse.

Evaluando el punto x=0 en la funcién de desplazamiento, se tiene:
y1(x)=Cy,

Igualando el valor obtenido en la funcién con un desplazamiento igual a cero:

C,=0

Evaluando el punto x=L en la funcién de desplazamiento:

w- Lviga L 3 w

Y1 (Lviga> = 12 * Lviga _Z ° Lviga4 + C1.I' Lviga

Igualando el valor obtenido en la funcion con un desplazamiento igual a cero y despejando el
coeficiente:

solve, Cy, —<Lvi983 : w)
24

w-L 3 W 4
1—2wga. viga _E'Lviga +CyyeLiiga=0

24

Al sustituir los coeficientes en las funciones de giro y desplazamiento, quedan expresada como:
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w-l, . w-L, 2 3 Lo 3w
6, (X) =- 4VIga X2 (g G 4wga 0 <X Lvlga) . <X> Lviga> + (g . <X Lvlga) * <X> LViga> _ v:g;4

w-L, . w w-eL,; 3 w 4 L. 3.w
Y1 (X) 12wga o ” ox* + 12wga . (x— Lviga> . <x> Lviga> +§. <X— Lviga) . <X> Lviga> _ wg;4 X

Estructura 2.
Se plantea una viga con la fuerza puntual "P". Resolviendo el equilibrio y planteando la funcién de
singularidad para dicha estructura:

=]

A |
E -

1
2 Lviga

viga

A 4

X

Figura 3.7.2.3. Estructura 2.
R1 =£ 3
2
La funcion de singularidad queda de la siguiente manera:

P 3P
M2(X)=—E X+T' (X_Lviga>

Integrando la funcién de singularidad, tenemos la funcion de giro y desplazamiento respectivo a la
estructura.

P ., 3P 2
6,(x)=——x* +T‘<X nga) +Cu
P 3P 3
yo(x)= 2 x° +F. <X— Lviga> +Cru-Xx+Cyy

Nuevamente se evaluan los valores de frontera, conocidos por los apoyos, para determinar los
coeficientes.
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Punto 1: x=0 y:=0

Punto 2: X=Lygs y:=0

Para el punto 1, la funcién de desplazamiento tiene un coeficiente con valor:
y2(0)=Cyy
Coy=0

Para el punto 2, la funcién de desplazamiento tiene un coeficiente con valor:

P
Y2 (Lviga> = 12 Lviga3 +CruLiiga

p s solve,C,y L P
__2 Lviga + C1.II° Lviga =0 Vlg:2

L2 P

viga

12

Ciu=

Finalmente, reescribiendo las funciones de giro y desplazamiento con los coeficientes determinados:

2

P 2. 3P 2 Lyg P
GZ(X)=—IX +T'<X_Lviga) ar Vlgjz
P s, 3P 0 M o
X)=——X +——+(x—L, + <X
y2( ) 12 12 < VIga> 12

Una vez obtenidas las funciones de singularidad, giro y desplazamiento, se evalua la estructura
original.

El ejemplo pide satisfacer en el punto "c" un desplazamiento igual a cero, por lo que al superponer las
estructuras 1y 2 debe cumplir con dicho criterio.

L

X= =0 Condiciones de frontera de la estructura original.

|

viga y

Njw N w

Lviga) +Ys (% Lv,-ga) =0 Criterio con el cual debemos cumplir.

<
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Evaluando las funciones de desplazamiento para la estructura 1y la estructura 2:

4 3

3 L. W 3 L. +P
Y1 (E Lviga) = wg28 Y2 (E Lviga) =— Wgas

Sumando los miembros de cada resultado en las estructuras se debe satisfacer el valor de cero.

L. *ew L.3%.P 0 solve,P Ly, w
48 8 6
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EJEMPLO 34

Determine la deflexion maxima mostrada en la figura, si es de seccidn constante.

20

A B

@)

O
& 3!
< gl

Figura 3.7.3.1. Estructura de analisis.

SOLUCION:
Resolviendo el equilibrio y el valor de las reacciones, debido a su simetria, se tiene:

R1=R2

solve,R 3..4.
5F,=0 2.R-2.w-a—2 *.a.w=0 3:w-a
2 2
R1=§.a.w R2=§.a.w
2 2

Se plantea la funcién de singularidad, utilizando el método de carga virtual. La siguiente ilustracion
presenta la carga adicional. Para mayor profundidad en este ejemplo, puede consultar problemas
anteriores respecto al tema "funcién de singularidad".

m

a a

<>
Figura 3.7.3.2. Aplicacién de carga virtual.
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La funcion de singularidad queda como:

2
M()():%.a-(,u-x—%-x2 —%-Xz -W'-i-%'(X—a) (W -w)

Obteniendo la funcion de relacidon para w” en base a su posicion x.

w

w’ Solve,w” (.x o
a x a

R |

d

Figura 3.7.3.3. Variacion
Sustituyendo en la funcion de singularidad: lineal de la carga actuante.

L

6(x)=3'a'w LY i (x—a) N2 +C

4 6 24.a
X
3.a-w w 4 w 5 4 (;.w_w)
3

X)= X" — — X" +(x—a) - +C,-x+C
v 12 24 120-a (x-a) 36 ! 2

Las condiciones de frontera de la estructura son:

Punto 1. x=0 =0
Y Las condiciones de fronteras se obtuvieron con ayuda de los

apoyos, donde impiden desplazamientos verticales.
Punto 2. x=2a y:=0

Evaluando el punto 1 en la funcion de desplazamiento:

4

w-a
0)=-— +C
v(0) 36 2

4 solve,Cy ,.5*

w-a +C2=0
36
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w-a

C,=
27 36

Evaluando el punto 2 en la funcion de desplazamiento:

4 4
y(2a)=297"w8 5. c,.a4 208

4 4 solve,C, _ viy.ad
197.w-a" 5 0 o, w8 g 1 —(101.w-a%)

180 36 180
3

C1=—101-w-a

180

Las funciones de giro y desplazamientos quedan expresadas de la siguiente forma:

s | Trw-w 3
_\a _101-w-a

e(x)=‘?"""_'w.x2_%.x3_ Wy

g 24.a a 9 180
g
«q-e 4 - - . . 3 . 4
}/(X)=3 a w‘X3 —i'X‘l—L-XS-I-(X—a) .\a _101 w-a 'X+w a
12 24" "120.a 7 T80 -

La deflexibn maxima es ocasionada por un momento maximo. En esta estructura, el momento
maximo se presenta al centro del claro. Utilizando la funcidn de desplazamiento, se obtiene el
siguiente valor:

Graficando las funciones, la curva de giro debe cortar a la mitad del claro de la viga. Para el caso de la
funcion de desplazamientos, el desplazamiento vertical maximo si esta presente a la mitad de dicho
claro.

IMPORTANTE: Para simplicidad en las operaciones de las funciones no se contemplaron las literales
E (médulo de elasticidad) e | (inercia de la seccion). Es importante aclarar que estas propiedades
intervienen en los efectos causados por el fendbmeno de flexion. En otras palabras, son las
propiedades de rigidez del material y seccion, son sometidos a la flexion.
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1
M (x 6(x).—— X) —
(x) (x) = y(x) =
DATOS
a:=5m w:= 5 fonnef E=2.10° _kof /:=300000 cm*
m cm?
20
0] @
A B
e . . oo
& N/
'~ 7

Figura 3.7.3.4. Diagramas de elementos mecanicos.

. DIAGRAMA DE MOMENTO DE LA ESTRUCTURA
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‘DIAGRAMA DE GIROS DE LA ESTRUCTURA

0.006
0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

o

~0.0014
~0.002
~0.003
~0.004
~0.005
~0.006

A DIAGRAMA DE DESPLAZAMIENTOS DE LA ESTRUCTURA
- y(x) (em)
X (m)
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EJEMPLO 35

Resolver la viga mostrada en la figura. Graficando sus diagramas de fuerza cortante, momento flector,
giro y deflexiones. Asi como determinar la deflexién en el extremo libre "¢". Considerar que la seccion
transversal es constante.

2a a

Figura 3.7.4.1. Viga hiperestatica de analisis.

SOLUCION:

La estructura tiene un empotramiento en el extremo izquierdo de la viga, impidiendo el giro y
desplazamientos horizontal y vertical. En una distancia de 2a se ubica un apoyo fijo que impide
desplazamientos vertical y horizontal. Debido a las cargas actuantes sobre la viga, se pueden
despreciar las restricciones en el sentido horizontal. Por lo tanto, revisando las reacciones y las
ecuaciones de equilibrio, se tiene:

# de incégnitas: 3 (restriccion de giro en el empotramiento, desplazamiento vertical del
empotramiento y desplazamiento vertical en el apoyo fijo)

# de ecuaciones: 2 sM=0y 5F,=0

# de incognitas> # de ecuaciones La estructura es hiperestatica.

Para la solucion de este problema se emplea el método de flexibilidades. Revisando el grado de
hiperestaticidad (# de incégnitas - # de ecuaciones) se puede determinar el numero de
subestructuras a requerir.

GH:=4-3=1

Como se resolvio en el primer ejemplo de este capitulo, se descompone la estructura original en las
siguientes:

1. La primera tendra el empotramiento del extremo izquierdo y libera la viga en donde se
encuentra el apoyo fijo, ubicado en el punto B. Dentro de esta estructura se agregan todas las
cargas y fuerzas actuantes, presentes en la estructura original.
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2. El grado de hiperestaticidad indica la necesidad de agregar unicamente una estructura. Por lo
tanto, esta estructura tendra el empotramiento que se dejé y se agrega el apoyo fijo como una
carga actuante en la estructura.

La siguiente ilustracion muestra la descomposicion en las dos estructuras.

Estructura 1. Estructura 2.

A B o
’ 2a Ry a

2a a

J >< > }K »< »
Figura 3.7.4.2. Configuracion de Estructura 1. Figura 3.7.4.3. Configuracion de Estructura 2.

Para cada una de las estructuras, se resuelve el equilibrio y determina la funcion de singularidad, giro
y desplazamiento. Estas quedan de la siguiente manera:

Estructura 1.

i L\ [ Equilibrio:
2 C \ NN NN NN NN r‘\/‘\r\/’\mr‘\/\

w-L
. ] M= Tv’ga R=w-Lyq,

Y& Yy,
r >
R=00LT X
|

A%
| »

Figura 3.7.4.4. Obtencion de la funcion de singularidad en Estructura 1.

weLlL. .
M, (x) = P2t weLygae X W ¥
2 2
w-L, 2
61 (X)_ 2v1ga X+ 'Lw‘ga X2 —X +C7I
w-L,. 2
yi(x) = 4wga X% + nga'x3 — X" +Cy o x+Cy,

APLICACION DE LA MECANICA
FLEXION 197 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL



-.'“GE"lEﬂj.

3.7 SO!_UCION DE PROBLEMAS DE VIGAS HIPERESTATICAS POR
LOS METODOS DE DOBLE INTEGRACION Y VIGA CONJUGADA ’1|||

M=2aR, \ Equilibrio:
Cs o B c M=2 a-R, R=R,
\ 2a TR1 a
€ yo& Yy
M~ L »
R=R, l.r * e
| »

Figura 3.7.4.5. Obtencion de la funcion de singularidad en Estructura 2.
M2(X)=2 a‘R1—R1‘X+R1'(X—2 a)

R R 2
62()():2 a‘R1'X—71'X2 +71'(X—2 a) +C1‘”

R R 3
Y2(X)=3'R1‘X2 —?1')‘3 +?1'(X—2 a) +Cqyx+Cyy

Evaluando las condiciones de frontera para determinar los coeficiente; C,,, C,,, C,, ¥y C,
Se tiene que:

x=0 6=0 y=0

Evaluando las funciones de giro y desplazamiento de la estructura 1 e igualandolas a cero:

0, (0) —Cyy C; =0

y1(0) = Cy, Cy:=0

Evaluando las funciones de giro y desplazamiento de la estructura 2 e igualandolas a cero:
0, (0) =Cyy Cry=0
y2(x)=Cyyy Cp =0

Reescribiendo las funciones con los coeficientes encontrados, se tiene:
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Estructura 1. Estructura 2.

wel,..>
M,(x):—nga+w-Lv,-ga-x—%-x2 M,(x)=2 a-R;—R;+x+R;-(x—2 a)

oL R R 2
91(x)=—w—"’ga-x+£-L‘,,-g&,.x2 _Ye 0,(x)=2 a-R;-x——--x* +—L.(x=2a) -(x>2a)

2 2 6 2 2

L2 R R 3

y,(x)——wT"’ge'-x2 +%-L‘,,-ga-x3 —zi.x“ yo(x)=a-R,-x _?1.)(3 +?1 «(x—=2a) (x>2a)

Evaluando en la estructura original, se tiene que en la posiciéon B (ubicacién del apoyo fijo) el
desplazamiento debe ser igual a cero. Por superposicién los comportamientos de las estructuras en
conjunto deben dar el valor de cero en dicha posicion.

Por lo tanto, queda expresado como:
y1(2a)+y,(2a)=0

Valuando las funciones de desplazamiento con x=2a

cw-at [(4:L,w-a
Y1(2 a)_’ 2-w-a + viga” —Lvigaz'UJ'E:i2
3 3
8-R,-a°
y2(2 a) — d
Sumando los miembros de las funciones y despejando R,
3 3 2 2
2.w.a" N 4.l g w-a I +8-R1-a o solve,R; 2.w-a* —4.L,p,rw-a+3-L,,° w
3 3 vee 3 8-a

Sustituyendo L, =3 a y simplificando:

17.-w-a

R1= 8
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Resolviendo el equilibrio en la estructura original, obtenemos los valores del empotramiento para el

momento y reaccion vertical.
2

SM,=0 “M—R,-2 a+%-(3 a) =0

M=
4

SF, R-w-(3a)+R,=0

I
o

Finalmente, encontrando las reacciones de la estructura hiperestatica. Para mayor comodidad y dejar
de utilizar la descomposicion de las estructuras, puede determinarse una nueva funcién de
singularidad. En esta funcioén se colocan los valores de las reacciones.

Integrando, las funciones de giro y desplazamiento para toda la estructura original son:

Miggar(x) = =2 +7.(g.a'x_£'xz+17.;.a’(x—28)-(x>2a)

2

etotal(x)= w-a e X+ 8 'X2 _ﬂ.x3++-(x—2 a) -(X>2 a) -L

E-l

i
E-l

w
4 2 8 3 W 4 8 g
X) = X< + X' ———eX +———+(x—2a) (x>2a)|-
ytotal( ) 6 >4 6 ( ) ( )

El ejemplo pide el valor de desplazamiento vertical en la posicion final del extremo derecho de la viga.
Por lo tanto, evaluando en la funcién y,,.,(x) con x=3 a, tenemos el siguiente desplazamiento:

—5.w-.a" 1
24 E.l

ytotal(3 a) =
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Como agregado al problema, se proponen valores para obtener los diagramas de elementos

mecanicos y graficarlos.

w=3fomnef o om Lygai=3 a=6m E:=2.10° Kof 1:=0.003 m*
m cm
Sustituyendo las reacciones y la deflexién en 3a:
2
R;:= 17';‘)'3 =12.75 tonnef M:=2"2__3 tonnef-m R:= rw-a =5.25 tonnef
—5.w-a* 1
= . =-0.167 cm
Yiotal 24 E.l

Graficando los elementos mecanicos con ayuda de las funciones:

, Diagrama de momento de la estructura total

1.6
0.8

)
-0.8
-1.6
—2.4

—3.2 Mtotal (X) (m ° tonnef)

—4
—4.8
—5.6
—6.4

. Diagrama de Cortante de la estructura total

Vtotal (X) ( tonnef)
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A

Diagrama de giros de la estructura total

3.107*

1.5-107*

v

—1.5.107*+
—3.107*+
—4.5.107*+ ( )
’ 6total X
—6.107*+
—7.5.107%+

—9.107*+

—0.001+

+ Diagrama de deflexiones de la estructura total
0.02

D 016 112 118 2:4 ‘T Si(i 4.‘2 4‘8 514 (‘i g
—0.02
—0.04
—0.06
—0.08

o1 Ytota/(x) (cm)
—0.12
—0.14
—0.16
—0.18
x (m)
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EJEMPLO 36

Resolver el equilibrio de la estructura mostrada, asi como su deflexion maxima, con los siguientes

datos:
/‘\w/ﬁj\f\/‘\f\

Lviga »< 2Lviga »< Lviga >

Figura 3.7.5.1. Viga hiperestatica para analizar por método de la doble integracion.

/S S

i__
oSN

DATOS:
3
h:=400-mm b:=300-mm  w:=35-2N£._10000._N_ 1=2"" _0.002 m* Lyga=2 m
m mm2 2
SOLUCION:

Por inspeccion inmediata, se identifican 4 restricciones debido a los empotramientos (el
desplazamiento en sentido horizontal valdra cero, por lo que puede despreciar estas reacciones en el
analisis). Se puede observar que la estructura esta definida como hiperestatica.

g .

R1 TK Lviga > 2Lviga g L\.rlga »

Figura 3.7.5.2. Reacciones en la estructura original.

2,

2

—R X

Determinando el grado de hiperestaticidad de la viga:
# ecuaciones de equilibrio: 2 ecuaciones (despreciamos 5F,=0)
# de incognitas: 4 reacciones (2 giros y 2 desplazamientos en sentido vertical)

GH:=4-2=2
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Como se menciond en el gjercicio anterior, al determinar el grado de hiperestaticidad de la estructura,
se obtiene el numero de subestructuras en las cuales debemos descomponer:

Estructura 1. La primera tendra la viga con el empotramiento de lado izquierdo y de lado derecho se
libera (se retira el empotramiento). Dentro de esta estructura, se agregan todas las acciones de carga
y fuerza aplicada en la estructura original.

Estructura 2. Esta contempla una de las reacciones debidas al empotramiento del extremo derecho.
(Se agregara el momento del empotramiento derecho)

Estructura 3. contempla el empotramiento de lado izquierdo y se coloca la reaccién que faltaba del
empotramiento derecho. (restriccion en sentido vertical)

Las ilustraciones de cada estructura quedan del siguiente modo. Para cada estructura se determina el
equilibrio, obtencion de las funciones de singularidad, integrando y determinando las funciones de giro
y deflexion.

ESTRUCTURAI
o nga W\’V@JWW
C, N e
\ L, 2L, L,
& 98 g viga g Viga o
R=20L,, T ) L L >
X

L L
N Id

Figura 3.7.5.3. Andlisis de la Estructura 1.
Del equilibro: M=4 w- Lv:gs R=2 w-Lqg,

Las funciones para la estructura son:

2 w 2 w 2
My (x) = —(4 w-Lygs") +2 w-LV,-ga-x—?- (x—Lyiga) -(x>LV,-ga>+?- (x=3 Lyga) *(x>3 Lyg,)

2 W 3 w 3
6I( ) <4 w- Lv:gs > X+w'Lviga'X _E' <X_Lviga> ° <X>Lviga> +E' <X_3 Lviga> ° <X>3 Lviga) +Cy

2 4 4
yl( ) <4 w- ngs >°X7'|'%'Lviga'x3 _%'(X_Lviga> '<X>Lviga>+%'(x_3 Lviga) '<X>3 Lviga>+C1.I'X+C2.I
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ESTRUCTURAII

X

G 0

\ Lviga 2L\1iga Lviga M,

) E— »< >
X
: >
Figura 3.7.5.4. Andlisis de la Estructura 2.
Del equilibro: M, =M,

Las funciones para la estructura son:

M, (X) =-M,

6y (x)=—My-x+Cy

yu(x) = 2. Cry=x+Cyy
ESTRUCTURAIII
M=4R,L Vlga
Lviga 2L\1iga Lviga
R=R, l « >< ><€ }T R,

Figura 3.7.5.5. Andlisis de la Estructura 3.

Del equilibro: M=4 R,-L,;, R=R,

Las funciones para la estructura son:

My (x)=4 R, Lyiga—R2+x

R;
By (x) =4 R,- Lyiga 'X—7' x* + Crm

R,
yn(x)=2 Ry+ Liga X e X+ Crmx+Copy
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Determinando las condiciones de frontera de cada estructura para obtener los coeficientes de cada
funcién, se tiene que debido al empotramiento ubicado en el extremo izquierdo se impiden los giros y
desplazamientos verticales. Por lo tanto, para todas las estructuras, se evaluan e igualan para:

Valuando las funciones de cada estructura, tenemos los coeficiente siguientes:

C; =0 Cy==0
Cyy=0 Cyy=0
Crm=0 Com=0

Sustituyendo los valores de los coeficientes en sus respectivas funciones, estas quedan expresadas
como:

Estructura 1

2 w 2 w 2
M;(x) = —(4 w-Lyg") +2 w-Lv,-ga-x—?o (x—Lyiga) (x> Lyga) + (x=3 Lyga) *(x>3 Lygy)

&) 3
6/(x)=—(4 w-L,g°)- x+woLV,-ga~x2—%-(x—Lv,-ga> -<X>Lv,-ga)+%-(x—3 Luiga) * (X>3 Lyiga)
X w w & w 4
yl( ) (4 w- nga >'7+?°Lviga'x3 _§’<X_Lviga) °<X>Lviga>+§'<x_3 Lviga> '(X>3 Lviga)

Estructura 2

M//(X) =-M,

6y(x) = =M, x
-M

YI/(X)= 5 2.x°

Estructura 3

My, (X) =4 Ry+L,jga— Ro-x
R
9///(X) =4 RZ'Lviga'X_72'X2

R
Y///(X) =2 R2'Lviga°X2 —?Z‘X3
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Una vez expresadas las funciones, se realiza el analisis de la estructura original mediante la
superposiciéon de todas las estructuras.

Las siguientes condiciones de frontera se basan en las restricciones del empotramiento ubicado de
lado derecho, en donde la posicion de 4L restringe el giro y el desplazamiento vertical.

Las ecuaciones se expresan como a continuacion se presentan:

6I <4 Lviga) + 9// (4 Lviga> + 6III (4 Lviga) =0 .- (1 )
Yi (4 Lviga) +Yu <4 Lviga) +Yu <4 Lviga) =0 -.(2)

Valuando las funciones de cada estructura en la posicién de x= 4L

—-13.L .
6, <4 LV/ga) +§a Oy (4 Lviga) =—4. Lviga -M, O (4 Lviga) =8 Lvigaz ‘R,
64.L,..° R
Yi (4 Lviga) <14 nga ° > Y (4 Lviga> =-8- Lvigaz -M, Y (4 Lviga> =%2

Sumando los miembros para formar las ecuaciones (1) y (2)

—13.L .
+ga_4’Lviga’,\/,2'1'8‘Lvigaz'R2=0 (1)

64-L,q0° R,

4 2
_14'Lviga °UJ—8~LV,-ga 'M2+ 3

=0 .(2)

Resolviendo el sistema, se despeja de la ecuacion (1) la literal R,:

13'Lw‘gaz'w+12’M2 ...(A)
R2=

24.L

viga

Sustituyendo R, en la ecuacion (2) y despejando M,:

viga

12

_ M-, 2w

M,
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Sustituyendo M, en la ecuacion (A) :
R2=Lviga'w

Debido a la simetria de la estructura, se tiene que las reacciones del empotramiento derecho seran
similares a las del extremo derecho. Por lo tanto;

ML, % w
M1=$ R1=Lviga'w

12

Los procesos se realizaron de manera algebraica para dar una mejor compresion de los pasos a
seqguir.
Sustituyendo los datos del problema para las reacciones:

R;:=L, g0 w=70 kN Ry:=Lygq w=70 kN
ML, > ew ML, > ew
M,::'—;a:ms.s KN-m Mz:::’—;a:128.3 KN-m

Formulando las nuevas funciones de singularidad para momento, giro y desplazamiento que cumplan
para la estructura original:

2 2
Mtotal(x) =—M;+ Ry 'X_%' <X_Lviga> ° <X>Lviga> +%' <X_3 Lviga> ° (X>3 Lviga)

w

R 3 3 1
etotal(x) = (_M1'X+71'X2 _g' <X_Lviga> ) <X>Lviga> +%' <X_3 Lviga) : <X>3 Lvig&)) =

E.l

M R 4 4 1
Viotat (X) = (—71‘)(2 +?1'X3 _%' <X—Lviga) : (X> Lviga> +%- <X—3 Lviga> ° <X>3 Lviga)) =N

Las condiciones de frontera en x=0 provocan un giro y desplazamiento igual a cero, por lo que los
coeficientes quedan como:

C1.total =0 C2.total =0

Graficando los diagramas de: momento, cortante, giro y deflexion:
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x:=0m,0.01 m..4 L

viga

t°Diagrama de Momento de la estructura original 8

100
80
60
40

20

-20
40 Mtotal(x) (kN m)
—60
—80
~100
-120
-140
x (m)
I

tl°Diagrama de Cortante de la estructura original 8

0.8 1.6 2.4 3.2

o w2 _Mtotal(x) (kN)
X

v
2| A
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+ Diagrama de giro de la estructura original
0.005
0.004
0.003
0.002
0.002
7.5.107*
s 0.8 1.6 2.4 3.2 4 4.8 5.6 6.4 7.2 8 - etotal(x)
—0.002
—0.002
—0.003
—0.004
—0.005
x (m)
Diagrama de deflexiéon de la estructura original
0.1
0‘.8 IiG 21/1 31‘2 ‘1 /'I.‘S 516 6‘1 712 8 "
—0.1
—-0.2
—-0.3
—-0.4
—0:5 Yiotal (X) (cm)
—0.6
—-0.7
—-0.8
—-0.9
-1
x (m)
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Utilizando los diagramas, se puede resolver lo que solicita el problema. Este indica determinar la
deflexion maxima.

Se ha dicho en ejercicios anteriores que la posicion en la cual se presenta la deflexion maxima es
provocada por el momento maximo. De igual manera, al llegar al momento maximo, el giro tiene un
valor de cero. Esto se debe a que la pendiente alcanzé la maxima curvatura.

El diagrama de momentos muestra que la posicion de x= 4m contiene el momento maximo.
Comparando con el diagrama de giros, se observa que en esta misma posicion se tiene un giro igual a
cero, por lo que los diagramas estan correctos.

Finalmente, se obtiene la deflexion requerida:
Yiota’=10 mm dato leido directamente del grdfico de desplazamientos:

Yiotar (2 M) =—9.978 mm dato obtenido con la funcion de desplazamientos:
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EJEMPLO 37

Determinar las reacciones sobre la viga mostrada en la figura, asi como sus diagramas mecanicos
para momento, cortante, giro y desplazamiento.

Q)

NN TN NN NN NN TN
N O 0O GRS,
iz % L\,,ga o % Lviga w
Y FTN 7}

Figura 3.7.6.1. Viga hiperestatica para analizar por método de la Viga conjugada.

SOLUCION:

Se tiene un sistema hiperestatico. Se revisan el nUmero de ecuaciones y reacciones para conocer el
grado de hiperestaticidad. Para el caso de reacciones en sentido horizontal tienen un valor de cero.
Por lo tanto:

Numero de ecuaciones: 3
Numero de reacciones: 4

GH:=4-3=1
@

CNY NN NN NN NN Y NN CN NN YN

o 1 2
] Tl( 3 Lviga + 3 L\Jiga }J]T
1 R, Rs

Figura 3.7.6.2. Reacciones en apoyos de la viga.

El grado de hiperestaticidad indica que se debe agregar una estructura mas.
Las siguientes estructuras seran:

Estructura I. Tendra dos apoyos (el de extremo izquierdo y derecha) y la carga actuante distribuida.
Estructura Il. Tendra los apoyos que se dejaron de la estructura | y se agrega la reaccién del apoyo
liberado (ubicada a L/3) como una fuerza actuante

La estructuras se muestran a continuacion. Para cada una de ellas se obtienen el equilibrio, sus
funciones de singularidad y mediante la doble integracion se tienen las funciones de giro y
desplazamientos.
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M (X) _ w X2 + w- Lviga X ﬁﬁf\f\f\ﬁﬂﬂﬂﬂﬂf%\f\mmmf\mf\mﬁm
I\ X)= 5 2 /> | |
- TK Evaga »< Enga )}JT .
2 Olyiga B ol sel,,
61(X)=_%’X3 +%W’Lviga'X2+C1.l | X e
Figura 3.7.6.3. Estructura I.
w 1
y1(x) =—§'X4 +E W+ Lyiga*x° +Cyox+Cy)
ESTRUCTURAII

1

—— L. 1 2 2
nga » 5 Luga e § Lviga
3 - »<
32

2 2 R2 1 .
8,(x)= = R, x +7- == Lyga| +Cyu Figura 3.7.6.4. Estructura Il.

M”(X)=—% R2'X+R2'(X

v 13>
—

g
—
x
~—
|
|
Py
N
x
w
+
|3
/.ﬁ
x
RN
~
<
Q
N
+
O
x
+
')
N

Evaluando las condiciones de frontera para estructura I, en base a los puntos conocidos por los
apoyos. Se determinan los coeficientes de C,,y C,,

x=0 y1(0)=0

Punto 1 Los apoyos fijos impiden el desplazamiento

vertical pero el giro se permite.
Punto 2 X=Lygs ¥1(Liga) =0

Evaluando el punto 1 y despejando C,,
y1(0) = Cy, Cz:=0

Evaluando el punto 2 e igualando a un desplazamiento de cero.

4
Lviga ‘W

24

Y1 (Lviga> - +CyyLiigat Cay
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Despejando C;,

3
Lviga W

C, =—
1.1 o4

Evaluando las condiciones de frontera para estructura Il, en base a los puntos conocidos por los
apoyos. Se determinan los coeficientes de C,,y C,,

Punto 1 x=0 yy(0)=0

Punto 2 X=Lygs Yir(Liga) =0

Evaluando el punto 1 y despejando C,,

yu(x)=Cyqy
Cp =0
Evaluando el punto 2 e igualando a un desplazamiento de cero.

5.L. %.R

2
Y (Lviga> = _\/189—2 + C1.II' Lviga

Despejando C,,

5
Ciu= a : Lvigaz ‘R,

Conocidos los valores de cada coeficiente, se reescribe las expresiones de cada funcion:

w-L,
M/(X)=—%'X2 +nga'x M//(X)=—% R2'X+R2'(X—% Lviga)
1 Lyjga W 1 R 1 * 5
@ .3
0,(x)=——=.x° +—w.LV,-ga~X2— V'gg4 6,(x) = —3 R5-x +72'(X—§ Lviga) +a Lviga2 R;
1 Lyiga® * @ 1 R 1 P s
a0 L3
Y1(X)=—§‘X4 +E w'Lviga'X3 —%'X yu(x)= 9 R;-x +?2‘(X ?Lviga) +8—1‘nga2'R2 X
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Al tener las funciones resueltas y listas para utilizarse, se revisa la estructura original para determinar
las condiciones de frontera.

Para este caso, se evalua la posicion de x=% en donde al tener un apoyo fijo en dicha posicion, se

debe tener un desplazamiento igual a cero.

Por lo que la expresion queda como:

1 1
Y1 (? Lviga) + Y (3 Lviga) =0
Evaluando las funciones de cada estructura, se tiene el siguiente dato:

1 —(1-Lyjga" - )
Y1 (g Lviga) - 9;2

1 4. Lviga3 ° R2
Y1 (? Lviga) - o4z

Por superposicion, se suman los miembros de las estructuras y despeja el valor de la reaccion.

Melyge cw 4L, +Ry solve,R, 11.L

v:ga viga viga

972 243 16

11.L

viga ®

276

Resolviendo el equilibrio:

1 w

z’\/IA =0 _R2'§ Lviga_R3'Lviga+?'Lviga2 =
R,= 13 Lyjga+w
48
solve, R,
3F,=0 Ri+Ry+Ry—w+Lga=0 ———— L w— (Rs+Ry)
R1 — Lviga * W
24
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Conociendo los valores de cada reaccion, se procede a crear la funcion de singularidad. Finalmente,
se obtienen las funciones de giro y desplazamiento de la estructura original.

L. L.
M(X)=R1-X+R2. x—_—viga | |y~ Cviga _ﬂ.xz
3 3 2

G(X) _ Lviga'w -X2 n 1. nga Jx— Lviga x> Lviga —ﬂ-Xa +C1
48 32 3 6

3
y(x): Lw-ga-w e 1. nga x— Lviga x> Lviga —i-X‘l —C,-x+C,
144 96 3 24

- _<Lviga3 -w>
1296

_‘
1

Para graficar los diagramas de momento, cortante, giro y desplazamiento, se proponen los siguientes
valores:

DATOS:

Lygai=5m w:=3 fonnef E=1-10* kgz 1:=0.0005 m*
m cm

Las reacciones son:

Lyjgasw 1.L 13+ Lpq W
R,:==—%2__ —0.625 tonnef R,:= 1 Pviga*® _ 10,313 tonnef Ry:=—29% — —4.063 tonnef
24 16 48

Las funciones a graficar son:

x:=0 m,001 m..LV,'ga

M(X) — Lviga'w x4 1. nga . (X— Lviga) . (X> Lviga) _%.Xz

24 16 3 3
V() = ()
dx
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G(X) _ Lviga' w 1. Lv:ga Lviga x> Lviga w 3 nga ‘W . 1
48 32 3 3 6 1296 E.l
3 3
_ nga’w 3 1. nga Lviga Lviga w 4 viga W 1
y(x)= X o :
144 96 3 3 24 1296 E.l
[
N NN NN N TN Y TN TN TN Y TN NN NN TN TN
= ’ g0 oo
L 1 . Lga ¥
< L gy |
Figura 3.7.6.5. Elementos mecdnicos de la estructura de analisis.
DIAGRAMA DE MOMENTO DE LA ESTRUCTURA
A 1 2 3
:~’.|
2.4
18 /x
1.2
0.6
:(1):‘(_: ?\ 1.5 / 2.5 ] 3.5 4 4.5 5 M(X) (tonnef- m)
:ﬁ:i \/
-3
—3.6

x (m)

DIAGRAMA DE CORTANTE DE LA ESTRUCTURA

A 1 2 3

6
5 \

0T - | \ : > iM(x) (tonnef)

dx
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DIAGRAMA DE GIRO DE LA ESTRUCTURA

0.06+
0.05+
0.04+
0.03+
0.02+
0.01+

—0.01+
—0.02+

—0.03+

—0.04+

—0.05+

y(x) (em)
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EJEMPLO 38

Se tiene una viga empotrada en ambos extremos. Sobre esta actua una carga distribuida
uniformemente. Determinar las reacciones en el empotramiento, empleando el método de la viga
conjugada.

1

1 1
T 2 Lviga ‘ 2 Lviga T
—~a — -—
R R;

Figura 3.7.7.1. Viga hiperestatica para analizar por método de la Viga conjugada.

P I
M, () \ avaVtaVaVvalavavalaltalaVaVaVaVavava\ )
.
M,

SOLUCION:

Se revis6 anteriormente que la estructura tiene dos grados de hiperestaticidad, por lo que se
descompone la estructura original en 3 subestructuras. La primera libera el empotramiento derecho y
se somete a las fuerzas de accioén originales de la estructura. La segunda toma la reaccién vertical del
empotramiento derecho. Para la tercer estructura se agrega el giro del empotramiento como momento
actuante. El analisis es el siguiente:

Estructura 1. El diagrama de momento debido a la fuerza distribuida y cambiando los apoyos, se crea
la viga conjugada. Obteniendo el cortante y momentos en el extremo derecho, se tiene:

1
w - Lv,'ga - 2 Lviga 2 Lviga ;
. Sy
(} il o e e g o b o B e g

i 2

~ 1 —_—‘—‘——_
\—‘_ ——
TR1 w- Lviga

1

1
1 2 Lviga 2 Lviga

Figura 3.7.7.2. Estructura 1.

2 3
1 w-L L w
V1.C = g 2wga Lviga V1.C = wga6
2 4
1 w-L 3 Loa *W
M1 o= (3 . 2wga wga) . (Z nga) M 10= wga8
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Estructura 2.

RS e e
M =) - — s
1 ks 1 2
~ ] 1
2 Lviga 2 Lviga
1R 4
L 3 Lviga | 3 Lviga

\

2
1 L. R
Voc= E ‘R. Lviga . Lviga Vo= viga
1 2 Lyga® R
M;c= (E ‘R Lviga * Lviga) : ? * Lviga M;c= wgaS
Estructura 3.
/ ST e _‘-'_‘—‘—-‘_
M, Q 1 ZQM
. $ Ligs ,!i ¥ s i
e % Lviga | % Lviga |
1‘ | 1
M i

Figura 3.7.7.4. Estructura 3.

V3.C =M. Lviga V3.C = Lviga -M
1 Lviga2 -M
M3.C= <M'Lviga) 'E'Lviga M3.C= 2

Superponiendo los cortantes y momentos de las vigas conjugadas, se tienen las siguientes
ecuaciones:

uga W\ Lvga R, m=0 (1)

92 "7 =0 (2)
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~(3+Lyga*R) —Lyiga” ..(3)

4 3 L. 2 ( <3 Lyiga* R) Lwya2 w
nga w nga R n Vo8 6 =0 R= <Lviga ° w)
8 3 2 2
Sustituyendo en la ecuacién (3):
_<Lviga ° (U> 2 2
—|3- Lviga ° f - Lviga W M= Lviga *Ww
M= 5 12

Por simetria , los valores de la reaccion vertical y momento sera igual en ambos extremos.
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EJEMPLO 39

¢ Determinar la relacion de la carga "w" y la fuerza "P" si se requiere que en la posicién donde se ubica
la fuerza P la deflexion vertical sea igual a cero?

Pt lp
1 IRV IRV VAV eV Ve Ve Ve \f/’ “w.\!/' “'\_‘x’ . 4 ¥
AN /TN

2
L1\ LA
Lviga o Lviga _J

-

SOLUCION: Figura 3.7.8.1. Viga de analisis.

Se divide la estructura en dos, la primera contempla la carga distribuida y el otro contendra la fuerza
puntual P. Para ambas estructuras se evalua el desplazamiento en el extremo derecho.

Estructura 1. La viga conjugada tiene aplicado una carga de momento en la longitud de Lg,. Los

apoyos son sustituidos tal y como lo muestra la imagen. El equilibrio se resuelve con la articulacion
interior.

El area que se contempla es la mitad de la parabola.

(O]

'W ‘\'\ Lviga T Lviga 2

Figura 3.7.8.2. Viga conjugada de carga distribuida.

A

3
_ 2 Lviga w- nga A _ Lviga W
parabola = ? * -

* 2 8 parabola = Y

Resolviendo equilibrio en el lado izquierdo:

SM,=0
Lviga3 W (5 Lviga Lviga3 cw (3 Lviga Lviga Lviga3 cw
i e + ‘|5 + —Vp+L)jga=0 Vig=—
24 8 2 24 8 2 2 24
Evaluando momentos en el extremo C (lado derecho de la viga)
M, = Lviga3 W . Lviga M. ~= Lviga4 W
Y 2 T
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3.7 SO!_UCION DE PROBLEMAS DE VIGAS HIPERESTATICAS POR
LOS METODOS DE DOBLE INTEGRACION Y VIGA CONJUGADA

Estructura 2. La viga conjugada contempla el siguiente diagrama de momentos y la sustitucion de
apoyos. Sus areas presentes son triangulares y se tiene:

Figura 3.7.8.3. Viga conjugada de carga puntual.

2
A =P Lviga L 1 A _ Lviga -P
triangulo.1 = "~ * —— * Lviga* 5~ Mtriangulo.1 =
2 4
Lyoa L Lya’ +P
A =P viga “viga 1 viga °
triangulo.2 = * °

2 2 5 - Atriangulo.2 = 8
Resolviendo el equilibrio en el lado izquierdo:
SM,=0

L..2.P

viga

2 L. %.P
4 ‘ (g Lviga) +Vope Lviga =0 V= —E

Evaluando momentos en el extremo C (lado derecho de la viga)

-P . E. Lviga Mo = _<Lviga3 ’P>
3 2 ¢ 8

La superposicidn de los momentos en las estructuras debe ser igual a cero, por lo que sumando los
momentos y despejando la fuerza P, se tiene:

LV,-gaz-P.L- L2

viga viga

6 2 8

M1,C+ M2.C=O
Lviga4 w <Lviga3 'P> =0
48 8
P= Lviga'w
6
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EJEMPLO 40
Calcular la deflexion en el extremo 2 de la siguiente viga que se muestra a continuacién. Considerar
que la seccion transversal es constante.

x_\ ’
Ve W e N S W \ PRI N / e e W e P /./_‘\. ',4’_'\ P N e W N S i
M Q B 1 N 2
k. 1 1 5
2 Lviga 2 Lviga éi

Rem potraIenln
SOLUCION:

La estructura de analisis es hiperestatica, al tener un grado mas en equilibrio.

Figura 3.7.9.1. Viga de analisis por viga conjugada.

GH:=4-3=1

Empleando el método de flexibilidades se separa la estructura en dos. Liberando el apoyo en el
extremo C, se tienen las siguientes estructuras:

Estructura 1. La viga conjugada se compone de un extremo libre en el extremo izquierdo y
empotrado en el lado derecho. El area formada por el diagrama es media parabdlica. Determinando el
momento (deflexién) en el punto 2:

-~ (0]
L 2 : /—\Jt/’_:\ylr_‘\v/_\/’_\‘f”_‘\v'f\yﬁ\v/’_“v"_‘\/ﬁ\\/‘"\r'F‘\’ TN YT YT
viga ’wM J1 o e z
’ T
R (I Lviga ’ 1
2 Lviga | 2 Lviga
~

1 ] WL

, — =
Lyga - w P

5 e

I’:i’g/u;a 3.7.9.2. Viga conjugada de Estructura 1.

2
1 L . - 3
M1.C = g . ( wga2 ) . Lviga . (Z . Lviga)

~(Luga" - )

M;c= 8

Estructura 2. Al colocar como fuerza actuante la reaccion presente por el apoyo fijo se tiene una viga
conjugada con un diagrama de omento lineal. El area que se presenta es la de un triangulo.
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LOS METODOS DE DOBLE INTEGRACION Y VIGA CONJUGADA

e ol i
3.7 SOLUCION DE PROBLEMAS DE VIGAS HIPERESTATICAS POR W?‘W
af| M
Ll F,
f S ':h::\'

1 e

R- Lviga \;, R
Figura 3.7.9.3. Viga conjugada de Estructura 2.

1 2

M2.C il ol <R' Lviga> ° Lviga ‘15 Lviga
2 3

M2,C = LVIgi A3

Superponiendo los momentos de las estructuras e igualando a cero, por la condicion de frontera, se
tiene que la reaccion es:

Mg=M; c+M; ¢

3L, . -w
GO + Luga R _, e
8 3
Resolviendo el equilibrio en el empotramiento:
ZFy=O R+ Remp—w+Lyga=0
3.l ew el
viga +Remp—w-Lw-ga=0 Remp= Vga
ZM _0 Lviga _
A~ _M+(w'LVIga>' 2 _R.ijga_o
L. 3¢l . _ew L 2 ‘W
Ay _( 0 )'Lw-ga=o M=
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EJEMPLO 41
Se tiene una viga con apoyo fijo y movil en sus extremos, sobre esta se aplica una carga distribuida de
w4:=3000 % en una longitud de 24 ft , por el lado derecho se aplica una carga distribuida de

w,:=4000 It en una longitud de 18 ff. Determinar el angulo de giro y desplazamiento en el punto
2 ft

"A" sobre la viga. La seccion es constante con propiedades; E:= (2.845- 104> ksiy 1:=2170 in*

> b
3000 A o~ 4000%
B iy T e g s it e ISR TV e A W Sl i Sl W i
1 A A" i A i A T R S, A VNN N Y Y -"/ \a ‘»‘{ V v v 2
.fr f
/N | ¢
\ 24 ft 18 ft /I\

: 00
Figura 3.7.10.1. Viga de analisis por viga conjugada.

SOLUCION:
Resolviendo el equilibrio de la estructura:

M,=0 (wy-24 ft)-#+(w2-18 ft)-(%+24 ft)—Rz-(24 ft+18 ft)=0
R,:=(7.714.10%) Ibf

2F

1l
o

—(wy+24 ft) — (wy+ 18 ) + Ry+ R;=0
R,:==(6.686-10*) Ibf

La construccion de la viga conjugada presenta la distribucion de momento en forma parabdlica, con
distinta pendiente de lado izquierdo y derecho.

El area de lado izquierdo hasta la posicion "A" es:

‘M,:=7.406-10° (Ibf-ft)

ij '\-_‘_\ 2 4 ﬁ 18 ﬁ ;I;

Figura 3.7.10.2. Viga conjugada.
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A ::%- (24 ft- My) =499.343 tonnef-m’

Determinando el cortante y momento en la posicion, se tiene:

MA::L. A.i.24ft
E-l 8

Al tener el cortante igual que el giro y el momento igual que el desplazamiento, se tiene:

QA :=V,=0.028

Yai= MA =7.582 cm
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3.8 PROBLEMAS PROPUESTOS DE FLEXION

PROBLEMA 1. Calcular la dimension "t" de una seccién rectangular hueca que pertenece al elemento
de una viga empotrada con las siguientes fuerzas actuantes, para la cual, debe soportar un esfuerzo

permisible de a,,,,,:=2530 X9 7
2
cm
DATOS: 4
b:=7.5cm d:=20 cm ©
P,:=1 tonnef P,:=1.4 tonnef  Luga $Luge
— b -
xaf " Figura 3.8.1. Problema 1 a flexion.
E,=2.10° X! w:=0.8 fonne
cm m
Lygi=3m E=2.10° Kof

viga
cm

PROBLEMA 2. Hallar los esfuerzos maximos de tension y compresion de la barra, parecidos al
ejemplo 6, en donde se cambid el material a acero. La seccidn tiene un radio r:=13 mm y la curvatura
que que se forma debido a la flexion tiene un radio p:=20 mm

DATOS:

E,:=2.10° 9T

cm

Figura 3.8.2. Problema 2 a flexion.

PROBLEMA 3. Determinar el par interno de una seccién asimétrica que pertenece a una viga con las
siguientes configuraciones de carga.

DATOS: Py
0 e
Lyiga:=3 m b:=25 cm v s
AP, /
%L g 8 Lvig %L 19
P,:=2 tonnef t:=20 mm
e —
P,:=1.7 tonnef ~ d:=40 cm -
t —
wi=500 K9 a:=20 cm n
m
f,:=2530 K9 a

cm Figura 3.8.3. Problema 3 a flexion.
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PROBLEMA 4. Determinar los esfuerzos de tension y compresion para la siguiente viga con seccion
pentagonal hecha de concreto sin refuerzo. Revisar si la seccidon soporta los esfuerzos maximos de
compresion y tension.

o 9
DATOS:
Lyga=4 m a:=30 cm ap:=21cm
W1 = 1 2 tonnef W2 = 06 tonnef L %Lvigg % Lviga %Lvigg
m m

Figura 3.8.4. Problema 4 a flexion.

PROBLEMA 5. Mediante el método de seccion transformada, obtener el diagrama de esfuerzos de la
seccion formada de madera y acero, ante el momento maximo sobre la viga.

bw
DATOS: P, o
Ljga=3 m b, =30 cm t,==5cm bs =
P,:=1 tonnef bs:=2 cm dg:=30 cm ' 1 oo
4 Lviga 2 Lviga
P,:=0.2 tonnef Wiz 0.2 tonnef Figura 3.8.5. Problema 5 a flexion.
m

PROBLEMA 6. Determinar el esfuerzo maximo en los materiales de la seccién compuesta de concreto
y acero.

DATOS: . ®
E,=2.10° kg: E,:=2.10° K9f
cm cm ™~
Lviga As
M:=20 tonnef-m A:=25 cm?
b:=20 cm d:=45 cm

Figura 3.8.6. Problema 6 a flexion.

PROBLEMA 7. Hallar la funcion de singularidad que cumpla para la siguiente viga, tomando como eje
de referencia:
1. De izquierda a derecha

2

Py

2. De recha a izquierda £
A
DATOS: == P, oto
L, :=6562 ff P,:=4.409 ki —1 kip . . . .
viga*— Y- 1= p W2 o ft 4 Lviga 1 Lviga 1 Lviga 1 Lviga

[ 1
2 {

Figura 3.8.7. Problema 7 a flexion.

w,:=0.806 ka:’ P,:=3.307 kip
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PROBLEMA 8. Obtener los desplazamientos y giros en los puntos A, B, C y D, mediante el método de
la doble integracion y viga conjugada.

DATOS: P
P:=2 tonnef E:=2.10° kgt ~ ®
cm - |A A& c D
wi=0.6 foMMef 3375 m? ~ T, ) 1
m 4 Lviga zLviga 2 Lviga
L,gai=3.5m Figura 3.8.8. Problema 8 a flexion.

viga

PROBLEMA 9. Determinar el angulo de giro en las posiciones A y B, mediante el método de doble
integracion y compare con la viga conjugada.

P
DATOS: .
M
Lvlga =4 m w:=0.6 tonnef [_\ N B
A /'
M:=10 tonnef-m E:=2.105 kgz JaR
, %L %L ga__ | %LV % Lviga
P:=2 tonnef [:=3.375 m” viga viga

Figura 3.8.9. Problema 9 a flexion.

PROBLEMA 10. Obtener el equilibrio y diagramas mecanicos. Utilice el método de doble integracion o
viga conjugada para la solucion de los problemas.

]
e
DATOS: N
tonnef tonnef h
Lyga=4 m w,i=2 onne w,:=1.6 onne 1L e 1 jusins}
m m viga 2 Lviga
P:=3 tonnef P 05
/ﬁ ]
XYY Y TY YN
fonten = == jieiiey
% Lviga :15 Lviga :15 Lviga

/ﬁ(ﬂl

VY A\

/
/

/
/

=

1 1 1
2 Lviga 2 Lviga 4 Lviga

Figura 3.8.10. Problema 10 a flexion.
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CAPITULO 4. EJERCICIOS DE CORTANTE POR FLEXION

Los esfuerzos normales, debidos a la flexidon, se evaltuan con la formula de la flexién o la escuadria. La
variacion del momento flexionante en una distancia diferencial obliga la aparicion de esfuerzos
cortantes; estos esfuerzos aparecen paralelos y perpendiculares a la seccion transversal. Lo que
quiere decir que, cuando en los elementos barra el momento flexionante deriva, podemos estar
seguros de la presencia de fuerza cortante actuando en las secciones del elemento.

Los efectos ocasionados por la flexién producen giros de las secciones respecto del eje neutro,
mientras que el esfuerzo a cortante produce potencialmente deslizamientos tangenciales entre
secciones transversales y longitudinales.

4.1 ESFUERZOS CORTANTE POR FLEXION

EJEMPLO 1

Encontrar el esfuerzo cortante "T " en un punto localizado a una distancia "y" del eje neutro, en la
seccion rectangular que se presenta.

PREE—— 1
Yeentro ; < ? h
A .
EN
1
5h
b
Figura 4.1.1.1. Seccion rectangular
SOLUCION: sometida a fuerza cortante

En este ejemplo se evaluara el esfuerzo cortante, debido a la fuerza cortante que actua en la seccion
anterior.

La expresion para obtener el esfuerzo cortante es la siguiente:

VeQ
I+b (1)

Sustituyendo del siguiente modo:

=
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El momento de inercia de una seccion rectangular es:

b-h®
12

El ancho de la seccidon rectangular mostrada sera:

ancho=>b

La fuerza cortante en la seccion es:
%

El momento estatico se obtiene del area susceptible de desplazarse, por arriba o por debajo del punto
del que se quiere conocer la magnitud del esfuerzo cortante, como se muestra:

e A 7
e . . s //7// //_///// /////5/////’//
Aombreada = - Area localizada por arriba del o /%I/W 1
s o . 7L
ﬁg;wt‘{;, . edonde se desea conocer el esfuerzo zh
y
Q= Asombreada ° ycentro EN7 ] ¥
p q h
h h 1 2
Q=|b:|—— ly+|l——y|-—
2 2 2
N

<
< rd

Simplificando el momento estatico:
Figura 4.1.1.2. Area susceptible a
b (K> 2) deslizar.

Q=E.(T_y

Sustituyendo en la ecuacién (1):
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*r?,?,%-'“f?l !?;.’ 2
D, '5_':-" .

i

b (n* (h) . h
Vel —o|——[— El resultado es correcto debido a que en y= E la
2 \ 4 2
= L —7%=0 particula de analisis no tiene por encima de ella un
2 drea susceptible de desplazarse. Por lo tanto el esfuerzo
cortante vale cero.
Para: y=0 b (2
ve|=e|=—=07 El resultado es correcto debido a que en y=0 la
2 \ 4 3.y p P . .
T = 3 = Ty = particula de analisis tiene por encima de ella el area
beh” b 2:b+h susceptible de desplazarse maxima. Por lo tanto el
12 esfuerzo cortante es maximo.
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EJEMPLO 2
Graficar el diagrama de esfuerzo cortante presente en la seccion rectangular, con las siguientes
dimensiones:

A

DATOS:

b:=5.cm h:=10-cm V:=1000 - kgf EN | h

SOLUCION:

Recordando la expresion para esfuerzo cortante, se tiene:

< rd

Ve
bel, (1)

(e}

T, =

Figura 4.1.2.1. Seccion de
analisis

Posteriormente, se obtiene el centroide y el momento de inercia de la seccidn anterior; obteniendo
los siguientes resultados:

3
¢, = =5 em 1e=2 " _416.7 om?
2 12

Para determinar el diagrama de esfuerzos cortantes, se ubican 5 puntos de analisis sobre la seccion.

Punto 1: sobre la parte superior de la seccion. 1
L
Ve
ALY ) .
b1, ‘ @<
2 %h
Para: y=0 cm h P
EN 3 lh
4
Q:=b-0 cm-(h—c,)=0 cm’ 1 o4 X
< C, | In
A 5 k.
V.
7= 9 =0 kef b
b . Ix cm 2

Figura 4.1.2.2. Andlisis de
cortante sobre el punto 1.
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4.1 ESFUERZO CORTANTE POR FLEXION

= VeQs
T b,
h
Para: y=—
Y 2
h 1
Qqi=b- ((h—cy>——-5):62.5 cm’
T5i= 705 5 ket
b-[x cm
Punto 4:
.= VeQ,
b,
3
Para: y=— h
Y 4
h h 1
Qu:=b (cy—z)-(cy——-—
ryim 9t gy s kel
b-[x cm
CORTANTE

235

M G‘Eﬂlt.ﬂj‘ 4

i all -g i
palits

1
2l
y | 2h
h | 2
A In
S v S—
EN 3 i
1 e4
</ Cy %h
.A‘u ! 5
b

Figura 4.1.2.3. Analisis de
cortante sobre el punto 2.

1

@
;
zh
2z *
h A . b y 1
A} Eh
EN| %3 1
zh
':Q’ Cy %h

b

Figura 4.1.2.4. Analisis de
cortante sobre el punto 3.

1
®
. %h
h | e%
A %h
Y
L
EN 3 e
S
" C | ih

b
Figura 4.1.2.5. Analisis de
cortante sobre el punto 4.
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-
Ubicacioén Punto 5: sobre la parte inferior de la seccidn. .1
V-0; 2, | |*
ST, h 7% ° i
y
Para: y=h = *3 h
Qs=b-0 cm-c,=0 cm’ . L el is
V05 kgf i
15::b.—[x:0 cm_2 b

Figura 4.1.2.6. Analisis de
cortante sobre el punto 5.

Al obtener los esfuerzos cortantes de cada punto, pueden ser graficados en un esquema "z versus h"
y trazar la curva correspondiente.

Se vio en ejemplos anteriores que los resultados pertinentes al esfuerzo cortante contienen miembros
de segundo orden (cuadraticos), lo cual llevan a diagramas de curvas parabdlicas.

® e
j
2 "
7 Ty
h ' - 2
1
=3 Zh
® d T8 23 Va/bd
max max’
EN 3 ;
th
o4 o
< 5 & %h
® =

b

Figura 4.1.2.7. Diagrama de cortante de la seccion.

La teoria hace mencién de que el esfuerzo cortante maximo, para una seccion rectangular, se
presenta en la ubicacion del eje neutro. El valor de esfuerzo maximo presente en la seccion es:

V. b o hseccién . hseccio'n .i
madx seccion
_ 2 2 2 _ 3 Vi
Tmax = 3 = Tax =

b ..ooh 2eb isn® Moy

b . seccion = 'seccion seccion ~ "*seccion
seccion " |\ 7T .~
12

El resultado indica que el esfuerzo maximo puede calcularse como tres medios del esfuerzo promedio

"V, Sobre el areay puede utilizarse como un calculo inmediato.
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EJEMPLO 3
Obtener el diagrama de esfuerzos cortantes de la siguiente seccion mostrada a partir de los datos
proporcionados a continuacion. ) bs )
th
DATOS:
t:=10-cm b,:=15-cm h:=50 cm h
bs:=60-cm V:=20000 - kgf
bw o

Figura 4.1.3.1. Seccion de
SOLUCION: analisis a fuerza cortante.

La expresion de esfuerzo cortante contiene al momento de inercia de la seccion, el cual permanece
constante para diferentes puntos de analisis de interés.

Como primer paso, se obtiene el centroide de la seccion y su momento de inercia:

ry
h A

t; h—t,
bt |h——|+b,,- (h—t) -
i f( 2) w ( f) ( 5

bf' tf+ bW. (h— tf>

Y:=

) o -
=32.5 cm t, I o’

byt
I:Z o'

2 3
t b, (h—t
+bf-tf-((h—5’)—y) +%4:272500 cm* o7

8 .
h—tf) Y)2 by —*

+(bw-<h—tf>>-(( >

Figura 4.1.3.2. Puntos de analisis sobre
la seccion.

Calculando el esfuerzo cortante en los puntos especificados en la figura que se muestra:
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Punto 1: Extremo superior del patin. Punto 1
bf
T = v-Q ‘ 1 ’
1= ®
I' bf tf :I: [ ¥
@3
Para: z,:=h=50 cm - o
o hl z
Q,:=b;-0 em-(h—Y)=0 cm® 1
o6
Y
o7
V-Q, kgf
Tyi= =0 > b L @8
[ bf cm L J—
Figura 4.1.3.3. Analisis del
punto 1.
Punto 2
Punto 2: Mitad del patin
V' Q2 &
TH=
I' b/
tr
Para: Z,:=(h——|=45 cm "
[ 9 Z;
te 1 3 o7 i
Q,:=bfe—-||h——+—|—Y|=4500 cm
2 2 2 by,
L —
Figura 4.1.3.4. Analisis del
e Velr _5 5 kef punto 2.
I' bf cm2
Punto 3
. bf
Punto 3: Extremo inferior del patin K
777777777 //1///////////////////// =
T 3= Gl e s
Ib
7
EN |,
Para: Z;:=(h—t)=40 cm h
6
Y %
o7
tr 3 b ot
Q3::bf'tf' h—E —Y|[=7500 cm W
Figura 4.1.3.5. Analisis del
punto 3.
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Debido a que el punto esta en un
cambio brusco de seccién, el primer
calculo se obtiene utilizando el ancho

del patin.
V.

Tafi= Q3=9.17 kgz
Y cm

Punto 4: distancia medida desde el extremo inferior del alma.

_ro
1+b

Ty

w

Para: 24::% (h—t) =35 cm

=7875 cm®

e e TN (e )

Ve
i:38.53

I:b, cm’

kgf

Ty =

Punto 5: sobre el eje neutro de la seccion

_V-0s
IEY))

Ts

Para: zZ,:=Y=325cm

Q5::bW-Y-?Y:7921.9 cm®

Ve
£:38.76

]-bw cm2

kgf

‘L'5 =
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Debido a que el punto esta en un

cambio brusco de seccidon, el
segundo calculo se obtiene
utilizando el ancho del alma.
V.Q
Fayi=——3 =367 KO
I-b, cm
Punto 4
h
Y
i
o7 Z
8
bw *

Figura 4.1.3.6. Andlisis del punto 4.

Punto 5
bs

'1
92

x
L2

b

.’1

ZSaIma

EN |

o4

\

NN
NN
N

=

N
N
N
N\
X
NN
a

Y

N
s

Figura 4.1.3.7. Andlisis del punto 5.

APLICACION DE LA MECANICA
DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL



Punto 6: medido desde el extremo inferior del alma

V-Qs
IEY))

Tg=

w

Para: zy:=2- <h;t’> =16 cm

Zs 3
Qgi=b,,+Zg- Y—7 =5880 cm

Punto 7: 1 medido desde el extremo inferior del alma

V-9,
IEY))

T7=

w

Para: 7,:= <h;tf> =8 cm

Q7::bw-8-cm-(Y—8'cm
7,:= 9 1673 ket
I:b, cm’

Punto 8: Extremo inferior del alma

V0s
IEY))

Tg=

w

Para: Zg:=0 cm

Qg:=b,,+Zg- Y=0 cm®
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Punto 6
3 bf >

o' -

tf I o2
.’%
o4

EN
@5
h
Zg

Figura 4.1.3.8. Andlisis del punto 6.

Punto 7
3 bf .l
o -
tf :I: ®2
.‘2
o4
EN

5
h
Iz

Figura 4.1.3.9. Andlisis del punto 7.

Punto 8
by

o -
tf I o2
"2

o4

Figura 4.1.3.10. Analisis del punto
8.
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Finalmente, se grafica el esfuerzo cortante.

DIAGRAMA DE ESFUERZO CORTANTE TANGENCIAL

g

ry
h 4

Tg

Figura 4.1.3.11. Diagrama de cortante de la seccion de andlisis.
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EJEMPLO 4

Determinar el diagrama de esfuerzo cortante tangencial, para una seccion triangular mediante los
siguientes datos:

A
il h
AAAAAAA o i \ 4
b
< >
DATOS: Figura 4.1.4.1. Seccion triangular sometida a

fuerza cortante.

b:=15cm h:=30 cm V:=10 tonnef

SOLUCION:

Se parte de encontrar el eje neutro de la seccion y el valor del momento de inercia respecto al eje x:

b.h.l.g.h A A
Cy:: 213 =20 cm :
b.h.E &,
h
Eje neutro - 2
[ = b-h =11250 cm* ‘
ST I L TN W
< >

Figura 4.1.4.2. Ubicacién de eje neutro en
seccion triangular.
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Para determinar el diagrama de esfuerzo cortante se ubican 7 puntos estratégicos dentro de la
seccion, las cuales serviran para trazar la curva de esfuerzo.

Los puntos tendran la siguiente ubicacion de altura.

Eje neutro

y;=0cm yo:=5cm y3:=10 cm Y4:=15 cm

v

ys:=C, Ye:=25cm  y,:=30 cm SRR e “3om
< >

Figura 4.1.4.3. Ubicacién de eje neutro
en seccion triangular.

Para los puntos a lo largo del peralte se debe conocer la altura y base asociada a cada uno de ellos.
Mediante la relacion de triangulos semejantes podemos obtener una funcion del ancho, de acuerdo al

peralte.

Tomando la mitad del triangulo se realiza la siguiente deduccion:

=X
by

NI

o

=x. P
X 2.h

Considerando el triangulo completo, el ancho queda expresado como:

\ 4

[SIE

bx=2-x-L b
2.h >

Figura 4.1.4.4. Variacion lineal de

b(x) ::%-x las dimensiones "h" y "b"

Una vez determinada la relacion del ancho »(x) para cada punto, podemos obtener el momento

estatico en la ubicacion deseada y finalmente obtener su esfuerzo cortante.

La dimensién del ancho para cada punto es:
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by:=b(y;)=0 cm bs:=b(ys) =10 cm
by:=b(y,)=2.5 cm be:=b (ys) =12.5 cm
by:=b(y;)=5 cm bs:=b(y;)=15 cm

by:=b(y,)=7.5 cm

Esfuerzo cortante del punto 1

Q1::%'b1'y1'cy:0 cm3

VeOQ, _ = kef
U= =0 2 Eje neutro
b] 'Ix cm

b T om
b A G

Esfuerzo cortante del punto 2

1 2
Qz==5'b2' (Cy=v2)- (Cy_g (Cy_y2>) =187.5 om’

— Ve QZ —66.7 kgf Eje neutro
bZ.Ix sz

Figura 4.1.4.6. Andlisis del punto 2.
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Esfuerzo cortante del punto 3

1 2 3 A
Qz:=—-b3-y3-|C,——-y3|=333.3 cm
2 3
CY
y h
T3:= .QS =593 kgf Eje neutro
b3-1x cm2
s \(
< b >
Figura 4.1.4.7. Andlisis del punto 3.
punto 4
Esfuerzo cortante del punto 4
A
Q‘,::l byyye Cy—g-y‘; =562.5 cm® ©
2 3 h
Eje neutro
V.
Tyi= 9 =66.7 kef
b4'1x cm? 4
< é >
Figura 4.1.4.8. Andlisis del punto 4.
punto 5
Esfuerzo cortante del punto 5
Qsi=—+ by yso -+ C, = 666.7 cm’
55505 Ys 3T . G
h
Eje neutro
N
T5:= Q =59.26 kef
5 4x cm
< >

Figura 4.1.4.9. Andlisis del punto 5.
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Esfuerzo cortante del punto 6

A A
Qg:= (%-b7-y7—%-b6-y6) d =572.9 cm®
b,+2-b - Ye
. <y7—Cy)— 7 6 Y7~ Vs h
b7+2 * b6 3
y
Ve A\ 4
Tgi= s —a0.741 XL
b6.1x cm2
Figura 4.1.4.10. Andlisis del punto 6.
to7
Momento estatico del punto 7 punto
A A
Q= (l-br 0 cm) -(y,~C,)=0 cm®
2 c,
h
Eje neutro Y7
V9, kgt 6/
T,i= =0 /: BT
b1, cm’ 7L ey N2 4
< ° >

Figura 4.1.4.11. Analisis del punto 7.
Graficando el diagrama de esfuerzo cortante, se tiene la siguiente curva:

DIAGRAMA DE ESFUERZO CORTANTE

posicicn (cm)

Eje neutro

N

Figura 4.1.4.12. Diagrama de cortante de la seccion.
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Se puede observar en el diagrama la presencia del cortante maximo, ubicado a la mitad del peralte de
la seccion total.

La teoria respecto al tema menciona que, la ubicacion del esfuerzo maximo para una seccion
triangular es a una distancia de %del peralte de la seccidn por encima del eje neutro.

h/2

h/2

Figura 4.1.4.13. Diagrama de fuerza cortante de seccion triangular.

Cervera Miguel, "2001" Libro de mecanica de materiales, Recuperado de: http://cervera.rmee.upc.edu/libros/Mec%C3%
Alnica_de_estructuras_|_Resistencia_de_Materiales.pdf
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EJEMPLO 5

Determinar el diagrama de esfuerzo cortante tangencial para la siguiente viga compuesta de acero y
madera.

Figura 4.1.5.1. Seccion heterogénea
sometida a fuerza cortante.

DATOS:
b:=10cm t:=5ecm  t,=20cm E,=2-10° kg: E,=1.10° K V:=5 tonnef
cm cm
SOLUCION:

Para trabajar la seccidn es necesario homogeneizar la seccidn a un solo material. El concepto de
seccion transformada se trabajé en el capitulo de flexién.
Para este caso se transforma del acero a madera. Determinando el factor de transformacion:

n::_szzo btransformada.acero
EW
ts
Al transformar el acero a madera, el area original se ve
modificada en su ancho; las dimensiones de cada material
serian: B
btransformada.acero :=n-b=200 cm Cy
bW::b=1O cm tS

Figura 4.1.5.2. Seccién transformada.
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Homogenizada la seccidn, se determina el centroide y la inercia del elemento.

o2ttt

Vv =15 cm

b ot
| :=2. transformada.acero ” °s

12

2
t
+ Btransformada.acero * ts * (Cy— Es) ] J=323333.3 cm*

.t 8

w w

b

+

12 b

transformada.acero
< >

Como en ejemplos anteriores, se propone ubicar ciertos puntos
dentro de la seccidn; ayudando a determinar el diagrama de
esfuerzo cortante. Para este ejercicio se utilizan 7 puntos de la
seccion.

Por comodidad, primero se determina el momento estatico
respecto del eje neutro de la seccion, para cada uno de los
puntos establecidos.

Momento estatico del punto 1

::b -0 . C :0 3
Q1= byansiomada acero* 0 €M+ (C,) =0 cm Figura 4.1.5.3. Puntos de analisis.

Momento estatico del punto 2

Q= Btranstormada.acero * E ° Cy_ t_S * l =6875 cm3
’ 2 2 2

Momento estatico del punto 3

t
QB = btransformada.acero * ts ° (Cy_ ES) =12500 cm3
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Momento estatico del punto 4

t t t 1
Q4 = btransformada.acero ° ts * (Cy_ Es) + bW : ?W ° (?W ° E) =13000 cm3

La determinacion del momento estatico se puede obtener por simetria en la seccion; al tener la misma
ubicacion de los puntos en la parte superior e inferior respecto al eje neutro.

Momento estatico del punto 5

Qs:= Q3= 12500 cm’®

Momento estatico del punto 6

Qg:= Q,=6875 cm®

Momento estatico del punto 7
Q;=Q,=0 cm’®

Calculado el momento estatico de cada punto, se pueden sustituir en la expresiéon de esfuerzo
cortante.

Esfuerzo cortante en los puntos ubicados en el patin inferior y superior al eje neutro.

En el capitulo de flexion se comentd que todos los calculos en donde interviene el esfuerzo, se debe
respetar las propiedades del material. Al determinar los esfuerzos cortantes en la seccion del patin, en
donde el acero fue transformado a madera, se pensaria en incluir el factor de transformacién en los
calculos; pero este proceso no se realizara para este ejercicio.

Al solicitar el diagrama de cortante de la seccion, se piensa en el esfuerzo actuante sobre una seccién
con las dimensiones transformadas obtenidas. Asi pues, no se involucra el factor de transformacion y
no contemplamos el esfuerzo resistido por el acero en el area del patin.

Los siguientes resultados se determinan del siguiente modo:

V. V.
T1 = Q1 =0 kgf T2 = Q2 =05 kgf

2
b transformada.acero * / X cm b transformada.acero * / X cm
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W e ™

an 3‘-:..:'- '

T e 8= e Q3 =1 kgf
Spatin b transformada.acero * l X cm 2

Nuevamente por la simetria de la seccidén, podemos concluir que los esfuerzos en el patin superior
corresponden a un mismo valor que los ubicados en el inferior. De lo cual se tiene:

. V.Qs kgf . V.Qg _ kgf
T5 patin ‘= . ; =1 > Tgi= . ; =0.5
transformada.acero ° 'x cm transformada.acero ° 'x cm
e vV-Q, _o kot
b 4 em?
transformada.acero * 'x cm

Esfuerzo cortante en los puntos ubicados en el alma

Como el material del alma es madera, no se modifica ninguna propiedad al momento de obtener sus
esfuerzos cortantes.

Para el caso de los puntos 3 y 5, debemos obtener el esfuerzo sustituyendo el ancho b,

V.-Q kagf V.-Q kagf
3 alma = /3:19'3 i s aima = l5=19.3 9
w* x cm w* x cm
V.-Q
Tyi=— % 20,103 _K9f
bw'lx cm

Los puntos 3 y 5 estan ubicados en la frontera del patin y el alma, por lo cual, debe obtenerse un valor
de esfuerzo con el ancho by,,,sormada.acero Y POSteriormente con b,

Graficando el diagrama esfuerzo cortante para la seccion original, se tiene:
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| DIAGRAMA DE ESFUERZO CORTANTE

124 posicién (cm)

. kgf
cm’®

Figura 4.1.5.4. Diagrama de cortante de la seccion heterogénea.
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EJEMPLO 6

Determinar la fuerza "P" tal que la seccién compuesta no rebase los esfuerzos permisibles en la
seccion formada de madera y acero.

/ o P
YTV A4
ds
»<
1 1 il
3L sl sl
DATOS: Figura 4.1.6.1. Estructura de analisis y seccién heterogénea.
w:=0.5 fonnef bi=7 cm t,=15 cm =2 cm
m
kgf kgf L:=6m
Ey:=2+10° 29 Toorm.acoro = 2530 —2
cm cm
E, == (1.224.10°) kgz T o =306 197
cm cm

SOLUCION:

Resolviendo el equilibrio en la seccidn se tiene los siguientes valores en cada reaccion:

L 1L 2
2M,=0 We—o—- —+P.=.L-R,.L=0 ...(1
p 323 3 2 (1)
R,=12:Ptw-L
18
5F,=0 R—w-L—P+R,=0
y 3 ..(2)
_6-P+5-w-L
! 18
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Transformando la seccion y homogenizando al material acero; el factor de transformacion obtenido es:

ni=—-=16.3

El factor de transformacion modifica la dimensidon del ancho de la seccion para cada material y
obteniendo un nuevo ancho para cada material.

bs:=b-n=114.379 cm

b,:=b=7 cm
Con las dimensiones transformadas, se procede a obtener el tw bw» ¢
centroide de la seccidén y el momento de inercia respecto al eje _
neutro.

Figura 4.1.6.2. Seccion transformada
y ubicacién del eje neutro.

C, = 3.7 cm
bget,+b,-t
bg-t> t, * bet? t i
li=—S5 4 pgt.e|C, -2 wlw pot|lt 4| —c| =7244.6 cm*
X 12 ( 2) 12 w’tw S 2 y

El momento estatico tomado en cuenta, sera el formado por el patin de acero. En el subtema siguiente
se hablara del concepto de flujo de cortante, el cual menciona las fallas mas propensa al unir dos
elementos.

ts
Qdeslizamiento = bs olge (C - 5) 611.7 Cm
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De la ecuacion de esfuerzo cortante despejamos la fuerza " V ", quedando expresada del siguiente
modo:

T «bg-l
Vm' . _tpermw s " x (3)
A= —————————————
Qdeslizamiento N

La fuerza cortante despejada anteriormente debe estar relacionada con la fuerza maxima en la
estructura; presente en la reaccion del apoyo derecho. Esto puede indicarse como:

e (4)

La expresion (3) indica la fuerza cortante maxima sobre la seccion. Por lo tanto, se sustituyen los
datos de esfuerzo permisible y momento estatico maximo; para obtener el siguiente valor de fuerza
cortante.

Para el caso de esfuerzo permisible, se utiliza el esfuerzo del aluminio debido a que este indica la falla
de deslizamiento.

Tpermw b ]
—_permw 7 X 15525 kgf

Qdeslzzamtenlo n

y

max *

Sustituyendo el cortante maximo y las literales de la reaccion R, en la expresion (4):

6-P+5.-w-L
sV
18V, .. —5.w-L
P:= max =2.2 tonnef

6
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4.2 FLUJO DE CORTANTE
EJEMPLO 7

Una viga formada por dos tablones con la seccion transversal que se indica, debera de ser
ensamblada con conectores que tienen una resistencia admisible de F,5:=150 kgf

Encontrar la separacion de los conectores (clavos) que ensamblan a los dos tablones y que tomaran

los esfuerzos cortantes en la longitud de la viga. Colocar los conectores a una distancia de la forma
mas eficiente, de acuerdo a la configuracion del diagrama de fuerzas cortantes.

M

i‘ T T
fo 2l %A\ RN

W

Figura 4.2.1.1. Viga y seccion de analisis que conforman la estructura.

DATOS:
kgf
bp:=30-cm t:=5.cm d:=35-cm b,:=5.-cm E,:=2530.
cm
w::SOO-g L:=6-m Fe:=1.4
m
SOLUCION:

El proyecto utiliza vigas ensambladas con tablones de madera, formando una seccién en "T", como se
muestra; sobre la viga se descarga una fuerza uniformemente distribuida a lo largo de su claro.
Utilizando los datos que se presentan, se realiza el analisis estructural de la viga isostatica, obteniendo
asi el equilibrio y el diagrama de esfuerzo cortante para todo el claro de la viga.

R,::wT'L-FS:Z'lOO kgf RZ::wT'L-FS:Z'lOO kgf

V,:=2.1.tonnef Vg:=2.1.tonnef
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TN TN NN
- L_ O O
< >
Vim=a LV,

VIII
L L iL
segmento 1 segmento2 segmento 3

—1
Vméx_2 ol

Figura 4.2.1.2. Diagrama de cortante de la viga de andlisis.
El cortante maximo se ubica en los extremos. Por lo tanto:

v,

m

=R, =2100 kgf

Para hacer un trabajo eficiente que produzca ahorros, se divide la mitad del claro en tres secciones;
debido al comportamiento lineal en el diagrama de cortante, se puede trabajar con tres valores de
cortante y determinar la separacion. Esto permite utilizar una cantidad de clavos con separaciones
eficientes.

Obteniendo el valor de cortante para cada segmento, se tiene:

V.=V, s,=2.1 tonnef
Vpax v, solve,V,
T 1399.9999999999996667 - kgf V,:=1.4.tonnef
2 32
Vinax vy Solve,Vy,
ST 699.99999999999983333 - kgf V,;:=0.7 tonnef
2 32

Mediante relacién de triangulos podemos determinar los valoresde V, y V,,

Para cualquiera de las tres secciones, el valor del momento de inercia es el mismo.

Calculando:
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t
bye tee (d+—f)+bw-d-g
Cc, = 2 2 =26.731 cm

d b te+b,,-d

tr

2
bf’tf3
[ = + (bsot)«|c,—|d+—
x (12 <”>( 2

2
b, -d’
+( W12 +<bw.d)-(cy—%) ]:50485 cm*

b
El ensamble de los tablones forman una seccibn homogénea y € i »,
continua para que trabajen monoliticamente. En presencia de la
fuerza cortante en la seccion, aparecen esfuerzos cortantes en
sentido horizontal y vertical, propiciando potencialmente Ila
aparicion de una falla por deslizamiento, en la uniéon alma- patin.
Es por ello que se calcula el momento estatico de la seccion del
patin, por ser el area susceptible de deslizarse. d

t
Qq:=Dbye t; ((d— c,) _Ef) =865 cm®

Figura 4.2.1.3. Fuerzas de cortante
longitudinales y transversales a la
seccion.

Para dar solucion al ejemplo, se introduce el concepto de flujo de cortante.

El esfuerzo cortante aparece para resistir el deslizamiento en la seccion, actuando en el ancho "b"
del alma; generando asi el concepto de flujo de cortante que matematicamente se representa de la
siguiente forma:

(flujo.cortante) =1+ b, = —= =f,

Determinado el flujo de cortante para seccion dentro del claro de la viga, se tiene.

V.o V. V.
 éx QS:36 kgf f e f QS:24 kgf fim ///l Qs:12 kgf

cm 1 cm L cm

fi=

X
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Para determinar la distancia se iguala el flujo de cortante con la fuerza admisible del conector sobre la
separacion probable de estos. La igualdad es dimensional y fisicamente correcta.

F
f=_AD
s

Procediendo a despejar la separacion del conector para cada caso. Las separaciones
correspondientes son:

F F F
s;i=—22 —4.167 cm s,i=—20 —6.25 cm s3:=—22—-12.501 cm

fi fi fu

>,
ale

hYEd At h'Ed
AN LS AN

L L 1L

7~
*

[ay] Y
o
[T
Al
o=
fom

L

[sy] N

Figura 4.2.1.4. Separacion S, y S, de los clavos en la viga ensamblada.

Estas distancias seran las misma en la mitad complementaria de la viga. A pesar de que la fuerza
cortante cambia de signo, este no influye en los resultados obtenidos.
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EJEMPLO 8

Determinar la carga uniformemente distribuida "w" actuando sobre la viga, para soportar un esfuerzo

cortante permisible 7,,,,,:=300 g,: para una seccion como se muestra en la figura.
cm

5 ton

____________________ ‘K A

4 ft 6 ft T
R
DIAGRAMA DE CORTANTE —> ebw L
‘ % Z0 4
Vméx ( by )
Figura 4.2.2.1. Estructura de analisis, diagrama de cortante y seccion de analisis.

DATOS:

b,,:=0.30 in t:=0.52 in bs:=6.56 in h:=125in 1,:=285 in* L;:=4ft L,:=6ft

P:=11 kip

SOLUCION:

Haciendo el analisis estructural de la viga, por fuerzas gravitacionales, se tiene:

2F,=0 —P—-w-L,+R=0

R=P+w-L, (1)

Revisando el diagrama de cortante, el cortante maximo esta en el extremo empotrado; este valor sera
utilizado para los analisis posteriores.
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El momento estatico incluye el area comprendida del eje neutro hasta la fibra mas alejada del patin:

Q::bf-tf-(g—g)+bw-(h_<22.tf>)-(h_<22.tf> -%):25.4 in®

El esfuerzo cortante permisible del material esta dado como:

=4.267 ksi

Tperm

El esfuerzo permisible se compara con el esfuerzo cortante maximo, producido por las fuerzas "P" y
o". Utilizando la ecuacion del esfuerzo cortante, se presenta:

V.0
i (2
% b1, (2)

Sustituyendo los valores que conforman la ecuacion (2) e incluyendo las literales del cortante maximo,
obtenidas en la expresién (1), se despeja la carga o

v,

max=P+w-L,
(P+w-Ly)-25.4 in®

4.267 ksi= "
0.3 in-285 in

w:=146.713 1PF

in
Obtenida la carga distribuida, se calcula el cortante maximo:

v,

m.

ax=P+w-L,=14.363 kip
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EJEMPLO 9

Se tienen dos perfiles de seccion en canal, los cuales se uniran espalda con espalda por medio de un
cordon de soldadura a lo largo del claro de la viga. De acuerdo al disefio del proyecto, se debera
descargar sobre el alma de la viga una carga distribuida uniformemente.

Determinar:

a) el flujo de cortante debido al peso propio y la carga distribuida con la posicion de las secciones
unidas, tal y como muestra el dibujo.
b) determinar el disefio de la soldadura que se colocara.

ﬁ(})

-

L

| Vlga |

N

N

Figura 4.2.3.2. Seccion soldada a base angulos de acero.

DATOS:
t:=1.207 cm h:=15.24 cm b:=8.89 cm b,:=0.963 cm Pvg:= 7850-k—93f
m
A,:=34.129 cm® I,:=1236 cm’ Lygai=6+-m w:=5. fonnef
m
SOLUCION:

Se calcula la carga distribuida debido al peso propio de la viga.

—2.A,.Pv,=53.58 K9f
m

W ..

viga*
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Sumamos la carga actuante sobre el elemento y el peso propio de la viga.

tonnef
m

w:= W, g, +w=5.05

Resolviendo el equilibrio de la estructura, por simetria, se tiene:

w-L,
R,::T"’ga:15.161 tonnef R,:=R,=15.161 tonnef

El diagrama de esfuerzo cortante forma una curva lineal tal y como lo muestra la siguiente ilustracion.

viga DIAGRAMA DE CORTANTE

1
2 WLviga

Figura 4.2.3.3. Diagrama de cortante presente en la viga.

Utilizando el cortante maximo como el valor de la reaccion obtenida, se tiene:
V,axi=R;=15.16 tonnef

El momento de inercia de la seccion es proporcionada por cada seccion, de la cual se tiene:

=2=76cm l:=2-1,=2472 cm*
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El calculo del momento estatico es:

Q:=2. (tf- (c,—bu) - (cy— ( Cy;bw))) +h-b,: (%) ~76.03 cm’

Figura 4.2.3.4. Area de anélisis de la
seccion.

Sustituyendo los valores en la expresion de flujo de cortante, se tiene:
Q-V, kgf

maX _ 466.3 —2~
I cm

f =

v

X

2. Se elige una soldadura con la siguiente resistencia:

Soldadura
de
penetracién

kgf
cm

Figura 4.2.3.5. Soldadura de garganta, utilizada en
la unién de angulos.

La resistencia al corte de la soldadura f,,,; se tomara igual al 40% de este valor.

kgf
cm

VRE70 :=04. fE7018 =1968.595

Se propone una penetraciéon parcial de soldadura como lo indica el dibujo:

d:=1cm
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Figura 4.2.3.. Geometria
de la soldadura.

Se determina el valor de la garganta "g", la cual es la profundidad de preparacion para la soldadura.
De acuerdo al apartado 10.2.4 de las NTC-CDMX, 2017.

cos (45 deg) =%

g:==d-cos(45-deg)=0.7 cm

Se determina la longitud del cordon de soldadura para dos segmentos. El primero contempla el 100%
del cortante y posteriormente el segundo toma el 50% de este. La siguiente imagen presenta los
segmentos de analisis.

max

1
2 Vimax

1

2 Lviga
Figura 4.2.3.7. Segmentos de analisis dentro
del diagrama de fuerza cortante.

Se toma una longitud de analisis dentro de la viga. -

L =10 cm L Longitud de andlisis L

analisis

viga

Figura 4.2.3.8. Longitud de andlisis.
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Determinacion de la longitud de soldadura para segmento 1.

El flujo de cortante presente en el segmento 1 es el 100%

kgf
cm

factuante - 100% f 466.3 =

Se determina la fuerza cortante presente en la longitud de analisis.

factuante analisis = 4662.97 kgf

La fuerza resistente de soldadura por longitud , se tiene:

kgf
cm

fresistente =g« Vrezo=1392.01

Finalmente, se iguala la fuerza resistente de soldadura, multiplicada por una longitud "s" , con la fuerza
actuante presente en la longitud de analisis.

f

resistente * S1=

Fy

Despejando la longitud "s", la cual es la longitud del cordon de soldadura, se tiene:

F

Y _—=33cm

S 1 =
f, resistente

Determinacion de la longitud de soldadura para segmento 2.
Al ser la mitad del flujo de cortante, se puede determinar con el procedimiento anterior o simplemente:

s
s2::—1:1.7 cm
2

Este valor de longitud de soldadura se debe repartir entre el extremo soldado por el lado izquierdo,
como para el extremo soldado en el lado derecho. Por lo tanto:

So

Sy
s —=2cm S 7=1 cm

extremo.1 = extremo.2 =

APLICACION DE LA MECANICA
CORTANTE 266 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL



ARGENTER
e o g L
4.2 FLUJO DE CORTANTE W?ﬂ
Gl
L oy

Puede apreciarse para el extremo con cortante al 100% que tendra una soldadura de 2 cm y a sus
extremos tendra libre 4 cm. Contemplando asi los 10 cm de analisis. EI numero de cordones que
existe en la mitad del claro de viga, capaz de soportar el 100% del flujo cortante es:

Lana\lss Lanéhsls

l. Lviga
2 2

analisis

cordones, s = =15

Longitud de analisis .
viga
l< N

Figura 4.2.3.9. Longitud y separacion de los cordones de
soldadura del segmento 1.

Para el segmento donde esta presente el 50% del cortante, se tiene una longitud de 1 cm de longitud
del cordon y dejando en sus extremos 4.5 cm.

)ﬁ Q)
L
Longitud de anélisis 2 -
viga
l . Lviga | |
2 2 Lanéus\s

cordones symax = =15 >
Lanalisis 7YY Y

45cm

Sextremo 2=

Figura 4.2.3.10. Longitud y separacion de los cordones de
soldadura del segmento 2.

APLICACION DE LA MECANICA
CORTANTE 267 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL



STH G‘EH'EHJ‘

4.2 FLUJO DE CORTANTE W%@
Dmrl, el

i

EJEMPLO 10

Encuentre la separacion de los clavos a lo largo del claro de la viga que ensamblan la seccion que se
muestra en la imagen.

P 2P P

N
\

NMANN

N
A\

v h
7
%
by VY 1 1L 1 iy
A - | 4 I‘viga ‘ 4 “viga ‘ 4 I‘\/iga ‘ 4 “viga |
> d <4 | | | | '
Figura 4.2.4.1. Seccidon ensamblada que conforman la viga estructural.
DATOS:
4+ kgf
Fclavo:: 150. kgf Lviga =8.m P:=700-. kgf Ew:: 8.10° .
cm
bp:=30-cm t:=3-cm b,:=3 cm t:=5cm d:=10-cm h:=50 cm
SOLUCION:

Se plantea el equilibrio para conocer el valor en los apoyos. Estos son:

SM=0 P-%+2-P'§+P-%-L—R2'L=O R,:=1400 - kgf

ZFy=0 R,—P-2-P-P+R,=0 R;:=R,=1400 kgf

Graficando el elemento mecanico a cortante, se presenta dos valores, para los cuales determinar la
separacion de los clavos.

Estos valores de cortante son:

V,:= 1400 - kgf V=700 - kgf
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P i fP l'P
L % Lviga ‘ % I‘viga ‘ JT I‘viga ‘ % Lviga |
I I I I i
1400 kg DIAGRAMA DE CORTANTE

700 kg
—.|.|ﬁ
700kg [ = ] 1400 kg

Figura 4.2.4.2. Diagrama de cortante.

Determinando el centroide en la seccion:

t
T ppet? +2.(d-t)-1+d-t-(h+i)+bw- (h—t)-[h——"
2 2 2 2
C,= =26.5 cm
by ti+2-(d-t)+d-t+b,-(h—t)

Se obtiene la inercia total de la seccion compuesta.

2

3
Ibarrotes.superiores ::i"‘t'd' Cy—g =23540.5 cm4 ¢ 4) . bf ¢ e
12 2 g 7 % A A
7 “
3 2 A % >t <
PPt e B —56341.1 em® - v
patin'_T+ £ bre Y_E - - em % hEN
b, (h t)3 h—t ’ 2
lpai=— 4 p o(h=t).||[—L|-C,| =27229.2 cm* 7
alma 12 w < f> (( 2 y . %. ¢ Y
5 2 —> d < f
/ba,,ote,,n,e,,o,;:‘a‘_zt+d- t. ((h+é) - cy) =33890.5 cm* Figura 4.2.4.3. Ubicacion del eje neutro.

=164541.7 cm*

/ x'= 2. barrotes.superiores +1 patin +1 alma +1 barrote.inferior

Al ser ensambladas las piezas que se muestran, forman una seccion homogénea.
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Area deslizada por encima al eje neutro

Sometida a la influencia de las fuerzas "P", que provocan
fuerza cortante en dos regiones evidentes, se desea
conocer la separacion de los clavos con ubicacion "a" y "b".

&\\\

N

Los analisis por cortante se analizan por encima y por
nn

debajo del eje neutro, para los clavos "a" y "b",
respectivamente. Vv

N\

§

A\

N

\\

N
\

d 7
Qbarrote.superior:: (t' d- (CY_E)) =1075.3 cm’ j//é

LD
Figura 4.2.4.4. Analisis del é&rea que
desliza por encima del eje neutro.

Area deslizada por debajo al eje neutro

Qbarrote inferiore = d + 1+ ((h +é) - Cy) =1299.7 Cm3 Cy
. v
v i T EN
Sustituyendo en la expresién de flujo de cortante: (h+0.5t) -C,

-

Figura 4.2.4.5. Analisis del area que

desliza por debajo del eje neutro.
Flujo de cortante para la fuerza cortante en los barrotes superiores "a"

fII.sup — VII * Qbarrote.superior —46 kgf

cm Iy cm

V. Qbarrote.superior —-9.1 kgf
. .

X

fl.sup =
Flujo de cortante para la fuerza cortante en los barrotes inferiores "b"

V* Quarrote.inferiore —11.1 kgf £ Vir* Qparrote.inferiore —55 kgf
=11 —— ILinf*= =9.
cm

cm I,

flinfi=
X
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Determinando la separacion de los clavos a lo largo del claro. Para el caso de la parte superior, el
esfuerzo esta soportados por los dos clavos. Para el caso de la parte inferior se tiene solo un clavo.

_Fclavo:164 cm

F clavo
Siisup*= =32.8 cm

SI.sup =
L.sup 1l.sup
Fclavo Fclavo
Sisup = =13.6 cm Siisup*= =271 cm
Linf IL.inf
SI.sup SII.sup SII.sup
ésl.inf SiLinf S|l inf
1 1 B
(o LViga 4 Lviga 4 Lviga
|

Figura 4.2.4.6. Separacion de los ensambles del lecho inferior y superior en los distintos segmentos de analisis.

CORTANTE

271
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EJEMPLO 11

La seccion que se muestra estara demandada de una carga que produce una fuerza V:=20 kip.
Revisar si el esfuerzo cortante producido por esta fuerza se encuentra dentro del limite permisible del

material z,,,,:= 10 ksi

v< >

tf = — A

— —— |o
—>» bw o
Figura 4.2.5.1. Seccién de analisis.
DATOS:
bs:=5 in tr:=1in d:=5in b,:=1in

SOLUCION:

Calculando las propiedades de la seccion para obtener el centro de masa y su respectivo momento
de inercia.

o by t;- (%)Jrz.(bw- (d—t)- (tf+(d:f))) .

d beti+2-b,- (d—t)

2
tf

bset®
' +b,-t,-(Cy—5) =30.3 in*

+
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Figura 4.2.5.2. Ubicacion del eje neutro.

La expresion de esfuerzo cortante implica determinar el momento estatico del area que desliza al
aplicarse la fuerza cortante tangencial. El area que desliza por encima del eje neutro es parte del patin
y parte de las almas. En el caso del area por debajo al eje neutro se encuentran las almas de la
seccion. La siguiente figura muestra las areas que deslizan para cada caso.

Area que potencialmente deslizaré por arriba al eje neutro. ¢

— L

%- (cy—tf)z) =8.8 in’

+2.

tr
Qarriba.en = b=t (Cy - E

—> b € R

Figura 4.2.5.3. Area de deslizamiento
por arriba al eje neutro.

Area que desliza potencialmente por debajo al eje neutro. b
f

v <
EN « =

1

d—C _
Qdebajo.EN=:2'(bw'<d— Cy)'( 5 y)):8.8 in®

> by €

Figura 4.2.5.4. Area de deslizamiento
por debajo al eje neutro.
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Sustituyendo los valores obtenidos en la expresidn de esfuerzo cortante:

_ Ve Qarriba.EN =29 ksi

T:=

2eb,-1,

El ancho que se sustituye en la expresion de cortante es dos veces el ancho del alma.

Revisando si el esfuerzo que se ejerce en la seccién cumple la restriccion de estar por debajo o sea
igual al esfuerzo permisible. Este esfuerzo es menor al permisible y por lo tanto nuestra seccién no
fallara ante los efectos producidos por la fuerza cortante tangencial.

T<T,

perm
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EJEMPLO 12

Dos tablas idénticas estan unidas mediante pernos a lo largo de su longitud para formar una viga. Si la
separacion entre los pernos es s:=150 mmy cada tablon tiene una resistencia cortante

Foermos:=20 kN. Determine la fuerza cortante maxima "V" que la viga puede resistir.

br S S
V ;f
g :

DATOS: Figura 4.2.6.1. Tablones ensamblados.

- <

bs:=250 mm t:==150 mm

SOLUCION:

Los pernos que se colocaron para unir los dos tablones son dos por cada seccion, por lo tanto el
esfuerzo a cortante tangencial es proporcionado por los dos tornillos. Del flujo de cortante podemos
determinar el flujo de cortante se tiene:

2+ Foomos _ g p57 KN

S mm

f,i=

v

La simetria de la seccion permite ubicar exactamente a la mitad del peralte el eje neutro.
Determinando el valor del momento de inercia se tiene:

3 2
bf’ tf tf 4
l:=2- - + by tye > ty| |=562500000 mm
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El momento estatico se calcula para el area que potencialmente desliza por arriba del eje neutro.

t
Quiva.en = by tre (t,—é) =2812500 mm’®

De la expresion de flujo de cortante tangencial, se despeja el valor de la fuerza cortante.

v=ll

Q
Sustituyendo los valores para determinar la fuerza cortante:

0.267 N . (56.10°) mm*

Viz mm =53.15 kN

(2.813.10°) mm®

El valor de la fuerza cortante es el obtenido en el calculo anterior. Bastara conocer el esfuerzo
permisible del material a ocupar para revisar si este esfuerzo no se rebasa con dicha fuerza.
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EJEMPLO 13

Se tienen tablas ensambladas entre si para formar una viga compuesta. La viga se somete a una
fuerza cortante V:=20 kip, determine la separacion maxima permisible "s" de los pernos con una

precision % pulgada. Cada perno tiene una resistencia cortante F,,,,:=6 kip

1in 05in

o Tablones extremos
: I1 in

/ Tablén principal

—— Eje neutro

Z
0.5in

Figura 4.2.7.1. Tablas ensambladas que conforman la seccion.

DATOS:

Dimension del tablon principal. b,:=1in h,:=6in
Dimension de tablones. bey:=0.5 in heyi=4 in
SOLUCION:

La seccion tiene simetria y por lo tanto se deduce que el eje neutro se ubica a la mitad de la seccion
compuesta. Justamente a la mitad del tablén principal.
Conociendo el eje neutro, se determina el momento de inercia de la seccion total.

hy . .
C,:= hext+7—1 in=6 in

2
Boyr* Aoyr h
Itablon.ext::%+ (bext' hext> . (Cy_ ;Xt) =34.667 in4
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.h 3
w_ % __18 in*
12

b

/ tablon.princ *=

istancia del centro del
0al eje

. 4
ly:=4- Itablon.ext + Itablén.princ =156.667 in

Al presentarse la fuerza cortante sobre la seccién, el area mas propensa
a deslizar son los tablones extremos. El area que desliza por arriba del
eje neutro son los dos tablones ensamblados por los pernos. El caso es
muy similar, si se analiza el deslizamiento por debajo al eje neutro.

El momento estatico debido a los tablones extremos es:

h .
Qarriba.Cy:: 2. (bext' hext* (C,V_ ;Xt)) =16 in’

Sustituyendo los valores en la ecuacién de flujo de cortante se tiene:

£ ,zwzz 043 KiP i
Y I ' in Figura 4.2.7.2. Ubicacion del eje

neutro. .
Igualando la fuerza resistente de los dos pernos que ensamblan los tablones con el flujo de cortante

presentado en una distancia "s", se tiene:

X

2-F

perno = fv *S

2.F
s::%:S.S?S in

v
Al inicio del ejemplo se menciona un margen de error de:

1.
margen,,., = 5 in

Por lo tanto, la separacion indicada sera:

separcion := s + margen,,,,=6 in
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La viga esta construida con cuatro tablas clavadas entre si. Si cada clavo puede soportar una fuerza
cortante de F,,,,:=200 kgf determine las separaciones requeridas s y s si la viga esta sometida a

una fuerza cortante V:=2 tonnef

> <

bw
Figura 4.2.8.1. Seccidn de analisis formada de ensambles
de madera.
DATOS:
b:=20 cm t:=5cm d,:=40 cm b,:=5cm d:=5cm
SOLUCION:

Calculando el centroide de la seccién y momento de inercia de la seccién total:

dy,
ldeb.— +bf tee +b «d,- tf+7
Cy:: =16.136 cm
2-b-d+b,r-t,r+b‘,vodW

El momento de inercia total se calcula por partes del elemento:

2
b-d® d

I ) +b-d-(Cy—E) =(2.821-10°) cm*

x.tablones ‘=

b:=3 cm
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2

bset® t; \
hepatin'=—o—+ by ty+| G, —— | =18803.4 cm

.d. 3 ?

b d
u +bw-dw-((tf+7w)—cy) =42379.5 cm*

w

x.alma ‘=

Ix total ‘= =2 Ix tablones + Ix.patin + Ix.alma =66823.9 cm4

Separacion s’

Esta separacion esta determinada por el clavo que une el patin al tablon que forma el alma. Por lo
tanto, se obtiene el valor del momento estatico para el area del patin y tablones conectados, la cual
es la zona donde tendera a deslizar al actuar la fuerza cortante. La siguiente ilustracion,muestra el

area que desliza.

< >y

Q= by ;- (C ——)+d b (c —_):<1 568.10°) ETET

Sustituyendo en la expresion de flujo de cortante, se tiene:

Figura 4.2.8.2. Area de analisis de la

-Q.- separacion s’.
foi= s _4603.5 K9
x.total m
Determinando la separacion "s " del clavo que conecta al patin.
— Fclavo —4 cm
fy-
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Separacion s

Esta separacion esta definida para los tablones extremos conectado al patin.

Qg:=d-b- (cy—%):204.545 cm’

Sustituyendo en la expresion de flujo de cortante:

s V: P
Ix.total m 4) b(i
Pw
Figura 4.2.8.3. Area de analisis de la
separacion s.

Obteniendo el valor de la separacién "s" debe recordarse que hay aportacion de 2 clavos para resistir
dicha fuerza cortante. Por lo cual, se tiene la siguiente separacion.

2-F
Si= davo _65.3 em

S

Tomando una parte de la viga se presenta la vista en perfil de las distancias encontradas; para los
clavos unidos al patin y los sujetos a los tablones del patin.

ST S S
S| S| S

| L [ 1 |
¢ | o|]o/ o] e

Figura 4.2.8.4. Separacion de los clavos s y
s’
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EJEMPLO 15

Para la viga mostrada, se ensamblaron 5 tiras de madera a base de adhesivo, con distintas
dimensiones para formar una seccion homogénea como se muestra.

Determine el valor del esfuerzo cortante maximo y verificar si los tablones tenderan a fallar, deslizando
uno del otro.

TET

El| B
E " iE
SR )

Figura 4.2.9.1. Seccidén de analisis formada de tablones unidos por adhesivo.

DATOS:
kgf

foegamento = 1036 —— g L;:=08m L,:=15m P:=72 kN
cm

Dimensiones del tablén 1 b;:=30 mm h;:==20 mm

Dimensiones del tablén 2 by=b;+2-15 mm=60 mm h,:=20 mm

Dimensiones del tablon 3 bs3:=b,+2-15 mm=90 mm h3:=40 mm

SOLUCION:

Resolviendo el equilibrio de la estructura y obteniendo el diagrama de cortante:
SM;=0 —P.L;+R,-L,=0
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R,==38.4-kN (1)
ZF»I:O R1—P+R2
R,:=33.6-kN (2)

El diagrama de cortante tiene un cortante maximo igual a la reaccion (2)

Vosei=R,=38.4 kN
P

33.6 kN

)

38.4 kN 38.4 kN

Figura 4.2.9.2. Diagrama de cortante presente en la viga.

Al unir los tablones con el adhesivo, se puede trabajar la seccion como homogénea.
Calculando el centroide que, por simetria esta a la mitad de la altura y su respectivo momento
de inercia.

(2 hy+2 hy+hy)

C, =

y =60 mm
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b,-h,’ 2 5 4
== +(bseh;)-(C,—h;) =(9.8-10°) mm

b,+h,’ h\"
= 2;22 +<b2-h2>-(<cy—h1>—72) =(1.12.10°) mm*

by+hs®
= 3123 =(4.8-10°) mm*

l:=2+1,+2 I2+I3:(4.68-106) mm* Figura 4.2.9.3. Ubicacién del eje neutro de la
seccion.

El momento estatico que potencialmente deslizara, asociado al cortante maximo, debe presentarse en
la union del tablon 2 con el 3; se ubica un punto B sobre la seccion. El area contemplada sera la
seccion del tablon 1y el tablon 2.

Q:=b,+h;+ (C,—hy) +byehy ((cy— hy) —%) =60000 mm®

(Cy-3hy)
J

(C-hy)- 3

%

Figura 4.2.9.4. Area susceptible de deslizamiento en el punto B.
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Al revisar el esfuerzo entre la union de los tablones, punto B, el ancho donde se presenta el flujo de
cortante es:

b:=b,=60 mm

Sustituyendo los valores en la ecuaciéon de esfuerzo cortante, se tiene:

dex * Q N
Tactuante.B *= W =8.21 mm2 (3)

Se debe revisar si el adhesivo utilizado soportara el esfuerzo presente en la secciéon. El esfuerzo
resistente del pegamento es:

T — fpegamentu — 16933 L

resistente *—

b, mm

Se tiene que:

Tresistente > Tactuante,B

Se concluye que la fuerza actuante sobre la seccion no fallara en la unién adherida, punto B.
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4.3 CENTRO DE CORTANTE

EJEMPLO 16
Graficar el diagrama de flujo cortante para la seccién en canal d

g A,

e la viga mostrada.

A =

bw

v \
i <
DATOS:

., d t b

SOLUCION:

El diagrama de momento de la viga, debido a la fuerza
actuante (sentido positivo), es el mostrado en el dibujo. Con
dicho diagrama, el comportamiento en las secciones de la viga
presentan esfuerzos de tension en las fibras inferiores y
compresion en las fibras superiores.

Para el analisis, se toma un elemento diferencial ubicado en la
parte inferior del ala. La imagen lo sombrea con un tono mas
oscuro y lo enumera como"elemento A". Esta particula tiene el "
borde," y " borde,".

De acuerdo al diagrama de momento, el borde, esta asociado a
un momento "M", mientras que el "borde," ya no tendra la
misma magnitud de momento; correspondiéndole un momento
mayor "M+ M, "

CORTANTE 286

>

Figura 4.3.1.1. Viga sometida a fuerza puntual y seccion en canal.

Elemento A

|

Figura 4.3.1.2. Diagrama de fuerza cortante.
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Se mencion6é que el elemento sufrira esfuerzo a tension. Si se
representan mediante fuerzas sometiéndolo a alargarse, se tiene
que en el "borde," existe una fuerza F, mientras que el borde,

aparece una fuerza F+F,.

Para que el equilibrio siga establecido en el elemento diferencial,
sera necesario que exista una fuerza en direccion y sentido igual a
la fuerza F. Esta fuerza se conoce como fuerza cortante "F,".

La teoria del medio continuo en materiales establece que, al
aparecer la fuerza cortante en una cara del elemento diferencial,
esta fuerza debe presentarse en las demas caras de este. La
siguiente ilustracién presenta las fuerzas cortantes en cada borde.
Como este elemento se tomé en el extremo del ala, la fuerza
cortante no aparecera en el extremo exterior, debido a que no existe
continuidad del material.

Al revisar el elemento "B" (a un lado del elemento A), se hace el
mismo proceso de analisis. Para esta particula, las fuerzas cortantes
si aparecen en las cuatros caras del elemento. Se puede observar
en la cara del borde, como aparecen fuerzas cortantes en sentido
hacia el alma. Estas fuerzas son el flujo de cortante presente en
toda el ala del patin. El analisis del flujo se hizo para el ala inferior
pero, este fendmeno se presenta también en el ala superior y en el
alma de la seccion.

Si se realiza la inspeccion del flujo de cortante presente para cada
area de la seccion, se tendra el siguiente diagrama del
comportamiento del flujo. Para el caso del ala superior, al ser
sometida a esfuerzos a compresion, el flujo de cortante esta
presente en sentido contrario al del ala inferior pero con la misma
magnitud.

Colocando el eje de referencia en el eje simétrico del alma, se
puede evaluar el ala de la seccién del siguiente modo:

M G‘Eﬂlt.ﬂj‘ 4

i all -g i
palir

i

Elemento A
{"Q+1
FV L,/’/.f‘. :// E
< 2 i
L 8
Figura  4.3.1.3.Equilibrio  de
fuerzas en el elemento A.
Elemento A
Q”Q+1
_— 1
Fv 4 > ﬂg
<, » B
< 3
A 8

Figura 4.3.1.4.Presencia de fuerzas
cortantes en el elemento A.

FV s> '

borde 2

< 3

= g
Figura 4.3.1.5. Equilibrio del
elemento B.
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Flujo de cortante en el patin inferior \‘s&\\\\k\f\k\w
N
v1
Recordando la expresion de flujo de cortante, se tiene: \\‘%
f,= V-g \‘%
/ \
El valor de fuerza cortante y del momento de inercia permanecen constantes \Sﬁ f
para cualquier punto de la seccion; quedando como analisis el momento \k v3
estatico para los puntos a evaluar. Q
£(x)=V QEX) & fuo
__r,s,s,s,r:

Figura 4.3.1.6. Flujo de
Dejando expresado el momento estatico en base a la posicion "x" , se tiene:  cortante sobre la seccion.

Evaluando el flujo cortante en la posicion de x=5b

f,(b) -0
Evaluando el flujo cortante en la posicion de x=0

—(tV+b-d)
2.1

,(0) —

Al hablar de pared delgada, se asume que no importa el espesor del ala ya que, este flujo queda
determinado por su ancho b.

Si se quiere tomar una resultante de flujo cortante presente en el ala, se integra del siguiente modo:

—Ved-t; ¢

vala= .2 Of(b_x) dx
—(ty-v-b° )

Fv.ala 4./
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Debido a la simetria de la seccion, las fuerzas presentes y diagramas de cortante para el ala superior
tienen la misma magnitud, pero el sentido cambia.

Flujo de cortante en el alma de la seccion.

El flujo de cortante en términos de su posicidon queda expresada como:

&WU%L¥(&hp%yHM(%_ﬂ.@+(g_@L%D

Evaluando el flujo cortante en la posicién de y=%, fibra extrema del alma respecto al eje neutro.

Evaluando el flujo cortante en la posicion de y=0, eje neutro de la seccioén.

2
V.(b-d-terw'd )
fo(0) > ——2——2
Integrando la expresién del flujo cortante, para tener una fuerza acumulada, se tiene:
a — ‘\ \0\
: G2 —~—
Fv.w(y) =2'quw(y) dy Wr %
0 / f
% vl
—
2 f \
Ved®(6-b-t+b,-d) N
Fv.w(y) - 12./ \()\{ _§
. x
'\\ % fv3
Finalmente, se puede graficar el diagrama de flujo de cortante de * = _§
la seccion: % fu2
AR
PN
(W \‘“’L = KNIK

i\t

Figura 4.3.1.7. Diagrama de cortante.
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EJEMPLO 17

Graficar el diagrama de flujo cortante para la seccion en canal de la viga mostrada.

G277

SOLUCION:

La viga se analiza tal y como se trato el ejercicio anterior. Para
este ejemplo se tiene una seccidn tipo "I" pero los patines son
diferentes con anchos "b"y "a"

Analisis del patin inferior con ancho "b" Figura 4.3.2.2. Diagrama de cortante.

Los miembros que se analizan son para el miembro Ay B.

Elemento A Elemento A @L Elemento B ¢+
ot Ll /

*/1 / . A
o A

Figura 4.3.2.3. Elementos Ay B sometidos a fuerzas de cortante en el ancho "b"
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Se dedujo que el flujo de cortante aparece sobre el patin y este puede expresar con la ecuacion tal
como se muestra a continuacion:

V.h-t

f, e (X «(b—x

v.f1( ) /.2 ( )
Evaluando para: x=b Evaluando para: x=0

Veb-h-t
f, (0
f,r1(b) — 0 v (0) = 2./
. . Figura 4.3.2.4. Analisis del patin

Integrando el flujo de cortante, se tiene la fuerza acumulada. con ancho "b".

Fo () — V.b? . h-t

v.f1 4./

Analisis del patin inferior con ancho "a"

Los miembros que se analizan son para el miembro Ay B. Si se representan las fuerzas cortantes en

las caras, se tiene que el sentido de fuerza cortante cambia. Los siguientes dibujos representan las
fuerzas presentes en cada miembro:

Elemento A Elemento B
«9 ¥
< .// _',(r__.//'

Figura 4.3.2.5. Elementos Ay B sometidos a fuerzas de cortante en el ancho "a"

La expresion de flujo cortante quedaria expresada del siguiente modo:
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Evaluando para: x=a Evaluando para: x=0
V.a-h-t
f,e(0
f,ro(a) =0 ue(0) = 2./

Integrando el flujo de cortante, se tiene la fuerza acumulada.

Figura 4.3.2.6. Analisis del patin

V.aZ.h-t con ancho "a".
F,e(x
v.f2( ) - 4.
Andlisis del alma « a » P »it
Para el alma de la seccion se tiene la expresion de flujo cortante
siguiente, contemplando la pared delgada, se tiene: "
EN
Vv h h h 1 N
f =—-||(a+b)-te—=|+t:|==y|-|y+|=—y| = -8
) ! ((( ) 2) (2 y) (y (2 y) 2)) T
Figura 4.3.2.7. Analisis del alma de
la seccion.
h :
Evaluando para: x=§ Evaluando para: x=0 en el eje neutro

f,

v.w

(ﬂ)ﬁ V-h-t-(b+a) V.
2 2.1 fuw(0) —

Integrando el flujo de cortante, se tiene la fuerza acumulada para el alma.

—(V.het-(4.y* —(h* +(4-b+4.a)-h)))

Fuu(y) = 5]

Si se sustituyen los datos de las dimensiones de la seccion, se tendria los siguientes valores de flujo
de cortante.
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t:=0.5 cm a:=1.in b:=3 in h:=7 in V:=11.24 kip
b-t’ hot) t-h® a-t’ hot)
[:=2 +(bet)e|=—=| |+ +2 +(a-t):|=—=| |=29.48 in*
12 2 12 12 2
Patin con ancho "b"
Evaluando para: x=b Evaluando para: x=0
fun(0) L0 CBe ) £D) g ko 1 (0) > VBNt _ g 7gg Kip
‘ 2./ in ; 2./ in
Patin con ancho "a"
Evaluando para: x=a Evaluando para: x=0
fo(a) V-h-t-(-inta) _ . kip £ o(0)— Vrashet o o5s kip
‘ 2./ in ; 2./ in
Alma
. h
Evaluando para: x=§
7-in _h
; (_72m +§) 2 . 2 . 72m L h t-(2b+a) o
)_> =1.051 P

I in
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El diagrama de flujo cortante se muestra a continuacion.

t

Figura 4.3.2.8. Flujo de cortante de la seccién de estudio.

1.05 kip/in

1.51 kip/in

1.05 kip/in

|
Figura 4.3.2.9. Diagrama de cortante presente en la seccion.
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EJEMPLO 18
b
< >
Determinar el diagrama de flujo de cortante para una seccion t
abierta, tal y como lo muestra la imagen.
h t
DATOS: EN e

h:=6in t::% in b:=4in V:=2.75 Kkip d::%:2.938 in

SOLUCION:
Figura 4.3.3.1. Seccién abierta.

La seccion presente es tubular y del alma del extremo derecho se encuentra abierta. Se obtendra el
diagrama de momento para cada una de las partes que lo componen.

Determinando el momento de inercia, el cual permanece constante en todos los calculos, se tiene:

3 2
t-d +ted- h_ +ﬂ =13.13 in*
12 2 2

Haciendo un analisis como el de los ejemplos anteriores, se tienen los flujos de cortantes para una
viga en cantiléver con momento positivo.

b-t hoty | teR®
[:=2. ete| ———| |+ +2.
12 2 2 12

Figura 4.3.3.2. Flujo de

cortante en la seccion.
Teniendo las fuerzas cortante que van en la longitud de cada elemento que componen la seccion, se
procedera a analizar cada una de estas.
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Las literales como la fuerza cortante "V" y el momento de inercia "I" permanecen constantes en la
expresion de flujo de cortante en cualquiera de los calculos, se realiza una funcién de la expresion de
flujo de cortante, en donde el momento estatico dependera de la longitud "x" que se esté analizando;
en este caso se revisara el gancho superior.

Anadlisis del gancho

4
fv.gancho (X) = T -Q (X)

Teniendo la funcion de flujo de cortante, la cual satisface para todo el gancho, se procede a hacer un
diagrama que indique la curva presente en esta parte de la seccion.

A
Los puntos de interés son:
x:=0in,0.01 in..d h y
74 h X

fv.gancho(x) ‘:T't'x'((z—d)-l-z) x
Para x=0 Para x=d

. kip kip v v
.. gancho (O 'n) =0 “in L (d) =0.118 e b

Figura 4.3.3.3. Area de

. deslizamiento en el gancho.
Diagrama de cortante en gancho.

4

o9 ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;
(]7 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12

Ki
fv.gancho (X) (l—:)

El comportamiento del flujo de cortante presente en el gancho tiene forma parabdlica.
Anadlisis del gancho

La funcion de flujo de cortante debera contemplar el area del gancho superior y abarcara toda la
longitud b. Se debe recordar que al ser un elemento de pared delgada, el valor de t es muy pequefia y
se considera minimo su aportacion.
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x:=b,0.01in..0 in >
A
"4 h h d
f X)i=—o|teXe—Ftede||——d|+—
v.ala( ) | ( 2 ((2 ) 2))
h
Para x=0 Para X=b
kip kip d
f,am (0 in)=0.118 =2 f,.u(b)=0.432 KPP
in in
Y
<« >

El comportamiento del flujo cortante para la parte del ala de la
seccion tiene un comportamiento lineal, tal y como lo muestra el
diagrama.

Figura 4.3.34. Area de
deslizamiento en el patin.

Diagrama en el patin.

A
4.96+
3.97+
2.98+

1.99+

0.01+

0.1150.1450.1750.205 0.2350.2650.295 0.3250.355 0.385 0.415 0.445

Ki|
fv.ala (X) l_np

Anadlisis del gancho

Finalmente se obtiene una funcién para determinar el flujo cortante a lo largo del alma, desde la parte
superior del alma, hasta llegar al eje simétrico horizontal de la seccion, ubicado a la mitad del peralte
"h". Debe contemplarse el area del gancho y el ala superior en la funcion del flujo cortante.

x:=0in,0.01 in..g

a2t )t [ 2o e (252

h
Para X=E Para x=0

£ o (ﬂ) —0.432 ﬂ f, oma(0 in)=0.55 —— kip Figura 4.3.3.5. Area de
2 n in deslizamiento en el alma.
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El comportamiento del flujo cortante sobre la longitud del alma tendra un comportamiento parabdlico.

Diagrama de cortante en el alma.

Finalmente, se puede graficar el flujo cortante para todos los elementos de la seccion. Por simetria y
al trabajar en la parte inferior al eje neutro con fuerzas de tensidén (pensando en una viga en
cantiléver) el signo cambiara, pero sus magnitudes son las misma que la parte en compresion.

0.432ksi

0.118 ksi

LA 0.118 ksi

0.55 ksi

118 ksi

0.432 ksi

0.432 ksi

Figura 4.3.3.6. Diagrama de cortante presente en la
seccion.
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EJEMPLO 19

Determinar el valor del espesor " t " de la seccion, para producir un flujo de cortante igual a

fpatin=118.759 %

el diagrama de flujo de cortante de la seccién.

a la mitad del ancho del ala, de una seccion tipo canal. Posteriormente,obtener

P
> < v
A 3!
¢ ‘/— O]
h 2
V- N aL oL
<, . . :
Figura 4.3.4.1.Viga empotrada formada por seccion canal.
DATOS:
kgf
b:=5 h:=15 =100 ——
em em w m P:=5 tonnef L:=5m
SOLUCION:

Calculando el valor del momento de inercia, se tiene:

/=2-(b1'2t3 +(b.t).(ﬂ_i)2)+ t-h’

2 2 12

El flujo cortante que se analiza, es para:

x::£:2.5 cm
2

Por lo tanto, el momento estatico presente en dicha posicion es:

Revisando el equilibrio de la estructura:
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solve, R,
—P+R,=0 —— 5-tonnef+ 250 - kgf

—w-L

R, ::wT'L+ P=5.25 tonnef

La presencia del cortante maximo se ubica en el empotramiento de la estructura. Con lo cual:
V:=R,=5.25 tonnef

Sustituyendo los valores en la expresion de flujo de cortante, se resuelve la ecuacion de primer orden,
para conocer el espesor "t"

p V.-Q

v.patin =

fv.patin= 5 > s
2.(’” +(b.t)-(ﬂ—i) ]+t'h

r._[223
0.2

[ om

La solucion del problema muestra dos valores de espesor. Al tener una seccion de pared delgada, se
toma el valor mas pequenos, del cual se tiene:

t:=0.2 cm=2 mm

Teniendo el valor del espesor, se puede calcular el diagrama de flujo cortante.

3 2 3
Ji=2.| 2ot +(b-t)- b4 |42 1658 em?
12 2 2
Analisis en el ala de la seccion:
Para x=0 cm Para x=»b
V-(t-o cm-g) - v.(t.b.g) ot
f = -09 f=— <) _0237518 790
/ cm / cm
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Analisis en el alma de la seccién:

Para x=g Para x=0 en el eje neutro

V. (b.t.ﬂ

) il B o T f
2) _237.518 z - -z kgf

kot f:= =415.657

cm / cm

Por simetria, se tienen los mismo valores por debajo del eje neutro.

El diagrama de flujo cortante se presenta a continuacion:

237.51kgilcm

237 .51 kgffem \\\\\\\\\ §

15 65 kgt/em

YA IAAAAIIAI/ A SIS AA IS AAIAA A,

\ﬁ

237 .51 kgi/cm

ST IT I TSI IS TSI TIIIS.

wabQ

Figura 4.3.4.2.Diagrama de cortante
presente en la seccién.
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EJEMPLO 20

Determinar el diagrama de flujo de cortante de una seccién cerrada
tubular, mostrada en la imagen.

La seccion sufre un momento positivo, provocando que las fibras
superiores sean sometidas a fuerzas de compresion y en la parte

inferior a fuerzas en tension.
DATOS:
d
d:=8in b:=4in t:=0.5in V:=20 kip
Figura 4.3.5.1.Seccion tubular
. cerrada.
SOLUCION:

Al ser pared delgada, se puede tomar el momento de inercia de las alas superior e inferior como cero,
obteniendo el siguiente valor:

3 2
I::2-t-d +2 bt d =106.667 in*
12 2

El flujo de cortante presente en el material, debido al comportamiento actuante sobre la seccion, sera:

Revision de la parte superior izquierda (ala). El eje de referencia < b ¢
vertical y horizontal se ubica en el eje simétrico de cada direccién. El
equilibrio debe ser cero sobre el eje vertical, mediante la obtencidn
de la funcion puede corroborarse como se comportara el flujo.

x:=0in,0.01 in..g

£ ()= [tex. 2
v I 2 Figura  4.3.52.Flujo  de
cortante en la seccion.
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A
2+

v

—-0.6 —0.525 —0.45 —0.375 —-0.3 —0.225 —0.15 —0.075 il

L) (42)

—0.75 —0.675

Evaluando la posicion:

-.“BEHl!ﬂ_'l

i

v
Figura 4.3.5.3.
en el patin.

Area de deslizamiento

Para x=0, tomando como referencia el centro simétrico de la seccion.

kip

fv.ala (0 in) =0—
in

Para x=§, tomando como referencia el centro simétrico de la seccion.

£ (3) =_0.75 ﬂ
2 in

Las fuerzas en la parte derecha del ala tienen el signo contrario, pero tendran la misma magnitud. Por

lo tanto:

kip
in

f,

v.ala

(0 in)=0 oo (_g) -

Revision del alma:

Como en casos anteriores,

d
eralte —
P 2

y:=0in,0.01 in..%

V (b d
fv.alma(y) ’:T- (E.t.E

CORTANTE 303

0.75 X

la funcion se determinara para un

el

in

2)
2 Figura 4.3.5.4. Area de
deslizamiento en el alma.
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Diagrama de cortante en alma.

0.745 0.82 0.895 0.97 1.045 1.12 1.195 1.27 1.345 1.42 1.495 1.57

Joatma (¥) (kl)

n

Evaluando la posicion de:

Para y=%, tomando como referencia el centro simétrico de la seccion.

d ki
fv.alma (E) = 075 i—:

Para y=0, tomando como referencia el centro simétrico de la seccion.

(0):1.5ﬂ

f, v.alma -
n

Finalmente, el diagrama de flujo de cortante se grafica tal y como se muestra a continuacion.

0.75 kipiin 0.75 kip/in

urdnt ')

1.5 kipin

0.75 kip/in ™ 0.75 kipfin

Figura 4.3.5.5. Diagrama de cortante presente en la seccion.
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EJEMPLO 21

Determinar el punto de aplicacién sobre el cual debera pasar la fuerza 4 @t
cortante, sin provocar torsion en la seccion mostrada. ¢
DATOS:

n | €

b:=10 cm t:=2cm h:=20 cm
A 2B N\\\N\\\\Y
{ b )

Figura 4.3.6.1.Seccién

SOLUCION: tubular cerrada.

Al presentar la seccion de analisis puede verse a simple vista la asimetria de la seccion.
Determinando el centroide respecto al eje vertical, se tiene que:

t
2-(b.t,.3)+<h—tf).tf-_f
= 2 =3.105 cm
= =3.
2’b°tf+(h_tf>°tf > «
El centroide de la seccidon se ubica fuera del material. Por lo tanto, al t kRt
aplicar la fuerza cortante sobre este elemento se generaria torsion en A F

1
sentido horario. ¢

Al ser aplicada la fuerza cortante sobre la posicion C,, las fuerzas de

flujo de cortante tendrian la direccion mostrada en la imagen. Se h ol
menciond en ejercicios anteriores que se puede obtener una resultante B  S’EN
de cortante para cada parte de la seccion. Estas serian: F,, F,, F3y F,
Para determinar cual debe ser el punto de aplicacion de la fuerza F»
actuante V, se deben revisar las fuerzas actuantes versus las fuerzas Y iy
resistentes. La torsion genera un giro sobre la seccién, por lo que se
revisan los momentos respecto al punto "o" ( b )
Figura 4.3.6.2.Fuerza cortante
V.e= F1,ﬂ+,:2, (ﬂ) (1) presentando torsion en la seccion.

Las fuerzas F; y F,no se consideran, al no generar momentos en el punto de analisis "o0".

Las fuerzas F, y F, tienen misma magnitud y generan un par sobre la seccion. La ecuacion (1)
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V.e=F,-h ..(2)

puede resumirse del siguiente modo:

Obteniendo la fuerza resultante del flujo de cortante para cualquier ala de la seccion, se tiene que:
F1 = va

_v.Q
I

X

Fi

El momento estatico incluye el area del ala, del cual se toma un ancho "S"

V. (t- sds-ﬂ)
_ 2

Fo=—\ %),
! /

X

Al realizar la integral, tomando como intervalos el ancho total del ala, se tendra:

b
Fi= V't'h-fsds
-2 4
V.t-h-b®
[Py
! 4.1, ...(3)

Para evitar el efecto de torsién, se debe encontrar la excentricidad "e" en la cual debe aplicarse la
fuerza V. De la ecuacion (1) se despeja esta literal y se tiene:

_Fy-h t t
e=— .. (4) A _ I\?\\?
Sustituyendo la expresion (3) en (4): vV
_ Veteb®.h-h . i PR
T Veal, “e NEN
_t-b? R Fy
Sy - ©) v = SN

El valor del momento de inercia de la seccion es:

Figura 4.3.6.3.Par interno debido

| al flujo de cortante.

x.seccién

=2/

ala +1 alma
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b-t’ h\*\ t.h®
Ix.seccién=2'( 12 +b't'(5) )+ 12

) _b-t3+b-t-h2+t-h3
x.secciéon =
6 2 12

bt

Al ser de pared delgada, puede despreciarse el término ya que el valor de t*da un valor muy

pequefio, quedando la expresién anterior del siguiente modo:

| _beteh® ten®

x.seccion 2 12
teh?

x.seccion — (6 b+ h)

Sustituyendo el momento de inercia en la expresion (5):

_12.b%.h" .t
4.t-h® (6-b+h)

..(6)

Simplificando la ecuacion (6) se tiene que, el punto de aplicacion de la fuerza cortante para no generar
torsion es:

3.b?
e=———
(6-b+h)

La expresion de la excentricidad muestra que el resultado de la posicion "e" depende de las
propiedades geométricas de la seccion y no de las fuerzas actuantes en ella.

Se concluye en la determinacién del centro de cortante de la seccidon con los datos presentados .
Asegurando que al aplicar la fuerza tangencial, se producira un esfuerzo cortante puro y evita la
torsion.

3.b?

e=—2"2 __375cm
(6-b+h)
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EJEMPLO 22

Determinar la localizacion del centro de cortante O de una viga de pared delgada con espesor
uniforme que tiene la seccién transversal mostrada.

DATOS: < a >< b »it

‘\

a:=2cm b:=4 cm

t:=2 cm h:=10 cm h

SOLUCION:

Determinando el centroide en el eje horizontal

Figura 4.3.7.1.Seccioén de analisis.

2-(a-t-i)+2-(b-t-(a+£))+t-h-a
C,:= 2 2 =2.545 cm

B 2.a.t+2.b-t+t-h

X

El centroide de la seccion se ubica a la derecha del eje del alma a una distancia:

centro:=C,—a=0.545 cm < a > %\L
AS +t
El diagrama de flujo cortante sobre una seccién tipo | con patines
distintos es el siguiente; el flujo de cortante se calculo en h
ejercicios anteriores.
Las fuerza resultante del flujo de cortante para los patines con
dimension a, se tienen:
\ A
F_ =2f, ;
a ™ “cortante.patin Figura 4.3.7.2. Flujo de cortante.
V.-Q
fra=
IX
Vete—es.ds
fua ;
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Fa= V-t-h Jsds
' 2.0 3
V.t-h.a’
Foa=———— ..(1
) (1)

La fuerza acumulado para el patin con dimensién b, es:

V.t-h.b?
F,=—""""0 (2
v.b 4'IX ( )

El momento de inercia de la seccion es:

Por ser pared delgada, podemos despreciar el miembro

4.3 CENTRO DE CORTANTE

(a+b)-t

-.“BEHl!ﬂ_'l 1

m;sill L

debido a que proporciona un

valor muy pequefio. De lo cual, la expresién del momento de inercia queda como:

h? .t
o= (6a+6b+h
=L )

Sustituyendo el momento de inercia en la expresion (1) y (2)

3.V.a’
F, .= (3
“ h.(h+6-b+6-a) (3)

3.V.b?
Fv = ...(4
" he(h+6-b+6-a) “)

Igualando los momentos resistentes y actuantes, de acuerdo
a los pares que se generan en la seccion, se tiene:

Vee=—F,-h+F,,+h

CORTANTE 309

_ Fva i

Figura 4.3.7.3. Ubicacién del centro de
cortante.
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Despejando el valor de la excentricidad y simplificado:

e=”<Fv-~+v‘Fv-a> .(5)

Sustituyendo las ecuaciones (3) y (4) en (5)

3.V.b? _ 3.v.@’
o= h-(h+6-b+6-a) h-(h+6-b+6-a)
v
Simplificando, se tiene:
_3.(p?-a?)
" h+6b+6a

Finalmente, se sustituyen los valores del ejemplo.

_3.(b*—a?)

== = /7 —-0.783 cm
h+6 b+6 a
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EJEMPLO 23
b
< >
Una viga extruida tiene la seccion transversal que se muestra en la t
figura. Determinar la localizacion del centro de cortante.
DATOS: h t
EN Sl

h:=6in t::% in b:=4in V:=2.75 Kkip d::%:2.938 in

SOLUCION:

El momento de inercia de la seccion es:
Figura 4.3.8.1. Seccioén de analisis.

3 2 3 2 3
pe=2 |2l ppet (D) 2 | B g (D9 |4 560 em®
12 2 2 12

De acuerdo al ejemplo 18, el diagrama de flujo cortante para la seccion es:

Se obtienen las fuerzas acumulados para cada elemento de la seccion.

Fuerza acumulada en el gancho de la seccion

d
Fv.ganchozzl Jt-s-((ﬁ— )+(d—s)+i) ds=0.987 kN
I, 2 2
0

Fuerza acumulada en el ala de la seccién

el s

Fuerza acumulada en el alma de Ia seccién

N R e e

Figura 4.3.8.2. Flujo de
cortante.

vala*=

><‘|<
O —_—

F

v.alma*=

V.
I,

o%
NS
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Igualando los momentos resistentes y actuantes respecto al eje del alma, se tiene la siguiente
expresion:

h h
V'e=Fv.gancho'b_Fv.gancho'b+Fv.ala°5+Fv.ala'?

Los sentidos de las fuerzas acumuladas en los ganchos son contrarios y hacen que sus efectos se
anulen. Para las fuerzas acumuladas en las alas puede resumirse a un par. Finalmente, los flujos en
el alma no generan momento.

La expresion puede expresarse del siguiente modo:

Vee=F,,-h ..(1)

Sustituyendo las literales y despejando el valor de la
excentricidad se tiene: Vv

V.e= Fv.ala <h . -~ b

F, . -h
e:= “a\’; —=5.925 cm

Figura 4.3.8.3. Centro de cortante de la
seccion.
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EJEMPLO 24
Una placa de acero se dobla para formar el canal mostrado en la figura. Con los datos siguientes
determinar:

a) La posicion donde se aplica la fuerza actuante para producir cortante puro.

b) Determinar el valor de la carga "w" aplicada sobre la viga. Esta carga debe soportar el cortante
maximo y contrarrestar el par, que generaria torsién en la seccion, con fuerzas tangenciales de
F:=200 kgf

NI—~
—

Nl—~
—

=
*
N

DATOS:
Figura 4.3.9.1. Viga de analisis.

h:=100 mm  b:=30 mm t:=8 mm P:=1 tonnef L:=2m

SOLUCION:

a) Para evitar la torsion en la seccién, se utiliza el centro de cortante. En ejercicios anteriores se
obtuvo la deduccion del centro de cortante referenciado con el eje axial del alma. Este valor es:

e ttb " gy —>» < ¢

41, Al Y
F
El momento de inercia de la seccidn es: 1 ¢
V
3 3 2
L= t-h +2-(b't +b-t-(ﬂ) ):186.923 cm’*
12 12 2 h ol
e NEN/
Sustituyendo los valores, el centro de cortante vale:
R
2 2 \
e:= t'Z ;h =9.63 mm Y R .

Figura 4.3.9.2. Centro de cortante..
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b) Se concluyé que el centro de cortante es obtenido para contrarrestar los efectos de torsion
provocados por el par de momento presente en las alas. Dicha expresion es:

e-V=F-h (2)

Sustituyendo el par y la excentricidad en la ecuacion (2), se tiene un valor de cortante igual a:

=
vi=L M 208 tonnef ...(3)
e P

Revisando el equilibrio en el sistema, se tiene:

1
2F,:=0 R—w-L_p=0 L L
2 K +
%mL Diagrama de cortante V(x) B
+ P +
R=w.-—+P ‘ ‘
2 ..(4)

Figura 4.3.9.3. Diagrama de cortante.

El cortante maximo esta presente en el empotramiento del sistema, por lo cual:
Vipax=R ..(5)

Sustituyendo la expresion (3) y (4) en (5):

Fh_w.Lip
e 2
F-h_p
W= e —1.077 tonnef
L m
2
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4.4 PROBLEMAS PROPUESTOS DE CORTANTE POR FLEXION

PROBLEMA 1. Determinar el diagrama de esfuerzos de una seccién circular, utilizando la fuerza
cortante maxima presente, debido a las cargas actuantes sobre la viga.

DATOS: o

L= m  w=13tonnef v
m

el o)

N
Iy

1 1 1
2 Lviga 1 Lviga 4 Lviga

P:=3 tonnef D:=0.3 m
Figura 4.4.1 Estructura a cortante de seccion circular.

PROBLEMA 2. Determinar las dimensiones de una seccién cuadrada sometida a cortante, la cual
conforma la viga empotrada, donde se aplica una carga distribuida en todo el claro de la viga.
Determinar la dimensiéon minima para los casos:

a) en el extremo de la viga
%Lvigg | - i
’ B . -Q
~ .

b) En la posicién b—b"

DATOS: ==
tonnef o
w:i=15 - Lyga:=5m L b _
kgf : C
Tperm = 150 : Figura 4.4.2. Estructura a cortante de seccion rectangular.

cm

PROBLEMA 3. Determinar el diagrama de cortante en la posiciéon a-a’sobre la viga y en un punto de

la seccion "p o 200mm
20kN ©
DATOS:
%Lvi El b y
- -
nga =3m E v §

/7

40mm

Lviga

J00mm_

Figura 4.4.3. Estructura a cortante de secciéon compuesta.

PROBLEMA 4. Una viga rectangular tipo caja se hace con dos tablones de 15x 90 mm y dos de 140 x
15mm, clavados como lo muestra la figura. Si se sabe que el espaciamiento entre los clavos es de
s:=40 mmy la fuerza cortante permisible de cada clavo es F,,,,:=300 N. Determinar:

a) El maximo corte vertical permisible en la viga.

b) El esfuerzo cortante maximo correspondiente a la viga.
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4.4 PROBLEMAS PROPUESTOS DE CORTANTE POR FLEXION M‘ﬂ
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140mm

90mm__ 15mm

IE

15mm

Figura 4.4.4. Seccion ensamblada mediante clavos.

PROBLEMA 5. Para la viga y las cargas que se muestran en la figura, determine la anchura minima
requerida "b". Si se sabe que para el grado de madera utilizado, o,,,,:=12 MPa y 1,,,,,:=825 kPa

DATOS: !
P, P,
P;:=2 tonnef P,:=1.7 tonnef S
A B c §
P4:=2.2 tonnef Lyga=5m H -
T T -
% Lvi@ | % Lvi@ ‘ % Lvi@ 613 Lviga |

Figura 4.4.5. Viga de seccién rectangular.

PROBLEMA 6. La viga compuesta que se muestra en la figura se fabricé al conectar dos elementos
de acero laminado W6x20, usando pernos de d::% in de didmetro, espaciados en forma longitudinal

a cada s:=6in. Si se sabe que el esfuerzo cortante promedio permisible en los pernos es de
F:=10.5 ksi, determine el esfuerzo maximo vertical permisible de la viga.
W6 x 20

, Pemos E

W6 x 20
Figura 4.4.6. Seccion compuesta por secciones

PROBLEMA 7. Dos placas de acero con seccion transversal rectangular de 12x 220mm se sueldan a
una viga W250x58, como se muestra en la figura. Determine el cortante vertical maximo permisible si

el esfuerzo cortante en la viga no debe exceder 7:=90 MPa
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4.4 PROBLEMAS PROPUESTOS DE CORTANTE POR FLEXION W’ﬂ
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12mm

W250 x 58

Figura 4.4.7. Seccion " | " soldada a placa en sus patines

PROBLEMA 8. Para la viga de patin ancho que soporta la carga mostrado en la figura, determine la
maxima carga "P" que puede aplicarse. Considere que el esfuerzo cortante permisible es

©erm =100 MPa
P P P
P w360x122
= 1 1 1 olo
i 2 Lviga

. Za |
6 Lviga | 6 Lviga 6 Lviga
I f

Figura 4.4.8. Viga "w" sujeta a fuerzas cortantes

PROBLEMA 9. La seccién de una viga esta conformada por pared delgada t:=2 mm y esta sujeta a un
cortante vertical v:=15 kN. Determinar el esfuerzo cortante maximo en la viga y graficar el diagrama de

20cm

cortante.

2.5¢cm 1 15cm ! 2.5cm

Figura 4.4.9. Seccion tubular.
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5.1 TORSION EN SECCIONES CIRCULARES man

CAPITULO 5. EJERCICIOS DE TORSION

La torsién es una fuerza que produce el giro de las secciones de un elemento barra, respecto de su
eje longitudinal.

Sera distinto el manejo que se le da a las secciones circulares, no circulares, de pared delgada
cerrada y abierta.

5.1 TORSION EN SECCIONES CIRCULARES

EJEMPLO 1

Se presenta un elemento barra de seccion sdlida circular, con diametros
como lo muestra la imagen. Sobre los puntos Ay B se ejerce una fuerza
torsional mediante poleas. Determinar:

1. el esfuerzo cortante maximo en el eje AB y BC.

2. para reducir la masa total del ensamble, se ha considerado un nuevo
disefio en el que el diametro del eje BC para el que el maximo valor de
esfuerzo cortante en el ensamble no aumente.

DATOS:

T,:=300 N-m Tg:=400 N-m

dAB = 30 mm dBC = 46 mm

SOLUCION: Figura 5.1.1.1. Barra con fuerza

de torsion

1. La ecuacién para el calculo de torsion en elementos barras, con seccion circular, se expresa del
siguiente modo:

o= (1)

Esfuerzo cortante en eje AB

Determinando el momento polar de inercia del segmento, para seccion circular, se tiene:

(%)
2 4
JAB::T:79521 6 mm
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5.1 TORSION EN SECCIONES CIRCULARES @ @

Al presentarse la fuerza torsional en sentido horario (por convencion el signo es negativo), existe una
fuerza de reaccion sobre el eje AB, del cual se tiene:

T,5:=300-N-m
El eje de referencia esta ubicado en el eje axial del elemento. Los esfuerzos cortantes producidos en
el eje son igual a cero. Las fibras que van alejandose del centro hacia los extremos, iran
incrementando su esfuerzo cortante linealmente.

El esfuerzo maximo esta ubicado en la fibra mas alejada al centro de la seccion, con una ubicacién
igual a:

d
pAB::%:‘lS mm

Sustituyendo los valores en la expresion (1), se tiene el esfuerzo cortante del segmento AB

Typ*Pas —577 kgf

T4B*= 3
AB cm

Esfuerzo cortante en eje BC

El momento polar de inercia del eje es:

dac

4
£
TZZ(4'4'105> mm*

Jpc=
La fuerza de torsion presente en el eje BC se tiene haciendo sumatoria de fuerzas a torsion.

Tac:=700-N-m

El esfuerzo cortante se presenta en una ubicacion:

d
ch::%:ZS mm

Se sustituyen los valores para el eje BC en la expresion (1):
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BC sz

2. Al cambiar el diametro del eje BC a uno menor, el esfuerzo aumentaria debido a la fuerza de torsion.

Por lo tanto, se debe contemplar que el esfuerzo maximo seria el presente en el eje AB. Del cual se
tendria:

Tméx "= TAB

Utilizando este valor para determinar el nuevo diametro en el eje BC.

d:=40 mm
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5.1 TORSION EN SECCIONES CIRCULARES man

EJEMPLO 2

Un eje cilindrico hueco de acero tiene una longitud y diametros tal y como lo muestra la imagen.
¢, Cual es el maximo par de torsidon que puede aplicarse al eje si el esfuerzo cortante no debe exceder
120 MPa? 2. ;Cual es el valor minimo correspondiente del esfuerzo cortante en el eje?

DATOS:

Lyiga:=1.5m d:=40 mm
Toerm =120 MPa D:=60 mm
SOLUCION:

1. Calculando la propiedad del momento polar de inercia, se tiene:

D\* d\*
iz )
Ji=e 2 _ \2) _(102.10°) mm"*

2

Figura 5.1.2.1. Barra empotrada con
fuerzas de torsioén puntual.

Se requiere una fuerza cortante que no rebase el esfuerzo permisible del material. Expresando la
ecuacion de esfuerzo cortante por torsion del siguiente modo, se tiene:

Tperm =

Despejando y calculando el par de torsion
T:=416.46 (kgf-m)

2. El esfuerzo minimo se presenta en la fibra mas cercana al eje del elemento. Del cual, la ubicacion
es:

d
i=—=20 mm
P 2

Sustituyendo en la expresion de cortante, se tiene:

T.

d
— 2 _ 30 MPa

min “
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5.1 TORSION EN SECCIONES CIRCULARES M’ﬂ
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EJEMPLO 3

Determine el esfuerzo cortante desarrollado en el punto A sobre la superficie del eje. La barra tiene
seccion circular y es solida.

A T kN m/m
DATOS
T=5 KN-M ) 800 mm L
" L
Figura 5.1.3.1. Barra empotrada con fuerzas de torsién
r=40 mm Lyga=L,+200 mm=1m constantemente distribuida.
SOLUCION:

Calculando el momento polar de inercia de la seccién circular. Al ser continuo el elemento, su seccidon
no cambia y su momento polar de inercia es constante en toda la longitud.

J::%-r“ =4021238.6 mm*

El diagrama de cortante se calculara para la fibra extrema, por lo tanto todos los esfuerzos obtenidos
seran los maximos para cada posicioén "x" de la longitud del elemento. Este valor también es constante
en la funcion.

p::r:40 mm

La presencia de las fuerzas por torsion va acumulando su
magnitud a medida que cambia la posicion de analisis. Se tiene
una fuerza distribuida constante para este ejemplo, lo cual
tienen un comportamiento lineal.

Mediante tridangulos semejantes puede obtenerse una funcion < >
de la variacion de la fuerza de torsién con respecto a la La
posicion. Figura 5.1.3.2. Diagrama de torsion debido a
la fuerza constante distribuida.
r _TI
L - X

viga
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5.1 TORSION EN SECCIONES CIRCULARES W @

T=T

x *X

L

viga

Para el punto A, se tiene que el esfuerzo cortante sera el provocado por la fuerza acumulada de
torsion del segmento L ,. Utilizando la expresion de esfuerzo cortante, se expresa como:

Ly
J viga &
0 p=1623 8f

a:
J cm

Obteniendo una funcion general del esfuerzo cortante para distintas posiciones, se tendria:

x:=0 mm,0.01 mm..1000 mm

viga

J T exdx+40 mm
0

o(x) =

4021238.6 mm*

Graficando el diagrama, se tiene una curva de segundo orden, debido al comportamiento lineal de la
fuerza cortante. La grafica se presenta a continuacion:

Diagrama de esfuerzo cortante maximo debido a fuerza de torsion.

A 800

25
L
A

o
0 100 200 300 100 500 600 700 800

v

900 1.10°

x (mm)
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5.1 TORSION EN SECCIONES CIRCULARES Mﬁ“

EJEMPLO 4

Una serie de engranes se montan sobre el eje de acero al carbon con un diametro de 40 mm.
Determinar el angulo de giro del engrane B con respecto al engrane A.

DATOS:
d:=40 mm G,:=80.8 GPa
Lyigq:=800 mm
SOLUCION: Figura 5.1.4.1. Barra sometida a pares de torsién.
El diagrama de fuerzas por torsion sobre el eie de la barra es:

Iy A

| -600N-m

| -500N-m

Flgura 5. 1 .4.2. Diagrama de torsion presente en la barra.

La fuerza de torsion actuando sobre cada segmento es:

Tzoomm = —600 N‘m T400mm = 300 N'm T600mm = —200 N‘m T800mm = —500 N‘m
Para determinar la deformacién angular o angulo de giro del punto B, respecto del punto A, es
necesario contemplar todas las fuerzas actuantes sobre la barra.

Por lo que se puede expresar al angulo de giro en el punto B, del siguiente modo:
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5.2 = D200m + Pa00mm + Peoomm + Psoomm  ---(1)

Sustituyendo las literales del angulo de giro para cada segmento, se tiene:

G,-J G,-J G,-J G,-J

¢B.a =

Factorizando las literales del momento polar de inercia "J" y su modulo de elasticidad al corte " G,":

Gl

Al ser la barra de seccion constante, el momento polar de inercia sera el mismo para todos los
calculos.

d\* 4
Ji=—1-. E =251327.41 mm

Sustituyendo los valores calculados y la fuerza de torsion que le corresponde, de acuerdo al diagrama
mecanico presentado al inicio, se tiene:

1

Ppai= G,-J

(T 200mm * 200 MM+ T4o0mm =400 MM+ g0+ 600 MM + Tgp0, - 800 mm) =—0.026 rad

Por convencion, el sentido negativo gira horariamente. Por lo tanto, el punto analizado tiende a girar
horariamente con un angulo igual a :

$p..=—0.026 rad
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5.1 TORSION EN SECCIONES CIRCULARES Mﬁ“

EJEMPLO 5

El eje hueco fabricado de aluminio 6061-T6 y tiene radios exterior e interior de C,:=40 mm y
C;:=30 mm, respectivamente. Determine el angulo de giro del extremo A, restringido al soporte
90 KkN-m

rad

flexible en B con una rigidez de torsién k:=

DATOS:
T:=3 kN-m

L:=900 mm

G:=26.8 GP !
a Figura 5.1.5.1. Barra empotrada de seccion hueca sometida a torsion.

SOLUCION:

El momento polar de inercia de la seccidén hueca es:

J::%- C.' —g. C/' =274.889 cm’

Calculando el angulo de giro en el punto A respecto B.

T-L
D4 actuante = m =0.037 rad

El giro maximo que puede presentarse se restringe por la rigidez presente en el apoyo flexible. Por lo
que el giro admisible es:

%: 0.033 rad

D5 resistente :=

Comparando el giro actuante y resistente:

¢A.actuante > ¢B.resistente
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El giro actuando sobre la barra, es mayor al giro resistente. Para mantener el giro dentro del rango
permisible, se aumentaran los diametros de la seccion a las siguientes dimensiones:

C.:=40 mm C;:=25 mm

El momento polar de inercia de la seccién hueca es:

J::l-C

; L —g- c* =340.765 cm*

Calculando nuevamente el angulo de giro en el punto A respecto a B:

T-L
¢A.actuante 8= E =0.03 rad

Este nuevo angulo de giro se encuentra dentro del angulo de giro permisible.

¢A.actuante < ¢B.resistente
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5.1 TORSION EN SECCIONES CIRCULARES Mﬁ“

EJEMPLO 6

El eje de acero con diametro d:=20 mm esta sometido a los pares de torsion mostrados en la figura.
Determine el angulo de giro del punto B respecto de A.

DATOS:
T5:=80 N-m Tc:=20 N-m Tp:=30 N-m
Lgc:=800 mm Lep:=600 mm Lpa:==200 mm

4
J::g-(%) =15708 mm*  G,:=80.7 GPa

AT, Figura 5.1.6.1. Barra empotrada de seccion
SOLUCION: solido sometida a fuerzas de torsion.

Se resuelve el equilibrio y plantea el diagrama de fuerzas por torsién:

T,:=90 N-m

Diagrama de fuerza actuantes por torsion.

1.6-10°

v

c
0 200 400 600 800 1.10° 1.2.10% 1.4-10% 1.6{10% 1.8-10%

N Tor (N-m)

—63
—80| —72
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El angulo de giro esta definido como:

_ T(X)'Lx
¢= J. G,

Determinando la funcién para cada segmento:

Segmento BC
Segmento DC
(~Tg+Tc)+Lep
= =-0.028
¢C.D J. Gs
Segmento AD
<_TB +Tc— TD> “Lpa
¢D.A = :—0014

J-G,

El giro del punto B, respecto del punto A es:

Pga=0gc+bcp+dp=—0.093
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EJEMPLO 7
Una barra de acero se ve sometida a una carga de torsién linealmente distribuida. Determinar:

1. Las reacciones en los apoyos "A"y "C"
2. La rotacion de la junta B y el esfuerzo cortante maximo absoluto en el eje AB del ejemplo.
A T o invn B C

Figura 5.1.7.1. Barra con cambios de seccion y fuerzas de torsion.

DATOS:

L,5:=60 in Lpc=48 in t:=300 L. in
in

G:=(1.17-10") ksi dyp=1.5in dgc:=0.75 in

SOLUCION:

Obtencion de la funcion del comportamiento de fuerzas actuantes por torsion.

La fuerza actuante sobre la longitud L,z tienen un incremento lineal de su fuerza por torsion. El

comportamiento de fuerza por torsion presentara una curva de segundo orden (parabola). La funcion
de fuerzas que representa la barra se determina del siguiente modo:

Se conocen dos comportamientos de fuerzas del segmento AB.
Para x=0in ; F(0-in)=t-0in=0 Ibf-in
Para x=60 in ; F(60 in)=t-L,z=1.8-10" Ibf-in
Los puntos quedan:
P(60 in,1.8-10* Ibf-in)

V(0 in,0 Ibf-in)
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Evaluando en la ecuacidén candnica de la parabola, se tiene:
(x=h) =4 P(y-K)
Sustituyendo los valores en la ecuacion:
(60 in—0in) =4 P(1.8-10° Ibf-in—0 Ibf-in)

2
P (60 in—0 in) _0.05 0

4 (1.8-10* Ibf-in—0 Ibf-in) Ibf

Sustituyendo los valores en la expresion de la parabola:

x*=4.[0.05 ).y
Ibf
Reacomodando los términos:
x:=0in,—0.01 in..—60 in

)—5£f &
in

(1)

El diagrama del comportamiento de la fuerza de torsién es:

-.'“BEHl!ﬂ_'l

K2

Comportamiento de segundo orden de las fuerzas de torsion a lo largo del segmento AB

A

—60 —-36 -30 —24 —-18 —-12

x (in)

v

v (x) (kip-in)
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1. Se plantea la ecuacién de equilibrio sobre la estructura. Para la fuerza de torsién actuante,
distribuida sobre la barra, se tomara en cuenta mediante la integral definida sobre el intervalo (o—L,z),
de la ecuacion (1),obtenida anteriormente. La expresion queda del siguiente modo:

LAB

2T=0 _TA+JS ﬂ-xz dx—Ts=0 ..(2)

n
0

Resolviendo la integral:

LAB
Ibf 2 . 2 L2
5 —.«x" dx — 360000-in“ - Ibf=360 kip-in
in
0

Reescribiendo la ecuacion (2):

—T,+360 kip-in®> —T,=0 .. (2.1)
El sistema presente en la estructura se vuelve hiperestatico. Por lo tanto, utilizando las ecuaciones de
la mecanica de materiales se realiza lo siguiente.
Se empleara el método de flexibilidades para la solucion del problema. La estructura original liberara
uno de los apoyos donde existe la restriccion, para este capitulo se restringe el giro a torsion. Las
estructuras siguientes, contemplan los siguientes casos:

Para el caso de este ejemplo,se libera el extremo C y se dividen en las siguientes estructuras.

Estructura I: La estructura contempla la restriccion en el apoyo A y la fuerza actuante de torsion,
distribuida en la longitud 7,

Estructura ll: La estructura contempla la restriccion del apoyo A y ubica como una fuerza actuante la
restriccion del apoyo C, la cual se liberé.

De acuerdo a la estructura original, se requiere que el apoyo en el punto "C", tenga un angulo de giro
nulo.
¢c=0

Por superposicion puede expresarse que el comportamiento de las estructuras | y Il deben ser cero.
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5.1 TORSION EN SECCIONES CIRCULARES Mﬁ“

bcit+dcy=0 .(3)

clear (Lag, Jag, G;)

Angulo de giro de la estructura |

LAB
A T 1b infin B C
5 ﬂf x? exdx
T(x)ex _ o
JAB ° Gs JAB ° Gs

bc,=
Lag Lec

b N

Y —

DIAGRAMA DE FUERZAS A TORSION DE ESTRUCTURA |

5.L,5" « Ibf
bor=——
+ 4 G JAB n
T(X)
Figura 5.1.7.2. Estructura .
Angulo de giro de la estructura Il
A lem-‘m B C
~
J
LAB LBC
b0 = TC'LBC+ TceLag
DIAGRAMA DE FUERZAS A TORSION DE ESTRUCTURA I . M oGy Jag- G,
_ 1
Figura 5.1.7.3. Estructura I.
Sustituyendo los giros de las estructuras en la ecuacion (2):
5.L,5" -Ibf  Tg-L Te-L solve, T¢ 5.Gg+Jgo+Lag' - Ibf
AB +C BC+CAB=0 s YBC " =AB
4-Gg+dpp+in  Jpc+Gs  Jag* Gs 192+ Gy Jygein® +4+ Gy Jgo+Lag+in
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Despejando la fuerza T,

. 5.Gg+JggeLag' « Ibf
C=
192-GS-JAB-if72 +4‘GS'JBc'LAB'in

Calculando los momentos polares de inercia de cada segmento:

1 [9ec 4—o 031 in* L ) 4—o 497 in*
BC 2 2 . AB 2 2 .

Sustituyendo los datos en la expresion (3), se tiene el valor de la fuerza de torsién en el punto C

5.G.+JpneLag" - IbF
Toim sTBCT A8 =19.57 kip-in®
192'GS'JAB'in +4'GS’JBc'LAB'in

Finalmente, se obtiene la fuerza de torsidén en el punto A, con la ecuacion (2.1) del equilibrio:

—T,+360 kip-in®> —T,=0

T,:=360 Kip-in® — To=340.43 kip-in®

2. El angulo de giro del punto B se revisa considerando, primeramente la configuracion del segmento
CB y después el segmento AB. Las unidades de giro deben ser en radianes. Debido al
comportamiento cuadratico de las fuerzas actuantes, se divide por la longitud del segmento de analisis
para obtener el angulo de giro.

=—0.003 rad

To.L T,—360 kip-in®)-L
c BCJ.L:O.054 rad Bna= (A ip-i ) ag | 1

LBC JAB ° Gs LAB

95 der’= (m

Finalmente, se obtienen los esfuerzos cortantes maximos para cada segmento. Debido a la
configuracion cuadratica de las fuerzas de torsidbn actuantes sobre la barra, debera dividirse la
ecuacion de esfuerzo cortante por la longitud del segmento de analisis. Asi, se tienen resultados en
unidades de fuerza sobre longitud cuadrada.

T +d T-od
Cnn = ——28 —17.124 ksi Ty o= — B = 9.841 ksi
JAB'LAB JBC.LBC
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Se aprecia que los angulos de giros varian en el punto "B". Esto se debe a causa de la condicién de
frontera del cambio de diametro de una, respecto del otro segmento. Otro aspecto a considerar en la
expresion del angulo de giro es la longitud de analisis. Para este caso es distinta en ambos
segmentos.

Como comprobacioén, se suponen mismos diametros y longitudes; lo cual da un angulo de giro similar:

LAB = 60 in LBC = 60 in dAB = 075 in dBC = 075 in
m dBC ! . 4 m dAB ¢ . 4
Jppri=—+|—| =0.031 in Jppi=—+|—| =0.031in
BC'T ( > AB*= >
To.L T,—360 kip-in®)-L
Bpaer = (&J-Lzo.om rad ¢B_,-Zq::(< A p-in’) AB)- 1 _0.054 rad
Jsc*Gs) Lpc Jag* Gs Lag
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EJEMPLO 8

La barra ABC esta empotrada en un medio donde el par de torsién distribuido varia linealmente desde
cero en el punto C hasta f, en B. Si se aplican las fuerzas de par "P" sobre el brazo de la palanca,

determine el valor de t, necesario para el equilibrio. Ademas, encuentre el angulo de torsion del
extremo A. La barra esta fabricada de un material con médulo cortante G

aluminio

DATOS:
Galuminio :=26.8 GPa d:=5cm
Pfuerza =250 kgf L:=2m

4
J=T.(9) Z61.359 cm®
2 (2

SOLUCION: Figura 5.1.8.1. Barra empotrada en suelo.
clear <Lviga ’ tOv Galummlo ’ J ’ P fuerza s d>

La distribucién de la fuerza a torsion varia similar al caso del ejemplo anterior. Determinando la
funcion cuadratica de los puntos conocidos:

v(0,0) P(é,to’é)

Sustituyendo los puntos en la ecuacion candnica de una funcién cuadratica se despeja el valor "P"

(x=h) =4 P(y-K)
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Conocido el valor "P", se expresa la funcién general de la funciéon como:

2 _4 Lyiga ysolve,y 2.ty X
8't0 L

viga

De la mecanica de materiales se calcula el angulo de giro de la estructura. Se emplea el método de
flexibilidades para el siguiente analisis.

Estructura I. Esta estructura contempla la fuerza por parte del suelo.

[k i J L J
J %.x% .xdx
Diagrama de fuerza cortante a torsion 0 Fues Lvigas -ty
"Estructura |" $c.= = $c.= 32.G oJ

aluminio aluminio

Figura 5.1.8.2. Estructura I.

Estructura Il. Esta estructura contempla la fuerza ejercida por el par en el extremo A

_Pfuerza -d-L

viga

ben=
Diagrama de fuerza cortante a torsion J* Gaiuminio

"Estructura II"

Figura 5.1.8.3. Estructura Il.
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La suma de los angulos de giro de cada estructura debera ser igual a cero en el punto C de la
estructura original.

bc=9c,;+dcy=0

3
Lviga -ty —Pryerza+d-+ Lviga =0 solve,ty 32.P fuerza® d
32+ Gaiyminio * J J* Gauminio Lviga2
32-P, fuerza * d
y= — ferza
Lo’

viga

Sustituyendo los valores y calculando t,

32'Pfuerza'd:100 kgf

2
Lviga 4]

tO::

Se comprueba que el giro en el punto "C" es igual a cero:

Lviga3 ¢ tO + _Pfuerza'd'L
32.G «J J-G

viga __ 0

rad

aluminio aluminio

2. Obteniendo el giro del punto "A" respecto del punto "C"

Diagrama de fuerza cortante a torsion
"Estructura I"

- +

¢AB ¢BC

Figura 5.1.8.4. Diagrama de fuerzas a torsion sobre la barra.
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nga Lviga
2 2
2'to-xz-xdx 2.to-xz dx .L""ga
Lviga Lviga 2
Do i=— e =0.015 rad Pagi=—— e =0.02 rad

aluminio aluminio

Op:=Ppc+ Pas=0.035 rad

Obteniendo el valor de desplazamiento de la fuerza aplicada:

h:=d-tan (¢,) =1.74 mm

.( !

1
Jd 2d
Figura 5.1.8.5. Desplazamiento
sobre la barra.
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5.2 TORSION EN SECCIONES NO CIRCULARES
EJEMPLO 9

Considerando t,,,,,:=70 MPa y G:=27 GPa, para cada una de las barras de aluminio que se

‘perm *
muestran en la figura, determine el maximo par de torsién T que puede aplicarse y el angulo de giro
correspondiente en el extremo B.

B
DATOS: A
A
Barra superior: as:=15 mm bs:=45 mm ‘!"
=y
Barra inferior: a;=25mm bj:=25 mm : A
e "
N ¥
L jgat=900 mm ™ A 5-.\
- |
SOLUCION: Figura 5.2.1.1. Configuracién de barras de seccién no circular.

El estudio del efecto por torsion para secciones circulares, explica que los efectos de giro debidos a
torsion, no producen alabeo; lo que hace mas sencillo su analisis. Asi como, la determinacion de las
ecuaciones de esfuerzo y comportamiento.

El momento torsionante en secciones no circulares se ve afectado por el fendbmeno del alabeo, que
consiste en que las secciones originalmente planas y que sometidas al desplazamiento angular se
salen de su plano. Por lo tanto, las ecuaciones para secciones circulares no son utiles.

Los esfuerzos cortantes varian parabdlicamente en su trayecto del centroide de la seccion a las orillas
mas alejadas de esta. Los esfuerzos maximos se presentan en la parte media de los lados de la
seccion rectangular.

= T. (1)

Donde:

a: dimension menor de la seccion
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b: dimension mayor de la seccion

¢, : coeficiente que contempla el alabeo de acuerdo a la relacion de sus dimensiones

La expresion anterior involucra un coeficiente c¢,, obtenida mediante experimentacion en laboratorio.

Este valor puede obtenerse de una tabla donde se relaciona las dimensiones a y b, de la seccién de
estudio. Esta tabla ha sido tomada del libro "Mecanica de Materiales" de los autores Beer y Johnston,
mostrando los distintos valores del coeficiente ¢, en la segunda columna de la tabla.

La tercer columna de la tabla muestra un coeficiente c,. Este valor sera para determinar el angulo de
giro de la seccion, al ser sometida a torsion. La expresion para obtener el angulo de giro es:

o= T'Lviga
02-83~b-G (2)

Coeficientes c,y c, para barras
rectangulares en torsion.

a'b -5 €32

1.0 0.208 0.1406
1.2 0.219 0.1661
1.5 0.231 0.1958
2.0 0.246 0.229

2.5 0.258 0.249

3.0 0.267 0.263

4.0 0.282 0.281

3.0 0.291 0.291
10.0 0.312 0.312

oo 0.333 0.333

Tabla 1. Coeficientes ¢, y ¢, de
secciones rectangulares.

Coeficientes para la barra superior:

bs
—==3 C15:=0.267 Cpsi=0.263
aS

Al sustituir los valores en la ecuacion (1), debemos asegurar que la fuerza a torsion actuante sobre la
barra, no rebase el cortante maximo permisible. Por lo tanto:
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TS
T erm=
: c]s'as2 'bs
T =Ty Crgay” +b;=189.24 N-m

Coeficientes para la barra inferior:

=1 c,+=0.208 C,:=0.1406

a;

Al ser el mismo material, corresponde el mismo esfuerzo cortante permisible. Sustituyendo en la
ecuacioén (1) y despejando la fuerza de Torsion:

T;
Tperm = 2
cri=a; *b;
— 2 —
Ti=tpemCpya; *b;=2275 N-m

Siendo que la seccion es de cara cuadrada y sus dimensiones menores que la barra superior, tiene la
posibilidad de que resista una fuerza de torsion mayor.

Obteniendo el angulo de giro para cada barra, se tiene:
angulo de giro para la barra superior:

T..L.
¢S::S—Wgsa:0.158
Cys+bg-as” <G

angulo de giro para la barra inferior:

Tl .
;= [ V98  _-0.138

Cy-bja;” - G

Puede verse en los calculos que el angulo de giro es mayor para la barra superior, aun cuando se le
esta aplicando una fuerza de torsibn menor que la barra inferior. Por lo tanto, la geometria y relacion
de estas, hacen dependiente los efectos de torsidn y su resistencia de cortante.
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EJEMPLO 10
El par de torsién T causa una rotacién de 0.6 grados en el extremo B de la barra de acero inoxidable
que se muestra en la figura. Determinar el esfuerzo cortante maximo en la barra.

DATOS:

$5,:=0.6 deg=0.01 rad Liga:=750 mm
b:=15 mm
G:=26 GPa

SOLUCION:

. Fi 52.21.B trada d fe drada.
La rotacidn de la barra en el punto B es: gura arra empofrada de secclon cuadrada

¢B.A = 001 rad

La relacidon en sus dimensiones de la seccion es:

a:=b

a_1
b

Utilizando la tabla del Ejemplo 9, se tiene que el coeficiente ¢, para la relacidon anterior es:
c,:=0.1406

Sustituyendo en la expresion del angulo de giro del punto B respecto de A, se puede determinar la
fuerza de torsion.

T. Lviga

¢B.A=—3
Cy-a+b” -G
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La fuera de torsidn calculada asegura que se presentara el angulo de giro proporcionado en los datos.

Se procede a obtener el esfuerzo cortante maximo que aparecera en respuesta a la fuerza de torsion
calculada. Para este calculo, el coeficiente ¢, correspondiente es:

c,:=0.208
Sustituyendo los datos en la ecuacion de esfuerzo cortante maximo:

e T 3681 MPa

max 2
ciea<b
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EJEMPLO 11

Determinar la dimensién "b" de la viga con seccion cuadrada
para resistir un angulo de giro maximo de ¢,,.,:=0.9 deg,

sometida a una fuerza de torsidn constante.

DATOS:
L 5o =600 mm ¢ = 10546 &
sz
G:=26 GPa T:=10 kN.
m
Figura 5.2.3.1. Barra empotrada de seccién
SOLUCION: cuadrada con carga uniformemente distribuida.

Al trabajar con una seccidon no circular, se utilizan las ecuaciones presentes en el ejemplo 9, para
seccion cuadrada.

, = r ¢=%

T,
C]’Q'bz Cz'a'bs'G

El esfuerzo cortante debe contemplar toda la fuerza actuante sobre la viga. Por lo cual:

Lviga

JTX-xdx

¢max=0— (1)
cz-a-ba-G

Al ser la barra de seccién cuadrada, la ecuacion (1) se expresa como:

a=b

Lviga

ij-xdx

0 (1.1)
02'b4 ’G

¢max
El coeficiente de cortante, para una seccion cuadrada es:
c,:=0.1406
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Al tener una fuerza actuante constante, podemos expresar mediante una funcion lineal la variacion de
la fuerza, respecto a la longitud de la barra.

T _Tx
Lviga X
T, = T '
Lviga
Resolviendo la ecuacion (1.1)
vaga
T «Xexdx
Lviga 5
0 328263.48615822300033 - kN« mm
¢max=—4_’0-9'deg= 7
Cyb” -G GPa-b
b:=6.76 cm

Revisando si no se rebasa el esfuerzo cortante:

¢,:=0.208
a:=b
Lyea
T xdx
Lviga
p=d 476099 &
2 2
cira<b cm
Gofin =

La dimension de la seccion es valida al encontrarse en los limites del angulo de giro y el esfuerzo
maximo
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EJEMPLO 12

Determine la maxima longitud permisible para un eje de acero inoxidable con seccion transversal de

— inX 2 in. Si el esfuerzo cortante maximo no debe exceder 7, :=15 ksi cuando el eje se tuerce un

A

angulo de ¢:=15 deg. Usando G:=11.2.10° psi
DATOS:

b::i in a::i in
8 4
a
SOLUCION:

La relacion de las dimensiones es:

\ 4

Figura 5.2.4.1. Seccién de analisis.

a
b
Obteniendo los coeficientes ¢, y ¢, de acuerdo a la tabla presentada del ejemplo 9.

¢,:=0.246 ¢,:=0.249

Determinando el valor del esfuerzo cortante debido a la fuerza de torsion actuante sobre la barra.

T (1)

cjea-b?

Ti=t,,-c,~a-b’ =324 Ibf-ft

max

La ecuacion del angulo de giro es:

T Lyga
Cy-a- b°-G
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Transformando el angulo de giro a radianes, se tiene:

$=0.262 rad

Sustituyendo los valores en la ecuacion (2) y despejando la longitud permisible para el esfuerzo
cortante mencionado al inicio del ejemplo y los datos de la secciones:

o= T'Lperm
cz-a-b3 -G
L :=6.2 ft

perm
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EJEMPLO 13

El eje de aluminio 6061- T6 mostrado en la figura tiene una seccién transversal con forma de triangulo
equilatero. Determine el mayor par de torsién "T" que puede aplicarse sobre el extremo del eje si el
esfuerzo cortante permisible es 7,,,,,:=8 ksi y el angulo de giro en su extremo esta restringido a

‘perm *

$perm:=0.02 rad ;De qué tamafo puede ser el par de torsion aplicado a un eje con seccion
transversal circular hecho con la misma cantidad de material?

DATOS:
, 6 Ibf
L:=4 ft a:=15in GAI.6061 :=3.7-10 Ty
in
SOLUCION: Figura 5.2.5.1. Barra triangular a

torsion.
El libro "Mecanica de materiales", del autor Hibbeler, presenta  Ecuaciones de esfuerzo cortante

una tabla referente al esfuerzo cortante maximo, similar al ~maximo y angulo de giro maximo para
mostrado en el ejemplo 9. Para esta tabla se hace referenciaa  Seécciones cuadradas, triangulares 'y

. ) . . . ovaladas.
secciones: cuadrada, triangular y ovalada; secciones
comunmente utilizadas en los procesos constructivos. Py R ¢
seccion transversal
. . . Cuadrada
Esta tabla presenta las ecuaciones a utilizar en cada tipo de 2 e
secciones, la primer columna tiene las dimensiones I b —
involucradas, posteriormente tenemos la segunda columna
. r . i
que presenta la ecuacién para calcular el esfuerzo maximo a T —
. . . gulo equi
cortante 'y la tercer columna contiene la expresion =
correspondiente al angulo de giro maximo de la seccidn. af wa AF 46425-
i i
Para una seccion triangular, la expresion del angulo de giro es: =
Elipse
ﬂ_/ D o7 (@+P)IL
46.T. L 1 {\\ _/ mab® wab’G
¢perm=4— ( ) S
a'-G i

. ‘. L s Tabla 2. Ecuacién de torsion
Despejando de la ecuacién (1) el valor de la fuerza de torsion y angulo de giro en secciones ng

sustituyendo los datos proporcionados por el ejemplo. circulares.
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T Poerm* @ * Gas6061

=0.17 kip-in
46-L P

Sustituyendo esta fuerza torsional en la expresion de esfuerzo cortante maximo, se tiene:

20.T

a

T, =1.005 ksi

max *—

Al comparar el esfuerzo maximo contra el permisible, se observa que:

Tonax < Tperm

Por lo tanto, la fuerza de torsion encontrada esta dentro de los limites permisibles de la barra.

A manera de comprobacion, se determina la fuerza de torsion haciendo que el esfuerzo permisible sea
igual al esfuerzo maximo, por lo tanto:

dex::Tperm

Pi 09 38 i

B= =1, ip-in
20

Evaluando la fuera de torsién sobre la ecuacion (1), tenemos el respectivo angulo de giro:

p=—20-T-L _4 459 rad
4

a - G061

¢perm <¢

Esta fuerza de torsién ocasiona un angulo de giro mayor que el permisible. Por lo tanto, la fuerza
sujeta tanto al esfuerzo permisible como al angulo maximo es:

Ttriangular:: 0.17 kip-in

Las dimensiones del triangulo isdsceles son:
a=15in h:=a-sin(60 deg)=0.033 m

Determinado el area:
A :z%”’:o.gm in’
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Si se trata una seccién circular, contemplando la misma area, se tendria que el radio de la seccion
circular es:

2
A=1m.r

r=y|A =0.557 in
m

Analisis para seccion circular. Al cambiar la seccion a circular, pueden utilizarse las ecuaciones de
torsion para este tipo de secciones.

Determinando la fuerza de torsion, utilizando la expresién de esfuerzo cortante y posteriormente la
expresion de angulo de giro maximo, se tienen las siguientes fuerzas:

T= T-p
J
Donde:
p:=r=0.557 in J::%-r“ =0.151 in*
Al tener el mismo material de analisis:
T:= =8 ksi

Tperm

El valor de fuerza torsionante es:

‘L.erm.J . .
T:=-2 =2.17 kip-in
p

La expresion de angulo de giro para seccion circular es:

T-L

¢perm =
J. GAI. 6061

Utilizando el valor del giro permisible, se calcula la fuerza torsionante:

T:= ¢Pe’m"’L’ Cavsost _ 0.233 kip-in

El valor de la fuerza de torsion admisible sera la obtenida por el angulo de giro.

Tcircutar=0.233 (kip : in)
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EJEMPLO 14

Resuelva el problema para el esfuerzo cortante maximo dentro de las regiones AC y BC, asi como
para el angulo de giro del extremo B con respecto a C.

Figura 5.2.6.1. Barra de seccion ovalada sometida a torsion.

DATOS:

T,:=50 N-m Tg:=30 N-m Tc:=20 N-m
a:=50 mm b:=20 mm Gaien:=41.5 GPa
Lyc:=2m Leg:==1.5m

SOLUCION:

Analisis del segmento AC

La barra se compone de tres fuerzas a torsion, actuando sobre el claro de la barra. Las fuerzas que
actuan sobre el segmento AC son:

solve, Ty
TA—TAC=0—>50‘N'm

TAC::SO N'm

El esfuerzo cortante a torsién para una seccién ovalada, se puede tomar en la tabla presentada en el
ejemplo 13, su expresion es:
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2.T
Tmax=
Teasb’

Sustituyendo los valores en la ecuacién (1), se tiene el siguiente esfuerzo cortante:

2.T
AC__ 16209 K&
easb? cm?

Tmax.AC*=

Analisis del segmento CB

La suma de fuerza a torsion en el segmento CB es:

solve, Tqg
— 30-N-m

To—Tc—Tep=0

TCB::30 N'm

El esfuerzo maximo para este segmento es:

mea-b? cm’
El segmento AC presenta un esfuerzo mayor al segmento CB. El acomodo de fuerzas torsionante
puede determinar el respectivo esfuerzo cortante en cada segmento.

Finalmente, se determina el angulo de giro del punto B, respecto del punto de referencia C. Este es:

2 2
a’ +b%)-TegL

¢B_C::< . >3 ©B_"CB _0.001 rad
m-a -b 'Glatén
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EJEMPLO 15

Los segmentos AB y BC del eje tienen secciones transversales circular y cuadrada, respectivamente.
El eje esta fabricado de acero A-36 con un esfuerzo cortante permisible z,,,,,:=75 MPa, y un angulo de

giro en el extremo A que no puede ser mayor a ¢,,,,:=0.02 rad. Determine el maximo par permisible
T que puede aplicarse sobre el extremo A. El eje se encuentra fijo en C.

DATOS:
Lag:=600 mm Lgc:=600 mm
a:=90 mm r:=30 mm
G:=80.8 GPa

SOLUCION:

Al estar compuesto la barra por dos secciones, se debe revisar la
fuerza torsionante permisible que puede resistir cada segmento a
partir del esfuerzo cortante permisible.

Figura 5.2.7.1. Barra de seccidn
Segmento AB ovalada sometida a torsion.

Al tener una seccion circular se determina el esfuerzo cortante maximo en las fibras mas alejadas al
centro del eje de la seccion, por lo tanto:

0 = 8P (1)

circulo =
J

De donde:

p:=r=30 mm

J::%-r“ =(1.272.10°%) mm*

Teirculo *= Tperm
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Sustituyendo en la ecuacion (1) y despejando el valor de la fuerza cortante, se tiene:

T
Typ= T”’C:’” =324.358 kgf+m

Segmento BC

Para secciones cuadradas, se puede utilizar la ecuacion de esfuerzo cortante maximo:

Teuadrada *= z'perm

4.81 ‘TBC

Teuadrada = 3
a

Tgc:=1.16 tonnef-m

Al revisar ambos segmentos para el esfuerzo permisible del material, se debe elegir la fuerza menor
de estos dos segmentos. Por lo tanto, el par de torsién que cumple con los limites permisibles.

Tgc>Tag

Toom= Tag=324.36 kgf-m

Finalmente, se debe revisar si este par actuante no rebasa el angulo de giro.

b 7.0+ TpgpmeL

a*.G

AB _0.003 rad

¢ <perm

El angulo de giro se encuentra en el rango permisible. Por lo tanto, la fuerza de torsién es aceptable.
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EJEMPLO 16

El eje de acero tiene 12 pul de largo y se atornilla a la pared mediante una llave. Determine el esfuerzo
cortante maximo en el eje y cuanto se desplaza cada fuerza de par si éstas tienen una magnitud de

F:=30 Ibfy G,:=10.8-10° ksi

DATOS:
Lparai=12 in h:=8in a:=1in
{
T
SOLUCION: =

Figura 5.2.8.1. Barra sometida a par de torsién.
Se obtiene la fuerza de torsion debida a las fuerzas del par:

T:=F+.2.-h=480 Ibf-in

Determinando el esfuerzo cortante de la seccidon cuadra:

4'81 T 2309 ksi

Teuadrada *=

a

El desplazamiento de las fuerzas ejercidas sobre el extremo A de la barra se puede obtener mediante
el angulo de giro. Del cual se tiene:

b 710 TeLyora

4
a -Gg

=0.004 rad
Determinando el desplazamiento que ocurre verticalmente sobre las fuerza actuantes, se tiene:

Y:=h-tan(¢)=0.03 in
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EJEMPLO 17

1. Determinar el esfuerzo cortante maximo que aparece en una seccion abierta de pared delgada,
mostrada en la siguiente figura, para el alma y uno de los patines de la seccién.
2. Obtener el angulo de giro maximo de la seccion total.

DATOS: t Z 2 A

t:=25 mm b:=25cm
) ( h
G,:=80.8 GPa Lyga=2 m t
h:=45 cm T:=20 kN-m % 2 Y
<«——/—>
AN Figura 5.3.1.1. Seccion "I"
SOLUCION: analizada por torsion.

En el subtema 5.1 y 5.2, se presentaron las diferencias en el analisis de secciones circulares y no
circulares.

Para el caso de las secciones rectangulares, se tiene la ecuacion de esfuerzo cortante maximo y
angulo de rotacién maximo (propuestas en el subtema 5.2), las cuales incluyen los coeficientes ¢, y

C,. Estos coeficientes son obtenidos experimentalmente y relacionan las dimensiones ancho -
espesor de una seccion rectangular.

En el ejemplo 9 del subtema 5.2 "torsion en secciones no circulares" se presenta la tabla con los
coeficientes de ¢, y ¢, para distintas relaciones. Puede verse que para relaciones mayores a 10 los

coeficientes tienden a los valores mostrados:

N _ y < D
La seccion del ejemplo es tipo "I". Representando la seccién como
la composicién de elementos rectangulares, podemos hacer un
analisis para cada uno de los elementos. Tomando el patin ( )

b

Figura 5.3.1.2. Andlisis del patin
superior de la seccion.

superior de la seccion, se tiene una seccion rectangular. De este
elemento, sus ecuaciones de esfuerzo cortante maximo y angulo
de giro maximo, son:
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L s
S—— (1)
C]‘t‘bz
¢/= T’Lviga
C,-t-b°-G --(2)

Debido a que la seccion es de pared delgada, la relacion entre su ancho y espesor es:

Los coeficientes que le corresponden tienen un valor igual a 1/3. Sustituyendo en las ecuaciones (1) y
(2):
d .(1.1)

(2.1)

Este elemento de analisis soporta una cantidad del par de torsion aplicado sobre la seccion total, a
partir de la rigidez del momento torsionante que soporta el area de estudio. Por lo cual, si se quisiera
conocer la fuerza soportada por este elemento, se tiene:

J.
T=T-— ..(3)
Donde: 2J;
Ji=%'ti'bi3

Sustituyendo la ecuacion (3) en la ecuacion (1.1), se tiene el esfuerzo cortante maximo, ejercido en el
elemento de estudio "i"

1 3

Te_—ot.oh.

30 _Teb_ Teb

Loenrezy, 0 Ly
3 3

7=

Por lo tanto, el esfuerzo a cortante para un elemento que compone la seccion total es:
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T e
" steb? -.(4)

Para obtener el esfuerzo cortante maximo de la seccidn total y angulo de giro maximo, se contempla la
suma de momentos de inercia a torsion de todos los rectangulos que componen a la seccion;
quedando expresado como:

. - 3T
max Zbi.tiz (5)
4 =3 T L
" Gy 3yt --(6)
1. Esfuerzo cortante maximo. t ¢V 22 A

Esfuerzo cortante resistido en el alma

3.T-b, h
Tnaxow =~ t

Zbi * tiz

T % 7\ 4

Ty =———t? =101 GPa « >

2(ber)+h-r b

Figura 5.3.1.3. Esfuerzo
Esfuerzo cortante resistido en el patin cortante en alma.

3.Th

Tmaxow =+
3

Zb['ti
. % A
_ 3.Teh

= =1.82 GPa
T (bl )+ het

< h
2. El valor del angulo de giro maximo presente en la seccion total g t
sera:
3+TLyga Z A\ 4
¢ma’x:: 3 3 ( b )
G, (2 (b-£*) +h-t%)
Figura 5.3.1.4. Esfuerzo
$max=0.1 rad cortante en patin.
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EJEMPLO 18

Determinar el esfuerzo cortante maximo y angulo de giro presente en cada segmento de la barra. El
elemento esta formado de acero con seccion canal con las dimensiones presentes.

B C D E
A
Tpe KN-m/m
\ h
.\\
Ta
1 1 ! 1
4 Lviga 4 Lviga 4 Lviga 4 |‘\.liga
& P > L »
a3 F F F o

Figura 5.3.2.1. Barra de seccién canal sometida a fuerzas distribuidas y puntuales de torsion.

DATOS:

Ty=5 kN-m Tppi=2 kN-% G,:=80.8 GPa
bp:=12 cm t:=0.5cm b,:=3 cm
h:=30 cm Fuigar=4 m

SOLUCION:

Planteando el equilibrio de la seccion, donde se presentan fuerzas actuantes puntuales y distribuidas
sobre la viga.

L viga

4
TDE
2T=0 - «xdx+Tg+T=0
viga
0

T:=—4 kN-m

El diagrama de fuerzas actuantes es el siguiente:
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LI V. T VA VI VI IR VIR

Ts
1 3 1 i)
El Lviga 4 nga 4 Lviga ] L\nga

Y

4 kN-m

1kN-m

1 kN-m

Figura 5.3.2.2. Diagrama de fuerzas por torsion.
Teniendo una seccidn de pared delgada y abierta, la ecuacion para obtener el esfuerzo cortante es:

b

h 24
bw tf

Se ocupa la expresion de esfuerzo cortante para secciones abiertas:

T,

e (1)

Utilizando el diagrama de torsién para obtener el respectivo esfuerzo cortante en cada segmento, se
realiza el siguiente analisis.

Esfuerzo en segmento DE

La fuerza de torsion actuando en el segmento es:

4
Tpe:= «xdx=1 m-kN
wga
0

Sustituyendo la fuerza del segmento y calculando la sumatoria de los momentos a torsion de los
elementos que componen la seccion, se tiene:

3« Tpg

=10.87 MP
2 (byetf?)+heb,’ ’

Tmax.DE *=

Calculando el angulo de giro para el segmento de analisis; en donde se debe considerar el signo de la
fuerza actuante sobre la barra. se tiene:
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—3-Tpe- Lyiga

= =—0.005 rad
oe G- (2 (by+t®) +h-b,°) &

Esfuerzo en segmento BD

La fuerza de torsion actuando en el segmento es:

L .
Too=2 kN- . 202 1 g ey m
m 4 2
El esfuerzo cortante debido a la fuerza obtenida es:
3.T
T BD = 5D =10.87 MPa
2 (byetf?)+heb,’

El angulo de giro es:

- ——0.009 rad
e Gy (2 (byt?) +h-b,°) "

Esfuerzo en segmento CD

La fuerza de torsion actuando en el segmento es:

L

viga
4

T
TAB= DbE 'XdX—TB
Lviga
4
0

TAB::4 kN’m

3.7
Tmax.AB = 2 A8 2 =43.478 MPa
2 (bt ) +heb,

El angulo de giro es:

o TAB . Lviga

- —0.018 rad
W Gy (2 (byt?) +h-b,°) "
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EJEMPLO 19

Un par de torsion T:=3000 Ibf-in, se aplica a un angulo de acero de longitud L,,:=6 ft con seccion

transversal de L4 x 4 x 3/8. El espesor de la seccién es t::% in y su area es de A:=2.86 in® . Si se

sabe que G:=11.2. 10° psi, determinar:

a) el maximo esfuerzo cortante.

b) el angulo de giro.

c) Determinar el cortante maximo y angulo de giro si, se cambia la dimension en uno de los lados del
angulo por b:=8 in

< b
—>
A ’[T
DATOS:
b=4 in b T
]
SOLUCION: Y ¥

Figura 5.3.3.1. Barra de seccién angulo sometida a fuerzas de torsion.

Calculando el momento polar resistente a torsion.
Janguo=b 1" +b+t* =1.125 in’
El esfuerzo cortante maximo es:

3T

T = =8 ksi
dngulo

El angulo de giro:
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3.T.L .
- e —=0.137 rad
G-(b-£* +b-t°)

$op=

Si se cambia uno de los ancho por b’, se recalculan el esfuerzo cortante maximo y el angulo de giro
maximo.

Para el momento polar a torsidn se sustituye el valor del ancho b por b’

Jsnguo=bt" +b"-t* =1.688 in’

El valor del esfuerzo cortante maximo con el ancho b’, es:

3T _ 5333 ksi

TUmax.b*=

angulo

Comparando el esfuerzo cortante de los dos casos se tiene que, el esfuerzo cortante actuando sobre

la seccién con un ancho b” modificado presenta un esfuerzo menor que en el que las dimensiones
b=b.

Tmax > Tmax.b

Finalmente, se obtiene el angulo de giro respectivo a la modificacién b’

3.T.L .
- e —=0.091 rad
G-(b-t* +b"-t°)

$op=
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EJEMPLO 20

Un angulo de acero de seccion L203x152x12.7 se desea determinar el maximo par de torsion "T"

-1 que actua distribuido sobre la barra, asi como el angulo de giro correspondiente, de acuerdo al
m

esfuerzo cortante permisible.

b
<« >
A
%
B c D t
A
/\/_\/\/\ﬁ/\/—\/ﬁ\/\/\/—?kl\l_m,’m ] T
RVERVERVERVERVERVIRVERVERVEAVERVERY %
N
% Lviga b %L‘”Sa e % nga
K P F O > v
Figura 5.3.4.1. Barra de seccién angulo sometida a fuerzas de torsion distribuida.
DATOS:
Lyiga:=3 m a:=152 mm Tg:=5 kN-m b:=203 mm t:=12.7 mm Tc=25kN-m

A:=4350 mm*>  G:=772GPa  1,,,:=50 MPa

SOLUCION:

clear <Lviga’ TB’ TCa t, a, b, G ’ Tperm>

El sistema estructural se ve afectado por tres fuerzas de torsion. Dos de ellas son puntuales en los
puntos "B" y "C"y una fuerza distribuida en todo el largo de la barra.
Realizando el equilibrio en el sistema, se tiene:

2T

Lvr'ga
0 TC—TB+fTde+T=o
0

La fuerza de torsidn distribuida se acumula linealmente sobre el claro de la barra. Expresando la
funcién T, mediante triangulos semejantes, se tiene:
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T=T

X * X

L

viga

Sustituyendo en la ecuacion del equilibrio, se tiene que el empotramiento del punto A debido a las
fuerzas actuantes:

—~

0 TC—TB+[

0

T 'XdX+TA=0

viga

2T

Despejando la fuerza de torsién A:

re (i D+ @:Ta=2:Tg)

Se plantea que el esfuerzo cortante maximo sea igual al esfuerzo permisible, dado en los datos.

Tmax = Tperm
3T,
bet’ +a-t’ -(2)

Tperm =

El esfuerzo cortante maximo se asocia a una fuerza de torsion maxima. Esta fuerza se presenta en el
empotramiento de la barra. Por lo tanto, sustituyendo la ecuacion (1) en (2).

~(Lyiga* 1)+ (2:T5—2+T¢)
2
bet* +a-t

3.

Tpe‘rm =

Despejando el valor de T, se tiene:

T= <_<2.Tpe"’”.b>_2.‘[[7(3rm'a)'t2 +(6'TB—6-TC>
3.L

viga
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Sustituyendo los valores en la ecuacion:

T=1.03 kN.
m

El valor del empotramiento en el punto A, es:

~(Lyiga=T)+(2:Tg—2-T¢)

Ty= 5

=0.954 m-kN

Suponiendo la fuerza de torsion maxima del empotramiento como si actuara en toda la longitud de la
barra.

TA . Lviga
¢:= 2 =0.025 rad

G-(b-t*+a-t*)
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EJEMPLO 21
Un elemento de acero tiene una seccion transversal W. Determinar el espesor t de la seccion para

que el esfuerzo cortante resistente sea menor que el esfuerzo cortante permisible y su angulo de giro
maximo sea igual a ¢,,,:=0.033 rad

DATOS:

=3m d:=30 cm bs:=20 cm G:=77.2 GPa

viga :

=40 MPa Tooxi=2 kN-m

perm

SOLUCION:

El manejo del problema es pensando en una seccion abierta de pared
delgada. Para estas secciones se presentaron la ecuacion de esfuerzo
cortante y angulo de giro, expresadas como: p

Figura 5.3.5.1. Perfil | sometido a
3-T torsion.

m s (1)

seccion.abierta

= Thie (o

¢max
G- Jseccic’)n.abien‘a

Al trabajar las secciones a torsion, el angulo de giro permitido es quien
restringe las dimensiones de la seccion. Por lo tanto, se obtiene el espesor
de la seccion en funcion del angulo de giro permisible.

Utilizando la ecuacion (2), se tiene que el angulo de giro maximo, sera el
permitido por el ejemplo. Quedando expresada la ecuacion del siguiente

modo: Figura 5.3.5.2. Dimensiones
del perfil

T

max * Lviga

G-(2+ (b ) +a-t)

¢perm =
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et s
3 7-max'Lvi a
t:= = =1.498 cm
\/ ¢perm' G- (2 bf+ d)

Se revisa si las relaciones entre el espesor- ancho siguen siendo mayores que 10.

b¢
2 _20.021 T:13.347

El trato puede seguir como seccion abierta de pared cerrada al tener relaciones mayores a 10.

Revisando si el esfuerzo cortante no rebasa el limite permisible dado en el ejemplo:

3 Tmax
=38.174 MPa

2 (byet?) +d-1?

Tmax *=

El esfuerzo que se presenta es menor al permisible. Por lo tanto, el espesor obtenido es correcto.

max < Tperm
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EJEMPLO 22

Se aplican pares de torsién iguales a tubos de pared delgada que tienen igual longitud L, mismo
espesor t y radio c. Se ha ranurado longitudinalmente uno de los tubos, como se indica en la figura.

Determine a) la relacion -2 de los esfuerzos cortantes maximos en los tubos, b) la relacién b de los
Tq a
angulos de giro de los ejes.

DATOS:

L,..:=3m r:=10 cm G:=80.8 GPa

viga
e=25cm T:=7 kN-m

SOLUCION:

La relacion del ancho- espesor es:

T

2MI 55133 Figura 5.3.6.1. Perfil de seccién hueca abierta y
e cerrada.

Angulo de giro en Ia barra de seccién cerrada de pared delgada "a"

Al tener una seccidén hueca circular, se debera tratar el ejemplo como pared delgada. El siguiente
subtema presenta el trato de secciones cerradas de pared delgada. Para la barra 1, se tiene la
ecuacion del angulo de giro, expresada del siguiente modo:

TelL . o(2e1mer
NS oe (2 ) =0.002 rad

4-<n-r2> -G.e

Angulo de giro en Ia barra de seccién abierta de pared delgada "b"
Utilizando el trato que se ha venido presentando en el subtema, se tiene:

3.T.L .
b= Y98 —0.079 rad

(2-mr)-e°-G
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La relacion de sus respectivos angulos de giros, tiene:

s

b _48
9,

Puede apreciarse como el angulo de giro puede incrementarse de acuerdo a la configuracién de la
seccion, hablando de secciones cerradas y abiertas. Se tienen dimensiones iguales y lo unico que
influye es la ranura en la seccién abierta.

Esfuerzo cortante en la barra de seccion cerrada de pared delgada "a"

En el subtema 5.4 se presenta que la ecuacion de esfuerzo cortante para secciones cerradas, es:

S =4.456 MPa

Esfuerzo cortante en la barra de seccion abierta de pared delgada "b"

La ecuacion es:

3T _ 53476 MPa
2emer)ee’

Tmax.b*=
(

La relacion de los esfuerzos es:

Tmax.b —12

max.a

Puede concluirse que las secciones cerradas tienen mayor estabilidad para soportar esfuerzos a
cortantes y sus angulos de giro son menores.
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5.4 TORSION EN SECCION CERRADA DE PARED DELGADA
EJEMPLO 23

Determine el par de torsion "T" que puede aplicarse al tubo rectangular si el esfuerzo cortante
promedio no debe exceder z,,.,.:=12 ksi. No tome en cuenta las concentraciones de esfuerzo en las

perm

esquinas. En la figura se muestran las dimensiones medias del tubo.

DATOS:

t:=0.125 in d:=4in b:=2 in

<« b —H> Y
SOLUCION: Figura 5.4.1.1. Anélisis de seccion hueca.

Al aplicar el par de torsién sobre la barra, las secciones presentan sobre su cara la presencia de las
fuerzas cortantes, conocido también como el flujo de cortante (visto en el capitulo 4).

El producto del esfuerzo cortante por el area de analisis en la seccion, da como resultado una fuerza
cortante. Al trabajar con un elemento diferencial de la seccidn, esta fuerza se expresa como:

dr= pmmedio'dA

Tomando el ancho "t" constante, se puede sustituir en la ecuacion anterior como:

dF= 1, dA
/ f, VATILAS TITIIAY 7’/7/’// II/II

ted A A
N

dF =

\\\W

promedio *

Expresando la torsién del elemento diferencial en términos del momento
generado por la fuerza cortante, se tiene:

dT=dF-.dA

RN R NN NN NN N

\

R U GNRRN SRNRS

X ///JA’MJ’W///
CSASLIL. SILLLS L SESIASL /IIIIII

h « b > w
Figura 5.4.1.2. Flujo de cortante.

dl=1

promedio

oted. o

s

Para conocer la fuerza de torsion total, debera sumarse los efectos de momentos producidos por todo
el flujo de cortante presente en la cara de la seccion. Esto se puede lograr con la integral.
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dTr= j Tpmmedio «t-hd4

A

AT = gt [ 44,

A

El area media que varia tiene forma triangular.

h < b S
dA,=—-ds , ,
2 Figura 5.4.1.3.Flujo acumulado.

m

El dibujo anterior presenta el area media como un triangulo, si se toma en consideracion el flujo total,
esta area debera ser la formada por la seccion total, la siguiente imagen ilumina el area media total.
Por lo que la ecuacién debe resolverse como:

dr=2 Tpmmedio ol J%' ds dAm =2 Tpmmedio ol J. . dAm
A

A

T=2r1

‘promedio

«t-A4

m

Despejando el esfuerzo promedio de la ecuacion, se tiene:

Tpromedio = b tTA (1)
Donde: i
Toromedio - Al S€T de pared delgada, se toma el esfuerzo promedio de la seccion total.

t: Espesor de la seccidon en donde se esta analizando el esfuerzo

A,,: Es el area media de la seccién de andlisis.

Calculando el area media del ejemplo:
t t . 2
A,=d—2.—|-|b—2.—|=7.266 in
2 2

Al tomar un punto cualquiera dentro de la seccién, el ancho en dicho elemento es " t"

Sustituyendo los datos en la ecuacion (1) se obtiene el siguiente par de torsion, sometido al esfuerzo
permisible promedio, dado al inicio del ejemplo.

T:=2etA,+ Ty, =21.797 kip - in
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EJEMPLO 24

Para un esfuerzo cortante maximo dado, determine el factor por el que se incrementa la capacidad de
carga de un par de torsion si la seccion semicircular del tubo se invierte desde la posicion indicada por
la linea discontinua hasta la seccién mostrada en la figura. Realizar el mismo proceso para obtener el
angulo de giro.

DATOS: b
< >
t:=0.1in h:=1.2in T:=4 kip-in Al RS
b=1.8 in r,=0.6 in r:=0.5 in h
Gopre = (7.049.10%) ksi Lygai=4 ft
SOLUCION: Figura 5.4.2.1.Seccién hueca asimétrica.

La seccion mostrada tendra dos valores de esfuerzo cortante, el primero contempla la seccion con el
area del semicirculo con el trayecto de la linea punteada, posteriormente el siguiente valor contempla
la seccion modificada.

Analisis de la seccién original.

El area media de la seccidn original contempla el perimetro de dos bases y una altura de rectangulo y
se le suma la mitad de un semicirculo; tomando la linea media del ancho t.

pwefo=g) 2 )3 ) e

< b
A 7
Sustituyendo sobre la ecuacion de esfuerzo cortante, se tiene:
h
Tiax.d = L 13.79 ksi v 7 T
2eted,, | A

Figura 5.4.2.2.Flujo acumulado en
primer acomodo.
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Analisis de la seccién original.

El area media de la seccidn original contempla el perimetro de dos bases y una altura de rectangulo y
se le suma la mitad de un semicirculo.

[ e O el

< b
Al
Sustituyendo sobre la ecuacion de esfuerzo cortante, se tiene: h
vl v
T : A
S =8.33 ksi t
2et-A,

Figura 5.4.2.3.Flujo acumulado en
segundo acomodo.

Obteniendo el factor de relacion entre los esfuerzos cortantes para cada analisis:

Unadx.1
Factor:= =1.655

Cmx.I1

2. El angulo de giro se expreso como:

PRLLCTTEN N
4.A,° -G t
L

La integral define la longitud de la seccidon como "ds" y esta puede contemplarse como el perimetro de
la seccion, al tomar en cuenta que la pared es delgada.

p=— e [as (2)
4.A %Gt |
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Al hacer el analisis para cada acomodo de la seccién, se contempla que el perimetro no se ve
modificado al cambiar la direccion del semicirculo.

Obteniendo el perimetro de la seccion, se tiene:

2 rr-(re——)
p=2.(b—L]sfn-2. L)\ 2/ _g33in
2 2 2

Analisis de la seccién original.

Sustituyendo en la ecuacion (2), el valor del angulo de giro es:

T-L .
= % .P=0.2 rad
4 'Am,l ° Gcobre =1

Analisis de Ia seccion modificada.

Sustituyendo en la ecuacioén (2), el valor del angulo de giro es:

T-L .
@)= — -P=0.075 rad
4. Am,II ° Gcobre =1

El factor del angulo de giro es:

Factor:=ﬁ= 2.741
b
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EJEMPLO 25

Un par de torsién "T" se aplica sobre dos tubos que tienen las secciones transversales mostradas en
la figura. Compare el flujo cortante desarrollado en cada tubo.

wt

A
DATOS: tyle

a:=3in t:=0.5in T:=3 Kkip-in
La medidas mostradas son a ejes centrales de cada seccion.
>
a < a >

SOLUCION: Figura 5.4.3.1.Secciones de anélisis.

La expresion de esfuerzo cortante promedio en secciones cerradas de pared delgada es:

T
Coromedio = 1
97 di 2‘t‘Am ( )

Multiplicando ambos miembros por el ancho "t el resultado tiene unidades de fuerzas sobre longitud,
la cual indica el flujo cortante sobre la seccion.

T
t-7 romedio = ot
promedio =) 4,
T
= (2
9= A (2)
Determinando el area de cada seccion:
2
me\a .2
Am.circulo :=L:7'069 n

s a

Figura 5.4.3.2.Flujo acumulado
en seccion circular.
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A =a? =9 in?

m.cuadrado

El valor del flujo de cortante es:

T ki
Qcirculo ’=ﬁ= 0.212 ’—:

m.circulo

T ki
Qrectangulo *= =0.167 — £
n

2-A

m.cuadrado

La relacion entre los flujos es:

relacion = rectanguo _ ) 785

qcirculo

,mq EHI!ﬂl‘

7.

5.4TORSION EN SECCION CERRADA DE PARED DELGADA mlﬂ

<

R

Figura 5.4.3.3.Flujo acumulado en
seccion rectangular.

Puede concluirse que una seccion tipo circular soporta de manera mas eficiente los esfuerzos
cortantes que una seccién cuadrada, donde ambas tienen dimensiones similares en sus dimensiones.

TORSION
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EJEMPLO 26

En la figura se muestran las dimensiones medias de la seccidn transversal del fuselaje de un avion. Si
el fuselaje esta fabricado de una aleacion de aluminio 2014- T6, con un esfuerzo cortante permisible
Toem'=18 ksi 'y el angulo de giro por pie de longitud del fuselaje no puede exceder
P max.fongitug :=0-001 %, determine el par de torsion maximo permisible que puede soportar el

fuselaje. El grosor de la pared es t:=0.25 in

DATOS:
r=3in G,:=(3.887-10°) ksi
h:=4.5in L:=4 ft
SOLUCION: Figura 5.4.4.1.Secciones de anélisis.

Calculando las propiedades geométricas de la seccidn, se tiene el area y perimetro siguiente:
2
2
me|r——
A =2 % +(h-(2-r—2-é)):51.842 in’ Psecc,én:=2-h+2-n-(r—5t):27.064 in

En ejercicios anteriores se ha visto que la restriccion del angulo de giro es quien determina la fuerza
de torsion actuante sobre el elemento. Utilizando la expresion del angulo de giro:

T-L '
Bror=—— - [ ds (1)
4.A,2 Gyt 1

El angulo de giro proporcionado en los datos nos muestra un angulo de giro por cada longitud de
barra. Obteniendo el angulo de giro del extremo de la barra, referenciado desde el otro extremo de
ella, se tiene:

Prmax= ¢max.longitud -L=0.004 rad

Despejando la fuerza de torsién de la ecuacion (1), se tiene:
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¢max'4'Am2'Gal't . .
T:= =32.167 in- kip
L-P

seccion

Se revisa si el esfuerzo cortante obtenido no rebasa el limite permisible del esfuerzo cortante.

T
A, -t

.
m

=1.241 ksi

Tactuando *=

Comparando los esfuerzos cortantes:

Tactuando < Tperm

Por comprobacion, se determina la fuerza de torsion a partir del esfuerzo permisible.

T,

a

2.4

Tperm =
m*t

T,:=283.644 (kip-in)
Determinando el angulo de giro a partir dela fuerza actuante de torsién:

T..L-P. ..
ai=——— " =0.035 rad
4.A,°-G,-t

Calculando el angulo de giro actuante sobre longitud del elemento:

9, rad
¢a.longitud = =0.029
L m

Comparando el angulo de giro con el angulo de giro maximo:

¢a.longitud > ¢max.longitud

Puede comprobarse que al utilizar esta fuerza de torsién actuante, sujeta al esfuerzo permisible, el
angulo de giro maximo se rebasa. Por lo tanto, el resultado obtenido al inicio es el correcto.
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EJEMPLO 27

El tubo de seccidén tubular estd empotrado en sus extremos y tiene una fuerza distribuida constante

actuando a torsién en una longitud —222 | Determinar la magnitud de la fuerza "T" para que en la

. L, \ :
posiciéon x=—22 tenga un angulo de giro @ 157,,igs = —0002 rad
e A s A
AV VUL B
i _ L
< »<
Figura 5.4.5.1.Barra empotrada de seccion hueca..
DATOS:
h:=100 mm b:=60 mm
t:=6 mm Lijgai=2m

Gooprei=48.601 GPa

SOLUCION:

Calculando las propiedades geométricas de la seccién tubular:
Amzz(b—Z-Et)-(h—2-é):(5.076-103> mm?

P:=2-(b—2-%)+2-(h—2-%):296 mm

cIear(LV,-ga,A Gcobre’ 7P>
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Para la solucion del problema se plantean las siguientes ecuaciones.
Planteando el equilibrio del sistema:

L viga

2T

I
o

3
T, T+ fTde=0
0

La funcion lineal de la fuerza actuante se obtiene mediante triangulos semejantes:

T,=3

L

viga
Sustituyendo en la ecuacién de equilibrio, se tiene:

Lviga

_TA_TB+ Xdx= —(TB+TA>=O

3
3T 9 simplify Lo+ T
e 6 (1)
0

Las ecuaciones siguientes se plantean mediante los angulos de giro de la mecanica de materiales.
Para la obtencion de las expresiones se emplea el método de flexibilidades.

Condicion I. Se libera el empotramiento en el punto "B" y se divide en dos estructuras. La primera

contempla la restriccién del apoyo Ay las cargas actuantes sobre la estructura.

$s=0¢5,t+¢5,=0

ESTRUCTURA 1.

TA viga
3
feeeee I 3T
. ‘ 1l «X+xdx
o »i L - 6, viga simplify Lviga2 P.T
$51= . P B.I= 2
4-An" *Geopre-t 108-An" » Goopre -t

"
Figura 5.4.5.2.Estructura I.
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ESTRUCTURA 2.
Ta Ta
€ i

<« T« >

T, Lvi a
b= f . -P
‘ - 4-Ap 'Gcobre'lL

Ta

Figura 5.4.5.3.Estructura Il.

Superponiendo los angulos de giro de cada estructura e igualando a cero. Ya que ahi se presenta una
condicion de frontera, al tener la restriccion del empotramiento:

2
P Lviga -P-T n TB Lviga
5=

P
108- Am2 ° Gcobre -t 4. Am2 ° Gcobre -t

LygaPe(LygaT+27-Tg) _

108-A,,° + Gppro - t

Despejando la fuerza de torsion "T",se tiene:

T=-27

(2)

viga

Condicioén Il. Esta condicién contempla en la primer estructura las fuerzas actuantes hasta llegar a

Lviga

, para la estructura Il se sigue teniendo la fuerza provocada por la restriccion del apoyo B con

: L,
una longitud de L,,- gga

e Xexdx

wga , .
J simplify Lw.ga2 P.T
bo.167.1= P 0.167L.1= 2

4. Am Gcobre - 864:A," - Gcobre -
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L. .
TB (Lviga - %)
bo.1670.1= 2
*Am ° C';cobre -t

P

Superponiendo los angulos de giro de las estructuras, se tiene:

Do.1670.11= Po.1670.1+ $0.1670.1= 0.002 rad

Lviga
L\/iga2 P.T TB (Lviga_T
bo.1670.1= 2 + 2 P
864'Am 'Gcobre'lL 4'Am 'Gcobre'lL
Despejando la fuerza de torsion B T,
T.= 96'Am2 * Geobre Po.1670.1° t (3)
5=
17 Lyjga+ P
T = 96 'Am2 ° Gcobre ° (¢0.167L.II> -t
5=
17+ Lyjga* P
Sustituyendo T de la ecuacién (2) en Tz de la ecuacion (3)
96+ A% + Goopro* (—0.002) - t
Tgi= " ootre* ) =-14.617 kgf-m

17 L on* P

viga

Sustituyendo T, en la ecuacion (2)

=197.326 kgf- ™
m

=
T:=—27 B

viga
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Finalmente se sustituyen los valores en la ecuacién de equilibrio (1)

Ljgas T
T, ;:7"’963 — T5=80.392 kgf-m

Comprobacion de los angulos de giro:

L P.T Ts L,
¢B: wga + 2B viga P=0
108 A Gcobre't 4'Am 'Gcobre't
L. .
L. 2.p.T Ts (Lw’ga—ﬁ)
viga
bo.1670.1°= 2 5 + 5 -P=-0.002
64'Am 'Gcobre't 4'Am 'Gcobre't
APLICACION DE LA MECANICA
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EJEMPLO 28

El tubo simétrico esta fabricado de un acero de alta resistencia, con las dimensiones medias
mostradas en la figura y un grosor de 5Smm. Si se somete a las fuerzas actuantes de torsion presentes
en la imagen, determinar:

1. El valor "T" de la fuerza distribuida constante en L/3
2.0Obtener el angulo de giro para la posicion del punto "B" y "D".

T T
B B VT ST A A
A ® VU Ve
D
il ga ]L'.ugi é L_‘g L - )
DATOS: Figura 5.4.6.1.Barra empotrada de seccién hueca..
a:=60 mm b:=20 mm t:=5 mm
T5:=40 N-m Lyjgat=90 cm G,:=80.8 GPa

SOLUCION:

Calculando las propiedades geométricas de la seccidn:
2 2 2
A,=((2-a+b)) —4.a° =5200 mm

P:=4 (2-a+b)=560 mm

1. Planteando la ecuacion del equilibrio:

Lviga

2T

I
o

3
i frxolir T,=0
0
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Mediante el método de flexibilidades, se divide la estructura en 2 casos.

Estructura I. Contempla el empotramiento y la carga de torsion puntual, aplicada en el punto B. Esta
estructura tiene la condicion de frontera en el punto A, donde el giro debe valer igual a cero, al estar
presente la restriccion de giro por parte del empotramiento.

F|gura 5.4.6.2. Estructura .

Estructura Il. Contempla el empotramiento y la carga de torsion distribuida, aplicada en la longitud
L/3. La condicidn de frontera en el punto A debe valer igual a cero, al estar presente la restriccion de
giro por parte del empotramiento.

"
TSNS Lyiga
A B I I "I VI VI 1 3
° 3T
T o b | 5 [ xexdx-P
i }I{ >‘H I ) J Lviga (T VIga) (g Lviga) P
i | 0 3.2 3
! ban= 2 + 2
+ | =B 4.A," « G-t 4.A, G-t
T

Figura 5.4.6.3.Estructura Il.
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Por superposicion la suma de ambos angulos de giro aplicados en el punto "A" deben de ser cero.

Paitan=0
viga
Ts"—3 P+ Lyga’ *P-T _o Solve, T —(9-Tp)
4.A,%-Gget 27-A,° -Gt 4+ Lyiga

Sustituyendo los valores para la fuerza T, se tiene:

9.7
B__400 N-T

4 U Lviga m

T::

Sustituyendo en la ecuacion del equilibrio (1):

Lviga - T

6

+(Ta—Tg) =0

LygaT
Tai=Tg=—2—=55 N-m

2 Determinando los angulos de giro correspondientes:
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¢5=—1.5379-10"* rad

¢p=—4.80586-10"° rad
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5.5 PROBLEMAS PROPUESTOS DE TORSION

PROBLEMA 1. Se tiene una configuracion de dos barras circulares,formadas de
distinto material. El elemento AB es acero y el elemento BC se forma de laton. Para
los siguientes materiales se tiene un valor de esfuerzo cortante respectivo de:
t,:=15 ksi Y 150:=8 ksi. Sobre la posicién del punto A, se aplica una fuerza de torsion

de T:=15 kip. DATOS:

Dcero:=10 cm Djatsn:=12 cm

Figura 5.5.1.Cilindro
a torsion.

PROBLEMA 2. Una varilla de aluminio se ha unido a un elemento de latén, ambas
con un diametro d:=12 mm. Sobre el punto "C" se aplica una fuerza de torsion
T:=100 N.m. Determinar el angulo de giro del punto B y C respecto al punto A.

\_‘T . = Lo t=
Figura 5.5.2.Cilindro DATOS Gy =26 GPa Glaton'=39 GPa

a torsion.

PROBLEMA 3. El elemento barra de seccidon cuadrada esta empotrado en ambos extremos. Las
dimensiones de la seccion es de b:=2 in y una longitud total L,,,,:=5 ft. Sobre el punto C esta aplicado
una fuerza de torsion T:=80 Ibf-ft, determinar las reacciones en los apoyos y el angulo de giro en el
punto "C". A

DATOS:

Gyi=3.8-10° ksi

LAC::Z ft LCB::3 ft

Figura 5.5.3.Barra no circular.

PROBLEMA 4. Una barra de aluminio tiene una seccién rectangular b,:=25 mm X b,:=30 mm. La
longitud total del elemento es L,,,,:=2 m. Determinar el esfuerzo cortante maximo en la barra y el
angulo de giro de uno de los extremos respecto del otro.

DATOS:
Gp:=3.8-10° ksi  To:=20 N-m

Cc

LBC::1.5m TB::BO N'm

L,g:=0.5 T,:=80 N-.
AB m A m Figura 5.5.4.Barra no circular a torsioén.
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5.5 PROBLEMAS PROPUESTOS DE TORSION M’ﬂ
1] I o

PROBLEMA 5. Se unen dos elementos espalda con espalda de seccion angular "L 4x4x3/8". Sobre la
barra compuesta actuan dos fuerzas de torsion sobre los puntos "A" y "B". Determinar los esfuerzos
maximos y angulos de giro en los puntos donde se aplican las fuerzas de torsion, respecto de uno de
los extremos del elemento.

DATOS: ey

b:=4 in Liga=6 ft A:=2.86 in’ % -
0.7Lviga 0.2Lviga

T,:=7.5 kip- ft T,:=5 kip- ft 0.1Luiga |

Figura 5.5.5.Barra no circular a torsién.

G:=11.2-10° psi t::%in

PROBLEMA 6. Un elemento de acero tiene una seccién transversal en canal "C".
Determinar el espesor t de la seccidon para que el esfuerzo cortante sea menor que el
esfuerzo cortante permisible y su angulo de giro maximo sea igual a ¢,,,,:=0.033 rad

DATOS:
L,.:==3m d:=30 cm b:=15 cm

viga

=2 kN-m G:=77.2 GPa

=40 MPa T,

perm max

Figura 5.5.6.Perfil
a torsion.

PROBLEMA 7. Sobre una seccién de pared delgada cerrada, se aplica una
fuerza de torsion de T:=80 N-m. Determinar los esfuerzos sobre los puntos "a"
y Ilbll

DATOS:

a:=55 mm t;:=2 mm r=40 mm  b:=55 mm t,:=4 mm

Figura 5.5.7.Perfil hueco.

PROBLEMA 8. Un elemento hueco con una secciéon transversal como la que se
muestra, esta elaborado con lamina metalica de t:=0.05 in. Si se aplica un par de

torsion T:=1200 Ibf-in, determinar la dimension "d" que puede utilizarse si el ©
esfuerzo no debe exceder 71,,,,,:=750 psi Lﬂf
DATOS: T
a:=3 in -I <

b:=2in
) a

=4
¢ n Figura 5.5.8.Perfil hueco.
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6.1 MODELOS DE SHANLEY DE UN GRADO DE LIBERTAD WB @
m

CAPITULO 6. EJERCICIOS DE PANDEO

El fenobmeno de pandeo se presenta cuando una fuerza axial es aplicada perfectamente en el eje
axial (eje centroidal) de la seccion, para columnas largas o esbeltas; como resultado de la accion de
esta fuerza, aparecen esfuerzos de compresion Si la columna es muy esbelta, no resistira la demanda
de carga y esta ingresara a un estado equilibrio inestable, provocando que en la barra la rigidez a la
flexion se degrade o se presente Pandeo.

La carga maxima que actua sobre el elemento un instante antes de llegar al pandeo, se conoce como
carga critica P,,. Para su analisis, se recurre a la ecuacion de Euler. En esta ecuacion intervienen las
propiedades geométricas de la seccidn y del material, contenidas en el producto de la rigidez "EI";
ademas de la longitud efectiva elevada al cuadrado.

Si la falla presente en la columna no es debida a la perdida de estabilidad del elemento, el fendbmeno
ocurre por una falla de resistencia en el material y con seguridad estamos hablando de un elemento
corto, de lo que nos ocupamos en el capitulo 2. "ejercicios de carga axial"

6.1 MODELOS DE SHANLEY DE UN GRADO DE LIBERTAD

Ejemplo 1

Determinar el valor de la carga critica que produce el pandeo en la columna, la cual tiene un resorte
en el extremo superior.

SOLUCION:

1. Se supone una posible trayectoria de pandeo en la columna, debido a la carga critica, representada
de color rojo en el dibujo:

2. El modelo tiene fuerzas actuantes y resistentes; la primera son debida a las fuerzas que actuan
sobre la columna (carga critica) y la segunda es por los elementos que buscan restringir el pandeo; en
este caso el unico elemento es el resorte ubicado en el extremo superior.

Determinando los momentos en el punto "0", se tienen los siguientes valores:

=’Dcr'6

M, demandantes

M,

resistente =

F

resorte *

L

viga
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3. Igualando los momentos demandantes con los resistentes: P,
Mdemandantes=Mresistente F k < o 4
—/\/ A
Pcr°6=Fresorte'Lviga (1)
La fuerza del resorte se puede expresar como: Suga
Fresote =k+0 -(A)

4. Sustituyendo la expresion (A) en la ecuacion (1) y
despejando la carga critica: 0 ES

P 5=k-5-L Figura 6.1.1.1. Modelo de Shanley, problema I.

viga

— . .
cr viga
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Ejemplo 2

La siguiente columna tendra un resorte torsional para los giros en el extremo inferior de la columna.
Hallar el valor de la carga critica P, que produce la inestabilidad en la columna.

- Pcr

SOLUCION:
. &— d _i

Los momentos demandantes y resistentes sobre la
estructura son: N

Mdemandantes=P cr'6

Mresistente =0- ktorsional

viga

Igualando los momentos:

Pcr°6=e'ktorsional (1)

\* 0
Deduciendo el giro, se tiene la siguiente expresion:
ktcrsional 0 N
solve,®
tan (6) = 6 9 Liga+tan (6)
Lviga Figura 6.1.2.1. Modelo de Shanley,
problema Il.

El giro puede quedar expresado solo con el angulo 6, esta expresion queda como:

viga’e (A)

Sustituyendo la ecuacion (A) en la ecuacion (1), se tiene el valor de la carga critica:

Pcr' Lviga -6=06- ktorsional

ktorsional
P, or=
L

viga
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Ejemplo 3

1

El siguiente modelo tiene un resorte torsional para los giros a gLviga- Hallar el valor de la carga

critica P, que produce la inestabilidad en la columna.

, PCF
SOLUCION:
A4
Mdemandantes= P cr'6 / \.
Mresistente = ktorsional ° (91 + 92>
Igualando los momentos:
1 £L
Pcr°6=ktorsional' <91+92) ( ) 3 viga 6
hhﬁhﬁl
Deduciendo el giro, se tiene la siguiente expresion: ‘\
ktc:rsic:nal 3]
q
5 X @
6,= > 0. = 3.9 —_
g-Lw’ga ! 2'Lviga 1 L ‘h‘*
3 “viga 8 Y\
0
6,= 3.9
1 L 92=
3' viga Lviga 5 ! O

Sustituyendo los giros en la ecuacién (1), se tiene:
y 9 (1), Figura 6.1.3.1. Modelo de Shanley,

problema lll.

3.9 3-5
Pcr' o= ktorsional ’ (T\ﬂga : L )

viga
Finalmente, la carga critica queda como:

_ 9+ Kiorsional

cr— 2-[.

viga
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6.1 MODELOS DE SHANLEY DE UN GRADO DE LIBERTAD
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La siguiente columna tendra un resorte torsional para los giros a la mitad del elemento. También,
cuenta con dos resortes que restringen lateralmente. Hallar el valor de la carga critica P, que

produce la inestabilidad en la columna.

SOLUCION:

Mdemandantes =P cr® o

3 Ly
Mresistente = ktorsional : (91 + 92> + Kres ° 61 ° Z -

Lviga + kres <0y
Igualando los momentos:
viga

62‘

(1)

3
Pcr' o= ktorsional ° <91 + 92) + Kres ° 61 ° Z Lviga + kres °

Los desplazamientos en los resortes laterales, son:

PCT

!

SAVAVE S

{ N
|

o
*?T

D

ktorsional

<(—h 5,
/T

NN
—

N
q\

NN
—

— N

A

Figura 6.1.4.1. Modelo de Shanley, problema IV.

Deduciendo el giro y sustituyendo por el desplazamiento total, se tiene la siguiente expresion:

0,
0,= 2
1 1 L 6, = I e
viga viga
0,
0,= 2
* Eviga Lviga

Sustituyendo los giros en la ecuacion (1), se tiene:

0 o L

Pcr 0= ktorsional * (_ + L

viga

viga

4

o 3 e
+Kres'§'z Lviga+kres°5'

viga

kres ° Lviga
2

2 Ko
Pcr= Ltors:onal +

viga
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Ejemplo 5

La siguiente columna tendra tres resorte torsionales para los giros y tres resortes que restringen
desplazamientos laterales. Hallar la carga critica que produce pandeo.

SOLUCION:

Mdemandantes =P cr® o
3
Mresistente = ktor' 64 + Ktor' (91 + 62> + ktor' 63 + kres ° 61 ° Z Lviga

En el caso de los resortes conectados al mismo punto de la columna, se supone que el
desplazamiento presente en esa posicion sera muy pequefa, por lo cual no se considera dentro de la
expresion de momento resistente a estos resortes.

Pcr
Igualando los momentos:
2 k’tc:rsicmal _/\_
3 o
k 4l
Por+ 0= Kior B Kior+ (B14-65) +Kior+ 03+ Krag 01+ - Luiga (1) e /2 %—> X :
i 1|_
4
Para el desplazamiento, se tiene: e @ Keorsional K
e L
5.0 e k
173 I\ —\/\A——X—
"
3 L
Deduciendo los giros, tenemos: \61?* !
ktorsicnal \ N
45 495 80 40
0, = 0,= 0,= 0,=
1 Lyiga 2 Lyiga 3 Lyiga 4 Lyiga Figura 6.1.5.1. Modelo de Shanley,

problema V.

Sustituyendo los giros en la ecuacion (1), se tiene:

45 45 45 80 o 3
Pcr'6=ktor'_+Ktor'(L_+_)+ktor'_+kres'5'z Lviga

viga viga viga viga

Pcr= 20 ktor 4 3. kres' Lviga
L 8

viga
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6.2 PANDEO DE EULER
EJEMPLO 6

Determinar la carga critica y el esfuerzo critico que produce el pandeo en la viga con seccién IPR, con
las siguientes dimensiones:

DATOS: Ajz_

5 mm?[ 1 A

b;=15 cm ti:==5 mm
h:=31 cm bw’:5 cm 5cm 31cm
d:=h—-2-t4=30 cm Hyiga:=5 m

[ . 4

> |
Es::2-']06 kgf 15¢cm A K

cm

SOLUCION: Figura 6.2.1.1. Columna de seccion IPR.

La teoria plantea la ecuacion de Euler para la obtencion de la carga critica. Esta expresion es
aplicable para elementos esbeltos que trabajan en el rango elastico y lineal.

La expresion contempla variables como: la altura del elemento y la rigidez de la seccion (modulo de
elasticidad y el momento de inercia).

2
m

P 2
(k -H viga>

cr—

-E

S

./

Calculando los centroides en el eje horizontal y vertical, por simetria se tiene:
h by
y:=—=155cm X:=—=7.5cm
2 2

Mediante el teorema de ejes paralelos, se tiene el respectivo momento de inercia para cada eje:

2 2
by t® t; t; b,-d° .
Lyi=2 +(bpet) o ly——| +(bpt)-||h—L|—-y| + =14739 cm
Xx (12) <f f> (Y > (ff) 5 y 12

APLICACION DE LA MECANICA
PANDEO 398 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL



1“GEH|EH_"

6.2 PANDEO DE EULER @!
"in

'h.

tb’ | d-b,’
ly =2 | 2|+ —2-=593.75 cm"
12 12

Al tener dos valores de momento de inercia, existen dos posibles cargas criticas que producen el
pandeo; una mayor que la otra.

De acuerdo a la teoria, al presentarse el pandeo debido a la carga critica menor, no existe la
posibilidad de alcanzar el valor de la carga mayor. Por lo que los disefios y analisis del elementos
contemplan el menor momento de inercia; para este ejemplo se calcula la carga critica respecto al eje

y.
4
l,,=593.75 cm

El pandeo del elemento presenta una curvatura senoidal, conocida como la longitud efectiva en la
cual se presenta el pandeo.

Para determinar la longitud efectiva, se debe multiplicar a la longitud total del elemento por un factor
K.Este factor es determinado por la restriccion que existe en los extremos de la columna, debido al
apoyo en el sistema estructural.

La siguiente imagen presenta el valor de cada coeficiente k, debido a la configuracién de los apoyos
en el elemento.

P P P
Y Y N7 %
100% L 66% L 50% L 200% L

K=7 K=.5 K=2

K=1
Figura 6.2.1.2. Coeficientes "k" utilizados en longitud
efectiva de acuerdo a los apoyos en extremos.

Para el caso del ejemplo, el extremo inferior tiene un empotramiento y el extremo superior se
encuentra libre. El coeficiente correspondiente en este ejemplo es:

k=2

Sustituyendo los valores en la expresion de Euler, la carga que produce el pandeo en el elemento es:

2
Pyyi=————+E,-1,,=11.72 tonnef

s lyy
(k Hv:ga)
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= T

P
GC,=% (1)
2
m
= -E .
or 2 .. (2) ; KL relacién de esbeltez
(k L) r
r

Para la ecuacion (1), se determina el area de la seccion:

A:=2- (bt + (b, d) =165 cm’

Sustituyendo en la ecuacién (1), el esfuerzo presente debido a la carga critica, es:

P
=—2—-71.031 e
A 2

cm

ocr
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EJEMPLO 7

Se tiene una columna hueca de secciodn circular hecha de acero, empotrada en su extremo inferior.

Determinar:

a) La razon de esbeltez

b)La carga critica de pandeo

c) El esfuerzo axial en la carga critica de pandeo. Revisar si el esfuerzo es menor al permisible.

}

DATOS: 17
E,:=30000 - ksi

Ligai=4-ft

viga

4 ft
Deyei=4-in

e:=1.in

0,5 36:= 36000 sz

in

dint:=Dexy—e€=3 in
Figura 6.2.2.1. Columna de seccién hueca.

SOLUCION:
a) La razon de esbeltez es definida como la relacién de la longitud del elemento entre el radio de giro.
A medida que la relacidn de esbeltez crece, las propiedades del elemento tienden a ser propensa al

pandeo. De lo contrario, si la relacion disminuye, el elemento se vuelve robusto y su posible falla sera
por resistencia y no equilibrio.

viga

La expresion de radio de giro es:

Obteniendo el area y momento de inercia de la seccion:
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_m <Z"”f>2 —5.498 in’

A= m- Dext
4

[:= - DeXt4 _ me (dint>4
64

=8.59 in*

Sustituyendo en la expresion del radio de giro, se tiene:

r:= i:‘1.25 in
VA

La longitud de esbeltez es:

L.
esbeltez:=—"9% —_38.4
r

El resultado anterior cataloga la columna como elemento esbelto. Dependiendo del libro tedrico o
normas utilizadas pueden presentar los diferentes intervalos para clasificar cada elemento. En el
subtema siguiente, se habla a mayor profundidad respecto a la relacion de esbeltez y su clasificacion.

b) Para obtener la critica se parte de la expresién de Euler:

La configuracion del elemento tiene un empotramiento en la parte inferior y libre en la superior. Por lo
tanto:

k:=2

Sustituyendo valores en la ecuacion:

2
Pyi=—— ' +E-1=(3-10°) Ibf

(k ° Lviga>

c) Para calcular el esfuerzo axial, se divide la carga critica obtenida entre el area de la seccion:

APLICACION DE LA MECANICA
PANDEO 402 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL



-.'"EEHlEﬂ_'.

6.2 PANDEO DE EULER M
|1ﬁ|'|

P
—£=50199 L:

n

axial ‘=

Comprobando el esfuerzo critico, obtenido con la expresion de Euler, se tiene:

oC,::"— E,=50199.404 i:
k. nga n
.
Oaxial> O4.36

Si se intenta llegar a la aplicacion de la carga critica sobre el elemento, el esfuerzo sobrepasa el
esfuerzo permisible del acero A-36 y fallaria por resistencia, antes que por pandeo. Por lo tanto, el
esfuerzo del acero es quien rige la carga que puede llegar a aplicarse.

Determinando la carga que soporta la columna, correspondiente al limite permisible del acero A-36

Py i= 0y 56+ A=197920 Ibf

Al ser aplicada esta carga, no se llegaria a pandear el elemento y no se rebasa la resistencia del
material.
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EJEMPLO 8

Se desea construir una torre de iluminacion con material de aluminio. Las lamparas e instalaciones
que debera soportar dicha torre tienen una descarga de 2050 kg. Determinar la seccidn
correspondiente para evitar el pandeo.

a) determinar la seccion, utilizando un factor de seguridad de 1.5
b) determinar la seccion sin ningun factor de seguridad.

DATOS:

’ A

kgf
cm

E :=700000 -

aluminio *

©0|©©
ele)lele,
00)|©©

00| @0
00|06
©O

©0| 00

H,

columna*

=15-m
|_|columna

Pdescarga :=2050 - kgf

SOLUCION:

Figura 6.2.3.1. Torre de iluminacion.

a) La carga que debe soportar son P,.....:=2050-kgf. Aplicando un factor de seguridad ante el
pandeo, se tiene la carga nominal P, .., de:

F

S

=15

P nominai™= Fs'Pdescarga:3075 kgf

Sustituyendo en la expresion de Euler:
2
p T

cr.nominal = 5 " Ealuminio -1

<k -H columna>

El valor de k sera un factor de 2 al tener el extremo inferior empotrado y el superior libre.

k:=2

Sustituyendo los datos en la expresion de Euler, despejamos la literal del momento de inercia:
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P E,

cr.nominal = 5 =aluminio

<k -H columna>

./

2
(k ° Hcolumna> S c
oTT

I:= rnominal _ 4006 cm* ..(1)

Ealuminio
Una vez conocido el momento inercia, se procede a elegir la dimensidn requerida.
Para una seccion circular:

El momento de inercia de la seccion circular hueca es:

4
meD,, - (Dext— 2+ espesor)

64 64

(2)

circulo =

Proponiendo un espesor de:
espesor:=2-.cm

Igualando la ecuacioén (1) y (2), se tiene:

4
4006 cm* = T+ Doyt _m (Dext—2- espesor)
64 64

Despejando el diametro:

D,:=19.137-cm

Convenientemente, se propone un diametro de:

D.::=20 cm

Corroborando la carga critica que puede cargar nuestro elemento con la seccién propuesta, tenemos:

4
m-D,,"' - (Deoyt— 2+ espesor)

64 64

=4637 cm*

circulo *=
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2
m

Per.casot = - 3 ° E atuminio * lcircuio = "3559.5 kgf
<k H columna>

P..<P, o0l Se cubre la carga aplicada sin llegar al pandeo.

b) Los factores de seguridad son indispensables en los disefos de las estructuras. Si no son
contemplados, el disefio se ajusta a un intervalo mas pequeiio de falla.

Determinando el valor del diametro para la carga critica ultima (sin ser factorizada):

Per aitima*= PdeSCarga:2050 kgf
El momento de inercia debido a la carga no factorizada, es:

2
(k ° Hcolumna> P

= 2cr.ultima —2671 cm4

Ealuminio -m

SECCION CIRCULAR

Proponiendo un espesor de:
espesor:=2 cm

Obteniendo el valor del diametro:

Dgy:=17-cm

Comprobando: .

Dy’ 1+ (Dgyy— 2+ eSpESor)
64 64

=2697.8 cm*

circulo *=

2
m

Percaso2 = - 3 ° E atuminio * lcircuto = 2071 kgf
<k H columna>

P...cas02> Porittima Se cubre la carga aplicada sin llegar al pandeo.
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EJEMPLO 9

Determinar la fuerza maxima P que puede aplicarse a la manija, de modo que la barra de control BC,
fabricada de acero A-36, no se pandee. La barra tiene un diametro de D:=25 mm

DATOS:
Lon =350 mm E,5=2-10° K9F
cm
Lpg:=250 mm f,:=250 MPa
LBC = 800 mm B
SOLUCION:

LEC

_ . Fi 6.2.4.1. Arreglo de b ion.
Se plantea el equilibrio del sistema: gura regio de barras a compresion

3F,=0 Ray+Ro,=0 (1)
Ra,:=0 N Re,=0 N

ZFX=O _P+RAX+RCX=O (2)

ZMA=O —P'LOA—RCy' (LBC+0'707.LAB>_RCX.O'7O7.LAB=0 (3)

Simplificando la ecuacion (3), debido a que: R¢,:=0 N, se tiene:
—P'LOA—RCX'O.7O7’LAB=O (4)

Empleando la mecanica de materiales para determinar las reacciones del sistema. Se requiere que la
aplicacion de la fuerza P, no produzca el pandeo en la barra BC.

Determinando la carga critica de la barra BC:

|:=""_.Dp*=1.917 cm*
64
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Lec

Figura 6.2.4.2. Fuerzas en el sistema.

Los extremos de la barra BC tienen apoyos fijo y maoviles, por lo que el coeficiente k es:
k:=1

El valor de la carga critica para la barra, es:

2
T

(k+Lgg)

Py psi= —Epg1=(5.8:10") N ..(5)

La carga critica debe ser resistida por el apoyo en el punto C, por lo que:
RCX= Pcr.AB
Sustituyendo R, en la ecuacion (4) se obtiene el valor de la carga P:

_P.LOA_PCI’.AB.O'707.LAB=O
P:=—-29.288 kN El sentido contrae a la barra

Revisando que la barra no falle por resistencia, se evalua la carga critica entre el area de la seccion:

P
0,:=—2% —118.149 MPa
2
m-D

4

0, <f,

El esfuerzo critico es menor al esfuerzo permisible del material. El efecto al que tiende la falla sera
debido al pandeo y no llegara a la falla.
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EJEMPLO 10

El angulo de acero A-36 tiene una seccion transversal de area A:=2.48 in’ y radios de giro respecto
al eje x de r,:=1.26 in, y respecto al eje y de r,:=0.879 in. El radio de giro mas pequefio se produce

alrededor del eje z, y es r,:=0.644 in. Si el angulo debe usarse como una columna articulada de

H:=10 ft, determinar la mayor carga axial que puede aplicarse a través de su centroide C sin causar
pandeo. y

DATOS:

E 36:=29000 ksi f,:=36 ksi

SOLUCION: Figura 6.2.5.1. Seccién de

analisis.
El elemento estara articulado en sus extremos, por lo que el factor de la longitud efectiva tiene un
valor de:

k:=1
Los datos presentados en el ejemplo son los radios de giro en los distintos ejes de la seccion,

utilizando la expresion de Euler para el esfuerzo critico de cada eje , se tienen los calculos
respectivos:

—+ Ep55=31.556 ksi f=

—+ Ep55=15.357 ksi f,i= —+ Ep 35="8.243 ksi

Multiplicando el esfuerzo por el area de la seccién, se tienen los siguientes valores de cargas criticas:

P,:=f,-A=78.258 kip p,:=f,.A=238.086 kip P,:=f,- A=20.444 kip

Se ha hecho aclaracion que al presentarse el pandeo en el elemento, las siguientes cargas criticas no
pueden presentarse de ninguna forma. Por lo tanto, la carga critica que rige en la estructura es:

P,.:= P,=20.444 kip
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6.3 SISTEMAS DE ELEMENTOS ESBELTOS
EJEMPLO 11

La siguiente columna mostrada esta conectada a la mitad de su altura con dos vigas en el eje "x". Las
columnas cumplen la funcién de arrostramiento al pandeo para la columna. Determinar la carga critica

que produce el pandeo sobre la columna. 2

1
Los datos de la seccion se muestran a continuacion: 2 Hviga
DATOS:

smmi .

by=15 cm h:=31 cm S

il

5ecm 31cm 2 HViga

t:==5 mm Hyiga:=5 m

kgf
b, :=5 cm E.:=2.10° v
/\*x
y

di=h—-2t=30 cm

SOLUCION: Figura 6.3.1.1. Columna arrostriada de seccion "I".

Al revisar la estructura se tiene un arrostramiento, producido por la posicion de las vigas, en el eje x;
ocasionando un comportamiento al pandeo distinto en cada sentido. Determinando la carga critica
para cada uno de los ejes, se tiene el siguiente proceso.

Pandeo respecto al eje "x"
Al no tener un arrostramiento en este sentido, el comportamiento de pandeo es como se muestra en la

figura:
eje X J7

Obteniendo el centroide y momento de inercia en el eje x: %

h
=—=15.5cm
V=3

2 2 Hviga

byt t; t; b,-d°
|, =2 4 (bset) o |ly——| +(bset) ||h——|— +
Xx ( 12 ) < i f> (Y > ( i f) 5 y 12

l,=14738.8 cm*

. A

A TS

Figura 6.3.1.2. Analisis del
pandeo en el eje "x".
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De acuerdo al apoyo inferior y la libertad en el extremo superior, el valor del factor k es:
k=2

Calculando la carga critica en el sentido del eje X, se tiene el siguiente valor:

Pc, =— E,-l,,=290.9 tonnef

Pandeo respecto al eje "y
Debido al arrostramiento, la viga presenta dos comportamientos sobre cada segmento de la columna.

El primer segmento se ubica en el extremo inferior de la columna y el segundo esta en la parte
superior. La siguiente imagen ilustra el comportamiento de pandeo en cada segmento:

ejeyY
=
P
segmento 2
]

1

( 2 Fhiga segmento 1
AAL Eias

Figura 6.3.1.3. Andlisis del pandeo en el eje "y".
Calculando el momento de inercia en el sentido y:

by
X:=—=7.5cm
2

teb’ | d-b,’
Iy =2 | 2|+ —2-=593.75 cm"
12 12

Del primer segmento de la columna, se presenta un empotramiento en su extremo inferior y en la
parte superior existe un apoyo fijo (causado por el arrostramiento). El valor del coeficiente k sera:
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ot

k,:=0.7

La carga critica para el primer segmento es:

2
T

-+ Es+1,,=95.7 tonnef

<k 1° H viga>

PCy.1::

El coeficiente del segundo segmento se rige por un apoyo fijo en el extremo inferior y estar libre en la
parte superior. Por lo tanto:

k2::2

2
T

Pc,,:=

V.2 E,.1,=11.7 tonnef

5 sty
<k2’Hviga>

Se tienen dos cargas criticas para este eje, donde se debe elegir la mas critica entre estas dos
fuerzas.

Pc,:=min (Pc

.15 P¢,5) =11.72 tonnef

Calculadas las cargas criticas para cada eje se selecciona la que regira todo el elemento:

P.,:=min (Pc,, Pc,) = 11.72 tonnef
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EJEMPLO 12

Del ejercicio anterior, se tenia que para la revision de la carga critica respecto al eje "Y"se presentan
dos cargas correspondientes a cada segmentos de la columna.

Determinar la posicion del arrostramiento para que la carga critica sea la misma para ambos
segmentos.

X
DATOS: 5mm¢ A
bs:=15 cm h:=31 cm L
SEL) L 31cm (_ T

t:==5 mm b,:=5cm
f v Hviga- X

4 = = VY
Hw.ga =5'm Iyy:: 593.75 cm (T)

AK
E..=2.10° _k9f di=h—2 t,=30 cm
S 2 f— /\)x
cm

Figura 6.3.2.1. Columna arrostriada de seccion "I".

SOLUCION:

Partiendo de la ecuacidon de Euler, tenemos para cada segmento la siguiente expresion:

ejeY
— Y
772 X
PCsegmento.2 = 5 Es- Iyy (2) segmento 2
(ksegmento.2 -H viga)
{ / ]
7_’_2
PCsegmento.1 = 5 ES : Iyy .. (1 ) Hviga_ N
(ksegmento.1 -H viga) segmento 1
Y —_—

Figura 6.3.2.2. Andlisis del pandeo por segmentos.

Igualando las expresiones (1) y (2):

Pc

segmento.1 = P Csegmento.Z
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2 2
. Egel,= T —-Eg-1,,
<ksegmento.1 ° <H viga X>> <ksegmento.2 ° (X )>

m

Simplificando:

2 2
<ksegmento.2 ° (X)> = <ksegmento.1 ° <Hviga - X>>

Del ejercicio anterior, teniamos que los coeficientes son:

K

segmento.2 = 2

K

segmento. 1=

=07

Sustituyendo y despejando la variable x, se tiene:

(2%) =(0.7+Hygo—0.7 X)

2 solve,x [ 1.2062962962962962963-m | [ 1.296
—2.6923076923076923077-m| | —2.692

La longitud para cada segmento es:

Lsegmento.2:=1.296 m

Lsegmento.1 =H, viga — Lsegmento. »=3.704 m

Comprobando al sustituir los valores en la expresion de Euler:

2

P Csegmento.1'= T -E;- Iyy_ 174 tonnef
<ksegmento.1 * Lsegmento. 1>
"2
P Csegmento.2'= -E;- Iyy_ 174 tonnef

<ksegmento.2 ° Lsegmento.2>
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Ejemplo 13

La grua torre estd armada por secciones de angulo "LI" unidas a barras soldadas para formar
secciones rectangulares. Las medidas e inercias se obtienen de los manuales de perfiles de acero del

AISC.
Revisar la estructura ante el pandeo.

20 rr
20 rr
(=
[ e
D
W
A @
™
_ v £
Figura 6.3.3.1. Torre grua de seccion.
DATOS:
L= 2.22-in4 Iyy:: 2_22.in4 r,:=0.584-in
Ibf Ibf
Eyi=29+10° . —- =36000
Hyiga:=30+m A:=275.in? s in? Op36° 3
SOLUCION:

El disefio de la grua fue empleando la union de distintos elementos. Dicha situacién nos incita a
evaluar dos comportamientos presentes. El primero debe analizar los efectos del pandeo para cada
uno de los elementos de la estructura que estan sometidos a la compresién. Este pandeo es
conocido como el "PANDEO LOCAL". Se debe revisar que cada elemento tenga la capacidad de
soportar la carga tributaria que se le asigne , al descargar la fuerza actuante sobre este elemento.

APLICACION DE LA MECANICA
PANDEO 415 DE MATERIALES A PROBLEMAS
DE INGENIERIA CIVIL



-L"EI.HIEH_'.

6.3 SISTEMAS DE ELEMENTOS ESBELTOS @P
Im"TI'l

Una vez revisado el pandeo local de la estructura, se procede a determinar el pandeo general que
puede ocurrir en toda la estructura en conjunto. A este analisis se le conoce como "PANDEO
GLOBAL".

Revision del pandeo global.
Se revisara el pandeo de la estructura total, la cara de la seccion esta formada por los 4 angulos. El

momento de inercia es la suma de cada momento de inercia de los angulos. De lo que se tiene el
siguiente calculo mediante el teorema de ejes paralelos:

/

conjuntoX *= 4

2 2
. /XX+A.(202"") ):1109 in* oonjuntoy =4+ /yy+A.(202"") ):1109 in*

Debido a la simetria de la seccion, puede utilizarse cualquier inercia para el estudio del pandeo.

La estructura presenta en el extremo inferior un empotrado, mientras que la parte superior es libre;
indicando que el coeficiente a utilizar es:

k:=2

El radio de giro de la seccion es:

/ i
ri= A [—SOWUTOY _ 10.04 in
V 4.A

El esfuerzo critico ejercido en la seccion, debido al analisis de pandeo global es:

2
m-E
Oppi=—————=5171 i:
k- nga n
p
o 4\ Ibf
Comparando el valor de esfuerzo critico con el esfuerzo del acero A-36 O'A_36=<3.6-10 > —» se
in
tiene:
Ocr<0a.36
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Calculando la carga critica:

2
m

Pcr::—z -Es- IconjuntoY: S7 kip

<k -H wga>

P, =25.8 tonnef
REVISION DE PANDEO LOCAL

Para este caso, se debe evitar que exista un colapso dentro de los elementos de la grua. Por lo tanto,
se toma como esfuerzo permisible critico el 50% del esfuerzo ultimo del perfil A-36. Posteriormente se
obtiene la longitud que debe tener los angulos para estar por debajo del esfuerzo critico y evitar el
pandeo local.

g,

permisible *= 0.5 Ops36= 18 ksi

Los apoyos en ambos extremos para cada angulo son apoyos fijos, por lo tanto el coeficiente k es:

k:=1

Sustituyendo los valores y despajando la longitud s, se tiene:

m - Eg
opermisible = 2
k.s
rZ
s:=73-in longitud de barras para evitar pandeo
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EJEMPLO 14

Se realizara el disefio de una nave industrial. Contara con 6 armaduras hechas de acero que sujetaran
el techo de aluminio. Los elementos de la armadura contemplan la seccion de dos angulos soldados
espalda con espalda. La armadura se muestra en la siguiente figura.

Determinar:

1. Si los esfuerzos criticos de cada elemento en la armadura son igual o por debajo del esfuerzo

permisible del acero.
2. Determinar las dimensiones de la columna que soportan la carga actuante, antes de llegar al

pandeo, si se desea utilizar una seccién "w".

HWWW‘W
DATOS: Figura 6.3.4.2. Bajada de cargas aplicada en la armadura estructural.
Angulosys,o 25
a:=3in l:=1.23 in* r,:=0.926 in E :=29-10° ksi P:=1.5 tonnef
e:=0.25 in l:=123 in" r,:=0.926 in Op 36:=36 ksi H,:=5m
A:=1.44 in?
Cuerda inferior
L;=1.m=33 ft L,:=2.-m=656 ft L3:=3-m=9.8 ft
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Longitud de diagonales

2

D=\ (3-m)

2
+(2.m) =118 ft

D,=\ (3-m)’

+(3-m)2 =139 ft
Longitud de cuerda superior

/\/1,::2\/(3-m)2 +(1 -m)2 =10.4 ft

M,: _\/(1 m)2 +(3-m)2 =104 ft M3::\/(3-m)2 +(1 -m)2 =104 ft
Longitud de montantes
Vii=1m Vo:=2m Viyi=1m
SOLUCION:

1. Determinamos los esfuerzos de carga axial para los elementos de la armadura

3tonnef

1.5 tonnef 1.5 tonnef

-9.76 tonnef

-9.76 tonnef
1.5 tonnef

1.5 tonnef

-1.24 tonnef

0.27 tonnef
0.27 tonnef
-1.24 tonnef

-06 tonnef

-0 6 tannef

I‘ L4=3m

L;=3m )I'( )K

L3=3m

L3=3m : [ L>=3m ] [ L4=3m H
Figura 6.3.4.3. Fuerzas internas en la armadura

La seccion esta conformada por 2 angulos soldados espalda con espalda, lo cual implica que las
propiedades de la seccion en general esta compuesta por la suma de las propiedades de cada
angulo.

lote)=2+1,=2.46 in*

2|1
Apri=2+-A=2.88 in’ ri="1/—2 =0.924 in
Atotal

Determinando los esfuerzos axiales de cada elemento de la armadura
Cuerda inferior

—0.42 tonnef . 1.02 tonnef , —0.6 tonnef i
Oaxial.c1 i=———————=—0.3 ksi oaxial.c2::—:0'8 ksi oaxial.c3::—:_0'5 ksi

Atotal Atotal Atotal

PANDEO
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Longitud de diagonales
—0.97 tonnef , 1.75 tonnef ,
Ouxiatp1i=————=—0.7 ksi Oaxial 1 :=————————="1.3 Ksi
Atotal total
Longitud de cuerda superior
—9 tonnef , —9.27 tonnef , —9.76 tonnef ,
Oaxialm1 i=————————=—6.9 Kksi Ouxiai M2 i=——————=—T7.1 KsSi Ouxiaimzi=—————————=—1.5 Ksi
Atotal Atotal Atotal
Longitud de montantes
—0.65 tonnef . —1.24 tonnef , 0.27 tonnef ,
Ouxialvy i=——————=—0.5 ksi Oaxial v2i=—————————=—0.9 ksi Oupialv3i=——————————=0.2 ksi
Atotal Atotal total

Determinamos el esfuerzo critico debido al pandeo. De la expresion de Euler se tiene:

2
T

2
ke Lviga
r

El valor de K sera la misma para todos los elementos. Tenemos que los apoyos son fijos para ambos
extremos.

Ocr=

k:=1

Sustituyendo los valores en la expresion de Euler tenemos el respectivo esfuerzo critico para cada
elemento es:

Cuerda inferior

2 2 2
Oproyi=———r+ Eg=157.7 ksi Opooi=————+E,=39.4 ksi O pgi=———E=17.5 ksi
k'L1 k'L2 k'L3
r r r
Longitud de diagonales
772 772
Oprpyi=————+E=12.1 ksi Ourppi=————E,=8.8 ksi

7
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Longitud de cuerda superior

2 2 2
Ot i=————+E;=15.8 ksi Ourptpi=————+E;=15.8 ksi Otz i=———+E;=15.8 ksi

[

Longitud de montantes

2 2 2
Ogpyyi=—— '+ E,=157.7 ksi Ogpvpi=—— s+ E,=39.4 ksi Ogpvpi=—— '+ E,=157.7 ksi

(k.rv, ) (k.rvz) (k.rv3)

Los esfuerzos actuantes estan por debajo de los esfuerzos criticos de cada elemento que compone la
armadura.

Al implementar un factor de seguridad a los esfuerzos criticos, se deberan reforzar o aumentar las
secciones de varios elementos de las estructuras.

2. La carga que se descarga a cada columna es:

6P ,
Pdescarga ::T: 10 kip

De la expresion de Euler despejamos la inercia en el eje y.

2

P «(k-H
= doscarga” (K* Hoo) =1.3 in* El valor de k es igual a 1

2
m . E

Revisando los valores de la inercia de los manuales y catalogos de secciones, tenemos la siguiente
seccion.

W6x8.5 l,-=1.99 in*
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Problema 15

Una armadura simple articulada esta apoyada y sometida a cargas, como se muestra en la figura.
Todos los miembros de la armadura son secciones WT102 x 43 hecha de acero estructural con un
modulo de elasticidad de £:=200-GPa y una resistencia a la fluencia de o,,,:=250 MPa

a) Revisar los elementos de la armadura y verificar que no tiendan a pandearse si el esfuerzo critico
sera el 50% del esfuerzo permisible de un acero A-36

DATOS:

Aparai=5515 mm®

l,:=3.8-10° - mm*

l,=15.6-10° - mm*

150 kN 300 kN
SOLUCION: Figura 6.3.5.1. Armadura del ejemplo.
Resolvemos el sistema, por el método de nodos.
Nodo A
3 solve ,AD
5F, AD-(E)—(150-10 ) N=0 ——", 250000 - N AD:=250 kN
2F solve ,AB
X AB+AD- (%) =0 ——"— —(200-kN) AB:=—-200- kN
Nodo B
2F solve, DB
y —300-10° N+ DB ————— 300000 N DB:=300-kN
solve, BC
2F, AB+BC=0 — 200+ kN BC:=200-kN
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3

3 solve,DC
ZFy AD. - +DB-DC- = =0 — 750« kN DC:=750- kN
solve ,DE
2F, AD-(%) DC-(%)+DE=O—>—(800-kN) DE:=—-800- kN

b) Se propone que el valor de esfuerzo critico sea el 50% del esfuerzo permisible del acero A-36. Del
cual se tiene:

=0.5+ Opoym=125 MPa

cr

Obteniendo la carga critica:
P, =0y Apara=689.4 kN

Los elementos que fallaran ante el pandeo son:

DC y DE
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Ejemplo 16

La columna de 6 pies de largo tiene la seccion transversal mostrada en la figura y esta fabricada de un
material que tiene un diagrama de "esfuerzo versus deformacién" similar al indicado en la figura. Si la
columna esta fija en un extremo y articulada en el otro, determinar la carga critica P, para la columna.

———105in o)
DATOS:
bs:=3 in t:=0.5in g :
! ' 0.5in | 5in
d:=5 in b,=0.5 in v
25
Heo:=6 ft 3;@ 0.5in & (infin)
“ n— 0.001 0.004 g
Figura 6.3.6.1.Seccion utilizada en el ejemplo y grafica "o contra
SOLUCION: ¢" del material utilizado.

Calculando las propiedades que intervienen en el pandeo, obtenemos los siguientes datos del

centroide de la seccién, momento de inercia en sentido "y" (inercia menor respecto al eje "x"), el area
y radio de giro de la seccion.
. tebS )| d-b,’
=211 _15in =2+ ||+ —2%=2.302 in*
2 12 12
[1
A:=2 (bst) +b,+d=55 in’ ry= Zy =0.647 in

El problema indica que los extremos de la columna se restringen mediante empotramiento y
articulacion, por lo que el valor de nuestro coeficiente k es igual a:

k:=0.7

Existe una condicion importante en el analisis del pandeo, esta es la relacion de esbeltez, explicada
en ejemplos anteriores. Su expresion esta definida como el cociente de la longitud efectiva dividia
entre el radio de giro de la seccion.

k- Hcol

Iz

La relacién de esbeltez hace posible la clasificacion de tres tipos principales de columnas; cortas,
mediana y esbeltas. La primer columna mencionada tiende a fallar por problemas de resistencia de
los materiales, ante los efectos de compresion. Lo que respecta a las columnas esbeltez tiende a
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perder la inestabilidad y fallar debido al péndeo.

La ecuacién de Euler ha funcionado para el analisis y solucion de los problemas anteriores. Aunque,
una restriccion importante que se debe contemplar para poder implementar la expresion de Euler es
condicionar al elemento a ser clasificada como un elemento esbelto.

En distintas fuentes bibliograficas se mencionan los intervalos de relacién de esbeltez a fin de poder
designar a la columna en cualquiera de las tres clasificaciones anteriores.

Para nuestro ejemplo se tiene la siguiente relacion de esbeltez.

o —77.902

Iz

Existe un método propuesto por F. Engesser en 1889, para determinar la carga critica al pandeo. El
proceso relaciona la grafica "esfuerzo versus deformacion” (o vs €) comparandola con la grafica de

” 9 keH,
"esfuerzos criticos versus relacion de esbeltez" (o, vs —2) .

Para que el elemento sea clasificado como un elemento esbelto y pueda utilizarse la expresién de
Euler, este debera tener como esfuerzo critico maximo al maximo esfuerzo que puede presentar la
grafica "o vs ¢", antes de que nuestra curva entre en el rango inelastico.

A medida que la relacion de esbeltez aumenta en la columna, el esfuerzo es menor y se mantiene en
el rango elastico. Asegurando este valor, podemos utilizar la expresion de Euler tal y como se ha
manejado; operando el médulo de elasticidad de la grafica en el rango elastico. Si la relacion de
esbeltez disminuye, los esfuerzo tenderan a crecer y el comportamiento del elemento se da en el
rango inelastico; operando con el médulo de elasticidad de la grafica para dicho rango.

Las siguientes graficas ilustran lo antes mencionado:

[ A
(KL/rY

=3
KLy
A (KL/ry

It 2
ap X Ao i

Opl ———' B Ae

£ ERE) H

r Jp

Ineldstica Elistica

Columnas de longitud | Columnas largas
A € corta y mediana

Figura 6.3.6.2. Limitacidn de rangos elastico e inelastico en grafica "o contra ¢" y "o contra K-A"
P

Las graficas fueron tomadas del libro Hibbeler, Russell C.. (2011). Mecénica de materiales. Octava edicién. México: PEARSON EDUCACION.
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De la expresidon general se resumen los términos siguientes:

2
a::n—2:0.002

k'Hcol
rZ
Con esta reduccion, se simplifica las operaciones.
o,=a-E (1)
Primer suposicion.

Al pensar que el elemento es esbelto, se propone que el esfuerzo critico se ubica antes de entrar al
rango inelastico.
Por lo cual, nuestro médulo elastico queda como: o (ksi)

Ginelastico (kSD

i 55
_25 kj’ — 25000 ksi

Oblastico (kSi)
25

Sustituyendo en la ecuacién (1)

0.001 0.004 "G (In/ln)

:=a+E,=40.657 ksi
Tort=4a~Et st Figura 6.3.6.3. Suposicion en el rango elastico.

Al obtener el esfuerzo critico con el médulo de elasticidad en el rango elastico, vemos que este valor
sobrepasa el esfuerzo maximo y se ubica en el rango inelastico. Por lo tanto, se debera de recalcular
el modulo de elasticidad del siguiente modo:

E.= Oinelastico — Yelastico
=

Einelastico — €elastico

E,i= 55 ksi—25 ksi — 10000 ksi
0.004 —0.001

Se vuelve a sustituir en la ecuacién (1) el modulo de elasticidad y se obtiene el esfuerzo critico
correspondiente.
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0,:=a-E,=16.263 ksi

Dentro de esta segunda iteracién el esfuerzo critico obtenido, se ubica en el rango elastico; lo cual
clasifica al elemento como esbelto.

Finalmente, se determina la carga critica para dicho elemento.

Py i=0,+ A=89.446 kip
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EJEMPLO 17

La siguiente columna esta fabricada de acero y tiene una altura de 4m. El extremo inferior y superior
se encuentran restringidos por empotramientos.

1. Determinar la seccién HSS requerida para que la columna sea catalogada como una columna
esbelta y falle por pandeo.

2. Determinar la carga critica que resiste la columna, antes de llegar al pandeo.

Utilizar el diagrama de esfuerzo vs deformacion obtenida en laboratorio.

A . A
Ik f
s (MPa)
Oinelastico —s
275
o b HCOI
elastico
152
» € (cm/cm)
0.001 0.002 v
Figura 6.3.7.1.Grafica "o contra ¢" del material utilizado. - W oa UL
PARN—
DATOS: Figura 6.3.7.2.Columna del ejemplo y

seccion utilizada.

cm
Heo:=4 m Oplastico = 192 MPa Elastica := 0-001 c_m

SOLUCION:

Para que la columna sea analizada con las expresiones de Euler, es necesario que sea esbelta;
trabajando en el rango elastico.

Mediante la grafica de esfuerzo versus deformacion, obtenida en el laboratorio, podemos ubicar un
punto dentro del rango elastico y obtener el médulo de elasticidad para dicho material.

g .
E,:=—25" _ 152 GPa

selastica
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Sustituyendo los valores de esfuerzo, deformacion y médulo de elasticidad en la expresion de Eulery
despejando el radio de giro, se tiene;

Debido a los empotramientos en los

k:=0.5 extremos, se tiene dicho valor de k
keH
ry=——-_=2013 cm
"2 . Et
oelastico
r,=0.793 in

Se elije una seccion de los catalogos de perfiles de acero y encontramos una seccion rectangular
hueca:
HSS 10x 2 x 3/8

Con las siguientes propiedades:
r,:=0.787 in=2 cm A:=7.58 in” =48.9 cm’

Se revisa si la seccion sigue dentro del comportamiento elastico.

U
o:= -E =149.9 MPa

t El esfuerzo esta dentro del comportamiento
(k Heol ) elastico.

I7

2. Determinando la carga critica:

P, :=0-A=732887 N
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EJEMPLO 18

El diagrama de "o vs ¢" del material de una columna con seccion circular hueca puede aproximarse

en la forma mostrada en la figura. Grafique el diagrama de "o vs KL.

r

Considere un valor de k donde, los dos extremos son articulados.

A
DATOS:
o (MP3)
HSS 3x0.25 I:=1.95 in*
Ginelastico
| 350
A:=2.03 in® ri={|—=2in
A
Oelastico
Oelastico *= 200 MPa Oinelastico *= 350 MPa
in in Ee
Eelastico = 0-001 ; Einelastico = 0-004 ; » & (In/ln)
0.001 0.004
Figura 6.3.8.1. Grafica "o VS &" del material
- de analisis.
SOLUCION:

En ejercicios anteriores se presenté que a partir del diagrama de esfuerzo vs deformacién, se puede
determinar el grafico que relaciona los esfuerzos en base a la relacién de esbeltez. Se han ubicado
dos comportamientos, el rango elastico y el inelastico. El punto de quiebre entre dichos rangos es con
el limite maximo de esfuerzos presente en el rango elastico.

Para graficar la curva, se analizaran los dos comportamientos. El rango elastico tendra un moédulo de
elasticidad correspondiente y consecuentemente ocurre lo mismo para el comportamiento inelastico.

Rango elastico

El moédulo de elasticidad es:

Oplastico 6 kgf
E clastico = = (2 -10 ) — 5
Eelastico cm

Al tener restricciones articulados, el valor de k es:

k:=1
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Despejando de la expresion de Euler la longitud de la columna, debida al esfuerzo limite en el
comportamiento elastico.

1T
Oelastico = 5 " Eelastico
k- Hcol
P
H,,:=2.473 m
Determinando la relacion de esbeltez.
ool _99.339

p
Se tienen las coordenas de esfuerzo y relacion de esbeltez que separara el rango elastico e inelastico.

k- Hcol
r

o, =200 MPa =99.339

elastico

Rango inelastico

Para este comportamiento se determina el médulo de elasticidad en este rango.

E _ Oinelastico — Yelastico (51 10 > kgf
2

inelastica *—

inelastico — €elastico cm

De la expresion de Euler se sustituyen los valores en el comportamiento inelastico y determinamos la
longitud de la columna.
17
k- Hcoll
p

=0.935m

E

Y 5 | “inelastica

inelastico =

H,

coll *=

M: 37.559
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Se ubica un punto dentro del rango inelastico:

k- Hcoll
r

=350 MPa =37.559

Oinelastico

Tenemos dos puntos de la grafica, a continuacion se proponen longitudes de columna, se evaluan en
la expresion de la relacion de esbeltez y finalmente sustituimos en la ecuacién de Euler para
determinar el valor de esfuerzo. Para cada rango, sustituir el médulo de elasticidad correspondiente.
A continuacién se presenta una tabla de los valores propuestos:

[ 0.9 ] [ 36.15 | [ 377 ]
0.93 37.55 350
0.95 38.16 338
Hcol’: 2'4:;73 re/acjénesbeltez:: 919;))4 m g:= 1§g.%2 Mpa
4 160.67 76.45
5 200.85 48.93
6 | 241 | | 33.98 |

Con dichos valores se procede a graficar la curva.

Diagrama esfuerzo vs relacion de esbeltez

A 37.55 99.34

380350

200

o o (MPa)

35 55 75 95 115 135 155 175 195 215 235 255

relacion esbeltez (m )
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6.4 PROBLEMAS PROPUESTOS DE PANDEO

[H% v P
PROBLEMA 1. Una columna esbelta esta restringida en el extremo inferior
mediante un apoyo fijo. en distintas posiciéon de su altura se ubican las -

restricciones al desplazamiento lateral mediante resorte con rigidez "k". Hallar Ko
el valor de la carga critica "P," que produce la inestabilidad sobre la columna. i
K3 ‘—\;
[0 .

Figura\ é?4.1. Modelo
de Shanley P1

PROBLEMA 2. Una columna esbelta esta restringida en el extremo
- inferior mediante un apoyo fijo. En distintas posicion de su altura se
ubican las restricciones al giro mediante resorte con rigidez " k,,,". Hallar el

- valor de la carga critica "P," que produce la inestabilidad sobre la
columna.

Figura 6.4.2. Modelo
de Shanley P2
PROBLEMA 3. Calcular la carga critica de pandeo en una barra de madera E,:=12 GPa con seccion
transversal rectangular, de dimensiones 15 x 30 mm y una altura H,,:=1.5 m, para las condiciones:
a) apoyos articulados,
b) empotrado en ambos extremos,
c) empotrado en el extremo inferior- libre en el extremo superior,
d) empotrado en el extremo inferior- articulado en el extremo superior. v

PROBLEMA 4. Calcular la carga critica de pandeo de la barra de acero %x] " B

mostrada a continuacion:

LAB

a) Suponer que Ay B son extremos articulados y que no existe apoyo intermedio en
C.

c
b) Suponer que Ay B son extremos articulados y que se coloca una restriccion en C,
a 16" de B, para impedir el movimiento lateral segun el eje mas débil, pero no segun
el eje mas fuerte.

DATOS: ay

Lac

Lag:=3 Lpc=1
ABi=S M Aci=1 M Figura 6.4.3. Columna

del ejemplo 4.
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PROBLEMA 5. Determinar la mayor relacién de esbeltez de columnas de H,,:=15 ft de longitud y
extremos articulados, para las siguientes secciones:

a) W 8x31
b) C 10x30
c) angulo L 7x6x 1/2

PROBLEMA 6. Una parte de una maquina tiene la forma de una barra maciza de acero A-36 de
seccion circular y una longitud H,,:=900 mm, en donde actua una fuerza a compresion P:=650 N. Los
extremos son articulados y se utiliza un factor de seguridad Fgg,,q.q:=1.8. Determinar el diametro
requerido para dicha parte. Suponer que la barra se mantienen en el rango elastico.

PROBLEMA 7. Una barra de acero con longitud H,,:=24 in con una seccién de ancho a:=2.5in

soporta una carga axial de P:=500 Ibf. Si la barra tiene sus extremos articulados y se usa un factor de
seguridad Fgg,4.0:=2.5, determinar el valor del espesor de la seccion que cumple con dicho factor.

Determinar el esfuerzo real y critico de la barra de analisis.

PROBLEMA 8. EI mecanismo mostrado en la figura se hace
de barras de acero de seccion transversal circular macizas,

de 20 mm de diametro. Determinar la carga maxima P que e P oS

podria aplicarse si el acero tuviera un esfuerzo al limite de - 5

fluencia de F,:=248 MPa L | L
T Lac | Lcs I

DATOS:

Figura 6.4.4. Estructura a base de barras de
Lac:=60 cm Lcg:=50 cm P8.

J(P
PROBLEMA 9. La parte BC del mecanismo mostrado en la
. figura esta formada por dos tiras de metal de acero, que actuan
independientemente una de otra. El espesor de la seccion es 8
mm. Disefarlas usando un acero que tenga un esfuerzo en el
punto de fluencia de 250 MPa y un factor de seguridad de 1.7

250mm

/ X
S e = =

150mm 75mm| 300mm

Figura 6.4.5 Estructura a base de barras
de P9.
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CONCLUSIONES

Al llegar a deducciones en los problemas, fue importante conocer las configuraciones de
las fuerzas actuantes sobre nuestros elementos o sistemas estructurales de estudio. Los
elementos pueden ser discretizados a miembros tipo barra, semejando una columna o
viga estructural. El hecho de presentar lo mas simple posible el elemento de andlisis,
permite al lector ver de manera mas sencillas las fuerzas actuantes y su comportamiento

mecanico en respuesta.

Poder conocer la direccion y sentido de las cargas y fuerzas, se deduce el tipo de
mecanismo presente en la barra. Los temas incluidos en el cuadernillo contemplaron los
fendmenos de: carga axial, flexién, cortante, torsion y pandeo. Al inicio de cada capitulo,
se incluy6é un breve resumen acerca del tema; ayudando al estudiante a catalogar los

distintos comportamientos dentro del elemento mecénico.

Identificado el problema sobre la barra, se revisaron las expresiones y deducciones
expuestos en la teoria de la materia; eligiendo que ecuaciones pueden servir para solucion
del ejemplo. Algunas expresiones deberan ser contribuidas no solo por la teoria de la
mecanica de materiales, sino también influye el equilibrio estético, junto con sus diagramas

de elementos mecanicos.

La mecanica de material est4 basada en la Ley de Hooke, la cual relaciona los efectos de
esfuerzos, deformaciones y rigidez del material. Por lo tanto, el lector debe identificar y
cuestionarse acerca de la deformacion del material, ya que esta puede ser una entrada

para obtener la solucion.

Para poder visualizar las deformaciones de manera experimental, el estudiante puede
utilizar algun objeto con propiedad flexible y aplicar las fuerzas ejercidas en este. Mediante
este proceso, se puede apreciar facilmente la respuesta mecanica del material

experimental.

Todos estos ejercicios deberan ser resueltos respetando las hipétesis mencionadas en

capitulo 1. Es clara la probabilidad de tener margenes de error en los calculos, pero deben
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estar admisible dentro del rango. Los problemas propuestos deberan cumplir tal y como lo
hacen los ejemplos resueltos. Se podran apreciar ejercicios con métodos que facilitan y
cumplen con la Ley de Hooke y sus respectivas hipotesis y teorias. El lector podra

identificarlas conforme avance en la resolucion de ejercicios.

Sera importante que nuestros resultados se mantengan dentro del rango elastico. A pesar
de que hay nuevas teorias e hipotesis, estas cubren otros conceptos que no se trabajan

en este cuadernillo.
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RELACION DE FIGURAS

Capitulo 2. Ejercicios de Carga axial.

FIGURA DESCRIPCION

21.1.1 Arreglo estructura.

21.2.1 Varilla de seccion circular sometida a carga axial.
2.1.3.1 Elementos de seccidn circular sometido a carga axial.
2.1.4.1 Grua y cable involucrado en el analisis.
2.15.1 Arreglo de cables en el sistema estructural.
2.1.5.2 Diagrama de cuerpo libre de fuerzas.

2.1.5.3 Diagrama de cuerpo libre de desplazamientos en los cables.
2.16.1 Estructura de analisis.

2.1.6.2 Diagrama de cuerpo libre de fuerzas.

2.1.6.3 Diagrama de cuerpo libre de desplazamientos.
21.7.1 Arreglo de los cables.

2.1.7.2 Diagrama de cuerpo libre de fuerzas.

2.1.7.3 Diagrama de cuerpo libre de desplazamiento.
2211 Configuracion de elementos sujetos a carga axial.
2.2.2.1 Elementos sujetos a carga axial.

2.2.2.2 Diagrama de carga axial.

2.2.3.1 Barra a tension.

2.2.3.2 Diagrama de carga axial.

224.1 Arreglo de cables de distinto materia.

2.24.2 Diagrama de cuerpo libre de fuerzas.

2.2.4.3 Diagrama de cuerpo libre de desplazamientos.
2251 Estructura con imperfeccion.

2.25.2 Diagrama de cuerpo libre de fuerzas.

2.25.3 Desplazamientos ocurridos en estructura.
2.3.1.1 Barra ahusada de seccion rectangular.

2.3.1.2 Vista de perfil de la barra ahusada de seccion rectangular.
2.3.1.3 Vista resumida de barra ahusada rectangular.
2.3.2.1 Barra ahusada de seccion rectangular.

2.3.2.2 Vista de perfil de la barra ahusada de seccién cuadrada.
2.3.2.3 Vista resumida de barra ahusada cuadrada.
2.3.3.1 Barra ahusada de seccion circular.

2.3.3.2 Vista de perfil de la barra ahusada de seccidn circular.
2.34.1 Barra ahusada de seccion circular.

2.35.1 Barra ahusada de seccion circular.

24.1.1 Configuracion de fuerzas sobre el elemento ahusado.
2.4.1.2 Diagrama de fuerzas axiales.

2421 Barra hinchada en el suelo.
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2422 Diagrama de fuerza normal por fuerza friccionante.
2.4.2.3 Diagrama de fuerza axial.
2431 Fuerzas actuantes en la barra ahusada.
2.4.3.2 Diagrama axial de fuerzas puntuales.
2.4.3.3 Diagrama axial de fuerza distribuida.
2.4.4.1 Estructura de andlisis bajo cargas axiales.
25.1.1 Arreglo estructural a base de cables.
25.1.2 D.C.L de fuerzas en el sistema.
25.2.1 Arreglo estructural a base de barras.
2.5.2.2 D.C.L de desplazamientos en el sistema.
2.5.3.1 Barra ahusada empotrada en ambos extremos.
2.5.3.2 | Barra liberada del extremo derecho y la presencia de las fuerzas actuantes
en el sistema.
2.5.3.3 Representacion de la reaccidon Rz, provocada por el empotramiento
liberado
2541 Elemento empotrado sujeto a carga constantemente distribuida
2.5.4.2 Elemento liberado del extremo derecho y en presencia de las cargas
actuales.
2.5.4.3 Reaccion Rz presente por la restriccion del empotramiento liberado.
2551 Arreglo de cables bajo carga axial.
2.55.2 Representacion de las fuerzas presentes en el sistema.
2.55.3 D.C.L de los desplazamientos en sistema.
2554 D.C.L en el apoyo "C".
2555 D.C.L de reacciones.
2.5.5.6 Angulo forma por el desplazamientol[][1ooo
2.56.1 Elementos ahusados del sistema estructural.
2.5.6.2 Desplazamiento esperado del sistema.
2.6.1 Elementos sometidos a carga axial.
2.6.2 Elementos ahusados.
2.6.3 Arreglo de cables.
2.6.4 Estructura de cables.
2.6.5 Elementos a comprension.
2.6.6 Seccion de acero.
2.6.7 Elementos heterogéneos.
2.6.8 Elementos hiperestaticos.
2.6.9 Estructura formada por cables.
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Capitulo 3. Ejercicios de flexion.

FIGURA DESCRIPCION
3.1.11 Configuracion de viga y dimensiones de la seccion.
3.1.1.2 Reacciones sobre la viga.
3.1.1.3 Diagrama de momento y cortante de la viga de analisis.
3.1.14 Ubicacion del “EN”.
3.1.21 Viga de analisis, seccién y diagrama del material empleado en el ejemplo.
3.1.2.2 Ubicacion de “EN” sobre la seccion.
3.1.31 Viga de seccion empotrada con carga distribuida y puntual actuante.
3.1.3.2 Ubicacion del eje neutro.
3.1.3.3. Diagrama de momento de la viga, caso a).
3.1.34 Diagrama de momento de la viga ,caso b).
3.14.1 Compuerta de seccion hueca.
3.1.4.2. Reaccién sobre la viga.
3.1.4.3 Ubicacion del eje neutro.
3.15.1 Configuracion de la viga y seccion utilizada.
3.1.5.2 Distancia "y" del eje neutro.
3.16.1 Seccion de la barra.
3.1.6.2 Centroide de la seccion.
3.1.6.3 Deflexion de la barra en un elemento diferencial.
3.1.6.4 Elemento diferencial.
3.1.6.5. Andlisis de las esquinas del elemento diferencial.
3.1.6.6 Diagrama de esfuerzos por flexion.
3.1.7.1 Seccion de andlisis.
3.21.1 Viga formada se seccion triangular.
3.21.2 Diagramas de momento y cortante de la viga de analisis.
3.2.1.3 Ubicacién del EN.
3.2.1.4 Diagrama de esfuerzo por flexion.
3.2.15 Solidos de esfuerza a compresiéon y tension.
3.2.1.6 Fuerza de compresion y tension.
3.2.2.1 Viga formada de seccion rectangular.
3.2.2.2 Diagrama de momento de la viga.
3.2.2.3 Diagrama de deformacioén y esfuerzo por flexion.
3.2.24 Solidos de compresion y tension.
3.23.1 Viga formada de seccion "T".
3.2.3.2 Ubicacion “EN”.
3.2.3.3 Diagrama de deformacioén y esfuerzo por flexion.
3.2.34 Solidos de compresion y tension.
3.2.35 Momento interno en la seccion.
3.24.1 Viga empotrada de seccion rectangular.
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3.24.2

Ubicacioén del “EN”.

3.2.3.2 Puntos de analisis del diagrama de esfuerzos por flexion.
3.24.4 Puntos de analisis del diagrama de deformacion por flexion.
3.3.1.1 Seccién heterogénea.

3.3.1.2 Seccion transformada a madera.

3.3.1.3 Diagrama de esfuerzos por flexion.

3.3.14 Seccion transformada a acero.

3.3.21 Seccion formada de tres materiales.

3.3.2.2 Seccion transformada a madera.

3.3.2.3 Diagrama de esfuerzos por flexion del caso 1.
3.3.24 Diagrama de esfuerzos por flexion del caso 2.
3.3.25 Diagrama de esfuerzos por flexion del caso 3.
3.33.1 Seccion de concreto reforzado.

3.3.3.2 Seccibn agrietada.

3.3.3.3 Esfuerzo de compresion y tension.

3.34.1 Viga de seccion heterogénea.

3.3.4.2 Seccion agrietada.

3.3.4.3 Diagrama de esfuerzos por flexion.

3411 Viga con carga distribuida.

3.4.1.2 Momentos respecto del punto 1.1.

3.4.1.3 Diagrama de momento y cortante de la viga.
3421 Viga de analisis.

3.4.2.2 Diagrama de momento y cortante en la viga de analisis.
3.4.3.1 Viga de anlisis.

3.4.3.2 Carga virtual distribuida.

3.4.3.3. Diagrama de momento y cortante de la viga de analisis.
3441 Diagrama de momento y cortante de la viga de analisis.
4.3.4.2 Analisis de izquierda a derecha.

3.4.4.3 Analisis de derecha a izquierda.

3.4.4.4 Diagrama de momento y cortante de la viga.
3.45.1 Andlisis de derecha a izquierda.

3.45.2 Reacciones en la estructura.

3.45.3 Comportamiento lineal de la carga.

3.454 Diagrama de momento y cortante sobre la viga.
3.4.6.1 Diagrama de momento y cortante sobre la viga.
3.4.6.2 Diagrama de momento y cortante de la viga sometida a flexion.
3.4.7.1 Estructura de andlisis con carga actuante lineal.
3.4.7.2 Carga virtual.

3.4.7.3 Diagrama de momento y cortante de la viga sometida flexion.
3.4.8.1 Estructura de andlisis con carga actuante lineal.
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3.4.8.2

Carga virtual.

3.4.8.3 Simplificacion de la carga virtual.
3.4.8.4 Implicacién de la carga virtual para obtener la funcion.
3.4.85 Diagrama de contarte y momento de la viga.
3.51.1 Viga empotrada de anélisis.
3.5.2.1 Viga de analisis.
3.5.31 Viga de analisis.
3541 Viga de analisis de seccion “I”.

3.6 Relacion de apoyos reales y apoyos en viga conjugada.
3.6.1.1 Viga empotrada de andlisis por viga conjugada.
3.6.1.2 Viga conjugada con diagrama de momento como carga actuante.
3.6.1.3 Cargas actuante en la posicion 2 de la viga conjugada.
3.6.1.4 Cargas actuante en la posicion 3 de la viga conjugada.
3.6.2.1 Viga de analisis por método de viga conjugada.
3.6.2.2 Cargas actuante en la posicion 2 de la "estructura 1 -viga conjugada”.
3.6.2.3 Cargas actuante de la posicion 2 de la "estructura 2 -viga conjugada".
3.6.24 Cargas actuante de la posicion 2 de la "estructura 3-viga conjugada".
3.6.3.1 Viga de analisis por método de viga conjugada.
3.6.3.2 Viga conjugada con carga actuante (diagrama de momento).
3.6.3.3 Area de carga en la viga conjugada.
3.6.4.1 Viga de analisis por método de viga conjugada.
3.6.4.2 Seccién de la viga de andlisis.
3.6.4.3 Viga conjugada.
3.6.4.4. Area simétrica de la carga sobre la viga.
3.7.1.1 Viga hiperestatica de analisis.
3.7.1.2 Extremo liberado y aplicacién de cargas actuantes sobre la viga.
3.7.1.3 Aplicaciéon de reaccién vertical, generada por el empotramiento liberado.
3.7.1.4 Aplicacion de reacciébn a momento, generada por el empotramiento liberado.
3.7.21 Viga con carga distribuida y carga puntual actuantes.
3.7.2.2 Aplicacién de método de carga vital para la Estructura 1.
3.7.2.3 Estructura 2.
3.7.3.1 Estructura de andlisis .
3.7.3.2 Aplicacion de carga vital.
3.7.3.3 Variacion lineal de la carga actuante.
3.7.34 Diagrama de elementos mecanicos.
3.74.1 Viga hiperestéatica de andlisis.
3.7..4.2 Configuracién de Estructura 1.
3.7.4.3 Configuracién de Estructura 2.
3.7.4.4 Obtencién de la funcién de singularidad en Estructura 1.
3.7.4.5 Obtencién de la funcién de singularidad en Estructura 2.
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3.7.5.1

Viga hiperestatica para analizar por método de la doble integracion.

3.75.2 Reacciones en la estructura original.
3.7.5.3 Analisis de la Estructura 1.
3.7.5.4 Andlisis de la Estructura 2.
3.7.5.5. Andlisis de la Estructura 3.
3.7.6.1 Viga hiperestética para analizar por método de la Viga conjugada.
3.7.6.2 Reacciones en apoyos de la viga.
3.7.6.3 Estructura .
3.7.6.4 Estructura Il.
3.7.7.1 Viga hiperestética para analizar por método de la Viga conjugada.
3.7.7.2 Estructura 1.
3.7.7.3 Estructura 2.
3.7.7.4 Estructura 3.
3.7.8.1 Viga de analisis.
3.7.8.2 Viga conjugada de carga distribuida.
3.7.8.3 Viga conjugada de carga puntual.
3.7.9.1 Viga de andlisis por viga conjugada.
3.7.9.2 Viga conjugada de la Estructura 1.
3.7.9.3 Viga conjugada de la Estructura 2.
3.7.10.1 Viga de andlisis por viga conjugada.
3.7.10.2 Viga conjugada.
3.8.1 Problema 1 a flexion.
3.8.2 Problema 2 a flexion.
3.8.3 Problema 3 a flexion.
3.84 Problema 4 a flexion.
3.8.5 Problema 5 a flexion.
3.8.6 Problema 6 a flexion.
3.8.7 Problema 7 a flexion.
3.8.8 Problema 8 a flexion.
3.8.9 Problema 9 a flexion.
3.8.10 Problema 10 a flexion.
Capitulo 4. Ejercicios de cortante por flexién.
FIGURA DESCRIPCION
4111 Seccion rectangular sometida a fuerza cortante.
41.1.2 Area susceptible a deslizar.
4.1.2.1 Seccion de analisis.
41.2.2 Andlisis de cortante sobre el punto 1.
41.2.3 Andlisis de cortante sobre el punto 2.
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41.2.4 Andlisis de cortante sobre el punto 3.

4.1.2.5 Andlisis de cortante sobre el punto 4.

41.2.6 Andlisis de cortante sobre el punto 5.

4.1.2.7 Diagrama de cortante de la seccién.

41.3.1 Seccion de andlisis a fuerza cortante.

4.1.3.2 Puntos de andlisis sobre la seccion.

4.1.3.3 Andlisis del punto 1.

4134 Andlisis del punto 2.

4.1.3.5 Andlisis del punto 3.

4.1.3.6 Andlisis del punto 4.

4.1.3.7 Andlisis del punto 5.

4.1.3.8 Andlisis del punto 6.

4.1.3.9 Analisis del punto 7.

4.1.3.10 Andlisis del punto 8.

4.1.3.11 Diagrama de cortante de la seccién de andlisis.
41.4.1 Seccidn triangular sometida a fuerza cortante.
41.4.2 Ubicacién de eje neutro en seccion triangular.
4.1.4.3 Ubicacién de eje neutro en seccion triangular.
41.4.4 Variacion lineal de las dimensiones "h"y "b".
4.1.4.5 Andlisis del punto 1.

4.1.4.6 Andlisis del punto 2.

41.4.7 Andlisis del punto 3.

4.1.4.8 Andlisis del punto 4.

4.1.4.9 Andlisis del punto 5.

4.1.4.10 Andlisis del punto 6.

4.1.4.11 Andlisis del punto 7.

4.1.4.12 Diagrama de cortante de la seccién.

4.1.4.13 Diagrama de fuerza cortante de seccion triangular.
4.15.1 Seccion heterogénea sometida a fuerza cortante.
4.1.5.2 Seccion transformada.

4.1.5.3 Puntos de analisis.

4.1.5.4 Diagrama de cortante de la seccién heterogénea.
4.1.6.1 Estructura de analisis y seccion heterogénea.
4.1.6.2 Seccion transformada y ubicacion de eje neutro.
4211 Viga y seccion de analisis que conforman la estructura.
42.1.2 Diagrama de cortante de la viga de analisis.
4.2.1.3 Fuerzas de cortante longitudinales y transversales a la seccion.
4214 Separacion S1 y S2 de los clavos en la viga ensamblada.
4221 Estructura de analisis, diagrama de cortante y seccion de analisis.
4231 Estructura de analisis y angulo seleccionado.
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4.2.3.2 Seccion soldada a base de angulo de acero.

4.2.3.3 Diagrama de cortante presente en la viga.

4.2.3.4 Area de analisis de la seccion.

4.2.3.5 Soldadura de garganta, utilizada en la unién de angulos.

4.2.3.6 Geometria de la soldadura.

4.2.3.7 Segmento de analisis dentro del diagrama de fuerza cortante.

4.2.3.8 Longitud de analisis.

4.2.3.9 Longitud y separacion de los cordones de soldadura del segmento 1.

4.2.3.10 Longitud y separacién de los cordones de soldadura del segmento 2.

4241 Seccidén ensamblada que conforman la viga estructural.

4.2.4.2 Diagrama de cortante.

4.2.4.3 Ubicacion del eje neutro.

4244 Analisis del area que desliza por encima del eje neutro.

4.2.4.5 Andlisis del area que desliza por debajo del eje neutro.

4.2.4.6 | Separacion de los ensambles del lecho inferior y superior en los distintos segmentos de
analisis.

4.25.1 Seccion de analisis.

4.2.5.2 Ubicacion del eje neutro.

4.25.3 Area de deslizamiento por arriba al eje neutro.

4254 Area de deslizamiento por debajo al eje neutro.

4.2.6.1 Tablones ensamblados.

42.7.1 Tablas ensambladas que conforman la seccion.

4.2.7.2 Ubicacién del eje neutro.

4.2.8.1 Seccion de analisis formada de ensambles de madera.

4.2.8.2 Area de anélisis de la separacion S”.

4.2.8.3 Area de andlisis de la separacion S.

4284 Separacion de los clavos sy s’.

4.2.9.1 Seccion de analisis formada de tablones unidos por adhesivo.

4.2.9.2 Diagrama de cortante presente en la viga.

4.2.9.3 Ubicacion del eje neutro de seccion.

4294 Area susceptible de deslizar en el punto B.

43.1.1 Viga sometida a fuerza puntual y seccién en canal.

4.3.1.2 Diagrama de fuerza cortante.

43.1.3 Equilibrio de fuerzas en el elemento A.

43.1.4 Presencia de fuerzas cortantes en el elemento A.

4.3.1.5 Equilibrio del elemento B.

4.3.1.6 Flujo de cortante sobre la seccion.

4.3.1.7 Diagrama de cortante.

43.2.1 Viga sometida a fuerza puntual y seccién en "I".

4.3.2.2 Diagrama de cortante.
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4.3.2.3 Elementos Ay B sometidos a fuerzas de cortante en el ancho "b".
43.2.4 Andlisis del patin con ancho "b".
4.3.2.5 Elementos Ay B sometidos a fuerzas de cortante en el ancho "a".
4.3.2.6 Andlisis del patin con ancho "a".
4.3.2.7 Andlisis del alma de la seccion.
4.3.2.8 Flujo de cortante sobre la seccién de estudio.
4.3.2.9 Diagrama de cortante presente en la seccién.
4.3.3.1 Seccion abierta.
4.3.3.2 Flujo de cortante en la seccion.
4.3.3.3 Area de deslizamiento en el gancho.
4334 Area de deslizamiento en el patin.
4.3.35 Area de deslizamiento en el alma.
43.4.1 Viga empotrada por seccién canal.
4.3.4.2 Diagrama de cortante presente en la seccién.
4.35.1 Seccion tubular cerrada.
4.3.5.2 Flujo cortante en la seccion.
4.3.5.3 Area de deslizamiento en el patin.
4.35.4 Area de deslizamiento en el alma.
4.3.5.5 Diagrama de cortante presente en la seccién.
4.3.6.1 Seccion tubular cerrada.
4.3.6.2 Fuerza cortante presentando torsién en la seccion.
4.3.6.3 Par interno debido al flujo de cortante.
4.3.7.1 Seccion de analisis.
4.3.7.2 Flujo de cortante.
4.3.7.3 Ubicacion del centro de cortante.
4.3.8.1 Seccion de analisis.
4.3.8.2 Flujo de cortante.
4.3.8.3 Centro de cortante de la seccion.
4.3.9.1 Viga de analisis.
4.3.9.2 Centro de cortante.
4.3.9.3 Diagrama de cortante.
44.1 Estructura a cortante de seccion circular.
4.4.2 Estructura a cortante de seccion rectangular.
4.4.3 Estructura a cortante de seccion compuesta.
4.4.4 Seccion a cortante por compuesta.
445 Viga de seccidn rectangular.
4.4.6 Seccion compuesta por seccién "I".
447 Seccion "I" soldada a placa en sus patines.
4.4.8 Viga "w" sujeta fuerzas cortantes.
4.4.9 Seccion tubular.
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Capitulo 5. Ejercicios de torsion.

FIGURA DESCRIPCION.
5.1.11 Barra con fuerza de torsion.
5.1.2.1 Barra empotrada con fuerza de torsion puntual.
5.1.3.1 Barra empotrada con fuerza de torsién constantemente distribuida.
5.1.3.2 Diagrama de torsion debido a la fuerza constante distribuida.
5141 Barra sometida a pares de torsion.
5.1.4.2 Diagrama de torsion presente en la barra.
5.1.5.1 Barra empotrada de seccién hueca sometida a torsion.
5.1.6.1 Barra empotrada de seccion solida sometida a fuerza de torsion.
5.1.7.1 Barra con cambio de seccion y fuerza de torsién.
5.1.7.2 Estructura I.
5.1.7.3 Estructura II.
5.1.8.1 Barra empotrada en suelo.
5.1.8.2 Estructura I.
5.1.8.3 Estructura 1.
5.1.8.3 Diagrama de fuerzas a torsion sobre la barra.
5.1.8.5 Desplazamiento sobre la barra.
5.21.1 Configuracién de barras de seccion no circular.
5.2.2.1 Barra empotrada de seccion cuadrada.
5.2.3.1 Barra empotrada de seccién cuadrada con carga uniformemente distribuida.
5.24.1 Seccion de analisis.
5.2.51 Barra triangular a torsion.
5.2.6.1 Barra de seccion ovalada sometida a torsion.
5.2.7.1 Barra de seccion ovalada sometida a torsion.
5.2.8.1 Barra sometida a par de torsion.
5.3.1.1 Seccién "I" analizada por torsion.
5.3.1.2 Andlisis del patin superior de la seccion.
5.3.1.3 Esfuerzo cortante en alma.
5.3.1.4 Esfuerzo cortante en patin.
5.3.2.1 Barra de seccién canal sometida a fuerzas distribuidas impuntuales de torsion.
5.3.2.2 Diagrama de fuerzas por torsion.
5.3.3.1 Barra de seccién angulo sometida a fuerzas de torsion.
5.3.4.1 Barra de seccién angulo sometida a fuerzas de torsion distribuida.
5.35.1 Perfil “I” sometido a torsion.
5.3.5.2 Dimensiones del perfil.
5.3.6.1 Perfil de seccidn hueca abierta y cerrada.
54.1.1 Andlisis de seccion hueca.
5.4.1.2 Flujo de cortante.
5.4.1.3 Flujo acumulado.
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5.4.2.1 Seccidn hueca asimétrica.
5.4.2.2 Flujo acumulado en primer acomodo.
5.4.2.3 Flujo acumulado en segundo acomodo.
5.4.3.1 Seccién de analisis.
5.4.3.2 Flujo acumulado en seccién circular.
5.4.3.3 Flujo acumulado en seccién rectangular.
5.4.4.1 Seccién de analisis.
5.45.1 Barra empotrada de seccién hueca.
5.45.2 Estructura I.
5.4.5.3 Estructura Il.
5.4.6.1 Barra empotrada de seccién hueca.
5.4.6.2 Estructura I.
5.4.6.3 Estructura 1.
5.5.1 Cilindro a torsion.
5.5.2 Cilindro a torsion.
5.5.3 Barra no circular.
5.5.4 Barra no circular a torsion.
5.5.5 Barra no circular a torsion.
5.5.6 Perfil a torsion.
5.5.7 Perfil hueco.
5.5.8 Perfil hueco.
Capitulo 6. Ejercicios de pandeo
FIGURA DESCRIPCION
6.1.1.1 Modelo de Shanley, problema I.
6.1.2.1 Modelo de Shanley, problema lI.
6.1.3.1 Modelo de Shanley, problema lll.
6.1.4.1 Modelo de Shanley, problema IV.
6.1.5.1 Modelo de Shanley, problema V.
6.2.1.1 Columna de seccion IPR.
6.2.1.1 Coeficientes "K" utilizados en longitud efectiva de acuerdo a los apoyos en extremos.
6.2.2.1 Columna de seccién hueca.
6.2.3.1 Torre de iluminacion.
6.2.4.1 Arreglo de barras a comprension.
6.2.4.2 Fuerzas en el sistema.
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6.2.5.1 Seccion de analisis.
6.3.1.1 Columna arrostriada de seccion "I".
6.3.1.2 Andlisis del pandeo en el eje "X".
6.3.1.3 Andlisis del pandeo en el eje "y".
6.3.2.1 Columna arrostriada de seccion "I".
6.3.2.2 Analisis del pandeo por segmentos.
6.3.3.1 Torre grda de seccion.
6.3.4.1 Configuracién de nave industrial y seccion utilizada.
6.3.4.2 Bajada de cargas aplicada en la armadura estructural.
6.3.4.3 Fuerzas internas en la armadura.
6.3.5.1 Armadura del ejemplo.
6.3.6.1 Seccibn utilizada en el ejemplo y grafica "s contra e" del material utilizado.
6.3.6.2 Limitacién de rangos elastico e inelastico en grafica "s contrae"y " s contra K L/r".
6.3.6.3 Suposicion en el rango elastico.
6.3.7.1 Grafica " s contra e" del material utilizado.
6.3.7.2 Columna del ejemplo y seccion utilizada.
6.3.8.1 Grafica " s contra e" del material de analisis.
6.4.1 Modelo de Shanley P1.
6.4.2 Modelo de Shanley P2.
6.4.3 Columna del ejemplo 4.
6.4.4 Estructura a base de barras de P8.
6.4.5 Estructura a base de barras de P9.
TABLAS
TABLA DESCRIPCION DE TABLA
tabla 1 Coeficientes c.1y c2 de secciones rectangulares
tabla 2 Ecuacion de torsion y de angulo de giro en secciones no circulares
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