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RESUMEN

Se presenta el analisis, identificacion, caracterizacion y simulacion de procesos aleatorios
que utilizan a la transformada wavelet (ondelettes) continua y discreta. Esta transformada se usa
para descomponer procesos aleatorios en funciones ortogonales base. El analisis en el tiempo
y en la frecuencia hace posible que la transformada wavelet dé una vision del caracter transitorio
de la senal a través de mapas de tiempo-frecuencia, a diferencia del método tradicional de la
descomposicion espectral donde el tiempo se pierde. En el relativo corto tiempo de vida de la
transformada wavelet, se ha encontrado su utilidad en gran variedad de aplicaciones. En el
presente trabajo, se discutira el desarrollo de la transformada wavelet continua y discreta para el
analisis de senales transitorias usuales en la ingenieria hidraulica, como: golpe de ariete,
turbulencia, oleaje, viento, sehales del nivel estatico en acuiferos y en el pronéstico de

escurrimientos mensuales.



ABSTRACT

The analysis, identification, characterization and simulation of random processes
utilizing the continuous and discrete wavelet transform (ondelettes) are addressed. The
transformed wavelet is used to decompose random processes into localized orthogonal
basis functions. The time and frequency analysis make it possible that the wavelet
transform provides a vision into the character of transient signals through time-frequency
maps, contrary to the traditional method of spectral decomposition where the time
information is lost. In the relatively short life of the wavelet transform it has been found its
usefulness in a wide variety of applications. The present paper will discuss the
development of the continuous and discrete wavelet transform applied to hydraulic
engineering problems, such as transient flows, turbulence, waves, wind, signs for static

level in aquifers and average flow monthly forecast.
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INTRODUCCION

La Transformada Wavelet (Wavelet Transform, WT) se ha encontrado
particularmente Util para analizar senales que se pueden describir como aperiédicas,
ruidosas, intermitentes vy transitorias. Su capacidad de examinar la senal
simultaneamente en el tiempo y frecuencia de manera indistinta a diferencia de la
Transformada de Fourier en corto tiempo (STFT, Short Time Fourier Transform) donde
se pierde la informacioén en el tiempo, ha producido un sinfin de métodos basados en la

wavelet para la manipulacion e interpretacion de las senales.

El andlisis de la WT hasta ahora se ha aplicado a multiples y diversos fendmenos
fisicos, como analisis climatico, andlisis de indices financieros, monitoreo del corazon,
supervision de la vibracion en maquinas rotatorias, senales sismicas con y sin
perturbaciones, imagenes astronémicas, caracterizacion de la superficie de
agrietamiento, caracterizacion de las estructuras coherentes en turbulencia, compresion
de imagenes y videos, transferencia de informacion via celular y anélisis de sefnales de

expedientes médicos.

Muchas de las ideas detras de la WT han existido durante mucho tiempo; por
ejemplo, se tienen los trabajos hechos por Alfréd Haar (11/octubre/1885 -
16/marzo/1933). Sin embargo, el analisis de la transformada wavelet como se conoce
ahora, tiene su comienzo a mediados de los anos ochenta donde se desarrolld para
analizar sehales sismicas, y aungue sigue habiendo un gran interés en el analisis de la
transformada wavelet dentro de una pequeha comunidad de matematicos durante el
resto de la década de los anos ochenta, el uso de la WT en Ingenieria realmente
comenz6 a principios de los afos 90’s, con un amplio crecimiento en diversas
aplicaciones y encontrando nuevas aplicaciones. Esta herramienta matematica es ahora
mas comun e incluso se encuentran subprogramas de analisis de datos basados en

diversos software como Matlab, Mathematica y Maple.


http://en.wikipedia.org/wiki/1885
http://en.wikipedia.org/wiki/1933

Las senales transitorias frecuentemente se encuentran en una gran variedad de
campos de la Ingenieria Hidraulica (golpe de ariete, fugas, turbulencia, maritima vy
viento). El analisis de Fourier convencional describe adecuadamente las caracteristicas
del fendbmeno en el campo de la frecuencia, pero pierde la informaciéon en el tiempo;
esto se debe a que en los métodos basados en la Transformada Rapida de Fourier,
(Fast Fourier Transform, FFT) o en la Transformada Corta de Fourier, no se obtienen
rasgos transitorios localmente ya que se promedia en el tiempo de duracion de la sefal,
por lo que no es posible tener una gran resolucion simultaneamente tanto en el tiempo

como en la frecuencia.

Al seleccionar una peguena ventana se causa una mala resolucion en la frecuencia
y aunque una ventana mayor puede revelar el contenido de la frecuencia mucho mejor
lo hace a expensas de la resolucion en el tiempo; lo anterior se debe a que la porcidon

de la senal en cualquier ventana se trata como si fuera estacionaria.

Para conservar tanto las caracteristicas espectrales de un proceso como las
temporales se requiere de herramientas nuevas de calculo basadas en la gran
capacidad y rapidez numérica de las computadoras modernas. Una herramienta de
este tipo es la Transformada Wavelet (llamada, a veces, ondaleta del francés
ondelettes) que usa funciones ortogonales locales, que cambian tanto en frecuencia
como en magnitud, lo que permite ver las caracteristicas del transitorio local que se

encuentran en la senal.

En el Capitulo uno, se analizara la teoria basica de la Transformada Wavelet
Continua (Continuous Wavelet Transform, CWT). Primero determinaremos qué
constituye una wavelet, como se utiliza en el andlisis de la sefal y qué informacion nos
da; después veremos la transformada inversa y como se reconstruye una sefnal, asi
como también la conservacion de la energia de la WT y cdmo se obtiene su espectro de

energia.

En el Capitulo dos, consideraremos a la Transformada Wavelet Discreta (Discrete

Wavelet Transform, DWT). Se discutiran las propiedades de la transformada wavelet

2



discreta y como en ciertos criterios es posible reconstruir totalmente la sefal original
usando sumas en los coeficientes de la wavelet discreta. Entonces, veremos cémo
realizar una DWT en senales de entrada discretas de longitud finita y también

consideraremos las wavelets bi-ortogonales, que vienen en pares.

En el Capitulo tres, se estudian varias herramientas disponibles para analizar
senales no estacionarias y se comparan sus diferentes caracteristicas. Las senales en
fendmenos transitorios y de sefales de turbulencia que por su naturaleza son no
estacionarias, ya que a este tipo de fendmenos son muy comunes en la Ingenieria

Hidraulica y en la Mecanica de Fluidos.

En el capitulo cuatro, veremos la aplicacion de la WT a la Hidraulica. Como primer
caso veremos dos sefales una de oleaje y un diente de sierra, ambas generadas por
suma de senoides y después analizaremos el caso de senales transitorias en apertura y
cierre de valvula. Respecto a senales generadas por viento veremos registros tomados
a diferentes alturas, analizando las diferencias entre ellas y utilizando el coescalograma

para encontrar coincidencias entre ambas senales y su energia.

El objetivo de este trabajo es analizar diversas senales que se presentan en el
campo de la Hidraulica y su aplicacion de la WT. Para este motivo se realizd un anélisis
tanto de la transformada wavelet continua como discreta; se compard con otros
métodos para ver la validacion de su aplicacion y asi encontrar una mejor forma de
evaluar los parametros que caracterizan a los fendmenos; se aplica a diversos campos
de la Hidraulica y se plantean conclusiones y recomendaciones a partir de los

resultados.






CAPITULO 1: TRANSFORMADA WAVELET CONTINUA
1.1 Wavelet

La transformada Wavelet es un método para convertir una funcion (o sefal) en otra
forma con caracteristicas mas faciles de estudiar que la sefal original. Para aplicar una
WT es necesaria una wavelet que, como su nombre lo indica, es una forma de onda
localizada. Es decir, una wavelet es una funcion ¥(t) que satisface ciertos criterios
matematicos, que son funciones manipuladas a través de un proceso de translacion
(movimiento a lo largo del eje de tiempo) y dilatacion (extension afuera de la wavelet)
gue transforma a la senal en otra forma, como el desarrollo en el tiempo y escala.

(t) yi(t)

@ (b)

v(t) w(t)

© ()
t t

Figura 1.1. Diversas wavelets. (a) Gausiana, (b) Mexican Hat, (c) Haar, (d) Morlet.

La seleccion de la wavelet depende tanto de la naturaleza de la sefal como del analisis
que se requiere. Empezaremos con una wavelet especifica, la wavelet Mexican Hat o
sombrero mexicano, que es la segunda derivada de la funcion distribucion Gaussiana
et /2 gg decir, con varianza unitaria pero sin el habitual factor de normalizacion 1//2m.

Todas las derivadas de la funcion Gaussiana pueden ser empleadas como una wavelet.
Ambas derivadas tanto la primera como la segunda de la funcion Gaussiana se
muestran en la Figura 1.1, junto con otros tipos de wavelets. La wavelet Mexican Hat
sirve para ilustrar muchas de las propiedades del analisis de la WT continua, la wavelet



mother (madre) que es la base de la wavelet Mexican Hat sin traslacion y dilatacion,
definida por:

W) = (1— e /2 (1.1)
donde t, es el tiempo.

1.2  Requerimientos de la wavelet

Una funcion debe satisfacer ciertos criterios matematicos para ser clasificada como una
wavelet. Estos son:

1. Tener energia finita:

E= T w(t)[ dt<oo (1.2)

donde: E es la energia de una funcion igual a la integral del cuadrado de la magnitud y
los corchetes verticales \ \ representa el modulo operador que da la magnitud de y(t).
Siy(t) es una funcion compleja, la magnitud utiliza tanto la parte real como la compleja.

2. Si lﬂ(t) es la transformada de Fourier de y/(t),

pt)= [ulte ot (139

entonces la siguiente condicion debe ser:
ngjlp()df <o (1.4)
f
0
Esto implica que la wavelet no tiene componente en la frecuencia cero, 1/7(0)=0 o la
wavelet W(t) debe tener media cero. La ecuacion (1.4) se conoce como la condicion de
admisibilidad y C, es la constante de admisibilidad. El valor de C, depende de la

wavelet elegida y es igual a 7 para la wavelet Mexican Hat de la ecuacion (1.1).
3. Un criterio adicional que debe valer para las wavelets complejas, es que la
transformada de Fourier, si ambas son reales, es nula para frecuencias negativas.

1.3  Espectro de energia wavelet



Las wavelets que satisfacen la condicion de admisibilidad, ecuacion (1.4), que son los
filtros bandpass. Es decir, en términos simples deja solamente las componentes de la
senal dentro un rango finito de frecuencias y caracterizadas por el espectro de energia
de la wavelet. Una grafica de la magnitud al cuadrado de la transformada de Fourier
contra la frecuencia para una wavelet da su espectro de energia. Por ejemplo, el
espectro de energia de Fourier de la wavelet Mexican Hat esta dado por:

E-(f)=lp(f) =327 %e" (1.5)

donde el subindice F se usa para indicar el espectro de Fourier, tan distinto del
espectro wavelet base. Cuando la wavelet Mexican Hat es una funcion real, su espectro
de Fourier es simétrico a cero. Las wavelets complejas no tienen componentes de
frecuencia negativas. El pico del espectro de energia ocurre en una frecuencia

dominante igual a f, =++/2/2z. El segundo momento f, del area del espectro de

energia es usado para definir el centro de passband del espectro de energia, de la
siguiente manera:

i [ 2 (f) df
i BRG]

donde f. es la desviacion estandar del espectro de energia sobre el eje vertical. Para la

f (1.6)

wavelet Mexican Hat madre, f, esigual a 5/2/27r 0 0.251 Hz. En la practica utilizamos

una frecuencia caracteristica de la wavelet madre, como f, f.. Cuando se analiza el
funcionamiento de la WT es importante que la energia espectral de la wavelet sea
considerada, como indica el rango y caracter de las altas frecuencias de la wavelet.

De las ecuaciones (1.1) y (1.2) vemos que la energia total de la wavelet Mexican Hat es

finita y dada por
E= Tl//(t)zdt - T[(l—tz)e’tz/z]zdt - Z\E (1.7)

La energia de una funcion, que es el area bajo su espectro de energia. Para esta
wavelet se tiene que:

E=[p(f)df = [322°f ‘e~ "df =jﬁ (1.8)

Por lo tanto,



fydt= flo(t)ar o)

que es una funcion del teorema de Parseval.
A menudo, en la practica, la funcidon wavelet se normaliza con el proposito de hacerla de

energia unitaria. Para hacerlo la ecuacion (1.7) se divide entre (3xE/4)‘/2, quedando:

w(t)= ﬁfﬁ(l—tz)e*z/z (1.10)

La unica diferencia cuando empleamos la wavelet Mexican Hat normalizada de la
ecuacion (1.10) en vez de la definida por la ecuacion (1.1) esta en el valor de

admisibilidad constante C, el cual debe de ser cambiado de 7 a 47 /3.

1.4  Transformada wavelet

Cuando tenemos una wavelet madre, requerimos que sea mas flexible. Para poderla
hacer mas flexible se lleva a cabo dos manipulaciones basicas: estirarla y apretarla
(dilatacion) o podemos cambiarla de lugar (translacion). La Figura 1.2(a) indica el
estiramiento de la wavelet Mexican Hat y estrechamiento respectivamente al doble y a la
mitad del ancho original sobre el eje del tiempo. Esta dilatacion y contraccion de la
wavelet se realiza por el parametro de dilatacion a, que es la distancia entre el centro
de la wavelet y el cruce con el eje del tiempo, para la wavelet Mexican Hat. El
movimiento de la wavelet a lo largo del eje del tiempo es el parametro de translacion b .
La Figura 1.2(b) muestra el movimiento de una wavelet a lo largo del eje del tiempo de

b, pasando a b, y b;. Podemos incluir el parametro de dilatacién a, y el parametro de

localizacion b, dentro de la definicion de una wavelet dada por ecuacion (1.1). Estas
versiones de desplazamiento y dilatacion de la wavelet madre estan dados por

y/[(t—b)/a]. Por ejemplo, la wavelet Mexican Hat toma la forma siguiente:

2 1 )
L
a a



La wavelet madre original y/(t) dada por la ecuacion (1.1) tiene a=1y b=0. En la
forma de la ecuacion (1.11) podemos transformar una senal x(t), usando un rango de
a's y b's. La WT de una senal continua con respecto a la funcion wavelet es:

T(ab)= w(a)fx(t)w*(‘;bjdt (1.12)

—0

donde W(a) es una funcion. El asterisco indica que el conjugado complejo de la funcion

wavelet se usa en la transformada, que no se considera cuando usamos la wavelet
Mexican Hat como una funcion real. La WT es la correlacion cruzada de una sefal con

wavelets de ancho variado. Tipicamente w(a) se fija en 1/-/a por razones de

conservacion de energia; b anterior asegura que la wavelet en cada escala tenga la
misma energia.

10 1
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Figura 1.2. Dilatacion y translacion de una wavelet.

Usando w(a)=1/-/a, la WT se escribe como:

T(a,b)= % Tx(t)x//*(t;bjdt (1.13)

La Transformada Wavelet Continua, Continuous Wavelet Transform, CWT de sus siglas
en inglés, de la ecuacion 1.13 se observa que la wavelet contiene dilatacion y
translacion de la senal x(t), donde x(t) puede ser una senal transitoria o de cualquier
tipo. El producto de la wavelet y la senal son integrados sobre el rango de la senal; en
términos matematicos se le conoce como convolucion. La funcién wavelet normalizada
se escribe a menudo compactamente como:

Voo (t)= \%w(t_bj (1.14)

a



donde la normalizacion es en el sentido de la energia wavelet. Por lo tanto, la integral de
la transformada se puede escribir como:

o0

T(ab)= [x(th,(t)dt (1.15)

—00

Podemos expresar que la WT en la forma mas compacta como un producto interno:
T(ab)=(Xv,,) (1.16)

La Figura 1.3 muestra los efectos de la dilatacion de una wavelet Mexican Hat l//a,b(t)

que tiene su espectro de energia correspondiente. Cuando la wavelet se expande, su
espectro de energia correspondiente se contrae. Esto es una consecuencia, cuando la
expansion en el dominio de tiempo debe involucrar el alargamiento de los periodos del
tiempo y una correspondiente frecuencia asociada baja. La escala a de la wavelet es
inversamente proporcional a todas sus frecuencias caracteristicas, incluyendo el centro
de frecuencia passband, frecuencia pico y la frecuencia central (para wavelets
complejas).
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Figura 1.3. Espectro de energia de Fourier de la wavelet Mexican Hat, con tres dilataciones.

1.5 Identificacién de estructuras coherentes

En la Figura 1.4a se visualiza los mecanismos de la WT dada por la ecuacion (1.15); se
observa una wavelet centrada de escala a localizada en b sobre el eje del tiempo
superpuesta encima de una senal arbitraria. Los segmentos de tiempo donde la wavelet
y la sefal son ambas positivas, resulta una contribucion positiva a la integral de la
ecuacion (1.15), por ejemplo la region A de la figura. De forma semejante, los
segmentos de tiempo donde la wavelet y la senal ambos resultan negativos en una
contribucion positiva de la integral (regiéon B). Las regiones donde la senal y la wavelet
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son de signo opuesto resulta en las contribuciones negativas de la integral, por ejemplo
las regiones C, D y E de la figura.

o contribucién o
contribucion negativa contribucion
positiva positiva
A B - . .
x(t) contribucién contribucién
negativa negativa
o »
ya,b(t) = >
D Bl C A E
- +
~ ¥ >
sefial - - t
analisis
wavelet

Figura 1.4a. Dilatacion y localizacion sobre la sefial de la wavelet.

La Figura 1.4b indica una wavelet con dilatacion fija en cuatro localizaciones sobre una
senal: en la primera ubicacion (bl), la wavelet estd ubicada sobre un segmento de la

senal en la que las partes positiva y negativa de la sefal son razonablemente
circunstanciales con la wavelet, esto resulta en valores positivos relativamente grandes

de T(a, b) de la ecuacién (1.15); ubicacion b,, las contribuciones positivas y negativas

en la integral se cancelan entre sf, resultando un valor cercano a cero; ubicacion b;, la
senal y la wavelet estan fuera de la fase que resulta de una respuesta negativa para un
valor de retorno de T(a, b); ubicacién by, la wavelet y la sefial estan otra vez fuera de la

fase, similar a la ubicacion b,. Esta vez, sin embargo, la porcion de senal en la vecindad
de la wavelet contiene una gran componente local media. Es facil ver que la
componente media aporta valores positivos y negativos iguales a T(a, b). Por lo tanto,
solamente la caracteristica de la sefnal local es importante para la wavelet en esa
ubicacion y la media no es tomada en cuenta. Es a través de este proceso que la WT
escoge ‘estructuras coherentes" en un tiempo de la senal para varias escalas.
Cambiando de lugar la wavelet a lo largo de la sefnal (b creciendo) las estructuras
coherentes se relacionan con una escala a especifica en la sefnal siendo identificadas.
Este proceso es repetido sobre un rango de escalas a en todas las estructuras
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coherentes dentro de la senal, de la mas grande a la mas pequena, pueden ser
distinguidas.

A
(1)

va,b(t)

media
local

e

W\ww NIJTV NV

bl b2 b3 b4

Figura 1.4b. Wavelet en cuatro distintas localizaciones sobre una senal.
1.6  Deteccién de bordes

Otra propiedad Util de la WT es identificar abruptas discontinuidades (bordes) en la
senal. Un ejemplo simple de discontinuidad se muestra en la Figura 1.5a, donde una

senal continua, x(t):l, repentinamente cae a un valor negativo constante, x(t):—l. Se

puede ver en los picos una discontinuidad semejante a la wavelet, seguida de una
wavelet arbitraria de dilatacion a, a lo largo de la sefnal discontinua. El efecto de la

ubicacion de la wavelet b, sobre la transformada T(a, b) se explica para cada una de

las cinco ubicaciones sobre la senal, A, B, C,D y E.
Ubicacion A: La combinacion de la wavelet y la sefal dan valores cercanos a cero de la

integral T(a,b). Cuando es una funcion localizada, la wavelet se hace aproximadamente

cero en las distancias relativamente pequenas a su centro. Por lo tanto, la WT, ecuacion
(1.15) se hace una convolucion de la wavelet con una senal constante dando un valor
de cero.

Ubicacion B: En esta ubicacion la wavelet solo esta empezando a atravesar la
discontinuidad. El I6bulo izquierdo de la wavelet produce una contribucion negativa a la
integral, el I6bulo derecho de la wavelet causa una contribucion positiva igual, dejando
que la protuberancia central de la wavelet produzca un valor positivo de la integral en
esta ubicacion.

Ubicacion C: Cuando la discontinuidad de la senal coincide con el centro de la wavelet
b, la mitad derecha e izquierda de la wavelet colaboran a un valor cero de la integral.
Cuando la wavelet tiene media cero por definicion, podemos ver que las cuatro regiones
de la wavelet en la Figura 1.5 todas tienen la misma area.
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Ubicacion D: Es similar a lo ubicacion B. Cuando la wavelet atraviesa la discontinuidad
mas lejos, el lobulo izquierdo de la senal produce una contribucidon negativa a la
integral, la parte derecha de la wavelet causa una contribucion positiva igual, como en
la ubicacion B. Esta vez, sin embargo, la parte central de la wavelet coincide con la
senal continua negativa y por lo tanto la integral produce un valor negativo importante
en esta ubicacion.

Ubicacion E: En ubicaciones mas lejos que C, la wavelet y la senal se combinan para
dar valores cercanos a cero de la integral.

A
X(t)
W((t-b)/a)
sefial discontinuidad
wavelet
— —~JTC t'
(@) A B C D E
~J v " + ¢
(b) B c D
ancho
A controlado
T(ab) por a \
ondulacion local
en T(a,b)
b
b=C
(©

Figura 1.5. Esquema ilustrado de la wavelet en una senal discontinua.
Por lo tanto, como la wavelet atraviesa la discontinuidad hay primero valores positivos y
luego valores negativos al regreso por la integral transformada. Estos valores son
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localizados en la vecindad de la discontinuidad. Esto se ilustra en la Figura 1.5¢, en la
cual podemos ver una ondulacion T(a, b) centrada en la discontinuidad de la senal. El

ancho de esta onda en T(a, b) es controlada por el ancho de la wavelet a, es decir,
directamente proporcional a ella. En una wavelet asimétrica, pasando al otro lado del
borde como la mostrada en la Figura 1.5, se puede ver que T(a, b) vs b tiene la forma

de una protuberancia con un ancho proporcional a la escala a de la wavelet. Si
estuvieramos usando la primera derivada de la funcion Gaussiana como una wavelet, la
protuberancia seria en forma Gaussiana.

1.7  Transformada wavelet inversa

La transformada inversa wavelet se define por:

fjj abl, )5 (1.17)

Esto permite a una senal original ser recuperada de la WT, integrando sobre todas las
escalas y ubicaciones, a y b. Para la transformada inversa, la funcién original wavelet
se utiliza en vez de su conjugada. Si limitamos la integracion sobre un rango de escalas
a en vez de todas las escalas a, podemos llevar a cabo un filtrado de la senal original.
La transformada compuesta de la sefal muestra las componentes de las formas de

onda delas escalas a, y a,:

)= [Tk 0% (1.18)

La reduccion en el ruido de las componentes de alta frecuencia en la senal reconstruida
es evidente el aumento de valor de la escala a. Este método de reduccion de ruido
simple es conocido como escala—umbral dependiente.

1.8 Energia de la senal: energia wavelet base y espectro de potencia

El contenido total de energia de una senal X(t), se define como la integral de la
magnitud al cuadrado:
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E= j\x “dt = x(t) (1.19)

Esta ecuacion contiene energia finita que puede ser Util. Ya hemos encontrado esta
expresion que es la ecuacion (1.7), donde encontramos la energia de la funcién

Mexican Hat (sustituyendo x(t) por 1//(t)). La contribucién relativa de la energia

contenida en la sefhal en una escala especifica a y localizacion b, esta dada por la
funcion de densidad de energia de la wavelet en dos dimensiones:

E(a,b)=T(a,b)’ (1.20)

Una grafica de E(a,b) se conoce como un escalograma (analogo al espectograma, de
la superficie densidad de energia en la transformada de Fourier). En la practica, todas

las funciones que son diferentes de \T(a,b)\2 solo por un factor constante de
multiplicacion, también son llamadas escalogramas, por ejemplo
T(ab)’/C,.T

b para recuperar la energia total en la sefal, usando una constante de admisibilidad

(a,b)\z/Cg f., etc. El escalograma puede estar integrado a través de a y

C,. de la siguiente manera:
7” T(a, Zda (1.21)

La Figura 1.6(a)-(c) muestra una senal experimental x(t), con la WT asociada, T(a,b) y

escalograma E(a,b), donde se usa la wavelet Mexican Hat en la transformacion de la

senal. El escalograma, Figura 1.6¢ es muy similar en forma a la grafica de la WT. Al usar
una wavelet real como el escalograma que es soélo la magnitud al cuadrada de los
valores de la WT. Para las wavelets complejas podemos ver el modulo, la fase y separar
la parte real de la compleja. De la superficie del escalograma sobresale la ubicacion y
escala de las caracteristicas de energia dominante dentro de la senal.

La contribucion relativa al contenido total de la energia dentro de la sefal en una escala
especifica a, que es la escala dependiente de la distribucion de energia:
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E(a)= Cl TT(a, b)’db (1.22)

El méaximo en E(a) se alcanza dentro de las escalas de energia dominantes dentro de

la senal. En la Figura 1.6d se grafica E(a) contra a por segmentos de la senal de la

Figura 1.6a. La grafica muestra las dos escalas dominantes dentro de la sefal, que se
conectan con el régimen dominante oscilatorio de la sefal experimental original.

M

Figura 1.6. Densidad espectral y espectro de potencia de la wavelet.

Podemos transformar la escala dependiente del espectro de energia de la senal E(a), a
una frecuencia dependiente del espectro de energia de la wavelet EW(f) en orden de

comparacion directamente con el espectro de energia de Fourier de la senal EF(f).

Para hacer esto, debemos transformar la escala a de la wavelet (que puede ser
interpretados como un periodo temporal o espacial representativo para los datos
fisicos) a una frecuencia caracteristica de la wavelet. Una frecuencia caracteristica mas
usada en la practica es el centro de passband del espectro de la wavelet. También se
puede usar otra frecuencia representativa de la wavelet madre como la frecuencia pico
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méxima espectral f,, o la frecuencia central f;, siendo vélidas. Observando la Figura
1.3, las componentes espectrales son inversamente proporcionales a la dilatacion
f ocl/a, la frecuencia caracteristica asociada con una wavelet en una escala arbitraria

es.
f=— (1.23)

donde el centro del filtro passband de la wavelet madre, f, es una escala constante y
f es la frecuencia representativa o caracteristica para la wavelet de escala a.

Por lo tanto, para esta wavelet tenemos f =0.251/a esto es porque los picos en el
dibujo de la transformada de la sinusoidal en la Figura 1.7 ocurrié alrededor de 0.25 de
ese periodo p(:l/f ) Usando la ecuacion (1.23), podemos asociar la escala
dependiente de energia E(a), en la frecuencia passband de la wavelet. También
podemos ver las ecuaciones (1.21) y (1.22) el total de energia en la sefal dada por:

E :TE(a)Z? (1.24)

Podemos poner esta ecuacion en términos de la frecuencia passband haciendo el
cambio de variable f=f /a. La relacién entre las derivadas es da/a’=-df /f, vy

después de modificada intercambiamos los limites con signo negativo, quedando:
E = [E, (f)df (1.25)
0

donde definimos E,, ()= E(a)/ f. para f =1 /a,y los correspondientes subindices de
las diferencias de la wavelet de su homodloga de Fourier. La gréafica de la energia de la
wavelet, EW(f) contra f (el espectro de energia wavelet) igual a la energia de la senal
total y se puede comparar directamente con el espectro de energia de Fourier E (f) de

la senal. Recordar que EF(f) es el cuadrado de la magnitud de la transformada de

Fourier de la senal.
De la ecuacion (1.22), vemos que la energia total en la senal esta dada por:

= le j T(f,b)"dfdb (1.26)

g 'c

O3
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donde T(f,b)=T(a,b) para f=f,/a. Podemos ver también que la superficie de la
densidad de energia en el plano de tiempo-frecuencia, definido por

E(f,b)=T(f,b)" /C, f,, contiene un volumen igual al total de la energia de la sefal:
E= | [E(f.b)dfdb (1.27)
—o 0

Esta superficie de la densidad de energia puede ser comparada directamente con la
superficie de la transformada de Fourier (espectrograma). La representacion de la

escala de tiempo del escalograma E(a,b) y la escala de la distribucion de energia
E(a), no se acercan a la energia de la senal y son proporcionales a la energia de la
sefal, mientras que su contraparte en el tiempo-frecuencia, E(f,b) y EW(f) si se
acercan. Sin embargo, los picos en E(a,b) y E(a)corresponden a la parte con mas

energia de la senal, que hacen los maximos picos en E(f,b) y E(f). Podemos usar

tanto el escalograma y la escala dependiente de la distribucion de energia para
determinar la distribucion relativa de la escala de la wavelet. Los escalogramas son

normalmente graficados en una escala a logaritmica en el eje. Como f=f /a y
log(f)=1log(f,)-log(a), la grafica de \T(f,b)\2 usa una escala logaritmica en la

frecuencia. En la Figura 1.6¢ contiene \T(a,b)\2 con escala a logaritmica decreciendo
hacia la parte de arriba de la grafica, también puede ser interpretada como la grafica de
\T(f,b)\2 con frecuencias logaritmicamente crecientes hacia la parte de arriba de la

gréfica. En la literatura ambas representaciones son validas.

Si la senal de la Figura 1.6a fuera infinitamente larga, podemos ver que su energia sera
infinitamente grande. Sin embargo, en la practica las senales experimentales son
generalmente de longitud finita suficiente para un analisis de la estadistica de la sefal.
Por lo tanto, en la préactica los espectros de potencia son mas usados para caracterizar
senales experimentales de longitud finita. El espectro de potencia es simplemente la
energia del espectro dividida entre el periodo de tiempo de la senal en estudio. Por lo
tanto, el area bajo el espectro de potencia da la energia media por unidad de tiempo de
la senal. Por ejemplo, para una senal de longitud 7, el espectro de potencia de Fourier
y wavelet son respectivamente:
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P (f)="E.(f) (1.28)

T

Pu(f)="E, ()= ]

2
ic, ! T(f,b) db (1.29)
La Figura 1.6e muestra la densidad espectral wavelet PW(f ) para la senal experimental

de la Figura 1.6a. La grafica de la densidad espectral de potencia de la wavelet contiene
los mismos picos maximos en la escala de la distribucion de la grafica de la Figura 1.6d,
pero en orden contrario como el eje horizontal de la frecuencia es el inverso reescalado

de la escala del eje. La zona debajo de la grafica PW(f) es igual a la potencia de la

senal. La Figura 1.6f contiene el espectro de potencia de la wavelet; esta vez se usan
ejes logaritmicos y el correspondiente espectro de potencia de Fourier esta también
graficado para su comprobacion. La grafica logaritmica de la potencia espectral es
comunmente usada (ejemplo; el espectro de la turbulencia en fluidos) donde, por
ejemplo, la forma de la ley de potencia escalada es la esperada o cuando los
componentes espectrales abarcan muy diferentes érdenes de magnitud.

Debido a la distribucion de frecuencia dentro de cada wavelet, resulta el espectro de
potencia de la wavelet encimado con el espectro de Fourier. Sin embargo, el espectro
de la wavelet es mas que soélo una version encimada del espectro de Fourier, cuando la
misma forma de la wavelet es un parametro importante en el andlisis de la senal.
Algunas wavelets tendran una mejor correlacion con sefnales de caracteristicas
especificas que otras, asi que se acentuaran estas caracteristicas en el resultado del
espectro. También se usa el centro de passband de la wavelet como la frecuencia
representativa, si se usa otra frecuencia caracteristica de la wavelet entonces afectara el
resultado del espectro de potencia de la wavelet de la senal, cualquier estrechamiento o
alargamiento mientras conservamos la misma forma en conjunto y la misma potencia
respectivamente, la energia).

Finalmente, la varianza de la wavelet, definida por la WT continua como:

o2(a)= iIT (a,b)’db (1.30)

es usada en la practica para determinar las escalas dominantes en la senal. Otra vez
asumimos que 7 es de una longitud suficiente para obtener un calculo aproximado

razonable de az(a). Podemos ver que esta expresion es muy similar a la escala
dependiente de la distribucion de energia de la ecuacion (1.22) y la funcion de densidad
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espectral de potencia de la ecuacion (1.29), siendo diferentes ambas ecuaciones
Unicamente por los factores de multiplicacion constantes.

1.9  Transformada wavelet en términos de la transformada de Fourier

Como vimos en la ecuacion (1.15), la WT es la convolucion de la sefal con la funcion
wavelet. Por lo tanto, podemos emplear el teorema de la convolucion expresado en

términos de la WT, como productos de la transforma de Fourier de la senal X(f), y la

wavelet gz?a]b(f ) de la siguiente manera:

T(a,b):ifx(f)w*a,b(f)df (1.31)

—0

La transformada de Fourier de la dilatacion y translacion de la wavelet es:

T 1 (t-b)
I (F)= [ =]~ e Ndt 1.32a
Vap(f) _fwﬁw( . ) (1.322)
Haciendo la substitucién t'=(t—b)/a (por lo tanto dt = adt') obtenemos:
Pan(F)= = [y(t)e @ e Vadt (1.320)
' x/a_oo

Separando la parte constante de la funcion exponencial y usando los nimeros primos
de t' conseguimos:

lpa'b (f ) — \/ae—i(Zﬂ f)(b) J.l//(t)efi(Zﬁa f )(t)dt (1 320)

La expresion de la integral en la ecuacion anterior, es simplemente la transformada de
Fourier de la wavelet en frecuencia re-escalada. Por lo tanto, podemos escribir la
ecuacion (1.32b) como:

V()= Jay(af o= 1) (1.33)

La transformada de Fourier en funcion de la wavelet conjugada es entonces
simplemente:

wi,(f)=-/ap"(af '@ (1.34)

Por lo tanto la ecuacion (1.30) puede ser escrita en forma ampliada como:
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T(a,b)=+/a Tx(f Yo° (af Je'®" " df (1.35)

podemos ver la forma inversa de la transformada de Fourier. Esto es un resultado
particularmente Util cuando usamos aproximaciones discretas de la transformada
continua wavelet con datos de senales largas, como la transformada rapida de Fourier
(FFT) el algoritmo se emplea para facilitar el calculo rapido de la WT y su inversa. La
transformada de Fourier de la funcion wavelet gz?a,b(f), es usualmente conocida en
forma analitica y por lo tanto no necesita ser calculada usando una FFT. Solamente se
requiere una FFT de la sefial original X(f). Entonces, hacer T(a,b), la inversa de FFT
del producto de la senal de la transformada de Fourier y la WT para cada escala a

requerida y multiplicando el resultado por Ja. La equivalencia entre el tiempo de

convolucion y las integrales de Fourier para determinar T(a,b) se representa en la
Figura 1.7.

A
ya,bt)
x® ya,b(t)

/X“’ \ x(t) wa,b(t)

A x(® v@h

y(af)
X va(f)

e X(f)

(b) >

Figura 1.7. Representacion de la WT en el tiempo y frecuencia.
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La naturaleza de bandpass de la wavelet se ve en la Figura 1.7b. La transformacion
inversa ecuacion (1.17), puede ser escrita de forma similar en términos de una funcion
inversa de Fourier.

1.10 Wavelets complejas: Wavelet Morlet

Hasta ahora hemos usado la wavelet Mexican Hat para ilustrar muchas de las
caracteristicas de la WT. Consideraremos las wavelets que tienen ambas partes tanto
real como imaginaria. Las wavelets complejas o analiticas tienen transformada de
Fourier cuando son cero para frecuencias negativas. Podemos separar las
componentes de fase y amplitud dentro de la sehal. Podemos hacer una version
compleja de la wavelet Mexican Hat tomando su transformada de Fourier, fijando las
componentes de frecuencia negativa a cero en el dominio de Fourier y luego llevamos
una transformada inversa de Fourier para conseguir la wavelet compleja. Sin embargo,
la wavelet Morlet es:

l//(t) _ Y (eiZﬂfot _ e—(27zf0 Y /2 )e-tz/z (1.36)

donde f, es la frecuencia central de la wavelet madre. El segundo término en los

corchetes se conoce como el término de correccion, la senoide compleja del primer
término corrige la media diferente a cero. En la practica se hace insignificante para

valores de f,>>0 y pueden ser ignorados, en tal caso, la wavelet Morlet puede ser

escrita en una forma mas simple:

l//(’[)—i i27ft e—t2/2 (1.37)

T _1/4
Y

Factor de Senoide  Funcion campana
normalizacion compleja de Gauss

Esta wavelet es s6lo una onda compleja de la envolvente Gaussiana. Observando la
ecuacion (1.37) junto con la Figura 1.20(a). La forma de onda compleja sinusoidal en
términos de €™ (=cos(2af,t)+isen(2zf;t)). La envolvente de Gauss e'/? tiene
desviacion estandar unitaria y confina la forma de onda senoide compleja. La Figura
3.8a muestra la parte real e imaginaria de la wavelet Morlet junto con su envolvente
Gaussiana. Podemos ver que la senoide real e imaginaria difiere en la fase por un
cuarto del periodo. El término z%* es un factor de normalizacién que asegura que la
wavelet tenga energia unitaria. Observar que la funcion de la ecuacion (1.37) no es
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realmente una wavelet cuando tiene una media diferente de cero, por ejemplo el término
frecuencia cero corresponde al espectro de energia diferente de cero. Sin embargo,

puede ser usada en la practica f, >>0 con error minimo.

La transforma de Fourier de la wavelet Morlet es:

%(Zﬂf 24, )

p(f)=r 26

(1.38)

que tiene la forma de una funcion Gaussiana desplazada a lo largo del eje de la

frecuencia por f,. La frecuencia central del espectro Gaussiano es elegida para que

sea la frecuencia caracteristica de la wavelet Morlet analitica en vez de la frecuencia

passband en general, que usamos antes para la wavelet Mexican Hat.

010 40
v Componente real Densidad de energia
Componente imaginaria - E:_.'r,r
------- Envolvente Gaussiana .*’
0.0 mmmnw,ﬁ/\ / 2.0 ~
a=1
f,=0.894
-1.0 0.0 .
6 4 2 0 2 4 6 o °° 15 £ 20
@ t
1.0 1.0
v (t) Componente real 172 (t) Componente real
Componente imaginaria -7~ Componente imaginaria
....... Envolvente Gaussiana - -------Envolvente Gaussiana -’ S
a=1 a=1 ‘
f=0.318 fo=1.909
-10 ‘ -1.0 ‘ : ‘
6 4 2 0 2 4 6 6 -4 2 0 2 4 6
© t (@ t
1.0 1.0
Componente real
v (t) Componente imaginaria - v ®
------- Envolvente Gaussiana /[l
a=05 ‘ a=2
fo =0.894
b = 0.89: | f,=0.894 Componente real
Componente imaginaria
------- Envolventa Gaussiana
-1.0 T T T T T -1.0 . : : T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
©) t ® t

Figura 1.8. Wavelet Morlet.
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El espectro de energia (el cuadrado de la magnitud de la transformada de Fourier) dado
por:

(1) =2mite ettt (1.39)

La integral de ésta da la energia de la wavelet Morlet, que es igual a la unidad de
acuerdo con la ecuacion (1.37). El espectro de energia de la wavelet Morlet se muestra
en la Figura 1.8b. La frecuencia central f, es la frecuencia de la senoide compleja y su
valor determina el nimero de “efectividad” o “significado” contenida en la forma de
onda senoidal con la envolvente, ejemplo aquel que no esta muy cerca de la amplitud
cero. La frecuencia angular es a, = 24f,. Para valores de @, menores de 5 (f, <8) en
la ecuacion de la wavelet Morlet (1.36) debe ser usada cuando la funcion wavelet
simplificada (1.37), que contiene una media diferente a cero. La Figura 1.8c y d se
muestra a la wavelet Morlet con f, igual a 0.318 y 1.909 respectivamente, y se muestra

que el numero efectivo de oscilaciones contenidas dentro de la ventana Gausiana
aumentan con f,.

Aplicando la dilatacion y traslado en la wavelet Morlet, se remplaza t por (t—b)/a como

se hizo para la wavelet Mexican Hat con la ecuacion (1.11). Su forma es entonces:

T
En la Figura 1.8e y f se muestran las wavelets Morlet con escalas a de 0.5 y 2,
respectivamente. Podemos ver directamente de la ecuacion (1.40) que la desviacion
estandar de la envolvente de Gauss sobre el eje del tiempo es, un factor, simplemente
igual a a. Las Figuras 1.8e y f muestran el estiramiento y reduccion de la wavelet con la
escala a.

1.11 Transformada wavelet, transformada de Fourier en corto tiempo y cajas
de Heisenberg

En esta seccion miraremos brevemente las caracteristicas tiempo-frecuencia de la WT
comparada con la transformada de Fourier en corto tiempo (Short Time Fourier
Transform, STFT). Consideraremos casos especificos de la WT Morlet y Gabor, en
ambas se emplea una ventana Gaussiana.

La wavelet Morlet tiene una forma muy similar a la funcion usada para la STFT dentro de
una ventana Gaussiana. La diferencia importante es que, para la WT Morlet, adaptamos
la escala de la ventana y cerramos la senoide juntas, mientras que para la STFT
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mantenemos constante la longitud de la ventana y la escala solamente en la senoide
cerrada. La wavelet puede localizarse en tiempo para una duracion breve, ejemplo, alta
frecuencia, fluctuaciones, etcétera. Sin embargo, hay una extension asociada de la
distribucion asociada a la frecuencia con wavelets de corta duracion. A la inversa, hay
una extension en la solucion temporal en frecuencias bajas; esto se ilustra en la Figura
1.9, en medio de la figura contiene un esquema de una wavelet Morlet (parte real
solamente) en las tres escalas.

f Caja de Heisenberg
A en el plano
tiempo-frecuencia
f3 ’7
G, L
f I
R—_
.0
fl BN E—|
>
t
W,t)
(parte real)
>
t
2
|\Va‘b(t)| (SI
e >
b b, b, ¢ \
La disminucion en la wavelet
esta asociado con el
incremento en el desarrollo
de las componentes
R espectrales
AN 2 ‘ O, »
— I\Va,b(f)| | ‘\‘ f ,“‘/\\\
A A N
f, f, f, f

Figura 1.9. Cajas de Heisenberg en el plano tiempo-frecuencia.

La densidad de energia de las wavelets son graficadas bajo el dominio del tiempo y
. . 2 2 )

frecuencia, respectivamente |y, ()" y ., (f)". Podemos ver en la figura que, cuando

la wavelet se contrae en el tiempo, llega a componerse de altas frecuencias con una

extension mas amplia. La extension de |y, (t)\2 Y [0 (f )\2 pueden cuantificarse usando
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o, Yy o, respectivamente de la desviacion estandar alrededor de sus medias

respectivamente. Podemos representar la extension de las wavelets en el plano tiempo-
frecuencia dibujando cajas en el lado largo de 2o, a 20 . Esto se muestra en la parte

de arriba de la Figura 1.9.

Estas cajas son conocidas como cajas de Heisenberg, del principio de incertidumbre
de Heisenberg, que nos dice: el minimo de area que estas cajas pueden tener.

Especificamente, el producto o,0, debe ser mas grande o igual que 1/4r, por lo tanto,
una caja de Heisenberg es 1/z. Es decir, para la funcion ventana Guassiana usada en
la transformada Morlet y la STFT considerada, o,0, es exactamente igual a /47 como

la distribucion Gaussiana es la forma de ventana optima.

1.12 Wavelets en dos o mas dimensiones
Las dos dimensiones de la wavelet Mexican Hat en un plano coordenado t;,t, esta
dado por:

w(t)=(2- 1t (1.58)
donde t es la coordenada del vector (tl,tz) y \t\:\/tf +t2 . La Figura 1.10 muestra un

par de wavelets Mexican Hat bidimensionales sobre el plano. La transformada wavelet
bidimensional es:

T(ab)= ; Tz//*(t;bjx(t)dt (1.59)

donde b es la coordenada vectorial (bl,bz). Notar que al anadir la funcion W(a) para

hacer l/a requiere conservar su energia a lo largo de las escalas para las wavelets
bidimensionales.

Figura 1.10. Wavelet Mexican Hat bidimensional.
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También la coordenada vectorial t:(tl,tz), es posible especificar dos espacios (en vez

de temporal) coordenados en la practica, donde la funcién x(t) puede ser por ejemplo

superficies.
La transformada wavelet inversa correspondiente es:

1 t71 (t-b d
ORESTE g[ajT(a,b)a";‘db (1.60)
-0 0

g

La WT en mas dimensiones D, son también posibles sdlo con extender la longitud de
los vectores t y b para componentes D . Para preservar la energia en la transformacion

D/2

D-dimensional, la funcién afadida es 1/a®?. Por lo tanto, D-dimensional de la wavelet

es definida por:

Vaolt)= i/zw(t‘b] (1.61

La transformada en D-dimensiones se hace:

ab)= [y, Ot (162
inversa
1
Cg:[o!;l//ab t)T a b (1.63)

y la energia de la senal puede ser encontrada como:

1 57 zda
EzcuT (1.64)

9
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CAPITULO 2: TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA

En este capitulo, se trata la transformada wavelet discreta —Discrete Wavelet
Transform (DWT)-, que bajo ciertos criterios permite reconstruir una senal original
usando sumatorias infinitas de los coeficientes de la wavelet discreta en vez de
integrales continuas (como se requiere en la CWT). Esto conduce a una transformada
wavelet rapida para su calculo asi como para su inversa. Se vera como llevar a cabo
una transformada wavelet discreta sobre sefales de entrada discontinuas de duracion
finita: que son la clase de sefales que se presentan en la practica. También se
consideran las wavelets bi-ortogonales de poco tiempo, que vienen en pares, y en el
espacio se usa la transformada wavelet discreta bidimensional.

1.13 Marcos y bases de la wavelet ortogonal

1.13.1 Marcos

En la wavelet continua la funcion fue definida con escala a y localizaciéon b como:

Voolt)= (t_bj (2.1)

_ﬁw T

En esta seccién la transformada wavelet de una sefial de tiempo continuo x(t), se
considera que los parametros son valores discontinuos en la dilatacion y translacion, a
yb.

Una manera natural de probar los parametros a y b es usar una discretizacion
logaritmica de la escala a y vincularlo con el tamano de los pasos tomados entre las
ubicaciones b, haciendo que b se mueva a a en los pasos discontinuos para cada
ubicacion b, que es proporcional a la escala a. Esta clase de discretizacion de la
wavelet tiene la forma:

t— nboag“J 2.2)

1
Ymn (’[): m V/( m
Jar L&

donde los m y n controlan la dilatacion y translacion de la wavelet respectivamente; a,

es un parametro fijo especifico del paso de la dilatacion teniendo un valor mayor que 1,
y b, es el parametro de localizacion que debe ser mayor que cero. Los parametros de

control m y n son enteros, tanto positivos como negativos. Puede verse que el tamano
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de la ecuacion de translacion de pasos Ab=hya;', es directamente proporcional a la
escala de la wavelet a;'.

La transformada wavelet de una sefial continua x(t), usa wavelets discontinuas de
la forma de ecuacion (2.2)

T, = Tx(t);/zy/(aomt—nbo)dt (2.3a)

también puede ser expresada como el producto interno
Tm,n = <X'l//m,n> (23b)

donde T, , son los valores de la transformada wavelet discontinua sobre una cuadricula

de localizacion y escala indice m,n. Para la transformada wavelet discontinua, los
valores T, son conocidos como los coeficientes de la wavelet o coeficientes de

detalle. Para determinar como “buena” la representacion de la senal en el espacio de la
wavelet que usa esta descomposicion, se puede recurrir a la teoria de los marcos de la
wavelet, que utiliza un marco general para estudiar las propiedades de las wavelets
discontinuas. Los marcos de la wavelet son construidos por parametros discretamente
de una muestra de tiempo y escala de una transformada wavelet continua como se vio
anteriormente. La familia de funciones de la wavelet que constituyen un marco, es de
forma que la energia de los coeficientes de la wavelet esta dentro de cierta extension
limitada de la energia de la senal original.

AE< S S, [ <BE (2.4)

M=—00 N=—00

donde T, , son los coeficientes de la wavelet discontinua, A y B son los limites del

marco, y E es la energia de la senal original dada por la ecuacion (1.19):

E= 'ﬂx ) dt = Ix( )\ , donde la sefial x(t), es de energfa finita. Los valores de los limites

del marco A y B dependen de ambos parametros a, y b, elegidos para el analisis y la

funcion de la wavelet usada. Para mas detalles para determinar A y B ver Daubechies
(1992). Si A=B, el marco es “ajustado”. Tales marcos tienen una férmula de
reconstruccion simple de una serie infinita
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Figura 2.1. Wavelet Mexican Hat ajustada al marco con ag=+/2 y by =0.5

Un marco ajustado con (A=B)>1 es redundante, con A como una medida de la
redundancia. Sin embargo, cuando A=B=1 la familia de la wavelet definida por el
marco, constituye una base ortonormal. Si A es diferente de B, la férmula de
reconstruccion puede ser escrita como:

XM= 2> ST, ) 2.6)

A + B M=—00 N=—0

donde X(t) es la reconstruccion que difiere de la sefal original x(t), por un error que
depende de los valores de los limites del marco. El error es pequeno para fines
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practicos, cuando la proporcion % esta al borde de la unidad. Para el caso de la

wavelet Mexican hat, usando a, =2"; dénde v>2 vy b, <0.5, el marco es ajustado. Por
ejemplo, el marco a,=2"* y b,=05 de la Mexican hat A=13.639 y B=13.673,

proporcion de B/A igual a 1.002. Encerrando esta proporcion a la unidad, el marco es

mas ajustad. Por lo tanto, la discretizacion de una wavelet Mexican hat se transforma
usando esta escala y parametros de localizacion, que dan como resultado una
representacion muy obsoleta de la sefal, pero con muy poca diferencia entre x(t) y

x'(t). El marco semi-ajustado de la wavelet Mexican hat con los parametros a, = 2" y
b, =0.5 se presentan en la Figura 2.1 para dos escalas consecutivas m y m+1, en tres
ubicaciones consecutivas, n=01y 2.

1.13.2Escala de la malla dyadic y transformada wavelet ortonormal

Los parametros cominmente usados en la wavelet discontinuade a, y b, son2y 1

respectivamente. El arreglo de la malla dyadic es una potencia de dos escalas
logaritmicas tanto en la dilatacion y translacion. La malla dyadic es la discretizacion mas
simple y mas eficiente para propdsitos practicos y lleva entre si la construccion de una
base ortonormal de la wavelet. Al sustituir a, =2 y b, =1 en la ecuacion (2.2), la malla

de dyadic de la wavelet puede escribirse como:

1 t—n2"
Winn(t)= mw( - j (2.7a)
e

mas compactamente, como:
W (t)=2"2p(2 "t —n) (2.7b)

Teniendo la misma notacion que la wavelet general discontinua de la ecuacion (2.2).
Usaremos w,,,(t) para expresar Unicamente a la malla dyadic escalada con a,=2 y

b, =1.
Las mallas discretas de la wavelet son comunmente ortonormales a otras vy
normalizdas, para tener energia unitaria. Esto se expresa como:
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1 sim=m'yn=n

thy . .(t)dt= =8
_'[f//m,n( )Wm,n ( ) {o para los demas ( )

En otras palabras, el producto de cada wavelet con otros sistemas dyadic son cero.
Estas medias que guardan la informacion en un coeficiente de la wavelet T, = no se

repiten en otro lugar y permite la regeneracion completa de la sehal original sin la
redundancia. De la ecuacion (2.8), cuando m=m'y n=n', la integral de la energia de la
funcion wavelet es igual a la unidad. Las wavelets ortonormales tienes marcos limitados
A=B =1y la correspondiente familia de la wavelet es una base ortonormal. Una base
es un arreglo de vectores, de la cual puede definirse la senal completamente x(t). Una
base ortonormal tiene componentes vectoriales que, ademas de ser capaz de definir la
senal totalmente, son perpendiculares entre si.

Usando la wavelet de la malla dyadic de la ecuacion (2.7a), la transformada wavelet
discreta (DWT) puede ser escrita como:

0

Ton = [ Xtk ()t (2.9)
Escogiendo una base de la wavelet ortonormal ., .(t), podemos reconstruir la

senal original en términos de los coeficientes de la wavelet T_ , usando la transformada

m,n’

wavelet discreta inversa de la siguiente manera:

Xt)= 3 3T, wnlt) (2.102)

M=—00 N=—00

En realidad es la ecuacion (2.5), con A=1 debido a la ortonormalidad de la wavelet
elegida. La ecuacion (2.10a) se puede escribir en términos del producto interno:

X(t)= 2 X (X Wmn Wia(t) (2.10b)
donde la descomposicion combinada y los procesos de reconstruccion son: ir de, x(t)
a T,, Via producto interno <X’V/m,n> y regresando a x(t) via sumatoria infinita. En la

adicion, como A=B y A=1, podemos ver que en la ecuacion (2.4), la energia de la
senal puede ser expresada como:

[xyot= 3 3,

2

2.11)
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Es importante hacer la aclaracion que la diferencia entre la DWT vy las
aproximaciones discretizadas de la CWT para su aplicacion practica, involucra una
aproximacion discreta de la integral transformada, calculada sobre una malla discreta
de escala a vy localizacion b . La transformada wavelet inversa continua también se
calcula como una aproximacion discreta. Como se acerca a una aproximacion de la
senal original, se recupera dependiendo de la solucion de la discretizacion usada
principalmente. Por otro lado, para la DWT, definida en la ecuacion (2.9), la
transformada integral esencial continua puede ser determinada Unicamente sobre una
malla de escala a y localizacion b. Se pueden sumar los coeficientes de la DWT
(2.10a) para conseguir exactamente la senal original.

1.13.3Funcién de escala y representacion multi-solucion
Las wavelets discretas ortonormales dyadic son asociadas con las funciones de
escala y sus ecuaciones de dilatacion. La funcidn de escala se relaciona con la senal
suavizada y tiene la misma forma que la wavelet, dada por:

fnat)=2"g(2"t ) (2.12)
Con la propiedad

T¢o,o(t)dt =1 (2.13)

donde ¢,,(t)=4¢(t) es a veces la funcion de escala padre o wavelet father.

Hay que recordar que la integral de la funcién wavelet es cero. La funcién de escala
es ortogonal para las translaciones, pero no para las dilataciones, puede ser
convolucionada con la senal y producir coeficientes de aproximacion de la siguiente
manera:

o0

S = [ XU, ()t (2.14)

De las Ultimas tres ecuaciones, podemos ver que los coeficientes de aproximacion
son los promedios simples ponderados de la sefial continua factorizada por 2™?. Los
coeficientes de aproximacion en una escala especifica m son conocidos como la
aproximacion discreta de la sefal en esa escala. Una aproximacion continua de la senal
en la escala m, puede ser generada sumando una secuencia de escalas de las
funciones en esta escala, factorizada por una aproximacion de coeficientes de la
siguiente manera:
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Xolt)= S0 dnnt) (2.15)

—
donde x,(t) es suave, version de la sefial x(t) en el indice de escala m, en escalas
peguenas m — —oo.

La Figura 2.2(a) muestra una funcion de escala simple, un bloque de impulso, en la
escala indice 0 y localizacién 0: ¢,,(t)=¢(t) -funcion padre- junto con dos dilataciones

correspondientes en esa localizacion. Se ve que la convolucion del bloque de impulso
con una senal ecuacion (2.14) resulta un promedio local anadido de la senal sobre la
parte diferente a cero del impulso. La Figura 2.2(b) muestra un periodo de una onda
senoidal x(t) contenido dentro de una ventana. La Figura 2.2(c) muestra varias
aproximaciones de la onda senoidal generada, usando las ecuaciones (2.14) y (2.15)
con la funcion escalada arreglada en un rango de anchos, 2° a 2'. Las lineas verticales
y las flechas en cada grafico muestran los anchos. La ecuacion (2.14) calcula los
coeficientes de aproximacion S, mencionado anteriormente para un bloque simple de

mn
la funcién de escala, de ancho medio de la senal sobre el ancho de pulso. Los
coeficientes de aproximacion se usan en la ecuacion (2.15) producen una aproximacion
de la senal que es s6lo una secuencia de funciones de escala, sobre puesta cada
factorizacion con su correspondiente coeficiente. Esto es obvio para el bloque natural
de las aproximaciones de la senal. La aproximacion en la escala de la ventana (= 27) es
simplemente el promedio sobre toda la onda senoidal igual a cero. Cuando la escala
disminuye, la aproximacion se ve acercarse a la forma de onda original. Esta simple
funcion de escala del bloque de impulso usada en este ejemplo se relaciona con la
wavelet Haar.

Podemos representar una sefial x(t) usando una combinacién de la serie de
expansion, tanto de los coeficientes de aproximacion como los coeficientes de la
wavelet de la siguiente manera:

Xt)= 38 g O+ D ST, wonlt) (2.16)

n=—c0 M=—o0 N=—c0
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M=10 m= 1

m=2 m

M=4 m=>5

iC) m=0 m

Figura 2.2. Aproximacion suavizada de una senoide usando pulsos de bloques de una funcion
de escala.

Podemos ver en esta ecuacion que la senal continua original es expresada como una
combinacion de aproximacion de si misma, en el indice de escala arbitrario m,,

anadiendo una sucesion de los detalles de la senal para escalas m, por debajo del

infinito negativo. La sefal en la escala m es:

A, ()= ST Wmalt) (2.17)

N=—o0
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por lo tanto podemos escribir la ecuacion (2.16) como:

x(t)= %, (0)+ 3d, (1) 2.18)

m=—o0

donde se puede mostrar que:
X2 (t) =Xy (t)+ (1) (2.19)

nos dice lo siguiente: si anadimos el detalle de la senal a la aproximaciéon en una escala
arbitraria (indice m) a la aproximacion, conseguimos la senal aproximada en un
incremento de la solucion (por ejemplo, en una escala pequena, indice m-1). A esto se
le llama una representacion de multi-soluciones.

1.13.4Wavelet Haar

La wavelet Haar es el ejemplo mas simple de una wavelet ortonormal. La ecuacion
de escalamiento contiene solamente dos coeficientes de escalamiento diferentes de
cero y se define por:

#(t)=p(2t)+ (2t -1) (2.20)

es decir, sus coeficientes de escalamiento son c,=c, =1. Los valores de los

coeficientes, se obtienen resolviendo las ecuaciones (2.21) y (2.22) simultaneamente. La
solucion de la ecuacion de escalamiento Haar es un bloque simple de pulso mostrado
en la Figura 2.3(a) y definido como:

)= 1 0<t<0 221
v 0 otroscasos '

Reordenando la secuencia de los coeficientes de acuerdo a la ecuacion (2.25)
podemos ver que corresponde a la ecuacion de la wavelet Haar que es:

w(t)=g(2t)- (2t -1) (2.22)

La wavelet Haar se presenta en la Figura 2.3(b) y se define como
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1 0<t<172
p(t)=1-1 12<t<1 (2.23)
0 otroscasos

y () o(2t) o(2t-1)
Funcion 1
de escala
= +
0 1 0 1/2 012 1
(a)
y(t) 0(21)
Funcion
wavelet :I— +
(b) —0(2t-1)
nnnnnnnn. | 1T . :
e ] |
hoon. . o ] %
gupupupnyy T
] [ ] . T [ ] . T .
(©) (d) (e)

Figura 2.3. Wavelets ortonormales discretas.

La wavelet madre para el sistema de wavelet Haar w(t)=w,,(t), formada por dos

dilataciones unidas por bloques de pulso puestos entre si sobre el eje del tiempo, con
uno de ellos invertido. De la wavelet madre podemos formular el sistema de las wavelets
Haar sobre una malla dyadic w,, ,(t). Esto se ilustra en la Figura 2.3(€) para tres escalas

consecutivas. La naturaleza ortogonal de la familia de las wavelets Haar en un sistema
de malla dyadic se ve en la Figura 2.3(d), donde se puede ver que la parte positiva y
negativa de la wavelet Haar en cualquier escala coinciden con una parte constante
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(positiva 0 negativa) de la wavelet Haar en la escala mayor mas proxima (y todas las
subsecuentes escalas mayores). Ademas, las wavelets Haar con el mismo indice de
escala m sobre una malla dyadic no se traslapan. Por lo tanto, la convolucion de la
wavelet Haar en la misma malla dyadic es cero. La Figura 2.3(e) muestra tres wavelets
Haar que no estan sobre una malla dyadic. Ademas, si estas wavelets se traslapan a lo
largo de cada escala destruye la ortogonalidad.

Definitivamente, la wavelet Haar es de ancho finito sobre el eje del tiempo; es decir
tiene un soporte compacto. Las wavelets, que tienen soporte compacto tienen un
numero finito de coeficientes de escala. No todas las wavelets ortonormales tienen
soporte compacto. La Figura 2.3(f), muestra una wavelet Meyer que es ortonormal al
soporte infinito, aunque, como con todas las wavelets, se localiza un decaimiento rapido
de su pico central.

1.13.5Transformada wavelet rapida (Fast Wavelet Transform, FWT)

De la ecuacion (2.14), podemos ver que los coeficientes de aproximacion en el
indice de escala m+1 esta dado por:

o0

Sm+l,n = J‘X( m+1,n (t)dt (224)

—0

Usando la ecuacion (2.27b) de la forma:

< 1
S = t) — t)|dt 2.25
m+1,n _J;)X( {\E ;Ck¢m,2n+k( ):| ( )
re-escribiéndola como:
1 o0
Sm-¢—1,n = ﬁ;ck |:_[ox(t m,2n+k (t)dtj| (226)

De la integral en corchetes se obtiene la aproximacion de los coeficientes S

m,2n+k

para cada k . Podemos escribir esta ecuacion como:

1 1
S =—>»CS =—— > C,d 2.27
m+1,n \/5; k~m,2n+k \/5; k-2n~m k ( )

Por lo tanto, al usar esta ecuacion, generamos la aproximacion de los coeficientes
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en el indice de escala m+1 usando los coeficientes de escalamiento en la escala previa.

De forma semejante, los coeficientes de la wavelet pueden ser encontrados los
coeficientes de aproximacion en la escala previa, que usa los coeficientes de
escalamiento b, de la siguiente manera:

1 1
T =—>»DbS =—>»b_,S 2.28
m+1,n \/E ; kK ~'m,2n+k \E; k—2n~"m,k ( )

Podemos ver que, sabiendo la aproximacion de los coeficientes S, | en una escala

especifica m, entonces, a través de repetir la aplicacion de las ecuaciones (2.27) y

(2.28), podemos generar la aproximacion de los coeficientes y detalles de la wavelet en
todas las escalas mayores de m,. Al hacer esto, no necesitamos saber exactamente

qué hace la sefal continua subyacente x(t), solamente S, Las ecuaciones (2.27) y

(2.28) representan la multi-solucion del algoritmo de descomposicion. El algoritmo de
descomposicion es la primera mitad de la transformada wavelet rapida que permite
calcular los coeficientes de la wavelet por este camino, en vez de calcular las laboriosas
ecuaciones para la convolucion (2.9). Iterando las ecuaciones (2.27) y (2.28) se lleva a
cabo respectivamente un filtrado highpass y lowpass de la salida, consiguiendo las

entradas S,,, Y T,... LOS vectores contenidos en las secuencias (1/\E)ck y (1/\5)%

m+l,n *

representan los filtros: (1/x5)ck es el filtro lowpass, dejando completamente bajas

frecuencias y por lo tanto una version suavizada de la senal; (1/x/§)3k es el filtro

highpass, dejando completamente altas frecuencias que corresponde a los detalles de
la senal.
Se puede ir en direccion contraria y reconstruir S, de S .. Yy T,..,. Ya que

sabemos de la ecuacion (2.17) que x,,(t)=x,(t)+d_(t); podemos expandirlo como:
Xm—l(t)z zsm,n¢m,n (t)+ ZTm,nl//m,n (t) (229)

Usando las ecuaciones (2.27b) y (2.28) que pueden expandirse en términos de la
funcion de escalamiento en escalas previas de la siguiente manera:

Xm—l(t) = Z Sm,n jizck¢ml,2n+k (t)+ ZTm,n jzz bk¢m—1,2n+k (t) (230)
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Cambiando los indices de la sumatoria, conseguimos:

Xm—l(t) = Z Sm,n jEZCan¢ml,k (t)+ ZTm,n jizkan¢ml,k (t) (231 )

También sabemos que podemos expandir x,,(t) en términos de los coeficientes de

aproximacion en la escala m-1:

X (t) = Z Sm—l,n¢m—1,n (t) (2.32)

Comparando los coeficientes de la ecuacion (2.32) con la ecuacion (2.31) notamos
que el indice k en el indice de escala m se relacionan con el indice de localizacion n
en el indice de escala m-1. Ademas, el indice de localizacidon n en la ecuacion (2.31)
no es equivalente al indice de localizaciobn n en la ecuacion (2.32), como aquél
corresponde al indice de escala m, con la asociada localizacion discreta espaciada 2™,
y el Ultimo indice de escala m—-1 con la localizacién discreta espaciada 2™*. Por lo
tanto, el indice n esta dos veces en la ultima expresion. El camino mas simple para
seguirlo, antes de comparar las dos expresiones, es intercambiar los indices k y n en
la ecuacion (2.31), después de un poco de algebra, se obtiene el algoritmo de
reconstruccion:

1 1
S =_—_>C ,S ., +—>b T 2.33
m-1,n \E; n-2k ~¥'m,k \/E ; n-2k " m,k ( )

donde hemos rehusado k como el indice de localizacion de los coeficientes de la
transformada en el indice de escala m para diferenciarlo de n, del indice de
localizacion en la escala m-1. Por lo tanto, en la escala mas pequena m-1, los
coeficientes de aproximacion pueden encontrarse con una combinacion de los
coeficientes de aproximacion y los coeficientes de detalle en la proxima escala m. Si
hay solamente un ndmero finito de los coeficientes de escalamiento diferentes a cero
(=N, ) entonces ¢, ,, tiene valores diferentes a cero, solamente en el rango de 0 a

N, —1. La reconstruccion del algoritmo es la segunda mitad de la transformada wavelet

rapida (FWT). En la literatura la transformada wavelet rapida, transformada wavelet
discreta, algoritmos de descomposicion/reconstruccion, transformada rapida de la
wavelet ortogonal, algoritmos de multi-solucién, algoritmo piramide, algoritmo de arbol,
etcétera, son usados para representar o mismo. Se hace aun mas confuso cuando
otras discretizaciones de la transformada wavelet continua se refieren a la transformada
wavelet discreta. Hay que tener cuidado en no confundirlas.
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1.14 Energia de la wavelet
La energia contenida en los coeficientes en cada escala es:

2M—m

£, = Y. ) (2.34)

n=0

Una wavelet basada en el espectro de potencia de la senal puede ser encontrada al
usar las escalas dependientes de energia. Para hacerlo, requerimos una medicion de la
frecuencia, que es reciproco de la dilatacion de la wavelet, por ejemplo el centro
passband del espectro de potencia de la wavelet. Un espectro de potencia de la
wavelet de la sefnal es directamente comparable con sus contrapartes de Fourier, y la
wavelet continua.

Energia total de la sehal de entrada discreta esta dado por:

=z
LN

E= (So,n )2 (2.35)

=]
Il
o

es igual a la suma de los cuadrados de los coeficientes de detalle elevado sobre todas
las escalas, mas el cuadrado de los coeficientes de aproximacion S,, , de la siguiente

manera:

E=(Suof +3 S, F 2.30

m=1l n=0
La energia contenida dentro del vector transformado en todas las etapas de la
multi-solucion de la descomposicion es constante. Podemos, por lo tanto, escribir la
conservacion de la energia en forma general como:

donde W™ son las componentes individuales del vector transformado w ™ Cuando

m=0, esta ecuacion corresponde a la sumatoria de los componentes de energia de la
senal de entrada (2.35) y cuando m=M corresponde a la sumatoria de la energias
dentro de los componentes de descomposicion (2.36).

1.14.1indice alternativo de los coeficientes de la malla dyadic
Hay tres métodos principales usados en la practica para encontrar el indice de los
coeficientes de la transformada wavelet discreta. Utilizando una senal de entrada con 32

componentes tenemos lo siguiente.
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Indice de escala: el sistema de indice de escala (m,n) corresponde a una sefal de

entrada con longitud N =2", que se presenta esquematicamente sobre una malla
dyadic en la Figura 2.4(b), y la senal discreta en la Figura 2.4(a). La escala mas
pequena sobre la malla m=1 corresponde a un espaciado de 2'=2 sobre los datos. La
senal de entrada discreta se encuentra en el indice de escala m=0. En la Figura 2.4(c)
se muestra el resultado de la transformada en la malla. Tales graficas dan una buena

indicacion visual, cubriendo el plano tiempo-escala por las wavelets y su respectiva
importancia en la senal.

(a) Senal discreta

AL P T T T

(b) Malla dyadic (N-32)
Ti1Ti2 T
10 ’ 1,15
{ndice de escala 1 ‘ \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
indice de escala 2 T2 0 T2 1 T2 2 T2 7
indice de escala 3 T3,O T3,1 TS,Z T3,3
indice de escala 4 T4 0 T4 1
indice de escala 5 T5,0
8510 componentes de la sefial media
(c) Coeficientes de la transformada
indice secuencial
WO Wy W, Ws W, W5 _— WN—s Wy Wiy

|
Swo— WAL LT

TM,O

Tuo” T Tio T

Tuzo Twat Tvez Twas
indice de escala correspondiente

(d) Sistema indice de I,n

T41Ta2 Ts15

4,0 '
indice de escala 4 ‘ | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
indice de escala 3 T3,O T3,1 T312 T3,7
indice de escala 2 T2,O T2,1 T2,2 T2,3
indice de escala 1 T1 0 T1 ]
indice de escala 0 TO,O
indice de escala -1 componente de la sefal media

Figura 2.4. Diagrama esquematico del método de indice alternativo de la malla dyadic de WT.
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indice secuencial: Sabemos que una senal de N muestras, produce N
componentes vectoriales de la wavelet. La Figura 2.4(c) contiene un esquema de los
coeficientes de la transformada en formato secuencial. Tiene sentido, por lo tanto,
encontrar un orden de estos coeficientes para ajustarse a un vector de longitud N . La
serie de tiempo discreta S, ,,n=012,...,N—-1, puede ser descompuesta en N -1

coeficientes de detalle mas un coeficiente de aproximacion, donde N es entero de
potencia 2:N=2M . Después de hacer la descomposicion de los coeficientes
completa de la transformada, se pueden reordenar en arreglos dyadic en dos

dimensiones T, , para la transformada del vector W™ donde los componentes w,™

tienen el mismo rango que la seral original (i=0412,...,N-1). La componente del
vector indice | se encuentra para los indices de la malla de dyadic m y n através de la
relacion i=2""+n. Ademaés, el superindice M entre paréntesis significa una
descomposicion completa de la sefal desde las escalas M . Las componentes de la
transformada del vector Wi(“"), se grafican en la Figura 2.4(c). La ultima mitad de la serie
en la figura representa los coeficientes correspondientes a la escala mas pequena de la
wavelet (indice m=1). El siguiente cuarto, de atras para adelante, representa los
coeficientes correspondientes al indice de escala m=2, el siguiente octavo para los
coeficientes m=3 y asi sucesivamente, regresando a Wi(M), que es un coeficiente

simple para el indice de escala m=M . La componente WO(M) es un coeficiente sencillo

de aproximacion (SM,O). Si interrumpimos el algoritmo de descomposicion en la escala

m, (antes de la descomposicion completa) resulta una transformada del vector

intermedia W™, que contiene un niimero de coeficientes de aproximacion Spn €N SU
origen.

Nivel del indice: El indice de nivel | es simplemente iguala M —m, que es usado a
menudo en lugar de indices de escala m. En este caso, el nUmero de wavelets usadas
cubren la sefal en cada nivel especffico que es 2', por ejemplo el nivel |=0
corresponde a una wavelet sencilla y la escala que le corresponde es en toda la serie de
tiempo, al nivel 1 =1 le corresponde dos wavelets, y la escala a la mitad de la serie de
tiempo, y asi sucesivamente. Ademas, es usual en esta nomenclatura estandar, que el
coeficiente de aproximacion que da en el nivel | = -1, quedando el arreglo de la wavelet

en T,,. La Figura 2.4(d) muestra el sistema indice de I,n. El nivel indice se usa cuando

la senal especifica la unidad del intervalo y el analisis es puesto en términos de la
solucién en vez de la escala Por ejemplo, a mas baja resolucion 1=0, corresponde a la
longitud de la senal, mientras que la mas pequena m=0 corresponde a la distancia
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entre cada punto de la senal.
1.14.2Ejemplo de la transformada wavelet Haar

llustrando los métodos descritos usando una wavelet Haar en la descomposicion
de una senal de entrada discreta S, ,:n=012,...,N-1. Empleamos primero el

algoritmo de descomposicion usando las ecuaciones (2.27) y (2.28).
La wavelet Haar tiene dos coeficientes de escala, ¢, =1y ¢, =1. Sustituyendo éstos

en la ecuacion (2.27), podemos obtener los coeficientes de aproximacion en la proxima
escala a través de la relacion:

Sm+1,n = 12[Sm,2n + Sm,2n+1] (238)
A

De forma semejante, a través de la ecuacion (2.28) podemos obtener los
coeficientes de detalle en las escalas subsecuentes usando:

Tm+l,n = jE[Tm,Zn +Tm,2n+1] (239)

Llevando a cabo la descomposicion de la wavelet Haar de una senal simple
discreta, (1, 2, 3, 4). Cuando la senal contiene solamente cuatro puntos de datos,
podemos llevar a cabo dos iteraciones del algoritmo de descomposicion Haar por las
ecuaciones (2.38) y (2.39) solamente. Después de que dos iteraciones se obtiene
cuatro coeficientes transformados: tres coeficientes de la wavelet T_ ; dos en el indice

m,n’
de escala m=1, (T,,,T,,); uno en el indice de escala m=2, (T,,); mas un coeficiente
de la senal media en el indice de escala m=2, S, . Esto se ilustra a través de un

esquema de los coeficientes en la Figura 2.5.
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SOU S01 SGZ SUS SLO Sl,l TlO Tl,l SZ‘O TZG Tl,ﬂ T11
‘ ‘i !
5+ 5+ 5+
T Primera iteracién 0 (P T — Segunda iteracion |
> o
oL 1] ayan
0 0 0
@ (b) (©) /
sefal discreta de
entrada x,.= (1,2,3,4)
3 3
K Yoy
0 0 0
39 30 39
(d) x,(t)= sefial media (e)d,() () d.(v)
TLO T1,1
Tz.o
S
@) 20
+ [ = *
X (2.5) x (-1.0) x (-0.5) x(-0.5) %®
(h)

Figura 2.5. Descomposicion y reconstruccion de la wavelet Haar de una senal rampa simple.

La primera iteracion de la descomposicion del algoritmo da:

1 = —_
o= ([1 ey T {[3 4 *?
SmZﬁ[OJFS]:_ﬁ Sl,lzﬁ[3+4]:_ﬁ

El coeficiente de la transformada del vector, después de esta primera iteracion, es
entonces:
3 7 1 1
W(l)z S aS 1T 1T z( ’ T — j
( o 1'1) J2 2t 27 A2
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La segunda iteracion (solamente involucra los coeficientes restantes de
aproximacion S,y S,,):

El coeficiente de la transformada del vector después de esta segunda iteracion es:

11
W =(S,0, T Tuos T :(5,-2,-,-)
( 2,0 2,00 '1,0 1,1) )\/E \/E

La senal media se encuentra en el coeficiente de aproximacion, por ejemplo
S,0 (xﬁ)zz2.5. También podemos ver que la energia de la senal discreta original

(12 +2° 43+ 4° :30) es igual a la energia del coeficiente de la transformada del vector
después de la primera iteracion:

BRAREAEIE

y la segunda iteracion, dando la descomposicion completa:

2

52+(—2)2+(—\15T+[‘\1@j =30

que es el resultado esperado para la condicion de conservacion de energia expresada
en las ecuaciones (2.34) a (2.37).

La transformada inversa Haar puede escribirse simplemente (incluso en
ubicaciones pares 2n) como:

S = 12 [Sm+l,n +Tm+1,n] (240)

m,2n —
N
y en localizaciones impares 2n+1:
1
S =S . -T 2.41
m,2n+1 \/5[ m+Ln m+1,n] ( )

Para la transformada wavelet Haar, se puede derivar esta reconstruccion de
ecuaciones directamente de las ecuaciones (2.38) y (2.39). Por otra parte, podemos
derivar el algoritmo de reconstruccion de la ecuacion (2.33).
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Llevando a cabo la reconstruccion sobre la transformada del vector que acabamos
de calcular:

1 1
W(Z): S aT 1T !T :(51_2,_ " j
( 2,00 '2,00 '1,0 1,1) \/2 \/2
En la primera iteracion se usa la reconstruccion par ecuaciones (2.40) y (2.41) :

1 3 1 7
Si0= 580+ To0)= 5 Su=5(820-Too)=
1,0 \/E( 2,0 2,0) \/E 11 \/E( 2,0 2,0) \/E
la cual resulta;
3 7 1 1
S 7S ’T 7T = =y = I
(1,0 11' '1,0 1,1) (\/E \/E \/E \/zj

iterando otra vez da:
1 1
So,o = 7[81,0 +T1,o]:1 SO,l = 7[81,0 _T1,0]= 2
NV NV

So = 12[31,1 +T1,1] =3 Sp3= 12[81,1 +T1,1] =4
A A

por lo tanto conseguimos la senal original (SO’O, Soss SO]Z,SOB): (1,2,34).

La Figura 2.5 intenta mostrar visualmente la descomposicion de la sefal dentro de
los componentes de la wavelet Haar: Figura 2.5(a) contiene la senal original, Figura
2.5(b) grafica los coeficientes después de la primera iteracion del algoritmo de
descomposicion y Figura 2.5(c) grafica los coeficientes después de la segunda iteracion
del algoritmo. Los coeficientes contenidos en la Figura 2.5(c) corresponden a una
funcion sencilla escalada del indice de escala m=2, una wavelet en el indice de escala
m=2 y dos wavelets en el indice de escala m=1. Estas se muestran respectivamente
en las Figuras 2.5(d)-(f). La grafica de la transformada de los coeficientes para esa
senal es equitativamente simplista, consiste de cuatro valores de coeficientes divididos,
como se muestra en la Figura 2.5(g).

Podemos encontrar la aproximacion correspondiente y los detalles de la sefal
tomando la transformada inversa de los coeficientes en cada escala. Primero, el
coeficiente de aproximacion se usa para determinar la senal de aproximacion de la
escala mayor:

X5 (t): Sz,o¢2,o(t) (2.42)
donde ¢,,(t) es la funcién escalada para la wavelet Haar, es simplemente un bloque de

pulso de longitud 4 y amplitud 1/2, comenzando en t=0. Por lo tanto, x,(t) es sélo un
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pulso de bloque de longitud 4 y magnitud S,,x1/2=2.5, que es la senal media. Una

grafica de x,(t) se muestra en la Figura 2.5(d). De forma similar, podemos obtener la
componente detallada de la sefnal en el indice de escala 2, de la siguiente manera:

dz(t)=T2,0W2,o(t) (2.43)

Esta componente de detalle, mostrada en la Figura 2.5(e), es una simple wavelet
Haar, abarcando los datos con valor de coeficiente T,,=-2, por lo tanto la magnitud es

—1. Después, la componente de la senal de detalle en el indice de escala 1 se
encuentra para:

4,(t)= ST, O, o120 1) (2.44)

n=0

que es simplemente dos wavelets Haar de indice de escala 1, de lado a lado, con
ampliudes T, /(42)=(-1-2)/(2)==05 vy T./(2)=(1-2)(/2)=-05. La

componente de detalle dl(t) se grafica en la Figura 2.5(f). Sabemos que de la ecuacion
(2.45) la aproximacion de la senal en el indice de escala 0 se puede encontrar
anadiendo junto a todas las componentes de detalle la aproximacion de la senal en el
indice de escala M | i.e.

%o(t) = %, (0)+ 3, (1) (2.450)

m=1

Para el caso Haar consideramos que M =2, por lo tanto
Xo(t): Xz(t)+d2(t)+d1(t) (2.45b)

Esto es sélo la suma de las componentes de aproximacion y detalle mostradas en
las Figuras 2.5 (d)-(f), que se muestra esquematicamente en la Figura 2.5(h).

1.15 Wavelets Daubechies

Como vimos con la transformada wavelet Haar anteriormente en la seccion 2.1.4,
los coeficientes son ordenados en dos secuencias distintas: uno actla cuando un filtro
suavizado para los datos, lo deméas extrae el detalle de la senal en cada escala. La
wavelet Haar es sumamente simple en lo que respecta, tiene solamente dos
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coeficientes de escala y ambas son igual a la unidad. En esta seccion, tomaremos a
una familia de wavelets discretas de la cual la wavelet Haar es la mas simple de las
wavelets Daubechies. Ademas de satisfacer estos criterios, Daubechies requirieren que
sus wavelets tengan soportes compactos (i.e. un nimero finito, N, , de coeficientes de

escala) y son suaves hasta cierto grado. La suavidad de la wavelet es asociada con una
condicion de momento como se puede expresar en términos de los coeficientes de
escala como:

N, -1
(-1)‘ck™=0 (2.46)

k=0

para numeros enteros m=012,...,N, /2-1. Estas wavelets tienen N, /2 momentos de

desvanecimiento, con medias que podemos suprimir sus partes de la senal que son
polinomios arriba del grado N, /2-1. Las wavelets Daubechies son muy buenas para

representar el comportamiento del polinomio dentro de la senal. Algunos ejemplos de
las wavelets Daubechies, sus funciones de escalamiento y el espectro de energia
asociados se muestran en la Figura 2.6.

El soporte de longitudes de las wavelets Daubechies es N, -1, por ejemplo la

wavelet D2 (Haar), tiene un soporte de longitud 1, la wavelet D4 tiene soporte de
longitud 3, la D6 un soporte de longitud 5, etcétera. Podemos ver de la Figura 2.6 que la
funcion de escalamiento deja las frecuencias mas bajas y actla como un filtro lowpass,
y la wavelet asociada deja frecuencias mas altas y actia como un filtro highpass.
Ademas, podemos ver que los espectros son oscilatorios en la naturaleza, con
protuberancias decrecientes en la amplitud para las frecuencias mas altas. Las
magnitudes de las protuberancias secundarias en los espectros se reducen como el
numero de coeficientes de escalamiento, y por lo tanto el nimero de los momentos
desvanecidos de la wavelet, aumentan.
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Figura 2.6. Wavelets Daubechies y su funcion de escala con su espectro de energia.

La wavelet Daubechies tiene cuatro coeficientes de escalamiento, la D4. La "D"
representa esta familia especial de la wavelet de Daubechies y el "4" representa el
numero de coeficientes de escalamiento diferentes a cero, N,. Las wavelets
Daubechies también se definen a menudo por el nimero de los momentos cero que
tienen, iguales a N, /2, en qué caso la secuencia corre D1, D2, D3, D4,..., etcétera.

Sabemos que la ecuacion de escalamiento para cuatro coeficientes de una wavelet
es:

#(t) = c,h(2t)+ c, (2t —1)+ ¢, (2t — 2)+ (2t - 3) (2.47)
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y la funcién wavelet correspondiente es:
w(t)=csp(2t) - o2t ~1)+ e g(2t - 2) - co2t -3) (2.48)

Encontrar los valores de los coeficientes de escalamiento para la wavelet D4
usamos la ecuacion (2.46) y con conseguimos:

C,+C +C,+C;=2 (2.49)

c2+cl+cs+ci=2 (2.50)

y de la ecuacion (2.46) con m=0 conseguimos:

C,—C+C,—C, =0 (2.51)
usando la ecuacion (2.74) , ajustando el tiempo en m=1, conseguimos:
—1c,+2¢, -3¢, =0 (2.52)

Cuatro coeficientes de escalamiento que satisfacen las 4 ecuaciones anteriores

Son.
1+-/3 3+-/3 3-3 1--/3
G = G = C, = C; =
4 4 4 4
y
Cozl—xﬁ 01:3_\6 02:3+\E 03:1+xg
4 4 4 4

Las primeras resultan de ¢(t) y las siguientes de ¢(—t). Adoptaremos las primeras
propuesta, que son, c¢,=0.6830127, c, =1.1830127, ¢, =0.3169873 y c, =-0.1830127

respectivamente. Los coeficientes de escalamiento para el sistema wavelet Daubechies
para los nimeros mas grandes de los coeficientes se encuentran por célculo numérico.

Podemos calcular la funcion de escalamiento de los coeficientes D4 usando la
ecuacion (2.47). Al hacer esto debemos re-escribirlo como:

&, (t) = Co¢,>1(2t)+ Cl¢j—1(2t _1)+ Cz¢j4(2t - 2)+ (:3¢J>1(2t - 3) (2.53)

donde los subindices | es el nUmero de iteracion. Eligiendo una forma inicial
arbitraria para la funcion de escalamiento ¢,(t) encontramos ¢(t), luego usamos ¢(t) y
encontramos ¢,(t), hasta que ¢,(t)= ¢, ,(t) o por lo menos hasta que ¢,(t) se acerque lo
suficientemente a ¢, ,(t).

Una vez que tenemos una aproximacion para ¢(t) podemos definir la wavelet
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directamente de la ecuacion (2.48). Sin embargo, la funcién transformada wavelet D4
de una senal discreta en la practica no requiere el célculo de la wavelet o funciones de
escalamiento directamente; sélo emplea algo de los coeficientes de escalamiento
dentro del algoritmo de multi-soluciéon (ecuaciones (2.27) y (2.28)) de la misma manera
que la wavelet Haar. En este caso, la aproximacion de los coeficientes son calculados
usando:

1 N, -1
Sm+ nT & c Sm n+
1, \/5 g k ,2n+k

(2.54)

[COSm,Zn + C1Sm,2n+1 + CZSm,2n+2 + CSSm,2n+3]

_ 1
A2

—0.483S,, ,, +0.837S,, ,,., +0.224S , . —0.129S

m,2n+2 m,2n+3
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CAPITULO 3: ANALISIS DE TIEMPO-FRECUENCIA EN SENALES

En este capitulo, se presentan varias herramientas disponibles para analizar senales
no estacionarias y se comparan sus diferentes caracteristicas. Las sehales en
fendmenos transitorios y en la turbulencia, que son muy comunes en la Ingenieria

Hidraulica y en la Mecanica de Fluidos por su naturaleza son no estacionarias.

2.1 Métodos: Analisis de senales

Para estudiar las series de tiempo, se han desarrollado varios métodos.
Frecuentemente, el mas usado es la Transformada de Fourier (Fourier Transform, FT),
Transforma de Fourier de Corto Tiempo (Short-Time Fourier Transform, STFT) y la
representacion Wigner-Ville. La Transformada Wavelet (Wavelet Transform, WT) es un
método recientemente propuesto para estudiar las senales no estacionarias y con
caracteristicas de no linealidad, asi como para encontrar discontinuidades. Cada
método tiene sus propias ventajas y desventajas dependiendo de dénde sean usados y

se veran a continuacion.

211 Analisis de Fourier

El método mas comunmente usado ha sido el andlisis de Fourier, que revela el
contenido de frecuencia de cualquier senal descomponiéndola en senoidales de
diferentes frecuencias. La serie de Fourier es usada para senales periddicas, mientras

que para senales no periddicas se usa la transformada de Fourier.
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2.1.1.1 Series de Fourier

En 1822, Fourier publicd Theorie Analytique de la Chaleur, “Teoria analitica del

calor” donde menciona que para cualquier senal peridédica f(t) de periodo T o sea

f(t) = f(t + T), puede expresarse como:
o =2+ Z a, cos(kawyt) + Z b, sin (kaqyt) (3.1)
k=1 k=1

2w . .
donde S ©s la frecuencia angular fundamental en radianes por segundo y los

coeficientes de los términos de coseno y seno (coeficientes de Fourier) se obtienen de

la siguiente manera:

T/2

a, =§ J- f(t)dt

-T/2
T/2

a, =; J. f(t)cos(kw,t)dt (3.2)

-T/2
T/2

2
b, = T J- f(t)sin(kw,t)dt, k=01,..0

-T/2

2.1.1.2 Transformada de Fourier

Si f es el cuadrado de la funcién integrable (feL*(R)), su transformada de Fourier

se define como:

flw) = i ff(t]e‘*“*dt, w E R (3.3)
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donde i =+/—1, w es la frecuencia en radianes por segundo, y R es el campo de los
ndmeros reales. Cuando f es el valor real f(w) = f(—w). Debido a que f(t) no existe

de menos infinito a mas infinito, practicamente la transformada de Fourier de una senal

de energia finita f puede escribirse como:

flw) = % J-f(t]e""“*dt, n=0 (34)

donde n es un numero suficientemente grande, generalmente a una potencia de 2.

Puede recuperarse f(t) por medio de la siguiente ecuacion:
f(t) =J. flew)e=tdt (3.5)

Al analizar senales por medio de la transformada Fourier, llamado anélisis espectral,
es una técnica usual de obtener informacion sobre una senal periddica. Sin embargo,
las senales analizadas no son continuas en el tiempo debido a los procedimientos de
medicion de una senal fisica de entrada. Para arreglarsela con esta clase de senales, la
transformada discreta de Fourier (Discrete Fourier Transform, DFT) puede ser utilizada
en lugar de la series de Fourier (Oonincx, 2000). DFT puede ser calculada de una
manera rapida usando el algoritmo de “mariposa” (Cooley y Tukey, 1965). Este
algoritmo organiza los coeficientes de Fourier de cierta manera para su calculo en
sentido recursivo. El calculo de la Transforma Rapida de Fourier (Fast Fourier
Transform, FFT). En MATLAB, este algoritmo esta codificado dentro de la funcion “FFT”
y el resultado de la FT presentados en este trabajo se obtienen usando esa funcién. El
resultado de la FFT es un arreglo de valores complejos, por lo tanto para eliminar las
partes imaginarias, se hace el cuadrado del médulo de las amplitudes de la FT que se
grafican obteniéndose el espectro de la amplitud de Fourier (Fourier Amplitude
Spectrum, FS).

Mientras la FT da informaciéon valiosa sobre las frecuencias en una senal, no es
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posible tener alguna informacion sobre la ubicacion temporal de esas frecuencias. Por
lo tanto, es apropiado solamente para sefales estacionarias. Superar este problema de
corto tiempo o de corto plazo es utilizar la transformada de Fourier de corto tiempo
(STFT).

2.1.2 Transformada de Fourier de corto tiempo (STFT)

La idea en STFT es cortar la sefal original en segmentos de duracion mas
pequenos Yy aplicando la FT se obtiene las componentes de frecuencia en cada
segmento. Las funciones obtenidas por este crudo recorte son en general no periodicas
y la FT interpretara los saltos en las fronteras como discontinuidades o variaciones
abruptas de la sefal e introducira harménicos de mayor orden para quedar en la forma
de la onda. Para evitar esto, se introduce el concepto de ventanas. En lugar de localizar
por medio de funciones rectangulares, se usa una funcién suave ventana, que esta
cerca del origen y se descompone hacia el cero en los bordes. Por esta razén la STFT
se le conoce como la transformada de Fourier de ventanas. Cualquier funcion cuadrada
integrable puede ser usada como una ventana, pero ciertos criterios deben ser
cubiertos. La principal propiedad de una buena ventana es su buena localizacion en el
dominio tanto en el tiempo como en la frecuencia. Algunas ventanas son favorables
como Hamming, Hanning, Bartlett, Blackman, Kaiser y Gaussian (Carmona et al, 1998).
La razdn por la cual se usan estas ventanas es que tienen diferentes formas funcionales

y su FT se concentra alrededor de w = 0. La ventana en el dominio del tiempo se llama

ventana de tiempo, su transformada de Fourier es la ventana espectral. Las formas

funcionales de algunas ventanas estan dadas a continuacion (Carmona et al.., 1998).

Rectangular:

(t]:{l, 0=t=<1
g 0, otros

Barlett (triangular):
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2t, 0=t=1
gl(t) =[2(1—rj, 1/2<t=1

0, otros
Hanning:
_ [1 — cns(zﬂt]}fz, 0=t=<=1
g(t) =
0, otros
Hamming:
054 — 046 cos(2mt), 0=<t=1
t) =
9(®) { 0, otros
Blackman:
(1) = {0.42 — 5 cos(2mt) + 0.8cos(4mt), 0<t<1
g 0, otros

Gaussian:

g(®) = g1/t /2

La senal se multiplica por una de estas funciones ventanas [g(t — bj), donde g(t)

es diferente a cero Unicamente en una region finita alrededor del tiempo b. Entonces se
toma la transformada de Fourier de f(t)g(t — b), y la ventana se mueve a diferentes

ubicacion para hacer la misma operacion. Este método también se le conoce

transformada de Fourier de ventanas y su definicion es:
Swb) = [ FOgt-p)e it 28
La STFT es una presentacion de la conservacion de energia dada por:
Em(mfdr =1 @7

Usando la igualdad de Parseval se obtiene la siguiente expresion:

58



o 0O

_[::|f[t:]|2dt =$ J jl.‘if[m,tjlzdm dt (3.8)

La senal puede ser reconstruida de su transformada por medio de la formula,

1
2T

f(t) =

gy

J Sflw,t)(t — b)e*“*dwdt (3.9)

El problema fundamental con la STFT es que no es posible tener alta resolucion
simultaneamente tanto en el tiempo como en la frecuencia. Seleccionar una pequena
ventana causa una mala resolucién en la frecuencia y una gran ventana puede revelar el
contenido de la frecuencia mucho mejor a expensas de la resolucion del tiempo. Esto
se debe a que la porcion de la senal en cualquier ventana se trata como una senal

estacionaria.

2.1.3 Representacién Wigner - Ville (WVR)

La representacion Wigner-Ville es una senal f expresada de la siguiente forma:
— t ® t —iwt A
W, (b, w) _ff(b +2)fe(b—3) emerar (3.10)

donde b es una variable del tiempo, @ es una variable de la frecuencia, y * significa el
conjugado complejo.

Este proceso es la correlacion de la sefal con ella misma. Se puede interpretar esta
ecuacion como el calculo de una funcion de autocorrelacion “local” en cada instante del

tiempo, b, seguido de la evaluacion de la transformada de Fourier. Resultando un una
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densidad espectral de potencia “local” para cada instante de tiempo, t. En la préactica,
s6lo una realizacion de ambos lados del proceso esta disponible y esto nos obliga a
que ignoremos la expectacion del operador. Si se toman las expectativas de ambos

lados de la ecuacion anterior:
t t .
E{Ma}(b,mj}=jcf(b+£,b—g)e“”*dt 3.11)

Donde Cf es la funcion de auto-covarianza del proceso. En el caso estacionario, Cf

no es funcion del parametro tiempo b y por lo tanto es constante. El lado izquierdo de
esta ecuacion se le llama funcion de densidad espectral instantanea y se puede

expresar como 5,(b,w). En otras palabras, es una funcion de densidad de energia. En
teoria, de S:(b,w) es una medida de la distribucion del tiempo-frecuencia de un

proceso aleatorio f(t)en el tiempo b (Newland, 1993). La transformada Wigner-Ville se

localiza en el dominio del tiempo para senales de Dirac, y en el dominio de la frecuencia

para ruidos lineales. Cuando se integra W;(b,w) sobre todas las frecuencias se obtiene

el cuadrado del modulo de la sefal, también se le conoce como frecuencia marginal. Es
lo mismo que la energia instantanea, que se obtiene eliminando la integracion sobre

todas las frecuencias.
| w,G.w)do = 171 312)
La energia total se obtiene:
jjm}(b,m]dmdb =f|f(bj|2db (3.13)

El espectro de potencia se obtiene cuando la representacion de Wigner-Ville se
integra en el tiempo. Se le conoce como el tiempo marginal.
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? (3.14)

f@&@ﬂ=mm

La distribucion Wigner-Ville es un procedimiento de mantener energia por satisface

con las condiciones de frecuencia y de tiempo marginal. Sus dificultades son, 5;(b, w)
puede localizarse en un tiempo b, pero cubre un rango infinito de t, por lo tanto es muy
dependiente de f(t) fuera del tiempo local. Mientras los espectros de Fourier son
periodicos con igual periodo en el mismo rango, W; (b,w) es periodico en la frecuencia

con periodo igual a la mitad en el mismo rango. Esto podria causar aliasing, que se
puede quitarse en cada prueba, o usando su correspondiente senal analitica. Una senal
analitica es la distribucion de efectos negativos por importantes términos cruzados, que
limitan su uso practico. Los términos cruzados pueden reducirse por una distribucion
suavizada sobre el tiempo, pero eso también reduce la resolucion en el tiempo vy

frecuencia.

2.1.4 Transformada Wavelet (WT)

La transformada wavelet ha aparecido como una con mucho potencial al analizar
una senal y en estudios recientes indican un uso eficiente de la wavelet en la soluciéon
de problemas tanto lineales como no lineales (Grossman y Morlet, 1984). Una wavelet
es una pequena onda con energia finita, tiene su energia concentrada en el tiempo o en
el espacio que sirve como una funcidon basica para el analisis de transitorios, no
estacionarios, o fendmenos donde varia el tiempo. La transformada de Fourier se
concentra alrededor de una frecuencia especifica. Por lo tanto, la wavelet tiene
caracteristicas de una onda libre oscilando, pero también la habilidad de admitir
simultaneamente analisis en el tiempo y la frecuencia.

Las wavelets son usadas para analizar senales de una manera similar a
expansiones complejas (funcién seno y coseno) tipicas del analisis de Fourier. La

diferencia es que las senales estan descompuestas dentro de unas series de funciones
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béasicas locales. Cada wavelet se localiza en una diferente posicion en el eje del tiempo
y es local cerca al cero cuando esta fuera de su centro. El término “wavelet” fue
introducido, en el contexto de una transformacion matematica, en 1984 por (Grossmann
y Morlet, 1984). La transformada wavelet es una expansion de dos parametros de una
senal en términos de funcion base particular wavelet o de la wavelet madre. El andlisis
temporal se lleva a cabo con una concentracion de alta frecuencia de la wavelet
prototipo. El analisis wavelet accede a informacion inmediata que en otros métodos de
tiempo y frecuencia es oscura como en el analisis de Fourier. Se pude clasificar el
analisis wavelet en Transformada continua wavelet (Continuous Wavelet Transform,

CWT) y en Transformada discreta wavelet (Discrete Wavelet Transform, DWT).

2.1.4.1  Transformada Wavelet Discreta (DWT)

La version de la wavelet discreta involucra algunos términos de procesamiento de
senales como el filtrado, pruebas de entrada y de salida. Los detalles del analisis se
describen en Strang y Nguyen (1995). El proceso de Multiresolucion divide las

frecuencias en octavos de banda, de w a 2w, en lugar de bandas uniformes de
+w + Aw. Usando la DWT, a una funcién a,(t) se resuelven algunas funciones de

diferentes niveles como:

a;(t) = a;24(t) +d;2,(t) jeZ, j=0..n (3.26)

donde, j es el niumero de nivel que representa un rango particular de frecuencia y esta

relacionado con la escala a en CWT por la relacion:

a =2 o j=log(a) /log(2) (3.27)
La idea de hacer la descomposicion y reconstruccion (multiresolucion) se ve
representada en la Figura 3.1 donde a’s son los valores locales medios de un nivel

particular y la d’s son las diferencias locales o detalles. Cada detalle o funcién de nivel
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tienen un rango en particular de frecuencias con intensidad cero.
El rango exclusivo de frecuencias esta dado por w; = [w,;, w,;] con:

1 1

Wyj 2+ Af ¥ Wz 27 At

(3.28)

donde, At es paso de tiempo de los datos discretizados ay(t), a4 (t) es la
aproximacion o la parte suave de la sefal original del nivel 1, donde d;.,(t) es el detalle

en el mismo nivel.

La descomposicion es la reduccion a un nivel donde no hay informacion apreciable
en la aproximacion. La wavelet madre debe analizar la sefial con menos forma de onda.
La seleccion del arbol de descomposicion wavelet se puede hacer acorde al criterio de
examinacion de entropias de los coeficientes de la wavelet de cada nivel de
descomposicion. La entropia se define como una medida numérica de la incertidumbre
de resultado. Por lo tanto, la mejor base es aquella que de la minima entropia. Si

truncamos una serie en el nivel j = n, la senal original puede ser reconstruida de los

detalles:

a,(t) = z d,(t) (3.29)

Los detalles o funciones nivel d;(t) son expresadas como (Daubechies, 1992):

oI

d;(t) = Z Cix'¥ ik (3.30)
con
W= 27 (2 e — k) (3.31)

Donde, k representa un indice en la escala del tiempo, ¥ SON las funciones base
wavelet y C;, son los coeficientes wavelet correspondientes. El tiempo va de cero a t,

(t =[0,t.]), finalmente:
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ay(t) = ZZE‘P (332

=1 k=0
A do= al+d1
——
a, d, a;=axtd,
——
as d2 dr = 33+d3
—— v
a, ds ap=az+d;+d,+d;

Figura 3.1. Esquema basico de la DWT.

2.1.4.2 Transformada Wavelet Continua (CWT)

En cualquier procesamiento de sefales de datos reales es una senal discreta. La
wavelet continua también es un proceso discreto, pero es continua en las escalas y
posiciones de los operadores. A diferencia de la transformada wavelet discreta, la CWT
lo hace en cada escala. La CWT es también continua en términos del desplazamiento:
durante el célculo, el analisis de la wavelet hace un desplazamiento suave sobre el
dominio de la funcion analizada. Si las escalas y posiciones se seleccionan en
potencias de 2 (como en la DWT), esta es la escala y posicion de dyadic, el analisis
sera mucho mas eficiente en relacion con el calculo.

El andlisis continuo se usa en este estudio porque es posible usar un fango de
frecuencias flexible y facil de interpretar los datos. En cambio, la DWT usa frecuencias
Unicamente en octavos de banda. Aunque el Ultimo método es mas costoso
computacionalmente, no da un resultado preciso de interpretar, y se usa principalmente
en la compresion de senales.

El analisis wavelet se llama a menudo andlisis tiempo-escala en vez de un analisis

tiempo-frecuencia por que el analisis de la funcion W(t) (o de la wavelet madre), es
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escalado por a. Estas wavelets son ortogonales, biortogonales, y sistemas armonicos
wavelet. Las wavelets ortogonales descomponen la senal en espacios de senales
ortogonales. En 1988, Daubechies introduce una clase de soportes compactos de
wavelets ortogonales con soportes suaves. Mallat (1989) y Meyer (1992) presentaron la
teoria del analisis de multiresolucion.

Excepto para la wavelet Haar, los soportes compactos de la wavelet ortogonal no es
simétrico alrededor con la media cero, una condicion que se requiere en ciertas
aplicaciones como en el procesamiento de imagenes donde simétricamente
corresponde a una fase lineal. Para obtener la simetria y conservar la propiedad de la
reconstruccion perfecta, la condicion ortogonal se reemplazo por la biortogonalidad y la
teoria de la biortogonalidad fue establecida por (Chui y Wang, 1992, Cohen et al..,
1992). Las wavelets biortogonales con mas complicadas y se definen sobre una la base

de un par de escalas y funciones de la wavelet.

2.1.4.3 Seleccién de la wavelet

No hay una Unica representacion de la wavelet de una senal cuando hay diferentes
wavelets y no todas las wavelets trabajan en una sefal especifica. Algunas pueden
trabajar muy bien con una senal especifica y no trabajar bien con las demas senales.
Asi que, el problema es, ¢Como encontrar la mejor wavelet para nuestra sefnal?

En la mayoria de las aplicaciones de la transformada wavelet, se requiere que la
senal original sea sintetizada por los coeficientes de la wavelet. Esta condicion se refiere
a una reconstruccion perfecta. En algunos casos, sin embargo, de la misma manera
gue en las aplicaciones de reconocimiento de dibujos, se requiere una senal relajada.
En el caso de una perfecta reconstruccion, las wavelets deben cumplir con la condiciéon
de ortogonalidad. Eligiendo dos diferentes wavelets, una para analizar y la otra para
sintetizar, las dos deben satisfacer la condicion de biortogonalidad para conseguir una
reconstruccion perfecta. En general, el objetivo de investigacion una wavelet mas
moderna es la de crear una funcién wavelet madre que de informacion, eficiencia 'y una

descripcion util de la sefal de interés. No es facil disenar un procedimiento uniforma
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para desarrollar la mejor wavelet o transformada wavelet para una cierta clase de
senales. Sin embargo, sobre la base de algunas caracteristicas generales de las
funciones wavelets, es posible determinar que wavelet es mas apropiada para
determinada aplicacion en particular.

La transformada con wavelets ortogonales se basa en la conservacion de energia.
Esto implica que el error medio cuadratico (Mean Square Error, MSE) se introduce
durante la cuantificacion de los coeficientes de la WT es igual al MSE de la
reconstruccion de la sefal. Para bancos de filtros ortogonales, los filtros sintéticos se
traslapan con los filtros del analisis. Sin embargo, en el caso de wavelets biortogonales,

las funciones base son no ortogonales y por lo tanto, no conservan energia. En este

caso la igualdad de Parseval entre _ﬂf(t)\zdt y 2> Wt ’

no es valida. Se requiere

de ortogonalidad.

El teorema de Parseval dice que el total de potencia o energia en una senal se
obtiene por la integracion sobre todo el tiempo y sobre las frecuencias, y en ambos
dominios esta relacionado con el cuadrado de la amplitud. Para una senal estacionaria
con potencia finita, el espectro de frecuencia contendra componentes de frecuencias
discretas (cuando la amplitud de estas componentes son cuadradas, se obtiene la
potencia de cada frecuencia), o para senales aleatorias el espectro cuadrado de las
amplitudes en una distribucion continua sobre la frecuencia y se representa por la
Densidad Espectral de Potencia (Power Spectral Density, PSD) que se integra sobre un
ancho de banda finito. En ambos casos, el equivalente “potencia” en el domino del
tiempo es el valor cuadratico medio, obtenido de la integracion del valor cuadratico
instantaneo (potencia instantanea) sobre un tiempo suficientemente largo y dividida por
ese tiempo. Para senales transitorias con energia finita (integral de la potencia sobre el
tiempo), la amplitud cuadratica de las senales de la FT se representa por la densidad de
energia espectral (Energy spectral Density, ESD). Cuando ESD se integra sobre la
frecuencia, la energia total que se obtiene es la misma al total de la energia cuando la
potencia instantanea de la senal se integra sobre el tiempo (Randall, 2000). Para una

senal con unidades U (donde U representa m, m/s, m/s?, g, N, etc.) la potencia tiene
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unidades U? energia tiene unidades U? s, PSD tiene unidades U?/Hz (U? s), ESD tiene
unidades de U? s/Hz (U? 7).

Entre otras wavelets, una version modificada Littlewood-Paley (LP) una base
armoénica por Newland (1993) son mas apropiadas para analizar sefales transitorias
donde el tiempo y frecuencia son las principales incertidumbres, por tienen una mejor
resolucion en la frecuencia-tiempo que otras bases wavelet (Basu y Gupta 1999). La
base LP se caracteriza por una decaimiento temporal razonablemente rapida (por lo
tanto, ayudar a captar las caracteristicas temporales locales) y muy buena en la
localizacion de frecuencia (debido a que la transformada de Fourier en esta base se

define sobre un intervalo finito). La expresion analitica para esta wavelet es:

1 sin(omt) — sin(wt)

W= —
Tr[w.,“cr—l) t

(3.33)

donde:

(t—B)

o

t =

¥, wavelet madre
t, tiempo
b, parametro de localizacion

a, constante usada en la discretizacion de a. Cuando o =2 es la base LP.

2.1.4.4 Calculo de la energia usando el analisis wavelet

El total de energia, E, de una sefal es la suma del cuadrado de sus valores y se

escribe como:
t

E- f £2 (D)dt (3.349)
o

donde t es el tiempo.

La transformada wavelet descompone una senal simultaneamente en tiempo y
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frecuencia. De la misma manera, la energia contenida en una sefal se puede evaluar en
el dominio del tiempo y frecuencia. Hasta aqui, la energia no representa la energia fisica
del sistema, pero, es proporcional a esta. La preocupacion principal es la variacion en la
contribucién de los componentes temporales en diferentes frecuencias del total de

energia. De acuerdo con la ecuacion de descomposicion, la unidad W, f,, es longitud

entre el tiempo, la escala a de la wavelet toma el orden del contenido de la frecuencia
local, y b localiza la funcién base wavelet en t=b y en la vecindad. La energia total de

f (t) en términos de diferentes escalas (frecuencias) se obtiene usando los coeficientes

de la wavelet:

E= f f W2f,, dt (2.35)
ab

Aunque se use la CWT, los datos se manejan en forma discreta, por lo tanto; el nivel
de energia de una senal en particular se obtiene con el cuadrado del mddulo de los
coeficientes de la wevelet (Farge, 1992), y la "energia wavelet instantanea", o "densidad
de energia wavelet", se define como:
dE_ ,f(t) = Wif., (3.36)

La energia acumulada contenida en la escala a™ se puede escribir como:

Fap = dt ) dE,f()= ) Wif., @37
b b

donde: dt es el periodo de muestreo.

La WT se define como un andlisis en la escala de tiempo rara vez en el tiempo
frecuencia, hay una frecuencia central media (f en Hz) asociada con cada escala de
energia, que puede representarse en el dominio de las pseudo frecuencias cuando las
escalas se remplazan por frecuencias centrales. El espectro wavelet marginal (Marginal
Wavelet Spectrum, MWS) se obtiene cuando las energias se acumulan sobre el tiempo

y se grafican contra las frecuencias centrales.
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La energia acumulada contenida en las frecuencias f™ para cualquier tiempo t

puede escribirse como:

t
E,, = mz dE,, (3.38)
=0

2.2 Ejemplos de analisis: Usando FT, STFT, HHT, y WT

2.2.1 Senal 1

cos®0rt) 0<t<25

cos@0at) 25<t<5 _
cos@ort) 5<t<75 dUE S€ muestra en la Figura 3.2, hay cuatro

cos0at) 7.5<t<10

En la senal s=

frecuencias (30, 20, 10, y 5 Hz) en diferentes intervalos de tiempo. En este ejemplo, la
senal se estudiara usando FT, STFT, HHT y WT.

El espectro de potencia de estos métodos se muestra en la Figura 3.3. Todos los
métodos indican en donde estan los picos de frecuencia y no son exactamente los
mismos. Normalmente, en altas frecuencias la wavelet es muy amplia en el espacio de
la frecuencia; por lo tanto, se ven los picos de alta frecuencia en el espectro, al menos
que su energia es muy grande, se desvanecen. En grandes escalas de la wavelet, la
wavelet se angosta en la frecuencia, por lo tanto los picos son mas afilados y tienen una
gran amplitud (Torrence y Compo, 1998). Las frecuencias bajas y altas en una sefial son
igualmente importantes, entonces los coeficientes de la wavelet se elevan al cuadrado
de las escalas usadas en el andlisis. Pero, en situaciones donde las componentes de
baja frecuencia son de mas interés y las altas frecuencias son ruido, los coeficientes
cuadrados de la wavelet original dan los resultados en el rango de frecuencias bajas. Se
uso una ventana Guassiana de 500 puntos y una longitud de 250 puntos se selecciono

en el andlisis de la STFT.
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En la Figure 3.4 se muestra el espectograma tridimensional que relaciona el
tiempo-frecuencia y amplitud. Para esta figura, todas las frecuencias tienen la misma
amplitud como en el andlisis regular FT. La Figura 3.5 muestra el escalograma
bidimensional de STFT de la senal. El escalograma es la vista bidimensional de la
representacion tridimensional del tiempo-frecuencia-amplitud, sobre el plano tiempo-
frecuencia. Los intervalos de frecuencia y tiempo cuando existe frecuencia se pueden
observar en la figura. El método STFT toma las frecuencias maximas y dibuja una
envolvente de FAS. Sin embargo, en los limites de la frecuencia se observa valores de

frecuencia espurias, que no es un efecto deseable.

0.8
0.6
0.4

0.2

Amplitud
o

-0.

N

-0.

N

-0.

08 ‘
N
0

»

|

Tiempo (s)

2

Figura 3.2. Senal de suma de cosenos.

La HHT también muestra frecuencias maximas correctamente. Cuando la sefal no
es periddica, y no simple como esta senal hipotética, la seleccion de la parte de la senal
que debe ser repetida llega a ser dificil.

La grafica de tiempo-frecuencia-amplitud con la WT y el escalograma bidimensional
correspondiente se ve en la Figura 3.6 y 3.7 respectivamente. El escalograma wavelet
bidimensional se llama también mapa wavelet. Durante toda esta tesis, se usara

escalograma. Se observa que la WT da una solucién de altas y bajas frecuencias.
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Aunque la solucion de la WT es muy pobre conforme aumentan la frecuencia, es capaz
de tomar incluso la frecuencia mas grande (30Hz) de la sefnal con excelente tiempo de
localizacion que es muy aceptable. Entre los métodos usados en este ejemplo, la WT es

el optimo porque es facil de aplicar y los resultados son aceptables.

<
3
[<5]
(@)
[72]
[<5] TN
=]
2
g 10 «
<
FT
—WT
STFT
: HHT
W e
10 10’ 10 10 10

Frecuencia (Hz)
Figura 3.3. Espectro de potencia de la suma de cosenos, usando FT, WT, STFT y HHT.

20

Frecuencia (Hz) Tiempo (s)

Figura 3.4. Espectograma tridimensional usando STFT de la sefial suma de cosenos.
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Figura 3.5. Espectograma bidimensional usando STFT de la sefial suma de cosenos.

Amplitud espectral

40

Frecuencia (Hz) g 4 Ii (s)
> iempo (s

Figura 3.6. Escalograma tridimensional de la sefial suma de cosenos por el método de
la WT.
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Figura 3.7. Escalograma bidimensional de la senal suma de cosenos usando la WT.

222 Sefal2

Una senal transitoria s = cos(2rt + 0.5sin(2mt))e™>* + 0.05sin(30xt) se muestra
en la Figura 3.8.
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Figura 3.8. Senal transitoria.

El resultado de las distribuciones espectrales de potencia de la FT, STFT, HHT y WT
se presenta en conjunto con la Figura 3.9. Los métodos de la FT y STFT dan altas
frecuencias irreales, mientras que la HHT y WT no lo hacen.

El espectograma tridimensional de STFT se presenta en la Figura 3.10. Se muestra
que las frecuencias bajas cambian entre 0 Hz y 2.5 Hz, mientras que la fluctuacion de
frecuencia verdadera debe haber tenido lugar alrededor de 1 Hz. La ineficiencia del
método puede ser vista en la Figura 3.11, donde el espectograma bidimensional se
presenta. Las amplitudes mas altas se representan con los colores mas oscuros.

En la Figura 3.12 se muestra en forma tridimensional por el método HHT y en forma
bidimensional en se muestra el espectograma en la Figura 3.13. Se muestra el cambio
en la frecuencia con el tiempo en los primeros modos. Sin embargo, no se ve el cambio
de la amplitud en el tiempo donde varia la frecuencia.

La relacion entre el tiempo-frecuencia y amplitud espectral resultado de la WT se
muestra en la Figura 3.14. Aunque la resolucion de la frecuencia no es del todo
adecuada en 15 Hz y la frecuencia de la senal fluctua alrededor de 1 Hz. La WT da una
muy buena solucién para frecuencias bajas, 15 Hz es relativamente una frecuencia alta,
por lo tanto la WT puede ser usada como una herramienta en la estimacion del

contenido de tiempo-frecuencia-energia de una senal.

10’5, e

Amplitud espectral

: FT

[ ——wWT

! STFT
HHT

Frecuencia (Hz)
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Figura 3.9. Espectro de potencia de la senal transitoria con FT, WT, STFT y HHT.
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Figure 3.10. Espectograma bidimensional de la sefal transitoria, usando STFT.
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Figura 3.11. Espectograma tridimensional de la senal transitoria por el método STFT.
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Figura 3.12. Espectograma bidimensional por el método HHT.
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Figure 3.13. Espectograma tridimensional de la senal transitoria, usando HHT.

76



a BR Y

—
»

=

_‘.
N

Frecuencia (Hz)

Tiempo (s)

Figura 3.14. Escalograma bidimensional de la senal transitoria, usando la WT.
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Figura 3.15. Escalograma tridimensional de la senal transitoria, usando la WT.
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Finalmente, se muestra la importancia de la seleccion de una adecuada wavelet
madre especifica para la aplicacion, el espectro de amplitud marginal wavelet, el
escalograma tridimensional y bidimensional obtenidos usando la wavelet madre Haar se
muestran en la Figura 3.16, Figura 3.17 y Figura 3.18, respectivamente. El contenido en
alta frecuencia no se obtienes por medio de la wavelet Haar. Si la wavelet madre se
selecciona adecuadamente, no hay razon para no usar el Método de Analisis Wavelet

en determinar las caracteristicas no lineales y no estacionarias de las senales.

16

120

Frecuencia (Hz)
=

d & i .' ;. '—‘al‘ﬁ“"‘l
0 2ol B et -} i

D 2 4 6 8 10
Tiempo (s)

Figura 3.16. Escalograma bidimensional usando la wavelet Haar para la senal

transitoria.
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Figura 3.17. Escalograma tridimensional usando la wavelet Haar para la senal

transitoria.
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Figura 3.17. Espectro de potencia de la sefnal transitoria usando FT, WT(Haar), STFT y
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HHT.

2.2.3 Senal 3, Turbulenta.

En el siguiente ejemplo, un registro de una senal transitoria en un flujo turbulento, se
estudia por los métodos anteriores. La historia de tiempo del registro se ve en la Figura
3.19. Las distribuciones espectrales de potencia de la sefal de cada método se
presentan en la Figura 3.20. Solamente HHT da un espectro diferente, muestra un pico
maximo en las frecuencias de 0.15y 20 Hz. La WT da varios picos en 0.2Hz, 1.5Hz, 2Hz,

4Hz, y 15Hz. El espectro de STFT es algo plano, dando casi las mismas amplitudes

para las frecuencias alrededor de 5Hz.

100

8o
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40 |
20 |
0

20 Y

Velocidad (cm/s)

.40 -
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-80 +

_100 | A A i A i A
0 10 20 20 40 50 60 70
Tiempo (s)

Figura 3.19. Senal de flujo turbulento.

La representacion de HHT del tiempo - frecuencia - energia del mismo registro es
diferente de la representacion de STFT. En la Figura 3.21 se ve que hay un alto

contenido de energia irreal en las frecuencias bajas en los bordes del eje del tiempo

(origen y final de la senal).

La distribucion en forma tridimensional tiempo-frecuencia-energia aplicando la

transformada wavelet se muestra en la Figura 3.21.

80



Amplitud

10°g

10°f
i

N

3

0k

aT

10°E

Amplitud espectral

o F

10

1L
E ——FT
i —WT
| ——STFT
F——HHT

10

-2

10

107 10" 10° 10’ 10°
Frecuencia (Hz)

Figura 3.20. Espectro de potencia con FT, WT, STFT y HHT.
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Figura 3.21. Escalograma tridimensional, usando WT.

20

1508
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0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 3.22. Escalograma utilizando la WT.

La distribucion tridimensional de tiempo — frecuencia — energia con WT se muestra
en la Figura 3.21. El espectro bidimensional frecuencia — tiempo se muestra en la Figura
3.22. En ambas figuras se muestran los resultados en diferente forma de presentacion,
donde se puede ver que no se pierde la informacion en el tiempo lo cual es una gran
propiedad del método de la Transformada Wavelet. Asi, como se puede ver en las dos
figuras, para este caso, a los 5 s la energia se ve en la frecuencia de 8 Hz, alos 7 s
domina la de 4 Hz, entre los 10 s y 20 s la frecuencia central se encuentra en el rango
de 4 a7 Hzy, finalmente, entre los 20 s y 30 s hay energia en una frecuencia de 5 Hz.

En este capitulo, se utilizaron varios métodos para el analisis de sefnales transitorias
(no estacionarias) se estudiaron y se realiza un comparacion. La primera senal con
diferentes frecuencias estacionarias a lo largo del tiempo. La segunda senal tiene una
frecuencia baja variando en baja frecuencia y una constante alta frecuencia. Por Ultimo
la tercera senal que es transitoria y que no se puede decir que tiene una determinada
frecuencia, el método de la transformada wavelet se encontrd mas apropiada para

analizar las caracteristicas transitorias.
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En resumen se presenta las ventajas y desventajas principales de los métodos

comparados en la Tabla 3.1.

Método de | Ventajas Desventajas

analisis

FT 1) Buena informacién de la |1) La informacién del tiempo se
frecuencia. pierde.

2) Muy apropiada para sefiales |2) Las  funciones base  son

estacionarias. senoidales.
3) Altas frecuencias falsas.

STFT 1) Poca  informacion de la|1) La solucion del tiempo vy
frecuencia temporal esta frecuencia dependen del ancho
disponible. de la funcion ventana.

2) Se debe seleccionar la ventana y
su longitud.

HHT 1) Se dispone de informacion de |1) Bajas frecuencias falsas
tiempo-frecuencia. dependiendo de la senal.

2) No se necesitan funciones base. |2) La implementacion es muy
dependiente de la senal vy
subjetiva.

3) Llega a ser muy inestable para
un conjunto de muchos datos.

WT 1) Informacion disponible de |1) Seleccion de la wavelet madre es
tiempo-frecuencia. importante.

2) No existen frecuencias falsas. 2) Solucion de bajas frecuencias

3) Descripcién analitica. para altas y solucion del tiempo
para bajas frecuencias.

Tabla 3.1. Comparacion de los diferentes métodos de analisis de senales.
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CAPITULO 4: APLICACIONES

En este capitulo se ven aplicaciones de la WT a la hidraulica. Como primer
acercamiento se tratan dos senales una de oleaje y un diente de sierra, ambas
generadas por suma de senoides. Se analiza el caso de una sefal transitoria medida en
laboratorio y dos sefales de apertura de valvula y cierre. Respecto a senales generadas
por viento veremos 12 registros tomados a diferentes alturas, analizando las diferencias
entre ellos. También se hara el analisis a registros de abatimiento y precipitacion del

acuifero de la Ciudad de México y registros para la deteccion de fugas en tuberias.

5.1 Senales tedricas

Se hace un analisis de las senales presentadas en (Echavez, 1996) haciendo la
comparacion con el método FFT. La primera senal es una suma de tres senoides, cuya
funcion es:

f(t) =08sen(t+ 1)+ 04 sen (2t — 0.5) + 0.2 sen(6t + 1.4) (4.1)
gue se aproxima a un oleaje. En la Figura 4.1 se muestra la sefal y en la Figura 4.2 su

espectro de Fourier.

f(t)1 BH=
1 <

05 -

15 -
Figura 4.1. Senal de suma de tres senoides.
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Figura 4.2. Espectro de frecuencia y se observa una representacion discreta en cada
frecuencia; en este caso 1, 2 y 6 rad/s.

Al aplicar diferentes CWT a la sefal de tres senoides, que se muestra en la figura

4.3, se pudo observar que para las cinco wavelets (Morlet, Mexican hat, Haar, Meyer y

Meyer discreta) se presentan las frecuencias que se observan en el analisis de Fourier y

la informacion que nos da la wavelet es en que escala se presentan estas frecuencias,

en los cinco casos son distintas éstas escalas, pero entre ellas siguen las mismas

relaciones de las frecuencias de 1, 2 y 6 rad/s.

CWT (Morlet)

)+0.4°SiN(21-0.5)+0.2°sin(6t+1.4)
Hz): [1 2 6J(2*pi) =~ [0.159 0.

En las frecuencias de 1, 2y 6 rad/s, las escalas de las
escalas de la wavelet son 40, 20y 7.

CWT (Mexican hat)

1)+0.4*Sin(2t-0.51+0.2"sin(6t+1.4)
Hz):[126)(2°pi) =~ [0.159 0318 0955]

En las frecuencias de 1, 2'y 6 rad/s, las escalas de las
escalas de la wavelet son 12, 6y 2.

CWT (Haar)

CWT (Meyer)
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sin(t+1)+0.4'Sin(21-0.5)+0.2*sin(6t+1.4)
eales (en Hz): [1 2 6J(2'pi) =~ [0159 0318 0.955]

Pseudo-frecuencias <0159 0324 0871
Escala comespondiente =49 24 8

En las frecuencias de 1, 2y 6 rad/s, las escalas de las
escalas de la wavelet son 49, 24y 8.

)40.4*5in(21-0.5)+0.2’sin(6t+1.4)
iz): [1 2 6/(2*pi) =~ [0.159  0.318 0.955]

En las frecuencias de 1, 2y 6 rad/s, las escalas de las
escalas de la wavelet son 34, 17y 6.

CWT (Meyer Discreta)

#Sin(t+1)+0.4*5in(21-0.5)+0.2*sin(6t+1.4)
(en Hz):[1 2 6)(2'pi) =~ [0159 0.318  0.955]

En las frecuencias de 1, 2'y 6 rad/s, las escalas de las escalas de la wavelet son 33, 16y 5.

Figura 4.3. Comparacion de diferentes wavelets aplicadas a la sefal de tres senoides.

Ahora se analiza una senal en diente de sierra (una combinacion entre rampas y

escalones) de la funcion:

f(t) = sen (t) — 0.5 sen (2t) + 0.33 sen(3t) — 0.25 sen(4t) 4.1)

En la Figura 4.4 se muestra la senal y en la Figura 4.5 su espectro de Fourier.
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Figura 4.4. Senal en diente de sierra.
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Figura 4.5. Espectro de frecuencia de la senal diente de sierra.

Al aplicar diferentes CWT a la senal de diente de sierra, que se muestra en la figura
4.4, se pudo observar que al aplicarle mas términos de la suma de senoides, no cambia
la energia total y el espectro es igual para todos los casas, ya que toma en cuenta las
frecuencias del nimero de senoides que se tomaran en cuenta, como se muestra en la

Figura 4.6.

87



100 términos

SENAL ORIGINAL

ESPECTRO

WAVELET MORLET

Tiempo (s)

Frecuencia (Hz)

Coeficientes

Escalaa

Tiempo (s)

2 T T
15F
1 4
2
g
g
05 4 g
g
1 o
0
0.5f ]
Ar 1 1000
151 ’ 400
9 10 Espacio o tiempo
2 : : :
o 3 7 Frecuencia (Hz)
Tiempo (s)
500 términos
SENAL ORIGINAL i ESPECTRO WAVELET MORLET
> T . :
15
1k
8
5
05} g
3
3
3
ok
0.5
1
15
2 : . Frecuencia (Hz) Espacio o tiempo
0 3 4
Tiempo (s)
1,000 térmi
, érminos
SERAL ORIGINAL ESPECTRO WAVELET MORLET
2 ’ 1 T T T T
15 4
N 4
J 8
0.5F &
K
] 2
0 8
05f |
atb 4
15 1 b
0-
g 7
2 : . Escalaa 4 200 Ceoncion i
° 3 4 spacio o tiempo
Tiempo (s) 9 10
Frecuencia (Hz)
SERAL ORIGINAL ESPECTRO WAVELET MORLET
2 T T 1 T T T
15

Figura 4.6. Espectro de frecuencia de la senal diente de sierra.
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5.2 Senales Transitorias

Los transitorios generalmente se caracterizan por una corta duracién, como se
observa en la Figura 4.7, medida en el modelo de la Presa Chicoasén, Chis., México,

que tiene una duracion total aproximada de 0.5 s.

2.5 T T T

H (cm)

05 '

0 r r r
0 0.5 1 15 2

Tiempo (s)
Figura 4.7. Senal transitoria del golpe de ariete.

La utilizacion de la Transformada Wavelet Continua para su analisis sirve para
encontrar e identificar el transitorio, que por lo regular no se puede analizar mediante
otras técnicas, ya sea por su baja frecuencia y su poca duracion. Al realizar el analisis
por medio de la Wavelet Morlet podemos observar que se concentra en frecuencias
bajas en un rango que oscila entre 7 a 9 Hz en un corto tiempo, que se muestra en la

Figura 4.8.
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Figura 4.8. Escalograma utilizando la wavelet Morlet.
La distribucion en forma tridimensional, tiempo-frecuencia-energia, aplicando la
transformada wavelet se muestra en la Figura 4.9, en la cual se muestra un pico en el

cual se concentra la mayor parte de la energia del transitorio.
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Figura 4.9. Escalograma tridimensional, usando WT.
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5.3 Senal Turbulenta

Se tiene una senal transitoria en un flujo turbulento, que se muestra en la Figura
4.10. Utilizando el analisis wavelet nos ayuda a encontrar y visualizar estructuras
coherentes de flujos turbulentos, identificando los esfuerzos turbulentos y la vorticidad,

como se ve en los trabajos recientes de Keylock (2007).

100
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Figura 4.10. Senal de flujo transitorio turbulento.

La distribucion en forma tridimensional tiempo-frecuencia-energia aplicando la

transformada wavelet se muestra en la Figura 4.11, y en forma bidimensional en la

Figura 4.12 conocida como escalograma.
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Figura 4.11. Escalograma tridimensional, usando CWT.
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Figura 4.12. Escalograma utilizando la wavelet madre.

En ambas figuras se muestran los resultados en diferente forma de presentacion,
donde se puede ver que no se pierde la informacion en el tiempo lo cual es una gran
propiedad del método de la Transformada Wavelet. Asi, como se puede ver en las dos
figuras, para este caso, a los 5 s la energia se ve en la frecuencia de 8 Hz, a los 7 s
domina la de 4 Hz, entre los 10 s y 20 s la frecuencia central se encuentra en el rango

de 4 a7 Hzy, finalmente, entre los 20 s y 30 s hay energia en una frecuencia de 5 Hz.
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5.4 Senal de viento y altura de ola

En el analisis de series de tiempo podemos mencionar como antecedente el trabajo
realizado por Massel (2001), en el cual se hace referencia a la obtencion de la energia y
como se puede reconstruir una senal por medio de la transformada inversa. En el
presente ejemplo se ve la importancia de contar con un mejor espectro de onda, con
valores mas reales, los cuales nos dan un disefio mas cercano al 6ptimo. En la Figura

4.13 se muestra un ejemplo con una serie de datos de oleaje.

1.5 T T T T T T T T

H (m)

-0.5 A

-1.51 A

“o 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tiempo (min)

Figura 4.13. Senal de altura de ola.

En la Figura 4.14 se muestra el escalograma tridimensional correspondiente,
aplicando la Wavelet Discreta Meyer, la cual se adapta mejor a los datos por analizar.

Se ven dos picos de alta frecuencia con gran energia.
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Figura 4.14. Escalograma tridimensional del oleaje, usando CWT.
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Figura 4.15. Escalograma del oleaje utilizando la wavelet Meyer discreta.

En la Figura 4.15 se muestra el escalograma bidimensional en el cual se observa
que en bajas frecuencias sucede algo muy particular, que es la concentracion de muy
poca energia a lo largo de toda la serie de datos, como se observa en el rango de 1 a
10 minutos, con una frecuencia que oscila entre 2 y 3 Hz.

El uso y la explotacion racional, costo-efectivo y sustentable de los recursos
maritimos de un pais requiere de una apropiada caracterizacion del clima maritimo. El

desarrollo del viento, oleaje, mareas y corrientes presentes en una zona es esencial
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para el desarrollo de actividades tales como disefo, construccion y mantenimiento de la
infraestructura maritima y portuaria; operacion de puertos y marinas; determinacion de
rutas de navegacion; planeacion de actividades costa fuera y proteccion civil entre
otras.

La caracterizacion es apropiada y requiere de dos actividades fundamentales:
mediciones en campo de las variables meteoroldgicas y oceanograficas, y el desarrollo
de modelos numéricos que validen adecuadamente las predicciones antes dichas, ver
Holthuijsen (2007) y Massel (2001).

En ingenieria maritima, la modelacion del oleaje ha sido una de las principales
lineas de investigacion; mucho de los esfuerzos se han dirigido al desarrollo de
modelos numeéricos para reproducir la generacion de oleaje por la accion del viento y su
interaccion con la costa.

La instrumentacion disponible en la costa Mexicana sigue siendo baja; existe una
importante red de maredgrafos operados por la Secretaria de Marina, Instituto de
Geofisica de la Universidad Nacional Autébnoma de México y del Centro de Investigacion
Cientifica y Posgrado de Ensenada. En este articulo se usé informacion de la estacion
numero 42002 en posesion del National Data Buoy Center localizada en el Golfo de
México en las coordenadas 25°47°24" N, 93°39'58" W, analizando la interaccion del
oleaje y viento para el mes de abril del 2008 ver Figura 3 y septiembre del 2008 ver
Figura 7.

Una base de datos completa del campo de viento de acceso libre se encuentra el
sitio Web www.cdc.noaa.gov que es el programa del National Center for Environmental
Prediction/National Center for Atmospheric Research (NCEP/NCAR). El objetivo de este
escrito es hacer un andlisis de la velocidad de viento en campo, usando datos

historicos medidos por las boyas, ver Kalnay (1996).
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5.4.1 Co-escalograma

El escalograma proporciona la evolucion de energia en el tiempo en un simple
proceso del cuadrado de los coeficientes de la wavelet. Si los valores ajustados de los
coeficientes se sustituyen por el producto de los coeficientes de la wavelet de dos
diferentes procesos, el resultado es una vista de la correlacion entre los procesos, ha
esto se le conoce como co-escalograma, analogo al co-espectro en el analisis
espectral. Como el escalograma, tiene la ventaja de revelar varios paquetes de alta y
baja correlacion en diferentes bandas de frecuencia. Ver Liy Nozaki (1997) y Li (1998).

La funcion de correlacion cruzada wavelet entre dos sefales x y y se define por la

Transformada Wavelet Continua como:

C,(ar)= iIT (ab)T,(ab+7)db (4)
0
donde T,(ab) y T,(ab) son respectivamente la transformada wavelet de la sefial x y y; y

el asterisco denota la conjugacion compleja; t es el periodo de tiempo de la sefal y t’

es el retraso entre las dos sefiales. C,(ar) es la correlacion cruzada entre los

coeficientes de la wavelet de cada senal sobre el retraso t en la escala a.
Las senales se dividieron en periodos mensuales y se le aplico la CWT a las senales
de velocidad de viento y altura de ola, después se le aplico el coescalograma en la

combinacion de ambas sefiales como se muestra en las Figuras 4.16 a la 4.28.
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a)

b)

Figure 4.16. a) Senales de velocidad del viento y altura de ola; b) CWT a la sefal de velocidad del viento,
enero 2008; c) CWT a la sefal de altura de ola, enero 2008 y d) Coescalograma, enero 2008.
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Figure 4.17. a) Senales de velocidad del viento y altura de ola; b) CWT a la sefial de velocidad del viento,
febrero 2008; c) CWT a la sefal de altura de ola, febrero 2008 y d) Coescalograma, febrero 2008.
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Figure 4.18. a) Senales de velocidad del viento y altura de ola; b) CWT a la sefial de velocidad del viento,
marzo 2008; c) CWT a la sefal de altura de ola, marzo 2008 y d) Coescalograma, marzo 2008.
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Figure 4.19. a) Senales de velocidad del viento y altura de ola; b) CWT a la sefial de velocidad del viento,
abril 2008; c) CWT a la senal de altura de ola, abril 2008 y d) Coescalograma, abril 2008.
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Figure 4.20. a) Senales de velocidad del viento y altura de ola; b) CWT a la sefial de velocidad del viento,
mayo 2008; c) CWT a la sefal de altura de ola, mayo 2008 y d) Coescalograma, mayo 2008.
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Figure 4.21. a) Senales de velocidad del viento y altura de ola; b) CWT a la senal de velocidad del viento,
junio 2008; c) CWT a la senal de altura de ola, junio 2008 y d) Coescalograma, junio 2008.
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Figure 4.22. a) Senales de velocidad del viento y altura de ola; b) CWT a la sefial de velocidad del viento,
julio 2008; c) CWT a la sefal de altura de ola, julio 2008 y d) Coescalograma, julio 2008.

a)

b)

Figure 4.23. a) Senales de velocidad del viento y altura de ola; b) CWT a la sefial de velocidad del viento,
agosto 2008; c) CWT a la senal de altura de ola, agosto 2008 y d) Coescalograma, agosto 2008.
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Figure 4.24. a) Senales de velocidad del viento y altura de ola; b) CWT a la sefial de velocidad del viento,
septiembre 2008; c) CWT a la sefal de altura de ola, septiembre 2008 y d) Coescalograma, septiembre
2008.
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Figure 4.25. a) Senales de velocidad del viento y altura de ola; b) CWT a la sefial de velocidad del viento,
octubre 2008; c) CWT a la senal de altura de ola, octubre 2008 y d) Coescalograma, octubre 2008.
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Figure 4.26. a) Senales de velocidad del viento y altura de ola; b) CWT a la sefial de velocidad del viento

noviembre 2008; c) CWT a la sefal de altura de ola, noviembre 2008 y d) Coescalograma, noviembre
2008.
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Figure 4.27. a) Senales de velocidad del viento y altura de ola; b) CWT a la sefial de velocidad del viento,
diciembre 2008; c) CWT a la senal de altura de ola, diciembre 2008 y d) Coescalograma, diciembre 2008.
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5.5 Aplicacion a senales de abatimiento de un acuifero

Los acuiferos son la principal fuente de abastecimiento de agua en la Zona
Metropolitana de la Ciudad de México (ZMCM); el suelo de esta zona es de tipo
volcanico formando mantos acuiferos. La lluvia desempena un papel importante en la
recarga del acuifero, debido al escurrimiento por la superficie del suelo se infiltra
directamente en el subsuelo hasta llegar a los acuiferos, Walton (2007).

Actualmente el volumen de agua que extraemos de los acuiferos es mayor que la
que se recupera naturalmente por la lluvia, del subsuelo se extraen 45 m3/s y sélo se
reponen 25 m3/s. En consecuencia se compacta el suelo y propicia el hundimiento, de
0.10 m por ano, aunque en ciertos lugares como Xochimilco, Tlahuac, Ecatepec,
Netzahualcdyotl y Chalco el suelo se ha compactado hasta 0.40 m en tan solo un ano;
por ello el agua que se extrae contiene cada vez mayor cantidad de minerales, que la
hacen de menor calidad. Registros estadisticos muestran hundimientos anuales de 0.15
a 0.25 m alrededor del Aeropuerto Internacional de la Ciudad de México.

En el Distrito Federal se distribuye por medio de tuberias que se forman por una red
principal y una secundaria. La red principal de tuberias esta formada por 690 km de
longitud con tubos que miden de 0.5 my 1.73 m de diametro. La red secundaria de
mas de 10,000 km de tuberia, con diametro inferior 0.5 m y cuenta con 243 tanques de
almacenamiento con una capacidad de 1'500,000 m® con 227 plantas de bombeo que
aumentan la presion en la red, para asi poder dotar de agua a los habitantes de las
zonas altas, como el Ajusco, Contreras o la Sierra de Santa Catarina.

Dentro del Distrito Federal el agua se transporta por medio de 514 km de
acueductos vy lineas de conduccion hacia 297 tanques de almacenamiento, los cuales
llegan a las tomas de los usuarios, por medio de 910 km de red primaria y 11,900 km de
redes de distribucion.

Se suministran a los habitantes de esta ciudad los 35 m®%s de agua potable en
promedio, ademas existen 27 plantas potabilizadoras y 377 dispositivos de cloracion,
que es monitoreada por el Laboratorio Central de la Calidad del Agua, para garantizar

su potabilidad. En la ZMCM, se dan basicamente tres usos al agua: el 67% se destina al
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sector domeéstico, el 17% se utiliza en las industrias y el 16% se utiliza en escuelas,
hospitales y oficinas.

El consumo minimo de agua en la Ciudad de México, por clases sociales se dan de
la siguiente manera: en algunos asentamientos ilegales; es alrededor de 28 I/hab/dia.
Mientras que la estimacion de consumo promedio en las zonas de sectores medios es
entre 275 a 410 I/hab/dia y en los sectores de maximos ingresos entre 800 y 1000
I/hab/dia.

La necesidad de traer agua desde cuencas fuera del Valle de México obedecio en
gran parte al hundimiento de la ciudad de México, ocasionado por los primeros
impactos de la extraccion de agua del subsuelo. El intenso crecimiento de la poblacion
a partir de los anos cincuenta hizo evidente que las fuentes subterraneas no serian
suficientes para abastecer la demanda de miles de nuevos habitantes metropolitanos.

Para disminuir la problematica del abastecimiento del agua en la Ciudad de México
es recomendable incrementar el uso del agua residual tratada en aplicaciones que no
ameriten el grado de potabilidad como son: riego de areas verdes, reposicion de niveles
de canales y lagos recreativos, asi como el enfriamiento industrial.

El crecimiento de la poblaciéon en la Ciudad de México, demanda mayor cantidad
de agua dia con dia, en la actualidad para poder suministrar el vital liquido, se recurre a
la explotacion de fuentes, tanto internas como externas, el acuifero de la Ciudad de
México provee casi 16 m3/s y las fuentes externas, la Cuenca del Alto Lerma vy
Cutzamala inyectan 15 m3/s adicionales a la red.

La dependencia del agua subterranea extraida por medio de pozos hace necesario
revisar las condiciones del acuifero, con el fin de establecer las condiciones evolutivas
en los mantos acuiferos; estas revisiones se hacen a partir de las mediciones de las
profundidades del agua subterranea; de los valores obtenidos se puede inferir el efecto
que trae consigo la explotacion de esta fuente y al mismo tiempo se pueden
implementar acciones que permitan su recuperacion.

Con la finalidad de establecer politicas de extraccion que garanticen la parte
proporcional del agua subterranea proveniente de sus mismos acuiferos que abastecen

a los habitantes de la Ciudad de México, sabiendo que cualquier medida adoptada
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servira para cuidar al mismo tiempo el entorno ecolégico. Por esto, se propone el
presente estudio para realizar las mediciones de niveles del agua subterranea para el
ano 2009, lo que se selecciond 225 pozos para este fin, y de esta manera conocer la
evolucion de los niveles del agua subterranea en la region ocupada por el acuifero de la
Ciudad de México.

Zona de estudio

La composicion del acuifero de la Ciudad de México es de un Unico sistema.
Regionalmente el subsuelo del Valle de México lo constituye una secuencia de
productos aluviales y volcanicos que son permeables, que permiten la infiltracion y la
circulacion del agua El acuifero es confinado por arcillas lacustres en la parte Este del
valle, y en la porcion Oeste trabaja como un acuifero libre, en la Figura 4.28, se muestra
la localizacion de la zona de estudio.

En cuanto a la recarga del acuifero su principal aporte proviene de la infiltracion del
agua que se precipita sobre las sierras que lo circundan, en especial en la porcion Sur,
debida a la alta permeabilidad de las rocas que en esa zona existen. El agua infiltrada
circula en forma radial de los costados de las sierras hacia el centro del valle,
Bloetscher (2005) y Rushton (2003).

En cuanto a la descarga principal del acuifero se lleva a cabo mediante el bombeo
de los pozos perforados en el valle y no se manifiesta una descarga hacia otras
cuencas, debido a que la del Valle de México es una cuenca endorreica y por lo tanto,

sin salidas naturales del agua superficial como subterranea.
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Figura 4.28. Localizacion de la zona de estudio, Ciudad de México, México

Las principales caracteristicas que se encuentra con la aplicacion de la WT es
averiguar como se relacionan ambos fendmenos, tales como es que influye la
precipitacion en la recarga del acuifero si se toman Unicamente las sefales medidas de

la precipitacion en el sitio del pozo vy la respuesta del abatimiento o recarga en el sitio.
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Figura 4.29. Senales de la precipitacion y nivel estatico del pozo No. 21 de la
Ciudad de México.

Aplicando la transformada wavelet al nivel estético y senales de la precipitacion

maxima anual en el ano de estudio (2009), ver Figura 4.29, en el pozo ndmero 21, que
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se encuentra en la zona céntrica de la ciudad de México, en esta zona se tiene la
particularidad de que el suelo es de formacion arcillosa, que se hace dificil una recarga,
asi como es una zona completamente urbanizada con muy poca area natural y artificial
para un recuperacion sustancial del nivel estatico en esta area y, en particular en ese
pozo. En la Figura 4.30 se aplica el tipo de CWT Morlet a los datos del nivel estatico,
que es la wavelet que mejor se adaptd a este tipo de sefal, ya que utiliza una ventana
gaussiana como envolvente, como puede verse hay gran frecuencia durante los meses
de abril a octubre, que es cuando se puede tener un nivel mas alto en la recarga del

pOZo.

CWT, Well, Static Lewel

Frequency [Hz]

Time [month]

Figura 4.30. CWT Morlet, senal del nivel estatico en el pozo No. 21.

In the same way apply you data of precipitation that is shown in Figure 4, there is
that in the months of August and September corresponds to the peak seen in Figure 2,
which has excess rain which infiltrates not to evacuate in the center of the Mexico Valley
area, which sometimes causes large floods.

De la misma manera se le aplico la WT a los datos de precipitacion que se

muestran en la Figura 4.31, es que en los meses de agosto y septiembre se
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corresponde con el pico que se ve en la Figura 4.32, que tiene excesiva lluvia que no se

infiltra en el acuifero y provoca inundaciones.
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Figura 4.31. CWT Morlet, senal precipitacion en el pozo No. 21.
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Figura 4.32. Coscalograma entre la relacion de las sefnales de precipitacion y nivel
estatico en el pozo No. 21.
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4.6 APLICACIONES EN HIDROLOGIA

En el campo de la hidrologia el analisis wavelet cada vez se utiliza mas como una
herramienta que sustituye al analisis de Fourier clasico. Al realizar un analisis de
multiresolucion de la wavelet permite mejorar la determinacion de la estructura de la
escala temporal de una determinada senal, por ejemplo, altura de precipitacion, gastos
minimos y maximos en un rio.

La transformada de Fourier ampliamente utilizado esta disenada para senales
estacionarias que consiste en una superposicion lineal de periodicidades lineales,
independientes y no en evolucion. La repeticion infinita de funciones seno y coseno, que
constituye la base clasica de Fourier, es ideal para el tratamiento de los datos que
involucran procesos estacionarios periddicos.

Las fluctuaciones de las senales en la hidrologia son altamente no estacionarias y
procesos fisicos a menudo se rifen por una amplia gama de escalas que van desde un
dias hasta varias décadas para las tasas de precipitacion (Tessier, 1996 y de Lima,
1999).

Se ha desarrollado el analisis wavelet para proporcionar una herramienta para
analizar un mejor rendimiento en este tipo de senales. Es posible obtener informacion
en el tiempo y escala gracias a que se puede extraer informacion local de la sefnal por
analizar.

Otro aspecto importante es la generacion de datos sintéticos, sin un paso
importante, ya que se toma la base de datos para la realizacién de estudios de diseno,
operacion y diagnostico de obras hidraulicas. Las caracteristicas basicas de la serie de
tiempo hidroldgica pueden ser descritas en términos de, 1) una distribucion de
probabilidad; 2) constantes variaciones en la amplitud en un tiempo irregular vy
dependencia en las variaciones de la frecuencia; 3) dependencia no lineal; y 4)
dinamica no lineal y cadtica (Whitcher, 2002).

La generacion sintética de series de tiempo hidroldgicas, por ejemplo las lluvias y el

gasto, pueden lograrse por medio de los siguientes modelos: modelo corto de ruido,
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modelo de fragmentos, redes neuronales, modelos estocasticos, modelos de cadenas

de Markov y wavelets, esté Ultimo es el que se uso en la reconstruccion de datos.

4.6.1 Senal de precipitacion

Como antecedente al andlisis de este tipo de senales tenemos a Labat (2005) y a

Kang (2007) que analizan senales de datos de precipitacion y de gastos en rios. Al

utilizar la técnica wavelet ayuda a saber como la precipitacion se comporta a lo largo del

tiempo, es decir, con qué frecuencia se presenta, dependiendo del periodo de estudio.

En la Figura 4.33 se muestra una senal de la estacion climatologica del Temascal en

Tabasco, México.
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Figura 4.33. Precipitacion en la estacion climatolégica Temascal del afio 1950 al 2005.

110



1400

1500 1200

1000 r 11000

500 - 11800

Precipitacién (mm)

I -1600

400

Tiempo (meses)

Figura 4.34. Escalograma tridimensional de la precipitacion usando la WT

En las figuras 4.34 y 4.35 se uso la Wavelet Mexican Hat, que debe su nombre a
que la wavelet tiene la forma de un sombrero mexicano, de charro; con esta wavelet se
puede observar la frecuencia con que se presenta la precipitacion. En la representacion
bidimensional es claro que a lo largo del periodo estudiado se tiene una frecuencia de
entre 8 a 12 meses, es decir, se tiene una repeticion cada 12 meses de similares
caracteristicas. En una frecuencia de 60 meses se repite unas 8 veces, es decir cada 60
meses se repite determinado tipo de precipitacion y si se observa la frecuencia de 100

meses, se observa que se presentd 3 veces en el periodo analizado.
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Figura 4.35. Escalograma de la precipitacion utilizando la wavelet Mexican Hat
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4.6.2 Pronéstico de gastos mensuales

La serie de tiempo se puede reconstruir por medio de los coeficientes wavelet en

todas las escalas como lo uso (Torrence y Compo, 1998):

5 6612 o (W (t,5,))
Xe = 172
Cs 0, (0) Lo

donde;

dj espacio entre las escalas wavelet

gt incremento de tiempo de la senal

Cs factor de reconstruccion de la wavelet

1, (0) funcion base normalizada evaluada en el tiempo cero

J numero de escalas de la wavelet menor a 1

R{w(t,s;)} parte real de la transformada wavelet

s pardmetro de escala (s, 2’ %’ donde s, es la escala wavelet mas
pequena utilizada)

x, sefal reconstruida.

Al aplicar la reconstruccion de una sefal de gastos instantaneos, se tomdé los datos
de la estacion No. 11012 del rio San Pedro en Nayarit, México. Al aplicar la

transformada continua wavelet Morlet, esta wavelet tiene un factor de reconstrucciéon de
1s . . , ,
C; =0.776 y ¢y, (0) = « /+. Como primer paso es necesario calcular el angulo y médulo

de la CWT de la senal que se muestra en la Figura 4.36.
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Figura 4.36. Gastos instantaneos de la estacion No. 11012.

En las Figuras 4.37 y 4.38 se muestran el angulo y médulo obtenidos al aplicar la

CWT para usarlos en la reconstruccion de la senal.
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Figura 4.38. Angulo usando la CWT Morlet.
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Figura 4.39. Parte real e imaginaria de la CWT Morlet.

¥10

-1

Al aplicar la transformada wavelet continua morlet y usando la ecuacion 1 se

reconstruye la senal, que se muestra en la Figura 4.39, con un error del 2.22 %.
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Figura 4.40. Senal analizada y reconstruida usando la CWT Morlet.

A continuacion se compara el pronéstico por el método de la Transformada
Continua Wavelet con el modelo estocastico Autorregresivo de Promedios Moviles
Integrado (ARIMA), se utilizaron los Modelos ARIMA también utilizados por autores
como Box and Jenkins (1970), Salas (1980) y Escalante (2012) que son:

1. ARIMA (1,0,0)

2. ARIMA (2,0,0)

3. ARIMA (1,0,1)

4. ARIMA (2,0,2)

5. ARIMA (1,0,2)

Enla Tabla 4.1 se muestran los parametros calculados de cada modelo.

Tabla 4.1. Periodo de Estimacion

Modelo |RMSE  |MAE AlC RMSE |RUNS |RUNM |AUTO |MEDIA |VAR
(Akaike)

(A) 3579.7312069.1 |16.3686 |3579.73 [*** o R OK o

(B) 3576.4 [2077.64(16.3692|3576.4 |OK OK R OK o

(C) 3576.42 12076.18 |16.3692 |3576.42 |OK OK FHE OK *x

(D) 3572.95(2094.28 [16.3722|3572.95 |OK OK FHE OK *x

(E) 3578.26 (2102.82 [16.3727 |3578.26 |* OK Frx OK *x
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donde:

RMSE = Root Mean Squared Error (Raiz del Cuadrado Medio del Error)

RUNS = Prueba corridas excesivas arriba y abajo

RUNM = Prueba corridas excesivas arriba y abajo de la mediana

AUTO = Prueba de Box-Pierce para autocorrelacion excesiva

MEDIA = Prueba para diferencia en medias entre la 12 mitad y la 22 mitad

VAR = Prueba para diferencia en varianza entre la 12 mitad y la 22 mitad

OK = no significativo (p >= 0.05)

* = marginalmente significativo (0.01 < p <= 0.05)

** = significativo (0.001 < p <= 0.01)

*** = altamente significativo (p <= 0.001)

En la tabla 1 se comparan los resultados de ajustar diferentes modelos a los datos.

El modelo con el menor valor del Criterio de informacion de Akaike (AIC) es el modelo A,
el cual se ha utilizado para generar los pronoésticos. También se resumen los resultados
de cinco pruebas para determinar si cada modelo es adecuado para los datos. Un OK
significa que el modelo pasa la prueba. Un * significa que no pasa la prueba al nivel de
confianza del 95%. Dos *'s significa que no pasa la prueba al nivel de confianza del
99%. Tres *'s significa que no pasa la prueba al nivel de confianza del 99.9%. Note que
el modelo actualmente seleccionado, el modelo A, solo pasa una prueba. Puesto que
una 0 mas pruebas son estadisticamente significativas al 95% de confianza o mas,
deberia considerar seriamente seleccionar otro modelo. En las figura 4.41 se presenta
las autocorrelaciones de residuos del modelo ARIMA(1,0,0) v en la figura 4.42 las

autocorrelaciones de residuos parciales ARIMA(1,0,0).
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Figura 4.41. Autocorrelaciones de residuos del modelo ARIMA(1,0,0).
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Figura 4.42. Autocorrelaciones de residuos parciales ARIMA(1,0,0).
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En las figuras 4.43 a 4.48 se comparan los valores pronosticados por el modelo
ARIMA, Wavelet Morlet y los valores medidos en la estacion No. 11012 del rio San Pedro

en Nayarit, México.
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Figura 4.43. Pronostico de la estacion rio San Pedro (01/1944 a 12/1956).
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Figura 4.44. Pronostico de la estacion rio San Pedro (01/1957 a 12/1969).
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Figura 4.45. Pronostico de la estacion rio San Pedro (01/1970 a 12/1972).
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Figura 4.46. Pronostico de la estacion rio San Pedro (01/1973 a 12/1985).
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Figura 4.47. Pronostico de la estacion rio San Pedro (01/1986 a 12/1998).
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Figura 4.48. Pronostico de la estacion rio San Pedro (01/1999 a 12/2010).

El modelo de la Transformada Wavelet Continua demostrd ser una Util y con buenos

resultados para el prondéstico de escurrimientos, por lo tanto se recomienda su uso.

120



CONCLUSIONES

El analisis de fendmenos inestables utilizando la transformada wavelet discreta y
continua es una técnica relativamente nueva que tiene un gran potencial en la ingenieria
hidraulica ya que proporciona una vision mas detallada de no estacionarias vy
transitorias sefales, a través de mapas de escala de tiempo o frecuencia de tiempo, al
contrario el tradicional método de descomposicion espectral donde el componente de
tiempo se pierde.

El coscalogram detecta fase de acoplamiento entre dos diferentes fendmenos
relacionados, por ejemplo: altura de onda y velocidad del viento. En este papel dos
aplicaciones-altura-Mostrar el analisis de una senal transitoria generada por el cierre
repentino de una véalvula de una tuberia y el estudio de dos registros simultaneos de la
onda y velocidad del viento la mejora que tiene este tipo de analisis sobre la
transformacion de Fourier los métodos tradicionalmente utilizados, fueron demostrados.
Finalmente, se presentaron las ventajas y desventajas de varios métodos para analizar
las senales, y sugirié un problema practico que puede ser abordado con el peso.

Con el método de la Transformada Wavelet (WT) se encuentra informacion de la
distribucion de energia, o amplitud, simultaneamente en el tiempo y en la frecuencia. Es
una herramienta que ayuda a saber mas sobre el fendmeno en estudio vy, en el caso
muy especial de las senales transitorias, evalla mejor sus parametros para poder
caracterizar el fenébmeno con mayor detalle.

Como permite simplificar fendmenos complicados dividiéndolo en pequenas
componentes que se pueden analizar por partes, es una herramienta que tiene un gran
potencial de aplicacion en varios campos de la hidraulica moderna.

En la aplicacion de la hidrologia al aplicarlo a métodos de prondsticos de gastos
mensuales, dieron muy buenos resultados al compararlos con los métodos
tradicionales, por lo cual se recomienda la aplicacion de la Transformada Wavelet a la

generacion sintética de gastos mensuales.
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