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Capitulo 1

Introduccion

La telemanipulacién asiste en ambientes donde se requiere contar con la capacidad de adap-
tacién y toma de decisiones del operador humano y se requiere de un manipulador robético
por sus capacidades aumentadas de fuerza y precision o porque la tarea involucra ambientes
cuyas condiciones los vuelven inaccesibles, inhéspitos, nocivos o en tultima instancia letales
para el humano.

El presente trabajo sitia al operador humano en el contexto de esquemas de telemani-
pulaciéon sometidos a restricciones holonémicas. En este esquema un robot esclavo sigue una
tarea dada por el operador a través de un robot maestro que a su vez transmite al operador
informacién del ambiente con el que se estd interactuando (una medida de la forma y la fuerza
que el robot esclavo esté experimentando en contacto con el ambiente de trabajo). El robot
esclavo sigue una trayectoria en contacto con una superficie y ejerce una fuerza sobre ésta.

La dinamica y el control de robots manipuladores es un problema que ya se ha resuelto
desde multiples puntos de vista. En cuanto a las tareas de teleoperacién existen diferentes
técnicas, de las cuales en este trabajo se considera el control mediante superficies virtuales.
Los esquemas de control que se emplean explotan el principio de ortogonalizacién para separar
el error de fuerza y el error de posicién en espacios ortogonales. Este trabajo se enfoca en
determinar un modelo matematico del operador humano para utilizarlo en la simulacién de

tareas de telemanipulacién. Se parte de la siguiente hipdtesis: la accion del operador humano



en el sistema de telemanipulacion puede representarse por medio de una ecuacion o un con-
junto de ecuaciones diferenciales que describen dos comportamientos bdsicos: una dindmica
reactiva, asociada a la dindmica del brazo del operador y una dindmica de control. En estos
dos comportamientos se busca reproducir el rol del operador humano. Por una parte, se con-
sideré que la dinamica reactiva del humano puede modelarse con una impedancia constante.
Por otro lado, la accién de control del operador humano se consideré como un controlador
tipo PID tras ciertas consideraciones respecto al rol y desempeno del operador humano.

El modelo propuesto se implementé en simulacién en un sistema maestro-esclavo con un
esquema de control basado en superficies virtuales. Para analizar el modelo del operador en
el contexto, se elaboré una prueba de estabilidad basada en el esquema mencionado anterior-

mente.

1.1. Antecedentes y estado del arte

La representacion de una dinamica del operador humano constituye un problema en cual-
quier sistema dindmico que lo incluya. La investigacion en cuanto al modelo del operador
humano parte de modelos que se han investigado para determinar algunas caracteristicas y
propiedades fisicas del operador, como la impedancia del humano en dispositivos hépticos (ya
sea para entrenamiento o para rehabilitacion). La accién de control del operador humano es
una tarea mas dificil de determinar debido a la actividad nerviosa local de los grupos mus-
culares y los comandos que provienen del sistema nervioso central, por lo que se utiliza un

modelo relativamente simplificado para representar la accién de control.

1.1.1. Sobre los operadores humanos

El interés en modelar el comportamiento del humano como un elemento activo de con-
trol por retroalimentaciéon comenzé durante la Segunda Guerra Mundial, cuando se hicieron
estudios para mejorar el desempeno de los pilotos. Los primeros trabajos de investigacion
en el modelado del comportamiento del humano comenzaron en la década de 1950, cuando

Hicks y Fitts, respectivamente, propusieron modelos para explicar el tiempo necesario para la



toma de decisiones y su implementacién. Los resultados encontrados se demostraron validos
unicamente para tareas simples [13].

En [7] se reporta una serie de experimentos orientados a identificar la rigidez del codo del
agente humano cuando se somete a pequenas variaciones en movimiento. Los resultados se
presentan como elipses de impedancia, i. e., se pueden encontrar dos ejes ortogonales en cuyas
direcciones se localizan la rigidez méxima y minima del brazo. En [9], Hogan entrega hallazgos
de experimentos para identificar un rango de valores para la rigidez y el amortiguamiento
asociados al codo.

Por otra parte, en 1992, Jones y Hunter [10] examinaron la relacién que existe entre la
percepcion humana de parametros fisicos como la rigidez, viscosidad e inercia y sus efectos
en el desempeno del operador.

Los trabajos anteriores se basan en la determinacién de la dindmica reactiva del brazo
humano. En [8] se presenta la determinacién del papel que el operador humano desempena
en una tarea en un eje de movimiento y se explora la tarea de control considerando un ciclo
de control a nivel neuromuscular y un ciclo de control debido al sistema nervioso central.

En [16] se identific6 por medios experimentales un modelo que describiera el rol del ope-
rador humano en el esquema. de telemanipulacién. Se obtiene un modelo del comportamiento
del humano que corresponde a un control PID y se valida estadisticamente. Artemiadis [1]

determina elipses de impedancia validas para tareas en tres dimensiones.

1.2. Planteamiento del problema

Usualmente se hacen suposiciones de que el comportamiento del operador humano es tal
que permite la implementacién de los esquemas de control para telemanipulacién, o bien, se
considera que la accién del humano es tinicamente una trayectoria y /o una fuerza de referencia.
El cuerpo humano es un organismo muy complejo, provisto de multiples lazos de control,
esquemas de actuacién no lineal, dindmicas internas entrelazadas, altamente complejo incluso
si se considera Unicamente la parte mecanica, con muchos més grados de libertad que los que

usualmente se requieren para guiar la trayectoria de un robot manipulador. El alcance de



este trabajo es unicamente la accién del operador humano en cuanto se refiere a la dindmica
del brazo. Se propone modelarlo como un manipulador. Por las propiedades mencionadas
anteriormente, el humano debe acotarse para lograr una medida asequible de representacion.
Se acota la dindmica para que comprenda tnicamente la accidon desde la articulacién gleno-

humeral (el hombro) hasta la mufieca, sin considerar la dindmica asociada a la mano.

1.2.1. Motivacion

El modelo del operador se empleard para implementar simulaciones en pruebas de esque-
mas de control para telemanipulacion. Si el modelo refleja adecuadamente el comportamiento
del operador, se puede validar el funcionamiento del esquema de control. Contar con una
representacion del operador permite demostrar la estabilidad del sistema de telemanipulacion

en conjunto.

1.2.2. Objetivo

El objetivo de este trabajo es obtener un modelo matemdtico del operador humano que
represente su comportamiento y sus caracteristicas dindmicas esenciales en el esquema de

telemanipulacion.

1.3. Contribucion

A partir de los datos sobre el rol en teleoperacion y el comportamiento de reaccion a fuerzas
del operador humano, se propone un modelo dindmico linealizado de la dindmica del brazo,
que considera los efectos del operador como una impedancia y con un esquema de control
tipo PID. Este esquema se prueba en simulaciones con el esquema de teleoperacién basado en
superficies virtuales y se presenta una demostracion de estabilidad del sistema completo de

telemanipuacién considerando este modelo.



1.4. Organizacién del texto

El Capitulo 2 cubre las herramientas y principios matematicos fundamentales requeridos
para contextualizar el problema de teleoperacion con robots manipuladores: el esquema de
telemanipulacién, la cineméatica y dindmica de los robots manipuladores, y las leyes de con-
trol. El Capitulo 3 consiste en la descripcién de algunas caracteristicas dindmicas del operador
humano, una descripciéon méas a detalle de su papel en el esquema de control y algunas consi-
deraciones que se hicieron en el planteamiento del modelo. El Capitulo 4 presenta resultados
de simulacién utilizando este esquema y comparandolo con un esquema que se ha empleado
previamente en simulacién de tareas de telemanipulaciéon. En el Capitulo 5 se hacen algunos

comentarios finales.



Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Cinematica del robot

El problema de la cinemética es describir el movimiento del robot sin considerar las fuerzas
que lo provocan. La cinematica directa describe la posicién y orientacién del efector final del
robot en funcion de las variables articulares del mismo. La cinematica inversa determina los
valores de las variables articulares del robot dadas la posicion y orientacién del efector final.
La cinematica diferencial encuentra las relaciones entre la velocidad articular y las velocidades

lineal y angular del efector final del manipulador.

2.1.1. Cinematica directa

La cinematica directa relaciona las coordenadas articulares q con las cordenadas cartesia-
nas x y la orientacion del efector final, considerando las propiedades geométricas del robot
como sistema mecénico.

La cinemética directa [19] es una funcién vectorial que relaciona las coordenadas articulares

q € R" con las coordenadas cartesianas x = [z y 2|7 y la orientacion ® = [0 ¢ ¢]T del

10



efector final del robot considerando sus propiedades geométricas. Se tiene entonces

X

donde la funcién fr(q) es la cinemédtica directa del robot.

2.1.2. Cinematica inversa

El problema que resuelve la cinemadtica inversa es el siguiente: Dada la posicion y orien-
tacion del efector final del robot, determinar los valores de las coordenadas articulares. Este
problema representa un mayor nivel de complejidad que el de la cinematica directa, dado que
el sistema es inherentemente no lineal y no hay garantia de que exista la solucién o de que
ésta sea unica. Por lo general, se recurre a métodos analiticos o geométricos que aprovechen
la estructura cineméatica del robot.

Dada la expresién (2.1), la cinemética inversa puede representarse de la siguiente forma:

a=f;"(z,y,2,0,0,9) (2.2)

Donde fg es la funcién inversa de la cinematica directa, fr(q).

2.1.3. Cinematica diferencial

La cinemaética directa relaciona las posiciones del robot en espacio articular y cartesiano.
Para poder determinar la relacién entre las velocidades se emplea la cinematica diferencial.

Si se expresa el vector x como los componentes de posicién y orientacién, se tiene lo siguiente

X = (2.3)

11



Op,, € R? es el vector de posicién del efector final con respecto a la base Og y °®,, € R?
es la orientacion del efector final, expresada con respecto a algin eje o algin parametro. La

cinemética diferencial se obtiene derivando la expresién (2.1), es decir

d d

EX = afR(Q)a (2.4)

o bien
x =J(q)q, (2.5)
donde J(q) = %fR € R™" se define como el Jacobiano analitico del robot manipulador. El

vector de velocidad del efector final puede expresarse de la siguiente forma:

0 .
=] P (2.6)
Own

donde %w,, € R3 es la velocidad angular del efector final y %p,, € R? es la velocidad lineal en

coordenadas cartesianas.

2.2. Modelo dinamico del robot

El problema de la dindmica del robot es determinar su comportamiento cuando éste se
somete a una fuerza o conjunto de torques. Se presentan las ecuaciones que corresponden
al modelo dindmico del robot cuando se encuentra en movimiento libre. Posteriormente se
presentan las ecuaciones cuando éste se somete a una restriccién de movimiento debida al

contacto con una superficie sobre la cual ejerce una fuerza.

2.2.1. Modelo en movimiento libre

La dindmica del manipulador puede modelarse por medio de la formulacién de Euler-
Lagrange. Se define un conjunto de coordenadas generalizadas q que describe la posicién
y orientacién del robot manipulador. Estas coordenadas generalizadas (¢;, i = 1,2,...,n)
describen el estado del sistema respecto a un sistema de referencia. La ecuacién de Euler-
Lagrangre es
d <8£> oL D

12



donde ¢; € R es la primera derivada respecto al tiempo de las coordenadas generalizadas g;,
L es el Lagrangiano, definido como £ = K — P, la diferencia entre la energia cinética K y la
energia potencial P. D es la funcién de disipacion de Rayleigh. 7; es la fuerza aplicada en la
coordenada ¢;. A partir de lo anterior se obtiene el modelo matemaéatico del robot manipulador
como

H(q)q + C(q,q)q + Dq +g(q) = 7, (2.8)
donde H(q) € R™*" es la matriz de inercia, C(q, ¢)q € R™*! es el vector de fuerzas centrifugas
y efectos de Coriolis, g(q) € R™ ! es un vector de efectos gravitacionales y D € R™*" es una
matriz de friccién viscosa.

La expresion anterior puede representarse como

Y(q,9,49,4)0 = H(q)4 + C(q,9)q + Dq + g(q) (2.9)

donde @ € RP*! es un vector que representa los pardmetros fisicos del manipulador. La matriz

Y(q,q,q,q) € R"*P es el regresor, que no depende de ningiin parametro.

2.2.2. Restricciones holonémicas

Las restricciones holonémicas hacen referencia a que el robot cumple alguna de las siguien-

tes condiciones:

= Movimiento restringido a una superficie estatica.
= Movimiento restringido a una superficie en movimiento.

= Movimiento cooperativo entre miltiples manipuladores.

El caso que se desarrolla en este trabajo es cuando la restriccién es tinicamente debida al

contacto con una superficie estatica, que se puede representar mediante la siguiente ecuacién

¢(a) =0 (2.10)

donde ¢(q) : R™ — R™. Derivando esta ecuacién se obtiene:

Js(@)a=0 (2.11)

donde J4(q) = Ve(q) € R™*™ es el Jacobiano de la restriccién.

13



2.2.3. Modelo en movimiento restringido

La diferencial total de la ecuacién (2.10) estd dada por

d

(2.12)

El efecto de estas restricciones se presenta en la forma de una fuerza que no efectia trabajo y
se introducen en la dindmica por medio de los multiplicadores de Lagrange. La ecuacién (2.7)

se puede expresar, entonces, como

S (= =7+ 22 2.1
1 \ g, - T+ A (2.13)

a (o£\ oL D 0
Jdg;  0q; 0q;

donde A € R! es el vector de multiplicadores de Lagrange. A partir de las ecuaciones (2.10) y

(2.13) se obtiene el modelo del manipulador sometido a una restriccién:

H(q)d + C(q, @)d+ D+ g(q) = 7+ I (q)A (2.14)

donde J4(q) = Ve(q) € R™*™ es el Jacobiano de la restriccién.

2.2.4. Propiedades del modelo dinamico
Propiedad 1. La matriz H(q) es simétrica positiva definida. A
Propiedad 2. La matriz H — 2C(q, q) es antisimétrica. A

Propiedad 3. Se cumple que \p||x||? < xTH(q)x < A\g|lx|]? V qeR" y0< A\ <Ay <

00, con A\, = minygerr Amin(H(Q)) v Ax £ MéxygeR? Amaz (H(Q)). AN

2.3. Preliminares matematicos

2.3.1. Principio de ortogonalizacion

El principio de ortogonalizacién explota el hecho de que la velocidad del efector final es
tangente a la superficie de contacto mientras que la fuerza aplicada es normal a ésta. Consiste

en la proyeccién del error en dos espacios ortogonales: un espacio de movimiento restringido,

14



donde no hay componente de fuerza y un espacio de fuerza, donde no hay desplazamiento.

Esto se ilustra en la Figura 2.1. Se definen las matrices

P(q) = Jj(a)Js(a) (2.15)

Q@) = I-P(q)=1-J](a)ds(a) (2.16)

donde J ;f es la pseudoinversa de Penrose de Jy4(q).

I (@) 2 I3 (@)Tp(a)Ig (@)™ (2.17)

Se cumple que
P(q)J;(q) = I} (q) Q(aq)J;(q) =0. (2.18)
Dado que la velocidad reside en el plano tangente al movimiento, el vector ¢ esté en el espacio

nulo de J4(q). Esto provoca que

q=Qq+Pq=Qq. (2.19)

Hecho 1. Sea xq la posicion deseada para el manipulador, sujeto a la restriccion ¢(xg) = 0,
con el error definido como

X =X—Xq (2.20)
Si este error es lo suficientemente pequeno, se cumple que

% &~ Qu(x)% (2.21)

2.4. El esquema de telemanipulacion

En el esquema de telemanipulacién interactiian cinco elementos: el operador del sistema,
el robot maestro que recibe los comandos de posicion y fuerza, el canal de comunicacion, el
manipulador esclavo y el ambiente con el que estd en contacto. Un diagrama de bloques que
detalla el flujo de la informacion se presenta en la Figura 2.2.

Un esquema de telemanipulacién usualmente tiene los siguientes objetivos:

15



wla) =10

Figura 2.1: Principio de ortogonalizacion

q,, |Cinematica| x | Cinematica Control

directa =  inversa Qas robot
maestro esclavo ;,Ld: esclavo
1!

Coantrol ;
Robot A Robot Superficie
maestro I robot ; eszla':m 7 de contacto
Tm maestro

TTh l ?I-v
Operador |
humano

Figura 2.2: Esquema de telemanipulacién.
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= Transparencia: Que el operador no perciba la dindmica de los robots con los que inter-

actua.

= Telepresencia: Que el operador sienta la fuerza que se ejerce con el medio en contacto.

2.5. Control basado en superficies virtuales

Se presenta el esquema de control basado en superficies virtuales porque es el contexto en el
que se prueba este operador humano. Se utiliza esta técnica para mostrar una implementacion
del modelo del humano para la prueba de un esquema de control.

Las ecuaciones que representan el comportamiento de los robots manipuladores se incluyen

a continuacién. La dindmica del robot maestro [20] esta dada por

Hm(qm)élm + Cm(qnh Qm)qm +Dnam + gm(qm) =Tm — Th (222)

donde 7, € R"™ es el torque de control del maestro y 71, € R"™ representa la accién del
operador humano. Este elemento se desarrolla a mayor detalle en el Capitulo 3.

El modelo del robot esclavo [20] es

HS(CIS)EIS + Cs(q87 QS)QS + Dsqs + gs(CIs) =Ts+ Jg‘s)‘S‘ (2'23)

El objetivo de este trabajo es proponer una ecuacién dindmica para emular el torque de
entrada producido por el operador humano, i.e. Ty, por lo tanto, las leyes de control se toman
de esquemas conocidos. En particular, se emplean los resultados reportados en [20]. La ley de

control correspondiente al robot maestro es
Tm = Ym(qnu qmv iim>0m + J’QI;V [kaA)\VS + kFiVAFVS] ) (224)
mientras que la ley de control del robot esclavo esta dada por:

t
Ts = Qs _kvs(ls - kpsfls - kis/ flsd19:| - J;Is‘s(_)\ds + kFisAFs)' (225)
0
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donde kpy, kriv, Fvs, kps, kis ¥ kris son constantes positivas y

A>\vs =

[\
[\
N

)\V*)\s
t
ALy, = / Adysd?d
0
A

AXg =

~~ ~~ ~—~ —~
O
o0

E =2 J £

s )\ds
t
AF, = / Agd?
0
La ley de control del robot maestro incluye una recreacién por medio de superficies vir-
tales del ambiente con que interactia el robot esclavo. Esto es, para cumplir con una meta
de transparencia, que es un problema de teleoperacion. El control por superficies virtuales
genera una superficie virtual en el robot maestro, que genera por medio de un filtro estable
el multiplicador de Lagrange. Normalmente, el multiplicador de Lagrange puede encontrarse
a partir de la ecuacién de la dindmica restringida (2.14), cuya implementacién suele resultar
problemaética. Para encontrar este multiplicador de Lagrange se construye un filtro estable a
partir de variables conocidas, que se presenta a continuacién.. El multiplicador de Lagrange

se obtiene como la solucién de la siguiente ecuacién diferencial, como se propone en [2]

d ) .
T = Gvlam) + 2wy (am) + wipy(am); - Av(0) = Av (2.30)

Se tiene que ¢, = Jov(Am) ¥ @y (Am) = Jovlm + .']W(qm)qm. Las ganancias ¢ y wy, son
seleccionadas de tal modo que (2.30) sea estable. En las simulaciones se utiliza una restriccién

equivalente, que se expresa a continuacién

t
A = ylatn) + 20wy (am) + o [ py(an)d, (2.31)

Bajo ciertas condiciones, se asegura que el error de seguimiento entre esta fuerza virtual

v la fuerza experimentada por el robot esclavo se vuelve arbitrariamente pequerio.
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Capitulo 3

Modelos para describir al humano

En el andlisis y diseno de sistemas que interactiien con operadores humanos es conveniente
tomar en cuenta sus propiedades dindmicas para contribuir al disenio del sistema. Se menciona
en [14] que el comportamiento dindmico del humano es crucial en la determinacién general
del desempenio de control y estabilidad del sistema. Ademas, un controlador diseniado sin
considerar al humano en el lazo de control puede tener errores o hacerse completamente
invalido cuando el humano se encuentra en el lazo de control. Esto es porque, bajo ciertas
condiciones que pueden depender de la tarea, el entrenamiento que tiene el operador, la
informacién de realimentacién visual o kinestésica, el comportamiento reactivo del humano
puede amplificar los errores de control.

Modelar al ser humano es por si misma una tarea enorme. Los mecanismos que gobiernan
la forma en que el humano se mueve o decide ese movimiento ain son, en cierta medida,
desconocidos. Se requiere acotar la accién o fisicalidad del humano de forma adecuada para

su estudio y andlisis; acotar el problema de forma adecuada.

3.1. El rol del humano en el esquema de telemanipulacién

El operador humano recibe informacién de fuerza por medio del robot maestro y es quien
genera la posiciéon y fuerza de referencia para el robot maestro. En los modelos matematicos

que se elaboran (y en el que se utiliza para el esquema de telemanipulacién) no se considera
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la informacién de posicién del manipulador esclavo entre las entradas que recibe el humano.

Figura 3.1: Esquema de telemanipulacién.

Gomi [8] menciona que los valores de rigidez del brazo humano determinados experi-
mentalmente varian bastante dependiendo del sujeto, la tarea, el aparato experimental y los
patrones de perturbacién. Un factor que afecta el desempeno del operario en un sistema de
telemanipulacién es el entrenamiento y familiaridad que éste tiene con la tarea que se lleva
a cabo. En [22] se investiga la forma en que el humano efectiia una tarea en un ambiente
que no cambia pero es inicialmente desconocido. De acuerdo con mediciones antes y después
de rotar una manivela, el perfil de posicién, velocidad y aceleracién del humano (después del
entrenamiento, que fue realizar la misma tarea unas 500 veces) es similar a las trayectorias
de posicion que resultan cuando se disena una trayectoria por medio de polinomios de quinto
orden para un robot manipulador.

Se requiere hacer las siguientes suposiciones respecto al comportamiento del operador

humano:

Suposicion 1. Se desprecia la dindmica de la mano: el operador sujeta rigidamente el efector
final del robot maestro. Esto permite considerar equivalentes las posiciones cartesianas de la

mano del humano y la posicion del robot. A

20



Suposicion 2. Se sigue lentamente una trayectoria suave. Esto hace que Q = O. A
Suposicion 3. El humano tiene un error en estado estacionario que tiende a cero. A

Suposicion 4. El humano tiene suficientes grados de libertad para llevar a cabo la tarea. La

tarea estd dentro del espacio de trabajo del operador. A

En este capitulo se presentan valores de la impedancia del ser humano reportados en la lite-
ratura. La relativa abundancia de estos resultados conduce, como una primera aproximacion,
a considerar representar al operador humano como una impedancia lineal. La impedancia que
describen estos experimentos se obtuvo en movimiento en el eje normal al plano anatémico
frontal o en el plano anatémico transversal.

Se desea conseguir un modelo capaz de representar movimiento en tres dimensiones; esto
es con el objetivo de representar al operador en tareas de movimiento en un espacio tridimen-
sional.

Un concepto del que conviene desprenderse desde temprano en el proceso de obtencién
del modelo es la idea de generar un modelo general del operador humano. Buerger, et al. [4]
postulan una idea similar a la de Gomi: si bien la interaccién de un robot con un agente humano
es esencialmente interacciéon con un ambiente desconocido (o con errores en los pardmetros
cuando se le conoce), se sabe que este ambiente reside dentro de limites especificos. Las
propiedades dindmicas del humano varian considerablemente entre sujetos, posiciones (y por
lo tanto, niveles de activacién muscular), pero esta variacién estd acotada. El brazo humano
es incapaz de presentar ciertos comportamientos extremos.

Por otro lado, basédndose en los resultados cualitativos de Fitts y Sheridan, en [16] se
propone que no es posible obtener un modelo del operador humano considerado como parte
de un sistema fisico y, por lo tanto, no es posible aplicar técnicas de teoria de control clasico
o moderno para analizar completamente el sistema humano-maquina.

En un sistema de interacciéon robot-humano es dificil probar matematicamente la estabi-
lidad cuando el humano estd dentro del lazo de control [6]. Para un sistema de control por
impedancia, mostraron que el comportamiento del robot se volvia inestable si se consideraba

una baja masa y amortiguamiento y la rigidez del humano se hacia muy alta.
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3.2. Caracteristicas fisicas del operador humano

3.2.1. Cinematica del brazo humano

El brazo del operador humano se puede expresar como una cadena cinematica de acuerdo a
la Figura 3.2. El brazo del humano tiene tres articulaciones en el hombro, una en el codo, tres
en la muneca. Por lo tanto, se cuenta con siete grados de libertad para tareas de manipulacién.
El humano es un sistema redundante, lo que se refleja en la versatilidad de tareas que puede
llevar a cabo. Como es un sistema redundante, el Jacobiano del humano considerando siete

grados de libertad tiene un espacio nulo.

Figura 3.2: Articulaciones del brazo.

Se desea alcanzar un compromiso entre la calidad y caracteristicas del humano que se
pueden representar en el modelo dindmico y lo que es posible implementar dentro de recursos
informaticos razonables. El modelo del brazo del operador humano puede detallarse tanto
como se desee en funcién de la informaciéon que se conoce sobre el operador humano, tanto
fisicamente como los procesos a nivel del sistema nervioso central, pero el problema tiende a

aumentar en complejidad y se aleja de las acotaciones que se plantearon en un principio.
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3.3. Modelos dindmicos

Existen diversas formas de caracterizar la accién dindmica del brazo de un humano en
interaccion con un sistema mecanico. Las dos formas usuales son considerar al humano como
una impedancia (generalmente dentro de andlisis de control por impedancia) y cuando se
modela al brazo del humano como un sistema Lagrangiano.

La dindmica de una extremidad humana en particular es casi imposible de conocer exac-
tamente en un momento dado, no se puede utilizar un modelo exacto. Sin embargo, como los
brazos humanos son cinematica y dindmicamente similares, pueden representarse en términos
de una funcién nominal Y;,(s) que representa su dindmica esencial y una desviacién acotada
de esta funcién nominal w(s)d(s) [4]. Asi, pues, se tiene como una primera representacion de
la accién humana

Y (s) = Ya(s) + w(s)d(s) (3.1)

La adaptacién de un modelo matematico al operador humano parte de [8], donde se plantea

que el operador humano puede modelarse de acuerdo con la siguiente ecuacién diferencial

’lp((ﬁb q? q) = Tin(q7 qa u) + Text (32)

donde ¥(q, q,q) es una funcién que describe la dindmica del brazo del humano, 7i,(q, q, u)
es el torque generado internamente por la accién muscular, que depende de la posiciéon y
velocidad articulares q y q y u es una funcién de entrada generada en el sistema nervioso
central y Text €s un torque externo que proviene del medio.

En [1] se identifica un modelo de la impedancia del humano en funcién de coordenadas

cartesianas a partir de la ecuacién
Mk + Bex + Ke(x — xy) = f (3.3)

Donde M, B., K. € R3*3 son matrices que representan la inercia, viscosidad y amorti-
guamiento del brazo humano, respectivamente, y x € R3 y f € R3 representan la posi-
cion del efector final y el vector de fuerza con respecto al sistema de referencia del humano
< Xno, Vho, Zho > Mientras que X, es la posicién de equilibrio o posicién de trabajo del brazo

para la componente de rigidez.
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Esta metodologia es comparable con la de Mobasser, que modela la dindmica de la arti-

culacion del codo de la siguiente forma:
T(t) = 77(t) + [Ma(t) + B(A())q(t) + K(A(t)) Aq(t)] (3.4)

donde 7*(¢) corresponde a un torque de fondo de baja frecuencia, y A(t) es una funcién que
determina el estado y punto de operacién y que estd determinada por los niveles de activacion
muscular, que se representan en niveles de electromiogramas. M, B y K son matrices de
inercia, fricciéon viscosa y amortiguamiento asociadas a las coordenadas articulares del bra-
zo del operador. Puede observarse que, si se considera que 7*(t) corresponde a w(s)d(s) y
Y5 (s) corresponde a [Mq(t) + B(A(t))q(t) + K(A(t))dq(t)], las ecuaciones (3.1) y (3.4) son

analogas.

3.3.1. Impedancia del brazo

En algunos estudios se busca identificar la impedancia del operador humano cuando se
trata de tareas de movimiento restringido porque esta en contacto con un dispositivo electro-
mecénico) o en tareas en las que el operador humano requiere de preservar una posicién.

La metodologia en estos estudios consiste en restringir al sujeto lo mejor posible Por medio
de arreglos de arneses, cintos, vendas con yeso para suprimir la actividad de grupos musculares
no asociados directamente con el brazo, lo cual corresponde con las consideraciones que se
han hecho para tratar un modelo del operador restringido a una cierta parte de la anatomia.
Se modela al operador humano como un sistema masa-resorte-amortiguador.

Hogan [9] menciona que la impedancia del brazo puede aumentarse tensando los misculos,
activando simultdneamente los pares de musculos antagonistas de las articulaciones. Respecto
a los valores relacionados con la impedancia, Lanman reporté que la rigidez aumenta desde
un minimo inferior a 2 [Nm/rad] a un méximo de 400 [Nm/rad]. Hayez y Hatze reportaron
una rigidez minima entre 1 y 1.4 [Nm/rad], mientras que Cannon y Zalahak reportaron una
rigidez maxima mayor a 350 [Nm/rad]. De estas medidas se obtiene que el codo puede variar su
rigidez en dos érdenes de magnitud. De acuerdo con Colgate [9] una impedancia aparentemente

pasiva es condicién necesaria y suficiente para que un sistema estable activamente controlado
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permanezca estable en contacto con un ambiente arbitrariamente pasivo. Colgate sugiere que
el brazo humano estd cuidadosamente sintonizado para preservar la estabilidad bajo un amplio
conjunto de condiciones.

Woo [21] hace un andlisis de estabilidad basado en pasividad que se basa en valores ex-
perimentales hallados para sintonizar un dispositivo haptico, en una tarea con movimiento
Unicamente en direccién ortogonal al plano anatémico frontal. Woo determina los rangos de
viscosidad e impedancia que puede presentar el operador humano para preservar la pasividad
del modelo y del sistema.

La consideracién del agarre rigido facilita la implementacién del modelo. En Speich [11]
se comparan los valores encontrados en cinco pruebas diferentes, considerando un agarre no
rigido, y se utiliza un modelo de cinco pardametros.

De acuerdo con Speich, este modelo corresponde mejor al comportamiento del humano
que el modelo masa-resorte-amortiguador. Si bien este modelo es de segundo orden, Gomi
[8] menciona que se requiere al menos un modelo de cuarto orden para emular satisfactoria-
mente el comportamiento del humano. De forma similar, las mediciones de impedancia del
codo realizadas por Murray mostraron que un modelo de segundo orden con pardmetros que
variaran en funcién de la activaciéon muscular y el angulo del codo era incapaz de reproducir
las observaciones experimentales. La caracterizaciéon competente menos compleja requirié un
modelo de cuarto orden [9]. Los pardmetros identificados para los modelos de cuarto orden, sin
embargo, no corresponden a un modelo que permita representar fuerzas en tres direcciones.

En cuanto a modelos utilizados en esquemas de telemanipulacién, Garcia Valdovinos et
al. [20] consideran la accién del operador inicamente como un vector de fuerzas en un plano.

Mobasser y Hashtrudi-Zaad [17] presentan resultados que sitian la rigidez del codo entre 0
y 50 y una viscosidad cercana a 1 [Ns/m]. La inercia es pequena, comprendida entre 0.0779 y
0.1181 [kgmz], que corresponde con los valores encontrados generalmente. Las masas promedio
identificadas para el brazo del operador suelen ser cercanas a los 3.5 [kg] [5]. Duchaine y
Gosselin [6] reportan el valor de amortiguamiento asociado al codo de -10 a 60 [Ns/m].

Se condensan algunos valores comunes en el Cuadro 3.1.

En lo que concierne a la mecanica que genera las fuerzas del operador humano, se considera
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Autores Rigidez [N/m] | Viscosidad [Ns/m]
Lacquaniti et al. 1982 20-40
Mussa-Ivaldi et al. 1985 (13-41)
Gottlieb et al. 1986 0.6
MacKay et al. 1986 (2-20) (0.08-0.3)
Flash 1987 (27-47), 62-89 1.8-7.2
Lacquaniti y Maioli 1989 30-100
Flash y Mussa-Ivaldi 1990 10-40
Latash y Gottlieb 1992 8-26
Bennett et al. 1993 (16-18), 2-15 0-0.7
Lacquaniti et al. 1993 (30-50), 18-46 (0.8-1.2), 0.7-1.5
Gomi y Kawato 1995 (10), 10-20

Cuadro 3.1: Valores identificados de rigidez y viscosidad [3].

que éste emite fuerza directamente en las direcciones que se requiere. En [12] y [15] se describe
la dindmica de grupos musculares, se considera la accién de pares de misculos antagonistas,
activados ya sea de forma electrénica o neumatica para proporcionar movimiento a las arti-
culaciones de los humanos modelados. En la implementacién de un modelo, considerar esta
actividad presenta varios inconvenientes, pues se requiere, entonces, modelar la dindmica del
brazo humano considerando una cantidad mayor de grados de libertad y se necesita introducir
al modelo la dinamica del mecanismo de activacién muscular.

En [16] se propone que se puede representar la accién del humano por medio de un torque
que incide directamente en las articulaciones del robot maestro. Por medio del principio de
ortogonalizacién, la acciéon del humano se separa en una parte de posicién y una parte de
fuerza. La accién correctiva en posicién es del tipo controlador PID, mientras que la accién
en fuerza es como un controlador tipo PI.

t
Th = Qv [kphQm + kvhlm + kih/ flmdv“] + I, kAN a + krinAF ] (3.5)
0
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Este modelo es en coordenadas articulares del robot maestro. Una interpretacién de este
planteamiento resulta en que estos modelos ofrecen poca informacién sobre el operador hu-
mano. Como los torques estan en el sistema de referencia del robot, y no del operador, se
obtiene poca informacién respecto qué estd haciendo o qué estd experimentando el usuario
del sistema. Si bien en este esquema y en el esquema que se propone mas adelante se consigue
el mismo resultado (modelar el torque que el operador humano utiliza para mover al robot
maestro), el modelo del humano no requiere de los mismos grados de libertad que el robot

maestro.

3.4. Modelo propuesto

En el modelo propuesto, el modelado es respecto a los errores de posicién en coordenadas
cartesianas. Se introduce un término que busca capturar informacién sobre la dindmica del
operador humano adicionalmente a los efectos de control.

Esta dindmica corresponde con los experimentos de Speich [11] y Artemiadis [1], conside-
rando la ecuacion (3.2).

Respecto a la accion que tiene el humano, se hace la siguiente suposicién:

Suposicion 5. El operador humano genera un error cero durante el sequimiento de trayectoria

para llegar a la posicion deseada. A

Para una tarea razonable, el operador lleva el efector final del robot maestro a la posicion
que desea y por este hecho se considera que se logra error de seguimiento cero. Suponer que
el operador sujeta de forma rigida el efector final del robot permite considerar equivalentes
las posiciones cartesianas de ambos y despreciar la dindmica que pudiera asociarse a la mano
y la forma en que el operador sujeta el efector final. El humano es un elemento correctivo del
robot maestro, esencialmente, es un elemento de control.

Con base en el modelo dado en [16] se propone un modelo del operador con las siguientes

caracteristicas:

= Coordenadas cartesianas - Se eligi6 modelar en funcién del error cartesiano porque
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la relacién cartesiana es mds intuitiva que la formulacién en coordenadas articulares.
Se puede representar de una forma mas facil de interpretar la accién del humano en
coordenadas cartesianas que en coordenadas articulares del robot maestro. Esto se debe
a que un modelo que considere unicamente los torques que el humano provoca puede
considerarse como un modelo en el cual el brazo del humano esta sobrepuesto al robot
maestro. Por lo general, los grados de libertad del robot maestro no corresponden a los
del brazo del operador, como se puede ver en la Figura 3.3. Los torques en coordenadas
del robot maestro no tienen un sentido fisico verdadero respecto a las coordenadas del
brazo del operador humano. Una manera de evitar esta situacion es utilizar un modelo

que considere coordenadas cartesianas.

Modelo de segundo orden - Tomando en cuenta las observaciones mencionadas en la
Seccidén 3.3.1 se propone un modelo de segundo orden debido a que la cantidad de infor-
macion disponible es mucho méas abundante y resulta mas sencillo proponer un modelo
que pueda utilizar la informacién con la que se cuenta. Se dispone de diferentes valores
identificados para la impedancia del brazo y los rangos en los que éstos generalmente se

encuentran, lo que permite escoger valores para las pruebas de simulacién.

Ley de control - En [18] se utiliza un control tipo PID en un mecanismo de rehabilitacién
para el brazo, de modo que se lleve al paciente de modo estable y con un movimiento
natural a seguir una trayectoria deseada. Se selecciona un control tipo PID basados en

este trabajo y en [16].

Se propone modelar al operador humano con un torque que corresponde a su dindmica y

un torque que corresponde a la accién de control que el operador ejerce sobre el robot maestro.

La dinamica asociada al humano se modela en términos del error en coordenadas cartesianas.

La siguiente relacién representa entonces la acciéon del operador humano en el esquema de

telemanipulacion:

Th = Thd + The (3.6)
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Figura 3.3: El efector final del robot maestro coincide con la posicién cartesiana de la mano.

donde

Tha = Jo(IhXm + DynXem + Dph%im ) (3.7)
t
The = Jng (kvhf{m + kphim + kih/ )~(d’l9> — JgJ;l;VX (k‘ﬂlA)\Vd + kFihAde) (3.8)
0
Tha es la dindmica del brazo del operador, donde Ij,, Dyy, Dy, € R3*3 son matrices que
representan los efectos de inercia, friccién viscosa y amortiguamiento, respectivamente. Iy, es

una matriz de rango completo. Ty, representa los efectos de control que el operador humano

ejerce sobre el robot maestro. kv, kph, ki, km Y krin son constantes positivas y

Advd = A — Ads (3.9)
t

AFyq = / Adyad? (3.10)
0

Observacién 1. Es importante resaltar que el modelo propuesto estd asociado con el esquema

del control de la Seccidon 2.5. AN
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Capitulo 4

Resultados de simulacion

En este capitulo se muestran los resultados de simulacién del esquema del operador humano
presentado en el Capitulo 3 en un esquema de telemanipulacién. El robot maestro es un robot
tipo Phantom. El robot esclavo es un robot A465 de CRS Robotics, se emplean 1inicamente
tres articulaciones.

La restriccién estda dada por una esfera normalizada de la forma

x—1)? — N2 (2 — k)2
¢(X>:( 27n) +(y 2TJ) ( 2rk) _0 (A1)

El movimiento deseado es en el plano x — z y estd dado por un polinomio de quinto orden en

x. La fuerza deseada estd dada por la siguiente expresion:
Ags = 50 (e7*") + 10[N]] (4.2)

El esquema propuesto se compara con el esquema descrito en la ecuacién (3.5).

4.1. Demostracion de estabilidad

Para la demostracién de estabilidad del sistema de teleoperacion utilizando el modelo

propuesto se introduce el siguiente teorema, cuya demostracién se encuentra en el Apéndice A.

Teorema 1. Para el sistema (2.22) y (2.23) con las leyes de control (2.24) y (2.25) y el

modelo del operador (3.6), los errores de sequimiento de posicion (Qm, s, Gm, Us) Y fuerza

30



(AXs, AFs, Alys, AF,s, AXyg, AF,q) pueden hacerse arbitrariamente pequenos con una
adecuada seleccion de ganancias siempre que los errores de sequimiento iniciales del maestro

y del esclavo sean suficientemente pequenos para que se sostenga el Hecho 1. A

4.2. Resultados de simulacién

En esta seccién se presentan los resultados de simulacién del modelo propuesto del ope-
rador humano. Las simulaciones corresponden a dos pruebas: en un primer caso se utiliza el
esquema del humano como un PID, como se muestra en la ecuacion (3.5). En el segundo caso,
se presentan los resultados utilizando el modelo propuesto en el Capitulo 3, , como se muestra
en la ecuacién (3.6), que incluye un elemento que representa efectos dindmicos asociados al
brazo del operador.

En el primer esquema se tienen los siguientes valores para las ganancias de los controla-
dores: kpy = 0.005, kpjy = 0.001, kys = 70, kps = 600, kis = 1 y kris = 20. Para el control
PID que representa al operador se utilizaron las siguientes ganancias: kpy, = 1, kv, = 0.01 y
ki = 0.01. Los resultados que corresponden a este esquema se muestran en las Figuras 4.1 y
4.2.

Las Figuras 4.3 y 4.4 corresponden al esquema propuesto, en que la dindmica del humano
se representa como un controlador tipo PID y una componente de dindmica del brazo. Estas
simulaciones se realizaron con los siguientes valores para las ganancias de los controladores:
kpy = 0.005, kpiy = 0.001, kys = 70, kps = 600, kis = 1y kpis = 20. Para los valores del control

e impedancia del humano se tiene: kppx = 180, kyhy = 1y Kjnx = 0.05,

02 0 0 1.8 0 0 20 0 0
In=| 0 02 0 Dmw=| 0 18 0 Dph=1]0 20 0 (4.3)
0 0 02 0 0 1.8 0 0 20

Los valores de la matriz Ij, se seleccionan dentro del rango de valores reportados por
Artemiadis, et al. [1] para el brazo completo, se observa que son superiores a los reportados

en [17] para la articulacién del codo. Los valores de viscosidad (Dyy,) corresponden con los
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valores inferiores del rango identificado por Flash [3]. Los valores de la matriz de rigidez (Dyy,)
se encuentran dentro de los rangos de valores que se pueden observar en el Cuadro 3.1.

En ambas simulaciones el tiempo de muestreo es de 0.001 [s].

0.45 1
X
0.4 0.5 m
}{S
= 0.35 E ]
03 0.5
025 : . : -1 .
] 5 10 15 5 10 15
t[=ey] t[seq]
025 0.25
0z 0z
E 015 E 015
0.1 0.1
0.05 . . : 0.05 . . '
] 5 10 1A 02 0.3 0.4 0.5
t[seq] [m]

Figura 4.1: Posicién cartesiana en el esquema PID (3.5).

Los resultados de posicién del primer modelo se presentan en la Figura 4.1. Las trayectorias
de fuerza se muestran en la Figura 4.2. En la Figura 4.3 se presenta el seguimiento de posicién
para el esquema propuesto con impedancia del operador humano. La trayectoria de fuerza se
presenta en la Figura 4.4.

En las Figuras 4.1 y 4.3 se muestran las graficas de seguimiento de posicién en coordenadas
cartesianas. Las gréaficas muestran el seguimiento de posicién en los ejes z, y y z, asi como
la posicién en el plano x — z, sobre la restriccién. En las Figuras 4.2 y 4.4 se muestran las

graficas de la fuerza deseada Aqs, la fuerza que ejerce el robot esclavo Ag y la fuerza que el
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t[seq]

Figura 4.2: Fuerza en el esquema PID (3.5).

operador recibe por medio de la superficie virtual A.

Los dos esquemas empleados difieren en que el primer emplea coordenadas articulares del
robot maestro y el segundo, el esquema propuesto, se modela a partir del error en coordenadas
cartesianas. El efecto del operador humano es mas facil de interpretar como una fuerza que
como un torque, a pesar de que se cuenta con el Jacobiano para mapear de un espacio al
otro. Esto permite observar de una manera mas intuitiva cémo se desarrolla la accién en el
operador humano. Se puede observar que el comportamiento en ambos casos es similar, la
principal diferencia entre estos dos esquemas consiste en la informacién que se puede obtener
cuando el sistema estd caracterizado en términos del error en coordenadas articulares. Por
su parte, esta informacion, para ser de utilidad en el andlisis del efecto que provoca en el

operador, requiere reinterpretarse nuevamente para compararla con los limites de fuerza que
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Figura 4.3: Posicién cartesiana en el esquema propuesto PID con dindmica del brazo del

operador (3.6).

puede desempenar un operador.

En esencia, lo que se desea obtener con estos modelos es que el elemento que representa
al humano pueda dar al robot maestro la posicién y fuerza deseadas para el experimento.
En un caso real, el operador humano suele generar la trayectoria deseada al instante durante
la operacién y, aun cuando se aparte de la restriccion, el sistema lo considera como la posi-
cion deseada. En estas simulaciones, cuando la trayectoria del robot maestro se aleja de la
restriccién, es debido a un mal desempeno del controlador ocasionado por la sintonizacion.

En ambos resultados atin existen errores debidos a la sintonizacién de los controladores.
Si bien los resultados demuestran que es posible simular como el operador humano se aleja

de la restriccién, éste no es un efecto que se busca reflejar en estas simulaciones.
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Figura 4.4: Fuerza en el esquema esquema propuesto PID con dindmica del brazo del operador

(3.6).

Se encontré que en la impedancia del humano los factores de viscosidad y amortiguamiento
tienen un rol maés critico en el proceso de sintonizacién del modelo. La inercia, mientras se
mantenga dentro de los limites establecidos, no presenta grandes repercusiones en el compor-

tamiento del sistema.
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Capitulo 5

Conclusiones

5.1. Comentarios finales

En este trabajo se propuso un modelo que representara la dindmica del operador humano
dentro de un sistema de telemanipulacién. La representacién del humano fue por medio de
una impedancia modelada en el espacio de coordenadas cartesianas y un esquema de control,
PID para el subestpacio de posicién y PI para el subespacio de fuerza. El modelo se probd en
simulacién con un esquema existente y se presentaron los resultados. El esquema del humano
logré representar la actividad del operador como elementro de control en un esquema de

telemanipulacién.

5.2. Trabajo futuro

Atn resta la validacién experimental del modelo. Como se menciond, el conocimiento del
modelo del operador tiene grandes repercusiones en la construccién, diseno y elaboraciéon de
un sistema de telemanipulacion.

Comportamiento complejo: El modelo que se emplea reduce a su minima expresiéon el
papel que tiene el operador humano en el esquema de telemanipulacion. Es importante reflejar
algunos de los comportamientos que se desprenden de la forma méas compleja y errdtica en

que un operador real trabaja con un sistema de telemanipulacion.
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Apéndice A

Demostracion de estabilidad del

controlador

Para la demostracion de estabilidad se requiere de las ecuaciones de dinamica de los
manipuladores (2.22), (2.23), las leyes de control (2.24), (2.25) y la dindmica del humano

(3.6), ademads del siguiente teorema auxiliar.

Teorema 2. Sea D € R™ un dominio que contiene al origen y sea V : [0,00) x D — R"™ una

funcion continuamente diferenciable, tal que

ar([lll) < V(tx) < as(|lx]]) (A.1)
%‘;—i—g‘;f(t,x) < =Ws(x), V|x||>wp>0 (A.2)

YVt >0 yVx € D, donde a1 y aa son funciones de la clase K, W3(x) es una funcién continua
positiva definida y con f : [0,00)xID — R"™ continua por intervalos ent y localmente Lipschitz

en x. Se selecciona r > 0 tal que B, = {x € R" | ||x|| <r} C D y supdngase que

i < a3 (a(r) (A.3)

Entonces, existe una funcion B clase KL y para cada estado inicial x(ty) que satisfaga

[Ix(to)ll < ag (e () (A4)
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existe T > 0 (que depende de x(to) y i) tal que la solucion de x = f(x,t) satisface:

£l
A

B(l[x(to)ll,t —to), Vto<t<to+T (A.5)

x|l < ay'(ee(n), Vt2to+T (A.6)

Ademdas, siD = R" y oy es de la clase K, entonces (A.5) y (A.6) son vdlidas para cualquier

estado inicial x(tg) sin restriccion sobre qué tan grande es .

A
De acuerdo con la Suposicién 2 se satisface
x = Qu(x)x, (A.7)
lo que permite aproximar £ Q;(q;)a: = Qi(qi)&: + Qi(ai)as ~ Qs(ai)ds-
Si se satisface el Hecho 1, la ley de control (2.25) del esclavo se convierte en
nz—%%—%%—%%é%@ﬁlkﬁ@+@¢ﬂ) (A.8)
Se define a continuacion
&5 = s + kisGs (A.9)
donde ks es una constante positiva. De este modo, la ecuacién (A.8) equivale a
Ts = —kys0s — kisQsos — T (—Aas + kris AF) (A.10)
con kps = kyskis + Eis v kis = kiskis. Se define
s = Ads — bislls — hg Fis Qs + g T5 { AN + kpis AFL} (A11)
Se = G5 — s = O + kg kisQeos —ki TL{AN + kris AF} (A.12)

Sps SFs

A partir de las ecuaciones (2.23) y (A.10)-(A.12) la dindmica en lazo cerrado del esclavo es
Hs(qs)ss + Cs(qs, 4s)ss + Kpusss = —ya (A.13)
donde Kpys = Dg + kv y
Ya = Hs(ds)dus + Cs(ds, ds)dlrs + Diius + gs(dls) (A.14)
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Tomando en cuenta el Hecho 1, las ecuaciones (2.24) y (3.6)-(3.8) en lazo cerrado con

(2.22) resultan en

t
Jg Lixm + KpyXm + KDpim + kith/ imdﬁ:| -
0

Spm

— I8 T g oy As + kpiy AFys + kmAdva + keinAFyq] = 0 (A.15)

SFm

donde Kpy = Dy, + kynI 'y Kpp = Dy + kpnl. spm ¥ sSpm estén en espacios ortogonales.

Las ecuaciones (A.13) y (A.15) representan la dindmica en lazo cerrado del sistema com-
pleto. Se puede considerar que estos dos sistemas son independientes, pues el maestro genera
los comandos de posicion y fuerza deseadas para el esclavo. El andlisis de estabilidad se lleva
a cabo por separado por medio de los siguientes pasos.

a) Se analiza primero el subespacio de posicién del robot maestro. Se define e = fot Xmdd.
Suponiendo que la inversa de Jy, existe, i.e., que el humano no hace pasar al maestro por una

singularidad, de spm en (A.15) se obtiene
I,e® + Kpé + Kppé + kinQye = 0, (A.16)

o bien

L,e® + (Kpy — A1) é + (Kpp — Az)é 4+ A1é + Agé + ki Qre = 0 (A.17)

A1 y A5 son matrices definidas positivas. Agrupando términos, se obtiene

I, (e(3) + I, (Kpy — A1) é+ L1 (Kpp — Az) é) +A1 (8 + AT Aze + kinAT'Qye) = 0

€1

(A.18)
Se define
sm =6+ AT Azé + kAT Qe (A.19)
cuya derivada es aproximadamente
$m = e® + AT ALE + kAT Que, (A.20)
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siempre que se satisfaga la Suposicién 2. Observe e; en la ecuacién (A.18). Se requiere encon-

trar Ay y Ao tales que

L' (Kpy— A1) = Aj'Ay (A.21)

L' (Kpp—A2) = knAj! (A.22)

Sustituyendo (A.22) en (A.21) se obtiene

1

L' (Kpy— A1) = o L' (Kpp — A2) Ay (A.23)
6
A1 =Kpy — klh (Kpp — As) As (A.24)
Ademds, es necesario que Ay y As satisfagan
Kpy—A1 > O (A.25)
Kpp,—Ay > O (A.26)

Como consecuencia de lo anterior y siempre y cuando se satisfagan la Suposicion 2 y el Hecho

1 la ecuacién (A.18) puede reescribirse como

ILism +Aispn =0 (A.27)
6
$m=—I"Aisn. (A.28)
Esto significa que
Sm, Sm — 0. (A.29)

Por lo tanto, de (A.19) se tiene que
e+ A Az +EnATIQe =0 (A.30)
Se define a continuacién una funcién candidata de Lyapunov
V= %kiheTAfle + %éTé (A.31)
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cuya derivada a lo largo de (A.30) es

V = kpetA'e+ele (A.32)
= kpe'Alle —eTAT Ave — ket AT 'Que
= —e"AT Ave + EneTATT(T-Qy)e

= —eTAT'Aze + EneTA[ 'Pye,

porque Py = I — Q Suponiendo que Al_lPX = PxAl_1 (en caso necesario, siempre se puede

elegir A1 = A1) se tiene
V=—e"AT Aze + kpe T PIA e (A.33)
Tomando en cuenta que P! = P, y dado que Pyé = 0 finalmente se obtiene
V=-eTA[1A2e <0 (A.34)

Por lo tanto, e, € y € estdn acotadas. Para emplear el Teorema de LaSalle se plantea
el maximo conjunto invariante para V = 0 como (e, &) = (e, 0). Sustituyendo en (A.30) se
obtiene

knAT'Qe=0 — Qe=0 (A.35)

de lo que se desprende que Xpm, Xm, Qx fo xd¥ — 0.

b) Respecto al esclavo, nétese que sps ¥ sps en (A.12) son ortogonales, por lo que ambas
estan acotadas si sg lo esta.

A continuacién se lleva a cabo un analisis local vélido para una regiéon ID € R™ definida
como

D = {ss € R"™ | [|ss]| < Smax} (A.36)

donde spax > 0 es una cota predefinida suficientemente pequena, tal que el Hecho 1 se

satisface. Primero, se expresa s,s como

oy = —k_ll_cistas ~+ Sps, A.37
Vs p
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y se define la funcién

1
Vi =050, (A.38)
cuya derivada a lo largo de (A.37) es
V. = —k;sll_ﬂisasTQsTQsas + O'STQSTSPS (A.39)

Para obtener (A.39) se tom6 en cuenta que Qs = QsQs y Qf = Q. Adicionalmente, Sps
estd contenida en el subespacio abarcado por Qg, de tal forma que s,s = QgsSps. Ahora bien,
en la regién (A.36) es valido lo siguiente

Vi <

1. -
—ghelQue - e { i

1
k_lkisHQsUsH - Smax} <A40)

Por lo tanto V, < 0 si |Qsos|| > ﬁ Debe hacerse notar que Qg0 es el Uinico compo-
nente de o5 que afecta la dindmica de 5 en (A.37). Es decir, la dindmica de o esta contenida
en Qg. A partir de lo anterior se puede concluir que Qso s debe estar acotado y que mientras
mas pequeno sea Smax, Mas pequena debe ser la cota de Qgos. Esto, a su vez, implica que la
magnitud de o¢ puede hacerse arbitrariamente pequena.

De la ecuacién (A.9) se obtiene
éls = 71{18618 + 05 (A41)

que representa un filtro estable de primer orden con entrada . Por lo tanto, mientras méas

pequenio sea &, menores seran ||qs|| v ||ds||-

c) Hasta ahora se ha mostrado que, si sq esta en la regién (A.36) con Smax suficientemente
pequeiia, el Hecho 1 es valido para el manipulador esclavo. A continuacién se muestra que si
ss estd en D cualquier variable estd acotada. Ya se ha mostrado que s,s ¥ sps en (A.12) estdan
acotadas. También se mostré que qs y s estén acotadas, de modo que qs v s estdn acotadas

porque qqgs V dds se seleccionan acotadas. Dado que Qgos estd acotada, también debe estarlo

Qs o Gsdv.
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De (A.9) se tiene

t
Qso's = Qs/ odv
0

t .
- Q / (& + hiedi ) a0
0
que resulta en
¢
Qso's = Qséls + klst/ flsdﬂa (A42)
0
o bien, expresada de otra forma
t
klst/ QSdlg = QSUS - qus~ (A43)
0

Como Qg0 v Qsqs estdn acotadas, Qg f(f qsd? lo esta también.

J¢s €s una matriz de rango completo, de sps en (A.12) se obtiene
AN = —kpis AFy — kys(Tgsd §) 7' T sssrs (A.44)

que es un sistema lineal estable para AF; con entrada acotada, lo que implica que A)g y AF;
también estan acotadas.

La segunda derivada de la restriccién (2.10) por el esclavo es:

b(qs) = T gsls + Tty = 0 (A.45)

Sustituyendo s de la ecuacién (2.23) en (A.45) se puede obtener la siguiente expresién

para Ag
s = —M,(qq) {J wHI N (qo) {ms — 7} + J¢qu} (A.46)
-1
donde Mg(qs) = {Jd,SHS_l(qS)JgS} y Ts = Cs(ds, 4s)qgs + Dsq@s + gs(qs). La derivada de Ag
estd dada por

%)\s = —Ms(qs) [J(;SsHs_l(qs) {Ts — '7_'5} + j(ﬁsqs} (A47)
~My(as) [Jo T @) {7 = 7o} + JooH (a) s — 72}

_Ms(qs) |:J¢sHs_1(qs) {Ts - %s} + j<;Sséls + j¢sé'lsi|
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y es funcién unicamente de variables acotadas, pues todas las funciones y derivadas involu-
cradas son funciones de qs, (s, s y los valores deseados.

Finalmente, hace falta demostrar que y, en (A.14) también estd acotada. La derivada de
drs en (A.11) es

L N _ d iy
%fﬂm—%%—hﬂw%%—mﬂm%%+Mﬁﬁ{A&+kmA%}%$ﬂﬂA&+kmAﬂ}

dt
(A.48)
la cual es funcién de variables acotadas. Que q,s esté acotada implica que y, lo esta, lo que
muestra que todas las variables asociadas a la dinamica en lazo cerrado del esclavo estan

acotadas.

d) Ya que se ha mostrado que todas las variables en la dindmica en lazo cerrado del esclavo
estan acotadas si s; € D puede utilizarse el Teorema 2. Como y, estd acotada en D existe

una constante positiva c, tal que

lyal| <ca Vss€D (A.49)
Entonces, se define una funcién
Vo= s Hu(a)s, (A.50)
que satisface
ar(|lss])) 2 Arllss|® < Vs < Aaflss|* £ aa([[ss]]) (A.51)

con A\ = Aps ¥ A2 = Apg dadas segin la Propiedad 3.
La derivada de Vj a lo largo de (A.13) satisface

V. = —SSTKDVSSS—SSTya (A.52)
< _kVSHSsuz‘i‘caHSSH
1 1 2c
< gl = gl (11l - 1)
Se define
A 1 2
Ws = _EkvsHSsH (A53)
2
p 2 o (A.54)
ks
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Entonces, el Teorema 2 es valido mientras se satisfagan las siguientes condiciones:

A1

Iss(OIF <4/ smax (A.55)
2

o< Uﬁsmax (A.56)
A2

Dado que smax debe ser tal que se satisfaga el Hecho 1 no puede seleccionarse arbitra-
riamente. kys debe ser suficientemente grande para que se mantenga la restriccion en p. De

acuerdo con (A.6) se tiene que la norma ||sg|| tiende a una regién Bg

A
B, = {ss eR™ | ||ss|| < A?“} : (A.57)

Seleccionando kg suficientemente grande el error se hace arbitrariamente pequeno de acuerdo

con (A.54).

e) Mientras més pequena sea la regién Bg, més pequenios son Spmax, 05 ¥ Sps. Utilizando
las ecuaciones (A.41) y (A.44) se puede concluir que los errores qs, ds, AF, v A)g pueden

hacerse arbitrariamente pequenos.

f) Finalmente, respecto al subespacio de fuerza del maestro, se puede decir que, con la
regién By seleccionada suficientemente pequena, después de un tiempo suficientemente grande
se tiene A\g & Ags. Esto provoca que los errores (2.26) y (3.9) sean equivalentes, de tal forma

que, siempre y cuando J ! exista, de spp, en (A.15) se tiene
ngx [(kpv + kfh) A)\vs + (kﬁv + kFih) A}va] ~0 (A.58)

Como ngx es de rango completo, se tiene un filtro estable lineal para AF,s, por lo que
Adys, AFs = 0 y por lo tanto A\, — Ag, por lo que el operador tiene la percepcion de la fuerza

real que el esclavo aplica en el entorno de trabajo.
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