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A H'TPOTESTS INT?[SECA - EL VARTOGRAMA

O

i.- INTIRIRETACTON DE UNA V.R.

* definicibn de una Funcién Aleatonia (F.A.)
una F.A. es un conjuntc Lngindito de Varndiables Aleatonias (V.A.]),
generalmente no Lndependientes.
- en cada punio x del espacio que se condddera, hay una V.A.

V(x}l-—>aspecto ALEATORIO de Za V.E.

- en dos puntos x; y xg, Las V.A. Y{x;) e Y{xp) no son 4inde-

pendientes - aspecto ESTRUCTURAL de £a V.K.

t2 conjunto V= {.V(x;} Yixg}, --—3 es La F.A.

* defindicidn de fa REALIZACION ‘

- Sea La V.A. X
<j> Se hace un tiro: X=5 , valor particular de La V.A. X, ed una
neallzacibn de La V. A, X.
Se hace vitho #ino: K=98 e otrna nealizacdidn particular de -

La V.A. X

- Sea fa F.A. VY
cSe hace un tho:'yz { $ixg)=9, Hlx,)=12, --- 32A una funcdn
numéhrica Llamada realdzacién particufarn de La F.A., Y

Si se hace otno tiko, se obitiene otra funcdibn numérica, ge-

neralmente ddigenente, o sea otra realizaciin de La F.A.

* Una V.R. ¢4 una realizacibn de una clenta F.A. = e8 La hipltesdis

bds1ca que hacemos.

A~T.,- INFERENCIA CSTADISTICA
W :
- V.A. X. A paxrtin de una socla nealizacidn de X, .es imposdible

alcanzar La Ley de distadibucidn de La V.A. X.

- FLA. Y. A partin de una sola nealizacidn }f;{?f(x;),ff(xz),-"°1




es Amposdble de alcanzan La Ley temporal de Y o sea de de -

teaminan £0s pardmetnos probabilfsticos de Y ‘ O

Necesidad de hacer hipltesis compatibles con La neafidad §Lsica

que de estudia a f4in de fenen acceso a La Ley temporal o por Lo

menod a La parte de La Ley temporal nealmente necesarla para Lo-

Jhan nuestros oojetivos

111.- ESTACIONARIDAD DE LA F.A. V

Las canactenisticas estadisticas de Las zo-

@ nas ArBrC’D’ don Lgu.aleb.

Y @ Hipdtesis fuernte que no se puede admitin --

sLempre en La prdctica

IV.- ESTACIONARIDAD DE LOS INCREMENTOS DE VY

>
No se consideran VY(ix), VYix+h) sino mds O

y(x.a-}:)

bien el Ancremento {V(x;i:)—y(x)}.

EL incremento [V(x+Z)-V(x)] es una V.A,
Hipdtesdis Inthinseca = Los Lncrementos son
estacionarnios o sea {\j(uz)-'j’(x)} e

EH’( x, +h}- ‘Y(xo)} son dos nealizaciones de

-y
La misma vardiable aleatonrdla [V(x+h)-V(x)]

(o[V(x°+Z)-V(x,)] es igual)

La parze de La Ley temporal que Aintenesa es:

EL mumento de orden 1 E {V(x+-h’)-VY(x)S = m(Z)

EL momento de orden 2 DZ {[V(x'rTz))-'-V(\x)] 2} = 2 X(m




O

Estos momentos no dependen del punto particulan x —»= estacLonaxrddad

-
2 Y(h) se LEama el varicgrama = es La herramienia bdsica de La

geoestadistica.
h es un vector del espacic que se considera, se define con su md-
dulo y su dinreccddn.

Scempre, usaremod y (h) o semivariograma.
v

V.- ESTUDIO DEL SEMIVARTOGRAMA. ANALISIS ESTRUCTURAL

¥ Determinacdibn del semivariograma

- V.R. de una dimensibn

> L-R
. T s ylR)=_1° j [Vixsh)-v(x)] 2 dx
S~ ~— — 2{L-h)
L - ©
- V.R. de 2 dimensdiones
(iy hg)=1 SV( Ry xp+ha) -V dx1d
" s = + ’ + - X ,x X
T X:zﬁ/[xzrxzz 1yx2) dxjdxg

[o]
r.‘ - > , 2 2
K(hIth) es una funcdbn de h=lf h; +hq y TQ

- V.R. de 3 dimensdiones. Se considera, de £La misma manera,
- = =

(k7 hz, 3.

Mds genenralmente, h representarnd el vecton del esdpacdo que de -

considerna.

* Propiedades del semivardiograma
- >
l- simetnda ¥y (-h)=Y (+n)

- X(o)=0
> -

- Ylh) es una funcién creciente de h.




* Tsotropla - Andsotroplas. ()

Considenemos un fendmeno que 4e desplaza en el espacdo con 2 di-

mensiones.

- Sea una direcedibn parnticular Dj
EL fenbémeno es un fendmeno de trhansicdidn. Su semivariograma se -
presenta asdl:

¥ ()

A parntin de una cdlernta distancia

' Llamada alcance, el semivariograma

M. GEO -1 ESTADISTICA

'a A ya no chece = alcanza su meseta.

s >

Intenpretacidn: 2 puntos alefados de una distancia mayorn que 'a'

se pueden consdidenarn como Lndependientes. 2 puntos alefados de una
distancia menorn que 'a' tienen connelaciones expresadas porn La pan
te crecdente del semivariograma. (:>
La panzte creciente delf semivardiograma expresa Lo que aporta La --
Geoestadistica. Empieza el dominio de fLa Estadlstica cldsica, Lue
go del afeance (Independencia de Las V.A. V(x) e Y{x+h))

Ademds, el semdivarniograma cuantifica La manera mds o menod ghrande

como se degrada La influencia de un punito-sobre Los demds, en di-

cha dinecedbn Dj.
- Sean otras direcciones 0z, U3 - - -

Jsothopla = 84 el semlvandioghama es Ligual en cada direcceddn, el

fendmeno que e esdtudia es Lsb6thopo. EL semivaniograma depende -

nada mds del méduto h= |/ hf + 2



>

O

@

Anisotroplas = 64 el semivarnioghama presenta diferentes valores -

del alcance, de fa meseta,segin La direccibn, entonces La estruc-

tura del fendmeno es anisdtropd.

Andsotropla geométrica = misma meseta, alcances diferentes
¥Ry 3 D
4
{ a

[ 5

a, a, ’
46 Varniogramas

Elipse de Andsotropdia.

!
|
! j
§
1

A\

Anisotropia Zonal = mesetas y alcances diferentes

¥ k),

—>

§ i
| i . .

(- . Ejemplo en el espacdio con
i i

e

3 dimensiones

-y =
Y{x) depende de hz y queda constante en plLanos parafelos a (hy,hol

-
Entonces  y iy, hy,i3) = ¥ (h3)
Y{x) tdlene una guente anisotropla vertical
Ent (hq,h,, hs) (h3) lh7, ko, hg)
nfonces sfg, = + 159,
§inr.ng,hs 51 3 zga 2013

EL semivandiograma es La suma de dos componentes y y 3’~
4 2

A veces, el modelo de anisotropla puede ser muy complejo y hacer in

Lervenin a La vez Las anddotropfas geométrica y zonal.




* Estructunas encadenadas . @,
K(h) Varndias estructuras de escala
- diferente [(metno, decena de
metros, centena de metno&)/ée

duman en el semi{varioghama -

u
|
|
: global

" . a, i_ Ejemplo prdetico: Tesdis de J. SERRA

(Ver Bibliograglal

Resulta el semivarnlograma una herramienia muy adecuada al estudio

de Las estructunas geolbgicas.

* Continudidad de 2a V.R.

EL compontamiento del semivariograma al ondigen nefleja el grado {)

de regulanidad mds o menos grnande de La V.R. en el espacio.

Componrntamiento Comportamiento Lineal
- parabdlico:

Continudidad en h=o
ALto gnado de negulardidad

Efecto de pepita Caso RLmite . (i)
discontinuidad en h=o " Caso Aleatonia punro
ALto grado de <Lnregulanidad :




O

Nota Aimportante:

En el caso Ls0tropo, el semivariograma Zicne un desarrollo Limi-

tado al ondgen del tipo sigudente:

A
2Y(h) = ZFay, k" s =cpy WM fog h + = c, &
u

e

~—
parte negular parzte Laregulan

\/n2 Z
h-" h.] + hz +
ag,, € , €2, = coeglcdientes

A difenente de un enterno pan.

La continuidad de £a V.R. es Ligada a La parnte Liregular del desa-

nnollo.

* Geoestadistica y estadistica cldsica

K(?\)A\ \6/(&\»
]
H [
|
! b
S — 4 >
. f
pante creciente No hay pante creciente
CORRELACIONES CASO ALEATORIO PURO
ll | INDEPENDENCIA
« GEOESTADISTICA ‘L

- ESTADISTICA CLASICA

la Estadistica cldsica (Variables Aleatorias Independientes) ed

un caso particular de La Geoestadistica ya que La Geoestadlsitica

encuentra Los mismos nesulitados que La Estadistica CLdsdica cn 2l

caso de un semivariograma reducide a su meseta.




VI.- EL SEMIVARTOGRAMA REFLEJA LAS CARACTERISTICAS ESTRUCTURALES
DE LA V.R. : . - O

- CONTINUIDAD
- ANTISOTROPIAS
- FENOMENQ DE TRANSICION

VIT.- REGULARIZACION

No se conocen Los valonrnes puntuales de La V.R. Y{x) sino Los va-

Lones promedios dentrno de un ciento volumen v.

y{x) regularizacibn porn Vv(x) = %j[ Yixey)dy ‘
el volumen v ” Vv <:>
puntual negulanizada
l_ o sea mds regular que Y(x)
¥ (), Y, (k) ‘

Se demuestra La §6rmula sigulente:

Y, k)= /(y(hu) Plz) dz—j()’(il) P(=) da

0 4ea ) (Y\,”l)= X‘P - A

A es una constanite, el sLfmbolé * nepresenta el producto de convelw

. . 846n. p-es La funcibn de ponderacidn asociada al volumen v y P=p p
. < ®

©



En La prdetica, s0lo se conoce el semivarioghama experimental de

La V.R. Yylx).
O

Cop Za ayuda de’ dbaaaa,‘ze puede 5ch£mente deduc&n de Xv(h) el

Aem&ua&&ogaama X(h) “de Y{x) o sea el 6em¢van4qgaama punt&aéhque

24 £a Ley de- d&épeké&dn Antnfnbeca del 5en6meno que Ae eAtud&a

‘Vemos as i que 2a” Geoeétadibt&ca 5onma£Lza nLQunabamente 2& Lnézuen‘
-eda del Aaponte Y Za férmula ya menc&onada penm4te encanznan el
semivarioghama de* £qé VIR, deﬁ&n&dab bobne 208 pane£24 de explo-

_tacidn de vanias toneladas. . . L o

s
%

VIIT.- PRINCIPALES SEMIVARTIOGRAMAS --- - - - ’ .

* Semivariograma esférico o esquema de MATHERON

‘Cafidetesriiza Los fendments de transicidn.

Su expresién anallitica ¢ (caso Lsdtropo):

AN A T T 3 . e
' 3 1

O : y(ky=c{2.4 - L(AP] oshca

e i clawd o Ly ] 'g's meseta:
{ESERE fra. | :

'a'= alcance

-

b L0 v Lot ! v [
. ¥ Semivariograma Lineal
09 )

- Su expresibn analliica es {caso (s62ropo):

X”‘ - Ihl

) Son Eoé F: Aem&ua&&ognamaA mdé ubadob en £a4p¢dct&ca minenra

4 HEERE R

I
G,

RR— . LU Y e b e A 30 & b S




CONSTRUCCION DE UN VARIOGRA“A EXPERIMENTAL

Aplicacidn prdetica

Los datos provienen de Ra simulacidn de una realizacién de un va-
niograma Lineal ¥ (h) =® |al, hecha con una computadona.

Los datos son colocados en Los nudos de una netfcula de malla a.
Se calculard el semivariograma en Las 4 direcciones principales
xX=1,2,3,4 y pon valores de h tales como a, 2a, 3a en Las dirnec-

ciones 1 y 2, aV2, 2a\2, 3aV2, en fas dinecciones 3 y 4.

EL semivanriograma experimental que se calcula en La dirnecedbne es

X; (h)= 1 %,{ {[‘}D(x,(fh) 'f(x,{).]z';

7
N (h)
-éf(xi+h) es el valon de La vardable en el punto expenimental
(xcth)
-éf(xi) es el vafon de La variable en el punto experimental C}
(X,(_)

- Q£H1) es el ndmeno de diferencias [;((xé+h) -af(xi)]

Se nota que el vardlograma no es nada mds que el valor promedio de

Los Ancrementos [ (x+h) - j(x{]z en La dirneceddn .

EL ndmerno de datos es tan pequefio que Los cdlculos se pueden ha -
cen a mano.
Se disenandn Los vandiogramas experimentales en cada direceddn.

Queé conclusiones se pueden sacanrn?.

-
‘v
af =



r— 7
35, 35| 35| 35, 3 Y
‘ ' _ a
3%, 35, 33| 3s) 33, 3y 3l 33 41
33 4o] 42 134 - 3QT 4y 34
g S SR ) I S -
.. - 35 42" - 33]
A ;
!
o Qg
) S 39] Y
&—-- ‘
o a o ‘
N ' 3o

LdéﬂhddoA' de La reticula que no tienen valores son puntos desco-
*noc&do&. En £06 cdﬁcuﬂoA de 204 vandicghramas no 42 deben tomarn en

» cuenta.-

1,2,3 y 4 s0on Las cuatro di-

) recedoned padnedpales.

g




Los nresultados numénicos se encuentren en ef cuadnro A

*
Dineccibn Lnenemento ndmerno de Lncrementos 3’
d oA
) a 24 4.18
1, 2a 20 §.40
3a 15 . 13.03
a 22 4.25
2 2a 18 §.69
3a 15 10.90
a\l2 19 5.02
3 2a\7 16 11.90
3a\2 10 17.25
aVz 18 6. 47
4 2a\[7 14 11.25
3alz g 15.44
!
Cuadno A
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Se pueden sacar Las conclusionesd sigudentes (ver La grdfica)

- Cualquiera que sea La direcceidn que se considera,*el com-

portamiento del semivariograma queda Lgual. Se concluye a La £40-

trhopla de Ra negionalizacibn.

- Eate comporntamiento es Lineal. Se puede ajustan este se-

mivariograma experimental al modelo tedrico X(h) = @lhl



LAS VARTANZAS DE LA GEQESTADISTICA

OBJETIVOS
* Vanianza de extensién - Vandianza de estimacibn.
cCudl es el ennor que se comete cuando se estima La

Ley media Y{V) del voldmen V porn La Ley media V{y) det

- volimen v?.

La vandanza de ese ernor se Leama Vardlanza de extensidn

© o Poe de v a V. Se escnibe 0Zlv, V1.

f
® ° o En La prdcitica, se caleculard La vardanza de exiendidn
© ® ® del barneno central al paneld P.

S4 se disponen mds barrenosr |exferndlonres e Lnterndores) La va-

rhianza de extensidn toma 28 nombre de Varndlanza de estimacilbn.

C) No hay ndnguna diferzncia conceptual entne una vardiasza de exten-
d46n Yy una varlanza de estimacdln.
*Varnianza de dispensidn

iCudl es La varianza de La ey de v cuando v toma to-

das fas ubicaciones posibles dentro del voldmen V7

Esa vardanza se LLama Vardlanza de dispernsdidn de v dentro de V.

Se escnibe Of(U/V).

La GEOESTADISTICA destaca estas dosi vardanzas y Las cafcula.

VARTANZA DE ESTIMACION

Estimacidn del valor promedic de La variable Y en el’voldmen

V porn el valorn promedio def volumen v,




Férmula genenal.

oliv,v) = 2 (v, V) - Plv,v)- Flv, v,

- . . . —>, 9

x%v,V) = valon promeddio delivanLognama &(MM ) = &(h) cuando M y
M” descniben, independientemente uno de otro, M el volumen v y M”*
el volumen V.

Definiciones idénticas panai?(V,V))§>(v,u).

Dicha vardianza de estimacidn depende de 4 factores:

* La estructuna subyacente del fenémeno que se estudia, o sea
eﬂivanéognama x1h), puntual, de La variable ¥V - - - - - - Xﬁh)
* La geometnia del volumen V que se estima - - - - - -- yiv, v

¥ La geometnfa def volumen v que sirve a La estimacién -Ylv,v)

* La geometrnia nelativa de Los volumenes v y V - - - - Eﬁv,V)

Aplicacdidn prdetica

Se hace La estimacién con La ayuda de £ = 1,N informaciones expe-

nimentales Yi disponibles. Sea v; esite conjunto expenimental.

N A
0% (v, V) = f—,—vfij;-y) dy - 544&(‘*'9/’ dx dy - ]’W%ﬂf"‘i"y

UARIANZA DE DISPERSION

Se definen nigurnosamente Las vanianzas de dispensibén sdiguientes:

v es un punto que se¢ nota 0
0Z(v/V) cuando
vV es tal que ch'VL con fue = v
L 7 Vj_f“’j" )

Los resulfados mds Aimportantes son:

gZi0/V) = v;{[y(x-y) dx dy = P (V,V)




&)

ol (v/v) = _i]/y(x-y) dx dy - _L/A’{x-y) dx dy} = Z(V,V) -
VZ uz
VA A v |

Y(v,UL

Una vardanza de dispernsidn depende de:

* La estructura subyacente o sea effvardiograma Ylh)

* La geometria delvolumen V - - - - ¥ (V,V]
La geometnria del volumen v - - - - ¥{u,v)

La varianza de dispersibn no depende de La {nformacibén disponible.

Caso particular = ¥ no es una parnticidn exacta de v, pero La di-

mensibn de v g4 muy chica en cuanto a La dimensién de V

La §6rmuta {2) queda vélida.

Relactones de aditividad

0ivsv)y = 0L(o/v) - TZ(0/v) Redacidn de Krige

y Ztambién

02(v/v-y = 0(usv) + GZ{y/v )

LA ESTIMACTION DE LAS V.R.:

FORMULAS DE APROXIMACTON

S{ Ra Linformacdibn dispondible es muy numerosa y de implLantacidn
<rnegulan, hace intenvendin volimenes de tamaio diferente o, en &

mino geoestadistico, soportes diferentes, La {6rmula

g2 2 g?. ) d 1 { ) dx d fzﬂé;y )
= X, -y y - X~ -~ ] s -
e W MVM ' D'ZMX R 2 LA



no es fdeil de calecular. Los principios de aphoximacibn sLguien-
tes permiten sacan, en Las aplicacdones prdeticas, varianzas de
edtimacidn nepresentativas.

METODO DE APROXIMACION EN EL ESPACIO DF UNA DIMENSION

(1) Principlo de cornespondencia

Eﬂivaniognama X%h) admite a La vecindad del ornigen un desarrollo
Limitado cuya forma analltica compornta ténminos en h de potencdia
par (parnte regulan) y ténminos de potencia impar mds ténminos

en Logh (pante irnegulan) o sea:

. Zn A
Jir) =Zaq, h +ZC h+5€2 R gog R
m  ‘n . A A L Sy il
o . Necsmtng”™ s’ - e
. pante nregulan parte innegulan

é» a cada téamino de La pante innegulan se puede asociarn un tEamino
de La vardianza de estimacidn.

< La parnte regular no Linterviene en Los cdlculos de La varianza

“ de estdimacibn -
« Ejemplo
Estimacidn de La Ley media de un segmento (una galenla en La prdc

tica) por una muestra central.
(_—._2'—-—)
@

A
/‘ ( ' =2

varianza de esiimacifn nigurosa

EAt )TT é—x ";2}

Entonces 8¢ ve que

al ténmino h Le cornnresponde el téamino a de Ugét
) ‘ _—
" n h2 n | ) " 0 " n
" " 3 w3 3
' h n ' T a "

". " hlpogh " " -0.07385 alZ v
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« (2] Princdipio de composicibn. . - - TR

7

Domindio de validez de este principio = mallas pequeias.

* -Funciones auxifiares

X{a) = 1 2{(x) dx
a .
Fla) = 1:? aj{(x-y) dx dy
a? . '
2/

*Yanianza de extensién elemental

f“”"é“‘"*> ’ . Se estima el valor promedio del deg-
v ]

mento pon el ua£o& en-el punto central

o R
Se demuestra (g, . = 2 Xla/y) - Fla)

* Prinedpio de composicibn.
Se estima el valor promedio de La LLnea
v 6— Vi S Y o Dnexxls B )

o porn el conjunto de N muestras centrales

EL princdpio admiie que Los enrnornes elementales son Lndependien~
tes; pues Za uanaanza de eAthacadn final de La. ﬂ[nea pon N mues-

tdaé centnaﬂeé es LQuaﬂ a La varianza de exten446n ezemental divi-

dida pon e£ numeno de muestras .

0‘2 =z<72 I{ZX(Q)-F{a)}
Est N N ?‘,

Comparacién de Los 2 princdplosd:

a pequeiio=>¥os 27 princdpios son-equivalentes

a grande —psolamente se debe usan el segundo principio




METODO DE APROXIMACION EN EL ESPACIO DE D0S DIMENSIONES

* Funciones auxilianes de dos dimensiones

b
A R
m 1
Yplal _ XM. :
D - g
xb(a) \N,
F(b,a) n TN
A B8
A '4' M
Q(b,a) )\ﬂ' )

Yp(al = Y (48,0c)

X, la) = Y(AB,ABCD)
Fib,a) = X-(ABCD,ABCD)
9(b,a) = Y I(AD,0C) =Y¥(B,ABCD)

*Varnianza de extensibn de un segmento mediano a su nectdn-

gulo de influencia.

A

===

e - -b--———>

8

Se supone el segmento mediano perfecta-

mente conocido

Z
[JE“ =2 Xyl F) - Flb,a) - Y, (o)

{1) Princdipio de composicidn de téxrminos de Linea y de banda.

B
(- - >

EL yacimiento se compone de un conjunto de
N rectdngulos (a,b;), siendo cada nectdn-

gulo neconoeido por unas muestras Limplanta
da; a malla £ en el segmento mediano. Se -

necesita La nelacibn f¢a.
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O

Téumino de LiLnea . | - C T

t

ae conoce Aolamente una eAthacLJn de cada ﬂinaa b La va -

Lo
AN

[

nianza de eAILmaQLJn de todaA Za4~££neab pon Eaé mueétnab eﬂementa
Les con/satuye et z*,é/zmno de I_wea
S{ N' nepresenta el nidmero de muesiras de todas Las LLneas by, el

ténmino de Linea vale (¢ Eét;I = ;_!_ { 2x{ :@} - F(E)}
' ¢

Teéamino de banda

{ - Se suponen 2as Lineas medianas perfectamen

| . te conocddas y se admite que Los errores -

elementales de esitimacdidn de cada rectdngu

Lo porn su Linea mediana son Lndependienies.

C) . Pon tanto el término de banda es:

2
L A,t)l (EB—) %b‘: {be‘_’( %_) - Flbg,a) 'Xbi‘ai}

o, ebe . - . a
Caso particulanr b,c;z_—kg‘ V/L,& wezzu)z_ = Al!' {Z)(-b( 7 1 - Flb,a) -Kb(o)j}

con N= ndmero de hectdngulos

La vardlanza de estimacidén total e¢s La suma de esios 2 LtéErminos bsu-

puestos Aindependientes.

IIO-ZT"- - £y sz Ay o oo Y
N (Zo.4)
‘ 1 i
(2). Principio de composicidn en el caso de una malla cuadrada o -
rectangulak. s
O 4.*’.-,, . , La varfanza de extensdldn elemental de un ba-
+ .
a,l e o | o ° rneno a su nectdngulo (o cuadrado) de Lnfluen
. .

' . /S a b, _ ~
. 1 cla es: G.Exzt = 2 Qf 7 7 ) Fla,b).




La varianza de estimacdidn es

2 _ a by, _ ; -
JEAt = %{2 9 7 ?.) F(a,b)) donde N nepresenta el

ndmeno de rectdngulos o cuadrados que componen ef yacimienzo.



VARIANZA DEESTIMACION - APLTCACTON PRACTICA

?
“
Qe

Este efencdicio tiene pon objeto caleulan

' * 4
o ey ! Za vah&anza de ebt&mac&dn (0 vardlanza de
o— o | exten44dn elementaﬁ) del segmento de Lon

g&tud a' pon:

- du muestra central —»varianza de estimacién Og

v, - 2 mueétnaé colocadas en sus ext&edeadeé —»varianza- de

eAthachn 0

_' L .
| Se efectuardn Los cdlculos con el semivariograma y(h) = h (o¢A<2)

-y se comparardn Los resultados obtenidos segdn varios valores de A.

PR . ,
P TN A s Sy,

A

Cdlculo de Las 5uncioneéyauxilia124 X y F del semivariograma y(h)=h

N
RN

A " a - .
‘t. X(CL}= ll]_/"‘h"d’h:‘=}”7 :h'“i"'“ -':ML",:a.);\ m‘; X(a)- :aX
‘ - a a A+f “TT'x " A+
[- I e -
% L ‘ A °'A+l
Flal= __z_j (a- mz{ (h) dh J[ a-h) i dn = 2 [ dh-_zﬁ_/h dh
. - a .
’aZ o : © ?‘2"9—9_
A A,
Fla)= 2a - 2 ,hA+2 .=4'Zaan7,,2ah = . 2a. (4+2-2-1)= vZaA
A+T Zz' A+7 3FET WF? (NHTT (A+ZT 0 T (A*2)
\ D lv' ’ *
F'F(.a)x*__j‘; Za)‘ o N ) ) PR , ' ‘ R —ij

TA+TT T 7]

‘Cdlculo de 0%

:;l;; . ..En este caso, se ha obtenido La §drmula genenal

0t = 2x { %) - Fla)

gt
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A
con el semlvanioghrama z{(h)= h , se obtiene fdcilmente

A A '
Jg =% _a - e - Za’\ L —)
2 (A1) A11Mz) X+ 2 X +2
ol - 2 (Lo L

E A+ s VY,

Cdleulo de og,

A B Se usand La g6rmula general
o -

2
o mmm - mmm = 9 - - - - 25 -
> UEM o SE/X(XL y)dy 72/ x(x yldx dy -12 X(XL xl)

N=2, ndmeno de muestras
V=a, Longitud del segmento

A

X;, X; = coordenadas de La muestra xg, X; O

g

Calcufemos cada Lénmino:

. Q.
* 2 <« (x;-y)d 2 f {xp -¢y)dy + j {x -y)dy}
7 ‘._fvx i-y)dy H{OX A / §'*s

Siendo Lguales Las 2 Aintegrales anitendiornes, viene

o o .
%ZJX(X i-Yldy Z/X(xA-y)dy = zzz / b/(g)dy = 2 X{a)
* fy(x y)dydx- 7/jx(x yldx dy = Fla)

i

2

n

<
<

X‘x&'x.}) = 211_{ ¥ "‘A”‘A’*X‘XA‘XB’* X"‘B"‘A)*X"‘B"‘B)}

=

1

! X(x,(_-—xa') = %_ X(a)

ML ~Mz
Mz oMz

=

Por tanto, se obtiene: 02 = 2 X{a) - Fla) - Yla)
Est iz
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Con el semlvarndo

~ 75 -

. A , X
ghrama x(h)=h , vdlene L

A A A
S LA T SR @ = 4a (A7) -ad- (h+1) (32) @ ==d (A-2] (A+1) |
ET AT qA+1){av2) 2 2(A+1) (A+2) 2(A+1) (M+2) '
1.2 A 2 7 |
S e o O.Er' a (W -7 ) ‘ e L
Aplicaci6n numénica ~
A =1 :Ug =a h
s & , ,
oz g%,
Jé,: a E = "E
7 3
Aes 0L = 0.054 o*/*
2 2
E“20.071 a ;
2\ =1 0L = 0.41 all? . :
7 | 02 .< 0t
0¢.= 0.31 o'/t
E»— . a -

ConclusLoned
A= —eenma-
A}I’---..—--‘

Los 2 muestreos dan La misma precisidn
De una manera general, se obtiene Gé < 02,, 0 dea,
La muestra central,dnica pero mefor colocada, proponr-

ciona una preclsidn meforn que el conjunto de Las 2 -

" muestras. Cabe hacer notar que en tal caso, La estruc

A<t

tura subyacente es muy regulan y el Semivarndiograma -
Ziene un comportamiento al ornigen parecido al para-

bdlico.

Se obtiene en forma general el nesultado contrario -

. al precedente sea Uéz:dg. Los semivariogramas co -~

nnespondientes caracterdizah una estructura mds alea-

tonia, asl que nesulta mds impontante el ndmero - --




de muestras que su implantacdidn.

En esie ejemplo, vemos que La posdicibn y el ndmenro de muesitras no son
Los Undicos gactornes que toma en cuenta el cdlculo de La varndanza de -
estimacidn. Importa mucho el tipo de semivarioghama o sea, en odras -

palabras, el grado de regularidad y de continudidad de £a estructura -

dubyacente.
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PRACTICAS DE FUNCIONES AUXTLTIARES

Sea P un panel nectangular de Ley media desconocida 2

Se supone que P se coloca dentrno de una negionalizacibn Ls6tropa

de semdivardlograma Y

A

AD
f

|

P !

Q.

l
|
e

3‘-'-“5'————9’

EL problema es de caleular Las vardanzas de estimacibén de P en

Los  casos siguientes:

Panel neconocido por un sondeo central

Panel nreconocddo por uno de dud extremod

Panel neconocido por sus 4 extremos

Panel neconocdido porn 2 galernfas a Lo Lanrgo

de Los Lades AB y CD




- 2§ -

Se usandn Las funciones auxiliarnes siguientes:

b
x
a
4 b
Los de Longitud del nectdngulo a x b.
b
Xpla)= valon promedio de XTx-y), cuando x descnd
o. P, be b e, independientemente de x, y descnibe el
= rectdngulo a x b. \

Kb(a)= valonr promedio de Bﬂx-y) cuando x ¢ y -

descniben Lndependiéntemente Los 2 Lados parale

b ‘ Fla,b)=F(b,a)= valor promedio de gﬂx-y) cuando
o £T”?} x ¢ y descrniben Lndependientemente uno de otro
el necitdngulo a x b.
b Qla,b)= valor promedio de X(x-y) cuando x desent
| be un Lado de Longitud a ¢ y el Zado de‘Longé-
Yy x| ‘tud b, o Zambi€n, cuando x describe el nrectdngu

Lo axb e y queda en cualquiern extremo.

Las vanrnianzas que se buscan se expresardn con La ayuda de estas fun
ciones auxdilianes.

Nota_

Proponemos de estudian cada X(F,F'), valorn promedio de Xix-y) cuando

x ¢ y descniben independientemente uno de otrno Los conjunto F y F',

de La manena siguiente:

Y(F,F')i=1_ }r Yix-yldx dy
‘ FIFT .

1
FF'

FF'W YIF,F') /4]; X(x-g)dx dy = SIF,F')

La Lineanidad de S{FF') permite descomponenta en elementos mds

senci{llos y fdeiles de calculan,
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SOLUCION
Usaremos La §6rmula de La vardianza de esdtimacdibn
2 - 2% oLy - %(F',F') .
Opgz (FoF') = ZY(FF') - ¥ (F,F) - g(F',F')
@ F' = sondeo central, sea un punto

F = nectdngulo a x b
QY (F,F')= 2 Q( a/2, b/2 )
Y (F,Fl= Fla,b)
Y(F',F')=0
0% = 2 ql a/2, b/2)- Fla,b)

(:} F' = sondeo

F = nectdngulo a x b
WIF,F')= Qla,b])
F(F,Fl= Fla,b)

X(F' F' -

0'§ = 2 Qla,b) - Fla,b)

C:) F' = 4 sondeos sea 4 puntod
F = nectdngulo a x b

- 4
YI(F,F') = 1 f£=1/x(xi-y)dy -
7aab F | Y(EF') = 2la,b)
v . ]/ (x_-y)d = Q‘anb)

x4 bk yixc /

¥ (F.F) = Fla, bl

'X(F',F') -’122234& xj)- Ix4 [g(o)*rX(bem-Hg( aZ+ 2]' l[X(b)*K(a’*Xm!
U% = 2 Q(a,b) - Fla,b) - %_[((b)+§1a)+X(Va2+b2§]
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@ F'- kos 2 tados de Longitud b

F= el nectdngulo axb ‘

Y(F,F')= 1 (x-y) dx d
¥ ‘AB+DC);F/ [b’ g
AB+DC
(AB+DC).F,-(F,F’)=/f (x-y) dx dy +/[ (x-y) dx dy
x ABJF b, / DCJ/F 6

[A-B/; {(x-y)dx dy = ABKFy X, (a)
( w(x-y)dx dy = DCXFxXp (a)
| Acﬁx y y Fx b 'a

entonces * YIF,F') = ABXFxXpla) +DCxFxXplal = 2bXp la) = Xpla)
' (AB+DC)« F 2b

Y (F,F) = Fla,b)

th' Fr)s 1 / ¥ [x-yldx dy

LD AR ol ol S

- 2 b2 Flo,b) + 2 b? ¥} (a)

X(F',;:v)= 262 F(;,b) + Zbé b/b(a) =1 ( Flo,b) *Kb(a) )
4b

05 = 2 Xpla) - Fla,b) - 1 [F(o,b) +Xb(a)] l

~3




Presentacddén def problema

ESTIMACION GLOBAL DEL YACIMIENTO

DE ITY - MONT-FLOTOUO

Estudio heal

EL yacimiento de ITY estd constitudldo por una corteza aurlfera de

Laterita y arcilla con una potencia que varfa enitre 3 y 5 m,

EZ neconocimiento se hizo por medic de una ned de barrenos, rec-

Langular, con separaciones de 20x30 m. Cada barnreno fué muesirea

do a Lo Lango de: La poiencia mineralizada.

4 A
4 N
O
Q_;Som 3
c—p
Yo 0 o . S ° . . e
L 3 L - L o o o
[ ° © < @ )
- - | 4+ - - +
P - . S
- . - + . . +
- 1 L d + & + E H L4
- « | + + + +
RN IR E + + 0+ § < L
« 3o+« !+ + « 1 + § +
< [ + + + +
T O e | e | + |+
f-“. F + :-; + -+ B + E + .
< o+ § 4 + 1+ i o«
- - '; + o 4 4 i e .
hd - + d + - L
o . + - - . R
O li's'rg'wlxlum

£

La Localizacibén de £os bannrenos po
sLtivos (es decir en Los cuales se
obtuvo minernalizacdbn) se Lndica -
en La Fig. 1. La supenficie que se

considerna mineralizada es- dedimita

da por el contorno poligonal obte-

nido por La reunifn de todos Los -

"adoquinos" de 20x30 ml positivos.

Ae N.W se nota una Laguna de mine-

rnalizacidn. Hacia el Nonte, La mine
ralizacibn es bastante Linrnegular y

Las zonas de Lnfluencia pueden senr

objeto de discusibn.

En el caso de este pequeiio yacimien
to, La geologia no puede definir =

Los Limites de La mineralizacibn. -

En Lo que se nefdierne a La estimacdidn
de La supenficie mineralizada, el -
problema e¢s de calcular La vardanza

de estimacibn a partirn de una ned re-
gulan: esiamos pues dentro del dominio
de La apticacdidn de La Teornla Transiti
va.
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La variable nhegionalizada que se estudia es La acumulacidn rnelatdl C)
va al(x) (1). alx) es La acumulacidn medida en el punto x.

Se tiene alx) = plx) x £{x)

donde p{x) representa La potencia mineralizada

Y t{x) La Ley de La muesthra.

a es La acumulacidn media obtendida con Los n=58 banrnenos positivos.
a no es otno que el estimadon de La acumulacidén media A real, des-

conocida del yacimiento, dentro def contorno poligonal S*.

EL valonr as= %@(xi) no es comunicado por nazén de discnrecdibn, penro

n
est0 no afecta nuedtro estudio. Solamente, Las vardianzas de esti-

macidn que vamos a calcularn ya sendn varianzas relativas:

p? [a(x)] = 9% [ a(x)]= 0Z
al Laj_(zl' O

Con Los n=58 barnenos positivos, se obtuvo el semivarniograma N-S

a

de Las acumulaciones nelativas:

X*(h)= ] %{E‘("L*h)'a("iﬂ 2}

2N(h)a?
ROyt (h)
20 m| 0.64 ~ La varianza a priorni de nuestra V.R., o va
zg ?:gg nianza nelativa de Las acumulaciones denitro
§0 1.10 de todo el campo mineralizado (S*) se estd
;gg ;:;g | . ma a partin de Los banrenos a 02 = 1,0
140 1.02 Se verndificé La Lsotrnopla aproximaiiva de

y*in).

(1) de un problema con 3 dimensiones (estudio de La Ley), pasamos a

un problema con 2 dimensdiones (estudio de La acumulacdidn) = ejemplo

de La operacién de subida que no modifica Las §6rmulas de Las Varian (j
zas. s
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Se buscan:

(1)

(2)

(3)

{(4)

(5)

(6)

La estimacibn de La supenficie mineralizada con La ayuda del
contorno poligonal.

La vandianza relativa de estimacidén de edta supenfdicdie, sea:
%
gl

EL afuste del vardograma expendimental a un modelo. Se precd-
sandn Los pandmethos caracterlsticos (efecto de pepita, me-
Aefa, alcance).

La varianza nelativa de estimacibn de La acumulacibn media
en el caso de que el campo mineralizado sea delimitado efec~-

tivamente pon el caontorno poligonal. Este cdlculo se hard -

de dos manernas diferentes:

A)Qtilizando el princdpio de composicibn de ko& ténminos de
LLnea y de banda.
B) utilizande el principio de composicibén de Las varianzas
de extenstidn elementales.

La varianza nelativa de estimacién de La acumulacidén media
tomando en cuenta el efecto de borde, debido al ennon que se
comete en La estimacdidn del campo efectivamente mineralizado.
La varianza nelativa de La estimacibén global de La cantidad

de metal.
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(1) Estimacidn de La supenficie mineralizada con La ayuda del con-

torno poligonal.

S*= n'ﬁfz = 58x20x30 = 34800 m?

(2) Varianza nelativa de estimacibn de esta superngicie.

Se .admite que Las direcciones principales de anisotrnopla son Las ~-

dinecedlones de La ned sea NS y EO. En este caso, 4se puede aplicar -

‘La g0rmula
0% = 1_ [ 0.167 Ny + 0.061 NyZ (N Ny)
sz n? Ng—

n indica el niumeno de Los barrenos positivos
INy y 2Ny indiean Los ndmenos de Los elementos paralelos a cada -
uno de Los ejes, condtituyendo el contorno poligonal, sin olvidan

Los de La Laguna. N, es el mds pequeido de Los dos.

Aqul tenemos:
en La dinecediébén N.S. 2 N= 42+42= 44
en La dineceién E.O0 2 N= 18+2= 20

por Lanto Ny = 22
z Ng = 10
0= 1 x[o.wnro +0.061 x 22%[= 0.00137
sz 582 10
0% - 0.01137 sea 0g = 0.037 y Og = 0.037x34800= 1300 m?

s? S
AsL sea un riesgo de 15% segdn La Ley normal (P {s'cs*- 03} y
se obtiene SDS*-0g = 33500 m?
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Nota relaitiva a La red de barhenos.

Las semivandiaciones diameitrales son:

- en La dineccidn N.S.: Dy Niby 22x20 440 m

- en La direccidn E.0 @ Dy = Ngby = 10x30 = 300 m

AL Lado mds Largo de La red Le coaresponde La vardiacdén dLameitral -
mds pequeiia (20Dg7). Por Lo tanto se ve que esta ned nretangular no gué

La adecuada y que hubiera sido mefor una ned cuadriculada.

{3) Ajuste degf(h) a un modelo.

{ON Se procede a un ajfuste "de visu". EL --
y ,r”duum\‘ﬁx crecimiento muy ndpido del varioghrama -
expendimental nos LLeva a ajustarnlo a un
o¥ . esquema esférico con efecto de pepita.
0.6 ] h h3
Q.lr X(h)=C0 + {C LS/Z : 2 a3d == Osh €a
T C eeicemenc oo o = h>a
0.2 efecto de
: - .h_ pepLia.
o 29 /,:7 6‘0 éa 400 {20 4407

Pardmeiros del modelo

- efecto de pepita Co: se estima La tangente al ondgen del es-

quema por Los 2 primenos puntos experimentales (Los mejores conocidod).

p = 0.98 - 0.64 = 0.017
70

Extrapolando al efe de ZLas ordenadas, se obtiene Co= 0.30
- Meseta: se estima La meseta a Co+C = 1.05, sea C= 0.75
Sabiendo que La tangente al onigen al esquema de Matheron conta £a
meseta en un punto de abscisaigual a Los 2/3 del alcance
2/3 a = 44m = a= 66m

() Et esquema queda pues compleiamente defindido.
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Probemos 84 La varianza a'pniani 0Z{0/S*) cornrespondiente a este -
modelo se acerca a La varianza a prlord expenimental. Porn eso, Le da
La forma a La superficie mineralizada de un nectdngulo 200x240 ml,
sea, ya que a=66 m, a un rectdngulo 3ax3,5a.

02 = F(€,h) = 0.30+0.75x0.95 con La ayuda del dbaco de La funcidn
del esquema esfénico.

Pues 02 = 1,01 valor muy cercano al valor expenimental.1,0. Enton-
ces se puede consdideran que esdte afjuste es connecto.

Notemos el efecto de pepita guente: €¢ Co = 0.3 = 0.4, Lo que es -
C 7

g

noamal por un yacimiento de oxro.

(4) Varianza de estimacibn-de La acumulacién media.

Se supone aquf que La supernficie mineralizada es conocida. Se conoce
el estimador a de La acumulacibn media A neal, desconocida. a es, -
porn ejemplo el promedio aritmético de Los 58 valonrnes expenimentales

positivos.

(A} Princdplo de composicidn de Los ténminos de LLnea y de banda

Se caleularnd La varianza de estimacifn de A por a utilizando‘et prin
ciplo de composicibn:

- de un ténmino de LLnea (correspondiente a Las LLneas de mayon
densidad,dineceidn 1 o NS) midiendo La.extensién de £o£ pozos cen-
thales a sus segmentos de Linfluencia (by = 20m).

- de un ténmino de banda midiendo La extensibn de Las LLneas L,

supuestas conocidas a sus bandas de Linfluencia- (rnectdngulo Lixgz).

.Ténméno de LLnea.

Varnianza de-extensidn de un pozo central a su segmento £%=20m de 4Ln
fluencdia +Co+CxOf (by)

Se Lee en el dbaco= by= 20 = 0.30 = %f{%%) = 0.08
Cooa 6

N

O
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De donde Co+CxOé2 (b7) = 0.3 +0.75x0.08 = 0.36

Vemos que el efecto de pepita tiene La mayvr Aimporntancdia.
Supondendo La Lndependencia de Las extensdiones de cada pozo a su --
degmento by de Linfluencia, fa varianza de estimacidn de La totali~

dad de Las £Lneas o ténmino de Linea es:

7:3 = 0.36 = 0.36= 0.0062
n 5¢

Término de banda

Vandanza de extensidn de una Kineaﬁﬂ;&econocida como antesd a sdu --

[

banda de ingluencia (fk xﬁ%) = C x %f sz;fgi

b
a. v
""%”'* - el ténmdino gg (by; {Q) se Lee en yn --
% dbaco por cada {Q
é - el efecto de pepita no Lnferviene ya -
E{i que desaparece debido a La subida bajo
'},‘

La potencia constante fl.
- Las Longitudes é& siendo difernentes, -
. e : tenemos que esdtudiarnlfas una por una Y-
' Luego ponderan pon iﬁ

s ns e

Pdn'todaéilaé ZLineas : by _ 30 = 0.45 y C=0.75

a 66
, 14 o7 . P 2 . Py il 2 b, P

feinea £| L | /a ? tbys ) | CalF (bgs &) HiaCuOy b9 &)
1 160 m | 2.4 0.010 0.0075 192
IT . 240 3.6 0.00¢8 0.0060 345
111 200 3.0 0.009 0.0067 268
14 240 3.6 "0.008 0.0060 345
v 160 2.4 0.010 0.0075 192
VI 160 2.4 0.010 0.0075 192

|

S= 1160 m Z - 1534
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Ténmino de banda C)
‘ 7 7 . -
¢ 212 gl (b,; £

(f;LL)Z

= 1,534 = 0.0011

2
A ———
(1.160)2

T =

"De donde La varianza de estimacdén de La acumulacibén dentro de S*

D’ fa-A) = T, + Ty = 0.0062 + 0.0011 = 0.0073
2
a

B) Principdlo de composdicidn de Las vardianzas de extensdidn elementales

Extensién de un pezo central a su rectdngulo de Lnfluencda:

2
{ Co + Cx0Z (by, by)
>
‘-fE*"-’ by = 0.30 by = 0.45
2 “a a
Luego de Leer el dbaco Jg = 0.15

de donde C, + Cx0Z (by, bp) = 0.30 + 0.75 x 0.15 = 0.40

EL efecto de pepita tiene La mayor Lmportancia. <§
Suponiendo La 4independencia de Las extensiones de cada pozo a su rec
tdngulo de Lnfluencia, La varianza de estimacibn de La Ley nelativa

ed:

0% fa - A]= 0.40 = 0.0068
¥

al
Los 2 principdios dan casi el mismo resultado.

{5) Efecto de bonrde

Detengamos como vardianza de estimacidn de La acumulacibn media a su
pernficie mineralizada supuesdta conocdida La que se calculd segdn el
pﬁanLpLo de composicibn de téaminos de £Lnea y de banda.. De hecho,

no es perfectamente conocdda La supenficie mineralizada y el ernon
geométrico repercuta sobre La estimacién de La acumubacibn media.

Se 4intrnoduce pues un ténmino suplementario que se aiiade a Los tér ()

minos precedentesd.
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T, = 02(0/8*) x 0% = 1,0 x 0.00137 = 0.0014

0
al §?

en fin nesulta,

p? E? - A) - T o+ Tp T, = 0.0087

a

(6) Vandanza de esitimacién de La cantidad de metal Q

Q=a S
La hipftesis de 4independencia Lntenna entne La V R ¢y su campo nos

peamite esenlbin:

02 £Q] - 02 [a] + 0% (9]
Y P Y

= 0.0087 + 0.0014 = 0.01
EL ennon sobre La acumulacibn es mucho mds grande que el ennoir

so0bre La supenficie.

oQ) = 0.1 coin un rdiesgo de 15% y segun una Ley normal
q -
Q >Q¢*-0(2 =0.9 ¢*
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EL KRIGEAGE

PRESENTACION DEL PROBLEMA

En té&rminos minenos, el problema del KRIGEAGE -0 esitimacdidén Lo-
cal- consiste en encontrar La manera cdmo procesar La Lngorma -
eldn dispondible panra sacar La estimacidn mds acernitada de un Qtoque.
Consideremos La congdlguracifn sdigudlente:

- s¢ dispone ‘de una retfcula cua-

54'& ° ® drada.
En cada nudo 4e conoce el valor -
® S P e de La Zey de una muestra.
- de thata de estimarn La Ley prome

dio def blLoque P, centrado en un -

nudo de £La netilcula.

* Pana estiman el bloque P, se puede consdideran
- La penforacidn Lnferiorn Sy
- 0 cualquien perforacidn extendon
-~ 0 un confjunto de pernforacdones extenior e Lintealon.

* En cada caso, se puede calecularn La vardanza de estimacibn. La
estimacibn que se debe tomarn en cuenta es La que proporcdiona La va-
rnianza de esdtimacdidn minima; por ejfemplo, La vardlanza de edilmacddn
del bfoque P pon S; es menorn que La de P por S;. S; siendo mejor -

colocada (estd dentrno de P) nepresenta mejor el bloque P que Sy.

* Es ciento que obtenen La estimacibn mds precisa es de gran -
intenés en La prndetica; peno el Krnigeage penmite también evditarn un
sesgo de estimacifn que puede conducin a consecuencias econdmicas

graves; es La segunda propiedad fundamental del Krdlgeage.
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La*prdetica minena confinma que al usarn La so0fa Linfoamacddn Anterndion
en £a estimacdién de un -bloque

- 4e Aobneleétima La proporcibdn de bloques nicos

- se sub-estima La proporcidn de bloques pobres.
Dicho método, LLamado M&todo por Pollgonos de Influencia, no es ade
cuado a La estimacidn de un bloque, y porn tanto, a La estimacidn de

Las nesenvas de un yacdmiento.

Pon tanto, Los objfetivos del KRIGEAGE son Los sigudentes:

- EVITAR EL SESGO DE ESTIMACION &3 utilizan tanto La Lnforma-

cLén Antendlon como La Lnformacidn extendon.

- EFECTUAR LA PONDERACION OPTIMA (o en otrnas palabras, afectar

a cada penforacdidn disponible su peso Gptimo) de manera de obtenen

La VARIANZA DE ESTIMACTION MINTMA,

Naturalmenie ef KRIGEAGE toma en cuenta
- el aspecto estructural del problema mediante el varliograma:

genenalmente mientras mds Lejana e una perforacdibn, menosd es su -

peso (o0 influencia) en La estimacidn.

- La forma, el Zamano del pénez que se estima

- La Aimplantacién nelativa del bLoque y de Las muestras

= el sopornte de La muestra. Esta nocdln ed sumamente Lmportan
te: 4se sabe que La varndianza de Las Leyes de Las muestras es menon -
que La vardianza de Las Leyes nreales de Los bloques. Dicho fendmeno
es el onigen de Las sobre-estimaciones de 2a47éxp£otacioneé selec-

tivas.
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1T,- SISTEMA DE KRIGEAGE

O

~enron nulo en promedio =p» |E fZ*-Zj= 0 = A;+A2 = 1

(1} Caso sencillo

Sea el problema de estiman La Ley -

S, S,

Z Z, promedio del segmento AB mediante Las
Ry : &
A\—-~,—~15 muestras Sy y Sz.

Sea I La Ley real deéconoéida de AB,
y L1, 29 Las Leyes de Las muesiras
S, Sp-
éComo efectuarn La ponderacidn Gptima?.

- EL estimadon de KRIGEAGE es una combinacidn Lineal de Las 4Ln

gormaciones disponibles. Sea Z* este esiimadon.

Se escndibe:

| )\ peso a afectarn a S
Ay Ag2, 7

72* = con

Az peso a afectan a Sy
}f, }2, son desconocidos

- Este estimadon I* debe senx insesgado: entoncu}l y )2 ve-
nigdcan La condleddn sdigudlente:

siendo I*-7 = A;Z; + )222 -7 el eanon de estimacidn,

?

- Bajo La condicdibn X; + A2= 1, s4e deteaminan Az Y Az mindimd -

zando La varifanza de estimacidn o sea La vardlanza del enaon[i*-ﬂ

0% {[2*-2]2;3 mlnima= 0% 0 varndlanza de Krndigeage
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(2) Caso genenral

Se estima el blLoque Plvern §igura).

O

W ’ g La informacdidén disponible se compone
S a9
4 5 de bennenos inteniones y exterioned
P/‘ < 1 . 3
. ' a P: en este efemplo se dispone de
I B 5 1%
% P A ! un tramo de benneno Lntendion S; y de
‘ s < 7 tnamos de baaneno exteniones S; ...
3
JL Ji-* SS‘

Se conocen precisamente La Ley I; y

La implLantacibén de cada tramo S;.

Qué€ peso afectara cada una de estas 8 Lnformacdones panra enconthan

el mejon estimadorn de La Ley promedio Z de P?.

Segin el pdrrafo anternion, el estimadon I1* se escnibe:

7* =.Z/\4:Z/(:
i

Estimadon insesgado == E [szﬂ =0 =$.§; AL=7
L=1

Estimadon Gpiimo => AL,L=1,8, tales como E {[1-2‘]2} minima .

EL sistema de Krnigeage sdigulente entrega

- Los valonres de Los ponderadones o pesos AL» £=1,8

- La varnianza de estimaciln mlnima o varianza de krdigeage Jﬁ

Se escendibe

§ - -
R Y R A A 1L
®

5k

oL - %.Ai YIS, P) +p- ¥IP,P).

'w'= constante de' Lagrange
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O

ELZ sistema de Krnigeage es un sistema de ecuacdiones Lineales en el
cual Lntenvienen integrales geométnicas fdcifmente calculables. -

({guales que Ras de fLa §{6rmula de La varianza de estimacidn).

En este ejemplo y bajo La hip6iesis de isotrnopia estructural, el -

Krnigeage encontrard
s
A

- Las simeinfas evideniles Az

s

- Las desigualdades tafes como

)Y z}oi ,d:=z,s

Xé Z kg expresando que el barneno Sg; hace pantalla a La

Anfluencia de Sg {efecto de pantalla)
}4 <;k5 expresando que el barnreno Sy ha transferido una

O

parte de su £influencia sobre Los barnrenos Sg, Sy, Sg.

La imporntancia de fendmenos como el "efecto de pantalla" o de trans

gernencia de influencia depende de La regularnidad de £a regionaliza-

cidn, por consdgulente La del vardlograma ZK,

ITT1.- APLICACIONES

La prdctica del Krnigeage permife

- deteaminarn La curva Zonelaje-Ley que proporcdona ef porcen-
taje de toneladas de minenal de Ley mayon que La Ley de conte Qﬁ

- programar {dla a dia, af mes o al aio, segin Las dimensio-
nes de Los paneles estimados) una produceidn minena

-~ abordan el problema de La seleccdidn, es decirn La definicibn

(O "de RESERVAS




- 45 -

APLTICACION PRACTICA:

KRIGEAGE DE LA LEY PROMEDIO DE UN SEGMENTO

2, 2, Z, Se considena el segmento AB reconocido porn -

5 % 5 La muesinra central Sy y dos muestras extendio

———+ el ——© _ -
A € a 2 nes Sq y Sz (ver §ig.). Se conocen Las Leyes
T" 11, 13, 23 de Ras muestras Sy, Sz, Ss3.

Problema: efectuan el Knigeage def segmento AB, siendo el semivario

gaamalzineaz L86tropo | 5’(h)= h)

A La muesitra S;, Le connesponde el peso hy
Tomando en cuenta fLa simeinfa, al confunto (Sg+S3) que LLamamos S,
Le connesponde el peso 1-A, de manera que cumpla La condicifn de

estimacidn Ainsesgada.
'Lz/\i. =)\4(f-)\) =1 :

EL sistema de Krnigeage se escrnibe

ZN Yy Sd) k- Y (S;, AB)

Zh = 1
< A
0} - ZA ¥ (52, AB) ‘l - ¥ (4B, AB) varianza de KRIGEAGE

de donde en este ejemplo,
YISy, S0+ 11-M) Y US1,S,) +B =¥ (S7,48)
A QS S1) + (1-A) FUSy, Syl + = & (Sm, AB)

Se caleula cada'g
-b-;‘slpsm)

n

0

X(S,.S7) = 1 (EC)+ (EDﬂ - yla)
¥ {Sm. S1 7[3’ ¥ ¥

n
a
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X (SwS) = %_[g(ccwxfcvua/wcwbz(vv;] - b’ggaw a

kv a
¥ (S48 1 ]}{(?-x}dx - x(%)- &
© 3

- %z
¥ (Sy, AB) = L/y(x)du 3 X138 -1 X( % - a

a & 2 2
tntonces se obiiene
_a
(I-A) “ s ¢ a 3a
= Aa =a- 7= -
Aa + (1-}) a th=a
A3
4
> 7-)= 1-
4
=0
- La muestra central S; tiene Za mayon Lnfluencia: el Krdigeage
Le atrnibuye el peso mds imponrtante A= %

- cada muestra extenior, Sy y S3, tiene el peso 1-A=

Cdlculo de La varianza de estimacdln

03 = Ny1S;,AB) + (1-X) Y (S,,AB] +4 - ¥ (AB,AB) :

con 81AB,AB) = Fla)= a, viene
3
2 _ 3 a I a a _ 5a
Ok =7*X7*7 "~ 37 I
2
7. = 5a
K 7z

Nota Aimportante

Estimando el segmento AB afectando a cada informacibn el mismo pe-
80, es decdn, sin Krigeage, se obiiene La varianza de estimaciln -
<

como sigue, aplicando La §6rmula general:
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3a./2'- °'a . i O
oL, -2 y 2{(x)dx+f6( 2—-x)dx} -F(a)-%{ 3ylo)éd f (a)+ zx(za)}
3a a/l °
_ 2 3a, _ a a 1 _ _ 4 \ _
ae = £ 3 X0 F8- X050 XU} - Flal - §yla)- 2% (2a)
B 3a _ 4 _ 2
Lofm - 2xX( 3% )- Fla)- 5 ylal- 5 yl2a]
con Los valores panticulanrnes al varniograma Lineal, se obitiene
2 _ 5a
UEAI - T8
y La nelacién 0% ol
Est 7 YK
5a 5a-
T8> 1% -
EL Knigeage mejfora mucho La precdsidn de La utér;laci.dn
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O

LAS DECISIONES SECUENCIALES

I.- INTRODUCCION

Consdidenemos un yacimieﬁto de tonelajfe mineral 'T' conocddo, pero -
cuya Ley promedio 'I' es desconocida.
Un estudio econdmico pneZiménaﬁ permitid defindn:

- fa Rey RLimiite de explotabilidad: Mo
- el coeficiente ‘AL o beneficio por tonelada de metal recuperada.

'"A' depende de Los costos de explotacibdn, de Las Linversdiones y

ded precdo delf metal.

S{ 2 fuenra conocdda, el beneficio total se escribirnia:

En La prdetica minerna I es desconoedda; se dispone solamente de su

estimacibén geoestadistica. Enitonces se calculard el valor probable

del beneficio o sea E{5}= Af(E.[Z} - mo)

* La primera campaia de penforaciones Cl proporciona La esiima-

eldn mp de La Ley promedio 7 y La Geoestadlstica cuantifica su pre-

cLs4L6n bajo La forma de La varianza de edtimecilbn Jg .
)
* Dados estos nresultados, cudl decisidn toman?
(1) abandonar el yacimiento

(2) explotarn el yacimiento

(3) efectuar una segunda campaia C?

C) Se tomard Ra decisifn a La cual Le cornesponde el mayon E{'B}.
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Elegin La so0lucddén (3) es encontrar otha vez Las mismas posibildi -

O

dades.

(1)
“—'Cl——’{(ﬂ f“)
(3) o4 >(2)

(3) —

” » - L
De donde ef nombre de esguema secuenciLal de decisiones que se da -

a este conjunto de eventualidades.
En esta presentacidn, nos Limitaremos al problema que consdiste en

saben 84, Hebpuéé de C2, se debe explotar o no el yacimiento.

Notas Imponitantes

1.- A veces, se plantea el probLema contranio: I conocdda y T

desconocide. En tal caso, se escnibe el beneficio ztotal:
B=AZ {T-T,].
2.- No se tomandn en cuenta £os factonesd pollticos, sociales, 6£<:>

nancienos que Lintervienen en edte tipo de problema.

11,.-ESTUDIO DE LA PRIMERA CAMPANA

e

Se conocen mp y 0% .
' 1

m7<m0

E [B;] = AT(m}-mo) ya que se Ziene E [Z] =m;

E [B;] <o " (estimacidn Linsesgada)

EL valon promedio del beneficio es negativo ¢ nunca se decddirnd ex-

pLotar. Peno queda La alternativa:

- Abandonar el yacimiento

- Efectuar una segunda campaiia . C)
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m]>m0
O E[B;] = ATImj-mo] > 0

Hay dos posibilidades:

- explotan

- efectuar una degunda campana

Para nesolven el problema de Las decisdiones secuencLales es neceda-
ndo preveer Las consecuencias econdémicas de una eventual segunda cam
paia. EL estudio se debe LLevar a cabo siendo nealizada La primera -

campafia pero s4n conocer Los nesultados de La segunda campaia.

ITI.- ESTUDIO PREVIO A LA SEGUNDA CAMPANA

~7 mjy m2
- campaﬁa{ 7 2- Campanad g2
(s0La) (E, (s0ka) L Eg

EL knigeage noé enseida que, despuls de La 2a. campaia, La esiimacdiln
mefjorn de Z es una combinacidn Lineal de mjp y my.
Sea V¥ et estimadon de I. Se escnibe: Y=A my +{1-))m;= A(mz-m]) +mj

V-2 = Afmo-m - {(Z-mp) :
, fmg-m;) ! 1p2y significa varianza =
(g

K {y-2) = 02(Z-m;) - ¥ 0% ( my-my) de Estadl{stica CLLsica
Ahora bien, D¢ (1-my) = 0%1

Se nota Y-mg= )\-”"2""1)' y tambidén p? (V—m;) = )2 Dz[mz-ml)= o?

02 neprnesenta La varianza de ¥, variable aleatonia de promedio mj.

Entonces se obtiene: Uﬁ |y-2) = Ggl - ¢!

0 4ea g? = 0?2 - g (y-27)

La varicnza de Ea_eétimacién(bz)que se puede obtener con La ayuda -
del nesultado my; de C1 delf resulftado Y que se obendrd conczaa 2 -

campainas Cl1 + C2 es La diferencia entre Las vardanzas de estimaciln
antes y despuls de La 2a. campaia. Esta varianza 0¢ representa exac-
tamente La ganancia de Lnformacdién debida al suplemento de reconocd-

miento (C2).
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O

Dicha nelacidn o f§6amula de aditividad es sumamente general. Tie-
ne un significado objetivo y no implica un modelo probabillsztico -
mds o menos anbitranio. |

La GeoeAtadiAtzca permite caleculan Oﬁ (Y-2) previamente a La rea-
Lizacibén de C2. En Ra prdetica, CZ no es Lindependiente de Cl y se-
conoce fa implantacibn de Las penfornaciones de C2 (se trnatand, por-

ejempla, centrarn una neticula).

Ley de Probabilidad de Y

Se conocen solamente Los 2 primenos momentos de La varndlable alea-
tonia Y: su promedio m, y su varianza UZ. Entonces, se elige en Ra
prdetica una Ley de probabilidad normal o Lognonmal.

Sea f(y) dy La densidad de probabitfidad de Y,

Valorn promedio del beneficio

S{ fuena conocdldo Y, se escribinia

!
B,
]
Siendo desconocdido Y, se calcula el valor promedio de BZ’ 0 dea

' - ]
E[_Bz]é % (y-mo)f(y) dy,

Hay beneficdio 84 y>my; por tanto y varia entre m, y o9 .

= AT(Y-m,)

Con t""”’mo , Yy tomando en cuenta el costo de nealdlzacifn P

o .
de C2, se obitiene:

E [Bz] - E [B;] - P - Arw‘é(t) - P
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IV.- TOMA DE DECISION

Se examina La situacdidn después de CI

m<nm, = k<o = E'[31]<0

- S& E[B;] <o , se abandona el yacimiento

-S4 E [32] >0 , se programa La segunda campana.

mpym, 5 kDo = E [31] > 0=
Después de C1, Ra espernanza deld beneficdio es posiiiva. Pa-
rna decddin entre explotan de immediato y efectuar una segun

da campaiia, se comparan E[B;] y t [BZ]'

- S84 E [__BZ?J - E [B,,]<o , ¢ explota de Anmediato el yacd

miento.

- S84 E [Bz] - E[B,] >0 , se programa La segunda campgiia.

V.- GRAFICA DE DECISION

mp - m, <o =¢‘f_‘<o

E[87] = ATe (L) - P. La expresion Ki&) = E[B7]_ le)- P
S

cuantlfica La ventaja que se obtiene ampliando el neconoed -

miento. S4L K[(E) > o0, se efectda C2.

mp = m, > 0 = E>o

E [By] - € [By] = ATef(E) -P- AToL- ATo-[_L((‘t)-v’ﬁJ ~P
K'{E) = [“(’(t)-t] - P representa La ventaja que se obtiene .am-
. ATo
pliando el reconocimiento.

Si K' (t) > o0, se cgectda CZ.




En La misma grndfica, se diseian
para t<Lo, La curva K4(1t)=‘f(/t)
para >0, La curva K"'(/t)= Cit)-¢

1= my-m,
Sea el punto M de coonrdenadas c
ordenada P_
ATo"
z= m,-mo
Sea el punto N de coordenadas o @lt)-1 84 £50
: ondenada{
@iz 84 <o
(b) -t
¢ )
N
M M
’ - ) 4
’ —
m, m

4

En'esta gndﬂiéa, La distancia NN (de M a N) nrepresenta La ventaja

que 8¢ obtiene ampliando el neconocimiento.
Si MN>o0 ==>se efectda C2
SL BN <o =>- ¢ abandona el yacimiento 84 <o

- 4e explota de Lnmediato 84 & Do

!

|
¢
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O

VI.- CONCLUSTION

Este estudio permite deteaminan Las dneas corrnespondientes a Las 3

decisiones posibles:

~ abandonan
- explotar de inmmediato

- Keconocen
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VETA DE COBRE DE EAGLE (CANADA)

y—

O

EL estudio tenfa pon fin, La Estimacidn GLobal de Los Recunsos 4Ln
s4tu, asf como La nealizacibn de un plan de Knigeage. Se trataba -
sobretodo de examinan si-el nivel de Lnformacibn disponible penmi-
tla alcanzan estos objetivos y, en caso negativo, comparar de ma-

nera cifrada La eficiencia de varnios suplementos de Reconocimiento.

A continuacibn se ennumenan Los puntos claves del estuddlo:
* GeolLogla e informacibn disponible
* Vaniables Regionalizadas estudiadas
* Andlisis Estructunal
- Construccibn de Los semivariogramas experimentales; ca-
ractendsticas esthuctunrales mayonres
- semivarioghamas Zedricos. <>
Estimacdibn GLobal: potencia y Ley promedios asi como sus va-

nianzas de estimacidn. Conclusiones acerca del tipo actual -

de neconqéimienzo
* Estimacidn Local (KRIGEAGE)

Conﬁiéunacidn de Krnigeage: Bloques esitimados

Precisdidn de La estimacidn Local

Sugenencias para optimizan La Exploracibn
Cdlculos gulas con el fin de
- meforar La estimacidn global

- meforan La estimacibn Local.
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Las Relacdiones RECURSOS - RESERVAS

O

Siendo conocidos Los RECURSOS R de un yacimiento G, el estudio de-
mayor Lmportancia consisite en deteaminan La fraccidén ne R explota-
ble en cdernto contexto econdmico. Dicha gfraccibén n constituye Las
RESERVAS.

Este problema depende de Los factores sdgulentes:

- La reglonaldlzacdibn, caractenizada por el Aemivaniognamalf(h).
La zona de ingluencia, el efecto de pepita, Las anisvtroplas, son -
Los pandmetros estructunales propios al yacdimiento.

- el nivel de informacdidn disponible, siendo La malla sistemd-
tica o aleatondia estratificada o al azar. SL dada cienta malla, no
es posdible una estimacidn cornnecita de Las resernvas, es menesten de
ginin el suplemento mlnimo de nreconocimiento necesario.

- La gorma, La geometrfa de Los blLoques o voldmenes a Los cuar
Les se Anternesa el minero, siendo tales factores bajo La Jependen-
cia del mé€todo de explotacidn que es conveniente adoptan.

-~ varios pa@dmetn04 de conte tales como una Ley de mezal, una
Ley de impunreza, una potencia Limite de explotabilidad, una nelacidn
LLmite de mineral a encape, etc.

- una cdenta funcddn de beneficio que toma en cuenta Los datos
téciiicos anteniones y cdya opiimizacidn entrega La seleccibn efec-

. tdva.

¢

1.- RECURSOS R def Yacimiento G .

Se consdideran
- Las muesitnas. de voldmen v y de semivariograma X (k)

- Los bloques de explotacifn de voldmen V y de semivariograma

Yyin)
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CIN
La Ley 2, de £a muestra conocdida.

‘ *
La Ley Zy det bloque es desconocdda. Sea I, su estimadonr.

(1) Hiétoga&ma de dispensidn de Las muestras v.

- Valor promedio de Las Leyes de Las muestras m*# m=E{:Zu3
- Varianza de dispensién 0%(v/6)= Ef [7,-m] 23

m Ley promedio
- Forma Log-normal, muy a veces en La prdctica del yacimiento

De este histograma se deduce La proporcibn de muestras de Ley magox
que z,.

(2) HisLograma de dispersidn de Las feyes neales de Lo bloques V

Supongamos conocddas Las Leyes reales 2y

- Valor promedio de fLas Leyes I, : E{'ng = m

- Varnianza de dispensién OC(V/G)= E{-[Zu-m] 2}

- Cienta gonma.

EL drea punteada representa La proporcidn de paneles de Ley prome-
d<io Z,22,

Companremos estas dos varniables Z., y Zy

* soponte diferente VUPv
* variogramas difenentes ¥, (n) y ¥y(h
* vardanza de dispersibn diferentes 0’2(v/G)<0'2(V/G) como Lo --
Lndica La neﬂaq{dn de KRIGE
02(v/G)= 0L (v/v) + 02(V/G)

* cada histograma tiene también su forma propia.

(3) Histograma de Las dispersiones Krigeadas.

- valon promedio de L£os valohres Kniggadoé E{ZU-Z;}= OQE{ZV3= E{Za}sm

- varianza de dispensidn: se demuesira solamente 84 IF es un esti -
P v
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‘Freavenco
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madon de Krnigeage La relacién siguiente:

02(v/e)- 0% (v*/6) + gl
con  0%(v/6)= € [zy-m]?3
ot vr/6)= {1y -m)?S

0 = ef [zv-23] %}

- una cdenta forma

La seleccdidn efectiva se hace en base a Las Leyes estimadas Za .
Este histogrnama permite entoncesd preveer La proporcidn de paneles recu

perados de Ley Z;;zo

Los necunsos in s4tu R se caractendizan pon

- Los semivaricgramas Xu(h)' Kb(h)

- 208 histogramas de dispersidn o sea Las varianzas de dis-
pensibn 02(v/G), 0Livse), 0%(v*/a)
Las nociones escenclales son:

- La nocdibn de soponrnte

- £a noeddn de dispensidn

- La nocdién de estimacidn

I17.- RESERVAS n del yacimiento G

O

(1) Definicidn de un critendio de seleccdbn.
Con el objeto de seleccionar Las rnesenvas n entre Los recunsos R,
se trata controlar La calidad del mineral necuperado, deginin Las -
condiclones optimales #e explotacdibn o mds generalmenie, optimizar una
cienta funcibn.

B Xity,29,...24), Vity, 2, .. 20), Vity, 2g...2,), u'(x:,,r.z,..zn)}




I

en La cual X,Y,V,V', gon Las caractenlsticas del minernal explota- C)
do.

Por ejemplo, se puede escaibin B

f(x,V) - FV—\!V' donde

X nepresenta La cantidad de metal dtil extrnaido

B

Y nepnresenta La cantidad de metqﬂ impureza extraido
‘f(X,V) el valon econdmico def mineral extraido
PV el costo de explotacibn y del beneficio del volumen V de mineral
p'V' ed costo de descapote conrrespondiente a un volumen V' de enca-
pe.
X,Y,V, V' dependen ellos mismos de un clento n@meno de pandmeztrnos
de conte 7, 29... %,: Ley de conte %y, nefacién de mineral a en-
ﬁape tz, ete.
A cada conjunto (ty, t5,...%,) de pardmetros de corte Le correspon O
de un cdento mineral recupenrnado de caractenlsticas X(t,,tz,...tn),
y(ty, 29,...2,) y el béneéicéo B(X,Y,...)
*

el problema es definin el conjunto (t?, tg,..

proporciona B mdximo, bajo clertas rnestriccelones.

;

.zi) Gptimo que

* LLamarnemos "cnltenio de selecedldn" dicha funcidn B de Las -

caractenisticas del mineral eventualmente necuperable

*

el conjunto (t?’ zg,...ti) se LLama pardmetro 6ptimo de se -~

Leccidn.
e

Generalmente, La Genencia Lmpone el cnitenio de seleccidn. Para
definin (t?, tz,...tﬁ) pandmetrno Gptimo de seleccibn, es menesten
estudian cémo varlan Las caracterlsticas X(t,,tz,...tn), V(t,,tz,...t“

O

V(t,,tz,.;.tn)... en funcibn del parndmetro de corte (t,,tz,...tn).
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Perno, en La pradetica, nunca se¢ conocen X{tj,tz...% Vit ty...2,)

Vl)'
ete. s4no mds bien sus estimaciones X*(ty,2,,...%,), Y¥(2;,%7...2,]

ete. dado ciento nivel de informacidn dispondible

(2) Nivel de informacién disponible

Sea un yacimiento que se compone de un conjunto de bloqués elemen-

tales de volumen V. Se considera el parndmeitro de cornte: t= Ley de -
metal.

La explotacibn es selectiva: siendo & §ijo, se explotardn Los pa -

neles cuya Ley estimada Z&;;iu En el momento cuando se hace el es-

tudio, se disponen de Los esiimadores Z; de todos Los bloques y del

"histograma de dispensidn de Las Leyes Z;. Por tanto, 4e puede - --
" preveer, para cada valon del pandmetno %, La proporcdidn de bloques
' necupeiaaob: cada bloque tiene una Ley real 7, y su es timadon es -
“tal que Z’&)t. Ellhmin,e/LaI. necupernado se condtituye deld confunto de’

“Las Leyes nreales I, bajo La condicidn Zaast. La ey promedio del --

minerxal nrecuperado es
E{zv/z;;d = X(%)
X(2t) es desconocdida. Se estima X(t) mediante el valorn promedio de -
Las Leyes estimadas Za de 204 blfoques recuperadod o sea
* l.. 3 ¥
x*1t)= e{ 23 / 23 3t5
Sotamente 44 el estimadon I% es un estimador de hnrigeage, La estima

v
cibn de X(t) porn X*|t] expenimentalmenite disponible es Lnsesgada.

La varnianza de estimacién de X(t) por X* (i)
olie)- €f [xie)-x* (01373
Se deduce‘ de Las varianzas de krdigeage elementales 0',2<= E{[ZV-ZD] 23




Se admite entonces que X{t) sigue una Ley de probabitidad gaussiana
de me#@@.x*(t) y de vardanza Jg(t). Se conocen también La Ley de -(3
Las canactenfsticas Y(zt), Vit),.. y se puede calculanrn La esperanza
det beneficio B(X,Y,V,..) sea E { BIt]} . Por Lo tanto se detenmi-
na el pandmetnro Gpitimo de seleccidn t=t, que maximiza E {B(t)} :

- X¥(2,), Y*(t,), V*lt,) son Los estimadores insesgados de Las |
reservas recuperadas a(to)

- Se conocen Las vanlanzas de estimacibn 0% (2,) de diéhab ca-

nactenisticas.
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LAS SIMULACIONES CONDICIONALES

- Aplicacibn al yacimlento de Niqueld de Prony.

EL estudio de Las Reservas Recuperadas proporciona La estimacddn géo

bal de Las caractenlsiticas del mineral necuperado y permite a vecesd

Localizan dichas Reservas en el yacimiento.

A pesarn de su Amportancia, estos datos no son suficientes para Lni-
cLan La explotacibn efectiva del yacimiento. Es menester adn, cono-
cer Las fluctuaciones de Las caracternisticas del mineral selecciona .

4

do a vardias escalas {dia, semana, mes, ete.):

- Las fluctuaciones de La Ley de metal son escenciales para -
dimensionar La planta de beneficio y pueden decddir de La necesidad
de un drea de homogeneizacidn.

- Las fLuctuacdones de La nrelacdidn mineral a encape Lngluyen-
do0bre La eleccidn de La mdquina de extraccdlln.

o
- elce.

Deédeizuego en La prdetica, no se conoce La "Realidad", sino 2a ES-

TIMACION de esta "Reakidad". La "Estimacidn”" no puede sen La so0lu-

cidn del problema: un estimadorn alisa La Realdidad y porn tanto el ya

cimiento podria revelanse homogéneo de una manera 4icticda.

Ya que no se puede alecanzar fLa Realidad y que fLa estimacilén no nres-
tituye Las fLuctuacdlones neales de Las caracternlsticas, La so0lucddn

consi{ste en SIMULAR La Realidad.

D Lspondiendo de La simulacién; se estudia La Linfluencia de vanios es-

quemas de exitraccibdn-almacenamiento-etc., sobre La calidad del mine

nal y se detenmina el proceso Gpitimo de extrhacediln. etc.
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Si el objetivo principal de una simulacidn es La Lidentifdicacidn de -
" Las fluctuaciones, en La prde’i- -  send intenesante que en Los pun- O

Los expendimentalmente dispond: vuelve a encontrar Los valores -

neat.u: La simulacidn se LLamand entonces Simulacidn Condicional.

TnsLatimos adn en £04‘pun10A claves qet problema:
- La "Realidad" Z, se caracteniza poxr
su valon promedio m= ELZ,%
su semivariograma Y (h)

su varianza de dispensibn E{ [20‘"'] 2;

~ La "Simulacidn" ig tiene por caractendisticas

su valon promedio m= E {Zg%

su semivariograma Yelh)= ¥, (k)

su varianza de dispensién E {[Zs-m] 23 =t {[Zo-m ]23

su vardianza de estimacidn E{[ZS-ZOJ 2} O

- Los valores Knigeados Z;

su valon promedio m= E {Z*

se caracterizanpon

su semivariograma ¥ (h) # o la) # ¥sih)

su varianza de -dispensdidn E{[Z*-mjzj< E{[Z -m_]z} = E{[ZS-m 23
su varianza de Krnigeage E{[_-Z;-Zo] 2; minima < E{[ZS-ZOJ 2}

La Simutacidn Zg Ldentigica valor promedio,semivariograma, varian-

za de dispensdidn: es oino yacimlento perno de canracternlsticas estructu

nales Lguales al que Lnteresa.

Ig nepresenta una estimacidn de Z, pero no es fa fptima, ya que se -
demues tra La nelacibn E{[ZS-ZO:[Z} = 2 E{[ZE-ZOJ 2}

EL Krnigeage 2} minimiza La varianza de esdtimacidn de 2Z,. Es La mejon O

estimacibn posible de La "Realidad". Se usarnd con eficienéia en Los-
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problemas de estimacidn de Reservas.

La Fig. S.1, Llusira Las diferencias entre Realidad - Simulacifn.- ES

timacidn (Kndigeage).

Aplicacibfn al yacimiento de N{quel de Prony

En La primera zona de produceidn (cerca de 2 km?) se simuld La nreali
zacdibn de una campaiia de pernforaciones a malla de 10x10 m?, sea La -
simulacibn de.17600 perforaciones.
En cada penforacibn simulada, se obtuvieron Los valonres correspon -
dientes a 24 variables simuladas.
La Simulacién impone a cada una de Las 24 variables simuladas, vol
ver a encontran Las caracterfsiticas experimentales globales que se -
habLan deducdido de kaé pergoraciones reales de La malla de 100 x 100.
Estas caracteristicas son:

- Las medias y vardianzas de dispernsidn dentro de £a zona simu

Lada
- Los semivariogramas e histogramas

- Las cornelaciones reglonalizadas entre Las Vanriables

Se indican en La Figuna S.7
- Los 2 histogramas de dispersidn expernimental y simulado
- 204 2 semivarnicgramas tednico (deducido del expernimental) y

dimulado de La variable potencia de mineral Laterfitico.




YACIMIENTO DE NIQUEL LATERITICO DE PRONY (NUEVA CALEDONIA)

EL neconocimiento del yacimiento de PRONY se hdizo por medio de eta

pas sucesdivas, cada etapa cuantigicando La eficiencia de Las obras
realizadas y defindiendo el suplemento de reconocimiento que se de-
bia programan para alcanzar el nivel de precisidn sigudlente. A Lo
Zéngo del estudic se definienon y se nesolvieron vandios problemas
de estimacién de RecunAOA Resenrvas, asi como oinos problemas de
atcance zécn4co QCOHJMLCO
Eéte eAtud&o tiene £a ventaja:
. - pnebentan un caso-ilpo de Reconocimiento Secuencial de ya-
éimiento

* - plantean problemas té€cnicos de estimacdbn y sLimulacibn cuya

generalidad no se Limita al caso particulan del NLquel Latenltico.

A continuacibn se exponen brevemente Los resultados de cada etapa:

Etapa 1 reconocdimiento geolbgico preliminar-Realizacidn de La pri

mena campana sistemdtica S; de penforaciones (malla 400x400 m2,150
pergoraciones)
Efapa 7 Con Los datos de La campaiia S;, se LLevd a cabo un primen
estudio geoestadfstico Gi. EL andlisis estructunal de La negiona-
Lizacibn en Ng permitis: |
o una primerna esitimacddn global de Los Recurndos in situ
- un estudio de varianzas con el objeto de deteaminan La ma-
LLa necesaria (—»200x200 m?) para obtenen estimacdiones Lo-

cales satisfactondias.

O



En base a estos nesulitados, se decidid neducin La malla a una re-
tleula de 200x200 m? 450 penforaciones) e implantar 2 cruces de-
pernforacdones a malla de 20 m {82 penforaciones) para reconocer £Las

estructunras de La mineraldzacidn a pequeia escala.

ELapa 3 EL segundo estudio geoestadlstico Gy

~ agind el andlisis estructural

- proporcioné una segunda estimacddn global mds precisa, de-
£os Recunrnsos Lin sLtu

- mejors Las estimaciones de Los paneles 400x400 m? componien
do el yacimiento

- e4tudid La influencia de Los critendios de seleccdibn y enire:

ga ta estimacdibn de Las Resenvas Recuperadasd

Etapa 4 Siendo elegida La primera zona de explotacibn, se programd

una neticula de 100x100° m?.

EL tencen esiudio geoestadlstico G nealizd, en esita zona particy
Lan, La. simulacién de una netlcula mucho mds reducida de 10x10 mZ,
con Lo cual posteriormenite el minero puede simulanr un proceso de
explotacibn y el quimico preveer Las 5£ucxuaciode5 dianias, sema=:
natles, mensuales etc. de K&A caractenisticas del mineral al en- -

trar en La planta de beneficdo.

Etapa 5 (todavia no realizada pero previsible): para controlar La
calidad de La producceddn, un cuarfo estudio geoestadistico Gy pen
mitind, mediante un programa senciflo de computadora, utilizando -
Las dlLtimas Aingormacdones, estimarn unddades de expfoiteaedibn an: -

pequerias como bLoques de 20x20 m?.




AU




Cabe hacen notar uno de Los nesultados escenciales de Los 3 prdi -
merod estudiod geoestadlsiticos: La Geoestadistica necesditd solamen
te 682 pernforacdiones panra cumplir con 204'objetiu04 de La planea -

cibn, cuando Los métodos mds cldsicos requenian 2400 perforaciones’

EL desannollo del yacimiento de Prony es un efemplo tipo de necono
cimiento programado armoniosamente por todos Los Ingendienos, gedlo
géé, minenod, quimicos, geoestadistas, ete. La Geoestadlsitica se -
reveld 'muy eficlente y econdmica para abordarn y resolver Los pro -
blemas plLanteados, minimizando a cada etapa Los gastos de neconocs

miento.




.- YACIMIENTO DE FOSFATO0S DE TOGO

Eé problema planteado pon La Compaila COTOMIB era un problema de --
control de produceddn: se trataba de encontrar La manera dptima de
explotan el yacimiento bajo una restniccdidn de calidad. Mds precisa-
mente, La Compaiiia ‘quenia conocehr Los pénﬂéﬂeb Optimos del techo y -
del piso de manera de recuperar el tonelaje metal mdximo, siendo La
Ley de dicho Zonelajfe recuperado ?%5£ja de antemano (La Compaiila -
admitla el niesgoe de exitraen un mineral de Ley inferion a Gp)

Tal problema nunca habla sido abordado pon Los métodos geoestadlsti
cos. Se ha LLegado a deécu@néﬁ, y a aplican con &€xito a este yacd -
miento, una nueva metodologla cuyo)candqten general hace posible que
sea el campo de aplicaciones de La geoestadistica mds fructuoso en -
el futuno.

Las etapas del estudio fueron Las sigulentes:
Efapa 1: Estimacidn GLobal

Ley promeddio
tonelaje metal aslL como su varianza de esitimacdidn

tonelaje minenal

Etapa 2: KRIGEAGE de Las undidades elementales Plven Figuna)

La nealizacibén del plano de Krnigeage necesitaba un andli-
848 estructunal muy fino de La regionalizacidn, el cual no
se podla LLevan a cabo sin Lnformacidn suplementaria. La
Geoestadlstica permiitid estudlarnla minimizando dicho su -

plemento: s0Lo una cruz de 54 penforacidn ha sido necesaria

O)
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Este plano de khnigeage, programado en £a computadora, proporciond va

nianzas de hnigeage satisfactorias,

Etapa 3: Conitrol de Produccidn

Se define una zona de explotacibn y se consdidena el pardmetrno
w= Ley. Para cada valor del pardmeiro, un proceso de optimi-
zacibn determina el penfil techo-piso que sumindisira el Zonelia
je metal T mdximo: a este tonelaje Le conresdponde cienta Ley £.
Se determina entonces f{dcilmente el valon Spiimo del pardmetro
W, que enzt/tegaoa.tonetaje mdximo TO cuya Ley es °§£ segdn el --

niedgo o,

Ha s4ido elaborada La programacién de La Metodologla. Este -
programa funciona para 5 %p diferentes y un valorn deof .

Porn tanto, dado ciento contexto econdmico Yy en base a estos -
documentos, La Companlfa detenmina La me for explolacidn posd -

ble.
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IEOREMA. 11, P(BaA) = P(BYP(ALB)

COROLARIO. 1. A7s CURLESQUIERA EVENTOS
o Ay Ay, vee, Ay DS,
P(a,0AN0NA,) =
=PA,) P(A,1R,) P A, ] A.0A,) - PlAalA NN A,.,)

CLIEMPLO 3. UV L0TE (ONTIEVE 12 RADIGS DE
208 CuALES 4 ESTAN DEFECTYISOS.
TRES R7205 Jow JACHPOI Al A2AR
Uvo PIR uwo. LR FRIEAS/ICIDAD
DE @UE LOS TRRES JEHIN piDSFECTUOSOS
ES 14/55. EN EFFECTO, JEAN LOf
EVENTOS
A,z [ EL PRIMER RADIO £§ WO DEFSCTUOSG}

A= {& sequmpo 2ADID E5 WO DEFECTUOSO |

fy={ EL TERCER RADIO £5 WO DEFECTULO50 )

LW LR ERPREIION Rl AZAR" JE WI/ii2A/A JOLIMENTE

CON ELFFCIOf JCUALLIIENTE FROGABLES.

O

O



OEUC2r7

L8 Fyvinie DLEHDO EL AN 1
L7 FREAISET JER, FEY B Lok S,)-
el DE J2, DE JHHAR o RRDro NG
DEFECTUOSO . FOR L0 7ww7o
/ 8
A )z —=
P{A,) =
L7 EGUNDF yE2, LIDO @S L
RADIO NO ZEFFCTUIIEG JE A IO,
FRY & PIISII23DEE DE N, DE JHAR
oTRO  RAMC sfo DIFSCrddfc. o
THN 7o
I (Ha { ﬁ,) =L
i
I8 TERESRA VEE, DO QUE SJE Hhand
JACAZO  Dor jRADI0f rfo DEFECTUIIOS,
Q& v A, (R nh), HAY & POSIBILIDA-
DES DE 10, DE JAIR UN FTERCSR
BRA210 a0 IEFECTUOSO « FUR THM7O
p(a,1 ANRA,) = Tg"

FUOALIIERTE | DE ACUERD ML 7ED-
LEr18 DE pIILT7PLICACION

P(a,na,nA,) = P(a,)P{a,1a,)P(A 1.A,04,)

S5

SUEpTD5 AT TTTEIN FZELRAISIONA DO SN

ETOT  FORHFIA , L7 FCO008/2¢5.:72 D5 pUs
WO WO Larilid S S SIS puE
FR OCLREIDO FL DT, FH CISIE L0050

wo' ot s =0 l::

JE D/CE QuE ES708 FUENTOS JON INDEPEN-
HENTES



R RG 2R U T %

DOS EVENTOS A 7V B JON INOEPENDIENTES
St Yy Joto S/ :
P(alz) = P(4) g

DE LR DEFINICION ANTERIOR S&E T/ENE
a) P(8lA) = P(3)

b) P(rag)=r(a)P(3)

]
EN GENERAL , LOS EVENTOS F,8, v, N JON |
AT URPIENTE  INDEPSNIIENTES S Y JOLO §/

PCAnBa--nN)= Pla) P(B) - P(N)
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5. PROBLEII 7S

LB/ WEEHIERD  ES777 PISEWANDO  wS GG
DEPOSITO  FAR7  Aeeyd QuE dLEGH ZE Dof
ACERS  SEIFRAPARS . 419 CawTriRp DE #lserd

z GUE LEGr) DE RIS LfR o,/0,20,30

! presry , VA GE 1Ea DF B PuTES

, SER 0,20, 12,40 prifiv. ENcvEmmRE

EL EIPICIO MIGELEAL FERd Y S EN

FORrid  CONINTE] Y FrRkd A Y 8 &

FOLAD  SiFelRdDid.  DEFIMS QO J/6UIEN/ES

Eysar7os

a} = > /0 //é’f%‘y

b) D=3 2 20 “

c F=C ¢

d) 7=<Cn0D ]

Q) G = ( c U D:’

2. EN wun SO PUEBLO, 07 BT LA GEnTE TWNE
SO0 CHFE , 257 QTS CAFES , Y ASR TrSAE
FPELo V Q00 CHEES. JE JELSCcrond AL A2AR
U FPERIOwA ZZL pPrEsSlo,
) S/ JIEE Ao CHFE , ; CUAL EL LA FRO-
SILILIDAD DE  QPUE THMSIEN - TENGH TS
GiAasdl
0) S IS 0701 CAFET, ; Cudt & P FRo-
: BP0 029D DE QUE ro 7ENGH PELO CAFS Y
¢) Gl S LA FROSABIIDAD DE Qui
TENGRA FFlO  CFFE w2 Qs08 CaFss |




S. EN wn COLEGIO, 25 IZE L0f HOPrERES

‘ Y IO T DE 2MS STRIERES  ETTi EST-
DIDO STATEFZAITICAS . LS 170 /ERES
CONITITOYEN EL 807 DE L0S EST7UTIAN-
7ES. O/ JE JELECCionH o ESTUDIAINVNTE
L AR ) FITA EITUDIEI/DO FIATELSIATI -
CAS, DETERFI/E LG FROBAEILIZAD DE
PUE EFL  ESTUDIANTE JER 1AIER

4. COMUIDEPESE &L LANCAMIENTO DE 3 MONE-
245 (siv DEFECTRS) . SEAN ¢

A= {Todos SoN 0 AGUILAS, D Jox.a.s}
8= { AL MENOS D05 ﬂc;uu.ﬁs}
C:{ CUANDO MAS DOS AGUILAS |
D= cAr Faresas (A,8), (A, ¢) v (8,0,
; cut ES JeN W/DEFPENDIEWTES Y CUFALES
DEFENDIEWNTES £

5. LA FROGIBILIDAD IE QuE A PIGoE N
& Blanco £S5 Y Y 7 FROSABIIDAD
DE Qus 'B' PEGUE BNV BL Blanco ES V.
Q) SI CADA O DIFAZA DOI VECES,
JCutl ES LA FROSABIIDAD DE Qs
EL BLANCO JEA ALCAN20D0 AL rHENOS
WA  vEZ ¢
b) S1 cana wwo DUFARA wned vE2 Y &
BLAeo & RLan@GIo  w? VEZ,
7 Ct  Ef g FROBABILIDGD DE QUE
A LE Hgvgd FsGEDo AL &iinco 7
C) S/ A PIEDE DISATRER JOLO JOS VECES,
J CYAaNTAS FECS! ZEEE DNFILRZ L
VIR QUE T/ GaN b FIENCS, un/ 997
DE FROEALILIDAD JE FsGrreE #t BLoanco ¢



! T e ST o RN, Y D
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.j/\. e ! P f /)" I \\
A = T R R PRI
VA \ /\ } Y AN J ~

 COWERENDER 105 CONCERTOS
RELATIVOS A LAS VARIABLES
ALEATOAS PR ARLICA2L08
U EITUNO DE LA GEOESTADI-

J7/CA

T

}
|
!
i
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(35)

/‘ 7 vr‘aﬁ e nr2 f\/‘)p
d\?f v RﬂU ' JDL-? «J&b waw

A DEFIMNICION DE VARIABLE ALEATOR/Z

SE7 W ESFAC/O MUESTRAL & conv Wi Fon/=
Cro/ DE PROEABIILTGD DEFINIDA EN EL. uw@
VARWKEBLE RALEATERI? LS

COMSIDERESE EL LraweAriEnTD DE UNA
1000 ED7 (s AL7ERAcionEs), DO VECES. £Z4

ESAICIO MUESTIRAL  ESTR  FORMADO FoR oS
L Pewros s 5,=2(AR,4), 5,=(R,8), 5,=(5,3),
D ,=(8,A). sEw X wwA Fuwciont DEFINIDA

EN S Y VAIUADA EN L5 REALES , 7wt QUE
X s,)= wvuriero DE AGurAr N s,

OF Es7s FORIA
X(s)=2 , X(s)=1
X(s)=0 , X(s)=1

LPUESTO QUE EF VN ESFACIO [GUALIMENTE FRO-
EABLE -

P({s| x(s)=0})=P({s,})=P(X=0) =L

P.({s)X(s)zl})=P((‘5“ 5,}) =P(X=1) =_;2_

P({S}X(S):Z}): P({S,}): P(X=2) :i;-

LA Fuwmcrons X ASt DEFigsd  ES wni  VARIA-
BLE ALEATOR/A,



(7

IV N T

U FupCrons X DEFINDA EN 8 Y VALUADA
Er/ 208 PEALES. ii

N
_— Y

o

L.

Y8 AT AL

SITREIAT Y DISTRARUE /oSS (4

EL COMPORTAIiSIryD DE Al
VIR OLE LT RToT TS DES-

CAIEE FIR Ju

LE¥ 28
PRCOM 1L 15770 é
i

t
J
U
i
}

St

DIS78180¢ron k

/3 ;
FPRZE3ABNII D7D

Badde oW

{

1.

O W PRI E  AEA Tl
EL L7 FERAIAA MRS COrTUN DE
CriRmCTER/2/AR2 S LfY D&

1REZr7 87472/ D.

ViZRIASLES  FILETTERLTS] DISCRETHIS

CONI1ZERESE

SE LIRS TO DE & MOMNF-

IAS  JI7ETRICY FRA & PUE JE REGIIZRA

L pwdrIE RO

25 AGUILAS, SEA X LR vA-

P E  REEATTTRLD DEFI/INIOR CEIP0

(s;)

ANITERD DE AGUILRS EA/ s :

| H

}} = {(’7:»‘/;/}""))9 (va/'a:‘i:J}’
(L L4d),(d444)]




W/

[s|x()=2)z{(444d),..., (L LA )]
{s]x(s)=3} ={(ﬂ,ﬂ,/4,./),..., (4,4,;7,,4)}
{s]x(s)afl}:{(ﬂ,ﬂ,ﬂ,ﬂ)} |

JEGUNVN ESTO

@ EIPR L D D TSNS S A S 2

RN SR

SE FUEDE ESTAR IVIEREIADO &N OBTENER

P(Xsx)

LS DEC/R

P({s] X(s) s x}) -

P(x=0)=L , ?P(x=2)=2
& 8
P(x: l) :.l. ) P(x=3)=-l_
4 4
?(X=4);_L
16
GRAFICAN DO » p(x)
0.5 3
-_WI 4
N GEWERAL; | .
" |
4 b
- 4 } 1 ;
p(x):-gl‘-z IERTYTR B S
2 S
N
A
w [4 ; K Ii i
S T I
6 1 2 3 4 X



YUY et WS Y el

LN EJ7E CASO

-~

P({s]%(s)<0))=P{x<0)=P(s)=0

\

P{{s]x(:)=0} )= P(x=0)=

L

i

.P‘({s},{(;;él}}; ?(:(4\) =Ti£
P({SIX(S)<2}>=?("<2) :—;é—
P((slxGsh <3} )= P(X<3) = UL
P({s]X(s) <4))=P(X<d) = .4;;».

L e A ]

@ A s

- GRRAFIEAN DO
&/ GENERAL % P(%)= F(x)
F(X): xel ‘. 1.0 g
/ - q ! O
FaPX< k)= S plx) oy
J nzo J ;o oem——0
:_! ,Ei‘ 0.6 i
X
} orm———
0.2 5
— i _
) | 2 3 4 ~

e RoniCinn gl o o e e Kiiiimse Reoa s e e . a - i AL L o - i o i ™

T

~ Wies T e, 22

[ B

G VERAAGLE IEATOT DICRETH &S AQRUELLA
PUE JOLO  PUEDE TONAL N ASUAERD  FIN 7D

O AUMERFDLE ZE VELORES, Su LEYy DE FRO-
GBI 122D FITR  FRESFAIRZIFT , LOMUNMEN TS, wN
L FEORMG DI el FerCron DS MR DI TR0




. NmemmTEeIRT. RTYLTT o THATDY SEINLTCOD

N

.,r:“:-

o
h g

EABILIDAD { FUNC oA DE /f/\/.r/p//b), SE  DENOTIRA
PR p(x) Y DEFINIRA DE [ICUERDO 4 LA,
EXFPRESION

P(X) = P(X:X)

CUMPUER  Fuwcion  p(x) QuE [ATISFAGA

TR QW B NETE L AP

ISR N PO

TVl Tam 3RS

ey o &

(a) P(X;)%O , ¢=1,2,...
(b) ZF(?‘;):I

ES UNA  FUNCIoN 28 1AIR DE FPROBASILIZAD,

O7RA  FOR,7 & ZESCRISIR  Lr? DIST72¢ BUCON
PE  FROGALIIDAD LS A TRALAES DE LA

FUNCION DE  DISTIBUCION FCUrt/lA7T/vAE . SE
DEvo7RA Pore  F(x) Y SE DEFmvies For

F(x) = P(XSX) .
=2 P(X;)

X:.8%

2. VARIFRLES LEATORIAS COVrnvieiS

A R TR

SUPNGESE e JE 2EJEA  CowvocER L7 DA
THIBLCIN DE LG DISTANC/? X DE LA CARGR
AL SOPORTE D LA (A riadl ¢E2¢r , DE wwH
ARBTRFORIHA  Coiddizn2g D5 7Zeridno 24X 2a,
TUIETR /9 CiGal Concsn/ 7o) , &OCALI2A
DAL FIREIIRALIAIMENTE , ES DECQR , AL r724R,
LITO 17l PuE L7 FROEALILIZZD DE GUE
LA CARGA Chs6/7 EnS CoAPosER LG ON

CDEL PUO, E3 FROPIRCIONAL SOLAMENTE AL

PEA  DE L o, 143
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v T TINDMRLW LIXIALSE TR

AEL D, L M ke Seeoans T B

T

(41)

| T
DE Acvsppo 7 Lo L : { |
AASTER O P L
| o
o i {2a
F(x )= F\A<»<) | l D
4a - (2a- Zr) ] | |
| ,
- 2a v
3
Flx)z 1. La=2)  osx<a
2

G
LA CORRE[PONIISIIIE FUr/Ctons DE DENS124D

ES 4w Psrivnon  2E F(x); Erre &S,

P(x)= Fx) _ 2(a-x) , Osx<a
J o x al

L e ree e v o e e - o~

3 5 U NI

Ry, T3

T T R -1

PR P R TEN

Wik VARIOGELE A5G TORIA  CONTINUM , A DIFE= |
RENC? D5 L] DINCRETR, FrEPE  TorwirR

CUFLPurEye  LrloR JOSRE LOS LREALES. 70243 .,
LAL  SARIABLEE FISICAS DE JAGENIERI  Jonk |
TIEFTRIZAS , COrINIIIHITE | CCrP0O  CaNTIDAPES "

L CONTINIAS, LD LEY DE FROSABILIDAD ES7#

REFREL/ 79DF FOR 4i?  FunCiOnN DE DENSI=
22D /{x). L7 PREZIBIIDAD DE PUE X
SurE EN oww wrERvAL0 [x,dx3x] &%
VA A /[x)c/x.

CUALPUWIER Fur/ClonN SOx)  QuE JATIFAGA
(a)  /{x) > ;
(b) J’/{A)a'x =1 Lo

£l i  Fonsciont DE DENS1DAD.




P [ QUE EN EL CASO  DICRETO, o7RA
FORMA DE DESCRIBIR LA DNTR/GwCrons) 2DE
FROEABILIDAD DE WK VARIGELE 1ILERTORIA
ConTivuR , ES LA FONCIoN DE DIS7R/Bu- |
CION S7CUrILLeARATIVGT « EJ7TH DEFANDS COMo

BT Y a b e

Tam S AEAST e N

F(X)-"-' P(ng)—_-_-'?(—oo .SXSX):]}(U)C!H

eowraet. &

St JE conwocE F(x), ENTONCES

[PRPRCEPNEEY YR

! dx
L M
{
E
Y @ WIADNAMS BE@ Aﬁ 2ATEASI A QR
Ge YO VARIGBLES ALEAVORIAS
|
CytwDO D0f O MAI VARMKELES | LEY
PULERTORIAN ESTAN JIENDO CON- g} 2F ;
JIDERFDAL FN FORMA JIMULTINER, . FROZAZIHIDAD
S COMPORTIMIENTO Ef7A DE= { COMIINITHT
. o
(R

TELIIINADO PO Wi/A

Al. VAIRIABLES ALEFTORIAS DISCRETAS

FRER Y SO Ay

CONIIDERESE &L JIGUIENTE [RO08LErTG DE
INGERIERIT DE 77577/ 1070 REFRESENTESSE PIR
R, & LUMERO  FlLsATIRIO 75 VEHICLLES  PUE
JRIAN  PoR urd Prrd &/ UN INTERVA.O DE
30 SEG. LA VARIRAIINIDAD EN EL FLIJO DE 7725-
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T BT D ST SereSER MR Lk T ¥ WA MINT . 0T o

IR XN PN

e SRLED T e T ITL o

(R N

(4

|2
(A
e~

St70  Er L Vi BE DEMERAS (o GEST/0-
NALIIEN O, LB OTRA VACKHELE ALEATORIA Y, £
EL MUPIERD  DE VEHICHOT EFA EL SAP0 TSR
vilo D& FO JEG, REGHTRADO PIR s/t CONTA =

"DOR DE TRANIISD , [MPERFECTO. LITE DISPOSITIVO

RETPIIS LS Al LA FPSTIeN EIEREIDA SOIRS vnf
CHIGLE CHOLTL0 77 7p0/ES 25 Wid 9 tals
LIVEIS BE FIANIITS S REGLIRA EL Aeirr&Ro
TO7/, D5 THLES MPLICACIONES DE  FREJ/IEN,

CDURANTE  fr/ 7RIS SHCEJIOS Z5 30 SEG. S/l Epl-

CHRHRG O, DEBILO 7 EFECTOL DiVrrtCOr Y 7 140275741
DAD  ITECHMICA DEL COVFFFRAR  Friierd RESPOINIER
W LS PLSOS, FL NMOPERO RERL DE viEHICUL ol
X F EL pIAMERO  REGISTRZDO Y , NO COIJCIDEN
JIEIIRRE . D& 4O 27708 REUNIDOS Frep JTT Ryl =
PR LA WEHTURALIZA Y pAGHITUD DE ES7A FRLTA DE
CONFIABILIDID & &L CONTHDOR , JE Auor277RON
DIRECTApISATIE  LilS FROECCENCIAS fOELRTIVAIS CSI&R-
VADAS COrto  FROSABIIZADES . ESTHI FuLroN :

Plx=2,v=0]= g25
Pix=1, ¥=0]=0.04

PEX:‘S Y= ZJ: 0.02

4

Plx=4, Y=2]=0.0025

P{x=2, ¥=0]=0.0 Plx=0,y=3]=0
P[,\’:3, )’:0]:0 P[X:l, >':3]=0
P[X=4,7=0]:=0 Plx=2,723]=0
P{x=0,v=17=0 PlX=3, V=3)=007
PlX=1, ¥21])=038 Px=4, Y=3):0.015
Plx=2,¥=1]=0.03 P[X=0, ¥=4)=z0
P{x=3, 7=1)=0.0I Plx=1, ¥=41=0
P(x=4,v=17=0 Plx=2, y=4]=0
P[X: 0, V= ‘}: Plx=3, )/:4}:0

Plx=4, ¥=4)=0.0325




S i

L =% Py “ .

EN FOlri? DE GRAIFICA

 plx, )
0.4

T A NPIREIIIIULTI O

<
A
<
\
\

\
N\
-

\
K
\
N

N
N
N\
N

A

L7 FROIABI (23D DTERDA , £/70 £5, 4R FPRPOSABI-
LI1PRD2 DE @QUE £FL COVNTRADOR LI7E CORRECTL ES:

4 3

S Plx=x;, ¥=x;]=P(X=Y) .
o =plo0)+ p(1,1) +p(2,2) +
p(3,3)+ pl4,4)
= 025+ 0.36+ 0.1+ 0.07 + 0.0325
= 0.8725

LA  FPROBABILIDRD DE QuE £FL COVNZADOR ANO
LITE CORRECTD K%
= P(x=y) = 0.1215

O7TRAS FROBABILIDALE! PUE PUEDEN [ER DE InNTE-
PES Jor/: )

® FRIGABILIDAD DE PUE EL NUMERO REAL DE

CARROS sEF 3 ES
P(X:3):&<3) = _Z P (3,((]) = 0.0+ 0.02% 007 = 0.!
;:O
A E[R JE LE lLariA PROBABILIDAD rMARGINAL,
JE X=3.
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LAS FRROGABHIDIDES MARGIALES DE X & V

SonS ¢ \
pu(x) jP’(‘j)
6.3 5 ; 03 4 |
bz b a4
Ny ¢ o ; | o
i ! f i
T AR
I . Y s
0 1 2 3 4 ‘x C v 2 2 4 4

# SUPONGHIIE QuE SN &L ConTADoR J&E LEE
S e UR SITERUILO  EN  FRRT/CULAR.

L pymsRo FsAal B8 ! Pay (xi1)
CARROS NO J& CO- 0.9{ p

NICE  cant CaRTEZA, Loy

RO LAS FRECUENCIAS 1 E
RELATIVAS IE DIFEREN ] f'

7ES VALORES  ESThan 0.5 1 ;

zazas rpoz p(x), ;

Fa2R  x=0,1,2.3,4 . b
NORIMALIZADAS Por F

2 SumA, EIGT FRo P
BALILIDADES LLEGAN {1
A LER LA TRl - O

Guctons CONDICIONAL
Puly (x, | ).

B

it

LAl Foncror DE rAIA DE  FROTAIIIDAD CONSINTA
Pixy) DE Dof VWIRRBLEL ALEATORIAS DUCRE=
795 R & ¥V JE DEFNE corfo




PR~~~ A Top - §

(Rt Y L FTFLRNYS Y

S W T il

& EwiND e WAL -4 3

IR L eI P LTS A Pate DL FATS ST

/‘\
R
o~

-~ .

P<X'2)E P(X=2) ﬂ(?:(\j)]
:.‘?[{5] X(:):x} (\(SIY(S):()}]

LA Fon/cion DE DISTRQUCION rMICUrMULATIVA
CONIVWVTR  ES7TH DEFINVIDA corto

F(x(;)..f’f(X‘x)ﬂ(Y%)}xg 32%96&.3 )

LAS FuNCIONES DE MAIA DE PROBABIIDAD
MARGINALES JE 28F/EN COMHO

p(x)EP(X-—'x):Z pl%y,)
ply)=Ply=y) = g p(x:,y)

Y LAS DITRIBUCIONES ACcrtdeF7vilS

F(x) —Z Z /J( ‘.) = Z p(X;)

X 8% ¥; 8%
f(y):Z Z P<xi'(\ji) :‘Z P<3s)
y‘-‘; X J‘Sy *

LA Fun/Cron) DE riAfA DE FROSABILIDAD (onf~

Dicion AL ESTH DEFINIDR  corto

Pul (xJ)_P\x—x | V= 3] Pl(x= x)ﬂ(Y—;,)l ‘
P[Y-y]
elxy) _ pixy)

Splng) PG

SRR D _Lon e e s ST PeTEMATRM AR e - T g AT T = N T - e -

P 4

YT TS [

N LR TINTE  }

R e

o PR, Lo BT S X Io S S e P ]

PR LR 2

[- R S



O

G TETIESE L S

. AT

T

R . I

CONDICIoNIL  JE~ PUSDE UTHIZAR FARA G CLAR
LA Canun, ES DECIR,

YO Y

J

N
[
&£

Puly (NJ) PD\XzVJ*é],, Z: ) 'Q
2, 5l

PYM»: b J> ? /_.u }a()(:sb]

r\u.
- 0~<x (X sb P(Awy)

-= 2 rlx)

a,<xjsb

EAs LA FRACTICH | (AL FROSABILIDADES CONDICIO-
WALES JE PUEDEN  DETERIINGR IMAS FFAPIDIrE

TE  GUE L] FRICASIIDEAIES CONIUNTAS. JuN=
TO CON LA FROSADILIDAD DiARGINAL , WA

/x,y):: wa(k,é)f)(J):&lx(x,a) F()c) g

— P e s R rrer 0y T =8 W o S T T T )

B. VACHELES FLEATOZLZS COMTINEIAS

R P W L

CONYSIDERESE  EL FLUTO D2DE oS CORPRIUENTES
DIFERETES X E V| EV FL r1/5r0 DR, SE
EIIR s W7ERESADO £/ EL COrPERTIIIIIENTO.
PO/ /S77CO  CONNUNTY DEGILO A GUE
RIrIERTIIN, £L  FAIIIMIC DEPOS¢7O.




G TR LT S M T UG TR A I IR S TS a

-3 S SIS,

> AT B e L S5

[, PO ¥ S O

ERRE O 0 53 R S S

GATEN . AL R AV S TEASTL IR D AT

J

(4

\
J .

SUPBVGIE @uE LA JITRIBVCIoN  COrIUNTI?  £S

2110.7

i 10-7 J

7]

.Gs /"‘J
2000 :
g \/
1000 2000 3000 400D X

?;35%49

/(x, (y) ¢ Auo0 - x 0s x <4000
4000 0<y s2m

DONDE ~ C= 2.5, 10"

FOR EJEITRLO , LA PBROL/IEHLIIZL 28 QuE £

FLUYO DE X JEA MHAS DEL DOBLE DE VY, ES:

Jooo asx
Plx >27] j / T (4000 ")quf‘;.-:g!

LAS DAS77R/5ULCtONVES  frr7RGIAMNALES JonS

C o220 - x 05 X 24000



- e B dar A T
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Data Reduction

A necessary first step in any engineering situation is an investigation of
available data to assess the nature and the degree of the uncertainty.
An unorganized list of numbers representing the outcorac.. of tests is not
easily assimilated. There are several methods of organization, presenta-
tion, and reduction of observed duata which facilitute it: interpretation
and evauluation.

It should be pointed out explicitly thut the treutment of data
described in this chapter is in no way dependent on the as-umptions that
there s randomness involved or that the data con-titute a random
sample of some -mathematical probub:listic mndel  These are terms
which we shall come to know and which some rewders may have encoun-
tered previously  The a.cthods here are simply convenirnt ways to
redn e raw data to minnoneclble forms

I ot doir e ohe fotfaaang ev oanlos and in doine the creae-ted

vi Ve, at s ne ot tothlh the ne b Cppreeinte thed the b ta are
LS ST A et it pee o
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GRAPHICAL DISPLAYS ‘ O s

1.2 GRAPHICAL DISPLAYS

Histograms A usclul first step in the representation of observed data is
to reduce it to a type of bar chart. Cousider, for example, the duta
presented in Table 1.1.1. These numbers represent the live loads
obscrved in a New York wuarchouse. To anticipate the typical, the
extreme, aud the long-term behavior of structural members and footings
in such structures, the engineer must understand the nature of load
distribution. Load variability will, for example, influence relative
settlements of the column footings. The vulues vary from 0 to 224.3
pounds per square foot (psf). Let us divide this runge into 20-psf
intervals, 0 to 19.9, 20.0 to 39 9, etc, and tally the number of occurrences
in each interval.

Plotting the frequency of occurrences in each imterval as a bar

Table 1.1.1 Floor-load data®

Base-
Bay  ment 1st 2d 3d 4th Sth 6th h 8tk Oth
A (1] 78 362 €06 6410 6142 792 84 IS0 27
B 722 726 744 218 171 485 168 W09 572 57
c 225.7 423 5398 417 339.9 555 672 1228 452 629
D 551 539 877 592 631 588 677 904 433 5352
E 366 260 903 230 43.5 521 1021 707 41 373
F 1204 66.4 1387 1279 609 469 1975 1511 1573 197 0
G 1346 734 809 533 801 629 1508 1022 64 454
H 1200 1062 914 1396 1523 702 1118 1711 834 830
I 1788 302 411 1570 103 80 301 1980 8 7 6406
J 78.6 37.0 707 830 1797 1802 606 2124 722 &0
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Fig. 1.1.1 Histogram and frequency distribution of floor-load data.

yields a histogram, as shown in Fig. 1.1.1.  The height, and more usefully,
the area, of each bar are proportional to the number of occurrences’in
that interval. The plot, unlike the array of numbers, gives the investi-
gator an immediate impression of the range of the daty, its most fre-
quently occurring values, and the degree to which it is scattered about the
central or typical values. We shall learn in Chap. 2 how the engineer
can predict analytically from this shape the corresponding curve for the
total load on 2 column supporting, say, 20 such bays.

If the scale of the ordinate of the histogram is divided by the total
number of data entrics, an alternate form, called the frequency disti ibution,
results.  In Fig. 1.1.1, the numbers on the right-hand scale were obtained
by dividing the left-hand scale values by 220, the total number of observa-
tions. One can say, for example, that the proportion of londs observed
to lie between 120 and 139 0 psf was 0.10. I this scale were divided by
the interval length (20 103, o foepeency dens iy dish ibution would result,
with ordinate untts of * frog.oaey per po 0 The area under this histo-
graw voul D~ uaity.  TH formis prefirred when different sets of daty,
perhuaps \\iQilﬁ(-n;nt otoval lengthis, are to be gompared with one

O

GRAPHICAL DISPLAYS 5

The cumulative fiequency distribution, another useful graphieal repre--
gentation of duta, is obtained frow the frequeney distribution by cal-
culating the succeasive partial sums of frequencies up to cach interval
division puint. These points are then plotted and connected by straight
lines to forin a noundecreasing {or monotonic) function from zero to unity.

In Fig. 1.1.2, the cumulative frequency distribution of the floor-
load data, the values of the function at 20, 40, and 60 psf were found by
forming the partial sums 0 -+ 0.0455 = 0.0455, 0.0455 + 0.0775 =
0.1230, and 0.1230 + 0.1860 = 0.3090.f From this plot, éne can read
that the proportion of the loads observed to be equal to or less than 139.9
psf was 0.847. After a proper balancing of initial costs, conscquences of
poor performance, and these frequencies, the designer might conclude
that a beam:supporting one of thesc bays must be stiff enough to avoid
deflections in excess of 1 in. in 99 percent of all bays. Thus the design
should be checked for deflections under a load of 220 psf.

Some care should be taken in choosing the width of each interval
t When constructing the cumulative frequency distribution, one can avoid the

arbitrariness of the intervals by plotting one point per observation, that is, by plotting
/n versus 0, where z is the ith in ordered list of data (see Fig. 1.2.1).
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8 C DATA REDUCTION

in these dingram~.t A little expenin.ontation with tyvoieal sets of data
will convinee the reader that the choice of the number of cliss intervals
can alter one’s impression of the data’s behavior a great deal. Figure
1.1 3 contains two histogiams of the data of Table 1 LI illa<tiating the
influence of mtervalsize.  Anempitical practical guide has been sugpested
by Sturges [1926]. If the number of data values is n, the ntiimber of
intervals & between the minimum and maximum value observed should
be about .

k=14+33logn (1.L.1)

in which logarithms to the buse 10 should be employed.  Unfortunately,
if the number of values is small, the choice of the precise point at which
the interval divisions ure to occur also may alter significantly the appear-
ance of the histogram. Fxamples can be found in Sce. 1.2 and in the
problems at the end of this chapter.  Such variations in shape may at

tIf ad\antugt:om, uncqual interval widths may be preferable (see See. 4 4).

3o
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NUPMERICAL SUMIMATIES {_J .

first be disconcerting, tut they wie indicative o7 o failure of the sct of

data to display any sharply defined features, a picce of information
which s in it-elf valunble to the sogineer This faifure may be beeanse of
the inadequale size of the data set or becausc of the nature of the phe-
nomenon being observed

1.2 NUMERICAL SUMIMARIES

Central value measures The single most helpful number associated with
a set of datu is its average value, or arithmetic mean. If the seruence

of observed valuesisdenoted xy, 1y, . . ., z,, the sample mean 1 1s simply
R
LN

£ = - z 1.2.1

n -L'l ] . ( }
i

Filtcen reinforced-concrcte beanis built by engincering students to
the same specifications and fabricated from the same batch of conciete
were tested in flexure.  The observed results of first-crack and ultimote
loads, recorded to the ncatest 50 Ib, are presented in Table 1.21 Then
cumulative fiequency distuibutions are shown in ¥ig. 1.2.1.  (They wete

=~

v

Table 1.2.1 Tests of identical reinforced
concrete beams

Locd at which

Beam thr first crack Falure
number | was obse.t2d, b lond, Ih
1 10,350 10,350

2 8,430 g, 00

3 7,200 9,600

4 3,100 10, 300

5 6,300 9,400

6 10,600 10, 000

‘ 7 6, 000 1o, o
8 6,000 9,900

9 9, 300 G, o

10 6, 300 10, 20

tl 9,300 [UNKIAR

12 6, 0no g,50m

13 6 O} RN

“ 5].;\.; !.\_‘, 1

[ BT : e,
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10

first cruck loads ~

Failure loods

Cumulotive freaue-cy
o
w
A

L p—L 1 L 1 1 1. ]
0 5000 4000 7000 8000 9000 10,000 11,000
X lood, Ib

0

Fig. 1.2.1  Cumnulative frequency distributions; beam data.

plotted by the method suggested in the footnrote on page 7.)1 The
scatter of the data might be attributed to unrecorded construction and
testinr differences, inconsistent workmanship, human errors, and inherent
material variability as well as observation and measurement errors.  The
mean value of the failure loads is computed to be

.1 _ 148,350 _ .
= ?‘.-sz' = =35 = 950 Ib ‘

~

The sample mean is frequently interpreted as a typical value or a
cential value of the data. If required to give only a single number, one
would probably use this sample mean as his “best prediction”” of the load
at wb ' a nominally identical beam would fail.

Other measures of the central tendency of a data set include the
mode, the most frequently occurring value in the data set, and the median,
th. middle value in an ordered list (the middle valuc if n is odd, or the
average of the two middle valuesif niseven) (sce Table 1.2.2).  The order
of oterving the values Is usually not important, and they may be
arraveed i any way which is convenient  The median of the failure data
1> 0000 1t the mode is not unirjue, since several vahies appear twice and
uons appear- more times.  These two terins occur commonly in the
bter e of other Adds wed een~caquentiy shotlkd be understood, but
they onl anfion oty prose st gl e cenieering problews,

Phe o0 e Cumowell to st g medey of Bifferont hstogeans of thas faohore-
NG R

bt cthe ot e of thes s i o dad casteepes Cetton in thas example

- caaehe ot oot aate el meuh e See LI

NUMERICAL SUMMARIES 1

Table 1.2.2 Ordcred first-
erack and ordered failure-

foad data

First-crack Failure

load load
5,100 9,300
5,860 9,300
6,000 9,400
6,000 9,500
6,000 9,550
6,000 9,550
- 6,500 9,600
6,500 9,900
6,500 10,100
7,200 10, 200
8,430 10,200
9,300 10,300
- 9,500 10,330
10,350 10,3500
10,600 10,600

M

—L

Measures of dispersion Given a set of observed data, it is also desirable
to be able to summarize in a single number something of the variability
of the observations. In the past the measure most frequently occurring
in engincering reports was the range of the data. This number, which
is simply the difference between the maximum and minimum values
observed, has the virtue of being easy to calculate, but certain obvious
weaknesses have led to its being replaced or supplemented.  The range
places too much emphasis on the extremes, which are often suspected of
experimental error, and neglects the bulk of the data and experimental
effort which lies between these extremes  The range is also sensitive to
the size of the sample observed, as will be demonstrated in See 333

A far more satisfactory measure of dispetsion is found in the sample
variance. It is analogous to the moment of inertin in that it deals with
squares of distances from n center of gravity, which is simply the sawple
mean. The sample variance s? is defined here to be ..

»

l n
\ = D
8t = - Z (z. — £)? (1.2.24)
n
s=1
To eliminate the dependence on sample size, the squared distanees ure
divided by n to vield an average squared deviation  There are sound
reasons favoring division by n -+ 1, as will be shown in CO) 1, but the
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intwitively more satisfactory form will not be abandoned until the reader
can appreciate the reasons  Similady, smadl computationad changes in
other definitions given in this chapter may be found desivable in the
hight of later discussions on the estimation of moments of random vas iables
(Scex. 2.4 and 1.1), .

Expansion of Fq (1.2.2a) viclds an expression which will be found
far moie convenient for computation of s2:

1—1'2 (r, — 1)* = 1-11 (‘}: r®— 2% 21 r + ni-)

But, by Eq. (1.2.1),
z ¥, = nk
i=1

Therefore,

st = ;% (,Z, I — nf?)

The positive square root s of the sample vuarianze of the data is
termed the sample standerd devialion. 1t is analogous to the radius of
gyration of a structutal cross section; they are both shape- rather than
size-dependent parameters  The addition of o constant to all observed
values, for example, would alter the sample mean but leave the sample
standard deviation unchanged  This number has the same units as the
original duts, and; next to the mean, it conveys more useful infrrmation
to the enginecr thun any other single number which can be ¢ .nputed
from the sct of data. Rouglly speaking, the smaller the standard
deviation of the sample, the mote clustered about the sample mean is
the data and the less frequent are large vanations from the average value.

For the beam-failure data the sample varianee and sample standard
deviation are computed as follows.

= 3{5(1,470,054.450 — 1.467,181,300)
192,200 1b*

s = 100,200 - L0l

(1.2.2b)

i

U

Notoo that avior to  ronnod sabrreehnn of tvo nearly equal
; e, b carned e the snas e mae-

. . M [ . i .
3 L [N . EEAN L ot A ELIR

O

NUMERICAL SURIMAIIES O 13

be uved to eompare the voriabibity of the stiength of Lib beams with that
of ficid-constructed bemms,

When comp ring the relative dispersion of more than one kind of
data, it is conveniee? to have a dimensionless de-cription such as the
commonly queted sample cocficient of viciation. This quantity ¢ is
defined as the ratio of the sample standard deviction to the sample mean.

(1.2.3)

<
i
L Y

The sample cocflicient of variation of the beam-failure data is

440

— s -—
z
while that of the first observed crack is much larger, being

g .

v == o= o = 0.233 ¢

T~ 7310 =~

The engincer might interpret the diffcrence in magnitudes of these
coefficients as an indication that first-cruck loads are “more variable' or
more diflicult to predict closely than failure loads  Such information
is important when appearance as well as strength is a design criteron.

Measure of asymmetry One other numerical summaryt of observed data
is simply a logical extension of the reasoning teading to the formula for
the sample varinnce.  Where the variance was an average second noment
about the mean, so the sample coefficient of shewness 1s related to the thind
moment about the mean. To make the coeflicient nondimensional, the
monient is divided by the cube of the sample standard deviation

The coeflicient of skewness ¢, provides a measure of the degree of

t A fourth numectical summary, the coefficient of hurtosis, may alo be cmployed
Without large sample sizes, however, its use 15 seldom recomiended

The sample coctheient of kurtosis g 15 related to the “peakednes" of tie

histogram
L3
(/n) Y (e — 8
=t
[ 5
Tradit opatly the b of thie confluwnt i comprrad tooa value of ¢ RN
Eurioas cooctpent o cottmonly cnconnterad Bolleshapon sontinuons (uove v

we st ol bt T e normef s (Sec ) Por the daata Lo,

Linos ol 10N
g sler g
[ ]
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asyviniefs: aboat the v of the data,

n
(L }_: te, — 7)°

oo o = "._'SJ (1.2.4)
The coeflicient i~ positive for histograms skewed to the right (i e., with
Jonger tails to the right) and negative for those skewed to the left
Zero skewness results from symmetry but does not necessarily imply it.

For the beam-failure data of Table 1.2:1,

)

oo = HalZDERC0) ~ 0,103 > 0
indicating mild skewness to the right. The implication is that there
were fewer but larger deviations to the high side than to the ‘ow side
of the average value. (The sample cocflicient of skewness saould be
calculited using r, — £, since an expansion similar to Eq. (1.2.2b) for
the sample vatianee does not prove useful.)

In this case, if the students reported their experimental results
in the form of only thiee numbers, Z, s, and gy, it would already be
sufficient to gain appreciation for the shape of the histogram. The
econumy in the use of such sample averages to transmit information
about data becomes even more obvious as the amount of data increases.

1.3 DATA OBSERVED IN PAIRS

If paired samples of two items of related interest, such as the first-crack
foad and the failure load of a beam (Table 1.2.1), are available, it is often
of interest to investigate the correlation between them. A graphical
picture is available in the so-called scatfergram, which is simply a plot
of th observed pairs of values  The scattergram of thc reinforced-
conerete—beam data is shown in Fig. 1.3.1, where the r, are values of
first-crack loads and the y, are values of failure loads. There is no
clearly defined functional relationship between these observations, even
thourh an engineer might expect larger-than-average valtues of one load
generally to poair with larger-than-average values of the other, and simi-
larly with lov values. -

A numerical summary of the tendeney towards high-high, low-low
pairings is provided by the sample covariance syy, defined by

n
1A . . .
Sy 7o 51 (x. - My, -~ ) (1.3.1)
|:’!
Cle. v, t'"C)u cr Ot avor cee vadues of roare froquently paired
with Lo Jloy o aor sosebe s of y, most of the terms will be

DATA OBSERVED IN PAIRS 1%

Y

2

- 11,000}

o

K-/ . .

; . . " °

:5_,\0000 — .

° ®

® 'y °

-z * ° °

A 9000}

°
oL, { ! i 1 1 1

0 6000 7000 8000 9000 10,000 1,000 «x
Observed first crock load, b

Fig. 1.3.1 Beam-data scattergram; plot shows luck of linear correlation

positive, while small-large pairings will tend to yicld negative values of
Sx.v.

It is common to normalize the sample covariance by the sample
standard deviations, denoted now with subscripts, sy and sy.  The re=ult
is called the sample corielation coefficient ry y: J

s 1 ] .
X.Y ¥y - ;
fxy = s—-s—y' = Z ( )( Sy ) (132)

It can be shown that ry.y is limited in value to —1 < ryy < 1 and that
the extreme valucs are obtained if and only if the points in the scattergram
lie on a perfectly straight line, that is, only if

= a +4 br,

the sign of ry y depending only on the sign of b, In this case the factors
are said to be perfectly corrvelated. For other than perfectly lincar
relationships [ry.v| is less than 1, the specific value ry v = 0 being said to
indicate that the r's and y’s are unconrelated  The x's and ¥'s may, in
fact, lie on a very well-defined nonlinear curve and hence be closely,
pethaps functionally, related (for example, y, = bs?); in this case, the
absolute value of the sample correlation cocflicient will be fes than one
The coeflicient is actually a measure of ouly the linear corul wtion between
the factors sampled :
For the beam data of Table 12 1, the sample covarianee is

N (ro - T30)(y, — 0S00) - 01200 b

!l e

O
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Fig. 1.3.2  Scattergraen of MLVS against MLSS.

while the sample coirelation coeflicient 1s

sxy _ 94200

= e B o e == 4
8xsy  {10V0)(440) +0.12

Tx.x
The small value of this cocflicient summuaiizes the qualitative conclusion
reached by observing the scattergram, thut is, that the first-cruck loads
and failure loads ace not clesely related  Teo the engincer who must
judge the ultimate strergth of a (momeut) ciacked beam, the implications
are that the crack docs not necessarily mean that (moment) failuie is
immmimnent, and ako that he cannot succes~fully use the first-crack load
to help predict the ultimate load better (Sec. 4 3}

.
fliustration: Large correfation  As a sccond evaweple consider a problem in mived-
liquor analysis Suspended solids (MLSY: can be readily measurcd, but
volatile solids (MLVS) prove more diffindt It would be convenent of a
measure of MLSS coald be interprotad o terms of MLVS A soattergram
between MEVS and MIsa s shevoan Fip 132 The sample conelition
socthicrent for the duty chewn s ryy - 092 This welatively e value of
the correlation co- Donnt folloas fooee the oo als boeor el itonstup e ta '
the two fortor dathe seattorgrare Tt abosrre ots that the value of the MILAVS
could be cloely ctimated gven oo cuncne at of MINS O Methaods for

. N S
carrying out and evadiatoem this predicton waill be vestusated o se 40
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this chapter wight be mierpreted by the enginetr o= repeated ob~erya-
tions of o random or prebehide e mathematical model thut he formulat. ¢
to aid hintin deseabting and predicting some natura! phy=c-al phenomouon
of concern

The concepts introduced m Chap 2 are fundamental to the con-
struction and manipulition of these probabilistiz models. In Chop 4
we shall be concerucd with the use made of physicsl-world obscived date.
such as that seen in this chapter, in fitting the mathematical models,
and in verifying their approptiatencss.

The importance of the histogram in choosing and in verifying the
mathematical model will become evident in Chaps. 2 tc 4 Parameters
of the mathematical models which are analogous to the sample meun,
sample variance, and sample correlation coefficient will be discussed in
Sec. 2.4. The relationship between sample averages and these model
parameters will be treated in detail in Chap. 4. ‘

14 SUMMARY FOR CHAPTER 1

In Chap 1 we introduced graphicul and numerieal ways to reduce sets
of obsetved datu.  The former inelude various forms of relative frequency
and cumulative frequency diagrams  The latter include meawures of
central! tendeney, dispersion, skiew, and enrrelation.  The most commonly
encountered are the sample mean 7, the sample stardard deviation s, the
sample coeflicient of variation », and the sample correlation coeflicient «.

-
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PROBLERIS

1.1 Ten timde, beatas wete testad ononospan of it by a single concenteated load at
mid pin The Douglas fir bearms were 2 by L m nominal seetion (actual section-
163 by 35000 ) The purpose of the study was to compare ultimate load and load
allowable by bulding code (391 Ib), to compare actual and caleulated deflection
(E = 1,600,000 psiY, and to doternune if a rclationship exists between rigidity and
ultimate strength.

PROBLEMS 13

Calculate the sample standied deviitions and coefficients of varintion  Plot
a scatter diagram and compute the sample corrdation eocflicient betweon load at
yicld of 1§ in. and ultimate load  >ight this sunplor, aondestruetive test be con-
sidered as a prediction of ultimate jooit capuity?
1.3. Jack and anchor forees were measured in a prestressed-concrete lift-sluby job for
both straight and curved cables.  The objective of the study was to obtuin cstimares
of the influence of friction and curvaturc.  The data are given in terins of the ratio
of jack to aochor force,

Deflection at Ultimate

Specimen working load, in. | load, lb
1 0 16V 1750
2 0.130 2330
3 0 155 2030
4 0.131 2100
5 0.135 1525
6 0.123 2000
7 0.168 1450
8 0.130 2100
9 0.150 1475
10 0 132 1675

Compute the sample mean and varinnce for each set of data. Construct
histograms and relativc frequency distributions for cach set.  Plot the scatter dingram
and compute the corrclation cocfficient.  What are your conclusions?

1.2. Ten bolted timber joints were tested using a 13-in bolt placed in double shear
through three pieces of 2 by 4in (nominal size) Douglas fir.  The results of the tests

Compute the sample mean and variance of each set of data
histograms, frequency distributions, and cumulative frequency distributions

Straight cables Curced calble,
1.6609 2 0461
1.5497 1 7496
1.7190 2 0451
1.6334 1 8157
1.7446 2 132

-1.4954 1.9230
1.6856 23022 ,
: 1.48S2 2 0S30™
2.0811 2 428000

1.9519 21375

2 1803 2 oprin

2 0061 2

2 6U 1S

2 3011

2 8131

2 4206

Con-truct

A~sum-

were:
Load at Load at
yreld of yeld of i
e tn, e, Ultimate
Spectimen b 1) loadl, b
1 3500 39N 4000
2 3400 3500 3300
3 |7 3100 3600 3sgu
4 2700 3300 4150
3 2900 3650 4070
6 3i00 4250 4300
7 2700 3500 4100
8 3100 3700 4230
9 3140 LA 24537
w | o2me oame  boanan

:

I

ing that the jack forces are constant, what can be said about the influcnce of toronal
eurvature on friction loss?

14, The following values of shear strength (in tons per square foot) were Jet ¢ miead

by unconfined compression teats of soil from Waukell Creck, Cahifoon,
histograms of this data using four, siv, and eight intervals
sider three different locations of the interval division points

In the secand
With a few oot

ot

Pl v

points, as here, it may be advantageous to consider unequ d intervals, lons or w the

right-hund tal

012 021 03 037

039 046 047 030 )
050 05t 033 0058 '
06l 062 077 05l

0.93 105 150 1.73

L5, Compur zie andividund sample weans, standad deviatons, and coc? et of

vanton ‘or the boanent, fourth floor, and mnth flooe of the ool

O
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BINOMIAL, NORMAL AND POISSON DISTRIBUTIONS

[CHAP. 6

STANDARD NORMAL CURVE ORDINATES

This table gives values ¢(t) of the
standard normal distribution ¢ at t=0
in steps of 0.01,

t 0 1 2 3 4 b 6 7 8 9
0.0 .3989 .3989 .3989 3988 3986 3984 .3082 .3980 3977 3973
0.1 .3970 .3965 3961 3956 3951 3945 .3939 3932 3925 3918
0.2 3910 .3902 .3894 .3885 .3876 3867 3857 3847 .3836 .3825
0.3 3814 .3802 3790 3778 .3765 3752 3739 3725 3712 3697
0.4 .3683 .3668 .3653 3637 3621 .3605 3589 3572 3555 .3538
0.5, | .3621 3503 .3485 3467 .3448 .3429 3410 3391 3372 .3352
0.6 .1 .3332 3312 3292 3271 .3251 3230  .3209 .3187 3166 3144
0.7 3123 .3101 .3079 .3056 .3034 3011 .2989 .2966 .2943 2920
0.8 .2897 2874 .2850 .2827 .2803 .2780 2756 2732 2709 .2685
0.9 2661 2637 2613 .2589 2565 .2641 2516 2492 2468 2444
1.0 .2420 .2396 2371 2347 .2323 2299 2275 2251 2227 .2203
1.1 2179 2165 2131 2107 .2083 .2059 .2036 2012 .1989 1965
1.2 1942 1919 .1895 .1872 .1849 .1826 .1804 1781 .1738 1736
13 1714 1691 1669 1647 .1626 .1604 .1582 1661 .1539 1518
14 1497 1476 1466 1435 .1416 1394 1374 | 1364 1334 1315
1.5 .1295 1276 1257 .1238 1219 1200 .1182 1163 1145 1127
1.6 1109 1092 | 1074 1057 .1040 .1023 1006 0089 0973 0957
1.7 .0940 0925 .0909 0893 0878 0863 .0848 .0833 0818 0804
1.8 .0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 .0694 0681 0669
1.9 0656 0644 0632 .0620 0608 0596 . .0684 05673 0562 0551
2.0 0540 0529 0619 .0508 .0498 .0488 .0478 .0i68 0459 0449
2.1 .0440 0431 0422 .0413 0404 0396 0387 L0379 L0371 L0363
2.2 .0355 0347 .0339 .0332 0325 0317 0310 0303 .0297 0290
23 .0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
24 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2.5 0175 0171 0167 0163 0158 0164 .0161 0147 0143 0139
2.6 0136 0132 0129 0126 0122 .0119 0116 .0113 0110 .0107
2.7 0104 0101 .0099 .0096 0003 0091 .0088 0086 .0084 0081
2.8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 .0061
2.9 .0060 0058 0056 .0056 0053 .0051 0050 0048 0047 .0046
3.0 0044 L0043 0042 0040 .0039 .0038 0037 .0036 .0036 0034
3.1 .0033 0032 .0031 0030 0029 .0028 0027 0026 0025 .0025
G2 L0024 .0023 0022 0022 0021 0020 0020 .0019 .0018 0018
3.3 0017 0017 .0016 .0016 .0015 0016 0014 0014 0013 0013
3.4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 L0009
3. 0009 0008 .0008 .0008 0008 .0007 0007 .0007 .0007 .0006
3.6 0006 0006 0006 .0005 .0005 .0005 0005 0005 0005 0004
5.1 .0004 0004 0004 .0004 .0004 0004 .0003 .0003 0003 0003
o8 .0003 .0003 .0003 0003 .0003 0002 0002 .0002 .0002 0002
4.0 0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 0002 0001 0001

Table 6.1 N
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CHAP. 6] BINOMIAL, NORMAL AND POISSON DISTRIBUTIONS 11i
!
STANDARD NORMAL CURVE AREAS g
|
i
]
This table gives areas under the stand- ’3
ard normal distribution ¢ between 0 and ;
t =0 in steps of 0.01. ;
o ¢ f
i
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 J
0.0 0000 0040 0080 0120 . L0160 0199 .0239 .0279 0319 0359
0.1 0348 0438 0478 0517 0557 0596 0636 0675 0714 0750
0.2 0703 0832 .087i, 09019 0948 L0987 1026 1064 1103 J141
0.3 1179 a217 1255 1253 1331 .1368 1406 1443 1480 1517 }
0.4 1554 1591 1628 .1664 .1700 1736 1772 1808 1844 187y ,
c.5 1915 1950 1685 .2019 .2054 .2088 .2123 2157 2100 o028 !
0.5 2258 2291 2324 .2357 .2389 2422 .2454 2486 2518 2349
0.7 .2580 2612 2642 .2673 2704 2734 2764 2794 2823 2850
0.3 .2881 2010 .2939 2967 .2996 .3023 .3051 3078 3106 315
09 3159 3186 3212 .3238 3264 .3289 .33156 3340 .3365 8380
1.0 3413 3438 .3461 .3485 .3508 3531 3554 3577 .3509 3620 }
1.1 3643 .3665 .3686 .3708 3729 3749 .3770 3790 ,3510 L3330 ;
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 ,3944 .3962 .3080 3707 RO
1.3 4032 4049 4065 .4082 4099 4115 4131 4147 4162 ALTT |
1.4 4192 4207 4222 4236 .4251 4265 4279 4292 .4306 4310 i
i
1.5 4332 4345 4357 4370 4282 4394 4406 4418 4129 AN
1.6 4452 4463 4474 4484 4495 45056 4515 4525 4033 Aaih
1.7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4825 A
1.8 4641 4649 4656 4664 4671 4678 4686 4693 4690 AT0A
19 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4707 |
20 4772 4778 4783 .4788 .4793 4798 .4803 4808 4817 4817 1
2.1 4821 4826 4830 .4834 .4838 4842 4846 4850 AR 4337
22 | .4861 4864 4868 4871 4875 4878 4881 4884 ARBT AR00
2.3 '] .4893 4896 4898 ,400] .4904 4906 4909 4911 4013 ATTR
2.4 4918 4020 4022 4925 4927 4929 4931 4932 4934 A0%
!
2.5 4038 4040 4941 .4943 4945 4946 4948 4949 4051 4050 |
28 4953 4955 .49056 4957 4959 4960 4961 4962 A6 Aon. |
2. 4965 4966 4967 4968 .4969 - 4970 L4971 4972 AUTS 407! l
o8 4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 ACRO 4081 i
2.9 .4981 .4982 .4982 L4983 4984 4984 4985 4985 L4988 A4U86 |
" i
I 3.0 4U8T 4087 4087 .4988 .4988 4989 4989 .49389 L4950 4150 }
3.1 4990 4691 4901 4991 1 4992 4092 4992 4992 FULK 003
i 3.2 4993 4993 4991 4094 4994 4994 4994 4995 A0u5 §005 \
. 4.0 L4995 4995 4995 4996 4906 4996 4996 4998 4906 4307 |
G4 49907 4907 4927 L4997 4997 L4997 4907 4997 4997 4004 ‘
| .
3.9 L4998 4958 49908 .4908 .4998 4998 4998 4998 4968 4003
a0 A998 4598 999 L4999 L4999 4999 4009 4999 L4099 jony |
3.7 4009 4009 4999 4699 .4999 .4999 4999 4999 4599 AT
3.8 4099 L4999 4590 4609 1999 4999 4995 4999 4000 TR
L 3.9 5000 0000 5000 5000 .5000 5000 6000 6000 2000 ULl

Table 62




&1

112 - BINOMJIAL, NORMAL AND POISSON DISTRIBUTIONS ICHAP. 6
VALUES OF ¢ |
by 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.6 0.6 0.7 0.8 0.9
e~ 1.000 006 819 141 670 607 .b40 497 449 407 |
A 1 2 3 4 b [} i 8 9 10
it 368 135 0498 .0183 000674 .00248 000912 ) .0003356 000123 000045

Table 6.3

Solved Problems

BINOMIAL DISTRIBUTION

6.1.

6.2.

6.3.

Find (i) b(2;5,4), (ii) b(3;6,4), (iii) b(3;4, ).
Here b(k;n,p) = (J)p*q*"* where p+q = 1.

GQ) 5253 = Q) 2Er = S@grEgr = 2.

(i) 53:6,3) = (DI = 2P = 5

i) 3341 = QP = DEAPEG =31drd = &

D -

A fair coin is tossed three times. Find the probability P that there will appear
(i) three heads, (ii) two heads, (iii) one head, (iv) no heads.

Method 1. We obtain the following equiprobable space of eight elements:

) S = (HHH,HHT,HTH,HTT, THH, THT, TTH, TTT}

(i) Three heads (HHH) occurs only once among the eight sample points; hence P = ﬁ
(ii) Two heads occurs 3 times (HHT, HTH, and THH); hence P = §,

(iii) One head occurs 3 times (HTT, THT and TTH); hence P = &.

(iv) No heads, i.e. three tails (TTT), occurs only once; hence P = }.

Method 2. Use Theorem 6.1 with n =3 and p=¢={.

(i) Here k=3 and P = b(3;3,) MPEP = 11 = 4,
(i) Here k=2 and P = b(2; 81 = Q) =3-3-4 =
(iii) Here k=1 and P = b(1;3,§) = H(IN()? = 8+4+1 = 3.
v) Here k=0 and P = b(0;3,}) = Q@R = 11§ = §.

Team A has probability ? of winning whenever it plays. If A plays 4 games, find
the probability that A wins (i) exactly 2 games, (ii) at least 1 game, (iii) more than
half of the games.

Here n=4, p=2 and gq=1—-p=].

(i) P(2wins) = b(2;4,2) = (‘;)(g)z(,r’)z = 8

Ga



Ore-grade control in sub-
horizontal deposits

519.272 62201334

Synoupsis
A basic prablem of quality control 15 the extraction of a maximum
ot onrats iom a mine working under constraints of quahty
v ed arades for example) The direct solution to this problem
oy Letpoue an mextnicable combination analysis of all possible
=l selectinons Hence, 1t 1s of pnme importance to design a
sieclio b and efficient selection procedure which avoids such an
ks the working being divided into N mining units P, of con-
soint o onzontal section the best cut to select on each of these NV
S e deduced very ssmply from a unique cutoff grade 1n case

e ermunacy the cut which maximizes a quantity, interpreted
srato sibenefit 15 selected

1= stressed thet mining 1s by panels, never by dnli-holes  hence.
o e nast first proceed to the unbiased estimation (knging) of the
mean charactenstics of these panels: 1n the best conditions kng-
g »lows calculation of confidence hmits Cutoff performed on
ravv dnil-hole data would irrevocably resuit in an overestimation of
therecovered ore, which could be economically disastrous

tt e theory of optimization 1s presented first and then its practical
appheation to ore-grade control of the Togo phosphate deposit.
Wesl Atnica

Statement of the problem

Consider a sub-horizontal sedimentary deposit, con-
taining a section W composed cf a set of NV panels P,. the
hornizontal section s of each panel being constant (see
Fig 1) Note that the section W can comprise several
separate sub-workings (W, + W, in Fig. 1). The

W Wz

W=t +i;

Ry

L
!
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Qverburden ;- N

L3
8, ()

°
%

1
|
1
!
7 :"_‘ Shice j

Selected ore - % }
- 1

! g
1
|
i

toowell ——-

b‘. footwall — - - K& //

o

Fig 7 Selective mining

mean muneralized thickness L, 1s variable from one
panel to another Each panel P, is subdivided into several
shices of equal vertical thickness. which will be denoted
/=110 L, Each of these slices has a mean characteristic
«, (7). such as the grade, for example

Section Wis notrich enough for non-selective mining
Hence, the nrobiem 1s to mine from W a maximum ore
tonnage, the mean grade r of which 1s guaranteed to be
superior to a limiting grade T,

On each of the N mining units 2, an optimal topwal!
a,° and tootwall b,° must be defined in such a way that

Manuscript fist received by the Insbiutton of Mining and Meatallurgy on
23 Qctober 1973, revised manuscript received on 6 December, 1973 Paper

A. G. Journel Civil and Mining Engineer, Maitre de
Recherches ENSMP

H. Sans Geologist ENSG

Both of the Centre de Morphologie Mathématirjie.
Fontainebleau, France

the total recovered ore tonnage should be maximum and
the mean grade = of this tonnage should be equal or
supenor to the Iimiting grade r, = 2 r, '

In writing (2,°. b,”) the superscript designates ihe
optimum cut on panel P, among dll possible cuts
(a,. b))

The problem does not consider the possibility of
mining separate honzons 1n the same panel The
selected cut (a,°. b,°) 1s compact. and dirt layers within
(a,°. b,°) are not distinguished

In practice, the true values L,. 8,(;) and = are un-
known. They must be estimated without bias, and,
preferentially, with minimum estimation varnance (kng-
ing). The particular knging procedure applied to the
Togo phosphate deposit i1s presented bunefly later in this

Rish ot

Fig. 2 Permitted nsk

paper As a certain error 1s made when the mean grade =
of the recovered ore 15 estimated by r°, the mean-grade
constraint 7 2 7, 1s written in practice

™ 2 7 + Bo: \
where o2. = E{{7 — +*)2}1s the estimation vanancg of r
by 7* Knging ensures the minimization of this vartance
B1s a parameter defined by the allowed nsk a of recover-
Ing a mean grade  inferior to the hmiting grade 7, i a
Gausstan law 1s classically adopted for the errors = — 7°,
parameter S has the {t'lowing vaiues. B = 2 (for nsk
a=2-bpercer): 8= 1-28 (fornska = 10 percent}:
and B = 0 (for nist e = 50 per cent)
Technical optimurm
The preceding optimum provides a set of V cuts
{{a,°. b,°). 1 = 1 to N} to be selected from secuon v/
This optimum 1s independent of techmcal constroins.
for example, the two neighibouring footwall elevations
b.°. b,°,, may be too different to aliow haulage (572
Fig. 3). Hence, a second technical optimum must e

&

]

Topwalt g, 222 %/7//:/ - - -
77 54 ~ 77 N

Footwall b} 7 %//

-

1 Technirni
:ophmum
. '
L
o1 By, .15t zff
optumum

Fig. 3 Technical optimum

deduced from the first optimum, according to each
particutar set of technmical constraints Once tius techi -
cal optimum 15 defines kiiging of its recovered oie
provides the effectively recovered mean grade As
teciinical constraints can vary considerably from one:
ming to another, the theoretical exposé will be mited to
the problem of defining the first optimum  {{3,°. b,°).!

- . A




Turory of optimization

A
Notation
Cop ol et = 6, - g, be the length of a possible cut
o, 1Y chanactenzed by s topwall a, and 1ts footwall
O T aimplity the nomenclature the product of 1 situ
density and the sectton s of the panels will be taken as a
cenctant equei 10 1, the unit of length being the con-
stant vertical thickness of the panel siices. Hence, we
obrans for pane! P,
Recovered ore tonnage for the cut (a,. b,)

T, =g,
Recoverad metal tonnage for the cut (a,. b,)
S
Ol = 7 9:(/)
et
1 (au DI)

J.4;} ber o the grade of shice 7 within the cut (a,, b,).
T .o arade of the recovered ore ts
=@
g, 7

Orc¢ possible global selection is the set of the N
rossible cuts {(4,. 0,).1 = 1 to N}, one cut (a,. b,) being
defined on each of the N panels P, comprising section
W For the total recovered ore
Total 1ecovered ore tonnage

A
r=2r,
=1
Total recovered metal tonnage
I’V
Q= 2qQ,
r=1
Mean grade
. =9
=

Among the numerous possible global selections
{(a..b,).1 = 110N}, which is the one{(5,°. b,°).7=11to
NYaiving a maximum ore tonnage 7, with a mean grade
T supenor or equal to the grade imit 7,?

gombined analysis

l:‘ach panel P, 1s composed of a certain number L, of
siices of constant vertical thickness (see Fig. 1). Any
possible cut (a,. b,) 1s composed of ¢, = b, — a, siices.
Hence, on panel P, one has one possible cut of length O,
implying the panel is left, L, possible cuts of iength 1
slice, L, — 1 possible cuts of length 2 shces and one

possible cut ot length L, slices, or the whole panel mined.
Thus, there are

L, _(“’:',2.11_)_ + 1

possible cuts on panel P,. .
As section W comprises A panels of respective total
lengths {£, + = 1 to N}. the number of possible global

seloctions g

N
A1l ["'(L,'”v) + 1] -
=1 Z

["—J (42; Ny 1] [éiézzi‘) + 1}

’:L_N_(L_‘Lﬂ_) + 1 1‘

With N = 100 panels and an average iength of 10 shices
there are A = 56799 global possibiities—a number great
enough to discourage any attempt to find the optimal
possibility ! ; '

A can be 1educed considerably by noting that, among
the L, possible cuts of length one slice on panel P, the
cut that maximizes the metal tonnaae 3 1 cortainiv

that which vw.uld be chosen Let 3,(1) be the maximum
tonnage for a cut of length 1 In the sama ‘way. amo..
the L, — 1 possible cuts of length 2 slices the cut that
maximizes the metal tonnage Q, 15 certainly that which
would be retained Let that maximum tnnnage be
denoted by Q,(2). and so on. to Q,(L,) Hence tne
number of possible cuts of panel P, 1s reduced from

L (L,+1 L
—’(—2—) +1to (L, +1) 1 umque cut foreach length c,
varying from 0O to L, slices The number of possible
global selections 1s then reduced to

A= ITIL+1] = (L +1)(La*1)
=1

With N = 100 panels and the average length L = 10,
there still remain 11199 possibilities to test!

(Lyt1)

Point of maximum curve 3(7)

Points of largest set of
A possibihites

b = = = o)X XX

VPG \'

~fo—
of

~

~

-

tized max

Fig.4 Maximum curve

Let Q% and T* be the total metal tonnage and ore
tonnage corresponding to the possibiity number &
among the A. This set of A posstbilities {(Q*, T¥) k=1 to
A} 1s represented in Fig. 4 by a cloud of A points Next,
consider the subset conditioned by a constant total ore
tonnage T, t.e. all the points of the cloud located on the
fixed vertical hne 7 (see Fig. 4). Obwviously, If the
optimum point is on that fixed line 7, 1t must be the
point that maximizes the total metal tonnage Q. let @ be
that maximum.

G = Max {Ok/Tk = rhxed}
Hence, the optimum point 1s on the curve Q(T) which
represents the upper limit ot the cloud of A possibilities.
This curve is called th2 ‘maximum curve’ Where exactly
on the ‘maximum curve’ 1s the sought optimum point?

‘"Maximum curve’ Q(T) (see Fig. 4)
The curve starts at the ongin (@ = T = 0). because
rejecting all the NV panels i1s a possibility corresponding
to a limiting grade 7, superior to the grad 7n,,, Of the
richest slice of all NV panels.

The maximum curve never decreases, I.€.

VT'>T=0Q(T) = Q(7)

In fact, of @(T") < Q(T). the maximum of Q%, T* = T*
being fixed, would have been Q(7) nstead of O(T),
the increment of tonnage 7° — 7 corresponding to
unmineralized ground wiath an averane qrade ot zeco

It reaches its sl (Q,,,.,,) ot the point (G, Tol)
corresponding to a hmiting grade 7,,,,,. which is nothing
but the mean grade of the total ore ;i sitv For any
limiting grade 7, < 7,0 the maximum recovered metal
tonnage i1s Q,.,, total tonnage of metat in situ

The limiting mean grade 7, 1s shown by the line of
slope 1, passing through the ornigin 0 0 being a possible
solution, there 1s at least one intersection of the line
Q = 7,7 with the maximum curve Q(7) The optimum
point (Qo, T°) which maximizes the recovered ore 7°.
while ensuring a mean grade

70 = ——

[ 7

\%
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Hence the position of the optmum point on the
maxirnn curve 15 kinown exactly But, the problem of
corsuustiing the curve Q(T) = Max {Q%/Tk = T o0}
stitl rerniaing

Surerior convex envelope of Q(T)

Hero Ties thedkey idea of the optimization theory some
point- «f the maximum curve can be found directly
without using the previous combined analysis, which
consists of selecting ithe possibibity (Q. T) that maxi-
nizes thwe metal tonnage Q, from all the possibihities
wiveh mive the same ore tonnage T These particular
poiirts of the raaximum curve (3(7T) are those which are
incated on the supenor convex curve of Q(T) Let them
be dencied by J{7) (see Fig 5) In simple terms 3(7)
1s composeu of the convex parts of the maximum curve

v

iy

[
]
/g serm-Po"
)
E TS TR T
1
1
f i
4, | s i

max

¥ig. 5 Q{7) and its supenor convex Q(T)

More precisely, consider all the lines of fixed slope w
Their equations are Q@ = w’ + a, parameter @ being a
vanable Now, ccnsider the himit line D., of equation
Q = w? + 3,. which is such that all the points (Q, T) of
the maximum curve are either below oron D,,. t e

VO.Te:Max curve = 0 S wl + 3, = Q -
wl £ an

(Note that the mit points. 1 e the contact points of D,

with the maximum curve are such that Q@ — w T = ge.

1e these limit points maximize the quantity (O —w 7))
The it ine D, of slope w defines a semi-plane

{Ho O wT + a.}

which contains ali the points of the maximumcurve Now,
« 1S made tovary from 0 to +oo. The intersection of all
the hmit planes H. defines the supernor convex
envelope of ithe maximum curve Q(7T), and the inter-
section of that envelope with the maximum curve O(7)
1s the supernor convex curve:

amy ={ 0, Hut 0 {Q. T}

CUne charactenstic of the supertor convex curve 3(T)
15 that it contains all the points (Q. 7) of the maximum
curve, and more generaliy all the points (Q. 7) of the
cloud of A gioba!l posstbiiities maximizing the quantity
’(:O —5 wl). whatever the parameter w = 0 may be (see

g 5

Hence. to obtain directly a point of the convex (QT),
without any.tedious combined analysis. it 1s sufficient
to fix the parameter w = 0 and to draw the possibility
(2. T) which maximuzes the quantity Q — wT

This can be drawn immediately, as the maximum of

Q@ - wT s given by the sum of the N local maxima
Q, - wT, .

N
Max {Q.- wT} = & Max {Q, - wT,}
=1

w being fixed. maximization on panei P, of the quantity
Q, - «7, provides a unique cut(a,*. b,*) The superscrint
w merely indicates that the cut (g,“, b,*) corresponds 0
the fixed value w of the parameter. The union of thess /V
cuts {(a,«, b,*),r =1 to NV} piovides a global point

N N
Q= 2.Q,T=2T)

which maximizes the quantity Q — ol Heroo i,
global point (Q. T) 1s on the convex curve Q(T) 1« o
the convex part of the maximum curve Q(T)

Extension
a non-convex
w, =0

1 wo
] ophm}un
' t o
' 1 a (n
' : v, B 5
: ! ..... g
' 1
i |
1 1
L} ]
L
r' ,ﬂ'\ﬂl

Fig 6 Q(T) and its hinear approximation 6'(T)

For each value w, the corresponding point of the
convex curve O(T) can then be obtdained, hrzar inter-
polaticn between these points provides an annroainid-
tion @*(7) of the maximum curve Q(T) The unigue
intersection of the line of slope r, passing through the
ongin with the approximation Q°(7) provides tne
optimum value w, of the parameter (see Fig 6) The
required opttmum point (Q©, T°) corresponds 10 the
maximization of the quantity Q — w, 7.1 e to the maxi-
mization of the AV local quantites (Q, —w,T,)./= 110
N

This parametncal procedure with o cannot by
defimtion, provide any point {Q. T) of the non-convex
part of @Q(7) This s not too serous, as. in practice, the
extensions of these non-convex parts of Q(T) are
negiigible ‘In Figs 4, 5 and 6 the extenstons of the non-
convex parts have been greatly exaggerated to clarfy
the demonstration

Definition of local cut (a,©, b,*)

The only problem !eft now 1s {0 determine on each panel
P, the cut (a,*. b,©) that maximizes the quantity Q, -
w7,. whatever the parameter w may be (Note that
Q, - w7, = 0. corresponding to rejection of panel P,

this posstbility i1s better than any cut that would provide
a negative quantity O, — wl,)

0 Bl00)=8 M =w 6w .
: 8 )
! . .
1 9 =lp-n--
]
H

2

! I
: 3r

Top o, !

Foot b NG~ w7, w " a-w’

' manigum b=tk -2 \m’n'xvmum

{a) . id)

Fig 7 Definttion of local cut (a,, b,*)

The parameter w already appears as a qrade

7_1 > w It will be shown that w 1s precisely a.cutuff

grade Consider the two limit grades ¥ (a,*) and #, (£}
at the topwall and the footwall {see Fig 7(a))

0,(a*y cannot be less than m—otherwise the
imiting top shice would provide a neg tive contribnton
8.(av) - w < 0tothe quantity Q, - w7,

Similarly, f 8,(a,) \were greater than w the bmiting
shices of grades 6, inciuded within fw, f (a,“); worllu
have been retained for their positive contnbution , - w
to the quantity Q, -~ w 7,.

' N . a .



Cever e v oo ruvivvani HITHUNG Qraae
0 (0r) must be equal 1o w, which then works exactly as
a cutoff grade

it the vertical curve of grades £ (7) 1s not convex, there
may be seveial possibie cuts. with imiting topwall and
{_otwall grades. equal to w for certain values of para-
meter w (see Firg 7{6)) There are three possible cuts.
{1-2). (3—4) and (1-4) The last cut (1-4) = (a,*. b,*)
wili be selected, as it maximizes the quantity Q, —~ o T,

f *ve vertical grade function 8,(y) could be differen-
tiated {generally 1t has no reason to be so). a stmple
differentiation would have shown that w 1s a cutoff
arade O, - @ T, 15 3 function of the ordinate g, of the

tapwail—hence, the maximum of Q, — w 7, corresponds
(el

d0, (s} - wdl,{g,} =0

t
Jo) .

f }, ) = 6l(a‘m) = w
S ¥

dQ h,) _

SERES B
Summary

The problem s how to extract 2 maximum ore tonnage 77
with a mean grade constraint = = 7, fiom a section W
comprising N elemeintary panels

The desired optimum (Q°, 7°) comprises the union of
A particulariocal cuts {(a,°, b,°),7 = 1 to A} Nis usually
100 large to allow direct determination of the optimum
by combined analysts

it 1s shown that the optimum ooint (Q°, T°) is cer-
tamly on the maximum curve O(7') defined by .

0 = Max {Q/T being fixed}

The intersection of the maximum curve G(7) with the
line Q = +,7 provides the desired optimum point The
problem 1s now to draw the maximum curve Q(7)
without any tecious combined analysis

it ts shown that all the points of the convex parts of
(T}, 1e all the points of the superior convex curve
O(T). maximize the global quantity

N
Q-~wl=2[Q - wl]
t =1
Hence, 1o obtain a point on the convex curve G(T) it 1s
sufficient to fix a value of the parameter @ > 0 and to
determme on each pannel the cut (g%, h*) which
maximizes the local quantity Q, — w7, This selection is
obramed immediately by considering w as a cutoff
grade, unigue to the NV paneis
For each value w > O a point of 3(7), 1e a pomnt of
the maximum curve O(7), 1s thus obtained Linear
interpolabon between these points provides an estima-
bon G(T) of that maximurn curve The intersection of
the approximation O*(T) with the constraint line
G = 1.7 provides the value w, corresponding to the
desired optimum point,

(Qo, To} = {(a,70, bo). 1 = 1 to N}

interpretation with benefit functions

The optimum point, provided by the preceding para-
metric  proceuure, maximizes the global quantity
B8 = Q0 - w7 This quantity can be interpreted as a
global benefit B. which 1s proporticnal to the recovered
metal tonnage Q, the extraction cost being proportional
to the recovered ore tonnage (- w,7) The value w, of
the parameter 1s determined hy the mean grade con-
straint v = g—_ = 7,. more generaily, wy can be fixed by
economic considerations. for example. w, can be a
marginal grade Any unit of mean grade w, would just

pay for its mining and milling cost. thus providing a zero
benefit

Generalizatic.~
The preceding benefit 8 = Q — w,T corresponds to a
finear profit formula—simplistic, but not unusual
practice

More generally, with a benefit function of the type
B8(Q. T, 7), T' being the overburden tonnage corre,-
ponding to the ore tonnage 7. and if the optimumn
corresponds to the maximization of B(Q. 7, 7). itlcan
be shown that the optimum point (Q° 7o, 7°) 15
certainly on the maximum surface Q(7T. T°) defined hy
Q = Max {Q/T and T” being fixed} The superior convex
envelope of the maximum surface can be obtaned
potnt by point with a multi-parametnc (o v) procedure
simiar to that presented above, 1 e by maximization of
the quantity Q ~ w7 — v7I' Hence. an approximation
Q*(T. T') of the maximum surface Q(7. 7°) can be easily
drawn without any combined analysis

The optimum point (Q°, 7°, 7°°) is at the contact of
the approximation surface Q°(7. T} with the iso-
benefits surfaces B(Q. 7. 7') = Constant The unique
contact with the highest benefit provides the values
(w.. v,) corresponding to the required optimum

A more general description of the convex analysis of
optimum selections has been given elsewhere 3

Application to Togo phosphate deposit

Description of mine8
The phosphate formation of the sedimentary basin of
Lower Togo, West Africa, 1s intercalated within clay
strata The average phosphate thickness 1s 10 m from
top to bottom, colithic phosphates. phosphated maris
and, finally, gravelly phosphates can be distinguished

QOpen-pit mining is practised with bucket-wheels,
bucket excavator and conveyor

The rather strict constraints of quality on the ore sold
have repercussions on the mining system * the mined ore
must contain a fixed tncalcium phosphate grade in the
size 43-840 pum, which we will call ‘piiot” size To
establish the annual exploitation programme the mine
service must indicate, for each set of panels to be mined,
the top- and footwalls that wili guarantee the mean
grade of tnicalcium phosphiate

&
N

T__? - ! -

~ v

o

i

A
)%

i ..
Parel P, Pit

1
t
&>

Fig 8 Avaiable information

The availlable information consists of a regular square
gnd (50 m) of sampling pits, each O-60-m diameter
pitis sampled on every siice of - 50-m vertical thickness
(see Fig 8) The 'pilot’ size of the ore i1s analysed Hence,
there are available from every pit 1 the vertical senes of
the two vanables p,{;). the percentage of the size
43-840 um and k,{y). the tricalcium phosphate grade in
that size Hence, the tnicalcium phosphate grade of the
raw ore mined from the siice s of pit71s

ps) X k()

Presentation of optimization’
Consider a section W compnsing N mining units P,.
each of constant horizontai area s = 25 x 25 m- (see
Fig 38 Which are the optimum iop- and footwalls
(80, k) of each of the /V pavels that maxinuze the
tola! recovered ore tonnage. ihe mean grade 1 of
tricalcium pnosphate of the pilot size being supenor to a
tmiting grade +,, with a defined nsk a?

This practical problem fits the exposed optimization



theory exactyy n fact. on the volume (0-50 m x
section 2H < 25 m”) detined by a siice y of a panel P,
'l mw (;; be the mean percentage of the pilot size,

A, {1) be the mean tncalom phosphate grade 1n that -

S0y %A
s1ize and 4,(y) = 7’«’7&/—)”;!0—0—;’}-—/) the mean tricalcium

phasphale grade of the 17 situ ore of shicey

The add.tion of the N cuts {{g,. b,).7 = 1 to N} defined
on the N panels £, provides the following.
A total ‘pilot” tonnage

A N
T-=27=25 X =)
e =1 /€ (a.b,)

A total metal tonnage

N &y
Q- 20=% 2 6

- % (=1 7 € fa.by)
v un gtade of tncalcium phosphate in the pilot size
_Q
T

_ Cne has to maximize the total recovered pilot tonnage
Tuw.der the consttaint + 2 r, with the nisk a. 1e with a
mean estimatad grade +* 2 1, = 7, + Bo. (Flg 2)

Kriging of slices §
The two groups of vanables o, {1}, A.{). 6,() and p, {(y).
k (1), n(7) are detined on two different volumes  the first
grous unpanel shcesof 0-5 x 25 x 25 =312-5m?3, the
second group on pit slices of 0+5 =« 3:14 x 0-302 =
0-14 m3 The panel grade 6,(7) 1s not the pit grade r, (y)
The unknown values »,{y) and 6,{;) of each panel
slice y must be estimated rom the netghbouring pit data
2.(77).r,(;7y Thus problem s classically solved by kngrag

.(see, in particular, Mathercon,® p. 116) First, the three-

dimensional structures of the regionalized vanables
o,(y) and r(y) are charactenzed with the help of
vanagrams Then, the unknown values =, (7} and 6,())
are kriged, the kriged estimators 7,*(y) and 6,°{;) betng
Iinear ¢ ymbinations of the pit data Kniging in this way

High grade

Depth
fig. 3 Knging

provides the estimation variances £l[m, — =,*2} and
E{{6, ~ 6]}, which allow the calculation of the estima-

tuon vanance of the rmean grade r of the recovered ore,
that 1s

@i = E([r - 13

Tnis last vanance is used directly 1n the mean grace
censtraint 7" 2 7, + Bo. (Itwould be dlusory to budd an
optimization procedure based on the pit values p, ().
k(1Y r(:) inctead of on the pbanel valitee v (/Y X {4)

#,(7). or .t least on their best linear unpiased €5tmat=rs
(). A1), 01(2))

The serrated aspect of the verthcal series £.(y) 15
certainly not representative of the verticat fluctuations ot
the senies A, (7) or A,*(;) (see Fig 9) Any cutoff gras e
apphed to the ‘serrated curve k,(,) would resuit in «
falsely attractive precision of selectiori which, alus, witl
not be realized during subseguent production

In particular, pit siices of 014 m* may somet.mes
present very high grades &,(;). whereas obviously. no
panel siice of 312 m? will ever have such a high-grade
A{y) Exploitationrecovers panel shices not pit shees, so
the high-grade assays found in pit slices will never be
found to extend over panel-size slices

Practical realization on Togo deposit
The geostatistical structural analysis has been per-
formed with the help of the 50-m square grid (see Fig 8)
and of two cross-shaped tighter grids of 5 and 10 m,
which reveal the smali-scale structures Following this a
unigue FORTRAN program gave the following (1) the
knging (=*. A*, 8") of all slices; of each of the N panels
P, compnising the section W to be optimized , (2) the N
local defimitions of the optimum cut (a,°. H,°) to mine,
and (3) the estimations with confidence hmits of the
vanous global mean characteristics of the recovered ore

The limiting grade ,. as well as the accepted risk «
are nput parameters, which can vary according to
market conditions

The computer time was quite comoetitive with respect
to a previous program with the classical procedurs of
‘cutoff on pit-grades and influence polygens™ Rouqghly
the cost of kitging and optimization of one 25 » 25 m
pane! with an average of 10 slices 1s 1 Franc or about
20U S cents

Veritications

The mining company suspected that the deposit could
not provide high-grade mill feed n the pilot size range.
containing more than 80 per cent, for example of
tricalcium phosphate, unless they resorted to igh

grading’. In fact. the krniging and optimization procedures
proved that to atta,n a high grade such that r = 80 per
cent, 30-50 per cent of the ore 1n sitv would have 1o be
rejected. No phosphate company would accept a
rejection of 30--50 per cent of its reserves, especiatly
when the rejectcd ¢ contains an average piot tncal*
ctum phosphate grade of 76 per cent! ,

The first program to use the classical procedure
with pit grades and influence polygons indicated that
a maximum rejection rate of 10 per cent would provide
the required mean grade = 80 per cent Of course
subsequent mining never achieved these oplimishc
forecasts.

On a particular section W where the effective top an |
footwall profiles have been correctly determuned, the
actual miming results have been compared with the
corresponding kniged, forecasts Whereas ttie first pro-
cedure, by influence polygons systematically over-
valued the grade of the recovered ore the confidnn e
Iimits of the kriged mean grade 7° accounted tor o
realities of production +* = 79-8 + 0-07 prr cenit
0:07 = o- being the simple standard devigion of
estimation by kriging

Asystematic check1s be.ng done by sectians, the avn-
ing of which will follow the top- and footwall profins
given by the new geostatistical optimization program
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