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PROLOGO A LA SEGUNDA EDICION

Debido a la buena aceptacion que ha tenido el libro Fundamentos de Algebra Lineal y

tjercicios por parte de alumnos y profesores, y tomando en cuenta la actualizacion de los
planes y programas de estudio que realizd nuestra facultad en 2016, se tomd la decisién de
elaborar esta segunda edicién con el fin de atender los siguientes aspectos:

1) Cubrir al 100% los contenidos tedricos del programa de la asignatura Algebra Lineal de
nuestros planes y programas de estudio.

2) Ampliar y mejorar las partes tedricas, asi como incrementar, de manera significativa, el
numero de ejercicios resueltos y propuestos, con la idea de presentar una amplia gama
de posibilidades de cdmo pueden ser planteados y preguntados los conceptos tedricos en
cada uno de los temas tratados.

3) Se pretende también con esta segunda edicion, mejorar la claridad y sencillez con que son
explicados los conceptos tedricos, buscando facilitar ain mas la comprensién de ellos,
pero manteniendo la formalidad y el rigor matematico que caracterizé a la primera
edicidn.

4) Asimismo, se busca atender las observaciones y sugerencias que me hicieron llegar,

alumnos y profesores, con el propdsito de enriquecer la obra. Aprovecho este espacio
para agradecer infinitamente a todos ellos sus valiosos comentarios.

Esta segunda edicién consta de cinco capitulos, uno mas que la edicidon anterior: 1) Grupos y
campos, 2) Espacios vectoriales, 3) Transformaciones lineales, 4) Espacios con producto internoy
5) Operadores lineales en espacios con producto interno. En cada uno de estos capitulos se
mantiene el esquema que fue utilizado en la versidon anterior, es decir, se presentan los conceptos
tedricos en la forma mas sencilla posible, se incluyen algunos ejercicios resueltos, los cuales son
explicados paso a paso y en forma detallada, con la finalidad de que los alumnos los entiendan
facilmente y asimilen cada uno de los conceptos tedricos presentados. Al final de cada capitulo,
se incluye una serie de ejercicios propuestos con su respuesta, con la idea de que los estudiantes
los resuelvan, reafirmen los conceptos estudiados y adquieran un aprendizaje mas sélido del
Algebra Lineal.

La gran mayoria de los ejercicios propuestos y resueltos que se tienen en la primera edicidn se
han mantenido en esta segunda, solamente se hicieron algunos cambios y ajustes menores; sin
embargo, lo que cambid de manera significativa, fue el nimero de ejercicios que fueron incluidos
en esta edicion. En cuanto al nimero de ejercicios resueltos, en la primera edicion se tenian 47 y
en esta segunda se presentan 103; por lo que toca al numero de ejercicios propuestos, en la




version anterior se tenian 49 y en esta edicidn se tienen 228. Se paso de 96 ejercicios entre
resueltos y propuestos en la primera edicién a 331 en esta nueva version.

A pesar de que esta obra mantiene su filosofia de ser un material escrito que resulte de gran
apoyo a los estudiantes que cursan la asignatura Algebra Lineal, también se pensé en los
profesores que la imparten, presentandoles un trabajo que les puede resultar muy util en la
preparacion de sus clases, o bien en la conformacion de las tareas que les dejen a sus alumnos.

Quiero hacer patente de nueva cuenta mi agradecimiento al Ing: Gongalo-Lépes de Haro;
Secretario General de la facultad y a la Mtra.. ewv Letras Moawiaw Cuaivdnw Ruidiag, Jefa
de la Unidad de Apoyo Editorial de nuestra facultad por todo el gran apoyo y facilidades que me
brindaron durante todo el proceso de revision y preparacion de la version final de esta obra. De
igual forma quiero reiterar mi agradecimiento a la Lic. EIA/LO(/AVIgréLLCa/ Torres Rojas por
todo el trabajo realizado en la correccién de estilo y editorial de este libro, asi como por su gran
compromiso, su profesionalismo, su invaluable colaboracidn y por su siempre buena disposicidn
al trabajo durante todo este tiempo que compartimos esta tarea. A los tres, mi mas sentido
agradecimiento.

Agradezco infinitamente a la Srita. Mawriavw Guadalupe Martines Davalos por todo el
trabajo realizado en la captura de esta obra. Su gran dedicacidon y compromiso hicieron posible
que este trabajo llegara a feliz término. Lupitay de nueva cuenta iMil gracias!

Consciente de que todo trabajo es perfectible, mucho agradeceré todas las observaciones y
comentarios que tengan a bien hacerme, los usuarios de la obra, con el fin de mejorar futuras
ediciones y que éstas sean de mayor utilidad. Todos sus comentarios seran siempre bien
recibidos.

FRANCISCO BARRERA GARCIA

Ciudad Universitaria, Ciudad de México, agosto de 2019




INTRODUCCION

La presente obra fue elaborada con la intencién de ofrecer a los estudiantes un material
escrito que les pueda facilitar el estudio y la comprension de los conceptos fundamentales

del Algebra Lineal.

La obra consta de cuatro capitulos: 1. Espacios vectoriales, 2. Transformaciones lineales,
3. Espacios con producto interno y 4. Operadores lineales en espacios con producto
interno. En cada uno de estos capitulos se presentan los conceptos tedricos de la manera
mas sencilla posible, buscando facilitar su comprensidn, pero sin perder formalidad y rigor
matematico; se incluyen también ejercicios resueltos donde se explica, en forma detallada
cada uno de los pasos realizados en la resolucion del problema, con la finalidad de que al
estudiante le resulte sencillo comprenderlos y asimile con ello mas facilmente los
conceptos tedricos presentados. Al final de cada capitulo se incluye una serie de ejercicios
propuestos con respuesta, con la idea de que el estudiante los resuelva, reafirme los

conceptos estudiados y adquiera un aprendizaje mas sdlido del Algebra Lineal.

Es importante sefalar que buena parte de los ejercicios resueltos y propuestos incluidos
en la obra, han sido tomados o redisefiados de examenes colegiados departamentales
que fueron aplicados en nuestra Facultad desde 1980. Es necesario entonces reconocer
el trabajo de muchos profesores que participaron en el disefio de tales ejercicios y que en
la actualidad algunos de ellos ya no laboran en la Facultad o bien ya no se encuentran

entre nosotros.

A pesar de que esta obra fue elaborada pensando en proporcionar un material escrito que
fuese de gran ayuda para los estudiantes que cursan la asignatura Algebra Lineal, se
considera que este trabajo puede resultar de mucha utilidad también para los profesores

que la imparten como un material de apoyo para sus clases.




A los profesores Aliciv Pinedaw Rawmurves y Juan Veldgques Tovres quiero
expresarles mi agradecimiento por la revision de este trabajo, ya que con sus atinados
comentarios y observaciones permitieron mejorar esta obra. Agradezco también
profundamente a la sefiorita Maria Guadalupe Martines Davalos la paciencia,
el esmero y todo el trabajo realizado en la captura de este libro, quien con su gran interés
y entusiasmo hizo posible la culminacion del mismo.

iMil gracias Lupita!

Quiero hacer patente mi agradecimiento a la Mtro. Mawtow Cuavivdn Ruidiog, Jefa
de la Unidad de Apoyo Editorial de nuestra Facultad, por el apoyo y las facilidades que
me brindd durante todo el proceso de revisidon y preparacion de la version final de esta
obra. De igual forma quiero agradecer a la Lic: Elviav Angélicaw Torres Rojas por
todo el trabajo realizado en la correccién editorial y cuidado de la edicién de este libro,
asi como por su profesionalismo y buena disposicién durante todo el tiempo que

trabajamos juntos. A las dos, mi mas sentido agradecimiento.

Finalmente, agradezco también al Comité Editorial de nuestra Facultad, que preside el

Ing. Gongalo- Lopey de Haro; por realizar el dictamen técnico de esta obra y dar

el visto bueno para su publicacion.

Consciente que todo trabajo es perfectible, mucho agradeceré todas las observaciones y
comentarios que tengan a bien hacerme los usuarios de la obra con el fin de mejorar

futuras ediciones y que ésta sea de mayor utilidad.

FRANCISCO BARRERA GARCIA

Ciudad Universitaria, México D.F., noviembre de 2014
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Capitulo 1

GRUPOS Y CAMPOS




— Grupos y campos

Operacion binaria

Una operacion binaria definida en un conjunto no vacio 4, es una regla o criterio que
asigna a cada par ordenado de elementos de A, un Unico elemento llamado
resultado, que puede o no pertenecer al mismo conjunto A4.

Estructura de grupo

Sea A4 un conjunto no vacio y sea * una operacién binaria definida en 4. Se dice

que el sistema(A, *) tiene estructura de grupo si se cumplen los siguientes

axiomas:

1) Cerradura:
Y a,be A

(axb)e 4
2) Asociatividad:
Y a, b,c e A

a*(b*c)z(a*b)*c

3) Existencia del elemento idéntico:

V ae Ad; HeeA|a*e:e*a:a

4) Existencia de elementos inversos:

Y aeAd; 3Tie A| a*i=i*a=e

Si alguno de los axiomas no se cumple, entonces el sistema (A, *) no tendra

estructura de grupo.




— Grupos y campos

Propiedades de los grupos

2)

3)

4)

95)

6)

7)

8)

9)

Sea (4, *) ungrupo

1) Cancelacion:

Y a,b,ce A

si a*b=a*xc = b=c

si b*a c*a = b=c

Si e esidéntico izquierdo para *, entonces e es el idéntico del grupo.
El elemento idéntico de un grupo es unico.

. -1 . . . -1 .
Si a” eselinversoizquierdo de a € A4, entonces a™ es el inverso de a.

El elemento inverso de cada elemento de 4 es Unico.

-1
. -1 . -1
Si a eselinversode a € 4, entonces ( a ) =a.

. -1 -1 -1
Si a, beA, entonces (a*b) =b"*a
Si a,, a,,...,a, € A, entonces:

-1 -1 -1 -1
(al*az*...*an) =a, *...*a, *a,

Si a, b € A, entonces cada una de las ecuaciones:
a*x =b
y*a =»b

tiene solucion unica, donde x, y € A.




— Grupos y campos

Ejercicio 1.1 Sean el conjunto F' = {a + \/? | a e E{} y la operacién binaria *

definida por:
(a+\/7)*(b+\/7)=(a+b)+\/? ; Va+\/3, b+\/7 e F

Determine si el sistema ( F, * ) tiene estructura de grupo.

SOLUCION:

Determinemos si la operacion binaria * cumple con los cuatro axiomas de grupo.

1) Cerradura

v/ a+\/7, b+\/7 e F
(a+\/7)*(b+\/?):(a+b)+\/7 e F dadoque (a+b) e R.

cumple

2) Asociatividad

Va+\/7, b+\/7, c+42 e F
[(a+\/?)*(b+\/?”*(c+\/?):(a+\/?)*[(b+\/7)*(c+\/7”

aplicando * dentro de los corchetes, tenemos:
(a+b+2) * (c+y2) = (a+y2 )*(b+c+ 2
(a+b+c) +J2 = (a+b+c) + 2
cumple
3) Existencia del elemento idéntico

‘v’a+\/?eF; Ele+\/76F‘(a+\/7)*(e+\/?):(e+\/7)*(a+\/?)=a+\/?

Dado que no se sabe si la operacion * es conmutativa, entonces se tienen que
obtener los elementos idénticos derecho e izquierdo y si ambos existen y son
iguales, entonces se podra concluir que el elemento idéntico existe.




— Grupos y campos

4)

Idéntico derecho:

(a+y2) % (42 ) =a+y2
(a+e)+ﬁ :a+\/5
La igualdad se cumple si e = 0, por lo que el idéntico derecho es:

e++2 =0+42 €eF s, existe

Idéntico izquierdo:

(oo T oo 7)
(e+a)+\/7

de donde, el idéntico izquierdo es:

a7
a+\/7 = e=0

e+\/7:O+ 2 e F .. existe

Dado que ambos elementos idénticos existen y son iguales, entonces podemos

concluir que el elemento idéntico existe en el conjunto F yesiguala 0 + «/ 2.

Existencia de elementos inversos

De igual forma al caso del elemento idéntico, para el caso de los elementos
inversos, se tienen también inversos izquierdos y derechos, si ambos existen y son
iguales, entonces podemos concluir que los elementos inversos existen en el
conjunto F.

Inversos izquierdos:

(i+\/7)*(a+\/7) = e+\/7
(z‘+a)+\/7 = 0+\/7

Para que la igualdad se cumpla i = —a, con lo cual el inverso izquierdo es de la
forma:
i+42 =—-a+42 € F .. existe




— Grupos y campos

Inversos derechos:

(a+ﬁ)*(z’+\/§) = e+ﬁ
(a+z')+\/3 = O+ﬁ

De donde i = —a para que la igualdad se cumpla, por lo que el inverso derecho es
de la forma:

i+\/7=—a+\/7 e FF .. existe

Como ambos elementos inversos existen y son iguales, entonces podemos concluir

que los elementos inversos existen en el conjunto F y sonde laforma —a + /2 .

Dado que se cumplieron los cuatro axiomas, entonces podemos afirmar que el
sistema ( F, *) tiene estructura de grupo.

Ejercicio 1.2 Sea el sistema ( Q, A ) donde ) es el conjunto de los numeros
racionales y la operacion binaria A esta definida por:

aAb=a+b+ab ; Va,be(

Ay

Determine si el sistema ( Q, A ) tiene estructura de grupo:

SOLUCION:

1) Cerradura
Ya b eQ
(aAb)e @

(a+b+ab) € G Dado que la adicién y la multiplicacion
de racionales son cerradas.

. cumple




— Grupos y campos

2) Asociatividad

Ya,b,ceQ
aA(bAc) = (aAb)Ac

aA(b+c+bc)=(a+b+ab)Ac

aplicando A en ambos lados de la igualdad, tenemos:

a+(b+c+bc)+a(b+c+bc)= (a+b+ab)+c+(a+b+ab)c

at+tb+c+bc+ab+ac+abce at+tb+ab+c+act+bctabc

ordenando términos:

at+b+c+ab+ac+bct+abc=a+b+ct+ab+act+bct+abe

Como la igualdad se cumple, entonces el axioma de la asociatividad se cumple.

3) Elemento idéntico

Vae@ ;deeGlaNe=eAa=a
Idéntico derecho:
alAe=a
a+e+ae=a
e+tae=0
e(l+a)=0
Sooe=0e€e @ . existe

Idéntico izquierdo:
eAa =a

eta+ea=a
e+ea=0
e(l+a)=0

S.ooe=0 e .. existe




— Grupos y campos

Como ambos idénticos existen y son iguales, entonces el elemento idéntico existe

en (.
4) Elementos inversos
VaelG ; EIie@|aAi:iAa:e

Inversos derechos:

alAi=e

a+i+ai =0

i+ai = —a
i(l+a)=-a
. —a

1 =
1+a

Como se puede apreciar, para a = —1 no existe su correspondiente inverso, lo que
implica que no existen inversos para todos los elementos de (¢, por lo tanto, el

axioma de la existencia de los elementos inversos para todos los elementos del
conjunto no se cumple, con lo cual se concluye que el sistema ( G, A ) no tiene

estructura de grupo.

Ejercicio 1.3 Sean el conjunto E = { e | X € Z} y la operacion binaria * definida
por:

X X X +X X X
elxe?=¢ ' Vel e?ekE

Determine si el sistema ( E, * ) tiene estructura de grupo.

SOLUCION:

1) Cerradura

X3

X
V e', e? ek

X X
(el*ez)eE
xl+x2

e e E Dado que la suma de enteros es un numero entero.

cumple
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2) Asociatividad
Ve, e, e eE

9
X X X X X X
el*(ez*e3)——(el*ez)*e3

X x2+x3 X1+X2 X3
e *e =e * e
x1+x2+x3 x1+x2+x3
=e
.. cumple

3) Elemento idéntico

Ve‘eE ;EIe”eE|ex*e“:e”*ex:ex

Idéntico derecho:

Ve‘e E ; EIe“eE|ex*eu:e

Para que la igualdad se cumpla, se tiene que:

.

u=0 = e"=e’eE S, existe
Idéntico izquierdo:

V e*eE ; Je"eE |e'xe’=c¢

e = e = u=20
Sooet =e’e E L existe

Dado que ambos idénticos existen y son iguales, entonces el elemento idéntico
existe.

4) Elementos inversos

Ve*eE ; Je'eE|e xe" =e"*e " =¢
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Inversos derechos:

ex * ew — eu
xX+w 0
e = e
de donde
W= —Xx
entonces
e"'=e e E .. existen
Inversos izquierdos:
ew * eX — eu
w+x 0 _
e = e = w = —-X
entonces
e"'=e " e E .. existen

Como ambos elementos inversos existen y son iguales, entonces podemos concluir
que los elementos inversos existen en el conjunto £ y, por lo tanto, el
sistema ( E, * ) tiene estructura de grupo.

Ejercicio 1.4 Sea el conjunto H ={ a, b, c } y sea la operacion binaria ¢ definida
por:

ol O
S S
Q|0 ||
>|2|a|o

Si se sabe que la operacion ¢ es asociativa, determine si el sistema( H, © ) tiene
estructura de grupo.

SOLUCION:

1) Cerradura
Para comprobar que este axioma se cumple, seria necesario plantear todas las
operaciones posibles con los elementos del conjunto H tomados de dos en dos y
verificar que todos los resultados obtenidos pertenezcan al mismo conjunto A .
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2)

3)

4)

Lo anterior se puede comprobar facilmente, si al observar la tabla que define a la
operacion, todos los resultados obtenidos pertenecen al mismo conjunto. Dado
que esta condicion si se cumple para ©, entonces podemos concluir que la

operacion es cerrada.

Asociatividad

Dado que en el enunciado del ejercicio se dice que la operacion ¢ es asociativa,
entonces ya no es necesario hacer la demostracion.

Elemento idéntico
Para obtener el elemento idéntico del conjunto H, es necesario identificar cual de

los elementos del conjunto tiene la caracteristica de que al ser operado con otro
elemento del conjunto H, da por resultado ese otro elemento.

Al observar la tabla que define a la operacion &, nos damos cuenta que el

elemento idéntico resulta ser "a", pues:

a &a=a
a®Ob=bGa=>»~
a ®c=c@®a-=c

Elementos inversos
Para obtener el inverso de cada uno de los elementos del conjunto H, se debe

buscar aquel elemento que, operado con el elemento elegido, dé por resultado el
elemento idéntico. De esta forma se tiene que:

a &a=a = que a es el inverso de a
b®c=a = que c es elinverso de b
c ®b=a = que b es elinverso de ¢

Con lo cual todos los elementos de H tienen su correspondiente inverso.

Dado que se cumplen los cuatro axiomas, entonces el sistema (H, @) tiene
estructura de grupo.
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Grupo abeliano

Un sistema ( A, * ) tiene estructura de grupo abeliano si se cumplen los siguientes

axiomas:

1) Cerradura.

2) Asociatividad.

3) Elemento idéntico.
4) Elementos inversos.

5) Conmutatividad.

Ejercicio 1.5 Sean el conjunto B ={ 5¢ | aelR } y la operacion binaria A

definida por:
5(1 A 5b :561+b+1 ; vs(l’ Sb c B

Determine si el sistema ( B, A ) tiene estructura de grupo abeliano:

SOLUCION:
1) Cerradura
vV 5% 5°e B
(5°As") eB
5a+b+1 e B

. cumple

Dado que la adicién de numeros reales es cerrada.

2) Asociatividad
v 59 5b s5°¢pB

saA(sbASC)z(saAsb)Asc
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3)

4)

5aA5b+c+1 _ 5a+b+1 ASC

5a+b+c+2 5a+b+c+2

.. cumple

Conmutatividad

De acuerdo con la definicidn de grupo abeliano, el tercer axioma que debe ser
demostrado es la existencia del elemento idéntico; sin embargo, en la solucion de
este ejercicio se demostrara primero el axioma de la conmutatividad, pues de
cumplirse este axioma, entonces no sera necesario obtener los elementos idénticos
e inversos izquierdos y derechos y comprobar que estos son iguales para
garantizar su existencia. Sera suficiente con obtener uno de ellos, si estos existen
y pertenecen al conjunto, entonces se puede garantizar su existencia, siempre y
cuando, el axioma de la conmutatividad se cumpla.

En lo que resta de este capitulo, cuando sea necesario demostrar la existencia del
elemento idéntico y de los elementos inversos, se procedera de esta forma.

Demostremos entonces el axioma de la conmutatividad:
v 59, sbecp
59A 5% = 5P A 5@

5a+b+1 -5 b+a+l

Dada la conmutatividad de la adicion en los numeros reales, se cumple el axioma.

Elemento idéntico

V 5%eB ; 35°€ B| 5°A 5°= 5°A 5% = 5"

59A5°¢ = 5¢
5a+e+1 — 5a
de donde:
a+e+l=a = e=-1 5¢=5"'"¢B

J. existe
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5) Elementos inversos

V5% B ; 35 eB| 5°A5 =5'A59=75°

5¢A5" = 5¢
5a+i+1 — 5—1
de donde:
a+i+l=-1 = i=-a-2 S 5'=57¢ B
existen

Dado que se cumplen los cinco axiomas, entonces podemos concluir que el
sistema ( B, A) es un grupo abeliano.

Ejercicio 1.6 Determine si el sistema (M, . ) es un grupo abeliano, si:

M = aeclk con a#0

y la operacion binaria + es la multiplicacion usual de matrices.

SOLUCION:

1) Cerradura
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a 0 b 0
eM
0 a 0 b |
ab 0 |
e M
0 ab |
. cumple
Dada la cerradura de la multiplicacién en K.
2) Asociatividad
a 0 b 0 c 0
V A= , B= , C= e M
0 a 0 b 0 ¢

a 0 b 0 c 0 a 0 b 0 c 0
0 a 0 b 0 ¢ 0 a0 b 0 ¢
a 0 bec 0 [ ab 0 |[[c O
0 a 0 bc | 0 ab || 0 ¢
abc 0 [ abc 0
0 abc 0 abc




— Grupos y campos

3) Conmutatividad

a 0 b 0
V 4= , B= e M
0 a 0 b
AeB = B+ A
a 0 b 0 b 0 a 0
0 a 0 »b 0 b 0 a
ab 0 ba 0
0 ab 0 ba

Dada la conmutatividad de la multiplicaciéon en K, se cumple.

4) Elemento idéntico

a 0 e 0
YV A= eM; I 1= e M| A-1=1-4A4=4
0 a 0 e
A« =4
a 0 e 0 a 0

de donde:

existe
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5) Elementos inversos

a 0 i 0
VA= eM ; 347" = eM | Aed™ ' = A7 4 =1
0 a 0
A A" =1
a 0 i 0 1 0
0 a 0 0 1
ai 0 1 0
0 ai 0 1
de donde:
1
1 — 0
ai=1 = i =— A = a eM
a 1
0 -
a

Los inversos existen para todo elemento del conjunto M dado que a # 0.

Por lo tanto, el sistema (M, « ) es un grupo abeliano.

Ejercicio 1.7 Sean el conjunto P = {ax + b | a, be R} y la operacion binaria #
definida por:

PI#PZ:(alaz)x+(b1b2) ; VP =ax+b y P,=a,x+b, € P

Determine si el sistema ( P, # ) es un grupo abeliano.
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SOLUCION:

1) Cerradura
VP =ax+b, , P=a,x+b, € P

(P #P,)eP
[(a1x+bl)#(a2x+b2)}eP

[(alaz)x+(b1b2)]eP

. cumple

Dado que la multiplicacion de numeros reales es cerrada.

2) Asociatividad

vV PP=ax+b,, P =a,x+b,, P,=a,x+b;eP

P #(Py#Py)= (P #P,)# P

(a1x+b1)#[(a2x+b2)#(a3x+b3)} = [(a1x+b1)#(a2x+b2)}#(a3x+b3)
(a1x+b1)#(a2a3x+b2b3) = (a1a2x+b1b2)#(a3x+b3)
a,a,a;x+b b,by,=a,a,a;x+b,b,b,

cumple

3) Conmutatividad
VP=ax+b , Pb=a,x+ b, eP

P #P, = P, #P
(a1x+b1)#(a2x+b2) = (a2x+b2)#(a1x+bl)
a,a,x +b b,=a,a,x+b,b,

Se cumple dada la conmutatividad de la multiplicacion en K.
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4) Elemento idéntico

VP =a,x+b,eP ; 3 P,=ex+e,e€P | P #P, =P, #P =P
P #P, =P,
(a1x+b1)#(e1x+e2):a1x+b1

a,e,x +be, =a,x + b,

La igualdad se cumple si e, =1 y e, =1, con lo cual el elemento idéntico es:

P,=x+1e P .. existe

5) Elementos inversos

V. PP=ax+beP; 3 P=ix+i,e P|P#P, =P, #P =P
P #P, = Py
(a1x+b1)#(i1x+i2)=elx+ez

a, i, x +bji, = x+1

de donde:
) . 1
a i, =1 = i =—
a,
bi, =1 = i —L
1%2 2 b1

con lo cual, los elementos inversos son de la forma:

Pl-:Lx+L
a, b,

Es evidente que si a, =0 y/o b, =0, entonces sus correspondientes inversos
no existen, por lo tanto, el axioma de la existencia de los elementos inversos para
todos los elementos del conjunto P no se cumple, con lo cual se concluye que el
sistema ( P, # ) no tiene estructura de grupo abeliano.
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Ejercicio 1.8 Sean el conjunto F' = { 1, 2} y la operacion binaria ® definida por:

® (1|2
1 112
2 121

Determine si el sistema ( F, ® ) tiene estructura de grupo abeliano.

SOLUCION:

1)

2)

Dado que se trata de un conjunto con un numero finito de elementos, en este caso,
el conjunto F' tiene cardinalidad 2, entonces la demostracion de los cinco
axiomas de grupo abeliano se debera hacer en forma exhaustiva, es decir, se
deberan demostrar todos los casos posibles.

Cerradura
1 ®1 =1
1 ® 2 =2 Como todos los resultados obtenidos son elementos del
2 ®1 =2 conjunto F, entonces la operacion ® es cerrada.
2 ®2 =1

Este axioma se puede comprobar facilmente al observar que en la tabla que define
a la operacion, todos los resultados posibles son elementos de F'.

Asociatividad

El numero de posibilidades que se tienen de tomar tres elementos de un conjunto
de dos elementos considerando la repeticion, viene dado por la

expresion 23 = 8, es decir, se tienen 8§ posibilidades, las cuales se deberan
cumplir.

1®(1®1)

(191)®1
1®1 =1®1
1 =1
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1®(182)=(181)®2
1®2 =1®2
2 =2

1®(201)=(182)®1

1®2 =2®1

1®(202)=(1®2)®2

I®1 =2®2

2®(2®1)=(202)®1

202 =1®1

20 (2®2)=(202)®2
201 =1®2

2 =2

Dado que se cumplen las ocho posibilidades, entonces la asociatividad se cumple.
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3)

4)

5)

Conmutatividad
Se tienen las siguientes posibilidades considerando la repeticion.

1 ®1 1®1 = 1=1

1 ®2 =281 = 2=2

se cumple
201 =1®2 = 2=2
202 =2®2 = 1=1

Este axioma se puede comprobar facilmente, si la tabla que define a la operacién
resulta ser simétrica con respecto a la diagonal principal.

Elemento idéntico

Al observar la tabla que define a ®, nos damos cuenta de que el elemento idéntico

del conjunto es el "1", pues:
I®1 =1
1®2=2®1=2

Por lo tanto, el elemento idéntico existe.

Elementos inversos

1®1=1, loqueimplicaque 1 eselinversode 1

2®2 =1, loqueimplicaque 2 eselinversode 2

Por lo tanto, los elementos inversos existen.

Dado que se cumplen los cinco axiomas, entonces el sistema ( F, ® ) es un

grupo abeliano.
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Ejercicio 1.9 Sea el grupo ( 4, *), donde Az{(a, b)| a, b eZ}, 7 es el

conjunto de los numeros enteros y la operacion binaria * esta definida por:

(a,b)*x(c,d)=(a+c+l, b+d-1) ; V(a,b), (c,d)e 4
a) Determinesi (4, *), es un grupo abeliano.
b) Obtenga el idéntico de ( 4, *).
c) Calcule el inverso del elemento (7, —3).
d) Obtengaelelemento (x, y ) € 4 que satisface a la ecuacion
(=5, =2)=(x, y)*(3,4)=(0, -1).
SOLUCION:
a) Para determinar si el sistema ( A, *) es un grupo abeliano, solo falta demostrar el

b)

axioma de la conmutatividad.

Conmutatividad
A (a, b), (c, d) e A

(a.b)*(e.d) = (e, d)*(a,b)

(a+c+l, b+d-1) = (c+a+l, d+b-1)

La igualdad se cumple dada la conmutatividad de la adicion en los numeros
enteros, por lo tanto, ( 4, *) es un grupo abeliano.

V(a,b) ed; El(el, ez) e A ‘(a,b)*(el, ez)z(a,b)
(a,b)*(el, ez) = (a,b)

(a+e1+1, b+e2—1)= (a,b)

La igualdad se cumple si e,= -1 y e,=1, porlo tanto, el idéntico del grupo es:

(e, e)=(-1,1) €4
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c) (7,-3)* (i in) = (€1 es)
(7+i+1, =3+i,-1)=(-1,1)

de donde:
T+i,+1 =-1 = i,=-9

-3+i, -1

Il
—
U
~

\S)

Il

()]

Por lo tanto, el inversode (7, -3) es (-9, 5)

d) Se tiene que:

(=5, =2)*(x, »)*(3, 4) =(0,-1)

operando en ambos lados de la ecuacién con el inverso de ( -5, -2 ), tenemos:

(=5, -2) " * (=5, -2) % (x, y)*(3.4) = (=5, -2) " (0, 1)

como (-5, —2)_1 #(-5,-2)=(-1,1), entonces:

(=L 1) (x, y)*(3.4) = (=5.-2) " x (0, -1)

alser (-1, 1) elidéntico del grupo, entonces:
(x. )*(3.4) = (=5, -2)" (0. -1)
operando en ambos lados de la ecuacion con el inverso de ( 3,4 ), tenemos:
(v, 2)*(3,4)x(3,4)" =(=5-2)"%(0,-1)x(3, 4)"
dado que todo elemento operado con su inverso da el idéntico, entonces tenemos:

(x. 9)= (=5, -2) " (0. ~1)#(3. 4)"
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obteniendo los inversos requeridos, tenemos:
(—5, —2)*(1'3, i4) = (el, ez)

(-5+iy+1, —2+i,-1)

(-1.1)

de donde:
-S5+iy+1l=-1 = i;,=3
. . -1
(13, 14)=(—5,—2) :(3,4)
-2+i,-1 =1 = i,=4

dado que ( -5, -2 )_1 = (3, 4), entonces ya no es necesario calcular (3, 4 )_1,
pues la ecuacion quedaria como:

(v, 7)=(3.4)%(0,-1)%(3, 4)"
y como * es conmutativa, entonces:
(v, ) =(3,4)%(3,4) " *(0,-1)
con lo cual el elemento que satisface la ecuacion planteada es:
(x. ) = (0. 1)
Ejercicio 1.10 El| sistema aIgebraico(G, *) es un grupo abeliano. El conjunto

G esta dado por:

G:{3, 7,30, 371, 77", 307, e}

donde 37! indica el inverso de 3 y e elidéntico de G con la operacion binaria *.

Dada la ecuacion:

Txx*3%x*x30 =3%7*x

obtenga el valor de x que satisface a la ecuacion, si se sabe que x € G.
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SOLUCION:

Dado que ( G, *) es un grupo abeliano, entonces cumple con los cinco axiomas

que se tienen para esta estructura.

Aplicando la conmutatividad con los elementos 3 y 7 en el lado derecho de la

ecuacion, tenemos:
THx*3xx*%x30=7T=*x3*x
operando con 7 ~!' en ambos lados de la ecuacion, se tiene:

TV % Txx*3%xx%30 = 7 '« 7*3%x

como 7' *7 =e, entonces:

exx*3*xx*x30 = e*3*xx

como e*x=Xx Yy e*3=3, entonces:

x*3*xx*x30 = 3*x

aplicando la conmutatividad en el miembro izquierdo de la ecuaciéon con los
elementos x y 3, tenemos

3k xxx*x30 =3*%x
aplicando la asociatividad, tenemos:
(3%x)*xx%30=(3*x)
operando en ambos lados con (3 * x )_1, se tiene:

(3%x) " #(3%x)*x%30 = (3%x)  *(3*x)

con lo cual se llega a:

exx*30=¢
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como e * x = x, entonces:

x*30 =e¢

operando en ambos lados con 30", tenemos:

x*30%307" = ex30""

307"

X *e

finalmente:
x = 307"

Otra forma de resolver este problema es la siguiente:

Dado que ( G, * ) es un grupo abeliano, entonces cumple con la asociatividad, por

lo que la ecuacion puede ser escrita como:

(7#x%3)*(x*30) =(3*7*x)

Dado que se cumple la conmutatividad, entonces el primer miembro de la ecuacion

se puede expresar como:

(3%7=*x)x(x*30)=(3%7%*x)

.z . . -1
operando en ambos lados de la ecuacion con el término (3 *® ] % x) , tenemos:

(3%7%x) #(3%7%x)*(x*30)=(3%7xx) *(3%7*x)
de donde se obtiene:
e*(x*30) =e
x*30 =e¢

por lo tanto:

x=30"
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Estructura de campo

Sea A4 un conjunto de por lo menos dos elementos y sean * y O dos operaciones
binarias definidas en A. El sistema (A, * |:|) tiene estructura de campo si se
cumple que:

1) Cerradura:
Y a, b €4
(axb)ed
2) Asociatividad:
Y a,b,ced
a*(b*c)z(a*b)*c
3) Conmutatividad:
V a,beAd
a*b =bx*a

4) Existencia del elemento idéntico:

YV aeAd ;EIeeA|a*e:e*a=a

5) Existencia de elementos inversos:

V aed; EIieA|a*i=i*a=e
6) Cerradura:
Ya,b €A
(aOb)eA4
7) Asociatividad:
Y a,b,ced

aD(bI:Ic)z(aI:Ib)Elc
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8) Conmutatividad:
Ya,bed

aOb=>b0Oa

9) Existencia del elemento idéntico:
VaeA ; dEeA|a0OFE=FEQOa=a

10) Existencia de elementos inversos:

VaeAd con a#e ; dled|aOl=10a=E

11) Distributividad:
Ya,b,ced

al:!(b*c) =(a|:|b)*(a|:lc)

Una definicidn equivalente a la anterior para la estructura de campo seria:

Estructura de campo

Sea A un conjunto de por lo menos dos elementos y sean * y 0O dos operaciones
binarias definidas en A. El sistema (A, *, D) tiene estructura de campo si se
cumple que:

I ( A, *) es un grupo abeliano, donde el elemento idéntico lo representamos
con e Yy recibe el nombre de “cero” del campo.

1)) (A, D) cumple con los cinco axiomas de grupo abeliano, donde deben

existir inversos para todos los elementos del conjunto excepto para el “cero”
de campo.

Al elemento idéntico de la segunda operacion se le conoce como la “unidad”
del campo.

IIT) Laoperacion O es distributiva sobre *.
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Ejercicio 1.11 Determine si el sistema ( B, ®, © ) tiene estructura de campo, si:

B={a+bﬁ

y las operaciones binarias @ y & estan definidas por:
(a+b\/?) ® (c+d\/?) =(a+tc)+ (b+d)\/?
(a+by3) 0 (c+dy3)

a,be@}

‘v’a+b\/?,c+d 3 €B

(ac) + (bd)y3

SOLUCION:

Determinemos si ( B, @ ) tiene estructura de grupo abeliano.

1) Cerradura

\v a+b\/?, ctd. 3 €B

[(a+b 3)@ (c+d 3)}e3

[(a+b) + (b+d)\/§] € B cumple dada la cerradura de

la adicion en () .

2) Asociatividad

Vatb 3, ct+d 3, e+sy3 cB

(4t yT) @[ (crayT) @ (er )] = [(a64T) @ (c+aT) |0 (ersyF)

(atby3 )@ [(cte)+ (dts)3 | =[(atc)+ (b+d )3 | @ (etfy3)
(a+cte) + (b+d+f)3 = (a+tc+e) + (b+d+1)3

cumple




— Grupos y campos

3) Conmutatividad
A a+b\/? , ctd 3 € B

(a+b3) @ (ctd3) = (c+df3)® (atb[3)
(a+c)+ (b+d)J3 = (c+a)+ (d+b)3

Cumple dada la conmutatividad de la adicion en Q.

4) Elemento idéntico

Va+b3 eB ;Hel+e2\/?eB‘ (a+b\/?)@(el+ez\/?)=a+b\/?
(a+b\/?)@(el+ez\/?):a+b 3
(a+el)+(b+ez)\/?:a+b 3

la igualdad se cumple si:

con lo cual el elemento idéntico es:

e1+ez\/7=0+0 3 €B

existe

5) Elementos inversos

Va+b 3 ¢B ;3 i1+i2ﬁeB‘(a+bﬁ)@(il+i2\/?):el+e2\/?
(a+b\/?)@(il+i2\/?):el+ez\/?
(a+i1)+(b+i2)\/?:0+0 3
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la igualdad se cumple si:
i, = —a

i2
con lo cual:
i, +i,3 =-a-b,/3 €B

existen

Al cumplirse los cinco axiomas, entonces el sistema (B, @) tiene estructura de
grupo abeliano.

Determinemos ahora si el sistema (B, O) cumple con los axiomas de grupo
abeliano.

6) Cerradura

A a+b\/?, ct+d .3 €B
[(a+b 3) o (c+d 3”63

[( ac) + (bd) \/?] e B cumple dada la cerradura de

la multiplicacion en (¢ .

7) Asociatividad

‘v’a+b\/?,c+d\/?, e+f\/? € B
(w5037 o[ (e+a5) 0 (ex )] = [(a+rT )0 (cayT)Jo e+ r45)
(a+by3)of(ce)+(df)3 | =[(ac)+(bd) 3 Jo(err3)

(ace)+(bdf)\/? = (ace)+(bdf)\/?

cumple
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8) Conmutatividad
‘v’a+b\/? , ctd .3 €B

(a+b\/?) O] (c-i-d\/?) =(c+d\/?) O] (a+b\/?)
(ac) + (6d) T = (ca) + (ab) T

Cumple dada la conmutatividad de la multiplicacion en Q.

9) Elemento idéntico

Va+b 3 €B ; 3E, +E, 3 eB‘(a+b\/?)®(El+E2\/?)=a+b\/?

la igualdad se cumple si:

con lo cual el elemento idéntico es:
E+E,y3 =1+143 B

‘. existe

10) Elementos inversos

Va+b(3eB ; 31,+1, 3eB‘(a+b\/?)@(11+12\/?):151+52\/?
(a+b3)o(1,+1,3) = E,+E,3
all+b12\/? :1+1\/?
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la igualdad se cumple si:

con lo cual los elementos inversos son de la forma:

11+12\/?=1+%\/?e3

a

Obsérvese que existen inversos para todos los elementos del conjunto B, excepto
para el elemento idéntico de la primera operacion; sin embargo, elementos
como 0 + \/?, 0+ Zﬁ, 0+ 3\/?, etc., tampoco tienen inversos, o bien,
elementos como 1 + 0\/?, 2+ 0\/?, 3+ O\/?, etc., que también pertenecen

al conjunto B vy de igual forma, no tienen su correspondiente elemento inverso, es

decir, existen una infinidad de elementos del conjunto B que no tienen inverso,

por lo tanto, podemos concluir que el sistema (B, @D, O) no es un campo.

Ejercicio 1.12 Sea el sistema (W, +, O), donde:

Wz{(x,y,z) X, y,z ER}

y las operaciones binarias + , O estan definidas por:

+ es la adicién usual de vectores.

(xl,yl,ZI)D(xz,y2,22)=(3x1x2,y1y2,32122); V(xl,yl,zl),(xz,yz,zz)eW

Determine si el sistema ( W, +, 0O ) tiene estructura de campo.




— Grupos y campos

SOLUCION:
Determinemos si el sistema ( W, +) tiene estructura de grupo abeliano.

1) Cerradura
V(xl,yl,zl),(xz,yz,zz) ew

[(xlﬂylazl) + (xza)%azz)} e W

(xl +X,, Vit Vo Zl+Zz) e W
. cumple

Dada la cerradura en la adicion de numeros reales.

2) Asociatividad
V(xnynz ) (52 ). (x5.05.25 ) e W
(s w10 20) 4 | (%20 920 22 )+ (00 v 23) | =] (00 900 20)+ (00 920 22) [+ (o5 24 23)
(x12 002 )+ (xa kx5 yatpss Zobzy )= (X4x0, ¥+ 0y, 2042, )+ (X5, p5. 25 )

(x1+x2+x3, Vi+Y,+Vs, Z1+22+Z3) =<x1+x2+x3,y1+y2+y3,zl+zz+z3)

. cumple
3) Conmutatividad
v (xlayuzl) ) (xza)b,zz) ew
(xlaJ’nZl)"'(xz:J’zazz) = (xz,y2,22)+(x1,y1,zl)
(x1+x2,y1+y2,21+22)= (x2+x1,y2+y1,22+21)
Se cumple el axioma dada la conmutatividad de la adiciéon en los numeros reales.

4) Elemento idéntico
V(x,y,z)eW;3(61,62,63)GW| (x,y,z)+(el,ez,e3)=(x,y,z)
(x,y,z)+(e1,ez,e3) = (x,y,2)

(x+el, y+e,, z+e3) = (x,y,z)
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esta igualdad se cumple, siy solo si:

(61,62,63)=(0, 0,0)EW .. existe

5) Elementos inversos

A (x,y,z) e w,; 3 (z’l,iz,i3) e W ‘ (x,y,z)+(i1,iz,i3)=(e1,e2,e3)

(x, yaz)+(ila iy, is) = (ep €, 63)

(x+i1, y+i,, Z+i3)= (0, 0, 0)

la igualdad se cumple, si:

con lo cual:
(11> i2s s ) = (=%, =y, —z) e W
.. existen

Dado que se cumplieron los cinco axiomas, entonces el sistema (W, +) es un
grupo abeliano.

Como segundo paso, ahora debemos demostrar que el sistema (W, O ) cumple
con los cinco axiomas de grupo abeliano.

6) Cerradura
Vo (xhynz) s (%0, 00.2,) €W

(2 v020)0 (0, vsn 25 ) | ew

(3x,%2, ¥,¥,5, 32,2, ) €W

. cumple

dada la cerradura en la multiplicacion de numeros reales.
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7) Asociatividad
V(xnvnzn) s (5.00.2:) s (x5, 05,25 ) e W
(0 w00 22) B (%2, 20 22) B (x5, w3 25) [ (%15 715 20) B (%20 320 22) [B(s, 23 23)
(%1 715 2) (3%, x5, ¥2 25, 32525) = (3x,x5, ¥135, 32,2, )0 (x5, 35, 25)
(9%, %, x5, 13295, 92125 25) = (93, %, %5, ¥, 3,05, 92,2, 25
. cumple

8) Conmutatividad

v (xlaylazl) > (xz,yz,zz) ew
(xlﬂylﬁzl)D(x29y2’ZZ) = (xz,yz,ZZ)E!(xl,yl,Zl)
(3x1xzaJ’1J’2a32122) = (3x2x1,y2y1,32221)

Como se tiene producto de reales, entonces cumple.

9) Elemento idéntico

V (x,v.z ) eW s 3(ELEy By ) e W | (v, 0002,)0(E By By )= (000,71
(1,202 )B(ELEy By ) = (x,31,2)
(3% By, 3 By, 320y ) = (x,9,2,) = EI:%, E,=1, E3_%
de donde:

1 1
(E., E,, Ey) = (5, 1, 3) eW . existe
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10) Elementos inversos

V (x1.00.2,) W 3(11,12,13)6W‘(xl,yl,zl)lj(ll,]2,13):(E1,E2,E3)
(x1»J’1»21)D(11512»I3) = (E15E25E3)

1 1
(3x1]1, iy, 32113) = (59 1, EJ

de donde:
1
1 I = o
3x,1, = = 9x,
3
1
y1[2 =1 = [2 =
Y1
3z.1, = —
e 3 I, = RS
9z,
con lo cual:

(1 Ji ])_ L N c W
R 9x1’ yl’ 9z,

Es evidente que el elemento idéntico de la primera operacién (O, 0, O) no tiene
inverso, pero también elementos como (1,0,0),(2,0,0),(0,1,0),
(0,0,1),(0,1,1),(1,0,1), etc., tampoco tienen inverso, es decir, cualquier
elemento del conjunto ' que tenga uno 0 mas ceros en sus componentes, no
tendra inverso, por lo tanto, este axioma no se cumple y, en consecuencia, el

sistema (W, +, O) no tiene estructura de campo.
Ejercicio 1.13 Sean el conjunto:

A:{g+7
b

a,b € Z con b#O}
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y las operaciones binarias ©, (& definidas por:

Civr el £+7 = 24+547
b d b d

Determine si el sistema ( 4, @, ©) tiene estructura de campo.

SOLUCION:

Determinemos si el sistema ( A, @ ) tiene estructura de grupo abeliano.

1) Cerradura

(57)el7)] =

(% n 2 +7 ] ey dado que la suma de los numeros

. a ¢
racionales Z + E da como resultado

otro niumero racional.
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3) Conmutatividad

v“+7,§+7 c A

el <

+

a,°
b d

Se cumple dada la conmutatividad de la adicidon en los numeros racionales.

4) Elemento idéntico

a € ¢
V —+7 €4 ;3 —+7€4 (—+7j@ —+ 7 |==4+7
b e, e,
e
(—+7j@£—1+7j:3+7
e, b
e
S i =247
e, b
de donde:
€ €
—=0 = —+7=0+7¢€ 4
€ )

existe
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5) Elementos inversos

I I e
v%+7eA;3-%+7eA (ﬁ+7j@{%+7j=—1+7

L

I
S L7 =047
b i,
de donde:
i i
._1:_2 = —1 7=—£+7€A
i, b i, b
existen

Dado que se cumplieron los cinco axiomas, entonces el sistema ( A, (-B) es un
grupo abeliano.

Determinemos ahora si el sistema ( A, @) cumple con los cinco axiomas de grupo
abeliano.

6) Cerradura

vi&i7., S47 ¢4
b d

ac i1l ey dada la cerradura de la multiplicacion
en los numeros racionales.
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7) Asociatividad

v %+7, £47, £47¢4

ace _ ace 7
bdf bdf
cumple

8) Conmutatividad

va8i7, £47 cu4
b d

(17l 37) -5+l

ac ca
+7 = =47

bd db

Se cumple dada la conmutatividad de la multiplicacion en los numeros racionales.

9) Elemento idéntico

a El
V2+7ed;3 L+7€e4
b E

2

E
(ﬂ+7j© L7 =247
b E, b
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aFE
Ly7 = 247
bE, b
de donde:
El El
— =1 = —+7=1+7¢€ 4
E2 E2
existe

10) Elementos inversos

al,

— 47 = 147

bl,

de donde:
I 1
—1=é = L +7=2+7¢€e4
I, a I, a
existen

Obsérvese que existen inversos para todos los elementos del conjunto 4 excepto
para el cero del campo.

De acuerdo con la definicion de campo, solo resta demostrar que la operacion & es
distributiva sobre ©.
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1) v &47, £17, 5 47¢cu4
b d f

(570l (5 7)o 5] -[(52)el5 el (7)ol

S|
VR

| o

+

|
N—

+

-

Il
7\
S|
IS oY

+
S|
\m
N—

+ 7 —+ —
bd bf bd bf
. cumple

Podemos concluir entonces que el sistema (A, @, O) tiene estructura de
campo.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.

Sean el conjunto 4 = { a

a = ; Vne Z } y la operacion
binaria # definida por:

a#b=a+b+§ ; Ya,bed
Determine si el sistema ( A, #) tiene estructura de grupo.

Sea M el conjunto de las matrices cuadradas de orden 3, cuyo determinante es
igual a uno, esto es:

M:{A|det(A)=1, A es de orden 3x3}

Determine si el sistema (M, ) tiene estructura de grupo, siendo la operacién
binaria « la multiplicacién ordinaria entre matrices.

Sean el conjunto B = { e” | x e Z } y la operacion binaria A definida por:

X Xy 2x1x2 x| X5

e Ae” =c¢ ; Ve ,e” eB

Determine si el sistema ( B, A ) tiene estructura de grupo.

a —a 2b
M = a,beR
a+2b b -—-a

Determine si el sistema (M, +) tiene estructura de grupo abeliano, donde la
operacion binaria + es la adicion usual de matrices.

Sea el conjunto:




— Grupos y campos

5. Sea (G, *) ungrupo. Demuestre que:
(a*b)_1 =b'*xaqa' ; Va, beG

6. Dado el conjunto 4 = { u, a, b } donde estos tres elementos son distintos y
u es el elemento idéntico con la operacion *. Si se sabe que el
sistema ( A, * ) tiene estructura de grupo abeliano, complete la tabla,
escribiendo en los cuadros en blanco el resultado correspondiente:

7. Sean el conjunto L={ y | y=Inx con xe ]R’“} y la operacion binaria O

definida por:

X1 X,

Inx, O Inx, =1In ; V. Inx,, Inx, € L
Determine si el sistema ( L, O ) tiene estructura de grupo abeliano.

8. Sean el conjunto B ={ b | b=2m con meZ } y la operacién binaria ©
definida por:

1
x@y:Exy ; Vx,yeB

Determine si el sistema ( B, © ) tiene estructura de grupo abeliano.

9. Dado el conjunto F' = {% a,beZ con a#0y b# O} y la operacién
binaria * definida por:
a a 2a,a a a
e 22 L2 .y L 2 cF
bl b2 bl b2 bl b2

determine si el sistema ( F, * ) tiene estructura de grupo abeliano.
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10.

11.

12.

Sean el conjunto A= { 0, 1, 2, 3 } y la operacion binaria * definida por:

Wl —| o
N WO —f—

(VSN I SN B Bl Nen]
OS|—=|wNgr
— O W W

Si se sabe que la operaciéon * cumple con el axioma de la asociatividad,
determine si el sistema (A, *) tiene estructura de grupo abeliano.

Sean el conjunto B = {1, -1, i, —i } yla operacion binaria A definida por:

donde i = \/—_1

Determine si el sistema ( B, A ) tiene estructura de grupo abeliano.

Dados los grupos (Z, #) y (Z, @), donde Z es el conjunto de los numeros
enteros y las operaciones binarias # y (@ estan definidas por:

attb=a+b-3

a@b=a+b+5 Va bel

a) Obtenga el elemento idénticode (Z, #) y (Z, @).
b) Determine cual es el inverso de 9 para la operacion #.
c) Determine cual es el inverso de — 8 para la operacion @ .

d) Obtengaelvalorde x € 7, tal que x sea solucién de la ecuacion:

2 #3#x#H4=5#1
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a 0
13. Sean el conjunto M =
0 —a

aclR con a# O} y la operacién binaria ®

definida como:

PR Y I S 2 PO WA B

Determine si el sistema (M, ® ) tiene estructura de grupo abeliano.

14. Sean el conjunto 4 = { a, b, ¢ } yla operacion binaria * definida por:

*

a
b

QIO

(SUN I~ IS [N

Si se sabe que (A, *) forma un grupo abeliano, determine el valor
de x € 4 que satisface a la ecuacion:

(a*x)*b_lz(a_l*c)*b

1

donde a  indica el inverso de a con la operacion *.

15. Sea el sistema algebraico (S, A ), donde S es el conjunto de matrices:

NN

y la operacion A esta definida por:

a b c d ac bd a b c d
A = ; V , eSS
b a d c bd ac b a d c
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16.

17.

18.

a) Obtenga, si existe, lamatriz 4 € § tal que:

1 -1 -1 1
AA = A A
-1 1 I -1

b) Obtenga el elemento idéntico de la operacion A en caso de que exista.

c) (Existen los elementos inversos para A ? Si asi es, determinelos.

Sea el sistema (H, *, 9) donde H :{ 6m | meZ } y las operaciones
binarias * y 0 estan definidas por:
a*b =b+a

; Ya,be H

aebza—b
3

Si se sabe que ( H, *) forma un grupo abeliano, determine si ( H, *, 0) tiene

estructura de campo.

Sean el conjunto F = {a COS X

a €k con xe [0, }} y las operaciones

o

binarias @ y & estan definidas por:

a,cosx ® a,cosx = (al + az) cosx
; VY oacosx, a,cosx € F
a,cosx & a,cosx = (“1 az) Ccosx

Determine si el sistema (F, ®, O) tiene estructura de campo.

Sean el conjunto 4 = { (1, a) | ae @ }, donde @ es el conjunto de los

numeros racionales y las operaciones binarias A y O estan definidas por:
(L,a)A(1, b) = (1, a+b)

(1,a)o (1, b)=(1,0)

; ‘v’(l, a), (1, b)eA
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Determine si el sistema (A, A, |:|) tiene estructura de campo.

19. Sea el sistema (B, +, *) , donde B:{(a,b)|a,be]R} y las operaciones
binarias + y * estan definidas por:

(a,b)+(c,d)=(atc, btd)

; YV (a,b), (c,d)eB
(a,b)*(c,d) = (ac, bd)

Determine si ( B, +, *) tiene estructura de campo.

20. Dado el conjunto de los numeros reales R y las operaciones binarias * y O
definidas por:

a*b=a+b

;. VYV oa,be R
ab

2

Determine si el sistema (R, *, |:|) tiene estructura de campo.

aOb =
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

10.

11.

12.

(A4, #) siesungrupo.
(M, ) siesungrupo.
(B, A) noes un grupo.

(M, +) si es un grupo abeliano.

N}
[l RS RN BN
IR
QIS

(L, O ) si es un grupo abeliano.
(B, ©®) no es un grupo abeliano.
(F, =) siesungrupo abeliano.
(A4, *) siesungrupo abeliano.
(B, A) si es un grupo abeliano.

a) Elidéntico para # es 3.
El idéntico para @ es - 5.

b) Elinversode 9 es — 3.

c) Elinversode —8 es — 2.

d x=7.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(M, ®) si es un grupo abeliano.

x=5b.
0
a) 4=
| 0
1
b) E =
1

c) No existen.

(H,*0)
(F,®, 0)
(4, A, D)
(B, +, %)

(R, * D)

No €S un campo.

si es un campo.

No €S un campo.

Nno es un campo.

Si es un campo.




Capitulo 2

ESPACIOS VECTORIALES
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Espacio vectorial

Sea V' un conjunto no vacio, en el cual se definen dos operaciones llamadas
adiciéon y multiplicacion por un escalar y, sea K un campo. Se dice que V es
un espacio vectorial sobre K si las dos operaciones cumplen con los diez
axiomas siguientes:

Y u,v,w eV y Va, ek

1) (u+v)eV

2) (a+v)+w=u+(v+w)

3) 30eV|VueV; u+0=0+u=u

4 v weV; I(-u)eV|u+(-u)=(-iw)+iu=0
5) w+v=v+u

6) (oai)cV

7) o(u+v)=ou+av
8) (o+P)u=ou+Pu
9) a(Ppu)=(ap)u

10) Si1eslaunidadde K, entonces lu =u ; V u eV

A los elementos del conjunto V' se les llama vectores y a los elementos del
campo K se les llama escalares.
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Ejercicio 2.1 Determine si el conjunto 4 = { X | xeR" } y las operaciones

de adicion y multiplicacion por un escalar definidas por:
x+y =xy ; V x,yek”
ax = x* ; V xeR' y Voaek

es un espacio vectorial.

SOLUCION:

Veamos si se cumplen los diez axiomas de espacio vectorial.

V x,yv,z€ed y V a,pB e R, tenemos:

1) x+ y = xy € A, dado que la multiplicacién de dos reales positivos da un real

positivo, entonces se cumple.

2) (x+y)+z=x+(y+tz)

Xy+z = x+yz

.

xyz .. cumple

xXyz

Con el fin de simplificar la demostracion del cumplimiento de los axiomas 3 y 4, se
demostrara primero el cumplimiento del axioma 5. De no ser asi, en los axiomas 3
y 4 se tendrian que determinar los idénticos e inversos izquierdos y derechos, y
compararlos para saber si son iguales en cada caso, y con ello concluir sobre su
existencia o no existencia. Si se procede como se esta sugiriendo, entonces no
sera necesario realizar el procedimiento descrito renglones arriba, pues se

demuestra primero el axioma de la conmutatividad.

De lo anterior se tiene que:
5) x+y = y+x

xy = yx Se cumple dada la conmutatividad de la multiplicacion R .
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3) VxeAd; dee Ad|le+x=x+e=x

de donde:
X +e =x
xe = x
e =le 4 .. cumple

4) VxeAd;died|li+x=x+i=c¢

de donde:
X+i = e
xi =1
. 1 .
i = — € 4 .. cumple
X

6) ax = x“ € A4 dado que:

% Si a > 0, entonces x* es positivo.

% Si o =0, entonces x* =1

. _ 1 "
% Si o < 0, entonces x ¢ = o~ Quees positivo.

cumple

7) o(x+y) = ax+ay:

. cumple

—_
=
<
~
Q
Il
—
o
<
~
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8) (a+P)x = ax + Px
x®P = x% g xP
xOP = x o xP
LA+ a+p .

x4P = xoP
10) EIaeR|ocx=x ; Ve d
ax = X
o
X~ =X
o =1 queeslaunidaden R

cumple

cumple

cumple

Dado que se cumplen los diez axiomas, podemos concluir que el conjunto A4 es

un espacio vectorial.

Ejercicio 2.2 Determine si R? es un espacio vectorial sobre R para la adicion y

la multiplicacién por un escalar definidas por:

(xlayl)'*'(xzaJ’z):(xl"'xza y1+J’2) ;V(xl,yl), (xz,yz)ERz

a(x,y)=(ay, ax) ;V(x,y)eE2 i e R

En caso de no serlo, indique cuales axiomas de la definicion no se cumplen.
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SOLUCION:

\ (xl, yl), (xz, yz), (x3, y3) eR*> y Va,peR, tenemos:

1) (xl, yl) + (xz, yz) = (x1+x2, Y+, ) e R’ S cumple

2) [ (o) * (o ma) J+ (e ) = (o )+ [ (s 02 ) + (3, 0 |
(x+x0, yi+ vy )+ (x50 v5) = (%0 0 ) + (5+ x5, v+ 05

(x1+x2+x3, y1+y2+y3): (x1+x2+x3, y1+y2+y3)
. cumple

Siguiendo la recomendacion hecha en el ejercicio anterior, demostraremos

primero que se satisface el axioma 5.

5) (xl,y1)+(x2,y2) = (xz,y2)+(x1,y1)

(xl+x29 J’1+J’2) = (x2+x19 J’2+y1)

Dada la conmutatividad de la adicién en R, entonces se cumple.

3) V(x,y)eRz;El(el, 32)6R2| (x,y)+(el, 62)=(€2, e1)+(x,y)=(x,y)

De donde se tiene que:
(x,y) +(el’ ez) :(an’)
esta igualdad se cumple, siy solo si:

(el, ez) =(0,0)eR? .. cumple
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4V (x,y)eR?; 3 (il, iz)eRZ | (x,y)+(i1, i2)=(i1, i2)+(x,y)=(e1, ez)

Considerando:

(an’) + (in iz) = (31: ez)
(x+i1, y+i2) = (O, O)

con lo que se llega a:

i, =—Xx
= (il, i2) =(-x, -y )eR® .. cumple
L, ==Y
6) oc(xl, J’l) = (ocyl, ocxl) e R’ cumple

0‘(xl‘|'xz» y1+y2) = (aylo O”‘1)"‘ (0‘)’2» 0”‘2)
(a(n+m)a(nrm)]=[e(nem) alnrn)]
cumple
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9) o B(x, )] = (aB)(x, 1)

a[By;, Bx, | = (aBy,, aBx,)

(aBx,, aBy, ) # (aBy,. apx,)
S, no cumple

10)V(x1,y1)e R*; Jae R|Ot(xlay1):(x1»y1)

de donde:
(ayp axl) = (xn yl)
por igualdad:
Xy
oy, = X, = o=— e (1)
Y1
ox, =y, = o= Sl e (2)
Xy

Se apreciaen (1) y (2) que a toma valores diferentes, lo cual no es posible,
pues a es la unidad del campo y este valor es unico.

no cumple

En consecuencia, podemos concluir que ®2 no es un espacio vectorial con las

operaciones definidas.
Ejercicio 2.3 Determine si el conjunto
P={ax2+bx+c c=b-a ; a,b,ceR}

es un espacio vectorial sobre el campo de los numeros reales, considerando las

operaciones de adicion y multiplicacion por un escalar usuales en los polinomios.
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SOLUCION:

El conjunto P puede ser expresado de la siguiente forma:
P={ ax’ +bx+(b—a)| a, b e k }
Veamos si se cumplen los diez axiomas de espacio vectorial.
vV P (x) =ax’+bx+ (bl - al) , P, (x) =a,x> +b,x + (b2 —az) ,

P3(x):a3x2+b3x+(b3—a3)eP y Vo,B e R

1) [P (x)+P(x)]eP

[(alx2 +b1x+(b1 —al))+(a2x2 +b2x+(b2 —az))} e P

[(al+a2)x2+(b1+b2)x+((b1+b2)—(al+a2)” e P

Dado que el polinomio suma es de la forma de los elementos del conjunto,

entonces cumple.

2) [ (@ +bx+(b=a,)) + (anx® +byx+ (b= ay)) |+ (asx> + by + (hy—ay ))=
(2 b+ (b=, o] (a2 + by + (b2 =)+ (arx 4 byx4(b,~a,))
[(avay) " + (b 40, )x+ (b +0,)~(a, +a) ) [+ (@ + by (b, —ay ) )=
(ax? + b+ (bi—a,))+] (ay +ay)x? +(by + b ) (B, +b,)~(a, +as ) )
(a,+ay+a,) 37+ (bbb, )+ (b +b, b, )~(a,+a, +a,) )=

(a,+a,+ay) x*+(b, +b2+b3)x+((b1+b2 +b3)~(a, +a2+a3))

Como la igualdad se cumple, entonces el axioma se satisface.
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3) (a1x2 +b1x+(b1_al))+(a2x2+b2X+(bz_az)):

a, x> +b,x+(b,—a,))+(a,x> +bx+(b,—a,
(b ~a:) (

(a1+a2)x2 +(b1+b2)x+((b1+b2) —(a1+a2)) =
(a2+a1)x2 +(b2+b1)x+((b2+bl)—(a2+a1))

Dada la conmutatividad en la suma de reales, entonces cumple.

4) ¥ axP+bx+(b-a)eP; 3d1x2+elx+(e1—d1)eP‘(a1x2+b1x+(b1—al))+
(dx” +ex+ (e, —d)))=ax’ +bx+(b - a,)
de donde se tiene que:
(ay+d\)x” + (b +e)x+( (b +e)—(a +d))=ax’+bx+(b -a)

la igualdad se cumple si:

por lo tanto, el elemento idéntico es:
dx’+ elx+(el—d1)= 0x’+0x+0 € P .. existe
5) V a1x2+b1x+(b1—a1)eP ; 3 i1x2+j1x+(j1—i1) € P|
(alx2 +b1x+(b1 —al))+(l’1x2 +J, x+(j1 _i1)) =d,x*+e x + (‘31 _d1)

de donde se tiene que:

(a1+i1)x2+(b1+j1)x+((b1+j1)—(a1+i1))=0x2+0x+0
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la igualdad se cumple si:
I, = —a,
Ji = —b,
con lo cual, los elementos inversos son de la forma:
i, x’ +j1x+(j1 —il)z—alx2 —b1x+(—b1 —(—al)) e P .. existen
6) o [alx2 +b1x+(b1—al)J eP

[ocalx2 + ab x + ( ab, —oa, ) } e P ~. cumple

7) a[(alxz +b1x+(b1—a1))+(a2x2+b2x+(b2—a2)” -
o(ax” +bx+(b—a)))+aax’ +bx+(b,-a,))
a[(a1+a2)x2+(bl+b2)x+((b1+b2)—(a1+a2))} -
(oa,x® +abx+a(b—a))+(aax’+abx+a(b,-a,))
a(a +a,)x* +oa(b+b,)x+a(b+b,)-ofa +a,)=

oc(a1+a2)x2 +a(b1+b2)x+a(b1+b2)— oc(a1+a2)

cumple

8) (0c+[3)(a1x2+b1x+(bl_al)) _

(x(alxz +b1x+(b1—al))+ﬁ(cz1x2 +b1x+(bl—a1))
(a+B)a,x’ +(a+B) b1x+(°°+B)(bl_al):

(ocalx2+ocb1x+oc(b1—a1))+([3a1x2+Bb1x+[3(bl—al))
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(a+B)a,x* + (a+p)bx+ (O‘JrB)(bl_“l) -
(a+B) ayx® +(a+pB) b x +(°‘+B)( b, _al)
. cumple

9) oc[B(alszrblir(bl—al))} = (aB)(a1x2+b1x+(bl—al))
o Bax’+Bbx+p(b-a)]

apa,x’+apbx+ap(b-a,)
apa,x’+apbx+ap(b—a,) = afax’+apbx+ap(b-a,)

. cumple

10) V a,x’+ bx +(b1—a1)eP ; Ja e R‘a(a1x2+b1x+(bl—al)):

ax’+ bx +(b1—a1)
de donde:

aa x’+ab x + a(bl—al) =a,x’+bx + (b1_a1)

esta igualdad se cumple si:
a=1 € R .. existe

Dado que se cumplen los diez axiomas, podemos concluir que el conjunto P es

un espacio vectorial.

Subespacio vectorial

Sea W un subconjunto de un espacio vectorial V. Si W es a su vez un espacio
vectorial con respecto a las operaciones de adicién y multiplicacién definidas en V,
se dice entonces que ¥ es un subespacio de V.
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Teorema

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K. Si I es un subconjunto no vacio de V,
entonces W sera un subespacio de V, si y solo si, se cumplen las condiciones

siguientes:

1) Va.vew , (a+v)eW
2) YVueW y VaeK, (au)eWw

Ejercicio 2.4 Determine si el conjunto

A:{ax2+bx+c|2a+b_020; a’b’CGR}

es un subespacio del espacio vectorial

Pzz{ax2+bx+c| a,b,ceR}

definido sobre el campo R.

SOLUCION:
Despejando ¢ de la ecuacidn que se tiene en el conjunto 4, tenemos:
c=2a+b
Si se sustituye como término independiente en A, entonces dicho conjunto se

puede expresar como:

A ={ax2+bx+(2a+b)|a,b € R}

Dado que el conjunto 4 es un subconjunto del espacio P,, entonces solo restaria
comprobar que 4 es cerrado para la adiciéon y la multiplicacion por un escalar,

para demostrar que es un subespacio.




— Espacios vectoriales

De esta forma se tiene que:
1) V a1x2+b1x+(2al+b1) , a2x2+b2x+(2a2+b2)eA

[a1x2+b1x+(2al+blﬂ + [a2x2+b2x+(2a2+b2)]:

(ay+ay)x®+ (by+b,)x+| 2(ay+ay)+(b+b,)]e4
cumple
2) Voax’+bx+(2a+b)e 4 y VaekR
o ax’+ bx+(2a +b) | =aax’+abx+(2aa+ab)ed

cumple

Dado que se cumplen las dos cerraduras, entonces podemos concluir que 4 es un

subespacio de P,.

Ejercicio 2.5 Sea M,,, el espacio vectorial de las matrices cuadradas de

orden n con elementos en K. Si ¥ es un subconjunto de M ,,,,, definido por:
w={B|BE = EB}

donde £ es una matriz dada de orden n x n, demuestre que W es un subespacio de
M

nxn :

SOLUCION:

1) Cerradura para la adicion:

VA, BeW
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2)

Alser Ay B elementos de W, entonces se cumple que:
AE =FEA y BE =EB
debemos demostrar que:

(A+B) ew

se tiene que ( A+ B) sera un elemento de W si se cumple que:

(A+B)E=E(4 +B)

(A+B)E=EA+EB
considerando ( I ), tenemos:

(A+B)E= AE +BE

(A+B)E=(A+B)E

por lo tanto, ( A+B ) si es un elemento de .

Cerradura para la multiplicacion por un escalar:
VAeW 'y VaelR

(ad)ew
es decir, se debe cumplir que:
(ad)E = E(ad)
(ad)E = a(EA)
al ser 4 elemento de ¥, entonces:
(ad)E = o AE)

(0A)E = (0d)E

(1)
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por lo tanto, (a4 ) si es un elemento de V.

Al cumplirse las dos cerraduras, entonces podemos afirmar que W es un
subespacio vectorial de M ,,,,,.

Ejercicio 2.6 Determine si el conjunto de funciones:

H={f(x)|xf’(x)+f(x) :O}

es un subespacio del espacio vectorial F de funciones reales derivables
vV a € R, sobre el campo real.

SOLUCION:

1) Cerradura para la adicion:

‘v’fl(x), fz(x) e H
[fl(x)+f2(x)} e H

Paraque lasumade f, y f, pertenezcaa H, entonces se debe cumplir que:

[ A+ ()] + [fAi(x)+ fa(x)] =0

por propiedades de la derivada se tiene que:
A ()t () [+ [A () fa(x)] =0
reagrupando:

() L) | ()4 A (x) | =0 (1)
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como f,(x)y f,(x) sonelementosde H, entonces se cumple que:
x fi(x)+ fi(x) =0

xj;(x)+j}(x)=()

sustituyendo en (1), tenemos:

por lo tanto, [fl(x)+f2(x)] si pertenece a H.

2) Cerradura para la multiplicacion por un escalar:

Vf(x)eH y VYaeR

[aj(x)]e<H

Se debe cumplir que:

a[xf%x)+fﬁﬁ] =0
a(0) = 0
0 =0

por lo tanto, o f (x) si pertenece a H.

Al cumplirse las dos cerraduras, entonces H si es un subespacio de F'.
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Combinacion lineal

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K y sea v € V. El vector v es
una combinacion lineal de los vectores v, v, ,..., v, si puede ser expresado

de la forma:
V=0,V +0,V,+...+a

donde los escalares a,, a,,...,a, € K

3 X
Ejercicio 2.7 Dadalamatriz 4= [ }
y 11

a) Determine los valores de las constantes x, y € K, de tal manera que la
matriz 4 sea una combinacién lineal de las matrices:

5 -3 9 7
B = y C =
2 -1 -5 4
b) Con los valores de « y [ obtenidos, exprese a la matriz 4 como una
combinacion lineal de las matrices B y C.

SOLUCION:

a) Para obtener los valores de x, y solicitados, se procedera de la siguiente forma:

A=0aB +BC

sustituyendo las matrices:

1A e RN

al multiplicar y sumar se llega a:

3 X S5a+9B -3a+7P
y 11| | 20-58 -—a+4p
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por igualdad de matrices se llega al sistema de ecuaciones:

Sa+9B =3

-3a + 7B = x
<

2a - 5B =y

—o +4p =11

al resolverlo por el método de Gauss, tenemos:

(2)(=3)(5) | —a +4B =11 -—a+ 4p = 11
S50 +9B8 =3 29 = 58

30 + 7B = x i -5 = x-33
— 20 - 5B =y 3 =y+22

de la ecuacion (2), tenemos que:

de (1)

con los valores de o, B y las ecuaciones (3) y (4), tenemos:

-5(2) = x-33 = x=33-10
3(2) = y+22 = y=06-22

con lo cual la matriz 4 es igual a:

-16 11

b) La combinacion lineal solicitada es:
A=-3B+2C

- (D)

. (2)
.. (3)
. (%)

23
-16
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Ejercicio 2.8 Sean el espacio vectorial R> y § = {(1, -1), (3, 0), (2, 1)} un
subconjunto de R?.
Exprese de dos maneras diferentes al vector v = (5, 1) como una combinacion

lineal de los vectores de §'.

SOLUCION:

Expresando al vector v como una combinacion lineal de los elementos
de §, tenemos:

(5, l)za(l, —1)+[3(3, 0)+y(2, 1)
al multiplicar y sumar, se llega a:
(5,1)=(a+3B+2y,—a+7v)

por igualdad de vectores, se llega al sistema:

5 .. (1)
1 ... (2)

-+ ¥

{ o+ 3B + 2y

Dado que se trata de un sistema de ecuaciones compatible indeterminado, es
decir, con multiples soluciones, entonces esto implica que existe una infinidad de
posibilidades de expresar al vector v como una combinacion lineal de los
elementos del conjunto §.

Obtengamos las dos formas distintas que se nos pide en el enunciado del
ejercicio.

De la ecuacion (2), tenemos que:
y=1+a ... (3)




— Espacios vectoriales

al sustituir en la ecuacion (1), se tiene que:
1+38+2(2)=5
3B+5=5

B=0

Por lo tanto, una forma de expresar al vector v como combinacion lineal de los
elementos de S es:

v=1(1,-1)+2(2,1)
Asignando un valor distinto a a en la ecuacion (3), tenemos:
si a=-1 = 7y=0
sustituyendo en (1), tenemos:
-1+ 3B +2(0)=5
3p=6
S Bp=2
con lo cual la otra combinacion lineal es:
v =—(1,-1) +2(3,0)
Es muy importante resaltar lo siguiente:

a) Cuando un vector es expresado como una combinacién lineal de los elementos de
una base dada, entonces dicha combinacion lineal es unica.

b) Si un vector se quiere expresar como una combinacion lineal de los elementos de
un conjunto generador, entonces existen una infinidad de posibilidades. Este es el
caso que se presento en este ejercicio.

Los conceptos de base y conjunto generador citados se definiran a continuacion.
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Dependencia lineal

Sea A4 = { Vi, Vyy s Vy } un conjunto de vectores. Se dice que A4 es

linealmente independiente si la ecuacion

oV, +0,v, +...+a,v, =0
solo se satisface cuando a, =a, = ... = a,, = 0. En caso contrario, es decir, si
existen escalares o, a,, ..., a, no todos nulos, para los cuales se satisface

dicha ecuacién, entonces se dice que el conjunto A4 es linealmente dependiente.

Conjunto generador

Sea V' un espacio vectorial sobre K,y sea G = { Vi, Vo, Vg } un
conjunto de vectores de V. Se dice que G es generador de V , si todo vector

de V' puede expresarse como una combinacion lineal de los vectores de G.

Base

Se define como base de un espacio vectorial 7, a cualquier subconjunto B de
vectores de V, tal que:

1) Cualquier vector de J puede expresarse como una combinacion lineal de
los vectores de B.

2) B eslinealmente independiente.
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Dimension

La dimension de un espacio vectorial /, se define como la cantidad de
elementos de cualquiera de sus bases y se denota como:

Dim V
Si V= { 0 }, entonces Dim ¥V =0

Teorema

Todo conjunto de vectores que contiene al vector cero es linealmente dependiente.

Teorema

Si W es un conjunto linealmente independiente, entonces cualquier subconjunto

de W es linealmente independiente.

Teorema

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K. Si B = { Vi Vg sunes Vn} es
una base de V, entonces cualquier conjunto de vectores de V' con mas
de n elementos es linealmente dependiente.

Teorema

Si un espacio vectorial V' tiene una base con n vectores, entonces cualquier

base de IV debera contener exactamente n vectores.
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Teorema

Si V' es un espacio vectorial de dimensién n, entonces cualquier conjunto
linealmente independiente que contenga n vectores del espacio V' es una base

de dicho espacio.

Vector de coordenadas

Sea B = { Vi Vyseees Vp } una base del espacio vectorial V' y sea v un

vector cualquiera de V' tal que:

V=0V, 0, V, He o,V

A los escalares a,, a,, ..., o, se les llama coordenadas de v en la

base B vy al vector:
_ T
(v)B:(ocl,(x2, s an)

se le llama vector de coordenadas de v enlabase B.

Ejercicio 2.9 Sean

S, {(a,b,c)|a=2c;a,b,ceR}

S, {(a,b,c)|b=c;a,b,ceR}
subespacios de R°.

a) Determine si el conjunto S, N §, es un subespacio de R’.

b) En caso de resultar afirmativo el inciso anterior, obtenga una base y la dimensién
de §,n §,.
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SOLUCION:

a) De acuerdo con las condiciones dadasen S, y §,, dichos conjuntos se pueden
expresar de la siguiente forma:

S, {(20, b,c)|b,ceﬂ%.}

Szz{(a, c,c)|a,ceR}

Obsérvese que la caracteristica de las ternas del conjunto §,, es que la primera
componente es el doble de la tercera, en tanto que en S,, la caracteristica es

que la segunda componente y la tercera son iguales.

Tomando en cuenta lo anterior, el conjunto que considera ambas caracteristicas,
es precisamente la interseccion de ambos conjuntos, esto es:

S NS, = {(20, c, c)|ceR}

Otra forma de obtener el conjunto §, N §, es empleando los conceptos
estudiados en la asignatura Geometria Analitica. En estos términos el

planteamiento seria el siguiente:

El conjunto S, es el conjunto de puntos que pertenecen al plano a = 2¢ y el
conjunto S, son los puntos que pertenecen al plano b = c¢; ambos planos
contienen al punto ( 0,0, O), lo que implica que dichos planos se intersecan v,
por lo tanto, definen una recta cuyos puntos son precisamente el conjunto
buscado S, N §,. Lo que se hara es obtener la recta de interseccion entre

estos planos.

Sean
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Un vector u paralelo a la recta viene dado por:

i Jj k
=N xN,=| 1 0 =2 |=2+j+k
0 1 -1
entonces:
u=(2,1,1)
PO:(O,O,O)

de donde la ecuacién de la recta en forma paramétrica es:

x =2t
L y=t
z=1

de esta forma, se tiene que:

AT, =8 NS, ={(2,¢t,t)]tek]
que es igual al conjunto interseccion que se obtuvo en primera instancia.

Determinemos ahora si §; N S, es un subespacio de R

Comprobando si se cumplen las dos cerraduras, tenemos:

Cerradura para adicion

\ (2c1,cl,cl) , (262,02,02) eSS NS,
(ZCl,cl,cl)+(2cz,cz,cz)=[2 (cl+cz), c, +c,, cl+c2} eSS NS,

cumple
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Cerradura para multiplicaciéon por un escalar

V(2c,c,c)e §§nS, y VaekR

a(2c,c,c)=(2ac,ac, ac)e S n S,
.. cumple
con lo cual podemos concluir que S; N §, es un subespacio de RS,

b) Es evidente que el conjunto §; N §, es de dimension uno, puesto que depende
de una sola variable, con lo cual se tiene que una base sera:

B={(2,1,1))

s Dim §,nS, =1

Ejercicio 2.10 Seaelconjunto 4 = { (-1, k,2), (-1,1,-1), (1,0,2)}.

a) Determine el valor de k para que el conjunto A4 sea linealmente dependiente.

b) Con el valor obtenido en el inciso anterior, obtenga el espacio vectorial que
genera el conjunto 4.

c) Determine una base y la dimensién del espacio vectorial obtenido en el inciso
anterior.

SOLUCION:

a) Para obtener el valor de k solicitado, se mostraran tres caminos distintos, con la
idea de que el estudiante pueda utilizar cualquiera de ellos en problemas de
dependencia o independencia lineal de conjuntos.
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METODO 1:

Aplicando la ecuacién de dependencia lineal.

o, (=L k,2)+a, (-1, I, -1)+0a,(1,0,2)=0 (1)
(—ocl, k(xl,2oc1)+(—oc2,oc2,—oc2)+(a3,0,2a3):(0,0,0)
(-oy—a,+ay, ka;+a,, 2a,-0,+2a,)=(0,0,0)

Por igualdad de vectores se llega al sistema:

ka,+a,=0

200 -, +20,=0

Conmutando la primera columna con la tercera, tenemos:

(-2) ay—,—o;=0 as;—a,—a,;=0
oa,+ka, =0 =~ a,+ ko, =04
+
+
—>| 20 ;- ,+t200,=10 (=1) o,+4a ;= 0e—

a,+4a,=0

(k—-4)a,=0

Se trata de obtener el valor de k&, de tal forma que el sistema de ecuaciones sea

compatible indeterminado y, con esto, existan valores a,, o,, o, distintos de
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cero para los cuales se satisfaga la ecuacion (1) y entonces poder concluir

que el conjunto A es linealmente dependiente.

Es evidente en el sistema escalonado que con k& = 4, el sistema se reduce a
dos ecuaciones con tres incognitas y se convierte en un sistema compatible
indeterminado, que admite multiples soluciones vy, por lo tanto, el conjunto A4
seria un conjunto linealmente dependiente. Si por el contrario & toma valores
diferentes de cuatro, entonces A seria un conjunto linealmente independiente.

METODO 2:

Este método consiste en formar una matriz con los vectores del conjunto 4 y
mediante el escalonamiento de dicha matriz, buscar el valor de % para el cual uno
de los renglones de la matriz se hace ceros. Cuando se realiza el escalonamiento
de una matriz y uno o mas renglones se hacen ceros, esto implica que dichos
renglones son linealmente dependientes. De esta forma se tiene:

—[ -1k 27 (1) [ 10 2 102 10 2
-1 1 -1 |~ E:—ll—l ~(-4) 01 1 |~]0 1 1
L, 1 0 2 5 -1 k2 15| 0 k 4 0 (k-4) 0

Con k=4 el tercer renglon se hace ceros y se puede concluir que, con este

valor, el conjunto 4 es linealmente dependiente.

METODO 3:

Este tercer y ultimo método consiste en formar un determinante con los vectores
del conjunto A4 y determinar para qué valor de k el determinante es igual a cero.
Cuando un determinante es igual a cero, implica que los renglones o las columnas
que lo conforman son linealmente dependientes.

De acuerdo con esto, tenemos:
-1 k2
-1 1 -1 |=-2-k-2+4+2k=0
1 0 2
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de donde se obtiene que:
k-4 =0

k=4

con este valor de £, el conjunto 4 es linealmente dependiente.

b) Dado que con k = 4 el conjunto 4 es linealmente dependiente, entonces
podemos suprimir cualquiera de los vectores de 4 y con los restantes, que
resultan ser linealmente independientes, generar el espacio vectorial solicitado.

Si suprimimos el primer vector, entonces el espacio generado seria:

a(-1,1, 1)+ b(1,0,2)=(-a+b, a, —a+2b)
E(A):{(—a+b, a,—a+2b)|a,beR}

Es importante aclarar que al suprimir el segundo o tercer vector, el espacio
vectorial que se genera es igual al espacio generado con los vectores
considerados.

c) Una base del espacio vectorial seria:
B={(-1,1,-1), (1,0, 2)}

dado que se trata de un conjunto generador con vectores linealmente
independientes, entonces:

Dim E(4)=2
Ejercicio 2.11 Sean el espacio vectorial

P={at2+bt+c|a,b,ceR}
y el conjunto A={t2+4t—3, tP=2t+5, 2¢t* -3¢, t+3}

a) Determine si el conjunto 4 es generador del espacio vectorial P.
b) En caso afirmativo, obtenga una base de dicho espacio.

c) Determine las coordenadas del vector P, = t>+ 2t + 1, referidas a la base

obtenida en el inciso anterior.
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SOLUCION:

a)

Como se sabe, el conjunto P de los polinomios de grado menor o igual a dos es
de dimension tres, por lo que el conjunto A4, al tener cuatro elementos, se puede
afirmar que es un conjunto linealmente dependiente. De acuerdo con esto, se
tomard un subconjunto de A4 con tres elementos y, si este es linealmente
independiente, seria entonces una base de P vy, por lo tanto, generador de dicho
espacio vectorial.

Consideremos entonces el subconjunto:

B={t’+4t-3, 267 -3¢, t+3}
Para determinar si B es linealmente independiente, se formara un determinante
de 3x 3 con los coeficientes de cada polinomio y, si dicho determinante es

diferente de cero, entonces B es un conjunto linealmente independiente.

De esta forma, se tiene:

1 4 -3
2 -3 0|=-9-6-24=-39
0 1 3

Al ser el determinante diferente de cero, podemos concluir que B es linealmente
independiente y, por lo tanto, una base de P y generador del mismo.

De acuerdo con lo anterior se ha dado respuesta tanto al inciso a) como al inciso
b), con lo cual, solo resta dar respuesta al inciso c).

Las coordenadas del vector P, = t* +2¢+1 vienen dadas por:
P2t +l =0, (P +40-3) o, (20730 )+ o, (t+3)
de donde se llega a:

P+ 2t+1 = (oc1+20c2)t2 + (4&1—30c2+a3)t+ (—3oc1+30c3)
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por igualdad de polinomios, se obtiene:

(3)(-4) ’ o, + 2a, =1 rocl + 2a, =1
II. Ao =30, + 0y =2 ~(=3)1  —llo,+ oy=-2 ~

+ +
-3a, + 30, =1 6a, +3a,= 4
o, + 20, =1 (1)
- lla, + oy = -2 .. (2)
390, =10 .. (3)

10

de (3): = — .. (4
3) o) 39 (4)

sustituyendo (4) en (2) :

—11(Qj+oc3=—2
3
o, =-2 + %
32
(1,3: 5 --.(5)
sustituyendo (4) en (1) :
o, + 2(£j:1
o, = 1—%
19
0“1 = 5

por lo que el vector de coordenadas es:

19 10 32
(Pl)B:(g’ 39’ 5}
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Ejercicio 2.12 Para el espacio vectorial

AZ{(x,y,z)‘x-i-y—z:O; X, V, z ER}

Determine cuales de los siguientes conjuntos son una base del espacio 4:

a) B,={(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}
b) B,={(1,0,1), (1,1,2)}
c) By={(1,0,1), (1,1,2), (0,1,1)}

SOLUCION:

Como puede apreciarse, el espacio vectorial 4 esta conformado por el conjunto
de puntos que pertenecen al plano cuya ecuacion es x + y — z = 0. Al tratarse
de un plano en el espacio, es claro que el espacio 4 es un subespacio

de R’. Este espacio 4 puede ser expresado de la siguiente forma:

Az{(x, y,x+y)‘x,yeR}

La cual se obtuvo al incluir la condicion z = x + y en la definicion del conjunto.

Con esta forma de expresion del conjunto A, podemos apreciar que la
caracteristica que distingue a los elementos de este es que la tercera componente
de los vectores viene dada por la suma de las dos primeras. Con esto, facilmente
podemos determinar si un vector pertenece o no al espacio 4.

Hechos estos comentarios, procedamos ahora a la resolucion del ejercicio.

Determinemos si el conjunto B, = { (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) } es una
base del espacio 4.

Este conjunto B que estd conformado por los vectores unitarios i, j, k resulta

ser la llamada base canénica de R°.

Todo vector de R’ puede ser generado a partir de los elementos de esta base y

como 4 c R’, entonces podemos afirmar que todo vector del conjunto A4
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b)

c)

puede ser generado con los elementos de la base B, y por tratarse de una base,
entonces sus elementos son linealmente independientes. Asi pues, el conjunto

B, tiene las dos caracteristicas requeridas para ser una base del espacio A4,
conjunto generador y linealmente independiente; sin embargo, se estd pasando
por alto un detalle que es muy importante, el conjunto B, solo podra ser base del

espacio A, si sus elementos pertenecen a este.

Al revisar si los elementos de B, pertenecen al espacio 4, nos damos cuenta
que ninguno de ellos cumple con la condicion de que la tercera componente es la
suma de las dos primeras, por lo tanto, ningin elemento de B, pertenece al
espacio 4 y, por consiguiente, el conjunto B, no es una base de A.

Determinemos si el conjunto B, ={(1,0,1), (1,1,2)} es una base del

espacio vectorial A.

Con base en lo planteado en el inciso a), determinemos en primera instancia si los
elementos de B, pertenecen al espacio 4.

Como puede apreciarse faciimente, los dos vectores de B, cumplen con la
condicion de que la tercera componente es igual a la suma de las dos primeras,
por lo tanto, podemos afirmar que los dos elementos de B, si pertenecen al
espacio A.

Por otro lado, al ser el espacio A el conjunto de puntos que pertenecen a un
plano, entonces la dimension de A es igual a dos. Dado que el
conjunto B, contiene unicamente dos vectores y estos pertenecen al espacio 4,
ademas de ser linealmente independientes dado que no son proporcionales,
entonces podemos concluir que el conjunto B, si es una base del espacio
vectorial A4.

Analizando el conjunto B, = { (1,0,1), (1,1,2), (0,1,1) } , se puede
apreciar que sus tres elementos pertenecen al espacio A4, es decir, cumplen con la
caracteristica sefialada de la tercera componente. En el inciso anterior, se
concluyé que el espacio 4 es de dimension 2 y al tener B, tres elementos,
entonces de acuerdo con uno de los teoremas enunciados anteriormente, B, es
linealmente dependiente y, por lo tanto, no es una base del espacio 4.
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Ejercicio 2.13 Determine una base y la dimension del espacio vectorial:

Zy —Z
M =
0 z,

a) Si M esta definido sobre el campo complejo.

A

z,, z,€ C

b) Si M esta definido sobre el campo real.

SOLUCION:

a) Expresemos al conjunto M de la siguiente forma:

a + bi —a — bi
M =
0 c +di
Lo que haremos a continuaciéon es generar un conjunto de vectores de M y a

partir de él llegaremos a una de sus bases. Asignando valores de unos y ceros a
las literales a, b, ¢ y d llegamos a:

el )

Dado que el campo de definiciéon es complejo, entonces:

io-i ] [1 -1
=1
0 0 00

a, b, c,deR}

Con lo cual es evidente que el conjunto B, es linealmente dependiente. Si
eliminamos los elementos dependientes, llegariamos al conjunto:

{3 7))




b)
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Como se trata de matrices no proporcionales, entonces son linealmente
independientes.

Por otro lado, el conjunto B, es generador del espacio M, dado que:
-1

1 0 O Z,
Z, + Z, =
0 0 0 1 0

Al ser B, un conjunto generador y linealmente independiente, entonces B, es

una base del espacio M, por lo tanto, cuando el campo de definicién es
complejo, la dimensién de M es dos.

Analicemos ahora el caso de que M esté definido sobre el campo real.

El procedimiento sera el mismo, es decir, partiremos del conjunto B, generado
en el inciso anterior.

Si planteamos que:

P =i ] |

= o, . (1)
0 0 0 0
0 0 | 0 0

= o, .. (2)
_O [ | 0 1

y considerando que el campo de definicion es real, entonces no existen valores
para o, y a, dentro del campo, con los cuales se satisfagan las igualdades
(1) y (2), lo que implica que dichos vectores no son proporcionales y, por lo
tanto, son linealmente independientes. Con esto, podemos concluir que el
conjunto:

B, =
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es linealmente independiente y, ademas, es generador de M, pues:
I -1 i =i 0 O 0 O a+bi —a—bi

0 0 0 0 0 1 0 i 0 c+di

Por lo tanto, el conjunto B, es una base del espacio M, lo que implica que la
dimension de M es cuatro cuando el campo de definicion es real.

Ejercicio 2.14 Sea B={ Vi, V,, Vi } un conjunto de vectores linealmente

independiente. Determine si el conjunto D ={ Vi=V,, V,—Vy, V,+V, } es
linealmente dependiente o independiente.

SOLUCION:
Analicemos el conjunto D mediante la ecuacién de dependencia lineal:
a( v, =7, ) +B(V, = )+ y(v +75)=0 . (D)
al desarrollar los productos y factorizar v,, v, y v,, sellega a:
(a+y)v, +(-a+B)v, +(-B+v)v;=(0,0,0)
por igualdad de vectores se llega al sistema:
a+vy=0

- +pB=0 e (2)
-B+y=0
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Calculemos el determinante de la matriz de coeficientes para determinar si se
trata de un sistema compatible determinado o indeterminado.

I 0
-1 1 0| =1+41=2
0 -1 1

Dado que el determinante resulté diferente de cero, entonces el sistema es
compatible determinado, es decir, la Unica solucion del sistema es la trivial, esto
es:

a=pB=7y=0

Por lo tanto, la Unica solucién para la ecuacion (1) es que todos los escalares
sean cero, lo cual implica que el conjunto D es linealmente independiente.

Es conveniente sefalar que el sistema de ecuaciones (2) es un sistema
homogéneo. Estos sistemas siempre son compatibles y una de sus soluciones es
la trivial, lo importante en este caso es poder determinar si el sistema

es compatible determinado o indeterminado y con ello poder concluir sobre

la dependencia o independencia lineal del conjunto D. El llegar a la solucion del
sistema de ecuaciones no resulta relevante para el proposito del ejercicio.

Isomorfismo entre espacios vectoriales

Sean U y V dos espacios vectoriales de dimensién finita, definidos sobre un
campo K. Se dice que la funcién f: U — V es un isomorfismo de U a

V', si f esbiyectivay ademas cumple con las condiciones siguientes:
1) f(L_‘l"'ﬁz) = fl(l/_ll)-i_f(l’_lz) ; Yuyu, eU

2) f(auw)=oaf(u) ; YVueU y Vaeck

Los espacios vectoriales isomorfos solo difieren en la naturaleza de sus
elementos, sus propiedades algebraicas son idénticas.
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Teoremas

1) Si V' es un espacio vectorial real de dimension n, entonces V' esisomorfo
a R".

2) Todo espacio vectorial es isomorfo a si mismo.

3) Si un espacio vectorial ' es isomorfo a otro espacio W, entonces W es
isomorfoa V.

4) Si un espacio vectorial U es isomorfo a un espacio V' y V' es a su vez
isomorfo a un espacio /¥, entonces U esisomorfoa W.

5) Dos espacios vectoriales de igual dimension son isomorfos.

Ejercicio 2.15 Para cada espacio vectorial dado, establecer un isomorfismo con
un espacio del tipo R".

a) Q={ax’+bx+(2a+6b)|a, bek|

a b
c=2a; a,b,ce kR
atb c

SOLUCION:

a) La base natural del espacio vectorial QO es:

B:{x2+2, x+6}

Con lo cual O es un espacio vectorial de dimensién dos, entonces Q es

isomorfoa R” o0 a cualquier otro subespacio del tipo R" de dimension dos. De
acuerdo con lo anterior, podemos establecer las funciones f y g entre el
espacio Q vy los espacios:




— Espacios vectoriales

R2

{(a,b)|a,beR }

H

{(a,b,2a+6b)|a, bek}
Ambos espacios de dimensién dos.

Con lo cual se tiene:

f(ax2+bx+(2a+6b)) (a,b),estoes, 0> R

g(ax2+bx+(2a+6b)) (a, b, 2a + 6b), estoes, g: Q> H

Las dos funciones cumplen con ser biyectivas, por lo que se procedera a verificar
el cumplimiento de las dos condiciones para ver si establecen o no un
isomorfismo.

Para f, se tiene:
1) Voa x*+bx+(2a,+6b ), a,x +b,x+(2a,+6b,)eQ
f(L_‘1+L72) = f(’/71) "‘f(ﬁz)
f[(a1x2+b1x+(2a1+ 6b, )) + (a2x2+b2x+(2a2+6b2))}:
f[a1x2+b1x+(2a1+ 60, )} + f[a2x2+b2x+(2a2+6b2)}

Sumando del lado izquierdo de la igualdad y aplicando f del lado derecho,
tenemos:

f[(a1+a2)x2+(b1+b2)x+2(a1+a2)+6(b1+b2)]=(a1,b1)+(a2,b2)

Aplicando £ del lado izquierdo y sumando del lado derecho, tenemos:

(a.+a.. b.+b. ) =(a +a.. b.+b. )
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2) ‘v’ax2+bx+(2a+6b)eQ y VaoaelkR
f(aw) = af (i)

f[a(ax2+bx+(2a+6b))} ocf[ax2+bx+(2a+6b)]

de donde:

f[ocax2+ocbx+(2oca+6ocb)J = a(a,b)
(aa, ab) = (oa, ob)

cumple

Dado que f es biyectiva, entonces f establece un isomorfismo entre los
espacios Q y R

Para g se tiene:
1) V a,x+b,x + (2a, +6b, ), ayx’+b,x + (2a,+6b, )eQ
g, +ir,) = g(u )+g(i,)
g ax’+bx+(2a,+6b,) + ayx’+b,x+(2a,+6b, )] =
g| ax’+bx+(2a+6b,) | + g| ayx’+b,x+(2a,+6b,) |
sumando y aplicando g
g [ (a+ay)x®+(b+b,)x + 2(a+ay)+6(b+b,) | =

(a,. by, 2a,+6b,) + (a,, b,, 2a,+6b,)
aplicando g y sumando, tenemos:
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(a,+ay, by+by, 2(a,+ay ) +6(b+b,))=(a,+ay, by+b,, 2(a+a,)+6(b+b,))

cumple

2) Vax’+bx+(2a+6b)eQ y VYV aek

g(aw) =ag(u)
g| a(ax’+bx+(2a+6b)) | =oag| (ax’+bx+(2a+6b)) ]
de donde:
g| aax’+abx+(2aa+6ab) | =a(a, b, 2a+6b)

(aa, ab, 2aa+6ab ) =(oa, ab, 20a+60b )

‘. cumple

Dado que g es biyectiva, entonces g establece un isomorfismo entre los

espacios Q y H.

b) El espacio vectorial N se puede expresar como:

a b
N = a, b e R
a+b 2a
La base natural de N es:
1 0 0 1
B = ,
1 2 1 0

Con lo cual N es un espacio vectorial de dimension dos, entonces N es isomorfo

a R® 0 a cualquier otro subespacio del tipo R" de dimension dos.
De acuerdo con lo anterior, podemos establecer la funcién biyectiva
h: N — R? con la siguiente regla de correspondencia:
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= (a. b)

=
|

a, b, a, b,
1) V , e N
a,+b, 2a, a,+b, 2a,
h(w,+it, )=h(i,)+h(i,)
de donde:
a, b, a, b, a, b, a, b,
h + =h +h
a,+b, 2a, a,+b, 2a, a,+b, 2a, a,+b, 2a,

sumando y aplicando /%, tenemos:
a,+a, b,+b,

(a1+a2)+(b1+b2) 2(a1+a2)

aplicando / y sumando, se tiene:
(a1+a2, b1+b2) = (a1+a2, b1+b2)

cumple

a b
2) V eN vy VaeR

a+b 2a

de donde:
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a b a b
h| o = ah
a+b 2a a+b 2a
oa ab
h = a(a,b)
oa +oab 2oa

(oa, ab)=(aa, ab)
cumple

Entonces / establece un isomorfismo entre los espacios N y R*.

Matriz de transicion

Sean A4 = { Vi, Vo ogeusy V, } y B ={W1, Wy gussy W, } dos bases de un
espacio vectorial V. La matriz de transicion M ; tiene por columnas los vectores

de coordenadas de los elementos de la base A con respecto a la base B, esto
es:

Esta matriz M; conocida también como matriz de cambio de base, es tal que, si
conocemos (\7 )A donde v € V' y deseamos obtener el vector de
coordenadas de v en la base B, esto es (\7 )B, entonces es suficiente con
efectuar el producto:

M; ( v )A = ( v )B
Ademas, se tiene que la matriz de transicién es una matriz no singular, esto es,
siempre tiene inversa y se cumple que:

Ejercicio 2.16 Sean
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dos bases del espacio vectorial R
a) Obtenga la matriz de transicion M;;1 )
b) Sisetieneque (v ), = (1, -2, 1), obtenga (v ),.

c) Obtenga los vectores v y v, sise sabe que:

(v, -7,) = (2,0,—%}
(27, +%,) = (0,41)

SOLUCION:

a) Para obtener la matriz de transicion Mg , lo que se tiene que hacer es obtener

los vectores de coordenadas de los elementos de la base A con respecto a la
base B. La disposicidon en columna de estos vectores de coordenadas nos
permitiran llegar a la matriz de transicion solicitada.

Para el primer vector, tenemos:
(0,1, 1) = a,(0, =1, 1) + B,(1, 0, 1) + y,(-1, 1, 0)
al multiplicar y sumar, se tiene:
(0,1,1) = (Bl—yl, —o, 4y, o,+B, )

por igualdad de vector, se llega al sistema:

ﬁ] _yl = 0
-—a, + v, = 1
a, + B, = 1

al resolver el sistema, se obtiene que:
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por lo que:
(0, 1, I)B = (O, 1, 1)

Tomando ahora el segundo vector de la base A4, tenemos:

(-1, -1, 2) = a,(0, =1, 1) + B,(1,0,1) + y,(-1,1,0)

de donde se llega al sistema:

B,-v, = -1
-—a, + vy, = -1
a, +f, = 2
al resolverlo, se obtiene que:
a, =2, B, =0, v, =1

por lo tanto:
(—1, -1, 2)B = (2, 0, 1)

Para el tercer vector de la base 4, tenemos:

(0,0,2)=a,(0, -1,1) + B,(1,0,1) + v,(-1,1,0)

de donde se llega al sistema:

Py=v; = 0
-a, + vy, =0
a, +[33 = 2
cuya solucion es:
a, =1, B,=1, v, =1

con lo cual:
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(0,0, 2), =(1, 1, 1)

Al colocar los vectores de coordenadas en columnas, se llega a la matriz
solicitada.

0 2 1

Me=11 0 1

b) Nos piden obtener (v ), sabiendoque (v), = (1, -2, 1).

Este inciso lo resolveremos por tres caminos distintos:

METODO 1.
A partir del (v), = (1, -2,1) y la base B obtendremos el vector v,

posteriormente con v y la base A obtendremos (‘7),4 . Se tiene que:
V=1(0, —1,1)—2(1,0,1)+1(—1,1,0)

de donde:

Obteniendo ahora (V) ,, tenemos:

(=3,0,-1)=a(0,1,1)+B(-1,-1,2)+7v(0,0,2)

llegando al sistema:

- B = -3

a— B = 0

a+2B+2y =-1

cuya solucion es:

o=3, B=3, Yy =-5
Por lo tanto, el vector de coordenadas solicitado es:




— Espacios vectoriales

METODO 2.
Para llegar al (V )A , haremos uso de la expresion:

My (v), =(V), . (D

-1
Dado que Mﬁ es una matriz no singular, entonces (Mg) existe, por lo que

premultiplicaremos la ecuacion (1) con dicha matriz inversa.

(Ma) My(7), = (M3) (7),

de donde:
— A -1, _
(V)A :(MB) (V)B - (2)
Al obtener la inversa de la matriz M‘I;‘, se llega a:
-1 -1 2 ]
A\ B
(Mg) =] 0o -1 1 |=M5
1 2 =2 |

-1 -1 2 1 3
(v),=| 0 -1 1| |-2|=1] 3
12 2 1] | -5

por lo tanto:

METODO 3:
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El procedimiento a seguir en este tercer método sera sustituir directamente los
datos conocidos en la ecuacién (1) y expresar al vector (V)A como un vector
incégnita de componentes ( X, ), z ) De esta forma tenemos que:

M‘; ( v )A = ( v )B
sustituyendo, tenemos:

0 2 1 X 1
1 0 1] |y|l=|-2
1 1 1 z 1
de donde:
2y + z 1
X +z | =] -2
X+ y +z 1

por igualdad de matrices se llega al sistema:

2y +z= 1
X +z=-2
x+ y +z= 1
cuya solucion es:
x=3, y=3, z=-5

con lo cual, llegamos a:
(7), = (33, -5)

Como era de esperarse, con los tres métodos mostrados llegamos a la misma
respuesta.

Se nos pide obtener los vectores v, y v, sabiendo que:
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—_—
|
<|

&}
~—
bS

I

(o)
2

(29, +7%, ), = (0, 4, 1)

Con estos vectores de coordenadas, obtendremos los vectores v, — v, y

2v, + v,

de donde:
v, -V, =(0, 2, —1) ...(3)

por otro lado:
2v, +v, =4(1, 0, 1)+1(—1, 1, O)

con lo cual:
2%, + 7, = (3, 1, 4) e (4)

con las expresiones (3) y (4), se llega al sistema:
v, —v, =(0, 2,-1)
2vi + v, = (3, 1, 4)
al sumar ambas ecuaciones, se llega a:
3v, = (3, 3, 3)

v, = (1, 1, 1)

de la segunda ecuacion del sistema, tenemos:

v, =(3, 1, 4) - 2¥,
sustituyendo v, :
v, = (3, 1,4)-2(1, 1, 1)

v, = (1, -1, 2)
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Ejercicio 2.17 Sean A4 = { Uy, Uy, U, } y B= { Vi, V,, V;, } dos bases
de un espacio vectorial de dimension tres, las cuales estan relacionadas de la
siguiente manera:

v1=u1+u3

v3=u2+u3

a) Obtenga la matriz de transicion de la base 4 a la base B.

b) Obtenga las coordenadas en la base B del vector w, si se tiene que
(7), = (3. 5.2)

SOLUCION:

a) La relacién que se proporciona entre los elementos de las bases 4 y B, nos
define la matriz de transicion de la base B a la base A4, esto es:

I 0 O
MP;=|0 2 1
I 0 1
Se sabe que:
B\ ! A
(M3) = m;

Entonces sera suficiente con obtener la inversa de la matriz Mf para llegar a la

matriz solicitada. Al obtener la inversa de Mf se llega a:

1 0 0
1 1 1
mr- | Lo L1
2 2 2
-1 0 1

b) Se tiene que:
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entonces

1 0 0 3 3

1 1 1
w). =] = - -= 5 0= 3
-1 0 L] 2] -1 ]

Ejercicio 218 Sean 4={a,, a@,, a,}={x’+x-3, 3x’+x-5, x’=2x+2|

y B= { b,, b,, b3} dos bases del espacio vectorial

P:{ax2+bx+c | a,b,ceR}

Si se sabe que:
(a,),=(1L0,1), (a,),=(2,1,2), (a),=(-110)

obtenga los vectores de la base B.

SOLUCION:

Este ejercicio se resolvera siguiendo dos métodos distintos.

METODO 1.

De los datos del enunciado se tiene que:
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si se obtiene la inversa de esta matriz, se llega a:

2 -2 3
(M) '=m® = | 1 1 -1
-1 0 1

considerando las columnas de Mf , Se tiene que:
(51)A=(—2, L, -1), (52)A=(—2, 1, 0), (53)A=(3, -1, 1)

son los vectores de coordenadas de los elementos de la base B con respecto a la

base A4, con lo cual se tiene que:
by =-2(x*+x-3 )+ 1(3x7+x-5) -1 ( x’-2x+2)

al realizar las operaciones y simplificar, se llega a:

b, =x-1

en forma analoga, se tiene que:

b, =-2 ( x*+x-3 ) + 1( 3x2+x—5)

52 x?—x+1
finalmente:

by =3(x"+x-3)-1(3x7+x=5)+1(x"-2x+2)

53 = x°-2
por lo tanto, labase B es

B ={x—1, x2—x+1, x2—2}
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METODO 2.

En el enunciado del problema nos proporcionan los vectores de coordenadas de
los elementos de la base A4 con respecto ala base B. Con las componentes de
estos vectores podemos obtener los vectores a,, a,, a, expresandolos
como una combinacién lineal de los elementos de la base B, esto es:

b, + by = x> + x-3
2b, + b, + 2b, =3x> + x-5
~b, + b, = x> - 2x+2

escalonando el sistema, tenemos:

(1) (=2)| b, + b, = x° + x-3 b, +by=x> +x-3 ..(1)
IS _
2b, +b, +2b, = 3x*+ x -5 ~ b, = x> —x+1 ...(2)
+ T 2 r r 2
-b,+b, = x° -2x+2 | b, +b,=2x"-x-1 ...(3)

de (2) , setiene:

b, =x>—x+1
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sustituyendo (2) en (3), tenemos:
(x2—x+1 ) + by =2x*—x-1

de donde:

53 =x2-2 . (4)

entonces
b,=x-1
con lo cual se llega a que la base B es:

B ={x—l, x?—x+1, x2—2}

Espacio renglon y espacio columna de una matriz

Sea A una matrizde orden mx n.

1) Si consideramos a los renglones A como vectores del espacio R", entonces
al espacio generado con los renglones de A se le llama espacio renglon y se

le representa con:
L( 4r)

2) Si consideramos a las columnas de A4 como vectores del espacio R™,
entonces al espacio generado con las columnas de A4 se le llama espacio

columna y se le representa con:
L(4c)
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Teorema

Para cualquier matriz A4, se tiene que:

Dim L( Ay )=Dim L( A.)

Teorema

Dos matrices equivalentes tienen el mismo espacio renglon.
Es importante recordar lo siguiente:

Se dice que una matriz 4 es equivalente a una matriz B, si B se puede obtener
a partir de la matriz 4 mediante un numero finito de transformaciones

elementales.

Conviene aclarar que las transformaciones elementales aplicadas a la
matriz 4 parallegar ala matriz B, deben ser todas ellas por renglén.

El teorema enunciado no aplica si se realizan en la matriz 4 transformaciones

elementales por columna.

Rango de una matriz

Sea A4 una matriz de orden m x n. El rango de la matriz 4 se define como el

numero de renglones distintos de cero después de haber concluido el

escalonamiento de la matriz.

Teorema

Para cualquier matriz A4, se tiene que:

Rango ( 4) = Dim L(AR) = Dim L(AC)
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Ejercicio 2.19 Para la matriz

12 -1 3
A4=] 2 -1 2 2
-1 3 -3 1|

Obtenga:
a) Elespaciorenglon L ( A ) , una base y su dimension.

b) El espacio columna L ( A ) , una base y su dimension.

SOLUCION:

a) Para obtener el espacio renglon, se obtendra primero una base del mismo
mediante el escalonamiento de la matriz 4.

(H(-2)[ 1 2 -1 3 1 2 -1 3 1 2 -1 3

+
2 -1 2 2| ~() |0 -5 4 —-4|~]0 -5 4 —4

: -
-1 3 =31 0 5 -4 4 0O 0 0 0

Los renglones no nulos de la matriz equivalente, una vez concluido el
escalonamiento, constituyen una base del espacio renglén y, por consiguiente, el
numero de renglones no nulos, nos definen la dimension de dicho espacio
vectorial. A este nUmero también se le conoce como rango de la matriz A.

De acuerdo con lo anterior, se tiene que una base del espacio renglon sera:
Bp=1{(1,2,-1,3), (0, -5, 4, -4)}

Dim L ( Ay ) =2
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Generando el espacio renglén, tenemos:

a(1,2,-1,3)+b(0, -5, 4, -4)=(a, 2a-5b, —a+4b, 3a—-4b)
L(4g)={(a, 2a-5b, —a+4b, 3a—4b)| a, b e R}

b) Como sabemos que la dimensién del espacio columna es igual a la dimensién del
espacio renglén, entonces sera suficiente con tomar dos vectores columna de la
matriz original, cuidando que estos no sean proporcionales, para obtener una base
del espacio columna.

De esta forma, una base sera:
Be={(1 2 -1). (2 -1.3)]
Dim (4. ) = 2
y el espacio columna sera:

a(l, 2, -1)+b(2, -1,3)=(a+2b, 2a—b, —a+3b)

L(A4c)={(a+2b, 2a-b, —a+3b)|a, b e R}

Ejercicio 2.20 Sea la matriz

1 -1 3
10 -2
A=
0o -1 5
I B

Determine:

a) Si el conjunto B = { (1, -1, 3), (-1, -1, 7)} es una base del espacio
generado por los renglones de la matriz A.
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b) Siel vector v :( -4, 5, -9, 6 )T pertenece al espacio generado por las
columnas de la matriz 4.

SOLUCION:

a) Para poder determinar si el conjunto B es una base del espacio renglén de la
matriz 4, lo primero que se podria hacer es generar dicho espacio y determinar
su dimension. Si esta es igual a dos, entonces tendriamos que verificar si los
elementos de B pertenecen a dicho espacio; de ser asi, podriamos afirmar que el
conjunto B si es una base, pues los vectores de B al no ser proporcionales son
linealmente independientes. Si la dimensién del espacio renglon es diferente de
dos, entonces B no puede ser una de sus bases.

Escalonemos la matriz 4 para obtener una base del espacio renglon.

(-3)(-D[ 1 -1 3] (1 -1 3] |—>‘1—1 37 [1 0 -2
+
1 02| (-2)y(Hh|o 1 -5 (H|o 1-5 0 1 -5
~ I:_’ ~ ~
0-1 5 0-1 5 0 0 0 0 0 0
+ +
3 -1 -1 0 2 -10 | 0 0 0] [0 0 0

de donde una base del espacio renglon es:
Be={(1,0,-2), (0,1,-5)]
. Dim L( 4, )=2

con los elementos de la base se llega a que:

L(AR):{(a, b, —2a—5b)| a,beR}
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b)

Dado que la dimension del L(AR) es igual a dos, entonces solo faltaria

comprobar que los elementos del conjunto B pertenecen a este espacio.
Elconjunto B ={ (1, -1, 3), (-1, -1, 7) }.

Para el vector (1, -1, 3), se tiene que:

a=1
b=-1
entonces se debe cumplir que:
—2a -5b=3

sustituyendo:
-2(1) -5(-1) =3
-2 4+ 5=3

Para el vector (-1, -1, 7), se tiene que:

al sustituir:

-2(-1) =5(-1) =7
2 +5=7
7=7 So(-1L -1, 7) e L 4g)

Podemos concluir entonces que el conjunto B si es una base del espacio
renglén.

Dado que el espacio renglon es de dimension dos, entonces el espacio columna
también es de dimension dos. De acuerdo con esto, dos vectores cualesquiera
del L( A ) , que no sean proporcionales, formaran una base de este espacio.
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Considerando las dos primeras columnas de A, tenemos que:
Be ={(1,1,0,3)", (-1, 0, -1, -1)"}
es una base de L( Ae )

. . — T ,
Para determinar si el vector v :(—4, 5, -9, 6 ) pertenece al L(AC ), sera
suficiente con averiguar si v puede ser expresado como una combinacion lineal

de los elementos de B .

(-4,5,-9,6)=a(1,1,0,3) +B(-1,0, -1, -1)

Al desarrollar las operaciones y por igualdad de vectores, se llega al sistema:

o —-pB=-4
a= 35 a =35
=
-B=-9 B=9
3o - B = 6

Como los valores obtenidos de o y [ satisfacen todas las ecuaciones del
sistema, entonces podemos concluir que el vector v si pertenece al espacio

columna de la matriz 4.

Ejercicio 2.21 Sea la matriz

1 2 1 4
4 = 3 3 2 7
-8 5 -1 %

Determine el valor de k para que el espacio columna asociado a la matriz 4 sea de
dimensién 2.

SOLUCION:

Este ejercicio lo resolveremos por dos caminos distintos.
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METODO 1:

Para realizar el escalonamiento de la matriz 4 por renglones en lugar de hacerlo
por columnas, trabajaremos con A" .

(-H(-H(-H[ 1 3 -8 1 3 -8 ]
+

(S}
w
)

+ |
]
|
w
0
¢

+ ~

J+
~
~J
o
‘.I_
()
|
wh
o
+
(9%]
[\O)

(1 3 -8 (1 3 -8 ]

[: 0 0 0 0 -1 7

) o1 7| o o o
(0 0 k-3 0 0 k-3 |

Si k& =3 entonces los dos ultimos renglones de la matriz se hacen cero, por lo

que una base del espacio columna seria:

B, = {(1,3,-—8)T, (0,—1,7)T}

Por lo tanto, si £ =3 la dimension del espacio columna es igual a dos.

METODO 2:

Como sabemos, para una matriz dada, la dimensién del espacio columna es igual
a la dimensién del espacio renglén; por consiguiente, buscaremos el valor
de k para el cual la dimension del espacio renglén es igual a dos.
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8)(=3)[ 1 2 1 4 12 1 4 1 2 1 4

+
33 27|~ o -3 -1 -5 |~]0 -3 -1 -5

+ |i>
-8 5 -1 k 0 21 7 k+32_ 0 0 0 k-3

Como se puede apreciar, si k =3 entonces la dimension del espacio renglén vy,

por consiguiente, la dimension del espacio columna es igual a dos.

Criterio del Wronskiano

Sea { fis Sy seens o } un conjunto de n funciones reales de variable real,
cada una de las cuales admite por lo menos n —1 derivadas en el intervalo

(a, b). Eldeterminante

f o e
vy —| T
f]'n—l 2n—l . f;ln—l

se denomina Wronskiano del conjunto de funciones dado.

Si existe al menos un valor x, ( a, b ) , paraelcual W (xo ) # 0, entonces
el conjunto de funciones es linealmente independiente en dicho intervalo.

Cabe hacer notar que si W (x) =0, V x €(a, b), entonces no se puede
concluir nada en cuanto a la dependencia o independencia lineal del conjunto de
funciones. En este caso se debera recurrir a la ecuacién de dependencia lineal
para su analisis.
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Ejercicio 2.22 Determine si el conjunto de funciones {ex, e, e *? } es

linealmente dependiente o independiente en el intervalo (—oo, 00 )

SOLUCION:

Obteniendo el Wronskiano, tenemos:

X 2x x+2

W( X ) — ex 2e2x ex+2

ex 4 er ex+2

W(x) — 2e4x+2+4e4x+2+e4x+2_2e4x+2_e4x+2_4e4x+2

de donde:

W(x)=0

Dado que W( x) = 0, entonces el criterio del Wronskiano no permite decidir en

cuanto a la dependencia o independencia lineal del conjunto de funciones. Por lo

tanto, se procedera de la siguiente manera:

Como se puede apreciar:
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es decir, e**? se puede obtener al multiplicar la funcion e* por la constante

2 2

e”, esto implica que las funciones e”* y e*"" son linealmente dependientes
entre si, con lo cual podemos concluir que el conjunto de funciones dado es

linealmente dependiente.

Ejercicio 2.23 Si H = { e+2e”, 2+sen2x, e+ 2 } es un subconjunto del
espacio vectorial de las funciones reales de variable real, determine si el
conjunto H es linealmente independiente en el intervalo (—oo, 00 )

SOLUCION:

Calculando el Wronskiano, tenemos:

e*+2e™ 2+sen2x e +2
W(x)=|e -2 2cos2x —e"
e*+2e* —4sen2x e ™

S
—_
=
~
Il

(ex+26_x)(20052x) (e_x) + (ex—2e_x)(—4sen 2x )(e_x+2)
+ (2+sen 2x )(—e‘x)(ex+2e‘x) - (ex+2e‘x)(200s2x)(e‘x+2)
— (—4sen 2x )(— e_x)(ex+2e_") - (ex—2e_x)(2+sen Zx)(e_x)

Si hacemos x = 0, tenemos:
w(0)=(3)(2)(1) + (-1)(0)(3) + (2)(=1)(3) = (3)(2)(3) - (0)(-1)(3) = (=D)(2)(1)

w(0) = ~16
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Esto implica que al menos existe un valor de x en el intervalo de definicién de las
funciones, esto es, x, = 0, para el cual W(x0 ) # 0, lo que nos permite

concluir que el conjunto A es linealmente independiente.

Ejercicio 2.24 Determine si el conjunto de funciones
G = { 2 sen’x, —cos’x, 3 }

es linealmente dependiente o independiente en el intervalo (—oo, 0 )

SOLUCION:

Obteniendo el Wronskiano, tenemos:

2sen’x —Cos’x 3

W( x) = 4senx COSX 2cosX senx 0
2 2 2 2

—4sen“x +4 cos“x 2cos“x —2sen‘x 0

Aplicando el método de cofactores en la tercera columna, tenemos:

W(x)=3 [(4senx cosx)(2coszx —2sen2x) —(2cosx senx)(—4sen2x + 4coszx)]

desarrollando los productos y simplificando, se tiene:

W(x)=3 ( 8 senx cos’x — 8sen’x cosx + 8sen’x cosx — 8sen x cos3x)
W( x) =0

Dado que el Wronskiano resulté igual a cero, entonces el criterio no decide, por lo
que se tendra que recurrir a la ecuacion de dependencia lineal para determinar si

el conjunto G es linealmente independiente o dependiente.
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Se sabe que:
sen’x + cos’x = 1

de donde
—cos’x = —1 + sen’x

con lo cual, la ecuacion de dependencia lineal se puede expresar como:

al(Zsenzx)+oc2(—1+sen2x)+oc3(3):6 (1)
multiplicando y factorizando términos semejantes, tenemos:
(20c1 +0L2) sen’x + (—a2 +30c3) =0 sen’x + 0

por igualdad, se tiene:

|
S

200, + o,

I
S

-o, +30,

Se trata de un sistema de ecuaciones compatible indeterminado, que admite
multiples soluciones, esto es, se pueden obtener valores para los
escalares a,, o,, a, diferentes de cero, con los cuales se satisface la ecuacion
(1), por lo que, se puede concluir que el conjunto G es linealmente
dependiente.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1)

2)

3)

4)

Demuestre que el conjunto

a+2b=0; a,b,celR

EN

Il
S © 8
=T N

0
0
c

es un espacio vectorial sobre el campo de los numeros reales, considerando las
operaciones de adicion y multiplicacion por un escalar usuales con matrices.

Determine si el conjunto P = { ax +b | a, b € R | es un espacio vectorial

sobre el campo de los numeros reales, si la adicidn de vectores es la adicion
ordinaria de polinomios y la multiplicacion por un escalar se define como:

k(ax+b)=kb ; VkeR vy V(ax-i—b)eP

Sea V = { (a, b)| a, b e R }, el conjunto en el cual se definen las

operaciones de adicion y multiplicacién por un escalar de la siguiente manera:

(a,b)+(c,d)=(a+a’, b+c) ; ‘v’(a,b),(c,d)eV

a(a,b)=(a,b) ; YoeR y V(a,b)eV

Determine si V' es un espacio vectorial sobre K. En caso de no serlo, indique
los axiomas de la definicién de espacio vectorial que no se cumplen.

Determine si el conjunto R* con las operaciones:

(x,9) + (z.w) = (x+z, yiw) 5 V(xp), (z,w) e B

k(x,y)=(0,kx) ; VkeR y V(x,y)eR
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5)

6)

7)

8)

es un espacio vectorial sobre K. Si no lo es, indique los axiomas de la
definicion que no se cumplen.

Determine si el conjunto de matrices cuadradas de orden dos con elementos
reales H :{ A | A=-A4" } es un espacio vectorial sobre el campo de los

numeros reales, con las operaciones de adicién y multiplicacién por un escalar
usuales en matrices.

Determine si el conjunto:

2 _ 8
—{(21,22)|zl,zze L}

!

es un espacio vectorial sobre el campo de los numeros reales, si las operaciones
de adicion y multiplicacion por un escalar estan definidas por:

a2

(zl,zz) + <z3,z4) = (zl+z3, 22+Z4) ;v (21,22), (23,24)eu_,

il 2

a(zl,zz)z(azl,azz) ; VaeR vy ‘v’(zl,zz)e\u

Determine si el conjunto de todas las ternas ordenadas de numeros reales

(x, V, z) con las operaciones:

(xl, Y15 Zl)+(x2, Vs 22)=<x1+x2, YitV,, Zl+Zz)

a(x, y, z)=(x, ay, z)

es un espacio vectorial sobre K. Si no lo es, indique los axiomas de la
definicion que no se cumplen.

Sea A un subconjunto del espacio vectorial R”, tal que:

Az{(x, V, Z)|2x—y—Z=O ; X, V, Z € IR}

a) Determinesi 4 es un subespacio de R°.

b) En caso afirmativo, obtenga una base y la dimensién del subespacio 4.
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9)

10)

11)

Sea M el espacio vectorial de las matrices simétricas de orden dos con
elementos en R ysea N el conjunto definido por:

wo{[a L]

Determine si N es un subespacio de M ; silo es, obtenga para M y N, una
base y su dimension.

Dado el conjunto:
W={%|%¥=a(1,0,2)+5(1,-1,3); a,bek|

a) Determinesi W es un subespaciode R°.

b) En caso de resultar afirmativo el inciso anterior, obtenga una base y la
dimension de .

Determine cuales de los siguientes conjuntos son subespacio del espacio
vectorial de las matrices cuadradas de orden dos sobre los reales.
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12)

13)

14)

Determine si los siguientes subconjuntos § son subespacio del espacio
vectorial V' respectivo.

a) V:{ax2+bx+c|a,b,ceR}

S={ax2+bx+c| c=0; a,beR}

b) V:{f(x)|xeR}
S:{f(x)£0|xeR}

Sean A y B dos subespacios de R’. Demuestre que 4 () B es también un

subespaciode R°.
A={(x,y,z)|2x—y=0 ;0 X, Y, zeR}

B={(x,y,z)|3x—z:0; X, ¥V, ZGR}

Sea P, el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual a dos

con coeficientes reales. Determine si el conjunto:
w={P(x)eP,| P(1)-P(-3)=0|

es un subespaciode P, .

15) Determine los valoresde ¢ y d € IR, de manera que el conjunto:

Ez{(x, v, zZ, w)|x+y+z=0, xX—y+cz=0, x—y—z=d}

forme un subespacio de R* de dimensién dos. Dé una base del subespacio
E que justifique la respuesta.




— Espacios vectoriales

16) Dado el conjunto 4 = { (a, -1, 1), (0, a, =2), (-1, 0, 1)}

a) Determine el o los valores de a € K, tal que el espacio generado
por A sea de dimension 2.

b) Con el valor obtenido en el inciso a), obtenga el espacio generado.

17) SeaN:HX y}
z 0

a) Determine cual de los siguientes conjuntos es una base de N :
1 0 1 1 I 1
Bl = 5 5
0 0 0 0 1 0
2 -1 1 0
B, = ,
3 0 1 0

2 1
b) Obtenga el vector de coordenadas de { . O} respecto a la base elegida

z=x-y; x, y,z€R } un espacio vectorial.

en el inciso anterior.

18) Seael conjunto B = { 1, 2x, 3x° }

a) Determine si el conjunto B es una base del espacio vectorial de los

polinomios de grado menor o igual a dos ( P, ) .

b) Obtenga un conjunto formado unicamente por polinomios de grado dos que
sea base del espacio P, .
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19) Dados los conjuntos de vectores de R’ :

A4=1{(1,5,3),(2,2,6),(6,0,18)}

B=1{(1,0,-3), (4,1, -12), (5, 5, -15)}

a) Determine si los conjuntos 4 y B generan espacios vectoriales de la
misma dimension.

b) ;Los conjuntos A4 y B generan el mismo espacio vectorial? Fundamente
Su respuesta.

20) Determine si el conjunto:

B ={P(x),P (x),P" (x),P"(x)}
es linealmente dependiente o independiente, donde:

P(x)zax3+bx2+cx+d con a,b,c,deR

21) Dados los siguientes subconjuntos de R’ :

A4=1{(1,3,-7),(2,-1,0), (3, -1, -1), (4, -3, 2)}

B

{(1L-1,1), (1,1, -3), (1,2, -5)}

a) Demuestre que los conjuntos A y B generan el mismo subespacio
vectorial de R°.

b) Obtenga una base y la dimension del espacio generado por los
conjuntos 4 y B.
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22)

23)

24)

25)

Determine si los vectores:
i=(-1i,-i), v=(-i,1,i) y w=(i-i,0)

de C*, son linealmente dependientes o independientes, si el campo en el que
esta definido el espacio vectorial C* es:

a) R

b) C

Si {\71, vy, \73} es un conjunto de vectores linealmente independiente,

determine si cada uno de los siguientes conjuntos:

a) {V,+v,, V4V, V4 |

b) (¥, -¥,, V,-¥,, ¥-¥ |

es linealmente dependiente o independiente.

Sea P, el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual a dos
con coeficientes reales y sean A = { x2-2x+2, 2x*+x+1, —x+1 } y

B = {x2 +2x-1, x* -1 } dos subconjuntos de P, .

a) Determine los espacios vectoriales L(A) y L(B), y una base para

cada uno de ellos.
b) Obtenga L(A)NL(B).

c) Compruebe que L(4) L (B) esunsubespaciode P,.
Sean los subespacios vectoriales de R*:

H

{(a,b, c,d) | a+b+c=0 con a,b,c,d € H%.}

W ={(a,b,c,d)|b+c=0,d=2a con a,b,c,d e R}
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26)

27)

28)

Obtenga:

a) Unabasey la dimension de H.
b) Una base y la dimension de .
c) Elsubespacio H (1 W.

d) Unabasey ladimensionde H (1 W.
En el espacio vectorial P, = {b +ax | a, b e R } , la matriz

7
2
My =

NN NS T N OS)

es la matriz de transicion de labase 4 ={ 6 + 3x, 10 + 2x } alabase B.

a) Determine cual es labase B.

b) Calcule el vector de coordenadas en la base B del vector P ( x) = -4+ x.

Sean B = { 2senx + cosx, 3cosx | y B'={senx, cosx} dos bases del

espacio vectorial
F = {f| f(x)=asenx+bcosx ; a,b e R}

a) Obtenga la matriz de transicion de la base B alabase B'.

b) Si h(x)=2senx—cosx, obtenga [h(x)]B.

Sea el espacio vectorial C° = {( 2,y 2y, Z4 )| Z,, Z,, Z; € C}
sobre el campo de los reales y sea W un subespacio de C?. Si
A={(1,1,1+i),(3,2,3+2i)} vy B={(1,0,1),(0,1,i)}

son bases de W, determine:
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29)

30)

31)

a) La matriz de transicion de la base B ala base A.

b) El vector de coordenadas de v € W en la base B, utilizando una matriz
de transicion, si se sabe que el vector de coordenadas de v en la

base A4 es:
(v), =(13)
2 1 0
Sea P=| -1 -1 0 | lamatriz de transicion de la base 4 ala base B de un
0 0 1

espacio vectorial V. Si el vector de coordenadas del vector a con respecto a

la base B es:

(@) =(-10,1) vy A={(1 =), (0, =), (1, 1)},

obtenga las componentes del vector a.

Sean 4 = {coszx, senzx} y B = {cos(2x), 1} dos bases del espacio

T

vectorial real H y sea [g(x)]A = (— 5 nj el vector de coordenadas

de g (x) respectoalabase 4.
Determine:
a) La matriz de transicion de labase 4 alabase B.

b) El vector de coordenadas de g (x) respecto a la base B.

Los conjuntos A4 ={ Vi, V, } y B= { w,, w, } son bases del espacio
vectorial complejo V, cuyos vectores satisfacen las ecuaciones:
iw, —w, +v, =0

(=2+i)w, -V, = —iw, — ¥,

a) Determine la matriz de transicién M % .

b) Obtenga (), sisesabeque (), = (-2, i).

B
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32) Sean Ay B = {x2+ x, x+1, x>+ 1} dos bases del espacio vectorial ¥

y sea:
a 2 P
M4 =] -3 1 2
-1 -2 «a

la matriz de transicion de la base A4 a la base B. El vector de coordenadas
w=3x>-x+2 eV respecto a la base 4 es (W), = (20, v, 3).
Determine los valoresde o, B, v € R.

33) Sean 4 = { a,, a,, 53} y B = {51, b,, 173} dos bases de un espacio
vectorial V. El vector de coordenadas de a, respecto a la base B es

(52 )B =(-1, 2, 0), ademas se sabe que:

a) Obtenga la matriz de transicion de labase 4 alabase B.

b) El vector de coordenadas de w enlabase B es (w), = (-1, 2, 1).

Exprese al vector w como una combinacion lineal de los vectores de la
base 4.

34) Sean A:{ﬁl, 172}, B:{(Z, 1), (-1, 3)} y C:{Wl, szz} tres

bases de R?, donde:

U, = -2w, — w, (2,1) = -3w, — 2w,
i, = w, (-1,3) = 5w + w,
Obtenga:

a) La matriz de transicion de la base B ala base 4.
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b) El vector de coordenadas del vector v en la base A, si se sabe que

(V) = (2, -1).

35) Dada la matriz

_ 5 9
2 1
A=
-1 3 =5
14 2

Determine:

a) El espacio vectorial generado por los renglones de la matriz 4.
b) El espacio vectorial generado por las columnas de la matriz 4.

c) Una base y la dimension del espacio rengldon y del espacio columna de
la matriz 4.

d) Silos espacios renglén y columna son isomorfos.

36) Obtenga una base del espacio renglon de cada una de las siguientes matrices y
determine si ambos espacios representan el mismo espacio vectorial.

2 1 -3 1 -1 3
A=1]13 -2 -8 B=|3 -1 7
1 -1 -3 1 I 1
37) Sea la matriz
1 -2 3 2 4 -1 ]
I -1 4 4 5 =2
M =
3 -8 7 2 10 -1
-1 5 0 4 -1 -2 |

a) Obtenga el espacio vectorial generado por las columnas de la matriz M y
determine su dimensién.

b) Determine el rango de la matriz M .
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38) Si V' es el espacio renglon de lamatriz A y W es el espacio columna de la
matriz B, donde:

1 1 3 1
A=|-1 1 1 y B=12 0
2 -1 0 I -1

a) Demuestre que V' (] W es un espacio vectorial.

b) Obtenga una base y la dimensiénde V [ V.

39) Para la matriz

a -1 -1
B = -1 a 1
—-a 1 1

determine, en cada uno de los siguientes casos, el valor de a tal que:

a) Elespacio renglén sea de dimension 1.

b) El espacio columna sea de dimensién 2.

40) Para la matriz

SN SIS
o & |

a) Determine los valoresde a, b € R, tales que el rango de la matriz C
sea uno.

b) Con los valores obtenidos en el inciso anterior, determine el espacio
renglén de la matriz C y dé una de sus bases.
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41) Si B = { (1, 0, 1), (0,1, —1)} es una base del espacio columna de la

matriz:
3 -1 x 9
A=|1 y -3 6
z 0 -2 3
Determine:

a) Losvaloresde x, y, z € R.

b) Con los valores obtenidos en el inciso anterior, obtenga una base del

espacio renglén de 4.

42) Dado el conjunto de funciones { 2, cos2x, coszx}

a) Calcule el Wronskiano del conjunto.

b) Determine si el conjunto es linealmente dependiente o independiente.

43) Determine si los conjuntos de funciones:
a) A4 ={-x"+2x+1, 3x*-2, x’+4x}
b) B = {senx, cosx, 1}

son linealmente dependientes o independientes en el intervalo ( —00, 0 ) .

44) Sea A el siguiente conjunto de funciones reales de variable real definidas en el
intervalo ( —o0, o ):

A = {2, 2sen’ x , 1—cos2x}

a) Obtenga el Wronskiano de las funciones del conjunto 4.

b) Determine si 4 es un conjunto linealmente dependiente o independiente.
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45) Obtenga el Wronskiano del conjunto de funciones:

2

definidas en el intervalo (—n, O). Concluya, a partir unicamente del
Wronskiano, sobre la dependencia o independencia lineal del conjunto dado.

{x+1, sen x,

46) Sean las funciones:
f(x)zm con m#0, me R
g(x) =senpx con p#0, pek
h(x) = cos px con p=0, peR

definidas en el intervalo (-, ).

a) Obtenga el Wronskiano para estas funciones.

b) Determine si las funciones f, g, h son linealmente dependientes o

independientes en el intervalo (-, ).

47) Sea H = { sen x, cos (x - g j , sen (x + gj } un conjunto de funciones

reales de variable real. Determine si H es linealmente dependiente o

independiente en el intervalo ( —o0, o ).

48) Sea el conjunto de funciones Gz{ 2e", e, ek"}. Determine, haciendo
uso del Wronskiano, para qué valores de k dentro del intervalo

—10 £ k£ £ 10, no se puede asegurar la independencia lineal del conjunto G.




— Espacios vectoriales

49) Dadas las funciones f(x) = L y h(x)=xP, determine la relacion

xoc

que debe cumplir oo, B € R, para que las funciones f y g sean linealmente

independientes en el intervalo ( 0, o ).
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RESPUESTAS A EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Elconjunto 4 si es un espacio vectorial sobre el campo de los numeros reales.
2) Elconjunto P no es un espacio vectorial.

3) Elconjunto V' no es un espacio vectorial.
Los axiomas que no se cumplen:

2. (+v)+w=1u + (v+w)
i+tv=v+iu

3

4. Elemento idéntico
5. Elementos inversos
8

(o +PB)u =au + pu

4) Elconjunto R > noesun espacio vectorial con las operaciones definidas.

Los axiomas que no se cumplen son:
*o(pu) = (ap)u
* lu =1u ; ViuelR?
5) Elconjunto H sies un espacio vectorial.

6) Elconjunto C* sobre el campo real si es un espacio vectorial.

7) Elconjunto R’ noesun espacio vectorial con las operaciones definidas.

El axioma que no se cumple es:
(o +PB)u =oau + pu
8) a) Elconjunto 4 sies un subespacio vectorialde R’ .

b) Unabaseseria B ={(1,0,2),(0,1,-1)}
Dim A4=2

9) Elconjunto N sies un subespacio vectorial de M .
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

1 0 0 1 0 0

By = ) , ; Dim M =3
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1

By = , ; Dim N =2
0 -1 1 0

a) Elconjunto W sies un subespacio vectorialde R°.
b) Unabase seria B, = {(1, 0,2), (1, -1, 3)}

Dim W =2

Si consideramos a M ,,, como el conjunto de las matrices cuadradas de orden
dos sobre los reales, entonces:

a) Elconjunto 4 sies un subespacio vectorial de M, ,.
b) Elconjunto B no es un subespacio vectorial de M ,,,.

c) Elconjunto C sies un subespacio vectorial de M ,_,.

a) Paraestecaso, S sies un subespacio vectorial de V.

b) Enestecaso, S no es un subespacio vectorial de V.

El conjunto 4 N B = { (x, 2x, 3x)| xeR } , el cual si es un subespacio

vectorial de R° .

El conjunto /' si es un subespacio vectorial de P, .

Si c=—-11y d=0, el conjunto E es un subespacio vectorial de R* de
dimension 2.
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16)

17)

18)

Con estos valores para ¢ y d, el conjunto E se puede expresar como:

E:{(x,y,Z,W)|x=0, y+z=0; x’y’Z’WER}

otambién E = { (0, y, -y, w) | Y, we E{}
Una base del subespacio E seria:

B={(0,1,-1,0),(0,0,0,1)} .. DmE=2

a) Con a=1y a=-2, el espacio generado por el conjunto 4 es de
dimension dos.

b) Con a =1 y tomando al segundo y tercer vector del conjunto 4 como
una base, se tiene que:

L(A)z{(—y, X, —2x+y)|x, yeR}

Con a = -2 ytomando al segundo y tercer vector del conjunto 4 como
base, se tiene que:

L(A):{(—y, -2x, —2x+y)| X, y € R}

NOTA: En el inciso b) las respuestas no son unicas.

IR
a) B,= , basede N.
3 0 1 0

a) Elconjunto B siesunabasede P,.
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b) Blz{xz, x*+ x, x2+x+l} es una base de P, formada

unicamente con polinomios de segundo grado.

NOTA: La respuesta del inciso b) no es unica.

19) a) Los conjuntos A y B generan espacios de la misma dimension y esta

es igual a dos.

b) Los espacios generados por los conjuntos A y B son de la forma:
L(A){(a, b, 3a) |a, b e R}
L(B){(a b, -3a)|a, beR|
Por lo tanto, los conjuntos A y B no generan el mismo espacio vectorial.

20) Elconjunto B es linealmente independiente.

21) a) Los conjuntos 4y B si generan el mismo subespacio de R’y este

es de la forma:

L(Ad)=1L(B)={(a, b,—a=2b)]a, beR}

b) B={(10,-1), (0,1,-2)}
Dim L(A4)=2

NOTA: En el inciso b) la base dada no es unica.

22) a) u, v son linealmente independientes.

<
<
s

b) u, son linealmente dependientes.

<|
<
=

23) a) El conjunto dado es linealmente independiente.

b) El conjunto dado es linealmente dependiente.
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24) a) L(4)=P,, estoes, L(4)=P,={(ax’+bx+c)|a, b, ceR}
unabasede L(A4) es B, :{xz, X, 1}
L(B)={ax’+bx-a|a, beR|
unabasede L(B) es B, = {xz—l, x}

b) L(4A)NL(B)=P,NL(B)=L(B)
c) L(A)NL(B) siesun subespacio vectorial de P, .

NOTA: Las bases dadas en el inciso a) no son unicas.

25) a) Unabasees B, ={(1,0,-1,0), (0,1,-1,0), (0,0,0,1)}
Dim H =3

b) Unabasees B, ={(1,0,0,2), (0,1,-1,0)}
Dim W =2

o) HNW={(0,k,~k,0)|keR]

d) Unabasees By, ={ (0,1, -1,0)}
Dim HOW =1

26) a) Labase B esiguala: B = {2, 3+2x}
11 1
b) [P = -=, =
) [P, =(-2 1)

2 0
27) a) La matriz de transicién de labase B ala B' es Mg. = [ }

b) El vector de coordenadas solicitado es [ h(x) ] = (1, — % J




— Espacios vectoriales

-2 3
28) a) Llamatiz M5 es M} = [ ]
b)  El vector de coordenadas solicitadoes (v ), = (10, 7))

29) Elvector a solicitadoes @ = (0, 1)

r 1
| 2 2
30) a) M2 =
1 1
2 2

0 [2(0],=(-F. F)

-1 0
31) a) Lamatiz M) es M4 =
1 —1+1

b)  El vector de coordenadas pedidoes (i ), =(2i, —3-i)

32) Losvaloresde a, B y y pedidos son:

a =1, B =20 y y = —1
r . 1
2 2
33) a) M, = —% 2 %
L
L 2 2]
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34)

35)

36)

37)

38)

. {2 —1}
a) M, =
1 3
b) (v),=(5, -1)

a) L(AR):{(a,4a+7b,2a—3b)

a,beR}

b) L(AC):{(a, b,a—2b,a—b)T

a,beR}

¢) Una base del espacio renglén es:
Bp ={(1, 4, 2), (0,7, -3)} .. Dim L(AR):Z

Una base del espacio columna es:
Bo={(1,0,1,1)", (0,1, -2, -1)"} . DimL(4,)=2

d) Como ambos espacios son de igual dimension, entonces son isomorfos.

Unabasedel L(4g) es B, ={(1,2,0),(0,1,1)}
Unabasedel L(Bg) es B, ={(1,2,0), (0,1, -1)}

Como el primer vector de ambas bases es el mismo y el segundo vector de las
bases no son proporcionales, entonces podemos concluir que los espacios
renglon de ambas matrices son distintos.

a) L(M)= {(a, b, 5a-2b, —4a+3b )T‘ a,beR} ; Dim L (M )=2
b) Elrango de la matriz M esigual a dos.

R(M)=2

a) Elespacio VW es VﬂWz{(—k, 2k, 3k)‘ k e R} el cual

cumple con las dos cerraduras, por lo que V[ 1W es un subespacio de R3.
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b) Byaw =1{(-1,2,3)} .. Dim VNw =1

39) a) Con a =1 elespaciorenglon de la matriz B es de dimension uno.

b) VaelR con a#1 el espacio columna de la matriz B es de dimension
dos.

40) a) Con a=8 y b=06 elrango de la matriz C es igual a uno.

b) L(Cy) ={(a,2a,4a) aeR}

By = {(1’ 2’4)}

41) a) Losvaloresde x, y, z son:
x==-5, y=-1,z=2

b) Una base del espacio renglon de la matriz A4 es:

Be ={(1,-1,-3,6), (0,2, 4, -9)}

42) a) W(x)=0

b) El conjunto dado es linealmente dependiente.

43) a) Elconjunto A4 es linealmente dependiente.

b) Elconjunto B es linealmente independiente.

44) a) W(x)=0

b) Elconjunto A es linealmente dependiente.

45) W (x) = —senx

Como W( xo) # 0 para valores de x € ( —m, 0), entonces el conjunto
dado es linealmente independiente.
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46) a) W(x) = —mp

b) Como W(x)#0 Vxe (-m, n), entonces las funciones f, g,
son linealmente independientes.

47) Elconjunto H es linealmente dependiente.

48) Se tiene que W (x) = —4e** (k2 -1 ) con lo que si k== 1, entonces
W(x) = 0, con lo cual no se puede asegurar la independencia lineal del
conjunto G.

49) Si o + B # 0, entonces W(x) # 0, con lo cual las funciones [ y g

resultan linealmente independientes.




Capitulo 3

TRANSFORMACIONES LINEALES

Tl



— Transformaciones lineales

Transformacion

Sean V' y W espacios vectoriales definidos sobre el mismo campo K. La funcion
T:V — W recibe el nombre de transformacion vy, los espacios V' y W se llaman

dominio y codominio de la transformacion, respectivamente. Esquematicamente se
tiene:

Dominio Codominio

Transformacion lineal

Sean V' y W espacios vectoriales definidos sobre un campo K. La funcion
T:V — W se llama transformacion lineal si se cumplen las siguientes dos
propiedades:

Yu, velV y Vaek
1) T(u+v)=T(u)+T(V)

)

2) T(aw)=oaT(

<
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Recorrido y nucleo de una transformacion lineal

Sean V' y W espacios vectorialesy 7' : V' — W una transformacion lineal.

1) Se llama recorrido de T al conjunto de todas las imagenes de los vectores del

dominio, el cual se denota como T (V') vy es tal que:

2) Se llama nucleo de T al conjunto de vectores del dominio, cuya imagen es el

vector cero de W, el cual se denota como N(T) y es tal que:

N(T)={veV |T(v)=0,}

Teoremas

Si T:V — W esuna transformacion lineal, entonces:
1) T(0y,)=0,
2) T (V) esun subespaciode V.

3) N (T) esun subespacio de V.

4) Si B = { Vi, Vyseons Vp } es una base V', entonces el conjunto

G = { T(Vl), T(Vz) yoris I (Vn)} es generador del recorrido de T'.

5) Si V' es un espacio de dimensidn finita, entonces se cumple que:

Dim ¥ = Dim T (V) + Dim N (T)
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Ejercicio 3.1 Determine si la transformacion 7: P —» D, donde

a 0
P={ax+b|a,beR} y D= a, b e R
0 b
definida por:
f(0) 0
T(f)= ;, VYV feP
0 /(1)
es lineal.
SOLUCION:

Para que una transformacion sea lineal se deben cumplir las dos propiedades que
se senalan en la definicion de este concepto. Dichas propiedades se conocen
con los nombres de superposicion y homogeneidad, respectivamente, de acuerdo
con el orden en que aparecen en la citada definicion.

Verifiquemos si se cumplen estas propiedades:
1) Superposicion
V fi(x)=ax+b, f,(x)=a,x+ b, € P, setiene que:
T(fix ) =T(N)+T( 1)
sustituyendo f, y f, , tenemos:
T[(a1x+bl)+(a2x+b2)] = T(a1x+b1)+T(a2x+b2)

efectuando la suma del lado izquierdo de la igualdad y aplicando T del lado

derecho, tenemos:

b, 0 b, 0

T[(a1+a2)x+(bl+b2)]= 0 a + 0
170 27 0y
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aplicando T del lado izquierdo y sumando del lado derecho, se tiene:

b, +b, 0 b, +b, 0

cumple
2) Homogeneidad

V f(x)=ax+b y Vael

T(oaf)=aT(f)

de donde:

T[oc(ax+b)] = al(ax+b)

b 0
T[ocax+ocb] = o
0 a+b
ab 0 ab 0
0 oa+ab 0 oaa+ab
cumple

entonces podemos concluir que la transformacion 7T es lineal.

Ejercicio 3.2 Sea M el espacio vectorial real de matrices cuadradas de orden
dos con elementos realesy sea H : M — M una transformacion definida por:

H(A)=A4+A4" ; Y AdeM

Determine si H es una transformacién lineal.
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SOLUCION:
1) Superposicion

V A,BeM
H(A+B)= H(A)+ H(B)

(A4+B)+(A4+B) = (4+47)+ (B+B")

(A+B)+(AT+BT) (4+B) +(AT+BT)

. cumple
2) Homogeneidad

VAdAeM y V aekR
T(ad) = oaT(A4)

ad+(ad) = a(d+4")

ad + ad” = ad+oad’

. cumple

Entonces concluimos que H es una transformacion lineal.

Ejercicio 3.3 Dada la transformacion T : R® > P,, donde P, ={ax+b | a,beR },

cuya regla de correspondencia es:
T( a, b, c) = (a+b)x + (a—c) ; ‘v’( a, b, c) e R®
a) Determine si T es lineal.

b) Obtenga el recorrido y el nucleo de T'.

c) Dé una base y la dimensién del recorrido y del nucleo.
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SOLUCION:

a) Las dos propiedades de superposicion y homogeneidad que son necesarias
demostrar para determinar si una transformacion es o no lineal, se pueden juntar
en una sola expresion y, si esta se cumple, se puede concluir sobre la linealidad
de esta, como a continuacion se muestra.

VVI:(al,bl,cl), sz(az,bz,cz)e]R3 y VoelR

T [oc(al,bl,cl) + (az, b,, cz)} = ocT(al,bl,cl) + T(az,bz,cz)
de donde se tiene:
T[(oca1+a2,ab1+b2,ac1+cz)} =oc[(a1+b1)x+ (al—cl)}+[(a2+b2)x+(a2—cz)]

aplicando la regla de correspondencia de T del lado izquierdo y efectuando

operaciones y factorizando del lado derecho, se tiene:

[(oca1+a2) +(ocb1+b2)} x+[(aal+a2) - (acl+cz)] =

(aa1+0cbl)x+(aal—occl)+ (a2 + bz) x + (az—cz)

[(aa1+a2)+(ab1+b2ﬂx + [(aa1+a2)—(acl+c2ﬂ =

[(aa1+ a2)+ (ocbl+b2)}x+ [(ocal+ az) - (acl—i-cz)}

como se cumple la igualdad, entonces podemos concluir que la transformacion
T es lineal.

b) Para obtener el recorrido, se hara uso del teorema 4 enunciado anteriormente.
Tomemos entonces la base canodnica del dominio, esto es:

B={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)]
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de donde:
7(1,0,0) = x+1
T(0,1,0) = x
7(0,0,1) = —1

con lo cual el conjunto G = { x+1, x, —1} es generador del recorrido.

Es evidente que G es un conjunto linealmente dependiente ya que x+1 se

puede obtener como una combinacion lineal de los otros dos elementos del
conjunto. De acuerdo con esto, se puede llegar a que el conjunto C = { x,1 }

es una base del recorrido y, por lo tanto, se tiene que:
a(x)+b(1)=ax+b
con lo cual se llega a que el recorrido es:
T(]R3)={ax+b|a,be]R§}
Por otro lado, el nucleo se obtiene a partir de la igualdad:
T(a,b,c)=0x+0
de donde:

(a+b)x+(a—c)=0x+0

por igualdad de polinomios, se llega al sistema:

a+b =0 b =—a
3 {

c

Il
N

a-c=0

por lo tanto, el nucleo de la transformacion es:

N(T):{(a, —a,a)|ae]R}
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c) Una base del recorrido es:

Una base del nucleo es:
D={(1,-1,1)} .. DimN(T)=1
Obsérvese que el teorema 5 se cumple, ya que:
Dim T ( R’) + Dim N(T) =3

que es igual a la dimensién del dominio.

Nota: Cuando se traten los temas de transformaciones inyectivas, suprayectivas
y biyectivas e inversa de una transformacion, se retomaran los conceptos
de recorrido y nucleo.

Ejercicio 3.4 Sean el espacio vectorial real
P, = { ax® +bx* +cx+d |a, b, c,de IR}

y la transformacion lineal 7: R® — P, definida por:
T(a,b,c)z(a —2b)x3+(b+c)x2+(a +20)x +(a —b+c) ; ‘v’(a,b,c) e R’
a) Determine el nucleode 7' y su dimension.

b) Obtenga el recorrido de T y una de sus bases.

SOLUCION:

a) Para obtener el nucleo, se plantea el sistema:

a—2b =0

b+ ¢ =0
a +2¢c =0
a-b+c¢c =0




— Transformaciones lineales

Aplicando el método de eliminacion de Gauss, tenemos:

(<) [a-2b =0 a-2b =0 f[a=2b =0 ..(1)
. b+ c =0 (=1)(=2) b+ c=0 bte =0 ..(2)
] L, _ _
L ola +2¢=0 2b+2¢ = 0 0=0
sla-b+rc=0 LF b+ c=0 0=0

de las ecuaciones (1) y (2), se tiene:

a=2b

c=-b
si b =k, entonces:

a=2k

c=—-k

por lo tanto, el nucleo es:
N(T):{(Zk, ko k)| ke R}

Una base del nucleo es:

Dim N (T) =1

b) Para obtener el recorrido de T', se obtendran las imagenes de los elementos de
la base canonica del dominio y a partir de estas imagenes y haciendo uso de un
isomorfismo, se obtendra una base del recorrido aplicando los conceptos
estudiados en el tema de espacio renglén y columna de una matriz.

Consideremos los siguientes isomorfismos:

f(ax3+bx2+cx+d):(a, b, c,d)

f‘l(a, b, c, d)zax3+bx2+cx+d




— Transformaciones lineales

entonces, la regla de correspondencia de T se puede expresar como:
T(a, b, c) = ( a—-2b, b+c, a+2c, a-b+c )

obteniendo las imagenes de los elementos de la base candnica, tenemos:

T(1,0,0)=(1,0,1,1)
7(0,1,0)=(-2,1,0, -1)
7(0,0,1)=(0,1, 2, 1)

formando una matriz que tenga por renglones las imagenes obtenidas, se tiene:

1 0 1 1

-2 1 0 -1

escalonando esta matriz, obtenemos:

) 1 0 1 1 1 0 11 1 0 1 1

+
-2 1 0 -1 ~ (- 0 1 21|~ 0o 1 21

por lo que una base del recorrido es:

By ={(1,0,1,1), (0,1,2,1)}
Aplicando el isomorfismo inverso f‘1 a los vectores de la base, tenemos:
F7(1L,0,1,1) = x* +x+1

F7(0,1,2,1)= x> +2x + 1




— Transformaciones lineales

Por lo tanto, la base del recorrido en términos de polinomios es:
BRz{x3+x+1, x2+2x+l}
Al generar el recorrido a partir de esta base, se tiene:
a(x3 +x+1)+b(x2 +2x+1) = ax’ + bx’ +(a+2b)x+(a+b)
Por lo tanto, el recorrido es:

T(]R3):{ax3+bx2+(a+2b)x+(a+b)

a,b,eR}

Ejercicio 3.5 Sea 7: R’ — R’ una transformacién definida por:
T(c_z):Comp.Vect.Bc_z s VaeR vy I;:(l, 0,-1)

a) Determine sila transformacion T es lineal.
b) Obtenga el nicleo de 7', una de sus bases y su dimension.

c) Determine la dimensién del recorrido.

SOLUCION:

a) Laregla de correspondencia de la transformacion, corresponde al concepto de
componente vectorial de un vector sobre otro, cuya formula es:

Comp. Vect. 5 a =

VVeamos ahora si esta transformacion es lineal:




— Transformaciones lineales

1) Superposicion

= = 3
Va, a, eR

T(c71+c_12) = T(El)+T(a_2)
AL R B
|5 |5 |5

de donde:

2) Homogeneidad

VaeR vy VaekR

(ac_z)-l;];: (ac?)-l;l;
5] 5]
.. cumple

Con lo cual podemos concluir que la transformacion T es lineal.




— Transformaciones lineales

b) Expresemos ahora la regla de correspondencia de la transformacion T de la
siguiente forma:

si a=(x,y,z) y b=(1,0, -1), entonces:

T(J):E_'2 b
a
sustituyendo
T(x,x,z):(x,x,z)o(l,Oz,—l) (1,0, 1)
[(1,0,-1)]
como |(1, 0, —1)|:\/5,entonces:
T(x,y,z)z x;Z(l,O,—l)
T(x,y,Z): (x;z, 0’ —x;zj

para obtener el nucleo 7, hacemos que:
(X_Z, O’ _x+Z):(O,O’O)
2 2

por igualdad de vectores, se llega a:

> =0 x—z =0 X—z =
= =
—*rI o Cx4z=0 0=0
2
de donde:

Como "y" no interviene en el sistema, entonces puede tomar cualquier valor,
estoes y = k,, conlocual elnicleode T es:

N(T)={ (K, ks k)| Kys Ky € RY




— Transformaciones lineales

una base del nucleo es:
By ={(1,0,1),(0,1,0)}
Dim N(T) =2

c¢) Como la dimension del dominio es igual a la dimension del nucleo mas la
dimension del recorrido, esto es:

Dim R* = Dim N (T ) + Dim 7 (")

3 =2+ DimT(R3)
por lo tanto, la dimension del recorrido es:

DimT(R3):1

Matriz asociada a una transformacion lineal

Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension n y m, respectivamente, y

sean 4 :{171, Vysuers Vn} y B :{wl, Wyyiins Wm} bases de dichos espacios.

Si T: V — W es una transformacion lineal, existe una matriz anica M3 (T), de

orden mxn , tal que:
My (T)(v),=[T(v)], s Vvver

Las 7 columnas de la matriz M4 (T), llamada matriz asociada a 7', son los
vectores de coordenadas en la base B, de las imagenes de los vectores de la
base A, estoes:

vi(ry=[[r(w)], [r(7)], - [7(7)], ]




— Transformaciones lineales

Teorema

Sea V' un espacio vectorial de dimensién n. La matriz asociada a la transformacion

identidad I: V' — V', referida a cualquier base de V' es la matriz identidad I ,.

Teorema

Sean T: V — W una transformacién lineal y 4 y B dos bases de V' y W,

respectivamente. El rango de la matriz asociada M (T) es igual a la dimension

del recorrido de 7', esto es:

R My (T)]=DimT (V)

Ejercicio 3.6 Sean los espacios vectoriales

Pzz{ax2+bx+c|a,b,ceR}

a,b,ce]l{}

Ambos definidos sobre el campo real, y sea la transformacion lineal 7: P, - M

definida por:

a+c 3b
T(ax2+bx+c)[

; Ya,b,celR
3b a-c

Obtenga la matriz asociada a la transformacion T'.




— Transformaciones lineales

SOLUCION:

Para obtener la matriz asociada a la transformacién, se requiere una base del
dominio y una del codominio. Consideremos las bases:

1 0

T(x2)=
_0 1_
o .

T(x) =
_3 0_
1 0

T(1) =
0 -1

Obteniendo los vectores de coordenadas de estas imagenes referidas a la
base B, tenemos:

Al realizar las operaciones correspondientes y por igualdad de matrices,
facilmente puede llegarse a:

= (1,0,1)

B




— Transformaciones lineales

En forma analoga con las otras dos imagenes, se llega a:

0 3 1 0 0 1 0 0
N RL PR LI N
3 0 0 0 1 0 0 1

1 0
=N HO § ”Bz(l, 0, 1)

Con lo cual, la matriz asociada a la transformacion viene dada por la disposicion
en columna de dichos vectores de coordenadas, esto es:

[Sm—
S
—_

Ejercicio 3.7 Sea la transformacién lineal H: R’ — R°, definida por:
H(x, v, Z) = (2x+z, —y+z, —4x—y—z) ;v (x, v, z) e R’

Obtenga la matriz asociada a la transformacion H referida a la base candnica de
R*.

SOLUCION:

Como se sabe, la base candnica de R® es:

B={(1,0,0), (0,1, 0), (0,0, 1)}




— Transformaciones lineales

Las imagenes de sus elementos son:

~
—_
[E—
S
S
~
Il
—
[\
e
|
N
~

Los vectores de coordenadas de las imagenes vienen dados por:
(2, 0, —4) =, (1, 0, 0) +a, (0, I, O) + o, (0, 0, 1)

Realizando las operaciones correspondientes y mediante la igualdad de vectores,
se llega a:

[ (2,0, -4)] =(2, 0, -4)

En forma similar, facilmente se puede llegar a:

2 0 1
Mz(H)=| 0 -l 1
-4 -1 -l

Obsérvese que las columnas de la matriz asociada a la transformacion H, son

precisamente las imagenes de los vectores de los elementos de la base
canoénica.

En general, cuando se obtenga la matriz asociada a una transformacion lineal
del tipo 7: R"™ — R", sera suficiente con obtener las imagenes de los
elementos de la base candnica del dominio, y dichas imagenes disponerlas
como columnas para llegar a definir la matriz asociada a la transformacion.




— Transformaciones lineales

Ejercicio 3.8 Sea la transformacion lineal 7: P — M, donde:

a b
a,b,ceR} y M=
b ¢

Obtenga lamatriz M 4 (T) asociada a la transformacion:

P:{ax2 +bx+c

T(ax2+bx+c): ; YV ax*+bx+tceP

referida a las bases:

A:{x, x2+x,x2—1} y B = 5

SOLUCION:

Como se ha procedido en los ejercicios anteriores, obtengamos primero las
imagenes de los elementos de la base del dominio:

10
T(x) =
0 1
) -1
T(x2+x):
-1 1
)
T(xz—l) =
-2 0

Obtengamos ahora los vectores de coordenadas en la base B de cada una de
las imagenes obtenidas:




— Transformaciones lineales

1 0 1 1 [0 1 1 0
= o, + B, + v
0 1] 1 1 1 0 0 0

1 0 | [ o, +7, OL1+[31 |

a,+ B, oy

por igualdad de matrices se llega al sistema:

o, +y, =1 o, =1
a,+B, =0 = B, = -1
o, =1 y, = 0

por lo tanto, el vector de coordenadas buscado es:

1 0
[

Considerando la segunda imagen, se tiene:

{2 —1] {1 1} {0 1} {1 O}
= Q, + B, + 7,
-1 1 1 1 1 0 0 0

de donde se llega al sistema:

o,+y, = 2 o, =1
oL+p, =-1 = p, =-2
o, = 1 v, =1

2 -1
(3w




— Transformaciones lineales

Tomando la tercera imagen, se tiene:

de donde se llega al sistema:

o, +y; =1 o, =0

T as+p; =-2 = B, =-2

L oy = 0 v, =1
I -2
= (0, -2, 1)
-2 0

B

Con lo cual, la matriz asociada M 4 (T') solicitada es:

11 0
My(T)=|-1 -2 -2
o 1 1

Ejercicio 3.9 Sea 7: R* — R* una transformacion lineal cuya matriz asociada

referida a cierta base B = { Vi, Vy, Vi, \74} es igual a:




— Transformaciones lineales

Obtenga la matriz asociada a esta transformacion 7' referida a la base:

SOLUCION:

a) Como se sabe, la matriz Mg(T) tiene como columnas los vectores de

coordenadas en la base B, de las imagenes de los elementos de la misma
base B, estoes:

ﬂ
~
I
~

S~
[se]
Il

(1, 3, 2, 1)

~
~
<l
&
~
Il
—
[\
()
9]
[\
~—

=

&

— —_ —_ —_
~
~
=I
w
N

~
~

<l
N
~

&

Con estos datos se tiene que:

T(¥,) =9 +3v,+2v,+7, (1)
T (¥,)=2v,+5v,+27, . (2)
T(¥,)=-v,+3v,+7, . (3)
T (V) =9 +2v,+v,+37, o (4)

I : , . B .
En este inciso nos piden obtener la matriz asociada Mgl (T), considerando

que la base B, ={ Vi, Vi, V,, V, } Como ya tenemos las imagenes de los
elementos de B,, lo que nos queda por hacer es obtener los vectores de
coordenadas, en la base B,, de dichas imagenes.




— Transformaciones lineales

De (1), se tiene que:

Vv, 3V, + 2V, + Vv, = oV, O,V 0V, oY,

por igualdad, se llega a:

de (3), se tiene que:

-V, +3vy + vy =By, + By + By, + By,

de donde se tiene:

de (2), se tiene que:
2ViH 5V + 2V, =y VYLV YV, Y
de donde se obtiene:

(7(%)), =(2, 50, 2)

1
de (4), se tiene que:

Vv, +2v, + v, +3v, =90,v, +d,v; +0,v, + 06,0V,
finalmente, se llega a:

(7(v)), = (11 2 3)

Al disponer en columnas los vectores de coordenadas obtenidos, se llega a la
matriz solicitada.




— Transformaciones lineales

b) Para obtener Mﬁ: (T) se procedera de la misma forma que en el inciso

anterior, esto es, se obtendran las imagenes de los elementos de la base B, y
posteriormente, se obtendran los vectores de coordenadas, en la base B,, de
dichas imagenes.

Se tiene que la base B, es:
B, ={ ¥, Vi+V,, V+V,+Vy, V4V, 4T+,
Obteniendo las imagenes de los elementos de esta base, se tiene:
T(%)=" +3v,+2¥ +7, .. (5)
Que corresponde a la expresion (1) del inciso anterior.

Para el segundo elemento de B, y teniendo en cuenta que 7T es una
transformacion lineal, tenemos:

T(v,+v,) =T(%)+T(%,)
sustituyendo (1) y (2):
T (v +v,) = (¥ +37, + 2, + v, )+ (2, + 5V, +27,)
T (¥, +7v,) =3% +3v, + 79y + 37, ... (6)
Para el tercer elemento de B, , se tiene:
T(V, +v, +% ) =T (%) +T(v,)+T(¥)
sustituyendo (1), (2) y (3):
T (% +7,+7y )=(7 +37, + 20, +7, )+ (27, + 57, + 27, )+ (v, +3V,+7, )
de donde:

T(v1+v2+v3): 37, + 27, + 107, + 47, i (7)




— Transformaciones lineales

Para el cuarto elemento de B,, tenemos:
T(v +v, +V,+, )=T(¥%)+T(v,)+T(%)+T(v,)
sustituyendo (1), (2), (3) y (4):
T(v,+v, +7, +7, ) = (¥, +3v, +2v, + 7, ) + (29, +5v, +2¥, ) +
(=7, +37, +7, ) + (¥, +27, + 7, +3%,)
de donde:

T(vl+vz+v3+v4):4vl+4\72+11v3+7v4 <. (8)

Obtengamos ahora los vectores de coordenadas, en la base B,, de las
imagenes obtenidas:

Para (5), tenemos que:
Vi3V, 2V 4V, = oy (V) oy (V) ooy (T T, )
a, (v +V, + 7, +7,)
desarrollando el lado derecho y factorizando, tenemos:
v, +3v, +2v, +v, = (OL1+0L2+0L3+OL4)171+ (oc2+0c3+a4)\72+
(oc3+oc4) \_/3+(OL4) v,
de donde se llega al sistema:
o, +a,+a;+o, =1
o, +oa;+a, =3

o, +o, =2

o, =1




— Transformaciones lineales

al resolver el sistema, se llega a:

o, =1, o, =1, o, =1 y o, =-2
por lo tanto, el vector de coordenadas es:

(T(vl))B2 = (-2, 1,1, 1)

Para (6), tenemos que:

39, + 39, + Ty 37, =B, (V) + By (W + 7, ) + By (7, +7, + 75 )+
By (V) +7, +v; +7,)

de donde:

39, 437, + 77, +37, = (B, +B, + By + By ) 7, + (B, + B, +B, )V, +
(Bs By ) vy +(Bs) W,

para este caso, el sistema es:

By +PB,+Bs+B, =3
B, +Bs+P, =3
By +B, =7
B4:3
al resolverlo, se llega a:
B,=3, By =4, B,=-4 y B, =0

con lo cual el vector de coordenadas es:

(T(171+172))B = (0, -4, 4, 3)

2




— Transformaciones lineales

Para (7), tenemos que:
39, 20, 107, + 47, = v, (V) + 7o (V47 ) +y5 (W + 7, 7, )+
V(W 7, + 75+,
ahora, el sistema seria:
VitV Y3 +ys =3

Yo+ Y3 +7Y, =2

Y;+7v, =10

vy =4
al resolverlo, llegamos a:

Ye=4, T3 =6, v,==8 'y 1, =1
por lo tanto, el vector de coordenadas es:

(T(171+\72+\73)) = (1, -8, 6, 4)

B,
Finalmente, para (8) tenemos que:
4V, + 4V, + 110y + Ty, =8, (¥, )48, (¥, + 7, ) + 85 (¥, + 7, + ¥y )+
S, (¥ +vy +7; +7,)

el sistema seria:
0, +d,+0,+9d, =4

0, +0,+9, =4

d; +9,

Il
[u—
—

5, =7




— Transformaciones lineales

cuya solucion seria:

entonces, el vector de coordenadas es:

(T(% +7 +v 47, )) =(0,-7,4,7)

B,

Disponiendo en columnas los vectores de coordenadas obtenidos, se llega a que

la matriz Mﬁz (T) es:

Ejercicio 3.10 Sea la transformacion lineal 7: P, — P,, donde:
P, = { ax’*+bx+c | a, b, c € ]R}

Si se sabe que:
T(x*+1) =1

T(x2+x) = x’—x+1

2
2x°—x

T(2x—1)

obtenga la regla de correspondencia de T .

SOLUCION:

Para resolver este ejercicio se seguiran dos caminos distintos.




— Transformaciones lineales

METODO 1:

Lo primero que resulta conveniente determinar es si el conjunto formado por los
tres vectores, de los cuales conocemos sus imagenes, resulta ser una base del

dominio.

Dado que el espacio P, es de dimension tres, entonces el conjunto
{x2+1, x2+x, 2x—1} sera una de sus bases, si se demuestra que es
linealmente independiente. Para ello, sera suficiente formar un determinante con
los coeficientes de los polinomios vy, si este es diferente de cero, entonces el

conjunto es una base de P, . Se tiene, por tanto, que:

1 0 1
1 1 0 |=1#0
0 2 -1

Entonces, el conjunto dado es una base de P, .

De lo anterior sabemos que, cualquier vector de P, puede ser expresado como
una combinacion lineal de los elementos de dicho conjunto. Tomemos entonces

un vector genéricode P, .
Sea ax’+bx+c € P,. Setiene que:
2 2 2
ax +bx+c:ocl(x +1)+0L2(x +x)+oc3(2x—l) .. (a)
realizando operaciones y factorizando en el segundo miembro, tenemos:

ax’+bx+c = (ocl+0c2)x2+ ((x2+2(x3)x + (ocl—oc3)




— Transformaciones lineales

por igualdad de polinomios se llega al sistema:

o, +0a, =a

o, +2a; =b

Aplicando el método de eliminacion de Gauss para obtener la solucién del
sistema, tenemos:

-

(-1)| a, +a, =a o, +a, = a
o, +20, =b ~ (1) 5 o, +20, =b ~
+ -+

o, + o, =a - (1)
o, +2a; =b - (2)
| o, =-a+b+c .. (3)
sustituyendo (3) en (2):
o, +2(—a+b+c)=5b
de donde:
o, =2a-b-2c o (4)

sustituyendo (4) en (1):

o, +(2a-b-2¢c)=a = o,=—a+b+2c .. (5)




— Transformaciones lineales

Aplicando 7' en ambos lados de la expresion (a), tenemos:
T (ax2 +bx+c) =T [()Ll(x2 +1) +0c2(x2 +x) +0L3(2x—1)J

Dado que T es una transformacion lineal, entonces la expresion anterior se
puede escribir como:

T(ax2+bx+c) = oclT(x2+l) +oc2T(x2+x) +ayT(2x-1)
del enunciado sabemos que:
T(x*+1) =1
T(x2+x) = x?—x+1
T(2x-1)=2x"-x
sustituyendo, tenemos:
T(ax® +bx+c)=a,(1)+a,(x* —x+1)+a,(2x" -x)
sustituyendo ahora (3), (4) y (5), tenemos:
T(ax2+bx+c):(—a+b+2c)(1)+(2a—b—2c)(xz—x+1)+(—a+b+c)(2x2—x)
desarrollando los productos:

T (ax2+bx+c)=(—a+b+2c)+(2ax2—2ax+2a—bx2+bx—b—2cx2+20x—20)

+(—2ax2 +ax+2bx*—bx + 20x2—cx)




— Transformaciones lineales

al agrupar y factorizar, se tiene:
T(ax2+bx+c)= (2a-b-2c-2a+2b+2c)x* +(2a+b+2c+a-b-c)x
+(—a+b+2c+2a—b—2c)
finalmente, se llega a:
T(ax2+bx+c) = bx2+(c—a)x+a

Que es la regla de correspondencia de T solicitada.

METODO 2:

Del enunciado, se tiene que:

T(x2+1) =1

T(x2+x) xP-x+1

2
2x° — x

T(2x—1)

Dado que T es una transformacion lineal, entonces lo anterior se puede expresar

como:
T(x*)+T(1) =1 -(6)
T(x*)+T(x)=x"-x+1 (7)
2T (x) - T(1) = 2x* —x ..(8)

de (6) y (7), se tiene que:

~
—
[
~
Il
—
|
~
—_—
=
¥
P

...(9)

T(x) = (xz—x+1)—T(x2) ...(10)




— Transformaciones lineales

sustituyendo (9) y (10) en (8), tenemos:

Z[xz—x+1—T(x2)}—[I—T(xz)] = 2x% —x
2x7 - 2x+2-2T(x7) - 1+T(x7) = 2x° —x
de donde:
~T(x7)+2x7 =2x+1 = 2x7 —x
T(x*) = —x+1 .. (11)
sustituyendo (11) en (9), se tiene:
T(1)=1—(—x+1)
T(1)=x e (12)

T(x)=x’ o (13)

Por otro lado, si aplicamos 7' al polinomio ax> +bx +c y teniendo presente
que T es lineal, entonces se tiene que:

T(ax2+bx+c) =a T(xz) +b T(x)+c T(l)
sustituyendo (11), (12) y (13), tenemos:
T(ax2+bx+c) = a(—x+l)+b(x2)+c(x)
T(ax2+bx+c) = bx2+(c—a)x+a

Que resulta ser la misma regla de correspondencia que se obtuvo por el método 1.




— Transformaciones lineales

Ejercicio 3.11 Para la transformacion lineal 7: R*> — R’ se tiene que:

2 -l
My(T)=| 1 0
L -1 1_
donde:
A={(1,—1), (—1,2)} es una base de R’
B={(1,0,1), (-1,1,0),(0,1,2)} es una base de R’

Determine la regla de correspondencia de la transformacion 7T .

SOLUCION:

Para resolver este ejercicio, se hara uso de la expresion:

M3(T)(v),=[T(¥V) ], e (1)

que viene dada en la definicion del concepto de matriz asociada a una
transformacion lineal. En esta expresion, el vector v representa un vector
cualquiera ( x, y ) deldominiode T, estoes: v = (x, y).

Como el conjunto 4 es una base de R?, entonces el vector (x, y) puede
ser expresado como una combinacion lineal de los elementos de A4, esto es:

(x, ¥) =a,(1, -1) +a,(-1, 2)

de donde surge el sistema:
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al resolver este sistema, se llega a:
o, =2x+y
o, =x+Yy
Con lo cual, el vector de coordenadas de v referido a la base 4 es:
(V)A = (2x+y, x+y)

sustituyendo M 3 (T) y (V) , enlaexpresion (1), tenemos:

A
2 -1 5
+
(7(v)] =| 1 0 { ' y}
B +
-1 1 ¥ 4
de donde:
[ 4x+2y—x—y | [3x + |
[T(?)]B = 2x+y = |2x+y
- 2x-y+x+y | | —x ]

entonces, el vector de coordenadas de laimagen de v referido a la base B, es:

[T(V)] =(3x+y, 2x+y, —x)

B

Con este vector de coordenadas y la base B, se tiene que:

T(x,y):(3x+y)(1, 0,1)+(2x+y)(—1, 1,0)+(—x)(0, I, 2)

T(x,y)=(3x+y, 0, 3x+y)+(2x-p,2x+y,0)+ (0, -x, 2x)

finalmente:

T(x,y)=(x, x+y, x+y)
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Algebra de transformaciones lineales

Adicion y multiplicacion por un escalar

Sean V y W dos espacios vectoriales definidos sobre un campo K, y sean
T:V ->W y H:V — W dos transformaciones lineales.

1) La suma 7' + H de Ty H es una transformacion lineal
de V en W definida por:

(T+H)(v)=T(V)+H(v); VveV

2) El producto de un escalar a € K por la transformacion T es una
transformacion lineal de V' en W que se denota con a I y se define como:

(aT)(V)=0oalT (V) ; VVveV

Composicion

3) Sean T: U —>V y H: V - W dos transformaciones lineales. La
operacion H o T es una transformacion lineal de U en W definida por:

(HoT)(u)=H|[T(u)] : YuaU
La operacién composicion puede representarse graficamente de la siguiente forma:

14

U T H w

HoT
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Propiedades de las operaciones con
transformaciones lineales

Propiedades de la adicion y la multiplicacion por un escalar

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un campo K y sean las transformaciones
lineales:
T:V > W
R:V > W
S:V - w
Se tiene que:
1) T+R =R+T
2) (T+R)+S =T+(R+S)
3) a(BpT)=(ap)T ; VYV a,Bpek
4 (a +B)T =al + BT ; VYV a,Pek
5) a(T + R)=0ol +aR ; V aekK

Propiedades de la composicion de transformaciones lineales

Sean U, V, W y X espacios vectoriales sobre un campo K y sean las
transformaciones lineales:

T: U > TV
R: U > T
H: W > X
S: V> Ww
F: V >Ww

Se tiene que:

1) Ho(SoT )=(HoS)oT

2) o(SeT)=(aS)oT=So(al) ; V ae K
3) So(T+R)=(SeoT )+(SeoR)

4 (S+F)olT=(SoT )+(FoT)




— Transformaciones lineales

Teoremas

Sean V' y W dos espacios vectoriales definidos sobre un campo K,y sean
Ay B bases de V' 'y W, respectivamente. Si 7'y H son dos transformaciones
lineales cualesquierade J en IV, entonces:

1) My (T+H)=Myz(T)+ My(H)
2) My (aT)=aMy(T) ; Vaek

Sean U, V' 'y W tres espacios vectoriales definidos sobre un campo K, y sean

A, By C basesde U, V' 'y W, respectivamente.
Si 7:U -V y H:V — W son dos transformaciones lineales, entonces:

3) ME(HoT)=Mb(H)M}(T)

Ejercicio 3.12 Dadas las transformaciones lineales:
T: R? > R*> donde T (x,»)=(-x,2x-3y)
S: R*> > R? donde S(x,y)=(x-y, 3y)
Obtenga el vector v, tal que:
(SoT)(¥)=(-1.1)

SOLUCION:

Considerandoa v = (x, y), entonces se tiene que:

(SeT)(xy)=S[T(x»)]=(-1.1)

de donde:
S(-x, 2x-3y)=(-1,1)
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aplicando la regla de la transformacién S, tenemos:
[ —x—(2x -3y ), 3(2x -3y )] =(-1,1)

simplificando, se tiene:
( -3x+3y, 6x—9y) = (—1, 1 )

por igualdad de vectores se llega al sistema de ecuaciones:

-3x + 3y = -1
6x —9y =1
cuya solucion es:
2l
3 Y73
con lo cual el vector v es:
_ ( 2 1 j
v=| —, —
33
X 0
Ejercicio 3.13 Sea el espacio vectorial M = x, yeR
0
las transformaciones lineales:
x+y 0
H:R?>—>M dadapor H(x,y) = ; V (x,y) e R?
0

S: R* > R? dada por S(x,y) = (—x,O) ;v (x,y)e]R{2

Determine la regla de correspondencia de la transformaciéon 7 : M — R?, tal que:

[ZS +(TOH)](x,y):(0,y)
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SOLUCION:

Partiendo de la expresion dada, tenemos:
|25+ (ToH) | (x v)=(0.)
de donde se tiene:
2S(x, y)+(ToH)(x,y)=(0, y)
Despejando:
(ToH)(x,y)=(0,»)-25(x,p)
aplicando §, tenemos:
(ToH)(x,y)=(0, y) -2(-x,0)

(TOH)(x,y):(2x,y) . (1)
Por otro lado, en términos de matrices asociadas sabemos que:

M(T)M(H)=M(ToH)

Siempre que las matrices asociadas estén referidas a bases candnicas o bases
naturales.

Esta ecuacion resulta ser una ecuacién matricial, de la cual podemos
despejar M (T ), esto es:

M(T)M(H)M ' (H) = M(ToH)M ™" (H)
de donde se tiene:
M(T)=M(ToH) M~ (H) .. (2)

Para obtener M (T ), necesitamos obtener las matrices asociadas de
(ToH)y de H.
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Si aplicamos isomorfismo, podemos expresar a la transformacion H como:

0 b

H(x,y)=(x+y, y); aplicando f{{a O]]=(a,b)

Considerando la base canodnica, tenemos:

1 1
= M(H):{ } e (3)

Por otro lado, considerando la expresion (1), tenemos:

(ToH)(1,0)=(2,0)

(ToH)(0,1)=(0,1)

de (3), se obtiene que:

Ml(H):ll _1] .. (5)

de donde:

Como la transformacion 7: M — R?, entonces mediante el isomorfismo

podemos lograr que T : R* — R?, con lo cual se puede expresar:

2 -2 X 2x -2y
T(x,y):lo I}L}:
y
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esto es:
T(x,y)=(2x-2y, y)

Finalmente, aplicando el isomorfismo inverso, tenemos:

T =(2x—2y,y)

Ejercicio 3.14 Si M (T), M (S) y M (H) son las matrices asociadas a las

transformaciones lineales 7', S y H respectivamente, donde:
T: R’ 5> R?, S:R* 5> R* y H:R*>>5 R’

y sus matrices asociadas son:

11
0 0 1 120

M(T)= , M(S)= , M(H)=| 2 -1
100 003

0 2

obtenga la regla de correspondencia de la transformacion:

(3TOH+ SoH)(x,y)

SOLUCION:

Antes de iniciar con la solucién del ejercicio, es conveniente hacer la siguiente
aclaracion:

Cuando en una matriz asociada a una transformacién no se especifican las bases
a las cuales esta referida y los espacios vectoriales sobre los cuales actua la
transformacion son del tipo R", como las matrices asociadas dadas en este
ejercicio, entonces se debera entender que dichas matrices asociadas estan
referidas a las bases candnicas del dominio y del codominio de la transformacion.
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Las operaciones (3ToH + SoH) pueden ser expresadas en términos

matriciales de la siguiente forma:
SM(T)M(H) + M(S)M(H)
con lo cual se tiene que:
M(3ToH + SoH)=3M(T)M(H)+ M(S)M(H)
si factorizamos M (H), tenemos:
M(3ToH + SoH) =[3M(T)+ M(S)]|M(H)

sustituyendo las matrices asociadas se tiene que:

1 1
0 0 1 12 0

M (3ToH+SoH)=|3 + 2 -1
I 0 0 0 0 3

0o 2

12 3
M (3ToH + SoH ) = 2 -1
30 3

5 5
M (3ToH + SoH ) =
39

Con lo cual, si se obtiene la imagen de un vector cualquiera ( X,y ) por medio
de la matriz asociada, se tiene que:

5 5 X Sx + 5y
M (3ToH + SoH )(x,y) = =
3 9 y 3x + 9y

Por lo tanto, la regla de correspondencia buscada es:

(3TOH + SoH)(x, y) =(5x+5y, 3x+9y)
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Transformaciones lineales inyectivas, suprayectivas y biyectivas

1) Transformacion inyectiva: Una transformacion lineal es inyectiva, si y solo si, el
nucleo de dicha transformacién es de dimensién cero.

2) Transformacion suprayectiva: Una transformacion lineal es suprayectiva, si y solo

si, la dimension del recorrido es igual a la dimensién del codominio, o bien, si la
dimension del nucleo es igual a cero, entonces la transformacion sera
suprayectiva, si la dimension del dominio es igual a la dimension del codominio.

3) Transformacion biyectiva: Una transformacion lineal es biyectiva, si y solo si, es

inyectiva y suprayectiva, es decir, si la dimension del nucleo es igual a cero y la
dimensioén del recorrido es igual a la dimensién del codominio.

Inversa de una transformacion lineal

Sea T: V — W una transformacion lineal. La inversa de 7 es una transformacion

lineal T~ ': W — V', para la cual se cumple que:
1) 7 'oT =1,
2) ToT '=1,

Donde I, e I, son transformaciones identidaden V' y W, respectivamente.

Graficamente:
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Teorema

Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension finita, 7: V' — W una
transformacion lineal y A4, B basesde V' y W, respectivamente:

1) 7' existe,siysolosi, M5 (T ) esnosingular.

2) Si T existe, entonces [Mg(T)J_I:Mf;(T_l).

Propiedades de la transformacion inversa

Sean U,V y W espacios vectoriales sobre un campo K y sean
T:U—->V y R:V—>W dostransformaciones lineales biyectivas. Se tiene que:

1) T~ esunica

2 (1) -

3) (RoT) ' =T 'oR™'

4) (aT)™ éT"l ; YVaeK con a#0

Ejercicio 3.15 Sea la transformacion lineal 7: M — P, definida por:

a b ~ ' a b
TL[b a}]—(d—b)x+(a+b),‘v’[b a}eM

a,be]R} y Plz{ax+b|a,be]R}

a) Determine si T' es biyectiva.

b) De ser posible, obtenga la transformacioén inversa T -1
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SOLUCION:

a)

b)

Obteniendo el nucleode T'.

Al igualar a cero el recorrido, se genera el sistema de ecuaciones:
a-b =0
a+b=20

cuya unica solucion es:

de donde el nucleo de T es:
N(T)={0} = DimN(T)=0
con lo cual podemos concluir que 7' es inyectiva.

Por otro lado, se puede apreciar que el dominio y el codominio de 7" son
espacios de dimension dos, y como el nucleo es de dimension cero,
entonces T' es suprayectiva. Al ser T inyectiva y suprayectiva, entonces T

es biyectiva.

Como T result6 ser biyectiva, entonces T 1 existe.

Para obtener T_l, primeramente transformaremos los espacios vectoriales

M y P, aespacios del tipo R", mediante dos isomorfismos.

Como M y P, son espacios vectoriales de dimension dos, entonces son

isomorfos a R . De acuerdo con esto, podemos plantear los isomorfismos:
a b ( )
f =(a,b
b a

g (ax+ b) =(a,b)
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con lo cual la regla de correspondencia de 7 quedaria como:
T(a,b)=(a-b, a+b)
Obteniendo la matriz asociadaa 7 con la base candnica, tenemos:

T(1,0)=(1,1)

1 -1
= M(T)=
T(0.1)=(-1,1) Lot
de donde se tiene que:
1 1 I 1 ,
[M(T)} =5 =M (17"
-1 1
a partir de esto, tenemos que:
[ e ";b
T_l(a,b):— =
11 b —a+b
2

esto es:

T—l(a, b) = (a;—b’ b;a}

aplicando los isomorfismos inversos y tomando en cuenta que T B> M,

tenemos:
[ a+b b—a |
2 2
T (ax+b) =
b—a a+b
2 2
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Ejercicio 3.16 Sea 7: P, > P,, donde P, ={ax+b|a, beR |,

una transformacion lineal tal que:

es su matriz asociada referida a las bases:
A={2x,3} y B={x,x+3}
del dominio y codominio respectivamente.

a) Determine si la transformacion 7' es biyectiva.

b) Obtenga, si existe, T

SOLUCION:

a) Dado que Det ( Mj; ( T) ) = 2, entonces podemos garantizar que:

[ My (T) }_1 existe

-1
Como M° (T_l) = [M;‘(T)] , entonces T~ ' existe, por lo que

podemos asegurar que 1 es biyectiva.

2 —4 roa
b) Como M, (T) = — Mﬁ(T‘l):E
0o 2

Para obtener la regla de correspondencia de T 1 se procede de la siguiente
forma:
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Obtengamos primero el vector de coordenadas de un vector cualquiera ax + b

de P,, referido alabase B.
ax+b = a(x)+[3(x+3)
ax+b = (a+[3)x+ 3B
por igualdad de polinomios:
a+P =a

B=b = B=§

sustituyendo en la primera ecuacion, se tiene:

al multiplicar este vector de coordenadas por la matriz Mﬁ ( 7! ) , lo que

se obtiene es [ 7! (ax+b) }A , entonces:

w | o

por tanto:
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de donde:

con este vector de coordenadas y la base 4, se tiene:

T_l(ax+b) ath

T_l(ax—i-b) (a+b)x+b

Ejercicio 3.17 Sean las transformaciones lineales T: R* > P y H:M — P,

cuyas reglas de correspondencia estan definidas por:

T(a,b)=ax2+(a+b)x—a ;Y (a,b) e R?

a 0 a 0
H —cx’+ax +b ; ¥V e M
b ¢ b ¢

donde:

y sean las bases:

A={x2, x,l} base de P

B={(1, -1), (o0, 1)} base de R’
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T L)

Obtenga la regla de correspondencia de H “loT.

SOLUCION:

El procedimiento que seguiremos para resolver este ejercicio sera: obtener la
matriz asociada a la transformacién H referida a las bases C y A. A partir de
la inversa de esta matriz, obtendremos la regla de correspondencia
de H ! ; finalmente, se obtendra la composicién de H ' con T.

Obteniendo M § ( H ), tenemos:

1 0
H =X

0 O

H =1
1 0
0 0

H = x°
0 1

Los vectores de coordenadas de estas imagenes referidas a la base
A={x2, X, l}son:

(x), = (0,1, 0)
(1), = (0,0, 1)
(x*), = (1,0, 0)
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Por lo tanto, la matriz asociadaa H es:

0o 0 1
MS(H) =1 0 0
0 1 0 |

Se sabe que:

[ (m) ] = e ()

0 1 0
Mg(H‘l) =10 o0 1 (1)
10 0 |

Para obtener la regla de correspondencia de H -1 , Se hara uso de la férmula:
My (T)(v), =[T(V) ],

que, adaptada a nuestro problema, queda como:

M”C‘(H_l)(ax2+bx+c) ={H_l(ax2+bx+cj} .. (2)

A

Dado que, si H: M — P, entonces H':Po>M.

Por otro lado, se tiene que:

[ax2+bx+cj = (a, b, c) ..(3)
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sustituyendo (1) y (3) en (2), tenemos:

0 1 0 a b

[H_l(ax2+bx+cj} = 0 0 1 b =1\ c
C

_1 0 O_ ¢ | a |

de donde:

{f{”(ax2+bx+cJ}c = (b, c,a)

con este vector de coordenadas y la base C, se tiene que:

H_l(ax2+bx+cj=b + c + a

H_l(ax2+bx+cj =

Procedamos ahora a obtener la composicidn entre H™! y T. Como

T: R?>—> P, entonces:

(H'oT)(a,b)

Il
|
1
~
—_
1N
S
~
| I—

(H_loT)(a, b)

Il
=
[—
Q
=
[\S}
+
—_
N
+
S
SN—"
=
|
N}
L1

finalmente, al aplicar H -1 se llega a:

a+b 0
(H'oT)(a, b)=
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Efectos geométricos de las transformaciones lineales de R’ en R?

Matriz de Efecto geométrico
Transformacion transformacién Dominio Codominio
Sobre el eje x yA
T 1
—> X
v T T
0 -1 B A
| 4 T A
Sobre el eje y
Reflexié v R .
eflexion
-1 0 1 7 %
{ O 1} / A > X
7/
Con respecto al origen 1 »p
-1
-1 0 T Hr > X
ol Y
-1
Horizontal YA

L T
Contraccion 0 <Ok i 1 1 7/ /

Vertical

I 0 T .
0 k o
0<k<l 1—>x

Horizontal y
k O y A T 1
o /\»%
k>1 1 7 > x
Z

Vertical /.../-'

4 )] PN %

Expansion

k>1
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Efectos geomeétricos de las transformaciones lineales de R? en R? (Cont.)

. Efecto geométrico
Matriz de

transformacion Dominio Codominio

Transformacion

Sobre el eje x 5

1 0 1
00 > X

Proyeccion 1
. Z y
Sobre el eje y | 1

i s

Alo largo del eje x
con k<0

o]

A lo largo del eje x
con k>0

o
Deformacion 0 1
o
Deslizamiento Alo largo del eje y
con k<0

o

Alo largo del eje y
con k>0

o

Rotacién cos® —sen0
sen 0 cos O
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Ejercicio 3.18 Determine el efecto geométrico que produce:

a) El realizar un giro de 90°y, posteriormente, efectuar una expansion horizontal
considerando k£ = 3.

b) El realizar primero la expansion horizontal con k& = 3 'y, posteriormente, realizar
el giro de 90°.

Realice, para cada caso, la representacion geométrica considerando la region

que se define con los puntos (0, 0), (1, 0), (1,1) y (0, 1).

SOLUCION:

a) De acuerdo con la tabla anterior, la matriz de giro es:

cos® —sen©
sen 0 cos 0
Como 6 = 90°, entonces:

0 -1
Matriz de giro = =G

La matriz de expansion horizontal es:

como k =3, entonces:

3 0
Matriz de expansion = [ } =F
0 1

Como se nos pide realizar primero el giro y después la expansion, esto equivale
a realizar la composicion de ambas transformaciones, esto es:

(EcG)u=E|G(u)]
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Obsérvese que, en el lado derecho de la igualdad, se aplica primero el giro al
vector u y posteriormente se aplica la transformacion de expansion E .

Sabemos que:
M(EoG)=M(E)M(G)

de donde:

I (0.0) = (0. 0)

T(0,0) = = ST (0,0) =(0,0
_1 O__O_ _0_

aoy-|° -] (1,0) = (0.1)

T(1,0) = = ST (1,0) = (0,1
_1 0__0_ _1_

T(1,1):_0 _3”1}:__3} LT(1L1) = (=3,1)

1 0|1 1
wn-" -7 (0.1) = (-3.0)
7(0,1) = - S T(0,1) = (=3.0

1 0|1 0
Graficamente:
Y YA
/4
(0,1) (1,1) (=3.1) (0,1)
7
(0.0) (1,0) * (-3.0) (0,0)
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b) Si se aplica primero la expansion horizontal y, posteriormente, el giro de 90°,
entonces se tiene:

0 -1 3 0 0 -1
M ( GoFE ) = = =H
1 0 0 1 3 0
Aplicando esta transformacion a los puntos, tenemos:
0 -1 ][0] [oO]
H(0,0): = .'.H(0,0)z(0,0)
3 0 0 0

H(1,0)

. SH(1,0) = (0,3)

H(1,1) = : _1} o LH(1,1) = (-1,3)

3 01 | 3]
0 110 1]
H(O,l): = .‘.H(O,l) :(—1,0)
3 01 0 |
Graficamente:
i (-18y 7 fiosy
H
(0,1) (11)
» X -
(0,0) {1L0) (-1,0) (0,0)
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Como podemos darnos cuenta, el orden en que se aplican las transformaciones si
modifica el resultado que se obtiene, lo cual era de esperarse, pues la
composicion de transformaciones lineales, en general, no es conmutativa.

Ejercicio 3.19 Para la region definida por los puntos (0, 0), (4,0) y (2, 2),

determine el efecto geométrico que produce:

., . . 1 , :
a) Una contraccion vertical considerando K = 5 sumada a un deslizamiento a lo

largo deleje x con K =1.

b) La composicion de una contraccion vertical con K = 5 seguida de un
deslizamiento a lo largo deleje x con K =1.

c) La composicién de un deslizamiento a lo largo del eje x con K =1, seguido

L . 1
de una contraccion vertical con K = 5 )

SOLUCION:

a) Las matrices que producen los efectos solicitados son:

N | —

Al sumar los dos efectos se tiene:

1 0 1 1 2 1

C+D = 1 + = 3 =T
0 — 0 —
2 0 1 2
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La matriz obtenida produce la suma de ambos efectos. Al
transformacion 7' a los puntos dados, tenemos:

aplicar la

(2 1 To 0
T(0, 0)= 3 = T(0,0) =(0,0)
0 5 0 0
2 1147 8]
T(4, 0)= 3 = T(4,0) = (8,0)
0 S |Lo] Lo
2 10127 6]
T(2, 2)= 3 = T(2,2)=(6,3)
0 S5 L2 [3]
Graficamente:
Y. 7 Y
/\ (6,3)
3
(2,2)
2 1 % ,’l “\
'// : \\‘= » = ‘ =
(0,0) 2 (4,0) (0,0) 6 (8,0)

b) En este inciso se nos pide realizar primero la contraccion vertical, seguida del

deslizamiento, con lo cual se tiene:
(D o C) u

en forma matricial:

M(DoC)

plc ()]

M(D)M(C)
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sustituyendo las matrices, tenemos:

1 0 1
1 1
M(DOC):{O 1} 0 1
2

La matriz obtenida produce la composicién de ambos efectos, aplicando primero
la contraccion y después el desplazamiento. Aplicando esta transformacion H a

los puntos dados, tenemos:

I
1 i
H(0,0)= 2 {O}=={()} . H(0,0)=(0,0)
1ol |o
0 —
L 2 ]
e
H(4,0) = 2 {4}::{4} S H(4,0)=(4,0)
1| ]o 0
0 _
L 2 ]
e
H(2,2) = 2 {2}::{3} SoOH(2,2)=(3.1)
1| ]2 1
0 _
L 2 ]
Graficamente:
y y
A H
51 (2,2)
N (3,1)
,"'/ : “\‘\! > = =G
(0,0) 2 4.0) (0.0) 3 (4.0)

c) En este inciso se nos pide primero realizar el deslizamiento y después la
contraccion, se tiene entonces que:

(CoD)u=C[D(i)]
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en forma matricial:

M(CoD)=M(C)M(D)
sustituyendo:

10 11
M(CoD) bl S
G = = —
o 0 1 !
2 2

Aplicando esta transformaciéon S a los puntos dados, tenemos:

1 1 0 0
S = = . =
(0,0) 0 _1 {0} {0} S(0,0) (0,0)
L 2 ]
1 1] 4] - -
S(4 = = =
(4.0)=| . 1|, . S(4,0)=(4,0)
L 241 - - -7
1 O
2 4
S = = =
(2,2) 0 _1 5 . S(2,2) (4,1)
L 2] - ° -7
Graficamente:
Y Yy
A S
51 (2,2)
N (4.1)
."'/ ‘ \“‘\' , X ] ¥
(0,0) 2 (4,0) (0,0) (0.,4)

Con las graficas obtenidas en cada uno de los tres incisos, resulta evidente que el
efecto geométrico producido es diferente.
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Valores y vectores caracteristicos (valores y vectores propios)

A las transformaciones lineales que se aplican de un espacio vectorial V' al

mismo espacio V', se les conoce como operadores lineales.

T:V >V

Para este tipo de transformaciones pueden existir vectores diferentes de cero
que tienen la siguiente caracteristica:

T(v)=Av

donde v € V' y A es un escalar perteneciente al campo de definicion del
espacio V.

El concepto anterior se puede definir formalmente de la siguiente manera:
Definicion

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita definido sobre un campo K vy

sea T: V — V unoperador lineal para el cual:
T(v)=Av con v#0
donde A es un escalar perteneciente a K. Al escalar A se le llama valor

caracteristico de T y al vector v, diferente de cero, se le conoce como vector

caracteristicode T correspondiente al valor A .

El vector caracteristico tiene que ser diferente de cero, pero el valor
caracteristico A si puede tomar el valor de cero.

Algunos autores llaman al valor caracteristico valor propio y al vector
caracteristico le llaman vector propio.
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Teorema

Sean V' un espacio vectorial sobre un campo K, ysea T: V' — V' un operador

lineal.

El escalar A € K es un valor caracteristico de T, siy solo si, A es una raiz del

polinomio caracteristico asociadoa T'.

Propiedades de los valores y vectores caracteristicos

1. Los vectores caracteristicos asociados a valores caracteristicos distintos son
linealmente independientes.

2. Si v es un vector caracteristico asociado a un valor caracteristico A,
entonces o Vv es también un vector caracteristico asociado

a A, YVoeKy a#0.

3. Siuyvson dos vectores caracteristicos asociados
alAyu#-v,entonces u + vV es un vector caracteristico asociado A .

Espacio caracteristico

Al conjunto formado por todos los vectores caracteristicos asociados a un valor

caracteristico A, al cual se le agrega el vector cero, se le llama espacio

caracteristico y se representacon £ (A ).

Teorema

Sea A una matriz asociada a un operador lineal T'.

Si A es una matriz singular, esto es, Det (4 ) = 0, entonces A = 0 es un valor
caracteristicode T'.
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Teorema

Sea A una matriz asociada a un operador lineal T.

Si A es una matriz no singular, esto es, Det ( 4) # 0, entonces si A es un

I 1 L _
valor caracteristicode T, X es un valor caracteristicode T .

Es evidente que si el Det ( 4) # 0, entonces A # 0.

Ejercicio 3.20 Sea P el espacio de polinomios de grado menor o igual a dos

sobre el camporealysea 7: P — P el operador lineal definido por:

T[f(x)] = f(x) + f"(x)+ xf'(x) ;Y f(x) e P
a) Obtenga los valores y vectores caracteristicos de T'.

b) Determine los espacios caracteristicos asociados a cada valor caracteristico.

SOLUCION:

a) Expresemos primero la regla de correspondencia de T , de la siguiente manera:

Sea f(x) =ax® +bx +c un polinomio cualquiera del espacio P. Se tiene
que:

Si f(x)=ax’+bx+c
=  f'(x)=2ax+b
f"(x) =2a
sustituyendo en la definicion de la regla de correspondencia dada, tenemos:

T(ax2+bx+c) = (ax2+bx+c) + (2a) + x(2ax+b)
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simplificando:

T(ax2+bx+c) —ax’+bx+c+2a+2ax*+bx

T(ax2+bx+c) = 3ax2+2bx+(2a+c)

Con la finalidad de simplificar el procedimiento, aplicaremos el concepto de
isomorfismo.

Como el espacio vectorial P es de dimensién tres, entonces es isomorfo con R,
con lo cual se aplicaran los siguientes isomorfismos:

h (ax2+bx+c):(a,b,c)

h_l(a, b,c): ax*+bx+c

de acuerdo con esto, la regla de correspondencia del operador 7 queda:
T(a, b, c) = (3a, 2b, 2a+c)

Obteniendo la matriz asociada a T referida a las bases candnicas, tenemos:

T(1,0,0)

(3,0,2)

7(0,1,0)=(0,2,0)

7(0,0,1)=(0,0,1)

por tanto, la matriz asociadaa T es:
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Obteniendo el polinomio caracteristico, se tiene:

Det(A-Al) =| 0 2-& 0 |=(3-2)(2-2)(1-2)

con lo cual el polinomio caracteristico en forma factorizada es:

P(M)=(3-2)(2-2)(1-%)

los valores caracteristicos son:

3
2
1

}\‘1
}\‘2
}\‘3

Obteniendo los vectores caracteristicos haciendo uso de la expresion
(A-A1) u =0, tenemos:

3-4 0 0 x 0
0 2-1 0 yl=10 (1)
2 0 1-A| |z 0

Para A, = 3, sustituyendoen (1) vy porigualdad de matrices, se tiene:

0=0
-y =0 = y=20
2x -2z =0 = X =z
si hacemos z = k,, entonces:
x =k,

con lo cual se tiene:
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siendo B la base con la cual se obtuvo la matriz asociada a la transformacion,

1

pero del espacio P. Aplicando % ~ a los elementos de la base candnica,

tenemos:
A~ (1,0,0) =x7
A (0,1,0) =x
' (0,0,1)=1
.. Labase B es: B ={x2, X, 1}
Con labase B y el vector de coordenadas de v, , se tiene:
v, =k, x*+k, con k, #0
vectores caracteristicos asociados a A

Para A, =2, setiene:

2x —z =0 = z =0

Como y no figura en el sistema de ecuaciones, entonces y puede tomar
cualquier valor, esto es:

si y=k,
entonces:
(‘72)3:(0’ kz,O)

con lo cual los vectores caracteristicos asociados a A , son:

v, =k,x con k,#0
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Para A, =1, setiene:

2x =0
x=0
y=0 = = z =k,
y=0
2x =0

entonces:

(‘_)3 )B - (0’ 0, k3)
de donde los vectores caracteristicos asociados a A ; son:
vy =k, con k,;#0

b) De acuerdo con los resultados obtenidos en el inciso anterior, se tiene que los
espacios caracteristicos son:

E(hy)={kx"+ 1k |k eRr}|

E(Kz)z{k2x|kzeR}

txy
—_
>
~—
Il

{ky|kyeR )

Ejercicio 3.21 Para el operadorlineal 7: M — M, donde:

y cuya regla de correspondencia es:

X oy 3x+y—-5z x+3y-5z X oy

y oz x+3y—-5z 2z y oz

obtenga los valores, vectores y espacios caracteristicosde 7.
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SOLUCION:
Como el espacio vectorial M es de dimension tres, entonces se emplearan los

([5 2]

£ (a, b, c)= {Z i}

siguientes isomorfismos:

con lo cual la regla de correspondencia de T queda:
T(x, v, z) =(3x+y—52, x+3y-5z, 22) ;v (x, v, z) e R’
Obteniendo la matriz asociadaa 7T referida a las bases canonicas, tenemos:
T(l, 0, 0) = (3, 1, O)

7(0,1,0)=(1,3,0)

7(0,0,1)=(-5,-5,2)

entonces la matriz asociadaa 7 es:

31 -5
M(T)=|1 3 -5|=4
0 0 2

Det(A-Al)=| 1 3-AL -5 | =(3-X)(3-A)(2-A)-(2-2n)
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Det (4-21) = (2-2)[(3-2)"-1] = (2-4)(4#'-64+8)
factorizando, se tiene:

Det(A=-A1) = (2=4) (A=2)(A-4)

entonces los valores caracteristicos son:

A =2
A, =2
Ay =4
Como (A4 -Al)u =0 es
3- ] 1 -5 ][ x] [0 ]
13-4 -5 yl=]0 (D)
i 0 0 2—1_ |z ] _0_

los vectores caracteristicos se obtienen a partir del siguiente procedimiento:

Para A, = A, = 2, sustituyendo en (1), tenemos:
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con lo cual se llega al sistema de ecuaciones:

[(x+y—-52=0

x+y-5z=0

al escalonarlo, se obtiene:

Se trata de un sistema de ecuaciones compatible indeterminado con dos grados
de libertad, entonces:

Si y =k,
y z = k,
= x=-k, + 5k,

de donde se obtiene que:

(\71)3 =(—k1+5k2, k., k, )

como la base B es:

Esta base se obtiene al aplicar f ~! alos elementos de la base candnica, que es
la base con la cual se obtuvo M ( T ) .
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Conocido el vector de coordenadas de Vv, y la base B, entonces los vectores

caracteristicos asociadosa A, y A, son:

-k, +5k, k,
v, = con k, ylo k,#0

-1 1 -5 x 0
1 -1 =5 y | =10
0 0 2]z ]| |0

de donde se llega a:
-x+y—-52z=0

;s x—-y-52z=0

{ -2z=0
al escalonarlo, se obtiene:
xX—y— 5z=
. - 10z =0
- 2z=0

Como z =0, entonces de la primera ecuacion se obtiene: x =y
Si yv=ky = x=k,

con lo cual:
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entonces, de la misma forma como se procedi6 en el caso anterior, se llega a:

vectores caracteristicos asociadosa A, = 4.

Finalmente, se tiene que los espacios caracteristicos son:

—k,+5k, Kk
E(A yd,)s= k,yk, eR
kl k2
ks ks
E(My)= o kye R
3

Obsérvese que el espacio caracteristico asociado a A, y A, es de dimensién
dos.

Ejercicio 3.22 En el espacio vectorial C? sobre el campo C se tiene el operador
lineal T: C* — C?*, definido por:

T(x,y)z(ax+by, ay—bx) ; ‘v’(x,y)e(C2 con a,be R

Obtenga:

a) Los valores caracteristicos de T'.
b) Los vectores caracteristicos de T'.

c) Los espacios caracteristicos de 7' y la dimension de cada uno de ellos.

SOLUCION:

a) El espacio vectorial C?* con campo de definicidn complejo es un espacio de
dimensiéon dos, por lo que una base de C? resulta ser la base candnica
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B = { (1,0),(0,1) } Obteniendo con esta base la matriz asociada
a T, tenemos:

T(1,0)

(a. =b) a b
= M(T):{_ ]:A

T(0,1)=(b, a)
Obteniendo el polinomio caracteristico, se tiene:
a—»A\ b
Det (4 - A1) = = (a=2)" +b?
-b a—-»\
P(X)=a2—2aK+X2+b2
P(L)=W -2ah +(a’*+b")

Aplicando la férmula para ecuaciones de segundo grado, tenemos:

Zai\/(—2a)2 —4(1)(a’+b?)

L  2at4a’ - 4a’ - 4b°
- 2(1) - 2

A =a+bi
- 2at\ -4b> 24 2bi , 1

2 2
A, =a-bi
b) Obteniendo los vectores caracteristicos, tenemos:
Para A, = a + bi y haciendo uso de la expresion:
(A-Al)u =0
tenemos:
a—(a+bi) b X 0
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simplificando:
-bi b X 0
-b -bi y 0
de donde surge el sistema:
—-bix + by =0
—-bx —biy =0
resolviendo el sistema por Gauss:

(i) |[-bix + by =0 (%) -bix+by =0 —ix+y=0
~ =
sl —bx — biy = 0 0=0 0=0

conlocual y=ix con b#0

Sihacemos que x =k, , entonces y =ik, .

Dado que M(T) esta referida a la base canodnica, entonces los vectores
caracteristicos asociadosa A, son:

v, = (k. ik,) con k, #0

a—(a—bi) b X 0
~b a—(a-bi) y 0
simplificando:
bi b X 0 bix+by =0
= =
-b bi y 0 -bx+biy =0
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resolviendo el sistema por Gauss:
(=i)| bix+by =20 (%) bix+by =20 ix+y =20

+
-bx+biy =0 0=0 0=0

dedonde: y=—ix con b#0

Si hacemos que x = k,, entonces y = —ik, , por tanto:
v, =(k2, —ikz) con k, #0
Con lo cual los espacios caracteristicos son:

E(%)={(k, ik )|k eC}

E(%)={ (ks —iky) |k, e C}
Dado que los espacios caracteristicos son subespacios del dominio, entonces, al

igual que el dominio, su campo de definicion es complejo y como ambos
dependen de una sola variable, la dimension de ellos es uno, esto es:

1

Dim E (1, )

1

Dim E (1, )

Ejercicio 3.23 Sea el operadorlineal T: R’ — R*, definido por:

T(x, v, z)=(2x+ay, by +z, 22)

Determine el o los valoresde a, b € R, de tal manera que:

P(r)=-2+61"-12A+8

sea el polinomio caracteristico de T'.




— Transformaciones lineales

SOLUCION:

Obteniendo M (T ), tenemos:

T(l,0,0):(Z,0,0) _2 a O_

T(0,1,0)

(a,b,0) = M(T)=|0 b 1 |=4

T(0,0,1)=(0,1,2) 0 0 2

Obteniendo P (A ) a partir de la matriz 4, se tiene:

Det (A—AL) =| 0 b-% 1 | =(2=-2) (b-2n)

de donde:
P(1) = (2-2) (b-2)
P(r)=(4-4r+27) (b-2)
P(L)=4b—4h—4bk +4L% +bA* - )°
P(L)==-L"+(b+4)A>+(—-4b—4)rL+4b
como el polinomio caracteristico debe ser:
P(r)==-2+61—121+38

entonces:

—A + 60 —12h+8 =L +(b+4)A +(-4b—4)L+4b




— Transformaciones lineales

por igualdad de polinomios, se tiene:

b+4 =6
-4b-4 = -12 = b=2
4b = 8

Dado que a no interviene en el sistema, entonces a puede tomar cualquier
valor, por lo tanto, la respuesta al ejercicio es:

aclR
b=2

Matrices similares

Se tiene que dos matrices A y B de orden nxn son similares, si existe una matriz no
singular C, tal que:

B=Ccl4cC

Teorema

Dos matrices representan al mismo operador lineal, si y solo si, son similares.

Propiedades de las matrices similares

1. Si 4y B son matrices similares, entonces Det ( 4) = Det( B).

2. Dos matrices similares tienen el mismo polinomio caracteristico y, por lo tanto, los
mismos valores caracteristicos.
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Diagonalizacion

Si V' es un espacio vectorial de dimensién n y T:V — V es un operador lineal,
entonces existe una matriz diagonal asociada a 7', cuando se puede definir una base
de V formada por vectores caracteristicos de 7. La matriz asociada a T referida
a esta base, es una matriz diagonal D cuyos elementos d;; son los valores

caracteristicos de 7.

Teorema

Sea A de nxn una matriz asociada a un operador lineal T .

La matriz A4 sera similar a una matriz diagonal D, si y solo si, existe un conjunto
linealmente independiente formado por n vectores caracteristicos de 7. Para este

caso, existe una matriz no singular P, para la cual se cumple que D = P_IAP,
donde P tiene como columnas a los n vectores caracteristicos de T
correspondientes a los valores caracteristicos d; que definen a la matriz diagonal D .

Teorema

Sea A4 una matriz asociada a un operador lineal T .

1) Si los valores -caracteristicos de 4 son todos diferentes, entonces A4 es
diagonalizable.

2) Lamatriz 4 es diagonalizable, siy solo si, la suma de las dimensiones de los
espacios caracteristicos es igual a la dimensién del dominio de T'.

Ejercicio 3.24 Para el operador lineal 7: R* — R” , definido por:

T(x, v, Z):(x, Sx+2y—-2z, x+3z) ; ‘v’(x,y,z) e R®
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a) Obtenga los valores y vectores caracteristicos de T.
b) Determine los espacios caracteristicos de 7.

c) Defina una matriz diagonalizadora P.

d) Compruebe que D = P lap.

SOLUCION:

a) Obtengamos primero la matriz asociada al operador 7' referida a la base
candnicade R’.

T(1,0,0)=(1,5,1)

I 0 0
7(0,1,0)=(0,2,0) = M(T)=|5 2 -2 |=4

1o 3
T(0,0,1)=(0,-2,3)

de donde el polinomio caracteristico se obtiene con:
1-A 0 0

Det(d-AI)=1] 5 2-2 =2 | = (1-2)(2-21)(3-1)

por lo tanto, los valores caracteristicos son:

hy =1
h, =2
sy =3

Obteniendo los vectores caracteristicos, tenemos:
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Para A, =1 , se tiene:

0 O 0 X 0 5x +y -2z =0
5 1 =2 yI| |=10] = =>x=-2z
10 21 1z] [0] x +2z=0
Si z=k,
= x=-2k, -~ v, =(-2k,, 12k, k; ) con k, #0
y= 12k, vectores caracteristicos asociados a A,

Para A, = 2 ,setiene:

-1 0 0 X 0 - X =0
5 0 =2 vy |=1020 = 5x = 2z=0
_1 0 l__Z_ _0_ x + z =0

de donde se obtiene que:

x =0
y =k, . v,=(0,k,,0) con k,#0
z =0 vectores caracteristicos asociados a A ,

Para A, = 3, setiene:

5 -1 =2 y| =10]|> 5x -y -2z

Il
)
<
Il
|
\S)
N
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de donde se obtiene que:

x =0
y = =2k, S vy = (0, =2k, ky ) con ky # 0
z = ky vectores caracteristicos asociados a A ,

b) Los espacios caracteristicos son:

ey
—_—
>
N
Il

{( -2k, 12k, k) ) | ke R

[(0, ks, 0)| ke R

™
—_
>
o
S~
Il

{(0, =2ky, ky) | kyeR|

to
—_
>
w
S~
I

c) Enforma general, la matriz P es:

~2k, 0 0

P=| 12k, k, -2k,

k, 0 k,
si se hace que:

k, =1

k, =2

k, =-1
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cuya inversa es:

-1 0 0 |
P‘lzl 7 1 2
2
-1 0 -2 |
d) Sustituyendo, tenemos que
-1 0 0] [1 0 0 l[-2 0 0 |
D:% 7 1 2 5 2 -2 12 2 2
-1 0 -2 111 0 3111 0 -1
desarrollando los productos, se tiene:
-1 0 0] [ -2 0 0 |
1
D = — 7 1 2 12 4 6
2
-1 0 -2 | | 1 0 -3
2 0 0 |
1
D = — 0 4 0
2
0 0 6 |
de donde:
1 0 0]
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Ejercicio 3.25 Para el operador lineal T: P, — P, donde:

Pzz{ax2+bx+c| a, b, ce ]R}
definido por:
T(axz+bx+c)=(a—20)x2+(—2a+4c); Vax*+bx +c € P,
a) Determine si la matriz que representa al operador 7' es diagonalizable.

b) En caso afirmativo, obtener una matriz diagonal D asociada a 7.

c) Determine una base a la cual esta referida la matriz diagonal D del inciso

anterior.

SOLUCION:
Con el fin de simplificar el procedimiento se emplearan los siguientes
isomorfismos:
f(ax2+bx+c)=(a, b, c)
f_1 (a, b, c) = ax’+bx+c
De esta forma, la regla de correspondencia del operador 7T es:

T(a, b, c):(a—2c,0,—2a+4c) ; ‘v’(a, b,c) e R’

a) Obteniendo los valores y vectores caracteristicos, tenemos:

7(1,0,0)=(1,0,-2)
10 -2
7(0,1,0)=(0,0,0) = M(T)=| 0 0 0 |=4
2 0 4
7(0,0,1)=(-2,0,4)
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El polinomio caracteristico viene dado por:

Det(A-AI)=| 0 =% 0 | = (1=1)(=1)(4=1)+4L

P(L)=-h(4-A-4k+27)+42
P(L) ==X +50 -4k + 4L

P(L) ==X +50 =, (-L+5)

Por lo que los valores caracteristicos son:

A =0
A, =0
Ay =5

Obteniendo los vectores caracteristicos, tenemos:

Para A, = A, = 0, se tiene:

1 0 =2 X 0 x -2z =20
0 0 0 y |=1]0 = 0 =0
-2 0 4 11z ] |0] -2x +4z=20

al escalonar el sistema, se reduce a:

{x—22=0 = x=2z




— Transformaciones lineales

Se trata de un sistema compatible indeterminado con dos grados de libertad, con
lo cual se tiene que su solucion general es:

Si z=k = x=2k

con y=k,

con lo cual los vectores caracteristicos asociadosa A, y A, son:
vy =(2ky, ky, ky ) con k#0 yo ky#0

Para k;=135 , setiene:

-4 0o -2 X 0 —4x -2z =0
0 -5 0 y| =10 = -5y =0 = y=0
_—2 0 —1_ |z ] _0_ - 2x -z =0

al escalonar el sistema, se llega a:
2x +z=0
y=20
obteniendo la solucidn general, tenemos:

Si x=k; = z=-2k; con y=0
por lo que los vectores caracteristicos asociados a A, son:
vy =(ky, 0, 2k;) ocon ky# 0

Obsérvese que el espacio caracteristico asociado a A, y A, es de dimension
dos, por lo que una base de dicho espacio seria:

B={(2,0,1), (0,1,0)}
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Los elementos de esta base son vectores caracteristicos asociadosa A, y A, .

Para el caso de Vv, un vector caracteristico es:

(1,0, -2)

Como la matriz diagonalizadora P estda formada con los vectores
caracteristicos dispuestos en forma de columna, entonces tenemos que:

Si Pes no singular, esto es, si existe P, entonces la matriz 4 es
diagonalizable.

Dado que:
2 0 1
Det(P)=1|0 1 0|=-5
1 0 -2
entonces:
Det(P) 0 .. P existe

con lo cual podemos asegurar que A4 es diagonalizable.

Tenemos que los valores y vectores caracteristicos del operador original
T, aplicando /', son:

Para A, =A,=0 =v, =2k x>+ k,x+k, con k, #0 ylo k,# 0

Para A, =35 = V,=kyx* -2k, con ki #0
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b) Con esta matriz P y empleando la expresién D =P~ AP , se llega a que la
matriz D es:

)
S
(e

(]
S
(9}

c) Una base a la cual esta referida la matriz D es la formada por los vectores
caracteristicos obtenidos, esto es:

(2,0, 1) =2x%+1
f7(0,1,0) =x
f7(1,0, -2)

Il
=
)
|
\9]

La base solicitadaes B = { 2x2+1, X, x2-2 }

Ejercicio 3.26 Al diagonalizar la matriz asociada al operador lineal
I':P, > P,, donde P, es el espacio vectorial de los polinomios de grado
menor o igual a dos, se llega a que una matriz diagonal asociadaa T es:

2 0 0

0 0 0

0 0 -1
y una matriz diagonalizadora es:

0 0 1

0 1 2

1 2 1

Obtenga la imagen del polinomio P(x) = x>+ x+1 bajo T.
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SOLUCION:

Resolveremos el ejercicio por dos caminos distintos.

METODO 1

A partir de la matriz diagonalizadora, se obtiene que una base de P,, formada
por vectores caracteristicos del operador T, es:

B ={ 1, x+2, x2+2x+1}

Para obtener la imagen solicitada del polinomio P(x), se hara uso de la
expresion:

My (1) (P), =| T(P) | (D)

donde la matriz M§ (T) es la matriz diagonal del operador T'.

Obteniendo el vector de coordenadas de P, tenemos:

Xex+l=a (1) +a,(x+2)+ a3(x2+2x+1)

de donde se obtiene el sistema:

o, +2a, +tay; =1
o, +2a, =1
a, =1
cuya solucion es:
o, =2, a, = -1 y o, =1

por lo que:
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sustituyendo M (T) y (P), enlaexpresion (1):

20 0 2 4
[T(P)] =0 0 0| -1 |=]0
0 0 -1 1 -1

con este vector de coordenadas y los elementos de la base B, tenemos:
T(x+x+1)=4(1)-1(x"+2x+1)
con lo cual la imagen solicitada es:
T(x2+x+1) = —x*—-2x+3

METODO 2
De la matriz diagonal, se tiene que los valores caracteristicos del

operador T son:

Ao=2, A,=0 y Ay =-1
Obteniendo las imagenes de los elementos de la base B, tenemos:
T(1)=2(1) = T(1)=2
T(x+2)=0(x+2) = T(x+2)=0

dado que T es lineal, se tiene que:
T(x+2)=T(x)+2T(1)=0
sustituyendo (2) y despejando T(x ), tenemos:

T(x):—4

. (2)

. (3)
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ademas:
T(x2+2x+1) = —1(x2+2x+1) = —x?-2x-1

Por otro lado, se tiene que:
T(x*+2x+1)=T (x> )+27 (x)+T (1) =-x"-2x-1
sustituyendo (2) y (3) ydespejando T ( xz), tenemos:
T(x*)+2(-4)+2=-x"-2x-1
de donde:

T(xz):—x2—2x+5 .. (4)

La imagen del polinomio P solicitada, se obtiene de la siguiente forma:
T(x2+x+1):T(x2)+T(x)+T(1)
sustituyendo (2), (3) y (4) , tenemos:

T(x2+x+1)

(—x2—2x+5)+ (-4)+(2)
T(x2+x+1) = —x’—2x+3

Un tercer método de solucion del ejercicio seria obtener la regla de
correspondencia del operador 7', sabiendo que:

T (1) =1
T ( x+2) =0
T(x2+2x+1) = —x"-2x-1
Teniendo las imagenes de los vectores de la base B y siguiendo el

procedimiento que se muestra en el ejercicio 3.10, facilmente se obtiene la regla
de correspondencia de 7' y con ella, se obtendria la imagen del polinomio P .
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Ejercicio 3.27 Para el operador lineal T: €° — C’, donde el espacio C° esta
definido sobre el campo C vy cuya regla de correspondencia es:

T(x, y, z)=(3x, 2y-5z, y-2z) ; YV (x, y, z) e C’
a) Determine si el operador T es diagonalizable.

b) En caso de resultar afirmativo el inciso anterior, obtenga la matriz diagonal
D asociada a T y una base a la cual esté referida.

SOLUCION:

a) Dado que el espacio vectorial € esta definido en el campo complejo, entonces

su dimensioén es igual a tres, por lo que una base de C° es:

B={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)|

Obteniendo la matriz asociada:

7(1,0,0)=(3,0,0) 3.0 0
7(0,1,0)=(0,2,1) > M(T)=|0 2 -5 |=4
7(0,0,1)=(0, -5, -2) 0 1 -2

Los valores caracteristicos se obtienen a partir de:

Det(A—Al)=| 0  2-A -5 |=(3-A)(2-X)(-2-1)+5(3-2)

P(A)=(3-%)[(2-%)(-2-1)+5 ]
P(A)= (3—%)(—4—2%+2%+X2+5)

P(L)=(3-%)(N+1)
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Por lo tanto, los valores caracteristicos son:

A =3, A, =i y hy = —i

Dado que los tres valores caracteristicos son diferentes, entonces podemos
afirmar que el operador 7' si es diagonalizable.

b) La matriz diagonal D que se nos pide obtener en este inciso se puede dar
directamente:

Para obtener la base a la cual esta referida esta matriz, sera necesario obtener los
vectores caracteristicos y a partir de ellos formar la base solicitada.

Para A, = 3:
0 0 0] [ x] [0 ] 0=0
0 -1 -5 vy =10 = -y=-5z=0
0 1 =511z | 0 ] y—=5z=0

y—=5z=0
y =0
-10z =0 =
z=0
0=0

Dado que x no interviene en el sistema, entonces puede tomar cualquier valor:

x =k,
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Por lo tanto, los vectores caracteristicos asociados a A , =3 son:
v,=(k,0, 0) con k #0

y el correspondiente espacio caracteristico es:

E(M ) ={(k,0,0)] k ecC}

Para A, =1

(3-i 0 0 1[x] [0] (3-i)x =0 = x=0
0 2-i -5 y|=10] =3 (2-i)y-5z=0

0 1 -2-i||z]| [0 y+(-2-i)z=0

Ordenando el sistema como mas conviene para resolverlo con el método de
Gauss, tenemos:

(-2) [ y+(-2-i)z=0 (i) y+(-2-i)z=0
: -,

(2-i)y-5z=0 ~ —iy+(-1+2i)z =0

x=0 x=20

de donde:

si z=k, = y=(2+i)k,
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Con lo cual los vectores caracteristicos asociadosa A, =i son:
v, = (0, (2+i)k,, k) con k,#0
y el correspondiente espacio caracteristico es:

E(h,)={(0,(2+i)ky, &, )| kyeC

344 0 0 | [x1 [0 (3+i)x =0 = x=0
0 2+ -5 y|=10] = (2+i)y—52=0
0 1 -2+i | |z ]| |0 y+(-2+i)z=0

al escalonar el sistema con el método de Gauss, se llega a:

y+(-2+i)z=0 = y=(2-i)z

0=0
x=0
Si z =k, = y=(2-i)k,
Con lo cual los vectores caracteristicos asociadosa A, = —i son

y su correspondiente espacio caracteristico es:

E (%) ={(0,(2-i)ks, ks) | ke Cf
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Si tomamos un vector caracteristico de cada uno de los espacios caracteristicos,
obtendremos una base a la cual esta referida la matriz diagonal D .

Si hacemos que:

Entonces la base solicitada seria:

B={(1,0,0), (0, 2+i, 1), (0, 2-i,1)}

Es evidente que si se dan otros valoresa k,, k, y k;, se obtendria una base
distinta y, por lo tanto, se podrian obtener una infinidad de bases formadas con
vectores caracteristicos a los cuales estaria referida la matriz diagonal D. La
que se dio como respuesta en este ejercicio es solo una de ellas.

Por otro lado, es importante resaltar el hecho de que los tres espacios
caracteristicos obtenidos son de dimensién uno y, por lo tanto, se cumple que la
suma de las dimensiones de los espacios caracteristicos es igual a la dimension
del dominio del operador.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Sea F el espacio vectorial de funciones reales de variable real y sea la
transformacion 7: FF — F definida por:

T(f(x))=r"(x)=/"(x); Vf(x)eF

Determine si la transformacién T es lineal.

2. Determine si la transformacion 7: R* — R? definida por:
T(x,y)=(2x, y+1) ; V(x,y) € R?
es lineal.
3. Determine si la transformacion 7: € — C* definida por:
T(z)z(E, iz) ; VzeC

es lineal, cuando:

a) C y C? estan definidos sobre el campo C .

b) C y C’ estan definidos sobre el campo R.

4. Sea P, el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a tres,
definido sobre IR . Determine si la transformacion 7': P, — P, definida por:

dP(x)

T(P(x))=P(x)+ o

; V P(x)e P,

es lineal.
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5. Sea M el espacio vectorial de matrices cuadradas de orden dos sobre R y
sea T': M — M un operador definido por:

T(x):Ax—xA ; V. xeM
donde:

a) Determinesi T eslineal.

b) Obtenga el nucleo y la dimension del recorrido de T'.

6. Sean P, y P, los espacios vectoriales reales de los polinomios de grado
menor o igual a cuatro y menor o igual a tres, respectivamente, y

sea T: P, = P, latransformacion definida por:

r(p(x))=y &

,P(x) ;v P(x) e P,
i=1 dx'

a) Determinesi T eslineal.

b) Obtenga el nucleode T'.

7. Sea M el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden n con

elementos reales. Determine si cada una de las siguientes transformaciones es
lineal:

a) 7: M — R definida por T (4)

Det(A) ; V. AeM

b) S: M — R definida por S(4)=Tr (A4) ;V AeM

8. Sea la transformacién 7: M — R’, donde M es el espacio de matrices
cuadradas de orden dos con elementos reales, tal que:

a b a b
T =(a+b+c, a-d, b+c+d) ; V e M
c d c d
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a) Determine si T es lineal.
b) Obtenga el nucleo de 7' y su dimension.

c) Determine el recorrido de 7' y su dimensién.

9. Para la transformacion lineal S: R’ — M definida por:

x=2y y+z
S(x,y,z)= ; V(x,y,z)eR’
y+z X—y+z

donde M es el espacio vectorial real de las matrices simétricas de orden dos
con elementos reales, obtenga:

a) El nucleo de la transformacion, su dimension y una de sus bases.

b) El recorrido de la transformacion, su dimension y una de sus bases.

10. Para la transformacion lineal 7: R? — R definida por:
T(x,y,z):x—y ; ‘v’(x,y,z)e R’
Obtenga:

a) Elndcleode T', sudimensiony una de sus bases.

b) El recorrido de la transformacion, su dimension y una de sus bases.

11. Sea la transformacion lineal 7: R’ — R’ definida por:

T(x,y,z)z(y—Zz, y+z, x+2y—3z) ; V (x,y,z)e]R3

a) Determinesi T es lineal.
b) Obtenga el recorrido y el nucleo de T y la dimension de ambos.

c) Verifique que se cumple que la dimension del dominio es igual a la
dimension del recorrido mas la dimension del nucleo.

d) Obtenga ( 7037 ") (x, y, z).




— Transformaciones lineales

12. Sea el espacio vectorial:

{0 3]

sobre el campo R vy la transformacion 7: B — IR definida por:
b 0 b 0
T = = (0, 0, 0) ;Y € B
0 b 0 b

a) Si T es una transformacion lineal.

Determine:

b) Elnucleoy el recorridode T'.

c) La dimension del nucleo y del recorrido de T'.

13. Sea una transformacién lineal T: R’ — R’ definida por:
T(x,y,z)=(ax+by, ax+bz, ay+bz) ; Va,beR

Determine la relacién que debe existir entre a y b para que la dimensién del
recorrido sea dos.

14. Sean las transformaciones lineales 7: P, > R y §: P, = IR, definidas
por:

S(ax2+bx+c):—+§+c ; ‘v’(ax2+bx+c) e P,

donde P, es el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a dos.
a) Obtenga el recorrido y nucleo de la transformacién S.
b) Determine una base y la dimension del nucleo de S'.

c) Obtenga la regla de correspondencia de la transformacion H =7 + S .
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15. Sean V' y W los espacios vectoriales:

V={ax+b a,be]R} y W={ax2+bx+c a,b,ceR}
Si la transformacion lineal 7: V' — W se define por:
T(P(x))=xP(x) ; V P(x)eV

obtenga la matriz asociada a T referida a las bases:
A4 ={x,1} del dominio

B:{x2+2x+1, Ox + 2, 4x2+3x+3} del codominio.

16. Sea W un subespacio del espacio vectorial de las funciones reales de variable
real y sea B :{ e, xe®, x2e2x} una base de W. Obtenga la

matriz asociada al operador D: W — W definido por:

D(f)=f":s V¥V feW
17. Sean los espacios vectoriales:
P, :{ax+b|a,beR}
P, :{ax2+bx+c|a,b,c € R}
y la transformacion lineal 7: P, — P, definida por:
T(ax+b) = éx2+ax
Obtenga la matriz asociada a 7' referida a las bases:
A = { x+1, —x+1}

B :{x2+x+1, xP-x+1, —x2+x+1}
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18. Sean el espacio vectorial R* y el operador lineal T: R* — R? tal que
T(1,2)=(-1,4) y ToT =1, donde I es el operador identidad

de R*. Determine la matriz asociadaa T respecto a la base canonica.

19. Sea 7: R’ > R’ una transformacion lineal definida por:
T(i)=2i+3k
T(j+k)=2j
T(i+j)=i—J
donde { i, j, k } es la base canodnicade R°.
a) Obtenga la matriz asociada a la transformaciéon M ( T )

b) Determine la regla de correspondenciade T .

20. Sea 7: R* — R’ una transformacion lineal. Si se sabe que:
T(k)=2i+3j+5k
T(j+k)=i
T(i+j+k)=j-k
donde i=(1,0,0), j=(0,1,0) y k=(0,0,1)
Obtenga:

a) T(i+2j+3k).
b) La regla de correspondenciade T.

c) Lamatrizasociadaa T referidaalabase B = { k, j+k, i+j+k }
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21.

22.

Sean los espacios vectoriales:
a 0
P={ax+b|a,beR} y N =
b

ambos sobre el campo de los reales y sean:

- - 1 0 0O O
s ([

dos de sus bases.

Para la transformacion lineal 7: P — N , se tiene que:

2 1
witn = 20

2 1
a) Obtenga T (2x-1).

b) Determine la regla de correspondencia de T.

Sea T': C — D una transformacion lineal, donde C es el espacio vectorial de
los numeros complejos sobre los reales y D es el espacio vectorial de las
matrices diagonales de 2x 2 sobre los reales. Si.

donde:

) . (10 10
A={1+21, 1} y B—{{O 1}’[0 _1}}

y se sabe que:

a) Obtenga el valorde m.

b) Determine la regla de correspondenciade T .
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23. Obtenga una regla de correspondencia de la transformacion lineal 7: R® — R’,

tal que el conjunto{(l, -1,2),(3, 1,—1)} sea una base para el recorrido de T.
24. Sea T: R?> » R? la transformacion lineal tal que 7(1,2)=(4,6)y
cuyo nucleo es el conjunto:
N(T)z{(x, —2x)|xe]R}

a) Determine la regla de correspondencia de T.

b) Obtenga una base del recorrido de T'.

25. Sea S: R? —» R? una transformacion lineal cuya matriz asociada es:

1 -2
i)

2 -3
donde:

A={(-1,0), (0, 2)]
ysea T: R?> > R? latransformacion lineal definida por:
T(x,y)=(3x+y, x-2y)
Obtenga la matriz asociada a la transformacion 7' o S referida a las bases:

B={(12). (-1 1))
c={(1.0). (2 2)]

26. Para las transformaciones lineales:

S: R > R? tal que S(a,b,c)

(a+b, b+c)

T:R* >R’ talque T (a, b, c)

(c, b, a)

O: R’ > R> tal que Qf(a,b,c)=(b+c, a+b)
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a) Determine si existen las transformaciones:
ToS , QoT, SoQ y QoToT

b) Para las transformaciones del inciso anterior que existan, obtenga su matriz
asociada y su regla de correspondencia.

27. Sean las transformaciones lineales:

2x—-y 0
w:R>> M  tal que W (x,y)=
0 x+y
3x+2y 0
T:R*> > M talque T(x,y)=
0 X
2x+2y O
[(ToH)-W]:R*> M talque [(ToH)-W](x,y)=
0 xX—y
donde:
a 0
M = a,beR
0 b

Obtenga la regla de correspondencia de la transformacion lineal H: R* —» R?
28. Sean las transformaciones lineales:
W:R*> > R’ donde W(x, y) :(x+y, xX-y, y)
S:R>—> R> donde S (x,y,z)=(2x+y, 3z)

T: R’ > R* donde T (x,y,z)=(z, x)




— Transformaciones lineales

Si la transformacién lineal H: R* — R? esta definida por:
H(x, y) = (2ToW+SoW)(x, y)

obtenga el nucleo y el recorrido de H .

29. Sean las bases:
A={(1,0),(0, 1)} y B={(-1,1),(1,1)} de R’
y sean las transformaciones lineales:
T: R*> 5 R’ y S:R* 5 R?

para las cuales se tiene que:

Obtenga la regla de correspondencia de la transformacion W: R> — R? tal
que:

(WoT)(v)=(2WoS)(v)+(SoT)(v) ; VveR’
30. Sean las transformaciones lineales

S:R* > R*, T: R* > R® y H:R> > M

definidas por:

S(x, y) (2x=y, x+y) ; V¥V (x, y)eR?

T(x,y):(y,x) ; V(x,y)eIR2
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donde:

ol 2o

Determine la regla de correspondencia de la transformacion O, tal que:

3S+T=00H

31. Dadas las transformaciones lineales:

T: R> > R® definida por T (x,y)=(-p,x+6y)

S: R* > R® definida por S (x,y) =(2x+7y,9x+y)

H: R> > R? definida por H(x,y) = (x+2y,2x+y)

determine las componentes del vector u € R? tal que:
[ 770 (S-3H) |7 =(8, -3)
32. Sea P el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a dos y

sea M el espacio vectorial de las matrices simétricas de orden dos con

elementos reales. Para las transformaciones lineales
T:P>M y S:M —> R® definidas por:

c+2b 2a +c¢
T(ax2+bx+c) =
2a +c a->b
a b
S =(a+b,c—a,—b—c)
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33.

34.

35.

a) Obtenga SoT.

b) En caso de ser posible, obtenga ( S oT') -

Para la transformacion lineal 7: P — P donde P= {ax +b | a,be R},
definida por:

T(f)=f'"(1)+f ;s V feP
determine:

a) Si T es biyectiva.
b) Si existe la transformacion T

c) T _1, en caso de ser posible.

Sea la transformacion lineal 7: R* — R? cuya regla de correspondencia es:

T(x, y)=(x—y, ax+y) ; V (x,y)e]R2

Determine el valor de a de tal forma que:
77'(0,2) =(1,1)

Sean los espacios vectoriales:

Pzz{ax2+bx+c a, b, c e R} y M= a,b,ceR

ambos definidos sobre el campo real, y sea la transformacion lineal T: P, - M

definida por:

T(ax2+bx+c)= ;. V ax>+bx+ce P,

Obtenga la regla de correspondenciade T -
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36. Sea M el espacio vectorial real de las matrices cuadradas de orden dos con
elementos reales y las transformaciones lineales S: R* > M vy
T:R?*>—> M definidas por:

a b 2a 0
S(a,b): y T(a,b): ; V(a,b)eR2
0 a-b b 3a-2b

a) Obtenga la matriz asociada a la transformacion 2S5 — T referida a las bases:

A={(1,0). (-1, 1)}

-
-
»

b) Determine sila transformacion 2S5 — 7 tiene inversa.

c) Obtenga (25 -T') ! en caso de ser posible.

37. Sea T: R* > R? latransformacion lineal no singular definida por:

T(x, y)=(x+2y, =3x+y) ; V (x, y)e R’

Determne si 7 ' == (2I1-T), donde 1I:R>—> R’ s Ila

Q|-

transformacion identidad.

38. En los espacios vectoriales
M = a,beR{, P={ax+b|la,beR} y R’

las transformaciones lineales

S: M —> P, , T: P, > R’ y H:R> > M
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se definen como:

0 a 0 a
S =(a+b)x +(a-b); V e M
b 0 b 0
T(ax-i—b)z (b—a,a+b) ; V oax+b € P,
0 b-a
H(a, b) = ; V (a, b) e R?
a 0

Determine la regla de correspondencia de la transformacién X tal que:

3(S+X)=(HeoT)™

39. Sean las transformaciones lineales T: R’ 5> R*, S: RS> R’ vy U: R 5 R’

definidas por:

T(x, y,Z):(x—y+22,3x+y+4z,5x—y+82)

S(x, y,z):(—x+ 2y+z,2x—4y—22,—3x+6y+3z) ; ‘v’(x, y,z)e R’

U(x,y,z)=(x+y,x-y,2x+3y)

Obtenga, de ser posible, la regla de correspondencia de N _1, si N:(T+2U) oS.

40. Sea la transformacion lineal 7: R’ — R’ definida por:
T(x,y,z)=(x+3y,2x+6y+kz, —x—4y+2z) ; V(x,y,z) e R’

a) Determine para qué valores de k existe la transformacion inversa T -1

b) Con k£ = 1, obtenga la regla de correspondencia T
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41.

42.

43.

Dada la transformacién lineal 7: R* - R?* definida por:

T(x,y):(x—y, 3x+3y) ; V(x,y)e]R2

Obtenga la transformacion lineal S, de manera que:
(27 7os)=21 | (%, p) = (10x+4y, 4x+14y)

donde I es la transformacién identidad.

Sea la region definida por los puntos (0, 0), (1, 0), (1, 1) y (0, 1).

Determine el efecto geométrico que produce:

a) El realizar primero una reflexion con respecto al origen y después una

., . 1
contraccion vertical con k = 5

b) Realizar primero una reflexion sobre el eje y y después una deformacion
alolargo deleje x con k = 1.

Sea T: R?* > R? una transformacion lineal cuyo efecto geométrico sobre el
cuadro unitario es el que se muestra en la figura:

YA YA
i

0 1 0

Obtenga la matriz asociada a T referida a las bases

A={(1,1), (0, 1)} y B={(0,2), (-1, 1)} de R>.




— Transformaciones lineales

44,

45.

46.

Para la region que definen los puntos (0, 1), (-1, -1) y (1, -1),
determine el efecto geométrico que produce:

a) Primero una expansion horizontal con k& = 2, seguida de un giro de 90°.

b) Primero el giro de 90°, seguido de una expansion horizontal con k = 2.

Para la region que definen los puntos (0, 0), (1, 1), (2,1) y (3, 0),
determine el efecto geométrico que produce:

a) Primero, una expansion vertical con k = 2, seguida de una reflexion
sobre el eje x vy, posteriormente, un giro de 90°.

b) Primero, la reflexion sobre el eje x, seguida de un giro de 90° v,

posteriormente, la expansion vertical con £ = 2.

c) Primero, el giro de 90°, seguido de la expansién vertical con £k =2 v,

posteriormente, la reflexion sobre el x .

Sean 4 = { u,, 17;2} y B= { Vi, 172} dos bases de R?, donde:
i, =(2,1) v, = (1, -2)
i, =(1,-1) v, =(0,1)
ysea T': R* > R* una transformacion lineal, tal que:
T(i,)=2v+v, vy T(i,)=v -7,
Determine:

a) Los valores y vectores caracteristicos de 7.

b) Los espacios caracteristicos asociados a cada valor caracteristico.
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47.

48.

Sean el espacio vectorial C* y el operador lineal T: C* — C? cuya matriz

asociada respecto alabase A4 = { (1, i), (1, =i) } es:

Determine:

a) Los espacios caracteristicos de T'.

b) La regla de correspondenciade T.

Para el operador lineal 7: M — M , donde:

{1

y cuya regla de correspondencia es:

a,b,c,deR}

a b 2a +2b —a+5b a b
T = 4 e M
c d 2a — ¢ 4a — 8¢ + 3d c d

49.

Obtenga los valores, vectores y espacios caracteristicos de 7.

Sea el operador lineal 7: R’ > R’ cuya matriz asociada respecto a la base
canonica es:

2 0 -4
M(T)=|0 -3 &k
0 k-1
Si se sabe que uno de los valores caracteristicos de T ' es A= —%,

determine:

a) Elvalorde k.

b) Los espacios caracteristicos de T -1
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50. Un operador lineal T: R’ —» R* tiene los siguientes valores caracteristicos:

A, =2 con multiplicidad dos.
A, =-1
para los cuales se tienen los siguientes espacios caracteristicos asociados:

E(Xl)z{(a,b,b” a,be R}

E(?uz):{(a,O,—a” aeR}

Determine la regla de correspondencia de 7.

51. Los valores caracteristicos de un operador lineal 7: R* > R* son 1 y —3.
Si un vector caracteristico asociado al valor 1 es (3, 9) y un vector
caracteristico  asociado a —3 es (—1, 1), obtenga la regla de
correspondencia del operador T'.

B52. Sea la matriz;

2 0 0]
M(T)=|-2 1 2
0 0 2 |

la representacion matricial del operador T7': R* —> R?, referida a la base
canonica.

a) Obtenga los espacios caracteristicos asociados a los valores
caracteristicos del operador T'.
b) Determine si T es diagonalizable.

c) En caso de resultar afirmativo el inciso anterior, obtenga la matriz diagonal

asociadaa T yuna base a la cual esté referida.
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53.

54.

55.

Sea T: R’ - R’ un operador lineal definido por:
T(x,y, z) = (4x+z, 2x+3y+2z, x+4z) ; V(x,y, z) e R’

a) Obtenga los espacios caracteristicos asociados a los valores
caracteristicos del operador T'.

b) Determine si T es diagonalizable.

c) En caso de resultar afirmativo el inciso anterior, obtenga una matriz
diagonalizadora P.

d) Compruebe que se cumple la expresion D=P 'AP con la matriz P

obtenida en el inciso anterior.

e) Dé unabase de R’ para la cual la matriz asociadaa T es diagonal.

Sea el operador lineal T: R*> - R* definido por:
T(x,y)z(x+y, ocy) ; ‘v’(x,y) e R?

a) Obtenga el valor de o, oo € R, para que A=0 sea un valor

caracteristicode T.

b) Determine los valores de o, ademas del obtenido en el inciso anterior, para
que el operador T sea diagonalizable.

Para la transformacion lineal 7: P — P, donde:
P = {ax2+bx+c a, b, ce ]R}
y cuya regla de correspondencia es:

T(ax2+bx+c)=(a+2b)x2+(b+2c)x+20
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a) Obtenga los valores y vectores caracteristicos de 7.
b) Determine si T es diagonalizable. Justifique la respuesta.

c) En caso de ser posible, obtenga la matriz diagonal asociada a 7' y una
matriz diagonalizadora P.

56. Sean el espacio vectorial C* = { (zl, z, ) | z,, z, € C } definido en el

campo de los complejos y la transformacion lineal 7: C* — C?, definida
por:

T(Zl,zz):(zz,—zl) ; Voz,z,eC

a) Obtenga los valores y vectores caracteristicos de 7.

b) Determine los espacios caracteristicos.

c) Obtenga una matriz diagonalizadora P.

d) Verifique que se cumple que D = P lapP.

57. Sea la transformacion lineal 7: R* - R’, definida por:

T(x,y,z)z(z,y,x) ; ‘v’(x,y,z)eR3

Obtenga:

a) Los espacios caracteristicos asociados a los valores caracteristicos de T'.

b) Una matriz diagonal D que represente al operador 7' y dé una base a la
cual esta referida dicha matriz.

58. Para el operador lineal 7: P, —» P,, donde:

Pzz{ax2+bx+c a, b, ce ]R}
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y cuya regla de correspondencia es:
T(ax2+bx+c):(a+c)x2 +(b+2c)x+(2a-b) ; Vax*+bx+c eP,

a) Obtenga los valores caracteristicos del operador T.

b) Determine si T es diagonalizable y, en caso afirmativo, obtenga una matriz
P que diagonalice al operador.

59. Sea A una matriz simétrica de 2 x 2 con valores caracteristicos 1 y 9. Si
v, = ( I, -1 ) es un vector caracteristico asociado al valor caracteristico 1 y
v, = ( -2, =2 ) es un vector caracteristico asociado al valor caracteristico

9, determine los elementos de la matriz 4.

60. Sea el operador lineal S: R’ - R* cuya matriz asociada respecto a la base
canonicade R’ es M yrespecto a la base

es:
1 0 0
D=0 2 0
0 0 2
Determine:

a) S((1,2,1)+2(1,0,1))

b) Los espacios caracteristicos de S .

1 b 0
c) Los valores a , b, c € R delamatriz P=| a 0 2 tal que
1 c

D=P 'MP.
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61. Sea el operador lineal 7: C° - C° cuya matriz asociada a la base

B=1{(1, 0, -1), (0, 1, 0), (1, 0, 1)}

es:
1+ 0 0
D = 0 1 0
0 0 1-1i
Determine:

a) Los espacios caracteristicos de T.

b) Los valores caracteristicos de T -1

c) Laregla de correspondenciade 7.
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RESPUESTAS A EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Latransformacion 7 es lineal.
2. Latransformacion 7 no es lineal.

3. a) La transformacion T no es lineal cuando € y C? estan definidos sobre
el campo C.

b) La transformacién T sies lineal cuando C y ©* estan definidos sobre el
campo R.

4. Latransformacion 7 es lineal.

5. a) Latransformacion T es lineal.

a 0
SRS

6. a) Latransformacion T es lineal.

b) N(T)={e|eeRr}

a,ceR},DimR(T)—Z

7. a) Latransformacion T no es lineal.
b) La transformacion S si es lineal.

8. a) Latransformacion T es lineal.

d -c-d
o[

c,deR}
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o) R(T)={(a,a=b,b)|abek}

Dim R(T) = 2

9. a) { k, )|ke]R}
DlmN(S)
By {( 2, — ,1)} una de las bases del ntcleo.

b) Elrecorridode S es:

1 0 0 1
By = , una de las bases del recorrido.
0 1 11

10. a) N(7) = {(k, k, k)| &, &k, e R}
Dim N(T )= 2
Una de sus bases seria:
By={(1,1,0),(0,0,1)}

b) R(T) = R

11. a) Latransformacion T es lineal.
b) N(T)={(0,0,0)} S DimN(T)=0

Comola Dim R(T) = 3, estoimplica que el recorridode T es R*.
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c) Sicumple.

d) (To377")(x,y,2) = (3x,3y,3z)

12. a) Latransformacion 7' es lineal.
b 0
beR
0 b

c) DimN(T)=1
Dim R(T) = 0

Z
=

—
~N
Il

13. Larelaciones a+b =0 con b # 0

14. a) Elrecorrido de la transformacion S es R.

N(S)z ax’+bx - 2—a+é a,beR
3 2

b) Una base del nicleoes B = {xz—g, o }

Dim N () = 2

c) H(ax2+bx+c) =a+b+2c

21 8
15. M3 (T)=| -3 -1
-5 -2
2 1 0
16. M, (D)=] 0 2 2
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SRR
4 4
17. M (T) = —% %
11
. 4 4 |

-

18. M (T) =

2 1

2 -1 1

19.a) M(T)=|0 -1 3

b) T(x, y,z)=(2x-y+z, —y+3z,3x-3y+3z)

20. a) T(i+2j+3k)=3i+4j+4k

b) T(x, y,z):(—x—y+22, x—-3y+3z, —x—5y+52)

2 0 -2
c) My (T)=|1 -1 1
2 1 0

10
21. a) T(2x—1)=[ ]
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a+b 0
b) T(ax+b)=[ ]

0 —a+b
22. a) m=1
2a+ b 0
b) T(a+bi)=
0 2a - b

23. Una regla de correspondencia seria:
T(x,y,z)=(x+3y, —x+y,2x-y)

Otra regla de correspondencia seria:

T(x, Vv, z) = ( x+3z, —x+z, 2x—z)

24. a) T(x, y) :(2x+y, 6)6;23);]

b) Una base del recorrido de T es:

Be=1{(2,3)}

-24 3
25. Mg ( TolS ) = 23
— -1
2
26. a) ToS no se puede realizar.
QoT si se puede realizar.
SoQ no se puede realizar.

QoToT si sepuede realizar.
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27. H(x,y)z(Zx, —23;+yj

28. H(x,y)=(3x+3y, 2x+5y)
Nicleode H: N (H) ={0|

Recorridode H es R?

29. W(x,y)=(x-5y, —x+11y)

x 0
30. Q({ }}=(6x—2y, 4x+3y)

31. u = (-4, -1)

32. a)(SoT)(ax’+bx+c)=(2a+2b+2c, a-3b—c, -3a+b-c)
b) (SoT)_1 no existe.

33. a) T es biyectiva.
b) T si existe.
c) T_l(ax+b)=ax+(—a+b)
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

a=1
a b _
7! =(a+cjx2+—x+(a CJ
b ¢ 2 3 2
- o 0
0 -2
a) M3 (25-T) = .
0 -
2
__1 5_

b) (28 —T ) no tiene inversa.

c) (285-T) " no existe.

N(x, Vv, Z) = (—7x+14y +7z, —19x+38y +19z, —23x+46y+23z)

Como el determinante de la matriz asociada a la transformacion N es igual a

cero, entonces N ~!' no existe.

a) T ! existe V k eR con k#0

b) T_I(X, y, Z) = (16x—6y+3z, —5x+2y-—z, —2x+y)

S(x, y) = (4x—6y, 24x+30y)
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Lol -1 0
42. a) CoR = = | =T

N | =
[\

YA YA

% (-1, 0) (0, 0)
X > X

(0, 0) (1, 0) %

(-1, -0.5) (0,-05)

V) iy
H
(0. 1) (1,1)/—\ 0.0
® » X = X
.ol Lo (-1.0) [0, 0)
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de donde:

T(x,y)=(x+y, —-y)

1 0
My (T)=| 2

) ~1

o -17[2 0 0 -1
44. a) GoE = = =T
1 oflo 1 2 0
v A N
T

/”\ Cl; 2)
0, 1)
+ b + | e X
%VZ (-1, 0)

(-1, -1) (1. -1)

(1,-2)
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YA YA
H

(0, 1) /\

x
(-2, 0) %

(-1, -1) fli=L)

ol b s
45. a) GoRoE =
1 0 I -1 0 2

VA YA

L 00

e

(2, 1)

(2, -1)

(2,2)

(2, 1)

(0, 0) (3, 0) (0, 0)

1 0 0 -1 1 0
b) EoGoR=
0 2 1 0 0 -1
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YA y
(0,6)

H (1, 4)

(1, 2)
(L1) (2,1)

(0, 0) (3,:0) (0,0)|
0 0 1 0 0 -1 0 -1
c) RoEoG = = =W
0 -1 0 2 1 0 -2 0
Y ¥
A - A

. (2‘1)/’\

(0, 0) (3,0) (0, 0)

('19'2)

-1,-4)

(0, -6)
46. a) A, = A, =1

Vi, = (0, k)conk=#0
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b) E(X,)=1{(0,k)|keR}

48. Los valores caracteristicos son:

0 0
v, = con k,#0
k, 2k,
2k, k,
Vy,3 = L ‘ con k, ylo ky# 0
5k, Sk,
v, = con k,#0
2k, 4k,

2k, k, |
E(X,,)= A h ky, ky € R
(- 2 3_
5k, 5k,
E(X4) = k, € R
2k, 4k,
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49. a) Lk =0

b) Los valores caracteristicos de T -1 son:

B(1) = (ko 0.0) [k < ®)

F(h) = {(4h 0.3 ) [k < B]

E(1) = [ (0.8 0)] & <]
50. T(x,y,z)=(2x-3y+3z, 2y, 3y-z)
51. T(x,y)=(-2x+y, 3x)

52. a) E(&,) = {(k, -2k +2k,, k; )|k, k, e R |
E(%y) = {(0, &k, 0) |k, e R}

b) T sies diagonalizable.

53.a) E(A,)= {(k.ky =k )|k, ky e R

b) T sies diagonalizable.
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0
¢) Una matriz diagonalizadoraes: P = 0o 1 2
-1 0

d) Sise cumple que D=pP'4P.

e) Una base formada por vectores caracteristicos seria:

B={(1,0,-1),(0,1,0),(1,2,1)}

54. a) P(A)=(1-X)(a—-A) Paraque A =0 seaunvalor

caracteristico, entonces o = 0.

b) Como Dim E ( A= 1) =1, entonces para que T sea diagonalizable

a#lconoaeR. Si a=#1l, entonces los valores caracteristicos de
T serian diferentes y, por lo tanto, T seria diagonalizable.

55. a) Los valores caracteristicos de 7' son:
Ai,=1 y Ay,=2
Los vectores caracteristicos correspondientes son:

Vi, = kX con k,#0

Vv, bk, x> + 2k, x +k, con k,#0

b) Como la suma de las dimensiones de los espacios caracteristicos es

diferente de la dimensién del dominio, entonces 7' no es diagonalizable.

c) No es posible.

56. a) Los valores caracteristicos de 7' son:

Ay =1 y hy,=—i
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57.

58.

b)

d)

b)

b)

Los vectores caracteristicos correspondientes son:
v, = (k. ki) con k,# 0
v, = (ky, —kyi) con k, # 0

E(%) = { (k. ki)|k ecC]

E(%) = {(k, —kyi) |k, e C|

Si k, = k, =1, entonces:
1 1
P =
i i
D=P 4P sise cumple, donde:

Una base seria:

B={(1,0,1),(0,1,0),(1,0,-1)}

Los valores caracteristicos de 7' son:
A, =1 y Ay, =0

El operador T no es diagonalizable.




— Transformaciones lineales

60. a) S((1,2,1)+2(1,0,1))=(5,2,5)

b) E(%)={(k, 2k, k)|keR]

E(hy) = { (ks bss ko= ) | by ky € R

61. a) E(A =1+i) = {(k,0, -k )|k eC]|

b) Los valores caracteristicos de T -1 son:

WL
2 2

N, = 1

Ay = l+li
2 2

c) T(x, y,z)z(x—iz, y,—ix+z) ;‘v’(x, y,z) e C°
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— Espacios con producto interno

Producto interno

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo de definicion complejo. Un producto

interno es una funcién de V'xV en C que asocia a cada pareja de vectores
uyv de JV un escalar (1,7|17) e C, llamado el producto interno de

Vv, que satisface los siguientes axiomas:

N
<

Propiedades del producto interno

Sean u, v y w vectores de un espacio V' sobre € con producto interno y
sea a e C.

=0 siysolosi u=0

(
(@]a)
3. (0]@)=(u|0)=0
(@)
(

7|v-%) = (a] ) - (a] %)
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Ejercicio 4.1 Sea F el espacio vectorial de las funciones continuas en el intervalo

[ 0, 1]. Determine si la funcion:
1

(f|g)=joetf(t)g(t)dt .V f,g€eF

es un producto interno.

SOLUCION:

Para determinar si la funcion dada es un producto interno, se debera demostrar el

cumplimiento de los cuatro axiomas de la definicion.

) (fle)=(gl|f)

Esto es:

como el producto de funciones es conmutativo, entonces se cumple la propiedad.

2) (flg+h)=(flg)+(f]h)

De donde:

j:etf(t)[g(t)Jrh(t)]dt: e f(t)g()de+ | et r(e)n(r)di

Uetf(f)g“)d“etf(f)h(t)dr]= e (1) g(e)de+ | et f(1) h(r)dr

J 0 J 0

como la integral de una suma es igual a la suma de las integrales, se tiene:

jleff(t)g(t)de letf(t)h(t)dtzj letf(t)g(t)dt+j ot £(0) h (1) di

0 0 0 0

-.cumple
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3) (af|g)=a(s]g)
entonces

J‘Olet [af(t)] g(t)dt = aj 1etf(t) g (1)di

0

por propiedades de las integrales, se tiene:

1

ocj ot () g (1) dr :ocj e 1(r) g (1)dr

0 0

cumple

4) (f | f) >0 si f#0 axioma conocido como positividad.

De donde, se tiene que:

J.letf(t)f(t)dt> 0

0

Iolet [f(t)]2 dt >0

Como e’ es una funcién positiva V ¢ € R y la funcién [f( t)] * también es
positiva V t € R por estar elevada al cuadrado, entonces la grafica de la
funcién e’ [ f( t)] ? se encuentra por arriba del eje de las abscisas y, en
consecuencia, el area bajo la curva en el intervalo [0, 1 ] siempre sera
positiva. Por lo tanto, se cumple el axioma de la positividad, con lo cual, podemos

afirmar que la funcién:

jletf(t)g(t)dt

0

es un producto interno.
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Ejercicio 4.2 En el espacio vectorial

a b
W = a, b e R
at+b 2a
sobre R se define la funcion:
a b c d
(#|V)=ac-2ad-2bc+4bd ; V u = , V= e W
a+tb 2a ct+d 2c

Considerando que se cumplen:

(u|v+w) = (u

v)+ (a|w) ; Vu,v,weW
(it |0) =a(u|v) ; VoaeR y Viu,veW
determine si (i |V ) es un producto interno en .

SOLUCION:

Dado que se da por hecho que se cumplen dos de los cuatro axiomas, entonces
solo resta comprobar el cumplimiento de los restantes (simetria y positividad).

Simetria:

Dado que el campo de definicion son los reales, entonces el conjugado no tiene
ningun efecto, por lo que la propiedad a demostrar es:
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esto es:

a b c d c d a b

a+b 2a c+d 2c c+d 2c a+b 2a

ac—2ad —2bc+4bd = ca—-2cb—-2da+4db

dada la conmutatividad del producto de reales, tenemos:

ac—2ad —2bc+4bd = ac —2ad — 2bc +4bd

cumple
Positividad:
(iw|i)>0 si w=0
esto es:
a b a b
> 0
at+b 2a at+b 2a

de donde se tiene:
a’*—=2ab — 2ab + 4b* > 0
a’*—4ab + 4b* > 0

(a-2b)" >0

cuando a = 2b entonces a —2b =0, por lo que podemos concluir que este
axioma no se cumple, por lo tanto:

(

no es un producto interno.

<

|17) =ac—2ad —2bc+4bd
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Ejercicio 4.3 En el espacio vectorial:

3
C —{(21,22,23)|Zl,22,z3e (C}

sobre C se define la funcion:

p— p— _ p— . - _ - 3
(v|w) = Z v,w;, ; V v-(vl,vz,v3), W—(wl,wz,w3)€C

i=1
donde w, eselconjugadode w;.
Determine si (| ) es un producto interno en C° .

SOLUCION:

Antes de proceder a la resolucion del ejercicio, expresemos la funcion dada en
forma desarrollada, esto es:

(\7|v_v)=v1v_vl + Vv, W, + vy W,
Veamos ahora si se cumplen los cuatro axiomas de la definicion.
1 (V] w) = (w][¥)

Sustituyendo, tenemos:

(v v )| O s )) = (O e ) [ v )

VW, HV, W, Yy Wy = (w1v1+w2v2+w3v3)
VW, Y, W, vy W, =(w1v1)+(w2v2)+(w3v3)
VIW, HV, Wy Vs Wy = W Y W, Y, Wy Y,

finalmente:

Vi W+ Vv, w, +V3 Wy =V, W +V, W, +V; W,

cumple
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(w2 vs) + (s w )} | = (s s w0 ) (w1 w2 0 ) +

[(ul, u,, u3)| (v1+wl, Vot w,, v3+w3)] = (u1\71+u2v2 +u3173)+

ul(v1+w1)+u2(v2+w2)+u3(v3+w3)=u1(\71+W1)+u2(172+W2)+u3(\73+w3)
finalmente:
w, (V49 )+, (V) g (Vs +0y ) =y (V) + 30 )+ uy (V, 9, ) + g (7 + ;)
cumple
3) (av|w)=o(u|w)
(a(vl,vz,v3)‘(wl,w2,w3)) = oc((vl,vz,v3)‘(wl,w2,w3))
((avl,avz,av3) ‘(wl,wz,w3)) = oz(vlwl +Vv,w, +v3w3)
OV, W, + 0V, W,y + 0V Wy = AV, W, + AV, W, + 0V, W,

cumple

4) (v|v)> si v#£0

((Vp Vs V3)‘ (Vl, Vi, v3)) > 0

ViV, VvV, +va vy > 0 .. (1)
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Para poder afirmar que este axioma se cumple se procedera de la siguiente

forma:
Si
vi,=a, + bji con a, b e R
vV, =a, + b,i con a,, b, e R
vy =a,; + byi con ay, b; e R
entonces:
Vi,=a,—bi
V,=a,—b,i
Vy=a,—b;ji
de donde:
vV, :(a1+b1i)(a1—b1i) = alz—(bli)zzaf+bl2 ..(2)
V,V, = (a2+b2i)(a2—b2i) = a%—(bzi)2=a§+b§ ..(3)
2
vi ¥y = (ay+byi)(ay—byi) = aj—(byi) =aj+b; (4

sustituyendo  (2), (3) y (4) en (1), tenemos:
(ai + b7 )+ (a3 +b3 )+ (a5 +b3)>0

Como se tiene la suma de cuadrados y estos siempre son positivos, entonces el
axioma cuatro se cumple.

Por lo tanto, podemos afirmar que:

(‘7| V_V) - 23: Vi W,

i=1

si es un producto interno en el espacio vectorial C°.
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En general, al producto interno definido por:

(v]w) = Z viw, 3 Yv,weC"

i=1

se le conoce como producto escalar ordinario en C", o también como producto
interno usualen C".

De igual forma, si se esta trabajando con espacios vectoriales del tipo R", al
producto escalar de vectores o producto punto, se le llama producto escalar
ordinarioen R", o bien, simplemente, el producto interno usual en R ".

Norma de un vector

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo de definicion complejo, en el cual se

define un producto interno. La norma del vector v € V', denotada por || v

, se

define como:

<I
I
—
<l
<l
N—
N | —

Propiedades de la norma

Sea V' un espacio vectorial con producto interno.

Yu, velV y VaeC, setieneque:
1. ||\7|| >0 vy ||17||:O siysolosi v = 0

2. [ov]=]of |v]

3. [a+v|<|ul+]v]
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Vectores unitarios

Si H v H = 1, entonces al vector v se le llama vector unitario. Si v es un vector

diferente de cero, entonces el vector unitario se obtiene como:

Iv1

Desigualdad de Cauchy - Schwarz

Sea V' un espacio vectorial sobre €, en el cual se define un producto interno.
Y u,velVl

[(7]%)]" < (7]7) (7]7)
donde ‘(E|\7)‘ eselmodulode (1 |v ).

La igualdad se cumple siy solosi u# y v son vectores linealmente dependientes.

Distancia entre vectores

Sean u y v dos vectores de un espacio V' con producto interno. Se define como

distanciade u a v, y se denota con d( u,v ) al numero definido por:

d(a,v)=”v-a”
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Propiedades de la distancia entre vectores

Sea V' un espacio con producto interno. La distancia entre vectores tiene las
siguientes propiedades:

1. d(u,v) 20

2. d(u,v) =0 siysolosi u =V

Angulo entre vectores

Sean u y v dos vectores no nulos de un espacio vectorial V' sobre R con producto
interno. El angulo entre los vectores u y v esta dado por la expresion:

ﬂ donde 0<0<mn

[ 171

Si el campo de definicion de V' es C, entonces el angulo entre u y v esta dado
por:

cosO =

R(a|v)

v
Rl

donde R (E | \7) representa la parte real de (LT |\7)
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Vectores ortogonales

Sea V' un espacio vectorial con producto interno. Dos vectores u, v € V' son

ortogonales si:

Ejercicio 4.4 Sea el espacio vectorial
P, = { ax’ +bx+c| a, b, c e R}

donde se define el producto interno:

(flg)=r(1)g(1)+r(0)g(0) ;5 V f,geP,

a) Calcule la distancia y el angulo entre los polinomios p(x)=x2—1 y
q(x) = -2x+1.

b) Si f(x) = 2x +1, determine un polinomio distinto del polinomio nulo, que sea

ortogonala f(x).

SOLUCION:

a) Sabemos que la distancia viene dada por:

d(p, q)=|q-r|

se tiene que:
q(x) —p(x) = x> —2x+2

Si
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entonces

[2(x)] =5
por lo que la distancia entre los polinomios p(x) y g(x) es:

d(p.q)=45u

Calculando el angulo entre los polinomios p(x) y ¢ (x), tenemos:

[p ()] = (r(x)] p(x))?




— Espacios con producto interno

Como el angulo entre los polinomios viene dado por:

(p(x)]a(x))

cosO =
[»()]]a()]
entonces
cosO = -1
(1)(V2)
0 = cos! | - ——
Jz

0 = 135°
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b) Se pide determinar un polinomio g (x) # 0 que sea ortogonala [ (x).

Si hacemos:

g(x)zax2+bx+c (D)

entonces, se debe cumplir que:

(7(x)]g(x)) =0

esto es:

F(1) (1) + £(0) g(0) =0
(3)(a+b+c) +(1)(c) =0
3a+3b+3c+c =0
3a+3b+4c =0

de donde:

4c¢ = —3a -3b
= c= —Ea——b
4

sustituyendo ¢ en (1), tenemos g (x)=ax’+bx +(—% a - % bj

si hacemos que: a=0y b=4, entonces g(x) = 4x—3.Este polinomio

g (x) resulta ser ortogonal a f(x).

Evidentemente la solucidon no es unica.
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Ejercicio 4.5 Sea F el espacio de funciones reales de variable real, donde se
define el producto interno:

(flg)=jolf(f)g(t)dt ;. YV /.geF

Para las funciones f(7) =t+1 'y g(t)=1":
a) Obtenga un vector unitario a partir de la funcion f.
b) Determinesi f y g son ortogonales.

c) Verifique la desigualdad de Cauchy — Schwarz.

SOLUCION:

a) Calculando la norma de la funcion f, tenemos:

(f|f) [ lf(t)f(t)dtzj1(t+1)(t+1)dz‘ =J. 1(z+1)2 dt

entonces:

7
ned

por lo que el vector unitario pedido sera:
t
) st 3 /i
| o)z
3

b) Si f/ y g sonortogonales, entonces se debe cumplir que:

(flg)=0
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entonces

(fle) - J.l(t”)(tz)dﬁjl(t3+t2)dt:{%4+%3}l

como (f| g) # 0, entonces f y g no son ortogonales.

c) La desigualdad de Cauchy — Schwarz establece que:

[(r1e)] <(s17)(2le)

como en los incisos anteriores ya se obtuvo ( flg ) y ( ff ), entonces

solo falta calcular ( g| g ).

RUNACIGER RIS

0

sustituyendo en la desigualdad, tenemos:

2
Tl <71
12 3 5
49 7 . . :
— < — .. se verificala desigualdad de Cauchy — Schwarz .

144 15
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Ejercicio 4.6 Sea M el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden dos
con elementos en R, donde se define el producto interno:

(4]B) :Tr(ABT) - VA, BeM

Determine el o los valores de x para que las matrices:

0 0 0 2
A= yB:

a) Sean ortogonales.

b) Formen un angulo de g .

SOLUCION:

a) Las matrices 4 y B seran ortogonales, si:

(4]B) =0 o (1)

Calculando el producto interno, tenemos:

(A|B):Tr(ABT):Tr[[Z H {z OUJ{: ZOJ

(4]B) = 2x . (2)

de (1) y (2), setiene que:

2x =0 x=0

b) Sabemos que:

o _(AB) o =
| 41]5] .
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T 1
como CoS E = 5’ entonces:

(4]8) :% ()
| 4] 2|

calculando las normas de las matrices A y B, tenemos:

([ )0 0 2T 0

dEAERD ()

e e )

—
o O
= N
[
~_
o —
Il

sustituyendo (2), (4) y (5) en (3), tenemos:

2x _ 1
ﬁ\/4+x2 2
1

2x B
2\/7\/4+x2 2
X

\/ 8 +2x?

N [—
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Ejercicio 4.7 Sea el espacio vectorial C* sobre €. Para los vectores
i=(2+4i, 1+i)y v=(a-2i, -1+bi)e C?, determine el valor
de a y el de b para que u y Vv sean ortogonales respecto al producto interno
definido por:

(E|v_v):zlwl +z,w, ; V E:(zl, 22), v_vz(wl, WZ) e C?
SOLUCION:
Se debe cumplir que:
(a|v)=0+0i
sustituyendo:

((2+4i,1+i)](a-2i, =1+bi)) =0+ 0i
aplicando la regla de correspondencia del producto interno, tenemos:

0+0i

(2+4i)(a—-2i)+(1+i)(-1+bi)

0+0:

(2+4i)(a+2i)+(1+i)(-1-bi)

Qa+4i+4dai +8i*—-1-bi—-i—bi* = 0+0i

agrupando:

(2a—8-1+b)+ (4+4a—-b—-1)i = 0+0i
(2a+b-9)+ (4a-b+3)i = 0+0i
por igualdad de numeros complejos se llega al sistema:

2a+b-9=0

4a-b+3=0

por sumas y restas, se tiene:
6a—-6=0 Soooa=1y b=7

con lo cual el vector \7:(1—21', —1+7i).
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Conjuntos ortogonales y ortonormales

Sea V' un espacio vectorial con producto internoy sea A4 = { Vi, Vo, ooy Vg } un

subconjunto de V. Se dice que A4 es un conjunto ortogonal cuando:

g

Si cada vector del conjunto A4 tiene norma igual a uno, entonces al conjunto 4 se le
llama conjunto ortonormal.

vj):o; Vi#

Es importante destacar que todo conjunto de vectores ortogonales no nulos, es
linealmente independiente.

Coordenadas de un vector con respecto a una base ortogonal y
respecto a una base ortonormal

Sea V' un espacio vectorial con producto interno y sea B = { Vi, Voseoos Vp } una

base ortogonal de V.

Si a € V' y se tiene que:

entonces los escalares a ; vienen dados por la expresion:
(a]7.)
i [e— [e—
(7:%:)

Si los vectores de la base B fueran vectores unitarios, es decir, si B fuese una base
ortonormal, entonces las coordenadas del vector a respecto a la base B vendrian
dadas por:
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Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

cualquiera de V.

Si B, :{vl, Voy eons V

elementos vienen dados por:

n

‘71251

V) :Ez_ (b_2|‘71) vV
(7:]7)

.= b - - (Ei Vi
k=l (vk|‘7k

para i =1, 2,...,n

Sea V un espacio con producto interno y sea B =

{B), by, s b

} una base

n

} es una base ortogonal del espacio V', entonces sus

Ejercicio 4.8 En el espacio vectorial R * se tiene el producto interno:

()_c|f)=x1y1+3x2y2 ; v(xl’XZ)’(ylayz)E]Rz

W | —

1 1
y la base A:{(E’ - —

1] o o

a) Determine silabase A4 es ortonormal.

b) En caso de resultar negativo el inciso anterior, obtenga una base ortonormal a
partirde 4.

c) Obtenga las coordenadas del vector u = ( 3,

propuesta.

—1) en la base ortonormal
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SOLUCION:

a) Determinemos primero silabase 4 es ortogonal:
IR IR R N
2 2 3 2 6

A es una base ortogonal

Calculando la norma de los vectores de A4 para determinar si es una base
ortonormal, tenemos:

el primer vector de A4 es unitario.

- (- 9]0 4)

TN
[—
W | =

5]

como el segundo vector de 4 no es unitario, entonces 4 no es una base
ortonormal.
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b) Una base ortonormal seria:

esto es:

c) Las coordenadas del vector i = (3, —1) seran:

GRS IR R

- [oenl( )22

2 6

D |

con lo cual, el vector de coordenadas de u referido a la base B, es:

Ejercicio 4.9 En el espacio vectorial

a 0
M = a, b e R
0 b
se define el producto interno:
(4|B)=Tr(A4B) ; VY A,BeM

Obtenga, mediante el método de Gram—-Schmidt, una base ortonormal de M a partir
del conjunto:
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SOLUCION:

Como puede apreciarse facilmente, el espacio vectorial M es de dimension dos,

por lo que, cualquiera de sus bases debera contener unicamente dos vectores.
Como el conjunto G contiene tres elementos, entonces podemos asegurar

que G es un conjunto linealmente dependiente y, por lo tanto, no es una base
de M.

En el enunciado del ejercicio nos piden obtener una base ortonormal de M a
partir del conjunto G, entonces apliquemos el método de Gram-Schmidt
directamente al conjunto G y veamos lo que sucede.

Si consideramos que:
G={b, b, by}

entonces, aplicando el método de Gram—-Schmidt, tenemos:

v, = b,
esto es:
1 0
v, =
0 -1
ademas:
— 52|‘71
v, =b, — (_ ~ v, .. (1)
v1|v1

—_—
S
)
<|
~—~——
Il
VR
1
S O
—_ O
L 1
1
O =
|
—_ O
L 1
N—
Il
~
VR
1
oS O
|
—_ O
1
N—
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sustituyendo en (1), tenemos:

0 0] _y[1 o0
v, = - —
0 1] 210 -1
0 0] {[1 o0
v, = -
0 1| 2|0 -1
Lo
_ 2
V, =
o L
i 2

De acuerdo con el método de Gram—Schmidt, tenemos que:

v3=53——(5 ) vl——(53|vz) v

|7
() ()

desarrollando, tenemos:

. (2)

Lo % 0 % 0
[o 1} R !
o - o -

2 2

Tr

N

—

<I

(3]

<|

[\S]

N —

|
| = ™~
S N~
o
S N
- 2

Il
S A=
o
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sustituyendo en ( 2), tenemos:

N | —

N | =

Como era de esperarse, la base ortogonal B estara formada unicamente por los
vectores v, y v, , estoes:

base ortogonal
2

Calculando la norma de cada vector, tenemos:

1

¥ 1= (m]w )
como (\71 | v, ) = 2, entonces:
|7 1=12

Por otro lado:
1

s le(5 |5 )2
|72 | =(7.]7.)
— = 1
como (v2|v2)=5,entonces:

71
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con lo cual, la base ortonormal B’sera:

B =1 —

[S—
1

[U—

o
1

3
N | —
o

o también:
A&l 5L

Ejercicio 4.10 Sea el espacio vectorial

P, :{ax2+bx+c|a,b,ceIR}

en el cual se define el producto interno:
1
(rle)=[ s ear o vreer,
-1

A partir de la base B = { 1, x, x* } , empleando el método de Gram-Schmidt,
obtenga una base ortonormal del espacio P, .

SOLUCION:
Sabemos que: v, =b,
esto es: v, =1

v, (D)
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al sustituir este resultado en (1), tenemos que:

V, =X

Se tiene que:

v, ... (2)

por lo que la base ortogonal es:

1
Bort:{ln X, xZ_E}

Obteniendo la norma de cada uno de los vectores de la base ortogonal, tenemos:
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<l
[\S}
Il
—_—
<|
[\S}
<l
NS}
S~
| —
Il
VR

1
=
w| =,
[
| —
N
| —
Il
TN
W | =
+
W | —
N
| —
1l
W | N

entonces: || Vs || = 8 = ﬂ

al dividir cada vector entre su norma, se tiene que la base ortonormal pedida es:

2

ortonormal \/— \/7 \/—
3 3 \/—

w\»—t

B

simplificando, se tiene:

3 5
Bortonormal - { \/; \/; 3x _1 }
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Ejercicio 4.11 Sean J un espacio vectorial con producto interno real,
B={171, \72} una base ortogonal de V' y el vector a € V cuyo vector de

coordenadas respecto alabase B es (@), =(-2, 1). Sise sabe que lanorma

del vector v, es igual a2y que el angulo ¢ entre v, y a es tal que

cos § = — %, determine las normas de los vectores v, y a .
SOLUCION:
Obtengamos primero la norma del vector a. De los datos del ejercicio, tenemos
A a = =2v, +v,
(‘71 | ‘_’) 4
cos ¢ = = - = e (1)
nllal s
Se tiene que:
(wla)=(m|-2% +%)==2(%|%)+(7]|%)
como:
(n[n) =7 v Iwn]=2 - (2)
entonces:

y como (171 | 52) = 0 por ser elementos de la base ortogonal B, tenemos

que:
(v]a) =-2(4)=-8 . (3)
sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos:
-8 _ _i
2]af 5
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. 1 ,
al multiplicar por — E se tiene:

- L |a] =
la] 3
Para obtener la norma del vector v, , se tiene que: a=-2v, + v,
de donde: v, =a + 2v
entonces: || v, ||=(\72|\72);=(c7+2\71|c7+2\71);
desarrollando:
1
[v. 0= ((ala)+2(alm) + 2(nfa) « 4(m|%)) o
como (a|a)=|a|’ y |a]=5, entonces:
(afa) =25 - (5)

Por otro lado, como se tiene un producto interno, entonces se cumple el axioma
de la simetria, esto es:

por lo tanto:

2(alv ) +2(v|a) =4(-8)=-32 .. (6)

se sabe ademas que:

(% ]%) =4 (7

sustituyendo (5), (6) y (7) en (4), se tiene:

N | —

||\72||=(25—32+16)§

(9)

[ 7] =3
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Complemento ortogonal

Sea V' un espacio con producto internoy sea W un subespaciode V.

Se dice que un vector v € V' esortogonal a W, si se cumple que:
(v]u)=0 ; Yuew
Al conjunto de todos los vectores de V' ortogonales a W se le llama Complemento

ortogonal de W y se denota con Wt , estoes:

Wi={veV|(v|a)=o : VﬁeW}

Proyeccion de un vector sobre un subespacio

Sea V' un espacio vectorial con producto internoy sea W un subespaciode V.

Cualquier vector v € V' puede expresarse en forma unica como la suma de dos

vectores, unode W vy el otro de Wl , estoes:

—!

w+ w

/7

La proyeccion de v € V' sobre el subespacio W viene dada por la expresion:

(v]e ) e

1
es una base ortonormal de W'.

donde weW y W ewt

v

Graficamente:

n
w =
i=

n

N——

donde el conjunto { €, €, ,..., €
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Teorema de proyeccion

Sea V un espacio con producto interno y sea W un subespacio de V. La
proyeccion de un vector v € V' sobre W es mas préxima a v que cualquier
otro vector de . Esto es, si w es la proyeccion de v sobre W, entonces:

||v-w||s||v-?|| - VieW

El signo de igualdad se cumple, siy solosi, 7 = w.

Ejercicio 4.12 Determine el conjunto de vectores de R’ que son ortogonales al

vector v = ( 1, 0, -1 ) con el producto interno usual en R? y simultaneamente
con el producto interno definido por:

()_c|§) =2x,,+3x, y, +X; 5 ; ‘v’)_c:(xl, X, , x3), )7:()/1, Vo y3) e R’

SOLUCION:

Sea u =(a,b,c)e R’ Se debe cumplir que el producto interno de
u con v debe serigual a cero con ambos productos internos, esto es:

Con el producto escalar ordinario
((a,b,c)](1,0,-1))=a-c=0 (1)
Con el segundo producto interno definido:
((a,b,¢)](1,0,-1))=2a-c=0 - (2)
con las ecuaciones (1) y (2), se forma el sistema:
a—-c=20
2a —c =0
que al resolverlo se obtiene: a=0 y c¢=0

Por lo tanto, el conjunto solicitado es: D = { (0,0,0 )| b e R}




— Espacios con producto interno

Ejercicio 4.13 Sea el espacio vectorial R* con producto interno definido por:
()_c|)7)=x1y1+2x2y2+x3y3 ) v}?:(xla Xy x3) ) )_’:(yla Vo> y3) e R’

y sea W={(x,y,z)|x+2y—z=0 con x, y, z € ]R} un subespacio de

R*. Determine el complemento ortogonal de W'.

SOLUCION:

Si se despeja z de la ecuacion del plano, entonces el subespacio W puede ser
expresado de la siguiente forma:

Wz{(x, y, x+2y)|x, y ER}

Una base de IV es:
B={(1,0,1),(0,1,2)}

Si consideramos un vector cualquiera u = ( a, b, c) que pertenezca al
complemento ortogonal de W, entonces se debe cumplir que:

((arb,e)[(1,0,1)=0 y ((a,b,c)|[(0,1,2))=0
desarrollando ambos productos internos, se tiene que:

a+c=0 . (1)

y 2b+2c =0 . (2)
de (1) y (2), sellega a:

a=-c y b =-c
Por lo tanto, al sustituir en el vector u € Wl , Se obtiene que:

wt ={(—c, -c, c)|ce R}

Para comprobar que se llego al resultado correcto, se tomara un vector cualquiera

de W yotrode W 1 para comprobar que dichos vectores son ortogonales.




— Espacios con producto interno

Sean v=(1,1,3) e W y u=(-3,-3,3)¢ w. Con el producto interno

definido, se tiene que:

(v]@)=((1,1,3)][(-3,-3,3)) ==3-6+9=0
por lo tanto, v y u resultan ser ortogonales.

Ejercicio 4.14 Sea M el espacio vectorial de matrices cuadradas de orden dos
con elementos complejos y definido en el campo complejo, y sea

(1+2i)z 0

un subespacio de M .

Obtenga el complemento ortogonal Ht de H , considerando el siguiente producto
interno definidoen M :

(4| B)=Tr (4B*) ; V A4, B eM

donde B* es la matriz conjugada transpuesta de la matriz B.

SOLUCION:

Dado que el subespacio vectorial H esta definido en el campo complejo,
entonces la dimensién de H es dos, por lo tanto, una base de H seria:

1+2i 0 0 0

a b
Sealamatriz E = [ } € M, parala cual se cumple que:
c
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a b 1+2i 0 |
=0 .. (1)

c d 0 0

a bl|]O 0 |
=0 ... (2)

c d | 0 1—i |

de (2), setiene:

d=0

Al sustituir estos valores en la matriz E, se llega a que el complemento
ortogonalde H es:
b, ceC }

il
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Ejercicio 4.15 Mediante el teorema de proyeccién, expresar al vector

v = (-1, 2,6,0) enlaforma v = w, + w,, donde w, pertenece al subespacio
W generado por los vectores &, =(—1,0,1,0) y u,=(0,1,0,1) y w, es
ortogonal a W. Considere como producto interno el producto escalar ordinario
en R*.

SOLUCION:

Una base del subespacio W es el conjunto:

Si efectuamos:

(51|52):((—1,0,1,0)|(0,1,0,1)):0

con lo cual podemos afirmar que B es una base ortogonal de W'.

Calculando las normas de los vectores de B, tenemos:

51); :((—1,0,1,0)|(_1,0,1’0));:\/7
||52||=(52|52)i ((0,1,0,1)[(0,1,0,1))% =

=
|
S

Dividiendo cada vector entre su respectiva norma, tenemos que una base
ortonormal de W es:

PSRRI & B RO DS I (Y B

b 9

ortonormal \/? \/? \/? > \/?

Se tiene que la proyeccion de v sobre W, es decir, el vector w,, se obtiene

a partir de la expresion:
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desarrollando:

donde los vectores e, y e, son los vectores de

de W, estoes:

E:[_;O;OJ
ClE e
g:[o;o;J
PR

sustituyendo v , e, y e, en (1), tenemos:

et
NERRNEA

(-1,2,6,0)

(EReSIt
NERNE

desarrollando los productos internos, tenemos:

_ 7 1 1 2
w, = - , 0, —, 0 |+—1]0
2Ly 2 J2
N
como: V=w +tw,
entonces: W,=V —w,

(1)

la base ortonormal

L,O,L,O N
)
Loy, L

2 2
L Lo,

2 2}
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sustituyendo, tenemos:

V:v_v1+v_v2:(—z, T 1) +(% 1, % —1) =(-1,2,6,0)

Ejercicio 4.16 Sea el espacio vectorial:
P={ax3+bx2+cx+d a, b, c,d e R}

y el subespacio de P:
W = {a | a e R}

con el producto interno en P definido por:
1
(rla)= px)atsyar i vp ger
-1

a) Determine el complemento ortogonal wt de w.

b) Exprese al polinomio P ( x) = —x> +3x%—2x+3 como la suma de un vector

de W vy otro de wt.
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SOLUCION:

a) Unabasede W es:

B={1)

Sea P(x)=ax’+bx*+cx+d € P un polinomio cualquiera
perteneciente al complemento ortogonal de W, entonces se debe cumplir que:

(P(x)]1)=0
de donde:

1 |
(P(x)| 1) =I (ax3+bx2+cx+d)(1)dx= [£x4+§x3+§x2+dx}
-1 -1

simplificando:

23—b+2d=0

2b+6d =0

b+3d=0
b=-3d

Por lo tanto, al sustituir en el vector P ( X ) € WL, se obtiene que:

le{ax3—3dx2+cx+d|a,c,d ER}
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b) Necesitamos obtener la proyeccién de P(x) = —x> +3x? —2x+3 sobre el
subespacio W . Para ello, se requiere que la base B = { 1 } sea ortonormal.

Calculando la norma de 1, tenemos:

=00 =[ [ o) = [l | <[ T

1
Bortonormal = {—}
2

Si suponemos que P ( X ) puede ser expresado como:
P(x)=P +P, donde P e W
P, e wt

siendo P, la proyeccionde P ( x ) sobre W.

El polinomio P, viene dado por la expresion:

Po= Y (P(x)]e)e

1=1

esto es:

siendo e, el elemento Unico de la base ortonormal B.




— Espacios con producto interno

Sustituyendo tenemos:

(—x3+3x2—2x+3) ‘ L

1
V27

P,

R
Il
‘ -
|
—_
|
=
+
(98]
=
)
|
(\S)
=
+
(98]
~—
7/ N\

ﬁ]
1

j (—x3+3x2—2x+3 )a’x
-1

. 1
x
~ = +x’ = x> +3x

4 -1

p o= 1 (—l +1—1+3)—(—1—1—1—3j
2 4 4

como P(x)= P, + P,, entonces P, = P(x) — P,, conlocual:

Py=(-x"+3x"-2x+3) -4

P, = —x"+3x>-2x-1

entonces:

P(x)=P +P,=4+(-x"+3x"-2x-1) = —x’ +3x> = 2x+3
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Ejercicio 4.17 Sea el espacio vectorial real

M = a,b,c,d e R

a, b, a, b,
=a,a,+bb,+c,c,+d,d,;
¢ d, ) d,
| a, b, 1T a, b,
A , eM
€ d, ) d,
X Yy
ysea W = x,y,ze R un subespaciode M .
y zZ
1 1
Obtenga la proyeccion ortogonal de E = sobre W.
0 -1
SOLUCION:

Para obtener la proyeccidn solicitada se mostraran dos métodos de solucién.

METODO 1:

Este método de solucidn consistira en obtener una base ortonormal del espacio
W 'y, a partir de ella, con la férmula correspondiente, obtener la proyeccién

solicitada.
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Una base del espacio W es:

Con el producto interno definido, esta base resulta ser ortogonal.

Calculemos las normas de los vectores de la base.

1
= :(1)521
0 0 0 0[]0 0]
1
[0 1] 0 1|0 17)2 |
- = (2)2 = |2
1 0] 1 0|1 0]
1
[0 0] 0 o0]][0 07)2 1
- = (1)2 =1
0 1| 0 1|0 1]

_ ; BN .
1 0 \/7 0 0
ortonormal = ’ s
0 0 1 0 0 1
V2 |
1 1
Se tiene que la proyeccion de la matriz E = sobre el espacio W,
0 -1

que representaremos con la letra P, viene dada por la expresion:

P=3 (E|e)e

1=1
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desarrollada seria:

donde los vectores e,, e, y e, sonelementos de la base ortonormal de V.

Sustituyendo, tenemos:

(1194

0o
P—l{1 O]+L ﬁ +(1){0 0}
00 2 | 1L, 01
V2 _

N | =

Por lo tanto, la proyeccion de la matriz £ sobre W es:

1
P= 2
-1
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METODO 2:
Este método de solucidén consistira en obtener el complemento ortogonal de Wy
proyectar la matriz E sobre Wl, posteriormente, expresar a la matriz £ como
E=P+Q,donde PeW y Qe w'. La matriz P se obtiene de esta
ecuacion por despeje.

Obteniendo W~ , tenemos:

1 0 0 1 0 0
B= 5 5
0 0 1 0 0 1
a b
Sea la matriz e wt , Se debe cumplir que:
c d
[ a b | 1 0 |
=0 dedonde a=0
L c d | 0 0
[ a b | 0 1]
=0 dedonde b+c=0 = ¢c=-b
L c d | 1 0
a b 0 0
=0 dedonde d=0
c d 0 1

con lo cual se tiene que:

wt = heR
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Una base de Wl €es:

{1

calculando la norma, tenemos:

—_—
N | —

0 1 0 1 0 1
-1 0 -1

0 -1 0

con lo cual la base ortonormal de Wl seria:

1
0 _
BI \/7
ortonormal
1
-— 0
2 _
1 1
Proyectando la matriz £ = sobre Wl, tenemos:
0 -1

0 b 0 b
1 J2 J2
0 =
0 -1 1 0 b 0
2 1)L V2 |
0 % ., ]
5 1
e o= , ?Z
\/? __ 0 - — 0
V2 | ?
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como E =P+ Q, entonces P=FE — Q.

de donde:
1 1 0 l
P = -1 2
0 -1 - — 0
2
1 1
P=| 2
— -1
2

Ejercicio 4.18 Obtenga el polinomio 4 ( x ) € W que tiene la menor distancia al
polinomio g(x) =x*-2x—1, si g(x) e P,.

Se sabe que W esun subespacio de P, y que dichos espacios son:
P, = {ax2+bx+c | a, b, c e R}

w

{ax2—3ax| aeR}

considere para su desarrollo, el producto interno en P, definido por:

(Pla)= 2 »p(i)a(i) : ¥V p(x), q(x)eP,

1=0

SOLUCION:

El polinomio % ( x) que se pide es la proyeccion del polinomio g (x) sobre el
subespacio .

Para calcular & (x) necesitamos obtener una base ortonormal de
W. Como W es un espacio de dimension uno, entonces una base seria:

B={x2—3x}
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Calculando la norma del elemento de la base, tenemos:

1

” x?—3x ” = ( x2—3x| xz—3x)E

Il
1
—
o
N—"
[\
+
—_
|
\)
N—"
[\
+
—_
|
\®)
N—
[\
1
N —
Il
=

1
de donde la base ortonormalde W es: B . . = { — ( x*-3x ) }
8

La proyeccion del polinomio g(x) sobre el espacio W viene dada por la
expresion:

h(x)=(g(x)]e)e
donde e, es el elemento de la base ortonormal de W'.

Sustituyendo, tenemos:

h(x):[( xz_zx_l)‘%g(xz_sx)J [J_Lg(xz_:,x)J

por propiedades del producto interno, se tiene que:

h(x) =é((x2—2x—l)‘ (x*-3x) j(xz—.’)x)




— Espacios con producto interno

aplicando el producto interno:

=
—_
=
~
Il
0 |
—_
(@)}
~—
—
)
S}
|
W
=
N—

=
—~
=
N—
Il
Bw
—_
=
[
w
=
N —

B|lW
[\

1 12 N B
FEESEE

base ortonormal de un subespacio W de R’ con el producto interno usual. La

Ejercicio 4.19 Sea B = una

distancia entre el vector v =(1, 0, k) y el vector w e W mas cercano a v

es\/?.

Determine:

a) Unvalorde k.

b) Elvector w mas préximo a v, utilizando el valor obtenido en el inciso a).

SOLUCION:

Este ejercicio se resolvera siguiendo dos caminos distintos.

METODO 1:

Este método consiste en obtener la proyeccion del vector v sobre el
subespacio W, como el vector v depende de k£, es evidente que su
proyeccion quedara en términos de k& ; posteriormente, se calculara la distancia

entre los vectores v y w, la cual debera ser igual a «/3 . De esta igualdad se




— Espacios con producto interno

obtendra el valor de k£ solicitado y, finalmente, el vector w € W mas
préximo v.

a) Se tiene que la proyeccion del vector v sobre el subespacio W viene dada por
la expresion:

w=(v]e)e +(v]e)e,
donde los vectores e, y e, son elementos de la base B.

Sustituyendo, tenemos:

wo=1(1,0,k) 1,1,2) 1,1,2)+

L L
Ve g

L0y L1410 0)

(1,0, k)
7z z

7 = %(1+2k)(1,1,2)+%(1)(1,—1,0)

(1+2k 1+ 2k 2+4kj+(l 1 OJ
6 =~ 6 6 2’ 2

(4+2k —2+2k 2+4k j

=|
Il

=|
Il

9 b

6 6 6

. (1)

b b

= (2+k —1+k 1+2kj
3 3 3
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Calculando la distancia entre v y w, tenemos:

d(v,

N

_ 2+k -1+k 1+2k
)= Dmerl=] (B AR R (o |

) - (—1+k —1+k l—kj
3 7 37 3
1

(—1+k “1+k l—k) (—1+k “1+k l—k) 2
3 7 37 3 3 7 373

d(v,

=

Q
—
<|
S|
N—
I

Como la distancia entre v y w debe ser igual a \/?, tenemos:

iﬁ(—lgkj:ﬁ
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Si consideramos el valor positivo de /3 , tenemos:

\/?(_I;ij J3

-1+k _
3

-1+k =3
k, =4

Tomando el signo negativo, se tiene:

(%5

4

-1+ k _
3

-1+k = -3
k, = =2

En el inciso a) solo se nos pide obtener un valor de k; sin embargo, se
obtuvieron los dos posibles.

Si k=4 = v

Il
—
[—
(]
N
~

Si k=-2 =

<l
Il
—
[e—
(e
|
[\
~

b) Para obtener el vector w mas proximo a v, se tomara el valor de £k =4 y al
sustituirlo en la expresion (1), se obtiene que:

w=(2,1,3)




— Espacios con producto interno

METODO 2:
Este método consiste en obtener el complemento ortogonal del subespacio W' y

se buscara un vector del W+ cuya norma sea igual a /3 . A partir de esto, se
obtendran los valores de k y con ellos el vector w mas proximoa v .

a) A partir de la base ortonormal dada en el enunciado del ejercicio, se llega a que
una base del subespacio W es:

B {(1.1.2). (1.-1.0))

simplificando esta base, se tiene:

’_.112(1J022 0 1 1
~ 2 ~

(-1)|1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0

por lo tanto, otra base de W seria:
B,={(1,-1,0), (0, 1,1)}
Al generar el espacio W con B,, sellega a:
w={(a, b-a, b)|la,beR|

Considerando un vector cualquiera u = ( X, ), z) que pertenezca al
complemento ortogonal de W, entonces se debe cumplir que:

((x,y,z)|(1,—1,0)):0 = x—y=0 = x=y

(v )| (0.1,1))=0 =  yrz=0 = z-—y
por lo tanto, WL es:

Wl:{(y,y,—y)|yeR}
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Como buscamos un vector del W+ cuya norma seaiguala /3 , se tiene que:

y1:1
y2:_1

Como se sabe, el vector v puede ser expresado como la suma de dos vectores,

unode W vy elotrodel Wl, esto es:

w, e W
V= W, +w, donde .. (2)
w, e W+
Para el casode w, , tenemos:
si y=1 = v‘vzz(l, 1, —1) ... (3)
si y=-1 = w2:(—1, ~1, 1) .. (4)

v_vlz(a, b-a, b) .. (5)
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sustituyendo (3), (5) y

<

en (2), tenemos:

(1,0, k)

(a, b—a, b))+ (1,1, -1)
(1,0, k)=(a+1, b—a+1, b-1)

de donde surge el sistema:

a+1=1 = a=0

b—a+1

1
e
U
S

Il

I
—

Por otro lado, si sustituimos (4), (5) y v en (2), setiene:

(1,0, k)=(a, b—a, b) + (1, =1, 1)
(1, 0, k):(a—l, b—a-1, b+1)

con lo cual:

a-1=1 = a=2

b-a-1=0 = b=3

b+1==k = k=4

entonces los valores de k solicitados en el inciso a) son:
k=4 y k=-2

b) Si tomamos el valorde £k =4, entonces a=2 y b =23, con lo cual el vector

w € W mas proximo a v, se obtiene al sustituir los valores de a y b
en (5):
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Minimos cuadrados

La solucion de minimos cuadrados v de un sistema incompatible:
Ax =Yy
donde A es una matriz de orden m x n, satisface la ecuacion normal:
AT4x = 4"y

y reciprocamente, cualquier solucion de la ecuaciéon normal es solucién de
minimos cuadrados. Ademas, si el rango de la matriz 4 es igual a n, la
solucion es unica y viene dada por la expresion:

v=(4T4) 4Ty

Ejercicio 4.20 Determine la ecuacion de la curva de minimos cuadrados de

segundo grado que mejor ajuste a los puntos (-1, 0), (0, 1), (1, 1) y (1, 2).

SOLUCION:

Se nos pide ajustar a un polinomio de segundo grado de la forma:
y=P(x)=ax2+bx+c (1)

al sustituir en esta expresion las coordenadas de los puntos dados, se llega al
sistema de ecuaciones:

a—-b+c =0

a+b+c =1

a+b+c =2

Es evidente que este sistema de ecuaciones es incompatible, es decir, no admite
solucién, pues en la tercera ecuacion se tiene que la suma de a, b y ¢ debe
ser igual a uno y, en la cuarta ecuacion, la misma suma debe ser igual a dos.
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Este sistema de ecuaciones puede ser expresado matricialmente de la siguiente

forma:
1 -1 1 0
a
0 0 1 1
b =
1 1 1 1
c
1 1 1 2
: X
A y

de donde se llega a la ecuacién matricial:

Ax =Yy
donde:

1 -1 1] [0 |
a

0 0 1 1

A= ) _f: b 5 )_}z

1 1 1 1
C

1 1 1 2 ]

Se sabe que toda solucion de minimos cuadrados satisface la ecuacion normail:
ATAx = 4"y . (2)

obteniendo 474 y A"y, tenemos:

1 -1 1
1 0 1 1 31 3
0 0 1
AT4=| -1 0 1 1 =1 3 1 e (3)
1 1 1
1 1 1 1 31 4
111
S
1 0 1 1 3
1
ATy =1 -1 0 1 1 | =| 3 o (4)
1 1 1 1 4
_2_
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sustituyendo (3) y (4) en (2), setiene:

3 1 3 a 3
1 3 1 b | =13
3 1 4 c 4

lo que genera el sistema de ecuaciones:

3a+b+3c =3
a+3b+ ¢ =3
3a+b+4c =4
al resolver este sistema, se obtiene que:
1 3
a=-—- |, b =— c =1
4 4 y

es:

Ejercicio 4.21 Para los puntos (-2,1), (-1,0),(0,2),(1,3)y (2,6),
determine:

a)

b)

La ecuacion de la recta de minimos cuadrados que mejor se ajuste a los puntos
dados.

La ecuacién de la curva de minimos cuadrados de segundo grado que mejor se
ajuste a dichos puntos.

¢ Cual de las dos opciones presenta el menor error? Considere al producto

escalar ordinarioen R* como producto interno.
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SOLUCION:
a) Consideremos que la ecuacion de la recta buscada es de la forma:

y=mx+b

Al sustituir las coordenadas de los puntos dados en la ecuacién de la recta, se
genera el siguiente sistema de ecuaciones:

-2m + b = 1

-m + b =0
S, Om + b = 2
m + b = 3

2m + b = 6

si se expresa matricialmente este sistema, se tiene:

-2 1] 1]
-1 1 0
m
0 1 2

b | =
1 1 3
2 1] r 6]
A y

dando lugar a la ecuacién matricial 4x = y, donde:

) 1 1
~1 1 0
m
A = 0 1] ; x-= . y=1| 2
b
1 1 3
2 1 6]
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Se sabe que toda solucion de minimos cuadrados satisface a la ecuacion normail:

AT4T = 4"y - (D)
se tiene que:
-2 1]
-1 1
. -2 -1 0 1 2 100
4T 4 = 0 1 = .. (2)
1 1 1 1 1 0 5
1 1
2 1|
por otro lado, se tiene que: -
1
0
’ -2 -1 0 1 2 13
Ay = 2 | = . (3)
1 I 1 1 1 12
3
_6—

10 0 m 13
0 5 b i 12
de donde se tiene que:
10m =13 = m = %
5b=12 = b= %

Por lo tanto, la recta buscada tiene por ecuacion:

1312

= — X
T 5
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b) Se nos pide ajustar a un polinomio de segundo grado de la forma:
y=P(x):ax2+bx+c . (4)
cuyos coeficientes a, b y ¢ desconocemos y vamos a determinar.

Al sustituir en la expresion (4) las coordenadas de los puntos dados, se llega al
sistema de ecuaciones:

4ag - 2b + ¢ = 1

a — b + ¢ =0
S, c = 2
a + b + ¢ =3

4a + 2b + ¢ = 6

4 -2 1 1

1 -1 1 a 0

0 0 1 b | = 2

1 1 1 c 3

4 2 1 — 6

L . X L .

1'4 —

de donde:

4 -2 1] 1]
1 -1 1 a 0
A = 0 0 1 ; X = b ; y = 2
1 1 1 c 3
_4 2 1_ _6_
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obteniendo: ) )
4 -2 1
4 1 0 1 4 1 -1 1 34 0 10
AT4=]-2 -1 0 1 2 0 0 1|=|0 10 01 ..(5
1 11 1 1 1 1 1 10 0 5
4 2 1
ademas:
B
4 1 0 1 4 0 31
A"y = -2 -1 0 1 2 2 | =1 13 . (6)
1 1 1 1 1 3 12
- 6 -
sustituyendo (5) y (6) en (1), tenemos:
34 0 10 | [ a] [ 31 ]
0O 10 O b | =113
10 0 5 || c | 12

lo cual genera un sistema de ecuaciones que al resolverlo, se obtiene:

a=—
2

o2
10
7

c=—
5

sustituyendo estos valores en (4 ), se tiene que el polinomio buscado es:

P(x)zlxz+£x+Z
2 10 5
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c) Calculo del vector de errores para cada curva de ajuste, tenemos:

Para el caso de la recta, se tiene:

Tomando las abscisas de los puntos dados y sustituyéndolas en la ecuacion de la
recta tenemos que:
(-2 -1

(_
(_
[

Para P, ( -2,1 ), se tiene que el punto en la recta es

0
. 11
Para P,( -1, 0), setiene que elpunto enlarectaes Q 1, 5
. 12
Para P,( 0, 2), setenequeelpuntoenlarectaes Q| 0, 5

(O8]
~

2
3
4

)
)
)

Para P,(1, 3), se tiene que el punto en la recta es

(9}
—_ O

[
(

0
Para Ps(2, 6), setienequeelpuntoenlarectaes O( 2,

de donde se tiene que las componentes del vector de errores vienen dadas
mediante la diferencia de las ordenadas de los puntos P; y O, estoes:

e =y —1_(_lj— 6
1 Y= 5 5

11 11
e = — :O—— [
2 =V, s 5

12 2
e = — :2—— = - —
3 Y=YV 5 5
e, =y-y,=3-2 - _1
4 = V=V 10 10
es=y-ys=6->5 = 1

por lo que el vector error es:
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Calculando su norma:
le|=(=]2) =

entonces, se tiene que el error es:

1

36 121 4 49 2
—+ — 4+ —+ — +1
25 25 25 100

| 2 | = 2816

N[ —
—_—
Q|
—
.
Q|
—_
N —
N | —
Il

Para el caso del polinomio de segundo grado, tenemos:

Para , setienequeelpuntoen P

-2, 1 es R, (-2,0.8)

Para 1, 0), se tiene que el punto en es R,(-1,0.6)

W

Para 1, , se tiene que el punto en es R,(1, 3.2)

Py ( ) (x)

P ( ) P(x)
Para P,( 0, 2), setienequeelpuntoen P(x) es R, (0, 1.4)
Py(1, 3) P(x)
Para P (2, 6) P(x)

2, 6 ), setiene que el puntoen es R;(2, 6)

Obteniendo la diferencia de las ordenadas, tenemos:

e, = 1-08 = 02
e, =0 -06 = —06
e, =214 = 06
e, =3 -32 = -02
e =6- 6 = 0

por lo que el vector de errores para el caso de P ( X ) es:

e, =(O.2, -0.6, 0.6, —0.2, O)
calculando su norma:

1 1

|2 1=(a]%)" =(

1

122, )% =(0.04+0.36+0.36+0.04+0 )2

|
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entonces, se tiene que el error es:
| 2, | = 0894

Por lo tanto, el menor error se obtiene con el polinomio de segundo grado, lo cual
quiere decir que dicha curva es la que mejor se ajusta a los puntos dados.

Ejercicio 4.22 Obtenga, empleando el método de minimos cuadrados, una
solucion aproximada del sistema de ecuaciones:

(x+y+2z=0
x+y+z=1

X+ y =0

y+z=0

SOLUCION:

Es evidente que se tiene un sistema de ecuaciones incompatible, pues en las dos
primeras ecuaciones del sistema se tiene que la suma de tres numeros debe ser
igual a cero y, al mismo tiempo, su suma debe ser igual a uno, lo cual resulta
imposible.

Del sistema de ecuaciones, se tienen las matrices:

1 1 1 0
X
1 1 1 1
4= ; xX=11yYy ; y =
1 1 0 0
z
0 1 1 0

La solucion por minimos cuadrados viene dada por:

T

AT4x = A"y (1)
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obteniendo A" 4 y ATy, tenemos:

11 1
1 1 1 0 33 2
. 11 1
AT4=]1 1 1 1 =13 4 3 o (2)
1 1 0
1 1 0 1 2 3 3
0 1 1
0
1 1 1 0 1
1
A"y =11 1 1 1 = |1 .. (3)
0
1 1 0 1 1
_0_

303 2 x 1
3 4 3 y | = |1
2 3 3| | z | 1

con lo cual se llega al sistema:

3x +3y+2z =1
3x +4y +3z =1
2x +3y +3z =1
cuya solucion es:
L _ 1 o1
7 2 2

Estos valores resultan ser la mejor aproximacion a la solucion del sistema de
ecuaciones planteado.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. En el espacio vectorial
P, ={ax2+bx+c | a, b, c GR}

sobre R, se define la operacion:

(p| q) = p(0) q(0)+ p(1) g(1) + p(2)q(2) 5 ¥V p, qe P,
Determine si ( p | q ) es un producto internoen P, .

2. En el espacio vectorial R? |, se define la funcion:
(‘7 | 17)=x1x2+x1y2+y1x2+3y1y2 ;v ”_‘:(xp)ﬁ ) ) \7=(x2,y2) e R?
Determine si (L_l | \7) es un producto interno.

3. Para el espacio vectorial /' de funciones reales de variable real, continuas e

integrables en el intervalo [0, g J , determine si:

T
2
(f|g)=J- f(x) g(x)cosxdx ; V f,geF
0
es un producto interno.

En caso de serlo, calcule la norma del vector f(x) = 3 senx; en caso de no

serlo, indique los axiomas que no se cumplen.
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4.

Sealafuncion f: R>x R* - R, cuya regla de correspondencia es:

f(ﬁ|\7):u1v1—u2v2 ; vV L_l=(u1,u2), \7=(v1,v2) e R®

Determine si f/ es un producto interno en R*. En caso afirmativo, obtener,
respecto a este producto interno, la distancia entre los vectores w, = ( 2,1 ) y

w, = ( 3, -1 ); en caso negativo, indicar los axiomas que f no cumple.

En el espacio vectorial R 2. se define la operacion:

(v]w)=vaw" 5 ¥V v=(v,v,), w=(w,w,)eR’

2 1
donde v y w estan representados como matrices renglon y A4 = [ .o } .

Determine si (17 | W) es un producto interno, si se sabe que la positividad se

cumple.

Sea el espacio vectorial:

Plz{ax+b|a, be]R}
Determine si la operacion:
dp dq
=| — — ; Vo, e P
(pla)=[ 2] [42] s vioaen
es un producto interno.

En el espacio vectorial real M de las matrices de orden n x n con elementos
reales, se define la operacion:

(A|B)=Det(ATB) . VA,BeM

Determine si la operacion ( A | B ) es un producto interno y en caso de no serlo,

indique los axiomas que no se cumplen.
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8. En el espacio vectorial:
W = a,belR
a+b 2a

sobre R, se define la funcién:

a b c d
(A|B)=ac—2ad—2bc+4bd VA=  B= c W
a+b 2a

Si se sabe que se cumplen:
(A|B+C):(A|B)+(A|C);VA,B,CEW
(aA|B)=a(A|B)  VoeR y VA, BeW

determine si (A | B) es un producto interno en .

9. En el espacio vectorial R * . se define el producto interno:

(L_l| V):xlxz_xlyz_sz’1+3J’1yz ;v ﬁ:(xl’yl)’ Vz(xz,yz)e R*

Obtenga un vector w € R* que, con el producto interno dado, sea ortogonal al

vector (9, 1) ysunormasea .33 .

10. Si en el espacio vectorial R* se define el producto escalar ordinario y se tiene
que B = { Vi, Vo, Vi, Vyu } es su base canonica, obtenga un vector unitario

que cumpla simultaneamente las dos condiciones siguientes:
a) Queseaortogonala v, y v,, ¥y

b) que forme angulos igualescon v, y v,.
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11.

12.

13.

En el espacio vectorial:

a b c
M = d e f a,b,c,d,e, f,g,h,i €R
g h i

se define el producto interno:
(4| B)=71r(B"4) 5 ¥V 4,BeM

Considerando las matrices:

1 2 1 0 -1 1
A=0 1 0 y B =12 1 1
1 -1 1 1 0 1

calcule:

a) Lanormadelamatriz 4.
b) La distancia entre las matrices 4 y B.

c) Elangulo que forman las matrices 4 y B.

Sea P, el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual a uno

con coeficientes reales y el producto interno en P, definido por:

(p|q):Bj p(x)q(x)dx ) vpaqepl; BER,B>0

Determine el valor de [ para que la distancia entre los polinomios
m(x)=2x+1 y n(x)=3 seaiguala tres.

Sean B = { Wy, Wy, W, } un conjunto ortonormal de vectores de un espacio

vectorial real.
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14.

15.

16.

a) Determine los escalares o, By y para que el vector u =aw,—Bw,—yw,
sea ortogonal tantoa w, comoa w, .

b) Calcule la distancia entre los vectores u y w,, utilizando los escalares
o, B y 7y obtenidos en el inciso anterior.

Sea el espacio vectorial P, = { ax’+bx+c | a, b,ceR } , en el cual

se define el producto interno:

(p|‘]):jlp(x)q(x)dx ; V p,qeP,

0

Determine un vector f3(x)¢0 que sea ortogonal a los vectores

fl(x)=x2+1 y fz(x) =x-1.

En el espacio vectorial F de funciones continuas reales en el intervalo
[-7, m], se define el siguiente producto interno:

(rle)=[ stoyetar : vrger

a) Determine si las funciones f(¢)=sent y g(t)=cost son ortogonales.

b) Calcule la norma de la funcion g (¢)=cos?.

Sea el producto interno usual en el espacio complejo € * definido por:
(L7|\7):u1\71+u2\72 ; Vﬁz(ul,uz) , V:(vl,vz)e(jz
donde Vv, y v, representan el conjugadode v, y v,, respectivamente.
Obtenga un vector z € C? con primera componente real, que sea ortogonal

al vector # =(—3, i) y tal que la distancia entre Z y w=(1+i, —2i) sea
igual a la distanciaentre u y w.
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17.

18.

19.

20.

Sea V' un espacio vectorial real y sean u, v € V. Demuestre que si
|| u-+v || = || u —v |, entonces los vectores u y v son ortogonales.
Sea el espacio vectorial C ? sobre C, en el cual se define el producto interno
usual:
(Z| W)=z w+z,, 5 VE=(z,,2,), w=(w,w)eC’
donde w, y w, representan el conjugadode w, y w,, respectivamente.
Paralos vectores z = (1-i, —-2i) y w=(2i, 2-1i), calcule:
a) Ladistanciaentre z y w.
b) Elanguloentre z y w.
Sea V' un espacio vectorial definido sobre el campo real con producto interno y
sea velVcon v #DO. Obtenga los valores de & € R para los cuales los
vectores:

X =kv +2v

y=k*Vv —5kv + 6V
son ortogonales.
Sea el espacio vectorial C * con producto interno definido por:

(L7| \7) =u,v,+tu,v, ; V 1/_l=(u1, uz) , \7=(v1, v2) e C?
donde v, y v, representan el conjugadode v, y v,, respectivamente.
Paralosvectores z =(1, i)y w=(i, a) e C*:

a) Determine el numero a para que ( z | v_v) = 3i.

b) Con el valor de a obtenido en el inciso anterior, compruebe que:

[z | < [=zl+]w].
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21.

22.

23.

Sean P, el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual a
dos con coeficientes reales y el producto interno en P, definido por:

(p|q)=a1a2+b1b2+clcz ’ Vp(x)=a1x2+b1x+cl,
q(x)zazxz+bzx+c2 e P,

y sean los vectores u = x*+x+a y v = x—3. Determine el conjunto de
valores a € R, tal que:

. _ T .
a) Elanguloentre u y v sea 5 radianes.

b) Lanormade u seaigual a «/18 .

0
Sea el espacio vectorial real M = { { 3 5 } a, b e R } con producto

interno definido por:
(A|B)::Tr(ABT) VA BeM

Obtenga una matriz D € M que forme un angulo de 45°con la matriz

I 0 , , _ 0 O
E = y que diste una unidad de la matriz F = .
0 0 0 1

Sea el espacio vectorial:

P={ax2+bx+c a,b,ceR}

con producto interno definido por:

k

(pW)ZIOPU)NXW” ; Vp(x),q(x)eP

ysea B ={x, x—2} unsubconjuntode P.
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24.

25.

26.

Determine el valor de % para que:
a) Elconjunto B sea ortogonal.

b) La distancia entre los vectores x, x—2 seaigual 4.

Sean V' un espacio vectorial con producto interno, 4 = { u, v, w } una base

ortogonal de V' vy los vectores:
,/I_/l p—

<
+
<l
4

w

3|
[
[

<|
[

S|

[vl=ty [#]=y2.

Las normas de los vectores de 4 son ||u || =3,
a) Obtenga el angulo que forman m y n.

b) Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, determine si el conjunto
{ m, n } es linealmente dependiente o linealmente independiente.

En el espacio vectorial R ?, esta definido el producto interno:
(L_l| \7) =u,vit2u,v, ; VYV u-= (ul, vz) , \7=(v1, v2) e R®

Determine, mediante la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el valor de
k € IR para el cual el conjunto:

A={(k+5, k-1), (-2,1)}
es linealmente dependiente.

Sea F' el espacio vectorial de las funciones reales de variable real continuas en

elintervalo [ 0, 27 ] y el producto interno definido por:

(r16)= [ Trtnreeyan s vriaer

a) Calcule el angulo y la distancia entre las funciones

f(x)=3y g(x)=cosx ; Vxe[0, 2m |
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b) Obtenga una base ortogonal del subespacio de F generado por el conjunto:
A=1{3, cosx, -9}

27. Sea el conjunto B={(1,1,—1),(O,1,—1), (1,1,0)} una base del

espacio vectorial R . Determine a partir de B una base ortonormal de dicho

espacio, considerando el siguiente producto interno definido en R’ :

()_c| f)=3x1y1+2x2yz+x3y3 ; YV fz(xl,xZ,x3), )7=(y1,y2,y3) e R’

28. En el espacio vectorial:

se define el producto interno:

a, 0 a, 0
M | M, |= =a,a,+b,b, ; VM, M, eM
( 1| 2) 0 b, 0 b, 14, 102 1 2

Empleando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, obtenga una base

ortonormal del espacio M a partir de la base:

{20

29. Si en el espacio vectorial P, de los polinomios de grado menor o igual a dos se
define el siguiente producto interno:

(r]q) = ip(i) q(i); Vp, qeP,
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a) Determine los valoresde a, b, ¢ € R tales que el conjunto:
BZ{l, x+a, x2+bx+c}
sea ortogonal para dicho producto interno.

b) Obtenga a partir de B una base ortonormal de P, para el producto interno
dado.

30. Obtenga una base ortonormal del espacio vectorial P, de los polinomios de
grado menor o igual a dos con coeficientes reales a partir de la base:

B={1, 2¢, 12t2—12t+2}

considerando como producto interno a:

1

(p|‘1):_‘. p(t)q(t)dt ; Y p, qeP,

31. Obtengalos valoresde a, b, ¢ € R tales que para el producto interno:
— . — — 2
(x| y):ax1y1+bx1y2+bx2y1+cx2y2, v xz(xl,xz), y:(J’p J’2)ER
el conjunto {(1, 0), (1, 1)} es una base ortonormal de R °.
32. En R’ se define el producto interno:
(3_C| J_’)szlyl_xlyz_xzy1+x2yz ; Vf:(xla xz) ) )_’:(yla y2)eR2
a) Calcule la norma del vector v =(2, 2).

b) Obtenga el conjunto de vectores ortogonales al vector u = ( 1, 0) .

c) Obtenga una base ortonormal de R ’ a partir de su base candnica.
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33. Sea M el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden dos en donde
se define el producto interno real:

(A|B):Tr(BTA) - VA BeM

Obtenga una base ortogonal de M a partir de:

-l E

34. Sien el espacio vectorial C* se define el producto interno:
J— — _ p— — ju— . - _ - _ 3
(z| w)—zlw1+zzw2+zsw3 ; V oz —(zl, Z,, 23), w-(wl, w,, w3) eC

donde w,,w, y wy; denotan a los conjugados de w,,w, Yy w;,

respectivamente, obtenga una base ortonormal del espacio generado por el
conjunto de vectores:

B={(1,i,1),(1+i,0,2)}

35. Sean el espacio vectorial real V con  producto interno,

B = { Vi, V,, \73} una base ortonormal de V' y el vector u € V' ortogonal

a v,, que forma un angulo de 60°con v, y tal que || u || = 2. Determine

un vector de coordenadas de u respecto alabase B.

36. Sean el espacio vectorial W con producto internoy B = { e,, e, } una base

ortogonal de W tal que || e, || =2y || e, ||=3, y sea el vector v e W

cuyo vector de coordenadas respecto a la base B es
(v), = (1, -2). Obtenga (17| El) y (17| Ez).

37. Sean el espacio vectorial R * con producto interno usual, H = {(1, L1, 1)}

un subconjunto R 4 y W el subespacio generado por H . Determine una base
ortonormal del complemento ortogonal de .
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38.

39.

40.

41.

Sean el espacio vectorial P, = { ax® +bx+c | a, b, ceR },en el cual

se define el producto interno:

(r]q) = le p(n)q(n) 5 Vp,qeP,

n=-1

y sea Wz{ax2+b|a,be]R} un subespacio de P,. Obtenga el

complemento ortogonal de .

Sean M el espacio vectorial real de las matrices de orden 2x2, W el
subespacio de M generado por el conjunto:

y el producto interno en M definido por:
(4| B)=7r(B"4) ; V4,BeM
Obtenga el complemento ortogonal de .
Sea W = {(x, ¥V, z)| x=2y+5z=0 con x,y,zc¢€ R} un subespacio
de R’ y sea el producto escalar usual, el producto interno definido en R 3

a) Determine el complemento ortogonal de .
b) Obtenga un vector que pertenezca al wt y que tenga norma igual a

4./30 .

Sea P, el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a dos con
coeficientes reales con producto interno definido por:

(p|q): i P(i) Q(i) ; Vp,qeP,
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y sea W={ax2+bx—( 2a +b ) | a, b e R} un subespacio de P, . Si
B = { x?=2, 4x*-9x +1} es una base ortogonal de W, determine el

polinomio ¢ (x)eW mascercanoa h(x)=x>—x+1.

42. Sea el espacio vectorial real:

we {0

con producto interno definido por:

M= a, b, a, b, b b dd.valbl a, b, M
= ¢, d, ¢, d, =a,a,+b,b,+c,c,+d, d,; ¢, d e, d, €

y sea:
Xy
W:
y zZ

1 2
un subespacio de M. Determine la proyeccién de la matriz H —{ }

x+y+z=0 con x, y,zeR}

2 3
sobre W

43. Sean W={(x, x,y)| x,yeR} y B={(1,1,0),(0,0,1)}un sub-

espacio de R’ y una base de W, respectivamente. Considerando el producto
interno:

(L_l| \_)):>c1)c2+3y1y2-|—zlz2 ; V 1/_[=(x1,y1,21), Vz(xz,yz,zz) e R’

obtenga:

a) Elvector w € W mas proximo al vector a = ( 6, 2, 1).

b) La distancia entre los vectores w y a.
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44,

)0

45.

46.

47.

Sean M el espacio vectorial de matrices cuadradas de orden dos con
elementos reales y el producto interno en M definido por:

{z ﬂ]:Tr(ABT);VA—{j Z},B={z ijeM

a a-b>b
ysea W =
b a

a) Determine el complemento ortogonal wt de w.

a, beR } un subespacio de M .

3 2

b) Exprese al vector A[ ] como la suma de B + C, donde

2 0
BeW y CeWt.

c) Obtenga la proyeccion del vector A sobre Wt

Sea H={(x,y,z)|x+y+z=0, 2x—y—-—z=0 con x,y,zeR} un

subespacio de R . y el producto interno ordinarioen R 3

a) Determine el complemento ortogonal H' de H.

b) Exprese al vector v =( -2, 1, 4 ) como v =w,+ w,, donde:
woeH y w,eH?t.
Usando el teorema de proyeccion, obtenga el punto del plano

T: 2x—5y +z=0 mas cercano al punto 4 (2, 3, —1), usando como

producto interno el producto escalar de vectores.

Sean P, el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual a
uno con coeficientes reales, W el subespacio de P, generado por el conjunto

G = {1 +x, -3-3 x} y el producto interno en P, definido por:

(pla)=p(0)q(0)+p(1)q(l) 5 ¥V p,qgeP,
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48.

49.

50.

51.

Obtenga el polinomio g( x ) € W que mejor se aproxime a p( x)=—-4x + 2.

Sean Wz{(x, v, z)| x+2y—-z=0con x,y,z € R} un subespacio de R’

y el producto interno usual en R’. Determine dos vectores it € W vy

v e W, tales que d(u, v)=,/32 ylaabscisa de ambos sea igual a dos.

Sean los espacios vectoriales:

V={(a,hcﬂ|a+b+c=0; a,b,ceR}

a=b+c,

W={(a,b,c)

%a=—b—c; a,b,ceR}

a) Obtenga el complemento ortogonal del espacio V' (1, empleando el
producto interno usual en R°.

b) Exprese al vector u =(1,1,1) como lasuma w, + w,, donde:

o VAW y w,e (VOAW)T

Sean el espacio vectorial R’ con producto interno wusual y W el
subespacio R’ cuyo complemento ortogonal W+ tiene como una de sus
bases a Bz{ (1,2,1), (1,0,—1)} . El vector @ es la proyeccién de
y = ( 1,1,0 ) sobre W+ y su vector de coordenadas respecto a la base B

1 1

es a_)B:(E, Ej Obtenga:

—

a) Elvector b € W mascercanoa V.

b) Unabasede .

Determine la ecuacién de la recta de minimos cuadrados que mejor se ajuste a

lospuntos (1, 2), (2,3),(3,3)y(0,0).
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52.

53.

54.

55.

Determine la ecuacién de la curva de minimos cuadrados de segundo grado que

mejor se ajuste a los puntos (-1, —1), (0, 1), (0, 0) y (1, 1).

Paralospuntos (2,2),(3,4),(4,5)y(5,7), determine:

a) La ecuaciéon de la recta de minimos cuadrados que mejor se ajuste a los
puntos dados.

b) La ecuacion de la curva de minimos cuadrados de segundo grado que mejor
se ajuste a dichos puntos.

c) Explique por qué se llega a la respuesta obtenida en el inciso b).

Obtenga, empleando el método de minimos cuadrados, una solucién

aproximada del sistema de ecuaciones:

x+y +z =0
-Xx +y = 1
2y +z =0
X -z =1

Obtenga, empleando el método de minimos cuadrados, una solucién

aproximada del sistema de ecuaciones:

(—a+b+c = 0
a—-b+c = 0
b+ c =-1

a +c = 1
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RESPUESTAS A EJERCICIOS PROPUESTOS

( p| q) si es un producto interno.

( b_l| \7) si es un producto interno.
J‘ f(x) g(x) cosxdx siesun producto interno.
” 3sen x ” =

f( I/_£| 17) =u,v,—u,v, no es un producto interno y el axioma que no se

cumple es la positividad. El vector u = ( 0, 1 ) # 0 no satisface este axioma.

(+]%)-

_[dp dq .
(p| q) = (Ej [Ej no es un producto interno.

Aw”' siesun producto interno.

<|

( A | B ) = Det ( AT B) no es un producto interno.

Solo se cumple el axioma de la simetria o conmutatividad, los tres axiomas

restantes no se cumplen.

(A| B) =ac—2ad —-2bc +4bd no es un producto interno. El axioma que

2 1
no se cumple es la positividad. Lamatriz 4 = { 3 4 } no satisface este

axioma.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Se tienen dos respuestas:
w =(3,4) v w,=(-3, -4)

1
u=——1(0,1,1, 0) (Larespuestano es Unica)

7z

2 | 4] -1

b) d(4, B)=4

c) 6 = 78.46°
3

b=y

a) a € R

f3 (x) =110x>—-112x +19 (Larespuesta no es unica)
a) f(t) y g(t) sonortogonales.
o |£(0)] - 7

Se tienen dos respuestas:

z,=(1,3i) y z,=(-2, -6i)
Si se demuestra.

a) d(z, v_v)z\/f




— Espacios con producto interno

b) 0 = 90° Obsérvese que (E| v_v) # 0, por lo tanto, Z y w no son

ortogonales; sin embargo, el anguloentre z y w es 90°.

19. k,=-2, k,=2 y k,=3

20. a) a =4

b) J19 <2 + J17 = 436 < 554

21. a) a =

b) a =

1 0
22. D =
0 1

23.a) k,=0 vy &k,

I
o8}

b) k =4

24. a) 0O = 120°

b) Elconjunto { i, 7 } eslinealmente independiente.
25. k= -1

26. a) Elanguloentre f(x) y g(x)es 90°y d(f, g)=+197
b) El subespacio generado por el conjunto 4 es:
E(4) = {a+bcosx| a, b e ]R}
y una base ortogonal de £ ( A) es:

ort.

B,. ={1, cosx}
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27.

B

={[1 1_1]{_1 I_IJ(OLLJ}
e ye o Je JLye e Yo )L Ve e

28. B =

ortonormal

ﬁ‘._
- 1
(e») ek
|
[\ o
| — |
3
1
o N
(e
|
%—/

| —

29. a) a = -1, b =-2 y c =
Por lo que la base ortogonal es:

B ={1, x—1, x2—2x+§}

ort.

b) B ! (x—l),—(3x2—6x+1)}

.
e

30. B,....= 2t-1) 5 (6t°-61+1
RRNEN SNEN| )}

M. a=1, b=-1 y c=2

32.a) | v | =
b) EI conjunto de vectores ortogonales al vector u =( 1, 0) es:

{(a, 2a)|aeR}

(10). V7 5 1]}

1
c) B ortonormal = { T
J2
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Ly 1
1 0 2 0 0 3 3
Bortogonal = 0 l ’ 1 ’ 1 0 s
0o -- 0 -
2 3
1 . 1 . . .
Bonononnal= —(19191)3 —(21,1—31,3—1)
J3 26
Se tienen dos posibles respuestas:

(L_‘)B:(O’ 1’\/?) y (L_l)B:(O’ L _\/?)

1 2 1 1 3 1 1 1
Bononormal= —(1’0’0’_1)9 - (__71’ 05__j9_(__7 __915__j
[> 3 2 2 2 3 3 3

Wiz{bx|beR}

a) le{(a, -2a, 5a)|aeR}

b) u= ( 4, -8, 20 ) (La respuesta no es unica)

g(x)=—-x"+3x-1
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42. |a proyeccion de la matriz H sobre W es:
43. a) w=(3, 3, 1)

44. a) W+ = y,weR

2 1 1 1 N
b) B = eW 'y C= e W
1 2 1 -2

2 1 1 1
= 4= +
1 2 1 -2
1 1
c) La proyeccion del vector 4 sobre W+ eselvector C =

45.a) H' ={(a, b, b)|a, b eR]

o w02 2] eny w2

46. El punto del plano T mas cercano al punto 4 es:

(03
5 5
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47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

g

u

v

2 2
S

=(2,0,2)ew (La respuesta no es Unica)

=(2,4, -2)ewt

a) (VﬂW)J' ={(x, v, y)|x,y ER}

b) Como u L(V W), entonces u e (VﬂW)L, por lo tanto:

7=(0,0,0)+(1,1,1)

a) Comoresultaque a = v, estoimplicaque v € WL, por lo tanto, el

vector b € W mascercanoa V es: 5:(0, 0, 0)

b) B, ={(1, -1, 1)}

N
Y 2
y=—=x"+x+ =
a) —§ _E
Y 5 10
& 11
b) y=-x - —
) v= 10

c) Como se busca un polinomio que pertenezca al conjunto de los polinomios

de grado menor o igual a dos, el que mejor se ajusta es el polinomio
obtenido, que resulta ser de primer grado e igual a la respuesta del inciso a),
esto es, no existe un polinomio de segundo grado que se ajuste mejor que la
recta obtenida.
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54. Los valores de x, y, z que resultan ser la mejor aproximacion a la solucién
del sistema es:

55. Losvaloresde a, b, ¢ que resultan ser la mejor aproximacion a la solucion
del sistema es:




Capitulo 5

OPERADORES LINEALES
EN ESPACIOS CON
PRODUCTO INTERNO

7



— Operadores lineales en espacios con producto interno

Adjunto de un operador

En un espacio vectorial V' con producto interno, cada operador lineal T tiene un
operador llamado su adjunto que también es lineal y representamos con 7 *, cuya

definicion es:

Definicion
Sea V un espacio con producto internoy sea 7: V' — V' un operador lineal. Un

operador T*: V' — V' sedice que es el adjuntode T si se cumple que:
(r(z)|v) =(a|r*(v)); va,v eV

Esta definicién esta basada en el producto interno, por lo que, el operador adjunto
depende del producto interno considerado, es decir, el operador T tiene tantos
adjuntos como productos internos se consideren, pero para cada producto interno el

adjunto es unico.

Propiedades del operador adjunto

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K, con producto interno.Si S y T son

operadores linealesen /' y o esunescalarde K, entonces:

1. (7)=7

2. (aT)=ar"
3. (S+T) =8"+7"
4 (1) = (1)
5. (SoT) =T"cs"
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Teorema

Sea V un espacio vectorial de dimension finita con producto interno y sea B una base

ortonormalde V. Si T:V — V esunoperador lineal, entonces:

mi(17) = [Ms ()]’

Donde el * del lado derecho de la igualdad representa la conjugada-transpuesta de la
matriz.

Ejercicio 5.1 Obtenga el adjunto del operador lineal 7': P, - P,, donde

P, = { ax+b | a, be R } y cuya regla de correspondencia es:
T(ax+b)=2bx+(a-b)
con respecto al producto interno en P, definido por

((ax+b)|(mx+r)):2am+2br ; Vp=ax+tb, g=mx+tr €P,

SOLUCION:

Como el espacio P, es de dimension dos, entonces es isomorfo a ]Rz, con lo
cual si aplicamos dicho isomorfismo tenemos que la regla de correspondencia

de T vy el producto interno quedarian como:
T(a, b):(Zb, a—b) .. (1)

((a, b)| (m, r)):2am+2br

Se sabe que el adjunto de T es un operador T P, —> P, para el cual se
debe cumplir que:

(T(I_’)|5)=(ﬁ‘7’*(é)) L (2)
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Si suponemos que el adjunto de T es de la forma:

T*(m, r)=(oam+Ppr, ym+dr) ..(3)

y como:

Aplicando las reglas de correspondenciade 7 y T% tenemos:
((Zb, a—b)| (m, r)) = ((a, b) | (am+ Br, ym + 87’))

desarrollando el producto interno en ambos lados:

4bm + 2ar — 2br=2o0am + 2PBar + 2ybm +23br

al agrupar tenemos:

(4b)m+(2a—2b)r=(2aa+2yb)m+(2[3a +28b)r

por igualdad, se llega a:

con lo cual al sustituir estos valoresen (3) , tenemos que:
T*(m, r) = (r, 2m—r)
Si se aplica el isomorfismo inverso, entonces el adjunto de 7' es:

T*(mx+r):rx+(2m—r)
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Ejercicio 5.2 Sea el espacio vectorial C 2 definido en el campo de los numeros
complejos, en el cual se define el producto interno usual, y sea el operador lineal
T:C? — C? conregla de correspondencia:

T(x, y)= (x+y, ix+(3+2i)y)
Obtenga el operador adjuntode T .

SOLUCION:

Para resolver este ejercicio, haremos uso del teorema de las matrices asociadas
a estos operadores que establece:

SiT:V — V es un operador lineal y B es una base ortonormal de V ,
entonces:

My (1) = [ ()]

Dado que el campo de definicién del espacio vectorial /' es de los numeros
complejos, entonces la dimension de V' es dos, por lo que una base ortonormal
del espacio es:

B={(1,0).(0,1)}

Dado que se trata de la base canodnica, entonces la matriz asociada
a T referida a dicha base seria:

—
—~
(e
[e—
~
Il
—~~
[
[98)
+
[\
~.
~
w
+
[\




— Operadores lineales en espacios con producto interno

de donde la regla de correspondencia del operador adjunto de T viene dada
por:

1 -1 w w—1iz

1 3-2i z w+(3—2i)z
T*(w, z) = (w— iz, w+(3—2i)z)

Ejercicio 5.3 Sean el espacio vectorial real P = { ax+b | a, belR } con

producto interno definido por:
(| 7)=ac+bd ;¥ 5(x)=ax+b, G(x)=cx+deP

y el operador lineal 7 : P — P cuya regla de correspondencia es:

Determine el operador adjunto de T'.

SOLUCION:

Este ejercicio lo resolveremos siguiendo los dos procedimientos utilizados en los
ejercicios 5.1y 5.2.

METODO 1:

El espacio P es de dimension dos, por lo tanto, isomorfo con R *, entonces, si
aplicamos dicho isomorfismo, tenemos que:

Si P (x)=ax + b, entonces:
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Al aplicar el isomorfismo f (ax+b)=(a, b), la regla de correspondencia
de T y el producto interno quedarian como:

T(a, b) = (O, a)
((a, b)| (m, r))=am+br

Si suponemos que el adjunto de T es de la forma:
T*(m,r):(ochrBr,merSr) .. (1)

Ademas, se sabe que el adjunto T es un operador T*: P > P, para el cual
se debe cumplir que:

(r(p)|a)=(7|7"(2)) . (2)

donde:

sustituyendo en (2), tenemos:

(T(a, b)| (m, r)) = ((a, b)‘ T*(m, r))
Aplicando las reglas de correspondenciade 7 y T, tenemos:

((0, a)| (m, r)) = ((a, b)| (oam+ Br, ym+ 8r ))
desarrollando el producto interno:

ar = aam + Bar+ ybm + dbr

por igualdad se llega a:
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Sustituyendo en (1), se tiene que:
T*(m, r)= (r, O)
Al aplicar el isomorfismo inverso, se llega a:
T*(mx + r) =rx

METODO 2:

Resolviendo el ejercicio mediante matrices asociadas, tenemos:

T(a.b) = (0, a)

Obteniendo M (T) considerando la base ortonormal B = {(1, 0), (0, 1)} ,
tenemos:

T(1,0)=(0,1) 0 0
RCIGE
T(0,1)=(0,0) Lo
mi (1) = [mi ()]
entonces: B * . -
MB(T)Z[O 0
de donde:
0 1 m r
(2
esto es:

T*(m, r) = (r, O)
Al aplicar el isomorfismo inverso, tenemos que el adjunto de T es:

T*(mx + r) =rx
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Operador normal

Sea V' un espacio con producto internoy sea 7 : VV — V un operador lineal. Se dice
que T es un operador normal si se cumple que:

ToT = T T

Debido a que para cada producto interno considerado el adjunto es diferente, un
operador puede ser normal respecto a un producto interno y no serlo respecto a otro.

Propiedades de los operadores normales

Sea ¥V un espacio con producto internoy sea 7 : V' — V' un operador normal.

2. Si T(v)=MAv , entonces T*(V)=2AV

3. Siv, y v, son vectores caracteristicos de 7, correspondientes a valores

caracteristicos distintos, entonces los vectores v, y v, son ortogonales, es decir,

(%7, )=0.

Teorema

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita definido en € con producto interno y
sea T:V — V un operador normal. Existe una base ortonormal de V' formada por
vectores caracteristicos de T, lo cual garantiza que todo operador normal es

diagonalizable.
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Ejercicio 5.4 Determine si el operador lineal T': C?*— C? con regla de
correspondencia

T(x,y)=(2ix+y, —x-2iy)

es un operador normal, considerando el producto interno usual en C 2

SOLUCION:

Lo primero que tenemos que determinar es el operador adjunto de 7. Para ello,
consideremos a los vectores:

u=(x,y) y v=(w, z) (1)
y supongamos que:
T*(w,z)z(oclw+oczz,0c3w+0L4z) . (2)
con lo cual se debe cumplir:
(r(a)|v)=(a|r=(¥)) . (3)
sustituyendo (1) y (2) en (3), tenemos:
(T(xv)[(woz)) = ((xw)|T"(w 2))
de donde:
((2ix+y, =x=2ip)|[(w, 2))=((x »)|(aw+ 0yz2, ayw+a,z))
aplicando la regla de correspondencia del producto interno, se tiene:
20 W+ yw —xZ = 2iyZ =0, XW+ Q,XZ+ 0y yW + 0, yZ
agrupando y factorizando, tenemos:

(2iW—E)x+(vT/—2iE)y= (&1W+&22)x+(&3w+&42)y
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por igualdad, se tiene que:

si o, = 2i = o, = —2i
Si a, =-1 = a,=-1
Si o, =1 = o, =1
S o, =-2i = a, = 2i

Al sustituir los valores de o.; en la expresion (2), tenemos que el adjunto de

T es: T*(w,z)z(—2iw—z, w+ 2iz)

Para determinar si T' es un operador normal, debemos comprobar si se cumple
que: ToT* =T*T

esto es:

(Tor*)(x, ) = (T*oT )(x, »)
T[T*(x,y)} = T*[T(x,y)]

aplicando las reglas de correspondencia de 7 y T *dentro de los corchetes,
tenemos: T (—2ix—y, x+2iy) =T*2ix+ty, —x—2iy)
aplicando de nuevo dichas reglas, se tiene:
[2i(-2ix-y)+ (x+2iy), —(-2ix-y)-2i(x+2iy)] =
[ -2i(2ix+y) - (-x-2iy), (2ix+y)+2i(-x-2iy ) |

realizando operaciones:
(4x -2iy+x +2iy, 2ix+y—2ix+4y) =

(4x —-2iy+x +2iy, 2ix+y—2ix+4y)
sumando términos semejantes, tenemos:

(5x,5y)=(5x,5y)

Como se cumple la igualdad, entonces se puede concluir que T es un operador
normal.
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0
Ejercicio 5.5 Sean el espacio vectorial real M = { { g . }

a,b e R }
con producto interno definido por:

a 0 c 0 a 0 c 0
=ac +bd ; V , eM
0 b 0 d 0 b 0 d

y el operador lineal H : M — M cuya regla de correspondencia es:

o([00) 1] e ] e

a) Obtenga el operador adjunto de H .

b) Determine si H es un operador normal.

SOLUCION:

a) Como el espacio vectorial M es de dimensién dos, entonces es isomorfo

con R?*. Siaplicamos el isomorfismo

a las reglas de correspondencia del operador H y del producto interno, tenemos:
H(a, b) = (a+b, a—b)

((a, b)| (c, d))

ac + bd

Resolviendo el ejercicio mediante matrices asociadas, tenemos:

B = { (1,0), (0, 1) } es una base ortonormal, por lo que:
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b)

H(1,0)=(1,1) [1 1}

H(0,1)=(1,-1) 1 -l
de donde:
gy |
I -1
entonces:

con lo cual:
H*(m, r):(m+r, m—r)

Al aplicar el isomorfismo inverso, tenemos que el adjunto de H es:
. m 0 m+r 0
H =
0 r 0 m-—r
Cabe hacer notar que, el operador adjunto H* tiene la misma regla de
correspondencia que el mismo operador H . A los operadores que tienen esa
caracteristica se les llama operadores hermitianos o, también, operadores
simétricos cuando el campo de definicion del espacio vectorial sobre el cual actua

el operador es real. Este tipo de operadores seran estudiados en el tema
siguiente.

Para determinar si H es un operador normal, se debe cumplir que:

HoH" = H'c H

Como H y H™ tienen la misma regla de correspondencia, resulta evidente que
esta igualdad se cumple, por lo tanto, podemos concluir que H si es un operador
normal.

Se deja al lector el verificar que H c H* = H*o H aplicando las reglas de
correspondencia.




— Operadores lineales en espacios con producto interno

Existen casos especiales o particulares de los operadores normales. A continuacion,
nos ocuparemos de definir algunos de ellos: Operadores hermitianos,
antihermitianos, simétricos, antisimétricos, unitarios y ortogonales. Los nombres con
que nos referimos a estos operadores lineales suelen cambiar cuando cambia el
campo de definicién del espacio vectorial sobre el cual actua el operador. Estos
campos, a los que nos referimos, son el campo complejo y el campo real. En cada
una de las definiciones se hara la especificacion correspondiente.

Operadores hermitianos, antihermitianos, simétricos y antisimétricos

Definicion
Sea V' un espacio vectorial definido en €, en el cual se define un producto
internoysea 7' : V' — V un operador lineal.

Si se cumple que:
(1 (7,)] 7, )= (vl ‘T(\Tz)) LYV, T, eV
entonces se dice que T es un operador hermitiano.

Al operador T se le llama antihermitiano si se cumple que:

(T (‘71)“_’2):—(51‘T(‘72)) ;Y V,,v, eV

Si T es un operador hermitiano definido sobre el campo de los numeros reales,
se le llama también operador simétrico.

Si T es un operador antihermitiano definido sobre el campo de los numeros
reales, se le llama también operador antisimétrico.

Un operador T puede ser hermitiano con respecto a un producto interno y no
serlo con respecto a otro; sin embargo, es suficiente con que sea hermitiano para
algun producto interno para que se le llame de esta forma y cumpla con todas las

propiedades de todo operador hermitiano.

Existe una forma alternativa para poder identificar a este tipo de operadores, a
través de la caracteristica que presenta el operador adjunto en relacién con el
operador original. Lo anterior se establece en la siguiente definicion.
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Definicion
Sea V' un espacio vectorial definido sobre C con producto interno y sea
T:V — V unoperador lineal. Se tiene que:

1) T es un operador hermitiano, si se cumple que T =T.
2) T es un operador antihermitiano, si se cumple que T* = -T.

Si el espacio V' estda definido sobre K, entonces a los operadores
hermitianos también se les llama operadores simétricos y a los operadores
antihermitianos también se les llama operadores antisimétricos.

Propiedades de los operadores hermitianos, simétricos,

antihermitianos y antisimétricos

1) Si T es un operador hermitiano, entonces:

a) T esdiagonalizable.
b) Sus valores caracteristicos son niumeros reales.

c) Los vectores caracteristicos son ortogonales, siempre y cuando los
valores caracteristicos sean diferentes.

2) SiT:V — V es un operador hermitiano y B es una base ortonormal

de V' para algun producto interno definido en V', entonces Mg (T) es
una matriz hermitiana.

3) Si M} (T) es una matriz asociada a un operador hermitiano referida a una
base B ortonormal, entonces:

a) La matriz diagonalizadora P es una matriz unitaria, si el campo de
definicién del espacio vectorial es complejo.

b) La matriz diagonalizadora P es una matriz ortogonal, si el campo de
definicién del espacio vectorial es real.

4) Si T es un operador antihermitiano, entonces sus valores caracteristicos son
imaginarios puros.

5) Si T:V — V es un operador antihermitiano y B es una base ortonormal

de V', entonces M7 (T) es una matriz antihermitiana.
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Ejercicio 5.6 Sea el operador lineal T: C?> - C* ,donde C* esta definido
en el campo de los numeros complejos y cuya regla de correspondencia es:

T(a+bi, c+di) = (a—d+(b+c)i, b—ai) ; Ya,b,c,d e R
Considerando al producto escalar ordinario en C ? como producto interno:

a) Determine si T es un operador hermitiano.

b) En caso de ser afirmativa la respuesta del inciso anterior, obtenga una matriz
asociada a T referida a una base ortonormal de C* y compruebe que dicha
matriz es hermitiana.

c) Si T es un operador hermitiano, compruebe que sus valores caracteristicos
son reales.

d) . Los vectores caracteristicos de T resultan ser ortogonales?

SOLUCION:
a) Paradeterminarsi 7 es un operador hermitiano, se debe cumplir que:

(T(7)]7:) = (v |7(72)) 5 v 7, 7y e
si consideramos los vectores:
v,=(a+bi, ctdi) y v,=(x+yi, z+wi)
entonces
(T(a+bi, cdi)|(x+yi, z+wi))=((a+bi,c+di)|T(x+yi, Z+wi))
desarrollando el lado izquierdo de la igualdad, tenemos:
(T(a+bi, ctdi)|(x+yi, z+wi))=((a—d+(b+c)i,b—ai)|(x+yi, z+wi))

= [(a-d)+(b+c)i](x—yi)+(b-ai)(z-wi)

= (ax—ayi— dx+dyi+bxi+by+cxi+cy)+(bz—bwi—azi—aw)

= (ax—dx+by+cy+bz—aw)+(—ay+dy+bx+cx—bw—az)i . (1)
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desarrollando el lado derecho se tiene:
((a-i-bi, c+di)|T(x+yi,z+wi) )Z((a-i-bi, c+di)‘(x—w+(y+z)i, y—xi))
= (a+bi)[(x—w)—(y-i—z)i}+(c+di)(y+xi)
= (ax—aw—ayi—azi+bxi—bwi+by+bz)+(cy+cxi+dyi—dx)
= (ax—aw+by+bz+cy—dx)+(—ay—az+bx—bw+cx+dy)i .. (2)
Como las expresiones (1) y (2) son iguales, entonces el operador T es
hermitiano.

b) Como el campo de definicion del espacio C? es complejo, entonces su
dimension es igual a dos y una base ortonormal de dicho espacio es:

B={(1,0),(0,1)]

con lo cual, la matriz asociada al operador T sera:

Comprobando que A es hermitiana, tenemos:

R
AF =
-i 0

como A = A", entonces A4 es una matriz hermitiana.

c) Obteniendo los valores caracteristicos de 7', tenemos:

1-A ]
det (4 —Al) =
-1 -\
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Aplicando la férmula para ecuaciones de segundo grado, se tiene:

1+ 1 +
- 4 1 ND
2 2

por lo tanto, los valores caracteristicos son:

A o=

| =

51 ol

Ay =

| =

que resultaron ser numeros reales como se esperaba.

d) Dado que los valores caracteristicos son diferentes, entonces, de acuerdo con la
propiedad 1.c, los vectores caracteristicos son ortogonales.

Ejercicio 5.7 Sea el operador lineal 7: R* — R?* definido por:

T(x,y)=(0,kx—2y)

Determine el o los valores de k € R, de tal forma que 7T sea un operador
simétrico con el siguiente producto interno:

25

(xlayl) (xzayz) = Ty XX Tt L (ylyZ_xlyZ_nyl)
144 9

SOLUCION:

Para que T sea un operador simétrico, se debe cumplir la igualdad:

(r(s)] %) = (w]7(7)) 5 v mom e
esto es:

(7 () (20 2)) = (o) [ (2002
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aplicando la regla de T, tenemos:

((0, kx1—2y1)‘(x2, yz)) = ((xl, yl)‘(O, kx2—2y2))

desarrollando el producto interno en ambos lados:

é[(k% _2y1)y2_ 0-x, (kxl_ 2)’1)] = é [yl(ka_ 2y2)—x1 (kx2—2y2)— 0]
de donde se obtiene:
kx vy, =2y, y, —kx;x, +2x,y, =kx,y, =2y, y, —kx,x, +2x, y,

simplificando términos semejantes, tenemos:

kx y,+2x,y, = kx,y,+2x,y,

de donde se puede concluir que con k=2 se cumple la igualdad y, por lo
tanto, con dicho valor, el operador T es simétrico.

Ejercicio 5.8 Sea la transformacion lineal T : P — P definida por:

T(ax2+bx+c)=bx2+(2c—a)x—2b : YV ax*+bx+c € P

donde:
P={ax2+bx+c|a,b,ceR}
Determine si el operador 7' es antihermitiano con el producto interno:

(P(x)|a(x)) =5 P"(1)a" (1) + 2 (0) 4'(0) 4 p(0) 4(0) : ¥ p(x). q(x) = P

SOLUCION:

Este ejercicio lo resolvemos por dos caminos distintos. Aplicaremos las dos

definiciones que nos permiten identificar a los operadores antihermitianos.
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METODO 1:
Sabemos que un operador es antihermitiano si se cumple que:

(r(p)|7) =-(p|7(2)) (1)

Considerando:
(x) =a,x’+ bx +c

S|

g(x)=a,x*+b,x + c,
se tiene que:
T(p (x))=T(a,x*+b,x+c,)=b, x*+(2¢,—a, Jx - 2b,
T(7 (x))=T(a,x*+b,x+c,)=b,x*+(2¢, —a,)x - 2b,
de donde:

(T(7) |7 ) =(b1x2+(2c1 —al)x—2b1 |a2x2+b2x+cz)

Si:

7 (x) = b1x2+(201—a1)x—2b1 7(x) = a,x’+b,x +c,
ﬁ;(x):2b1x+(201—a1) 7 (x)=2a,x+b,

P (x) = 2b, 7'(x)=2a,

Aplicando la regla de correspondencia del producto interno, tenemos:
(1(2)] 7) = 5 (20) (202)+ (261~ @) (b:) (2, (c3)
(7(P)| G) = arb, +2byc,—ab, =2, c, . (2)

Por otro lado, se tiene que:

(1_7| T(ci)) = (a1x2+b1x +C1‘ b, x> + (2cz—a2)x—2b2)
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B—

(P 7(0)) = $(a)(26:)+(5) (262 - ax) #(e)) (25
(P|7(7)) = aybr+2b,c,—a,b,=2b,c,
con lo cual:
—(P|T(g)) =—-a,by=2b,c, +a,b, +2b,c, ..(3)
Sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos:
ayb, +2byc,—a b, —2bc, = —a,by—2b,c,+a,b, +2b,c,

Como la igualdad se cumple, entonces podemos concluir que el operador 7' es
antihermitiano.

METODO 2:
En este método, obtendremos el adjunto de 7'y si se cumple la igualdad

T*=-T, entonces concluiremos que T es un operador antihermitiano.

Se sabe que:
(r(p)la)=(7|7(2)) (D)
Si 17()c):alxz+blx+c1 y q(x)=azxz+bzx+c2
y suponemos que:
T*(gq) = T*(a2x2+ b2x+cz)=a1a2x2+a2b2x+oc302
entonces:
(T(7)|7)
(7(7)]

(T(a1x2+b1x+cl)| a2x2+b2x+cz)

Y

):(b1)c2+(2cl—a1 )x—2b1 | a2x2+b2x+cz)
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P (x) = b1x2+(201—a1)x—2b1 g (x)=a,x’+b,x+c,
Py (x) = 2b,x +(2¢,-a,) g'(x)=2a,x + b,
7' (x) = 2b, q'(x)=2a,
Aplicando la regla de correspondencia del producto interno, tenemos:
(T()]7) = 5 (26)(20:) + (2e0-a ) (5:) + (=20, ()
(7(P)]7) = arb,+ 2b,¢,-a,b,—2b,c, . (2)
Por otro lado, tenemos:

( iz ‘ T*(cj))=(a1x2+b1x+ ¢ la,a,x* +a,b,x +a3c2)
Aplicando la regla de correspondencia del producto interno, tenemos:

(7] 7(3)) = § (2a) (20 as) (b)) (@305) # (e)) (e

(5‘T*(q))= Oia,a,+ 0,b, b, + 0, ¢ c, .. (3)
sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos:

a,b,+2b,c,-a,b,-2b,c, =a,a,a,+ o,b b, +o,c,c,

factorizando y reordenando términos:

—a1b2+(a2—202)b1+2b201 =o,a,a,+ 0a,b, b, +a,c,c,
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Por igualdad, se tiene:

—a b, b,
-a, b, = a,a,a, = o= o,=—-—
a,a, a,
(a2—2cz)b1 a2—2c2
(a2—2cz)b1: o,b,b, = a,= 0 S0, = —5
172 2
2b,c, 2b,
2b,c, =ayc,c, = o, = S0y =
€16, )

Sustituyendo en la expresion del adjunto, tenemos:

b a, —2c 2b
T*(a2x2+b2x +cz) = (——2Ja2x2+(;)b2x + (—2)02
a, b, Cr

por lo tanto, el adjuntode 7' es:
T*(a2x2+b2x +cz)=—b2x2+(a2 —202)x+ 2b,
Veamos ahora si se cumple la igualdad:

T*=-T

sustituyendo:

—b,x’ + (a2 —202)x + 2b, = —(bx2 +(2c—a)x—2b)

—b2x2+(a2—202)x+2b2 —bx2+(a—20)x+2b

Si eliminamos el subindice 2 de la expresién del lado izquierdo de la igualdad,
el cual fue colocado unicamente para identificar al polinomio g (x), entonces

podemos afirmar que la igualdad si se cumple y, por lo tanto, el operador T es
antihermitiano.
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Operadores ortogonales y unitarios

Definicion
Sea V un espacio vectorial definido en C, en el cual se define un producto

internoysea 7' : V' — V un operador lineal.

Si se cumple que:
(T(Vl)‘T(Vz)):(VI [7,) VLT, eV
entonces se dice que T es un operador unitario.

Si T es un operador unitario definido sobre el campo de los numeros reales, se le

llama también operador ortogonal.

En forma alternativa, podemos identificar a este tipo de operadores a través de la

siguiente definicion:

Definicion

Sea V un espacio vectorial definido sobre € con producto interno y sea

T:V — V unoperador lineal. Se tiene que:
T es un operador unitario, si se cumple que 5 =T7".

Si el espacio V' esta definido sobre R, entonces a los operadores unitarios

también se les llama operadores ortogonales.
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Propiedades de los operadores unitarios y ortogonales

Cabe resaltar el hecho de que todo operador ortogonal es también un operador
unitario, por lo que las propiedades que a continuacién se enuncian se cumplen
para ambos operadores.

1) Si T es un operador unitario, entonces T conserva las normas, esto es:
() [=1%] s vier
2) Los valores caracteristicos de un operador unitario tienen médulo uno, esto es:
A =1

3) La matriz asociada a un operador unitario referida a una base ortonormal es
una matriz unitaria y tiene las siguientes propiedades:

a) La suma de los productos de los elementos de cualquier fila (rengldn o

columna) por los conjugados de los correspondientes elementos de
cualquier otra fila paralela es igual a cero, es decir, si las filas se
consideran como vectores, entonces estos resultan ser ortogonales.

b) La suma de los cuadrados de los médulos de los elementos de cualquier

fila es igual a uno, esto es, si las filas se consideran como vectores,
entonces estos son vectores unitarios.

Ejercicio 5.9 En el espacio vectorial R? con el producto escalar ordinario, se

tiene el operador ortogonal 7: R> — R* , en donde:

T(1,0) = L

1
TR

Calcule T(0,1).
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SOLUCION:

Se sabe que un operador ortogonal cumple la condicion:

(T(Vl)‘ T(Vz)) = (7% ]%)
de donde, se tiene:

(7(ro)[7(0,1))=((1,0)[(0,1))

: s ! ( a, b) =0
22
desarrollando el producto interno:
! a — ! b=0
2 2
a-b=0 .. (1)

Por otro lado, como se trata de un operador ortogonal, entonces preserva la
norma, esto es:

| 7(0.1)] = [ (0.1)]
[(a0)] = 1
Jaoss =1
a’+b* =1 e (2)

Resolviendo el sistema de ecuaciones que se formacon (1) y (2), tenemos:

a-b =0 = a=b>
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de (2), setiene:

a’+a? =1
2a% =1
azzlza:iL:bzi;

2 B 2

Dado que los vectores para los cuales se obtiene su imagen bajo 7', esto es,
T(1,0)y T(0,1) constituyen una base ortonormal de R2, entonces la

matriz M ( T) referida a dicha base tiene que ser ortogonal, es decir, debe
cumplir que:
MMT =M"™M™ =1

entonces, las Unicas imagenes correctas del vector ( 0,1 ) son:

To(0,1)=| -, !

2 2

| |
T2(0,1)= —\/_7,—\/_7

Es importante aclarar que, el hecho de tener dos posibles imagenes para el
vector ( 0,1 ) , en realidad esto implica que existen dos operadores ortogonales
T,y T, conlos cuales se satisfacen las condiciones del problema y con cada
uno de estos operadores se obtiene la imagen correspondiente del vector
(0, 1). Las matrices asociadas a estos operadores, referidas a la base
canonica son:

()= L 11 , w(r,)- T

1
J2 | o1 J2o a0

Lo cual implica, obviamente, dos operadores ortogonales 7, y 7, con sus
respectivas reglas de correspondencia.
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Ejercicio 5.10 Determine si el operador lineal T: R’ — R’ cuya regla de

correspondencia es:

5 9

2x=2y+z  2x+y-2z x+2y+2:z
EEBEES ! 2 |

es un operador ortogonal, considerando como producto interno el producto escalar
ordinarioen R°.

SOLUCION:

Para resolver este ejercicio se pueden seguir dos métodos: EI primero de ellos
seria verificar si el operador T satisface la condicion

(v )7 (7)) = (]72)

si es asi, entonces T es un operador ortogonal.

El otro método seria verificando la condicion relativa a la matriz asociada a dicho
operador. Si 7" es un operador ortogonal, entonces la matriz asociada a

T referida a una base ortonormal deber ser una matriz ortogonal.

De estos dos métodos de solucion, el primero resulta ser muy laborioso dadas
las caracteristicas de la regla de correspondencia de 7', por lo cual se optara

por el segundo método descrito.

Si consideramos como base de R’ a la base canonica, esta resulta ser una

base ortonormal con el producto interno considerado.

Obteniendo la matriz asociada a 7', tenemos:
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2 1 2
T(O,l,O):(—E, E,gj
1 2

T 0)091 = U R S
( ) (3 3 3}
__ 2 l_

3 3 3

3 3 3

3 3 3

Comprobando si la matriz 4 es ortogonal, se tiene que:

AAT

Il
|

W Wl W=
|

W= Wl W

W= W WM

W WIN W

WD Wi~ WM

Como A A" =1, entonces 4 es una matriz ortogonal y, por lo tanto,
podemos afirmar que 7' es un operador ortogonal.

Ejercicio 5.11 Sea el espacio vectorial C * definido sobre C y el operador

lineal T: C*> — C? cuya regla de correspondencia es:

¥, x+ay | ;V(x,y)e C?

1
FER
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Determine el valor de oo € C para el cual T sea un operador unitario. Considere
como producto interno al producto escalar ordinarioen C *.

SOLUCION:

Para que T sea un operador unitario, se debe cumplir que:
(T(7)] 7(7.)) = (7, [72) 5 ¥ 7 .vyeC
si consideramos v, = (x1 , yl) y v, = (x2 » Vo ), entonces:

(7 () | 7 w)) = (5] (3 03))

aplicando T, tenemos:

[lf‘l J’J’j (f J’J’D

desarrollando el producto interno del lado izquierdo, se tiene:

e O e

1
conjugando y factorizando T, tenemos:
3

[((l+i)xl+ iyl)((l—z) —ly2) (xl-l-\/?ayl)(fﬁ\/?&)_zz)}: X X, +Y,V,

multiplicando por 3 en ambos lados y desarrollando los productos, tenemos:

W | —

22X X,= 01X Yyt X Yy HiX, Y+ X, Y+ Y Yoyt X ’?2"'\/?6‘)‘1)_’2"'\/?0”72)/1"'30‘&)’1)72

=3x,X,+3), 7,
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simplificando y agrupando:
3, %y +(1=i+ 43 03 3y (140 + 33 a) % p+(1+30@) y, 7,235 54307,

Por igualdad, se tiene:

l-i+3a=0 (1)
l+i+ 3 a =20 . (2)
l+30a =3 -..(3)

de ( 2), tenemos que:

verificando si el valor de o satisface a las ecuaciones (1) y (3), se tiene:

sustituyendoen (1):

H
|
+
W
7\
|
—
t\+
N
I
()

0=0 .. satisface

sustituyendoen (3) :

1+3[_1+iJ {_1+i} _ 3
BN ANE

1+ (-1-i)(-1+i) =3
1+2 =3
3=3 .. satisface

1+

J3

Porloquesi a = — , entonces el operador T es unitario.
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Teorema espectral

Sea ¥V un espacio vectorial sobre C de dimensién finita y con producto interno,

ysea T :V — V un operador normal:

Si  A,,A,,...,A, son los diferentes valores caracteristicos de T,

E (ki) es el espacio caracteristico correspondiente a }\,i y P; es el

operador de proyeccion ortogonal sobre E ( 7‘1’ ) , entonces:

a) T=A P, +X, P, +...+ A, P,
b) P+ P, +...+ P, =1

c) Pl.on =0, paratoda i # j

Si el espacio vectorial V' esta definido sobre un campo real, entonces el teorema
espectral también se cumple para un operador 7' simétrico.

Ejercicio 5.12 Para el operador simétrico T: R* — R? cuya regla de
correspondencia es:

T(x,y):(—x+2y, 2x+2y)
a) Obtenga la descomposicion espectral del operador 7.
b) Verifique que se cumple la condicion P, + P, =1

c) Compruebeque P, o P, = 0.

SOLUCION:

a) Obteniendo los valores, vectores y espacios caracteristicos, tenemos:

T(1,0)=(-1,2) -1 2
= M(T)= = 4

T(0,1)=(2,2) 2 2
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de donde:
-1-A 2
det( A-A1)= = (-1-1)(2-1)-4
2 2 - A
=AM -LA-2-4
entonces:

P( L) = A —-A-6
P(L)=(A=3)(A+2)
con lo cual los valores caracteristicos son:
A,o=3
A, = -2
Obteniendo los vectores caracteristicos, se tiene:

Para A, = 3:

de donde surge el sistema de ecuaciones:
-4x+2y =0 2x-y =0
2x-y =0 0=0
si x=k, = y=2k,
con lo cual los vectores caracteristicos asociados a A, = 3 son:

v, = (k. 2k, ) con k #0
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Para A, = -2
I 2 X 0 x+2y =0 x+2y =0
= = = = x=-2y
2 4 ||y 0 2x+4y =0 0 =0

si y=k, = x=-2k,
con lo cual los vectores caracteristicos asociadosa A, = —2 son:
v, =(—2k2, k, ) con k,#0

Por lo que, los correspondientes espacios caracteristicos son:

E(M )= {(k, 2k )]k eR|

E(hy)={(-2k;, by )| kyeR|

Obsérvese que los vectores caracteristicos con el producto escalar
ordinario en R* como producto interno, resultan ser ortogonales vy, por lo
tanto, los espacios caracteristicos son uno complemento ortogonal del otro,
por lo que cualquier vector ( X,y ) e R? puede ser expresado en forma
unica como la suma de dos vectores que, en este caso, serian uno de cada
espacio caracteristico.

Los operadores P, y P, que proyectan cualquier vector de R * sobre los
espacios caracteristicos son:

P (a, b)=1(a, 2a) GE(XI)

P,(a, b)=(-2b,b)e E(NL,)

Al expresar un vector cualquiera ( X,y ) e R? como la suma de vectores
pertenecientes a los espacios caracteristicos, tenemos:

(x,y):(a,Za)+(—2b,b) (1)
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de donde surge el sistema de ecuaciones:

x=a-2b e (2)

y=2a+b ..(3)
de (2), setiene:

a=x+2b .. (4)

sustituyendo (4) en (3):

y = 2(x+2b)+b

y=2x+5b
-2
b: ﬂ '__(5)
5
sustituyendo (5) en (4):
5
a= x+52y .(6)

De acuerdo con las reglas de correspondencia que tienen los operadores
proyeccién que se muestran en (I) y los valores obtenidos de a y b, se

+2y  2x+4
(n ) - (522, e

tiene que:

4x -2y —2x +
po(n ) - (22, Zarer)

Como la descomposicién espectral del operador T es de la forma:

T=0XP +A,P,
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b)

entonces la descomposicion espectral de T es:

X+ 2 2x + 4 4x — 2 -2x +
T(x,y)=3 y’ S y’ 4
5 5 5 5

realizando las operaciones indicadas para comprobar que dicha descomposicion
es correcta, tenemos:

T(x,y):(3x+6y 6x+12y)+(—8x+4y . 4x—2yj

5 7 5 5 5

sumando se llega a:

T(x,y)=(—x+2y, 2x+2y)

Como se llega a la misma regla de correspondencia dada en el enunciado del
ejercicio, entonces podemos concluir que la descomposicion espectral de 7' a la
que se llego, es correcta.

Se debe verificar que la suma de los operadores proyeccion es igual al operador
identidad, esto es:

P, + P, =1
Esto se puede expresar como:

I(x,y) = (P1+P2) (x,y)

I(x,y) =P1(X,J’)+P2(x’y)

sustituyendo P, y P, tenemos:

x + 2 2x + 4 4x — 2 -2x +
I(x,y)z y, Y n y’ Y
5 5 5 5

al sumar, se obtiene:

I(x,y)=(x,») .. cumple
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c) Se debe cumplir que:
PcP, =0

Cabe hacer notar que el "0" de la expresion P,oP, = 0 , en realidad nos
representa al operador nulo, esto es:

O(x, y) =(O, O) ;V(x, y) e R?
De acuerdo con esto, entonces se tiene que:
(PoP,) (a.b) = 0(a,b) donde (a,b)eR’

Aplicando la definicion de la operacion composicion del lado izquierdo de la
igualdad y el operador nulo del lado derecho, tenemos:

Pl[Pz(a=b):|:(0’ 0)

Ahora, aplicando la regla de correspondencia del operador P, , se tiene que:

Pl(4a—2b -2a+ b

s s ):(O’O)

y aplicando lareglade P, tenemos:

4a;2b +2(—2as+b) 2(4a;2bj+4(—2as+bj
(0. 0)

b

5 5

realizando operaciones, se tiene:

4a-2b N —4a+2b 8a —4b N —8a +4b
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sumando:

(0.0)

~—
Il

—_
()
ja)

~

Il

(0,0)

Con lo cual se comprueba que la composicion de los operadores proyeccion nos
da el operador nulo.

Ejercicio 5.13 Sea el espacio vectorial real P= {ax2 +bx+c | a, b, c € ]R}
y sea el operador hermitiano 7': P — P cuya regla de correspondencia es:

T:(ax2 +bx+c) = (2a+b)x2 +(a+2b)x+4c . Yax’+bx+c €P

y con producto interno:

(p|q) = (a1x2+b1x + ¢, |a2x2+b2x+c2)=a1a2+b1b2+clcz ; Vp,q €P
a) Obtenga la descomposicion espectral del operador 7.

b) Verifique que se cumple la condicion P, + P, + P, =1.

c) Compruebe que Pl.on =0 ; Vi#j

SOLUCION:

a) Aplicando el isomorfismo:
f(ax2+bx+c)=(a, b, c)
las reglas de correspondencia de T y del producto interno quedan como:

T(a,b,c)=(2a+b, a+2b, 40)

((al, b,, C1) ‘(az, b,, cz))=a1a2+b1b2+clcz
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Obteniendo los valores, vectores y espacios caracteristicos, tenemos:

T(I,0,0):(Z,I,O)
2 1 0
T(O,I,O):(I,Z,O) = M(T): 1 2 0| =4
0
T(0,0,l):(0,0,4)
de donde:
2—-A 1 0
det(A-AT)=| 1 2=% 0 [=(2-2)(2-R)(4-2)-(4-2)
0 0 4 — A

P(1) = (4-1)[(2-2)" =1] = (4=2) (2> -4 +3)
P(r)=(4-2) (r-3) (r-1)

con lo cual los valores caracteristicos son:

A=1, A,=3 y h,=4
Para A, =1:
1 1 0 X 0 x+y=20 x+y=0 = y=-x
1 1 0 vy =10 > <x+y=0 = z=0
0 0 3 z 0 3z = 0=0
si x=k, = y=-k, con z=0

con lo cual los vectores caracteristicos asociadosa A, =1 son:

Vlz(kl,—kl,o) con k, #0
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Para A, =3:

-1 1 0 X 0 -x+y=0 -x+y=0=>x=y
1 -1 0 yi=10|= x-y=0 = z=0

0 0 1 z 0 z = 0=0
siy=k, = x=k, con z=0

por lo que los vectores caracteristicos asociadosa A , =3 son:

v, =(k2,k2,0) con k, #0

Para A, =4
-2 1 0 X 0 -2x+y=0 x—-2y=20
1 -2 0 y| =10 = x-2y=0 = -3y =0 =y=0
0 0 0 z 0 0=0 0=0
de donde:
x=0, y=0, z =k,

con lo cual los vectores caracteristicos asociados a A ; = 4 son:

v, =(0, 0, k;) con Ky #0

por lo que los espacios caracteristicos son:
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Aplicando el isomorfismo inverso, los espacios caracteristicos son:
E(M) = {k "=k x|k R}
E(M,) = {k,x"+k,x| k, € R}

E(My) = {k| ks € R

entonces los operadores P, , P, y P, que proyectan cualquier vector de P
sobre los espacios caracteristicos son:

Pl(ax2+bx+c) =ax’—ax € E(kl)
Pz(ax2+bx+c) = bx’+bx € E(?\,z)
P3(ax2+bx+c)=c € E(k3)
Sabemos también que un polinomio cualquiera del espacio P puede ser
expresado como la suma de sus tres proyecciones, por lo que:
V ax’+ Bx+7vy e P, setiene que:
ax’® + Bx+y:(ax2—ax)+(bx2+bx)+c

por igualdad, surge el sistema:

a+b=aqa a+b=aqa
—a+b=p = 2b=o+p = b:“;B
c =y ¢ =7

sustituyendo en la primera ecuacion, tenemos:

o+ o+
a + Bzoc P
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con lo cual se tiene que:

Pl(ocx2+[3x+y): oc;B x? - G;B X
Pz(ocx2+[3x+y): (x;B x? + G;B X

P3(0Lx2+[3x+y) =y

por lo que la descomposicidon espectral del operador T es:

T(ox+Bx+y) =1 K%Bsz—(%ﬁjx}{(a; Bsz+ (a; Bjx}, 4(v)

Veamos si se cumple la condicion:

T'=A,P +A,P, +L\,P,

tenemos entonces que:

s [ g2

sumando términos semejantes, tenemos:
T(OLx2+Bx+y) =(2a+B)x*+ (o +2B)x+4y

que resulta igual a la regla de correspondencia de T, dada en el enunciado del
ejercicio.
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b)

Veamos si se cumple la condicion:

I =P +P, +P,
de donde:

I(ocx2+[3x+y):(P1+P2+P3)(ocx2+[3x+y)
I(ocx2+[3x+y) = Pl(ax2+[3x+y) +P2(0Lx2+[3x+y) +P3(0Lx2+[3x+y)
sustituyendo las reglas de correspondencia de los operadores proyeccién, tenemos:
a-B) » (a-P a+P) , (a+P
I(ax*+Bx+ = X' = ——|x|+||—|x"+ x|+
( By){(z) (2”sz (2 !

sumando términos semejantes, tenemos:

I(ocx2+[3x+y)=ocx2+[3x+y

por lo tanto, se cumple la condicion.

Se debe comprobar que PioP; =0 ; Vi#j

Con lo cual los casos por analizar son:

P oP, =0
PoP, =0
P,oP, =0

Recuerde que el cero del lado derecho de estas igualdades representa al operador nulo.

Para P,oP, =0, tenemos:

(PloPZ)(ocx2+[3x+y) = 0(0cx2+[3x+y)
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Aplicando la definicion de composicion, tenemos:

PI[P2(ocx2+Bx+y) O(ocx2+Bx+y)

(5t (450

Aplicando la regla de correspondencia de P,, tenemos:

(ochBj_(aJrBj (a+Bj_(a+Bj
2 5 2 x* + 2 3 2 x:O(ocx2+Bx+y)

0(ax2+Bx+y)

de donde, se llega a:
O(ax2+[3x+y) = 0x°+0x+0
cumple

Para P, ¢ P, =0, tenemos:

(PioPy)(ax*+Bx+y)= 0(ax’+Bx+7y)
P, [P3 (ax2+ﬁx+y)] = 0(ax’+Bx+7v)
Py (v) = 0(ax>+Bx+7y)
= 0(ax’+Bx+y) = 0x’+0x+0
cumple

Para P, o P, =0, tenemos:
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(P20P3)(ocx2+Bx+y): O(ocx2+Bx+y)
P, [P3(ocx2+[3x+y)J = 0(ax2+[3x+y)

P, (v) = O(ocx2+Bx+y)

= 0(ax2+[5x+y):0x2+0x+0

cumple
Ejercicio 5.14 Sea el espacio vectorial real:
a b
M = a,b,ceR
b c

y sea el operador simétrico T': M — M cuya regla de correspondencia es:
a b 2a b+c a b
b c b+c b+c b c

y con producto interno definido por:

a, b, a, b, a, b, a, b,

=a,a,+b,b,+c,c,; V ,

b, ¢y b, €, b, ¢y b, €,

Obtenga la descomposicion espectral del operador T'.

SOLUCION:

Aplicando el isomorfismo:

f =(a,b,c)
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Las reglas de correspondencia de 7' y del producto interno quedan como:

T(a,b,c):(2a,b+c, b+c)

((al, b,, cl)‘(az, b,, c, )j:alaz+blbz+clc2

Obteniendo los valores, vectores y espacios caracteristicos, tenemos:

T(1,0,0)=(2,0,0)
0 0
T(0,1,0)=(0,1,1) = M(T)=10 1 1|=4
0 1 1
7(0,0,1)=(0,1,1)
de donde:
2-% 0 0
det(A-21)=] 0 1-2 1 [=(2-2)(1-2)" =(2-2)
0 I1-2

P(2)=(2-1)[ (1-2)" =1 ]=(2-2) (2?-22)

P(M)=2r(2-2)(r=-2)
con lo cual los valores caracteristicos son:

A,=0 y 7»2,3:2

Para A, =0:
2 0 0 X 0 2x = y+z=0= z=-y
0 1 1 y|=10| =>4 y+z=0 = x=0
0 1 1 z 0 y+z=0 0=0

Si y=k, = z=-k, con x=0
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con lo cual los vectores caracteristicos asociadosa A, =0 son:

v, = (0, k;, —k,) con k, #0

Para A, = 2:
0 0 0 X 0 0=0 y—z=0>=>y=z
0 -1 1 y| =0 =2-y+z=0 = 0=0
0 1 -1 z 0 y—z=0 0=0

Si z=k, = y=k, con x=k,

con lo cual los vectores caracteristicos asociados a A, ; =2 son:
v, =( ks, ky. ky ) con ky ylo k,#0

por lo que los espacios caracteristicos son:
E(%) ={(0, ky, —k,)| k, e R
E(hyy) = (ks ko ko) | ks, Ky € R

Aplicando el isomorfismo inverso, los espacios caracteristicos son:

0 k,
E(kl) = ) ) k, e R
L 1 S
ks k,
E(%,;) = o k,, k, € R
2 2
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entonces los operadores P, y P, que proyectan cualquier vector de M sobre
los espacios caracteristicos son:

a b 0 a

P, = eE(?»l)
b c | L a —a
[ a b ] e b

P, = eE(K23)
b c | | b b

Obsérvese que los vectores caracteristicos resultan ser ortogonales con el
producto interno definido, lo cual implica que los espacios caracteristicos

resultan ser, uno complemento ortogonal del otro, por lo que cualquier vector

Xy
{ € M puede ser expresado como la suma de dos vectores (como se
y z

afirma en la definicion de la proyeccion de un vector sobre un subespacio dada
en el capitulo anterior), uno de cada espacio caracteristico, esto es:

=

<
]
N
o
S

de donde se obtiene:

xX=c
y=a+b
z=b-a
al resolver el sistema, se llega a:
— Z + z
a="2 , =2 y c=x
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Entonces los operadores proyeccién quedan como:

[ x y ] 0 L=
P, _ 2
- —-y+
y z y -z yrz
- N L 2 2
- . i +
x y X LT
P, - 2
+ +
y z y Ttz y Tz
- - L 2 2

¥ y O y -z X y+Z
- -y + + +

y z y—z yrtz ytz ytz
2 2 2 2

Veamos si se cumple la condicion:

T=x P +L,;P,

de donde:

que resulta ser igual a la regla de correspondencia de 7', que se da en el
enunciado del ejercicio.

Se deja al lector el comprobar que:
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Formas cuadricas

Una de las multiples aplicaciones que tienen los valores y vectores caracteristicos
es la que se da en las formas cuadricas, que nos permite simplificar el estudio de
las conicas y de las superficies, cuando estas tienen sus ejes oblicuos a los ejes
del sistema de referencia, esto es, los valores y vectores caracteristicos pueden ser
usados para resolver problemas donde se requiere hacer una rotacion de ejes.

Las ecuaciones:

ax*+bxy+cy*+dx+ey+ f=0
ax*+by*+cz’+dxy +exz+ fyx+gx+hy+iz+j=0

corresponden a las ecuaciones generales de segundo grado en R>y R?,
respectivamente.

A las expresiones que solo consideran los términos de segundo grado, se les
llaman formas cuadricas o formas cuadraticas, esto es:

ax®>+ bxy + cy’ —— Forma cuadrica para el caso de R °.

ax*+by’+cz’+dxy+exz+fyz —> Forma cuadrica para el caso de R°.

Las formas cuadricas pueden ser expresadas matricialmente de la siguiente forma:

b

a —_—
2 X

ax’>+bxy +cy’ :[x y] = x'4x
ﬁT b C Yy
3 el
L 2 il 5
— e
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d e
a —_ —_—
2 2
X
f
ax2+by2+czz+dxy+exz+fyz:[xyz] % b B3 y
xT z
e L | _
2 2 |7
A
Considerando la ecuacién general de segundo grado, se tiene:
ax*+bxy +cy*+dx+ey+ f=0
representando en forma matricial esta ecuacién, tenemos:
_ .
a J—
2 X X
[x »] +[d e] + =0
- y — LY
T I k
L 2 1 5 X
A
con lo cual la ecuacion queda como:
¥TAXx +kx + =0
si se hace:
x = PX
esto es:
X x'
=P
y V'

=

=I

(1)

L (2)
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Donde x' y ' son los ejes del nuevo sistema de referencia ya rotado. P es la
matriz diagonalizadora de la matriz 4 , que figura en la ecuacion (1), formada
por vectores caracteristicos unitarios, con lo cual P es una matriz ortogonal,
es decir, P~'= P". Se debe cuidar ademas que det ( P) =1, lo cual garantiza
el giro de ejes. Si el det ( P) = —1, entonces sera suficiente con intercambiar las

columnas de P.
Al sustituir la expresiéon (2) en (1), se tiene:

(PX) A(PX)+ k(PX) +f=0

de donde:
(¥) PTAPT +(kP) X +f =0

dado que el producto de matrices es asociativo, tenemos:

()" (PTAP)X + (kP) ¥ +f=0 (3)
como:
donde A, y A, son los valores caracteristicos de 4.
Entonces la ecuacion ( 3) expresada con matrices quedaria como:

}"1 0 x' Py, Py, x'
x d e =0
[ g ] 0 )“z |:y’:|+[ ] P, Py, [J’l—l_f

efectuando los productos indicados llegariamos a una ecuacion de la forma:

Kl(x')2+7»2(y')2+d'x'+e'y'+f=0 . (4)
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donde:
d=dP,, +eP,

e€=dP,+eP,

Como se puede apreciar en la ecuacion (4 ), se trata de una ecuacion de
segundo grado donde el término x )y ya no aparece, lo cual quiere decir que los
ejes de la cdnica son coincidentes o paralelos a los ejes del nuevo sistema de

!

: i
referencia x', y'.

Para el caso de la ecuacion general de segundo grado en R°, es decir, cuando
se tienen superficies conicas cuyos ejes sean oblicuos al sistema de referencia, el
procedimiento a seguir para rotar dicho sistema, de tal manera que los nuevos ejes
resulten coincidentes o paralelos a los ejes de la superficie, es exactamente el
mismo al seguido para el caso de R, con la Unica diferencia de que la
matriz 4 ahora sera de 3x3y se tendran tres valores y tres vectores

caracteristicos.

Ejercicio 5.15 Para la conica cuya ecuacion es:
Ox?+4xy + 6y° +12x +36y + 44 =0

a) Determine una matriz P correspondiente al giro que hace paralelos los ejes
coordenados con los ejes de la cénica.

144

b) Obtenga la ecuacion de la conica en un sistema de referencia (x , Y ) , que

no contenga término mixto ni términos lineales.
c) Calcule el angulo de giro.
d) Dibuje la conica, asi como los distintos sistemas de referencia.

SOLUCION:

a) Lamatriz P que se pide determinar es la matriz diagonalizadora de 4.
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La representacion matricial de la ecuacion de la conica es:

x"TAX + kX +44 =0 (1)
donde:
9 2 X
A = ,k=[1236],f:
2 6 y

Como se sabe, la matriz P esta formada por la disposicion en columna de los
vectores caracteristicos unitarios de la matriz 4, entonces:

9—-A 2
det(4 — A1) = =(9-2)(6-1)—4=2"=151L+50=(A-10) (L -5)
2 6 -\
A, =10
= valores caracteristicos
A, =35

Obteniendo los vectores caracteristicos tenemos:

Para A, =10:
-1 2 || x 0 (2)|-x+2y=0 -x+2y=0= x=2y
= = L =
2 -4y 0 2x -4y =0 0=0

siy=k, = x=2k; .V, = ( 2k, , k, ) con k, # 0 vectores caracteristicos
Para A,=5:

4 2 X 0 |+—>4x+2y:0 2x+y=0 = y=-2x
= =

2 1 ||y 0| (-2)[2x+ y=0 0=0
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si x=k,=>y=-2k, S.V,= (k2 ,—2k2) con k,# 0 vectores caracteristicos

Si hacemos que k, =1y k,=-1, entonces se obtienen los siguientes
vectores caracteristicos:

u,=(2,1) donde || i, || = /5  Considerando como producto interno
el producto escalar ordinario.

i,=(-1,2) donde ||L72 ||=\/§

Entonces los vectores caracteristicos unitarios son:

s - 2 _L
RN
_ 1 2
e, = - —, —

5

Con lo cual la matriz diagonalizadora P buscada es:

b
Js
2

5

- %)

Se tiene ademas que:
det(P) =1

y al ser P una matriz ortogonal, entonces se cumple que:
pT=p!

Por otro lado, si realizamos:

(@) =((2, )] (-1, 2))=-2+2=0
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con lo cual se tiene que los vectores caracteristicos son ortogonales. Estos
vectores nos definiran la direccion de los ejes del nuevo sistema de referencia
con el giro requerido.

b) Sihacemos x = P X' y sustituimos en la ecuacion (1), tenemos:
(P¥) A(PX)+k(PX)+44=0
de donde se tiene que:
—\T pT —r =
(x ) P" A Px +(kP)x +44=0
agrupando:

(%) (PTAP) T+ (kP) T +44=0

Como PT=pP 'entonces PTAP = D, con la cual se llega a:
()" DX +(kP) X +44=0

sustituyendo tenemos:

2 1
10 0]« s 5 |~
[ '] +[12 36] s s +44 =0
0o 5]y b2y
5 F
realizando operaciones:
| 2 -1 x'
10 (x)"+5(y) + — [ 12 36 ] + 44 =0
\/? 1 2 V'
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!

X
10(x')2+5(y')2+L[60 60 | +44=0
5 5
10(x')2+ S(y')2 + ﬂx'+ﬂy'+44:0

VRN

Obsérvese que en esta ecuacion ya no se tiene término con producto entre las
variables; sin embargo, aun se tienen términos lineales. Para eliminar estos
términos, se hara un desplazamiento del sistema de referencia para hacer
coincidir el centro de la cénica con el origen del nuevo sistema de referencia

(x", y"). Para esto, se requiere completar trinomios que sean cuadrados

perfectos y hacer la factorizacion correspondiente.

Agrupando y factorizando tenemos:

10 (x')2+\/% x'—i—% +5 (y')2+\/17?2y'+? = — 44418+ 36
2 2
10| x"+ + 50 y'+ =10
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si se hace que:

entonces se tiene:

En este sistema de referencia (x', ") la ecuacion carece de término mixto y

lineal, que es lo que se pedia obtener en el inciso b).

Al observar la ecuacion a la que se llego, es evidente que se trata de una elipse
con centro en el origen y con semiejes a =1y b = /2 .

Para calcular el angulo de giro, se debera obtener el angulo que forman el vector
caracteristico u, = ( 2,1 ) que define la direccion del eje x', con el vector

unitario i = (1, 0).

Sabemos que:

(7] 1)

cos O =
lac )]
sustituyendo:
cos B = ((2’ 1) | (1’ 0))
(V5 ) (1)
cos O = 0 = 26.56°
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d) Trazo aproximado de la conica y los sistemas de referencia.

YA
!
y
" x'
Yy =
i
=26.56"
0=2656 > X
305
65 X”
JZ
1

Ejercicio 5.16 Para la conica cuya ecuacion es:
2x%+dxy+ 2yt + 6 2x+22y+4=0

a) Determine una matriz P correspondiente al giro que hace coincidir los ejes
coordenados con los ejes de la conica.

!

b) Obtenga la ecuacion de la cénica, en un sistema de referencia (x , ) ) , que

no contenga término mixto.
c) Calcule el angulo de giro.

d) Dibuje la conica, asi como los dos sistemas de coordenadas.
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SOLUCION:

a) Lamatriz P que se pide es la matriz que diagonaliza a la matriz 4.

La representacion matricial de la ecuacion de la conica es:
XTAX + kx +4 =0 ..(1)

donde:

=
Il

A= ; k:[6ﬁ 2ﬁ} ;

La matriz P esta formada por la disposicion en columna de los vectores
caracteristicos unitarios de la matriz 4, entonces tenemos:

2 -2 2
det(4 - A1) = = (2-2)" =4 =22—4h = 1 (%-4)

Los valores caracteristicos son:
A,=4 y A,=0
Obteniendo los vectores caracteristicos tenemos:

Para A, = 4:
-2 2 X 0 -2x+2y=0 -x+y=0 > x=y
2 =2 |y 0 2x -2y =0 0=0

si y=k, = x=k,

.

oo v, =(ky, k) con k,#0 vectores caracteristicos
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2 2| x 0 2x +2y=0 x+y=0 = y=—-x
= = =
2 2|y 0 2x +2y =0 0=0

v, =(k,, —k,) con k,#0 vectores caracteristicos

si hacemos que k, =1y k, =-1, entonces se obtienen los siguientes
vectores caracteristicos:

,=(1, 1) donde |u,|=42

(-1.1) donde |u,[= 2

Considerando como producto interno
el producto escalar ordinario.

1’_‘2
Entonces los vectores caracteristicos unitarios son:

1

por lo tanto, la matriz diagonalizadora P solicitada es:

1

_ N

1

2
1

Mg

7z

donde det(P) =1

y al ser P una matriz ortogonal, entonces se cumple que:
pr=p!

Por otro lado, si realizamos:

(@@, )=((L1)][(-1,1))=-1+1=0
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lo cual implica que los vectores caracteristicos son ortogonales. Estos vectores
nos definiran la direccion de los ejes del nuevo sistema de referencia con el giro
requerido.

b) Alsustituir x =P X' enlaecuacién (1) , se llega a:
—\T T = =
(x ) (P AP)x + (kP)x +4=0
Como P'= P_l, entonces P"AP =D, con lo cual se llega a:
(¥) DX +(kP)T+4=0
sustituyendo, tenemos:

1 1

[x '] o +[ 642 22] 2 2o +4=0

1 '

Y
[4x" 0] v [

4(x') +8x' -4y +4=0

o
o
\<\
—_
<

(x')2+ 2x'-y'+1=0

Completando el trinomio cuadrado perfecto, tenemos:

(&) +2x+1=y -1+1

!

(x'+1)2 =y

Se trata de una parabola con vértice en el punto (—1, O) que abre hacia el
lado positivo del eje  y'.
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c) El angulo de giro se calcula con el vector u, =( I, 1 ) que define la direccion

del eje x' y el vector unitario i = (1, O), considerando como producto interno
el producto escalar ordinario.

iy

cosg = ———
)]
e . 0)
7z (1)
1
cos O = E
0 = 45°

d) Trazo aproximado de la cénica y los sistemas de referencia.

YA
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Ejercicio 5.17 Para la cénica cuya ecuacion es:

c)

4xy =1

Determine una matriz P correspondiente al giro que hace coincidentes los ejes
coordenados con los ejes de la conica.

Obtenga la ecuacién de la coénica, en un sistema de referencia (x’, y' ), que
no contenga término mixto.

Calcule el angulo de giro.

SOLUCION:

a)

La representaciéon matricial de la ecuacion de la cénica es:

xTAx +kx =1

donde:

A= ; k=[0 0] ; X-=

como k :[ 0 O }, entonces se tiene:

—_T —
x AXx

I
—_

(1)
Obteniendo los valores y vectores caracteristicos unitarios, tenemos:

-1 2
det(4 - A1) = =1 =4 =(A-2)(1A+2)

Los valores caracteristicos son:
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Obteniendo los vectores caracteristicos, tenemos:

Para A, = 2:
-2 2 X 0 -2x+2y=0 x—-y=0 = x=y
2 -2 Y 0 2x -2y =0 0=0

si y=k, = x=k,

.

Para A, = -2

2 2 x 0 2x +2y=0 x+y=0 = x=-y
= = =

2 2 ||y 0 2x +2y =0 0=0

si y=k, = x=-k,

si hacemos k, =k, =1, entonces se obtienen los siguientes vectores
caracteristicos:

uy=(1,1) donde || i, || = J2  Considerando como producto interno
el producto escalar ordinario.

i,=(-1,1) donde || i, ||:\/7

Entonces los vectores caracteristicos unitarios son:
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b)

Por lo tanto, la matriz diagonalizadora P solicitada es:

1
z

—

b
7z

1

¥

7

de donde:
det (P) =1

y al ser P una matriz ortogonal, entonces se cumple que:
pr— p-!
También se tiene que:
(@)@, )=((L1)[(-1,1))=-1+1=0

Lo cual implica que los vectores caracteristicos son ortogonales. Estos vectores
nos definiran la direccion de los ejes del nuevo sistema de referencia con el giro
requerido.

Al sustituir x = P X’ enla ecuacion (1), se llega a:
(¥)"(PTaP)¥ =1

Como PT = P! entonces PTAP = D, con lo cual se llega a:

(¥) p¥ =1
sustituyendo tenemos:
2 0 x'
[x' y' =1
0 =21 |y
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En este sistema de referencia ( x', y ) la ecuacioén carece de término mixto.

Se trata de una hipérbola con centro en el origen, cuyas ramas abren en ambos
sentidos del eje x'.

c) Elangulo de giro se calcula con el vector u, = (1, 1) que define la direccion del

eje x' y el vector unitario i =(1, 0), considerando como producto interno el
producto escalar ordinario.

(7]7)

cos 0 = —” L_ll” ||z||
o))
J2 (1)
cos O = 1
2

0 = 45°
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Obtenga el adjunto del operador lineal T:R?> —> R?, cuya regla de
correspondencia es:

T(x, y) = (2x—y, x—3y)

Considere como producto interno el producto escalar ordinarioen R * .
2. Sea el espacio vectorial:

oefle leeer]

definido en el campo de los numeros reales y sea el operador lineal
T: M — M con regla de correspondencia:

()10 ] oo o]

Determine el operador adjunto de 7', considerando el siguiente producto
interno:

a 0 x 0 a 0 x 0
=ax +by ; V , eM
0 b 0 vy 0 b 0 vy

3. Sea el espacio vectorial € definido en el campo complejo con producto interno
definido por:

(z|w):zw ; Vz,weC

donde w representa el conjugado de w.



— Operadores lineales en espacios con producto interno

Obtenga el adjunto del operador lineal §:C— C cuya regla de
correspondencia es:

S ( z) =z ; VzeC
donde a € C es un numero fijo dado.

4. En el espacio vectorial de los polinomios P = { ax+b | a, b e R } sobre el

campo de los reales, se define el siguiente producto interno:
(flg)=r(0)g(0)+s(0)g(0) ; V fgeP

Obtenga el adjunto del operador lineal 7:P—> P cuya regla de
correspondencia es:

T(ax+b)=(3a+b)x +(a+b) ; Vax+belP
5. En el espacio vectorial C? sobre C con producto interno:
((xl,yl,zl)‘(xz,yz,Zz))=x19_62+le72+2122; V(xl,yl,Zl),(xz,y2,22)€C3

donde x,, ¥, ¥ z, son los conjugados de x,, ¥, Y z, respectivamente, se
define el operador lineal 7: C* — C* como:
T(x,y,z)=(2ziy,3ix) ; V(x,y,z)eC’

Obtenga el adjunto del operador T.

6. Obtenga el adjunto del operador lineal T:R*— R?, cuya regla de
correspondencia es:

- —x +
T(x,y)=(x2y, xzyJ ; V(x,y)eR’

Considere como producto interno el producto escalar ordinarioen R 2
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7. Sea el espacio vectorial:

a b
M = a, b, ceR
b ¢

definido en el campo de los numeros reales y sea el operador
lineal T: M — M con regla de correspondencia:

a b a-—c a+2b+c a b
T = ;Y e M
b ¢ a+2b+c 2a + 4c b ¢

Determine el adjunto de 7', considerando el siguiente producto interno:

(A|B):Tr(ABT) - VA, BeM

8. Parael operadorlineal 7: R’ — R’ con regla de correspondencia:
T(x, Vv, Z) = (x+2y+3z, xX—=Y, y—z) ;v (x, v, z) e R’

Obtenga el operador adjunto 7' *, utilizando el producto interno usual en R 3

9. Sea el operador lineal T: C?—> C?, donde C* esta definido en el campo
complejo y cuya regla de correspondencia es:

T(x,y):(2x+iy,y—ix) ; V(x,y)e(C2
a) Determine si T es un operador normal respecto al producto interno usual
en C’.

b) Obtenga H T*(1+i, 1-1) H

10. Sea el espacio vectorial C* definido sobre el campo de los nUmeros

complejos y sea el operador lineal T:C>— C? cuya regla de
correspondencia es:

T(x,y)z(ix+(1+i)y , (—1+i)x+2iy) ; V(x, y)eC?

Determine si T es un operador normal respecto al producto interno usual en C °.




— Operadores lineales en espacios con producto interno

11. Sea el espacio vectorial real:
P={ax2+bx+c a, b, ce R}
con producto interno definido por:
(1_)| 6) =a,a, +b b, +c,c, ;Np=a,x’+bx+c,, =a,x +b,x+c,eP
y sea el operador lineal H: P — P cuya regla de correspondencia es:
H(ax2 +bx+c):(2a+b)x2 +(—c)x+a . Yax’+bx+c € P
a) Obtenga el adjunto del operador H .

b) Determine si H es un operador normal.

12. Parael operadorlineal T: R* — R* con regla de correspondencia:

T(x,y,z):(3x+2z, 3y +z, 22) ; V (x,y,z)e]R3
Considerando el producto escalar ordinario en R 3

a) Obtenga el adjunto del operador 7.

b) Determine si T es un operador normal.

13. En el espacio vectorial C* sobre C se define el operador lineal
T:C?*>— C*? como:

T(x, y)= (4x+(2+i)y , (2—i)x) ; ¥V (x,y)eC?
Considerando el producto escalar ordinario en € * como producto interno:

a) Obtenga el adjunto del operador T'.

b) Determine si T es un operador normal.
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14. Sea el espacio vectorial de polinomios P:{ ax+b| a, b e ]R} sobre el

15.

16.

campo R, ysea T: P— P un operador lineal definido por:

T(ax+b):(2a—2b)x +(5b—2a) ;: YVax+beP

Considerando como producto interno:

d)

(£l g)=r0)g(0)+r(0)g©) ; VsfgeP
Determine si 7' es un operador hermitiano.

En caso de ser afirmativa la respuesta del inciso anterior, obtenga una
matriz asociada a T referida a una base ortonormal de P y compruebe
que dicha matriz es hermitiana.

Si T es un operador hermitiano, compruebe que sus valores
caracteristicos son reales.

Verifique que los vectores caracteristicos de T resultan ser ortogonales.

Determine la relacién que deben tener a, b € IR, tal que el operador lineal

T :

R?* — R?* cuya regla de correspondencia es:

T(x,y):(2x+ay, bx—y) ; ‘v’(x, y)eR2

sea un operador simétrico con el producto escalar ordinario.

Sea el operador lineal 7: P— P definido por:

T(ax2+bx+c)=—2bx2+(2a+c)x—b .V ax’+bx+c €P

donde:

P:{ax2+bx+c|a,b,ceR}

Determine si 7' es un operador antihermitiano con el producto interno:

(pla)=1p"(1)a () +p'(0) g (0)+p(0) q(0) : Vp,qeP

4
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17. Sea el espacio vectorial C° sobre € con producto interno usual en C° y
sea el operador lineal 7 : C > C° con regla de correspondencia:

T(a,b, c)=(a +b +3c+(4b — )i, a+2b+(c —4a)i,3a+(a —b)i) ; V(a,b,c) eC’

Determine si el operador T es hermitiano.

18. Sean el espacio vectorial R’ con producto interno usual y el operador lineal
S:R*— R’ tal que:

S(1,1,0) =(3,2,0)
S$(0,-1,0)=(-2,0,1)
S(0,2,2) =(6,-2,4)

Determine si S es un operador simétrico.

19. Sea el operadorlineal 7: R* — R* definido por:
T(x, y)=(x+ky, 2x+5y) ;Y (x, y) e R?

y el producto escalar ordinario.

Determine el valor de &k € R de tal manera que T sea un operador

hermitiano.

20. Sea el operadorlineal 7: R*> - R?* definido por:
T(x,y)=(ay,x) ; V (x,y)eR?

Determine el valor de o # 0 para que T sea un operador simétrico con el
producto interno:

((xl,x2)‘(y1,y2))=2x1y1+x1y2+x2y1+x2y2 , v(xpxz)s(%syz) cR
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21.

22.

23.

24.

25.

Sea el espacio vectorial C* definido sobre el campo de los numeros
complejos, con el producto interno usual en C? y el operador lineal
H: C?— C? cuyaregla de correspondencia es:

H(x, y)z(ix+(l+i)y,(—1+i)x+2iy) ; YV (x,y)eC?
Determine si H es un operador antihermitiano.

Demostrar que el operador lineal T : C? > C? definido por:
T(zl,zz)z(zl+zz,zl) ;v (Zl, 22)6C2

es un operador hermitiano con el producto escalar ordinario en C* y verificar
gue, como consecuencia de ello, sus valores caracteristicos son reales.

Sea el operador lineal S: R’ — R definido por:
S(a,b,c) = (a+b—c, a+3b-2c, —a+2b+c) ;v (a,b,c) e R’
Determine si S es un operador simétrico respecto al producto interno usual en R”.

Sea el espacio vectorial C* sobre € con producto interno usual en C? y

sea el operador lineal 7T : C P C? cuya regla de correspondencia es:

T(x,y):(2x+(1—i)y,(—1+i)x+5y) ; V(x,y)eC?
Determine si T' es un operador hermitiano.

Determine si el operador lineal H: R> — R’ definido por:

H(x,y,z)=(x,y,2z) 3 V(x,p,z)eR’

es, respecto al producto escalar en R 3

a) Hermitiano.
b) Antihermitiano.
c) Unitario.
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26. En el espacio vectorial C? sobre C se define el operador lineal
T:C?>— C* delasiguiente manera:

T(a+bi,c+di)=(—b+ai,d—ci) ;0 V (a+bi,c+di) e C?

a) Determine si el operador 7' es hermitiano, antihermitiano y/o unitario,
considerando como producto interno al producto escalar ordinario
complejo.

b) En caso de ser posible, obtenga una matriz diagonal que represente al
operador lineal T.

27. Determine si el operador lineal 7: R S5 RS cuya regla de correspondencia
es:

3 4 5
2 E oy oz 4% 5 Zj;v(x,y,z)en{s

2x y
I'(x,y,z)= + + = , — + +
T R e

es un operador ortogonal, considerando como producto interno el producto

escalar ordinarioen R °.

28. Sea el espacio vectorial:

(C:{z|z:a+bi -V a,beR con i2:—1}

sobre C y sea el operadorlineal 7 : C— € definido por:
T ( Z) =zi ; VzeC
Determine si T es un operador unitario con el siguiente producto interno:

(u|v):u\7 ;. Y u,veC

donde v eselconjugadode v.
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29.

30.

31.

32.

Sean T y S operadores lineales de R* en R’ definidos por las siguientes
reglas de correspondencia:

T(x,y,z)z(y+z,x,z—y) ; ‘v’(x,y,z)e]R3

— _ - - x 2 . 3
S(x,y,z)—(x, 5y+52, 5y+SZJ ; V(x,y,z)eR

a) Determine cual de los operadores es un operador ortogonal con el producto
escalar ordinario.

b) Si se sabe que ||T(\7)||:15 y ||S(\7)||: 1042 , determine la

|V ||, usando los resultados del inciso anterior.

Para el operador lineal 7: C?* — C? definido por:
T(zl, 22) = (—ou'22 ,ou'zl) ; (Z1 ,22) e C?
donde C? esun espacio vectorial sobre C, con producto interno usual en C 2,

. + . .
Determine el valorde a € R ", talque 7T sea un operador unitario.

Sean el espacio vectorial R 3 con producto interno usual y el operador lineal

T:R’ > R’ cuya regla de correspondencia es:
T(x,y,z)=(xcos6—ysenB, xsen6+ycos8,z) ; V (x,y,z) € R’

Determine si T es un operador ortogonal.

Sea un operador lineal T: R* — R* definido por:

T(x’y):[«/gxz—y’x+;/§yJ - (x,y) c R?

Determine si T es un operador ortogonal considerando como producto interno el
producto escalar ordinario.




— Operadores lineales en espacios con producto interno

33.

Para el operador hermitiano 7: R> — R * cuya regla de correspondencia es:

T(x,y)=(2x, —%x+yj ; ¥V (x,y)eR?

y el producto interno:

(3_5| f)=x1x2+x1y2+x2y1+3y1y2 ;v )7=(x1,y1),)7=(x2,y2) e R’

34.

35.

36.

a) Obtenga la descomposicién espectral del operador 7.
b) Verifique que se cumple la condicion P, + P, = 1.

c) Compruebe que P, o P, =0.

Para el operador simétrico 7': R PS5 R? cuya regla de correspondencia es:
T(x,y) = (2x—y, —x+2y) ; V (x, y) e R?

y el producto escalar ordinario en R 2 obtenga la descomposicion espectral
del operador T'.

Sea el espacio vectorial C * con producto interno complejo usual. Determine la
descomposiciéon espectral del operador lineal 7:C?*— C? cuya matriz

asociada respecto a la base B = {( 1,0), (0,1 )} es:

4 -3i
M(T)=
-3i 4
Compruebe, ademas, que se cumple que P, + P, =1.

Sea el espacio vectorial real:

P:{ax2+bx+c a,b,c e ]R}
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y sea el operador normal H : P— P cuya regla de correspondencia es:
H(ax2 +bx + c) =5ax’+ (3b + 2c)x + (2b+3c) : YV ax*+bx+c €P
y con el producto interno definido por:

((alx2 +b1x+cl)‘(a2x2 erzx+cz)):alaerblszrclc2

Obtenga la descomposicion espectral del operador H.
37. Sea el espacio vectorial real:

& 8| B2

y sea el operador simétrico T': M — M cuya regla de correspondencia es:

([ o)) -[5r o] oo o] em

y con producto interno definido por:

a 0 a, 0 a, 0 a, 0
=a,a,+b,b, ; V , eM
0 b, 0 b, 0 b, 0 b,

Obtenga la descomposicion espectral del operador 7.

38. Sean el espacio vectorial R? con producto interno usual, el operador lineal
simétrico 7: R>— R? y sus vectores caracteristicos v,=(2,1) vy
v, :(1, —2) asociados a los valores caracteristicos A, =1y A, =6,
respectivamente. Obtenga la regla de correspondencia del
operador T, utilizando la descomposicion espectral de T .
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39. Para la conica cuya ecuacion es:

40.

41.

42.

c)

d)

X+ 2xy+ 9yt - y+14=0

10..2
V202
Determine una matriz P correspondiente al giro que hace paralelos los

ejes coordenados con los ejes de la conica.

Obtenga la ecuacioén de la cénica, en un sistema de referencia (x”, y" ),

que no contenga término mixto ni términos lineales.
Calcule el angulo de giro.

Dibuje la cénica, asi como los distintos sistemas de referencia.

Dada la elipse de ecuacién 3x* + 2y* =5, obtenga la ecuacion de esta elipse
referida a un sistema (x', '), donde el eje x' forma un éangulo de
30°, medidos en sentido antihorario, con respecto al eje x.

Para la conica cuya ecuacion es:

c)

2x2+\/§xy+y2:4

Determine una matriz P correspondiente al giro que hace paralelos los
ejes coordenados con los ejes de la conica.

Obtenga la ecuacién de la conica, en un sistema de referencia ( x', ),

que no contenga término mixto.

Dibuje la cénica, asi como los distintos sistemas de referencia.

Sea la conica de ecuacion:

a)

2x* —4xy —y*+8=0

Obtenga la matriz mediante la cual se realice un giro de ejes que elimine el
término xy de la ecuacion.
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43.

44.

b) Obtenga la ecuacion de la conica en el nuevo sistema (x', y').

c) Dibuje la coénica, asi como los dos sistemas de coordenadas.

Sea la conica de ecuacion:
3x*—4xy +3y*=15

a) Obtenga la matriz mediante la cual se realice un giro de ejes que elimine el
término x y de la ecuacion.

b) Obtenga la ecuacion de la conica en el nuevo sistema ( x', vy )

c) Dibuje la conica, asi como los dos sistemas de coordenadas.

Sea la conica de ecuacion:
11x%+ 10\/§xy +y°=4

a) Obtenga la matriz mediante la cual se realice un giro de ejes que elimine el
término xy de la ecuacion.

!

b) Obtenga la ecuacion de la conica en el nuevo sistema ( x', vy )
c) Calcule el angulo de giro.

d) Dibuje la conica, asi como los distintos sistemas de referencia.
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

4. T*(ax+B)=(30+B)x+ (a+p)

5. T"(a,b,c)=(-3ic, —ib, 2a)

6. T w, Z):(w—z, —w+zj

- X oy X+2y+2z 2y
y oz 2y - x+2y+4z

8. T*(a,b,c)z(a+b, 2a - b +c, 3a—c)

9. a) T esunoperador normal.

T (1+i, 1-1)| = 26

b)
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10. T es un operador normal.

11. a) H*(ax2+[3x+y):(2oc+y)x2+ocx—[3

b) H no es un operador normal.

12. a) T*(a, b, c) = (3a, 3b, 2a+b+2c)

b) 7 no es un operador normal.
13. a) T*(a, b)=(4a+(2+i)b, (2-i)a)

b) T es un operador normal.

14. a) T es un operador hermitiano.

2 =2
b) M (T) = { } es una matriz hermitiana donde
-2 5

B = { x, 1 } es una base ortonormal.

c) A,=1 y A,=6 sonvalores caracteristicos reales.

d) Los vectores caracteristicos asociadosa A, y A, sison ortogonales.
15. a =>
16. 7 sies un operador antihermitiano.

17. T sies un operador hermitiano.

18. S sies un operador simétrico.

19. Con k =2 ,eloperador T es hermitiano.
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1
20. Con a = 5 T es un operador simétrico.

21. H sies un operador antihermitiano.

22. T siesunoperador hermitiano y sus valores caracteristicos son:

e R

+

Sy

1
2

N | —
m
=]

23. S no es un operador simétrico.

24. T no es un operador hermitiano.

25. a) H sies unoperador hermitiano.
b) H no es un operador antihermitiano.

c) H siesun operador unitario.

26. a) 7 no es un operador hermitiano.

T si es un operador antihermitiano.

T sies un operador unitario.

27. T siesunoperador ortogonal.

28. T sies un operador unitario.
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29. a) T no esun operador ortogonal.

S si es un operador ortogonal.

|5 ] = 107

30. 7 esunoperadorunitariosi a =1 e R™T.

31. T sies un operador ortogonal.

32. T siesunoperador ortogonal.

33. a) T(x,y)==2(x,—-§j + 1(0,-§-ij

b) Sisecumple.

c) Sise cumple.

34, T(x,y)=1[ 222 XX, 5 X2y ZXTY
2 2 2 2

35. 7(x, ») :(4+3i)(x;y, _x2+yj+(4—3i)(x;y, x;yj

La condicion P, + P, =1 se cumple.

o e b= |[Be (B sleets (52
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39. a) P =

> x

40. 11(x')" -283x )y +9(y')" =20
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NES 1
2 2
41. a) P =
13
2 2 ]

> X
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1 2
2.ap-| P P
2 L
V5 5
N2 N2
b) 2(¥)’ -3(y)’ =8 o (x4) —(y8) = 1, hipérbola
3
c)
YA

6=634°
> X
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1 1
43. a) P = \/15 \1/5
2 2
i N (¥) , ) _
b) (x) +5()) =15 o e
c)
YA
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Bt
2 2

44. a) P =
13
2 2
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