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PROLOGO

Este trabajo se ha escrito de tal manera que sea accesibie a cualquier persona que
este familiarizada con la aplicacion de la mecanica basica para el analisis estatico de
estructuras, temas que se estudian en los pnmeros cursos de fa carrera de Ingeniero Civil.

Los temas que se presentan, muestran procedimientos que emplean {as técnicas
de algebra matricial, y se escribié con |a finalidad de servir como material de apoyo para
los estudiantes que cursan la materia de Analisis Estructural ili, en el 40. afio.

' Ei trabajo fue desarrollado tomando como base el programa de estudios de la
matena. Como el material es relativamente nuevo para los estudiantes de ingenieria, el
autor ha tenido en mente desarrollar este material para que los alumnos cuenten con un
texto que cubra ampliamente el metodo de las rigideces.

Cabe hacer notar, que existen varias razones por las que el analisis matricial de -
estructuras es importante para el analisis estructural. Una de ias mas importantes es que
hace posible un acercamiento que es valido para estructuras de todos tipos y una segunda
razon as que proporciona medics eficaces para describir los diferentes pasos en el
analisis. de modo que estos pasos o etapas pueden ser programados mas faciimente en -
una computadora. '

El uso de matrices es sencillc cuando se desarrollan calculos con la ayuda de una
computadora, ya que permite Ja manipulacién de grandes grupos de nimeros de un modo
efectivo y sencillo. Ef alumno encontrara que los métodos presentados en este trabajo
son altamente organizados y que los mismos procedimientos basicos pueden seguirse en
el analisis de diferentes tlbos de estructuras ya sean unidimensionales, bidimensionales
o en el espacio.

Rafae! Rojas Rojas
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INTRODUCCION AL ANALISIS ESTRUCTURAL 1

1.1 INTRODUCCION

El andlisis estructural es un paso intermedio en ef procesc a saguir para la
construccion de cualquier cbra civil y tene como finalidad” el dstzrminar el
comportamiento de ia estructura que la sopeniard, es decir, 1os sfectcs producidas por
las diferentes acciones que obraran en la construccion. El comportamiento dz la
estructura se puede expresar a traves de desplazamientos, reacciones y fuerzas internas
(elementcs mecanicos). A partir de estos ultimes se define la resistencia que debe tener
la estructura para soportar las cargas quea cbraran sobr2 ésta y con los desplazamientcs
sa revisaran las condiciones de servicio, para esto 10s desplazamientcs actuantas saran
menores © iguales que los permisibles establecidos por los reglamentos de
construccion, Si esta condicién no se cumpla deberan cambiarse las dimensiones de
la estructura y anahzaria nuevamente. Oe lo anterior se obsarva que el analisis y e!
disefio de una estructura 2s un Proceso iteratve y que el analisis estructural es una
herramienta necasana para disefar una estructura y asi poder construirla.

Por otro lado para poder realizar el analisis de una estructura, se debe tener bien
definidas sus condiciones de frontera o condiciones de apoyo, ya que una estructura
bajo las mismas condiciones ae carga pero diferentes condiciones de apoyo tiene
comportamiento diferente.

Un apoyo es la representacion grafica del numero de reacciones necesarias en
el punto donde se encuenira dicho apoyo, para estabiecer el diagrama de cuerpo libre
en la esiructura. Las diferentes ¢ondicicnes de apoyo se obtienen a panir de fa
continuidad de los elementos o de ia forma en que se conectan; por ejemplo un
elemento ya sza de madera. cencreto o acero se apoya en forma directa sobre otro
elernento como se indica en la figura 1.1.a.



Se observa que los desplazamientos horizontal y angular puer:!en ser diferentes
de cero, sin embargo en la direzcion vertical el muro restringe el d-esplazamiento dando
origen & una reaccidn vertical Rv. La idealizacion del apoyo de esta estructura se
puede representar como se indica en lafigura 1.1.b. Este apoya se conoce como libre
o directo y es la representacion esquematica de una reaccion.

Si fa viga de la figura 1.1 se sujeta como se indica en la figura 1.2, el
desplazamiento harizontal se restringe dando origen a una nueva reaccion y su
idealizacién se muestra en la figura 1.2.c. Este apoyo se conoce como articulacion y
es la representacion esquematica de dos reacciones, una vertical y otra horizontal.

=4

(a) (b)

Figura 1.1

(@) {) ()

Figura 1.2

Si ese Misma elemento se conecta a otro de *al manera que el desplazamiento
angular sea cero, ademas de los desplazarnienios vertical y horizontal como se indica
en la figura 1.3.a s da origen al apoyo gue se conoce como empotramiento, el cual es
la representacién de tres reacciones como se muestra en la figura 1.3.0.
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(@) 9

Figura 1.2 B

Finalmente si se conecta el elemento de la forma que se muestra en la figura 1.4 se

obtienz el apoyo guiado. que es la representacion esquematica de dos reacoiones como
se indica en las figuras 1.4.a y 1.4.b respectivamenta.

(@) S

Figura 1.4

De los cuatro casos anteriores, se puede concluir que si hay desplazamiento en
el apoyo no hay reaccidn y si hay reaccién no hay desplazamiento.

1.2 EQUILIBRIO, COMPATIBILIDAD Y RELACICON ENTRE FUERZAS Y
DESPLAZAMIENTOS.

En {a seccion anterior se definid el objetivo del analisis como la determinacion
de los desplazarnientos, reaccicnes y fuerzas internas bajo cualquier condicion de carga.
Sin importar el método utiizado para lograr este objetvo es necesario cumplir con las
condiciones de equilibrio, compatibilidad y la relacién entre fuerzas y desplazamientos.
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1.2.1 EQUILIBRIO

La solucion correcta de ia estructura dsbe satisfacer las condiciones de equilibrio

estatico, no solo para la estructura cempleta, sino tambien para cualquier parte de ella
tormada como un cuerpo libre.

Enun espacio tridimensional si el vector fuerza resultantz es igual a cero, tambizn
sus componentss deben ser igual a cero, por lo gue $2 puecsn plantear las siguiantes
ecuaciones:

TFx =0 XFy=0 Irz=20 11a

£n estas ecuacicnes las expresiones ZFx, IFyy IFz sonlas sumas algebraicas
de las componentes en x, y & z resgectivamante de todos los vectores fuerza que
actuan en el cuerpo libre. tlgualmenta. si el vector momento rasultante es igual a cero,
las acuaciones de momento del equilicrio esi2tico son:

IMXx=0 ZIMy=0 ZIMz=0 1.1.b

donde EMx. IMy & IMz son las sumas algstraicas de los momentos respecto a los
ejes x, y & z respectivameante, de todes los parss y fusrzas que actuan scbre el cuergo
libre.

Las ecuaciones 1.1 representan las condiciones de equilibrio ‘estatico
tridimensional. Si la estructura es plana y las cargas estan en el plano gue contiene a
la estructura y 10s pares tienen sus vectores normales a ese plano, solo son utiles tres
de las seis ecuacicnes de equilibric. Considerando que las fuerzas estan en &l plano
x-y, evidentemente las ecuaciones ZFz = 0, Mx =0 y IMy =0 se satisfacen
automaticamente. lLas ecuaciones restantes ZFx =0 XZFy =0 y ZIMz = 0 son las
ecuaciones de equilibric estatico que toda estructura en el plano x-y debe cumplir.

Las ecuaciones de equilibrio pusden aglicarse a cualquigr astructura como cuerpo
libre y si se cumpien en ésta, entonces deberan cumplirse también en cualquier punto,
elemento, nodo o cualquier parte dz ella tomada como cuerpo libre como ya s2
menciond antenormente,



1.2.2 COMPATIBILIDAD

En las estructuras donde el numero de las incognitas es igual al numero de
ecuaciones de eguilibrio estatco, se puede detzrminar ef valor de las reacciones y de
las fuerzas internas que estén presentes en € sistemé estructural para lograr 2l equilibno
de! mismo. Sin embarge hay estructuras gue tienen mas incdgnitas que ecuaciones de
equilibrio estatico, por lo tanto se ve la necesidad de plantear ecuaciones adicionaltes
para poder determinar todas las incognitas. Estas ecuaciones s2 oblanen a parir de
las condiciones de compatibilidad. Estas condiciones se refieren a ia continuidad de los
desplazamientos a lo largo de toda la estructura, porlo que, tambign reciben ei nombre
de condiciones de continuidad. Usualmente esias condiciones son de intarés en los
nodos de la estructura. por lo que se define la compatibiidad como- el desplazarmiento
de un nodo debe ser igual al desplazamiento de los extremos de las barras que
concurren al nodo. )

Para ilustrar esta condicion, considerese la viga mostrada en la figura 1.5, ia cual
tiene tras reacciones y solamente se pueden utilizar dos ecuacicnes de equilibric Fy =
0y IMz = 0, por lo que hay que establecer una tercera ecuacion.

P
A = -, B
| ]
Figura 1.5

Utilizando el principio de superposicion de causas y efectos ( |a respuesta de una
estructura, debida a un numero de cargas aplicadas simuitaneamente, se obtiene
mediante la suma de las respuestas de las cargas individuales, aplicando por separacdo
cada una de allas ) la viga de la figura 1.5 se puede descomponer en dos estados como
se muestra en la figura 1.6, de tal manera que si sumamos &l estado 1 con el estado 2
se obtiene la viga inicial.

Ln



A
- <p,11 . B
~ e Ty estade 1
HAT B
A @, <= B

i — eiladec 2

. Figura 1.¢
~AZ - .

Se cbsarva que en el extremo A de la viga de la figura 1.5 el desplazamiento
angular vale cero,

@A =0

y de la figura 1.6 para satisfacer esta condicion de compatibilidad,

A+ PA, =0

la cual es la tercera ecuacion necesaria para detsrminar las tres reacciones de la viga
1.2.3 RELACION ENTRE FUERZAS Y DESPLAZAMIENTOS

Para definir la relacion entre fuerzas y desplazamientos de cualquier sistema
astructural, es necesario utilizar las leyes constitutivas { propiedades ) de un materia
dado y los conceptos de equilibrio y compatibilidad. Hay dos formas basicas para
expresar estas relaciones. La primer relacidn fuerza-desptazamiento de la forma:

P=KD

donde P es la fuerza, D los desplazamientos y K 1a rigidez de la estructura. La rigidez
tiene unidades de fuerza por jongitud y puede definirse como la fuerza necesaria para
mantener el elemento en una unidad de desplazamiento. Esta relacidn es la base para
gl método de las rigideces, la segunda relacidén se puede expresar:

D=FP

[+ 28



en este caso F define la flexibilidad del elemento estructural y esta dada en unidades de
longitud por fuerza. Fuede considerarse que un coeficiente de flexibilidad es &l
desplazamiento generado por una carga unitaria Esta relacion 2s la base para el
metodo de las fuerzas.

1.3 TIPOS DE ESTRUCTURAS

Las estructuras de acuerdo a su componamiento se puedan clasificar en dos
grandes grupos las esiables y las inestables. Estas ultimas son aquellas que no son
capaces de soporar un sistama general de cargas a manos de que 2ste sea controlado.
-Las estructuras es:2bles son aguellas capaces da sopcriar un sisisma general d2 cargas
cuyos valores estan limitados a que no ocurra una falla por deformacion excesiva y a
su vez se pueden subdividir en isostaticas e hiperestaticas. Las iscstaticas son
aquellas que se puaden resolver con las ecuaciones de =squilibrio, es decir el numero
de incognitas (reacciones y fuerzas internas) es 1gual al numero ds ecuaciones de
equilibne que se pueden utilizar. Por el contrario si no se pueden resolver con las
ecuaciones de equilibrio se dice que son hiperestaticas. Tambien se puede hacer la
clasificacion de las estructuras en torno a los elementcs mecanicos que estaran
presentas en las mismas

Para determinar los elementos mecaniccs que estaran presentes .en una
estructura sujeta a un sistema general de cargas, se parte de considerar gue la
estructura esta en equilibrio y como consecuencia cualquier punto o fraccién de la
misma también debe estar en equilibrio.

1.3.1 ARMADURAS

Si se traza urna seccién a-a en la armadura mosirada en la figura 1.7.a, se
observara que para lograr el equilibrio de la porcion de la astructura comprendida entre
la seccion a-a y el apoyo A se requiere de dos fuerzas normales N, y N, a la seccién de
las barras 1y 2 respectivamente, figura 1 7.b, para cualquier otra seccidn resultara una
situacion similar, ya que las fuerzas necesarias para lcgrar el equilibrio seran normales



a la seccion de las barras, a estas fuerzas también se les conoce como fuerzas axiales

(a} it

Figura 1.7
1.3.2 VIGAS

Si se traza la seccidn a-a en fa viga mostrada en la figura 1.8.a, para lcgrar el
equilibric vertical se'requiere una fuerza V que tendra ta misma magnitud pero sentido
contraric a fa reaccion, a esta fuerza se le llama fuerza cortante, estas dos fuerzas
producen un par que sera contrarrestado por un momento M, que genere otro par de

igual magnitud pero de sentido contrario, figura 1.8.b, asi se concluye que la viga estara
sujeta a fuerza contante y momento flexionante.

.
A m—

@ Figura 1.8 ®)

1.3.3 MARCOS PLANOS

Si se analiza la seccién a-a del marco mestrado en la figura 1.9.a se requiere una
fuerza normal N a al seccidn para equilibrar la reaccidn vertical, una fuerza cortante V
para equilibrar la reaccion horizontal, estas dos fuerzas ( Rh y V) forman un par que



sera equilibrado por un momento M que genere otro par de igual magnitud perc sentido
contrario, asi los elementos mecanicas que estaran presentes en un marco seran: fuerza
normal, fuerza contante y memento flexicnante, como se muestra en la figura 1.9 b.

(& {k}

Figura 1.9

1.3.4 RETICULA O EMPARRILLADO

Una reticula es una estructura en ia cual la carga sa aplica perpendicular al plane
que contiene fa estructura, si se analiza 1a seccién a-a de 1a reticula mostrada en la-
figura 1.10.a se observa que los elementos mecanicos necesarics para planterar el
diagrama de cuerpo libre de la parte de la estructura comprendida entre la seccion y el
apoyo A son fuerza cortante Vy, momento flexionante Mz y momento torsionante Mx

como se indica en fa figura 1.10.b

W
= KR v
= e Y Mz
P | .
v
-~ a wt./ Mx P
= | T~

(&)
Pigura 1.10

{a)



1.3.5 ESTRUCTURAS TRIDIMENSIONALES -

Estas estructuras también se conccen como marcos tridimensionales y para sy
analisis es necesario refenrias a un sistama cocrdenado tridimensional. Si se analiza la
seccidn a-a del marco mostrado en la figura 1.11a se observa que para lograr el
equilibro de la porcion mostrada en 1a figura 1.11.b se requigre una fuerza axial N, dos
fuerzas cortantes una en la direccion " y * y la otra en la direccion * z " que
denominaremos como Vy y Vz respectivamants. en un mormento torsicnante alrededor
del eje longitudinal de la barra Mx y dos momentos flexionantes uno alrededor del gje
"y "y otro alrededor del gje " 2 " My y Mz respectivamente.

My - Nix
—— — — Nx ‘

MY Yy
Mz~ - My

Az ™
Ry

—

Figura 1.11

1.4. GRADO DE HIPERESTATICIDAD

La estructuras hiperestatcas ( estdticamente indeterminadas } pueden ser
externamente y/o internamente indeterminadas. Si el nimero de reacciones excede &l
numero de ecuaciones de equilibro disponibles, se dice que la estructura es
externamente indeterminada. Si algunas fuerzas internas (elementcs mecanicos) no
pueden determinarse por la estatica a pesar de que todas las reacciones sean
conccidas. ta estructura se clasifica como intarnamente indeterminada, Para ilustrar jo
antenor considerese la viga de la figura 1.12 la cual tiene 5 reacciones y sclo se tienen
disponibies 3 ecuaciones de gquilibrio { ZFx=0, ZFy = 0y IMz = 0), lo cual da un
numero mayor de reacciones (incognitas ) por lo tanto la viga se clasifica como
extarnamente indeterminada.
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Figura 1.12

La armadura de la figura 1.13 tiene 3 reaccicnes para cualguier condicién de
carga y se dispone de tres ecuaciones de equilibrio (IFx, IFy y IMz). Como ef
numerc de reaccionss es igual al numero de scuaciones ds squilibrio. la armadura es
isostatica externamente, sin embargo las fuerzas en las barras no se pueden determinar
con las ecuaciones de equilibrio. Si se retira o se corta una de las barras diagonales
comQ se muestra en.la figura 1.13.b, las fuerzas en las otras barras ya se pueden
determinar con fas ecuaciones de equilibrio. por lo que las fuerzas internas en la
armacura exceden a las ecuaciones de equilibrio en una fuerza, lo cual indica que fa
armadura es hiperestatica internamente.

4 \\ i i // \—\ )
— 2 -
(a (b)

Figura 1.13

El marco de !a figura 1.14 tiene sers reacciones y se tienen disponibles tres ecuaciones
de equilibrio (ZFx. TFyy IMz). El numero de reacciones es mayor al nimero de ecuaciones
de equiiibric. lo cual hace que el marco sea hiperestatico externamente. Las fuerzas internas
(N. Vy M) en tcdas las barras no se pueden determinar con las ecuaciones de equilibrio. Si
se retira © se corta la barra horizontal inferior, como se muestra en la figura 1.14.b, las fuerzas
internas en las otras barras ya se pueden calcular con las ecuaciones de la estatica, por fo
que las fuerzas internas del marco excedep en tres a las ecuaciones de equilibrio, lo cual

11



implica que el marco es hiperestatico internamente.

Figura 1.14 a ¥y b

De lo anterior el grado de hiperestaticidad de una estructura se define como el nimero
de reacciones y de fuerzas intarnas que excedsn al numero de ecuaciones de equilibrio

estahco. asi:
GH = GH, + GH,
GH, = N.FI.-NEE
GH, = N.R. - N.EE. (1.1
donde:
GH GH, y GH, son el grado de hperestaticidad total, interno y externo
respectivamente.

N.F.l. es el numero de fuerzas internas (elementos mecanicos); N.R. es el nimero de
reacciones y N.E.E. es el numero de ecuaciones de equilibrio estatico disponibles.

£l grado de hiperestaticidad puede ser negativo, igual a cero 0 mayor que cero, estos
valores representan:

GH > 0 estructura hiperestatica
GH = 0 estructura isostatica
GH <« 0 estructura inestabie

Para ilustrar la aplicacionas de la expresidn (1.1) se determinara el grado da
hiperestaticidad para las estructuras de fas figuras 1.15 afa 1.19

12



Figura 1.15

GQHe =3-3=0
GHI =0
GH =20

Figura 1.17

GHe =6-3 =
GH|=3-3=O
GH =3

Figura 1.1¢
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GH=8.3=5
GHi=3-.-3 =
GH

"
ur

Figura 1.18

GHe=6-3=3
GHi =6-3=13
GH =6

GHe =6-3=23
GH =9



En las estructuras de la 1.15 a la 1.19 se determind ef grado de hiperestaticidad por
inspeccion, es decir, estableciendo af numero de reaccioneas, fuerzas internas y el numero dr
ecuaciones de equilibrio estatico que se pueden plantear en una estructura determinada. Para
ciertas estructuras, especialmente para aguellas gue tieren un gran numero de barras, es
dificil aplicar este enfoque, paor lo que se recomienda utifizar fa ecuacion (1.2) que resulta de
hacer un planteamiento formal.

Considérase una estructura cuaiquiera con N3 barras, NN nodos y NR reaccionas Las
incognitas son los elementos mecanicos &M y las reacciones NR en cada barra y apoyos
respectivamente, es deci

I = NEM * NB + NR

En cada nodo se pueden plantear N ecuaciones de equilibrio estatico NEEZ, asi las
ecuaciones que se generan en la astructura son:

£ = NEE * NN
si la estructura es isostatica, el numero de ecuaciones esigual al numsro de incognitas

NEM * NB + NR = NEE * NN

por lo que el grado de hiperastaticidad es el numero ¢z incognitas. mencs el numera
ecuaciones
GH = NEM * NB + NR - NEE * NN (1.2)
donde:
NEM: numero de elementos mecanicos en las barras de la estructura en estudio.
"~ NEM =1 en armaduras sofo hay fuerza normal
NEM =2 en vigas cuando solo exista fuerza cortante y momento flexionante
NEM =3 en vigas y marcos en el plane por presentarse fuerza normal, fuerza
contante y momente flexionante. _
NEM =3 en reticulas o parrillas se tiene presente fuerza cortante, momento
torsionante y momento flexionante,
NEM =6 en marcos en el espacio por sstar presante los seis elementos
mecanicos (N, Vy, Vz, Mx, My, y Mz}
NN. numero de ncdos
NR: numerc de reacciones

14 ‘:



NB: nimero de barras

NEE: nimero de ecuacicnes de equilibrio por nodo
NEE =2 armaduras en el plano -
NEZ =3 armaduras en e! espacio i

NEE =2 vigas con fuerza cortante y momento flexionante

NEZ =3  wigas y marcos con fuerza normal, fusrza cortants y momento

flexionante.

NEZ =3 reticulas o parnllas

NEZ =6 marcos en el espacio.

El uso de la ecuacion (1.2) se ilustra con la aplicacion de las estructuras de las figuras
1.15a 1.19

Para la estructura de la figura 1.15 por ser armadura se tiene solo un elemento
mecanico por barra que es la fuerza normal, por fo que NEM = 1, nueve barras NB = 9, tres
reacciones NR = 3. por nedes se pueden plantsar dos ecuacionss de equilibrio  IFx=0 y
YFy=0 por lo tanto NEZ = 2 y por ultimo tiene seis nodos incluyendo Ics apoyos NN = 6,
sustituyendo en la ecuacion {1.2). ’ .t

GH=1%9+3-2%6=0

Para la viga en la figura 1.16 los elementos mecanicos por barra son tres NEM=3, el
numero de reacciones es 8 NR = 8, el numero de ecuaciones que se pueden plantear son
tres (LFx=0, ZFy=0 & Mz=0} NEE = 3y tiene cuatro ncdos NN = 4 que aplicando la
ecuacion (1 2) resulta:

GH=3*3+8-3*4=5
En el marco de Ja figura 1.17 se tiene NEM = 3, NB = 3 NAR =6, NEE=3yNN =4 ~
GH=3*3+6-3*4=23

Para el marco de la figura 1.1Bse tiene NEM =3 NB =6 NR =6 NEE =3y
NN = 8, asi

GH=3*6+6-3*6=6
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Finaimente para el marco de la figura 1.19 se tiene NEM = 6NB = 8 NR = 24 y
NN = 8, asi:

GH =6*8+24-8*6 =24

que comparando los resultados se observa que son 0s mismaos.

1.5 GRADO DE LIBERTAD ( IN_DETERMINACION CINEMATICA)

El grado de libertad esta retacionado con Ios desplazamientcs desconocides en la
estructura: como méaximo un nodo puede tener sais desplazamientos descanocidos ( 3
lineales y 3 angulares ). El grado de libertad se define como el minimo numero de
desplazamientcs necesarios para definr la configuracion deformada de la sstructura. Si se
consideran los desplazamientos de los nodos unicamente, ef graco de libertad s2 puede
definir como el nimero posible de desplazamientos de una estructura y se puede datsrminar
a pariir de la siguients expresién '

GL = NN * DN - NDR {1.3)

donde:
GL - grado de libertad
NN © ndmero de nodos incluyende los de frontera
DN - numero de despiazamientos por nedo
NDR: numero de desplazamientos restringidos

La expresién anterior se puede leer como: el grado de fibertad es igual al numero de
nodos inciuyendo los de frontera por el numero de movimientos posibles en cada nodo
menos los desplazamientos restringidos.

La expresion ( 1.3 ) tambien se ilustra aplicandola a las estructuras de las figuras 1.15
a118.

La armadura de la figura 1.5 tiene 6 nodos NN = 6, dos desplazamientos por nodo
DN = 2 y tras reacciones NR = 3, asi:

GL=6*2-3=86 .



La viga de la figura 1.16 tiene cuatro nodos NN = 4, tres despla:zamientos per nodo
dos lineales { horizontal y vertical ) y uno angular DN = 3 y ocho reacciones NR = 8, asi:

GL=4*3-8=4

Para el marco de la figura 1.17. NN = 4 ND = 3y NR = 6. asi.

i

GL=4*3-6=28

e
W
-
[\ V]
©
3
AL
=
(2]
0]
o}
U]
iy
(a.
j
-
1]
-
®
P
P
i
po L
Z
a
(

3y NR =6 asi:

Y finalmente para el marco de la figura 1.19 se tiene NN = 8, ND = 6 y NR = 24, asi;
GL=8*6-6-24=24

El grado de htparestamdad esta relacionado con el método de las flexibilidades o de
las fuerzas y nos indica el nimero de incégnitas (elementos mecanices y reacciones) gque
exceden las ecuaciones de squilbrio estauco y ccn esto el nimero d2 2cuzcionss que hay
que plantear adicionaimente a las de equilibrio estatco, para poder analizar la estructura. Y
et grado de libertad esta relacionado con el metodo de las rigideces y nes indica ef mimero
de desplazamientos desconocidos que tsnemos en dicha estructura y asi plantear las
ecuacionas necesarias para conccerlos. y a parur dz estos determinar los elementos

Mecanicos.
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METODO DE LAS RIGIDECES 2

Es un método de analisis genera! para estructuras que se puedan modsalar a base
de elementcs barra, como es el caso de vigas, armaduras en el plano. armaduras en al
espacio, marcos planos, reticulas y estructuras en ! espacio.

Vale ta pena mencionar que es e metodo mas adecuadco para su programacion.
y todos los paguetes formales para el analisis estructural en computadora lo utilizan.

En terminos generales, el metodo de las ngideces consiste en establecer a traves
del equilibrio y la compatibilidad la relacién que hay entre las cargas y los
desplazamientos que estas generan en la estructura, a partir de dicha relacidén se
pueden conocer los desplazamientos en los nodos de la estructura y a partir de estos
jos elementos mMecanicos en cada una de las barras que forman la estructura.

Como se puede observar para cangcer los slemantos mecanicos en las barras
que torman la estructura, hay que conocer primero los desplazamientos de los nedes
de la rhisma, razén por la cual también se le conoce como el método de los
desplazamientos.

2.1 SISTEMAS DE REFERENCIA

En general: se tienen dos sistemas de referencia, uno liamado local (x,y,z) para
poder hablar de cada elemento que forma parte de un sistema estructural y otro ffamado
sistema global (x ,y .z ), que serd el que se utifice para habiar en su totalidad de todo
el sistema estructural.

Es importante sefalar que en el sistema local, el gje x debera coincidir con el gje
longitudinal de la barra y dependiendo de esto los otros dos ejes se estableceran
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consigderande un sistema coordenado derecho.

Considérese una barra cualquiera a la cual se le indica con &l nurmero uno &
extremo donde inicia y con el numera dos donde termina como se muszstra en ia figura
2.2

barra

|1 |2 o

inicio terminacién

Figura 2.2

Sin embargo cuando varias barras concumren en un mismo nodo no es
conveniente escribir todos los numeros que indiquen inicic y terminazion de barra, o
que se hace es indicarlos a través de una flecha, el extremo donde inicia !a barra
{extremo 1) coincide con el inicio de la flecha y el extremo deonde termina ia barra
(extremo 2) coincidira con la terminacién de la flecha, figura 2.3.

’



1 2
o LarmInacsn
Figura 2.3

Para la aplicacion del método se parte de que toda estructura debe cumplir con
las condiciones de equilibric y de compatibilidag o continuidad. Para ilustrar dichas
condiciones, considerese un nodo "i' de una estructura cualquiera al que concurran
varias barras y se aplica un vector de cargas "/, ", como se indica en la figura 2.4

Pi

Figura 2.4
Por equilibrio:

par compatibilidad:

2Q



Esta ditima condicidn indica que el vector desplazamiento en el extremo de las
barras que concurren a un nodo debe ser igual ul vector desplazamiento de dicho nodo.

Por otro lado considérese una barra en ! sistema local tridimensional y gue
puede estar sujeta a los vectores de cargasP, y P, en el extramo 1 y 2 respectivamente

como se indica en la figura 2.5

N
7]
t_l

ty]
I

H
W
N
th

Estos sin importar su magnitud y direccidn, generan los vectores de

desplazamiente J, y d, respectivamente.

Acoplando los vectores de cargas y desplazamiento en forma matricial, se puede
establecer |a relacion entre estos vectores a través de una matriz de coeficientes que se

define como la matriz de rigidez de la barra asi:

Fl ‘Kll KJ.Z

2
ﬁz KZ!. KZZ

9:

En forma condensada se puede escribir:
[P]={k1[D]

Que es la ecuacion fuerza-desplazamiento de un elemento barra en el sistema local.



2.2 DETERMINACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES

La rigidez de un elemento estructural se entiende comunmente comao la magnitud
de la fuerza reguerida para producir un desplazamiento unitario. Para ser mas
especificos, la palabra desplazamiento en el concepto anterior, debera especificarse en
detalle mencicnando su caracter { lineal o angular ) y su localizacion, como cada
elemento tiene dos extremos, la palabra desplazamiento se interpreta como
desplazamiento generalizado en los estremos de un elemento. En el-sistema
coordenado tndimensional el vector que representa el desplazamiento en un punto tiene
seis componentes, tres lineales vy, tres angulares, como se indica en la figura 2.6

dy
¢y\15 x
N / S = X
T,

Al igual que el desplazamiento la fuerza debe de entenderse como una fuerza
generalizada que en el sistema coordenado tiene seis componentes como se indica en
la figua 2.7

ot
v 4
< Pz Px
Mz

5

7 Figura 2.7
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Representando en forma matricial al desplazamiento y la fuerza generalizados:

ERENCANE 2 P
dy d,; P, 1P,
dzi |d, P,i (P,
| ~ld, Ml lp,
¢y d, M, P,
P21 |d] M.l P

Asi la rigidez sera ia fuerza generalizada que produce un desplazamiento unitario.

De acuerdo a la fuerza generalizada se tienen tantos tipos de rigideces como
elementos mecanices, es decir, rigidez axial, al corte, a ta flexidn y a la torsion.

Para facilitar la determinacion de las rigideces se considerara un. elemento
empotrado al cual se le inducirdn desplazamientos (lineales o angulares) unitarics. Se
le llamara rigicdez dz un elemento empotrade a las acciones ejercidas sobre est2
elemento debido a las restricciones impuestas al inducir el desplazamiento unitario.

Estos desplazamientos se inducirdan de uno en unoc y se supondran positives
respecto a los-ejes de referencia.

La restriccicnes y los desplazamientos asociados con el sistema de referancia x,
y, & z. para deducir ias rigideces del elemento se indican en la figura 28.ay 28.b
respectivamente,

A n Yy
T g
y P 2 T 10 Xu
4
'EE_—L?;% ) sztg .,E ?
/3 /s e
68 w12 Zow
a L i
| i ‘b)
(3)
Figura 2.8



En la figura las flechas con una sola punta denotan traslacion y las flechas con
doble punta indican rotacidn. En el extremo 1 las trasiaciones son numeradas 1, 2y 3
y las rotaciones como 4, 5y 8. Similarmente en &l extremo 2 de la barra, el 7, 8y 9 son
traslaciones y 10, 11 y 12 son rotaciones. En tcdos los casos los desplazamientos se
tomanen el ordenx, y & 2z res_pectwamente.

La rigideces se determinan a partir de la relacion gque existe entre los
desplazamientos y las fuerzas generalizadas, esta relacion de acuerdo a la resistencia
de materiales esta dada por las ecuaciones dela2.1.aala 2.1.f

—g;‘; - i;i (2.1.2)
i;‘:’ = - ;2 (2.1.b)
'j;’ - %"EVJ-’ (2.1.¢)
% - ;’J’m (2.1.d)
d’w, M, ' (2.1.e)
dx? EI,

SRRl @1

2.2.1 RIGIDEZ AXIAL

Se aplica un desplazamiento unitario en el extremo 1 direccidn "x* como se indica
en la figura 2.9

‘Y

1 uisl
P1L§ _PE"} RN X
7 : =
4 % ] E

z !
1

Figura 2.9
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de la figura 2.9 se tiene gue:

integrando ambos miembros de la ecuacién resulta:

P

U__,__ 1XX*C~_

EA

(2.2)

aplicande las condiciones de frontera: si x=0, | ,=1, de donde C.=1.six=L U, =0,

de donde:
Pl
0= - B 1
£EA
sz = "'"L"
Por equilibrio:
LFx = 0
Px+Py=0
E4
sz =" I

En la figura 2.9 las acciones restringidas P, y P, surgen al ‘apiicar el
desplazamiento en el extremo uno del elemento en la direccion positiva del eje x. Este
desplazamiento causa una fuerza de compresion en la barra. En el extremo 1 de la
barra esta fuerza es equilibrada por la accion restningida EA/L en la direccion positiva
de Xy en ef extremo 2 de fa barra la accion restringida tiene el mismo valor pero en la

direczidn negativa de x.
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2.2.2 RIGIDEZ AL CORTE

Se aplica un desplazamiento unitario en el extremo 1 direccidn "y" como se indica
en la figura 2.10

Y
4]‘\
P‘ly}\
' '('\
IR ~ X
I Z R
\
/ | X I &-
ya ! | P2y
Figura 2.10
de fa figura 2.10 se tiene:
Vy =-P,
Mz=M,,-P, X
sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacion 2.1.b
av, P,
= - : .3
dax ¥ AG (2.3)
a? v, 1
dxz = - (M].z - Pl)" X)—E-:_I-: (24)
integrando {a ecuacién (2.4)
2
av, |, BX U Ma X o (2.5)
dx 2E7, EI,

dv
agﬁcando las condiciones de frontera: en x=G, b

—_£-0, de donde C,=0; si x=L,
v ax
—2:0, de donde:
ax

I Vo ¥
28I, EI

z
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sustituyando en la ecuacion ( 2.5 ) resulta:

dv, P, X* P _LX

dx ~ 2ZI, 2571,

por otro lado sabemos que:

dv _ dvb av,

ax ax dx

sustituyendoe las ecuaciones 2.3 y 2.7 en la ecuacién anterior

v _ P, X P, LX P,
dx 2EI, 2571, Y AG
integrando '
P,XxX* P LX P, X
o= M e - £, - C
6ET, 4=T, 7 AG :

aplicando las condiciones de frontera: si x=0, v__, =

de donde:
p,L> p I’ P, L
= L - i - f,, —£— + 1
6EI, 4£I, Y GA

- - L, g L
0= P”’[lZE’I, ‘v Za
3
-.?_l.LP__.. 1 + P _1;2_55 + 1
12E7, ¥ caL?

+ 1

si lamamos factor de cortante a;

1257,
¢y, = Lay CAL?

sustituyendo y despejandc P1ly se tiene

12E1,

Py s e——"Z2_
TNy

27
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(2.7)

=1, de donde C,=0; si x=L v, =0

(2.8)



sustituyendo en la ecuacién 2.6

. 65T, g
T (l-g L =9
por équi!ibrio
Iry = P, +P, =0
por lo tanto
P 1257,
IM = M, +M,+P L =0
Sustituyendo valores en 1a ecuacidn anterior
6ET, 1257,
por lo tanto Y Y
#, = L (2.17)
o (1-g, 20 '

Las ecuaciones 2.8, 2.8, 210 y 2.11 representan las accicnes- restringidas,
necesarias para lograr el equilibrio al aplicar el desplazamiento en €l gie "y". En el
extremo 1, las acciones restringidas para mantener et equilibric son una fuerza cortante
de 12E1z/(1+¢,)L° en el sentido positivo del eje y un momento de 6E1z/(1+¢,)L? positiva
alrededor del eje "z". En el extremo 2 det elemento las acciones restringidas son las
mismas solo gue la fuerza cortante actua negativamente en el eje “y".

En forma similar se puede determinar las acciones restringidas (rigideces del
elemento) para los desplazamientos restantes.

A continuacion, en las figuras 2.11 a 2.22 se representan las rigideces de un

elermento para los doce posibles desplazamientos en los estremos del mismo, como se
indico en ia figura 2.8.
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En cada caso las diferentes acciones restringidas (rigideces del elemento) se
dibujan como vectores. Las flechas con una punta representan un vector de fuerza y
las flechas con doble punta representan un vector momento. Todos los vectores se
dibujan en el sentido positivo y en el caso de que una accion restringida sea negativa
un signo menos antecede a las expresiones para los coeficientes de rigidez.

1).- Desplazamiento en direccidén "x', extremo 1

n

ol
d
|
-
|
|

Figura 2.11

2).- Desplazamiento en direccion "y"*, extremo 1

12EIz
. 3
A (een)k 121
T (1-¢,)L°
6ET a\lr .
(l*cpY)Lgij E N X
‘/ 6ET
z (1-¢,)L7

Figura 2.12
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3).- Desplazamiento en direccidén *z*, extremo 1

h i
. 6&/,
__8%, | s (1-8)L8
(19, L2 |
3 i/‘ £ —> x
1 ——
oy
A _‘///
12 £/ i ) 12£7,
(-8) 0 (1-9,) L°
Figura 2.13
4}.- Giro alrededor del eje "x", extrerno 1
Y
:‘J\
T z// L
z
Figura 2.14
5).- Giro alrededor del eje "y*, extremo 1
(4-¢,)EI, |
(1+9,)L b
T (2:¢,)EI,
(l-¢,)L
B SEI: 1 T ¢
(L-@,)L7 3 5 X
. =
'/7 vd 6EI,
z (1+¢,)L?

Figura 2.15
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8).- Giro alrededor del gje "2", extremo 1

v 6&/, 65
/’“ (1-¢,) (1-6) L2

by ——)

. NI
é,/:}(4«15) &, X (2-9) &,
S SE A SE:

-

Figura 2Z.15

7}.- Desplazamiento en la direccion X, extremo 2

Figura 2.17

8).- Desplazamiento en la direccidn Y, extremo 2

Y
12E7, 1227,
(1+¢,)L°  {(1+¢,)L°

/I\_
;;I /;2511 5 X

6ET

N
—— 6ETI
1~ L* — —————
(1-¢,) /pR( TopL
z/
2
Figura 2.18
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9).-Desplazamiento en la direccidn Z, extremo 2

) 125/2 \__—-":::":” ”
(1-p) > ‘?«-/

Figura 2.20

11.- Giro alrededor del eje “y", extramo 2

Y
T(2-9:)ET, 4-¢ )ET
o tl¢,) ,
g.;- z TE( +¢, )L
—_—S X
—
-_._._._G.E_I_L./ /qil'
(1+¢,)1L2 —t
Z (1~¢Z)L

Figura 2.21
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12).- Giro alrededor del gje "z", extremo 2

6&/, 1
(1-¢,) L2 ,; g 657,
. ' \-\\ (1.¢y}1_2
: - %

{
<
~ <
ceyE. E T~
-_-_-_-_-_/._-_._5 ?'/(4‘¢)E/ —
SE R ol (4-) &,
Z

Figura 2.22Z

Se establecio que la ecuacidn fuerza-desplazamiento de una barra esta dada por
P=KD

Sustituyendo el vaior del vector P y los valares mostrados en fas figuras de la 2. 11
ala 2.22 que corresponde a la matriz de rigidez y el vector de desplazzmientos de una
barra en el espacio tridimensional resulta la ecuacion (2.12).

Si se desea considerar unicamente flexion, tomando en cuenta gue la influencia
de la fuerza cortante es pequenra, es decir que ¢i = 0, la ecuacion fuerza-
desplazamiento resulta la ecuacion ( 2.13 ).

Particionando el vector de cargas, la matrnz de ngideces y e vector
desplazamiento y refiriéndolos a los extremos 1 y 2 la ecuacidn fuerza-desplazamiento
en forma condensada se puede escribir:

-l il

donde K| son submatrices de 6 x 6.

33



Nis
Vi
Vie
Mux
M
M
Nox
Var

}az

Al
M

Ay

|1

0

0

izr1.

A+t

0

0

611
(4 p)12
0
- 12L4

Zl v )3

0

0

0

6.";’:

(t+ $)12

ECUACION 212 FUERZA-DESPLAZAMIENTO PARA UNA BARRA 'I'!‘\II)IMIENSIUNIAL

U

1214,
(1+g)t?
0
— 611,
(Ht g2

-1241y
(14 ¢yl

- 6".)’;
(1+ g1

0 0

0 0
0 _ ‘)j iv
tegyt?
(i 0
L
0 (4 + ¢x)f‘1v
(+gl
0 0
0 0
0 D
0 (‘J !y
gyt
- (i.Jm
0
Q-gIth
(1 @yl
0

0]
G

(1 )12

0

0

(CRRAT

(1 vl
0
7(11 f_

(1 )t 2
0
0
()

(2 - p )bz

0

0

0

0

()

_-|,J___

- 1211
(1 )03
{)

- ofdz
{H ;/3.)!,2

1221,
TN

() 0
0 ]
I”I e
(l bl
ﬂ(_I:!'f_n_
I
GI‘JV
b
(v @d)L”
0 0
o ]
0 {
I"H
LA
(I ' g))!’
Ci.Jm
0 — -
l'.
h’ lv
0
(i gﬁ}l'
¥} 0

0
Gt )b,
(bt )l

0

6!‘.7.{__
(1 r s

0

0

- pyrilz

Y

0
-6/ Iz

( HMI“
0

0

0

(41 )0

(1)1

lllx
dy
‘.Ill
s
Py

a2
dr
o
"9
P




1A J
““';'" ] ()] 0 {) 0 r ] ] ) ( ]
Col2EL e e 01
13 L A ! 12
125, 614 LTAN — G 1y
e 0 0 7 0 Ty 0 0 0 —y o =30 .
" (1] . -
Vi 0 0 0 G 0 0 0 o Uy o |
e . L ) . L . v
_6"—!’ 4!'4"{ ()I"Il’ 2!‘.Iv
M 0 0 —7 o == 0 0 0 ;2 0 e 0 | 4
Mo by s L T R
A | ! ;2 /. » ;2 1o
3 - t '-‘-‘ )
N2 H-;f- 0 0 0 0 e 0 0 0 0 T K
I 1281 —6klz 43Ml ort= |4
12 0o — i 0 0 0 a0 i 0 0 0 R
My o oty e, " N £ S [
A ! 2y "‘3 1.2 1‘3 ‘f:-)- ¢I)
— G G ,
(M ] | ¢ 0 ———}—"—' 0 0 0o G 0 ——'—I—'E 0 o jo
— 6k C 2k, ohl, T
0 o &b, 2, 0 0 el 0 S g
1- 1. 12 {.
§ 1‘2 I [‘2 l

ECUACION 2.i3 FUERZA-DESPLAZAMIENTO PARA UNA BARRA TRIDIMENSIONAL




2.3 ROTACION DEL SISTEMA LOCAL AL GLOBAL

En la figura 2.23.a se muestra el vector de cargas generalizado en el sistema
local, en las figuras 2.23.b, 2.23.c y 2.23.d se muestran los angulos que forman e

sistemna local con los ejes X', y' & Z' respectivamente, estos Litimos corresponden en e
sistema glebal. '

por cosenas directores tenemos; para las cargas
P'x = P, cosa + P, cosa, + P, cosa, - L.
Py = P,cosB + P, cos@, + P, cos8,
Pz = P,cosy + P, cosy, + P, cosy,
ahora para fos momentes
M'x = M, cosa + M, cosa, + M, cosa,

My = M, cosf + M, cosf, + M, cosB,
Mz = M, cosy + M, casy, + M, cosy,
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sii lamamos:

cos a, = |
cos 8, =m,
cos v, =n,

sustituyende y usando notacion matricial se tiene:

—

P, .
*t l11,1,0 0 olip,
! |
P, mm om0 0 0|P,
P, nn n, &6 0 0P,
M| 100 0 11 Iy,
M,,’ 0 0 0 mm mliM
! 0 ¢ Cn n‘. i, 1Mz
Mz‘ L i P!
en forma simplificada
B =115 ‘ (2.14)
donde:
P = Vector de cargas en el sistema global
T = Matnz de rotacion
F = Vector de cargas en &l sistema local

Por otro tado, un vector de cargas P realiza Ja misma cantidad de trabajo en -
cualquier sistema de referencia; por lo tanto:

p¥a = Pt d (2.15)

de la ecuacidon 2.14 se obtiene
- ‘p_t - P T T 4

sustituyendo en la ecuacion ( 2.15 )
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Pt Tt g
de donde:

{2.16)
A tas ecuaciones ( 2.14 ) y ( 2.16 ) se les ilama " Principio de Contragradiencia”.

Sabemos que la ecuacion fuerza-desplazamiento para una barra esta dada por

desarroliando el producto matricial

1
PI

1]
N

premultiplicando par T y sustituyendo la ecuacicn ( 2.14 )

TP =TR,Td ~TK,T"d;

TP, =TK,, Td! -TK,Td;
pero

rp=p
entonces

Lol
\

TR, Ttd; + TR, T"d;

it

B =Tk, Ttd +TK, T"d;
de donde se concluye que

TK,T" =K,

Reprasenta 1a rotacién de las submatrices de rigideces del sistema local al global, por
lo que:



Estas dos Ultimas expresiones representan las ecuaciones fuerza desplazamiento
de la barra en el sistema giobal.

Conocidas las submatrices de rigidez de las barras en el sisiama global se puede
hacer ia conexion o acoplamiento de las barras aplicando las condiciones de equilibrio
y compatibilidad como se plantearon anteriormente. La aplicacicn de estas dos
ecuaciones conduce a la determinacion de la ecuacion fuerza-desplazamiento en el
sistema giobal de la estructura a la cual se aplicaron.

ACOPLAMIENTO DE BARRAS

Considérese, la estructrura de la figura 2.24 a la cual s le aplican vectares e
carga nodales.

Y orrd Prora
A

Figura 2.2%&

De la figura 2.24 por equilibrio

By = B« B~ By - By

By = Py~ B, - P, (2.17)
por compatibilidad
dy, = 0 ;.= dj
3;, = dj d;,= d;
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dig =0 djy= dg
dy, = dg d;,= 0
diy = 0 0= ds

por otro lado, 1a ecuacion fuerza-desplazamiento de una barra en el sistama global:

l
~

¢ =Ky dy ~ K4

P;

Ky, d; + K, d;

aplicando estas ecuaciones para cada barra se tiensg,

e (K2, 3y 7 P, c (&), d;

Py = (K}, dy = (K}, di
By, = (K1), 95 + (Ri2), 42
Br. = (K).dy By = (Kiz)_ dy

Bry= (K, d. 3 Blyc (Kh)gdl

[~

B, = (K, ;B (&), 4
-1': = (Kfl)faé H P-z': = (Ky2) r 3‘;.

sustituyendo en las ecuaciones ( 2.17 )

By = (Ki)y 35 ~ (K)o @5 » (K1), @ + (Ki2)b A2+ (K2 G
Brs (Kin)pdy ~ (Kia)g @ v (K)o 30« (H2), &
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expresando las ecuaciones anteriores en forma matricial tenemos:

PB] ) {(Kz'z)a*(Kz'z)c‘(Kf:)b‘(Kiz): (Kiz), ],fas‘
Pej | (Ki:), C (Ka)pe (K- (Ki ) 1L
en una forma simplificada
5 K B

que es la ecuacion fuerza-desplazamiento en la estructura sistemna globai.

en donde:

1t

D Vector desplazamiento de la estructura
K' = Matriz de rigideces del sistema estructural
P’ Vecter de cargas en fos nodos de la estructura

it

En forma practica, la ecuacion fuerza-desplazamiento de un sistema estructural
se puede ensamblar observando los extremoes de fas barras que concurren a un nodo
y las barras que intaerconectan los diferentes nodos, asi.

Les términos de la diagonal principal de la matriz de rigideces se obtienen
sumando las submatrices de los extramos de las barras que concurren a un mismo
nodo.

Los terminos que se encuentran fuera de la diagonal principal de la matnz de
rigideces son las submatrices cruzadas de las barras que unen dos nodos.

El sentido de ia numeracion de los nodos tiene mucha importancia ya que si es
adecuada, se puede reducir el ancho de banda de la matriz de rngideces y por
consecuencia, el tiempo de maguina gue resuita muy costoso.

Si. en una estructura cualquiera de los nodos que intervienen en la formacion de

la matriz tiene un desplazamiento conocido; (igual a cero) es necesario anular fa fila y
la columna que corresponda segun lo observado en el acoplamiento anterior ya que
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dicho grado de libertad no participa. También es importante que la estructura que se
analiza sea estable, pues si no, la matriz de rigideces no tiene inversa unica.

Ejemplo.- Determinar en forma practica la ecuacion fuerza-desplazamiento de
la estructura que se muestra en la figura { 2.25).

C d c
N b §
N
B c . £
A e
a A
A D
Vv Vovad
Tigura 2.253
Pt w 1rgd
EN EK'lza‘K'llb'K'llc Ky 0 K'iae dgi
2 ) K aip KoK 114 K’ 24 0 d.
d;i 0 K314 K'334*K "53¢ K'ys dg
Lﬁz,i K'1e 0 K’y Ky K 27K 1yr | {de
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2.5 ARMADURAS EN EL PLANO

Para la aplicacion del método de rigideces se requiere conocer las submatrices
de rigidez de cada barra en el sistema glebal, lo cual se logra con la expresion:

K =TKT

Para el caso de armadura en el planc la matnz de rotacion "T" se detarmina a
panir de {a figura 2.26

Px = Pcosa
Psena

Y
‘<~.
i

lamando: cosa =! ; sena = m y escribiendo en forma matricial

Pey |1
p

m

Py

L
en forma compacta se puede escribir
5 5

1
3
g

donde:
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Por atro lado, de la matriz de rigideces general de doce por doce para una barra
armadura resulta:

| EA _Eal
L L
K =
JEA EA
L L
de donde:
EA EA
Kn = — K =T =
- L -2 L
Ea EA
K = -2 K T
21 L 22 I

Haciendo la rotacion al sistema global se obtiene

Il - .
2]

{
Ky =
A

r 7
172 L
1 I}'_IHI m:;

K, =

1
-

E3]
=

e 22
L
de las expresiones anteriores se concluye

K12 = Kzt = -K,,
K'zz = Ku

2.5.1 Ejemplo.- Analizar la estructura mostrada en la figura 2.27

A area
E: cte.
x Gl=4

Figura 2.27
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La ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura an el sistema giobal esta dada

por:
P =K' D
I.E'] A + (K - g g 3.1
By () e ) o (KD, (i), ];daz
P b= i
Bt | (Kiw), (Kiz) o= (K1) g~ (Kiz) |G
donde:
g-‘.‘RﬁE- 10c0s30°] _f8.6603 |
TS " 1-10sen30°’ ~ ! 5. 0000
[y
N 5&4 (5 cos20°] [4.6985]
c - = E'—'
Byl 5 sen20°] l1.7101]

De lo anterior ef vector de cargas y el vector desplazamientos

R Ir , 1
[8.6603} s
_— :—s.ooooi 5 - dys
1 4.6985 | Cldn
|1.7101 |
e
Barra | L A, l m 2 Im m?
a 3 1 o} 1 0 0 1
b 4 1.5 1 0 1 0 0
c 5 2 08 | 06 | 0B4 | -048 1 0.36
d 5 2 0.8 0.6 084 | 0.48 0.36
e 4 05 1 8] 1 0 0
f 3 1 0] 1 0 0] 1
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Sustituyendo en:

) 2 (12 Im
Kll = .-E..'-- = i3
L ml m?
2 !
& _EA 1 Im
- L im m’J -
(kya - £ 10 Oi- gl 0|
09T 30 {0 0.333]
) E(1.57a (1 0} [0.375 0l
X b= -t =
(KL 3 [o 0 | o oJ
+ r -
, E(24) [0.64 -0.48° {0.256 -0.192
K.- = t = - H
(e = =5 10,48 0.36¢ " %% 0,192 0.144)
0.64 0.48 0.256 0.192
(ki) a = 24 - £4
5 {0.48 0.36] 0.192 0.144]
(K} = (Ki))a

11 -

Solo se detemind K,," de cada bamaya que K,,;' = K,,' = K,y K,,' = K,

Sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento se tiene:

8.660 0.631 -0.192 -0.365 o ||%F
-5.000; . |-0.192 0.477 0 0 ({48
4.698 -0.375 0 0.631 0.192||qc
1.710 0 0 0.192 0.477 a0

Resolviendo el sistema aplicando cualquier método de solucion de ecuaciones
simuitaneas.
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2 {31.23478]
(P |2.08899§
" EA 28.39403]

|-7.83899;

]
XC

dyc!

Una vez conocides los desplazamientos en los nodos se procede a calcular 1a fuerza
en cada barra, asi la ecuacién fuerza-desplazamiento para cada barra esta dada por:

Py = K{. d; - K dy
15-2 =K2._ 51' 'J{‘___ 62
por compatibilidad
d;, =0 d:, = d;
d:, = d; d:, = d;
3. = 0 d;. = dg
ad = 0 d-.2:: = d.c
d,, =0 dip = 0
diy =0 die = d¢

sustituyendo para cada barra:

Barra (a )
By, = (K1), (0) + (K1), @5
B, o 0 }'31.234781 1 0 ]
Pla " BAlg 9.3333]|2.08899 JEA [-0.69626
B, = (K1), (0) + (Ki2), dj
- o o "’31.234?8‘ 1 0 ]
e = By 0.3333‘l 2.086 |EA  |0.69626
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Barra { b ):

5 . |0-375 o]f31.23478] [-0.375 0;[28.39403} 1.06528]
27 0 o0)]{2.08899)] | 0 0j|-7.83899] 0
_ _[-1.06528]
P, = 0
Barra { ¢}
o _[-0.266 0.192][31.23478‘ﬂ -7.59502
=€ 710,192 -0.144,12.03899i | 5.69626
o [ 7.59502
¢ 7 1-5.69626
Barra (d ):
o . ]-0.256 ~o.192][2a.394o3] [-5.76378 =
©-% 7 1-0.192 -0.144;(-7.83899] |-4.32284
b . |3-76378
‘¢ " 1a.32384
Barra (&)
B,=5,=10 (no trabaja)
Barra ( f):
. [o 0 ]'28.39403]_ 0 :.]
Ple 7o -0.33){-7.83899] " |2.61274
Piy = o
27 1.2.61274
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Comprobacion del equilibrio.

Nodo B :

w2
1
o
+

P+ Py

'8.5603] [ 0 ] 7.5950}
0.6963] [-5.6963

Be = By~ Py -

(¥

-

[4.6985‘ _{—1.0553]

11.7101 0 '{

4,3228,

Para la rotacién del sistema global a lacal sabemos que.

P= TP
premuitiplicando por T
TP = T'TP ; pero T'T=1|
pP=T1TF
Para una barra i
5 | Pa
= [cosa sena
14 [ #y’
Barra { a ) 0.6953
= (01 0'0000] = -0.6963 ton
Fazl 0.6963)
P., = C.6863 ton
0.6353

49

tension

f1.0653] (8.6603]
| 0.00 }'&—s.oooj

5.7638} 0 ) _{4.69853
—2.5127}'11.710ﬂ



Por lo que la barra { a} trabaja a tensidn con 0.69 ton.

Barra (b))

[1.06533 1.0638 1.0633
P,= {103 7] =1.0658 ton

L i ——

carmprasion
P2b = =1.0658 ton
Barra (¢ ):
-7.595Q

P.=[-0.8 0.6] ] = 9.4938 tor

F

5.6963

P,. = -9.4938 ton

Barra (d ).
P,,=(0.8 0.6 "5.7638] 7.2047 ¢
1@ = [0-9 0-81 4 3509 % 77 ot
P2d = 7.2047 ton .
Barra (1): 2.6227)
= = 3
P = (0 142.5127 2.6127 ton g
g
P2f = <2.6127 ton 9
2.6227’;\

Representando en forma esquematica los resultados para toda la armadura:
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CESED |

2.6 ARMADURAS EN EL ESPACIO
Para la determinacion de las submatrices de rigideces para una barra 2n sistama
global, se sabe.

Ki= T KT

La matriz de rotacidn " T " se determina a partir de ia figura 2.28.

B B
Y X'
%
P'x = Prosa z z E‘i.gura 2.29
P, = Pcosg
P, = Pcosy
Llamandocosa =1, cos B =m & cosy =n
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|
p;| < |ml
Pz'j Ln.?
PP= TP
donde: I
__ -l
n | -

Oe la matriz de rigideces general de 12x12 para un elemento armadura se tiene:

EA _Eal
L L
K = I
_EA EA
T T
efectuando la rotacion de ias submatnices:
‘l
Ry, =@ £3 (1 m o
} L
2
1? Im 1ln
Kll = 'gLé ml mz mn
nl nm n?
K, = K - Ky K =K,

EJEMPLC: Determinar ia fuerza en cada barra de Ia estructura mostrada en la
figura (2.30). Considerar EA constante.
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€ (1¢.2.0)

XI
‘ag | B0 v 2.8
Z, R Sin Sun
« -
5ton
A
-~ J (2.5.2.9,3)
=
E =" E 3
3 h - AN
. ;
rd /// ‘: ;, - A
Figura 2.30
La ecuacion fuerza desplazamiento de ia estructura.
Pl 0K o (K5 ) 5 (KL (K (Ki) . ] d:
Pz (A7), {K22) o+ (K2} o* (B32) o7 (Ki2) £ | dp
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Vector de cargas y desplazamiento.

[P)}E] g’ PKF' 0 ] [d:’
pg—pj;_,=[0j' P;-ip;F;=l[0} d: ={d},|
Piel -3 !p_‘._r, -3 .{d' |

Para la determinacion de las submatricas de ngideces se organizan ica datos de

las barras en la siguiente tabla, para lo cual el caiculo de la longitud de las barras se
hace a partir de la expresion:

L = V'sz'xl)z’(yz'y:)z*(z;‘z;)z

‘y' para el caleulo de los cosenos diractores:

1 = cosa = 2%
L
m = cosfl = y‘L}':
n=cosy = 2 %
) L
Barra L, AE, | m n 2 m? ay
a 4.637 1 0.538 | 0.538 | 0.647 | 0.291 0.281 0.418
b 4637 1 0.539 | -0.53%8 | 0647 | 0.291 0.291 0.418
c 4,637 1 -0.539 | -0.53% | 0.647 | 0.2 0.291 0.419
o 4637 1 -0.539 | 0.539 | 0.647 | 0.291 0.291 0.419
e 8.456 1 0.887 | -0.296 | 0.355 | 0.787 | 0.088 | 0.126
f 5.000 1 1.000 0 0 1.000 o 0
g 8.456 1 -0.887 | 0.296 { 0355 | 0.787 | 0.088 | 0.126
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Sustituyendo estos valores en las submatrices se tiene:

0.063 0.063 0.075] 0.063 -0.063 0.0751
(K.), = £4'0.063 0.063 0.075{ (&.), = EA.-0.063 0.063 -0.075
10.075 0.075 0.090] [0.075 -0.075 0.090 ]

{0.053 0.063 -0.075]
(K'y).= £410.063 0.063 -0.075
-0.075 -0.075 0.090

{0.053 -0.063 -0.075]
(Ki.),~ EA|{-0.063 0.063 0.075
-0.075 0.075 0.090

, 10.093 -0.032 0.0371 [o.zoo 0 o

(K/), = Ea!-0.031 0.000 -0.012] (&), =24l 0 0 o!
|0.037 -0.012 0.015) 0 0 0
[0.093 -0.031 -0.037

(K..), = EA;-0.031 0.010 0.012

-0.037 0.012 0.015;

Sclo se ha calculado el K,," de cada barrayaque K,,' = K,,'y

K., = K;,' =-K,," Sustituyendo en la ec. fuerza-despiazamiento se obtiene:

. die |

01 [0.419 -0.031 0.113 -0.200 0 o ]l

0. 1-0.031 0.136 0.012 0 0 o T
-5l 1o.113 0.012 0.195 0 0 o |8
0| |-0.200 0 0 0.419 -0.031 -0.113}|4/,
Lo 0 0 0 -0.031 0.136 -0.012{{ ,
-5 0 0 0 -0.113 -0.012 0-195 ] df*

-e’!«

Resolviendo ef sisterna por cualquier método de solucidn se obtiene:

;] . .
, 5.49

dy 3.81
d; 1 |-29.06
d; EA | -5.49
-3.81
|-29.06]




por compatibilidad

La ecuacidn fuerza-desplazamiento de la barra esta dada por.

Pt’ = KH' D*:‘ + K12‘ Dzl
P, =Ky By + Koo O

d, =0
d, =0
d, =0
d, =0
d,, =0
d, = D¢
d,.’ =0

dy = D¢
dp = D¢
g, =D,
dyg =Dy
d;, = 0
d, = D¢
dz;;' = DE’

Sustituyendo en la ecuacién fuerza-desplazamiento para cada barra.

Barra "a*
-0.063
P]:a = E:q "0-063
1-0.075
-1.59283
P, =1-1.59283
~1.91699
Barra "b"
-0.063
P, = EA| 0.063
-0.075
[“2.07378
P, =}2.07378
i-2.48955.

L

-0.063
—0 0063
-0.075

0.063
-0.063
0.075

-0.0?5‘{5.49631] [1-59283)
-0.075]]3.81704 | -1 < |1.59283

-0.090] [-29.0610] 11.91699]
-0.075][5.49631 2.07378
0.075 ||3.81704 | - =|-2.07378
~0.090} |-29.0610 2.48955



Barra "¢*

-0.063 -0. 063 0. ovSI,—s 49631 B [ .59283]
Pl = £3{-0.063 -0.063 0.075!|(-3.81704] .é_ = 1-1.59283!
[0.075 0.075 -0.00! -29.0610 = 11.91699
[ 1. 59283
P = |1 59283
[ 1. 91609 |
Barra "@"
[—0.053 0.063 0.075[-5.49631] [-2.07378!
Pl | 0.063 -0.063 -0.075!;-3.81704§-£§ -12.07378 |
{0.075 -0.075 -0.090;!-29.0610! :~2.48955,
[2.07378
Py = 1-2.07378
~2. 48955
Barra "e"
. [0-093 0.031 —0.037]'-5.496311 [1;45309
Pl, = £2)0.031 -0.010 0.012 }-3.81704 ‘ég - |-0.48095)
{—0.037 0.012 -0.01sjt-29.06105 | 0.59347 |
1.46809
P, = |-0.48095
0.59347 |
Barra “f
2.19852 -2.19852
P;:f = 0 PZ:.’ = 0
0 o |
Barra “gll
[~o.093 0.031 0.037][5.49631 ~1.46809
P, = EA10.031 -0.010 -0.012!!3.81704 | = =|0.48095

{0.037 -0.012 -0.015]}-29.0610] 0.59347
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1.46809 ] -
P, = |-0.48095
-0.59347J

Comprobacién por equilibrio

- B 5. 5. .
Bly v Piy v Plp+ Py

£ H g

T07 [-1.59283) l 2. 07378 (2.19852] [1.46809 ] '0T~

0 =|-1. 59283’ 2.07378 I 0 | +1-0.48095] =10 |
-1. 91599J {—2.489551 l | 1-0.s0347) -5

B, =B, + Py, P, - ﬁig

0] 1.59283 2.07378 ) {-2.19832 -1.46809 [
0! =11.59283" » -2.07378} « 0 0.48085 ) =
-5 -1.91699 -2.48955 g i 1 0.59347 |_-51

4

Rotacidn del sistema global a local

b=rp
Barra "a"
1.55283
P, =[0.539 0.539 0.647) 1.59233|= 2.9574 ton
1.91699]
.957 2.957
P',, = -2.9574 ton 29} é_4
compresion
Barra "b"
[2.0?378
Py =[0.539 -0.539 0.647] -2.07378| = 3.85¢ton
[ 2.48955
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p,, = -3.85 10N 0

y asi para &l resto de las barras.

Finalmente:
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2.7 VIGAS CONTINUAS:

2.7.1 Ejemplo.- Determinar los elementos mecanicos de la viga mostrada en la figura
2.32 consideranda la influencia de la fuerza cortante (temino 1 -¢, ).

P=81ton
w=3torym w=2ton/m
At N RNENRED
1 s ¢l
A 30xE0 ¥ 30x60 20040 Sy
B D
{ ! } !
Y 400 I 200 ' 300 !

GL =4

La ecuacion fuerza desplazamiento de la estructura esta dada por

Pyl KK, Kis 0 |[ps
Pl o= K Kiww-Ki: O 'I ;D&
t !
|P5] 0 Kirc  Kize| |Dp]
Vectores de empotramiento {acciones)
w3 lonm w = Zton/m
Ay ,
a s E a [ E 3 < E
3 3
s 6x10 3x10 s 103
Ex10 b3
l = /J, l I s
« “‘05 \3 « 1 5&!0%
’ kg<m

Figura 2.33
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Sustituyendo en et vector de cargas y utiizando unidades en kilogramos vy
centimetros, se obtiene:

Pl | -6x10° ] =,
P Mg 4x10% ip [Pl
P:' 1Pl -11.v103| Di ] d,l
AU S O UL B ) B
2} P _3 JUJ { a2 d

»o X l yO

Mo | 1.5x10%] 020

Como el transformador es igual & la matnz identidad 7T = 1 para est2 caso de
vigas cantinuas debido a que el sistermna local coincide con el sistema global, entonces:
« K’l = K li
de la matriz general de 12 X 12 se tiene que:

TO12£71, 65I. ] © o 12E7, £, |
o o] (B8 (1+9,)L° o o] (1L <1~¢,,)sz
R |__6EI,  (4-9,)EL, 68, (2-¢)EIl

L (1-9,) L (192 C o (1-¢)L (19,1

. 12EI, 651, [o12£7, 657, 1

-_— - ! - i}
. l (Lo9) 2% (l-e)Lf | (1-9)2°  (l-p)Lf
UL BEIL {2-9,)E, 2 e8I, (4-¢,)EI,

i (1-9,)L° (l-9,)L bo(1-g,2f (1l
Se sabe que

12f ET
¢y=_.—&

GAL?

el factor de forma esta dado por la expresion
£+ [ Q°__ aa
¥y - r2 Iz bl

y para secciones rectangulares es igual 2 1.2
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Para determinar el madrilo de elasticidad se considera un valorde £ = 8000 A
y para el méduio de elasticidad al corts un valor de G = 0.4E '

Para determinar las submatrices de rigidez de cada barra se sugiere hacer la

siguiente tabla:

Barra' L A i, E G ¢, El,
a 400 1800 | 5.4x10° | 1.13x30° | 4.53x10° | 6.75x10? { 6.11x10"
b 300 1800 | 5.4x10° | 1.13x10° | 4.33x70° | 1.2x10?% ]6.11x10"
c 300 BCO | 1.07x10° | 1.13x10°% | 4.53x10° | 5.3x10? | 1.21x10°

sustituyendo en las submatrices para cada barra se obtiene:
Barra "a'
10732 2146370 ¢ -10732 2146370
Kig = 8 Kizs -
12146370 5.82x10 -2146370 2.77x10%;
. 10732  -2146370]
K., = K, }{2.2:: =i
% -2146370 5.82x10%
Barra "b"
. f 24246 3636508 X i -24246 36369051
12 7 13636905 7.49x10° s {—3636905 3.42x10°
e p 24246 -21453901
Ky, = ) =
s 7 M2d 225 7| 3636905 7.49x10°
Barra "¢
‘ 5107 766065 ” -5107 766065 ]
Fie " 1766065 1.55x10°) 127 © 1766065 74576488
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5107 -7166065

K. = &Y Kize = -
e = Kae ¢ 7 1-766065 1.55x10°

4

sustituyendo en la matriz de rigideces de la estructura se tiene

[ 34978 1490535 -24246 3636505 0

1490535 1.331xJ0° -3636915 3.42x10°% 0 l
24246 -3636905 29353 -2870840 -5107 766065 I
{
l

3636905 342x10% -2870840 9.04x10° -766065 74576448
0 -5701 -760065 3107 ~-766065 .

[ ) 0 766065 74576448 -766065 1.55x10°

.
|

sustituyendo en la scuacion fuerza-desplazamiento de la estructura y eliminando los
grados ce licerntad restringides. es decir fos comrespondientes a d'g =0 y d'5 =
el sistama resulta:

z8

g 4x10° ‘ 1.331x70° -3636915 3.42x10° l {¢
| 11000 | 3636905 29353 -2870840 766065 | |¢
L le

: = re
1,-1.5}(16’5'5‘ | 3.42x20% -2B70840 9.04x10% 74576448

: X 1
(1.5x210%] L0 766065 74576448 1.55x10°

-t
-

3

(
D!
solucionando e} sistema de ecuaciones antenrior:

L -0.0021897
d, -1.316115%
" ~0.004304

0.0095435
¢za

por lo que los vectores de desplazamiento en cada nodo resultan:

[d;4_“ 0 dyc] [-1.316115 ] dy| 0 ]
(0ol (-2.1897x1073] |pzc] [~4.314x10°3] (P [9.5445x1073
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por compatibilidad: B COF el

dy,= 0 d,, = d
d, = dy d,, = d¢
d,, = d¢ d,, = dj

Para conocer los elementos mecanicos en cada barra se aplica fa ecuacion
fuerza-desplazamiento que esta dada por:

P'l = K’n d1 + K'n d'z
P, = K,d, + K,d,
Barra "a"
P'u‘z K'ng (O) T K.th d,ﬂ
[Znl [ -10732 21463700 ] o} [ -4700 |

L“fh} T1-2146370 2.77£8  (-2.1837E-3] i-606547,
P,ZB = K.21l (O) + K'zg dls

B 10732 2146370 | 0 T 0 4700

&4
! = . =
i”5~’i 12146370 5.82x70°  {-2.1897x10°3, |-1274405,

en forma similar para las barras b y ¢ se abtiene:

Barra "b"
Py _,[ 8294 ] Pya| [ -8294]
.| 11674532 M, 1814012

Barra "¢"
Py "[ -2708 I py _I 2078 ]
;. -963629]  u, 150036
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Comprobacién del equilibrio

Plg = P + Py
Nodo I|Bll ’
-6000] | 4700 ] | 8294 I
taxz10%] |-1274405] '1674536!
-6000] 12994]'
4x10°%)  |4X10°5]
Nodo "C" '
P'C = P'Qb + P’u:
[-1ix1o3 [ -829a] | -2708
|-1.sx10%] ~ |814012) " '-253829)
Nodo ‘D"
PJD = p|2c
| -3x10°] [ 2078
1.5x10° 'll.sxm’

se observa que en los nodos B y C no se cumpie el equilibrio, correspondiente al grado
de livertad dy (*), esto es debido a que hay apoye y este debe ser capaz de absorber
toda la carga que le ltegue.

Los elementos mecanicos finales, figura 2.34.c, se obtienen sumando a los
vectores de carga (calculados) en cada extremo de las barras figura 2.32.a los vectores
iniciales de empotramiento figura 2.34.b. Estos ultimos se obtienen muttiplicando por
menos uno el vector de cargas inicialmente considerando (acciones) figura 2.33.
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Resolver ef problema anterior despreciande la influencia de la fuerza cortante en

los desplazamientos.
La ecuacién P=KD es la misma al valuar las submatrices de rigidez para cada

elemento se debe considerar ¢, = 0.

Barra llall

P 11456 2291250 P -11456 2291250 |}
“24 712291250 6.11x10% 234 1-2291250 3.055x70°

11456 -2291250]

Ky, = Kiza Kyza *
21e - 2 224 1-2291250 6.11x10°
Barra“bﬂ
27156 4073333 | -27156 4073333 ]
Fiio 14073333 8.1466x207) 2 7 1-407333 4.0733x10°

[ 27156  -4073333
K. = R't K =
205 = Kz 22 7| 4073333 8.1466x10°
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Barra ucﬂ

_[ 5378 806667 | k. o] "5378 806667 |
¢ 1806667 1.6133x107 ¢ " 1-B06667 8.0666x10%

. 5378 -806667 1
Rio = Kize 2 T . 8
-806667 1.6133x10
sustituyendo: _
T o-ex200 ] i‘ 38612 1782083 -27156 4073333 0 0 "dys'
b oax1o8 1782083 1.425x10° -4073333 4.073x10° 0 0 D,
 -llxJo®  -27156 -4073333 32534 3266666 -5378 806667 © d.u
-1.5x10°% 4073333 4.073x10°% 3266666 9.7599x10% -806657 B.066x107 ¢,C'
_3x10° 0 0 -5378 -806667 5378 -808667 ' g
1.5x70° . O ‘ 0 806667 8.0667xJC07 -8B06667 1.6133x10° ®.,
3
eliminando las restricciones:
4x10° ] (1 .425x20% -4073333 4.0733x10° 0 ;ﬂf’za]
! -11x10° f_ 4073333 32534 3266666 806667 | id,
-1 53705 14.0733x10° 3266666 9.7599x10° 8.0667x10", i¢z:1
1 sxio? J 806667 B.0667x10° 1.6133):103] iLep,,,}

solucionande:

P80 [-0.00211
dpe -1.26632
¢ |-0.00428
¢, 10-009405;

Comparando estos desplazamientos con los que se obtuvieron al considerar ¢,
se cbserva que estes ultimos resultan ligeramente menores.
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2.7.2 Ejlemplo.- Analizar la estructura que se muestra en la figura 2.35

w = 1.5 ton/m

A \L/\ /\l/\L\L{'\"I \I/\E," l/.(,‘E-- "A} \{/\Jl'/ C
- SN a B .\ B

ST
| /'/lr/ FaVa

! 6.0 l °.0 '

Figura 2.35

La ecuacidn fuerza-desplazamiento esta dada por,

P = KD

P [(Kf:), (&), 0 3:’8;,]
Pol = 1(K51), (K2) .~ (KL), (Ki2),l |4
| B, 0 (Ki)s  (Kiz)p| 9

Como no hay fuerza horizontal, no se genera fuerza axwial. por lo tanto el
desplazamiento horizontal en los nodos B y C son ceros y como no hay desplazamiento
vertical en ninguno de los tres nodos, se puede considerar unicamente un grado de
libertad por nodo (giro alrededer del eje 2), o que implica que solo se considerara

momento flexionante, asi el grado de libertad es: G.L. = 3.

Para determinar el vector de cargas se tiene que:

2
wL 2
Mg = Mg, = 12’ = (1'51)2(6) = 4.5 Ton -~ m

2
Mee = Mes = Téb = (1'51)2(5)—2 =3.125 Ton - m
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Representandolos en la viga y considerando positvo al momento Que
representado como vector seria norma!l al planc que lo contiene:

4.3 45 3.128 3.125

N \

/2\ h AR 4 N
A XrE =

P = gZz;

-4.5) {‘p;l
BFo=11.375 5 =i'¢3‘
3.125 L¢C

Se sabe que:

ky, = TK, T

Como en este caso, el sistema local coincide con ei sistema global, puesto que el
eie de la barra.tiene.la direccidn del eje de fas "x" (en caso contrario si se utilizana un
transtcrmador); la matriz de rigideces es la misma. asi e la matriz general de rigideces,
considerando solo flexidn y despreciando la deformacion por cortante, es decir ¢y se
tiene:

4ET 2ET
cog o T E
) 2ET 4EI
LI L
donde:
r ZEI
Koo= K= 22y mn =R 2
sustituyendo:
(K1), = 3655 = 0.667 EI
(K32), = 3-?: = 0.333 £
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4ET

(Ki1)p = === .= 0.80 £T
(Ki), = _2_5“-535 = 0.40 £T

sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura:

-4.51 [0.667 0.333 0 ¢£'
1.375] = 10.333 1.467 0.4] £r'lo, _
3.125 0 0.4 0.8 ¢c!

4

resolviendo el sistema se obtiene:

®a
$s

i
LT

~7.68]
1.87
2.97 |

Par compatibilidad:

4=¢8
=¢8

2 = P

Su

tr

ou

Aplicando {a ecuacion fuerza-desptazamiento para cada barra:
Barra "a"

P, = 0.867 El (-7.68/El) + 0.333 E} (1.87/E!) = 4.5 ton
P, = 0.333 El (-7.68/5)) + 0.667 EI (1.87/El) = -1.31 ton

Barra "b"

P, = 0.8 El (1.87/El) + 0.4 £l (2970/El) = 2.685 ton
P, = 0.4El (1.87/El) + 0.8 El (2.970/El) = 3.125 ton
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Comprobacion del equilibrio:

P, =P, Py =P, +P, P/ =P, Sichecan

1a’

Para obtener los momentos finales se hace lo siguiente: En fas figuras 2.36 a y
b se representan las acciones y tos valores obtenidos con las ecuaciones fuerza-
desplazamiento de la baraa, respectivaments

45 45 3125 3425 4.5 1.3 268 3125
N 0\ / h\ A [
AN S \w" N e \-,1 / N %

Para poder sumar los momentos de las figuras 2.37.a y 2.37.b es necesaric que ambos
sean acciones o reacciones por lo que se multiplica por menos uno a las mementos de
la figura 2.37’a para sumarles con los de la figura 2.37.b y asi encontrar los momentos
finales, estos se representan en la figura 2.37.d

45 a5 3123 3.125
N O N s
e S 7 ‘o
Ly LFr S
{c)
5.81 5.81
7N
2N - NN JéE;
a e 7?',—7".7 v

(d)}

Figura 2.37
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2.8 MARCOS PLANOS.

Se sabe que las submatrices de rigidez en el sistema global estan dadas por:
Ky = Tk T
en el caso de marcos planos, la matriz de rotacion o transformador se determina a partir
de la figura 2.38

~

3
it

P, cosa - P, senx

F}, Px Senx + Py cCOosa

M; =M,

en forrna matricial:
Pel Icosa -senx 0] |Fx
Pyl = |sena cosa 0] P,
o 0 0 1§ |a,)-

utilizando la notacidn cos @ = lysen a = m, el transformador resulta:
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De la matriz general de 12 x 12 en el sistema local, la matriz de rigideces para un
elemento marco despreciando el efecto de la fuerza conante en las deformaciones

resulta:
" EA EA
= 0 0 -=a
= = 0 0
0 1281, 6EI, o - 12E7, 6 EI,
Ll r? L L?
0 65T, 4EX, 0 6EX., 2EI.
H A 2 L
X - . L L
B o £ 9 0
L L
0 1287, 6EI, 12E7, 65T
L’ L L3 L?
0 6EI, 21, 0 _6EI,  4EI,
Ll L L3 L

£ 0
17z
1 -m0 1261, - 651, |1 70O
Kh=im 10/ 10 ~757 —Z7| (w10
0 0l srr, agr, (9 01
° T I

[ 6ET
félz*gi{fmz (_E_:_Q_}_Z__E_l:)lm - ——Im
z L3 L 3 r?
12ET 1281 6 ET
K}, = .E‘.E—_..-...i)lm 2m2+ < LR 2:1
L p A L L L
_ G,E'Izm GEI: 4ET,
LZ L2 L
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1227 1
(BAp.iotagy o ER 25y i - SEL:
z L L L’ L?
Ea 12ET, £y ., 12EI. . 6r, |
AP -{==- lm  -(=m- 2714 21
X T I ) ( I 73 1<) 73 Iz
621, 6ET, 2£T,
L Lt z
Ky = Kz
F - - 1
EA 1227, £ 12&r 6EI, |
.__lz-r "m2 =k A =T
L L? “Z L’ )4 L? ™
ra 1227, EA 1227, 62T
o= | (22- im ==m*~ 2211 - z
K3z ( 2 P ) 7 73 2 I 2
6ET, _6EI, 4EZ, 1
] LZ LZ L \
2.8.1 Analizar e marco mostrado en ia figura 2.3
10 ton B -
A b .
7 b - ;
4m ' col 30x30 cm.
a ¢ trabes 30x80 ¢m.
o D £L = 250 kgl/cm?
T . E=14000/f;
A Py
] i
] |
10m
Figura 2.39

€l grado de libertad para el marco en cuestion es GL = 7 y su ecuacion fuerza-

desplazamiento esta dada por



P, K327 K{1n K2y o Dy
P(:- = K?.'".b KZ'I.'.'!-KZ'ZC R:E.".C'.. Dt’."]
P; 0 Kz K [D.éj

Para valuar las submatrices de ngidez y con estas ia ecuacién fuerza-
desplazamiento, se sugiere organizar la informacion en la siguiente tabla. Las unidades
que se mansejan en este problema son toneladas y centimetros.

Barra A E | EA E=i L i m
ac 900 | 221.2589 | 67300 | 1.8922x10°% { 1.4941x107 | 400 0 1
b 1800 | 221.2389 | 540000 | 3.9844x10° | 1.1953x10° | 1000 1 0

Sustituyendo en las submatrices:
Barras "a" y "¢"
[ 2.802 0 -560. 314] [-2 .802 0 -560.314
g o= 0. 498.058 0 1 Ky o= l -498.058 0
1-560.314 0 1.494x10% 560.314 0 74.709
-2.802 0 560.314 2.802 0 560.314
[-560.314 0 74.709 560.314 0 1.494x10%)
Barra "b"
(398.46 0 0 -398.46 0 0
Ky = 0 1.434 717.204 | Ry = 0 -1.434 -717.204
0 717.204 4.781x10° 0 717.204 2.391x10%
-398.46 0 0 398.46 0 o |
K. = 0 -1.434 -717.204 | &y, = 0 -1.434 -717.204
0 717.204 2.391x10% 0 717.204 2.781x10%)
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Sustituyendo en la ecuacion fuerza-despiazamiento de la estructura se tiene:

d;’
120 - 401.27 0 S60.31  -398.45 9 ¢ ° 6 L g
a 0 $79.49 717.2 0 1,43 717.2 0 3 .o
0 ,5%83.31 T17.2 6.276x10% 0 «T17.23 2.39x10% 0 9 S
fo' -393.45  © 0 451.25% o S60.31  -7.90 c s6¢.37  dw
o« © -1.43 -T17.2 e 499.49  -717.10 2 -489.16 ) i
N 6 717.2  2.39X10% S63.31 -717.2 6.276X10% -560.31 0 74708.5 o _
0, .0 0 o -2.8 ] -580.3  2.80 ] -$60.31
o' o 0 0 0 -438.26 0 0 498. 36 o e
2 0 0 ) 560.31 o 74708.5 -%60.31 0 1.494%:0° G

¢

El sistema de ecuaciones resulta de 9x9, sin embargo el grado de libertad que
se detsrmind al inicio del problema es GL = 7. por lo que hay que eliminar los
renglones y columnas correspondientes a las restricciones, es decir los rengiones
correspondientes a d',; y d' 5 cuyos valores son conocidos, dado gque son igual con
cero. La ecuacion fuerza-despiazamiento de la estructura considerando sus condiciones
de frontara resulta:

-
‘yg [ 401.27 o 560.31 -398.45 0 0 0 a
ab 70 499.49 717.20 0 -1.43 717.20 0 S
‘o "S60.31 717.2 6.276xI19%° O -717.20  2.39E5 0 ts
0 :-398.45 0O 0 401.25 0 560.31 580.31 g
a0 -1.43 -117.2 o 433.43 -717.20 0 "
0 0 717.2 2.39%10° S60.31 -717.2 6.276X10° 74708.5
0 0 0 $60.31 9 74708.5 1.494x10% %=

Q1

Solucionando el sistema:

)
, 3.34

s 4.7X10°3

bl |.2.8%1075
diel = 3.34

e -4.7x10°3
' -4.5x10°4)
$zc -1.2x10°2)

_¢'zp



Por compatibilidad:
d,=0 dy=dy
d|1n = d'B d'zr.: = d'g
d,=dp d, =4d;

Aplicando la ecuacion fuerza-despiazamiento de la barra en el sistema globai:

P', = K'“ D, + lez D'2
P, = K, D, + K, D,

Barra "a"
P!‘Ia = K'“. (0) + K"lz:. D'B
Pal 1 -2.802 0 560.3141 [ 3.34 1 [ -7.79 °

Pul={ 0  -498.058 0

4.7X10 "3 ' =1 -2.34 |
1 1s60.314 0 74708.5 | |-2.8x10°3 11663.07j

P‘zn = K'zu (O) + K'zza D‘B
Py 2.802° 0 560.314 3.34 - 7.79 )

=] 0 498.058 0 4.7x10°3 ) =| 2.34

M 560.314 a 1.4942x10%) |-2.8x10°3 1452.03!
zd .

En forma similar para las otras dos barras se obtiene:

Barra "b"
Py 5.21 Py -2.21
Pyl = -2.34 Pl =] 2.34
-152-02 ’ -884-8
;1 sz
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Barra "¢"

Per -zzw ﬂﬂ (2.21)
Pl =|-2.34 Poi = [-2. 34}
%1 O %J ° 884.8
Comprebacion del equilibrio:
Nodo B:
Pa = P + Py
(101} [7.79 2.211
(ol =12 34! - {-2 34]
o] [1as2] }-14s2]
Nodo D:
Pro= Py + Py
0 -2. 21 2. 21
0 =1 2.34 | +| -2.34
0 884 80 -884 . 80

ROTACION DEL SISTEMA GLOBAL AL LOCAL.

La rotacion del sistema global al locat se hace mediante la matriz de rotacién
traspuesta, en igua! forma que en armaduras, asi:

-

P =TF
Barra a:
P, = (ThaP,
-0 1t 0 ~7.79 -2.34
Fa=/-100 ~2.34 | = 7.78
Q 0 1| [1683.07 1663 . 07
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0
1
0

01 [ 7.79 2. 34
| | 2.3 || -7.79

Py = 0
1] |1452. 03] |1452.03

]

1
C
G

En forma similar para las otras dos barras se tiene:

Barra "b"

2.21 [ -2.21 .
F,=| -2.35 Py =| 2.34
~1452 . 43 -884. 80
Barra "¢"
52. 34° -2. 34
P, =12 21 P =1 -2.21
0 884 . 80|

En la figura 2.40.a se muestran las fuerzas cortantes y los momentos flexionantes
en los extremos de cada barra y en 1a figura 2.40.b se muestran las fuerzas axiales.

2.34 ees ™ 234 2.34
1452 \\ T ﬁ 2.2l 521
= RN j > A
s —>
7.7% 221
e N
7T ;7% M ton-cm — -
/N
{ a) ) 234 2.34
N
{b)
Figura 2.40
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2.8.2 Ejemplo.- Analizar el marco que se muestra en la figura 2.41, considérese que la
barra “d" esta articulada en sus extremos.

Ston

Las propiedades
consideradas para cada barra se muestran en la siguiente tabla. Las unidades utilizacas
para este problema son toneladas y centimetros.

El grado de libartad para 8 marco en cuestién es GL = 6 y su ecuacidn fus
desplazamiento es:

Pyl | KnatFng* R Kie Dy
P K1 K2 Rizs| |z
Barra | A E ! EA El L ( m

ayb | 900 [141.421 | 67500 127279 | 9545918 {300) O | 1
c 1250 | 141.421 | 260417 | 176776 | 36828433 | 400 | 1 0
d ° 25820 6 5927040 | 15120 | 35562240 { 500 | -08 | 0.6

Las unidades consideradas son toneladas y centimetros. Sustituyendo en las
submatrices.

BO



Barrasayb

[ 4.243 4 -636.395] [-4.243 0 -636.395]
Kisl 0 424.263 0 j Kp<| 0 -424.263 o |
(-636.395 O 127279 1535.395 0 63639 J
-4.243 0 0 4.243 0  636.395
Ky = 0 -424.263 0 | Ki= 0 424.263 0 [
-636.395 0 63639 636.395 0 127279 |
Barra ¢
1441.94 0 0 -441.94 0 o ]
K= 0 6.905 1381.066 ] X, -= 0 ~6.905  1381.066 !
0 1381.066 368284.33) 0 -1381.066 184142.17]
[-441.94 0 0 441.94 0 (I
xz',;i 0 -6.905 -1381.066| &j,=| O 6.905  -~1381.066]
0 1381.066 184142.17

4

0 -1381.066 368284.33.

e la matriz general de 12x12 en el sistema local, 1a matriz de rigideces para el
elemento diagonal el cual solo estara sujeto a carga axial resulta:

- FA EA , A

2 o0 -Foo

0 00 0 00

6 00 0 00

=1 ra EA 4 o
£ o0

¢ 00 0 00

0 00 0 0O
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Haciendo la rotacion del sistema local al global se tiene:

K'= TKT
.l-mO]f-%éOO[l may | T2 "E"l”’og
K= Ka=im 1 041, [)0;"’”‘!0:~—“'=-‘§.zh"r—‘é'-‘f!-m’0j
0 0 1if 5 4oll0 01 L Lz |
! 0 0 0
E4,; EA
1m0 -2 oot mo | T £ 1n ol
-B:z- ‘K'le" m l 0 0 0 0 - l 0 - EA.L'R fémz O
| 0 o 0
sustituyendo:
Barra D

'19.354 -14.515 0
-14.515 10.886 O
0 0 0

-19.354 14.515 0
Ki;=K{ 14.515  -10.886 0,
0 o o

K. = KZ'E =

B

sustituyendo en {a ecuacion fuerza-desptazamiento de la estructura se tiene:

[ d‘;a.l
15} [465.537 -14.515 636.395 -441.94 0 o 11,
0/ {-14.515 442.054 1381.066 0 -6.905 1381.066(|
0/ 1636.395 1381.066 495563.33 0  -1381.066 184142.17) %
0| ]-441.94 0 0 446.183 0 636.395 ||
0 0 -6.905 -1381.066 O 431.168 -1381.066]]
ol| 0  1381.066 184142.17 636.395 -1381.066 495563.33] e

L¢."'.|

Solucionando el sistema se tiene:
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[ ©0.19279
7.54633x10 3
$u| |-1.99028x10°4
gq: 0.19124
| 1-1.14398x10°3
-1.95852x10 -4

@i
Por compatibilidad.
d, =0 d., = ds
dﬂ'.!I = dZD! = dcl
dtc‘ = da dzc' = dt:l
- d, =0 d,y =dy

Aplicando la ecuacion fuerza-desplazamiento de ia barra en el sisterna global.

P1' = Kn. Dxl + K«z' Dz.
P, = K‘Z‘i‘ Dz' + K-zz D,
Barra "a"
P =K, (0) + K,z dy
Prs -4.243 0 -636.395 0.1928 -0.69
Pl = 0 -424.263 0 7.5463x10°3| =| -3.20
o 636.395 0 63639 ||-1.9903x70-4| [110.03
zl
Pz.' = K'z'nl(o) + Kﬁl'dﬁ'
Prz 4.243 0 636.395 0.1928 0.69
Pyl - 0 424.263 ) 7.5463x10°3 | =|3.20
. 636.395 0 127279 {[-1.9903x20°4 97.36

22
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Bana ‘0"

Psbr = K‘nn.(o) + Kuh,dc'

Py -4.243 0 -535.3951[ 0.1912 } -0.69 ]
ol =] 0 -424.263 0 [! -1.144x20°3 | =} 0.49 |
M, [636.395 0 63639 {-1.9585x10°4] 1109.24;

P = Koe (O) + Kaze de’

F [ 4.243 0 636.395°[ 0.19124 0.6}

IP)', =| 0 424.263 0 | -1.144x10°3 | =1-0.49.

| 18363950 127279 }{-i.9585x70°4] |96.78)

Barra ucu

p‘lc' = Kuc‘daj + Klz.:ldc'

‘. ) . \ .

jarse 0 o ], 01928 ! .aa194 0 o 7 02 sy’
.= O 6805 1381066 7.546307073 - 0 -6.905 1281066 -1.144x70°3 -
w0 1381065 36828433, -19g03xrp's, . O  -1381C86 18414217 .y gsasero-s -97.38

Pa = Kpo'da' + Ky 'de’

| .

[ el [441.94 0 0 01928 | [441.94 o 0 04912 || -0869]

iP,'GH 0 -6.905 -1361.066| 7.5463£-3 '~ O §.905  -1381.066] -1.1446-3 !x 0.49 |

? ] 0 1381.086 184142 |[-1.9903£-4] O  -1381.066 368284 |-1.95855-4. -96.78,

Mz .

Ban,a udll

Pm’ = Kna‘(o) + K'lzd'dﬂI

B4



o -19.354 14.515 O 0.1928 ] [-3.62
Pyl =] 14.515 -10.886 0| 7.5463x1073 | = 2.72]
2 0 0 0] |-1.9903x20 4] 0

Pza. = K‘zw'(o) + Kud'dah

P2l [19.354 -14.515 0]] 0.1928 3.62
oo = |-14.515 10.886 0f|7.5463x20°3 =‘-2.72
. 0 0 0il-1.9903x1074| 0
24

Comprobacion del equilibrio.

Nodo B.
Pa' = Py + Py +Po

» [51 [0.69 0.69 {3.62] 5]
B0} =13.20) | -0.49 | -1-2.72 = |0
[oj [91'.36l -97.36; l 0 J 101
Nodo C.
PC‘ =pgb' +P2CI
0 0.69 -0.69 0
01 ={-0.49) + 0.49 =10
0] 1[96.78 -96.78 0

Rotacién del sistema globai al local.
P=Tp
Barra "a"
Py =(T'), P
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0 1 0)[-0.69] [-3.20)

P, =]-100{|-3.20| - 0.69
0 01,.110.03; 110.03:
0 10][0.69) [3.20]

P, ={-1 0 01;3.20| =, -0.49!
0 o 1lle7.36! [37.36!

Barra "h"
[0 1 011-0.697 [ 0.49"

1
P,=|-10 o’ii 0.49 , =, 0.63
0 0 1,{109.24] {109.24!

[o 1 0‘{0.69’ 1-0.490

P, =1-1 0 0/1-0.49] ='-0.69!
o o0 1i{96.78] 36.78;
Barra "¢"

10 0}f 0.69 T0.€9°
P_=1010|-0.49 ¢ =1-0.49'
00 1j(-97.36] (97.36;

-0.69

P, =|0.49

96.78

Barra "q"

-0.8 0.6 0“—3.52} 4.528
P, =|-0.6 -0.8 0/[2.72,-| O
o 0 1J 0 0

o
h



P, =|-0.6 -0.8 0 [-2. 72l -

-0.8 0.6 o*rsszﬁ {4523
] 0]
o o o) | o |

En la figura 2.42 se representan fuerzas conantes y momentos flexionantes y en
la figura 2.43 fuerzas normates.

0.49
97.36 v /\4 96.78
Rl LA
! N
—---——7 4_,__.'_’_
089 17 o8
Ay e
N '
oy 110.08 > 108.24
Figura 2.2
3.2
0.49
4.528\/[\ \L
ral Ty
069 0.69
“d EaNE:
v
3.20 049
Figura 2.43
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2.9 RETICULA O EMPARRILLADO.

Una reticula es una estructura a la cual se le aplica la carga en plancs
perpendiculares al plano que la contiene. Por o cual serd una estructura con tres
grados de libertad por nodo, uno lineal y dos angutares como se vi6 en el capitulo uno.

En igual forma que en armaduras y marcos pnmero se determunara las
submatrices de rigidez en et sistema global, para esto se sabe que:

=TK,T

y en el caso de reticulas la matnz de rotacion T se detarmina a partir de a figura 2.45

Y.y
~

,vj"‘ /I\ ;\
A xc
barra

Mx
Figura 2.45

de la figura 2.45 se puede observar que:

My = M cosa - M, semx
Py = P,
M = M sena - M, cosa
en forma matricial: My 10 -7 M
o mQ Iim,
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por lo tanto: : - ST,

[lOvm]
T=|01 0?
mo I

De la matnz general de 12x12 en el sistema local, la matriz de rigideces para un

elemento reticula es de la forma:

[ G GJ
L 0 i
L 0 L 0 0 ;
0 12£5r 6ET 0 -1258r 6FEI.
L} r? JA L |
0 6ET 4E7 0 -6 ET 2Er
X L? L L? L
=1 ar Gr
i 0 il :
7 0 T 0 o L
o -12Er ~6EI o 128 -6E7Ti
LJ LZ LJ LZ
0 6ET 2ET 0 -8 EI 45T
L? L L? L

Haciendo la rotacidon del sistema local al global se obtiene:

1

[ GJ,;, AEI , -6EI  GJ_ 4EI
L . L o L? ( L L ) dm
. ~6ET 1257 6EI
Xll = LZ a LJ L!
GJ_4EI 6£I  GJ, 2, 4EI
(- 5 oo
_GT,, 4EI_: 6EI_ _ GJ 2EI ]
T Ee )
E6ET 12EI 6EL
Kll = - LI a - LJ LZ l
GJ 251 6ET GT 3. 2EI 53
- Ld L L2s S22Ly - Eme==l
{ < 7 yim 73 z T 7
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K’za = K'nat

GF., AT , 6EI_ . GJ 4Er. . |

___12_ m! Bkl
Z z IR A AR
. 6ET 12Er 65T |
fa - 2z " L I
GJ AET 65T GJ_, 4EI,,|
e = Y I -2t P miL 2
_( L L ) L? L a L . ]

2.8.1 Ejemplo.- Analizar {a reticula mostrada en la figura 2.46

o~ N / —
7; B :: 5 some — C 7 E = \fL kg/cm?
&z £L = 250 kg/cm?
Figura 2.46

La ecuacion fuerza-desplazamiento de la estructura en ei sistama global estd dada
por:

Py K24 Ki1p Kz Dg

Pe Ky K&l (Do
Las unidades utilizadas para determinar el vector de caras seran toneiadas para

las cornantes y toneladas-centimetro para los momentos, asi:

Baraas a y ¢ : barra B

40 4.0
25 Ston 25 J/ . - \l/
PN ﬁ A j@ﬁ@\@%
c? Kors ° % gzss.? 265 y
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Pl wl?

M= + = 187.5 Ton-cm M= I3 = 266.7 Ton-cm
v=i;=2.5 Ton ' V=i"23=4 Tor

El vector de cargas y & de desplazamientos se puede escribir:

o .
Mea| s
, -187.5
P}’B "605 ;’5
s |-266.7! el
M |-187.5 o
P ‘6-5 \
rl | 266.7 e
| Mz P

Para valuar las submatrices de rigidez para cada barra se sugiere arganizar la

infarmacion en la siguiente tabla;
H

Barra E G | J L El GJ {1 im
ayc | 221.36 | 88.54 | 540000 | 370980 | 300 { 1.1953x10" | 3.2846x107 {Q |1
b | 221.36 | 88.54 | 67500 | 114210 | 400 | 1.4941x107 | 1.0112x10" {1 |0

—

Para determinar el momento polar de inercia J se utiliza la expresién J=8b%h

donde B es funcidn de a relacidén h/b, como se indica en ia siguiente tabla.

= S
T 15 1175 | 2 | 25 | 3 2 6] 8 | 0]
B | 0141 {0196 | 0214 | 0.229 | 0.245 | 0.263 { 0.281 | 0.3 | 0.313 o.asjj

— -

Sustituyendo en las matrices transformadas al sistema globat:

g1



Barrasayc

15?3733 .3 -7968.87 0 l
Klia,e = -7968.87 53.13 G l
0 0 10948.56:
796886.67 7968.87 0 ]
Klya,c =] -7968.87 -53.13 0
¢ 0 -10948.56;
K'zu.c = K,'lau
1593733.3 7968.87 0 !
I(Z'ZJ,C = 7968-87 53-13 0 l
Q 0 10948.56,
Barra b
[25280.38 0 0 ]
Kip = 4] 2.80 560.31 |
0 560.31 149417.33
-25280.38 0 4}
Kizp = 0 -2.80 560.31
0 ~560.31 74708.67
Ky = K"aa
25280.38 0 0
Kip = 0 2.80 -560.31
0 ~560.31 149417.33
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sustituyendo en la ecuacion fuerza-desplazamiento:

'-187.5 1619013.7 7968.87 0 -25280.38 0 " %,u
6.5 ' 7968.37 55.93  560.31 0 -2.80  5s0.31 9
[-266.7 B 0 560.31 258905.89 ) -560.31 74708.67 -2
-187.5" T1-25280.38 0 0 1619013.7 7968.87 o a1

L 6.5 .0 -2.80  -550.31  7968.87 55.93 -550.31
266,71 O 560  74708.67 0 -560.31 258905.9 9
P

Solucionando el sistema;

Oys|
, 0.001976
r8 -0.418715
9| | -0.001447
o "] 0.001976
' -0.4187151
dye _0.0014479}
P

Por compatibilidad

d,.=0 d,=4d}
d'yp=dyg dyp=4d.
d,.=0 d=d;
Aplicando fa ecuacidn fuerza-desplazamiento para cada barra en = sistema
global:
P, =K, d, +K,,d,
P,=K, d, +K,d,

Barra "a"
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“ffrl 796886.67 7968.87 - 0 - 1[0.00197697 [-1762]
P = -7968.87 -53.13 o . - -0.418715 | =| 6.5 l
, 0 0 -109488.56;:-0.0014479] [158.5]
leh )
P‘Zu = K‘Zu d'u + Kzza d‘2|
- .
My 1593733.33 7968.87 0 0.0019769 | -187.5]
Pyl = 7968.87 53.13 0 - -0.418715j = -6.5 l
M 0 0 109488 .56 {-0.0014479; [-158.5)
en forma similar para las otras barras se tiene:
Barra "b"
My 0.00 M {o.oo*
v [Pyl = G.00 ;1P =.0'00
, -108.2! . 1108.2!
M) : (M2) - ‘
Barra "¢"
Mes -1762 My -187.5]
;,1 - 6-50 ; “;2 = —6-5
-15815 ' 158.5
M;I zd
Comprobacién de! equilibrio:
Pg=P+Fu
-187.5 -187.5 0
-6.5 {=1{ -6.5 + 0 sicumple
-26607 -15805 —10802
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F:'C = P'zb + P‘2c

. -

-187.5

RERNEE
-6.5 i = 0 - -6.5 i SIi cumple
266.7) |108.2] |158.5]
Para la rotacion del sistema global al local se sabe que :
P=TF
~Barra "a"
My, 0 0 1}{-17521 flSB.Si
P, =10 1 Oll 6.5 | =1 6.5
M, [-100il158.5] [1762
Mz [0 O 1][-187.5] [-158.5]
P,={0 10| -6.5|=| -6.5
M, 1-100ij-158.5 187.5 !
en forma similar para las barraby ¢
Barra "b"
M, 0 M2 0
M, [-108.2 M, 1108.2
Barra "c"
Myl [-158.5 Mo [158.5
Pl =| 6.5 s |Py| =1 -6.5
M, 158.5 M, 187.5
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Los elementos mecanicos finales se obtienen en forma similar a los de los marces
asi:

187 .5
17¢€2 L (e
K22y S e i
153.3 (‘y: - “53-571—; /T ;
) S Tes 4[‘ 25 7 25 -
[ ) / " 6 s 25 . s
1875 ~, [ “1z82 15855 N 687 [” - 23
- (T 71875 =f ' ;
Y %% A ‘
AR 1082 |, 1875 7" = 7 r T1875
55 '
4 4
e ;"‘3{ .
158.5 L= 19485 b
40 / 9 s

Figura 2.47
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2.10 ESTRUCTURAS EN EL ESPACIO "

Rotacién del sistema local al global de una barra en el espacio: |

(X2, ¥, 27)

5 X
Z7)

Se sabe:

L= y(xi-x{ ) =(y1-yi) -(g-2')°

X3 - XY ¥ -y
cesa = [of]] =
L P L

Por otro ladoe:

Px=Pxcos a + Pycos a, + Pzcos a,
Py'=Pycos B8 + Pycos 8, + Pycos 3,
Pz=Pzcos y + Pzcos y, + Pzcos v,

en igual forma para momentos en forma matricial y flamande

cosa, =1;; <cos@; =m ; COSYl =n;

py (2 1, 1, | 0 P ]
P m m m 0 P
b4
nn o, | 0
P} ) 1 2 —* o P:
A A M,
My V101, Lt
M}’
M, , m m m
M
Mo |0 bon o 3,
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de donde:

1 5L 1 0 0 0
m m m 0 O;
n n,on , 0 0 0
R PR
6o o o | I 1 /!
0 0 0" m mn_—-mzi1
0o 0 0 | o n n

~

De la matriz de rotacidn i, m, y n represantan los cosenos directores del gje "x"
en el sistema global de referencia. Para determinar los cosenos directores I, Mmyn,
del ej2 "y" parumos de seleccicnar a dicho gje perpendicular a2 10s gj2s x y z' de tal
forma que el producto vectorial de z' con x coincida con e eje y, ask:

i’.z‘ 7 Xl
y=2'xi':io 0 1l=-m -1,~0,;
4 m ai
como ¥ no es unitario entonces:
- 1 -
¥ = il,ml

sillamamos D = y12-m?, entonces

por lo que:



El eje z se determinara por fa condicion de ortogonalidad

]fl = &_g_i [n212*m2n2,(12.m2)21

I'z"i . in:(l_j_m_:)_(lﬂ._mi.).
\ (1%-m?)

. IZ‘ } J (_Z:om:)'(n;d:*m:)z
(1%-m*)

_ - z n
or o Que = = -0 = = -m =
D Q z=z y 1 n 5 m, 5
2, m2 ‘
1, = Lem Tt -
Jiiem?
finaimente el transformador resulta:
1 -2 .8l v g o o
D D
n 2 -3 9 o0 o
D o !
n @ D ! 0 0 0
T --
i _m _1n
4] 4} 0 : z I 5
z mn
| —  mman
0 0 0 1 m 5 5
0 0 0 Vom0 D
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En el caso de que el eje "x" coincida con y'los ejes “z° & "Z' " .coincidirdn como se
muestra en la sijuiente figura 4.29.

Y Y
et
1 A
: }
T !
Al T
[
Ll ! —
~ — N z — X
Y & ~ > X /,;.f.
/ s
z. "
/ £
(/ -U\L_
Z Figura 2.49 ©  Figura .32

y el transformador resulta:

0 -1 0 ; 0 0 0

1 0 t 0 0 o[

0 i 0 0 0]

T ={-~ == =~ == == == =l
0 © } 0 -1 0]

0 0 0 ! 1 0 oi
0.0 0 ! 0 0 1]

y en &l caso de que el eje "x" coincida con z' los ejes "y" y "y’ " coincidiran también como
se muestra en la figura 2.50, e! transformador resuita:

100

¢ 0 -1 { @ 0 0O

o 1 0 ! 0 0 O

1 0 6 ! 0 0 O

T
o 0 a ! 0 0 -1

0o 0 0 } 0 1 0

0 0 0 | 1-0 0O




MODIFICACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES 3

3.1 MATRIZ DE RIGIDECES MODIFICADA

La matriz de rigideces se modifica con la finalidad de considerar diversas

candiciones de frontera. Supongase una estructura ¢omo se muestra en la siguients
figura:

B b c

{
}
i
i
a 1 €
1
|

— D

Lo

A

o
///‘:
Figura 3.1

Si se consideran unicamente los grados de libertad de los nodos B y C para el
analisis del marco, entonces la matriz de rigideces de la barra "a" debe modificarse para
tomar en cuenta e grado de libertad del nodo A, La modificacion se realiza
considerando las condicionss de frontera as decir:

P

La ecuacion fuerza-desplazamiento de la barra esta dada por:

{NJ FKn Xu Kn Kza Kl.s Kuq Ul
V;. K.Zl Kzz X);‘. KN Kzs KZG vl
M;. - K3.‘n XJZ KJJ KS& KSS R.BG ¢1
M| Ky Ky Ky K K Kl 1O
VI KS]. XSZ A’53 KM ‘8'55 KSG VZ
Mz _st Ksz Xe: qu Kss Kes. Pzi

1c1l



sustituyendo las condiciones dé frontefa en el extremo 1

—

kA Ky Ky Ky K, K5 K, [01,
j
1Y Ky Ky Kyy Ky Ky Ky Oi
Q i 85, K, Ky K, & K, ‘P;;
N2 Ku qu Ku K-u Xas ng Uzi
“ Koy K, Ky Ky Kss Kss V:'
| ._Ksz Ky Koy Koy Ky LY .¢2I
de donde se puede escribir:
- P
M) (K K Ks £l |
b
Vi| = (%3 £y Ky Ky Vl
2
0 Ky Ky Kys Ky o l

de donde:
O:Kaa®1+KuU2+K35U2+Kao¢2
®, = 'K.‘:;:(Ksauz + Kasuz + K'ae @, )
en forma matrcial:
UZ

A
¢ =-Kan { Ky Ko Ko J1¥2
¢,

Es decir que a partir del vector desplazamiento en el extremo 2 se puede determinar el
giro en el extremo 1.

Por otro lado se tiene:

N, Ry Koy Kis Kl |91
Vor = Kss Jﬁ’sm. 1(55 Kol | O
M, Koy Foq Kes Keg) [Vé
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lo cual se puede escribir:

AR (Ko &is Kie| [2:]
Vi = K30 9. - i“‘(sa Kes Ksgl 'r"z
M) & 1 Koo Kss Kes) [‘sz

sustituyendo el valor de @,

Nyl 1K U] [Kag Ky Ky ;Uz‘}
Val = [Xs3 ’KJ.31[K34K35K35]‘V2 * |Kss Kss Ksa{ ivf
{Mﬁ chs:,- L‘pzjl Kgy Kgs Keg, '9:
(%0 [ & fa.—,] ’ff.;l [

|V} &y Kos Kool - |8yl -3 (R Kar Ko 1] %2
I.Mz Kea Kes Kss! Ks:i i{@zj’

esto es:
B, = Kk, 4
donde K ,, es la matriz de rigideces modificada.

La matriz de rigideces modificada es fa que se utilizara para efectuar el
acopiamiento de las barras cuando no se inciuya &l grado de libertad del nodo "A", asi:




3.2 CONDENSACION DE LOS GRADOS DE LIBERTAD

El procedimiento anterior se puéde simplificar candensando los grados de libertad
de las fuerzas que son nulas:

—

La ecuacion fuerza-desplazamiento de la barra "a" que se puede escricir de la
siguiente forma: '

PN]. -Ku K, Ky K., Ky -K:; FU;
v, Ki Kyp Ky Ky Kys Kyl (V)
My Ky Ky Kyy By Ky Kyl |0,
Nl i K41 Kd.Z K41 K‘N. K-%S K46 ‘UZ
v, Ky. Kyy Ksy Koy Kgg Kool 'V,
M2 [Kex Koy Ky Ky Kog Ko f;’zJ

gue se puede arreglar y particionar de la siguiente manera:

.N11 ’Kn Ky, Ky Ky Ky K:a. ’Ux.
vy Ky Ky Ky Ky Ky Kps| (V)
M, _ K Ky Koy By Kyg Bial |0y
N, i Ky, Ks; Ky Ky Ko Koy |Uz
V‘z Ko Key Koy Kes Kgg Kg3| |V
_le _Kn Ky, Ry, Kys Ky Ky 2]

en forma simplificada:

24 Ky Kiz||U.

P Ky, R3| U,
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de la segunda ecuacién;

LY
N-
I

&1l U1! + Kzzl Uzl

pero P, =0 entonces
Uz' = 'K“zz Kml U’

de Ja ecuacion 1 —
P =K, U ' +K,U/

sustituyendo U,

Py =K, U, - K2 Kae Ko U,

P' = (K‘n - Ko K"zz Km} U,
de donde;

Ku, - K‘lz' K-‘zz Km, = K‘n

para el ejemplo anterior:

v K. K, K, K K Xy
N:: = 1y Ku Xu s K5l - -:(13 -"('3‘3"["'(3;‘:(1.:*"(3."'(35"{36]
B 1K Ko Ky K5 Ko 1K
sz _&1 K Koo K Ks;‘ _KSL

Sustituyendo condensaciones de frentera U, = 0y V, = 0 lo que consiste en
eliminar los renglones y columnas correspondientes, asi:

N Ky Kys Kig K5 ) U,
Vz = Xs¢ Kss Kss - Ks: KJ_JI[A’M‘KJSR'JS] Vl
M) (Kes Kos Kes] | Kes 2
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Que es el mismo resultado que se obtuvo al madificar la matriz de rigideces de
la barra "a", de lo anterior se puede decir que la operacién de condensacion consiste
en compactar los grados de libertad de una estructura, a aquellos que son de interes
para el analista, al moduiar un problema dado. Generalmente los grados de libertad
compactados son aquellos en donde no hay carga pero si desplazamiento.

3.3 MATRICES DE PERMUTACION
Estas matrices se forman mediante la permutacién de renglones o colurr~as en la
matriz \dentidad. Si se premultiplican se intercambian renglones y se postmuitiplica se

intercambian columnas.

Para iiustrar lo anterior intercambiar el primer renglon por el tercero, asi como la
primer columna por la tercera de la siguiente matriz.

Ry Ry Ry
K =15, K &y

Ky Ky Hy

1 00 001
r={0 10 ; wMp={010

001 100
0 0 1] [Fu & &y Ky A5y Ay
0 1 0} |&, Ky Kyl = K Ky £
1000 &y Ry, Ky Ky K &
Ky Ky Kyl o 0 1) 1Kas Ky By
Ky Ky Kgp| = {0 1 0} = Ky Kyp Ky
K Ky Xy 100 (R, Xy, Ky
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METODO DE SUBESTRUCTURAS.

|

En la aplicacién del método de las rigideces para estructuras de alto grado de
hiperestaticidad cinematica en computadoras de poca memoria central, es necesario

particionar fa estructura en un numero arbitraric de subestructuras, tomandc en cuenta
la capacidad de la maguina.

Se llama particidn estructural a la division de la estructura completa en un nimero
dado de subestructuras donde !as uniones o fronteras de cada subestructura se fijan
arbitrariamente, es convenierte tomar particiones estructurales correspondientes a .
particiones fisicas reales. Como las propiedades de rigidez de cada subestructura
pueden valuarse a partir de sus condiciones de frontera y de las propiedades
geomeétricas y eldsticas de cada barra que la componen, entonces cacda subestructura
puede tratarse en forma independiente aplicando el metodo directo de ias rigideces,
para condensar los grados de libertad correspondientes a los nodos intermedios (los
que no estan en las fronteras) a los grados de libertad en las fronteras (las fronteras son
comunes a dos subestructuras adyacentes), para después hacer el acoplamiento de las
subestructuras condensadas (este proceso se concce como relajacién de las fronteras)
a través de las ecuaciones de equifibrio y compatibilidad, el sistema de ecuaciones
resultante permite determinar los desplazamientos en los grados de libertad.

Cabe aclarar que el sistema estructural puede ser cualguiera por complejo que
este sea, solo que aqui se presenta el de la figura 4.1 para que resulte mas ilustrativo.

Como primer paso es dividir la estructura en un numero conveniente de
subéstructuras a las que se les imponen fronteras fij jas { estas fronteras son comunes
a dos subestructuras adyacentes ). Esta divisién es arbitraria, se hace cuidando la
capacidad de la microcomputadora, para este ejemplo se elige fa particion que se
muestra en la figura 4.1 '
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e ‘n

|
{
J
!
i
(o

Figura 4.1

En la subestructura | los nodas M, N y P y en la subestructura Il los nodos G, N
e [ se denominan nodos interiores, mientras que en la subestructura Ili no hay nodos

interiores.

.

Una vez hecha la particion se procede al analisis de cada subestructura en forma
independiente asumiendo las fronteras impuestas (. que como ya se menciond son
comunes a dos subestructuras adyacentes ), para condensar los grados de libertad a
las fronteras, asi como para determinar los vectores de empotramiento (reacciones et
fas fronteras necesarias para que Ics desplazamientos sean cero ).

Al condensar los grados de libertad a las fronteras, las subestructuras (fig. 4.1)
se puden considerar como elementos equivalentes como se ilustra en la figura 4.2.

,’L Sud. |
- ‘ Po Vored
— Ab —_ ? R
T ~
T Sub. Il
Y \djz o /7,7;
T 7 = =
] Sub, Il
Vered Verid
(a) {b)
Figura 4.2
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Cuando las fronteras son relajadas las reacciones y cualesquiera fuerzas
aplicadas en ellas, pueden no estar en equilibrio, por lo tanto la relajacién inducira
desplazamientos de magnitud tal que se satisfaga el equilibrio en las fronteras.

Para hacer el acoplamiento (refajacion de las fronteras) a los vectores Rb se les
cambia el signo para poder sumarios con los vectores Pb que son las cargas aplicadas
directamente en las fronteras como se indica en ia figura 4.2.b

E! acoplamiento de los elementos equivalentes de ia figura 4.2 queda deﬁnido por
las mismas reglas que para el ensamble de barras por el metodo directo.

Por otro lado el orden de las submatrices va a coincidir puesto que los puntos de
unién o fronteras son comunes entre subestructuras adyacentes.

Al solucionar el sistema de ecuaciones que resulte del acoplamiento, se obtienen
los desplazamientos en ias fronteras de las diferentes subestructuras, naturaimente la
solucion de los’ desplazamientos en las fronteras implica un numero pequefo de
incognitas en comparacién con la solucion de la estructura completa.

Finalmente se determinan los despiazamientos en los nodos interiores provocados
por las cargas aplicadas directamente sobre dichos nodes mas un desplazamiento que
se le llama de correccion por la influencia de los desplazamientos de las fronteras.

4.1 FORMULACION DEL METODO DE LAS SUBESTRUCTURAS.

Se sabe que la ecuacién fuerza-desplazamiento de un sistema estructural esta
dado por: :

P=KD
Si denotamos al vectar de los desplazamientos en las fronteras (comunes a dos
subestructuras) por Ub y el vector de desplazamientos en los nodos interiores (cada uno
ocurre en un punto interior de solaments una subestructura) por Ui y a las
correspondientes fuerzas en las fronteras y en los nodos interiores por Pb y Pi
respectivamente, asi la ecuacion fuerza-desplazamiento se puede escribir como:
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P,
P

I

Kpp Ky
Ky K

1

U,
U;

4.1

El total de desplazamientos en cualquier punto del sistema estructural, se calcula
por la superposicidn de dos vectores tal que:

vs=0" -y 42

donde U*® denota el vector de desplazamientos debido a las cargas P, cuando Ub =0
y UP representa la correccion necesaria a los desplazamientos ¢ teniendc en cuenta
los desplazamientos U, cuande P, = O, por lo que el vector de desplazamientos se
puede escribir:

v (o8] [vd]
vy o2l (o8 4.3
donde:
[ A Es el vector de desplazamientos cuando las fronteras estan fijas;
porloque o5 = 0
9%}
2 Representa la correccion debida a 1a relajacion de las fronteras.
Uﬁ’J

Similarmente corespcndiendo alos desplazamientos U2 y UP las cargas pueden
expresarse coma: o=

p=pe+ PP 4.4
o bien:
p) [e5] [#
Py (A 4.5




donde por definicidn: ,
pf=pP y P =0

de la segunda ecuacion del sistema 4.1 cuando las fronteras estan fiias (uy = 0). se
tiene

P} = Kk, U;
de donde:
de la primer acuacion del sistema 4.1
P; = K, U7
sustituyendo la ecuacion 4.6
P} = K, K. P, g

donde P representa las reacciones necesarias en las frontsras para mantsner a U, =0
cuando las cargas en las nodos interiores son aplicadas, es decir la influsncia de las
cargas aplicadas en los nodos interiores sobre las fronteras en cada subestructura ver
figura 4.3.a .

Cuando las fronteras delas subestructuras son relajadas, los desplazamientos U
pueden determinarse a partir del sistema de ecuaciones 4.1. asi, considerando la
segunda ecuacion de este sistema:

Pftx'b(}g*k' Uf

4 14

pero p2'= 0, entonces:

vl = -k K, U 48

Se puede observar que la ecuacion 4.7 representa la correccién de los -
despiazamientos en los nodos interiores por fa relajacion de las fronteras.

De la ecuacion 4.1
Pg = Xbb Ug * Kb.:‘ Uf

que sustituyendo la ecuacion 4.8 se obtiene:
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| P} = Ky U - K,, K} K,y U
factorizando:

PY = [ K, - K, K1K,,] U, 4.9
si llamamos

Ky

Kbb - K:.u K.u Kl.b

la ecuacion 4.8 se puede escribir

P) = K, U,

donde K, es la matriz de rigideces en las fronteras {¢condensacion de la matriz de
rigideces a los grados de libertad correspondientes a las fronteras de |-

subestructuras), Uf representa ios desplazamientos en las fronteras y 22 es el vector
de cargas en las fronteras considerando la influencia de las cargas aplicadas en los
nodos interiores.

De la ecuaciéon 4.4

Ph = P, - P} 410

donde P, es la carga aplicada directamente en las fronteras y P es la influencia de las
cargas aplicadas en los nodos interiores, ver figura 4.3.b.

Para el acoplamiento como ya se indico las subestructuras se consideran como
elementos equivalentes ver figura 4.3 y se aplica el método directo de las rigideces para
establecer la ecuacion fuerza-desplazamiento, asi: -

P =k, - U
aqui P$ se considera como’
pl=p, -cP;

donde K, es la matriz de rigideces del sistema acoplado y vl es el vector de
desplazamientos en las fronteras (impuestas inicialmente) de toda estructura.

Para ilustrar este método se presentan ejemplos numéricos aplicados a la
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solucion de armadura y marcos.

4.2 ARMADURAS

Aplicando el método de las subestructuras determinar la fuerza en cada una de
las barras de la estructura que se muestra en la figura 4.3

3 en % J £
Im
’ 19 20 ¢
tn G} 11 . H _
f
Y
17 18 ¢ 3m
Eton E} 10 F A
<
15 16 | ¢ 3m
Ston N 9 =, -
¢ P D
am
1 14 2
13
A & B —+—
Yo rrres
W | 4m |
I
Figura 4.3

Para realizar la particién de la estructura hay varias opciones, algunas de estas se
ilustran en {a figura 4.4,

En el primer caso figura 4.4.a, para la subestructura superior resuita una matriz
de 8x8 la cual se condensaria a una de 4x4 y, para las dos subestructuras siguientes
resulta una matriz de 8x8, fas cuales no se condensan y filaimente para la subestructura
inferior resulta una matriz de 4x4 fa cual tambien no se condensa por (o cual al hacer
el acoplamiento de los elementos equivalentes (relajacion de las fronteras) resultard una
matnz de 12x12. Para la particion mostrada en la figura 4.4.b. la estructura intermedia
de una matriz de 12x12, la cual al condensar resulta de 8x8 y al hacer la refajacién de
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las fronteras se tendria que trabajar con una matriz de 8x8. Para la particién mostrada
en la figura 4.4.c, en la subestrucutrz superior inicialmente se maneja una matriz de
12x12 que al condensar resulta de 4x4 y para la subestructura inferior iniciaimente 1a
matriz es de 8x8. que al condensar tambien resulta de 4x4.

) & T @

Figura 4.4

En est2 giemplo se trabajara con la opcidn que muestra la figura 4.4.¢

£n la figura 4.4 se muestra la topologia considerable en las subestructuras, se
puede observar que los nodos E y F (fronteras) son comunes para ambas
subestructuras.

ANALISIS DE LA SUBESTRUCTURAI

Aplicando el método directo de las rigideces la ecuacion fuerza-desplazamiento
para esta subestructura resulta: '

LTI XN AN e r 5% Ky s s o}
[ T 19T R R e o s 7
:r‘,‘ I (L% [7-5 T ST SIS ST A [ £} g (K -/
;'.: 1 = % e e e AR Kokl K e 2,
e ° 1728 Keim (k- Ky Ko o)
ol o Ky 1.l %, Gy gy 3] )

| as submatrices de rigidez en el sistema global para un elemento barra armadura
estan dadas por;
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, , EA 1% Im
K, = Ky = — 2
L iml m

ki = &5, = -k

Por comodidad y rapidez se recomienda hacer ia siguiente tabla para organizar
la informacion:

Barra EA L i N 12 m? im
8 1 300 0 1 0 1 0
6 1 300 0 1 0 1 0
7 1 300 0 1 0 1 0
8 1 300 0] 0 1 0
11 1 400 1 1 0 0
12 1 400 1 1 0] 0
17 1 " 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48
19 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48
18 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48
20 1 500 08 0.6 0.64 0.36 -0.48

sustituyendao:
Barras 56,7y 8 Barras 17 y 19
0 0 . 12.8 9.6 ]
' - - 10 = . 0-4
i E‘q[o 33.3} 1o Koz BA156 33.3
Barras 11 y 12 Barras 18 y 20
25 0 ’ 12.8 -9. 6} »
‘o= - T = 0
ki EA[O 33.3] 10 K A[-s.s 33.3

sustituyendo en la matriz de rigideces y particionande en la forma

Kbb Kbxl
K =

Kl.b K.u
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128 96 O0 O -0 0 -128 -96
96 405 0 0 0 -333 -96 -72
/0 0 128 86 -128 96 0 0O
t o 0O -96 405 96 -72 0 -333
, 0 0 -128 96 506 0 -250 O

O -333 96 -72 0 8.0 0 0
‘129 96 0 O -250 0 506 O
96 72 0 -33 0 0 0 810
P00 0 0 0 0 -128 98
'o o o o o -33 86 -72
0o 0 0 0 -128 -96 0 O
"o o o 0 -86 -72 0 -333

o 0 o o
o Q 0 0
6 0o o o |
©o 0 o0 o
0 0 -128° 96
0 -333 -86 -7.2
128 96 0 0 ...
96 -72 0 -333
378 -96 -250 0 |
96 405 0 0
250 Q 378 96
0 0 96 405

Para obtener la matriz de rigideces condensada para esta subestructrura se aplica

la ecuacion:

- KbI = K;; -Kbx K-'-'l K.‘b

realizando operaciones:

4.42 0.02 -4.42 -0.018
0 0 0 -0.003
Koo *1_4.42 o0.018 4.42 0.02 | 1°
0 -0.0057 O 0

Et vectorde erﬁpotramiento y los desplazamie

ntos en nodos interiores producto

de la influencia de las cargas aplicadas directamente en los nodos interiores estan

dadas por:

o

P;I

a

Pyr

(Kp; Kii); Pir

(Kii)r P;
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.
P [~ 4
! 'S
Pyl [?
Pyy
/
Ply
/
Prx
!
P Iy

/
Px

‘o o0 wo o o

!
Fry



haciendo operaciones resuita: .

-3.63
. |-8.25

o Tl .7

B.25

SUBESTRUCTURA 11

(0.463 )

10.791
-0.172]

0.165
0.398
-0.150
0.829
0.211

X 104

Aplicando el método directo de las rigideces la ecuacién fuerza-desplazamiento

(Kaly
{42y

Pr = K’ D' para esta subestructura resulta:
Pr Wit (K
P (Kd (Al (Mg - (Al
1A Y (Kol
LA AW (e

(5

U%)l '(’%)n '(‘l).'(‘ﬂu'(‘ﬂ;

(44 )es
(0,

(Kds

o,
. Da

(4}1'(@';'(*@.'(‘.)" '(‘n).‘. 'Fp:

En igual forma que para la subestructrura I, para valuar las ng1decns de la
subestructura il se hace la siguiente tabla:

—

¢

Barra

L [ m m Im
5 1 300 0 1 0 1 0
6 1 300 0 1 0 1 0
7 1 300 0 1 0 1 0
8 1 300 0 1 0 1 0
1 1 400 1 0 1 0 0
12 1 400 1 Q 1 0 ¢
17 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48
19 1 500 0.8 0.6 0.64 0.36 0.48
18 1 500 -0.8 0.6 0.64 0.36 -0.48
20 1 500 -0.8 0.6 0.64 0.36 0,48
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sustituyendo

Barras 1,23y 4 Barras 13y 15
J o o0 | Lo . /12.8 9.6,
1 [o 33.3J BT {9.5 7.2] 10
Barras 9y 10 Barras 14y 16
25 0 12.8 -9.6’
K{, = EA ].0'4 o= ; -4
H 0 o] o EA[-9.6 7.2 10
sustituyendo en {a matriz de rigideces resulta;
(37.8 -9.6 -25.0 O 0 0 -12.8 9.6 ]
-8.6 40.5 0 0 0 -33.3 9.6 -7.2 |
-25. 0 0 37.8 9.6 -12.8 -9.8 0 0
0 0 9.6 40.5 -9.6 -7.2 0 -33. 3
9 0 -12.8 -9.6 ©50.6 0 -25.0 0
0 -33.3 -8.6 -7.2 0 81.0 o 0
-12.8 9.6 0 0 -25 0 0 S0.86 0
g6 -7.2 0 -33. 3 0 0 0 81.0 |

particionando la matriz de rigideces en la siguiente forma:

K.bb Kbi
KJD Kii

Para condensar a los grados de libertad en las fronteras se aplica la férmula:
-1
Kprr = Kpp Ky Kii Ky

después de realizar operaciones se obtiene:

-27.10 2.38

32.40 -5.53
-5.32 23.80 -2.36 -4.73 "
Kyrp = 10
Sk -27.10 -2.38 32.40 5.53
2.36 5.55 23.80

-4-73
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El vector de empotramiento y ios desplazamientos en tos nodés interiores estan
dadas por: T

o R

Py = Ky Kii P} Py 0]

) Pf.r: = = 0l

Ppy !

Pf:r = K;} P;aﬂ' . LPE’Y Ol
realizando operacianes:

—0.825] [1307.25}

. | 0.620 L0
Porr =11 6751 Yirr = { g45.85 |
N 55

RELAJACION DE LAS FRONTERAS.

Ef acoplamiento de las subestructuras se hace considerandolas como elementos
equivalentes.

La ecuacion fuerza-desplazamiento esta dada por:

donde:
pf - p, -zpf

para este caso en particular como se tienen dos subestructuras la expresion anterior se
puede escribir:

pd=p, - PY - Ph;

el vector de cargas aplicado directamente en las fronteras resuita:

X

CRCICIC
QO o w

i
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por o que:

s [-3.62] [ c.83] [9.46
o ol -a.zsl_ 0.62! =]7.73

0 -4.37 }-1.63' Is.osi

0 a.zsl {—1.25] -7.00,

La matriz de rigideces en las fronteras se obtiene en este caso particular sumando
las submatrices condensadas para las subestructuras I y I1I, asi

Ky = Kppr - Kopp
sustituyendo directamente en la ecuacion fuerza-desplazamiento se tiene:

f9.48] [36.82 -5.55 -31.52 2.36 | Dext

| 7.63 -5.53 23.80 -2.36 -4.76; 1Dyl
- 107

6.05| [-31.52 -2.36 36.82 5.55 Dpy

-7.00 | 2.36 -4.76 5.55 23.80] " Ip_

solucionando el sisizma:

31636.12

Dgy 11445.58; 1

D 31125.70 | EA
Fx

-11057.01

correccion de los desplazamientos en los nodos interiores:
-1
DRy = (KI KT D,
-1 -
Dlrr = ~(Ki: Kyp) D,

sustituyendo valores en las dos expresiones anteriores obtenemos:
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- 148219.06
11494 .74
48296 .60
Dir = 65141.43
11490.29
65128.16

por lo que los desplazamientos totales en los nodos interiores se obtienen con la

-11004.82

|-11014.18,

3

Ir -

11452.51

1 7429.02 1
11489.93! ZA
-7290.47;

expresion:
D, =D} - D}
sustituyendo:
o
(52849.06 Dy
13144.74 5 (]
'52276.60 * 12759.76 ex
]-12504.82f | |Dwy _17424.02| 1 Dy
Pir 2193431431 B2 7 D, Pizz % 11489.93| T3 71,
13600.29 i 1-7290.47 |
73038.16 Dey |23y
|-12734.18] Dix
Diy

Una vez conocidos los desplazamientos en todos los nodos de la estructura, se
procede a determinar las fuerzas en cada una de las barras, para lo cual se sigue el
mismo procedimiento que cuando se aplica el método directo de las rigideces. Aqui se
ilustra el procedimiento unicamente para dos barras.

Por compatibilidad:
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Aplicando la ecuacion fuerza-desplazamiento de una barra en el sistema global:
P’y = K, D"y, + K',D,

Py = K'y, D', 4+ K';; D

Barra 1

Rt

P, _l 0 ] P 0 [

P, 1-24.72 ! P; B 24.72!
Barra 3

e P , 13
P/, _[ 0 ] Piy [ 0
= ) ; =
P,y 1713.39] P, 113.39;

Rotacion del sistema global al local:

P= T° P
Barrai
P =10 1 0 } 24.72 ¢
=10 M gy 4] 7 72472 ton
P, =10 1y] ° ]-2472:
2 = {0 Yo, 1a] 7 24 on
Bara 3

0 .
P =100 11[_13.39] = -13.39 ton
0
P, =0 1] |14 4g] = 13-39 ton

Se deja al lector la determinacion de la fuerza en las otras barras, asi como la
comprobacién del equilibrio.
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4.3 MARCOS

[

Aplicando el método de las subestructuras, determinar los desplazamientos y los
elernentos mecanicos del marco mostrado en la figura 4.6.

7 on

> A ~ 3 B A
- 1
A AN
6 lon 5 is am
“ C N 8 C
w7 7 X
FaaN /'\
3 S im
5lon < e . 7 F:‘
rd - Q
N AN
1 .z im
G HI
b T
1 7m [
I
Figura 4.¢

Utilzar secciones de 40x80 para las trabes y 4C0x40 para fas columnas, un fc d=
250 kgf/cm?® por lo tanto un mddulo de elasticidad de 14000,7 ¢,

La particidn se realiza en los nodcs C y D como se muestra en la figura 4.7. Vale
la pena mencionar que la particidn de la estructura es arbitraria, en un momento dado
el nimero de subestructuras, asi como su tamano se puede considerar en funcion de!
tamano de las matrices por invertir como se menciong en ef problema anterior.

N
N
N « suUB. |
N\
g N
AN A
> SUB. i
AN SN '
Y 777
Figura 4.7
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ANAUSIS DE SUBESTHUCTURA !

R R

[N "R

L PRV

La matnz de ngldeces de ta subestructura | en el sistema global esta dada por.

(K2} (K1)
{Kiz)g
{K3:1)5

0

(XKi2)e

(K2)a+(Ki2),

0

(Ki2),

{K31)4
0

(K20 * (K1)~ { Kiy)s

(kz".)-;

0

,(Kil)*

(&i3)4
(Kr)y+{ Ki2)

(K )

Valuando las submatrices de rigideces para cada barra en igual forma gque en el
método directo, sustituyendo y particionando en:

Ko kbi
XI =
Klb Ku
se obtiene:
T12.3 ] 31,5 -10.1 @ 0
0 11.9  46.3 0 -0.13 46.)
31.5 46.2 278B4.2 O  -46.3 107%4
‘-ic.1 0 0 10.3 ¢ 31.5
M -0.13  -46.3 0 11.9 -45.3
) 46.3 10794 31.5 -46.3 27884.2
-21.0 @ -31.5 0 ) 0
l 6 -11.8 o o ) 0
31.s ° 31.48 0 0 0
o o 0 -0.21 0 -31.%
| o 0 o o -11.8 0
v Q 0 o 31.% 0 3148.2

Ve2l.s 0 ai.s
\ 0 -1i.8 0
To-31.% 0 3148.2
I 0 0
H 0 2] 0
' 0 o o
: - - -
v 10.4 0 -13.8
Vo0 20.8  46.3
! -13.8 46.3 32606.%
! -10.1 O Q
H 0 -0.13 -46.3
1 Q 46.3 10794

0 Q o}

o 0 Q

[} 0 0
0,21 0 31.5

[*] -11.8 0
-31.8% [+ 3148.2
-10.% Q ° ,

0 -0.13 46.3

Q -46.3 10794
10.4 ] -13.8

0 20.8  -46.3
-13.8 -46.3 32606.5)

Todos los valores de la matriz de rigidecesse han redondeado a un decxma! por

falta de espacio.

Condensando a fos grados de libertad 2n la frontera se tiene:

KbI

-1
= KKy, Kip Ky
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(1022.59  -1.30 1753.87 -1017.52 . 1.3  -911.09 ]

-1.30 520.27 4522.06 -1.34 14.25  4522.06
1753.87 4522.06 2593841 -911.29 -422.18 934633.9
5I 7 1.1017.52 -1.34 -911.29 1022.59 1.30 1753.87
1.3 14.25 -422.18 1.30 520.27 -4522.06
| -911.09 4522.06 934633.9 1753.87 -4522.06 2593829.7

El vector de empotramiento para la subestructura |, esta dado por:

-1
Pg! = KbJ_Ku‘ 1:'.‘1'x

[ -1.723 ]
0.142
-262.75
-1.676
-0.142
[-255.55]

oo,
-y
1]
‘c0 o e ow
-y
ol
"
it

El vector de desplazamientos para los nodos interiores:

DY = Kii P&

( 8.63x1072 ]
-12.05x1072
.| 2.80x10°%
8.38x1072
12.05x1075
| 2.65x1075 |

S
=
u

ANALISIS DE LA SUBESTRUCTURA II

Ma matriz de rigideces para esta subestructura esta dada por:
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(Kh)s O (Kiz)s 0

0 (K1), 0 (Kiz)g
(Ki)s 0 (Ki)s*(K)s  (Kia),

0 (Kide  (Ki)y  (Ka)e*(&ix)s)

Valuando las submatnces, sustituyendo y particionando se obtiene:

10.21 0 -31.5% 0 0 0 ¢-21.0 ¢ -31.5 0 ¢} 0
0 11.9 o 0 0 0 6 -11.8 0 0 0 0
-31.5 9 6235.4 O 0 0 3.5 0 3149.2 9 0 0
] 0 0 0.21 ] -31.5 0 Q 0 -0.21 0 -31.5
0 0 0 0 11.8 0 ! ) o 0 ] -11.8 0
] 0 a -31.5 O 6196.4 ! o ¢ ] 31.5 0 3148.2
- - --0-- - - - - - - - - -
-21.0 9 31.5 0 0 ] 'o1e.3 0 31.5 -13.1 @ o
foo -11.9 0 ] 0 0 : Q 11.9  46.3 0 -0.13  46.3
"-31.% 0 349.2 o 9 0 ¢ 31.5 46.3 27894.2 O -46.3 1073.4
0 Q Q -0.23 0 31. ; -la.r o a 13.3 0 31.5
0 0 o © 0 -11.8 ] ' 0 -0.13 -46.3 0 11.9 -46.3 i
0 0 0 -31.5 0 3148.2 0 46.3 10794 31.5% -46.3 278BB4.2!

L.a matriz condensada a los grados de libertad resulta;

Ko = Ky =Ky, K i3 Kip

7.58 -0.0103 -1279.11 -7.58  +0.0103 1279.12 |
-0.0103 0.59 214.39 -0.0025 -0.602 214.39
-1279.11 214.39 359588.9 1277.38 -215.22 -209481.9
Korr -7.58 -0.0025 1277.38 7.58 0.0103 -1279.12
0.103 -0.602 -215.22 0.0103 0.59 -214.39
11279.12 214.39 -209481.9 -1279.12 -214.39 359588.9

El vector de empotramiento para ésta subestructura, esta dado por;

-1
Pjrr = Ky, K PJ
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[ -3.53 ]
-1.43
554.19
-3.47
1.43

0] 1545.37]

) -
Porr =

===

£! vector de desplazamientos en los nodos interiores esta dado por:

a _ -1 a
D&II - KJ..'. PJ.II

[19.21x10?
12.10x10"*
-16.11x10°%
18.87x10?
-12.10x10°*
(15.47x10°% |

a
DJ.II -

RELAJACION DE FRONTERAS

Ei acoplamiento de las subestructuras se hace como ya se menciond con los
elementos equivalentes,-a través de la ecuacidn fuerza-desplazamiento

P} =k, D,
donde:
Py = p, -P5; -Fi,

el vector de cargas Pb aplicado directamente en las fronteras resulta

.ch. o
Fey 0
P - Moy ) 0
s P, 0
B, |0
(o2 0!
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sustituyendo para obtener A2

(-1.723] [ -3.s3] {11.253]

6
0 0.142 -1.43 1.288
oo . |0] _|-262.75| |s54.19] [-291.44
2 710 -1.676 -3.47] | s5.146
0 -0.142 1.43 -1.288
0] |-255.55] {545.37] |-289.82

La matriz de rigideces en las fronteras se obtiene para este caso particular sumando las
dos submatrices condensadas

Ka = Kol + Kb::

sustituyendo directamente en ja ecuacion fuerza desplazamiento se obtiene:

‘D

“11.253° '1030.17 -1.31 474.76 -1025.1 1.31 368.03 & “ex

1.288 . -1.31 520.86 4736.45 -1.34 -14.85 4736.45. 2o
[-291.44| lq‘m.vs 4736.45 2953430 366.09 -4737.4 725152 [!Dc:}
| 5.146 f.z'g-lozs.l -1.34 366.09 1030.17 1.3t 474.75 !:p,/
'-1.288° | 1.31 -14.85 -4737.4 1.31  520.86 -4736.45 ‘D.‘Jyj.

-289.82, 1 368.03 4736.45 725152 474.75 -4736.45 2953418_'D

-
-

\

Solucionando el sistema se obtienen los desplazamientos correspondientes a los
grade: de libertad en las fronteras, asi:

[ ]
Derl 1 1.716 )
Dy 0.020
o . De| (-5.2x107
5 iDL, | 1.713
D, -0.020
p,,| 1-5.2x107]

Los desplazamientos Do, Yy Do, corresponden a los desplazamientos angulares
alrededor de “Z* en los nodes "D" y "C" respectivamente.
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CORRECCION DE LOS DESPLAZAMIENTOS EN LOS NODOS INTERIORES.
Esta correccidn para la subestructura | esta dada por
D = ~(Kil Ky)y Dy

en esta ecuacion todos los términos corresponden a la subestructura 1, porlo cual se
les ha asignado el subindice 1. Despues de efectuar operaciones, resulta:

[ 1.110 ]
0.015
-9.0x10"*

o 1.110
-0.015
1-9.0x1074)

en igua! forma para ia subestructura II
B -1
Dirr = -(Kiy Ky, )rr Dpgr

sustituyendo:

[ 1.805 }
0.020
-7.72x10°3
1.805

) -0.020
1-8.27x103]

8 _
Dirr =

DESPLAZAMIENTOS TOTALES EN NODOS INTERIORES

Estos desplazamientos se obtiene sumando los desplazamientos generados
directamente por las cargas P¢ mas los desplazamientos correccidn asi:

p, = p* - p?

IS

para la subestructura I

a B
DLI * DJ.I

Dy
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sustituyendo:

D] [ 8.63x072 )
Dg,l  |-12.05x107
o, - Deal | 2.80x107*
D, 8.38x102
D, 12.05x10°%
Dy | 2.65x10°% |

en forma similar para ia subestructura I11I

Dy = Dr:x
sustituyendo:
o
D, 19.21x10°2
D,, 12.10x10"
p - |Pas| _|-16.11x10°F
M Dy, 18.87x10°2
Dy, -12.10x10"¢
Dzl | 15.47x107% ]

Las unidades utilizadas en los ejemplos fueron toneladas para las cargas y
centimetros como unidad de longitud, por lo que los desplazamientos iineales resultan

en centimetros y los angulares en radianes.

Conocidos los desplazamientos en todos los nodos de la estructura, los
elementos mecanicos se determinan aplicando la ecuacion fuerza-desplazamiento de

[ 1.110
0.015
-9.0x104
1.110
-0.015

-9.0x107°4

8
+ Dyyr

[ 1.805
0.020
-7.72x1073
1.805
-0.020

|-8.27x10°3]

-

[ 1.193
0.015

1.194
-0.015

1.997
0.216
-2.38x107°
1.994
-0.022

-8.72x10

|-8.69x107¢]

L‘2-37.X10-4‘

la barra como se hizo cuando se aplicd el método directo de las rigideces.
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TEORIA DE ELASTICIDAD. ©

5.1 EQFUERZOS.

Considerese un cuerpo solido homogeéneo sometido a un sistema de cargas que

lo mantienen en equilibrio. Si ef cuerpo se conta por un plano N como sa indica en la
figura 5.1.a

Figura 5.1

El cuerpo se ha dividido en dos partes, parte A y parte B, por el plano de corte
N. A la accidn que gjerce una parte sobre la otra en la superficie de corte se les lama
fuerzas de interaccion. Las fuerzas de interaccion en ia parte A equivalen a la resultante
de las cargas que obran en ia parte B y viceversa. Si se retira la parte B el sistema de
fuerzas de interaccidn aplicadas a la parte A estan en desequilibrio, sin embargo la parte
A esta en equilibrio, es decir las fuerzas de interaccion son equilibradas por el sistema
de fuerzas exteriores P,, P,,... P, que actuan scobre esta parte del cuerpo.

5.1.1 ESFUERZO EN UN PUNTO.

El esfuerzo medio o promedio es el cociente de dividir a la fuerza F entre el drea
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internos ocasionados por F, pero no precisa la forma en que estan distnbuidos an la
seccion. E! esfuerzo promedio es mas explicito en cuanto a la distribucidn en tanto gue
el area de fa seccion sea mas pequenia.

Considerese un cuerpo por el cual se ha hecho pasar un plano de corte N, el cual
esta definido por la normal exterior al mismo. Sea P un punto cualquiera de la seccidn
en estudio, AA un elemento de area que lo contiene y AF sea la resultante de las
fuerzas que obran en el elemento de area. Si se reduce el contorno de AA alreczdor
del punto P, entonces el area AA y la resultante de cargas AF en dicha arsa disminuiran
y tenderan a cero. Al limite

lim AF
A0 A4

se le denomina esfuerzo en el punto P de superficie situado en el plano de core N.

Figura 5.2 Figura 5.3

Este esfuerzo es un vector y es susceptible de descomponerse en dos, uno
perpendicular al plano N y otro contenido en el mismo. Estas componentes reciben los
nombres de esfuerzo normal ¢ y esfuerzo tangencial T en el punto respectivamente.
Asi:
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en donde AN y AV son_las componentes. normal._y . tangencial de la fuerza AF
correspondientes al elemento de area AA, figura 5.3.

Para este trabajo los planos de corte se hardn de- tal manera que sean
perpendiculares a uno de ios ejes coordenados X, Y 0 Z.

Al esfuerzo normal asaciado a un planc cuya normal es N, se denotara como o,
y al esfuerzo tangencial como 1 ,; Sin embargo este ultimo se puede descomponer en
dos de acuerdo a los ejes que forman si plano por lo cual se denotara 7, donde el
primer idice indica el plano al cual pertenece y el segundo idice indica la direccion del
mismo. Figura 5.4

T
yr
19
¥ : T
Ty
> X
l’ x.
// /
!4/ /
z (a) z (b)
Y
T
t/l Ty
o-Z
T o C x
‘/../
‘ (c)
Figura 5.4
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donde: g, es el esfuerzo normal en el planc iy t;; esfuerzo tangencial plano i,

direccion |
5.1.2 ESFUERZOS EN PLANOS PARALELOS.

Separemos de un cuerpo solido un elemento infinitamente pequefo en forma de
paralelepipedo cuyo volumen es dxdydz, el cual se encuentra en equilibrio, figura 3.5

A

dz
dx

Figura 5.8

La accion que ejercen las partes suprimidas del cuerpo sobre el elemento aislado,
los reeamplazamos por fuerzas vy los esfuerzos que generan, dichas tuerzas las
descomponemos en tres componentes en cada cara, resultande asi 6 X 3 = 18
esfuerzos. Ademas se considera Que en et cuerpo existen las llamadas fuerzas masicas
( fuerzas de cuerpo que son debidas a la gravedad ), tambien estas fuerzas se
descomponen en 3 componentes X, Y, y Z figura 5.6

o5
. .

zx! T
X < >,
‘- T
fuerzas L= o
Z masicas ; /
por unidad : Ty Txr
de volumen It -
Lo
rﬂ
b4

Figura 5.¢
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Aislando dos planos paraleios:

e
e

dx

sea ¢ funcion de (x,y.2) entonces ¢ = ¢(Xy,2), se sabe que la diferencial de ¢ esia
dada por: :
. S cp c¢
z wldx v+ =Ldy + I d:
® = 3% G T 3z
si la funcion ox es igual a la funcidn ¢ y se considera que gx es funcién unica y
exclusivamente de la variabie "x*, entonces:

co,
Qb'x = —= dx
cx
por lo que:
r aax
Oy = Gx + —a—'z- ax
en forma andloga para los otros esfuerzos:
éo
03, = Uy + —él dy
y
da
oy =0, * 6: dz
ot
Ty = Tayp * -—a-)-(’-’-" dx
¢t
Tez = Tpp * 6; dx



] - EX
) tyx —tﬂ +- e _dy
¥
°T
r - r4
Ty = T, + <L dy
C
¥
¢t
Tix = T, * —== dz
02
et
t:'.y AL e -.__.Zaz dz

fuerzas
masicas
por unidad
de volumen

Figura 5.7

5.2 ECUACIONES DE EQUILIBRIO.

Considerese que las fuerzas de cuerpo actuan en el centro de gravedad del
paralelepipedo figura 5.7 y que se encuentra en equilibrio; entonces deben verficarse
las 6 ecuaciones de equilibrio estatico.

LFx =0 EMx =0
TFy=0 My =0
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LFz=0 _ IMz=0

Aplicando la ecuacion de equilibrio Z Fx = 0 resulta:

co cT €T,
= Id,) dd,-t,.d.d,-( tﬂ-—gﬁfd,,)d,d_,-cud,d?-( T.." —?'i'd_.) d,d-xd d,d,=0
4 Yy 2z

‘otd__dyd: (O,
desarrollando:

oa oT cT.
—gf dxdydz - -—aff dxdydz - —cz-“-' dxdya’z - dedydz =0

dividiendo entre dxdydz

En forma similar para las otras dos ecuaciones de equilibrio I Fy =0y
T Fz = 0 se obtiene respectivamente :

A estas tres ecuaciones se [es llama ecuaciones de Navier o de equilibrio intemo.

5.3 ESFUERZOS EN PLANOS PERPENDICULARES.

Aplicando las Ultimas tres ecuaciones de equilibrio { suma de momentos igual a
cero ) se puede conocer la relacion de los esfuerzos en planos perpendiculares. Asi
aplicando % Mz = 0 de la figura 5.8 '

¢

T o, dt d d d
(et =520, Ay - (Tt =2 d,) dydy = o7, T i =¥ <0
¥

reordenando téminos y dividiendo entre dxdydz :

°T,, ot
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Fiqura £.8

aplicando limites cuando dx y dy tienden a cero, resulta finalmente:

Tyx =Txy

En forma similar aplicando T My =0 y I Mx = 0 se cbtiene
Ty = Ty
Tz =Ty
Ce lo antericr los 18 esfuerzos incognitas figura 5.6 s2 han reducido a seis que
SOM. Oy, Ty Tze Op Ty ¥ O

Agrupando los esfuerzos de 3 caras unicamente obtenemos lo que se conoce
como tensor de esfuerzos

Figura 5.%
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- [t‘“’ Ty = % T, Ty
Tz lty: to-f
= ! i
[of =iz, lc, b L b
O tyx Ix
O =Ty 9y Ty
T,, T,, O

a esta agrupacion se le lama tensor de esfuerzos.

5.4 ESFUERZOS EN PLANOS OBLICUOS.

Para conocer los esfuerzos que actuan sobre las caras oblicuas perienecientes
a la superficie, se requiere establecer una relacion de los esfuerzos que actuan en ias

tres areas elementales paralelas a los planos coordenados, como se muestra en la figura
510

Figura 5.10

por equilibrio:
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_ dzdy _ dxdz dxd
0 = tds - o SEX - ¢ T2 dxdy
perc:
_d_zzgz = ds cos (s, x)
d};dz = ds cos{s,y)
_9'3%9’5 = ds cos(s,2)
¢ =t,ds - ods cos{s,X) - t,d5cos(s,x) - t,ds cos(s,z)
de donde:

T

X

= 0, COS{S,X) * T, COS(S,y) + T, COS(S,z)

Aplicando las otras dos ecuaciones de equilibric ZFy = 0yZ Fz = 0 se obtiene
respectivamente:

O, COS(S5,¥) + T, COS(5,X) * T,, COos{s5,2)

T,

T, = U, COS(S,Z) + T,, COS(5,%x) + T

sz cos(s,y)

Yz

en forma matricial:

Tax Ox Tyx Tzx| [cos(s,x)
Toy] = 1Txp 9y Tz [COS{S,¥)
Tzl |Txz Typz O, (COS(S,2Z)

a este sistema de ecuaciones se les llama ecuaciones de superficie 0 ecuaciones de

Couchy.

5.5 VARIACION DEL ESFUERZO CON LA VARIACION DEL ELEMENTO.
Considerese un cuerpo solido sometido a un sistema de cargas que se encuentra

en equilibrio por el cual se trazan dos planos de corte el a-a y el b-b como se muestra
en la figura 5.11
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Figura 5.11

1

El plano de corte se traza perpendicularmente a la direccion de la resultante R,
el cual se representa en la figura 5.12.

\Z ;g Plano a-a

Figura 5.12

Cualquier elemento o punto situado en el plano de corte estara sometido
unicamente a esfuerzo axial, mientras que si trazamos un plano.de corte inclinado
respecto de la direccion de la resultante, cualquier elemento situado en dicho plano
estara sometido a esfuerzo nomal y tangencial como se puede ver en la figura 5.13.

si se particulariza a un estado plano de esfuerzos, donde unicamente se tengan ox, gy

y T xy como los esfuerzos en un punto, es decir g, = 0y 7, = O parai = x,y; como se
ilustra en la figura 5.14.
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Plano a-a

[

Figura £.13

y %
A /I\
N B
O'x T
<] o
et r d
|
T i
t Vs
<
NI .
, .
z ¢ ' X

Figura 5.14

Los esfuerzos que actuan sobre cualquier plano "N" que ¢contenga al eje Z y que
esta inclinado respecto a los ejes "X" e "Y" se representan en fa figura 5.15

Figura 5.15
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Si el area de la cara inclinada es una cantidad A, las areas de las otras caras
seran A cos a y A sen a para los pianos x e y respectivamente, como se indica en la
figura 5.16 -

Figura 5.1¢

para aplicar el equilibrio dibujamos el diagrama de cuerpo libre en la figura 5.17

N

tA cA
oA cos a a

N

AY
R
®

Tt cos a l N
oA

= l a \\
yx j; o
ayA sen a

Flgura 5.17

Aplicando LZFn =0

0 =0A - Oxﬂ cosa cosa - try A sepacos a - oyAsena sena tyx + Acosa sena

de donde:
o = g, cos’a + g, sen’a + 2T Sena cosa
sustituyendo
2 1 + cos 2a
cos‘a = ——————
2
2 1 - cos 2a
sen‘a = ———5——

1
sena cosa = 3 sen 2a
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1+cos2a . 1-cos2a ' sen?
22 - 0 - 2t a

g = a,

Simplificando términos:

0. -0
o =. ‘2 Y. f2 £ cos2a- T Sena 51

Aplicando T Ft =0

0 -14-0,Acosasena + 1,,A sen ‘a - 0, A senacosa - T, Acos g

de donde:
T = {0, - 0,) senacosa - t,(cos’a - szn’a)
sustituyendo ias 1dentidades trigonométricas anteriores:

g -0
T = -—"'—2--2-’ sena + t, cos2a

Las ecuaciones 5.1 y 5.2 representan el esfuerzo normal y cortante que estan en

funcion de dos esfuerzos en planos perpendiculares en direccién "X" e "Y*.

5.6 ESFUERZOS PRINCIPALES.

Con frecuencia el interés se centra en la determinacion det maximo esfuerzo y los
planos donde se presentan tales esfuerzos. En general se determinan los planos donde
se presentan las esfuezos maximos y minimos tanto normales como tangenciales, lo
cual se logra igualando con cero las derivadas ‘con respecto al angulo de inclinacion
de las ecuaciones 5.1 y 5.2. As{ para localizar el plano de un esfuerzo normai maxnmo

© minimo se deriva la ecuacién 5.1 respecto de a y se iguala con cero

do o, -0

d; = - "2 L (2)sena + 2t cos2a = 0
de dorde

tgZa = -—-—-—Ef-X———

g (0, - 0,)/2

a partir de esta ecuacion se puede encontrar dos direcciones perpendicuiares entre si,
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para las cuales el esfuerzo tangencial es nulo. Estas-direcciones se llaman diracciones
principales y los esfuerzos normales corresponden a los esfuerzos principales.

La magnitud de los esfuerzos principales se obtiene sustituyendo los valores de
las funciones sen 2a y cos 2a correspondientes en la ecuacidn 5.1. Si

T
tg2a =
(cx - Uy)/z
graficamente: _
Vas
Ty
) 2a R
(g,-0)/2
Figura 5.18
de donde:
senla = Cxy
Vllo, = 0,)/21% - T,
cos2a = (9, ~ 9y)/2

Ji(a, - 0,)/2]F + Ty

sustituyendo en la ecuacion 5.1 se tiene:

5.7 ESFUERZOS CORTANTES MAXIMOS.

De manera similar al estudio realizado antes para los esfuerzos normales se
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procede con el esfuerzo cortante, : Asi para encontrar los planos en los que actuan los
esfuerzos cortantes maximo o minimo se deriva la ecuacion 5.2 con respecto a a y se
iguala con cero. Después de efectuada esta operacion se tiene:
g, -0,)/2
tg2a = -l—ﬁq?ll——
donde a define el plano donde el esfuerzo contafte es Maximo o minimo.

Haciendo la sustitucidn en la ecuacion 5.2 de las funciones cos 2a y_sen 2a
determinadas en forma analoga a la de la figura 5.18 resulta:

a, - g
t:»_J(__._._._..x ")2+t

xy

Esta ecuacion da los esfuerzos cortantes maximo y minimo. Se observa que el
esfuerzo cortante maximo difiere unicamente en signo del esfuerzo cortante minimo.

El sentido definido de esfuerzo cortante siempre se puede determinar por
sustitucion directa de a en la ecuacion 5.2 { correpondiente al planc de maximo o
minimo esfuerzo cortante).

5.8 DEFORMACIONES.

Considérese un cuerpo elastico, homogeéneo e isétropo, sujeto de tal forma que
no tiene movimiento de cuerpo rigido. Entonces todo comimiento de sus puntos sera
originado por sus deformaciones. Asi el punto “p* despues de deformarse el cuerpo

toma la posicion p’, graficamente se tiene;

Y. v

R g

xX,u

W R
Figura 5.19
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donde u,vy w son las proyecciones del desplazamiento pp’ sobre los ejes coordenados.

Si se considera un elemento diferencial del cuerpo con dimensiones dx,dy.dz al
deformarse, sus longitudes varian y se deforman los angulos formados por sus caras,
que inicialmente son rectas.

Se define como deformacion lineal unitaria en un punto y en la direccion de P a

P' como: _
lim AD
.

AL-0 AL

Por facilidad considerese solamente una cara del cuerpo para determinar las
deformaciones (estado plang de deformaciones), figura 5.20.

Si el cuerpo no se deforma, todos los puntos se desplazazan, u en la direccién
X y v en la direccion y; pero como el cuerpo se deforma, entonces los puntos se

desplazan u + duy v + dv respecto a cada e;2.

Cuando la variacion es respecto al gje x, entonces:

du = -E;L—Idx v dv = £Zdx
cX cx
si la variacion es respecto al gje y, entonces:
cu ev
d = "'——-d H dV = '—:—d
aU
Y ur50,

Figura 5.2¢0
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La deformacién lineal unitaria en direccidn X sera: =~ - - -
cu

e = (u‘.-g;dX) - = _é.g.
x dx ex

La deformacion lineal unitaria en direccion Y sera:

v
M LY.
g dy iy —

Generalizando a un espacio tridimensionat:
¢, I
CZ

Zz

L.a deformacion anguiar se denota como v,, e indica la distorsién del cuerpo en
el plano Z ( formado por los ejes x ey ).

De la figura 5.20 sa tiene:

para angulos pequefos |z tangente det angulo es igual al anguloc en radianes, asi:

dv _ cv
.- (V "a—‘;_dX) v i %
dx+-§-—§dx 1*—-2—3
de donde:
a = _@_Z'
ox
Y
L 38 gy - du
G- (u eyd}’) u . 3y
¢ ¢
dy+§§dy 1+§}‘-”
de donde:
. &y
8 - 3y
asi se tiene gue:
. 8v , cu
Yo T x T Ty
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En general para un cuerpo en el espacio tridimensional se tiene lo siguiente:

Resumiendo se tiene:

Yxz

éw . du
cxX cx

&
<y

€_ = ——

T oz

5.9 ECUACIONES DE CONTINUIDAD.

cv_du

¥ ox oy
. ow _cu
Yer ° == "=
cx ¢z

Vyz cy ¢z

A estas seis expresiones se les conoce como relaciones de Couchy.

Estas ecuaciones relacionan las deformaciones lineales con las anguiaras y se

obtienen de las relaciones de Couchy derivando fas deformaciones angulares como se

indica:

Fvg . Fu Fv
oxcy  oxdy*  éxidy
Py, . Pu | Pw
0xdz  gxdz?  dx%dz
az\fz,- . _&v Sw
dycz  ayéz*  éyloz

Las derivadas parciales terceras de u, v y w se obtienen derivando de las

relaciones de Couchy las deformaciones lineaies de tal manera que se obtanga éf
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término deseado, asi:

aJEx - a"'!u . azé_}, - aJV
dy:  exéy? ’ éx?  eéx%,
Fe, _ & _ c"'{ez | Pw
¢zt éxcz? ' dx? cxz
626), . eJV . 6’52 . eJW
¢zt dycz? ’ éy? éyidz

Sustituyendo en las primeras expresiones anteriores se obtienen las primeras 3
ecuaciones de compatibilidad, asi: '

Ezvxz He
axcy  ay? éx?

v Ay, e Fe
¢yez  gz? éy?

1]
+

:

ez NI 5.3.a
cxéz gzt dx?

Derivando nuevamente de las relaciones de Couchy las deformaciones angulares
como se indica en seguida:

Ny . Fu | Fv

oz éyoz oxcz

asz _ Ev . Fw
ox 0xoz oxay

erz_ ezu . é""w

ay 8zdy  cxcy

multiplicando por -1 la primera de estas ecuaciones y sumandola con las otras dos se

obtiene:
_ any - a\'./yz - a\.‘rxz - 2 6'2 W
oz cx cy oxcy
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derivando parcialmente respecto de z toda la-ecuacién se obtiene:

d - a‘_{x'/ - ay,v! 8.“-”xz 253W-

._..( - =

cz cz X cy cXcycz

de las relaciones de Couchy se tiene que:

e
ez=—a-‘-'
F4

derivando parcialmente respecto de "x" e "y" resulta:

Fe, By

z

cxdy  éxéyéz

sustituyendo se obtiene:

g ¢
-é}(

s, 52
Ve | &V oy Nl 2¢%e,

°x ¢y ¢z ) cxcy

En forma similar se obtienen las otras 2 ecuaciones:

_a_(_evﬁ . S a,v,q,) ) 2¢%,,

ox cX cy cz ¢ycz

_a_ ayyz _ 6\,/,‘,_ - 6‘-'/*7 ) - %EZFY 53b
dy = dx cy ¢z CXCZ .

Las ecuaciones 5.3.a y 5.3.b constituyen las seis ecuaciones de continuidad ©
compatibilidad que relacionan las deformaciones angulares con las deformaciones
lineales.

5.10 RELACION ESFUERZO-DEFORMACION.

La soluciédn de los problemas fisicos de la teona de elasticidad referente a las
deformaciones gue ocurren en un cuerpo eldstico bajo la accidn de fuerzas exteriores
aplicadas a &l no serd posible mientras que los esfuerzos y deformaciones no esten
relacionados por una ley fisica (Ley de Hooke).

151



Para deformaciones pequefas la forma lineal es la mas sencilla y mas racional .
por lo tanto, se puede pensar que fos esfuerzos son funcién de ias deformaciones, es
decir:

GX = f( EX" e)" ez! nyl ‘{y:f sz)

Q
I

¥ = f(Exr eyr Ezl nyr szf sz)

(o]
|

z = f{Ex, ey[ E:f Yn;l Yyrl’ Yz,r)

[l
I

xy = f(ex' GJ" e:; nyl' szl‘ sz)

ty.z = f(ex' eyp ezf \.fxyl szl sz)

i
|

zx f(Exp E)" Ezr nyl' szl Yz:)

por lo que se puede escribir:

ax = anex.* alzey M al:!ez M auyxy * aiSsz * a:éyzx

O, = @56, * @€, * 8516, * Vg * GysYyr * 83

Tox = 81€x * g€, * 853€; * 8oVxy * BgsYyz * Q6Yax

en forrma matricial:

gy dy, @y @13 814 855 31.6ﬂ ex1
g, dyy 83y gy 834 835 Ay €,
Oz 1931 232 8y 834 35 A5 . €, 54
Ty 84, A4 243 F4q 845 346 Yoy l
Tyz dgy @5y dgy 85y dgs s Yoz
(Tax] (%61 @62 q63 2ea Q65 Qe6) | Yax)
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en forma reducida:

iot=[E]ie: 54.a

o bien.
let=1E] Y {a} 5.5

Para cuerpos elasticos isdtropos las ecuaciones anteriores adquieren la forma
mas simple, se puede deducir a partir de la ley de Hooke aplicada a las barras elasticas
sometidas a tensién o compresion.

En la figura 5.21 se muestra fa grafica del comportamiento de! acero, se obsarva
claramente dos zonas bien definidas, la elastica (lineal) y la no elastica (no lineal). el
punto A marca el punto de proporcionalidad.

AN
-t q

:
!
)
|
i

Figura 5.21

Esta grafica es diferente para los distintos materiales y depende de la
composicion quimica y estructural del material.

En casi todos los materiales, el alargamiento longitudinal cuando hay solamente
tensidn, es acompanado por deformaciones transtersales, siendo estas deformaciones
proporcionales y de sentido contrario al alargamiento, como se muestra en la figura
5.22.

La deformacidn transversal en funcion de la deformacian longitudinal se puede
escribir como:

donde u es el coeficiente de proporcionalidad y se conoce como coeficiente de
Poisson. Este coeficiente es constante para cada material, pero diferente para los
distintos materiales.
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€./2
A
e,/21; pod

e 2

Figura 5.22

Ademas de las consideraciones hechas anteriormente se admitira la proposicién
de que en un material elastico, homogéneo e isétropo el esfuerzo normal no genera
distorsion angular y el esfuerzo cortante no genera alargamiento. Sobre esta base se
determinaran las relaciones entre esfuerzo y deformacidn.

Considérese un paralelepipedo de aristas iguales a la unidad, sometido a la
accion.de fuerzas normaies como se muestra en 1a figura 5.23.

Figura 5.23

Si se considera que solamente actua el esfuerzo o, esdeciro, #0y o, =0,=0,
la deformacion lineal unitaria por este esfuerzo es:

Bajo ta accion del esfuerzo 0, es deciro, #0yo,=0,=01a deformacion en
la direccion x sera:
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J .
- €L =._-p_.'EZ .

Analogamente para 0, # 0y o, = 0 = 0, la deformacién en la direccidn x sera:

t],Q

€y’ = -u

Por el principio de superposicion de causas y efectos la deformacion total a lo
largo del eje x cuando actuan los tres esfuerzos simultaneamente es:

€, = €, + € + €’
€ -, o
* E E E

expresion que se puede escribir:

1
ex = 'E- [ox- ]‘J (oy * oz)]

En forma similar para lograr la deformacién lineal unitaria a lo largo de los ejes
W'y "Z" se tiene respectivamente:

[o,- 1 (9, - 0,)]

yl~ i

(0.~ M (0, > a,)]

La proporcionalidad entre los esfuerzos tangenciales y las distorsiones angulares
que se desarrollan en las caras de!l paralelepipedo estan dadas por:

1

Yay = G T
1

Yyz ~ 'a' tyz
1

Yzx = 'E Tax

donde G es el mddulo de elasticidad al corte.
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»xy
Figura 5.24

Arreglando en forma matricial las seis ecuaciones anteriores;

T |
1 B H 4 g
E E E 0
[ e .y 1 _u |1rc ;
¥ E E E 0 00 | x
¢}
I J-E JB 1 g g of) ]
€; _ E E E g,
Yy 0 0 0 é 0 o tx‘/:l
sz 1 tyz'
vl |0 0 0 0 2 o0lc,|
O 0 0 0 0 é

A este arreglo se le conoce como la ecuacidn generalizada de Hooke.
Considerando la relacidn entre los modulos de elasticidad axial y al corte que esta

dada por
E

2(1~p)

la ecuacion generalizada de Hooke se puede escribir.

. C
x 1 w0 0 0 Tx
€y -u 1 -p 0 0 0 9y
N TR 0 0 0 g, =
Vol E1O0 0 0 2(1+H) 0 0 T
Ve 0 0 0 0 2(l-p) 0 T,
Ve (0 0 0 0 0 2(1l-u) 2]



.- De acuerdo a la ecuacion 5.5 la ecuacién 5.6 se puede escribir como.
leY=[E |t ig}

Al considerar la relacion inversa se tiene:

-axl 11‘11 M u 0 0 0 :‘E-I."
19y _ | -u 1-p 0 0 o - &
iozl ) E ! MooH l-p 0 0 0 €.
i:,yi (T-m (T2 |0 0 0 2(1-2p) 0 0 v,
1:yzl fo o0 0 0 2(l-2u) 0 L,
i ! to o 0 0 0 2(1-2uy .,

L ~zx) LPaxg

que de acuerdo a la ecuacion 5.4.a en forma compacta se puede escribir:

{gt=[E].1€}
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FUNDAMENTOS DEL METODO DE ELEMENTOS
FINITOS. 6

6.1 DESCRIPCION GENERAL Y ALCANCE DEL METODO.

La formulacion del método de los elementos finitos data de 1943 aplicado a
problemas de torsion en vigas, pero no es sino hasta 1960 cuando tuvo su auge, esto
fue posible scbre todo a los progresos en el campo de la computacién, ya gue como
en el método de las rigideces. el planteamiento def método de los elementos finitos
conduce a un sistema de ecuaciones simultaneas, que en general resultan refativamente
grandes por lo cual para su manejo y solucion se reguiere de las computadoras.

E! método de los elementos finitos se desarroild como una extension de las
técnicas de! andlisis estructural matricial,

Se puede pensar que el método de los elementos finitos es una generalizacion
del método de las rigideces por lo que su enfoque es mas amplio y se puede aplicar
a casi todas las areas de ingenieria. ‘

En muchos de los casos de ingeniena se requiere determinar la distribucidn de
esfuerzos y deformaciones en un continuo elastico. Estos casos pueden variar desde
problemas bidimensionales de esfuerzos de deformacién piana, sdlides en revolucion,
flexion de placas y hasta el andlisis mas general de sdlidos tridimensionales. En todos
los casos, el nimero de interconexiones entre un elemento finito cualquiera rodeado
por fronteras imaginarias y los elementos vecinos a él es infinito, lo cual hace una
estructura continua. La discretizacién de la estructura se logra siguiendo los siguientes
puntos:

1) El sistema o continuo se divide en un numero finito de elementos a través
de lineas o superficies imaginarias.

2) Se supone que los elementos estan conectados entre si mediante nodos
en puntos discretos situados en sus contormnos.
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3) Se tomaun conjunte de funciones que definan de manera unica el campo
de desplazamientos dentro de cada elemento finito en funcidn de los
desplazamientos nodales de dicho elemento.

4) Se determina un sistema de fuerzas concentradas en nodos tal que
equilibren los esfuerzos y cualquier carga repartida, permitiendo asi una relacidn
entre fuerzas y desplazamientos de la forma P = KD

Si se supone que de alguna manera se ha logrado definir la refacion de rigideces
entre las fuerzas y los desplazamientos de los nodos &l igual que en el método de las
rigideces, inicialmente para cada elemento, con la compatibilidad y e! equilibrio se
puede determinar la ecuacion fuerza-desplazamiento del sistema estructural P = K D
La solucién de esta ecuacidn se puede encontrar en forma similar que para el método
directo de las rigideces.

Después de solucionada la ecuacion fuerza-desplazamiento del sistema
estructural para los desplazamientos nodales, pueden calcularse los esfuerzos internos
de cada elemento.

Aungque este proceso obliga a que exista equilibrio en los puntos nodales, en
general no hay imposicion del equilibrio a lo largo de las fronteras del elemento, lo cual
significa, por ejemplo, que un analisis del elemento finito puede determinar que los
esfuerzos en los puntos A y B figura 6.1 cada uno en un elemento distinto, sean
diferentes. .

Esfuerzos en
los puntos A ¥y B

Puntes A Y B en la misma,
posicidén pero asociados
a diferentes elementos

Figura 6.1
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Por otro-lado no siempre as facil asegurar que fas funciones cie desplazamiento
escogidos satisfagan las condiciones de compatibiidad o continuidad de
desplazamientos entre elementos adyacentes. -Por consiguiente esta condicién puede
no cumplirse en el contorno de los elementos, aungue es evidente que dentro de cada
elemento si se cumplira a causa de la unicidad de los desplazamientos ya que los
mismaos estan representadas por funciones continuas.

Por lo anterior es evidente que se han introducido una serie dg aproximaciones
en cuanto a la igualdad de los esfuerzos y la continuidad de los despiazamgntos. Al
reducir el tamafo de los elementos finitos, la discrepancia entre fos esfuerzos en las
fronteras de elementos adyacentes disminuiria y e campo de desplazamientos
convergera en uno que sea continuo.

6.2 CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS.

Un campoe de desplazamiento es una funcidn de las coordenadas que definen la
forma del desplazamiento de un eiemento.

Por ejermplo para un elemento armadura el campo de desplazamientos es lineg
y esta dado por: '

Posicidén inicial del punto

R

P ;2:.—_..._.‘.

U, Posicidn final del punto

1

K\‘ desplazamiento en cualquier
posicidén x, en la barra

u=ax+b

Figura 6.2
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Para un elemento viga:

desplazamiento de la viga en
cualguier posicién x

/1‘\y / . 91
! -
!
ppm—
8, L L BV,
a T TV g
V1J. ! ! .
—— T T AT T e o i X,
| g 2
v = ax’ + Ex® + cx + &
Figura 6.3
Para un elemento tnanguiar:
Posicidn desplazada de= un

b
o
,ir punco

Posicidn inicial
de un p%nto

u
v

ax + by + ¢
dx + dy + £

Figura 6.4

161



Para un elemento rectangular:

utf ul

va 4 - 3

S S PO

- el v3
b . g —— . ¢ e
; &f’}\\m///// Posicidn desplazada
P v del punto

PPN S S 1

vi 1 - y 2

ut u2

u,v desplazamiento en cualquier posicidn

a + bx + cy + dxy
e + fx + gy + hxy

[
]

Figura 6.8

l.as ecuaciones debajo de las figuras describen los posibies desplazamientos del
elemento en términos de algunos parametros desconocidos a,b,e.d,....etc. Las formas
mas comunes en relacion a jos aampos de desplazamiento son polinomios, para
probiemas unidimensionales y bidimensionales se toman del tridngulo de Pascal.

= Grado

ax &y 1

ax®  axy ay 2

ax’  axXy axy’ ay 3
a,xX'  axy gy agy’ ax 4

Si se utilizan todos los términos que estan arriba de ciento nivel, en & campo de_
desplazamientos, se dice que el polinomio esta compileto, lo cual es deseable ya que
asi se incrementa la convergencia, aungue alguncs elementos estan basados en
polinomias incompietos.

Cabe hacer notar que ! campo de desplazamientos son supuestos que pueden
o no ser la forma exacta del desplazamiento del elemento.
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El objetivo de los elementos finitos s determinar los coeficientes de los campos
de desplazamiento seileccionados, que minimizan el potencial total de ta estructura, o
bien el error que introduce la aproximacién en las ecuaciones diferenciales rectoras del
equilibrio. Mientras mas pequerio sea el elemento finito se tendrd mas cpontunidad de
minimizar el error par la aproximacion,

A

6.3 FUNCIONES DE FORMA.

En las figuras 6.1 a la 6.5 se han mostrado los campos de desplazamiento para
cuatro elementos y también los movimientos posibles de los nodos es decr los
despiazamiéntos nodales. E’ara que estos desplazamientos se clasifiquen como grados
de libertad deben constituir e minimo numerc de elementos de dasplazamientos
necesario para describir completamente la deformacion en cualquier punto del elemento.
Para que esto sea cierto &l campo de desplazamiento elegido debe escribirse en funcion
de los desplazamientos nodales en vez de los coeficientes polinomiaies a,b.c.etc. Alos
campos de desplazamiento en funcion de los desplazamientos nodales se les conoce
como funciones de forma.

6.3.1 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO ARMADURA.

Considérese el elemento que se muestra en la figura 6.6 con los grades de
libertad nodales U, y U, y el campo de desplazamientos elegido:

u=ax+b 6.1
v 2

= T,

Figura 6.6

de la figura se observa que si x=0 &l desplazamiento debe ser u, y si x=L e
desplazamiento debe ser u,.
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Al aplicar estas dos condiciones, se obtiene:

u, =2a0) +b
u, =afl) + b
en forma matricial:
BE o1l ]a
u| |z ue

denotando al vector de desplazmiantos nodales por "DN", a la matriz de coeficientes por
"A" y al vector formado por las constantes como "a", tenemos:

(2 = (4] &) 6.2
solucicnando para [ a ]
[a] = (4] [y 6.3
asi.
1 1l
B

Expresando en forma matricial el campo de desplazamientos dado en la
ecuacion 1

a
oo

en forma condensada se puede escribir como:
u ={F{a 8.4
sustituyéndo la ecuacién 3 en la 4, se obtiens
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u = [A (A" Dy 6.5
si lamamos [N] = [P] [A]" el campo de desplazamientos se puede escribir

u= [N] [ Oy] 6.6

como e campo de desplazamientos quedd expresado en términos de los
desplazamientos nodales, [N] se define como la matriz de las funciones de forma. Cada
elemento de [N] es una funcién de forma que multiplica a un desplazamiento nodal
(grado de libertad). Asi: .

B S
usix1)] £ L“ '
ll 0,5
haciendo e} producto:
u.]
= (1-%y X |
“ ’[(1 z). L!. u,]

de donde se puede decir que las funciones de forma para el desplazamiento nodal u,
(grado de libertad 1) es:

=1-X 7.
N 7 6.7.1
y para el desplazamiento nodal 2 (grado de libertad 2) es:
N, = X 6.7.2

La validez de estas funciones de interpolacion se demuestra sustituyendo los
valores de x=0 y x=L, es decir.

six=0 u=f{1 0}[

u, N
= U,

six=1L u=[01]u
2

La gréficas del campo de despiazamientos y de las funciones de interpolacion se

muestran en la figura 6.7
5\
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! ul fuz
X
N.»
! - Nt=1- X/L
N
~ X
N
| N2 =XL
s
X
Figura 6.7

Se observa que las funciones de forma tiene un valor unitario cuando son
valuadas en su nodo correspondiente y un valor de cero en cualquier otro nodo.

Cabe aclarar que la eleccién del campo de desplazamientos no es arbitraria. Se
observa que para describir el campo de desplazamientos nodales, deben de poder
definirse de manera unica los coeficientes de los polinomios a,b,c,etc. Esto requiere que
haya tantos coeficientes como grados de libertad para ef elemento. Si esto es cierto la
matriz A resultara cuadrada y por 1o tanto se puede invertir para encontrar

(a] = &]" [Dy)

Esto se generaliza para cualquier elemento finito que se considere.
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6.3.2 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO VIGA,

Considérese loq grados de libertad correspondientes a los desplazamientos
nodales v,, 8,,v, y 8, como se muestra en la figura 6.8

a y 7
i .8,
| -
/.—-;,/ ; v2-
91: ’ | V1 i
-~ X
,:Eigura 6.8
Las condiciones de frontera para este elemento son: para x = Q, -é-,-"v =80,y
X
v=v,;parax=L,-§-§=9,yv=v,. ‘

El campo de despilazamientos para este elemento fue planteado como:
v=ad +bx*+cx +d 6.8

de donde se puede obtener

av 3
_a;-eaax + 2bX + ¢ 6.9

Estas funciones se detemminan partiendo que e campo cubico de
desplazamientos satisfacen las ¢condiciones de frontera.

Sustituyendo estas condiciones de frontera:

six=0 v, =d

é,=c

x=1L v, = al>+bl>+cl +d
8,= 3al*+2bL +c¢c
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En forma matricial:

=
o

0 0 0 1|][a
0 0 1 0(|ip
> L*r 1lje
o) 1317 2L 1 0jd

[}

'coq'_mq

[On] = [A] {a}

al solucionar:

21 2 1. .
g > rr p3 rro vl
o |22 3 il
fod 3 L? L r? L v,
0 1 0 e CA
1 g 0

[a]l= [A}" [Dy]

Expresanco en forma matricial el campo de desplazamientos

a
v =[x x? x1]
(O] = [F] [a]
sustituyendo el vector [a]
2 1 2 1]
= 7 |
3 .2 3 1116,
v =[x x? x 1] i I I v
0 1 0 0]jg,
(1 0 0 0]




en forma condensada;
[D] = [N} [ON ]

desarrollando el producto:

v

Jf2xd 3x?r X0 2x? 0 2% 3x2 X xzj 8.
L> nz '

de donde las funciones de forma resultan:

2x? 3x?
S S S
L L
x3 2x?
N, = — - 2. x
3 2
.o _2x°  3x
L3 L?
%3 P
N = —— = =
4 Lz L

6.10

tas funciones de forma N,, N,, N, y N, corresponden a los desplazamientos nodates

v,,0,, v, y 8, respectivamente.

A estas funciones de forma también se les conoce como polinomios de

interpotacion, polinomios de Hermite 0 polinomics de Hermitianos.

En la figura 6.9 se muestran las graficas de las funciones de forma y se observa
que cumplen fa propiedad de que sean igual a la unidad cuando se vaiuan en su nodo

correspondiente y cero en cualquier otro.

6.3.3 FUNCIONES DE FORMA PARA ELEMENTO TRIANGULAR.

Considérese los desplazamientos nodales u,,v,; WV, ¥ U, v, correspondientes a
los grados de libertad "x" y "y" de los nodos 1,2 y 3 respectivamente, segun se ilustra

en la figura 6.10
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y v=ax -bxiecx+d

.

. - -
i \ /""".‘82
8, i,/_.h/ e
[ “ 1 '
A - x.
- T
_ 2x? _ 3x? .
' Mgy Tt ey X 2XT
._.__\\_/-—— : % . I L
™ 'A 9:1‘
™ L \_
o
3 2 .
. N3=2X Ix .
} 3 LZ {
! \ L
| ] |
' R 3 .
i’ Nl'.'..__.—_ ‘\-ﬁ—/
- Tt L

Figura 6.9
Y -
g N
3 (x3,y3)
/ 2 (x2y2)
P11 (xtyt) .
| &

Figura 6.10
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Se supondra el campo de desplazamientos dado por.

u=ax+by+c
v=2Jdx + ey +f 68.11

Las condiciones de frontera para este caso estan dadas por.

X=X, Y=Y, = u=u, & v=v,
X=X, Y=Y, = u=u, & v=y,
X=Xy, Y=Yy o = U=y & v=vy

si se aplican estas condiciones a los campos de desplazamiento:

U, =ax, + by, +¢
v, =dx, + ey, +f
u, =ax, +by,+c¢
v, =dx, + ey, +f
u =ay +by,+c¢
v, = dx, + ey, +1

en forma matricial y ordenando el vector desplazamientos, primere en la direccidon X y
después todos en la direccidn y.

- o [y 1000 p;
u, x,y,1 0 00 b
u, Xxy,10 00 c
v, 0 0 0 x,y, 1 \d
v, 0 0 0x,y,1 |€
V3 10 0 0 xy ¥, 1) £

en forma compacta.
(ON] = {A] [a]

solucionando:
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en forma compacta. - -
' [DN] = [A] {a]

solucionando:

[ 4] Y27 ¥ B£ae ¢! Y% 0 0 o |lu
b X, - X, X, - X, X, - X, 0 0 0 u,
ct 1 XYY, LG -XY, XV, - XV, 0 0 Y u,
d ~ 2DET 0 0 0 DL £\ Yi n Y. ‘Vi
€ 0 0 0 X, - Xy X, - X, X, - X, v,
L] i 0 0 0 XV "XV, XY X Y, X Y m X V)

en forma condensada:

(@ = [Al' D

donde:

DET =

0o e

[{¥1X3 X ¥1) * (X V3 -Ya X3 ) ~{ X, ¥ -¥ . %,) ]

Escribiendo en forma matricial los campos de desplazamiento.

u_xylooo]
vl [000xy1

0 00T n

en forma condensada:

(O} = Pl fa]

sustituyendo el vector {a} y considerando como nueva constante cada término de la
matriz A™

172



En forma condensada:
0] =[Pl [A]" [DN]
donde:
IN] = [P} [A])"

por lo que desarroliando:

.ux.
u,
[uw._nluzN, 0 0 0]y,
VJ-OOONlNZN:,'VL —
VZ
V3]
desarrollando;
1 8, =Ya-Ys
N = S0EF (a,x+b, y+cy) b, =Xy - X,
Ci = XY - XY,
1 az =Ya-VY,
Ny = mopm (& X 0,7+ Gy) b, =X -%
Co = XY, = Xy,
1 as =Yi-Ya
N3 = 2DET (a3x+b3y+c3) b3 = xz - x‘l
cs = X1Y2 - X2Y1 6.13

Estas son las funciones de forma para ef elemento triangular. En la figura 6.11
se muestra la grafica de estas funciones:
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Figura 6.11

observése que cada funcion satisface el requisito de ser igual a la unidad en su nodo
correspondiente e igual a cero cuando es valuada en los otros nodos.

6.3.4 FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO RECTANGULAR.
Considérese los grados de libertad u,,v,; U, vy, U, vy ¥ U, V,; COrrespondientes a

los grados de libertad de fos nodos 1,2,3 y 4 respectivamente como se muestra en la
figura 6.12
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4 (x4 y4) 3 63 ys}

y -
T
i i |
e
[ ; (xm‘yi) 2 (2.y2)

Figura 6.12

El campo de desplazamientos estd dado por:

u a + bx + cy + dxy
v=e+ fx + gy + hxy 6.14

Las condiciones de frontera para este caso estan dadas por:

Si Xx=%X; y=Y, entonces u=u; Vv=uv
X = X;; Y=Y, entonces u=u,; V=V
X =X,; Y=Y, entonces u =\ V= v
X=X; Y=Y, entonces u=u; Vv=V

si se aplican estas condiciones al campo de desplazamientos:

u, = a + bx, + cy, + dxy,
v, = e+ fx, + gy, + hxyy,
u, = a + bx, + cy, + dx,y,
v, = e + £x, + gy, + hx,y,
u, = a + bx, + ¢y, + dx,y,
v, e + £x, + gy, + hx,y,
u, = a + bx, + cy, + dx.y,
v, = e + Ix, + gy, + hxy,

en forma matricial y ordenando el vector desplazamientos primero los de la direccion x
(desplazamientos u) y despues todos los de la direccion y (desplazamientos v).
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u] [Lx y, xy, 00 0 0] ,
u, l xxy, vy, 00 0 0 b]
u, l x, 9y, %9, 00 0 0 cl
u, 1 x, y, xy, 00 0 0 d
v, 0 0 0 1x y, XV, e
v, 00 0 0 1x 0y, xy, |f
v, 00 0 0 1x ypy xv (9
0 00 0 0 1x y, Xy, K

Se observa que al soluc,onar este sistema se tiene Que invertir una matriz de 4x4,
dada la dificultad para efectuar esta inversa con literales se sugiere hacerio
numéricamente, resultando asi:

a1 a, a,a,a 0 0 0 0] 'u:
b b, bbb, 0 0 0 0} |u,
e ¢, ¢, ¢c,¢, 0 0 0 0} lu,
d d d,d,d, 0 0 0 0f {u,
el |0 0 0 0 a, a a a] |v,
|f 0 0 0 0 b, b, b, b,| |v,
g 0 0 0 0 ¢, C; ¢y Cpf (Vy
2 0 0 0 04, 4d,d d, v

donde a,b, ¢, y d; son nuevas constantes de [A]”

En forma reducida:
[a) = {A]" [ON]

Escribiendo en forma matricial los campos de desplazamiento:
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lxyxy GO O 0
000 0 1xyxy

:

T 0 QN DTN

en forma condensada:
(O] = {P] {a}

sustituyendo el vector {a]

—

'ala2a3a‘
blb2b3
c, ¢, C,
lxyxy 000 0l{d
000 0 1xyxy

A0 o
o O o o
o o o o
o o o o
o o o o

Q.
Y]

>
w

ML

-
~
w
F3

[

[ B o I & B & |

o o o o
-
Lo S
"~
or o
w

a 0 o
>

o O O o
Qg o o m
-
o]
»
0
(M)

,.
A
UQ.

F.

desarrollando:

N, N, NN, O 0 O 0]]u,
0 0 0 0 N, N, Ny NJ{v,

:
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donde:

N, = a + bx +cy+ dxy
N, = a, + byx + ¢,y + dxy
Ny = a; + byx + ¢,y + d,xy
N, = a, + bx + cy + d,xy 6.15

Estas son las funciones de forma para el elemento rectangular. En la figura 6.13
se representan los que serian las graficas de estas funciones.

\
4
ul
ud ———ie
F |
N "
i |
vt & 1{ 2 * v2

,{ ut u2

oy

~

Figura 6.13
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6.3.5 RESUMEN DE LAS FUNCIONES DE FORMA

En base a los cuatro casos planteados anteriormente, el planteamiento de las
funciones de forma se puede generalizar para cualquier tipo de elemento (finito)
considerando 10 siguiente:

- Los campos de desplazamientos definen la foma supuesta del desplazamiento
del elemento en terminos de coeficientes polinomiales.

O] = [P} [a] 6.16

- Los coeficientes del campo poiinomial supuesto estan relacionados con los
desplazamientos nodales, al forzar que el campo de desplazamientos sea igua
al desplazamiento deseado en los nodos.

[ON] = [A] [a] 6.17

- Expresando el desplazamiento en cualquier punto del elemento en términos de
ios desplazamientos nodales, se tiene:

D] = [P] {A]" [DN] 6.18
- Las funciones de forma resultan:
N = [P] [A]" £.18

y son el inicio deseado para plantear las matrices de rigidez. Estas funciones de
forma deben poseer {a propiedad fundamental de ser iguales a 1 cuando son
evaluadas en las coordenadas de su nodo asociado y grado de libertad, y cero
en todos los demas nodos y grados de libertad.

6.4 MATRIZ DE RIGIDECES DEL ELEMENTO.

Para determinar la matriz de rigideces hay varios enfoques, entre otros se tiene
el de fa energia potencial, los residuos ponderados y e método de Galerkin. El
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desarrollo siguiente se hara considerando la energia potencial.

En este enfoque se plantea que la energia potencial total del sistema esté en un
valor estacionario, en el caso de equilitrio estable, este carresponde al valor minimao del
potencial.

La energia potencial se puede escribir como:
¢ =u+u,

donde u es la energia de deformacién interna y u, es la energia patencial externa (de
las cargas aplicadas). '

Recuerdese que la energia de deformacion interna se puede escribir como:

u = % fm' etaod,, 6.20
pero:

g=FL¢
sustituyendo:

U= %fm €' £e dy 6.21

Considerando que la deformacion unitaria se puede conocer a partir de los
desplazamientos y que éstos pueden ponerse en funcion de los desplazamientos
nodales, a través de las funciones de forma, la deformacién se puede escribir como:

[€] = [B] (DN] 6.22

donde {DN} son los desplazamientos nodales y [B] se conoce como la matriz de
desplazamientos-deformacién. Sustituyende 6.22 en 6.21, para esto:

[e]'= (D" (B] ‘ 6.23
por o que:
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1 .

a=2f 0, (81° 18] (8] D, a,, 6.24
por otro lado la energia potencial externa en términos de las cargas que actuen en
direccion de los grados de libertad se puede escribir como:

- 'Px Dg: "P'.' Dsz MR Pﬂ Dsn
« = =[Dy]" [P] 6.25

u
U
sustituyendo en la energia potencial total:

6 = %-:o,,}‘ [f1a1e 510 Good] (D] = (D4 (B
aplicando el principio estacionario de la energia:

&
a0, °

U[BVWHBW@] [Dy; - 1P} = 0

de donde:

(p)= (18115118 14,

(D 6.26
esta expresion es la relacién fuerza-desplazamiento del elemento:

(P} = [K] [Dy ] ‘ 6.27
del elemento, por lo que la matriz de rigideces resulta:

(51 = [ {BIPLE] (B1d,, 5.28
siendo [K] la matriz de rigideces del elemento y depende de la matriz constitutiva [E]
del mismo y de la matriz desplazamientos-deformacidn [B], esta uitima es funcidn del
campo de desplazamientos seleccionado y la refacion entre la deformacién y el

desplazamiento en cualquier punto dei elemento. Como la matriz [E] es simétrica, la
matriz de rigideces también serd simétrica.
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6.4.1 MATRIZ DE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO SUJETO A CARGA AXIAL.

En la figura 6.14 se muestran los grados de libertad y las cargas nodales.

N 1 2 N
> &
— —
u! uz

Figura 6.14

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planted
como:;

u, ]
u-= [Nl N2] UZJ
De la teoria de elasticidad:
ou
€ = =
| 9N oMl ith
€% | T oxl|u
por lo tanto:
e -]} 1™ 6.29
x L L] u,

de acuerdo a la ecuacion 6.22 se puede escribir:
€, = [B] {DN}
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que es la relacidn desplazamiento-deformacién-deseada, asi: .-

1 1 - '
B =zl-= =
[ : L[ 6.30
La expresion para determinar la matnz de rigideces se determind como:
k<[ B°rad,,

De la teoria de elasticidad la matriz constitutiva E solo tiene un término y es
precisamente el médulo de elasticidad axial £, Sustituyendo:

E! volumen diferencial para un elemento axial puede expresarse como:
d,; = dA dx

para un elemento barra de seccidn constante y modulo de elasticidad axial constante:

K=EAIL R

- L
EA _EA
K"L L
_Ea £a
L L

sustituyendo en la ecuacién 6.27 sa obtiene fa ecuacion fuerza-desplazamiento:

A _EA
Mp Lo ppn 6.31
M| \_EA EAl|Y '
L L
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6.4.2 MATRIZ DE RIGIDECES PARA UN ELEMENTO VIGA.

En la figura 6.15 se muestran los grados de libertad considerados.

Y
A

;”{(192
_.Ar/ w2
ul

5 X
! X
z

Figura 6.15

Ei campo de desplazamientos en términos de las funciones de ferma se planted
como:

_Vl.l
2x? _3x? x* 2x? _2x? 3x? x*_ x1 ]9
SIS S L 1
l6,,
vll
61
v =N, N, Ny N v,
6.
par ofra lado, de ta teorla de elasticidad:
o
€ = =
E
pero: 5
My . dv
= =4 M= ~—— EI
° I ¥ dx?
por lo tanto:
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bl
e:y.d.__v

dxl
sustituyendo el campo de desplazamientos:

!

v,
e -y diN, d, dN, dW,| 5
dx? dx? dx?! dx?|iv,
€,
de donde:
poe BV 12x 6
P T axt ¥ Ll
a2y,
Nz": ____.2 = ....6_J_Y - i
dx? L? Lz
o M 12x 6
3 = = W ———
dx? L} z?
N dN.; 6x _ 2
e 3 2 28 £
dx? L? Z
asi:
vy
g
12x €& 6x 4 12x 6 6x 21|72
€=y So S3-= S 29-2 6.32
L r* L r* ri ILjiw
92
por lo tanto: .
12x 6 6x 4 12 & 6x 2
- __ b S5x_ 4 _ e 2L 6.33
B .Y[ L3 L; L‘z L LB LZ L2 L}

la expresién para valuar la matriz de rigideces esta dada por:
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k= 8°E8d,

considerando que el elemento viga es de seccion constante, que la matriz constitutiva
E, sole contiene el mddulo de elasticidad axial E y que:

fml = fnzdedA

Ny
‘Arzfl

L r
= 2 | 1!1 ‘e re e
K fo dx Ly y E{N & N N'lda

#

N’

L

la integral de area es funcion unicamente de "y por lo que:
fy’dﬂ =T

NlrlN‘.l! N{lNzl! N{lNth N:"N;'

Nzrl‘N{l Nzl) 2!! szlel't NZ'I'N“'J

K = EI f° dx
oI5 N NSTNEY NGNS NN

-N“l' {l N;szfl N;lNall N;lN;l.

desarrollando la integral.

[ 12E8r 6EI _12EI 6EI

L3 L? r? L?
6EI 4EI _6EI 2EI

L? L L? L

=1 1281 6Er 1281 _6ET

L} 2 L?

6£I 2EI _6EI 12ET

| L? z L? z
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Si se observa esta matriz, es Ja misma que la obtemda con el método directo de
las rigideces, considerando flexion y cortante umcamente

6.5 ESFUERZOS Y DEFORMACIONES PLANAS

El método de los elementes finitos obtuvo sus primeros exitos en su aplicacion
a problemas bidimensionales.

Solamente se estudiard el elemento tnangular, que es el mas sencillo, pero el
procedimiento es totalmente general. Este mismo problema se puede analizar utilizando
elementos mas elaborados, que se introducen en idéntica forma.

En ambos casos de esfuerzos y deformaciones planas, e campo de
desplazamientos viene expresado univocamente en funcidn de los desplazamientos u
y v en las direcciones de los ejes cartesianos x e y respectivamente.

Cuando todas las fuerzas se aplican en &l plano que contiene a la estructura,
digamos en el planc x-y y los esfuerzos que se producenson g,, g,y T, Mientras que

O, Ty Ta TnY T,S0ncero, setrata de un problema de esfuerzos plancs.

En la figura 6.16 se muestra el estado de esfuerzos en un elemento diferencial.

Figura 6.16
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Por lo tanto las deformaciones presentes seran €,,..€ , y y,, Mientras que €, v,y v
: t n
son nulas.

Las vigas de gran peraite, los contrafuertes para presas y en general todo
elemento de seccion transversal (direccion z} pequefia respecto de sus otras
dimensiones son estructuras para las cuales es aplicable la teoria de esfuerzcs planos,

Por otro lado se dice que un cuerpo esta en estado de deformaciones planas si
la deformacion lineal unitaria en la direccion z se conserva igual a cero, pero e} esfuerzo
en la misma direccion es diferente decero (€, =0y g, = 0).

En la figura 6.17 se muestra el estado de esfuerzos para un problema de
deformaciones planas.

—_— ‘r}!
o TZ,}‘:O TX}'
e g,
g.#0
rd
Lo
Figura &.17

En la practica los problemas de deformaciones planas ocurren en estructuras en
que la dimension en la direccidn z es mucho mas grande que las otras dos dimensiones
y tambien la seccién perpendicular al eje z es constante.

Para analizar este tipo de estructuras se toma una seccion transversal
representativa de espesor unitario para propasitos de analisis.

Como ejemplo de estructuras a las que se les puede aplicar esta teoria se tienen
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las presas de gravedad incluyendo su cimentacion, terrapienes, vertedores, etc.

6.5.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO TRIANGULAR PARA ESFUERZQS
PLANOS,

Considérese los grados de libertad mostrados en la figura 6.18.

Figura 6.18

El campo de desplazamientos en términos de fas funciones de forma se planted:

.u1
u;
N, NN, 0 0 0]{u,
0 0 0 N, N; NyJ v,

u
v

De la teoria de elasticidad para un problema de esfuerzos planos, todos los elementos
estan sujetos a tres esfuerzos @, 0,y T, COmo se indica en la figura 6.18
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o o
x Ux
| [
TXY
T ﬁ—-
ls,
Figura 6.13
las deformaciones correspondientes:
cu
€, = —=
* o éx
v
€, = —
b 4 eY
Y = -e—u- * ﬁ
A% cx
sustituyendo el campo de desplazamientos:
ex < aNlu auzu an,
R TR SR i B Pk
ey N oM oM
Yy = 3y oy 2 3y °
o, -, o N, an,
= — T c— — + +
Y XY ay 1 ay 2 ayul ax 1l
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En forma matricial:

(4,
Vl
€, Nx 0 Nx 0 Nx O
- u
€l=10 Ny O Ny 0 Ny :
Yy Ny Nx N,y N,x N,y N.x uz
3
;VJ-
la cual se puede expresar come:
[e] = {B] {DN}
donde:
oN, ] 1 a Yy~
N = ___1. T a + = 1 = 2 3
¥ 2 % T Elzper{aXhra)l 2DET  2DET

N, 2 1 a PETP 4
b . r = k| 1
2 Tx Rl 3pEr\RX Gl G 5pE T Soey

1

N2 T S0P £
S T 29.»:2'(&3"" b6l = 5ppr * ZpEr
_eN 2 b X,
My = 8y 73}[ wﬁr(a‘x by = 357  SoET
N, 3 b x-x

i S T F}[ 20.%:2'(&'2"r L)l * 3pgr © ShEr
aN, 2 b, X, - X,

"

6.36

By == T &l 2032'(‘33" by+6) = 3pEr T 3pET
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Para considerar la matriz constitutiva, en la tecria de elasticidad se p-ianteé que:

aQ
aQ

o c
[ = - ._5 * .J:
y " FE "
_ Tay o 2(1)
ny = Gy - E Cl'xy
en forma matricial: T
ex { 1 -H 0 ox
e, | - % w1 o |lg,
Yy Lo o 2(1-w)lle,,
considerando la relacién inversa
ax l p 0 ex
o,| = E Bl 0 e,
(1-p?) jg o {1-H)!
xy AN RAL "

y como en forma compacta se puede escribir:

(o]l = [E] [€]

por lo tanto ta matriz constitutiva resulta:

E,E, 0
(E] = |Eyy Epy O
0 0 Ey
donde:
E
E\y, = &y = (1)
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_ _ uE
V‘W-‘-_J.E'ﬂz "'EZI T (1'”2) e
E(1-u) ‘
201 -47)

E33

sustituyendo en la expresidn para valuar 1a rigidez:

K = [{B1*(E] (B4,

Nx 0 Ny
e N 0
¥ E, E, O}limx 0 Nx 0 Nx O
Mx 0wy T
KzfoolvnyEzlEzzo ¢ ¥y 0 Ny O Ny cd,
(AL
6 o E Ny Nx Ny Nx Ny Nx
Mmx 0 Nx 1y Y M 1V WV N x|
0 Aé_y N, x]

Para este elemento ningan término N, N, ..etc. contiene las variables x o y.
Coma resultado de ello 1a integracion sobre el area praduce sencillamente el area del
elemento y solo se efectda la multiplicacién de matrices, resultando:

' £.87-5.57 af,b-bEa 8E A -bEbL, &5 b, -bEx af, a-bEs af. 5084
ta £.,0, 0 S, b Byl  BEa-a£,0, 6,Eb -0 bE,8-aE8 thab;“:En‘:i

L AE bl BEnEl -Gl 4ESBES AE.a-5EL e,azb;bzena,i__,_
0y B Egty B Eply & Egty B BES Gt -Ens  BE.& &Ll VEb-af.s, PFT
AE bl BEa ALl AEA& 5EA ASa-abh E.a-E8  afh-hEs

b B Es OEARES AEA-BES VLM GEe aE A RES b5l |

donde:

t = espesor

& = Y-V, a =YY, H=Y-Y2
by =% -x, B, =X - % By =X - X, 6.38

——
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V3
3 (X3.y3) T . v2

u3 /i‘
vl u2

2 (x2y2)
ul
1 (x1.y1)

Figura 6.20

lLa numeracion de los nodos se realizdo en sentido antihorario. El area o el
determinante también se puede calcular como:

1 x 7]
1l x5 5
1 x5 5

1
= DET = =
4 2

A= ";‘[ (XX -X37, ) Xy - X.¥3) - (XY YaY ) ]
La ecuacion fuerza-desplazamiento se puede esaribir.

Py X, K, K h%
Pyl = 1Ky Ky Kl |4 6.39
Py Ky Ky Ky

donde:
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Ahora puede utilizarse fa matriz de rigideces en la misma forma que se utilizd para
los los elementos barra, en el método de las rigideces directo para determinar los
desplazamientos nodales.

6.5.2 MATRIZ DE ESFUERZOS.

Una vez conocidos l0s desplazamientos nodales de caca elemento:

(DN} =

u,

-Vj'
Para encontrar los esfuerzos se sabe que:

o]l = (E] [€]
(€] = B DN

sustituyendo:
[g] = (E} [B] [DN]
lamando [S] = [(E] [B] matriz de esfuerzo, se puede escribir:

[0] = [{S] (DN} 6.40

por io que:

E,, E, O|la, 0 a, 0 a, ©
$=_-2_|E, E, 0110 b, 0 b, 0 b,

20ET |
0 E,,||b, a, b, a, by a,

E.a, E b E,a E,pb, B a, BEyDb,
S = 2‘;5.5, £y a, Epb, B8, Eynby B8y Eynb 6.41 _
Eynb, Ena, Enb, Byna, Eyyby Eyya,
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Para cada elemento se tendran tres estierzos 0,, g, ¥y T, en base a estos se
puede calcular las direcciones y esfuerzos principales para cada elemento.

Si se analiza la matriz de esfuerzos S se observa que ningune de los términos es
funcién de x o y. Esto significa que los esfuerzos 7, 0,y T, son constantes a través

del elemento. Estos esfuerzos pueden considerarse como esfuerzos medios del
elemento.

6.5.3 EJEMPLO DE APLICACION PARA ESFUERZOS PLANOS.

Analizar la placa rectangular que se muestra en la figura 6.21, usar un elemento
finito triangular, desprecie el peso del cuerpo.

. 253t ka/em2

HU

[RERN

L

S5¢
Figura 6.21

Datos:
Espesor t = 254 cm
Mddulo de elasticidad E = 2x10° kg/em?
Relacion de Poisson g =025

Para plantear la ecuacion fuerza-desplazamiento de la placa, primero hay que
idealizarla. En este caso particular la idealizacion se hace considerando los elementos
finitos.
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// .-\ e
/ e’ f -
1 2 _f//
Figura 6.22
Asi:
1 2 3
— A3 T3 5
! boa 7 Y e T T 4sars ke
125 i . - '
B v 8 R
___‘___ ‘i. e "1 2 ‘/1 2 s .
3 2 33 2,3 '
e 4: ¢ o 8¢ 327 S kg
' 1 e d ' ,// h \
LI 2 "4 2 .
' o 7 8
. \ 40 163.75 ko
I 2% cem ‘ 25¢m
Figura 6.23

Se observa que todos los vértices de las tridangulos estan numerados de t a2 3 en
sentido contraric a la manecillas del reloj, estos numeros indican el vértice que llega a
un nodo. Los numeros dentro de los circuios representan la numeracién de los nodos.

Las cargas en los nodos se obtienen por dreas tributarias, asi:

P, = 2530 x 2.54 x 6.25 = 40163.75 kg
Pe = 2530 x 2.54 x 12.50 = 80227.50 kg

Al igual que el método directe de las rigideces Ja ecuacion fuerza desplazamiento
para el sistema estructural esta dada por: P' = K’ DN’
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- .

-f,z'z_‘ga'ﬁg'an"“;lt “42- - :’Qﬁ"_‘qu T -"":-.D,-:" .. .0 0 DW'

I Kor K o oi
L Kaahse KK Koy Ko K K KooKy KyrKag KoKy 0D
A o oy Korr Kosg K Kag Kon  Karg Ko fg, _‘c,:,,
g o 0 Kra Kisg Kag-Kin  Kag Koy Kion Ko Dl
A 0 0 0 Kan Korn Koan: Ong

El vector de cargas y el de desplazamientos quedan definidos por:

1

Pe,
P}:‘z ru21
0 v.
ps 0 ?
. u!
P! 40163.75
3 v
O k]
Pxi 0 us
Pys 0 Ys 2
.| |80327.50 |,
, 0
Py{ 0 6
u!
2 0 .
p;,| 140163.75 s
A “
Pro V)
| Pys]

para obtener la matriz de rigideces de cada elemento triangular es necesario conocer

los valores de la matriz constitutiva que estan dados por la ecuacién 6.37.

E__ 2x10°

E, = E, = = 2.13x10°
1 2 1w 1-{0.25)7
uE _ 0.25(2x10%) _ P
5. o= E. = - = 0.53x10
12T R 1-(0.25)2
- & -
E(l-u) _ 2x10°(1-0.25) _ 0.8x10°

2(1-u?) 2{1-({0.25)?%]
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De la ecuacidon 6.38 se puede evaluar las matrices de rigideces para cada
elemento.

Recuerdese que la matnz de ngideces es independients de la posicidn del
sistema global por io que los eiementos a,e.c y g tienen las mismas propiedades de
rigides asimismo los eiementos b.fd y h.

Para caicular la matriz de rigideces de ics elementos d,e,c y g se Consideran
las coordenadas del elemento "a".

NODO X Y
1 0.0 12.5
25.0 250
3 0.0 25.0
a =¥,5n =0 b o= x-x, =0
a, = y3-y, = 12.5 b, = x-x, =0
dy = -y, = -12.5 by = x,-x, = 25
DET - %(bﬂaz - a,b,) = 156.25
sustituyendo en la ecuacion 6.38
[ 2032000 0 0 -1016000 -2032000 1016000
0] 5410200 -673100 0 873100  -5410200
‘ 0 -673100 1352550 0 -1352550 &73100
“a = -1016C00 0 0 508000 1018000  -508000
-2032000 673100 -1352550 1016000 3384550 -1689100
1016000 -5410200 673100  -508000 -1689100 3918200
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Los numeros que se han puesto arriba y a la derecha de la matriz corresponden
a los grados de libertad (por nodo u y v) de los elementos y nos ayudan a particionar
la matriz de rigideces en:

Kua Kua Kl!d

K, = Kzu Kzza K23a
Kch KJ!; K]Ja

lo que nos da las submatrices para sustituir en fa ecuacion fuerza-desplazamiento para
el sistema estructural.

Para calcular la matriz de rigideceas de los elementos b,d.f y h se consideran las
cocrdenadas del elemento "b* -

NODO X Y
1 0 125
2 25.0 12,5
3 25.0 25.0
a, = y;-y, = -12.3 b, = x-x, =0
a = Y-y, = 12.5 b, = x,-x, = -25.0
d =n-y, =0 by = X -x, = 25
DET = % (bya; - a,b;) = 156.25
sustituyendo en la ecuacion 6.38
1352550 G -1352550 673100 0 -673100 |
0 508000 1016000 -508000 -1016000 0

/ 1352550 1016000 3384550 -1689100 -2032000 673100

Ky = 673100 -508000 -1689100 5918200 1016000 -5410200
0 ~1016000 -2032000 1016000 2032000 0
| 673100 0 673100 -5410200 0 5410200 |
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particionando se puede escribir”* -7 -

[Kllb Kip Kiap
Ko = Kyp Ko K

lxaw Kyp Kigp

230

sustituyendo las submatrices correspondientes en la ecuacion fuerza-desplazamiento se
obtiene:

[ 0 i (OTem1on  -168I00 -1ISZMS0 1018000 40BN  1AMOICD o e o o 0 5 ‘:'
LD ) -wees10 1EIMM00 7D -SDA00 1RO 108400 O e o 3 o o
wim s | 352530 aThon  Wasse o 0 180100 -XNAXX TOTAB0 O Q 0 o %

) 1014000 -50BOCO a 501820 18810 ¢ eTCo M0AC 0 g a o *
! [\ PP, Y52 T 1T, ] L] SIB9I00 135N TR0 -7TSI00  TASI00  -A00A00G  tAsiD [+] N "!;
9 16eN00 osEM -8eIR 0 -3TEAR 2007000 19100 101000 10MNM0 1080 O o
| OIS a o A[WDOG ATHOD  -ZMSSICD 1AMO0 4TI -IMGI0 O -laAGI)  XRAMD  C1AND  u,
;oo i o 0 019000 54100 1600103 1016000 165100 11AMMKD 16NN O L
I a ' g o g 0 -s08e0D 1880100 G -ISEI00 ATAONOD  -1AMOI00  -1ASHS0 673N «!
' o ¢ g 0 a ) 189100 BIM00 GG O -\80100 118100 1010 -S0MKD .
a0tmy 8. g ) e o ) ° TAEX0 AT 3SES0  M0MEED 338 -reaercor T

3 } 0 a Y ] o ICIEO0  -S40200 ATNOI  -NCAXD -8R0 Se1adm A

solucionando se obtiene:

]

0,

x2{  [2.94858x1077
dy,l  |-2.3839x10°
de;|  |6.08817x1072
dy; 1.7609x107¢
dys 3.043x10°?
dys{ | 1.318x107
del | 6.222x10°
d,e 4.1946x10
d..l 13.22126x107
d,, 5.2168x10°
d,, 6.376x1072
d,,| [8.1336x107 ]

Para determinar las.fuerzas que actuan en cada elemento se aplica la-ecuacién fuerza-
desplazarmiento:
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que desarroliando se puede escnbir:

Py
&
Py
Por compatibilidad:
Diy = 0
X, = DN;
Dig = 0
Oy, = 0
0y = DNg
D5y = DN;
Aplicando
Elemento "a"
P, = | 0
" 1-673100
. [135255
Pla = 0
Fia * | 673100

(-1352550 1016000

P! Ky Ky K5} |DNy

P7| = (K71 Kip K| (DNY

Py K3y Ks; Ky 1DN3

= R{\DN] + K[;DN, + K;DN;

= K3, DNy + Rj DN, ~ Ki;DN3

= K3,DNy ~ Ki;0N; + Ki\DNj

Di. =0 Diy = DN Di, = DN
e = DN, Dy, = DN5 Diq = DNg
Di; = 0 e = DN Dig = DN
Dy =0 Die = DNs Diy = ONg
Dig = DNg e = DNg Din = DN
Ky = DN e = DNy D5y = DN§

la ecuacion fuerza-desplazamiento para cada elemento:

-1016000]{ 2.948x107% | [ 2422.04 ]
0 -2.3889x107)  [-19846.95]
0 2.948x102 | 39881.14]
508000{(-2.3889x10"? -1211.02

} 2.948x1072
-508000]|-2.3889x103

_{-42303.18
~121057.97
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Elementos “b“, 1lcu y ltdu:

— ke o e

=

[3384550 -18891001/ 3.043x102| [-2032000 673100 }[2.9488x707 ) 3925036
' ! - = t

° -1689100 5918200  13188x107 1016000 5410200, 2383010 --741.948
. 2032000 . 101&0001;'3.643,“0'2} 2032000 0 ]'28486x702 [-582.14’

: X - ¥ : :
1673100 -5410200; (13188107 | 0 5410200 ..23839x707; 45087

. 1352550 O }.3.043181072 4116056
Fic » : -

, |
| o  s508000i|1.31888x10° ; 669.99 |

o 3384550 -1689100. 3.222/1077  -2032000 673100 | 3.04318x707 139292.92
7 {-1689100 5913200515,217,“0-31' | 1016000 -5410200] {1.31888x70%] | 23291 |

{-2032000 1016000 }[3.222x10%] 2032000 0 }i30431x70 (1666.21]
- Pt = f

-4 = i . : -
971 673100 -5410200|'s217,03 | © 5410200  1.3188x70> | 599.18

y asi para los otros elementos se obtiene:

Pirxa _ . '.'x:' .
-679.14 | - -40297.42

Py P:

e -1099.71 aal -95.87
Pixe| |139971.91 Fierl 154276.17
Py 339.57 2, 435.43

, -393000.2 , 191.74
Fixe 760.14 | Pied | -339.56 |
hPi"'_ .P:i'yf

r 9 -

Pleg) Plan)

o 714.32 | . -40007.23
i 311.18 L 78.27
Pixg) 146378.38 Pie| 140163.78
, -41092.71 . ~156.54
Piw| | -668.34 | ol | _78.26 |

3 yo) | P ]
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Comprobacion del equitibrio.

Nodo 2

Nodo 3

Nodo 5

fvodo 6

Nodo 8

P,y =By, + Py’ + by,

{o]_?39881.411
0 '[—1211.02}‘

-582.144] -39300.20
450.878 | 760.14

P3 r - Pz.l‘ + P J:’

40163.75] [39971.93) [191.74
"0 "1 339.57 j -339.56
Py, = Py’ + P + Py’ + P + P’ + P’
‘0 ‘3925036  41160.56  1684.21 : -679.14  -40297.42 -41083.7
i0i | -741.95; | €69.99 ; [589.19. |-1099.71, . -9587 ' 66534

PG' = Pz:' + Pzg' + PGn'

rolos.ss] [40373.38’ [-156.54]

435.43 -357.16 ~-78.26

80327.50]
9

P,’ = P + P’ + Py’

i3

0 39292 714.32 “40007.23]
6| l232.91 -311.18 78.27
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Para determinar los esfuerzos en cada elemento, se requiere conacer la matriz
de esfuerzos [S] que esta dada por la ecuacion 8.41 y sustituiria en la ecuacién 6.40.

La matriz de esfuerzos para los elementos a,e.c y g resulta;

»

0  -42400 85200 0  -85200 42400

S = 0 -770400 21200 0 ~21200 170400
-64000 0 0 32000 64000 -32000

y para los elementos bdfyh

-85200 0 85200 -42400 0 42400
5§ =1{-21200 © 21200 -170400 O 170400
0  -32000 -64000 32000 64000 O

Asi, sustituyendo para cada elemento en la ecuacion 6.40

(o] = [3] [DN]

Elemento "a"
0
lo,l § 0 -42400 65200 G  -18200 42400 ; {2512.20;
N . 102.9486x20° ] P
'o,/ = 0 -170400 21200 0  -21200 170400, s 3a39010- :'625.10
i, l-6a00 0o 0 32000 64000 -32000) %" 0"‘ | {-23.28]
0
Elemento "b"
° 1
|
'O’ 7-85200 0 85200 -42400 0 42400! 3043“10,[ 12435.79,
‘g, £1-21200 0 21200 -170400 0 170400} . ." o i=i 14.20
{t,. | O  -32000 -64000 32000 64000 O fj Co o | -18.38
-2. 3839x10"]
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en igual forma para los otros elementos:

Elemento ¢ y d:

a,] msg2. 79 0.1+ (2579 . 98
ay = 645 15 Uy = 18 87
| | 42 20 | |52 42

Elemento ey f

o, 2517.92 T 2538. 42
0,1 =| 34.64 o,| =|-10.69
T -21. 39 Ty 6. 04
Elemento gy h:
O] (2543.52 [Ux 2520 . 14
g1 =1 -9.80 o, =| -2, 46
T -22. 49 | T, -4. 93

6.6 DEFORMACIONES PLANAS.

Para determinar la matriz de ngideces de un elemento triangular para
defarmaciones planas se sigue el mismo procedimiento que para un elemento triangular
para esfuerzos planos, encontrande que las funciones de forma, la matrz
desplazamiento-deformacion [S] son las mismas, unicamente la matriz constitutiva es
diferente. En este caso el esfuerzo normal o, no es rnulo, debiendo de anadirse a las
otras tres componentes de esfuerzo. Sin embargo la deformacién €, si es nula, porlo
tanto:
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e-‘ = X - ._.Z =)
<= F HE PE .
a o] o -
e = - --.-J-r v-.-z - -._.":
y =T TF HE
t;._ . -
V,\—yz 2(1‘”)#
pera:
a o] o
e = 0 = - ._..': - ._..Z' -* ...__z.
z HE "HE " F
de donde:
G, = HT, » WO,
sustituyendo en las deformaciones lineales €,y € .
o, g
= —x "y _H .
€x * T HZ "FHIu0,)
o o L) a
£ = X -y Z - 2.._.'! - 2_.2
= K W W%
o, 5 ol
= —— - -__z -~ 2
€, E(lu? E(lu)
-, Ox *a H
€y = “H— -E,f - (MO uoy)
g o c g
g = - ._..‘! +....J.' - 2—5 - 2—2
y T F HEFHTE
e %y L% 12
€, '-E,—(l KY) Y (1-p%)

oy

Arreglando en forma matricial las ecuaciones comrrespondientes a las
deformaciones lineales € ,, € , y a la deformacién angular T, se tiene:

€ (1-p%) -(i=phy 0 }1%
1

€r) = & -1y (%) e Oy

Yy, 0 0 21ty
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Considerando la relacion inversa.

1 E o
o, 1-u | €x|
- E(1-u) U
o, = 0
I Tepy(1-2p) | (1-p) ‘|
xy 0 1-2u lVrfJ
2{1-u)
en forma compacta:
o] = [E] [e]

por lo que la matriz constitutiva se puede escribir:

E‘.!. ElZ 0
[(E] =|E;, By O
0 0 E|
donde:;
- - E(l-)
E,, = =
1w T By (l-u)(1-2u)
= - Eu
i = En T
_ E{l-u)
E., = 2= 7
21

por 1o que la ecuacion 6.31 sigue siendo valida para valuar la matriz de rigideces de un
elemento triangular para deformaciones planas.

Las ecuaciones 6.40 y 6.41 por consiguiente son vélidas para este tipo de
elementos y la solucion de la ecuacion 6.41 da como resultado los esfuerzos 0, 0, T oy

El esfuerzo ¢, se determina en funcidn de los esfuerzos o, y oy por medio de la
expresion:

a.’ = “Dx * Juay
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6.7 ANALISIS DE ESFUERZOS EN CUERPOS DE REVOLUCION.

Existen estructuras cuya geometria queda definida mediante un cuerpo de
revolucion, existiendo entonces aximetria. Los prablemas matematicos que se presentan
son muy similares a los de esfuerzos y deformaciones planas, ya que el problema se
trata en forma bidimensional. Por simetria el estado de deformaciones y por
consiguiente el de esfuerzos esta definido completarnente por las dos componentes de
desplazamientos. En la figura 6.23 se representa una de tales secciones.

r{u)

rigura 6.23

Si r y z representan respectivamente las coordenadas radial y axial de un punto
respectivamente y u y v los desplazamientos correspondientes, es facil ver que si se
utiliza un elemento rectangular las ecuaciones de desplazamiento planteadas en las
ecuaciones 6.5 pueden usarse para este probiema, por consiguiente las funciones de
forma expresadas por ias ecuaciones 6.15 también son validas, unicamente se hara el
cambic derporxyyporz

También se puede utilizar un elemento triangular, en este caso se pueden usar
las mismas funciones de desplazamiento utilizadas para esfuerzos y deformaciones
planas. Sin embargo en este trabajo se planteard como ya se menciond para un
elemento rectanguiar. '

209



6.7.1 MATRIZ DE RIGIDECES DE UN ELEMENTO RECTANGULAR PARA UN
PROBLEMA AXISIMETRICO.

Considérese los grados de libertad mostrados en {a figura 6.24.

v2
i1
| { ut " ez
| Z1
ru
Figura 6.24%

El campo de desplazamientos en términos de las funciones de forma se planted
asi:

uy
NN NN 0 0 G Oy
0 0 0 O M MN N|v
!

Y3

De la teoria de elasticidad para un séiido axisimétrico el estado de esfuerzos
queda definido por:
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Figura 6.25

Por lo que las deformaciones a considerar en un sdlido de revolucion seran €,
€, €, Y Y, asielvectorde deformacidn queda definido por:

ﬂ‘_ 1
er
€, &
€z °z
LE = =
€, u
r
v
dz ¢r
sustituyendo el campo de desplazamientos:
an, &N, 3N, eN,
€= 3xh " T T T r
_ oN, asz aN, . 6N4V
€= ;N0 oz 2 oz 3 oz ¢
NN NN,
68“--—;‘-111“'7”2 *—503*-}-34
ON, oN. aN, enN,
:Eﬁu + aNzu +-—-aN3u +-—-aMU — ___2_% 3V3+ ‘V:i
Yez ez ! 6z 2 dz 3 dz ¢ or ! ar or er ¢



en forma matncial: = . - =L s

(1)
"‘
I~|
L]
P‘
[ o= ]
[ ]
5=

(=] r-a o
MQ Na Q ME
&E‘r J-2 [ .n-z

L]

(=) Nz o
L]
ual |..-2 (=] uz
, o

N

O' u%
N
[e] j..a

‘bﬂ\
rr‘z wz < .-2‘

=2
=
&
=

r

esta ecuacién se puede exprasar en forma compacta como:

T [e1 =181 [om

donde:
M s ‘C:a'{?‘ = b,-d,z
Ny, = % = by+d,z
Ny, = % = b,+d,z
N, = %Ezl' = ovar
Ny, = __éa_f\::_ = Gy r
Ny, = % = Cyrdyr
N,; = %I;i < Cyrd,r
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Para definir !a matriz constitutiva sé aplica cada-una de las componentes del
vector deformacion en términos de los esfuerzos que la generan, asi:

o g o
€ = .—£ - _-...E - .—e
£ THE KR
o fod g
€, = —y-E: + -E_? - p—E—?
a =3 a
T 2(1-
Yrr = éz = (E“) tn
en forma matrcial; - -
€l 1 p w0 9.
€; _|H 1 -u 0 1 19:
€4 -u -u 0 0 £Elog,
Y e 0 0 0 2(l+u) T,
considerando la relacidn inversa;
. e B o ]
- -4 1-u !
O':. er
By B 0
O __EQ-wy 1M -4 €1
Og {1+p)(1-2u} u u 1 0 €
T b 1o Yes
(1-2u)
0 0 Q R
| 2(L-u)|

En forma reducida;
o)1= [ E] [€]

por lo tanto la matriz constitutiva resulta:
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£, £ £y 0]
£y By £y O
£y, £y £, O
0 0 0 &,

donde:

- - E{l-u)
E, =E,, = E —

E, = E, = E 2=
TR TR (12

sustituyendo la matriz desplazamiento-deformacién y la matriz constitutiva en la ecuacion
6.28 se puede evaluar la matriz de rigideces. Recordando que la integral de volumen
ha de extenderse a todo el anillc de material, se tiene:

K? =21 fB‘EBrdrdz

Sustituyendo se obtendria:

N, O Ng N,
o N, 0 N,

N, O Ny MJE E,E, 0N, 0 N, O N O A O
K';mﬂ?o A, O Nz,f:-fg, E, &, ol_o N, 0 N, 0 A, © M’Era«rdz
N, 0 Ny NG & %O'BO%OM@OMOQ'

C M, 0 A0 °Eu1l N, Ny My Ny N, N, N,

N, G Ny N,
0 N, © N.,_‘

Caomo puede observarse las matrices desplazamiento-deformacion [B] dependen
de las coordenadas ry z por lo qué la integral no puede realizarse tan sencillamente
como en el caso de esfuerzos y deformaciones planas. Hay dos altemativas para
realizar esta integral, la primera es una integracion numérica, la segunda una
multiplicacién explicita y una integracién término a término.
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El procedimiento aproximado mas sencillo es valuar la matriz desplazamiento-
defarmacion [B] en el centro de gravedad de cada elemento, asi:

K® =2nN B*EB raA
siendo A el area del elemento.

Esta aproximacion se basa en la demostracion de que si la intagracion numérica
es de un orden tal que permita determinar exactamente el volumen dei elemento,
entonces fa solucidn converge hacia la solucidn exacta cuando se aumenta
indefinidamente el nimero de elementas.

Se puede seguir un pracedimiento de integracidn mas elaborado calculando el
valor del integrando en varios puntos del elemento, para el elemento rectangular con 4
puntos {(dos en cada direccion) se obtiene buena aproximacion. figura 6.26.

T : Puntos
: 3
| inlegracion

4
J !
Lo e

H !
1 » 2
Figura 6.26

En general los puntos de integracion se eligen considerando que el nimero de
puntos de integracién por tres debera ser mayor que el grado de libertad {(nimero de
nados por 2), mencs ios grados de libertad restringidos, esto es para que la matriz K
sea no singular.

Aplicando la cuadratura de Gauss la matriz de rigideces se obtiene con:
Ky =20rl o WW, BSEB; A
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donde n son los puntos de int'egréc—i'én elegidos en cada direccion y W, W son los
coeficientes de peso de la formula de la cuadratura de Gauss.

Para obtener las coordenadas de los puntos de integracion, asi como a los
coeficientes de peso de las férmulas de cuadratura de Gauss se utiliza la tabla 8.1 pag.
228 del libro "El método de los elementos finitos* de 0. C. Zienkiewicz.

6.7.2 MATRIZ DE ESFUERZOS PARA UN ELEMENTO AXISIMETRICO. -

En este tipo de elementos el esfuerzo varia con respecto a las coordenadas por
lo que es conveniente valuar dicho esfuerze en el centroide del elemento y el
procedimiento a seguir es el mismo que an esfuerzos y deformaciones planas, solo
habra que incluir los desplazamientos nodales correspondientes a los grados de libertad
U, vV, Dela ecuacion 6.40

o}]={§) [DN]

Una vez valuada la matriz desplazamiento-deformacion [B] en el centroide del
elemento se hace el producto con la matriz constitutiva para obtener la matriz esfuerzo.

{s1=(E] [&8]
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1.2.1 PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES

Este principio constituye la base para la aplicacién del principio de los trabajos

virtuales que se vera en el siguiente inciso.

Se entendera por desplazamiento virtual aque! desplazamiento hipotético de uno o
varios puntos de un cuerpo rigido en equilibrio. Las ecuaciones de equilibrio y las
condiciones de geometria de! cuerpo no se altera debido a dicho desplazamiento,
el cual puede ser de magnitud pequena o infinitesimal. bichos desplazamientos
son producidos por un sistema de cargas diferente al aplicado al cuerpo rigido en
equilibrio. Por o tanto, el sistema de cargas originat se mueve cuando se produce
el desplazamiento virtual. El producto de cada carga del sistema original por el

despiazamiento virtual respectivo producira entonces "un trabajo virtual".
Para mostrar el principio de los desplazamientos virtuales se usara en la figura 7,

en la cual se muestra un cuerpo rigido en equilibrio bajo el sistema de cargas
dado. ‘

Fy

S —

Fig. 7



Si el cuerpo esta en equilibric debe cumplirse que: - -

rFx=0
LFy =0
+% FxY+X FyX=0

Si un cuerpo se traslada una distancia pequefia § cuya componentes son: 5x_y oy

se efectuara un trabajo que sera (Fig. 8)

W = ZFx0 x+EFy5y

O sea:

W =0x XFx+ 0y ZXZFy

A

Fy

)

Fig. 8
o\ !

-T

ya que dx y 8y son constantes en todos ios puntos del cuerpo.



Debido a las condiciones de equilibrio [Fx=0] y [Fy=0]  se tiene que:
W =56xZFx + 8ySFy=0{

Si el cuerpo ya trasladado sufre una rotacion pequeia 6 con respectd al origen 0,
las componentes del desplazamiento de cualquier punto seran ay paralela al gje
"x"y ax paralela al eje "y". ' '

El trabajo efectuado por el sistema de carga sera:

W=1M : IFxay+ EFBax

O sea:

W= oM IEY+ IRX)

ya que o es constante en todos los puntos.

Debido a las condiciones de equilibrio.

IM+ IFxY+ SFyX= 0

se tiene que

W =o(SM+FxY +SF3X) =0

Ya que cualquier movimiento de un cuerpo puede descomponerse en un giro y
una traslacién y se vio que en ambos casos el trabajo efectuado vale cero, se

puede enunciar que:

"Si a un cuerpo rigido en equilibrio bajo un sistema de fuerzas dado se fe
desplaza virtualmente, el trabajo efectuado por este sistema durante el

desplazamiento virtual es cero".



2.3 PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL

Considerese el cuerpo deformable que se muestra en la Fig. 9, el cual se

encuentra en equilibrio bajo el sistema de fuerzas dado.

Fy

Fi

Fig. 9

Los elementos 1 y 2 de las figuras anteriores se muestran como cuerpos libres en

la figura 10.

Fi

X

Segmento 1 Segmento 2

Fig. 10

El segmento 1 es un segmento interno y esta sujeto a fuerzas internas en todos
sus lados. El segmento 2 es un segmento de borde y esta sujeto a una fuerza

externa Fi en uno de sus lados y a fuerzas internas en los otros.



Si se supone un desplazamiento virtual del cuerpo producido por una accién
diferente al sistema de fuerzas dado las fuerzas externas e internas se moveran y
por lo mismo efectuaran un trabajo virtual.

Por lo anterior, cualquier segmento del cuerpo deformable sufrird un giro una
translacion y una deformacion virtual. Si se representa por dWe al trabajo

desarrollado por ias fuerzas externas en el segmento se tiene que:

dWe = dWgr + dW;

donde dWgr es el trabajo virtual de deformacion de!l segmente tratado como

cuerpo rigido y dW, es el trabajo virtual de deformacion del segmento.

Por el principio de los desplazamientos virtuaies se sabe gque

dWRT =0

por lo tanto: dWe = dW,

Ef trabajo desarrollado en todo el cuerpo sera:

We=Wi

donde Wi es la energia de deformacion interna virtual del cuerpo y We representa
el trabajo virtual total debido al sistema de fuerzas externas F, ya que el trabajo
desarrollado por las fuerzas inter segméntales se anula.

Por lo visto anteriormente se puede anunciar que:

"Si una estructura deformable en equilibrio bajo un sistema de fuerzas dado,
se sujeta a un desplazamiento virtual debido a una fuerza adicional, el
trabajo virtual producido por las fuerzas externas, es igual a al trabajo de
deformacion de las fuerzas internas”.
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Método de las flexibilidades

5.1, Introduccion

El procedimiento general para la solucién de estructuras se basa en la necesidad de
que fas deformaciones de la estructura deben satisfacer las condiciones de compatibilidad
con los requisitos estructurales.

Utilizando este método. un sistema indeterminado se descompone en un sistema de
estructuras determinadas. esto se logra suponiendo los esfuerzos y/o los componentes de
reaccion redundantes, pero siempre teniendo una estructura estable e isostatica. Debido a
que las fuerzas redundantes son manejadas como incognitas. el procedimiento recibe el
nombre de método de las fuerzas.

Posteriormente se escriben las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones para
cada punto de aplicacion de los esfuerzos y/o reacciones redundantes. aplicando ei
principio de superposicion.

Resolviendo simultineamente estas ecuaciones se obtienen las magnitudes v
sentidos de las redundantes (esfuerzos y/o reacciones}):

Este método no es recomendable para la solucion de estructuras como por ejemplo
un marco continuo de varios pisos. sin embargo, se puede usar ventajosamente en el caso
de marcos de una nave v un piso de formas poco usuales.

5.2. Analisis de vigas

Para mostrar la aplicacion del procedimiento considérese la viga apoyada de la Fig.
5.1 cuvo grado de indeterminacion es uno. Tomando la reaccién en B como redundante se
tiene upa estructura isostitica v estable denominada estructura primarta. habiendo hecho
esto. el extremo B queda en libenad de flexionarse bajo la accion de la carga como se
muestra en la figura 5.1.b la carga W}’ se quita ahora y se aplica una carga verticai en el
punto v a lo largo de la linea de accion de la reaccion redundante Rjp caiculdndose la
deflexion dg en términos de Rg (Fig. 5.1.¢)



a) Elastica de la viga real. SRR

A B
-

b} Elastica debida a la carga externa.

+
F—HA --';"‘¢5b
B B

¢) Elastica producida por la reaccion Rp. Fig. S.

Enseguida. superponiendo los dos desplazamientos puesto que:
Ap+d,=0

Se halla una solucion para Rjz. el efecto de esta superposicion se debe a que en realidad no
se mueve el punto B por la accion de las fuerzas aplicadas y ia reaccion redundante. Una
vez conocida Kp tas reacciones pueden obtenerse por medio de ias ecuaciones de estatica.

Se hace notar el hecho de que la reaccion Rp se supuso hacia arriba porque asi lo
indica el sentido estructural. sin embargo. esto en realidad carece de importancia. pues si se
supone incorrectamente. entonces [a reaccion hubiera resultado con signo negativo. Si se
tiene una estructura con n redundantes. los desplazamientos se calcularan para n + [ ..
sistemnas de cargas:

a) Un analisis para el sistema de cargas original.
b) Un analisis para efectos de cada redundante.

Las ecuaciones de compatibilidad implican n ecuaciones lineales, donde cada una
expresa una condicion geomeétrica de la estructura real. En ocasiones es necesario hacer
mas de un analisis si el problema se resuelve por medio de tablas.

5.3. Solucion particular v complementaria



. Haciendo referencia a lo sefialado en la introduccion. una estructura hiperestatica se
puede resolver poniendo cualquier combinacion de componentes de esfuerzos v/o
reacciones redundantes, a estas combinaciones se les llama estructuras primarias.

La eleccidn de la estructura primarna no es linica. sino principalmente es un asunto
de conveniencia el determinar cuales seran las incognitas o redundantes de manera que se
realice el menor trabajo posible.

De acuerdo a la seleccion de la estructura primaria se pueden tener varias
alternativas. dicha estructura se obtiene eliminando apoyos, transformando un tipo de
apoyo en otro mas sencillo o insertando articulaciones en la estructura original. siempre
teniendo presente que la estructura primaria sera isostatica v estable para cualquier sistema
de cargas aplicado.

Ilustraremos lo anterior considerando la estructura de la Fig. 5.2.a cuvo grado de
hiperestaticidad es 3. las alternativas de solucion, entre otras se sefialan en los incisos b), ¢).
y d) de la misma figura. :

En el inciso b) se hizo la supresién de las reacciones del apoyo D, la alternativa de)
inciso c) se baso en la transformacion de los apoyos originales en otros mas simples vy,
finalmente. la solucién presentada en d) tiene como redundantes los momentos en los nudos
B, C, y D en donde se insertaron articulaciones,



c) d)

Fig. 5.2

Para el analisis de estas estructuras se llamara solucién particular a la estructura
primaria sobre la cual obra e} sistema original de cargas y solucion complementana a la
estructura primaria considerando la accion de cada una de las redundantes o incognitas.

5.4 Caiculo de las flexibilidades.

Como ejemplo para la obtencion de las flexibilidades y el establecimiento de las
ecuaciones de compatibilidad o congruencia. considérese el marco de la Fig. 5.3.a
Suprimiendo las reacciones del apoyo D. se tiene el marco isostatico de la Fig. 5.3.b el cual
es la estructura primaria.



D
A
L
a) Estructur;ariginal b) Estructura primaria

Fig. 5.3

Aplicando el principio de superposicion de causas y efectos. el marco original se
puede descomponer como se muestra en la Fig. 5.4 con los efectos indicados.



En base a las cond1c1ones frontera de la estructura real las ecuaciones de
companblhdad se basaran en lo siguiente: estan restringidos los desplazamientos vertical v
horizontal , asi como el giro en el punto . -

Si se establecen las ecuaciones que garamlzan la compaublhdad de deformaciones
se tiene:

a) El desplazamiento horizontal en D es cero:
Apy =Ap+ R X+ FL X, + K, X, =0
b) El desplazamiento vertical en D es cero:
Apy =47, + FZ,.X, + B X, + FaX, =0
c) El desplazamiento angular en D es cero:
B =8, 4 X, By, + FyX, =0

Resolviendo simultaneamente esas ecuaciones se obtienen las magnitudes de las
incdgnitas. si alguna de estas resulta con signo negativo indica que el sentido es contrario al
supuesto originalmente.

La ecuacion matricial del método de flexibilidad siguiente:

[61F]=[a]

En donde [A] indica desplazamientos lineales y angulares. [F] las incognitas

{momentos v/o reacciones) v [6] es la matniz de flexibihdad. la que es simétrica debido al
teorema de los trabajos reciprocos de Maxwell. ’

Los coeficientes de flexibilidad pueden obtenerse por cualquier método. mas en lo
siguiente se calculan aplicando el principio del trabajo virtual. En los mismos coeficientes
e} primer subindice indica la correspondencia con el grado de libertad v el segundo la causa
que provoca el desplazamiento.

Por lo tanto para resolver una estructura utilizando el método de las fuerzas se
procede de la siguiente manera:

1. Se determina el numero de reacciones de la estructura. si e] numero de estas es
igual al numero de ecuaciones independientes de equilibrio, el problema es
1sostatico. si es mayor el problema es hiperestatico y se obtiene el grado de
indeterminacion de n.

2. Se considera la estructura primaria eliminando las n reacciones redundames
teniendo siempre una estructura isostatica y estable.



Se aplica el principio de superposicién de causas y efectos, estableciéndose una
ecuacion por cada redundante de modo que s¢_cumplan, las condiciones de
compatibilidad de deformaciones en la estructura real. = ™ =

4. Se resuelven fas n + / estructuras, calculando los desplazamientos (lineales y/o
angulares) en los puntos donde se eliminaron las reacciones redundantes.
expresandolos en funcion de las fuerzas originales y de las reacciones
redundantes.

Resolver-el sistema de n ecuaciones obteniendo el valor de las incégnitas. las
reacciones restantes se calculan haciendo uso de las ecuaciones de la estatica.

6. Trazar los diagramas de los elementos mecanicos. En ocasiones es necesario
hacer mas de un analisis debido a la carga externa cuando el problema se
resuelve mediante el uso de tablas.

L)

Lh

5.5 andlisis de armaduras.

Cuando se aplica e} método de las fuerzas a la solucion de una armadura
hiperestdtica, el problema puede ser que exista hiperestaticidad externa. interna o la
combinacion de las dos. A continuacion se enuncian dichos casos.

.5.1 Estructura isostatica interiormente ¢ hiperestitica exteriormente.

Consideremos Ia armadura de la Fig. 5.5.a. la estructura se convierte en isostdtica
exteriormente si se quita un apoyo, e! intermedio por ejemplo, debido a esto se produce el
desplazamiento 4;p causado por la accion de las fuerzas externas. En seguida se afiade la
estructura 5.5.c en donde se aplica la reaccion en £, la cual se produce por el
desplazamiento f;;. Utilizando el principio de superposicion la condicion de deformacion
en el apovo E de la estructura original implica que el desplazamiento vemcal es nulo. por lo
que la ecuacion de compatibilidad es:

Ay +an| =0

Una vez calculado el valor de la incognita se encuentran los esfuerzos finales en las
barras sumando algebraicamente las fuerzas producidas por el sistema externo de cargas vy
al efecto de la redundante.

5.5.2 Estructura hiperestatica interiormente e isostitica exteriormente.



En este caso se dice que hav barras o miembros redundantes, tantos como:
Barras redundantes = 5—-27+3

Donde:

b = numero de barras
j = numero de nudos

Analicemos la armadura de la Fig. 5.6.a. la solucion de este problema se limita a
cortar la barra redundante, calculando el desplazamiento relativo entre los nudos que
limitan a la barra.

Primero se encuentra el valor del desplazamiento relativo ocasionado por el sisterna
de cargas aplicando (Fig. 5.6.b) v después el debido a la barra redundante (Fig. 5.6.c). se
aplica la ecuacion de compatibilidad que es:

Ap+ &, =0

De donde se encuentra la incognita y los resultados finales son la suma de los
esfuerzos bajo el sistema de cargas y los de la barra redundante.

5.5.3 Estructura hiperestatica interior y exteriormente

Este problema se resuelve con la combinacion de los casos o sea eliminando los
apovos v barras v aplicando las condiciones de compatibilidad.

Los desplazamientos debidos a carga axial se calculan por medio de la siguiente
formula:

LN

PIPFES

i=|

En donde:



tabla:

= fuerzas normales debidas-al sistema de cargas.
fuerzas normales debidas a la carga umtana i
A Area transversal de la barra i.
E, = modulo de elasticidad de la barra 1.
L, = longitud de la barra i.
b = numero total de barras.

La aplicacion de esta formula se simplifica efectuandola por medio de la siguiente

Barra L A N ‘n

Desplazamientos | Nfinales = N + n = X,
Ad1p 11 n=X, Nfinaies

N n
" ~— L m L ton ton

AE AE

wi>»| ol wl>

|
Nojo|wm|g|o

X

En resumen. para la solucion de armaduras aplicando el método de flexibilidades se

procede de la siguiente manera:

1.

s

(V3]

Se determina el nimero de reacciones v el numero de barras de la armadura., si el
numero de las incognitas es igual al de ecuaciones independientes de equilibrio. el
problema es isostatico. si es mavor el problema es hiperestatico v el grado de
indeterminacion es el numero de incognitas en exceso (n).

Se considera una estructura primaria suprimiendo las redundancias (apoyos y/o
barras). teniendo siempre una estructura isostatica v estable.

Se aplica el principio de superposicion afiadiéndole a la estructura primaria las
redundancias. formulando una ecuacién por cada una de estas de manera que se
cumpla con la compatibilidad de deformaciones de la estructura original.

Se calculan los desplazamientos en los puntos donde se quitaron los elementos
redundantes. causados por el sistema real de cargas y por cada una de las
redundantes.

Se procede a la solucion del sistema de n ecuaciones obteniendo los valores de las
redundancias. los elementos de reaccion faltantes se evaluan por medio de las
ecuaciones de la estitica.

los esfuerzos finales en las barras se calculan sumando los valores producidos bajo
el sistema externo de cargas v los debidos al efecto de las redundantes.



Nota: Debido a que para el calculo de desplazamientos en-los ejemplos de aplicacion se
utilizo el método de trabajo virtual. suponiendo fuerzas concentradas v/o momentos en los
puntos de interés en la direccion en que se deseaban los desplazamientos. fue necesario.
para la formulacion de las ecuaciones de compatibilidad establecer la convencion de signos
de que son positivos los desplazamientos lineales horizontales a la derecha. los verticales
hacia arriba. al igual que-los giros en sentido contrario al de las manecillas del reloj
(excepto en e! del ejemplo5.10 en donde los giros tienen convencion contraria a la
anterior). Por otra parte. las figuras sombreadas indican momentos positivos y. por
consiguiente. las que se encuentran en blanco corresponden a momentos negativos.

10
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2.4 TEOREMA DE BETTI

Considérese el cuerpo elastico mostrado en la figura 11 en el que se aplican dos

sistemas de cargas a ta vez los cuales aparecen por separado.

Py p
: Fs F
Fy
AN . Py
77z /77 75 /714
Sistema defuerzas A Sistema defuerzas B

Si se aplica el principio de la superposicion de causas y efectos, se puede hacer el

siguiente analisis:

Si se aplica gradualmente primero el sistema A y luego el sistema B, el trabajo

efectuado por dichos-sistemas de fuerzas sera.

W = %Pié‘i + -;—f‘} oj + Pidij
Donde:
Bi son los desplazamientos producidos por las fuerzas Pi
0] son los desplazamientos producidos por fas fuerzas Fj.

5ij son los desplazamientos en fa direccion de las fuerzas Pi debidos a

fa aplicacién de las fuerzas Fj.



Si ahora se aplica gradualmente e! sistema B y luego el sistema A, e! trabajo

efectuado por dichos sistemas de fuerzas sera:
_ 1

W= CFjdj+ —;—Pi8i+ Fjsji

donde:

é]l son los desptazamientos en la direccion de fas fuerzas F} debido a ia

aplicacion de las fuerzas Pi

Debido a que el orden de aplicacion de los sistemas de fuerzas no afectan af

trabajo externo total, las expresiones obtenidas arriba se pueden igualar:

1 Pid1 + }) Fjo)j+ Pibij= — Fj6) + ﬂ]_)—vPicSi + Fjoji

b |

donde.

Pidij= Fjoji

que es el teorema de Betti, el cual puede enunciarse como sigue:

"El trabajo que realiza un sistema de fuerzas A debido a los desplazamientos -
que en sus puntos de aplicacion le produce un sistema de fuerzas B, es igual
al trabajo que realiza el sistema de fuerzas 8 debido a los desplazamientos

que en sus puntos de aplicacion le producen el sisterna de fuerzas A".

Un enfoque mas simple puede darse observando la viga mostrada en la Fig. 12,
en ia cual se aplican simultdneamente la fuerzas Pa y Ps.



hg
w

ANNNN
‘-._..___

Fig.12

Considérese gue se aplica gradualmente primero la fuerza P, fa cual produce los

desplazamientos mostrados en la figura 13.

Considérese ahora,:que se aplica graduaimente la fuerza Pg con P, en posicion

como se ve en la figura 14.

Pa Pa
’ b
2 7 T ° T
3, + 0. - “- Op
~. +
Fig.14 '




Si se invierte el orden de aplicacion de las cargas, se tiene que:

P

. lBPB

/- ————— -

Z .l b,
s\ _]_

% "‘s‘j’i"-— l

A -~ - da+ 8y,
Fig.15
El trabajo total de las fuerzas aplicadas es:
l ]
W = 5 pgdg + 5 P&, +Pydga

Por io tanto, iguatando las expresiones del trabajo total, se tiene:

1 1 1 1
,)PASA-:— ~2P,363+ Pb,g= 2P355+ 2PA5A+ Padga

e donde:

PS = PBCSBA



2.5 TEOREMA DE MAXWEL

Considerando el marco mostrado en la figura 16 al cual se le aplica una carga Px

en el punto A y después, al mismo marco se ie aplica una carga Ps en el punto 8.

Pa

——
——— -—
— -—
— — =~

AN
<
[
St

Fig.16

segun la figura 16 o B4 es el desplazamiento producido por Pa y tiene la

direccion Pg.

YO 4p €s el desplazamiento producido por Pg y tiene la direccion Pa.
Polr el teorema de Betti se tiene: P,0 ;= P0,,

Segun Maxwel si Pa es igual a Pg , se tiene :
por io tanto, puede enunciarse que:

"El desplazamiento en un punto A (en la direccion de la fuerza aplicada en A)
debido a la aplicacion de la fuerza P en un punto B, es igual al
desplazamiento en el punto B ( en la direccion de la fuerza aplicada en B}

debido a la aplicacion de una fuerza P en el punto A"



El teorema anterior también es valido para el caso de rotaciones o de
combinaciones entre desplazamiento lineal y rotaciones. Un caso como el que se
muestra en la figura 17 aclarara to anterior.

)
caso a) : l : 3 4

IR VI C 2

i b 3 3
caso ¢) ﬂ
1

Fig.17

En los casos a) y b) se tiene: P5,;= P35,

entonces: 8,5 = 05,

En los casos a) y ¢) se tiene: P&, = M8,

si Py M tiene la misma magnitud, entonces 8, = 68,,

En los casos b) y c) se tiene P5y, = MS,,
si P y M tiene la misma magnitud, entonces: 8,,=98,
3




2.6 METODO DEL TRABAJO VIRTUAL

Es un método muy versatil para calcular desplazamientos en las estructuras. Estos
desplazamientos pueden ser debidos a cargas de cualquier tipo, cambios de

temperatura, contracciones en el material estructural 6 errores de fabricacion.

La expresion basica para el método del trabajo virtual ya se vié anteriormente y es:

Trabajo virtual externo = Trabajo virtual intemo
We = Wi

En la ecuacidn anterior se puede expresar el primer término como el producto de
una carga conocida por el desplazamiento buscado. Et segundo término se puede
expresar en funcién de los elementos mecanicos de la estructura, io cual se hara
enseguida.

Considérese la armadura mostrada en la Fig. 18 1a cual esta sujeta a un sistema
de cargas P, y en la cual se desea calcular e! desplazamiento vertical en el punto
A.

& / P, ‘P,—

AN T8
_________________ LT ——
7 , ’ Fig.18

Considérese ahora una armadura sujeta a una carga F en el unto A en la direccion
de

(\_

Fig.19




Si se denomina con N a las fuerzas axiales en l0s elementos debidas al sistema

de cargas P, y como n a las fuerzas axiales en los elementos debidas a la carga f,

se tiene segun Betti que:

We = -]-F5r.4
2

wi

r

_—.%ZN(

.’.“£J
AE

donde el termino con paréntesis es el alargamiento o acotamiento de cada

elemento de la estructura debido a fa aplicacion de la carga F. Por lo tanto:

1

— Féin
2

]

NnL

2= AL

Si se da a F el valor unitario (puede ser cualquier vaior) se tendra que:

Carga Axial

En la forma semejante se pueden establecer ias expresiones del trabajo virtual

interno para los demas elementos mecanicos y se obtiene:

Wi
2

1

L

J

;

M

El

W-—l

2

L

J

0

GA

CV_v dx

1
b2

L

0

'[Tt

GJ

Flexion

Fuerza Cortante

Torsion

(Momenio Totsionante)



2.7 PRIMER TEOREMA DE CASTIGLIANO . ...

En este teorema sirve para determinar desplazamientos en cualquier direccion en
una estructura. B

Considérese la Fig. 20 mostrada en la cual las fuerzas P y Q se aplica gradual y
simultaneamente. T

b %

o

T e e . s

Fig. 20

El trabajo efectuado por Py Q es:
P, Q5 |
2

Si se aumenta la fuerza P en dP ( Fig. 21) con P y Q en posicion, el incremento det
trabajo o energia de deformacién interna es:

Fig. 21

dw

(P+dP) d& +Qddg
dW = Pd8;=+dpd6p+Qd6Q



Si se desprecian los productos diferenciales dP dép= 0 se tiene:
dW = Pdép+Qd3dg -—--(b)

También se puede valorar dW de fa forma siguiente: considérese que se aplican

P+dP vy Q graduél- y simuftaneamente, entonces el trabajo total efectuado es:

Wy = E+ dP | (8p +d 3s) + Q (30 d 8¢)
) 2

despreciando los productos diferenciales

W, = P& Q&%  &dP Pds Qdé ©
2 2 2 2 2
pero Wr=W+dW
0 sea
dW=Wr -W

y de las ecuaciones (a) y (c) se obtiene:

g P8 Q&% &dP Pds Qdk) (Ps, 084
2 2 2 2 2 2 2

_&dP Pds  Qd
2 2 2

dw

si se sustituye (b) en la expresion anterior

di = % o+ _‘-:{_P.K.
2 2
O sea
aw = Bp dp
de donde: O  dW
dP
que puede escribirse como:
5 =2
p T —
OP

10



Por todo lo anterior puede enunciarse que:

Primer Teorema de Castigliano:

"La derivada parcial de la energia total de deformacién con respecto a una
fuerza P, es igual al desplazamiento lineal { producido por el sistema de

fuerzas dado) medio en la direccion de la fuerza P".

E! teorema anterior puede resumirse en las expresiones siguientes:

O A .
Y 5p b e
S 1% "o A7
Pap !251 ( flexion )
é» o ]Cl’zdx
opP ;2064 S ( corntante )
S o ’IT:dr ’
P ~ 2GJ
oP i ( torsion )
Segundo Teorema de Castigliano:
oW
In = =
oM

"La derivada parcial de la energia total de deformacién con respecto a un
momento M, es igual al desplazamiento angular ( producido por el sistema

de fuerzas dado} medio en la direccion del momento M.

11
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METODO DE RIGIDECES
MARCOS PLANOS COIN BARRAS INCLINADAS

Agustin Deméneghi Colinat

El meétodo de rigideces consta de las siguientes etapas (Beaufait et
al 1970): ‘

a) Se empotra la estructura y se determinan los elementos mecanicos
cuando la estructura esta empotrada;

b) Se liberan los nudos de la estructura y se hallan los elementos
mecanicos depidos a desplazarienttos lineales y angulares;

c) Se establecen las cond_iciones de equil'ibrio en cada uno de los
nudos donde haya desplazanientos diferentes de cero!

d) Se resuelven las ecuacicnes de equilibrio y se obtienen los
desplazamientos de la estructura;

e) Se cobtienen los elementos pec&nicos en los nudos de la estructura.
La ecuacién general de eguilibrico de la estructura es

K& +E +E =0 (2)
donde .
= matriz de rigideces de l1la estructura
= vector de desplazapientos
= vector de cargas de empotramiento
= vector de cargas concentradas

P9 oo bR

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la
suma de las matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que
forman la estructura. El vector de cargas de empotramiento de toda la

estructura s iqual a la suma Qe los vectores de carga de todas Yy
cada una de las barras de la est ructura.

2 continuacion obtendremos la matriz de rigidez y el vector de cargas
de empotramiento de una ba.rra con apoyos continuos, sometida a una
carga uniformemente repartida & (fig 1). Utilizaremos la siguiente
convencicén de $ignos, para una barra horizontal {fig 2): los giros se
consideran Ppositivos en senticdo antihorario, 1los desplazamientoes
verticales son positives si van hacia abajo y los desplazamientc
norizontales Son positives si van hacia la izquierda (fig 2a). Los
momentos flexicnantes son positivos en sentido horario, las fuerzarc
cortantes verticales son positivas si van hacia arriba y las fuerza:

cortantes horizontales son positivas si van hacia la derecha (fic
2b). .

%+ Pprofesor del Departamento de Geotecnia. Division de Ingepie-i‘i
civil, Topografica y Geodésica. Facultad de Ingenieria. UNAM



Demos un giro 8; en el extremo izgquierdo de la barra. En la fig 3a

se -
muestran los elementos mecanicos ocasionados por este gire. En la fxé
3b se muestran los elementos mecénicos producidos por un giro 9; en

el extremo dAerecho. las figs 3¢ y 3d exhiben los elementos mec&nicos
provocados POT un desplazanmiento wvertical §’ en el nudo izquierdo y

un desplazamiento vertical §! en el nudo derecho, respectivamente.

Las figs 3e ¥ 3f muestran los elementos mecénicos producidos por un
desplazamiento horizontal &’ en el nudo izquierdo y un desplazamiento

horizontal &/ en el nudo derecho. las figs 3g y 3h contienen los

momentos producidos por un giro de torsién 8’ en el nudo izquierdo y
un giro de torsién &' en el nudo derecho.

Los elementos mecanicos que aparecen en la barra m valen

M’ = wi’/12- + (4EI/L) 87 + (2EL/L) €!- (6EI/L%) &’ + (6EI/L) 5
. /

(2)

M = - wL?/12 + (2EI/L) 6! + (4EI/L) o:- (6EI/L%) &’ + (SEL/LY) 34
X (3)
vi = - wL/2 - (6EI/L%) 0! - (6EI/LY) o+ (12ET/LY) 8! - (12EI/L%) &,

(
v’ = - wL/2 + (6EI/L?) ! + (6EI/L%) 8!~ (12E1/L°) &' + (12EI/L%) &

(5)
N = (RE/L) 8 - (AE/L) 8! (6)
N = = (RE/L) 8 + (AE/L) & (7)
M = (6I,/L) €] = (G1/L) 6 (8)
M = - (I /L) 6] + (GI /L) 6, (9)

En una viga de seccidn rectangular de dimensiones b por h, el moment

polar de inercia debido a torsicn se puede valuar en forma aproximad
(Beaufait et al 1870)

3
h b _ b b .s
I" = - 3" — [1 Ot63 = + 0.052 ( H ) ]

: (20)

hzb

Los elementos mecanicos que transmite la barra al nudo estan dad
por :



P! = K. 8]+ (B)’ ' (11)

donde
o 4 5% 6, 3. 5 6 §
-:51/1_ Z2E1/L - &n’ Gtm.z o 1] (4] (] ] 8;
2EI/L 4EI1 -&in’  emnl o o 0 o 6;
el - eun?  mn® amid® o 0 0 0 8!
X’ =|smin’ s’ -1mn’® 1ma’ o o o o L
] o ] o o AE/L ~AE/L o 0 6;
o 0 0 0 —AE/L AE/L 0 o 6:
o o 0 o o o GIt/L ~GIt/L 9;
Lo 0 o 0 o [ -GIt/L Glt/L B 8;
' (12)
— or —
o
6?
r :
5 = 5 .' (13)
2
2
®a
5o
L -
vL2/12 ]
- wL" /12
- wL/2
- wL/2 -
(B5)’ = 0 ' (14)
0
o
| 0

K’ = matriz de rigidez de la barra m
53¢ = vectolr de desplazamientos de la barra m
-m

(p°) ¢ = vector de cargas de empotranmiento de la barra m
[



Veamos a continuacion la determinacion de la matriz de rigidez y 4
vector de cargas de empotramiento para una estructura tridimensional,

formada por marcos planos ortogonales entre si (fig 4):

: " . - en cada marco
pueden existiliTXT barras inclinadas. ,

En la fig 5 se presenta la transformacién de un vector del sistema
global x-y al sistema local x'~y ‘. Aplicando las ecuaciones de la fig

5 a la barra inclinada de la fig 6 (despreciando el efecto de torsién
con eje de gilXro vertical):

¢ = 8 g8' = g8

QP P 9 q

5 =& <OS & ~ & sena
r r u

8§ = P COsS X - § sen o
. s v

&7 = & sen o + 8§ cos «a
u T u

st = 5. sen a + 3 cos a
v o v

g’ = 8" Co0s &’
a o

g’ = Y COs «
b b

Aplicando las expresiones de la fig 5 a la barra de la fig 7:

9':6 COSB—G.SenB

BZ=9:c°53'6bseng (;

e: = ep sen B +9. cos B

e:-:eq sens-»ebcoaﬂ

Sean
—

o ]
®q
r

&n = 8¢ (25)
3¢ )
5y
€a
s




= -
e
BP
g
6r
ém = 6S
5u
Bv .
ea
I
Es decir
T S N
donde
ep Bq 8" 6l 6\: 57
cos B © 0 0 0 0
o cos B 0 0 4] 0
o o cos « 0 - sena 0
o 0 0 cos o 0 -Sen o
I.% 1| o 0 sena 0 cos a O
0 0 0 sena o] cos
“8n%e ° 0 ° ° 0
4] c:ggnmB 0 0 0 0
S

(17)

0
o

°R8a% _|

(16)

@
v

]
a

O

» 4 e 8 9

S O 0 0O

v

(18)

Los desplazamientos de los sistemas local y global estan re.lacionado.
mediante las siguientes expresiones

e’
p
G’
qQ
&’
r
81’
s
al‘
o
8'
v
8¢
a

el'
b

il

cas
cos
cCos
cos
sen
sen
cos

cos

sen B
Bb sen B

8B -8
&
B -
- & sena
o
- & sena
b}
+6 Cos &
+6 cos o

Sen8+9 cos o cosB

rR £ R R R R

sen g +9b cos o cos 8

(19)
(20)
(21)

(22)
(23)

- (24)
- (25)

(26)



En el sistema local x'-z° (fig 6)

; Sy s
pr o=k, 8.+ (E)

Pero .
(%) 4 =1, E

y pr =I,F
systituyendo la ec 2% en la ec 27
T B, =K. 8+ ()
sustituyendo las ecs 17 y 28 en la ec 30
T, B, S KL & 41, B
Premultiplicando por I:'

En = I;l K: I- §. + 2’

donde
e, e s 8, s 8,
:os g © 0 e} o o
o cos B O 0 o] 0
0 o cos a 0 . sena O
o] o 0 cos a (s sen «
1;1" ) 0 =-senc 0 cos a O
4] o 0 -sena 0 cos a
-sen B 0 0 o 0 ()
0 ~sen g D 0 () 1]

En el sistema global N
E =K $ + B
donde K = I;‘ K T

sustituyendo las ecs 12, 18y 31 en la ec 33

K , la cual se muestra en la tabla 1.
I

(27}
" (28)
(29)
(30)
9- eh
588sfe O o,
0 788586 eq
0 o 6'_
0 (s} 3.
0 0 S
u
4] o P
0 ?Sgssa - eb
(31)
(32)
(33)

, Se obtiene la matr(

———



Para el vector de cargas de empotramiento:

= I (B (34)

para una barra sometida a uma carga uniforme w en el sistema local
x’-z', el vector P vale

2

(WL2/12) cos B

- (WL%/12) cos B

- (wL/2) cos a

- (WL/2) cos «
{(wl/2) sen « (35)
{wlL/2) sen «

- (VL2/12) seh B
(wL°/12) sen B

%
i

La ec 33 proporciona la matriz de rigidez de la barra inclinada m,
para el sistema coordenade general x-y-z . las ecs 34 o6 35
proporcionan el vector de cargas de enmpotramiento de la barra
inclinada m, para el sistema coordenado general x-y-z .

En resumen, Pprimero se utilizan la tabla 1 y las 34 6 35 para hallar
1a matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento de las
parras de la estructura, la matriz de rigideces de la estructura
completa se obtiene mediante la suma de las matrices de rigidez de
todas y cada una de las barras que forman la estructura; el vector de
cargas de empotramiento de la estructura completa es igual a la suma
de los vectores 'de carga de todas y cada una de las barras de la
estructura. Sustituyendo en la ec 1 se obtiene la ecuacién matricial
de equilibrio de toda la estructura; resolviendo el sistema de
ecuaciones Se& obtienen 1los desplazamientos correspondientes al
sistema global x-y-z (vector §). Los elementos mecanicos en- las
parras se obtienen de la siguiente forma: primero se determinan los
desplazamientos en el sistema local, con el empleo de la ec 17 & las
ecs 19 a 26:

8. =T, &, (ec 17}

A continuacion, los elementos mecdanicos en la barra m se determinan
con la ec 11 © ¢con lasecs 2 a 93

B! = K. 8.+ (B} - fec 11)



Ejemplo 1

peterminar 1©s elementos mecinicos en los nudos de la estructura ¢
la fig 8a.
Solucidn |
Primeramente numeramos las barras y los gradeos de libertad de 1la
estructura (£fig 8b). En este ejemplo no se toman en cuenta los-
efectos de torxsion (B8 = 0).
Barra 9p 9q & s 3, -8 a
Grados
i e, 8, 8, 57 63 59 68.2
% 8,2 3, L 5, . 5, o
3 % ®:2 2 3, s, s, 111.8

Empleando 1a tabla 1 se obtienen las matrices de rigidez de las baras
1, 2y 3, 1as cuales se muestramn en las tabla 2. La matriz de rigidez
de la estructura completa en @l sistema global es la suma de las
matrices de todas y cada una de las barras. -

sumandc las matrices de las barxras 1, 2 y 3 (tabla 2) obtenemos

5,

—

0
-1877.77
[:1992.6

32578.02

12719.58
=-12719.58

L

8

- 664.2
32578.02

)

1992.6
1877.77

24
- 24

69
12719 . 58
0
71622 - 66
-66420
-287 . 08
0

GL

10
1l
12

3 &

10 1
0 ~1877.77
-12719.58 1992.6
~66420 -287.08
71622.66 0
0 9080.45
-287.08 3985.2
c
E =

A continuacién planteamos la ecuacién matricial

K +EF+pF=o0

c O O O O O

8!2

D

-1992.¢
1877.77
0
-287.08
3985.2

9080.45
-

GL
7

-

9
10
11
12




Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes
desplazanientos: - ‘ T T T e :

& = 0.00080245 B §, = 0.00080245 m
&, = - 0.00008376 &, = 0.00008378 m
&, ==- 0.00473308 e, = 0.00473308
11 12
Ademas & =8,=8 =38 =6 = 8 =0

Los elementos mecanicos en cada barra se hallan con el empleo de la
ec 11:

B/ = K & + ()’ | (ec 11)

Las matrices de cada barra en el sistema local (E!}se obtienen con la

ec 12. En la tabla 3 se exhiben estas natrices para las tres barras
de la estructura.

El vector de desplazamientos 5! se halla con el uso de las ecs 19 a

26, mientras gque los elementos mecanicos en cada barra (sistema
local) se determinan con el empleo de las ecs 2 a 9. La tabla 4
contiene el computo de desplazamientos y elementos mecdnicos para las
barras 1, 2 ¥ 3.

Ejemplo 2 : A
Determinar 1loOs elermentos mecinicos en los nudos de la estructura -de
l1a fig 9a. Despreciar el fendmeno de acortamiento de barras..

Solucién

Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de 1la
estructura (fig 9b):

SISTEMA GLOBAL x-y

2] .
Barra o eq & . 5. e. eb“
- ®2 - 8 - ©
82 - 6 ' - 83 -

SISTEMA LOCAL x’ -y’ ' : _—

e’ r ’ ’ » . f
Barra P aq sr ' 5' 8__ Bb
- r - I - T " ;
1 92 6: 9:
6’ - ’ - ) -
‘ 3 61 ez i



1os desplazamientos estdn relacionados entre si, de acuerdo con lar
ecs 19 a 26 Tl

Barra 1
6;38' eéaaz' 9;393

Barra 2
5; =8 , ,6;‘32, 9;:—8

Las matrices de rigidez y los vectores de empotramiento en el
sistema global, se hallan con loss valores de la tabla 1 y las ecs 34
6 353

& 51 8
7970.40 1992.60 0 92
B, =" 1992.60 664.20 0 8,
¢] 4] 384.38 93
. - 24 82
21 = - 24 51
° 3 !
82 6‘ 93 )
384.38 0 |+ 9z
K, = 0 664.20 1992.60 s,
0 19%82.60 7870. 4 93
. 0 92
22 = - 24 61
- 24 9:3

La matriz de Trigidez global es la suma de las matrices de cada una de
las barras, es decir

6‘ 82 93
1328.40 1992.60 1952.60 5‘
K = 1992.60 8354.78 ¢ 9:
1992.60 0 8354.78 o -

10



 ~ 48 5,
e = -
e = 24 e,
| - 24 ey -
0 61
Ec = o e,
0 e -

) — 3

A continuaciodn planteamos la ecuuacidn matricial

K8+E +p° =0 (ec 1)

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes
desplazamientos:

61 = 0.09671 m o
6'2 = = 0.020194 93 = = 0,020194

Para obtener los elementos mecadnicos en las barras, trabajamos en el
sistema local, en el gue las matrices I‘S; valen (ec 12):

’
ez
7970. 40
1992. 60
0

@
[REN R SRS

[
93
7970. 40
1992. 60
0

r

8,

= ai
r

e,

{£a2]
| S KN

Aplicando la ec 11

Y
1
1992.60
664.20

0

6'

1
1982.60
664.20

o

n

’
.93
0
0
384.38

6.

0

0
384.38

90
5'
B'

a'

N a' P

e’



Barra 1

Barra 2
‘M;=- 7.75 t.m V; = 0 M;--—?.?G t.m

Los momentos obtenides son de barra sobre nudo: éstos se exhiben en
la fig Sc. _

REFERENCIA

Beaufait, F W, Rowan, W H, Hoadley, P G y Hackett, R M Computer
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¥=6El/L2

525 = sen? A
C2h = CoSZ A

ar

-BCB QA
-KCBCA
N CA

+ Q S2A

- B QA
- ¢ 52\

-NCA S
+ QCA S

R Ci SA
- QCASA

¥ Ci 3B

MG S8

ds

B CBCA

NCB O

- N C

-G S

K C
+ Q S2%

ARG Sk
-QCASH

KGR
¢+ 0 CASA

- B G5B

- ¥ CASE

TABLA 1
HOMBRE: MATRIZ DE RIGIDEZ. BARRA INCLINADA
FECHA: 23/04/96
PROGEAMA: MARIGB]
Sean D=4El/L
F = Glt/L
SA=sen i
CA = €05 A
wp tq
D C2B {b/2) UIB
- 528 -F 52
C e
{D/2) €28 D C2B .
- F 52B + F 528
- HCaCB -KCaCB
¥ CA CB # CACB
. ESACE M5ACE
- M SACo -K5ACE
-DCBSE -{ps2) CB SB
+ F CB 58 - FCB 5B
\_ip/z1c5 8 -DCESE
- FCB SB + FCB 5B

B=sen B
@B=¢c05 B
du

UG SA

BB SA

-ECA SA

+0CA SA

NG SA
-0CA SA

BSU
+ § C2A

- S2A
-G C2A
~-45 SB

-8 SA SB

13

N =12 EI/L3
S2B = sen2 B
C2B = cos2 B

dav ta

~-4CBSA -DCESE
+ FCBSB

-NCBSA -[D/2) CBSB
-FB 3B

K CA SA W LA SE

- o ChSA

~RASA -MOrSB

+ O CA SA

- N5 - %5\ S8

-aC

N S2A M SA SB

+QCA

M SASB D S2B
+ F Q2B

M S SB {072} S2B
- F C2B

0 = AB/L

W

-(0/2) CB SB
-FSBCB

-D (B 58
+ FCB 5B

¥ CASB

-NCASB

- % 5ASE

K5 SB

{0r2} S2B

-F 2B

p 528
+ FC28

tp

1

dv



TABLA 2

| jOMBRE: CALCULO DE LA MATRIZ DF RIGIDEL DE (A BARRA INCLINADA

FECHA: 23/04/96
PROGRAMA: MARIBI43

bt

Sistess giobal
Matriz de rigidez de la barra i

s A 1 S A %
tp tq dr g TTdu- dv

1110.049 555.0247 -114.832 114.8326 267.0818 -267.081
5550247 1110.049 116,837 114.8326 287.0818 ~287.08]
114.832 -114.832 31913 .82 -31913.8 12715.58 -12719.5
116.8226 114.8326 -31913.8 31913.82 -12719.5 12719.58
787.0818 287.0818 12719.58 -12719.5 5202.665 ~5202.66
_ 37.081 -287.081 -12719.5 12719.58 -5202.66 5202.665
e . o 0 0 0 0

0 0 -0 0 0 0

Sistena giobal
Matriz de rigidez de la barra 2

1l 12 7 8 9 10
tp tq dr ds du dv

7970.4 3985.27 -1992.6 1992.6 0 0
3985.2 7970.4 -1992.6 1992.6 0 0

T .1992.6 -1992.6  664.2 <6642 0 e
1992.6 1992.6 -664.2  664.2 ¢ o

0 0 0 0 6bi20  -66420

¢ 0 0 0 -6A20 65420

0 0 ¢ 0 ¢ 0

0 0 9 0 0 ¢

stesa global
Matriz de rigidez de la barra 3
6 1 2 8 4 10
tp tq ar ds ] dv

1110.049 555.0267 114.8325 ~114.832 267.0818 —287.08)
555.0247 1110.049 114832 -114.832 287.0818 - 257 081
114.8326 114.8326 31913,82 -31913.8 -12719.5 12719.58
-116.832 ~116.832 -31913.8 1913.82 12719.56 - 12749.5
287.0818 287.0818 -12719.5 1271958 5202.665 —5202.66
-287.081 -287. 081 12719.58 ~12715.5 -5202.66 5202.665

0 0 0 0 0 0

¢ 0 ) 0 0 0

14

OO0 OoO00

oo Oaobo

OO0 0000

0tp
0 tg
0dr
0ds
o0&
0 dv
Dta
btb

— .
QOOH‘S: \nu-qu\u!

[ -
-2 SN - -l SN



TABLA 3

istena local
Matriz de rigidez de la barra |

5 11 1 7
tp’ g’ dr’ as' oy’

1110.049 555.0247 -309.196 309.1%5
555.0247 1110.049 ~309.1% 309.19%5
-305.196 -209.19% 114.6327 -114.832
309, 1965 309.1965 -114.832 114.8307

3

(= — 2 —

0

9
dvl

L - N — N -}

0 0 ] D 37001.65 ~-37001.6
0 ] ¢ 0 -37001.6 37001.63
¢ ] g ] ] 0
0 0 0 6 b 0
Sistesa local
*riz de rigidez de la barra 2
= oon 12 7 8 9 10
tp’ tq’ dar’ ds’ . & av’
7976.4 3985.2 ~1992.6 19926 0 L]
3985.2 7970.4 ~-1992.6 1992.6 0 )]
-1992.6 -1952.6 664,2 -664.2 ¢ 9
i992.6 1992.6 -664.2 6642 0 ]
0 0 0 0 66420 -b6A20
0 ] 0 0 -b6bd20  6ed20
0 0 0 0 0 ¢
i 0 ¢ 0 ¢ ) 0
Sistesa local
Matriz de rigidez de la barra 3
& 12 2 8 4 10
tp’ 12} dar’ ds* &' dv’
10.049 555.0247 -309.19% 309.19%5 0 0
555.0247 15110045 ~309.19% 309.19%65 0 0
-309.196 ~309.196 114.8327 -114.602 1] k4]
309. 1965 309.1965 ~114.832 114.8317 0 0

0 0 0
¢
0 ¢
0

0 0
(] 0
b 0 g

o
0

@ 3700 .65 -37001.6
0 -37001.6 3700).65

0
0

ta'

15

1)

ococooooo

SO0 OoO0

g

cOoocoocooo

0tp
0t
0 dr'
0 ds'
0 dv’
o v
012’
ot

0
019’
0dr
0ds’

oduI

0

0 ta’
e

:Dtp’

0tg'
0 ar’
0 ds*
0’

. v

o
'

—_
AU L) e e Uy

Ceowmaublz

o

L RPN B Y ]



TABLA 4

istema local

arre |

t

p

5 11
tg’ dr'

0 -0.00473
0 -0.00473
¢ -0.00473
¢ -0.00473
0 -0.00473
0 -0.00473
0 -0.60473
0 -0.00473

local

jarra 2

¥

P

tq’ ar'

00

60

0 0.000375
¢ 0.000375
0 0.000375
¢ 0.000375
¢ 0.000375
0 0.000375

ds.l

du' -,

0 0.000713
0 £.000713
0 0.000713
0 6.000713
€ 0.000713
9 0.000713
6 0.000712
0 0.000713

dv’

-0.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000087
-0.00473 0.004733 0.00080Z 0.000802 -0.00008 0.000083
-5.00473 0,004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000083
~0.00473 ©.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 0.000063
000473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.00008 ¢.000083
-0.00473 0.004733 0.000802 0.00080Z -G.00008 0.000083
3.00473 0.004733 0.000862 0.000802 -0.00008 0.0006083
~0.00473 0.004733 0.000802 0.000802 -0.06008 0.000083

Sistesa local

Barra

tp'

4

3
5 il
1q’

¢ 0.004733
0 0.004733
0 0.004733
0 0.004733
¢ 0.004733
0 0.004733
¢ 0.004733
0 0.006733

drl

~

i 7
ds’

0 ~-0.00037
0 -0.00037
¢ ~0.09037
¢ -0.00037
o -0.00037
¢ ~0.00037
0 -0.00037
0 -0.00037

du'

3 9
gv’

0 0.000713
0 ¢.000723
0 0.000713
0 0.000713
¢ ¢.000713
0 0.000713
¢ 0.000713
0 0.000713

u!

CcCoocoo o o0

-2 - B BN -
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tb*

b

OO T OO0 DD

16

0 -2.51077 #p'
0 -5.13775 Ng°
0 1.420295 ¥r'
0 -1.42029 vs'
0 -26.4169 W’
0 26.41699 W'
0 oM’

-, 0 M

G 5.137729 mp*
0 -5.13072 y°
v 26 '
0 ¥
0-11.1293 Vo'
© 11.12933 W'
0 N TS
¢ oKb'

0 2.510777 ¥p’
0 5.13775 Q"
0 -1.42029 vr'
D 1.420296 ¥s'
0 ~26.4169 Vo'
0 25.41693 W'
0 0 Ma’
0 0 M
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ANEXO 2
MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA BARRA. SISTEMA GLOBAL

MARCO CON BARRAS ORTOGONALES
SIN CONSIDERAR ACORTAMIENTO DE BARRAS, N EFECTOS DE TORSION

Barras horizontales

[— 85 8y & By
AEIL ZEUL -BEIL’ 6EINL° 5
2ElL AEVL -6EILT | 6BElL* ej
BEIL” “6EULS 12EIL° AZENVLT sf
BEVLT | 6ENL. | -12EMC | 12EWL° 5

Elementgs mecanicos (bama sobre nudo)

M, = wil+ (4EML) 8, + (2EIL) 8, - (BELY) B, + (SEIR
M= -wL® + (2EVL) 8 + (4EIN) 5‘,- (GEULg) B, + (seux_!)aé.

V = -wii2 - (BEVLY) 8- (6EULY) 8, + (12EVL™) B, - (12EILY) &,
V, = w2 + (BEILY) 8 + (BEL" - (12EWL) B, + (12EMLY) By

Barras verticales

= 8z

AEUL 2ElL aEE?':L‘ -6 E&fn_‘ )
2ENL 4EUL 6ELY BEUL® e°
BEIUL" BEL® 12810° -A2EWL° .

BRI | -BEWL ~12EM° 12EUL7 2‘

Elementos mecanicas (barra sobre nudo)
WL + (4EWL) 8, + (2EINL) §, + (6ENY) B, - (BEIL &,

M, =

M, = -wL? + (2EUL) 8, + (4EVL) g, + (BEILY) B, + (BEWL’

V,= w2 + (BEVL") 8, + (BEMLY 8, + (12E/LY) 8, - (125)1?[’) 5,
V.= w2 - (BENL?) 85 - (BEVLT) 6 - (12EIL>) &, + (12EWL) &

23



. ANEXO 3
MATRIZ DE RIGIDEZ. BARRA DE UNA RETfCULA DE ClMENTACION a=0
SISTEMA GLOBAL

SIN CONSIDERAR ACORTAMIENTO DE BARRAS

DIRECCION x, =0

8, Bg. B 5 8, By
AENL 2EIL -BEYL” SEI* o 0 8,
IEL 4EIL -6ENL” SEIL’ 0 0 8y
BEUL: | -6EUL’ 126807 | B 0 0 8,
BEULS | esll* | -12EWC | 12Em° 0 D 8,
0 0 0 0 Gl [-GWL ! o,
) 0 0 0 -GWL 1 GWL | 8,
DIRECCION y. B = 80°
[_ B Bg & -9 =2} Bp
| GWL | -Gl g 0 0 0 8,
-GhL | G 0 0 [¢] 0 8
G 0 12EU.° -{2E1° 6EIL* | 6EWL° | &,
o 0 -12EVL° 1B -BEIL’ | -6EUL’ | 5,
0 0 6EIL’ - BEWL® 4EWL | 28Il | s,
A 0 6EIN’ HEN® 2EWL | 4EUL | e,

VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO. BARRA DE CIMENTACION. SISTEMA GLOBAL

1wl 12 - (11182) Py, - (51182) L ry ] cos B 8,
[ wLA12 + (51182) L1, + (11192) L2 r, ] cos B Bq
gt = [-wli2+ (1332)L s, + AR L] cOos a &
l -wL.gz + (AR L, + garsz)Lr.] CosS o By
[ WL12Z ¥ (117192) L5 + (5182), i?c,1senp 8,
{wL?12 - (5/182) U r, - 11192y L2 vy ] sER a 6y

23



o [ e T CTUT L - —ieeseer el A "T-alu'mnm! : T - Treitenm T — . fyme ey, u

FACULTAD DE INGENIERIA UNAM
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

86

.......................................................................................................

ANALISIS ESTRUCTURAL
-- CA 467

TEMA

APUNTES DE CIMENTACIONES
INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA

EXPOSITOR: ING. IGNACIO E. HERNANDEZ QUINTO
DEL 27 DE JUNIO AL 01 DE JULIO DE 2005
PALACIO DE MINERIA

Palacio de Minerig, Calle de Tacuba No. 5, Primer piso, Delegacién Cuguhtémoc, CP 06000, Cenfro Histdrico, MéxicoD.F.,
APDO Postal M-2285 a Tels: 5521.4021 al 24, 5623.2910 y 5623.2971 ® Fax: 5510.0573



APUNTESDE CIMENTACIONES = " °©
INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA

NOTA PRELIMINAR

La interaccidn suelo-estruciura es aquella parte
de la ingenieria que estudia 1as deformaciones
de! terreno ge cimentacion cuando éstas se ven
afectadas por la presencia y figidez de la propia
estructura. La influencia de {a estructura puede
ser en condiciones estaticas, 1o cuat as tratado
por la interaccion estdfica suelo-estructura, ©
puede ser en congiciones dinamicas, lo cual
cae en el campo de la infersccién dindmica
suelo-estructura. -

INTERACCION ESTATICA SUELO-
ESTRUCTURA

Se conocen cOmMO métodos de interaccion
estatica suelo-estructura aquelios procedi~
mientos que para o cdlculo de las
deformaciones del terenc oo cimentacion
toman en cuenta la rigidez de la estruciura.
Todos estos métodos estan basados en el
principio de que en el comacto amisnto-temenc
ios desplazamientos tanto de la subsstructura
como ios del terreno son iguaies, es decr,
existe compatibitaad de deformaciones entre
estructura y suelo.

En términos generales, e procedimientc de
calculo para la interaccion suelo-estructura
consiste en tres pasos. (a) se calculan los
desplazamientos de la subestructura, (b} se
calculan los desplazamientos del terenc de
camentacién, y (c) se estabiece la compatidi-
idad de deformaciones entre estruciurg y suelo.

Podemos distinguir dos clases de siluaciones
en relacion con la inmteraccion; (i) cuando tos
cmientos estan suficientemente separados, de
tal forma que 1a carga sobre un apoyo no eerce
mﬂuencia sobre los desplazam‘cemos de los

Agustin Deméneghi Colina’
-~ Héctor Sanginés Garcia*

apoyos vecinos (este fsndomeno se presenta
usualmente en zapatas aisladas), y (i) cuandd
se trata de un cimiento continuo donde el

 dasplazamiento de un purto de dicho cimiento

esta afectado por la carga repantida en toda la
subestruciura (es el caso de zapatas ¢omdas o
iosas de cimentacion).

interaccién suelo-zapatas aisiadas
Definicidn de méduln da reaccitn

Para llevar a cabo la interaccion suelo-zapatas
aisladas, se hace uso del concepto de mddulo
de reaction o moduio de rigidez del tameno de
cimentacién, el cual se presenta en los
siguientes parrafos.

Definamos el mdduio de reaccion o rigidez
lineal vertical de un cimiento de la siguieme.
forma )

K, = QJ5, (1)
donde Q, es la fuerza vertical aplicada al
cimientc y 5, es el asentamienio vertical
ocasionado por Q,.

Se define la rigidez lineal horizontal de un
cimignto

¥ = Qo @
donde Q, es ia fuerza horizontal aplicada of

cimients y &, es el desplazamiemto horzontal
producido por Q.

Se define la rigidez a ia rotacién de un cimiento

K, = M 3)

" Profesores del Departamento de Geotecnia, Division de ingenieria Civil, Topogréafica y Geodésnc:a.

Facultad ce tngenieria, UNAM



donde M es el momento aplicado al cimiento y 8
ol anguio —en radianes- producido por dicho
momento.

Andlisis de la interaccion suelo-zapatas
alsfadas

Hustremos la solucién de la interaccién suelo~
zapatas asladas con el marco de la fig 1
(elemplo 1). La rigidez verticat del terreno de
cmentacién vale K, = 2331.96 tm, la rigidez
honzontal K, = 1901.38 ¥m y la rigidez a la
rotacion K = 1102.81 tm/rad.

Utilizaremos el meétoda de rigideces para ol
analisis de la estructura (véase el anexo 1), en
el que se gebe cumplir

K5+B'+P'=0 (4)
donde

K = matriz de rigidez de la estructura

§ = vector de desplazamientos

P* = vector de cargas de empotramiento
P° = vector de cargas concentradas

La formacion de ia matnz K y de los vectores §,
P*y P°, para et marco de ia fig 1, viene descrito
en el anexo 1, como resultado de esto, en la fig
2 se exhiben fos grados de libertad de la
estructura, y en las taplas 1, 2 y 3 la matrz de
ngidez K. el vector de cargas de empotramento
P* y el vector de cargas concentradas F° de
toda la estructura, respectivamente (En ia tabla
1 s&lo incluimos {0s renglones de §,, by, Bs. 5,
5 ¥ 811, porque, por simetria &; = &, &, = -6 Be
= Dy, by = 87, Byp = Oy, B12 = By}

La ngidez de! terreno de amentacion se puede
incluir en el vector de cargas concentradas P,
de la siguiente forma: las fuerzas Q,, Q. y M se
pueden cblener coniasecs 1 a3

Q.= K & (5)
Qn = K bn (&)

M=K 8 {7)

En ia fig 3 s6 muestran las reacciones del
terreno en funcion de las ngideces del mismo y
de los desplazamiarios.

Usando las ecs 5 a 7 calculamas las fuerzas
Qn. Gz Qna. Qna. Msy My

Q= 2231.96 5, Qp=2231.965,
Qis = 1901.38 85, Qne = 1901.38 5,
My = 1102.81 8, Mg = 1102.81 6,

Et vector de cargas concentradas queda

= -y

2231.96 5,

2231.96 &5,

1901.38 55

1901.38 &

P = 1102.81 6y (8)

1102.81 8y
o

0O000D0D

hesnr —

' Reemplazando en la ec 4 los valores de X

{tabla 1), P* (tabla 2) y P° (ec 8), y resolviendo
el sistiema de ecuaciones, cbtenamos

5y = 0.010291 m, &3 = 0.0055104 m

o5 = 0.00049148, §,=0.013289m

&g = -0.000078886 m, 64, = -0.0054707

Los elementos mecanicos sn las barras de
estructura se calculan siguiendo of procedi-
mierto indicado en el snexc 1. (Lo dejamos
como ejercicio al lector.) Con

———

Las fuerzas en los apoyos se detenminan mn"
tasecs5a7

Q. = Q. = 2331.96(0.010291) = 23.998 {
Oy = 1801.38(0.0055104) = 10.477 ¢

Qs = 1901.38{-0,0055104) = -10.477 t
M = 1102.81(0.00049148) = 0.542 Lm
Mg = 1102.81{-0.00049148) = -0.542 tm

Resolvamos otro ejemplo, el de la fig 4 {sjemp}”
2), despreciando los efectos de acortamiento ce
baras. Eniafig 5 y en ia tabla 4 se ( mis
numeracién de barras y grados de lib .Las
matrices de rigidez y los vectores de cargas de



empotramiento se halian con los valores del
anexo 3 (marcos planos con baras ortogo-
nales, sin considerar el acortamiento de barras).

o
]

FrEFoeye

J

El vector de cargas concentradas vale (fig 4)

Qu-1.2 7]
Q1.2
Cny

T
°oFEp

La rigidez del tereno de cimenmacidn la
induimos con las 8cs 5 a 7 (obtenidas de las
ecst1ald)

Q=K & - {9)
Qp = Ko 30 {10
M=K8o {11)

En ia fig 6 se indican las reacciones del sueta
en funcion de las rigideces y los desplaza-
mientos.

Sustituyendo valores

Barra 1
Matriz de rigidez
8¢ 87 N
1299.52 |[649.76 |423.76 {6
649.76 1299.52 1423.76 |&,
42376 |423.76 | 184.24 |4,
0 7 6y
AT 0 6
o _ by
Barra 2
Matnz de rigidez
168 Sa 5¢
129952 1649.76 142376 |6,
649.76 [1299.52 {423.76 |6
423.76 142376 {18424 |5,
0 7] B
P = [ 0 6,
o ] 6y
Barra 3
Matriz de ngidez
& B 18 5
7970.4 13985.2 [-19926 {19326 |6,
3985.2 {79704 {-1992.61992.6 o,
~1952.6 1-19926 1664.2 |-664.2 i}
19926 118926 16642 16642 |3,
-wlj2 -4 62
_E‘; = wif2? = -4.62
wti12 482
-wli12 462

L2 matnz de rigidez y el vector de cargas de
empotramientd de toda la estructura se exhiben
en las tablas 5 y 6. (En la tabla 5 sélo moumos
los renglones de &, &3, 8y ¥ 6. porque, por
simetria 5 = &y, ba = By, By = Bg, By = By.)

Eil vector  es

Q. = 2331.96 6, Oy = 2331.96 5,
Qus = 1901.38 8y, Qe = 1901.38 8,
Ms = 1102.81 85, Mg = 1102.81 8¢

El vector de cargas concentradas queda

-

3
]

2331.965,-12
2331.96 & - 1.2
1901.38 5,
1901.38 5,
1102.81 0
1102.81 8

0 ) Tl B
0

Reemplazandc en la ec 4



462-12+2331.965, =0 {50
18424 5y + 423,76 B3 + 423766, + 190128 5y m 0 (3y
42376 5y + 1298.52 05 + 648.76 &y +» 110261 G, 0 (By)
426.76 by + 649.76 65 + S284.T28y + 482 = 0 &y

Resclviendo e! sistema de ecusgciones

& = 0.0024958 m, &y = 0.00014032 m
85 = 0.00022213, 6;= -0.00091278

Para hallar los elementos mecénicos, se utiliza
el procedimiento indicado en el anexo 1. (Lo
dejamos como ejercicio al iector).

Las fuerzas en l0S apoyos se Oeterminan ton
lasgcs 5a7

Qv = Qyz = 23N .96{0.0024958) = 582 ¢
G = 1801.38(0.00014033) = 0.267 t
Qne = 1901,38(-0.00014023) = -0.267 1
M = 1102.81(0.00022213) = 0.245 tm
M = 1102.81(-0.00022213) = -0.245 t.m

Determinacion de los mbdulos de reaccién def
suelo '

La determinacién de las rigideces K, K,y K; se
fleva a cabo usando su defimcion dada por tas
ecs 1 a 3. Por ejemplo. e modulo K, se obtiene
aphcando a la zapata una carga vertcal Q, y
calculando el asentamiento que produce dicha
carga.

Dado el caracter no lineal de los suelos, es
necasano gue tanto ta carga sobre el omiento,
como sus dimensiones, sean o mas cercano
posible a sus magnitudes definitivas en ia
estructura, pues de otro modo ia determinacion
de las ngideces sera sbio aproximada.

Ejempio

Determumnar 1a ngidez lineal vermcal K, de ia
zapata de ta fg E-1, wtikzando para ello la
tarmula de Bunand y Burbnidge. El subsuelo
esta formado por una arena normatmente
cargada, N = 15 goipes.

Solucion

€1 asentamiento en milimetros ce Ia zapata esta
dado por (Buriand y Burbridge, 1885)

5= B ¢,

fo= 117N

gn = incremento neto de presion, en kPa

B = ancho de la cimentacion, en metros

Sustituyendo valores

Qo = 26/1.7(2) = 7.647 Um? = 74.995 kPa
i.=0.0264

B=17Tm .

5=2.870 mm = 0.00287 m

El moéduio K vale {ec 1)

K, = 26/0.00287 = 9059.2 Ym

La teoria de ia elasticidad pmporc:ona fos
siguientes valores de los modulos de reaccion,
para un cimiento somero de planta circular

K, = 2ER(1v?) (12)
Kn = 32(1-v)GR/(7-8v) (13)
K = BGRY3{1-v) {14)

Estas formulas se pueden usar en zapatas
rectangulares cuando B < L < 2,58, mediante
el siguiente artificio:

Sea A = BL e! 4rea de! cimiento rectangular,

R= v Aln (15)

Para catcufar K| y K, usamos las ecs 12 y 13
con R obtenida de ia ec 15.

Sea | = momento de inarcia def cimiemo
alrededor del eje que se desea calcular K,

R= "J_. Al (18)

K, se computa con la ec 14, con R obtenida d
la ec 16.

Por lo ya sefialado amtes, los cilculos de los
madulos de reaccion con las ecs 12 a 14 son™
sblo aproximados, pues & comportamistito real
de los suelos es no lineal.

Otra forma aproximada de obtener ios médulos
ge reaccion es mediante Ia reslizacion de
pruebas de placa (Zeevaert, 1973). Sea k, &!
mdduilo de rigidez unitario, definido como

k = QJ5,A A1)
Siendo A = drea del cimiento, ) (

Si -IE., es el moduto de rigidez vertical i -
nado con una prueba de piaca de un , _ de



lado, se puede emplear la siguiente formula
(Terzaghi, 1955)

Ky = kg {(B+0.3Y/2BF (18)

donde B es el ancho de la zapata en metros. En
el caso de arcillas

Ky = Kot {{n+0.5)/1.5n)} (19)
donde n = L/B, siendo L Ia longitud de! cimiento.

La tabla 7 contiene valores propuestos por
- Terzaghi (1955) para k,;. Cabe destacar que las
ecs 18 y 19 se deben usar con precaucién,
pues 56lo0 son aproximadamente vélidas cuando
el suele es isordpico hasta .una profundidad
bajo el desplante del cimiento igual al ancho del
misma {Zeevaert, 1873). Por lo mismo, dichas
ecuaciones no son aplicables a suelos estratifi-
¢ados. o

interaccén suelo-cimiento continuo

Sea un cimiento totatmerite flaxible con carga
uniforme apoyado en un susic cohesivo
totalmente saturado. El asentamiento & largo
pltazo toma la forma indicada en i3 fig 7a. el
diagrama de reaccion del terreno en este caso
es igual al de la carga, es decir, 1a reaccién es
uniforme S: dicho cimiento se apoya sobre un
suelo friccionante, el asentamiento se distnbuye
como se indica en ta fig 7b; por ser & amento
totalmente flexibie, {a reaccion del sueldo es
también uniforme.

Sea shora una placa de una rigidez infinita

apoyada en una arcilia 1otaimente saturada (fig = -

8a). El hundimiento es uniforme. pero el
diagrama de reaccion a large plazo toma la
forma indicada en ia fig 8a. Si la piaca se apoya
sobre un suelo fricconante, el diagrama de
reaccion toma la forma de la fig 8b.

Vemos entonces Que los diagramas de
asentamentos y de reacciones de! tefreno
dependen de |a clase de suglo y de |a ngidez de
Ia estructura. Un cmiento real puede quedar
entre ios dos casos extremos ssfialados, pues
su ngidez no necesanamente es nula o infinita.
En los sigulentes intisos veremos como se
realiza la interaccion suelo-estructura para
estructuras de amentacitn de rigidez fintta.

Interaccion suelo-zapata cormida

Consideremos un marso estructural con una

" cimentacion a base de una zapata corrida (fig
~9g),. en ol cual se trata de obtener los

diagramas de asentamientos y de reactiones

~ del terreno de cimentacion (fig 8, by ¢).

- Comencemos con el diagrama de reacciones.

En el caso general, 'la forma del diagrama es
diferente de una reaccidn uniforme {fig 9b).
Sustituyamos ia curva ge reaccion del terreno
por una serie de reacciones unifarmes fy, 1, ...,
ta (fig 10a); el analisis estructural io llevamos &
cabo ufitizando e método de rigideces,
considerando las reacciones r; como incognitas.
A continuacidén, aplicando ia tercera ley de
Newton, aplicamos las cargas 1, sobre 6l terreno
(fig 10b), y obtenemos los hundimientos de éste
en funcién de las r, empleando ef método de

" Chamecki (1956). El problema de la interaccién

se resuelve estableciendo la compatibilidad de
deformaciones entre estructura y :suelo, es
decir, si el suslo estd en contacio con la
astructura de cimentacidn, las deformaciones
de ambas medics deben ser iguales.

a} Andlisis estructura!

El andlisis estructural lo realizamos empleando
el método de rigideces. La matriz dae rigidez, e!
vector de cargas de empotramiento y o vector
de cargas concantradas se obtienen como se
indica en el anexo 1.

. En una barra de cimentacidn (fig 11), el vector

de cargas de empotramiento para el sistema
local vate

w2 ey -dnety, | 6
w12 « (3N82) L, « (119D L0, ] 6y .
w2« (133D L+ (32) Ly, &
w2+ (A Lr, + 13D Ly, &
By - 0 &
0 &
o N
0 &’

En o! sistema global, dadogque a = p = 0, &

vector de cargas de empoframiento Gueds
(anexc 1)



= -
w2 - (s - (5ne s, (8,
wLI12Z + (5M92) P, + (11192 LPr, |6,
w2+ (13832 L+ 3R2Z} L1, 5
M2 - (33JLe+ (132D LY &
Bw' ® 0 & 20
0 5.
0 8,
L. o 16

b) Caleulo de deformaciones del sueio

Las cargas que fransmite la eslructura al
terrenc de cimentacion son iguales en magnitud
y de sentido contraric a fas reacciones del suelo
sobre 1a estructura, par la tercera ley de Newton
(Deméneghi, 1996). Calculemos los asema-
mientos de! terreno en funcion de esias cargas:
econsideremnos una reacsion 1, actuando en la
superficie (fig 12). la presion vertical vale rdJ/an,
donde dy ¥ ax son la longitud y el area en las
gque actia la carga, respectivamente. La
geformacion del estrato de espesor Hy, debida a
ia cargar, vale

Sy = (1/Eg) Hy Onx

pero

O = Jope P/ i {21)
donde i, €5 ef valor de influencia vertical, el
cual es igual al esfuerzo nommal vertical en el
punto j, producido por una presién untaria
actuando en @l area a, (Zeevaert, 1873).

Ex e5 e modula hneal de deformacitn, el cual
se define como el coaente del estuerze nomnat
verical entre 12 deformacion untana vertical
gue se presenta, en el punto .

Sustituyendo

S = {1ER) M lpn N/

La deformacion del estrato j, debida a todas las
cargas vale

w
6‘ = ('”Ea) H, E‘lﬁ f.dda.,
donde n, * numero total de cargas i,

Si consideramos ademds una deformacidn
previa §,, el asentamiento bajo el punto / vale

~ n
=8+ }1 (1/Ex) H; £ b b (22)

donde n, = numero total de estratos.

En la ec 22, los hundimientos de! terrenc
quedan en funcion de las cargas I,

Cabe adlarar que, aungque aparentemenie el
procedimiento es unidimensional, en la practica
sa pueden tomar en cuenta, en la estimacion de
" £ tanto los incrementos de esfuerzo honizontal
como al efecto de la presion de confinamiento
en |a rigidez del suelo, asi como ef hecho de
que la curva esfuerzo-deformacién unitaria es

~ no lineal. En efecto, Ey esta dado por

Ea = Ouveny (23)
Siendo oy 8! esfuerzo normal vertical en el

. punto jj (@ la mitad del estrate j), y ey la

deformacién lineal unitaria verticat de! estrato j.
ey $6 puede calcular usando una teoria no
lineal 0 una tearia lineal.

Los esfuerzos normales vertical y horizontales
se obtienen aplicando la ec 21 para todas
cargas r,, es decir

o5 = :‘:“ fape i@y {24)
SRR (25)
an = E' lﬁ rdda, ‘26)

¢} Compatibilidad de deformaciones

En esta etapa se establece la compatibilidad de
deformaciones entre estructura y susio de
cimentacion, lo que equivaie a considerar que
tanto los desplazamientos de la estructura
como ios del terreno son iguales, es decir, que
8l suelo no se daspega de la estructura
{Deméneghi, 1998).

Comportamiento no lineal

llustraremos ia forma de realizar el andlisis ¢
interaccién no lineal suelo-zapata cofrida con .
cimiento de la fig 13 (ejemplo 3). Para culo
de las deformaciones dei suelo usar todo



no hneal del anexo 1 del capitulo 2, con ias
propredades indicadas en ia tabla 8.

a) Analisis estructural

Ei analisis estructural se lleva a cabo
empleando el meétodo de rigideces, descrito en
el anexo 1. En la fig 14 se muestran los grados
de libertad y en la fig 15 el sistema de cargas
sobre la estructura, Las matrices de rigigez se
obtienen con Ias valores del anexe 3, dado que
se trata de barras honzontales. Los vectores de
cargas de empotramiento se calculan con i2 ec
20

Matriz da rigidez. Bara 1

8, e} & — E!
T2927.375 | 36462.688 | JA184.707 | 34184707 | 6,
A5453.688 | 72877375 | SNIBLT0T | MAIM4.TOT | 8s
-34184.707 | -34184. 707 | 21385.442 | -Z1355.442 | 5,
34184.707 | 34184.707 § -21365.442 | 21365442 | 5,

Matriz de rigidez. Bara 2

95 By & By
72927.37% | 3B463.688 | -34184.707 | 34184.707 | 6,
35463.688 | 72827375 | -34184.707 | 34184.707 | 8y |
-34184.707 | -34184.707 { 21365442 | 21365442 | &,
34184.707 | 34184.707 | 21385442 1 21065442 | &y

Vector de cargas de empotramiento. Bara 1

3.15733-0.58667r,-0.266671; 8
P = | -3.15733+0.26667r,+0.58667r; B
-5.82+1.31+0.3r; &«
-5.9240.3r1+1.23n; 7

Vecior de cargas de empotramiento. Barra 2

3.15733-0.56667r+-0.2666714 )
B = | -3.15733+0.266671,+0.58667rs | O
-5.92+1.3r2+0.3ry 52
-5.92+0.3r7+1.31 &

La matnz de riguiez de toda la estructura (tabla
g9) es la suma de las matrices de rigidez de
cada una de 1as barras. El vettor de cargas de
empotramiento de toda la estructura es Ia suma
de los vectores de carga de empotramento de
cada una de las bamras, ei tual vale

5982+ 131 +0371; b
F'= | 1184 +06rn+26n 5
3.15733-0.58667r,-0.26667r2 Ba

(S6lo se muestran los renglones correspon-
dientes a &, 52 y 6. porque, por simetria 5y = 54,
Bs=-8‘y65=0).

El vector de cargas concentradas vale

35 &
50 b2
pr=} 35 5
G ’ B4
o Be

La condicién de equilibrio de cargas en los
nudos de la estructura conduce a Ja siguiente
expresion {anexo 1)

Kg+p'+E'=0
Sustituyendo valores

{5:): 21365.4425,-21365.4425-34184.7078,
+13r+03;-592-35=0 (27)

(52): ~42730.8845,+42730.8845,+65369.4148,
+061+261,~11.84-50=0, (28)

(8 -341B4.7075, +34184.7075,472927 3756,
~0.58667 1, ~ 0.26667 1; +3.15733=0  (29)

b) Cékulo de asentamientos

Hallemos ef asentamiento bajo el punto 1 (fig
16a). Haciendo i = 1 enia ec 21

8+=(VE 11 )Hy{lrys1de/By+ ;o084 13 Cycly/By)
+{ VEn2)Hx(lnzh&y/a+hs 20824 fady/a;)
(30)

Los modulos de deformacidn By y Epg estdn
dados por (ec 23)

Exns = opvlen (31)

Enz = 6n2fEna N {(32)

Las deformaciones unitarias syy ¥ £x2
cbtendremos usando el procedimiento no fin
expuestc en el anexo 1 del cap 2, con
siguientes axpresaonas



Deformacion por cambio de forma

p.o-2 f 7 q

eq=1-exp{- (= |- "
A €©  (52) (Pa +C Oy

Poe 1
+ + 13(33)
(5-1) ({Poe + © 02" (5-2)5-1) Paa’?
Pes = D3Pt * Peo’ (34)
f=1-v[lo + oyllod (35)
c=b, +b; {(Us + c,)]gd (35}

b1 = b: =1/3
Deformacién por cambio de volumen

f [{(Prtor) ™ ~pw'™
tev = 1-0€xp { - : } (37)
Acv Py * (1-s)

= Dy + Po’ (38)

flustremos ia aplicacion del ﬁmcedimiemo
calculando el modulo Exs. Los esfuerzos ans,
Ga1 ¥ Oy S8 Obhienen con las ecs 24 a 26.

Q11 = lgrrs Mde/8y * sz ez + inp fydhiaa (39)
Qe = by Tode/By + lxirz F20 87 + ey i (40)
Gyt1 = bpryy Fodefdy + by fadaiaz + iy dyan (41}

Obtengamos como eemplo los valores de
mfluentia e, o € ke, Se cotoca una
presion untana q = 1 Ym* en el drea a, {fig 16)
y se computan los esfuerzos normaies a,. o, ¥y
o, debidos a esta carga. 8 la mitad del estrato
1. Obtenemos

Ty = 1y = 0.4B68711 Ur'n2
Os = benyy = 0.227869 Um?
Gy = Lnn = 02098534 Umz

Los dernas valores de wfluencia se determinan
en forma similar En la tabla 10 se presentan
SUS magnitudes.

Sustituyendeo en {a ec 39

apwD 48871 1r,{ 1.5 1.6{(2)+0.001 T4313805{3.2V3 2(2)
+0 Q00D18BBABTry{1.6V1.6{2)
Gp11x0 243435555, +0.00087 15651, +0.0000094324 355 (42)

En forma andloga se oblienen gy ¥ Gy
€150, 113934 5r,+ 0.006635338,+0.001313 141, 43)
I 1*0, 104926 71,+0.01 730721 50,+0.002810045¢5 (44)

Para e} inicio de los célculos consideramoes una
reaccién uniforme

F = rp 0y = [35(2)+5016.4 + 3.7 = 2245 Um
Reemplazando en las ecs 42 a 44

Gty = 5.4849 tm?
Oxt = 2.7367 tm* ———
Oyt = 2.8072 tim®

A continacidén calculamos las deformaciones
por cambio de forma y por cambio de volumen.

Cambio de fnrma {ecs 33 a 36}
Pee = 0.9314 Um?
v = 0.5 (se considera que Ia deformacién por
cambic de forma ocurre a volumen constante)
f 0.4946, ¢ = 0.6703
= 0.00075907
Camhlo de volumen {ecs 37 y 38}
Pwe = 1.62 ¥m?
£ = 0.001028
Entt = Eg + € = 0.00178703

Sustituyendo valores en la ec 31

Ex = 5.4B49/0.00178703 = 3069.334 ym?
En forma similar se obtiene

Enz = 3203.085 Um®

Reemplazando en ia ec 30, y considerando Que
por simetria ry = ry

= 0.00013151 r, + 0.0000099976 1, (45)

De manera similar obtenemos

52 = 0.000021166 ry + 0.00027335r,  (46)

¢} Compatibilidad de deformaciones

La compatibilided de deformaciones entre
estructura y suelo equivale a resoiver al sistema
formado por ias ecuaciones 27, 28, 29 45 y 46.
Obtenemos

84 = 0.00055543
rh=33.280tm, r;=11.611m

5 = 0.0044939 m, 5,=00038785m - ¢



Con los nuevos valores de 1, = ry (por simetria)
Yy r2 Se repite el proceso hasta que éstos ya no
cambien en dos iteraciones sucesivas. Esto se
logra en la iteracidn 6, en la que se obliene

= 0.0046612 m, 5, = 0.0037665m
6. = 0.00067864
r = 31.534 t/m, r; = 13.368'Ym

Camportamiento lineal
En forma aproximada, se puede resolver la
interaccidn considerando que ia deformacion

bajo el punto / de un estratc de suelo de
espesor H; esta dada por

& = (H/Ey) fox - vioy +oy] 4N

donde E; es el médulo de deformacion del suelo
y v su relaciadn de Poisson.

Sustituyendo las ecs 24 a 26 en la ec 47

n
5, = (HYEy) Elf IVt ] i
Sea
= Lo V{ b+ hyma) {48)

f. 4
6= (HfE) T I ruchian
Tomando en cuerta todos {os estratos . de
subsuelo, y una posible deforrmacion previa Sa.
la deformacion del punto i es

~ w

5, =8+ E‘(H/Eq)"{" l‘ rkdﬂfat {49)
Hustremos el desarrolio del procedimiento hneal
con la zapata de ja fig 17 (ejemplo 4).

E! analisis estnuctural es similar al del ejemplo 3
del método no lineal.

En el suelo, desarrollamos la ec 49 parai =

Sy = (Ho/E ) (linsfidoday + lysatytadag + byyafy0y/as)
+ (M1/E12) (hi247105/8, + hipfOofay + liplydy/as)

En tz tabla 10 se muestran los valores de
influencia para este problema. Sustituyendo
valores

&+ = (0.8/500)[{0. 19482872)ry-(0.026 14844/2)r>
<0.00174077/2)ry) + {1.6Y(560)(0.23528931/2)r,
~(0.00780255/2)r-(0.0048 1864/2)r4)

Tomando encuentaque r, =1y
& = 0.000483712 r; - 0.00003206525 r; (50)
En forma andloga se obtiene

&z = -0.000031436 r, + 0.00098398 r, {51)

""Resoiviendo ©f sistama de ecuac:ones 27, 28,

29, 50y51

5, =0.014285m, §;=0.013224 m
8. = 0.00075212
f1 = 30.467 Um, r; = 14.413 t/m

[Nota: Es importante que los méduios de
deformacion Ey se determinen considerando el
efecto de la presion de confinamiento en &
terreno, el hecho de que la curva esfuerzo-
deformacion unitaria de los suelos es no lineal,
asi como la posible variacién con e! tisempo de
las propiedades mecdnicas.}

Interaccién estructura-sueio plastico
parcialmente saturado

En un suelo plastico parcialmente saturado,
ademas de ios asentamientos producidos por
las cargas de una estructira, se presemtan
deformaciones debidas & cambios de humedad
en o suels. Un ejamplo de esta clase de
fendmeno lo constituyen las arcillas expansives,
que sufren fuertes cambios vomrnémoos o
vanar su humedad natural.

Para ilustrar el fendmeno anterior, conside-
remos el cimiento de fa fig 18 (ejempio 5). La
aplicacion de laec 4

K5+ +B =0

conduce al siguiente sistema de ecuaciones . -
(61): 10939.15,-10839.16,-21876.120,
+ 16250, + 03756, ~7.4~-3520  (52)

(5): ~21878.25,421878.25,+43756.40, ° -
+0.75¢, + 3.250,~148~50=0 (53)



-

(84): -21878.25,+21878.25,+58341.98,
~0.916687r, — 0.41667r; +4.9333 =0 {54)
Supongamos que con las consideraciones
hechas en jos incisos anteriores, se hallan las
siguientes deformaciones del suslo en funcidér
de las cargas (matriz de fiexibilidades del suelo)

5, = 0.000817668 ry + 0.0000349723 r,
5, = 0.000063447 1 1y + 0.00163405 r,

(55)
(56)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 52 a 58
obtenemos

8, = 0021759 m, &, =0.020075 m
8. = 0.0010381
r, = 26.129tm, rz = 11.271 t/m

Supongamos Que por un aumento de humedac]
en ef suelo, en campo fibre la arcilia sufre una
expansioh de 3cmenias puntos 1y 3, yde 5
cm en el punto 2 (fig 16). Aplicando ia ec 49 en
las ecs 55 y 56 obtenemos

8,=-0.03+0.000817668r, +0.000034972%; (57)
8, =-0.05+0.000063447 1r,+0.00163405¢,

Resolviendo el sistema de ecuaciones 52, 53,
54, 57y58

8, =-0.013850m, §;=-0.018468m
8. = 0.0020384
fy = 1B8.B35Um, ry = 185685 tm

Notese el cambio notable en las reaccones deal
suelp por las expanstones de la arcilla.

Método fterativo

La interaccién suelo-estructura se puede
resoiver mediante un método Reratvo. Esto
tiene aplicacion en la practica cuande se
dispone de un paquete o un progama de
computadora que sustluye al leremo de
cimentacion por “resortes’, que represemtan el
maédulo de reaccion de diche terreno. Dade que
no se conoce a prior ia “constante del resonte”
pues depende del diagrama de reaccion deij
sueio, que es o que jstamente se esta
buscandc, se tiene que recumr a wn
procedimiento iterativo (Chamecki, 1956), que
consiste en suponer valores iniciales de las
“constantes de los resones’, y con ellas
computar por una parte ias deformaciones de 1a

(58) -

10

"obtenide la siguiente matriz

estruclura, y por otre las deformaciones del
suelo; la diferencia entre deformaciones de
astructura y suelo permite ajustar la “constarte
del resorte”; el proceso se repite hasta que
coinciden las deformaciones de estructura y
terrenc. ‘

£l método se usa de la siguiente forma:

a) En el terreno se entra con las cargas r, y se
determinan las deformaciones & con la
matriz de flexibilidades del suelo (se puede
iniciar con la reaccién uniforme); los
modulas de reaccion (o “constantes de los
rasortes”) se obtienen
Ke=ndi/§ {59)

b) En la estructura se entra con las K, vy se
caiculan las deformaciones ; ias reacciones

fi por unidad de longitud (en t¢m) se
obtianen

zKabig
donde 4, es la longitud en que actiar,

(60)

Con estos valores de f; se entra nuevame:
sueio (incso a), y el proceso se repite

que coinciden las deformaciones de estructura
y suslo,

llustremos el proceso anterior con la zapata de
la fig 1S (ejemplo 6). Los datos de estructurs y
sueio son jos mismos del ejemplo 3 (fig 13). De
acuerdoconlaec 4

Kg+B*+E =0

Las reacciones del terreno ' se pueden
incorporar en el vector de cargas concentradas
P° (fig 18b). De esta forma, obtenemos el
siguiente sisterna de ecuaciones

~592-35=0 [81)

(B2): ~42730.BB45,+{42730.884+K2)5,+68360 4148,
. ~11.84-50=0 (62)

{84): ~34184.7075 +34184.7075p+72027.3756,

+3.15733=0 s3)
En el tereno de cimentacion hablamu(

de ﬂenw&s

{ecs S0 y 51) :



§, = 0.000483712r, ~ 0.00003206525 r; {64) Estructura. Con los K, anteriores, y aplicango

5, = -0.000031436 ry + 0.00098398r; (65) las ecs 61, 62, 63 y 50
' 5y & I r
| as iteraciones se realizan de {a siguiente forrma m m Ym vm
0.013493 | 0.014782 28.952 15.948
1ra iteracion -
Apreciamos que e |a 4ta ileracién las deforma-
Iniciamos el proceso considerando una reaceidn ciones de suelo y estructura practicamente
uniforme fy = =13 = 2245Ym coinciden,
Terreno de cimentacién. Aplicando las ecs 64,
65 y 59 Métado aproximado para tomar en cuenta la -
5, 8, Kt Koz rigidez angular de las columnas que llegan a
m m tm vm . I3 estructura de cimentacion
0.010129 | 0.021385 | 3542592 | 3359.425
Estructura. Con ios K., antenores, y aplicando Los procedimientos de interaccion vistos en ios
las ecs 61, 62, 63y 60 “incisos anteriores pemmiten tomar en cuenta
3 5 r fa todos los pisos de ja estructura. Con el
Py m vm vm propdsito de presentar ejemplos que se puedan
0.013205 | 0.014729 | 20437 | 15463 resolver *a mano’, sin el auxilio de fa

computadora, hemos presentado ejemplos muy

2da heracidn sencillos, en 08 cuales, y sblo para fines

. An : didacticos, se considera Ganicamente {a
Terreno de cimentacidn. Con los 1, anteriores y ' ¢ 5!
aplicando 1as ecs 64, 65 y 58 estructura de cimentacion.
f'; ?nl 5‘:} 5:1 Supongamos que se desea hacer el andlisis
preliminar de una subestructura, sin tomar en
0.013743 ) 0.014280 ] 3427089 | 3462.699 cuenta los niveles superiores, £n este caso, ias

Estructura. Con los K., anteriores, y aplicando columnas transmiten las cargas a la

las ecs 61, 62. 63 y 60 cimentacién, pero como estin unidas a la .
b & ! n_ | T2 infraestructura, también imponen una condicion -
m m vm vm de continuidad estructural en fos nudos
0013438 | D0.014775 | 28.912 15.988 correspondientes. La presencia de una columna |
provoca que en el nudo se presente un
3ra iteracion . mamento flexionante que vale K8, donde K, es .
Terreno de cimentacion. Aplicando las ecs 64, 12 rigidez a !a rotacion de la columna (rigidez
65y 58 angutar) y © es el angulo que gira el nudo en
{ - & & 1 Ke 1 Ko cuestion. Este momento flexionante se agrega
Tm m ym | Ym en el vector de cargas concentradas P° de ta ec
0.013473 | 0.014823 | 3433.619 | 3451.506 4
Estructura. Con 105 K, antenores, y aplicando
tas ecs 61, 62, 63 y 60 Ki+P*'+P=0 (ec 4)
8, ! & f rz
m m t/m t/m ltustremos el procedimiento con el ejemplo 4,
0.013483 | 0.014783 | 28.956 15.944 considerando que las columnas tienen un:
rigidez angular K, = 6215.222 t.m/rad. € vecto
41a iteracion Pes
Terreno de cimeniacion. Aplicando ias ecs 64,
65y 58 ~ - (Srado de libenta
8, & 1 Ka Kz - 3§ 1
m m vm Um - S0 2
0.013405 | 0.014779 | 3433060 | 3452 403 g = - 35 3
1 6215.2228, 4
- 6215.2220, 5
6215.2220¢ B
= —

11



Aplicando 13 ec 4, el sistema de ecuaciones 27
a 29 queda modificado de la siguiente forma

(5): 21365.4425,-21365.4425,-34184.7076,
130 +03n~5982-35=0 (66)

(6y): ~42730.8845,+42730.8845,+68369.4148,
+066+266,-11.84-50=0 (67)

(Ba) -24184 7075:+34184.7075,+72827.3756,
—0 58667r:~0.2666712+3.15733+6215.2228,=0 (68)

En el terreno habiamos obtenido (ecs 50y 51)

5, = 0.000483712 1, — 0.00003206525r; (89)
&; = -0.000031436 ry + 0.00098398 12 {70)

fesolviendo el sistema de ecuaciones 66 a 70

5,=0.014190 m, & = 0.013411 m
B4 = 000057055
f, = 30.303 Um, f; = 14.587 m

Determinacién de elementos mecanicos

Los elementos mecanicus se oblienen COMO se
indica en el anexo 1. Para una barra herizontal
de cimentacion, despreciando el acoftamiento

de ta misma, son las siguientes (sistema gtobal,
fig 20}

Direccion x (sistema global)

"M, = wLi12-(111192)L7r—~(51192)L°r,+(4EIL)B,
+{2EWL)8-(6EWLY)S +(BEML)E,  (T1)

M =-wL™/12+(5/192)L°r,+(11/192)L %+ (2EVL)B,
+{4EVL)B-(BENLYB+(BEINDE,  (72)

V, = -wli2+(13/32)L1,+ (312U (EN)6,
-(BENL)B+ (12ENLYB- (126138,  (73)

V, = -wiJ2+(3/32)Lr+(13/32)Lr,+(BEINT)8,
+(BEVL )8 (12ELD5,+(12B1LH5,  (74)

MI = (GI!!L) 3; - (GI‘J’L) eg (75)

Me = - (GWL) 8, + (GI/L) B, (76)

Direccion y (sistema global)

12

M, = WL /12+(11192)L %+ (51192)Lr,-(4E1NL)8,
-EV)B-(BELB+BENLDYS, (7T -

My =wL?/12-(5/192)L2r-(11/192)L - (2EI/L)8,
-(4EVL)B,-(BEIL%)5+(BEWLYS, (78)

V, = -wl/2+(13/32)Lr,+(3/32)Lr,+(6EVLY)8,
+{6EMLYBy+(1ZEMLYS-(12EMLDE,  (T9)

Vy = -wl/2+(3/32)Lr+(13/32)Le,-(BEIL Y8,
-(BEMLYB,-(12EMLI8+(12EILDS,  (BO)

Mp=- (GIWL) B, + (GIWL) &, @1
Mg = (GlvL) 85 - (GIWL) 64 (82)

Los diagramas de fuerza cortanie y de
momento flexionante en una barra de la
cimentacidbn (fig 20) se obtienen con las
siguientes expresiones (direccion x)

XS VeV + {r—~w)x {83)
M=-M-Vx={r-wxr2 (84)
My para x = VJ(r-w) (85)

X2l/2: V-V —wx+ U2 +1,(x=-1/2) (B6)
M = -V, = w72 + (1L/2) (X~ L/4)
+ (r/2) (x ~ L12)? (&
M para X = [V i+ (00 L/2Y (r5-w) ’;‘:

m;

En ias ecs 83 a B8, el cortante es positivo siva
hacia arriba a la izquierda de la barra, mientras
que e! momento e5 positivo si produce
compresion en fas fibras superiores de {a barm.

Calculemos ios elementos mecanicos en los
nudos de la estructura del inciso anterior
{ejemplo 4, fig 17, con K, = 6215.222 t.m/rad &n
las columnas). Habiamos obtenido ’

5 = 0.014180 m, 5; = 0.013411m
6. = 0.00057055
= 30303 t/m, p = 14.597 U/m T

Aplicanda las ecs 71 & 74

M, = 3.7(3.2;’/12-(11:192)(32)’(30.303)
-(5/192){3.2Y°(14.597)
+[(4)(1130000)(0.05163)/(3.2))(0.00057055)
+[(2)(1130000)(0.05163)/(3.2)}(0) :
-(6)(1130000)(0.05163)/(3.2)°)(0.01419)+
-{6)(1130000)(0.05163)/(3.2)’}(0.013411)

M, =-3.534tm .
M, = 7.662tm L e
Vet ¢

—-—
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Los diagramas de fuerza cortante y momento
flexionante se hallan con ias ecs 83 a 88. Sin
embargo, en la practica convieng modeiar la
estructura de cimentacion con cuatro ¢ mMas
barras, para obtener mayor precision. En el
siguiente capitulo se presenta un ejemplo de
analisis y disefio de una zapata corrida
empteando ocho bamas en la estructura de
cimentacién, en ese ejemplo se expone la
forma de obiener los diagramas de fuerza
conante y rmomento flexionante.

Interaccion suelo-josa de cimentacion

Una losa de cimentacidn se puede modelar
como una reticula de barras onagonales entre
si. La solucion es mas precisa a medida que se
incrementa el numero ge éstas. Para una
reticula de barras hornzontales, s&é puede
despreciar el acortamienio de barras; ademasa
= 0. La matriz de ngidez y el vector de cargas
de ermpotramiento de una barra quedan como
se muestra en el anexo 3 {para su obtencidn se
tomaron las formulas del anexo 1).

liustrarernps el analisis de una losa con la
reticuta de 1a fig 21 (Deméneghi, 18996). La es-
tratigrafia y propiedades se muestran en ta fig
22. Se desprecian los efectos de acortamiento
de barras. La numeracion de barras y de gradaos
de libertad se exhiben en ia fig 23. Como
flustracion presentamos {0s de las barvas 1 y 7,
para ef sistemna global: .

Determinemos a continuacion los vectores de
empotramiento de las barras 1y 7. Aplicando fa

ec 20
—
1.233-1.0583r,-0.48151,
-1.233+0.4815r,+1.0593r,
Pyt = | -1.72+41.747r,+0.40311,

-1.72+0.4031r,+1.7471,
0

GL
10
12
1

2
11

L0 §

GL = grado de liberiad

By

= 0 e
o

«1.72+1.747r,+0.4031r,

«1.72+0.4031r;+1.747¢,

1.233-1.0593r,-0.4815r,

_:1 233+0.4815r,+1 .f)593l‘.‘--J

13

Gl
10
16
1

4
11
17

Como ejempio presentamos a continuacién el
vector de cargas de empotramiento de la
estructura, para o5 primeros 5 grados de
libertad

"7

-3.44+3.494r1+0.4031r+0.4031r,

6.88+0.40311+5.24112+0.4031r3+0.403 145

+3.44+40.4031r;+3.454r3+0.403 14

-6.88+40.4031r¢+5.2410,+0 4031rs+0.403 11y -
~13.76+0.4031r2+0.40317,4+6.988r5+0.4031¢,

-

=

+0.4031r,

=l

El_ vector de cargas concentradas, para los
pnmeros S grados de libenad vaie

Barra{ 6, 8 ! & 8 { 8, S
1 Big | By | B | B | 811 | By
7 1 61g | B | & | B | By | By

A continuacidon hallaremas las matrices de
ngidez y los veciores de empotramienio de las
barras 1 y 7. Wlilizando los valores del anexo 3
se “obtienen las matrices K, y K:. gque se
muestran en 1as iablas 12 y 13, respectiva-
mente, La matriz de rigidez ge toda la
estruciura es la suma de las matrices de rigidez
de 1odas y cada una de las barras de- la
estructura (el range de cada matnz se toma de
27 por Z7). A manera de ejemplo, en ta tabla 14
se presenta ta matriz de rigidez de i3 estructura
para los pnmeros 5 grados de libertad.

13

-8.6 1
0 2
Pf= -86 3
1] 4 -
L] 5
L. ) -

Sustituyendo vajores en la ec 4’y tomando et
cuenta que por simetria '

hh=b=h=5

MERsh=

87= 842 55 = By

REfy=ig="la

B10% 641 = 814 = 815 = 0 2 B =B = by
813 = B4 = Bp = Bas



se obliene e! siguiente sistema de ecuaciones
(que representa el equilibric de cortantes o de
momentos en el grado de libertad corres-
pondiente):

Grado de libertad 1
773.1458, - T73.145; - 1662.240,p + 3.494r,
+ 0.8062ry - 3.44-96=0 {a)

Grado de libertad 2 .
7731458, + 859.7675 - 86.628s +1662.24640
-1B6.23042+0. 80620 +5.24r:+0.403r5-6.88 =0 {b)

Grado de jibertad 5
.346 485, + 346.4855 + 744.928,3 +1.6124r,
+5.988r5 ~13.76=0 {c)

Grado de libertad 10
-831.125, + B31.125, « 26582.760¢~ 310.230 13
-1.0593r, - 0.4815r; +1.233=0 ()

Grado de libertad 13 ~ .
-186.235, + 1B6.23585 - 620.460,5 + 1154.326 14
-1.0593r, - D.AB151s + 2465=0 {e)

Las deformaciones de! terrenc de cimentacion
se determinan con el procedimiento indicado en
e! inciso de andlisis fineal. Presenlamos a
continuacitn como ejemplo ia obtencion de 5,

5.0 0154(2 4){0.227 1{4 3r,/4.6225

+0 008375(6 45r;)/8.245+0.0001528(4 3146225

+0 Q09375(6 45r.)/3 245+0 002988(8 6r5)/18.49

+0 00D1625(6 45¢5¥9 245+0 0CO1528(4 3r;)/8 6225
+0 0OD1E25(6 451gW/9 245+0 00002824{4 34 §225]
«0 0222(2 O}{0.1139(4 31, V4 6225

+D 08407(6 451719 245+0 G02284(4.319)/4 6225

+0 D4407(6 45r4)/3 245+0 028026(8.6rs)/18 49

+0 002638(6 451eV9 245+0 0022836(4 31114 6225

+0 002638(6 451s)/9 245+0 0005157(4.3re)4.6225)

Aprovechando Ia simetria de la estruciura obte-
nemos (Demeéneghy, 19586)

5» = 0 0127331 + 0 0033854r2 + 0 000630121y (f)
- = 0 0DIEB77ry + D.0203261; » 0 002142415  (g)
o< = 0 DU2B7 14r: + 0 01062912 + 00250235 ()

L.a compatibilidad de deformaciones entre la
estructura y el terrent de cimentacién se logra
reemplazando lasecs f, gy henilasecs a. b, ¢,
d y e. o resoiviendo el sistema de ecuaciones
dejaaalah

T o= 3.235Um, r; = 1.082Um, 15 = 1.148 t/m
84 = 0.003760, &5 = -0.0007646

14

8, =0.04558 m, 5, = 0.03638 m, 35 = 0.04851 m
Como ilustracion, hallaremos ios element
mecanicos en las baras 1 y 7 (sistema ioca
para 10 que se aplican ias ecs 71 a 82

Barra 1 (direccién x)
Mpp=-1.403tm, My =41, 6971"\
Vi=48t Vo=1.0421

My, =-1.404 tm, Mya = 1,404 tm

Bama 7 (direccion y)

M =-1.403 t.m, My = -1 697 t.m
Vis481t V,=1.0421¢

M= 14041 m, Mg =-1.404 t.m
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St

e ] 1. 1 ___ [ .
MATRIZ DE AIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 1)~

|

i
'
t
t

" DeMat | Deita2 | Defiad | Deflad | Thetas | Thelas | Delta] Defta B Deta® | ODeitat0 | Thetait | Theta 12
TeM3B2 | G | 127wse | 0 | 114832 0 -319138 o -12719.5 0 -114.832 0 Detta 1
= - Z T P = — — — ~ Delta 2
(1271988 | 0 | 5202665 | o | 287082 | 0 | -127185 0 -5202.68 o 287,082 0 Deils 3
- —_— - - — - w— s — — o - Delta 4
1483z | T o 287082 | T 87 1 {ito.0a9 Yo | 114 ] -287.082 o 5§55 025 0 Thela 5
USROS EOU S LS N SN .- i — " s howd = - Thels 8
3181382 [0 1 a27ies | "o a8 |7 o 32579.02 £84.2 12719.58 ) 187177 -1092.8 |Delta 7
I T - - - 564.2 32578.02 0 -12710.58 1692.6 1877.717 _|Delta 8
127195 o 5202885 | 0 287 081 0 12719.58 0 71822.68 86420 -287.08 0 Detta 9
Ty Iy L T Ty LT — — [ -12719.58 88420 71622.66 0 -2872.08 |Delta 10
114832 | T 0 | 28082 | o | s55.025 0 18717.17 19928 -287.08 ] 9080.45 3685.2  |Theta 11
I I D T e e __|_-tes2e | 187177 0 -267.08 30852 908045 [Thela 12
TABLA 2 _ - 1 1 TABLA 3
VECTOR DE CARGAS OE EMPOTRAMIENTD VECTOR DE CARGAS CONCENTRADAS
(EJEMPLO 1 ~ B {EJEMPLO 1)
0 Defta 1 _ avl JOetia i
0 Deita 2 - 1T | _Qvz __ Deha2 ,
0 Oeaita J ah3 Delta 3
0 Dehs 4 Qhd [Defta 4
) Thels § M5 Thela §
0 Theia 6 ) M3 Thela 8
24 Delta 7 0 Deha 7
~24 Delta 8 0 Delta §
0 Delta 9 Q Delia @
0 Dehta 10 B 0 Delta 10
24 Theis 11 0 Theta 11
-4 Theln 12 0 Thelg 12

;




TABLA 4

NUMERACION DE BARRAS Y GRADOS DE LIBERTAD (EJEMPLO 2)

Barra 16, 8, 5 1§ & a
 Qrados
1 e & & {7 por) S0
2 B¢ G 8 18 By 90
(3 &, O 18 |5 - o
TABLAS
MATRIZ DE RIGIDEZ DE TODA LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2)
&y 5 3y By Os B & =
6642 | BB4A2 0 ) 0 0 19926 | -19928 ] &
-~ - = = - o - — &
0 O 184.24 0 423.76 0 423.76 0 [
pa— — — —— —— —— — —— 6!
) 0 42376 0 12899.52 Q 649.76 0 B
19926 | 19926 | 42376 G 54976 0 92€9.92 2885.2 &y
— — — — — —_— — —-— Ba
TABLAG
VECTOR DE CARGAS DE EMPOTRAMIENTO
DE TODA LA ESTRUCTURA (EJEMPLO 2)
(462 5 |
462 &
D 5y
¢ 5y .
0 8y
0 B¢
462 &y
1 -4.62 g
TABLA B
PROPIEDADES DE DEFORMACION. EJEMPLO 3
! Estrato | A S¢ | A Sev v K v, #m’
1 360 1.69 733 Q.705 * 0.295 0.418 1.8
2 480 1.67 879 0.715 0.295 0.418 1.8

(Acise, Acisef3,isezc24, Isezc3 isezcdt, Isezc322)
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TABLAS | ] l L
MATRIZ DE RIGIDEZ DE u? ESTRUCTURA {EJEMPLO 3)

Delta 1 Delta 2 Detta3 [T heta 4 Theta 6
21365.442 | -21365.442 0 -34184.707 0 Deita 1
51365442 | 42730.884 | -21365442 | 34184707 | -34184.707 [Delta 2
34184707 | 34184707 0 7292737151 O Theta 4

t N
TABLA 10__| l
VALORES DE INFLUENCIA (EJEMPLO 3)
RELACION DE POISSON = 0.285
Punto - | iziik _ bl tyijk
1,14 0.4868711]  0.227869]  0.2098534
11.2 0.00174314] 0.01330678{ 0.03451443
713 | 1.8885E-05| 000262627 0.00566201
121 | 0.2791369] 0.03057748] ©0.00698428
"322 ! 0D.0402185! 0068231991 0.00918785
1723 | 0.000992] 000572907] 0.00316839
211 | 000163603] 00152252] 0.02429731
212 . 09737421] 04557381 0.4197068
213 0.001636! 001522518 0.0242973% :
221 0.03557754! 004956888' 0.00482169 [
222 0.5582739; 006115496 0.01396855 i
2.2.3 0.03557754: 0043968688' 0.00492169 i
31,1 1.8865E-05: 0.00262627 ¢ _ 0.00566202;
31.2 0.00174314° 001330677 0.03451443
3.4.3 04868711 (0227869  0.2098534
321 0.000992! 0.00672907: 0.00316838! f
322 0.0402185: 006823199, 0.00018784;
323 0.2791369; 0030577491 0.00698429!
: j
(Aceise) ¢ ]
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TABLA 11 | l

VALORES DE INFLUENCIA (EJEMPLO 4)

RELACION DE POISSON = o.?

e ‘ ‘
Punto | Zijk Ixijk lyik nu ijke

KR 0.4868711 0.3181542 0.265922] 05 0.154828
112 0.001743138]  0.05265242| 0.003130734] 0.5 -0.02614844

113 1.88649E-05! 0.00348082221 0.000038445! 0.5 -0.00174077
1,21 0.27913691  0.05794332| 0.02975186] 0.5 0.23528931
122 0.0402185! 009123936 0.004802743! 0.5 £.00780255
123 0.000992]  00114948{ 0.000126474] 0.5 -0.00481664
2.1.1 | 0.001636028| 0.04312015| 0.002917856{ 0.5 -0.02138298
212 | 0.9737421] 08363085 0.531864] 05 0.38965585
2,13 | 0.001635999) 0.04312015! 0.002917856! 0.5 £.021383
2.2.1 D.03557754] 006498982 ! 0.004221957] 0.5 0.00097 165
2272 0.5582739{  0.1158866] 0.05950371! 0S5 0.47057875
223 0.03557754| 0.06488982| 0.004221957, 0.5 0.00097 165
31.1 | 1.88649E-05! 0.003480822! 0.000038445! 0.5 -0.00174077
3.1.2 0.001743138| 005265242| 0.003130734] 05 | -0.02614844
313 D.4868711] 03181542 0.265832] 05 0.194828
321 0.000982]  00114948| 0.000126474] 0.5 -0.00481864
322 | 0.0402185! 009123936| 0.004802743: 0.5 ~0.00780255
323 ! 0.279135911 005794332 0.02975186; 0.5 0.23528931

! . I
(isezc3) !
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TABLA 12

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRA 1, K,

B1q 81z 8 &2 811 [0}
5382.530 | 1191.265 | -831.115 | B31.115 0 0 8
1791265 | 2382530 | -B31115 | 831.115 0 0 612
831115 | -831.115 | 386565 | -386.565-]- 0 0 By
831.115 831.115 -386.565 | 386.565 0 -0 By
0 0 0 ) 310.08 | -310.08 | 8y
0 0 0 0 -310.08 310.08 =20
TABLA 13
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA BARRAT, Kr
B1g AT by B4 811 8y7
310.08 -310.08 0 0 4] 0 Gip
-310 08 310.08 0 Q 0 0 B1s
) 0 386.565 -386.565 | 831.115 | 83t.115 By
o 4] -386 565 386.565 | -831.115) -831.115 84
0 0 831115 -831.115 |2382.530| 1191.265 B4
0 0 831115 -831.115 | 1191.2651 2382.530 By
TABLA 14

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA K, PARA LOS PRIMEROS CINCO
GRADOS DE LIBERTAD. SISTEMAGLOBAL.

! i B_L 0} 6‘ 85

 773.130 -3866.565 0 -386.565 0 5,
L -386.565 859.750 -388.565 0 -86.619 B,
0 -386 565 773.130 0 0 5
[ -386.565 | 0 0 855.750 -86.619 B
i ) | -86.619 0 I -86.619 346477 Be

19




TABLA 7 _
Proposed swrsgs velves of kg for 14t X Lt square plates and Jong
Tt wide strips, s¥rer Kari Tarzaghi (1955)

Avnge k., values Range of £,, values
tony/ft? kg/cm® tang/s’ kg/cm?

Sand: oo 40 1.29 2060 0.64-1.92
medium 139 4.17 £0-300 1.92-982
dense 500 16.10 300~-1000 $.62-32.1

Clay: suff 7 24 - 50-100 1.6-321
very stiff 150 4.82 100-200 321642
hard 300 9.64 300 8.60

For dry sand multiply by 1.5 and for ubmerged sand by 0.6, Here | ton = 2000 b,

(b)
_ NUMERACION DE_BARRMAS Y GRADOS .DE —LIBERTAD (EJEMPLO)
-__ e ee—... . _FIGURA . % . e e e —

20



Zn é&m 2m

ke )F Sle N

N T 1
8 um

- f———X Al 4B,
J = 0.0054 md
A=Q1im2
sm 1£0.00087S m4 { = 0.000875 o %
A=009 m2 A=G0¥m2

E = 2214000 tm2

—P- Qh3 ané
1 Qv2

GEOMETRIA Y CARGAS SOBRE LA ESTRUCTURA
BARRAS INCUNADAS

(Acisel}

FIGURA 1
8 um
g

{ = 0.0054 m4

A=018m2 R
150000875 ma | = 0.000875 ry &
As009 m2 A=DOam2

E = 2214000 tm2

— x5 Sy

REACCIONES DEL TERRENO DE CIMENTACION
FIGURA 3

2)



45m

an

46m

1.54 vm

{ = D.0054 met

121 hi-ﬂm md

v

E = 2214000 tm2

120 l } = QLOOOGTS md

- Ry

GEDMETRIA Y CARGAS SOBRE LA ESTRUCTURA

FIGURA 4

b3

1 ;

¥\

S
>l

Fan

¢

¥

+— 3

'.- lsz

Il.

NUMERACION DEE BARRAS Y GRADOS DE LIBERTAD

FIGURAS

1.54

{ = 0.D054 md

2 thbm rd

1.2t l 1w Q000675 md

E = 2254000 tm2
®r &, w &
5 Ry ‘l 4 Ky s:
REACCIONES DEL TERREND
FGURAS

22



“u-(c)” —

Pt ]
M (T
(6) e

Profde of distorton settiemnent of a unifurm joad on the surface of & woil
wasm, (o) Homogeneous dame wotropic material, such 22 » saturstod clsy; (b)
bomogeneous elastic materisl wbose rigidity incresses with confinement, soch as &
cobawales mndor guved. (S o wsevs, 19627

Flavira 7

X [

{»)

Contact prosure wn the hase of s rigid foundstion on the surface of & s0il
mam. is) Homogroeow Aastic imotropw meterial, such ss & setursied dlay; {b)
homogensous elasic materal whowe migidily increasen with confinement, such as &
cobevoniow mnd orguvd (Sourevs, 1962)
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ANALISIS SISMICO DE CIMENTACIONES

Agustin Deméneghi Colinas

Cuando se realiza el anidlisis sismico de una cimentacién, es usual
que se cuente con un coeficiente sismico para la region en cuestion,
dado por el codigo del Estado donde se construira la estructura
correspondiente. Con este coeficiente sismico se procede al andlisis
vy diseno de la estructura, incluyendo desde luego en éste al de la
estructura de cimentacion.

Sin embargo, cuando e} subsuelo del sitio estia formado por sedimentes
de consistencia blanda, se presenta un fendémeno de amplificacién de
las ondas sismicas que llegan al lugar, el cual consiste en que, en
la base constituida por terrenc firme, se presenta una cierta
aceleracién, nientras que en la superficie del suelo blande 1la
aceleracion puede ser varias veces nayor que la del terreno firme
(fig 1).

El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en
forma parcial, la resonancia del suelo blando. Para ilustrar este
fendmeno consideremos un sistema de un grado de libertad como el
mostrado en la fig 2, en el gque la base se somete a2 un movimiento’
dado por

X = a sen 1t

La velocidad de la base vale *. «-aflcos N ¢t
Y la aceleracion §° = -afsenflit

La respuesta de la masa estd dada por (Newmark y Rosenblueth'1976)

Desplazamiento relativo Y = a B sen (2t - ¢)
Velocidad relativa y=ag B, cos (Q t =~ ¢)
Aceleracidn relativa y=-agn® B, sen (R t - ¢)

En las expresiones anteriores

* qufesor del Departamento de. Geotecniﬁt Divisién de Ingenie:
Civil, Topografica y Geodésica. Facultad de Ingenieria. UNAM
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w, es la frecuencia clrcular del sistema w = vK/ M

Los desplazamientos absolutos estdn dados por

Desplazamiento X=x +Yy
velocidad X = io + ¥
Aceleracién X = *. + ¥

Definamos el factor de amplificacion de 1la aceleracidén co Qﬁ
cociente entre la méxima aceleracidn absoluta de la masa y la ima
aceleracién de la base:

£ = max X / max §°

En la fig 3 se muestra la variacién de £ con el cociente ./ T.
para amortiguamientos de 2 ¥y 10 & del amortiguamiento critico.

Recordemos gue los periodos estén dados por

T =2mn/ w, (masa que vibra) Y T=2n /0 (base)

Se observa en la fig 3 gque la amplificacidn de l1la aceleracién depen{
del cociente T, /Ty del amortiguamientc. La maxima amplificacién-:

presenta cuando T1 / T = 1 ; al aumentar el amortiguamiento decre:

el factor £, . Para T, / T+ = 1la amplificacién de la aceleracidn
nula. ) .

Un fenomeno similar sucede en el suelo blando, en el gue éste ©
las veces de la masa del ejemplo anterior. Consideremos un estratc
espesor H como el indicado en la fig 1, y supongamos gque
desplazamiento de la base rigida esta dado por ' 3



“x (t) = C exp (iftt) = C (cos At + i sen Qt)
: i=v -

lo que implica que la base tiene un movimiento armdnico de frecuencia

La solucién del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el
campo de los numeros complejos, lo que conduce a que haya un cambio
tanto en la amplitud como en la fase del wovimiento . Definiendo la
_funcién de anmplificacién f. = A (1) como el valor absoluto del

cociente de la maxima aceleracidn en la superficie del estrato entre
la maxima aceleracidén en la base rigida, se obtiene (Roesset 1969)

A () =1/ v cosh® & cos? 8 + senh® « sen’® g (1)
donde

a.=Hﬂ\/[f/:+('nQ/G)2-1]./{1-!-(13[2/6‘)2]/‘/21'.'. (2)

8

4]

Hnﬂ/1+(nn/c)*+1]/[1+(nn/c)z]/sfzc' (3) .

dande c = v G /s p = velocidad de la onda de cortante en el

suelo blando
amortiguamiento del suelo blando
frecuencia circular natural de 1a base rigida
espesor del suelo blando
nodulo de rigidez al cortante dinimico del suelo blando
masa especifica del suelo blando

vVoHmDI
s arr

Ia respuesta depende de la hipotesis que se haga respecto al amorti-
guamiento. Se puede considerar gue la viscosidad es inversamente
proporcional a la frecuencia, de tal modo que % i / G = 2 ( sea
una constante. Aplicandc las ecs 1 a 3 se obtiene la respuesta del
estrato.

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del
estrato se hallan con las siguientes expresiones

w - frecuencia circular del modo n de vibrar

wnn(2n-1}rrv/G/p/ZH-(Zn-l)nc./ZH (;)

Para pequenos valores de (n 2 / G), la funcién de amplificacidén, par:
los modos naturales de vibrar, vale aproximadamente (Roesset 1969) :

A (w) =4/ (2n - 1)m (2§) . {5

¢ = fraccion del amortiguamiento critico



En la fig 4 se muestra la variacién de 1la guncidn de amplificacidén
con la frecuencia de vibracion de la base firme, para un estrato 4~
espesor H = 30.5 m, con una velocidad dq la onda de cortante en..
suelo blando C = 229 m/s y un peso volumétrico del suelo 7y = 2 t/

1a- funcidn de amplificacién se obtiene empleando las ecs 1 a 3 ,
considerando que 7./ 6= 2 { .

Vemos que la maxima respuesta se presenta cuando el terreno firme
vibra con una frecuencia igual a la frecuencia correspondiente al
primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa que si 1la
frecuencia dominante de las ondas sismicas gque arriban a un sitio
coincide o estd cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de
un estrato de suelc blanda, la aceleracién en la superficie de éste
puede ser varias veces superior a la aceleraciodn en el terreno firme.
En este ejemplo la amplificacidn de la aceleracicn es de 3.18 , para
un amortiguamiento del suelo blando de 20 % del critico.

En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibracién y
los valores correspondientes a 1los "“picos" de la funcidén de
amplificacién (fig 4), empleando las ecs 4 y S . En la tabla 1 se
presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar,
considerando un amortiguamiento del 20 § del amortiguamiento critico.

TABLA 1
VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION DE AMPLIFICACION A (ﬁ%)
n n%‘ b 4 1&3 A ‘“k’ t:
s ciclos/s 8 .
1 11.78 1.875 0.533 3.183
2 35.34 5.625 0.178 1.061
3 58.90 9.375% 0.107 0.637
4 82.47 13.125 0.076 0.455
5 106.02 16.875 0.059 0.354
w =(2m=~-1)nC /2H A(u) =4/ (2n = 1) (20)
£f =0 /2N T = 2w / w
n an n

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominant &
vibracién de las ondas sismicas que llegan a un sitio; en todo c2 >
es conveniente observar las frecuencias dominantes de los temblore
gque llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los que ¢
puede presentar el fendmeno de amplificacidn de aceleracidn que hemc
comentado en los parrafos anteriores.

El razonamientc anterior es valido también en términos de I
periodos de vibracidn de ondas y suelo blando. Vemos que la ixi:
respuesta de aceleracion se presenta. cuando el periodo de vibraci
de la base firme coincide con el periodo natural del primer modo
vibrar, siendo esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo (fig 4).
decir, la aceleracidén en la superficie del terreno blando seri ¥
veces mayor gque la aceleracion en la base, si el amortiguamiento ‘.



suelo es de 20 & . Vemos entonces qgue la aceleracion en la superficie
del suelo blande depende fundamentalmente del cociente T;‘/ T, donde

T .es el periodc natural de vibracidn del estrato blando ¥y T es el
periodo dominante de v1bracxén de las ondas sismicas.

Para un estrato de suelo homogeneo (flg 1), los periodos de vibracién
estan dados por

T =4 H vp/G / (2n - 1) {6)

n-lg 2, .0

donde p = masa especifica del suelo
G = modulo de rigidez al cortante dinamico del suelo

El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene para n = 1:

T.‘B 4 HVp/ &G (M

Para la estimacidn del periodo natural de vibracién de un suelo
estratificado véase Zeevaert (1973, 1980). Para la determinacién del
médulo de rigidez dindmico de la arcilla del valle de México, puede
consultarse a Jaime et al (1987).

El periodo de vibracién de la estructura se halla con los métodos

usuales del andlisis estructural. Sin embargo, cuando el terreno de
cimentacidén estd formado por un suelo blando, es importante:
considerar ademds el efecto de balanceo y de traslacién horizontal de
la cimentacion. Asi, el periodo de vibracion acoplado de una estruc-
tu—-a vale (Normas de Sismo 1987): .

T"' T:-FT:-!-T: . (B)

donde I; = periocdo fundamental que tendria la estructura si se

apoyara scbre una base rigida (este periodo se debe :
la flexibilidad propia de la estructura)

T = periodo natural que tendria la estructura si fuer:

infinitamente rigida y su base solo pudiera trasla
darse en la direccidn que se analiza T

T = periodo natural que tendria la estructura si fuer

infinjitamente rigida y su base solo pudiera girs
con respecto a un eje horizontal gque pasara por ¢
centroide de la superfiece de desplante de
estructura y fuera perpendicualr a la direccién que t
analiza

El periodo natural de vibracién por rotacién de una masa esta da.
por



-rrsznv/uaz/xraznx\/ugxr (9)
/ 2
° T, =20V WH /gK . gcelerscién de 1a gravedad (10)

Las Normas de Sismo, en el inciso A.7 del Apéndice, establecen que
"para el calculo de T se supondra que el desplazamiento de la base

esta restringido per un elemento elastico cuya rigidez vale K', en
t/m:
1/2
T =20 (W /gK) (311)

donde T estid en segundos, W! es el peso neto de la construccidn al
L]

nivel de su desplante, incluyendo el peso de los cimientos y
descontando el del suelo que es desplazado por la infraesgructura. n
toneladas, ¥y "g" es la aceleracién de la gravedad, en m/s” . El valor
de w; no se tomara menor de 0.7 W° .

"para el calculo ‘de T, se supondrd gue la rotacidén de la base estg
restringida por un elermento eldstico de rigidez K , en t.m/radian:

3

T =2n(J3/gkK )7 (12)

donde T estd en segundos y "J" es el ‘momento neto de inercia d('

pesc de la construccion, en t.mz, con respecto al ejes de rota »
descontando el momento de inercia de la masa del suelo dnsplazado%r
la infraestructura. Esta diferencia no se tomard menor de 0.7 vace
el momento de inercia calculado con el peso de la construccidn.

"Tratandose de construcciones gue se apoyan sobre zapatas corridas
con dimensién mayor en la direccidn que se analiza © sobre losa o
cascaron que abarque toda el 4drea de cimentacidn, y que pos an
suficiente rigidez y resistencia para suponer gue su base se desplaza
como cuerpo rigide, los valores de K ¥ K se obtendran de la tabla

1, en que G es el médulo de rigidez medio, en ‘t:/m2 . del estrato en
gque se apoya la construccion, y los radios equivalentes R YR , e

metros, se calcularan empleando las expresiones e

R,o= (Aa/n)” (13)

Rr=(41/1r)”' : (14)

"en las gqgue A, en mz, es el Aarea de la superficie neta ¢

cimentacién, e I, en m', es el momento de inercia de dicha superfic:
neta con respecto a su eje centroidal perpendicular a la direcidén ¢
se analiza” (Normas de Sismo 1987). .



Una vez dgue se conocen los periddos de vibracién del suelo T;‘ y de
la estructura T, , se puede emplear el espectro de respuesta sismica

de Zeevaert (1980) para la determinacién del factor de ampiificaciaon
f (fig 5), definido como el cociente de la maxima aceleracion en el
a -

centro de gravedad de la estructura entre la maxima aceleracién en la
superficie del terreno blando. Para entrar en el espectro de la tig s
necesitamos el amortiguamiento acoplado -del sistema, el cual est4
dado por (Zeevaert 1980):

c1=‘/1-g‘“ (15)

donde 9, =9, 9, () / (g, T + 9, T) (16)
T =V T+ T
on 1 TR

Vemos en el espectro que la maxima respuesta se obtiene cuando T, /
T“ = 1 . Por lo visto anteriormente, no se puede evitar la
amplificacién de 1la aceleracién de un suelo blando, pero s8i es
factible evitar que coincidan el periodo natural de vibracidén del
suelo con el periodo natural de vibracidén de una estructura.

lLa aceleracidén en la superficie del terreno la proporciona, en la
ciuvdad de México, el Reglamento de Construcciones en las Norma de
Sismo, Asi, en el inciso 3 de éstas se senala que "la ordenada del
espectro de aceleraciones para disefdo sismico "a", expresada comc
fraccién de la aceleracién ‘de la gravedad, estd& dada por la siguiente
expresidn:

a=(1+4+37/ T;y €/ 4, si T es menor que.T;"

La aceleracidén en la superficie del suelo se obtiene haciendo T =
en esta expresion {(pues para T = 0 la estructura vibra igual qu 1
superficie del terreno), por lo tanto a = c=c¢c/ 4 enla superficie

Las aceleraciones para las diferentes zonas estratigréificas .de
Distrito Federal se presentan a continuacién (articulo 206.. de¢
Reglamento): :

Zona Coeficiente Coeficiente e Aceleracién
sismico ¢ {(superficie) (supert}cie)
i cn/s
I 0.146 0.04 39
I 0.32 0.08 78
III 0.40 0.10 a8

Vemos entonces que, por ejemplo, en la zona 117 la aceleracidn
diseno de la superficie del terreno es de 98 cm/s”. '



También se puede utilizar el sigu@enté ‘criterio para hallar “e*
(Normas de Sismo, Apéndice): "en sitios en que se conozca el per
dominante del terreno T, , Yy gque se hallen en las parte sombre .

de la fig 3.1 (de esas Normas), también se adoptarid ¢ = 0.4 para
estructuras del grupo B, y 0.6 para las del A; fuera de las partes
sombreadas se adoptara .

c=1.6T_ / (4+ T2 ) (17)

Vemos que el coeficiente sismico depende del periodo de vibracion
dominante del suelo T, - Considerande que el coeficiente sismico en

la superficie c, =c / 4 Yy que la aceleracidén en la superficle, en
cm/sz, es igual a ¢, por 980, en la fig 6 se presenta .la variacién de
esta aceleracidn en funcién del pericdo T;l .

EJEMPLO

Determinar la respuesta de aceleracién de un edificio sobre un
estrato de suelo blango, con las siguientes caracteristicas:

Masa = 217.5 t.s°/m

Peso = 2133 ©

Periodo de la estructura T; = 0.3 8

Amortiquamiento en la estructura ¢, =5 %

Periodo por rotacién T =0.76 s

Amortiguamiento en el terreno de cimentacién . =15 %
Periodo por traslacién T =0.22 8

Periodo del terreno de cimentacién '.t‘-1 = 2.4 s

olucié
El periodo acoplado de la estructura vale

T, - v/Ef + If + Tf = 0.85 s

Ckhtenemos el cociente T, / T, = 0.35

Para entrar en el espectro de la fig 5 necesitamos el amortiguami
acoplado del sistema, el cual esta dado por (Zeevaert 1980):

¢, =vV1-g

= 2 2 2
9, =49,9 (T))°/ (g, T + g T

donde T, =V -rf " Tf = 0.817 s

1



g =1-¢ =0.9975

(-]

.........

g =1~ =0.9775 UL L
r .
' sustituyendo ‘g, = 0.98 g, = 0.141

Es decir, el sistema acoplado tiene un amortiguamiento de 14.1 & .

Entrando al espectro para diseno sismico (fig 5, Zeevaert 1séoj; s
obtiene un factor de amplificacidn £, =1.9 . o

Considerande una aceleracidén en la superficie de 88 en/a®; 1a
aceleracion en el centro de gravedad de la estructura estd dada por
(98) (1.9) = 186 cm/s” .-
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INTERACCION SUELO-PILOTE
METODO SIMPLIFICADO

Agustin Deméneghi Colina
llustraremos el método simplificado de interaccion suelo-pilote con el siguiente giemplo:

Pilote circular de diametro=35cm, L =3 m.
P’ =250 kg/em®
E = 158000 kg/cm’
1="73 661.76 cm'
Carga en la cabeza del pilote 3.4 ¢
Rigidez de la subestructura {contratrabes) K = 702 658.62 t.m/rad.
En el terreno de cimentacion G = 330 tm®
En la punta del pilote K, =8.575 t. m/rad
Ka =298.941 t/m

re

SOLUCION

En s fig | se muestra ¢ sistema de cargas sobre ol pilote, y en la fig 2 se indican los
desplazamientos que sufre el pilote. '

Ls matriz de nigidez del pilote y el vector de cargas de empotramiento sobre e pilote se
obtienen en forma similar & lo tratado en capitulos anteriores, considerando los tramos del
pilote como vigas continuas.

El vector de cargas concentradas esté dado por

o —

34

0

Ka $3

PP= 1 Kata
0

K. 8¢
— A )
Considerando dos “estratos verticales®, ¢l primero de espesor 0.25 m y el segundo de espesor
0.30 m, y conun M, = 0.001045 m®/t, se obtiche la matriz de flexibilidades del suelo

8, = 0.00056007 r, + 0.00000042478 1, + O 1y (a)
8 = 0.0000004012 r, + 0.0011201 r; + 0.00000004012 r; (b)

& = 0 r; + 0.00000042478 1, + 0.00056007 r, (¢



Aplicando 18 ecuacidn general de equilibno
K$+P+p=0

y las ecs (a}, (b) ¥ (¢), se obtienen los siguientes resuitados

5, =-0.001334Tm

&7 = 0.000026597T m
6 = 0.000033870 m
By=- 0.0000029552
6s = - 0.00025682
8¢~ 0.00013503

1 =-238304 Ym

12~ 0.024577 t'm

1 = 0.060472 m

(ISEPILOT)
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DETERMINACION DE LA RIGIDEZ DE LA SUBESTRUCTURA, PARA LA REDUCCION DE
ABENTAMIENTOS DIFERENCIALES

En ocgsionaes s tiene 1a nacesidad de apoyar
una estructura oe omsentacibn scbre un tereno
ge mediana comprasibiiidad, lo que conduce a
ia apancén de asemtamientos diferenciales que
puedan exceder ef asentamento pemusible
para ia estructura. Si eéste es o caso, se
requiere acrecentar @ ngoez de la
subestructura, hasta que {3 magnitud de!
hundimiento diferencial quede dor abhao def
tirmte 10lerable. i

El problema anierior se resusive hevando a
cabo angiisis de meracadn sueip-estructurs,
aumentando la ngidez de asta hasta que el
asentamiento diferencial resulte menor que o
limite permusible.

Para determinar o posible dafto en una
estructura $& emplaa el concepio de distorsion
anguiar, ia cual se cefine como el asentamiento
diferencial entre dos puntos, divickde entre {a
distancia horizontal entre ellos Para ol caso de
muros de mamposteria de tabique, 1a distorsion
angular toigrable varia desge 0.0005 hasta
0.003 [véase por ejempio Sowers (1962),
Bierrum (1963), Lambe y Whitman (1969)] En
este articulo tomaremos un valor de 13
distorsion angutar permisibie de 0.002.

Tomemos & sempio de la fig 1, e cua! es
representativo de una obrg que transmie su
carga a la subestructura mediante columnas, y
establezcamos una distorsion angular tolerabls
Gowm = 0.002 en o tramo AB. Hacengo un
analsis de iMeraccion  suelo-estructura
jlegamas a que con un momento de nercia oe
la estructure de cimentacion | = 0.00935 m* se
cumple €on Bp.m. L8% reacciones y Ilos
asentarmentos del terreno se muestran en la fig
2. mentras que los ddgramas de maments
flexionante y hserza conante se exniben en ia
fig 3 Con estos resultados se puede hacer el
tisefo estructural de ta zapata de ia fig 1. con
Io que se garanliza que no hatrd dafos por
asentamentos diferenciales de la amentacion

" Profesor del Departamenta de Geotecnia Diwision de Ingenieria Civil, Topografica y Geodésica,

Facuitad ge Ingenieria. UNAM

Agustin Deméneghi Colina’

Consideremos ahora i@ estructura de ls fig 4, 13
cual seria el elemplo de una obra que transmite
SuU peso a base de un murd de cargs, Y-
estabiezcamos 13 musma distorsdn perrmisible
Bpem = 0.002 en ol tramo AB. Mediante un
analisis de interacodn  suelo-estructura,
determunamos qQue el mamento de inercia de la
astructura dg cmentacidn debe ser | = 0.0222
m*. En este caso particular notamos que
cuando la carga es repartide (estructura con
muro de carga) se necesita une rigidez mayor
de ia supestructura —para reducr asenamien-
tos diferenciales- que cuando tas carpas son
concantradas (estructura a base de columnas).
En la fig 5 se exhiben las magnitudes de
reacciones y asenmamientos del temeno,
mentras que en la fig 6 se muaestan os
diagramas de momento flexionante y fuerze
cortante, con los cuales se puede hacer 6l
disedo estructural de la zapata de ia fig 4. Con
esteé cnterio s& pretende provenr que o 38
presenten dafics por hundinmuemos dierencia-
ias.

Con el propdsitc de reducir los asentamientos
diferenciales, se pueds hacer una estmacion
aproximada de la rigidez de ia infraestructura,
haciendo uso del concepto de nigidez relativa K,
de la omentanidtn (Brown, 1974; Meyerhdt,
1979}, la cual se define de ia siguiente forma

K={(-v)EI(-VEB] (1)
donde

v = relacion de Poisson de (a subestructua
E = maduto de deformacién de 1a subastruciura
I' = momento de mercia de 18 subestruciura por
umdad tde ancho

I'=iB B {2}
t = momento de inercia de la contratrabe de -
cimentacidon

v, = relacién de Poisson del tarreno de .
cmmentacion . ’



E, = moduio de deformacion del terrenc de
cimentacion
8 = ancho del amiento

Consigeremos el cimwento comdo somehdo a

fas cargas concentradas indicadas en ia fig 7.
Sea q' = TQ/3L) = 6QK3L) = 204 = carga por
uridad de longitud de! omento. En Ia fig 8 se
muestra ta vanacidn aproxmada de ¥ ¢on Q.
mientras que en la fig § se exhibe la vanacon
del maximo momente flexionante an funcdn de
la misma q. Ambas graficas estan oblenidas
para Que s@ alcance una distorsion angular
permisidie de 0.005 E! méximo valor absoluto
* pe Ia fuerza cornante gs aproximadamente igual
aqQ.

En la fig 8 apreciamos que 12 rigidez relativa,
para nho sobrepasar un aertc valor de la
distarsion angular, s funcién de las cargas de
la estructura, pero depende ademas de (a
ngidez del terrenc de cmentacion: a3 medida
gue sumenta ésta se reguiare muchd menos
ngicez de la estructura pare satisfacer os
reguisitos de hundimento diferencial permisible.
De la misma forma, e/ momenty filexonante
maomo {fig 9 disminuye al aumentar la ngidez
dei tefrenc, aun cuantdo su vanagdn es mucho
menas sensibie que la vanacion de K,

Seg la estructura mostrada en ja fig 10
sometida a una carga repariga w En este caso
G = IQA3L} = w(ALY(3L) = w La fig 11 contene
ta magniud aproximada de K, en funcion de g,
mientras que Jas figs 12 y 13 muyestran las
magnitudes dge! maamo momento flexionante y
de {a maxma fuarza cortante en la estructura
de cimentacidn, respectivaments. Las graficas
estan obterndas para que se alcance una
distorsion angular igual 8 0.002.

De !a misma forma, para carga repartida la
rigidez necesan3 de Jja  estuClura  de
cmentacidn para que no haya asentamentos
diferenciaies excesivos es funwén de ta carga
de 1a estructura (fig 11), pero también depenge
en forma importante de 1a nguaez del terreno oe
cmentacion cuande ésta aumema la ngdez
necessna de {a subestructurg disminuye
apreciablemente Un fenomeno simiar ocume
con el maximo momento flexionante y con la
maxma fuerza cortante. como se puede
apreciar en las figs 12y 13

Las graficas de las figs B y S se usan qe ia
siguierite forma dada la estructura y el terreno

de cimentacidn de ia fig 7, se obvene la carpa
repartida por unidad de longitud §. Con este
valor se enra 3 1a fig 8 y se hala la ngoez
relativa K. e momento de nercs de la
subestructura se determina despejandoio de la
ac

I =K (3 - V) E, B/ {0 - v E) (3)

E!@ momento de mnercia de la contratrabe se
abtisne coniaec?2

1=rB (4)

Conocido |, ef peralte h de un cimiento de
secion rectangular de ancha b vale

1211 {5

Ei mdximno momento flexicnante se obtiene con
i fig 9 y la mixima fuerza conante vale

_aproximadaments

Ve = 0 {6

Ei uso de ias figs 11, 12 y 13 es similar at de las
figsBy9

Erempio
Una estructura a base de columnas tiene las
caracteristicas indicadas en Ia fig 7.
En la estructura: Q = 30 ¢, £Q = 180 t claro
entre columnas L 4Am g =18012=15tm &
= 1,130,000 vm% v=0.2; ancho=B=2m
En el terreno de cimentacion: £, = 800 ¥m?, v, =
025
Obtener las dimensiones aproximadas de
contratrabe de cimentacion, o  maximo
momento flexonante y la maxima fuerza
conante, para que In distorsibn angular ses
0.002. o
So!uabn o
EJ(1-v,2)=800/(1-0.25%)=853.3 ym®. De " fig a
K =08
Susntuyendo enlaecd

= [0.77(3-0. z‘uaoonzﬁms-o 25’)(1 130,000)
= 0 0048357 m
Usando laec 4
| = 0.0046397(2) = 0.0092784 m*
Reernplazando enlaecSconb=02m

n="12(0. ¥0.2 =0.823m
De fa fig 9, con Ey/(1-v, )=85331!m’*M...- .
2551m . (
Usandolaect

Vs =0 =301t

T



Ejempio

Una estructura transmite a través de un muro

una carga ge 15 Ym al nivel ge gesplante del

cimisnto. Subestructura y terreno tienen 8§

siguientes caracteristicas (fig 10):

En Ia subastruttura. @' = 15 t/m; longitud total =

12m. L =4 m(fig 10 E = 1,130,000 um% v =

02 ancho=B=2m

£n st terreno de amentacion. £,

025

Obtener las dimansiones aproximadas oe ia

contratrabe  de -cimeatacion, B maxmo

momento flexionante y la maxma fuerza

conante, para que la distorsion angular sea

0.002.

Solucién

EJ/(1-%2)=800/(1-0.25%=853.3 tm®

Delafig11: K =18

Sustituyendo enla ec 3

I = [18(1-0. 2’){300)(2’m(1-o

0.0104383 m*

Usandoiaec 4

| = 0 0104383(2) = 0.0208787 m*

ReemplazandoceniaecSconb=03m
= T10.0208787)03 =092 m

De la fig 12, con EJ(1-v,})=853.3 ym?

Mu,, = 14.2tm

De la fig 13, con EJ(1-v,))=853.3 ym®

=800 YmM? v, =

25%)(1,130, 000) =

Como conclusidn de 1o tratado en ios parralos
anteriores observamos que mediante andhsis
ge Iinteraccion  susio-estruciura  se - puede
optener 1a ngidez del cmento tal qgue no se
sobrepase una distorsidn angular permsible

Para los ejemplos prasentados en este articulo,
fa ngwaez relatva, para no sobrapasar un Gierto
valor oe ia aistorsdn angular, es funcidn de las
cargas Ce la estructura. perc depende ademas
02 i@ ngaez del fereno de omentacdn. a
medida que aumenta esta se requiere mMucho
menos figidez de ia estructura para sausfacer
ios reguistas de hunacimiento  diferencial
permisidte De 13 misma forma. ios elementos
mecanicos disminuyen al aumemar 18 ngiaez
gel terrenc Por e;amplo. en una infraestructura
sueta & cargas concentracdas. pars la
geametria de la fig 8. para q = 20 ¥m (fig 93 en
el intervaio 500 < EJ(1-v,%) < 1200 tm* e
maximmo momento fiexionante varia de 42 a 34
t m. con una reducton de 19%

Sin embarge. 1as conclusiones antenores son
vahaas para los rangos de vanacon de ia

rigidez de! terreno y dei mvei de carpas
indicados en las figs B, 9, 11, 12y 13, y no
conviene axtrapoliarios para otras condiciones.

Owo aspecto interesante de 1 interaccion
suelo-estructura ocurre cuando la rigidez def
tarrene os alta comparada con e nivel de
cargas transmitico al terreno. llustremos este
fendmenc con el ejempio de I8 fig 14 En la fig
15 se muestran los diagramas de_reaccion y oe
asentamientos del terreno, mueniras que e la
fig 16 se exhiben ios diagramas de momento
flexionante y fuerza cortante a lo largo de la
estructura de cimentacion. Observamos en ia
fig 15 que en un tramo la reaccidn del suelo
vuelve cere, b que indica que en este sitio el
terenc no trabaja. Estc imphca que - se
prefarible el uso de una zapata aislada, 0, si por
razones construclivas se utiiza un Gmento
comdao, el diseflo de éste se podrs llevar a cabo
con los rasyitados de la interaccidn sueio-
estructura.

Por ejemplo, para Ia zapata comida de la fig 14,
al méximo momento vale M = 22 4 tm (fig 16).
Supcniendo una contratrabe de 0.5 m de
peraite efective (figp 17), 1a fuerza cortante en
cada seccidn critica vale

V = [80-35.165(1.5))2 = 1363t

Por otra parte, podemos comparar of maximo
momento para diferentes ngxdms del terreno.
De 2 fig 12, para EJ(1+v) = 500 vm? el
maximo momento resulta de 42 Lm, rmemru
que para la zapata de la ﬁg 14, con EJ(1v ) =
7500/(1-0 25%) = 8000 Ym?, el méximo momento
es 22.4 1.m. La reduccidn es de 47%. =

Con el propésito de ilustrar algunos aspecios de
ia interaccidn suelo-astructura relacionados ton
tas  asentamientos diarenciales, hemos
expuesto ejemplos Comit crerta geometria y Gierto
sistema de cargas, como fos de lag figs 7, 10y
14 Es obvio que las conclusiones que hemos
presentado son véliidas unicaments pare dichos
e emplos, y no se pueden extrapolar  otras
condiciones. Por lo tano, es recomendabile que
se hagan andlisis de interaccidon para cada
estructura y tervencs espacificos, para chsefiar
subestruciuras que cumpian con los requisitos

[

- L

.

Con las magnitudes de M y V se puede hacer el
diseio estructural de |3 contratrabe de la zapata
cormaa.



de segundad, perc que Su Costo a su vez $ea
razonable.

Ciudad Universitana, D F, septiembre de 2002
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PROLOGO

El principal objetivo de estos apuntes de 1a materia de An&-
lisis Estructural I, es el de poder contribuir como fuente biblio
gréfica en el curso impartido, ya que actualmente no existe um 1i
bro que cubra satisfactoriamente los temas sefialados en el progra
ma. .

Queriendo dar una respuegta al estudiante de Ingenierfa Ci-
vil en el Area de Estructuras, se tomé la decisién de elaborar un-
trabajo que permita contemplar todos los temas, as{como una serie
de ejemplos ilustrativos como vigas, armaduras y ﬁarcos rigidos,
se dfo especial interés a este (ltimo punto, para reforzar los co
necimientos adquirides. = -

El desarrollo iniciacon la definicién de los conceptos b4si-
ces del Anflisis Estructural, proporcioﬁa‘los criterios  fundamen-
tales pars estabilidad y linealidad de las estructuras; se expo-
nen 105 conceptos y teoremas bisicos de tfabajos y energia para
_Obtener desplazamientos de Eﬁtructuras Ispstéticas asi como, algu
nos métodos aproximados para obtener elementos mecinicos en wmar-
cos sujetos a fuerzas laterales (sismo o viento).

. Se continfia con el métode de las "fuerzas o las flexibilida-
des" ﬁara'obtener los elementos mecénicos ynﬂesplazanientos en es
tructuras hiperestiticas; se estudia elrnétodo de los "desplaza-
mientos o las rigideces" -también para la obtencién de elementos
mecénicos en estructuras de cualquier grado de hiperestaticidad.
Aquf mismo se presentan dos métodos muy usuales: METODO DE CROSS.
Y METODO DE KANI, que resultaﬁ de gran impotiancia y utilidad en
la préctica profesional. Es importante dominar los conocimientos
bésicos de esta materia, para légra;-el uso de la computadora co-
mo herramienta, en la soluci@n a esiruéturas indeterminadas.



Como se dijo inicialmente, el fin fuc reunir wma serie de in
formacifn que sea de utilidad a la comunidad estudiantil de Inge-
nierfa.Civil, consideramos que este trabajo es susceptible de acep-
tar mejoras, hasta lograr un texto que satisfaga las necesidades
de enseflanza.

Loable es reconocer el interés y tiempo, al ahora Ing. Ro-
dolfo Lépez Ruelas, porque estas notas lleguen finalmente a los
interesados para lograr una mejor superacibn profesional.

ING. JOSE PAULO MEJORADA MQTA.

NOTA: Se agradecerf a profesores y alumnos, el comunicar las fa-
lias y/u oniéiones en que se haya incurrido en el presente
texto, con el fin de llevar a cabo las correcciones que scan
necesarias. Favor de hacerlo al autor.
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Simbolos

y

Abreviaturas

Los sImbolos se definen dondeieparecen. Aquf se da una relacién de los -

més importantes. Se observard qie algunos de ellos tienen varias definiciones se-

gin el contexto en que se emplean:

A

Re - Q0Omw moQQ o

(o

drea de la saccién transversal de un elemento.
energia complementaria de deformacidn; ecuacién de -

. condicién adicional para evaluar reacciones; columna, en

el méwodo de Cross.

" columna superior en el método de Cross.

columna inferior en el método de Cross.

didmetro.

médule de elasticidad; momento equilibrado en el méto-
do de Cross.

carga concentrada.

médulo de elasticidad al esfuerzo cortante.

momento de inetcia del £rea transversal,

momento polar de in_ercia del £rea transversal.

tigidez relativa de elementos a flexién (I/L); coeficien-
te de rigidez utilizado en el método de los desplazamien
tos.

longitud; claro de una viga.

momento de una fuerza (o par); momento flexionante; -

momento de empottamiento.
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momento {inal en el extremo de una barra en el méto-
do de Cross.

fuerza normal.

carga concentrada.

momento esthtico {0 primer momento) de una drea.
reaccién.

momento torsionante; momento transportado en el méto
do de Cross. 7 '

trabe derecha enel método de Cross.

trabe izquierda en el método de Cross.

fuerza cortante.

fuerza cortante isosttica en el mérodo de Cross.
fuerza cortante hiperestdtica en el método de Cross.
fuetza corzante final en el método de Cross.

energla o trabajo de deformacidn.

fuerza redundante utilizada en el métoda de flexibilidades. .

linea de centro.

dimensién de longitud.

dimensién de longitud; ancho de la seccifn transversal;
Jimero de barras en un mafco o una armadura.
dimensién de lbngitud; factorde correccién en el méro-
da de Cross.

factor de distribucién en el método de Cross.
coeficiente. de flexibilidad en el método de las fuerzas.
altura de una viga; altura de un piso de un edificio.
grado de md'e'termina'cidnAde unA estructura.

radio de giro; nimero de elementos de reaccién indepen
dientes de un marco o una armadura; nimero de colum-
nas en un entrepiso en ¢l método de Kani.

espesor; factor de transporte en el mérodo de Cross.
carga pot unidad-de longitud.

coordenadas rectanguuares.

distancia desdeel eje neutro.

I1



Simbolos
con
Letras Griegas

7 (gamma) deformacién angular por cortante.
4.8 (dela) despiazamiento lineal.
€ (épsilon) deformacién longitudinal unitaria.
4 (tera) ' fngulo; giro de un nudo en los métodos de los des-
plazamientos y de Cross.
A (lambda) ngulo torsional en radianes.
u (mu) - factor de distribucifn angular en el método de Kani.
T (sigma)} . esfuerzo normal (de tensién o de compresién).
mindscula
= (sigma) sumatoria,
mayiscula
& ,(tau) esfuerzo cortante.
v (ipsilon} factor de distribucién lineal en el método de Kani.
¢ (i) giro de nudo en el método de Kani.
.'7” {psi) desplazamiento lateral de un entrepiso en el método
de Kani.

ITl



Notas
generales

- Todas las dimensiones sefialadas se encuentran dadas en metros, 2 menos que

se especifique otra cosa.

- Con el término fuerzas se hace referencis tanto a fuerzas concentradas comc
a momentos y al mencionar desplazamientos se incluyen desplazamientos linea-
les y angulares.

~La convencién de signos es que los momentos de flexida de nudo sobre barra

son positivos.cuando tienen el sentido de las manecilias de un relcj.

k]

Las unidades. de los momentcs scn en tons m. excepto cuando se indique otra

]

cosa.

- Las unidades de las fuerzas cusante y normsl son en tea., excepto cuzndo se

indique otra cosa.
- Los disgramss de lo elementos mecénicos no estdn necesariamente a esca’ .

- La convencién de signos utilizada en ics disgramas de elementcs mecdnicos es

como -se indica enseguida:

a la lzquierda & la derecha

de 1a secclén de |3 seccidn




capitulo '

Gonceptos
introductoriss

El propésito fundameatal del Andlisis Estructural es determinar en cada uno
de los elementos de una estructura lu acciones internas tesultantes de la aplica-
cién de las solicitaciones extetiores 2 la estructura. total, asl coma también eva--
luar las deformaciones inducidas por dichas solicitaciones.

Para poder analisar uns estructura es necesario idealizarla. Por ejemplo, —-
idealizacién frecuente en el anflisis de edificics es considerar la estructurs forma
da por series de marcos planos en dos direcciones. De este modo se reduce el -
problema real tridimensional 2 uno de dos dimenslones. Se considera, ademds, -
que las propiedades mecdénicas de los elementos en cada marco estén concentra--
das a lo largo de sus ejes. Asl, las solicitaciones se aplican sobie esta estructu-
ra idealizada.

Los aspectos que se toman en cuenta para el andlisis estructural son los si-
guientes:

- Equilibrio entre fuerzas intermas y extermnas.
- Compatibilidad o congruencia de deformaciones.
- Relaclén fuerza - desplazamiento.



CONCEPTOS INTRODUCTORIOS

1.1 EQUILIBRIC ENTRE FUERZAS INTERNAS Y EXTERNAS

Al considerar una estructura sometida & la accién de un sistema de cargas
externo, 5i la misma en su conjunto se encuentra en equilibrio, cualquier elemen-
to que forme parte de la estructuralo estard de igual manera.

Come se menciond anteriotmente, para el andlisis de estructurtas se realizard
considerando que éstas al igual que los sistemas de fuerzas actuantesse encuen--
tran en el mismo plano, por lo que las ecuaciones requeridas para el equilibrio -

SO
:Fx' 0 :Fy’l Q M =

Para una mayor comprensién de lo aates expuesto, consideremos la estructu-
m de la Fig. 1.1, de la que se ha aislado el nudo C, mostrindose el diagrama de
cuerpo libre correspondiente a la Fi g. 1.2, en la misma se representan las fuer-
zas externas actuantes al igual que las acciones internas desarroliadas por la ac--
cién de las primeras en su conjunto.

Las fuerzas referidas anteriormeste mantienen en equilibrio al nudo poque -

éste forma parte de una estructura que se encuentra en equilibrio, este equilibrio
recibe el nombre de equilibrio nodal. '

., el
R 3

T T | | Mco
A i N
N

Fig. 1.1. Bstuructura en equilibrio. Fig- 1.2. Eouilibrio nodal.

3



CONCEPTOS INTRODUCTORIOS

De igual manera se hace el corte de entrepiso indicado en la Fig. 1.1, -
la parte aislada por el corte deberd permanecer en equilibrio debido a que per
tenece & una estructura que s& encuentra en equilibrio, dicho sistema se cono-
ce como equilibtic de entrepiso (Fig. 1.3)

g "

T
o

Nod—

Fig. 1.3. Equilibrio de entrepiso.

De lo expresado anteriormente se puede conclult que las fuerzas aplicadas -
extericrmente & un lado de un corté-arbitrario tienen que estar en equilibrio con
ias fuerzas intemnas desarrolladas en la seccibn del corte, o sea las fuerzas exter-
nas son equilibradas por las fuerzas internas,

L2. COMPATIBILIDAD O CONGRURNCIA DE DEFORMACIONES

Las solicitaciones deforman a una estructura dando lugar en las diferentes -
partes que la componen, a rotaciones y desplazamientos linesles, pero siempre -
conservande las condiciones de continuidad iniciales.

La compntiﬁilidad expresa la necesidad de que todos los elementps de la es-
tructura deformada permanezcan unidos entre si durante todas las etapas de car-
L.

Los desphumiénms finales en la estructura serén congruentes con los gra-
dos de liberiad que tienen los diferentes tipos de uniones exteriores e intetiores.

En general, se denomina unién & los elementos que constituyen la liga do -
una barrs con otra barra del mismo sistema, o del sistema tierra. Su funcién es



CONCEPTOS INTRODUCTORIOS

cestringit algunos o todos los desplazamientos entre los elementos que une.

- Como grado de libertad de un punto, de una tects o de un cuerpo, se defi-
ne el nimero de pos:bthda.des de desplazamientos independientes que tienen, sean
lineales o angulares. i

Si hacemos referencia a ia fig. 1.4., el marco sufre 1a deformacién mostra-
da en la misma, en donde los nudos C y D suften dos desplazamiesitos lineales -
asl como el giro de los mismos. Por otro lado, el apoyo A tiene restringidos to-
da clase de desplazamientos, tanta lineales como angulares.

Sin embargo, el apoyo B permite el giro, mds impide los desplazamientos li-
neales.

' Fig. 1.4. Congruencia de deformaciones.

1.3. RELACION FUERZA - DESPLAZAMIENTO

Cuando una estructura tiene uniones superabundantes para su estabilidad, se
denomina hiperestdtica y el problema de su equililjr_io puede resolverse consideran
do la elasticidad del material empleado, es decir su deformabilidad.

De acuerdo a lo anterior es necesirio conocer la relacién entre fuerza y -
desplazamiento, para lo cual existen dos teoriss; la eléstica y ia pifstica. En la
teorfz eléstica se supone que las fuerzas son -propottionales a los desplazamientos
es decir, existe una relacién linea! (Fig. 1.5.) ' Debwo a que casi todos los mate- -



CUNCEFIOS INTRODUCTORIOS

tisles utilizados en Ingeniecia tales como el acero, concreto, madeta, etc., cum--
plen el requisito de elasticidad lineal {Ley de Hooke) se puede aplicar el princi-
pio fundamental en el andlisis de estructuras indeterminadas, dicho principic es -

el de Iz supetposicién de causas y efectos, que establece:

“El efecto producido por varias fuerzas® que actdan simultineamente sobre
una estructura, es igual & la suma de los efectos producides por las fuerzas® * -

sisiadas suponiende que aciGan separadamente”.
P} . P

-5 -§

Relacién lineal Relacién po linead
Fig. L.5.

*Con el término fuerzas se hace teferencia tanto a fuerzas como & momentos Y
sl mencionar desplazamientos se incluyen desplazamientos lineales y angulares.



capitulo z

Estabilidad

y arado
de indeterminacion

2.1. ESTABILIDAD

Una estructura es estable cuando al encontrarse bajo cualquier sistema conce-
bible de cargas, resiste estas carges eldstica e’inmediatamente a su aplicacién, -
considerando la resistencia de todos los miembros y la capacidad de todos los sopor

tes, infinita,

Las condiciones de estabilidad de un sistema estructural cualquiers tienen por
objeta lograr, empleando uniones extemas e internas, la estabilidad externa e inter
na de la estructura, es decir, conseguir que ambos tipos de estabilidad se presen-

ten simultineamente.

Esto equivale a evitar, en un determinado elemento, los desplazamientos rela-
tivos (lineales y angulares) con respecto a ios demds elementos de la estructura, y
los desplazamientos (lineales y angulares) con respecto al sistema fijo, llamado tie-
ra.

Un sistema estructural cualquiera, asociado al sistema tierra, es estable exte—-
riormente, si todos los grados de libertad de cualquiera de sus elementos se encuenm.:

tran restringides.



ESTABILIDAD Y GRADC DE INDETERMINACION
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Pot otra parte, una estructure cuaiquiera es estable internamente si todos los
desplazamientos relativos (lineales y angulares) de elementos de la estructura se en
cuentran restringidos.

Pata fijar una estructura bidimensicnal, es necesario evitar tres desplazamien-
tos, 0 sea, restringir ttes grados de libertad (desplazamientos vertical y horizontal
y ¢l giro), Para ésto son necesarias y suficientes tres componentes de reaccién -
que no sean ni concurrentes ni paralelas simulténeamente, ésto es comprensible, si
se toma en cuents que cada nuevs componente de reaccién agregada debe restringir
uno de sus grados de libertad,

Aun cuando una estructura puede ser estable para una carga particular o sis-
tema de carges, & menos que ses también estable para cualquier otro sistema con-
cebible de cargas, se clasifica como inest_able. Frecuentemente una estructura se-
rd estable bajo un sistema particular de cargas aplicadas; cuando se encuentra en -
esta condicidn se dice que esif en equilibrio inestable.

Puesto que una estructura para clasificarse como estable debe serlo bajo cual-
quier sistama concebible de cargas, es recomendable el suprimir todas las cargas’'-
cuapdo se considera la cuestién de estabilidad.

2.2. GRADQO DE INDETERMINACION

Una estructura indeterminada es aquélla para la que las componentes de reac-
cién y esfuerzos no pueden determinarse completamente por la aplicacién de las -
tres ecuaciones necesarias para ¢l equilibrio estdtico (Si"x = 0; !Fy = 0} EM = 0).

Las estructuras indeterminadas difieren en cuanto al grado de indeterminaci6n.
B! grado de indeterminacién para una estructura dada es el nimero de incégnitas -
que se coentan sobre el nimero de ecuaciones de condicién disponible-para la solu-
cidn.

Si el nimero de componentes de resccién excede al nimero de ecuaciones de
condicién independientes para el equilibrio de la estructura, ésta es externamente -
inc. .>rminada hasta el grado para el cual el némero de reacciones externas e;.ceda
al nimero de ecusciones de condicién. las ecuaciones de condicién son IF, = 0, -
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ZF, = 0 y3M 2 0, ademds de cualesquera otras ecuaciones dadas por las particu-
laridades de consiruccién tales como pamdores, etc. Asf, cada pasador insertado -
hard posible la rotacién relativa de las pawes de la estructura, suministrando una -
ecuacién de condicién adicional (EM = 0) [ara la evaluacién de las componentes de
teaccibn. ‘

Si una estructura es inteterminada tanto externa como intemamente, entran -
en la solucién tanto las reaccines como ios esfuerzos de los miembros, por io que
en el andlisis final lo que intersa es la indeterminacién total de la estructura.

2.3. CRITERIOS PARA EL ESTABLECIMIENTO DE LA ESTABILIDAD E INDETER-
MINACION DE LAS ESTRUCTURAS

2.3.1. VIGAS

Las ecusciones que nos establecen tales condiciones son ias siguientes

1) Si t«<C + 3, la viga se considera inestable,

2) Sita=C+ 3 Iaviga es estiticamente deterninada siempre 'y cuando no se -
tenga inestabilidad geométrica.

3) Sir>C + 3, lavigs es indeterminada.

En las ecuaciones anteriores:

t = nimero de elementos de resccifn.
C = némero de condiciones adicionales.

Ejemplos:
4<2+)
viea A B s 9 £
? ? ?’— Inestable
42143
vieAa 2 A L 2

? - %‘__ /soslatica

e>1+3

"7}‘
vIGA 3 _{3t|h 2§ S 6— ,
T % ? iadeterminada

190
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La inestabilidad geométrica se presenta debids & la disposicisn geométrica de,
los miembros. Considérese la viga 4, en la que existe inestabilidad geomértrica pues
hay desplazamientos relativos entse los elementos que la forman. s decir, los ele-
mentos AB y BC constituyen un mecanismo, por medio del cual la estructurs se -

desploma, o sea quc llega al reposo en alguna posicién como se muestra por las -
neas punteadas.

viGA 4 F\

/cl inestabilidad

gecmsirica

8
S
\’./

212 MARCOS

Un marco es una estructura formada por elementos que se intersectan (vigas
y columnas) y cuyos ejes se encuentran todos en un mismo plano. Por lo tanto -
estén sujetos 2 momento ‘flexionante, fuerza cortante y fuerza normal, si se cono-
cen estas magnitudes en una seccién de un elemento, podién determinarse las co-
rrespondientes a otra seccién cualquiera del elemento. '

Sea b » ndmero total de elementos, t = nimero de elementos reaccionantes, -
por lo que el total de incégnitas independientes en un marco es (3b + 1). Estable-
ciéndose el siguiente criterio:

1}  Si 3b + re3j + C, el marco se considera inestable.
2) Si3b+r=3+C, el marco es determinado siempre y cuando sea estable.
3) Si 3b + >3] + C, el marco es indeterminado.

(C tiene el mismo significado anotado antericrmente).

j = nimero de juntas o nudos.

i1
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Ejemplos

o0 343 IS4

15< 16

MARCO ¢ o inestable

] - [ Jl4)+ 4= 30+
16=148

MARCO 2 ¢ Isoslatice

34148 > 38141
a>18

ARCO
MARCO 3 indeterminado

de 2° grado -

2.3.3. ARMADURAS

En una armadurs cada junta arroja dos ecuaciones de condicidn (:Fx;.' e,
3F y® 0), para la determinacién de todas las fuerzas desconocidas que actian en
las juntas, incluyéndose esfuerzos en las barras y elementos de teaccidn.

Resuftando la ecuzcién:
Zi =ba+1

donde
j = nimero de juntas o nudes.
b = niimero de barras
r = nimero de reacciones.

En ia expresi6n anterior el miembro de la izquierda 2j, representa el nimero
de ecuaciones de condicién simultdneas, disponibles pata la solucién de los esfuer-
zos desconocidos de las bagras y reacciones, b + 1,

12
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Por lo que se puede establecer el siguiente criterio:

1) Si 2j > b+ 1, la armadura es inestable.

2) Si 2 = b+t la armadura es isostdtica siendo estable a la vez

3) Si2j<b +t, la armadura es indeterminada

Ejemplas:
] C A -]
ARMADURA ARMADURA
! b d 2
2(6)>.8+43 218)=9+3
tz2>1 2=12
inastadle isostdtica y estable
A 8 C 1 8 c
ARMADURA ARMADURA _
3 0 ’ P ) - r
2{6)1=0+3 21612143
{2 =t2 12 <14
inestabie, pues nao hay esfoble & /adeterminade -
equilibrio horironlal da 2° grado

Se {lama particularmente la atencién al hecho de que la satisfaccién de las
ecuaciones anteriores es una condicién necesaria para la indeterminacién o determi-

nacién y la estabilidad de una estructura, pero no es suficiente.

La decisién final de que la estructura sea determinada y estable deberf basar
se sobre el sentido comin y sobre una consideracién de las trayectorias de esfuer-

108.
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capitulo 3

METODOS
- energeéticos

3.1 INTRODUCCION cE

En este capltulo se hace mencién & los conceptos y teotemas més importan-
tes relacionados con los métodes energéticos aplicables a sistemas mecénicos, basa
dos en el principio de comservacién de la energia.

La energis se define como la capacidad de realizar un trabsjo, y el trabajo -
se estima como el producto de una fuerza y la distancia recorrida en Ia direccién
de la fuerza.

‘£n el caso de cuerpos slidos deformables, los esfuerzos multiplicados por las
dreas respectivas dan fuerzas, y las deformacicnes equivalen s distancias recorridas,
El producto de estas dos cantidades dadas es el trabajo interno efectuado schbre un
cuerpc por fuerzas exteriormente aplicadas. .

3.2 TRABAJO Y ENERGA

Si se supone un sistema de fuerzas aplicado a un cuerpo, éste se deforma -
hasta que las fuerzas intemas equilibren al sistems de [uerzas externss. Las fuer-
ras externas realizan un trabajo que se transforma y acumuﬁ en el cuerpo. Este
trabajo 0 energla de deformacién es el utilizado por el cuerpo para recuperar sv -
forma cuando cesa la acci6n del sistema de fuerzas externas.

Si el cuerpo recupera exactamente, su forma inicial se trata de un cuerpo -



METODOS ENERGETICOS

pegfecmmenmelés:ico, ¢ indica que el trabajo de las fuerzas externas durante la -
deformacién del cuerpo se transformé integrasmente en energla de deformacién, -
despreciindose las pérdidas pequedias por camtic de temperatura.

En los sistemas elésticos son despreciadas las pérdidas por calor y la energla
del sistema es Iz energfa o trabajo de deformacién de dicho sistema.

De lo anterior se concluye que la energia de deformaciéan depende del diagrs
ma carga - deformacién del cuerpo. Si éste estd hecho de un material linealmen
te eldstico, la carga es prcporcicnal & lo deformacién. (Fig. 3.1.)

En consecuencia, si el elementc estd iricislmente libre de esfuerzos, la carga
que actGa firalmente sobre ! aumentard en fcrma lireal hasta alcanzar su valer -
total. Por otrs parte, si el elemento sigue un comportamiento eldstico nc lineal,
el dh;mm carga - deformaci6n serk el presentado en Iz Fig. 3.2. En amtos ca-
sos el drea bajo la inea inclinada en el diagrama carga - deformacién nos repre-
senta la energls de deformacién, mientras que el &rea limitada por dicha ipea y
el eje vertical se llama energla complementaris de deformacién.

P
1€
5
Fig. 3.1. Disgrama carge - def. Fig. 3.2, Diagrama carga - def.
‘ caso lineal caso no lineal

En el caso de energiz de deformecibn, casc lineal, el trabajo de_sarrcllado
por iss fuerzas externas serd:

W= IP dS = energia de deformacién ,
Y, la energfa complementaria de deformsacién se evsiia con la integral

c.fsap

La energia de deformacién puede presentarse debido a lcs elementos mecdni-
cos como: fuerza oormal, fuerzas cortantes, mcmentos flexionantes y momentc tor
sionante. ,

Enseguida se consideran por separsdo cada uno de los elementos mecdnicos, -
para después aplicar el principic de superposicién de causas y efecics.

11
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3.2.1. ENERGIA DE DEFORMACION EN EL CASO DE FUERZA AXIAL

.Considérese la viga primdtica d@ la Fig. 3.3, cuya frea transversal es comstan

te A y d@ longitud L. La aplicacién gradual d@ la fuerza N causard una deflexién
final & .

t i —
-

Fig. 3.3. Elemento sujelo a fuerza normal.
El trabajo interno producido en una longitud dx serd

aw <L N £ dx
2

en donde la deformacién unitaria es
N

Ez— 1z —

E AE

de lo que resulta
o 3
aw - LNy o N gx
Z AE 2 AE
y el trabajo de deformacién total para toda la viga serd

N

W, =] —— dx
N J 2 AE
dande Wy es la energia de geformacién por fuerza normal.

3.2.2. ENERGIA DE DEFORMACION EN EL CASO DE FLEXION

Ea este caso se sabe que el esfuerzo varla lmea.lmnnte desde el eje neutro, -
como se muestra en la Fig. 3.4,

/fk%v dA
. G , ’ I!
euﬂmﬂf_-z;h ] I 57 i

Fig. 3.4. Segmento de viga empleado en la deduccidn de la expresién para la
energia de deformacién en el caso de flexifn.

18
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La deformacién en una fibra a una distancia y del eje neutzo en la longitud

dx, seté
§= £ dx
en donde la deformacién unitaria es
€e
E
por lo que se tiene A
s=—2Y 4
El

El valor de la carga que actla sobre el frea dA es
dP = O dA .[_'E‘I.]d;\
’ {

Puesto que la carga externa se aplica gradualmente la energia de deforma--
cién interna de la longitud dx de la fibra en estudio es por lo tanto:

oot e o e

y e “‘b‘l° "‘“J,m total par fodas as fibias £ e tongitud dx es

d\V-- d'di n-Lde YdA
el

en donde por definicién:

yz dA =1
2
o, dw kL M dx
2 Bl

En la longitud L, la energla de deformacién interna total serd

2 .
WM a M dx

2EL

que es el trabajo de deformacién por momento flexionante.

3.2.3. ENERGIA DE DEFORMACION PARA FUERZA CORTANTE

La expresién para el trabajo de deformacién al cortante interno se desartolla
r4 haciendo uso de ia viga de la Fig. 3.5, lo misma se sypondrd de seccién trans-
versal recta constante en toda su longitud. En la misma figura se encuentra indi-

" eada la distornsién por corte de la fire & una distancia y del eje neutro. El dngu
lo de esta distorsién que es muy pequeio se designa como & .

19
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LY
L)
b

.

-~

A
ETY TP Fr .

2
m
f 4

\

.
LY

— e
LY
.

3

;

Fig. 3.5, -

La expresitn para la energla de deformacién imterna por corte cuando el seg
mento dx se deforma es

dw s (ZdA) (Fdx)
z R
en donde por la teorfa del esfuerzo cortante se tiene . _ .
2=y , o e e
it b . .o L
siendo o
Q = momento esthtico del drea limitada entte la fibra en estudio y
la fibra més alejada de Iz seccibn..
b = ancho de la fibra en estudic.
ademés _ .
y. £ .NQ
G GIb _
en donde G es el médulo de elasticidad transversal y varfa entre 0.4E y o.5E.

Por lo tanto el trabajo de de!otmu:lén serd

dw-- d.di dXdA
f b “ Glb, ZGlzbz

Para obtener el valor de todo el segmento, se mtegm la ecuacién anterior pa

ra el peulte de la viga teméndose
=R 2

2
dw av dX Az. %-dn.
2GA 2/ b

2
como V, G, A son constantes en una seccién, y

2
of
42
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por lo tanto
2
dw = KV dx
2 GA
Integrando la ecufién anterior para toda la longitud de ‘la viga se tiene
w .| g Vidx
v 2 G A

que es e} trabajo de deformacién por fuerza cortante,

_ El coeficiente K es el llamado factor de forma y sélo depende de la Yorma
de la seccién transversal. Esta constante vale 1.2 para secciones rectangulares y
triangulares, 10/9 para secciones circulares y A
dos.

seccién/ Aaima PO Petfiles lamina

3.2.4. ENERGIA DE DEFORMACION DEBIDA AL EFECTO DE MOMENTO TOR-
SIONANTE " .

La flecha circular de la Fig. 3.6 estd sujeta al momento torsionante T en -
una seccién x a lo largo de la misma-

Fig. 3.6.
La accién de la torsién se aplica gradualmente siendo la energia de deforma-
cién torsional para un segmentoc dx:

dw-aTA
2

Noodes ;'I'A".él"‘j &ngula torsonal en redian ps a= ung clra del ségmesto: Gon res-
'p’ectéja le otre, - Este_xmlor es

‘Aapf dx
JG 1«

en donde

21
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] = momento polar de inercia de ia seccidn transversal.
G = mbdulo de elasticidad transversal.

por lo que la energia de torsién pata el segmento serd

T2 dx

2 Gj

dw =

Y para todo el miembro de longitud L, la energia estd dada por
Wy s "2 ax

2GJ
donde W.. es is energia de deformacién pot momento torsionante.

Enseguids se dan valoresde ] para diferentes secciones transversales,

SECCIONES LLENAS

a h
— o - '

£ ) .0.020" g

32 J4:0.020 9= *TEFLHT

SECCIONES HUECAS

Expresién general: J= 4

)
ek
{1
e
Azab ;f = 28+3] ATT 2 fﬂf-—zgt—"— aele
SECCIONES ABIERTAS 2

Expresién general: J::-D,;—‘-

by

¥

En el caso de una barra sujeta a los elementos mecénicos citados anterior-

mente, se tiene:

22
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e 2
2AE Fdx+ 2GA +°2EI dx + [ g7 dx
[«

esta expresién puede aplicarse & elementos de eje curvo en donde el radio de cur-
vatuza en un punte del eje no es menor que cinto veces la dimensién méxima en -

eseé punto.

3.3. PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES ’

Este conceptu es de- gran importancia pues constituye la base para la aplica-
cién del-método del trabajo virtual en el clculo de deformaciones en las estructu
Ias.

La palabra virtual significa "en esencia o en efecto, pero no de hecho". Un
desplazamiento virtual sefals un desplazamiento hipotético, ya sea finito o infinite-
simal, de un punto o sistema de puntos sobre un cuerpe rigido en equilibrio, tal --
que las ecuaciones de equilibrio del cuerpo no se violan.

* El sistema reactivo de apoyos debe ser tal que el desplazamiento virtusl sea
posible aunque ho necesarismente debe efectuarse. Las condiciones de compatibili
dad se satisfacen en los apoyos antes y después de la deformacién,que debe ser de
manera que una estructura permanerca como tal después de la deformacién.

. E1 desplazamiento virtual es independiente del sistema original de cargas, du-
rante este proceso las fuerzas reales que actian en el cuerpo ngsdo se mueven se-
gun los desplazamientos virtusles. :

El trabajo resalizado por el sistema de fuerzas original durante el despiaza-- '
miento virtual recibe el nombre de Trabajo Virtual

Por lo tanto puede establecerse ¢l siguiente enunciado:

"Si un sistems de fuerzas actuando sobte un cuespo rigido estd en equilibrio
Y p-tmanece en equilibrio cuando el cuerpo sufre un pequefio desplazamiento vit--
tual, el irabajo realizado por el sistema de fuerzas es cero".

23
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3.4. PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL
Para el establecimimto de este ptincipio considérese el cuerpo deformable de-

la Fig. 3.7., el mismo se encuentra en equilibrio estfzico bajo el sistema de cat———
gas dado. ’

ELEMENTO 1

Fig. 3.7.

En la misma figura se muesttan los elementos 1 y 2, de los que se presen-
ta el diagrama de cuerpo libre correspoadiente en la [ig. 8.

mj:o 1 Elemi to 2

Fig. 3.8. Diagramas de cuerpo libre de los.elementos 1 y 2.

E! elemento 1 por ser intemo se encuentra sujeto a esfuerzos en todos sus la
dos por las reacciones de los elementos adyacentes. El elemento 2 -se encuentra
en el contorno, en el punto de aplicaciénde la fuerza P,y estd por lo tanto sujeto
a la accién de la misma fuerza en uno de sus lados y a esfuerzos intersegmentales
en los otros dos lados. Los esfuerzos internos existen también en cada elemento,
y ambos estfn en equilibrio.

Si se aplica una fuerza virtual al cuerpo, se producirin despiszamientos det -
mismo tipo tanto en ias fuerzas externas como en las internas. Debido a dichas -

deformaciones los sistemas de - fuerzas extemas e internas realizan wn trabajo vir—
tual.

Pot lo que cualquier elemento del cuerpo deformable sufritd un desplazamien-
to lineal, uno angulas y una deformacién virtual

Representando potr dW_ el trabsjo desarroliado por las cargas externas en el
elemento tendremos:
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dwe s dWD + dW‘i

en donde de indicael trabajo virtual debido a los desplazamientos del elemento -
tratado como cuerpo rigido y d\Vi es el trabajo virual de deformacién del elemen-

‘o‘
Pero del principio de los desplazamientos virtuales se sabe que
dWp = 0
pot lo que Gnicamente queda
dW, = dW,

Si se incluye todo el trabajo interno desarrollado en el cuerpo tenemos:
We = W;
en esta expresién We representa ¢l trabajo exterior de desplaramiento causado por
el sistema real de fuerzas y wi indica el trabajo dé deformacién interno virtual -
del cuerpo,

De lo antes expuesto se puede establecer la ley del trabajo virtual que expre

"Si un cuerpo deformable estd en equilibric bajo un sistema de fuerzas exter
nas y permanece en equilibrio al ser sometido 2 un pequefio desplazamiento virtual
el trabajo virtual.exterior reslizade por el sistema de fuerzas actuando sobre el -
cuerpo es igual al: trabajo de deformacidn virtual interno realizado por tas fuerzas

internas”.

Esta ley representa el principio mds general de la conservacién de la energia
¥, €n nuestro caso, indica que el trabazjo realizado sirve exclusivamente para ven--
cer las resistencias eldsticas intetnas, transformindose en energia potencial eldsti-

ca que es restitufda, siempre en forma de trabajo, cuando el cuerpo recupera su -
forma primitiva. '

3.5. TEOREMA DE BETT1
En la deduccién de este teorema se hace uso del cuerpo eldstico mestiado -

en la Fig. 3.9. sobre el cual actdan los sistemas de fuerzas A y B, independiente-

7 mente.
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Fuerzas Pi Fuerias F.

Sistema de fuerzags A Sistema de fukrzas B
Fig. 3.9.

Cada uno de los sistemas de carga se encuentra en equilibrio mdepend:ente
al igual que su aplica-ibn simultdaea.

5i se aplica gradualmente primero el sistema A ydespués el sistema B, se tiz
ne:
Wwal P& +158 . P.q
g 1T, 1 i 1)
en donde 8‘ representa los desplazamientos causados por las fuerzas P §; son -
los duplmrpientos correspondientes a las fuerzas F., y sii indican los desplaza-—

mientos de los puntos de aplicacién de las fuerzas Pi debido a la aplicacién del sic
temsa Fi. '

De manera andloga, si se aplica primero el sistema B y después el.sistema -~
se obtiene:

w-lgs +Llp5 .F.S5.
AR T

donde 5,1 sor los desplazamientos de lcs puntos de apl;cac:én de las fuerzas F -
debido a la apticacién del sistema P;

Las expresiones anteriores son iguales ya que representan el mismo trabajo -
de deformacién, debido a que no depende del orden de aplicacién de los sistemas
de carga.

igualando dichas expresiones

1 les s -1rs .lps 8.
e I T T TP & B o

resultando
Pi sli a Fj sji

que es el teorema de Betti, cuyo enunciado es:
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“El trabajo de las fuerzas de un sistema debido 2 los desplazamientos que en
sus puntos de aplicacion le produce otro sistema de cargas,es igual al trabzjo de
1as fuersas del segundo sistema debido a la aplicacién del primer sistema de fuer-

zas'.

3.6. TEOREMA DE MAXWELL
Es conocido también con el mu;bte de tectema de los rrabajos teciprocos y
ed un caso particular del teotemsa de Betti,

Considérese la viga sobre la qua actia una fuerza P en un punto 1 y después
en un punto 2, como se muestia en la Fig. 3.10.

Fig. 3.10.

Por el teo:emra de Betti
P 8|z = PSa . \

§2= &y
en donde 8,3 es el desplazamiento en 1 cuando P se aplica en 2, y 5, es el des-
plazamiento en 2 cuando P se aplica en 1.

De lo anterior puede enunciarse:

"E£1 desplazamiento de un punto 1 en la direccién AB cuando en el punto 2 -
actia uns fuerza P en la direccién CD es igual al desplazamiento del punto 2 en -
la direccién CD cuando en el punto 1 actia una fuerza P en la direccién AB".

3.7. TEOREMAS DE CASTIGLIANO

Los dos teotemas de Castiglianc sirven para determinar desplazamientos en -
cualquier punto de una estructura y en la direccifn deseada.
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3.7.1. PRIMER TEOREMA DE CASTIGLIANO

- Considétese la viga mostrada en la Fig. 3.11., a i cual se splica graduatmer
te la fuerza P,

Fig. 3.11. Viga sometida » la accién de la fuscan P
El trabajo de deformacién ocuiom.d:li.pm Is fuerza P e
1 = '
W n--z-Pisl (A:
Si shora .al sistems de fuerzas inicial se agrege una pequefia carga adicional

dPi. se cumard una doﬂe_:ién adif:iona! tla ﬁgs, por lo que _el incremento de ener
gla de deformacién seré:

) ‘wz[ﬂi»(ﬁ; ¢R l]dsl :[2ﬂ; dR ]dS‘ )

R+<R

Fig. 3.12. Accibn de la fuerza P, miés &l incremento dPi
despreciando el producto de las diferencias, lo anteicr se convierte en
dW « P.d5 ‘ (8)

Otra forma de evaluar dW es suponiendo que ahora se aplican 1’i + &P, gra-
dual y simultfneamente, pot lo que el trabajo total es:

WT,-%(P.‘d’dP.l)(Sl +d8 )
despreciando el producto de las diferenciaies
P8 §4P; P, 4§,

"= * * — ‘ {C)

2 2 2

W.r,
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ademés

W, = W + dW

T
por lo que

dW » W, - W
sustituyendo A y C en la ecuacido anterior
R6 &dR R4E RE_§JAR RS
2 vtttz s
reemplazando shora B en D

dW =

(D)

aw_6idP | dW aW 6idR

. - — L e ——

2 2 2 2
JoodW s Si dPi L .
donde se obtiene finalmente -

dw
5 = ¢

P

Del razonamiento anterior puede enunciarse el primer teorema de Castiglia-
no que establece:

"La derivada parcial del trabajo de deformacién con respecto a una fuerza -
que actia en un cuerpo es igual al desplazamiento del punto de aplicacién de la -
fuerza y en la direccién de la misma".

3.7.2. SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO

La deduccién de este teorema se realiza en forma similar a como se hizo pa
ta el primeto, con la saivedad de que ahora se aplica gradualmente un momento -
en el punto en estudio, resuitando la siguiente expresién:

dw
Rl

de donde se establece el segundo teorema de Castigliano, que dice:

“La derivada parcial del trabajo de deformacién con respecto a un momento
aplicado en un punte, es igual al gito correspondiente producido en la direccién de
esc momento en dicho punto",
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3.8. METODO DEL TRABAJO VIRTUALL

Es un procedimiento bastante dtil, ya que sirve en el andlisis de problemas -
de defotmacién de naturaleza muy genesal como pueden ser los debidos a cargas -
de cuslquier tipo, compottamiento ineldstico del material, deformaciones por car
bio de temperatura, desplazamientos de los apoyos, errores de fabricacién, etc. -

En el caso de sistemas linealmente eldsticos la expresién bdsica para el mé-
todo del trabajo virtual se puede adaptar para hacer més fdcil 18 resolucién de -
problemas. A continuacién se dan las férmulas necesariss para calcular desplaza— -
mientos cuando el sistema estructural estd svjeto a los elementos mecdnicos.

Para tal efecto se hace usc de la Fig. 3.13,, en la misma, la viga estd some
tida a un sistema de fuerzas éuafquien. 5i se desea estimar el desplazamiento li
neal en el punto i de la viga en donde no actia ninguna fuerza del sistema y en -
una direccién determinada, se procede como sigue: se aplica una carga virtual --
P, 8 el punto en la direcci6n y sentido en que se desex el desplazamiento. Para
desplazamiento lineal ia carga virtual es una fuerza concentrada y para desplaza-—
miento angular se aplica unvpat virtual, es particulamente (til en las aplicaciones
elegir dichas fuerzas como unitarias.

8‘ [

Fig. 3.13.

Debido a la carga virtual p_ se dard lugar a los elementos mecdnicos n, v, -

m, t, estos valoresson caracteristicos para cada seccién tansversal y variables a lo
largo de la viga '

El trabajo de deformacién total es:

|
m +»t
f 2AE v"‘:[':zm\ [ 2E1 “t[['zsii Fax

El desplazamiento producido por el sistema real de fuerzas y la carga virtual
P,» aplicando el primer teoremsa de Castigliano es

30
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L
_J (N+ap)n {VevR v {Memplm . f(TetR)t
&'%Hdlf oA Az{ "'g‘l mdx:[‘ +0J dx

ya que los elementos mecdnicos del sistema real de fuerzas scn independientes de
la carga virtual

Para calcular el desplazamiento resal del punto de intetés, es necesario anulas
ol valor de la carge virtual, obteniéndose finaimente

y )
n L Mm Tt .
5| -fg?-dx +fl(-g-i—dl+./: I dx+/:€:l—dx -
) o [}

en doode N, V, M, T son los elementos mecdnicos del sistema teal de fuerzas y
n, ¥, m, t son los correspondientes pero producidos por una carga unitaria aplicada
en el punto y en la direccién en la que se desea el desplazamiento. Para calcular
desplazamientos lineales se aplican fuerzas concentradas unitarias y pars desplaza-
mientos angulares se aplican paresunitarios en el punto y en la direccidn en ls -
que se desea el giro.

an



3.9. Ejemplos
de

Aplicacion
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ENERGIA DE DEFORMACION

31, Calcular la energia de deformacién considerando los efectos de momente fle-
xivsante y de fuerza cortante de la siguwenic viga. <Qué porceniaje de la -

energla por momento flex. es la energle por cortante?

3on
u'Zb‘lIm Elzcte.
e sl s
G:0.5E ; _E_.?--O
Rrg'o“[ Om - - TT°H
)
Ecuacién de momentos: -
. 2
0 xS$3 ; M=-180+9x-25 - 18049x-x"

1.
Ecuacién de cortante: ’
05:;53 : Va?-wx,-l_9-__2;x .

Las expresiones para caicular el ,trabzﬁo de deformacién son:

WM af dx {flexién) ; wv .a.{ k dx (costante}

b 2.E1 2 GA.
3 3 ’
-2 03) (097 5003125 m? 5 A - 0.3(0.5) = 0.15 m2; k = 1.2
i2. 12 -
Célculo de W,; -

WM -———-—[.I( 18+9x-x)zdx] —-—wl-—-—n[fx“-l&ﬁ‘.
2£(0.003125) 2E{0.003125) L 7o

¥ -
117x5 32? * 324)dx

13 - ‘

WM=--—-—-1-—-—--» [5- J18x +39x -162x2+324xj =_M L.m

2E(0.003125) 5 4 o E

Wy, 40176
E
Ciiculo de \‘iv;
3 . . -

WV = 1.2 !F(S' _ ZK)L i ’-'-:'L"_E ;I.Q 3 . 4‘7.:‘::‘

2G(0.5) . G b }

A -

\\v "‘i' 8ix - ‘Cx’, L 4‘—-tl-- E -ﬂa- 1

G 3 Jo G G

5
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w, 468

Calculo dei porcentaje: .G _46eE 336, 0.023

WM AN76 176G 40176
E

Es decir: W = 2.3% wM

Regularmente, el efecto de iu fuetza cortante es muy pequeiio en comparacién -

con el efecto por flexidn, por lo que normalmente solo se considera el efecto de
momento fiexionante.

3.2. Una columna de acero esif sujeta al sistema de cargas como se muestra en
seg:ida. Determinar la energia de deformacién del elementa.

Seccién: dos 4ngulos de lados iguales en ca-
4 Ston jén
‘? ' ‘ Rz 15.2 x 15.2 x 1.9 cm.
j A = 108.90 cm?
ggm, 1% 33899 scm‘ )

E = 21 x 10° Kg/em

31530m

Energia totals W = W, « W
N M ZL
W P8 | PL Sw P

T ;. Bx ; =
N, AE N aag

2
WN = (5000) (350) 19.131 kg.cm

1 108.90)(2.1::106)

L2 2 3 6 2
wo o Mg =J_ff§@x) dy = {25: x 10 ﬁzsxxo (350) ]3
2% €l _

M 2e 6E1 6(2.1x10°)(3389.9)

25,095 Kg.em .Y W o= 19.131 + 25,099 = 25,114,131 kg.cm

3.3. Obterar la energia de deformacidn de la barra de acero doblada en escua--
dra, de seccién circular empotrada en un exteeme y cargada con una {uerza

de 2C ron en el ourn exi-emo.

-

VA R V' P i = 3.0 pie - 30.7 -.rn.
- ; e 11 2108 kg/cn

‘.'1. t’ hr"‘ == y— ’,'S : “L’

] P 2. . s
o 5 T e 82T
’ P o -

] - a
} . ,0" ‘T
2 ,}/ PesiTm s 3495

~ 1tJ

as
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umr;hdedeformmiénﬁ: w.wu+w.r
CﬂculadeWM.
0S5 XS$2 ; Ma=-20x 2

M

0Sy€3 ; Ma - 20y

R

Wy 533.333 + 1800 _ 2333.333
m_ -

Cﬂculodew.r: w.r. Z—G‘l;—z-—dx G = 048
2
Ta20) =40 ; W= @0’ . . [1600x]’ _ 2400
2G) Czar Jo-
W o.2333.333 2400
' el G}

€ » 2.1 x 105 (42,478) = 8920 x 10%¢ x em? = 8,920 ton.m?

G = 0.48 = 0.4(21 x 105 « 0.84 x 10° Kg/em?

GJ] = 0.84 x 106 (84,957) = 7.136 x 1010 kg x t:m»2 = 7,136 ton mz
Sustituyendo: W e—233:333 _; 2400 _ 6 598 ton.m
8,920 7,136

PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES

3.4, Determinar las reacciones de la siguiente viga utilizando el principio de los

desplazamientos virtuales.

Sion 8ton

ey a . é = &= desplazamiento virtual

.—LQI..-...J&"-..—J:QL..'
Ston 8ton

+ &

-

%lrnedén Incognita)

37
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Para un § arbitratio correspondiente a R se tienen las cargas, los desplaza-
mientos SB Y 8C' pata los cuales se obtiena:

RS =P $B+PC C 1
pars 8y se tiene:
. 8
. B p 8.
L L/3 3
paca SC se tiene:
s §c 28
L - | s -
L zu; = et
Sustituyendo en 1 B y los valores de las cargas

SERE S

Rs= 7ton ; IFy-O' ; RA=6ton

-

3.5. Determinar ¢! momento en el punto C del marco siguiente.
insertando una articulacién en el punto de in

terés.
. W a-M8 4 —— whé
A - 2
8= 6m
A - Sustituyendo en W

I

L WM 8-l-..!.....i..g-.
h 2

Por equilibrio W = 0

M
Wid . _Ms , whg _,
h 2

. 2
M_wha(l)’wh
1 18] 2

el sentido del momento es correcto.

38



METODOS ENERGETICOS

TRNAPRMAS DR CASTIGLIANO

3.6. Calcular el desplazsmiento vertical enel punto 3 de la siguiente viga, asf.co
mo el desplazamienro del punto 2

!I‘
tﬂ -+ . L _El:cto.

20

a} desplazamiente det punte 2.

P-sm . ccusdiones. de morientos: ,
0S x£2,; Mr2x ;'».42-“’;"c
?\.__[______,__.-—? 3
' P 2 p?
28 2ton B o 0SySa Mty M '

-~
&l L

ds

El .rabejo de ddomm&n sarf: W [ M
-7El

‘.‘,’ = .-.1- rz_;‘f_zg—z- - :;:h’:“.iz.-_'j_ d}' :-?-Ez— r.§.3.1¢ -—ﬁ-— _13_] -
€1de 9 m Jo 9 o1 L3 J; a1l 3 ], '
w . 2P fa'l o2 feal Ceap? aa0? , gaot oseh  gol

wn L3l el ) Tae TS U mm—=dar tar
. el desplaramientc es:
g . ¥ 3 32

= T—==— sust. ¥ =3 a 5, =———
2 %, s : 2 3m
b) dedpiszatricuw del punio 3.
3ton e Debido a que en el punto 3 no existe aplica-

r

Ja ninguna fuerra, Se supune una
ginaria en dicho punta,.ea la ditescidn en -
- que se quiere el desplazamienta lineal.

73 1A=

Px +2
0€xS2 ; MeX X

3
2€$xS4 Matx -X<+$

3
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2 JIPx, o
® {3

lrsz

) sl.u_s

?.x

,,r;,

m_LJ:s -
1 fed’

.'3.

&=

=4

o e e iffer
- cgl’ 3;

4
4 2
+%[P—L-x+6]dx+—£{”"y+y]dyf
al3 wm L

wa[[f £ oo 2l - ]
=

el 27. |
8!',' 16 d6], L 4P 16 - BP 1 j3p 16
8 'ri" 21 BT ‘T B i
96 84 3228 ;
& e e om =
“ecme P ,-c'_ st tasplazamisnts ;e 3ot oo 'mon.o 2t dugliziciing iiqas
do es )
| z
"3r ‘El
7. Calcuhr Yre itz e Yae gpoyos do Yo -ﬂguul‘ve-;‘:;'u_ .
Xy
. Elzete.

- g v m—C

0, 4.0~

a) giro del 'a‘p_oyo A.

ehg'l

Se.supondrd un momento en el apoyo A, en
la direccién en ia que se desea el giro..

a—
f\\..._-__--..- %

e

M
e'H

40
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Ecuaciones de momentos:

0€x€2 ; MaM-Mx.ax
6

0SyS4 ; M-%Y .Y

W a
2€1

W 1 M
0 a3¥ . -—x+2x -- +-_._ . d
Y IEA 6 ] [y ﬂHy
) ‘M, Mz M 2
OA: M-—-—+2.x- + dx+
El 6 6 35 3] [36 ]
M

Tmbqo de defovimdn.

1 M-—;+zx +— [—y+y dy
ZEI

M_2 3 2 M 3
OAtl[M‘ !*+x+ L——{— ] )
El 6 E! : .
‘1|‘2M M, M s'l 16M ', 32] S4M° 760 2M 20
el 3 27 - 9] Eil 27 9J 278 eB1 & 3EI
como M = 0, el;uodebndoameparsev,nuh.poxloque: ‘
20
&, o—0o
_ A e
b) Giro del apoyo C. ' ‘
3ton Se supondrd un momento en el apoyo
L M C, en la direccibn en la que se desea
?“--..__ ,..-.-\ﬁgﬁ el giro.
4. o

Ecuaciones de momentos:

0Sx€2 ; M =My,
6

Dsy<4 ;M-M-iy-o-y
6

Energla de defoqnnclén:

-_{Pn Zx].dx +%M--—-«y dy

281 2E1

g ..oV

€l — ——X + Ix dx + -.&. + -y
Y | RS ke [ o R

4
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4
M_2 2 M M_2 2
8, = [ X -x_]d, ,.L[[M My -._L.._z._-.r_] dy
&l 36 3 El 6 é 36 é

) M 2 M - S R U
8 -—H p— .{ -l—]
¢ 108 El 2 108 18,

Py 1{2M 8]" 1[“‘ 8M¢_B*16M 321 S4M 48 2M116

A — el

EI L27 9 El 3 27 9]273! 9El EI 381

comao M = 0, el giro debido a este par se anula, por tanto:
0 =18
3Bl
3.8 DETERMINAR EL DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL Y EL GIRO EN EL
APOYO B DEL SIGUIENTE MARCO, CONSIDERANDO UNICAMENTE EFEC
TOS POR FLEXION.
1. 5tonAn
a) Desplamamiento horizontal del spoyo B.
Se supondrd uns carga ficticia en dicho apo
yo en el gentido y en la direccién en la -
que se desea el desplazamiento.

4.0

.0
: &
0o : Ecuaciones de momento:
. tramo A - C 0:.‘.2y£4.
t!:f;nlm M--P,+6?-—‘lzz— si Y- 4
i\;._’ ’ M= - 4P + 12

tamo C -D 0%Xx%6
; M--4P+12-21-—2~x—

i' 3
”2531 ttamo B -D O0€yS8

é‘-&- M'-—P'

“of
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+6 —-'—-J ydy-o-J L—sr+u-z.x-—-—x]{ 4--?-'—1 +

w-—-L -P @4—-[0»12-2;-—-;],& ]‘d,.
2EI
-ydy

4
yw | T
£l Gy w—- l-l‘y
P

Px 4 4P2

wdy¢ 16P - 48 + Bx + o———Bx x]d,

£l &jFZ -6 2 *
9
"";[;’Y dy |
.. . . L3 2 3 3 3
El 8g o ffl"_ 2.3 ‘__ﬂ:]:[lm.:“x L S M. . I+_1'_[_9LI
L3 ; 8 3 9 2740 213 %

-—--m+48] [96? zsa+9ép+96+3zpj [3"1] AL T
L3

i
como P = 0, dicko valor.se anula,quedando nicamernte:

sﬂ . _}_73_'_ _fq‘-—— Aa camtymeim ol - [P |
Bl
(UL TP S | ....1
demmtece mlamys At
TSR " R
- Ay AR -
b ' v’ t: 120 1an
A . i I\ l‘-‘-éy -— nYys= 4; M= 1 LA
— ‘ ..'q’l 2
- 4 - ; '} = h
~etEy ! J wamo O - i Uz x= 6
Mx
M M= 12 - 2X +
T 6
2-?T framo B -D 0Xy=8
M=M
L2
M
Energia de deformacidn: W=z |——ds
o 2El
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1 2
d’. wy }dy . [ 12 ] dx +____ [ M7 dy
2El 6 4E1

rn . AW = rﬂr 4. . Mx.“-x 1.« Y [YRr

Rt "

" [ o2 [ 2 2 ]‘;7[”’]:

Elog [36-24+2M ¢ 4M = 6M + 12
como M = 0, el giro debido a este par se anula. por consiguiente:

a. -.%‘:— (el sentido supuesto es cotrecto)

3.9. Calcular &) dasplazamiento lineal en el nudo F, de la siguiente armadura:
2108 Otoo

iy bt .
(2SS YR SYPTR
Vg v e r.u.'!._.;:-v M _Sep g ca meade .': .......
u ss-nfl 'lvhﬁ cun.rn o ivn

..... -\..-..‘-;‘eﬁw AR SPLLY
SCa ' .\‘. —j\o
W\W\ AR AN RT RN

e AR Lg'w_?a..k
P Wes) fezcr ftasee o
. P=o

Tooeapaesidn paie calcnia, la energie ¢ deformacidn pur clecto de fuerza swina!l

€5t Nz
Wy, = ds
) 2AE

oy "“"‘ Vst S
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pot lo que el desplammiento es

F

. Wy [LN('}P;_}K
3P . AE

que se pwde‘ tepresentar de la siguiente maneca:

I

3 3F)

& o1
. AB
1 2 3 4 -] -8 ) 4
. _ - -IIR
L (Al N 3N [N 3PN
A-B{ 6000:-.]12 |-48303-1702P -_1-.;32 83,66 250,982
Bl 6000 V2 |-48303-1732P {1232 | 63661 |250.982 |
D-E] 6.000 }2 19.151 +0.866 P|. 0.866 1 16,585 | 49,754
Er| 6000 |2 | 19151 +0.866 P ¥ 0:866 -} 16,585 | 49754
-Gl 6000 12 | 22812 +0866P ). 0866 | 19735 ! §9.26%
-HI £000 12 | 29812 , 0866 P Y 086K 1 107%5 ] 50265 1
Al 5928 1-22118 . p 2 '1.nmb__zz.u_q__zs.m1_
ARY 346¢ J1 1§ 0000 “doo0 ] ooon | noon
. 6,928 22114 + P 1.000 22114 1153208 |
F 14564 1._{- 20000 £1.000 aona .l noon
| 6928 |1 17,886 + P 1.000_| 17.886 1123914
E—G 3.464 1 0000 - 1 0000 0.000 0.000
=Hi €928 12 1 37888 -7 21000 1 37888 Lialges
‘ Zh204.969 |

En Ia columna 6 se consideré el vainr real de P que er nulo, por tantc el desplaza-

miente requerido es

1204.969
8‘? —r

AE

45
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METODO DEL TRABAJO VIRTUAL

3.10. . _Determimr ol de:ph.iamiento lineal en e} extremec libte de 1s viga siguiente— .

_n:/' gy | recl-
tn'. N E W al

- ]: - B |
_ ll*--—-ﬁ..\\T _Il. . carpa virlval o

Tnngjo virtusl interno por efecto de flexifm-

L
Mm

W'i-:[. ds
281

Ecuaciones de mom
Carga real: M = --2%_ . Cargs virtuak m = - Sx
z -

) o .
1 ff et swl 3, swl1" swt
w‘i = dl i X d‘ = =
2 EI‘L 2 AEl wile b 168
Trabajo virtual externo: . )

Seg(m Betti se tiens

at 5. 4
8El

W.aW_ =8, =D 6=
Otra alternativa de soluciéa es utilizando las tablss de irtegracién.

a v Vet 2

w..
‘v

L
-I.M—"'dg ~ M(carga teal, m (carga virtual)

21 2 o
i-_'d..'_ W k = SL V
" .
w. ol 11”:] L1 [we? 51.] st
Mo 9EI]4 tlel 2 16E1
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1
wve =TS SB
Segin Betti: .wv-i » wve
swit s
16El 2
6 - qu
B g

3.11. Determinar e! desplazamiento vertical en D, asi comc el girc en B teni¢ndo

en cuenta:

a) Unicamente efectos por fexién.
b} Efectos por flexién y cortante.

3ton
| toaAn
7 Elzcte.
) nc 0 -
20 . p. ¥ — 4.0 -
#———;
4.000
v 0.333
i
zeo? . \
Ry
.“. h SR —
o.s6e
Pata cl desplazzmiens “iorrical en D se sepeeddrd una raig e
lon
la 8 e~ o
3
1.00Q
v 0
| )
1333 Carga wrtual
2.008
M N
\9/ -,/
4.000
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Para el gito en D se supone un momento unitaric en este punto.

[ fonr-m
N A
T pra d
<
v
L @ _J
33
Momento virtval
.808
1,000
°
M

a) Utilizando solo efectos de flexién.

L
i‘ Mm |
El

2 -
E1Sy- | 08eoB 2seeBuas + | a0 Laoss+o D 4 B ax |

0 2
M
Elcu=,__Z[Q§____.___55|".5!!5__:_ 3igw, eimg FY Yol B
3 300 4
o° El
~L

0 2

m
t
III" e
]
g
a1}
Bl
L1}
o
Lt
i
>
©
o
(]

e b
o

" 4983 ) 3 SR
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b) Efectos por flexién y cortante.

5:’ x \é; ds : seccion rectonguior, %242 ,  G:=O5E

0*“-‘ g [ B iassidan o 26672 13335 ex + 4&.10@4;

951&52: - 20333333+ uz.oa'm.sssq-—‘-‘%l =17.778

1.2
Y_42.068
- & ea
"] "] y
=00.444  42.688
snusb +6, = T + CA
L
Y_ Vv
ﬁi'j‘" A
A -
a2
v

Ad
Ga =-2{0.33310.333 + 3{2.¢8710.333= 2,444
é= 5,808
EA
v_ 498 4963  3.866

QB %-&-9' ~ea cA -

3.12. Obtener los desplazamientos vertical y horizontal del punto D, del siguien-
te marco.

T
AL e —

]

A
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a) desplazamiento vertical

-,
VN
Mm ¢
2 | dy
s“’ El m .
®
A
4ton.m
oplicande vno corga
tton iton
virlug! unitoria L
3 4 '
Elswi[a.om;.%ﬁob. B\ dx w 3140044 .2'_45.21!. = 860
° 0
' %,-_,.9%9. {santido correcto)
b) desplazamiento horizental
4.0
- 40 o 40
®
® m
oplicande una c¢arga 0

virtvel unitario

‘ .
E.%foa pes) u,qwgaau, SUACUI1, 14018 _ 10 s
- ] (-]

q&m ‘(senlido correcto]
£l

3.13. Calcular el desplazamienic vertical en el punto E de le siguiente srmadura.

8 ton & ion
r " = > Ston
3.0
’ o £ r . AEscte.
‘--s_____;!____- ______
S
—lall 28
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Se supondrd una carga virtual unitaria en la direccidn en que se desea el desplaza-
miento;

N fuerzos n
8.000 {ton) _

5.180 L[ . 8100
v - Ll

Caorga raal froe

Ci rtval
El desplazamiento serd: arga virtuo

2 Nn
=S —L
8~ ZAE
Nn
BARRA L N n AE L
A-B 2.000 | 0.000 0.000 0.000
B-C 2.000 | 5.000 0.000 0.000
2 12000 lsi60 0,313 1,440
B-F 2,000 S160 1113 3.440 |
A-D 3000 Joo00 ! 0000 0.000
B-E 3,000 1 0.000 1,000 0,000
 CF 1.000 _1-6.000 | 0,000 0,000
81D Vi3 lo300 !.0600 0.649
B-F Vi3 |-9310 |-0600 120741
: 2! 27.670
27.670
S B a—21670
VE &
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capitulo “

Meétodaos
aproximadaes

4.1. INTRCDUCCION

Cuando se inicia el estudio de una estructura estdticamente indeterminada -
no se conocen las secciones ni los momentos de inercia de sus elementos. Por -
tanto es necesario hacer un andlisis aproximado de los esfuerzos en la estructura
para obtener una idea de las dimensiones generales de ios miembros. Una vez -
asignadas estas dimensiones de prueba se puede realizar el estudio elistico. En -
general, este primer estudio eldstico hard ver que esas dimensiones no son satis-
factorias, y que sélo se llegard auna solucién satisfactoria mediante disefios suce-
sivos. Por tanto, el andlisis aproximado de ias estructuras estiticamente indeter-

minadas es importante para los pasos preliminares de disefio.

Para los tipos de estructuras presentadas ordinsriamente, pueden aprovechar-
se métodos aproximados creados por otros y cuys precisién estd comprobada, por
lo que se utilizan con cierta confisnza. Sin embargo, los métodos aptoximados en
contrados comGnmente en los libros no cubren todos los casos. Por lo que para -
hacer un buen anilisis se debe estar suficientemente familiarizado con el compor-
tamiento de las estructuras estiticamente indeterminadas para poder establecer -
simplificaciones propias cuando se encuentran casos que no estdn en los libros.



METODOS APROXIMADGS

En este capitulo se da un cierto nimerc de soluciones eproximadas para los

tipos normales de estructuras estiticamente indeterminadas. Es importante el co

nocimiento de estos métodos, pero quizi es de mayor importancis adn el hecho -

de que los procedimientos bosquejados aqui sirvan de base para formular hipéresis

que permitan simpliﬁf:nt los andlisis aproximadas ‘de otros tipos de estructuras es

tdticamente indeterminadas.

4.2. METODO DE BOWMAN

1)

2)

3)

Las hipdtesis en que se basa esie método son las siguientes:

Los puntos de inflexi6n en vigas exteriores se encuenttan a 0.55 de su claro
a partiz del extremo exterior. - En vigas interiores el punto de inflexibn estd |
en el centro del claro, excepto'en la crujla central cusndo el nimero de és
tas es impar, o en las dos Centrales si es'par. En ambos casos los puntos

de inflexiéa estdran forzados por condiciones de simerrfa y equilibrio.

En las columnas del primer entrepiso los puntos de inflexién se localizan a
0.60 de la altura, partiendo de la base. "

En marcos de d:s- entrepisos o més, los puntos de inflexién en las colum
nas de los entrepisos dltimo, penditimo y antependltimo, se encuentran, res-
pectivamente a 0.65, 0.60 y 0.55 de la altura cortespondiente a partir del -
extremo superior de la columna.

En estructuras de cinco o més entrepisos los puntos de inflexién en colum--
nas para las cuales no se especificéd la posicién, los mismos se encuentran -
al centro de su altura.

La fuerza cortante de cada entrepiso se distribuye como se indica enseguida:

Para el primer entrepiso:
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La fuerza cortante en columpas es igual a:

la que se distribuye en las columnas de acuerdo a su rigidez particular.

La fuerza cohante en trabes serk:

Vt-V-Vc

esta fuerza cortante la toman propotcionalmente 8 su rigidez las vigas que limi-~
tan a las crujlas en su parte superior. A su ver, la fuerza cortante anterior se -
distribuye en partes iguales entre las dos columnas que limitan 2 la crujia.

Para entrepisos superiores:

La fyerza cortante en columnas seri:

v alN =2 \'
¢ N +1
la que se distribuye en las columnas de acuerdo a su rigidez pari{cﬁlir;

La fuerza cortantas en las trabes serd:

Vt-V-Vc

esta se distribuye de la misma mapera como se indicé pera la planta baja.
en las expresiones anteriorese! significado de las literales es:

\'J e ™ fuerta cortante en columnas.

V 3 fuerea cortante en el entrepiso.
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N = nimero de crujias en el entrepiso de interés.

V‘ = fuerza cortante en trabes.

Para calcular los momentos en las columnas se multiplican los valores de -

las fuerzas cortantes por sus correspondientes brazos de pelanca, pues se conocen
los puntos de inflexién.

Finalmerte se equilii:ran los- momentos de las columnas con los de las vigas
valiéndonos de que son conocides los puntos de infiexién de las vigas.

En la Fig. 4.1. se muestra la localizacién de los puntos de inflexién de las
columnas para los diferentes entrepisos. '

Jose

—

O
—

!
|
1 1 i

Fig. 4.1. Localizacién de los puntos de inflexién en los diferentes entrepisos.
En la fig. 4.2.a se muestra un edificio sometido a cargas laterales, en la -
Fig. 4.2.b se representa en forma exagerada la deformacién sufrida por el pértico

bajo la accién de las cargas laterales.

Finalmente, en la Fig. 4.2.c se presentan los diagramas de momentos, los -
que son del tipo como ahi se indice.

57



-0

METODOS APROXIMADOS

vIGAS

COLMNAS
) b} c)
Fig. 4 .2. Pértico de edificio sujeto a cargas laterales.

4.3. METODO DEL PORTAL
En el método del Portal se formulan las siguientes hipétesis:

1) Los puntos de inflexién de vigas y columnas se encuentran en sus puntos me
dios.

2)  El cortante total en cadz piso se divide entre las columnas del mismo piso,
de tal mode que cada columna interior soporie el doble de cortante que ca-
da una de las columnas exteriores.

Los pasos a seguir para la aplicacién de este procedimiento se indican a -

continuacién: s

1.  Se determina la fuerza cortante en cada piso o nivel,

2.  Se determina el cortante en cada columna utilizando para ésto la hipbtesis

2).
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Calcular los momentos en los extremos de las columnas de acuerdo con lo -
estabiecido en la hipétesis 1).

Determinat los momentos en los extremos de las vigas por equilniblrio con los
momentos de las columnas en cada extremo. Es necesaric hacerlo inicial--
mente en los nudos en donde concurre una sola viga y considerar que los -
momentos en los extremos de una viga son iguales. |

Obtener las fuerzas cortantes en las vigas partiendo de los momentos actuan
tes en sus extremos. '

Obtener ias fuerzas axiales en las columnas sumando, partiendo de la parte
mis alta, los cortantes transmitidos por las vigas.

Aunque las fuerzas axisles en las vigas no tienen gran importancia para el -

diseiio, se pueden obtenet de un modo anflogo al paso §) sumando, a partir de un
extremo, los corrantes transmitidos por las columnas; cbviamente, hay que incluir

en esa suma los efectos de las propias cargas laterales.

4.4. METODO DEL VOLADIZO

1)

2)

E! método se basa en las siguientes hipltesis:

Los puntos de inflexién de vigas y columnas se localizan en sus puntos me-

dios. .
La intensidad del esfuerzo aricl en cada columna de un piso es proporcional
a la distancia horizontal desde ¢sa columna al centro de gravedad de todas

las columnas de! piso considerado.

La secuela de cdlculo en 'r. aplicucidu de este método es:
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L Determinar la fuerza cortante en cada piso.
2. - Se calculs la fuerza axial en las columnas haciendo uso de la hipStesis 2).

3. Obtener las fuerzas cortantes en las vigas partiendo de las fuerzas en las co
lumnas’ axiales en las columnas de los diversos nudos.

4, Determinas los momentos en los extremos de las vigas, mukiblica.ndo el cor
tante en Ia viga por la mitad de su longitud (hipbtesis 1).

5.  Obtener los momentos en las cabezas de las columnas descendiendo hacia la
base,

4.5. METODO DEL FACTOR

Estd basado en las ecuaciones pendiente - deformacién haciendo modificacio.
nes bajo las siguientes hipStesis:

1}  Ea el cfilculo de los desplazamientos linealas y angulares en un piso, se con

sidera que el valor ¥ en dos entrepisos consecutivos es igual El valor ¥ -
es la diferencia de desplazamientos laterales de dos niveles consecutivos dividida -
por la altura del entrepiso. '

2) El gito de un nudo y de los extremos opuestos de todas las barras que con-
curren al mismo son igusies.

El mérodo del factor se aplica siguiendo los pasos posteriores:

1. En cada nudo se calcula el. factor v de las vigas segin la relacién - - -
¥ a !Kcl EX, en donde :Kcreprmmn la suma de los valores de las rigide
ces de las columnas que concutren al nudo, y ZK es la suma de los valores
de 1 as rigideces para todos los elementos que llegan al mismonudo. Se es-
cribe el valor de v obteniendo asf, en ¢l extremo de cada viga contiguo al -
nudo pata €l que se ha hallado. '
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6.

En cada nudo se calcula el factor ¢ de las columnas con la relacién siguien
te: ¢ s 1 - v siendo v el factoc de la vigs calculado en el paso I'. Se -
escribe cada valor ¢ obteniendo asl en el extremo de cada columna junto al
nudo ea el que se ha calculado. En ls base de las columnas empotradas -
del primer piso se toma ¢ = 1,

Existe un nimero obtenido en 1. y 2., en cada extremo de todos los elemen
tos del marco. A cada uno de dichos nGmeros se le suma la mitad del co-
rrespaadieate al otro exttemo del elemento.

Se multiuck cada. suma hallada en el paso 3. por el valor de la rigidez re-
lativa del élemento al que corresponde dicha suma. Para las columnas, & es
te producte -se le llama factor de momento de columna C; para las vigas, -
factor de momento de viga, V.

Los factores de momento de columna C, hallados en el paso 4., seon real-
mente los valores relativos aproximados de los momentos en los extremos de
la columna para el piso cotrespondiente. Por la estdtica se ve que la suma
de los momentos extremos de las columnas en un piso determinado es igual
al cortante hotizontal total en ese piso multiplicado-por la altura del piso.

Por tanto, los factores de momentg de columna C se pueden transformar en
momentos en los exizemos de las columnas, por proporcién directa, en cada
piso. '

Las iactores de momento de viga V, hallados en el paso 4., son realmente -
las vglores relativos aproximados de los momentos en los-extremos de las vi
= aa cada muda 23 iguef, por 18 estética, a la suma de los momentos en -
los extremes de las columnas en ese nudo, que pueden cbtenerse en el paso
5. Por 1anto, los factores de momento de viga V se pueden transformar en
momentos en los exttemos de éstas, por proporcién directa en cada nudo.
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4.1. UTILIZANDO EL METODO DE BOWMAN DETERMINAR LOS CORTANTES
Y LOS MOMENTOS EN LOS EXTREMOS DE CADA ELEMENTO DEL -
MARCO SIGUIENTE

ton 1 1 1

1 L
2 2] [so
Oton 1 1 1

Los nimeros intermedios ‘|t o N

son rigideces relstivas. 2 2 2
: S 2

. w0 — a0 — [T N

ENTREPISO 1 .

Fuerza cortante en el piso 1. Va5 +10 =15 ton H Nal

- Cortante en las columnas:

vo.Bo03 g A 05 (15) = 9.375 ton.
N e+1 3+1 !

Cortante en cada columna.
Como todas las columnas tienen la misma seccifn, se tiene:
4
- Cortante en trabes:
V, =V - V_ =150 - 9.375 = 5.625 ton.
el cortante en cada viga es:
5.625 '

V a === = 1.875 ton.
3

v = 2.344 on.

ENTREPISO 2
Fuerza cornante en el piso 2. VS ton : N =1}
- Cortante en las columnas:

V a N - 2V . 3 -2

{5) = 1.250 ton.
©C N+l 341

cortante en cada columna

vt = 129 5312 ton
4
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- Cortante en trabes:

V. sV -V a$-1250 = 3750 ton
t c . A
el cortante en. bada viga es

i

v e 2739 1,250 ton .
3
. L
550 o L 270 330
- b - :
827 . ﬁ 408, ~1BS - 1280  -(B81 -1.4p8 1280  -L827
T 1827 - 4t 3.008 K} 3048 La27{t
L85 a3z o3z 0.312 oz
os2s 0824 0.625
0937 0.828 a2 Y )
B {1 sa v 1582
Lo on8s ' 1840 1640 come
1 lz18se . -84 {~3903-  Lars -3902]-e.Ms _ 1478 -1.540],
3 ) : ? - : ] J
essz 843 "] s.ave ese
2.00 :
J 2.344 J 2.344 2.3 t.;qg.
t o032 - 0.937 9 0.937 <
i } 128 0.037 b 0.937 3.281
— «.218 2218
300
saaal”” sl 12604 cl 12004 u%
lom -
s

La fuerza cortsite en cada trabe se distribuye igualmente entre las dos co-
lumnas inferiores qua la limitan. Asl:

!

ENTREPISO 1

L8735 | 0,937 won

" .
ENTREPISO 2

1250

2

0.625

Los momentas en las columnas se calculan multiplicando las fuerzas cortan-
tes por sus cotrespondientes brazos de palanca.
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Ejemplo:
Columna FB.
Momento FB « 4.218 (2) » 8.436 t.m.

Momento BF = 4.218 (3) »12.654 t.m.

Los momentos en trabes se calculaton como sigue:
-  Ba oudos donde concurre una trabe solo se hizo el equilibria.
- En trabes exteriores, el momento en el interior se calcul como:
Mz - '—::l {L -d) donde: M1 = momento en el extremo exterior
L « clato de Is trabe. '
d = distancia al punto de inflexitn, medida des-
de el extremo exterior.

Ejompls My « -'—s‘;% (10 - 5.5) =14 95 wm.

4

DIAGRAMAS:

Momentos
en vigss

Momentos en
columnas -
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4.2 UTILIZANDO EL METODO DEL PORTAL DETERMINAR LOS CORTANTES Y
LOS MOMENTOS DE LOS EXTREMOS DB CADA ELEMENTO DEL SIGUIEN-

S48

Los nimerqs -iﬁtemecﬁol
son rigideces relatims; . Qfon

S—
-
» 1
3

. S — 1 ~pn e,
CORTANTE EN EL NIVEL 2 '
v = § ton.
cortante en columnas interiotes:
Vc--—-v ; V = cortante en el piso
t-1
r = nimero de columnas en el entrepiso r 2 3
v, . = o u 1667 ton..
41
cortante en columpas extericres

V.= 1'5_7_7 = 0.833 ton.

2

CORTANTE EN:EL NIV'EL 1
Ve 54410 = 15 tond
cortante en columnas interiores:
v 15 . 5,000 ton
< &4=1
cortante en columnas exteriores:

»-

vc'-"i&f 272,500 ton
.

Los momentos en los extremos de las columnas son iguales al cortante en -
las misenas, multjplicados por-1s. mitad fe su longitud.

L 1]
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Ejemplo: Columna FB. Mgy = Mg = 5.0(2.5) = 12.500 t.m

Columna LH. MLH = MHL =0.833(1.50) = 1.250 wm

Los momentos en las trabes se caiculan por equilibrio. Primero se hace en
nudos donde concurre una trabe.
Ejemplo: Nudo E. Mg, = 6250 tm. | Mg, = 1.250 t.m

S MEF = MFE 2 -7.500 t.m

L 5.0 . 3.0 L 4.0 , .40 .30 .30
T A | -t =y i -y |
w:.2%0 V=0.250 Mo-4.280 Wo4.25Q vEOL3Z MeL280 Wo4.250 VIOMT  M=42%0
hd x - L
' Mz1230 ‘ Wr 2.500 - 2.500 ML 250
L5%0
’ fv:oan ‘Lvu.ce‘r ! V21887 vz 0,833
1 fa:o.zso N-0,082 H:0.108 n.-o.anr
.50
M, 230 M2, 800 2,500 Mz 1250
jrr_ w:=7.500 wtsoo uﬂ.sora M=T.300 v:i.8TY u:-?.:o: W:-7.300 v:2.500 w:-7.30d,,
M:6.250 o 12.500 32500 M= 62501
2.5q
§ dves00 : Jv:uoo 4 vsa.000 v.-z.aoo‘
P9 )
NILTSO N=0.437 W:0.7T30 N:2.017
224
: M 12500 312,500 M- 8230
i aﬂ.a.zbo & S pim 1+

Equilibtio del nudo F.
como ME‘.F » MFE = 1,500 .m
Mpg = 12.50 t.m; MFJ = .50 t.m

.. MFG = -7.500 t.m

Fuetzas cortantes en las vigas:

como M = Vd --N=—M—
d

69



METODOS APROXIMADOS

V » {za. conante en trabex
M = momento extemo en vigas.
d = mitad de la longitud de ia trabe.

Ejempio:
trabe {L. V = 1.250 = 0.250 ton.
. 5
trabe GH. V » 1.500 = 2.500 ton.
3

Fuerzas axiales en columnas:

Columna IE : N = 0.250 ton = cortante transmitido por la trabje 1).

Columna EA ; N « 0.250 + 1.500 = 1.750 ton = cortante transmitido por la
trabe [J mds el correspondiente de ia trabe EF. ’

DI A GRAMA S :

Momentos
en vigas

1250 £.500 1.500 L2350

Momentos

en columnpas
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4.3 UTILIZANDO EL METODO DEL ¥OLADIZC DETERMINAR LOS CORTAN-
TES Y LOS MOMENTOS EN LOS EXTREMOS DE CADA ELEMENTO DEL -
SIGUIENTE MARCO '

Ston N\ Y s {
| 7 X !
2 2| a0
Los ndmertos intermedios Qion - 1 . 4 S
N a
son figideces relativas -
T - 2 2z 2| |so
8
A % c o
- 190 - B8O . 8.0,
- C4lcuio de las fuerzas axiales en las columnas.
ENTREPISO 1
- 1:13.0 |-
_— 10.0 —l 8.0 . 8.0
Ston N\ :
| J [ 4 L
i 1.0
" dton !
4 r ol " Y
13.9 3.0 5.0 1.0 250
I a L
. | £ 5 o
LN‘E l‘a'"n TEMNag TN
Cerntro de gravedad de las columnas.
10 + 18 + 24

X = = 13.0 m. (desde AE!)

4
Expresando la fuerza axial en AE por NAE’ por la hipéresis 2), las fuerzas
axiales en las columnas restantes serdn:

Columna BF Columna CG Columna DH
3 L 11
—_ N . —— N - N
13 AE 13 AF 13 AE

Tomando momentos respecto al punto de inflexi6a a de la columna DH, te-

nemos:

OF 17 5(5.50) + 10(2.50) - 24N, . - 3_ N _(14 5 (6) = 0

11
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42 30
-« —= N + == N =0 . N = 2.106 ton
i3 AE 13 AE AE

3 5
ng‘ rry (2.106) = 0.486 ton; N = - —13-(2.106) - - 0.810 tom; Ny, =

-4 (2.106) = - 1.782 ton
13

ENTREPISO 2
Para este entrepiso las fuerras axiales en las columnas estin en la misma -

27.5 + 25.0 - 24 NAE

relscién entre sl, que las del primer entrepiso, por tanto, se tiene:

- X130
T 00 R a.0 " a0 »
v - N ey
5 ton
' + H (4 L
13.0 30 30 11,0 =a

! .
LNE' V%N" S T%N“ o T%“""

Tomando momentos respecto al punto de inflexién a de la columna HL, tene

moss
_ 3 s
(?y =M, =0 ; 5(1.50) - 24 N, - - Ng, (14) + .y Ngy (6) = 0
750 - 24 N_.. -2 N8 .30 <0 LN . 0300 ton
. El &t g1 =% - Ng =030
_ 13 13 (
3 ) _ 3 )
NF] E] -1—3—(0.300) = 0.069 ton ) NGK = - -;3— (0.300) = - 0,115 ton
No, = —2(0.300) = - 0.254 ton.
HL 13 '

Las fuerzas cortantes en las trabes se obtienen a partir de las fuerzas axia-
les en las columnas. -Por ejemplo, en el nudo E.

VEF = NEI - NAE = 0,300 - L106 = - 1.806 ton
en el nudo F.

VFG s VEF + NF] - NBF r = LBD6 + 0.069 - 0.‘486 - - .2.223 ton

Los momentos en vigas se encuentran multiplicando el cortante en la trabe
por la mitad de su longitud. Por ejemplo:

Mep = Vgp x5 = 1.806(5) = 9,030 ton.m
Mgp = Vg %3 = 0.254(3) = 0.762 tonm

Los momentos en las columnas se determinan en la cabeza de las mismas,
descendiendo hacia la base. Por ejemplo, considérese el nudo J.

72



METQDOS APROXIMADOS

MIF = M.ﬂ = 1.500 + 1.476 = 2.976 tonnm

como existe un punto de inflexién en el centro de F), MF] = 2,976 ton.m
Pata el nudo F: MFB + MFJ = MFE - MFG; lo que nos indica que los mo-
mentos en las vigas y en las columnas actdan, en un nudo, en sentidos opuestos

(véase Fig. 4.2.b.) Por tanto:
MFB = 9.030 + 8.892 - 2.976 = 14.946 ton.m

+MJK.

Ahora, MBF = 14,946 porque hn-y un punto de inflexién en la mitad de BF.
La fuerza cortante en columnas se obtiene dividiendo el momento en el ex-
tremo por la mitad de su longitud.
Por ejemplo; .

73

Columpa AE.
7.530
Vo= =2 = 3,012 ton.
2.50
L 5.0 . 5.0 , 4.0 — 40 —0 ——— 29,
M. 500 V0300  M>1S00 M:id476  VIO380  Mo-L4T8 M»O.TE2 V0.284  M>-G.T82
Ty - J f 3 h L
W:1500 ¥:2.076 Ms2.238 YELR
j Nz0.300 § weo0ee J RN N--0.254)
¢ r
] v:1.000 v:1.084 v:l.492 v
W:1.500 N-2.976 ":2.238 "z 0764
Jr ¢ =903 V=1, 800 Mz-0030] M:-8.892 V2,223 u:wgu.-«.su VL5268 Mosseq.
- F e G
MZT,230 Nzi4.9e8 “:11.238 [YERV 1.,
. ¥
1
N=2.108 N-O.480 LESVE. |4 =702 !
Jr -] < S 1
v:3.012 v:=8.978 Vz4.408 vrt829
27,530 Hi4.048 (TEIR ) u=38239
L ‘-‘” & = i
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DIAGRAMAS:

Momentos

en vigas

Momentos en

columnas

1.350 14,946 1,238 1822

4.4 UTILIZANDO EL METODO DEL FACTOR DETERMINAR LOS CORTANTES

Y LO3 MOMENTOS EN LOS EXTREMOS DE CADA ELEMENTO DEL Sl-
GUIENTE MARCO. '

. 1 1 1
i K] K [9

z 2 2 2] |sc
10 son 1 1 1
. . " [ F G "]
Los nimeros intermedios
. . . z 2 2 Y-
son rigideces relativas.
A 8 ¢ o
- JI - n——
" 10.0 - 8.0 L 80
]

T4
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- CALCULQ DE LOS FACTORES DE VIGA.

 NUDO £ 3K_=4 ; EK =S ;vE=i.om
: s

X ) 4 = 0.667
NUDO F. EX_«4 ; FK a6 s Vg = 3

NUDO G. V. = 0.667 : NUDO H. v|i - 0.800

NUDO L 5Kc-2 1 EK =3 ; Vl-—-0.667
3

NUDO ). K. =2 BK.=4 ; V, =2a0500.
c . 17

NUDO K. V. =.0.500 ; NUDO L.V = 0.667

- CALCULO DE LOS FACTORES DE COLUMNA.
NUDO E. Cg = 1'- 0.800 = 0200 ; NUDO F. Cg =1 - 0.667 = 0.333
NUDO G. C, =1 - 0.667 = 0.333 ; NUDO H.C, = 1 - 0.800 = 0.200
NUDO L € =1 -0.667 0333 ; NUDO J. Cy=1- 0500 = 0.500

NUDO K. CK =1 - 0500 = 0.500 ; NUDO L. CL
i a1 - 0.667 = 0.333

NUDO A. C, = 1.000

A
- AUMENTAR EN NUMERQ DE CADA EXTREMO DE CADA ELEMENTO EN
LA MITAD DEL NUMERQ DEL OTRO EXTREMO DEL MISMO.
NUDQ A: elemento AE ; 1.000 + 0.5(0.200) = 1.100
NUDO E: elemento El ; 0.200 + 0.,5(0.333) = 0.366
elemento EF ; 0.800 + 0.5(0.666) = 1.133
elemento.EA _; 0.200 + 0.5(1.000) = 0.700
se hacen cdiculos en forma similar para todos los nudos.

- CALCULO DE LOS FACTORES DE MOMENTO PARA COLUMNAS Y VIGAS
NUDO A: elemento AE ; C,. = 1.100(2) = 2.200

AE
NUDO E: elemento El ~ 0.366(2) = 0.733
elemento £F ; 1.133(1) = 1.133
elemento EA 0.700(2) = 1,400

se hacen cdiculos en forma similar para todos los nudos.

- MOMENTOS EN LAS COLUMNAS.
= ENTREPISO 1.
M = Vh = 15(5) = 75 ton.m
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este momento se distribuye en los extremos de las columnas en proporcién dicec
ta en los factores de momento C, en el entrepisc.
M,.= Sl M
U sc
EC 2 1.400 + 2.200 « 1,666 + 2,332 + 1.666 + 2.332 &+ 1.400 « 2.200 = 15.196
Por lo que los momentos sor: .
o 2200 (75) = 10.858 ton.m ; Mg, = 1.400 (75) = 6.910 ton.m
15.196 ; 15.196
MBF-H.SIO ton.m; Mm-a.zzz ton.m; Mcc-u.sw ton.m; MGC=8.222 ton.m
MDH-IO.ESS ton.m; MHD=6.910 ton.m
a ENTREPISO 2
M = Vh = 5(3) = 15.0 tonm
2C = 8.094

Mag

- MOMENTOS EN LAS TRABES.
Estos serdn propotcionales & los factores de momento de viga V. Por ejem
plo, para el nudo J.

T _LM = 0833 {2.370) = - i.300 tonum

v V) F " (0.833,0.75)
v
X
M ---——-—MK--—9;7-5-°-—-(2.410)--3.170 ton.m
K (V oV ) 3 (0.833+0.75)

en nudos en donde concurre una viga el momenio en ésta se encuentra por equi-

librio.

- Factores de vigas y columnas mis la mitad del correspondiente al otro ex-

tzemo del elemento.
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DIAGRAMAS:

10568 .50 210 rTven

Momentos en vigas, Momentos en columnas. -
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L capitulo 5

Meétodo
de Ilas
Flexibilidades

5.1. INTRODUCCION

El procedimiento general para ia solucién de estructuras indeterminadas se ba
sa en la necesidad de que las deformaciones de la estrctura deben satisfacer las
condiciones de compatibilidad con los requisitos estructurales,

Utilizando este método, un sistema indeterminado se doscempone en una serie
de estructuras determinadas, &sto se logra suprimiendo. los esfuerzos ','fo cownronen
tes de reaccién redundantes, pero siempre teniendo una estrucrura estable e isostd
tica. Dcbido a que las fuerzas redundzntes son manejadas como incégnitas, ol pro

cedimiento recibe el nombre de método de las Fuerzas.

Posteriormente se escriben las ecuaciones de compatibilided de deformacinres
para cada punto de aplicacién de los esfuerzos y/o reacciones redundantes, aplican
do el principio de superposicién.

Resolviendo simultdneamente estas ecuaciones se obtienen las magnitudes y -
sentidos de las redundantes {esfuerzos y/o reacciones).

1}

Este método no es recomendable para 1a solucién de estructuras como por -
ejemplo un marco continuo de varios pisos, sin embargo, se puede usar ventajosa-

mente en el caso de marcos de una nave y un piso de formas poco usuales.
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5.2. ANALISIS DE VIGAS

Para mostrar la aplicacidn del procedimiento considérese la viga apoyada.de
la Fig. 5.1, cuyo grado de indeterminacién es uno. Tomando la teaccién en B co-
mo redundante se tiene una estructura isostitica y estable denominads estructura
primaria, habiendo hecho ésto, el extremo B queda en libertad de fiexionarse bajo
la accidn de la carga, como se muestra en lz Fig. 5.1.b. la carga w se quita aho-
13 ¥ se aplica una carga vertical en el punto y a io largo de Ia linea de accién -
‘de la tea:ccién tedundante RB, calculdndose la deflexidn g en términcs de Rg -
(Fig. 5.l.c.)

i : w

EA ! ____{ 8 - EA / a

b“-‘-‘--._ _____ /"’ﬁ T

: Ry
- L —
a) Eléstica de la viga real : Estructura primaria

&‘-':la* - s

"""""""""" — |2

b)  Eldstica debida a la cargz extermna
+

e ——

i_l » wrmrmm==m T 8 Isu

R
¢) Eléstica producida por la resccién Ry

Fig. 5.1.
Ense;guiﬁn. superponiendo los dos desplé.umiemos puesto que
AB + Sé a0 Ec. de compatibilidad
se halla una solucién para Ry, el efecto de esta superposicién se debe a que =n -
realidad no se mueve el punto B por la accién de las fuerzas aplicadas y ia resc-—

cién redundante. Una vez conocids Ry las reacciones restantes pueden obtenerse
por medic de las ecuaciones de la estética.

Se hace notar el hecho de que la reaccifn RB se supuso hacia arriba porque
asT lo indica el sentido estructural, sin embargo, ésto en realidad carece de impor -
tarcia, pues si se supone incofrectamente, entonces la reaccién hubiéra tesuitado -

con signo negativo.
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Si se tiene una estruc_tura con n redundantes, los desplazamientos se calcula
tdn pata n + 1 sistemes de cargas:

a)  Un andlisis para el sistema de cargas original 99
b)  Un anflisis pasa efectos de cade redundante.

Las ecuaciones de compatibilidad implican n ecuaciones lineales, donde cada
una exptesa una condicién geométrica de la estructura real. 92 En ocasiones es-
necesatio hacer mds de un anflisis si el problema se resusive mediante el 1o de
tablas, ‘

5.3. SOLUCION PARTICULAR Y COMPLEMENTARIA

Haciendo referencia 2 lo sefialado en la introduccién, una estrnuctura “hipetes
thtica se puede resolver proponiendo cualquier combinacién de componentes de es-
fuerzos y/o reacciones redundantes, A estas combinaciones se les llama ~structuras

primarias.

La sleccién de la estructura primaria no es Gnica, sino princicalmente ‘ss un
asunto de conveniencia el determinar cufles serén las incégnitas o redundantes de
manera que se reglice el menor trabajo posible.

De acuerdo a la seleccién de la esiructura primaria se pueden tener varias -
altemartivas, dicha estructura se obtiene eliminando apoyovs, tiansformando un tipo
de apoyo en otro mas sencillo o insertando articulaciones en la estructura original,
siempre teniendo presente qu&‘f la estructura ptimaria serd isostdtica y estable pa
ra cualquier sistema de cargas aplicado.

Nustraremos lo anterior considerando la estructura de la Fig. 5.2.a cuyo gra-
do de hiperestaticidad es 3, las altemativas de soiuciéa, entre otras se sefialan en
los incisos b), ¢} y d) de !a misma figura. .

En el inciso b) se hizo la supresién de las reacciones del apayo D, la alterma
tiva del inciso c} se besS en.la transformacién de los apoyocs originsles en otros -
més simples y, finaimente la solucién presentads en d) tiene como redundantesios
momentos en los nudos B, C v D en donde se insertaron articulaciones.
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- s e
] ¢ ] 3
X, X
4—
A 3 A X3
Xe
a) b) c) d}

Fig. 5.2.

Para el andlisis de estas estructuras se llamaré solucién particular a la es--
tructurs primaria sobre la cual obra el sistema original de careas v solucién com-
plementaria a la estructura primaria considerando la accién de cada una de las re
dundanies o incdégnitas.

S.4. CALCULO DE LAS FLEXIBILIDADES

Como ejemplo para fa obtencién de las flexibilidades y el establecimiento de
las ecuaciones de compatibilidad 0 congruencia, considérese el marco de la Fig. -
5.3.a. Suprimiendo las reacciones del apoyo D, se tienc el marco isostftice de la

fig. 5.3.b. el cual es la esttuctura primaria.
w

a) Estructura original. . b) Estructura primaria.
Fig. 5.3.

Aplicando el principio de superposicién de causas v efectos, el marco origi--
nal se puede descomponer como se muestra en la Fig. 5.4, con los efectos indica-

dos.
/w
8
A
niny
. —_— i,
Fig. 5.4, SOLUCION SOLUCION COMPLEMENTARIA

PARTICULAR

83



METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

En base a las condiciones frontera de la estructura read las ecusciones de -
compatibilidad se basarin en lo s:gusem.e estfn restringidos lmduphnmemos -
vertical y horizontal, asi como el giro en el punto D.

_ Si se establecen las ecuaiones que gamtmn la compatibilidad de deforma-
cmn&c se tiene: ’

8) " El desplazamiento horizontal en D es cero:

B o+ ly XK+ Bp Ko v G X =
b) El desplatamiento vertical en D es' cero:

4,- Lo+ a:x"' ”X,Q-QJX =0
c) *El desplazamiento angular en D es cero:.

O Guthy X, + L Ny# by Xy < 0
Resolviends simultdneamente. esas ecuaciones se obtienen las magnitudes de

las incéghites, si alguna de &stas resulta con signo negativo mdic.: que el sentide -
" es contrarzio al-supuesto originalmente.

La ecuwén matncmi del método de flexibilidades esla smu:ente'

s (sllrlCal

en donde [d J indica desplazamientos lineales y angulares, [ ¥ } las incégnitas (mo-
mentos yfo reaciones) y [8] es la matriz de flexibilidad, la que es simétrica de
bido al tectema de los ttabajos tecfprocos de Maxweli.

Los coeflcmntes de f\e:ub:lldad pueden obtenerse pot cualquier método, miés -
en lo siguiente: se calculan aplicando el principio del trabajo virtual. En los mis-
~foos cosficientes el primer sublpdice. indica la. cotrespondepcia ccn el grado de li-
temd y-dfkgmdn la mMmupa el dnplummm. )

Pot lo umto para tesolvet una. estructura utilizando el método de las fuerzas
e procdie de la- slgmente manetrs:’

1)’ 'Se.éetéfmin; el riimero de réscclones de la estructura, s el nimees de bs—- o
““tes es iguil al ndmero de ecuacionks independientes de equilibric, el pidﬁlomn es
isomi:ico. si es mayor el problema cs hipegesrﬁtico y se obtiene el grado ¢e inde-
. .detminacién o -

2)  Se considers la estructurs pnmapn. eliminando las n rescciones ndmdames,

teniendo siempre una estryctura isostdtica y estable.
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3) Se aplica el principio de superposicién de causas y efectos, estableciéndose-
una ecuacién pot cada redundante de modo que se cumplan las condiciones de com

patibilidad de deformaciones en la estructurz real.

4)  Se resuelven las n + 1 99 estructutss, calculando los desplazamientos {linea--
les v/o angulares) en los puntos donde se eliminaron las reacciones redundantes, ex
presindolos en funcién ‘de las fuerzas originales y de las redccio nes redundantes.

5)  Resolver el sistema de n ecuaciones obteniendo el valor de las incégnitas, las
tegcciones restantes se calculan haciendo uso de las ecusciones de la estdrica.

§) Trazar los diagramas de los elementos mefanicos. 292 En ocasiones es necesa
tio hacer més de un andlisis debido a Ia carga externa cuando el prodlema se re-— .
suelve mediante el use de tablas.

5.5 ANALISIS DE ARMADURAS

Cuando se aplica el mérodo de las fuerzas a la solucién de una armadura hi-
perestdtica, el problema puede ser que exista hipesestaticidad externa, intema o -

la combinacién de las dos. A continuacién se enuncian dichos casos.

5.5.1  ESTRUCTURA ISOSTATICA INTERIORMENTE E HIPERESTATICA EXTE-
RIORMENTE S

Consideremos la armadura de la Fig. 5.5a, la estrucrura se convierte en isos—
titica exterjormente si sé quita un apoyo, el intermedio por ejemplo, debidoa ésto
se produce el desplazamienzo A,pcausado por la accidn de las fuerzas externas. -
Enseguida se afade la estructura 5.5.¢ en donde se.aplica la reaccién en E, la -~
cua! produce el desplazam_iento i'll' Utilizando el principio de superposicién la -
condicién de deformacién en el apoyo £ 'de’la estructua original implica que el -
desplazamisnto vdreical es mulo, pordo que le- ecuacién de compatcibilidad es:

b4 f, X, =0
una ves calculado el yalor de la Jnctgaita. se encuentran los esfuerzos finales en -
' las barras sumanda’ algebrdicamente las- fuerzas prod-uc:das per ¢l sistema externo

de: cargas y ab-efocto de la redundante.. | Fig. 5.5,
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5.5.2. ESTRUCTURA HIPERESTATICA INTERIORMENTE E ISOSTATICA E-KTE..
RIORMENTE

En este caso se dice que hay barras o miembros redundantes, tantos como:
barras redundantes = b - 2f + 3
doade

b = nimero de barras

j » nimero de nudes

Analicemos s armadura de la Fig. 5.6.a, la solucién de este problema se li-
mita a cortar la barra recumdante, calcuiando e! desplazamiento relativo entre los
nudos que limitan la barrma.

Primero se encuentra el valor del desplazamiento relativo ocasionado por el -
sistema de cargas aplicado {Fig. 5.6.b) y después el debido a ia barra redundante
(Fig. 5.6.c), se aplica la ecuacién de compatibilidad que es:

Apprf, X, =0 '
de donde se -encuentra la incégnita y los resultados finzles son la suma de los es-
fuerzos bajo el sistema de cargas y los de la barra redundante.

Phl - §
I
= +
¢ o
a) : b
b=6 ; j=4 ; barras redundantes = § - 8+ 3 =1

Fig. 5.6.

5.5.3. ESTRUCTURA HIPERESTATICA INTERIOR Y EXTERIORMENTE

_Este problema se resuelve con la combinacién de los casos anteriores o sea -
eliminando los apoyos y barras redundantes y aplicando las condiciones de compati
bilidad. '

Los desplazamientos debidos a carga axiai se calculan por medio de la  si--
guiente f6rmula: '

] N* 0 .
- ——-—L;
4 g A E;
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en donde:

N, = fuerzas normales debidas al sistema de cargas.
fuerzas normales debidas a la carga unitaria
Area transversal de la barra i,

m&dulo de elasticidad de la barra i.

longitﬁd de la bara i.

> 7P
H

[

1

e .m
h

]

1
b

la aplicacién de esta f6rmula se simplifica efectudndols por medio de la siguiente-
tabla: a

nlimero total de barras.

GA DES PLAZAMIENTOS NFiNaiLES = N + N1 X,
RR L A N n :.; :‘“n Nz X, INFINALES
A TE" Y ton ton
A -=C
g8-0
A—FB
-0
A-D
8-¢C
=

En resumen, pare la solucién de armaduras eplicando el mérodo de flexibili--

dades se procede de la siguiente manera:

1)  Se determina el nimero de reacciones y el nimero de barras de la armadur—
si el nimero de las incégnitas es igual al de ecuaciones indeperdientes de equili~—
brio, el problema es isostdtico, si es mayor el probiema es hiperestdtico y el gra-

do de indeterminaciéa es el nimero de incégnitas en exceso (n).

2) . Se consideta una estfuctura primaria suptimiendo ias redundancias (apoyos
y/o barras), teniendo siempre unz estructura isostdtica y estable.

3)  Se aplica el principio de superposicién afiadiéndole a la estructura primaria
las redundancias, formulando una ecuacién por cada una de éstas de maneta que
se cumpla con la compatibilidad de deformaciones de la estructura original.

4)  Se calculan los despiazamientos en los puntos en donde se quitaron los ele-
mentos redundantes, causados pot el sistema real de cargas y por cada una de --

las redundantes.

5)Se procede a la solucién del sistema de n ecusciones obteniendo los valores -
de las redundancias, los elementos de reaccién faltantes se evaldan por medio de
las ecuaciones de la astduca.
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€) Los esfuerzos finales en las barras se calculan sumando algebrdicamente los -
valores producidos bajo el sistema externo de cargas y los debidas al efecto de las
redundantes.

NOTA . - Debido & que para el cflculo de desplazamientos en los ejemplos de -
aplicacién se utilizd el méicdo del tfnbu.jo virtcal, suponiendo fuerzas concentradas
y/o momentos en los puntos de interds en la direccién en que se deseaban los des-
plazamientos, fue necesario, pars la formulscién de las ecuacicnes de compatibilidad
establecer le convencién de signos de que son positivos ks desplazemientos lineales
horizontales a lo derechs, tos verticales hacia arriba, al igual que lcg gires en sen-
tido cootrario al de lss menecilias de un reloj {excepto en el ejemglo 5.10. en doa-
de los giros tienen convencién contraria & la anterics). Por otra paste, las figuras
sombteadas indican momentos positives y, por consiguiente, les que se encuentran -
en blanco correspondena momentcs negativos.



9.6.Ejemplos
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S.1. Resoiver la estructura que se indica.

El grado de indeterminacidn ess n = 4 - 2 = 2

Eligiendo los apoyos A y D como redundantes.

8 ¢ o
©Ola  dkndbn o Oton  4ton alon  ogpn/m
5—; ‘L J’ =z €l=cte. ~
i - sy
A _130%0 10 105 30 ¢ X, . Xy
10 %0 Estructyra primaria
7 b \ . "
A <2 - 4l e —
44n 4kn _ Ry
! ! Solucion R
E"A“ = = An? rticular . “
w=4fon/m pa B.O
i’
Jr Pt il M
Ag—=""ga - g
A L. r20 10
! g‘(\‘—-jk i | S nd . M
-3 = "‘
“ X, Solucicn 0
2
. ' 1 >
2 b ] R 1 complementaria 0 Te T~
™ X, it 1T
Conrdiciones frontera: 47-' o ; .dw-' 0

Ecuaciones de compatibilidad:
Bordv Qv O+ ly Xy 4 12 X =07 4y
Lo+ Log* Qagtly X+ 2 Xp = O 2 4,

Cidlculo de desplazamientos.

=VIGA 1= o
E1d, = Eﬁls 1.8 )3 d:+f‘15& 3&&::_!-_?%5_’ '°5+°}+._3.ﬂ§’_'§.=73_135
3

E1dyy= 13N duk—"_“-;’.‘-’-:zzsoo
]

-VIGA i~
4 .
1, = f‘a sE2cx+ | A ox+ | Wi dxo ':“[“3]4. “24‘[‘*2]+ 1 = 12000
3 8

+ - a
Etd, = f‘4 i s ‘ﬂ‘zai;mclx;.‘!%‘l*.ﬂzﬂ[‘ﬂL%ﬂ{“'-"]:iz.ooo
5 .
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- VIGA i1~

g
Eldy= f.{]:a st ax=3B13 257000
3

5
Eld,_la J:AB Au:ﬁ& sih du-ﬂl:f_’lé+-§‘-‘f-‘-§.=94.aoo
: 8

-VIGA 1-
E(f, oS 3hdx 8313 _ . =fa ¥3s _
1¢ “L‘l 3 5.3 -‘.—S—b1&°w ; Elfm - .’3~ Ade:——g—_ 4500

-VIGA 2- :
, .
Elf': ='["3 3‘ dxz-geﬂi._._‘jwo 2 Elfn= 3&3&&_«3‘&:‘&@

Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad, se tiene:
~73. 125+ 2000-2T.000+18.000 X;+4.500X, =0
= 22.50042.000-94.500+ 4.500 X, +18.000Xs = O

18.000X%,+ 4500X, = 86.125 8000 4s500]lx]leszs
4500 % + 18.000% = 105.000 ! 4.500 18.000} |l yosooo

La solucidn del sistama es

X =3.667 ton Xp= 4.917 ton
Por coadiciones de equilibrio:
B’= 10.583 ton ) ’ C} 210.833 ton

Diagramas finales:

10 ¥on 4ton 4ton
w4 ton/m
D e
1.083

1

L1

!
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5.2 Resolver la viga continua que se muestra

El grado de indeterminacién es: n = § - 3 = 3

Suprimiendo los apoyes B, C y D.

Y » ¢ o
Ten Ton .. ke Tion Mon  L.goa s 10fon
ITJ' P £ 4 _ I_{ $ LT
$Q 2.0 l? 30 ?3-0 } Tx. Tx; X3
—REL £1 LE) Estructura primarla
Tton  Tton w=3ton/m
T,
s Sotuein
Ay As - &5‘ o
. Oton [~ particulor
e T
L TUR el
) acc st
5  —
"‘_sz’___ ......... E?z-"‘"‘]'.'ﬂ >50IOCi0‘.'ﬂ ’
2 l X2 ﬂ‘ complementoria
3R e il

Condiciones. frontera: 4:0 45 0 450
Ecs, de compatibilidad:

Byt Qugv g Xt fp Ko+ 15X 0

Bap * Bagr Xy & 1oy + [oXs <0

Ay + Qyg+hyXy & f2 Xz * 1% =0
Célculo de desplazamientos.

_VleA ‘- . J - 4
514“:12. 1285 ) 0e.8 4D3dx+.%_ pe.s{ 525 3Dm+.&-sz.sbsts i ax

14,51 1OMIH125.531406.54 1+ 25114] _z_{mtmoe.suhsz.sfmmmL 11_{.‘[21_[31.5”05]._. 363.667
2 12 .

1)
el 128.5 [ se.s B az.,.;_Fe.aDsz.a o Je dnla/;‘Z-SD 378 6[D5x+
3 g s

. f 5750 B L [toetamzs.stahoe.amu- zsuml 2 [10516it96.5t6)+52-5(8h193[8!]4,
. t2 12

. _b{msusz.mm?.steu105(631,, SOT.95 - 360542
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i 4
1454 1285 0e.9 tsz%F&stz.s it dué_fsz.bbns oDeax—

f31 o 803 ...-__[mmmzasun+u.suzi+zsmz|]+ [tosmwasmu-
7 . 12

¥ azaum-mun],;_['lsau.az.msws?.mmosm],wﬂ [.'»24] = 2008, 542
2 12

=VIGA 11-

EI4, - foD‘ro o\ dxoa® wn ['ro+ zzo]_m a7

€147 _[ nol )70 9D5¢:+frgtjzo s\ dx= __[mmqotsumnzzo&],mm[zmm
3V I EoDn eC]su-:EoDeo e 2ol 30 ex:.;%[mow»mtm?ouzz—

+zzox141[wtsumt3»mteuiwlale[H'G]= 3,191,687
8 12 )

-VIGA 1=~

El f“ -——%-.Ek 4; ‘!:ﬁ%li:to_w : E.fziz.%. a4k 9-5 d!:_":_;)_[5+isl=30'w

4
eify,=5 +ba 12le ¢:=.911§L[8+2*]=4z.m

~VIGA 2=

4+
Eif,, :-’iﬁ;ab 4 ox :..._....4‘;4" [5“8]: 30.867
_tfols ol sax] S shh dx-t [!O(SHO(.':H!:Q!HEW!]_._ BEIS _ 145 323
E'fzz-'ﬂ e . - 1‘2 .Y :
v
Eif uz%:[g-s rz-ad::JeL.eha ax =f.z_[l0l83+9(8l+5l12)+1802]] 28 [ 3*'°]=221. a3z

~VIGA, 3-

E1f =% L['.Z-ﬁ alaox- 4181 “‘" [5"'24] 42.667

Elfu%_l;z.‘ ol ds +f°-3 5‘,,,:?_2[16{5»1215}4-3«9“2«91 5;51 [.me]z 221,833
P
. /4
E|fn=._‘l,.t‘z-a s eui:.s sl du.k[;k skusz“z_[velsmzta»auz»uuz:],_
9

s [o ], -2z
+_6_[ l31+8!3|+3t8ﬂ-!5(8| + el =368.833

Reemplazando valores en las ecuaciones resulta:

10.667 30.667 42.667 Xy 750.333
30.667 142,333 221.833 Xy §=13313.873

42.667 221.833 368.833) | x| 14197209
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‘METODO DE LAS FLEXIBILIDADES
La solucién del sistema ess

X,z 14.904 lon X,2 12.728 tom Xy 4.7 ton
Pot condiciones de equilibric:
A:6.657 lon- M<4.800tonm

Diagramas finales:

5.280
yupge
I

‘1..1' IIJ[..”

5.3. Calcular los momentos en lcs apoyos de la viga siguiente.

El grado de indeterminaciSn e n =8 - 3 = §

Tomando los apoyos B, C y D como redundamfs.

) | [
~ Ston 2 Stonm Sonvm 10" 2.51on/m ,2“
._Z.L.J_Qi_‘.li_lﬂ__. 1;:. tr; Xy
P—) 3 El 1 Estructura primoria
Ston

/Z.Sbnlm

r b p
e s

Slpo/m particulor

A
a k TR T il
/ 4
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P '; ez Gaf®\

METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

A 8 c e A f <

7 gt "-.} 1.7 LA
I T‘ x |

i —

1.6

fe Xe Tee

Condiciones frontera: 4y @, 4,0 , 450 , 6 =0
Ecs. de campatibilidad:

By Dg # G, Xy & pXg b b5 Xs v §4 Xy =0

B Bog+ g Xy + §55 + 6575 * 54Xy 20

Byw Byg ¥ 5, Xy + 550 + oXs * e Xe =0

Gyt Cgt lyy Xy + GaXg * lgXy ¥ o4 Xe =0
Célcuio de desplazamientos.

-VIGA 1~
*
§14,74 _EiD«J Dzdﬂi@zo zBdxzé[mlz’*m’*““‘“‘““']-%—‘[mlsus.aae -

Z
E14,=4 L?OD'%O d s el j:oDzo ComPE _[Z)b. al>, d,:=_é[eo(61+'70163+40(81+l401512
C4
. %[40:4“ 401414 20161480 (oy]+4(gsou ~402.222

€142t (700040 1D1ed f:dDzo e dr%-fz:ﬁ.obsa:%[m‘"*m""“"‘“‘*
(4 2 L

+|40lf3|]+;za_ [40(9)1' 40(8)+ 200111+ 801 ll]+ 4(2240I [5+27]= 782.222

-

4
ero; =t _EoDdo ent _[wDao 1Tdx+% J;:L lD:ln-_-?‘?'’.[404""]+ 2 méo],ﬁn_zgﬂ
-VIGA 11—

Elﬁm:-'-!ﬂ"-ﬁg"-!’ ﬁdx:__l“::’ 97‘”"'“”]: 186,667

4 L]
€14, Im,,Dg-,_a 8(Da ook J;-;,:D;T.g D\ de= % lmatqu-|57.5(4)+97.5l3)+315{6|],,
(4

+i“-29—‘-[57-5+‘95]= (356.667
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METQDO DE LAS FLEXIBILIDADES
13 ‘ ’

4
ElA,f%ﬁb?.::Deza W owed -{:7.5D 375 A s + _[ns&. shN e::f_;[l%iﬂms?-wh
P
+9uus;+31scm], 4_[7515;+97.am+37.5mmoatca]ﬁ.l&m}__-. 1116.042
12 4 '

4 : F i)

e19;=% 1078 D ors it d j;r.sDa'r.s o kex! szl |D¢,=_4»_£°jl[9?.5+|67.5] .

~VIGS 1- - +%“[nm°]+m’-l-3' =387.500
ety 5!- :k Adl:-il-:—)ﬂ-—rr,lu : Elfzri-f:kﬁ."dl:-—‘%[‘*'e]:n_??a

. (]
4
Eify,>% [ebn ﬁhndui:gl[““]usl.:n ; E'fu"'ﬁ'ﬁlh 1-&.::_‘14_:_“_:3;“7
o
- VIGA 2~

4 . .
© Etfp=l G- ﬁd::iiiail[“*‘elzn_ma

] ) .
JEifp=t fe.-t elBaax+} ‘4L4 h db%[ﬁl41+5¢4"*4*9*‘5‘5']+ ﬂé‘&‘. =60.444
o -
Eifs, *‘S ‘EB4 cPBRs d,hkljk By dx- %_[m»sokqt13»13c|31]+5‘g;_1[5+13]=1m 444
/

‘
El fez %-Es=4 I —IRE N 1=u=“_2‘_[4+5]+ﬂ42_”_= 12.000

-V]GP‘\ 3=
E'fu':‘%‘ 13-9 Adl:&iﬂi}-[g‘rze]:ahl‘i
. . i

€
E1fys =4 (5B o olBe vy |cBIBs 4B ax: % [1&(41+;3u»9t8}+aetazL 4::; [5+|a]= 120.444

P 8 13
Eify =1 _ﬁs.e sille dz+-'2—Ishs ol 5 a{sls& d;.-.%[‘a“-"*'-"‘9“9“3‘*25"3]4-

+ 4 !OI&}+9(5)+5(9)+18|91] + _?_%5'_5_ =305.444

12
‘ s 3
Eifis =y _Ez..e ﬂu*%_[e.s (R + 'E.L mx=;4m[wl§]+ 94.!&[%9},,_.5(261__1 = 41187
8
- VIGA 4-

4
Elf“ ”-&—l:- 4kdl=-—4“e‘4:2.657
*
Etfae =% _E-sha. oty _4;“:1?[4*8],,1%'1:@00
P

4

4 3
4 9] 5(N5 _
Etfss =-13-f_u-9 ax-lz-j:,-s«hadn r&kdx:%[‘““]»r B e L
o i 8

87 ‘



METODO DE LAS FLEXIBILIDADES
I

. s
Elfeq =‘§'-E-l-dx’%‘[l-'l-dx" R .4.i;_'l+ .5;&!4 ST = 8,333

Sustituvendo los desplazamientos en |as ecs. queda:

~155.555 - 366.667 « T.111X, + 177780 + 31111 X + 2.667 X 2 0
~402.222~ 1356 667 v IT.TT8X, + 60.444X, + 120.444X,+ 2.000 X, = O
~752.222-3116.042+31.111 X, + 120444X+305.444 X+ 41.667 X, 20
= 70.000-367.500 + 2.667X,+ 12.000X,+ 41.667% +* 8.333 X, 10

L2t e s 31111 2.667 X 11 502222

17,778 60.444 120.444 12000 | | x| li75s.008

JLI10  120.444 305444  41.167 X [ 1ssa.264

2.667 [2.000  41.167 8.333 X | 437.500

Cuya solucién es:

X:6.690t08 [ Xg=13.005ts ;[ JX:=7.754lm [ X.3=6.674t0n-m
)
T Por equilibrio:

Az 2.551 ron ; M=2572t0.m

Diagramas finales:

2 . 1. 808 f 4




METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

5.4. Resolver la estructura que se indica.
El grado de indeterminacibn e n = § - 3 = 3

Eligiendo como redundant&s los apoyos C y E.

9
Etd,; = 20l ‘-'-“2%“:3[—29-’;—'7—!3—['{- %].. 57,068

El auif:o& As ¢x= 112003 270,000
2
~VIGA 1I-

P
Emu:j:d':'-” 12D\ dxe SUB.ILT12

13 =5.778

A @ ¢ ) £
10ton "jg'w ton w=3ton/m
"L Elzcte. o~ ’é.,_._ -
e = D~
2.0 a0 30 30 X Xz
i ‘Estructura primoria
4, )
- S kinil [ - ‘ﬂ s — - ”
- - vl 5 Solucion z:n ZLEsT2 :
By ' w3ton/m }paﬂknlar
et
- uinin . a3 )
1
- 4{-—--1"‘-"‘-.__ -
- "f xta‘;
— . So{uc:on
= e — 3 .
z X% compiemenioria .
—— e s 9751 [ e 7Y
S — ™ -
X3
Condiciones frontera: d‘.r-' 0 ; 470 G =0
Ecs. de compatibilidad:
By v Ag by X & Lo Xp fyXy =0
By Bog# b, G % Ly X ¥ by Xy =0
Oy * Oygtly X+ lop 3+ i3 Xy =0
Célculo de desplazamiencos.
=VIGA 1=

9
_ _ 72011
Elgrzzob AML—E‘Q—B =23.333

. 2 iz
Eld, = [Ams t.ﬂzﬂsdxt}:s.sb 3de=il}.2§£l['-“2+°],_3_li%-.ﬂ_3_=ee.sza
' 2 1



METOD" DE LAS FLEXIBILIDADES
”7

El-eil.-.j;ius os72l Jiex s :ub.. lDd:;JL:%-.ﬂ[O—&TZ+.ﬂ+ ;n:;sn — 28853
=VIGA 1-

€if zfmz |.7|2{.Y}a=L‘-7-1_2_1_h1‘_2,m . = mz&ébu-m!lz_&[' 1}4-
Rl A ﬁ__.. 3 °'E'f!',..u.. BN A7 Raktie

- - L2 ifr 41
Eifs ['_-9712453-. _é!du_-_e_.[ +7]..3.|sa
-VIGA 2~ .
331 .P: o, 11242 TINT21 4 ; EIf fa.‘s‘a L0133 _
2 3 A= o [+7]=9.4|e zf: 39 b= 3 30.000

9 *
Etfy, = | A3 Auz.g;k l-dx=.3L:_'L+_3(._:'.‘_'_=lt.500 '

«~VIGA 3=

Eify = |t 1.nzAd:=,_'"_'.‘£lZ.[‘,i = 3.138
2 a3 8 7
’ . .
Elfz;,:f‘i A ., 1--3Ld::l‘—!:-)3.-..¥-;'—~"~=n.500‘
Z

=2
£l f“ = J:;' ‘1 ﬂ‘ﬁ- 1-61:.%.‘_’...‘.._ 3= 5333

Sustituyendo en-.las ec;.\\,de compatibilidad:

6.639 -9.416 -~-3.1381[x1 | 52844
-8.416 20.000 11.500 X: =f1386.528
-3.138 11.500 5.333| { x| | 48.998

La solucidn del sistema es:

X, ==5.005 ton Xy = 3.431 toa ; < ~1/777 ton-m

Poz equilibrio las reacciones restantes son:.

8,z 16.3205 ton H Oy=13.269 ton

Diagramas finales:

4, 4 A67 18538  l.144
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METODO DE LAS FLEXIBLLIDADES

A ] < 4 €

o

g

g )
JHIHE
il

—ta — 4.0 0931 2.587 o LB36 Liad

5.5.  Resolver la viga continua que se muestra.

El grado de indeterminacién es: n < 4 - 2 = 2

Alternativa afadiendo una articulacién en los apoyos intermedios y aplicando mgo

mentos COfrectivos para restituir la condicién de continvidsd en los apoyos.

A ] c 0
81on jznm Gton Bion : 6on }mm 8n Gton
e e St
Lo, 30 0 29 D Estructura primaria
- 360 28 ] - 4.0
2ton/m
LSy 5
I &S~~~ = .,
Solucion
Gton 6 Bton .
arfticuiar
Sy P
o o pn
P ~fer M
’ [
! t Xy Solucion
£ ) complementario
fe s .
2
X, 1 !

101



METODO DE LAS FLEXIBILIDADES -

Ecs. de compatibilidad:
Gt Gyt X+ Xy 2 0
Gyt Oyt oy Xy v 2 X = 0

Célculo de desplazamientos.

-VIGA [~
+ . .
E1Q; % 4& AT TR . | NS E19,,:0
o 3(3) , .
-VIGA Il
E10. =+ (o5 M idarhjedh D oxo 44311 [uo.za _ e [|e0.5]=_4_25°
T e i3, 22 8 12

2
E‘%,;:’.'E'FA s +j;.sA1[}. dx:-__4‘5"['*°-°]- 2SN [‘*°-Z5L-¢s.7w
4 .z 2 s 3 0 12 6
-VIGA 1-

e f, =i~.];2]1 duﬂv} ‘tb;lmdhﬂg.!.,,s%l_l_:,_m

I}
eify =3y Aia-:%&:o_us
-VIGA 2-
El fgzz‘b' A‘ 1B dx:—‘Jﬂlzo.SSB
12

Elfy, =—'2'I2| e+ 1IN tbdxzﬂéll+ﬁL;L=z_ooo

Sustituyendo valores, resulta:
L777-4.250+ 1./11 X;+0.333X,:0 [r. 11 o 333] [x, ]_ [5.027]
’

- 6.750+0.333 X, + 2.000X%,: 0 0333 2000]| x| |6750
La solucién es: X,=4.645t0n-m . X=2.601ton-m
Por equiiibrio: Aps 7.33%1%0n [ 8, 10.17210n [ C= 4.6351ton; Dy=3.850t0m—

Diagramas finales:




METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

5.6. Calcular los momentos en los apoyos de la siguiente viga.
El grado de indeterminacidn ess n =5 - 3 = 2

Alternativa transformando el empotramiaiito en un apoyc mis sencille y colz--

cando una articulacién intermedia, aplicande un momento correctivo para restituit -

la condicién de continuidad xn el apoyo.

A ’ B ¢ o
Stea Bij: Ston.m Sr 31‘ 3ton-n
- ' } o El=cte. % Dol
A s sy tia? e
. 8 < . Xz .
3. .0 0 B Estrucrurg pn'manb
5ton
I Jton-m prind
| S - .
- s ~—— , [ - B—
| wa— S | soeice %
porticulor : 8o

PN p

8ion
T %éa

e == “
=3 . o ET
iy sy X Solucidn 1.0}, €

complementario

'12 o m——— ’22
B e “
T . T e x, R T
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METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

Ecs. de compatibilidad:
GreOgrin X, + (X, 0
. Gt gty Xty %y 7O
dﬂculo de desplazamientos:

=VIGA I-

- __1ase firos7].
EPO;I‘E.MA“ A ar=-1 [ ]_-15.730

, .
EiG ol888 23 14x +j:ﬂ3 DN gy 7183811 f1e0.428), 41311 _
N N
-VICA O~ .
El-0- : : E! -faA| dxa. 41811 | 1408],
o O %,,,m“,[ ):e.000
 =VIGA 1-
F
El f“: |m ‘B‘l:—_._-";“=z_3u . Elfzta |B A'dl:-—_-n;li'.’.i.‘“
[]

=VIGA 2-
n
- - - : Bt ' dxz ALY 5
Eife [.:41 1&«.1%11_:.:50 fnja;@ <D ox= E sm

Reemplazando valores se tiene:
~15730  «2.333X, +1.166X,0 [2.333 r.rss] [x, 5. rao]

-

=12.300-8000+1, 166 X4+ 3.666X =0 'Y 1166 3.667 1] X2} |20.300

Cuya solucién es; X 24725 fon-m ; K= 4033 tonem
Y, por equilibrio: Az 2.9561t0n ; 8,=6.3021an ; (<3742 ton
Diagramas finales

Sion © Btos

¢ !L Jioma

.. D
li' ol i D
8 3 i

4.
e
74 ”mh!.ﬂm
o 30 40 —20 20 4.0 -
4143 ‘-
M O G T I s o
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METODO DE LAS-FLEXIBILIDADES

5.7. Resolver el marco que se indica

El grado de indeterminacibn es: n = § - 3 = 3

Suprimiende el apoyo D, se obtiene:

_Gton

<L Ei-cte,
C

[8er

\

S ——————y Il

et

Condiciones frontera:

Estroctura
primaria

Sojucion

particular

Solucion
complementaria

{grados da tibertad)

105




METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

Ecuaciones de compatibilidad:
Bipe 54 Xy ¢ 1y Xy ¢ 3K5 5 O
Bpr vl Xy ¢ loy Xy +fp5 X 2 0
O sl Xyt iy Xy e Gy Xy % 0

Célculo de deq}lua.miemoa.

=MARCO [-
EIA".-.;EVZD PAETTPYITINN D34:=-§J-‘§13—+ﬁlzﬂi=oo.ooo

6

: ’ .
Et Byyaf 12 ] O sey +J.izb 8D 3exa 5218+ 2022 [5“"°]=zsz,ooo
o

Et-Oy= 2l ] Dtdyt[;zb. G!dt-mzmﬂ—-‘z 1 -48.000

- MARCO 1- 5
E1f,=2 | As JaaHfs. .3«:.@&’3.‘&,,.5(3}3;55,000 -
o .

Erf; - PS -5d1+ s 5‘.“.1'_3‘-;#5.4..?_‘%‘_5_:50_0@

P .
EIf;,:z‘LJJS -mis. .m:i‘%‘ﬂhmn—_-za.ooo

~MARCO 2~

5

Etf,, =E. Mgy s B ':13 ,,i*_;_’-"_aeo.ooo
5

Eify={s El -uyt[sh 1 oxsusu.-?.%lé:-.-n_e.eee

Elf;:: 5. -Id,+ sha -Id:=5(5n+—5-(-2m=27.500
0

-MARCO 3~
Eify=2 /1l 3¢y IR W 34&.___2‘3:"3 + 5(3= 24,000

J
Eifey= [ B B ooy o) B OM oxo 3ine 30 27000
o . .

J -
Eify = Il -1dv+ 1N .Nl-zu.mn+sun-n.ooo

Reemplazando valotes da:
63.000 £0.000 24.000 X S0.000

60.000 116.666 27.500 X |=|232.000

24.000 | 27.500 11.000 Xy 48.000
106



METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

R

Resolviendo se tiene:

X,>-1.38410a X32.33T10n Xz 1,541 ton.m

Por condiciones de equilibric:
My*1.226 roa-m M At 1.384 ton ; A2 3.663 ten

Diagramas finales: )

3.803 1
P

5.3. Trazar .los diagramas de elementos mec4nicos del siguiente marco.

El grado de indeterminaciéness n =5 -3 =2

Para la solucién se insertardn 2 articulaciones como se indica siendo las incégni

tas los momentos Xl y Xz.

AR 2lon/m
;‘ Eizcte. ﬁ

.50 x| X2

; l Gton 6 ton

— 5.0 4.0 . Estructura primorio

107



METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

con/m

”
\o”%\;.i L.%J/ ) . .‘0-:35 e
I
- Solucion
o /0:1 particular o
I i K
‘.* \
==

N

Sotucion
complemenltarid

(grados de libertad)

LG

Se calculan los gitos en las articulaciones, y-por continuidad deben cumplirse

las ecuaciones siguientes:
GGty X ¢ [pXp 2
Gt Gyt Xy * e Xz ©

' [
QO

Célculo de desplazamientos.

—MA’aco'l—
£19, = &ztlk dx- _.5_193-_3_5..‘.'_-:..;0,“0
25

3
£l = o.2s M rax._218.2511 _ 10,418
21 e, 3
2.5 : 108



METOOO DE LAS FLEXIBILIDADES

~MARCO 1l =

E1-;,= s IGdy:-_ﬂ%-;-n_m .

E'%Ek I dy "'E!’A DN dxe w:n _ 5(7.0511 [1«0.5]215‘525
- MARCO 1-

5
Elf“ {DDM +":|B lb dx o 5un+.-9lg-ﬁ.ue.eee

R E]
E]f",:olDtLﬁv*. AN dtdx-_-:é.;l’_'_+_°f"sJ =1.666

-~MARCO 2~
eife =f1 1T aya| A 1[>.a.=:s_tét_t_t_+_a_g.n_=.s.see

Eifzz:;klh dn—oﬁr Aoy DD ax UL, 2L, 20 ~s.000

3 3

Sustituyendo en las ecs. de compatibilidad:
” 6.666 ~1.666 X, 47.916
[-r. 666 5.000] [ X,] = [" 5.205]
Cuya solucién es:
X :=7.557 tonem ; Xe= 1,877 ton.m
- Por equilibrio:-

M,:8.9201t00-m » A=3.29510n ; A< 6.21600n [ Be=2.705100 ; 8= 3.784 tea

Diagramas finales:




METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

3.9. Determinar los momentos en jos vértices del marco.
El grado de indeterminacién e n =5 - 3'2 2

S¢ insertardn 2 articulaciones como se indica, siendo las incégnitas los momen-

108 )ll1 Y Xz.
10hen Cton _

Zon/m

Estructura primarie

13.333 .
m
Solucion
particulgr M
308.0
'\
s M
Solucion
complementaria
{grades de libertad)
M
J

Se calculan los giros en las articulaciones, y por la condicién de conlinuidad

se cumplirdn las expresiones:

110



METODO DE LAS FLEXIBILIDADES
G+t lnXy + loky = O
Gty X+ hk 2 O
Cdlculo de desplazamientos.

=MARCO 1~

g
£|0-u=—}£eb- Cloy+r[rn.303 M (DN o - B30 M[‘*"-““]:e.eaa
L4 12 12

¢ a
Ete, =1 b\ &dri Bassdin e 81381 _ 0113.33311 [uo.sas]__zz_m
14 t.e, 10 12 '

~MARCO 1-

r _ P
eif,, =-';_L;D (3 dr"é'j;tb; thodx_-..ﬁl‘ul.,!%u_:z,soo

a a
ity =4 0 M oD Aracazsins, 801 600
~MARGO 2- .
Etfe = /1 10T gt} ] A0\ wazsmy 1, 8ULI. <0250

& s &
£l f,,=-l-£lk 1 N dﬁ-%l;dl Aiat{ﬁ&dy.%%'_Hﬂélhﬂgl‘—:a.mo
Sustituyendo valotes:
2500 -oz250|] x| [-6.888
[—-0.250 3.500] [ 4];:[22.36_8]
De donde resulta: X ==2.131lon-m : Xp26.245onm
Y, por condiciones de equilibrio:

M2 27.626 ton.m ; A=10.8959%%n ; A=8.27110a.; O31.041 ; 0,~4.729 foa

Momentos finales:

2873

Tl B

hi

oRn20

. 480

=
=
[ ===4
=
=
=
=
]
=
=
=




METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

5.10. Encontrar los momentos fingles del marco hiperestético.

El grado de indeterminacién e n = 6 - 3 2 3

Eliminando el apoyo D se tiene:

iy

8 ZES [ e
Ot aton € ton
.0
L £t
10 ton. £ d 2Qton !
1 A A
2.0 '
a
o E. s!ruc!ura" .
o primaria

Solucion

a0.¢

- _49,0 -
particulor T g v il
l/- ------- -—
ﬂfOﬂD ',, ."1“‘?
: [ :
H 10 ton § 20tcn
r .
Fj
/ oy
oy 10 )
N Y :
|__.__-_____--a“‘— M
|
X 1
7 ‘ s
- ' %
) [ Solucion
1 5 ?
- 21 camplanenrqr:a
P (grados de /rbartad)
"
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METQDO DE LAS FLEXIBILIDADES

:

[
M
Solucion .
. . 1.0
complementoria e g N
‘:w
w ]
®(i0
M
—

Condiciones frontera: i 0 ; 4,50 ; 6,-0
Ecuaciones de compatibilidad:

By +Bip ¢ ly X +lpXp $lnXs = 0

Byy ¢ Log 1 Xy 4 lgg Ko+ 03 X3 = 0

%% Gt b KAl Kt 3% 70
Célculo de desplazamientos.

=MARCO 1-

4
14, -j;D}Cl«ﬂifwb. Ddx=..___3‘4°‘[‘*“]+ %‘.—;TO' = 406.087
o 0 2
P
E|du=.£:om 4[:] dy"‘%_[ﬂﬂ&4t;d!= 3(4)40+3f2,—:g-: 360.000

¢
1
El-8y = 4°D1Ddr*'2 mbhi[jdhsmqo.. ..‘l%f.‘.:me_ag-;

-MARCO Ii -

€18, (2o Clzer f:ﬁzo b froCin 3w g ool L oo D

E|du:|_l4*0¢4024}’ _1__!24~40-IB+1201‘_;_K120+!20+80+3201* 40(2414 *%(21-8)40__; 600.000
-] -}

E1d,F ;::}5 43,1[;&120 4[34,{20640 4Ddy+%£4;D AN ax




METODC DE LAS FLEXIBILIDADES

€4 mll z.a]+ 4(1) [uzoL 41 [zouo], 414014 _3 .48 000
2 2 2 2{2)

! L F 4
E'Q'm“[ﬂ Cly*j;ﬂzo lE]uy'i:oC]w eyt e oquzClaﬁ:oB (Jay

-un[ae] m[mzo] 13 [zouo] S0V . 214001 _
Ergy ot +L2- +-iz-1 +—-2-—+-3—5——-tev.ooo

-MARCO 1- . .
€1f, f;4 .“Q%-E'.‘-u +j;4L b dk%iz'ﬁ‘ﬁzhﬂ_;’i.;‘_(?i:n.su
- 4
Etfy =/1mlla -My“L'.E- Al d;,.!_"i[“"]..ﬁ.‘_‘:li = 48.000
4 4
Eifs, f‘* -ldrﬂ}- 1 | d:*'_E"k l-dh%[‘*"‘]v‘—‘g‘—‘-+ ﬁl‘i‘-’i-z;.soo

- MARCO 2- .
Eifi;=|olRl (@llady+ Fioln 4B ax 3‘2‘“[‘*‘]“":“ =48.000

‘ P o
Eify,={+0H BB ay+Ladn oD xe 4t4ls+ﬂ;—'4—-53-°°7
o o

5 L]
Elf-:z 'l:l- - | dyt flh I- d!,-—_-u‘“{.M-.:lG.OOO
4 .
~MARCO 3-

4 4
£1fys <TI0 Ceaye [0 %) Lo NOMETE AP TREICIRERS
(-]
.
El f5s =_L|J(—_'J4D dy*%‘L.Df&B b= 30114+ 2114 218,000
-

P L)
El fu = 1DID dy"'f&_' 1:] 1D dx"i‘iD IDG!: .‘5(1!1+_‘L‘;_‘l+ 4{111= 9.000
(o]
Reemplazando los desplazamientos queda:

74.333 46000 -23.500){x, 1,006.667
46.000 sa.667 -16.000|| % }=]| s08.000
-23.500 -16.000 s.000l1 x5 | |-313.667

La soluciba del sistema matricial es:

X=11.20110n X210.02810n Xy 2.224 bon-m

Por equilibrio:
Mz=2.91lon:m ; A= T.201 ton . A= 9,872 fon
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METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

Diagramas fingles:

5.11.  Resolver ¢! marco hiperestdrice que se indica.
El grado de indeterminacién ex n =6 - 3 = 13

Suprimiendo el apoyo E y Ia rz2acciin horizontal en C, queda:

2tcn/m 2ton/m
e s
B EL 1] F ] F
150 4400 0 6ton
Ston {4 Ston
4tont - ] 20 4 ton b
L50 E x-[_’ £
X C
g s 4 Fs
..t =

5.0 2.0 Eslructura primaria

Solucion
particular
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METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

.2

D——
- e
ey mr SN
j z' | e
2 X ; i
! ! LY ST 4 4
1 Lo i
e e
3.0
o 9
—-.___._._T‘......—--"‘ ‘.'
1
3 Xs P\ \
\‘ A 1&’
& T
% )
Condiciones frontera: 4.:0 | a:9 4.0
Ecuaciones de compatibilidad:
s 0

Ao B2l X v b X0 5 Xy =
Ao % Bog+lp Xy v lop Xg + fay Xy

oo
Q O

Ay & Qugtlee Xy * Lo Xp + 55 Xs

Célculo de desplazamientos:

-MARCO 1-
Elg, = j\zzs eDst&é&l[‘%“]:zte.?so
0
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METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

E] [
= 2% 8 4
Efdn = -EA 3 D & +j;25& 4D dx - 555! I2+6]‘_ 82;514 =354.1688

5 | #]
Eldg = [Azs Assx +.E25h ab-dx=i2“£’.§.+é.ﬁiﬁ_=uz.soo
=MARCO L=

Eidy~ %f‘«s Asq*-'b'fu‘?a salleay+ fm-zma-sfgﬁz:k sT 2.5y

4 o
£14, 453, ;e_[m mmmemmm],% [49(5)+78l51+2¢.5(6)+|&0(6!L 25t [zsnol.,g&m
g 0
Eld %_E‘ﬂ - -’aer*-‘zfts ol 7s selllon -ra- 2.8 e-4atﬁz4-a+
f = ﬂm,&[wc»m mmuce:], §[4mkm4n.a.swkuw1,wz,4, ggg{z.s]

0 Elz‘l2 -210&535

 Eldg _[;Tﬂz«t.s A Jrj;;z- 5L¢x=.%=’_[4°+751+ 213 619,168

ARCO 1-

f”’u*ﬁ‘ Ls Aedy*_g[ﬁs e w%f & 55@-.&&9* [mﬁasloasuzm],mm
E’fu’%‘g’dﬁ AoopooDs QD4d,=§l_ﬂ_'ﬂ_+i[IOHIrOMH-SlBHlZlOl]__._nq.ass
s o

£l f ".L:D-" ﬁﬁdx:ﬂ[lo"o]:ﬁ&ﬁﬂﬂ
~-MARCO 2— )

El f «%— -L‘Ze Aeay + QD‘; 5D5d,_ etaso b [a(sm{s»«emzm] 176,333
8
=%£A° ey *FDM 6 4ux +_£4CIG¢; +_Eb. ab\ gy
(+]
E,f _q_m_;:: [aunoumuomztorL 5414+ 341 _ 564000
3

Elf,,= e s Asax+ 4D s\ dx:._é:fl[a“]q- —i'f-?-noa.sss
(7] £

=MARCO 3~

Elfy = Ps e-aa.=%[n¢°]=”‘“°
0
El fz, =-| s s agx +j;‘ 4.#_—_-1‘.9.!.[3’5 +-2318 108 333
s ] 2

El fn = 5‘;5‘“:.!—0_{39_‘2.:83‘ 333



METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

Sustituyendo valores se obtiene:

208.500 174.33% 656.666 Xy ~1740. 468
174.333 264000 108.333 Az }1=]-17%6.666
66.666 108333 833313 X ] |- 366.666

Cuya solucién es:
X =~5.855 ten ; Xp2=6.144 ton ? Xs* 8.271 ton

Y, por condiciones de equilibrio:
AF 3.00110n . A2 1.200 ton : G 10,529 toa

Diagramas finales:

800 4,400 8404 4138 |m 4.400 0.804 413

et
=
-
=
=

1.0t P

O.909 o144

il

a.27t
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METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

5.12. Determinar los momenios en los vértices del marco.

Su grado de indeterminacién es: n =8 - 3 = §

Tomando el apoyo E, asl como la teaccién horizontal Y ¢l momento en C como
redundantes, se tiene:_

LSton/m ? ?ﬂm ton/m ?m._
S 1.5ton/m £
a Ei [ [13; F ; \\ s [}
4, n
(1] Lo
A - A
S : | Estructure x-i‘—)E
o5 : primarsy x_" ‘; ? X
NG Xe
-’ - 8.9 e 4.0 — xz

R

£.50

et

Solucion

parlicuior ol

119



METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

— - /’.‘T —
“ ‘Jy ‘
L-flr Xp Y
'.' ez
1 / )
r 2
! M ;. -

Solucicn
complementaria
(grados de libertad)

|

1.0
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METODC DE LAS FLEXIBILIDADES

Q

Condiciones frontera: - BF 0 ; G0 4;:;0 ; 450

Ecuaciones de compatibilidad:
d"" J;R'F df"ff” X"F f,tX: + ff.,x, Mx +f,’,r’ 2 0
Cor Oy + Gyptloy X ¥ p Xy 4 Ly Kyt e Kt s Xy 2 0
Ayt By + deg+fy, X+ 6 X + .uxs'*fu"; hs X <O
dop+ Bog + B,q+6, X410, X, ""4:"3"' LaXe¥ s Xg 2 O
TR - TR bt X, +1, e Ko ¥ &y Xy 4 L, K ¥lagXs 2 0
Chlculo de desplazamientos..

-MARCO =

E’ﬂu f“z ‘4ﬁ+£2k4‘84:= 5“)‘22’4 8"2‘[8"61 - 272.000

EI%I-':‘EZB ‘ |d!=£;_2.1l= 12.000

¢

Eldw = _LAaz sy |m s @llos. sirrae  ouzfevs] . 14q 000

n‘ -
EIA,I-J;zL Aa:ﬁ%m,“_ooo : ﬂak.j;& “a:otézn - 12.000
o
-MARCO -

14 4.-,A4ﬂa¢x.mw 4'8], ) =jas R o 45 _ o
Eld y= 3 108000 ; Efy : 3 9.000

<|a eo)] ave] . - . 818145 _
E"’;fjj"{‘ﬁ“‘ 6ax- 81321 4+8} - 90,000 Elﬂ‘nE-‘SA-‘SdL 2145~ 72,000

Eto: = |os M Miux. 0481 _ o
Gsy g > 9.000

-MARCO III-

]
Eld o= .EA‘” “dad&ﬁg‘ﬂ[“"]mzeomo : ElGg [AM Aid&—-—_“g‘" =128.000
Emmzfdua a] ea:*%ﬁ:& o3 dx.!‘_eﬂ[“*”]. BIO919 - 1536.000
]
" .
Eld g= J;ﬂec Aux+-‘2-.£;4b.ahdx= L1098, B18NB —1338.000

. .
fre - _LZM Dhexs ffoas 100 ez st00 1001 1
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METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

-MARCO 1~

4

Elf, -IA't.‘uy +f:‘e 4‘8.1:*%‘[5’\ e o
(-]
Eif, =402, 8100, %[smnsumt.a)fuotm] - 330.886
a
El, -ﬁ-a Aldﬁ%fh 1l dyaﬂsﬁ[4+'°]+-§‘—fll = 38,000
0

) ol

EIfSI _£“ ‘44’ + 4‘8 4‘°dl= 4{4)4 9_[3(4“‘8'4“4(0“‘0(51]'“ 208.333
3 '6

.

E”;,iE'-g Aam_a_;_e_)_[me]ﬂmoo . Elf, =|<dlls Alu:ﬂa‘i{““Lzo.occ. -
-MARSO 2~
Elf, =[Ai 4‘64:*}"5.8M--%®-[‘”°]+ﬂ£1=36.000

Elfu-l;‘dl T ‘.|"Y=—L”;i ¢-§Lll-2‘ = 6,000
El f“..LL, 4-0&-.-9%11.[‘*'2]:16.000 ; E1fy =| At .‘acaé_‘.;_‘?_aq 16.000

Elfy, =.£:‘I ‘Idx:ﬁ%.‘i:&OOO
~MARCO 3~

P .
E’ f;s :.-.[0.44 ‘“y... :‘6 4‘841= 4(;14‘%[BMHEM!#MBMZ(BI], 204%.333
E]
E’ f23=f4‘° A1dl:9—é—‘-’—[4+12]:30,000
) .

< o
i ’§.\=£‘4 s dy *f:‘e s 41t T (B IR 4 +j;heh.. dy
o (]

Elfy= 4&;14+%[s|4:+mn+ «omzm]*slgm* 91615 - 350.333

& 4
Elfyy= Lﬁ‘e ‘au*%ﬂ‘auxz ﬂ‘:'{‘“zL BI918 = 224.000

- 9
El L, f‘e‘u#i e--d:fht-sk_qgu,[mz]* gl:n eu:n - 58,000

~MARCO 4-
EIF, =Pa s ox. °é3‘l“‘°]=|eo.ooo . El fu{‘a‘tm“‘:” =16.000
()

122



METODO DE LAS FLEXIBILIDADES
(] 4
i
El 1‘;4'-[‘_5 atfllo ax+ 3 fha-du_f’.;_a).[%i?L ets)e - 224.000

& "
E,@.LAS Aadxt%j}kahdx= olgae . e«gza 215,333

o "
El &-f‘e > | dg+§-£;kt. dx 81811 8O o
@ 3 4 =~ .
- MARCO 5-
Effm =‘L:l‘1 4.8«!::%_1}_[44-16]:20.000 : Eff;s=.£.’41‘| dx= 62”=24000

»
Elfyy -.LI‘I 4‘0&*-.'1-}:-5-“ +.f.°kd’= 6;" [4+|z]% agle +°';_'°= 56.000
a

"
Efﬂa’P‘ ‘BM% 1.8‘5:3_5_‘:',_’_3.+§%l§_=32.ooo
“Ja

a H ) 8
El f5‘5=fAl Aldxi"%j;in 1R e+ _Idh%.‘.ﬁzﬂ_‘_.;eun: 12.000
)

Recmplazando valores se tiene:

(330.666 36.000 205.333 160.000 20.000[x 1 [ 900.000]
36.000 6.000 16.000  16.000  2.000 |{ X 107.000

205333 16.000 369333 224000 58.000 {| X {=}1/96.000
160.000 16000 224.000 213333 32.000|} % { V1368000
| 20.000 2000 58000 32000 r000|| % | | 192333

Y la solucién del sistema es:

Xy 20342 tfon ;i XF2.768ten-m Xy2=2.501 ton

X 8.086 ton ; Xy 6.661tonm

. Ademds, por equilibrio:
A=3.157 ton H A= 1.625 ton ., 6= 12.289 1on

Diagramas tinales:

ol 2-301

NI TN

1.82%  4.373% 3.987 4,043
e e e e e el
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METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

2843

UL TN s

58.080

12.209

5.13. Calcular las fuerzas axiales en la armadura isostética intetiormente e hiperesta

-

tica exteriormente que se indica.

1sostaticidad interna

; ja6 ;b=2j -3 =12-3=9

3.0
Grado de indeterminacidén
n=4-3 =._ 1
" AE:zcte. 20 . 20
Suprimiendo el apoyo E, resulta:
8fon OIn
> — S10n
Estruclera primaria
) £ '
T
Solucion particular Fuerzas en las barras (lon)
Bion 8 .- .
) Ston
J N,

An-/. .

N 124



MELULU UE LA FLEXIBILIDADES

Solucion complementario Fuerzas en los barras (ton] \
3 Ls)
, / I ] 0333 0333
Condicién frontera: 4.0
Ecuacién de compatibilidad: dip* e Xy =0

Célculo de desplazamientos.

B DESPLAZAMIENTOSINFIRALES= N+ 1, X,
AR L N n Fa P 4, 8, X, |NFuaLes
R I 1 Ny fy Yy
A E L AE L tan ten

2.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

i

2.000 3.000 0.060 0.600 0.CCo 0.000 5.0CC

2.000 5160 {-0.333 [ 3.440 0.222 | -1.527 | 3.633

2.000 5.160 1-0.333 3.440 0.222 -1.527 ] 3.633

3.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.060 0.000

3.000 - 0.000 |-1.000 £.000 3.000 -4.561 }-4.581

3.000 -6.000 0.0 0.000 0.000 0.000 {-6.000

V13 -0.300 1 0.600 ]0.649 1.298 2.749 2.449

olw|olo | [moie]s
|
wolwimisn|min (o]

V13 -5.310 0.600 120.141 1,298 2.749 -6.561

<P7.670 6.040

Sustituyendo valotes: -27.670 + 6.040X,=0 |, X=4.581ton

Reacciones y fuerzas finales en las barras:
8ion Gton




METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

5.14. Determinar las reacciones y fuerzas internas de la armedurs hipetestdri

ca interiormente e isostdlica exteriormente mestrads.
201on 10 fon

Oton pa ) Barras redundantes:
n 2 b-2j+3
30°
o; ~TE £ 4 " ne 15'2(8)+3 a 2
——t0_ . €0 60 80 )

Area de barzas exteriores = 2 (frea de barras interiores)

Se escogerdn las barras BE y BG comc¢ redundantes, por tanto:

20ton tOton
10fom pa e
. Eslructurg
primang
0 H
™ 3 F o
Solucion particular . Fuerzas en fas barras (ton)
20tom 10tom ’
10 ton
4y 4y
7 My
s )

f .
. 1 '
, ﬁ ; . ”;
niiy el
L
2 xl ”r
- f
aknn ]
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Condiclonas ltontars: ar0 ,; a0

CAleulo da d'nplnamhmu.

Scuscloney da conpnlullM

4 A0, Kehx 0
W A N

]
X0

: D E -8 P L AT AW | € MY O3 InrewcsaNgenx+ak,
.. L A Nl m, n, 4, m Jis fr e Lo T wg Xy [Mrumacas
A Mol /AE[aaL/AL] AALAEIHAL/AC] ant /AElwalh/AE] 1 s o 0o 2| 06 n
A8 4000 2.3 48208 1 0886 0.000 | 123493} 2.230 0.900 &mﬁm_.ﬂsm_rmm.}_m LAY
F-Cl 4000 1 | 4030} | _,-.o.m_._mm.p.m___.m 125.48) | rasq ] Jmﬁmm_
o —~F 4.000 ] 19.131 0.000 U000 0,000 { 0.000 G000 0.0C0 0.000 0.000 Q.000 0.009 113
£-F| a009 1 ] a1 | -0se 0.000 497341 225 . | 0.000 0.000 | 0.000 0.000 10.944 0.000 { 30.)17
F—g .0 3ae3 ) gooo | -0 o0l abwo | 0900 | -3pé13 8 oouo ! 1380 9:000 ¥l
e-+| eoon |2 % sualooo | omo. i g0 G0 ome | 000l 0000 10090 | | 0.000 | 2280
A-O1 soz ¢ 2 1-2231 m__m__-_n.mm__mm__m_m_“mm_ﬁlm BIRTH
A=) L4 L 0,000 n.m_,u&___s,m____m_lfn.m_ﬂ: At )l pooo 1 g3
A=l e 2! aaus a.sz\asu___u.nm.__J,u.m.A.m___n.:asm_____n.mT L0, | 120621 QOO0 L 3482
a--€] oopp | 3 ) eonon ] 000 3. 000l 4008 ) 000y 1 00001 0000 1.0000 L -ilael l 0000 L-M1#43
a=Frl 1444 ] -19.000 2 _j4.M0 0.p08 [3)]] 3021 |- 6}
26| e B PO D000 | AIn | 0000 ) -1G.f44 1-10A44
C=Fi a9 1] ar.ae4 ] WEHIREE | a2an 3 nopo [.iopes |20
-8 yabd ' A.000 | 0000 ] | nsaa ) _ppang 1 4a3) 1113
e T  ose. | om0 | oo [ |
. 12008, ]
Resmplmusnde wiores se tlener X ~(2. 682 ton
Kyt = 10844 b

Reaccicnes y fyoins finskem
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5.15. Resclver e armadura hiperestdtica intericr y extericrmente que se mues

t1a enseguida;

Blon Gton
A D3 Barras redundantes:
BR = b-2j+3
3.0
BR = 11-2(6)43 = 2

o 4 F

=
AE -cle. —_—t0_ . 20

Se escogesén les tarras AE y CE ccme redundantes, al igual que el apoyo E,

- teniéndose:
8oon Gton
A —Sy—DSton
X
Esdructars primarie
o (3
X
e - '
Solucion particulor Fuerzas en los barras (lon)
Bton Sion .
—'DSM
8 . 4
—d5¢
. N
4,
Solucton complementaria
!
%, M
2 1 '
X2 fzz—- .-—fsz . j
) nf ! .
1 1
. Y 7 S /2530 —
v L4 v
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METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

5.16. Calcular las fuerzas internas de !a armadura hiperestdtica intetior

Y exteticrmente indicada a continuacién

20 ton 10 ton
10ton A ' Barras redundantes:
- <  BR = b-2j+3
X % L " BR = 15-2(8)+3 « 2 -
b 8B . 60 . 80 . 60

Area de Batras exteriores = 2 (£rea de barras interiores)

Se escogerdn las barras BE y BG como redundantes, asl como el apoyo F, ob-

tenieaco:
Estructura primorio
i T" ¢ =
1
Solucion particalar
20ton KQton
1Oton :
dy,
L
TP NN g
¥i|
I
Solucicn complementario
4 -
]
X n,
-~y -
fe !
% L
2 t 33
X2 | n, 3 Xs
1 VAR
----- - e - —— b———— Y T - — [
- f / 13
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6.1. INTRODUCCION

En la apiicacién del método de las Rigideces, los desplazamientos lineal y ar
gular de los nudos o juntas (puntos de.coatacto de los elementos con los apoyos,
puntos de intrseccién de dos o mds elementos, o bien log extremes libres de ele-—-
mentos voladizos) se consideran como incégnitas. La estructura se reduce primerc
a una serie de sistemas cuyas juntas se consideran impedidas de todo movimiento.
las juntas van liberdndose luego en el grado suficiente para satisfacer las condicic -.
nes de equilibrio de fuerzas en cada junta. A los desplazamientos de juntas se le:
‘llama indeterminaciongs cinem&ticas o grados de libertad. Este procedimiento se

aplica a estructuras linealmente eldsticas que sufren pequedas deformaciones.

6.2 CALCULO DE MOMENTOS DE EMPOTRAMIENTO Y RIGIDECES

La supresién de los grados de libertad de la estructura nos lleva a la neces:
dad de estimar los momentos generados en vigas empotradas, para lo cual se recu-
teird a la tabla del apéndice E, donde se muestran los casos mds comunes que pue.

dan presentarse.

Ademids, debido a que los nudos se fijan lineal y angularmente para después
liberarlos, es conveniente conocer las acciones causadas para producir desplazamien
tos unitarios en dichas juntas, estas acciones reciben el nombre de rigideces (para

gitos se les llama rigidez angular y para traslaciones rigidez lineal). En el apénai
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ce F se encuentran mencionadas las rigideces para diferentes condiciones en los -
apoyos de las barras.

6.3. ESTRUCTURAS SIN DESPLAZAMIENTOS LINEALES

Una estructura hiperestdtica se considera sin desplazamiento lineal cuando -
existe simetria tanto en su geometria ccmo en el sistema de cargas aplicado exte
tiormente, o bien, cuando los apoyos son colocados de tal munera que se restrinja
la posibilidad de que ss produzca dicha traslacién. En la fig. 6.1. se muestran ai-
gunas estructuras impedidas al desgplazamiento lineal. .

' R
$ 2

P T W )
=i I
E lz¢te. p‘i ) ]

Estructuras sin desplazamientos lineales.
Fig. 6.1,

Para la aplicacién del inétodo a este tipo de estructuras sllo es menester fi-
jar angularmente los nudes, y después someterlos a rotaciones unitaias, una por -
cada junta. En la Fig. 6.2. se presenta la solucién de una viga utilizando este pro
cedimiento. T

Suponiendo que se desprecian ias deformaciones axiales, la viga tiene sélo un
grado de libertad que es el gito en el apoyo B (Fig. 6.2a), si se restringe todo mc
vimiento en este apoyo se tiene una viga doblemente empotrada, para la cual se -
determinan los momentos en los exttemos causados por el sistema real de cargas
(Fig. 6.2b). Enseguida giramos un dngulo unitario el exttemo B siendo iequerido,
para ésto, un momento Kp (Fig. 6.2c). Superponiendo ios dos momentos y sa--
biendo que, en realidad el momento de empotramiento en el apoyo B es nulg, se -

obtiene la ecuacién de equilibtio de la cual se encuentra una sclucién para & e

r
Haciendo uso de ia superposicién nuevamente se obtiene el momento real en

el extrtemo A de la viga original.

a)viga real. M, Gmmm-nfmmﬁ::ﬂ
s

135



METODO DE LAS RIGIDECES

b)  Solucién particular.

- >3}
. ~
2E} T > as
) L Tty - Kaa™
c)  Solucibn complementaria. 3:4
Fig. 6.2.
Ecuvacion de equilibrio: Momento real en A.
My =0=My, + Ko G Superponiendo tenemos:
wl . 4E/ Mo~ Mo + %55
e tr . ;
P M= wl . 2E1 ( wl
3 = T
_ wliLy el AT U@
%=z (Gerha5e _ i
- "M-
{sentido contrario al supuesto) A8

6.4. ESTRUCTURAS CON DESPLAZAMIENTOS L[NéALE;S ‘

Para ilustrar las consideracicnes necessrias en la solucién de este tipo de prc
blemas, se hace referencis a la Fig. 6.3.

La estructura tiene cuatro grados de libertad o indeterminaciones cinemdti-
cas, que son los giros de los nudos A, B y C asl comc el desplazamiento lineal er

el cabezal.

Lo primeso es fijar lineal y angularmente los nudos artes mencicnados (es--

tructura ), para después permitiz su giro uno a le vez (estructuras 1, 2 y 3), parz

finalmenr> desplazzila linealmente comc se muestra en lz estructura 4.

: -
Iy
2 c LA

a a a
! i
i H
) ¢
+ + / / !
¥ 4

Fig. 6.3. Solucién de una estructura pcr el méwcdo de Rigideces.
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Postericrmente es necesario estimar lo siguiente:

1) En la estructura | se .calculan los momentos de empotramiento causados
pot el sistema externo de cazgas, asl como también las reacciones en el cabezal,
este paso recibeé el nombre de solucién particulas.

2) Para la estructura 1 se calcuian las rigideces angulares debidas al giro -

& 1 asl como las reacciones en el cabezal

3) Para la estrctura 2 se calcuian las rigideces angulares debidas al giro -

£ ., asl como lzs reacciones en el cabezal.

B .
4) Para la estructura 3 se calculan las rigideces angulates debidas al giro -
e asl como las rescciones en el csbezal. ‘
5) Se calculan ias rigicedes lineales al igual que las reacciones en el cabe-
2al’ debidas al desplazamiento 4 , estructura.4.

Los pasas 2 al 5 reciben el nomb;e de- solucién complementaria.

De acuerdo a que la estructura liene cuatro grados de libertad, es necesario
establecer cuatro ecuaciones independientes d&‘equilibrio para la solucién del pro--
blema. La ecuacién de equilibrio de momentos en los nudos A, B y C proporciona
tres ecuaciones (una pot cada nudo) y la cuarta se obtiene considerando el equili-
brio horizontal de fuerzas en el cabezal.

La presen:acién de las ecuaciones en forma matricial es la sipuience:

[x]la] - [¢]

en donde[d] nos indica desplazamientos angulares y lineales, [F ] momentos de de
sequilibrio y fuerzas cortantes ¢n los pisos y[ K] es la matriz de rigidez, la cual
es simétrica y la diagonal princigal es positiva por la aplicacién del teorema de -
trabajos reciprocos de Maxwell. Sir embargo, si no se cumple ésto, no indica un
error necesariamente, pues depende de la convencién de signos utilizada y de la -
forma en como se aislen los elementos al hacer el equilibtio de fuerzas.

Siguiendo una secuela de célculo para la aplicacién del método de los despla-
zamientos {recibe este nomtre porque las ircédgnitas son los desplazamientcs de las

ju: tas) se tiene la secuela posteriorn

1} Se establece el nimero de grados de libertad n de la estructura, tanto i
neales como angulares {cn el casc de giros es recomendabie calcular éstos en lcs
nudos en donde concutren dos o mds barras).
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2) Fijar angularmente, y lineaimente cuando sea necesaric, los nudos paca -
después permitit su giio uno a le vez, y postericrmente el desplazamiento lineal o
el 0 los cabezsles. Obteniendo los momentos de empotramiento producicos pot e:
sisterna externo de cargas y las reaccicnes en los cabezales. Por otra parte, calc
lar las rigideces angulares y lineales debidas a desplazamientcs unitarios, segén ei
caso, de igual manera las reacciones en los cabezales.

3) Estabiecer las n ecuaciones independientes de equilibrio, es decii, tas -
ecuaciones de equilibrio de momentos en los nudos y considerando el equilibrio de
fuerzas en los cabetales. ) ’

4) Se procede a la solucién del sisteme de ecuaciones obteniendo los valores
de los n desplazamientcs.

§) Utilizando el pr‘incipio de superposicién de causas y efectos obtener los -
momentos finales en los extremos de todas las barras de la estru ctura y, poste--
riotmente los elementos mecdnicos restantes {fuerzas cortante y normal).

6) Trazar los diagramas de los elementos mecdnicos-
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METODO DE LAS RIGIDECES

6.1. Resolver i& viga continua que se muestra.

10ton 4ton 4ton Stonn
l 4 l o / El: cte,
S
1% 180 10 L0 1.0 3.0 ’

La viga tiene 4 grades de libertad, sin embargo, si solo se fijan los nudos
en donde concurren dos barras o mds, utilizindose las expresiones para momen-
tos de empotramiento y rigideces respectivas, resulta suficiente para la soluzién
del problema (este criterio se cons_erva en los ejemplos posieriores).

Lion 4ion 4ton

Sion/m
T ~ / SNLCION
PARTICULAR

<
My, My My My

Koc
! 2T TNy _ }& 51 prs
e Flaas ras)

i SoLLcion
r COMPL EMENTAR -

Ao o Ko
2 ~ 0=t K’f Ka}m: J

K

-VIGA L Momentos de empotramienio.—

My 3{{1:)5 =5.825 ’%c'-"' 4!1);3-1) ——2.657
M= 2667 M, = __ﬂgzzfﬁﬁgo
—C4lculo de Rigideces.
-VIGA 1-
Ko=-SEl=1353€1 Ko=—2L=0.667€1 koLt =e1
-VIGA 2~
fg__a=-§§-’-=sz Koem 2;-'- ! 066761 lg,-%—-f_,g-ﬂ-ﬂ-’ﬂ

Las ecuaciones de equilibrio de los nudos B y C son
M3=M;+A:-6§+ K;@--—O
M=K K G g0
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Obteniendo valores:

T NUDO Be %’-Miq.u;,:aasa
f ] f
. Ky =K+ K, =2.333E1 K = K.=0007e
“NUDO Co 4(5_'-‘;4.-44.-:,333
f ¥
K, = K, =00667¢c1 K: = zg;’,ug_', = 233381
Reemplazando e ecuaciones d l rig, resulty:
2.333 0.667 - 2958 —
ase7 2.353 1833
Cuya solucido es __1825 1250
. %" Ay~

Y, aplicando el principio de superpasicién los momentos finales son
1 z P
Moa 0 G = 4000 Moc= Mg + Ko Gy + 6 = =000
My =My + Ky B+ I ®=320 7 My I8 = = 3.250

Determinacién de la fuerza cottante.

0ion 40 Sion apn/m
A é 94.0:» wa@ )usa .xmé--ﬂnﬂﬁ/;m:ao
0.750
d.aaoT Tam . 4.oooT ' Tc_oaa a.oaa$ .00
¥, rax Tr..u.l usoT *a.zsa r083 roxs
Ve s.e67 Fu.u "”"T 3730 zanT «217

. Procedimiento: .. o

Como la vige en su conjumo se encuentra en equilibrio, cada una de las ba
tras debe estatlo en forma aisiada. Basindose en este concepto se hizo ¢l dia-
grama de cuerpo libre de cada elemento, calculdndose las fuerzas teaccionantes
en los extremos de los mismos. A continuacidn se detallan las opetaciones c¢je-
cutadas.

= Barra AB.

- Cortante isostético.-

Son las reacciones producidas por las cargas -
actuantes externas en el elemento. Asi:
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En el extremo A. V. = 1w0r2 = 5000 (por simetria de cargas)
En el exttemo B. V- =10/s2 = 5.000

(la direccién vertical hacia arriba es porque asi lo indica el sentido estructural).

- Cortante hiperestdtico.- Este es causado por la diferencia de momentos
existente al sumar algebrdicamente los mismos en los extremos de las barras, -
Su valor se cbtiene como se indica enseguida.

"Diferencia de momentos = 4,000 (giro en el sentido de las manecillas de un

reloj.)

Para lograr el equilibrio es necesaric un par en sentido contrario al anotado
potr el momento anteriot. Esto se obtiene dividiendo dicho valor entre la longi-
tud de! elemento, de esia manera se tiene:

En el extremo A. ¥ =-4/3 = -£.333
En el extremo B. V= ¢/3 = 1333
(los signos son consecuencia de lo sedalado-anteriormente).

- Cortante final.. Es la suma algebrfica de los cortantes isostético e !1'1-
perestitico en los extremos de cada una de.las barras.

En el extremo A. Ve = 5000-1333 = 36067

En el extremo B. v = 5000 +1333 ¢ 0353

= Barra BC.
~ Cortanee sostftico.

En el extremo B. Vi = 4.000 (por simetria de cargas)
En el extremo C. Vi = 4.000

’

- Cortante hiperestdtico.
Diferencias de momentos = - 4.000 + 3.250 = - 0.750

En el extremo B ¥, = 0750/3= 0.250
En el extremo C. ¥ =-07%/3 =-0250
- Cortante final

- 400040250 = 4.850
= 3.000-0250 = 5750

En el extremo B.

Ll

En el extremo C.
= Barra CD.
- Cortante isostético.

En el extremo C. Vo= 4{3)/2 = 6.000 {por simetrio de corgas)
En ¢l exttemo D. V.= gt3lr2 = 6.000
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- Cortante hiperestitico.
Diferencias de momentos = -3.250

En el extreme C. - 3.250/3= (.083

1A
En el extreme D. K = —~3250/73=~-1083
- Cortante final.

En el extremo C. W = 0.000 +1.083 = 7.083
En el extremo D. V = 8.000 —~ 1083 = 4.817

La obtencién de la fuenza cortante en las vigas de todos los ejemplos si--
guientes se realizd como se ilustré antericimente. En el caso de los marcos, las
fuerzas cortante y normal se calcolaron utilizando el mismo procedimiento, aun-
que en gstas estructuras se cu'enu'l con columnas, la diferencia gtriba en que son
elementos verticales, pero los cdlculcs se hacen de igual forms.-

aDIAGRAMASSe

r i1«
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6.2. Calcular los momentos en los apoyos de fa viga siguiente:

Tron Tion 3 ton/m 10ton
/
8 c [}
QLo 20 10 5.0 20 _to
L ze o 4] e
Se empotran los nudos B y C.
Tton  Tion T 1000
I | N 1 SOLUCION
i oRe o i o PARTICUL
#s Mea Mo Mg M,
y Ks . Ao ~ , )
s =z
fic }a{_ ....... =2 %
Kaa %o \ soLucion
X COMPL EMENTL
S co
I s S S N
Kes y
~VIGA .- Cflculo de jos momentos de empotramientc.~ ]
F4
o Tetre=11 = 3.250 .1 -1 APy
1y == oo 5250 Mea M=ol =6 220
M,= 6250 M - TOL211814+3) 4444
. @ 2135
~Célculo de rigideces.
-VIGA 1-
= 202501 _ o S(2EH =3 -fal
Ko=5=€l K, =l azer K, flcasoer K, =4FLe040E1
-VIGA 2-
= W - Ll - i .
Ko =BElc0 g0E1 K=2El=0.80¢1 K =L2EL - 264
Las ecuaciones de equilibrio son:
: !
M= MK GGG 0

' —
M=mrr 616 =0
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Cbteniendo valores:

«NUDO B My =M, + M = =1.000

x;-1¢+xa::-zsa£1 /g’-;g'c-awsr
«NUDO C» M = My + M = 1.800 )
K - k! =o.90e /(c’u/g: + K =280€)

Sustituyendo queda:
2.800 0900 '05. 1.000

0.400 2800 | & [}-+.800
La solucién del sistema es: - 0458 O - 0700
k3 El c 7

Por dltimo, los momentos finales en lags barras son:

ﬁ‘l,,-/.g: + Ky Gy = =4.792 ' Mu-%" +;¢ﬁ;—6,!66
MM + Ko 6+ (o Bm=0.100 M, =M 4K 6 + (G = 5.608
Mo =M K G == .85

eDIAGRAMASe

Tton Tton 3 on /m 10ton

= =

sinin

8 [~

7.5900
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6.3. Resolver la estructura que se indica enseguida.

! Z.Ehw 3/'0“/“‘
A [¥]
20 20°% 40 © 5.0
R | { S €1 ” £1

Se fijardn los nudos B y C.
Ston

[ g 2oy Ty e
I
K '}': PARTICULAR
Ma My My My My Moc
B g ot _mia |
1 e -
S Sa— §a
Hoa Kes SOLUCION
> COMPLEMENTAR
Gl Koc . — Yoo
- /" .
z g
. K /
=VIGA L- Momentos de empotramiento.= )
. - ]
541 = 2.500 J-X- 127 10
Mgaa— 3 o 2 500 %A %c 12 3333
M., = 3333 _ 35S A =
' o

==8.250 oc= 0290
-Cdlculo de rigideces.
~-VICA 1~

2(3E1) _A3EL) _4t2E1) _ L2I2E1_ gy
== Tar 5061 Ky = p 361 Kyo——-=2E/ Ko™ e £

-VIGA 2- .
2(2E1 af2gl =2L! 080 wEL 0. 40E]
Kpe= L1268y ;(a._..{.;c'_,zs: Kem =5 80E1 =3

Ecuaciones de equilibrio.
I .t ¥
My =My +Ky G5 + K, G =0

:r 2z
M=M+i .G+ G=0
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Obteniendo valores:

*NUDO B« A{f—ﬁ(:.*-ﬂ;. --O.BJJ
Ky = Koy + Koo = 51 Ky =Ko = E1
*NUDO Cs M=My +ME = = 2.017
K =Ky = El ‘ K=Ky + ;g:-e.aoe':
Sustituyenda valores
5000 rooo | 1o 0.833

l.ooo 2.800 G —y 2917

Resoiviendo el sistema se tiene: g o .. 2043 #-_’-_Qi.a_
s El £l

Los momentos dltimos en las barras serdn:

A‘,-A{,’,Hg:«g- -—2. 567 ;- My -Aé +;¢e’- -2.305

I ! 2 ¥4 ) i
My=M+ K G+ K, G ==2.365 My =My +;éei +;§,9£. = 5.404
M, =M +Ko s ==5.40¢ M =M, +K oG =0.673

sDIAGRAMASSe

Ste
" 2.2ten/m Ston/m

la"l’ﬁ. ﬁ.@."”"‘”é““‘?a

T.248
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6.4. Determinar los momentos en los apoyos de la siguiente viga.

1Cton

:

e o™

s c
2.0 N

Sfﬁwm :F-i Ei=cte.
3.0

4.0 0

Empotrando los nudos B, C y D.
1Q%n 3oa/m

oo B
M, M Mg M

QTSP

L
Kee Ko SOLUCION i
; e .
— COMPLEMENTAR
K Ke

't
Kep Koe )

3 i e SR
A .

-VIGA L- Momentos de empotramiento.~

. :
- 1012}=20.000 . N 27 A M _ =2.250=M
M, = 10 My =Mye=-2L2h oo 2250 oc 2
-Rigideces
-VIGA 1-
i
Ko 2l =t K 2L ~0.50€ 1
-VIGA 2-
L 2E1 . ‘ o dET - a LEL .0 888F ;
Koe=~2ELm0500E1  Kogutilugy Kom-2blat3sser  Kz-#El-o800E
~VIGA 3= .
4£t ' 4E1 ~2Ef . -
Ko=2Eloposoer K =tflrssser  KpElerswer K mEfleoosee:

Ecuaciones de equilibrio. .
r 2 3
MM+ K G1K &+ K &=0
b
MM I G K G4 K G0
I

’ hoy s oa
() i et T e o -C‘- =
.ha“n,‘-"-. CrJf'.a (:+I$ b.'.) o
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Obteniendo valores:

sNUDQ B M:-Mf‘ = 20.000
2
K, =l§=o.sosl
sNUDO C» Avgrsﬁéa-z.aso
K =Koy + K =2.33381
I I I
sNUDQ O° M, =M, + Mye=0.000

r .
K -Ié-o.aaasr

Reemplazando valores queds:
1.600 300

K =Ky =EI
L)
K = 0.000

K =Ky =0.50€1
K'=K, =0.668E1
K,=0.000

X L} L3
,\:’T:K"‘*‘ Kx--:.aoog:

C.000 4 - 20.000
0.500 2.333 0.606 % |=}. 22%
0.000 0.08¢8 2.00e )1 6 ' 0.000
La solucién es: 4,-.._%?.-3_ .@.__a_.g% - L5%8
Y, los somentos finales son: »
M, =M, = 20.000 M=K G + K22 =—20.000

Moy Koy 65 +Hog € ==3.200
Moo Mpc+K G + Ky By 4.380

I .3
@Q-ME*I(“G‘-, =/ 188

1 £ ]
Mog =Myt K

sDIAGRAMASe

Sdon/m

My M+ 65+ K, 6; = 3.200

=—-5380

A-*

aB8e8

a78

4380

2.0 40

=

1,188

0433 2565 1856 1145
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6.5. Resolver la viga continuz que se muestra.

Gion 2108/ m or Olon
Lo 30 % 20 20 30 l.?
e €1 1

Fijando los nudos B y C, resuita:
Gion Gton - 6don

I 4&‘ }ng JL B ‘L _ sowcion

- PARTICULAR
e Mo My Mp i

. Koc \
1 = Y o st
e =%
K Kes \saucion
COMFLEMENTAR: -
Koc . Ko
2 sRe—K—ae
Ko /
~VIGA L- Momentos de empotramiento.~
: .
L204)° 8113114 4d _ __8L4)__
Tl FYPT 0.813 My o= =28 3000
M. = 3.000 M, 803211144 | ;g5
ca o 2141°
—Rigideces
-VIGA 1- '
w2 = z00er Mo tEE = 2es e el
-VIGA 2~
202511 «LL2EL) o ppy =&l 0. 75084
Ky .Z.%L,gl Xy p 2E1d Keo™

Ecuacicnes de equilibrib.‘-'

M=My +K, €+K =0
I 7
M =M+ K G+ K G=0
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Obteniendo valotes:

r
«NUDO B» M =M, + My = 3.813
! 7 !
Ky =Koy +Kop=4. 2501 Kl =Ki=gl
IR SN 4
sNUDO C= M =My M, =o0.187
) f 2
K =K =E1 K=K, +Ko=2750E1
Sustituyendo valores en ecuaciones de ilibcjo: '
4.250 1.00¢0 G - 3812
rooo 2750 |} e | |-or87
La solucién del sistema ess 0984 . 0282
%"z A3 £l
Célculo de los momentos finales.
r It 2
Moa=My, +Kyy € =4.0¢5 Moc= Moe +i Gy + Ky Op = —9.645
i ! £ ! f + z 2.801
Mo ~My tXy G +K 6 =200 My =Mpt K € '

sDIAGRAMASe

a.561

10 Mo 2.0 2.0 3.0 1.0
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6.6. OQbtener los diagramas de cortante y momenta flexicnante de la viga.

5 ton Bton

Jv l Y El z.cle,
k

o
o e
t.o_r__ 40

3.0 4.0 2.0

Empotrando Unicamente los nudos B y C.
Ston Bion

I ~ J’ M soLucton
Mo .

Koa Ka >sawc10~
: COMPLEMENTAR! =

-VIGA L- Momentos de empotramiento.—
2
__ 531648 .08 My =202 (9 o 5673
L t71¢ . {7

M, =~ a;-u = . 4.000 M. =4.000 M.,==3.000

IES

2]

- Rigideces
-VIGA 1-

- ZEL . K =2EL SEL =L2El .0 50¢:
Kig=—5-=0.286E1 =5EC=0.572E61 K==L K;, y 3

-VIGA 2~

=-2E7 2Ll
Koo =S4 =0.50E1 Kg=— &

Ccuaciones de equilibrio. , .
I
%-M8+K,'9-,+K, g =0

M=M+K G+ G =0

Obreniendo valores.

sNUDO B M:=M;+A¢ =—0.327
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! H ! z
Kg =Koy + Koo = 1.872E1 © Ky 'K;-O..‘!OOEI
. ro I
*NUDO C» M =M, +M,=1000
! !
K. =Ky = 0.500E1 KiaKy = €4

Reemplazando valores:

1872 0.800 %

0500 1000 | |-rooo

Resoiviendo se tiene: 0.625 w313
S A 7 R

Y, los momentos finales son:

Mog=My + Ky G5 ==4719 - My=b, +Ky G5 = 4.030
! f
My M + K Gy + K 6 = —40.031 { My =My +K . B +K G =3.000

M=M= 3.000

eDIAGRAMAS @

i ’ 3Ion:m
o
k = 23 =
s c
2257
2.058
v i
2.048 S
4148 4484 ‘
alm ap30 %
3.0 4.0 20 . 20 0
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6.7. Encontrat los momentos finales en los extremos de las barras. del marco

hiperestitico. 3ton/m
F
o € €
40 28)
c —_—
-
' ——n_
Las incdgnitas scn ‘0; y §

Momentos de emgpotramiento:

MARCO 1

2
3181 _
My 12 ==0.000 = N,

star

Rigideces
MARCO 1

&a_ﬂ_ﬂf g1

;_g‘.e-—-—"if”zzﬂ

4EI 2E1 ;
&l—;—IQOGBEI &-—E—-QJJJE
MARCO 2
2&1 SEL
wa...ai.o.use: Kog=2EL=0.00051
13 2
Koem2EL o E1 Ky wZEL 0. 5061
42E()_ 202610 £,
Koc= p] EEl Ko” 4 "

Ecuaciones de equilibrig:

Mo =My +Ky G +Ky G5 =0

I ! F 4 -
M=+ K G+ K, G0

15§



METODO DE LAS RIGIDECES

Obteniendo valores:

SNUDO 8w M,’n»é,:-aooo
K;- K;‘ + Kﬂ; =2680EL1 ’9{"{:0: C.333F}
P !
SNUDO De M, = My + My, = 5.000
2 z
KD' ‘Ka; =0.333E! K:--KD, +ti + fg,i:usae:

Sustituyendo en las _ecuaciones de eqyjli

2666 0333 ‘; $.000
0.333 3666l k-6 |~ }-s.000
i . . .5588 = 1889
Cuya stlucién es G £) G, == 7,
Los momentos finales sco: '
My=KyGs = 3.586 ’ Myu=Kes G5 =7.172
YT o SR P poirk’ o+ kg = 0089
oo ot Kap Gy + %5 G, - "ag o8 o8 8 ' "D )
My=ke @ =~3.378 ng/{;% ==10689
I, 2 T R
Mo =tg + Ko G5 = = 5.680 My Mo tHey Gy = 3755

2080 BB

sDIAGRAMASS

2,808 3103 2.21% LT8O,

8.084 15,949
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6.8. Resclver el marco sigwmente.
3tonm 2fon/m 3 ton/mn
s 2E1 ° el c| e T:' 1
610a 3 ton/em Stoa 4.00
|- T T TR W
2.30
6 ton —Pler El 5 ton J
2.50
- a L
30 . 30 8.0 20 20,
Las incégnites son € % Gy
Momertos de empotramientc
SOLUCION PARTICULAR MARCO 1 P .
38 .
My === —==0.000 = - M,
2 167 = - M
MBC 12 ) %

SOLUCION

COMPLEMENTARIA

¢ T Koe
I HC‘//K %_.”_f}l
Kee %o

1 aF

1

& W

1817

3raf
dt =-_-_7-.l.z—-.-=.-4_000- -A’DC
- J(&16 _
Mee . 6.750
P4
315) . - -
Megm-—=—==C.250 M

Mou=~

36128

51 . _ 3780 '
16

=5 625

Mg, =

3515 . _ .57

MGJ’ 8

Rigideces
MARCO 1
S 2MEELL o . SL2EN
&‘ E_%EJ Q667E! K, 5 1.333ET

4ET e - LEL.
Kye=2ELa0800E1 ; Kp=Ekleae00El

_2EL_ -,

- =2El_ps00E!
Ko™ 4  Keg”

-] <
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Koo

e
2 lr? %‘ﬁ’__a

(s "¢ MARCO 2
Ko~ E5L0.400€ 1 ; 1y s 2L =q 600€ 1

PP . '

B 2 . I{.‘--‘-f’--sl :igc-ffl--aaooer |

lg,,-ﬂfm- 2e1; KpRl2El g,

MARCO 3

&!'il’zam-l.ﬂfl; ’(3'151—0.”05!
2l : ‘.

Kp~igt=0.40E1 Koembbl=0.500E1

, L
e

MARCO 4
. Ko ZEL040E1 ; Koyr2ole080E/
- f
) e I@,""‘%E'U'&HE [,'[E‘;Z.‘EL = S0E}
SELgy o g 3EL
e KoElerr K -2EL-co0r

Ecuacicnes de equilibrio.
' z L ¢ Ny
M= M, +K O, +K G+ G+K, & =0
P
MM+ G G+K 4K 6= 0
M= MK O+ K G+ K G+ G = O
r ! z 3 4 -
M=M +K Go+K G+K G+K G0

158



METODO DE LAS RIGIDECES

Obteniendo valores:

sNUDO 8e A{-M,ﬂ +M;c ~4.833 X Ky = fg‘ +K;‘_.+K;- 3. 133€1

Ky <Ko= 0.40061 ;| K'=00 K= K= 0.500€1
ONUDO C® MiaMy + M, =0.1er  :  K'= K, =0s00€s

K=Kyt Ky K ges80061 ; K=o ‘%" Ko~ 0.500E
fNUDO Fe Mf-ﬁé +M,: +M:, =8:120 fq:- &;-o.soaﬂ ; K,f=o.a

3 3y - F - 4 )
KooKyt e oo +Koym 300061 1 K = Ko=as00Es

F N ¢ I - r i . ]
ONUDO G® MM, +M, +My,=-2i87 : K=00 ; K =K. =0500¢;
5 - 4 4 4 4 L]
K=Ky =0.40061 ;K =K *K *K tK = 4.650E1
. Reemplazendo se tiene:
- " p— - -
335 o400 osw oaooo| |6 - 4.853
0.400 3800 0000 G500 & | _|-oer
0.500. 0.000 3.000  0.400 <. ~8.125
0.000 0.500 0.400  4.8650 l < 2187
. ___1.310 - 1 1 4
La solucién es: G =0 4 F7
-—_l.407 o 0305
-O}- £l ‘% £
Los momentos finales en las barges sen:
r ! I ' '
Mag ™My +K,g Gy = =2.074 My = Moy ¥y, G =722
I I 4 2 I, ! %;
Moo=Mye + Koo G K, G = -5.209 M, = M, vKy Oyt 0= 2055
Iz © 2
M= Mt K, € == 3,068 Moo= Mo+ Ko G = 4.010
r s 3 P
A‘;E-MFE+KFE 6 = 9.549 M$=M:a+xm-9;_ +Km'e'a-"" 185
I K} ] I + 40_ -
%,-MGFﬂgF- -q,-w(”o; -a.139 M= My tKe, O = —2.411
M, =k’ y K O+l G =
e = For Cs ¥ Koy G = 2.043 Meg= Kegathg S = —2.12
4 2 ]
Mo =Ko 0: +Keg O = 0.313 Mo =Kp G +K G = 0.603
I 3 I«
M, =M tK, O = 4745 M, =M, +K, G =—4.330
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METODO DE LAS RIGIDECES
1145 28 285 28 1006 2004
[ ]

311 V(Columnas)

Vivigss)

_300 300 2570 243 20 20

L 3448 2888 P85 2140 1906 2004 -

eDIAGRAMASe

“(Vigaa)

O 300 2370 2AM 20 20 ’ .
e - M(Coiumnas)

6.9. Determinar los momentos en fcg vértices de la estructura.
81on

Ei=cte.

3.0

Las incognitas son

Momentos de empotramientc.

MARCO |
£
_Gt21t3) 4 320

: i NTY
:
I My =_LLZJ#§L= 2.880
SOLUCION PARTICULAR 5

Mo My
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SOLUCION COMPLEMENTARI4  Ritideces
MARCO 1

K2t o0s0er K, =E e 120361

Kprhla 0.80061 K, ..‘Zfl.- 0.400E1

ﬂ-—%f—f,---o.aaac:

MARCO 2
2EL . 040061 «2EL 080081
Ko™ 3 &‘3 &

Koonihla 133361 K, ..E.E-L- 0.808€¢

Y we—flacposoe;
tsr”

MARCO 3
[-THi
A;J-'KJ‘ -KCD-& --T"?"—O.Gdaff

v, w2260 _ g pases
(31

Ecuacicnes de equilibric

t é 3
M= v K BeK G +K 4 =0

14 ! £ 3
M= M+ G g+ 4 =0

I 1 e _
y=vi+v g+ g+ 4=0

f

Obteniendo vulcres:

1 H 4
SNUDO &e M; -M,:--c..xza Ky =Koy ¥ W™ 2. 1I53E
Ky -K:c-a.masl K:-I(;‘ ==0 006El
eNUDO Ce M’ =M, =2.880 K=K =0.400E!

g 3
K’ "Kc:“fa:"’- (33ES K=Ky ==0.605E1

- ¥
eCABEZAL® V,I- 0.000 t4'=-o.aao5: : V,'==—o.aaasl; V'A=0.888£l

181
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METODO DE LAS RIGIDECES

Sustivyendo estos velores:

2135 0400 -0660 <, 4320
0.400 2.133 -o0.666 4 |=| -2.880
~0.666 -0.856 (0.888 4 0.000
Resolviendo el sistema: v - 2347 1607 d 0704
. £l Ef Ef
Asl, los momentos finales son:
! . 3
MoK O; + Ky A =1.220 M =K, G5 +Ky A= 2.927
] 4 p 4 ¢ 2
My =My th G + Ko = =2.925 . M =ME+K G+ KoGa=2.013
3 3
Mo=Ko e Ko A==2012 MKy e K A== 1861

SDIAGRAMASe
2.013

232

6.10. Resolver el marco higerestdtico que se muestra a continuacién.

2ton/a
JY
0 3 F
2.50
8ton : El=cte.
2%
A ] I
- $.0 —t0
Las incégnitas son
® e , % vy 4
SOLUCION PARTICULAR .
v, — Momentcs de empotramientc
e MARCO |
M,

F 4
2(51
A{,,--—'-z——-u-m 166 = —M,.,

(83
MEB-———TEL-R— 5. 6285
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METODO DE LAS RIGIDECES |

Calculc de V1 en el MARCO 1.

125 1028, 4@;)0‘“"’

Sion

£8rs. 1128 3
873, 122 _0_"";;‘

Rigideces
SOLUCION COMPLEMENTARIA

MARCO 1
X,
o€

8wy &0..2?&2.,0_ 4CoE !

ﬁq,f--if—’- 0.800E1

: ~ 8E 1 e
2 Vem .=0.240€1
! t5r°

Km.if_’ao.soo Ei

&n-—-a-ai-l-n 0,4900E 1

MARCO 2

Kx.zf_c - 0,400E1 ;(Eﬂ.igi.o. 800E 1

35/ A
JEL . peooc!
Ke™5

Vo 3£ Le=042021
151

-

MARCQ 3

SEI .. -
Ko =S p==0.260E1=K,,

_3El o p120E1
ed ™ s f

v, - L2EL 4..-14&3'-0. 120E1
(37 151

Ecuvaciones de equilibri

’ : ‘a4 =0
M =M, + K, G +K, 6 +K,

I' ! 2 F
M =M +K G+KG+tK 4= 0

J
Vav + V- G+Y g+ Y 4=0

Ok i6n d .res.
ONUDOIEMIB‘C valcte I

! -f r
Tty = - 4166 K, =K, Ky g = LOCOE
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z
Ky = Kye = 0.400E1 K)= K, = =0.240 1
z b4
SNUDO E® ME-M;D‘i-ME, = - 1459 KewKep = 0.400€1
2 2 z 3 3
, Ke=Kep + Keg= 1.400E 1 K =Kp=—0.120E1
,
®CABEZAL® V,’= 4125 ' = =0.240E
2 s_¢
[ ==0.120E1 V, = . 120€1

Sustituyendc queda:

teoo os00 0290 )] 4. 168
0.¢c0 <00 -orzolle]=] rese
-0.240 -0.120 -8.120 a -4.125
Y, resolviendo se tiene: - 3500 _Loesz 2850
’ &0 El G =——Fi A=
Para cbrener !cs momentas finales siguientes:
14 J H
My =Ky +K, 4 =8.020 %A'Km%""d A= 7.557
=ML+K o 57 far! ‘o =1478
Mpe = Moe Ko sy + Ko G == 7.55 Meo= Mo+ Ko 5G5 + Koy Gp = 1

I 2 g
M= Meg v Ky G + Ky 4 =—1.478

3.108 1.892 3.108 1.392
L s | B ettt el

az'e N

sDIAGRAMASE
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1

6.11. Determinar lcs momentos en lot vértices del siguiente marce.
10 ton

y 4

Momentcs de empotramientc.

V< = % MARCO 1 ’:
7) aelll] 8000 =-
Moa Mo 12 Mou
M =- 10121045 __ 5 g8
Mes t6r
I M, - 10121° (8] _ 4 244
SOLUCION—"PART I CULAR tcFf
Rigideces.
SOLUCION COMPLEMENTARIA
. MARCO1

__2M4EN) _ =214E1]
Kg— - =13337 [G‘_,_. p = 2.667E}
K = 4!;';5"“,__,355, V== Sl9EH__ ne67es

K = 2I2E1 ., se77
8 )

MARCO 2
[gc._‘?_fﬂ, O667E) [&._. .."_’fg!_!.._.;__;u Er
& &

3E! 3E1
&-‘-‘ d o.’mff l{a—--—{-;-? 0.0835’

MARCOC 3

af - SLLELD s Kz —2ELe—0 casel
K Kod ot 0.067€1 | Kogm =50 ¥

v - —3EL I p 23661
! 161 161°
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Cilculo de '~I1 en el MARCO |

D

““(:#‘ 4000

zeunlg

¢2:200
a00d !4
Ecuaciones de equilibrio:
be 2 3
M=M K G+KG+K 8 = 0

Qbtencién de valores.

eNUDO Be »g’-u,f, +A¢:=-2.889 K;-lg: +K;c-451
K=Ky, =0.C67E1 - . K=K =-0.067E

@NUDO C®  M=My = 4.444 Kl =K., = C.88TE!
K=Ky + Ko = 1833 EL K=K, = -0.083E!

SCABEZAL®  _y, = =6.000 v =-0.007€

V= -0.083E1

Reemglazendo se tiene:

<000 0.667
0.667 1.833
-0.887 - 0.083
. __10.128_
Resultando: -0’- T

Y, los mcementos finales sem:

f E
My =My + Ky + Ky A= ~27.648
M =My 4 Kot +Kg =21t

ym-..;éq_- +I€; A= -5.25%

| '

(]

J
U; - 0,230&1

-ase7l| 6 2889
~-0.083 .% - | -4.444
0.236 a 0.000
__37r10 Qm 22023
B JaEaY €l

5
M. -M,f.wd,%w.d - 2141

roa
M= My * 156, 4 Ky = 0,250
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5,200

a.51
5483
oo
10565
sDIAGRAMASee
6.12. Enconirar los momentos finales del marco hiperestético.
Ston/m
1
10
20
1.0
[
0
20
} 8
Las incégnitas scn
¢ 6 %y
SOLUCION PARTICULAR Momentos de empotramlentc-.
MARCG |
p—> Mo Mg - rorrrezr _ _s2it1l__ Lo
Mo M, 37 214
M ,.&ﬂflﬂ,.mu 4.880
Mg ¢ & 37 t3f
P
G w860 = -
b 4 ), M --2L My
- 20(4) _ _ = =
Mp=- Zg = 10.000 = - i,
SOLUCION COMPLEMENTARIA
Rigideces.
MARCO 1
! J9ET
Ko=LEL= 0.007¢1 X -5— 1.333E/

4(2E1) _ L2260
K =HZEL - 261 Kog =212 El

=y

BE
- =2-~00607E]
TET

187
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&‘ MARCO 2
- % 242E1 ]
| Ly L ;&-ﬂ%’.ﬁﬂ. 2E1
4
2 .., /;}\ re p&.—f!-._.e, Koe=-2EL-=0.500E1
A Va-LEL.
.. - - = 0.375F1
2 1 ref
auy
’&W MARCO 3
) 8E!
i ~0.807E1=
/ ’QJ"T,%‘” Kas
/ Q-%,—'z""""m‘"’%c
e 12E1
12 t
Va + = 0,632E1
' 7.5_} t4r
Célculo de V1 en el MARCO |
4889 0000
(e Yz arvey, (z057 rag@ 2003,
5 ton
[-¥.7
10 ton . ¢— 2Cton

U S
arrs .

Ecuaciopes de equilibrio.
My= M, +K Oy +K G+ 4 = 0
M= M+ G+ G +IC A =0
Y - v,"+v,’ﬁ+v,’-ec +Va=0

Obtencién de valc fes ’ .

eNUDO Bs AQ--M; + M, =-1778 K; - K," +K,’c- 3.333E1}
K akomEl K=k = -0.00781
eNUDO é. A{- Mc‘: +f4_:= -3.333 K;=K;,= £l
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f

2 F 4 F 4 3 ‘
K. =Ko+ Ky=3E1 K =K, =-0375E1
@CABEZALS t;' - 2.905 V,’= =0.067 ¢
v =-0.375¢1 ' v’= o0.632£1

Sustituyendo obtenemcs:

3.333 1.000 -0.667 12" 1.778
r.ooco 3000 -o375|{ e l=| 2333
~0.667 =0378 0832 A -2.063
. . .. 0.876 o714 4.978
Resclviendo ¢l sistems matricial: -l - dme—=
v e Y Ay E7
Asi, los moentos finales quedan:
! 3 I 4 3
Ma=MatKig Oy + Ky 4 = -2.908 Ma = Mon* Ko Gyt Koy 4 = 7.508
I ] z ! 2 ’
Mo K B+ K G = -7.308 - M.. -M_:*Kc'@,' +K C=7.410
I 2 L] r 2 3
= - = + » ‘
My =Moo+ Ko gGs + K4 = “1e Moc =Moc + Ko G+ Kog A =12.22

1.004 2.000 1904 2008

eDIAGRAMASe
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6.13. Trazar los diagramas de elementos mecdnicos de la siguiente estructura.

30

4

3o

T

2ton m
- £
] (] [} £i F
. 20
O on €1
Stan — 2
| 4 ton——Di2E} 20
z E
c
na
o ‘l—o e 3.0 "1
Las incégnitas scn 6 .6 .6y 4

SOLUCION PARTICULAR

M

SOLUCION COMPLEMENTARIA

Koo * =
iy S—ia

4

Koo Kor
— = &%”f—
! K
) ‘
L
=2

Momentos de empotramianto.

MARCO [
a2l{946 . o,
M= =5 4.500

A&=4‘;’j—"—= 1637

M. =302 ’:’ S - 4500

Rigideces
MARCO 1

ey

Ku.ifL.o. 400ET

MARCO 2
bl

Ky i-L = 0.900E 1

;9,..!.5-1-.0.3065:

&.——-—-"':E’E 1.20€1

170
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: 212/
: %_-__’2__. -4 155-%’-%%

4E1

=0.800EF

V, =-—J-!—g£'}=‘aiwfl
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MARCO 3
KormGl=csooer ka2l asooes
*si-
Keer-25Lu0.250€1 V, = LEL. osarser
3 4 tar
[ * ]
a=1 az=7
| e
V, —»
’ '
&‘ﬁ Kar: h &E MARCO 4
H ] .
§ ; JI2E1) J2E1)
i i K, == =Q 1885} K r- == 20E1
i / 2 qer o 502
/ ' A, -—E;‘,--" ~0.1875E1
a | L T
ﬁ : Ce L. .-!(ZE.!.!+_.£_€£L-’ 2, q_!E_-ate.sEl
(er 51 er
Cilculc de Vl en ei MARCO |
¢ la‘g.oa&s_oiz.?so" lt: pL W ILAEN 4 4%‘_&;._5*‘_.!_;5 <0312
Ston 6o
aton _-%
t (L. 123y (87
(L0 0837, 1563 € ‘
.00 1230 €

Ecuacicnes de equilibric.
4
My =M +K G+K Gtk 6 +K 4 =0
4
M=M+Kp +K6-+lq, L+ K, 4= 0
I 1 3 *
M= M+ K G+ KGO+ K 8= 0

7 2 3 4
VitV g+v, GV, 6.+ 1V, 40
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Otteniendo valores: ,
T I
eNUDO Be My= My, + My, = 0334 : K;-Ka: +K;,- 1.800 1

ot 4 2 3

Ko« Koo =0.900E1 ,  Ky=00 _K;-_-' g{;a ~0.186 €1
. 1 I f ! ‘
eNUDO  De f{-%" * My + M= 4067 | K= K, = 0.400E1

KZ. 2 4 2 3 K", P P
2 Kog ¥ Kc + K,,-z.aage: D Ky ™ K =00l K, = K =0 240EL

!
eNUDO Fe M,‘-’-M,I,, + M:E-a.aaa : K, =0.0
z ¢ J ¥ 4 L)
KimK, = 0400E1 | K. = K.y 4 Kogm1.550E1 | K= K_m-QB73el
' ' :
®CABEZAL® Y, ==r0.312 V, = -0.186€1 V, 20240 €1
3 4
V, ==0.1875E1 V,= 0.123€1
Reemplazando queda: L o
t8co awo ado -aree | [ ~0.334 ]
0400 2.800 0400 -0240 |} o - 4.887
0000 o.<¢c0 1550 -orershl e |- -scee
-0.166  -0.240 -ou87 0725 {] 4 J 10.312
. . 9.553 __8205
Resclviecndo el sistema ‘9;—-57- . =~
gal332 - g = 130.086
£ Et El
Para obtener lcf momentos finales que son
I H 4 I ! 2
MM-”L‘ + K&l-eﬂ. + /\;‘ A= ~-5958 MBO-MN"'KBD-GE“' Kw.eé = £958
I I 2z 2 3
Myg=Mog + Koy G5 + K g Oy = 12.952 Ma,-Ad. + KOt K oG = 3.730
-ML+ K : M.+ K, ’ 6=
My = Moc * Koe Gy + Ky A= -16.682 MM, + Ko Ot K 6= 12514

I ¥
Mep=Mep + KopOr + fg;a= -12.514

*DIAGRAMASe
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12514

1.218

6.14. Encontras icc mementes finales en lss barras del merco” hiperestdtico.

tton/m 2ton/m
£ ~
1.5toamle £t
40 N Je

4.0
6.0 80
Las incégnitas scn .
¢ GG .Gy 4
SOLUCION PARTICULAR . Momentoe de empotramiento.
MARCO I

2
1.5(4) _
M“-__.a_.._-.. 3.090
176
%a-—.—;z—--—.,.m- -MD‘

A{,,--ﬂﬂi- -r0.668 = -M,,

12
SOLUCION COMPLEMENTARIA
X . Rigideces.
< Pw Y & 1
Vf' — MARCO 1 '
e LJEL, SF/ :
- Ky=—4grL=0750€1 /&-—g—-aeaaer
- 2E1 3£
g T ———n3 IIIE - - ==0. 187T5E]
Koa ¢ Y tas®

173



METODO DE LAS RIGIDECES

MARCO 2
I&—%ﬂ-au{sr _ ,\3.--‘-5!=aaaan
K”..ﬂ.:‘;.fl. €1 Ky-2BEH . as0g,
Koe=2L2E12 g Koo 2L2E1 2 05081
v .-%5—2’-’---0. 1875E1

MARCO 3
K =22EL '; £N cos0er K= B . gy

5

v =25l o0 168Er
I
e

MARCO 4

Kogm=ELlcq g75€)

taf

GI2E1)
Kx'——m—z—'? O.1875E7 'I&

6E!
K™~ T E - ~O-160€1 = Ker

SEt 121261 | 12E1
- + +——5"0.1493F}
/APy A PYT BAFPY E

Ecuacicnes de equilibric.
I ' L]
M= My +K, Cs+K G+ G+ 4 =0
My~ Mg+ K Gt K Oyr KB+ Ky A = O
- 1 b2 5 ‘.
M= MG+ G KRG K 4= 0

I ' z J 4
=V Ve g g a0

Ottencidn de wvelcres.

[} ! f
SNUDO B@ MM, +My=0.000 | K=Ky Ky = 1.4166E 1
2 2 . 3 . 4- 4’
K, -K;a-o.ssssf , K =0.0 : Ky = K ==01875E1
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METODO DE LAS RIGIDECES

1 I .
M:.Mmq.%’_-zaaaa :

4 [
K=k, = Q333354

2 ¥ 4 z F 4 J J 4 4
Ko-Kw + Kot K, =2000E0 Ko - Kw-asxr;xn = K =—0.B75¢61

sNUDQ De
1 I
SNUDO FO A-;-A;D-m.aaaa
_ K:'KrzﬂaJOEI :
AcCABEZAL vf--:.moo

%’--o.racosr

; 'I('a o.0
K - K -Hr, =1.860F] ; K, -F,t--o 166081
V,=-0.187561 Y =-0.1875E1

4
V, - 0.1¢03 £1

Sustituyendo er las ecuacicnes de equilibric.
16 o] .
Le160° 03133 0000 -ale75 3f & 0.0000
03333  2.0p08 0.49000 -0.r873 '0‘0 7.6666
0.0000 0.2200 14c66 -o.reooll 5 "1 -r0.08ce
-0.18783 -=0.1675 -C.1868 0. 1493_1 a 2.756C
| 3 S N
Cuya sulucion o Cml G193 G - ey
& Er o £t
5. 108 20.734
%5 4 ""¢;
Acf et momentos fimales son.
’ 2
- - - - > - : !
M, Mt +/;ue+/( 4= -06711 M, M TG 15O = Co!

M -fy— +K‘9-r r.?‘o 7.500
Mm-f,lm-r.-( '96"' l;.ﬁ;.- £.359

2 P
M=K O + Kol —2.777

s P
M=l O+ K 4= —0.657

aDIAGRAMASS

z I -
MD,"M_;,F-i- Koe T + K B= ~ 7621
M 2K+ K8 = 0021

M= K,t-0+x A= -8 359

3,906

§.G31

4088

4, 300
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METODO DE LAS RIGIDECES

1624

. 848

.83t

12.27

L1031 4360 3954 4040

6_.15. Resclver el marco de dos :niveles que se muestra ensegida:

Vion

tlﬁon.m L .

F o T
dton 4ion
2.50 2}0“
o E F £il=cte.
2.
A -] Cc
- 9 -
30 19 1.0 1.0
Las incégnitas son ﬁé,%.ﬁ.%.%,ﬁ-.ﬁ,yag
SOLUCION PARTICULAR Momentcs de emgpotramiento.
MARCO 1
F4
203 =-
L‘?. My 3 0750=~M ,
)K 2 P
M, MglMg - M, - 131 _ 1002001)° __ 5 o7s
12 3¢
M a 3L, 10026010 _5 104
IH
12 (3r
z
23 s 500 -
M2 300= ~Mg
2037 ar1113-14
o= e - M- = 106" M
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METODO DE LAS RIGIDECES

SOLUCION COMPLEMENTARIA

crow o
V"_ﬁ::/si' !
(

T

‘"..--
V,(——
q K’": Ke

1

\

)
'y —>f—ot Y

-6,

I o= .

_’90 25

Rigideces.
MARCO 1

0.800€ 1
Kowr—SELw 1.3331

-Gl
YT el

MARCO 2
K@r—‘?fl-a.aaas:

f@nﬁ%f}-a.aooé '

K-

=f333EI

ac/
YV ome BOOE !
': 2.5

MARCO 3

K, '*‘w‘- 0. 6O0CES

NF 25

=1

*7‘0. QEeoE!

MARCO 4

2ET
Kag=S575~=0.800E1

K=t ‘E’ SEL _y33361

4£14

Ks*—55

LBODE?

-—"ﬂ-f—o 960E!

? 2.5}

17117

Ko™ z.a - 1.600E !

2Et
K== 0.006E 1

&
v -—-E-%-auos:
2 (25 -

'1 J33E7

Kc-
K2t “f L.r80081

Ko ﬁ_fl- 0.666€1

8E/
(2.5F

Y = =G, 550EL

PR T A
K5 =1333£1

"“—E""'O BOOE |

,(F.l' 2.5

8£y
Ve =0.960E !
" 1257

- =~5§-’—-o.aaasr

Keo=LZEL ~a800e1

¥ = 0000



METODO DE LAS RIGIDECES

MARCO §
-2EL 4Er _
Kog=—~3—=0.006&1 Kgr—3—=1.333E(

[
KBE. 22.6:, =-0,.800F1 &-’,-‘E_EJ._”"”OE’

-LE! - J4E1
Kyg=~5 5= O.600E! K »-S5"o1600E!

<£E/ 2E1
Kepe—5—= 133361 K =&2la0.066€1

8E; :
Vo= -ageasr V, = 0.000
TP Y 4

MARCO 6

, ELEI JAET .,
A,;-—_{:—- 0.86GE1 Ky -—5—-3 - 33351

2£7 2El _ s00Et
Ker73 =085l K255
. 2E/ . 441 -
K™ 5 = 08005 7. 3.5~ 1EPE!
., gEL
v, A== 0,PcUE] V. = 0000
1 i28sf 4
HES FR Y Azr
p— I r———
r, —— r’-".—_; ; ,?:< - ,F:\
Kof £ .-L “ie ! WMARCO 7
'."' I/ ”:
i g N e
WP oL MNS Lk U SN . . CEL e
2 Kog Zhp =y =, e =K, =K . = YT =~0.25651
3(12E1)
= i 2 204E |
(i aa
? 53 e -~ V:,_ S{12EH! -2 3C4E]
(250
Aat Lt :l_:i
P
7 — MARCO 8
O
¥ (-‘\'.‘::":1 K,. .y . . 65’ a -
% \ Kog "og "Ken™ha™Kes e = ~ 5277 =0,8605 1
K '-ll ‘ - - -k’ - - _.m—:— -
v - of" t Ko "Ara “Hoe “Rea™fer =Fec™ = (2.5F 0. 25081
v
A = .
Foa ) / v =__£.!.7_‘£..’..’_=_a ICSEL
! re.sr
\ é""iﬂ %=M=4.60851
g o= t2.5°
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METODO DE LAS RIGIDECES
Ecuacicnes de equilibric:

r ! ¢ s 7
Mty 4K G+ GG ARG s NG+ KB e K 44K 8, = 0
- f 4 ’ L) (] r &
%—*¢+&%+K~¢*'&’ﬁ‘“ﬁ.%”&ﬁﬁfq,ﬁwg,a,wg 4, = 0
r r 2 ¥ 4 s [ b4
My =M, +K G 4K B K, Ot K Gyt K Ot K, G4 K, A4 K By = 0
- ! 4 L) g -
Mo+ Ky G+ Ky G+ B+ KOt K ey G4 K 84K 8, = O
7 ' g 4 5 8 g
MM, + K, G4l B4 K, Ot K G+ K, G+ Ky Gk 4 K, Ay = O
I 1 F 4 J L L) - & 7 a4
MM+ K Gtk B K O+ K, G+ K G+ K Cp+K. A3 K, 8, = O
I I r 3 ¢ 5 [ 7 &
GV, 4V, G4V, GV, G4V, GV, G+ V, G4V, A3V, 4, = 0
I 4 3
=+ G B G B G WO A 4 = 0
Obtencién de vnlc;s. r
r o7
SNUDO Ge Ay =My =—0.750 ; K =Ky + K;-&BJJEI
ﬁg’-l(;,-a.aoasl i K=00 ;K] aKg= 08001
5 [ 7 7 s 8
K =0.0 ; Kg=00 ;| K= Kgr—a000L1Kgoly=0900E ]
I I r ? !
SNUDO He M, Mg *My==2.222. | K, =Ko=00668E1
KoKt 4 Ky = 426061 | Ky=Kym0.000E1 ; Ky
5 s _ . K" i 4 4 L I
K, =K ~0.800E1 | K =00 | K,= Kg—0980El [ K =K =0960E
f 4
SNUDO I M,"-A{: -5 199 : ;g':o.o : frf-fgn-o.aoas:
s 35 3 ‘ . s
K =K, +K, =2.93561 | K=00 ; Km=o00
] e 7 7
Kaki=0800E1 ; K'eKj-0060E1 i K=K =0000E)
SNUDO De A{-Ma‘;--uaa : K; =KD;-o.aant : Ag'=o_a
3 4 L ‘ L) 5 g
Kp=00 : K=Kyt Kot K= 9. 53361 | Ky = K (m0.6% £
a
K;=o.a : K;- I(D:--a.ooom . I(,=¢+K;-a,a
r i 4 r z
SNUDD E® M =M +M, =-2.607 . K=00 | K=K, = 0800E |

4

£ £0

1719

3 4 5 I L] -]
K200 | K sKoym0606E1 : K =Kyt KatKotKe,=5.860E0



METODO DE LAS RIGIDECES

‘-K‘-amsl . 7 ’ . g g
K =Ker ¢ Kp = Key=—Q900ET | Ke =Kpgthen=0.0

I . 1
SNUDO Fe M=y =4.187 K;.a.o o K:-o,o : ;(:. K:,-o_aoef

4 . L) [} 1 o
Ki=00 | K =Kopm0880E1 ; Kokt Ko4KS = a.533€1

r o7 <
KpmKey=0080E1 ; K'm0.0
I r ) 4
®CABEZAL 1@ V, = 0.000 V, =-a.960€1 V, = =0.060€1
{superior} . 5
V) a-0000Et -  V'=-t9s0Es V, = —0.000€1
a8 . 4 w
Y, ==0.060E 1 V,= 2.304€1 = =2 J04E1
- r ' P
SCABEZAL 2s Ve 0000 g- 0.98¢cEY V.= 0.960E1
) ; /] - 2
{infariorl
k| ]
V, = 0.060€1 V= 0.000 V:=r 0.000
-] 7
l.;- 0.000 g=-z.304fl = 9.808K1
y 4
Sustituyendo wlores: . -
— — — - r—
2833 0686 Q000 Q800 Q000 Q000 -0P60 0.960 < 0.750
0568 4266 0666 0000 0.800 0000 ~0960 - Q960 <, 2.222
. 0000 Q668 2833 0000 0000 0.800 -0.960 0860 a7 -5.104
0.800 0000 0000 4533 0.666 0.000 -0960 0.000 9; 1.500
0000 0.800 0.000 06860 5866 0086 -0.960 0000 e |7} 2667
. 0000 0000 0.800 O0.00Q0 0.666 4.533 -0.960 0.000 © ~4.767
-0960 -0960 -0960 -0.960 -0.960 -0.960 2.304 -2.304 a, 0.000
0860 0980 0960 0.000 0.000 0.000 =~2.304 4.608 4, | 0.000
L ' _ _1 _J
Resolviendo el sistema s¢ tiene:
0.179 " 0.618 __.1.950 o 2112
G L0 A e S - =.
El A El t Eq L Etl
0.291 __o828 ._0.983 P 144
G~ Er RGN 4P "g7 2" Ff
Ast, log momentes firales som
4 ]
Ko +K’ a4,= 0.2 M, =K, & +I§ 4,=0.340
I «
frsf e + Koy + KB = =115 Moy =M+ K65 + K56 = 1.93
! 4 ’ 8
Myg =K, +/g,61sg+f(oaa e o6 02=0.810 M=K O, +K Go+K A,+h;odz-0-577
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o r .
Mo = Moy +Kay O + K B; = -0.577

2 5 b4 &
Mue= KOt K ;O + K A, + K Oy 1995
I 2 3
My =M, K, G, + K O =-3948

a

"‘[,r -A:,'.el- +KIF-6F- +A{l' A; +’¢p dz" ~3.007

MH-K,':-BE +K:£ dy= 0.403

M,

I s s o
her Mgt Or + Ko G = -4.330

¢ s
Mec= KOz + K Dy = 1152

1207 1.793

49080 -

as®m
1366 1034 LG 1.0

0322
2.00 1.0

1,207 1.793

4512

MCVigas)
s [oF ¥4.]
L8 1834 1O 1.0
i e e e |
a.l22

I ! 2
Muc™ M +KysO% + Ko Oy = 1. 455

it s 7 8
Afrn "(Eieh *&n‘e&"'&nd 1+ Kendg=t734

I F 4 -4
MM, +K, Gy + K, 6. =35.000
-] 4

§ 8
Mo =KerG; + K0 + K, 8,4 K, Ap-2.108

s s
Meg™KesOr * Koy

-]
KeeGr+

8, =0.035
s
Mo Kee O +

MKy 6

I
My~ 3.260

8

+ Ke O, = -0.491

sDIAGRAMASSe

O.243/ 0413 0857

VCColumnas)

o577

3.007

i 2.0<5

M(Co!umnas]
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METODO DE LAS RIGIDECES

6.16. Determinar los mamentos en lcs vértices del matco hiperestitico.
1.80

3.0

3.0

2ion/m

Las ircdgnitas sen

SOLUCION PARTICULAR

Mo

SOLUCION COMPLEMENTARIA

Vr*“"' l’&

4. 5

%.6.%.€ .4,y 4

Momenics de empotzamiento.
MARCO 1

.2l -
Mo QULBNRIL o g (s

K, zug + ayg{:"r&gz - 4776

a(.sg -
Mye =S5 —m-1.500 = -M,

. .
3i€) -
M __..E._.. 4000 = A‘%a

DE
¢4
3031 SL1jq3=1) __ -
M= P e-5.83" M.,
Mm- =2 887

t3
P 1721 & F sl 1333
o (x

8(2

a=1.778
M., -—ﬂ-‘if-f,—l—-s.au
Rigideces.
MARCO 1
Ko —LZEL 26 K, = ZL2EL o £y
Kip =2ELx1.333E 1 Kgm2EL a07Es
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;— e — ol
’E‘a
i, —> 8 i "‘ﬂ
5
Z sim - ==
Ko
;<% —
Qa,‘ &'F
!
. * )
v, — 4 ;
%
3 . e
v, ——f— —& g |

MARCO 2
K PZEL
4L
Kog=Elmt. 5338 1

Kog® —"f—’-- L.333E1

oe s
- -0.657
T &l

p .
g ~—2Eb— ooorer

37

MARCO 3

Kac'_zﬂ- O.087E

I&-%ﬂi IIIEL

v -—6-%—- ~0.667E1

¥ afll w pse7er

{3}

MARCO 4

X 2EI

=0.067E/

AD
hem LZEL L 2

1.333£5¢

Kos

V - —ﬁf—’,-- ~Q667E]

{37

;4 = 0.000

183

&-

Koy RLEL g

4IEE 7]

Kaf = 2E}

Kkg=ZeLmo.007€1

Hog £ LELa pes7Es

4El
B

K-c*ef—'aaarn

—==[ 33357

I.J.BEI

2E1

Kop =~ —=0.867E1
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o ey
v

g oy
'"% KIF“
v
6 - s
V o~ :
' Ko O e ﬁ Ker r?’
i !
.,l.: j .'"
" g i
v, 17 foa 3 Aer e
7 su S
:d—-‘-: A=S 8 =7
v 4— - — W
\ \
i PR R
yé Kcu %‘_ £g U T %
Kos [' Ken .(':i K U ;
l\stD \JU an \.1; A;F
8 - . -

MARCO §
2(2E1}
Kog=2L2E L g

gE/
Ker =3 = 1.333E

Koe =25t 0.0687¢)

Kew

‘f Le 133361

K LZEN g
K Eles sares

,\Ez.—‘f Lat3mes

2E ¢
K,-—;—--acors:

% .-—;’5{,— ~0.66761 V, = Q000 __
MARCO 6
2E1 4E7
&_f-—s—-—- 0_6675’ &E- J -!'mE’
2EL T -
Ko=irl-oce67es Km—3-=1.333E1
Ke = "f Luy 33361 &f“g‘f'L"’-“’E /
==-2&L-_pserer VY, = 0.000
v 32 *
MARCO 7
K. =K mk =k =k = ==-BElos sares
0 “Mon " e Kea™Rer Vot 38 7
3(12E1)
=228 o, 333
v 39 i
3012610
|/£ 13 1. 333}
MARCO 8
K =Kk K =K <K =k = LELcposre
AD DA u'.’Ea o FC 13y
) o o . BEI_
Kow =Keo “Kewe =Koy =Kp == 5,7°=0-007E1
; =-3U2EN) 33364
131
v, =—BLZELL | paarp
134
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Ecuacices de equilibric. : . :
A‘l ' 2 k] 4 a8 r s
=M 1K' G G 4K R +K G 185G + 6 +K 8,4 4, =
r
My =My +K, G +K 6,
. A I 7
ﬁ{. :M 'h‘g ﬂ' +

5

)

G ARG G S G+ 84K 4, = 0

G G K G BB K 8, 4K 8,= 0

#o=ng oK g +K’¢+f§'~% KOy K] G 4G Gy G 8, 4K 8, = 0
’ 0

M, =M, +K G +K. G +K. G +4q+@¢+4’.¢+‘4’4,+x:4=
i G +K, & K G +K 5,

M. ;"ﬁfr ‘Hﬁ.ﬂ

[ 7 s
+K 6. +K, A, +K 4,=0

v, =V, wv'e w g e g+ e v a4y 8, =0
I r 4 L 8
Gy SV 4G R 6 Y, G, W, GG Y, A4, 4,7 0
Obtencién de velores. .
1 .7 ot
eNUDO Aw A{,’ Myt My=-32.515 : Ag Kyt Kp=3333€1
KiakomEl ;  Ke00 ; K -Ki=aserEr ; K =0.0
Ig’ = 0.0 ; Ig’-lg:--o.aarsl ; I;‘-K‘:-O.Gd?&'l
r I I L 4
®NUDO BS MM + M =3278 K =K =E1
2 r. 2 4 sy ¥ 4
Kyak 4 Koo + Ky o= 466661, K =K, =0607EI | K,=0.0
5 3 o r .7 e 8 -
KooK =0067E1: K200 , # =K ~~06067El ; K =K, =0.607E1
r r I
SNUDO  C® M -My+M, =027  Keo0 K=K, =0867E1
o+ L]
K: -K;@-z.saasr . Keoo |, K=00
KoeKom0.00761 ;K=K --ase7el ; K=K =0807EI
r I I r 7 4
eNUDO D® M oM tM=-5333 | K=K, =0067El_ ., K,=00
3 « 4 . 3
=00 i K=K +K K =e000E1 ; KeK,=E1
6 7 s & &8
K=<0.0 ; K=K =-0607E1 : K =Kytks=0.0
! z 2z
SNUDO  E®  M-Mo+Mp=-1583 ;.  K=00 ; K=K =0807E
5 3 3
KE-o.o ; K; ;,-EI : KE-I(5+K“+€.+I(:"- 6E

s 8 r 7 " 8 &8 =8
- = . £ = - - - 0.0
Kf—KEf O.687E1 fg Ii‘ﬂ 0067 E1 ; KE 1934-/(9’ o

185



3

. 333 LO00 00CO 0667 Q00O O.000 -0.067 0807
LO0C 4688 0567 0000 0887 0000 -0.867 0.867
0.000 0887 2688 0.000 0.000 0.687 -0.067 O0.867

G

%

-
?.367 0.000 0.000 4.6868 1000 0.000 -0.687 0.000 ‘b 5.33¥
0.000 0687 0000 1000 6000 00667 0687 000 ||
: 0.000 0.000 0.687 0.000 0.667 4.000 -0.067 0.000 |}@:
| .0.667 -0.667 -0.667 -0.607 -0.607 -0.667 1.335 -1.333 | [ 4
6_0.667 ase7 0667 @000 Q000 0000 -1333 {2.607 § | 2,  -e.570

METODO DE LAS RIGIDECES

r 7 I ! z
.NUDO Fe 4-%"“‘--9. 138 . A;’a.a H KF-O'O
s 3 s 5 ¢
&. -&c-aaarff : &- ‘--0.66751 H &-aa
s @& a L] L2 H4 s 8 [ 4
K oMKl =461 ;K=K =—0.007E1 ; K =K +K =00
®CABEZAL 1e V' =-2370 V'« —aceres Ve ~0.8078
{superior) . s
b;" - =~0.867€1 V, = ~0067€t V,= =0.607E1
e ™ 7 . ) s
V = -0607E] V,= 133381 V, = ~1333€1
‘ r 2
©CABEZAL 2@ Y = 4570 Vo= 0867TEr V= o.66764
(infarior} ¢« s
V: - C.O087E1 Vp = 0.000 b= 0000
s ' 7 &
Y, = 0000 V, = 13337 V,= acorss

Sustituvendo valores en lar ecuaciones.

Y 15
w3278

1.583
-2.138
2.370

Resolviendo el sisteme martricial.

1.858 {041 I ! 0. .804

A e . A ——— 0--————- ﬂ' O e ——
= % & o E1

__0.5¢9 2623 0.108 soa 2138
%" E Gz 3,="Fr 22 F T~

Dando comc resultado los momentcs finales siguientes.

I 1 2
Mg--ﬂﬁiﬂ‘(‘;q +K;€5- -3911 Mas = My, +6,°6; +K,0; = 4.250
I 2 3 ¥ 4 3
MM +K G+ K G= 1833 M, ""h"“éﬁ +K B = 2.913
r 5 4 .
Munf.{r+lg:_q;+/\;,éﬁg= - 1843 Mep =My + K05 +f€o-e£_= 5.902
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capitulo 7

Meétaodo
de

Gross

7.1. INTRODUCCION

El método de Hardy Cross es conocido también como de ia distribucién de -
momentos, debido a que en Ia solucidn del sistema de ecuaciones se urtiliza el pro
cedimiento de relajaciones. Desde su principio en que fue entregado a la profe-
sin en las Transacciones de 1932 de la Amerian Society of Civil Engineers, en -
un articuio titulado "Analysis of Continuous Frames by Distributing Fixed-End Mo
ments"”, ha sido el mérodo mis popular de uso manual en la solucién de estructu

ras indeterminadas.

Puede aplicarse a piezas de seccidn transversal constante o vanable, ast co-
mo también para estructuras de eje recto o ~urvo. El procedimiento es usado -
para un nimero cualquiera de nudos, equilibrando momentos de nudo en nudo, pri
mero para giros y después para desplazamientos lineales, hasta obtener la preci--
sién deseada.

7.2. CONCEPTOS BASICOS

La aplicacién del mérodo requiére de los siguientes conceptos.



-

METODO DE CROSS

7.2.1. CONVENCION DE SIGNOS PARA LA DESIGNACION DE MOMENTOS

!
La convencién de signos es que cualquier momento de flexién de nudo sobre

barra se considerarf positivo cuando tiene el sentido de las manecillas de un re-
loj.

7.2.2. FACTOR DE DISTRIBUCION

Para la comprensién de este concepto se hace referencia a la Fig. 7.1 Em
potrando el nudo i se obtienen los momentos de empotramiento en las barras de
la estructura, la suma de éstos en dicho nudo ocasiona un momento de desequili-
brio M: , ¢l cual se equilibra en cada miembro en proporcidn a su capacidad pa-
ta resistit la rotacién de su extremo en i. Cada miembro pues, habrf de tomar
una proporcién del momento de desequilibrio, para satisfacer la condicién de que

EZM = 0 en el nudo i. O sea:

/' l i
M
) i
P L €]
a)Maomento de desequilibrro b)Giro del audo i.
en el avdo |. Fig. 7.1
K K K
1,0 . 2 .0 . -K3 e
M= =M MiF——M i Mir— !
] Ki ] ' lk‘_ Ki | ir Ki 1

en donde K,, Kz y KB son las rigideces angulares de cada barra y K.l se denomi-
na como la rigidez del nudo i y es la suma de las rigideces angulares de las ba-
r1as que concurren a dicho nudo. '

Resulta entonces la siguiente definicifn:

"El factorde distribucién para cualquier miembro de una junta es igual a la
rigidez det miembro dividida por 1a suma de las rigideces de todos los miembros
que concurren a dicha junta'.
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Es conveniente hacer notar que la suma de los factores de disttibucién en -
cualquier nudo debe ser igual 2 la unidad.

2.2.3. FACTOR DE TRANSPORTE

La consideracién del marco deformado de la Fig. 7.1.b hace aparente que, -
cuando se desarrolla un momento resistente en un extremo de un miembro en i,
entonces se induce también un momento en el extremo opuesto de ese miembro.
El momento inducido en el extremo fijo de cusiquier miembro, cuando gira el ex
tremo opuesto, tiene siempte una relacién definida con el momento resistenie de-
s_arrollado en el extremo que gira. Por lo que se puede establecer:

_"El factor de transporte es el factor por el cual debe multiplicarse ¢! mo-
mento desarroilado en el extremo girado (siéndo el otro extremo [ijo) para dar -
el momento inducido en el ertremo opuesto fijo".

Los momentos inducidos solo pucden existir si se evita la rowacién de las -
juntas.

7.3. ESTRUCTURAS SIN DESPLAZAMIENTOS LINEALES

Considérese la estructura de ia Fig, 7.2, en s que no existe despiazamiento
lineal, utilizando el principio de superposicién se tiene:-

w “’il ' M'Il ".n

. e - :
ik I, [ I ¥ l{’ {' :1_' l
i,
p—bile = +
%
-
Kk

Flg. 2.20

Basindose en la Fig. 7.2. los momentos en las barras que concurren en el -

“udo i somn:

190



METODO DE CROSS

M. = M55 &

i
Mk=~|ﬂ.*"ik°i ........ (1.1)
Mi‘l = Mﬁ * Ktl 8

La condicién de equilibrio que debe satisfacerse en el nudo i estd dada por
la ecuacién:

M.

M; = My« M it

k#
es decir

e+ Ki-BI-O B reseean .
! K.

en donde

M

M® « momento de desequilibrio del nudo i.
i e

K, = rigidez angular del nudo i, o sea la suma de las rigideces angulares
de los miembros que concurten a diche nudo.

Reemplazando (7.2.) en (7.L.):
K..

K.
1
e Kik Me
Mg = My D . (1.3)
K.
1
K.
[ il e
M = My s M,
K
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ik
W
H
4. n_K“_
il X

que son los factores de distribucién de los miembros que llegan al nudo i.

Si sustituimos los factores de distribucién  en (7.3.) resultan los momentos -
finales de las barras que concurren al nudo i, ésto es:

M. =M «d. M®
7] ij i i

e ]
Mig = Mj, 4y M
&a a
Moy = My e dyp My

y los momentos finales en los extremos opuestos de las barras serén:

M.+ MS o+ . d. ME
i it

4 Y YIS §
e . e

Mg = Mg+t e My
e

My = Mi et dy e

1
en donde tij Lk ¥ b sen los factores de transporte de los miembros que llegan al
nudo i.

Sintetizando el proceso anterior el método de Cross puede aplicarse median-
te las siguientes etapas:

1) Se empotran los nudos donde concurren dos o més barras y se calculan los
momentos correspondientes en cada uno de los extremos de las mismas.
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2) Permitiendo que los nudos giren determinar los factores de distribucién en -
cada uno y para cada uno de oS miembros que concurren al nudo, estableciendo
los factores de transporte respectivos.

3)  Se calcula el momento de desequilibrio en cada nudo, este momento con sig
no invertido, se distribuye a los miembros que se intersectan en el nudo de acuet
do a los factores de distribucién.

4)  Se transportan los momentos a los extremos opuestos multiplicando los valo-
tes obtenidos en 3) por los correspondientes factores de transporte angular.

5)  Se repite el proceso de equilibrar todos los nudos y transpostar los momentos,
hasta que los momentos de desequilibrio sean despreciables comparados con los mo-
mentos de emportamiento originales.

6)  Se procede al cdlculo de los elementos mecdnicos restantes y el dibujo de los

diagramas.

7.4. ESTRUCTURAS CON DESPLAZAMIENTOS LINEALES

Para la solicibn de este tipo de estructuras utilizando el método de Cross. -
es necesario recurrir al principio de superposicién de los efectos de desplazamien-

tos separados de las juntas.

Considerando el matco de ia Fig. 7.3. se tendria lo siguiente:

] <,

o =3 3

f )
F 8 1

= +
[

) 0 .
1a. Etapa 2a.Etapa
Fig. 7.3,

El primer paso es el de desarrollar la distribucién usual de momentos, consi
derando que los nudos giran pero sin pecmitir el desplazamiento lineal de los mis-

mos.
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Como se observa en la Fig. existe una tendencia de la fuerza hyizon:al a -
inclinar ol marco hacia !a derecha, con cbjeto de evitar el movimient lateral -
que permititfa la existencia de estos momentos (la. etapa), es necesais conside-
rar una fuetza horizontai imaginaria, actuando hacia la izquistda (p,).

La fuerza P sin embargo, no puede permanecer, por lo que deben wnularse
sus efectos, &sto se logra aplicando dichs fusrza en-sentido opuesto al inidal y -
aplicindola en el cabezal. Es otwio que no se satisface la condicién de eqilibrio
pars los nudos A y B, por lo tanto, estos nudos deberin girarse hasta que s lo-
gre el equilibrio (2a. etapa).

Del razonamiento anterior 3¢ puede establecer la sigui;-nte secuela de chlcu-
lo para 12 solucién de problemas de este tipo.

1) Resolver la estructuta en forma convencional, comﬂera.ndo los nudos empo-
trados y permitiendo su giro, sin duplmm:ento lmui d:temendo la fuersa P
que impidié dicko desplazamiento (1a. etapa).

2) En ia segunda etapa se puede supones un desplazamiemo A del caberal y -

calcular los momentos gue lo prt_:du::en, sin embargo, el procedimiento epropiado
es el de elegir valores para estos momentos de emportamienta y calcular la mag-
nitud del desplazamiento. Posteriormente se permite el giro de los nudos hasta -
lograr su equilibrio, determindndose la fuerza P, que produjo el desplazamiento -
del cabezal. )

3) Debido a que la fuerza P, que impidié el desplazamiento del cabenl es dife
tente de la abtenida en 2), es necesario multiplicar los momentos que resultaron
del segundo balance por un factor de correccidn que es ¢ = Plle.

4) Los momentos finales se obtienen de sumar aigebrdicamente los resultados
det primer balance (1a. etapa) con los del paso 3) (segundo balance afect_ados -
por el factor correctivo).

S)  Cailcular los elementos mechnicos restantes (fuerzas cortante y normal).

6} Trazar los diagramas de los elementos mecinicos.
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7.1. Calcular los momentos en los apoyos de la siguiente viga.

7 ton Tton w=3 ton/m 10 ton
l._slz sL A J.-
A i
WO, 20 u:+ 20 C 20 __4.?
21 Al - 2EL
— Momentos de empotramiento.
M .-ﬁ%’:‘.‘.’.’. - 5250 Mou - 4250 Mg i;”i -6.250
My = 8250 SO £ 111 K -] PP
‘ M 2e3F
— Factores de digtribucidn.
=~NUDQ B~
&:ﬁ%ﬁ’—’.:zf} I&=-4?E.-’*;‘-O.SEI G: 2.85’
du=-2El 674 doe=2EEL 4 29
Z2B8E1 2.8E1
~NUDQ C-
Ko™ 4;51 ~a8E! xa=‘”§5”=2&'l Koz 2.BE1
d :0‘85,;"0-.29 %3&.71
& 28E¢ Tton — 2.8E! s 3 ton/m 10 100
fon -
ki-—%mm’émmt‘ i o
e e
dij 0.71 0.29 0.29] 0.7t
M ] -5.250 5.250 | -6.250 62508 —4.444
£ t_ﬁg,fo.'no 0.290--..‘4-‘&1,,-‘ 0.524§ -1.282
7 % 0355 0.0 0,262 =" e (148
£ 20186 | 0.076—~.. t.os ---0.042§-0.103
- e e
T 0.098 ~ 0.0 -0.021 =~ ~= (.08
£ 0.015 § 0.006 -0.011§-0.027
T | o0.007 0.0 -0,005% 2.003
£ 0.003 | 0.002 =0.0013-0,000
MF3 3795 6164 8 -6.164 spsel-s.As8
Vi § 7.000 7000 § 7.500 7.500) 3.333 6.667
Vh | -0.342 0.342 § 0.061 -0.061 1 1.953 -1,953
VF] 6.658 7.342 7.561 T.439] 5.286 4.714
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Desarrollo:

Como ejemplo de los cdlculos realizados en la tabla se tiene lo siguiente:
- Primer equili!;rio.; Distribucién de mementos de desequilibrio en los nudos -
ByC. '

NUDO B. Momento de desequilibrio: MB = MBA + MBC = 5.250 - 6.250 =
- 1.000 como el momento de desequilibric es negativo, éste se distribuitd con signo
contratio como se indica enseguida.

Barra BA: gy Mg = 0.71¢1.00= 071

Barra BC: Gy My = 0.2911.00=0.29

NUDO C.- Mo o Moy + Mg = 0.250-4.444 = 1,806

Barra CB: Oog M = Q291-1.806)= -0.524

Barra CD: oy M, =20.714-1.80812= ~1.282

Momentos transporiados.

NUDO B.

Barra BA: toa Oa My =0.500711=0.355
Barra BC: loc dac My =0.500.20)=0.135
NUDO C.

Barra CB: teg Gog My =0.58-05241=-0.262

Barra CD: tp Gp Mo =0.08-1.2821 = 0.0

Ei proceso de equilibrar primerc tedos los nudos v después proceder al trans-
porte correspondiente se repite hasta obtener la precisién deseada. Dicho proceso fi
nalizard siempre con un equilibsio de momentas. Poc dltimo, los momentos finales -
resultan de sumar algebrdicamente los momentos que zpatecen en cada columna -

{tanto de empotramiento comc los distribuidos y los transportados). -

Tton Tton

WA T
R ey e

Diagramas

Finoles

0, 20 10 2920 _ 2480 20 10

. —~ —arl e o
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7.2. Resoiver la viga continua que se muestra.

O kon 4ton 4ton

i i ’;‘h:i. Elzcte

I N »

:_ )99 - ", 10 .10 7 3.c

—= Momentes de empotramiento.

1001575 11.54 31 __ 4t 3-1
= = s.025 - MygT-——g = -2.660
Maa 2r3t Moc 3
M= 2008 ;;(-,:-—‘-;L'-ts-o.aaa
= Factores de distribucifn.
-NUDO B.-
3E/ 4El Ko= 233551
£/ ' LIIIES
= =0 ¢ = =057
e Zasgr 243 dac 233381
=NUDO C~
=2 333&1
Kea=-2EL=1 3531 Ko=23s3€
Opg= 0.57
10 ton 44on

00

6.000

-1.085

4.915
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10 ton 41on 4ton

oS R [ o,

Diagramas

e Finoles

any

7.3. Resolver la estructura que se indica enseguida. -

Ston
}mm /5}\/:\\
A 4
20 208 40 c 5.0
3E| — 2EN Et —

>

— Momentos de smgpotiamiento.

3041 M, = 2500
A X ] g
Myp=-~5->=-2.500
=3.333 __3esf__
My M- =-0.200
— Factores de distribucién
-NUDO B~
_SM3EN _ __M2EN
Ko =22 =3¢, Ko =HEEL 22
_3El __2E1 _
o =52 -70-60 Ope =5, =040
-NUDO C~-
_H2E1) _ __4El _,.
Ky =255 m2gy Keg =5 L-=0:80E1
_2El__ _080El .,
s = 2567077 %o =5 5081 =229

2090

M3 -éé“’,—‘i =-3.333

Mpe =6250

Kg= 5E1

K. = 2.80€1
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% ton

Jz +ﬁ‘=— /7—5 ton/m //3 fon/m

."T

a4 0.60 I 0.40 0.71 l_o‘.29

ML 2500 z.soo# -3.313 1.331f-6.250 §.250
3 0.500 §  0.333 2.071 | 0.846

T 1 o150 0.000 | 1035 0.166§ 0.000 0.423
I3 -0.621 § -0.414 -0.118].0.048

7§ 20.310 0.000 | -0.059 -0,207] 0.000 . -0.024_
| £ 0.035 | 0.024 0.1474 0.060 ]

4 0.017 0.000 §_ 0.073 0.012§ 0.000 0.03¢
3 -0.044 - -0.004

7 {1 -0.022 0.000 | -0.004 -0.014 § 0.000 -0.002
£ 0.003 | 0.001 0.010§ 0.004

M 5 2373 4 2373 s.3928-5.392 _b.677
Vi 2.500 2.500 5.000 5.000 ] 7.500 : 7.500
Va § 0.048 -0.048 § -0.755 0.755 J-0.257 0.257
VF] 2548 2452 | 4.245 5.7558 7.243 - - 7.757

Ston

20 20 . L.898 2302  2.44 2.588

e |

Diagramas

Finales
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7.4. Calcular tos momentos en los apoyos de ia siguiente viga

10 fon
3lon/m
% é ;——lg;vse«?a E|=cle-.

2.0 . 4.0 3.0 3.0

= Momentos de empotramiento.

My = 1002)=20.0 M = My Jr.s.v'__,z_”  Mpe=2.250 =M,
- Factores de distritucién.
=NUDO B=-
__SEI _ K..=0.0 &oe= LO
K,c—‘—“—-—-EI 24 2c
=NUDO C~
Hog= 45: £E! _ Kp= 435: =1L333E1 K. =2333€E1
- EI 1333E) _ns7
%o =z mszr ° ¢ % =2.333€1
-NUDO D=
o= 4551 =1.333E7 Kof%ﬂz,_JJJE, K,=2.666E1
J;O ton Ghe =0.50=dp, 3 ton/m

=
é‘-—u—-ﬂn M

7.5530 5.392
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1O ton
‘L 3n/m
s e T
-] [ a3
8.277 a3e2
"4 - ;
i 308
10.000 T.583
2471 Diogromas
M Finales
2.0 40 ©4G2 2308 LICT 1.203
7.5. Resolver ia viga continua que se muestts.
‘on B4n B8 ion
j!nn/m \L gL
o, 30 ?__ 20 _ 20 __i 30 _ wb
[ 3Lt - 281 El —
-~ Momentos de emmpottamiento.
2045, 81113141441 8041
M,y =5 = 4813 MaF a-3000
84~ g znr‘ . 8§
M. =3000 BL3)10/+4)
cs M ==t~ =— 2,813
o 2t98
-~ Factores de distribuctén.
=-NUDQO B=
= &.250E}
Koa JIJEII 2 2801 Kec = 4!iEH—"2£I Ks E
_2.250E1 _ - I .—par
%a 4.250E1 0.3 % 4.250E1 0.
~NUDO C-
= 2.750€t
Keg :"—';”—”4251 Keo =2EL=0750€+ Ko =2750¢€
- 2Er __ =730E! ., 5>
% 2750E1 =0.73 %o = 275061 O
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Gton

F=3 &
d;y 0.53 § 0.47 0713 | w7
M 6.813 {-3.000 3.000 §-2813
£ -2.021 [ -1.792 -0.137 J-0.50
T -0.069 -0.896
I3 0.037 | 0.032 0.654¢ | 0.2®
T 0.327 0.016
£ -0.173 §-0.154 -0.012 §-0.004
T 20.006 -0.077
E 0.003 § 0.003 0.056 § 0.021
M 4.659 §-4.659 2.604 §-2.604
- 1 8.500 5.506 ] 3.000 3.000 | 1.500 4.500
~1.165 1.165 ¥ 0.514 —0.514 l 0.651 -0.651
7. 13§ 6,665 3,514 2486 % 2151 1 /40

8 jon

Gion

7.6. Resolver la estructura que se indica.

8 lon

Ston

3 ton-m

30 4.0

2.0-

=taln
c

20 4.0

- Momentos de empotramiento.

! 4
- St3reept
A!,‘,_-—:}?l,—;l- 4.608

-

204

= __aigﬂs =3.673
Mou 177

Diagramas

Finales

Efzcte
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Mac=_ 6;" —_— 4- ooo Mc, = 4.000 02-3.000
— Factores de distribucidn,
-NUDO B~
Ku- L_o571E1 K,,,-:—“—'E!—q/ Ky = 1L57IE]
- O5TIEL _ El o
-NUDO C~-
Keog=El=ts =a0 K =El Oeg=1.0
SL'.: loa J:m St
IA B ) ¢ R
i sbis
ai [ 0.36 | 0.6 100 |
M | -s.898 1.673 | -4.000 4.000 § -3.000 3.000
X3 0.118 § 0.209 -1.000
7§ 0.059 -0.500 0.104
£ 0.180 | 0.320 -0.104
7r § 0.09 -0.052 0.140
£ 0.019 § 0.033 -0.1
T 0.009 -0.080 0.016
E ' 0.029 § 0.051 -0.016 |
MFL -4.740 4.019 | -4.109 3.000 I -3.000 3.000
Vi 2.857 2.143 1 4.000 4.000
Va | 0.103 -0.103 § 0.255 -0.255
V FL_2.960 2.040 § a.255 3.748
5 ton Bton
3ton-m
A B c 3]
t niat e
_ 4,258
v r Jﬂﬂnnﬂﬂﬂ
2.040
Diagramas
39 - 4.0 2.0 2.9 4,0
' o Finales
M
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7.7 Resolver el marco siguiente.

noMn
1.5ton'm

1 )
2.0
1 4w £l
20 c 8.0
{ A .
2E1
4.0 £ L
|
i
_ M0 so 8.0 30 30
- Mamentos de empo_tramiento.
15048 31414 _ 4 000 M,y = EL 518} _g750 My
HF 4 &

Mﬂd“a MY

218f _3131¢5)°_ 14182

Mor=~ 12 18r* 12 (8’
._2stef sqer._ M, = 13300
Mypg=-2:2 £8! -_13.500 A
— Factores de distribucién.
-NUDO B- o
=4
- %E’I —0.75E) Koo 4:-1 cC88E! Ky= 1. 41E1
=223, _0.08E1,
X TT 3 B %d” 1L.41E} .47
-NUDO D~-
Kon=LELvc0Er  KgUUZELL g o UBELL g
0.86E( £/ d..70.375
Do =g gt 0250 bcsiizr=0.575 o
- NUDO F-
L2EL) _ SEL _942F12
Ko =l g;  Kptflegsoc Kol s 2364
£1 L0.0060_ 1LI3ES
%o >7 g0 20061 042 O z.0067 043

208
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2
My = 2081, Jrsi’%g: 12776

Ka=2.56é'l

K= 2.99E1



El arreglo tabulado de solucién es el indicado a continuacidn.

SS0Y¥D 30 0QOL3N

Lez

8 0
c ¥y D T X C 7T D Yy o T I
ldi;) 0.53 0.47 0.250 0.375 0.375 045 | 0} -o----
M 6.000 -6.750 6.750 0.000 | -14.182 -13.500 13.500
E 0.397 0.353 |. 25| 1858 |, 2.787 2.787 0.326 }. koo .
T 0.929 b= o478 | 0.119 “~J To.163
E | 0492 | -0a37 b _{ -0075 l-0110] -0.110 -0.627 :
7 0.037 b o218 I -0.230 o -0313
£ | o.020 0.017 | 0112 i} 0168 o0.168 0.025
| T 0.056 0.008 0.009_ | iz
E 1 o030l -om 00061 - | .0.038 ] ,
b £ s.e9s | -s.895 2.839 | -11.445 -13.814 13,343
: ;
: ¥
A : N
e E;t-aa }::t-o--!
¥ e
' c :;.
. SN ey
h —y
p o 1:393 0.006
ol _0.058 i | -0.009
__0.084 | MFE{ -0.077 ’
-0.003 : :
MF 1.419
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5

2500

il
8.474 ! |
= =
= Hs
34T E %
= =
= =
[ =
4 = =
= &
e
I — |
[—]
=
=N
[
30 30 30 a0 4720 3.0 0
a3 2073
uﬂ-" }r"f' T . 4
e | L{E !
i
A HilLE Wbl
. ¥.1 ) o
1808 -~

Diagromas finales:

aaTe 'rooe coes

R el i)

5.048 EIN

208
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7.8. Trazar los diagramas de elementos mecdnicos del siguiente marco.

2tonwm - 8.0

F 260 G b

o I oo

)bn/m l ! i‘l'°

2E1 ° I61 ol

4m—-b£l €l 4.0
2
EA [ 1

— Momentos de empotramiento.

_ 3¢l e _ 2041 _ _ : My =1.000 = z(al‘__
M. === J.000 M, Fr Lo Mep 2 &8.000
M..= 6000 - - 's M ~o.rs0 ‘ =388 _

4 Mw—ﬂﬂ.’z -4.250 Moc= re £.000

- Factores de distribucida.
-NUDO C-

Kea® _-l‘ﬁLga 75E1 Km=_!.!§ﬂ£=z BE1 Kepm .‘_’f!_.gf Ko=335€1
O75E1 1.6E1 . El
= =1EEL 5 on o, p=—Elc0.30
S NTryT I3SEY =a22 G- A35E1 CF Y 557
~-NUDO D-
- __LEEI _ o EL0.28
Do~ Teer =028 G yegs O .uE:
-NUDO F-
c=LEl=gs KegwHEEL s 35361 Ke = 2.333E1
LLIIIEL.
Tre* z.ms:’o“ S R 77kl
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MFEY 3.369 -3.369 7.316
£1 0.108 0.144 0.072
T 1 -0.252 -0.181
E § -0.274 -0.363
T 0.637 1.425
E § 2150 2.850
-M | 1.000 -6.000 6.000
dy} o.43 0.57
c Tr D r I
F G
C D
€ S|Cc ryr o T I

a1 o3 f- o.zzg't 0.48 0.44
M -1000}] 3.000f -6.250 6.250
E 1,275t 0.935 2.040 1.210
s 1.075 0.605 1.020
£ ] -0504] -0.370} -0.806 -0.449
71 -0137 -0.224 -0.403
£ 0.108 0.080 0.173 0.177 0.113 0.113
M 0.817 ) 3.645 | -4.462 7.806 | 0.597 § -8.403

-

Dragromas finales:
2.870

3.330 -

L]

iz

«i].

0.385

0,143
0.056

MF_0295 |

2,870 3.330

3780

MeviGas)

2.280 _2.120
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mn

---- [t

2.843

J:nuurm.mmm_lﬂﬁﬂlillﬂ ]

12,1M

Mtcorimnas) N

7.9. Encontrar los momentos fineles en los extremos de las barras, det marco

hiperestdtico.
3 ton/m 2ton/m Jionm
A 7 S A X 1
. 2E% | 3} e D
8ton = s 40
3ton/m SL
€ F O || o
mmx O ] SE!  mink
) 2.50
Bion —PYEL Etif~—ion Jr
£.50
"I J:J 1
—0 . 30 . S0 .29 .29,
— Momentos de empotramiente.
Mg~ .;ga e9.000 Moy = 9000 Mac“"g}%aé"‘-’”
’ ‘
My = 4.107 My e- Jhl;l = -4.000 M, = 4.000
Mr_ 3;:’6 _0.750 % 1AV 3(5’ _,_0.250 %,-6.250
L 34514 __ AILI 5,025 M =-3312_ _4 087
Mo~ e 3730 M, » =5,02 N



METODO DE CROSS -

Factores de distribucidn.

-NUDO B-
22611 4
Kaa *HEELa 33361 Kypw £EL0.8061 Kor =-25L2£1
--’-‘l"—"g’_. ‘J =—-Q—-82i_-; - E, -
%y sz "%F %ctTisse 0¥ %r T XimE
-NUDO C~
= __4
Kegs-TEL-080e1 @-ﬂfifl=zst Kooz —2ELces
__O.80E( ._2El . £l
%= o062 %o"Sa0er ¢ 4o Ta0g7
~-NUDO F -
_3I3EN. .t
Keg ™ 1.50E 1 Keg—EEL0 80E1
K., -—2EL -0.00€1 Ke = 3.00e1
13
__LSOET o.80€7 ., =y
_” = n—-—L——.ﬂ
%x L90E] % 30061 47 %e s.vcer 020
-NUDGC G = b
_ 4 ‘ _Se3E1).
K= 25Lc0.80€7 K= 238 22,2561
K,,= Jjgl 0 60E1 Kg= 4.65€1
.80l _223EI . _
o v oy pro e

El arreglo tabulado de solucién se presenta enseguida.

212

Ky = 213361

aiz

Kc = 3. 80F&]

=0.26

Ko = —.f-flgfl

0. GOE’I_O. '8

I 3, POEI

_4EL
e 4

::-.QI-_—E”O =
% 4. 85E) .13



€12

T Il € 7T D 7T 7

0.2} 0.26 XTI e

|_4.167 § 0000 { -4.000 4.000
-0.035 J -0.043 ] -0.089

20.044

0.096

40353

S$50d2 30 0gOlanw




METODO DE CROSS ) .

3147 2833 2851 2349 1.908 7003

VcoLumnas)

VrviGas)

3000 3000 28572 2426 200, 200

Diagramas finales:

3.14F 288 _2.681 2340 1508 2008

" McoLUMNAS )

M{tvicas)

3.000 1000| 2572 2428 200,200

7.10. Determinar los momentos en los vértices de la estructura.

6 ton
8 [3
3.0 El=Cte.
A 0
2.0 0

1a. ETAPA.- Se consideran los nudos empotrados y después se permite que gi-

ten {no existe desplazamiento lineal).

214



METODO DE CROSS

— Momentos de empotiamiento.

£ 4
ar21t3)
P s 4 320 8&z) 111 =
My 1597 %‘t PPy 2.880

- Factores de distribucién.

~-NUDO B-
Koy= L= 133381 Koe=-2EL = 2 80¢7 Ky = 213361
= L3338 = 0.80E1 _
Gla 213361 2023 ¢ 215361 %373
~NUDO C=- _
Kea=—*EL-=a g0€1 Keo=-2E m 233361 Ke = 213381
= QB0EL _, sps L 3IIEL o ags
@ 2(335El %o 2.133E1 aoe
8 C
! ¢ Ir » 7 x| c |
diil o0.625 [ 0.375 0.375 0.625
MY o000 | -a330 2880 | noon
EY 2700} 152 L -Loso 1 o180
T - 1 -0.540 natn
E 0.338 0.202 -0.304 =0.504 |
T -0.152 . : 0.101
E 0.095 0.057 -0.038 =0.083
r -0.019 0.028
£ 1 00121 0.007 oot
M 3.145 § -3.145 21387 1 21871
A D
1.350 =0.900
0,169 3.153
0.047 031
MF{ 1566 ME |18
Fuerza que ha impedido el desplazamiento del cabezal.
a8 ilm mTo“ﬂ ‘.m
4«Tu sn

._5“‘&)@’ 1.154@‘_.@
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METODO DE CROSS

L% ;olucién del marco requiere %el andlisis de las Siguientes .estructuras.
on

L 0380 -~ %

"
+

A .o A 'w*

fo. Elopo ' 2Za. Etapa

2a. ETAPA.- Desplazamiento dei cabezal,

Suponiendo momentos de 10 fon-m, tenemos :

MeLEL g ,  40.-8EL 4
L . 151

0.375 0.625

0,000 [-10.000
3.750 6.250

1.875

-0.703 | -1.172

10.351
0.132 0.219
0.066

-0.025__ 1-0.04
4 744 -

1-10.000
3.125
-0.586

Q109
MF )} -7.352 MF | -1.352

Fuerza que produjo el desplazamiento 4 del cabezal.

+Tas Manzy 4748 w2, LELXTN
12.008 12.000
4032 £.032
1.352\4* ¢ 7382 \v-'
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METODO DE CROSS

Factor de correccidn:

¢, =-2389 .p04712300
8.064
2a. Etapa
.

Resultados Finales= 1a. Etapa +fc,'Estructura 1

0223 0z23 2.922 2.80
e N A
0223 o228 2922 2.6%0
0.34 LT L8
]
fo. Etapa 20. Efopa Resuitados
C, ¥ Estructuro 1 Fimales

Diagramas finales:

doJROEaL L= BECONLITi by

1380 ) [y 1. 3860

7.11. Resolver el marco -hiperestdtico que se muestra a continuacién.

2 ton/m

o E F

2.50
Elzcte,
6 on

2.80 .

A U ¢

— 5.0 PN, < F—

ia. ETAPA.- Se fijan los nudos y después se permite el giro.

— Momentos de empottamiento.

2 = Jre1s
%{:-_&L’_’_z_‘:jdﬂ M, = 4100 Meg = -~ =-5625
{2

217




METODC DE CROSS

— Factores de distribucidn.

-NUDO D~
=0.80&1 _ 0.80F1 _
%u =505 -0-50 4"':.6051 =0.50
-NUDO E-
= Q0081 _0.60E1 _
%=1 4061 = 27 @ s0er 2"
0 €
c r D r I C
dif o.50 0.50 0.57 0.43
M 0.000 -4,166 4.166 | -5.625
E 2.083 2.082 0.832 0.627
T 0.416 1.041 '
E §| -0.208 -0.208 -0.593 { -0.448
T -0.296 -0.104
E 0.148 0.148 0.059 0.045
T 0.029 0.074 _/—
E} 0014 § -0.014 -0.042 | -0.032
-2.009 | 5.433 } 5413
A é B
=
1.041
-0.104
0.074
MF 1.011

Fuerza que ha impedido el desplazamiento del cabezal.

z.ooqf;:f ‘210 “ . g__r_’ R %{\1433 ssu.’
1020 8ton
Lot "% ' *'@"5"% 8- .
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METODO DE CROSS

La solucién de la estructura requiere del andlisis de los siguientes marcos

- . 380y - ,,/Zb:m
-Gbn = i Bton +
A 8 A ‘s cl
‘3_4'580 = . fa. Elapa
+
A ) 8 c
2a. Etapa

2a. ETAPA.- Desplazamiento del cabezal

r Suponiendo momentos de 10 ton-m e la colymna AD, da’

[-] acys
M, —E}‘r s 105
107 {5 4 25 a

A=-L30 125
8E} JEI
%,:—%ﬁ:ﬁ"-:ﬂm-u
0 E
1~ T D ry X c
dij{ 0.50 0.50 0.57 0.43
M 1 10.000 § 0.000 0.000 5.000
E } 5000 | -5.000 -2.850 | -2.150
T -1.425 -2.500
E ] .07z | 0m 1e2s | 1075
r 0.712 +0.356 )
1 & | -0356 { -0.356 -0.203 | -0.153
7 -0.101 -0.178
E § +0.050 | +0.050 0.101 2.0727 !
MFYsaos | -5406 | -3.849 | 3849 ]
; B
-
M 10.000
-2.500
+0.356
MF 7.678
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METODO DE CROSS -

Fuerza que ha producido el desplazamiento 4  del cabeza

2007 ‘_(;"'““ _ armn g ! e PETY
Bose
t.ﬂl'[__’ i 0.770_’ !

.eT8

Factor de correccidn:

- _J.‘_.a_.‘!_,-_- .
c, a7 =10283457

2a Etape
/——-—_A_.....__.‘
Resultados Finasles=1la. Etspa+c,”Estructura |
2000 5433 . 5% aess T
o/ N E F Il e F. L 3o
t.000 ) [ 5433 5359 ) 198
+ o=
1.o11 ' 1800 - .
< €. .-
fa. Etapa o 120 ‘-!7\5 . . 20. Elops
7.568 € ars C,xEstructars { g
8907

Rasultodos findles
<
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METODO DE CROSS

7.12. Determinar los momentos en los vértices del siguiente martco.

10 on
2 ton/m ;
T B ZEl 3
) 80 g1 (3]
JL A
= -
2.0 4.0

ot

S

|

-

1o ETAPA.- Se consideran los nudos fijos y después se giran.

~ Momentos de empotramiento.

F 4
{8 . 4000

T

F 4
0t2114)
M, == LUELIE) - g g0
ac !6}'

~ Factores de distribucién.

-NUDO B-
L SI4E1) .
Koam —LLELL =2 005

ooy = 2868571 ~0.87
84~ T g5t T

=NUDO C-

Kep=22ELL = 133380

_LIIIES_
Gp=183367 077

%‘-6.000

I
‘o 10020 141
Mes

ter

SL2E1) .
)\GE—E-E-L_I.JJJEI

e

9E7

_1I3IEL 5y

L 3E!
Ko g™ 7 =0.300FE}

0.500E/7
st = 0,27
aéo 1.833 £f

221
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METODO DE CROS

X c
r r c
0.73 0.27
4.444 0.000
-3.244 -1.2060
0.476
=(.347 =0.12¢%
0247
0195 0,072
0.028
-0.020 -0.008
1.409 -].409
A . =X
]
M -6.000
£.967
0.543
0.058
MF| -4432

Fuerza que ha impedido el desplazamiento del cabezal.

0.203 1.409
byt X Qrogems EEE- TLELY

2ton/m

N 480,05 45.208 LS

asn2\ ¢ a
La sol. del marco requiete del andlisis de las siguientes estructutas:

Oton 101on
- §
8 ] i
o
fo.Erapa ) 2a. Etepa

2a. ETAPA.- Desplazamiento del cabezal,

'_f_l. Suponiendo momenios de IO tonm en /o columna AB, resuiia
§ = PP . 1 i

My —ﬂ-‘zﬁﬂld, ro=-£2E04
- A _J60 _ 15
/ 24E1 EI
! Estructura 1 Agaz—f—LJ A3 =23 = 250100.m
e’ g1 36

° ) 222



METODO DE CROSS

B ¢
{f c |r » r 1l c
dij}  0.67 0.33 - 0.73 0.27
M J -10.000 0.000 0.000 -1.250
E]l 6700 ] 3.300 0.912 0.338
r 0.456 1.650
£ -0.306 | -0.150 -1.204 ] -0.446
r -0.602 5
EY 0403 [ 099 0.055 0.020
7 0.027 ' 0.099
E£§ -0.018 | -0.009 -0.072 { -0.027
m -3.221 | 3221 1.365 -1,365
Al S
M | -10.000
3.350
-0.153
0.201
M F{ -6.602

Fuerza que ha producido el desplazamiento 4 del cabezal.

58
3-22@ La37 0227 c 9 1.804 ’
2.823 t
Aﬂ}__l.ﬂl? 0.227‘__ !

Factor de correccidn:

8.560
e 5193133 .

2a Eapa

¢ =

Resultados Finalas= 1a. Etapa :c,'Estruc tural

ez13
2.203 1400 2132 c
0.203 Nieos 1L338 804 2132 8213
+ =
4, 432 23.234 27.688
A
fo. Etapa 2a.Etopea . Rasuiltados
C,xEstructvra 1 finales
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METODO DE CROSS
Diagramas finales:

1.034

g R ] L g

0817

RIS

[4

713 Encbnr.ur los momentos finales del marco hiperestirtico.

5 ton/m
c
2.0
E|Q—20ion
2.0
D
e

4.0

|

la. ETAPA.- CEmpotrar los nudos para posteriormente permitit su giro.

— Momentos de empotramiento.

Mg faru:zl" o211l , g M, - tot1 125 etz e1) _ 4 pao
31 137 274 3r
. :
= 3(%) . s aa7 Mog=8867 .__20(4) __ = 10,000
My=-2L Mo -2 w0.000 Mo
- Factores de distribucién.
-NUDO B~
yu=—2EL 133361 K™ “fE” =2€1 K, =3.333E¢
3335/ =281 ___
%a CXTTT T i %c =75 3367 0%
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METODO DE CROSS

-NUDO C-
41251 -
Kaz__.;f—l.a?s’ Kw._. “E’ =£/ KC JE?
2£1
g™t 0.67 -t o33
2 3£/ % 3£
8 c
c r D r X c
d o.40 0.60 0.67 0.33
M -8.6 6.667 - 10600
3 1.067 2.233 1.100
ry ... Lus ! o053z .
£ -0.670 : -0.357 §  -0.176
L I 01781 0335} -ooo-
E 0.107 0.224 0.111
r 012} 0.053 §  -----
E =-0.067 ) -0.036 -0.017
M "~5.180 8.982 -8.982
A
| 0
M) -5.778 s
0223 | 0.350
0.035 =00
MF{ss11 | . 0.055 |
M F 10517
Fuerza que ha impedido ei desplazamiento del cabezal
8.
Mm(;)“z_g_gg_’ 22 9.810 5 40389 _map vez 2427,
&ton
10ton CM“ "s”D 20+ton
i a7 ‘QJM ‘MII
L 1.1} 1&3M.O.SM. m'o
Uuun
La solucién de la estructura requiere del andlisis de los siguientes marcos.

L3 foa/m L ovm e a7

@ton Ston
10ton 22010 _ 1000 +

29. Etapa ©

De acuerdo a lo antetior, en la 2a. Etapa, es necesario trasiadar el cabezal -
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METODO DE CROSS

hacia la izquierds, sin embargo, se tendid otra variante del método, desplazando el

cabezal hacia la derecha, lo que traeri consigo dnicamente que el factor correcti-
vo tesultard con signo negativo (esta variante de trasladar los cabezales hacia ia -
derecha, sin importaz el sentido del desplazamiento requerido, se conservard en los

ejemplos restantes).

2a. ETAPA.- D&:pla.;amiento del cabezal.

a
- Suponiendo momantos de 10lon-m en la columna A8,
uah:i
: lenemos: Mu=lEL g - 10a-BEL 4
! eTET 137
/ pe20_ _ 13
; 851 EI
oo e BEI 13 _90 _ 56251003
Estructura | ? . !4’r El I8
8 c
c r b r I c
dii} o.40 0.60 0.67 0.33
M ¥ _10.000 0.000 0.000 | -5.625
| £ § 4.000 6.000 1.769 1.856
Ty 1.884 | 3.000 | -----
£ § p75a § -11330 2010 4 -0.990
LA -1.00% -0.565
E J§ 0.402 0.603 0.379 0.186
[ 0.189 0.301 | -----
£} 0076 } -0.113 -0.202 § 0,099
i -6.428 6.428 4.672 -4.672
A
_— °
——
M| _10.000
2.000 M| -5.625
-0.3717 0.928
701 -0.495
MF _A.174 ‘ 0.093
MF1 -5.099
Fuerza que ha producido el desplazamiento A de! cabezal.
o428 —prnes 2,443 .ﬂtun ATIE
14,004
QTN
A‘___c.m
s.ire( 2.443
(roow
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METODO DE CROSS

Factor de correccidn:

C m-_2927

-—-Q 3319855
! 7311

Za.fiapa
Resuitados Finales=1a. Etapa +7:, *Estructura ]

5.180 8042 204 Lom 1514 T4
£ ./ : e e
a180 YiNese Ty “Tarser Nran
+ =
s.811 n
A i sy ‘ <| Jues 12.20
P e
) o ~ 0
fa. Etapa 2a. Etopa Resu/tados
C, * Estroctars 1 finalas

Dragramas finales:

8808
OO0 B LU C=ITET TR

R -

0.029

AT

227



METODOQ DE CROSS

7.14, Trazar los diagramas de elementos mecdnicos de la estruciura siguiente.

| ton/m 2ton/m

1Snm P
\ 8 £l ° 261 F
4.0 €1 '
A ES 8.0
ze)
4.0 4
4. -
c
p— 80 3.0

1s. ETAPA.- Se empo..an los nudos y pusteriormente se permite su giro.

Momentos de empotramiento.

228

¥ 4
127, 1181 feer - 2,000
Mpa=t 2 Lm5.000 Mygr—LE22o—3.000 #oa
Uy m- .3;81" 10.6008 Mop=10.058
Factores de distribucién. -
-NUDO B~ _
Koa=2EL = 75061 Ko =2EL-0 080E ) Ko = ratect
0.750E1 d.a 008881
- izt T, L2ECE! wp g7
o 1. 418E1 097 00" 418 £l =0
-NUDQ D~
; JES - o 4(2E1 ar2E1s Kp = 2, 806E}
Koy -‘5"‘47.66661 Koot —-;——-E'l Kod'——?—nfl
0.608 5] £ . -k
==Ll 0250 ) ~0.375
oo™ 26868L1 250 0o 2.080E) 0.574 %c™ Za00E]
-NUDOQO F-
2E1) 4E7 K_ = 1.868E/
«SL2E1) £y —2EL o seeEl
&D g £ Kee r =0, -
- 0. = O888EL _,
Yo" see5T "0%0 FE= T 580E]



METODO DE CROSS

8 : 0
c Ty D r I c r I c
il o051 | o7 0.250 | 0.375 0.60 | .40
MY 3000 ]| -2.000 3,000 | 0,000 10,666 | 0.000
E 0.000 0.000 1.916 2.875 -6.400 | -4.266
rf 0.958 0,000 1.437
£ § -0.508 | -0.450 0.800 1.200 -0.862 | -0.575
T 0.400 -0.228 0.600
E | -0.212 } -0.188 0.164 0.246 -0.360 | -0.240
T 0.082 -0.098 0.123 -
£ § -0.043 { -0.039 0.070 0.104 -0.074 § -0.049
T 0.035 -0.019 0.052
E § -0.019 | -0.016 0.014 0.021 -0.031 { -0.021
T 0.007 | -0.008 ' 0.01Q
£ § -0.004 | -0.003 - 0.00S 0.009 -0.006 § -0.004
MFY 2214 | 2218 | S.519 4,455 ARELEE NP K
sty €
c ]
- -2.133
1.437 -0.287
0.400 -0.120
0.123 -0.024
0.052 -0.010
‘ 0.010 MF | -2574
MF 2.222
fuerza que ha impedido el desplazamiento del cabezal.
siaaian @ e 2 om ) yume qam
N\
1729
Aq.}-.?.% {aase LY. 144
1.288
z_m(Eji
=y
z.zzzU

2a. ETAPA.- Desplazamiento del cabezal.

Estruclur

a !

229

Mga =

SL2E1) 4 .+ yom ":E,' p

Sugoniendo My, =~ 10 = Y P

840 160

A= el *3Ed

- JEY

38 JET

._J.ﬂ-‘-LEO_- = I0ton.-m

M, =-SEL , 150 _g880¢0n.m




METODO DE CROSS .

Factor de correccidn

C =

3.101
5458

=0, 5578343
2a. Etapa
™

8 e, D
| c_|\r r 1l.c Ir o r _I| c
dif § 0.53 0.250 0.375§  0.375 0.50 0.40
| 4} -10.000 0.000 | -10.0008 0.000 | 0000) -R.889 |
£ 5.300 2,500 3,750 3.750 5,333} 3.556
r 2350 } 2.666 1.875
{ £ -0.662 | -0.588 -1.254 | .1.881§ -1.881 -1325) -0.750 |
r -0.627 -0.294 -0.562 -0.940
| £ 0214 ! qazt Q376
Tl 0.147 0.160
| £ § -0-057 | -0.050 -0.107 | -0.161 -0.096 { -0.064
T -0.053 -0,025 § -0.048 -0.080
£} o028 0.019 0027 § 0.027 0.048 ] 0.032
r ] - - 0.012 ¥ o0.024 0.013
E § -0.005 { -0.004 0010 -001f -0.013 -0.008 § -0.005 |
F} -s06¢ | 5. 1557 8 7957} 4405 784 0 5744 |
= :
aan €
L
m | -889
M | -10.000 1.778
1.875 -0.375
-0.940 0.188
0.160 -0.032
-0.080 0.016
~ 0.013 MF| -7.314
MF), -8912
Fuerza que produjo el desplazamiento 4 del cabezal.
5.0«@ Lph20e TMTQ_’LH& ”“':F}___’!JTG 2858y
41200 (:;uzo o
2178
asre <

-~ =
Resultados Finales= 1a. Etapa+c,"Estructura 1
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224 5819 10.0T¢ 5.5 ) ‘28

SRS f e P e

pise ‘{f.\\— + 31208
438

* =
1574 A 4.081

z.212 € \._ 5006 3

aoo
fo. Elapa t lm 2a. Etapa

IC "’f 147 L XEstrocturg F 4
7

€ Resaltados finoles

Diogramas finales:

3.0

z.848
[EECOESNTO0L;

I H AR u;..:x‘ L anr 3.
fr————— ]

12270
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METODO DE CROSS

7.15. Resnlié.i.'el' marco de dos niveles que se muestrx easeguida.

0.5 oo m
n s
Elzcte.
%8 | t0fon '
‘ 2ion/m
‘2 hnsw :
\i 0]
[
€
uhs 48
_ 8.0 )

1a. ETAPA.- Se empotran los nudos para posteriormente permitit su giro.

— Momentas de empotramiento. -

z ' ) . £ F 4
. f

,4'_'_-——1——!—-42’:)' ';’;”“"a.aar &-MO‘Z: M. M ”’ 4.167 = — My

- Factotes de distribucién.

-NUDGC A-
457 45} Ky= 1LO43ET
-— C.80E! —l el [43E) A
K =0.80F Ig“. o
Q8QE! _, . d.w1ESEL o .o
as™ ros3er %! e oeser 00
~-NUDO B -
" Por 'imo-m'c gwoqe'trica . Oy = 0. 41 &p = 0. 39
~NUDO C -

Ko Blmraaer  Kytila oo Ko2EL0.8081 Ko =2Te3El

1. f" - =
%a=Zrees bo""2res€r 9% %e
=NUDO D= i
Por simetria geométrico  dog = 0.418 o™ 0-298=dp,
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A B8
c r » r r c
diil  o0.59 0.41 ' ' 0.41 0.59
M) 2042 ] -1042 0.042
£} -0.590 | -0.410 ' -0.427 § -0.615
T 0758 § -0.214 -0205 1.2.19s
E§ 0321 § -0.223 0. 1,418
r 1 0382} o0.403 -0.112 | -0.047
£ 1 -0.516 § -0.359 ‘ 0.065 ¥ 0.094
T | o040 | 0.033 L -0.180 | -0.203
E 1 0033 | -0030 : 0157 3§ 0225
T | oose{ o079 ©-0.015 | -0.016
£ | -0.096 | -0.067 . 0.013 0.019
MFL 1730 | -1.740 1,323 1-1323
c 0
c S\ I\Wr »pi\r I{c I1I}¢ s
dyl o016 § 0292 § o292 0202} 0292 } 0416 |
MY 20028 4167 Y-s5.767 | ] 105
E§ 15161 1063 § 1063 -3.086 ] -3.086 1 -4,396
7 1 -0295 -1543 (| osml -0.308
£V 0764 § 0537 ¥ o537 -0.065 § -0.065 | -0.094
7§ 016 § -0.033 0,709
£ § o080 { 0.057 ‘ 0.087 =0.406
71 -0.258 -0.143 0.047
E [ o] o7 | oz =0.032
71 oon2 " 0.113
£ Y o013 -0.072
W Al -0.238 -4.439
£ KN
M| _-4167 0.000
0.532 =1.343
0.269 =0.033
0.029 —0.143
0,059 -0.011
[ Tooos —0.025
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7.16. Determinar los momentos en los vértices del siguiente marco.
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— Momenzos de empotramiento.
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capitulo

Metodo
modificado
de Kani

8.1 INTRODUCCION- - - -

Este mérodo permiie obtenet los momentos flexicnantes finzles en los extre-
maos de rodos los elementos de una estructura, no considerdndose los efectos de -
las fuerzas cortante y normal.

L.a ventaja del mérodo es que considera simultdneamente tanto el giro como
los desplazamientos lireales de los nudos. El procedimiento es semejante al méto-
do de Cross, y hay necesidad de equilibrac nudo por nudo y pisc por pisc cuando -
hay despiazamientos laterales.

Las incégnitas scn lcs gires y les desplazamientes laterales, utilizéndose el -
método iterative de Gauss - Seidel en la solucién del sistema de ecuacicnes. Di-
.cho método establece que una it'cdgniia se express. come funcidn de otras, supo--
niéndoseles velotes arbitrarios para derermirar el valor de la ircdgnita despejada y
trepitiendo el ciclo de sustitucidn un nimero suficiente de veces, se encuentra el -
valcr exacto de la sclucién. El procesc iterative firaliza una ves que las incégni-
as tienen la precisién deseada.

El método se puede generalizar p&m. marcos no omnogonales ¥ con cualquier -
tipo de apoyos.



METODC MOQOIFICADO DE KANI

8.2 METODO DE KANI
8.2.1 OBTENCION DE LA ECUACION DEL GIRO DE UN NUDO
En base al proceso utilizado ez el métedo de Rigideces se observa que el mo
mento flexicaante final en el extremo t de la barra ij, puede expresarse comcs
wp? o 9E1,  2Er, __BEL
My =4, - -5 & & -
) L1

(L .d&‘

si hacemos El-- s ) ) .
A:?.T- X, (rigidez relativa @& la fli:'lon)

fl <26, | #-29¢ . #u"-l_-y'

s& liene ' )

M- ML 2R K B - Ky (8.1

La comvencién de signos es que lce momeantcs de flexisn da nudo scbre barra
son positives cuando tienen el sentico de lis meneciilas de un redoj.
LY

Haciendo referencia a lz. fig. 8.1 en dcade se muestra el nudo i y les barras
qu= ccncuren & dicho nudo

4 )
ENTREPISO netr _
Figura 8.t 1 i ) 3 _PISO n
S n=1,2, 3..m
ENTREPISO n
2 menimero de pisos o nivetes.

la condicién de equilibric ectd dada por
’ My My v My + My =0
en forma general T
. = ‘
en donde b indica el nimeto de barras concurrentes al nudo i
Reemplazando (8.1) e 1o suma apteripr tememce:
s Y Y » »
. BMpmo= ;upzp’, ZHy + gfr,,ﬂ, - gx,,p,,

si ahora hacemos

’

Y ] . . )
M = ;M,: = momento de desequilitric en el nudo i.
'
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&
y K = EK"' =figidez angular del nudo i.

0-mezg K+ SK,d - Sk,
de donde se despeja el .giro del nido i, quedando
M » 3
. Iemm Bl vk

esta ecuacién expresa e} gito del nudo i en fincibn de lag gitcs y desplazamientos
telatives de log extiemce de'les bacras que concurren al nuda.

resulta

8.2.2. OBTENCION DE LA ECUACION DEL DESPLAZAMIENTO LINEAL
DE UN PISO

Considerando 1z fig. 8.2 en donMe se ha aislado él';;is'c: n, ottenemcs li. ecua-
cién general de equilibric que ectablece

RO Y

Qn . Y B PISOn ...
c- - Ce=2 - C~r|ENTREPISO n
LI 2 : P1SO n-1

Fig. 8.2 Eguilibric horizental del piso n.

r
E{M’] +M}1J: 0- hl
caf

en donde

t = nimero de columopas en el entrepisc n.
Q, = cortante acumuiado arrita dei pisc n - 1 {positive hacis 1z derecha).
h = alturs del entrepisc n.

Sustituyende (B.1) en ls ecuacitn anterict obtenemcs la expresién de equili-
bric del pisc n, es decir: '

r r r r , B
SM M, 143 S k0,443 3K, §-2 ¥, 2K, =0, 4,
en la que si se iguals

r
M, = E{M,; “'M,:I 2 momente de desequilibrio del entrepisc n.
ced
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, _ :
K- EKII = tigidez del entrepiso .

c=1

resulta

r
M+3 ZK G, 4G 1-2pK -0, b,

de la cuai se despeja el desplmmiemo‘line-al cbreniendo:

. Qhy+M,
#' 2’7: ‘2&;5,(¢+ﬁ, co T

La ecuacién a.m.enor expresa el d&plmmlemo del piso n, que es incégnita, como

funcién de los guos de los extremos de las columnas del entrepiso 1, que también
sen incégnitas.

P e e

En algunos casas M_ es igual & cero, excepto cuando existen fuerzas concen-
tradas en la nltura de las cuiumnu, c eoiumnas SUjetaS a carga dxsmbmdn no uni-

forme.

En la a;;li-éacién del método se calculan los tactores

T

Ky . 3K,
= HRTEg e Wy

por lo que las ecuaciones de equilibrio quedan:

othos S-St
}},-_‘75_’2;5*:_‘!:__; v, (6,+ 41 (8.3
Como comprobacidn, se tiene:
a) Para el nudo i é#ff—g—
Y
b) Para el entrepiso n é Vy‘—g-
=}
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Aplicando las expresiones (8.2) y (8.3) se obtiene un nimero de ecuaciones
igual al ndimero de incégnitas, o sea existen tantas ecuaciones (8.2) como nudos
tienen giro y tantas (8.3) como pisos con desplazamiento en la estructura.

8.3. CASOS PARTICULARES

Se considetan como tales; cuando se tiene un entrepiso con columnas de di
ferentes aituras y cuando algunc de los apoyos es una articulacién.

8.3.1. ENTREPSO CON COLUMNAS DE DIFERENTES ALTURAS
La ecuacién de equilibric de pisc Sé puede escribir come
E" My + My

C A
. N iy

Si R es una altura arbitrasia que _puede set la mds comin del entrepiso en
estudio, muitiplicando ambes miemdios de la ecuacidn anterior por dicha aitura

se obtiene -

: My + M, .
Qf A L 8.4l
L= hfj
sustituyendo (8.1} en (8.4) y si N
a,,-———ha

. _ r r
se obtiere (4 'E{Mf;*’bf:}aﬂ*‘sgml ay (¢,+¢,}-2}£ gl@ &, e.5z

en donde en el Gltimo término aparece 8ij al cuadrado debido a que

% =ayt. C (B.6T .

Haciendo

,
=ty + M )2y = A,

’
E’ﬁ/ af] ~- K,
la expresién (8.5) queda

’
de donde se despeja el desplazamiento
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6.- Obtener los elementos mecdnicos de fuerzas cortante y normal, para -

finalmente trazar ics diagramas correspondientes.

Por iltimo, es conveniente hacer notar que los desplazamientos lineales y -~
angulares calculados con este método son miltiplos d@ los obtenidos con el méto
do de Rigideces, ésto debido a las relaciones utilizadas en la obtencién de la ex
presién (8.1). Por otra parte, los gitos positivos indican gircs con el sentido de
las manecilias del reioj. De igual manea, los desplazamientos lineales de las -

cuerdas son positivos en el sentido de las manecillas del reloj.
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(8 h- + My 3 4 o
_ Aqul se calculan los factores — K_’&/ 8.8
/T3
y como camprobacién L _.._3_
: c% Wwayf—7>2

reemplazando (8.8) en (8.7) se tiene @ h + 4, 4 |y

; . ——————ree - 2 U + )

) ‘.-El"procm iterativo se aplica a las ecuaciones (8.2) en donde hay que te-

- ner en cugnta la ec. (8.6) cuando sea necesario, y a la ec. (8.9). Conocidos los

valores de lat incOgnitas, se susticuyen en la ec. (8.1) teniendo en cuenta la ec.
{8.6) cuando sea necesario.

8.3.2. APOYQS ARTICULADOS
Se procede de la siguiente manera:

Calcular el momento de empotramienta considetando la columna real. La
rigidez relativa Kij se multiplica por 0.75 para obtener la nueva rigidez telativa
K;i de manera que con esta nueva rigidez el giro en el extremo supericr conside
rando la base empotrada sea iguai al giro con la rigider Kij cuando la columna
estd articulada.

La altura se tiene que multiplicar por 1.5 para que e! desplazamiento supe
tior considerando la base empotrada sea igual al desplazamiento cuando la colum
na estd articulada, después de hacer lo anteriot se aplica la ec. (8.2). Sin em-
bargo, las fuerzas cortantes por desplazamiente no coinciden en las columnas --
real atriculada y ficticia empotrada, requitiéndose un factor correctivo adicional
que es . .

bii- 0.75

Al sustitulr una columna ficticia de altura distinta a la original, se tiene -
el caso de columnas de diferente altura, visto antericrmente. Sec aplica la cc. -
(8.2) en 1a que se tendrd en cuenta (8.4) cuande sea necesaiio. Ul facter co--
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1rectivo b"i aparece en la ecuacién de piso, con la componente de desplazamien-
ta, por kb que sélo aparece en el \itimo término de la ec. (B.5), por lc que aho
ra se considerard:

= i 4y i
aplicindose la ec. (3-9)-

La verificacién serd

z J
= Yy 8y By~
c=f

El proceso irerativo de solucién sa inicis suponiendo valores a ias incégni-
- tas {usualmente se suponen iguales & cero), y mejorando los valores supuestos -
por la ;pﬁcmién de las ecuacicnes de los giros y Ics desplazamientos. Los valo
res obtenidos son compatados con los supuestos y si se excede cierta tolerancia
especificada, se repite el ciclo iterativo hasta que ics Gltimos valores obtenicos
no excedan la tolerancia, con respecto a los valotes previos correspondientes.

Una vez determinados los desplazamientos lineales y angulares, se sustitu-
yen en la ec. (B.1) obteniéndose los momentos flexicnantes finales en los extre-
mes de todas las barras de la estructura.

Estableciendo una secuela de cdiculc para ia aplicacibn deiméicdo mcdifica

do de Kani se tendria lo siguiente:

1.-  Establecer el nimero de grados de libertad n de la estructura, tanto
lineales como anguiares {en el caso de giros se-tecomienda calcular éstos en los
nudos donde concurren dos o mds barras).

2.- Calcular los mcmentos de empotramiento causados por el sistema ex-
terno de cargas, asl como los factores de distribucién tanto angulates comc li--
neales.

3.- Establecer el nimero n de ecoaciones, utilizando las expresiones co--
rrespondientes para giros y despiazamientos lineales de lz estructura. Teniendo
en consideracién si la estructurs tiene articulaciones comc apoyes y/o columnas

de dilerente aitura en un entrepiso.

4.- Aplicar el proceso iterativo de Gauss-Seidel al sistema de ecuaciones
establecido, hasta cbiener la precisién deseada.

5.- Conccidos los valores de los desplazamientos, calcular los mumentos fi
nales en los extremos de todas lag barras de 19 estructura.
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8.1. Resoiver la vigs continus que se muestra

Qbkn an 4ion

4fon/m
. El=cte.
? ' '?' c .
L2 180 10 to O 30
= Célculo de los momentos de empotramients.--
F 4 . -
M, L) (E5VEL o 5025 ==L (321) o7 s508
a4 2632 _ “"' S T
- 28080 ,..Mm. 4500
Mes Mo =5
- Cdlculo de lcs fictores-de ‘distritucidan ™™ s m
~NUDO B~ | A :
Koy =-2L3EL =0 250E Kec =—Elc0.333 €1 Kg=0.383E1

_ 1 o250} ol qo3ss [ =~ 0500
Haa=™= 2 (o.sas a2t M= a.saaa @286

=NUDQ C-

Keg=5-=a. 33381 Kep = LL2EL 025061 K= a-"“f"

/Ics:-_}_{_ (-%g%)::-o.zaa Uep = .._;..{.%5_;% —c.274 E=0.500
También

_?‘%*a%;asu-am, _Eﬁégﬂ_%_wh_ﬂ%

En este problema no hay despiszamientos relatives, por lc tento las incdgnittas sen

los giros en los nudos B v C.
My
&

. < 2&_ % [
Aplicandn sucesivamente lss dos ecuaciones anteriores se puede formar la si--

guiente tabla para la solucién del problema.
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6 i R 0 S
N U DO 8 N U D O C
-E1M/2K; £l Xym-2533 El Cp=1.57r
Bij Mac=-0268f §  ly=-0280i1 4,
itaracion El 4o El g
0 . (7] 0
, El @g z-2ms El @ =157t
Upcfl = Q000==2.535Y oy 25350725 = 2.296
2 El @ w2535 El Gc =571
Uge 12200120 857=-3, LegF-3. 082 Q013 = 2484
3 -3.245 2. 409
4 ~3.250 . 2.500
5 ~3.250 2.500
Asf los giros son: é--!g;& b4 #%m

Sustituyendo estos valores en la ecuacién 8.1. se obtienen los momentos finales

en los extremos de las barras, teniéndose

Moo= My + 2K 8o 0.000 My = My + 2K oty & o~4.000
Meg = Mg+ 2K 50K bpms. 250 Moy =M+ 2 KpO-3.250
OD.I AGRAMASE
10 ton 4ten 4ion

4 fon/m
a—é’—z—i’—éﬁ“é‘“‘a

&

C [*]

7083
14
4,917
a333 .
3022
Q. 500
Q250
M
4,000 3.280
; .50 1.50 10 10 ; 10 771 ia.zn,
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8.2. Calcular los momentos en los apoyos de la siguiente viga.

Tioa Tion 10 lon
Jton/m
~
N
1020 _\0 80 © 20 409
114 o £t L 2El

- Célculo.de los momentos de empotramientc.

: ) ?
Mog= 8.250 - LOAZILL I3 T) 4 424
Mes 2135

—. Cdiculo de los factores de distribucién.

PO

—~NUDO B=-
fg,u-%ﬂ--a.sasl &c"f‘,""a 201 K, = Q70E"
-—— - ~0357 m——t _f020% 0, U =-0500
Hea 2 (a.ra’ Hoc=~—; (a.ra), s =
-NUDO C-
Ka-_-._.gl-_-o.zosl K&__..Q&}zmw_ 50E1 Ke = 0.70€:
o= L fC20) . -t ) = - 2 ==0.500
Fa== 3 Corod="%"% Hed™ zeo.ra’ 0.357 H
Ademds
Mo _-t0001 M ra08
S J 1 c0714mgl, ——le I = 1.290=£1C,

2k  2t0.70E1) 2@ E(0.70E1}

Las incSgnitas son los giros en los nudos B y C,por consiguiente

¢r£‘+ﬂx ¢c ¢c='"z‘_%+/‘l“ ¢a

6 1 R Q S
] N UDO B N U DO C
-EIM2K E] Cpu=0714 " El @ee=1.290 -
Mif o= = 0.743% §¢ fheg = ~0.143:x §4
fteracion - Elds E1 ¢,
o g o
' ? 0.714 -1.392
2 0.913 -1.420
3 | 0.917 -1.401
4 [ 0.917 ! -1.421
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Aplicando la férmula 8.1. s¢ obtieccen los momentos finales que son

Mg =MytHKis §, = —a702 M= Mr2Keb, = 167
oo = M2 R bt B, --ar? My = Myr2K K8 =5 863
M, = M2 Ky b =-5.805
DlAGRAMASSE
Tien 7Tton : Dton
i b Fm ]
et

8.3. Resolver la estructura que se indica enseguida.

B Itron/

2.5 40/ "
. s 2w °I
20 Lo:_ 4.0 _‘f_ 8.0 .
L 3E} " 2E £l -

Célculo de los momentos de empotramiento.

2
Myg=-—22L=-2.500 Mo = 2300 My == 223333
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s
My=2.333 A‘a=-|1,féil_-_4250 M= 0250
Cilculo de los factores de distribucide
NUDO B
Ku-..I‘EL.a_;-gaE; Kn'-Z‘EL-QSOEI o Ky = 1L.250E1
el fO.750 - Z ==.500
He= = (Tz500" 2300 Hoc= 2200 )0.200 2/ !
~ NUDO C
- - QTOE!
Keg-2hl 5061 K'?th-O.ZOEI K~
et f0.50%, 7 - B w0 500
Fegm=F (57810357 . po— AL 103 U
También
My (0833 ' : M 1-2.9171
- —. - =0 335 = £1'QC - - —2.08%=E! &
2K, 2(1.250E1) £l %o 2K, 200.70€17 E1%e
Como no hay desplazamientos relativos, se determinarén los giros en los nudes B y C
g 2K, "'ﬂsc ¢c ¢"" ﬂca ¢s
G { R 4) S
N U DO BEN U DO C
-E1M/2K; . El ®mg=0333 £l Xc=2.084
fif fag= =0.200" §e HUgg=-0.3573 9y
i!aracia’nr El $s £1fc
o 0 o
! T 0,333 1,963
e i e 2.105
J -0.088- - 2.115
4 -0.090. - 2.116
o -0.090 - 2.116.

Los momentos finales en los extremus de las barras son

Mg =Mig+Kes §, = - 2.567 Moy = Mut2K, 94K, 8, = 2.365
My =My 42K 4+, $, = — 2. 305 Muy = M2 Kb AKop b, = 5.40¢

M= Mgt 2Kzo b= - 5.404 Mo = Hetpcd. = 6.673
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eI AGRAMASa

Sion

3 toa/m
2.5ton/m
s /

1.240

v
- 8760
:_p 2.0 190 zaool 2,448 2588
M

B.4. Calcular los r:.mmem.oa on los apoyos de la siguiente viga.

WVtoa

- Iton/o
% ﬁ nﬁ%na‘-ﬂ El=cte.
] c [+]
—t0 . 40 32 . 30
- Célculo de los momentos de empotramiento.
M, =10121 -20.0 My - 41. Jfgzsf_, 2250 Mpc=2.250™ Mg,
— Factores de distribucién
-NUDO B- .
Kgy=00 Kx 5‘ =0.290 €1 Ky = 0.250E1
My, " 00 , p:_---:g-‘ g220}--0.500 3 L=~ 0500
~-NUDO C~-
Kogm~tl=0.250€ 1 l@,u—‘g—’so. 53281 Ke=0.232E1
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I fo250 - -t o333 - 0500
A ('ZW)' o204 Feo =~ Cosa5d-a2se 2H

«-NUDO D~

Kx-—ﬂL-a.J.sJEJ Kpm _%L.o_sue; K, = 0.66651
%‘_..-_!_ ‘M}.—u,so-& X = =0.500 - .

2808
Ademdés
Las incégnitas son los giros de Ios nudos B CyD. -
b +tloc §; #-—- 7 e ¢,+ﬂm¢ %—-—}",;wx 4

1% .

L R L S
BEN U D O CIJN U DO D
£} Tg =-40,000 E) @ = 1.929 £ 1&g = 0000
Moo= -0.500: g, | Ha==0-214i% o Moc™~0.250;s §;
== 0,288 .
iteracion El gy Elde Elgy
0 -- .0 0 0
7 -40.000 10.489 -2.622
2 -45.244 12.361 : -3.096"
3 -46.180 12.695 -3,174
4 -45.347 12.755 -3.189
5 -46.377 12.766 -3.191
3 -46.383 12.767 -3.192
7 -46,384 12.768 . . -3.192
8 | -46.384 12.768 -3.192
Cdlculo de los momentos finales.
%-M;‘ -20.0 ﬁ‘c =Jé+2&-*‘ +&.+c=—20-0
K,-ﬁ{, +2x:,¢c +Kegfy=—5.212 M =4§, +2/g,$,_. +Ka,§,, =8200

%‘,..4,&4.3,&_40 + Ko;‘fc =370 Mog = »{;+2xa;.f',-43n @,:@; i, $o=t.187

281



METODO MODIFICADO DE KANI
WNIAGRAMASS

85. Resviver la viga continua que se muestra.

T
- =

w 38 9 po 20 ¢ 30 100
SEl 2EL . _Eb

i

A

- Momentos de empotramiento.

4
M= .z_r_z_.._uu:.m.f_L.,,_a,_, =24 __ 3000
. ot4s Hoe 8
%3-3-00.0 My =—QUILLLISS] o 5/5
2!41 -

= Factores de distribucifn.

=NUDOQ B-_ .

Koa™ 74 L=o.502551 Koc--'gf—wa 500E1 ' Kn- 1L.O625E]
'(—w = -l f0-500 %, ‘EY = =0.500
-NUDO C- _

,&-iﬂ4 <O, S00E ! . /G,T_-_L:iﬂ-amysﬂ fg-afaarggf

1 g0.5 _1 [o187 S7{ = = 0.500
Hegm—L %:-a.s« Heo= zf_g’aaan =-0138 33U
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Por otra pafte tenemcs

My . 3843 L7984 M ___a187 __ oi3e
2K, 211.0623E1  El Ca 2K, Z100875E0 £l ¢
Las incégnitas son los Vgiros en los nudos B y C. *
My Mg
-f‘,‘ ZK, + Usc ﬂ:"";‘,};*ﬂaﬁ,
B e ————
lIINEE N U D O . BfNU D O ¢
B /2K, El Qg==i704 £l Com= 138 -
' Hec = ~0.255 ¥ Heg = ~Q.384¢ Gu
| iterocioa ~- . El gy Elgc
o | | o o
1 T O-1.794 0.517
2 -1.915 0.561
5 -1926 . - 0.565
! 21927 _ 0,565
L_? EET A YT
Los momentos finales son _ o
My =M+ 2 Ky 5 =4.645 My -Agce;gc{,#fgcfc---"-dﬂ
Men = Mg2 Kog 0Kg fy=2.602 Mg =M+ 2o ==2.001

oDIAGRAMASGE

Ston Qton
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8.6. Resoclver la estructura que se indica.

 smn 8lon - -
é L Jton.m
l“ 3 El=cte.

.0 kz‘o :.o"; 4.0

a v - -t

= Momentas de empotramiento.

%-_M’gé_,,, 808 Moy =—2L3L 080 5575

{77
M, aalLE) o 4 o000 M.,= 4.000 Mep = = 3000
¢ a8 o
— Factores de distribucidn.
=NUDO B-
Ku-—.;{_-a I43E} &C-_LL-O' 250E ¢ ’(B - Q30357
_ 1 Jar43 230 3 =-03500
__H=- 7 _-fo_—-’b-a.!ra
Haa= 7 lasess 2192 Hoc™ 2 V0.393
~NUDO C=-
Keg=-EL =0 230€1 Keo™ 00 Ko = @ 2501
. - -0.0 U= -0500
Heg=~—1 %ﬁg‘g’ 0.500 Hep U
También M
- _Q918 : M ___ _roco __zoog
2K, zm.n:su “Er % 2K = Zi0.z50EIT . £l %
Las incdgnitas son los gites en los nudes B y C.
. : ‘
a2 G-+ her B
L) | 1) S
N U D O N U D O C
=E1 M;/2K; £l a,=0418 El x==2000
Hi Hac=-0.318= $ ar = ~0. 500w ¢,
fterdcion El ¢, £l9,
0 o o
! 0.416 -2.208
2 1.118 -2.559
3 1.230 -2.615
4 1.247 -2.624
5 1.250 -2.625
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Momentos [inales on [as barras.

Myg=Mg +Keg $g=—4.710 Moy =M+ 2Ky $g= 0,030 -
Moo= Mo + 2 Ko 95 + Ky $c == 9.030 MM+ Z2 Ky $cHK,. , 8y 3.090
Mep= Mg =~5.000

DIAGRAMASS

Ston B fon

8.7. Encontrar los momentos finales en los extremos de, las barras del.-marco

hiperestatico.

-] .7l
4.9 0 .
N i
82 -

~ Momentos de empotiamiento. e
4 R

T
srer - 344 oo
Hwn.._a_a- 2.000 = - My, Mog= =13 4.000=- M,

— Factores de distribucidn.

-NUDO B~
2 £y / - 0.086E1
KM-._4L-9,5051 ;(”.a—ﬁ—.ua. 1868E 1 %
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P 5 (asea}asrs Voot (288) a2 zp=-as00
~NUDO D~
-1, F7 -LEl < 2E! =0.9186£7
Kog=-Eleascoses Ke _5_425051 Ko =-2ELu0 001 ")

__1 {01886y _apo; 1 - 1 fa250)_,, __1/300 Y. o7y SHU=050
Fod® z‘aomﬁ' Fo-Flasmsl 07 He=-5lasst

Adem4s, se tiene

* o f-2000) 0750 o, % o._2000 . 2727 o
2K 2t0.688) £t 2kp 2too1868) - EI

Al no existir desplazamientos laterales las ecuaciones son

M,
¢f- +/“'”¢ ¢p" 2; - +Hog #’
3 G P R "0 S
" N U DO -BENUDO D
E! Cqmar7sd . El @y=-2727
i iy Hep = —0. 125:* % Hpg = —QO9 R ﬂl‘
| iteracida £/ 9p £1 8,
o o
i 6.750 -3,341
2 7.168 -3.379
3 7.172 -3.380
4 7.172 -3.180

Cilculo de los momentos finales

Mg =Ky b2 =3588 M =2Ke g =7172 Mw:@&&gé, + K bp=-7172
Hoo = Mo+ 2hog Yooy $a = 9.070 M=2K,, ;5‘,-—.;380 Mg=Kep §p=-1.090
My !4,; +2K,, 4,=-—5.apa Mep= Mt Ky ¢D= 3.155
“DIAGRAMAS« -

288 3108 2211 §.TBO
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8.8Resolver ef marco siguiente.

Sion Hon/m
LSton/m J, Vg

. \ B El D
4 toa 4

2.0

A

'13)
40
. 1 -
J- -
. 30, 30 . 30 , 50. 0 . 30

— Momentos de empotramiento.

. .- " - « . z
" I..;!4f+ H414_ 4000 Moo = L1550 __ 4750 M 6750
i A -. 2 o H
2088  BUINSN o progepy o 2UEL 50325150
- = =L (4182 M = +—{—l—z—_=lz.776
L tar o 12 (87
F I
25088 _ 8tes __ My = 13.500
Megm 2L . 13.500
'~ Factores de distribucién.
-NUDO B~
! _f0.18T850%_ ! fo.18686 =U==0.500
e =-0,285 - QP
Hou=" ‘o.:aaj__.” Heo=-%(Gizarel
-NUDO D- .
£l L e 2E1 _ =880
A;,,-—fi-o. 1601 Kypm2EL w0.250¢1 K= ZLeo 25051 %
! fo.106 __I_fEZJO w0, 1875 = 3 [ =-Q500
Foa=—7 (g 56870 2% Fo=3 a.aaa) - 18755 oe |
=NUDO F -
2 2E1 o El_ K.=0.7%0E!
Ko=-S5te02508) K mt2la0.333E1 KegmEl=o.16661 e

-
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ez 4333 ! (o168 -
b (Ga7sol 2187t 5 {53)-a 222 Mg m- 4 (88 )eam =000

Ademés, se tiene

M #,

by _._(-a750) _ _ 1089 o (-74321 ___ 5374

7 103341617~ &1 OF 2K, " TZiacd6Elr - Er %0
Me___t-a724) a“”-a:,—

oM zrorsafn £l

Asi, obtenemos las ecuacianes - —

¢f’ T"‘ﬂmﬂ; '0‘59 - 0235,

¢—r— 7. "'Mx%ﬁi 237¢ _ ar2s0g, - a.zars¢
.‘; Sér——*'#mﬁ, a483 a,ﬂ,¢

G | R 0 S
N UDO 8N UDO DINU DO F
~E1 MS2K; El Cg=1059 Elxy = 5574 E1x, =Q 483
s = - - Hos = -0.1250;/, = =0 187:r
#fl % 0.2.3.5 ,ﬂo #y - -0 ,’875;}#, - ﬂm d 3 F:,
iteracion I T Elgd,
o 0 ] o o
U 1.059 5.442 -0.426
2 -0.220 5.681 -0.466
kS -0.276 5.696 : -0.468
4 -0.280 5.697 -0.468
G -0.280 5.697 -0.468
Ciiculo de momen'r.os finales.
My = Moyt 2Ky, By=2.805 - M=2 K, ég’2.348 M=K, é,- Le2e
M”-M;;qu,éﬁxw #,——a.as * Mg = M z/g”ﬁ, +Kmé, =8.602
Mor =M,;+2K,,,4D+Ka, é,=-n. 450 M= ﬁgi-z;(m#-ﬁ(,a #,,- 13.966
Mug= My +2Keg g7 13812 Moy = Mg+ Kse G2 13.344
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e MfVIGAS)

13.344-

2848 Q150

4.05¢2

ocrell MICOLUMNAS)

1424

OIAGRAMAS s

N
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8.9. Trazar los diagramas de elementos mecdnicos del siguient wanc.,

2t0n/m - 80 -

4.0

40

- Momentos de empotramients.

M2l 2t 25000 M, a-Etir000 M TIO0 .2

re
L

y 2 : :
M= 0.000 M,..=-.z.'LZ-’1!_,-d.zsa Myo= 6.250 Mogmn 318 . co
16

~ bkactores de distribucién.

~-NUDO C-

' __QZBEL - sSPEE.
Keu=BZElcataroes K p2EL-0.00€1 Ko n-El<a 25027 =0 I
for-tBEE )tz Y o 1BID ), 250 12259 ang The-asc

sl Heo z@a.m) S e v
-NUDO D-
toe= Lol =a 4061 Kog=—EL<0.250€ 1 Ko =RIEL2EN g 2508, Komroerdd
1 40,400 1 [0.250 S~ -0.50
- -0.22 _.(&._)--o.ua-
For ~7t090 < Hod"~310.900 Hoe
-NUDO-F = e T a
1 fo250 ! £0.533%_ o286 - ~0,500
e = -0.214 ﬂ""?’ﬁ?ﬁd 0.286 U ;%
Adermay, se tiene .
Me
__1=%230) _2.837 My ___ (-2750) _13277,
2K, 210.8375E1) Ef 2K, 216.900617 €1 00

M _t-5.0001 _g4.286_
2K 2(0.5833E1) Ef

L

270



METODO MODIFICADO DE XANI

-Ast

iR

tenemos las ecuaciones

+ U b + ,u,,ﬂ- 2337 az.wgg-a.ugg‘

M, . :527 # 4
1 - _.2286 ?86
g = 2&+#x¢ azzzé. +,u,c§f_ ozu;{_
L e ST
Nuoo-~cuuoo DIN UDO F
| -£144/2K ElCp =2 537 £/ Cy=1. 527 L E] Cp=4.286
. Hep = = 0.239: 78, - . o )
Hi sy = - aremgy | Hoe = mez22ge | e 0.214; 19
iteracion El ¢ El ¢y E/ 8
o 0 0 0
/ 2.537 0.965 3.743
2 ™ 1.749 ! 1,140 3.912
i3 1.682 1.154 1.926
|« 1.676 r 1.156 3,927
ﬁ[ g 1.675 1.156 3,927
ol 1.675 1156 31,977
Célculo de momentos finales.
M. =M 2K, th= 2026 o= 2 Kog = 0578 Mpg =t y=0.289

Mee = M2 Keg ot K §=1382
Moo= Mg+ Ko .= 7309

Mot 2Koethy + Koo B=7.845

- Moc=M,

CDIAGRAMASE

274 r.T2E

271

§=-4.448

M= Mgt2K,p ?’,&& 422

2073 5317

| =LAV L L |

W= Mo 2y vl B 0819 Mog M 2Kl 5522

M.p= A[.;+2ngi. +,
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a1

0.819

2.1868

MICOLUMNAS )

8.10. Determinar los momentos en los vértices de la estructura,

ej:.
1 F
3.0 El= cte.
x - S e -
RO 3.0
— Momentos de empotramiento, '
F4
6121131 6021 131
= 4 320 . M. = =2 880
M52 i 155%
- Factores de distribucién.
-NUDO B= ‘
Kou=—t=0.333€1 Kye=-Elet. 2001 Kg=0333E1
4 OJJJ - __’_ 0.?00 = _0. ’87’ =#= - 0. 500
Hea= 2‘0..5.3.1,’_- aJzs. Fac== 5 (Gassl
- NUDO C- _
Keg=—EL=c 20061 KyEl-assser Ke=0.333E1
! f0.20 ! 70. 333y _ _ T IU==~0.500
-_.(._9 -a 1875 £ ——j_ 0.3125
a7 (5331 Hee= (o533
- NIVEL | -

EVl E) _2E}
P L AR LAy 2 4
K"’ J J J
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Ve >6 3-=-a7ss l{x---H-a’---a,rsa 3 Y-t 500
Se tiene
My {-4,320) __ 4.050 o M ___ 288 __ ar00 _
2Ky 200.533£11 E1 2K 2rossEn T El %%
M=00 ; .0,=0.0 O ortly _
n N 2& -aa=/8!
Por tanto se forman las ecuaciones.
My - . M
-t o e s
Op hy+ M,
Pim 20 Yt -y, rp{,-i-pﬁ)
Considerando ques é'ﬁo‘ gfx-a
Tenemes: L
S L I - tbeath o,

g, M,
#: ='£—h§g—"‘ vu%'vnc#:

Utilizando sucesivamente las ecuaciones.anteriores se forma la tabla siguiente:

Y 4-4-# T s —

“ Hd "R 0 S JDESPLAZAMIENTOS
i END- B C N I VEL 1
E1x-2700 ettt o-p £
© 2K,
Il‘#,-j Vi Hoc==0.1675 59 § Heg=~01875;2Pg § Vas=0.750: %5
HMae= 0.3125; *#, ¥ Up= 0.5125: ¢ f, § Up =0.750: " pc
Viteracidn Eifg Elgp £l Y,
o 0 0
S 4.050 -3.459 | 0.443
I 4.837 , -3.468 F 1.026
| _3 L " 5.021° -3 1.275
I 1 5.071 3252 . 1.364
A 5 5.086 _ 3227 1.394
[[r 6 5.091 : Co -3.219 . 1.408
F 7 5.092 -3.216 1.407
8 5093 . - -] - -3.215 1.408

Momentos finales en las barras.

Mg =Kea By~ Kg ¥,=1.228 M= 2K, g~ ;g‘y,—aaaa MM 2K, dic_@.=-2007
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M= Ag«»z;g_,;{. +K fy=2615 M 2K 4 -K, F, =-260 Ml fb Koo =150

wDIAGRAMAS.

3.803
1.308
357
13868
.08 357
1'4 N
8.11. Resolver e! marco hiperesiftico que se muesira a continuacién.
2 ovm : ..
/ - -
o 3 F
"_'._‘l"___ - o ke
ﬂ-—ebn Elzcte,
.50
A ﬂi= c
] 8.0 — 40
- Momentos de empotramiento.
2
-] = 4.166 3615 _
M=t =-a106 Mo My=-2 cms625
— Factores de distribucion.
-NUDO D-
K=l =0 20€1 Kp=—ELsazoer Ko = Q0L
- 5
I A .. 712 Y I p2oy__ /L~ -0.500
Uoy=—t- B2 0.250 Fog = - (B2 =-0250 K
-NUDO E~-
Keg~Sl=0.200€1 Keg=-2L2EL = 0.150¢1 Ke= 0.350E4
- tfozon_ . L R150Y o —n 3y ¥ LU= -0500
Feom-5{3525) -0.200 Hew=~7 o350 = 22" A
= NIVEL 1-

La altura de la columna articulada se mutiplica por 1.5, asft
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hp = 50m - : Pog = 250 m /:' Sea A= 500m
5
For lo que: qg-—-h—:mo : r-—--aa
7 Ao 5 e 75 0068
b -/i! :é! = 0'656#

La rigidez del entrepiso serd:

RoemGl-01P + 8268 1075100686 = a.250E)

3c0.200 1 310.15010.686
R er—— ey, R = - - -
You 2102505~ 290 e 210.2504 @.600
. .
Como comprabacidn: S a; b;=- 120011 - 0.600 (2.6661075=- 1.500
Cm)
Ademés:
o {41661 52083 co- M tres8n _ 20833 -
2K, 210.%00E1 &I 0 2k ~ 2a32en - E1 ¢
. - . - P 5+ - xF
My -5.825 G =2 30: g5ty t R _-3ts1-3625 41250
Z 2Ke 2025511 &t

) '!‘eméndose las ecuac:anes ) .
é =g "'Nxﬁ--ﬂali -
g~ +,u€pﬂ, #sara.am;fzw w2868, + o143t

‘/_O.h'.hﬂ. EPP:: %éa_nzsa_‘_,-m%*_awo%

- o.z.so,is‘ + a;?séf?,

Las que al aplicar simultdéneamente dan como resultado la siguiente tabla:

I G ! R o . iioesruzm:emos
‘”ﬂ“ qn U D o DINU DO EINIVEL 1
2’;‘_ El E1%5=52083 Ela,=208353 (& 0”;;; Mr “;_f;”
sy § tae==0230irfe § Uepm -azsa.::f, Vao = 1.200 ; 1§,
= 02501, Hez= 0193 :isf | Ype = 0.600; 2 s
iteracion El do El Be 1 £1,
') 0 o | 0
! 5.208 0.594 -34,644
g < _-3.601 -1.841 -46.676
t 3 -6.000 _2.875 -50.175
4 -6.617 -3,199 -S1.110
5 -6.769 -3.289 -51.346
| [ -6,806 -1.313 =51.408
7 -6.815 -3.319 -51.419
8 ] -6.817 ~3.320 -51.422

217s



METODGC MODIFICADO DE XAMNI

Momentas finales
Mo=HKeo B, ~ Kol =8.921 Moy = 2Koaly = o lf=7.587

* /
flgg"l‘é- +2KU‘P¢ *.KDFPE.: - 7.557 Mm = ;D"'z&a#r +A’Ea 'dg - g7

Moy =M +2ca fle "@a}t S-1.478

3108  1.802 ’ ' .08 1.802
!-n—-—-&-—--j‘ P‘_-"'—"f-_—-'

wDIAGRAMAS

— Momentos de empatramiento.

2t8r __ = 6000
Hog=—22L =a000 Mea

/ ar_ _1oe2rf 14y _
M,C:-—G-ﬁﬂ’-_{-—hm L5688 Mg = F =4 de

o)

— Factores de distribucién.
-NUDO B~

Y= —2EL=0566E1 K= BEL=0 33551 Ko = E1
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METODO WOOIFICADO DL KANY

;.r_---j-@mn 053 A = --_g—u.uu--cm TH e sag
-NUOC G~
4:"‘““". r a8y G-m' -d iF90F ! K =aessser
b Q] e Hob3BY e wpeamo
~NIVEL i~
. h:‘i..m:h ™ l'n cohsman, ultl:h.:.-uhi#: post 2l lsl:ﬂ L?-:ta.
Par laate! n.p{-.-l‘ﬂ--m- : o
oot for = asaw f,
La Acides dal st repiao sera:
| Rl BT 075 000005 - 07083381
% -—%—--uu ‘E"‘W"M”
e ram . ~ arasne
Come cumpevimcite: g"—v‘a By = -8 4tP-Qr70RIMATE - 1300
_ Temblda . - -
A . tpeegy  téee x . vad esen
25, 261 &1 F T T -
A = to-a0man ’ - Li8 , Ak LN
. &= T “ “riaro® o
Hemdiands lag
ﬁ,.—-i,’—q-k‘, - g = L2l aroegd o asssd;

1848

*"T‘t""m"‘"mw""’ L. - aseegy+ consf,

7 ._&.Isité_g,,g- e o= L2224 caizd, 0 arred,

Las qom ol wifiess scasizamente don tuges 2 s tabia Nigwese:

[ 1 A 0 5_JOESPLAZAMIENTOY

N J 0 O BgM U D ¢ CIM LY EL 1

e I eTe™ Erqmmcses o12elty R rser

2, : R

o -t 0384 s Yo L4121, -

adiod J.:l:- cu.!ui;.‘ ﬁ- a.cu:-_‘i 'k'-arn;‘z -
irereciea | Eify £ £y
_a [} 2 [

! (=l 3374 2508

2 LA bS04 M-T

3 15.477 -4 ¥85 6.6

hd 14 BA{TR 12,259

K 1233 -133 _3Lim

[ - 19,758 -1.373 -3 Loy

I Erm EX IR 12

8 1313 .7.418 2338

2 01N -1.412 : SL6Ne 4

7 M 2420 . SLELs

I 220 SLAZL 12471

2 D =Lant GRS

(1] 2149 -h4u 1409

[ T Ies _74n1 51.600

15 _nj4e -7,412 jL§ye

27117



METODO MODIFICADO DE KANI

Momentos finales.
L
Mag= Moy + Koy Oy — Koy Vr"""”-’”’

My =Moct 20y By + K ﬂ.-z. 134

Moa = Mo+ 2K,y — Koo ffym = 2133
My =Myt 2Ky B + Kyl =200

Mo 2hoo Bl =Ko ff, =—0.246

12878

2.3 1.041
4 ©
.8 2.408 0244
-8
8.
1a.9et 27.831
v M N
ssDIAGRAMAS.
8.13. Encontrar los momentos finales del marco hiperestético.
5 fon/m
20
20
. .
] =
. 40 .
— Momentos de empotramiento. P P '
toc11ezf __sezresf ' 10011 (2) , 8121 (1) _ 4 oo
- 5778 o —¥ =%
Mo=—037 137 ST 03rf
s5r4s° s - 2004) o ..10.000 = -
Mom--2l2<0.000 = -M,, 4{,-._8_!.. 10.000 = - M,
=~ Factores de distribucidn.
-=NUDQ B=-
=0.833E1
Ko=—SLea 333E1 KogmEhLm0500E1 Kg=0.833E
= U=-0.500

7 f_’O_JJJ
LU o — = =-0.200
4" p 0.83.3) o
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METODO MOGIFICADO DE KANIL

-NUDO (- .
;g,=—‘?f—’—=-a 500¢1 Ky = ~Ehea 25081 . Ke=o7rsed
--—— (22001 e g 533 -l -0, 167 . =i =-03500
0.750 Heo == 150) d f=-e
- NIVEL 1-

Debido a que las columnas son de diferente altura, si hacemos: A =J0m

Teniéndose oo 20 _ . b _3x0_
= for 3o =t . axhx S5 =0.750

g oo =0.750 8,

Rigidez de entrepiso:

_ 2 »
Roei=Koa Bgu + Ko S = E11F 4+ ELr0.75F = a47ec:
36033311 | 3tazs0107% 3
g SAOIIIN 1058 - =059
Vea == 10,4741 Yo = 210.474) ?
2 _
Como comprobacién: = Vi By = = LO33(11 ~ 0.56310.731= 1,500
<1}
Ademids: — e
M _rerrrr _1osss_ . M z_._;';_JgL_?ZZ?. i T
2K, " ZroszzEn £1 2 2K. 2007856 E1)  EJ
My = (=5773+ 4.889) 1.0 + (100 = D01 0.750= ~ 0.8586 *  Op = 23X3=10.0=~2.665
o Qh+H, -265513.01-08393 2378
2%, - 20G.47E7] £1
Dande lugar & las ecuaciones:
roaca /
& == zx B = -a300¢, + a.200f,

fe=- ;f:{c. *’ﬂm?;-#mamff-%gf—a- ~0.533¢, + 0125 §,

/ O, he + H, 9376 . ’ﬁ
P -—'—-2—'}-—4-—1{._,@ - vxé-- =+ r.o.;.sf‘, + Q.59
&

Y, al aplicarlas sucesivamente dan lugar a la siguiente tabla.
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METODO ‘MODIFICADO-DE KANI == ~ = ar o =~ s o o

SRy G I R 0 S {DESPLAZAMIEN FOS
N U D O BIN U DO CiINI1VETL 1
-—:-7':_5! El @y = 10660 £l &p=2222 El-—————o" ;;{ Yo 0376
%-ufi DV Hop = =Q300 ; « [ Heg = =033 ;1 #5 Vg = 1055 ; « fg
, Mag= 0200 | o= 01250 | U _=0503: + §:
iteracion IIEA El 4 ElY,
H> 0 g 0 o i
E ! 1.060° , 1.867 -7.144
2 -0.923 1.637 -9.379
ﬂ 3 -1.301 ,1.453 -9.869
P ¢ 2138 1439 -9.950
5 -1.356 1.430 -9.958
G -1.35% 1.429 -9.958
X7 -1.355 . 1.428 -9.957
8 -1.354 - 1.328 & -9.937

C4lculo de momcenios fimalcs.

Moo =Yaa+Kea ";a‘ é'--g_,rgo Mas ‘AJ;*Z’GA,(%‘K&,V;*?—JU-’
Moe =M+ 2Koo By + Koo b= —7.308 Mg = Moyt 2Ky Gt Koy ;,i,= 7418
Moo= 2K ol = Ko .5 =7.410 Moc =M+ O = Koo i = 12,224

DI AGHRAMASe
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METODO MODIFICADC DE KAN!

8.14. Resolver el marco de dos niveles que se muestra enseguida

/0.5'0’\/!!!
3%
ZW{ Eizcte.
- oo oo =
_— 8.0 - LT - b
-~ Momentos de empotzamiento. | " :"_"‘:Mj A - - e
Mg ..05051 1,042 = - ; -' 3’5’1 "’“”"" -5.767
‘;-’2 ; Moa y #o 12 rs)’
= ZL3S, JOUINNL] 1 567 M 3'35 L2 w2042+ - —4!67:.-” -
My 12 t5° M"" %" l
‘Factores de dlS‘leﬂClOl‘L )
-NUDO A
Kg=-Ela 20061 K.;-j,-fj'--azaafl Ky = 0.986E1
__J fo.z200y_ : 0286 5 [=-0.500
- =-2208 -0.299
2 0.486) Z o eaed”
-NUDO B~ Por simelria geomelrica.
K = Q200E1  Kpg=Q2B6E! K,=0.986E1 Mg -0.206 Mo go-0.299
-NUDC C-

,&= £l o 20061 ’&F—ﬂﬂm&'l 19-0.68651
. 5 5
- 10.286 . ’ E.zoo’ 3 = -0.500,
-- -2 208 o - - =

0.636 'um 2 Vo.686 ;ICE

-NUDC D- Por simatria geometrico:
Kogm0-286E1  Ky=Koem0.200ET K,=0.686E1 L(n-,-o.zaa M=tz 148

Ademis, se tiene

M 1000 ___ 1.020_o M . _rose 1072 o
2K, 2(0.486E1]  EI 2/ 210486€1)  El
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METOOO UGDIFICADO 0L KaM!

-}!L-.ﬁu.‘.:L L4823 i | o 147 2
X HasdsEn 1% Ix, WG L o,
-NIVEL 3~
L, £ - -
Kg iyt easne Y- e f,%_f‘}f,""“"" IVa-r 300
Moy=ao 0, =1300 A mae; M4 ssoocrsomivao  mrrr
26, . 2137181 o
—-WWVEL t -
[ LA I S L%, - T Ve + L300
L M Tt LRl e 7Tl i B
¥ _=ao OptrIow  asds. RAV%_ipoorso0i+a0  rLooe

2x, foeoofii &

Asl, obtenemos las SCunc ioner
- #.-—-?x,-*ﬂud.w‘#g My = 2EH - aroag, - aered + azoef
ﬁ.”v‘z-*#uﬂ Chhh - Mgy =—LFTI— aey, - crved, v arves
b i hath ol = sl = Beatyo AGF— aroag - arad + magharoat
#.--:%*v,.d.oﬂ.:d - i, ~ Saal IO .00, - areaf s aresivasont
’-Fi_i'zi;‘—‘-- i - V,‘--uhﬂlq- anod + arsod
b2 Bl Yty o= 2G5 v arsord + ot +arsordedy

Cuya aplicacedn suceuive da oiigen & L sgwemte Labla;

G L ) 0 S DESPLAZAMIENTOS
NuD0 aA{NUDO 8lNupo CcINuoo Bimiv 1lniv 2
~EIM /2K, €na, A v u W28 |
—iore —i.n?y zdss -1 ror 7a0C0 arer
ey = 200 i, Lk = -0 2084, :
;:::ﬁ”:‘, t::::::t‘: iog=-aresef, t--qmaﬁ...y armned (Lrarmerded:
. . T lbpe oremis - arebuef, 1y . . R
|t = a.m;d','.‘,- areeg, ::. W'g z- W';% arsos s+ f, [L'dﬂ'l #, ,‘J
£i4 £1 Erd Lify £14, £l py
g o g ) 0 a
-1.u3y a0 1.9 1.4 .99 5.508
FraaE 1m 11378 0.9%1 .M 15.513
1.239 5.18% 0118 ST 914 35.728
.13 7182 158 e V8431 TE'T
3.013 7477 nm s 100.42) 318
3.406 2 130 10.904 104,437 4.9
3.61% [R}1] 14.63% 11.293 N, Y38 WATed
Lowim TR 14.548 L1499 101,260 41120
3,179 oM 1 1z 1.0 102,413 37.46)
LD L1684 . 11.667 102,493 47.592
T Y 1509 11498 102,338 41,66
1138 L 15.083 1.718 107564 41,698
1440 LI 25,041 11714 9518 EIT
M2 |T ane 24044 1729 103380 41,718
3844 8.5 25.047 1731 142.58) 2.33)

Cllcubn g o demates (insbes
'uﬁ‘d'a’ud + Ky dyw2 190 “x"“:‘M"‘A' ' ’f‘"”
Mo 0Lt 2l + Ko s rve Moo =Mt A Ko - Ky -s090.
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METODO MODIWFICADO DE XAN!

Mo =Mor2K BAK B -K  Jm-0267 M, = Mt2K 4K & <8508
"’Eazﬂ':*z"& f-Kee iy =-0.331 Mec = AQ'C+KEC4:- Kec¥fy=-19.674
Mog=2K,a P, Knalh=og Py = —9. €47 Mac =M + 2kocdothor & = 20.260
Mo =2Kep b =Kop th= = 15.824 Mes = Koo ~Kep Y =—18.470

Vv  _oms s 10 0814  3ise LD M
| st | SRS VA S )

0.2%8 E

HDIAGRAMASss

8.15. Determinar los momentos en los vértices del marco hiperestdrica.

1 fom Wwn

F

T [ m ]
4ipn 4fon
2% Z2ton/m
1 £ Elzcte.
D E F
2%
{ & & om
) - | |
L 30 1.0 19 o




METODO MODIFICADO DE KANI

- Cdlcuto de .los momentos de empotramiento.

%F...ﬂ:'i_-a.no- - My Mys o HJ;" torz)nf‘ 2972
£ (37%
b4 -
MeLL3L 10028110 - 5 104 . My = - ?”f-r.sao. M,
12 (32
2z
2031 _ 401043-1) _
My = 7 r 4.166 = - M,
— Cdlculo de los factores de distribucidm
=-NUDO G-
st"j_,&au-?e't- ' a_—f?:a 400€1 Ke=a733er
I o333 -_ apy 1 f0.-200Y_ 5 273 E U ==0500
Hov—5 (o755} -0287 Hor z(_aru
-NUDO H- _
K, = 1.066E}
Kog=EL=0.333E1 K,,,:-?-:asnsr . x,_,:%:a. 400E " - M
. 333 - 0.40 -0.188 I#=_o-5w
Hona=5 2 -0 066’ 0-136 =fLu 2 1066
~-NUDO [- Por simetria geomeélrica’
Ky =0.333E¢ Kie== 0.400E] Ky m0.733E1 Mopm-0.227 Huc=0.272
~-NUDO D -
' = 11331
K 25; <0.40061  KpezElo0.33361 Kaem$L=0.900€1 %
% / _ 1 '535‘_-a:470 5 U==C.500
Fog=- 2 e . :33’ 017655} ps ’u”f"'z I.I.}’Jj
~NUDO E~-
El _p oge K. = 1.468E]
Kew = Kex= 33204001 Keo=Kee =5~ =0-353E1 £

!_f0.400%_ I o333y, IU=-0500
Fo=Hes™ _z'_t 1.466,=-a”6 Heo=Her=~y [ a56d-2"*

-NUDO F=- Por simetria geoma?rica .
Koy = Kep = O-#00E] Keg=QXI3IE; Ko = LISSEl L =l 2=01705 HeF=0.197

Por otro lade, se tiene

Ms o 1=0.7501__0.511 My ___(=2.2221 104180
2K, 200733611 Ef ZKe  2(1.066E11  E1
M 8194 354168 M _ _ers00) _cese2
2K Z10.733E1]  &f 2K (1133811 EI
Mr __ 1-2.6681 _0.909 Mr 4.188 1.838
2K, 2(1.466E1T E/ 2K ZILI33EIT ET



METODO MODIFICADQO DE KAN!

LT S

-NIVEL 2~
L1 E1 L EL : . - 310400;
K ostzstzs = 20080 Yo = Yoe = Vr = = ~Zi7200s~ 2500 Y7150
M, = Q0 ) 4 @,=00 Por fento. Q. h+M, =00
ek,
~NIVEL 1-
A Y = 3(0.400!
Keim St 5 +fof o1 20080 Vo= Yo = Voo = = 512500 0. 500 Yr.50
M, = 0.0 y G =00 Do modo gue: G bt M, =00

2K,

Asl, se obienen las ecuacicnes para giros y desplazamientos laterales.

¢a=-

+#6n¢n+#so¢p-ﬂaaﬂé 0'5" -azzrﬁ,, -a273@, + 0273 A

f‘u-- +ﬂm¢s +ﬂm¢: +ﬂm¢s ﬂnff#z' rawa -a.:.s&;ﬂ, - a:sap', -o.:aaﬁg +a:aagé
g =- zx ity ey - Uty - 222108 2278, 02730, + 0.273

' P‘o“‘—b‘{g'*'ﬂmi‘s +Hoctk ~Houbh - Hosto=2808 ~0.1765F; - 61570, ¥ QI76S T + ot

u

+#EM¢¢ +ﬂfaép+ﬂﬂ‘#p- Heaf - /"av!’f a.gog =043 695,, -an 4#0*'#!"“3 e+

8. =~y B, + LBy =My — e Sym =t 838 -ar17858 - 01478, + a17esty, + )

fj"" “%};’.‘i‘ VoS~ Ve -~V = 0-500¢), + 0..500#! + am#ﬁ'

}é-z'%%'&‘ Yoo #G" o )= Uyelfh* e ) Ve (9 +‘ﬁ--)= .5001, P:s"ﬂ'vlf_mfgf"ﬁ-’ *+asoo( ﬂ:* 47

Las qus al aplicar sucesivamente dan como resultade la ‘tabla’ que se muestia a

continuacion
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88?2

Arreglo tabulado de solucién.

G 1 R

0

S

DESPLAZAMIENTOS

NUDO GlNUDO ﬂNUDO IINUDO DlNUDO E]NUDO F INIVEL 1INIVEL 2

INYX 30 OQVIIRIGOW OQOL3IN

—?';"'—El El—g"——gﬁé——-‘&-
0.511 104168 ~354/60 0668 0.909 -1.838 0.000 0000
i iy i My My Hij Vi Vis
GH=-0227 g, He=-a1soirhd | | per. ) 0G=-alrasisf, Z;::g:}’:% Fin-ar765:f, DA = 0.500, ] G0=Q 504 44y
GO =-0273: 4, NI~ =156 1F==Q273;*8; DE“O'”(”"‘ EF-—O..Hqt.;:ﬂF FEm~are7ieh EB= 0.500, H,§ HE=0.50 04+ f)
oo = 0.2'7.1;:‘ HEw - ISB;'ﬂE IF= 0.273; 'ép DA= 0.!7?5;", EB= 0136; "i Fe= 0.17655'* FCm 0.500;"‘ IF=O. .50‘.!41-#
HE= 01884k 06= 17954, || £1=_ar30: )| F1=_ar765: 4
El g El g, £l Elg, £l Elde Er ETy
o o 0 0 . o 0 o 0
0.511 0.962 -3.760 0.572 C . 0.713 -1,279 0.003
-0.175 - -1.46R 0201
. 1267 ~1.848 0.311 0 £3 1 558
-0.340 1.246 -3.878 0.265 0.606 -1.607 -0.368
-(.350 1.239 ~-3.890 0.243 0.594 -1.631 -0.397 -1.898
-0.355 1.235 -3.895 0.232 0.588 -1.642 -0.411 -1.919
-0.356 1.234 | -3.897 0.227 0.586 -1.648 -0.417 -1.927
-0.357 1.233 -3.898 0.225 0.585 -3.650 -0.420 -1.931
-0.357 1.232 -3.898 0.224 0.584 -1.651 -0.421 -1.933
- ' -2.808 0,224 0384 Y 163 —0.422 =1,924
-0.3%8 L232 - 24 0,584 -1.651 -0.422 -1.934




METODQO MODIFICADO DE X AN
Cdiculo de momenrtos finales.
Mo =Ko #a'KA::P; =0.238

Mo = Mot 2K, o K o=t 150

Mog = 2Hog By +Hog B —Kog Yo=0.810

Mo =M+ 2K %H@ﬂ-—a 578
Mg =2K 1o Byt ,e e =Koe By =1.993

My =M+ 2Ky fhy + Kog B, ==2.440

M "EKIF#I +Krr¢r "an#}"";‘wa-

Mog =Koe e =Ko I, =0. 402
Mgy =Mep+2 Kerfe +Xex df- 1.328

Mee =2Kpo Ko thi=-1.152

L1200 179t .00 1.00

1.368 L8345 1.0 1-Q
| A S S i |
03522

1. 1.791 200 1.0C

4513

aeTe
. 1388 1633 1.0 1.0

L -t -t - 1

Mg = 2050 0,Kp lh =0.348
Mo '4'{;;'*2/'@94”?9 g, =1.904
Moo '340;4,-”(5,9{,—/(@#, -0.577
-M +2K é{"' G?a -l 452
Men= EKen@eMon Btn f‘z""”‘
My =Myt 2K, 8,4 K,y B, 3.000
My = 2K, F+".(ﬂp.’r-&l#2--2' 108
My=2 KEE#E-KEB #’ =0.636
MMy 2Ky K P = 3.261 .

ﬁ&-‘-,éfﬁﬁ —K,,ﬁ; -—0.492

DIAGRAMAS:

H 0.242 0.415

VICOLUMNAS]

M {COLUMNAS]
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Wniones internas y externas mas comunmente  utilizadas,,

161

Y} DESPLAZAMIENTOS |[NUMERO
i x| LINE AL E S |ANGULARES DE S | M B O L O
NOMBRE Ax Ay -6 INCOGNITAS
Py P
APOYO =0 -0 -0 I " M gf r L/T 2]'
LIBRE ' A ‘ ! ﬁ ]
iC ‘ T
P e
: Q 1 - 3
=Q =0 #=0 2 P : P
ARTICULACION . ¥1 . ' n, (
. A
Y _ T"v
—
- R
EMPOTRAMENTO} =0 =0 =0 - ‘_Gg
- M
T
. P
PTOTRMl 0 | =0 | =0 2
GUIADO | 4
N U D O ;
FIASTIcCO



T6¢

10

VALORES - DE | Mi Mk dL

' 2 3 A 5 6 7
Ml . R » kmn
Mk L L L L - L L bR,
i 1.
— Lik %le Sritutng ZLikm %le Tin Liix
1 1 . . 1
4' -liLik v&uu L1k, +2Kkp) %Llhm 1’1"“‘ *uu sLlI +olik
“L. ik Lo Luizktky), dLixm o b Lin L +piin
) (28 ko High,+ L ;
. : | TITY vhighy . . . . Lk f{1+b)i, +
|I.-'z %L“.hgk ghiF2ign . 6“24'_2-1-‘“] —%L(i,+u,)km M5k | buissige | € “{ o3
L ' +a)i,
im ;
‘}i %lek -S-Limk %—le(hj-}-i,) i%—l_lmkm i Limk -'5le|( :!,;L(l-!-oblirnl .
L
- . 1 . 3 1L L2
41 Zuik Tuix T LBk +5h,) hLivm dLin 2Lk Lo bogie
] N Zuik i 15 Litsket 3k o Likm L ZLix LLs—a-din
L
__“; Luix %—Liu ;'?Li(kﬁ-au,} -%-uum -%le LLin -'—'-2-L(l+n+azllk
. .
. ’ a . ' -
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IDiagramas de vigas. [;
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VI GAS E N CANTILIVER
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iPropiedades de secciones geométricas.
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IMomentos de empotramiento en vigas prismaticas.
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- 90¢

IRigideces angulares y lineales para desplazamientos unitarios.

E S T RU C T UR A “F. T. REACC I ONES

ANGULARES
-

RIGIDECES .
o
C

LINEALES

-
-
-

RIGIDECES

» F. T., foclor de transporte,



MULTIPLIQUENSE POR PARA OBTENER

centimetros 0.0100 -2 metros

centimertos 3.2808 x 10 mes

centimertcs 0.1937 puigadas

netros 100.0000 centimerros

mnetros 3.2808 pies

metros 39.3701 pulgadas

pies 0.1048 metros

pies 10.4801 ceniimetros

puigadas ' 0.0254 metros

pulgadas 2.5400 centimerros

tonaladas 1000.0000 kilogramos

toncladas 2204.6200 iibras o poundal

kilogramos 0.0010 toneladas

:('i‘iogmm(s 2.2046 libras o poundal

ibrag 0.00045 tonetadas

libras 0.45159 kilogramos

metros cuadrados 1x 10° centimetros cuadrados -

meiros cuadrados 10.7638 2 pies cuadrados

mettes cuadiados 15.5 x 19 pulgedas cuadradas

certimetros cuadrados 1 x 107 3 metzos cuadrados

centimettcs cuadrados 10764 x 107 pies cuadtadous

centimetros cuadrados 0.15%0 puigadas cuadradas

Melros cuartos 1 x 108 . 5 centimelros Cuartos

melins fuartos 1.1386 x 10 pies cuarios

Mettos cuaros 24.0249 LY 10 pulgadas cuartes I

ceniimeiros cuartos 1 x 10~ 7 "6"“" INELIDS CUATLOS :

centimetros cuartos 1.1586 x 10_2 pies cuarios i

céntimetots cuartos 1.402% x 10 pulgadas cuartas :
==

tonaisdes/met;o cuadrado 0.1000 kilogramos/centimerro cuadrado i

toncladas/metro cuadrado 204.8199 libras/pic cuadrado 1

toneiadas/metio cuadrado © 14223 libras/pulgada cuadrada

kilogramos/ceniimetto cuadrads  10.0000 3 toneladas/metro cuadrado

kilogramos/centimetto cuadrado 204819 x 10 libres/pie cuadiado

kilogramos/centimetro cuadrado  14.2233 libras/pulgada cuadrada

toreladas x mcuro 1 x 10° 3 kilogrames x centimetro

tonelagas x metro 7.2319 x 10 libras x pie

toneladas x metro 8.6796 X 10 libras x pulgada

kilogramos x centimetro 1 x10 .2 tonelades x metro

kilogramos x centimetro 7.2329 x 1()_1 libras x pie

kilogramos x centmetro 8.6796 x 10 libras x pulgada

7

toneladas x metro cuadrado 1 4 kilogramos x centimerre cuadrado
toneladas x inetro cuadrado 2.3730 x 106 libras » pie cuadrado
toneladas x metro cuadrado 3 libras x pulgada cuadrada
kilngramos x centimetro cuadrado 1 x 10 toneladas x metro cuadrado
kilogramcs x cenmtimetro cuadrado 0 libras x pulgada cuadiada

2

kilogramos x centimetro cuadrado 30 x 107 libras x pie cuadrado

VFactores de conversion de unidades E

io
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