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I NVESTIGACIO N  DE OPERACIO NES, G- sotsss 
Antecedentes . 

Es por todo conocido ol  r6pido dcsurrol lo que han experi mentado du10nte el prcsonto­

s ig lo, el tamaí'\o y la complejidad de las organizaciones humanosn Por ejemplo e l  tamaí'\o de­

los empresas modernos i mpl ico que las decisiones administrativos pueden tener un efecto sobre 

�rondes cantidades de capi to 1 y gran número de personus. Los errores pueden ser i remcndome�­

te costosos y una sola deci sión equivocada puede requerir aí'\os para rectit icarse 

E l  cambio revolucionario sufrido por los organizaciones humanas ha traído consigo la­

división de l trabajo y la segmentación de las responsabi l idades administrati va!> en estas Nao ;_ 

zaciones. Este crecimiento ha traído consigo la tendencia por porte de los n'!chos coMpone -

tes de una organización a crecer dentro de un plan relativamente au\. nomo teriendo codo , • 

de e l los sus propias metas, perdiendo por lo tonto la  visión de como sus ::�ctivir 

se comparan con los de la organización . Lo que es bueno ¡Jara un componer 

' 
· o l.· ; h J 

es perjudi cial  para el otro. Es asr que en una empresa por ejemplo, existen las siguientes ten-

dencias: 

Producción .- Pocas lrneas de productos y grandes corridos de producción (grandes inve!.: 

torios). 

Ventas . - Abundantes y variados inventarios . 

Finanzas . - Minimizar inventarios . 

Persona! .- Producir inventarios solamente durante los perrodos f lojos ("nantener produc­

ción constante) . 

¿ Cu61 es en rea l idad la mejor pol rti ca poro la organización? . Es aqur r donde entro­

en acción la i nvestigación de operaciones . 

La investigación de operaciones siempre toma e l  punto de vista general de la organiza­

ción o intenta l legar o soluciones 6ptimas, esto es la mejor solución para la organización. 
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G-6otss6 hoja 2. 

E$ta o;oluci6n no siemprf' es lo 6ptima para sus componentes por separado. 

Lo investi�oci6n de operaciones envuelve estudios de grupo i . e. agrupa a toda clase 

dt: expt:r tos .. m )US e·. ludios. [sto e� c..ld>ido al aspecto ton general que tomo lo misma y al 

hecho de que serra imposible que un especialista en investigación de operaciones supiese -

todo lo relativo a cado aspecto y es por esto que el especialista requiere de los dem6s expe.r:_ 

tos a quienes é 1 coordina. 

Otro de los aspectos que favoreci6 el desarrollo de la investigaci6n de operaciones-

es el hecho de que el ritmo de la empresa moderna es tal que las decisiones se requieren m6s 

r!pidamcnte; el posponer la acción puede poner en una decidido ventaja a un competidor. 

No es sorprerdente -:¡ue el aumento en la dificultad de tomar las decisiones hayo re--

querido de esfuerzos paro dm a esto actividad uno base m6s objetiva y rutinario. Lo inves-

tigoción de operaciones forn:'a porte de este esfuerzo. 

Desde el punh de vista de la investigaci6n de operaciones uno decisión es uno rece,
:_ 

mendación de que se lleve a cabo un curso de acción partí cu lar q ue afecta o 1 sistema. 

Quien toma lo decisi<in int(·mta que el sistema seo m6s 11efectivo11 poro alcanzar los metas -

de lo organi zcx::ión. 

Lo medido de efect';vidod generalmente tienen unidades corocterrsti cos asociados 

con ella (pesos, etc.· pero a veces son adimensionales (probabilidad de destruir un blanco -

durante un ataque oé eo). 

Los or(genes e e lo Lwestigación de operaciones dotan de hoce muchos of'los cuando -

se empezó el intento de usc-1 un  acercamiento cientrfico en lo administraci6n de los organiz� 

ciones. Estos orrgem s sin .:·.mborgo fueron aislados y faltos de coordinación, no es sino has-

to la segundo guerro nundicd cuando lo complejidad de las operaciones militares hizo surgir-

lo que hoy se conoce por ir .¡estigación de operaciones. A causo de lo guerra hubo la nece-

sidod de distribuir en mane1a eficiente materiales escasos a las distintas operaciones milito-.... 

r ·s y dentro de éstos ., los Gctividades que los componron. Paro el efecto se reunió un 

a lo hoja 3 • • • • • •  



G� sot5ss hoja 3. 

gran número de cientl'fi cos poro que reo l izoron uno investigación de los operaciones r::ili ·o-

res. 

Debido a l  éxi to logrado en el  aspecto m i l i tar, lo industrio se fue interesando en es-

te campo. Los investigadores descubrieron que lo industrio sufrra de los mismos prob lemas -

bósi cos que los mi 1 i tares o 
Una vez iniciadas las técnicas de la investigación de oper aciones otrajeíOn la aten 

ci6n de numerosos i nvestigadores los cuales lograron desarro l lar los mismos o grandes pasos. 

l.m t�c.nicm dt,Salrnii(Jdos C<JiliTibuyf'IOn o empujar la 1ópido cnrrmo que l levara la investigo 

ci6n de operaciones, de oqur que paro 1950 muchos de las técni cos hubieren a l canzado un -

grado de desarrol lo extraodinario. 

E n  lo misma l•poca •·m que se perfeccionaban los técni cos de la i nvestigación de op� 

raciones también se �ogrorcn grandes avances en e l  diseño de computadoras, lo que foci litó 

la uti l ización de las mismas debido a lo gran cantidad de computación requerida por la i nves 

tigación de operaciones . 

Aunque no e><iste L'íla defi ni ción correcta para la investigación de operaciones pode-

mas decir que. la it vcstigación de operaciones se apl ica a prob lemas que conciernen a lo-

conducción y coordinación de operaciones o actividades dentro de una organización . 

La investigación de operaciones se ap l i ca extensamente en el  campo de los negocios, 

e! militar, la i ndustria, el gobierno, hospi ta les, comuni caciones, transporte, etc. 

El método de an6li •;is emp leado es el del método cientrfi cot esto es, la investigación 

de operaciones introduce Ed razonamiento cientrfi co creativo dentro de las propiedades funda 

mentales de las opewciont•s. 

. -
La programación l i .1eal ha sido usada con éx i to en problemas de asignación de persa--

nal, mezclado de moterioi'O!s, distribución y transportación, asr como pol rticas de inversión . 
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La programación di n6.,.,·ca ha tenido éxito en la p laneaci6n de gastos de propaganda, 

distribución de l esfuerzo de entes y ola  eoci6n de la producción . 

Los fenómen0s de esoero se han ap l i cado o problemas de congestionamiento de tr6fico, 

reparación de moqu·�aria, p loneaci6n de tr6fico aéreo y diseño de presas . 

Otras d s a'reas de la investigación de operaciones son: 

T eorra de juegos . 

Simu lación . 

T eorra de i nventarios . 

En la  actualidad existen dos organizaciones en Estados Unidos que agrupan gente i nt� 

resada en la ·,ves�ig 1ción ie operaciones:. 

The Cperafo.,s Research Society of Americe que edita la revista Operations Research . 

The 1 nsti tute :>f Ma11agement Science que edita la revista Management Science. 

Metodo logTa .-

Aunque no  e> iste u•·1a secuencia fija de  pasos a seguir en  un estudio de investigación 

de operaciones, podE'moS analizar los pasos dentro de un prob lema Hpico . 

o) Formulacit·n de l prob lema. En la pr6ctica los problemas surgen de una manera­

vaga, razón por lo wal es 11ecesorio estudiar e l  sistema bajo consideración y definir exact� 

mente e l  prob lema, i 1dicando c laramente cuales son los objetivos, los rectricciones y qu/ ­

es lo qué se puede h<1cer; i•1terre laciones existentes, a lternativas posibles, l i mitaci6n de l -

tiempo, etc, Se ve cue la �··ormulación es crucial, pues es i mposib le obtener buenos resu lte:_ 

dos partiendo de un na l phmteamiento. De aqur que en cuanto surjan nuevos aspectos du-­

rante e l  desarrol lo de l estudio, lo  formulaci6n debe ser revisado para ver si no ha cambiado . 

AquT se debe tener ::uidado1ya que aunque diji mos que e l  objetivo pri ncipa l era la -

solución óptima paro toda b orgcmizoci6n, existen casos en que e l  prob lema afecto a uno s� 

lo sección y a l  inclu r todn las dem6s comp l i ca terrib lement.e e l  prob lema . 

b) Construcci.·>n del mode lo matem6tico (muchos veces es éste e l  poso m6s senci l l�.  

a la  hoia 5 
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Este paso consiste en la reformulación del problema de manera tal, que seo conve -

niente para analizarlo. En este paso representamor:'otem6ticamente el sistema bajo­

estudio. 

Un modelo motem6tico es uno representación idealizado expresado en términos 

de stmbolos matem6ticos. 

Por ejemplo en programación lineal podemos representar las n variables de de­

cisión, cuyo valor se va o determinar, como x1, x2, • • • , Xn• 
La medida compuesto de efectividad ( llamado función objetivo ) (ganancia) -

se expr so en ton res co,oo una función motem6ti ca como : 

P= 5 x1 - 3 X2 + :· x3 + • • • •  + 2 Xn • 
Las restricciones c. las variables de decisión también se expresan matem6ticamente, 

por ejemplo: 3 x1-+ 8 � + . . . .  - 3 x n � 100. 

El modelo 1"1atemMico quedarto en este caso como escoger los valores de las -

variables de deci! ión t<.'les que maximicen la función objeti'lo, siempre y cuando se 

cumplan l.as restri ccionf,s. 

El modelo matembtico ayuda o revelar relaciones importantes de causo y efec­

to, sef'\alando de esto fnrmo cualquier dato adicional que pudiera ser de importancia 

para e 1 estudio • 

Debe teners(� en cuento que el modelo motem6tioo es uno abstracción de la -

realidad y como tal no puede inclutr hasta el m6s mTnimo detalle, lo cual compli­

carra innecesariamente i·ll problema. Por otro lodo, el excluTr efectos ooloterales­

quc est6 fuertemente CC1Telacionados con la decisión por efectuarse afecto grande -

mente el resultado. 

Un buen modelo ('S aquel que predice los efectos de los diferentes alternati­

vos con suficiente exactitud como para poder realizar una bueno decisión. 

a la hoja 6 • . . • •  
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Cuando f'xista m6s de una funci6n objetiva, éstas deber6n transformarse y co� 

binarse en una sola funci6n objetiva compuesta. E l  costo de l estudio y e l  retraso-

deben también ser considerados. 

e) Obtene1 una Soluci6n del Modelo.- Aqur debemos aclarar que aunque 

existen modelos matem6ticos que conducen a una so luci6n 6ptima dicha soluci6n e9-

s61o 6ptima con 1especto al modelo empleado y es posible que esta soluci6n no seo-

la mejor posible para e l  p1oblemo real. De aqur que si el modelo est6 bien formu 

lado la so luci6n obtenida deber6 ser una buena aproximaci6n a la soluci6n del pro-

blema real. 

Muchas veces la soluci6n obtenida se emplea como datos para formular nuevo-

mente el problem:� y a;:r mediante una serie de ciclos se obtiene una mejor soluci6n. 

d) Probar el Modelo y su So luci6n.- No importa cuan bueno parezca nuestro 

modelo siempre SI! debe probar. E l  primer paso es checar errores obvios o detalles-

pasados por a 1 to. 

Prueba Retr'Jspectivo.- Cuando es aplicab le, consislc en mirar la historio de -

la compañro y er.contrc:r qué hubiese pasado de haberse ap licado este modelo. Este 

método puede mostrar fallas en e l  modelo y asr modific01 lo. Una gran desventaja-

de este método consiste en que utiliza los mismos datos con ayuda de los cuales se 

desarroll6 e l  modelo. Otra fal la es que las condiciones pueden haber cambiado y-

que los datos pasados ya no representen las cond�ciones futuras. 

Otra pruebo es ch�cir que n6 se aplique el modelo hasta dentro de seis meses-

y obse1var qué ht,biese pasado en este lapso de haberse aplicado el modelo. 

e) Estab lecer Control Sobre lo Soluci6n.- Este paso se usa s6lo cuando e l  mo 

delo desarrollado se va a usar repetidamente debido a que las condiciones (datos) -

pueden estor vo1 iondo conslontcmente. 

Este paso puede ,�nvolver el descubrir los par6metros crfticos (aquellos cuyo --
a la hoja 7 . . . •  
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cnmbio puede afectar significativamente In solu ción). Esto se efectúa mediante el -­
on6lisis de sensibilidad. 

Uno vez dPscubiertos los pmómetros crrticos se puede establecer un mótodo esto­

drstico paro detector cambios signi ficativos en  los mismos. 

Cuando se descubre un cambio en un  por6metro crrtico, es necesario ajustar la 

solución al nuevo valor. 

f) Implementación.- El  grupo de i nvestigadores debe participar activamente en 

�·�ttJ fnsf', con nhjPto de <;upt>rvi 'lcu '1"�" In �olur.ifln nhtt·•�ido sao convbrtidn r.nn HXOC 

titud en un procedimiento operativo. 

Los pasos a seguir son: 

1) Se comunica a la admin istración de la solución obtenida. 

2) Tanto lo administración como los i nvestigadores comporten -

lo responsobi lidad de poner esta solución en  operación. 

3) .Adiestramiento del personal involucrado en  lo solución. 

4) Retroalimentación. 





IT.- MATRICES. 

Definición. TI-1 .-

Una matrfz es un arreglo rectangular de números es ca lares. 

Denominaremos por m el número de renglones y por n el número de 

columnas de una matrTz. 

trr.t mxn. 

Una n·�atrTz con m renglones y n columnas, se conoce como una ma 

Una matrfz mx n se di ce que es de orden n .  

T ene!T'os entonces que: 

4 7 8 

A= 3 2 6 14 

5 12 3 

es una matrrz 3 x 4 y 

es una matr"'z 3 x 2. 

4 5 

B"" 8 3 

7 9 

A los r.(Jmeros que integran el arreglo rectangular, se les denomina 

"elementos de la matrrz". Es asf que los números 4 , 3, 1, 7, 2, 5, 8, 6, 12, 1, 14, 3 ,  

son los elerr.entos de la matrfz A, mientras que 4, 8, 7, 5, 3, 9, son los elementos 

de la matrfz B. 



- ? -
Las matrices fas de no mi naresmos con letras mayúsculas . 

Los e lementos correspondientes de la matrrz los denomi nares con lo 

misma lefl<t pero minúscula, S<.'�Juido de dos sufi jos, pf pri mero de los cuales -

representa el renql6n a l  que e l  e lemento corresponde, mientras que e l  segundo 

i ndica la columna . 

a =B; 
13 

a = 1 4; 
24 

a = 1 2  ; 
33 

En Mr··ni nos genera les podemos representar una matrTz como sigue: 

a a a 
1 1  1 2  1 n  

a a a 

A= 
?1 22 2n 

a a . . . . a 
ml m? mn 

Algunos autores u ti 1 i zon A- [ � � lh:ill-jloA.�l x n 

Debe notarse que la letra particular que aparece como sub-Tndice 

es i ndiferente, e!. la posi ci6n lo que es importante . 

Con los anteriores convenciones a es un esca lar y 11 a l les una 
i j  i j  

matrrz . N6tese q•Je mientras los e lementos a y a pueden no ser i guales, 
i j  k l  

se considera que los motrices lhjl l yl l\ l
l lson idénticos . 

Una m\ltrTz no posee ning6n valor númérico (a diferencia de su de-

terminante) . 

>in erT'oargo es conveniente realizar ciertas manipulaciones con -



-3 -

los arreglos de nOmeros; es asr que se han desarro l lado reglas que permiten rea l i-

zar operaciones con matrices, las cuales son an6 logas a las operaciones aritm�ti-

cas . 

Definici6n • .II- 2 .-

Sean= 
y B =[ b.) 

IJ 

dos matrices. Se dice que A y B scm 11igua les11 esto es A=B sr y s61o si todos y e� 
da uno de los el t!mentos correspondientes son igua les . Es decir A y B tienen exa.:_ 

tamente los mismos componentes ( a ) '"" ( b )para todos los va lores de i y de j) . 
i i i i 

De lo anterior es c laro que para que A=B es necesario que ambas mat� 

ces tengan el mismo nOmero de renglones, osr como e l  mismo nómero de e� !t mnas 

entre sr. 

Definici6n]f=3. -

la diagonal principal de una matrrzÉ.]es e l  conjunto de e lementos 
11 \a

l l  
• • • •  aJ donde t= min{m, 1 

Defi nici6n • .ll- 4.-

Una matrrz diagonal es una matrrz cuadrada de orden n, en la cual los 

e lementos que no pertenecen a la diagonal principal son cero . 

las m<Jtri ces pueden ser usadas para representar una gran variedad de 

diferentes conceptos matem6ticos. la manera como una matrrz es mar•ipulada, de-

pende de los objf)tos que la misma representa. 
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Considerando la gran variedad de situaciones en las cuales las matri 

ces han encontrado aplicaci6n, existe una asombrosa similaridad en los opera-

cíone:. rwtlizodo:� :.ohre In� nrutrice� <HI ostos condi, ionos, c•xlsten dlfc:n·ncÍ(.lS-

también y es por esto que para entender esas diferencias, urto debe de enten-

der el objeto representado y que informaci6n puede esperarse manipulando la!r 

me trice�. (p, <t} proc�:�o., f•<;toct•·.li cos, trcmsf. lineo le"., qut• .. � como no\olrns las 

usaremos, etc.) 

Defini ci6n • .TI -5.-

La operaci6n de multiplicar una matriz por un nGmero k se efech)a-

multiplicando cado uno de los elementos de la matriz por k. 

012 k . . . . 

donde A puede t<:mer cualquier disposici6n de sus elementos. 

Ejemplo. 1J-l .-

5 � 4 63 :] e 20 3 1 5  3�] = 

o 9 o 45 10 

Definici6n. n -6 : .. -

Para 11[,umor" dos matrices A y B (que deben tener el mismo número -

de hileras y de columnas entre sr), solamente es necesario sumar los elementos-

correspondientes de ambas, lo cual puede quedar representado en la siguiente -

forma : 



A+ B � 

Ejemplo. 11-7-:-

r ¡ 

4 -3 7 

-7 8 + 3 

Ls o 2J lf 
Definici6n. ll-7-

- 5 -

lki ; b;¡ 11 
-1 10 

7 -4 = 

10 

-4 

2 3J 1! 

3 7 

8 4 

2 sj 

La resta de dos matrices A y B podemos interpretarla como la suma de 

la matriz A con la motriz e donde e =  k B = (-1) B. Asr pues tenemos: 

A - B �A+ C �A +(- 1) B �¡¡a¡¡ - b¡ ¡ ¡  
nuevamente A y S deben de tener el mismo nGmero de renglones y columnas en-

tre sr. 

Ejemplo. II -3.-

p 4 -3 17 -1 10 -4 5 -13 
1 

-7 8 3 7 -4 = -10 -6 12 

5 o 2 -2 2 3 7 -7 -1 

Defi'nici6n . .II-8: (multiplicaci6n) 

Paro er.contrar el elemento c·· en el rengl6n i y lo columna j de la­' 1  
matriz resultante de multiplicar A por B, es necesario multiplicar cada elemento 

del rengl6n i de .A. por el elemento correspondiente de la columna j de B y su-

mar estos productos; observamos que la multiplicación de dos matrices est6 def -

nido sr y s� lo si �1 nGmero de columnas de A es igual al nGrl_lero d<.; renglones-

de B, (n6te·;e que e 1 número de reng Iones de A y ue col un nas de. B puede ser-

cualquiera •. 
En gen.:·.•rol si: 



e; u producto scr6 : 

A B 

Ejemplo. 11-4 ;-

4 -1 2 

A B= o 2 3 

-? -2 2 

-o-

l l!tik bk¡ 11 
- 1  

o 2 

2 

3 -2 -

rnxr 

5 2 

= 1 1  - 2  

o - 2  

La operación d e  multiplicación de motri cec; na es c:;:onmutativa, es decir: 

A B/BA 

-
14 

8 

EP la mayorra de los casos en que A B est6 definida, B A no lo est6. 

b) La multiplicaci6n BA de las motrices del ejemplo 11-4 no est6 defi-

nido. 

Nota. IT-1 .-

Lo divisi6n entre matrices no est6 definida. 

Definición. ·11-9 ::-· 

SE.· llam-:J matriz cero o nula a aquella matriz de cualquier orden cuyos 

elementos so:1 tod(.\s "cero"; se representa por: 

o o . . . o 

o o . . . o 

o o . . o 
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Ejercicio TI -1 .-

Sean: 

3 4 4 r 
\S 
1 

4 3 6 6 2 3 3 4 4 S o 

6 7 B -�7 ? 5 G S o 4 D= 1 6 7 = o 6 

L7 
1 

'} J_j � 3 ?. � � J L! '} 3J L9 o 

S 

1.-A= Dporque a =d = 3; a  = d =4; a = d  =4;etc. 
1 1  11 12 12 13 13 

2 .- Bt C porque b f e 

¡¡ ii 
3.- La dia�onal principal de A es \_3, 6, 3J 

La dia!�ona1 principal de Bes t S, 2, ?J 

4.- P. es una matrtz de orden 3. 

S.-Be·; un a matrtz 3 x 4. 

( eS un a matrtz 4 X 3. 

6.- E es una matrtz diagonal. 

7.-VB = ��B= 1S 12 9 18 

21 6 1S 3 

3 9 6 o 

8 • - ;, 1 D · 6 8 H 

2 1? 14 

14 4 6 

� + B t1i) estó definida. 

o 2 

o F 

1_¡ L3 ÜJ 
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7 2 ? 

10.- Be= 1 04 43 

79 2.11 

B F no ettft d llnldo. 

11.-e B- �7 3; 

19 3? 

,y �" 

)'' 4' 

Yerno·; qLte 8 Cl e 8 

3A � 

23 30 

?l 'j 48 47 

los motrices sotbf«l n lt�s siguientes leyes: 

1 .- O A= Cll> 

2.-IA=A 

3.- ¡., + ® =A 

4 • - J.\ - A �" ® 

5.- J..I B=- BIA 

6.- t. ( B +e)= A B +A e 

7.-(A+B) e=Ae+ Be 

8 .- (A+ B) +e= A+ ( B +e) 

9.-/l( BC)=(AB)C 

leyes que S(\ satisfacen siempre y cuando los operaciones propuestos est6n 
bien definidos. 
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Definición. U- 10;-
T 

Dado la matrrz A, la matrrz A , obtenida de A intercambiando las hile­

ros por los columnas en A, se llama lo motrrz transpuesto
T
de A. S; A

T
�Ikl l  el 

IJ 
elemento o1 que aparece en lo hilero i c0lumno j de A es el elemento o que-

, , fl 
lifHIICC(' C'll 1' 1 ,, i ll!l (l colu1111H1 i dt• 1\. 

Ejemplo ü-!,.-
7 3 o 4 7 6 5 

A= 6 '} 7 T 3 2 
A= 

5 2 3 o 7 2 

4 3 

Poro obtener la transpuesta de una motrrz, no es necesario que ésta sea 

cuadrado. 

Propiedadf::S de la matrrz transpuesta: 

Definición lT-11 .-

T T T 
(A B) = B A 

T T T 
( A+B)=A+B 

• 

Lo rnotrrz odjunta es oque 1 lo matrrz cuadrado formada por los menores de lo 

transpuesto de lo ma trrz cuadro da dado. 

tjernploll -J.-

T' '.e· e ser i ht� 1\ 

o 
T 

2 3 -/ 

A= 3 O A =  1 0 4 

-/ 4 2 o '} 
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' 

�� �' -/6 4 r/6 o 1 1 '} 

; 1 1 r 13 -;¡ ¡.¡g 
;? 
1 -/� A-= - 1  

tj; �1 1 � -; ¡ +/ � ;¡ 
1 1 1 1 ' 

_j 
-4 -2 1" 

A= -8 4 -2 

l? -10 -3 

Definición fl- 1? .-

La matrrz identidad (I) es una matrrz diagonal cuyos elementos en la -

diagonal pri11dpal !·On todos unos • 
. 

1 o o . • . . . • • . . . . •  o 
o 1 o • • • • . . • . • • • .  o 

1= o o 1 • • • • • • • • • • • •  o 
• 

• • 
• 

o o o . . . . . . . . . . . . 1 
_J 

La rr.atrrz identidad tiene las siguientes propiedades: 

1A �A= .Al 

donde I tiene e 1 nOmero apropiado de reng Iones y columnas en cada caso de forma 

tal que la operaci6r; de multiplicación quede definida. 

Definición TI·· 13.-

Cuar.do un<J matrrz la subdividimos en varias matrices m6s pequeñas, a -

éstas se les conoce con el nombre cie "submatrices" 



Ejemplo ll- 8 ·:-

¡ -,., 

donde: 

- 11 -

a 1 a a a 
11 1? 13 14 -------------------------

a a 
? 1 1 ?'} 

' La ' a 
31 1 3? 

1 

1) a =a 
11 11 

2) A =[a 
1? 1? 

?? ?? 
3) A T a 

3? 

a 

a 

4) A t ] ?1 ?1 
a 

31 

a 
?3 ?4 

a _¡ 33 34 

a a
14 1 13 

a a i 
?3 ?4 

1 

1 a a 1 33 34 
1 .. 

r /:11 
A 1 = 1? 

A 
L 21 2 2J 

.. 

Es posible ·.� 1 realizar las operaciones usando las submatrices en lugar de 

hacerb eleme.do por elemento. Debe estor chro que esto es solamente posible en 

el caso en qu(· la SlJ;:>divisi 6n sea tal que las operaciones estén definidas, en caso 

contrario no s1� logrc:or6 nnda con subdividir la matrrz. 

Sea: 



.. 

- 1 ? -
J b -+ A B 11 1? / 

/>. B , 

r?1 b + A B 
'}'} / 

Unq clase de matrices que tienen un papel muy importante es aquella que 

CtH'nlo cor1 t•· •.olo rcnql6n o cnn una •.nla colurnno. l(ll(•s matrices se conocen con 

e 1 rtombre de ;ectores. 

B = b . 1 
b ? 

b 

a
? 

• • • • •  a 
n J (es un vector •eng16n) 

n es un vector columna y lo denominare-nos: 

b 
? 

) • b ' 
1 n ) 

Los •tectores son importantes en la teorra de matrices debido a que cualquier 

matrrz m x n puede .>er subdividí JO ya sea en m vectores renglón o en n vectores r·o -

lumna, con lo cual 5e pueden analizar importantes propiedades de las matrices. 

Si te.nemos que: 

(3 =e x 
1 

+ e ? X 
? 

V'{) 
+ . . ... +e x =í:e • 

m m A-:1 i 
X 

donde las C son <.onstontes, !>e dice que es una combinación lineal de las x • Tam 
1 i 

bién decimos ��ue¡3 es linealmente dependiente de los x si/3 puede ser expresado 

como una corrbinoci6n lineal de las x 
1 • 

Una expred6n de la forma 2 e X =e se llama uno relación lineal entre -
1 

Js x • Una relación donde todas las e = (' se conoce como uno relación lineal tri-



�'\./ "" 1\� � J , . 
' ,::-'13 -� ) '� ·� -:' 

, ,� 
víol; 11110 teloci6n en la cual cuaKr.lo menos uno tle los coeficientes es diferente de 

cero, se conoce ·�amo una relación lineal no trivial. 

Oc-linici611 11 - 14.-

U11 conjun1o de vectotes se dice que son linealmente dependientes si existe 

una relación lineal no t1ivial entre ellos. En caso contrario el conjunto es linealme� 

te independiente. Debe notarse que cualquier conjunto de vectores que incluya el-

vector cero es linealmente independiente. 

Si u'' .... onjunto { x
.
} de vectores es linealmente dependiente, entonces 

1 

exi Sh"' 11110 lf-111< i6n lineal no lriviol df' la fotma 'Z C " - (' ( no necesoriamcn!C' 

(mica). E11 lfl•elación anletior, existe cuando menos u11 coeficiente diferente de ce-

ro, sea éste e ' entonces: -1 
L x = L (-a a X 

k �" k 

que es uno de los vectores r.!el conjunto{x
.
} es una combinación lineal de los otros. 
1 

Si ,. conj1.•nto\_x
.
} de vectores se sabe que es lineal mente independiente v 

1 
se obtiene une. relac.ión lineal �e x= O, podemos entonces concluir que todas las 

i i 
e =0. 

Es claro qL:e el concepto de independencia lineal de un conjunto no ten-

(hro 'it'ltltdo ·.i ''" vPclot del <<llljtHdo pudiew inc:lo;tJÍIV' ' " '  n(JmPIO orhilt:Jrio de v•·-

ces en una po!.ible n:�lación. 

Si ur. conjunto de vectores es dado sin embargo, diferenciendo los vecto-

res en el conj1 nto, üS una inconveniencia el insistir en que todos los vectores l isto 

dos sean distir tos. Lo carga de contar el n611!(>ro de veces que un vector puede ap:_¡. 

recer en uno .. ;doció:1 es transferida al conjunto de sub-rndices. Por cada sub-rnd·,.. � 
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e1 el co1.jtJil�O de sub-rndices requerimos que uno y solo uno de los vectores sea lis-

todo por coda subrndice del conjunto de subrndices. Permitimos pues la posibilidad 

de que varios subrndices sean utilizados para identificar el mismo vector. Asr pues 

el conjunto· 
en donde x -= x 

? 

es linealme• �e dependiente. Tenemos en�onces que el concepto de independ•mcia 

lineal de u1• conjunto es m6s bien uno propiedad de la forma de poner los subrndi-

ces en el co11junto que Elel conjunto mismo. Deberramos referirnos a la dependencia 

lineal de un conjunto numerado en lugar de a la depend•:!ncia lineal de un conjunto. 

Ejemplo. 11 - 10.-

Sea· 

don le: 
x = ( 1, 1, O) 

)( = ( 1, o 1 1 ) 
? 

X = ( 0, 1, 1 ) 
3 

X ={1,1,1) 
4 

entonces el conjunf¡) X es linealmente dependiente yo que: 

Po1 lo toni·o: 

X + X 
? 

X 
X = 

+ X 
3 

- 'Jx =O 
4 

X + X 
? 3 

4 ? 

Sin r�mbar��o cualquier subconjunto de tres de los cuatro vectores es lineal-

1ente indeoendienti'.�. 



Ejemplo. 11- 12.:_--: 

<,<·o· 

donde: 

-14 -

y -f,, y 1 y 1 ') 3 

y ·- ( 1, 1, O, 1)  
1 

y -:: ( 1, - 1, 1, 1) 
? 

y =( ? ,?,1, ? }  
3 

y = ( O, 1 ,  O, O) 
4 

Paro encor:trar fa dependencia o independ·�ncia lineal del conjunto, forma-

mos la relacit\n: 

a ( 1, 1, O, 1) +l. ( 1, -1, 1, 1 )  +e  ( ?, 2, 1,?) + d (O, 1, O, 0)=(0, O, O, O) 

Se h.Jsca s: la relación es trivial o no ( si a, b, e, 6 d es f O, los vectores 

son deoendier tes ) • 

de ( 3 ) b =-e 

al-b+?c =0 . ... (1) 

a-b+?c + d  =o .... (?) 

b + e = 0  .... (3) 

a+b+?c = 0  .... (4) 

en ( 1 ) a + b -?b =: O de donde a=b 

en ( ? ) a - o -?a+ d = O de donde d =?a. 

Si l1(1cemo:. a= 1 (valor arbitrario) obtenemos: 

( �, 1, O, 1 ) ' \ 1, - i, 1, 1 ) - ( ? , ? , 1, ? ) + ? ( O, 1, O, O) = ( O, O, O, O ) 

de donde el conjunto Y es linealmente dependiente. 



E:emolo n- 1? .-

- l ·)--

w ( 1,0,0, 1) 
1 

w == ( O, 1, O, 1 ) 
? 

w (0, O, 1, 1 ) 
3 

w=( 1,1, 1, 1} 
4 

a ( 1,0,0, 1) 'b (O, 1,0, 1)-+ e ( 0,0, 1,1) +d ( 1 1  l, l, 1 )  =( 0,01010) 

de ( l ) o :·.-: -d 

de ( ? ) b �-� -d 

de ( 3 ) e'" -d 

o +d=0 • • • . • •  (1) 

h + cl= o ...... ( ? ) 

c+d=0 • • . . . •  (3) 

o+b+ e + . d= O • • . • • • ( 4 ) 

de ( 4 ) -d -d -d + d = O -?d = O de donde d =O 

de donde e 1 cnnjunto de vectores es linealmente independiente . 

Definición. JI- 15.-

E 1 moyor niJrnero de vectores linealmente independientes que puede ser en-

contrado dent.-o de \!n conjunto de vectores se conoce como �1 rango del conjunto. 

Ejemolo. n-- 13.-

En el ejemi)o 11- 10 el rango del conjunto de vectores 

.L· ,x ,x lx 1 
l l 2 J 4J. 

es ( 3 }1 pues fx 1 X  ,x ) 1 [x ,x x '\. 1 [x 1X 1x'\. y[x ,x , x'"\ 
l 1  ? 3) l1 3 4� l2 3 4! ll ? � 

son linealrnen•e independientes. 
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Fn el ejempo 11 -11.- el rango del conjunto de vectoresJy ,y ,y ,y� 
t. 1 ? 3 4J 

es tres,pues t 1, y
·

/ y J es linealmente independiente. 

rn , , ejemplo 11-1?.-el ronqodel conjunto(w ,w ,w ,w\.. es cuatro. 
1.. 

1 
2 3 4} 

Para encontrar el ronqo de un conjunto de vectores, se hoce lo prueba 

de depend1�.1cia lineal y si el conjunto resulta linealmente independiente enton-

ces el ranqo es igual al nOmero de vectores considerados. Si resulto linealmente 

dependiente, eliminamos cualquiera de los vectores que en el poso anterior hubie-

ro resu !todo con un coeficiente diferente de O y se vuelve o repetir la prueba de -

dependencia lineal, volviendo a iniciar el ciclo anterior. 

Denominaremos por¡t?al rango de una matrrz. 

Teorema . 11 -1 • -
Cualesquiera n ·1 vectores en un espacio vectorial de n dimensiones son 

linealmente depen.dientes. 

Ejemplo • . 11- 14.-

El LOSO visto en el ejemplo 11-10.- anterior. 

Definición. ll-16.-

Se dice qu¡� un subconjunto de vectores linealmente independientes es la 

base del conjtmto de vectores a que el mismo pertenece, cuando todos y cada uno 

de los vectores del ��onjunto original son una combinación lineal de los vectores en 

PSfe s•,bco•ljtrl io, lho base no llüCe�ariomcntc es Cínico. 

Ejemplo.lJJ .. i,-

En e: prim•:·.•r ejemplo el subconjunto {x , x , x t es una base del conjunto 
1 ? 3j {X 1 X , X 1 X ) ya qL,e: 

1 ? 3 4J 
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x ' �  lx ( 1, 1,0) ( 1,0, 1)+(0,1,1) 
) 3:- =( 1, 1, 1) 

----------��--------------

y adern6s el subconjunto es linealmente independiente. 

·.r 111Ísnro \.x 
1

, 'Jf ?' x 4) �·. nlru bo·.r· d" di• l11> c.onjunlo yo CflW: 

x - ? x  - x  -x =(?,?,?)-(1,0,1)-(1, 1,0)=(0, 1, 1) 
3 4 ? 1 

Ejemolo JI-:1�.-

En el segundo ejemplo {y , y , y \. es uno base del conjunto: 
1 2 4j 

f Y , y , y , y } yo que: 
l l ? 3 ·1 

y 
J 

y 1 y 
1 

1 ?y . ( 1,1 ,0, 1) 1 ( 1,-1,1, 1) 1 ( 0, ?,0,0) -(?,?, 1,?) 4 • 
r eorema ]j -?.-

Ur �ubconjunto de 1 vectores linealmente independientes, tomados de un 

conjunto de v'ectoms, es una base del misma si y s61o sr el conjunto tiene rango r. 

Demostroci6r intui �ivo: 

) Si el conj·mto tiene ronqo r, por definición un subconjunto de r ve ctores 

lineo lmenie ndepe11dientes tiene que ser uno base, ya que r es el m6ximo número 

de ve dores 1 ineolrr.ente independientes y todos los dem6s serón combinaciones de 

estos. 

(-:= Suo:mgomos que e 1 conjunto tiene rango r + 1 , esto implica que existen 

r + 1 vectore� linealmente independientes en el conjunto; de donde r vectores no 

bastan para fr>rmar el r + 1 ovo vector mediante combinaciones lineales; y por lo 

tanto tenemo� uno contt adi cci 6n. 

Teorema. LJ-: .. -

Si u· conj•mto de 1 vectores tienen una base con un número finito de -

elementos, entonces todos las dem6s bases, en coso de existir, son finitas y cuen-
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tan con e 1 mismo n6mero de elementos. 

Teorema 11--1.·-

Un conjunto de n vectores en un espacio vectorial de n dimensiones es 

una base si y s61o sr es linealmente independiente. 

Definición TI-17.-

Fl ran�o de las hileros de una matrrz, es el•anqo del con junto de sus -

Vt'' lo1e� ,, ... ,.J6n. fl IUIHJo dt· lo·. colelllliiO' df• 11110 m1111L' t!S el rcrnqo del conju11lo 

de sus vectores columna. 

Ejemplo. JI-17 .-

-1 

o -. 
1 j 

1 

1 l 
A =  

? ? ? 
f f r = 3 (ver ejemploli.-11 ) pe= 3 ( a simple vista se ve la dependencia 

entre las.columnas 1 y 4) 

o 

Teorema .IT- ·¡.-

o 
1 

Oi 1 
ti rango de las hileras y el rango de las columnas de una rrn trrz son iguales 

Es por esto que solamente se habla del ranr:Jop de una matrrz. 

Dada una matrrz A diferente de la matrrz cero, ¿ cu6ndo existe una matfz 
-1 -1 -1 

A llamada a 1 inverso de A, tal que: A A = A  = 1? 
-1 

Si /'1 no e:; una matrrz cuadrada entonces nunca existe tal matrrz A de dor-
-1 

de s6lo una r.1atrrz ':uadrada puede tener inverso. Esta es debido a que .A deberra -
-1 

tener diferen �e. n6 rr•ero de renglones en cada caso para que los productos A .A y -
-1 

A A estuv;esen definidos. 
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Si A es una matriz. cuadrada entonces existen ocasiones en que esta ma-

triz tiene i nverso . 

Definición . 1 1 -1 8 . -

Uno motriz se l lamo no singular si su rango igua la tonto e l  número de -

sus renglone$ como e l  número de sus co lumnas, en coso contrario se l lama singu -

lar. De aqur que solo los matrices cuadrados puedan ser no singulares. 

Defini ción . 1 1 .:-1 9 . -

Uno matriz m x m se l lama no singular s i  sus vectores columna son l i  -

nealmente i r.dependientes . 

Une motriz es no si ngular si y sólo sr su determinante es diferente de ce 

ro . 

Teorema .  lJ-6 . -

a) Si A es no sin�ular, existe una matriz no singular A -1 , l lamada in-

- 1  -1  
verso de J. ,  ta  1 qt.•e A A = A A :. I 

b) Si A es no singu lar y B es una motriz para la cual ya sea A B = I 
-1 

6 B A ::. L ,  en too ces B = A • 
e) Sólo las matrices no singu lares tienen inversos. 

Teorema . TI-7 . -

S i  t. y B son no singu lares entonces : 

a} 
b) 
e) 
d) 

' e) 

A B es no singu lar. 
( A  B )-1

=s-1 A-1 

A-l es no singu lar. 

( A
-1

) -l
= A  - 1 

Para a f O , ( a A ) es no singular y ( o A ) = 
-1  - 1  -= o A 



Te ore mo • 1 1-8 • -
- ?O -

F 1 ron!=JO de uno motriz ( no necesoriomenl<' cuadrada ) no Sfl a l tero si 

ésta se mu l t i p l ica por una matriz no singu lar . 

E jemplo .  i i ·:1 B . -

S i  

? 3 entonces : -?. o 

3 4 o 3 -2 

3 6 -? 

/1 1'· 

r·, () 1 1 o o-¡ 
() () 1 � - j 1' ( 1  0

1 () r .' () \ ! . 1  
1 1  \'( ' '  1 '  m{> tn le,.  poro c.- t i ·  • 1 \ P '}'1 . ' . . 

:v 1 . -

, ,  .. ('h¡ . .  , ,  . .  , . ¡  \'' 1 1-.lt .¡, 1 t • 1  t'' : 1 1  , ,  . .  �p rJ, 1(1 1. �;' 1 1 / • 
i d t  q ( 1 •, ' ¡ , .,

. 
· u L : , ,  , ¡,., , ,  ; •i('l l(J "· , ¡  l t  1 1 1 1 1  i 

,· ¡  • . ¡ , , , . , ,  f,v v n lntc · ·  IP'· l l ' o ' t iOrt!', e1  l ¡ ,  , . ¡  � � � ' "  !n i ,.ft • l t."'' 

[ j c rnnlo .  Li · 1  '.f . -

rn, � � .  ' : ( , 

' t •  tf, 1 rHPIH'I ;e 1 1n-;p • • 't f t  

En e jE- · :: · h  ante 101  

dado que · A = 18 ' ?4 + ?4 - ?7 - 16 - /4 -1 



A = 

entonces : 

4 

4 6 ----
? 

? 
+ 

3 

- 1 

-1 

-1 

4 

3 

4 

1 8  - 1 6  
- l  

1 /  - 17 -- -1 · 

8 - 9 ------, 
A - 1  

2 

3 

- ? 1  -

? 

3 

4 

'2 

4 

1 
+ 

-1 

3 

4 

6 

3 

6 

3 • 3 6 

= 

..... 

-1 

2 

3 4 

- 1 

1 ?  - 1 2  
- 1  

4 - 6 
-1 

_? o 

o 3 

-? 

+ 

+ 

1-, 

-'? 

?. 3 

3 4 

-1 

3 

? 4 

-1 

2 

2 3 

-1 

8 - 9 
-1 

4 - 6 
---=1--

3 - 4 
-1 
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Ejemplo . E-20.-

A = e �J IA I= -5 + 4 = -1 

r -1 -4 l A -1 = ti+ �:1 

----::1� -1 5 - ·- + -
·-1 -1 

Método ? • 
= 

r 
L 

Este métod··J es b6si camente e l  mismo que e l  anterior, solamente difiere 

en la secuencia de pasos y en la forma de ataque y dice asr : 

La inversa de una matriz puede escribirse 

A -1 = Ar 
Ejemplo • .TI-2 1 . -

5 3 

p. = ? o 

T 

-? 3 

5 ? 

w 

-1 

4 

-'2 

A . - 3 o 3 

- ·  4 1� 
r ¡ ,'l (1 1 - 1 . 

1 
p. = 1 -1 o -?.2 1 

1 6 -? 1 -o 1 
--, 

IA I = o -?4 -6 -0 -60 -6 = -96 
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Nótese que 

l A 1 I: = A A
r 

-12  -6 1 ?  1/8 1/1 6 -1/8 

-1 1 A: :.9t,-- -10 3 -22 = 5/48 -1/32 1 1/48 

6 -?1 -6 -1/1 6 7/32 1/16 

Los dos mé todos anteriores resultan demasiado complicados para hacerlos 

a mano cuando e l  n6mero de e lementos de la matriz se incrementa . 

Método 3 .  

Esté método proporciona e l  i nverso de una matriz cuando ésta es no sin-

gu lar, en caso de que la matriz sea singular este m� todo proporciona lo que se -

conoce como matriz en forma Hermite Normal . Describiremos e l  método con la -

ayuda de un ejemplo: 

a} Se pone una matriz I después de A .  

2 3 o o 

[A I] = 3 4 o o 

·4 6 o o 

b) Se busca dejar e l  primer vector columna como un vector (1 , 0, 0) ,  me-

diente operaciones elementales de las matrices, esto es: 

1 . - Mu ltip l icar un renglón de A por un esca lor;é: O 

2 , - Sumar e 1 mO ltip lo de una h i lera a otra . 

3 .- 1 r•tercambiar dos hi leras. 

Asr pues ob�enemos : 

? 
-1 
-2 

3 
-2 
-3 

1 
- 2  
-3 

o 
1 
o �] 
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e) Se busco dejar e l  segundo vector columna como (0, 1 , O) mediante -

operaciones e lementales . 

¡: o -1 -3 ? :l '} 2 - 1 

Lo o -'2 l_j 
d) Hacer \o mismo poro e l  tercer vector columna . 

o o -'2 o 
o o o 3 -? 

o o 1 -? 

e) �e e l imina la motriz I que ocupa e l  lado izquierdo quedando asr la ma 

triz inverso . 

Asr pues : 

Comprobad 6r, 

? 
-1 

A A = ? 3 

3 4 

-2 o 
A-1 A= o 3 

-'2 

Teorema . ll-9 . --

E l  inverso 

-? 

3 -? 

4 o 
6 

-2 ? 

3 

o 
3 -? 

-'2 

? 3 

3 4 

4 6 

de uno matriz es (mi co • 

o o 
o o 
o o 

o o 
= o o 

o o 
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S in  entrar en deta l les ni forma de obtenerla, describiremos a continua -

ci6n lo que se conoce como lo Formo Hermite de una matriz . 

Seo(' e l  rango de una matriz A ( singular ) donde e l  con junto de vecto 

res que la componen es mayor que p. 
Denomi noremos por k 1 , k2, • • • • •  , '1' los subTndi ces de los vectores que 

forman lo base . 

-1 
K no 

A = 

Sd dice. que la motriz A est6 en formo Hermite A' ( donde -

es e l  inverso de A ) 
o . . . . .  ,, . 

o 1 • • • • • •  

o 1 • • • • • •  

o 

C.oL \(, 
o 1 

o o 
. 

o o 

o o 

cuando tiene lo forma : 
Co\. �� 

al k +1 • • • . • • • • .  
' ' 

o . . . . . . . . . . . . . . .  

o . . . . . . . . . . . . . . .  

o 

o 

o .  . . . . . . . . . . . . . . o 

La cual satisface los siguientes condi cienes : 

al k2 + 1 • • • • • • • • • • •  
' 

al, k2 + 1 • • • • • • • • • • •  

o . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

o • . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

o) Existe cuando menos un e lemento diferente de O en codo uno de los-

primeros{' reng lon,'lS de A' y los elementos en los restantes ( m -p ) renglones -

son cero . 

b) E 1 primer e lemento diferente de cero que aparece en e l  renglón 

( i�f) es un uno que aparece en lo co lumna k¡ donde k 1� k2( • •  (kf' 

e) En lo columna k. e l  ónico e lemento f O es un uno en e l  renglón 1 .  1 
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ECUACIC NES L I NEALES S I MULTANEAS . 

Son los siguientes ecuaciones con tres variables : 

( O( ) 

E l  cnnjunto ordenado de valores x
1 

= 3, x? = 2 ,  x3 = 1 se d i ce que es 

una solución de o<. ( 6 de� ) debido a que si se sustituyen estos va lores en lu­

gar de x1 , x?, x3 en la primera ecuación ( 6 e n  la segunda ) se produce la iden 

ti dad '2 = ? ( ó 7 �:= 7 } • La solución ( 3, ? , 1 ) se di ce que satisface la ecua-

ción 0(. ( {?; ) 
Supongamos e l  siguiente sistema de ecuaciones l i nea les s imult6neas : 

al l  X¡ 
+ 

0 1 2  x2 + a1 3 

a? l x, 
+ 

Cl22 x2 
+ 

a23 

a3 1 .( 1 t f' '3? 
X/ 1 a3 3 

x3 + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  + al n X n 

x3 + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + a2 n  X n 

x3 ·1 1· o X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  3n ll 

x3 + • • • • . • . . • . . • . • • • • . • .  + amn xn 

= b 1 
= b  

'2 
- h3 

= b n 

Este :;istem(J de ecuaciones también puede ser representado en forma com-

pacta asr : 
� "Z. a . . x. = b para 

�-=-1 1 ¡ 1 
= 1 , • • • •  , m ) 

6 en forma mCJtri cio 1 : 

A X = B 

en donde : 



a l l a1 2 

o? 1 (J?? 
P =  a3 1 a32 

a
l 3 

(1 
?3 

a33 

a 
m3 

?7 

. . . . . . . . . . . . a 
1 n  

. . . . . . . . . . . . a?n 
- . . . . . . . . . . . a3n 

• . . • • •  • . • • • • a 
mn 

x
1 

b 
1 

X') 
1 

b? 

X= x3 B= b3 

X b 
n m 

de donde cualquier observación que hagamos respecto a las matrices, corresponder6 

también a l  sistema de ecs . lin . ,  ya que aque l las son Cmicamente s·u representación . 

Defin ición 1f-?O. -

Una ;o lución para. la i -ava ecuación, es un conjunto ordenado de núme -

ros x ' 
1 1 )( ?. 1 • 1 x ' ) n 

ai l  x' + 1 
Defini ción 11-? l . -

ta l que : 

x'+ a.? ·) 1 ..... 
. . • + a. x' = b.  rn  n 1 

Un conjunto ordenado de números se dice que es una solución de un siste-

ma de ecuaciones si y solo si es una solución poro todas y cada una de las ecua -

ciones de l si stema . 

Defin ición TI-?2 . -

Dada:. las ;notrices A y B 1 lo matriz aumentada A, B de un sistema de -

ecuaciones l i r.eales 

A 1 B= 

se define 

ra 
1 1 1  1 1 
1 a? 1 

a3 1  

1 • ' ' a  l mi 1 
.._ 

a 
1 ? 

a?2 

a32 

como : 

a1 3 

a?3 

a33 

a 
m3 

. . . . . . . . . . 

. . . . . . . .  

• • •  # • • • • • •  
. . . . . . . . . .  

01 n  

a
?n 

03n 

a mn 

b 
1 

h
? 

b3 

b 
m 



?8 

Hemos hab lado de una solución a l  sistema de ecuaciones debido a que -

éste puede no poseer una solución única, asr como no tener ninguna en absoluto . 

Def in ición 1 1 -''�l . -

Un sistema de ecuaciones que tenga solución ( C�nica o no ) se l lama con 

sistente . En caso contrario es inconsistente . 

f),.fini r.ión 1 1  -?4 . -

S i  en un sistema de ecuaciones una ecuación es uno combinación linea l-

de los otros, se d ice que esto (J iti mo es  dependiente de los otras . Lo ecuación -

dependiente se l lamo redundante . 

Def in ición 11 -?5 . -

Un sistema que no contiene redundancias se l lamo independiente . 

Un sistema lineal es claramente inconsistente si es posib le e 1 Pncontror -

uno combinación l ir.eo l de los ecuaciones del sistema que tenga lo siguiente for-

u : 

O x 1  + O x? 

Defin ición .TI -?6 . - + • • • • • • • + O x = d donde df O 
n 

Un srstemo canónico con un subconjunto ordenado de variables l lamados-

b6sicas, es un si ste·no tal que paro cado i ,  lo i -ovo variable b6sico tiene un --

coeficiente ur i tario en lo i -ovo ecuación, y un coefi ciente cero en todos los de 

1 
mas . 

Defin i ción. ll-?7 . -

Do\ c;ister 10� .,e 1 1om , 1 t ivolcntt� si un si�h.!r ' "'  pur \· 

otro insertond? o e l imi nando ecuaciones redundantes . 

Teorema TI-1 0 . -

:er ivodo de 1 

S istemas equivalentes tienen e l  mismo con j  . ..rnto de so luciones . 
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Teorema Jf-1 1 . -

E l  si'ltema de ecuaciones l inea les simult6neas A X = B tiene sol�ci6n --

( una o varias ) si )' so lo sr el rango de A es iqua l ni rango de la matriz aumen 

toda A, B .  S1 empre que una soluci6n exista, todas los soluciones pueden ser e� 

presadas en térmi no.,; de : � = n - 'f par6metros independientes donde p es e l -

rango de A .  

Justificaci6n no ddmostraci6n ) • 

Dado que : 

entonces : � - ¡O  + \ 1 �,\hl -/ [A) 

es imposib le 

es la Cmi ca otra posibi l idad ya que solo aumentamos un nuevo vector .  En caso -

de ser cierta esta igua ldad, esto signif ica que e l  vector B es l inea lmente indepe!2. 

diente de los vectores columna de A ;  pero esta independencia l ineal es imposi -

ble debido a que B es una combinaci6n lineal A X de los mismos . 

Es por esto que debemos de tener : �áj = Pt�) • 

Dadc que f(A,� =p(A) , existen dos posibi l idades : 

1 . - tfAJ =· Y') 6 sea su valor m6ximo ( aqur m� n forzosamente ) .  En -

este c•lso e l  sistema de ecuaciones tendr6 exactamente una soluci6n .  

Rec.o1 riamos que A X =- B y que A = \\ , por lo que vemos que nue__: [A1 
tro conjunto de vec.tores es una base (i�t_.J[.-2) del sistema, por lo que A es no -

c i nnu i•Jr, por lo tal"'to : 
- \  

A A X = A B 

X = B '  

r 'n lo cua l 1.11 � 6 1  1 • '6 · 1 d 1 1 d .- " ,.... oparece s o en a 1 -ava ecuac1 n 1 gua a a a va or e su so-

lución, que en este. caso es Cmi ca . 



Recordamos que AX= B y que =n, por lo que vemos que nuestro conJunto 

de vectores es una base ( T m a-J f-? ) de l sistema por lo que A es no singular, por lo ta:: 

to: -1 
A AX = A  B 

1 
X = B  

con lo coa! X aparece s6b en la l -ava ecuación Igualada al  valor de su solución, en este 

caso es 6ni co . 

2 ·ftffj"Aqur exlstlr6n�1vectores Independientes y � =n- f vectores -

dependientes ( o  par6metros Independientes ) a los cuales puede ser asignado cualquier va-

lor arbitrarlo sln qut� el V(.llor escogido impida que exista una solución para los vectores en 

la base, de aqur quo en esta si tuaclón existan una inftnidad de soluciones para l l  sistema 

de ecuaciones . 

Esto eo; debido a q'.l� A' X =  B'  es tal que A '  est6 en forma Hermlte y recor-

damos que x aparecen sólo en la i -ova ecuación, adem6s coeficientes diferentes de cero 
ki 

aparecen sólo en las prt merasp ecuaclones . Dado que x aparece en una sola ecuación 
ki 

con coeficiente uno, a las restantes n-(' incógnitas se les puede dar valores arbitrarios p� 

ro obtener los valores de >� correspondientes.. 
ki 

Es important-3 e l  hacer notar que cuando f?A,E(l70oo y donde r�m ·entonces 

tenemos que ( m - r )  de n:Jestras ecuaciones deber6n ser combinaciones l ineales de las -

otras r .  De aqur que ( m - r )  ecuadones redundantes puedan ser e l iminadas sin que esto 

afecte o las so 1 uclnn0s . 

MModos de soluciór··.-

Caso � . - m=·'n y A no es singular (solución única) 

En '3Ste caso empleamos e l  método de el iminación de Gauss Jordan 
para e l  cual se procede como sigue para obtener dicha solución: 

) '1 
, 



E l tmi nese la pri mera variable de todas las ecuaciones menos de una ( que usu<1J_ 

mente es la primero ) ,  esto se efectúa sumando alg !br61 comente un múltiplo adecuado en coda 

caso de esta ecuación a cada una de las dem6s ecuaciones, e l imi nando la ecuaci6n original 

y considerando en u lugar la ecuaci6n que resu l t6 de sumar algebraicamente el múltiplo de 

de ecuaci6n con lo variable en turno a la ecuaci6n e l iminada . La ecuaci6n que qued6 con la 

primero variable dt�h� de dlvldl rs"' entre e l  cocaft clento de 6st,. con el obJeto de que la rnl'imo 

quede con coeficiente uno; a continuaci6n procede en forma an6loga con el objeto de e l imi-

nar la segunda variable de todas las ecuaciones menos una (usualmente la segunda) . 
rr, 

Reprtase la operaci6n hasta que lalvarlables aparezcan en solo una de las ecua 

dones; al 1 legar a este paso, cada una de las n ecuaciones debe contener exactamente una 

de estas variables ya que: 
-1 -1 

A A X = A  B, de donde X =B' . La soluci6n deseada se lee di rectamente en las ecuacio-

nes resu 1 tan tes . 

b) ft!fJ=(tPJ. + ' 

En este caso e l  sistema de ecuaciones no tiene ninguna soluci6n debido a que 

el sistema es i nconsistente . 

E jemplo TI-22 . -

2 x  - ? x  + Jl·x = 22 • • • • • • ( 1 ) 

-x 
1 2 3 

+ 3x 
2 

4x - :.< 
2 3 

= 9 • • • • • •  ( 2 ) 

= 1 o • . . • . •  ( 3'• ) 

E l i mi namos x de todos las ecuaciones menos de la primera . Esto se logra suma!:: 
1 

do ( l/2) veces la ecuaci61"' ( 1 )  o la ecuacl6n (2) y susti tuyendo la ecuacl6n obtenida (2 ') en 

luf.lor de la ecuaci6n orlgln . t  (2) . A continuac16n dividimos la ecuacl6n ( 1 )  entre el coeft -



dente de x para obtener la ecuacton (1 1) . La ecuacl6n (3) queda tgual pues no contiene x • 
1 1 

Obtenemos pues: 

x - x + 2  x = 1 1  • • •  ( 1 )  donde e c .  (1 ' )  = 1/2 e c .  ( 1 )  
1 2 3 

2 x  + 2 x = 20 • • •  (2) donde e c .  (2 ') = 1/2 ec . (1) + ec . (2) 
, 'l L. " 

4x - x == 1 O • • •  (3) 
2 3 

donde ec . (3 ' )  = ec . (3) 

E l  siguiente paso conslste en e l iml nar x de todas menos de la segunda ecua-
2 

ci6n . Empezamos por dlvldlr entre dos la segunda ecuact6n para obtener x con coeficiente 
2 

unttarlo . 

X - X + 2x  z: 1 1  • • • • • (1 1 )  
2 3 

X + X = l 0 • • • • • (2 1) 
2 3 

4x - x = 1 O • • • • •  (3') 
2 3 

hacemos ahora que x solo aparezca en la segunda ecuación . � 
2 

x + 3x = 2 1 • • •  (1 "} donde e c .  (1 ") = ec. (1 1) + ec . (2 11) = e c .  (1 ' )  + l;' e c .  (2 ' }  
1 3 

x + x = 1 0  • • •  (2 ") donde ec . (2 ") = 1/2 ec . (2 ' )  
2 3 

-5x =-30 • • •  (3") donde e c .  (311) =ec .  (3') -4 ec . (2 11) =-=ec .  (31) - 4/2 c .( 
3 

F i nalmente el tminamos x de todas las ecuaciones menns de la h .. rcero . Para 
3 

esto hacemos primero que e l  coeftctente de x en la ecuac16n (3 ' r.a u forJo dtvlat do 
3 

dicha ecuac16n entre (-5) . 

x + 3x = 2 1  • • • • •  (1 11 } 
1 3 

)( + X = 1 0  • • .  • • (2 11 } 

2 3 
X = 6 • • • • • (3 '1 1 } 

3 



y ahora e limin os x d O ) y (2' ) 
" 

-.. 

X 3 • .  ( 1 ' ' ) donde ec.( J 'I ' )  = c. (1 ") j e ( 1 1) • ( 1 '  ) + 15 (3 11) 

X 
2 

4 • •  (2• 1 }  donde ec . (2 ' ) - ec (2' ) 

x 6 • •  l ' ') donde ec (3 " ) - 1 5 ( 
3 

de donde vernos que lo s lu cran busc d s r : 

X = 3 
1 

o en formo voctoriol .  

X =  4 
2 

(x , X 1 X ) ::: ( 3, 4, Ó ) 
1 2 3 

6 
3 

3 "  ) e (2 1 )  + 1/5 c .  (3 ") 

Otro o l terna l va es lo de resolver si  lsf; a d ccuacion s utr llzondo las ma-

trJces . En este coso tendrrmnos: 

Dond : 

A 

jA I 

r-3 
-:w-

-\ 
A 1 -1  

-20 
l 

L-:}o-

r� -2 

3 

Lo 4 

AX =B 
-1 

A AX B 

X 

4 

o 
-1 

6 - 1 6  +2 = -20 

1 4  -12 -, 
-20 - :w-

-2 -4 
.:f()- -20 

-8 4 
·�· 40 



Í3/20 
-

?2 

-, 

¡�g 

120-1 -14/20 1 2/20 -126 3 ' 
-1 1 1/20 

20 � B '=A B= 2/20 4/20 1 9 �u� 1 8  40 : 1 1 4_ho �lz.o -t.t/,o , ' 20 20 
, ,  o 88 n 40 1 

..: � � 21) 2"0" 

y X=B' ser6 : r -¡ r� 1 X 1 f j 1 
1 

)', ' = 4 1  
2 J 1 

X 6 
3 L _j  

Coso ) . - (cuando m 1 n y/6 A es slngulnr) 

¡\) ¡? = ¡? + 1 
t ft.,§l �] 

Yo vimos que en este coso no hay so luci6n . Cuando se aplico e l  

método de Gauss-Jordan se obtendr6 uno ecuaci6n en la cual el lodo izquie.!:_ 

do se habr6 hecho cero mientras que e l  derecho ser6 difemte de cero, es de-

cir nuestro !,Tstemo l ineal es inconsistente . 

b)p =f'r. = n 
[t,ru rt.J 

AquT: m� n (puesto que{J =n} 

.. 

S I  m =  n l legamos al coso tratado con anterlortdad (coso 1 ) .  

Si m> n en este caso hn emos ( m - n ) ecuaciones redundantes las 

cuele� ser6r totalmente e l iminadas por el m�todo de Gauss-Jordan, de forma 

tal qun la sc.luci6n Onica ser6 identiftcada igual que antes (caso l o .) 

c.y;:>[A, ii\ = ft_ J = T< n • 
E n  este caso existen un n(jmero infinito de soluciones y cuando e l  -

método de C·auss-Jordan ha sido completado habremos obtenido una matrrz de 

coefkiPnte!' en formo Hermite, es decir cada una de las r variab les habr6 que-



dado en s61o uno de los ecuaciones y codo uno de las r ecuaciones contendrá 

exactomeni·e uno de estas variables . S tn  embargo codo una de las otros (n-r) 

variables se habr6n desvanecido o permanecerán en a lgunos de los ecuaciones 

Es asr que cualquier soluci6n obtentdo asignando valores arbi trarios a las (n-r) 

varlobles y despu�s Identificando los vectores correspondientes a las otras r -

variab les st:-:a uno solución al  sistema de ecuaciones . 

La tronsfemncla de estas (n-r) variables a l  lado derecho defar6 los r variables 

como una fvncl6n de los par6metros independientes . 

Efemplo TI -23 .- {caso 2 (a) ) ( efemplo JI-12) . -

,( = 1 • • • • • • • •  o • • •  ( 1 )  

X = 1 • • • • • • .  • • • • • (2) 
2 

X = l • • • • • • • • • • . • (3) 
3 

x +x +x = 1 • • •  o • • • • • • • •  (A) 
1 2 3 

el imi nando x de (2), (3), y (4) 
1 

�( = 1  • • • • • • • • • •  o . ( 1 ' )  
1 

X = 1 • • o • • o • o • o .  • (2 1 ) 
2 

X = 1 • • • • •  • • • • • • • (3 1 ) 
3 

X + X = Q • • o • • o • o • • • • (41) 
2 3 

el iminando x de ( 1 '), p•), y (4') 
2 

)( � 1 . . . . . . . . . . . .  ( 1 11) 

X . . . . . . . . . . . . (2 ") 
2 

X =-1 . . . . . . . . . . . . (3 ") 
3 

X = 1 . . . . . . . . . . . . (4") 
3 



eliminando x de (4") 
3 X = 1 • • • • • • • • • • • • • • • • •  ( 1 11 ' )  

1 
X = 1 , • • • , • • • • • • • • • •  • • ( 2 " ' )  
2 

X = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . .  ( 3 '") 
3 

o = - 2 . . . . . . . . . . . . . . . . .  ( 4" ') 

La ecuacl6n (4 11 1} es la ecuact6n mencionada que hace que nuestro sistema 

l ineal seo Inconsistente . 

EJemplo11-24 . - (caso 2 i,b) ) ( ejemplo 1 1 -1 1 . -) 

X + X  = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (1 ) 
2 

x - x  + ,� = 1 
2 3 

2x + 2x + x =!2. 
1 2 3 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (2) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (3) 

X = O  • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •  (4) 
2 

e l iminando x de (2) y (3) 
1 
X + X  
1 2 

= 1 -2x + x = O  
2 3 

X = O  
3 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( 1 ' )  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 ' ) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (3') 

X = Ü • • . ,  • ,  • • • • • • • • • • • • • • ( 41} 
2 

e l imi nando x de ( 1 ' )  y (4'} 
2 

X + 1,/'2 X = 1 • • • • • • • • • • • • • • • • • ( 1 ")  
1 3 

el imi nando x de 
3 

X 
2 

- 1/2 X = 0 
3 

X =  0 
3 

1/2 X = 0 
3 

( 1 "), (2 ") y(4") 

X =·· 0 
'2 

X ::: 0 
3 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  ( 2 " )  

. . . . . . . . . . . . . . . . .  ( 3 11) 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  ( 4") 

O ::: O ecuaci6n redundante mencionada . 



E jemploJI-2 5 . -{  Caso 2 (e) ) . -

4x + 4x + 4x =O 
'2 3 

5x + 4x + 3x - x == 4 
1 2 3 4 

··2x - 2x - x + 2x =-3 
1 2 3 4 

1 1  x + 6x + 4x + x =1 1 
1 2 3 4 

La matrrz aumentada será : 

4 4 4 o o 

4 4 3 -1 4 

-'2 -2 -1  2 -3 

q 6 4 1 1  

Mul tiplicando el  renglón por (1/4) y sumando móltiplos de este renglón a las dem6s ecuacio-

nes tendremos: 
o o 

o -1 -2 -1 4 

o o 2 -3 

o -5 -7 1 1 1  

Mu ltipl icando el  rengl6n 2 por ( - 1 )  y sumando móltiplos adecuados a este rengl6n a los dem6s 

l legamos a:  

F inalmente obtenemos: 

·-
1 o -1 -1 4 

" 1 2 1 -4 "' 

o o 2 -3 

.... , o 3 6 -9 " 

.. 
1 l  1 o o 

o o -3 2 

o o 2 -3 

J o o o o 
-· � 

1 ' 



- � b--

Como obtuvimos toda una hilera de ceros la ecuaci6n (4) era redundante, de 

donde e 1 sistema rlc ecuaciones correspondientes et: 

o bien: 

X + X  = 1 
4 

X 
2 

-3x = 2  
4 

x + 2x 
3 4 

x t-< 1 - x  
4 

x -= 2 1 Jx 
2 4 

x =-3 -2x 
3 4 

X = X  
4 4 

= -3 

donde x es e l  par6rnetro l ndependfente . 
4 

y 

( X 1 X 1 X 1 X ) = ( 1 ,  2, -3, Q )  + ( - 1 ,  3, -2, 1 )  X 
1 2 3 4 4 

ser6 la solución expresadc1 e n  i>rrrc vectorial. 
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