-

ingenijieria. ...

UNAM

—_

ﬂ

U

PP

- APUNTES DE INVESTIGACION

itad_

D" QPERACIONES I
ERA PARTE . .«

-
_ N ]
" " T -
. - S 7 : ¢
iIng.Benito Marin Pinillos &\
Ve f28
P -3 SECCION DE ING. INDUSTRIAL

’ - 4 -4
Ny & O 4 e o &
_-_,,_..-—-j- . E 1 4






=oi- X |hepdee} t

INVESTIGACION DE OPERACIONES. 601586

Antecedentes.

Es por todo conocido el rGpido desarrollo que han experimentado durante el presente ~
siglo, el tamafio y la complejidad de las organizaciones humanas. Por ejemplo el tamafio de-
las empresas modernas implica que las decisiones administrativas pueden tener un efecto sobre
grandes cantidades de capital y gran nGmero de persones. Los errores pueden ser tremendamen
te costosos y una sola decisién equivocada puede requerir afios para rectificarse.

El cambio revolucionario sufrido por las organizaciones humanas ha traido consigo la-
divisién del trabajo y la segmentacién de las responsabilidades administrativas en estas orgeni =
zaciones. Este crecimiento ha traido consigo la tendencia por parte de los mychos compone -
tes de una organizacién a crecer dentro de un plan relativamente auténomo teriendo cada « o

de ellos sus propias metas, perdiendo por lo tanto la visién de como sus activir r objetivos

se comparan con los de la organizacién. Lo que es bueno para un componer
es perjudicial para el otro. Es asl que en una empresa por ejemplo, existen las siguientes ten-
dencias:
Produccién.- Pocas ITneas de productos y grandes corridas de produccién (grandes in ven
tarios).

wx A “'l:‘ 0 o hm"" ‘.' ¥ 3Ly -'!j‘.
Ventas.- Abundantes y variados inventarios.

< ' ‘ o DO otho-ub
Finanzas.- Minimizar inventarios.
Personal. - Producir inventarios solamente durante los perfodos flojos (mantener produc-
cién constante).

¢, Cu6l es en realidad la mejor polftica para la organizacién?. Es aqul, donde entro-

en accién la investigacién de operaciones.

La investigacién de operaciones siempre toma el punto de vista general de la organiza-

cién o intenta llegar a soluciones 6ptimas, esto es la mejor solucién para la organizacién. -

adahoja? .. ciasneioena



G-601586 hoja 2.

Esta solucién no siempre es la 6ptima para sus componentes por separado .

La investigacidn de operaciones envuelve estudios de grupo i.e. agrupa a toda clase
de expertos en sus esludios, Esto es debido al aspecto tun general que toma la misma y al -
hecho de que serfa i mposible que un especialista en investigacién de operaciones supiese ~
todo lo relativo a cada aspecto y es por esto que el especialista requiere de los demés exper
tas a quienes & coordina.

Otro de los aspectos que favoreci6 el desarrollo de la investigacién de operaciones-
es el hecho de que el ritmo de la empresa moderna es tal que las decisiones se requieren més
ru’pidamenre; el posponer la accién puede poner en una decidida ventaja a un competidor.

No es sarprenente jue el aumento en la dificultad de tomar las decisiones haya re--
querido de esfuerzos para dur a esta actividad una base més objetiva y rutinaria. L(.:l inves-
tigacién de operaciones forma parte de este esfuerzo.

Desde el puni> de vista de la investigacién de operaciones una decisién es una rece
mendacién de que se lleve a cabo un curso de accién particular q ue ofecta al sistema. -
Quien toma la decisitn intenta que el sistema sea més "efectivo” para alcanzar las metas -
de la organi zecién.

La medida de efectividad generalmente tienen unidades caracterlsticas asociadas =

con ella (pesos, etc., perc a veces son adimensionales (probabilidad de destruir un blanco

durante un ataque aéreo).

Los orfgenes ce la iavestigacién de operaciones datan de hace muchos afios cuando
se empez6 el intento de uscy un acercamiento cientffico en la administracién de las organiza
ciones. Estos orfgenes sin ¢mbargo fueron aislados y faltos de coordinacién, no es sino has-
ta la segunda guerra nundic:l cuando la complejidad de las operaciones militares hiza surgir-

lo que hoy se conoce por irvestigacién de operaciones. A causa de la guerra hubo la nece-
sidad de distribuir en manera eficiente materiales escasos a las distintas operaciones milita=-~

r5 y dentro de éstas 7 las cctividades que las componfan. Para el efecto se reunié un -

B
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gran nGmero de cientfficos para que realizaran una investigacién de las operaciones ta-
res.,

Debido al éxito logrado en el aspecto militar, la industria se fue interesando en es-
te campo. Los investigadores descubrieron que la industria sufrfa de los mismos problemas -

= e A,
béasicos que los militares. :

Una vez iniciad
cibn de numerosos investigadores los cuales lograron desarrollar las mismas a grandes pasos.
las téenicas desarrolladas contribuyeion a empujar la rédpida carrera que llevara la investiga
cién de operaciones, de aqul que para 1950 muchas de las técnicas hubieren alcanzado un -
grado de desarrollo extraordinario.

En la misma ¢poca ¢2n que se perfeccionaban las técnicas de la investigacién de ope
raciones también se lograrcn grandes avances en el disefio de computadoras, lo que facilité
ta utilizacién de las mismas debido a la gran cantidad de computacién requerida por la inves
tigacién de operaciones.

Aunque no existe una definicién correcta para la investigacién de operaciones pode -
mos decir que. la irvestigacién de operaciones se @plica a problemas que conciernen a la-
conduccién y coordinacién de operaciones o actividades dentro de una organizacién.

La investigacién de operaciones se aplica extensamente en el campo de los negocios,
e! militar, la industria, el gobierno, hospitales, comunicaciones, transporte, etc.

El método de anélisis empleado es el del método cientffico, esto es, la investigacién
de operaciones introduce ¢l razonamiento cienttfico creativo dentro de las- propiedades funda
mentales de las operaciones.

La programa:ién liaeal ha sido usuda con éxito en problemas de asignacién de perso--

nal, mezclado de materiales, distribucién y transportacién, asf como polTticas de inversién.

a lahoja4.......
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La programacién dinGmica ha tenido éxito en la planeacién de gastos de propaganda,
distribucién del esfuerzo de ventas y planeacién de la producci6n.
Los fenémencos de esoera se han aplicado a problemas de congestionamiento de tréfico,
reparacién de maquinaria, planeacién de tré6fico aéreo y disefio de presas.
Otras dw:s oreas de la investigacién de operaciones son:
Teorfa de juegos.
Simulacién.
Teorfa de inventarios.
En la actualidad existen dos organizaciones en Estados Unidos que agrupan gente inte
resada en la investigacién e operaciones:
The Cperations Resizarch Society of America que edita la revista Operations Research.
The Institute >f Management Science que edita la revista Management Science.

-

Metodologla. -

Aunque no eriste una secuencia fija de pasos a seguir en un estudio de investigacién
de operaciones, podemos analizar los pasos dentro de un problema tfpico.

a) Formulaci¢n del problema. En la préctica los problemas surgen de una manera -
vaga, razén por la cual es necesario estudiar el sistema bajo consideracién y definir exacta
mente el problema, indicando claramente cuales son los objetivos, las rectricciones y que’-—
es lo qué se puede hacer; interrelaciones existentes, alternativas posibles, limitacién del -
tiempo, etc. Se ve cue la formulaci6n es crucial, pues es imposible obtener buenos resulta
dos partiende de un mal plunteamiento. De aqul que en cuanto surjan nuevos aspectos du--
rante el desarrollo del estudio, la formulacién debe ser revisada para ver si no ha cambiado.

AquT se debe tener uidadogya que aunque dijimos que el objetivo principal era la ~
soluci6n 6ptima para toda I3 organizacién, existen casos en que el problema afecta a una so_
lo seccibn y al inclu r‘fodc:s las demés complica terriblemente el problema.

b) Construccisn del modelo matemético (muchas veces es &ste el paso més sencillg).

a lo ' hebe 50 on Pt




hoja 5.

Este paso consiste en la reformulacién del problema de manera tal, que sea conve -
niente para analizarlo. En este paso representomo*gcfemdticamenfe el sistema bajo-
estudio.

Un modelo matem@tico es una representacién idealizada expresada en té&rminos
de sfmbolos mateméticos.

Por ejemplo en programacién lineal podemos representar las n variables de de-
cisién, cuyo valor se va a determinar, como xy, x9, ..., X,.

La medida compuesta de efectividad ( llamada funcién objetiva ) (ganancia) -
se expresa entonces coino una funcién matemética camo :

P=5x;-3m@+7x3 +....+2x, .

Las restricciones o las variables de decisién también se expresan mateméticamente,
por ejemplo: 3 X1 +8 x2+ LR - <@ xnflOO.

El modelo matemético quedarfa en este caso como escoger los valores de las -
variables de decitién tcles que maximicen la funcién obieﬁ\;o, siempre y cuando se
cumplan las restricciones.

El modelo matem&tico ayuda a revelar relaciones importantes de causa y efec-
to, sefalando de esta forma cualquier dato adicional que pudiera ser de importancia
para el estudio.

Debe tenerse en cuenta que el modelo matem&tico es una abstraccién de la —
realidad y como tal no puede inclulr hasta el més mfnimo detalle, lo cual compli-
carfa innecesariamente @l problema. Por otro lado, el exclulr efectos colaterales—
que estl fuertemente ccirelacionados con la decisién por efectuarse aofecta grande -
mente el resultade.

Un buen modelo s aquel que predice los efectos de las diferentes alternati-

vas con suficiente exactitud como para poder realizar una buena decisién.

a la hoja 6.....
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Cuando exista més de una funcién objetiva, éstas deberén transformarse y com
binarse en una sola funcién objetiva compuesta. El costo del estudio y el retraso~
deben también ser considerados.

c) Obtener una Solucién del Modelo.- Aqul debemos aclarar que aunque - -
existen modelos matem&ticos que conducen a una solucién 6ptima dicha solucién es
sélo 6ptima con r1especto al modelo empleado y es posible que esta solucién no sec-
la mejor posible para el problema real. De aqul que si el modelo est& bien formu
lado la solucién obtenida deberé ser una buena aproximacién a la solucién del pro-
blema real.

Muchas veces la solucién obtenida se emplea como datos para formular nueva-
mente el problema y ail mediante una serie de ciclos se obtiene una mejor soluci6n.

d) Probar el Mo\;elo y su Solucién.- No importa cuan bueno parezca nuestro
modelo siempre se¢ debe probar. El primer paso es checar errores obvios o detalles-
pasados por alto.

Prueba Retrospectiva.- Cuando es aplicable, consislc en mirar la historia de -
la compatifa y ericontrar qué hubiese pasado de haberse aplicado este modelo. Este
método puede mostrar fallas en el modelo y asl modificarlo. Una gran desventaja-
de este método consiste en que utiliza los mismos datos con ayuda de los cuales se
desarrol!6 el modelo. Otra falla es que las condiciones pueden haber cambiado y-
que los datos pasados ya no representen las condiciones futuras.

Otra prueba es dzcir que né se aplique el modelo hasta dentro de seis meses-
y obseivar qué hubiese pasado en este lapso de haberse aplicado el modelo.

e) Establecer Cantrol Sobre la Solucién.- Este paso se usa sélo cuando el mo
delo desarrollado se va a usar repetidamente debido e que las condiciones (datos) -

pueden estar variando constantemente.

Este paso puede anvolver el descubrir los parémetros criticos (aquellos cuyo --
a la hoja 7....
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cambio puede afectar significativamente la solucién). Esto se efectGa mediante el --
anélisis de sensibilidad.

Uno vez descubiertos los parGmetros crfticos se puede establecer un método esta-
dfstico para detectar cambios significativos en los mismos.

Cuando se descubre un cambio en un parémetro crftico, es necesario ajustar lao
solucién al nuevo valor.

f) Implementacién.- El grupo de investigadores debe porﬁcipc;r activamente en
osta fase, con objeto de supervisar que la solucifn obtenida sea convertide con exac
titud en un procedimiento operativo.

Los pasos a seguir son:

1) Se comunica a la administracién de la solucién obtenida.

2) Tanto la administracién como los investigadores comparten -
la responsabilidad de poner esta solucién en operacién.

3) Adiestramiento del personal involucrado en la solucién.

4) Retroalimentacién.






II.- MATRICES.

Definicién. JJ-1.-

Una matrfz es un arreglo rectangular de nGmeros escalares.

Denorainaremos por m el nGmero de renglones y por n el nGmero de
columnas de una matrTz,

Una matrfz con m renglones y n columnas, se conoce como una ma

trfz mxn.

Una matrfz mx n se dice que es de orden n.

Tenemos entonces que:

b <7 pog]
A= 48 264
i 5 <12 3
es una mahfz 3 x 4 y
4 5
B= |8 3
7 152

es una matrz 3 x 2.,
A los rndmeros que integran el arreglo rectangular, se les denomina
"elementos de la wnatrfz". Es asf que los nGmeros 4,3,1,7,2,5,8,6,12,1,14,3,

son los elementos de la matrtz A, mientras que 4,8,7,5,3,9, son los elementos

de la matrz B.



Las matrices las denominaresmos con letras mayGsculas.

Los elementos correspondientes de la matrfz los denominares con lo
misma letic pero minGscula, seqguida de dos sufijos, ¢! primero de los cuales -
representa el renylén al que el elemento corresponde, mientras que el segundo

indica la columna.

se considera que ‘as matrices

[ asf que los elementos de la mahTz A serfin ag; por ejemplo:

a =8

3

14

o]

33

12 ;

En térwninos generales podemos representar una matrfz como sigue:

- G G LU LN G

11 12 In
c c L L G

A 21 22 n
a a 5000 E

ml m?2 mn

Algunos autores utilizon A= R oLj =|onle
| X n

Debe notarse que la letra particular que aparece como sub-Indice

es indiferente, es la posicién lo que es importante .

Con los anteriores convenciones a  es un escalar y “ a ”es una

a iy

Q

kl

matrfz. Nétese que mientras los elementos a

i
son idénticas.

' &

kl

pueden no ser iguales,

‘Jna mutrfz no posee ningtn valor nGmérico (a diferencia de su de-

terminante) .

»in embargo es conveniente realizar ciertus manipulaciones con -




los arreglos de nGmeros; es asf que se han desarrollado reglas que permiten reali-

zar operaciones con matrices, las cuales son anélogas a las operaciones aritméti-

cas,

Definicién., II - 2 .-

A= [oii] % b= bii—‘h

dos matrices. Se dice que Ay B son "iguales” esto es A=B sT y sélo si todos y ca

Sean:

da uno de los elementos correspondientes son iguales. Es decir A y B tienen exac

tamente los mismos componentes ( a )=(b )porc todos los valores de i y de j).
i if

De lo anterior es claro que para que A=B es necesario que ambas matri
ces tengan el mismo nGmero de renglones, asf como el mismo nGmero de c:!umnas

entre sT.

DefiniciénII =3.-

La diagonal principal de una mafrl’zEJ es el conjunto de elementos

" i
{c Sine 0) donde t= min{m,r}
" t

Definicién. I - 4.~

Una matrlz diagonal es una matrfz cuadrada de orden n, en la cual los
elementos que nc pertenecen a la diagonal principal son cero.

Las matrices pueden ser usadas para representar una gran variedad de
diferentes conceptos mateméticos. La manera como una matrfz es manipulada, de-

pende de los objetos que la misma representa,



Considerando la gran variedad de situaciones en las cuales las matri
ces han encontrado aplicacién, existe una asombrosa similaridad en las opera-
ciones realizadas sobre las matrices en estos condiciones, existen diferencias ~
también y es por esto que para entender esas diferencias, utio debe de enten-
der el objeto representado y que informacién puede esperarse manipulando las-
matrices (p, q}.pm(:cxm ostochsticos, transf. lineales, que es como nosolros las

usaremos, etc.)

Definicién. I[-5-"

La operacién de multiplicar una matriz por un nGmero k se efectGa-
multiplicando cado uno de los elementos de la matriz por k.

Asl’ pues
ra” k a12 k ceoe 91p k_

02] k o?zk sesas Gznk

() -“kctii"' SanB e, WTh e eiatgs 4 eleTBId

Qlk(]
m

9 k oody aRak

m

donde A puede tener cualquier disposicién de sus elementos.

Ejemplo. T1-1.—

Definicién. -6~

Fara '

‘sumar" dos matrices A y B (que deben tener el misme nGmero -
de hileros y de columnas entre sf), solamente es necesario sumar los elementos-

correspondientes de ambas, lo cual puede quedar representado en la siguiente -

forma :



A ”"ii L bii”

Ejemplo. 11-2 =~

Definiciébn. I[-7 —

La resta de dos matrices A y B podemos interpretarla como la suma de

la matriz A con la motriz C donde C = k B = (-1) B. Asl pues tenemos:

nuevamente A y 3 deben de tener el mismo nGmero de renglones y columnas en-

A-B=A+C=A+(-])B=

tre sT.

Eiemplo. U‘3¢-

e ~ . —y

4. =B 7 23 el Pl 5+ i3

(%]

-7 1 8|=- |3 7 <4|=[-10 -6 12

S 5.5 2 -2 2 3 7 =2 -

Definicién. 1I-8: (multiplicacién)

Para er.contrar el elemento c;j en el renglén i y la columna | de la-
matriz resultante de multiplicar A por B, es necesario multiplicar cada elemento
del renglén i de A por el elemento correspondiente de la columna | de B y su-
mar estos productos; observamos que la multiplicacién de dos matrices estd defi-
nida sf y s¢lo si 2l n6mero de columnas de A es igual al nGmero de renglones-
de B, (n6teie que el nGmero de renglones de A y de coluninas de B puede ser-
cualquiera.;

En general si:

mxn Y“bii

i nxr



su producto seré :

AB I gcik bki , mxr
Ejemplo. 11-4 ~
FEEE e e 1 R R A ST [3 'y
A= e g | S 0 2 = {11 =2
-2 1 ~2 2_4 2 1 0 -2
ERE]

La operacién de multiplicacién de matrices no es conmutativa, es decir:

AB/BA

Ejemplo, 11-5 =

AB

4 0

10

BA

Er la mayorfa de los casos en que A B esté6 definida, B A no lo est4.

b) La multiplicacién BA de las matrices del ejemplo I1-4 no est6 defi-

nida.

Nota. [I-1 ~

La divisiébn entre matrices no esté definida.

Definicién. 11-9 —

Se llama matriz cero o nula a aquella matriz de cualquier orden cuyos

elementos son todcs "cero"; se representa por:

s W .
Fiviiste anee

= O
0 6.....9




Ejercicioll -1.-
Sean:
o " - B I 2 o -
gy 4 {gerg - 30 1 6 B a4 4 5.0
!
1 6 7| B=j7 2 5 1|le{5 0 4|1 6 7fF=|0 6
|
L—7 ? 3| L] % Ll 4 W 2 T 3| [V 0
¥ 89
L >

1.-A=Dporquea =d =3;a =d =4;a =d =4; etc.
i 27 12 B e

2.-B#Cporqueb # ¢
i i

3.~ La diagonal principal de A es {3, 6, 3}
l.a diagonal principal de B es {5, 2, ?‘}
t 4,- A es una matrtz de orden 3.
5.-B es una matrfz 3 x 4.
C es una matrfz 4 x 3.
6.-F es una matrfz diagonal.
7.-v8=38=[15 12 9 18
T s 3

Y= 56 0

.-N1 D=6 8 #

2 12 14

2 + B no estd§ definida.

)



A = C no esté def inida,
10.-BC= [104 43 43
79 24 4
Lo 4

B F nb ast8 definida.
n.-ce- [4 8% M %
M ¥ B N
% 94 B ol
AT | B Y/
Vemos quis B :t;‘ Cs

Las matrices satisfacen dis siguientes leyes:
1.-CA=@

2.-1A=A

3.-A+@ =A

4.~A-A=Qq

5.4 1B=B A

-2 (B+C)=AB+AC

7.-(A+B) C=AC+BC
8.-(A+B) +C=A+(B+C)
9.-A(BC)=(AB)C

leyes que se satisfacen siempre ¥ cuando las operaciones propuestas estén
bien definidas,



Qefinidén U - 10~

:
Dada la matrfz A, la matrfz A |, obtenida de A intercambiando las hile-

T

\ ’
ras por las columnas en A, se !lama la matrfz transpuesta de A. Si A = lo
i i

el

elemento a’

que aparece en la hilera i columna | de A es el elemento a que -
i ii
apatece en lo hilera | colonma i de AL

Eiempio U- 6.- - - - -
el Zah OO B % ZL 4 w8
A= Rz 7| T #8R" v 25l
A=
S5 2l < G OF 72
al Sl e

Para obtener la transpuesta de una matrfz, no es necesario que ésta sea
cuadrada,

Propiedades de la matrfz transpuesta:

Definicién 11-11. -

La matrfz odjunta es aguella matrfz cuadrada formada por los menores de la

transpuesta de la motstz cuadiada dada.

)
Yo escribe A
tjemplo II -7.-




_]0.,
0! il 4 1o |
1. o 21 flo. 1] |
el BEY 90" 2 3
a=l=[1 2| Yo o Tle I
3 oy 2% ~? 7 3
g ) S o’ !
- |
ol
‘e 2 4 1
/{1’—‘ a0
12 =10 {-a
- £

Definicion [1- 12 .~

La matrfz identidad (1) es una matrfz diagonal cuyos elementos en la -

diagonal prin:ipal son fodos unos..

LOG+, . .\ smnmee 0
T Ol e, R L. e @
I 1010 1 S sl il

000 ..cuiannennn 1

e

La matrfz identidad tiene las siguientes propiedades:

IA=A=4]

donde I tiene el nGmero apropiado de renglones y columnas en cada caso de forma

tal que la operaci6r: de multiplicacién quede definida.

DefiniciénJ] -~ 13.-

Cuar.do unt matrfz la subdividimos en varias matrices més pequefias, a -

&stas se les conoce con el nombre de "submatrices"




L Rt

Ejemplo I - 8,-

’_a e @ a a
I 12 18 14 B
------------------------ a A
h a : a a a = 11 12
n = ?11 27 23 24
: A A
a ke a a L 21 ?ZJ
31: 32 3 34 ‘
donde:
1) a =a

4) A =|a N Y

Es posible 21 realizar las operaciones usando las submatrices en lugar de
hacerb elemeiito por elemento. Debe estar claro que esto es solamente posible en
e! cuso en que la suhdivisién sea tal que las operaciones estén definidas, en caso
contrario no se lograré nada con subdividir la matrfz,

Liemplo. 11 - 7.-

i T
Sea: = _1_*_( b
b | 1
B = 2 |=|B
b 1 2 |
3 -
e - |
b ]




Une clase de matrices que tienen un popel muy importante es aquella que

cuenta con v solo renglén o con una sola columna. Tales matrices se conocen con

el nombre de vectores.

a @ e gl {es un vector renglén)
e .

B=[b
]
b
?
b
nJ es un vector columna y lo denominare.nos:
{b b .. dbyd
1 ? ny

Los vectoris son importantes en la teorfa de matrices debido a que cualquier
matrfz m x n puede ser subdividida ya sea en m vectores renglén o en n vectoreseo -

lumna, con lo cual se pueden analizar importantes propiedades de las matrices.

Si tenemos que:

™y
Sl@RER =t C o s FN . e x=‘£Cx
il il 209

m mA&l § i

donde las C son censtantes, se dice que es una cambinacién lineal de las x . Tam
i

[}
bién decimos que/} es linealmente dependiente de las x si/§ puede ser expresado

1
boe . -
como una combinacién lineal de las x

Una expretién de la forma2 C x = C se llama una relacién lineal entre -
i
'1s x » Una relaciér donde todas las C

= C se conoce como uno relacién lineal tri-
i i




i R- 13
'{\, . /
2, ’(—"

vial; yma relucibn en la cual cuardo menos uno de los coeficientes es diferente de

cero, se conoce «:amo una relacién lineal no trivial,
Dc'l mu i6n |l
Un conjunto de vectores se dice que son lineaimente dependientes si existe
vna relacién lineal no trivial entre ellos. En caso contrario el conjunto es linealmen
te independiente, Debe notarse que cualquier conjunto de vectores que incluya el -
vecter cero es linealmente independiente.
Si un ~,on|unto }de vectores es linealmente dependiente, entonces -
existe una relacién lineal no Irivial de la forma 2 C « = C ( no necesariamente
g
Gnica). En la relocién anterior, existe cuundo menos un coeficiente diferente de ce-
ro, sea éste C , entonces: -1
L x= g [~a ~a ) x
k #K k i i
que es uno de los vectores del coniunto{x }es una combinacién lineal de los ofros.

Si ur conil.-nro{x } de vectores se sabe que es linealmente independiente v

se obtiene unc relacién lineal £ ¢ x =0, podemos entonces concluir que todas las

Ry

Es claro que el concepto de independencia lineal de un conjunto no ten-
diTa sentido < wo vector del conjonto pudicra inclsuirse on nomero arthitiario de ve-

ces en una posible ralacién.

Si ur. conjunto de vectores es dado sin embargo, diferenciendo los vecto-
res en el conjinto, ©s una inconveniencia el insistir en que todos los vectores lista
dos sean distir tos, La carga de contar el nreero de veces que un vector puede apa

recer en una 2lacién es transferida al conjunto de sub-Tndices. Por cada sub=indi~ .



YA

en el conjunto de sub-Indices requerimos que uno y solo uno de los vectores sea lis=~
tado por cada subIndice del conjunto de subfndices. Permitimos pues la posibilidad

de que varios subIndices sean utilizados para identificar el mismo vector. Asl pues

{x x} en donde x = x
j, W) i ?

es linealmente dependiente. Tenemos entonces que el concepto de independ:ncia

el conjunto:

lineal de ur conjunto es més bien unc propiedad de la forma de poner los subndi-
ces en el conjunto que del conjunto mismo. Deberfamos referirnos a la dependencia

ine e un conjunto numer en lu e ependancia line e un conjunto.
lineal de un conjunto numerado en lugar de a la d dencia lineal d junt

-

Ejemplo. Il - 10.-
Sea:
X = x,x,x,x}
(“I 70008 3w 8
donle:
ph = Nt 1 0)
1
vt = {0 W Dl i)
?
| i R T
3
x =(1,1,1)
4

Po: o tanto: SRR et s n b

Sin embargo cualquier subconjunto de tres de los cuatro vectores es lineal-

iente independient: .




- W

Ejemolo. T1- 11.-

C
Tele

donde:

3
y =(0, 1,0, 0)
4

Para encor:trar la dependencia o independ:ncia lineal del conjunto, forma-
mos la relacién:
el 0 1 Pk b (Y, 1,1, 1) +e( 2,2, 1, 2+d {0, 1, 0,00 0,8 0)
Se husca s: la relacién es trivial ono ( si a, b, c,'6de574 0, los vectores
son devendier tes }.
atb+?c =0....(1)
ar=alie? e 'd =@ aia 2)
b+ ¢ =0 ssni-8 )
a*lp+? ¢ =0....(4)
de (3) b=-¢ -
en(1)a+b-2b=0 de donde a=b
en{?)a-0-?a+d=0de donde d="72a.
Si liicemos a = 1 (valor arbitrario ) obtenemos:
((Y,1,0,1 3 Tpiaity, Aot (2, 250, 2942 (40, 170,09-=%=0, -0y GpB)

de donde el conjunto Y es linealmente dependiente.
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Eiemplo 1 - 17~
B e w - (1,0,0,1)

1
w=(0,1,0,1)
?
w (O olisT)
3
R o e
4
a (1, 0,4 153 %36°(0, F, 6, RY*VieCNgd, 't NP, v s (0,0, 0,0 )
a T dZ 0N (1)
h F =0 e, (?)
c F=0 e o)
(irenm el art 3 HO) gt e (4)
de(l)o:.:-d
e(?)b:=-d
de (3) c=~d

e(4)~-d-d-d+d=0 ~-?2d =0 de donde d =0
de donde el roanjunts de vectores es linealmente independiente .

Definicién, JI - 15,-

El mayor nfimero de vectores linealmente independientes que puede ser en-

contrado dentio de un conjunto de vectores se conoce como #! rango de! conjunto.
Eiemolo. II- !3.-
b bt o WO

En e! ejemno |l - 10 el rango del conjunto de vectores
{\y,x,x,x-\ e5\3),puesx,x x} %,xx M K g x, ;5
12 3 4y 1 2 34 7 I | 4

son linealmenie independientes.




==

En el ejempo Il -Il.- el rango del conjunto de vectores{/ Ly o oy
(I

es tres,pues {y .Y , ¥ \ es linealmente independiente .
1 2 4

Fiv ol ejemnlo 11 =12 .~ el ranqgo del coniunfo(w W, W ,wx. es cuatro.
YE 2% 3 o)

Para encontrar el ranqo de un conjunto de vectores, se hace la prueba
de denendancia lineal y si el conjunto resulta linealmente independiente enton-
ces el ranqgo es igual al nGmero de vectores considerados. Si resulta linealmente
dependiente, eliminamos cualquiera de los vectores que en el paso anterior hubie~
ra resultado con un coeficiente diferente de O y se vuelve a repetir la prueba de -
dependencia lineal, volviendo a iniciar el ciclo anterior.

Denominaremos porf90| rango de una matrlz,

Teorema. |l - 1.~

Cualesquiera n '+ 1 vectores en un espacio vectorial de n dimensiones son

——

linealmente dependientes.
Eiemplo. 1l- 14.-
El caso visto en el ejemplo 11-10. - anterior.

Definicién, 11-16,~

Se dice que un subconjunto de vectores linealmente independientes es la
base del conjunto de: vectores a que el mismo pertenece, cuando todos y cada uno
de los vectores del onjunto original son una combinacién lineal de los vectores en
este subconjur io, Una base no necesariamente es Gnica.

Eiemplo. 1f 1.~

En e primer ejfemplo el subconjunto {x ,x ,x | esuna base del conjunto
Y 28
X , X , X ,X ya que:

1 2 3 4



-l 7-

x +x +x (1,1,0)+ (1,0,1)+(0,1,1)
o St iRl = (A9
4 % ?

y ademés e! subconjunto es linealmente independiente.
~Tmisnmio &x PR } en oha baswe deo dicho conjunto ya que:
] w2 i

x =2x -x =% =(2,2,2)-(1,0,1)-(1,1,0)=(9,1,1)
3 4 ? 1

Ejemolo 1I-14, -

En el segundo ejemplo Jy ,vy ,y} es una base del conjunto:

=% 2" %
{v FY iy, y ya que:
A

p = v N Oy S iyl 00 Pt =Y, L T (00, 7 G500 (252 Tod)
3 l ? 4

Teorema lI-7 .-
Un subconjunto de 1 vectores linealmente independientes, tomados de un

conjunto de vectores, es una base del mismo si y s6lo sT el conjunto tiene rango r.
ODemostraciér intuitiva;

= Si el conjunto tiene rango r, por definicién un subconjunto de r vectores
lineulmenie ndependientes tiene que ser una base, ya que r es el méximo nGmero
de vectores linealniente independientes y todos los demés seréin combinaciones de
estos .

<: Sumongamos que el conjunto tiene rango r + 1, esto implica que existen
r + 1 vectores linealmente independientes en el conjunto; de donde r vectares no
bastan para formar ¢l r + 1 avo vector mediante combinaciones lineales; y por lo
tanto tenemos una contradiccibn.
Teorema. Il -:"_.-

Si vt conjunto de 1 vectores tienen una base con un nGmero finito de -

elementos, entonces todas las demés bases, en caso de existir, son finitas y cuen-
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tan con ef mismo nGmero de elementos.

Teorema 1[4 . -

Un conjunto de n vectores en un espacio vectorial de n dimensiones es
una bhase si y s6lo sT es linealmente independiente.

Eefinicién -7 =

f11ango de las hileras de una matrfz, es el vanao del conjunto de sus -
vectores tenaltn. Tliango de law columnas de ona manTz es el rango del conjunto
de sus vectores columna.
Eiemplo, M-17.-

& R T

1T -1 1 1 pPr =3 (ver ejemplo JT-11)
A= | /0 c =3 ( asimple vista se ve la dependencia
e ? 1 ? entre las.columnas 1y 4)

Teorema Il ~5.=

El rango de las hileras y el rango de las columnas de una ma trfz son iguales
Es por esto que solamente se habla del rcngop de una matrlz.
Dada una matrfz A diferente de la matrfz cero, ¢ cubndo existe una matfiz

= =1 =1
A llamada al inverso de A, talque: A A =A =17

-1
Si A no es una matrfz cuadrada entonces nunca existe tal matrfz A de don-
-1
de s6fo una inatrfz cuadrada puede tener inverso. Esto es debido a que A deberfa -
-1

tener diferente. nGmero de renglones en cada caso para que los productos A LAy -
-1
A A estuviesen definidos.
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Si A es una matriz cuadrada entonces existen ocasiones en que esta ma-

triz tiene inverso.

Definicién. 11-18.-

Una matriz se llama no singular si su rango iguala tanto el nGmero de -
sus renglones comc el nGmero de sus columnas, en caso contrario se llama singu -

lar. De aqul que solo las matrices cuadrados puedan ser no singulares.

Definicién. 11-19,-

Una matriz m x m se llama no singular si sus vectores columna son |i -
nealmente irdependientes.

Unc matriz es no singular si y sélo s su determinante es diferente de ce
ro.

Teorema. 1l-6.-

a) Si A es no sinqular, existe una matriz no singular A'1, llamada in-

-\ -1
verso de A, tal que AA =A A =T
b) Si A es no singular y B es una matriz para la cual ya sea A B =T
6B A= I, entonces B = AT,

c) Sélo las matrices no singulares tienen inversos.

Teorema, I11-7.-

Si £ y B son no singulares entonces:

a) A B es no singular.
b) (AB) = A"

c) Al es no singular.
) g

08 T S By e ey

= o‘-] A-]
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Teorema. |1-8.~

Fl rango de una motriz ( no necesariamente cuadrada ) no se altera si

ésta se multiplica por una matriz no singulor.

Ejempio. 1i-i8.~
Sii, 18
e —
s g 18 entonces : F-? 0 1
A=|2 3 4 “Al=1H 0 3 B
' =4 5 1 -2 u
( compobo i6n
1 60| 1 o o“j
AnprT 0 0 PRV TR S '
O ¢ 1 : j i O { ;

wovee oy mbtodos pard et oo e

i Chtrases ood valor ded Jeserie o fe de da 02
) (RS ¥ EERPETR IR 2 -11‘" ctlen A e SaeyG oS o] b \'Lrllli',
b Uriahdemes don vadores i an enores ettt e adar del detes
s fes
4 Colbquese el volor elonide en () en la posicitm hranspues=-
for e U omenor conrespoa dente
ffcmr)lo,. U 9. -
En . ejene!y antenor :

A =18 +24 + 24 - 27 - 16 - 24 = -]

dado que -



A =
entonces :
g 4
=l
4 6|
-1
? 4
L= N
=1
2 3
+
3 4
-1
| S—
F_IB - 16
7
PR I
——
8 - 9

- 21

-1

~1

2 3 |
+
3 4
1
1 3
? 4
-1
1 2
+
2 3
Ly
g I
o
s St
el
B 2
ST




Ejemplo. J[-20.~

) o 4 et A [T -4

A = : ..'l _" =
gl 1 =5

5
~ +TJ

Método 2.
Este método es b&sicamente el mismo que el anterior, solamente difiere
en la secuencia de pasos y en la forma de ataque y dice asl :

La inversa de una matriz puede escribirse :

A-1 " A\"
|A}
Eiemplo, II-21.- -
g 3 ¥
A =2 0 4
-2 3 ]
g e, sl
I
A = 3 0 3
-1 4 ]_j
) ‘.‘.'-]
™41 l
A& (18 -22
., 6 =21 ) ,

|A’ = () -24 -6 -0 -60 -6: -96



Né6tese que :
Al T = A A
2 | <& 11 /8t e’ Ri/s
AE:‘:-%B—- 10 3 -2 | = |[5/48 -1/32 11/48
|t o -1/16 732 1/16

Los dos métodos anteriores resultan demasiodo complicados para hacerlos
a mano cuando el n.Cvmero de elementos de la matriz se incrementa.

Método 3.

Esté método proporciona el inverso de una matriz cuando ésta es no sin-
gular, en caso de que la matriz sea singular este método proporciona lo que se -
conoce como matriz en forrﬁa Hermite Normal. Describiremos el método con la -
ayuda de un ejemplo:

a)Se pone una matriz T después de A.

S o TR e R W

% e G B S

3 4 6 0 0 1
il

b) Se busca dejar el primer vector columna como un vector (1,0,0), me-

e

diante operaciones elementales de las matrices, esto es:
1.- Multiplicar un renglén de A por un escolor;ﬁo
2,- Sumar ¢l méltiplo de una hilera a otra.
3.- Intercambiar dos hileras.

AsT pues ob'enemos:

1 ? 3 1 0
0 -1 2 =2
0 -2 3 -3 0

i = )




c) Se busca dejar el segundo vector columna como (0, 1, 0) mediante -
operaciones elementales.
[ hecstn ( sheumil 2, 1i09]
0 1 ? 299014 0

B @iy bt -2 .01

b

d) Hacer io mismo para el tercer vector columna.

—

TA S iBr iy’ 0a &)

0 1 . 0wmmiOe 82

RO |
e) Se elimina la matriz T que ocupe ¢l lado izquierdo quedando asf la ma

triz inversa.

Asl' pues :

Comprobaciér. :

oy <p= 3 el Gl e o

aaigfig (- g =10 1.0
3 @ W e 1f o o
[ ol i Tog 9% . 4] .. gut @

Ala=] 0 3 =2 gzl = o 4 s
Ly o2 [F Rty fon, 0

Teorema, T1-9.-

El inverso de una matriz es Onico.



Sin entrar en detalles ni forma de obtenerla, describiremos a continua -

cién lo que se conoce como la Forma Hermite de una matriz.

Seop el rango de una matriz A ( singular ) donde el conjunto de vecto

res que la componen es mayor que ‘0.

Denominaremos por k,, kn,eceen, los subPndices de los vectores que
i LA .

forman la base.
Sz dice que la matriz A est6 en forma Hermite A' = K—1 A, (donde -

=1
K  no es el inverso de A ) cuando tiene la forma:

r Col.X: Col. Ko 0
O-o.auuuo ] 01’k’+]..n-nnaaco 01'k2+]oooonc-c.-o
o-ooc-.ao 0 Ooo.-ov-ooooo-o. ‘I 02', k2+]-o.occo-o.-

B L0 B 0 B IRy ey WL

Oo.oo.-..t-a...oooo-

. - '] . .

. - ° - . . .

O O 0 0...‘.‘...'..3‘.0

Ocuo.o-l-oo-ootltlto

La cual satisface las siguientes condiciones :

a) Existe cuando menos un elemento diferente de 0 en cada uno de los-
primerosf’ renglonas de A’ y los elementos en los restantes ( m - ) renglones —
son cero.

b) E! primer elemento diferente de cero que aparece en el renglén ~---
i( iép) es un uno que aparece en la columna ki donde k]( k2<..(ke

¢) En la columna k.' el Gnico elemento # 0 es un uno en el renglén i.



ECUACICNES LINEALES SIMULTANEAS.

Son las siguientes ecuaciones con fres variables :

]

x1|-x2+x3

2 L.l ( O

?x1+x2-x3=7.... (ﬂ)

El conjunto ordenado de valores x'l = 3, Xo = 2, Xq = 1 se dice que es
una solucién de o< ( 6 de/b) debido a que si se sustituyen estos valores en lu-
gar de Xy Xor x3 en la primera ecuacién ( 6 en la segunda ) se produce la iden
tidad2 =2 (67 =7). Lasolucién (3, 2, 1 ) se dice que satisface la ecua-

cion ¢ ( 0 )

Supongamos el siguiente sistema de ecuaciones lineales simulténeas :

Q"'I)("t +U12 X2+013 x3+ .oocoooc-conc..oao.-+cln n ]

M1 ¥ + gy Xy + ayq Xg e L A AL o o o PR 9% Xn "—‘b?

W A | T e Y e e ] xSkl e
031 4 ¢3? x? g Xq ! Ay X b3

a X, 0 X
ml "1 m? 2

Este sistema de ecuaciones también puede ser representado en forma com-

pacta asl :

L5
__ic” xi=b paa ( i=1, ccce, m)
A

6 en forma matricial :

en donde :



8L Sa

ﬂ?l Do
A = 03.' 032

qu cm?

27

a

13

o000 00000

«a

73
a33

0-0-0
In
R e (]

n
-...O3n X-—
-

..... a
mn

[
x] b'l
2 b,
Xa B= b3
X b
n m
sl ]

de donde cualquier observacién que hagamos respecto a las matrices, corresponderé

también al sistema de ecs. lin., ya que aquellas son Gnicamente su representacién,

Definicién T7-0, -

Una solucién para la i-ava ecuacién, es un conjunto ordenado de nGme -

Definicién 11-21.~-

x;‘)

vt
1 %2

tal que :

Xor "0 SR

[

in

n i

Un conjunto ordenado de nGmeros se dice que es una soluci6én de un siste-

ma de ecuaciones s' y solo si es una solucién para todas y cada una de las ecua -

ciones del sistema.

Definicién J1-72.-

Dada: las

ecuaciones lineales

matrices A y B, la matriz aumentada A, B de un sistema de -

se define como :

g’d] ] o] ? 013 ® B 00 0 0000 o]n b]

]

‘a,)] Qg9 Gpg ee-- ik c?n Io?
03] a3, 033 S, e Sretanis Q3n b3

‘ Ll L ] - -

! . . - - .

X ® % 0% 00606000 b

| oml S °m3 “mn m

2 =i




Hemos hablado de una solucién al sistema de ecuaciones debido a que -
éste puede no poseer una solucién Gnica, asf como no tener ninguna en absoluto.

Nefinicién I_I_~:fl .-

Un sistema de ecuaciones que tenga solucién ( Gnica o no ) se llama con
sistente. En caso contrario es inconsistente.
Quﬂfinicibn ||-?i.-

Si en un sistema de ecuaciones una ecuacién es una combinacién lineal~
de las otras, se dice que esta Gltima es dependiente de las otras. La ecuacién -

dependiente se |lama redundante.

Definicién 11-25.-

Un sistema que no contiene redundancias se llama independiente.
Un sistema lineal es claromente inconsistente si es posible ¢! encontrar -
uno combinacién lireal de las ecuaciones del sistema que tenga la siguiente for-
0 s + 0 x, B &b Juwit! O x = d donde d# 0

Definicién 11-26.~

Un sistemo canbnico con un subconjunto ordenado de variables Ilamadas-
béGsicas, es un sistema tal que para cada i, lo i-ava variable b6sica tiene un --
coeficiente uritario en la i-ava ecuacién, y un coeficiente cero en todas las de

/
mas.

Definicién. I-27 .~

Dos sistemas se llaman « ivalentes si un sictenu pue le - or derivado del
ofro insertandos o eliminando ecuaciones redundantes.

Teorema TI-10.-

Sistemas equivalentes tienen el mismo conjunto de soluciones.



Teorema J[—I_i .-

El sistema de ecuaciones lineales simulténeas A X = B tiene solucién --
( una o varias ) si y solo sf el rango de A es iqual al rango de la matriz aumen
tada A,B.  Siempre que una solucién exista, todas las soluciones pueden ser ex-
presadas en té&érminos de :Q =n -?porémefros independientes dondeP es el -
rango de A.
Justificacién ( no demostracién ),
Dado que :
e 5
? [A] es imposible
entonces :
Boina ‘
A8 /™)
es la Gnica otra posibilidad ya que solo aumentamos un nuevo vector. En caso -
de ser cierta esta igualdad, esto significa que el vector B es linealmente indepen
diente de los vectores columna de A ; pero esta independencia lineal es imposi =~
ble debido a que B es una combinacién lineal A X de los mismos.
Es por esto que debemos de tener : @13]: (O[A] .
Dade que /%,ﬂ ::/OCA], existen dos posibilidades :
1.~ /?A] = ¥\ 6 sea su valor méximo ( aqul m2 n forzosamente ). En -
este caso el sistema de ecuaciones tendr6 exactamente una solucién.
Recordamos que A X = B y que P =1\ , por lo que vemos que nues
Al -
tro conjunto de vectores es una base (fweJ[-2) del sistema, por lo que A es no -
sinqular, por lo tarto :
-\
A A X = A B
X = B
rsn lo cual ‘.KKL aparece s6lo en la i-ava ecuacién igualada al valor de su so-

luci6én, que en este caso es Gnica.




Recordamos que AX'= B y que =n, por lo que vemos que nuestro conjunto
de vectores es una base ( T m a’ll-7 ) del sistema por lo que A es no singular, por lo tan
to: =

A AX=AB
1
X=8
con lo coal X aparece $6lo en la I-ava ecuacién lgualada al valor de su solucién, en este
caso es Gnico.

2 .fﬁ“Aqur axistirén &\:vecfores Independientes y'g =n- e vectores -
dependientes ( o parémetros independientes ) a los cuales puede ser asignado cualquier va-
lor arbitrario sin que el vaolor escogido Impida que exista una solucién para los vectores en
la base, de aqul que en esta situacién existan una infinidad de soluciones para :l sistema
de ecuaciones.

Esto es debi:o a que A' X =B" es tal que A' esté en forma Hermite y recor-
damos que x  aparecen sélo en la i~ava ecuacién, ademés coeficlentes diferentes de cero
aparecen s(SIkoI en las prImerasP ecuaciones., Dado que x'< aparece en una sola ecuacién
con coeficlente uno, a las restantes n-P incégnitas se Iesipuede dar valores arbitrarios pa
ra obtener los valores de ».  correspondlentes.

Es imporfant-:del hacer notar que cuando /Cc)n,eﬁonﬁ" donde r&m -entonces
tenemos que ( m - r } de nuestras ecuaciones deberén ser combinaciones lineales de las -
otras r. De aqul que ( m - r ) ecuaciones redundantes puedan ser eliminadas sin que esto
ofecte a las soluciones,

Métodos de soluciér: .-

Caso ! .- m=n y A no es singular (solucién Gnica)
A) ,-"% y BJ=H-£‘J

En oste caso empleamos el método de eliminacién de Gauss Jordan

para el cual se procade como sigue para obtener dicha solucién:

R 2

2RIy

'S T |



S -
~—

Eltminese la primera variable de todas las ecuaciones menos de una ( que usun!
mente es la primera), esto se efectGa sumando alg :bréicamente un méltiplo adecuado en cada
caso de esta ecuacién a cada una de las demés ecuaciones, eliminando la ecuacién original
y considerando en u lugar la ecuacién que resulté de sumar algebraicamente el méltiplo de
de ecuacién con la variable en turno a la ecuacién eliminada. La ecuacién que quedé con la
primera variable debe de dividlrse entre el comficlente de 6ste con el objeto de que la misma
quede con coeficiente uno; a continuacién procede en forma anéloga con el objeto de elimi-
nar la segunda variable de todas las ecuaciones menos una (usualmente la segunda).

gl

Repr'tase la operacién hasta que las%varlables aparezcan en solo una de las ecua

ciones; al llegar a este paso, cada una de las n ecuaciones debe contener exactamente una

-

de estas variables ya que:
A-1 AX= A-]B, de donde X =B'. La solucién deseada se lee directamente en las ecuacio-
nes resultantes.

b AR |

En este caso el sistema de ecuaciones no tiene ninguna solucién debido a que

el sistema es inconsistente.

Ejemplo TI-22.-

2x _?x +‘t'x =22.o.oon(1)

1 2 3
-x + 3x = - Prcoren +4976.20)
1 2
dx = % =10...... (3)
2 3

Eliminomos x de todas las ecuaciones menos de la primera. Esto se logra suman
: o

do ( 1/2) veces la ecuaciér (1) a la ecuaclén (2) y sustituyendo la ecuacién obtenida (2') en

lugar de la ecuacién orlgin-i (2). A continuacién dividimos la ecuacién (1) entre el coefi -



e F 1

clente de x para obtener la ecuacion (1'). La ecuaciédn (3) queda Igual pues no contiene x .

1

Obtenemos pues:

x =x +2x =11,..(1) donde ec. (1')=1/2 ec. (1)
"2 3

2x +2x =20...(2) donde ec. (2')=1/2 ec. (1) + ec. (2)
3 3

4 - x =10.,..(3) donde ec. (3') = ec. (3)
2 3

El sigulente paso consiste en eliminar x de todas mencs de la segunda ecua-

2
cién. Empezamos por dividir entre dos la segunda ecuaclén para obtener x con coefliclente
2
unltario.
X — X ""2)( “]1 .....("I)
3
X o= X =10 aooau(zl)
2 3
4)( - X 210 .ccon(3l)
2 3 _
hacemos ahora que x solo aparezca en la segunda ecuacién. .
2

x +3x =21 ... (1") donde ec. (1") = ec. (1') + ec.(2") =ec. (1') + 1/2 ac. (2')
1 3
x + x =10...(2" donde ec. 2") =1/2 ec. (2)

2 3
-5x =-30 ... (3") donde ec. (3") =ec. (3') -4 ec.(2") =ec. (3") - 4/2 sc.(’"
3
Finalmente eliminamos x de todas las ecuaclones menos de lu fercera. Para
3
esto hacemos primero que el coeficlente de x en la ecuacién (3') sea ur liario diviaieido
3
dicha ecuacién entre (-5).
x el 21 L 2] ")
1 3
ORI JPVECN [ enay 1)
2 3

T Sk 2 o )
3

1

aald L




y ahora eliminamos x de (") y (2*) .
3

x =3 .. (1") donde ec.(1"') =ac. (1") ~ 3 ec.(3") =ac.(1") + 3/5ec'(3")
‘ x L a4 .. (2"") donde ec.(2"') = ec (2")-ac'(3"") = ec (2¥) +1/5 ec. (3")
4 x =6 .. (3"')donde ec (3"') =~1/5 ec (3")
de dondj vemos que la solucfon buscada seré:
x =3 x =4 % =6
1 2 3

o en forma vectorial:

(xlxlx)=(3l4l6)
1 2 3

Otra alterncélva es la de resolver el slstema de ecuaclones utllizando las ma-

>

trices. En este caso tendrluimos:

AX =B
-1 -]
A AX=A B
X =B!
Donde:
o N DU B
AE™ISY '3 0
0 4 -
L N
IAF-6~M+2=40
3 14 0. 4
| 20 20 20
-\
A = -1 -2 . |
-20 =20 ~20

|
|

~4 -8 4
L7 = o
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320 -14/20 1220 | 22 E%_ 37 1807 3
ey B || / 20 -

B'=A B= |1/20 2/20 4/20 j9 <22 _18 0(_|4]
t e iam S
i”/'io &20 -44p! ,'\0] 88 72 40 Ls
o L Wt Sy g z

y X=B' ser6 : S if " Toas,

X ’ 13 l
.
x |= .4 f
z, |
P 6!
| 3 L. =i

Caso ? .~ (cuando m # n y/6 A es singular)

A) FE\’ E; /QEA; 1

Ya vimos que en este caso no hay solucién. Cuando se aplica el
método de (5auss-Jordan se obtendré una ecuacién en la cual el lado fzquier
do se habr& hecho cero mientras que el derecho seré difernte de cero, es de-

clr nuestro sistema lineal es Inconsistente .

b =0 =

o

Aqul: mZn (puesto queP =n)

$1 m = n llegamos al caso tratado con anterioridad (caso 1).

Si m>n en este caso teh emos ( m - n ) ecuaclones redundantes las
cuales ser6r totalmente eliminadas por el método de Gauss-Jordan, de forma
tal que la sclucién dnica seré identificada igual que antes (caso 1a.)

c.)p@, §_§= '[EA]= r< n,

En este caso existen un nGmero infinito de soluciones y cuando el -
método de (-auss-Jordan ha sido completado habremos obtenido una matr'z de

coeficienter en forma Hermite, es decir cada una de las r variables habré que-




1
i

dado en sélo una de las ecuaciones y cada una de las r ecuacliones contendré
exactomenie una de estas variables. Sin embargo cada una de las otras (n-r)
variables se habrén desvanecldo o permanecerén en algunas de las ecuaciones
Es asT que cualquler solucién obtenlda aslgnando valores arbitrarios a las (n-r)
varicbles y después Identificando los vectores correspondientes a las otras r ~
variables sexa una solucién al sistema de ecuaciones.

La transferoncia de estas (n=r) varlables al lado derecho dejaré las r variables

como una funclén de los parémetros independlentes.,

Elemplo J1-23.- (caso 2 (a) ) (elemploTI-12).-

2 X ok T e gy S 4 4
1
% . Pl o anendae LY
2
EE e R . )
3
X X T =1 cessescances (A)
h o2 -8
eliminando x de (2),(3), y (4)
1
X = O s aroTavinyle 'y NN
1
X BN " orerahts¥p.s s o SN
2
3 T R S ey e W)
3
X+X = 0 iennnneeees (4
2.8
eliminando x de (1'), (27), y (4Y)
2
X = vertecs farbh (1m
1
X ] (2")
2
x ==l ... g S 2 L3
3



eliminando x de (4")

3 x = e o 00 o e o, (N")
1
x = PhSigs . b stad DD
2
x = TRt B« Ko « wbrcn (O

0 =< tadatadalcs s B ey

La ecuacién (4"') es la ecuacién mencionada que hace que nuestro sistema

lineal sea Inconsistente,

EjemploT]-24.~ (caso 2 {b) ) ( ejemplo i1-1.-)

X H X S oo cs s e et )
1 7
R R DT PR R ) § W L
- 9 -3
23024 Qowrhmio =00, wlgdVim Fbowif. o0 )
1 2 ad
X ¥ (e (P PR |
2
eliminando x de (2) y (3)
1
x +x R ol a0 o A i TN
1 2
2x g =0 v eesen s shonasneana @™

R T T O |

x ) WPV IC TSNV 7 )
2
eliminando x de (1') y (4')
2
X +1/2 x =1 im0 o b 1 1Y
1 2
% =dE2 % F0 aeeesiashiachand (29
2 3
K30 .. camizits s 55 sl 39
8
1/‘7X=0 ...............--(4")
3
eliminando x de (1"), (") y(4")

0 =0 ecuacién redundante mencionada.



._..a‘,_?-

Ejemplo II-25.« Caso 2 (c) ).-

4x + 4x +4x =0
1 ? 3

5« +4x +3x -x =4
1 7 3 4

~2%X =2x = x +2x =-3
1 2 3 4

1Mx +6x +4x + x =11
1 2 3 4

La matr’z aumentada ser§ :

4 4 4 0 0
4 43 -1 4
2 =248l 2.23
11 4levd

L 1o

Multiplicando el renglérn por (1/4) y sumando mGltiplos de este renglén a las demés ecuacio-

nes tendremos:

0 -5 -7 1 1N
nid

Multiplicando el renglén 2 por (-1) y sumando mGltiplos adecuados a este renglén a los demés

llegames a: »
1 0 -1 -1 4

W
—

2 1 4

D
o
w
o
o

Finalmente obtenemos:




Como obtuvimos toda una hilera de ceros la ecuacién (4) era redundante, de

donde el slstema de ecuaciones correspondlentes es:

o bien:

4 4
donde x es el parénetro independiente.

4
y

(xlxlxlx)=(1l21 '310)+("1131 ~2, ])x
e 2. 3¢ /4 4

ser6 la solucién expresadc en fornu vectorial.
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