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PROLOGO

El estudio de la recta y el plano en el espacio tridimensional constituye uno de
los pilares fundamentales de la geometria analitica y de muchas areas, como la
ingenieria, la fisica, la arquitectura y las ciencias computacionales, entre otras.
Comprender estos conceptos no solo permite interpretar y modelar situacio-
nes del mundo real, sino también desarrollar un pensamiento légico y abstracto

esencial en la formacién de un ingeniero.

Este cuaderno, que contiene 100 ejercicios resueltos ha sido elaborado con el
objetivo de complementar el desarrollo teérico relacionado con los temas de
recta y plano en el espacio de tres dimensiones. Es un auxiliar didactico que
servira, por un lado, para que los estudiantes comprendan la resolucién de pro-
blemas de los temas citados y, por otro lado, sera un material didactico de gran

utilidad para los docentes.

Este material no pretende sustituir a los textos tedricos, sino funcionar como un
enlace entre la teoria y la practica, facilitando el aprendizaje de los conceptos

relacionados con la recta y el plano.

Los 100 ejercicios que se presentan abordan temas relevantes de recta y plano

como son:

» Larepresentacion vectorial, paramétrica y cartesiana de rectas y planos.
« Lasrelaciones entre rectas, planos y puntos.
e El calculo de distancias, angulos y proyecciones.

e Laresolucion de problemas geométricos aplicados.




Todos los ejercicios de este cuaderno estan pensados para consolidar los conoci-
mientos adquiridos en clase, fomentar la autonomia en la resolucion de proble-
mas y preparar al estudiante para enfrentar con solidez académica las exigen-

cias de cursos posteriores.

Agradezco el apoyo brindado por todo el personal que labora en la Unidad de
Apoyo Editorial de la Facultad de Ingenieria de la UNAM para que este cuaderno
de ejercicios sea una obra escrita digna del acervo bibliografico de esta facultad.
Agradeceré todas las observaciones, sugerencias y comentarios que tengan a
bien hacerme sobre el contenido de esta obra, con el objeto de actualizar y me-

jorar futuras ediciones.

JUAN VELAZQUEZ TORRES




B 1. Determinar silos puntos A(1,2,-1) y B(6,3,—4) pertenecen a larecta L de
la ecuacion p=(2,-1,4)+ A(1,-1,2); 1 € R.

Solucion
Si A(1,2,-1) € L debe de existirun 4 € R para el cual se satisface la ecuacion. En
este caso p=(1,2,-1).

(1,2,-1)=(2,-1,4)+ A(1,-1,2); A e R
(1L,2,-1) =2+ A,-1-1,4+21)
(1L2,-1)=(2+A,-1-1,4+22)
1=2+4 =Ai=-1
2=-1-4 = 1=-3

—1=4+24 :z:-%

A(1,2,-1) ¢ L porque no se obtiene el mismo valorde leR .

Si B(6,3,—4) € L debe de existirun A€ R para el cual se satisface la ecuacion. En
este caso p =(6,3,—-4).

6,3,-4)=(2,-1, )+ A(1,-1,2);LeR
6,3, -4)=2+A4,-1-1,4+24)
6,3, -4)=2+1,-1-1,4+24)
6=24+14 =>A=-4
3=-1-A =>1=-4
—4=4+421 =>A1=-4

B(6,3,-4) € L porque se obtiene el mismo valorde 1R .

B 2. Determinar dos puntos 4 y B que pertenezcan alarecta 7 de ecuacion:

x—6 y+3 z-8
2 4 -2




Solucion
Para determinar puntos que pertenezcan alarecta 7 se igualan los tres términos

que aparecen en la forma simétrica de la recta 7 a una constante k € R, es decir:

x-6 y+3 z-8
2 4 -2

=k, keR

Eligiendo & =6 se puede escribir:

Despejando x de (1), y de (2) y z de (3) se obtiene:
x=18, y=21, z=—4

Por tanto, un punto que pertenece alarecta 7 es A(18,21,—4)

Analogamente si k£ =-2 entonces:

Resolviendo (4), (5) y (6) se obtiene x=2, y =-11, z=12, de modo que otro
punto de larecta T es B(2,-11,12).




B> 3. Determinarsiel punto P(11,—13,2) pertenecealarecta S cuya ecuacion en

forma paramétrica es:

x=1+2¢
S:qy=T7-4 ,teR
z=-3+9¢

Solucion
Para determinar si el punto Pe S se sustituye x=11, y=-13, z=2 en S y al

despejar ¢ se tiene que obtener el mismo valor de ¢.

=142 =¢=5
~13=7-4 =1=5

1340 =2
9

Puede observarse que en las dos primeras ecuaciones se obtiene =5 pero en la

. 5 .
tercera ecuacion ¢ = o’ lo cual indica que P¢ S .

B 4. SeanlasrectasRy S de ecuaciones:

o s x=-21+10¢
RAAFO_YTIE_EFS. ol ,_18-12r ,teR
5 6 4
2= 2048

Determinar si Ry S representan la misma recta.

Solucion

Para que R y S representen la misma recta es necesario que un punto de R
también sea un punto de S'; ademas es necesario que un vector director R sea
paralelo a un vector director de S .

Un punto de R es Q(—16,12,—18); para determinar si este punto pertenece a S

se sustituyex=—-16,y=12,z=-18 en S y al despejar ¢ debe obtenerse el mismo
valor de ¢.




C16==214100 = 1=+
12=18-12t =1=

—18=-22+8t =>t=

Por lo que Q(-16,12,-18)€S.

Un vector directorde R es u = (—5, 6,—4) mientras que un vector director de S es
v =(10,-12,8)

Como (10,-12,8)=-2(-5,6,—4) entonces v =-2u. Es decir u=(-56,—4) y
v =(10,—-12,8)son paralelos.

Por tanto Ry S representan la misma recta.

-x+4 2y-10
23

5. Determinar una ecuacién vectorial de larecta 7': z+1.

Solucion
Para obtener un punto y un vector director de 7' se expresa su ecuacion de la
siguiente forma:

x—4 y-5 z+l

23 3 1

2

Por lo que un punto de 7 es A(4, 5,—1) y un vector director es i = (—23,%,1). En

consecuencia, la ecuacion vectorial de 7 es:

ﬁ=(4,5,—l)+1(—23,%,1);/1 eR




B 6. Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta que contiene a los
puntos A(1,0,-1)y B(6,1,-2).

Solucion
Para obtener unas ecuaciones paramétricas de la recta tan so6lo hay que
determinar un vector director, ya que se tienen dos puntos de referencia.

Un vector de posicién correspondiente al punto 4(1,0,-1) es @ =(1,0,-1) y un
vector de posicién correspondiente al punto B(6, L —2) es b = (6, 1, —2).
Un vector de posicién es & =b —a, por lo que & =(6,1,-2)—(1,0,-1)=(5,1,-1).

Asi, si se considera el punto A(l, 0,—1) unas ecuaciones paramétricas de la recta

dada son:
x= 1+5¢
y= 4 , teR
z= —1-t

) 7. Determinar una ecuacién, en forma simétrica, de la recta que contiene al
origen de coordenadas y al punto C(-7,8,-10).

Solucion
Como la recta contiene al origen, un vector de posiciéon es ¢ =(—7, 8,—10). La

ecuacion de la recta en forma simétrica es:

L A
-7 8 -10

) 8. Calcular la distancia del punto (Q(2,5,-3) a la recta L cuya ecuacién es
p=(6+t,-2-t,3+1);tR.

Solucion
Para calcular la distancia del punto Q(2, 5, —3) alarecta L se necesita un punto P

y un vector director de L .




La  ecuacion p=(6+t,-2—-t,3+¢t);te R puede expresarse como
p=(6,-2,3)+1(1,—1,1); t eR, de esta ecuacion se deduce que un punto de L es
P(6, —2,3) y un vector director de tal recta es u = (l,—l,l).

En este caso g =(2,5,-3) es el vector de posicién asociado a 0(2,5,-3) y
D =(6,-2,3) es el vector asociado a P(6,-2,3). La distancia solicitada se calcula

con la féormula:

|
Sustituyendo
L _l@=p)xm_[(25-3)-(6-2.3))x(L-L1)
|l (L-L1)
47001 _J.2.-3)
(1,-1,1) (L-L1)

-4
3
d~2.16

9. Calcular la distancia del origen de coordenadas a la recta 7' cuyas ecua-
ciones paramétricas son:

x= 1+¢
y= —2-5t, teR
z= 6t

Solucion
Para calcular la distancia del punto Q(O, 0,0) alarecta 7 se necesita un punto P

y un vector director de 7.

De las ecuaciones paramétricas de la recta 7' se deduce que uno de sus puntos
es P(1,-2,0) y un vector director es i =(1,-5,6).




En este caso g =(0,0,0) es el vector asociado a 0(0,0,0) y p=(1,-2,0) es el

vector asociado a P(l, —2,0). La distancia solicitada se calcula con la férmula:

(- p)xil

|l

d=

Sustituyendo

(7-7)xa| [((0,0,0)-(1, 20)x1 -5.6)|

d=
| ul
~ (-1,2,0)x(1,-5,6) ~ |(12, 6,3)|
o L-se) (156
189
d="22
J62
d=~1.74

B> 10. Calcular la distancia del del punto O(~7,6,7) a la recta R cuyas ecuaciones

son:
—-x=l+y=z

Solucion
Para calcular la distancia del punto Q(—7,6,7) a la recta R se necesita un punto

P y un vector director de R.

Para obtener un punto y un vector director de R se expresa su ecuacién de la
siguiente forma:
x—0 y-(-1) z-0
-1 1 1

Asi, se deduce que un punto de R es P(O,—I,O) y un vector director es i = (—1, 1,1).
En este caso g =(-7,6,7) es el vector de asociado a O(-7,6,7) y p=(0,-1,0) esel
vector asociado a P(0,-1,0). La distancia solicitada se calcula con la férmula:




g Na-p)xa]

|l

Sustituyendo

(7-p)xa] _[((-7.6.7)=(0.-1.0))x(-LL1)
| ] (—LL1)]
|77 7)x (1) [(0.0.0)

(-1,1,1) =L

d=

Como la distancia del punto Q(-7,6,7) alarecta R resulté d =0, significa que

el punto Q(-7,6,7) pertenece alarecta R. En efecto, el punto Q(-7,6,7) satisface

las ecuaciones:

-x=1+y=z
—(=7)=1+6=7
7=7=1

B 11. Seanlasrectas:

2x-4 3y+12 A4-:z

L
6 15 2

y L:p=(1-7t,2+t,-3-8t);teR

Determinar si las rectas dadas son perpendiculares.

Solucion
Las ecuaciones de la recta L, pueden expresarse de la siguiente manera:

x—=2 y+4 z+4
3 5 -2

por lo que un vector director de larecta L, es it =(3,5,-2).




La ecuacion de la recta L, pueden expresarse como:

p =(l,2—3)+t(—7,l,—8);t eR
se deduce que un vector director de la recta L, es v =(-7,1,-8).
Lasrectas L, y L, son perpendiculares si #ev =0

Realizando las operaciones:

Usv = (3,5,—2)-(—7,1,—8)

v =(3)(=7)+(5)(1)+(=2)(-8)
uev=-21+5+16

usv =0

Por tanto, las rectas L, y L, son perpendiculares.

12. Obtener las ecuaciones paramétricas de una recta 7; que sea perpendicular

alarecta:
8x+24 2y-2 -z-5
T; N = =
16 10 10

Solucion
La ecuacion de larecta 7, puede escribirse de la siguiente manera:

x+3 y-1_ z+5
2 5 -10

se observa que un vector director de la recta 7, es u =(2,5,—10). Para obtener
las ecuaciones paramétricas de una recta 7; que sea perpendicular a la recta 7,

tan sélo hay que determinar un vector que sea perpendicular al vector u .




Un vector perpendicular al vector # es v = (%,1,1] ya que:

5
2.5.—-10) —.1.1
(2.5, )(2,,]

77 =) 2]+ 5) 0+ (10)0)
usy =5+5-10
Uy =0

Como no se pide que la recta 7, contenga algin punto en particular, entonces se
puede proponer cualquier punto del espacio; puede ser A(12,—1,9). Asi, unas

ecuaciones paramétricas de la recta 7; son:

X = 12+§t

2
y= —1+t, teR
z=  9+¢

13. Obtener una ecuacion, en forma vectorial, de una recta L, que contenga al
origen de coordenadas y que sea perpendicular a la recta L, de ecuaciones

paramétricas:
x= =3¢
= t, teR
z= 244
Solucion

Un vector director de la recta L, es # =(-3,1,4); como se quiere que la recta L,

sea perpendicular a la recta L, se busca un vector perpendiculara u .




El vector v = (—1,2,—%) es perpendicular al vector u =(—3, 1,4) porque:

Por tanto, la ecuacion, en forma vectorial, de una recta L, que contenga al origen
de coordenadas y que sea perpendicular a la recta L, es:

ﬁ=(0,0,0)+z(—1,2,—§j;/1 cR

P =/I(—1,2,—%);/1 eR

14. Obtener las ecuaciones, en forma simétrica, de la recta L, que contenga al

o simplemente

punto B(—7,5,6) y que sea perpendicular a la recta L, que contiene a los
puntos C(—4,3,-6) y D(0,0,4).

Solucion
Ya que la recta L, contiene a los puntos C(-4,3,-6) y D(0,0,4) entonces un

vector director de esta recta es:

7 =(o 0,4)—(~4,3,-6)
i =(4,-3,10)

Un vector perpendicular a

it =(4,-3,10) es el vector ¥ =(2,6,1) ya que:
= (4,-3,10)+2,6,1)

(4,
(4)(2)+(-3)(6)+(10)()
8—1

0

usy

N
<
Il

8+10

RN

‘7
‘7




La ecuacidn cartesiana de la recta L,, en forma simétrica, es:

15. Sean las rectas:

4x-16 2y-2 52420
-8 4 25

L:p=(3-5,-2+9,-8-21);teR y L,:

Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta L, que contiene al punto
P(l, 2, —6) y que es perpendicular alasrectas L, y L,.

Solucion
La ecuacion cartesiana, en forma simétrica, de la recta L, se puede expresar

como:
x—4 y-1 z+4
-2 2 5

De la ecuacidn vectorial de la recta L, se deduce que un vector director de L, es
u =(—5,9,—2), y de la ecuacion cartesiana, en forma simétrica, de la recta L, se

deduce que v =(-2,2,5)es un vector director de L,.

Dado que la recta L, tiene que ser perpendicular a las rectas L, y L,, un vector
director, w, de L, se obtiene mediante el producto cruz de los vectores u y v,

es decir:
W=il xV
w=(-5,9,-2)x(-2,2,5)
i j Kk
w=|-5 9 -2
2 2 5
W=i(45+4)—j(-25-4)+k(-10+18)

Ww=49{ +297+8k
(49,29,8)

w




Como se pide que la recta L, contenga al punto P(1,2,—6), entonces las

ecuaciones paramétricas de L, son:

x= 1+49¢
y= 2+29¢, teR
z= —6+8¢

Puede verificarse que wsu =0, por lo que L, es perpendiculara L, y que wev =0
de modo que L, es perpendicular a L,.

16. Determinar una ecuacién, en forma vectorial, de la recta que contiene al
punto P(0,0,0)y que es perpendicular a: a) losejes X y Y,b) losejes X y

Z,c)losejes Yy Z.

Solucion

a) Como la recta tiene que ser perpendicular a los ejes X y Y entonces un
vector director es i =i x j =k, por lo que la ecuacién solicitada es:

;_9=tl€ ;teER

que es la ecuacidn, en forma vectorial del eje Z.

b) Como la recta tiene que ser perpendicular a los ejes X y Z entonces un
vector director es v =i xk = 7, por lo que la ecuacién solicitada es:

p=t;teR

que es la ecuacion, en forma vectorial del eje Y.

¢) Como la recta tiene que ser perpendicular a los ejes Y y Z entonces un
vector director es v = jxk =i, por lo que la ecuacién solicitada es:

=t teR

que es la ecuacion, en forma vectorial del eje X.




B 17. Determinar una ecuacién, en forma vectorial, de la recta R, que contiene al
punto A(—4, 2,—1) y que es paralela a la recta R, cuya ecuacion, en forma

vectorial, es p =(6t,3t,—-4—1);/eR.

Solucion
Como las rectas R, y R, deben ser paralelas, entonces un vector director de la
recta R, es de la forma u =k(6,3,—1),k eR. Por tanto, si £ =2 un vector director

de R, es u=(12,6,-2).

La ecuacion de la recta R, en forma vectorial es:

p =(—4+12t,2+6t,—l—2t);te]R{

) 18. Seanlasrectas:

x= 12+48¢
T:p=(8—4t,1+21,3-2t);teR y T,:{y= 22-241, teR
z= 26+24¢

Determinar silas rectas 7, y 7, son paralelas.

Solucion
Un vector director de larecta 7, es u = (—4, 2, —2), mientras que un vector director

deT, esv= (48, 24, 24). Para determinar si las rectas dadas son paralelas se tiene

que investigar silos vectores # y v son paralelos, es decir habra que determinar
siu=1v.

i =Av
(—4,2,2) = 1(48,-24,24)
(—4,2,-2) = (484,-242,242)
4=480 =1=-12
2=-241 = A=-12
2=241 = 1=-12

Dado que & =-12v entonces los vectores Cy v son paralelos. Se concluye que las
rectas 7, y 7, son paralelas.




B> 19. ;Esposible escribir la ecuacién cartesiana, en forma simétrica, del eje X ?

Solucion
La ecuacion cartesiana, en forma simétrica, de una recta es:

X=X Y=V _Z7%

a b c

donde u = (a,b,c);a,b,c eR,a#0,b+#0,c+0 esun vector director de la recta.

Un vector director del eje X es v =(0,0,c);c€R, de modo que a=0,b=0 en

u =(a,b,c). Por tanto, no es posible escribir la ecuacién cartesiana, en forma

simétrica, del eje X ya que se tendrian cocientes que no existen.

XX _ Y~V _Z7%
0 0 c

X=X,

0 y % son cocientes que no existen.

I 20. ;Es posible escribir la ecuacion cartesiana, en forma simétrica, de una recta
perpendicular al eje Z ?

Solucion

Si la recta es perpendicular al eje Z pero paralela al eje X un vector director de
la recta es v =(a, 0,0);a eR,a#0, por lo que no es posible escribir la ecuaciéon
cartesiana, en forma simétrica, de dicha recta. Analogamente, si la recta es
perpendicular al eje Z pero paralela al eje Y un vector director de la recta es
V= (O,b,O);b eR,b =0, por lo que no es posible escribir la ecuacion cartesiana,
en forma simétrica, de dicha recta. En cualquier otro caso, tampoco es posible
escribir la ecuacidn cartesiana, en forma simétrica, porque un vector director es
Vz(a,b,O);a,be]R,aiO,b;tO.




B 21. Seanlas rectas:

x= 1+8¢
7}:]_9=(7—7m,6m,2+m);me]R{ y T,:iy= 2-4, teR
z= 6+2t

Determinar si las rectas 7, y 7, se cortan o se cruzan.

Solucion
Para determinar si las rectas 7, y 7, se cortan o se cruzan se procede de la

siguiente manera:

Paso 1
Se expresan en forma paramétrica las rectas 7, y 7, .

x= 7-Tm x= 1+8¢
T,:sy= 6m, teR T,:qy= 2-4¢t, teR

z= 2+4m z= 6+2t
Paso 2

Se hace x=x,y=y, z=7 utilizando las ecuaciones de lasrectas 7, y 7,.

xX=x y=y z=z
7-Tm=1+8t 6m=2-4t 2+m=6+2t
Paso 3

Se forma el sistema de tres ecuaciones con dos incégnitas.

T-Tm=1+8¢
6m=2-4¢t
24m=6+2¢




Paso 4
Seresuelve el sistema de ecuaciones resultante. Para utilizar el método de Gauss,

arreglamos el sistema de ecuaciones como sigue:

8t+Tm=06
4t+6m=2
2t-m=-4

Resolucion del sistema de ecuaciones.
8 7 6 2 -1 -4 2 -1 4 2 -1 4

4 6 2|~|2 3 1|~]0 4 5(~0 4 5
-1 4 8 7 6 0 28 22 0 0 -13

El sistema es incompatible, lo cual indica que las rectas 7} y 7, no tienen algun

punto en comun. Por tanto, las rectas 7} y 7, se cruzan.

22. Sean las rectas:

R:qy= 142s, seR y R,:qy= -5+t, teR
z= l-s z= 44t

Determinar si las rectas R, y R, se cortan o se cruzan.

Se hace x=x,y =y, z=7 utilizando las ecuaciones de las rectas R, y R,.

x=x y=y z=z
l4+5=-2+t 1425 =-5+¢ I=s=4+1

Se forma el sistema de tres ecuaciones con dos incognitas.

l+s=-2+¢
1+2s=-5+¢
1-s=4+¢




Seresuelve el sistema de ecuaciones resultante. Para utilizar el método de Gauss,
arreglamos el sistema de ecuaciones como sigue:

s—t=-3
2s—t=-6
—-s—t=3

Resolucion del sistema de ecuaciones.
1 -1 -3 1 -1 -3 1 -1 -3

2 -1 -6|~|0 1 0|~|0 1 O
-1 -1 3 0 -2 0) {0 0 O

Sistema equivalente:

Solucién del sistema de ecuaciones:
s=-31t=0

Sustituyendo s=-3 en las ecuaciones paramétricas de R, se obtiene el punto
(-2,-5,4).

Sustituyendo /=0 en las ecuaciones paramétricas de R, se obtiene el punto
(—2,—5,4).

El punto (-2,-5,4) es el punto de interseccién de las rectas R, y R, . Por tanto, las

rectas dadas se cortan.




B 23. Seanlasrectas:

x=  6-8s x= 244
L:<y= -114+10s, seR y L, :<y= -1-5, teR
z=  2-06s z= —4+3¢t

Determinar si las rectas L, y L, se cortan o se cruzan.

Solucion
Se sigue el procedimiento descrito en el ejercicio anterior.

X=x y=y z=z
6-8s=-2+4¢ -11+10s =-1-5¢ 2—6s=-4+3¢

Sistema de ecuaciones.
6—8s=-2+4¢
—11+10s =—-1-5¢
2—6s5s=—4+3¢

4t+8s =38
5t+10s=10
3t+65=6

Resolucion del sistema de ecuaciones.
8 7 6 4 8 8 1 2 2

1 2 2
4 6 2|~|5 10 10|~1 2 2|~/0 O O
-1 4 3 6 6 1 6 6 0 0 0

El sistema es compatible indeterminado, su conjunto solucion es:
{(2-2kk),keRr}

Esto quiere decir que las rectas L, y L, coinciden, en otras palabras L, y L, son

la misma recta. Por tanto las rectas dadas ni se cortan ni se cruzan.




B 24. Sean las rectas:
T:p=(-144,t2+3t);teR y T,:p=(-1-516+s);s€R

Determinar la distancia entre el punto A(3, 1,—1) y el punto de interseccion de las

rectas 7, y T,.

Solucion
X=X y=y z=z
“l+t=-1-s t=1 243t=6+s
t+s5s=0
t=1
3dt-s=4

Solucidn del sistema de ecuaciones: (=1, s=-1

Las rectas se cortan en el punto: B(O, 1,5)

La distancia entre los puntos A(3,1,-1) y B(0,1,5) es:

J(0=3)" +(1-1) +(5-(-17°)
V9 +36
Ji3

3

QU AU A X
Il Il

&

B 25. Sean lasrectas:
T:p=(-1+tt,2+3t);teR y T,:p=(-1-51,6+s);s€R

Determinar silas rectas 7, y 7, son paralelas, perpendiculares u oblicuas.




Solucion
La ecuacidén de la recta 7, se puede escribir como:

T :p=(-1,0,2)+2(1,1,3);t R

La ecuacidn de la recta 7, se puede escribir como:
T,:p=(-116)+s(-10,1);seR
Un vector director de 7] es & =(1,1,3)

Un vector director de 7, es v =(-1,0,1)

Dado que # # Av y u+v # 0 entonces las rectas son oblicuas.

26. Sean las rectas:
L:p=(2+3t,-1+t,4+5t);teR Yy L,:p=(3-25,1+52+2s);s€R
Determinar el angulo entre lasrectas L, y L,.

Solucion
La ecuacién de la recta L, puede expresarse como:

L:p=(2,-1,4)+t(3,1,5);teR
La ecuacidén de larecta L, puede expresarse como:

L:p=(312)+s(-2,1,2);seR
Un vector director de L, es & =(3,1,5)

Un vector director de Z, es v =(-2,1,2)




Para obtener el dngulo entre las dos rectas se utiliza la férmula:

u-v
cosl = ———
el 1

Sustituyendo los vectores iz =(3,1,5) y v =(-2,1,2)en la férmula anterior:

(3.1,5)-(-2,1,2)

|3.L5))(-2.1.2)]

cost =

Realizando las operaciones:

cosO = -6-1+10
V35(3)
cosl = 3

0 = angcos (Lj
35

0=80.27"

B> 27. Determinar el 4ngulo entre una recta paralela al eje X y unarecta que tiene
como un vector directora v = fx}'.

Solucion
Una recta paralela al eje X tiene como un vector director al vector i . Por otro

lado, dado que i x j =k entonces se trata de una recta paralela al eje Z.

El coseno del dangulo entre las dos rectas es:

i-k

i

cosf =

(o)

cosf = L

(1)(1)

cos@=0




Por tanto, en dngulo entre las dos rectas es: 6 = angcos(0) = 90’

28. Seanlasrectas Ry T de ecuaciones:

| | . x=-3+6¢
R;x+ B :Z_; T:iy=-1-2t ,teR
-2 4 —4
z=-2+Tt

Determinar si R y 7 son paralelas, perpendiculares u oblicuas.

Solucion

Para determinar si R y T son paralelas, perpendiculares u oblicuas se calcula el
angulo entre las dos rectas. Si el angulo entre las rectas es 0° 0 180° son paralelas,
si es 90°son perpendiculares y si es diferente de 0°,90°, 180°son oblicuas.

Un vector director de larecta R es & = (—2, 4,—4).
Un vector director de larecta 7 es v =(6,-2,7).

Se calcula el dngulo entre los vectores i =(-2,4,-4) y v =(6,-2,7).

cosl = @

il
cost) = (-2,4,-4)-(6,-2,7)

[(-2.4.-4)](6.-2.7)]
cosO) - -12-8-28

V3689

cosd =-0.8479
6 = angcos (—0.8479)
0=147.9°

Por tanto, las rectas R y 7 son oblicuas.




B> 29. Determinar la ecuacién de la recta que contiene al punto 4=(1,11) y que
forme 60° conlarecta S:p= (2,—1,2)+tl€;t eR

Solucion
Un vector director de S es k = (0,0,1).

Se tiene que obtener un vector # que forme un angulo de 60° con el vector
V= (3,3,8). Sin pérdida de generalidad se puede imponer la condicién de que el

vector # sea unitario, es decir || =1.

Si #=60"y u =(a,b,c) entonces:

cosO = f—v_
gl
cos60° = (a,b,c)-(O, 0,1)
(M)
1
—=c
2

De [z =1 se tiene que:
||17|| =Na’+b*+c* =1

Con c=l
2
a+b*+=1
a2+b2+l=1
4

a+b’ _3




Cona=0

5,

b=+,|> ==
2

ISy

. Por tanto, la

£1]

Un vector que forma 60° con el vector k = (0,0,1) es u = [0,7

ecuacién de la recta contiene al punto 4 =(1,1,1) y que forma 60° con la recta

S:p=(2,-1,2)+tk;teR, es:

NER
p=(LL1)+¢{ 0,—,= ;1R
P 0]
30. Calcular en angulo entre las rectas que contienen a las diagonales del
rectdngulo cuyos vértices son 4(0,0,1),8(1,0,0),C(1,2,0)y D(0,2,0).

Solucion
Un vector director de la recta que contiene a la diagonal AC es u = (1, 2,—1)

Un vector director de la recta que contiene a la diagonal BD es v = (—1,2,0)

Se calcula el dngulo entre los vectores iz =(1,2,-1) y v =(-1,2,0)

cosl = %
gl
cos) = (1,2,—1)-(—1,2,0)
(.2, =D)f(=1.2.0)]
cosf = —l+d
NN
cos@ =0.5477
0= angcos(0.5477)
0=56.8

El angulo pedido es 0 =56.8




) 31. Determinar una ecuacién vectorial del plano XY.

La ecuacidn vectorial de un plano es:
p=p,tAu+pv; L, feR

En este caso se requiere de un punto que esté en el plano XY y dos vectores cuyo
producto cruz sea diferente del vector cero y paralelos a dicho plano.

Un vector es paralelo al plano XY si su tercera componente es igual a cero, de
modo tal que los vectores i =(2,-1,0) y v =(5,-2,0) son paralelos al plano XY;
se puede verificar que ixxv # 0. Ademas, un punto contenido en el plano XY es

P(1,-1,0), porlo que p, =(1,—1,0). Asi, una ecuacién vectorial del plano XY es:

7=(1-1,0)+2(2,-1,0)+ B(5,-2,0); 2, feR

) 32. Determinar una ecuacién vectorial del plano XZ.
La ecuacidn vectorial de un plano es:
p=p,tAu+pv; 4,feR

En este caso se requiere de un punto que esté en el plano XZ y dos vectores cuyo
producto cruz sea diferente del vector cero y paralelos a dicho plano.

Un vector es paralelo al plano XZ si su segunda componente es igual a cero, de
modo tal que los vectores iz =(1,0,1) y v =(—1,0,1) son paralelos al plano XZ; se
puede verificar que #xv # 0. Ademas, un punto contenido en el plano XZ es

P(1,0,0), por lo que p, =(1,0,0). Asi, una ecuacién vectorial del plano XZ es:

7=(1,0,0)+2(1,0,1)+ B(~1,0,1); 2, BeR




B 33. Determinar una ecuacién vectorial del plano YZ.

La ecuacidn vectorial de un plano es:
P=DytAu+pv; A, feR

En este caso se requiere de un punto que esté en el plano YZ y dos vectores cuyo
producto cruz sea diferente del vector cero y paralelos a dicho plano.

Un vector es paralelo al plano YZsi su primera componente es igual a cero, de
modo tal que los vectores i =(0,0,1) y v =(0,1,1) son paralelos al plano YZ; se
puede verificar que uxv # 0. Ademas, un punto contenido en el plano YZes
P(0,1,2), por lo que p, =(0,1,2). Asi, una ecuacion vectorial del plano YZ es:

7=(0,1,2)+2(0,0,1)+5(0,1,1); 2, BeR

) 34. Determinar unas ecuaciones paramétricas del plano que contiene a los
puntos A(1,1,1),B(2,1,2)y C(2,-2,1).

Solucion

Las ecuaciones paramétricas de un plano son:

X = x, + Ay + pPv
y =y + Au, + pv, ;L,peR

z = z, + Au; + Py,

Conlos puntos 4(1,1,1),B(2,1,2)y C(2,-2,1)se pueden establecer los vectores de
posicién a=(1,1,1),b=(2,1,2)y ¢ =

(2,-2,1).

Dos vectores directores del planoson #=b-ay v=c—a.




Se calculan ambos vectores:

En este caso dado que se sabe que los puntos A4(L1,1),B(2,1,2)y C(2,-2,1)
pertenecen al plano, se elige s6lo uno para las ecuaciones paramétricas.

Eligiendo C(2,-2,1), se obtienen las ecuaciones paramétricas.

= 2+ A+ p
y = 2 + - 3B s LPER
z = 1 + A

B> 35. Determinar dos puntos que pertenezcan al plano 7 que tiene como una
ecuacion vectoriala p=(2,-3,2)+4(1,0,1)+ B(L11); A, BeR.

Solucion
Para determinar un punto que pertenezca al plano dado, sélo hay que asignar

valores a los parametros A y S.

Si A=2y f=-3seobtiene el siguiente vector de posicion:

(2,-3,2)+2(1,0,1)-3(1,1,1)
(2,-3,2)+(2,0,2)+(-3,-3,-3)
(1,-6,1)

P
P
1z

Por lo que un punto del plano 7 es A4(1,-6,1).




Para determinar otro punto que pertenezca al plano 7, hay que asignar otros
valores a los parametros 1 y S.

Si A=14 y B =5 se obtiene el siguiente vector de posicidén:

(2,-3,2)+14(1,0,1)+5(1,1,1)
(2,-3,2)+(14,0,14)+(5,5,5)
(21,2,21)

1z
iz
1z

Por lo que otro punto del plano 7 es B(21, 2,21).

36. Determinar si el punto P(3, —7,6) pertenece al plano 7, que tiene como una
ecuacién vectorial a p=(1,-4,8)+4(3,4,5)+8(2,-9,1); 4, BeR.

Solucion
El vector de posicién asociado al punto P(3,-7,6) es p=(3,-7,6). Para

determinar si el punto P pertenece al plano 7, habra que investigar si existen
valores de A1 y f tales que al sustituirlos en la ecuacion vectorial del plano =,
se obtenga el vector p, para ello se sustituye el vector p = (3, -7, 6) enla ecuacion
del plano 7.

p= (1,—4,8)+ ﬂ(3,4,5)+ﬂ(2,—9,1)

(3, —7,6) = (1, —4,8)+/1(3, 4,5)+ﬂ(2, —9,1)

Se desarrolla el lado derecho de esta tltima ecuacion,

(3,7,6)=(1+31+28,~4+42 95,8 +51+ ff)

Con lo que se obtienen las siguientes ecuaciones:

1+34+24=3
—4+41-96=-7
8+54+LF=6




que puede reescribirse como:

3I0+26=2
42-94=-3
S5A+p=-2

Se resuelve este sistema de ecuaciones y si es compatible determinado el punto
P pertenece al plano, en caso contrario no esta en 7,. Una forma de resolver este
sistema es considerar dos de las tres ecuaciones y resolverlo para 1 y g,
después sustituir estos valores en la tercera ecuacion y si la satisfacen los valores
de A y pobtenidos son la solucién de dicho sistema, en caso de no satisfacerla

el sistema es incompatible.

Considerando las dos primeras ecuaciones:

3A+24=2
42-9p=-3

y resolviendo el sistema, por ejemplo, por suma o resta se obtiene:

3A+24=2
42-94=-3
3A+24=2 12A4+245 =24
P = P :>51ﬂ:33:>ﬁ=£
42-9p4=-3 124-27=-9 51
Sustituyendo este valor en la primera ecuacion,
31+2 3 :2:>3/1+@:2:31:ﬁ:/1:£
51 51 51 153
36 33
l:—’ = —
153 p 51

Ahora se determina si estos valores satisfacen la ecuaciéon 54 + f=-2

(36) [33) 180 33 31
5l —|+| = |=—+==—==2
153 51) 153 51 17

Por tanto, el sistema de ecuaciones es incompatible y el punto P no pertenece al
plano 7.




@) 37. Determinar si el punto 4(-7,-10,16) pertenece al plano 7, cuyas ecuacio-
nes paramétricas son:

1 + 21 — 48
2 - 32 - 28 ;ALPeER
3+ 50+ fB

N
Il

Solucion
Para que un punto P(x,y,z) pertenezca al plano 7 deben existir ¢ y f € R
para los cuales se cumplan las ecuaciones paramétricas.

Sustituyendo las coordenadas del punto A(—7,—10,l6) en las ecuaciones para-
métricas del plano 7,, se obtiene:

-7 =1 + 21 - 4p
-10 = 2 - 314 - 28
16 =3 + 54 + p

el cual se puede reescribir como:

20-4p=-8
—34-2p=-12
SA+ p=13

Resolviendo el sistema por método de Gauss:

R,

2 -4 8\R,+R(-1 -6 —20\-3R+R,(-1 -6 20\ 2(-1 -6 —20
3 2 12| ~ |3 =2 -12| ~ 0 16 48| ~]0 1 3
51 13 5 1 13)5R+R | 0 -29 —87 0 -29 -87

20R, +R,(-1 -6 —20
~ 0 1 3
0 0 0




Sistema equivalente:

—A-68=-20
p=3

A=2,B=3

}:—ﬂ—6(3)=—20:>—/1—18=—20:>/1=2

Por tanto, el punto A(—7,—10,16) pertenece al plano 7,.

) 38. Determinar siel punto B(2, 2, —3) pertenece al plano 7, unas de cuyas ecua-

ciones paramétricas son:

1 + 24 — 48
2 - 32 - 28 ; ALPeR
3+ 50 + f

N
Il

Solucion
Para determinar si el punto B(2, 2, —3) pertenece al plano 7, se procede como en

el problema 37.
2 =1 + 24 - 4p
2 =2 - 312 - 28
-3 =3 + 54 + p

el cual se puede reescribir como:

20-4p=1
—34-24=0
SA+ p=-6




Resolviendo el sistema por método de Gauss:

2 4 1\R+R(-1 -6 1)3R+R(-1 -6 -20\1g02 -6
-3 -2 0| ~ |32 0/ ~ |0 16 -3|/~]0 1 -=
5 1 -6 5 1 —6)5R+R, 0 =29 -I 0 —29
29R, + R, -6 =20
R T
16
0 1479
16

Sistema equivalente:

—A—68=-20
p=3

1479

0A+0f =———

F="

El sistema de ecuaciones es incompatible (no tiene solucion), por lo que el punto
B(2, 2, —3) no pertenece al plano 7,.

39. Determinar la ecuacion cartesiana del plano que contiene a los puntos
D(2,0,-1),E(1,1,-1) y F(0,-3,2).

Solucion

La ecuacion cartesiana de un plano es Ax+By+Cz+ D=0, donde 4,By C son
las componentes de un vector normal al plano. Para obtener un vector normal al
plano se necesitan dos vectores no paralelos que estén contenidos en el plano,
posteriormente se realiza el producto cruz de estos dos vectores y el vector
resultante es el vector normal buscado.

Dado que los puntos D(2,0,-1),E(1,1,-1)y F(0,-3,2) estdn contenidos en el
plano se pueden formar los siguientes vectores de posicion:




Vector de posicién asociado al punto D(2,0,-1): d =(2,0,~1)
Vector de posicién asociado al punto E(1,1,-1): & =(L1,-1)

Vector de posicién asociado al punto 7(0,-3,2): f =(0,-3,2)

Se determinan los vectores p=d-ey g=f—e

p=d-e=(2,0,-1)-(L1-1)=(1-10)
g=f-e=(0,-3,2)-(1,1,-1)=(-1-4,3)
Un vector normal al planoes N=px g
N=pxq
ik
N=[1 -1 0
-1 -4 3
N=i(=3)-j(3)+k(-5)
N =(-3,-3,-5)

Hasta este momento la ecuacidn cartesiana del plano queda como:

-3x-3y-5z+D=0

Para determinar la constante D se sustituyen las coordenadas de cualquiera de
los puntos D(2,0,-1),E(1,1,-1)y F(0,-3,2)en la ecuacién anterior, eligiendo

F(0,-3,2):
-3(0)-3(-3)-5(2)+D=0
D=1

Por tanto, la ecuaci6on cartesiana del plano que contiene a los puntos
D(2,0,-1),E(L,1,-1) y F(0,-3,2) es:

—3x-3y-5z+1=0




El lector puede verificar que los puntos D(2,0,-1),E(LL-1)y F(0,-3,2)
satisfacen la ecuacién obtenida.

40. Determinar un punto que pertenezca y otro que no pertenezca al plano de
ecuacion vectorial 7x+2y—z+5=0.

Solucion
Para determinar un punto del plano, simplemente hay que despejar alguna de las
variables x, y,z y asignar valores cualesquiera a las otras dos variables.

Despejando z
z=Tx+2y+5

Asignando x=4, y=—6

El punto (4,-6,21) pertenece al plano de la ecuacién 7x+2y—z+5=0.
Para determinar un punto que no pertenezca al plano sélo se elige un valor de z

diferente a 21 conservando x =4, y =—6, por lo que el punto (4, —6,2) no perte-
nece al plano por no satisfacer la ecuaciéon 7x+2y—z+5=0.

41. Seael plano 7 cuyas ecuaciones paramétricas son:

3 + 44 + 4p
-6 - 24 + 78 ;A PeER
z = -1 + 94 - 28

Expresar la ecuacion del plano 7 en forma cartesiana.

Solucion
La ecuacion cartesiana de un plano es Ax+By+Cz+ D=0, donde 4,By C son

las componentes de un vector normal al plano. De las ecuaciones paramétricas




del plano, se deduce que dos vectores directores del plano son i =(4,—2,9) y

V= (4, 7, —2) , por lo que un vector normal es N=uxv.

N=uxv
N =(4,-2,9)x(4,7,-2)
i] k
N=@4 2 9
4 7 =2
N =7(-59)-j(-44)+k(36)
N =(-59,44,36)

La ecuacidn cartesiana del plano 7 es:

—59x+44y+36z+D =0

Asimismo, de las ecuaciones paramétricas del plano 7 se tiene que el punto
A(3, —6,—1) estd en dicho plano. Para calcular la constante D se sustituyen las

coordenadas del punto 4(3,-6,—1) en la ecuacién del plano.

~59(3)+44(=6)+36(~1)+ D=0
~177-264-36+D =0
D=477

Por tanto, la ecuacién del plano 7 en forma cartesiana es:

—59x+44y+36z+477=0

B 42. Determinar una ecuacioén vectorial del plano 7' cuya ecuacion cartesiana
es:
x+y—z+1=0.




Solucion
Para determinar una ecuacién vectorial de un plano se requiere de dos vectores
directores y un punto. Si se obtienen tres puntos del plano 7 se pueden deducir

unos vectores directores.

Al despejar z de la ecuacion x+y—z+1=0, se obtiene z=x+ y+1. Asignando
valores x ya y se obtienen los puntos del plano que se deseen.

x=0,y=0=z=1=P(0,0,])eT

x=1,y=0:>z=2:>Q(1,0,2)eT

x=0,y=1=z=2=R(0,1,2)eT
Vector de posicion asociado al punto P(0,0,1): p=(0,0,1)
Vector de posicién asociado al punto O(1,0,2): 7 =(1,0,2)
Vector de posicion asociado al punto R(0,1,2): 7 =(0,1,2)
Un vector director es: 7 = p—g =(0,0,1)—(1,0,2)=(-1,0,—1)
Otro vector directores: v =7 —g =(0,1,2)—(1,0,2) =(-11,0)

Asi, una ecuacion vectorial del plano 7 es:

p=q+Au+pv; L,feR
ﬁ=(1,0,2)+i(—1,0,—1)+ﬂ(—1,1,0); AL PeR

Nota:
Observe que u xVv da por resultado el vector normal del plano 7.

N=uxv
N =(-1,0,-1)x(-11,0)
iJ k
N=[-1 0 -l
-1 1 0
P .




B> 43. Determinar la distancia del punto B(2,-3,5) al plano 7 cuya ecuacién

carte-sianaes x—2y—-4z+3=0.

Solucion
Para calcular la distancia de un punto a un plano se hace uso de la siguiente
formula:
(p-a)-¥]
d =
il

donde b es el vector de posicién asociado al punto del cual se quiere obtener la
distancia, @ es el vector de posicién correspondiente a un punto del planoy N
es un vector normal del plano.

En este ejercicio b =(2,-3,5) y N=(1,—2,—4). Para determinar al vector @ se
obtiene un punto del plano 7, uno de ellos es 4(-3,0,0), por lo que a =(-3,0,0).
Asf, la distancia es:

d=
(1-2,-4)
|(5.-3,-5)-(1,-2,-4)|
) a1
31
d=-"""L
V21
31
d=——
Nal
d ~6.76

) 44. Determinar la distancia del punto B(5,4,—7) al plano 7 cuya ecuacién
cartesianaes z=0.




Solucion

En este caso como el plano z=0 es el plano XY entonces la distancia es
simplemente el valor absoluto de la coordenada z del punto B(5,4,—7), es decir:

d =|-7|
d=1

45. Determinar la distancia del punto B(fr,4\/§, —77[) al plano 7 cuya ecuacion

cartesianaes y=0.

Solucion
En este caso como el plano y=0 es el plano XZ entonces la distancia es

simplemente el valor absoluto de la coordenada y del punto B(il',4\/§, —77[), es

decir:

d:‘4\/§‘
d=43

46. Determinar la distancia del punto B(—\/93,—7r,—e) al plano 7 cuya ecuacién
cartesianaes x=0.

Solucion
En este caso como el plano x=0 es el plano YZ entonces la distancia es

simplemente el valor absoluto de la coordenada x del punto B(—\/@, —7Z',—€), es

decir:




) 47. Determinar la distancia del punto B(8,4\/ﬁ , —5) al plano 7 cuya ecuacién

cartesianaes x+z—-3=0.

Solucion
La distancia de B(S, 4\/ﬁ, —S)a 7 se obtiene con siguiente formula:

,_lo-a)5]
¥

Aqui b= (8,4\/ﬁ, —5) y ]V=(1,0,1). Para determinar al vector a se obtiene un
punto del plano 7, uno de ellos es A4(4,0,—1), por lo que a =(4,0,-1), note que a
la coordenada y sele puede asignar cualquier valor dado que en la ecuacién del

plano no estd involucrada esta variable. Asi, la distancia es:

N ((8.4417,-5)~(4,0,-1)}-(1.0.1)
o]
. (4,4\/ﬁ,—4)-(1,o,1)‘
NG
[4-4)
d=

U
I
St —
S
5= &)

U
Il

La distancia result6 ser cero porque el punto B(8,4\/ﬁ , —5) esta contenido en el
plano 7.

El punto B(8, 4«/ﬁ, —5) satisface la ecuacion x+z-3=0.

x+z-3=0
8-5-3=0




B> 48. Determinar la distancia del punto B(0,-1,2) al plano 7 cuya ecuacién

cartesianaes 2x—y—-4=0.

Solucion
Vector de posicién asociado al punto B(0,-1,2): b= (0,-1,2)

En este caso como la ecuacion 2x—-y—-4=0 no contiene a z entonces para

determinar un punto del plano se le puede asignar a z cualquier valor.
Un punto del plano es 4(0,—4,6) y el vector asociado a este punto es @ =(0,-4,6).

Un vector normal al plano 7 es N =(2,-1,0).

. , (6 -a)- W]
La distancia de B a & se calcula con la féormula 4 = T
L _[p-a)-§]
M
((0,-1,2)~(0,4,6))-(3,-1,0)
d=
510]

[(0.3.4)(3-10)

B J1o

B
=

3

S

Q
Q

<
\O
D




B> 49. Deducir la férmula para calcular la distancia del origen de coordenadas a un
plano de ecuacién cartesiana Ax+ By+Cz+D =0.

Solucion
Como se ha mencionado en ejercicios anteriores, para calcular la distancia de un
punto a un plano se utiliza la férmula:

(5-2)5
d =

ul
Dado que el punto del cual se quiere obtener la distancia es el origen de
coordenadas entonces b =(0,0,0), @=(x,y,z) es el vector de posicién
correspondiente a un punto A(x,y,z) del plano y N=(4,B,C) es un vector
normal del plano. Sustituyendo en la formula de la distancia

M
. ((0,0,0)—(x, y,z))-(A,B,C)‘
M
vy =) (48.C)
N
J |—Ax—l_5’y—Cz|
[V

De la ecuacion del plano 4x+By+Cz+ D =0 se tiene que D=—-Ax—By—Cz, por

tanto:




B 50. Determinar la distancia del origen de coordenadas al plano 7 cuya
ecuacidn cartesianaes 7x—2y—-4z—-12=0.

Solucion
Como en este ejercicio el punto del cual se pide la distancia al plano 7 es el origen
de coordenadas, entonces la formula que se utiliza para calcular tal distancia es:

donde D es el término independiente de la ecuacién del plano 7, en este caso
D =-12. Por tanto:

B> 51. Calcular el 4ngulo entre el plano XZ yplano 7z cuya ecuacién cartesiana es
—-x—4y+z=10.

Solucion
Para calcular el angulo entre los planos dados se utiliza la férmula:

=

1 2

%[

donde N, es un vector normal del plano XZ y N, es un vector normal del plano 7.

cosd =




Un vector normal del plano XZ es ]Vl =}:(O,1,0), mientras que un vector

normal del plano 7 es ]Vz :(—1,—4,1), por lo que:

(0,1,0)-(-1,-4,1)
(0.1,0)fj(~1.~4.1)
-4

)

cosd =

cosf =

0 = ang cos m

6 =160.5°

B 52. Calcular el 4ngulo entre el plano 7, unas de cuyas ecuaciones paramétricas

son:
= 2 4+ A + 2B

z = -1 — 24 + 3p8

y plano 7, cuya ecuacidn cartesianaes 2y+2z—-7=0.

Solucion
Un vector normal del plano 7, es:

N, =(1,4,-2)x(2,1,3)

i ]k
N =l 4 =2

21 3
N, =14i -7} -7k
N, =(14,-7,-7)

Un vector normal del plano 7, es:

N, =(2,2,-7)




Por tanto:

(14,-7,-7)-(2,2,-7)

(47 7(22.7)
63

255 (57)

cosd =

cosd =

0 =60.8°

Note que otro vector normal del plano 7, es:
Ny =(2,-1,-1)

de modo que:
(2,-1,-1)-(2,2,-7)

cosf =
21ne27)

B 53. Sean el plano 7, una de cuyas ecuaciones vectoriales es:
5=(0,0,-2)+A(3,L,-1)+ B(4,0,1); 1, B <R

y plano 7, que tiene como vector normal a N, =(1, b,O). Obtener el valor o, los

valores de b €R , tal que el &ngulo entre los planos 7, y 7, sea 45°.




Solucion
Un vector normal del plano z, es:

=l
I

(3,1,-1)x(4,0,1)

o 2
Como @ = 45° entonces cos45° = 7

=
=

L

I,
V2 (1,-7,-4)-(1,5,0)

2 J66+/1+ 5>
2661+ b2
2

()(60)(1+1")
4

33(1+5%)=(1-7b)’

33+33b =1-14b + 495’

16b*> —14b-32=0

. 14+ ,/196-4(16)(-32)

2

Al sustituir en la formula cosé = se obtiene:

8]

=1-7b

=(1-7b)’

32
14242244
32
_ 7,561
16~ 16
p =L _Ns61
Y16 16
7 561

2" 16 16




B> 54. Sean A la familia de planos de la x+y =k, k€R ecuaciéon y B
la ecuacidn familia de planosde x-z=/1,1€R la ecuaciéon . Determinar
el angulo entre un plano de la familia 4 y uno de la familia B.

Solucion

Sea x+ y=1la ecuacién de un plano de la familia 4 y sea x—z =-1 la ecuacién
de un plano de la familia B. El angulo entre estos dos planos viene dado por la
férmula:

=|
=

1 2

[

donde N, =(11,0) y N, =(1,0,-1). De modo que:

cosd =

cosf = A_]l ']Xz
(A
05— (1,1,0)-(1,0,-1)
(1,1,0)[|(1,0,-1)
1
9_
COS —2\/5
cos¢9zl
2
0=an sen[lj
0 =30°

Como se puede observar, para el calculo del angulo no intervino ninguna de las
constantes k, A€R , porlo que se puede concluir que el angulo entre cualquier
plano de la familia 4 y cualquier plano de la familia B es 8 =30°.

B 55. Sea P el plano de la ecuacién cartesiana z=0. Determinar la ecuacién
cartesiana de tres planos que formen un angulo de 90°con el plano P.




Solucion
Un vector normal del plano P es ]Vl = (0, O,l). Para resolver el ejercicio es nece-

sario encontrar tres vectores que formen un dngulo de 90° con N,; simplemente

hay que obtener tres vectores que cumplan con (0,0,1)-(a,b,c) =0.

Como (0,0,l)-(a,b,c):O:>c:O entonces tres vectores que cumplen con la

condicion dada son:
N, =(5,8,0)

N, =(-2,5,0)
7= (2.450)

Por tanto, tres planos que forman un dngulo de 90° con el plano P son:

i) 5x+8y=0
ii) -2x+5y=0

iii)  V2x++3y=0

56. Sea 7, el plano de ecuacion cartesiana 2x—y—z+1=0y 7, el plano de
ecuacion cartesiana —3x+ y+z—4=0. Determinar la ecuacion cartesiana
del plano 7, que es perpendicular tanto a 7; como a 7, y que contiene al

punto H(-2,6,3).

Solucion
Un vector normal de =, es ZV1=(2,—1,—1) y un vector normal de 7, es

N, =(-3,L1).

La ecuacioén cartesiana de 7; es Ax+By+Cz+D=0 y uno de sus vectores
normaleses N, =(4,B,C).




Como se pide que 7, sea perpendicular a 7, y a 7, entonces ]V3 =(A,B,C) tiene

que ser igual al producto cruz de los vectores N,y N,, es decir:

N, =N xA,
Se procede a calcular N,
]\73 = _1XN2
N, =(2,-1,-1)x(-3,L1)
iJ k

N,=| 2 -1 -1

-3 1 1
N,-j-i

De modo que la ecuacion cartesiana de 7, es y—z+ D =0. Finalmente, para

obtener la constante D se sustituye H (—2, 6,3) en la ecuacion de 7,.
6-3+D=0=>D=-3

La ecuacion cartesianade 7; es y—z—-3=0

B 57. Determinarsiel plano P cuyas ecuaciones paramétricas son

= 5+ 31 - B
y = -4 + 21 + ﬁ ;i,ﬁeR
z = 8 — 41 - 58

es paralelo al plano Q de la ecuacién vectorial

7=(2,3,2)+A(-1,5,2)+ B(5,3,4); 1, B R




Solucion
Obtener un vector normal de P.

N, =(3,2,-4)x(L1,-5)

=
Il
—_— D o~
N~
|
o

—6i +11]+k

N, =
N, =(-6,11,1)

Obtener un vector normal de Q.

N =(3,2,-4)x(L1-5)

A

i
-1 5
5 3

=
Il
A~ o

14 +14] - 28k
(14,14,-28)

I =
I

2 =
Por definicién dos planos son paralelos si N,x N, = 0. En este ejercicio:

Nx N, =(-6,11,1)x(14,14,-28)

i k
NxN,=|-6 11 1
14 14 -28

N, =-322{ —154] 238k

Nx
Nx N, =(-322,-154,-238)

Como N,x N, =(-322,-154,-238) #(0,0,0) entonces los planos P y Q no son

paralelos.




B> 58. Determinar la ecuacion cartesiana del plano 7, que contiene al punto

A(S,—6,1) y es paralelo al plano 7, cuyas ecuaciones paramétricas son:

x =1+ 34 + 28
=1 - 64 - p
z = 2 — 24 - B s LPER

Solucion

Para resolver este problema se tiene que obtener primero un vector que sea
paralelo a un vector normal del plano 7,.

Se procede a calcular un vector normal del plano 7,.

i ik
N,=|3 -6 -2
2 -1 -1
N,=4i - j+9%
N, =(4,-19)

Un vector paralelo al vector N, =(4,-1,9) es de la forma AN, = 1(4,-1,9), 2 =0.
Con A=2 se obtiene el vector N,=2N,=2(4,-19)=(8,-2,18). Este sera un
vector normal de x,, por lo que su ecuacién en forma cartesiana es
8x—2y+18z+D=0. Ademas, se pide que 7z, contenga al punto A(5,-6,1) de
modo que 8(5)—2(-6)+18(1)+ D=0, de aqui D=-70.

Por tanto, la ecuacion cartesiana del plano 7, es 8x—2y+18z—-70=0.




B 59. ;Es posible que un plano sea paralelo a otro plano y simultineamente ser
perpendicular a otros dos?

Solucion
La respuesta es si. Por ejemplo, un plano que es paralelo al plano XY es
perpendicular tanto al plano XZ como al plano YZ.

) 60. Determinar la ecuacién cartesiana del plano P que es paralelo al plano T
de la ecuaciéon \/§x+ \/Ey - 2\/§z —1=0 y contiene al punto de interseccion

entre el eje Z ylarecta L cuya ecuacion en forma simétrica es:

i+7
r_V_6 2
372 2
5
Solucion
. o i x y z+9
La ecuacién en forma simétrica de L se puede escribir como 5 = —2 =1 De
5

aqui es claro que el punto de interseccion entre el eje Z ylarecta L es (0, 0, —9).

Un vector normal del plano 7 es ]V=(1,1,—2); dado que P y T deben ser pa-
ralelos la ecuacidn cartesiana del plano P es x+y—2z+D=0.Como (O, 0, —9)
pertenece P entonces D =-18.
La ecuacion cartesiana del plano P es x+y—-2z-18=0.

) 61. Seanelplano P que contiene a los puntos 4(1,0,0),8(2,1,0),C(0,2,3) yel

plano O que contiene a los puntos D(1,1,-3), E(-1,0,-2), F(0,1,-2).

Determinar si los planos P y Q son paralelos.




Solucion
Este ejercicio exige obtener un vector normal de cada uno de los planos, con

ellos se puede determinar si son o no paralelos.

Para el plano P

Vector de posicién asociado al punto 4(1,0,0): @ =(1,0,0)
Vector de posicién asociado al punto B(2,1,0): b =(2,1,0)
Vector de posicién asociado al punto C(0,2,3): € =(0,2,3)
Un vector director es: i, =b —a =(2,1,0)—(1,0,0) =(1,1,0)
Otro vector director es: v, =¢ —a =(0,2,3)—(1,0,0)=(-1,2,3)

Un vector normal es N, =i, xv,

Para el plano Q

Vector de posicién asociado al punto D(L,1,-3): d =(1,1,-3)
Vector de posicién asociado al punto £(-1,0,-2): € =(-1,0,-2)
Vector de posicién asociado al punto F(0,1,-2): f= (0,1,-2)

Un vector director es: i1, =€ —d = (-1,0,-2)—(1,1,-3)=(-2,-11)




Otro vector director es: v, = f-d=(0,1,-2)-(11,-3)=(-10,1)

Un vector normal es i, xV,

oo
i] Kk
N,=ityxvy=[-2 -1 1
-1 0 1
N, =i, x¥, =i+ ]~k
N, =i, xv, =(-1,1,-1)

Puede observarse que

N, =(3,-3,3)=-3(-11,-1)=-3N,

Por tanto, los planos P y Q son paralelos.

62. Determinar la distancia entre los siguientes dos planos paralelos:

7 :5x=2y+2z47=0
7, i=5x+2y-2z+3=0

Solucion

Para calcular la distancia entre dos planos paralelos se utiliza la férmula de
distancia de un punto a un plano.

(b-2)-5]

d="0
[M

Simplemente hay que dar un punto de alguno de los planos y determinar la
distancia de este punto al otro plano.

Primero se obtiene un punto de alguno de los planos, considerar el plano 7,.

7 5x=2y+2z+7=0




Para x =1, y=0 resulta z=-6, entones el punto A(l, 0, —6) pertenece al plano 7.

A continuacién, se determina un punto del plano 7,. De la ecuaciéon de
7, :=5x+2y—-2z+3=0, asignando x=1, y=1 se tiene que z =0, un punto de r,

es B(1,1,0).

Sea a=(1,0,—6) el vector de posicién asociado al punto A(1,0,—6) y sea

b =(1,1,0) el vector de posicién asociado al punto B(L1,0).

Dado que los planos son paralelos se puede utilizar, en la formula de un punto a
un plano, cualquier vector normal ya sea de =z, o de =,.Considerando
N =(5,-2,2) la distancia entre los planos paralelos dados es:

L _lp-a)-§
M
((1,1,0)=(1,0,-6))-(5,-2,2)
d=
(5.-2.2)
[(0.1.6)-(5.2.2)
) 33
l
V33
q-2
33
d =0.696

Bl 63. Sean los planos 7, y 7, con vectores normales N,y N,, respectivamente.

Demostrar que si 7, y 7, son paralelos entonces Nx N, =0.

Solucion
Si los planos 7z, y 7, son paralelos entonces los vectores N, y N, también son

paralelos, es decir N, = AN,.




Para N, =(a,b,c) se tiene que N, =A(a,b,c)=(2a,1b,Ac) y el producto cruz de

N,y N, es:
iJ Kk
NxN,=|Aa b Ac
a b ¢

) 64. Determinar la distancia del plano que contiene al origen de coordenadas y
es paralelo a un plano que tiene como un vector normal a ]V=(7,—5,8) y
contiene al punto A4(-4,-3,2).

Solucion
La distancia solicitada se obtiene, calculando la distancia del origen de coorde-

nadas al plano dado mediante la formula:

Para obtener el valor de la constante D se debe tener presente que el vector
N= (7, —5,8) es un vector normal del plano que contiene al punto A(—4, —3,2). La
ecuacion cartesiana de este plano resulta ser:

Tx—=5y+8z+D=0

Al sustituir las coordenadas del punto A(—4,—3,2) en la ecuacién del plano y
despejar D se obtiene D =-3. Por tanto, la distancia que se pide en este

problema es:
3




B> 65. Detreminar la distancia entre el plano YZ y el plano de la ecuacién

9I

cartesiana — y +t—=
20

Solucion

9
La ecuaciéon ?y+i =0 se puede escribir como y = —% Con esto se puede

deducir que el plano de la ecuacion cartesiana y = —% es paralelo al plano YZ y

dista de él % unidades.

B> 66. Determinar una ecuacién de la recta, en forma vectorial, que es la inter-
seccion de los planos 7, cuya ecuacion cartesiana es x-3y+z-1=0y =,
cuya ecuacion cartesiana es —x+ y+2z=1.

Solucion

Método 1

Para determinar la ecuacién de la recta interseccion se necesita un punto y un
vector director. Una forma de obtener un punto de la recta es asignarle un valor,
yaseaa x,a y oa z, sustituirlo en la ecuacién de cada plano y resolver el
sistema de 2x2 que se obtiene.

Sea z=0.
z=0=>x-3y+0-1=0=>x-3y=1

Z:0:>—x+y+2(0):1:>—x+y:1

Resolver el sistema de ecuaciones:

x=3y=1
—-x+ y=1




Al sumar estas ecuaciones se obtiene el valor de y.

x=3y=1.(1)
J’_
—-x+ y=1...(2)
—-2y=2
y=-1

Al despejar x de (1)y sustituir el valor y de se obtiene el valor de x .

x—-3y=1
x=1+3y
x=1+3(—l)
x=-2

Luego, un punto de la recta es F, (—2,—1,0) y el vector de posicién asociado al
punto £ es p, =(—2,—1,0). Se puede comprobar facilmente que este punto
satisface las ecuaciones de los planos dados.

Para calcular un vector director se considera que cualquier vector director es
perpendicular tanto a un vector normal del plano 7, como a un vector normal

del plano r,, es decir:
u=NxN,

donde # es un vector director de la recta interseccion, N, es un vector normal

del plano 7, y N, es un vector normal del plano 7,.

De la ecuacion de 7; se deduce que N, = (l, —3,1), mientras que la ecuacion de =,

se infiere que N, =(-1,1,2). El vector director & es:

u=NxN,
~ j k"
u=1 -3 1
-1 1 2




Finalmente, la recta solicitada es:

P=D,+Ai, AR
7=(-2,-1,0)+A(-7,-3,-2)

67. Determinar una ecuacién de la recta, en forma vectorial, que es la inter-
seccion de los planos 7, cuya ecuacidn cartesiana es x—-3y+z-1=0y 7,
cuya ecuacion cartesiana es —x+ y+2z=1.

Solucion
Método 2

Escribir las ecuaciones de los planos 7, y 7, como un sistema de ecuaciones de
2x3 y resolverlo.

x=3y+z-1=0
—x+y+2z=1
Se puede reescribir como:
x=3y+z=1
—x+y+2z=1

Se puede resolver, haciendo uso del método de Gauss.

R +R,

1 3 11 1 3 11
-1 1 21 0 2 3 2




Sistema equivalente:

x=3y+ z=1..(1)
—2y+3z=2...(2)
(2)—
z=k, ke~ :>2y=3z—2:>y=%z—1:>y=%k—l

(-
x=3y+ z=1

x—3[§k—l)+ k=1
2

x—2k+3+k=1:>x=zk—2
2 2
Solucidn del sistema de ecuaciones:
P Zk—2,§k—1,k
2 2

Asociando el vector de posiciéon p a P(%k—Z,%k —l,kj a P setiene:

p:(zk—zik—hk),ken
2 2

Este vector se puede reescribir como:

5:(Zk—13k—Lk),keR
2772

7 3
p=(-2,-1,0)+k| —.=.1|, keR
5= (-2,-1,0)+ [2,2,], e

}_7 (_29_150)+£_%kj(_7,_3,_2), kE]R

F=(-2.-1,0)+ A(~7,-3,-2), 4 :—%k R

Se observa que es la misma ecuacion obtenida en el problema 66.




) 68. Determinar una ecuacion de la recta, en forma vectorial, que es la inter-
seccion de los planos 7, cuya ecuacion cartesiana es x-3y+z-1=0y =,
cuya ecuacion cartesiana es —x+ y+2z=1.

Solucion
Método 3
La idea de este método es obtener dos puntos de la recta y con ellos formar un

vector director y considerar cualquiera de los dos puntos.

Sea z=0.
z=0=>x-3y+0-1=0=>x-3y=1

Z:0:>—x+y+2(0):1:>—x+y:1

Al resolver el sistema de ecuaciones:

x=3y=1
—x+ y=1
se obtiene:
x==2,y=-1

Luego, un punto de la recta es F, (—2,—1,0) y el vector de posicidn asociado al
punto £ es p, :(—2,—1,0).
De manera analoga, se da un valor ahora para x.Con x =1 se tiene:

x=1=1-3y4+z-1=0=-3y+z=0

x=1=-1+y+2z=1=y+2z=2

Al resolver el sistema de ecuaciones:

-3y+z=0
y+2z=2

se obtiene y =

<

6
s Z=—
7




Otro punto de la recta interseccion es Q[l%gj y el vector de posicién asociado

2 6
alpunto Qesg=|1,=,— |
p Qesg ( 2 7)

Un vector director de la recta interseccion es:

La ecuacion de la recta interseccion es:

[9:(—2,—1,0)+a(—3,—%,—gj, aeR

Esta ecuacion se puede expresar como:

ﬁ=(—2,—1,0)+%a(—7,—3,—2), xR

7=(-2,-1,0)+A(-7,-3,-2), 2 =%a eR

Que es la ecuacion obtenida en los dos ejercicios anteriores.

69. Determinar una ecuacion cartesiana de la recta que es la interseccion de los
planos 7, cuya ecuacion cartesianaes 5x+23y+12z=2y 7, cuyaecuacion
cartesiana es —2x—-45y+22z=14.

Solucion
La forma cartesiana de una recta es:

Ax+By+Cz+D =0
A,x+B,y+C,z+D, =0




Por tanto, la ecuacion cartesiana de la recta interseccion de los planos 7, y 7, es:

Sx+23y+12z— 2=0
—2x—-45y+22z—-14=0

70. Determnar si el punto P(1,1,1) pertenece a la recta de ecuacion cartesiana

2x+y+3z-6=0
—2x-4y+z+6=0

Solucion
El punto P(1,1,1) pertenece a la recta si satisface la ecuaciéon 2x+y+3z-6=0y
la ecuacion 2x—4y+z+6=0.
El punto P(1,1,1) satisface la ecuacion 2x+y+3z-6=0
2x+y+3z-6=0
2(1)+(1)+3(1)-6=0
6-6=0

El punto P(1,1,1) no satisface la ecuaciéon —2x—-4y+z+6=0

—2x-4y+z+6=0
2x—4y+z+6=-2(1)-4(1)+(1)+6=-6+1+6=1%0

Se concluye que el punto P(1,1,1) no pertenece a la recta de ecuacién cartesiana
2x+y+3z-6=0
—2x—-4y+z+6=0
71. (Es posible que dos o mas planos se intersequen en una misma recta?
Solucion

Si, la siguiente figura ilustra claramente que dos o mas planos se pueden inter-
secar en una misma recta.




72. Demostrar que los siguientes tres planos se intersecan en una recta.

i x+y+z=2
T, —x—y+z=-1
Ty x+y+3z=3

Solucion

Las ecuaciones de los planos conforman un sistema de ecuaciones que puede ser
resuelto por el método de Gauss.

T o x+y+z=2
Tyl —x—y+z=-1

Tyl x+y+3z=3

1 1 1 2YR+R, (1 1 1 2)-R+R(1 1 1 2
-1 -1 1 -1 ~ |00 21| ~ |00 21
1 1 3 3)-R+R|0 0 2 1 00 00

El sistema equivalente es:

X+y+z=2
2z =
De aqui,

retmaiy=2
2 4 2

xzﬂ,ﬂeR:Dyzg—ﬂ




El conjunto solucién del sistema de ecuaciones es:

(1242

Este conjunto se puede reescribir como:

{(O,E,lj+i(l,—l,0), ﬂe]R{}
2°2

La ecuacidn de la recta interseccion de los tres planos es:
31
p=|0,=—,—|+A(L,-10), LeR
p=(03.5) 4110

Para comprobar se dan dos puntos de la recta interseccion y se verifica que estos
dos puntos pertenecen a los tres planos.

Dos puntos de la recta son A(O,%,%j y B(l,%,%). Ambos satisfacen las ecua-

ciones de los planos dados.

T X+y+z=2
Tyl —x—y+z=-1

7yt x+y+3z=3

a025)
272

x+y+z=2:>0+§+l=2
2 2

—x—y+z=—1:>—0—§+l=—1
2 2

x+y+3z=320+§+§=3
2 2

[1,1’1)
22
1 1

x+ty+z=2=14+—4+=-=2
2 2
1 1
—X-yt+z=-l=-1-—+—=-1
2 2

x+y+3z=33—1+l+§=3
2 2




B» 73. Darcinco planos que se intersequen en una recta.

Solucion

7 2x+3y+2z=35

7, 4x—-2y+2z=1

7y 2x=5y =-4

7, 10x+7y+8z=16

7wy —2x-11y—-4z=-14

La técnica para disenar los planos consiste en dar dos planos que no sean pa-
ralelos y generar los siguientes con combinaciones de estos. Para este problema

las combinaciones son:

Plano 7,
—1(2x+3y+22=5)
+
4x-2y+2z=1
2x-5y =—4
Plano 7,
3(2x+3y+2z=5)
+

4x-2y+2z=1

10x+7y+8z=16




Plano 7,

—3(2x+3y+22=5)
+
4x-2y+2z=1

—2x—1ly—4z=—-14

Procediendo como en el problema anterior, el lector puede determinar la recta
interseccion.

74. Dar cuatro planos que se intersequen en un punto.

Solucion
71 x=0 (plano yz)
7,y =0 (plano xz)
7, z=0 (plano xy)
7T,. x+y+z=0

Los cuatro planos se intersecan en el punto (0, 0,0).

75. Determinar la ecuacidén de la recta que es la interseccién del plano 7, unas

de cuyas ecuaciones paramétricas son:

3 + 44 + 4p
-6 - 24 + 78 ; L,PeR
z = -1 + 94 - 2p

y el plano 7, una de cuyas ecuaciones vectoriales es:

7=(1,0,1)+A(-1,1,0)+ B(2.L1), A, feR




Solucion
Un vector normal del plano z, es:

ok
N =2 -1 1

1 -2
N, =(1,5,3)

La ecuacidn cartesiana del plano 7, es:

x+5y+3z+D,=0
Como el punto (3,—6,—1) pertenece al plano 7, entonces D, =30.
La ecuacidn cartesiana del plano 7, es:

x+5y+3z+30=0

Un vector normal del plano 7, es:

i ]k
N,=|-1 1 0

2 11
N, =(1,1,-3)

La ecuacidn cartesiana del plano 7, es:

x+y-3z+D,=0
Como el punto (1,0,1) pertenece al plano 7, entonces D, =2.
La ecuacion cartesiana del plano 7, es:

x+y-3z+2=0




Para determinar un punto de la recta considerar el sistema de ecuaciones:

x+5y+3z+30=0
x+y-3z+2=0

Al hacer z =0 se obtiene el sistema de ecuaciones:

x+5y=-30
xX+y=-2

Al resolver este sistema se obtiene x =5, y =-7

Un punto de la recta es (5, —7,0).

Un vector director es:

=N xN,

i =(1,5,3)x(1,1,-3)
iJ k

u=|l 5 3
11 -3

i =(-18,6,—4)

La ecuacidn de la recta interseccion de los planos es:

7=(5-7,0)+A(~18,6,-4), 1R

B 76. Determinar el dngulo entre la recta L una de cuyas ecuaciones vectoriales
es p=(2,4,-1)+1(2,,-2), A€R y el plano 7 unas de cuyas ecuaciones

paramétricas son:

1 + 24 + 3p8

Z = 6 - 21 — 4B




Solucion
El 4ngulo entre una recta y un plano se calcula mediante la formula:

N-it
0 = angsen ——
[N
donde N es un vector normal al plano 7 y # esun vector director de la recta L.

En este caso, el vector u = (2, 1, —2) es un vector director de la recta L mientras
que un vector normal del plano 7z estd dado por:

A A

ik
N=| 2 -4 -1
-6 -2 -4

N =(14,14,-28) =14(1,1,-2)
También se puede tomar como vector normal al vector (1, 1, —2).
El 4ngulo entre L y 7 es:
N-u
0 =angsen ——
[Vl

(1,1,-2)-(2,1.-2)

(L1-2)[|(2.1.-2)
7
% ()

0 = angsen(0.9525)
0=72.27°

0 = angsen

0 = angsen

B> 77. Determinar el angulo entre la recta L:{ y el plano
z

Tp =(—5,0,—8)+/1(1,—1,—4)+ﬂ(0,3,2); LPeR.




Solucion
Un vector normal del plano 7 es:

i j k
N=1 -1 -4

0 3 2
N =(10,-2,3)

Dado que larecta L es paralela al eje Y uno de sus vectores directores es:
u= (O, 1,0)

Por tanto, el angulo entre la recta y el plano dados es:

6 = angsen(—0.1881)
60=169.15°

) 78. Determinar el dngulo entre la recta que contiene a los puntos A(4, 5-1)y
B(-2,2,1) , y el plano que contiene a los puntos C(4,0,-1), D(3,2,0)y
E(4,-1,2).

Solucion
Un vector director de la recta que contiene a los puntos 4(4,5,-1) y B(-2,2,1)
se obtiene de la siguiente manera:

u

(-2,2,1)—(4,5,1)
i =(~6,-3,2)




Para obtener un vector normal del plano que contiene a los puntos C(4, 0,—1),
D(3,2,0)y E(4,-1,2), se calculan primero los vectores DC y DE:
DC =(4,0,-1)-(3,2,0)

DC =(1,-2,-1)

DE =(4,-1,2)~(3,2,0)

DE =(1,-3,2)

Un vector normal del plano es:

N=DCxDE
N =DCxDE
i j k
N=[1 -2 -1
1 -3 2
N =(-7,-3,-1)

0 = angsen
& \/59

0 =angsen(0.9113)
6 =65.68°




) 79. Determinar el dngulo entre la recta L una de cuyas ecuaciones vectoriales
es p=(0,0,6)+4(1,0,0), AR y el plano 7 unas de cuyas ecuaciones
vectoriales es p=(1,1,1)+1(0,0,1)+ 3(0,1,0); A,5€R.

Solucion

Larecta L es paralela al eje X porque tiene como un vector director al vector i
mientras que el plano 7 es paralelo al plano YZ porque uno de sus vectores
directores es:

N =(0,0,1)x(0,1,0)

—i

=
I

Por tanto, el angulo entre Ly 7 es 6 =90°.

. . y=0
B 80. Determinar la ecuacién de un plano que forme 45° conlarecta L :{ 0
z =
Solucion
Y= . . :
La recta L: es una recta que contiene al origen y tiene como un vector
z =

director al vector i, en realidad es el eje x. Esto es facil de verificar ya que un
vector normal del plano y=0 es ]\_]1 = j = (0,1,0) mientras que un vector normal

del plano z =0 es el vector N2 — k= (0, 0,1) asi, un vector director de larecta L

u=NxN,
L_IZjXI:T

es:  1=(0,1,0)x(0,0,1)
i =(1,0,0)
=i

Ademas, el origen de coordenadas esta contenido en larecta L.




Para determinar un plano que forme 45° conlarecta L: {y 0 tan so6lo hay que
z=

buscar un vector que forme 45° con el vector ;. Por geometria, se deduce que el
vector (1,1,0) forma 45° con el vector i ya que se encuentra en una bisectriz del
plano XY . De esta manera se puede considerar al vector (1, 1,0) como un vector
normal del plano que se estd buscando y si ademas se pide que contenga al origen
de coordenadas, la ecuacion del plano es x+y =0.

81. Obtener el angulo que forma la recta que tiene como una ecuacion vectorial
aL:p=(2,1,-4)+A(6,-3,7),A€R con cada uno de los planos coordenados.

Solucion
Angulo entre larecta L con el plano XY .

Un vector director de larecta L es u = (6, —3,7) y un vector normal del plano
XY es N=k .El angulo entre larecta L y el plano XY es:

<

[l
0,0,1)-(6,-3,7
0.0.1)(6.-3.7)

()94
0 = angsen(0.7219)
6=46.21°

0 = angsen

—~
~—~—

0 = angsen

—

3

0 = angsen

Angulo entre larecta L con el plano XZ.

Un vector director de larecta L es u = (6, —3,7) y un vector normal del plano
XZ es N = .Elangulo entrelarecta L yel plano XZ es:




S|

[Vl

(0,1,0)-(6, —3,7)

(0.1.0)](6.-3.7)

0= angsen_—3
(1)o4

0 = angsen(—0.3094)

0=161.97°

0 = angsen

0 = angsen |

Angulo entre larecta L con el plano YZ.

Un vector director de larecta L es u = (6, —3,7) y un vector normal del plano
YZ es N =i .Elangulo entrelarecta L y el plano YZ es:

0 = angsen ——
[Vl

0=an senL
RON

0 = angsen(0.6188)
6 =38.22°

) 82. Determinar la ecuacién de una recta L que forme 0° con el plano
T:x—y+2z-9=0.

Solucion

Como un vector normal del plano 7 es N = (l,—1,2) entonces se tiene que buscar
un vector que sea perpendicular al vector N . Para esto, se propone un vector
L_t:(x,l,4) y se calcula x de modo que N - =0.




N-ii=0
N-i =(1,-1,2)-(x,1,4)
(1,-1,2)-(x,1,4)=0
x-1+8=0

x=-7

Los vectores i =(-7,1,4) y N=(1,-1,2) son perpendiculares. El vector
u= (—7, 1,4) se toma como un vector director delarecta L, por tanto, la ecuaciéon
de una recta que forma 90° con el plano 7 es p=(9,3,6)+A(-7,1,4),A€R.

83. Determinar la ecuacién de una recta L que forme 90° con el plano
m:5x+3y+6z-11=0.

Solucion

Como larecta L y el plano 7z han de ser perpendiculares, un vector normal del
plano 7 puede ser un vector director de larecta L.Es decir # =N = (5,3,6), por
lo que una recta L que forma 90°con el plano 7 es la que tiene como una
ecuacion vectorial a p=1(5,3,6),1 €R.

7:34x+10y +36z-16=0.

Solucion
La recta L es perpendicular al plano 7 si N=4u; leR, A#0 donde N es un
vector normal del plano 7 y # esun vector director de la recta L.

Un vector normal del plano 7z:34x+10y+36z—-16=0 es N =(34,10,36) y un
vector director de la recta L es u =N, x N, donde ]Vl :(3,—3,—2) y
N, =(2,4,-3), ast:




i =(3,-3,2) x (2,4,-3)

i)k
i=3 3 2
2 4 3
7=(17,5,18)

Ya que N =(34,10,36)=2(17,5,18)=2i se concluye que la recta L es perpen-

dicular al plano 7.

x=5 y+l 2-z

85. Demostrar que la recta L: 2 o - 20 es perpendicular al plano
x=1+A+2p0
Tiy= =21+ ;A PBeR.
z==1+A+p
Solucion

Nuevamente, como en el ejercicio anterior la recta L es perpendicular al plano
7 si N=Jdi; AeR, A#0 donde N esun vector normal del plano 7 y & esun
vector director de la recta L.

Un vector normal del plano 7 es N =i, x iz, donde i, =(1,-2,-1)y u,=(2,11),

y un vector director de larecta L es u =(4,12,-20).

Obteniendo el vector N =i, x i,

N=(1,-2,-1) x(2,L1)

ik
a=[l -2 -l
2 1 1




Se observa que:

N =(-1,-3,5)
= 1
N=--(4,12,-20
1(412.-20)
N=—1g
4

Por tanto, larecta L es perpendicular al plano r.

1
) 86. Sea la recta L:ﬁz(ﬁ,3,z]+ﬁ(2,—2,k); AeR y sea el plano
:6x—6y+21z—12=0.Si L y 7 son perpendiculares, obtener el valor de

keR.

Solucion
Como L y z son perpendiculares entonces N xit =0 donde N es un vector

normal del plano 7 y u es un vector director de la recta L. En este caso,
N =(6,-6,21) yit =(2,-2,k), por lo que:

A A

i ]k
Nxii=|6 -6 21
2 2 k

N xit =(—6k +42,-6k +42,0)
(—6k +42,—-6k +42,0)=(0,0,0)
—6k+42=0=k=7

Para k=7, Les perpendiculara r.

) 87. Obtener una recta L que contenga al punto 4(1,2,3) y que sea paralela al
plano 7: p=(7,4,3)+A(1,-4,2)+£(0,3,1); 1, S €R.




Solucion
Una recta L es paralela a un plano 7 si un vector director # de L es perpen-
dicular a un vector normal N del plano 7 ; es decir - N =0.

Parael plano 7: p=(7,4,3)+A(1,-4,2)+£(0,3,1); 4, S €R, unvector normal es:

N =(1,-4,2)x(0,3,1)

iJ ok
N=[l -4 2
0 3 1
N =(-10,-1,3)

Ahora, habra que buscar un vector que sea perpendicular a ]\7:(—10,—1,3). Se
pueden determinar vectores que sean perpendicularesa N = (—10,—1,3), propo-
niendo, por ejemplo, u = (l,l,z); para obtener z se realiza “-N=0.

N=0

i
(1,1,z)-(-10,-1,3)=0
-10-1+3z=0
3z=11
11
z=—
3

_ 11 _ _
El vector u = (1,1,;} es perpendicular al vector N = (—10,—1,3) yaque u-N =0.

De esta forma, una recta que sea paralela al plano 7 y que contenga al punto
A(1,2,3) es:

L:ﬁ=(1,2,3)+/1[1,1,13—1]; AeR




B> 88. Determinar si la recta que contiene a los puntos 4(0,0,1) y B(3,1,1) es pa-
ralela al plano que contiene a los puntos C(5,2,1), D(-4,0,2)y E(0,-2,1).

Solucion
El vector de posicién asociado al punto 4(0,0,1) es @ =(0,0,1).

El vector de posicién asociado al punto B(3,1,1) es b =(3,11).

El vector de posicién asociado al punto C(5,2,1) es ¢ =(5,2,1).

El vector de posicién asociado al punto D(—4,0,2) es d =(—4,0,2).
El vector de posicion asociado al punto £(0,-2,1) es & =(0,-2,1).

Un vector normal al plano es:

i] ok
N=|-9 -2 1
-5 -4 0

N =(4,5,26)




Al hacer el producto punto de los vectores i y N, se obtiene:

ir-N=(3,1,0)-(4,5,26)
w-N=12+5
w-N=17

Los vectores # y N no son perpendiculares, por tanto, la recta no es paralela al

plano.

B> 89. Determinar todas las rectas que son perpendiculares al plano XY

Solucion
En este caso, simplemente son las rectas que contienen algiin punto A(a,b,c) del

espacio y tienen como un vector director al vector = (0,0,1); es decir:

ﬁz(a,b,c)+il€, AeR

B 0. Determinar todas las rectas que son paralelas al plano YZ.

Solucion

Las rectas que son paralelas al plano YZ son las que contienen algiin punto
A(a,b,c) del espacio y tienen como un vector director a un vector que sea
perpendicular a i =(1,0,0); es decir & =(0,d,e), i # 0. Por tanto:

p=(a,b,c)+1(0,d,e), LeR

) 91. Determinarlainterseccion entrelarecta L que contiene al punto A(—2, O,l)

y tiene como un vector director a v=(LL2), y el plano
7:p=(0,0,3)+4(1,-1,2)+ B(3,0,1); 1, B €R.




Solucion
Para obtener la interseccion entre la recta L y el plano 7 se obtienen, primero,

unas ecuaciones paramétricas de la recta dada. En este problema son:

= -2 4+ A
= 0 + A, AeR
z = 1 + 24

A continuacidn, se expresa la ecuacion del plano en forma cartesiana, para esto

se obtiene un vector normal del plano:

ik
N=|l -1 2

3 0 1
N =(-1,5,3)

La ecuacion cartesiana de 7 es —x+5y+3z+ D=0, el valor de la constante D se

obtiene sustituyendox =0,y =0, z=3:

—-x+5y+3z+D=0
-0+5(0)+3(3)+D=0
D=-9

La ecuaciéon del plano queda —-x+5y+3z—-9=0, ahora se sustituyen las

ecuaciones paramétricas de L en esta ecuacion y, de ser posible se despeja A :

-x+5y+3z-9=0
2-A+54+3+61-9=0
101-4=0

ﬂ’:

[V ARS)




Como existe un solo valorde A larecta L yelplano 7 seintersecan en un punto,
el cual se calcula sustituyendo A =% en las ecuaciones paramétricas de L,
2 8
x=-2+2=-2
5
2
7 5

Z=1+2(%j=
5

Larecta L y el plano 7 se intersecan en el punto P(—

W | O

W | oo
W N

W | O
N7

b

) 92. Determinar la interseccion entre larecta L:p= (1+/1,4—/1,—4+52);/1 €R
yelplano 7:3x-2y—-z+1=0.

Solucion
Como en el problema anterior se obtienen las ecuaciones paramétricas de la

recta L
= 1 + A
= 4 - A, A€R
z = -4 - 51

Ahora se sustituyen estas ecuaciones en la ecuacién del plano y de ser posible se
despeja A:
3x-2y—z+1=0
3(144)-2(4-2)—(—4+52)+1=0
3+34-8+24+4-54+1=0
0=0

Esto significa que todos los puntos de la recta estan contenidos en el plano =.
Por tanto, la interseccion entre larecta Ly el plano 7 eslarecta L.




B 93. Determinar la interseccién entre larecta L:p=(3,2,1)+4(3,2,-1);A€R y

elplano 7:x-y+z+2=0.

Solucion
Se procede como en el problema anterior. Se obtienen las ecuaciones para-
métricas de larecta L

= 3 + 32
= 2 + 24, 1e€R
z =1 - A

Se sustituyen estas ecuaciones en la ecuacidon del plano y de ser posible se

despeja A:
xX—y+z+2=0

3432—(2424)+1-4+2=0
3+34-2-2A+1-4+2=0
4=0

En este caso se llega a una contradiccion, lo cual indica que ningun punto de la
recta L esta contenido en el plano 7. Por tanto, la interseccion entre la recta L
y el plano 7 es el conjunto vacio; se dice con frecuencia que no existe
interseccion entre larecta Ly el plano 7.

B> 94. Seanlarecta L y el plano 7 unas de cuyas ecuaciones paramétricas son,

respectivamente:
x = 2 - 2 x=2=2f+y
= 1 + 24 AeR y 7m:3y=I1+p -y ;BreR.
z = 3 - 2 z=2-f+y

Obtener la interseccién entre ambos lugares geométricos.




Solucion

Se parte de la suposicion de que existe interseccion entre L y 7, por lo que se
hace:

X=x, y=y, z=1z

2-A=2-2B+y = -20+y+ A=-4
1424A=1+ -y = L—y—21=0
3—-A=2—- f+y = —-p+y+ A=1

Se resuelve este ultimo sistema de ecuaciones lineales por el método de Gauss.

-2 1 1 4 1 -1 =2 0 1 -1 =2 0 1 -1 =2 0
1 -1 -2 0f~-1 1 1 1j~(0 0 -1 1|~j0 1 3 4|~
-1 1 1 1 -2 1 1 4 0O -1 -3 4 0 0 1 -1

1 -1 -2 0
0 1 3 4
0 0 1 -1

Sistema equivalente
L—y—241=0

—y+31=4
-A=1

De aqui:
p=5 y=7 A=-1

Larecta Ly el plano 7 se intersecan en el punto P(5,7,—1).




95. Sean la recta L y el plano 7 unas de cuyas ecuaciones paramétricas son,

respectivamente

= 2 4+ vy x=2-A+p

= 3 + y, yeR 'y m:y y=1+ A-38 ;1,B€<R.
z = 3 - 3y z=—-14+A+p

Obtener la interseccién entre L y 7.

Solucion
Se parte de la suposicion de que existe interseccion entre L y 7, por lo que se

hace:
X=X, y=y, z=z

24y =2-A+pf = —-A+ p—-y=0
-3+y=1+A-3 = A-3f-y=-4
3-3y=-1+A+p= A+ f+3y=4

Se resuelve el sistema de ecuaciones lineales por el método de Gauss.

-1 1 -1 o][-1 1 -1 o][-1 1 -1 o0
1 3 -1 4|~ 0 2 2 —4|~| 0 2 2 -4
1 1 3 4/|0 2 2 4[]0 0 0 o0

Sistema equivalente

-A+pB-41=0
L+A=2

Como el sistema equivalente es compatible indeterminado, entonces todos los
puntos de la recta L pertenecen al plano 7, en consecuencia, la interseccion
entre la recta y el plano dados eslarecta L.




96. Sean larecta L y el plano 7 unas de cuyas ecuaciones paramétricas son,

respectivamente

= 1 + 2 x=2-2f+y

= -1 - A AeR y 7z y=l+p-y ;B yeR.
z = 32 z=2-F+y

Obtener la interseccién entre L y 7.

Solucion
Como en los dos problemas anteriores, se parte de la suposicion de que existe
interseccion entre L y 7, por lo que se hace:

X=X, y=Yy, z2=2

1+A=2-20+y = -2B+y—-A=-1
—1-A=1+p-y = p—y+A=-2
A=2-p+y = —-pf+y—-A=--2

Se resuelve el sistema de ecuaciones lineales por el método de Gauss.

Como el sistema equivalente es incompatible, entonces la interseccion entre la
recta L y plano r, es el conjunto vacio.




2x-y-2z=0

cruzaalplano 7:x+y+z-2=0.
—x+2y+z=1 P rexTyTE

B 97. Determinarsilarecta L :{

Solucion
Para determinar si la recta cruza al plano, se resuelve el siguiente sistema de
ecuaciones que se forma con las ecuaciones de los planos contenidos en L y la

del plano .
2x-y—-2z=0
—x+2y+z=1
X+ y+z=2

2 -1 =20 1 1 1 2 1 1 1 2011 1 1 2
-1 2 1 1}|~-1 2 1 1|-f0 3 2 3|0 3 2 3
1 1 1 2 2 -1 =2 0 0O 3 4 4|0 0 2 -1

Sistema equivalente:

X+ y+z=2
-y+z=-5
-2z=-1

La solucion del sistema de ecuaciones es x =

VY =7,2=

A\ |

2 _1
377 2
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Larecta L cruza al plano 7 en el punto (%, 3 5)

x = 3 + 2y
B> 98. Seanlarecta L:{y

V4

-2 + 2y, yeR yelplano 7:2x+y+z=4.
— 67/

Obtener la distancia entre L y .




Solucion
Un vector director delarecta L es & = (2, 2, —6).

Un vector normal del plano 7 es N=(2,1,1).

Como i7-N =(2,2,-6)-(2,1,1)=0 entonces la recta es paralela al plano. Para
obtener la distancia entre ambos lugares geométricos se da un punto de la recta
y se calcula la distancia de este punto al plano mediante la férmula de distancia
de un punto a un plano.
P UL
[

donde N es un vector normal al plano dado, @ es un vector de posicién corres-
pondiente a un punto del planoy b es un vector de posicién correspondiente a
un punto de la recta.

En este problema N =(2,1,1), @ =(3,-2,0) y 5 =(LL1). La distancia entre la
rectay el plano es:

al
,_M1)-(3.-2,0))-(2.L1)

(2.11)
|(-2.3,1)-(2.L,1)|
N3

d:|—4+3+1|

J6

d=0

) 99. Seanlarecta L:p=(1,2,2)+A(1,2,-3);A€R yelplano z:x+y+z=1.

Obtener la distancia entre L y 7.




Solucion
Nuevamente L y 7 son paralelos porque iz - N =(1,2,-3)-(1,1,1)=0

Para este problema N =(1,1,1), @ =(2,1,-2) y & =(1,2,-3). La distancia entre la

recta y el plano es:

(b -a)-¥]
¥
((1,2,-3)=(2,1,-2))-(LL1)
)
_|LL-n)- (L)
T8

|‘1+1‘1|_H_L

d=

d=——1= =
BB
d ~0.577
x-y-z=0
100. Determinar si la recta L: esta contenida en el plano
X+y+z=2

7:5x+2y+2z=0. Obtener la distanciaentre L y r.

Solucion

La recta esta contenida en el plano si la distancia entre L y 7 esigual a cero.

Un vector normal del plano x—y—-z=0es N, =(1,—1,—1).
Un vector normal del plano x+y+z=2 es NZ = (1,1,1).

Un vector director delarecta L es i = N, x N,




<
I
=
S}

]k
=1 -1 -1
11 1
u=(0,-2,2)

Un vector normal del plano 5x+2y+2z=0es N =(5,2,2).

=(5.2,2)-(0,-2,2)=0

Larecta L es paralela al plano 7 porque N-i
y N=(5,2,2), por lo que la distancia

En este problema @ =(0,0,0), 5 =(1,1,0)

entre Ly 7 es:

F-a)9
M

((1,1,0)=(0,0,0))-(5,2,2)

(5.2.2)

|(1.1,0)-(5.2,2)]

V33

La recta L no esta contenida en el plano 7 porque la distancia es diferente de
cero.
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